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Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude des polynémes multisymétriques : les
polynémes en les coefficients de la matrice :

a’l bl e ’zl

a9 b2 . R9
X= )

a b ... =z

qui sont inchangés par toutes les permutations des colonnes de cette matrice.
C’est une généralisation des polynémes symétriques (cas qui correspond a
r = 1). Deux aspects différents sont abordés : dans la majeure partie du do-
cument (les trois premiers chapitres), les polynémes multisymétriques sont
étudiés “pour eux-mémes” : les coefficients de la matrice X sont des variables
libres. Au contraire, dans le dernier chapitre, on étudie les fonctions multi-
symétriques des racines de systemes d’équations polynomiales d’un certain
type.

Les premiers traitements systématiques des fonctions multisymétriques
apparaissent 4 la fin du dix-neuviéme siécle. Ce sont les travaux de Friedrich
Junker ! [43, 44, 45, 46, 47] et de MacMahon [52]. Tous deux définissent
des analogues multisymétriques des fonctions symétriques monomiales, des
fonctions symétriques élémentaires et des sommes de puissances. Le point
de vue de MacMahon est principalement combinatoire, tandis que Junker
est intéressé par le calcul des relations entre les polynémes multisymétriques
élémentaires.

Au cours du vingtiéme siecle les polynémes multisymétriques ne font que
des apparitions breves. Ils sont utilisés par Emmy Noether [58] et Hermann
Weyl [85] comme outils de démonstration dans leurs travaux en théorie des
invariants.

Ce n’est que récemment (depuis une dizaine d’années) que les polynomes
multisymétriques redevienent d’actualité :

'Le directeur de thése de Junker est vraisemblablement Alexander von Brill. Junker
lui adresse ses remerciements au début de son mémoire de these [42]. La note en bas de la
page 79 de [59], & la suite de I'exemple 4.32, qui donne Hilbert comme directeur de thése
de Junker, est probablement erronée.

13



— en géométrie, parce que 'anneau des polynomes multisymétriques se
trouve étre 1'algébre de coordonnées affines d’une variété paramétri-
sant les produits de formes linéaires (article d’Amnon Neeman [57],
travaux de John Dalbec [22], et de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky
[30]). Les relations entre polynémes multisymétriques élémentaires
s’interprétent naturellement comme les équations de cette variété plon-
gée dans un espace affine.

— en combinatoire, Ira Gessel redécouvre les travaux de MacMahon [31]
et Mercedes Rosas, dans [65], adapte aux polynémes multisymétriques
la présentation de Doubilet des polynémes symétriques [24]) .

— en théorie des invariants des groupes finis (en particulier travaux de
Fleischmann [27]).

— Dans I’étude des systéemes d’équations polynomiales avec un nombre
fini de solutions (u-résultant, travaux de Tsikh, Aizenberg, Kytmanov,
rassemblés dans le livre [12]).

— Et dans d’autre domaines encore, que nous n’avons pas abordé dans ce
mémoire (travaux d’Olver et Shabikan dans le domaine des équations
aux dérivées partielles, [60], topologie algébrique ([1] et le trés récent
article [26])).

Le premier chapitre de cette thése est consacré & des généralités sur les
polynomes multisymétriques. Nous rassemblons les connaissances éparses
sur le sujet. En particulier nous donnons diverses formules explicites pour ex-
primer les différentes familles remarquables de polynémes multisymétriques
les unes en fonction des autres. Parmi ces formules la “formule de réduction”
(proposition 1.9) semble nouvelle, et joue un role important dans le chapitre
3. Nous donnons aussi des conditions nécessaires et suffisantes sur ’anneau
de coefficients pour que les polynémes multisymétriques élémentaires en-
gendrent l'algébre des polynémes multisymétriques. Un tel énoncé n’avait
jamais été écrit. En appliquant le théoréme de Eagon et Hochster de la
théorie des invariants des groupes finis, nous mettons en évidence la struc-
ture naturelle d’extension entiere d’une algebre de polynémes pour ’algébre
des polynomes multisymétriques, structure que nous exploiterons fortement
dans le chapitre 2. Les polynémes multisymétriques élémentaires donnent en
fait un systéme d’invariants primaires et un systéme d’invariants secondaires
naturels.

L’algebre des polynémes multisymétriques est multigraduée. Aussi nous
donnons diverses formules pour sa série de Hilbert-Poincaré. Ces formules
sont aussi des formules d’énumération des partitions de vecteur, dues essen-
tiellement & Andrews d’une part, et Gessel et Garsia d’autre part. Nous en
donnons aussi une présentation dans le langage du pléthysme des fonctions
symétriques, présentation qui prépare certains calculs du chapitre 3.

Le chapitre 2 est consacré 4 un nouvel algorithme de calcul de I'idéal de
toutes les relations entre polyndémes multisymétriques élémentaires sur un

14



corps de caractéristique nulle. Les ingrédients sont ceux préparés au cha-
pitre 1 : ’anneau des polynomes multisymétriques considéré comme anneau
d’invariants d’un groupe fini, avec ses systémes d’invariants primaires et se-
condaires naturels ; sa série de Hilbert-Poincaré multivariée, et une méthode
de Junker [44], précisée par Dalbec [22] qui permet de calculer toutes les
relations en multidegré donné (on est ramené & des calculs de formules de
conversion entre différentes familles de polynémes multisymétriques). Cet
algorithme donne une base de Grobner réduite (pour un certain ordre) de
'idéal des relations (sans utiliser ’algorithme de Buchberger).

Nous avons réussi a mener 1’exécution de cet algorithme & son terme dans
le cas ol la matrice X a n = 4 colonnes et r = 2 lignes, le cas n = 5,r = 2
et le cas n = 3,7 = 3. L’idéal des relations n’avait jamais été calculé dans
ces trois cas.

Nous terminons en prévoyant le résultat de 1’algorithme pour le cas
simple n = 2 (r quelconque) et un ordre monomial bien choisi.

Dans le chapitre 3 est adopté le point de vue géométrique. Le lien entre
polynoémes multisymétriques et sous-variété des formes factorisables est ex-
plicité de fagon précise. Ce chapitre reprend en fait la présentation par
Dalbec [22, 21] des polynoémes multisymétriques homogenes, en précisant
certains de ses résultats. Nos résultats nouveaux sont les suivants : en uti-
lisant le théoreme 1.19 du chapitre 1 qui précisait quand les polyndmes
multisymétriques élémentaires engendrent 1’algébre des polynomes multi-
symétriques, nous montrons que ’application naturelle du produit symé-
trique d’ordre n de I'espace projectif sur la variété de Chow de n points
de I’espace projectif n’est jamis un isomorphisme en caractéristique positive
inférieure ou égale a n, complétant des résultats de Neeman [57]. En appli-
quant aux résultats de l'algorithme présenté au chapitre 2 une marche de
Grobner, nous sommes capables de déterminer 1’idéal de toutes les équations
polynomiales vérifiées par une forme pour étre produit de facteurs linéaires
dans deux cas qui n’avaient jamais été calculées : les cubiques en quatre
variables et les quartiques ternaires. Dans ces deux cas, nous comparons cet
idéal & celui des équations de Brill. Nous démontrons d’une autre fagon un
résultat déja présent dans [22] : que ces deux idéaux différent en un nombre
infini de composantes graduées pour les cubiques en quatre variables. Mais
nous montrons aussi le résultat nouveau que dans le cas des quartiques ter-
naires, ces idéaux sont différents mais coincident en grand degré. Pour finir,
nous donnons une reformulation combinatoire nouvelle de la conjecture de
Foulkes-Howe.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude des polynomes multisymé-
triques des racines de certains systémes d’équations polynomiales avec un
nombre fini de solutions. Nous considérons les deux cas suivants : systémes
de polynémes qui sont une base de Grobner pour un ordre fixé et des
monomes de téte fixés ; systémes de polynoémes de poids fixé qui définissent
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une intersection compléte stricte. Nous montrons que dans ces deux cas,
les polynomes multisymétriques des zéros sont respectivement des fonctions
polynomiales des coefficients du systéme, ou des fractions rationnelles des
coefficients du systéme. Ces résultats sont valables en toute caractéristique.
Pour finir, nous donnons une présentation algébrique des résultats essentiel-
lement dus a Tsikh, Aizenberg et Kytmanov sur les relations entre sommes
de puissances multisymétriques des racines et coefficients des systemes de
Pham généralisés.
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Introduccion

Cette thése est une thése en cotutelle franco-espagnole. Aussi nous don-
nons maintenant une traduction de l'introduction en espagnol.

La memoria de tesis doctoral titulada Polinomios Multisimétricos se de-
dica al estudio de los polinomios multisimétricos. Estos se definen como los
polinomios en los coeficientes de la matriz :

al bl .. zl

a9 bg )
X= )

ar b ... 2z

que permanecen invariantes bajo las permutaciones de las columnas de ésta
y constituyen la generalizacién natural de los polinomios simétricos (caso
que corresponde a 7 = 1).

Dos aspectos distintos sobre los polinomios multisimétricos son estudia-
dos en esta memoria. En sus tres primeros capitulos, los polinomios multi-
simétricos son estudiados “por si mismos” : los coeficientes de la matriz X
son variables independientes. Al contrario, en el iltimo capitulo de la me-
moria, se estudian las funciones multisimétricas evaluadas en las raices de
ciertos sistemas de ecuaciones polinomiales; aquellos que poseen un nimero
finito de soluciones.

Los primeros estudios sistematicos de los polinomios multisimétricos apa-
recen al final del siglo diecinueve : son los trabajos de Junker [42, 43, 44,
45, 46, 47] y de MacMahon [52]. Ambos introducen la definicién para los
andlogos multisimétricos de las funciones simétricas monomiales, de las fun-
ciones simétricas elementales y de las sumas de potencias. El punto de vista
de MacMahon es principalmente combinatorio, mientras que Junker est4 in-
teresado en el cilculo de las relaciones entre los polinomios multisimétricos
elementales.

Durante el siglo veinte, los polinomios multisimétricos hacen sélo apari-
ciones breves. Son utilizados por Emmy Noether [58] y Hermann Weyl [85]
en sus trabajos de Teoria de Invariantes.

Sin embargo, recientemente (desde finales del siglo veinte) los polinomios
multisimétricos vuelven a la actualidad :
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— En Geometria, porque el anillo de los polinomios multisimétricos es el
anillo de coordenadas afin de una variedad algebraica parametrizando
los productos de formas lineales (articulo de Amnon Neeman [57], tra-
bajos de John Dalbec [22], y de Gelfand, Kapranov y Zelevinsky [30]
)- Las relaciones entre polinomios multisimétricos elementales se inter-
pretan de forma natural como las ecuaciones de esta variedad inmersa,
en un espacio afin.

— En Combinatoria, Ira Gessel redescubre los trabajos de MacMahon [31]
y Mercedes Rosas, en [65], adapta la presentacién de Doubilet de los
polinomios simétricos [24] a los polinomios multisimétricos .

— En Teoria de Invariantes para grupos finitos (especialmente los traba-
jos de Fleischmann [27]).

— En Teoria de la Eliminacién para el estudio de los sistemas de ecua-
ciones polinomiales con un nidmero finito de soluciones (u-resultante,
trabajos de Tsikh, Aizenberg, Kytmanov reunidos en la monografia
12)).

— Y en otros campos que no se han considerado de forma explicita en
la memoria (trabajos de Olver y Shabikan sobre las ecuaciones en
derivadas parciales, [60], topologia algebraica ([1] y el articulo muy
reciente [26])).

El primer capitulo de esta memoria introduce, con toda generalidad, a
los polinomios multisimétricos desarrollando sus primeras propiedades. Es-
pecialmente se presentan varias férmulas explicitas para describir la trans-
formacién entre las diferentes familias de polinomios multisimétricos. Entre
estas formulas, la nueva “férmula de reduccién” (proposicién 1.9) tiene un
papel destacado en el capitulo 3. También, y por primera vez, se determi-
nan las condiciones necesarias y suficientes sobre el anillo de coeficientes para
que los polinomios multisimétricos elementales generen el dlgebra de los po-
linomios multisimétricos. Aplicando el Teorema de Eagon y Hochster de la
Teoria de Invariantes para grupos finitos se pone de relieve, para el dlgebra
de los polinomios multisimétricos, la estructura natural de extensién entera
de un dlgebra de polinomios, estructura que explotamos intensamente en el
capitulo 2. Nétese ademds que los polinomios multisimétricos elementales
constituyen de hecho un sistema fundamental de invariantes.

El &4lgebra de los polinomios multisimétricos es también multigraduada.
Se introducen varias férmulas para su Serie de Hilbert-Poincaré que se in-
terpretan también como férmulas de enumeraciéon de las particiones de un
vector. Estas férmulas son debidas esencialmente a Andrews y a Gessel &
Garsia. También damos una presentacién de estas férmulas en el lenguaje
del pletismo para las funciones simétricas, presentacion que serd utilizada
para desarrollar el algoritmo de cédlculo de relaciones entre los polinomios
multisimétricos elementales que se introduce en el capitulo 2.

El capitulo 2 de la memoria presenta un nuevo algoritmo de calculo para
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el ideal de todas las relaciones entre los polinomios multisimétricos elemen-
tales (sobre un cuerpo de caracteristica zero). Los ingredientes que permiten
desarrollar este algoritmo son los siguientes resultados que se introducen en
el capitulo 1 : la consideracién del anillo de los polinomios multisimétricos
como anillo de invariantes de un grupo finito, con su sistema fundamental
de invariantes natural, el conocimiento de su Serie de Hilbert-Poincaré mul-
tivariada y un método — esbozado por Junker en [44] y retomado por Dalbec
en [22] que lo completa, justifica y utiliza — para el cilculo de todas las rela-
ciones en multigrado dado (se reduce asi el problema a calcular férmulas de
conversién entre ciertas familias de polinomios multisimétricos). El resultado
de la aplicacién de este algoritmo es una Base de Grébner reducida (para un
cierto orden) del ideal de las relaciones. Nétese que esta Base de Grdbner se
obtiene sin utilizar en ningin momento el algoritmo de Buchberger).

Se ha utilizado con éxito este algoritmo en los casos donde la matriz
X tiene n = 4 columnas y r = 2 filas, n = 5 columnas y r = 2 filas y
n = 3 columnas y r = 3 filas. El ideal de las relaciones entre los polinomios
multisimétricos elementales jaméas habia sido calculado en ninguno de estos
tres casos.

El capitulo se termina mostrando el resultado de la aplicacién del al-
goritmo al caso sencillo n = 2 (y r cualquiera) y un orden monomial bien
elegido.

En el capitulo 3 se adopta un punto de vista geométrico. La conexién
entre los polinomios multisimétricos y la subvariedad de formas totalmente
factorizables es puesta de manifiesto de forma precisa. Este capitulo sigue la
presentacién ya hecha por Dalbec [22, 21] de los polinomios multisimétricos
homogeneos, haciendo mas precisos algunos de sus resultados. Las princi-
pales aportaciones de este capitulo de la memoria son las siguientes :

— Utilizando el teorema 1.19 del capitulo 1, que indica cuando los po-
linomios multisimétricos elementales generan el dlgebra de los poli-
nomios multisimétricos, mostramos que la aplicacién natural del pro-
ducto simétrico de orden n del espacio proyectivo sobre la Variedad de
Chow de n puntos del espacio proyectivo nunca es un isomorfismo en
caracteristica positiva inferior o igual a n, completando de esta manera
los resultados de Neeman en [57].

— Aplicando a los resultados de la aplicacién del algoritmo, presentado
en el capitulo 2, una “Grobner walk”, somos capaces de determinar el
ideal de todas las ecuaciones polinomiales verificadas por una forma
para ser totalmente factorizable en dos casos nunca calculados : las
cibicas en cuatro variables y las cudrticas ternarias. En estos dos ca-
sos, comparamos este ideal con el ideal de las ecuaciones de Brill. Se
prueba de otra manera un resultado ya presente en [22] : que estos dos
ideales difieren en un niimero infinito de componentes graduadas para
el caso de las cubicas en cuatro variables. Pero también probamos, por
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primera vez, que, para €l caso de las cudrticas ternarias, estos ideales,
aunque diferentes, coinciden para grados grandes.

— Se da una nueva formulacién combinatoria de la conjetura del “Ple-
thysm” de Foulkes—Howe.

El 1ltimo capitulo de la memoria se dedica al estudio de los polinomios
multisimétricos evaluados en las raices de ciertos sistemas de ecuaciones po-
linomiales con un nimero finito de soluciones. Se consideran los dos casos
siguientes : primero, los sistemas de ecuaciones polinomiales que son una
Base de Grobner, para un orden monomial y monomios lideres fijados de
antemano y, segundo, sistemas de ecuaciones polinomiales de peso prefijado
definiendo una interseccién completa estricta. Mostramos que, en estos dos
casos, los polinomios multisimétricos evaluados en las raices son, respecti-
vamente, funciones polinomiales de los coeficientes del sistema, o funciones
racionales de los coeficientes del sistema. Se muestra también que estos re-
sultados son ciertos independientemente de la caracteristica del cuerpo de
partida.

Finalmente, damos una presentacién algebraica de los resultados, debidos
esencialemente a Tsikh, Aizenberg y Kytmanov, sobre las relaciones entre
los coeficientes de los “sistemas de Pham generalizados” y las sumas de
potencias multisimétricas evaluadas en sus raices.
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Chapitre 1

Généralités sur les
polyndmes multisymétriques

1.1 Les objets de 1’étude

Nous présentons ici les objets étudiés dans ce chapitre : les polynomes
multisymétriques. Ce sont des généralisations des polynémes symétriques.
Nous commengons donc par de tres brefs rappels sur les polynémes symé-
triques.

1.1.1 Brefs rappels sur les polynéomes symétriques

Soit A un anneau (commutatif, comme ce sera toujours le cas pour les
anneaux dans ce mémoire), et n variables a, b, . .., z. Parmi les polynémes en
ces variables avec coefficients dans A, les polynémes symétriques sont ceux
qui sont inchangés par toute permutation de a,b, ..., z.

L’algebre des polynémes symétriques a une base de A-module naturelle :
celle des symétrisés de monomes. Ces polyndémes sont appelés fonctions mo-
nomiales. Ils sont indexés par les partitions d’entiers (ce sont les multi-
ensembles d’entiers positifs).

Précisément, soit A une partition de longueur k < n :
A=A, -, Ak

avec les \; dans N* (ensemble des entiers naturels non-nuls). Notons Ag11 =
... = A, = 0. Alors la fonction monomiale m) est la somme des mon6émes
dans l'orbite de a*1b* --- 2* sous I’action du groupe symétrique qui per-
mute les variables.
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> Exemple : Dans le cas de n = 3 variables, on a :

mg = a? + b% + c?
mp,;) = ab+ac+be
mp1 = a’b+b%a+a’c+cfa+b’c+cPb

Des familles classiques de polynomes symétriques sont définies. Parmi
elles :
— Les polynémes symétriques élémentaires :

e1. = a+b+...+2
eoc = ab+...4az+...+bz+...
e3 = +-~+abz+...

Leur fonction génératrice est :

E(t) = zn:ektk = (1+at)(1+0bt)--- (1 +2t)
k=0

Les fonctions symétriques élémentaires ex, k = 1,...,n, engendrent
I’algebre des polynémes symétriques, et sont algébriquement indépen-
dantes.

— Les sommes de puissances :

pr = a+b+...4+2
p = a?+b2+...+22

Leur fonction génératrice est :

at bt 2t
P(t) = th — L
(t) ;pk l—wt 1w 1o

Les premiéres sommes de puissances pi,...,Dp, sont algébriquement
indépendantes et engendrent ’algébre des polyndémes symétriques a
coefficients rationnels, mais pas I'algébre des polyndémes symétriques
a coefficients entiers.

— Les sommes complétes :

hi — Z (],ja’bjb - zjz
ja+]b++]z:Z
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Leur fonction génératrice est :

n 1
1+§)hkt’“ = 1 —at)(l—bt)--(1—21)

Les sommes completes engendrent 1’algébre des polynémes symétriques,
et sont algébriquement indépendantes.

Les fonctions monomiales, les fonctions élémentaires, les sommes de puis-
sances, les sommes complétes s’expriment les unes en fonction des autres, a
I’aide de formules de conversions que nous rappellerons au moment nécés-
saire.

Notes

e Des ouvrages de référence sur la théorie des polynémes symétriques
sont ceux de Macdonald [50], de Sagan [73], et le cours de Lascoux et
Schiitzenberger [49].

1.1.2 Définition

Nous introduisons maintenant les polynémes multisymétriques. Nous en
donnons aussi des exemples d’utilisation, qui motivent leur étude.

Nous considérons & nouveau un alphabet fini a, b, ...,z & n lettres. Mais
maintenant a chaque lettre nous associons une famille de r variables :

ai,...,0ar
bi,....b,
Zly-+-3Rp

Définition 1.1 Les polyndmes multisymétrigues en les familles de variables
a = (a1,...,0;),...,2 = (21,...,2,) sont les polynémes en les variables
ai,a9,...,zr inchangés par toutes les permutations des lettres a,b, ..., z.

Si 'on considére la matrice des variables :

aq bl e 21
X= :

ar b, ... =z

alors il s’agit des polynémes en les coefficients de cette matrice, inchangés
par toutes les permutations des colonnes.
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> Exemple : Pour n = r = 2, les polynéomes multisymétriques sont les
polynémes P en ay,aq,bi, by avec la propriété :

P(Gll,G/Q,bl,bQ) = P(b17b2;a'17a2)

Les polynémes suivants en font partie :
— les polynémes symétriques en I'une des lignes de la matrice, par exemple :
a1 + by, aiby, az+be, agbs.
— le permanent de la matrice des variables : a1by + a9by.
— le carré du déterminant de la matrice des variables.

Les polynémes multisymétriques & coefficients dans un anneau A forment
une sous-algebre de Alai,as,...,2-—1, 2]. On note J7,(A) cette sous-algebre.
La lettre J est choisie en 'honneur de Friedrich Junker, I’'un des premiers
a avoir étudié ces objets [42, 43, 44, 45, 46, 47]. L’indice n rappelle qu'on
considere une action du groupe symétrique &p, = Gy4p,.....), le groupe des
permutations de {a,...,z} et ’exposant r que les lettres permutées ont r
composantes.

> Exemple : Donc J!(A) désigne 1’algebre des polyndémes symétriques en
n variables a coefficients dans A. <

De plus on munit J7, (A) d’une graduation & valeurs dans N" (ou N désigne
I'ensemble des entiers naturels) : pour tout x dans 'alphabet a,b, ..., z, on
donne 4 la variable z; le multidegré &; (le i-iéme vecteur de la base canonique
de Z", ou Z désigne I'ensemble des entiers relatifs). On note mdeg P le
multidegré d’un polynéme homogene P relativement & cette graduation.

Pour B une algebre ainsi multigraduée, nous noterons Bpgeg=q la com-
posante homogene de multidegré a. Une telle algébre est aussi graduée par
N : un élément homogene de multidegré a recevant le degré |a| (la notation
|| désigne la norme du vecteur «, c’est-a-dire la somme de ses coordonnées,
ap+...+ OéT).

La composante homogene de degré k pour cette graduation est notée

B| mdeg |=k-

> Exemple : Pour n = 7 = 2 on a mdega; = mdegb; = (1,0) et
mdegas = mdegbe = (0,1), ce qui donne pour les exemples suivants de
polynémes multisymétriques :

mdeg(ai + b1) = (1,0)
mdeg(a1b1) = (2,0)
mdeg(ag + by) = (0,1)
mdeg(a2b2) (0 2)
mdeg(albg + agbl) (1 1)
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1.1.3 Les polynémes multisymétriques élémentaires

Nous définissons un analogue de la famille des polynémes symétriques
élémentaires.

Définition 1.2 On définit une famille de polynomes multisymétriques eq
pour « parcourant N, par leur série génératrice :

E{t) = E(ty,...,t,) = Zeat“ —

(1—|—a1t1+...—I—aTtT)(l+b1t1—I—...+brtr)---(1+z1t1 +...+ZTtT)
(1.1)

En particulier, e = 1 et e = 0 pour |a|] > n, Les polyndmes multi-
symétriques élémentaires sont les ey, pour 0 < |a| < n.

Cette définition est justifiée en 1.2.3.

Pour 8 = (f1,...,5:) € N et la famille @ = (ay,...,a,) nous notons a®
le produit a?'a5” .- af".
Explicitement on a :

€q = Z a/j(a)b/j(b) L z/j(z)

la somme étant étendue & pour tous les choix de vecteurs 8@, 80 ... g
avec ay occurences de & (le premier vecteur de la base canonique de Z"), oo
occurences de &9, etc. .., a, occurences de &, et des occurences du vecteur
nul pour compléter.

> Exemple : Pour r = 2,n = 2, il y a cinq polynémes multisymétriques
élémentaires. Quatre d’entre eux sont en fait des polynémes symétriques é1é-
mentaires en les coefficients de I'une des lignes de la matrice des variables :

e10 = a! + bsr = ai + by

62,0 = 0,51 b61 =a- b1
eon =a2+b2 =ay+by
60,2 = a§2b§2 = a9 - b2

Le dernier polynéme multisymétrique élémentaire est “mixte” :

€11 = (l'£1 b52 + a&bgl =a1-by+tas-b;
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Considérons le cas des polynomes multisymétriques a coefficients dans
un corps K. Il est remarquable que la fonction génératrice des e, soit un po-
lyndéme en r variables qui est produit de facteurs de degré 1. Danslecasr =1
ceci n’implique aucune relation algébrique entre les e car tout polynéme en
une variable est produit de facteurs de degré 1 dans une extension algébrique
convenable du corps de base. Il en va autrement lorsque r > 1. Dans I’es-
pace des polyndmes de degré au plus n, le sous-ensemble des produits de
facteurs de degré 1 est une sous-variété propre, et les e, sont donc liés par
les équations définissant cette sous-variété. Ce point de vue est détaillé dans
le chapitre 3. Le lien précis entre les polyndémes multisymétriques élémen-
taires et la sous-variété des polynomes produits de facteurs de degré 1 y est
explicité.

De fagon générale, l’existence de relations entre les polynémes multi-
symétriques éémentaires est assurée par 'argument suivant : il y a (”;LT) -1
polynémes multisymétriques élémentaires dans J} (A), strictement plus que
le nombre (nr) de leurs variables a, ...,z dés lors que r > 1 et n > 1.

> Exemple : Considérons le cas n = r = 2. Le polynoéme en t1, s :
T+eiots +epto+enots +ep tita +eoso ts

est produit de facteurs de degré 1. Par suite, la forme quadratique obtenue
par homogénéisation est dégénérée. Autrement dit, le déterminant :

2e90 €11 €10
€11  2ep2 e€q,1
€10 €01 2

est nul, d’oll une relation :
2 4 2 2 _
€1,1 — €1,0€0,1€1,1 — 4€2,0€0,2 + €0,2€1 g + €2,0€5 1 =

Nous verrons plus tard que c’est la seule relation pour n =r = 2. <

Un probleme central de la théorie des polynomes multisymétriques est
de déterminer toutes les relations entre les polynémes multisymétriques élé-
mentaires.

1.1.4 Les sommes de puissances multisymétriques

Nous introduisons aussi des analogues des sommes de puissances.
Définition 1.3 Soit o € N' \ {0}, ot 0 désigne le vecteur nul. On pose :
Pa=a%+b*+ ...+ 2°

C’est la somme de puissances multisymétrique d’indice o.
Les premieres sommes de puissances sont les sommes de puissances pg,
avec 0 < |a| < n.
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> Exemple : Pour r = 2,n = 2, les premiéres sommes de puissances sont :

P10 = a1 + by, Po,1 = a2 + by
P20 = al + b3, P11 = aiaz + bibo, Po2 = a3 + b3

Les sommes de puissances suivantes sont :

P30 =ad+ b3, po1=alay+bibe, pi1o=aial+bib3, pos=al+b

Remarque : Il est tentant de poser pg = m. On évitera néanmoins de le
faire, car cela pose des problémes de cohérence deés lors qu’on fait varier le
nombre de lettres n de I'alphabet a,b,..., 2. B

L’introduction de cette famille est motivée par le probléme suivant, entre
autres. Soit un systéme d’équations polynomiales :

Fi=0,....,F,=0

en r indéterminées X1, ..., X,, a coefficients dans un corps K de caracté-
ristique nulle. Soit L. un corps algébriquement clos contenant K. On sup-
pose que 'on sait que le systéme n’a qu’un nombre fini de solutions dans
L", notons-les a,b,...,z. Dans cette énumération a,b,...,z ne sont pas
nécessairement deux a deux distincts, chaque racine apparait autant de fois
que le commande sa multiplicité. Les informations sur le n-multi-ensemble
solution sont codées dans la structure du quotient de I’algebre de polynémes
par l'idéal engendré par les Fj :

A = KX]/(Fy,..., Fy)

ou X désigne la suite de variables (X1, ..., X;). On veut connaitre le nombre
de points — sans tenir compte des multiplicités cette fois — qui sont solution.
Ce nombre est donné par le rang de la forme quadratique sur A :

P P(a)? +P(b)%?+...+ P(2)?

Cette méthode pour compter le nombre de solutions s’appelle la méthode de
Hermite (voir [33]). On peut déterminer une base de A formée d’images de
monémes X% XP ... X7. Les coefficients de la matrice de cette forme qua-
dratique, relativement & cette base, sont de la forme Xt8(a) + X+8(b) 4
...+ X8 (2), autrement dit ce sont des sommes de puissances p, g évaluées
au multi-ensemble solution du systeme. Il est intéressant de chercher & cal-
culer ces quantités a partir des coefficients du systéme, comme dans le cas
d’une équation en une inconnue. Dans le cas multivarié, bien sir, les choses
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se passent moins bien, néanmoins il existe des résultats dans ce sens. Le
chapitre 4 de cette thése est consacré & de tels résultats.

Concernant les sommes de puissances, il est facile de vérifier qu’on dis-
pose des séries génératrices suivantes :

Proposition 1.1

n + Z Pat® =

aeN\{0}
1 n 1
A—at) . (=ab)  A=bt1) (A =bt)
+...+ ! (1.2)
(1—zlt1)-...-(1—z,tr) '
[0
> (ot
aeNr\{0}
a1t1 + ...+ ayt, bit1 + ...+ bty
1—(a1t1-|—...-|-a,«tr) 1—(b1t1+...+brtr)
21t + ...+ 2ty
+... 1.3
1—(2’1t1—|—...+2’rt7«) ( )
o :

o\ al
«a arlag! - ap!

est le coefficient multinomial.

1.1.5 Fonctions monomiales, partitions de vecteurs

Une base naturelle de A-module de J7 (A) est formée par les symétrisés
de monoémes. Nous introduisons maintenant cette base et les notations qui
vont avec.

Définition 1.4 Nous appelons partition de vecteur un multi-ensemble fini
d’éléments de N \ {0}.

Le nom a été choisi par analogie avec le cas » = 1 ou l'on a affaire aux
partitions d’entiers.

Soit une suite & = (a{!),...,a*)) d’éléments de N'. Nous noterons
[a] = [a),...,a®)] 1a partition de vecteur obtenue en oubliant les termes
nuls, et 'ordre des termes.

Soit une partition de vecteur p. Il existe une suite de vecteurs non-nuls
o = (a,... a®) telle que p = [a]. Les termes de a seront appelés les
parts de p. L’entier k sera appelé longueur de la partition de vecteur p, et
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noté £,. Le nombre d’occurences d’un vecteur non-nul 3 dans a sera appelé
multiplicité de B dans p et noté py(B). Le multi-ensemble des up(5) pour S
parcourant ’ensemble des parts de p sera noté uy, et on désignera par py!

I’entier :
[
5

pour (3 parcourant 'ensemble des parts de 3. Le vecteur oft) + ... + o(F)

sera appelé somme de p et noté s(p). Soit v € N'. Soit p une partition de
vecteur avec s(p) = 7. On dira que p est une partition de -y, et on notera
aussi p F v. Il sera pratique d’utiliser aussi une notation multiplicative pour
les partitions de vecteurs. Soient des vecteurs distincts «, 3,... de N \ {0}
et des entiers positifs ou nuls pq, pg,... Par [of*gHs --.] on désignera la
partition avec u, parts égales & «, ug parts égales a 3, etc. ..

Ces notations sont en accord avec les notations usuelles pour les par-
titions d’entiers : la longueur d’une partition d’entier \ est notée £, le
multi-ensemble des multiplicités de ses parts u) et le produit des factorielles
des termes de ce dernier multi-ensemble p)!. La somme de A est notée usuel-
lement |A|, et on écrit A F |A|; pour la somme d’une partition de vecteur, la
notation |p| semblerait désigner un entier, c’est pourquoi nous avons préféré
la nouvelle notation s(p).

> Exemple : Enumérons les partitions du vecteur (2,1) :

- [(2,1)], de longueur 1, avec 1 part, de multiplicité donnée par [1].
[(2,0),(0,1)], de longueur 2, avec 2 parts distinctes, de multiplicité
donnée par [1,1].

- [(1,1),(1,0)], de longueur 2, avec 2 parts distinctes, de multiplicité
donnée par [1,1].

- 1(1,0),(1,0),(0,1)] = [(1,0)2(0,1)], de longueur 3, avec 2 parts dis-
tinctes, de multiplicité donnée par [1,2].

<

Une base de A-module de J](A) est naturellement obtenue en symé-
aa(a)ba(b) za(Z) il

trisant les monémes. Etant donné un monéme M = ,

est naturel d’associer au polynéme obtenu par symétrisation la partition de
vecteur [ol®),a(®) . . ,a(z)].

Définition 1.5 Soit p une partition de vecteur de N de longueur au plus
n. La fonction monomiale d’indice p est le polynome multisymétrique :

(a) 5 () (2)
mp:Zaaaba ez

ot la somme est étendue da toutes les suites o = (a(a), a® . ,a(z)) telles
que [a] =p.
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> Exemple : Dans J3(Z), on a :
m[(1,0)2(1’1)] — a(170)b(170)c(1:1) _|_ a(170)b(171)c(1:0) + a(171)b(1a0)c(1:0)

= a1bicics + a1bibacy + arasbicy

Remarquons que les sommes de puissances et les polynomes élémen-
taires sont des cas particuliers de fonctions monomiales. Ainsi, les sommes
de puissances sont les fonctions monomiales dont 1’indice est une partition
de longueur 1 :

Va e N\ {0},  po=myy

Les polyndmes élémentaires sont les fonctions monomiales dont I’indice est
une partition dont toutes les parts sont de norme 1 (donc des vecteurs &; de
la base canonique de Z") :

Va € NT \ {0}, €q = m[glalggﬂggr]

Introduisons encore une notation. Soit une famille d’éléments f, d’une
algebre indexée par les éléments v de N" \ {0}. Pour une partition de vecteur
p =M, a? . .. o®)] on note fp le produit f ) fo@ - fom-

1.1.6 L’algebre de MacMahon

Soit A un anneau. Pour étudier les J7 (A) il est utile d’introduire une
algebre de polynémes multisymétriques en une infinité de variables, en co-
piant la construction de ’algébre des polyndémes symétriques. Cette algébre
sera notée IM" (A) et appelée algébre de MacMahon (en effet, ce sont les fonc-
tions multisymétriques de cette algebre que MacMahon étudie dans [52], car
elles se comportent mieux combinatoirement que celles de J7,(Q) ; & 'opposé,
Junker s’intéresse aux relations entre polynémes multisymétriques élémen-
taires, qui disparaissent lorsqu’on passe des J7 (Q) & 9" (Q), comme nous le
verrons).

On considére un alphabet infini (dénombrable) a, b, ... et & chacune des
lettres on associe r variables “coordonnées”, ce qui donne un ensemble infini
de variables A" = {a1,...,a,,b1,...,by,...}. Le groupe des permutations

de {a,b,...} agit diagonalement sur ’algebre A[[.A"]] des séries formelles en
ces variables et a coefficients dans A.

Définition 1.6 L’algebre de MacMahon 9" (A) est la sous-algébre de A[[A"]]
formée par les éléments invariants par toute permutation des lettres et qui
n’ont qu’un nombre fini de composantes homogénes.
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On munit " (A) d’une graduation a valeurs dans N : c’est la graduation
induite par mdeg z; = &;, le ¢-iéme vecteur de la base canonique de Z", pour
tout z dans l'alphabet a,b, ...

Lorsque r = 1, l'algébre de MacMahon 9!(Z) est l'algébre dite des
fonctions symétriques. C’est celle qui est notée A chez Macdonald [50].

Le A-module 9" (A) est libre. Une base est formée par les symétrisés
de monomes, que nous notons my et appelons encore fonctions monomiales
(remarquer le passage au gras pour les distinguer des éléments de J/ (A)
définis similairement). Ici p parcourt ’ensemble de toutes les partitions de
vecteur de N, sans restriction sur la longueur.

Définition 1.7 Soitp = [, @ ... o®)] une partition de vecteur de N .
Pour i > k posons olY) = 0. La fonction monomiale d’indice p est :

mp:ZM
M

pour M parcourant l’orbite de ac? . po®

parmutations de {a,b,...}.

. sous l'action du groupe des

> Exemple : Dans 92?(A) on a :

my1,1)2] = a1a2b1bs + aiascico + bibacico + . ..

Notons A7 le sous-ensemble de n x r variables obtenu en ne gardant que
les n preieres lettres de l'alphabet a,b,. ... Par exemple :

Al ={a1,...,ar}

p={ay,....anb,.... 0},

Les sous-algebres A[[A”]] se projettent les unes sur les autres et s’incluent
les unes dans les autres.

Soient ¢ < j des entiers naturels. On dispose du morphisme surjectif
d’algebres multigraduées :

A[[AG]] — A[[AT]]

qui consiste & remplacer les j —i derniéres lettres dans A;- par 0, sans changer
les ¢ premiéres. 11 induit un morphisme d’algebres multigraduées caractérisé
par son action sur la base de J7(A) formée par ses fonctions monomiales
my
ol W) - (A
e my  si by <1 (1.4)
P 0 si i<l <]
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Ce morphisme admet comme section le morphisme injectif :

ke 3H4) < 3i(4)

Voici donc une autre fagcon de construire 1'algebre de MacMahon : on
considére le systéme projectif des J},(A) avec morphismes p/, dans la ca-
tégorie des A-algebres gradués par N'. L’algebre " (A) est sa limite!l. Les
projections associées sont :

pn: M(A) - Jp(4)

mp si Ly <n
my .
0 si fy>n

Encore une construction du méme objet : les J7,(A) munis des mor-
phismes ] forment un systéme inductif dans la catégorie des A-algebres
graduées par N'. L’algebre de MacMahon 91" (A) est sa limite, munie des
morphismes injectifs :

Kn: Jr(A) — M(A)

Le morphisme «,, est section de p,.

Une remarque encore : soient des entiers d <4 < j. Alors les restrictions
de p! et ! aux composantes engendrées par les éléments homogenes de
multidegré o avec |o fixé :

3: (A)| mdeg |=d et 3;(‘4)\ mdeg |=d

sont des isomorphismes réciproques I'un de I'autre. A fortiori il en va de
méme pour les restrictions de p;, et r;, aux composantes J;,(4)| mdeg|—a €t
N (A)| mdeg|=d; lorsque d < n.

En particulier, on pourra considérer 9" (A) comme la réunion croissante
des sous-modules :

@ZZOSDTT (A)| mdeg |=d = 693:03:1 (A)| mdeg |=d

pour n € N.

Intéressons-nous aux images des polynéomes multisymétriques élémen-
taires et des sommes de puissances multisymétriques dans I'algebre de Mac-
Mahon.

!La limite projective dans la catégorie des algebres graduées est obtenue en faisant la
somme directe des limites projectives des composantes graduées (modules).
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Définition 1.8 Soit a € N \ {0}.

La fonction élémentaire d’indice « est la fonction monomiale Myeo1g02. gor)-

C’est l’image des polynomes multisymétriques eq € J7,(A) par kn pour
n > |al. On la note e, (en gras pour le distinguer des ey € Jj,). On pose
ausst : eg = 1.

La fonction somme de puissance d’indice o est l’élément de IM" (A) défini
par :

Po =M =a”+b%+...

C’est l’image des sommes de puissances po € J,(A) par ky, pour n > 0.

Remarque : Alors que dans J], il pouvait étre légitime de poser pg = n,
il ne peut pas y avoir d’élément p, dans " ]

La série génératrice des fonctions élémentaires :

E(t)= ) ent”

aeN"

est donnée par le produit infini :
(14 aity 4 ...+ apty) (L4 bty 4 ... + bot,) -+

déduit des formules semblables (1.1).
Pour les sommes de puissances, on déduit de (1.2) et (1.3) les séries
génératrices :

> Pat” =
a#0
1 1

<(1_a1t1)"'(1_artr) _1)+((1—b1t1)---(1—brt,) —1>+...

et :
> ()pute -
a#0 «
aity + ...+ a. i, " biti +...+ bty "
1—a1t1—...—aTtT ].—bltl—...—b,-tT

1.2 Theéorie des invariants appliquée aux polynémes
multisymétriques

Dans cette section, on regarde les polynémes multisymétriques comme
les invariants de I’action diagonale du groupe symétrique. L’application des
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théorémes classiques de la théorie des invariants des groupes finis nous four-
nit des renseignements importants sur la structure de J;,, qui seront exploités
dans la suite du mémoire.

En outre, nous mettons en évidence le fait que la définition des po-
lynémes multisymétriques élémentaires et des sommes de puissances multi-
symétriques & partir de leurs analogues symétriques (définition due & Junker
et MacMahon) est naturelle : c’est un cas particulier du processus classique
de polarisation.

Par K on désigne dans cette section un corps quelconque.

1.2.1 Action diagonale et action séparée associées a l’action
linéaire d’un groupe

Soit G un groupe fini agissant linéairement sur un espace vectoriel W de
dimension finie n sur le corps K.

Les invariants de G que nous considérons sont les éléments de ’algebre
symétrique SW de W, invariants pour I'action induite de G. Ils forment une
sous-algebre, notée (SW)C.

A partir de Paction de G sur W on peut construire des actions de groupe
sur @ W, la somme directe de r copies de W. Les invariants sont & chercher
dans lalgeébre S(@"W) = ®"SW, le produit tensoriel (sur K) de r copies
de SW. Cette algebre est naturellement munie d’une graduation a valeurs
dans Z" (multidegré).

Définition 1.9
e [’action diagonale de G sur @ W = W7 est définie par :

VgeG, YO, .. oM)yewr,
g- (1,(1),___,@0)) - (9.1,(1),___,9.1,&))

e L’action séparée de G" sur W' est définie par :

Vgi,...,9r €G, VWM, .. o)y ew,
(gla s 7g1”) ) ('U(l)a s 7,0(7")) = (gl ) ’0(1)7 s gre ’U(T))
On a l'inclusion suivante entre ces algeébres d’invariants :
(SW’")GT C (SW’")G

L’algebre des invariants séparés est facile & connaitre : c’est ®" (SW)G.
En revanche, connaitre I'algebre des invariants diagonaux est plus délicat.

L’action par permutations du groupe symétrique G,, est ’action sur W =
K" par permutation des coordonnées. Notons a,b, ...,z la base canonique
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de W =K", et a;,b;, - z; la base correspondante dans une copie W; de E,
pour ¢ = 1...r. Alors on reconnait que :

L’algébre J;(K) des polynomes multisymétriques est précisément lal-
gebre des invariants diagonauz de la représentation par permutations du
groupe symétrique.

1.2.2 Ce que la théorie des invariants des groupes finis en-
seigne sur la structure de J],

Nous rappelons certains résultats de la théorie des invariants des groupes
finis. Nous renvoyons le lecteur & [81] ou & [76] pour une exposition de cette
théorie. Soit G un groupe fini agissant linéairement sur un K-espace vectoriel
W de dimension finie. La sous-algebre d’invariants (SW)% de SW est de
type fini (ceci implique en particulier qu’elle est noethérienne). D’autre part,
chaque f € SW est solution d’'une équation de dépendance entiere sur ce
sous-anneau, a savoir ’équation en X :

[[x-g-H=0

geG

Ainsi SW est une extension entiere de SWY, bien sir de type fini, Pétant
déja sur K. Donc SW et SWC ont méme dimension de Krull (la dimension
de Iespace vectoriel W).

Un systéme homogéne de paramétres 61, ...,0; d'une K-algébre graduée
de type fini est une famille maximale d’éléments homogenes K-algébrique-
ment indépendants, autrement dit une famille formée d’éléments homogenes
algébriquement indépendants en nombre égal a la dimension de Krull de
cette algébre (le lemme de normalisation de Noether assure de existence
d’une telle famille, voir par exemple [76]).

Théoréme 1.2 On suppose que K est de caractéristique nulle, ou de ca-
ractéristique positive premiére avec le cardinal #G du groupe. On suppose
que l'on dispose d’éléments 01,...,04, formant un systéme homogéne de pa-
ramétres de SWC (donc d = dimW). Notons T = K[01,...,0,]. Alors :

o SWC est un module libre de rang fini sur T, et admet une base formée
d’éléments homogénes.

o Une famille d’éléments homogénes de SWC est une base de T-module
si et seulement si la famille de leurs images dans SWC/(01,...,04)
(Valgébre-quotient modulo [’idéal engendré par les 6;) est une base
d’espace vectoriel.

o Soient 81,...,04 les degrés des 0;. Alors le rang de SWC sur T est :

61---04

e (L.5)
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Preuve : Voir par exemple [81], théoréme 2.3.1 et proposition 2.3.6. W

Définition 1.10 Soit 601,...,0,; un systéme homogéne de paramétres de
SWE | et soit 11,...,m une base de SWE sur K[6y,...,04). La décompo-
sition :

SWY =P Kb, .., 604 m
j

est dite décomposition de Hironaka de [’algébre d’invariants. Les 6; sont
appelés invariants primaires, et les n); invariants secondaires de la décompo-
sition.

Appliquons ces résultats au cas des polynéomes multisymétriques. Sup-
posons le corps K est de caractéristique nulle, ou de caractéristique positive
strictement supérieure a n. Ici W = W' pour W = K".

Parmi les polynémes multisymétriques élémentaires, certains ne dépendent
que des variables ai,b1,...,21, d’autres ne dépendent que des variables
ag,ba, ..., 29, etc...Ce sont les polynémes symétriques en I'un des r groupes
de variables de méme indice. En réunissant les r familles de polynomes
symétriques élémentaires en un groupe de vraiables de méme indice, on ob-
tient une famille d’éléments algébriquement indépendants, homogeénes (pour
le multidegré), et ils sont au nombre de n r, la dimension de Krull de W. Ils
forment donc un systéme homogene de parametres de J7 (K).

Naturellement, nous prendrons les autres polynémes multisymétriques
élémentaires comme candidats pour étre invariants secondaires. Anticipant
les résultats de la section 1.4, nous posons la définition :

Définition 1.11 Nous appelons polynomes multisymétriques élémentaires
primaires ceuz des polynomes multisymétriques élémentaires qui ne dépendent
que des variables a;, b;, ..., 2; pour un certain indice i. Ce sont donc les ey,
pour k = 1,...,n,1 = 1,...,r. Autrement dit, ce sont les eq pour a dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf une.

Les autres polynomes multisymétriques élémentaires seront dits secon-
daires.

On note aussi T, (K) la sous-algébre engendrée par les polynémes mul-
tisymétriques €lémentaires primaires.

Alors 77 (K) est exactement la sous-algébre des invariants séparés de
Jr(K). On a donc, comme conséquence de cette remarque et du théoréme
1.2 :

Proposition 1.3 Soit K un corps de caractéristique nulle, ou de caractéri-
stique positive strictement supérieure a n.
Alors 37 (K) est un module libre sur 7,7 (K), de rang (n!)"~L.
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> Exemple : Considérons le cas le plus simple, celui de J3(KK). Il y a quatre
polynomes multisymétriques élémentaires primaires : e, €20,€0,1,€0,2, €t
un secondaire : ej 1. Le résultat précédent nous apprend que J3(K) est un
module libre de rang 2 sur 7'22 = Klei 0, €2,0, €0,1, €0,2), et de plus qu’on peut

extraire une base de la famille 1, 61,1,6%,1, ..., disons (e’i,l, 6]1’1) avec 1 < j.
Il apparait clairement que, pour des raisons de degré, nécessairement
1=0,7=1.
Ainsi :

F(K) = T3 (K) @ e11 75 (K)

et ’idéal des relations entre ces polyndémes multisymétriques élémentaires
est engendré par une une seule relation, de la forme :

2
el +ee +eo= 0

ot les e sont des éléments de 72 (Q).
Nous avons déja trouvé cette relation en 1.1.3, c’est :

2 2 2
el = (e10e0,1)e11 + (dez0e0,2 — €021 — €2,0€7,1)

1.2.3 Le procédé de polarisation

Soit G un groupe agissant linéairement sur un K-espace vectoriel W. Le
procédé suivant, appelé polarisation, permet de produire des invariants dia-
gonaux 3 partir d’invariants de 'action initiale. Soit ’application diagonale :

w =  &'W
v = (v,...,0)

Pour v € W nous notons v(yy = (v,0,...,0),v2) = (0,9,0,...,0), etc... Alors
I'application diagonale consiste a remplacer v par v(y) ... + v(). Elle induit
un morphisme d’algebres :

AT : SW — S(@&"W) = @ SW

L’algebre ®" SW est naturellement munie d’une multigraduation & valeurs
dans Z". Nous notons A, (f) la composante homogene de multidegré o € N
de A"(f). Le morphisme A/ est appelé opérateur d’a-polarisation.

Si f € SW est invariant pour 'action de G alors A"(f) est invariant
pour I'action diagonale associée. Celle-ci est compatible a la graduation de
®"SW. Ainsi les A7 (f) sont des invariants diagonaux.

Ceci nous permet de justifier les définitions données précédemment des
polyndmes multisymétriques élémentaires et des sommes de puissances mul-
tisymétriques : ils sont obtenus par polarisation de leurs analogues classiques.
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Proposition 1.4 Soit « € N avec |a| = k. Alors :

Aa(ek) = €q

8utp) = (£ )

(07

Preuve : Nous ne traitons que le cas des polynémes multisymétriques
élémentaires, celui des sommes de puissances est semblable.
Rappelons la série génératrice des polynémes symétriques élémentaires :

n
1+ exth = (1+at) (1+2t)
k=1
Nous pouvons oublier ¢, qui n’est 14 que pour marquer le degré :
n
1+ ep=(1+a)---(1+2)
k=1

Appliquons A" et décomposons le membre de gauche en composantes ho-
mogenes, il vient :

1+ > Aleg)=0+ar+...+a)-(L+z+...42)
0<a|f11\\1;n

Ré-introduisons t1, . .., ¢, pour marquer les degrés :

1+ Y AL(ea)t* =1+ arti ... +arty) - (L+z1ts + ... + 20;)
OgliIT;n
Nous reconnaissons a droite le fonction génératrice qui définit les polynémes
multisymétriques élémentaires. En identifiant les coefficients on constate que
les polynomes multisymétriques élémentaires sont préciséments les polarisés
des polyndmes symétriques élémentaires. |

Remarque : Ilest possible aussi de définir des analogues multisymétriques
des sommes completes par polarisation : h, = Ag) (h|a‘). Ces fonctions

ne sont pas les fonctions Eﬂ(a)+___+ﬂ(z):a a? ---z/j(z), qui d’ailleurs se
factorisent en produits de sommes complétes classiques.

Comme nous ne connaissons pas d’application de ces fonctions h,, nous
n’avons pas développé leur étude dans ce travail. ]

Dans la section suivante nous tirerons parti du procédé de polarisation
pour transférer les formules de conversion entre familles classiques de po-
lynémes symétriques en formules de conversion entre leurs analogues multi-
symétriques.
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Notes

e La présentation du procédé de polarisation que nous donnons ici est
celle de Larry Smith [76]. Dans Pannexe A nous faisons le lien entre
cette présentation et la présentation plus fréquemment recontrée en
termes d’opérateurs différentiels.

e La remarque du fait que ce que nous appelons les polynémes multisy-
métriques élémentaires primaires (définition 1.11) forment un systéme

homogeéne de parametres est due a Stanley [77], mais n’avait pas, &
notre connaissance, été exploitée pour étudier en détail les algebres

In(Q).

1.3 Formulaire

Nous présentons des formules pour exprimer les éléments remarquables
(les sommes de puissances, les polynomes élémentaires, les fonctions mo-
nomiales) de J7,(A) les uns en fonction des autres. Ces formules sont ob-
tenues par diverses méthodes : polarisation des identités entre polynomes
symétriques, dénombrements de rectangles latins, et étude de I'inversion de
Mobius dans le treillis des partitions d’un ensemble fini. Pour finir nous mon-
trons que ces formules s’interprétent aussi dans la théorie des permanents.

1.3.1 Formules obtenues par polarisation

Nous commengons par quelques rappels de faits trés connus sur les po-
lynémes symétriques. Les polynémes symétriques élémentaires et les sommes
de puissances symétriques sont liées par les identités de Newton :

k—1
VE>1,  pr+ Y (1) eipr_i +k(=1)Fer =0 (1.6)
=1

Rappelons qu’on a défini les séries génératrices :

B(t) =) extf

k>0

P(t) = pit"

k>0

et

Les identités de Newton sont équivalentes & la relation :
OE(t
E(t)P(-t) = —tJ (1.7)
ot
En exploitant ces relations on obtient les formules :

P(-t) = —t% log E(t) (1.8)
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k
E(t) = exp (2:(—1)’c pktk ) (1.9)

k>0

Rappelons la formule de composition des séries formelles. Soient des

séries formelles :
= fit*

k>0
et :
= ngtk
k>1
Alors :

Zfe —9,\tw

la somme étant étendue a toutes les partitions d’entiers. Cette formule per-
met de déduire des identités entre fonctions génératrices les expressions ex-
plicites :

k (="
VEEN, (—Dfe=>" R (1.10)
AFk
e\ (=Y E-Beyneg
ARk

ou ’'on a posé, pour simplifier les notations : g, = py/k.

Par polarisation des identités de Newton (1.6) on obtient directement
des relations entre polynéomes multisymétriques élémentaires et sommes de
puissances multisymétriques :

Proposition 1.5 (Identités de Newton multisymétriques dans Jj,(Z))

Vy € N"\ {0},
(M)pv + > (e (lm)pﬂea + (=DM yley =0 (1.12)
a2'§§\{0}
BeNT\{0}

Les identités de Newton multisymétriques, utilisées de fagon répétée, per-
mettent d’exprimer les sommes de puissances multisymétriques en fonction
des polynoémes multisymétriques élémentaires, et vice-versa, dans J! (Q). I1
faut prendre garde au fait que le terme de téte et le terme de queue dans
(1.12) ne sont pas unitaires, aussi ces identités ne peuvent pas remplir le
méme role dans les J7 (A) si les entiers ne sont pas tous inversibles dans A.

Nous donnons maintenant les présentations en terme de fonctions généra-
trices des identités de Newton multisymétriques (analogues de (1.9) et (1.8)),
dont on déduit directement les expressions explicites des e, en fonction des
pg, et les expressions réciproques.

40



Proposition 1.6 Dans J;,(Q) on a :
E(t) = _pyet1 L (101 e 1.13
©=cw| ¥ 0o (", (1.13)

aeN\{0}

et dans J7.(Z) on a :

D () e DX ke S AT

aelr\{0} i=1

Rappelons que pour une partition de vecteur de N" : p = [a(l), ey a(k)],
et pour une suite d’éléments gg indexés par les § € N', nous notons g, le
produit g, ) - - - g, - Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1.7 Soient des séries formelles

flu) =" fru®
k>0
et
glti,--ote) = > gat®
a€eN"\{0}
Alors :

£y
Flglt, - ote)) = fo,—gpt°®)
o Hpr

la somme étant étendue a toutes les partitions de vecteur p de N,

Pour simplifier ’écriture des formules qui suivent, nous notons :
_ (1B 1
ap = B mpﬂ
Alors il vient :

Corollaire 1.8

(=1
Vo e N, (=1)%ley =" ap (1.15)

Et

Va e N\{0}, (-1)lga=3" "0 nyhe,  (116)

pra
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Ces formules seront utilisées dans la preuve de I'analogue multisymétrique
du théoréme fondamental des polynémes symétriques (1.19).

Nous présentons maintenant une autre formule obtenue par polarisation.
Utilisée de fagon répétée, elle permet d’exprimer toute fonction monomiale
en fonction des polynémes multisymétriques élémentaires et des fonctions
monomiales my, pour p avec toutes ses parts de norme au plus n, ceci deés
que n! est inversible dans ’anneau de base.

Théoréme 1.9 (formule de réduction)

Soit une partition de vecteur p de longueur au plus n. Elle peut donc
sécrire p = [y, 4O . 4] pour des v*) dans N'. Pour tout f € N'
notons p(8) = (Y@ + B,4®,...,4®]. Soit w € N' avec |w| = n. Dans
I°(Z) on a, siy D #£0 :

<|W|>/‘p ) M) + Z 1)*e (?)”p(ﬁ)!mp(ﬂ)zo

a+B=w
a#0

et siy@ =0 :

+ Y (=1l (lg|>ﬂp(m!mp<ﬂ)

a+f=w
0,870
+ (n—£y)(—1)“leypplmy, = 0
Preuve : Dans Z[a,b,...,z] on a:
Z (=1)%e;a? =0
i+j=n

Soit w € N avec |w| = n. Appliquons l'opérateur d’w-polarisation (section

1.2.3), il vient :
Z (—1)lele, (@)aﬂ =0

a+fB=w

Multiplions par a“@pu®) ... zulz) puis faisons la somme des expressions
obtenues en appliquant toutes les permutations éléments de Gy, .. .3- On

obtient : B
> () ( 5 ) (n = Lo(s)) ap() rips) = O
at+f=w
Si 4(@ £ 0 alors tous les £ p(g) sont égaux & £, et 'expression se simplifie

par (n — £y)!. Si ¥(?) = 0 alors tous les £y, sont égaux a £y + 1, sauf celui
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correspondant & 3 = 0. L’expression se simplifie par (n — 1 — £,)! et il reste
(n — £,) en facteur du terme correspondant & § = 0. [ |

Cette formule de réduction sera utilisée dans la preuve de la proposition
3.8 (une reformulation de la conjecture de Foulkes-Howe), ainsi que dans
la preuve de I'analogue multisymétrique du théoréme fondamental des po-
lynémes symétriques (théoréme 1.19), via le corollaire qui suit, obtenu en
appliquant la formule de réduction avec fy(”) =...= fy(z) =0:

Corollaire 1.10 Soient v,w € N avec |w| = n et v non-nul. Dans J},(Z)

on a -
(|Z|>pw+7 + ) (—1)lleq (|g|>pﬂ+7 =0

atB=w
a#0

Des lors que n! est inversible dans ’anneau des coefficients, la formule
(1.16) permettait déja d’exprimer les premiéres sommes de puissances multi-
symétriques p, (|| < n) comme polynémes en les élémentaires. En utilisant
de fagon répétée ce corollaire 1.10, on peut aussi exprimer toutes les sommes
de puissances multisymétriques comme polynomes en les élémentaires.

> Exemple : Dans J2(Q) la formule de conversion (1.16) pour exprimer
p2,2 en fonction des polynémes multisymétriques élémentaires donne :

2 2 S
P22 = 562,0 €0,2 — 562,060,1 + 561,1
4 2 2. 2
~ 3€1,1€1,0 €0,1 ~ 3€0,2€1,0 +e1,07€o0,1

Cette formule ne reste valable que dans les J5(A) pour A anneau dans lequel
3 est inversible.
A Tinverse, utilisant le corollaire 1.10 avec w = (2,0) et v = (0,2) :

P2,2 — €20Po,2 + e1,0p1,2 =0

On isole py 2 et on remplace p; 2 et pgo par leurs expressions obtenues via
(1.16), il vient :

2 2 2 9
P22 = —2ez0€p2 + €20€0,1” + €1,1€1,0€p,1 + €0,2€1,0° — €1,0 €0,1

Cette derniére formule reste vraie pour tout anneau de base A. <

Nous en restons-1a pour ’obtention de formules de conversion par polari-
sation. Les formules “m en p” et “m en e” se polarisent mal : le polarisé d’une
fonction symétrique monomiale n’est pas une fonction multisymétrique mo-
nomiale, mais une combinaison linéaire de fonctions multisymétriques mo-
nomiales.

Dans la suite nous donnons d’autres méthodes de conversion.
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1.3.2 La formule du produit et la formule de conversion “e
en m”

Dans le cas des fonctions symétriques, la formule permettant d’exprimer
les fonctions e en termes des fonctions m est donnée par des formules d’é-
numération de certaines matrices a coefficients entiers. Dans le paragraphe
qui suit nous présentons la généralisation naturelle de cette formule.

Elle utilise comme lemme une formule donnant le produit des fonctions
multisymétriques monomiales.

Proposition 1.11 (La formule du produit de fonctions monomiales).
Soient des partitions de vecteur p1, po, ..., pg. Alors :

Mypy ~ My == My, = ZC(Pl,pza---,pk;Q)mq
q

ot le coefficient c(p1,p2,...,Pk;q) est défini ainsi : on fize arbitrairement
B =(BW,...,5Y) une suite de vecteurs telle que [B] = q et que £ soit plus
grand que la plus grande des longueurs des p; . Alors le coefficient considéré
est le nombre de décompositions :

1 oLl alks1)
s@ o(12) alk:2)
: = : +...+ :
50 a0 k)
ot pour chaque i, la suite de vecteurs (a(i’l), - ,a(i’z)) vérifie :

[t ali)] = p,
Avant la preuve nous donnons un exemple :

> Exemple : Soit « € N" \ {0}. Alors p2 = pa, + 2mq, o), autrement dit
M[a,0]M[0,0] = M[20,0] T 2M[q,q0]- En effet :

(-6

(une seule décomposition, d’oti le coefficient 1 de mz4,0)) et

(@)= +()-)+6)

(deux décompositions, d’oti le coefficient 2 de m(q 47) N
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Preuve : Rappelons que pour une partition de vecteur p on a :

(@) 3 () (2)
my = Z N

[a(a),a(b),___’a(z)]:p

Soient des partitions de vecteur p1, pa, - .., pg. Alors :
(L) 4 o(2,2) (k,z)
pL-Po-eePp = Z H e +a +.ota
z€{a,b,...,z}

la somme étant étendue aux k-uplets de suites (a(i’“), . a(i’z)) pour i =
1,...,n avec [(a(z’“), eee ,a(z’z))] = p;. On en déduit le résultat énoncé dans
la proposition. |

Rappelons que nous notons £1,...,&, les vecteurs de la base canonique

de Z". Nous appellerons matrice 0 — ¢ une matrice dont chaque coefficient
est soit le vecteur nul, soit un &;.

Définition 1.12 Soient deuz partitions de vecteur de N, :

p:[a(1)7"'7a(k)]’ q:[lB(l)""’lB(Z)]

Soit ((p,q) le nombre de matrices 0 — & a k lignes et £ colonnes telles que la
somme des vecteurs-coefficients de la i-ieme ligne (resp. j-iéme colonne) soit
le vecteur ol?) (resp. ﬂ(])). On appellera ce nombre le nombre d’incidences
de p et q.

Autrement dit c¢’est le nombre de tableaux :

. o [ o | oD
° ° cee e | = a(.k)
oo +

ou les o sont des vecteurs &; ou 0.
Alors de la proposition précédente 1.11 on tire :

Proposition 1.12 Soit p une partition de vecteur de N' dont toutes les
parts sont de norme au plus n. On a, dans J;,(Z) :

€p = Z C(pa q)mq
q

ou la somme est étendue aur q qui sont partitions de vecteur de N de
longueur au plus n.
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Preuve :

> Exemple :

(2,2) sont :

m[(2,2)]»
M(1,1)(1,0)(0,1)]>

M[(2,1)(0,1)]»
M[(1,0)2(0,1)?)>

Le probleme de remplissage :

1 4
& &
a quatre solutions :
§110|& |0
0160 ]|&
et
0& (6|0
§110]0|&

donc ¢ ([(1.1)*}; [(1,0)*(0,1)]) = 4.
Le probleme de remplissage :

a deux solutions :

donc ¢ ([(1,1)2]; [(1,1)(1,0)(0,1)]) = 2.

$
& &
+
&2
§1| 0 | &
26| 0

Le probleme de remplissage :

&1
£o

C’est immédiat & partir de la proposition précédente et de la
remarque que eq = Mo cary-

On se place dans J7(Z) avec n > 4. Exprimons €7 ; dans
la base des fonctions monomiales. Les fonctions monomiales de multidegré

M2
[(1,0)2(0,2)]

M[(1,2)(1,0)]»
mM[(2,0),(0,1)2]> ™
— &1+ &
= & +&
G
& &

06 |0 |¢&
ot 110610

1100 |&
“ [olalelo

- & +&
= & +&
1
&

§ 16| 0
ot 10| &
- & +&

- &L +&
4
&1
+
&2
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a deux solutions :

SHES ot & | &
& | & §1 | &2
donc ¢ ([(1,1)%]; [(1,1)?2]) = 2.
Le probleme de remplissage :
- &+ &
= & +&
L4
261 & &
a deux solutions :
&0 | & ot §116]0
§116]0 §110 &

donc ¢ (1(1,1)21;[(2,0)(0,1)%]) = 2. De méme ¢ ([(1,1)2];[(1,0)2(0,2)]) = 2

Enfin, le probléme de remplissage :

=+ & +&
= & +&
R
281 26
a une seule solution :
§1 | &
£1 | &

donc ¢ ([(1,1)%]; [(2,0)(0,2)]) = 1.

Les trois autres probléemes de remplissages n’ont pas de solution :

¢ (,2512,2)1) = ¢ (1a,02512,00,0]) = ¢ (1(1L,D)2]511,2)(1,0]) =0
Par suite :
el 1 = m(2,0)(02)] + 27(2,0)(0,1)?]

+2my1,0)2(0,2)] T 2M[(1,1)?]
+2m,1)(1,0)0,0)] T 4M[(1,0)2(0,1)?]
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1.3.3 Formules a la Doubilet

Dans [24], Peter Doubilet a présenté une approche de la théorie des
fonctions symétriques qui repose sur 1’étude du treillis des partitions d’un
ensemble fini et de I'inversion de Mobius dans ce treillis (voir [66] ou [7] pour
plus sur ces objets).

Cette approche permet de donner des formules explicites pour exprimer
la plupart des bases de ’espace vectoriel des fonctions symétriques les unes
en fonction des autres. En particulier, elle donne des formules explicites pour
exprimer les fonctions monomiales en termes des sommes de puissances et
des polynomes élémentaires, qui n’étaient pas obtenues autrement. Dans
[65], Mercedes Rosas a montré que la méme approche convient aussi pour les
polynémes multisymétriques. Nous présentons cette méthode et les formules
ainsi obtenues.

Soit un ensemble partiellement ordonné (S, <). Un segment [2,1II] est
un sous-ensemble de la forme {O|¥ < © < II}. On peut considérer les
fonctions f de S x S dans Z avec la propriété que f(X,II) =0 si ¥ £ II. Si
tous les segments de S sont finis, alors on peut considérer le produit * sur
I’ensemble de ces fonctions :

(f+9)(Z,T) = f(%,0)g(0,)
(S}

11 est associatif et admet un neutre bilatére, la fonction définie par :

1 siXx=1II
Eme{ g

sinon
Une fonction remarquable est la fonction d’incidence :

1 siXx<II
(Z’H)H{O sinon

On montre que la fonction d’incidence est inversible. Son inverse est la fonc-
tion de Mobius p de ’ensemble partiellement ordonné. Sa propriété ca-
ractéristique est donc :

1 siX=1II
> =
VLI, Y p(O,1) { 0 sioon
£<OLI
Nous considérons un ensemble partiellement ordonné particulier. Soit &
un entier positif.

Définition 1.13 Une partition II de {1,...,k} est une famille de sous-

ensembles 114,...,II; non-vides, appelés blocs, deuz-a-deuz disjoints et
dont lunion est {1,...,k}. Nous noterons Party l’ensemble des partitions
de {1,...,k}.

48



L’ensemble Part; est ordonné en disant que ¥ < IT (“X¥ raffine II”) si
chaque bloc de X est contenu dans un bloc de II. Il est muni d’une structure
de treillis : chaque paire de partitions {X,II} admet une borne inférieure
(nous la noterons X AIT), et une borne supérieure (£ VII). La borne inférieure
est la partition dont les blocs sont les intersections non-vides d’un bloc de X
avec un bloc de II. La borne supérieure a pour blocs les classes d’équivalence
pour la relation : a ~ b si et seulement si il existe cp,c1,...,c; avec ¢y =
a,c; = b et pour tout 4, il existe un bloc de X ou de II qui contient & la fois
a;—1 et a;.

Ce treillis des partitions a comme plus petit élément (noté ﬁ) la partition
constituée de k singletons et comme plus grand élément la partition en un
seul bloc.

Si ¥ < II alors le segment [X,II] est isomorphe, comme ensemble or-
donné, au produit direct de a; copies de Parti, as copies de Parts, ..., ou
«; est le nombre de blocs de II qui sont réunions de ¢ blocs de ¥. Dans ce
cas, pu(3,1I) = (=1)kFL(0N)er (12 (213 - .. ((k — 1)!)2*.

X

Passons & la construction de Doubilet. A II = {IIj,...,II;} € Party
est associée pry, la partition du vecteur (1,1,...,1) dont les parts sont les
vecteurs caractéristiques des II; :

pr = [x(ITy), ..., x(TLy)]

(le vecteur caractéristique de T' C {1,...,k} est la suite x(T') = (x1,---,Xr)
avec x; = 1 sii € T et 0 sinon).
Soit F ’ensemble des fonctions de {1, ..., k} dans ’alphabet {a,b, ..., z}.
Soit f € F. Elle définit une relation d’équivalence sur {1,...,k} :
i~ g i) =f0)
Les classes d’équivalence forment une partition de {1,...,k} appelée le

noyau de f et notée ker f.
A chaque f € F est associée sa fonction génératrice :

Gen(f) = f(1)1 f(2)2--- f(k)k

C’est un mondéme en les variables a1, a9,...,2,. A une partie T" de F on
associe aussi une fonction génératrice :

Gen(T) = ) Gen(f)
fer
Pour II € Part; on définit :
Mn ={f € F| ker f =11}
Pu={f € F|kerf>II}
En={f € F|ker f NIl = 0}
Alors :
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Proposition 1.13 Les polynémes Gen(Mr), Gen(Pr) et Gen(En) sont dans
la composante de multidegré (1,1,...,1) de JE(Z). Précisément on a :

Gen(Mu) = mpy, Gen(Pu) =ppy, Gen(&n) = epy

En considérant les relations d’inclusion entre les ensembles de la forme
M, P et Em, Doubilet (dans le cas des polynémes symétriques) et Ro-
sas (vérifiant que les résultats restent valables pour les polynémes multi-
symétriques) montrent qu’on a les formules suivantes :

Théoréme 1.14

Ppn = Z Mys,

>0
Mpn = Z I-L(Ha Z)ppz
©>11
€pn = Z Mpy,
¥ ZAII=0

Mpy = Z Z N(H’ G)N(E’ 6) Eps:
by

Z [,I,(Z, H)epz

pp = — = _—_
" I“"(OaH) »<i

Pour obtenir des formules valables en tout multidegré on procéde comme
suit. Soit un multidegré o € N, et soit k = ||. On lui associe 'application
go de {1,...,k} dans {1,...,r} définie de la fagon suivante : g, envoie les
oy premiers éléments de {1,...,k} sur 1, puis les ap éléments suivants sur 2,
et ainsi de suite, jusqu’aux «, derniers éléments envoyés sur r. On en déduit
une application polynomiale : celle qui envoie z; sur z, (;), pour toute lettre
x parmi a, b, ..., z et tout indice 7 dans {1, ..., k}. Cette application polyno-
miale envoie J¥(Z) dans J7 (Z). Elle envoie en particulier J& (Z) mdeg=(1,1,...,1)
dans J7,(Z)mdeg=a- Notons g, + le morphisme induit entre ces derniers Z-
modules.

Introduisons encore quelques notations supplémentaires : soit une par-
tition du vecteur (1,1,...,1), elle s’écrit p = [a(l),...,a(@]. Nous posons
ga+(p) = [BW,...,80] ot ﬁi(]) = ga(t)=i ozgj) (autrement dit on regroupe
les coordonnées dont les indices ont la méme image par g, en faisant leur
somme). Pour une partition de vecteur q = [8(), ..., 8*)] nous notons aussi

i) =11, (5}”)!. Alors Mercedes Rosas montre que :
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Proposition 1.15 Si q = g, «(p) alors :
9o +(mp) = pglmg

Ga «(Pp) = Pq

Ja «(ep) = fiq'eq

Preuve : Voir [65] [

Dans ces formules, tous les coeflicients p4! et fiq! qui apparaissent sont
des produits de nombres inférieurs ou égaux a n. Ils sont donc inversibles
des que n! est inversible.

D’autre part, il est facile de constater que toute partition g du vecteur
« est de la forme g, «(p) pour une partition p du vecteur (1,1,...,1) :

Par conséquent on a :

Corollaire 1.16 Soit A un anneau dans lequel n! est inversible. Alors l’ap-
plication g « de 3£(A)mdeg:(1,1,...,1) dans J;,(A)mdeg—=a €St surjective.

1.3.4 Polynémes multisymétriques et permanent

Pour terminer le formulaire, nous remarquons que les formules entre po-
lynémes multisymétriques se traduisent dans la théorie des permanents. A
titre d’illustration, nous tirons d'une identité connue de la théorie des perma-
nents une nouvelle identité entre polynémes multisymétriques. Un ouvrage
de référence sur la théorie des permanents est celui de Minc [54].

Commencons par rappeler la définition du permanent d’une matrice.

Soit une matrice a r lignes et n colonnes. Nous pouvons choisir n lettres
distinctes a, b, ... z et la noter :

aq bl e 21
X= :

ar b, ... 2z

Définition 1.14 Le permanent de X est :

perX = Zm)li(z)2 G

la somme étant étendue a toutes les injections i : {1,--- ,r} — {a,b,--- , z}.

En particulier, si r > n alors le permanent est nul.

Par la notation X[1*12"2 --.r¥r|—] on désigne la matrice constituée de v;
répétitions de la premiére ligne de X, de vy répétitions de la deuxiéme ligne,
etc... Alors la remarque fondamentale, liant permanent et polynémes mul-
tisymétriques élémentaires des coefficients de la matrice X, est la suivante :

per X[1"12V2 ... ¢ |—] = vle, (1.17)
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En particulier :
perX=e11,..1 (1.18)

Ainsi, la formule exprimant le polynéme multisymétrique élémentaire
e1,1,..,1 donnée dans le théoreme 1.14 :

€1,1,.,1 = Z p(0, Z)pps
py

(ou la somme est étendue a toutes les partitions de {1,...,r}) devient
I'identité de Binet-Minc :

¢
perX= > pO0,2 [ I D=
S={%1,...%¢} j=1 z€{a,..,z} i€;

Nous nous intéressons & une autre formule de la thérie des permanents :
la formule de Joachimstal- Minc. Elle s’énonce ainsi (en utilisant les notations
des polynomes multisymétriques) :

Proposition 1.17 (formule de Joachimstal-Minc)

enpa=perX= > (“D)FDETle o rupy
SuT={2,...,r}

ou U signifie union disjointe.

En effectuant une spécialisation comme dans la proposition 1.15 on ob-
tient une identité plus générale :

Proposition 1.18 Soit w € N'. Alors :
B
@D e = 3 D7) eapnee
a+fB=w

Inversement, on ré-obtient la formule de Joachimstal-Minc en prenant
w=E&+...+& 1+ & dans la formule de la proposition 1.18.

La preuve, avec les outils de la théorie des polynoémes multisymétriques,
de la proposition 1.18, est tres simple :

Preuve : On part de 'identité (1.13), que nous redonnons :

e 4% — E(t) — ex _pye— L (181, s
za: ot =E(t)=exp | ¥ _(-1) |ﬁ|(ﬁ>mt

B£0

On lui applique % puis on sélectionne le coefficient de t“. |
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> Exemple : Comparons les identités de Newton-Joachimstal-Minc aux
identités de Newton multisymétriques sur un exemple : w = (2, 1). Les iden-
tités de Newton multisymétriques donnent :

3ea1 = eg0po1 + €11P10 — 2e10P11 — €01P20 + P21

et la formule déduite de celle de Joachimstal-Minc :

€21 = €e20Pop1 — €10P11 + P21

Elle permet d’exprimer ey; en fonction des autres polynémes multisymé-
triques, méme lorsque 3 n’est pas inversible dans ’anneau de base. N

Notes

Les identités de Newton multisymétriques sont bien connues de Mac-
Mahon (Art. 537 de [52]) et Junker (formule (7) dans [44]).

La formule de réduction (proposition 1.9) nous a été suggérée par
Nicolas Thiéry [82]).

La formule du produit de fonctions monomiales (proposition 1.11) est
due & Fleischmann [27]. En fait, il donne une formule plus générale
valable pour d’autres groupes de permutations.

La formule “e en m”de la proposition 1.12 est connue de MacMahon,
qui l'utilise pour dénombrer les “rectangles latins” ([52], ch. V, Further
theory of the latin square). Cette application des polynémes multi-
symétriques, et d’autres applications, & des problémes d’énumération,
est présentée dans [31].

La formule de Binet-Minc apparait sans démonstration pour r = 2, 3,4
dans les travaux de Binet [8]. Elle a été démontrée par Henryk Minc
([55] ou [54], ch.1 et ch.7). La formulation en terme de fonction de
Mobius est donnée par Crapo ([20]).

La formule de Joachimstal-Minc est due & Henryk Minc [55, 54]. Elle
est basée sur la preuve des formules de Binet par Joachimstal [40].
Parmi les identités données dans cette section, la plupart donnent
immédiatement des identités semblables dans I’algebre de MacMahon
IN", simplement en remplagant les e, p, m par les éléments analogues
e,p, m. C’est la cas des identités de Newton multisymétriques (propo-
sition 1.12) et de ses corollaires, de la formule du produit (proposition
1.11), de la formule combinatoire “e en m” (proposition 1.12), des for-
mules 4 la Doubilet et de la formule de Joachimstal-Minc. En revanche,
la formule de réduction (proposition 1.9) et son corollaire, n’ont pas
d’analogue dans 901".
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1.4 Quand les polynémes multisymétriques élémen-
taires engendrent-ils I’algebre des polyndomes
multisymétriques ?

Il est bien connu que tous les polynémes symétriques s’expriment comme
polynémes en les élémentaires (résultat souvent appelé “théoréme fondamen-
tal des polynémes symétriques”).

Nous examinons I’énoncé analogue pour les polynémes multisymétriques :
sont-ils tous des polynémes en les multisymétriques élémentaires ?

Le formulaire établi précedemment nous donne la réponse.

Théoréme 1.19 Soit A un anneau, et n et r des entiers positifs. Les po-
lynomes multisymétriques élémentaires engendrent l’algébre 3], (A) si et seule-
ment si au moins l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(7) n! est inversible dans A.

(1) (n,r) = (2,2).

(131) (n,r) = (3,2) et 3 est inversible dans A.

(iw) r=1.

Preuve : Ce théoréme va étre démontré par des lemmes a suivre. D’abord,
le lemme 1.20 montre que la condition (z) est suffisante pour que les po-
lynémes multisymétriques engendrent 1'algebre J7 (A).

Supposons maintenant que les polynémes multisymétriques élémentaires
engendrent J7,(A4), et qu'en méme temps n! ne soit pas inversible dans A.
Donc il existe au moins un entier premier au plus égal a n et non inversible
dans A. Soit k le plus petit tel entier. Si k est impair, le lemme 1.21 et
le lemme 1.22 montrent qu’alors on est dans le cas » = 1 (condition (iv)
vérifiée). Si k = 2, le lemme 1.21, le lemme 1.23 et le lemme 1.24 montrent
qu’on est soit dans le cas r = 1, (condition (iv) vérifiée), soit dans le cas
(n,r) = (2,2) (condition (i7) vérifiée), soit dans le cas (n,r) = (3,2). enfin le
lemme 1.27 montre dans ce dernier cas, 3 doit étre inversible dans A (donc
condition (#44) vérifiée).

Ce méme lemme 1.27 montre que la condition (i7) est suffisante pour que
les polynémes multisymétriques élémentaires engendrent J7 (A4). Le lemme
1.26 montre que la condition (7i) est aussi suffisante. Pour finir, le fait que
(1v) est suffisante n’est autre que le théoréme fondamental des polynémes
symétriques. |

Lemme 1.20 Soit A un anneau, et n et r des entiers positifs. Si n! est
inversible dans A alors les polynémes multisymétriques élémentaires en-
gendrent J7 (A).

o4



Preuve : Supposons donc n! inversible dans A.

Toutes les sommes de puissances s’expriment comme polynomes & co-
efficients dans A en les élémentaires : c’est une conséquence de la formule
(1.16) et du corollaire 1.10 de la formule de réduction.

Par suite, il suffit de montrer que les sommes de puissances engendrent
Jr(A) (il s’agit ici de toutes les sommes de puissances, et plus seulement des
premieéres).

Soit un multidegré o € N et soit k=|a|. D’apreés la proposition 1.15
et son corollaire 1.16, il existe un morphisme de A-modules surjectif de
Jicz(A)mdeg:(l,l,...,l) sur J7,(A)mdeg—a; qui envoie les produits de sommes de
puissances sur des produits de sommes de puissances. Or d’apreés le théoréme
1.14, tout élément de 3’,2(A)mdeg:(1,1,___,1) est polynome & coefficients entiers
en les sommes de puissances. Ainsi, tout élément homogene de multidegré
a de 37 (A) est polynome a coefficients dans A en les sommes de puissances.
Et ceci pour tout multidegré o. D’ou le lemme. |

Lemme 1.21 Soient des entiers positifs r,n. Soit A un anneau. Si les
polyndmes multisymétriques élémentaires engendrent J7, ., (A) ou JhT1(A),
alors ils engendrent aussi J;,(A).

Preuve : Il existe un morphisme d’algebres surjectif p'+* de J7, | (A) sur
Jn(A), qui envoie les élémentaires de J}, , ; (A) sur des élémentaires de J], (A)
(voir la formule (1.4)). Donc si les élémentaires engendrent J7,,,(A), ils
engendrent aussi J7 (A).

Il existe aussi un morphisme d’algebres surjectif de 377! (A) dans J7 (A),
obtenu en annulant les variables a,41,br41,--.,2r+1. Il envoie les élémen-
taires de J7t1(A) sur zéro ou sur des élémentaires de J7 (A). Donc si J7T1(A)
est engendrée par les élémentaires, alors J] (A) est aussi engendrée par les
élémentaires. [}

Lemme 1.22 Soit un entier impair k > 2. Soit A un anneau dans lequel
k n’est pas inversible. Alors la fonction monomiale my g)k-1(0,2)) n'est pas
dans la sous-algébre de ji(A) engendrée par les polynomes multisymétriques
élémentaires.

Preuve : Supposons que m( g)k-1(,2)] €st combinaison linéaire a coeffi-
cients dans A de produits e, de polynémes multisymétriques élémentaires.

Soit la projection de J2(A) dans Ji(A4) (un anneau de polyndmes sy-
métriques) obtenue en envoyant chacune des variables ag, b, ..., 29 sur 1.
Elle envoie my(; gyk-1(0,2)] SUr ex—1, et elle envoie chaque polynome multi-
symétrique élémentaire e; ; sur un multiple entier de e;. En particulier, les
seuls e, dont I'image contribue & ej_; sont :

2
€r—1,1€0,1, €k—1,0€0,15 €k—1,0€0,2
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Ces images sont respectivement :
k
2
key_1, k“ex—1, ( er—1

qui sont tous dans l'idéal de J}.(A) engendré par 'entier k (puisque k est
premier différent de 2, il est impair, donc le coefficient binomial (g) est bien
multiple de k). Par conséquent, 1 est dans l'idéal de A engendré par k,
autrement dit £ est inversible dans A. |

Lemme 1.23 Soit A un anneau dans lequel 2 n’est pas inversible. Alors la
somme de puissances multisymétrique p11,1 n'est pas dans la sous-algébre
de J3(A) engendrée par les polynémes multisymétriques élémentaires.

Preuve : Supposons le contraire de ’énoncé, autrement dit que pq,1,1 est
combinaison linéaire & coefficients dans A de :

€1,0,0€0,1,0€0,0,1, €1,0,0€0,1,1, €0,1,0€1,0,1, €0,0,1€1,1,0

Considérons la projection de J3(A) dans J3(A) obtenue en remplagant cha-
cune des variables ag, bo, a3, b3 par 1. Elle envoie p1 1 sur p1 = e et les
mondmes ci-dessus respectivement sur 4e;, 2e;, 2e; et 2e;. Ceci implique
que 2 doit étre inversible dans A. [ |

Lemme 1.24 Soit A un anneau dans lequel 2 n’est pas inversible. Alors
la fonction monomiale m(39y n’est pas dans la sous-algébre de J3(A) en-

gendrée par les polynomes multisymétriques [émentaires.

Preuve : Considérons le morphisme d’algebres de J%(A) dans J}(A), lal-
gebra des polynémes symétriques en les variables aq,b1,c1,d;, obtenu en
laissant a1, b1, c1,d; inchangés et en envoyant ag, ba, co,do sur 1. Les images
des polynoémes multisymétriques élémentaires sont donnés par la table sui-
vante :

€0,1 4 €0,2 6 €0,3 — 4 €0,4 1
elo— e ey dep e1,2 — Jer e13 el
€20 > €2 €21 2e9 €22 > €2
e3or»> €3 €31+ €3
€4,0 F> €4

L’image de m3 9 est la somme de puissances p3 = a} + b} + ¢ + d. Son
unique décomposition suivant les polynémes multisymétriques élémentaires
est :

p3=3es —3exel +e:{’
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Supposons que 139 est un polynoéme en les polynémes multisymétriques
élémentaires. Les euls monomes en les e, dont la projection contribue & eg
sont

2
€3,0€0,1, ©3,0€02, €3,1€0,1

Mais leurs images exactes sont
16 €3, 6 €3, 4 €3

Ceci implique que le coefficient, 3, de es, est dans 1’idéal engendré par 2 dans
A, et donc que 2 est inversible dans A. [ |

La question se pose, dans le cas “modulaire” (n! non-inversible), de
trouver un ensemble générateur fini de Jj,(A4), puisque les élémentaires ne
conviennent plus. Fleischmann [27] a démontré le résultat suivant, qui nous
permettra d’achever la démonstration du théreme 1.19 (il reste & montrer
que (%i) et (4i7) sont chacunes des conditions suffisantes).

Lemme 1.25 Les fonctions monomiales de multidegré dominé par (n —

1,n—1,...,n — 1), avec les polynomes multisymétriques élémentaires, en-
gendrent 37 (Z).
Pour o € N, on entend par «a est dominé par (n —1,n —1,...,n — 1)

que pour tout 2, on a a; <n — 1.

Preuve : Nous présentons la preuve de Fleischmann, basée sur un algo-
rithme de réduction.

Choisissons une coordonnée i € {1,...,7}. A chaque p partition de vec-
teur de N on associe A(7;p) la suite des i-iémes coordonnées de ses parts
rangées dans 1'ordre décroissant. Par exemple, pour p = [(3,1)(2,0)(1,1)] on
aura A(2;p) = (1,1,0).

On définit un ordre partiel <; sur ’ensemble des partitions de vecteur
de N de longueur au plus n en décidant que p =<; q si et seulement si A(%; p)
est plus petit que A(7;q) dans Pordre lexicographique.

Soit p une partition de vecteur, avec la somme des i-iémes coordonnées
de ses parts supérieure ou égale a n.

~ SiAEp) = (b, toy .. tey Ky k,0,...,0) avec By >ty > ... >ty >

k > 0, alors on pose t la partition de vecteur obtenue de p en rem-
placant dans les i-iemes coordonnées de ses parts chacun des ¢; par
t; — 1.

La formule du produit montre que :

iy = M — g
pour des partitions de vecteur ¢ <; p.
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— Si A(i5p) = (k,k,...,k,0,...,0) avec s occurences de k > 0, alors on
pose t la partition de vecteur obtenue de p en remplacant dans les
i-iemes coordonnées de ses parts chacun des k par k — 1. La formule
du produit montre que :

mp = mcesg, — Y m

pour des partitions de vecteur q <; p.
- Si A(%;p) = (1,1,...,1) avec n occurences de 1, alors on a factorisa-
tion :
My = M eng;

ou t est la partition de vecteur obtenue de p en annulant les i-iemes
coordonnées de ses parts.
En appliquant ces trois types de réduction on exprime toute fonction mono-
miale de multidegré a comme polynéme, a coefficients entiers, en les fonc-
tions monomiales de multidegrés 8 avec B; < n — 1, et 8 dominé par «, et
les polynémes multisymétriques élémentaires.
Appliquant cette procédure successivement pour 7 = 1, puis 1 = 2,...,
1 = r on obtient une expression en terme des fonctions monomiales de multi-
degré dominé par (n—1,n—1,...,n—1), et les polynémes multisymétriques
élémentaires. |

Lemme 1.26 Les polyndomes multisymétriques élémentaires engendrent ’an-
neau J3(Z).

Preuve : D’aprés la proposition 1.25, il suffut de montrer que toute fonc-
tion monomiale de multidegré (1,0), (0,1) ou (1,1) est dans la sous-algebre
engendr;e par les polynémes multisymétriques élémentaires. Les polynomes
multisymétriques élémentaires de multidegré (1,0) (ou plus généralement de
multidegré (k,0) pour un k € N) sont en fait des polynémes symétriques en
les variables a1, b;, et sont donc dans le sous-anneau engendré par les po-
lyndémes multisymétriques élémentaires en les variables a1, by. Ces derniers
sont aussi des polynomes multisymétriques élémentaires. Le méme raison-
nement peut étre tenu pour les polyndémes multisymétriques homogenes de
multidegré (0, k) : ce sontd es polynomes symétriques en les variables asg, bo.

11 reste donc seulement & traiter le cas du multidegré (1,1). Il n’y a que
deux fonctions monomiales de multidegré (1,1) dans J3, & savoir m,1y] et
m[(1,0),(0,1)]- 1l est aisé de vérifier que :

mi(1,1)] = €1,0€0,1 —€1,1
m[(1,0),0,1)] — €1,1
ce qui démontre le lemme. |

Lemme 1.27 Soit A un anneau. Les polyndomes multisymétriques élémen-
taires engendrent lalgébre J3(A) si et seulement si 3 est inversible dans A.
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Preuve : L’inversibilité de 3 est nécessaire d’apres le lemme 1.22. Le reste
de la preuve est donc consacré a démontrer que l'inversibilité de 3 est aussi
suffisante. D’apres la proposition 1.25, ceci se réduit & démontrer que toute
fonction monomiale de multidegré parmi les suivants :

(1,0), (2,0), (0,1), (0,2),
(1,1), (2,1), (1,2), (2,2)

est dans la sous-algébre engendré par les polyndomes multisymétriques élé-
mentaires.

Le cas des fonctions monomiales de multidegré (1, 0),(2,0),(0, 1) ou (0, 2)
est trivial, comme ile st expliqué dans létude du cas (n,r) = (2,2). D’autre
part, tout résultat valide dans le cas (2,1) est aussi valide dans le cas (1, 2),
par permutation des coordonnées. Il suffit donc détablir le résultat pour les
multidegrés (1,1),(2,1) et (2,2).

Il y a deux partitions de vecteur indexant les fonctions monomiales de
multidegré (1, 1). Ce sont aussi celles qui indexent les produits de polynémes
multisymétriques élémentaires de ce multidegré. Ces partitions de vecteur
sont [(1,1)] et [(1,0),(0,1)], et :

m(1,1)] = €1,0€0,1 —€1,1
m[(1,0)(0,1)] = €1,1

II y a quatre partitions de vecteur indexant les fonctions monomiales
de multidegré (2, 1), ainsi que les produits de polynémes multisymétriques
élémentaires de ce multidegré. Il s’agit de :

P1 [(271)]’ P2 = [(2’0)(0’1)]
p3 = [(171)(170)]5 pa = [(1’0)(1’0)(0’1)]

Introduisons la, matrice de conversion de la famille e vers la famille m dans la
composante de J3(Z) de multidegré (2,1). C’est la matrice dont le coefficient
en colonne ey, ligne mq est le coefficient de mg dans la décomposition de ey
comme combinaison linéaire de fonctions monomiales. Elle vaut :

€p1 Cp2 Cps  Cps
mp, | 0 0 0 1
mp, | 0 0 1 1
mp, | 0 1 1 2
me, | 1 1 2 2

Elle est inversible sur Z. Donc toute fonction monomiale de multidegré (2,1)
est dans le sous-anneau engendré par les polynémes multisymétriques élé-
mentaires.
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Il y a huit partitions de vecteur indexant les fonctions monomiales de
multidegré (2,2), qui sont :

qa = [(2a 2)]5 q2 = [(27 1)(07 1)]
q = [(25 O) (Oa 2)], qa = [(25 O)(Oa 1)(05 1)]
45 = [(1’2)(1’0)]’ ds = [(171)(171)]
qr = [(171)(170)(071)]7 qs = [(170)(170)(072)]

Il y a aussi huit partitions de vecteur indexant les produits de polynomes
multisymétriques élémentaires de multidegré (2,2), a savoir
92, 93, 44, 95, 96, 97, 98

et qo = [(]-a 0)(15 0)(05 1)(03 1)]
La matrice de conversion est :

€q2 €93 €q4 €5 €q6 €97 Cas  Cqo
mq, | 0 0 0 0 0 0 0 1
mgp| 0O O 0 0 0 1 1 2
mge| 0O 0 0 0 1 1 0 1
mg| 0 O 0 1 2 2 1 2
mg| 0O O 1 0 0 1 0 2
me| 0O 1 2 0 2 2 2 4
mq, | 1 1 2 1 2 3 2 4
me|(1l 0 1 0 2 2 0 2

Son déterminant vaut 3. Par suite, les polynémes multisymétriques élémen-
taires engendrent la composante de J3(A) de multidegré (2, 2) si et seulement
si 3 est inversible dans A. |

Le théoreme analogue & 1.19 que nous pouvons en déduire dans ’algebre
de MacMahon est le suivant :

Théoréme 1.28 Les fonctions élémentaires e, engendrent U'algébre MM (Q),
et sont algébriquement indépendantes.

De méme, les sommes de puissances p, engendrent IM"(Q) et sont algé-
briquement indépendantes.

Le théoréme est une conséquence immédiate du théoreme 1.19 dans les
Jr(Q), via le lemme suivant :

Lemme 1.29 Dans J;,(Q), les ey (resp. les py) pour |s(p)| < n forment une
base de l’espace vectoriel ©7_oJ7,(Q)| mdeg |—i-

Preuve : (du lemme).

D’apres le théoreme 1.19, ils forment une famille génératrice. Une base
est donnée par la famille des my avec £, < n et |s(p)| < n. Visiblement
la premiére condition (4, < n) peut étre omise, car impliquée par la se-
conde. Les familles considérées ont donc méme cardinal — la dimension de
O 0 I5(Q)| mdeg |=i —» d’ot le résultat. [ |
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Notes

1.5

Le théoréme fondamental (en caractéristique nulle) est souvent at-
tribué & Hermann Weyl [85]. Pourtant d’autres en ont donné des
preuves antérieurement : Schlifli [75], MacMahon [51], Emmy Noe-
ther [58].

Le théoréme fondamental dans le cas n! inversible a été démontré par
Richman (proposition 2 de [63]).

Des cas particuliers du théoréme 1.19 avec n! non-inversible avaient été
étudiés par Richman [62], Neeman [57], Fleischmann (dans la preuve
du théoréme 4.7 de [27]), et Hughes, Campbell et Pollack (paragraphe
6 de [14]). En particulier, le contre-exemple de notre lemme 1.22 vient
de I'article de Fleischmann et celui de notre lemme 1.23 apparait déja
chez Hughes, Campbell et Pollack [14] ainsi que chez Dalbec[21].

En utilisant un lemme semblable au lemme 1.21, il est facile de voir que
la famille formée de toutes les sommes de puissances multisymétriques
engendre J;,(A) si et seulement si n! est inversible dans A, et qu’alors
les premiéres sommes de puissances multisymétriques (celles d’indice
a avec |a| < n) suffisent. La clef est que cet énoncé est déja vrai pour
r =1 (les polynomes symétriques).

La proposition 1.25 vient aussi de l'article de Fleischmann [27]. Un
autre ensemble générateur de J! (Z), avec une procédure de réduction,
que nous n’avons pas présenté ici, est proposée par Hughes, Campbell
et Pollack [14]. On peut appliquer les deux procédures de réduction
I'une 4 la suite de ’autre, obtenant ainsi un ensemble générateur encore
plus petit.

La proposition 1.26 a été démontrée par Dalbec par d’autres moyens : il
exhibe une base SAGBI de J3(Z) et montre que les termes de cette base
sont des polynémes & coefficients entiers en les élémentaires (théoréeme
2.7 de [21]).

Pour un corps K algébriquement clos, le fait que les polynémes multi-
symétriques élémentaires engendrent, ou non, J! (K), a une significa-
tion géométrique simple : voir le théoréme 3.2.

La série de Hilbert-Poincaré de 1’algebre mul-
tigraduée J,

Nous nous intéressons maintenant a la série de Hilbert-Poincaré de I’al-
gébre J7, munie de la multigraduation définie dans la section 1.3 (le lemme
1.30 qui suit garantit que cette série ne dépend pas de I'anneau de base).
Par définition, cette série est :

H3p (b1, oty) = Y 1ang(T, maeg—s) ) -+ 107
dENT
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ou rang(J7, mdeg— 5) est le rang de la composante homogene de multidegré &
de J7,(A) sur I'anneau de base A.

Remarque : Dans le cas o1 A est un corps K de caractéristique nulle, ou
positive k > n, alors il existe une décomposition de Hironaka de J7, (K) :

(K =EPn- T (K)
nesB

ot les ) sont homogeénes pour le multidegré (voir la section 1.2.2). Dans ce
cas :

Z d 1 1 Zn grdes
H3(t) = tmNH Yy, (t) - HY, () = — (1.19)
Cette série est donc une fraction rationnelle. B

Le lemme suivant montre que la série HJ] (t) énumeére des partitions de
vecteur.

Lemme 1.30
H30) = Y 0 (1.20)
U(p)<n
ot la somme est effectuée sur toutes les partitions de vecteur p de longueur
au plus n.

Preuve : Pour tout § € N, le A-module libre J7,(A),,¢,—s 2dmet comme
base I’ensemble des fonctions monomiales my, pour p partition du vecteur ¢
en au plus n parts. Donc :

rangs;(A)mdeg:J =#{p| by <mnet s(p) =0}

et donc :

Hy,(t) = > '@
pllp<n

Nous étudions donc les techniques d’énumération des partitions de vec-
teur, pour trouver des moyens de calcul de HJ, (t).

1.5.1 Techniques générales d’énumération de partitions de
vecteurs
La formule exponentielle

Nous exposons une premiere technique d’énumération de partitions de
vecteurs. Pour cela, nous systématisons ’approche présentée par Andrews
(chapitre 12 de [5]).
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Pour une série formelle g(t1,ts,...) nous noterons p;lg] = g(t¥,15,...)
pour tout k > 1 (cette notation est justifiée dans la suite).

Soit 2 une partie de N". Pour a € N, soit fo(«;£) le nombre de par-
titions de a en exactement £ parts, toutes dans €. Soit la série génératrice
des nombres de partitions de vecteur & parts dans Q (mais dont la longueur
est fixée) :

Fg,g(t) = Fg,g(tl, - ,tT) = Z fQ(Oe;E)ta
a€eNr
Alors :

Proposition 1.31 (la formule exponentielle)
sk
> Fou(t)s' =exp | > pylgal m
£>0 k>0

ot go(ti, ... tr) = zea t%

Preuve : Choisissons une énumération de Q : Q = {w®,w® ... }. Alors
fa(a, £) est le nombre de factorisations de t®s¢ en (st‘*’(l)) - (s t“’(z))
avec p; € N. C’est donc le coefficient de s6® dans [] Ainsi :

E:FQ,e(t)SZ = H 1 _lstw

>0 weN

wEN T—stw st“’ )

donc :

log ZFQ,ZSZ = Z (—log(1l — st¥)) = Z Ztk w?
£>0 weN weN k>0

d’ou le résultat. [ |

Appliquons cette proposition au cas qui nous intéresse particuliérement :
Q =N. Alors fqo(a;£) est le nombre de partitions de « en au plus £ parts.
C’est donc le rang du A-module libre Jj(A)mdeg=a- Dans ce cas :

1
(1—t)(1—t2)--- (1 —2)

ga =

et Fo, = HJ;.
Ainsi :
Corollaire 1.32

ZH (t1,-..,tr)s —eXP(Z(1_tllc)(1_t126)...(1—t7’f)?>

n>0 k>0
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Présentation pléthystique

Nous donnons une présentation pléthystique de la formule exponentielle.

Nous travaillons dans 9! (Q), I'anneau des fonctions symétriques. Soit
g une série formelle en %;,%9,.... Les sommes de puissances p; engendrent
M (Q) et sont algébriquement indépendantes. 11 existe donc un unique mor-
phisme de Q-algebres :f € M(Q) — f[g] qui vérifie p,[g] = g(t},tk,...)
pour tout k. Remarquons que si g € 9!(Q) alors f[g] aussi. On montre
(dans [50], Ch.I, par.8) que 'opération ainsi définie sur 9! est associative,
de neutre bilatére e;. Cette opération s’apelle le pléthysme (ou aussi com-
position des fonctions symétriques).

Proposition 1.33 Sous les hypothéses de la proposition 1.31 on a :
Foo = hy[ga]

Preuve : Rappelons l'identité entre série génératrice des sommes com-
pletes et série génératrice des sommes de puissances :

Z hest = exp (Z %sk>

£>0 k>0

Appliquons f + f[ga] et identifions avec la formule de la proposition 1.31.
[ |

Appliquons la proposition ci-dessus au cas qui nous intéresse.

Corollaire 1.34

H3 (b, te) = b [ > B
k>0

Preuve : 1l suffit de rappeler la série génératrice des sommes completes
enty,...,tp:

1

k _
kzzohks - (1 — stl)(l — st2) - (1 _ Str)

> Exemple : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K, on considére SVV, la N-iéme puissance symétrique de V. On choisit une
base (t1,...,t;) de V, alors SNV est munie de la base des t® pour o € NF
et |a| = N. Considérons maintenant S™(SNV), cet espace vectoriel admet

comme base celle des produits formels (ta(l))(to‘(2)) - (to‘(n)) ot tous les ¥
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sont dans N¥ avec |a(Y)| = N. On donne & un tel élément de base le multi-
degré o) 4 ... 4+ (™. La série génératrice des dimensions des composantes
multigraduées de S™(SNV) est :

Z dim Sn(SNV)mdeg:a ua = FQN,n(ula R ,'U/k)
(67

ot Oy est Pensemble des vecteurs de N¥ de norme N. Alors

gQN = hN(ul,. .. ,uk)

la N-iéme fonction symétrique somme complete. La série génératrice est
donc donnée par la formule h,[hy].

Le polynéme symétrique hy,[hy]|—hny[hy] se décompose, de fagon unique,
comme combinaison linéaire a coefficients entiers de fonctions de Schur. Une
conjecture due & Foulkes [28] prévoit que tous ces coefficients sont positifs
ou nuls lorsque N > n. Dans [36], Howe a suggéré que cette conjecture
pouvait se démontrer en construisant un morphisme GL(V)-équivariant de
S™(SNV) dans SN(S™V), qui devrait étre surjectif pour N > n et injectif
pour n < N. Dans la section 3.5 de cette these, des éléments de réflexion sur
cette conjecture, en termes de polynémes multisymétriques, sont donnés (le
morphisme de $*(SNV) dans S (S™V) est remplacé par un morphisme de

Tg/m(SN V) dans SN (T5ymV)), ot Tsym désigne les tenseurs symétriques). <

> Exemple : Nous donnons ici un exemple de calcul pratique. Nous sommes
intéressés & connaitre le nombre a,, de partitions du vecteur (n,n,...,n) de
N", en exactement n parts « vérifiant toutes |a| = n. C’est le rang de la com-
posante de S™(S™V') de multidegré (n,n,...,n). C’est donc le coefficient de
Minn,...n] = t1 +++ty dans écriture de hy[h,] comme combinaison linéaire
de fonctions monomiales. L’algebre des polynémes symétriques est munie
d’un produit scalaire dans lequel les produits de sommes complétes forment
la base duale de la base des fonctions monomiales. Le nombre cherché a,, est
donc le produit scalaire de hy[hy] avec h):. Nous pouvons calculer les pre-
miers termes de la suite des a, & l'aide de la librairie ACE pour Maple [84] .
Par exemple pour n =3 :

> with(SYMF) :

> b:=SfPlethysm(h3,h3):

> a:=SfScalar(a,h3°3);

10

On peut énumérer facilement les dix partitions de vecteur vérifiant les
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conditions imposées :

(111)
[(300)(021)(012)] , [(030[)(201)(]102)] . [(003)(210)(120)]
[(210)(021)(102)],  [(012)(201)(120)]
[(111)(120)(102)], [(111)(210)(012)], [(111)(201)(021)],

[(300)(030)(003)]

L’ordinateur calcule sans difficulté les résultats suivants :

G

1

10
465
190131
848497 563

SO | W N3

Calcul facile

Nous revenons au probléme de calculer la série génératrice HJ],. La for-
mule donnée dans le corollaire 1.34 ne permet pas d’utiliser les implémen-
tations du pléthysme des fonctions symétriques, car elle fait apparaitre une
infinité de sommes complétes.

De fagon générale, pour calculer Fg, lorsque go n’est pas une fonction
symétrique (en particulier dans le cas ol elle est donnée par une fraction
rationnelle, comme dans le cas qui nous intéresse) on peut utiliser la formule
Fao = hy[ga] (proposition 1.33) de la fagon suivante : on calcule le polynéme
P tel que hy = P(py,...,p,) dans M (Q), puis on remplace chaque p, par
Pilgal, qui est connu explicitement.

Pour calculer le polynéme P on peut utiliser les identités de récurrence
duales des identités de Newton :

Vn>1, hn+ > ph;=0
i+j=n,1>0

Nous présentons la démarche précise que nous suivons pour ces calculs.
Elle est bien adaptée aux logiciels de calcul symbolique. (C’est aussi une
méthode simple et efficace pour le calcul & la main).

Proposition 1.35 On définit une dérivation 0 sur M (Q) par :

Vi>0, 0p;=1ipi
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Alors :

1
V>0, hy=—(0+p)"1

Autrement dit on a la relation de récurrence :
Vn >0, (n+1)h,41 = (9(nlhy,)+ nlh,p;)

et la condition initiale hy = 1.

Preuve : On considére la relation :
Di &
H == h n = -
(s) Z ns" = exp Z S
n>0 k>1

On dérive par rapport a s :

0H (s)
ds

= Z(n + 1hy18" = H(s) Zpk_HSk

n>0 k>0

D’autre part on applique d & la relation initiale :

o(pr) &k

OH(s) = 3 0lhn)s" = H(s) | 3“2k | = H(s) [ Y ppgast
n>0 k>1 k>1
d’ou le résultat, par identification des coefficients de s™. |

> Exemple : Effectuons ce calcul pour les petites valeurs de n :

ho =1
h, =p,
2hy = (0 +p1)p1 =Py + P}
6hs = (0+p)(p2 + P?) = 2p3 + 3p1py + P}
24hy = (0+p,)(2p3 +3p1py + P}) = 6p, +3p3 +8pyps + 6pip, + P}

<

Par cette méthode on a calculé les séries de Hilbert-Poincaré HJ7 (t)
pour les petites valeurs de n et r.

Voici les résultats obtenus, avec plus de détails pour le cas n = 3,r =
2. Dans chaque cas nous ne présentons que le numérateur, le dénomina-
teur étant []7_, H?Zl(l — t1). De plus, le numérateur étant une fonction
symétrique en ti,...,%,, nous le présentons exprimé dans la base des fonc-
tions symétriques monomiales.
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m33+mog+mo1+my1+1

Dans la section 2.2 & suivre, nous obtenons deux décompositions de
Hironaka de J%(Q). La premiére est :

BQ =T (Q @e, TF(Q @el, T(Q
®e} 1 T (Q) @ €21 T3 (Q) @ e12 T (Q)

Chaque élément de la base ainsi obtenue apporte sa contribution au
numérateur de la série de Hilbert-Poincaré : le terme m3 3 = t:{’tg vient
de e:f,l, le terme Mmoo = t%t% vient de e%,l, le terme mo 1 = t%tg + tlt%
vient de ez et e 2, et le terme constant vient de 'unité de J3(Q).
La seconde décomposition de Hironaka trouvée est :

B(Q =TE(Q @ e, 1 THQ @ e? | TEQ)
e 2e01 TE(Q) @ eo1 TE(Q) @ e12 TE(Q)

Dans cette décomposition, le terme m3 3 vient de ez €1 2, et les autres
termes viennent des mémes éléments que dans la décomposition pré-
cédente.

n=3r=3

m322+m330+m321+me22+m311+me21

+maoo0+mo11+mo10+mii1t+miot+1

n=3r=4

1+ 3ma21,1 +m1100+mMm3300 +mM21,00 + ™M2,200 +M1,1,1,0
+m33292+m21,10+ m3210+mM3222+3ma222+ mo210
+mo220+m3220+3mo111+m331,1+3m11,1,10 +mM321,1
+m3,1,1,1 +M3221+3M2221+mM3321+mM3333+ M3.1,1,0

mee + M55 + M54+ M5 3+ 2 m44 + Mgz + My

+ 2m3,3 +m32+m31+ 2m2,2 +mo1+my1+ 1
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n=4r=3

1+ 4m3,3,1 +5 mo2.2 + 3 ms4,2 + 2 ms55,2 + 4m5,3,2 +5 mM44.2
+6my32+mo10+2me20+mss1+4msa3+mi1p
+8m332+3muo1 +2ms21 +3mao1 +4m3a1 +mss55
+ma20 +m320+ mMa30+ msa0+ 2Ma40 + Mms53,0
+2m330+m310+2ms54+ms50+4ms33+6mass
+5maus+2ms53+mes3+8masz+8msz3+ms1
+2my411 +2me 33+ mep0 + Me5,1+ Me 22 + M6 52
+2m541+2mea2 +meaa+me32+3ms5 44
+2ms31 + mea1 +me31 +6m3292+ S5m0+ 3msao

+mea3z+mii1+2me1 +4maz1 +2ma i1+ 3masn

n=>5r=2

1+3myu3+4mss+4mys +6mss+4mee +2my2
+2mg9 +3ms3+mi1+ms1+3mss
+2mgo +ma1 +ms52 +my1 +mgs +3mr 7
+3mrs+3mre +4mes +2mya+ 3mea + meo
+mr3+2me3 + mio,10 +me,7 +2mge +2mg 7
+mg e+ 2mgg + mgg + mgg + mg4

Remarque : Les polynomes n! h,, sont les polyndémes de Bell des variables
Yi = 1 D;- O

1.5.2 La formule de Gessel et Garsia

Les résultats précédents sont tout a fait suffisants pour calculer HJ/ (t)
pour chaque valeur de n et r. Mais il est naturel de chercher une formule
présentant HJ7 (t) sous la forme :

P(t)

T T, (- )

comme dans (1.19).
La solution est die & Gessel et Garsia [29] :

Théoréme 1.36 (formule de Gessel et Garsia)
_ Lgy0..00,=id graier)  ymai(or)

ot les o; sont des permutations de {1,...,n}, et maj(o) désigne l’indice
majeur de la permutation o.

(1.21)
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Rappelons que l'indice majeur d’une permutation o de {1,...,n} est le
nombre maj(o) = 3>, )5 o(it1) b-

> Exemple : Du théoréme on déduit facilement une formule encore plus
explicite du numérateur pour n = 2. Dans ce cas :

ZjZO,j pair €j (t)

[T (1 —t) (1 - 23)

ou les e; sont les polynomes symétriques élémentaires. Le théoreme 2.6
donnera une décomposition de Hironaka de J5(K) (pour K corps de ca-
ractéristique différente de 2) qui permet de retrouver ce résultat sur la série
de Hilbert-Poincaré. <

H3y(t) =

(1.22)

Remarque : La formule de Gessel et Garsia montre que dans toute dé-
composition de Hironaka de J7,(K), pour K corps de caractéristique nulle,
ou de caractéristique strictement supérieure & n, il y a autant d’invariants
secondaires de multidegré « que de r-uplets (o1, ...,0,) d’éléments de &,
avec g, o --- 001 et majo; = a; pour chaque %. B

La preuve de la formule de Gessel et Garsia repose sur un codage des
partitions de vecteurs, développé dans [29], pour résoudre des probléemes
de statistiques des permutations. Une statistique des permutations est une
quantité associée aux permutations o de {1,...,n} comme par exemple :

— Le nombre de descentes :

dio)=#{i|o(@) >o(i +1)}

— L’indice majeur :

maj(o) = Z 7

o(i)>o(i+1)

— Le nombre d’inversions :

i(o) = #{(i,4) | i <j et o(i) > o(5)}

Dans cette section, nous redonnons la preuve de la formule de Gessel et
Garsia. Nous commengons par montrer comment la formule est déduite de
cette correspondance, avant de décrire sa construction.

Nous avons besoin de quelques notations et conventions supplémentaires
pour les partitions d’entiers, en plus de celles introduites dans la section
1.1.1 et dans la section 1.1.5. On représentera, dans cette section, comme
il est fait usuellement, une partition d’entiers par la suite décroissante de
ses parts : A = (A1, Aa,...,Ag) avec Ay > Ao > ... > Ay > 0. On pourra
considérer, si besoin est, qu’on a completé la suite des A; par une suite
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infinie de zéros : 0 = Agy1 = Agr2 = .... La conjuguée de la partition A est
la partition A* ol A} est le nombre de parts de A supérieures ou égales a 1.
La conjugaison des partitions est une involution : (A*)* = \. L’ensemble des
partitions d’entiers est munie d’opérations, notées U et +, en posant que
pour deux partitions A = [Aq,...\,] et g = [p1,..., 11g], la partition A U p
correspond au multi-ensemble :

[Ala"w)‘paula"'mu’q]

et la partition A + y correspond au multi-ensemble :
A1+ p1, Ao+ pa, -]
On a la relation (A + p)* = A* U p*.

> Exemple : Si\=3,2,2] et p =[3,1] alors :

A= [3,3,1]

pt = [2’131]

AUp=[3,2,23,1] = [3,3,2,2,1]
Atpu=[3+3,2+1,2+0 =163,2]

Nous avons besoin d’une autre définition :

Définition 1.15 Soient A = (A > ... > Ay > 0) une partition d’entier
de longueur au plus n, et 0 € 6,,. On dit que A et o sont compatibles si
Aj = Ajr1 = o(j) < o(j +1). De facon équivalente :

o(j) >o(G+1) =X > A

autrement dit chaque descente de o provoque ’apparition d’une nouvelle part
de la conjuguée A\*de A.

Cette définition appelle une remarque d’importance pour la suite : il
existe une plus petite partition A(?) compatible & o. Si les descentes de &
sont dy < ... < dy alors elle est définie par (A\?)" = [dy,...,d;]. Les autres
partitions compatibles & o sont les A\(?) + p. pour u partition de longueur
au plus n. Enfin |A@)| = maj(o).

Théoréeme 1.37 Il existe une bijection entre les partitions de vecteurs p de
N en au plus n parts et les familles (o1, ... o, A .,/\(’")) ol :

— Les 0; sont des permutations de {1,...,n} vérifiant : o,0...001 = id.

— Les A9 sont des partitions (d’entiers) de longueur au plus n.

— Pour chaque i, la partition \V) et la permutation o; sont compatibles.
Dans cette correspondance la partition XV est celle donnée par la suite des
i-iémes coordonnées des parts de p.

Avant de démontrer ce théoréme nous montrons comment il implique la
formule.
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Preuve de la formule (1.21) & partir du théoréme 1.37 : Etant
donnés p et (o1,...,00, A1 ... X)) en correspondance, nous voyons que
5i(p), la somme des i-iémes coordonnées des parts de p, est égale a [A()].
Comme A est compatible avec o, on a A = A@) 4 4() pour une certaine
partition g. Mais alors s;(p) = |A)| + |u®)| = maj(o;) + @]

Lorsque p parcourt ’ensemble des partitions de vecteur en au plus n
parts, les u(® parcourent ensemble des partitions avec toutes les parts au
plus égales & n. Ainsi :

HJ" (t) = Z Ht:i(P) _ Z Z <ﬁ tiu(i)> (ﬁ tinaj(m’))

pllp<n 1 oro...oo1=id (1) ,() \i=1
Vi, £ (4) <n
"
Or:
T 0]
U _
> (e ) =va-w)---a-

b, ) \i=1

Vz,lu(i) <n
d’ou la formule. [

La construction de Gessel et Garsia

Pour M une matrice & r lignes et n colonnes, on désigne par
Mli,5,....kli', 5, ... K

la sous-matrice des coefficients dont les indices de ligne sont les %, 7,...,k
et les indices de colonnes sont les .5 ..., k'. Et MJi,j,...,k|—] (resp.
M([-|i,4,...,k]) désigne la matrice obtenue en ne gardant que les lignes
(resp. les colonnes) d’indices i, 7, ..., k.

Nous commengons par décrire la construction explicite de la correspon-
dance. Un exemple suit (que le lecteur est invité & consulter, ceci 'aidera a
comprendre la construction). Pour finir on démontre que la correspondance
construite vérifie les conditions du théoréme.

On commence par associer & toute p, partition de vecteur de N, de
longueur au plus n, la matrice My a n colonnes, dont les colonnes non-nulles
sont les parts de p (répétées pour tenir compte des multiplicités), et sont
rangées dans 'ordre lexicographique décroissant.

Les partitions A(®) sont définies dans ’énoncé du théoréme.

Construisons les permutations o;. Initialement on numérote trivialement
les colonnes de M, : le numéro de la j-iéme colonne est 7,41(j) = j.

Puis on construit successivement des numérotations 7,,...,7; des co-
lonnes de M, (les 7; sont des éléments de &,,). Elles sont caractérisées par
les deux regles :
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régle 1 : la numérotation 7; suit 'ordre lexicographique décroissant des
dernieres lignes de M, — celles d’indices i,...,r —, autrement dit si
7;(j) < 7i(k) alors c’est que la colonne M[i...r|j] est supérieure ou
égale & la colonne My[i...r|k], suivant 'ordre lexicographique.

regle 2 : En cas d’égalité, la numérotation 7; se fait en respectant la
numérotation précédente 7,11, ce qui signifie que si My[i...r|j] =
My[i...r|k] alors 7(j) < 7(k) © Tit1(j) < Tip1(k).

On définit enfin o; par o;(7(j)) = 7i41(J)-

> Exemple : Soit p = [(5,4,1)(5,3,2)(5,3,1)(3,3,3)(3,2, 1)2]. La matrice
associée est :

555333
My=|4 33 3 2 2
121311

Alors A1) = [5,5,5.3,3,3], A2 =[4,3,3,3,2,2], \®) =[3,2,1,1,1,1].
Pour définir 73 on numérote les termes de la derniére ligne dans 1’ordre
décroissant de leurs valeurs (les numéros sont encadrés) :

12 1 3 1 1
[6]
autrement dit 73(1) = 3,73(2) = 2,73(3) =4, etc...

Pour définir 75 on ordonne les colonnes de la sous-matrice formée des
deux dernieres lignes :

4 3 3 3 2 2
1 2 1 3 1 1
[6]
Enfin 71 = id.
Les permutations o; sont données par le schéma, suivant :

1:1 2 3 4 5 6

Loy
: 1 3 4 2 5 6

Lo
3: 3 2 4 1 5 6

lo3

7: 1 2 3 45 6

Vérifions que les objets construits satisfont aux conditions énoncées dans
le théoreme.
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Condition o¢,0:--007 = id. Autrement dit 7, = id.

Si les colonnes d’indices j < k de M, portent des valeurs différentes,
c’est que Mp[—|j] est strictement supérieure & My[—|k] suivant I'ordre lexi-
cographique, donc, d’apres la régle 1, on a 71(j) < 71 (k).

Si ces deux colonnes portent les mémes valeurs, alors on applique la régle
2 pour tous les 7;, en chaine :

i=71100) < Tria(k) =k & 7.(5) <7 (k)
7(5) <7 (k) & 7-1(j) < 7r-1()

n(G) <mk) & n0)<nk)

et 'on obtient aussi que 7i(j) < 71(k). Comme 7 ne change l'ordre relatif
d’aucune paire d’indices, c’est que T = id.

Condition o; et A®) compatibles. .
Remarquons d’abord que pour tout &, )\,(:) = Mli|; 1 (k)].
Supposons que )\5_1) = )\;21.
Si les colonnes My[i + 1...7|77 1 (5)] et My[i + 1...7|77 (5 + 1)] sont
distinctes, alors de :

nir (4) < TG+ )
on déduit (régle 1) que Mp[i + 1...7|7;1(j)] est strictement supérieure &
Mp[i +1...7|7; 1(j + 1)], suivant Pordre lexicographique, donc :
i (§) <TG+ 1)
Si les deux colonnes sont égales, alors la régle 2 amene a la méme conclusion.

Il reste & montrer que 'application p — (AN, ... X" o1, ... 0,) est
bijective. Elle est clairement injective : la construction est réversible. En
effet, M, détermine p, et la i-ieme ligne de M, est (A;(7;(1)), Xi(7:(2)),.-.)
ou les 7; sont redéfinis & partir des o; par :

Ti=Tiy100; 1, Try1 = id (1.23)
Il reste & montrer qu’elle est surjective. On se donne donc A1), ..., A(")
et o1,...,0, vérifiant les conditions du théoréme. On définit les 7; comme

ci-dessus (1.23), et soit M la matrice dont la i-iéme ligne est :

i — (@ (%)
A@D o T = (ATZ(I)’ )\72(2), oY)

11 s’agit de montrer que les 7; vérifient les régles 1 et 2 pour M (il faut aussi
montrer que les colonnes de M sont rangées dans I'ordre lexicographique
décroissant, mais ceci est équivalent & dire que 71 vérifie la régle 1).
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Pour montrer que les 7; vérifient la regle 1, on procede par récurrence
sur ¢, en commenc¢ant par ¢ = r.

Pour 7 = r, on s’apercgoit qu’il s’agit de vérifier que :
(r)
T

. (r
(1) <7 (k) = A, 72 (k)

T.

)
i 2 A
c’est trivial.

Supposons établi que 7;41 vérifie la régle 1. On suppose que 7;(j) < 7;(k),
done Al ) > A (k).

On distingue deux cas :

et

Dans le second cas, par compatibilité de o; = Tz‘+1TZ~_1 avec A\() on obtient
que :
Tit1(7) < Tiy1(k)

ce qui par I’hypothése de récurrence implique que M[i+1 ... r|j] est supérieur
ou égal & M[i+ 1...r|k] suivant ordre lexicographique. Dans les deux cas
il vient que M[i...7|j] est supérieur ou égal & MTJi...r|k] suivant Iordre
lexicographique, ce qui était & démontrer.

Pour la régle 2 on procéde de fagon directe : si M[i...r|j] = M[i...r|k]
alors en particulier )\g)(j) = )\g)(k). Par compatibilité de o; avec A(® il vient :

7i(J) < Ti(k) © Ti1(j) < Tiy1(k)

Notes

e Le lien entre polynémes de Bell et polynémes symétriques apparait
dans le traité de Riordan ([64], Ch.2, pb. 27(b)).

e Chez Andrews, la formule exponentielle pour énumérer les partitions
de vecteur est présentée en termes de polynomes de Bell.

e La formule exponentielle explique les observations faites dans [13]
sur les équations fonctionnelles vérifiées par la série génératrice des
nombres de partitions de vecteur (en particulier elle donne une démon-
stration immédiate de la conjecture 3.1).
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Chapitre 2

Calcul des relations entre les
polynomes multisymétriques
élémentaires

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme pour calculer une famille
génératrice finie de I'idéal Rel; de toutes les relations entre les polynémes
multisymétriques élémentaires de J7, (Q).

Apres la description de 'algorithme, on suit son exécution pas-a-pas sur
un exemple. Puis les résultats des exécutions sont présentés : en particulier
on a réussi & calculer les idéaux des relations dans les cas n = 3,7 = 3 et
n=2>5,r=2.

Pour terminer, on remarque, d’une part, qu’il est facile d’adapter 'al-
gorithme pour calculer les relations entre les sommes de puissances mul-
tisymétriques de J7.(Q), et, d’autre part, que le résultat de I’exécution de
lalgorithme pour le cas simple n = 2 (r quelconque) peut étre décrit a
l’avance (nous donnons cette description).

2.1 Principe de I’algorithme

Dans toute cette section n et r sont fixés.

Introduisons les notations : B, est 1’algebre de polynémes a coeflicients
rationnels en des indéterminées e, pour @ € N',0 < |a| < n (notées en
gras, pour les distinguer des polynomes multisymétriques élémentaires, en
lesquels ils vont se spécialiser). Elle est multigraduée par : mdeg(e,) = .

Remarque: L’algébre B} peut étre vue comme une sous-algebre de I’algebre
de MacMahon 9" (Q), d’apres le théoreme 1.28. |

Soit le morphisme d’algebres multigraduées :
¢: By, = 3,(Q)
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qui envoie la variable e, sur le polynéme multisymétrique élémentaire cor-
respondant :

Va, ey eq

Ce morphisme induit un isomorphisme entre la sous-algebre de B}, engendrée
par les e;¢; pour ¢ = 1,...,net j =1,...,7 (ce sont les e, avec a ayant
une seule coordonnée non-nulle), et la sous-algebre 7,7 (Q) de J7,(Q) (voir la
section 1.5).

Nous identifions ces deux objets, faisant ainsi de B, une 7.7 (Q)-algebre,
et de ¢ un morphisme de 7, (Q)-algebres.

Nous dirons d’un monéme de B; qu’il est purement primaire s’il est
dans 7,7 (Q), et qu’il est purement secondaire s’il est constitué seulement
de variables e, extérieures & 7,7 (Q) (variables secondaires). En général, un
mondme ne sera ni primaire ni secondaire, mais se factorisera en M = MM
avec M primaire et M secondaire (Cette terminologie est justifiée par la
présentation de J7 (Q) comme anneau d’invariants, voir la définition 1.11).

Soit Rel; C B l'idéal des relations entre les e,, autrement dit Rel; =
ker ¢. C’est un idéal homogéne pour la multigraduation.

Voici une description, dans les grandes lignes, de 1'algorithme que nous
proposons :

— La famille génératrice de Rel;, qui est calculée est la base de Grobner
réduite G de cet idéal, pour un certain ordre monomial, mais le calcul
n’utilise pas l'algorithme de Buchberger. Il n’utilise aucun calcul de
S-polynome.

— Le calcul est guidé par la série de Hilbert-Poincaré multivariée (voir la
section 1.5 pour le calcul de cette série). Elle indique, & chaque étape,
en quel multidegré chercher les nouveaux éléments de G.

— La théorie des polynémes multisymétriques nous donne une famille
génératrice finie de I’espace vectoriel des relations de multidegré donné,
pour chaque multidegré.

— L’ordre monomial choisi se comporte bien avec la description de J7 (Q)
comme algebre d’invariants donnée par la proposition 1.3. Plus précisé-
ment, tous les mondémes initiaux des éléments de G sont des monomes
purement secondaires. Aussi, les ménomes irréductibles purement se-
condaires donnent une base d’invariants secondaires sur le sous-module
T7(Q) des invariants primaires.

La suite de cette section est organisée ainsi : on explique comment ob-
tenir les relations en multidegré donné, puis on précise comment choisir un
ordre monomial convenable pour I’algorithme. Enfin on donne la description
détaillée de cet algorithme.
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Les relations en multidegré donné.

On considére le morphisme d’algébres multigraduées :
UM (Q) — Bj,
caractérisé par :

si |a|<n
si |a|>n

Ya # 0, ear—>{ eoa

Il est bien défini, en vertu du théoréme 1.28. On a donc un diagramme
commutatif :

Des relations sont produites de la fagon suivante : soit p une partition
de vecteur de N avec £, > n, alors p,(my) = 0, donc ¥(m,,) € Rel},.

> Exemple : Reprenons 'exemple n = 2,7 = 2. Dans M?(Q) on a la
décomposition :

3 (1,1)(1,0)(0,1)] =
2 2
€ep,1€1,0€e1,1 —€e1,1” +ep,1e21 —€p 1 €20+ e pel 2

—ej0’eqo+4dergep s —4es s
Projetant dans J2(Q) on obtient la relation :

2 2 2
0=-ep,1e1,0e1,1 —e1,1” — €, 1”€2,0 — €1,0” €o,2 +4 €20 €o,2

On dispose en fait du résultat précis suivant :

Théoréme 2.1 L’idéal Rel;, est engendré par la famille des ¥(my,) pour
les partitions de vecteur p vérifiant £, = n + 1.

Preuve : Le morphisme ¥ est surjectif, et 'image réciproque de Rel;, est
@Dy, >n QM. Pour tout entier positif £, notons J; I'idéal de M"(Q) engendré
par les my, pour £, = £. Il suffit donc de montrer que J, ;1 contient tous les
Jg pour £ >n + 1.

Soit un entier positif £. Soit [a(l), . a(e)] une partition de vecteur de
longueur ¢ exactement (donc tous les o(®) sont non-nuls). La formule du
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produit de fonctions monomiales (proposition 1.11) appliquée au produit de
M), ae-1] €6 Pa) = M0 donne une formule :

Ma),.alt=D]Pa®) = CMq0)  o0] T Z * M

ou c et les e sont des nombres entiers strictement positifs et les q sont des
partitions de vecteur de longueur £ — 1. Isoler M), a0 I’exprime comme
élément de I'idéal Jy_1. Ainsi J, C Jy_1, et ceci pour tout £ > 0. D’ou le
résultat. |

Par conséquent, pour connaitre une famille génératrice de la composante
de multidegré o de Rel},, il suffit de calculer les W(my) pour p partition du
vecteur a en n + 1 parts exactement.

Remarque : Les techniques mises en ceuvre ici utilisent fortement que le
corps de base est Q. D’une part, on utilise que les e, engendrent 9" (Q),
et ce résultat ne demeure pas pour M"(K) avec K corps de caractéristique
positive. D’autre part, dans la preuve que nous donnons du théoréeme 2.1,
on doit inverser des coefficients ¢ de taille arbitrairement grande. )

Choix de 'ordre monomial

Un ordre monomial adapté & 1’algorithme élaboré sera un ordre vérifiant
donc la propriété : Pour des monomes de multidegré donné, un mondme
purement secondaire est plus grand que tout monome contenant des variables
PTiMaires.

Définition 2.1 Nous dirons d’un tel ordre qu’il privilégie les variables se-
condaires.

Un tel ordre < peut étre construit en définissant un poids w sur I'en-
semble des monoémes de B} par :

_Jlal si e g T (Q)
“’(e“)_{ 0 si eq€T7(Q (2.1)

puis en choisissant un ordre monomial arbitraire <’, et en décidant que pour
deux monémes M7, M> :

w(Ml) < w(MQ)
M; X My & ou
w(Ml) = w(MQ) et My <" My

Dans la suite nous supposons choisi un tel ordre <.

Nous dirons qu'un monome de B] est irréductible pour 'ordre < et
I'idéal Rel], s’il n’est pas égal & une combinaison linéaire de monémes plus
petits, modulo I'idéal Rel], .
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Proposition 2.2 Les images dans J},(Q) des mondmes purement secon-
daires qui sont irréductibles pour X et Rel] forment une base de T, (Q)-
module.

Preuve : Notons 7+ I'unique idéal homogéne maximal de 7,7(Q) (celui
des polyndmes sans terme constant). Les images dans B) /Rell = J7(Q)
de tous les mondmes irréductibles pour < et Rel;, forment une base de -
espace vectoriel. Par suite, leurs images dans J7 (Q)/7 " 3" (Q) forment une
famille génératrice de (Q-espace vectoriel. On en extrait une base. Notons
Ni,...,Ng les mondmes irréductibles dont les images forment cette base.
D’aprés le théoreme 1.2, les images des N; dans J7,(Q) forment une base de
Tr(Q)-module. Nécessairement les N; sont purement secondaires, puisque
les variables primaires sont dans 7 . Il reste seulement & montrer que tous
les mondémes purement secondaires irréductibles sont parmi les Nj;.

Supposons qu’on dispose d’'un monéme M purement secondaire irréduc-
tible qui n’est pas parmi les N;. Il existe une décomposition de M comme
combinaison linéaire & coefficients dans 7,7 (Q) des N;, modulo 1'idéal des
relations :

M=) "tN; mod Rely,
(3

On peut supposer cette décomposition homogéne pour le multidegré. Alors
chaque t; est soit dans Q\ {0} soit dans 7. On a donc obtenu une relation :

M — Z t;N; — Z t;N; € 'Rel;
t;€Q\{0} LEeTt

Comme = est un ordre privilégiant les variables secondaires, le terme domi-
nant de cette relation est parmi M et les N; avec t; € Q\ {0}. Mais chacun
de ces termes est irréductible pour < et Rel;, : contradiction. n

Corollaire 2.3

o Les monomes irréductibles pour Rel] et < sont les produits M N, pour
M monéme purement primaire arbitraire et N mondme purement se-
condaire irréductible.

e Les mondmes initiauz des éléments de la base de Grobner réduite de
Rel] pour = sont des mondomes purement secondaires.

Le corollaire qui suit n’est pas nécessaire pour la présentation de l’algo-
rithme, mais sera utilisé par deux fois dans la suite.

Corollaire 2.4 Soit < un ordre monomial privilégiant les variables secon-
daires (définition 2.1). On note in(Rell) lidéal engendré par les monémes
de téte, pour <, des éléments de Rel!, Soit T* l'unique idéal homogéne
mazimal de T, (Q) (celui des polynémes sans terme constant).
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- Soit K un idéal monomial de B}, avec K C in(Rel},). Alors :
K=in(Rel") < dimB!/(K+T"B") = (n!)"!

~ Soit J un idéal de B, avec J C Relj,. Soit in(J) l'idéal engendré par
les mondémes de téte, pour <, des éléments de J. Alors :

J=Rel’ & dimB"/(in(J)+T+B") = (n!)r!

Preuve : Tout d’abord, il y a (n!)"~! monémes purement secondaires
irréductibles pour =< et Rell, puique leurs images dans J (Q) forment une
base de 7,” (Q)-module (proposition 2.2), et que ce module est de rang (n!)"~*
(proposition 1.3). Les images de ces mémes monémes dans B], /(in(Rell,) +
T TB") forment une base de Q-espace vectoriel. Le nombre (n!)"~! est donc
encore la dimension de cet espace vectoriel.

Soit K un idéal monomial comme dans I’énoncé. Supposons que la di-
mension de B! /(K + TTB") soit (n!)"~!. Autrement dit K + 7B’ et
in(Rel”)+ Tt B! ont méme codimension dans l'espace vectoriel B". Comme
on a déja une relation d’inclusion entre ces sous-espaces, ils sont égaux. Ceci
implique en particulier que in(Rell) C K + T Bj. Or in(Rell,) admet
une famille génératrice formée de mondmes purement secondaires (corol-
laire 2.3). Tout élément de cette famille génératrice est donc dans K, et
donc in(Rel],) C K. D’ou le premier volet du corollaire.

Le second volet du corollaire s’obtient en appliquant le premier volet a
K = in(J), il vient in(J) = in(Rel},), puis en utilisant le fait bien connu de
la théorie des bases de Grobner : que deux idéaux, 'un étant inclus dans
lautre, et ayant des idéaux initiaux égaux, sont eux-méme égaux (voir [25],
lemme 15.5). [

Description détaillée

Nous pouvons maintenant donner une description détaillée de 1’algo-
rithme.

I1 consiste & construire par étapes la base de Grobner réduite G de Rel;,
pour =.

On notera I I'idéal monomial engendré par les termes initiaux des po-
lynémes dans Rel;, pour =<, et S ’ensemble des mondmes initiaux des
éléments de G, c’est donc I’ensemble générateur minimal de 1.

A chaque étape on construit un diagramme en escalier £ de N” (c’est &
dire un sous-ensemble de N stable par diminution des coordonnées), obte-
nant ainsi une suite :

Q):g()CElC...ng

Apres avoir construit & on calcule aussi Sy (resp. Gx) ’ensemble des
éléments de S (resp. G) avec multidegré dans &, et la série de Hilbert

82



Poincaré HI(t) de I} I'idéal monomial engendré par Sk. A la fin on obtient
I,=TetG,=¢G.

Nous commengons par expliquer comment calculer la série H I (t), connais-
sant Sy.

Soient My, ..., M, les éléments de S, ils forment donc la famille génératrice
minimale de Ij. Soit d € N". Pour ¢ = 1,..., s, notons A;(d) ’ensemble des
monomes multiples de M; et de multidegré d. Alors I'union des A;(d) en-
gendre P'espace vectoriel de I (d), la composante de multidegré d de I;. On
a la formule d’inclusion-exclusion :

#Uidi(d) = Y (-)HFI L () 4i(a)

PC{1,...,s} 1€P

L’ensemble [);.p Ai(d) est I'ensemble des monémes multiples du p.p.c.m des
M;,i € P de degré d. On obtient donc :

dim I (d) = Z (=1)0+#P) LM monémes | mdeg M +mdeg Mp = d}
PC{l,...,s}

ou Mp est le plus petit commun multiple des M; pour i € P. Soit HBJ(t)
la série de Hilbert-Poincaré de I’algebre ambiante B; , elle vaut :

1
- 1 o
a€NT
0<|a|<n

et on a donc :
HI(t) = Qx(t)H By (t)

avec Qi le polynome :

Qrt)= Y (~LUFFEPIMP (2.2)

Pc{l,...,s}

Indiquons aussi comment construire la série de Hilbert-Poincaré de I.
Comme I est I'idéal initial de Rel], les séries de Hilbert-Poincaré de ces
deux idéaux sont les mémes (voir par exemple [18], ch.9, prop. 4). D’ou :

HI(t) = HB}(t) — H,(¢)
La section 1.5 nous donne une écriture :
T n .
H35,6) = Pt)/ [T T[T - #)
i=1j5=1

donc :
HY,(t) = ] (1 —t*)P(t)HB;,(t)
acU
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ou U est I'ensemble des @ € N avec 0 < |a| < n et au moins deux coor-
données non-nulles. Ainsi :

HI(t) = Q(t)HB,(t)

avec

Qt)=1-JJ@-t*P(t) (2.3)

acU

Supposons construits &, Sk et Gk, nous expliquons comment construire
alors &1, Sgt1 €t Ggq1 -
e La série de Hilbert Poincaré de I/I}, est connue, c’est HI(t) — HI(t).
Cet idéal monomial admet comme ensemble générateur minimal S\ S.
Sa série de Hilbert-Poincaré est donc de la forme :

D gmdeas

SES\Sk

ol chacun des monomes dans les ... a son multidegré strictement plus
grand que 'un des mdegs,s € S\ Sg. On choisit arbitrairement un
terme de multidegré minimal, ¢ - t*, donc il y a ¢ éléments de S\ Sk
de multidegré a, et tous les éléments de S de multidegré plus petit
sont dans Si. Le nouveau diagramme en escalier est celui obtenu en
adjoignant a a &, autrement dit :

5lc+1 =&, U ([0,041] X ... X [0,047«])

e Les ¥(my), pour p partition du vecteur a en n + 1 parts exactement,
forment une famille génératrice de la composante de multidegré « de
Rel; , d’apres le théoreme 2.1.
On réduit ces relations modulo G, et les unes par rapport aux autres
(en suivant l'ordre <). A Tissue de cette étape, les mondmes initiaux
font partie de I’ensemble générateur minimal S de I. En effet, si I'un
d’eux était divisible par un monéme de I, il serait aussi divisible par
un monéme de S, de multidegré strictement plus petit, donc dans Sy,
ce qui est exclu, grace a la réduction préalable modulo Gy.
Par suite, adjoignant ces relations a G, on obtient Giy1.

Donnons encore quelques précisions sur les calculs & faire :

-~ Ona:

HI(t) — HIx(t) = (Q(t) — Qu(t)) HB,(t) = (Q(t) — Qx(t))(1 + )

et donc choisir un terme de multidegré minimal dans la série HI(t) —
HI(t) se fait en choisissant un terme de multidegré minimal dans le

polynome Q(t) — Qx(t).
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— Dans la pratique, pour chercher les éléments de G de multidegré a, il
est inutile de calculer tous les ¥(my) avec £, = n+1,s(p) = . Il suffit
de les calculer et de les réduire au fur et & mesure, jusqua obtenir ¢
relations non-nulles.

En résumé, voici comment se présente 'algorithme (le role de @y (resp.

Gr) est joué par par une variable @, (resp. G,))
e en entrée : n,r, un ordre monomial < sur les mondmes en les e, secon-
daires.
e en sortie : la base de Grobner réduite G de Rel], pour <.
e algorithme :
e G, =10
e Q.(t):=0
e Calculer Q(t) comme dans (2.3).
e Tant que Q«(t) # Q(t) effectuer :
e choisir un terme de multidegré minimal c-t* dans Q(t)—
Qx(t)
e T:=1(
e Tant que A n’a pas c éléments :
e pour une nouvelle partition p du vecteur a avec
¢y =n+1, produire G = ¥(my).
e réduire G modulo G, pour I'ordre < (mettre le
résultat dans G).
e réduire G modulo T pour 'ordre < (mettre le
résultat dans G).
e Si G # 0 alors réduire les éléments de T relati-
vement a G, puis faire T := T U {G}.
e G, =G, UT
e Calculer Q,(t) suivant la formule (2.2).
e Renvoyer G,

Notes

e La méthode présentée pour produire des relations en multidegré donné
est due & Junker. Par cette méthode, dans [44], Junker produit de
nombreuses relations entre polynomes multisymétriques élémentaires.
Mais il ne dispose d’auncun critére lui indiquant quand il a calculé

suffisamment de relations.
e Le théoreme 2.1 est dii & John Dalbec [21, 22].

2.2 Un exemple

On fait fonctionner ’algorithme pour n = 3,7 = 2.
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Les variables secondaires sont :

€1,1, €21, €12

Les variables primaires sont :

€1,0, €0,1, €20, €0,2, €3,0, €0,3

Les indéterminées étant énumérées dans cet ordre, on choisit une matrice
définissant I'ordre monomial pour les variables secondaires (c’est suffisant,
puisque les variables primaires n’apparaitront jamais dans les monoémes de
téte) :

2 3
01
00

— =

La premiére colonne donne le poids de la premiere variable, la deuxiéme
colonne celui de la deuxiéme variable, etc. .. Chaque monome est ainsi muni
d’un poids (un vecteur de Z3). Deux mondmes sont comparés en comparant
leurs vecteurs-poids dans l’ordre lexicographique. La premiere ligne de la
matrice est imposée par la condition de compatibilité avec le poids w, pour
que l'ordre obtenu privilégie les variables secondaires. Les suivantes peuvent
étre choisies arbitrairement (néanmoins avec la contrainte que la matrice
doit étre inversible, pour obtenir un ordre total sur les mondmes).

Les séries de Hilbert ont comme indéterminées 11, %2, et leurs monomes
sont comparés suivant I'ordre du degré lexicographique, avec t1 < to.

=1

Q = t1 0" + 112t + 11310 — 11 0% + 112403 — 125113 + 1140 — t15t?
+ 192812 — t1*te* — 15193

Son plus petit monome est 5%t 3.
On cherche donc une seule relation de multidegré (3,2).
Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est :

[(1,0)°(0,2)]

2 2
(6 m[(1,0)3(0,2)]) = —9ep2e30 + €p,1€10"€1,1 — 3ezpe1,2 + 3ep,17 €30
2 3 2
+eip°ers —e1p’ep2 —eipe,1” — 2ep1€1,0€2,1

2
+4ejperxpep2 — ep1°€e10e2,0 + 3er1€2,1
2, 3
Q1 =121
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o k=2

Q — Q1 =117ty + 112t + t1312° — 11427 + 612123 — 12511 + 1142 — t15tx?
4, 4 5; 3
—t17t2" — 11712

Son plus petit monome est #;%¢°.
On cherche donc une seule relation de multidegré (2, 3).
Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est [(1,0)2(0,1)(0, 2)].

1
‘I’(2 m[(1,0)2(0,1)(0,2)]) = —3ez,0€0,3 — €p2€2,1 + —eo,12ez,1 + 61,0260’3

3
1 3 1 9 2 2
- 560,1 €20 — 560,161,1 - 560,161,061,2 - 560,161,0 €0,2

2
+ 560,162,060,2 + 560,1 eioel,1 +ere2

Qo = to’t13 — ty o + 11213
e k=3
Q—Qo = t1 ta + 112t + 1130 — 114425 — 105113 + 11402 — 115t — 115103

Son plus petit mondme est ¢;%¢o2.
On cherche donc une seule relation de multidegré (4, 2).
Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est [(1,0)3(1,2)].

2

V(6 m1,0)3(1,2)) = T 5€1,0€2,0€0,1€1,1 — £€0,1€1,1€3,0

21 14 9 11 18
— —e1,0€p2e30 1+ —e1, 0 €e20€e02 — —€1,0€e20€1,2 + —€12e39
5 5 5 5
2 8 6

2 9 4 2 2 2 2
+ 362,061,1 + 362,060,162,1 + 562,0 €p,1” — 562,0 €92 — 562,1

3 2 2 4 3
+ 561,0 €p,1€1,1 — 561,0 €e20€e0,1” — 361,0 €p2 + 361,0 €12

3 9 9 2 9 2
— 561,0 e’ — 360,161,0 ey1 + 361,061,162,1 + 361,060,1 €3,0

1l faut la réduire modulo ¥ (6 m(; g)3(1,2)]), ce qui donne :

6 o, 2 , 18 2 4
——ey1" + —egper1” + —ejgesp— —ejpezpei2 + —€20€p1€21
5—=— 5 5 5 5
2

2

2 2 2
- 360,161,163,0 - 561,062,060,161,1 - 362,0 €p2 + 562,0 €0,1

6
2
+ 361,060,263,0 + 561,0 €2,0€0,2

Qs = 12213 — t1 o + 11%9% — 11513 + 11,2
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k=4
Q— Q3 =11ty + 112" + 1% — 1% — 125413 — 115t*

Son plus petit mondme est ¢13¢,3.
On cherche donc une seule relation de multidegré (3, 3).
Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est [(1,0)3(0, 3)].

81 27 12

(6 1m2(1,0)3(0,3)) = 7 €3.0€03 — - €1,0€20€0,3 — —~€0,2€1,1€20
2 2
+ —eijop”ep2ei1 + —ejpep1ep2€e20 + —€p,17€1,1€20
5 5 5
—Ee eo1€1.1° — —ejo€p 1€ —i—ge 2e01e —I—§e ep o€
5 €1,0€0,1€1,1 5€1,0€0,17€2,0 T £ €1,0"€0,17€1,1 + £€1,0€0,2€2,1
12 ) 2 s 3,
- 361,060,1 €21 — 360,160,263,0 - 561,0 €p,1€p,2 + 561,0 €0,1€1,2
12 9 21 6 3,
- 360,162,061,2 - 562,161,2 + 360,1 es3o + 361,0 €03+ 561,1
18
+ 581,061,161,2 + 360,181,162,1

Cette relation se réduit modulo W (6 m(1 0)3(0,2)]) €t ¥(2m (1 0y2(0,1)(0,2)])
en :

3 2, 6 2
—562,161,2 + 561,1 —ejp€p,1€1,1” + 560,162,061,2 - 361,0 €0,1€1,2

12

2 2
+ 361,060,262,1 - 361,060,1 €1 — 360,261,162,0 + 360,1 €e11€e2

+ 361,0 epcer1 + 561,0 ep1 eyl + 363,060,3 - 360,160,263,0

18

8
3 3
+ 360,1 €30 — 361,062,060,3 + 561,060,160,262,0 - 361,060,1 €20

2

3 3
+ 561,0 €0,3 — 581,0 €0,1€0,2

Qa = 12213 — 21 0 4+ 11293 — 115823 + 1 02 4+ 115825 — 11581 + 11313
k=5
Q— Qi =11t + 112t — 11455 — 1253 + 1140 — 11545°

Son plus petit monome est ¢;%¢2.
On cherche donc une seule relation de multidegré (2,4).

88



Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est [(1,0)2(0,1)(0, 3)].

6 18 8 2
_ 2 2 2
T(2m020103]) = ~5€12 + £ €€l ~ z€02 €20 + zeper
2 2 o 11
+ 380,1 €0,2€20 — 581,060,180,261,1 + 561,0 €0,2 — 360,180,262,1
21 5
+ 561,060,261,2 - 561,061,160,3 - 360,162,080,3 + 361,080,1 €11
3 5 4 6 9 9 9 o
- 561,0 €p,17€0,2 — 361,060,1 e+ 360,161,161,2 + 361,0 €0,1€0,3
3
3 2_ 2 4
+ 560,1 ez1 — 360,1 ey’ — 560,1 €20
Elle se réduit modulo \11(2 m[(l’o)z(o’l)(og)]) en :
6 o 2 5 4 18 2
——e12” + —epoe11” + —e1p€p2e12 + —e€p3e21 — —€p1€0,2€21
Fb—== 5§ 5 5 5
6 2
- 561,061,160,3 - 561,060,160,261,1 - 560,2 €20+ 560,162,060,3
2 2 2
+ 360,1 ep2€e20 + 561,0 €o,2

Q5 = t22t1% — 261%™ + 61285% — 11512 + 11492 + 115827 — 11581 + 1382
+ 11595 — 1%113 — 11 49° + %1%
e k=6
Q— Qs =t ty’ 4+t 't — 115%9° — 1,510

Son plus petit mondme est ¢4t
On cherche donc une seule relation de multidegré (4,4).
Une partition de vecteur de longueur 4 avec cette somme est [(1,0)3(1,4)].

(6 my(1,0)3(1,4)) =

48 6

4
S €2,1€11€12 — S-€1.1
35 35

+ ... (52 termes non-purement secondaires)

On la réduit modulo toutes les relations précédentes, ce qui donne :

——e1* +... (41 termes non-purement secondaires)

35

On trouve que Qg = @, l'algorithme est donc terminé.
Les termes dominants de la base de Grobner réduite obtenue sont :

2 2 4
€1,1€2,1, €1,1€12, €37, €19, €1,1€21€12, €3
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Une base de J2(Q) sur 72(Q) est donnée par la famille des monomes
“sous l'escalier” :

BQ =T (Q @e1 TH(Q @ et THQ
@6?,1 T (Q) @ 2,1 T3 (Q) @ e1,2 T3 (Q)

Un choix d’un autre ordre peut donner une décomposition différente. Par
exemple, pour I'ordre monomial défini par la matrice :
2 33
111
1 01

alors la base de Grobner réduite calculée par ’algorithme a seulement cing
termes :

e1,1e21 + 10 termes non purement secondaires multidegré (3, 2)
e1,1e12 + 10 termes non purement secondaires multidegré (2, 3)
e%,l + 10 termes non purement secondaires multidegré (4, 2)
eiQ + 10 termes non purement secondaires multidegré (2,4)
e:f,l —3eg1e1 2 + 17 termes non purement secondaires multidegré (3, 3)

qui donne lieu & la décomposition de Hironaka :

BQ =T (Q @e,1 TH(Q @ €i, T5(Q
e 2021 TE(Q) @ e21 TE(Q) @ €12 TE(Q)

2.3 Résultats

Nous avons implémenté l'algorithme de calcul des relations, et nous
présentons ici les résultats obtenus.

Précisons 1’ordre monomial choisi (rappelons qu’il suffit de le préciser
sans tenir compte des variables primaires). On a choisi d’ordonner les va-
riables secondaires ainsi : e, < eg si |a| < |f] ou si |a| = |B] et a < B dans
Pordre lexicographique.

Ensuite 'ordre monomial est construit en utilisant le poids défini par
(2.1) : pour comparer deux monémes on compare d’abord leurs poids; en
cas d’égalité on compare les poids des monomes obtenus en oubliant la plus
petite des variables; s’il y a a nouveau égalité on compare les poids des
monomes obtenus en oubliant les deux plus petites variables, et ainsi de
suite.

Dans chaque cas nous avons précisé la dimension de la variété définie
(nr) et la codimension dans I’espace ambiant. Le nombre de variables en jeu
est donc Dimension + Codimension.
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n=2,r=2

Nombre de relations : 1
— Temps de calcul : 0,3 secondes
— Taille du fichier résultat : 0,8 Ko
— Dimension : 4
— Codimension : 1
n=3,r=2

— Nombre de relations : 5
— Temps de calcul : 1,3 secondes
— Taille du fichier résultat : 2,6 Ko
— Dimension : 6
— Codimension : 3
n=4,r=2

— Nombre de relations : 23

Temps de calcul : 97 secondes
— Taille du fichier résultat : 38 Ko
— Dimension : 8
— Codimension : 6

n=5,r=2

— Nombre de relations : 116
— Temps de calcul : 1 816 210 secondes (env. 21 jours)
— Taille du fichier résultat : 1 Mo
— Dimension : 10
— Codimension : 45
n=2,r=3

— Nombre de relations : 6
— Temps de calcul : 1,1 seconde
— Taille du fichier résultat : 1,5 Ko
— Dimension : 6
— Codimension : 3
n=3,r=3

— Nombre de relations : 54
— Temps de calcul : 2066 secondes (34 min 26 s)
— Taille du fichier résultat : 41 Ko
— Dimension : 9
— Codimension : 10
Tous les calculs ont été faits sur une station de travail Sun munie d’un
processeur sparc v9 248 Mhz, hormis le calcul du cas n = 5,7 = 2. Ce dernier
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calcul a été effectué sur une machine giulia de I'U.M.S. Médicis, muni d’un
processeur Intel-Pentium III de fréquence 933 Mhz.

Remarque : Comme indiqué apres la preuve du théoréme 2.1, notre al-
gorithme n’est valable qu’en caractéristique nulle. Néanmoins, examinant
les résultats des exécutions présentées ci-dessus, nous avons observé que,
chaque polynéme de la base de Grobner étant normalisé (le coefficient do-
minant pour 'ordre monomial choisi vaut 1), aucun facteur premier & > n
n’apparait en dénominateur.

Par suite, ces relations restent valables dans tout J7(A4) pour A an-
neau de base dans lequel n! est inversible. Elles forment encore une base de
Grobner de 1'idéal qu’elles engendrent. Compte tenu de la proposition 1.3 et
du théoreme 1.19, cet idéal est donc encore I'idéal de toutes les relations. [

2.4 Calcul des relations entre les p

On peut copier l'algorithme de calcul des relations entre les polynémes
multisymétriques élémentaires e € J7(Q) pour obtenir un algorithme de
calcul des relations entre les sommes de puissances multisymétriques p €
J37,(Q). 11 suffit de savoir exprimer les ¥(my) pour £, = n + 1 en fonction
des premiéres sommes de puissances, ce qui se fait facilement & partir des
expressions des ¥(my) en fonction des élémentaires.

Une autre fagon de faire est de déduire de la base de Grobner de 1'idéal
des relations entre les e une base de Grobner de I'idéal des relations entre
les p, simplement en y remplacant les e par leurs expressions en les p.

C’est possible lorsque I'ordre < respecte la condition suivante :

Condition x :  Soient e, et eq deur mondémes purement secondaires en
les e. Si by < £y alors ep = eq.
En effet, supposons cette condition respectée. Considérons d’une part
I’algebre :
B, =Q{ea|a e N',1< |af <n}]

dans laquelle on cherche les relations entre les e, € J7,(Q), et d’autre part
I’algebre :
Cr =Q{pala eN,1 <la| <nj]

dans laquelle on cherche les relations entre les p, € J}(Q). Ces algebres
sont toutes les deux considérées comme des 7, (Q)-algebres de polynomes.
L’algébre B est munie de 'ordre monomial <. On munit l'algebre C' de
I’ordre monomial correspondant :

Py 2P €ep R eg
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Rappelons que les formules (1.15) et (1.16), qui donnent une expression
des polynoémes multisymétriques élémentaires en fonction des sommes de
puissances, et réciproquement, sont valables dans l'algebre de MacMahon
M"(Q), ou les polynémes multisymétriques élémentaires sont algébrique-
ment indépendants, ainsi que les sommes de puissances multisymétriques.
Par conséquent on peut appliquer ces formules aux variables e, et p, pour
a € N, |a| < n, obtenant un morphisme de B, dans CJ, caractérisé par :

(1
! o

Va, (-1)%eq— Z

pFa

ou gg = |;7‘(|g‘)pﬂ, et g, est produit de termes gg. De méme, on obtient un
morphisme de C] dans B], caractérisé par :

, — 1!
Va, (-Dlelg, s 3 =D e,
pha Np'

et ces deux morphismes sont réciproques I'un de I'autre.

Il est clair que la condition % fait que cet isomorphisme entre B; et C],
préserve ’ordre monomial, au sens suivant. Pour toute partition de vecteur
p:

l
(—1)®le, = (~1)%g, + Y oq,
Lg>ty

ou les e sont des scalaires, et réciproquement :

(—1)"9(”)|qp — (—1)%e, + Z e
Lg>Ly

On en déduit que cet isomorphisme transforme une base de Grébner d’un
idéal de Bj, en une base de Grobner de I'idéal correspondant dans Cj, (le
probléeme général de ’étude du comportement des bases de Grobner sous
l’action des morphismes d’algébres de polynomes est étudié dans [35]).

2.5 Lecasn=2

Le cas n = 2 (r quelconque) est particulierement simple. Dans cette
section, nous présentons explicitement une base de Grobner de I'idéal des
relations entre fonctions élémentaires.

Nous travaillerons dans J5(Q), avec r indéterminé. Ainsi exceptionnel-
lement dans cette section, ey, .. q, pourra signifier ey, . q,,0 OU €qy,. .. 0x,0,0
etc...suivant les valeurs de r. Par exemple e;; pourra représenter e;; €
33(Q), ou e1,1 € F3(Q), ete...

Les polynomes multisymétriques élémentaires primaires sont donc les e,
et les ege; pour i € {1,...,7}. Les polynémes multisymétriques élémentaires
secondaires sont les €¢;+¢; pour 1<i<j<r.
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Rappelons qu’on a déterminé que pour n = 2,r = 2 il y a une seule
relation :

2 2 2
€11+ €o2€10 + €2,0€0,1 — €1,1€1,0€0,1 — de20€0,2 =0 (2.4)

Nous allons déduire de cette relation une base de Grobner de I'idéal Rels.
Tout d’abord, de 2.4, nous déduisons par permutation des coordonnées
1,...,r, des relations que nous appelons relations de type eil, au nombre
de r(r —1)/2.
Pour dériver les autres relations nous avons besoin d’introduire des opé-
rateurs de polarisation (liés au processus de polarisation déja rencontré dans
le chapitre 1, voir A). Pour 4,5 € {1,...,7} il s’agit de I’endomorphisme de

J;, défini par :
0
x
ou dans la somme z parcourt tout ’alphabet a,b, ..., z.
Proposition 2.5 On a :
D; j(ea) = (i + 1)ea+fi_fj
(avec la convention que eq = 0 si a a des coordonnées négatives).

Preuve : Soit la série génératrice des e, :

E.(t) = H(l + x1t1 + -+ xpty) = Z eat®

T aEN"

Alors : y
D, (E.(t)) = E.(t) -
B(E©) = B0

Introduisons I'opérateur différentiel 0;;, défini sur J,(Q)[t1,...,¢,] par:

Ojiti) = t;

Bji(tk) =0sik#1

9;i(f) = 0 pour f € J},(Q)
Alors :

5i(Bn(t)) = Br(t) - Y zity

o 1+xit1+... 4zt
Donc D;;(E,(t)) = 0;i(E,(t)). Par ailleurs :

aj'(Er (t)) = Z eaaita_fi—i—@'

a
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En posant 8 = o — & + & il vient :
95i(Er(t)) = Z epte;—¢; (Bi + 1)tﬂ
B

d’ou le résultat. [ |

Appliquons I'opérateur D39 & la relation (2.4). Il vient la nouvelle rela-
tion :

2
2e1,1,0€1,0,1 + €0,1,1€71 0,0 + 2€2,0,0€0,1,0€0,0,1
— €1,0,1€1,0,0€0,1,0 — €1,1,0€1,0,0€0,0,1 — 4e200€0,1,1 =0 (2.5)
Des relations similaires, au nombre de 7(r — 1)(r — 2)/2, sont obtenues par
permutation des coordonnées {1,...,7}. Nous appelons ces relations les re-
lations de type e1,1,0€1,0,1-
Appliquons I'opérateur Dy ; & la relation (2.5). Il vient la nouvelle rela-
tion :

2e1,1,0,0€0,0,1,1 1+ 2€1,0,1,0€0,1,0,1 — 4€1,0,0,1€0,1,1,0
+ 2e1,0,0,1€0,1,0,0€0,0,1,0 + 2€0,1,1,0€1,0,0,0€0,0,0,1 — €1,1,0,0€0,0,0,1€0,0,1,0
— €1,0,1,0€0,0,0,1€0,1,0,0 — €0,1,0,1€1,0,0,0€0,0,1,0 — €0,0,1,1€1,0,0,0€0,1,0,0 = 0 (2.6)

Par permutation des coordonnées on obtient aussi la relation suivante :

—4e1,1,0,0€0,0,1,1 + 2€1,0,1,0€0,1,0,1 + 2€1,0,0,1€0,1,1,0
+ 2€1,1,0,0€0,0,1,0€0,0,0,1 + 2€0,0,1,1€1,0,0,0€0,1,0,0 — €1,0,1,0€0,0,0,1€0,1,0,0
— €1,0,0,1€0,0,1,0€0,1,0,0 — €0,1,1,0€1,0,0,0€0,0,0,1 — €0,1,0,1€1,0,0,0€0,0,1,0 = 0 (2.7)

En faisant (relation (2.7) — relation (2.6))/3 on obtient :

— 2€e1,1,0,0€0,0,1,1 + 2€1,0,0,1€0,1,1,0
+ €1,1,0,0€0,0,1,0€0,0,0,1 + €0,0,1,1€1,0,0,0€0,1,0,0
— €1,0,0,1€0,0,1,0€0,1,0,0 — €0,1,1,0€1,0,0,0€0,0,01 = 0 (2.8)

Nous appelons relations de type e1,0,0,1€0,1,1,0 les relations obtenues de celles-
ci en choisissant 1 < 47 < 49 < i3 < 74 < r et en échangeant les coordonnées
1 avec i1, 2 avec i2, 3 avec i3 et 4 avec i4.

En échangeant les coordonnées 1 et 2 dans 2.8 il vient :

—2e1,1,0,0€0,0,1,1 + 2€1,0,1,0€0,1,0,1
+ €1,1,0,0€0,0,1,0€0,0,0,1 + €0,0,1,1€1,0,0,0€0,1,0,0
— €1,0,1,0€0,1,0,0€0,0,0,1 — €0,1,0,1€1,0,0,0€0,0,1,0 = 0 (2.9)
et nous appelons relations de type e10,1,0€0,1,0,1 cles relations obtenues de
celles-ci en choisissant 1 < 47 < 49 < i3 < 14 < r et en échangeant les

coordonnées 1 avec i1, 2 avec i9, 3 avec i3 et 4 avec i4.
Toutes ces relations suffisent. Précisément :
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Théoréme 2.6 Soit le poids w (a valeurs dans N?) défini par :

w(efi) = (050)
w(62§i) = (070)
w(efi+§j) = (2,7 —14) pour i < j

Soit X un ordre monomial tel que :
w(Ml) <lex w(M2) = My < M,

Soit G la base de Grobner réduite, pour X, de l’idéal des relations entre les
polynémes multisymétriques eq € J,(K), ot K désigne un corps dans lequel
2 est inversible.

Sir >4 : la base G s’obtient en réunissant les relations de type eil, les
relations de type ey 1,0e1,0,1, les relations de type e10,0,1€0,1,1,0 et les
relations de type e1,0,1,0€0,1,0,1-

Sir =3 : idem avec seulement les relations de type 6%,1 et les relations
de type e1,1,0€1,0,1-

Sir =2 : idem avec seulement la relation de type e%,l

Dans tous les cas, les monomes purement secondaires irréductibles sont les :

€¢i +&5, " Cliy+Ei, T By +E,

avec 1 <1 <1 <ig<Jo< <t <Jgp <.

Preuve : Faisons la preuve pour le cas r > 4.
Comme dans le début de ca chapitre, on désigne par Rel; 1'idéal des
relations entre les polynémes multisymétriques élémentaires, dans ’anneau :

B} = Qlfeala € N',1 < |a] < n}]

Notons J l'idéal engendré par les relations de premiere, deuxieme, troisieme
et quatriéme especes. Alors J C I. Soit K I'idéal monomial engendré par
les monémes dominants des relations de type eil, et (sir > 2) des relations
de type ei1,10e1,0,1, et (si 7 > 3) des relations de type e190,1€0,1,1,0 €t des
relations de type e1,0,1,0€0,1,0,1,

Ce sont les e, 1¢; pour i # j, les eg, ¢ €c ¢, pour 4,7,k deux-a-deux
distincts, les €¢;, +¢;, €&, +¢;, Pour 11 <19 < Jg < jietpouriy < ig < j1 < Jo.
Alors K C in(J) C in(Rel},). On a donc :

dim B}, /(K + T*B]) >
dim B}, /(in(J) + T+ B}) >
dim B” /(in(Rel’) + T+Br) =271
Les images dans B},/(K + T*B}) des monomes purement secondaires

qui ne sont pas dans K forment une base d’espace vectoriel. Ces monomes
sont les :

e€i1 +§71 ’ 6512+€]2 Tt e€1k+€jk
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pour 1 <4 < j1 <12 < Jo < +++ < 1 < jg < r. Ills sont donc au nombre
de 27 1. Les inégalités entre dimensions ci-dessus sont donc des égalités. I1
vient d’apres le corollaire 2.4, d’une part que J = Rel;,, et d’autre part que
K est I'idéal engendré par les termes de téte de tous les éléments de Rel;,
(ce qui signifie que les relations trouvées forment bien une base de Grobner).
[ |

Remarque : Les coefficients des termes dominants dans la base de Grébner
obtenue sont tous 1 ou 2. La proposition 1.3 et le théoréme 1.19 nous per-
mettent d’en déduire que cette famille forme encore une base de Grobner de
I'idéal des relations entre les e, pour tout anneau de base A dans lequel 2
est inversible. B

Remarque : Les mondmes purement secondaires irréductibles sont les
invariants secondaires d’une décomposition de Hironaka de J/ (K) (proposi-
tion 2.2). D’apres le théoréme 2.6, le nombre de ces invariants secondaires
en multidegré o € N" est :

si a est & coordonnées 0-1, avec un nombre pair de 1
sinon

G

Nous retrouvons ainsi la formule de Gessel et Garsia dans le cas n = 2
(formule (1.22)). O
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Chapitre 3

Point de vue géométrique

Dans ce chapitre, nous voyons les polynémes multisymétriques comme
des fonctions polynomiales sur certaines variétés algébriques. Ceci permet de
résoudre, ou contribuer & la résolution, de problémes concernant ces variétés.

Quelques notations utilisées dans ce chapitre : par L. on désignera un
corps algébriquement clos, de caractéristique quelconque, sauf précision du
contraire. Par V on désignera un espace vectoriel sur . de dimension r + 1,
et son dual sera V. Par PW on se réferera a 1’espace projectif des droites
d’un espace vectoriel W.

Des rappels d’algebres multilinéaires sont donnés dans I'annexe A.

3.1 La variété de Chow des multi-ensembles de
points de ’espace projectif

Le groupe symétrique &,, agit sur V" en permutant les facteurs. L’ap-
plication réguliere &,, invariante :

@: ) % — STy
(U(G)’ o ,U(Z)) R (I €

induit une application réguliere &, -invariante de (PV)" dans P(S™V). Cette
derniére factorise donc en une application réguliére injective (le morphisme
de Chow) :

p: (PV)"/6, — P(S™V)

L’image de ¢ est une sous-variété algébrique fermée de ’espace projectif
P(S™V). Cette sous-variété est appelée variété de Chow des multi-ensembles
de n points de PV. On la notera Chow(n,PV). Ses points représentent donc,
comme ceux du produit symétrique (PV)"/&,,, les multi-ensembles de lon-
gueur n de points de PV.

I’image de ¢ est ’ensemble des éléments décomposables de S™V. Cest
une sous-variété fermée de S™V, puisque c’est le cone affine sur Chow(n,PV).
On note D(n, V) cette sous-variété de S™V.
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Il est intéressant de considérer V comme I’espace des formes linéaires sur
V. Dans ce cas :

— L’espace affine ambiant S™V s’identifie & 1’espace des fonctions poly-
nomiales homogenes de degré n sur V' (voir 'annexe A).

— La sous-variété D(n,V) est alors ’ensemble de celles de ces fonctions
qui sont produits de facteurs linéaires.

— L’espace projectif ambiant P(S™V) s’identifie & ’espace des diviseurs
effectifs de degré n de PV.

— La sous-variété Chow(n,PV) correspond alors au sous-ensemble des
diviseurs qui sont somme de n hyperplans.

Voici les problemes que nous allons aborder :

1. Peut-on trouver des équations qui définissent Chow(n,PV) comme
sous-ensemble de P(S™V) 7 Peut-on trouver toutes les équations ?

2. La bijection réguliere du produit symétrique (PV)"/&,, sur Chow(n,PV)
est-elle un isomorphisme de variétés 7 Autrement dit, sa réciproque
est-elle réguliere ?

3. Comment se comporte ’application induite par ¢ entre les anneaux
de coordonnées homogenes de (PV)"/&,, et Chow(n,PV)?

En introduisant des coordonnées sur 1’espace V, les polyndémes multi-
symétriques apparaissent naturellement dans ’étude de ces problémes.

Soit une base (t1,...,t,+1) de V. Considérons v une famille de n vecteurs
de Pespace V : v ... v(*). Décomposons chacun de ces vecteurs dans la

base introduite :
r+1

v(®) = ngw)t,-
i=1

Alors I'image de cette famille de vecteurs est :

(,0(’0) = H <U§$)t1 + ...+ ,U,,(na_;'_)ltr+1) (31)
z€{ay...,2}

Comparons avec la composante de degré total maximal dans la série généra-

trice des polynémes multisymétriques élémentaires de J7 ! (formule (1.1)) :

H (.’L‘ltl + ...+ $T+1tr+1) = Z e/gtﬁ
ze{a,...,z} BeENT+1(n)

ot 'on a utilisé la notation N¥(5), désignant I’ensemble des 8 € NF avec
|B| = j. Par identification : les coordonnées de p(v) dans la base des t° de
S™V sont les eg, (]3| = n) évaluées suivant z; — ’UEI).

Nous pouvons considérer le morphisme d’algebres ¢* associé & ¢, entre

les algebres de coordonnées affines de V" et S™V. L’algébre de coordonnées
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affines de V" est S((V")*) =2 @"SV, ou V = V*, le dual de V. Nous avons
un isomorphisme :
L[(J,l, e ,Zr+1] > "SV (32)

qui envoie les variables a;, b;, ... sur les fonctions coordonnées sur V" as-
sociées a la base des (¢;,0,...,0),(0,¢;,0,...,0),....

L’algebre de coordonnées affines de S™V est S((S"V)*) = S(Ty,,,,V) (voir
I'annexe A pour cette identification). Introduisons des variables eg (en gras,
pour les distinguer des polynémes multisymétriques élémentaires eg) pour

8 parcourant N'*1 (n). Nous avons un isomorphisme :

Li{eg}pen+1(m)] = S(T5ymV) (3:3)

qui envoie les variables eg sur les fonctions coordonnées sur S™V associées
4 la base des tP.
Le morphisme d’algebres :

*

sr V) £ @nsv

sym

est vu & travers les isomorphismes (3.2) et (3.3) comme le morphisme :

L{es}genr+i(ny)] — La1,- .-, 2r41]

qui envoie chaque variable eg sur le polynome multisymétrique élémentaire
eg de méme indice. L’algébre de coordonnées affines de D(n, V) est 'image
de ¢*, elle correspond donc & ’algébre engendrée par les polynémes multi-
symétriques élémentaires eg, || = n. Le noyau ker ¢* est I'idéal de D(n,V)
dans S™V. Il correspond & 1'idéal des relations entre les polynémes multi-
symétriques élémentaires homogenes eg, |5| = n.

Nous noterons Relh’ ™! I’ensemble des relations & coefficients rationnels
entre les polynémes multisymétriques élémentaires homogeénes (c’est un idéal
de Q[{es}gen+1(n)] , a distinguer de Rel? 1, idéal des relations entre les eg
pour |B| < n, étudié dans le chapitre précédent). Il se décrit ainsi : c’est
I'idéal de toutes les relations que doivent vérifier les coefficients (dans un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle) d’un polynéme homogene
de degré n en r 4 1 variables pour étre un produit de formes linéaires.

Nous faisons pour @ le méme travail que celui que nous venons de faire
pour . Pour décrire 1'algebre de coordonnées homogenes de l'espace de
départ (PV)"/S,,, nous avons besoin de la définition suivante (due & Dalbec,
[21] et [22]) :

Définition 3.1 Soit A un anneau.
Notons DTT1(A) la sous-algebre de J7H1(A) engendrée par ceuz des élé-
ments f qui vérifient :

3N, fx-a,b,...,2) =ANf(a,b,...,2)
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Nous définissons un degré, sur D7T1(A) en donnant & un élément f qui
vérifie la relation ci-dessus le degré N. Ce degré est noté degh, et la com-
posante de degré N de D7 FT1(A) est notée @ZH(A)degh:N. Nous appelons
polynémes multisymétriques homogenes les éléments de cette algébre.

Cette algébre est un A-module libre, de base la famille des my pour p
partition de vecteur de N't1 de longueur n ezactement, avec toutes ses parts
de méme norme. Le degré de my est la norme commune de ses parts.

Remarque : Pour une fonction monomiale homogene my, on a la relation
suivante entre degré et multidegré :

n - degh(my) = | mdeg my|

Ainsi :
DIrcL(A)degh:N = @ DIrcL(A)mdeg:oz
a€Nk (k-N)

ol DfL(A)mdeg:a est le sous-espace des éléments de D% (A) homogénes pour
le multidegré, de multidegré «. En particulier, les fonctions monomiales
homogenes de degré 1 sont précisément les polynémes multisymétriques
élémentaires homogenes : les eg avec |f]| = n. O

L’algébre de coordonnées homogenes de (PV)"/&,, est @ NT;;jm(SN V).
Elle correspond exactement, via I'isomorphisme (3.2), & D7 F1(L).

L’algebre de coordonnées homogenes de P(S™V) est S(Tg,,,V).

Le morphisme d’algebres graduées :

S(ThV) £ ONTgm(SVV)

sym

induit par ¢* est vu & travers les isomorphismes (3.2) et (3.3) comme le
morphisme d’algebres graduées :

Li{es}genr+1(my] = Dt (L)

qui envoie chaque variable eg sur le polynome multisymétrique élémentaire
eg de méme indice. L’anneau de coordonnées homogenes de Chow(n,PV)
est encore Im ¢*. Tl correspond & la sous-algebre de D711 (L) engendrée par
les polynomes multisymétriques homogenes eg.

Dans la suite, nous commencerons par examiner dans des cartes affines
I’application @. Ceci nous donnera une méthode de calcul des équations de
Chow(n,PV), et permettra aussi de répondre & la deuxiéme question (cette
application induite est-elle un isomorphisme sur son image ?). Nous compa-
rerons (dans le cas de la caractéristique nulle) les équations que nous avons
obtenues & celles données par une autre méthode, la méthode de Brill. Pour
finir nous examinerons la troisiéme question (lien entre les anneaux de coor-
données homogenes), ce qui nous ameénera & donner une reformulation de la
conjecture dite de Foulkes-Howe en termes de polynémes multisymétriques.

102



Notes

e Les polynomes multisymétriques élémentaires de D71 apparaissent

comme pullbacks des fonctions coordonnées dans un morphisme dont
Iimage est la variété de Chow des multi-ensembles de n points de
I’espace projectif.
Voici un autre objet géométrique 1ié aux polynémes multisymétriques :
les sommes de puissances multisymétriques pg € It avec |B| = j
sont les pullbacks des fonctions coordonnées dans un morphisme dont
I'image est ’ensemble des sommes de puissances j-iémes étudié en
détail dans [38]. En particulier, les relations entre ces pg forment I'idéal
de cet ensemble.

3.2 L’application @ vue dans des cartes affines

Dans I’espace vectoriel ¥V muni de sa base t1,...,t+1 (choisie en section
3.1), on considére I’hyperplan affine Hj des éléments dont la coordonnée
associée & t,41 vaut 1. Dans S™V muni de la base des t? on considére I’hy-
perplan affine Hy des éléments dont la coordonnée associée a !, vaut 1.
Alors ¢ envoie H} dans Hy. Le projeté de Hj dans (PV)"/&,, (resp. le projeté
de Hy dans P(SV™)) est un ouvert de Zariski que nous notons U; (resp. Us),
et on a exactement $ ' (Us) = U;. D’autre part, le groupe GL(V) agit natu-
rellement sur (PV)" /G, et P(S™V), et ¢ est équivariante pour ces actions.

Or:

Lemme 3.1 Les ouverts u(Us), pour u parcourant GL(V), recouvrent P(S™V).

Preuve : Ilrevient au méme de dire que tout polynéme homogeéne non-nul,
de degré n en r+1 variables ¢y, ..., t,41 peut étre transformé en un polynoéme
avec coefficient de 7', ; non-nul, par changement linéaire de coordonnées.

Soit donc f un polynéme homogeéne de degré n non-nul en t1,...,%.41.
Introduisons des variables y1,...,y,. On a :

f(tl + yltr-l-la .. atr + yrtr+17 tr—l—l) =
fyi, - yr, D)t + termes de degré plus petit en ¢,

Comme f est non-nul, il en va de méme pour f(yi,...,¥yr, 1), son déshomo-
généisé. Comme le corps de base L est infini (car algébriquement clos), il
existe des valeurs de yi,...,y, dans L qui rendent f(y1,...,yr,1) non-nul.
[ |

Nous voulons déterminer si @ est un isomorphisme sur Chow(n,PV),
son image. Nous savons déja que c’est une bijection réguliere. Il suffit donc
de déterminer si sa réciproque est partout réguliere. La régularité de cette
réciproque en restriction & Uy N Chow(n,PV) est bien str nécessaire. Elle
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est aussi suffisante, puisque les u(Us) (pour u parcourant GL(V)) recouvrent
P(S™V), et que @ est équivariante (donc la régularité en restriction & Uz N
Chow(n,PV) assurera de la régularité en restriction a chaque u(Us)NChow(n, PV)).
Pour traduire ce probléme en termes de polyndémes multisymétriques,
nous retournons au travail en coordonnées.
Introduisons des variables e, pour o € N" avec 1 < |a| < n. Pour une
variété affine telle que Uz, nous notons L[Uz] son algébre de coordonnées
affines. Alors on a un isomorphisme :

Li{ea}tacur v @) = L{Us] (3.4)

obtenu en envoyant chaque variable e, sur la restriction a Hy de la fonction
7 .z \ n—\oa
coordonnée de S™V associée & 117 - - t27¢, +1‘ |

On a aussi un isomorphisme :

Llay,..., 2] = L{HT]

qui envoie les variables a;, b;, . . . sur les restrictions & H" des fonctions coor-
données de V" associées a (t;,0,...,0),(0,%;,0,...,0),.... Il induit un iso-
morphisme :

Jr(L) =2 L[Uy] (3.5)

On a un diagramme commutatif d’algebres :

S(ThmV) —> @NT W (SVV)

! i

L{Us] LU ]

ot les fleches verticales correspondent aux restrictions. Déterminer si @ in-
duit un isomorphisme de U; sur son image dans U, (et donc si ¢ est un
isomorphisme) se réduit & déterminer si la fleche L[Uz] — L[U;]| de ce dia-
gramme est surjective.

Via les isomorphismes (3.2) et (3.3), ce diagramme commutatif devient :

Li{es}penr+1(n)] —Dr+i(L)

X |
L[{ea}aENT(gn)] —>32 (L)
ot la fleche verticale de droite est induite par le morphisme de J7+1(L)
dans J7 (L) obtenu par la déshomogénéisation z,;1 + 1 (pour toutes les

lettres z € {a,...,z}). Elle agit ainsi sur les polynémes multisymétriques
élémentaires :

€(0,...,0,n) — 1
e(ﬂla'"a/BTa/B’l“i‘l) '—> e(ﬂly'"a/ﬁT) pour ’8 # (0’ e ,O’ n)
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La fleche 7 est la déshomogénéisation :
T €q,.0n) 1
€(B1yBrsBryl) T €(B1,..5,) Pour B #(0,...,0,n)

Déterminer si ¢ est un isomorphisme sur son image est donc réduit & dé-
terminer si les polynémes multisymétriques élémentaires engendrent J7, (L),
question a laquelle répond le théoreme 1.19. Il vient ainsi :

(3.6)

Théoréme 3.2 Soit un corps L algébriguement clos. Soit un espace vecto-
riel V de dimension r+1 sur L. La bijection réguliére induite p de (PV)" /&,
sur Chow(n,PV) est un isomorphisme si et seulement si l'on est dans l'un
des cas suivants :

L est de caractéristique nulle.

I est de caractéristique positive strictement supérieure a n.

(n,7) = (2,2) (deuz points du plan).

(n,7) = (3,2) (trois points du plan) avec L de caractéristique 2.

n =1 (un seul point).

r =1 (un nombre quelconque de points de la droite).

Notes

e La réduction du probléme consistant & déterminer si ¢ est un isomor-
phisme sur son image au probléme de savoir si les polynémes mul-
tisymétriques élémentaires engendrent J/ (L) est due & Amnon Nee-
man [57].

3.3 Un algorithme pour calculer I’idéal Relh!"!

Dans cette section, nous utilisons les remarques de la section précédente
pour construire un algorithme calculant une famille génératrice finie de
I'idéal Relh?t! des relations & coefficients rationnels entre les polynémes
multisymétriques homogenes.

3.3.1 Description de I’algorithme

Soit L un corps algébriquement clos contenant (Q et V un espace vectoriel
de dimension r + 1 sur L. La sous-variété Chow(n, PV) de P(S™V) est la
cloture projective de la sous-variété Hy N D(n, V) de lespace affine Hp.

Via les isomorphismes (3.2) et (3.4), le morphisme de restriction :

S(TsymV) — L[Hy]

induit par le plongement de Hy dans P(S™V), devient le morphisme 7 défini
par la formule (3.6) et 'idéal de la sous-variété Chow(n,PV) de P(S™V)
s'identifie & L®g Relh!*1, tandis que l'idéal de la sous-variété Hy N D(n, V)
de Hp s’identifie a L. ®q Rel;,.
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Remarque : Ainsi Rel],, I'idéal des relations a coeflicients rationnels entre
les polynomes multisymétriques élémentaires de J7,(Q), est aussi I'idéal de
toutes les relations que doit vérifier un polynéme de degré au plus n, en r
variables, & coefficients dans un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, et de coefficient constant égal & 1, pour étre produit de polynémes de
degré 1. a

Par conséquent, 'idéal Relh”+! se déduit de Rel” par ’homogénéisation
suivante : dans chaque P € Rel;, on remplace chaque variable eq, ... o, par
€(a1,...ar,n—|a))/ €(0,...0,n) €t on chasse le dénominateur en multipliant par la
plus petite puissance suffisante de e, o)

De fagon générale, I’homogénéisation d’une famille génératrice d’un idéal
ne donne pas une famille génératrice de 1'idéal des homogénéisés. On a
néanmoins le cas particulier suivant :

Proposition 3.3 Soit I C L[X,...,Xy] lidéal d’une variété affine, J C
L[ Xo,X1,...,Xk| lidéal de sa cléture projective.

Soit < un ordre monomial pour les monomes en X1,..., X, compatible
avec le degré total (si deg X® < deg XP alors X® < X5).

Alors en homogénéisant une base de Grébner (resp. base de Grébner
réduite) de I pour cet ordre on obtient une base de Grobner (resp. base
de Grobner réduite) de J , pour tout ordre X' étendant < et tel que deuz
monomes en Xo,..., Xy de méme degré total soient dans le méme ordre
relatif pour =<' que les mondomes obtenus en remplacant Xo par 1 pour <.

Preuve : Nous renvoyons le lecteur intéressé a, par exemple, 'ouvrage de
Cox, Little, O’Shea ([18], chapitre 8, paragraphe 4, théréme 4). |

Pour obtenir une famille génératrice de Relh’, ™! nous allons donc calcu-
ler une base de Grobner de Rel] pour un ordre compatible au degré total.
L’ordre <1 utilisé dans ’algorithme du chapitre 2 n’est pas compatible au
degré total. Nous utiliserons une marche de Grébner (voir [17]) : un al-
gorithme permettant de calculer une base de Grobner d’un idéal, pour un
certain ordre monomial <o, & partir d’une base de Grobner déja connue du
méme idéal, pour un autre ordre monomial <, en évitant les calculs tres
coliteux de l'algorithme de Buchberger.

Algorithme pour calculer Relh! !

e en entrée : n,r, deux ordres monomiaux <1, <9 sur les mondmes en les
variables e, pour @ € N', 0 < |a| < n, avec =<7 privilégiant les variables
secondaires (définition 2.1) et <y compatible au degré total.

e en sortie : la base de Grobner réduite B de I'idéal Relh”t1, pour I'ordre
< sur les mondmes en les variables eg, 3 € N't1 |8] = n défini par :
M < My ssi M'{ <o M's, les mondmes M'; étant ceux obtenus des
M; par la déshomogénéisation 7 définie par la formule (3.6).
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e algorithme :

e Appliquer I'algorithme du chapitre 2 avec comme paramétres
n,rT et =<o. Il renvoie la base de Grobner réduite By de I'idéal
Rel;, pour <.

e Effectuer une marche de Grobner calculant la base de Grobner
réduite By de Rel; pour <9 a partir de la donnée de B; et <.

e Construire B en remplacant dans B chaque variable e(q, ... ,)
par €(q,,...a,n—|al) PUIS en chassant le dénominateur en mul-
tipliant par la plus petite puissance suffisante de la variable

€(0,...,0,n)-

3.3.2 Résultats des calculs

Nous avons pu calculer, dans les cas suivants, une base de Grobner
de l'idéal Relh!*!, en suivant I’algorithme ci-dessus. Nous avons utilisé
le logiciel de calcul formel Magma (version V2.7 — 3) [53] et sa fonction
ChangeOrder pour effectuer la marche de Grobner. Ces calculs ont été ef-
fectués sur une station de travail Sun munie d’un processeur sparc v9 248
Mhz.

Nous avons aussi calculé dans chaque cas la série de Hilbert de I'anneau
de coordonnées homogenes de Chow(n,PV).

Nous présentons ces résultats. Nous avons utilisé la notation suivante
pour dénombrer les relations : 103)2(4), par exemple, signifie 10 relations de
degré 3 et 2 relations de degré 4.

n=2,r=2

— Nombre de relations : 1G)

— Temps de la marche de Grobner : 0,04 s
— Taille du fichier résultat : 146 o

— Dimension de la variété de Chow : 4

— Codimension : 1

— Série de Hilbert :
1+t+4¢2

(1—-12)°
n=3,r=2

Nombre de relations : 35(4)

Temps de la marche de Grobner : 0,2 s
Taille du fichier résultat : 6,2 Ko

— Dimension de la variété de Chow : 6

— Codimension : 3

Série de Hilbert :

1+ 3t + 6t% 4 10t® — 20t* + 35¢° — 35¢6 + 2147 — 748 + ¢°
(1=t
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n=4,r=2

Nombre de relations : 1002(>)120(6)12(")5(8)
— Temps de la marche de Grobner : 2821 s

— Taille du fichier résultat : 846 Ko
Dimension de la variété de Chow : 8
Codimension : 6

Série de Hilbert :

avec :

F(t) =1+ 6t + 21t + 56t + 126t* — 750> + 2185t% — 365417
+ 39063 — 272413 + 1206t'° — 309t + 35¢12

n=2,r=3

Nombre de relations : 10(3)2(4)

— Temps de la marche de Grobner : 0,07 s
— Taille du fichier résultat : 1,3 Ko

— Dimension de la variété de Chow : 6
Codimension : 3

Série de Hilbert :

1+ 3t + 62
(1-0)7

n=3,r=3

— Nombre de relations : 1085(*)354(5)261(6)52(7)23(8)4(%)
Temps de la marche de Grobner : 22773 s

Taille du fichier résultat : 1443 Ko

— Dimension de la variété de Chow : 9

— Codimension : 10

— Série de Hilbert :

avec :

F(t) = 1+ 10t + 55t2 + 220t — 370t* + 1204t — 21005 + 2520%7
— 2100t% + 1200t — 450¢'° + 100¢'! — 1012

Des familles génératrices de Relh! ! n’avaient jamais été calculées — &

notre connaissance — dans le cas n = 3,7 = 3 (cubiques en quatre variables)
ni dans le cas n = 4,7 = 2 (quartiques ternaires).
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3.4 Les équations de Brill

Nous présentons la réponse de Brill (présentée par Gordan dans [34])
au probléme de déterminer des équations définissant D(n,V) comme sous-
ensemble de I’espace affine ambiant (de fagon équivalente : définissant Chow(n,PV)
comme sous-ensemble de 1’espace projectif ambiant).

Dans cette section, nous supposons que le corps de base L est de ca-
ractéristique nulle. Rappelons que nous confondons ’algébre symétrique SV
et l’algébre des fonctions polynomiales sur V.

Nous reprenouns la présentation de la méthode de Brill donnée dans [30].
Nous renvoyons le lecteur intéressé & cet ouvrage pour les démonstrations.

— Soit une fonction polynomiale f homogene de degré n sur V, elle a un

développement de Taylor :
ij # t%
f(t1w1 + tQ'LUQ) = Z D* f(wl’WQ)'i_!ﬁ
i+j=n
(les D% f (w1, ws) sont dans S*V®S7V, & multiplication par un scalaire
prés, des polarisés de f, voir annexe A).

— Soient f,g € S™V. On définit leur covariant apolaire f©g € S"VRS™V

par la formule :

(f ©g) (w1, wz) =
1 1

(n+1)! Z (_l)imD(j’i)f(wl,’LUQ)D(i’j)g(whw2)
“itji=n : :

— Soit f € S™V. On considere :
fQ@f(w)w +wi)/ f(wr)

Cette fonction se développe sous la forme :
n

> ep(@)tt

k=0

ex(F) = %
C’est une fonction polynomiale homogene en f de degré k, homogene
en wy de degré k(n — 1), et homogeéne en w de degré k.

On considére les egx(F) comme les fonctions symétriques élémentaires
d’un alphabet virtuel F. Il leur correspond donc ! des fonctions sommes
de puissances pi(F). En particulier p, (F) est une fonction polynémiale
homogene en f de degré n, homogene en w; de degré n(n — 1), et
homogene en w de degré n.

Dk’n_kf(’w, wl)f(wl)k—l

1On entend par la que les py (F) sont les images des sommes de puissances pi par
l'unique morphisme d’algébres qui envoie ey sur ey (F)
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— Considérant f et p, comme des polynémes en w, on pose :

B(f,’lUl,”LUQ,’U){;) = Bf(’lUl,wg,w:;) = (f GPH(F))(MQ’U]?))

C’est une fonction polynoémiale homogeéne en les coefficients de f de
degré n + 1, homogene en w; de degré n(n — 1), homogeéne en wo de
degré n, et homogene en ws de degré n.

Le théoreme fondamental est le suivant :

Théoréme 3.4 Soit f une fonction polynomiale homogéne de degré n sur
V. Elle est produit de facteurs linéaires si et seulement si By = 0.

Preuve : Voir [30], théoréeme 2.12. [ ]

> Exemple : Reprenons 'exemple donné dans [30]. Considérons le cas le
plus simple : n = 2. Alors f est une forme quadratique. Soit ¢ la forme
bilinéaire symétrique associée. Par un calcul direct on obtient que :

4 45(’!1)1,101) ¢(wlaw2) ¢(w1,w3)
By (w1, wz, w3) = —5 det (wa, w1)  Plwg, wz)  P(wz, ws)
d(wz,w1) ¢(ws,w2) ¢(ws,ws)

Les équations obtenues a partir de la condition By = 0 sont donc celles
obtenues par la condition rang ¢ < 2. <

Notons W = S""=DY ® §"V @ §"V, alors B € S"*(T7, V) @ W.

A chaque fois que nous nous donnons une base t1,...,t.4+1 de V, alors
nous munissons W de la base des t* ® t¥ ® t” pour « € N'*!1(n? —n) et 8
et v dans N'T1(n).

Nous décomposons :

B=Y bapyt°®t’ @t
a,By

Définition 3.2 On note Brill(V) lidéal de S(Ty,,,V) engendré par les
ba,ﬂﬁ'

Cet idéal est en fait indépendant du choix de la base des t; de V. En effet, il
admet aussi la description suivante, indépendante des choix de coordonées :
c’est idéal engendré par les (1 ® £)(B) pour £ parcourant W*.

Une propriété importante de B est que c’est un covariant. Précisément :
GL(V) agit naturellement sur S(7,,,,V) = S((S"V*)) (de fagon contrava-
riante) et sur W (de fagon covariante), et B est un élément invariant pour
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'action obtenue sur le produit tensoriel : (u™! ® u)(B) = B. De fagon
équivalente, il s’agit de vérifier que pour tout v € GL(V) on a I'identité :

Boy-1(v(w1),v(ws),v(w3)) = By(wr, w2, ws)

Ceci se fait aisément en suivant pas-a-pas la construction.

On en déduit que I'idéal Brill(V) est invariant sous ’action naturelle de
GL(V).

En effet, soit u € GL(V). Alors u(Brill(V)) est engendré par les (u®?)(B)
pour £ parcourant W*. Or on a :

(w®l)(B) =(1®(ou)o(ueu')(B)
= (1® (£ou))(B)

Lorsque £ parcourt W* alors £ o u parcourt aussi W*.

Définition 3.3 Les équations de Brill sont les équations Py g, = 0, ot les
P, g, sont les images des by g par l'isomorphisme (3.3).

Nous notons aussi Brillt! Uidéal de Q[{eg}genr+1 ()] engendré par les
Paaﬂyf)/'

L’isomorphisme (3.3) est défini & partir d’un choix de base ti,...,t,41
de V, mais le fait que B est un covariant assure qu'un choix différent de base
de V donnera les mémes polynémes P, g .

Les équations obtenues par la méthode de Brill engendrent-elles tout
I'idéal de D(n,V)? Un simple calcul de dimension donne des éléments de
réponse.

L’idéal ker o* de Chow(n,PV) est le noyau d’un morphisme d’algébres
graduées :

V — enTL, SNV

sym

@NSNT;L

ym

Les dimensions des composantes de degré N de ces deux algébres sont faciles

a calculer : N
dim SNT" Y = <( r )+N_1)

sym N
et : N
) N+n—-1
dlngJmSNV = <( T )n
Notons :

§(n,r +1,N) = dimSN1" V — dimT", SNV

sym sym

Alors d(n,r + 1, N) minore la dimension de la composante de degré N de
ker p*. Or toutes les équations de Brill sont de degré N = n + 1. Nous
devons donc comparer la dimension d(n,r) de I'espace vectoriel engendré
par les relations de Brill avec le nombre é(n,r+ 1,n + 1).
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Cette comparaison est effectuée dans le tableau suivant, dans les cas ol
nous avons pu calculer les équations de Brill. Le tableau donne aussi le temps
de calcul des équations de Brill.

parameétres n=2 n=3 n=4 n=3
r=2 r=2 r=2 r=3

d(n,r) 1 35 396 875
o(n,r+1,n+1) 1 35 1002 1085
temps de calcul (s) 0,1 6,5 13649 4617

Nous voyons immédiatement que :

Proposition 3.5 Les relations de Brill n’engendrent pas l’idéal Relh!
pour n=3,r =3, ni pourn=4,r = 2.

Au contraire, comparant avec les résultats trouvés calculés en section
3.3, on voit que les équations de Brill engendrent I'idéal Rel3.

Une question plus délicate est de savoir si les équations de Brill défi-
nissent la structure de variété de Chow(n,PV), ou si, au contraire, elles
définissent une structure de schéma non-réduit.

Une facon de faire la vérification est de déterminer si Brill(V) coincide
en grands degrés avec 1'idéal de Chow(n,PV), en calculant les polynémes
de Hilbert. Malheureusement, nous n’avons pas été capables de calculer le
polynéme de Hilbert de Brill ™! pour n = 4,r = 2 ni pour n = r = 3 : dans
ces deux cas, les équations de Brill sont trop volumineuses.

Nous avons réussi a faire la comparaison en procédant localement, en
utilsant le critére donné par le corollaire 2.4. En effet, pour savoir si Brill(V)
définit la structure de variété de Chow(n,PV), un examen local suffit, dans
des ouverts recouvrant P(S™V). Nous procédons & cet examen dans les ou-
verts u(Uz) pour u parcourant GL(V) (voir le lemme 3.1). Mais comme
I'idéal Brill(V) et I'idéal de Chow(n,PV) sont tous les deux invariants sous
laction de GL(V), 'examen dans U, est suffisant.

Travaillant en coordonnées, nous sommes ramenés & déterminer si les
idéaux m(Brill" ') et Rel!, coincident. Le corollaire 2.4 nous donne la marche
a suivre pour obtenir la réponse.

Les re$ultats sont présentés dans le tableau suivant. Dans ce tableau, la
codimension est la codimension de in(w(Brill’*!) + T+ B!)), tandis que la
codimension attendue est la codimension de in(Rel, + T B!)) (en suivant
les notations du corollaire 2.4).

. n=2 n=3 4 3
parametres r—9 r—9 r—9 r=3
codimension 2 6 24 37

codimension attendue (n!)"~! 2 6 24 36

Nous en déduisons :
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Proposition 3.6 La structure de schéma définie par les équations de Brill
sur Chow(n,PV) est sa structure de variété pour n = 4,7 = 2, mais pas
pour n = 3,r = 3.

Notes

e Une autre démonstration de la proposition 3.6 pour le cas n =r = 3
est donnée dans [21] et [22]. Le calcul pour n = 4,7 = 2 nous semble
nouveau.

3.5 La conjecture de Foulkes-Howe

Dans cette section, I est un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, ou de caractéristique positive supérieure ou égale a n.
D’apres la propriété universelle de I'algébre symétrique, 'identification
naturelle :
1 ~ 1
S (ToymV) = Ty (S'V)

se prolonge, de facon unique, en un morphisme d’algebres graduées :

7" S(Th,,V) — onTe,(SVV)
Sur ce morphisme porte une conjecture due a Howe [36], pour préciser une
conjecture de Foulkes [28].

Conjecture de Foulkes-Howe : La restriction en degré N du mor-
phisme p* est injective pour N < n et surjective pour N > n.

Remarque : L’assertion sur la surjectivité implique l'assertion sur l’in-
jectivité : si @* est surjective en tout degré N > n, alors en, particulier,
ce morphisme est surjectif en degré n. Mais les composantes de degré n de
I’espace de départ et de ’espace d’arrivée ont méme dimension : d’ou en fait
la bijectivité en degré n, qui implique ’injectivité en tout degré N < n. [

Dans [11], Michel Brion a donné la solution partielle suivante :

Proposition 3.7 La restriction en degré N de p* est surjective dés que

. . . s . n—H‘
N > r(n—1)(ns+n—s), ou s est le plus petit entier vérifiant (r+1)s > ("),
etr+1 est la dimension de V.

Le morphisme @* n’est autre que le morphisme entre anneaux de co-
ordonnées homogenes obtenu & partir du plongement ¢ : (PV)"/S,, —
P(S™V). Via les isomorphismes (3.3) et (3.2), le probléme se reformule de la
facon suivante :
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Reformulation de la conjecture de Foulkes-Howe en termes de po-
lynémes multisymétriques : Les polynomes multisymétriques élémen-
taires homogénes engendrent les composantes de degré N > n de D71 (L).

Nous donnons plusieurs énoncés équivalents de la conjecture.

Théoréme 3.8 Soit A un anneau dans lequel n! est inversible. Les énoncés
sutvants sont équivalents :

1. Pour tout r, les polynéomes multisymétriques élémentaires homogénes
engendrent les composantes de degré N > n de D7 T1(A).

2. Les produits de polynomes multisymétriques élémentaires homogénes
2
engendrent le sous-espace Dy (A)mdeg—(1,1,...,1)-

3. Les produits de polynomes multisymétriques élémentaires homogénes
engendrent le sous-espace QZ(A)mdeg:(n,n,,...,n)-

4. Dans ©7,(A), la fonction monomiale Mg, ne,,...ne,) €5t €gale d un po-
lyndome en les polynomes multisymétriques élémentaires homogenes eg,
B € Ntl(n).

L’énoncé (1) est la reformulation de la conjecture de Foulkes-Howe.
L’énoncé (2) prépare une reformulation combinatoire de la conjecture, fai-
sant intervenir des objets simples (voir la proposition 3.9). L’énoncé (3)
prépare une autre reformulation combinatoire de la conjecture, faisant in-
tervenir des objets plus compliqués mais moins grands, mieux adaptés aux
vérifications expérimentales (voir la proposition 3.10). L’énoncé (4) montre
qu’il existe un “certificat de validité” pour la conjecture pour chaque va-
leur de n : une formule — facile & vérifier, une fois exhibée — garantissant la
validité de la conjecture pour n donné.

Preuve : Clairement (1) = (2) et (3) = (4). Il n’est pas difficile de voir
qu’on a aussi (2) = (3). En effet, il existe une application linéaire surjective :

922 (A)mdeg:(l,l,...,l) - QZ(A)mdeg:(n,n,...,n)
qui envoie toute fonction monomiale homogeéne sur une fonction monomiale
homogene (& facteur multiplicatif inversible dans A pres), et tout produit
de polynoémes multisymétriques élémentaires homogenes sur un produit de
polynémes multisymétriques élémentaires homogenes. C’est la restriction a
D7 (A)mdeg=(1,1,...1) du morphisme d’algebres D7 (A) — D?(A) obtenu en

envoyant, pour chaque lettre z € {a,..., 2} :
T1,T2,-..,Tp > T
Tnt1yTnt2y---,T2n > T2
Tp2—n+1: Tp2—n42; - Tp2 7 Tn
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Le gros du travail consiste & montrer que (4) = (1). La démarche suivie

dans la démonstration de cette implication est la suivante :

— Par polarisation, nous déduisons de 1’hypothése (4) qu’une certaine
fonction monomiale homogéne mg de D" (A) s’exprime aussi comme
polynéme en les élémentaires homogénes.

— Pour chaque fonction monomiale homogene my de degré degh = n de
D1(A), nous construisons un morphisme d’algébres graduées adapté,
de @gz (A) dans D71 (A), qui envoie la fonction monomiale homogene
Mg sur my, et qui envoie les élémentaires homogenes sur des élémen-
taires homogenes.

— Pour finir, on exploite la formule de réduction (proposition 1.9) pour
déduire des expressions des monomiales homogenes de tout degré N >
n de DIT1(A) comme polynomes en les élémentaires homogenes, &
partir des expressions des fonctions monomiales homogénes de degré

n.
Pour commencer la preuve, introduisons pour toute lettre x de 'alphabet
a, ...,z des variables supplémentaires z; 1, ..., Z;, pour tout i € {1,...,n},

et considérons la construction suivante :

— On remplace chaque variable z; (pour tout z dans 'alphabet et tout
ie{l,...,n}) par z;1+...4 ;. Ceci envoie I'algebre D} (A) (des po-
lynémes multisymétriques homogeénes en les z;) dans I’algébre @ZQ (A)
(des polynémes multisymétriques homogenes en les z; ;).

— Pour un élément de D'(A) de multidegré (n,n,...,n), on sélectionne
la composante de multidegré (1,1,...,1) (il y a n? coordonnées 1) de
son image dans :ogz (A) par lopération précédente.

Alors il est facile de voir que cette opération envoie la fonction monomiale
Ming,,...nen] de Dp(A) sur (n!)"mge,, out la partition de vecteur q(n) est
celle dont les parts sont les (&1 + ...+ &) pour i parcourant {1,...,n}.
Cette opération envoie aussi un produit de polynémes multisymétriques
élémentaires homogenes de J7'(A) sur une somme de produits d’élémentaires
homogenes de 322 (A) (précisément, eg1) - - €g(n) est envoyé sur la somme
des e, q) '+ e, ), pour toutes les familles de n vecteurs a® .. a™ de

NPX™ vérifiant ), ag.i,)c = ﬁ]@ )- On en déduit que mg(,) est un polynéme

en les élémentaires homogenes.

Maintenant la deuxieme étape : soit une fonction monomiale homogene
my de degré n de D' 71 (A). La partition de vecteur en indice est de la forme
p = [V, ..., o] pour des vecteurs ol¥ € N'*t!(n). Nous définissons une
application g du produit cartésien {1,...,n} x {1,...,n} dans {1,...,7 +
1} de la fagon suivante : pour chaque i, on pose g(i,7) = 1 pour les agi)
premiers éléments j de {1,...,n}, puis ¢g(,j) = 2 pour les agi) éléments
Jj suivants, et ainsi de suite, jusqua ¢(i,7) = r + 1 pour les aﬂl derniers
éléments j. Considérons I’application associée qui envoie z; j sur Zy(; ;) pour

tous indices %,j et toute lettre x. Elle induit un morphisme d’algebres de
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922 (A) dans D7 F1(A), qui, d’aprés la proposition 1.15, envoie Mg(n) SUT
pplmyp, et qui envoie un polynéme élémentaire homogene sur un multiple
entier d’un élémentaire homogéne. On obtient donc une expression de my,
comme polyndme, & coefficients dans A, en les élémentaires homogenes.

Passons a la derniere étape : soit une fonction monomiale homogene
my € DIT1(A), de degré N > n. Alors p = [a(),...,a(™] pour des al®) €
N+1(N). Soit s le minimum des as,?_l, disons qu’il est atteint pour la part
numéro ¢ = 1. Nous distinguons les troiscas: s > N —n,N —n > s> 0et
s=0.

D’abord, si s > N — n alors on a la factorisation :

my = (60,...,0,n)N_nmp’

ou p’ est la partition de vecteur obtenue de p en remplagant tous les aﬁ)_
par aﬁl — (N —n). La fonction monomiale my est donc homogene de degré
N — (N —n) = n, et donc s’exprime comme polynéme en les élémentaires
homogenes, et par suite il en va de méme pour my,.

Considérons maintenant le cas o N —n > s > 0. Alors on a la factori-

sation :

my = (60,...,0,n)8'mp’

ot p’ est la partition de vecteur obtenue de p en remplacant tous les agi_i)_l par

04521 —s. La fonction monomiale my est donc homogene de degré N —s > n,
et sa part obtenue de o(!) a sa (r + 1)-iéme coordonnée nulle. On est donc
ramené au dernier cas.

Le dernier cas est s = ag,lll = 0. Soit p la partition de vecteur de N
obtenue de p en oubliant les (r + 1)-iémes coordonnées, autrement dit ses
parts sont les (agi), ey a&i)). Sa part obtenue de a(!) est de norme N > n.
La formule de réduction (proposition 1.9) donne une expression dans J} (A) :

mp = Z e e, My (3.7)

ol les e sont des coefficients dans A et les @ € N sont non-nuls. Réhomogéné-
isons cette expression : nous remplagons chaque variable z; (pour tout = dans
l'alphabet et i € {1,...,7}) par z;/z,+1 puis nous multiplions le résultat
par (a;11-+-241)". Par cette transformation, ’équation 3.7 devient :

my = E ®€ay,...,ar,n—|a|) Mt

ol t est la partition de vecteur de N'*! obtenue de t en remplacant chacune
des parts v = (v1,...,7%) par (v1,-..,%,N —1 —|v|). Ainsi le résultat est
acquis pour les fonctions monomiales homogeénes de degré N > n dés qu’il
est acquis pour les fonctions monomiales de degré N — 1. Ceci permet, par
récurrence, de conclure. |
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Soit Parth(n) Iensemble des partitions de I’ensemble {1,2,...,n%} en
n blocs tous de cardinal n. C’est un sous-ensemble du treillis Part,,» défini
en section 1.3.3. On dira que deux partitions, éléments de Parth(n), sont
incidentes si leur borne inférieure (dans Part,2) est la partition minimale
(en n? singletons). De facon équivalente : si un bloc de la premiére partition
et un bloc de la seconde ont toujours un et un seul élément commun.

Proposition 3.9 Les énoncés du théoréme 8.8 sont équivalents a ce que la
matrice de la relation d’incidence de Parth(n) soit inversible.

Preuve : Comme dans la section 1.3.3, nous associons & chaque parti-
tion IT élément de Parth(n) une partition pyy du vecteur (1,1,...,1) (3 n?
coordonnées). Lorsque II parcourt Parth(n), alors py parcourt exactement
I’ensemble des indices q des fonctions monomiales mq et des produits de poly-
nomes multisymétriques élémentaires homogenes ey de 922 (A)mdeg:(l,l,...,l)-
De plus, pour I et ¥ dans Parth(n), on a que ((prm, ps) (le coefficient de
Mypy dans la décomposition de ey, suivant les fonctions monomiales, propo-
sition 1.12) vaut 1 si IT et ¥ sont incidentes, et 0 sinon. Par conséquent, la
matrice introduite dans la proposition n’est autre que la matrice des coef-
ficients des eq € ’222 (A)mdeg=(1,1,...,1) exprimés dans la base des m, de cet
espace. L’énoncé de la proposition est maintenant clairement équivalent & la
formulation (2) dans le théoréme. [

> Exemple : Pour n =2 il y a trois éléments dans Parth(2), & savoir
{{1’2}’ {3’ 4}}’ {{1’3}’ {2’ 4}}’ {{1’4}’ {2’ 3}}
Ces partitions sont deux-a-deux incidentes, mais aucune partition n’est in-
cidente & elle-méme. La matrice de la relation d’incidence est donc :
011
1 01
1 10

qui bien sur est inversible.
Pour n = 3 il y a 280 éléments dans Parth(3). La relation d’incidence
est plus compliquée. Voici deux partitions distinctes non-incidentes :

{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}} et {{1,2,7},{4,5,8},{3,6,9}}

Les matrices de la proposition précédente deviennent rapidement de taille
trop grande pour des vérifications expérimentales (le nombre d’éléments de
Parth(n) est (n2)!/(n!)"*1). Nous introduisons un critére mieux adapté.
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Notons VP(n) I'ensemble des partitions du vecteur (n,n,...,n) a n co-
ordonnées, dont toutes les parts sont de norme n. Le groupe symétrique &,
agit sur N” en permutant les coordonnées. Cette action induit une action sur
I’ensemble des partitions de vecteur de N : pour ¢ € &,, et une partition
de vecteur p = [a, 3, ...] on définit op = [oa, 0f,...]. Cette action stabilise
VP(n), nous pouvons considérer ’ensemble d’orbites VP(n)/&,,.

Remarquons que pour toutes partitions de vecteur p, q et toute permu-
tation o on a ((p,q) = ((op, oq). Nous posons :

(O®F),0@) = Y (a)
p'e0(p)
out O(...) désigne I'orbite d’un élément. Alors :
Proposition 3.10 Les énoncés du théoréme 3.8 sont équivalents d ce que

la matrice des ((01,02), pour 01,09 parcourant VP(n)/S,,, soit inversible.

Preuve : Commengons par le calcul suivant. Soit p € VP(n), on a :

ep = ZC(Pa q)mq = Z Z C(p, @)mq
q

02 q€o2

donc pour tout 0; € VP(n)/S,, il vient :

D=2 > Cba)my

pcoi pco1 02 qco2
=Y 3> laymg =Y Y {(o1,02)my
02 (€02 pEO0L 02 (€02

S oo (z m)

qeo02

Ainsi les { (01, 02) sont les coefficients des > peo, €p danslabasedes D ., mq
du sous-espace de @Z(A)mdeg:(nm,___,n) invariant par permutation des coor-
données.

Si I’énoncé (3) du théoréme est vrai, alors cette matrice est inversible.
Inversement, si cette matrice est inversible, alors en particulier 1’énoncé (4)
du théoreme est vrai.

D’ou la proposition. [ |

Remarque : A une suite de n vecteurs de N", tous de norme n, nous
associons la matrice carrée dont les n colonnes sont ces vecteurs : une telle
matrice est appelée carré semi-magique d’ordre n et de somme magique n,
car la somme des coefficients de chaque ligne vaut n, de méme que la somme
des coefficients de chaque colonne, mais la condition sur les sommes suivant
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les diagonales qui en feraient un carré magique ne sont pas imposées. Ces
objets sont aussi les sommes de n matrices de permutation d’ordre n.

Les éléments de VP(n) correspondent donc aux classes d’équivalence
de carrés semi-magiques modulo permutation des colonnes, et les éléments
de VP(n)/6,, correspondent aux classes d’équivalence de ces carrés semi-
magiques modulo permutation des lignes entre elles et permutation des co-
lonnes entre elles. ]

Nous avons pu vérifier que la proposition est vraie pour tout n < 4.

Pour n = 2, il y a deux éléments dans VP(2)/&;. Si nous représentons
chacun par un carré semi-magique (& considérer modulo permutation des
lignes et permutation des colonnes), il s’agit de :

G =« ()

La matrice des 5(01, 02) est :
2 1
1 0

En T'inversant, on obtient le certificat suivant prévu par ’énoncé (4) du
théoreme :

_ 2
m[(2,0),(0,2)] = €1,1 — 2€2,0€0,2

Pour n = 3, il y a cinq éléments dans VP(3)/&3, représentés par les
matrices :

1 11 1 11 210 3 00 3 00
11 1),{120],l0o 2 1],[lo2 1],[0o 30
1 11 1 0 2 1 0 2 01 2 0 0 3
La matrice des {(01,02) est :

000 0 1

000 1 3

001 3 3

01 2 5 6

1 9 6 18 12

Si o est représentée par la matrice M, notons e(M) = 3, e,. Alors on a
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obtenu le certificat de validité suivant :

111 300
™[(3,0,0)0,3,0)003)] =€ |1 1 1] —=3e|0 2 1
111 01 2

210
+6el0 2 1
1 0 2

111 3 00
—3ell 2 0] +33ef{0 3 O
1 0 2 0 0 3

Nous avons également fait le calcul pour n = 4. Il y a 44 éléments dans
VP(4)/6,. A la différence de ce que nous avions espéré, la matrice des
{(01,09) nest pas triangulaire.

Nous avons trouvé le certificat correspondant, exprimant la fonction mo-
nomiale m(¢,)(4¢,)(4¢3)(4¢4)] COmme combinaison linéaire des 465 produits de
multidegré (4,4,4,4) de quatre polynoémes multisymétriques élémentaires
homogenes. A la différence des cas précédents, les coefficients ne sont pas
entiers, mais ce sont tous des multiples de 1/3.

L’existence de ces certificats montre, suivant le critére 4 du théoréme
3.8, que :

Proposition 3.11 La conjecture de Foulkes-Howe est vérifiée pour n < 4.

Notes

e La reformulation en termes de polynémes multisymétriques de la conjec-
ture de Foulkes-Howe avait été proposée par Dalbec dans [22].

e La premiére et deuxiéme étape de la preuve de la proposition 3.8 sont
inspirées par une remarque de [69], par. 18.

e Notre critére donné dans la proposition 3.9 est treés semblable & celui
donné dans [9]. Dans cet article, Black et List introduisent aussi la
matrice de la relation d’incidence de Parth(k), et montrent que son
inversibilité assure de la validité de la conjecture de Foulkes-Howe pour
tous les couples N = k,n = k" avec 1 < k' < k (donc un nombre fini de
couples). Nous avons montré le résultat plus fort : que l'inversibilité
de cette matrice assure de la validité de la conjecture pour tous les
couples N = k", n = k pour tous les k" € N*.
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Chapitre 4

Relations entre coefficients et
racines pour les systemes
d’équations polynomiales

Dans tout ce chapitre K est un corps (de caractéristique quelconque), et
L est un corps algébriquement clos contenant K.

Introduction
Dans ce chapitre nous nous intéressons a des systémes d’équations :

Fi(Xy,..., X)) =0
s (11)
Fp(Xi,...,Xr) =0

ou les F; sont des polynémes, éléments de K[ X1, ..., X, ], et avec un nombre
fini de solutions dans L". Quelles sont les relations entre les coefficients du
systeme et les polynémes multisymétriques des zéros 7

Dans le cas univarié (r = 1), tout idéal a une présentation canonique :
il est principal, on le présente en donnant son unique générateur unitaire.
Les coefficients de ce générateur s’identifient, au signe pres, aux polynémes
symétriques élémentaires des zéros. Les relations entre coefficients et po-
lynoémes symétriques des zéros sont donc aussi des relations entre différentes
familles de polynémes symétriques.

Dans le cas multivarié (r > 1), la situation est autre. D’abord, un idéal
n’est plus déterminé par le multi-ensemble de ses zéros, des lors qu’il y a des
multiplicités. Dans ce cas il n’y a pas d’espoir de déduire les coefficients a
partir des polyndmes multisymétriques des zéros.

Ensuite, les idéaux zéro-dimensionnels n’ont plus de présentation cano-
nique. Ce qui s’en rapproche le plus est la donnée de la base de Grobner
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réduite (une fois un ordre monomial fixé), ou une présentation comme in-
tersection compléte (qui n’existe pas toujours, et qui n’est pas unique).

Nous commengons donc par considérer ces deux types de systemes. Nous
verrons qu’on peut exhiber des formules explicites, polynomiales ou ration-
nelles, liant les polynémes multisymétriques des zéros et les coefficients du
systeme :

— Dauns le cas des bases de Grobner (pas nécéssairement réduites) d’idéaux
zéro-dimensionnels (section 4.2), le processus de réduction donne des
formules pour exprimer les polynémes multisymétriques des zéros comme
polynomes en les coefficients. Inversement, a condition de considérer
des bases de Grobner réduites d’idéaux sans zéro multiple, des formules
donnent les coefficients comme quotient de deux polynémes multi-
symétriques des zéros. Ces derniéres formules sont des analogues des
formules d’interpolation de Lagrange.

— Nous considérons ensuite les intersections complétes strictes (section
4.3). Ce sont des idéaux zéro-dimensionnels, intersections complétes,
sans zéro 4 'infini dans une certaine compactification de I’espace affine.
Dans ce cas il existe un résultant, qui permet d’obtenir les polynémes
multisymétriques des zéros comme quotients de deux polynomes en les
coefficients.

La situation examinée ensuite est celle des systémes de Pham généralisés
(section 4.4). C’est dans un certain sens l'intersection des deux situations
ci-dessus. En plus des formules des situations “Bases de Griobner” et “in-
tersections completes strictes”, qui sont encore valides pour les systémes de
Pham généralisés, on peut exprimer les polynémes multisymétriques des ra-
cines comme polyndmes en les coefficients du sytéme via des formules de
récurrence, les identités d’Aizenberg- Kytmanov.

Comme souvent en passant de I'univarié au multivarié, une notion donnée
se généralise de plusieurs fagons. C’est le cas des identités de Newton (1.6) :
elles lient les sommes de puissances et les polynémes symétriques élémen-
taires. Elles se généralisent en des identités liant sommes de puissances mul-
tisymétriques et polynémes multisymétrqiues élémentaires (les identités de
Newton multisymétriques, 1.12). Mais comme les polynoémes symétriques
élémentaires des racines d’une équation sont aussi ses coefficients (au signe
prés), on peut aussi bien dire que les identités de Newton lient les sommes
de puissances des racines d’une équation et les coefficients de cette équation.
C’est dans ce sens-1a que les identités d’Aizenberg-Kytmanov généralisent
les identités de Newton.

4.1 Généralités sur les idéaux zéro-dimensionnels

Dans cette section nous faisons de nombreux rappels, sans démonstra-
tion, sur les idéaux zéro-dimensionnels d’un anneau de polynoémes. Pour
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plus de détails nous renvoyons le lecteur & [33] et au livre [19]. Tous les
résultats cités ici sont donc classiques, excepté le dernier, qui fait le lien
entre polynomes multisymétriques des zéros d’un idéal zéro-dimensionnel et
Panneau de coordonnées affines associé.

Soit un systéeme d’équations :

Fl(Xla"'aXT) =0
5 (42)
Fi(X1,...,X,) =0

ou les F; sont des polynémes, éléments de K[X| = K[X3,...,X,]. On sup-

posera que le systéme d’équations F; = ... = F;, = 0 a un nombre fini de
solutions dans L".
Soit I I'idéal engendré par Fi,..., Fi. Comme son ensemble de racines

est zéro-dimensionnel, on dit que I est zéro-dimensionnel. Soit A = K[X]/I
I’algebre-quotient associée. On a une décomposition en somme directe :

A®KL:®.’.CA(E

ou z parcourt I’ensemble des zéros de I dans I". Chaque facteur A, est une
algebre locale, de dimension finie comme IL-espace vectoriel. Sa dimension
est la multiplicité p(z) du point  comme zéro de I. En particulier, ’algebre
A est de dimension finie n = ) u(z).

Les solutions du systéme, munies de leurs multiplicités, forment un multi-
ensemble de points de L de longueur n. On note 3 = [a,b,..., 2] ce multi-
ensemble. I1 est naturel de chercher a étudier les relations entre les polynomes
multisymétriques de ce multi-ensemble et les coefficients du systéme.

La forme linéaire trace associée a I est définie sur K[X ] par :

Try(P) = P(a) + ...+ P(2)

(elle se factorise en une forme linéaire sur A). Pour un monéme, Tr;(X?%) =
Pa(3), la somme de puissance multisymétrique d’indice « évaluée au multi-
ensemble des solutions (pour le monéme X°® = 1, on a Try(1) = n = a® +
...+ 29, aussi nous nous permettons encore de noter cette quantité po(3)).

Un polynéme P quelconque est combinaison linéaire de monémes :

P= anxa

Sa trace est donnée par la combinaison linéaire de sommes de puissances
correspondante :

TTI(P) = anpoe(ﬁ)

En particulier Tr;(P) s’obtient toujours par évaluation d’un polynéme mul-
tisymétrique en le multi-ensemble des zéros.
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N

A chaque polynéme P on peut associer ’endomorphisme de multiplica-
tion par P dans A, notons le multp. Alors le scalaire Try(P) est la trace de
I’endomorphisme multp.

La série génératrice des polynomes multisymétriques élémentaires des
zéros de [ :

By(ut, ... ) = Y eal3)u”

est appelée forme de Chow du multi-ensemble de points 3, ou encore u-
résultant de 1’idéal I. Par définition, c’est le produit :

Ey(u,...,ur) = [] (1 + Xa(@)ug + ... + Xp(2)u,)

z

pour z parcourant le multi-ensemble 3 (une racine multiple donnant un fac-
teur multiple). Soit mult "endomorphisme de multiplication par 1+ Xjuq +
...+ X,u, dans A @k Kluy,...,u,]. Alors on montre que :

Ej(u1,...,u,) = det mult

Soit (Py, ..., P,) une famille de polynomes dont les classes modulo I forment
une base d’espace vectoriel de A. On peut former une telle famille en prenant
tous les monomes irréductibles relativement & une base de Grébner de 1. Soit
la matrice M = (P;(z))i=1..n. Son rang est le nombre de zéros distincts de

I'idéal dans L (voir [33] xo_li[ig]) En particulier, cette matrice est inversible
si et seulement si toutes ses solutions sont distinctes. Remarquons qu’en mul-
tipliant M & droite par sa transposée on obtient la matrice (Tr;(P;P;)) i=ton
Cette derniére matrice est donc inversible si et seulement si les zéros deJI saﬁt
deux-a-deux distincts. Ses coefficients sont des polynémes multisymétriques
du multi-ensemble des zéros. Le déterminant de cette matrice joue le role
d’un discriminant.

Nous nous intéresserons en particulier au cas ou les F; sont des mondmes.
De fagon générale, soit £ = (a(l), e ,a(k)) une suite de k vecteurs de N'.
Soient u®, ..., u*) des points de L" ou encore la famille de variables X =
X1,...,X,. Nous poserons :

XM () xaW (@) xal (yk)
X (M) X (@) . X (k)

X () X (@) | xe® (k)

Pour un multi-ensemble 3 de points de " de longueur n et des familles
&= (a(l))izl,m,n et & = (ﬂ(z))izl,m’n de n éléments de N", nous poserons :

A 1en(3) = det (Ve(3)V (3))
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Autrement dit :

Pa 0 (3) Pawisg@() - Pawypm ()

Pa@+50(3) Pa1p@(3) - Paypm(3)
Ajgen(3) = det o o o

Do) 150 (3) Pam 1@ (3) - Patm) g (3)

> Exemple : Dans la cas univarié, le déterminant de Vandermonde d’ordre
k en les k variables a,...,z est le déterminant de V(o1 n_1)(a,...,2).
Le discriminant d’un polynéme unitaire de degré n avec 3 comme multi-
ensemble de zéros est :

n pi(3) p20G) - P1(3)

pi(3)  p206) p3G) .. pal3)

Apr,mo1]o,.n1(3) =det | P2G6)  p3(3)  paa) oo Pata(3)
oi(3) Pus) PasiG) o Pona(s))

Pour finir cette section nous faisons apparaitre les fonctions multisymé-
triques monomiales du multi-ensemble des zéros de I.

Théoréme 4.1 Soient oV, ..., a%) des vecteurs non-nuls de N' deuz a
deuz distincts, et o € N* avec |a| < n. Soitp = [(aD)*1 (aP)e2 ... (ak))ax],
Alors my(3) est le coefficient de 15152 ---t,* dans le déterminant de len-
domorphisme de multiplication par 1 + t1X°‘(1) + ...+ tha(k) de A ®k

Kt1,t2,...].

Preuve : Pour tout P € K[X][¢,...,%], le déterminant de ’endomor-
phisme de multiplication par P de A ®k K[t1,...,t| est le produit des é-
valuations de P aux zéros de I, comptés avec leurs multiplicité: [[,_, , P(z).
En particulier, pour P =1 + tho‘(l) +...4+ tho‘(k) le déterminant de la
multiplication par P est :

H (1 + 2 ¢4 tkm“(k))

T=a,...,2

Comparant avec la fonction génératrice des polyndémes multisymétriques
élémentaires (1.1), on reconnait que le coefficient de t* dans ce produit est
I'image (évaluée en 3) de e, par le morphisme d’algebres de J%(Z) dans 37, (Z)
induit par ’application polynomiale envoyant z; sur ma(i), pour chaque lettre
z dans l'alphabet a, b, ...,z et pour chaque 7 € {1,...,k}. Par définition, le
polynoéme multisymétrique élémentaire e, est :

Z aﬁ(a)bﬁ(b) L zg(z)
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la somme étant étendue A tous les choix de vecteurs 8@, 80 ... () de

NF de sorte qu’il y ait exactement o vecteurs de base &1, et ay vecteurs de
base &9, etc. .., ap vecteurs de base &, et tous les autres vecteurs nuls.
Par conséquent, son image par le morphisme décrit ci-dessus est :

3 a0

la somme étant étendue & tous les choix de vecteurs v(@, () . ~(2) de
sorte qu'il y ait exactement a; vecteurs oV, et ay vecteurs o?, ..., o
vecteurs %), et tous les autres vecteurs nuls. I1 s’agit donc bien de la fonc-
tion monomiale M{(a(1))a1 (a(®)o2...(alk))ok] |

4.2 Relations entre coefficients et racines pour les
bases de Grobner

Nous nous intéressons ici au cas ou le systéme d’équations considéré est
une base de Grobner réduite de I'idéal I qu’elle engendre.

Dans le cas univarié, le théoreme fondamental des polynémes multi-
symétriques nous assure que tout polynéme symétrique des racines est un
polyndme & coefficients entiers en les coefficients de I’équation. Nous verrons
(théoréme 4.5) que ce résultat se généralise pour les bases de Grobner.

Nous exhiberons aussi (théoréme 4.7) des formules permettant de retrou-
ver les coefficients d’une base de Grobner réduite a partir des polynémes
multisymétriques de ses zéros, lorsque ces zéros sont sans multiplicité.

Pour commencer, nous devons préciser le genre de formules polynomiales
que nous attendons pour exprimer les polynémes multisymétriques des zéros
en fonction des coefficients d’une base de Grébner.

On se donne un ordre monomial < sur les monémes en Xi,...,X,.
On se donne une partie finie D de N', qui contient un multiple entier de
chaque vecteur de base de Z". On l'énumeére : D = {1, ... K} de
sorte que xA® < XAUE+1) Soit A un anneau. On considére les familles
F = (Fy,..., Fy) de polynémes de A[X] de la forme :

F =X+ 3 exe
o

ott la somme est étendue & tous les « tels que X* < X7 (i), et les @ sont dans
A. Soit A(=,D,A) T'espace de ces familles (les coefficients en constituent
les coordonnées). Soit G(=, D) le sous-ensemble de A(=X,D,K) formé des F
qui forment une base de Grobner pour < de I’idéal I qu’ils engendrent dans
K[X]. Cet idéal a toujours un nombre fini de zéros dans L", et lorsque F
est une base de Grobner, le nombre de zéros est fixé. C’est le cardinal du
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sous-ensemble des mondémes irréductibles pour F' et <. Ce sous-ensemble est
formé par les X7 qui ne sont divisibles par aucun des x5,

Nous avons besoin d’un lemme de spécialisation. Sa preuve fait intervenir
un algorithme de réduction que nous présentons auparavant. Cet algorithme
de réduction fait intervenir le sous-algorithme suivant, qui effectue une étape
dans la division d’un polynéme P par une famille F' :

enentrée :Pe€A[Xy,...,X, et F e A(X,D,A).
en sortie  : Rp(P) € A[X4,...,X,] avec éventuellement
la déclaration de I'irréductibilité de P
algorithme :
S'il existe un mondme dans P
divisible par un XA alors
e choisir X% le plus grand de ces monOmes pour <.
Soit u son coefficient.
e choisir le plus petit ¢
tel que XA divise X
e renvoyer Rp(P) := P — uXe-8Yp,
Sinon renvoyer Rp(P) := P avec un message
annoncant l'irréductibilité de P.

On notera Rg) les itérés de 'opérateur Rp.
Voici 'algorithme de réduction :

enentrée : P e A[X], et F € A(X,D,A).

en sortie  : Np(P) combinaison linéaire des mondmes irreductibles
algorithme :
Q=P
Effectuer :
e Faire agir I'algorithme de réduction élémentaire
sur (@, F).
* Q= Rp(Q)

Jusqu’a ce que @) ait été déclaré irréductible.
Renvoyer Np(P) :=Q

On considére des variables ag) pour les 7 dans {1,...,k} et les « tels que
X < X8 Soient les polynoémes
f= X5 4 Y loxe
o

dans Z[(a(of ))] [X]. Ils forment un systéme f, auquel sont associés les opérateurs
Ny et Ry. Chaque F élément de A(<, D, K) définit un morphisme de Z[(a')]
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(4)

dans K (celui qui envoie ay’ sur le coefficient de X* dans F;). Pour g €
Z[(ag))][X] on notera g(F') € K[X] I'image de g par ce morphisme. En par-
ticulier F; = f;(F).

Le lemme suivant indique que 1’on peut spécialiser une réduction modulo
une base de Grobner F' (rappelons que les monomes dominants sont fixés,
unitaires).

Lemme 4.2 Soit F' € A(X,D,K). Soit Q € Z[(ag))][X]. Soit X* un mo-
nome réductible de @ strictement plus grand que tout monéme réductible de
Q(F) (en particulier ce mondme n’apparait pas dans Q(F)). Soit t le plus

petit entier tel que X® n’apparait plus dans R;t)(Q). Alors pour s € {0,...,t}
on a (B{)(Q))(F) = Q(F).

Preuve : On procéde par récurrence sur s. Pour s = 0 c’est trivial.
Supposons le résultat vrai au rang s < t. On a R;H(Q) = RS«S)(Q) -
uX? f; pour un certain ¢ et un certain X7 réductible apparaissant dans
RS«S)(Q) (ceci implique X7 > X¢). Le monéme X" n’apparait pas dans
Q= (R;s)(Q))(F) Autrement dit, son coefficient dans @ est nul : u(F) = 0.

Donc (R™H(Q))(F) = (RY(Q)(F) — u(F)XF; = Q(F). D'oil le résultat.
|

Le lemme suivant dit que forme normale et spécialisation commutent.

Lemme 4.3 Soit F € A(<,D,K). Soit P € Z[(a)][X]. Alors (N;(P))(F) =
Np(P(F)).

Preuve : Soit ¢ 'indice pour lequel Rg) (P(F)) = Np(P(F)). Nous construi-
sons une suite strictement croissante (k;);—o,..+ telle que :

vj, RY(P(F)) = (R} (P))(F) (4.3)

Pour cela, on pose ky = 0, ainsi la formule est vraie au rang j = 0. Suppo-
sons ko, ...,k; construits, avec j < t. Soit X% le plus grand des monomes
réductibles dans Rg)(P(F )). Ce mondéme apparait nécesssairement aussi
dans R;kj)(P). On choisit k;11 le premier indice k£ > k; pour lequel X“ n’ap-
parait plus dans Rsck)(P). D’apres le lemme précédent (avec Q) = Rgckj )(P))
et la formule (4.3), il vient que (Rgckj“_l)(P))(F) = Rg)(P(F)). Mainte-
nant X est le plus grand monéme réductible & la fois dans R;kj +1_1)(P) et
Rg)(P(F)). Notons v son coefficient dans R;kj +171) (P), alors son coefficient
j . k; kjy1—
dans 3g>(p(p)) est v(F). 11 vient que RY+(P) = RITT7V(P) — uXP,
et RI™(P(F)) = RY (P(F)) — v(F)XPF; pour un certain i. Par suite,

128



(R;kj“)(P))(F) = Rgﬂ)(P(F)). Voila pour la construction de la suite des

k;. A la toute fin on obtient (R¥(P))(F) = RY(P(F)) = Np(P(F)).

i)
Appliquant une nouvelle fois le lemme, avec Q) = R;kt)(P), on obtient que

(N¢(P))(F) = Np(P(F)). u
La raison d’étre de ce lemme est le théoreme 4.5 qui vient. Néanmoins
nous pouvons, en entracte, énoncer la conséquence facile suivante :

Corollaire 4.4 G(=X,D) est un sous-ensemble algébrique de A(=X,D,K).

Preuve : D’apres le critere de Buchberger, F' est une base de Grobner
si et seulement si pour tous les Spoly(F;, F;) = XB(Z)F]- — XPUF; on a
Np(Spoly(F;, F;)) = 0. Considérons le systéme générique f. Posons :

Nr(Spoly(fi, £;) = 3 ¢sX?
B

Soit F' € A(=,D,K). Alors :

Nr(Spoly(Fi, Fj)) = Nr((Spoly(fs, f;))(F)) = (N¢(Spoly(fi, £3))) (F)

d’apres le lemme. Donc F est dans G(=, D) si et seulement si les cg(F') sont
nuls. |

On peut maintenant considérer 1’application qui envoie F' € G(=,D) sur
le multi-ensemble 3 des zéros de I. Il s’agit d’examiner si ’application qui
en est déduite, envoyant F' sur les polynéomes multisymétriques en 3, est
polynomiale.

On obtient le théoréme suivant, qui généralise bien le fait que dans le
cas univarié, les polyndémes multisymétriques des zéros d’un polynéme sont
dans I’anneau des coeflicients de ’équation.

Théoréme 4.5 Les polyndomes multisymétriques des racines de I sont des
fonctions polynomiales a coefficients entiers sur G(=X,D).

Preuve : Soient X7 pour ¢ =1
tout monome X%, posons Ny(X*+7

...,n les monémes irréductibles. Pour
Zi)) =2 ¢ij. X", Pour F € G(=,D),
la matrice Mg de la multiplication par X? dans A = K[X]/I, relativement
3 la base des X7, est la matrice des Cij,a(F). C’est donc une matrice a
coeflicients polynomiaux en F'.

Soit une fonction monomiale my = M{(a(1))o1 (a®)o2..(ak))2k]s ot les o €
N sont non-nuls et deux-a-deux distincts. Alors my(3) est le coefficient de
7 - -t3* dans le déterminant de 'endomorphisme de multiplication par
144 - XY 4 44X de Aty,..., 4] (théoreme 4.1). La matrice
de cet endomorphisme dans la base des mondmes irréductibles X7 est
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I+t Mya) + ...+t M,x), c’est donc une matrice & coeflicients polyno-
miaux en F et les t;.

Le résultat du théoréme est donc établi pour les fonctions monomiales,
et, puisqu’elles engendrent ’algébre des polynémes multisymétriques sur K,
pour tous les polynémes multisymétriques. |

> Exemple : Considérons le cas ou r =2 et D = {(2,0),(1,1),(0,2)}, et
Pordre < est I'ordre du degré lexicographique avec X > Y. Autrement dit,
X'YJ < X%Y? si et seulement sii+j <u+voui+j=u+vaveci<u.
Alors :

o= X XY 4 4 X oY o)
fo=XY +a)Y? + a3 X + oY + ol
f3=Y? +afg X +ai}Y +agy)

Ainsi A%(=,D,K) est un espace affine de dimension 12. On calcule les S-
polynémes des paires f;, f; et on les réduit modulo les f;. Les coefficients
des polynomes en X,Y obtenus sont les équations de G?(=<,D) dans A%(=
,D,K). On trouve que G2(=,D) est un sous-espace linéaire de codimension
3, déterminé par les équations :

1 1) (3)2 1) (3 1) (2 2) (1 1) (2)2
ag=—a(3al] +aiial ] +alJal’l—a{alli—alJa)

2)2 (3)2 2)2 1) (3) (2 1) (2) (3
—afy af] —al) —2afja{al—af!{af)af’)

2) (2) (3 2) (1) (3 1) (2) (3 1) (2) (3)2
+2a308] a0 +2 a0l 3al) —a{ Jaf el +a{!) af)al?)

1 2 3 2 1 2)2 (3 3 3 1 1 3 3 1 2 2
R T RO B R MO R ML R

3) (1)2 (2) (3) (3) (1) (1), (3) (12 (2), (1) (2) (2
oo B L ol o o)

2 2
—aWa®2,@2 @) () (@) (1) @) (1) )

HOM NOM (1),(3)2 )
0,2%1,0 %0,2 0,2%0,1%1,0m%0,2%1,0%1,0

1,1%0,2%1,0 %9,2

1) (3) (2) (2 1) (3) (1) (2 1)2 (3)2
+20eB030 oo oo ol Y

3) ,(2)

2) (2)2 2) (2 2)2
(2) (2) +a()( %‘15,0"'1,0

3 2
(2) _ )_,(2)° (3) (1) (3) (
p,0="09,2%1 0 0,101,070 2 010 —8101,0F20ag,

1) (2) (3 2) (2) (3 3) (3 2)2 (3) (3 1) (2) (3
+a{ el a—2a3 0] 0 +a0 208 a{+al) ol el +alJai)al’)

1) ()2 (2), (1) (D2 (3)2 (1) (2) .(3) (2) (1) (2) (3) (3
R T R I A LT T U

3 2)2 3) (1 3) (2 2)2 (3)2
T U TR T )

1) (3)2 2) (3 3) (2) (2 3) (1) (2 3)2 (1) (2
R EYE) M I R M T B

5

Calculant les traces des matrices de multiplication par X et Y on trouve
que :

n (2 2) (3 1) (3 1 2 1) (2) (3
p1,0(3) = agl)ago) + a(()2)a61) + agm)ago) - ago) - a(()l) - “gl)“é;ago)
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et
3 2 2) (3
po,1(3) = —a((n) - ago) + a(()2)ago)
Les valeurs des autres sommes de puissances sont facilement obtenues en
utilisant les relations évidentes dérivées de f; = 0,fo = 0, f3 = 0. Par
exemple de fo = 0 on déduit :

p1,1(3) + aly) po2(3) + aly)pro(3) + alYpo,i(3) + Baly =0
donc :
p11() = —al}al) +a3a — aal)
32— ol 3003 + o) el
30301l - of) oo} - alafdal + afal o — a1l o)
2ol + 3o + L) ol
q

Nous présentons maintenant des formules d’interpolation permettant de
retrouver des polynémes qui s’annulent en n points de ", & partir des po-
lynémes multisymétriques de ces points.

Lemme 4.6 Soit 3 un ensemble de n points de L". Soit I C K[X] l’idéal
des polynomes qui s’annulent en tous ces points. Soient Xa(l),...,Xa(n)
des monomes dont les images forment une base de A = K[X]/I. Soit un
polynome G de la forme :

n
G = X,B + ngxa(k)
k=1
pour un certain 3. Si G € I alors :

_ det Va(l),...,a(n),ﬂ(aa ooy 2, X)

4.4
det Va(l),...,a(") (ay...,2) (44)
Autrement dit le coefficient gy est donné par les formules :
B —k det V, (k)(a,...,z)
9k = (_1)77‘ det %fg(a,...,z) (4 5)
= (-yrt Aew) 1 £)0) '
Ag1£1()

ot £ = (M, ...,a™) et EK) = (oM, ... ok~ okt o) g).
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Preuve : Comme [ est sans zéro multiple, application :

A — Lx...xL
P +— (P(a),...,P(2))

est un isomorphisme. En particulier, la matrice V(a(l)y___’a(n))(a,...,z) est
inversible. Soit H le polynoéme défini par la formule (4.4). Il est de la forme
XA+ 357, oX*" et sannule aux n points. Donc G' — H est de la forme

k .
> rey oX2™ et s’annule aux n points. La classe de G — H modulo I est
envoyée en 0 par l'isomorphisme ci-dessus, donc tous les coefficients sont
nuls. |

Lorsque r = 1 ces formules se spécialisent en les formules d’interpolation
de Lagrange (qui permettent de trouver 'unique polynéme de degré au plus
n — 1 s’annulant en n — 1 points donnés et qui vaut 1 en un autre point
donné).

Ce lemme donne le résultat suivant pour les bases de Grobner :

Théoréme 4.7 Soit I un idéal zéro-dimensionnel réduit (i-e sans zéro mul-
tiple). Soit 3 l’ensemble de ses zéros dans L. Soit < un ordre monomial.
Soit G dans la base de Grobner réduite de I pour <. Donc G est de la
forme :

n
G=%X"+3 gx"
k=1
ou Xo‘(l), e ,Xa(") sont les mondomes irréductibles. Alors G est donné par

la formule (4.4).

Ce théoreme implique en particulier qu’une fois choisi I’ordre monomial,
il existe une forme de base de Grobner réduite générique : sur un ouvert
de Zariski de la puissance symétrique P((L")")/&,, la famille des monomes
dominants de la base de Grobner réduite est la méme.

> Exemple : Traitons le cas trés simple de trois points (distincts) du plan,
avec comme ordre monomial ’ordre du degré lexicographique. 11 y a trois
formes possibles de bases de Grobner réduites :

— forme (3)

fi=X° o+ alg X2 + 0l X2 + aig X + agy
fo=Y +al)
Le discriminant associé est :

3 pio P2
Ag1g= | P10 P20 P30
P20 P30 P40
= 18e90e30€1,0 — 4€2,0° + e2,0%€1,0
—4 61,0363’0 — 27 63’02
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oué&; = ((0,0),(1,0),(2,0)). Il est nul en 3 si et seulement si des points
du multi-ensemble sont sur une méme verticale.
— forme (2,1)
A=X2+a) X +a)Y +aly
fo=XY +d9X +aPv + a(Q)
fs=Y?%+ ago)X + a(S)Y +a (3)

Soit & = ((0,0)(1,0),(0,1)). Le discriminant associé est :

3 po po
Algyle) = | P10 P20 P11
Po1r P11 DPo2

_ 2 2

= 12ez0€0,2 —4e20€0,1° — 4e1p7ep2
)

—3e11” +4eq1€1,0€0,1

Il s’annule si et seulement si les trois points sont alignés.
— forme (1,1,1)
fo=Y3 +a(2)Y2 +a(()1)Y+a( )

Ce cas est semblable au cas des sytémes de forme (3), en échangeant
les coordonnées X et Y.

Un systéme de forme (3) ou (1,1,1) est toujours une base de Grobner
pour 'ordre du degré lexicographique. Les conditions pour qu'un systéme de
forme (2, 1) soit une base de Grébner pour I'ordre du degré lexicographique
ont été calculées dans ’exemple précédent :

2

ol Zofl) — ol ol ol

Qpo = Qg1010 — Qg 107 s (4.6)
3 3) (1 3) (2 2) (3

o) = a2 sl ol - 2

Pour déterminer laquelle des bases de Grobner réduites est générique, il
suffit de choisir un ensemble de points n’annulant aucun des discriminants
A. Le multi-ensemble [(1,0), (0,1), (u, u)] avec u # 0,u # 1,2u # 1 convient
(on ne précise pas plus la valeur de u pour pouvoir faire un raisonnement
valable en toute caractéristique). A Taide de la formule (4.4) on détermine
que les polynoémes suivants s’annulent sur ce multi-ensemble :

12u 12u
XY+1 2uX+1 2uY_1 2y

2 u—u wl4u—1 u—u
Y X+12uY+12u

2 2tu—1 -

On vérifie que c’est une base de Grobner de 1'idéal qu’elle engendre (autre-
ment dit que ses coefficients vérifient les relations (4.6)). La forme générique

133



des bases de Grobner des idéaux de trois points du plan, pour 'ordre de
degré lexicographique avec X > Y, est donc la forme (2,1).

Les multi-ensembles de trois points distincts du plan qui admettent leur
base de Grobner réduite de cette forme (pour l'ordre choisi) sont tous ceux
formés de trois points non-alignés.

Les multi-ensembles formés de trois points distincts, éléments du lieu

Agyie;) = 0 ont aussi une forme de base de Grobmer générique, valable
en dehors des lieux Ajg |g,] = 0 et Apgyg;) = 0. On détermine laquelle
en utilisant les formules d’interpolation pour 3 = [(0,0), (1,1), (u,u)] avec

u # 0,u # 1. Le systéme de forme (3) dont 3 est le multi-ensemble solution

est :
X3 — (u+1)X2 +uX
Y- X

qui n’est pas une base de Grobner pour ’ordre choisi. En revanche, le systéme
de forme (1,1,1) dont 3 est le multi-ensemble solution est :

X-Y
Y3 - (u+1)Y24+uY

qui convient.

En résumé, soient trois points distincts du plan. S’ils sont alignés, leur
base de Grobner réduite pour I'ordre du degré lexicographique avec X > Y
est de forme (1,1,1) et s’ils ne le sont pas, elle est de forme (2,1). <

notes

e Dans [56] sont présentées des formules qui généralisent la formule (4.4)
dans le cas ou les zéros ne sont pas tous simples.

4.3 Cas des intersections completes strictes

On examine le cas des intersections complétes strictes : ce sont des idéaux
zéro-dimensionnels, intersections completes, sans zéro a 'infini dans une cer-
taine compactification de " . L’existence d’un résultant nous permet d’obte-
nir des relations entre coefficients d’une base d’un tel idéal, et les polynomes
multisymétriques de ses zéros.

Soit un poids w € (N*)". Il définit une graduation de K[X] = K[X1,..., X,]:

Vi, degw Xi = Ww;

Définition 4.1 On dit que I est une intersection compléte stricte s’il existe
un poids w € (N*)" et une base F = (Fy,...,F,) de lidéal I tels que les
composantes homogénes dominantes des F; (relativement au poids w) aient
pour seul zéro commun le point 0.

134



Cette terminologie vient de [48] (Voir leur proposition 4.2).

Proposition 4.8 Soit I une intersection compléte stricte. Alors I a un
nombre fini de zéros dans ". Soit < Fi,...,F. > une présentation de I
comme intersection compléte stricte (i.-e. comme dans la définition). Alors
ce nombre de zéros, comptés avec multiplicités, est :

— H'g:l degw -F'Z
H::1 Wy

Ce résultat est la remarque 1.13.b) de [48].

Une intersection complete stricte est donc en particulier une intersection
compléte zéro-dimensionnelle dans L.".

Briévement, nous expliquons comment construire une compactification
de I dans laquelle une intersection compleéte stricte est sans zéro & I’infini.

Cadre géométrique : espaces projectifs anisotropes

Définition 4.2 Soitw € (N*)"tL. Il définit une graduation de L[ X1, ..., X;11]-
Le schéma projectif associé a l’algébre graduée ainsi obtenu est appelé espace
projectif anisotrope de poids w. On note :

P, (L") = Proj (L[X4, ..., X;41],@)

Cette variété peut étre réalisé ainsi :
— Comme quotient de L7 ™! \ {0} par ’équivalence :

(@1, Tpg1) = (2, @), V(e tepn) € (KO}

~ Comme quotient de P(L"+!) par I’action du produit de groupes de
racines de I'unité :

Utill (L) X X Uwr+1 (L)
définie par :

(Myeeosnrg1) - (@r:oimpp) = (M@t -2 2 Myt - Tpy1)

Nous renvoyons le lecteur intéressé a I’article de Dolgachev consacré aux
espaces projectifs anisotropes [23].

Nous nous intéressons au cas particulierot w € (N*)" et w = (w1, ..., wy, 1).
Alors l'ouvert de Pg (L' ™!) défini par X, 1 # 0 est isomorphe & I'espace af-

fine LT :
[Xr+1 #0] C IF’(;,(IU“)



Nous voyons donc que les intersections complétes strictes zéro-dimensionnelles

sont les intersections compleétes z “ero-dimensionelles de " sans point & I’'in-
fini dans Pg(ILF 1),

Etablissons un résultat qui nous servira par la suite, lorsque nous mani-

pulerons le symbole de Kronecker :

Proposition 4.9 (Nullstellensatz dans I’espace projectif anisotrope)

Soit @ € (N*)"*L. Soient Hy,...,H;, € K[Xy,...,X,.1] homogénes re-

lativement & @. Si Hy,...,Hy, sont sans solution commune dans P, (L7 +1)
alors il existe des exposants pi,...,pry1 et des polynomes Ti1,..., T 1
homogénes relativement a w tels que :

lel =T Hi+...+TH

X =T Hi+ .o+ Tog g, Hy

Preuve : Considérons le morphisme :

KX1,...,Xp] = KXi,...,Xp44]
Vi, X; — )(;uZ

et notons I'image d’un polynéme R par R.

On suppose que Hi, ..., Hy sont sans solution commune dans Py (L"+1).

Ceci signifie que Hj,...,H, sont sans solution commune dans P(L'1).
D’apres le Nullstellensatz dans P(L" 1), il existe un entier i et des polynémes
P,..., P tels que :

X! =P H, +...+ P.H,

Quitte & multiplier P, ..., P, par une méme puissance de X7, on peut sup-
poser que ¢ est de la forme pjw;. Les mondémes de Py, ..., Py qui ne sont
pas dans l'image de R — R apportent une contribution globale nulle. On
peut donc supposer que Pi,...,P; sont dans 'image de R — R. Soient
Ti1,..., T, des antécédents respectifs. Alors on a obtenu :

)N(fl = Tuﬁl +... +T1kﬁk

d’ou I'on déduit :

lel =T11Hi+...+ T Hg

On procéde de méme pour les autres coordonnées. |

Relations entre coeflicients et polynémes multisymétriques des ra-
cines

Un outil fondamental pour les intersections completes strictes est le

résultant anisotrope. Nous présentons cet objet, en renvoyant au texte de
Jouanolou ([41], par. 6.3) pour les démonstrations ou plus de précisions.
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D’abord il nous faut introduire des notations. Soit un poids @ € (N*)+1.

Soient une suite d’entiers d = (dy,...,d;+1). Pour chaque monéme X% en
Xi,...,Xr41 de poids d; nous introduisons une variable agf). On considére
les familles H = (Hi,...,H,11) de polynémes & coefficients dans un corps
K, avec H; homogene relativement & w de poids d;. Pour un polynéme
P e Z[(ag))] nous notons P(H) = P(Hy,...,H;+1) le polyndéme obtenu

en remplacant a(of) par le coefficient de X* dans H;.

Proposition 4.10 (Le résultant anisotrope)
Il eziste un unique polynéme Res‘(;,d) € Z[(ag))] tel que :

— Pour tout corps algébriquement clos L, et pour tous polynomes Hy, ..., H.41
a coefficients dans L avec H; homogéne de poids d; respectivement a @,
le systéeme Hy = ... = H, = H,41 = 0 a une solution dans Py (L")
si et seulement Res‘(:,d) (Hy,...,H,41) =0.
dy dri1
- Rest(:,d)(Xf’l,...,ng) =1

- Res((;,d) est irréductible dans K[(ag))] pour tout corps K.

Si Hy,...,H, € K[Xy,...,X,] n’ont pas de zéro commun & I'infini dans
P, (L") alors I’ensemble de leurs zéros communs dans L est nécessaire-
ment fini. Soient Hl{, e ,Hl; les polynémes obtenus des H; en remplacant
X,,1 par 1. L’algébre A = K[X1,...,X,]/(H},..., H?) est de dimension
finie. Pour P € K[X1,...,X,] on peut considérer ’endomorphisme multp
de A de multiplication par P, et son déterminant.

Ceci permet de présenter la formule de Poisson vérifiée par le résultant
anisotrope :

Proposition 4.11 Soient des polynomes Hi,...,H, € K[X1,...,X;] ho-

mogeénes relativement a w de poids respectifs di,...,d,. On suppose qu’ils
n‘ont pas de zéro commun dans Uhyperplan X,.1 = 0 de Pg(L™+!). Alors
pour tout P € K[X1,...,X,] homogéne relativement & @ de poids d,1 on
a:

Res'dtdrdrt D) (1, H,. P)

W7 peny wp,Wp 4 ]

dr41
(Res("l1 """ “(HSe, ..., H,?O)) Gr+1

W1seees wr

det(multpy ) =

ot HX® est le polynome obtenu de H; en remplacant X, 1 par 0, et P’ le
polynome obtenu de P en remplacant X,4+1 par 1.

On peut donc, d’aprés le théoreme 4.1, obtenir les polynémes multi-
symétriques du multi-ensemble des zéros d’une intersection complete stricte
via ces formules. Ceci donne :

Théoréme 4.12 Soit I une intersection compléte stricte, avec présentation
F = (F,...,F,), et multi-ensemble de racines 3.
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Soit w € (N*)" un poids tel que les composantes homogénes dominantes
Fihoo sotent sans zéro commun non-trivial. On note FZ-h l’homogénéisé de F;
en poids d; = deg,, F; par la variable X, 1 (de poids wy41 =1).

Soit une fonction multisymétrique monomiale M(0(1))o1 (a(2))02 .. (*) )%k ]
de 37 (avec les oD non-nuls,deus-i-deuz distincts).
Alors son évaluation en j est le coefficient de t'¢5? -+ - t;* dans :
Res(dl ..... d?",d'r+1)(F1h, o ,Frh, Qh)

W1y wp,l

dr
(Restin -t (FE®, ... 7))

0t dyy1 est un entier majorant tous les w(a®), Q = XMy .—I—thO‘(k)—l-l

et Q" est son homogénéisé en poids dr.1 par la variable X,41.
Par conséquent, pour toute fonction multisymétrique f € J7(Z), son
évaluation en 3 est de la forme :

P(Fy,...,F
f@) = e )
(Reswf,::.,:u: (Fl yeun ,Fr ))

pour un P a coefficients dans 7 et s entier.

Remarque : On peut aussi considérer ce théoréme comme point de départ
pour exprimer les résultants en fonction des polynémes multisymétriques des
7ET08. ]

> Exemple : Considérons les polynémes en X,Y :

F = a20X2 + a1 XY + a02Y2 + a10X +ap1Y + agpo
G = b2()X2 + b1 XY + b02Y2 + b10X + bg1Y + bgo

Nous avons calculé la somme de puissance p1,; évaluée au multi-ensemble
des solutions d’un tel systéeme.
Pour cela, nous avons d’abord calculé :

S = Resff) (a20X2 + a1 XY + a02Y2, 0,20X2 + a1 XY + GOQYQ)

Ce sont deux formes binaires, donc S est donné par le déterminant de la
matrice de Sylvester associée. On obtient :

2, 2 2, 2
S = ag,2°b2,0” — 2ap,2a2,0b0,2b2,0 + a2,0“bo 2
2 2
— a0,201,1b1,1b2,0 — a1,1a2,0b0,2b1,1 + ag2a2,0b1,1" + a1,17bg 2b20

Nous avons ensuite calculé :

R =Res{) (FY, GF, 22 + tXY)
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F? = a20X2 + a1 XY + (I,OQY2 +a10XZ +anYZ + (I,0022
G' = b20X2 + b1 XY + b02Y2 + b1 XZ +bnYZ + b00Z2

Pour ce calcul, nous avons utilisé une formule classique de Salmon ([74], Art.
90, ou [19], formule (2.8)). Nous en avons extrait le coefficient C de ¢. 11 est
trop long pour que nous en donnions la formule ici : c’est un polyndéme de
degré 8 en les 12 coefficients de F' et G, constitué de 124 termes. Ce polynéme
est irréductible dans Q[az,0,a1,1,-- -, bo,0o]. En particulier, la formule donnant
P1,1(3) comme fraction rationnelle des coefficients :

p11(3) = C/S?

ne se simplifie pas en une formule polynomiale.

Nous avons vérifié qu’en annulant tous les coefficients sauf as g et by 2,
spécialisés en 1, et a1 et bg1, laissés indéterminés, de sorte que le systéme
devient :

F :X(X+a1,0), G = Y(Y—I—bo,l)

et a comme solutions : (0,0), (—a1,0,0), (0, —bo,1) et (—a1,0, —bo,1), on obtient
bien p1,1(3) = a1,0b0,1 <

Lorsque pour chaque %, le polynéme F; a comme composante dominante
une puissance de X;, la formule de Poisson donne des expressions polyno-
miales des polynémes multisymétriques élémentaires en fonction des coeffi-
cients. Les systémes de ce type sont I’objet d’étude de la section qui vient.

notes

e Les liens entre polynémes multisymétriques et résultants sont aussi
abordés dans [70].

4.4 Cas des systemes de Pham généralisés

Rappelons que pour un polynéme unitaire univarié F' € K[X], les sommes
de puissances évaluées en le multi-ensemble 3 de ses zéros dans L. sont

données par un développement en série suivant les puissances décroissantes

de X :
pe(3) _ X F'(X)

Xk F(X)

(4.7)
keN

Dans cette section nous montrons qu’il existe des formules analogues pour
une certaine classe de systémes polynomiaux & plusieurs variables : les
sytemes de Pham généralisés.
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Nous commencons par les définitions et des considérations générales sur
ces systémes. Puis nous énoncons les analogues de 4.7 associés (les identités
d’Aizenberg- Kytmanov), ainsi que des formules voisines. Les démonstrations
sont reportées en fin de section, aprés qu’ait été présenté ’outil de preuve :
le symbole de Kronecker, avatar de 'opérateur de résidu global.

Les résulats de cette section ne sont pas nouveaux. Ils sont principale-
ment dus & Aizenberg, Tsikh et Kytmanov ([2, 3, 4], voir aussi [12] dans
lesquels tous ces résultats sont rassemblés) et clarifiés et étendus par Cat-
tani, Dickenstein et Sturmfels [16).

Notons néanmoins que notre présentation est completement algébrique,
et reste valable en toute caractéristique, comme tous les résultats de ce
chapitre.

4.4.1 Systemes de Pham généralisés

Nous définissons ici les sytémes de Pham généralisés, et nous en donnons
des propriétés.

Définition 4.3 Soit une famille F = (F},...,F,) de polynomes, éléments
de K[X1,...,X,] avec :

Fi= X' + R
F.= X + R,

S’il existe un ordre monomial admissible <. tel que pour chaque i, le terme
dominant de F; est X?i, alors on dira que le systéme est un systéme de
Pham généralisé. Un ordre < comme ci-dessus, nous le dirons compatible
au systéme F = (Fy,...,F,). Le vecteur d’entiers (d1,...,0,) sera appelé la
silhouette du systéme de Pham généralisé.

Soit un poids w € (N*)". Ce poids gradue K[X1,..., X,]. Nous dirons
que w est compatible au systéme de Pham F' si pour chaque %, le monome
Xfi est la composante homogeéne de poids maximal de Fj.

Remarque : Les systémes de Pham sont les systémes de Pham généralisés
avec poids compatible w = (1,1,...,1). Certains des résultats énoncés dans
cette section ont été formulés d’abord par Aizenberg et Kytmanov pour les
systemes de Pham, puis pour les systemes de Pham généralisés avec ordre
compatible 'ordre du degré total lexicographique. Le cadre naturel pour ces
résultats est celui des systémes de Pham généralisés. C’est ce cadre qui est
adopté dans [16]. O
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Remarque : Tout systeme de Pham admet des poids compatibles. Un
systéme de Pham généralisé définit donc une intersection compléte stricte,
et bénéficie donc des propriétés qui leurs sont associées, énoncées dans la
section 4.3. G

Un systeme de Pham généralisé a aussi les propriétés suivantes :

Proposition 4.13

e Soit <X un ordre compatible au systeme de Pham F. Alors F est une
base de Grébner (de l’idéal enendré par Fi,...,F,) pour cet ordre.

o Le systéme d’équations Fy = ... = F, = 0 a toujours un nombre fini
de solutions dans I". Le nombre de ses solutions dans L (comptées
avec multiplicités) est n = 01 - - 0y.

Preuve : Pour toute paire de polynoémes F;, F; du systeme, leur S-poly-
néme est X;j R, — XfiRj. Pour tout monéme M dans R; (resp. dans R;), on
a la réduction ijM —r —R;M (resp.Xj‘-s”‘M —p —R;M), qui donne une
combinaison linéaire de mondmes irréductibles. On en déduit que X](-sj R; —
X% R; se réduit en —R; R; — (—R;)R; = 0. Ceci montre que F est une base
de Grobner.

L’ensemble des monémes irréductibles est ’ensemble des X pour o € N
avec Vi, «; < é;. Ils sont au nombre de n = §1 - - - §,. IIs forment une base
de lalgebre-quotient A = K[X]/(F'). Cette algebre est donc de dimension
finie n. Par suite, le systéme a un nombre fini de solutions dans L7, égal a
n (lorsqu’elles sont comptées avec multiplicités). [ |

Remarque : Réciproquement, soit une base de Grobner d’un idéal zéro-
dimensionnel, pour un ordre mononial <. Alors elle contient comme sous-
famille un systeme de Pham généralisé avec ordre compatible <. ]

Remarque : Les résultats de la section 4.2 sont donc aussi valables pour
les systémes de Pham généralisés. Cl

4.4.2 Une classe de relations de récurrence avec indices dans
ZT‘

Il convient maintenant de faire digression sur certaines relations de ré-
currence pour des suites & indices dans Z".

Soit une suite (gx)xen d’éléments d’un corps K. Il est bien connu qu’étab-
lir une relation de récurrence pour (gi) revient a présenter la série génératrice
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des gr par développement en série d’une fraction rationnelle. 11 y a tou-
jours deux facons de développer en série une fraction rationnelle univariée :
suivant les puissances croissantes, ou suivant les puissances décroissantes.
Dans 1’étude des relations entre coefficients et racines d’un polynéme uni-
varié, le développement suivant les puissances décroissantes est souvent le
plus adapté.

> Exemple : Rappelons I'identité que nous voulons généraliser (la formule
(4.7)) : soit U un polynéme univarié unitaire de degré n a coefficients dans
K. Soit 3 le multi-ensemble de ses zéros dans L. Alors la série génératrice
suivante des sommes de puissances des racines :

est le développement en série de puissances décroissantes de X U'(X)/U(X)
(poser t = —1/X, on retrouve la formule 1.7). Et la série génératrice suivante
des sommes complétes des zéros :

< h
5 feld

k=0

est le développement en séries de puissances décroissantes de X" /U(X). «

La traduction entre relations de récurrence et fractions rationnelles peut
se formuler ainsi :

Proposition 4.14 Soit (gx)rez une suite d’éléments de K. Les deux asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. la série génératrice ),y % est obtenue par développement suivant

les puissances décroissantes d’une fraction rationnelle R(X).

2. gr = 0 pour k < 0, et il existe des éléments ay,...,aq-1 de K, tels
que pour tout k € Z, sauf pour un nombre fini :

gk +ad-19k—1+ ...+ a19k—d+1 + aogk—d =0
Lorsque ces conditions sont vérifiées, définissons les éléments ¢, de K par :
Vk€Z, cik=gk+ai-19k—1+ ... +a19k—d+1+ a0gk—d
Et posons :
d-1
P=> Xt  Q=X'4+> aX*
k k=0
Alors R = P/Q et g = 0 pour k < deg @) — deg P
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On peut ainsi calculer chaque terme d’une telle suite g, grace aux rela-
tions de récurrence. Les conditions initiales sont données par : g = 0 pour
k< 0.

Nous présentons ici une généralisation particuliere pour des suites in-
dexées par des r-uplets d’entiers et leurs séries génératrices multivariées.
Cette généralisation est adaptée aux analogues multivariés de (4.7) qui vont
apparaitre pour les systemes de Pham généralisés.

Nous considérons des indéterminées Xi,..., X,, et ’espace vectoriel L
des séries formelles de la forme ) ;. a,X®. Remarquons que cet espace
est un module sur ’anneau des polynémes de Laurent.

Soit S = Y czraaX* € L. Son diagramme de Newton est I’ensemble
des a € Z" tels que a, # 0. Il sera noté D(S). Le diagramme de Newton
d’un polynéme de Laurent () est fini et son enveloppe convexe dans R est
un polytope & sommets entiers. Il est appelé polytope de Newton de Q et
nous le noterons P(Q). Rappelons aussi que la somme de Minkowski de deux
parties S,T de R" est :

S+T={a+plaesS, BeT}
Pour S C R" et A € R on pose aussi :
A-S={X-alae S}

Si S et T sont des polytopes, alors S+ 7T et - S aussi. Un sommet de P(Q)
est un & € D(Q) tel qu’il existe un poids w € Z" \ {0} pour lequel :

— Le polytope P(P) est contenu dans le demi-espace w < w(0).

— L’intersection de P(P) avec I'hyperplan w = w(d) est réduite au point

d.

On dira d’un tel poids w qu’il définit le sommet 6 de P(Q). Si P et @ sont
des polynomes de Laurent, alors P(P - Q) = P(P) + P(Q)- De plus, si 6
est un sommet de P(P - Q) défini par le poids w, alors il existe une unique
décomposition § = a+ 3 telle que « et [ soient des sommets, respectivement
de P(P),P(Q), définis par w.

Soit H un polynéme de Laurent avec 0 ¢ P(H). Alors il existe un poids
w € Z"\ {0} tel que P(H) soit contenu dans le demi-espace w < —1. On a
donc que P(H*) est contenu dans le demi-espace w < —k. Par conséquent,
la somme infinie 1 — H + H? — H3 + ... définit bien un élément S de £, qui
vérifie - (1+ H) = 1.

Définition 4.4 Soit R € K(X1,...,X,). Soient P,Q des polynémes de
Laurent tels que R = P/Q. Soit § un sommet de P(Q). On peut poser
Q = asX%(1 + H). Alors 0 ¢ P(H). Le développement de R & partir du
sommet § du polytope de Newton de son dénominateur Q est la série for-
melle :
PX~?
as

(1-H+H?>-H*+..)
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On la notera Serieg 5(R).

Remarque : Ecrivons R comme quotient de deux polynémes irréduc-
tibles : R = Py/Qo. Alors Serieg 5(R) = Serieg,(R) pour un certain som-
met v de P(Qp). Pour voir ceci, choisissons un poids w € Z" qui définisse le
sommet § de P(Q). Soit T le polynéme de Laurent tel que Q@ =T - Qo, P =
T - Py. Alors il existe une unique décomposition § = v + 8 avec 7,3 som-
mets de P(Qo), P(T) respectivement, définis par w. Soit £, le sous-espace
de £ formé des ), ;- go/X® vérifiant les deux conditions : (i) go = 0 pour
w(a) < 0 et (ii) pour tout k € Z, 'ensemble des a avec w(a) =k et go # 0
est fini. On voit facilement que le produit usuel des séries formelles est bien
défini sur L, qui est donc un anneau. Dans cet anneau, @) et Qo sont in-
versibles d’inverses respectifs Serieg 5(1/Q) et Serieg,,(1/Qo) (T est donc
aussi inversible), et :

Serieg 5(R) = P - Ql=pR-T-T". Qal =5- Qal = Serieqy(R)

o

Pour plus sur ces notions, et par exemple des problémes de convergence,
nous renvoyons le lecteur intéressé a [30], ch. 6, par.1.

Définition 4.5 Définissons le cone de @ relativement & § comme le cone
de sommet 0 engendré par le polytope obtenu de P(Q) par la translation qui
améne d en 0. On le note C(Q;6). On a donc :

c(@:d) = |J A (=8} +P@Q)) (4.8)

AeRT

Remarquons que, avec les notations de la définition, on a P(H) C P(Q)+
{-4}. Donc P(H*) = k- P(H) C C(Q;0) pour tout k. On en déduit que
D(1-H+H?—-H?+...) CC(Q;0), et donc que :

D(Serieg 5(R)) C C(Q;0) +{—0} + P(P) (4.9)

> Exemple : Soit Q un polynéme de Laurent univarié en X, de degré
maximal d et degré minimal w. Alors son polytope de Newton est I'intervalle
[w,d] de R. Son sommet w est défini par les poids w € Z strictement négatifs.
Le développement de 1/Q & partir de w est le développement suivant les
puissances croissantes de X. Et C(Q;w) = [0; +o0o[. Son sommet d est défini
par les poids w € Z strictement positifs. Le développement de 1/Q & partir
de d est le développement suivant les puissances décroissantes de X. Et

C(Q;d) =] — 00;0]. <
Alors on a I’analogue suivant de la proposition 4.14 :
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Proposition 4.15 Soit (g,)yczr une suite d’éléments de K. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une fraction rationnelle R, un dénominateur Q de R et un
sommet ¢ de P(Q) tels que :

% = Serieg ;(R)
YEL"
2. 1l ezxiste un poids w € Z" \ {0}, des éléments a, de K nuls sauf pour
un nombre fini d’entre eux, un T € Z" pour lequel a, # 0, tels que :
~ gy = 0 pour w(y) <0
- Sia#7T etag #0 alors w(a) < w(r).
— Pour tout v € Z", sauf pour un nombre fini,

argy + Z aags =0
B—a:'y—f

Dans ce cas, définissons les éléments cy par :

Vy e Z', Cr—y = QrGy + Z aagp

B—a=y—1
aFT

Posons aussi :

P=> cX% Q=) aX"
aeN" aEeN"
Alors R = P/Q et § = 7. Le poids w définit le sommet § dans P(Q). Enfin
si (—y) € C(Q;96) + {—0} + P(P) alors g, = 0.

On sait donc calculer chaque terme g, d’une telle suite, grace aux rela-
tions de récurrence. Il faut calculer les g, en suivant les w(vy) croissants. Les
conditions initiales sont données par : g, = 0 pour w(7y) < 0.

Preuve : Le démonstration est triviale, excepté en ce qui concerne les
résultats d’annulation, mais celui-ci vient directement de la formule 4.9 ci-
dessus. ]

4.4.3 Les identités d’Aizenberg-Kytmanov

Nous présentons les identités d’Aizenberg-Kytmanov, qui se spécialisent
en les identités de Newton dans le cas univarié. Nous utilisons la présentation
“développement de fraction rationnelle”.

Théoréeme 4.16 Soit F' un systéme de Pham généralisé de silhouette §
(donc 0 est un sommet de P(Fy---F,)). Soit 3 le multi-ensemble des zéros
de F dans . Il existe une famille (g»,)7€Z, d’éléments de K tels que :

145



e Pour touty e N', gy pry(ﬁ)-
® gy =0 pour v & (—=Cs(F1 -+ F})).

o Et:
IR £ (R 5
X7 b, F---F,
acZ”
ou Jacp est le déterminant Jacobien de F = (FY,...,F,).

La démonstration de ce théoréme est repoussée a 4.4.5.
Les identités de récurrence correspondant & cette formule sont les iden-
tités d’Aizenberg-Kytmanov :

Corollaire 4.17 La suite (gy), du théoréme 4.16 vérifie les relations :

1
VYyeZ', gy+ > “&31) ---aﬁf&) g5
aMW 4. +alm)—B=f—v

1
— Z det (04(1)’ <. ,a(r)> ai()l) T afxr()’)
oM 4. . +alM)=5—v

ou agf) est le coefficient de X* dans F;.

Preuve : La seule chose qui nécessite démonstration est le développement
du terme de droite. Il s’agit de montrer que le coefficient de XA-1 dans Jacp

est :
1
Z det (a(l), el a(r)) ai()l) e ag()r)
aD 4. 4alM=p
I1 suffit de remarquer que pour ’application multilinéaire :

K[X] x -+ x K[X] —» K[X]
(Pl,...,PT) — Xl"'Xr,-Ja.C(PI’“_,PT)

on a, pour une suite de mondmes :
(x2”,..,X) i det (oD, ... o) XVt (4.10)

Voici un théoreme semblable au théoréme 4.16, plus général, mais qui
fait intervenir des objets moins élémentaires (le déterminant d’une matrice
de transformation T) :

Théoréme 4.18 Soit J une intersection compléte stricte de K[X], de pré-
sentation J =< G1,...,G, > comme intersection compléte stricte. Soit 3 le
multi-ensemble de ses zéros dans 7. Soit w un poids compatible. Il existe
un systéme de Pham généralisé F = (Fi,...,F,) de poids compatible w

146



engendrant un idéal contenu dans I. Soit 6 = (61,...,0;) sa silhouette. Soit
T une matrice carrée telle que :

Fy G
=T
F, G,

Alors il existe une famille (g7)7€ZT d’éléments de K tels que :

o Pour tout v € N, g, = p,(3).
o Sivy¢[0,60 —1] x -+ x[0,6, — 1] + (=C(F} - -+ F;;6)) alors g, = 0.

[ ]
Z 9y _ Serie X1+ X, - Np(detT - Jacg)
NELT X7 fadn? Fy---F,

ot Np(P) désigne la forme normale d’un polynome P relativement a la base
de Grobner F'.

La preuve de ce théoréme est repoussée a la section 4.4.5.
Comme corollaire, on obtient une formule trouvée par Jacobi [39] et
démontrée par Paul Pedersen [61] :

Corollaire 4.19 (Formule de Jacobi-Pedersen)

Soit I une intersection compléte zéro-dimensionnelle de K[X], de pré-
sentation I =< G1,...,G, >. Soit 3 le multi-ensemble de ses zéros dans 17 .
Soient U1,...,U, des polyndmes univariés dans I, en X1,...,X, respecti-
vement. Soit T une matrice carrée telle que :

Ui G1
=T
Urr G','

Alors :

py(3) X1 Xy
= - N, 1
E X7 0, v(det T Jacg)
yEN"

ot chaque 1/U; est développé en série suivant les puissances décroissantes
de )Q.

Les relations de récurrence correspondantes sont :

VYEZ', py(3)+ D eares(3) ot (3)P(3) = C5 vy

a+pB=y
a€eNT\{0}

ou ¢, est le coefficient de X* dans la forme normale Ny (det T' Jacg).
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Preuve : Pour démontrer ce corollaire a partir du théoréme 4.18, il suffit
de remarquer d’abord que les polynémes Uy, .. ., U, forment bien un systéme
de Pham généralisé (n’importe quel poids w € (N*)") lui est compatible),
et ensuite que le cone associé C(U; - - - U,; 6) est contenu dans (—N"), d’ott il
s’ensuit que tous les g, pour v € N sont nuls. |

4.4.4 Le symbole de Kronecker

Dans cette section nous présentons ’outil fondamental de démonstration
des théoréemes énoncés ci-dessus : le symbole de Kronecker. Nous suivons la
présentation faite dans [6] et [32].

On considére I un idéal zéro-dimensionel de K[X,...,X,]. Soit 3 =
[a,b,...,z] le multi-ensemble de ses zéros dans L.

On suppose de plus que [ est une intersection compléte. Alors A est une
algebre de Frobenius : il existe une forme linéaire

¢p: A — K
dite dualisante, telle que I'application :

A — Homg(A K)
o (y— (z-y))

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Calcul de symbole de Kronecker

Nous rappelons comment calculer une telle forme linéaire dualisante.
Comme I est intersection compléte, il admet une famille génératrice a r
éléments : I = (Fy,..., F;). On considére A = K[X]/I.

Pour P € K[X] et 1 <4 < n on définit

0;(P) e KX,Y] =KIXq,...,X,,Y1,..., Y]
comme suit :

P(Ea"'am—laXia"'aXr) _P(Yla-"ay;'aXi+la"-aXT)
Xi—Y;

o(P) =

Alors le déterminant de la matrice des 0;(F;) pour 1 < ¢,j < r (un
élément de K[X,Y]) est appelé le déterminant bezoutien associé a Fy, ..., F,,
notons-le Bez.

On peut considérer son image dans A®g A = K[X,Y]/J ou J est I'idéal
engendré par Fy(X),..., Fp(X), F1(Y),...,F.(Y).

Soit {g; : 1 <4 < n} une base de K-espace vectoriel de A. Il existe une
décomposition :

n
Bez = Z&:i@)é} mod J
i=1
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pour certains £;. Alors les & forment aussi une base de A (la base duale de
celle des ¢;), et étant donnée une décomposition de 1 dans A suivant cette

base duale : .
1= Z di€;
=1

la forme linéaire sur A définie par :
g — d;

est dualisante. Cette forme p = {[p, . F,] est appelée Symbole de Kronecker
associée & F1, ..., F,, ou encore Opérateur de résidu global. En effet, quand K
est un sous-corps du corps des nombres complexes, le symbole de Kronecker
coincide avec le résidu classique défini par :

[ P-dXx } 1 /P-Xm/\.../\dXT
Res

Fi-...-F.| ~ (2im)r F -...-F,

ou l'intégration porte sur une chaine convenable autour des racines [83, 16].

Calcul du symbole de Kronecker pour un systéme de Pham géné-
ralisé

Considérons ’exemple treés spécial d’'un systéme de Pham généralisé :

F=X"4R

F, =X +R,

Alors I'algébre A admet comme base la famille des images des X% ou Vi, a; <
d;. Soit < un ordre compatible au systéme de Pham. Remarquons qu’on peut
écrire, pour tous ¢ # j :

6.
==, 04(Fy) = X' +;,(X,Y)
X; X

ou les b; j, vus comme des polynémes en X & coefficients dans K[Y], ont
tous leurs mondémes plus petits que Xf" respectivement a <. Par suite, en
développant le déterminant bezoutien on obtient :

(X9 ..... X + R(X,Y))

Bez —
ez X, ... X,

ou tous les monomes en X de R sont plus petits que X fl e Xf’. Autrement
dit :
Bez = X2 1. . X1 4 R(X,Y)
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ou tous les mondémes en X de R; sont plus petits que Xfl_l - Xff_l.
La réduction de R; — respectivement a F; (X), ..., Fp(X) et F1(Y),..., F-(Y) -
jusqu’a sa forme normale ne produit jamais le monéme X' - -- X1 et
donc :
Bez=X{' ' X+ Y XP®eg modJ
Bi<dii=1l..r

En particulier, £, _1,...5,—1) = 1, et donc, si pour tout 4, 0 < o; < é; alors :

1 sia=(01—-1,...,6, —1
KF(XO‘):{ 0 sinon o )

Ainsi :

Proposition 4.20 Pour un systéme de Pham généralisé F de silhouette
(01,---,0,), la forme £ donne le coefficient du terme en Xfl_l o Xt
dans la forme normale relativement a F'.

Soit g une forme linéaire sur A, il existe donc un polynéme P (unique
modulo I) tel que pour tout @ on ait : g(Q) = £p(P - Q). 1l est obtenu par :

n
P = Zg(ei) <€ mod I
i=1
Si g est la forme linéaire Tr; alors le déterminant Jacobien de la suite de
polynémes (F1,..., F,) convient :
VQ, TI‘[(Q) = KF(JacF Q) (4.11)

La loi de transformation

Un outil trés utile pour manipuler le symbole de Kronecker est la Loi de
Transformation :

Proposition 4.21 (Loi de Transformation)
Soient G1,...,G, des éléments de K[X] avec un nombre fini de solutions
commaunes dans " et tels que :

Gy, =Tnkh+ ... +11,F,
: : : Ti; € K[X] (4.12)
G, =T1F+ ... +1.,.F,

Alors pour tout P € K[X] on a :

p(P) = L (P - det(T))
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Preuve : Pour une preuve algébrique de ce résultat nous renvoyons le
lecteur intéressé a [15] ou [72]. |

Le théoréme d’Euler-Jacobi pour les systémes de Pham généralisés

On introduit maintenant un théoréme d’annulation de 4.

Théoréme 4.22 (Le théoréeme d’Euler-Jacobi pour les systémes de Pham
généralisés)

Soit F' un systéme de Pham généralisé de silhouette §. Soit P € K[X].
Si P(P) ne rencontre pas {6 — 1} + (—C(Fy -+ Fy;0)) alors Lp(P) = 0.

Preuve : Notons S(F') le semi-groupe engendré par les § — a pour a €
U, P(F;). Tous les polynémes obtenus par réductions successives modulo
F & partir de P ont leur diagramme de Newton contenu dans P(P) + S(F).
C’est le cas en particulier pour la forme normale Ng(P). D’apres la pro-
position 4.20, on aura £p(P) = Lp(Np(P)) = 0si §d ¢ D(Np(P)). A
fortiori, £p(P) = 0 si 0 ¢ P(P) + S(F). Cette condition est équivalente
a : P(P) ne rencontre pas {0 — 1} + (—=S(F)). Mais {6} + (-S(F)) C
{6 =1} +C(Fy--- F};9) (cf. la présentation (4.8)), d’ou le résultat. [ |

Corollaire 4.23 (Le théoréme d’Euler-Jacobi pour les intersections com-
plétes strictes) Soit une intersection compléte stricte, de présentation (Gy,. ..
Soit w € (N*)" un poids compatible. Pour tout P € K[X] on a :

deg,,(P) < > deg,(Gi) — |w| = £a(P) =0
=1

Preuve : Notons Hy,..., H, les composantes homogénes dominantes res-
pectives de G1,...,G, relativement & w. D’aprés le Nullstellensatz dans
I'espace projectif anisotrope (4.9), il existe des polynomes Tj; homogeénes
relativement a w tels que :

Xfl =11 -H +... +1y, H,

: : : (4.13)
Xfr = 'rl'Hl +... +Trr'Hr
(on a donc deg, T;; = w;p; — deg,,(Fj)). On pose alors :
F, =T11-G1 +... +11, -G,
: : : (4.14)

F, =T+,-G1 +... 4T, -G,
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Alors F' est un systéme de Pham généralisé, et, d’apres la loi de transfor-
mation :

Ce(P) = tp(P - det(T))

Comme det(T") est homogene, de degré > w;p; — > deg, (F;) (relativement
a w), on en déduit le corollaire. [ |

Le théoréme de Macaulay anisotrope

Théoréme 4.24 Soit w € (N*)" un poids, et Hy,...,H, des polynémes ho-
mogeénes respectivement d w, et sans zéro commun non-trivial dans L. Soit
P un polynéme homogéne respectivement d w. Si deg,(P) > Y deg,, (H;) —
|w| alors P est dans l'idéal (Hy,...,H,).

Preuve : On choisit py,...,p, et T comme dans (4.13). Alors :
L (P) = {ixo  xpry(P-det(T)) =0

des que D(P) ne rencontre pas (p1 — 1,...,p — 1) + (=D(det(T'))). Ce
dernier ensemble est contenu dans I’hyperplan des a € Z" tels que w(a) =
> deg,(H;) — |w|. Ainsi si P est homogéne de degré plus grand que ce
nombre, alors i (P) = 0, et plus encore : £y (P - Q) = 0 pour tout Q €
K[X]. Mais ceci implique que P appartient a 'idéal (Hq,..., H,), puisque
le symbole de Kronecker est dualisant. |

4.4.5 Preuve des identités d’Aizenberg-Kytmanov

En utilisant les outils développés ci-dessus on démontre maintenant les
deux théorémes 4.16 et 4.18.

Soient F1i,..., F, des polynomes tels que X; - F1,..., X, - F, n’ont qu'un
nombre fini de zéros communs dans I". Soit I I'idéal engendré par Fi, ..., F.
Soit g une forme linéaire sur A = K[X]/I. Soit P un polynéme tel que
9(Q) = £x(P - Q) pour tout Q. N

On étend le symbole de Kronecker r en une forme linéaire £r sur I’an-
neau des polynémes de Laurent K[XZ! ..., X!]. Tl suffit de définir sa valeur
en les monoémes de Laurent. Pour o € Z" on pose :

lp(X*) =10 - o (xeh)
(X! F1,., X" Fr]

ola=a"—a ,et a™,a” € N' (la Loi de transformation, 4.21, assure de
la cohérence de la définition, malgré la liberté laissée dans le choix de o et
o).

Alors :
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Lemme 4.25 Les coefficients des F; et les zF(XfBP) sont liés par les rela-
tions :

Vyez', > aalp(XPP)=c_yy
a—pf=—7y
0l aq (resp. cq) est le coefficient de X* dans le produit F - - - F, (resp. dans
P).

Preuve : La preuve est simple. Il s’agit de développer les expressions
ty =Lp(X7-P-F...- F), 7 €Z" de deux fagons différentes. D’abord

en simplifiant par F; - ... F, & l'aide de la Loi de Transformation :
b= Fl,...,xerFT](X7+ A )
- e[Xfl_“Fl,...,XﬁHFr](X’y+ Ko Ko BBy )
=l e XX X D)

_ yt+B+1
=St o)

= C_,Y_l

Mais on peut aussi développer le produit F; --- F;., ce qui donne :

ty =Y aglp(X7T . P)

a

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.26 Soit J un idéal zéro-dimensionnel de K[X]. Soit f une
forme linéaire sur K[X] qui s’annule sur J. Soit F = (Fy,..., F,) un systéme
de Pham généralisé engendrant un idéal I contenu dans J. Soit § = (61,...,0,)
sa silhouette. Il existe un polynéme P (unique modulo I) tel que pour tout
polynome @Q, f(Q) = Lr(PQ). Pour tout tel polynome P, il existe une famille
(9y)yezr d’éléments de K, tels que :

e Pour touty € N', g, = f(X7).

o Siy g P(P)+ (—=C(Fy---F,;6)) + {6} alors g, =0.

o B X,---X,-P
D _ Geri ( 10 Xy )

—— = De€rieg,... _—

%;X” e\ TR R

Réciproquement, si les conditions ci-dessus sont vérifiées, alors f(Q) =
Lr(PQ) pour tout Q.
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Preuve : La forme linéaire f s’annule sur I donc induit une forme linéaire
g sur A = K[X]/I. Comme /5 est dualisante, il existe P tel que pour tout
Q, lr(PQ) = g(Q) = f(Q). On pose g, = £r(X") pour tout vy € Z". Pour
v € N on a donc bien g, = f(X"). Nous voulons appliquer le théoréme
4.15 sur les relations de récurrence multivariées a cette suite. Soit w un
poids compatible & F. Considérons la relation donnée par le lemme 4.25.
Elle s’écrit :
VyeZ', gy+ Z aag8 = C—y—1

a—fB=—vy
aFy

D’aprées le théoréme d’Euler-Jacobi pour les systémes de Pham généralisés
(théoreme 4.22), on a que g, = 0 dés que :

deg,, (X" P) < ) deg, (X[ Fy) — |u]

2

autrement dit dés que :
w(y) < w(d) — |w| — deg,, (P)

On est bien dans les conditions d’application de 4.15. On en déduit la formule
du théoréme, et le résultat d’annulation.

Pour la réciproque : la formule détermine entiérement les f(X®) a partir
de P, donc détermine entierement f. [ |

Les théorémes énoncés précedemment sont des corollaires de ce théoreme.

Preuve du théoréme 4.16 : Dans le théoréme ci-dessus 4.26, on choisit
I = J, I'idéal engendré par les polynémes Fi,...,F, du systeme de Pham
généralisé, et f = Try la forme linéaire trace associée. Alors un polynoéme
P tel que Tr;(Q) = £r(PQ) pour tout polynéme @ est Jacy, le Jacobien
de (Fi,...,F,) (formule 4.11). On a donc, pour tout v € N', que g, =

Trr(X7) = p,y(3)-

En ce qui concerne le résultat d’annulation des g, il suffit de remarquer
que le polytope P(X; - - - X, Jacy) est contenu dans P(F; - - - F;) (ceci d’apres
la formule 4.10). Ainsi :

P(Xy--- X, -Jacp) + {-0} CP(Fy---F,)+{-06} CC(Fy - F;;0)
et donc :

P(Xy -+ X, - Jacy) + (—C(Fy -+ Fp; 8)) + {—6} C (=C(F, -+ F,;6))

puisque C(F} - - - F;;d) est stable par somme. |
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Preuve du théoréme 4.18 : Nous avons déja expliqué, a la suite de
I’énoncé du théoréme 4.18, pourquoi il existe un systéme de Pham généralisé
F = (Fy,...,F,) engendrant un idéal J contenu dans I, et un poids w
compatible & la fois & F' et & I'intersection complete stricte G.

Démontrons ce qui reste & démontrer. D’apres la formule (4.11) et la loi
de transformation (proposition 4.21), on a pour tout polynoéme @ :

Trj(Q) = £a(Q Jacg) = Lrp(Qdet T - Jace)

On applique donc le théoréme 4.26 en prenant pour P la forme normale de
det T - Jacg relativement & F', on a bien pour tout polynéme Q) :

Lr(QdetT - Jacg) = £r(QP)

puisque Qdet T - Jacg et QP sont égaux modulo F. On a donc bien, pour
tout v € N, que g, = Tr;(X7) = p,(3)-

Le résultat d’annulation du théoréme 4.18 est déduit immédiatement
de celui du théoréme 4.26. Il suffit de remarquer que puisque P est une
forme normale relativement a F', son polytope de Newton est contenu dans
[0,61 —1]x---x][0, é,—1], 'ensemble des exposants des monomes irréductibles
modulo F. [ |
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Annexe A

Quelques remarques
d’algebre multilinéaire

Soit ¥ un module libre de rang fini sur un anneau commutatif A (souvent
A sera un corps).

Nous notons S™V la n-iéme puissance symétrique de V. Rappelons que
c’est le quotient de la puissance tensorielle ®") par l'idéal engendré par les
éléments :

v ©0® @ .. @™ @) g p0@) g . g y@m)

pour v(1), ... v(™ parcourant chacun V et ¢ parcourant Pensemble &,, des
permutations de {1,...,n}. L’image d’un tenseur simple v ®@v® ®...@v("
est notée vMp@ ... p(™),

Un objet différent est le sous-espace de ®"V formé des tenseurs symé-
triques, c’est-a-dire invariants par 'action de &,, sur ®"™V définie par :

o0 @v?@ @ ... @v™) =yl W) @ 4o @) g . @ yle )

pour o € &, et les v dans V. Nous notons TgymV cet espace.

Rappelons que le morphisme de T¢,,V dans S™V induit par le passage
au quotient de @™V sur S™V est un isomorphisme lorsque n! est inversible
dans A, mais qu’en revanche si cette derniére condition n’est plus vérifiée, ce
morphisme n’est plus toujours surjectif. C’est pourquoi nous nous garderons
d’indentifier S"V et Ty, V.

Nous notons SV l'algeébre symétrique de V. Rappelons que c’est 1'espace
vectoriel :

SV =psy
neN

muni du produit déterminé par :

I O N C B (O N CO MO B O M C B )
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pour les v® et les w() dans V.
Dans cette annexe nous expliquons quelques points d’algebre multiliné-
aire utilisés dans le mémoire :
— Pourquoi le dual de S"V s’identifie a Tg,,, V*.
— Pourquoi I’ensemble des fonctions polynomiales sur un espace vectoriel
V s’identifie a S"V*.
— Comment nous faisons le lien entre la polarisation définie dans la sec-
tion 1.2.3 et la présentation plus classique via des opérateurs différen-
tiels.

Identification naturelle de (S"V)* et Ty, (V*)

Comme S™V est obtenu par passage au quotient de ®™) modulo les
relations :

v 0@ @ ... o™ = ) g y0@) g g y@m)

et comme (®™V)" s'identifie canoniquement & ’espace des formes n-linéaires
sur V", il vient que (S™V)* s’identifie canoniquement & I’espace des formes
n-linéaires symétriques sur V".

Rappelons qu’il existe un isomorphisme canonique entre @™V* et ’espace
des formes n-linéaires sur V", qui consiste & envoyer f1 ® ... ® f, sur la
fonction :

WD, o™ s MY f (™)
Le groupe symétrique G,, agit sur ®"V* par :

a(fl Q- fn) = fo—l(l) ¥ fa—l(n)
et il agit aussi sur ’espace des formes n-linéaires sur V" par :

o(F) = Foo!
(oD, .o ®) o P, ylet)

Par conséquent, ’isomorphisme canonique entre ®™V* et I’espace des formes
n-linéaires sur V" préserve l'action de &,,, et donc induit un isomorphisme
entre les sous-espaces invariants, a savoir Tg,,, V* et le sous-espace des formes
n-linéaires symétriques, que nous avons déja identifié a (S™V)*.

Fonctions polynomiales sur V

Dans le cas o V est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
algébriquement clos I, nous serons appelé & considérer les fonctions po-
lynomiales sur V. Par définition, ce sont les sommes finies d’applications
u — M(u,...,u) pour M forme multilinéaire sur un produit cartésien de
copies de V. Comme V est de dimension finie, toute forme multilinéaire M
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est somme d’applications du type (u™), ... u®) = fi(uM) ... fs(u¥) avec
les f; dans V*. Dans ce cas donc, les fonctions polynomiales sont les éléments
de I'image du morphisme de SV* dans I'espace des fonctions de V dans L.
déterminé par fy--- fqg — (@ — f1(@)--- f4(@)). Ce morphisme est injectif
(parce que L est infini), les fonctions polynomiales s’identifient ainsi aux
éléments de SV*.

Polarisation des fonctions polynomiales

Nous commencons par reprendre la définition abstraite de la polarisation
donnée en section 1.2.3. Soit V un A-module libre de rang fini et 7 un entier
positif.

Soit I'application diagonale :

V - eV
v o= (v,...,0)
Pour v € V nous notons v(1) = (v,0,...,0),ve) = (0,v,0,...,0), etc.... Alors
Papplication diagonale consiste a remplacer v par v(1)+...+v(). Elle induit
un morphisme d’algebres :
A": SV -5 S@V)="SV

L’algébre ®"SV est naturellement munie d’'une multigraduation & valeurs
dans Z". Nous notons A7 (F') la composante homogeéne de multidegré o € N’
de A"(F'). Le morphisme AY, est appelé opérateur d’a-polarisation.

Nous considérons maintenant le cas ou V est I'espace des formes A-
linéaires sur V. Nous pouvons considérer 'application lindire :

% — vV
M, o) = oM )
Sa transposée est précisément I’application diagonale :
V — Ve,V
Foe (W, 00) = 3 f(w)

Considérons la formule de Taylor pour une fonction polynomiale homogene
de degré k, F € S¥V, en supposant que k! est inversible dans A :

- 1 « r tal t;}r
=1 a€ENT
la|=k

et identifions avec :
A (Yo, ™) = 3 ALF) D, o) g
a€EN"

I1 vient que :
D°F = oA F
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Annexe B

Programmes en Maple

Nous avons implémenté en Maple des procédures pour exprimer les
difffentes familles de polynéomes multisymétriques les unes en fonction des
autres. Nous illustrons ces procédures en calculant la matrice dont les co-
lonnes sont les coordonnées des fonctions monomiales suivant les produits
de sommes de puissances, dans la composante de multidegré (2,1,1) de
lalgébre de MacMahon 9" (Q). La procédure utilisée renvoie une liste de
deux éléments. Le premier est une suite de matrices : elles correspondent
aux partitions du vecteur (2,1,1), chaque partition étant donnée par les
colonnes de la matrice associée. Ce sont ces partitions de vecteur qui in-
dicent les produits de sommes de puissances et les fonctions monomiales de
multidegré (2,1, 1).

> read "conversions.txt";

> U:=‘VSYMF/table/m2p‘ ([2,1,1]):

> U[1];
2 2 0 2 0 20 2 00 11
[f1{,{10}|,{01(,{0 1,01 0}|,[1 0],
1 0 1 10 0 1 0 01 10
11 110 110 110 1100
10(,{100{f,J]0OO0T1},{00T1{f,]0 01 0]
0 1 0 01 100 0 01 0 001
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> U[2];

1 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 2 1 -3
o1 0 0 -1.0 0 -1 0 0 1
00 1 0 -10 0 0 —1 0 1
o0 0 1 -1 0 0 0 0 -1/2 1/2
o0 0 0 1 0 0 0 0 0 —1/2
o0 0 0 0 1 0 -1 -1 -1 2
0O 0 0 0 0 0 1 -1 -1 0 1
o0 0 0 0 0 0 1 0 o0 -1
o0 0 0 0 0 0 0 1 o0 -1
o0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 —1/2
(00 0 0 0 0 0 0 0 o0 1/2

La derniére colonne, par exemple, donne I’expression de Me26y¢4]" On peut
obtenir cette expression directement :
> ‘VSYMF/m2p‘(m[[1,0,0]$2,[0,1,0],[0,0,111);

1/2p1,0,0%P0,1,0P0,0,1 — 1/21,0,0%P0,1,1 — P1,1,001,0,0P0,0,1 — P1,0,1P1,0,0P0,1,0
+2p1,1,101,0,0 — 1/2p2,0,000,1,000,0,1 + 1/2P2,0,0P0,1,1 + P1,1,0P1,0,1
+p2,1,0P0,0,1 + P2,0,1P0,1,0 — 3]02,1,1

Pour la conjecture de Foulkes-Howe, une procédure produit les partitions

de vecteur de n en n parts de norme n :
> L:=ListeH(3);

L:=[][[3,0,0],[0,3,0],[0,0,3]], [[2,1,0],[1,2,0],[0,0,3] ] ,
[[3,0,0],[0,2,1],[0,1,2]], [[2,1,0],[1,1,1],[0,1,2]], [[2,1,0],[L,0,2],[0,2,1]],
[[2,0,1],[1,2,0],]0,1,2]], [[2,0,1],[1,1,1],[0,2,1]], [[2,0,1],[L,0,2],[0,3,0]],

[[1,2,0],[1,1,1],[1,0,2]], [[1,1,1],[1,1,1],[1,1,1]]]

Nous pouvons présenter les partitions de vecteur sous forme de matrices,
comme précédemment :
>map (‘VPART/mat‘,L);

300 2 10 300 2 10 2 10
losol,l1 20,02 1],[111],]10 2],
(o033 [003] |o12]]012]]021
2 10 2 10 2 10 111 111
02 1|,lo12|,lo03|,[210],[11 1]
102 [t 11| [120]]0o12] |[111]




Ce sont tous les carrés semi-magiques d’ordre n et de somme magique n, a
I’ordre prés des colonnes.

La matrice M dont les colonnes sont les coordonnées des produits de
polynémes multisymétriques homogenes de multidegré (3,3, 3) suivant les
fonctions monomiales homogenes dans D3(Q) est produite :
>M:=matriceEM(L,3);

000000000 1
000000100 3
000000O0O0T1 3
0001112126

o |0001 101013
0001011001 3
0102111026
000100000 3
001211201 6
|1 336 336 3 6 12|

On l'inverse :

>M1:=linalg[inverse] (M);

(33 -3 -3 -3 6 6 -3 -3 -3 1]
-3 1 0 0 -1 -1 1 0 0 0
-3 0 1 0 -1 -1 0 0 1 0
-3 0 0 0 0 0O 0 1 0 O
6 -1 -1 0 1 0 0 -1 0 0

M1 =

6 -1 -1 0 0 1 0 -1 0 0

-3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
-3 0 0 1 -1 -1 0 1 0 0
-3 0 1 0 0 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 0O 0 0 0 O]

La premiere colonne de I'inverse M 1 donne les coordonnées de m(3¢,)(3¢,)(3¢3)]
suivant les produits de polynémes multisymétriques homogenes, c’est le cer-
tificat qui a été exhibé dans la section 3.5.
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