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Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude de quelques aspects théoriques de systemes
magnétiques géométriquement frustrés. Ceux-ci se distinguent des verres de spins
par 'absence de désordre et ont un réseau cristallographique incompatible avec un
ordre antiferromagnétique simple.

La présence d’une forte frustration dans des réseaux a deux et trois dimensions
fait apparaitre des phases magnétiques originales. Par exemple, dans les réseaux
kagomé (2D) et pyrochlore (3D) avec des interactions antiferromagnétiques, 1’état
de Néel est déstabilisé, et ces systemes sont désordonnés a toute température. Com-
prendre la nature de leur état fondamental et leur comportement magnétique a basse
température est le sujet d’intenses recherches depuis plusieurs années.

On trouvera dans cette theése une introduction aux systeémes frustrés (partie I).
Le sujet est trop vaste pour étre couvert entierement, et on se limite a en présenter
quelques aspects. La deuxieme partie est consacrée a 1’étude de ’hamiltonien de
Heisenberg quantique (S = %) sur les réseaux pyrochlore et damier. Partant de
propriétés connues de ces systemes, on dérive un hamiltonien effectif pour décrire le
spectre de basse énergie. Le probléeme est résolu en champ moyen, et on discute les
états fondamentaux obtenus.

En liaison avec des résultats expérimentaux, la troisieme partie de cette these
traite des interactions Dzyaloshinsky-Moriya dans les réseaux kagomé et pyrochlore.
On y montre la pertinence de telles interactions pour ces deux réseaux et la désta-
bilistaion des états liquides de spins qui en résulte. Les propriétés magnétiques des
réseaux kagomé et pyrochlore avec interactions Dzyaloshinsky-Moriya sont étudiées,
et le lien avec certains composés est fait.



Premiere partie

Frustration géométrique en
magnétisme



Chapitre 1

Principes généraux liés a la
frustration
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Dans ce chapitre, on introduit la notion de frustration dans des systémes magné-
tiques et on présente quelques réseaux géométriquement frustrés (§1.1). On illustre
(§1.2) la dégénérescence de I’état fondamental avec ’exemple du réseau damier avant
de voir comment la frustration peut mener & une déstabilisation de ’état de Néel
(§1.3). Enfin, on donne quelques motivations pour I’étude de tels systemes (§1.4).

1.1 Frustration d’interaction, frustration topologique

1.1.1 Définitions

La frustration dans un systeme physique fait référence au fait que ’on ne peut
pas minimiser simultanément les différentes énergies correspondant aux multiples
interactions qui ont lieu dans le systeme. On illustre ceci dans deux situations pour
des modeles de spins de type Ising sur la figure 1.1.

En toute rigueur, la frustration est la caractéristique d’un systeme physique ou
d’un modele dans sa globalité. On entend par “modele dans sa globalité” un réseau
aux noeuds duquel sont placés des spins et les interactions entre ces spins. “Réseau”
est pris ici au sens large, il peut s’agir d’un réseau cristallographique parfaitement
ordonné, il peut également avoir des sites vacants sans spins (lacunes), ou encore avoir
une structure désordonnée sans aucune periodicité ou autre symétrie particuliere. La
frustration résulte de la présence d’interactions “contradictoires” entre les spins situés



Frustration d’interactions Frustration géométrique

Fi1G. 1.1 — Frustration : impossibilité de satisfaire simultanément toutes les inter-
actions. “F” et “AF” représentent respectivement des interactions ferromagnétiques
et antiferromagnétiques. Les lignes pleines (pointillées) représentent les liens (non)
satisfaits selon 1’état du spin entouré. On distingue la frustration d’interactions de
la frustration géométrique ou topologique (voir texte).

sur le réseau, et il peut paraitre artificiel de vouloir séparer les deux aspects (réseau et
interactions). En effet, un méme réseau peut étre frustré ou non selon les interactions
considérées, et inversement, un méme type d’interaction frustrera le systeme ou pas
selon le réseau sous-jacent.

Il est cependant de coutume de distinguer deux types de frustrations : frustration
d’interactions et frustration topologique. Dans ce dernier cas, c¢’est la géométrie du
réseau qui frustre le systeme alors que les interactions sont identiques pour toutes les
paires de spins (voir le triangle de la figure 1.1). On peut aussi y inclure des interac-
tions entre deuxiemes, troisiemes voisins. . . et également des interactions multi-spins,
mais celles-ci devront toujours respecter la symétrie du réseau. Dans le cas du carré
de la figure 1.1, on voit que les interactions (F, F, F et AF) ne respectent pas la
symétrie du réseau car tous les liens devraient étre équivalents. On ne parlera pas
dans ce cas de frustration die au réseau, mais de frustration d’interactions.

Dans les verres de spins, la frustration est du type “interactions”, car le désordre
cristallographique engendre un désordre dans les interactions : la distance entre les
moments magnétiques est aléatoire, et il en va de méme des interactions qui en
dépendent [107]. Dans toute la suite de cette these, on s’intéresse uniquement & la
frustration topologique. Les modeles théoriques et les composés intéressants pour ce
domaine du magnétisme ont des réseaux cristallographiques bien définis, et pas de
désordre dans les interactions, la frustration venant uniquement de la géométrie du
réseau.

1.1.2 Réseaux géométriquement frustrés

En se limitant a des interactions d’échange antiferromagnétiques, il existe essen-
tiellement deux facons d’obtenir de la frustration. Si ces interactions sont entre plus
proches voisins, le systeme peut étre frustré du fait de sa géométrie. Ceci est le cas
pour trois spins sur un triangle comme on ’a vu, et pour tous les réseaux a base de
triangles, tels que les réseaux triangulaires et kagomé représentés sur la figure 1.2.

Une autre possibilité est de partir d’un réseau non frustré, tel que le réseau carré
avec des interactions antiferromagnétiques entre plus proches voisins, et de frustrer le



triangulaire kagome

Fi1G. 1.2 — Deux réseaux a base de triangles ou les interactions antiferromagnétiques
entre plus proches voisins sont géométriquement frustrées. La différence de connec-
tivité des triangles (cotés en commun pour le réseau triangulaire et sommets en
commun pour le réseau kagomé), entraine de grandes différences dans les comporte-
ments magnétiques des deux systemes (voir §1.3).

J1

Jo

Damier

F1G. 1.3 — Réseau damier et modele J; — Jy sur le réseau carré. La frustration dans ces
systemes apparait du fait de la compétition entre interactions antiferromagnétiques
entre premiers et deuxieémes voisins. Pour le réseau damier on a représenté les vecteurs
de base et entouré le motif associé. Dans le modele J; — Js, Selon le rapport i—f,
différentes phases magnétiques ordonnées et désordonnées apparaissent [25].



Fi1c. 1.4 — Le réseau pyrochlore : une assemblée de tétraedres connectés par leurs
sommets. La forte frustration d’un tétraedre associée a une faible connectivité donne
a ce réseau des propriétés magnétiques remarquables (voir [43] et §3.1).

systeme en introduisant des interactions entre seconds voisins également antiferroma-
gnétiques (voir figure 1.3). Les deux types d’interactions sont alors “contradictoires”,
et pour certains intervalles des constantes d’échange, on peut aboutir a une forte
frustration [25]. Ce méme type de frustration peut aussi étre obtenu sur le réseau
hexagonal [69, 33].

L’équivalent a trois dimensions du triangle antiferromagnétique est un tétraedre.
En effet dans les deux cas, chaque spin est en interaction avec tous les autres, donnant
lieu a une forte frustration. Le réseau kagomé est un ensemble de triangles qui ont des
sommets en commun, et son équivalent a trois dimensions est le réseau pyrochlore
qui est une assemblée de tétraedres connectés par leurs sommets (voir figure 1.4).
Le réseau pyrochlore associe une forte frustration et une faible connectivité, ce qui
lui confere des propriétés magnétiques remarquables [43]. Son comportement a des
similarités avec le réseau kagomé.

1.2 Dégénérescence de I’état fondamental

Une des raisons pour lesquelles les systemes magnétiques fortement frustrés sont
intéressants est la forte densité d’états a tres basse énergie. Ceci entraine que toute
perturbation est susceptible de modifier profondément le comportement du systeme
et rend hasardeuses les méthodes de champ moyen qui négligent les fluctuations
thermiques et quantiques.

1.2.1 L’exemple du réseau damier

Une méthode simple pour obtenir ’état fondamental d’un systéme est de traiter
son hamiltonien dans I'approximation du champ moyen. A cette approximation on
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Fi1G. 1.5 — Transformée de Fourier des interactions pour le réseau damier. La plus
haute branche est non dispersive sur la premiere zone de Brillouin, indiquant la
dégénérescence macroscopique de I’état fondamental.

néglige les fluctuations quantiques et on traite les spins comme des grandeurs clas-
siques. Les fluctuations thermiques sont également mal prises en compte dans cette
approximation (d’autant plus mal que la dimension de I’espace est petite), mais pour
Iinstant on ne s’intéresse qu’a I’état fondamental du systéme en dehors de tout phé-
nomene d’ordre par le désordre. Il nous faut donc minimiser ’énergie du systeme, ce
qui est rendu possible moyennant quelques hypotheses sur les structures magnétiques
recherchées. Si on se limite a des structures magnétiques décrites par un seul vecteur
d’onde, alors il existe une méthode générale pour trouver le minimum de I’énergie
[27, 7].

Sans rentrer dans les détails de la méthode, 1’idée est d’obtenir une expression de
I’énergie proportionnelle a la transformée de Fourier J(q) des interactions d’échange
sur le réseau. Il faut ensuite trouver le vecteur de propagation qg qui maximise cette
expression pour obtenir la configuration de plus basse énergie.

Dans le cas d’un réseau a un seul site par maille cristallographique, J(q) est une
simple transformée de Fourier des interactions d’échange J(R; —R;). Si la maille élé-
mentaire contient plusieurs sites par maille, J(q) est une matrice de méme dimension
que le nombre de sites dans la maille élémentaire. Dans ce cas, il faut diagonaliser
cette matrice et rechercher le minimum sur ’ensemble des valeurs propres.

Le réseau damier a une maille élémentaire qui contient deux spins (le motif élé-
mentaire ainsi que les vecteurs de base sont représentés sur la figure 1.3). La matrice
transformée de Fourier des interactions J(q) est donc de dimension 2, et ses valeurs
propres sont :

Moo= 2J (J > O)
Ao = —2J —4J cos(gz) cos(qy) (1.1)

On a représenté A\ et Ay sur la figure 1.5. La plus haute branche est celle qui va
déterminer le minimum de 1’énergie, or celle-ci est plate sur toute la premiere zone
de Brillouin. Il y a donc un nombre macroscopique d’états de plus basse énergie a
I’approximation du champ moyen. Les réseaux pyrochlore et kagomé ont également
cette caractéristique d’avoir la branche la plus haute non dispersive sur toute la zone
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de Brillouin. Cette dégénérescence de 1’état fondamental est le résultat d’un traite-
ment en champ moyen et amene deux réflexions. D’une part on peut penser que le
systeme est probablement désordonné du fait qu’un trés grand nombre d’états sont
accessibles sans avoir a franchir de barriere d’énergie. D’autre part il est 1égitime de
se demander si ce résultat n’est pas uniquement un artéfact du traitement en champ
moyen et si cette dégénérescence est robuste vis a vis des fluctuations thermiques
et/ou quantiques ou encore d’une perturbation que ’on rajouterait a ’hamiltonien.
Quoi qu’il en soit, méme si la dégénérescence de I’état fondamental n’est pas exac-
tement celle prédite par le traitement en champ moyen, il est a peu pres certain que
la densité d’états dans le bas du spectre dans ce systeme sera plus élevée que pour
des réseaux non frustrés.

1.2.2 Entropie finie a température nulle

Comme on ’a vu au paragraphe précédent, le réseau damier a un nombre ma-
croscopique d’états de plus basse énergie. Ceci est un résultat que 1'on retrouve dans
plusieurs réseaux fortement frustrés et implique que I'entropie a température nulle
est finie, ce qui violerait le troisieme principe de la thermodynamique. Par exemple,
les réseaux triangulaire et kagomé avec des spins Ising ont une entropie qui vaut :

Sui(T = 0) ~ 0338 [114] Skago (T = 0) ~ 0.502  [52]

En fait il n’est pas nécessaire que la dégénérescence de ’état fondamental soit
macroscopique pour que l'entropie reste finie lorsque 1" — 0. Il suffit que le systeme
ne présente pas de gap dans son spectre d’énergie et que la densité d’états augmente
exponentiellement avec la taille du systeme. Ceci pourrait étre le cas dans le réseau
kagomé de spins S = % ol le nombre d’états singulets dans le gap triplet augmente
comme 1.15" [59, 71, 113].

Le troisieme principe de la thermodynamique a été énoncé avant ’avenement de la
physique statistique, car le second principe ne traite que des variations d’entropie,
et donc le troisieme principe était nécessaire pour fixer une origine. La physique
statistique nous dit que ’entropie est finie & température nulle si I’état fondamental
est dégénéré, ce qui peut se produire dans un modele théorique. Répondre a cette
question du point de vue expérimental semble impossible, car on ne peut jamais
exclure qu’a une température plus basse que celle atteinte expérimentalement, une

perturbation leve la dégénérescence.

1.3 Instabilités des états fondamentaux

Les études sur les réseaux frustrés sont, entre autres, motivées par la recherche
d’états magnétiques “originaux”. Bien souvent a deux et a trois dimensions, on parle
d’état “original” des lors que ce n’est pas un état de Néel, au sens large du terme : un
état ou 'aimantation locale est finie et avec des corrélations spin-spin a longue portée.
Cet état brise les symétries de translation et SU(2) et n’est pas un état propre de
I’hamiltonien de Heisenberg. Il est cependant établi [1, 67] que sur les réseaux carré
(2D) et cubique (3D), a la limite thermodynamique c’est un état acceptable. Il en
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va autrement a une dimension ou les fluctuations quantiques sont plus importantes
et détruisent I’état de Néel classique, au profit de divers autres états quantiques.

La frustration apparait dans ce cadre comme un facteur supplémentaire désta-
bilisant 1’état de Néel. Par exemple sur le réseau triangulaire, la renormalisation de
l’aimantation locale [50] par les fluctuations quantiques est plus importante que pour
le réseau carré, du fait de I'incompatibilité du réseau triangulaire avec un ordre an-
tiferromagnétique. Toutefois, ceci ne suffit pas a déstabiliser I'ordre de type Néel sur
le réseau triangulaire.

A Topposé, dans le cas de réseaux plus fortement frustrés, le systeme a une
forte dégénérescence de ’état fondamental, et donc I’état de Néel n’est plus le seul
état de plus basse énergie classiquement. Ceci est le cas pour les réseaux kagomé
et pyrochlore. Méme dans les cas ou un état de Néel est sélectionné classiquement,
les fluctuations quantiques auront plus de facilité & le déstabiliser pour des réseaux
frustrés. Pour illustrer ce dernier point, on peut prendre I’exemple du modele J; — Jo
sur le réseau carré ou classiquement 1’état de Néel n’est instable que pour j—i = 0.5,
mais le devient pour une plus grande gamme de parametres (0.4 < j—f < 0.6) [25]
lorsqu’on inclut les fluctuations quantiques.

1.4 Motivations pour 1’étude de systemes frustrés

Comme on I’a vu, la frustration dans les systémes magnétiques apparait comme
un élément déstabilisant I'ordre conventionnel de type Néel au profit de différentes
phases magnétiques originales. Contrairement aux réseaux non frustrés ou la prise
en compte des fluctuations quantiques n’est cruciale que pour les systemes unidi-
mensionnels, certains états fondamentaux (états RVB, valence bond crystal. ..) sur
des réseaux frustrés a 2D et 3D sont de nature purement quantique sans analogue
classique. Les systemes frustrés quantiques ne sont pas les seuls a présenter un in-
téret, leurs analogues classiques font également apparaitre des phases magnétiques
désordonnées non triviales (liquide de spins classique, spin-ice ... ).

Différents comportements originaux observés expérimentalement dans des com-
posés magnétiquement frustrés sont présentés au chapitre 2. Les modeles théoriques
et différents états fondamentaux obtenus sont présentés au chapitre 3.
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Chapitre 2

Quelques aspects expérimentaux
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On a vu au chapitre 1 divers principes liés a la frustration ainsi que quelques
conséquences qui pouvaient en découler. On s’intéresse ici a l'aspect expérimental du
probleme. En particulier on commence a la section 2.1 par présenter quelles sont les
signatures de la frustration dans des composés dont le magnétisme est frustré. La
section 2.2 est consacrée a la description de quelques états magnétiques originaux
observés dans ces composés. Enfin, quelques problemes non résolus sont rappellés a
la section 2.3.

2.1 Signatures expérimentales de la frustration

Une conséquence de la frustration dans des réseaux a deux et trois dimensions
est 'absence d'un état magnétique avec un ordre a longue portée. Ceci n’est pas
une exclusivité des systemes frustrés : & une dimension les fluctuations quantiques
empéchent 'apparition d’un ordre magnétique a longue portée. Dans des systemes
bidimensionnels, les fluctuations thermiques détruisent toute aimantation macrosco-
pique s’il existe une symétrie continue dans le systeme [70].

Le manque d’ordre dans les systemes frustrés se distingue des comportements
décrits ci-dessus. En effet, dans les systemes de basse dimension, pour des tempéra-
tures qui sont de 'ordre de I'interaction principale dans le systeme, on observe un
changement de comportement, lié a ’apparition de corrélations. Ceci se manifeste en
général pas une anomalie dans la chaleur spécifique, et/ou un écart a la loi de Curie
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dans la susceptibilité. Il en va autrement pour les systemes frustrés ou le comporte-
ment paramagnétique de la susceptibilité se prolonge a des températures bien plus
basses que les interactions d’échange [88].

Expérimentalement, il est commun d’observer a tres basse température que les
composés présentent finalement une mise en ordre ou un gel de type verre de spins.
Ceci peut étre di a des termes supplémentaires dans I’hamiltonien qui deviennent
pertinents a basse température et levent la dégénérescence des états de basse énergie.

Ce scénario est a l'origine d’une “mesure” de la frustration : un composé sera
d’autant plus frustré qu’il reste dans un état “paramagnétique” a des températures
plus petites que I’échelle fixée par ses interactions d’échange. On définit le rapport

o Oow
=T
ou fcw est la température de Curie-Weiss obtenue a partir de la susceptibilité a
haute température et T, est la température a laquelle une transition ou un gel verre
de spins est effectivement observé dans le systeme. Dans un systeme non frustré, une
transition de phase aurait lieu a une température de 'ordre de 6oy, et donc on a
f ~ 1. Dans les systemes frustrés, des valeur de f entre 10 et 100 sont communément
observées [88].

2.2 Comportements a basse température

2.2.1 Etats non colinéaires, non coplanaires

Sur un réseau non frustré, des interactions antiferromagnétiques induisent un
ordre de Néel colinéaire a deux sous-réseaux. Certains composés frustrés présentent
un ordre & longue portée, mais celui-ci est souvent non colinéaire ou non coplanaire.
Ceci est le cas par exemple dans le réseau triangulaire antiferromagnétique ou les
spins sont a 120° les uns des autres.

Certains composés kagomé et pyrochlore présentent également un ordre & longue
portée. Celui-ci est la conséquence d’un terme supplémentaire dans ’hamiltonien de
Heisenberg : une anisotropie sur site ou des interactions entre deuxiemes voisins. . .
Le composé pyrochlore FeF3 présente une structure ordonnée non coplanaire ou tous
les spins pointent alternativement vers le centre ou l'extérieur d’'un tétraedre un
tétraedre sur deux [31].

2.2.2 Verres de spins non conventionnels

Des états liquides de spins sont prédits théoriquement pour le modele de Hei-
senberg sur les réseaux kagomé et pyrochlore (voir §3.1). Expérimentalement, de
nombreux composés kagomé [88, 119] et pyrochlore [37] présentent & trés basse tem-
pérature (par rapport a la température de Curie-Weiss) un changement de compor-
tement qui a des similarités avec un gel verre de spins. Par exemple il apparait une
différence entre les susceptibilités “field cooled” et “zero field cooled” en-dessous de la
température de gel. L’analogie avec les verres de spins n’est toutefois pas complete.
Par exemple les fluctuations de I'aimantation restent trés grandes dans cet état vi-
treux. L’importance des fluctuations peut étre interprétée comme une réminiscence
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de I’état liquide de spins qui pour une raison inconnue est (partiellement) détruit
a basse température. Par ailleurs, le vieillissement dans ces verres de spins “topolo-
giques” est similaire a celui des verres de spins ordinaires a température constante,
mais des comportements différents sont observés des lors que la température varie
[119].

Un autre fait qui reste partiellement inexpliqué est la chaleur spécifique en T2
a basse température. Ceci semble étre une caractéristique intrinseque du modele de
Heisenberg [102]. Elle a parfois été interprétée comme la présence d’ondes de spins
(a deux dimensions), mais aucun argument supplémentaire n’a été amené dans ce
sens.

Du point de vue théorique, des comportements verres de spins ont été trouvés
dans des modeles sans désordre chimique [24, 73], mais le lien avec le modele de
Heisenberg isotrope reste a faire. Dans ces approches, le caractere quantique semble
étre un ingrédient essentiel pour expliquer le comportement verre de spin [73].

Finalement ce comportement verre de spins reste en partie inexpliqué : Il est
difficilement attribué au désordre dans les composés car 1’évolution de la température
de gel en fonction du désordre chimique s’extrapole & une valeur finie en 'absence de
désordre [78], mais les études théoriques dans cette direction, bien que prometteuses,
sont préliminaires.

2.3 Quelques questions ouvertes

Les comportements de certains composés dont le magnétisme est frustré restent
plus ou moins incompris. On se contente ici de mentionner quelques résultats expéri-
mentaux qui n’ont pas (encore?) trouver d’explication satisfaisante. On ne prétend
en aucun cas présenter une liste exhaustive.

2.3.1 Gd,Ti,O7

GdsTisO7 devrait étre une bonne réalisation du modele de Heisenberg isotrope.
En effet, la couche électronique de I'ion Gd3* est & moitié remplie, ce qui donne lieu
a un moment magnétique de spin S = % isotrope. Ceci représente un grand moment
magnétique, et des interactions dipolaires importantes sont présentes.

Des études du modele de Heisenberg isotrope en présence d’interactions dipolaires
[81, 86] prévoient une structure ordonnée pour ce systeéme. Celle-ci differe de I'ordre
(partiel) observé expérimentalement [23].

Du point de vue théorique, il est 1égitime de négliger I'anisotropie sur site, mais
des interactions d’échange anisotropes ne sont pas exclues, d’autant plus qu’elles sont
compatibles avec la structure du réseau pyrochlore et que le couplage spin-orbite est
fort dans les terres rares. Par ailleurs, des études de rayons X sont en cours afin de
sonder une éventuelle distortion (non détectée aux neutrons) qui pourrait expliquer
la sélection de certains plans kagomé dans la structure magnétique.

Par ailleurs, des mesures de ESR [44] montrent que I’anisotropie planaire apparait
des 80 K, ce qui semble trop élevé pour étre expliqué par des interactions dipolaires
et laissent penser qu’une interaction anisotrope doit étre présente dans ce systeme.
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2.3.2 Tb,Ti,O7

On a longtemps considéré que l’anisotropie dans le composé ThyTisO7 est telle
qu’il devrait étre correctement décrit par des spins Ising avec les axes de “quanti-
fication” selon les directions (111). Dans ces conditions, en prenant en compte les
interactions d’échange et dipolaires, le systeme devrait avoir un ordre magnétique a
longue portée, les spins pointant vers le centre ou vers 'extérieur des tétraedres, un
tétraedre sur deux. Expérimentalement le systeme ne s’ordonne pas jusqu’a 70 mK
[36], et les cartes de neutrons a plus haute température ne sont pas celles prédites
par le modele ci-dessus.

En fait il semble que 'anisotropie de ce composé ne soit pas suffisament grande
pour que la limite des spins Ising soit atteinte. En effet, la prise en compte d'une
anisotropie finie (au lieu d’une anisotropie infinie avec des spins Ising) permet de
reproduire la carte de neutrons expérimentale & haute température [53, 15]. Les in-
grédients essentiels pour décrire correctement ce composé semblent donc identifiés,
mais il n’est pas encore clair que ceci explique I'absence d’ordre jusqu’aux tempéra-
tures les plus basses.

2.3.3 SCGO : le faux kagomé

On a souvent considéré que le composé SCGO (SrCrgGasO19) devait avoir les
meémes propriétés magnétiques qu'un plan kagomé. Rigoureusement, il est une bonne
réalisation expérimentale d’un “pyrochlore slab” formé d’un réseau triangulaire pris
entre deux plans kagomés, avec des couplages entre les trois plans. Il ne fait pas de
doute que ce systeme, de méme que les réseaux pyrochlore et kagomé est fortement
frustré et le composé SCGO, comme d’autres composés pyrochlore ou (vrais) kagomsé,
présente un comportement de type verre de spins & basse température [87].

I1 a toutefois été montré [5, 55] que le pyrochlore slab présente aussi des diffé-
rences avec le réseau kagomé. Le pyrochlore slab a un état fondamental désordonné,
de méme que le réseau kagomé, mais dans ce dernier les structures coplanaires sont
sélectionnées entropiquement a basse température [21, 96] alors que dans le pyro-
chlore slab, il apparait localement une chiralité qui reflete la non coplanarité de la
structure [5, 55]. Ceci étant, en 'absence d’interactions entre second voisins, il ne
s’établit pas d’ordre a longue portée pour la chiralité.

Finalement, le pyrochlore slab a un comportement différent de celui d’un réseau
kagomé, mais dans les deux cas un état fondamental liquide de spins est prédit.
Actuellement la compréhension du composé SCGO reste donc plus liée a celle du
comportement verre de spin qui semble courant dans les composés frustrés, qu’a
savoir si un pyrochlore slab présente de réelles différences avec un réseau kagomé.

2.4 Conclusion

L’abscence d’un ordre magnétique traditionnel et le comportement “paramagné-
tique” jusqu’a des températures bien plus basses que la température de Curie sont des
signatures bien établies de la frustration. Les expériences sur des composés dont le
magnétisme est frustré font toutefois apparaitre une richesse de comportements qui
va au-dela de ces deux caractéristiques. Certains de ces comportements s’expliquent
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par la présence de perturbations auxquelles les systemes frustrés sont tres sensibles
tandis que d’autres restent inexpliqués théoriquement.
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3.1 Liquides de spins, absence de brisure de symétrie

Le nom “liquide de spins” est donné a des états magnétiques ou les corrélations
sont a courte portée, par analogie avec la fonction de corrélation densité-densité dans
les vrais liquides. Ce sont donc des états essentiellement désordonnés a longue portée,
mais qui different d’un état paramagnétique par l'existence de fortes corrélations
sur des échelles plus petites. Ceci a conduit Villain [110] & introduire la notion de
“paramagnétique coopératif”.

De tels états apparaissent dans des systemes unidimensionnels ou les fluctuations
quantiques interdisent I'apparition d’un ordre a longue portée. Ceci dépasse large-
ment le cadre de cette these, et on ne s’intéresse par la suite qu’a des systemes a
deux et trois dimensions, ou I'état liquide de spins apparait a cause de la frustration.

Une classification des différents états quantiques pour les systemes magnétiques
a deux dimensions a été proposée [65] : on distingue essentiellement quatre types de
comportements dont deux ont le label “liquide de spins”. Dans ces états, il n’existe
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SU(2) | Translations
Liquide de type kagomé | invariant invariant

Valence bond crystal | invariant brisé
Etat de Néel brisé brisé

TAB. 3.1 — Classification de différents états fondamantaux possibles dans les antifer-
romagnétiques a deux dimensions selon les symétries brisées [65].

aucun ordre a longue portée, et toutes les longeurs de corrélations (spin-spin, dimere-
dimere. .. ) sont finies. Aucune symétrie n’est brisée, en particulier le systeme reste
invariant par les translations du réseau et ne brise pas la symétrie SU(2).

3.1.1 Kagomé quantique : prolifération de singulets

L’étude de I’état fondamental et du spectre de basse énergie du réseau kagomé
quantique a fait 'objet de nombreuses études qui ont permis d’établir qu’il se diffé-
rencie assez remarquablement des systémes connus antérieurement.

Une des caractéristiques du réseau kagomé est d’associer forte frustration et faible
connectivité, ce qui va conduire a la déstabilisation de I'ordre magnétique a longue
portée [121] au profit d'un état liquide de spins caractérisé par des corrélations a
courte portée [122]. Cet état liquide de spins est d’une nature différente des liquides
de spins quantiques observés dans des systémes unidimensionnels [72]. Dans le réseau
kagomé avec des spins S = %, la premiere excitation magnétique (S=1) a une énergie
finie, de méme par exemple que dans le liquide de spins dans une chaine de spins
S=1 [38]. Mais contrairement a la chaine, les excitations de plus basse énergie ne sont
pas magnétiques dans le réseau kagomé du fait qu’il existe des états singulets (S=0)
dans le gap singulets-triplets. Le nombre de ces états non magnétiques d’énergie plus
basse que la premiere excitation magnétique croit exponentiellement avec la taille
du systéme comme 1.15" [59, 71, 113].

Une interprétation de ces états singulets de basse énergie en termes d’états RVB
a courte portée a été faite et reproduit les caractéristiques de basse énergie du spectre
[66].

3.1.2 Liquide de spins classique

Les réseaux kagomé [21, 96, 35] et pyrochlore [94, 76, 77, 16] présentent tous les
deux des états liquides de spins classiques, du fait d’une forte frustration associée a
une faible connectivité.

Contrairement au réseau pyrochlore, le liquide de spins observé dans le réseau
kagomé est le siege d’un ordre (partiel) par le désordre [21, 96]. En effet, parmi tous
les états dégénérés a température nulle, les fluctuations thermiques vont sélection-
ner les états coplanaires. Ceux-ci restent toutefois assez nombreux pour faire que
toute longueur de corrélation spin-spin reste finie a toute température. Il apparait
seulement un ordre nématique qui reflete la coplanarité du systeme.

Les systemes frustrés sont assez sensibles a des phénomeénes d’ordre par le désordre
[111, 100] car de nombreux états sont dégénérés énergétiquement, laissant la possi-
bilité aux fluctuations de favoriser un sous-ensembles d’états qui vont dominer le
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comportement du systeme. Il a méme été trouvé un systeme [84] ou la structure a
basse température n’est pas un minimum de I’énergie mais une phase sélectionnée
purement de fagon entropique et qui est le minimum de ’énergie libre.

3.1.3 Fragilité de I’état liquide de spins

Les états liquides de spins dans des réseaux a deux et trois dimensions appa-
raissent dans des conditions particulieres de forte frustration qui entrainent une
grande dégénérescence du niveau de plus basse énergie ou une forte densité d’états
infiniment proches de 1’état fondamental. L’introduction de perturbations supplé-
mentaires & I’hamiltonien de Heisenberg peut lever cette dégénérescence et détruire
I’état liquide de spins en restorant I’ordre magnétique.

Dans le réseau pyrochlore, I'introduction d’interactions a plus longue portée mene
souvent a une mise en ordre [90]. On peut néamoins espérer, dans le but d’observer
expérimentalement des états liquides de spins, que si 'interaction d’échange antifer-
romagnétique entre plus proches voisins est largement dominante par rapport aux
perturbations, ’état liquide de spins sera observable. Par exemple, le liquide de spins
quantique sur le réseau kagomé semble robuste a de faibles interactions entre seconds
voisins [59].

Les interactions a longue portée ne sont pas les seules perturbations susceptibles
de détruire ’état liquide de spins, les interactions anisotropes (voir les chapitres 7
et 8) ou les anisotropies sur site peuvent jouer le méme role. Par exemple le réseau
pyrochlore antiferromagnétique avec des anisotropies uniaxiales a une transition de
phase vers un état ordonné a une température de l’ordre des anisostropies [75].

3.2 Spin-ice

On associe généralement la notion de frustration géométrique avec de ’antifer-
romagnétisme dont 'ordre est incompatible avec le réseau sous-jacent. Pourtant, en
présence d’anisotropies sur sites, des interactions ferromagnétiques peuvent donner
lieu & une forte frustration. Ceci a été largement étudié expérimentalement et théo-
riquement sur le réseau pyrochlore ces derniéres années [9].

Des études analogues ont commencé sur le réseau kagomé [117].

3.2.1 Modele d’Ising sur le réseau pyrochlore

Anderson [2] a considéré le modele d’Ising sur le réseau pyrochlore et a montré
que ce systeme possede une entropie par site finie a température nulle. Minimiser
I’énergie sur ce systeme revient a imposer 2 spins up et 2 spins down sur chaque
tétraedre. La construction de tous les états de plus basse énergie est alors équivalente
au probleme de la glace formulé par Pauling [83]. Suivant la méthode utilisée par
Pauling, Anderson a estimé ’entropie par site :

1 3
S(T'=0) = gkpln 3 = 0.203kp (3.1)

Des simulations Monté Carlo [56] ont montré que cette estimation est en faite
excellente, indiquant que les tétraedres voisins ne sont que faiblement corrélés (I’esti-
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mation faite ci-dessus repose sur ’hypothese que les tétraedres sont décorrélés). Par
ailleurs, ’entropie résiduelle trouvée pour ce méme modele sur le réseau damier est
quasi-identique a celle du pyrochlore. Ceci confirme le fait que les corrélations sont
a tres courte portée car I’environnement d’un tétraedre est identique dans les deux
réseaux si l’on se limite au plus proche voisinage (voir figure 5.1 page 39).

3.2.2 Ferromagnétisme + anisotropies = frustration

Des états fondamentaux désordonnés associés a des entropies finies & température
nulle sont prédits pour des spins Ising avec des interactions antiferromagnétiques sur
les réseaux triangulaire [114], kagomé [105, 52] et pyrochlore [2]. Ces systémes, ou
tous les axes d’anisotropies seraient paralleles entre eux sont cependant difficilement
réalisables expérimentalement. Par exemple sur le réseau pyrochlore, la cristallogra-
phie nous indique que les axes d’anisotropies compatibles avec la symétrie du systeme
sont les axes (111) qui pointent vers le centre des tétraedres. Si on introduit une ani-
sotropie de ce type avec des interactions antiferromagnétiques, le systeme s’ordonne
a longue portée [10, 75].

Par ailleurs, introduire des interactions ferromagnétiques seules sur des réseaux
a base de triangles ou de tétraedres ne présente pas un grand intérét, car celles-
ci ne sont pas frustrées. Par contre, la combinaison d’interactions ferromagnétiques
avec des anisotropies peut donner naissance a de la frustration. On s’intéresse dans la
suite du paragraphe a des réseaux pyrochlores avec des interactions ferromagnétiques
entre plus proches voisins et des anisotropies sur site avec des axes faciles selon les
directions (111) qui pointent vers les centres des tétraedres. A la limite ou cette
anisotropie est grande (par rapport aux interactions entre spins), on peut considérer
le systeme comme constitué de spins Ising avec des axes de “quantification” qui varient
d’un site a l'autre, et qui sont dans les différentes directions (111) mentionnées ci-
dessus.

En se limitant & un seul tétraedre, I’état fondamental est six fois dégénéré : pour
minimiser ’énergie, il faut et il suffit que deux spins pointent vers 'intérieur du
tétraedre et les deux autres vers 'extérieur, ce qui laisse six possibilités. Cette regle
est connue sous le nom de “ice rule” a cause de I'analogie qui existe entre ce systeme
et le modele de la glace.

3.2.3 Analogie spin-ice, glace, Ising et désordre cationique

L’analogie entre le modele spin-ice et celui de la glace est exacte pour ce qui est
de la construction des états de plus basse énergie [10]. Ceci a été vérifié expérimenta-
lement [89] : I'entropie du composé spin-ice DysTiaO7 est la méme que celle prédite
par Pauling (équation 3.1) pour le modele de la glace. Ces deux systémes peuvent
étre reliés a I'antiferromagnétique Ising et un probléeme de désordre cationique sur le
réseau pyrochlore [2, 10]

3.2.4 Comportement sous champ magnétique

La dégénérescence des six états de plus basse énergie sur un tétraedre est levée
partiellement ou totalement par I’application d’un champ magnétique. La levée de
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dégénérescence dépend fortement de la direction d’application du champ magnétique
par rapport aux axes d’anisotropies du systeme [42, 41]. Par exemple, si le champ est
appliqué selon la direction (100), le systeme s’ordonne a longue portée et la transition
a des analogies avec la transition liquide-gaz [41, 115].

Cette levée de dégénérescence a pour conséquence aussi d’abaisser ’entropie a
température nulle comme cela a été mesuré sur DysTiaO7 [89].

3.2.5 La réalité est souvent plus compliquée. ..

Les composés qui sont les meilleurs candidats pour le comportement spin-ice
sont HoaTiaO7 [42, 11], Ho2SnaO7 [51, 68] et Dy2TiaO7 [89]. Dans tous les cas, les
moments magnétiques portés par les atomes Ho3T et Dy3t sont grands, et les in-
teractions dipolaires ne peuvent étre négligées. Den Hertog et al [28] ont pris en
compte ces interactions dipolaires et montré qu’elles ne supprimaient pas le com-
portement spin-ice, et méme ’étendaient pour une certaine gamme d’interactions
antiferromagnétiques, ce qui serait en fait le cas pour Dy, TisO7.

3.3 Cristaux a liaisons de valence

3.3.1 Définition

Selon la classification de Lhuillier et al. [65], les cristaux a liaisons de valence
(valence bond crystal en anglais) sont & classer parmi les systémes & ordre a longue
portée. En effet, I’état fondamental est un pavage de singulets “statique” (par oppo-
sition a des états RVB). Ces singulets peuvent étre des états singulets & deux spins
(phase spin-Peirls), mais aussi des quadrimeres comme par exemple dans le réseau
damier décrit au paragraphe 3.3.2. Ces états brisent la symétrie par translation,
ce qui introduit une dégénérescence finie du niveau fondamental. Par contre ils ne
brisent pas la symétrie SU(2), ce qui les différencie des états de Néel du point de
vue de cette symétrie. On les différencie des états liquides de spins et les classe dans
les systemes a longue portée car bien que les corrélations spin-spin soient a courte
portée, il est possible de trouver des corrélations de grandeurs locales qui sont a
longue portée (corrélations quadrimere-quadrimere dans le cas du réseau damier).

Sur des réseaux non frustrés, la possibilité d’avoir un état fondamental a 2D autre
que I'état de Néel a été étudiée dans le cadre des modeles SU(N). Dans ces modeles,
des états valence bond crystal apparaissent suite a la déstabilisation de ’état de Néel
(classique), lorsque N — oo [92, 93]. On sait toutefois que I’état de Néel est I'état
fondamental pour SU(2) avec des spins £ & 2D [67].

Ces résultats ont été obtenus sur des réseaux non frustrés, et ne s’appliquent
pas par exemple au réseau kagomé [97]. Plus généralement, ’état valence bond crys-
tal a 2D peut étre I’état fondamental de réseaux fortements frustrés. Par exemple,
dans le réseau damier étudié ci-dessous, cet état est sélectionné par les fluctuations
quantiques parmi le nombre macroscopique d’états dégénérés classiquement.
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Fic. 3.1 — Etat valence bond crystal sur le réseau damier. Toutes les interactions
entre spins sont identiques, les traits gras représentent les états singulets a quatre
spins (quadrimeres). L’état fondamental est & une bonne approximation un pavage
de quadrimeres.

3.3.2 Un exemple : le réseau damier

Le réseau damier (voir figure 3.1) avec interactions antiferromagnétiques entre
plus proches voisins est fortement frustré et présente une dégénérescence macrosco-
pique de son état fondamental en champ moyen (voir section 1.2.1 et [14]).

Il est étudié au chapitre 5 dans le cas quantique avec des spins % Quand cette
étude a été faite, il était préssenti comme un analogue bidimensionnel du réseau
pyrochlore, ce qui a été mis en défaut par des études ultérieures [34, 14] qui ont
montré que I’état fondamental de ce systéme est un valence bond crystal, et non pas
un liquide de spins. L’état fondamental de ce systéme est a une bonne approximation
le produit direct de singulets a quatre spins sur les carrés sans interaction entre
seconds voisins, comme schématisé sur la figure 3.1. Parmi tous les états dégénérés
classiquement, les fluctuations quantiques sélectionnent donc cet état valence bond
crystal. Ceci n’est pas un fait général et dépend de la géométrie du réseau considéré.
On présente ci-aprés quelques arguments (intuitifs plus que rigoureux) qui précisent
les conditions favorables a 'apparition d’un état valence bond crystal dans les réseaux
frustrés.

Contrairement aux réseaux kagomé et pyrochlore, le réseau damier présente des
entitées non frustrées (les carrés sans interactions entre seconds voisins) qui pavent
entierement le réseau. Des lors, il peut étre favorable énergétiquement pour le systéme
d’établir de fortes corrélations sur ces carrés en formant des quadrimeres comme
sur la figure 3.1, tandis que les corrélations entre spins appartenant a des singulets
différents qui correspondent a tous les liens frustrant seront nulles. Dans le réseau
kagomé, les héxagones sont des entités non frustrées, mais un pavage de ce réseau par
des héxagones laisse un quart des spins libres, ce qui explique qu’une telle fonction
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d’onde ne soit pas tres basse en énergie.

On peut se demander si ce fait est général et si des lors que dans un systeme il
existe :

— un pavage du réseau par des entités non frustrées qui ne laisse pas (ou peu) de

spins libres

— des liens frustrés entre entre ces entités non frustrées.
il y aura tendance a former un état valence bond crystal avec une fonction d’onde
qui sera essentiellement un produit direct de fonctions d’ondes locales sur les entités
non frustrées.

3.4 Conclusion

On a présenté plusieurs exemples de phases magnétiques originales observées
expérimentalement et/ou prédites théoriquement dans des systémes frustrés : états
liquide de spins, verre de spins topologique, spin-ice, valence bond crystal... Alors
que tous ces états peuvent étre qualifiés d’états désordonnés si ’on se réfere a l'ordre
de Néel, on constate qu’ils renferment encore une grande diversité de comportements.
Cette richesse est une des motivations pour 1’étude des systemes frustrés.
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Deuxieme partie

Propriétés de basse énergie des
réseaux pyrochlore et damier :
hamiltonien effectif dans le
secteur singulet
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Chapitre 4

Le réseau pyrochlore
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Dans ce chaptire on s’intéresse a ’hamiltonien de Heisenberg quantique (S = %)

sur le réseau pyrochlore. Il a été montré théoriquement [17, 19] et expérimentalement
[4] que I’état fondamental de ce systéme est un état singulet (non magnétique) liquide
de spins avec des longueurs de corrélations de ’ordre de quelques distances atomiques.
Le bas du spectre pourrait avoir les mémes caractéristiques que le réseau kagomé (voir
§3.1.1) avec des excitations non magnétiques dans le gap singulet-triplet [34], mais
ceci reste a confirmer.

Par contre la structure de ’état fondamental et des premieres excitations reste
un probleme ouvert et est le sujet de ce chapitre. On commence par présenter la
méthode utilisée puis on dérive un hamiltonien effectif pour décrire le comportement
a basse température du réseau pyrochlore (§4.1). On résout cet hamiltonien dans
I'approximation du champ moyen a la section 4.2 et on explicite la structure de
I’état fondamental obtenu.

4.1 Méthode d’hamiltonien effectif

4.1.1 Deux sous-réseaux imbriqués de tétraedres

Du point de vue cristallographique, le réseau pyrochlore est un réseau de Bravais
cubique a faces centrées ou la maille élémentaire est constituée de 4 sites formant un
tétraedre. Les liens entre ces tétraedres forment eux aussi un ensemble de tétraedres
qui sont disposés sur un autre réseau cfc. Le réseau pyrochlore peut donc étre vu

25



F1c. 4.1 — Le réseau pyrochlore vu comme deux sous-réseaux (cfc) de tétraedres
imbriqués. Tous les tétraedres d’un méme plan horizontal appartiennent au méme
sous-réseau. Chaque tétraedre d’un sous-réseau est relié par ses quatre sommets a
quatre tétraedres de I’autre sous-réseau.

comme deux sous-réseaux cfc de tétraedres imbriqués, chaque tétracdre d’un sous-
réseau étant connecté par ses sommets a quatre tétraedres de 'autre sous-réseau
(voir figure 4.1). Chaque site du réseau pyrochlore appartient & deux tétraedres,
un de chaque sous-réseau. Il est a noter que si 'on attache quatre sites a chaque
tétraedre d’un seul sous-réseau, on décrit ainsi tous les sites du réseau pyrochlore. En
effet I’autre sous-réseau ne sera qu’'un ensemble de tétraedres représentant les “liens”
entre les sites du premier sous-réseau. Cette facon de décrire le réseau pyrochlore est
a la base de la méthode décrite par la suite.

On appelle J la constante d’échange pour les interactions a lintérieur du pre-
mier sous-réseau et J' celle des interactions du second sous-réseau (voir figure 4.2).
Dans le réseau pyrochlore J = J'. Dans la méthode présentée ici, on distingue les
interactions J et J', et on va mener les calculs en prenant la limite J > J’ puis,
dans le but de décrire le comportement physique du réseau pyrochlore, on prendra
J = J'. Cette facon de procéder peut paraitre abusive, mais on présente un certain
nombre d’arguments (voir 4.1.4) qui laissent penser qu’elle reproduit fidélement le
comportement a basse température du réseau pyrochlore.

4.1.2 Un tétraedre ~» un pseudo-spin

On commence par traiter exactement les interactions a l'intérieur du premier
sous-réseau (J). Dans la limite J = 0, le réseau pyrochlore se réduit & une assem-
blée de tétraedres isolés. On résout exactement le probleme pour un tétraedre en
diagonalisant ’hamiltonien :
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Fi1G. 4.2 — Principe de la méthode : on distingue les interactions a l'intérieur des
deux sous-réseaux de tétraddres, et on mene les calculs dans la limite J > J'. On
prétend ensuite décrire correctement le “vrai” réseau pyrochlore en prenant J = .J'.
Des arguments sont présentés dans le texte.

J 4
Higra = 5 Z Si.S; (J > 0) (4.1)
i#j=1
_ %(5(5“)—3) (4.2)

Comme on le voit sur 'expression 4.2, les niveaux d’énergie peuvent étre classés
selon la valeur du (bon) nombre quantique S, attaché au spin total du tétraedre :
S = s1+s2+s3+84. Les niveaux d’énergie 4.2 sont représentés sur la figure 4.3. Pour
la suite du calcul, on a besoin de ’expression des états propres qui sont données a
I’annexe A.1. Le niveau fondamental est contitué de deux états singulets dégénérés.
Ces deux états sont séparés des états triplets par un gap J (voir figure 4.3).

Par la suite, on va restreindre les états accessibles & chaque tétraedre aux deux
singulets qui constituent le niveau fondamental. Les propriétés du réseau pyrochlore
a basse température laissent penser qu’on garde ainsi les ingrédients essentiels pour
décrire son comportement a basse température. En effet, I’état fondamental aussi
bien que les premiéeres excitations dans ce systéeme sont des états singulets. Les états
triplets sont séparés des états singulets par un gap [34]. Il semble donc raisonnable
d’écarter les états magnétiques pour la description des propriétés a basse tempéra-
ture. Par ailleurs, ’état fondamental est un liquide de spins, avec une longueur de
corrélation spin-spin qui décroit exponentiellement avec la distance [17, 19] et une
longueur de corrélation qui est de l'ordre des distances interatomiques [4]. Ceci laisse
penser qu’en ne gardant que des états a un tétraedre on pourra décrire correctement
I’état du systeme a basse température. En effet, d’apres les arguments ci-dessus, les
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F1G. 4.3 — Niveaux d’énergie (4.2) d’un tétraedre avec 'hamiltonien 4.1. Le niveau
fondamental est constitué de deux états singulets dégénérés auxquels on associe les
deux états | T) et | |) d’un pseudo-spin %

états singulets impliquant un grand nombre de spins sont probablement peu perti-
nents dans ce systeme.

Comme chaque tétraedre a deux singulets accessibles, on peut décrire son état
en lui associant un pseudo-spin % On notera les pseudo-spins T. A chacun des états
singulets, on associe un des deux états [T = 1) et [T = —1) du pseudo-spin. Mis &
part le formalisme qui est identique, un pseudo-spin n’a rien de commun avec un vrai
spin %, ce premier décrit ’état d’un tétraedre entier que 'on contraint a étre dans
un des deux états singulets. Un pseudo-spin ne décrit jamais un état magnétique, du
fait qu’on s’est restreint aux états S = 0, c’est seulement un moyen de représenter les
états singulets. Les deux états singulets retenus ont les mémes nombres quantiques
S = 5% = 0 et pour les distinguer il faut introduire un nouveau nombre quantique.
On peut par exemple définir la chiralité [108].

A ce stade du calcul, on a traité exactement les interactions J a l'intérieur des
tétraedres isolés puis restreint leur espace de Hilbert aux deux singulets de plus
basse énergie, ce qui permet une représentation en termes de pseudo-spins. Ceci est
schématisé sur la figure 4.4.

4.1.3 Interaction effective entre pseudo-spins

Apres avoir pris en compte les interactions a l'intérieur des tétraedres (J) et
restreint I’espace des états accessibles a chacun d’entre eux, on va prendre en compte
les interactions (J) entre ces tétraedres. Ceux-ci sont représentés par des pseudo-
spins %, qui dans la limite J’ = 0 sont découplés. La prise en compte des interactions
J’ va se traduire par des interactions entre les pseudo-spins. Cet hamiltonien effectif
est obtenu dans un calcul de perturbation qui suppose J' < J.

Plus précisément, il s’agit d’appliquer la théorie des perturbations dans le cas
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Pyrochlore réseau cfc de pseudo—spins

Fi1G. 4.4 — Restreindre chaque tétraedre aux deux singulets de plus basse énergie
permet de représenter le réseau pyrochlore par un réseau cfc de pseudo-spins % Les
interactions entre ces pseudo-spins seront dérivées des interactions entre les tétra-

edres qu'’ils représentent dans le réseau pyrochlore.

dégénéré. Les états non perturbés sont tous les produits directs possibles d’états a
un tétraedre, en se limitant aux deux états singulets, représentés par les deux états
d’un pseudo-spin. L’hamiltonien perturbateur est :

V= J/ ZSZ'.SJ'

ou la somme porte sur toutes les interactions entre deux spins 7 et j appartenant
a deux tétraedres voisins (voir figure 4.2). Aprés avoir obtenu les fonctions d’ondes
de tous les états d'un tétraedre en termes de vrais spins (voir annexe A.l), il est
possible d’obtenir les éléments de la matrice des perturbations (la matrice représen-
tative de I'hamiltonien perturbateur). Celle-ci peut alors étre interprétée comme une
interaction effective entre les pseudo-spins.

Dans la suite du paragraphe, on applique la théorie des perturbations aux pre-
mier, deuxieme et troisieme ordre.

Au premier ordre

Toutes les valeurs moyennes des termes s;.s; étant nulles dans le secteur singulet
si s; et s; appartiennent a deux tétraedres distincts, il n’y a pas de correction a
I’énergie au premier ordre des perturbations.

Au deuxiéme ordre

Au deuxiéme ordre des perturbations, les corrections & 1l’énergie prennent la
forme :

VI16)[2;) (L] 25V

T\ | T? 4.3
Fo— By |T,%)|T57) (4.3)

AE® =(TF[(T5] | Y

%]
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FiG. 4.5 — Seul type de diagrammes donnant une interaction effective non nulle au
troisieme ordre des perturbations. Il en résulte des interactions & un, deux et trois
pseudo-spins. Etendues a tout le réseau, les termes a un pseudo-spins s’annulent.

ou 1 et 2 sont deux tétraedres (ou pseudo-spins) voisins et i et j indicent les 16 états
d’un tétraedre. La somme porte sur tous les états excités possibles dont I’énergie
vaut F;;, Ey étant 1'énergie de 1'état fondamental ot les deux tétraedres sont dans
les états singulets.

AE®@ est la matrice traditionnelle lors d'un calcul de perturbations sur des états
dégénérés. Elle est de dimension 4 et peut faire apparaitre des interactions a un
ou deux pseudo-spins. Dans le cas du réseau pyrochlore cette matrice est propor-
tionnelle a l’identité, et donne donc une correction a 1’énergie sans donner de terme

. . . . \ /7 . ,2 7/ \,
d’interaction entre pseudo-spins. La correction a ’énergie vaut —% par tétraedre.

Troisieme ordre

Au troisieme ordre des perturbations, plusieurs types de diagrammes sont a
prendre en compte. Certains font intervenir deux tétraedres, d’autres trois. En fait
seuls certains diagrammes a trois tétraedres (voir figure 4.5) vont donner une in-
teraction effective, les autres diagrammes apportent une correction & I’énergie. Les
contributions des différents diagrammes sont détaillés & 'annexe A.2. La matrice des
perturbations au troisieme ordre est donnée par ’expression :

V1325350 (112534 V (12,3, ) (1, 2,13,V
(Eo — Eij)(Bo — Ey 1y0)

AE® = (TFT5T5) | )
ijki'j k'

Ty 1)

AE®) sera ici de dimension 8, donnant lieu & des termes & un, deux et trois pseudo-
spins dans I’hamiltonien effectif. On donne a I'annexe A.2 I’expression des interac-
tions effectives résultant de chacun des diagrammes. Une fois sommées sur tous les
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F1G. 4.6 — Ensemble des triplets {abc} de pseudo-spins & considérer pour les inter-
actions a trois pseudo-spins. Seuls les triplets appartenant a un méme tétraedre (du
réseau cfc comme représentés ici) sont a prendre en compte. Ceux-ci correspondent
a des triplets de tétraedres du réseau pyrochlore qui sont reliés par des diagrammes
du type de la figure 4.5. Voir le texte pour 'ordre des pseudo-spins a l'intérieur d’un
triplet.

diagrammes possibles, les interactions effectives étendues a tout le réseau s’écrivent,
en incluant les corrections a l’énergie au deuxieéme ordre (dans la base donnée en
annexe au tableau A.1) :

H 9 J 25
N N(“*?@)
J
J/ 2z T T
L ——TT TrT; 4.4
i :E: 48 +16 (4.4)
(15) 2
+§:—WW———@WMTWO

7 16V3
(i7) yz

1
+ Z al G+ 7 TT+TT) +

16v/3
7'.7 Ty
z z z 1 Zrx z z Z X z X X
+g;ﬁﬂﬂﬂ+g§%ﬂﬂ lf%%T—gﬂﬂﬂ
aoc

ol (ij)gy représente deux plus proches voisins du réseau cfc dans les plans (zy)
et {abc} des triplets de pseudo-spins qui représentent des tétraedres reliés par des
diagrammes du type de celui de la figure 4.5 comme explicité sur la figure 4.6. L’ordre
dans lequel les pseudo-spins apparaissent dans un triplet est déterminé de la fagon
suivante :
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1. a et b appartiennent au méme plan z = const. et z. # z, = 2. 1l reste a
déterminer a et b tels que :

— =

2. — Siz. >z, (abxbc), >0
— —

— Si 2. < 24 (ab x bc), <0

(voir figure 4.6 pour les axes). Par ailleurs, dans I’hamiltonien 4.4 N est le nombre
de pseudo-spins, soit quatre fois le nombre de spins dans le réseau pyrochlore.

4.1.4 Justification des hypotheses

Plusieurs hypotheses ont été faites pour transformer le systeme de spins % sur le

réseau pyrochlore avec interactions antiferromagnétiques entre plus proches voisins
en un systeme de pseudo-spins sur un réseau cfc et obtenir un hamiltonien effectif
entre ces pseudo-spins. Comme on 'a déja dit, des études antérieures [17, 19, 4]
laissent penser que I’état fondamental est un singulet liquide de spins, avec de faibles
longueurs de corrélations ce qui justifit le fait qu’on restreigne ’espace de Hilbert aux
singulets localisés sur un tétraedre. Par ailleurs, ce caractere local laisse penser qu’il
suffit de dériver I’hamiltonien effectif aux ordres les plus bas pour obtenir I’essentiel
des interactions entre ces singulets. En effet, plus 'ordre des perturbations sera élevé
et plus il fera intervenir des interactions entre pseudo-spins distants les uns des
autres. Ceci est confirmé par la décroissance des corrections a ’énergie avec 1’ordre
des perturbations (voir ’énergie par spin, équation 4.6). Ce fait a également été
vérifié en appliquant la méme méthode sur un réseau carré avec interactions entre
seconds voisins : 'hamiltonien au troisieme ordre vaut exactement i de ’hamiltonien
au deuxieme ordre (voir I’annexe A.6 pour plus de détails), ce qui consolide I'idée qu’il
suffit de dériver I’hamiltonien effectif aux ordres les plus bas pour obtenir ’essentiel
des interactions entre pseudo-spins.

L’existence d’un gap entre 1’état fondamental et le premier état triplet, et d’un
grand nombre (continuum ?) d’états singulets dans ce gap laisse espérer que cet
hamiltonien effectif permettra de décrire les excitations dans le systeme en plus de
I’état fondamental.

Une petite vérification du fait que cette approche est adaptée a été de diagona-
liser exactement I’hamiltonien pour 4 pseudo-spins (qui représentent un systeéme de
4 x 4 = 16 vrais spins) et de comparer le spectre avec le spectre obtenu également
en diagonalisations exactes avec 16 spins S = % sur un réseau pyrochlore [18]. La
comparaison est faite sur la figure 4.7. On constate que les énergies de 1’état fon-
damental dans les deux systemes sont relativement voisines. Par ailleurs, le modele
effectif fait apparaitre un certain nombre de singulets dans le gap singulet-triplet.
Ces deux caractéristiques semblent donc confirmer le bien-fondé de ’approche. Tou-
tefois, il ne s’agit pas la d’'une preuve tres forte de la pertinence de 'approche, la
taille des systemes considérés étant tres réduite. En particulier, les dégénérescences
des deux sytemes different, et les états excités ne coincident pas. On attribue ceci a
la trop petite taille des systemes considérés.
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-0.56-- 16 spins

F1G. 4.7 — Comparaison des niveaux d’énergie (énergie par spin) obtenus par diago-
nalisation exacte d’un systeme de 4 pseudo-spins (équivalent & 16 vrais spins) et des
niveaux d’énergie obtenus par diagonalisation exacte d’un systeme de 16 spins sur le
réseau pyrochlore[18]. Tous les états sont des états singulets (S = 0). L’énergie du
premier état S = 1 est marquée en pointillés.

4.2 Traitement de ’hamiltonien effectif

Dans cette section, on résout dans ’approximation du champ moyen I’hamiltonien
effectif obtenu a la section précédente, afin d’en tirer des informations sur la structure
de I’état fondamental du réseau pyrochlore avec des spins %

4.2.1 Champ moyen

11 existe plusieurs facons de résoudre le probleme dans 'approximation du champ
moyen. On commence par chercher des solutions ou la structure magnétique est
décrite par un seul vecteur de propagation. Comme on le verra, on peut trouver
une meilleure solution au probleme en superposant des structures magnétiques a un
seul vecteur d’onde. Une résolution directe en supposant quatre sous-réseaux viendra
confirmer cette derniére solution.

Structures a un seul vecteur de propagation

On commence par chercher des solutions ou la structure magnétique est décrite
par un seul vecteur de propagation. On ne prend ainsi en compte que les interac-
tions entre deux pseudo-spins, et on considerera les interactions a trois pseudo-spins
ultérieurement.

La méthode utilisée est décrite en détail a 'annexe A.3. La structure magnétique
obtenue sera de la forme :
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ol qo est le vecteur de la premiere zone de Brillouin qui minimise 1’énergie :

J3N
ﬁ§|Tq|2>\(%)

avec \(q) la plus petite valeur propre de la matrice “transformée de Fourier des
interactions d’échange” :

E =

%cxcz ﬁ (CxCy — cyc2)
ﬁ (cxcy — cycz) % (cacy + cycz) — 1—120ch

oll ¢q = cos 4%, On se reportera a 'annexe A.3 pour plus de détails.

Dans cette approximation, trois vecteurs qg sont solutions : (27,0,0), (0,27,0)
et (0,0,2m). Les structures correspondante en termes de pseudo-spins sont des ar-
rangements antiferromagnétiques de plans ferromagnétiques qui sont empilés res-
pectivement dans les directions x, y et z. Les directions des pseudo-aimantations
correspondantes sont respectivement :

(T%) = = (T7) =~}
(T7) =0 (T =1}
(1) = (T%) =1

Dans chacune de ces structures, I’énergie par (vrai) spin vaut alors (en prenant
J=J):
E 127

=~ 04 4.
1= Jorg = 04967 (4.5)

A partir des pseudo-aimantations on peut remonter aux fonctions d’ondes en
termes de vrais spins dans le secteur singulet . Ceci présente toutefois peu d’intérét
a ce stade car comme on va le voir on peut construire une fonction d’onde a trois
vecteurs de propagation qui est plus basse en énergie que chacune des solutions a un
seul vecteur de propagation.

Structure triple-q

Pour obtenir les trois solutions ci-dessus, on a seulement pris en compte les termes
a deux pseudo-spins. La valeur moyenne des termes a trois pseudo-spins dans ces
configurations est nulle.

Ces termes a trois pseudo-spins vont favoriser une structure a trois vecteurs
de propagations [39]. En effet, en superposant les trois solutions précédentes, la
valeur moyenne des termes & deux pseudo-spins va augmenter, mais la contribution
des termes a trois pseudo-spins n’est plus nulle et 1’énergie totale de la structure
résultante est plus basse que celle des structures & un seul vecteur d’onde obtenues
précédemment.

Dans cette nouvelle structure, ’énergie par tétraedre vaut :
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FiG. 4.8 — 1l existe trois états dimérisés possibles sur un tétraedre, comme représenté
ci-dessus. La maille magnétique de I’état fondamental contient quatre tétraedres (voir
figure 4.2 par exemple) dont trois sont dans les trois états dimérisés, et le quatrieme
reste désordonné.

3J 9 J?2 25 15 8 J'3
F=_-22_""7_ 2 2 ) (4.6)
2 16 J 192 384 384) J2
9
128

ol on a séparé les contributions a 1’énergie provenant respectivement des termes
constants et des interactions a deux et a trois pseudo-spins. Harris et al. [39] ont
probablement oublié de compter les diagrammes a deux tétraedres au troisieme ordre
gf()s4§ertufbations' (figure A.2.a) si l?ie/n que le “%” dans l’expression 4.6 remplace le
351 de l'expression (13? dans la référence [39].
Pour la limite J = J , ceci donne une énergie par spin :

FE
— ~—-04
2 98J

qui est effectivement plus basse que I’énergie des structures a un seul vecteur de
propagation 4.5.

Cette structure triple-q peut également étre vue comme une structure q = 0
a quatre sous-réseaux de pseudo-spins. Sur ces quatre sous-réseaux, trois ont une
pseudo-aimantation finie, et le quatrieme a une pseudo-aimantation nulle. En fait
sur ce quatrieme sous-réseau on trouve (7T%*) = 0, d’ou 'on peut conclure que ce
sous-réseau est désordonné car il peut étre dans n’importe lequel des deux états |[TY =
i%) sans que cela n’affecte I’énergie. Pour les trois sous-résaux ayant une pseudo-
aimantation finie, on peut obtenir la fonction d’onde correspondante des (vrais) spins.
On trouve alors que chacune des trois directions de la pseudo-aimantation correspond
aux trois fagons possibles de former deux dimeres sur un tétraedre (voir figure 4.8).

Le résultat final de cet étude est que I’état fondamental du réseau pyrochlore de
spins % a une maille élémentaire de quatre tétraedres. Trois de ces tétraedres sont
dans chacun des trois états dimérisés possibles (il existe trois fagons de former deux
dimeres sur chaque tétraedre), tandis que le quatrieme tétraedre reste désordonné
(voir figure 4.8). Cette solution avait en fait déja été obtenue et présentée de fagon
peu claire [39].
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Arguments en faveur de la structure triple-q

La fagon dont la structure multi-q a été obtenue peut paraitre arbitraire. Afin
de consolider cette solution, on a recherché des structures magnétiques qui sont des
combinaisons linéraires des trois structures simple-q et en minimisant 1’énergie par
rapport au poids de chacune des trois solutions. On trouve que la solution de plus
basse énergie est bien celle décrite ci-dessus.

On peut alors se demander si il n’y a pas de “meilleures” solutions au probléeme
(dont I’énergie est plus basse) qui ne sont pas des combinaisons linéraires de ces
trois structures. Afin de répondre partiellement a cette question, on a effectué un
traitement en champ moyen & quatre sous-réseaux. Au lieu de chercher des structures
magnétiques décrites par un vecteur de propagation et un seul site par maille comme
précédemment, on se limite a des structures q = 0, mais avec quatre sites par maille
élémentaire. On minimise alors I’énergie par rapport aux coordonnées des quatres
pseudo-spins de la maille élémentaire. Les détails de la méthode sont donnés aux
annexes A.3.2 et A.3.3. Avec cette nouvelle approche, on retrouve directement la
méme structure triple-q que précédemment (mais cette fois-ci décrite comme une
structure q = 0 avec quatre sous-réseaux).

4.3 Discussion

En prenant en compte les caractéristiques connues du réseau pyrochlore avec des
interactions d’échange antiferromagnétiques entre spins S = % plus proches voisins,
on a dérivé un hamiltonien effectif pour décrire les propriétés magnétiques a basse
température de ce systeme.

On a résolu ’hamiltonien effectif & ’approximation du champ moyen, et on trouve
que le systeme est le siege d’une mise en ordre partielle dans le secteur singulet.

La méme étude a été menée reprise par Tsunetsugu [108]. En prenant en compte
les fluctuations quantiques il a montré que les tétraedres désordonnés a ’approxima-
tion du champ moyen s’ordonnent [109].

Toutes les solutions obtenues en champ moyen, ainsi que 'introduction des fluc-
tuations quantiques qui se base sur ces solutions, ont été obtenues en faisant diffé-
rentes suppositions sur la structure de I’état fondamental. Etant donné la complexité
de I’hamiltonien effectif, il est légitime de se demander si les résultats précédents ne
mériteraient pas d’étre appuyés par une approche plus générale ne faisant pas d’hy-
potheses sur la structure de I’état fondamental. Par exemple des simulations Monté
Carlo du hamiltonien effectif avec des spins classiques, et/ou des diagonalisations
exactes de systemes de tailles finies seraient les bienvenues pour confirmer 1’état
fondamental obtenu ici.

D’autres méthodes d’hamiltoniens effectifs ont été appliquées pour le réseau py-
rochlore de spins % [48, 6] et trouvent des états fondamentaux qui different plus ou
moins de celui présenté ici. Il est difficile de trancher clairement entre ces différents
résultats : on pourrait penser naivement qu’il suffit de comparer les énergies obtenues
par les différentes méthodes pour trouver le “meilleur” état fondamental. Toutefois,
d’une part les différences entre les énergies sont tres faibles, et d’autre part la fagon
de les calculer dépend de la méthode considérée. Par conséquent, méme lorsqu’une
méthode donne ’énergie la plus basse, on n’est jamais certain que cela est lié a
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I’état fondamental correspondant et non un défaut de la méthode qui sous-estime les
énergies. Par ailleurs, ’approche présentée ici ainsi que les autres méthodes d’hamil-
toniens effectifs pour le réseau pyrochlore de spins % [48, 6] ont le défaut de briser
la symétrie de translation du réseau. Autrement dit, on se limite & des fonctions
d’ondes qui seront des produits directs de singulets sur un des deux sous-réseaux
de tétraedres. Par exemple la fonction de corrélation entre deux spins appartenant
a deux tétraedres distincts sera toujours nulle (mais pas les corrélations singulet-
singulet). Cette approche semble donc plus apte & décrire des états du type “valence
bond crystal” que des états ou les singulets résonnent sur tous les tétraedres. Il serait
donc bienvenu de comparer les résultats obtenus ici avec des approches plus aptes a
décrire des états RVB afin de confirmer ou d’infirmer leur bien-fondé.

Si cette approche est pertinente, I’hamiltonien effectif obtenu permettrait d’étu-
dier la structure des excitations singulet-singulet de basse énergie.
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Chapitre 5

Réseau damier
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Dans ce chapitre on s’intéresse a I’hamiltonien de Heisenberg quantique (S:%)
sur le réseau damier. L’intérét pour ce réseau est apparu car il était préssenti comme
un analogue bidimensionnel du réseau pyrochlore (§5.1). On présente (§5.2 et §5.3)
les résultats obtenus avec la méme méthode d’hamiltonien effectif qu’au chapitre
précédent.

Depuis ces résultats, d’autres études ([34, 14, 12] et voir §5.4) ont mis en défaut
les hypotheses de I’approche présentée ici, au moins pour le cas J' = J.

5.1 Un réseau pyrochlore 2D ?

Le réseau damier est représenté sur la figure 5.1. Si les interactions entre deuxiemes
voisins sont égales aux interactions entre plus proches voisins, alors un carré avec in-
teractions entre deuxiemes voisins est identique a un tétraedre du réseau pyrochlore :
chaque spin a trois voisins identiques du point de vue des interactions (voir la figure
5.1 en haut a gauche).

Partant de cette constatation, les réseaux damier et pyrochlore sont tous les
deux des ensembles de tétraedres connectés par leurs sommets et les connections
entre tétraedres sont identiques si on se limite aux premiers voisins d’un tétraedre
(voir la figure 5.1 en haut a droite). Les connectivités entre tétraedres au-dela des
premiers voisins different dans les deux réseaux, mais du fait du caractere “local”
d’un état liquide de spins (les corrélations décroissent tres vite avec la distance), on
peut penser que seul le plus proche voisinage va dicter le comportement du systeme.
Ceci a laissé pensé que le réseau damier était 'analogue a deux dimensions du réseau
pyrochlore. Comme on le verra (§5.4), ce dernier point n’est pas aussi évident que
ces considérations géométriques ne le laissent penser [34, 14, 12].
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FiG. 5.1 — Si on se limite a un tétraedre et son plus proche voisinage, les réseaux
damier et pyrochlore sont analogues. Des différences de comportements apparaissent
dans ces réseaux du fait que le réseau damier peut étre pavé par des entités non
frustrées (les carrés sans interactions entre seconds voisins), ce qui n’est pas possible
dans le réseau pyrochlore (voir §3.3.2 et §5.4).
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F1G. 5.2 — Découpage des interactions en deux types (J et J') et réseau de pseudo-
spins qui en résulte dans la méthode d’hamiltonien effectif.

@ (b) ©

F1G. 5.3 — Les trois types de diagrammes a considérer pour le calcul de ’hamilto-
nien effectif jusqu’au troisieme ordre. Les diagrammes & trois tétraedres (c) n’inter-
viennent qu’au troisieme ordre. Les diagrammes de type (a) aménent des corrections
a l’énergie mais n’introduisent pas d’interaction effective entre pseudo-spins. Voir
I’annexe A.4 pour plus de détails.

5.2 Hamiltonien effectif

La méthode d’hamiltonien effectif utilisée est la méme que celle décrite pour le
réseau pyrochlore a la section 4.1. On se contente de montrer (figure 5.2) la division
des interactions dans le réseau damier en deux types (J et J') et le réseau de pseudo-
spins qui en résulte.

Les détails de la dérivation de ’hamiltonien effectif jusqu’au troisieme ordre des
perturbations sont donnés a ’annexe A.4. On se contente ici de quelques considéra-
tions générales.

Tous les termes au premier ordre des perturbations seront nuls pour la méme
raison que pour le réseau pyrochlore : la valeur moyenne de s;.s; pour i et j deux
spins appartenant a deux tétraedres distincts est nulle. Des le deuxieme ordre des
perturbations, il y aura des corrections a I’énergie et également des interactions effec-
tives contrairement au réseau pyrochlore. L’ensemble des diagrammes a considérer
pour les deuxiéme et troisiéme ordres sont représentés sur la figure 5.3.

Tout calcul fait (voir 'annexe A.4 pour les détails), I'hamiltonien se met sous la
forme :
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H J’
—H? £ gO
JTIQ = HY + JH

ott H? et H®) sont les hamiltoniens effectifs obtenus respectivement aux deuxiéme
et troisieme ordres des perturbations. Si on prend J = J’, ’hamiltonien effectif s’ecrit
dans la base de singulets définie & ’annexe A.1 et avec J = J' :

Ho_ (85 1.,
J 192 247
+ Z iTzT? _ iT?fo _ L(TZT”C + T”"TZ)
& 167 167  16V3
Yy
1 1
—T?T?——TxT“ ——(T7TF + T7T}
+<i%:<16 ST TV )>
+ Z < —TPTE + 16T’UT””>
(i) Ty

1 1
+ D (ﬂTz‘szTlf * 375 (TETF T3 =TT T3) — JTET T >
{ijk}

ou (ij), représente I’ensemble des plus proches voisins dans la direction z (voir figure
5.2 pour la définition des axes) et (ij)sy les seconds voisins (selon les diagonales).
{ijk} est I’ensemble des triplets de pseudo-spins du type de la figure 5.3.c avec i le
pseudo-spin “central”, j celui qui est dans la direction y et k celui qui est dans la
direction x (voir figure 5.3). N est le nombre de pseudo-spins.

De méme que pour le réseaux pyrochlore (équation 4.4), I'hamiltonien effectif
brise la symétrie du réseau et ne respecte pas les symétries de I’hamiltonien de
Heisenberg de départ. Par exemple, la rotation de 5 autour de I'axe z n’est pas
respectée, et les interactions entre plus proches voisins selon 'axe des x et ’axe des
y ne sont pas équivalentes. Ceci est di a notre choix de la base de singulets. Les deux

s

états singulets a un tétracdre ne sont pas invariants par des rotations de 7 autour
de 'axe des z.

5.3 Résolution en champ moyen

5.3.1 Structures a un vecteur de propagation

On commence par résoudre I’hamiltonien en champ moyen en recherchant les
structures décrites par un seul vecteur de propagation et en ne prenant en compte
que les interactions a deux pseudo-spins. Ceci est partiellement justifié par le fait que
le terme de pseudo-champ (77) est faible par rapport aux autres termes. La méthode
est la méme que celle utilisée au paragraphe 4.2.1 pour le réseau pyrochlore et les
détails de la méthode sont décrits a 'annexe A.3.1. L’idée est que I'on arrive a une
expression de 1’énergie de la forme :
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ol qgp est le vecteur de propagation qui minimise A(q), la plus petite valeur propre
de la matrice :

1 2cpcy —Ccp — ¢y % (cz — ¢y)
8 % (co—cy) oty —2cacy

ou ¢o = c0s(gqa).

La solution obtenue est une structure antiferromagnétique (dans espace des
pseudo-spins) : qo = (&m, £7). C’est donc une structure a deux sous-réseaux avec
la pseudo-aimantation dans les direction +z. L’énergie correspondante par pseudo-
spin (en incluant le terme constant mais sans les termes de pseudo-champ et les
interactions a trois pseudo-spins exclus du calcul) vaut —J %. En revenant dans
I’espace des vrais spins, la structure singulet correspondante est une alternance sur
les tétraedres des deux singulets auxquels on s’est restreint pour la représentation de
pseudo-spins (voir 'annexe A.1).

5.3.2 Solutions & deux sous-réseau

De fagon complémentaire & la méthode de champ moyen utilisée ci-dessus, on a
recherché des solutions a deux sous-réseaux en prenant en compte tous les termes
(& un, deux, trois pseudo-spins) de I’hamiltonien. La solution trouvée est peu diffé-
rente de celle trouvée au paragraphe 5.3.1. Les pseudo-spins acquierent une faible
composante selon z die aux interactions a trois corps en méme temps que le pseudo-
champ induit une faible composante selon la direction z pour tous les pseudo-spins
par rapport a une structure antiferromagnétique idéale.

La structure d’états singulets trouvée au paragraphe 5.3.1 est donc légerement
modifiée du fait de la prise en compte des interactions a un et trois corps.

5.4 Damier # pyrochlore 2D

L’approche de I’hamiltonien effectif utilisée ici se base sur plusieurs hypotheses
détaillées a la section 4.1. Une des limitations est que I’on restreint I’espace de Hilbert
aux états singulets produits directs de singulets a un tétraedre. En I’abscence de toute
étude antérieure sur le réseau damier, et par analogie avec le réseau pyrochlore, cette
hypothese semblait justifiée. D’autres approches [34, 14, 12] ont en fait montré que
I’état fondamental du réseau damier avec des spins % est un valence bond crystal (voir
§3.3.2). L’état fondamental du réseau damier est donc a une bonne approximation
pres un produit direct de singulets sur les carrés sans interactions entre seconds
voisins (figure 3.1 page 22). Cette structure ne fait pas partie des états singulets
auxquels on est restreint dans la méthode d’hamiltonien effectif. Cette méthode ne
peut donc pas décrire correctement le réseau damier. La comparaison des énergies de
I’état valence bond crystal et de ’état obtenu avec la méthode d’hamiltonien effectif
confirme ce fait : I’état valence bond crystal est plus bas en énergie.
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Les résultats obtenus ici sont néanmoins valables dans la limite J' < J et pro-
bablement jusqu’a une certaine valeur critique finie de J'.
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Troisieme partie

Interactions
Dzyaloshinsky-Moriya dans les
réseaux kagomé et pyrochlore
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Chapitre 6

Généralités sur ’interaction
Dzyaloshinsky-Moriya
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6.1 Introduction

L’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya est une interaction d’échange entre deux
moments magnétiques Sy et So qui est de la forme :

HDM = D12.<Sl X SQ) (6.1)

ol Djs est un vecteur qui définit l'interaction. L’expression 6.1 change de signe si
I’on permute les spins S1 et So, et I'interaction Dzyaloshinsky-Moriya est également
appellée interaction antisymétrique. Il s’ensuit que Do = —Do;.

Ce terme est en général faible par rapport aux interactions d’échange isotropes
du hamiltonien de Heisenberg : JS;.Sso, mais il peut étre indispensable d’en tenir
compte afin d’expliquer la structure magnétique de certains composés. L’interaction
6.1 favorise un ordre magnétique ou les spins S; et So sont dans le plan perpendicu-
laire & D19, perpendiculaires entre eux et tels que S1, So et Do forment un triedre
indirect comme représenté sur la figure 6.1. On a également représenté sur cette
figure la facon dont cette interaction modifie un ordre antiferromagnétique imposé
par une interaction d’échange isotrope : JS1.So avec J > 0.
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F1G. 6.1 — Type d’ordre induit par l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya seule, et le
cas plus réaliste ou elle perturbe I'ordre, ici antiferromagnétique, du au couplage de
Heisenberg.

L’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya a été introduite pour la premiere fois par
Dzyaloshinsky de fagcon phénoménologique et avec des arguments de symétrie [30].
Il a montré que le ferromagnétisme faible qui était observé expérimentalement dans
certains composés essentiellement antiferromagnétiques, comme a—FeoO3 était bien
expliqué par une structure magnétique ou chaque spin est presque anti-aligné avec
ses voisins. L’écart a la structure antiferromagnétique parfaite consiste en une légere
inclinaison de tous les spins dans la méme direction, ce qui donne naissance a un
faible moment ferromagnétique (voir figure 6.1 ou le cas similaire de LagCuO4 au
paragraphe 6.5.1). Il a montré que cette structure est compatible avec les symétries
du cristal, et qu’elle est dlie a une interaction antisymétrique qui apparait dans le
dévoloppement de 1’énergie libre en respectant les symétries du cristal.

6.2 Origine microscopique

Moriya [79, 80] a été le premier & expliciter un mécanisme microscopique possible
qui soit a lorigine de cette interaction. Pour cela il a repris le formalisme de calcul
des interactions de super-échange d’Anderson [3] en y incluant le couplage spin-
orbite. Il a montré qu’apparaissaient alors trois types de termes dans ’hamiltonien
magnétique :

H = JS1.S2 + D15.(S1 x S3) + SiT'S» (6.2)

ou le premier terme est le couplage de super-échange isotrope, le second terme 'inter-
action de Dzyaloshinsky-Moriya ou de super-échange anti-symétrique et le troisieme
terme 'interaction de super-échange symétrique anisotrope, I' étant une matrice sy-
métrique.

L’approche de Moriya est valable pour des systémes a magnétisme localisé et ou
le couplage spin-orbite est faible, celui-ci étant pris en perturbation dans ce calcul.
Certains oxydes d’ions de transition par exemple rentrent dans cette catégorie.

L’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya n’est pas limitée a ce type de systemes.
Smith [104] a mis en évidence un mécanisme microscopique qui est a l'origine d’in-
teractions anisotropes dans des systemes métalliques avec des moments magnétiques
localisés couplés aux électrons de conduction. De méme que dans ’approche de Mo-
riya, le couplage spin-orbite est un ingrédient essentiel a ’apparition d’anisotropies
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dans les interactions. Ces versions anisotropes des interactions RKKY ont été appli-
quées au composé verre de spins CuMn pour expliquer I’évolution de ses propriétés
magnétiques avec le dopage en impuretés non magnétiques mais pour lesquelles le
couplage spin-orbite est important (Au, Pt) [32, 62].

6.3 Arguments de symétrie, regles de Moriya

Comme on vient de le voir, le couplage spin-orbite est un ingrédient essentiel a
I’existence d’interactions de Dzyaloshinsky-Moriya. Ceci est vrai pour les interactions
anisotropes en général, et nous allons donner quelques arguments pour éclaircir ce
point.

Les hamiltoniens que l'on considere sont des hamiltoniens effectifs sur les va-
riables de spins pour des systemes ou les degrés de liberté orbitaux sont gelés. Le
fait que I'énergie dépende des variables de spins n’est pas da a 'interaction “directe”
entre spins, mais résulte de la prise en compte des interactions coulombiennes entre
électrons et du principe de Pauli. Le spin intervient uniquement pour spécifier com-
pletement ’état quantique d’un électron, et c’est cet état (orbite + spin) qu'il faut
considérer dans le principe de Pauli.

Considérons un systeme sans couplage spin-orbite. Dans ces conditions, I'infor-
mation “utile” est de savoir si deux électrons sont ou pas dans le méme état de spin
(alignés ou anti-alignés). L’expression S1.So contient cette information et I’énergie
du systeme dépendra donc uniquement de S;.Ss.

L’argument précédent peut prendre une forme plus rigoureuse si on impose a
I’hamiltonien d’étre invariant par le groupe de symétrie du systeme considéré. En
I’absence de couplage spin-orbite, les degrés de liberté de spins et orbitaux sont
découplés, et seuls ces derniers sont couplés au réseau cristallographique via les in-
teractions coulombiennes avec les électrons sur les autres sites. L’espace des spins est
donc isotrope, et tout terme de ’hamiltonien doit étre invariant par rotation autour
de n’importe quel axe. Seuls des fonctions f(S;1.S2) répondent a cette exigence et
donc la seule forme acceptable de I'hamiltonien est H(S;.S2).

Dans le cas d'un systéme avec un couplage spin-orbite, les degrés de libertés de
spins sont couplés aux degrés de libertés orbitaux qui a leur tour sont couplés au
reste du réseau cristallographique via les interactions coulombiennes. L’espace des
spins n’est alors plus isotrope et ’hamiltonien pourra dépendre de termes autres que
S1.S,.

Ceci étant, ’hamiltonien doit quand méme étre invariant par les symétries du
cristal, ce qui va imposer des contraintes sur les termes d’interactions possibles. Plus
précisément, les seuls vecteurs D qui peuvent exister dans un systéeme sont ceux
qui laissent invariante ’expression D.(S; x S2) lorsqu’on applique les opérations
de symétrie qui laissent le cristal invariant. Cette idée est a ’origine des regles de
Moriya [80] que 'on rappelle ici. Soient A et B deux sites magnétiques et C le milieu
du segment [AB] :

— Si C est un centre d’inversion alors D = 0

— Si le plan perpendiculaire & [AB] passant par C est un plan mirroir, alors D

appartient a ce plan
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— Si un plan contenant A et B est un plan mirroir, alors D est perpendiculaire a

ce plan

— S'il existe un axe de rotation d’ordre deux perpendiculaire a [AB] en C, alors

D est perpendiculaire a cet axe

— Si (AB) est un axe de rotation d’ordre n, D est parallele a (AB)

Pour établir ces regles, il suffit de voir comment 'expression D.(S1 x S2) se
transforme sous les opérations de symétrie du systeme puis de ne garder que les
vecteurs D pour lesquels cette expression est invariante. A titre d’exemple, on va
établir la deuxieme regle (elle sera utile sur le réseau kagomé) : soit (xy) un plan
tel que le systéeme est invariant par réflexion par rapport a ce plan. L’hamiltonien
doit donc étre invariant par 'opération de symétrie S, — —5,. Seuls les vecteurs D
ayant une composante selon z satisfont cette condition puisqu’ils donnent lieu a un
hamiltonien de la forme D, (S;S, — SyS;) qui ne fait pas intervenir les composantes
S.. Au contraire, les composantes D, et D, font intervenir S, donnant lieu a des
termes non invariants (et donc inacceptables) par la symétrie par rapport au plan

(xv).

6.4 Ordres de grandeurs

Traditionnellement on classe les interactions de super-échange de ’hamiltonien
6.2 dans l'ordre d’importance suivant : JSi1.S2, Dj2.(S; X Sg) puis Sif.Sj. Cet
ordre vient du formalisme de Moriya ou le couplage spin-orbite est pris en compte en
perturbation dans un calcul microscopique pour dériver ces différentes interactions
qui apparaissent respectivement a l'ordre 1, A, et A\2. L’image classique est de dire
que l'ordre magnétique est essentiellement antiferromagnétique imposé par ’échange
isotrope J. On suppose que le réseau est bipartite, donc la structure magnétique
est colinéaire, avec deux sous-réseaux de sens opposés. L’effet de 'interaction de
Dzyaloshinsky-Moriya entre deux sites de cette structure est alors de les rendre
légerement non colinéaires. La somme des deux moments magnétiques n’est alors
plus nulle, et ceci peut donner naissance a un ferromagnétisme faible au niveau
du cristal entier, selon les orientations relatives des différents vecteurs D. Le plan
défini par les deux moments magnétiques est perpendiculaire au vecteur D, mais la
direction des moments dans ce plan est laissée libre en général. Il est de coutume
alors de dire que le seul effet des couplages anisotropes symétriques est de fixer la
direction des moments dans ce plan.

Shekhtman et al [99] ont remis en cause le classement par ordre de grandeur
ci-dessus. Pour cela ils soulignent le fait que les ordres de grandeur des anisotropies
effectives sur les moments magnétiques sont respectivement de 'ordre de D72 et T
pour les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya et 1’échange symétrique anisotrope.
Comme D o X et I' oc A2, les anisotropies symétriques et anti-symétriques sont du
méme ordre (oc A2).

Il est & noter que leur raisonnement tient au fait que le super-échange isotrope J
impose une structure antiferromagnétique colinéaire, ce qui est mis en défaut dans
certains systemes, dont les réseaux kagomé et pyrochlore. A titre d’exemple, dans le
cas ou les interactions d’échange antiferromagnétiques favorisent une structure pla-
naire ou les spins sont a 120° les uns des autres, et avec un vecteur D perpendiculaire
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Fic. 6.2 — L’interaction Dzyaloshinsky-Moriya comme origine du ferromagnétisme
faible (LagCuQy). Tous les spins (fleches pleines) ont une méme composante selon la
direction perpendiculaire au réseau. Avec ces vecteurs D (fleches creuses), 'ordre des
spins dans les produits vectoriels est celui dans lequel ils apparaissent en tournant
dans le sens trigonométrique dans les carrés.

au plan de la structure, ’anisotropie die a ’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sera
de 'ordre de D et non D72 comme dans une structure colinéaire. Ceci justifie qu’on
ne prenne pas en compte par la suite les couplages symétriques anisotropes, dont
les effets seront effectivement plus faibles que ceux de l'interaction Dzyaloshinsky-
Moriya.

6.5 Types d’ordre induits par ’interaction
Dzyaloshinsky-Moriya

6.5.1 Réseau bipartite

Le composé LayCuQy4 a été I'objet de nombreuses études car il devient supra-
conducteur a haute température critique sous dopage. Du point de vue magnétique,
les plans de CuO sont découplés, et 'interaction principale entre les spins S = %
des ions de cuivre est antiferromagnétique. L’interaction Dzyaloshinsky-Moriya a été
invoquée dans ce composé pour expliquer le ferromagnétisme faible observé expéri-
mentalement. Coffey et al [26] ont déterminé & partir des symétries du cristal les
vecteurs D possibles. Une de ces possibilités donne effectivement lieu a un ferroma-

gnétisme faible, comme représenté sur la figure 6.2.

6.5.2 Réseaux frustrés

L’état fondamental du réseau triangulaire avec interactions antiferromagnétiques
entre plus proches voisins est un état ordonné ou les spins sont a 120° les uns des
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autres. La maille magnétique contient trois sites, et I’ordre magnétique se propage se-
lon un vecteur d’onde q = 0 (toutes les mailles magnétiques sont identiques). Dans
cet état, aucune chiralité n’est favorisée, un triangle sur deux étant dans chacune
des deux chiralités possibles. Plumer et al [85] ont montré que grace au couplage
magnéto-électrique, 'application d’un champ électrique donnait lieu a une interac-
tion entre spins qui a la méme forme que l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya.
L’application du champ électrique selon différentes directions de 1’espace donne lieu
a différents couplages de Dzyaloshinsky-Moriya. Selon le cas considéré, il peut ap-
paraltre un ordre incommensurable, ou bien une chiralité peut étre favorisée par
rapport a 'autre.

Les effets de 'interaction Dzyaloshinsky-Moriya ont été étudiés sur d’autres sys-
téemes magnétiques géométriquement frustrés ou I’état fondamental est désordonné,
par exemple le modele J; — Ja sur le réseau carré pour des spins S = % [112]. Dans
ce systeme, un état liquide de spin est prédit pour des couplages 0.4 < i—f < 0.6.
Voigt et Richter [112] ont montré que les interactions Dzyaloshinsky-Moriya vont dé-
caler cette plage de couplages et également induire des corrélations anisotropes par
opposition a I’état liquide de spins du modele de Heisenberg pur. Selon I'interaction
Dzyaloshinsky-Moriya considérée, il apparait ou pas un faible moment ferromagné-
tique.

Dans tous les cas, 'ordre magnétique reste dominé par les interactions d’échange
isotropes et les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya se manifestent par de légers
écarts a la structure obtenue avec des interactions isotropes. Dans ces systemes, la
frustration ne change pas notablement I'influence de I'interaction de Dzyaloshinsky-
Moriya sur la structure magnétique, et ses conséquences sont similaires a celles ob-
servées sur des réseaux non frustrés (voir 6.5.1).

6.5.3 Systemes fortement frustrés

L’étude de l'interaction Dzyaloshinsky-Moriya sur les réseaux kagomé et pyro-
chlore est I'objet des chapitres 7 et 8. Nous verrons alors que son role (sous réserve
qu’elle soit présente dans les composés) est primordial pour la détermination de la
structure magnétique. La raison pour cela est simple : dans les réseaux frustrés tels
que le réseau triangulaire, la frustration n’empéche pas 'ordre magnétique de s’éta-
blir (ordre de type Néel dans le cas du réseau triangulaire), et ’état fondamental
n’est pas dégénéré. L’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya étant faible, elle ne peut
que modifier légérement cette structure, mais ne pourra pas en stabiliser d’autres
défavorables du point de vue de I’échange isotrope. Dans les réseaux kagomé et py-
rochlore, les interactions d’échange laissant un nombre macroscopique d’états fonda-
mentaux dégénérés, il reste plus de degrés de libertés sur lesquels les interactions de
Dzyaloshinsky-Moriya vont pouvoir agir, et éventuellement lever la dégénérescence.

6.6 Une symétrie cachée

Kaplan [54] a montré que les termes d’interactions entre deux sites dans un hamil-
tonien de Hubbard avec couplage spin-orbite peuvent s’écrire comme des interactions
entre deux sites sans couplage spin-orbite griace a une transformation de jauge “lo-
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cale”. Il a essentiellement considéré cette symétrie cachée et ses conséquences a une
dimension, avec un hamiltonien & une seule bande.

Les mémes arguments ont été repris par Shekhtman et al [99] dans le cadre du
formalisme de Moriya. En prenant en compte l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya
et les interactions de super-échange symétrique anisotrope, I’hamiltonien magnétique
s’écrit :

HR,R) = %(ZPS(R).S(R’)+2bca.(S(R)xS(R’))+

+C?{2[d.S(R)].[d.S(R")] — S(R).S(R")}) (6.3)

ou U, b et C sont des parametres microscopiques qui sont sans importance pour
les considérations ci-dessous (on peut les relier & J, D et I' par identification des
expressions 6.2 et 6.3) et d est le vecteur unitaire dans la direction de D.
L’expression 6.3 peut s’écrire sous la forme d’un produit scalaire de deux spins
S'(R) et S'(R) obtenus par rotation de S(R) et S(R') autour de d d’un angle

respectivement 6 et —f avec tanf = % :

|DRR/’2 S,(R) S/(R/)
4JrR/ '

Il est toujours possible d’effectuer cette rotation pour deux spins, mais un méme
site interagit avec plusieurs de ses voisins, et il peut alors y avoir incompatibilité
entre les différentes rotations ol un méme spin est impliqué, auquel cas on ne re-
trouve pas de symétrie cachée. Dans le cas ou le réseau cristallographique permet
d’effectuer ces rotations sur tous les sites a la fois, on retrouve donc un systeéme iso-
trope. Une condition nécessaire a ’apparition d’anisotropies dans le systéme a cause
d’interactions anisotropes est donc que cette transformation sur le réseau entier soit
impossible.

Shekhtman et al soulignent également que la direction de d est un axe principale

HR,R) = <JRR/ +

de la matrice I' comme on le voit sur 'expression 6.3 et que les deux autres valeurs
propres associés aux deux autres axes principaux sont identiques. En conséquence,
les interactions symétriques anisotropes (I') ne peuvent pas produire d’anisotropie
dans le plan perpendiculaire & D. Ceci remet en cause I'image “classique” (voir 6.4)
que l'on a sur les roles des différents termes anisotropes dans ’hamiltonien.

Dans les systemes auxquels nous nous intéressons par la suite, les rotations men-
tionnées ci-dessus ne sont pas réalisables, et les interactions anisotropes induiront
des anisotropies dans le systeme.
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7.1 Introduction

Deux raisons principales ont motivé 1’étude de l'interaction de Dzyaloshinsky-
Moriya sur le réseau kagomé. Du point de vue théorique, il est intéressant de se
demander si l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya peut déstabiliser ou pas 1'état
liquide de spins prédit sur le réseau kagomé avec des interactions antiferromagné-
tiques entre premiers voisins. En effet, c’est une interaction en général faible, mais
qui pourrait avoir des conséquences assez importantes sur I'ordre magnétique, (voir
§3.1.3).

Par ailleurs, ’étude de I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya dans le réseau ka-
gomé a été motivée par des résultats expérimentaux sur des composés de la famille
des jarosites [116]. Dans ces composés, I'observation d’une transition de phase vers un
état ordonné de type Néel indiquait clairement que la phase magnétique a basse tem-
pérature ne pouvait pas étre décrite par les seules interactions antiferromagnétiques
entre plus proches voisins. En revanche, les phases magnétiques a basse température
de plusieurs jarosites dont certaines présentent un ferromagnétisme faible, peuvent
étre expliquées par des interactions de Dzyaloshinsky-Moriya.

L’étude de I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sur le réseau kagomé est construite
de la fagon suivante : on commence par quelques arguments de symétrie en appli-
quant les regles de Moriya au réseau kagomé et pour les composés jarosites (§7.2) puis
on présente pour ces deux systemes un calcul microscopique qui permet de dériver
I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya (§7.3). On passe ensuite a 1’étude des proprié-
tés magnétiques de ces systémes a travers une approche en champ moyen (§7.4) et
par simulations Monté Carlo (§7.5). Un développement en ondes de spins a permis
de sonder 'effet des fluctuations quantiques dans ces systemes et est présenté a la
section 7.6. Enfin, la structure cristallographique des jarosites, les structures magné-
tiques qui y sont observées expérimentalement ainsi que le lien avec les interactions
Dzyaloshinsky-Moriya sont discutés (§7.7).

Convention

Dans toute la suite du chapitre on prend la convention suivante pour 'interaction
de Dzyaloshinsky-Moriya : 1’ordre des spins dans les produits vectoriels est celui
dans lequel ils apparaissent en tournant dans le sens trigonométrique a l'intérieur
des héxagones. Ceci ne restreint en rien les interactions considérées, mais revient a
choisir pour une interaction donnée entre les deux expressions égales : D12(S; x Sg) =
D21 (S2 x S1). Par ailleurs, une fois fixée l'interaction entre deux spins, toutes les
interactions entre les autres paires de spins s’en déduisent par les symétries du réseau.
En pratique il suffit de considérer ’axe de rotation d’ordre 3 passant par le centre
des triangles et le centre d’inversion que constitue chacun des sites du réseau. Ces
deux symétries permettent de “propager” le vecteur D une fois que 'on a fixé une
interaction entre deux spins. Il apparait qu’avec la convention choisie pour 'ordre
des produits vectoriels, la composante z des vecteurs D est toujours la méme. Des
lors il sera commode de parler du cas ou D, > 0 qui correspondra au cas ou tous les
vecteurs D pointent vers le lecteur et du cas ou D, < 0.
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7.2 Application des regles de Moriya

Les regles de Moriya (voir §6.3 et [80]) traduisent le fait que I’hamiltonien doit
étre invariant par les opérations de symétrie qui laissent le systéme invariant. Elles
permettent selon les cas d’affirmer que l’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya est
interdite par symétrie dans le systeme ou de restreindre les vecteurs D possibles a
une région de 'espace (un plan, une droite. .. ).

7.2.1 Réseau kagomé

Deux des regles de Moriya nous donnent des informations utiles sur D :
— le milieu de deux sites n’est pas un centre d’inversion pour le réseau, donc il
peut exister une interaction de Dzyaloshinsky-Moriya dans le réseau kagomé.
— le plan du réseau est un plan miroir donc le vecteur D est perpendiculaire au
plan du réseau.
Finalement, pour le réseau kagomé seuls deux cas d’interactions Dzyaloshinsky-
Moriya peuvent se présenter qui correspondent aux deux sens possibles dans la di-
rection perpendiculaire au plan du réseau.

7.2.2 Symétrie des jarosites

Dans des composés réels, les sites magnétiques forment des plans kagomé, mais il
y a également d’autres atomes non magnétiques dans le cristal. Ces atomes peuvent
étre responsables du champ cristallin sur les sites magnétiques, et les interactions de
super-échange entre sites magnétiques se font via ces sites non magnétiques. Il faut
donc les prendre en compte lorsqu’on cherche a déterminer les symétries du systeme
pour appliquer les regles de Moriya. Considérons de plus prés le cas des jarosites
dont la structure cristallographique est décrite au paragraphe 7.7.1 (page 81) : le
plan du réseau kagomé n’est plus un plan de symétrie, mais le plan médiateur entre
deux sites en est un. Les regles de Moriya imposent alors que D appartienne a ce
plan.

7.3 Dérivation microscopique

Dans cette section on fait explicitement le calcul de I'interaction de Dzyaloshinsky-
Moriya selon la méthode utilisée par Moriya [79, 80] avec un jeu de parametres micro-
scopiques (orbitales, champ cristallin. .. ) qui respecte la symétrie du réseau kagomsé.
Ce calcul est également fait avec des parametres microscopiques qui sont inspirés de
la structure cristallographique des composés jarosites.

Deux raisons font que les résultats de ces calculs ne sont pas exploitables quan-
titativement : d’une part le calcul n’est faisable que sous certaines hypotheses (voir
7.3.1), et celles-ci ne sont en général pas toutes satisfaites, le point le plus délicat
étant qu’on ne prend en compte qu'un seul électron par site. D’autre part, on controle
assez peu les parametres microscopiques dont dépend le vecteur D, si bien qu’on ne
peut en avoir qu’'une estimation tres approximative.

En fait I'intérét principal de ce calcul est de montrer qu’il existe des parametres
microscopiques “relativement” proches de ceux des composés jarosites pour lesquels
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Pinteraction de Dzyaloshinsky-Moriya n’est pas nulle. En effet, les régles de Moriya
[80] ne faisaient que restreindre les vecteurs D possibles a ceux autorisés par la
symétrie du réseau, mais ne sont pas une preuve de l’existence d’une interaction de
Dzyaloshinsky-Moriya.

Les hypotheses du calcul et son principe sont rappellés au paragraphe 7.3.1, et
celui-ci est effectué pour le réseau kagomé au paragraphe 7.3.2 puis pour les composés
jarosites au paragraphe 7.3.3.

7.3.1 Hypotheses et principe du calcul

On rappelle ici les hypotheses liées a l'utilisation du formalisme d’Anderson [3]
pour le calcul d’interactions de super-échange, et de son extension par Moriya [79, 80|
pour y inclure le couplage spin-orbite.

Formalisme d’Anderson pour le super-échange

L’interaction de super-échange est une interaction d’échange entre deux sites
magnétiques via les états électroniques d’un troisieme site non magnétique. Ceci est
schématisé sur la figure 7.1.

Dans le formalisme d’Anderson, on suppose que les moments magnétiques sont
localisés, et que chaque site magnétique porte un seul électron. Par ailleurs, pour
simplifier le calcul, on suppose que le champ cristallin leve entierement la dégénéres-
cence orbitale de I’état fondamental de chaque ion magnétique, et il ne reste donc
que la dégénérescence de spin de Kramers. Ce champ cristallin est dii & I’environne-
ment diamagnétique, et les états électroniques que ’on va considérer prennent donc
déja en compte toutes les interactions des ions magnétiques avec leur environnement
diamagnétique. L’essentiel du calcul consite alors a prendre en compte les interac-
tions entre sites voisins, ce qui résultera en un hamiltonien magnétique effectif de
super-échange. Ces interactions donnent lieu & des termes de sauts entres sites t?}m/
(voir hamiltonien 7.2) et sont supposés faibles devant I’énergie Coulombienne si 1’on
met deux électrons sur un méme site (notée U par la suite), si bien que I'on peut les
prendre en compte en perturbation. Ce mécanisme est représenté sur la figure 7.1.
On y voit que les sauts entre sites a prendre en compte ne seront pas les mémes selon
Iorientation relative des deux spins a cause du principe de Pauli. Ceci implique que
I’énergie va dépendre de l'orientation relative des spins, ce que traduit I'hamiltonien
magnétique :

H =JS:.S,

Couplage spin-orbite

L’extension de Moriya consiste a prendre en compte le couplage spin-orbite pour
construire les états sur chaque site. En pratique, celui-ci est supposé faible par rap-
port au champ cristallin et est pris en compte en perturbation.

Cette approche est pertinente pour des orbitales magnétiques localisées si le cou-
plage spin-orbite est faible. Elle peut par exemple s’appliquer a des oxydes de métaux
de transition, mais pas au magnétisme des terres rares ou le couplage spin-orbite n’est
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Site magnétique Site magnétique

Fig. 7.1 — Interactions de super-échange : mécanisme microscopique et formalisme
d’Anderson. Les états considérés sur le schéma de droite tiennent compte de I’en-
vironnement non magnétique des sites magnétiques (champ cristallin). Les sauts en
pointillés ne seront autorisés que pour des spins anti-paralleles (en I’abscence de
couplage spin-orbite), d’out des énergies différentes pour des spins paralleles et anti-
paralleles.

pas faible devant le champ cristallin, ni a des systéemes ou le couplage magnétique
est du a des interactions RKKY.

7.3.2 Kagomé simple

On effectue ici le calcul pour un champ cristallin qui respecte la symétrie du
réseau kagomé, en particulier, le plan du réseau reste un plan de symétrie.

Les fonctions d’ondes

On se place dans le cas ou les orbitales magnétiques sont des orbitales d (1=2)
et on négligera l'influence des autres orbitales, supposant que les niveaux d’énergie
atomiques sont bien séparés. S’inspirant du cas des jarosites, on va introduire un
champ cristallin & symétrie octaédrique “déformée” (voir ci-apres “Etats sur un site”).
Les fonctions propres de I'hamiltonien de champ cristallin sont donc les e;—t2, avec
lesquelles on effectuera le calcul. Par contre le couplage spin-orbite, AL.S, s’écrit plus
facilement dans la base des Y3, fonctions propres de L? et L.. Les deux familles de
fonctions d’ondes et le passage de I'une a I’autre sont donnés en annexe B.1.1. On
trouvera la matrice de couplage spin-orbite écrite dans ces deux bases dans I’annexe
B.1.2.

Etats sur un site

On commence par obtenir les états sur les sites 1 de la figure (7.2), ceux des sites
2 et 3 seront obtenus par rotation de i%’r autour de 'axe Z.

On introduit le champ cristallin représenté sur la figure 7.3. Dans les composés
tels que les jarosites (voir section 7.7.1), ce champ cristallin sur les sites magnétiques
est dli aux atomes d’oxygenes formant un octaedre autour des ions magnétiques.
Pour un octaedre parfait, les trois orbitales o4 seraient dégénérées, ce qui n’est pas
le cas dans le schéma de champ cristallin que 'on considére (figure 7.3). Ce choix
simplifie les calculs et est justifié par le fait que les octaédres d’oxygenes dans les
jarosites sont légerement déformés, ce qui peut lever la dégénérescence des orbitales
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F1G. 7.2 — Trois types de sites sur le réseau kagomé. Les axes de champ cristallin des
trois sites s’obtiennent par rotation de :i:%7r autour de 'axe Z.

tag. Ce champ cristallin est tout a fait arbitraire pour ce qui est des séparations des
niveaux (A; et Ag) qui de toute fagon resteront des parametres dans ’expression
finale des vecteurs D que l’on va obtenir.

Les 2 orbitales e, sont supposées ici infiniment hautes en énergie. On peut égale-
ment considérer qu’elles sont infiniment basses en énergie, et occupées chacune par 2
électrons de spins opposés. Dans le cas ol ce schéma de champ cristallin est celui créé
par un octaedre d’atomes d’oxygenes sur des électrons, les 2 orbitales eg seront plus
hautes que les tog. Cette hypotheése supplementaire permet d’obtenir des expressions
pour les vecteurs D un peu plus simples mais n’est pas essentiel pour la conduite du
calcul.

On commence par prendre en compte le couplage spin-orbite en perturbation au
premier ordre. Si on note [¢) les trois états non perturbés tog et [1;) les états que
I'on prendra comme point de départ pour introduire les termes de sauts entre sites
diis au recouvrement de leurs orbitales, on a :

S 0
i) = |97) + Z L W)) (7.1)

J#i E; 3
Les E? — E]Q sont données par les séparations de champ cristallin supposées
grandes devant le couplage spin-orbite.
Etats sur les sites 2 et 3

Les états sur les sites 2 et 3 sont obtenus par rotation de :l:%7T des états sur le
site 1. Les matrices de rotation autour de ’axe Z pour les parties orbitales et de spin
des fonctions d’ondes sont données a 'annexe B.1.3
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F1G. 7.3 — Niveaux de champ cristallin. Les axes x, y et z correspondants pour chaque
site sont représentés sur la figure 7.2

Sauts entre sites

Les états obtenus jusqu’a présent (les |1;) de ’équation 7.1) sont des états ato-
miques qui prennent en compte l’environnement diamagnétique (le champ cristallin)
et le couplage spin-orbite. Un électron dans un tel état est sensible au champ élec-
trique des noyaux des atomes sur les autres sites. Cette influence décroit rapidement
avec la distance, et en pratique on se limite a la perturbation d’un état atomique par
les noyaux des atomes plus proches voisins. Celle-ci est prise en compte en introdui-
sant un terme de saut entre plus proches voisins :

Ho= Y t7™al  ajmwo (7.2)
igmm’o

ou i et j indicent les différents sites, m et m’ les orbitales et ¢ le spin. L’expression
des t?}m/ et la facon dont on les évalue en pratique sont détaillés a 'annexe B.1.4.

L’action de 'hamiltonien 7.2 est représentée sur la figure 7.1. On va prendre en
compte en perturbation ces termes de sauts. Ceci est justifié par le fait que I’énergie
coulombienne U d’un état “excité” (ou deux électrons sont sur un méme site) est
grande devant les énergies des états non perturbés (un électron par site). On calcule
les corrections a 1’énergie au deuxiéme ordre des perturbations sur des états qui sont
dégénérés, et selon la procédure habituelle, on obtient une “matrice des énergies”.
La dégénérescence des états de départ provient uniquement des degrés de liberté de
spins (on a entierement levé les dégénérescences orbitales avec le champ cristallin), et
on va traduire cette matrice des énergie sous forme d’opérateurs de spins. On donne
en annexe plus de détails sur la prise en compte du terme de sauts (voir B.1.4) ainsi
que sur la correspondance entre la matrice des “énergies” et I’hamiltonien magnétique
(voir B.1.5).

Tout calcul fait, on obtient pour I’hamiltonien magnétique :
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F1G. 7.4 — Les axes z des champs cristallins sont 1égerement inclinés vers I'extérieur
des triangles d’un angle a.

H=JS1.S9 + D.(Sl X SQ) (73)
1
J = o ((ddrm) - 3(dds))?
Dy = _;U\/fl ((ddr) — 3(dd6)) ((ddr) + (ddo)) (7.4)

Dx =Dy = 0

ou (ddo), (ddm) et (ddd) sont une fagon de paramétrer les sauts entre les orbitales
(voir I'annexe B.1.4 et [103]). Ceci est le résultat pour toutes les paires de spins,
a condition de toujours prendre les spins dans les produits vectoriels dans ’ordre
ou ils apparaissent en tournant dans le sens trigonométrique a l'intérieur des héxa-
gones. Comme il se doit, ce vecteur D est conforme aux regles de Moriya : il est
perpendiculaire au plan du réseau.

7.3.3 Composés jarosites

Afin de mieux reproduire le champ cristallin dans les jarosites (voir section 7.7),
on reprend le calcul précédent avec un champ cristallin dont I'axe z est 1égerement
incliné d’un angle « vers l'extérieur des triangles (ou vers l'intérieur, un triangle sur
deux), comme on peut le voir sur la figure 7.4.

Le calcul est identique au cas ou les axes de champ cristallin ne sont pas inclinés
mis a part que les états de départ sur le site 1 doivent étre tournés d’un angle «
autour de 'axe x avant de poursuivre le calcul de fagon identique. En effet, ce sont
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cette fois les e; — tg, relatifs aux axes inclinés qui sont états propres de I’hamiltonien
de champ cristallin. Les calculs sont plus lourds a mener en pratique, mais cette
rotation n’ajoute aucune difficulté de principe. La matrice de rotation autour de
I'axe = est donnée dans ’annexe B.1.6 :

Tout calcul fait, on retrouve bien entendu la forme 7.3 de I’hamiltonien avec :

J o= gpfil@)
DY = —2536)\Usm(2a)f1( )(%?)—i-%((dd&)—(dda)))
D) = _D—\g
20[
Df = A ) e

ou

fi(a) = 4(ddr) —9(ddo)sin® a — 3(dd§)(1 + 3 cos? )
fo(a) = 4(ddr)(3cos® a — 2) — 9(ddo) sin® o + (ddd)(1 + 3 cos® )

Ceci est le résultat pour les sites 1 et 2 : Dy;.(S2 X S1). On garde la méme
convention pour I’écriture de 'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya : I'ordre des spins
est celui dans lequel ils apparaissent en tournant dans le sens trigonométrique a
Iintérieur des héxagones. Cette fois le vecteur D n’est plus le méme pour toutes les
interactions. Appliquant les idées de la section 7.1, on trouve que les trois vecteurs D
d’un méme triangle se déduisent les uns des autres par des rotations de :t%7r autour
de 'axe Z. Ils sont tous dans les plans médiateurs de la liaison concernée, et par
exemple tous inclinés vers le centre du triangle. Sur les trois triangles voisins, les
vecteurs D seront alors tous inclinés vers l'extérieur du triangle mais la composante
en 7 reste inchangée. Ces regles de “propagation” du vecteur D se déduisent de la
symétrie du réseau, et ont été vérifiées dans le calcul microscopique entre différentes
paires de sites. Une autre évidence est que les vecteurs D trouvés ici vérifient bien
les regles de Moriya : ils sont dans le plan médiateur de chaque liaison.

7.4 Champ moyen a 7= 0

Un traitement en champ moyen de I’hamiltonien va nous permettre de mieux
caractériser le role de chacune des composantes des vecteurs D. On s’intéresse essen-
tiellement & la structure de I’état fondamental obtenu.

7.4.1 Trois sous-réseaux

Comme on le verra plus loin, la maille magnétique de I’état fondamental obtenu
par simulations Monté Carlo contient trois sites, les mailles magnétiques et cristal-
lographiques sont identiques. Il est donc naturel d’introduire trois sous-réseaux pour
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Fi1c. 7.5 — Trois sous-réseaux considérés pour le calcul en champ moyen, et les vec-
teurs D correspondants. Tous les vecteurs D ont la méme composante suivant 1'axe
perpendiculaire a la figure.

la description en champ moyen (voir figure 7.5). On a donc au total 6 variables,
chaque moment magnétique étant décrit par deux angles, puisque sa norme est fixe.
Le détail des calculs est donné dans ’annexe B.2.

Sans échange.

Afin de mieux cerner le réle que jouent les interactions Dzyaloshinsky-Moriya,
on commence par regarder les résultats sans interactions d’échange antiferromagné-
tiques.

D perpendiculaire au plan :

I’état fondamental du systéme est alors un état coplanaire, ou tous les spins sont
dans le plan kagomé. Selon le sens de D, 'une ou I'autre des deux chiralités possibles
est sélectionnée (voir figure 7.6). Il reste un degré de liberté de rotation globale de
tous les spins dans le plan.

D dans le plan kagomé :
dans ce cas, tous les degrés de liberté sont supprimés et il subsiste deux états
fondamentaux dégénérés, images I’'un de 'autre par renversement de tous les spins.
Les spins forment un angle de § par rapport au plan (cet angle sera réduit par
I’échange isotrope J et la composante hors du plan de D), et leurs projections sur le
plan sont a 120° les unes des autres, selon les médiatrices des triangles. Ils ont tous
la méme composante dans la direction perpendiculaire au plan, donnant lieu & un
ferromagnétisme faible.
La structure magnétique est représentée sur la figure 7.7. On remarque qu’une

seule chiralité est sélectionnée, celle qui apparaissait avec D, > 0 (voir figure 7.6).
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Fi1g. 7.6 — Cas ou D est perpendiculaire au plan kagomé. La structure magnétique
est coplanaire : les spins sont dans le plan kagomé, et le sens de D sélectionne la
chiralité. Il reste un degré de liberté de rotation globale dans le plan kagomé.

Fig. 7.7 — Structure magnétique pour le cas ou D est dans le plan kagomé. Tous les
spins ont la méme composante selon la direction perpendiculaire au plan donnant
lieu a un ferromagnétisme faible dans cette direction. Il ne reste que 'invariance
globale par renversement de tous les spins.
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D quelconque dans le plan médiateur entre deux spins :
si la composante de D perpendiculaire au plan kagomé sélectionne la méme chira-
lité que celle qui apparait pour D dans le plan kagomé, alors la structure magnétique
est semblable au cas ou il n’y avait que la composante dans le plan de D, mais avec
une réduction de I'angle entre les moments magnétiques et le plan kagomé, et donc
du moment ferromagnétique résultant. Ceci correspond au cas ou D, > 0 (voir figure
7.6).
Lorsque D, < 0, la situation est un peu plus compliquée. La chiralité que tend
a sélectionner D,, la composante perpendiculaire de D, n’est pas la méme que celle
qui apparait dans la phase ferromagnétique faible dtie a D), la composante dans le
plan de D. Afin d’éclaircir la situation, imaginons que 'on parte d’un vecteur D
(et de la phase magnétique associée) dans le plan kagomé, et ’on s’intéresse a Deffet
d’une composante D, < 0. Tant que D, est assez faible, la structure magnétique reste
essentiellement la méme que pour un vecteur D strictement dans le plan, simplement
I’angle entre les spins et le plan kagomé augmente légerement. Il existe une valeur

critique de B—; au-dela de laquelle les spins vont se mettre strictement dans le plan,

avec la chiralité favorisée par D, < 0 (voir figure 7.6).

On constate que les structures magnétiques pour D et -D ne sont pas simplement
reliées I'une & 'autre comme elles I'étaient dans le cas ou D est perpendiculaire au
plan kagomé. Ici, les deux structures ne peuvent pas se déduire facilement I'une de
Iautre. Ce fait est également visible sur I’hamiltonien : lorsqu’on remplace D par
-D, il n’y a pas de transformation simple des S; qui laisserait 'hamiltonien invariant.
Ceci est relié au fait que la structure magnétique n’est pas bipartite, étant donné
qu’on aurait alors pu échanger les deux sous-réseaux, donc S; x S; en —S; x S; et
laisser I'hamiltonien inchangé. En fait, D, — —D, est une symétrie triviale : changer
simultanément S, — —5, laisse I’hamiltonien invariant. La partie non triviale de la
transformation D — —D vient de la composante D,. Elle est toutefois triviale en
I’abscence d'une composante dans le plan D).

Avec de I’échange antiferromagnétique :

I’effet principal de I’échange antiferromagnétique est de réduire, mais pas d’annuler
I’angle entre les spins et le plan dans les cas ou il y avait un faible moment magnétique
perpendiculaire au plan.

Diagramme de phase en fonction de D., D, et J

On appelle D, D, et J respectivement les composantes perpendiculaires et dans
le plan kagomé de D et I’échange isotrope. On constate en faisant le traitement en
champ moyen précédent que les trois angles formés par les trois spins de la maille
magnétique avec le plan kagomé sont toujours égaux. De plus, les projections des
moments sur le plan kagomé sont toujours & 120° les unes des autres. On peut donc
décrire les différentes structures obtenues a l'aide de trois données : la chiralité,
I’angle 1 entre les spins et le plan kagomé et un angle ¢ qui fixe la projection d’un
des spins sur le plan kagomé. Plus précisément, ¢ est I’angle entre les projections
des moments magnétiques sur le plan kagomé et une position arbitraire, comme
représenté sur la figure 7.8. Dans ces conditions, les coordonnées des trois spins de
la maille magnétique sécrivent :
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F1G. 7.8 — Les 2 chiralités possibles. Dans les structures considérées, les spins forment
un angle n avec le plan kagomé, et leurs projections sur le plan sont tournées d’un
angle ¢ comme représenté sur la figure. Les vecteurs D sont représentés sur la figure
de gauche. Ils ont également une composante selon ’axe perpendiculaire au plan.

S = cosnsin (p + %’T) 5% = cosnsin (¢ %’r) S3 = cosnsin (p)
S{ = cosncos (¢ + %ﬂ) 5% = cosncos (¢ 2{) SY = cosncos (p)
S7 =sinn S5 =sinn S35 =sinn

pour la chiralité (a) (voir figure 7.8) et il faut inverser les spins 1 et 2 pour la chiralité
(b).

Le but est de savoir pour un jeu de parametres D., D, et J quel est 1'état
fondamental. Pour cela on écrit I’énergie (par spin) pour chacune des chiralités de la
figure 7.8 :

(1 —3cos (2n)) — V3D, cos? ) — /3D, sin(2n) cos (7.5)

SisEe
[ RN G W

(1 —3cos(2n)) + V3D, cos’n (7.6)

Pour chaque jeu de parametres D, D, et J, on minimise ces deux expressions
par rapport a n et ¢ puis on compare les deux minima pour savoir quel chiralité est
sélectionnée. Le résultat de cette opération est représenté sur la figure 7.9.

Quelques remarques : comme on le voit sur les expressions 7.5 et 7.6 des énergies
pour les deux chiralités, la composante D, a tendance a sélectionner la chiralité du
fait du changement de signe devant ce terme entre les deux expressions. Si la chiralité
b est sélectionnée, alors la structure magnétique sera coplanaire, car = 0 minimise
Ey. Dans le cas des structures coplanaires (n = 0) les énergies ne dépendent plus
de ¢, il y aura donc un degré de liberté de rotation globale dans le plan. On voit
également sur les expressions de 1’énergie que la composante D,, favorise la chiralité
a et un ferromagnétique faible perpendiculaire au plan (n # 0). Si D, #0 et que la
chiralité a avec du ferromagnétisme faible est sélectionnée, alors les spins forment un
angle 1 avec le plan kagomé tel que :

2D,
V3J+ D,
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Fic. 7.9 — Etat fondamental selon les parametres J, D, et D., respectivement
I’échange isotrope et les composantes dans le plan et hors du plan des vecteurs
D. Le degré de gris représente ’angle 1 dont les spins sortent du plan. n = 0 pour la
chiralité b. Il reste un degré de liberté de rotation globale pour la chiralité b et sur
la ligne D,=0.

C’est donc bien la composante dans le plan de D qui favorise le ferromagnétisme
perpendiculaire au plan, tandis que J et D, induisent des structures coplanaires.

Critique du champ moyen : Le traitement en champ moyen est connu pour
mal prendre en compte les fluctuations (thermiques et quantiques). Comme 'impor-
tance de celles-ci décroit lorsqu’on augmente la dimension de ’espace, on a coutume
de dire que les prédictions du champ moyen sont qualitativement fausses a une di-
mension, qualitativement justes mais quantitativement fausses a deux dimensions,
et qu’elles sont plus fiables & trois dimensions. I1 semble donc raisonnable de penser
que I’état fondamental trouvé par le traitement en champ moyen est correct, ce qui
sera confirmé par les simulations Monté Carlo.

On observe une transition de phase artificielle dans ’approximation du champ
moyen. En effet, on s’est restreint a des solutions q = 0, et dans ces conditions,
une transition de phase est observée méme sans interaction Dzyaloshinsky-Moriya,
ce qui est le résultat de la contrainte imposée (q = 0). Le comportement du systeme
a température finie sera examiné plus loin a ’aide de simulations Monté Carlo.

L’effet des fluctuations quantiques sera examiné plus loin (voir 7.6).

7.5 Simulations Monté Carlo

7.5.1 La méthode

Les méthodes de Monté Carlo ont des applications extrémement variées, en phy-
sique et dans d’autres domaines. On se contente ici d’en donner le principe puis
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quelques détails sur les simulations dont les résultats sont présentés par la suite.
Binder et Heermann donnent une présentation détaillée de la méthode de Monté
Carlo pour des systémes classiques [8]. Ils traitent plus particulierement les pro-
blemes de marche aléatoire et de systemes de spins. Une introduction plus simple est
donnée par Krauth [58].

Intégration Monté Carlo

La méthode de Monté Carlo est une fagon d’évaluer numériquement des inté-
grales, ol plus précisément le rapport entre deux intégrales.

Soit x une variable aléatoire dans un espace de dimension quelconque, p(x) une
probabilité de présence, et f(x) une fonction dont on veut connaitre la moyenne
définie par :

oy S Fp(x)dx

ol les intégrations se font sur tout le domaine de variation de la variable x. On a
supposé la probabilité de présence non normalisée, comme ce sera le cas par la suite.
Pour évaluer (f(x)) par une méthode Monté Carlo, on tire au hasard N points x;,
et I'on a :

(7.7)

(f()) = lim S (7.8)

Application a la physique statistique

On ne s’intéresse ici qu’a des systemes classiques, dont le comportement est décrit
par une statistique de Maxwell-Boltzmann. L’état d’un tel systeme est décrit par un
point de son espace des phases, x. Soit F/(x) son énergie dans cet état. A ’équilibre

thermodynamique, la probabilité de présence dans cet état est o< exp (—%) et la
valeur moyenne d’une grandeur physique f(x) & la température 7' est donnée par

Pexpression (7.7) avec p(x) = exp (—%).

Echantillonnage direct vs processus markovien

D’apres ce qui vient d’étre dit ci-dessus, pour obtenir les propriétés thermody-
namiques d’un systeme physique, il suffit de prendre au hasard un grand nombre
de points dans son espace des phases, correspondants a différents états possibles du
systeme et de calculer les valeurs moyennes selon la formule (7.8). En pratique, cette
procédure n’est applicable qu’a des systemes de taille tres réduite pour lesquels 1’es-
pace des phases est petit. En effet, pour un systeme de grande taille, seule une petite
partie de ’espace des phases va donner une contribution significative a la moyenne
(7.7) (voir par exemple (III, §1.C.1.b) de la réf. [29]). Il en résulte qu'un tirage entie-
rement aléatoire des points dans la formule (7.8) est une procédure qui fait converger
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trés lentement cette expression vers les valeurs moyennes recherchées. On parle dans
ce cas d’échantillonage direct.

Heureusement, d’autres types d’échantillonnages plus efficaces existent, ils sont
souvent basés sur les processus markoviens : on explore I’espace des phases en partant
d’un état donné du systeme et en modifiant partiellement et de fagon aléatoire cet
état. Ainsi, a partir d’un état, seul son “voisinage” est accessible au tirage suivant, ce
qui accélere la convergence, car les états contribuant significativement a la moyenne
(7.7) sont souvent “voisins” dans l’espace des phases. Un processus markovien seul
menerait apres un grand nombre d’itérations a une probabilité de présence homo-
gene dans I'espace des phases. On met alors en place une procédure de réjection qui
accepte ou pas le nouvel état obtenu par le processus markovien, afin que la proba-
bilité de présence dans I’espace des phases respecte le bilan détaillé et converge vers
la distribution de Maxwell-Boltzmann. L’algorithme de Métropolis est un exemple
d’une telle procédure.

7.5.2 Détails sur les simulations
Algorithme de Métropolis

Nous avons utilisé 1’algorithme de Métropolis [58, 8]. En pratique ceci revient a
chaque itération a choisir un spin au hasard puis a partir de sa position actuelle, a
le faire varier d’un angle quelconque dans une direction quelconque. En comparant
les énergies avant et apres ce changement, on accepte toujours le nouvel état si son

, . . , e Eavant — Eapre .
énergie est plus faible, et on 'accepte avec une probabilité exp (% si son

énergie est plus élevée que celle de I’état initial. On appelle tauz d’acceptation le rap-
port entre le nombre d’états acceptés sur le nombre d’états testés. Lorsqu’un état est
rejeté, le systeme reste dans 1’état initial qui est recompté une nouvelle fois dans les
expressions de type 7.8. On peut vérifier que la suite détats ainsi obtenus convergent
bien vers la distribution de Maxwell-Boltzmann et vérifient le bilan détaillé [58].
Cette suite d’états nous permet d’évaluer les expressions de type 7.8.

Algorithme amélioré pour un taux d’acceptation ~ constant

En pratique les angles dont on fait varier les spins sont limités en amplitude afin
de garder un taux d’acceptation raisonnable. La raison a déja été mentionnée ci-
dessus : les états qui contribuent significativement aux expressions de type 7.7 sont
voisins dans ’espace des phases, or, plus on écarte un spin de sa position initiale plus
on s’éloigne de I’état initial du systeme. Tant que la température est grande devant les
énergies caractéristiques du systéme, le taux d’acceptation restera élevé. En effet, si

le nouvel état est d’énergie plus basse que 1’état initial, il sera toujours accepté, et s’il

Eavant _Eaprés
kT

est proche de 1 a haute température. Ceci reflete aussi le comportement physique
du systeme qui a haute température parcours tout son espace des phases grace a
I'agitation thermique importante. Il en va autrement a basse température : le systeme
n’occuppe plus que certaines parties de son espace des phases voisines des minima
d’énergie. Partant d’un de ces états, faire varier d’un angle trop grand un spin va
conduire le systeme vers un état trop “loin” de son état de départ. Ce nouvel état sera

est d’énergie plus élevée, il le sera avec une forte probabilité car exp (
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de trop haute énergie pour que la probabilité de ’accepter, exp (%) ait

une valeur significative et ’état sera systématiquement rejeté. Afin de remédier a cela
nous avons limité en amplitude les angles dont peuvent tourner les spins a chaque
itération. Ceci n’est pas une contrainte pour le systeme, car les états accessibles
sont les mémes qu’avant, mais il lui faudra plusieurs itérations pour y arriver. En
pratique ceci se traduit par des temps de calculs plus longs, mais le taux d’acceptation
étant supérieur, c’est une méthode plus efficace pour explorer 1’espace des phases,
et finalement, aux basses températures, la convergence est plus rapide que si l'on ne
restreint pas les angles solides dont peuvent tourner les spins.

Nos simulations partant toujours des hautes températures pour aller vers les plus
basses, on commengait avec un angle de rotation des spins maximal puis celui-ci
était réduit au fur et a mesure que la température baissait afin de garder un taux
d’acceptation proche de 40 %.

L’état juste avant et celui juste apres un pas Monté Carlo ne different que peu
I'un de l'autre, ils ne sont pas statistiquement indépendants. Le calcul des gran-
deurs physiques sur ces états consomme du temps (CPU), alors que les sommes (7.8)
convergent d’autant plus vite que les états pris en compte sont statistiquement in-
dépendants. Il est donc intéressant en pratique de ne pas prendre en compte tous les
états obtenus apres chaque variation de la position d’un spin, mais seulement une fois
sur 2, 3,...afin que les états pris en compte pour le calcul des grandeurs physiques
soient moins corrélés. Nous n’avons pas particulierement optimisé cet aspect de la
procédure, mais nous sommes contenté de prendre en compte (selon les simulations)
un état sur 2N a 10N ou N est le nombre de spins dans le réseau.

Convergence, erreurs et effets de taille finie

On appelle “nombre de pas Monté Carlo” le nombre de fois ot ’'on tire un nou-
vel état, indépendament de son acceptation, rapporté au nombre de spins dans le
systeme. Lors du calcul des grandeurs physiques, la convergence des expressions 7.8
sera d’autant plus avancée que le nombre de pas Monté Carlo est grand (a taux
d’acceptation fixé). Le fait de ramener cette quantité au nombre de spins du réseau
simulé lui donne un sens en terme de convergence du calcul, indépendamment de
la taille du réseau. Par exemple, il faudra le méme nombre de pas Monté Carlo sur
deux réseaux de tailles différentes pour calculer une méme grandeur physique avec
la méme précision dans les deux cas. Bien entendu ceci représente un plus gros effort
(CPU) dans le cas d’un grand systéme pour un nombre de pas Monté Carlo fixé. Les
effets de taille finie seront différents dans les deux cas, on consideére ici uniquement
la précision en terme de convergence des grandeurs 7.8 a la limite N — oo.

On a étudié les effets de taille finie sur la température critique T, (voir 7.5.3
pour la définition de la température critique). On a représenté sur la figure 7.10 la
température critique en fonction de la taille du systeme étudié. L représente la taille
linéaire du systeme. Il y a L? mailles élémentaires (triangles) dans un systéeme de
taille L, soit un nombre total de spins : N = 3L2. Il y a plusieurs sources d’erreurs
qui se superposent lors de I’évaluation de la température critique :

— Les effets de taille finie qui peuvent décaler la valeur de 7. de maniere systé-

matique et d’autant plus que le systéme est petit.
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Fi1G. 7.10 — Effets de taille finie sur la température critique. Les barres d’erreurs re-
présentent 'incertitude sur la lecture du maximum de la chaleur spécifique. Les écarts
de T, d’une taille a 'autre sont un mélange d’effets de taille finie et de problemes
de convergence particulierement difficiles autour de 7, (fluctuations critiques). En
prenant tout en compte, l'erreur sur T, n’excéde pas 2 ou 3 % en valeur relative, sauf
pour les treés petites tailles. La suite des études est faite avec L = 6.

— L’incertitude sur la détermination du maximum de la chaleur spécifique qui
nous sert a définir 7.
— La convergence des calculs, particulierement difficile & obtenir autour de T,
(voir 7.5.3).
Comme on ne s’intéresse par la suite qu’aux valeurs de T, (et pas aux exposants
critiques par exemple), on n’a pas cherché a séparer la dépendance en taille de T,
des autres sources d’erreur. Cette étude en taille nous a permis d’estimer a quelques
% lerreur commise sur ’évaluation de 7. 1.

7.5.3 Température critique
Définition

En toute rigueur, les transitions de phases ne sont clairement définies que dans
des systemes infinis. Tout systeme macroscopique est une excellente approximation
d’un systéme infini étant donné que son nombre de constituants est de I'ordre du
nombre d’Avogadro. Dans les simulations numériques, le nombre de degrés de liberté

reste toutefois tres inférieur a une situation réaliste, et la définition d’une transition
de phase et d’'une température critique sont plus délicates.

'Depuis que ces résultats ont été obtenus, d’autres simulations sur des systemes de tailles plus
grandes (jusque L=12) ont été faites. Elles ont permis de confirmer cette marge d’erreur. Par ailleurs,
I’écart entre le maximum de la chaleur spécifique et celui de la susceptibilité est aussi de cet ordre
de grandeur.
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Il existe plusieurs fagons d’évaluer la température critique a ’aide de simulations
Monté Carlo. Une des méthodes les plus précises consiste a déduire la température
critique a partir de I’évolution en fonction de la température du cumulant de Binder
(1-— %, ou m est le parametre d’ordre) pour des systemes de différentes tailles
[8]. Cette méthode nécessite donc des simulations pour différentes tailles de systémes
et a plusieurs températures. Notre but étant d’étudier I’évolution de la température
critique en fonction des différentes interactions possibles dans le systéme, nous avons
préféré une méthode moins précise mais plus rapide a mettre en oeuvre : la tempé-
rature critique correspond a la température pour laquelle la chaleur spécifique est
maximale.

Mis a part la définition de la température critique, un autre probleme se pose
lors de son évalutation par simulatioins Monté Carlo. Autour de la température
critique, les fluctuations sont tres importantes, et le systeme visite un grand nombre
d’états qui different fortement les uns des autres (au point critique méme, il existe
des fluctuations de toutes longueurs d’ondes). Notre méthode pour échantillonner
lespace des phases (voir 7.5.2) est particulierement peu efficace dans cette situation.

Ordre de la transition

Il est possible de déterminer l'ordre de la transition de phase en simulations
Monté Carlo en étudiant I’évolution de la quantité

(EYp,

V,=1-
g 3(E%)2

en fonction de la taille L du systéme. On peut établir la propriété suivante [22] :

lim V/vn =2

Jim 3 pour T #T,

ol VLmin est le minimum de V7. Ceci reste vrai & T' = T, uniquement pour des
transitions du second ordre. Pour des transitions du premier ordre, I’écart entre la
valeur vers laquelle converge le minimum de Vj, et % est relié a la chaleur latente
associée a la transition. Cette différence de comportement de Vi, selon l'ordre de la
transition est intimement lié aux différences dans les distributions de probabilité de
I’énergie au voisinage de T, (voir figure 7.11).

Dans notre cas, on a représenté sur la figure 7.12 I’évolution de Vj, en fonction

de la température pour différentes tailles de systemes. On voit que Llim V]{”m = %
—0Q

et donc la transition est du second ordre, ou en tout cas tres faiblement du premier
ordre.

Une autre fagon de sonder l'ordre de la transition est d’étudier I’évolution du
maximum de la chaleur spécifique en fonction de la taille L du systéme. Dans le cas
d’une transition du premier ordre, celui-ci va avoir un comportement en L% ot1 d est
la dimension du systéme (d=2 dans notre cas), tandis que pour une transition du
second ordre on a la loi d’échelle C' L.

On a représenté sur la figure 7.13 I’évolution du maximum de la chaleur spécifique
en fonction de la taille du systeme. Ces résultats confirment le fait que la transition
est du second ordre.
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une transition du premier et du second ordre. Pour la transition du premier ordre,
E. sont les énergies des phases haute et basse températures. Ces phases coexistent a
la température critique. Ces probabilités sont celles pour un systeme fini, les maxima
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Fig. 7.12 — Evolution de Vp = 1 — ?fsz? >L2 autour de la température critique en
L
Llim Vi = % et donc la transition est du second
—00
ordre (ou en tout cas tres faiblement du premier ordre).

fonction de la taille du systeme.
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FiG. 7.13 — Evolution du maximum de la chaleur spécifique avec la taille du systeme.
On attend un comportement en L? pour une transition du premier ordre et en Lv
pour une transition du second ordre.

Discussion

La figure 7.14 représente la température critique en fonction du rapport % dans
le cas ou les vecteurs D sont perpendiculaires au plan kagomé. La ligne D=0 cor-
respond au systeme avec interactions d’échange antiferromagnétiques seulement. Ce
systeme (D=0) est le siege d’une sélection entropique des états coplanaires a basse
température, ce qui induit un ordre partiel (voir §3.1.2 et [21]). Dans les simulations
Monté Carlo effectuées, des lors que D a une valeur finie, méme de 'ordre de 1—‘6, on
observe une transition de phase et la structure magnétique a basse température est
dominée par les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya. Ceci est rendu possible par le
fait que l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sélectionne un seul état de plus basse
énergie contrairement aux interactions d’échange antiferromagnétiques qui ont une
branche d’excitations d’énergie nulle. C’est donc bien I'interaction de Dzyaloshinsky-
Moriya qui est essentiellement a ’origine de la transition de phase observée, ce qui est
confirmé par les valeurs de la température critique T, ~ D, presque indépendament
de la valeur de ’échange isotrope J (voir figure 7.14). Ce dernier fait est rendu pos-
sible uniquement du fait que la structure magnétique sélectionnée par l'interaction
de Dzyaloshinsky-Moriya fait partie des états (dégénérés) favorisés par les interac-
tions d’échange antiferromagnétiques. Pour cette méme raison, il est tres probable
que la transition de phase ait lieu méme pour des valeurs de % plus faibles que celles
étudiées.

Les structures qui présentent un ferromagnétisme faible (avec une composante
dans le plan de D) ne minimisent pas les interactions d’échange antiferromagnétiques.
On a cependant toujours observé une transition de phase dans les simulations Monté
Carlo. On pourrait penser que pour des valeurs de % trés faibles, les interactions
d’échange dominent la phase basse température et imposent une phase coplanaire.
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Fi1G. 7.14 — Evolution de la température critique en fonction du rapport % dans le
cas ou D est perpendiculaire au plan kagomé. T, ~ |D|.

Il semble toutefois peu probable que cette phase soit désordonnée comme en 1’abs-
cence d’interactions de Dzyaloshinsky-Moriya car méme si celles-ci n’étaient pas en
mesure d’induire une structure ferromagnétique faible a cause de fortes interactions
d’échange isotropes, elles sélectionnent une chiralité, ce qui suffit & ordonner le sys-
teme.

On a représenté sur la figure 7.15 I’évolution de la température critique en fonction
de l'angle 6 entre les vecteurs D et le plan kagomé (la norme du vecteur D est fixée).
Le fait que le tracé ne soit pas symétrique par rapport a 0 = 0 (T.(6) # T.(—0))
reflete la non-équivalence entre les sytemes avec des vecteurs D et -D. En effet,
changer # en —0 revient a changer D, en —D,, qui est la partie non triviale de la
transformation D— -D, car D, — -D,, correspond a la symétrie triviale S, — -S..
Une autre facon de voir la différence entre les systemes avec un angle 6 et —6 est
que dans le second cas la composante D, <0 est en compétition avec la composante
dans le plan de D car ces deux composantes tendent a sélectionner des chiralités
différentes alors que dans l'autre cas D,>0 et D,, sélectionnent la méme chiralité,
d’oti une température critique plus élevée.

Par ailleurs, le fait que la température critique soit plus basse dans le cas ou D est
dans le plan kagomé (6 = 0) que lorsque D est perpendiculaire au plan (6 = 0 ou )
s’explique par le fait que dans ce dernier cas l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sé-
lectionne une structure coplanaire qui minimise les interactions d’échange isotropes,
alors que dans le cas de D dans le plan, 'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sélec-
tionne une structure non coplanaire avec un ferromagnétisme faible perpendiculaire
au plan et est donc en compétition avec les interactions d’échange antiferromagné-
tiques J.
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Fig. 7.15 — Evolution de la température critique en fonction de I'angle 6 entre les
vecteurs D et le plan kagomé.

7.6 Développement en ondes de spins

Les deux approches, en champ moyen et par simulations Monté Carlo, pour
trouver la structure magnétique induite par les interactions Dzyaloshinsky-Moriya
dans le réseau kagomé ont traité les spins comme des variables classiques : chaque
moment magnétique était représenté par un vecteur classique a trois dimensions de
norme fixe. Toutes les variables commutaient entre elles et le systeme obéissait a
une statistique de Boltzmann. Ce traitement classique simplifie le probleme mais
peut s’avérer inadapté dans des systémes ou les effets quantiques sont importants.
Le calcul d’ondes de spins est une facon de prendre en compte les effets quantiques
en partant de la limite classique. Les ondes de spins sont les excitations de plus basse
énergie (pour un systéme magnétique ordonné) et ce calcul nous permettra également
de sonder la nature de I'ordre magnétique, en particulier le probleme de 'ordre a
longue distance a température trés basse mais finie. Ce dernier point est motivé par
le fait qu’a deux dimensions, les fluctuations thermiques sont connues pour détruire
tout ordre & longue distance (au sens ou I'aimantation d’un sous-réseau s’annulle &
toute température finie) pour certains hamiltoniens.

On présente dans cette section le développement en ondes de spins dans le cas ou
D est perpendiculaire au plan kagomé. Le cas des vecteurs D inclinés est brievement
discuté au paragraphe 7.6.6. La nature de 'ordre a longue distance a température
finie est analysé au paragraphe 7.6.5. Par ailleurs, le détail des calculs est donné dans
I'annexe B.3.

7.6.1 Principe du calcul

Une introduction aux développements en ondes de spins dans les cas les plus
simples est donnée par Casper [20]. L’idée est la suivante : apres avoir résolu le
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F1G. 7.16 — Phase magnétique obtenue classiquement. La maille magnétique contient
trois sites, ce qui conduit a introduire trois types de bosons (numérotés 1, 2 et 3 pour
le développement en ondes de spins.

probleme avec des spins classiques, on permet au systéme d’effectuer de petites fluc-
tuations autour de la phase magnétique ainsi obtenue. Ce faisant, on introduit des
variables (représentant les écarts & la phase ordonnée) quantiques qui sont des bosons.
Afin de pouvoir diagonaliser ’hamiltonien, on va étre conduit & effectuer certaines
approximations qui sont d’autant mieux justifiées que les écarts a la phase ordonnée
classique sont faibles et que le nombre quantique S du spin est grand (d’ou le nom

de “développement en %”).

7.6.2 Trois types de bosons

La maille magnétique de I'état ordonné contient trois sites, on introduit donc
trois types de bosons comme représenté sur la figure 7.16.
Pour les spins des sites 2, la transformation de Holstein-Primakoff [45], et le déve-
loppement limité s’écrivent :

SJ:MCQZ\QSQ Sé”:\/g(cgJFC?)

s =25 —cher VIS o 8~ iy[5(ch ) (7

S5=95— 012-62

Par rotation de :l:%7r autour de 'axe des y, on obtient les expressions équivalentes
pour les sites 1 et 3 .

75



On définit alors les transformées de Fourier suivantes :

_ 1 ik.r
Cir = 7% %: el Clli
Cor = o 2 e ey (7.10)
k
C3r = Tlﬁ S ekt e)eg,
Kk

ou r est un point du réseau triangulaire dont les vecteurs de base u et v sont repré-
sentés sur la figure 7.16 et k un point du réseau réciproque associé.
Notre point de départ est I’hamiltonien :

H = ZJSi-Sj + Dij.(Si X Sj) (7.11)
(i)
ou i et j sont plus proches voisins du réseau kagomé et avec D;; = —D§y comme
représenté sur la figure 7.16. A Iaide des transformations 7.9, et des transformées de
Fourier 7.10, 'hamiltonien 7.11 se réécrit :

H= -3NS%*(J+ DV3)+

+5 5 (27 + DVB)dag + TR (k) ) ch(K)en(k) -

o (7.12)

— DS (k) (ch (e (—k) + all)es(—k))

ou 0 est la matrice unité et :

0 cos %ﬂ cos ky
cos k cos % 0

Une série de transformations (voir 'annexe B.3.2) permettent de diagonaliser I’ha-
miltonien 7.12 pour le mettre sous la forme :

H=-3NS*(J + DV3) = 3NS(J + DV3) + 5> eu(k) (aL(k)au(k) + %) (7.13)
ku

ou les a et a' sont des combinaisons linéaires des opérateurs de bosons de départ
(ca) et sont les opérateurs de création et d’annihilation traditionnels qui vérifient la
relation de commutation :

lau(k), a:f/ ()] = 60k q

Par ailleurs, on a les trois branches de dispersion :

e (k) = \/2 (J +DV3+ J)\u(k)) (J + D\/§> (2 - Au(k))

ot les A\, (k) sont les valeurs propres de A (voir annexe B.3, équation B.8). Les trois
branches d’excitations sont représentées sur la figure 7.17 pour D = 0 (interactions
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D=0

Fiag. 7.17 — Influence de l'interaction Dzyaloshinsky-Moriya sur le spectre des exci-
tations. La branche non dispersive sur toute la premiere zone de Brillouin pour des
interactions d’échange de Heisenberg reste plate avec des interactions Dzyaloshinsky-
Moriya, mais n’est plus celle de plus basse énergie.

d’échange isotropes J, seules) et D # 0. Pour D = 0, on retrouve dans le spectre
des excitations une branche non dispersive d’énergie nulle qui est a l'origine du
désordre dans le réseau kagomé avec interactions d’échanges isotropes seules. Pour
D # 0, cette branche non dispersive persiste, mais leur énergie est finie, elle varie
en ~ v/ DJ pour D < J. Le bas du spectre est dans ce cas constitué d’une branche
dispersive qui s’annulle en k=0. Le fait que

1111)% e(k)=0

est conforme a l'existence d’'un degré de liberté de rotation globale des spins dans le
plan kagomé, ce qui se voit sur 'hamiltonien 7.11 si D est perpendiculaire au plan
kagomé. Le développement limité & |k| petit de la plus basse branche d’excitation
vaut :

V(7 + DV3)(3] + DV3)
ea(k) ~ 5 k| pour |k|—0 (7.14)

Ce résultat servira au paragraphe 7.6.5 a discuter 'ordre magnétique a longue dis-
tance du systeme.

7.6.3 Energie de ’état fondamental

A température nulle, 'énergie du systeme peut étre calculée & partir de I'expres-
sion 7.13, sachant que dans I’état fondamental (aLak> = 0. On obtient pour ’énergie
par spin :

E

v = —S%(J +V3D) — S(J + DV3) + 6% %} eu(k) (7.15)

ou la somme porte sur les trois branches d’excitation () et tous les vecteurs k de
la premiere zone de Brillouin. Le détail de 1’évaluation de ces sommes est donné a
I’annexe B.3.3. Les valeurs de I’énergie pour différentes valeurs de S, sont représentées
sur la figure 7.18 en fonction de %. On constate que, a part pour le cas S = %, I’énergie
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FiG. 7.18 — Energie par spin en fonction de %. Les corrections dues aux fluctuations
quantiques sont relativement faibles (mis a part le cas S = %) par rapport au systeme
classique.

est peu changée par 'introduction des fluctuations quantiques par rapport au cas
classique. Les corrections sont par exemple de 'ordre de 10 % pour S = g

7.6.4 Aimantation locale

Afin de sonder si les fluctuations quantiques sont susceptibles de déstabiliser
I'ordre de Néel obtenu classiquement, on calcule les corrections a ’aimantation sur
le sous-réseau 2 (voir figure 7.16) :

(55) = 3 D850 =5 — 1 lehen) =5 — 3 (cheend
r r k

ZS—ﬁkZ;AfQ(k) (4(J+D\/§)+(J—D\/§)/\M(k) _2> (716)

eu(k)

L’aimantation du sous-réseau est représentée sur la figure 7.19 pour différentes

valeurs de S, en fonction de %. On constate que pour % 2 0.02, Paimantation du

sous-réseau garde une valeur appréciable et ceci d’autant plus que S est grand. A part
le cas S = %, I’état de Néel obtenu classiquement est donc robuste aux fluctuations
quantiques et leur prise en compte ne semble pas étre un ingrédient essentiel pour
I’étude du réseau kagomé avec interactions de Dzyaloshinsky-Moriya. Le cas S = %
est plus délicat : méme pour des rapport de % ~ 0.1, aimantation est diminuée de
moitié par les fluctuations quantiques. Ce cas nécessiterait une étude plus approfondie
prenant en compte plus rigoureusement les effets quantiques avant de conclure quand

a la nature de I’état magnétique.
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F1c. 7.19 — Aimantation du sous-réseau 2 (voir figure 7.16) pour différentes valeur
de S en fonction de %. Pour % 2 0.02, I'état de Néel semble robuste aux fluctuations
quantiques pour S > 1. Le cas S = % est plus discutable.

7.6.5 Nature de 'ordre a longue distance
Ondes de spins et théoréme de Mermin-Wagner

Les ondes de spins sont les excitations magnétiques de plus basse énergie dans un
systeme magnétique ordonné. Leur étude permet de déterminer les propriétés magné-
tiques a basse température. On s’intéresse en particulier au cas d’une température
tendant vers 0, mais non nulle : 7' = 0F. En effet, dans cette situation, les fluctuations
thermiques peuvent jouer un grand role a 2D. L’illustration la plus classique de ce
fait est le théoreme de Mermin-Wagner [70] qui prouve rigoureusement qu’il ne peut
pas exister d’aimantation macroscopique (pour un sous-réseau) a température finie
dans des systemes avec des interactions d’échanges isotropes qui décroissent assez
vite avec la distance. Ce théoreme a été étendu a d’autres hamiltoniens, avec des
interactions d’échange symétrique anisotropes, avec anisotropie sur site ainsi que des
interactions d’échange alternées (ce qui est d’intérét pour les systémes magnétiques
avec des interactions RKKY) [13].

Bien que le théoréme n’ait jamais été prouvé dans le cas général, il est coutume de
dire qu’il n’existera pas d’ordre a longue portée (au sens qu’il n’existe pas d’aiman-
tation macroscopique sur un sous-réseau) dans un systéme a une et deux dimensions
avec des interactions a courte portée et ot 'hamiltonien est invariant par une sy-
métrie continue. En terme d’ondes de spins, cette symétrie continue donne lieu a un

spectre des excitations sans gap :

lim e(k) =0

k—0
et ces excitations de grandes longueurs d’ondes vont détruire 'ordre a longue portée
des lors que la température est finie.

Lors d’'un calcul d’ondes de spins, on ne peut pas prouver rigoureusement le
théoreme de Mermin-Wagner, mais si on calcule I’aimantation d’un sous-réseau pour
un systéme a une ou deux dimensions ou le théoreme a été établi, celle-ci est nulle
(plus précisément, les corrections a l'aimantation dans la phase ordonnée de départ
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divergent). On interprete ce fait comme un indice que le théoréeme de Mermin-Wagner
devrait étre vérifié dans ces systemes.

Inversement, dans les systemes bi-dimensionnels les plus simples ou il n’existe
pas de symétrie continue qui laisse I’hamiltonien invariant, et ol la démonstration
du théoreme ne peut pas étre faite, on obtient dans un calcul d’ondes de spins un
gap dans les excitations, et de ce fait, les modes de plus basse énergie ne sont pas
suffisament peuplés par une température T = 0" pour détruire I'aimantation d’un
sous-réseau, et il subsiste un ordre a longue portée a température finie.

Application au réseau kagomé avec interactions Dzyaloshinsky-Moriya

Dans un réseau kagomé avec interactions Dzyaloshinsky-Moriya telles que le vec-
teur D est perpendiculaire au réseau kagomé, les rotations autour de cet axe laissent
I’hamiltonien invariant. Ceci se traduit pas une branche d’excitations qui s’annulle
en k = 0 (voir 7.14 et figure 7.17). D’apres ce qui a été dit au paragraphe précédent,
on s’attend a ne pas avoir d’aimantation macroscopique sur chacun des sous-réseaux
a température finie.

Effectivement, on a vérifié que si I'on reprend le calcul du paragraphe 7.6.4 a
température finie, les corrections a ’aimantation divergent. En pratique ceci revient
a peupler les états excités des oscillateurs selon la distribution de Bose. Ce faisant,
on obtient dans ’expression de I’aimantation (équivalent de 7.16) une intégrale qui
diverge logorithmiquement :

dk

k|2
en |k| = 0 pour la branche de plus basse énergie. Il n’y aura donc pas d’aimantation
macroscopique d’un sous-réseau dans le cas ou les vecteurs D sont perpendiculaires

au plan kagomé, essentiellement du fait qu’il y a une symétrie de rotation autour de
I’axe perpendiculaire au réseau.

7.6.6 Cas des vecteurs D inclinés

Le développement en ondes de spins a été fait pour le cas des vecteurs D per-
pendiculaires au plan kagomé. Dans le traitement classique, I’anisotropie induite par
I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya avait dans ce cas un caratere “anisotropie pla-
naire” : les spins s’ordonnent dans la plan kagomé et il reste un degré de liberté de
rotation globale dans ce plan. Dans le cas des vecteurs D inclinés, ’anisotropie in-
duite par I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya avait par contre un caratere “Ising” :
les spins sont alignés suivant des azes qui sortent légerement du plan, il n’y a plus de
degré de liberté global. Par analogie avec ce qui se passerait dans un systeme avec de
I’échange isotrope J et une anisotropie ionique (sur site) planaire ou axiale (Ising),
il est légitime de penser que dans le cas d’une interaction de Dzyaloshinsky-Moriya
avec les vecteurs D inclinés, les deux faits suivants seront vérifiés :

— il y aura un gap dans le spectre des excitations (1113% e(k) #0)

— les fluctuations quantiques ne déstabiliseront pas plus I’état de Néel que dans

le cas des vecteurs D perpendiculaires au plan kagomé.
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7.6.7 Conclusion du développement en ondes de spins

Les conséquences de I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya sur les propriétés ma-
gnétiques du réseau kagomé ont été étudiées a travers des approches classiques aux
sections 7.4 (champ moyen) et 7.5 (simulations Monté Carlo). Le développement en
ondes de spins nous a permis de prendre en compte les fluctuations quantiques. La
conclusion principale est qu'une approche classique est pertinente pour le systeme
kagomé avec des interactions Dzyaloshinsky-Moriya. Seul le cas du systéme avec des
spins S = % et une interaction de Dzyaloshinsky-Moriya relativement faible pour-
rait étre le siege de fluctuations quantiques assez importantes pour que son état
magnétique soit sensiblement différent de ce qui est prédit pour des spins classiques.

7.7 Dazyaloshinsky-Moriya dans certaines jarosites

Une des raisons pour I’étude des interactions Dzyaloshinsky-Moriya dans le réseau
kagomé est d’expliquer les structures magnétiques observées dans certaines jarosites.
On commence par décrire la structure cristallographique de ces composés, sans étre
complet, mais en mettant ’accent sur les aspects importants pour le calcul des in-
teractions de super-échange qui a été fait en relation avec ces composés a la section
7.3. On décrit ensuite les structures magnétiques observées expérimentalement dans
certaines jarosites et on discute leur lien avec les interactions Dzyaloshinsky-Moriya.

7.7.1 Structure cristallographique

Les jarosites dont les structures magnétiques nous intéresse sont des composés
de formules :

AgFeg(SO4)2(OD)6
{ KFG3(CI“O4)2(OD)6 (717)
KCI‘g(SO4)Q(OD)6

ou les ions de Fe et de Cr sont magnétiques et forment des réseaux kagomés empilés.
Les deux derniers composés sont regroupés car leurs structures magnétiques a basse
température sont similaires. Il existe d’autres jarosites ou les sites magnétiques sont
occuppés par d’autres atomes (V par exemple), mais le comportement magnétique de
ces composés est radicalement différent de ceux présentés ici. Les groupements non
magnétiques peuvent différer également selon les jarosites, et ils peuvent avoir une
influence sur le comportement magnétique du systeme car ils interviennent dans le
champ cristallin sur les sites magnétiques ou dans les interactions de super-échange.
Par exemple le composé (H30)Fe3(SO4)2(OH)g ou son équivalent deutéré ont un
comportement du type verre de spins [119, 118].

Tous ces composés sont des oxydes ou les moments magnétiques sont localisés,
et ils sont correctement décrits pas un hamiltonien de spins. Les interactions magné-
tiques dans ces composés sont essentiellement des interactions de super-échange, et
les différents plans kagomé sont séparés les uns des autres par de grandes distances,
si bien que les éventuels chemins d’échange entre deux plans kagomé impliquent un
grand nombre de liaisons successives et les interactions qui en résultent sont né-
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FiG. 7.20 — Réseau kagomé formé par les ions magnétiques des composés jarosites. Les
octaedres représentés sont les octaedres d’oxygene entourant les sites magnétiques
(un ion magnétique a l'intérieur de chaque octaedre). Deux octadres voisins ont un
atome d’oxygene en commun. Les octadres sont légerement inclinés vers les centres
(ou l'extérieur) des triangles du réseau kagomé. Merci & Andrew Wills pour la figure.

gligeables en premiere approximation. Ces composés auront donc essentiellement le
comportement bi-dimensionnel du réseau kagomé.

Comme on l’a dit, les sites magnétiques de Fe ou Cr forment un réseau kagomé,
et chaque ion magnétique est entouré par un octaedre d’oxygenes (voir figures 7.20
et 7.21). Ces octaedres d’oxygenes sont responsables du champ cristallin sur les sites
magnétiques. Par ailleurs, deux octaedres voisins ont un atome d’oxygene en commun
impliqué dans les interactions de super-échange.

Pour plus de détails sur les structures cristallographiques, voir [120, 47].

7.7.2 Structures magnétiques

Les structures magnétiques des jarosites ont été étudiées pour la premiere fois
par Townsend [106]. Ses résultats ont été en partie remis en cause par Wills et al.
[116, 120] et Inami et al. [46, 47]. Pour les trois jarosites auxquelles on s’intéresse
ici (voir 7.17), une transition de phase est observée a des températures de 70 K
pour les jarosites de Fe et 4 K pour celles de Cr, soit des températures grosso-modo
de % ol 0 est la température de Curie-Weiss dérivée de mesures de susceptibilité
a haute température. A basse température, ces composés présentent une structure
magnétique ordonnée a longue portée avec un vecteur de propagation q = 0. La
maille magnétique contient trois sites (un triangle du réseau kagomé). Dans le cas
de AgFe3(S04)2(OD)g la structure est coplanaire : tous les spins sont dans le plan
kagomé et sont & 120° les uns des autres. Ils pointent alternativement un triangle sur
deux vers le centre ou l'extérieur des triangles (voir partie gauche de la figure 7.6).
Pour les deux autres composés (voir 7.17), la structure est identique, mis a part que
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FiG. 7.21 — Structure cristallographique des jarosites. Les deux ions magnétiques sont
au centre des deux octaedres d’oxygene qui sont responsables du champ cristallin. Les
deux octaedres ont un atome d’oxygene en commun impliqué dans les interactions
de super-échange entre les ions magnétiques. Les octaedres sont légerement inclinés.
Merci & Andrew Wills pour la figure.

les spins sortent tous légerement du plan kagomé, donnant lieu & un ferromagnétisme
faible perpendiculaire au plan (figure 7.7).

Ces résultats ne peuvent pas s’expliquer a 'aide des seules interactions antifer-
romagnétiques isotropes. Par contre, les deux types de structures ont été obtenues
théoriquement avec des interactions Dzyaloshinsky-Moriya, respectivement avec des
vecteurs D perpendiculaires au plan kagomé, et inclinés comme cela est compatible
avec la structure cristallographique des jarosites. Dans le cas de la structure co-
planaire, il faut invoquer en plus des interactions Dzyaloshinsky-Moriya une faible
anisotropie supplémentaire pour supprimer le degré de liberté de rotation dans le
plan kagomé.

En fait, 'ordre magnétique apparait non seulement dans les plans kagomé, mais
également a trois dimensions : les plans kagomé sont ordonnés les uns par rapport aux
autres. Selon les composés, tous les plans kagomé ont exactement la méme structure
magnétique ou bien il y a par exemple alternance du sens du moment ferromagné-
tique perpendiculaire au plan kagomé, si bien que le moment magnétique total de
I’échantillon est nul. En tout état de cause, il y a un vecteur de propagation de I'ordre
magnétique bien défini d’un plan a ses voisins. Pour expliquer cela il faut invoquer
des interactions inter-plans, et ceci sort du cadre de 1’étude théorique présentée ici.
Il semble toutefois peu probable, étant donné la longueur des chemins d’échange et
donc la faiblesse des interactions inter-plans qu’elles puissent expliquer une mise en
ordre de la structure magnétique a des température aussi hautes que 4 K et 70 K.
Par contre, I'existence de ces interactions font que le composé aura un comportement
tri-dimensionnel a tres basse température, et donc la conclusion du paragraphe 7.6.5
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(dans le cas de D perpendiculaire au plan kagomé ’aimantation macroscopique d’un
sous-réseau serait nulle & toute température finie) ne s’applique plus ici.

7.7.3 Dzyaloshinsky-Moriya vs anisotropie sur site. Un arbitre : la
RPE (7)

L’interaction de Dzyaloshinsky-Moriya n’est pas la seule possibilité pour expli-
quer les structures magnétiques dans les jarosites, c’est toutefois la plus naturelle
pour les composés auxquels on s’interesse ici. Une anisotropie “sur site” pourrait
expliquer cette méme structure comme cela a été proposé par Inami et al. [46, 47].
Toutefois, les sites magnétiques sont occuppés par des ions Fe3t ayant leur couche 3d
demi-pleine, et donnant lieu & un moment magnétique de spin S:%. Le nuage élec-
tronique de cet ion est donc sphérique et méme si le champ cristallin donne lieu a des
séparations d’énergie importantes, il sera difficilement & ’origine d’une anisotropie
sur site significative.

Bien que l'interaction Dzyaloshinsky-Moriya ou des anisotropies sur sites puissent
expliquer un méme état fondamental, les excitations magnétiques seront différentes
dans les deux cas. Des expériences de résonnance électronique pourraient trancher
entre les deux interactions. En effet, dans ces expériences, une anisotropie sur site a
des effets similaires a ceux d’un champ magnétique statique sur chaque site, tandis
que 'on s’attend a des variations thermiques plus importantes dans le cas d’interac-

tions anisotropes 2.

7.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les interactions Dzyaloshinsky-Moriya sur
le réseau kagomé. Le cas d’un réseau kagomé “pur” de méme que la géométrie des
composés jarosites ont été considérés. Dans les deux cas nous avons montré la per-
tinence des interactions Dzyaloshinsky-Moriya pour ces systemes et avons présenté
une dérivation microscopique de cette interaction en partant d’un modele simplifié
dans le cadre du formalisme de Moriya-Anderson pour le calcul du super-échange.

Les conséquences des interactions Dzyaloshinsky-Moriya sur les propriétés ma-
gnétiques de ces systemes ont été étudiées dans 'approximation du champ moyen
et par simulations Monté Carlo. L’état fondamental désordonné (liquide de spins)
du systeme avec interactions d’échange antiferromagnétiques seules est déstabilisé
au profit d’un état ordonné de type Néel en présence d’interactions Dzyaloshinsky-
Moriya méme faibles par rapport a 1’échange isotrope. La structure de cet état
ordonné dépend des différentes interactions Dzyaloshinsky-Moriya possibles et un
diagramme de phase a été obtenu. La transition de phase entre ’état paramagné-
tique a haute température et la phase ordonnée est du second ordre et nous nous
sommes intéressé a ’évolution de la température critique selon le type d’interaction
Dzyaloshinsky-Moriya présente. La température critique est toujours 1, ~ D.

Les fluctuations quantiques ont été considérées dans un calcul d’ondes de spins et
ne sont significatives que pour des spins S = %, ce qui montre la pertinence de notre
approche classique pour expliquer les structures magnétiques des jarosites (S:% pour

2Merci & Alia Hassan pour ses précieuses explications & ce sujet.
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Fe et S:% pour Cr). Ce calcul nous a également permis de caractériser le type d’ordre
a longue portée obtenu a basse température.

La prise en compte des interactions de Dzyaloshinsky-Moriya dérivées avec la
géométrie des jarosites permet de reproduire la structure magnétique observée expé-
rimentalement dans ces composés. Quelques arguments qualitatifs viennent consoli-
der I'idée que ce sont ces interactions qui sont reponsables de cet ordre magnétique.
Ce serait le premier exemple de systeme ou l'interaction Dzyaloshinsky-Moriya n’est
pas qu’une perturbation qui modifie légerement les propriétés magnétiques imposées
essentiellement par les interactions d’échange antiferromagnétiques, mais est respon-
sable de I'ordre magnétique.
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Chapitre 8

Interaction
Dzyaloshinsky-Moriya dans le
réseau pyrochlore
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L’hamiltonien de Heisenberg antiferromagnétique isotrope (premier terme de 8.1)
sur le réseau pyrochlore a été I'objet de nombreuses études car il présente un état
fondamental liquide de spins a trois dimensions, aussi bien dans le cas quantique que
classique (voir §3.1).

H=> JS;S;+Dj;.(Si x 8;) + S;T'S; (J >0) (8.1)
(i5)

C’est la géométrie frustrée du réseau pyrochlore et sa faible connectivité qui lui
conferent ces propriétés originales. Cette structure cristallographique est également
caractérisée par une faible symétrie locale. De ce fait, le groupe des symétries par
lesquelles le cristal est invariant impose moins de contraintes sur les termes pouvant
apparaitre dans ’hamiltonien. Il en résulte qu’en plus du premier terme de 8.1, les
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interactions de Dzyaloshinsky-Moriya (2°™¢ terme de 8.1) aussi bien que les interac-
tions symétriques anisotropes (3°™¢ terme de 8.1) sont autorisées par la symétrie du
réseau.

Ces deux interactions sont en général faibles par rapport a l’échange isotrope
antiferromagnétique, mais de méme que d’autres perturbations (interactions entre
seconds voisins, anisotropies sur site...), elles sont susceptibles de profondément
changer le comportement & basse température de ce systeme (§3.1.3).

Dans ce chapitre, on étudie les structures magnétiques a basse température d’un
réseau pyrochlore en présence d’interactions de Dzyaloshinsky-Moriya. On commence
par déterminer les interactions Dzyaloshinsky-Moriya qui sont compatibles avec la
structure pyrochlore (§8.1) puis on détermine les structures magnétiques qui en ré-
sultent (§8.2 et §8.3).

8.1 Régles de symétrie de Moriya

Dans le réseau pyrochlore, le milieu de deux sites n’est pas un centre d’inversion,
les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya ne sont donc pas & priori interdites par
la symétrie du réseau. L’application des regles de Moriya pour un tétraedre fixe la
direction des vecteurs D possibles. Le méme raisonnement avec les mémes conclusions
s’applique aussi pour un réseau pyrochlore.

8.1.1 Vecteur D entre deux sites

Considérons deux sites et cherchons a déterminer le vecteur D correspondant. Le
plan qui contient ces deux sites et le milieu du segment opposé dans le tétraedre est
un plan de symétrie. Les régles de Moriya (voir §6.3 et [79, 80]) imposent alors que le
vecteur D correspondant est perpendiculaire & ce plan. Chaque vecteur D est donc
parallele au lien opposé dans le tétraedre (voir figure 8.1).

Avant de poursuivre, il faut lever 'indétermination liée au fait que I’on peut écrire
une interaction de Dzyaloshinsky-Moriya de deux facons équivalentes : D;;(S; x
S;) = D;i(S; x S;) avec D;; = —Dj;. On voit que changer simultanément le sens
des vecteurs D et 'ordre des produits vectoriels ne change pas les interactions
Dzyaloshinsky-Moriya. Une fagon de lever I'indétermination est de relier de fagon
univoque le sens de D et 'ordre des produits vectoriels. On prend par exemple la
convention que l'ordre des spins dans le produit vectoriel est celui dans lequel ils
apparaissent en tournant dans le sens direct (ou indirect) autour du vecteur D et
en passant toujours par U'intérieur des tétraedres. L’indétermination qu’il reste sur
le sens (direct ou indirect) de D est die au fait que les regles de Moriya fixent la
direction des vecteurs D, mais pas leur sens. Dans un systéeme réel, le sens (direct
ou indirect) serait déterminé par les détails microscopiques du composé en question.

8.1.2 Vecteurs D pour un tétraedre

Une fois l'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya entierement définie entre deux
sites, les interactions entre les autres sites sont également entiérement fixées : on
“propage” 'interaction conformément aux symétries du réseau, en particulier les axes
qui relient un site au milieu de la face triangulaire opposée dans le tétraedre sont

87



Fi1G. 8.1 — Vecteurs D dans un tétraedre. Pour définir totalement l'interaction de
Dzyaloshinsky-Moriya, il faut donner ’ordre des produits vectoriels en précisant si
I'on tourne dans le sens direct ou indirect autour des vecteurs D en passant par
I'intérieur des tétraedres. Par exemple dans le cas indirect, les vecteurs représentés
seraient Ds, D13, D14, Dog, Doy et Day.

des axes de symétrie d’ordre trois. Pour le réseau pyrochlore ces axes sont les axes
(111).

Les vecteurs D et 'ordre correpondant des produits vectoriels pour un tétraedre
sont représentés sur la figure 8.1 pour le cas o on tourne dans le sens indirect autour
des vecteurs D en passant par I'intérieur des tétraedres. Afin d’obtenir la seule autre
possibilité (le cas “direct”), on peut au choix :

— remplacer tous les vecteurs D par leurs opposés en gardant le méme ordre pour

les produits vectoriels (Djs. (S1 X S2) — —D12. (S1 X S2)).

— changer de convention et prendre 'ordre des produits vectoriels en tournant

dans le sens direct autour des vecteurs D, et en passant toujours par I'intérieur
des tétraedres (D12. (S1 X S2) — Da;. (S2 x Sy)).

8.1.3 “Propagation” d’un tétraedre a ses voisins sur le réseau pyro-
chlore

Pour trouver les interactions Dzyaloshinsky-Moriya pour les autres sites sur le
réseau pyrochlore, il faut prendre en compte le fait que chaque site est un centre d’in-
version pour le réseau entier. Ceci mene a la regle suivante pour la “propagation” de
linteraction d’un tétraedre & 'autre : considérons trois sites alignés (voir figure 8.2),
celui du milieu étant commun aux deux tétraedres, et on suppose fixée l'interaction
entre ce site et un des deux autres (par exemple entre les sites 1 et 2 de la figure
8.2). Il faut alors prendre pour l'autre interaction (entre les sites 2 et 3 de la figure
8.2) un vecteur D parallele & celui de la premiere interaction. Il peut étre de méme
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Fi1c. 8.2 — Propagation de l'interaction Dzyaloshinsky-Moriya d’un tétraedre a son
voisin. Pour les interactions qui concernent trois spins alignés, les vecteurs D sont
paralleles. Peu importe le sens des vecteurs, il faut respecter la convention choisie :
I'ordre des spins dans les produits vectoriels est celui dans lequel il apparaissent en
tournant toujours dans le sens direct (ou toujours dans le sens indirect) et en passant
par I'intérieur des tétraedres. Si on a pris la convention de tourner dans le sens direct,
les vecteurs représentés sont Da; et D3o

sens ou de sens opposé, I'important est de conserver la méme regle pour le produit
vectoriel d'un tétraedre a ’autre. Un exemple de propagation de l'interaction d’un
tétraedre a son voisin est donné sur la figure 8.2.

8.2 Minimisation de I’énergie pour un tétraedre

On commence par s’intéresser a 1’état fondamental d’un seul tétraedre avec in-
teractions Dzyaloshinsky-Moriya. On s’intéresse ici au probleme avec des spins clas-
siques. Le cas d’'un tétraedre isolé est intéressant car les structures magnétiques
obtenues par simulations Monté Carlo sur le réseau pyrochlore (voir 8.3) ont des
vecteurs de propagation q = 0 (tous les tétraedres ont la méme structure magné-
tique), et 1’étude de la structure magnétique sur un tétraedre isolé est plus simple.
Par ailleurs, la comparaison des résultats de minimisation de I’énergie sur un té-
traedre et des simulations Monté Carlo nous permettra de mettre en évidence une
sélection entropique de certains états.

8.2.1 Cas “direct”

Pour le cas direct (voir figure 8.1 pour la définition des cas direct et indirect),
la structure magnétique est unique, mis a part la symétrie par renversement de tous
les spins. Elle est représentée sur la figure 8.3. Chaque spin pointe vers le centre de
la face opposée, et bien que la présence d’interactions Dzyaloshinsky-Moriya ne soit
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Fic. 8.3 — Etat fondamental avec des interactions Dzyaloshinsky-Moriya “directes”
(voir figure 8.1 pour la définition de direct et indirect) pour un tétraedre. Chaque
spin pointe vers le centre de la face opposée. Seule reste la symétrie par inversion de
tous les spins.

pas équivalente a des anisotropies sur site, I’anisotropie induite par les interactions
Dzyaloshinsky-Moriya s’apparente ici & une anisotropie “axe facile”.

8.2.2 Cas “indirect”

Pour le cas indirect, deux types d’états sont obtenus par minimisation de ’éner-

gie :

1. la structure est coplanaire, tous les spins sont dans la famille de plans (xy), (yz)
ou (zx) (voir figure 8.4). Supposons que la famille de plans (xy) soit sélection-
née, alors les deux spins appartenant au méme plan (xy) sont anti-paralléles
entre eux et tournés de § par rapport aux deux autres. Le sens de la rotation
est fixé par la minimisation des interactions Dzyaloshinsky-Moriya. Il reste un
degré de liberté de rotation global dans le plan (xy). Une telle structure est
représentée sur la figure 8.4

2. Il subsiste un autre degré de liberté global : partant exactement de la structure
représentée sur la figure 8.4 (mais pas d’une structure obtenue & partir de
celle-ci par rotation de tous les spins dans le plan (xy)), on peut la déformer
continuement et obtenir une famille d’états dégénérés. Ces états sont décrits
sur la figure 8.5. Ce ne sont pas des états coplanaires, mais ils relient les trois
familles d’états coplanaires ((xy), (yz) et (zx)) entre elles tout en restant au
minimum de I’énergie (voir figure 8.6).

Pour ce qui est de la minimisation de I’énergie, aucune différence n’est faite entre
les deux types d’états coplanaires et non coplanaires ci-dessus, toutefois, on verra
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F1a. 8.4 — Un état de plus basse énergie dans le cas “indirect” (voir figure 8.1 pour
la définition de direct et indirect) pour un tétraedre. Il y a un degré de liberté de
rotation globale dans le plan (xy). Les structures analogues avec les spins dans les
plans (yz) et (zx) sont équivalentes.

Fia. 8.5 — Exemple de structure non coplanaire de méme énergie que les structures
coplanaires de la figure 8.4. On déforme la structure de la figure 8.4 de la maniere
suivante : les deux spins du bas acquiérent la méme composante en z, opposée a
la composante en z des deux spins du haut. Simultanément, les deux spins du bas
tournent autour de l'axe z du méme angle mais en sens opposés, ils ne sont plus
anti-paralleles. Idem pour les spins du haut.
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Etats non coplanaires

F1G. 8.6 — Espace des phases dans le cas “indirect”. Toutes les lignes représentées sont
des minima de I’énergie. Les trois petits cercles représentent les structures coplanaires
comme celles de la figure 8.4. On passe de I'une a 'autre en restant au minimum de
I’énergie et en passant par des états non coplanaires. On a schématisé les fluctuations
thermiques qui favorisent les structures coplanaires.

que les fluctuations thermiques favorisent les états coplanaires. Le résultat est déja
schématisé sur la figure 8.6.

Dans les deux cas, ’anisotropie induite par les interactions Dzyaloshinsky-Moriya
indirectes s’apparente a une anisotropie planaire. Dans un cas les spins sont confinés
dans un méme plan, dans 'autre ils sont limités a certaines surfaces de ’espace.

8.3 Simulations Monté Carlo

La minimisation de I’énergie sur un tétraedre est équivalente a la minimisation de
I’énergie pour tout le réseau pyrochlore en se limitant a des structures magnétiques
ayant pour vecteur de propagation g = 0 (la maille magnétique est composée d’un
tétraédre). Un premier intérét des simulations Monté Carlo est donc de minimiser
Iénergie (libre), en faisant baisser la température, sans hypothese sur le vecteur
de propagation. Le second intérét des simulations Monté Carlo est de prendre en
compte les fluctuations thermiques. Dans le cas “indirect”, on a identifié deux types
d’états fondamentaux. Comme on le verra, ils ne sont pas équivalents du point de
vue des fluctuations thermiques, et la prise en compte de ces dernieres se révele étre
un facteur important dans la détermination des propriétés magnétiques du systeme.

8.3.1 Détails techniques

Toutes les simulations ont été effectuées sur des réseaux de taille L = 3, com-
portant 16 x L3 = 432 spins. A chaque température, 1000000 pas Monté Carlo (par
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FiG. 8.7 — Structure magnétique induite par des interactions Dzyaloshinsky-Moriya
“directes” (voir figure 8.1 pour une définition de “direct”) dans le réseau pyrochlore.
Les spins pointent selon les hauteurs des tétraedres, vers 'intérieur ou 'extérieur des
tétraedres un tétraedre sur deux.

spin) ont été effectués pour mettre en équilibre le systéme puis les grandeurs ther-
modynamiques (I’énergie, la chaleur spécifique et le parametre de coplanarité) sont
calculées avec un échantillonnage de 1000000 mesures espacées les unes des autres de
10 pas Monté Carlo afin de décorréler les mesures les unes des autres. Enfin, la tem-
pérature était abaissée logarithmiquement afin de trouver la structure magnétique
qui minimisait ’énergie libre.

8.3.2 Cas direct

Dans le cas “direct”, la structure obtenue a une maille magnétique qui est formée
d’un tétraedre. Les quatre spins pointent selon les hauteurs du tétraedre, tous vers le
centre ou tous vers I'extérieur du tétraedre, un tétraedre sur deux. Ceci revient donc
a propager, avec un vecteur de propagation q = 0 et selon les vecteurs de translation
du réseau cfc sous-jacent au réseau pyrochlore, la structure obtenue précédement sur
un tétraedre. La structure magnétique est représentée sur la figure 8.7.

8.3.3 Cas indirect : “sélection entropique”

Dans le cas indirect, on constate que les structures obtenues a basse tempéra-
ture ont également des mailles magnétiques formées d’un tétraedre. On pourrait
s’attendre donc comme dans le cas “direct” a ce que la structure du réseau entier
s’obtienne en reproduisant la maille magnétique obtenue par minimisation de 1’éner-
gie sur un tétraedre. Les états qui minimisent ’énergie sur un tétraedre se classent
en deux familles, des états coplanaires et des états non coplanaires (voir 8.2.2). Les
états coplanaires sont eux mémes divisés en trois groupes selon le plan sélectionné
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((xy), (yz) ou (zx)), et I'on peut passer continiment (en restant au minimum de
Iénergie) d’un plan a lautre. Cette déformation implique le passage par des états
non coplanaires.

On constate lors des simulations que le systéeme fluctue toujours autour d’un
des états coplanaires. Toutefois, comme la température est finie et que le systeme
est de taille finie, il “saute” d’un état coplanaire vers un autre au cours du temps
(c’est a dire au cours des pas Monté Carlo) en passant par des états non coplanaires.
Afin de quantifier cette sélection des états coplanaires, on définit un parametre de
coplanarité :

C=1- %min D SEL Y 8D S, (8.2)

spins spins spins

C vaut 1 dans le cas de structures coplanaires dans un des plans (xy), (yz) ou (zx).

La figure 8.8 représente ’évolution du parametre de coplanarité en fonction de la
température. On voit qu’au fur et & mesure que la température est abaissée, les états
coplanaires sont sélectionnés. Pourtant, du point de vue énergétique, ceux-ci sont
dégénérés avec des états non coplanaires. La coplanarité qui apparait est donc le ré-
sultat d’une sélection entropique par les fluctuations thermiques d’un sous-ensemble
d’états parmi des états dégénérés énergétiquement. Il est délicat de parler de véri-
table “ordre par le désordre” [111, 100], car avant que cette sélection ne s’effectue
(donc a température nulle), tous les états de plus basse énergie présentent un ordre
a longue portée. Il ne subsiste que des degrés de liberté globaux, soit des rotations
globales, soit des déformations globales plus complexes, mais il ne subsiste pas de
degrés de liberté locaux : fixer un spin fige toute la structure. Les fluctuations ther-
miques ne font que lever partiellement cette dégénérescence globale, mais ne sont pas
véritablement a ’origine de I'ordre dans le systeme.

A température nulle, les états non coplanaires permettaient de passer d’un état
coplanaire vers un autre en modifiant continiment la structure magnétique tout en
restant au minimum de I’énergie. A température finie, le systéme ne minimise pas
son énergie, mais son énergie libre : F' = E — TS, et la différence d’entropie qui
apparailt entre des configurations dégénérées énergétiquement est a l'origine de la
sélection de certains états au détriment des configurations de basse entropie [111,
100]. Les états coplanaires sont donc ici des minima de ’énergie libre, séparés par
des barrieres dont la hauteur est de 'ordre de TAS, avec AS la différence d’entropie
entre deux configurations coplanaire et non coplanaire. On peut penser que dans
la limite thermodynamique ces barrieres d’énergie libre conduisent a une brisure de
symétrie et que le systeme restera dans un seul plan. Cette question n’a pas été
abordée dans ce travail.

8.4 Composés

La structure obtenue avec des interactions Dzyaloshinsky-Moriya “directes” est
celle de FeF3 [31]. Dans ce composé les anisotropies sur sites ont été estimées a
~ 0.1K [95] et ne peuvent pas rendre compte de la transition de phase a 15 K
[91, 75]. La transition de phase peut étre expliquée par des interactions ferromagné-
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F1G. 8.8 — Evolution du parametre de coplanarité C (voir équation 8.2) en fonction de
la température. Bien que des états non coplanaires soient dégénérés énergétiquement
avec les états coplanaires, ces derniers sont sélectionnés entropiquement et dominent
le comportement du systeme a basse température.

tiques entre troisiemes voisins [90, 95] ou par des interactions Dzyaloshinsky-Moriya
entre premiers voisins. Il semble difficile & I’heure actuelle de trancher entre les deux
scénarios.

La structure magnétique du composé ZnCroOy4 a plusieurs caractéristiques (ani-
sotropies planaires dans les plans (100), moments a 7 les uns des autres d'un plan
(100) au suivant...) qui laissent penser que des interactios Dzyaloshinsky-Moriya
sont présentes. La structure expérimentale de ce composé n’est toutefois pas entiere-
ment déterminée & ’heure actuelle. D’autres composés sont dans la méme situation,
mais un effort supplémentaire est nécessaire dans cette direction.

8.5 Conclusion

Le géométrie du réseau pyrochlore, de méme que celle du réseau kagomé est com-
patible avec des interactions Dzyaloshinsky-Moriya. Dans le réseau pyrochlore parfait
(sans abaisser plus la symétrie par la présence d’autres atomes non magnétiques),
seuls deux types d’interactions Dzyaloshinsky-Moriya (nommées dans ce travail “di-
recte” et “indirecte”) sont autorisées. Dans tous les cas la prise en compte de ces
interactions détruit ’état liquide de spins (classique) du systéme avec interactions
antiferromagnétiques seules au profit d’'un état ordonné. Dans le cas “indirect”, a
température nulle il reste une dégénérescence globale du systéeme qui est partielle-
ment levée par les fluctuations thermiques qui sélectionnent des états coplanaires.
Le role des fluctuations quantiques est trés brievement considéré en annexe (§B.4)
mais ne devrait pas étre primordiale du fait qu’il s’agit d’un ordre magnétique a trois
dimensions. Le lien avec la structure magnétique de certains composés reste a faire.
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Les interactions Dzyaloshinsky-Moriya ne sont pas les seules interactions d’échange
anisotropes compatibles avec la géométrie du réseau pyrochlore : des interactions sy-
métriques anisotropes peuvent également exister dans les composés pyrochlores. Une
étude de ces interactions a débuté : il semblerait que dans la majorité des cas possibles
les interactions anisotropes induisent un ordre a longue portée. La détermination des
structures magnétiques exactes est en cours. ..
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Conclusions et perspectives

Le travail présenté dans cette these se divise en deux parties. La premiere est
consacrée a I’étude de I'hamiltonien de Heisenberg quantique (S = %) sur les réseaux
pyrochlore et damier. L’approche utilisée consiste a prendre en compte des propriétés
déja connues de ces systemes (état fondamental liquide de spins singulet avec des cor-
rélations a courte portée, premicres excitations singulet-singulet. ..) pour tronquer
I’espace de Hilbert en ne gardant que des états pertinents pour décrire le comporte-
ment a basse température. Ce faisant, on a dérivé un hamiltonien effectif restreint
au secteur singulet, puis on I’a résolu dans 'approximation du champ moyen. L’état
fondamental obtenu pour le réseau pyrochlore a été décrit. Pour le réseau damier,
d’autres études ont montré que I’approche utilisée ici n’était pas appropriée. Les ré-
sultats obtenus sont néanmoins valables pour J' < J. ol J, est une certaine valeur
critique plus petite que J.

L’étude de I’état fondamental du réseau pyrochlore avec des spins S = % est
loin d’étre achevée. La méthode appliquée brise la symétrie de translation du réseau
artificiellement. Par nature elle impose que les résonances entre singulets se feront
sur un des deux sous-réseaux de tétraedres. Il semblerait judicieux d’appliquer des
méthodes ou les résonnances peuvent avoir lieu sur tous les tétraedres afin de justifier
ou de mettre en défaut 'approche ci-dessus. Des tentatives ont été faites dans ce sens
mais n’ont pas (encore ?) abouti.

La seconde partie de cette these traite des interactions Dzyaloshinsky-Moriya
dans les réseaux kagomé et pyrochlore. Pour le premier de ces réseaux, deux cas
ont été considérés : celui d’'un réseau kagomé “pur” et celui d’un réseau kagomé
avec un environnement non magnétique qui abaisserait la symétrie. Ceci a été fait
(et justifié) dans le but d’expliquer la mise en ordre dans des phases coplanaires
ou faiblement ferromagnétiques de certains composés jarosites. Des arguments de
symétrie simples (régles de Moriya) et des calculs microscopiques ont permis de
déduire les interactions Dzyaloshinsky-Moriya possibles dans ces réseaux. Les pro-
priétés magnétiques qui en résultent ont été sondées par simulations Monté Carlo
et dans 'approximation du champ moyen. On trouve que la présence d’interactions
Dzyaloshinsky-Moriya induit un ordre magnétique a longue portée. Les structures
des états fondamentaux ont été explicitées et un diagramme de phase en fonction des
différentes interactions Dzyaloshinsky-Moriya possibles a été obtenu. La transition de
phase est du second ordre, et on a obtenu la température critique en fonction de l'in-
teraction Dzyaloshinsky-Moriya pour certaines géométries. Le résultat essentiel est
que T, ~ D, et de facon plus générale, que les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya,
méme faibles par rapport a I’échange isotrope ne sont pas une “perturbation” : des
lors qu’elles sont présentes, elles sont a l’origine de la mise en ordre du systeme.
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Enfin les fluctuations quantiques ont été considérées et sont de peu d’importance
sauf peut-étre pour le cas de spins § = % Les résultats expérimentaux sur certains
composés jarosites sont bien expliqués par des interactions Dzyaloshinsky-Moriya
comme cela a été montré.

On a montré que la transition de phase est du second ordre, mais sa nature
(Kosterlitz-Thouless, Ising. .. ) reste a déterminer. On s’attend a différents types de
transitions selon la symétrie de I'interaction Dzyaloshinsky-Moriya.

Le travail sur le réseau pyrochlore reste & finaliser. En particulier le lien avec
les composés (FeF3, ZnCrsQy. .. ) semble prometteur mais nécessite une étude plus
approfondie. Un autre point qui reste inachevé est de savoir si la barriere entropique
qui apparait peut conduire & une brisure de symétrie dans la limite thermodynamique
et donc a la sélection d’un état d’ordre a longue portée coplanaire 7

De facon plus générale, cette étude a montré le role important que peuvent avoir
les anisotropies dans les interactions pour expliquer la mise en ordre de certains
composés fortement frustrés. Les interactions anisotropes ne se limitent pas aux
interactions Dzyaloshinsky-Moriya, il existe également des interactions anisotropes
symétriques dont 'effet n’a pas été étudié ici. Leur prise en compte pourrait étre a
l'origine de certains comportements inexpliqués tels que la mise en ordre du composé
GdsTixOr.
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Annexe A

Hamiltonien effectif sur les
réseaux pyrochlore et damier
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A.1 Etats propres pour un tétraedre

On obtient les niveaux d’énergie de ’hamiltonien de Heisenberg pour quatre spins
tous en interaction les uns avec les autres de la fagon suivante :

N
N

J 4
H = 5 Z SZ'.Sj =
i£j=1

(S(S+1) —4s(s+1)) = 2 (S(S +1) - 3) (A1)

La derniere égalité est valable pour des spins s = % ce qui est le cas ici. Le nombre

quantique S permet d’indexer les niveaux d’énergie. Cet hamiltonien commutte avec
les opérateurs S% = (33;s;)° et S* = 3,87 Les coefficients de Clebsch-Gordan
permettent d’obtenir les états propres pour ces deux opérateurs, et donc les états
propres du systeme (voir table A.1).
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2

Fia. A.1 — Numérotation des sites sur un tétraedre. Par exemple le ket | T[T])
correspond a ’état ol les spins 1 et 3 sont dans 1’état |S* = %) et les spins 2 et 4

dans D'état |S* = —1).

E S*
T7=3) |- O [ LTI +11T1ID) = g% (UTD + TN + 1T+ 1)
" =-3) |- O [ 21y + 11D =11ty =1 111)

SUTLTD+ [TUD = [L1TD) = [LT1T)

.

2

1—;§(Hm>— D)
2

T

V2

ST =11TL)

VEITTLD = (1L + [1111)

L (1111 — L) + 52 (T D+ [1ID= 11— [1111)

3

|~

L(TLD+ TLD) — /2 1110

BT — s (T [T+ [L1T1)

Z(MLD+ 1D = TN+ [11TD = 1111 = [1L171))

ST+ [11L)+ [111) — %2 [1111)

H ol | vl rojeg] o | roled oy | rofedrored wmwm M|C£

711

ST+ [T+ [T+ [LTT1)

TOTTID+ TT0+ [T+ [ITTD+ [0+ [TT)

-1

SATLLD+ LTI+ LT D+ 1)

|

NN N NN~ R R R == RO O W
|
—_

w|&w|& w|&w|&w|°" |

—2

L)

TAB. A.1 — Energies et états propres pour I’hamiltonien A.1. L’ordre des spins est

celui de la figure A.1

106




(@)

Fic. A.2 — Trois types de diagrammes donnant des termes non nuls au troisieme ordre
des perturbations. Seuls les diagrammes du type (c) sont a 'origine des interactions
effectives, les autres n’apportent que des corrections a I’énergie. Les diagrammes de
type (a) sont les seuls a donner une correction a ’énergie des le deuxieme ordre.

A.2 Interactions effectives dans le pyrochlore

Lors de la prise en compte en perturbation des interactions entre tétraedres (J ,),
plusieurs diagrammes sont & prendre en compte selon I'ordre des perturbations. On
a représenté sur la figure A.2 les types de diagrammes & prendre en compte jusqu’a
I'ordre trois des perturbations. Tous vont apporter une correction a I’énergie, tandis
qu’un seul type de diagrammes est & ’origine des interactions effectives entre pseudo-
spins.

A.2.1 Corrections a I’énergie

Au premier ordre des perturbations, toutes les corrections & ’énergie sont nulles,
et il n’y a pas d’interactions effectives entre pseudo-spins. Au deuxieme ordre des
perturbations, seuls les diagrammes de la figure A.2.a donneront une correction a
5z . 3J'2 . . . /o
I'énergie (—3557 par diagramme). La matrice des perturbations est sphérique dans le
sous-espace des singulets, et ne représente pas une interaction effective entre pseudo-

spins. Au troisieme ordre des perturbations, ces mémes diagrammes donnent une
/

. . 3 . . .
correction qui vaut : _132{;—J2 (par diagramme) tandis que chacun des diagrammes de

la figure A.2.b donne : %

A.2.2 Interactions effectives

On traite ici le cas des diagrammes de la figure A.2.c, les seuls a donner lieu a
une interaction effective entre pseudo-spins. Ceux-ci peuvent étre classés en quatre
familles représentées sur la figure A.3. En fait toutes les interactions qui en résultent
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Fic. A.3 — Les quatre familles de diagrammes donnent lieu aux mémes interactions
effectives sous réserve de prendre 1’ordre indiqué ici pour les pseudo-spins.

sont identiques, a des permutations des pseudo-spins pres. Autrement dit, toutes ces
interactions peuvent étre ramenées a l’expression suivante :

J"? 1 1 1 1 1
?< —gs1 — 12Ty +T2) + 56Ta + o518 — raly —
—o6 TP T7 + 5 T2T7 + 35 T2T7 + TP T —

s I (A2)
o LiTE + om TiTy — s Ty TE + 35Ty TE+
o i T TE — g Ti T TE + g5 T Ty TE — §TETYTE >

a condition de respecter les regles suivantes pour obtenir 'ordre des spins a, b et ¢ :

1. a et b appartiennent au méme plan z = const. et z. # z4 = 2p. 1l reste a
déterminer a et b tels que :

— =
2. — Siz. >z, (abx be), >0
— =
— Size < zq (abx bc), <0
(voir figure A.3 pour les axes)

/
Comme on le voit, il y a ici aussi une correction a 1’énergie (—38‘]4—JQ), mais cette
fois il apparait en plus des interactions effectives entre pseudo-spins.
Afin d’obtenir I’hamiltonien effectif complet sur le réseau cfc de pseudo-spins, il

reste a sommer les différentes contributions.

A.2.3 Interactions étendues a tout le réseau

On se concentre ici sur les diagrammes qui donnent lieu a une interaction effec-
tive. Le réseau pyrochlore peut étre décrit comme un réseau cfc avec comme maille
élémentaire quatre spins formant un tétraedre. Cette description ne tient toutefois
pas compte des interactions entre les spins qui ne respectent pas la symétrie d’un
réseau cfc. Ceci se répercute sur 'hamiltonien effectif de la fagon suivante : tous
les triplets (i, j, k) de pseudo-spins avec i, j et k plus proches voisins ne sont pas
équivalents. En particulier, les interactions effectives A.2 n’apparaissent que pour des
pseudo-spins dont les tétraedres associés sont reliés comme sur la figure A.2.c, mais
il n’y aura pas d’interaction effective & trois corps pour des triplets (i, j, k) dont les
tétraedres associés sont connectés comme sur la figure A.2.b. Ceci explique que 'on
ne somme pas sur tous les triplets de pseudo-spins dans ’hamiltonien effectif (voir
hamiltonien 4.4 et figure 4.6)

108



A.3 Champ moyen

A.3.1 Structures magnétiques a un vecteur de propagation

Si on se limite a des structures magnétiques décrites par un seul vecteur de
propagation et des hamiltoniens avec des interactions a deux spins, on peut trouver
une solution au probleme comme décrit ci-dessous. Un exposé tres clair et simple de
la méthode est donné par Cogblin [27] pour le cas de couplages isotropes. Bertaut [7]
présente la méthode pour le cas de structures a plusieurs atomes par maille. On se
limite ici a des interactions dans le plan (zx) anisotropes car ce sont celles rencontrées
dans les hamiltoniens effectifs que ’on traite si I’on inclut uniquement les interactions
a deux pseudo-spins. Partant de 'hamiltonien :

_ TT QT QT TZ QT Q= ZT QZ QT ZZ QzZ Q=
H=> J5SySy + J7FSyS; + J;7S7ST + Ji7 578
(i5)
ol la somme porte sur toutes les paires (ij), avec les constantes .J;; nulles si les spins
n’interagissent pas. On peut réécrire I’hamiltonien sous la forme matricielle :

T Tz T
H=3 sy n | [

On se restreint aux structures a un seul vecteur d’onde et on cherche des solutions
sous la forme :

§7 = SEeiaR
7 = SetaR

On a alors :

zx ,i1q.R;; rz ,iq.R;; x
[Jije 1 Je J} [S]

q
2z ,1q. Ry 2z ,1q.Rj z
Jite Jife Sq

1 Tk Q¥
H:E[Sq Sq] Z

ij
ou Rij = Rj — Ri.

Les termes de la somme ne dépendent que de la différence R; — R; et cette
invariance par translation permet de réécrire la somme, en prenant R; a 'origine :

N

=5 IS5 s (D

= |: Jiacjaceiq.Rj Jiacjzeiq.Rj :| I: S(alt :|

zzoiqR; - jzzoiq.R; z
Jite Jite Sg

En pratique, la somme porte sur tous les sites j avec lesquels un site donné
interagit. On calcul cette somme puis on diagonalise la matrice obtenue. Les vecteurs
propres S(’i/ et Sfl/ sont des combinaisons linéaires des Sq et Sg associés aux valeurs
propres A1(q) et A\a(q). Ceci permet finalement d’avoir I’expression de ’hamiltonien :

=[5 s [00 | []

On cherche ensuite laquelle de A1 (q) ou \2(q) atteint le minimum de I’énergie sur
toute la premiére zone de Brillouin. On peut alors remonter a la structure magnétique
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correspondante qui minimise 1’énergie. Supposons que ce soit A1(qg) qui minimise
I’énergie, alors celle-ci vaut :

N
E= §]Sq|2)\1(q0)

et 'aimantation correspondante en R; = 0 est dans la direction z.

A.3.2 Champ moyen a plusieurs sous-réseaux et q =0

Pour tous les opérateurs S*¥* on a : S = (S) + (S — (5)). L’approximation
de champ moyen consiste a supposer les fluctuations autour de la valeur moyenne
petites donc S — (S) sera petit et on néglige tous les termes d’ordre supérieur, en
particulier les termes du type : (S; — (S;))(S; — (S;)). En pratique, ceci revient a
éliminer les termes a deux, trois (ou plus) spins pour ne garder que des termes & un
spin :

SiSj — S5i{Sj) + (i) Sj — (Si)(S) (A.3)
8iSjSk = Si(Sj){Sk) + (9:)Sj{(Sk) + (9:)(S;) Sk — 2(5:)(5;)(Sk)

On sépare ensuite les spins en un ou plusieurs sous-réseaux, chaque sous-réseau
étant caractérisé par une valeur moyenne de aimantation (tous les spins d’un sous-
réseau ont la méme aimantation). L’hamiltonien relatif & un spin (rappellons qu’il
ne reste que des termes & un spin) prend alors la forme :

Hy = 0,55 + 5,55 + £, (A)

p indice les sous-réseaux. a,, 3, et f, dépendent des aimantations moyennes de tous
les sous-réseaux. Pour des spins S = %, les niveaux d’énergie d’un tel spin sont :

\/ a2+ B2
E, = if + fp (A.5)
Les valeurs moyennes (quantiques) des aimantations dans ces deux états propres de
I’hamiltonien valent :

O[2+ﬁ2
\ “p p I6) «
e S s YT o min
2 ap—l—ﬁp 2 ozp—l—ﬂp
\J a2+ 32
P D 16)
Ep = 2 iy S;f: /2p 2 SIZ’: /2 2
2 ap—i—ﬂp 2 ap+ﬁp

La fonction de partition et ’énergie libre valent :

/a2 + 32 /a2 + 32
P P —kT In |2cosh yr_r

Ip
Zy = 2e” ¥T cosh | ————— F,=

2kT 2kT i
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tandis que ’énergie moyenne vaut :

Ep__,/ozl%%—ﬁ%t . \J o2+ (2

2 an kT +fo

Une premiere fagon de résoudre le probleme en champ moyen consiste a trouver
les aimantations (Sy, S;) qui minimisent I'énergie libre totale :

F= > K

sous—resauxr

La deuxieme fagon d’appliquer une méthode de champ moyen consiste & imposer une
self-consistence : les valeurs moyennes des aimantations que 'on a introduites (voir
A.3) doivent coincider avec les valeurs moyennes statistiques de ces aimantations.
En pratique, on aura le systeme d’équations suivant pour chaque sous-réseau :

_ Var+ 5
(Sp) = _ tanh | "
2, /a2 + 32 2kT
_ ap+ 5
2,/a2 + B2 2kT
A.3.3 Solution a quatre sous-réseaux pour le pyrochlore

On applique la méthode décrite au paragraphe A.3.2 pour la recherche de solu-
tions a quatre sous-réseaux pour ’hamiltonien effectif du réseau pyrochlore donc pour
des pseudo-spins sur un réseau cfc. Les quatre sites d’une maille sont les site (0,0, 0),
(3,1,0), (3,0, 3) et (0,4, ) d’un réseau cfc. Dans les notations du paragraphe A.3.2,
ona:
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aq

b

a2

B2

a3

B3

Qy

fa

A4

25T+ 5 (T5) + {T5) + —= (T8) — (T9) + 2 ({T5)(T5) + (TE)T5)+

12 14/3

HTGHTE) + 3= (TEHTS) + (TE)TF) = (T — (T5)(T) - 3 (THNTS)
T + o= (T5) = (T) + 5= (TE)TH) = (T)(T) — 5 (TEHIE) + (T3)(TF))
—1—12<T§> + 5 () + (T0) + = (1) = (T0) + § (TENT) + T+
TGN + 3= (TENTD) + (TE)(TF) = (T = (TE)(T) - 3 (THNT)
1T+ f<< £) = (T9) + 5% (TN — (T3T) = 5 (TDNTE) + (T5)(T)
~ 5 T+ § (T) + () + 1= (1) = () +  (TETE) + (T T+

+ (T5)(T5)) + 2—\1/3 (TENT) + (TENTE) = (T9)(TF) = (T3)(T5)) - %(Tf”><Tf>
1 1 1

1+ 4\/—(< 1) —(I7)) + 2\/—(< 2 )/(Tp) = (IENTE)) — 5 (TDTE) + (TENTT))
1 1 Z 1 ui 1 Z Z z Z
12<T1> + 6 (T5) +(13)) + w3 (15) = (13)) + 6 (T)T5) + (T )(T5)+

HINTE)) + % (T)(T3) + (T5)NT5) = (T)(T5) = (T3)(T3)) - %<T§”><T§>

i<Tf>+4—\1/§(<T§>—<T5>) : f<< £)(T5) — (TENTE)) — 5 (TE)TS) + (TF)(T5)

i(<Tf><Tzf>+(T5><Téf>)—Z(<T1><T4> +(T3)(T3))

12
(T7)(T3) + (T7)(T3) + (T5)(Ty) + (T3)(T1))

+4_\1/§ (TO)(T3) + (T7)(T5) + (T3)(T) + (T5)(T5) =

—(T7 (1) = {17 )(T3) = (T5){T%) = (T5)(T%))
—é (T0)(T3)(T5) + (T )(T5)(T) + (T7)(T5)(Tx) + (T5)(T35)(T%))

(T0) (TNT5) + (17 ) (T3 )(Tx) + (T7) (T35)(T%) + (T3) (T3 )(T¥))

cm»—n

2\f
+2—\1/g (TEUTENTS) + (TENT5)(TE) + (VT )(TE) + (T3 )(T5)(T5))

+% (TENTTE) + (TN TENTE) + (TF)(T5(TE) + (TN (T5)(T5))

Interactions effectives dans le damier

La figure A.4 répertorie tous les types de diagrammes qui contribuent & I’hamil-

tonien effectif aux deuxiéme et troisieme ordre des perturbations. On détaille par la
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(@ (b) (©) (d)

Fic. A.4 — Quatre types de diagrammes qui donnent des contributions non nulles
aux deuxieéme et troisieme ordre des perturbations. Les diagrammes du type (a)
ne donnent que des corrections a ’énergie. Ceux du type (d) n’interviennent qu’au
troisieme ordre des perturbations

suite la contribution de chacun de ces diagrammes.

A.4.1 Contributions au deuxiéme ordre

Les diagrammes du type (a) donnent une correction a 1’énergie (— %‘g J) mais pas

d’interaction effective.
Le diagramme (b) donne une interaction effective :

J 24 241 T/ TR /3 12 4 43

et le diagramme (c) :

J?( 5 1 1 1 1 1

- o TZ TZ - T.’E TI __TZTZ__TCL’TI__ TZT$ TQZ‘TZ
J ( 24 24( +17) 8\/3( +T7) 12 4 4\/_( + )>

Les diagrammes du type (d) ne contribuent pas au deuxieme ordre des pertur-
bations.

A.4.2 Contributions au troisiéme ordre

. . N . 3’3 .
Les diagrammes du type (a) donnent une une correction & I'énergie (— 15575 ) mais
pas d’interaction effective.
Le diagramme (b) donne une interaction effective :

J3 11 V3 3 V3
32 16777 167° 16

7\ 16 0l +TZ)+—(T””+T”")——TZTZ——T$T$+—(TZT$ T,wa))

et le diagramme (c) :

J’3 1 1 3 3
—<————(T?—|—T~Z) (TuTx)——TZTZ——TxTI V3

wa

J2\ 16 320 T 167077 167 6(T"ZTf+T"ITf)>
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Les diagrammes du type (d) donnent des interactions effectives a un, deux et

trois pseudo-spins :

J/3 . ) X :
ﬁ< ﬁ+ﬂTiZ+%TJ’Z+%TZ_WTI+32fo
5 5 1
o TET] + G TTE = g T T = WIT = RnTiT) — g1y
+32T~’CTJJ + 32TxTx + 32T1:Tx + \[T:cTz + 32\[T2Tx 32\[TxTZ
FHTITTE = g T T+ g TV T = AT Ty

)

ou i est le spin “central”, j celui dans la direction y (verticale) et k celui dans la

direction x (horizontale), comme représenté sur la figure A.4.

A.5 Champ moyen pour le réseau damier : solutions a

deux sous-réseau

On recherche les solutions q = 0 avec une maille magnétique qui contient deux

sites. En suivant les notations de ’annexe A.3.2 :

1 1 1 1 1 1
= <T;>—— <TP>4-<Ti>2 4 2 < TP TE > —= < TE>?
o Tty sz tgsha < 27792
1 1
b1 = —Z<T§>+Z<Tf>—<Tf><T5>
1 1 1 1 1 1
= <TE> - <TEi> < TS24 2 < T TP > — <
az Tty st gl 1775
1 1
B2 = —Z<T{”>+Z<T§>—<Tf><T§>
8 1 1 1 L .
fi+fe = _%_Z<T1 ><T2>+4<T1 ><T2>+24(<T1> + < T}

8
<TE><TE >+ <TP > < T >

Ty

>?)

1 1
——(<Tf>2+<T§>2)—§(<Tf><T§> +<TF>2<T5>)+

A.6 Réseau carré avec des interactions entre seconds

voisins

L’hamiltonien effectif a été obtenu par Kotov et al [57] pour une version mo-
difiée du modele J; — Jo sur le réseau carré. Ils obtiennent au deuxieéme ordre des

perturbations I’hamiltonien effectif suivant :
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H®) 25 2 .,
gz _NE - Z 3L

+ Z ——TZTZ - —T”CTJE - 2—\1/3 (T7Ty + T7TY)

1
+ Z _éTz‘ZTf - §Tz‘$Tf " 2V3 (T7TF + T7T5)
(i3)y

Dans la méthode d’hamiltonien effectif, on suppose qu’il suffit de dériver I’ha-
miltonien aux ordres les plus bas en perturbation pour capter ’essentiel du compor-
tement du systeme. Nous avons calculé I’hamiltonien effectif & I'ordre suivant afin
de vérifier si les interactions effectives décroissent en amplitude. On a obtenu les
contributions aux interactions effectives au troisieme ordre :

H®)
Js 192 Z =T7
?
1
——TZTZ — —T”‘“T“’ - TZT“ TxTZ

1
+ ——TZTZ — —T””T‘” + —= (T7T} + T T

L’hamiltonien au troisiéme ordre vaut exactement % de ’hamiltonien au deuxieme
ordre. Le fait que la forme de ’hamiltonien soit exactement inchangée n’est pas néces-
saire pour valider la méthode, cela n’est pas le cas par exemple sur le réseau damier.
Le résultat qui nous interesse ici est que “globalement” les interactions effectives
décroissent en amplitude avec 'ordre des perturbations.
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Annexe B

Interactions
Dzyaloshinsky-Moriya

Sommaire
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B.4.1 Fluctuations quantiques sur le réseau pyrochlore . . . . . . 127

B.4.2 Diagonalisation exacte de 'hamiltonien pour un tétraedre
despins S=13 .. ... ... .. ... ... 128

B.1 Dérivation microscopique
B.1.1 Les fonctions d’ondes
Les Y&, :

YQJE2 = % sin? fet2iP

Y;H = F % sin 6 cos feT¥

YY) = 1/16%(3(30829—1)
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322 —r2) = Y9 = \/7(3 cos?f — 1)

|22 —y?) = T(Y +Y5,?%) = \/Esm 6 cos(2¢)
|zx) = T(YZ Y;h = 12 sin 0 cos 6 cos ¢
lyz) = %(YQ +Y;hH = 15 s5in § cos O sin ¢
oy) = (V3-Y3?) = (/4 sin? fsin(2y)

Passage des Y2, aux eg — tag

La matrice suivante permet de passer facilement de ’expression d’un vecteur ou
d’un opérateur dans la base des Y3' a la base des eg — tgg :

— YE) [1Y9) [ 1Y) [ 15 D) [ 15 2)

3z —r 0 0 1 0 0
<<:r2— 2|| L 10 0 0 -

M — vl /2
= (zz] 0 —% 0 % 0
(yz| 0 |—%| O - 0

(xy| - (3/5 0 (3/5 ==

V2 V2

Soit u un vecteur exprimé dans la base des Y5, et u’ ce méme vecteur dans la base
des ez — toq, alors : u' = M.u

De méme, soit H un opérateur dans la base des Y§' et H' ce méme opérateur dans
la base des ey — tog, alors : H’ = M.HM™!

B.1.2 Couplage spin-orbite

On donne ici dans la base des Y5' puis des ez — tog la matrice représentative du
couplage spin-orbite :

AL.S = A(L“S* + $(LtS™ + L™S1))
Dans la base Y3"

On note les états électronique de la fagon suivante : |ms,), par exemple |1 T) =
Ym:l _ 1
YIZ5)) ® sz = 3).
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ZD12OHED LoD [oL =10 ][=-1h]l=-21)[]-2])
(21|
(21| -1 1
(17] 1 |1
(1] 5 | /3
A O] Vil o
01 0 | /8
(171 51 F
(—11] I 1
(=21 1 1
(=2 1| 1
Dans la base eg — tag
322 — %) | [27—¢7) |zx) |lyz) |lzy)
T U [T 7177 T 7T 11T1
(322 —r21| =5 by
(322 —r2 | b iy
(z°—y* 1| - 5 | —i
\ (z*—y* | | -1 a i
ez 1| o = 1 | |3
(czll | =% |3 5|3
I I =
(yz || | -2 -3 = 3
(wy 1] i —3 2
(zy | | —i | —3 -1

B.1.3 Rotations autour de ’axe Z

Les matrices de rotations suivantes permettent de faire tourner les états autour
de 'axe Z, et donc d’obtenir les états pour les sites 2 et 3 a partir des états sur le
site 1. Rotation d'un angle ¢ autour de I’axe Z pour les orbitales ez — tog :

Rorb =

322 — %) [ [2* =) | [22) | [y2) |zy)
(322 — r?| 1 0 0 0 0
(2% — 92| 0 cos(2¢) | 0 0 — sin(2¢p)
(2| 0 0 cosp | —sing 0
(yz| 0 0 sing | cosy 0
(xy] 0 sin(2¢) 0 0 cos(2¢)

Pour les fonctions d’ondes de spins la matrice de rotation s’écrit :
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i |
Rspin: T 6_§

l e

Soit un vecteur (ket) u. Il est transformé par la rotation R en un vecteur u’ tel
que u'=R.u avec R = Ro1, ® Repin-

En fait on a le choix de faire tourner ou pas les parties de spin des fonctions
d’onde. Il faut cependant prendre garde si on les fait tourner de bien effectuer la
rotation inverse a la fin du calcul dans I'hamiltonien effectif pour avoir les mémes
axes X, y et z pour les variables de spins sur les différents sites.

o

B.1.4 Introduction des termes de sauts entre sites

L’hamiltonien de saut s’écrit :

Ho= Y 5™ al 0t (B.1)
igmm’o

avec

mm! _ [/,
tz»j = <z,m

_e? .y
ou R; est la position du noyau i. On ne traite que le cas d’électrons de la méme couche
(d), donc toutes les parties radiales (R(r)) des fonctions d’ondes sont identiques et

tous les éléments de matrice ci-dessus auront donc la méme dépendance en r. En
pratique on a a calculer le recouvrement des parties angulaires des fonctions d’ondes :

(Y™(0,0) [V (0, 0))

qui sont tabulés dans [103].
Les énergies au deuxieme ordre des perturbations sont données par :

Z (zxizaj|Hgle*)(e*|Hg|zx 22 5)
AFE

e

Dans cette formule, chaque ket |zx;zz;) ne précise que 1’état orbital ot il y a un
seul électron sur chacun des sites i et j qui occupent les orbitales |zx) qui sont 1’état
fondamental pour le champ cristallin (voir figure 7.3). Pour cet état orbital, il reste 4
états de spins dégénérés. Les énergies au deuxieme ordre des perturbations forment
donc une matrice 4 x 4 que ’on traduit par des opérateurs de spins. La somme porte
sur tous les états e* ou on a les 2 électrons sur le méme site.

On fait ’hypothese que la répulsion coulombienne sur chaque site est indépen-
dante des orbitales considérées et qu’elle est grande devant le champ cristallin, ce qui
revient a remplacer AE (qui dépend de I'état excité e* considéré) par —U (U > 0)
qui est une constante.
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B.1.5 Relation entre la matrice des énergies et ’hamiltonien ma-

gnétique

L’hamiltonien magnétique :

ally +JS1.S9 + D(Sl X SQ)

ou 14 est I'identité, s’écrit sous forme matricielle :

| 11) | T1) | 11) 1D
‘ TT> a _’_% Dy-ZiDX _Dy-ZiDX 0
| Tl> Dy—4iDX a— % +% i ’L'[2)Z Dy-:iDX
| lT> —Dyz-iDX +% o iD22 a— % _Dy-fZDX
| ll> 0 Dy—4iDX _DYZ_ZDX a4+ %
alors que la matrice des énergie vaut :
|11 [ 11) 11 1D
RGN 0 0
— | T 0 tn? + 362 —%(ﬂ—35)2+’i‘f(7r—35)(7r+6)
| 17) 0 —L(r —36)2 — D3 (mr — 30)(m + ) 1r2 4 342 0
| 1) 0 0 0 3(m+0)?

L’identification de ces deux matrice nous donne a, J et D, en fonction des para-

metres microscopiques (voir 7.4).

B.1.6 Rotation autour de ’axe X

Afin de faire tourner les états autour de ’axe x, il faut faire tourner les parties
orbitales et de spin des fonctions d’ondes. La matrice de rotation pour les fonctions

d’ondes orbitales s’écrit :

322 —1?) ) |2z) lyz) | l=y)
(322 — 12| 2cos(2a) + 1 @ cos(2a) — % 0 @ sin(2a) | 0
R (x? — 92| V3 cos(2a) — % 1 cos(2a) + 2 0 % sin(2a) 0
orb (zx| 0 0 cos « 0 sin «
(yz| —@ sin(2«) — 1 sin(2a) 0 cos(2a) 0
(xy] 0 0 —sina 0 cos v

La matrice de rotation pour la partie spin s’écrit :

Rspin =

T !
7| cosg | —ising
| —ising | cosg

La matrice de rotation totale vaut R = Ror, ® Rspin.
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B.2 Champ moyen

Partant de ’hamiltonien :

H= JZSzS] + ZD” (SZ X Sj)
(4,9) (4,5)
ou l'ordre des spins i et j dans le second terme de ’hamiltonien est tel que I’'on va du
spin i au spin j en tournant dans le sens trigonométrique a I'intérieur des héxagones
(prendre la convention inverse revient a changer le sens des vecteurs D), on obtient
apres découplage en champ moyen :

H
N—:H1+H2+H3+HO

m
ot N,,, est le nombre de mailles magnétiques (trois sites par maille magnétique), H;
représente le hamiltonien relatif & un spin de type i (voir figure 7.5), et Hy est la
partie ’constante’ (qui ne dépend que des valeurs moyennes des aimantations).

Hy = 2JS1. ((S3) + (Ss)) + 2D1s. (S1 x (S)) + 2Ds1. ((Ss) x S1)
Hy = 2JS5. ((S1) + (Ss)) + 2Das. (Sa x (S3)) + 2D1a. ((S1) x Ss)
Hy = 2JS5. ((S1) + (S2)) + 2Ds1. (S5 x (S1)) + 2Dag. ((S) x S3)
Ho= —2J((81).(S2) + (82).(Ss) + (81).(Ss)) —
—2D12. ((S1) x (S2)) — 2Dg31. ({S3) x (S1)) — 2Da3. ({S2) x (S3))

Chaque spin a donc un hamiltonien (dans la base |S* = 3), [$* = —1)) :

P
B+iy —«

qui a pour valeurs propres : &=1/a2 + 32 + 42, et les deux états propres correspondant

ont pour valeurs moyennes des aimantations :
[0

T\ _ 8 Y\ — 0l z\
) =t T W T e S s e
Pour les trois types de sites, on a :
z z Dp Yy x x
ar = 7 ((S5) + (55)) + =2 (V3(SY) — 2(5) — (55))

B =J((53) +(55)) + % (2(S5) + (53)) + D= ((S3) — (S5))

n=J((83) +(55)) - Dp§<5§> + D ((S5) = (53))

@z = 7 ((85) +(55) + 2 (2(81) + VA(SY) + (5D))

B2 = J({ST) + (53)) — % (2(57) + (S3)) + D= ((S5) — (S))

121



1o = T (S0) + (S) — D, Y2 (5) + D2 (57) — (58)

Dy

ag = J (ST + (S5)) + 22 ({ST) — (S3) — VB(SY) - V3(SY))

fBs = J(<Sf>-F<5§>)4-%%B(<S§>-<5f>)+-l?z(<5%>-(5g>)

V3 = J(<S%>4—<5%>>4—1?pfé§<<5f>4—<5§>>4—1> ((S5) = (ST))
et

Ho= —2J((ST)(S5) + (S})(S3) + (S)(S5)+
+(ST)(S5) + (S7)(S%) + (S)(S5)+
+(55)(S%) + (53)(53) + (S5)(S5))+
+2D,, ((S7)(S5) — (ST)(S5)) — 2D ((ST)(S3) — (SY)(S5)) +
+v3D, ((55)(S5) — (S5)(S¥)) — Dy, ((S5)(S5) — (S5)(S3)) — 2D ((S5)(S%) — (S5)(S%)) —
—V3D,, ((S§)(S7) — (S5)(SY)) — Dp ((S5)(ST) — (S§)(SF)) — 2D ((S)(SY) — (S)(ST))

ou D, et D, sont les (normes des) projections de D sur le plan kagomé et 'axe z (ce
sont les mémes pour tous les vecteurs D di a la symétrie).
Les équations de self-consistence sont :

- 5; - Vi + B +7
2¢/a? + B2 +~7 T
SY i tanh ot ' =1,2,3
Y = — aln =1, 4,
' 2¢/a2 + % + 42 T
S? (07 " h(\/a12+ﬂ12+’}/22)
: an

- T

s
2\/af + 57 + 7

Une fois résolu ce systeme de 9 équations aux neuf inconnues : S7’5’5, on a l'énergie
1<
de la phase correspondante :

\Ja? + B2+ 42
Eoy = Hy — Z 1/a?+ﬂi2+’yi2tanh( ! ! !

. T
1=1,2,3

122



ﬂﬂv L

VAR

Fi1c. B.1 -1, 2 et 3 sont les trois types de bosons introduits pour le calcul d’ondes de
spins. Représenté également le vecteur D responsable de cette structure magnétique.
u et v sont les vecteurs de base du réseau de Bravais triangulaire qui génere le réseau
kagomé, la maille élémentaire étant constituée d’un triangle de trois spins.

B.3 Développement en ondes de spins

Dans cette annexe on donne les détails du développement en ondes de spins dont
il a été question a la section 7.6. L’accent est mis sur les détails du calcul et on se
reportera a la section 7.6 pour la discussion physique des résultats.

Harris et al. [40] ont effectué le développement en ondes de spins pour la phase
q = 0 du réseau kagomé avec interactions d’échange isotropes (J). On reprend ici
leur calcul en y incluant I'interaction de Dzyaloshinsky-Moriya.

B.3.1 Hamiltonien de bosons

On introduit trois types de bosons comme représenté sur la figure B.1. Pour les
spins des sites 2, la transformation de Holstein-Primakoff [45], et le développement
limité pour S grand s’écrivent :

SJZMCQZ\/ZSCQ 52“‘\/7024”32
=25 - cher = V2S¢ Sy =iy /5 - ) 2

S5 = S—C;CQ

Par rotation de :l:%7r autour de I’axe des y (voir la figure B.1 pour la définition des
axes), on obtient pour les sites 1 et 3 :
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site 1 ‘ site 3
St~ (S —cler) = L2 (c] + 1) | 8§~ = (S — ches) — 2 (ch + es)
(

- 2

B.3
Sy~ %(ci—cl) SY ~ i %cg—c;e,) (B3)
S~ —1(5 - lep) — g(ci +e1) | S5~ —3(S— ches) + 2—@@ +c3)
On définit les transformées de Fourier suivantes :
1 ik.r
cir = ——= e e
r VN v )
Cor = \/—IN %: ™2 ey (B.4)
_ 1 ik.(r+3%)
C3r = de 2’/C3k
r \/N k

ou r est un point du réseau triangulaire dont les vecteurs de base u et v sont repré-
sentés sur la figure B.1 et k un point du réseau réciproque associé.
Notre point de départ est ’hamiltonien :

H =Y JS;8j+Dj.(Si x Sj) (B.5)
(ij)
ou i et j sont plus proches voisins du réseau kagomé et avec D;; = —D§ comme

représenté sur la figure B.1. A I'aide des transformations B.2, B.3, et des transformées
de Fourier B.4, I’hamiltonien B.5 se réécrit :

H= —-3NS*(J+DV3)+

i (2(7+ DVB) by + 220050 ) chesk) = )

—SEPVIN (k) (ch () eh(—k) + calk)es(—k) )

ou d est la matrice unité et :

0 cos @ cos ky
A= cosha=yshs 0 cos Raty3ks (B.7)
cos ky cos ]"’”‘Fgﬂ 0

B.3.2 Diagonalisation de ’hamiltonien

Une série de transformations vont nous mener a une forme diagonale pour 1'ha-
miltonien B.6. Les valeurs propres de A (voir B.7) sont :

o=l (B.8)
1 3k ) ]
Aoy = 2 1, |-3+4 (0082 ky + cos? <%) + cos? (@))
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et les vecteurs propres (non normés) correspondants :

cos k”+§/_kz cos E ‘/_kz + A12,3 cos ky

vi23 = | cosk, coskz=y3ks \/_kz —l— A1,2,3 COS k”%/_kz

)\% 93— cos? kl‘ sz

ou plus simplement pour v; :

sin 7’“”';/3]“
v = — sin k.
f ks

SlIl

On passe alors dans la base des vecteurs propres de A afin de découpler les trois
familles de bosons. Ceci se fait & ’aide de la transformation :

= Z AuaCL (k)
(03
avec :
Ao = Ypa

ol vy, est la composante o du vecteur propre v,. L’hamiltonien B.6 s’écrit alors :

H= -3NS?(J+DV3)+
FSS (200 + DVE) + ERLAK) ) o) () - (B.9)
SIS (1) (dh(k)d] (k) + dy ()d, ()

On se ramene ensuite a une assemblée d’oscillateurs harmoniques a ’aide du
changement de variable :

Quik) = %w—k) ~ d},(K))

Puk) = %(dL(k) + dy(—K))

Les nouveaux opérateurs vérifient bien la relation de commutation pour un oscillateur
harmonique :

[Pu(k)a Qu(q)] = *iék,—qéu,u

I’hamiltonien B.9 devient alors :

H= —3NS%*(J+ Dv3)—3NS(J+ DV3)+
+8% (J+DV3) (1= 202) P,k Pu(-K)
ku )

+ (J 4+ DV3+ IAu(k)) Qu(k)Qu(—k)

On introduit ensuite les variables réduites :
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_ B Gu(k)
Pu(k) = P”(k>\/2(J+D\/§+JAu(k))

. 6 (K)
Qull) = Qu“‘)\/ T DV A0

qui vérifient les mémes relations de commutation que P et Q. On obtient une forme
plus simple de ’hamiltonien :

H= -3NS%*(J+ DV3)—3NS(J+ DV3)+
5 S 19 (a9 Bul—) + Qu()Qu( 1))

ou

eu(k) = \/2 (J +DV3+ un(k)) (J + D\/§> (2 = Au(k))

Les trois branches d’excitations avec et sans interaction de Dzyaloshinsky-Moriya
sont représentées sur la figure 7.17.
On introduit finalement les opérateur de création et d’annihilation :

Buk) = —=(au(~K) + a}(k))

S.E

Qull) = 5 (au(-K) — af, (k)

qui vérifient la relation de commutation :

[a (%), al(@)] = 8,00k
Enfin, 'hamiltonien diagonalisé s’écrit :

H = -3NS*(J +DV3)—3NS(J+DV3)+ 5 eu(k) <aL(k)aM(k) + 3) (B.10)

2
kpy
B.3.3 Intégration sur la premiere zone de Brillouin

Le calcul des grandeurs physiques telles que 1’énergie de 1’état fondamental ou
Paimantation implique des sommes sur la premiere zone de Brillouin (voir 7.15 et
7.16). Une facon de la construire est d’introduire, en plus des deux vecteurs de base
u et v qui servent a décrire le réseau (voir figure B.1), le vecteur w = —§ et on
définit les vecteurs de base du réseau réciproque :

- 27

U0 = ——————VXW
|u.(v x w)|

- 27

vV = ————wXxu
|u.(v x w)|
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Fi1c. B.2 — Vecteurs de base du réseau réciproque et premiere zone de Brillouin du
réseau kagomé

Ces deux vecteurs ainsi que la premiere zone de Brillouin sont représentés sur la
figure B.2.

Avant de passer au calcul des grandeurs physiques, il faut prendre la limite ther-
modynamique (N — o) et passer d’une somme sur la premiére zone de Brillouin &
une intégrale. Cette intégrale est ensuite évaluée numériquement a ’aide d’une inté-
gration Monté Carlo en prenant N, vecteurs k, au hasard dans la premiere zone de
Brillouin :

1 V3 _ 1 1
keZZ:B N—oo 2 ZJJ;; B Nlllgloo Nal kagZB
1 1
limite Evaluation
thermodynamique Monté Carlo

B.4 Effets quantiques : diagonalisation exacte pour un
tétraedre

L’étude des interactions Dzyaloshinsky-Moriya sur le réseau pyrochlore a été faite
avec des spins classiques. Dans ce paragraphe, on aborde le probleme quantique, de
fagon qualitative sur le réseau pyrochlore puis en diagonalisant exactement ’hamil-
tonien pour un tétraédre de spins S = %

B.4.1 Fluctuations quantiques sur le réseau pyrochlore

Sur le réseau pyrochlore, dans le cas d’une interaction “direct”, trois raisons
laissent penser que les effets des fluctuations quantiques seront mineurs :
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— L’anisotropie induite est de type Ising (axes faciles), ce qui augmente la robus-
tesse vis a vis des fluctuations.

— Par analogie avec ce qui se passe dans le réseau kagomé, on s’attend a un faible
effet des fluctuations quantiques en présence d’interactions Dzyaloshinsky-
Moriya, sauf peut-étre pour des spins tres petits (S = % ?7)

— Le réseau est tridimensionnel, ce qui réduit I'importance des fluctuations (ther-
miques et quantiques).

Dans le cas d’une interaction “indirecte”, la situation est moins claire. Comme
cela a été montré au paragraphe 8.3, les fluctuations thermiques sélectionnent les
états coplanaires parmi un ensemble d’états dégénérés énergétiquement. On peut se
demander si les fluctuations quantiques jouent le méme role ou pas. Un développe-
ment en ondes de spins autour de deux états, I’'un coplanaire et I’autre non-coplanaire
pourrait répondre a cette question.

Par ailleurs, lanisotropie est cette fois de type planaire (les spins sont soit réel-
lement dans des plans soit limités a certaines surfaces dans l'espace). Malgré cela,
les fluctuations quantiques ne devraient pas remettre en cause l'ordre de type Néel
obtenu avec des interactions “indirectes”, encore une fois & cause de ’aspect tridimen-
sionnel et par analogie avec le réseau kagomé avec des vecteurs D perpendiculaires

au plan, ot 'anisotropie est également planaire.

B.4.2 Diagonalisation exacte de ’hamiltonien pour un tétraedre de
. _ 1
spins S = 3

Aborder le probleme des interactions Dzyaloshinsky-Moriya avec des spins S = %
sur le réseau pyrochlore n’est pas évident a priori. On se contente ici de diagona-
liser exactement I'hamiltonien avec interactions d’échange antiferromagnétiques et
Dzyaloshinsky-Moriya pour un tétraedre de quatre spins S = % On ne prétend en
aucun cas approcher le spectre que l'on obtiendrait sur le réseau pyrochlore, mais
juste se faire une idée des caractéristiques qui pourraient étre introduites par des
interactions Dzyaloshinsky-Moriya. Cette étude pourrait aider a la compréhension
du composé CusTesO5Bray constitué de tétraedres faiblement couplés ou les courbes
d’aimantation montrent un caractere ferromagnétique faible [74, 61, 49].

En I'abscence d’interactions Dzyaloshinsky-Moriya, I’hamiltonien est isotrope et
S2 .1 dont les valeurs propres sont S(S + 1) (S = 0,1,2) commute avec I'’hamilto-
nien. Le niveau fondamental est alors dégénéré et constitué de deux singulets (S=0).
Le premier niveau excité est constitué de 9 états triplets (S=1). Ces états magné-
tiques sont séparés des singulets par un gap de valeur J, ce qui se traduit par une
décroissance exponentielle de la susceptibilité en fonction de la température. En pré-
sence d’interactions Dzyaloshinsky-Moriya, S n’est plus un bon nombre quantique.
En I'abscence de champ, 'état fondamental reste dégénéré deux fois, mais la valeur
moyenne de S?Otal n’est plus nulle, ’état fondamental du tétraedre est un état ma-
gnétique. On a représenté sur la figure B.3 ’évolution de la valeur moyenne de Sfotal
en fonction de l'intensité de l'interaction Dzyloshinsky-Moriya.

Sur la figure B.4 on a représenté I’évolution de I'aimantation en fonction du champ
pour un systéme avec et sans interactions Dzyaloshinsky-Moriya. L’application d’un
champ magnétique leve totalement la dégénérescence de I'état fondamental du sys-
teme. On voit sur la figure B.4 que 'effet des interactions Dzyaloshinsky-Moriya ne
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0.5
04 J=1 7
<Sgotal> 0.3
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indirect D direct

Fic. B.3 — Carré de ’aimantation totale pour un tétraedre de spins S = % Siotal =
S1 + Sy + Sz + S4. Siotal n'est plus un bon nombre quantique. Les interactions
Dzyaloshinsky-Moriya font apparaitre un moment magnétique, 1’état fondamental
n’est plus un singulet.

se limite pas a la susceptibilité en champ nul qui acquiert une valeur finie en présence
d’interactions Dzyaloshinsky-Moriya (les courbes d’aimantation ont une pente finie
a l'origine). Tout le processus d’aimantation est affecté, de maniere différente selon
le type d’interaction (directe ou indirecte). Le saut d’aimantation pour un champ
appliqué de ~ 0.7 est dii & un croisement de niveaux d’énergie.
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2 b
1.5 ¢

Aimantation

<Sfotal>

0.5

O i !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Champ magnétique

Fic. B.4 — Aimantation totale pour un tétraedre de spins S = % et = O +
S5 + 55 + S7. 5S¢, n'est plus un bon nombre quantique. Pour comparaison on a
représenté aussi le systéme sans interactions Dzyaloshinsky-Moriya (D=0). Le saut

d’aimantation pour le cas indirect & v/2 est dii & un croisement de niveaux.
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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude de quelques aspects théoriques de systémes géométri-
quement frustrés.

Dans certains réseaux (pyrochlore, ...) ol les interactions antiferromagnétiques entre
spins (S=1/2) plus proches voisins sont fortement frustrées 1’état fondamental ainsi que les
premiers états excités sont des singulets (S;orq;=0). Par ailleurs, les corrélations spin-spin sont
a courte portée dans ces liquides de spins. En prenant en compte ces deux caractéristiques,
ainsi que la géométrie du réseau pyrochlore, on dérive un hamiltonien effectif pour décrire
ce systeme a basse température. En résolvant cet hamiltonien a ’approximation du champ
moyen, on obtient la structure singulet de I’état fondamental.

Le réseau kagomé a été ’'objet de nombreuses études qui montrent que I’hamiltonien de
Heisenberg conduit & un état désordonné liquide de spins sur ce réseau. Ceci est en désaccord
avec I'ordre magnétique observé dans certaines réalisations expérimentales du réseau kagomé
(de la famille des jarosites). On montre que les interactions Dzyaloshinsky-Moriya sont au-
torisées par la géométrie du réseau kagomé (et des jarosites), on en précise la structure et
une dérivation microscopique de ces interactions est faite. Les propriétés magnétiques qui
en découlent sont étudiées dans ’approximation du champ moyen et par simulations Monté
Carlo. Les fluctuations quantiques sont sondées par un développement en ondes de spins. On
montre que les interactions de Dzyaloshinsky-Moriya expliquent la mise en ordre de certains
composés jarosites.

Le cas du réseau pyrochlore est également considéré : on explicite les interactions Dzyalo-
shinsky-Moriya autorisées par la géométrie de ce réseau et les structures magnétiques qui en
découlent. Cette interaction pourrait expliquer I’ordre magnétique qui apparait dans certains
composés pyrochlores.

Abstract

The work presented in this thesis is divided in two parts, both related to geometrically
frustrated spins systems.

In some highly frustrated lattices (pyrochlore, ...) with an antiferromagnetic interaction
between nearest neighbour S=1/2 spins, the ground state as well as the first excited states
are singlets (Stotq;=0). Furthermore, the spin-spin correlations in these spin-liquids are short
ranged. In order to study the low temperature behaviour of these systems we derive an
effective hamiltonian restricted to the singlet sector and which takes into account the local
caracter of the singlets as well as the lattice geometry. Solving this hamiltonian within the
mean field approximation, we are able to extract the singlet structure of the ground state.

The kagomé antiferromagnet has been widely studied for its peculiar magnetic properties
and disordered ground state. However, some experimental realizations of the kagomé lattice
(jarosites compounds) have an ordered low temperature magnetic structure. Taking into
account the geometry of the kagomé lattice (or the related jarosites compounds), we show
that Dzyaloshinsky-Moriya interactions are relevant for these systems, and a microscopic
derivation of this interaction is done. On the other hand, we show by mean-field calculations
as well as Monté Carlo simulations that this interaction explains the magnetic structure of
the jarosites. Monté Carlo simulations are also used to study the magnetic properties at finite
temperature. Quantum fluctuations are considered through a spin-wave expansion.

A similar work is done for the pyrochlore lattice. We explicit the Dzyaloshinsky-Moriya
interactions allowed by the symmetry of this lattice and the magnetic ordering which appears.
We propose that the ordering of some pyrochlore compounds might be due to Dzyaloshinsky-
Moriya interactions.



