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Introduction, exemples de
résultats de régularité.






Chapitre 1

Introduction.

On s’intéresse aux problemes de régularité en optimisation de formes:
c’est-a-dire qu’on se donne F un ensemble de parties de R? (souvent des
ouverts mais pas uniquement) vérifiant certaines conditions et une fonction
numérique £ définie sur F. On s’intéresse alors a la régularité de F' € F qui
minimise F sur F ou, plus généralement, qui minimise £ ”localement” sur
F dans un sens a préciser. Par régularité de F', on entend le plus souvent
la régularité du bord. On peut cependant devoir, dans un premier temps,
s'attacher & la régularité de F' en tant que domaine de R% par exemple
montrer qu’il est ouvert, et pas seulement mesurable. Dans les problemes qui
nous occupent, on verra par exemple que les ensembles optimaux peuvent
étre quasi-ouverts (au sens de la capacité usuelle) et non ouverts.

Ainsi, 'existence de "formes” optimales est souvent établie par des procé-
dés d’analyse fonctionnelle qui produisent des formes avec peu de régularité
(seulement mesurables, ou quasi-ouvertes). Dans beaucoup de problemes, on
s’attend pourtant a ce que les formes optimales soient régulieres, voir a bord
analytique parfois. On arrive souvent a le montrer quand on sait déja qu’elles
ont un bord "correct” (de classe C'* par exemple). Par contre, il est en gé-
néral tres difficile de partir de 'information minime fournie par le théoreme
d’existence, et d’établir un tout petit peu de régularité. C’est dans ce cadre
que se situe ce travail.

On s’intéresse a des fonctionnelles qui peuvent compter deux types de
termes:

1) Des termes associés a une équation d’état: par exemple pour chaque
Q) ouvert de R? on résout une équation aux dérivées partielles elliptique
(I’équation d’état) sur £ et on note ugq la solution. On lui associe ensuite une
énergie du type:

E(Q):/QF(x,uQ,VuQ),
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oit F' est une fonction réguliere de R? x R x R% Un cas intéressant, que
nous considérerons plus particulierement, est celui ou ug est lui méme so-
lution d’un probleme de minimisation. C’est le cas, par exemple, pour des
fonctionnelles du type:

J(u, Q) = / F(z,u,Vu)dz,
Q

que I’ on minimise, pour  ouvert fixé, parmi les u € H}(Q). Ainsi:

E(Q) = J(ug,) = min {/Q F(z,u,Vu)dz;u € HS(Q)} ,

et on s’ intéresse, par exemple, au probleme d’optimisation de forme avec
contrainte, (ici || désigne la mesure de Q):

E(Q) = min{E(Q); |Q] = a}.

2) La fonctionnelle peut aussi contenir des termes géométriques, faisant
intervenir la mesure de I’ ensemble ou celle du bord, par exemple:

E(Q) = E1(Q) + E2(9),
ou F1(€Q) est comme ci-dessus et
Fo(Q) = périmetre(Q) + ¢(|0),
avec g une fonction positive.

On donne plus loin quelques résultats classiques de régularité en opti-
misation de forme: d” abord des exemples purement géométriques (inégalité
isopérimétrique, quasi-minimiseur pour le périmetre), puis des exemples fai-
sant intervenir une équation d’état.

La classe des problemes qui nous intéresse plus particulierement est la
suivante. On se donne D C R? un ouvert, f € L*(D) et u > 0 et on pose
alors pour u € Hj(D)

J(u):/D%|Vu|2d:0—/Dfu.

On s’intéresse aux minima des:

Gu(uv Q) = J(u) + MP(Qv D),



pour u € Hy(R) et Q ouvert de mesure fixée a avec 0 < a < |D|, et ou
P(9, D) désigne le périmetre de  relatif a 'ouvert D (c’est a dire [, do,
si 08} est régulier, voir le chapitre 3 dans le cas général). Ici et dans tout ce
travail |Vul, désigne la norme euclidienne du gradient.

Notons que si ug vérifie:

J(ug) = min{J(u),u € HA(O},
alors il est solution du probleme classique de Dirichlet:
ug € Hy(Q), —Aug = f dans .

Ainsi, nous nous intéressons donc a la régularité de ug+ et de 9Q* ou Q* est
solution du probleme de minimisation avec contraintes suivant:

Gu(ugr, Q) = min{G,(uq, N); Q] = a,Q C D}. (1.1)

Rappelons la situation dans le cas purement géométrique, soit
P(Q, D) =min{P(Q,D); || =a,Q C D} (1.2)

Si D = R ce probléme n’est autre que le probleme isopérimétrique classique
consistant a minimiser le périmetre d’un ensemble mesurable de mesure don-
née. On sait que le boule est 'unique solution: la forme optimale est donc
réguliere dans ce cas. Méme si ce résultat est classique, on sait que sa dé-
monstration requiert un peu de travail.

La question devient nettement plus délicate lorsque D # R? Si on tra-
vaille avec le périmetre relatif P(§, D), on voit facilement que la solution
optimale 2* a tendance a ”coller aux parois” de D pour minimiser son pé-
rimetre relatif. La boule n’est, bien sur, plus solution. La question est celle
de la régularité de la frontiere a l'intérieur de D. Par exemple, on peut se
demander si ce sont des cercles ou des droites en dimension 2 (il est facile de
voir que c’est le cas pour les parties régulieres de 9Q* N D).

En fait, la théorie des surfaces minimums dit que 9Q* est régulier (variété
analytique) autour des points de la frontiére réduite, et que le complémentaire
de la frontiére réduite dans 02* est de mesure de Hausdorff inférieure a d — 8.
C’est a dire que 092" est analytique pour d < 7, mais il peut apparaitre des
singularités a partir de d = 8 (voir par exemple: [3], [24], [22], [23]). Pour
d = 2, ce sont donc bien des parties de cercles ou de droites. Ce résultat
de régularité découle essentiellement des nombreux travaux sur les surfaces
minimales et, plus particulierement, sur celui - fondamental - exprimant que
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si 2% est un quasi-minimiseur pour le périmetre, alors la frontiere réduite est
réguliere et la dimension de son complémentaire dans le bord de 92 est de
dimension de Hausdorff inférieure a d—8. Nous renvoyons au chapitre suivant
pour un rappel de la définition d’un quasi-minimiseur: disons simplement
qu’il minimise le périmetre localement dans toute boule de rayon r avec une

d—14a

erreur éventuelle en 7 ,0 < a < 1. 1l est facile de voir, par exemple,

qu’une solution au probleme pénalisé (A > 0):
PO, D) + M| — a] = min{P(2, D) + A[10] — al ;9 C D}

est un quasi-minimiseur avec o = 1. La question est beaucoup plus délicate
avec la contrainte pure || = a comme dans (1.2). De méme, si on revient
au probleme complet 1.1 et qu’on le remplace par le probleme a contrainte
pénalisé:

J(ug, Q) + pP(Q, D) + A||Q — «l, (1.3)
on vérifie facilement que la forme optimale * est un quasi-minimiseur pour
le seul périmetre des que ug« vérifie I’ estimation:

B(z,r)

avec C > 0 et a > 0 indépendants de x € 9, et de r (petit). La forme
optimale a alors la méme régularité que dans le cas géométrique (celle qui
est rappelée ci-dessus).

2 S Cid—l-l—oz7

Ceci montre que, dans un probleme d’optimisation de forme associé a une
équation d’état, la régularité de la frontiere de la forme optimale est tres liée
a celle du gradient de la solution de I’équation d’état.

En fait, a ce stade, nous ne sommes pas en mesure de traiter le probleme
complet (1.1), ni méme le probleme pénalisé (1.3). Nous avons seulement
rassemblé dans la troisieme partie quelques questions générales et rappelé
quelques démonstrations classiques liées aux quasi-minimiseurs, ainsi qu’une
démonstration “élémentaire” en dimension 2.

Notre travail concerne surtout le probleme sans terme géométrique dans
la fonctionnelle, sous contrainte de volume, soit:

J(ugr) = min{J(un); | =a,Q C D}, (1.4)

J(u):/D%|Vu|2d:0—/Dfu,

J(ug) = min {J(u);u € Hy(Q)}.

ou

et ou:
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Ce probleme apparait dans de nombreuses applications (voir par exemple
[16]). Il a 'avantage d’un énoncé plus “simple” que le probleme complet. Par
contre, il est moins régularisant sans le terme P(§, D). L’effet régularisant
n’est assuré que par la contrainte || = a. L’existence de 2* est assuré, au
moins parmi les ensembles quasi-ouverts de D (voir [16], [18] ). Une méthode
consiste a considérer le probleme fonctionnel annexe:

J(u*) = min {J(v);v € H)(D); Q] < a}, (1.5)

ou Q, = {z € D;v(z) # 0}. Par une inégalité de Poincaré, on montre qu’il
admet une solution (voir [16], [18]). Ainsi, si |Qu«| = a, Qy» est alors solution
de (1.4) et par construction c’est un quasi-ouvert. Si |Q,+| < a on 'agrandit
pour obtenir une solution ouverte de (1.4).

En général, une solution de (1.4) n’est donc méme pas ouverte et, en
général, on ne peut pas obtenir de régularité de Q* si f € L?(D) avec p
petit seulement (voir contre exemples dans le chapitre 4). C’est pourquoi, on
supposera f un peu plus réguliere, par exemple f € L?*(D) N L>(D).

Le premier travail est donc d’établir la régularité de u*: noter que u* est
formellement solution de:

(1) —Au* = f dans Q,,,
(2) w* = 0surd9,,, (1.6)
(3) |Vu*| = —A sur 0Q,,,

ou la derniere condition représente I’équation d’Fuler Lagrange du probleme
de minimisation, la constante étant le multiplicateur de Lagrange. Si 9€2* est
régulier et si u* vérifie (1.6) avec par exemple, f borné a support compact
dans D, alors u* est globalement lipschitzienne dans D.

Etablir cette propriété de Lipschitz de u* est en fait la premiere étape.
Elle a été prouvée dans ([16]) en dimension 2 avec des techniques spécifiques
a cette dimension. Elle est aussi prouvée en dimension quelconque ([18]) mais
avec une hypothese de positivité sur u et pour les solutions obtenues comme
limite de solutions pénalisées. La question reste ouverte en général: il est
seulement montré que u* est C* pour tout a € (0,1) dans [17].

Un premier résultat que nous obtenons dans ce travail est que, sous I’hy-
pothese de positivité, toute solution u* est lipschitzienne. Plus précisément,
le résultat est local: le gradient est localement borné sur tout ouvert ou u*
ne change pas de signe (donc seuls les point ou u* change de signe peuvent
étre a gradient non borné). La méthode est tres différente de celle de [16] ou
de [18] et s’inspire de celle de [9] ou le probleme suivant est considéré:

/ |Vu*|? + A|[Qys| = min {/ [Vul? + ANQu|;u € Hy(D),u = ug sur @D} ,
D D
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ou ug positif donné sur dD et A > 0 (et donc u* > 0). Ce probleme est
différent par le fait que ug est donné au lieu de f, mais surtout parce que la
contrainte est pénalisée (au lieu d’imposer |Q,| = a, on ajoute le terme de
pénalisation A|€),| dans la fonctionnelle).

Mais, suite a un résultat de M.Hayouni [17], pour notre probleme avec
contrainte, il existe A* tel que:

J(u") + N Qys

< J(u) + AT,

pour tout u € Hy(D) tel que |Q,] > |Q,] = a (voir le théoreme 5.7). On
peut alors effectuer des variations locales qui augmentent €2,+, comme dans
[9], pour montrer que u* est lipschitzienne. L’idée consiste a montrer que
les quantités %faB(xm)u* restent majorées: 'estimation du gradient en résulte
comme dans [9] (voir la proposition 5.15 et le théoreme 5.16). A ce stade, on
sait donc au moins que * = Q,« est un ouvert.

La suite du programme est d’étudier la régularité de 9Q0* et d’exprimer
(1.6), au moins dans un sens faible. Comme il avait été remarqué dans [16],
il est toujours possible d’écrire une équation d’Euler-Lagrange du probleme
dans R? tout entier qui exprime (voir le théoreme 5.2 ) que, pour tout 7 = 1..d,
on a, au sens des distributions dans D:

d

1
_ Z e, (un vl ) + 56%

i=1

Vu*|* = Juy, — A0, (xar), (1.7)

ou A est un multiplicateur de Lagrange. Cette équation contient de facon
implicite les conditions (1.6), mais il est bien difficile de les expliciter, en
général, méme de facon faible.

Un objectif "raisonnable” dans le cas u* > 0 et f > 0 est d’expliciter
I’équation d’Euler-Lagrange sous la forme (encore faible, mais plus précise
que (1.7)):

Au* + fxar = V2AHT 00", (1.8)

ott H471| 90" est la restriction de la mesure de Hausdorff de dimension d — 1
a 0Q*. Dans tous les cas, Au* + fyq« est la différence de deux mesures: une
correspondant a la partie positive de u* et 'autre a la partie négative. Ces
mesures sont portées par le bord de Q* (voir le théoreme (5.4)). Si on suppose
que u* est lipschitzienne on peut en déduire également que chacune de ces
deux mesures est absolument continue par rapport a la mesure H%™!, ce qui
est, en quelque sorte, la moitié de (1.8).

La difficulté majeure dans ce probleme est de montrer qu’inversement
Au* + fxqg+ "majore” HI1[ 9, ou, ce qui s’avere a peu pres équivalent,
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d’établir une minoration de |Vu| au voisinage des points de la frontiere de (*
ou encore d’établir une minoration des quantités %fB(zw)u* pour xg € IO,

Notons, par exemple, qu’il n’est pas possible d’espérer minorer |Vu*| a
la frontiere, ni méme d’espérer la régularité de 9Q* si A = 0 dans I’équation
d’Euler (1.7). En effet, on peut toujours choisir u* € C§°(D) tel que —Au* =
f € (D) avec 09Q* aussi irrégulier que possibe. Mais Q* est alors solution
du probleme de minimisation de forme associé a a = |©*|. Dans ce cas (1.7)
est satisfaite avec A = 0 (dans le cas régulier, le membre de gauche de (1.7)
est exactement —u} Au*). Ainsi il sera supposé dans toute la suite que le
multiplicateur de Lagrange apparaissant dans (1.6) vérifie:

A> 0. (1.9)

Sous cette hypothese on peut d’abord montrer que, si u* est lipschitzienne,
alors Q" est a périmetre fini dans D.

Toujours avec cette hypothese, lorsque u* est lipschitzienne et positive, il
est possible d’aborder les techniques d’explosion pour regarder "a la loupe”
le comportement de la solution au voisinage des points du bords, c’est a dire
le comportement quand r tend vers 0 de u,(z) = %u(:{;o + ra) ou u(xg) = 0.
(C’est ce que nous faisons au chapitre 6, ou nous montrons les convergences
nécessaires et ou nous dégageons les propriétés de la limite ug. En particulier,
nous identifions completement la limite ug si xg est un point de la frontiere
réduite (voir le théoreme 6.5). On montre ainsi qu’on a exactement (v est la
normale de Q* en zq) uo(x) = —\/ﬁ(l/.x) dans le demi espace {z.r < 0} et
uo(z) = 0 sur lautre demi-espace, ot A apparait dans (1.7). Ainsi v/2)\ est
la valeur de la constante A apparaissant dans (1.6).

Grace a cette identification on peut montrer le résultat majeur de la suite
cette étude: sous I’ hypothese (1.9), u* > 0 et f > 0, il existe g > 0 tel que:

J(u) + p] Q7 < J(v) 4+ @],

pour tout v € H}(D) avec |Q,| < a. C’est cette propriété qui permet de
faire des perturbations de 2* qui diminuent |Q*| et d’obtenir, comme dans
[9], une minoration des quantités %fB(zw)u* pour xg € 2*. On en déduit la
minoration cherchée de |Vu| a la frontiere et le fait fondamental pour notre
probleme que H?'(90* \ Q%) = 0. Enfin, grace a I'indentification des
explosions au voisinage de la frontiere réduite, on en d’éduit que la dérivée
de Au*+ fxq+ par rapport a H%~!| 90" (au sens des mesures de Radon) vaut
V2): c’est exactement 1'identité (1.8).

Ainsi, en appliquant strictement les résultats de [9] sur la régularité des
solutions appelées "faibles” dans cet article, on en d’éduit alors le théoreme
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de régularité suivant:

Théoréme 1.1 Supposons u* >0 et A > 0. St f est a support compact dans
Uouvert Q*, 9" est analytique et H=1(9Q* \ 9*Q*) = 0.

En fait, ce résultat de régularité est local et peut étre enoncé sur les ou-
verts ou u* > 0 et ou le support de f ne touche pas le bord de Q* (voir
théoreme 7.19).

Probléemes ouverts: Il est raisonnable de penser que I’hypothese ” f
ne touche pas le bord de 2*”7 ne soit pas nécessaire. Elle a ici 'avantage
de pouvoir appliquer directement les résultats de régularité prouvés dans [9]
pour les solutions dites faibles. Il serait nécessaire de reproduire intégralement
leurs arguments dans le cas f # 0 autour de 99*. Ceci semble tout a fait
raisonnable.

Il est aussi tres raisonnable de penser qu’en dimension 2, si u* > 0 et
f > 0 alors 9Q* \ 0*Q = 0, c’est a dire que la frontiere méme de 9Q* est
analytique. La aussi, il reste du travail a faire pour étendre les techniques de
[9] & notre situation, mais le résultat est tres vraisemblable. Notons que ceci
est montré pour a suffisamment grand dans [19]: il est établi qu’alors Q* est
convexe. La régularité analytique s’en déduit.

Une question qui est certainement plus difficile est le cas ou u* n’est plus
positive. ’exemple donné au chapitre 4.2 montre qu’on ne peut pas espérer la
régularité de la frontiere méme en dimension 2. Notons que dans ’extension
"sans signe” du probleme a frontiere libre de [9] faite dans [10], au moins en
dimension deux, la frontiere libre d{u > 0} est analytique (mais pas pour
d{u # 0}).

Reste maintenant le probleme complet (1.1) avec le terme géométrique
pP(Q, D), > 0. On peut penser que ce terme est encore plus régularisant
et s’attendre donc a une frontiere plus réguliere. Le travail reste a faire. Nous
avons seulement rassemblé dans cette derniere partie quelques contributions
et quelques remarques dans cette direction. Nous avons aussi détaillé quelques
approches en dimension 2 pour la minimisation géométrique dans 1’idée de les
étendre au probleme complet. Méme s’il s’agit la d’une approche encore tres
partielle, nous 1’avons conservée ici afin de préparer des travaux ultérieurs
sur ce probleme ”geométrico-fonctionnel”.

Par ailleurs, on commence par rappeler au chapitre suivant quelques
exemples de régularité en optimisation de forme.
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Chapitre 2

Quelques exemples de
régularité.

Dans ce chapitre, nous donnons a titre indicatif quelques exemples de
problemes d’optimisation de forme et les résultats de régularité connus.

2.1 Des exemples géométriques.

2.1.1 L’ inégalité isopérimétrique.

On note |E| la mesure de Lebesgue d’un sous-ensemble mesurable £ de
R? et P(F,R?) son périmetre (voir chapitre 3 pour une définition dans le cas
ou E n’ est pas régulier). Etant donné a > 0 considérons d’abord I'inégalité
isopérimérique classique: trouver F' tel que:

P(F,RY = inf{P(E,R%),|E| = a}.

Ou encore, ce qui revient au méme, trouver la meilleure constante C'(d) tel
que:

P(E,RY) > C(d)| BT,
et caractériser les cas d’ égalité. Ce probleme est bien connu: on sait que la
1

meilleure constante est C'(d) = dw] olt wy désigne la mesure de la boule unité
en dimension d. [.’égalité est atteinte seulement si I est égale presque-partout
a une boule.

On peut également regarder le probleme de 'inégalité isopérimétrique
avec contrainte d’inclusion, c’est a dire I’étude d’un E* vérifiant:

P(E*,D) = min{P(E,D); E C D,|D| = a},
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olt D est un ouvert inclus dans R?. Afin d’étudier ce probleme, il faut d’abord
étudier les quasi-minimiseurs pour le périmetre (voir définition ci-dessous).

2.1.2 Les surfaces minima et quasi-minima pour le pé-
rimetre.

On dit que E est une surface minimale dans D ouvert si pour tout F
tel que le support de xyg — xr soit compact dans D (yg désigne la fonction
caractéristique de F) alors:

P(E,D) < P(F,D).

On dit que E est une surface quasi-minimale (ou quasi-minimiseur pour
le périmetre) dans D s’il existe 0 < o < 1 et C' > 0 telle que pour toute
boule B(z,r) C D avec x € OF et tout ensemble F tel que F' = E sur un
voisinage de dB(x,r) alors:

P(E,B(z,r)) < P(F, B(z,r)) + Cri e,

Exemple de perturbation admissible pour les surfaces (quasi)-minimales.

. - BorddeF
"\ ——BorddeE |

Le bord de F est, en dehors d’ un ensemble relativement fermé de dimen-
sion au plus d — 8, une hypersurface de classe C1/? ([24],22]).

Ce résultat permet alors d’étudier la régularité de la minimisation du
périmétre avec une contrainte d’inclusion: soit D C R un ouvert et 0 < a <
|D| soit alors E* tel que:

P(E*,D) = min{P(E,D); E C D,|E| = a}.
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On montre alors (voir [23]) que E* est en fait un quasi-minimiseur pour le
périmetre et donc vérifie le résultat de régularité ci-dessus.

On donne dans le chapitre 10 un exemple de démonstration assez élémen-
taire de la régularité des quasi-minimeurs pour le périmetre en dimension
2 et on utilise ce résultat pour étudier le cas particulier suivant: Soit D un
ouvert, o,a > 0 avec a < |D[; on regarde la fonctionnelle:

J(Q) = o(|Q] — a)® + AP(Q, D).

On voit grace a ce qui précede que, en dimension 2, si {2, est un minimum de
J, 09, est régulier. On peut alors montrer que 9€2, a son bord constitué d’
arcs de cercle de rayon m ou de droites (cercle de rayon infini). Enfin
on peut faire tendre o vers oo et montrer qu’il existe une solution dont le
bord est constitué d’ arcs de cercle ou de segments au probleme suivant:

P(E,D) = inf{P(F, D), |F| = a},

¢’ est a dire le probleme de 1" inégalité isopérimétrique avec la contrainte

FCD.

2.1.3 Les bulles de savon.

Le probleme des bulles de savon peut étre vu en quelque sorte comme le
probleme de I’ inégalité isopérimétrique mais avec plusieurs composantes. On
se donne ay, ..., a,, > 0; le probleme est alors de trouver un ensemble Sy C R?
minimisant H%"1(9S) parmi les S vérifiant R?\ S est une union disjointe
de composantes disjointes (pas forcément connexe) Ry, ..., R,, vérifiant: seul
Ry est non borné et |R;| = a;. L’ existence et la régularité de Sy ont été
démontrées pour n > 3 dans [4]. Le cas n = 2 est traité dans [6] qui montre
en plus que la frontiere de S est composée d’ un nombre fini d” arcs de cercles
ou de segments qui se coupent en faisant des angles de 120 degrés.

2.2 Des exemples fonctionnels.

On s’ intéresse maintenant a des problemes faisant intervenir une équation
d’ état: sur chaque ouvert 2 C D, on résout une équation aux dérivées par-
tielles elliptique et on note ug la solution. On étudie alors des fonctionnelles
de la forme:

EQ) = /DF(J:,UQ,VUQ) + FE1(Q).
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ou F, contient des termes purement géométriques (par exemple P(€2, D)). Un
cas particulier intéressant est celui ou ug est lui méme solution du probleme
de minimisation:

/DF(I,UQ,WQ) _ min{/DF(az,v,Vv),v c V(Q)},

ot V() est un espace de fonction dépendant de Q (par exemple H*(2) ot
H3(9)). On va évoquer trois exemples: celui d’ un probleme de fluide a deux
phases, celui de la fonctionnelle de Mumford-Shah et enfin celui du formage
des métaux liquides.

2.2.1 Probleme variationnel & deux phases.

On se donne D un ouvert régulier de R% S une partie ouverte de 9D et

u® une fonction définie sur D. On note alors:

K={ueL,.(D),Vue L*(D),u(z) =u’(z),z € S}.

On regarde alors la fonctionnelle suivante définie sur K:

I = [ (96 + ala)¥(w) ds
avec ¢(x) # 0,z € D,

A osiu<0
20, — 1 ’
)\(u)_{)\% siu >0,

ot Aj, Ay # 0 et A=A — A2 # 0. On demande en plus que
0 § )\(0) S min{)\l, )\2}

Cette fonctionnelle a été étudiée dans [10]. On peut commencer par citer [9]
ou les auteurs étudient un probleme simplifié a une seule phase:

J(u) = / (Vul? + Q) Px usoy) de

avec ug positive et () fonction mesurable. Le minimum est alors positif.
Probleme a une phase: On suppose que () vérifie:

0<01<Q($)<CQ,CL’ED.

On s’ intéresse, pour © minimum de J, a la régularité des ensembles 9{u > 0}.
La premiere question est d’abord celle de la régularité de uw, notamment a
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travers la frontiere, car dans {u > 0}, u est harmonique. On a les résultats
suivants sur u: u est localement lipschitzienne dans D. La régularité de d{u >
0} passe d’abord par I’étude du Laplacien de u a travers d{u > 0}. On
montre que le laplacien de u est une mesure de Radon portée par d{u > 0}
et absolument continue par rapport a H4=!|d{u > 0}. O’ est a dire:

/ VuVe = —/ eq.dH™" 0 € Cy(D),
D Dna{u>0}

avec ¢, fonction borélienne.
La régularité de d{u > 0} passe par la notion suivante de solution faible
introduite dans [9] que nous réutiliserons dans notre travail..

Définition des solution faibles. Soit (); fonction borélienne définie sur
D;. Une fonction u; est dite solution faible dans D; pour ) si elle vérifie les
conditions suivantes:

1)uy est continue positive dans D; et harmonique sur {u; >0} N D

2)Il existe C1,Cy > 0 tel que pour toute boule B(z,r) C Dy avec & €
0{uy > 0} on ait:

C) < 1][ wdHT < O,
8B(z,r)

r

3)Au; = Q1HI1| 9N, dans Dy, ce qui s’écrit:
Vu,Vp = —/ QpdH*™ o € Cy(Dy).
D, Dind{u>0}

Si uy est une solution faible, on a le résultat suivant (voir [9]) de régula-
rité: {u > 0} est a périmetre fini et d{u > 0} = 9*{u > 0}, H*"! presque
partout. De plus si )y est de classe C**, a > 0,k > 0 le bord réduit de
{u; > 0} est une variété de classe C*~12 et est égale H™! presque-partout

au bord de {u; > 0}.

Si u est un minimum de J avec () continue on montre que c’est une so-
lution faible, avec ()1 = @) De plus, si () est plus régulier, en dimension 2,
on montre que le bord de {u > 0} est égal au bord réduit et est donc régulier.

Probléeme a deux phases: Il est montré d’abord dans [10] que w, un
minimum de .J, est localement lipschitzienne dans D. De plus on montre que
ut (partie positive de u) est localement une solution faible (de méme pour
u~). Enfin, en dimension deux, on montre que d{u > 0} est régulier. Nous
renvoyons également au préprint tout récent [11] sur ces questions.
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2.2.2 La fonctionnelle de Mumford-Shah.

Soit D C R? un ouvert et g € L>(D). Pour K compact inclus dans D et
u € CYD\ K) on définit la fonctionnelle de Mumford-Shah par

ﬂmﬁj:AMﬂvw%uu_mwm+%*%KmDy

Cette fonctionnelle est utilisée en segmentation d’ image, g désigne 1” intensité
de I’ image (en noir et blanc). On voit que, a K fixé, le minimum de J(u, K)
est atteint pour u vérifiant (au sens faible):

—Au+4+u = gdans D\ K
Ju
on

= 0 sur K.

L existence de minima a été démontrée dans [12] et dans [2]. La régularité
de K qui découle de I’ existence est alors simplement que K est I’ ensemble
singulier d’ une fonction & variation bornée, il est donc (H?~!, d—1) rectifiable
dans le sens de [8].

On peut cependant démontrer des résultats de régularité plus précis: en
dehors d’” un ensemble de mesure H?™! négligeable, K est une hypersurface
de classe C'* de dimension d — 1. Ceci a été démontré en dimension 2 dans
[7], puis en dimension > 2 dans [13]. Dans [7], on montre également que ’en-
semble singulier est en fait de dimension de Hausdorff strictement inférieure
a 2. Ce résultat a été généralisé en dimension n dans [20] et dans [5].

Enfin, on peut citer, pour la dimension deux, les résultats de [21] qui
montrent que les composantes connexes isolées de K sont composées d’un
nombre fini d’ arcs C1! dont les extrémités sont, soit un point qui n’est pas
inclus dans un autre arc, soit un point qui est 1’ extrémité de trois arcs faisant
des angles de 2?” De plus, il est aussi montré que tout arc C inclus dans
K avec a > 0 est, en fait, un arc C1%.

2.2.3 Le probleme du formage des métaux liquides.

Soit D C R? un ouvert borné et f € L%(D). On définit pour u € H}(D):

J@:Zéwwm_ém.

Pour © ouvert inclus dans D, on définit ug par:

J(ug) = min{J(u),u € H}(Q)}.
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ug est la solution, dans Hy(D), du probleme suivant:

—Au = f dans Q)
u = 0 sur 0f.

On regarde alors la fonctionnelle:
B(Q) = J(ug) + 1 P(2, D),

ou g > 0. Soit 0 < a < |DJ, on étudie le probleme suivant: trouver Q* avec
|*| = a tel que

E(Q") = min{E(Q),Q C ouvert, | =a}.

Dans ce travail on va, en fait, surtout s’intéresser au cas ou p = 0. Dans
ce cas, cela revient presque (voir chapitre 4 pour les détails) a étudier le
probléme suivant: trouver u* € Hg(D) avec |[{u # 0}| = a tel que:

J(u*) = min{J(v);v € HY(D), [{v # 0}] = a}.

Posé comme cela, ce probleme n’a pas forcément de solution (il suffit de
prendre u régulier avec [{u # 0}| < a et f = —Auw). Par contre le probleme
suivant admet une solution:

J(u) = min{J(v);v € HY(D),|{v # 0}] < a}.

On a remplacé la contrainte |[{v # 0}| = a par [{v # 0}| < a. La régularité
qui nous intéresse est alors celle de u* et de Q,« = {u* # 0}.

On verra plus loin (voir 4.6) qu’il y a deux cas bien distincts: celui ou
Jon

On s’intéressera seulement au deuxieme cas. On a alors que ug est lipschit-

< a ou la contrainte de volume n’agint donc pas et celui ou |Q,+]| = a.

zienne dans D sous certaines conditions. Par exemple on a:

Théoréme 2.1 (théoréme 3 de [16]) Soit D = R* et f a support compact
dans L*(D) et Q un minimum de J. Alors ug est lipschitzienne.

Pour le cas d > 2 et D ouvert inclus dans R? et si f > 0 on trouve dans
[18] I'existence d’une solution lipschitzienne positive. On démontre plus loin
(voir le théoreme 5.16 et ses corollaires) que toutes les solutions positives
sont localement lipschitziennes.

Le but principale de cette these est de démontrer que, sous certaines

conditions notamment f positive bornée et |Q,«| = a, u* vérifie les trois
propriétés suivantes pour tout D; compact inclus dans D.

1)u est lipschitzienne positive dans Dy, et vérifie —Au = f dans {u > 0}.
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2)II existe Cy,Cy > 0 tels que pour toute boule B(z,r) C Dy avec @ €
d{u > 0}, on ait:
1
Cp <= ][ udH™' < Cs.
9B(z,r)

r

3)1I existe une constante A > 0 tel que
Au= —fxq, + AH' 09,

ce qui s’écrit:

Vu'Vip = —A /

Dind{u*>0}

pdH +/ fe,0 € Cy(Dy).
Qu*

D,

C’est “presque” la définition d’une solution faible (voir page 19).

Dans le cas ou g > 0, on étudiera E en remplacant la contrainte [{u >
0}| = a par un terme supplémentaire du type o(|{u > 0}| — a)? dans la
fonctionnelle, c’est a dire qu’on étudie un minimum de:

E'(Q) = J(uq) + o(][{u > 0} — a)* + uP(Q, D).

Alors, sous certaines conditions de régularité sur |Vu|, * est un quasi-
minimiseur pour le périmetre (voir définition page 16 et le chapitre 9).

Remarque:Dans cette famille d’exemples, on peut aussi citer les pro-
blemes de minimisation de valeurs propres. Par exemple si on note:

v 2
A(D) = inf 7fD| Jj
recem) [ f

On sait que A(D) est la plus petite valeur propre du probleme:
Au+ du=0,u € Hy(D).

Et de plus on sait que parmi tous les ouverts de volume fixé la boule donne
la plus petite premiere valeur propre.
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Chapitre 3

Ensembles a périmetre fini.

3.1 Définitions et notations.

On note xg la fonction caractéristique de E et |F| la mesure de Lebesgue
de E. On note wy la mesure de Lebesgue de la boule unité de dimension d.
Soit D C R? ouvert et £ C D; on dit que F est & périmetre fini dans D si:

sup{ / div o, 0 € C(D,RY), |lglos < 1} < oo,
FE

ot ||¢|lee = suprep|e(z)] et | | désigne la norme euclidienne dans R¢. On note
alors P(F, D) cette borne supérieure. £ est a périmetre fini si et seulement
si Dypg, calculé est au sens des distributions dans D ouvert, est une mesure
de Radon vectorielle. Rappelons que pour tout ¢ € C5°(D,R?) on a:

/di'mp: — < Dxg,p>.
E

Par des résultats “classiques” de théorie de la mesure, il existe une mesure
positive et finie définie dans D, notée |Dyg|, et une fonction vy définie sur D
a valeurs dans R?, |Dyg| mesurable et de module 1 |Dxg|-presque partout,
telles que

Dxg = —ve|Dxs|,
c’est-a-dire que pour tout p € C°(D,R?) :
[ dive == < e >= [ (pla)v()]Dxel(0)
E B

On trouve la théorie des ensembles a périmetre fini dans [3],[15] et [8].
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3.2 Approximations, semi-continuité et com-
pacité.

On va rappeler une proposition classique sur la semi-continuité inférieure
du périmetre:(voir section 5.2.1 dans [15])
Proposition 3.1 Soit E; une suite d’ ensembles a périmétre fini dans D
telle que xg, — xg dans L}, .(D); alors:

P(E,D) < li]gnian(Ek, D).
—00
On rappelle aussi un résultat d’ approximation des ensembles a périmetre
fini (voir théoreme 3.42 de [14]):
Proposition 3.2 Soit E borné a périmétre fini dans R?; alors il existe une
suite de d’ensembles E; a périmétre fini et a bord régulier (C*) tels que;
lim g, = xg dans Ll(Rd),
J—r00
lim P(E;,RY = P(E, R,
J—r0o0
Dxg; — Dxg faiblement au sens des mesures de Radon.

Voici enfin un résultat essentiel de compacité: (voir section 5.2.3 dans

[15])
Proposition 3.3 Soit D un ouvert borné et Ej une suite d’ ensembles tels
que:

alors il existe E a périmetre fini et une sous suite Ey, tels que

lim yg, = xg dans L'(D).
J—ro0 J

3.3 Inégalités isopérimétriques.

Nous allons rappeler deux inégalités isopérimétriques, I’ une globale et 1’
autre locale. (voir section 5.6 dans [15])
Théoréme 3.4 (Inégalités isopérimétriques.) Soit F borné a périmeétre
fini; alors:
BT < C(d)P(B,RY),
avee C(d) qui ne dépend que de d. Le meilleur C(d) possible est donné dans

[8] (4.5.9 (31)): C(d) = w;"*/d.
De plus pour toute boule B(z,r) C R%:

min{|B(z,r) N E|,|B(z,r) \ E|}d%1 < C'(d)P(E, B(z,1)).
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3.4 Bord réduit et normale approchée.

Soit £ a périmetre fini dans D. Notons:

fB(z,r) DXE

vgle,r) = -,
(&) fB(m-) |Dx5l

si fB(z,r) |[Dxg| > 0 et 0*E I’ ensemble des z tels que vg(z,r) a une limite
de module 1 quand r tend vers 0. D’apres la théorie de la mesure, cette li-
mite existe |Dyg| presque-partout et donne un représentant de vg tel que
Dxg = —vg|Dxg|. On définit, pour z € 9*F,vg(x) comme la la normale
extérieure de £ en x. D’apres la théorie de la mesure (théoreme de dériva-

tion de Radon-Nikodym):

/ |DXE| = 0
D\o*E

Par définition, on a bien sur:
0'E C 0F,

J*E est appelé, par définition, le bord réduit de F ou la frontiére réduite.

Contrairement a ce qui précede sur le bord réduit, directement issu de ré-
sultats classiques de thorie de la mesure, les deux théoremes suivants utilisent
la structure particuliere de Dy g (voir section 5.7.2 et 5.7.3 dans [15]).

Théoréeme 3.5 Soit ©o € 0*FE avec E a périmetre fini dans D ouvert et
notons (voir figure ci-dessous):

H™ (o) = {y € R, vp(20).(y — x0) < 0},

E(x0) = {y € R, 20 + r(y — w0) € E}.
On a alors:

limo XEr(w0) = XH—(zo) dans L}OC(Rd).

r—

On en déduit les limites suivantes qui justifient le fait que v(xg) soit la
normale extérieure de F en zg.

|B(zo,7) N ENH (20)] wy

r—0 rd 2

|(B(zo,r) \ B) 0 H™ (20)| _

r—0 r
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P(E, B(zg,r))

}‘I—E% wd_l’l“d_l - 1
H %)
£ E.t)
X 1

On va maintenant voir la structure de 9*F et son rapport avec |Dyg| et
la mesure de Hausdorff de dimension d — 1 : H%~! définie comme dans [8] ou

[15].
Théoréme 3.6 Soit F a périmétre fini alors:
|IDxe|(A) = HITHANIE), pour A borélien,

c’est-a-dire:

|Dxg|=H"O°E.
De plus OE* est dénombrablement (H™1,d — 1) rectifiable (cf [8] 3.2.14 et
3.2.29) c’est a dire:

E =Ky UN,

i=1

avec Ky compact inclus dans une hypersurface de classe C et

[ 103 = 1) =
N

On en déduit le théoreme de Gauss-Green généraliseé:
Théoréme 3.7 (Gauss-Green) Soit E localement a périmétre fini, alors
pour tout p € CL(RY RY),

/ div p(x)dx = —/ pvp(x)dH" (x) = — < Dxp, ¢ > .
B 5B
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Deuxieme partie

Régularité de la forme optimale
pour I’énergie de Dirichlet.
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Chapitre 4

Existence et exemples.

Rappels (rapides) sur les quasi-ouverts.

On renvoit a [18] pour plus de précisions et pour des références.
Soit D C R% ouvert. Pour K C D compact, on définit cap(K, D), capacité
H} de K dans D par:

capti,0) =it { [ |6l + Vgl € O (D)o 2 Lsur K|
D

puis pour U C D ouvert par:
cap(U, D) = sup{cap(K, D); K compact inclu dans U},
et enfin pour £ quelconque:
cap(E, D) = inf{cap(U, D), E C U C D,Uouvert}.

On dit que Q@ C D est un quasi-ouvert, si pour tout ¢ > 0 il existe U,
ouvert tel que cap(Q \ U, D) < e. Une fonction définie sur D est dite quasi-
continue si pour tout ¢ > 0, il existe U, ouvert tel que cap(U., D) < ¢ et
tel que la restriction de u a D \ Ue soit continue. Toute fonction de H}(D)
admet un représentant quasi-continu unique (quasi-partout i.e égal sauf sur
un ensemble de capacité nulle). Si 0, = {u # 0} (pour le représentant quasi-
continu), alors , est un quasi-ouvert.

Pour © quasi-ouvert, on définit:

Hy () = {u € Hy(D),cap(, \ Q, D) = 0}.

On sait que cette définition est compatible avec la définition usuelle si ) est
ouvert (i.e H}(Q) est 'adhérence C5°(Q) pour la norme H'(Q)). Cest un
espace de Hilbert pour la norme de Hj (D).
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4.1 Existence.

Soit D un ouvert inclus dans R? et f € L*(D). Pour u € H}(D) on note:

J(u) = /D %|Vu|2d:ﬂ— /D fu

et pour 0 < @ < |D| on pose:
Vo= {uc H(D), 0] = o}

et
VS = {u € HS(D), 1Q,] < a}.

Proposition 4.1 L’ensemble VO est fermé dans Hy(D) pour la topologie de
la convergence faible.

Proposition 4.2 V, est dense dans V° pour la topologie de la norme de

Hg(D).

Proposition 4.3 [l existe C' qui ne dépend que de d tel que pour tout u €
VI(D):
1
[ullz2(py < Clal?||Vullz2(p).

C’est a dire que dans V2(A), la norme L* du gradient est équivalente a la

norme Hy(D)

Pour la démonstration de ces trois propositions voir [18].

On s’intéresse aux deux problemes fonctionnels suivants:
(P) Trouver u € V, tel que :
J(u) < J(v),Yv e V,.
(Po) Trouver u € V9 tel que :
0 J(u) < J(v),Vv e VY.

Le probleme (P) est 1ié au probleme d’optimisation de forme (P;) suivant:
Trouver * ouvert tel que:

(Ps) J(uqr) = inf{J(ug),Q C D ouvert , || =a},
ou ug est défini par:

J(ug) = min{J(v),v € H}(Q)}.
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ugq est alors la solution de:
—Aug = f,u € Hy(Q).

Il est nécessaire de formuler aussi ce probleme dans les quasi-ouverts:
trouver * quasi-ouvert tel que:

(73}) J(ugx) = inf{J(uq),Q C D quasi — ouvert , |Q| = a},
ou ug est défini par:
J(ug) = min{J(v),v € H}(Q)}.

Grace a || = a et a la proposition 4.3 un tel ug existe bien (démonstration
semblable a celle du théoreme 4.4).

On voit que si u* est solution de (P) alors, soit u* est continue et alors
Qy» est ouvert et est solution de (Py), soit elle est seulement quasi-continue
et alors (1« est quasi-ouvert et solution de (P})

On va maintenant rappeler la démonstration de ’existence d’une solution

pour (Po).
Théoréme 4.4 Le probléeme (Py) admet une solution.

Démonstration: Soit u € VY alors grace a la proposition précédente:
1 1
w2 5 [ 1Vul = Catl )l Vel
D

on en déduit donc que J est minoré (polynome de degré 2 en ||Vul|12(py avec
un coefficient dominant strictement positif). Soit maintenant (u,) une suite
minimisante; grace a 1" inégalité précédente la suite (||Vuy||z2(py) est bornée
et donc la suite (uy,) est bornée dans Hj (D). On peut donc supposer (quitte
a extraire une sous-suite) que (u,) converge faiblement dans Hg(D) vers u.
On a alors u € V? et, grace a la semi-continuité inférieure de HV'LLH%Q(D):
J(u) <liminfJ(u,) = inf{J(v),v € V,}.
n—oo
Remarque 4.5 Soit (u,) une suite dans Hg; on remarque que si J(u,) et
|Q.,,| sont bornés, alors la suite u,, est bornée pour la norme de H(D).

Proposition 4.6 Soit u une solution du probléme (Py); on a alors deux cas:
1)(Cas saturé):|Q,| = a alors u est aussi solution de (P); de plus Q, est
un quasi-ouvert (ouvert siu est continue dans D) solution du probleme (P%)
(du probléme (Py) si u est continue).
2)(Cas insaturé):|Q,| < a et alors u vérifie —Au = f dans D. De plus
on peut alors trouver un ouvert solution de (Py) contenant .
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Pour le dernier point, il suffit de remarquer que pour toute boule B(z,r) C
D telle que 0 < |B(z,r)| < a — |Q,] et tout ¢ € CF°(B(z,r)) on a par
minimalité de u:

J(u) < J(u+ty),

et en écrivant que, en t = 0, la dérivée de J(u + tp) est nulle on trouve:
—Au = f dans B(z,r).

Pour la construction de l'ouvert: il existe (théorie de la mesure) U; ou-
vert contenant (1, tel que |Q,| < |U;| < a. Il suffit de prendre alors U =
Uy U B(xg,7) N D pour xg € D et r bien choisi.

On remarque que dans le cas insaturé tout ouvert de mesure a et conte-
nant {1, est solution du probleme (P;): on ne peut donc espérer aucune
régularité sur un ouvert minimal. Dans la suite on supposera donc qu’on est
toujours dans le cas saturé.

Ainsi, on supposera dans toute la suite ’hypothese suivante vérifiée :

Il n’existe pas de v € Hg(D) avec |,| < a tel que } (4.1)

—Av = f dans D.

Cette condition est vérifiée en particulier si f est de signe constant (car
toute solution de —Au = f dans D vérifie Q, = D).

Remarque 4.7 Sous cette hypothése (P) a une solution, car (Po) en a tou-
jJours une et (4.1) indique qu’elle vérifie || = a. Ainsi; (P) est alors équi-
valent au probléme plus précis suivant, pour lequel nous gardons la méme
notation (P):

(P) Il existe w € HY(D) avec |Q,| = a tel que
J(u) < J(v); pour tout v € HY(D) tel que |Q,] < a.

4.2 Quelques contre-exemples.

On va maintenant donner quelques exemples montrant les problemes qui
peuvent apparaitre soit si f n’est pas assez réguliere, soit si f est réguliere
mais change de signe.

Premier exemple: On va rappeler un exemple ot il n’existe pas d’ouvert
O tel que:

J(ugr) < J(uq); |9 =a,Q C D.
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Pour les détails, on renvoie a la proposition 1.20 de [18]. En fait, il suffit de
trouver u tel que: 0 < |, | < |D| avec £, qui n’est pas égal presque-partout
a un ouvert et de prendre alors f = —Au et a = |Q,]. En effet Q,, est alors
solution et on montre (cf [18]) que toute autre solution * coincide presque-
partout avec €,. On prend d = 3 et D = B(0,1). Soit z, une suite dense
dans D et oy, > 0 tel que B(x,, a,) C B(0,1) et tel que:

On pose alors:

On a alors —Awv > 0 car v est un minimum de deux fonctions sur-harmoniques
et donc v € H'(B(0,1)). On montre facilement que

1
v < an/ — < 1/2.
/13(0,1) z_: B(zi,2) |z — a;]

On en déduit donc |[{v < 1}| > 0. Soit maintenant ¥ € H}(B(0,1)) avec
U(z) > 0 pour € B(0,1) et U(z) =1 pour |z| < 1/2. Soit n > 0 tel que
{v <1 —n}|> 0 on pose alors:

u(z) = (1 —n —v(z))t0.

On a alors Q, = {v < 1 — n} qui est de mesure strictement inférieure a
celle de B(0,1) et qui n’est pas égal presque partout a un ouvert. En effet
sinon on aurait par densité des x,, : B(x,,7,), avec 1, < oy, inclus dans un
tel ouvert et donc inclus dans €, presque partout. Sur B(z,,a,) onav =1
et sur {1, on av < 1—n et donc €2, n’est pas égal presque partout a un ouvert.

Deuxiéme exemple: On donne ici un exemple ot f € L*°(R%) N L*(RY)
mais ol la frontiere n’est pas réguliere. Soit 0 < r < R et a = 2ws(R)" et

1 sur B((R,0),r)
flz)=4¢ =1 sur B((—R,0),r)

0 ailleur.
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=0

f=1

On suppose
r< (2-2YYR. (4.2)

Proposition 4.8 La réunion Q* des deux boules de centre (—R,0),(R,0) et
de rayon R est solution du probléme:

J(ug+) < J(v);v € H'(RY) avee |Q,] < a.
On utilise le lemme suivant:
Lemme 4.9 Soit u € H'(RY) avec |Q,| = a tel que:

J(u) < J(v);v € HYR?) avee |Q,] = a. (4.3)

w(e) = () (@ — (R,0) — (w) (e + (R.0) =ws — s, (14)

ot z* désigne le symélrisé radial de z. On note B((R,0), Ry) et B((—R,0), R3)

les supports de uy et uy et on suppose que

Ri+ Ry < 2R (4.5)

Ry <2R—r, Ry <2R —r. (4.6)

Alors:
J(w) < J(u). (4.7)
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Pour la démonstration de ce lemme voir plus loin (page 36).
Démonstration de la proposition 4.8. Soit u une solution de (4.3).
On introduit alors les fonction uy, uy et w. On a

a= Q] =[] +107] = Q] + [Qu, | = wa( R} + R).

On en déduit par convexité:
Ri+ R\ 1
(B) < Jma = 2

soit Ry + Ry < 2R c’est (4.5). D’autre part, d’apres I'inégalité ci-dessus et
d’apres ’hypothese (4.2): Ry < 2Y¢R < 2R —r (et de méme pour R,). Ainsi
le lemme 4.9 s’applique et w est aussi solution. Mais ’équation d’Euler (cf
5.2 est alors satisfaite avec un méme A pour les deux boules ce qui implique
que Ry = Ry = R. D’ou le résultat de la proposition.

Lemme 4.10 Soit w > 0 et w* son symétrisé. On a alors pour tout r > 0:

/ w §/ w”.
B(0,r) B(0,r)
w(z)
/ wdr = / d;v/ dt
B(0,r) B(0,r) 0

/mﬁHw>ﬂmBm¢Wﬁ

On sait que pour tout ¢, [{w > t}| = [{w* > t}|. 1l existe ¢y tel que:

Démonstration On a:

lirr}r{w* >t} C B(0,r) C lim{w" >,

t—tg t—tg

car les ensembles {u > ¢} sont des boules. On a alors:

/ w*dx = / dt{w* >t} N B(0,r)|dt
B(0,r) 0
7f0 o0
= / dt|{w" >t}ﬂB(0,r)|dt—|—/ {w" >t} N B(0,r)|dt
0 to

/0t0|B(0,r)| + /: [{w* > t}|dt

Y

/me>ﬂmBm¢Wh+/me>ﬂwt

/ w.
B(0,r)

Vv
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Démonstration du lemme 4.9 La condition (4.5) assure que les sup-
ports de uy et uy sont disjoints (sauf peut-étre en 0). Ainsi:

/ |VLU|2 :/ |VU1|2 —|—/ |V‘U2|2.
Rd Rd Rd

La condition (4.6) assure que B((R,0), R1) ne rencontre pas B((—R,0),r)
(sauf peut-étre en un point) et de méme pour B((—R,0), Ry) et B((R,0),r).

Ainsi:
/ fw:/ Ul‘l’/ Uz,
R4 B((R,0),r) B((-R,0),r)

et pour montrer (4.7), il suffit donc de montrer:

/ |V |? —/ Uy §/ |Vu|2—/ u (4.8)
R4 B((R,0),r) R4 B((R,0),r)
/ |Vuy|? —/ uy §/ |Vu|2—|—/ u. (4.9)
R B((=R,0),r) R4 B((-R,0),r)

On obtient en effet (4.7) en sommant ces deux inégalité. L’inégalité sur les
gradients vient du résultat classique sur la symétrisation radiale. Sinon on

o oo 7 o
B((R,O),T’) B((R,O)J‘) B((R,O),r) B((R,O),r)

/ u§/ u- §/ (u_)*:/ Us.
B((-R,0),r) B((-R,0),r) B((-R,0),r) B((-R,0),r)

utilise:
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Chapitre 5

Régularité lipschitzienne.

A partir de maintenant on supposera que f € L*(D) N L=(D).

Avant de passer a ’estimation lipschitzienne de la solution de (P), énon-
cons quelques propriétés générales obtenues par diverses dérivations du pro-
bleme de minimisation. Les perturbations de u sont locales, il suffit donc de
prendre u solution locale du probleme du minimisation au sens suivant.

Définition: Soit Dy C D. On dit que u est une solution de (Pp,) dans
D si

?

0<|Q,NDy|<|Dy|et
(Pp,){ Vve HYD) avec u —v € Hy(Dy) et |Q,] < |Q,],
on a J(u) < J(v).

Remarque 5.1 Si u est solution de (P) il est ausst solution de (Pp,) dés

que 0 < |Q,N D] < Dy. Cette derniére hypothése permet d’éviter la situation
triviale ou || = D, car on s’intéressera au bord de 2, dans Dy .

5.1 Equation d’Euler de u.

Voici d’abord une version de I’équation d’Euler-Lagrange introduite dans

[16].

Théoréme 5.2 (Equation d’Euler de u.) Soit u une solution de (Pp,).
Alors il existe A > 0 tel que pour tout ® € C°(Dy,RY) on ait:

1
/ (DOVu.Vu) — E/ |Vu|*div® = fVu.® + )\/ div®.
Dy

Dl D1 U
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Ainst, on a, pour tout 1 = 1,...,d, au sens des distributions:
: 1
=37 00, (tsa,) + 500, Vul’ = fus, = Mui(xa):

J=1

Démonstration Pour les détails de la démonstration voir [18] et [16].
Nous en rappelons les points essentiels.

Soit ® € C$°(Dy, RY) tel que fQu div® > 0. On pose us(z) = u(x+1t®(x)).
Pour ¢ petit @ — = + t®(z) est un diffomorphisme de D; et on a alors:

90l = 10—t [ div® -+ o(t) < [0,
pour ¢ > 0 assez petit. Par minimalitué de u:
J@Q§LNW):J@U+aéfD¢VwVM}¢%Z;dMQWMP—ﬁAMwa®+dﬂ,
et on déduit:
/D (D(I)Vu.Vu) — %/ di'U(I)|Vu|2 — fVu.® > 0. (5.1)

D1 Dl

Soit @, € C&°(Dy,RY) tel que

/ divd; > 0.

Il en existe car sinon on a P({,, D;) = 0 et donc @, = ) ou O, = D; or on
a par hypothese: 0 < a = |Q,| < |Dy].
Soit maintenant ® € C°(Dy,RY) tel que fQu div® = 0. On pose pour
tout ¢ > 0:
Gy, =0 + 0y,
et alors: fﬂu divd, = ¢ fﬂu div®; > 0, en appliquant l'inégalité 5.1 a ®, puis
en faisant tendre ¢ vers 0 on trouve que ® vérifie aussi 5.1. On peut faire la

méme chose avec —® et on trouve alors que 5.1 est vérifié avec une égalité
au lieu d’une inégalité. Soit ® € C°(D;,R?) quelconque on définit:

fQu div®d

By=0 — P
: Jo. div®,

1

comme fﬂ div®, = 0 on peut appliquer 5.1 a @ et on trouve bien I’équation
d’Euler avec:

1 1
A= —— DO, Vu.Vu)— — div®,|Vul* — Vu.®,].
fQu Jivd (/Dl( 1Vu.Vu) 5 /D1 w®; |Vl /le U 1)
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En utilisant 5.1 avec ® = ®; on trouve que A > 0.

Remarque 5.3 Le calcul ci-dessus montre que si u(x) = u(x +1t®(z)) avec
b € C°(Dy) on a:

J(ug) = J(u) + t)\/ div® + o(t).

u

5.2 Régularité de Au+ fx .0

Le but de cette partie va étre de démontrer le théoreme suivant:

Théoréme 5.4 Soit u une solution de (Pp,) dans D; alors il existe deux
mesures positives py et po tel que:

Au+ fxquzoy = p1 — p2 dans Dy,

le support de py (respectivement ps) est inclus dans {u > 0} (respectivement
{u < 0}. De plus il existe k > 0 tel que pour tout K C Dy compact:

() < keap(K)2

Ot cap désigne la capacité H*. On a également,

et il existe O(f,|]) tel que:
[efleo, 0, < €.
Lemme 5.5 Soit p € W'(R,R) avec p(0) = 0 on a alors:
P (w)|Vul* — div(p(u)Vu) — fp(u) = 0 dans D'(D,).

Démonstration: Soit ¥ € C5°(D;) et p € WH(R,R) avec p(0) = 0.
Soit:
0u(2) = (@) + 10 (@)p(u)).
on a alors v; € H}(D): |p(u(x))] < ||p'||eo|||u(x)] donc v; est bien dans L*(D)
et de plus:

IVp(u(z))| = [p'(u(z)) Vu(z)] < [[p']ll[Vul2)],
et donc Vuv; € L*(D). De plus u — v; = —tV(x)p(u(z)) € H}(D;) et enfin

comme u(xz) = 0 implique v;(z) = 0 on a |Q,] < |Q,|. Par minimalité de u
on en déduit:
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0 < %/D <|Vu + tp(u) VW + t\Ilp'(u)Vu|2 — |Vu|2) — /D flu+tUp(u) —u)
_ /D (H(p(W) VO + Uy () V)V + £(p(w) VT + Up' () Vau)? — £ fUp(u))

En divisant par ¢ > 0 et par ¢t < 0 et en faisant tendre ¢ vers 0 on en déduit
alors:

0= / VU .p(u)Vu+ Up'(u)|[Vul* — fUp(u),
D

ce qui est bien le résultat annoncé.
Démonstration du théoréme 5.4: Soit p, défini par:

Osir < 0
pu(r) =< nasir € [0,1/n]
lsir > 1

et gu(r) = for pn(s)ds. On peut alors appliquer le lemme 5.5 et comme
Pn(u)Vu = Vg, (u) on en déduit:

Lorsque n tend vers 1" infini p,, tend dans L},.(D) vers x{u>0}. Comme g,(s) =
s — 5= dés que s > 1/n on aégalement que g,(u) tend vers u* dans L*(D).

On en déduit donc que dans D'(Dy):
lim Agn(u) + fpa(u) = Au®) + fX(us0)-

Soit u? = n|Vul*Xjocu<i/n}- Montrons que p} est une mesure positive et
uniformément borné dans L} (D). En effet si ¥ € C5°(D;) alors:

loc

[wi = [ @tas + praww < cw),

car p,(u) < 1 et ¢,(u) localement borné. On en déduit que la limite de u}
dans D’'(D;) est une mesure p; qui vérifie:

A(u®) + fxqsoy = = lim n|Vul*x(ocuci/ny, (5.2)
la limite étant pour la convergance faible des mesures de Radon. Et comme

ut € H'Y(Dy) et fxqusoy € L*(Dy) alors py € H™'(Dy). Soit o € Hy(Dy) tel

que
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—Ao + 0 =y,

et U € C5°(Dy) avec ¥ > 1 sur K compact inclus dans D;. On a alors:

pi(K) §/ Wdpy :/ Vo + VY. Vo < 2||ol|a on ¥ 1Dy
4 D, D,

K

et donc on a bien le résultat annoncé.
On procede de la méme maniere sur {u < 0} en prenant p, 2(r) = p,(—r)
on trouve une mesure u, vérifiant:

Alu™) = fX{ucoy = H2,

et donc comme A(u) = A(ut) — A(u™) on en déduit:

A(u) + [X{upoy = 1 — fa.

Montrons enfin ’estimation L*°. On remarque que:

—Au") = fxusoy — 1 < FXus0p-

Comme |, N Dq| < |Di| on peut trouver un ouvert w C D contenant
0, N Dy et tel que |w| < 2|2, N Dy|. On utilise les estimations L> elliptiques
classiques (voir par exemple [1] théoreme 8.16) pour dire que:

[t |l < Cllfxusollzoaw) < Cllfllca?,
avec C' = C(d, |w]|,q) et ¢ > d/2. On procede de méme pour u~.

Nous allons montrer dans le chapitre suivant que u est lipschitzienne sous
certaines hypothese. On peut déja remarquer que, si u est lipschitzienne, les
mestures j; et puy sont absolument continues par rapport & la mesure H4™ 1.
Plus précisément:

Proposition 5.6 Soit u une solution de (Pp,) tel que u soit lipschitzienne
sur Dy. Alors il existe C > 0,17 > 0 tel que pour toute boule B(x,r) C
Dyi,r <rg on ait:

pi(B(x,r)) < Crd_l,
p2(B(x,r)) < Crit,
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Démonstration: On reprend les notations utilisées dans la démonstra-
tion du théoreme ci-dessus. Soit B(z,r) C D; alors:

/ Pa(u)Vu.n + / fpa(w)
9B(z,r) B(z,r)

IV ul|oo, 0y dwar®™ + || | sowar?
Crd_l,

/L(_)<zan<u>+-fpn<u»

IA A

des que r est assez petit. Comme Ag,(u) + fpn(u) converge faiblement au
sens des mesures de Radon vers Au + fx(,s0) on en déduit donc:

n—00

pi(B(z,r)) < liminf/B( )(Aqn(u) + fpn(u)) < Ot

On procede de la méme maniere pour p,.

5.3 Probleme pénalisé par au-dessus.

On revient maintenant aux solutions de (P) et plus seulement de (Pp,).
On voir que si u est une solution de (P), alors il est aussi solution d’un
probleme plus général. Cela nous permettra d’élargir I’ensemble des fonctions
tests. Précisément, on a (voir [17]):

Théoréme 5.7 Soit u une solution de (P); alors il existe \* > 0 tel que:
J(w) < J(0) + X (1] — Q)" (5.3)
pour tout v € Hy(D).

Dans [17], on trouve une démonstration dans le cas ou |D| est borné. On
va montrer que cette démonstration s’étend au cas général.
Soit A* > 0 et Jy+ défini par:

Ty (v) = J(0) + A(1Q] = a),
défini pour v € Hy(D).

Le principe de la démonstration du théoreme 5.7 est de vérifier que Jy«
* = a si A" est assez grand. Si u est

admet un minimum v*, puis que [{2,s
solution de (P) on a alors:

J(u) € J(07) = Jae(v7) < e (),
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pour tout w € Hy(D) et donc (5.3).

Proposition 5.8 [ existe v* € Hy(D) tel que:

S (v7) < Da(w); w € Hy(D),
std > 3. Sid=2 1 faut rajouter la condition \* > Ay ou Ao ne dépend que
de f.

Démonstration: On va d’abord montrer que Jy» est minoré (pour A*
assez grand si d = 2). Soit v € Hy(D) avec |Q,] < 400 tel que J(v) <0 =
J1(0). On peut également supposer que |Q2,| > a car sinon Jy+(v) = J(v) et
on peut minorer J comme dans I'existence d’une solution de (Py).

On a alors d’apres la proposition 4.3:

lollz20) < Cl%] 2] Vollp2(n)

On en déduit

1 *
0> Jas(v) > §HV'UH%2(D) — Iz llollz2 oy + A (12| — @)

Y

1 1 ”
§HWH22<D) = C|Vollz) | fll L2y [20] + A7 (|| — a),

et donc: 1
—CIVullz )l fllz oy [0]2 + A*(|Q] = a) <0,

c’est-a-dire:
Q, | a L CHfHLz(D)!V’U”LZ’(D)7
= s A

et finalement en utilisant |, > a:

d_
0, < ( = Cl\fHL2<D;!V‘UHL2<D)>d—l‘

On a alors:

1 s, Ol eIVl | =
5(0) 2 GVl -1l Vol (o5 + S ) 77

Il y a alors deux cas: soit d > 2 et alors cette expression tend vers +oc quand
HVUHLz tend vers +oo, donc J est minoré. Soit d = 2 on a alors:

1 HfHL2D 1
‘“*(”)2(5 B0 |90l ~ 1ol Tolzored.
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et on en déduit que pour A\* assez grand, le coeflicient devant ||Vv||z2(py est
positif et donc Jy« est minoré.

On peut donc prendre une suite minimisant v, le calcul ci-dessus montre
que ||Vu,|z2(py est majoré puis que |$,, | aussi et enfin ||v,|[z2(py. On peut
alors montrer comme dans l’existence d’une solution pour (Pg) que v,, converge
a une sous-suite extraite pres vers un minimum de J)x.

Remarque 5.9 Soit v* un minimum de Jy; alors |Q,| > a.
En effet si on a |Q,| < a alors:
J(0) = I (v7) < I (v F tp) = J(v* + 1),

pour tout t € Ret ¢ € C5°(D) tel que |Qy| < a — || et on en déduit alors
—Av = f dans D avec |, | < a ce qui contredit I’hypothese 4.1.
Démonstration du théoréeme 5.7. (elle s’inspire directement de [17]).

11 suffit donc de montrer que, pour A* assez grand, on a bien || = a si

> a. Et posons pour

v* est un minimum de Jy«. Supposons donc que [,
t>0:

v = (v =) — (v +1)7,
il existe tg tel que pour ¢ < 1o on ait [Qyx| = [Qp| = [{0 < [v*| < t}| > a. Par

minimalité de v* on a: Jy«(v*) < Jy«(v]) et donc

1 N % *
5[ e[ - <<
{o<|v*|<t} Q

v*

En effet on a: | f(v*—v})| = t|f] si|v*| > tetsi0 < [v*] < tona |f(v*—v])| =
| fv*| < t|f]. On en déduit:

1
> Vo2 <t [ |f]
2

{o<|v*|<t} Q

¥

et ;
A" < | f].
{0 < |o*| <t} Jq,.

Comme |Vv*| est intégrable car son carré est intégrable et |2,
on peut appliquer a v* la formule de la co-aire (5.5 dans [15]):

to
/ P(F,,RYdt = / Vo,
0 {o<v*|<to}

avec Fy = {t < |v*|}. Pour presque tout ¢ on a P(F;,R? < +oc et par
I’inégalité isopérimétrique, on en déduit:

< +o00,

d—1

|Fy|"T < CP(F,RY).
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Comme, par hypothese sur tg, |Fy| > a pour ¢t < tg, on a finalement:

ATty < 0/ Vo]
{0<[v*|<t0}

1/2
C (/ |Vv*|2> 0 < o] < to}|'/?
{0<|v*|<t0 }

1/2
< c@m/ UD 0 < o°] < to} ]2
Qs

IN

Finalement on en déduit:

2

to ¢ (2 va* f|>1/2

B ) ;
{0 < [or] <lo}| a7

vee ([ ),

avec C' qui ne dépend que de d et de a.

et donc:

Il reste maintenant a majorer fQ . |f] indépendamment de A\* et de v*;

puisque f € L*(D), il suffit bien sur de majorer |{23|. On a vu plus haut,
comme J(v*) < 0 et | Dy

> a, que:

_d_

fat = (5 1 Ul
v¥| > )\* '

Sid > 3 et si on suppose que \* > 1 on en déduit:

d

d-1 * -1
0] < (a2 4 17l 9 )

et donc:

1

* 1 * * a1 * -1
02 J(v") 2 51V a0y = IVo o) o) (a7 + CUAN 2oy Vo 2y )

Dans le cas d = 2 on minore A* par Aq et le calcul est identique. On en déduit

donc que ||[Vv*||p2(py est majoré indépendamment de A\* et donc [2,«| aussi.

Finalement:
1/2 S C’

| s <1t

v ¥
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ou C' ne dépend ni de \* ni du minimum v* mais seulement de a,d, a et f.

On a donc bien, si [Q+] > a, A* < Af aec ) qui dépend de a,d, a et f.

Dans la toute la suite, on se donne donc A* tel que u solution de (P) soit
minimum de Jy«.

On peut ainsi comparer J(u) et J(v) méme si le support de v est plus
grand que celui de u: si |Q,] > |Q,] et si u est minimum de (P) on a alors:

J(u) + A Q| < J(07) + A7[Q- .

(5.4)

Remarque 5.10 Soit u une solution de (P), A comme dans l’équation d’Fu-
ler et X* comme ci-dessus alors:

A<\
Démonstration: Soit ® € C§°(D,R?) tel que Jo, div® < 0 et uyz) =
u(z + t®(z)) comme dans la démonstration de 1’équation d’Euler.
0| = [0 — t/ divd + oft) > |0,
Qy

des que t est assez petit. Grace a la proposition ci-dessus on en déduit:

J(u) < J(uy) —)\*t/ div®+o(t) = J(u)—l—t)\/ div(I)—)\*t/ div® +o(t),

u u u

et on en déduit bien A < A\*.

En s’inspirant de la définition des solutions de (Pp,) (cf page 37) on donne
une version locale de (5.4).

Définition: 5.11 Soit D un ouvert et f € L*(D)N L>(D). Soit D; C D un
ouvert et \* > X\. On dit que u € H}(D) est une solution de (Pp, »ax) si:
1)Pour tout v € HY(D) tel que w—v € H}(Dy) on a:

J(u) < J(v) + A (1] = [Qu),

c’est a dire:
1 2 1 2 * —+
5| Vul" = | fu<o | [Vol"= [ fo4+ (0] =[]
2Jp D 2 Jp D
2) u vérifie ’équation d’Euler dans Dy : pour tout ® € C5°(D1,RY) on a:

1
/ (DOVu.Vu) — 5/ div®|Vu|* = fVu.® + )\/ divd.
Dy

Dl D1 u
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Dans cette définition, la premiere condition implique qu’il existe A > 0
tel que la deuxieme condition soit vérifiée. Cependant on veut pouvoir faire
la différence entre les solutions de (Pp, ,a+) et de (Pp, a,ax) si A1 # As.

Remarque 5.12 Une solution u du probléme (Pp,) qui en plus vérifie (5.4)
pour tout v € Hy (D) tel que |Q,] > |Qy] et w—v € Hi(D) est une solution
du probléeme (Pp, ax).

Proposition 5.13 Soit u une solution de (P); alors il existe \* > X tel que
u est solution de (Pp, ax) pour tout Dy C D.
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5.4 Régularité lipschitzienne de u.

Remarque 5.14 Chowx d’un représentant précis de u. Soit u une solution de
(Pp,aax) avee Dy relativement compact dans D et inclus dans {u > 0} N D;
alors 1l existe un représentant de uw dans H'(D,) tel que:

u(z) = lim u(y)dy,x € D,

p—0 B(z,p)

et u est semi-continue inférieurement.

Démonstration: Dans Dy, on a A(u) + fx{usoy = A(ut) + fx{us0y qui
est une mesure positive. Soit W € Hj (D) tel que AW = fx,»o dans D;.
W est alors continue sur Dy et u + W est sous-harmonique dans D donc
semi-continue inférieurement et donc u aussi. On peut donc prendre pour u
le représentant vérifiant:

(u+ W)(z) = lim (u+ W)(y)dy,y € D,
p—0 B(z,p)
alors w vérifie aussi:

u(z) = lim u(y)dy,x € Dy.

p—0 B(z,p)

Dans 1, la régularité de u vient essentiellement du fait que —Au = f et
les problemes se situent donc sur la frontiere de 2,,. L’estimation du gradient
de u passe par une majoration de %faB(mm)u avec r1 € 0f),. La proposition
suivante s’inspire directement du lemme 3.2 de [10]. On ne peut adapter ce
lemme que grace au théoreme 5.7 (voir [17]).

Proposition 5.15 Soit u une solution de (Pp,ax+) avec Dy inclus dans
{u >0} N D. Il existe Cpaz tel que si B(xq,r) C Dy et si:

1
_f U Z Cmaz
r 8B (z1,r)

u > 0 dans B(zq,r).

alors:

Démonstration: On suppose, sans perte de généralité, que x; = 0 et on
définit v par:
v = wusur dB(0,r)
—Av = fdans B(0,r)
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et prolongé par u a |’ extérieur de B(0,r). Alors v € Hj(D) et u—v € HJ(Dy).
On peut donc écrire:

J(w) < J(0)+ N (0] = 1)* < J() + M (Bla,r)] - |Ble,r) 1 Q).

car u = v en dehors de B(0,r). On en déduit
1 2 1 2 *
SIVul” = fu) < SIVol" = fo ) + A7[B(0,r) N {u = 0}],
B(0,r) \2 B(0,r) \2

1
E/ V(u—v)V(u—v—l—Zv)ﬁ/ flu—v)+ X |B(0,r) N {u =0},
B(0,r) B(0,r)

et comme, par choix de v :

/B (O’T)v(u —v)Vo = /B o Flu— ),

on en déduit:

3/ Vu— |2 < M|B(0,r) N {u = 0}] (5.5)
2 JB(o,r)
On va maintenant majorer le second terme en faisant intervenir les moyennes
de u et le premier terme.

Soit z € B(0,1),€ € dB(0,1), on considere une transformation de B(0,r)

sur elle méme qui envoit 0 sur rz, soit
W.(e) = ((r — o)z +2) 2 € B(O, 7).

On pose u,(z) = u(V,(z)) et v, = v(¥,(x)). On définit r¢ par:

re = inf{p €]5,rl,u(p) = 0},

quand cet ensemble est non vide sinon on prend r¢e = r. 51 cet ensemble est
non vide, on a alors u,(r¢) = 0, car u est semi-continue inférieurement et
alors pour presque tout £ € dB(0,1):

wre) = [ Ll ) o6)dp

re

1/2
< vTTE( IVWx~wm@P@> . (5.6)

re
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D’ autre part, soit w défini par:

w = 0sur dB(0,r)
—Aw = f dans B(0,r).

Alors, w vérifie: ||Vw|loo < C(d)7||f|lco- En effet si on pose

w(re
wi(e) = ) o e b,
r
on a alors que Vw,(z) = Vw(rz) et —Aw,(z) = rf(rz) et on applique la
théorie des équations elliptiques a w,.
D’ apres la formule de Poisson pour la fonction harmonique v — w valant

u sur le bord de B(0,r):

VRN e | Aok u(y)do(y)
(0 — w.)(re) /QB(M|

dwqr W, (re§) —yl
1
> ddr-ror f gty
T JaB(o,r)
en effet: N
T T
r=Wa(red)| =r —|(r—re)e+refl 27— — £,

et |U,(r¢€) —y| < Cr?. On en déduit finalement:

=)0 > e = (1 u).

On a aussi:
wire§) = - [ Vunlpe)dp
re
> —Cy(d, f)(r —re)r
en effet (Dw, ), = Dwy, ()(DV;), et

thH <3
o1 =

1DV ()| = [[1d —

On en déduit alors que:

v,(re€) > C(d)(r —re) (l ]éB(OJ,) u—C(d, f)r) . (5.7)

r
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Supposons que
1
—][ u > C(d, fr. (5.8)
8B(0,r)

T J1

En combinant 5.6 et 5.7 on trouve alors:

o= (34, wcw nr) <ef V(= )

Cette inégalité reste vraie si re = r. On peut maintenant intégrer par rapport
a& € dB(0,1). Le membre de droite est majoré par:

Lo ] e —vaaray < [ e [ 9 o0

8 d
< [ ae [ B w - vperd
dB(0,1) r/g T
1
C / V(u—v)|?
= Fe)

En effet u,(z) = u(V.(z)) et on remarque en faisant le changement de va-

<

riable y = W,(z) que le jacobien de W, reste minoré indépendament de r
et de z. Pour le premier membre on remarque que r — r¢ est supérieur a la
mesure de {u, = 0} sur le segment [Z&, €] et donc:

/ X{us=0} = / dé | X{u.=op(p&)p*tdp < rit / (r—r¢)d€.
B(0,r)\B(0,r/8) 9B(0,1) r/8 8B(0,1)

On remarque que, si € B(0,r/8), alors ¥,(x) € B(rz,r/4) et toujours
grace a la minoration du jacobien de ¥, on en déduit finalement:

1 2
/ o (1 umctepr) <o [ ma-oP
B(0,r)\B(rz,r/4) T JB(o,r) B(0,r)

En intégrant maintenant par rapport a z € B(0,1/2) on trouve que:

1 ? ,
{u=0}nNB(0,r)| <; ]{3(0’7’) u— C(d, f)r) < C /B(Om) |V (u—v)|
< CiA|B(0,r) N {u =0}

en réutilisant 5.5 et avec ('; qui ne dépend que de la dimension. Donc

3][ w—Cd, f)r > /O (5.9)
B(0,r)

r
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[lullos
C(d,f)’
5.4, r1 est majoré par une constante qui ne dépend que de ||, de f et

de d. Posons maintenant Cp,., = 1 4+ C(d, f)r1 + v/Ci A et supposons que
%JﬁaB(o NG > Chrae- On a alors:

implique [{u = 0} N B(x,r)| = 0. Posons r; = d’apres le théoreme

1 1
Dl > —][ w> O(d, f)r,
r 8B(0,r)

r

et donc r < 7y grace au choix de r; et la condition (5.8) est alors également
vérifié. Comme ry > r, par choix de Cyqaz (5.9) est bien vérifié et on a donc
[{u = 0} N B(0,r)| = 0. D’aprés 'inégalité (5.5) on en déduit u = v presque
partout, puis comme u est sci et v continue, on a bien que u = v > 0 partout

dans B(z,r).

Théoréeme 5.16 Soit u une solution (Pp, i) avec Dy inclus dans {u >
0} N D; alors u est localement lipschitzienne sur Dy .

Démonstration: Soit D' relativement compact dans Dy (D' C Dy C
{u > 0}). On prend comme représentant de u dans D; celui défini précé-
dament.

On se souvient que presque partout dans {u = 0}, Vu = 0. Soit donc
1 € {u > 0} N D'. Soit Cpax défini par la proposition ci-dessus. Soit r > 0

et supposons que
][ U < Crgep,p <,
9B (z1,p)

on en déduit alors:

fo=1, S
U = dp/ u < Cmax/ pldp = Crge——r.
B(z1,r) 0 8B(z1,p) 0 d+1

En divisant par wyr? et en faisant tendre r vers 0 le membre de gauche
converge vers u(x1) > 0 et celui de droite vers 0. On peut donc trouver p > 0

tel que
1

_f U Z Omao:;
P 9B (z1,p)

et on a alors B(x1,p) C{u > 0}, ¢’ est a dire que {u > 0} N D’ est ouvert.
On définit alors ry tel que B(x1,71) soit la plus grande boule incluse dans
Dy N{u> 0}. Si dB(x1,71) touche le bord de Dy, ry > dist(D’,0D1) > 0 et

donc
1 | [ w]| oo

Tl 8B(1‘1,T’1)u - diSt(D/7 aDl) .
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Par contre si le bord de B(x1,71) touche le bord de {u > 0} on a alors,
d’apres la proposition 5.15, pour tout ¢ > 0 :

1
][ u < Omaa:;
r+é 9B(z1,r1+¢)

(sinon v > 0 dans B(z1,71 + ¢)) on en déduit donc en faisant tendre ¢ vers

0 que
1
- U S Cmaz-
1 JoB(z1,m1)

Dans les deux cas on a:

1 el
— u<C= Cmao;; T N A~
T'1J8B(z1,r1) ‘= maX( dlSt(D/7 aDl)

).

Soit maintenant w € Hg(B(z1,71)) tel que —Aw = f dans B(zy,r1). On a
alors que u — w est harmonique dans B(xy,71) et vaut v au bord et donc:

1
|V (u—w)(x)] §C—][ u<C.
8B(1‘1,7’1)

r

D’ autre part,

V()] < Craf| fllee < C,

car D' est borné. On a donc:
|IVu|lo < C sur D',
avec C qui dépend de D', Dy, C\ oz, f-

Remarque 5.17 On a le méme résultat si Dy C {u < 0}, i suffit d” appli-
quer le résultat précédent avec —u minimum pour —f.

Corollaire 5.18 Soit u une solution positive du probléme de minimisation
(P) dans R”™. Alors u est globalement lipschitzienne sur R™.

Démonstration: On procede comme dans le théoreme 5.16 en prenant D' =
D; = R?% On remarque que si u(z;) > 0 alors B(zy, R) touche le bord de
0, dés que 7R? > a. Si on définit r; comme dans la démonstration de 5.16
on a alors r; < (%)l/d (on est toujours dans le deuxieme cas). On peut donc
majorer |Vw(z)| indépendament de r; et donc de ;.

Corollaire 5.19 Soit u une solution du probléme de minimisation (P) dans
D avec u > 0, alors u est localement lipschitzienne dans D.

Remarque 5.20 Siu change de signe, on peut conclure que u est localement
lipschitzienne sur {u > 0} et sur {u < 0} mais on ne peut rien dire au
voisinage des points ou u change de signe.
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5.5 Périmetre fini de ().

On va démontrer ici que €1, est a périmetre fini sous certaines conditions.
On donne également apres une condition pour trouver une solution u de (P)
avec (), a périmetre finie.

5.5.1 Solution lipschitzienne ou localement lipschitzienne.

La proposition suivante exprime la condition au bord %|Vu|2 = ) en un
sens faible.

Proposition 5.21 Soit u solution de (Pp, x.ax) localement lipschitzienne dans
D;. Alors pour tout ¢ € C°(Dy,R?) on a:

1 1
lim — ©.V]u| <)\ - _—|Vu|2> =0
=0 & J{o<lul<e) 2

Démonstration: Soit ¢ € Cg°(D;, R?) et

U, (2) = max(0,1 — |€i|)

On veut appliquer I’équation d” Euler (cf théoreme 5.2) a
® = pW.(u) € W' (D),

et ® est a support compact. Pour cela, comme ¢ € WOI’OO(Dl) et a support
compact dans Dy, on peut, par régularisation, I’approcher par ®,, € C§°(D;)
dans W'(D,) avec V®,, uniformément borné. L’équation d’Euler s’étend
ainsi a de tels ®. On étudie chacun des termes:

/ divd = / U, (u)div ¢ + / 0. Vul!(u)
{u#0} {u#0} 0<|ul<e
1

= / U, (u)div go—/ —p.V]ul.
{u#0} {uz0} €

On remarque alors que W, (u)x{uz0} converge vers 0 presque partout quand
¢ tend vers 0. Par convergence dominée le premier terme tend donc vers 0.
Pour les mémes raisons on a:

lim fVu.® = lim fU.(u)Vu.¢p =0.

e—0 D1 e—0 {’UL#O}
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/ div ®|Vu|* = / U, div ¢ Vul* + ¢. Vull(u)|Vul?
{u0) {u0)

1
= / U, div o Vul* — —/ 0. V]u||Vul?.
{uz0} €

0<|u<e
Le premier terme tend vers 0 par convergence dominée (Vu € L?). Enfin:
, 1
/ D®Vu.Vu :/ V. (u)DéVu.Vu — —/ |Vul|*0.V|ul,
D, {uz0} € J{o<ul<e}

et le premier terme tend vers 0. On a donc bien le résultat annoncé.

Théoréme 5.22 Soit u solution de (Pp, ) avec A > 0 et u localement
lipschitzienne dans Dy. Alors Q, = {|u| # 0} est a périmétre localement
fini dans Dy. De plus, pour tout Dy relativement compact dans Dy, il exviste

C = C(||Vul|lco,n,) tel que pour toute boule B(x,r) C Dy :
P(0, Ble,)) < C (n(B(e,1)) + pa( Bz, 1),
ou (11 et py sont les deur mesures vérifiant:
Au+ fX{uzoy = 1 — pa.

Démonstration: Soit B(z,r) C Dy et ¢ € C5°(B(z,r)). Pour presque
tout s > 0 le bord de {|u| > s} est régulier (C'), en effet sur {u > 0} comme
—Au = f, u est C! et on peut appliquer le lemme de Sard. On en déduit que
|Vu| > 0 sur {|u| = s} pour presque tout s. On peut alors écrire, en utilisant
la formule de la co-aire (voir 3.4.3 dans [15]), puis la formule de Gauss:

1 1 [ Vlu|
— NV(lul) = - ds )
€ /{O<|u|<5}¢ (Jul) 5/0 /{|u|=s}g‘9 [Vul
= —l/ ds/ ©.Vs
€ Jo {lul=s}
1 [ .
= ——/ ds/ dive,
€ Jo {lul>s}

ou vs est la normale extérieure. Cette derniere intégrale converge vers f{|u|>0} divep.

Il existe sp < r tel que ¢ € C§°(B(x, s0)). Sion suppose que ||¢|le < 1, alors:

1 1 1
[ ey < Il vl
€ J{o<lul<e} € {lul<e}nB(z,s)
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pour tout sp < s < r. Or on a vu dans la démonstration du théoreme 5.4
(voir 5.2) que

Fin ¥ pcueroy =

faiblement au sens des mesures de Radon, et de méme sur {—1/n < u < 0}
avec 3. Pour presque tout s < r,

p1(0B(x,s)) = pa(dB(x,s)) = 0.

Soit un tel s > sg, on a:

i [ V@) = 0 (B(e,5)) + pa(Blz, ).
{|u|<1/n}NB(z,s)

n—00

En appliquant la proposition 5.21 en prenant € = 1/n et en faisant tendre
n vers +oo on trouve finalement:

, Vullso,n,
[ i < R () + (e 9))
QuNB(z,r)

[Vulloo,n,

<
- 2

(k1 (B(z, 7)) + p2(B(x,r))),
¢’ est a dire:

PO B, ) < W2 4 (30 1) 4+ (B2, ))

Donc si D; est relativement compact dans Dy on a a bien pour toute boule

B(xz,r) C D,

P(Qy, B(x,r)) < Cm(B(z,r) + pa(B(z, 1)),

IVulloo, Dy

avec (' = o

Proposition 5.23 Soit u solution de (Pp,aa+) avec X > 0 et u localement

lipschitzienne dans Dy; alors pour tout D' relativement compact dans Dy il

existe C,rg > 0 tel que pour toute boule B(x,r) C D' avec r < rg on ait:
P(Q,, B(z,r)) < Crit,

Il suffit de combiner le théoreme ci-dessus et la proposition 5.6.
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5.5.2 Le probleme approché.

On donne, a titre de remarque, une démonstration qui donne une construc-
tion d’une solution u de (P) avec (, a périmetre fini et qui n’utilise pas la pro-
priété de Lipschitz. On suppose, dans cette partie, que f € L*(D) N L*(D).

Soit p; défini par:

2 )
’ _ (g) si|r| <e
pa(r) B { 1 sinon.
On définit:

Ve = {‘U S HS(D)v Hps('v)HLl(D) < a}-

On considere alors le probleme ( P;) suivant: trouver u. € V. tel que:
J(ue) < J(v),v € Ve (5.10)
On a les résultats suivants:

Théoréme 5.24 Le probléme (P.) admet une solution U, et il existe A, tel
que:

—Au., = f — A.p.(uc-)dans D.
De plus, a une sous-suite extraite prés, u. converge vers u et €, est solution
de (P).
Pour la démonstration de ce théoreme on renvoit a [18].

Théoreme 5.25 Soit u comme dans le théoréme 5.24 et st il existe g > 0
tel que A\, > Ao, alors 2, est a périmétre finie.

Démonstration: Soit ¢. définit par ¢/ = p. et ¢.(0) = 0.
D’ apres le théoreme 5.24 on sait que:

—Au, = f— Apl(ue).

due

Ery )25971('%) on trouve:

En multipliant cette relation par (

(B DG P sgniue) = Aepllue) (G Psgnlue)
_ Asapgi‘f)g;‘;s (1)
= 02w G ) sont) = Aep) T o sontu)
= P ) Aepa) L ()
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¢’ est a dire en sommant de i = 1 a d et en remarquant que u. et g.(u.) sont
de méme signe:

(Aue + )| Vue|*sgn(ue) = AeAge(ue)sgn(g-(ue)) — Aepe(ue) Aucsgn(ue).
(5.11)
Comme p.(u.)sgn(u.) > 0 et A\. > 0 on a que (Au. + f)|Vu|*sgn(u.) et
Au,. + f)sgn(u.) sont positives. De plus:
( Fsgn(ue) p p

/D Aot () sgnu) = /D (f + Aue)sgn(us) < /D 7l

(car ue € Hi(D)) et donc on en déduit que | Aepl(ue)sgn(ue)|[zypy < C puis
|Auc oyl < C.

En reprenant 5.11 on trouve comme ci-dessus (en utilisant la borne L' de
Au.) que ||[(Aue + )| Vuel*sgn(ue)|| o1 py < C.

On en déduit donc finalement que

Ope(ue) 1 Jue

Ae

est dans L'(D) uniformément en . Si lim A, > 0, comme p.(u.) converge au
sens des distributions vers ygq,, on en déduit que €, est a périmetre fini.
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Chapitre 6

Etude locale, explosion.

6.1 Définition et convergences.

Notations: Soit u une solution de (Pp, y\+) avec u lipschitzienne dans
Dy. Soit x,, € 00, N D, tendant vers zo € 02, N Dy et r,, une suite qui tend
vers 0 telle que B(zp,, ) C Di. On pose:

U + )

et
Qo ={z € RY 2 + 1z € Q)

On parlera alors d’explosion de u par rapport a B(zm,, 7).

Proposition 6.1 Soit u et u,, comme ci-dessus. Il existe ug lipschitzienne
et H™ inclus dans R? a périmétre localement fini tel que, a une sous-suite
extraite pres, u,, converge vers ug uniformément sur tout compact, Vu,, vers
Vug faiblement dans L= (R?) et xq,, vers xg- dans L} (R?) et presque par-
tout. De plus pour presque tout x ¢ H- on a ug(x) = 0.

loc
Démonstration: Soit R > 0, pour m assez grand on a B(x,,,r» R) C Dy
et u(z,,) = 0 donc on en déduit que pour z € B(0, R) :
|tm(2)| < [[Vullso,p, 2],

[Vt (2)] < [[Vte]|oo D, -

On en déduit donc que, a une sous-suite extraite pres, u,, converge unifor-
mément sur tout B(0, R) (et donc sur tout compact) vers une fonction ug
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lipschitzienne définie sur R? et que Vu,, converge faiblement dans L>(R%).
Soit R > 0 on a alors pour m assez grand B(z,,r,R) C D; et donc:

P(Q,.,B(0,R)) =

rd_lP(Qu, B(zp,rmR)) < CR™,

(R).

Donc il existe H~ a périmetre localement fini tel que, a une sous-suite ex-

et on en déduit la compacité des fonctions caracatéristiques yq,, dans L], _

traite pres, xgq,, converge vers xy- dans Li _(R?) et presque-partout. Pour
presque tout x ¢ H™ on a:

0=xg-(z) = lim xq, (),

m—00

et donc pour m assez grand z,, + rpx ¢ , et donc u,(z) = 0.

Proposition 6.2 Soit u,, comme ci-dessus alors Vu,, converge (G une sous-
suite extraite preés) dans L}, (RY) vers Vug.

loc

Démonstration: Soit R > 0, B(z,,,rnR) C Dy des que m est assez
grand. On a, au sens des distributions:

Aty () = rpAu(z, + rpx).

D’ apres le théoreme 5.4 Au est une mesure réelle (Au = —fxq, + 11 — p2
avec uy et py mesures positives ). On a alors:

/ Aup| = i / Aul
B(0,R) B(0,rmR)

Wil B[ fllse + i (B(0, 7 R)) + rh  p2( B0, r R))
CR+ CR1,

<
<

grace a la proposition 5.6. On en déduit que les mesure |Au,,| sont unifor-
mément majorées et donc, a une sous suite extraite pres la convergence de
(RY).

Vu,, vers Vugy dans L}OC(Rd) et donc convergence de Vu,, dans L] _

6.2 Propriétés de la limite.

Théoréme 6.3 (Equation d’ Euler de uy.) Soit ug et H™ comme dans
la proposition 6.1. Alors pour tout ® € C5°(R? RY),

/ (D®Vug, Vug) — %/ div®|Vug|* = )\/ divd.
R R -
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Démonstration: Soit ® € C5°(R? R?) tel que spt(®) C B(0,R) et
posons:

o, (z) = (J’_rm> .z € RY

Tm

On voit alors que:

D&, (z) = Do (r — x”)

'm 'm

et que:

T — T,

spt(®,,) = Az, € spt(®)}

= {om +rmy,y € spt(®)}
C B(xm,rmR) C B(xo, |tm — xo| + rmR),

et donc pour m assez grand on a ®,, € C5°(D;, R?). On peut alors appliquer
I’ équation d’ Euler de u avec ®,, comme fonction test:

/Rd(DCI)m(x)Vu(:L‘),Vu(x)d:r:) — %/Rd div®,, (z)|Vu(z)|*dz

= Rdf(x)(Vu(x).CI)m(x))d;v + )\/ div®,, (z)dz,

u

1.

d—
m

et donc en posant x = x,, + r,,y et en divisant par r

1
/ (D®(y)Viim, Vi) = E/ div®|Vu,,|*dy
Rd -

=71, /Rd flam +rmy) (Vun(y), ®(y))dy + )\/{ div®(y)dy.

Y, $m+7’myegu}

Le dernier terme converge vers:

A / div®,
e

le troisieme terme converge lui vers 0 car f et ® sont bornées et | Vu,,||« est
majoré uniformément en m. Enfin pour les deux premiers termes on utilise
la convergence de Vu,, presque-partout (a une suite extraite pres car on a
la convergence dans L}, ) et le théoreme de convergence dominée (grace a la
borne uniforme sur ||Vu,| ) et on en déduit donc le résultat par passage a
la limite.

Proposition 6.4 Soit ug et H~ comme dans la proposition 6.1 et soit B(x1, R) C
H~ presque-partout, alors ug est harmonique dans B(z1, R).
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Démonstration: Soit v,, défini par:

Uy = Up sur 0B(zq, R)
Av,, = 0dans B(z, R)

/ Vol < / V|2 < C
B(l‘l,R) B(l‘l,R)

[rmllso < Nlttmloe < C

On a alors:

et

donc la suite (v,,) est bornée dans H'(B(zi, R)) et a une sous-suite ex-
traite pres converge faiblement vers une fonction vy dans B(zy, R). Grace a
la convergence faible des gradients, vy est harmonique et de plus vy = ug
sur B(z1, R) car 1" injection de H*(B(z1, R)) dans L*(0B(z1, R)) est com-
pacte et u,, converge uniformément vers ug. Enfin on a convergence forte des
gradients: en effet v,, — vy est la fonction harmonique valant w,, — ug sur
0B(z1, R) et on en déduit alors:

/ Vo, — Vug|* < / [Vt — Vugl?,
B(l‘l,R) B(l‘l,R)

qui tend vers 0 grace a la convergence forte des gradients de wu,, vers ug
(convergence presque-partout et borne uniforme sur ||ty [/o0) -
Soit, pour @ € B, + rm1, rmR):

T — T,

).

Wi (2) = T O ( .
m

Pour x € 0B(zm + rmx1, 7 R) on a alors:

Wi () = Tt (x — rm) = u(z),

'm

on peut alors prolonger w,, par u,, a |’ extérieur de B(x, + rm1,rmr). En
écrivant la minimalité de v on a alors:

1
/ (51vul— 1) <
B(zm+rmzi,rmR) 2

1
/ (_—|Vwm|2 — fwm> + XN B(2m + rmxy, rm R) N {u =0}
B(zm+rmzi,rmR) 2

1
/ (.—Tfn
B(e1,R) \2

o —Tfn“f'um) <
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1
/ (.—rf;vaP _ ri“f’%) N Bl B) \ Q.
B(e,R) \2

en divisant par r’ puis en faisant tendre m vers 1’ infini, comme B(z, R) C

1 Ll
loe des ., on en déduit:

/ |Vu0|2 S / |V’U0|2
B(l’l,R) B(l’l,R)

et donc ug est harmonique dans B(zq, R).

H~ qui est la limite dans L

Théoréme 6.5 Soit u une solution de (Pp, \+) positive ou nulle et locale-
ment lipschitzienne dans Dy. Soit xq € 0*Q, N Dy et v la normale extérieure
de Q, en x9. On considére une explosion de u par rapport a (xg,r,) et ug
une limite des u,, pour une suite-extraite. On a alors:

" ("c)—{ —V2Mz,v), z€ H ={z € R% (z,v) <0}
o 0, xd¢ H-

Démonstration: Quitte a remplacer D; par une boule centré en g re-
lativement compact dans Dy, on peut supposer que u est lipschitzienne sur
D, (et pas seulement localement lipschitzienne sur Dy). Comme zq € 9%,
grace aux propriétés du bord réduit, Q,, = {z, zo+r,z € Q,} converge dans
L} (RY) vers H- = {z;(x.r) < 0}, et donc presque-partout (a une suite ex-
traite pres) on en déduit que pour presque tout © ¢ H™, u,(x) = 0 pour m
assez grand et donc ug(z) = 0. On note L = {z € R% (z.v) = 0}. On a que
ug est harmonique, positive sur H~ et nulle sur {(z.r) > 0}. En appliquant
le lemme ci-dessous a v(x) = ug(R(z)) ou R est une isométrie vectorielle qui

envoie (—1,0,...,0) sur v on en déduit qu’il existe a; > 0 tel que:
ug(z) = v(R ' (2)) = —a; (R (2).(=1,0,...,0)) = —a;(z.v),

pour (z.v) = (R™'(z).(—1,0,...,0)) < 0. On écrit alors I’équation d’Euler de
ug. Soit p € C(RL R) et ® = v

/ (D®Vug.Vuyg) z/afcp,
- L
/ dive® |Vuel|? :/afap,
- L
)\/ divd = )\/Lp,
- L
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on a donc a} = 2X et comme ug est positif on en déduit le résultat annoncé.

Lemme 6.6 On écrit z = (x1,y) avec z; € R,y € R, Soit v définie sur
RY et vérifiant:

1)v est lipschitzienne dans RY,

2)v est harmonique et positive dans {x; > 0},

3)v(0,y) =0,y € RL,

Alors il existe a; > 0 tel que v(x1,y) = ayxq sixy > 0.

Démonstration: On pose

; ar) — 'U($1,y), Zy >0
oo ={ N, D20

Sur z; < 0 on a:

ow Jv d*w 0%v
8x1($1’y) = Tm(_xl’y)’ W(l’l,y) = _Tﬁ(_ml’y)’

1

et pour : =2,...,d:

d*w d*v
ﬁ(l’la y) = _w(—l’l; 'y)-

On en déduit que w est harmonique dans z; < 0. Montrons maintenant que
w est harmonique sur R% Soit p € C°(R?), comme uy est harmonique sur
{]z1] > 0} donc C*°, on a alors:

<Aw,p > = / wAp = lim wAp
Rd 20 J{(z1,w)ilz [>e}
= lim Oz, (—&,y)w(—¢,y) — e, (€, y)w(e, y)dy
e—0 Rd-1

[ ee ()~ ple e )y

= lim w(e, y)(—pz (=€, y) — @z, (€,y))dy

B /Rd_l wa, (2, y)((—¢,y) = ¢(c, y))dy.

Comme v(0,y) = 0 et v est lipschitzienne on en déduit: 0 < w(e,y) <
IVv||eoe et la premiere intégrale tend vers 0. En utilisant que v est lipschit-
zienne et la continuité de ¢, on en déduit que la deuxieme intégrale converge
aussi vers 0. On en déduit donc que w est harmonique sur R?. Les dérivés
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partielles de w sont alors, dans R?, harmoniques et bornées donc constantes.
On en déduit donc qu’il existe a € R? et b € R tel que:

w(z) = (a.x) 4+ b.

Finalement comme w(0,y) = 0 pour tout y € R? on en déduit b = 0,a; =
0,7 = 2,...,d puis comme v est positif sur {x; > 0} on a a; > 0. Sur z; > 0
on peut écrire v sous la forme:

v(z) = —ay(z.(=1,0,...,0)).

Remarque 6.7 Si u et g sont comme ci-dessus. Comme la limite ug est

. . _ u(zotrz)
unique, on a en faite convergence de u,.(x) = =
vers 0.

vers ug quand r tend

Remarque 6.8 Dans le théoréme 6.5 on a utilisé simplement que la limite
des Q,, €tait un demi-espace (Ce qui est vrai évidamment si x,, = xg € 0%, ).

Remarque 6.9 Sid =2 et A > 0 on peut montrer que H™ ne peut pas étre
un cone sauf st Uangle est 0,7 ou 2w. Ainsi ), ne peut pas avoir de “coin”.

Idée de la démonstration: On envoie, par une application du type
z — 2%, un cone d’ouverture différente de 0, 7 et 27 sur un demi-espace puis
on utilise le lemme ci-dessus. On en déduit une contradiction en utilisant que
ug est lipschitzienne et non nulle (a cause de I’équation d’Euler si A > 0).
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Chapitre 7

Reégularité de 0¢),,.

Dans tout le chapitre u désigne une solution de (P).

7.1 Pénalisation par en dessous.
Le but de cette partie va étre de démontrer le théoreme suivant:

Théoreme 7.1 On suppose que A > 0, ou A est celur qui apparait dans
léquation d’Euler ( voir le théoréme 5.2). Soit D1 ouvert a bord régulier,
relativement compact inclus dans D, et vérifiant: il existe € > 0 tel que:

{J: € D tel que d(z,Dy) < e} C{u>0}n{f >0},
0 < |DiNQy| <Dy,

0<|(D\Dy)NQ,| <|D\ D],

u non identiquement nul sur dDy. Alors il existe u > 0 tel que pour tout
v € HY(D) avee |Q,]| < |Q] et v=u sur D\ Dy on ait:

J(u) + plQ| < J(v) + p1]Q.].

Remarque 7.2 Ce résultat permettra d’utiliser des petites perturbations v
de u telles que |, < |Q| afin d’établir une minoration de %fB(w U au
voisinage du bord de Q... Il sera donc utilisé avec Dy = B(xq,r),x9 € 08, €t
r petit.

L’idée de la démonstration est d’étudier les minima de la fonctionnelle:

Ju(v) = J(v) + pl[;v € Hy(D),u — v € Hy(D1), || < a.
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Si un minimum est de mesure a, alors on vérifie facilement que u est aussi
minimum de ce méme probleme. Le point essentiel dans cette démonstration
est donc de montrer que si p est suffisamment petit, alors tous les minima
sont de mesures a.

Remarque 7.3 La premiére condition indique qu’on peut trouver un ouvert
Dy tel que Dy soit relativement compact dans Dy et Dy C {u > 0}N{f > 0}.
On en déduit alors que u est lipschitzienne dans Dy d’apres le théoréme 5.16.

Soit D; comme dans le théoreme 7.1. On définit alors:
F={veH)D);||<a, viz)=u(z),z € D\ D}
et pour u > 0etv e F:
Ju(v) = J(v) + plSd].
Proposition 7.4 Soit yu > 0 il existe v, € F tel que:
Ju(v,) = min{J,(v),v € F}.

De plus on a:

0 < |Q, N Dy| < |Dyl,
et v, >0 dans D.

Démonstration: Pour 'existence d’une solution, on procede comme
pour (Pg). Comme u = v non nulles sur 9D, on en déduit: [Q,, N Dy| > 0.
De plus comme

D, = (QuN(D\ D)) U (2, N Dy),
et |, | < |Qy], on en déduit par hypothese sur D;:
1Dy, N Dy| < | N Dy| < | Dyl

Enfin pour tout w € F on pose:

o wt sur D,
1T w osw D \ D;.

Puisque u > 0 sur dDq, on a bien w; € F avec |Q,,| < [Q,]. De plus:

1 1

! / Ver| = [ for = L / Vot — [ fot
2 D1 D1 2 D1 Dl
1

! / Vol = [ o,
2 D, D,

IN
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puisque [ est positive dans D;. De plus cette inégalité est strict sauf si
fDl |[Vw™|* = 0 cest-a-dire si w est positif. On en déduit donc finalement
que:

Ju(wr) < J,(w),
avec égalité si et seulement si w est positif dans D;. On en déduit donc que
v,, est bien positif dans Dj.

Proposition 7.5 Sl existe v, un minimum de J, dans F tel que |Q,,| = a
alors u est ausst un mintmum de J,.

Démonstration: Pour tout v € F on a:

J(u) + plQ] < (o) + gl
= J(va) + pl€,]
< J(v) + pQ.

Proposition 7.6 Soit v, un minimum de J, dans F. St < X* (cf théoréme
5.7), on a alors pour tout v € Hy(D) tel que v =u sur D\ D,
J(v) < J(0) + A (190] = 12.,1)".
Démonstration: Soit v comme ci-dessus et g < A*. Si |Q,] < a, on a
par minimalité de v,,:
J(va) < J(0) + plQ] = pQu, | < T(0) + A (1Q] = [Q,0)7.

Maintenant si |Q,| > «a, on a, grace a la minimalité de u et de v, et au
théoreme 5.7:

J(vu) < J(w) + p(|Qu] = [20,])
J(0) + A (] = [Qu]) + p(1Q] = [20,)
(v) )+ A (1] = [Q0,])
(v) T

IA AN

J(v) + A([Q] =[]
J(0) + X (1] — |,

v

)T

Dans la suite on supposera donc que g < A* ce qui est possible puisque
A* > 0 et qu’on s’intéresse a p petit.

Proposition 7.7 (Equation d’Euler de v,) Soit v, un minimum de J,,,
il existe N\, > p > 0 tel que pour tout ® € C3°(Dy) on ait:

1
/(D(I)V‘UH.V‘U#)— E/ d'iv(I)|V'v#|2—/ f(Vv,.®) = )\#/ div®.
D D D oy,
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Démonstration: Pour 'existence de A, on procede comme dans la dé-
monstration de I’équation d’Euler pour une solution de (P): Soit ® € C§*(Dy)
avec fﬂ div® > 0 (il en existe car Q, N Dy est différent du vide et de Dy).

vy

On pose v, (z) = v(z+t®(z)) on a alors v}, € F avec || < [Q,,[ et tout le
reste de la démonstration est identique.
Montrons maintenant que A, > p. Soit ® tel que wi divd > 0 et ’UZ

comme ci-dessus. On rappel qu’on a alors pour ¢ > 0:
2
J(‘UZ) = J(v,) +t/ (D®Vv,.Vv,) — E/ di'UCI)|V'UM|2 —t/ f(Vv,.®)+ o(t)
D D D

= J(v,) + t)‘u/ div® + o(1),

Q.

la premiere égalité vient de la démonstration de 1’équation d’Euler et la
deuxieme de ’équation d’Euler elle méme. On a également:

Q| = |2, | — t/ div® + o(t).

m

On en déduit alors [, | < [€2,,| < a et par minimalité de v,,:

0< t)\#/ divd — ,ut/ div® + o(1),
Q Q

v )

,u/ divd < )\#/ div®,
Q Q

s v

et donc:

et on a bien le résultat voulu car fﬂ div® > 0.
vp

On déduit des deux résultats précédents que v, est une solution de (PDl,AM,A*)
positive dans D;. Donc v, est localement lipschitzienne dans D; et {1, est a
périmetre localement fini dans D;.

Proposition 7.8 Soit u, une suite tendant vers 0 et v, un minimum de
Jy,. Alors v, converge (@ une sous-suite extraite prés) vers une solution v de
(P) et v vérifie l'équation d’Fuler avec le méme A que u. De plus A\, = A,
converge vers A.

Soit i, une suite tendant vers 0 et v, = v,, minimum de .J,,. On note
An = A, et, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que A,
converge vers Ag. On a alors pour tout n:

J(vn) + pn |, | < T (01) + 0|0y |,
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on en déduit que J(v,) est borné et comme |, | < a la suite (v,) est borné
dans Hg(D). On peut donc supposer que (a une sous-suite extraite pres) v,
converge vers v dans la topologie faible de H} (D) et donc:

J(v) < liminf J(v,).
n— o0

On a alors v € F en effet: v, —u € H}(D;) et donc v —u € H}(D;) et on a
aussi: |, < liminf, . [Q,,| < a. Par minimalité de v, on a:

J(vn) + pin | Qo | < T (w) + 1 [Qu],

et en passant a la limite:

J(v) < J(u),
et, comme |Q,| < a, v est alors une solution de (P) dans D. On a donc en
réalité (voir 4.1) || = a = lim|Q,,]. On note alors A, le A qui apparait

dans I’équation d’Euler de v dans D. Par hypothese sur D, il existe ® €
Ce(D\ Dy) tel que
/ div® > 0.

En écrivant 1’équation d’Euler de u et de v avec ® et comme u = v sur le
support de ® on en déduit que A, = A.
Toujours par minimalité de v,, comme v € F on a:

1 1
! / Vo < L / Vol + / F(on — ) + a0 — [Q0a])
2 D 2 D D
1
- / Vol + of1),
2 D

et on en déduit:

limsup/ |Vv,|? §/ |Vv|? §liminf/ |Vv,|?.
n—oo JD D n=eo Jp

On a donc convergence faible de v,, dans H}(D) et convergence de la norme:
on a donc en faite convergence forte de v, vers v dans Hj(D). D’apres I’équa-
tion d’Euler pour v, dans D; on a pour tout ® € C5°(D;y,RY):

/ (D®Vv,.Vu,) —%/ div®|Vo,|* — Vv, ® = )\n/ div®, (7.1)
D1 Dl

D, Q

Un

comme )\, tend vers A et xq, converge dans L'(Dy) vers xq, (car v, tend
vers v presque partout et |, | tend vers |Q,]), on en déduit en utilisant la
convergence forte de v, dans H}(D) :

1
/ (DO®Vv.Vu) — E/ div®|Vv|* — fVu.d = )\0/ div®.
Dy

Dl D1 v
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Mais on a aussi en utilisant I’équation d’Euler de v dans D:

1
/(DCI)V'U.V'U)—{—_—/ div(I)|Vv|2—/ fVu.d = )\U/ div®,
D 2 Jp D Q.
pour tout ® € C5°(D,RY). 1l existe ® € C*°(D;,R?) tel que fﬂv div® > 0.

En effet comme v = u est non nulle sur le bord de D; on a bien |2, N Dy| > 0.
De plus, comme v = u dans D \ Dy, on a aussi [, N Dy| < |Q, N Dy| < |Dy].
En comparant les deux équations avec un tel ® on trouve A, = Ag = A.

Démonstration du théoréme 7.1: Il suffit de montrer que pour g > 0
assez petit tous les v, mimima de J, vérifie [Q,,| = a. Ou, ce qui revient au
méme, qu’il n’existe pas de suite p, tendant vers 0 et v, minimum de J,,
avec |(1,,] < a.

Premiere étape: Soit v, un minimum de J, tel que [,,| < a. Soit
rg € 9*Q,, N Dy, on note v la normale extérieure de ,, en xo. Montrons

d’abord que pour tout ¥ € H}(B(0,1)):

0 g/ V> —24/2), / WdH™ + 2wpt.
B(0,1)

)=0}NB(0,1)

On peut supposer que xo = 0. Soit ¥ € C°(B(0,1)) on définit pour ¢ > 0
v(z) = vu(z) + t@(%),:c e D,

on a alors:
|Qv| S |QUM| + tdwd § a,

des que t est assez petit. De plus B(0,t) C Dy pour tout ¢ assez petit et donc
v € F. Comme .
Vu(z) = Vo,(z) + V\P(;),x eD,

on en déduit par minimalité de v, :

1
0 < 5/ |W(§)|2dx+/ (Vou@). v (s dr—t/f D)+ ptoq
D

1

s / V() Py —1° | o (et V) dy

td+1/ fy)¥(y)dy + ity

En divisant par t?/2, puis en faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit, en utilisant
que f est bornée et les résultats d’explosion au voisinage du bord réduit:
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0< / VW[ + 2/ (V0. V) + 2wqp,
B(0,1) B(0,1)

avec v, o(x) = 4/2A, max{0, —(z.r)}. En intégrant le terme du milieu par
parties, on en déduit bien que pour tout ¥ € C3°(B(0,1)):

0< / IVU|? — 2\/2%/ WAH™ + 2wy (7.2)
B(0,1) {(=

2)=0}nB(0,1)

Par densité, ce résultat s’étend aux ¥ € H}(B(0,1)).

Deuxieéme étape: Soit y,, une suite tendant vers 0 et v,, un minimum de
Ju,. Supposons que pour tout v, on ait |{),, | < a. Si on minimise parmi tout
les U € Hj(B(0,1)) I"équation (7.2), on trouve que le minimum est atteint
pour ¥,, € Hg(D) solution de

— AV, = \/2)\%7-[51_1 [ {(z.v,) = 0} dans B(0,1);¥,, € Hy(D), (7.3)

ou v, est la normale en un point zy du bord réduit de €, . On en déduit
alors:

/ IV, % < pt2w,. (7.4)
B(0,1)

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que v, converge vers un
vecteur unitaire noté 1y quand n tend vers I'infini. On a alors (en utilisant
la proposition précédente, on voit que A, tend vers A):

Tim /20 H () = 0} = VIVHS [{(00) = 03,

faiblement au sens des mesures de Radon. On en déduit que —AW,, converge
au sens des distributions vers v2AH* ™[ {(z.0) = 0}. Mais, en passant a la
limite dans (7.4), on en déduit que ¥, tend vers 0 dans Hg(B(0,1)). On a
donc bien une contradiction.

7.2 Minoration de |Vu.

Théoréme 7.9 Soit u solution du probléme de minimisation (P) dans D et
Dy vérifiant les hypotheéses du théroréeme 7.1. Pour tout 0 < 7 < 1, il existe
C > 0,79 > 0 tel que, pour toute boule B(xy,r) C Dy avec r < rq alors:

1
—][ u < C,
r 8B(z1,r)

implique uw = 0 sur B(xy,7r).
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Remarque 7.10 Soit u et Dy comme ci-dessus et B, une boule incluse dans
Dy. Soit w = 0 sur 0B, et —Aw = fxq, dans B,, alors u + w est sous-
harmonique dans B,.

En effet, comme u > 0 sur D; on a dans B,:
A(u + w) = Au + fXQu = Aut + fX{u>0}a
qui est bien une mesure positive d’apres le le théoreme 5.4.

Démonstration du théoreme 7.9. On adapte ici la demonstration de
[10]. On la fait dans le cas 7 = 1/2; dans le cas général elle est identique.
Soit x; € Dy, on note B, = B(xy,r) C Dy. Pour presque tout £ > 0, le bord
de {u > e} est régulier. Soit
Df = (B, \ B.j2) N {u> ¢},

€

et v, définie par:

v. = usur dB,
ve = wudans B, N{u<e}
v. = edans B, N{u > e}

—Av, = f dans DI,

On remarque que v, est sur-harmonique sur D} et est supérieure a ¢ sur le
bord donc v, est supérieure a e dans DF. La fonction u — v, est harmonique
dans D} (dans D C {u > 0} on a bien —Au = f) et positive sur le bord.
En effet elle vaut 0 sur 9B,, 0 sur (B, \ Byj2) N 0{u > e} et u —¢e > 0 sur
0B/, N {u > e}. Donc on en déduit que 0 < v, < u dans DF. €7 est vrai
aussi par définition de v, dans B, \ D7.

Montrons maintenant que la suite v, est borné dans H'(B,). Il suffit de
majorer HV'UEHLQ(D;r) indépendamment de ¢ car, en dehors de DI, v, vaut
au bien ¢ ou bien u. De plus v, vaut u sur dB,. Soit ¢ € C§(B,) tel que
0<ep(z)<l,z€ B, et p(r) =1 sur dB,/3. On pose dans B,,

U=(1-¢lutecp=u+plc—u

qui vérifie 0 < ¥(z) < u(z) pour tout x € DI et v. = ¥ sur 3D (en effet
U = wusur B,V = ¢ sur 0B, et enfin ¥ = u sur (B, \ B,j3) N d{u > c}).
D’autre part,

VU =Vu(l —¢) —uVe+ cp,
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et u est lipschitzienne dans B, donc VW reste borné dans L°°(D7). Finale-
ment v, — u est harmonique dans DI et vaut ¥ — u sur dDF, on en déduit

donc

g

IV (ve = W)l 22y S NIVY = W)l p2pr) < C,

et on a bien une borne uniforme pour v, dans H'(B,).

A une sous suite extraite pres, v, converge faiblement dans H'(B,) vers
une fonction v vérifiant (Dt = (B, \ B,/2) N {u > 0}):

v = usur 0B,

v = 0dans B, N{u=0}
v = 0dans B, N {u>0}
—Av = fdans DT = (B, \ B.j;) N {u > 0}

Si on prolonge v par u a I’ extérieur de B, on en déduit pour p petit

1

de plusona {v#0}N B, =Dt = (B

1

5[ Vel a0} 0Bl <
BT/2

IN

IN

1
5 [ 1vul= [ gurulte 2 onB <5 [ 190 [ fornl(o £ 040B|
T Br Br B,»

» \ Brj2) N {u > 0} et donc:

5 ), (V=19 = [ o

— V(v —u).V(u—v+42v)— v—u
A CETAIEE DR (G0
/ V(v —u).Vv— flv—u)

BT\BT/2 Br

e—0

lim inf/ Vo, V(ve —u) — fve —u).
Br\Br/2 Br

En effet, grace a la convergence faible on a:

/ |Vovl|* = [Vo]* <liminf [ |Vov.]* = liminf/ Vo, |?.
B \B, s B, =0 JB, =20 JB/\B,;

Notons:

1
2

G = .—/ Vul? + ul{u # 0} By,
Br/2
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Comme u = v, dans B, \ B,/2 \ D on en déduit finalement

G < liminf Vo, V(ve —u) — flve —u)
B

e—0 D;I'
.. Ov.

= liminf —(u—¢) + fu, (7.5)
=0 JoB, pn{usel on; B,/

oit n; est la normale intérieure a dB, 5, c’est a dire la normale extérieure a
DF. I’ intégration par partie est justifiée par le fait que 9D} est régulier
pour presque tout € > 0 et de plus le seul endroit de dDF ou u # v, est bien
8B,,/2 N {LL > 6}.

Soit maintenant w, définie par:

w, = usur B, N{u>¢e}
w. = esur dB, N{u<e}lU B,
—Aw. = fdans B, \ B,,,

on a alors que w. > v. sur B, \ B,/;. En effet w, est surharmonique sur
B, \ B,); et est supérieure a ¢ sur le bord, elle est donc supérieure a &
partout. En particulier sur D w, — v, est positive sur le bord et harmonique
a 1’ intérieur donc positive a I’ intérieur. Enfin sur B, N {u < e} on a v, =
u < & < w.. Comme w, = v, = ¢ sur 9B, /5N {u > e}, et w, > v. > ¢ dans
D7, on en déduit en particulier

Jv, Oow,

0<— <
- On; — Ong

sur B, j; N {u > e}

Soit w? définit par:

w? = wsur 9B, N{u > ¢}
w? = esur OB, N{u<c}U B,/
—Aw. = 0dans B, \ B,s,

on a alors:

C
Ve < Sf -9t <0 €0,
IBy

r

avec (' qui ne dépend que de la dimension et ou on a posé v = %faBru (ceci
peut s’obtenir en remarquant d’abord que |Vw?(z)| < %HwSHL""(Ber) puis
en utilisant le principe du maximum et la formule de Poisson).

Soit maintenant w! = w, — w? qui est nulle au bord de B, \ B, /2 et vérifie
—Aw! = f a1 intérieur, et donc

IVw:lleo < C7llfllcc-
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avec (' qui ne dépend encore une fois que de la dimension. Finalement on en
déduit:

0<~2% < 9% < 0y 4 Crf|flls sur 9B {u > <},
On a alors:
Ov,
/ “w-age < [ w(Er e
9B, /sN{u>e} i 9B,/

- / W(Cy + Cr), (7.6)
9B,/2

avec C' qui dépend de la dimension et de || f||co-
On va maintenant montrer que pour r < 1:

/' W< CGly+1), (7.7)
8Br/2

ou C dépend de la dimension, de u et de || f]|. On a en effet, en utilisant
que Vu = 0 presque-partout sur {u = 0}:

1
[ owzolf wasr]
9B, 2 B, /2 r B, /2

C
< mm(é WM%HMu¢@m&m)+;wmwm
r/2

{u#0} N B,

c C
G + 7HUHoo,BT/2G-

Si on pose w = 0 sur 0B, et Aw = fyq, dans B, alors u + w est sous-
harmonique (cf remarque 7.10) et donc, d’apres la formule de poisson:

<

|w+wmﬂﬂscf u=Cyr,

0By

et on a aussi:
[w]|co,B,,, < Cr2[| Flloo;

et donc:

lulloo.,/, < Cyr+ Cllfllocr?

Finalement on en déduit:

| wsc6+c6t sl < 06+ )
8BT‘/2
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si on suppose r < 1, avec ' qui ne dépend que de u, de la dimension et de
| flloo- On a également de la méme maniere:

/B uf <\ Flleel{u # 0} 0 Ballullos, .
r/2

[£lloe G(Cyr + Cl flloer?)

<
< CGr(y+1), (7.8)

sir <1, avec C qui dépend de y, de la dimension et de || f|loo. On en déduit
de (7.5) et de (7.6), puis de (7.7) et de (7.8), en supposant que v < 1:

/ u(Cvy+ Cr) + / fu
9B, /2 B2

< CG(1+9)(Cy+Cr)+ CGr(y+1)
= CGvy+CrG,

G

IN

avec C' qui dépend de la dimension, de y et de || f||oo et donc finalement si

Lor<lety<l

Tg'ro:%,

1
56 < CGr.

On en déduit donc que si vy < 1/(2C) on a G =0 et donc u = 0 sur B, ;.

Remarque 7.11 Ce théoréeme implique en particulier qu’il existe C' > 0,rg >
0 tel que, pour tout r < 0 et tout x € I8y, on ait:

! ][ <.
r B(z,r)

7.3 Régularité de la frontiere réduite.

Dans la suite on fixe u solution de (P) et D; vérifiant les conditions du
théoreme. 7.1.

Proposition 7.12 [l existe C; > 0,Cy > 0,19 > 0 tel que pour toute boule
B(x1,7) C Dy avec 1 € 09, et r < rg on ait:

Cirit < P(Q,, B(xy,r)) < Cord=t,

Démonstration: La deuxieme inégalité vient de la propostion 5.23 ap-
pliquée dans un ouvert D} C {u > 0} N{f > 0} tel que D; soit relativement
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compact dans D'1. Soit x; € 9, et r < rg ou rg est donné par le théo-
reme 7.9. On note By = B(xq,r) pour s < r. Par le théoreme 7.9 il existe
y € 0B, ; tel que u(y) > Cr avec C' indépendant de z; et de r. Soit 7 > 0 et
w définie par w = 0 sur dB(y, 7r) et Aw = fxq, dans dB(y, 7r). On a alors
IVwlleo < C7r[| f]lse):

[wlloe, By < C(77)%.

u + w est sous-harmonique (voir remarque 7.10) donc:

1 1
— u o= — (u+ w)
" 9B(y,Tr) ™ 8B(y,Tr)
1 C
> Lt wyw > S o
> LurumzCocm

On peut donc conclure grace a la proposition 5.15 que si 7 est assez petit (en
fonction de (') alors on a u > 0 dans B(y, 7r) et donc

|B, N Q| > |Bly,7r) N Q] > e,

Soit v = u sur B, et —Av = f dans B,. On a alors (voir (5.5) dans la

démonstration de la proposition 5.15):

BARIZC [ [Va-oP 2 5 [ -l
B, ™ JB.

v est sur-harmonique donc supérieure dans B, a la fonction harmonique va-
lant v = w sur le bord. Donc si z € B,, on a, en appliquant la formule de
Poisson,

M@ZCO—ﬂfu.

0By

D’ autre part u(z) < Crr, donc grace au théoreme 7.9:

(v—u)(z)>C(1 —T)][ u—Crr>Cr—=2Crr > Cr,

T

si 7 est assez petit. On en déduit finalement:

| B, \ Q| > %/ lu —v|* > C(rr)%
r

Tr

On a finalement montré qu’il existe C1, Cy > 0 tel que pour r assez petit et
tout z; € 0€,:
B.NQ,
Cy < | | <

(wn - 02)7
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et donc par 1’ inégalité isopérimétrique relative:
P(Q,, B(xy,r)) > Crit,
Corollaire 7.13 Soit u comme ci-dessus alors:
H (09, \ 0°Q,) N Dy) = 0.
On utilise la proposition ci-dessus et le lemme 10.4.

Proposition 7.14 [l existe Cy,Cy > 0 et rg tel que pour toute boule B(x,r) C
D, avec x € 090, et r < rq alors:

Cir™t < (Au+ fxa,)(B(z,r)) < Cor®™t,

Démonstration: Notons m la mesure positive (Au+ fxq,). Soit € 98,
et r > 0 tel que B(z,r) C D;. On a alors:

/ dm = / Vu.vdHi? —|—/ Fxa, < Cri-t 4 O,
B(z,r) 9B(z,r) B(z,r)

On en déduit donc bien la deuxieme inégalité pour r assez petit.
Soit y € B(xz,r) et soit GG, la fonction de Green pour le laplacien sur
B(z,r) avec y comme pole, ¢’ est a dire:

—-AG, =6,,G,(2) =0,z € IB(x,r).

Supposons que u(y) > 0 alors:

u(y)—l—/ uVG,.v = / VG, Vu (7.9)
9B(z,r) B(z,r)

- [ (-aupg,
B(z,r)

- _/ Gydm—l—/ £G, (7.10)
B(z,r) B(z,r)

Soit 0 < k < 1 (petit). D’ apres le théoreme 7.9 il existe y € dB(x, kr) tel
que:
u(y) > ckr > 0.

D’autre part comme u est lipschitzienne alors:

u(y) < Cly — x| = Ckr.
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Siz € B(y,c(k)r) on a:
u(z) > uly) — |u(z) —u(y)| > ckr — Ce(k)r > 0,

des que ¢(k) est assez petit. Soit v la fonction harmonique dans B, et valant
u sur 0B,. Alors par intégration par parties

v(y) =/ —AGyv = —/ uVG,.v.
r 8B(z,r)

En utilisant que y € dB(x,kr) on en déduit par la formulde de Poisson
v(y) > C(1 — k)faBru. On a donc finalement,

—/ uVG,wv>C(1 - k)][ u.
8B(z,r) 9B,

On en déduit en utilisant (7.10), le théoreme 7.9 et en remarquant que fG, >
0

/ Gydm = —u(y)—/ uVGy.V—I—/ fa,
B(z,r) 9B (z,r) 9B (z,r)

> —Ckr—}—C’(l—k)][ u

9B (z,r)
> Clr — C%r > Cr,

des que k est assez petit. Comme u > 0 sur B(y, c(k)r) on a m = 0 sur

B(y, c(k)r) et donc:
/ Gydm = / Gydm
B(I,T‘) B($7T)\B(yvc(k)r)

( sup Gy) m(B(z,r))
B(e)\B(y.c(k)r)

< C(k)rZ_dm(B(;v, r)).

IN

En combinant ces deux inégalités on trouve bien le résultat annoncé.

Théoreme 7.15 Soit u comme ci-dessus. Il existe une fonction g, tel que
pour tout borélien B inclus dans D :

(Au+ fxo,)(B) = / GudH*.
BnoQ,
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C’est a dire que pour toute fonction ¢ € C°°(Dy) on a:

[ vuve - / Gupd i — / o Frande.
D, IO D,

De plus il existe Cy,C; tel que pour H™' presque tout x € 9Q, N Dy on ait:
Cy < gu($) < Cs.

Démonstration: D’ apres les deux propositions précédentes il existe C
et Cy tel que pour toute boule B(z,r) avec r < rg et x € 9€,:

Clﬂd_l(B(;L‘,r) NoN) < (Ay + fxa,)(Blz,r)) < Cng_l(B(;L‘,r) N o).

On en déduit donc le résultat par des résultats classiques de théorie de la
mesure.

Proposition 7.16 Soit x, € 08, N D, tel que lim,_,, x, = ¢ € 0, N Dy
et soit r, une suite tendant vers (. Comme précédemment (voir le chapitre
6) on note:

u(x, + rox)

Tn

wu, =

et ug la limite des u,, (qui existe toujours a une sous-suite extraite prés) alors:
limy, oo 0{u, > 0} = 0{ue > 0},

localement au sens de Hausdorff.

Démonstration: Soit B = B(zy,r) tel que BN d{ug > 0} = 0. On a
alors deux cas:

1) B C {ug > 0} on a alors pour n assez grand B(xy,7/2) C {u, > 0}.
En effet il existe o > 0 tel que ug(xz) > a pour tout & € B(x1,7/2) et u,
converge uniformément vers ug sur B(xq,7).

2) Si ug(xz) = 0 pour tout & € B(xy,r), alors, par convergence uniforme
des u,, pour tout £ > 0 et pour tout n assez grand on a: u,(x) < ert,x €
B(x1,7) on a donc pour tout y € B(xy,r/2):

1 ][ —d
B u(y)dy = (r/2) ][ un < <,
Tn(T/Z) 8B(l?n+7’nyy7’n7’/2) 8B(1‘1,7’/2)

et donc grace au théoreme 7.9 z,,+r,y ¢ 0Q, ¢’ est a dire que y ¢ d{u, > 0}.
Dans les deux cas pour n assez grand B(zy,r/2)N0d{u, > 0} = () des que
n est assez grand.
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Soit maintenant B(z1,7) tel que B(zy,r) N d{u, > 0} = () pour une
infinité de n. On a la encore deux cas:

1) Si u,(x) > 0,2 € B(zy,r) pour une infinité de n, alors B(xy,r) C H~
presque-partout (en effet B(zy,r) C 2, pour une infinité de n et ygy- est la

limite presque-partout de yg,). On en déduit alors que ug est harmonique

sur B(xy,r) (voir la proposition 6.4) et donc ug est identiquement nulle ou
bien strictement positive sur B(zy,7/2).
2) Si u, = 0 sur B(zy,r) pour une infinité de n on a alors ug = 0.

Dans les deux cas: B(z1,7/2) N 0{ug > 0} = 0.

Théoreme 7.17 Dans D, on a:

Au+ fxa, = V2 HTH 00,

ou A est celut qui apparait dans 'équation d’Fuler.

Démonstration: Soit g, comme dans le théoreme 7.15 pour presque-tout
29 € 00, N Dy on a zg € 0*Q, N D, et:

lim 19u(y) = gul@o)[dH" (y) = 0.

r—0

B(zg,r)NoQy

Soit un tel zq. Il reste donc & montrer que g,(xo) = V2. On note u,

une explosion de u en g (avec x, = xg) et ug la limite. On suppose de plus
que la normale a Q, en x¢ est —eq et donc ug(x) = V2X max{xzq,0}. Soit
© € C°(RY), alors:

— / Vu,. Vi

[ c@at @)~ [ et rayrads
{un>0}

{un>0}

gA%)A{>®¢@MH“W®+:A{>®@A@—yA%D¢@MH“%@+ﬂO)

%wq/wwmA+dm
Rd

grace au théoreme 7.15 et a ’hypothese sur z¢. En faisant tendre n vers +o0,
comme zo € 0*{u > 0} on en déduit:

D’autre part comme zg € 3*Q), on sait que Vug = €dX{z >0} €t donc

0
/Vroga = \/2)\—99 = —V2\ (1 ey g1, 0)dxq...dxg 1.
{za>0}

D {wq=0}
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On en déduit donc bien: g,(xo) = V2.

Proposition 7.18 Soit D, relativement compact dans D tel que f(z) =0
pour x € Dy. On a les propriétés suivantes sur u:

1) u est continue positive dans Dy et harmonique sur , N Dy

2) 1l existe ro,C1,Cy > 0 tels que pour toute boule B(x,r) C Dy avec
r<rgetxecd, on ait:

1 d—1
Cl S - LLdH S 02.
9B(z,r)

r

3)Au = V2XH*9Q, dans D,.

Ceci découle directement de ce qui précede en remarquant que dans D; on a

AL+ [xQ, = Au.

On remarque ainsi que u vérifie (presque) la définition 5.1 de [9] avec
Q= D, et Q(z) = V2X\,z € D,. La seule différence est dans le point 2: on
a i¢i une condition supplémentaire r < rg. En appliquant le théoreme 8.4 de
[9] avec @ = Br C Dy avec R < rg (ainsi on fait disparaitre la condition
r < rg) on en déduit:

Théoréeme 7.19 Soit Dy comme ci-dessus alors 0*Q), est analytique dans

Dy et HI71H(99Q, \ 07,) = 0.
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Chapitre 8

Le probleme (P,).

8.1 Existence et propriétés.

Dans ce chapitre on suppose que f > 0,f € L*(D) avec f non
identiquement nulle et que |D| < +o0. Pour A > 0 on définit:

my = inf {J(v) + A|Q,|,v € Hy(D)} .

L’étude de ce probleme est évidemment motivée par le fait qu’on ait pour u
solution de (P) ou Dy vérifie les hypotheses du théoreme 7.1,

J(w) + p|u] < J(0) + plf ],
pour tout v € Hy(D) tel que u —v € H}(Dy) avec |Q,] < [Q,] et
J(u) + X Q| < J(v) + X7,

pour tout v € H}(D) tel que u — v € Hy(Dy) avec |Q,] > |Q,]. Avec de plus
<A

Proposition 8.1 Pour tout X\ > 0, il existe uy tel que:
my = J(w) 4+ A, | < J(v) + A, ], 0 € HE(D).
De plus si A < A pour toutes solutions uy et us on a:
Q] > 0],

J(u/\) S J(u;)
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Démonstration: Soit A > 0 et u € Hy(D),

=3 [ 19uF = [ fu

1 1
I+ M0 2 5 [ V6 = CLDL I iz Vo) + A,

on a alors:

et donc:

my = inf {J(v) + A|Q|,v € Hy(Q)} > —cc.

Soit donc (uy,) une suite minimisante. Comme dans 1’ existence de minimum
pour le probleme (Py) cette suite est bornée dans Hj (D) et donc, & une sous
suite extraite pres, converge vers u) et presque partout. On a alors

J(uy) < liminf J(u,),
n—o0

|y, | < liminf|Q,,,|,
n—o0

et donc on a bien:
J(uy) < lim J(u,) = m,.

n—0o

Soit 0 < A < X et uy et u; deux solutions pour A et ) respectivement. On a
alors par définition:

S (un) + A, J(uz) + Al |

On en déduit donc:
(A= N)|Qu, ] < (A= X)),

et donc
Q] < [0

u |

Maintenant on peut en déduire que

S (un) + Al | J(

J(

) + A€y |
) —I_ )\|Qu>\|’

et donc:
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J(u/\) S J(u;)

Dans la suite u, désignera toujours une solution du probleme (P)).
Remarque 8.2 Soit uy une solution de (Py). Alors u, est solution de (Pp )
avec a = |Qy, | et donc on peut appliquer les résultats de la partie précédent:
par exzemple comme f > 0 on sait que uy est localement lipschitzienne dans

D.

Remarque 8.3 A priorila valeur de |Q,, | dépend de la solution et pas seule-
ment de A.

Proposition 8.4 On note uy une solution de (P)). On étudie le comporte-
ment de |Q,,| quand X tend vers 0 et vers +oo. Précisément on a:

lim |02, = | D)
A [l =0

Premieére limite: Soit A, une suite décroissante vers 0 et u, = u,,.
Supposons que:
liminf|€,,| < D.
n— 00

Comme A,, < A; on en déduit:
‘](un) < ‘](u/\l)v

et donc la suite u,, est bornée dans Hy(D). On peut donc supposer qu’elle
converge faiblement et presque partout vers ug. Et donc:

J(uo) < liminfJ(uy,),

n—oo
|y, | < liminf|Q,, | < D,
n— 00

En écrivant alors la minimalité de u,, puis en faisant tendre n vers 400 on
en déduit:

J(uo) < J(v),v € Hy,

et donc ug vérifie —Aug = f dans D avec |{,,| < D ce qui contredit ’hypo-
these f > 0 et non identiquement nulle.
Deuxieme limite:Soit A, croissante vers +oo et u,, comme ci-dessus.
Supposons que:
lim sup |2, > 0,

n—00
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On a alors d’une part:
J(un) + An|Qu, | < J(0) = 0.
D’autre part:
J(uy) > J(up) > —oo,

ou up vérifie:

—Aup = f,up € H(D),

et on en déduit:

lim J(un) + An|Qu,| > 1im J(up) + An|Qu, | = +00.
n— 00

n—00

Proposition 8.5 Soit A > 0 il existe un couple unique de solutions de (P,) :
(ux,wx) tel que pour toute solution uy alors:

J(@) < () < J(w).

Démonstration: Soit )\, une suite croissante strictement vers X et u, =
uy, - Alors:

S (un) <0,[Q0,| <D,

et donc a une sous-suite extraite pres on peut supposer que u, converge
faiblement dans Hj(D) et presque partout vers ug. Alors:

J(uo) < liminfJ(uy), Q| < liminf|Q,,, |, (8.1)
n— 00

n—oo

En écrivant la minimalité de wu,,:

J(un) + 2| Q| < J(v) + AQ,|,v € Hy(D),
et en faisant tendre n vers l'infini on obtient:

J(ug) + M, | < J(v) + AQ,|,v € Hy (D),

c’est a dire que ug est solution de (P)). Si on suppose qu’une des deux
inégalités de (8.1) est stricte on aurait aussi une inégalité stricte ci-dessus,
ce qui est impossible. On peut donc remplacer limites inférieures et inégalité
par limites et égalités dans (8.1). Soit u) une solution de (P, ), comme A, < A
pour tout n alors:

Q| 2 |, [, I (un) < J (),
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et en faisant tendre n vers I’ infini on en déduit:
|Qu0| > |Qu>\|7 ‘](uo) < ‘](u/\)7

c’est a dire que ug est bien comme le u) de la conclusion de la proposition.
On procede de la méme maniere pour uy en prenant une suite décroissante
vers .

Démonstration de ’unicité: Soit deux solutions u} et u3 et posons:

ut(z) = max{ﬁ(m),ﬁ(aj)},x eD,

u(x) = mln{u_}\("c),u_i(x)},r eD.

On a alors:

WA () + 1 (2) =t (2) +u (), € D,
et:

|Vu_§($)|2 + |Vu_§($)|2 = |[Vut(2)]* + |[Vu™ (2)]*, = € D presque partout,

cette derniere inégalité est vraie sur les ouverts {u} < u}} et sur {u} > ui}.

Sur {u} = u}} on a aussi

+

Ut =u :uizu

jONNY

et donc:
Vut = Vu~ = Vu} = Vu} presque partout.

On a également:

X1 ('1;) + X 2 (37) = XQ,4 (37) + XQ, - ('1;)7 veD.
Y "X
On en déduit donc:

T ) A |+ T (07) 4 MQu-| = J(ud) + Al |+ J(ud) + A Q3| = 2ms,

_|_

¢’ est a dire que ut et u” sont solutions de (P,). Comme u} et ui sont

positives on a

0,- C Qu17
U
mais par hypothese:
0] > 2,
on en déduit:
Q- =Qu
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et comme sur cette ensemble u™ et uj vérifient —Au = f on a bien u~ =

u} = u3. Pour l'unicité de u, on procéde de la méme maniere, et on trouve

alors que:
Qu_l C Qu"’a
A

avec

9] < [0,

et donc QE = Q,+ et on en déduit I’ unicité.

On voit donc que pour A donné il existe deux possibilités:

Cas 1: Pour toute solution u) la mesure de 2, est la méme et alors on
a en faite unicité de la solution pour (P,). En effet en reprenant le calcul
ci-dessus avec uy et @, on montre que min{u,, %y} est encore solution de
(Py) et on en déduit 1’ unicité. Si u est une solution de (P) avec a = [, |
alors u est aussi solution de (Py) (J(u) < J(uy) et |Qy, | = Q] ) et donc
u = uy et on a également unicité pour (P).

Cas 2: Si |Q,,| < Q%] on a encore unicité pour le probleme (P) avec
a = |, | ou a = [Qz| par contre on ne peut rien dire a priori si a est compris
strictement entre les deux. En procédant comme ci-dessus et en regardant la

solution de (P)) définie par v~ = min{u,,u} on trouve par définition de u,:
mais

Q- CQyy,
on a alors égalité ci-dessus et donc u™ = uy c’ est a dire que uy < uj.

8.2 Différences entre (P) et (P)).

On va étudier un exemple montrant la différence entre les problemes (P)
et (Py). On prend D = B(0,1) C R*et f = 1 sur D. Soit 0 < a < 1. On

note u, la solution de
—Au, = 1,u, € H)(B(0,a)).

qui vaut:

et son énergie:
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Par symétrisation on voit que u, est un minimum pour (P). Soit:
mat
fla) = J(uq) + A|Q] = T3 + Mma?,0 < a.

On voit alors que f est croissante de 0 & a; = 2v/2X avec fla1) = 4X*7. Puis
décroissante pour a > a; avec, si on pose ay = 4v/\, flaz) = 0.

On voit donc qu’ il y a trois cas:

DA< 11—6 (¢’ est a dire ay < 1) alors

fla) > f(1)=—m/16+ A1, 0<a < 1.

On voit alors que I’ unique solution de (P,) est u;. En effet si v € H3(D) on
a vu que J(v) > J(u,) si a est tel que ma® = |Q,| donc:

J(0) + A| > J(ua) + Ama® > J(uy) + Am,

avec égalité si et seulement si v = ;.

2)A = 15: On voit alors que pour 0 < a < 1 on a f(a) > 0 et f(0) =
f(1) = 0 on en déduit donc que (P,) a deux solutions: ug et u;. On est donc
dans le cas ou il existe plusieurs solutions de (P)) de mesures différentes.

3)A > %. La seule solution de (P,) est alors u = 0.

On voit donc que si on prend 0 < a < 1 la solution du probleme (P),
c’est a dire u,, n’est jamais solution de (P)) et ce quelque soit A. Sur la page
suivante on trouve la représentation de @ — f(a)/m pour trois valeurs de A
corespondant aux trois cas ci-dessus: A = 0.9/16, A = 1.1/16 et A = 1/16.
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0.02 -
0.015 1
y¥0.01-
0.005
0 0.2 04 , 06 08
—0.005 -
Legende

f(a)/pi pour lambda= 0.9/16
f(a)/pi pour lambda= 1/16
f(a)/pi pour lambda= 1.1/16
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On va maintenant étudier sur cette exemple le comportement de A\* et
> 0 tels que:

J(ua) < J(v) + X (1] = 1Qu,);v € Hy (D), |Qu] > Q]

J(ta) + 1(1Qu,| = [Q]) < J(v);0 € Hy(D), ] < [Qu.].

Il suffit de regarder pour des v de la forme .15 et u,_p avec A > 0. Soit A
celui qui apparait dons I’équation d’Euler, on a,

Ouy, a :
o(a.0) =5 = —V2),

donc A = %. Si A* est comme ci-dessus, alors pour tout A > 0 tel que a+h < 1
on a:

Cl4

—mre =) < J(uapn) + X (r(a+h)* —7a?)
B4
G Jlr6 S oxtah 4 a2
at a 5, 3a? . 30 h*
= —WE—I-TI'}L(—Z—I-ZCL)\ )—mh (?—)\ ) —mh VRET

En divisant par & > 0 et en faisant tendre h vers 0 on voit que A* > % =\
En ralité on doit avoir A* > A: il suffit de prendre \* = X et de regarder le
terme en h? ci-dessus: il est alors négatif. Par contre on voit que pour tout
A* > X il existe hg > 0 tel que

S(ua) < J(tarn) + A ([Qugpn| = [Qug]); 0 < b < ho,
Soit maintenant y > 0 tel que pour 2 > 0 on ait:

J(ug) + pma® < J(uq_p) + pm(a — h)?
4 3 342 X
= —7'['?—6 + uma® + ﬂ'h(az — 2ua) + 7Th2(,u7r — %) + 7rh3% + WE.
On en déduit alors comme ci-dessus: d’une part on doit avoir p < A = % et
d’autre par pour tout p < A il existe hg > 0 tel que:

J(ug) + pra® < J(ua_p) + pm(a — h)? h < he.
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Troisieme partie

Le probleme complet.
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Chapitre 9

Le probleme relaxé avec
périmetre.

9.1 Deux formulations du probleme.

Soit D C R? un ouvert borné, f € L*°(D) N L?(D). Dans cette partie on
va étudier la fonctionnelle suivante:

J(u, Q) = E(u) + (|92 - a)* + P(2, D),

pour  ouvert inclus dans D et u € H}(Q) avec

E(u):/ﬂ;v'uﬁdx—/ﬂfu.

A Q fixé le minimum de E est atteint pour u = ug solution de

—Au = f,dans Q
u = 0 sur 0f.

On va aussi étudier la fonctionnelle suivante:
Jo(u, Q) = E(u) + (|9Q] — a)* + H*™H (99 N D).
Proposition 9.1 Soit D et f comme ci-dessus alors:
inf{J(uq, ), C D} = inf{Jo(uq,N),Q C D} > —cc.
Démonstration: Pour tout £ ouvert inclus dans D et u € Hj(£2) on a

déia:
Jo(u, Q) > J(u, Q) > J(up, D) > —oc.
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Soit € > 0 et u, Q,u € HJ(Q) tels que:
J(u, Q) < inf{J(uq,Q),Q C D} +¢.
Par définition de H1(Q) il existe ¥ € C2(Q) tel que:
Eq(V) < Eq(u) +¢,

notons K le support de W.
On va d’abord montrer qu’il existe une suite de fonctions f; de €' N

BV () tel que:

1) lim; o0 || fj — xallLip) = 0, (9.1)
2) limj o0 fD|DfJ'| :fD|DXQ|a y
3) 0< fi(z),ze D, fi(x)=1,2 € K.

La construction des f; est la méme que dans ’approximation des fonctions
BV (voir [3]), il faut vérifier qu’on peut faire en sorte que f;(z) =1,z € K.
Soit a > 0 petit. Notons:

1
—I—k}'

Dy ={x € D,dist(z,0D) >
ou m est choisit tel que:
K C Dy et / |Dxql < c.
D\Dy
Pour 7 > 2 posons:

A=D1\ Disy, Ay = Ds.

Soit (;) une partition de 1'unité associé au recouvrement de D par les A;:
pi € O (A),0 < 9 <1, i =1,
1

et n € C°(RP) tel que:

0 <n <1, supp(n) = B0, 1),/ n=1
Rd
On définit alors n, = s~%n(£). Soit ¢; tel que:

supp(ne; * (xapi)) C Diya \ Diya,1>0,(D_y =0),
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/ 7., * (xag:) — xap:] < a27",
D

/ 16 * (XaDgi) — xaDys| < 27"
D
Notons alors:

Z% (xapi) € C7.

Soit # € K C Dg C Ay et donc x ¢ A;;1 > 2 alors:
falz) = ner* (xapi)(z)

_ / 1) xale + cy)ele + c)dy = 1, (9.4)
B(0,1)

des que g1 est assez petit (indépendamment de z) car K est compact inclus
dans  ouvert donc des que ¢y est assez petit on a = 4+ g1y € . Comme
QN C Dgonaalors x+e1y € Ajyx+e1y ¢ Aiyt > 2 et done p(z + e1y) = 1.
La fonction f, vérifie bien la propriété 3). De plus:

/ |[fa = xal < Z/ e * (Xawi) — xapi| < o
D — JD

Soit g € C}(D,R?),|g(z)| < 1,z € D alors:

/ Fodivg
D

> / Ne: * (Xawi)divg
=1 D
= ) / Xepidiv(ne, * g)
=1 D
= / xadiv(p1ne, * g) + Z/ Xadiv(@ine, * g)
- Z/ (91 * (xaDgi) — xaDypi),
=1 D

en eflet:
div(pime, * g) = @idiv(pime, * g) + (e, * g, D),
et > .2 Do; = 0. On a alors:

/mdw O17e; * /|DXQ|
D
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> / xadiv(gine, +g) <3 / Dyal < 30,
=2 D

D\Dq

car chaque z appartient a au plus 3 A;, enfin

Z/ (9.7 * (xaDpi) — xaDpi) < a
1=1 D

car |g| <1 et par définition des ;. On en déduit donc

[ o< [ 1pral 1o
D D

On peut donc bien construire une suite de fonction f; vérifiant (9.1),(9.2) et
(9.3).
Pour 0 < ¢t < 1 notons E;; = {z € D, f;j(z) > t}, alors:

f]($) —Xa > t,fL‘ € E]'J‘\Q7
XQ—f]‘ Zl—t,SEEQ\E]"t,

/ |fj_XQ|+/ |fi — xel
Ej,t\Q Q\Ej,t

> tEj \ Q|+ (1L —1)|Q\ Ejy
> min{t,l—t}/ IXE,, — Xal
D

c’est a dire que pour tout ¢:

et on en déduit donc:

[ 16

v

hm XE;, = xa dans L'(D),

/ |Dxal <hm1nf/ |D¥Ejt

D’autre part (formule de la co-aire, cf 5.5 dans [15]):

1
/|ij|z/ dt/ D, .
D 0 D

et on en déduit donc, en utilisant 9.2 et le lemme de Fatou:

1
[0xal = tim [ D)= tmint [ar [ 1D,
D J—roo D ’
/dthmmf/ |Dxg, .|
J—00
> [ 1Dyl
D

et donc:

Y
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On voit donc que pour presque tout ¢:

liminf/ |DXEN|:/ | Dxal-
J—00 D D

Par le lemme de Sard on sait de plus que, pour presque-tout ¢, JF;, est
régulier. On peut donc choisir ty tel que: dF; 4, soit régulier pour tout j et:

liminf/ |DXENO|:/ | Dxal.
J—>00 D D

Rappelons que par ailleur,

lim ||xz;., — Xxallzyp) = 0.

j—00

Par constructionon a f;(z) = 1,z € K donc K C E;;, et donc ¥ € H}(E;4,).
Comme E;,, est régulier on en déduit:

‘]2(\1;7 Ejﬂfo) = J(\I;7 Ejﬂfo) S J(“? Q) + 257
en effet:
Eq(U) < Eq(u) + ¢,

et par construction pour certains j assez grand:
(1Ejso| — @)* + P(Eju, D) < (19 — a)* + P(Q, D) +e.

Remarque 9.2 Siu, ) est un minimum pour Jz, comme J(u, Q) < Jo(u, )
c’est aussi un minimum de J et de plus on a H=1(9Q N D) = P(Q, D)
donc 02 = 9" H™L presque partout.

Proposition 9.3 On suppose que d = 2. Soit u,Qd un minimum de J,. Alors
il existe 3 > 0 tel que pour toute boule B(xy,r) C D avec x1 € 0Q,r <1 on
azit:

HY (NN B(xy, 7)) > Br.

Démonstration: On prend 0 < 3 < 1/2 et on suppose qu’il existe
r < 1/2 tel que:
H (90NN B(xy,2r)) < 207

Montrons d’abord qu’il existe s tel que r < s < 2r tel que:

0NN IB(xy,s) = 0.
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En effet on a (on note #A le cardinal de A):
2r
/ #{0Q N IB(x1,8)} ds < HY (0NN B(xy,2r)) < 26r <1,

et donc:

{s,00 N 0B(zy1,s) Z0,r <s<2r} <r,

et il existe donc bien r < s < 2r tel que:
NN IB(xy,s) = 0.

On a alors deux cas:

1) 9B(z1,s) C Q. Soit alors Qy = QU B(zy,s) et v = u € H () on a:
H' (00N D) = HY(9Q; N D) + H (NN B(zy,s)).
Par l'inégalité isopérimétrique on a:
(R\Q) N B(zy, )] < CH (07 (R\ Q)N B(zy, )" = CH(INN B(ay, 5))%.
On verra plus loin comment conclure. -

2) 0B(x1,s) C R2\ Q. On pose dans ce cas 2y = Q\ B(x1, s) et v = uxq,.

Comme () reste a distance strictement positive de dB(x1,s) on a bien v €

Hg(Qy): si @, € C5°(Q) est une suite qui approche u alors ¢, xq, € C5°(Q2)
(le support des ¢, restant a distance strictement positive de dB(x1,s)) et
©nXa, approchent v. On a également comme dans le premier cas:

HY(OQ N D) = HY (90, N D) + HY(IQ N B(zy,s)),
et par I'inégalité isopérimétrique:
QN B(xy,s)] < CHYINN B(zy, s))%

En écrivant la minimalité de v on en déduit dans les deux cas:

HI(00 1 Blows)) <D0 = 0+ [ fu

B(z1,s)

Le dernier terme est présent seulement dans le deuxieme cas, on peut alors le
majorer de la facon suivante (comme f est borné et u est nulle sur 9B(z, s)
on montre facilement que u est borné sur B(z, s) indépendamment de s < 1),

[oore= [ < Bl ORIl e
B(z1,s) B(z1,5)NQ
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Dans tous les cas on en déduit
Hl(aﬂ N B(z1,s)) < CHl(aﬂ N B(x1, 5))2.

avec C qui ne dépend que de D et de ||f]l. Comme [QN B(z,s)] > 0 et
NN IB(xy,5) =0 ona H (9NN B(xy,5)) > 0 et donc:

1 < CHY 99N B(zy,5)) < CHY(INN B(xy,2r)) <2087 < CB,

’ Y : . 1
c’est a dire: 3 > .

9.2 Une condition pour avoir un quasimini-
miseur.

Proposition 9.4 Soit Dy relativement compact. Soit (u,Q) un minimum de
J tel qu’il existe C et o > 0 tels que:

/ |Vul* < Crttte, (9.5)
B(z1,r)

pour tout B(xy,r) C Dy. Alors Q est un quasi-minimiseur pour le périmétre
dans Dy : il existe C tel que pour toute boule B(xy,2r) C Dy,x, € 0Q avec
r assez petit (indépendamment de x1) et pour tout F' tel que

supp(xr — xa) C B(zy,7)

on ait:

P(Q, B(zy,7)) < P(F, B(zy,7)) + Critte,

Proposition 9.5 Siu vérifie (9.5) alors si B(xo, R) C Dy alorsu € C5*(B(xo, R/2))

avec une norme qui ne dépend que de la constante qui apparait dans (9.5).

Démonstration de 9.5: Soit B(xq, R) C D; et z,y € B(zg, R/2). Notons
r=lz—yletw= % Supposons que u € C*(D;) alors:

u(x) — ][ ul < ][ lu(z) — u(z)|dz
B(w,r/2) B(w,r/2)

1
< ][ dz/ |Vu(tz + (1 —t)z)||x — z|dz
B(w,r/2) 0

1 1
= / dt/ |Vu(tz 4+ (1 —t)z|dz
wdr™" Jo B(w,r/2)

<
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t_d/ |Vu(z)|dz
wdrd ! / B(tw+(1—t)z,tr/2)

wdrd 1 / () T () Bt

< CT_L/

On a utilisé que B(tw+ (1 —t)z,tr/2) C B(xo, R) C D;. En faisant le méme
calcul avec y a la place de x on trouve bien:

u(z) — u(y)| < Cr' 5" = Cla —y|

Enfin on peut passer au cas général par approximation.
Démonstration de la proposition 9.4: Soit F' et B(x1,r) comme ci-
dessus. On suppose de plus F' ouvert. Soit ¥ € C*(R,R) avec:

0< ¥(z)< 1,z €R,

() =0, <1, U(t)=1,t > 2.

o= (E2 ) u),

v =vdans D\ B(xy,2r)
|v| < |u| dans B(xy,2r),
v =0 dans B(zq,r).

On pose alors:

v € HY(F) et vérifie:

Alors:

]2\ 2
/ Vol = / |Vu(z)|* (L 2$1|> dz
B(z1,2r) B(z1,2r) r
2
+ / |u(;17)|2 2(‘7:_:61)\1;/ |$_$1|2
B(z1,2r) r? r?

2 f (v (B0

dx

< / |Vu(z)]? 4+ Crotte=2pd 4 Crisy! / |Vu|
B(z1,2r) B(z1,2r)

S OT’d_1+a—|—Crd_1+a—|—CT 21Td/2 —1+—°‘

S Crd—l-l—oz‘
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On en déduit donc par minimalité de u
E(u) + (19 = a)* + P(Q,D) < E(v) + (|[F] = a)* + P(Q, F),
et comme v = v en dehors de B(x1,2r) et F'= ) en dehors de B(zy,r).

1
_—/ |Vu|2—/ fu+(|Q] — a)®* + P(Q, B(zy,7))
2 JB(z1,20) B(z1,2r)

1
§.‘/ |V’U|2—/ fu+(|F| = a)® + P(F, B(x1,7)).
2 JB(z1,20) B(z1,2r)

Finalement:

P(Q, B(zy,r)) < Cr" 7 42| flloolulloo, oy 2rwn
+ ([Fl=1QDF[+12]) + P(F, B(x1,7))
<

P(F,B(zy,7)) + Cr*= e 4 Cr™ < P(F, B(xy,7)) + Cr e,

des que r est assez petit.
Dans le cas ou F' est seulement mesurable, voit v la troncature comme
ci-dessus. Soit € > 0, et o € C5°(Q\ B(xy,7)) tel que

Elp) < E(v)+e < J(u)+ Cr it 4 oe.

On approche, comme dans la proposition 9.1, I’ dans D par des ouverts E;
régulier contenant K le support de . La construction marche pour F' non
ouvert, le point important (voir 9.4) est que & 4 &1y pour x dans K et y dans
B(0,1) reste dans F' pour &; assez petit. On choisit ici e; tel que pour tout
x € Kettoutye B(0,1) z+e1y € Q\ B(ay,r)) C F.

On écrit alors que J(u, Q) < J(p, E;) puis en faisant tendre j vers I'infini
on trouve

P(Q, B(z1,7)) < P(F, B(zy,7)) + Cri T 4 ¢,

et on fait tendre ¢ vers 0.
Grace a la régularité des quasi-minimiseurs (voir par exemple [24] et [22])
pour le périmetre on peut maintenant en déduire:

Proposition 9.6 Soit Dy, u,Q comme dans la proposition précédente. Alors
0 est en dehors d’un ensemble singulier de dimension de Hausdorff infé-
rieure @ d — 8 (vide si d < 7) une hypersurface de classe C*.
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Chapitre 10

Quasi-minimiseurs en
dimension 2.

On va donner ici un exemple de démonstration de la régularité des quasi-
minimiseurs pour le périmetre et 1” appliquer a la minimisation de

J(E) = o(|E| - a)* + P(E, D).

Remarque: La fonctionnelle ci-dessus est la partie géométrique de la fonc-
tionnelle J définie dans le probleme du formage des métaux liquides (voir
2.2.3).

Soit D un ouvert inclus dans R2 On dit que E est un quasi-minimiseur
pour le périmetre dans D s’il existe C' et o > 0 tel que pour toute boule
B = B(z,r) C D avec & € JF et tout F mesurable, tel que supp(xeg — xr)
compact inclus dans B(z,r) alors:

P(E, B) < P(F, B) + Cr'te.

Remarque 10.1 St F est a périmétre fini, on peut trouver un représentant
de xg tel que O*E est dense dans OF. Pour cela (voir [3]) il suffit d’ajouter
les points x pour lequel il existe v = r(x) > 0 tel que |B(xz,r) \ E| = 0 et
d’enlever ceux pour lequel il existe r = r(x)r > 0 tel que |B(x,r)N E| = 0.
Dans la suite on choisira toujours ce représentant.

On va démontrer le théoreme suivant: (pour une démonstration dans le
cas général voir par exemple [3], [24], [22], [23]).

Théoreme 10.2 Soit £ un quasi-minimiseur pour le périmeétre dans D C
R? et soit * € OF et B(z,r) C D alors B(z,r/3) N OE est une variété C*.
C’est & dire que OE N D est une variété C1.
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Lemme 10.3 Soit £ Soit E un quasi-minimiseur pour le périmeétre dans
D C R?, alors il existe C tel que pour tout v € OF et tout r tel que B(z,r) C
D on ait:

2r — Crlte §/ |Dxg| < mr 4+ Crite.
B(z,r)
Démonstration: On définit:

v(f,Q) = inf{/Q |Dgl,g € BV(Q),spt(f —g) € Q},

W(F,0) = / Df| — (1.9,
U(E, B(z,t)) = U(xzg, B(z,1)).

Soit * € 0*F et B, = B(z,r) C. Soit F tel que xp = g dans le
complémentaire de B,. On a

/ D] < / Dxr| + Cri*e,
B, By

On a donc W(E, B,) < Cr'*t*. D’ apres le lemme (5.6) de [G], on sait que
pour t < 7,

1 1 "
! / Dys| < L / Dy + / U(E, B.)s ds
t B, T - +

1
< —/ Dxsl + C(r — 1),
T B,

En multipliant par r puis en faisant tendre ¢ vers 0 on trouve (z € 0*F):

|Dxg| > 2r — Crite,
B,

On passe de ¢ € 0*F a x € OF par densité. On a démontré la premiere partie
de I” inégalité. Pour la deuxieme soit @ € 0*E, B, = B(x,r) C D alors pour
presque tout s < r on a (cf la remarque 2.14 dans [G])

P(E\ B,,B,) = P(E,Br\ B,) + H'(0B, N E),

P(EUB,,B,) = P(E,B,r\ By) + H' (0B, N (R"\ E)).

Par quasi-minimalité de F on a

P(E,B,) < P(E\ B,,B,) + Cs"**
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P(E,B,) < P(EUB,, B,) + Cs't.

On trouve donc que pour presque tout s <r

P(E,B,) < P(E,B,\B,)+ %(Hl(é?Bs NE)+HY (9B, N (R*\ E))) + Cs'*e
< P(F,B. \E) + s+ Csite,

Il ne reste donc plus qu’a faire tendre s vers r puis a passer du bord réduit
au bord topologique par densité.

Le lemme suivant est valable en toute dimension, et pas seulement pour
les quasi-minimiseurs.

Lemme 10.4 Soit D C R? ouvert et E C D a périmétre localement fini
dans D tel qu’il existe ro et C tel que pour tout B(x,r) C D avec r < rq et
x € OF on ait:

P(E,B(z,r)) > Cri !,

Alors
H'((OE\ " E)Nn D) =0,

Démonstration: Il suffit de montrer que H'(K') = 0 pour tout K compact
inclus dans (OF \ 0*E) N D. Soit donc K un tel compact et ¢ > 0, comme
fK |Dxg| =0, il existe A, ouvert inclus dans D et contenant K tel que:

/ |DXE| < €.

Soit n > 0, pour tout x € K il existe p < min{n,ro} tel que B(z,5p) C A..
L” ensemble de ces boules forment un recouvrement de Vitali. Il existe donc
un ensemble dénombrable de boules disjointes B(x;, p;) vérifiant:

K C U B(xi, 5p2').
el

On en déduit, grace a I’hypothese sur F,

Y (Bp)*t < 5d—lc—lz/ | Dy < 5d—10—1/ |Dyxp| <571 C7 e,
el icl Y Blzipi) Ae

C’ est a dire Hj, (K) < 54=1C~1e quelque soit n > 0, > 0. On a donc bien

1y 1 1y
HY(K) = 7171_r>1%7-[577([x) = 0.

A partir de maintenant on suppose que £ désigne un quasi-minimiseur
pour le périmetre dans D C R2
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10.1 Etude du cardinal de dB(z,s)NJE.

On désigne par §(A) le cardinal de A.

Proposition 10.5 [ existe n > 0 et ry tel que pour tout x € dD et r < ry
avee B(x,r) C D il existe s €|nr,r| vérifiant §(0B(x,s)NIE) = 2.

Lemme 10.6 Soit x € OF, B(x,r) C D pour r suffisamment petit on a:
$(0B(z,r)NIOE) > 2.

Démonstration: Supposons que dB(z,s) N dE = {y} alors 0B(x,s) \
{y}, qui ne rencontre pas le bord de E et qui est connexe, est inclus soit
dans I’ intérieur de F soit dans le complémentaire de F. Dans le premier cas
posons F'= E'U B(z,r) et dans le deuxieme F' = E'\ B(x,r). Dans les deux
cas on voit que

OF C{y}U(0"E\ B(z,r)).
En effet si z est un point du bord de B(z,s) différent de y il est par exemple
dans |’ intérieur de £ donc aussi dans celui de F. Par minimalité de F et
grace au lemme 10.3, on voit alors que, pour tout p > r,

2p — Cp't* < HYG*E N Bz, p)) < Cop'te.

Et donc (en faisant tendre p vers r) que r* > 2/(C + Cy).

Supposons maintenant que d N FJB(z,r) = ) on peut faire exactement
le méme raisonnement: B(z,r) est inclus dans I’ intérieur de £ ou dans le
complémentaire de F.

Lemme 10.7 Soit B(z,r) C E,x € OF pour tout 0 < < 1 il existe
ry = 1ro( ) tel que les conditions

HY(B(z,r)NOE) > (2 + B)r, #(0B(z,r) N OE = 3,
impliquent r > ry.

Démonstration: Soit z,r,3 vérifiant les conditions ci dessus et notons
Yo, Y1, Y2 les trois points de dB(x,r) N JE. Les arcs joignant y; & y;41 (noté
(Yi, yit1)) sont soit dans E soit dans le complémentaire de E. S’ ils sont tous
les trois dans £ ou tous les trois dans D \ E alors on peut faire comme
dans le lemme 2.1.1 et minorer r. Supposons donc que (yo,y1) C E et que
(y1,92), (y2,90) C (D \ E). Notons w; 1" ouvert inclus dans B(z,r) dont la
frontiere est donnée par (yo,y1) et par le segment [yo, y1] et posons:

F=(E\B(z,r)) Uw.
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On a alors:

O*F C (0°E \ B(z,7) U [yo, y1] U {y2},

et donc par minimalité de F et en utilisant I’ hypothese:
(2 + ﬁ)r < ,Hl(a*E N B(:L‘,T)) < |y0 — y1| + Crlte < 2r + Oplte.

On déduit donc que r* > 3/C = r§(j3). B
L” autre cas: (Yo, 1), (y1,y0) C F et (y2,y1) C D\ E se traite de la néme
maniere en prenant comme bord de w le segment [yo, y2] et 1’ arc (yo, y2).

Démonstration de la proposition 10.5: Soit B(z,r) C D,z € JF et
n > 0. Supposons que pour presque tout nr < s < r on ait §(9(B(z,s)NOE) >
3. (On sait que ce cardinal est supérieur ou égal a 2 par le lemme 10.6 ). Alors
d’ apres 2.10.11 dans [8]:

S §(0B(x,t) N IE)dt + H'(B(x,nr) N IE)

HY (B(z,s)NI*E) >
nr
> 3(s —nr) + 2npr — C(nr)'te
> 3s —nr — Cr't®
> 3s —2nr,

des que r est assez petit. Supposons de plus que 2n/(1 —n) < 1 c’est a dire
n<1/30naalorspourr>s>12%7777“>77r:

HY (B(z,3)NI*E) >3s — (1 —n)s = (24 n)s.

Si on suppose que r < rg(n) d’” apres le lemme 10.7 on en déduit que pour

r>s>2rn/(l —n),4(0BNILE) > 4. On a alors:
™+ Cr'te > HYB(z,r)NOE)
> / 4(9B(x,s) N OB)ds + H'(B(z, —1') 1 9F)
2

nr/(1=n) (1—mn)
2 4 2
Z 4(T'— 777. )_I_ 777. _O(£)1+a
L—n" 1-—nq I—n
4
> dr—— 1 _Crlta
L—n 1-—nq
2 47“— 5777"’
IL—n

pour r assez petit. Toujours si r est assez petit on a 7 + Cr < 3,2 et donc

n _4-32 4

l—m— 5 25°
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4
C’ est a dire n > 142_5;15 = %. Donc pour n < 4/29 et r suffisament petit il

existe des s €]nr,r[ tel que §(0B(x,s) N JE) = 2, on a méme montré que
I’ensemble de ces s était de mesure strictement positive.

10.2 Reégularité du JF:

Lemme 10.8 Soit x € OF, B(x,r) C D avec r < ry comme dans le théo-
réeme 10.5 Il existe C tel que pour tout t < nr,

/ |DxFE| — |/ DxE| < Ct'te,
B(z,t) B(z,t)

Démonstration: On suppose d” abord que §(0B(z,t)NIFE) = 2. Soit yo, Y1
ces deux points. En raisonnant comme dans le lemme 10.6 on peut supposer
que 0B(z,t)\{yo, y1} a une composante connexe dans E par exemple (yo, Y1)
et 1’ autre dans le complémentaire de E. Soit w I’ ouvert dont la frontiere est
définie par (yo,y1) U [yo, y1] et posons:

F=F\B(z,t) Uw.

Notons pour t1 > ¢, xj ;; la trace de xz sur B(z,t1) vue comme une fonction
de B(z,t1). D’ apres le théoreme de trace on a:

/ Dxg =/ XE 1 :/ XFts
B(z,t1) 9B(z,t1) 8B(z,t1)

en effet xg = xr dans un voisinage de dB(z,t1). On en déduit donc:

/ Dxg = / Dxr,
B(z,t) B(zt1)

puis en faisant tendre ¢; vers ¢:

/ Dxg = / Dxe.
B(z,t) (B(=z,¢)

et enfin, comme faB(m) |Dxg| = faB(m) |Dxr|=0:

/ Dxg = / Dxr.
B(z,t) B(z,t)

D’ autre part on voit que
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|/ DXF|=H1<[yO—y1]>=/ Dxel
B(z,t) B(z,t)

et donc par minimalité de E:

os/ |DXE|—|/ Dyl
B(z,t) B(z,t)

= / |DXE| —/ |DXF| S CtH_a.
B(z,t) B(z,t)

Cas général: soit t < nr en appliquand le théoreme 10.5 a % on voit qu’ il
existe s € [n, %1] tel que §(0(B(z,s)N E) = 2. La fonction:

n
SH/ |DXE|—|/ Dys)
B(z,s) B(z,s)

est une fonction croissante, en effet si s’ < s :

[ pwl-1f  pxal < Dy
B(z,s) B(z,s") B(z,s)\B(=z,s’)

/ DxE]
B(z,s)\B(z,s)

— [ ioxel= [ Dl
B(z,s) B(z,s’)

On en déduit donc, en utilisant le cas particulier démontré ci-dessus:

0 s/ |DXE|—|/ Dyl
B(l‘,t) B($7t)
g/ |D><E|—|/ D)
B(z,s) B(z,s)

1+o

IN

< Csttr< ¢ = Cytite.

7]1—|—o<
Lemme 10.9 Soit x € OF,r comme ci dessus et s <t < nr, on a alors:
nele) — mi(e)] < €7,

0U On @ POSE:
fB(z,s) DXE

ne(zr) = ——————.
( ) fB(aj,s |DXE|
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Démonstration: Supposons d’ abord que t/2 < s < t. Comme |n:(z)| <
1 on en d’éduit:

na(2) = ny(2)] < V2T — ma(2) e()
(1= nu(z).ne() / Dys| = / (IDxz| - n(2). D)
B(z,s) B(z,s)
< / (IDx&| - ni(2).Dxz)
B(z,t)
| [500n DxEl?
=/ Dx|(1 — 2B X
B(z,s) (fB(Lt) |DXE|)

| [0 PxE]
2/ IDyz|(1 - %
B(z,t) (fB(m) | XE|

= 2 (/ |DXE| — |/ DXE|> S CtH—a.
B(z,t) B(z,t)

grace au lemme 10.8. On en déduit donc en utilisant que £ <2

¢ 14+ 14+
Ins(2) — no(2)] < 2 < o0 [ < pere
\/g S

Soit maintenant s < ¢t quelconque et soit j tel que:

t <t
2j+1<3_2—j.

IN

On a alors en utilisant le cas particulier ci dessus:

na(@) = m(@)] = [nae) = ngporss (&) + 3 (nggzmen (2) = ngar(2) + negale) = n(a)]

C sa/2+zj: L a/2+t°“/2
k=1 Qk

+co
1
af2 | «
< (Ct <2+§ —Qkap)écx/i.

k=1

IN

Corollaire 10.10 : Pour x € F on voit donc que ni(x) a une limite quand
t tend vers 0. De plus grace au lemme 10.8:

0 <1—|na)] <Ct7,
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cette limite est de module 1 et ¢ est donc que x € O*E (cf 3.3 dans [3]). On
note n(x) cette limite: ¢’ est la normale de OF en x.

Démonstration du théoreme 10.2: Soit B(z,r) comme ci dessus et
y € 0EN B(x,r/3). On peut appliquer le lemme 10.9 a y et a r = /3 on a
alors
ns(y) = ma(y)| < Cto2

Puis en faisant tendre s vers 0:

In(y) — n(y)| < Cto/2,

n(y) / D] — / Dys| < Ct°P? / D)
B(y,t) B(yt) B(y,t)

Donc en intégrant par rapport a t on voit que
n(y) = aft,y)| < C1*/2,
ou on a définit n par:
t
fO ds fB(y,s) DXE
7
fO ds fB(y,s) |DXE|

qui est définie pour y € B(z,r/3),t €]0,nr/3[. La fonction y — n(t,y) est
continue pour tout t. En effet soit s > 0 et y,y’ € B(z,r/3). On a alors:

ﬁ(tv y) =

H' (B(y,s) N *E) — H'Y(B(y',s) N I*E) =
H'((B(y,s)\ B(y',s)) N0"E) = H'((B(y',s) \ Bly,s)) N 0"E)
Si on regarde le premier terme:
B(y,s)\ B(y',s) C Bly,s)\ Bly,s — |y’ — yl),
donc le premier terme tend vers 0 quand y’ tend vers y. Pour le deuxieme:
B(y',s)\ Bly,s) C Bly,s + |y’ —yl) \ By, s),

donc le deuxieme terme tend vers H'(9B(y,s) N d*E) = 0 pour presque tout
s (car 0*F est de mesure de Lebesgue nulle). Par le théoreme de convergence
dominée on en déduit que le dénominateur de n(.,t) est continue. Le méme

raisonement marche pour le numérateur et on voit donc bien que n(.,t) est
continue. n(.,t) converge uniformément sur B(z,r/3) vers n quand ¢ tend vers
0. On en déduit donc que n est continue (et existe pour tout y € B(z,r/3)N
JOF) et donc par le théoreme 4.11 de [3] que OF est C*.
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10.3 Régularité supérieure.

On applique le résultat ci-dessus au cas particulier suivant: soit D un
ouvert de R% a > 0,0 > 0 et on définit J par:

J(Q) = a(10] - ) + P(2, D),
pour Q C D.

Théoreme 10.11 Soit £ un minimum de J; alors le bord de E est une
courbe C* dont la courbure est égale a 20(|E| — a): il est donc composé de
segments ou bien d’ arcs de cercle.

Démonstration: Localement, le bord de F est le graphe d” une fonction C*.
On peut donc supposer (a un chhangement de variable pres) que si C' = [0, 1]?
alors il existe f € C'([0,1]) tel que

OENC = {(z, f(z)),z € [0,1]},

EnC= {(Ivy)ay < f(r)wli € [071]}'

De plus on peut supposer qu’ il existe 1 > a > 0 tel que o < f(z) < 1 —a.
Soit g € C§°(]0,1[). Pour tout t suffisament petit on a

0< f(z)+tg(zx) <1,z €[0,1].
On définit alors F; par:
By = E\CU{(z,y) € C, f(z) + tg(x) > y}.

On a alors:

E| = |E\C|+ / (f(z) + t(g(x))dz

PELD) =B\l + T T g @) e,

La fonction qui a t associe J(FE;) est dérivable et admet un minimum en

t=0.0n adoncen0 %J(Et) = 0. On en déduit:

Sheoo( [ U4 t0)+ E\C - 4 PENCD) 4 [ VIF TP

=20(|E|—a)/0 g(x)d:s—l—/o %20
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C’ est a dire que au sens des distributions:

4 Fle)

de /1 + f'(2)?
20(|E|—a)—% = 0.
(L4 f'(2)?)>

On reconnait bien dans le deuxieme terme 1’ expression de la courbure (au
signe pres) pour une courbe définie par un graphe.

20(|E| — a)

10.4 Etude du cas 0 = co.

Pour o > 0 on note J,(E) = J(E) pour E C D. On suppose que a < |D]|.
Soit F' C D ouvert tel que |F| = a. 1l suffit de prendre F' = D N B(zo, R)
pour xg € D et R bien choisi. Soit o, une suite tendant vers 1’ infini et soit
E,, un minimum de J,, on a alors:

on(|Ey| — a)? + P(E,, D) < P(F, D).

On en déduit donc que (a une sous-suite extraite pres) xg, converge dans
L*(D) et presque partout vers un xg~. On voit de plus que |E*| = a. Soit
F C D,|F|=aon a alors:

P(E, D) <liminf P, (E,, D) < liminf J,,(E,, D) < P(F, D).

n—0oo n—0oo

Ainsi E* est solution du probleme de minimisation suivant:
P(E,D)=inf{P(F.D),F C D,|F|=a} = c.

Avec a qui ne dépend évidement que de D et de a. Dans la toute la suite on
suppose que « est différent de 0. Sinon cela signifie que E* est la réunion
d’une ou plusieurs composantes connexes de D.

Lemme 10.12 Soit E, et E* comme ci-dessus alors il existe C' > 0 qui
dépend de « et de |D| tel que:

20,(|Ea| — a)| < C.

Démonstration: Soit § € C5°(D) pour tout ¢ suffisamment petit ¢, = [d+t6
est un difféomorphisme. Pour F© C D posons E' = ¢;(F) ¢’ est a dire que

xe(z) = xu(é7 (z)),z € D.
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On a alors:

B = [ xe(e)ds
D
= [ xel6r @))ds
D
= [ ety
= |F] —I—t/ divé + o(t).
B
On a aussi que E' est a périmetre fini et vérifie pour C' indépendant de n:
P(E', D) < P(E, D)(1 + CJt]).
En effet il existe f© € C*(D) N BV(D) tel que

lim f° = f dans L'(D)

£—00

lim |Vf( )|de = P(FE, D).

E—00

On a alors par un simple changement de variable que f¢o ¢; ' tend vers yp:

dans L'(D). On a de plus:

[t ot@lds = [ Dfi 0 Do @)lde
= [ IDf; = DTNy
= [ 108 T Wl
On sait que Dy = Id + D8, donc on en déduit que:
(D¢y)™" = Id —tDO + o(t).

et donc que:

/D|D(ffo¢;1)| _ /D|(1d_f(D9)+o(t))Vf6|(1+tdiv9+o(t))

IN

/D V5 ()|de(1 + Clt] + oft).



10.4. ETUDE DU CAS o = . 119

Il ne reste plus qu’ a faire tendre € vers 0 et a utiliser la semi-continuité du
périmetre pour trouver:

P(B') < P(E,D)(1 + Clt] + o{1).

On applique maintenant ce qui précede a £ = FE,, et on utilise la minimalité

de £, :

IN

Jo, (En) Jo, (E)

< o (|E,| —a)* + Qt(/ divf)o,(|En| — a) + P(E,, D)(1 4+ Clt]) + o(t),

n

N

et donc:

—2to, (| En| — a)/ divf < Clt|P(Ey, D) + o(t).

n

En distinguant ¢ > 0 et t < 0 et en divisant par ¢ puis en faisant tendre ¢
vers () on trouve:

|/ div0||200(|Ea| — a)| < CP(E,, D).
En

Par définition du périmetre on peut choisir € tel que

1 1

En utilisant la convergence de yg, vers x% on en déduit que pour n assez

grand:
) 1 i 1
/ divl > —/ divl > —a.
2 2 Juoo 4

En remarquant que P(E,, D) est borné par « car J, (F,) < Jo,(E°), on en
déduit le résultat voulu.

Remarque 10.13 On peut en fait démontrer qu’ il existe C(a, D) tel que
pour tout o et £ minimum de J, on ait:

o(|E| - a)| < C.

En effet si 0,(|F,| — a) tend vers 1" infini on a alors que o, tend aussi vers I’
infini et on a démontré que pour une suite extraite |o,(|E,| —a)| était borné.

Théoréme 10.14 Soit E,, et E* comme ci-dessus, on a alors que AE* N D
est composé d’ arcs de cercle.
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Démonstration: On peut supposer que F, est ouvert. On pose:
fulw) = (2, Fr) — d(z, D\ En)2 € D,

On a alors que E, = {f, > 0},0E, = {f, =0} et D\ E, = {f, > 0}.
Les fonctions f, sont 2-lipschitzienne et bornées dans D compacte. On en
déduit qu’ il existe f tel que f, converge uniformément vers f dans D. Pour
presque tout * € E°° on a xg,(x) = 1 pour n assez grand, et donc f,(z) <0
et finalement f(z) < 0. C’ est a dire que:

E= C{f <0},

Soit x tel que f(x) < 0 on en déduit que pour n assez grand f,(z) < 0 et
donc z € F,. On en déduit donc que = € E*°. On a donc montré que

Dn{f<o0}cDNnE*CDN{f<0}.
On va maintenant montrer que
{f=0}nD|=0.

Soit donc x € D et r > 0 tel que B(z,r) C D. On a que:

Bann{f=0= " U N << 1nBen.

m>0no>0n>ng

Or pout tout n > 0 et tout m > 0 on voit grace a la régularité du bord de

E.:
—1 1 C
{—</fu<—inBx,r)<—,
m m m

avec C' qui ne dépend pas de n (car le périmetre de F, dans D est majoré et
la courbure reste majoré par la remarque ci-dessus). On en déduit donc:

C

7
m

N < o< )0 Bl <

n>ng

et comme 'union sur ng est croissante et C' ne dépend pas de ng, on a donc
bien:

H{f=0}nB(z,r)| =0.

On en déduit donc que presque partout:

E*ND={f<0}nD,
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et donc en particulier:
JEND cCcDn{f =0}

Soit x € IE® N D et r > 0 tel que B(x,r) C D. On a alors f(z) =0 et
donc grace a la régularité du bord de F,, on voit qu’ il existe une suite z,, €
0F, N B(z,r) tel que x, tend vers x. En effet sinon cela signifie que B(z,¢)
ne rencontre pas le dF, (pour une suite extraite) et donc que |f.(z)| > e.
Toujours grace a la régularité du dE,, on sait que B(z,r)NJE, est composé d’
arcs de cercles de rayon R,, avec R, minoré (lemme 10.12). On peut supposer
que a une suite extraite pres R, converge vers R.,. Si on note ¢, le centre
du cercle passant par y, toujours a une suite extraite pres on peut supposer
que ¢, converge vers c¢. On a alors que le cercle de centre ¢ et de rayon R™
passe par .

Si on suppose que pour une suite extraite il existe un autre cercle centré
en ¢/ qui contient un point z! tendant vers x. Ce cercle ne coupe pas le
premier et il converge vers un autre cercle de rayon R.,. Ces deux cercle ne
se rencontrent dans B(xz,r) qu’'en x en effet sinon on aurait que les cercles
C(en, Ry) et C(c,, R,) se coupent dans B(x,r) pour n assez grand. Pour la
meéme raison on voit que les deux cercles limites sont tangents. On en déduit
donc qu’ il ne peux pas y avoir de troisieme cercle: on ne peux pas avoir 3
cercles distincts de méme rayon tangents deux a deux au méme point. On
peut donc supposer (en réduisant r) que dF, N B(x,r) est composée de deux
cercles, pour tout n assez grand.

Soit y un point sur un des deux cercles C(c, R™) différent de x. Pour
e > 0 suffisament petit B(y, ) ne rencontre pas I’ autre cercle. Pour tout n
assez grand B(y,e) N JE, est donc composé d’ un seul cercle qui tend vers
C(e, R*) et E, est d’ un seul coté de ce cercle. On en déduit donc que la
mesure de B(y,e) N (D \ E,) est minoré indépendament de n, et de méme
pour B(y,e)N E,. En passant a la limite on voit bien que y € 0E*, et on a
aussi que K™ est d’ un seul coté du cercle.

On a donc montré que finalement £ N B(x,r) contenait un ou deux
cercles passant par x. Réciproquement si y € dFE* alors y est limite de points
Y, du 0F, et donc y, appartient a I’ un des deux cercles centrés en ¢, ou ¢,
pour n assez grand.

On vient de voir que localement le bord de £ est formé d’ un cercle ou
de deux cercles tangents. Supposons donc que (z = 0)

B(0,7)0E* = (C(c, R*)UC(, R™)) N B(x,r).

avec les deux cercles tangents en 0, on suppose de plus que la tangente est
I” axe y = 0. On note f la fonction dont le graphe est C(e, R™) N B(0,r).
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Si on remplace pour ¢t > 0 suffisament petit le bord de E* N {(z,y),z €
[=r/2,7/2]} par

{(2, ()t <o <r/2}U{(=t,y),ly] < F(1)}U
{(ty)s lyl < F@)F U (e, = f(2)), ¢ < a| <r/2}

On note E’ ce nouvel ensemble (il y deux cas suivant que E* est a |’ intérieur
des cercles ou a1’ exterieur). On a alors:

P(E',D) = P(E, D) — Ct + o(t),

1B — | E|| < CF°

Donc en rajoutant ou en enlevant & E’ un disque de rayon de I’ ordre de ¢*/?
on peut trouver F' vérifiant:

|[F'| = a,
P(F,D) < P(E,D) — Ct + o(t) + C1.

Ce qui contredit la minimalité de £ pour ¢ suffisament petit.
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