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Introduction générale

On dit généralement des robots manipulateurs que ce sont des générateurs de
mouvements avec tout ce que celaimplique sur le plan de leur conception cinématique comme
sur le plan de la gestion de leur dynamique. Le sens accordé a I’ expression précédente se
trouve renforcé lorsgu’on I'applique aux robots marcheurs. Dans ce cas, la gesticulation
interne du systéme doit avoir pour effet d engendrer un déplacement d’ ensemble du systéme
sous la forme d’un cheminement de la machine vers un objectif éoigné. Dans les deux cas, la
guestion suivante se pose naturellement : quel type de mouvement interne prescrire au robot
manipulateur comme au robot marcheur pour réaliser dans les meilleures conditions
d efficacité et de sécurité le déplacement a effectuer ? Les redondances cinématiques et la
variété des contraintes qui peuvent étre prises en compte conduisent a un large éventail de
solutions possibles.

Depuis trois décennies, des recherches intensives ont été consacrées a la construction
de solutions permettant de satisfaire au mieux des exigences d’ efficacité et de fiabilité. Deux
types de planification de mouvements ont été développés: I'un est centré sur la cinématique
du mouvement, |’ autre sur sa dynamique.

La premiere approche consiste ainsi a définir un mouvement sur des bases purement
géométriques et cinématiques. Un calcul en dynamique inverse des efforts actionneurs peut
alors compléter la connaissance du mouvement planifié en déterminant les efforts de
commande qui permettent de I’ exécuter. Cette technique est smple a mettre en cauvre dans
son principe. Mais comme la dynamigue du mouvement n’'est déterminée qu’a posteriori,
cette démarche peut conduire a des solutions peu satisfaisantes sur le plan de la qualité de
fonctionnement du systéme mécanique: couples élevés, pics d efforts transmis trop
importants au niveau de certaines liaisons et transmissions, dépense énergétique non
maitrisée. Les inconvénients de cette technique peuvent s amplifier considérablement
lorsqu’elle est utilisée pour engendrer des pas de marche de robots bipedes. En effet, la
stabilité des bipédes, qui est tres précaire par nature, tient a un bon contréle des efforts
d appui. Or ceux-ci sont intimement liés a la dynamique du mouvement. La planification
cinématique de mouvements parait difficilement concevable dans ce cas, sauf Sils sont
suffisamment lents.

La seconde approche est fondée sur I'introduction des équations du mouvement qui
traduisent le comportement dynamique du systéme. Il s'agit d’ en extraire une solution qui
respecte les contraintes cinématiques et sthéniques imposeées par les capacités du robot et par
les caractéristiques de la téche a effectuer. La démarche de base repose sur la formulation
d' un probléme d’ optimisation qui consiste a minimiser un critére de performance a contenu
dynamique. On obtient typiquement un probléme de commande optimale. La résolution d’un
tel probléme conduit a déterminer simultanément, dans le méme processus de calcul, la
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cinématique du mouvement et les efforts actifs optimaux qui engendrent le mouvement. Dans
le méme temps, toutes les contraintes formulées sont satisfaites par la solution obtenue. Une
telle méthode conduit ainsi a une maitrise globale des données et contraintes sur la base
desquelles doit étre construit le mouvement optimal.

C'est cette derniére approche qui est mise en cauvre dans ce mémoire consacré a la
synthése numérique de mouvements optimaux de systémes articulés. L’étude présentée
s'inscrit dans le cadre de recherches développées au LMS dans le domaine de I’ optimisation
de mouvements de systemes a cinématique ouverte comme dans [JUT 96], [DAN 98] pour les
robots manipulateurs et dans [ROS 99] pour la marche en phase unipodale.

Letravail réalisé a consisté a élargir aux systemes a cinématique fermée les approches
précédemment développées pour le cas de systemes a boucle ouverte. Les domaines
d application potentiels concernent les trois types de systemes suivants :

- les robots coopérants
- les robots manipul ateurs a structure paralléle
- les robots marcheurs bipedes.

Au cours de leurs mouvements, les systemes des deux premiers groupes fonctionnent en
permanence en boucle cinématique fermée, avec la présence éventuelle d’ une ou plusieurs
liaisons unilatérales dans le premier cas. Dans les deux cas, les systemes considérés sont en
liaison bilatérale avec une base fixe. Cette particularité introduit des simplifications trés
importantes au niveau de la formulation des équations de la dynamique, d une part, et au

niveau des contraintes cinématiques et sthéniques a introduire dans le probléme
d’ optimisation, d’ autre part.

L e probleme se présente tres différemment en ce qui concerne I’ optimisation de pas de
marche. La marche est constituée par |'aternance d' une phase de simple appui (ou phase
unipodale) et d'une phase de double appui (phase bipodale) durant laquelle le systéme
locomoteur travaille en boucle cinématique fermeée. La synthese de ce mouvement constitue le
probléme le plus complexe et le plus délicat a traiter parmi ceux qui sont posés dans ce
mémoire. Cette complexité tient au fait que la boucle cinématique est fermée sur deux appuis
unilatéraux. Le respect des conditions de contact : unilatéralité et non glissement, est traduit
par des contraintes qui sont tres restrictives du domaine d’ admissibilité des mouvements a
engendrer.

Les mouvements sont engendrés sur la base de la minimisation d'un critére de
performance constitué par I'intégrale des couples actionneurs quadratiques. Ce probléme
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d optimisation est traité par I'application du principe du maximum de Pontryagin. La
premiére étape de la méthode dével oppée pour optimiser les mouvements de systemes bouclés
consiste a considérer les boucles cinématiques comme ouvertes au niveau de liaisons dont le
choix peut avoir son importance dans le probléme atraiter. Ainsi, dans le cas de lamarche, la
boucle cinématique que fait le systeme locomoteur avec le sol en double appui, est ouverte au
niveau du contact pied-sol avant pour des raisons qui seront justifiées dans le chapitre I1.

Un modéle dynamique hamiltonien est alors aisé a formuler dans une configuration a
paramétrage complet du systeme articulé. Dans ce modéle, les efforts au niveau de la liaison
libérée, qu'ils soient actifs ou passifs, sont considérés comme des efforts extérieurs de type
efforts de commande permettant d’ assurer et de contréler la fermeture de la chaine, comme
les efforts actifs articulaires permettent d’'impulser et de controler les mouvements
articulaires. La condition géométrique de fermeture de boucle se présente comme une
contrainte égalité a satisfaire par les parametres de configuration. Dans le probleme de
commande optimale a résoudre, cette contrainte sur |I'état du systeme est traitée par une
technigue de pénalisation extérieure qui consiste a minimiser sa norme quadratique pour une
grande valeur du facteur de pénalité qui lui est associé.

La suite du mémoire est organisée en trois chapitres. Le premier est consacré a la
formulation générale des éguations du mouvement du systeme paramétré en boucle ouverte.
Les exemples traités numériquement concernent des systemes plans uniquement. L’ objectif
est de valider une technique d’ optimisation de mouvements en échappant a la lourdeur des
formulations a dével opper pour le cas des systeémes tridimensionnels.

Le deuxieme chapitre développe la construction du probleme d optimisation. La
formulation finale de celui-ci est centrée sur le probléme de la marche dans le plan sagittal
d'un bipéde a sept corps. C'est le probléme le plus contraint parmi ceux qui sont traités dans
ce mémoire. L’optimisation de la dynamique de la marche est I’ objectif central du travail
présenté.

Le chapitre |1l présente des résultats numériques concernant des mouvements de
mécanismes plans a liaisons bilatérales exclusivement, ou de bipédes plans aliaisons pied-sol
nécessairement unilatérales pour effectuer des pas de marche. L’application principale
concerne la synthése numérigue de pas de marche, dans son plan sagittal, du bipéde BIP,
concu et développé conjointement par le LMS et I'INRIA Rhénes-Alpes.
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.1 Introduction

La modélisation de systémes articulés avec boucles cinématiques fermées a suscité un
nombre considérable d études tant au niveau géométrique et cinématique qu'au niveau
dynamique. Considérant un agencement cinématique donné, c'est le comportement
dynamique du systéme qui est I’ objet de notre attention.

De tels systemes se caractérisent principalement par leurs redondances cinématiques et
la redondance des actionneurs. Cette derniére caractéristique les rend délicats a contrdler. En
effet, un contréle inapproprié des efforts actionneurs peut provoquer des efforts internes
antagonistes. 1l va en résulter des tensions inutiles dans la structure. Celles-ci peuvent a leur
tour provoquer des réactions brusgues dans le fonctionnement du systeme, comme des
décrochages aux appuis ou des ruptures de contact lorsgu’il y a des contacts unilatéraux.

Un systeme articulé est sur-actionné lorsgue le nombre d’ actionneurs est supérieur au
nombre de degrés de liberté du systéme bouclé. La redondance des actionneurs n’ apparait pas
nécessairement dans tous les systémes a cinématique fermée. Elle est méme évitée dans le cas
des robots manipulateurs a structure cinématique dite parallele. Mais le risque d avoir des
efforts antagonistes subsiste a cause des couplages existant entre les mouvements articulaires.

En ce qui concerne les robots manipulateurs a chaine cinématique de type série, le
suractionnement apparait lorsque I’ effecteur est astreint a maintenir un appui avec une surface
de contact donnée. Il y a dans ce cas bouclage cinématique entre le manipulateur et |’ appui.
Un bouclage anal ogue se produit lorsgque I’ on considére un systeme de robots coopérants.

De tels bouclages avec suractionnement se manifestent dans les systémes a locomotion
alternée : robots a pattes, locomotion animale et humaine. Comme pour les robots coopérants,
I’ étude des mouvements de tels systemes doit tenir compte de contraintes supplémentaires qui
traduisent I’ unilatéralité des appuis et |e non glissement.

La modélisation dynamique de systémes contraints a été abondamment traitée dans la
littérature spécialisée. Les équations de Lagrange avec multiplicateurs constituent le modéle
quasi universellement utilisé en vue de la simulation numérique du comportement dynamique
de tels systémes. Les égquations de Hamilton qui se déduisent directement des équations de
Lagrange constituent la formulation de base des problémes traités dans ce mémoire. Les
multiplicateurs de Lagrange y seront traités comme des forces extérieures inconnues
appliquées au systeme.

11
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[.2 Systémes articulés a cinématique fermée

Ce type de systémes se rencontre de plus en plus en plus fréquemment dans I'industrie
ou des machines a architecture parallél e variées commencent a apparaitre.

Contrairement a un robot série "traditionnel” a chaine cinématique ouverte, un robot
paraléle est constitué de chaines articulées a cinématique fermée. Ainsi, au lieu de disposer
les axes articulaires et les moteurs en série avec |’accumulation des jeux et des flexibilités, le
robot a agencement paralléle permet alafoisderigidifier la structure, d améliorer la précision
et de diminuer la puissance des moteurs. Le poids d'un robot paralléle qui est ains
généralement plus faible que celui d’'un robot série dans un domaine d’ utilisation analogue,
génere alors des accélérations élevées et donc des temps de réalisation de taches plus faibles.
Un autre avantage non négligeable de la paralléisation des systémes d’ actionnement réside
dans les symétries inhérentes a ce type d architecture qui induit une standardisation des
actionneurs de chague axe du robot.

Figure |-1. Le robot Delta (société Figure 1-2. Simulateur de vol (société CAE).
DEMAUREX).

12
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Figure 1-3. Le Double-Deltadu LMS.

Aujourd’ hui encore, peu de robots a architecture parallée ont une vie commerciale. On
peut citer I’exemple, dans le domaine de la manipulation industrielle, du robot Delta de la
société Demaurex (Figure I-1). Ce robot industriel est le plus rapide qui soit en atteignant des
accélérations de | ordre de 200m/s”. On peut également mentionner |a plate-forme de Gough-
Stewart dont la structure est utilisée dans le domaine des simulateurs de vol (Figure 1-2) et le
Double-delta du LMS (Figure 1-3) dans lequel un assemblage de deux structures de type
"Delta’ permet un découplage des mouvements de trandation de la nacelle de ses
mouvements de rotation.

La présentation qui suit est essentiellement limitée aux systémes plans. Les simulations
numériques réalisées dans le troisieme chapitre concernent uniguement de tels systémes. La
complexité calculatoire qui leur est associée ne présente pas de difficultés techniques
maj eures pour laformulation des équations dynamiques que nous envisageons de traiter.

On peut distinguer deux types de systemes fermés selon qu'ils présentent ou non des
liaisons unilatérales. Le niveau de complexité des problémes a traiter est plus élevé lorsgue
des liaisons unilatérales doivent étre prises en compte.

13
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[.2.1 Systemes fermés avec liaisons bilatérales

Le mécanisme plan schématisé sur la Figure |4 (référence [ADL 95]) est tout a fait
représentatif de cette catégorie de systémes. C'est un mécanisme six barres a six liaisons
pivots dont quatre sont actionnées indépendamment les unes des autres.

Nacelle

@ Double articulation active

QO Articulation passive

Figure 1-4. M écanisme plan a cinématique fermée avec liaisons bilatérales. Systeme
suractionné a3 ddl [ADL 95].

Cet agencement confere ala nacelle du systéme, les trois degrés de liberté des mouvements de
solides dans un plan. Le mécanisme est ainsi sur-actionné. La planification et le contrdle de
ses mouvements posent ainsi le probléme d'une détermination adéquate des efforts
actionneurs pour éviter des tensions internes. Les auteurs de cette réalisation conduisent une
étude expérimentale qui révéle les difficultés du systeme a restituer des mouvements désirés
lorsgue apparaissent des efforts internes de compression ou de tension. Cette éude met ainsi
en évidence la nécessité d’engendrer des mouvements sur la base d’ une dynamique interne

appropriée.

[.2.2 Systemes fermés avec liaisons unilatérales

Une premiére catégorie de systémes a cinématique bouclée de ce type est constituée
par |es robots coopérants.

14
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La Figure 1I-5 montre un exemple de probléme traité dans [ZEF 95]. Le transfert dans
le plan d’ une charge maintenue par simple contact est optimisé compte tenu des contraintes
d unilatéralité et de non-glissement aux points de contact.

Figure 1-5. Robots coopérants. Manipulation d’ un objet avec double contact unilatéral en A et
B [ZEF 95].

Hirano et a. [HIR 98] considerent la planification de trgjectoires de deux
manipulateurs dont |’un tient un objet tandis que I’ autre effectue un travail sur cet objet
(Figure 1-6). Seule la tragjectoire de I’outil sur I'objet est spécifiée. Les deux manipulateurs
gjustent aors leurs mouvements pour minimiser les efforts actionneurs tout en respectant la
trajectoire de |’ outil sur |’ objet ainsi que des contraintes de contact.

Figure 1-6. Robots coopérants. Travail ponctuel avec contact unilatéral de Rg en B sur un
objet présenté par le manipulateur Ra [HIR 98].

15
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La Figure 1-7 représente le schéma de principe de deux robots manipulateurs
universels 6R, coopérant pour le déplacement d'une charge (référence [KWO 98]). La
trajectoire de I’ objet transporté est spécifiée. Le probléme traité consiste a optimiser les forces
de serrage de I’ objet et les vitesses articulaires des manipulateurs durant le mouvement. Le
systeme fonctionne ainsi de maniére analogue a une pince de grande dimension. Les deux
manipulateurs sont rigidement liés. Le systéme bouclé comporte douze articulations
actionnées, mais ne dispose que des six degrés de liberté de la charge déplacée. |l est donc
fortement sur-actionné.

Robot 1 Robot 2

Figure I—7. Robots manipul ateurs 6R, coopérants pour le transfert d’ une charge [KWO 98].

Les systemes mobiles a locomotion alternée constituent une seconde catégorie de
systemes fermés avec liaisons unilatérales. 1ls sont plus complexes atraiter que les précédents
par le fait que les liaisons de contact avec |’environnement sont toutes unilatérales et
intermittentes. Ce n’est pas le cas des robots coopérants dont la base demeure fixe sans
rupture de contact ni glissement possibles.

Dans la suite du mémoire (chapitre 111), nous nous intéressons particuliérement a la
bipédie considérée dans son mouvement sagittal. La Figure -8 montre un bipéde plan a
pattes bisegmentaires. Le bouclage cinématique du systéme articulé se produit en phase de
double appui. Le systéme locomoteur fonctionne alors, dans I’ exemple considéré, comme un
meécanisme cing barres a six articulations actives. |l est par conséquent fortement sur-actionné
tout en présentant la particularité d’ un bouclage réalisé par contacts unilatéraux.

16
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(S)

(S)
(S)

(&)

Figure 1-8. Bipéede plan avec pieds de type "patin” (pattes bisegmentaires) en phase de double
appui : - Trois degrés de liberté (dont 1 pour le tronc)
- Six articulations actives
- Deux contacts unilatéraux

Le mouvement de pédalage (Figure 1-9) est une autre illustration du fonctionnement
de systemes a cinématique fermée, avec dans ce cas une double boucle : ABCDOA |,
A'B’'C’'D’OA’. Deux types d analyse du mouvement peuvent étre effectuées selon que la
liaison pied-pédale est considérée comme unilatérale ou bilatérale. Ce mouvement intéresse
beaucoup les biomécaniciens et a donné lieu a des éudes dynamiques tres variées qu’ elles
soient de type expérimental ou numérique [COU 97, BAR 99, LEC 00].

Figure 1-9. Schématisation plane de I’ exercice de pédalage. Systeme atrois degrés de liberté
et six articulations actives : hanches, genoux et chevilles.

17
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[.2.3 Paramétrage du mouvement

En vue de la formulation dans le chapitre || d’un probléme général d’ optimisation des
mouvements de systemes a chaine cinématique bouclée, nous sommes a la recherche de
modeles dynamiques aussi simples et aussi peu contraints que possible. Cette exigence limite
immédiatement le choix des paramétrages possibles.

On peut d'abord chercher & introduire un nombre minimal de parametres (égal au
nombre de degrés de liberté du systeme bouclé) de maniere a éliminer toute contrainte de
fermeture. Dans ce cas, les relations de dépendance entre les positions, vitesses et
accél érations articulaires peuvent complexifier considérablement la formulation des équations
du mouvement. Il faut, de plus, différentier explicitement ces équations pour les besoins de la
formulation et de la résolution du probleme d optimisation. Cette nouvelle opération peut
prendre des proportions cal cul atoires inacceptabl es.

La solution la plus simple consiste a ouvrir chague boucle de maniere a obtenir un
systéme a structure cinématique arborescente dans lequel toutes les articulations peuvent étre
paramétrées indépendamment les unes des autres. Dans la perspective de I’ optimisation
dynamique, le choix de la liaison a libérer présente une importance particuliere. Nous
distinguerons les deux cas suivants.

[.2.3.1 Systéme bouclé sur sa base par deux liaisons hilatérales non glissantes

Un tel systeme est schématisé sur la Figure 1-10 dans une configuration g a n
parametres. Les robots manipulateurs coopérants et les robots paralléles sont soumis a ce type
deliaisons.

On a dans ce cas avantage a libérer une liaison a un niveau aussi éoignée que possible
de la base. De cette maniére, on obtient deux sous-systémes ouverts de complexités
cinématiques réduites, équivalentes. La mise en équation du systeme globa va s en trouver
tres simplifiée, et encore plus les formulations dérivées nécessaires au probléme
d optimisation.

18
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Chaine A < ! \ > Chaine B

(S) (S

Figure 1-10. Chaine cinématique plane bouclée, ouverte en O;.1 au niveau d’ une liaison
éloignée de la base. Condition de fermeture : O;+10'i+1(q)=0.

La matrice de masse M du systéme est dans ce cas tres creuse et présente la structure
suivante :

MnN"n)=¢g - _i ____________________ 4+ (matricesymetrique)

ou Ma (resp. Mg) désigne la matrice de masse de la chaine A (resp. B) (voir Figure 1-10).

[.2.3.2 Systéme bouclé sur appuis par contact unilatéral

Le schémade principe d'un tel systéme est représenté sur la Figure 1-11.

19
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(So)

Figure I-11. Chaine cinématique bouclée par contact unilatéral. Ouverture de la chaine au
niveau d'un appui.

La technique a mettre en oauvre consiste a effectuer I’ ouverture de la chaine articulaire
au niveau du contact. Il peut étre nécessaire dans ce cas de maitriser |’ évolution des forces de
contact comme pour le cas de la marche. L’ ouverture de la chaine au niveau de I’ appui permet
d'introduire ces forces comme variables de commande supplémentaires dans le probléeme
d optimisation du mouvement, de maniere a en contréler directement I'évolution (voir
chapitre I1, 811.4). Cet avantage s accompagne aussi du surcroit de complexité que représente
la mise en équations d’une chaine articulaire a nombre élevé de degrés de liberté. Pour un

nombre égal de parameétres de configuration la matrice creuse du § 1.2.3.1 devient ici dense.

Dans le cas d' un systeme locomoteur en double appui, on peut envisager de libérer les
deux liaisons de contact avec le sol. Dans ce cas, il y aun double jeu de relations de fermeture
de chaine a prendre en compte. Cette approche nécessite auss |’introduction de trois ou six
paramétres supplémentaires selon que le systeme est a cinématique plane ou
tridimensionnelle.

.3 Modeles dynamiques

Dans cette partie nous présentons les formulations générales des équations de Lagrange
et de Hamilton nécessaires pour la mise en cauvre des techniques d’ optimisation que nous
aborderons dans e chapitre 1.

Deux techniques sont couramment utilisées pour traiter les systemes a boucle(s)
fermée(s). Une premiére approche consiste a formuler le probléme dans une configuration
minimale, et une seconde consiste a le formuler dans une configuration de chaine ouverte,
avec la prise en compte de contraintes de fermeture.
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[.3.1 Formulation dans une configuration minimale

Cette approche permet de passer d'un probleme a parametres dépendants a un
probléme a parametres indépendants. Elle est développée particuliérement dans [GAR 94].
L’ avantage de travailler avec ce type de paramétrage est de réduire le nombre d’ équations a
intégrer. Cela permet également de supprimer les phénomeénes d'instabilité qui se manifestent
lors de I’ intégration des équations de contraintes.

Ce processus de transformation des parameétres repose sur un point important qui est le
choix des paramétres indépendants. En effet, pour un méme mécanisme se trouvant dans deux
configurations différentes, les paramétres indépendants choisis peuvent étre appropriés dans
un cas mais pas dans |’ autre (cf. [GAR 94]).

Il existe plusieurs méthodes permettant de développer les formulations dynamiques
d’un systéme bouclé dans une configuration & paramétres indépendants ((GAR 94], [FUH
91]). Néanmoins, toutes ces techniques présentent certains inconvénients : non seulement
elles générent des algorithmes complexes rendant extrémement difficile la résolution du
probléme d’ optimisation dynamique, mais aussi elles font apparaitre des phénomenes de
singularités qui bloquent les processus numeériques d’ intégration. Elles conduiraient, de plus, a
des formulations ingérables pour réaliser les dérivations d’ ordre supérieur nécessaires pour
I” écriture des conditions d’ optimalité énoncées par le principe du maximum de Pontryagin.

[.3.2 Formulation dans une configuration de chaine ouverte

C’est la méthode classique utilisée pour formuler les égquations de la dynamique d’'un
systéme a cinématique fermée, en traitant celui-ci dans une configuration de chaine ouverte,
accompagnée d’ une condition de fermeture cinématique. Cette condition de fermeture est une
contrainte géométrique, dite holonome, permettant de respecter la cinématique initiale du
systéme. Elle introduit des paramétres inconnus supplémentaires dans les équations du
mouvement, les multiplicateurs de Lagrange. Cette approche conduit a la formulation d’un
systeme d’ équations algébro-différentiel. Celui-ci n’est pas compatible en tant que tel avec la
mise en cauvre du principe du maximum. Il faut, soit éliminer les multiplicateurs, soit leur
attribuer un statut particulier qui permette de se ramener a un systeme différentiel.
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1.3.2.1 Equations du mouvement avec multiplicateurs de Lagrange
Nous présentons un bref rappel de la formulation des équations de Lagrange avec
multiplicateurs.

Nous considérons le mouvement d’ un systeme de corps rigides décrit par n parametres
g regroupés dans le vecteur de configuration q tel que:

q=(0,0)"

et soumis a m contraintes (m<n) holonomes supposées indépendantes du temps pour
simplifier :

g(@) =0, k=1..m (1.1)
On pose:
9=(%Om)"
G, ()= 19 grad(g) 12
Ta

Alors, il existe des fonctions du temps t ® (I 4(t),...,I ,(t))T A™, appelées multiplicateurs de

Lagrange, telles que les équations de Lagrange du mouvement considéré sur un intervalle de
temps [to.t,], S écrivent :

|

g_-ql__g_ﬂz-vg+Q+Gfl (1.3)

o) SRS T

o

t

ol =gl )7,

T représente |’ énergie cinétique du systéme qui S exprime comme la forme quadratique :
w_ 1.1 .
T(9,9) =54 M (a)q (1.4)

avec 4 =(q,,...d,)" . Lamatrice de masse M est symétrique, définie-positive. Elle est de ce

fait inversible.

Dans le second membre de (1.3), V désigne le potentiel des forces conservatives, restreintes
dans la suite aux forces de gravité. Son gradient y est défini sous laforme:

V,q ° gradv(q) = (\/J_!-'-!V’n) ’ V’i o ﬂ, | £ n.

fla;
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Le vecteur Q, Q=(Q,,....Q,)", des forces généralisées non conservatives Q. peut

étre décomposé sous laforme :

Q(a,9) =Q“(a,4) +Q*
ol Q° (resp. Q%) est le vecteur des efforts articulaires dissipatifs QiaI (resp. actionneurs Q?)
généralisés.
Si les parametres de configuration ¢; sont définis comme les rotations relatives
intersegmentaires, alors les Qid et Q% représentent respectivement les couples articulaires
dissipatifs C? et actionneurs C2. On peut alors écrire::

Q'=cY Q*=cC? (1.5)
ouC?=(C?,...CcHT, c*=(C2..CH)".

Dans la suite du mémoire, nous introduisons des paramétrages absolus pour la
description des mouvements de systemes articulés plan (voir § 1.3.3). Les g, apparaissent

dans ce cas comme des combinaisons linéaires simples, indépendantes, des rotations

articulaires. Les forces généralisées Q% et Q2 s expriment alors sous laforme::
QY =cc?, Q*=cc? (1.6)

ou C est une matrice réguliére a coefficients constants. Pour le cas de (1.5), cette matrice est
simplement réduite ala matrice unité.

Enrevenant a(1.3) et (1.4), t ® q(t) apparait comme solution du systéme d’ équations
suivant :

b M(@)d+B(a,0) =-V] (@) +Q* (4.0 +Q* +GT (@) (1.7)
|
i 9@=0 (-7

ou le premier membre de I’ équation (1.3) a été transformé compte tenu de (1.4), avec :

B(qg,9) =(B,,...B,)",
g . :
B=aGidd ,» 1En,
j.k
et G i =%(Mij,k +My ;- M) (coefficients de Christoffel).
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Le systéme (l.7ab) est un systéme agébro-différentiel constitué des n équations
différentielles de (1.7a) et des m équations algébriques de (1.7b), et dont les inconnues sont les
n paramétres g et lesmmultiplicateurs |, .

Dans ce qui suit nous alons chercher a adapter la formulation de ce systéme a
I” application du principe du maximum de Pontryagin.

1.3.2.2 Formulation hamiltonienne des équations du mouvement avec multiplicateurs

Il est bien connu que la structure des équations de Hamilton est mieux adaptée que
celle des éguations de Lagrange pour |’ application du principe du maximum de Pontryagin
(voir par exemple [SKO 86], [BES 92], [ROS 01])

Rappelons que la formulation de Hamilton s obtient en introduisant les paramétres conjugués
telsque

I

P, 19 (1.8)
et I’hamiltonien
H(g.p)=p"q- L(a,0) (1-9)
ol p=(p,,.P,) ,et L=T-V estlelagrangien du systéme
Compte tenu de (1.4), les expressions (1.8) et (1.9) peuvent s écrire successivement :
p=Md, ou g=M*'p (1.10)
H (q, p) :% P'Mp+V (1.12)

L’ équation du second ordre (1.7a) est alors équivalente au systéme hamiltonien du
premier ordretiré de (1.10), (1.11) et (1.7a) :

.i. ':E

I o

T g ﬂH d a T
I p=-—+Q" +Q +Gr|
) fiq

soit encore, sous forme plus explicite :
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g=M"'p (1.12a)
p=-%pTM"qlp-V’q+Qd+Qa+GrT| (1.12b)

ot M ;' ° M *(q)/1q

La présence du gradient de I'inverse de la matrice de masse M dans (1.12b) est un facteur de
complication calculatoire. On I’ @imine en utilisant larelation (cf. [BES 92], [ROS 01]) :

-1 -1
M[l=-M"M M

En posant :
R(a,p) =M *(q)p, (1.13)
on obtient alors dans (1.12b) : - % p'Mp= % R'M .

Avec ce résultat, le systéme algébro-différentiel hamiltonien équivalent a (1.7a,b)
S écrit :

L a=M"p° R(qPp) (1.14a)
1 )
i :gFlTM,qFl-V,q+Qd+Q +G/ (1.14b)

Larésolution d’un tel systéme pose le probleme de la détermination du multiplicateur | . Ce
probléme n’est pas immédiat a traiter et peut poser des difficultés. Nous alons voir dans les
paragraphes suivants comment s affranchir de ce multiplicateur de Lagrange.

1.3.2.3 Elimination du multiplicateur

Le systeme (1.14a,b) peut étre converti en un systeme purement différentiel par
élimination du multiplicateur | . Pour cela il est nécessaire de développer les contraintes de
position :

g(q)=0

au niveau vitesses :
G, (9)g=0

et au niveau accélérations :
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4" Ho(@q+G, (@)4=0 (1.15)

ol H,(q) =1Lq—g° hess(g) est le hessien de g.

On détermine, par ailleurs, I’ expression de ¢ par dérivation de (1.14a)

.. ﬂl +ﬂ ﬂl_ -1 T
ou —=M""¢e g=F
=49 ¢ 'npp p Th

4= Fl,qFl"'M-lp

Dans cette formulation, on substitue a p son expression tirée de (1.12b)

64=F4F+M '%%FJM’QH - V4 +Qu+M iG]

H

On multiplie a gauche par G; et on utilise (1.15), pour obtenir
FTH.F =GR F+GM S EM F -V, +Ql+c M 1GTI
T tenn Vg r 851 91" Vg QH r r
ol Q=Q* +Q".

Alors, en supposant que lamatrice G.M "'G,” est réguliére, on a

| =-(GM'G]) .FTH F+G equF +M- SdFTM F+V,+Q° &% (GM'G])'G M 'Q?
En posant :

! p)=M'1(q)p } 4=F(a,p)
|

|
i p=F(aq,p)+Q*+G/lI ,
A=-(GM" 1GJ>'1

i F,(q, p)— FTM GFL+Vg +Q°

on aboutit alors alareprésentation de | souslaforme:
| = AFTH R +(FgR + MR )|+ AG, M 1Q?
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Les éguations du mouvement sous forme hamiltonienne sans multiplicateur s écrivent donc
de la maniére suivante

i q=hK (1.16a)
! P=F +GrTA[F1THeF1 +G, (F 4R + M 'R,)|+ (1 +G] AG, M "1)Q* (1.16b)
+ g(q) =0 (1.16¢)

Précisons que les équations différentielles ainsi obtenues ne sont toujours pas indépendantes,
et la satisfaction de larelation de dépendance g(q) =0 reste bien sir nécessaire.

Notons que dans la référence [ZEF 94], les auteurs ont étudi€ le cas de deux robots
manipulateurs 2R coopérant pour déplacer un objet. Les équations de la dynamique de la
chaine fermée constituée des deux manipulateurs et de I’ objet sont résolues apres élimination
des multiplicateurs de Lagrange selon un processus cal culatoire non précisé.

Le systéme (l.16a,b) peut étre considéré comme |’équation d'état d'un systéme
commandé, avec Q% comme variable de commande. Comme le montre le 8l1.3.6 du chapitre
[1, cette formulation convient formellement a I’application du principe du maximum de
Pontryagin. Mais elle présente I'inconvénient de la complexité qui devient tres vite
difficilement surmontable lorsque la dimension du systeme saccroit. De plus, cette
complexité est considérablement amplifiée par le développement des conditions nécessaires
d optimalité du probléme d’ optimisation. Ces conditions nécessitent en particulier le calcul de
la jacobienne des seconds membres de (1.16a) et (1.16b). Et celle-ci doit étre formulée de
facon exacte pour surmonter des problémes d'instabilité algorithmiques. On échappe a cette
difficulté en procédant comme indiqué dans le paragraphe suivant.

1.3.2.4 Introduction des forces de Iliaisons comme variables de commande

complémentaires

Les variables de commande proprement dites sont les couples actionneurs articulaires
qui animent le systeme mécanique articulé et contrélent ses mouvements. On procede dans la
suite en considérant les multiplicateurs de Lagrange | ; comme des variables de commande
supplémentaires a optimiser. Les | ; représentent, en effet, un systéme d’ efforts qui assurent
la cohésion de la liaison mécanique considérée comme libérée. Les traiter comme commandes

revient a exercer un controle sur les conditions de fermeture de boucle.
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Avec cette approche, le systéme (1.14a,b) est areconsidérer sous laforme

i 4=FR(a.p)
i (1.17)
f P=F(ap)+Q*+G/F
ou le systeme d’ efforts :
Fo(Fp.Fy)' (1.18)

se substitue formellement au multiplicateur | .

Nous verrons dans les applications a la marche présentées dans le chapitre Il que cette
substitution est plus qu’ un simple changement de notation.

D’ores et dga on peut dire qu'en ce qui concerne les systemes locomoteurs de robots
marcheurs, cette approche présente le double avantage suivant :

- elle permet la formulation d’'un modéle dynamique unique pour les deux phases
unipodale et bipodale,

- elle offre la possibilité d’'un contrdle direct sur les efforts de contact durant le
mouvement.

[.3.2.5 Equation d' état du systéme

On introduit le vecteur des variables d état (variables de phase hamiltonienne) x a 2n
composantes telles que :

X =G

l , 1=L..,n (1.19)
T Xnei = By

— T
X=(Xgyeer Xon)

et le vecteur u des variables de commande comprenant les efforts actionneurs articulaires
C?,i£n,etlesforcesdeliaison F, j £m, del’articulation libérée::

} u=C2, i=21.,n

U = (Ug ooy Uy Uppg yeeey Upey) | OU (1.20)

f Uy =F;, j=1..,m

Le systeme d’ égquations (1.14a,b) peut aors étre reformulé en fonction de |’ état x et de
lacommande u définis en (1.19) et (1.20) respectivement. Pour cela, on récrit (1.13) en posant :

G(x) =F(q, p) (1.21a)
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soit encore, avec G = (G,,..,G,)" :

G (=4 M () X+ (1.21b)
j=1

ollles M ;* sont lestermes de la matrice de masseinversetelsque: M;* = (M%),

Le systeme (1.14a,b) sous saforme (1.17) devient ainsi, compte tenu de (1.19) et de (1.6) :
% (1) = G; (X(1)) (1.223)

Entl {tot] ; %, (t):%GT(x(t))M’iG(x(t))-Vyi (x() +Q° (x(1)) + (B(x(D)u); (I1-22b)

oll lamatrice B est la concaténation des matrices C de (1.6) et G, de (1.17) :
B(x) =[C, G/ (X)] (1.23)
Delaméme maniere, u peut s écrire, compte tenu de (1.20), (1.19) et (1.6) :

uT =[Cc* FT] (1.24)

Maintenant, si I’on pose :
Fi(x) =G (X
Frsi (X) = %GT OIM; ()G(X) - V; (x) +QF (%)
F=(Fy,....FnFaets....Fon)'

le systéme (1.22a,b) s écrit sous la forme de I'éguation vectorielle du premier ordre de
dimension 2n :

"t1 [to,t] ., X(t) =F(x(t)) + B(x(t))u(t) (1.25)

C'est I’ éguation d’ état décrivant I’ évolution du systéme sur un intervalle de temps [t,,t,].

[.3.3 Exemple: modele dynamique d’un systéme plan a boucle fermée

Prenons I’ exemple d’ une chaine cinématique fermée plane a n corps articulés par des
liaisons pivots (Figure 1-12). La boucle peut étre virtuellement ouverte a n'importe qu’elle
articulation. Nous choisissons d’ouvrir le systéme articulé au niveau d’une liaison avec la
base fixe du systeme.
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j1=0;
Xo

Base (S)

Figure 1-12. Paramétrage en chaine ouverte d’ un systéme articulé plan fermé.

Dimensionnement du systéme
On définit successivement
I00]=r , i=1..n; r, longueur segmentaire du corps S entre les axes
d articulation avec les corps adjacents

OG =aX; +hY, ; G, centred inertiede §
X; =00.,/1,Y, =Z,UX; (Zy=X,UYy)
l; © 152, (S) , moment d'inertie de S par rapport al’axe (O;;Z,)

m, massedeS.

Paramétrage du mouvement

Le paramétrage est simple a mettre en place. Il y a le choix possible entre un paramétrage
relatif et un paramétrage absolu. On peut ainsi définir les deux familles de paramétres :

i[ ji=(Xi.,X{)z, » anglederotation relativede S par rapporta S,

i=1..,n
%qi =(Xo,Xi)z, » anglederotation absoluedes .
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avec les corrélations

i a4 =] 1
I . . . (1.26)
1 g =)+, 1 =2,..,Nn

et les relations réciprogues
i j1=0;
I (1.27)
T1i=di-0i1

Le paramétrage relatif en j; trouve son utilité dans |’expression de grandeurs et de

contraintes articulaires comme les puissances, les couples dissipatifs, les bornes de
débattement et de vitesses de chaque articulation. Par contre, en ce qui concerne la
formulation des équations de la dynamique de systemes articulés plans, ¢’ est le paramétrage
absolu qui siimpose. Celui-ci conduit, en effet, a des formulations tres condensées et
simplifiées. On peut en espérer, de ce fait, un meilleur conditionnement numérique des
modéles dynamiques correspondants, ainsi que des formulations dérivées qui interviennent
dans |’ écriture du probleme d’ optimisation final.

Dans la suite, nous choisirons donc les g; comme paramétres de configuration g , Soit :

q =q;, ifn (1.28)

Efforts appliqués

On suppose le systéme mobile dans un plan vertical (constante de gravité g =9,81ms ?) ou
horizontal (g =0).

Chague articulation est supposée soumise al’ action d' un couple actionneur C? et d’un couple
dissipatif C* exercésen O, par S, sur S, avec:

Cl=-aj;=-a,@ -0, i=L..n (1.29)
ou a; est un coefficient d’amortissement visqueux.

L es variables pointées représentent les dérivées de ces variables par rapport au temps.

Le systéme articulé éant ouvert en B sur la Figure [-12, on applique, a |’ extrémité libre B’,
des effortstels que :
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i Fe(S® S,)=TgXy +NgYy
i o (1.30)
T Cn+1(SO ® Sn) = Cn+1 + Cn+1

ou C%, =-a,.0,. Cesont en fait les efforts exercés par la base § sur S, lorsque la liaison
est réalisee.

Conditions de fermeture
Ce sont les relations obtenues par projection de la condition BB'=0, soit :

n

-} arcosq - =0
I g rsing, =0
t iz

ol ¢ =|AB| (Figure-12).

Ces relations peuvent étre considérées comme des contraintes holonomes (cf. (1.1))
conduisant aux équations de Lagrange (1.3) ou de Hamilton (1.14b) avec multiplicateurs. Elles
seront traitées comme contraintes égalités dans le probléme d optimisation dynamique du
mouvement (voir chapitrell, §11.4).

Matrice de masse

La matrice de masse M ou matrice d'inertie définit I’ expression de I’ énergie cinétique T du
systéme formé des n corps (cf. (1.4)). Dans le cas du paramétrage absolu, c'est-a-dire en
considérant q; = q; , elle apour expression :

(?411 My (G, Q) -+ Mln(qliqn)g
¢ i
¢ -
M (G-, Gn) = & Mi - Min(g,00) (1.32)
g Sym. :
g M o
ou, d'une part, les (M;;,i =1,...,n) sont des constantes dépendant du dimensionnement du

systeme, et, d’ autre part :
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M (0;,9;) = E;Cij + FySj, i, j =L...n, i1 ]
avec .
Cij = cos(q; - q;), Sj =sin(q; - d;)

Les coefficients E;

ij» Fij sont des constantes dépendant également du dimensionnement du

systeme.

Equation d’ état
Dans notre exemple, et conformément a la démarche adoptée dans le 81.3.2.5, le vecteur des
variables d’ état est

X = (Xgreer Xg) T © (Ghpreves s Provens P) T

et le vecteur des variables de commande a pour expression
— To Ca Ca N..T T
U= (Up,...;Upyq,Unio,Upnsg) © (Cr . ,Clig Ng, Tg)

L’ équation d’ état (1.14) peut ainsi s expliciter sous la forme (avec les notations de (1.13) et de
(1.219) :

. (9 -1

G =a M (a)p; ° Ki(a p)

=1 (1.33)
R'M iRV, +Q% +U; - Uy +1, COS(G )Upsy - 1 SIN(G, ) Ueg

N—r —

NI

P =

—_——r —

ou Qid =-a;(Gu-G)°-a;(Ry- Fy)-

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, I’un des avantages de la conversion des
forces de contact N et T, en variables de commandes complémentaires est de pouvoir
considérer les contraintes de contact :

- contrainte d’' unilatéralité avec la base (S)
N; >0

- condition de non-glissement
Ta|< f Ng

comme des limitations posées directement sur des efforts de commande, soit :
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I O<Umin £un+2(t) ’ (un+2 ° NB)

n+2

1.34
T |un+3(t)| < f un+2(t) ’ (un+3 ° TB) ( )

t1 [to.t,]

ou f représente le coefficient de frottement sec entre les corps en contact.

.4 Conclusion

L’ objectif de ce premier chapitre était d aboutir a la formulation de modéles dynamiques
de systemes articul és en boucle fermée, sous la forme d' une équation d’ état d’ un probléme de
commande optimale pouvant étre traité directement par |'application du principe du
maximum de Pontryagin. Dans cette perspective, les formulations suivantes ont da ére
écartées :

(i) les modéles de dimension minimale formulés dans une configuration a paramétres
indépendants. De tels modéles ont été éliminés par leur trop grande complexité,

(i) le modéle agébro-différentiel de Hamilton avec multiplicateurs qui n'a pas la
structure requise pour I’ application du principe du maximum,

(iii) le modéle précédent transformé par élimination du multiplicateur. La formulation
obtenue devient trop complexe.

Une transformation formelle mineure du modéle (ii) a permis d obtenir une formulation
du type recherché. Elle consiste a considérer les multiplicateurs associés a la contrainte de
fermeture de boucle, formulée au niveau de la liaison libérée, comme des variables de
commande additionnelles. Une telle approche présente les avantages suivants :

- les équations de la dynamique sont aussi simples que possible aformuler

- I’introduction des efforts de liaison a la coupure, comme variables de commande, va
permettre une maitrise directe des bornes de valeurs de ces efforts. Cette possibilité sera
particulierement utile dans I’ éude de la marche pour éviter les ruptures de contact.

La générdisation de I'approche développée a des systémes multi-boucles est
immédiate. La structure cinématique devient alors simplement arborescente, et chague liaison
libérée est atraiter comme indiqué dans les paragraphes précédents.
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1.1 Introduction

La formulation d'un probleme d optimisation de mouvements repose d abord sur
I"introduction d’un modéle dynamique du systéme considéré, et sur le choix d'un critére de
performance a minimiser. 1l s'y goute des conditions et contraintes qui peuvent étre tres
diverses.

La formulation du modele dynamique a été I'objet du chapitre précédent. Cette
modélisation a été réalisée en vue de |’ application du principe du maximum de Pontryagin.
Dans ce chapitre, nous définissons d’abord les contraintes caractéristiques du mouvement a
engendrer lorsque le systéme évolue en boucle ouverte.

Ces premiéres formulations s appliqueront particulierement au cas de la phase
unipodale de la marche durant laquelle le bipede a une structure purement arborescente, le
mouvement n’étant soumis a aucune contrainte de fermeture de boucle cinématique. Les
seules variables de commande sont aors les couples actionneurs articulaires. Les contraintes a
formuler se réduisent a des bornes de valeurs définies indépendamment les unes des autres
sur chaque variable de commande. Il est nécessaire aussi de définir des contraintes sur les
variables d' état du probleme formulé (variables de phase hamiltoniennes). Il s agit d abord de
bornes introduites sur les débattements articulaires pour en limiter les amplitudes et pour
éviter des contre-flexions. Puis il faut, pour le cas de la marche, formuler une contrainte de
contournement d’ obstacle pour éviter les collisions avec le sol du pied de la jambe balancée.

Les contraintes précédentes doivent étre complétées lorsque le systéme articulé
comporte une boucle cinématique. Si laliaison libérée est un appui simple, comme dans le cas
de la phase bipodale de la marche, on introduit les contraintes de contact traduisant
I” unilatéralité du contact et le non glissement. Il s’y gjoute des contraintes égalité sur I’ état qui
représentent les conditions de fermeture géométrique de la boucle au niveau de la liaison
libérée.

Le critere de performance introduit est I'intégrale des variables de commande
quadratiques. Ce choix sera argumenté dans la suite du chapitre. Le critere final effectivement
traité est un critére augmenté dans lequel sont injectées des fonctions de pénalisation par
I"intermédiaire desquelles les contraintes sur les variables d'état sont prises en compte. Le
probleme d optimisation initial, contraint sur les variables d’ état, est ainsi converti en un
probléme non contraint. L’ application du principe du maximum de Pontryagin a ce probléme
non contraint conduit a des conditions nécessaires d optimalité simples a formuler. Ces
conditions seront a leur tour aisées a traiter numériquement car I’ introduction des fonctions de
pénalisation assure la continuité des variables adjointes.
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.2 Techniques d’optimisation

De nombreuses techniques mathématiques ont été utilisees pour optimiser les
mouvements de systemes articulés soumis a un contréle-commande. Trois d entre elles ont
été particulierement développées au travers de nombreuses publications. |l y a d’ abord la
méthode dite du plan de phase, puisil y ales techniques de paramétrisation, et enfin la théorie
de lacommande optimale avec I’ utilisation du principe du maximum de Pontryagin.

[1.2.1 Technique du plan de phase

Cette méthode a été dével oppée pendant les années 80 et e début des années 90. Ellea
été utilisée au départ pour résoudre le probléme de parcours en temps minima d une
trgjectoire donnée, suivie par |’ extrémité d' un bras manipulateur ([BOB 83], [PFE 86], [SLO
89]). Cette technique consiste a considérer les paramétres de rotations articulaires comme des
fonctions de I’ abscisse curviligne de la trgjectoire a suivre. De cette maniere, les variables de
phase du mouvement sont réduites a |’ abscisse curviligne et a sa dérivée par rapport au temps.
L’ accélération est alors considérée comme la nouvelle et unique variable de commande du
probléme. La résolution du probleme d’ optimisation est effectuée par la construction d’une
trajectoire optimale dans le plan de phase. Dans [SHI 97] cette technique a été éendue a
I’ évitement d’ obstacles en la complétant par une méthode de paramétrisation de la trgjectoire
asuivre qui est ainsi optimisée.

A la différence de la technique du plan de phase, les deux méthodes suivantes,
beaucoup plus générales que la précédente, permettent d’ optimiser le mouvement complet.

[1.2.2 Optimisation paramétrique

Cette technique a été développée récemment, par exemple dans [BEL 77], [CHAN 92],
[CAB 97], [ROU 98ab], [AOU 01], [CHEV 01a,b], [WAN 01] pour engendrer des pas de
marche dans le plan sagittal. On la retrouve dans [YAM 88], [MAR 99] pour optimiser des
mouvements de robots manipulateurs. Cette approche est basée sur la représentation des
parametres de configuration du mouvement par des combinaisons linéaires de fonctions de
base, comme des splines cubiques, des polyndbmes de degrés divers, ou des fonctions
trigonométriques. Des transformations formelles permettent de reformuler le critere de
performance a minimiser, en une fonction colt qui ne dépend plus que d’un nombre fini
d’inconnues a optimiser. Le probleme d’ optimisation qui en résulte peut étre résolu par des
techniques dites de programmation quadratique séquentielle. Ces techniques sont
intéressantes par leur robustesse numérique. Les solutions calculées sont suboptimales, ¢’ est-
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a-dire gu'elles ne réalisent en général qu’ une minimisation partielle du critére. L’ écart avec le
minimum réel varie avec le choix des fonctions de base et le découpage de I'intervalle de
temps.

[1.2.3 Principe du maximum de Pontryagin (PMP)

Le principe du maximum de Pontryagin ([PON 62], [BRY 75], [IOF 79], [LEW 95])
est, sur le plan théorique, parfaitement adapté a la résolution des problémes d’ optimisation de
mouvements. Malgré cette adéquation, le principe du maximum est resté assez peu utilisé
pour le traitement numérique des problémes d’ optimisation dynamique. Cela semble di aux
difficultés que peut poser la résolution numérique du probléme aux limites en deux points
auquel il conduit.

Parmi les toutes premiéres applications du PMP dans le domaine de I’ optimisation de
mouvements de systémes articulés, on peut citer [KAH 71] et [CHO 71]. Dans la premiére
référence les auteurs Kahn et Koth cherchent a optimiser les mouvements d’ un bras de robot
manipulateur a trois articulations actives. Pour cela, ils utilisent un modéle dynamique
linéarisé. Dans la seconde référence, Chow et Jacobson s'intéressent a I’ optimisation de la
marche humaine. |Is concentrent leur étude sur I’ optimisation du mouvement d’'une seule
jambe bisegmentaire. Les formulations du probleme sont longuement développées pour une
recherche de solutions explicites.

Ces premiéres tentatives dimplémentation du PMP concernent la recherche de
solutions au probleme de commande en temps minimal comme dans [WEI 85], [GEE 86].
Dans [CHEN 90] et [BES 92] ce probléme est indirectement résolu en minimisant un critére
de performance mixte portant sur la durée et la somme quadratique des couples actionneurs
articulaires. Cette somme constitue un terme complémentaire régularisant qui fait disparaitre
les discontinuités des commandes optimales dites "bang-bang" qui apparaissent dans la
recherche de mouvements a temps de transfert minimal. Plus récemment, Galicki dans [GAL
98], et Galicki et Ucinski dans [GAL 00] ont utilisé une forme variationnelle du principe du
maximum de Pontryagin pour résoudre un probleme de planification optimale de tragjectoires
soumises a des contraintes sur |’ état. Cette approche a été appliquée a la construction de
trajectoires qui évitent un obstacle dans le plan du mouvement.
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1.3 Formulation du probléme d’optimisation pour les systemes a boucle

ouverte

Ce paragraphe a pour objet de présenter une formulation de base du probléme
d optimisation des mouvements de systémes articulés en chaine cinématique ouverte avec
support fixe. Cette formulation peut donc aussi bien Sappliquer au cas des robots
manipulateurs comme dans [JUT 96] et [DAN 98]), gu’'a celui de la phase unipodale de la
marche (cf [ROS 99]). C’ est ce dernier mouvement qui nous intéresse ici pour la suite, dansle
but d engendrer un pas de marche complet comprenant phase unipodale et phase bipodale.
Cette premiere formulation est aussi destinée a étre compl étée dans le paragraphe suivant pour
le cas des sytemes cinématiquement bouclés.

Le mouvement optimal recherché doit minimiser un critére de performance tout en
respectant des limitations technol ogiques (bornes sur les couples actionneurs, unilatéralité des
contacts, ...) ou des contraintes diverses (débattements articulaires, passage d obstacles, ...).

1.3.1 Equation d’état et conditions aux limites

Nous considérons un systéme articulé en boucle ouverte, quelconque, dont les
mouvements sont décrits par rapport a sa base fixe par n parametres de configuration
indépendants. Nous supposons, de plus, que le nombre m de commandes-actionneurs est
inférieur ou égal an (M £ n). Le systeme peut en effet étre sous-actionné (m<n) comme le
sont les bipedes a pattes sans pieds, de type "béquille’ (cf. chapitre Il1, 8111.3.1) durant la
phase unipodale de la marche.

Le comportement dynamique du systéme articulé est décrit atout instant t1 [t,,t,] par

une éguation d’ éat de type (1.25), soit :
"t [to,ty] , X() = F(x(®) + Bx(®)u(t) © f(x(1),u(t)) (11.1)
o x()T A2 u@)T A™.

Cette équation différentielle doit étre accompagnée de conditions initiales et finales qui
peuvent étre completement spécifiées:

X(to) = Xo

! (112)
f x(t) =x
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ou X, et x, représentent des positions et vitesses généralisées, données respectivement aux

instants t, et t;.

Pour le cas de la marche, X, et X vont représenter des états de transition qui indiquent

comment s effectue le passage d’'une phase a |I’autre (unipodale ® bipodale ® unipodale).
On peut chercher a réduire ces conditions initiales et finales a des données caractéristiques
minimales comme par exemple la cote et la vitesse du centre articulaire de la hanche lors du
passage du simple au double appui et réciproquement. Les variables d'état sont aors
incompl étement spécifiées et se trouvent soumises a des contraintes du type :

b Y1) =0

| (1.3)
fy(x(t))=0

ol y, ()T A" et y,(x)T A™ (n,<2n, n,<2n).

La prise en compte de conditions telles que (11.3) a pour but d’ optimiser les configurations de
transition d'une phase du mouvement a I’ autre. Notons que des contraintes finales de ce type
sont introduites dans [JUT 00] pour optimiser le mouvement d’ approche de prise a la volée
d’ un objet mobile par un manipulateur plan.

11.3.2 Domaine de commandes admissibles

En I’ absence de conditions de fermeture (cf. chapitre I, §1.3.3), il n'y a pas de variable
de commande complémentaire a considérer. Seuls les couples actionneurs sont a prendre en
compte. |lIs doivent étre bornés pour respecter les limitations de capacité en couple des
moteurs. Cela se traduit par I’ introduction des contraintes de bornes telles que:

"t [te.ty] . U@ EUu™ , i=1..,m

ol u™ représente une valeur maximale a ne pas dépasser.
Il en résulte un domaine de commandes admissibles défini par :

U ={uul A™/ju|£u™, i=1..,m} (11.4)
Ce domaine est un paralléépipéde centré de A™, ce qui est un cas de figure classique en
optimisation dynamique.
On peut gjouter qu'il est possible de prendre en compte des contraintes asymétriques en

uiml n

et u™™ . Certains modes d' actionnement articulaires, comme par exemple les systémes
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vis-écrou et biellettes du bipéde BIP, peuvent justifier I'introduction de valeurs limites
asymétriques. Toutefois, les couples maximaux durant la marche étant délivrés en extension

motrice ou flexion freinatrice, une seule contrainte unilatérale en U™ est en fait nécessaire.

[1.3.3 Critere de performance

On pourra se référer a[DAN 98] ou des criteres de performance variés ont été étudiés.
Trois d’entre eux méritent une attention particuliére. 1l y a, dans un premier temps, le critére
énergétigue qui consiste aminimiser |’ énergie motrice dépensée :

iy .

Je = OA Zi 6 (t)u; (t)[dt otiles z; sont des facteurs de pondération.

to i=1
Ce critéere, souvent présent dans la littérature, présente deux inconvénients majeurs. D’ abord,
les commandes optimales qui en résultent sont discontinues. Elles ne prennent que trois
valeurs : les deux valeurs extrémal es autorisées et la valeur zéro (commandes dites bang-zéro-
bang : voir [LEW 95], [DAN 98]). Il en ressort donc un mouvement exécuté avec des
Secousses répétées sur chaque axe articulaire. Deuxieme inconvénient, ces commandes étant
discontinues, le probléme qui en résulte est complexe sinon impossible a résoudre
actuellement en raison de I’ absence d’ algorithmes adaptés a ce genre de singularité.

Un critére intéressant, présenté dans [PON 62], utilisé dans [ZEF 95] et spécialement
développé dans [DAN 98], consiste a minimiser les dérivées par rapport au temps des u; :

b om

Jg = AL Z; U ()at
i=1

Les deux inconvénients du critére précédent disparaissent. Les variations des u; optimaux sont
parfaitement "lisses’. On engendre ainsi un mouvement sans a-coups, trés régulier. De plus,
les variations des u; étant réduites, le conditionnement numérique du probléme s améliore. Sa
résolution devient plus aisée.

C'est toutefois un troisiéme critere qui nous intéresse ici. |l S'agit de la minimisation
des efforts actionneurs. C’est |e critére de performance désormais le plus couramment utilisé.
Un critére d’ économie de I’ effort délivré semble correspondre a une exigence naturelle. Cette
exigence est d'autant plus forte que le systéme mécanique est soumis a la pesanteur
essentiellement comme dans le cas de la marche.

Nous privilégions ains la minimisation des efforts actionneurs sous la forme d'un co(t
intégral du type (cf. [BES 01], [CHES 01], [ROS 01], [BES 02a,b]) :
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J(u) = tl(‘f(x(t),u(t))dt (11.5)

ou lelagrangien ¢ est défini comme laforme quadratique :

00 =2 A% )’ (11.6)

i=1
Les g; sont des facteurs d’adimensionnement. Les x; sont des coefficients de pondération
permettant d’ accorder plus ou moins d’'importance ala minimisation des termes de commande
les uns par rapport aux autres. Ainsi, un x;>1 renforce I'effet minimisant sur le u;

correspondant, et I'affaiblit dans le cas contraire. On peut considérer les x; comme des

curseurs numériques qui permettent d’ agir simplement sur la répartition, au niveau de chague
articulation, de I’ effort actionneur global. Ce moyen d action trouvera essentiellement son
utilité pour |’ optimisation de la phase unipodale de la marche.

[1.3.4 Contraintes sur les variables d’état

Que ce soit en matiere de planification de trajectoires de robots manipulateurs [DAN
98], ou dans le domaine de la locomotion a pattes [ROS 99], les mouvements que |’on
cherche a engendrer doivent étre compatibles, d'une part, avec certaines limitations
techniques du robot, et d autre part, avec la configuration de son environnement. Certains
robots manipulateurs sont ainsi amenés a évoluer dans des environnements encombrés dont
les obstacles doivent étre évités, ce qui conduit a la prise en compte de contraintes
appropriées. En ce qui concerne les robots marcheurs, le probleme est d'éviter les contre-
flexions et des mouvements d’ amplitudes excessives au niveau de certaines articulations. On
peut également rencontrer des obstacles qui peuvent étre évités par enjambement.

Ces restrictions sur |I’espace d’évolution et ces limitations techniques sont traduites par la
formulation de contraintes inégalités définies sur les variables d’ état. Ces contraintes peuvent
étre formellement représentées de la fagon suivante :

"t1 [te.ty], h (X)) E£0, KEn, (11.7)

ou la fonction vectorielle t ® Xx(t) regroupe les variables d état du systéme telles qu’elles
sont définies en (1.19).
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[1.3.4.1 Contraintes sur les coordonnées articulaires et leurs dérivées

La plupart des systemes mécaniques articulés ont des débattements articulaires limités.
Ces butées articulaires se traduisent par les inégalités suivantes portant sur les parameétres
relatifsj ; (voir 81.3.3) :

th [to,t,], J™E]OE] ™, i€n (1.8)
ot j ™etj ™ sont des valeurs spécifiées, propres & chague articulation du systéme
mécanique considéré.

En fait, ces inégalités doivent étre transcrites en fonction des paramétres de configuration ¢ ,

compte tenu de (1.28) et (1.27). Les conditions (I1.8) se traduisent ains par le double jeu de
contraintes inégalités :

- b (@) ° a®)-g..(t)-j ™ £0
t1 [to,t,], J.' o , iEn (11.9)
f @@ ™ - g®)+qg.,()£0
Il faut ajouter que les vitesses de rotations articulaires doivent étre elless-mémes bornées. Les
rapports de réduction élevés des transmissions mécaniques imposent, en effet, des seuils de
vitesses a ne pas dépasser. De maniere analogue a (11.8), on définit ains :
tl [to,t,], ™ £ QE]™ , iEn (11.10)
Cesinégalités conduisent au jeu de contraintes suivant, semblable a (11.9) :
. b Panei (A) © 6 (1) - Go (D) - )™ £0
t1 [to,t], ? 2 S ! , ifEn (11.12)
f o (@)™ - M) +G.(DEO
Dans (11.9) et (11.11), les fonctions de contraintes h, (q(t),q(t)) doivent étre transcrites
comme fonction des variables d’ état définies en (1.19). Rappelons, d’une part, que x; =q; (cf.
(1.19)), et que, d'autre part, % =¢ =G, (x) (cf. (1.14a) et (1.21ab)). On obtient ains

I’ écriture de (11.9) et (11.11) en fonction des variables d’ état (1.19), souslaforme:

hy (x(t)) = x (1) - %1 (t)-] ™ £0

i
!
F Ba(x(O) =1 ™7 - %0+ X2 (O £0
|
!
|

tl [to,t,] , , i£n (11.12)

hons (X(1) = Gy (X(1)) - Gy (X)) - | ™ £0
f hane (X)) =] ™ - G (X(1) + G4 (X(t)) £0

Ces contraintes inégalités seront traitées dans le probleme d' optimisation dynamique au
moyen d’ une technique de pénalité extérieure, comme dans [DAN 98] et [ROS 99, ROS 01].
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11.3.4.2 Contraintes anti-collision

Les corps segmentaires du systeme articulé doivent étre maintenus a |'écart des
obstacles qui se présentent dans |’ espace d’ évolution du robot. Des contraintes d’ évitement
doivent étre spécifiées afin de prévenir les collisions.

Deux approches de ce probleme ont été particuliérement dével oppées dans [DAN 98].
Elles consistent a définir deux types de fonctions d’ évitement. Celles-ci conduisent dans un
premier cas atraiter les contraintes anti-collision par une technique dite de pénalité intérieure
qui vise a maximiser les distances entre les corps segmentaires du systéme articulé et les
obstacles a éviter. Dans un second cas, on obtient des contraintes a traiter par une technique
de pénalité extérieure. Cette approche consiste a minimiser les intersections entre la chaine
articulée et les obstacles.

C)

/— obstacle augmenté

obstacle

Figure I1-1. Corps segmentaire (§) en intersection avec un obstacle.

C'est cette derniére démarche que nous utilisons dans la suite. Elle peut étre mise en
cauvre de diverses manieres. Comme indiquée sur la Figure II-1, on peut chercher a
minimiser la distance maximale d;, entre le corps (S) et le bord extérieur de I’ obstacle
augmenté. En fait, dans [DAN 96] c'est la zone de pénétration hachurée qui est minimisée.
On peut aussi, comme I’indique la Figure I1-2, minimiser les distances entre des points B, de
(S) judicieusement choisis et une courbe-enveloppe de I'obstacle. Ces distances sont

définies selon une direction privilégiée que nous appellerons direction d extraction. Une
approche de ce type a été utilisée dans [ROS 99, ROS 01] pour I’ enjambement d’ obstacles au
cours de la phase unipodale de la marche. Cette technique sera reprise de maniére plus simple
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dans le chapitre |11 pour éloigner le pied transféré du sol ou d’'un obstacle a enjamber. Elle
conduira dans un premier temps a formuler des inégalités du type d, (x) £ 0 (voir Figure I1—

2) en divers points M, du segment collisionel. On ragjoute ainsi aux contraintes sur |’ état

(11.12), desinégalités du méme type qui complétent les précédentes en posant :
KEn,, hy(X)°d.(X)£0 (11.13)

ou n, est le nombre de contraintes d’ évitement.

(S)

Courbe-enveloppe

(Py) Obstacle

Direction
d’extraction

Figure 11-2. Corps segmentaire (§) en intersection avec un obstacle.

Extraction de (S) selon une direction déterminée.

[1.3.5 Critere de performance pénalisé

Les contraintes inégalités sur |’ état de type (11.7) (¢’ est-a-dire (11.12) et (11.13)) peuvent
étre traitées directement par I’ application du principe du maximum de Pontryagin (voir, par
exemple, [PON 62], [IOF 79], [BRY 75]). L’écriture des conditions nécessaires d’ optimalité
correspondantes est complexe. Mais surtout, le traitement exact de ces conditions fait
apparaitre des sauts sur les variables adjointes aux extrémités des intervalles de saturation des
contraintes. La présence de telles discontinuités a des instants inconnus, a déterminer, rend le
probléme numériquement insoluble sous cette forme.
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Une approche plus simple a été largement développée dans [DAN 96]. Elle consiste a
traiter les contraintes inégalités au moyen de techniques de pénalité analogues a celles qui
sont utilisées dans le domaine de I'optimisation a variables discretes. Nous avons choisi
d utiliser une technique de pénalité extérieure qui consiste a minimiser les dépassements de
contraintes lorsque celles-ci sont transgressees.

La Figure 11-3 montre le graphe d'une fonction de contrainte lorsque la contrainte
inégalité h(x) £ 0 n’est pas satisfaite. On définit alors lafonction positive h* suivante:

h*(x) = %(h(x) +[h(x)|)

qui est nulle lorsgue la fonction h est négative, et qui vaut h lorsque h est positive (voir
Figure 11-3).

h, b A — h'K)

Figure 11-3. Lafonction x ® h" représente le dépassement de contrainte lorsque la contrainte
inégalité h(x) £ 0 est transgressée.

On cherche ainsi & minimiser les valeurs quadratiques des h™ en les injectant dans le

lagrangien augmente :
£ (x(t),u(t)) = £(x(t), u(t)) +%§n{ rIh ()]° (11.14)
2

ou r; est un facteur de pénalité attaché a la fonction de pénalisation h* qui représente un
"dépassement de contraintes' relatif alafonction h; (Figure [1-3).

On obtient de la sorte le critére de performance pénalisé a minimiser :

47



Chapitrell. Optimisation de mouvements de systémes articul és en boucle ouverte et boucle fermée

Jp(u) = éfr (x(®),u(®)dt (11.15)

0
La minimisation de J, doit étre effectuée pour une valeur de r éevée. Plus cette valeur est

élevée et plus petite seralavaleur résiduelle de I'intégrale des hi+2 . L’ efficacité numérique de
cette approche a été mise en évidence dans [BES 95]. Dans [DAN 98] les valeurs de r
peuvent aller jusqu’ & 10°. Pour les problémes traités au chapitre 111, des valeurs de I’ ordre de

102 ou 10° suffisent pour satisfaire les contraintes avec une bonne approximation.

[1.3.6 Application du principe du maximum de Pontryagin

Par I'introduction du critéere augmenté (11.15) le probléme de commande optimale
contraint initialement posé se trouve réduit a un probléme d’ optimisation non contraint (sur
I’état x). Les inconnues sont I'état, ou trajectoire de phase, t® Xx(t), et la commande

t ® u(t). Ellesdoivent minimiser le critere J, de (11.15), soit :
r grand, IVTIiL?Jr(u) (11.16)
u
et satisfaire I’ équation d’ état (11.1), soit :
th [to,ta] , X(®) = f(x(1),u(t) (1.17)

accompagnée des conditions initiales et finales compl étement spécifiées (cf. (11.2)) :

i X(to) =X
i (11.18a)
tox(t) =x
ou incompl étement spécifiées (cf. (11.3)) :
b Y a(X(t) =0
(11.18b)

Fy () =0

L’ application du principe du maximum de Pontryagin [PON 62] va permettre de transformer
ce probleme d’ optimisation en un probléme différentiel avec conditions aux limites aux deux
bouts. Dans ce but, on introduit lafonction de Pontryagin (ou hamiltonien) H telle que:

wl A% H(x,u,w) =w' f(xu)- £, (x,u) (11.19)
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S'il existe une solution t ® (x(t),u(t)) au probleme (11.16,17,18), le principe du maximum

(voir, par exemple, [PON 62], [BRY 75], [IOF 79], [LEW 95]) montre qu'elle satisfait
nécessairement aux conditions d’ optimalité suivantes :

Il existe une fonction t ® w(t)T A?" et des multiplicateurs | ;T A™etl,T A™ tels

quet ® (x(t),u(t), w(t),l ,,l ,) satisfaita:
() I’équation adjointe :

adTH (x(1), u(t), w(t)) 0

"t [te,t,],  W(t)= x - (11.20)
(ii) la condition de maximalité de I” hamiltonien :
"t [to,t,] . H(X(),u(t),wt) = T%X H (x(t), v, w(t)) (1.21)
(iii) et aux conditions de transversalité :
i _ Ty 4
- W(tp) = - 1] -2 (X(to))
’ P (11.22)

|
|
1
) =1 1:yT—XZ(x(tl»

Rappelons que U dans (11.21) est le domaine de commande admissible défini par les
inégalités (11.4).

Notons que lorsque I'éat initial et I'éat final sont completement spécifiés, la condition
d optimalité (11.22) disparait et, avec elle, les multiplicateurs | , etl ,. De plus, lorsque la
commande n’est pas contrainte, la condition (11.21) se réduit simplement a la condition de
stationnarité de I” hamiltonien par rapport a u, soit (cf. [BRY 75], [LEW 95]) :

H,=0 (11.23)

Le grand intéré du principe du maximum de Pontryagin réside dans la condition de
maximalité (11.21) qui permet d’ exprimer a tout instant la commande optimale u en fonction
del’état x et de |’ état adjoint w. Lorsgue (11.21) se réduit a (11.23), la formulation explicite des
u, est possible. En effet, compte tenu de (11.1) et (11.6), H S explicite souslaforme:

H =termesi ndépendants deu

+a Wn+k§a Bkl i ;' a X; gl
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On en déduit immédiatement que la commande optimale u; doit satisfaire

n
[o]

H., = a W By - X g7t =0
k=1

D'ou:

& Wi (1) By (X(V)
i=1..,n, u(t)=*t - (11.24)
Xi0i

Lorsque U dans (11.21) est borné et défini par (I11.4), la commande optimale u; prend la

forme de la fonction saturée de I’ expression précédente (cf. [LEW 95]), soit :

T2 W 1) By (1) 2
U, (t):satgkzl . T, i=1..n (11.25)
X;0i

ou sat est définie par :

} sat@=q s fa|£g™
|
f sat(g) =q™sign@@) s [g|>q™

oli g ™ est une valeur spécifiée a ne pas dépasser.

Dans (11.1) et (11.20), en substituant a u son expression (11.25), I’équation d état (11.1) et
I’équation adjointe (11.20) prennent la forme du systéme différentiel du premier ordre de
dimension 4n, aux inconnues x et w, tel que:

- i X(t) = Gy(x(t), w(t))
th [to,t], i (11.26)
T W(t) = G,(x(t), w(t))

ou G; et G, représentent les seconds membres de (11.1) et (11.20) respectivement et exprimés
en fonction de x et w par I'intermédiaire de (11.25).

Ce systeme est accompagné des 4n conditions aux limites compl étes (cf. (11.18a))

i X(to) = Xo

. (11.27)
tx(t) =x

ou biendes n, +n, (<4n) conditions (11.3), soit
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P Y 1(X(t) =0

I (11.283)
ty2(x(t))=0

auquel s goutent dans ce cas les 4n conditions aux limites complémentaires (11.22), soit

wito) =1 2 (1)

(11.28)
wit) =17 22 ()

N
Ve
~

Ainsi, le probleme d’ optimisation dynamique posé se trouve ramené :

- alarésolution du probleme différentiel aux deux bouts (11.26,27), aux 4n inconnues
t® (x(t), w(t)),

ou hien

- au probleme algébro-différentiel (11.26,28ab) aux (4n+n +n,) inconnues
t® (x(t),w(t),l ,I ,) devant satisfaire le systéme (11.26) et les (4n+n, +n,) conditions aux
limites (11.28a,b).

1.4 Systémes a boucle fermée

Nous nous attachons dans cette partie a élargir I’ étude réalisée dans le paragraphe
précédent aux systemes a boucle fermée. Nous allons ainsi montrer comment il est possible de
formuler le probléme d optimisation de mouvements de systemes cinématigquement fermeés en
élargissant laformulation du probléme posé pour les systemes a boucle ouverte. Le traitement
des conditions de fermeture de boucle, cinématiques et sthéniques, ainsi que la construction
du domaine de commande admissible seront plus particuliérement dével oppés.

Rappelons qu’ un des principaux objectifs visés du travail présenté est d’ engendrer un pas de
marche optimal complet de bipédes plans. Aingi, et afin de faciliter la présentation de notre
démarche, nous prendrons |I’exemple, qui est assez général, d' un bipéde plan a sept corps
segmentaires (Figure 11-4) pouvant étre réduit a cing en |’ absence de pieds.
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PDA  PSA

-

Xo

A, A, B, B,

Figure I14. Configurationsinitiales et finales des deux phases de double (PDA) et simple
appui (PSA).

Rappelons qu’ un pas de marche d’' un bipéde mécanique se décompose en deux phases
principales : une phase de simple appui (PSA), ou phase unipodale, durant laquelle le pied
arriere est transféré en position de reprise d’ appui avant, et une phase de double appui (PDA),
ou phase bipodale, qui est la phase propulsive de la marche au cours de laguelle le systeme
locomoteur travaille en boucle cinématique fermée. C’ est cette phase de double appui qui va
retenir toute notre attention dans ce paragraphe. Une telle configuration de boucle fermée
engendre non seulement une redondance cinématique mais aussi un suractionnement rendant
la dynamique particuliérement délicate a traiter. En fait, c'est le respect de I’ unilatéralité des
appuis au sol qui représente dans le cas de la marche la difficulté la plus contraignante.

[1.4.1 Paramétrage et conditions de fermeture de chaine

Le choix d' un paramétrage avec le pied d' appui de la phase unipodale maintenu a plat
sur le sol permet d'introduire une configuration minimale a six parametres pour le bipéde a
sept corps (ou a cing parametres dans le cas du bipéde sans pieds). Cette configuration est
élargie a sept paramétres pour la description de la phase bipodae (Figure 11-5) avec une
ouverture de chaine au niveau du contact pied-sol avant. En rédlité, s I'on prend g, = cste
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(angle de rotation absolue du pied arriere en PDA) durant la phase unipodale, les deux
paramétrages sont alors identiques, ce qui permet de formuler le méme modéle dynamique
pour les deux phases du mouvement.

Figure 11-5. Paramétrage de la phase de double appui en boucle ouverte

Les relations de fermeture de chaine sur la durée [t,,t;] de la phase bipodale sont

définies par deux types de conditions. Il y a dabord celle qui exprime la réalisation de
I’ appui-talon en B, (Figure I1-5), soit :

B,B, © f1(0) X, +f ,(q)Y, =0 (11.29)

Etil y acelle qui traduit I'“abattée” du pied, ¢’ est-a-dire sa mise a plat en contact avec le sol
(Figure 11-6), soit :

d°f,4(q(t) =0 (11.30)

Danslasuite (§ 11.4.4, 11.4.5), nous chercherons a satisfaire les trois contraintes égalités :
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th]t,.t,], f.(qt)=0, i=123 (11.32)

en minimisant leurs valeurs quadratiques résiduelles :

3
Ming(q) , 9(a) =a zf (q) (11.32)

i=1
ou les z; sont des facteurs d’ adimensionnement et de pondération dont les valeurs permettent

de modérer ou d’ accentuer I’ effet minimisant sur chacune des fonctions f ; .

FB,

FB;

Figure 11-6. Systeme de 3 forces FB;, FB,, FB1, appliquées au pied libéré, équivalent aux
forces de contact.

Les conditionsinitiales et finales doivent étre définies en tenant compte des données suivantes :
t=t,, BB, =0, d =d, > 0(contact talon), d, valeur donnee (11.333)
t=t,, BB, =0, d=0 (contact pied & plat) (11.33b)

ou d estI'angle quefait le pied avant avec le sol (angle d’ abattée).

Il faut noter que la donnée initiale (11.33a) sur d n’est pas compatible avec la contrainte
égalité (11.31) : f ;(q) =0. En revanche, comme cette contrainte est traitée de fagon moins

restrictive dans (11.32), cette incompatibilité est levée.

[1.4.2 Description des forces de liaison

Dans |’ exemple considéré, les forces de liaison qui assurent la fermeture mécanique de
la boucle sont en fait des forces de contact unilatéral. Comme nous I’avons vu dans le
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paragraphe 1.3.2.4, aux efforts de contact exercés par le sol sur le pied "libéré", nous
substituons un systéme d'efforts équivalents représenté par deux forces verticaes de

composantes FB, et FB, appliquéesen B, et B, respectivement, et d’ une force FB,, portée
par I’ axe horizontal B, X, (Figure 11-6).

Il est &noter que pendant |’ abattée, le contact en B, n'apaslieu donc FB, = 0.

Ces trois forces inconnues sont considérées comme un systéme de forces extérieures qu'il faut
appliquer au pied pour le maintenir en contact avec le sol lorsque les contraintes de fermeture
(11.31) sont satisfaites.

L es conditions de contact impliquent les inégalités suivantes :

FB, >0
i (11.34)
iFB, >0

|FBy,| < f(FB, +FB,) (11.35)

Les conditions (11.34) traduisent |’ unilatéralité du contact.

La condition (11.35) est une condition de non-glissement sur sol sec (loi de Coulomb; f est

un coefficient de frottement ou d’ adhérence).

11.4.3 Domaine de commande admissible

Les variables de commande proprement dites sont les couples actionneurs articulaires
qui impulsent et contrélent le mouvement. Les forces appliquées au pied avant sont
introduites comme variables de commandes additionnelles qui contrélent la position du pied.
Le vecteur u des commandes u; prend donc I’ expression suivante :

u=(U,...,uy)" ° (C2,...C2 FB,,FB,,FB,)" (11.36)

ou N =10 et n=7 pour le cas du bipede plan a sept corps.

Les limitations technol ogiques des actionneurs sont traduites sur les couples articulaires par
les contraintes :

"t [to.t] . U EU™, T£7 (11.37)
La condition d’ unilatéralité du contact (11.34) devient :
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"t1 [t,,t,], O<u(t), i=89 (11.38)
Elle est complétée par la contrainte de non glissement (11.35), soit :

"t [t ta] L Ui (t)] < f(Ug(t) +ug(t)) (11.39)
ou f estun coefficient de frottement (ou d’ adhérence).

Le systeme d'inégalités (11.37), (11.38), (11.39) définit un ensemble de commandes admissibles

qui est, & tout instant, un convexe de |’ espace euclidien EN .

La contrainte (11.39) qui lie plusieurs u; entre eux est a distinguer des précédentes

dans lesquelles les u; sont bornés indépendamment les uns des autres.

Lorsqu’il est limité par les seules contraintes (11.37), (11.38), le domaine de commande

,,,,,

dans |’ espace des commandes. Les inégalités (11.38) montrent que cet ensemble n'est pas
nécessairement borné dans ladirection des ug et u, positifs. Il Iest, en fait, implicitement. La
Figure 11—7 montre une section de cet hyperparallélépipede dans le plan de coordonnées

(Uj,u;) avec i £7 et j £7 par exemple.

Ui

\ 2

_quax

Figure 11-7. Section dans un plan (u;,u;) du domaine de commande admissible défini par des
contraintes de type (11.37), (11.38).

[l faut souligner que, dans ce cas, la condition de maximalité (11.21) de I’ hamiltonien H , est
tres simple atraiter (cf. (11.25)).

Les contraintes de type (11.39) conduisent a une situation tout afait différente. Elles éliminent
des demi-espaces a plans obliques dans I’ espace des commandes (Figure 11-8). Ceci a pour
effet de tronquer le parallélépipede précédent. L’ ensemble U des commandes admissibles est

aors un polytope convexe de EN .
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Figure 11-8. Le domaine de commande admissible défini par les contraintes "obliques® (11.39)
est un diedre dont (O;ug,Ug) est le plan bissecteur.

L orsque dans un mécanisme bouclé on réalise I’ ouverture de la chaine cinématique au niveau
d'une liaison bilatérale, il n'y a pas de contraintes obliques entre les u; . Laformulation de la

commande optimale qui satisfait la condition de maximalité (11.21) est alorsimmédiate.

I1.4.4 Le cas de contacts unilatéraux non libérés

Des conditions d’ unilatéralité du contact et de non glissement, semblables a (11.34) et
(11.35) doivent étre satisfaites sous le pied porteur en phase unipodale et sous le pied arriere
en phase bipodale (Figure 11-9).

FA, FA,

(&)

[
»

A, FA, A,

Figure I1-9. Systeme de 3 forces FA;, FA,, FA12 appliquées au pied non libéré.

Compte tenu des notations de la Figure 11-9, et par analogie avec les notations introduites
pour décrire un systéme d’ efforts de contact agissant sous le pied avant en phase bipodale
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(Figure 11-6), on peut prendre en considération, pour le pied arriére, les efforts réunis dans le
vecteur atrois composantes :

FA=(FA,FA, FA)'
qui admet e type de dépendance (voir [BES 92])
FA=D(X)u+V(X) (11.40)

linéaire-affine en u, ou D est une matrice de dimension 3" N, et V est un vecteur de
dimension 3.

Cestroisforces doivent satisfaire le jeu de contraintes :
- FA <0

- FA, <0 (11.41)

}ezlsi FA, >0
eFA, - f(FA +FA) <0, i

f e=-1snon

— ] —— ] —r — —

Du fait d une dépendance linéaire-affine en u de type (11.40), les inégalités (11.41) ont pour

effet o diminer des demi-espaces de |’espace A" des commandes admissibles. Le domaine
admissible U défini par les contraintes (11.37,38,39) est a nouveau tronqué par des
hyperplans obliques pour le transformer en un polytope de volumes réduit par rapport au
précédent.

[1.4.5 Critére pénalisé

Comme pour les systemes a boucle ouverte, nous privilégions la minimisation des couples
actionneurs. Le codt intégral est donc de laforme suivante :

ty

J(u) = ¢y(x(t),u(t))dt (11.42)
ou (cf. (11.6)) :
18
E(X’u):iaxi(giui )? (11.43)

i=1
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Le traitement des contraintes inégalités sur |’ état reste inchangé : il s effectue au moyen du
lagrangien augmenté (11.14). Maisil S'y gjoute ici la prise en compte des contraintes égalités
(11.31), sous la forme (11.32). On construit ainsi le lagrangien a double fonction de
pénalisation :

£y OXEELUCD) = £(X(0),U(D) +r—219(x) +%(h*)T Dh* (11.44)

ou r, et r, sont des facteurs de pénalité, etD est une matrice de pondération. Le critére a
minimiser devient donc :

3oy () = & p, (XD, LD (11.45)

[1.4.6 Conditions d’optimalité

Les conditions d optimalité (11.20,21,22) énoncées par le principe du maximum de
Pontryagin restent formellement inchangées. Mais un probléme nouveau est posé par la
condition de maximalité (11.21).

Rappelons que lorsgue le domaine de commande admissible U est, a chague instant, un

parallélépipéde de EN afaces parallées aux plans de coordonnées, aors la condition (11.21)
est trés simple a traiter. Elle conduit a formuler les commandes optimales comme fonction de
I"état x et del’état adjoint w sous forme explicite smple. Le résultat (11.25) est un exemple
de formulation de ce type (sans dépendance explicite par rapport a x dansle castraité).

Lorsque les sous-ensembles U sont des polytopes de EN (des convexes & facettes obliques),
il n"est plus possible d exprimer explicitement les commandes optimales en fonction de x et
w. Il faut atout instant t, pour x(t) et w(t) définis a cet instant, déterminer numériquement
I'édlément u de U qui maximise H en (11.21) (élément unique, car pour un critére
quadratique en u, on maximise une fonction concave sur un convexe).

L’ opération de calcul de la commande optimale par |’ expression explicite (11.25) est de colt
quasi nul. Elle devient colteuse a réaliser pour le traitement de contraintes "obliques'. De
telles contraintes ont été traitées dans [BES 93] et [BES 02]. C'est une implémentation qui
reste a faire en complément du travail réalisé dans le cadre de ce mémoire. Dans les résultats
présentés dans le chapitre 111, les contraintes (11.39) seront vérifiées a posteriori.
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[1.4.7 Techniques de résolution

Pour optimiser la phase unipodale de la marche, dans le plan sagittal, Rostami dans
[ROS 98,01] utilise une méthode de tir décrite dans [BRY 75]. Il résout ainsi un probléme
d optimisation de type (11.16,17,18a) dans sa formulation finale (11.26,27). Cette méthode
manque de robustesse numérique pour traiter les contraintes sur |’ état par la technique du
lagrangien augmenté (11.44,45). Nous utilisons pour cela un code de calcul qui implémente un
algorithme de différences finies. Il s'agit du programme DO2RAF de la Nag Fortran Library
[NAG 92]. Ce code de cacul a été largement utilise dans [DAN 98] pour traiter des
problemes d’ évitement d obstacles. Il supporte des valeurs élevées des facteurs de pénalité
(jusqu'a 10° dans [DAN 98]). Mais cette technique nécessite des solutions d'initialisation
relativement précises. La méthode adoptée consiste a résoudre d’'abord des problémes peu
contraints en utilisant la méthode de tir. Les solutions obtenues sont aors utilisées pour
amorcer une premiere convergence en meéthode de différences finies. Les facteurs de pénalité
peuvent alors étre graduellement augmentés jusgu’a une valeur finale suffisamment grande,

de I’ordre de 10% & 10° dans les exemples traités dans |e chapitre |11, pour constater que les
contraintes sont satisfaites avec une bonne approximation.

1.5 Conclusion

Le probléme d optimisation dynamique de mouvements de systémes bouclés a été
ramené a la formulation d'un probléme de commande optimale non contraint, relativement
simple a traiter. Cette formulation finale a été obtenue en considérant, d'une part, les efforts
appliqués au niveau de la liaison libérée comme des variables de commande, et, d’ autre part,
en traitant les relations de fermeture de boucle comme des contraintes additionnelles sur les
variables d'état. Cela se traduit, en premier lieu, par une augmentation de la dimension du
domaine de commande admissible, mais conduit aussi a sa réduction par troncatures par des
contraintes “obliques’. En second lieu, une fonction de pénalisation doit étre injectée dans le
critere, ce qui Saccompagne dun facteur de pénaité supplémentaire. Le traitement
numérique de problémes d’ application de ce type est effectué dans le chapitre suivant.
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1.1 Introduction

Comme indiqué dans le chapitre |, les applications numériques traitées dans ce
troisieme chapitre concernent des systémes plans. Deux types de systémes sont a distinguer
selon qu’ils comportent ou non des liaisons unilatérales.

Dans une premiere partie nous traitons I’exemple d'un systeme 5-barres suractionné
dont toutes les liaisons sont bilatérales. Les exemples de ce type conduisent a des problémes
d’ optimisation peu contraints qui sont relativement simples a résoudre.

Les systémes bouclés, soumis a des liaisons unilatérales, sont beaucoup plus délicats a
traiter numériguement que les précédents. Cela tient aux contraintes caractéristiques de
I’unilatéralité des contacts qui restreignent séverement le domaine de commandes
admissibles. Les applications traitées concernent la marche sagittale de robots bipédes. Cette
recherche de pas de marche optimaux est motivée par I’ existence de deux bipedes mécaniques
réalisés dans le cadre de programmes concertés entre divers laboratoires francais. Les
premiéres simulations concernent le robot "RABBIT" (cf. 8I11.3.1) a cingq corps et quatre
articulations actives. Les simulations les plus complexes sont celles du robot "BIP" (cf.
8111.3.2) considéré dans un modél e sagittal a sept corps et six articulations actives. La marche
engendrée dans ce cas s apparente ala marche humaine.

[11.2 Systéme plan a boucle fermée avec liaisons bilatérales

Dans ce paragraphe nous proposons |'étude d'un systéme plan a quatre corps
segmentaires articul és sur une base fixe.

[11.2.1 Description du systéme

Le systéme est schématisé sur la Figure I11-1. Les quatre segments articul és sont indicés
de S, a S,, labase est notée S;. Une charge S; représentée par une masse concentrée est

située en O;. Toutes les articulations sont supposees actives. Le systeme se meut dans e plan
vertical.
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Figure I11-1. Systéme 5-barres avec ouverture de chaine en Os.

Les notations générales sont celles du paragraphe 1.3.3. Le dimensionnement du systéme est
défini dansle Tableau I11-1 :

longueurs masses C.I. inertie
(m) (kg) (m) (kg.m?)
S 0.4 2. 0.2 0.107
S 0.4 2. 0.2 0.107
Ss 0.4 2. 0.2 0.107
Sy 0.4 2. 0.2 0.107
S - 5. - ;

Lachaine articulaire est ouverte al’ articulation fixe située en O;.

Tableau 111-1. Dimensionnement du systéme plan 5-barres.

La configuration d’ étude est définie par le paramétrage absolu :

q= (CI1a---aQ4)T

Cette configuration est soumise ala condition de fermeture :

64

9(a) ° 0505 =0




Smulations numériques Chapitrel 1l

Les efforts qui réalisent la liaison mécanique lorsgue la contrainte précédente est satisfaite
sont représentés par la composante tangentielle FO5, et la composante normale FO5, dela

force de contact appliquée en Og exercée par la base (S;) sur le segment (S,) (voir Figure
-1) :
FO5=FO5, X, + FO5,Y,

Il 'y gjoute le couple exerceé par S, sur S, qui, comme en (1.30), sedécomposesous laforme::

C(S, ® S)=C¢ +C2

ol C¢ est un couple d’ amortissement et C2 est un couple actionneur.

[11.2.2 Modéle dynamique
Dans |’ expression qui définit |’ énergie cinétique du systéme
R R 1.1 .
TS E-ES) =54 M(a)q

lamatrice de masse M (q) admet lareprésentation simple (cf. §1.3.3) :

g M11 E12C12 EI3CI3 EI4Cl4
é M22 E23C23 E24C24
M = M33 E34C34 (I1.1)
: ym Ma4 D
g o
oul’onaposé:
Cij =cos(q; - q;)

et ou les coefficients Mij et Eij sont des constantes dépendant des caractéristiques

géométriques du mécanisme, soit :
M11= 1, + Mygel” ; M22= 1, +Myef? ; M33= 1, +myr? ; M44=1, ;
E12 =r (mya, + mysr,) ; E13=r,(mya; + myr;) ; E14=r,m,a, ;

E23=r,(mya; + myr3) ; E24=r,m,a, ; E34=r;m,a,
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Les efforts actifs auxquels est soumis le systeme proviennent, d une part, de la pesanteur,
d'autre part, des couples actionneurs articulaires, et, par ailleurs, des efforts de liaison en Og

qui sont traités comme variables de commande.

Le potentiel des forces de pesanteur prend laforme :
V(q) =V,S1+V,S2+V,S3+V,S4
ou S =sin(qg;);lesV, (i =1...4) sont les expressions constantes :

Vi = g(myay + Mygyely) ;5 Vo = g(mya, +Myysty) ;5 Vs = g(mgag + myrs) ; V, = gmyay

Lesforces généralisées Q° dues ala pesanteur s écrivent dors:

QY =-v, (V,i°V,/1q,), i=1..4 (1r.2)

Au niveau de chaque articulation, nous avons un couple actionneur noté C?, i=1,...,5,

représentant le couple exercépar S_; sur S, i =1...4,etpar S, sur S, pour i =5,

Les forces généralisées dues aux forces de liaison en O S €crivent :

Q' =-1, S FO5, +1,.CiFO5, , i=1..4 (111.3)

y )

ol § =sin(q;), Ci =cos(q;), r; est ladistance inter-articulaire (r; © [0,0,,4]), i=1....4.

L e vecteur des variables de commande est de dimension 7, son expression est |a suivante :

u=(u,...u;)" ° (C#,C3,C5,C3,CE FO5,,FO5,)" (111.4)

L’ ensemble des formulations précédentes nous permet d'écrire les équations de Hamilton
sous laforme générale donnée en (1.33) :
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|-
jG=a M;(d)p; ° Fi(a, p)

i=1..4 | =1 (111.5)
+ pi:%FTM,iF'V,i-"Qid"'ui'ui+1+riCiu6'risu7

ol Q% est défini commeen (1.33), soit Q =-a,(F.,- F).

111.2.3 Critére et contraintes

La distance Hosogu, traduisant I'ouverture de chaine, exprimée en fonction des

paramétres de configuration, a pour expression :
' 2
HOsOs(Q)H = (- L+1,Cl+...+1,C4)2 +(r,SL+...+1,54)? (111.6)

Celle-ci est injectée dans le lagrangien (11.6) pour donner |e lagrangien augmenté :
1 3 1 4 1 SN
£, (X(1),u(t)) = Enlé X; (9u;)? +Emf axu)? +Erd98H0505(X)H (11.7)
i=1 i=6
ou
- m, m; sont des coefficients de pondération dont le rble est de privilégier la
minimisation des couples articulaires par rapport aux forces de contact ou inversement,

- ry est le facteur de pénalité correspondant & la fonction de pénalisation dépendant de

ladistance Hosogu :

Le critére a minimiser est donc:

Jp (u) = @« (X(1), u())dt

fo

[1.2.4 Expression de la commande optimale

L’ hamiltonien (11.19) al’ expression suivante :
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_ f? 1 ('.'05 2 1 07 2 1 . 2
Hxu,w) =a w (t) f;(xu)- Em:a X (Qiu;)” - Emf ax@u) - Erdgsuo5o5(x)u
i=6

i=1 i=1
Pour i =1..7, les conditions d'optimalité H,, =0 nous fournissent les expressions des

commandes optimales :

U = Ws /(Mx,g7)

U, = (Wg - Ws)/(MX,95)
Us = (Wy - We) /(MX393)
Uy = (Wg - Wy ) /(MX,95)

Us =-Wg /(rrLX5952)

aas 0
Us = - &aA Wasi rigil(mfxegg)
i=1 (4]

& 0
Uy = Gal Wasi 1 Ci /(M x,97)
i=1 %)
L’injection de ces expressions dans (111.5) permet d’'aboutir a la formulation d’un systéme
différentiel fermé de type (11.26).

[11.2.5 Résultats numériques

Les résultats présentés ci-dessous ont été établis avec le dimensionnement du
mécanisme donné dans le Tableau 111-1, la durée de transfert est fixée 4 0.42s.

Les états initiaux et finaux sont completement spécifiés, et sont symétriques en position. Les
vitesses initiales et finales sont nulles.

Exemplel : transfert d’amplituderéduite

La Figure I11—2 montre le mouvement optimal obtenu pour un faible débattement articulaire.

b om
La dépense énergétique, calculée sur la base de la formule J, = (‘ﬁ z;|a (t)u; (t)dt, est de
to i=1

12,0 J. Lacharge S; suit une tragjectoire incurvee.

La distance résiduelle O;0, obtenue pour un facteur de pénalité ry =150 est de I’ ordre de
0,05 mm.
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o} Os

Figure I11-2. Mouvement optimal d’amplitude réduite a liaisons bilatérales.

Les graphiques de la Figure 111-3 montrent les variations des couples actionneurs et des
vitesses articulaires. C'est le couple situé alaliaison O; qui produit au départ I’ effort le plus
important.

gal (S0 = 51) —
= an | ga2 (81 == 52} -— |
Gad (B2 -= 53] -
gad (53 -» 54

qas |54 - 50)

2

5=
ida
s et

X

q

| asan
=

T |

couples actonneurs articulaies [ Nm)
o
)
\
b
)
—a
vitesses aricualaires relatives (rads)
i
—a o
A \
/
/ |
19
;

-0 L ._d_.-"” b -2 e -;____.4'
.-"ff H'\-—___ R -
30 4 -3
G051 015 0z 025 03 035 64 Y0 U 67 615 02 08 03 045 oF
x : iﬁﬂ'lF;v’-"' (k1] i e E 1BITpS r5?. ¥ ! tE )

Figure 111-3. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires rel atives.

Les forces d'appui au sol en O, et Oy sont représentées sur la Figure I11-4. Elles sont
quasiment constamment positives sauf en début de transfert ou FO5, prend des valeurs

|égérement négatives (force d’ arrachement).
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Figure I11-4. Evolution des forces d’ appui en O; et Os.

Exemple 2 : transfert de grande amplitude

La Figure 111-5 montre le mouvement optimal obtenu pour un transfert de grande amplitude.
L a dépense énergétique s’ en trouve augmentée : 40,7 J.

Figure 111-5. Mouvement optimal de grande amplitude a liaisons bilatérales.

Les variations des couples actionneurs et des vitesses articulaires sont représentées sur la
Figure 111-6. Les couples suivent des évolutions sensiblement différentes que celles obtenues
dans I’ exemple 1, avec surtout des valeurs extrémal es beaucoup plus élevées.
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Figure 111-6. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires relatives.

Les forces d'appui, représentées sur la Figure 111-7, montrent bien le transfert du poids du
mécanisme de O, vers O;, avec un effet d’ allegement ala décélération précédant I’ arrét.
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20 FO y-ngiE iEI ------ g
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Figure 111-7. Evolution des forces d’ appui en O; et Os.
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[11.3 Essais de syntheses optimales de la marche sagittale

Dans ce paragraphe nous réalisons la synthése de pas de marche de deux robots bipedes.
La premiére simulation concerne un bipéde plan sans pied a cing corps (robot bipéde
RABBIT) et la seconde concerne la marche sagittale d'un bipede a cinématique
anthropomorphe (robot bipede BIP).

[11.3.1 Bipéde sans pied

RABBIT (voir Figure 111-8) est un robot bipéde construit et développé dans le cadre
du PRC (Programme de Recherches Coordonnées) "Commande de robots a pattes’ du GdR
Automatique, programme actuellement poursuivi dans le cadre du projet "Commande pour la
marche et la course d’ un robot bipéde" du programme interdisciplinaire de recherche ROBEA
(Robotique et Entités Artificielles) du CNRS. Le principal objectif de ce projet est de
concevoir un robot a architecture mécanique simplifiée, capable de marcher, de courir et de
réaliser latransition entre lamarche et la course.

Figure I11-8. Robot bipéde RABBIT. Figure 111-9. Le bipéde RABBIT et son
dispositif de guidage.

Le prototype est constitué de deux parties principales : le bipéde proprement dit,
composé d’'un tronc et de deux jambes bisegmentaires sans pied, et le systéme de guidage
constitué d’ une perche fixée au robot et reliée a une colonne centrale (Figure 111-9). Le robot,
en rotation libre autour de la perche, voit ainsi ses mouvements limités a une évolution plane.

72



Smulations numériques Chapitrel 1l

Le contact pied/sol se fait au moyen d’ une roulette frontale implantée sur chague segment
inférieur, qui assure ainsi I’équivalent d’un contact radia glissant a frottement négligeable.
De cette facon, I’ action de contact avec le sol est limitée a deux composantes seulement : la
composante normale et la composante tangentielle dans le plan sagittal.

longueurs masses C.I. inertie

(m) (kg) (m) (kg.m?)
tibia 0.4 3.2 0.127 0.1
cuisse 04 6.8 0.163 0.25
tronc 0.625 20 0.2 2.22

Tableau 111-2. Caractéristiques dimensionnelles et inertielles de RABBIT

Le nombre de moteurs se trouve réduit a quatre. Le systéme actionneur doit permettre des
évolutions rapides : 5 km/h pour la marche et 12 km/h pour la course. La consommation
d énergie durant la marche est importante, ¢’ est pourquoi les concepteurs ont particuliérement
pris en compte cette contrainte avec le choix d'une répartition massique qui minimise les
inerties segmentaires des pattes. RABBIT est un bipede |éger et robuste (voir Tableau I11-2).

[11.3.1.1 Données cinématiques du bipede plan a cing corps

LaFigure [11-10 décrit I’ agencement cinématique du bipéde. Nous nous intéressonsici
plus particulierement a la phase de double appui au cours de laguelle les deux pattes forment,
avec le sol, une boucle cinématique fermée et suractionnée (2 degrés de liberté pour la boucle
qui est animée par 3 actionneurs, auxquels s gjoutent 1 actionneur et 1 ddl pour le tronc).

Le dimensionnement du bipéde est déterminé par les données suivantes définies sur |a base de
la représentation schématique de la Figure 111-10 :

00,=rX; , 1=1..3; r,distanceinter-articulaire
0,0, =r1,X,

O0G =aX;; G;,centredinertiedusegment S , i =1...,4
0;Gs = a5 X5
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m , massede S

li =152,(S) , moment d'inertiede S par rapport al’axe articulaire (O,; Z,)

Figure 111-10. Bipede plan en phase de double appui avec ouverture de la boucle cinématique
en Os, au niveau de |’ appui de la patte avant.

Un tel systeme plan comporte quatre articulations : deux articulations genou et deux
articulations ala hanche. Celles-ci sont coaxiales.

Comme précédemment nous introduisons un paramétrage articulaire absolu défini par les
angles orientés (voir Figure [11-10) :

G = (X0, Xi)z, » 1=1....5

Données minimales définissant un pas de marche

Afin de définir compléetement un pas de marche dans ses configurations initiales et finales, en
positions et en vitesses, il est nécessaire d'introduire certaines données. Ces données
minimales sont constituées, d’ une part par la longueur de pas LPAS du mouvement, et,
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d autre part, par les coordonnées de position (xg, yi3 et x:j : ysf) et les composantes de

vitesse(u}, V4 et uj , vi ) al’instant initial et &1’ instant final delahanche (voir Figure 11-11).

<> <>
LPAS LPAS
=, @ ) =y

Figure 111-11. Schématisation des données minimales définissant un pas de marche en phase
de double appui, al’ état initial (a) et al’état final (b) pour le bipéde 5 corps.

A partir de ces neuf données minimalesil est possible d établir les expressions des parameétres

articulaires initiaux et finaux (qi.q), k=1..5) ans que leurs vitesses

(qL etqkf , k=1,...,5) en phase de double appui, soit, pour les g; :

qp =a, + Arccos(&i cosa,) q, =az+ AFCCOS(&f cosa 3)
X3 X3

g, = ATAN2(SI',C1') g, = ATAN2(SL',c1")

i _ G, f_ Cy

q, =a, - Arccos(—-cosa,) q, =a, - Arccos(—-cosa,)
X3 X3

q, = ATAN2(S3',C3) qs = ATAN2(S3',C3")

qIS = Cste q5f = Cste
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ou

yi - yi yf - yf
alerCth_?’az:Arctgm’a3:ArCth—?;,a4:Al’CtgLPAS—3Xf
3 -7 3 e

.2 . . . 2
i i 2 2 i\2 i 2 2 f f 2 2
Xg +Yz3+rIs +1] c :(LPAS- X3)“ +y3+r +rg c Xy tY; try ot

“@= 2, 12 2r, P 2r, ’

_ (LPAS- Xd)2+yd +r2+rd
N 2r,

On observe que les expressions qui définissent les a; présentent des singularités lorsque le
centre de rotation de la hanche O; est a la verticale des points d'appui O; et Os. Ces
singularités sont évitées en choisissant une projection verticale de Oz comprise strictement
entre O; et Os.

Etles g :
J_ uxC2' +vyS2 ¢ usc2’ +v) s2f
P R 1 .
rsin(c; - d5) rsin(ey - d;)
G uiCl +vist gouict +visf
2= o iy QD ="+
I’28|n(q1 - qz) I‘28|n(q1 - qz)
i _ UsC4' +vyS4 f_UsC4' +v; 84
L , :
rsSin(ds - ds) rSin(ds - q )
G uyC3 +V;S3 ¢ uic3’ +y)s3f
—'— 4 - .
rySin(d - d) rysin(d; - dg)
s =05 =0

On évite les singularités qui apparaissent aux dénominateurs lorsgue les jambes sont tendues
en introduisant des postures initiales et finales fléchies.

[11.3.1.2 Modéle dynamique

Ce paragraphe a pour objet la formulation, sous forme hamiltonienne, du modele
dynamique décrivant le mouvement du bipede dans sa phase de double appui. Il S agit, en fait,
d adapter au bipéde, les formulations générales dével oppées dans le chapitre |, §1.3.2.5.

Lamatrice de masse M (g) du systeme prend laforme suivante :
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a1l E12C12 EI3C13 E14Cl4 EISCI15%
é M22 E23C23 E24C24 E25C257

M:g M33 E34C34 0o (111.8)
: ym M 44 o I
g M55 g

ou I'on a pose Cij =cos(q; - q;) €t ou les coefficients Mij et Eij sont des constantes
explicitées ci-dessous :

MI1= 1+ Myguel’ s M22=1, + Mgt ; M33=1,+myrd ; M44=1, ; M55=1, ;
E12 =r,(mya, + Myysl,) 5 EL3 =1 (myag + myr;) ; E14=rm,a, ; E15=rmsas ;

E23=r,(mgag + myr3) ; E24=r,m,a, ; E25=r,msa; ; E34=r3m,a,.

Lors de la phase double appui, la libération du contact en O, de la jambe avant avec le sol

s accompagne de la prise en considération des efforts tels que :

For (S5 ® S;) = Fos X + FosyYo (11.9)

qui représentent laforce exercée par lesol S, sur lajambe S, lorsque laliaison est réalisee.

Les efforts actifs auxquels est soumis le bipéde proviennent, d’ une part, de la pesanteur, et,
d’autre part, des quatre couples articulaires notés respectivement C5,, Ci,, CS, C, «
désignant les couples exercés respectivement par, (S;) sur (S), (S,) sur (Ss), (Ss) sur (Sg) et
(Sg) sur (Sa).

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 11, 81.3.2.4, a ces couples actionneurs articulaires,
nous gjoutons les forces de liaison au niveau du contact libéré en O, soit Fog et FO5y pour

compléter le vecteur des variables de commande dont I’ expression devient :

u=(Uy,...,Ug)" © (cfz,c§5,C§3,C§4,FO5y,FOSX)T

Les travaux virtuels des couples actifs ont pour expression :
W, (S ® S)=C*(S ® ;)W (S;/8) =C{(dq; - dq;)
pour les couples d'indices (i,))=(1,2), (2,5), (5,3), et (3,4).
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On obtient immédiatement |’expression des forces généralistes Q® dues aux couples

actionneurs, soit :

Qf =-Ch, Q =Ch- C3, Qf =C5- C5, Qf =C, Q¢ =C4-C& (1110

Lestravaux virtuels des forces de contact en O, S écrivent :

4 4
W (Fo,) =- Fos, & 1 Sidg; + Fosyﬁol r;Cidg,
i=1

i=1
Il en résulte I’ expression des forces généralisées Qif dues aux force de contact :

Q' =-1SFgs, +1CiFgs , 1 =1...,4 (111.11)

En procédant comme en 111.2.2, on obtient lesforcesgénéralisées Q° dues ala pesanteur, soit :
Q¥=-v, ,i=1..5 (111.12)

v =V;Ci (Ci =cos(qg;)) avec des V, qui ont pour expression :

ouvV, °

Vi = g(myay + Mygyehy) ;5 Vo = g(mya, +Myysty) 5 Vs = g(mgag + myr) ; V, = gmyay ;

Vs = gmsas .

Conformément a la formulation générale du 81.3.3, les équations du mouvement, en
formulation hamiltonienne s explicitent alors sous laforme:

5
g =a M;*@p; ° Fi(a,p)

=1 (111.13)
P :%FTMJF -V, +Qf +Q* +1,Ciug - S ug

1=1..5

— — ———— —

ol QY est défini commeen (1.33), soit Q° =-a,(F.,;- F).
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[11.3.1.3 Critére et contraintes

Larelation de fermeture de chaine suivante Og, Soit : HO@QH =0, conduit al’injection
de lafonction de pénalisation suivante :
' 2
HOSOS(q)H = (- LPAS +1,C1+...+1,C4)? + (r,SL+...+1,54)? (111.14)

dans le lagrangien (11.6) pour former le lagrangien augmenté :

1 ¢ , 1§ , 1 SN
£ () u®) = S MA X (@) + My 8 X (G,U)7 + 4970505 (X (111.15)
i=5

i=1
ou

m., m; sont des coefficients de pondération jouant le méme role que dans (111.7),

ry est un facteur de pénalité.

[11.3.1.4 Conditions d’ optimalité

a) Expression dela commande optimale

L"hamiltonien (11.19) devient :

& 1 4 , 1 & , 1 N
H(xu,w) =g w (t) f; (xu) - Em;axi(giui) - Emf ax@u) - Erdg7H0505(X)H
i=5

i=1 i=1
ou les f; désignent les seconds membres du systéme hamiltonien (111.13), avec I’identité

f; © F pouri=1ab.
En masquant |es termes constants par rapport a u, on peut écrire H souslaforme:

H =[termesc® par rapport au] +wg[- u, +r;Slus +r,Clug]

1 ¢ 1§
+Wg[Ug - 1,S4U5 +1,C4Ug] +Wy[uy, - U,] - Em:é X; (giui)2 - =M é X; (giui)2
i=1 i=5

Pour i =1...6, les conditions H,, =0 donnent alors:
Uy = (W, - We) /(Mxy05)
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U, = (Wg - Wlo)/(m;ngﬁ)
Ug = (Wo - Wg)/(MX303)

Uy = (W - W7)/(m:><49§)

s 0
Us =-&a Wsiili S 1/(me5952)
i=1 /]

aas .0
Us = ga Ws,; I; Ci 1/(meﬁg§)
a9

i=1

Si les u; sont soumis a des bornes du type (11.37) et (11.38) alors les expressions ci-dessus

sont a remplacer par leurs fonctions saturées respectives comme elles sont définies en (11.25).

b) Ecriture du systeme adjoint
L’ équation adjointe (11.20) W(t) =- H,! s explicite delamaniére suivante :
Wo=-wWIF, o, 121,14 (111.16)

ou, compte tenu de (111.14) et (111.15), on peut écrire:

e 6 of o0
——m;ax(gu) += mfax(gu) +—rdg7 LPAS+a rC|— +eq 9z
=1 2 i g i1 2 i=1 ﬂH

Les dérivées du lagrangien augmenté 7, par rapport aux variables d’ état x,, k =1,...,10, sont
alors:

00, =Tq 07 1[LPAS SL+1,S21+1,S31+,541]
0, =Tq Q7 [[LPAS S2+1,S12+1,S32+1,542]
0, =407 I5[LPAS S3+1,S13+ 1,523 +1,543]
0, 4 =14 Q7 T4 |LPAS S4+r1,S14+ 1,524 +1r,S34]
¢, =0,k=5..10

ou Sj ° sin(q; - d;)
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Le systéme adjoint (11.20) a 10 équations s explicite alors sous laforme:

10
C W = - Q W fq + T Oy 1 [LPAS S1+1,S21+1,S31+1,541]

i

1

[ k=1

i 10

i Wo=-a wf,+ry0; rZ[LPAS S2+1,S12+r,S32 + r4S42]
i k=1

T 10

% Wy =- Q W, fea+rq0; r3[LPA883+ r,S13+r,523+ r4S43]
i ot

. o

: W, =- Eol W fq +14 97 r4[LPAS S4+r,S14+r,S24 + r3834]
Py |

I W, =-a wf;, j=5.10

k=1

111.3.1.5Forces de contact appliquées a la patte arriere — conditions de contact

Pour que le contact unilatéral sur la patte arriere soit respecté, il faut que la projection
verticale de la force de réaction du sol demeure positive pendant la durée du mouvement.
Cette force de réaction se décompose ainsi sous laforme (cf. Figure 111-10) :

R(S ® §) =Fp Xo + F01yYo (111.17)

Pour déterminer la composante normale FOly , Il est nécessaire de développer |’ éguation de la

dynamique pour le bipéde complet :

5 5
Amyg(G)=a-mgY, +R(S, ® S)+R(S, ® S;)

i=1 i=1
ol R(S; ® Sy) =Fgs X + Fos, Yo (Fos, €t Fos, traitées comme variables de commande)
En posant |es facteurs constants suivants :

CG(1) = myay + Mygyely

CG(2) = mya, + My,

CG(3) = myaz + myry

CG(4) =m,a,

CG(5) = mya

et les expressions variables suivantes :
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XE(i)=-¢3-¢°Ci
, 1=1..5 ,
YE(i) = 4,Ci - ¢7S
la projection sur X, et Y, de (A.1) nous permet d' exprimer les composantes tangentielle et

normale de laforce de contact en O, :

5
For, =Q CG(i)" XE(i) - Fos,

=1 5 (11.18)
For, =Mg+a CG(i)" YE() - Fos,

i=1

5
ot M= m

i=1

Les conditions de contact (1.34) se traduisent ici par la condition d' unilatéralité :

0< FOly
et la condition de non-glissement :
‘Fle‘ <fFo,

Nous vérifions a posteriori que les solutions optimales obtenues satisfont ces conditions en
utilisant les formulations (111.18).

[11.3.1.6 Résultats numériques

Nous présentons dans ce paragraphe deux simulations réalisées pour le bipede plan a5
corps. La premiere montre un mouvement optimal obtenu lorsque le bipede se trouve en
phase de double appui. Elle est suivie d' une deuxiéme simulation présentant son évolution en
phase de simple appui.

Ces résultats ont été obtenus avec les données géométriques et inertielle de RABBIT (cf.
Tableau I11-1).

Les configurations initiales et finales en positions et en vitesses de la phase de double appui
ont calculées a partir des données suivantes (cf. 8111.3.1.1) :

- lalongueur de pas, LPAS, est égale a 45cm
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- les positions initiales et finales (en cm) de la hanche, dans un repére centré en O,
sont : (15,32 ; 70,0) et (25,56 ; 70,0)

- les composantes de la vitesse de la hanche a I'instant initial et final (en m/s) sont :
(0,99 0) et (1,0 ; 0) soit une vitesse moyenne de progression de 3,58 km/h.

Phase de double appui

o)} Os

Figure 111-12. Mouvement optimal du bipede 5 corps dans sa phase de double appui.

Le mouvement montré sur la Figure 111-12 est effectué en une durée égale a 0,103s. La
consommation énergétique est de 6,7 J. La gesticulation du tronc est imperceptible. La

distance résiduelle O;0; obtenue pour un facteur de pénalité ry =150 est del’ ordre de 0,1 mm.

Les Figure I11-13 et Figure 111-14 montrent les évolutions des couples actionneurs, des
vitesses articulaires et des forces de contact en O, et Oy;. On peut remarquer que ces

derniéres restent positives durant toute la durée du mouvement, la condition d’ unilatéralité
aux contacts est donc bien assurée. De plus, les forces tangentielles restent tres inférieures aux
forces normales validant ainsi la condition de non-glissement.

L es notations suivantes ont été utilisées:
"ti_ar’ pour tibia arriére ; 'cu_ar’ pour cuisse arriére ; 'cu_av’ pour cuisse ; 'ti_av’ pour tibia

avant.
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Figure 111-13. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires en phase de

double appui.
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Figure 111-14. Evolution des forces de contact en O; et Os.

Phase de ssmple appui

Sur la Figure [11-15 est représenté le mouvement optimal obtenu pour la phase de simple
appui dont les configurations initiales et finales en positions et en vitesses correspondent a la
phase de double appui précédente. On suppose donc, comme dans [ROS 98a,b] et [CHES 01],
gue la phase de simple appui s acheve par une reprise de contact de la jambe balancée sans
impact. L’absence de choc a la reprise d’'appui, préconisée par [BLA 92], régularise et
simplifie d'une part la dynamique du systéme, et d’ autre part doit garantir une meilleure
stabilité delaloi de controle.

La durée de transfert est de 0,425s. On peut distinguer une gesticulation du tronc mais elle
reste tres |égere. La dépense énergétique correspondant a ce mouvement est de 18,2 J.
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Figure 111-15. Mouvement optimal du bipéde 5 corps dans sa phase de simple appui.

Les couples actionneurs et les vitesses articulaires sont représentés sur les graphes de la

Figure 11-16.
-E{l T T T T T T
gpi (tronc/ ou_an — gpd {ironc | gu_av)
= 4 ) - [ 4 QR {cw ar {1 _ar) qQpd dou_av i av)
£ i N ﬁ ) €05 (1l_ar / sal) —
@ 30 o 021 (Irong = u_ar) — = b
y 0B7 (BU_a¢ - 1l_ar) — m S T
§ 20 gai (tronc -= cu_av) E __d_,.a-""’d_ E’“‘H«.,___‘H /
g o gad (Eu av - 1_av) o o — &N
w rd ] ) a T Tl N e e
Ll e R i B M
g [0 e 4 -
g Of - E 2}
] ’ P
g 10 g
E g ol
2 20 =
=0 f i L L | . L T ET— i i A — F—
015 02 0235 03 035 04 045 05 013 02 025 03 035 04 045 03

tamips (5]

temps {z

Figure 111-16. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires en phase de

simple appui.

La Figure I11-17 nous montre que les conditions de contact sont bien respectées avec une

composante tangentielle de la force

de contact sur la jambe d'appui négligeable et une

composante normal e constante restituant le poids du bipéde.
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500 . .
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Figure 111-17. Evolution des forces de contact.

La Figure 111-18 rassemble sur le méme graphe les deux phases du pas de marche optimisé.
On peut noter que la progression du tronc se fait en quasi tranglation.

3DAI PSA

I

‘ |||,

Figure 111-18. Pas optimal complet avec double les phases de double appui (PDA) et simple
appui (PSA).
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[11.3.2 Bipéde plan a cinématique anthropomorphe

BIP (Figure 111-19 et Figure I11-20) est un robot marcheur a caractéristiques
anthropomorphiques issu de la collaboration entre deux laboratoires francais : BIP-INRIA de
Grenoble et le LM S de Poitiers. Le principal objectif de la construction de ce robot est I étude
de lalocomoation bipéde, humaine et mécanique.

L’ ensemble des mobilités de BIP doivent lui permettre de marcher sur un sol plan horizontal
ou légerement incliné, de monter ou descendre des escaliers, de tourner, et aussi d’ adopter un
certain nombre de postures anthropomorphes. C'est pourquoi les principaux parameétres
cinématiques et dynamiques du robot ont été choisis pour se rapprocher au mieux de ceux du
modele humain. L’ étre humain possede environ 350 degrés de liberté [VUK 90]. Il adonc été
indispensable de sélectionner les principales articulations nécessaires au robot afin qu'il
puisse reproduire du mieux possible une allure de marche humaine.

Figure I11-19. Robot bipéde BIP. Figure 111-20. Systeme locomoteur de BIP.

Ainsi, dans sa version finale, BIP comporte 15 articulations actives (voir Figure 111-21). Ce
choix a été fait dans [SAR 98,99] en sachant qu’ un modéle anthropomorphe minimal dans le
plan sagittal possede 7 corps (1 pour le pelvis-tronc, 2 pour les cuisses, 2 pour les genoux et 2
pour les pieds) et 6 articulations paralleles (2 articulations hanches, 2 articulations genoux et 2
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articulations chevilles) pour le mouvement de flexion-extension (Figure 111-22a). Pour
pouvoir permettre un changement de direction au cours de I’ évolution du robot, le pelvis et le
tronc ont été divisés en deux parties a rotation indépendante autour de leur axe vertical, et une
rotation verticale a été ajoutée a chaque hanche (Figure 111-224). Afin de contréler |’ équilibre
latéral du mouvement dans le plan frontal et de permettre le transfert d’un pied a I’ autre, 5
degrés de liberté supplémentaires, paralléles a la direction horizontale du mouvement de
marche, ont été gjoutés au niveau des chevilles, hanches et de la liaison pelvis-tronc. La 15"
articulation motorisée se situe entre le pelvis et le tronc autorisant a ce dernier une flexion
plus aisée (Figure 111-22b).

Figure 111-21. Agencement cinématique de BIP ([SAR 98,99]).
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Q.
@ (b)

Figure 111-22. Vues frontale et sagittale de BIP.

[11.3.2.1 Caractéristiques cinématiques du bipéde plan a sept corps

Le probléeme d optimisation que nous allons traiter sera formulé sur la base d une
représentation de BIP dans le plan sagittal. C'est une modélisation de type anthropomorphe a
7 degrés de liberté en phase de double appui, et 6 degrés de liberté en phase de simple appui
(le pied de lajambe d’ appui restant a plat sur le sol en phase de balancement).

La Figure I11-23 montre le schéma du bipéde a I’instant initial et a I’instant final des
deux phases de simple et double appui. Ce modéle est constitué de 7 corps segmentaires
rigides matérialisant les 2 pieds, les 2 tibias, les 2 cuisses et |e tronc.

Une telle représentation comporte 7 articulations en phase de double appui : |’ articulation
pointe de pied, les deux articulations cheville, les deux articulations genou, et les deux
articulations ala hanche. Ces deux dernieres sont coaxiales dans |le modéle présenté.

Durant la phase de simple appui, nous supposons que le pied porteur reste a plat sur le sol.
Cela revient a poser g, =cste (¢, =0,d, =0). La configuration d'éude est dans ce cas
réduite a 6 parametres indépendants.
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PDA PSA

YO
(S) &

Figure 111-23. Paramétrage du bipéde plan a 7 corps en phase de double appui (a) et de smple
appui (b)

L e dimensionnement du bipede est déterminé par |es données suivantes définies sur |a base de
la représentation schématique de la Figure [11-23a.:

- Longueurs segmentaires r; de S (distance inter-articulaire) :
i £5, 1; =00, 16 =|OsBy|
- Vecteurs unitaires attachés aux corps segmentaires S :
i £5, X; =0,0,,,/1;, Xg =04B, /14, X; =0;G,/|O0,G,|
i£7,Y, =Z,UX,, Z, = X, UY,
- Coordonnées locales du centre d’inertie G; de S :
i£7, OG =aX +bY,

-m , massede S
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- 11 =152,(S) , moment d'inertiede S par rapport al’axe articulaire (O;;Z,)
L e paramétrage introduit est un paramétrage absolu défini par les angles orientés :
0 = (X0, Xj)z,
Pour la suite, on introduit |es notations suivantes :
q=(g,....q,)", vecteur de la configuration d’ étude du systéme
q=(d,...4,) ", vecteur des vitesses articulaires

4 = (G- (:17)T , vecteur des accélérations articulaires

Données définissant un pas de marche

Afin de définir compléetement un pas de marche dans ses configurations initiales et
finales, en positions et en vitesses, il est nécessaire, comme pour le cas du bipéde a 5 corps,
d’introduire certaines données. Celles-ci sont indiquées sur les schémas de la Figure [11-24.

f

Uy
sz{ f
4 V4

x f
o, { y:f

LPAS LPAS
(@) Configuration initiale at=to (b) Configuration finale at=t;

Figure 111-24. Schématisation des données minimales définissant un pas de marche en phase
de double appui, al’ état initial () et al’ état final (b) pour le bipéde 7 corps.
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Ces données permettent de spécifier les postures du bipede al’instant initial et al’instant final
pour la phase de double appui.

A I'instant initial, si I’on suppose que le pied arriére est a plat et le pied avant en appui talon,
ces données sont (schéma (a) de laFigure [11-24) :

- LPAS, lalongueur de pas,
- X}, Y4, les coordonnées du centre articulaire O} de lahanche,
- ul, V}, les composantes de la vitesse initiale du point O},

- d, I'angle quefait le pied avant avec le sol.

De la méme facon, a I'instant final, le pied avant est supposé a plat et le pied arriére en
contact au sol par la pointe de pied (schéma (b) de la Figure [11-24), les données minimales
choisies sont :

- %!, yf (resp. uf, v)), les coordonnées (resp. les composantes de vitesse) finales

du centre articulaire O, dela hanche,

- w,, lavitesse de rotation du pied arriére sur sa pointe avant (w, ° qlf ).

Détermination des conditions cinématiques de transition

Sur la base des données précédentes, les configurations articulaires initides (g, , k =1,...,7)
et finales (qkf , k=1..7) de la phase de double appui, ains que les vitesses
(AL etqkf , k=1..,7) peuvent étre completement déterminées. La procédure permettant

d aboutir a leurs expressions est décrite dans I’annexe A. Ces configurations en positions et
en vitesses sont les suivantes :

Positions articulaires initiales Vitesses articulairesinitiales
g, donné g, =0
g, = ATAN2(S2',C2") i Uu,C3 +V,S3

r Sin(df - )
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i i i i i
d, =a! + Arccos(% cosa!) i = UaC2 +iV4Si2
& r;sin(a; - ds)

q, = ATAN2(S4',C4') i UL(rsC5' +r,C6') + Vi (r;S5' +1,S6')
4 - . . . . . .
o r4[rs SiN(dly - Gs) + 1 Sin(ay - dg)]
i — Al 2 i
Qs =&, - Arccos(—-cosa,) o
a, o u,C4' +v,S4

| b e an(dh - aL) e Sn(dh - )
qL = b, +d-p 5 4~ Us)Tle 4~ Ye
. o
a5, vaeur achoisir, égale g7 =0
ouvoisinedep /2
Positions articulaires finales Vitesses articulaires finales
g, donné 4 =w,
q, = ATAN2(S2',C2") ol - ufC3’ +rw,sn(g, - )
2 7 .
o r,sin(d; - d3)
q; =a, +Arccos(—*-cosa, )
a o = uiC2" +rw,sin(g, - q;)
3 = R
q! = ATAN2(S4',C4") rsin(d; - d3)
f f A sz f qf - UAICSf
=a, - Arccos(=%cosa =
o Aoy 0%22) *orsin() - af)
i =b,-p i uc4l
T s - )
q, , valeur achoisir, égale ou ° “
voisinede p /2 4e =@ =0

ot Ck', ' (resp. Ck', Sk') sont les notations utilisées pour définir cosq,, sing, a

I"instant initial (resp. al’instant final) et ou I’on a posé (cf. annexe A) :
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a ° x, - rCl a °x, -rCl
bli ° yil - rlsli blf ° sz - rlslf

ci° (a) +b +rZ-r2)/or,
a, = Arctgﬂi

=h
aiz © LPAS - Ipied - I‘6C6i - Xil

biz ° - r686i B yil

; 2 2
Clz ° (alz +b|2 +I‘52 - I‘42)/2I‘5

a, =Arctg%

2

¢/ °@a " +b! +r2- 122,

f
a, = Arctgif
a

A © Lpps = e - 1CB' - X,

bzf ° 'r686f B 3/4f
fo(af? f2 2 2
c, °(a, b, +ry-r;)/2r
f

b
a, = Arctga—zf
2

(a) Transition PDA" ® PSA'

(b) Transition PSA" ® PDA'

Figure I11-25. Schéma du bipede en positions de transition
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Le schéma de la Figure I11-25a représente |e bipede lors de la transition de |a phase de double
appui vers la phase de simple appui. Les relations de passage au niveau positions et vitesses
articulaires sont les suivantes :

Positions articulaires Vitesses articulaires
i _ o f + < _ af
Gipsa = Us PDA Y Uipsa = Us PDA
i _ o f + < _ o f
Q2psa = U4 PDA Y U2psa = Uy PDA
i — o f } < o f
q3PSA =03 PDA p q3PSA =03 PDA
i _ o f } < o f
Uspsa =92 ppa - P Uapsa = U2 ppa
i _ o f _ < _ o f
qSPSA =0 PDA Y qSPSA =0 PDA
i _ o f < _ o f
qGPSA =07 PDA qGPSA =0y PDA

De la méme facon, le passage de |a phase finale de simple appui a la phase initiale de double
appui (Figure I11-25b) s établit comme suit :

Positions articulaires Vitesses articulaires
f — i o f — i

Gh psa = Y2prpa 01 psa = Uzppa
f — i . f — i

U2 psa = Y3ppa U2 psa = U3ppa
f i . f —

U3 psa = Yappa Us psa = Yappa
f i . f — i

Q4 psa = Usppa U4 psa = Usppa
f — A . f — i

Os PSA UsppA +ta p Us PSA UsppA
f — A . f — i

U6 psa = A7ppA U6 psa = Y7ppA

111.3.2.2 Distribution des masses et inerties

Les parametres géométriques du bipéde BIP ont été choisis de fagcon a se rapprocher
du modéle humain. La distribution des masses suit ce méme principe d’ anthropomorphie. De
plus, BIP doit étre capable de supporter les vitesses articulaires et des couples d' un ordre de
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grandeur voisin de ce que I’ on observe chez un humain de taille analogue durant une marche
"normale”.

Chague jambe pése 19kg, le pelvis 18kg et le tronc 50kg. Le poids des moteurs, 26kg, et les
unités de puissance associées, environ 20kg, représentent une part importante de la masse
totale du bipede.

Figure I11-26. Schéma associé au Tableau I11-3.

Le Tableau 111-3 indique la répartition géométrique, massique et inertielle de BIP dans sa
représentation dans le plan sagittal (voir Figure 111-26). Pour chague segment (S;) sont

indiquées les données suivantes :
- lalongueur : r; =0,0;,,
- lamasse m
- lapostiondu centredemasse G;: a =0,G;.x, , b =0G,.y,
- lemoment d'inertie: |; = 1q7,
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Ces données sont définies relativement au repére loca (O;; X;,Y;,Z,) attaché a chaque corps
S, en suivant le paramétrage décrivant la phase de double appui, et compte tenu des inerties

équival entes des rotors des moteurs.

ri (m) 0.188 0.410 0.410 0.410 0.410 0.29 -

m; (KQ) 2.34 6.11 10.9 10.9 6.11 2.34 66.11

a (M) 0143 | 0258 | 0250 | 0160 | 0152 | 0045 | 0.391
bi (M) 0042 | 0028 | 0005 | -0.005 | -0.028 | -0.042 | 0.029
I, (mkg) | 0.1 0.69 1.31 1.02 0.72 0.07 18.99

Tableau 111-3. Dimensionnement géomeétrique, massique et inertiel de BIP.

[11.3.2.3 Modéle dynamique

Dans cette partie nous alons établir les équations du mouvement du bipéde plan a 7 corps en
phase de double appui. Il s'agit du développement des éguations du systeme différentiel
(11.26) adapté a notre modél e schématise sur la Figure [11-23a

a) Matrice de masse

L’ énergie cinétique du bipéde (systéme S) est représentée par laforme quadratique suivante :
1, .
T(S)=24"M(a)q

La matrice M qui définit cette forme quadratique est appelé matrice de masse (ou matrice
d'inertie selon les auteurs).

7
Comme T(S) =éT(S), la formulation détaillée de T(S) est réalisée en Annexe B au
i=1

moyen de celles des T(S). Du fait que le systeme est plan, et par le choix ains rendu

possible d’ un paramétrage absolu, on aboutit al’ expression tout a fait ssmple suivante :
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a1l E12C21 EI3C31 E14C41 EI5C51 E16C61- F16S61 E17C710
8 M22 E23C32 E24C42 E25C52 E26C62- F26S62 E27CT2+
g M33 E34C43 E35C53 E36C63- F36S63 E37C73-
M :g M44 E45C54 E46C64- F46S64 O . (111.19)
¢ M55  E56C65- F56S65 o -
8 Sym. M 66 0 =
g M 77 ;

ou sont utilisées les notations abrégées :

Cij © cos(q; - q;), Sj° sin(q - q;)

Tous les termes diagonaux et tous les coefficients E;; et F; sont des expressions constantes

détaillées en Annexe B.

Les dérivés de M par rapport aux parametres articulaires q,,...,q;, soit M,,,...,M -, sont

nécessaires pour la suite. Une méme variable g; ne figurant que dans les termes situés sur la

ligne et la colonne de rang i, il devient évident que la matrice dérivée M,; n’admet que des

termes nuls en dehors de cette ligne et de cette colonne. Ceci a pour effet de simplifier

considérablement la formulation des équations de Hamilton. Les matrices M ,; sont détaillées

en Annexe B.

b) Efforts appliqués
Les efforts appliqués au bipéde sont :
» |esforces de pesanteur,
» |escouples actionneurs articulaires,

» |es couples d amortissement articulaires,

» |esforcesde contact exercées par le sol sur le pied porteur,

» |esforcesde liaison appliquées au pied libéré en phase de double appui.

Les travaux virtuels de ces efforts permettant de formuler les forces généralistes Q

participant a I’ écriture des seconds membres des équations de Lagrange sont détaillés en

annexe C.
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c) Ecriture desforces généralisées

Le travail virtuel des efforts appliqués est la somme des expressions (C.1) a (C.4) de
I”annexe C. Cette somme se structure sous laforme :

7
* [¢}
W =a Qdoq
i=1
ou les Q; sont les forces généralisées qui composent classiquement les seconds membres des

équations de Lagrange.

Nous introduisons dans la formulation des Q; les notations définies dans le chapitre 11 en

(11.36), pour poser :
u= (Uo’ul’---aug)T ° (0,C5,C%,C5,C,,Cls,Css, FBy, FB,, FBlz)T

et définir ainsi le vecteur des variables de commande du probléme d’ optimisation dynamique
arésoudre.

Rappelons aussi que les ¢; sont représentés par les fonctions F; (g, p) © G;(x) des seconds

membres du premier sous-systeme des équations de Hamilton (chapitre |, (1.14a), (1.214),
(1.229)).

On obtient ainsi les expressionsdes Q, entermesde u; etde F, (ou G;) :
Q, =-V,C1+VB1Sl+CVC(F, - F;)- u, +1,CL(u, +Ug) - r,Slug
Q, =-V,C2- CVC(F, - F)+CVG(F;- F,)+u, - u, +r,C2(u; +ug) - r,S2uq
Q; =-V4C3- CVG(F;5 - F,) +CVH(F; - F3) +U, - ug +1;C3(U; +Ug) - 13S3uq
Q, =-V,C4- CVH(F, - F;)+CVG(Fs - F,)+u, - us +r,C4(u; +ug) - r,S4uq
Qs =-V;C5- CVG(F; - F,) +CVC(Fg - F5) +Ug - Ug +1sC5(u; +ug) - 1;:S5Uq
Qs =-VsC6+VB6S6- CVC(F; - F5) +Ug +1,C6U, +1,C08(0g +a ) Ug - 14 S6Ug
Q; =-V,C7- CVH(F, - F3)+CVH(F, - F;)+uz-u,

écriture ou les facteurs constants CVC, CVG e CVH désignent les coefficients
d amortissement visqueux ala cheville, au genou et ala hanche respectivement.

Rappelons que dans les équations de Hamilton (1.22b), les Q, représentent les termes

suivants :
Q°-V,(x +Qid (X) + (B(x)u),
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[11.3.2.4 Critére et contraintes

Afin de satisfaire les relations de fermeture de chaine (11.29) et (11.30) nous allons

chercher aminimiser ladistance HBlBlH ains que I’angle d'abattée d . Pour cela, nous devons

exprimer ces deux grandeurs en fonction des paramétres de configuration, soit :
. 2
HBlBl(q)H = (I yiea - LPAS+1,CL+ ... +1,CB)2 + (1, SL+... + 1;S6)? (111.20a)

et, compte tenu de la géométrie du pied :

d(g) =gz +h (111.20b)
ré +12, - 1f
avech =p - Arccos—— P 1
pied'6

Comme nous I'avons vu dans le 8l1.4.5, nous injectons ces contraintes dans le
lagrangien (11.6) pour former le lagrangien augmenté :

18 , 1 9 , . 1 a2 1,
€y, (X(0),U(L)) —E”Eaxi(giui) +Emf a X @iy;) +Erd910HBlBlH +Erad (111.21)
i=1 i=7

ou
m., m¢ sont des coefficients de pondération (cf. (111.7)),
ry est un facteur de péndité (cf. (111.7)),

r, est lefacteur de pénaité relatif al’angle d abattée d .

Le critere aminimiser s exprime alors comme en (11.45) souslaforme:

Jrgra (U) = F rg.rp (X(O), (D))

[11.3.2.5 Conditions d' optimalité

Les conditions d’ optimalité ont été formulées dans le chapitre |1 (811.3.6 et 11.4.6). I
S agit simplement d apporter ici des précisions sur la formulation de la commande optimale,
et sur celle du systéme adjoint.
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a) Expression dela commande optimale

Supposons d'abord que les variables de commande u; ne sont ni bornées, ni

contraintes. Alors I’ expression de la commande optimale est donnée par |’ intermédiaire de la
condition de stationnarité de I’ hamiltonien (11.23) :

H,=0

L’ hamiltonien (11.19) al’ expression suivante :

_ ]64 1 C)6 2 1 (? 2 1 12 1 2
H(xuw) =a w(t) f(xu)- Embaxi(giui) - Emf axi@u) - ErdglouBlBlH - Erad
i=7

i=1 i=1
ou I'expression des f; est donnée par I’'écriture explicite de I’équation d'état (11.1) du
systeme.

Ou encore, en masquant les termes constants par rapport a u :

H =[termesc® par rapport au] + wy[- u, + r,C1(u, +ug) - r;SLug]
+Wo[Uy - U, +1,C2(U7 +Ug) - 1,S2Ug] +Wyp[U, - Ug +13C3(U; +Ug) - 13S3Ug]
+ Wy [Uy - Us +1,C4 (U7 +Ug) - 1,S4Ug] + Wi, [Us - Ug +15C5 (U7 +Ug) - rsS5U]
+Wy3[Ug +1gCOU; +1,C0S(Xs +a ) Ug - TeSBUG] +Wyy[Ug - U]
1 8 , 1 ¢ 5
- E”Eaxi(giui) - Emf axi@u)

i=1 i=7

Pour i =1...9, lesconditions H,, =0 donnedors:
Uy = (W - Wg) /(MX,5)
Uz = (Wyg - We) /(MX,93)
Us = (Wyg - Wy) /(MX395)
Uy = (Way - Wag) [(MX,497)
Us = (W, - Wyy) /(MXsQ2)

Ug = (W3 - le)/(np(egg)

aad .0
U, =&a Wz, Ci gl(me7g72)
i=1 (4]
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s . 0 5
Ug = ga W, I;Ci + W5 COS(Xg +a p)1/(mfxggg)
i=1 7}
I S
Ug = - Ga Wy, S /(M Xegg)
i=1 (4]

Si les u; sont soumis a des bornes du type (11.37) et (11.38) alors les expressions ci-dessus

sont a remplacer par leurs fonctions saturées respectives comme elles sont définies en (11.25).

b) Ecriture du systeme adjoint
L’ équation adjointe (11.20) W(t) =- H,. s explicite delamaniére suivante :
Wo=-wWIF, 0, 121,14
ou, compte tenu de (111.20a,b), et (111.21), on peut écrire :

2
9

5 2

1 8 13 1 ~ ¢ 6 &P

L, :—mbé.xi(giui)z“‘—mféxi (giui)2+_rdgloec?pied - LPAS“‘é. nCiz +6q rSz
i=1 2 5 2 i=1 7] i=1 2 H

s
s

N

1
+ E la (X6 +h )2
En posant

6
BLX = BB, %X =l jieq - LPAS+ Q r.Ci

i=1

6
BlY =BB %, =3 r9S ,

i=1
les dérivées du lagrangien augmenté /7, par rapport aux variablesd éat x;, i =1,...,14, sont :
0, =Tq 05 Ki[- S BIX +CiBlY],i=1..5
01 =Ta 1o |- S6BLX +C6BIY]+1,(xs +h)
¢, =0,k=8..14

Le systeme adjoint a 14 équations s explicite alors sous laforme :
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N 14
i W =- 8 W Fq +rg Oy (- SLBLX +C1BLY)
] k=1

|

|

|

|

| =

! "

I.

|
|
T

k=1
14

W =-awF g, =714
k=1

[11.3.2.6 Unilatéralité des forces d’ appui sur le pied porteur en phase de balancement

Il s'agit d’exprimer, dans cette partie, les forces de contact, exercées par le sol sur le
pied porteur en phase de simple appui, en fonction des paramétres de configuration du bipéde
schématisé sur la Figure 111-23b. Ceci nous permet de vérifier le respect de I’ unilatéralité du
contact. Pour cela nous supposons que le contact entre le sol et le pied de lajambe d' appui est
limité aux deux points B, et B, représentant les deux extrémités du pied d’ appui (voir Figure
[1-27).

L’ équation de la résultante dynamique pour le bipéde complet & 6 segments mobiles
permet d aboutir aux composantes tangentielle et normale de la force R(S, ® S§,) (notée

Ryo) (voir Figure 111-27) appliquée sur le pied porteur (cf. annexe D) :

mg(G;) xX,
= A (111.22)
Rig ¥Yg © Ry, :'é. mg(G;) %Y, - é mg

i=1

i=1

Qoo

Rio %X © Ry, =-

En écrivant I’équilibre du pied porteur en B,;, on obtient les expressions désirées des

composantes normales des réactions du sol sur le pied d’ appui :

1
FB, X, ° NB, =|—[C01 - (I- DRy, +aRy,, +Cmog]
FB, XY, °© NB, =myg- Ry, - NB,

ou C,, désigne le couple exercé a la cheville par le pied sur le tibia (S;), couple déterminé

par le processus d’ optimisation.
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S

Figure 111-27. Forces de contact appliquées au pied porteur en phase de simple appui

[11.3.2.7 Unilatéralité des forces d' appui sur la pointe du pied arriere en phase de double
appui
De la méme facon que pour la phase de balancement, il est indispensable, lors de la
phase de double appui, de s assurer du respect de I’ unilatéralité du contact sur le pied arriére.

Si I’on considére les notations de la Figure 111-23a, et en supposant que dés le début de la
phase de double appui le talon arriere écolle et donc que le contact pied-sol est un contact
ponctuel au niveau de la pointe de pied, la condition d’ unilatéralité sur le pied arriére est :

NA, >0

L’équation de la dynamique appliquée au bipéde complet a sept corps nous fournit
directement I’ expression des composantes normale et tangentielle de la force FA, appliquée

sur le pied arriére (voir Figure 111-28) :
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7
FA, XX, ° TA, =a mg(G;) XX, - Ry *X,
i=1

7 7
FA, X © NA, =@ mg(G) X, +a mg- Ry XY,

i=1 i=1
ou R, désignelaréaction du sol (S,) sur le pied avant (S;) :
Res = FB, X, +(FB, + FB,)Y,

Les deux composantes de laforce de réaction sur le pied arriére peuvent donc s écrireains :

7
TA, =a mg(G) X, - FB,

=1 , (111.23)
NA, =a mg(G)», +a mg- FB, - FB,
i=1 i=1

Rappelons que FB,, FB, et FB, sont des composantes du vecteur des variables de

commande et sont donc fournies par le processus d optimisation (voir 8111.3.2.3.c).

(S) FA,

pied arriere

pied avant

Figure 111-28. Forces de contact avec le sol en phase de double appui
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[11.3.2.8 Résultats numériques

Nous présentons dans ce paragraphe un enchainement de mouvements optimaux permettant
de définir un cycle de marche complet avec pas de départ, pas cyclique et pas d’ arrét.

L’ensemble de ces résultats a été obtenu en utilisant le dimensionnement géométrique et
inertiel de BIP (cf. Tableau 111-3).

Les données minimales (Figure 111-24) permettant de définir le pas de marche en phase de
double appui sont les suivantes :

- lalongueur de pas, LPAS=50cm

- les coordonnées initiales et finales de la hanche dans le repére centréen O, :
(Xy; ¥4)=(7,0; 84,5) et (X, ; yi)=(20,0 ; 83) cm

- les composantes de la vitesse initiale et finale de lahanche :
(uy;v4)=(0,75; -0,2) et (u, ;v, )=(0,75; 0,05) m/s

- I'angle quefait le pied avant avec le sol al’ état initial : d =11°

- lavitesse de rotation du pied arriére al’ état final : w, © qlf =-5rad/s

La vitesse de progression du bipéde est de 2,7 km/h.

Les configurations en positions et vitesses des phases de simple appui sont déduites des
données caractérisant la phase de double appui que nous venons de spécifier.

a) Phase de simple appui avitesseinitiale nulle

Le premier mouvement optimal présenté (Figure 111-29) correspond a un début de pas. Dans
la posture initiale du robot, les deux jambes sont jointes, et les pieds sont a plat.

Ladurée de transfert est de 0,45s.

Le tronc gesticule trés faiblement. Le dégagement du pied balancé se fait grace al’ activation
de la contrainte anti-collision du pied avec le sol.
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Figure I11-29. Mouvement optimal d'une phase de simple appui avec démarrage al’ arrét.

L e graphe des couples actionneurs articulaires de la Figure 111-30 nous montre que ce sont les
articulations cheville (couple ga6) et genou (couple gab) de la jambe d’ appui qui sont les plus
sollicitées.

230 T T T 10 T T T ]
W (i ar-=pisd_arjgal — qpl (b ar/ pied ar) —
= 200 - (EU_&f - fi_ar) ga2 — = 8l . e {ou_ar /¢ arp — |
z tranc -» cu_ar) gad ‘A i qp3 (trond fou ar) —
E‘ 150 | (lrone <= &u_av) gad E el ! apd (lrone [ ou_av} )
= % [Gu_ay -» li_aw) gas —- E I aps (cu_av | g} -—
= 1060 | (tl_Bw -= pied_aw) qab ] | i opb [k av /pied &vl -—
é , r_'_"u &4 H |
o '\‘H = e | h
e e e B bl = [r 1 ) E
3 plerSEe Ty kB A
(= Wl Py T i —— - -, Lo, = e, W N et P == -7
§ o NN 7
@ il o 2l Fw - 3 -
'E_ T E FIETPLH
g.180 L R
_.Euﬂ_ i i i i ,E T E—1 | —a T - L ———— |
9 005 01 1% 02 025 03 035 04 045 9 005 o1 045 02 B25 03 035 04 045

temps (&}

temps (s

Figure 111-30. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires relatives.

Les forces normales du contact sur le pied d appui représentées sur la Figure I11-31 sont
positives durant tout le transfert. Le bipede fournit une forte impulsion au départ qui se
manifeste par une surcharge en poids tres importante. Ceci est lié a la forte accélération
requise pour atteindre la vitesse de marche prescrite en un seul pas.
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Figure [11-31. Evolution des forces de contact.
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L’ énergie dépensée pour engendrer ce mouvement est égale a 81,9 J.

b) Synthese d’un pas cyclique

La Figure 111-32 montre un pas cycligue de marche stabilisé a une vitesse moyenne de 0,75
ms™. Les conditions cinématiques qui caractérisent la fin d’une phase initidisent la phase
suivante, et ains de suite. Ces données sont celles qui se trouvent en début de paragraphe

111.3.2.8.

PDA

PSA

—

Az

[] ﬂ'hwllfljll ||| |/ I

Figure 111-32. Synthéese d’ un pas optimal cyclique avec une phase de double appui (PDA)
initialisant une phase de ssimple appui (PSA).
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La durée du mouvement en phase de double appui est de 0,17s et 0,5s pour la phase de simple

appui
250 : . . 1o -
PDA | PSA  gai it & -= pled_ar} — | PDA
E 200 b qaZ (cu ar-=t_ar) — . BE ™
ra Qa3 {inanc -> au_ar) % L
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Figure 111-33. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires relatives.

L es couples actionneurs tracés sur la Figure 111-33 nous montrent que ce sont les articulations

chevilles qui sont le plus sollicitées, durant les deux phases. On peut observer sur le deuxieme
graphique la continuité des vitesses articulaires a la transition entre les deux phases. Ces
vitesses atteignent des pics de valeurs assez élevés en double appui, alors qu’elles sont
modérées en phase de simple appui.

PDA

forces de contact (N)

NB1 (N)
NB2 (N)
TB12 (N)
NA2 (N)

. NA2+NB1+NB2 (N)

NB1+NB2 (N)

0.1

0.3 0.4
temps (s)

Figure 111-34. Evolution des forces de contact.

La Figure 111-34 indique I’ évolution des forces de contact. En simple appui, les forces de
réaction au niveau du talon B; et de la pointe de pied B, présentent des variations quas
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symétriques ce qui est le signe d'un transfert naturel de poids du talon vers la pointe pied.
Afin que le mouvement optimal respecte toutes les contraintes imposées, notamment celle
d unilatéralité, il a été nécessaire de mettre en place une contrainte de borne sur la variable de
commande correspondant a la composante nhormale du contact en B,. Cette composante, notée
NB2 est ainsi saturée & 6N.

On peut observer que les composantes tangentielles de contact ont des valeurs absolues qui
restent tres inférieures a la somme des composantes normales, ce qui permet d envisager la
marche sur un sol peu adhérent avec un coefficient d’ adhérence naturelle sol-semelle inférieur
a0.3, voirea0.1.

En phase de double appui, la distance résiduelle B;B, obtenue pour un facteur de pénalité

ry =150 est égale aenviron 0,3 mm.

Le colt énergétique du pas cyclique de la Figure 111-32 s établit a 205,8 J dont 96,3 J pour la
phase de double appui.

) Phase de double appui pour I’amorgage d’ un pas d’ arrét

Le mouvement optimal représenté sur la Figure 111-35 est celui d’ une phase de double appui
avec une vitesse finale de I’ articul ation hanche plus faible : uj =0,65 m/s (au lieu de 0,75). Le

bipede est ainsi ralenti dans son pas de marche ce qui va permettre d’amorcer la phase d arrét
suivante beaucoup plus facilement. Le transfert se fait en un temps de 0,186s.

Figure 111-35. Mouvement optimal d’une phase de double appui précédent un pas d’ arrét.
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Les courbes de la Figure 111-36 montrent une évolution modérée des couples articulaires,
alors que les vitesses articulaires atteignent d abord des valeurs importantes pour ensuite

S atténuer sensiblement.

L’ évolution des forces de contact pieds-sol telle gu’ elle apparait sur la Figure 111-37 est tout a
fait semblable a celle que I'on observe durant la phase de double appui du mouvement

précédent (Figure 111-34).

La distance résiduelle B,B; obtenue pour un facteur de péndité ry =150 est de I’ ordre de 0,3

mm.

L’ énergie dépensée au cours de ce mouvement est égale a112,1 J.
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Figure 11-36. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires relatives.
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Figure 111-37. Evolution des forces de contact.
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d) Phase de simple appui avec arrivée al’ arrét

Ce mouvement optimal (Figure 111-38) est initialisé par les conditions finales du mouvement
précédent (Figure 111-35). Le bipéde arrive en position finale a vitesse nulle avec ses deux
jambes jointes et les pied a plat sur le sol. La vitesse initiale de la hanche correspond a la
vitesse finale de |a phase de double appui précédente, soit 0,65 m/s. Le transfert alieu en 0,5s
et |’ énergie dépensée pour ce mouvement est de 105,1 J.

i
A .-3

e

Figure 111-38. Mouvement optimal d’ une phase de simple appui avec arrét en fin de phase.

Le coup de frein a donner au mouvement pour achever de stopper le bipede se traduit par des
couples articulaires élevés au genou et a la cheville de la jambe avant (Figure 111-40). Sur la
méme figure on peut observer que les vitesses articulaires fluctuent beaucoup.
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Figure 11-39. Evolution des couples actionneurs et des vitesses articulaires relatives.
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Aux pics de valeurs des couples déa mentionnés, correspondent sur la Figure 11140 des
appuis en surcharge trés marqués.

2

:

forces o contact (M)

g

138 1.4 145 15 185 148 188 1T 175 1.8
temps (s}

Figure 111-40. Evolution des forces de contact.

€) Enchainement de I’ ensemble des 5 phases précédentes

La Figure 1141 présente I’ assemblage des cing phases de mouvement précédentes allant du
démarrage al’arrét en passant par une phase d’ accélération, un pas cyclique, puis une phase
de décélération et de stabilisation.

| |I||||| | -
“ ||||||||||I|||'I|IIH||||‘ ”H il
‘ ||||I||||II|| | ||

Figure 111-41. Mouvement optimal d’un pas de marche avec pas de départ et pas d’ arrét.

113



Chapitrelll. Simulations numériques

Le bilan énergétique global s établit a504,9 J. Par ailleurs, |a puissance requise pour effectuer
une marche stabilisée sur le pas cyclique tel qu'il est défini sur la Figure 111-32 est de 307
watts.

l11.4 Conclusion

L e formalisme développé dans les chapitres | et |1 nous a permis de traiter dans un cadre
général le probleme de I’ optimisation de mouvements de systémes articul és en boucle fermée
comme en boucle ouverte. Pour les systémes a cinématique fermée, la complexité du
traitement numérique dépend pour beaucoup de la présence ou non de liaisons unilatérales
dans laboucle.

Lorsque toutes les liaisons sont bilatérales, les conditions de fermeture sont aisées a
satisfaire numériquement. De plus, la stabilité des algorithmes est bonne et les convergences
sont rapides. La présence de liaisons unilatérales, comme c'est le cas durant les phases de la
marche, rend les problémes plus complexes a formuler. Le domaine de recherche d’ une
commande optimale est auss beaucoup plus restreint. Les données caractéristiques du
mouvement a engendrer doivent alors étre définies avec soin dans des plages de valeurs assez
étroites. De plus, les solutions approchées necessaires pour assurer |’amorcage des
convergences doivent étre construites avec des données réduites en ce qui concerne
particulierement les inerties du systéme. Celles-ci, aprés amorcage d' une convergence doivent
étre incrémentées itérativement jusqu’ a leurs valeurs nominales. Néanmoins, les convergences
se sont avérées assez robustes en ce qui concerne le bipede sans pied. Le suivi du processus
d incrémentation et convergence est plus complexe pour le cas du bipéde a sept corps.
L’ incrémentation de la masse du tronc, en particulier, est difficile a réaliser pour les derniers
incréments. Nous avons ainsi pu remarquer qu’ une répartition de masse plus proche de celle
d’ un humain, au niveau du tronc particuliérement, conduisait a un comportement numérique
beaucoup plus stable des algorithmes.
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CONCLUSION GENERALE
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Conclusion générale

L’ objectif principal de ce travail était de développer et de valider une méthode
d’ optimisation des mouvements de systemes articul és en boucle fermée. La démarche de base
a consisté a faire le choix d'une modélisation dynamique compatible avec le choix de
I utilisation du principe du maximum de Pontryagin comme technique d’ optimisation.

Parmi plusieurs formulations possibles, la plus simple a été retenue. Elle consiste a
ouvrir la chaine cinématique et a introduire les efforts de liaison comme efforts de commande
complémentaires dans le probleme de commande optimale formulé. Les contraintes de
fermeture de boucle sont alors satisfaites au moyen d’ une technique de pénalisation.

Cette approche est d' utilisation simple pour le traitement de systemes a cinématique
bouclée avec liaisons bilatérales. Sa mise en cauvre est plus délicate lorsqu’il y a présence de
liagisons unilatérales dans la boucle cinématique, comme cela est le cas durant la phase
bipodale de la marche. Le niveau de développement actuel des codes de calcul nous permet de
traiter la contrainte essentielle qu’'est I’ unilatéralité de I’appui. Par contre, la contrainte de
glissement, qui se présente sous la forme d’ une fonction linéaire affine de plusieurs variables
de commande, nécessite un développement complémentaire des codes de calcul de maniére a
déterminer I'édlément maximisant de |'hamiltonien en faisant appel & une procédure
algorithmique spécifique.

Rappelons gque ce travail est essentiellement orienté vers I’ optimisation de la marche.
Nous avons procédé a une optimisation séparée de chaque phase du mouvement tout en
assurant la continuité des vitesses articulaires de transition. Au moyen d’ hypothéses simples,
chague phase est définie par des données en positions et vitesses initiales et finales
completement spécifiées. Cette approche pourrait étre renouvel ée en cherchant a optimiser les
configurations de transition. Ce probléme est posé dans ce mémoire. |l reste a mettre au point
les procédures algorithmiques et codes de calcul permettant de le résoudre numériguement.
Un probleme plus difficile reste a résoudre en ce qui concerne la marche. C'est celui de
I’ optimisation globale d'un pas de marche. |l s agit de traiter un probleme de commande
optimale avec changement de configuration et d’ équation d'état a un instant intermédiaire
inconnu, a optimiser.

Le travail présenté est limité aux systémes bidimensionnels pour des raisons de
complexité des modéles dynamiques. Le passage aux systemes tridimensionnels ne pose pas
de problémes de fond nouveaux. La difficulté principale devrait résider dans les instabilités
numeriques qui se manifestent avec I'augmentation du nombre de degrés de liberté. Le
passage de la marche sagittale a la marche tridimensionnelle représente le passage de six et
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sept degrés de liberté a 12 degrés de liberté et plus, ce qui est considérable. Mais les
mouvements latéraux sont d’amplitudes trés réduites dans ce cas ce qui permet de penser que
les perturbations du conditionnement numérique des problémes formulés devraient avoir des
effets limités sur le comportement numeérique des algorithmes de résolution utilisés.
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Annexe A

ANNEXEA.
CONFIGURATIONSINITIALESET FINALESEN POSITIONS
ET ENVITESSESDU MODELE A 7 CORPSEN PHASE DE
DOUBLE APPUI

Une étape importante, en vue de I’ optimisation des mouvements de notre modele a
sept corps de son état initial a son état final, est de définir préalablement ses configurations en
positions et en vitesses a ces deux instants. La démarche permettant ainsi de déterminer les
gy €t q,, initiaux et finaux fait I’ objet de cette annexe.

L e schéma de principe utilisé est spécifié sur la Figure A—1 suivante :

(S)

Figure A—1. Paramétrage du bipéde plan a 7 corps en phase de double appui.
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a) Etat initial delajambe arriére 0,0,0,0;,

L es coordonnées du point hanche OL S écrivent :
0,0, =X, Xo +YaYo © 11Xy +1,X; 415X, (A1)
En projection sur X, et Y, les coordonnées de Oi4 sont donc :

} x; =r,C1 +1,C2' +1,C3
i . . . (A.2)
f va=nrSl +r,S2" +r,S3
Dans la position considérée, le pied est & plat, donc le paramétre g! est donné et dépend de la
géométrie du pied.
Enposant a, © X, - ,C1' et bj ° vy, - r,SI', (A.3) est le systéme aux 2 inconnues q, et g, :
}rZCZi +1,C3 =q
11,82' +1,S3 =b

by

Aprés avoir posé ¢ © (@’ +bi’ +r2-r2)/2r, et a! = Arctg—, on aboutit aux expressions

de d, et g souslaforme:

g =a, + Arccos;(c—li cosa, ) (A.39)
a
q, = ATAN2(S2',C2") (A.3b)

Pour éviter la contre-flexion au niveau du genou (Figure A—2), des deux solutions possibles

pour q‘3 il est nécessaire de prendre la plus grande, ¢’ est-a-dire :

) ) C )
Qs =a, + Arccos;(gli cosa, )
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Figure A—2. Contre-flexion au niveau du genou.

Pour déterminer les vitesses, on dérive par rapport au temps les éguations (A.3) :

brionSL +r,05S2' +1,03S3' =-u,
po ce e (A4)
f g CL +r,05C2' +150,C3' = v,

A I’instant initial, le pied arriére étant a plat, on doit donc avoir ¢ = 0.

Le systéme (A.4) se résume donc a un systéme de 2 équations a 2 inconnues dont |’ unique
solution est :

_ ical 4yl gl
o u4(?3 iv48’;3 (A5)
r,sin(g; - d)
' icol 4yl gol
. u4C?2 iv48i2 (A.6)
rysin(g; - d)
b) Etat initial de lajambe avant (0,0,04B,)
En procédant comme précédemment, on a:
010i4 =Xy Xo + Y4Yo © (Lpas - Iied) Xo = TeXg - s X5 +14X, (A.7)
Par projection, on obtient :
} X4 = Lpas = | pieq - T6C6' - 1sC5' - 1,C4'
t 4 PAS pied 6 5 4 (A8)

I . . .
fy,=-1sS6"-r;S5 - r,S4
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En remarquant que qg =b,+d-p (b,, angle donné par la geométrie du pied (cf. Figure
[11—-23)) et en posant successivement :

aiz ° LPAS - Ipied - I‘6C6i - Xiw
b,° -r,S6' - v,,

C;° (ay +h, +I’52- r42)/2r5,

a, = Arctgb—f
a2
on aboutit a:
O =a,+ Arcc:os(c—i2 cosa ) (A.9)
2
q, = ATAN2(S4',C4") (A.10)

Comme précédemment, pour éviter la contre-flexion du genou, le i qui convient est le plus
grand en valeur absolue, soit :
i

: : C :
0s =a, - Arccos(a—izcosa'z)
2

La dérivation du systeme (A.8) par rapport au temps nous permet de déterminer les vitesses
articulaires de la jambe avant. Pour cela il est nécessaire de faire les remarques préalables
suivantes :

- |"état initial de la phase de double appui résulte de I’ état final de la phase de ssimple
appui qui a précédé. En I’ absence de choc ala reprise d appui, ce qui est I’ une des conditions
fixées dans le cadre de notre travail, les deux états précédents coincident. Il y a en particulier
continuité des vitesses et donc dérivabilite des relations (A.8) au voisinage de I’ instant t; .

- nous supposons que le pied avant ne pivote pas au niveau de la cheville lors de la
transition phase de ssimple appui — phase de double appui. Cela se traduit par la condition
suivante :

W (S,/S,) =0

soit
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G - 05 =0 (A.11)
Nous aboutissons ainsi a la solution suivante :

o = U (rsC5' +1,CB') +V}, (r;S5' +1,S6')

PR i PR i (A.12)
ra[rssin(g, - ds) +resin(d, - ge)l
o ul,Ca' +v,s4'
Os =0 = - K 2 - (A.13)

rsSiN(ay - O5) + e SIN(Qy - d)

c) Etat final de lajambe arriére 0,0,0,0,

Nous procédons de la méme fagon que pour I’ état initial.

La projection sur X, et Y, des coordonnées de OAf Nnous amene a poser les expressions

suivantes :
f

f
aif ° XAI B r1C:|-f , blf ° sz B rlslf ) le ° (aifz +b1f2 +r32 B r22)/2r3 et alf = ArCtgbl_
&

On aboutit aux expressionsde g’ et q' souslaforme:

f

0 =a, +Arccos(;%cosalf) (A.14)
q, = ATAN2(S2',C2") (A.15)

La détermination compléte des vitesses articulaires finales nécessite d’introduire une donnée
supplémentaire sur les vitesses. Le choix le plus simple consiste a se donner la vitesse de

pivotement finale du pied sur sa pointe avant, ¢’ est-a-dire a poser : qlf =w,, ou w, est une
grandeur fixée. Le systeme d’ équations (A.4) défini al’instant initial peut aors étre transcrit,
al’instant final, sous laforme du systéme suivant :

jrd; 82" +1,05 83" =-u, - SL'w, 16
| .
fraic2’ +rgic3’ =v) - nCci'w,

qui a pour solution :

of u, C3" +rw,sin(gy - g3)

= _ (A.17)
’ r,sin(a) - q)
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o = ué{CZf +rlwlsin(q1f - qu)

_ (A.18)
: rpsin(ay - qf)

d) Etat final delajambe avant O, O;0;B,

La procédure est, |a aussi, quasiment identique a celle de I’ éat initial. La seule différence
réside dans le fait que a I’ état final, le pied avant est a plat ce qui implique d =0 et donc

qs =b,-p.

2 2
Enposant a; © Loy - | e - C6" - X, , b} © -1, S6" -y, , c; °(a; +b) +rl-r7)/2r,

- b,
eta, = Arctga—f
2

on aboutit a:
Cf
J. =a, - Arccos(a—zfcosazf) (A.19)
2
q, = ATAN2(S4",C4' (A.20)
4

En ce qui concerne les vitesses, nous avons qsf =0. Le systeme (A.8), dérivé par rapport au

temps devient :
b r,S4tq) +r;S57qge =u,
? 4 Qg T1599 (g 4 (A.21)
frsC4'a, +1,C5'ag =-v,
On en déduit ¢, et g. :
f f
. u, C5
j = (A.22)
rysin(d, - s )
f f
= UaC4 (A.23)

rssin(d, - Ge )
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ANNEXE B.
MATRICE DE MASSE DU ROBOT BIPEDE A 7 CORPS

L’ énergie cinétique de chaque corps (S) est calculée en utilisant laformule :
1 . 1 .
T(S)zimivz(oi)"'miv(oi)"(wi UOiGi)+E|iqi2
On obtient I’ expression de I’ énergie cinétique totale du systéme sous laforme::
hS hS _ 1 2\ 2 1 2\ 2
T(SE..ES)= E(Il + Mygyse7177) O +E(I 2+ Myysg;l; )05
1 2\ 42 1 2\ 42 1 2\ 42
+E(I3 + Myse713 )3 +§(|4 +Mggly )0 +§(|5 +Mmgls )0s

1. . 1 . L.
+§I6qg "'E 1G5 + (Mya, + Myyeel, ) C2106,

+(Myag + Myse;M3)r,C316, G5 + (Mya, +Mggry)r,C416,9,

+(mgag + Mgrs)rC51G,ds + (Meagr,C61- mghgr; S61)¢,¢g

+m,a;nC710,Gy +(Msag + Mygg;M3)r,C320,0; (B.1)
+(mya, + Mg, )r,C42G,0, + (Msas + mMgls)r,C520,0s

+(Mgagr,C62- mgbgr, S62)q, 4 + mya;r,C72q,4;

+(myay, + Megr, )r;C43¢50, + (Msas + Mgrs)r;C53050s

+(MgagrsC63- mybgr; S63)G30s + (Msas + Mgrs)r,C54d,0;s

+(Mgagr,C64 - mghgr, S64)d,0s + (MgaglsC65- Mghgrs S65)Gs s

On définit les expressions constantes suivantes :

M11= 1y + Mygueerly } M22= 1, +Mygeerl7 5 M33= 15+ Myggrly 3 MA4 =1, +mggry
M55=1, +mgr2 ; M66=1,; M77=1, (B.2)
et:

E12=r (M8, + Myserlz) 3 E13=1(Myag + Myserls) 5 E14 =1 (mya, + Megly)
E15=r,(mgas + mgrs) ; E1I6 =rmgas ; F16 =rmgb,; ; E17 =rm,a, ;

E23=r,(msag + Mygerl3) 5 E24=T1,(Mya, + Megly) ; E25=r1,(Msas + mgls) ;
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E26=r,mgas ; F26 =r,mgbs ; E27 =r,m,a, ; E34=r3(m,a, + mMgl,) ; (B.3)

E35=r;(mgas + mgrs) ; E36 =rymzag ; F36 =rysmgb, ; E37 =r;mya; ;

E45=r,(mgag + myls) ; E46=r,msa, ; F36=r,mybs ; ES6 =r;myag ;

F56 = rsmgbg

L’ énergie cinétique totale du systéme est une forme quadratique qui s écrit sous laforme :
T=2d" M@

Compte tenu de (B.1), (B.2) et (B.3), M (q) est une matrice 7” 7 telleque:

aM1l E12C21 E13C31 E14C41 EI15C51 E16C61- F16S61 E17C710

8 M22 E23C32 E24C42 E25C52 E26C62- F26562 E27CT72+
g M33 E34C43 E35C53 E36C63- F36563 E37C73-
M :g M44 E45C54 E46C64- F46S64 O -
¢ M55 E56C65- F56565 0
8 ym M 66 0 =
< M77 4

L es matrices dérivées par rapport a chague g; S en déduisent simplement, soit :

20 |- EI2SI2 - EI3SI3 - EWSI4 - EISSIS - EI6SI6+FI6C16 - E17S170
S S T T o o =
g 0 0 0 0 0 0o -
My=gsmi o 0 0 0 0 o
¢ 1 0 0 0 0 0 0o *
8 0 0 0 0 0 0o =
S 0 0 0 0 0 0 4
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0 E14S14 |
| |

01 E24S24
| |
O:LE34834:

0 oi E15S15
0 oi E25S525
0 01 E35S3%
0 0!E45545

0

0

0

0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0
0
0
0
- E56 S56 + F56 C56
0
0
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8@ 0 0 0 0, E16S16- F16C16 ;00 8@ 0000 0,EL7S179
| | - | -

CO 0 0 0 0,E26526- F26C26 0+ CO 0 00 0 0 E27S27+
| | - | =

go 000 oiEsesse- F36C36i0+ go 0000 0iE37S37+
M,6:go 0 0 0 0!E46S46- F46C461 0. M,7:go cooo0o0 o0
| | . | .

€0 0 0 0 0! E56S56- F56C56 | 0™ ¢oooo0o00 0 ~
O A -t ¢ . +

¢ ! 0 0+ 000000 o0 =
©o000o0! ’ 0, © 000 0 g

e I Vg e I (%]
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ANNEXE C.
TRAVAUX VIRTUELS DESEFFORTSAPPLIQUESAU
BIPEDE PLAN A 7 CORPS SEGMENTAIRES

Sont présentés dans cette annexe les calculs permettant d’ établir les expressions des travaux
virtuels des efforts appliqués au bipéde plan a sept corps (cf. Figure 111-23).

Energie potentielle et ses dérivées

L’ énergie potentielle de gravité V du systeme s exprime sous la forme suivante :

7
V=ga mY

i=1
ol Y représentelacote du centre de masse G; .
On obtient sous forme détaillée:

V = g(may + Mygysel; ) SL+ gmyb, C1+ g(m,ya, + Myyse;l;) S2+ g(Mgag + Myse,l3) S3+
9(m,a, +Megr,)S4+ g(Msas + Mel5) S5+ gmgas S6 + gmgb;C6 + gmy a; S7

Cette formulation met en évidence les constantes suivantes :
V) = g(may + Mygaee;ly) 5 Vo = g(Mpay +Mgyserls) 5 Vo = g(Mgag + Myse;l)
V, =g(ma, +mgery) ; Vs = g(msag + mgls) ; Vg = gmgag 5 V7 = gmya,

VB1=gmb, ; VB6 = gmgbg

Il en résulte la formulation des V,; et des V,; (V, =M, A :11112—\2/) sous la forme
i

condensée:

V, =V, Cl- VB1SI V,;=-V, Sl- VBIC1

V,,=V, C2 V., =-V, S2

V,3=V,;C3 V., =-V,; S3
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V,, =V, C4 V,u=-V, $4
V,s =V, C5 V,e=-V; S5
V,s =V, C6- VB6 S6 Ve = -V, S6- VB6C6
V,,=V, C7 V,=-V, S7

Travail virtuel des forces de pesanteur

Letravail desforces de pesanteur s écrit successivement :

o

Wy = ( mgY, W, ——g ga. mOG; Wo——_g gam G

,‘Z,dt

i=1

Nous en retenons, pour la suite, I’ expression du travail virtuel associé :

7
W, =-AV.dq

i=1

Travail virtuel des couples actionneurs

(C.2)

Chaque articulation du systeme, exceptée la pointe de pied, est soumise a un couple

actionneur noté C{ désignant le couple exercé par S sur S;. Les puissances virtuelles des

couples actionneurs admettent |es expressions suivantes :
W, (S ® §))=C*(S ® ;)W (S;/S) =C{(dq; - dq;)

pour les couples d'indices (i,j)=(1,2), (2,3), (3,7), (7,4), (4,5), (5,6).

Travail virtuel des couples d’ amortissement articulaires

On obtient, comme précédemment :
Wi (S ® S;)=C(S ® ;)W (S;/S)=C{ (dq; - dqi)

pour les couples d'indices (i,j)=(1,2), (2,3), (3,7), (7,4), (4,5), (5,6).

Les Ci‘jj sont |es couples dissipatifs au niveau des articulations S / ;. (cf. (1.29)) :

Ch =-CVC(4,- &) ; ng -CVG(4; - 4,) 5 C37 -CVH(q; - 4s) ;
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Annexe C

CS =-CVH(d, - d;) ; Cis =-CVG(Gs - 4) ; C& =- CVC(Y - Gs)

avec CVC (reps. CVG,CVH), le coefficient d’amortissement visqueux de |’articulation
cheville (resp. genou, hanche).

Travail virtuel des efforts de contact

Les forces de contact, que I'’on va traiter comme forces de commande dans le probléme
d optimisation, reproduisant les forces de liaison assurant la fermeture mécanique au niveau
du pied "libéré" sont représentées sur la Figure C-1.

On peut les formuler de lafagon suivante :
Fe, (S0 ® S)=FB, Y, +FBy, X,

Fg, (S ® S)=FB, Y,

Figure C—1. Systeme de 3 forces FB;, FB,, FB1, appliquées au pied libéré, équivalent aux
forces de contact.

De |’ expression du travail de chacune de ces deux forces:
W(Fs, (S ® Sp))=Fp (S5 ® So)V (BT S/) k=12
nous tirons |’ expression de leur travail virtuel, soit :
W’ (Fg,) = - FBy,(r;SIdq, +... + 1;S6dd ) + FB, (r,Clday + ...+ r;C6dd)

X (C.4)
W (Fg,) = FB,(r,Cldq, +...+r5C5dgs + 1, cos(gs +a ,)ddg)
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Annexe D

ANNEXE D.
FORCESD’APPUI SUR LE PIED PORTEUR EN PHASE DE
BALANCEMENT

Les composantes définies par les relations (111.22) peuvent étre aisément calculées selon
I’ enchainement algorithmique suivant :

Facteurs constants
CG(D) = may + Mygusg I
CG(2) =mya, + Myyse I
CG(3) = mgag + myg 14
CG(4)=mua, +mgr,
CG(5) = myas
CG(6) = mgag
CG(7) = mgbs
ou my =m+--4+m; , j>i
Expressions variables
XE(D) = ¢,S1+ ¢fCL : YE(D) = ¢#S1- ¢,C1
XE(2) = 4,52+ ¢:C2 YE(2) = 42S2- §,C2
XE(3) =¢,S3+G3C3 ,  YE(3) =¢3S3- ,C3
XE(4) = §,S4+q2C4 YE(4) = ¢2S4- ¢,C4
XE(5) = §:S5+¢2C5 YE(5) = 2S5- ¢sC5
XE(6) = 556+ G2C6 YE(6) = 556 - ¢j,C6
XE(7) = §sC5- 2S5 YE(7) = §2C5+ ¢5S5
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ou S =sin(q;)

Ci = cos(q;)

L’ équation de la dynamique appliquée au bipéde complet a 6 segment mobiles (voir Figure
[11-27) S écrit :

6 6
amgG)=a-mgY,+RS,® S) (D.1)
i=1 i=1

WRS® §)=-RS® $)°-Ry

Laprojection de (D.1) sur X, et Y, nous permet d’ aboutir a:

7
R, =& CG(i)" XE()
i=1
6

7
Ro, =& CG()" YE()- Mg, M=3m

i=1 i=1
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