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Les premiersfondementsd'une théorie cosmologique explicitementdéasur I'hypothése d'un changemaiet
signature de lanétriquede I'espace-temps ont éiéveloppéspar S. Hawking en 1978 [268]. L'hypothesie
Hawking postule le changemediscret de la métriquede Lorentz a lamétrique Euclidienne définie positive.
Inspirée des méthod&suclidiennesde C.Lanczos [324][325] puid. Schwinger [454] ou Nakano [408] en théorie
constructive des champs, cette hypothese est aujoucdimidéréeen cosmologiequantique,notamment par G.
Gibbons [238] G.F.R.Ellis et al [198] etd'autres sur des bases qui resteapendantplutdt formelles.

Notre étudefondéesur les aspects mathématiques des chapitres 1, 2 et 3 (notamment le chap. 3 ou nous analyson
le changement de signature dansddrede la théoriedes groupesguantiquesjva dans le méme sens, mais en
introduisant, a I'échelle de Planck, une phase de transit@ars\{perposition) de la signature au cours gassage
Lorentzien— Euclidien.

01.1En général, pour 0 < # temps de Planck=1043 s, les modeles a changement de signature deétaique
proposent la transformation globale, par rotation de Wick { I1t) et sans phasmtermédiaire,de la métrique
Lorentzienng+ + + -) en unenétriquestatique puremeruclidienne(+ + + +), décritepar la fonction d'onde :

W= < (b, 0, S) | (9, 51) > = [ 0lg,, 16 [0 €xp -1 (G @) 0.1)

Contrairement au cas Lorentzien, tous les champs commutent deadrdé&uclidien § =0), de sorte que les
directions genre espace et getermps,dissymétriques a I'échelle relativiste, sont symétrisées a I'échelle de Planck
au sein d'une variétgiadri-dimensionnellsans bords, sans échelle et sans origine, sur laquelle agit SO(4). Ce type
de géométrie définit I'hypersphére du typé ostulée parHartle-Hawking [266] en gravité quantique. La
compatibilité de cette hypothése avec les contraintes relativistes a été étaBLlE.PaEllis et al [198] en 1991.
Toutefois, dans les modeles citdslessus (i) la principale justification a l'introductiode la métrique Euclidienne

est de pemettre la résolution de l'intégrales dmctel par les méthodes de I'analyse complexe. La rotdgon
Wick n'est alors qu'une transformatidecoordonnées, safendemenphysique. Par ailleursii( I'existence dune
métriquea signature fixe (Lorentzienneou Euclidienne)a I'échelle de Planck ne parait pas compatible avec les
contraintes de la gravitfuantique Enfin, (iii ) I'approchecuclidienneeffacela notion de singularité initiale et entre
donc ercontradictionavec les théoremes relativistes de singularéélisanune origine singuliére a I'espace-temps.

Des le début de notre travail, il nous est apparu que la méthode consistant a "transporter" a I'échelle de Planck |
meétriqueLorentzienneg,, sans modifier sa signatuge — (3, 1), estifficile ment compatible avec les contraintes

de la gravitgquantique Par ailleurs, l'intéressante proposition de S.Hawkingl [265][268] d'une rétrique
statiqueEuclidienne(++++), (récemmentléveloppéeavec N. Turok [271] sous la forme d'un instanton singulier
raccordéa l'espace-tempsorentzienau voisinage de I'échelle de Planck) outre son aspect formel, ne gésout
partiellement cedifficultés tout en en créanfautresau moinsaussiprofondes.

01.2 Nous proposons ici unsolution nouvelle, fondéesur une possibldluctuation (3, 1) <= (4, 0) de la
signature de lanétriquea I'échelle de Planck. Du point de vue mathématique, nous partons des travaux pienniers
M. Flato,A. Lichnerowicz et D. Sternheimer sur lé&formationsd'algébreset produits -+ (1974) [211], ceuxle

V.G. Drinfeld (1985) [189],M. Jimbo (1985) [290]291] e6. Majid (1988) [356][357] sur les group@siantiques,
ceux d'A. Connes (1973) [139] sur ttassificaion desfacteursde type Ill. Du point de vue physique, nous
considéronga théorie KMS (1967) [260] et les travaux AléM. Polyakov (1975) [68] et G. t'Hooft (1976) [488]
sur les configurations du type monopolesnstantonsEnfin, - & partir notamment dertainsrésultats d&C.M.

Hull et al[282], C. Kounnaset al [[311] - nousconsidéronsa théorie topologique de E.Witten [S1&uclidienne

et effectivea I'échelle 0, commeduale (I - duale)de la théorigguantiquedes champs (qui, elle, elsbrentzienne).
Dans lasuite,nous indiquons alors que l'intégrale de chendiaivantl'espace-temps entre I'échelle O et I'échelle
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de Planckdevraitcontenir deux formes d'actiondyalesl'une de l'autre : I'actiohorentzienne £, (-) et l'action
EuclidienneL (,y, combinées sous la formé (+)"

L (x) :fd4x\/§ [H(é'p - X)L (+) + I(Xo _%lp)[/ (_)] ©. 2)

Nous suggérons que le poids de la signature physigeatziennedans l'intégrale fonctionneller, dominant a

Ghy /2
I'échelle de Planck p = (—;) =~ 1, 7. 10% cm diminue a l'approche de I'échdlje= 0. A linverse, celuile
Cc

la signature topologique Riemannienne, faibjgadeéchelle, doidevenirdominant au voisinage de la singularité
initiale. Nos résultats semblemonc indiquer qu'endegade la phasal'expasion physique de l'espace-temps (a
I'échelle B >p), il pourrait exister, au voisinage de I'échelle B = 0, une phase d"expansion topologique” (au sens

de la théorie topologique de Witten [518]), dans le secteur non perturbatif de la théodeale de la phase
physique. Nous appelons “flot topologiqiimtant' le flot obtenu en temps imaginaire pur en remplacgant t par it
dans le flot temporel associé a I'évolution de Heisenberg. Ce flotaemsttérisé par un courant tensoriel
antisymétriqué ,,, du type axior(partenairedu dilaton ersupergravitdN=2), et sa source est située a I'échelle 0.

01.3Notre premier objectif a été définir certains aspectmathématiquesle la fluctuation de la signature. Nous
nous efforconsd'abordde mettre erévidence(chap. 1 et chap. 2) I'existence et les propriétés driparposition
entred%\g’l), métrique(3, 1) de Iéspace-tempsetdfdf), métrique(4, 0) de I'espacguadridimensionneEuclidien

Notre méthode consiste a "unifier" (dans l'esprit de Flato) [210] les deux algébres de Lie so(3, 1)astmnéés
au deux groupes SO(3, 1) et SO(4) agissani8uf et surR4. Nous réalisons cette unification des deux groupes
Lorentzien et Riemannien au sein de I'espace homayeém&rique

_SO(3,1)® SO(4)
T s0@3)

A partir de3, nous construisons I'espace topologigue quotient

; n3: 1® n4
top= —
T s0@)

décrivantia superposition dedeux classes de métriquesrentzienneet Riemannienne. Nous montrons &igp

comporte une singularité a l'origine, ce mdique que l'espace de superposition des métriques admet une origine
singuliére. Sur le plan cosmologique,danséquencetéressate est que la notion de fluctuation de la signature
semble alors constituer un argumentareurde I'existence de la Singularité Initiale de I'espace-temps.

01.4 Notre hypothése de fluctuation de la signature a I'échelle de Planck nous a ensuite genbeitieun
lien possible entrguantificationde I'espace-temps déformationde la signature de la métrique. Ceci agigeré
dans le contexte de tpdéformationet des groupeguantiques

Parquantificationd'un systeme, I'on peahtendraunex - algébreA (une* - sous-algébrelopérateurdornés sur
un espacale Hilberth) contenant les observablesaisitionet de quantité de mouvement comme sous-algébres
telles que:

~ ~ N

tes -t

'S o6 . @ g (0 1@ (N09=f(a_:(9) 0.3)

o désignant I'action d'un groupe G sur une observable fyolEtionsobservables étant des fonctions C(X). Dans
ce cas, I'on a pour l'algebke : A = C(X) ><1 G. Soitalors lediagrammede Majid [382] :
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Déformation

C(83)® U(su(2)) BSS@ Uq(su(2)) ~ Uq(so(4))
Quantification |, _ | Quantification (0.4)
C(S) >« U(su(2)) —erormation B% > Ug(su(2) ~ U (s0(, 1)

Ici BS"; est I'anneau dmordonnéefressé de lg-3-spheregf425]. Or, BS";

supérieur de (0.4) est une version partiellement tressédq@®(2) ® Ug(su(2)) = Uq(so(4). En revanche,
BS(3q >d Uq(su(Z)) est isomorphe au doulijeantiquedeDrinfeld (Uq(su(2))[189-190] , lequel, pour g1, est

= BUq(su(Z)). Pour g1, le membre

isomorphe aUq(so(31)). L'on observe ainsi a partir de (0.4) queglaantificationparait reliée & un possible
changement de signature dans leqzdéformé.

Une autreapprochesuggére le méme résultanit:
Uq(so(3, 1))= <i(Ug(su(2)) = Udg(su(2))®gz Ug(su(2)) (0.5)

En effet, dans le cas doarrétwisté de Reshetikhin - Semenov-Tian-Shanski [446], dual du doullgifeld
[189][190],®35 représentein twisting supplémentaire du coproduit associé au cas Euclidien:

Uq(so(4))= Uq(su(2))® Uqg(su(2))

Un tel twisting correspondégalement a un type deantification dans I'approche d¥infeld, de U(g) en théoriede
quasi-algébrede Hopf [190]. Ces deux observations sont le poimtégartde notreétude.

Spécifiguement, nous obtenons dans les sections 3.2 etrBahesconstructionsalgébriqguesnouvelles, motivées
par nosconsidérationphysiques des chaps 4, 5 et 6. En particulier, nous montrons l'existence du nouveau produit
bicroisécocyclique

Y
My(H)=Hoe  [>d H, (0.6)

Une telle construction est inspirée par l'idaeifier les signatured.orentzimne etEuclidienneau seind'une
structure unique de groupgsantique, ce que nous parvenons a faire sous la forme du produit bicoojsgique

Y
Ug(so@)pP  [>d Uq(so(3, 1)) 0.7)

Par ailleurs, nous suggérons que la "semidualisation”, transformation proposeeNpajid [382], permetde
décrire la transition du groupg-Euclidienvers le group@g-Lorentzien(et inversement) :

. o
Ugsu(2) >4 Ug(su(@)= Uglso@d) 2ol o su)y > Ug(su@)r- Uaiso(3, 1)

En outre, nous avons montré en 3.4 que dans le domainegdééfarmationde I'espace-tempsles structures

naturelleé%?ér et Ri’ 1, covariantesousUq(so(4))et Ug(so(3, 1)) sont reliées comme suit :
Dualité de* - algebres de Hopf
Uq(su(Z)) ualité de* - algébres de Hop SUq(Z) N Rg/p _1
Transmutation J = T q - changement de signature

Bl (su(2)) BSY(2) = [I%Rg’ Ypon

Autodualité de groupesk-tressés
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ou nous mettons e&dvidencel'existence d'une dualité enﬁé1 a [I%Rg’ 1comme un genre de T-dualité. Notamsune
telle interprétation n'est possible que lorsgeelgi.e. est un effet de I'échelle de Planck-.

Pour finir, nous étudions de la méme maniére les struatesgsoupes dg-Poincaré
P~

RS *><] Uy(so (3, 1) (0.8)

etc.. et les relions au groupe iloincaré R [374] ainsi qua leurdifférentesdéformationspar twisting. Nous
discutons alors la conjecture seltamuelleil existe peut étre un lien général entecycle de déformationvy,
courbure(généralemerde I'espace des phases du syteme magdicburedupré-espace-tempgt anomalie(s) de la
théorie.

Nos constructionslgébriquesdu chapitre 3 suggérent ainsi que, pour étre compatible avec les contraintes de la
supergravité et de la géométrie non commutative a éeltidle la superposition de signature (+ + +dévrait
étre envisagée comme un élément nouveau de la guagitéque

01.5 Notre deuxiemeobjectif a été de mettre eévidence (parfois de manieréeuristique) que le possible
changement de signature deniétriquea I'échelle de Planck n'est pas seulement formel mais pourrait avoir un
contenueffectif. Ainsi, notre propos n'a pas été de constriil@nsles chapitres 4 et 8) de nouveaux résultats
mathématiquesoncernantes algébred'opérateursais plutét d'utilisercertainesiotionsde la théorie dealgébres

de Von Neumann (groupe modulaire, état KMS), pour illustremesvationsphysiques de notreecherche Nous
espérons que de futudgveloppementnathématiquesiendrontétayer dans ce domaine, nos premiers résultats.

Il apparait (4.1.2) que du point de whermodynamiquda températurele Planck

5\ /2
-1 E hC 1 >
|3plancbz-|_pz_kp z(—G) ks ===1,4x103 K
B\

marquea limite detempératuregohysique du systéme. Les résultats 8eWeinberg [509] paraissemtdiquer que
I'espace-temps a I'échelle de Planck forme un systeme globaleméqguibtiore thermique. D'un point de vue

algébrique,un étatd'équilibre est un état sur une *C algébre quasi-locale, engendrépar une sous-algébre
correspondardux observablesnématiquesiu sous-systeme. Partant de I'@@guilibre, nous tirons en 4.3.8ue
le pré-espace-tempss I'échelle de Planck peut étre vu comsmimisa la condition de Kubo-kttin-Schwinger
(KMS [319][387]). Dans lesimites de labandeholomorpheKMS, la quatriémedirection de lamétriquepeut alors
étreconsidéréecomme complexe. Nous suggérons donc l'existence d'un poteffeetif & une boucle, couplé en
supergravité N = 2 au dilaton complexe

. i
”MV = dlag(l ) 1, 1 el ) (09)

La signaturale la métrique(0.9), munie a présent d'giegréde liberté supplémentaire sur la composante @st

Lorentzienngoour 6 = + ;T et peutdevenirEuclidiennepour 8 = 0. La théoriemodulairede Tomita [482],suggéere
alors la "dualisation” de la signatudgnnéepar les automorphismes généraliséAdegue I'on peuécrire:

. = ePeHp g Pl (0.10)

Tc
Le flot temporel associé a (0.10) est formellement holomorphe esribble . = 3+ i3} € C. Le groupedes

automorphismes modulaire&;rc engendreleux flots erdualité soitd'une part :

a. = ePHp g IPH (0.11)

Tr

correspondara l'algébre des observables et au flot Lorentzien en temps ré'abgtepart, le courarual
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efrHp g FrH (0.12)

T

donnant suA un semi-groupe'opérateur;mon bornés et non stellaires. Le flotKi deA n'est pagiéfini sur A

toute entiére mais sur un idéa¥f deA et couplé au flot topologique en temps imaginaire pur &.=Dians le
modeéle que nous proposons, l'algédeeeobservablesiécritepar (0.11)estremplacée I'échelle 0 déespace-temps
par une nouvellalgébreen (0.12), que nous suggérateppelet'algébredespseudo-observablestualeselon nous
de l'algébre dEleisenbergu 7, SOUS la forme (0.12). A I'échelle singuliére B =0, il n'est plus possildenderver

la notion d'observables physiques; a la place, damsidérdes cycles d'homologie dans I'espace des modigdes
instantons gravitationnelgle taille 0). Cettederniéreconclusion reste vraie, en temps imaginaire pur, pour tout
3 > 0 réel. Une tellapprochenous a permis de distinguer trois domaidéfrentssur le "cone de lumiére
cosmologique”, chacun de ces domaines élgaritpar unealgebrede Von Neumanspécifique.Plus précisément,

si nous appelons W11 = R® F lefacteurRg, 1 de type lko correspondana I'échelle singuliere 0, comme toutes les

transformationgrgodiquesx partir de Ny 1 (flots associés a I'échelle 0) sont faiblemémivalenteg149], Mg 1
est un facteur hyperfini, du type ITPFId'Araki-Woods [31]. Le facteur Mg 1 est alorscanonique.Plus

généralement, il existe ainsi trois écheft@srespondaraux trois régions du céne de lumiére cosmologique dans le
shéma (0.1) ) :

(i) I'échelletopologique (échelle0 associée a R=@gcritéparl'ITPFI de type Ito Mg, 1 ;

(i) I'échellequantique de superposition (0<B<p|ancR décrite par I''TPFI de type Il , soit Ry = lloo =g
Z. Nous écrivons alors lyk M g 1 ><lg Z.

(iii) I'échelleclassique (B >¢ pjanch, décritepar lefacteurM de type ¢o.

Pour finir, remarquongyue le flot des poids associéfaateurMg 1 detype lbo a I'échelle O déespace-tempest
un invariant de M 1. Or, nous allons voir au chapitre 7 que la singularité initiale est egaldéueite par un

invariant topologique gl=tr(-1)S, que nous appelons "invariant de singularité”, isomorphe au premier inw&riant
Donaldson. Nous retrouvons alors, par un tout autre chemin, la méme description de la singularité initiale sous la
forme d'un invariant topologique. Ceenforcenotre description du "flot d'évolutidiuclidienne”en termes de flot

des poids.

01.6 Revenons aux aspects physiques de la théorie de superposition. Comme nous l'indiquons au chap. 4, i
devraitexister, a I'échelle de Planck, ulmite a latempérature et a lacourbure- du pré-espace-tempdimite

postulée paHagedornget préciséepar Atick et Witten [38], auleladelaquellel'on devrait considérerun secteur
purement topologique, postulé par la théorie topologique des champs de Wikienatdson Le premier invariant

de Donaldson est une fornagébrique "Riemannienne” dont nous suggérons &8.2 l'isomorphismeavec
I'invariant topologique&aractérisantselon notre approche, la limitéchelle0. A cette échelle "topologique”, la
théorie nedevraitdonc plus étreonsidéréecomme singuliére maidevrait plutot étreredéfiniesous une nouvelle

forme Eucldienne. Cettpprocheepose sur deuséesessentielles :

(i) Conformément aertainegésultats en théorie désiper)cordesiotamment ceux de Kiritsis et C. Kounnas
dans [313], nousconsidéronsl'hypothése selon laquelle, a trés hawtmurbure (i.e. a I'échelle de Planck

T ~ Mpjanch |a gravitation classiquéécite par I'approximation O(M Planck N'est plus valable. Nous proposons

doncd'introduire dans leLagrangien'quantique”de la théoriedes termes deérivéessupérieureen 2 (tout en
considéranten dimension 4, lpossibilitéd'un “"cut off' des termes dérivéesplus hautes sur limite R2, ce qui
élimine les termes end ... + RN de la théorie demrded. Nous conjecturons que ces termes peuvent autoriser la
superposition (3, 1= (4, 0) de la signature de maétriquedars le cadred'une théorie élargissant la gravitation
classiquele type Einstein. A partiles indications du chap. 4 selon lesquelles I'espace-temps a I'échelle de Planck
devrait étre vu comme soumis a la condition KMS, nous postulons de maniére naturelle I'existdaog de

potentiels gravitationnels distincts. Nous conjecturons alors quipergrai®@ R + R (et en N = 2),
I'approximation linéarisée de haétriquede Schwartzshild peut étreconsidéréecomme unesolution locale exacte
de la théoriétendueNous en tirons laonjecture4.1.1selonlaquellela présencale termes non linéaires?Rlans
le Lagrangiereffectif de supergravité peut autoriser la superposition (3, 1) / (4, 0) de la signatunaéteidaea
partir de I'échelle de Planck
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Au deuxiémeparagraphedu chap. 5, nous précisons le contenlLagrangienquadratiquequi nous parait le plus
naturellemenadaptéaux conditions de trés hautes courbures dari@té lorsque I'échell® << lpjgnee (i-e. pour

des échelles de longuelinférieures"a la longueur de Planck). Notons qu'au sens strict, la ntitiéérieur a la
longueur de Planck" n'a plus de signification en termelstince en raison méme de la perturbation portant sur la
métriqueLorentzienne. Notreagrangierétenduest donc :

~ 1 %
L supergravite = 5 R +g—2 R2 +aRR (0.13)

avec une composante physidueentzienngle terme d'Einsteifd R) et une composante topologigHaclidienne

*
(le terme topologiquex RR ). L'interpolation entre ces deux composantes, selon un mécanisme que nous
suggérongi-dessouspous incite donc eonsidérequel s pergravite dé€critcorrectementes deux pdles (physique et

topologique) d'uneméme théorie (la superposition) ainsi que les deux métriques associées.

*
Nous indiquons ainsi qu'a lmnite d'échelle [3 = 0, la théorie, de dimension D =réduiteda & RR , dominée par
des instantons gravitationnels de dimension O, peut étre vue comme purement topologique. Dans ce secteur, |
métriqueest statiquedéfinie positive Euclidienne(+ + + +). Le domaine de validité de I'évolutioBuclidienne
s'étend jusqu'a I'échelle de PlanB~ | pjancl- Au delade I'échelle de Planckl} > |pjane)). 12 théorie est de type

Lorentzien et également de dimension D = 4. Enfin, dans le secteur de grawitiéue (0 < 3 <lpjzncp). 12

théorie,définie par laquantificaton du groupe de Lorentppssédaine dimension supplémentaire (D = Bquelle
autorise la superposition des deux clagseentzienneet Euclidienne(ce qui induit une phase de "superposition”
des signatures (3, 45 (4, 0). Ladynamiquedu pré-espace-tempsorrespondhit alors a l'expansion d'un monopdle
gravitationnel de dimension 5 tandis que la superposition peuassineiégapres compactification de fuatrieme
coordonnéespatiale du monopéle D = 5) a une dualité monopéle-Instanton d'un genre nouveau en dimension 4.

Enfin, lorsque 3> lpjgnet » I'espace-temps entre dans la phase Lorentzienne conventionnelle de I'expansion
cosmologique.

01.7 A partir de l'approche@récédente nous entreprenong'approfondirau chap. 6 la notion de superposition
effectivedes métriques. Pour cela, comme annondglefi, nous suggérongd'associeles métriquesorentziennes

a des configurations gravitationnelles du type monopéles de t'Hooft - Polyakov [488] a 4 dimensions. Ces
monopobles de dimension 4 résultent de la compactification, au voisinage de I'échelle de Planckfanitege

de la théorie), de lguatriémecoordonnéex* du monopdle de dimension 5. De méme, nous associanstiaue
Riemannienne a la configuration du type instanton gravitationnel. tdmssdéronslors que le i-dual de la théorie
monopdlaire D =4 (+ + + -) est la théorie topologique du type instanton D = 4, de signature ). Pans le
cadredela S / T - dualité construite en théoriea®des ou existe une dualité entre les champs $,da i-dualité
monopoble-instanton isodimensionelle (D = 4) est possible (il convient de noter ici que notre deodéle
superpositionge dimension D =5, se situe dans le secteur de basse dimension de la théorilesis de ce fait,
peut se voirappliguernombrede ses résultats). Nous suggérons alors qumeédaiqueEuclidiennepeut avoir une
existenceeffective entre I'échelle 0 et I'échelle de Planckn&ixerceplus qu'un effet purement topologique a
I'échelle relativiste.

Plusgénéralement, a partir des S / T - dualités, nous suggérons que le secteur [jégisedieele Planck) et le
secteur topologiquéchelle0) peuvent étre vus comme reliés par une symétrie générale, di-gyaité en
théorie desordes[282], telle que U = & T. CetteU-dualité(qui échangda S-dualité entre couplages fort et faible
avec laT-dualité)définit une dualitéde forme" (au sens de B/erlinde [508]) entre I'origine singuliere et la limite
"a grandeéchelle"(échellede Planck) de la variétége. entre le vide topologiquéchelle0) et le videphysique
(échellede Planck) de la théorie :

U-dualité

Vide physique (B £'pjanck monopole(+ + + -)) Vide topologique (B 0, instanton(+ + + +))

La U-dualité,rappeléeen7.2.1, applique le secteur physique de la théorie sur le secteur topologigice-gersa.
La limite topologique de dimension D =cbrrespondselonnous,a lalimite detempératuradu systémephysique
D =3+1.Partant de la variéférméeM de dimension (3+1) &2 étant une variété lisse de dimension 3, l'invariant
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Z(M) est donné par la fonction de partition Z, I'espace vector@) Atantl'espacede Hilbert de la théorie.
L'endomorphisme de ZX) donné par AR x Id) est alors I'opérateur d'évolution en temps imagirairg?, avec

R = 0 sur lalimite topologique non triviale associée a linvariant de singularité ¥r(Quoique la théorie
topologique nesoit pas dynamique,il existe néanmoins un phénoméne de "propagation topologique" ( ou
topologique), qus'effectuesuivant uncobordismenon trivial, analogue a celdgja étudié paiM. Atiyah [50] dans

un autre contexte. Rappelons ici qu'une "amplitude topologique”, au sens de Witten ré§t&8%enteune
interaction, dans un systémedépendantdesdistance®ntre lespointsdu systéme. Nousonsidéronsu chapitre 7

que les amplitudes "physiques" (au sens de [24]) de la théorie topologique de la gravitation sont les ievariants
Donaldson. De ce point de vue, les amplituctessidéréesmpliquent I'existenceal'observablesion locales(que

nous appelon®seudo-observablesteliées & la sphére3gbord del'instantongravitationnel singulier muni de la
topologie de la bouleB.

Dans laperspectivei-dessus, nousonsidéronsionc I'existence, adelade I'échelle de supersymétrie, d'éobelle

de symétrie plus haute, unifiant les deux seules composantes de |'espacentrgmifférenciéesa I'échellede
Planck : ladirectiongenreespacest ladirectiongenretemps.ll s'agit d'une symétrie de jauge, réalida&guivalace
entre lesquatredirections du champ de jauge gravitationngl. aconfiguration de champ associée est du type
instanton(super)gravitationnele taille 0, construit par E. Witten en théorie de Yarldils [295] & I'échelle = 0

de l'espace des modules d'instantons. Aégeatd,une bonne imagde la symétrieEuclidiennecorrespongd sur la
variété Riemannienne sous-jacente de dimension 4, a une "entropie topologique" ndfmaostionau cas de la
variétéLorentziennehabituelle. En effet, I'entropie topologiqhqop(g) sur une variét¥l est :

. 1
htop(9) - lim T Log (#{y /€glv) =R} )

—=4 0

ouy est unegéodesiquepériodiqueet £g(y) sa longueumesuréepar lamétriqueg. A présent, sur und-variété
munie d' unenétriquedont la signature est Lorentzienne, I'entropie topologique dgdlmiésiquest non nulle. En
effet, la signature (3, 1) de g sur M conferea M une structure hyperbolique. Or, selon G. Bessbral

[79 - B.E.] toute variétéyperboliqueX est un minima local de I'entropie topologique du fiébdésique Par
contraste, sur une variéiiclidienneM g correspondané I' échelle O de I'espace-temps, I'entropie topologique est

nulle. En effet, s'agissant de la boul® & bord 3, il a été montré par A. Katok [306- B.E.] que son entropie
topologique est nulle :

h '[Op(g)B4 =0

Parmi les onséquencesle la nullité de I'entropie topologique au voisinage de I'origineedpdte-temp#! g,
sachant que le taux deoissanceexponentiel p(f) des orbitgg@riodiquessur une variété est égal a I'entropie
topologigue fop(f), nousdéduisonsdehtop(g)MO: 0 que le systéme sous-jacent a la bodtedprésentani g
n' est pas un systéntdynamique.Plus précisément, I'on montre qu'il s'agiistement,d'une"pseudo-dynamique

Euclidienne”, de naturergodique.Dans un telcadrethéorique, la transition de signature s'exprime alors par le
passage d'une entropie topologique nulle a une entropie non nulle.

Pour conclure, il est intéressantrdemarquerque, horsmis cettederniéreconsidération)'on retrouve dans 01.6 et
01.7 une image plus physique de certains de nos résaltgtss en g-déformation,notamment ceux sur la
semidualisation et les dualitd'slgebresle Hopf sous-jacentes a la transition de signature.
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01.8 En quoi notreapprochepeut-elle, a cestade, débouchersur unesolution possible du probléme de la
Singularité Initiale du modéle cosmologique type "Big Bang" ? Au chapitre 7, nous discutonepserdtion
de I'échelle singuliére 0. La singularitétiale, hors de portée de la théomgantique mais biendéfinie par la
théorie topologique des champs, peut donaégardédci non en termes déivergencesle champs physiques mais
en termes de symétries de champs topologiques et d'invariants associés (comme le premier inbanalisde
[178-179)):

1= > ()" (0.14)

|
L'une des insuffisances (sans doute la pléoccupantedlu modele type "Bidang" reste en effet son impuissance
a fournir une image de l'origine singuliere de I'espace-temps. Or, une résolution possible de la Singularité Initiale,
gue nous proposons au chapitre 7, estafsidérerque I'échelle 0, qui ne peut pas &eerite par la théorie
physique(perturbative)devrait I'étre par la théorieluale (non perturbative) de type topologique. L'oméfinit
habituellement, a partir de Witten [518], la théorie topologique commpeaslatificationde zéro, ld.agrangiende la

théorie étant i soitun mode 0,soit (i) une classearactéristiqueC, (V) d'un fibré vectorielV —— M

construit sur'espace-tempsNous proposons alors en (7.1.3) une nouuatiite topologique de la théorie, non
triviale, fondéenon plus sur H =0 mais sur B = 0 et dodépendantede H. Lalimite topologiqueordinairede la

théoriequantiquedes champsjécritepar l'invariant de Witten Z Fr(-1)" estdonnéepar lalimite de la fonction de

partition Z = Tr(-1Ye ®H pour les valeurs nulles (ou invariantes) de H. fEmanche,dans notre cas, nous
choisissons le mode 0 de I'échelle (3 = 0). Alodedent(sreprésentarie nombre d'instantons detl#orie):

Z =Tr(-1p (0.15)

Ce nouvel invariant, isomorphe a l'invariant de Witten Z = TH-Peutexplicitement étre associé a la singularité
initiale dupré-espace-tempafteinte pour la valeur R = 0 de la fonction de partition des états. Nous proposons
d'appeletinvariant de singularité" ce nouvel invariant, assodifatantongravitationnel singulier de taille 0. L'on

peut alorgtendrda dualité monopéble-instanton proposée au chap. 6 en suggérant qu'une telle syrdégliede
relie 'anneau de cohomologie BR%Jecteurphysique de la théorie) et I'anneau de cohomologie de l'edpace
modules des instantonecteurtopologique). Les groupes de cohomologie BRST [217], ayant pour forme
générique

@ _ kerQIg?%ST

IMQBRST
nousconsidérongjue la théorie topologique réalise alors l'injectitenneaux
HBrsT=® 0o Hirsr——=H*(3{4)=® M HO (2 ) 0.17
BRST=¥ .0 MBRsT mod)= ¥ i- 0 mod 0.17)

qui fournit un chemin injectif du mode physique dans le mode topologique. En toiservable; et de cycles
d’homologieH; CM y,0q dans I'espace des moduMsy,qq des configurations du type instantons gravitationnels
J[¢(x)] sur les champs gravitationngisde la théorie, nous relevorigquivalence

{0,0, ... 0y = #(H,NH, N ... NHy)
(0.18)

ou le secteur physique de la théoriedgsritpar les observable@; et le secteur dual, de type topologique, par les
cycles d’homologidd; C M 1,0g- L'oscillation de signature entre secteur physique et secteur topologique est alors

induite par ladivergenceA Uy =f(9‘uju d*x du courant-fantdmg73][217] ju' Lorsque AU = 0, comme il

n'existe pagl'espacale plongement pour l'espace des modules, nous suggérons (Ch.7) que la théorie est alors
projetéedans labranchedeCoulomb,a l'origine deM o4, sur un instanton singulier de taille 0 [524] que nous
identifions & l'espace-temps a I'échelle 0. La théorie est ramifiée sur le secteur purement topdthgidae
signaturecorrespondané ce secteur étariuclidienne(+ + + +).
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01.9Nous suggérons alors, toujours au chap. 7, que limage de la symééeritepar le groupe de jauge non
brisé du type SU(2p SU(2), estdonnéegar le premier invariant de Donaldson [178][179], associé ici a l'exsitence
d'une "amplitude topologiquearactérisanta théorie. Lorsquela dimension dim de I'espace des modulees
instantons est nonul, les invariants de Donaldson sont donnés par la fonction de corrélation de la théorie :

Z(yq ... 7,) = fDXe’S fWkl <n > (Dim 4, = 0) (0.19)

Or, notre résultat formel le plus surprenant est qu'a I'échelle 3 = 0 associémidelales hautesempératures
I'espace des modules des instantons étant nul suficetes la fonction de partitiondonnéepar

z =T e PH (0.20)

doitredonnete premier invariant deonaldson
=Y (-1,
i

invariant topologique nopolynomial,réduit & un entier pour dirmw , = 0 [178]. Cette limite

Z = Tr(-1°

de la fonction de partition (0.18prresponcad une symétrigiénéraliséale tous les états possibles dernétrique,
tous les états instantoniques ¢gl¢,gdonnés par lahargetopologique deinstantongravitationnel singulier, étant

équivalentsa I'échelle 0. Nous appelons "symétrie 0" la syméépéraliséecaractérisant'échelle singuliére 0.
L'approcheci-dessuscombinée a celle du chap. 6 établissant, dacedied'un modéles, le couplage a I'échellie
Planck entre une gravituclidiennede dimension 3 et un "targgpacé de dimension Zsecteurscalaire) fournit
une image qualitative de la singularité initialespace-tempsn tantqu'orbifod conique (ouconifold) G telle que
['; =——. En élargissant céernier point de vue, une applicationonjecturalede la théorie des cycles

n
d'évanescencet polyedred'effondremen{326 B.E.] suggere & nouveau quditaite de la théorid_orentzienneest
purement topologique. En effet, en théorie effendrementRiemannien etles polyédresd'évanescencedonnant
des cycles de singularité [419], dégénérescenamétriquea I' échelle Oconcernenon pas lamétriqueEuclienne,
bien définie, mais laétriqueLorentziennedégénérésur cettdimite. L'on peut alorsonjecturergue la signature
physique deviengvanescentdau sens de Milnor [401]) au voisinage de 0, la signature dominante étant
Riemannienne. Nous tirons en effet detC I'existence d'urpolyedre d'effondrement(ou d'évanescencequ
voisinage de I'échelle 0 tel querfgétriqueLorentziennes'effondresur lamétrigueRiemannienne (+ + + +) autour
du point isolé singulier 0. Nous retrouvons ici la notideffondrementde Cheeger et Gromov [419]. Nos
recherchepréliminaires nous ont permi& constater que la théorie deslyédresd'effondremenen dimension 4
induit de maniere naturelle d'une part I'existence egpacede superpsition de dimension Fcorrespondang la
complexification de ladirectiont de lamétrique)et, d'autrepart, conduit a unsolutionde la Singularité Initiale
commelimite Riemannienne de type*Beffondrésur un point,limite du cycle dffondrement d'une variétéle
dimension 5. Bien que leveloppementgue nous avonsffectuéa cetégardne soient pas inclus dans le présent
travail, il a été pour nousncouragearde retrouver, par une toute autre voie, une structure topologique analogue a

celle de instantongravitationnel intervenant dans la théorie (la topologie de la bdle B

Nous suggérons en effet pour modgométriquede l'instantonla boule B bornée par la sphére3S La
propagation de Isolution dépendalors du support dénstantongravitationnel : au voisinage de lemite 0, il
existe une accumulation dedhargetopologique au dessus du point singuligy tBlle que la densité dgharge

topologique RR — oo ; dans lasituationduale, caespondant I'étatfondamental le support de l'instanton est

étendua l'infini et RR — 0. La transition de O Einfini est alorsdécritepar les transformations conformes de la
spheére.

Nz
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01.10 Nos hypothéses du chap 8 suggérm@nsi, de maniéreconjecturale,l'existence d'ungremiéere phase
d'expansion purement topologiqueptg-espace-tempparamétré@ar lacroissancele la dimension de I'espades
modules dimM et décrite par la "pseudo-dynamique'Euclidienne Cette "pseudo-dynamique’peut étre vue
heuristiquement comme wtaoissement duliametrede I'espace des étaifp , ) en temps Euclidiefdual de
I'espace des observables en temps Lorentzien). blmijectureest que cettédynamiqueEuclidienné pourrait étre
décritede maniére naturelle par le flot des poids (au sens de Connes-Takesaki) de l'algebre delggedhtles

pseudo-étatsle la métriquea I'échelle B = ONous conjecturons également que le flobdulaire Euclidien
représentaritévolution d'un systeme en temps imaginaire pourcaitesponte a unaccroissemende ladistance
spectraleséparant les états du systéme.

L'origine de l'espace-temps peut, in fine, étre vue comme résultant de la brisure de la $gmpsriespae a
I'échelle 0, brisure qui, bien eecade la brisure dsupersymétrig I'échelle de Planclengendrgi) I'émergencalu
temps commalirection privilégiée dans la 4-géométrie initialé ) I'expansion topologique dpré-espace-temps
avant I'échelle de Planck éti() I'expansion physique alelade I'échelle de Planck.

En conclusion du chap. 8, nous suggérons a partir de qeégadd'existence d'un "principe de singularitge
nous formulons ainsi :

Principe de singularité : Tout point del'espace-tempsst relié a la singularité initiale par un flot
topologique.

Le principe de singularité, découle é& lI'invariant de singularité

S
Z =Tr(-1
Z.=Tr(1)

lequel repose sur le fait quelerd de I'espace-temps peut étre identifié au botdd8l'instantongravitationnel

singulier B de taille Oreprésentaria singularité initiale de 'espace-temps. La propagation de la singularité initiale
est induite par I'existence d'une amplitude topologique - dudiypeede l'instanton gravitationnel singulierde

taille 0, soit Q =fd4x R‘VR“V, détectablesur le bord 8 de linstanton gravitationnel singulier muni de la
topologie B. Lespseudo-observable®nt ici interprétés comme cocycles sur I'espace des modules des instantons

et sont associées aux cyclgs de la4-variété B4 (application deDonaldson).Considérant un point X de?B
I'amplitude topologique assurant la propagation de la charge instantpréqdelors la forme :

(0. 0x) = #(S* %)

L'amplitude topologique de la théorie elstinnéepar lespseudo-observabletu membre de gauche, tandis que le
membre deroite désignde nombred'intersectionslesy; CB?. La fonction#(SS,X) est nulle si le point X est

situé hors de la sphéré 8t vaut 1 si X est a l'intérieur d8 §.e. si X € B#), cas ol il existe une amplitude
topologique.

C'est dans cetfgerspective etd'autresnon évoquéesians ce préambule - que nous proposonsodgidérerdans la
recherchequi suit le"modélehypersymétrique® i.e. symétriedécritepar SO(4) efondéea I'échelle singuliere R=0,
surl'équivalencales trois directions genespacest de ladirectiongenre temps dans faétriqued'espace-temps
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01.12Laprésenteghese est donc organisée consué :

Dans lechapitrel, nous introduisons nos résultats en terdeegroupesclasiqueset suggérons l'existence d'un
"chemin” algébriquedans I'oscillation de signatusde lamétrique: a partir de (3, 1) - resp. de (4, O)s-peut
évoluer vers (4, 0) - resp. vers (3, 1) - mais jamais vers (2, 2).

Dans le chap2, nous construisons I'espace homogéne symétrique susceptitidericel'unification desdeux
groupeslLorentzien et Riemannien, ainsjue I'espace topologique quotieliop dont l'on peutattendreune

représentationorrectede la superposition des deux métriquesdniziennest Riemannienne. .

Le chap.3 contient nos principaux résulta@gquisdans le domaine des groumpsantiquesNous avons obtenu
certainesconstructionsalgébriqguesouvelles, en particulier, les famillds produits bicroiségocycliques. Ces
constructions explicitent la transition du groupEuclidienvers le groupej-Lorentzienainsi que celle desspaces
sur lesquels agissent ces groupes.

Au chap.4 nousabordonsuneapprocheplus physiqueet suggérons que I'espace-temps pourrait étre en état KMS a
I'échelle de Planck, d'ou nous tiromee le parametréemporel [devraitalors étreeonsidér&écomme complexe. Dans

ce cas, les fluctuationguantiquesdu champ ddempératurepourraient constituer la source des fluctuations
guantiquegle la signature de laétrique.

Au chap.5, nous proposons une extension de la gravité relativiste a partir de I'échelle de Planck et adoptons un
Lagrangierdesupergravitéde la forme R + R + RR". Dans ce nouveaadre,a la limite infrarouge = lpjancie »

la théorie estlécritepar le terme linéaire en @ecteulorentzien tandis que sur lémite ultraviolette 3= 0, c'est

le terme topologique RR qui domine, la théorie ayant un contenu purement topolo¢sgutuiEuclidien.

Au chap.6, nous proposons une dualité nouvelle, isodimensionnelle, entre instantons et monopéles de dimensior
4. La relation delualité a I'échelle de Planck, entre ces deux configurations du champ gravitationnel donne une
bonnereprésentatiosemi-physique de la superposition des métriques (3, 1) et (4, 0).

Au chap.7, nous indiquons une possible résolution de la Singularité Initiale deadréele la théorie topologique
de Witten(Euclidienne)dualede la théorie physiquiorentzienne)La Singularité Initiale peut alors étre résolue
sous la forme d'un instanton gravitationnel singulier de taille O.

Au chap.8, nous discutons la question de I'expangamordiale du pré-espace-tempslepuis I'échelle 0 jusqu'a
I'échelle de Planck. Notapprochele la phase d"expansion topologique” située dans la rqgasiquedu conede
lumiere esfondéesur des argumengdgébriquegle flot des poids dtacteurde type I associé a I'échelle 0) ainsi

gue sur des résultats liés a la théorie des instantons (en particuli@nitaisation de la densité deharge
topologique divergente de l'instanton singulier de taille 0). Nous énoncons en conclusion un "Prindpe
Singularité"fondé sur I'existencel'amplitudesopologiques, de portée par construction infinie, ayant pource
I'échelle O de I'espace-temps.

Enfin, nous proposons, outre I&$érencegitées dans le corps de noteghercheune bibliographigndicative trés
exhaustive, rassemblant nombre de publication (environ cinq céfétences)qui, directementmais aussi
indirectement, nous ont paru apporter des contributions de nature a former les bases d'une théorie a venir de
superposition de la signatutel'espace-temps a I'échelle de Planck.
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1

DOMAINES, 1) < (4,0)
DES FLUCTUATIONS DE LA SIGNATURE

Nous suggérons ici I'existence d'un "chenagilg€briquedand'oscillationde signatures de lamétrique: a partirde

(3, 1) - resp. de (4, 0) - nous indiquons gyeut évoluer vers (4, 0) - resp. vers (3, 1) - mais jamais vers (2, 2).
De méme, a partir de (2, ,ne peut jamais évoluer vers (3, 1) ou vers (4, 0). La fluctuation de signature parait
subir ainsi unconfinement aux deux formes (3, 1) et (4, 0), dans liesites d'un "domainede fluctuation"
dépendantle contraintealgébriques.

1.1 CLASSE COMMUNE DE SIGNATURE (3,1) == (4,0)

Nous commencons pemarquenjue (3, 1) et (4, 0) appartiennent & une "classe de signatures" commune, liée au
groupefondamentatt; = Z/27 commun au deux groupes, adiéférencede (2, 2).

Remarque 1.1.1S0(3,1) et SO(4)appartiennenia la mémeclassefondamentalel'un et l'autre possédant, en
commuravecSO(3),le mémegroupefondamentalt; = &7/ 27 a deuxléments.SO(2,2) apourm = # @ <~ a

uneinfinité d'éléments, at'appartientpas a lamémeclassefondamentale.

Comme rappelé en [405], lag de SO(3, 1) et SO(4) somtentiques m;(SO(3, 1)) =, (SO(4)) =7 | 2F ce qui
n'est pas le cas de SO(2, 2), dont le grdopdamentakst # ® Z. Il estimpossiblede déformercontinment
Zloz versZ ® 7.

(3, 1)— (4, 0)+ (2, 2).

Nous montrons a présent qudo7 est également le grougendamentalde I'espace homogérsymétrique
correspondara l'unificationgénéralisé¢dansl'esprit deM. Flato) de SO(3, 1) et de SO(4).

. . . SO(3, 1)® SO(4) i o
Proposition 1.1.2L'espacehomogene symeétrique, = 50 3 représentant'unification entre
le groupe de Lorentz et le groupe Euclidien enémegroupefondamentatjueSO(3,1) etSO(4),s0it "/ 2.7

Note : Nousutilisonsici une notation usuelle en physique exprimant, au niveau des groupes, le pireduit
) . .. SO(3, )x SO(4) ., . SO(3 1)® SO(4) .
Gx H par le produit tensoriel @ H. Ainsi, s' écrira . A partir de la
SO(3) SO (3)
théorie d'unification des algébres de Lie proposédpdtlato [210], nous indiquons au chap(21.2,2.1.3)que
Y h représentéunification généraliséele SO(3, 1) et SO(4).

Démonstration L'on choisit une identification possible de SO(3) comme sous-groupe de SO(3,1) et de SO(4).
Commencons patéfinir I'action de SO(3) sur le produiirect

I' = SO(3,1)x SO(4) (1.1)
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Soient les éléments g= SO(3, 1), g € SO(4) et he SO(3). SO(3) étant un sous-groupe commun GeLx

facteursdu produit (1.1), nous avons donc un plongemisemi-diagonal‘caractérisgpar une action a gauctlie
SO(3) sur le produit (1.1). Le couple (ggp) s'identifie alors a :

@, %) —F= ha,ehd (1.2)

L'action en (1.2) définit un fibré principd de groupe structural SO(3), I'espace des orbites de l'action de h sur
I'espace total étari¥. Dans notre construction du fibg I'espace total est SO(4 SO(3, 1)), la base est
SO(3, ) ® SO(4)

SO (3)
F. Testard405] selon laquellesonsidérante fibré principalG — % :

et la fibre est SO(3). Or, cette construction du fibré&gsivalente celle deR. Mnéimné et

G x y F— SO(4)x sqz SO, 1)) (1.3)
En effet, dans ce cas, le groupe SO(3) opére librement a droite sur>8G@j3, 1)) par :
(@2, o) —5— (@2h™, hay ) 1.4)

et I'on montre aisément que (1.2) égtivalenta (1.4).L'espacedes orbites SO(4X sqz) SO(3, 1)) est ungariéte
fibrée audessusdeso(%o(s) de groupe structural SO(3) et de fibre type SO(4). Or, partant d'un fibré principal

F, de base B et éspacdotal T, Xy étant un point de T et F la fibre passant pagF( I' on considerela fibration
utile F— T — B. Alors, il a été établi [405] I' existence de la seitactedesr; :

= 15 (B, (%)) — 22— 1 (F gy (%) ——= 1 (T, (X0 ) —2— 1 (B, ¢(Xo)) - -

s g (Fg s (X0))—2— 210(T, Xo)—— - . . (15)

de sorte que dans le cas du fibré (1.3), avecsé)!—f%OB) =S3, F = (SO(@3, 1) et T = SO(4x sag) SO, 1)),
nous avons la suitexacte:

5, i*

= (S m(SO(3, 1)) (T —L— 7, (SY) (1.6)

Or, d' aprés (405)212(83) = JI]_(S3) =0, ce qui impliqu@écessairemetitégalité des deux termes médians :
0 (SO, )= m(T) =57
et le groupdondamentatiu fibréy = SO(4) x gq3) SO(3, 1)) est donc:

() =27 (1.7)

Comme nous avons monttéquivalenceentre (1.2) et (1.4), nous en tirons donc que le grdapgamentalde
_S0(3, 1)® SO(4)

SO (3)

est bienty = Z/ZZ’ comme requis[]

Le résultatci-dessusau niveau des groupésndamentauxous conduit &onsidérerdans la suite I'existence d'un
chemin continu de revétementquelest associéscillationde signature (3,1)- (4,0).
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1.1.3 Fluctuation de signature et chemin de revétementsuniversels

Nous suggérons l'existence d'sevétementle superpositiont'ordre2, susceptible de contenir alternativement soit
le revétement universel de SO(3, 49jtle revétement universel de SO(4). Eavanchegce revétemerd'ordre2 ne
peut étre ramifié sur le revétementde SO(2, 2).

A , , SO Y@ SO4) R
Remarque 1.1.4Le revétement universel du fibd, = 503 décrivantl'unification généralisée

entrele groupe de Lorent50(3,1) et le groupe Euclidien SO(4) e, = SL(2,C) ® SU(2).

Démonstration Le revétement univers@iR} de SO(3, 1)® SO(4) s'écrit :

{R}so@3, 1)@ so@)}= SL(2, C)® SU(2)® SU(2)

De méme :

{R}(so(3)=SUQ)

Or, a partir {) de I'actionsemi-diagonalele SO(3) sur le produit SO(3, ¥ SO(4)définieen (1.2), puisi{) de

I'existence d'une bijection entrertg et le revétement universel §a et enfin {ii ), du fait que let1 deX calculé
SO(3 1) ® SO(4)

SO (3)

en (1.1.2) esZ/zZ, nous pouvons conclure que le revétement univelBgly{ de Sh =

est:
{R}) = SL(2, O)® SU(2) (1.8)

comme requis]

—~ —~

Considérons maintena®iL(2 ,}) ® SL(2, R), revétementuniversel de SO(2,2).

Corollaire 1.1.5 La fluctuation designaturede la formequadratiqueLorentzienne s'effectue léntérieur du
chemin de revétemertR},, d' ordre 2 , simplementonnexe, du typ8L(2,C) ® SU(2) susceptible de semifier

soitversSL(2,C) soitvers SU(2PSU(2).{}R} ) ne peut seamifier vers SL(2 ,R) ® SL(2, R), revétement
deS0O(2,2) d'ordreinfini.

Démonstration. Le revétement universel de SO(3) est SU(2)3~-d8 centre fini et simplement connexe, celui
de SO(3, 1) est, topologiquement, SL(2, €5 ® RS, également de centre fini et simplement conngeae
nappe}andisquecelui de SO(4) est SU(® SU(2)~ S ® S et présente les mémearactéristiquestn revanche,

—~ ~

{R}2 = SL(2 . R) ® SL(2,R) (1.9)

a un centre infini et n'a pas de réalisation matricielle en dimension firge{38}, , n'est pas un groupde
matrices [242]. Il existe donc entriR}; 1) = SL(2, C) et f}4) = SU(2)® SU(2) un chemin continu, lié a la
simple connexité et #ordre 2 des deux revétements cités.Un tel cheprgndla forme d'un“revétementde
superposition"{R} ) = SL(2, C)® SU(2) d'ordre2, simplement connexe, contenaott {IR} 3 ;)s0it{IR} . [

Note: SO(2, 2) n'a pas deprésentatiomatricielle, ce qui supprime la notion usuelle d'étaintique.

Remarque 1.1.6 A la différencede SO(3,1) et SO(4),le revétement universel &0(2,2),d'ordre infini,
n'‘admetpas daeprésentatiommatricielle. L'état dsignature(2, 2) ne peut donc p&sreun étatquantique.

Remarque Unereprésentatiomatriciellecorrespondci a unereprésentatiode groupe de Lie.

-3-
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Démonstration Il résulte de la dém. (1.1.5) que SO(3, 1) et SO(4) ont chacun par bijectimvaiement
d'ordre2 alors que le revétementde SO(2, 2)dastireinfini :

1y (SOBY)=2Z,, <ZEEmes, 7, = (SO(4)

2 éléments
{ER}(SL(Z, C) ’ {SR}(SU(ZESU(Z))

Au contraire, dans le cas de SO(2, 2) :

infinité d'éléments
R

n(SO(2,2))=2® Z (1.10)

{SL@2,R)® SL(2 , R)

Le revétement universeBL(2 ,R) ® SL(2, ), de noyau irfi, n'admet donc pas desprésentations

matricielles,SL(2 ,[}) ® SL(2, R) étantun groupe sans matrices. SO(2, 2) n'admet donc pespdsentation
projective, celle-ci étant fournie par leprésentatiormatricielle de son revétement universélabsencede
représentatiomprojective supprime l'espace de Hilbert et ne permet pdgfir I'espace des étatpiantiquesLe
théoréme de Wigner [438] a établi que les symétries de I'espace projectif proviennepérdesursunitairesde
I'espace de Hilbert.'absencel' espaceprojectif n'autorise pas lguantificationen signature (2, 2).]

1.2 CHEMIN DE CONNEXITE ET DE LACETS (3, 1) ==(4,0))

Remarque1.2.1S0,(3, 1) et SO(4) possedenttemerno.

Soitle demi-conede lumiére orienté du passeé vers le futur. Il n'existe qu'une seule composante cdanegepar
mto - dans I'espacesur lequel agit S@(3, 1). De méme, SO(4) en tant que varigdéseédeégalement une seule

composante connexe. D'ou :
1o{SO(3, 1)}= mo{SO(4)}

Comme SO(2, 2) a deux composantes conneigsest possible de passer continiment de (3, 1) a (4, 0) en
longeant la méme composante connexe, il n'existe pas de chemin continu de composantes connexg8etifre SO

et SO(2, 2) ou entre SO(4) et SO(2, 2).
La transition SO(3, 1¥> SO(4) n'existe pas seulement en terme de connexité mais erdEspaeele lacets.

Proposition 1.2.2 Ladéformationde lasignatureLorentzienne s'effect@ansun espacede lacetsorrespondant
a unedéformationcontinue de l'espacedes lacetsf{SO(3,1) vers.f{S0O(4). Unedéformationcontinue de ce type
n'est pas possible vel€S0(2,2) .

Note Le symbolef désigndci I' espacales lacets.

Elts de démonstration. S'il est possible deétractersur un point I'espace des lacets de SO(3, 1), SO(4) et
SO(3), cette trivialisation n'existe pas pour SO(2,~250(2) ® SO(2). SoientI’; ,,T'yetl’; , les espaces
topologiques associés a SO(3, 1), SO(4) et SO(2, 2).I'Qy, et I'ypeuvent étrerétractéssur le points
correspondané leur sommetI{, a pour unigue point réel son somnig} et les deuxspacede lacets associés
peuvent étrérivialisés.EnrevancheSO(2, 2)~ S; ® S; et I' espacales lacets associé eentractesur le tore, non
contractile sur upoint.L' on a donc un homéomorphisme local efyg etI", qui ne peut étrétendual’, , . [

Nous achevons sur fgerspectivel'un chemin d'oscillation en régimedéforme.
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1.3 CHEMIN QANTIQUE DE FLUCTUATION (3, 1)q <> (4, 0)q

Aux différentescontraintes sur la fluctuation de signature vers (2, 2) observées en classiquecdoiegmindrdes
obstructions en régimg-déformé.Sans entrer dans le détail des groupgmntiquesmpliqués, il est possiblde
fairecertainegemarques propos de ce que I'on peattendre.

Premiérement, nougmarquongjuetandisqudes représentationgréductiblesde SO(3, 1) et SO(4) -et donc celles

des groupeguantiquessOq(3, 1) eS0q(4)-sont étroitement liées, celle de SO(2, 2) -et donc de SOq(2, 2)-, est tres
différente.Nous allonsconsidérerau chapitre 3'équivalencealgébriquedes formed.orentzienneet Euclidienne

comme ungoossibilitéd'effectuemune "transformation de jauge" [190] ou "g-twist" [377] des structalgbriques

de SOq(4) a celles de SOq(3, 1)) (modulo+es structures donnant les formes réelles des grocgasernés). Une

telle transformation de jauge est vue au chap. 3 comme un "chemin" dans l'espace des algébres de Hopf, chemin le
long duquelil est concevablegue peuts'effectuerd'évolution de la signature de lmétriqueentre les deux formes.
Toutefois, I'on nelevrait pass'attendrea trouver I'existence d'un tel chemin directionde SOq(2, 2). En outre,

nous rencontrons méme udificulté au niveau deseprésentationfondamentalegjui suggerent :

Conjecture 1.3.5I1I n' existe pas dg-déformation usuelle du revétement universel dg,;$ 2).

Arguments Comme SL(2 ,R) ® SL(2, R) est un groupe non linéaire et n'admet aucwpeésentation
matricielle, il n'est donc pas possible de construirg-déformationa _I'gide de matrig_e_‘s dgnérteurgde dimension

fine. En effet, la R-matrice ne peut pas étre construite a parSL(e , ) ® SL(2, ) et par conséquent, il
n'existe aucung-déformatiorusuelle du revétement universel de;&0 2).[]

D'un autre point de vue, pour qu'wd&ormationcontinuesoit concevalbe, nous suggérons que les revéterdesnts
groupes agissant sur lespacesous-jacents doivent étdéformabled'un dans l'autre, a l'intérieur d'une méme
classe. Or, il esmpossiblededéformerun revétement @rdre2 en un revétementafdreinfini et réciproquenent.
Nous en tirons donc qu'udéformationde signature n'est possibd@'entreles formes (3, 1) et (4, 0), sous le
méme groupe dhomotopi&; 277, a I'exclusion de (2, 2). Alors:

Conjecture 1.3.6 Le groupdondamental .t; = &7/ 2,7 communa SO(3),SO (3, 1) etSO(4),devrait rester

rigide lors de lag-déformatiordeSO(3,1) et / ou SO(4) et ndevraitdonc pastredéformévers.# & .+, quidevrait
rester rigide soudéformationde SO(2, 2).

La g-déformationne modifiant pas les sous-groupes fisésgroupes impliqués, (1.3.@evraitdonc étre valide.

A partir des directions quiprécedentnous suggérons qu®scillation de signatureij peut exister en miieq-
déforméet (i) une telle oscillatiordevraitétre confinée a deux (et seulement deux formes) possibles : la forme
Lorentzienng3, 1) et la forme Euclienne (4, 0).
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2

ALGEBRE DE SUPERPOSITION DE
SO(3, 1) ET DE SO(4)

Notre objectif consiste ici a mettre émidencequelquespropriétés typiques de Buperposition entre lamétrique
d'espace-tempd§3,1) et celle de I'espaa:madridimensionndfuclidiend§4). La méthode consiste a unifigans

I'esprit deM.Flato[210]) les deux algébres de Lie so(3, 1) et so(4) associées aux deux groupes SO(3, 1) et SO(4)
agissant suR3 1 et surR4.

) . , . . SO(3,1® SO(4)
Dans lasuite, en (2.3), nous montrons qu'a partir de I'espace homogéne symélfiqee s003)

décrivant'unification des deux groupes Lorentzien et Riemannien, I'on peut construire I'espace topologique quotient

3,1 4

R "o R
Stop = T(S) , espacetopologique séparé susceptible dirire la possible superposition deégux
metriquesLorentzienneet Riemennienne. Nous montrons Bgp comporte un point singulier unique S

correspondara l'origine de l'espace de superposition .

2.1 L'ALGEBRE UNIFIANTE DE SO(3,1) ET DE SO(4)
2.1.1 Unification d' algébredeLie

Définition 2.1.2(Flato) . L'unification de deurlgébresde Lie sur unmémecorpscommutatifK représentda
sommael'espacesectoriels U= A () + u (&) de dewadL A(#) et u(«) isomorphes respectivementréet ¢. Une

algebrede Lie U est unifiante deq, ............ & sil'on peutdéterminerdesisomorphismes. k de e dansU
(k=1...n)telsqueE A 1(e) +.... + A n (ern ).

Soitl'intersection{l}de g et a2 :

- si{l} #{0} = dim U < dimag + dima 2

- si{l} ={0} = dim U =dimajp + dima 2

Précisons qu'une unification de 2 algéhresU(a,_E) est dite :
-triviale si a=n) @meth=a @by =u=a01 ® ap @by .

-banale si b C a etu=a ouréciproquements C b etu=Db.

La distinction entre unification banale et triviale est importante dans la mesuyeusuune unification triviale,

tout invariant de I'une des algébres est un invariant de l'unification, ce gujénésalemenpas le cas pour une
unificationbanale
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2.1.3 Unification deso(3,1) etdeso(4)

£ = s0(3, 1)et N =sa4) ont en commun Igous-algebreso(3). Surl, cettesous-algebrest unfacteurdirect.
D'aprés [210], si deux algébres de Lie onffagteurdirect en commun, leur produit direct, quotienté pafameur
direct, est une unification dont I'intersectiof {0} est lefacteurdirectcommun aux deux algébres de départ. De ce
point de vue, le produitirectquotienté

_503,1)®S0(4)
- s03)

est une unification des algeébres de Lie complexes so(3, 1) et so(4), au §2is2JsSur I, nousconsidérons
donc I'espace quotient

Oc

_ 503,1)®50(4)
B so3)

comme une unificatiogénéraliséeles algébres de Lie de SO(3, 1) et de SO(4).

Or

Note so(3, 1) et so(4) apparaissent ici comgoeis-espacede l'espace vectoriel. La constructionci-dessus,
valable au niveau de l'algébre de Lie, peut éfeadueau niveau des groupes. Ceci permet la constructid®y,de

correspondan& l'unification des deux groupes SO(3, 1) et SOffyn'est pas un groupe de Lie mais espace
homogene symétrique.

2.2 TOPOLOGIE DE L'ESPACE DE SUPERPOSITION DES METRIQUES

2.2.1 Ynetsingularité initiale

SO(3,1)® SO(4) o .
Partant de3p, = S0 , donnant l'unification du groupe de Lorentz SO(3, 1) avec le griugleien
SO(4), nous étudions a présent I'espace topologique qudligpt décrivant,dans notre approche, la situation

physique associée@h, i.e. la "superposition" (au serpiantique)des métriquegorentzienneet Riemannienne.
Stop corresponca I'ensemble des orbites de SO(3) &% 1 ® R4 Considérant les deux métriqud§3,1) et

d§4)dont sontmunisrespectivement?3. let B4, nous proposongidentifier $iop a I'espace de superpositidas

métriquesdfg,l)et d§4) (et de leurs signatureshacunede simension 4. Le calcul établit q¥g,p a la structure
d'un cbne plein convexe, possédant une origine singuliere.

2.2.2 Espacedesorbites del'action deSO(3) sur R7:1

Considérons l'action de SO(3, 1) $&# let de SO(4) sult4 [405]. Pouridentifier la structure topologiquee
Ttop, Nousconsidéronsespace des orbites de I'action de SOOItk ® R4 . Celui-ci est défini par le quotient

3,1 4
R™ @ R . . . . . .
0@ Il existe alors trois dimensions possibles de I'orbite de I'action de SO(B)7stir= B3 1 ® R4:

la dimension 3, induite par les deux copled3 plongés dang3. 1et dans?4, la dimension 2, associée au bded
I'espace topologique quotiePfop et la dimension @orrespondara son origine singuliere:

3 3
R R
Action (SO(3)) suiR7:1 — L@ R,
sO(3)

Nous établissons maintenant la structure de I'espace topolsgjuares op.

- 8.
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2.2 .3Structure topologiquede Y top

Soitla matricedt [274] donnant¥}3 ® R* composée de trois secteurs : (i) l'intérieur du deoadinefX}3, variété
semi-algébriquéssue de détt > 0, (i) sa frontiére dont I'équation est de la forfe x2 - Z2=0, et enfin (iii)
son sommet - origine, ces trois régicosrespondantespectivemend la variété quotient de superpositBgpp de
dimension 5 (+ + +), au borcE de dimension 4 et au point - origine singulier unique S (+ + + +).

Proposition 2.2.4Soitla matricequotient.# décrivantla variété{X}3 ® /. L'application qui, & X; € R?’(l)
etX, € [|§93(2) associe# est uneapplicationsurjective, quidécritI'ensemble demvariantsrésultantde I'actionde
SO(@3) surX, € Rs(l) et Xo € RS(Z)_ Le déterminande.# est positif ssi Xiet X, ne sont pasolinéaires.

Remarque: Il existe trois cas selofX 1, Xo }:

+1
3|

(i) {X1., X2}non colinéaires (et non nuls).4t est de rang 2 et ddt > 0 et tracett > 0= [

, 1 2
represente

l'intérieur du cone¥}s ;
+1

(ii) {X1, X2} colinéaires (et non nuls) A est derang 1 et ddt = 0= it décritle bord de[} e

I'enveloppe dabnefl}s :

0
(i) {X1, Xo}nuls : M = (O g) est derang O et dét = 0= .t décritl'origine de|]§§3(1) ® Rs(z), ie.le
sommet du cbneX}3 correspondantau point singulierS, singularité initiale et origine de la variéte
+1 +1

3|
L et duborddd .

3]

superpositionH

Démonstration Considérons l'action de SO(3) sur les d&skinclus dansR7: 1 : les invariants de cette

. . . s 3
transformation sont les normes et les produits scalaires des deux veuiawrslineairesXq<— R(l) et

3+l

Xo=— RS(z) vivant dans les deux copies®8 considéréed.' espaceuotient [ '’ 'donnant!' action de SO(3) sur

17 lest canoniquemenexprimé par la matrice quotientx22 réellerepésentant les produits scalaires entre les
deux vecteurs Xet X, des deuxR3. L'action de SO(3) suit”- 1 sedécomposeelon :

R7’l _ R3(1)® R+® R3(2)® R . Rs(l)@) H3(2)

SO(3) SO(3) so@ °F (2.3)

SO(3) agiteffectivemensur Rs(l) &® RS(Z), R* se situant hors de I'espace des orbites de l'action de SO(3) . La

Ry® RS
structure topologiquede%@ R* est doncdéterminée par la structure topologiquede

|Rg)@@ Hsgz) e 3 3 . .
SO(@3) . Soita présent deux vecteurg X R () et Xe R (2) linéairemenindépendantd.a matrice.it

représentanes produits scalaires des deux vecteurd@shéepar :
_ r XXy Xlxz\

M=
KXZXI X2X2}

(2.4)



Chapitre 2 Algebre de Superposition de SO (3,1) et de SO (4)

avec X = X'l( (k=1,2,3) et X= X; (k =1, 2, 3). La matrice - quotient , dont 3 éléments sont linéairement
indépendantsgst une matrice de3 et s' écrit :

Mi=3 X X5 (i,j=1,2)

Examinons ledéterminantde.ti. Si l'on définit la projection qui, a X, X, associe X7, XX, , X5, I'on
construit une application invariante sous I' action de SO(3éterminante.it définit ansi unequadriquedont les
variables sontX?, XX, , X2 . PosonsX? = a, X = b et XX, = C. Le déterminantprend la
forme détit = (ab - € ). Nous observons alors trois cas possibles:

() détidl >0 (X =0 et X =0)
(ii) dét#t =0 (% =0 et %=0)
(III) =0 (X]_Xl, X]_Xz, szl, X2X2: 0)

Ces trois casngendrentrois domaines dar¥ : l'intérieur de la variété, son bord et son origine. Selon guet X

X5 sont colinéaires ou non, la dimension de I'orbite de I'action de SO(@Sagr@ [Rs(z) change:

- si X1 = X, (sont dans deux espachfférents),l'orbite de I'action de SO(3) Sl[R3(1)® Rs(z) est de dimension 3.

- si X1 = X, (sont paralleles), alors le stabilisateur d'une agiéoériqueest SO(2) et I'orbite est de dimension 2.
-si Xy =X, =0, alorstt est derang O et l'orbite del' action de SO(3) est nulle.

M est symétrique gtosseddrois éléments linéairemeindépendants X1X1, XoXo et X3 Xy (X1 Xo étant égal
a XoX1). Jit déterminedonc un hyperplan d&3. Dans la mesure ol Xet X, vivent dans I'espace des matrices
symétriques, l'enveloppe linéaire de la variété réstessairementle dimension 3. Ce résultat implique une

Ry® RS
conséquencenajeure : le quotientilwgl corresponda l'intérieur d'un cone tridimenisonné}g de B3

dont la frontiéredonnéepar détdl. = 0, représentée bord bidimensionnel. Le congadmet alors un unique point
(° 9

\0 0/

singulier S sommet du cone, exprimé lui-méme par la matrice.fiulte

(i) Comme X et X, vivent dans deugspaceslifférents(les deux copies dé3), considéronge cas otils ne sont
pas parallele@loncnon-colinéaires), ldéterminantet étant dans ce cas toujoysesitif. L'inégalité de Cauchy-
Schwarz permet de poser, pouy, X, € vectoriel V :

IXe-Xal < Xl D% 1] = | X1.X2 | 2< |IXlP. 1% |P dandR.
Par allleurs, leléterminantet a pour forme :

détt = |XlP. I IP - | X1.X2 |2

ce qui implique, en raison de ' inégalité@richy-Schwartz
Xt 11X P - | X0.X2 12> 0,

détd > 0 si X et X sont linéairemenhdépendants détAl > 0 et tracelt > 0, .M étantconservéear les

rotations. L'image de I'application qui env&g(l) ® Rg(z) dans l'espace des matric#is est de dimension 3 et
est singuliereJt étant derang 2dét.it > 0 et tracell > 0= ¥}, corresponda I' intérieur tridimensionnel d' un

-10-



Chapitre 2 Algebre de Superposition de SO (3,1) et de SO (4)

cone ¥}3 lisse dans B dont le bord est donné par d#t = 0. Notons que la projectiont)( exprimée par
3 3
Ry ® R . o . . o
SO@3) et conduisant d&6 a3 dote I' intérieur dedne-ciblede lamétriquedéfinie positive ( + + + ).

La signature du cone pleifz est dono, = (+ + +).

(ii) Si{X1, X5} colinéaires (et non nuls) it est derang 1 et détt = 0= .t décritle bord d€S},. Posons
XiX1=z2+y, %Xo=z-y et %Xy=XoX1=X.

L'équation deX}3 correspondari détdl = O prenddonc la forme : ¥+ y2 - 2 =< 0. L'image de l'application
envoyant R3(1) ® RS(Z) dans l'espacales matricedi. est doncle conéfz d'équationx? + y2 -2 < 0 , cette

image étantconservéesous l'action des homothéties de ceBtreommet de la variété. Le bodfiX}; de K}3 est
muni de la signature ( + + ), la sous-varié§&}s; C {X}3 héritant de la restriction de la signature (+ + de)
(°9
\0 O
® RS(Z), c' est direle sommet du cone}z correspondardu point singuliefs, singularité initiale et originée
3 et du bordie . [

a{X}3 Enfin, X; = Xo= 0 implique quell = est derang O et dét = 0= i décrit l'origine de[RS(l)

Le fait deconsidéreiX1 ou Xy alternativement nuls ne modifie pas le résultat général. En effet :

0 0 \

X1=0 0= =
1 et X% =0= \O XXZ/

M est derang 1 et nous sommes renvoyés atpoaspondarau bord d&h. De méme pour X= 0 et % =0 .
Dans les deux cadf décritalors I' enveloppe du cOn&}z .

2.2.5 Variété de superposition3 = {X}3 ® R*

i ® R, R, ® R,
Rappelons que R J—Q—l@) R*. Comme A= —@ est décrit par le cone a trois
SO(3) SO(3)
+ 1

3

dimensions X}z, la variété @ a 5 dimensions résulte donc du produit du c#e par RE :

L+ 1
3

R ’1E{X}3 ® R,

4+ 1
3
" . , 1
L'on a donc deux restrictions possmlesl]%i D E={X3; @Rt et B={X}3 ®R " X3 ® R, de
signature  (+ + ), estdiffeomorphea un demi - céne a 5 dimensions et admetle long des deux projefsions
géométriesorrespondara deux métriques distinctes.

-11-



Chapitre 2 Algebre de Superposition de SO (3,1) et de SO (4)

2.2.6 Sommetsingulier du conequantique X .

+ 1

L'origine delR3 1 correspond{X 1, Xo}nuls : M = ro 0\
g p 1, X2 M= \0 0

deR3® R3, i.e.le sommet du conés correspondarau point singulier & Les deux cones X= {X}3 ® Rt et

est derang O et dét = 0 = i décritl'origine

X 3 1={X}3 ® R - ont la méme origine singuliere S dans la géométrie affine de I'eBfacgy hérite d'une
métriqueinduitedéfiniepositive (+ + + +) non fluctuante. En effegnsidérons nouveau le produignéral

RP,® R
209 T@ g pe

Stop =

SO(3)
RB@ @D ngzz
A l'origine du conequantique,il existe le point singulier & correspondané SO@3) = 0. Or, au
voisinage du point singulieB, la demi-droitegenreespacelt* inclut la demi-droitegenre tempd- de sorteque
Rp® R Ry® R
—=———= ® R* au point S deviemt—~———= ® R, dont la signaturprendla forme li¢e a B3 ®
SO(3) SO(3)

R soitla formeEuclidienne(+ + + +). Un autre argument est que, topologiquemB#t ! est inclus dan®4. En
effet:

R4- {1 point} = R4- {Origine} = R31
desorte qu' a I' échelle 3.1 C R4,

Nous trouvons également la signatéeclidienneau point S ertonsidéranta signature de lespacetangent au
cbnequantiquesn cepoint. En effet,considéronsSU(2) inclus dans SO(@prrespondara Rs(l) ® [@3(2) ainsi que

son extension pdkR. Une fois établis legénérateursies dewadL concernéegt de leur extension pdt, nous
trouvons qu' il n' existe qu'une seule extension contéasel'algébre de Lie de SO(6). Nous prenons alors sur
cette extension unique la formeKiding correspondantainsi que sa restriction et nous trouvons qu'elleléfiie
positive (+ + ++). L'espacetangent en S au corguantiquede superposition est donc muni d'une signature
Euclidienne(+ + + +) correspondard la symétrigemps-espacen ce point.

-12-



3

Q-DEFORMATION DE LA
SIGNATURE A L'ECHELLE DE PLANCK

Nous considéronglans ce chapitre la contrainte imposée sur la signature de l'espace-temps par la géométrie non
commutative dans le contexte dedaléformation.ll a été proposé [145][372] qu'au voisinage de I'échddle
Planck, la géométrie de I'espace-terdpsrait étre plutdt modéliséepar descoordonnéesd'espace-tempsion
commutativesavec des symétries nouvelles associées aux graueesiques[376]. Il existe actuellemerdes
modéles naturef®ndéssur les groupeguantiquestandardJg(so(4)) etUg(so(3,1)), modeles que noasnsidérons

ici, avec legj-espace-tempassociés. Cederniersont étédéveloppésn particulier par UCarow-Watumarat al

[116], J.Wess et B. Zumino [413]S. Majid [368] [377] [382] et d'autres. Il ne s'agit pas des smddéles
possibles;toutefois, dans le présent contexte rdoins, selon nos résultats des chaps 1 et 4, nous pouvons
conclure qu'en dimension D=4, les seules signatures naturelles & I'échelle de Planck défdrrdasonsdes
signatured_orentzienne(+ + + -) etEuclidienne(+ + + +). Ceci suggére que, pour étre compatible avec la
géométrie non commutative, seul le cas de la superposition des signatures (+ devrait)étre envisagé a
I'échelle de la gravitguantiquele casultra-hyperboliqué+ + - -) devantétre exclu. Nous montrons ceci du point

de vue de la symétrig-Lorentzienneau § 3.2 et du point de vue dtespace-tempassocié au 8.4. En méme
temps, nous obtenons dans ce contextertaines constructions algébriques nouvelles, motivées par les
considérationphysiquesléveloppéeaux chaps 4, 5 et 6. En particulier, nous avons construit le produit bicroisé
cocycliquede la formegénérale

Y
My(H)=He [>d H,

ou H est une algébre de Hopf du type grogymmtiqueety, un 2-cocycledu type"twist". Une telle construction et
plusieurs autres du méme type sont inspirées par l'idééet' les signaturesorentzienneet Euclidienneau sein

d'une structure de grougeantiqueunique, ce que nous parvenons a faire sous la forme du nouveau produit bicroisé
cocyclique

Ug(so(@)PP ¥1>d Ug(so(3, 1)) (3.1)

Ceci est le principal résultat 8e3. En tantqu'algébrade Hopf, (3.1) est isomorphe au produit tensodependant
sa structure sous-jacente implique également I'existence d'un double produdcmygstguede la forme possible

Uq(so(3, 1))><1 Ug (so(4)PP” (3.2)
X

quoiquenous ne soyons pas parvenus a une construction explicite de (3.2). Par ailleurs, nous suggérons en section
3.3 que la "semidualisation” proposée $aMajid [360] [382] permeti'accéder une description de la transition du
groupeg-Euclidienvers le groupg-Lorentzien:

semidualisation

Y
Ugsu(2) P ugsu(2)= Ug(so() Ug(su(2)y [>X<1 Ug(su(2))~ Ug(so(3, 1)).

De méme, du point de vue dgsspaced;on remarquesn 3.4 que la transition de I'espagBuclidiena I'espace-
Minkowslien peut étre vue comme une transformation de dudiblgebresde Hopf. Notons que lalualité
d'algébresle Hopf a étéapprochéele la T- dualité en théorie dagpercordeparC. Klimcik et P. Sevara [308]. De
telles dualitésl'algebresle Hopf dans le contecte des produits bicroisésdéjatété proposées pour la physique a
I'échelle de Planck dans [356]. Nos résultats donnent girdguesidées nouvelles a propos du mécanisme
mathématiqusous-jacent au changement de signature.
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Enfin, bien que nos principaux résultats soient mathématicgraarquongju'il a étérécemmen suggéré [355]
que la structure (non commutative)giespace-temp®sulte de maniéere naturelle des contraietegendréepar la

275%( 2 a . .
gravitéquantiqueavecq = € “K+2 k = —— A étant la constante cosmologique.

G°A

3. 1 PRELIMINAIRES : GROUPESQUANTIQUES ET GROUPESDE TRESSE

En préambule, nousffectuonsquelquesrappels a propos des structuadgébriquesdestinéesa intervenir dans la
g-déformatiorde la signature.

Nous partons des travaux Wt Jimbo[290] etV.G. Drinfeld [189]. Unecogébre(complexe)est un - espace
vectoriel H muni d'un coproduit coassociatif C-linéaireH — H ® H et d'une co-unité C-linéaire H — C.Une
bigebre complexe est consituée d'une algébre et cgébrecompatiblesSi une bigébre H est également munie d'
une antipode S : H> H telleque

M(S® id)oA=m(id® S) oA = 1j0¢,

(ou mreprésentée produit) alors H est une algébre de Hopf. Deux algébres de hopf Fi s ditedualesl'une
de l'autres'il existe une relatiod'appariementelle que le produit et l'unité de I'une soient adjoints au coproduit et a

la counité de l'autre. Les antipodes de H etsdnt également adjoints.* Hest le duaklgébriquede H seulement
dans le cas de dimension finie.

Définition 3.1.1(Drinfeld) Une algébre de Hopjfuasitriangulair@st un couple (H% ) ot H est une bigébre et
MEH®H est telque:

A®Id) %R =R 13R 23 et (d®AR=R13%R 1.
toAh=3 (Ah)R -1, vheH,x étant l'opérateur de transposition

A permet la définition du produit tensoriel deux représentation¥/1 et Vo de H et la coassociativité de
implique l'existence d'un isomorphisme naturej @ Vo) ® V3 — V1® (V2 ®V3). Si en outreA est
cocommutatifj.e.si A=< 0A, alors il existe un isomorphisme naturgl & V2 — V2 ® V1. Pour unealgébre
de Hopf quasitriangulaire,l existe un isomorphisme naturel appeétésse,donné par l'action dék et la

permutation usuelle. Ajoutons que lorsque, sur une algébre de Hopf H ou sliralsaH”, l'algébre est
commutative sou$? , alors H est ugroupequantiquestrict

Il est également naturel deerche’ affaiblir la condition de coassociativité fupar une conjugaison conduisant a
une"quasi-algébrele Hopf".

Définition 3.1.2 (Drinfeld) Une quasi-algébrede Hopf (H,A, ¢, S, a, B, ¢) est unealgébre de Hopf non
nécessairemenassociativéH, A, @ ) munied'un élément inversibl® deH®H @ H tel que:

(Id® A) A(h)= o[ (A®@Id)A(h) ] @ -1
[(H®I® A) ()] [( A @O (D) = (MO D) [(Id® A RId) (P)] (P ® K), hEH; ou PEH GH ®H

@ satisfaisantles axiomesadditionnelscomprenantes éléments d'unité, de counitéeintipodell exixteégalement
une notion dstructure quasitriangulaire % .

A partir de(3.1.2),nousutilisonsla notion detwisting" introduite paiDrinfeld [190] :
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Définition 3.1.4(Drinfeld) Soit(H, &) unealgébrede Hopfquasitriangulaireet soit ) un 2-cocycle counital.
Alors il existe une nouvelgebrede Hopf (H, EJRX), résultantdu twist de H et définigar les mémesalgebreet

counité efpar
A=y (At Ry =X R %=L, S, h=U(sh) ut
pour tout he Hy. Ici, U =3 (S%x@)) o] x = x(l) ® x(z) et lessommationsont comprises.

Considérant maintenant les formes réelles «oustructures - associées aux g-groupes, nous rappelons la définition
d'unex - algebre de Hopf [382].

Définition  3.1.5 (Woronowicz) Une * - algébrede Hopf est unelgeébre de Hopf H surZ équipéed'une
involutionantilinéaire = telle que

AR =@Ah) ®" (Sox)2=1d et e(h)=¢ (h)
ou le symbole_ dénotela conjugaison complexdans ¢ Deux =* - algebresde Hopf H et H” sont dites
coupléeslualemens'il existe urcouplagebilinéaire d'algebresde Hopf tel que :

*

{p".n)={p.(SN") . VheEH,pen".

Une » - algébre de Hopfuasitriangulair@st dite de type réel [382] §" O = (% ). Elle est de type "anti-
réel" lorsquéh © ®F =t

La construction des groupes déPoincaréLorentzien et Euclidien impliquent également une structure et une
opératiordéfiniespar Majid : les groupes de tresse [369] et la bosonisation [363].

Définition 3.1.6(Majid) Un groupe tressé B (ou uatgébrede Hopftresséelest définicommeune algébrede
Hopf équipéeducoproduitA: B — B & B ol B& B n'est plus le produit tensoridblgébresusuel mais urproduit
tensoriel tressé tejue

(@a®@b)(c®d):=a¥ (b®c)d

ou ¥ estl'opérateur de tresse-transpositionL'on requiert également I'existencé'une counité tressée¢ et d'une
antipodetresséeS.

Nousmunissonsnaintenant les groupes de tresstiisésdans la suitel’'une- %- structure.

Définition 3.1.7(Majid) Un # groupe tressé est un groupe tressé B tel que B es#uradgebreet

(@& 0A =to0A ok, £ ()=cok, *0S=Sowx.

T étant ici la transposition usuell&i B est un groupe de tressgselconquedans unecatégorietressée de H-
modules, B est utk- groupe de tresse et H une algébre de Hopf agissant unitairement. Alors la "bosonisation

(cf. [382]) de B, sous la forme du groupeantiqueB ><i H, n'est niquasitriangulairei une*- algébre de Hopf
mais est unequasi -+ - algebre de Hopf comprenant B et H comme sous algébres [379] . Nousffectuons
cette construction €8.4.9.
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3.2 QUANTIFICATION DU GROUPE DE LORENTZ ET DOUBLE SIGNATURE

Nous commencons par la descriptiotudéso(4)) etUq(so(3, 1)) [388] en tant qute- algébres de Hopf [379]. Dans

les différentesconstructions, noustilisonsUq(su(2)),algébre non commutativengendré@ar [189][290] :
H H

1, X,X_,9%2,q ?

avec les relations

H _H

=+

_ H
—_—  — —
q 2q 2=1’ q2

_H H_ o-H
2=

X =q X =, [X,, X ]=qq;c_‘l. (3.2)

Moo H .
Ag?=-9g?®q?, AXs=Xz® g%+ q 2®Xzx,
avec

A 5 3
£q2=1’ EXi:O, S)g:_qtlxiysq2=q2

Il a été montré que sur C[[t]], H et+Xpeuvent étreconsidéréscomme degénérateursl'algébre de Hopf étant
quasitriangulair@avec les relations :

H®H H H n(n-1)

1-g7%)" 2% q
% =q 2 a-a7) 2X, ® 2X _ 2 [n]=——— 3.3
g nzo - g 2x)" q == T (3:3)

avec[n]!=[n][n - 1]...[1] . H estquasitriangulaireéel avec q réel et la - structure
X.=X: , H=H

Remarquonslans des formules telles que (3.3) la necessité de trouver les pdiotmplets appropriés. Toutefois,
en utilisant les algebresde Hopf duales, toutes nos constructions peuventrétdiescomplétementlgébriques.
Pour cette raison, nous n'allons pasuterune tellecomplétudeexplicitement.

A présent, la théorie des groupgmntique$382] nous donne:

Uqg(su(2))® Ug(su(2)) comme algebi

. (3.4)
Uqg(su(2))® Uq(su(2)) comme cogée

Ug(so(4)) = {

correspondanft SO(4) comme produiirect de deux copies de SO(3). Eavanche,la description naturellee
Uqg(so(3, 1) estondéesur la décomposition d' Iwasawa, exprimée par le dauiaetiquedeDrinfeld [189]:

Ug(su(2)l=<] Uq(su(ZSk0p comme algeébre

. R (3.5)
Uq(su(2)x® Uq(su(2)) comme cogebr:

Ug(so(3, 1) = (Uag(su(2))= {
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Ici, Ug(su2))* = Uq(su2)") ot sf2)" est l'algébre de Lidualede Drinfeld,dualede su(2) en tant que bigéhte
Lie. Il s'agit d'une algébre de Lie tridimensionnstiéuble,correspondantlassiquemerga SL (2, C) = SU(2j><]
SU(Z)* Op, ou SU(2’5 P estle groupe de Lie soluble dont I'algebre de Lie est*SOLRZ)

A premierevue, les deux groupemiantiqueg3.4) et (3.5) paraissent trdgférents.Comme les axiomedalgebredle
Hopf unifient l'algébre et l@ogébredans la méme structure dadH, I'on pouresipérerassocier la configuration
Euclidiennea l'algébre® et la configuratiohorentzienneh la cogébretwistée ® (possiblement). L'analyse montre
que ce n'est pourtant pas le cas. Toutefois, notre premier résultat est que les configHtatiidienne et
Lorentzienneadmettent une descripti@guivalenteet sont construites sur lméme algébre, avec dewoproduits
différents.D'ou:

Proposition 3.2.1Soient'algébrede HopfEuclidienneUg(so(4)) eti'algébrede Hopf Lorentziennez(Uq(su(2)),
isomorphe alUq(so(3, 1). Les deualgébresde Hopf possédent lmémealgébre Uq(su(2) ® Uq(su(2)) et leurs
cogebresC1 = Uq(su(2)® Ug(su(2))et C2 = Uq(su(2) ™ Uq(su(2))sontreliéespar twisting.

Elts de démonstration L'on saitd'apréd378] que pour une algébre de HéatorisableH (telle queUq(sy2))),
@i(H) = H P4 H, ou ™ désigneun coproduit twisté [189], noté K4 H dansla construction digarré twisté”

de [432]. Cette forme de douljeantiquea étéappliquéea g-Lorentzdans [368][382]. L'on peut doreécrire pour
I'adH Euclidienne

Uq(su(2))® Ug(su(2)) comme algel
Ua(so(4))= { Uq(su(2)) ® Ug(su(2)) comme cogebrél (3. 6)
Par contraste, BdHLorentzienne s' écrit :
Ug(su(2)® Uqg(su(2) comme algébre
Ug(so@, 1)) = {Uq(su(Z))P4 Uqg(su(2)) comme cogébreC?2 =(Ua(su(2) @.7)

L' on observei queI' algébre Uq (su(2¥ Uqg (su(2)) esidentiquedans les deux cas Lorentzien et Euclidieniiet (
queC1l et C2 -et donc les structurdsorentzienneet Euclidienne-sont reliées patwisting, le twist étant ici
isomorphe &% dans la cogébr@lusprécisément, nousonsidérong :9%236 H®H®H®H comme un2-cocycle
dans H® H ou H =Uq(su(2)).Ceci donne leoproduit

-1
Aypan =923 HoH) Ro3
comme requid.]

L' application duwistingpar %t induit la modification de I'algébre de Hogppropriéeau changement de signature.
En mémetemps, le twisting du coproduit de H® H en I—Pi%H par la conjugaison induit une non-
cocommutativité supplémentaire et est du méme type qupdatification de l'algébre enveloppante classique
U(g) — Uqg(g) commetwisting dequasi-algébrale Hopf dans la théorie d¥infeld [190]. Dans le languageual
d'anneaude coordonnéesun tel twisting introduit une non cocommutativité supplémentaire daamHl'et est
directementié au processus de quantification. Ceci établit le lien eqismtificationet transition de la structure
d'algebrede Hopf, de cellappropriéa la signaturéuclidiennea cellecorrespondand la signaturé_orentzienne(et
inversement).

Nous allons aussi bien catérer ultérieurment lesdifférentesx - structures impliquées dans nos constructions.

Celles-ci ne sont pas simplement reliées tpasting mais ont une origine pluprofonde.Pour l'instant, nous
procédonsnodulo lest - structures. Cependant, I'on note que les structligébriquesci-dessussont les structures

appropriéepour les* - structures dans les deux cas. Nous allons montrer maintenant qu'il existe un chemin a un
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parameétrdes reliant. Ceci doit étre important du point de vue des oscillations entre les deux secteurs Lorentzien et
Euclidien.

Proposition 3.2.2 Les deux groupegantiquesUq(so(3, 1)) etUg(so(4)) sont reliés de fagon continpar une
structuredequasi-algebrede Hopf, modulo les: - strucutures.

Démonstration Soit U = Uq(so(4)). Posons

Ug(so(4)) = Uq (su(2)p Uq (su(2)) = (Uq (su(2)p Ug (su(2)) )y = 1 (3.8)
et

Ug(so(3, 1)) =Uq (su(2))» < » Ug (su(2)) = Uq (su(2))® Uq (su(2)))y, (3.9)
avecy = 9 o3.

Dans I' espace des élémentdJdp(su(2))® Uq (su(2)), nous prenoifst = 1 - t + t9# 23, de sorte que

t =0 — cas Euclidien
t=1 — caslLorentzian

Soita présent un élémeatbitraireinversibley € U ® U tel que
e®@d)=1d® e (x)=1

A partir de |a, nous pouvoreffectuerun twist de U viay, dans unecatégoried'algébrequasiHopf, de maniére a
passer de l'algebre de Hopf U a l'algébre de Hgppbkr conjugaison du coproduit par Dans ce casDrinfeld a
montré [190] que le coprodu; n'est plusgénéralementoassociatifpuisque

d® A,) A (h) =2[ (A, ®Id)A, (h) ]!
oud est un élément inversible dansdJU ® U donné pas> = ay. C'est adire
© =512 A® ) ) (1Id® A) (¢ ) 23

Soitalors®; = dy;. Ici ®g=1 et I' on trouve également qixg = 1 (enutilisantles axiomes propres a une structure
quasitriangulairgpour établir queg, = 9% 53 est un cocycle). Mai®; = dxt = 1 & un autre génériqueDe ce point
de vue, les extrémités du chemin sont les algebres de Hopf

Ug(so(4)) (t=0)
et
Ugso(3, 1) (t=1)

Partant déJg(so(4)), nous pouvons ainappliquerun twist a cette adHgorrespondand t = 0. Il en résulte une
famille dequasi-algebrede Hopf,définiespar la perte de la coassociativité, reliangj(46(4)) et ¢y (so(3, 1)).]

Remarque Nous notons que le chemin que nous aviodgué n'est naturellement pas unique. Un autre chemin
intéressant consister@mplacer? dans lecocycley par
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H H

H&H - -=
1(1-92)q2 X, ®q 2X_

EJRr=q_2e_2

. (3.10)

ou eq_z représentées mémes séries de puissances qu'en (3.3), de sorte que:

R =R

comme dar:ﬁ) IHe cas habitutndisque

R T=0 = qT

Plusprécisément, nous prenogs, = (q(IT_l)H on R r)
23

Ici, 'on peut trouver que, dans le méme sens quefoutans [382] :
(A®Id)R, =R 135 123
et similairement poufid ® A)% _ .

Remarquonggalement que lewisting ne modifie pas lesatégoriedde représentations, aux relatiotiéquivalence
prés. Puisque laeprésentatioirréductiblede SO(2, 2) est tredifférentede celles de SO(3, 1) et de SO(4), I'on ne
peuts'attendre I'existence'aucunchemin d'évolution de la signature, méme en termgudsi-algebresle Hopf, ni
entreUq(so((2,2)) et Ug(so(3, 1)), ni entré&dg(so((2,2)) etUq(so(4)).

3.2.3 * -structures Euclidienne et Lorentzienne

Nous sommes maintenant prétsaisidéreles » - structures poutdg(so(4))et Ug(so(3, 1)). Nous interprétons le

twisting ci-dessuscomme une sortd"équivalencede jauge”, dans la mesure ou il ne modifie pascéégoriesle

représentations. Nous allons voir que le changement de signature ne se réduit pas simplementaidefact tiel
jauge,i.e. ne peut pas étre entierement expliqué pawisting. Afin de construireonvenablemeries différentesx -

structures impliquées, nous alloeffectuerune "transformation de jauge inverse" suf lastructure dé&g(so(3, 1)),

de facon a observer son allure en termes d'une algebre de Hopf qui sera la méme quéggstiéddeDe cette fagon,
nous allons voir que les deux structuregorrespondardux algébreg-Lorentziennest g-Euclidiennesont lesdeux

seulegossibilitésnaturelles dans ce contexte. Notafebordgu'endehorsdutwisting, il existe une petite ambiguité
de & dans la structure de- algébre de toute - algebre de Hopfclassiquemers2 = 1, de sorte que cette ambiguité

n'est pas visible).

Lemme 3.2.4 SiH est une- - algebrede Hopfmuniedel'antipode S, alors * MOV =S2 g x = x o S forme
également unelgébrede Hopf.

Démonstration Celle-ci esélémentairgouisque 8 est un automorphisnialgebrede Hopf etque
*x 0S=Slox Alors, ¢+ NOV)2=520x 0S20% =+ 2=id et *NOV oS = Slg xNOV

comme requid.]
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De méme, l'on peut maintenant damandelcomment une telle transformation de jauge modifiexlesstructures
correspondantes.

Lemme 3.2.5(Majid) SoitH une * -algébrede Hopf ety un 2-cocycleéel tel que
S®S) (" ®%) =x,, Letwistdela » - structures’ écrit * L= (SO (L)) stut
de sorte que % est également une- algebrede Hopf.

Démonstration Nous rappelons la preuve de [38@tilisantla notation deSweedlerAh = h;) ® h, , avec la

sommatiorcomprise. L'on pose & X(l) Sx(z) .Nous avons U =S2U, et doncS?! U est auto-adjoint sous.
Le twist sur la* - structure donn@(X Y2 =idet (%( 0* X )% = id. Alors l'onobtient,a partir deA S~ U donné

dans [382] :
¢, ®% A D)= (S U@ gy @ STTUTRS U @ b @ s tu !
coincideavec

A", () = VST ) ()8 W)y %" P @ @ (ST )y I (ST UM ) ) o @

A

comme requis. L'on a également d’ﬁg( est réel si%% est réel.(]

Nousconsidérons présent la - structurecorrespondard Uq(so(4))et Ug(so(3, 1)). Il est connu [382] quelles-ci

conférenta Uq(so(3, 1)) etUq(so(4))la structured'algébes de Hopfjuasitriangulairesle type réel. Nous suggérons
d'abordqu’il n’existe, surUq(su(2))® Uq(su(2)),que deux classes ele- structuredlifférentes,que nous associorie

maniére naturelle a Uq(so(3, 1)) Ey(so(4)). Nous souhaitongeleverles véritabledifférences entre les * -
structures, modulo I€®quivalencesle jauge" mentionnées ci-dessus. En ce sens, nous suggerons :

Lemma 3.2.61l existe sur Uq (su(2)® Uqg (su(2)) deux - et seulement deux -- structuresnaturelles, que nous
associons aJq(so(3,1))et Uqg(so(4)).

Démonstration Par "naturel”, nougntendonsci des structures de - algébre de Hopf construites sur@H
pour toutex - algebre de Hopf H ettilisantseulement cette donnée. Clairement, po@® H I'on a dans ce sens les
deuxpossibilités.

* ® x —> x4 =S?20% ® * StructureEuclidienne (3.11)
et
tok ®*)—> x5 = R, {ro¢ ® #)} 7 Structure Lorentzenne (3.12)

L'on observe alors que (3.11) , aprés & &lditionnel, est la - structure deJg(so(4)) = Uq(su(2)) ® Uq(su(2))
adoptéadans [382]L'utilisationde S2 o » est naturelle dans la mesure ou en fait, la forme spinorielle de I'action est

plus correctementnodéliségparUq(su(2)FOP ® Uq(su(2)),qui devientq(su(2))® Uq(su(2))partwisting. Cet extra-
twist nous introduita < .

Le seconccas est précisémentia- structure de Uq(so(3, 1)) aptssting pary = % ,3- Ceci @rceque'élement U
dans la théorigénérales'exprime dans notre cas sous la forme :
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U=} ux@ =02 @) Pe1 =2,
L' on peut également vérifique

Shgn U=U

puisque (S® S) % =% . O

Ces résultats sont légérement plus propres si nous passong-aligbresenveloppantes auxj-algébresde
coordonnées.e. aux * - algébres de Hopf duales. Dans ce cas, SOq(4) = S®&ddR)q(2), ou SUQq(2) est le groupe

guantiquede matrices 2 x 2 dual tligy(su(2))et dont lax - structure est plus simplement :

g = * @ * (3.13)
tandisqud'on a pour SOq(3, 1) :
S0q(3, 1) = SUq(2><I suq(2) (3.14)
par untwisting dual par un2-cocycley, construit a partir de la structugpasitriangulaireduale de SUq(2). Cette
description peut aussi étegardécomme un double produit croi§&<] relié aux structures de produits bicroisés (cf.
dans la suite) par semidualisation. Dans ce cas; Istructure est simplement :
*3 1 =TO(x ® *) (3.15)

Le twisting n'entre paglirectementdans les formules dans la mesure ou les relations avec lestructuresde
Uq(so(3, 1)) implique une antipode S quspédde mémefacteurdetwisting que son=.

Ceci conclut nos discussions a propos desstructures. Nous avons observéctractére'naturel" (au sengle
(3.2.4)) des - structures de Uq(so(3, 11)g(so(4))et de leurs formes duales. Mais il n'existe aueunestructure
donnant dans ce contexte, a partir de Uq (s@®2))g (su(2)) (ou de sodual)Ug(so(2, 2)) (ou sodual).

3.3UNIFICATION DESSTRUCTURESQ-LORENTZIENNE ET Q-EUCLIDIENNE

Dans cette section, nous introduisons notre principal résultat du point de vue mathématique, consistant en un
nouveau type de produit bicroisécyclique,dont I'existence est motivée par l'idée physique d'unifier les groupes
quantiqued.orentzien et Euclidien.

Nousutilisonsla théorie des "produits bicroisé'algébresle Hopf" H[>>+{ A, ou H agit sur A et A coagit sur H,
théorie proposée par S.Majid en connexion avec la physique a I'échelle de Planck dans [359][360].

L'algebre de H>-+ A estdonnéepar le produit croisé et leogebrepar le coproduit croisé. Ces constructions ont
. I4 . . - R
étéétenduepour inclure les cocycles [><1X dans [359][382] eteprésentda solutiongénéraleau problémale

I'extension
A—-E—H

dans un contexte donné. Le cas que meakerchongst lorsque I'un de cocycles &stial. Alors

HlP[>< A
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est un cas spécial de (6.3.9) dans [382] qveivial etrequiertles conditions suivantes:

(i) A est unH-modulealgébriquea droite par I'action

a®hr~>a<h

i.e. respectanie produit(a@b) <h = (a< hy))(b <hyy)) etl ah=1&(h)

(ii) H est unA-comodulecogébriquecocycliquea gauche par une coaction cocyclique du type :

ph) =hDenh®

i.e.telle que

(id® B) o (M) ¥1.(N2)) = win(hy)(A ®id) e B(h,)

(¢ ®id)p =id

[3 respectde coproduit

Do an® —h,Oh, P oh,2 e h,®

(id® &)p(h) = ¢(h)

et ¥ étant uncocycledans le sens

(id ® p)o B(y))((id ® A)o y(hy,) = y,(Ry))(A ®id) oy (i)
(e ®id)y =(d®¢e)y =¢

(iii) Les actions et coactions sont compatibles dans le sens
g(@<h) =¢(a)e(h)

B=1®1, y@)=1®1

et

® wihy)A@ahy) = (&, <hy’ ©a, ahy @ (hg)

(B) R(hg) = hD 4 9(1)9(2)(1)@ h(’é’)g(z)@)‘

(©)  hy@ah,)®h =(a<ah)hy ®h,

(D) y(hg) = (v (h(l))(l) < g(l))QZ()i) ® (y (h(l))(Z) < 9(2)(2))?,0 (93)

Dans un tel cas, l'algébre de produit croisé est
(h®a)(g®b) =hg,,® (a< g,)b

et lacogébrede coproduit croiséocycliqueest
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A(h®a) - (h(l) ® h(Z()I)UJ(h:%))(l) a(l)) ® (hz()z) @y (h(a))(Z)a(z)) (3.19)

¥
qui est connue [382] pour former une algébre de Hopf du typE-+4d A

Nous donnons a présent un important exemple de produit miroir miwisduy :
Proposition 3.3.1(Majid) Il existe un"produit miroir" [360] de la forme M(H) = Hop [>« H

avec les coactioredjointes

a<h=h, aSh,, VvaeH, heH”®

B(h)=h, Shy®h,, Vh eHP

En tantqu'algébrede Hopf, M(H) est isomorphe &°H® H ; toutefois, son importance est due au fait que l'on
obtient,par "semi-dualisation" [382]:

Hop [>H <> H [><]Hop"

Il s'agit d'une version du double@enfeld de H, object beaucoup plus compliqué queé&guivalentM(H).

Nous présentons maintenant notre nouveau résultat : une généralisation du produit miroir lorsoges I'une
composantes du produit estmplacépar untwist.

Théoreme 3.3.2Soity € H ® H un 2-cocycle esoit H, l'algebre de Hopf twistée d®rinfeld associee a
I'algebrede Hopf H. Alors il existe un produit bicroisécycliquede la forme

Y
My(H)=Her [ H,
ot a<h=h, a Sh,
(h) = hy Shyy®h,,
commeprécédemmenhais a présentavec le cocycle
1) =1 (2) —(2)
p(h) =hyx Shyx ™" ®hyx“Shyx
et donnantune extension dedgebresde Hopf

op
H, =M, (H)—H

En outre,M , (H) =H® ®H , en taniqualgébrede Hopfpar h, ®ha <4 h®a

P
Démonstration Nous vérifions les conditions pour le produit bicrateéycliqueHoP [ H, avecy tel
qu'énonc&i-dessus. Notons qué&Mjoue le role de H dans la théogenéraleet H, le role de A. Ici, H est une
algebre de HopfuelconqueDonc, H, a la méme algebre que H et reste i® Hmodulealgébrique,comme la

forme usuelle M(H) = F? > H. Ensuite, I'on a :
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(id® B)o B(hy)wi(hz) = ywShye @ ey wShyee @Ry ee) Y (fe)
Doy Sy )X(l)St?s)X_(l) ® t’h)(z)(1)S|?1>(2>(3)W3)%(Z)S%X_(2) ® hyyeyz)
@ - @) -(2)
Ny Shghex  Sheyx ™~ @ N, Shyeyx “Shex ™ @ R

=h(1)X(1)SI'<‘5)7C_(1) ® '1(2)%(2)8*?4)76_(2) ® h,

tandisque

P1o(hy)(A, ®id) B(h,)) = 'w“lz(h(l))(X(l)hz)(1)(1)9?2)(3)(2)%_(1) ®X(Z)WZ)(l)(Z)Shzxs)(l)X_(2)h(zxz))
(1) -(1) ) -(2)
= hywx " ShywhaweShamex ™ @ Ryex ™ ShyehaweStewX e
= h(l)x(l)sm)h(ms'?g)x_(l) ®h, )X(Z)SQB)WG)SQB)X_(Z) ® Ry,

= oy VSheyx ™ @ My PShyx ™ @

comme requis. Nous avonsiliséici les propriétéglémentairesles algébres de Hopf et les notationsSdeedler
pour les coproduitAussi,enutilisantla propriété deocycledey, il est possibled'observerquey est uncocycle
dans le sens requis, de sorte q@e ékvientun kj-comodulecocyclique Il est immeédiatement clair que la coaction

cocycliquerésultanterespectde coproduit de PP dans la mesure ou ces applications sont les mémes que pour
M(H) = Hep > H. Donc :

(d® y)o B(h(l))((id ® AX)W(h(z))) = (h(l)(l)shi)(s) ® 'P(h(l)(z)))Xm((id ®A) T11’(h(2)))962_31

_ @ (1) @) ) -(2) -1
= NyoShyeawx Shywx™™ @hyeex Shyea(Peex ™ Shyex™ Jox &

(2) ) -@) -(2)
hoy@y2% Sy e(Nee™” Shaex™ e x

= h(l)She)th(l) Shu)%—a) ® h(Z)X(l)SQS)l'}S)X(Z )(1)Sh11)9€_(2)(1)%_(1) ®

(2) (2) -2) -2
hieyx" ' Sha ey (2SR ™ (2%

@y -@) 1, (2) -2) -0 @), (2) -2) -2
=hyx Shex ™ @hoyx "% 0 Shspx “mx T ® R T X TSk x T 2

ol x' est une autre copie ge, tandisque

l."12(h(1))(AX ®id )U’(nz)) = lplZ(hl))Xlz(A ®id )llj(h(z))X1_21

(1) @ (1) -@)
= hywx " Shyw(hoyax Shywx ™ Jox ®

(2) @ (1) -(2) ) -(2)
hwy2x “Shye (haywx™” Sheyax ™ ) x ™ ® Ny Sheyax

= nl)x(”sm)%x(” (1)Sh10)?€_(1)<1>9€_(1) ®
hex®She) ey x (2 Sheyx ™ iax ™ ® hyyx®) Shgx ™
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@ () -@) - @)@ -0 _~(2) 2) ~(2)
=h(1)X X (1)5%)% ()X ®h(2)X X (2)5%% )X ®h(3)% ShA)X

ce qui est égal a l'expression au dessus, a cause de I'axi@peydepour i et sa versiomrorrespondantpour

Y
x_l. Nous obtenons donc un coproduit craisgébriquecocycliquede la forme 1 > H, et un produit croisé

Hop [> < H,. On peut alors vérifier les conditions de compatibi(i§-(D) ci-dessusgpour voir que 'uneadmet
une algébre de Hopf. Alternativement, I'on note que l'on a un isomorpHiaigébre

9 : H? ®H,— Ho [>dH, , 9(h®a)=h, ®h,a (3.20)

parcequd'algébre est la méme que pour M(H) srHi> < H. L'on vérifie qued est aussi un isomorphisnues

cogeébres, prouvant donc queeH [« H, est une algebre de Hopf. Ici, son coproduit croisé est explicitement :
A(h®a) =y @ Ny Shyy s mx'Sh D@ Mgy ® Nayox¥'Sh @
1y = a2l 2)e) A 93X 2)(2) a3y X 3) 332X

= Ny ® N Sheyaa) ™ ® sy ® Ry Shey gy
On laisse au lecteur le soin de vérifjae
A9(h®a)= 9@ 9(hy ® x ey ¥ ® hy ® x P, ?)

comme requid.]
Nous poursuivons en proposant une nouvelle descriptidg@e(4))en termes de produit bicroisé.

Proposition 3.3.3ll existe unalescriptionnouvelle déJq(so(4))sous la forme du produstcroisé

Uq(su(2))w > uq(su(2))

Démonstration L'on observe que le produit miroir usuel
M{Uq(su(2))} = {Ug(su(2))}°P ® Uq(su(2))= Uq1 (su(2))® Uqg(su(2))
en tantqu'algébrale Hopf necorrespongasexactemené

Uq(so(4))= Uq(su(2))® Uq(su(2))

Pour obteniexactemenia formecanoniqueci-dessus, nous devons utiliser notre nouvelle construction en termes
de produit bicrois&ocycliqueavec H =Uq(su(2)PP ety = gt correspondané la structurequasitriangulaire
considéréeomme urcocyclesur{Uq(su(2))}°P. % obéit a I'axiome deocyclepuisque I'on a, dardg(su(2))

R (A®I)R = R R R 3= R R Ry, =R ,(IdOA)R
ol nous retrouvons |I' équationdgng-Baxter Clairement, I'on a

Hy, = [Ug(su(2)PP],, = {Ug(su(2))}°P/coP= {Uq(su(2))}
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par l'antipode (icE’R_1 est une structumguasitriangulairsur{Uq(su(2))}°P). L'on obtient alors le produit bicroisé
cocyclique

Uq(su(2))w > ug(su(2))

isomorphe aug(su(2))® Ug(su(2))= Uqg(so(4)).Explicitement, lecocycleest :

Y(h) =Ry Pop S Nuyp R ®hyp® ™S g g%

comme élément dég(su(2)PP/COP® Ug(su(2)PP/COR En appliquant Iisomorphisme

s Ug(su@)fP’eP—— ug(su(2))

nous avons:
w(h) = ShyR T, RO @ Shy, R~ “hy R
= Sf?l)h(?’) ® Sfb)h(zn

en termes de la structut@algébrede Hopf deJq(su(2)).Nous avonsitilisé la propriété de ®S-invariancede % et
les axiomes dguasitriangularitgour le coproduit.

(3.21)

D'autre part, I'action swq(su(2)PP/COPa pour forme

a<h =hy80S )

En termes d'action slq(su(2))l'on a:

a<h-= Sh(l)of) S_laOﬁS_lh(z))

(3.22)
= Shyah,
FinallementJa coaction
i(h) = h<1>ob S_lh@) ®h
comme élément ddq(su(Z)fp/COp@) Uq(su(2) devient:
B(h) = S(h(l)or) S_lh(s)) ® h(z)
= Shyhs) ® M, (323)

comme la coactiooocycliquea gauche déq(su(2))..]

Notons que, bien qu'ayautilisé la structurequasitriangulairé’? dans la démonstration, celle-ci disparait dans le
cours de la démonstration. Ceci suggére qu'il est possible de prouver que pour toute algebre de Hdpfhmunie

Y
antipode invesible,'on aH [~ H = H ® H par les (co)actiors-dessu®t lecocycley. D'ou :
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Proposition 3.3.4SoitH unealgébrede Hopfquelconquemunied'une antipodebijective. |l existe unproduit

Y
bicroisécocycliqueH [>d H ou
a<h=3Shya hy,

h) = Shl)h(e») & h(z)
y(h) = Shyhg) ®Shyh,

I3
Deplus,H >4 H =H®H en tantgu'algebresde Hopf.

Remargue Ces formules sont motiviées par la déirdessusnais sont applicables pour toute algebre de Hopf :
l'on peut vérifiedirectementa ce niveau au cours diveloppementsimilaires que nous avons une coaction
cocycliquea gauche etc. L'on note que 3 est également une coaction a droite, mais sousdafjetely, celle-ci
devient une coactiotocycliquea gauche. Nous prouvons explicitemenddanierepartie,soit :

~ I3
§ : HoH——> H D H 9h® g)=h, ®Sh,q (3.24)
produitl'isomorphismeequis.

Démonstration Ici le produit de H> < Hest:

(h® a)(g ® b)

hg(1)® a« g(z)b

hgq) ® Sgz)agz)b

et 0 fournit 'isomorphismed'algébresequis (cf. M(H) usuel [382]). Moingrivial, le coproduit deH V-4 H
est:

@ (2)
Ah® a =hy) ® Shy)hoye W (he) ~an ® by w(Re)a,,

= h(l) ® SHZ)nS)a(l) ® h(S) ® ShA)h(6)a(2) (3.25)

et nous Vvérifions :

AHh®a) =Ny ® SNyt 6 She 28w © Ny @ Shyefty St w2
=Ny @SN3y ®hg) @SNy,
= (9® 9)((hy ® a,)) ®(h,) ® &,)))
=(9® 9NApgn(h®a) (3.26)

comme requid_]

Revenant a notre constructiganéraleM,, (H) = HP > « H,, , notresecondexemple est avec H&q(so(4)).
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Proposition 3.3.5Il existe un produit bicroiséocycliquede la forme

¥
Uqg(so(@)pP  [> Uq(so(3, 1))
Démonstration Partant de H =Uq(su(2)) ® Uq(su(2)),nous avons ici PP = Uq(su(2)PP ® Uq(su(2)PP,

tandisqueA = H, = Uq(su(2))™ 4 Uq(su(2))= Uq(so(3, 1)), o = % 5 , comme expliqué au3.2. L'action et
la coaction sont alors :

@® b) <« (h® g)=h,aSh,® g,bSqg,
B(h® g) = (hl) ® g(l))' (Shs) ® Sgs)) ® h(z) ® 9(2)

= hyyShs) ® 9,1, S¢s) ® h,) ® 9, (3.27)

est le produit tensoriel de I'action et de la coaction de la méme fornoe-dpssugpour chaquecopie deUq(su(2)).
D'autre part, leocyclepour h,g € Uq(su(2))est :

y(h®g) = (h, ®g,))(1&® 91(1))(8}?4) ®Sg,,)1® %—(1)) ®
) ® G (R P @ 1)(Shy ® Sgg) R P ® 1)

ou le produit est dans HUg(su(2))® Ug(su(2)).Ceci donne:

»(h®Qg) = h,Shy, ® g, VSq, R~ ® h, R?sh, ¥ ® g, Sg,

= NyShy ® gy 2SRV ® hyRISh, e 1

pour les structures explicites des produits bicroigds.

Dans la section suivante, noesnsidéronsla transformation de semidualisatiodestinéea éclairer certains
mécanismealgébriquesmpliqués dans la transition Lorentziesr Euclidien.

3.3.6 Semidualisationdesproduits bicroiséscocycliques

Comme annoncé au début de la secBB1nous allons construire ici la semidualisation desnéesorrespondant
a
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Y
H A
Toutefois, la formexactede I'objet résultant Al><1H demeuremystérieuse. Alors, en rapportant les conditions

X
. s *
ci-dessusux éléments de'A, nous avons :

Proposition 3.3.7Ladonnéed'un produit bicroisé I-llp [+ A alasemidualisation suivante :
deux bigébreX et H tellesque

(i) X est un H-moduleogébriqued gauchei.e. A(ht> X) =hy > Xy ® N,y > X, et

¢(h> x) = ¢(h)e(x)

(ii) H est un X-moduleogébriquecocycliquea droite dansle sens nouveau :

A(h<ax) =Ny < Xg ® hyy < X, et e(h<ax) = e(h)e(X)

(hay < %) <Yy x(M2y X2 Yi) = X0y X0y Yo) Ny < (X)Yiz))

ou

20y <Xy Z))x N2y X2y Yy Z2)) = % (Nyy o Xy Vo) %0y X2) Vi) Z2y)
x(h1,x) = x(h,x,1) = £(h)£(x)

(iii) les deuxadH étant compatibledansle sens

h>1=¢(h),l lax=¢(X), x(LXY) =eXe(y)

et
(A) X(h(l)'x(l)'y(l))h(z) D(X(Z)V(Z)) = h(l) > Xy (h(z) < X(z)) >y
(B) (hg) ax=h<(gy >Xy) Gy IXgy

(©) hgy > X ® hyy <Xqy = Ry > Xy @ Ry <X,

(D) x(hg, %, y) =X(h(1)’ Gy > Xy (g(z) < X(z)) > y(l))X(g(3)’ X3y y(z))

Remarquell résulte de cedonnéed'existence d'un certain type de double produit cromdclique de la forme

X[><IH, quoiquenous n'ayons paxactemenidentifié sa structure. Toutefois, a partir de (ii), il est clair qu'il

X
devraits'agir d'une forme dguasi-algébrale Hopf duale, ou le produit serait associatif sous conjugaison par une
fonctionnelled® constuite a partir de.

Demonstration Pour réaliser la semidualisation, I'on suppose que A est de dimension finie et nous posons

X = A”. Ensuite, nous allons voir gue les conditions résutantes conservent leur signification pour R@ltodl
le fait que Asoit un H-modulealgébriquea droite implique que X est tirmodule cogébriquea gauche, eaccord
avec

29



{a<h,x;={a,h>x} VxeA
Ensuite, nous définissogssur HO X ® X

x(hx.y) = (x®y,y(h);

et vérifions que H devient uk-module cogébriquea droite, comme énoncé. Ici, I'ction de X ésnnéepar la
coaction de A selon :

hax={xhD}® vheH
Par exemple, évaluariL{6) avec x® y , I'on a de maniérguivalente

x®y, (™ ® hy® D)y )y, ® @
=(x®y, v (), (@ ).

ou bien, erutilisantles définitionsdonnée%t les axiomes de dualiié&lgébresie Hopf :

(h(1) < X(1)) < Y(1)X(h(2)’ X2y Y(z)) = X(h(l)’ X(1)’y(1)) h(z) < (X(z )Y(z))

comme énoncé dans la condition (Bimilairement(3.17) devient immédiatement telle que l'action de3pecte
le coproduit de H comme énondandisque(3.18) devient la condition seldaquelley devrait étre uncocycle,
comme énonce.

Finalement, I'on semidualise les conditions de compatibilité (A) et (D) . Concernant (B) és (€nt dualisés

selon les formules [382] pour les produits bicroisés usuelso@gclen'intervient pas). Pour (A), nous évaluons
avec x® y pour obtenir

/ \ \/ \
XNy Xy Yao)\X2)Yi2p @9 Do) | = \Xqyr 8y <Ry AY: &) <) 9 %5)))

ou, enutilisantles définitionsci-dessus
(N X, Vo) e, & ( ), a)="{h, > x N, < %,) > 3
2Ny Xy Yo\ ey > (X)Yi2)r @) =\hgy > X280y \(Nz) 9 %)) > Y, &)

= <(h(1) > X)) Ny < X)) >, a}

pour tout &= A, qui est la condition (A)}¢néoncéeDe méme pour (D)1

A présent, la signification de la semidualisation est, salmus,la suivante. Toutd'abord, nous considéronde
produit miroirstandardvi (H) = HOP:>«H (sans cocycle). Alors :

Proposition 3.3.8 Ug1(su(2))® Uq(su(2)) = Uq(su(Z)?pD4Uq(su2] est relié par semidualisation a

Uq(su(2))[><] Uq(su(2)PP* = D(Uq(su(2))).Alors, la semidualisatiortonnectedonc une versiode Uq(so(4))a
une version delg(so(3, 1)).

Démonstration Il s'agit d'un exemple de I'application originale du produit miroir M(H) dans [360] [382&fin
comprendrde double de Drinfeld. A partir des résultats de la section (3.2), nous savobBgUgsu(2)))est (lorsque

q = 1) isomorphe & Uq(so(3, 1)). Par ailleutig(su(2)PP = Ug1(su(2)) et dondvi(Ug(su(2)) = Ugi(su(2)) ®
Uqg(su(2)),qui est une version dég(so(4))= Ug(su(2))® Uq(su(2))d'un autre type.L]
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Cependant, le produit bicroiséq(su(2)) ® Uqg(su(2)) ne représentepas exactementla version standardde
Uq(so(4)).Pour avoir la versiorcanoniquenous devons utiliser notre constructicirdessusdu cocycle M, (H).

Alors nous avons la semidualisation :

semidualisation

¥
Ug(su(2)) = Ug(su(2))= Uq(so(4)) Ugsu)f P><ug(su(2))~ Ugso(3, 1)) .29
X

ou le membre de droite de (3.28) est un type de double produit comgéliquereprésentantine versionde
Uq(so(3, 1)). De ce point de vue, la transitiongeeuclidiena g-Lorentz corresponda une transformatiode
semidualisation et en méme temps induit l'introduction d'un cocycle. De la méme facon, le produit bicroisé
cocyclique

Y
Uq(so(d)PP > uq(so(3, 1))

construitci-dessugléfinit implicitement une sorte de double produit cromeyclique

semidualisation

W
Uqg(so(4)PP [ Uq(so(3, 1))= Uq(so(4)) S0q(3, 1)< Uqg(so(4)PP (3.29)
X

ol est construit & partir d@ qui, & son tour, est construit & partir de la structumsitriangulaire’® de
Uq(su(2)).

Naturellement, I'on peut égalemeamidualisea partir des autrefacteurspour construire certains types glgasi-

X Y
algébres de Hopf 4 H” |, associé a H [~ A. Cette fois, la coactionocycliquede A sur H estlualiséeen
une coactiorcocycliquede A sur i tandisqud'action de H sur A esemplacégar une coaction de’Hsur A. La

V4
construction devient alors générale, de la formdwrd Y (ou Y joue le role de I*-|) L'on obtient alorgles

x X
exemples du typ&lg(su(2)) ™A Ug(su@)f , Uq(so(3, 1)) SOq(4f°P etc., par semidualisation de cette
forme. Ceux-ci sont duaux des constructiprécédentes.

Aprés notreétudedes structures des groupgsantiquesUq(so(4)) et Uq(so(3, 1)), nougsonsidéronsa présent la
transition de signature entre le domaine Lorentzien et le domaine Euclidien du point de vigg rdéakion de Wick"

appliquéea la métriquede I'espace-temps [377]. Nous étudions dans la suiteslm:esﬂ%é' ! et Rg sur lesqués
agissent @l(so(3, 1)) et ldl(so(4)). A partir des travaux dinfeld sur letwist des algébres de Hopf [196Yoqués

ci-dessus, ur2-cocycleappliqué sur un groupguantiqguepermet dedéformercelui-ci par"twisting". Or, le méme
cocycle peut étreutilisé pour twister I'équivalent de la structure $anguelleagit le groupe. Cette propriété permet
doncd'envisagefa déformationde I'espace g-Minkowski espacey-Euclidienet autorise le changement de signature,
par g- rotation de Wick [377], de la mi§tieassociée. Il convient également astadede travailler avec les groupes
guantiquesle matrices SUQq(2) dual te(su(2))etc..

3.4 DEFORMATION DE LA SIGNATURE DE LA METRIQUE

DE L'ESPACE-TEMPS PAR TWISTING

Appliquons a présent les résultgénéraude Majid [377] a ladéformation(4, 0) <> (3,1). Nous construisons une
liaison entre I' algébré\(R) correspondané la bigebre des matrices Egclidienneset A(R) correspondant la
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bigebre des matriceguantiquesusuelles. R étant un element de matrigg ® M, rappelons qué\(R) est la
bigebre'FRT" usuelle [382]:

Proposition 3.4.1(Majid) Le systémesovariant {SUq(Z) ® SUq(Z) , Mq(2)} résulte de ladéformationpar
twistingdusystémeovariant {SUq(Z)Op ® SUq(Z) , Mq(Z)} parle 2 - cocycle donrpgar

x((a®b)® (c®d)=R1(a®c)t (b) & (d).

Ici, Rg = Mq(2) représentd'espace-tempsy-Euclidien,décrit par 'algébredes matrices (& 2) quantiques.
Démonstration Nous rappelons ici lesoordonnéesSoit R la R-matrice de sl La bigebre associée, notee
St

\c d

ab=qlba, ac = g*ca, bd=g*db, cd=q'dc, bc=cb, ad-da=T14- q)bc.

Mq(2), a la forme, a partir de=

La relationadditionnellead - g1 bc = 1 donne le groupguantiquesde coordonnées$SUq(2), dual deJg(su(2)).La
structurequasitriangulairé® ci-dessousiéfinit la structureoquasitriangulaire

9% : SUq(2® SuUq(2)— C

Construisonsa présent laléformationdel'algebre ci-dessusar letwist de Drinfeld. La structurguasitriangulaire

définit un caycley = %1 surSUq(2PP. D'apres les résultats Beinfeld sous leur formeuale[382], la déformation
par le2-cocycley donne Slé(Z)XOP — SUq(2). Appliquons cetteléformationau premierfacteurde SL{q(Z)Op ®

SUY(2):

(suq(2)°p ® SUg ), = SUg(2) ® SUg(2) = SOq(4) (3.30)

L'on doit égalemerdéformertoute algebre suaquelleagit le nouveau groupguantique Mq(2) est donc twisté en
M q(2) D'oul le nouveau coproduit, avant identification des matricgémigrateurs auxgénérateurstwistés” (x;) :

th, (tKi=t23ptCe-1((Sta@tPp@(skcatd)) =R gKkpta;th, (3.31)

si t = x, les relations entre les deux classegé&@rateursieviennentx;x, = A R tt,, ou nous obtenons les
relationscorrespondara la matriceM q(2). Il existe aussi un coproduk additionneltressé sur Mq(2)galement

twisté pary, selonA . c = c(l)(l)@)c(z()l)x (c(l)(i)c(z)@)). Notons qu'au sens strict, nous devrieffectuer une

extensiorcentraledes groupeguantiquegoagissant pour que Mq(2y) q(2) soient strictement des groupes tressés
dans leucatégoriede comodule. Ceci expliquefmésencelufacteurh. dans I'équationi-dessug377] . [

(a b\
\c d)

L'algebre explicitd]%?g = Mg(2) que nous obtenons a paénérateux = avec les relations
ba=qab ca= q’lac, da=ad, db= q’lbd dc=qcd,
bc=cb+(q- q’l)ad

trés semblables (en fait isomorphe sous permutafior> C, b <= d) a Mq(2) lui-méme. Nous précisons
maintenant la - structureguclidienne.
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* *
Corollaire 3.4.2 La #- structure de B = Mq(2) est(a* b*\ = ( d
a \c* d*) \-db

dela * - structureunitaire de Mqg(2) sur l'identification des deagpacewvectoriels.

_q 1
) et coincideavec celle
a

Démonstration Comme nous l'avons vu dans la démonstration ci-dedda§2) est identifié aved'espace
vectoriel deMq(2) au niveau degénérateurz =t. Mais Mq(2) a une » - structure unitaireorrespondand SUq(2) et

nous l'adoptons pouk sur Mq(2). Enaccordavec la théorigénéralg382], ceciengendrain % - groupe de tresse.
De maniéreééquivalentejl existe unecertainex - structure suMq(2) de type unitaire (non pas la forme usuelle mais
équivalentesur lalimite g— 1) telle que léwistingde @ , Mq(2)) vu comme un groups - tressé sousoaddition
tressée par leocycle(comme pour la propositio¢8.4.1.))donne la# - structure énoncée. Une troisieme facon est

de noteflisomorphismeM g(2) = Mq(2) en tantqu'algébresCeci devient un isomorphisme ¢e- algébres si I'on
equippeMq(2) avec lax - structure

(a* b*)_(—qd C
\c* d5) b -q'a

qui, au signe - prés est une autr@éformatiorde la* - structure délq(2) de type unitairel]

Etantdonnéecette® - structure, lesoordonnéesaturelles de I'espace-temps "hermitien" sont :

a4 o, axd o, codb o _crdb (3.32)
2 2i 2 2

et I'élément du'g-déterminanttle Mq(2) est :

ad - qcb= (“Tq) t2+2) + 0 +V?) (3.33)

qui exhibe la signaturg-Euclidienne.

Enusite, d'un point de vue dual dg(su(2))développéau §3.2, I'on peut poser l'existence d'oocyclequi twiste
SUq(2)® SUq(2) en SUq(2)[><] SUq(2). Ce double produit croisé est dualUtgso(3,1))= Uq(su(2)) ™
Uqg(su(2))décritau §3.2. Soussemidualisation, celui-ciorrespondau produit bicroiséJq(su(Z))[>1 SuUq(2).

Proposition 3.4.2(Majid) Le systéeme&ovariant {SUq (2)® SUg (2) . M q(2)} esttwistésous I' action du 2
- cocyclex (((@®b) (c® d))= ¢ (a) &1 (b ® c) £(d) en un nouveasystemeovariant

{sug@ ><Isuq@.BMg(2}

ou [RRZ" L BMq(2) représentd’ espacey - Minkowskienalgébredecoordonnéesles matriceressée® x 2.

Démonstration Pour Uq(so(3, 1)), le cocycle

% (((@® b) (c® d))=¢ (@)1 (b® c)&(d) (3.34)
est dual déi _213 sur I'adHquasitriangulaireluale, de sorte que I'application thist dual donne:
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[SOg(@)} = [SUg (2) ® SUg ()}, = SUy (2) ><I SUQ (2) = SOq(3, 1)
ou Sl (2) [><1 SUq (2) de[359] est muni du produit
a, b=x(@,®b,)a, b,x 1 (@g ® b)) (3.35)

De la méme facorronsidéronse dual duwistdeM q(2) en tant que groupe tressait

Xij .XXk| =Xab Xcd xil(stia@) th® Stkc® tai)

-x' X R(3® st}
Six = u, les relations entre les deux ensemblegdérateurdeviennent
U1 R =x1 %2
En termes de Mq(2), la modification dite "transmutation" du produit s' écrit :

uuRw=R ity I

(2 A
\c d

En tantqu'algébre,le’ 12 BMq(2) est explicitementdonnégpar u = , avec les relations :

ba= qzab, ca= q’zac, da=ad, bc=cb+(1- q’z)a(d -a)
db=bd+(@1-q ?)ab, cd=dc+(1-q?)ca (3.36)

Cependant, les - structures dﬂg’ 1et deﬂ%g ne sont pas reliées parteasting. Au lieu de cela, nous avons :

* *
. 3,1 » a~ b }
Proposition 3.4.3La # - structurede R’ "= BMg(2) est hermitienne au ser(s
g \c* d*) \b d

correspondpour g= 1, a celle dé&Jg(su(2))en tant que - algébre.

Démonstration Ici, BMq(2) a une description en tant que matrices hermitiennes tressées. Son quotient

a
defq(b d) =lest I'nyperboloide unité dans I'espace g-Minkowskien et est le gréupetresséBSUq(2),

version groupe tressé de SUg@nnéepar transmutation de SUQ(2)). En tant que grokpetressé, pour & 1,
celui-ci est isomorphe BUq(su(2)),qui est la version groupe tressé de l'algépeaveloppantéq(su(2)).En tant
que* - algebre, il est isomorphelfg(su(2)),soit, explicitement :

1 H
q" g 2(q-gqHg2X_
1 H

(
|
\g 2(@-a9)X,q2 g +g*(g-g*)’X X

(2
\

c d
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Avec cettek - structure, lesoordonnéegaturelle de I'espace-temps "hermitien", sont :

qd+qgla b+c b-c d-a
— = x= = , Z=—m (3.37)
2 2 2I 2

t=

et I'élément du'g-déterminant”est :

2

4q 22 2@*+)q? ( 9’ -1
ad—qzcb=— - —q y2 7 +2q —) tz (3.38)
(qz+1)2 (@2 +)? q

qui exhibe la signaturg-Lorentzienne.

A la lumiére de ces constructions, nous arrivons maintenant a l'importante observatiaib: qui

Corollaire 3.4.4Pour g= 1, la transition de lanétriqgueg-Euclidiennea la métrique g-Lorentzienneau rayon
unité est unelualitéde = -algébrede HopfUq(su(2)) <= SUq(2).

Démonstration Nous avons vei-dessugjue la% - structure ddRRg = Mq(2) estdonnéepar lax - structure

unitaire déVig(2) qui, au rayorp = 1, donnele - groupequantiqueSUq(2),dualede celle associée a #+a- algebre
de HopfUq(su(2)). Mais Uq(su(2)) = B(Ug(su(2)))en tant quex - algébre sous transmutation [382]. Cette
transformation, combinée avec l'auto-dualité de ces groupes de tressEstimioephismeade* - algébredq(su(2))

= BSUq(2)comme expliqué ci-dessus. Nous proposons alat&tgamme

Dualité de* - algeb de Hopf
Uq(su(2)) ualité de* - algébres de Hop SUq(Z) B [R?g'/p _1
Transmutation = T q - changement de signature (3.39)
BU (su(2)) Bsy2) = > 1/ p -1
Ld Autodualité de groupesk-tressés ld q

complétant la démonstration sellaquellele changement de signature égtiivalent une dualité de - algebrede
Hopf. ]

. . " . . _ 4
En résumé, nous avons montedessusque dans le domaine de Ilgdéformation, les structureisOI et

Rg’ 1naturelles;,covariantessous Uqg(so(4)) et Ug(so(3, 1)) sont reliées comnwit. Pour simplier, nous

considéronghyperboloide et la sphére de "rayen® 1, mais en essence, la méiée s'étend a toute la structure
de I'espace-temps.
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Les résultatxi-dessumous donnentertainesindications sur l'originelgébriquede la fluctuation de signature a
I'échelle de Planck¢onsidéréecomme transformation de dualité. Uremarqueimportante est que certaindss
isomorphismegi-dessusont valides seulement lorsque @, i.e. en théorie non classique. Notons également

la dualitéd'algébresde Hopf au niveawsemi-classiqueest une dualité de bigébres de Lie et a été comprise
physiquement comme uffedualiténon abélienne pour des modébesur G, G* [308], de sorte que la dualité mise
enévidencdci est reliée al'autresypes de dualités en physique.

3.5UNIFICATION DES Q-GROUPESDE POINCARE EUCLIDIEN ET LORENTZIEN
3.5.1g-Groupesde Poincaré

Dans la sectio®.4,nous avonslécritla structure dgj-espace-tempsous la forme :

4 == 3,1
Ry =Mq(2) . Ry "=BMq(2)

—~— —~—

en tant que systémes covariants sous les coactiolsQig(4’ et SOQ(3,1 respectivement. Nous notons a
—~

présentpar certaineextensiongentralesequisepourconserveaux structures utilisées la pleinevarianceen

P~

tant que groupes tressés additi@milairement, ils sont covariants sous les actions bk,(s0 (4)) et

—_—~—

Uq(so (3, 1). Pour compléter, nous expliquons commentkes structures entre lg-espacesiu § 3.4 et les
g-groupesau § 3.2 relient ledifférentesstructures dg-Poincaré.

Lesdernieressontdonnéepar un produisemi-directde groupek - tressé et des - groupesquantiquesi-dessus.

L'algebre de produit croisé edtnnéepar l'action et il existe une coaction induite comme composante de I'opération
de bosonisation que nousilisonspour le coproduit croisé. Dans les cas Euclidieviiekowskien,l'on a [382] :

—~

Uq (iso (4)):R3 ~ <] Uq(so 4) = Mq(2) ~>< Uq(Su(Z)) ® Uq(Su(Z)) (3.40)

tandisqude groupe inhomogeéne Lorentzigrendla forme :

P~

Uy 50 B 1) =[5 1 ><T Ug(so (3, 1) = BM(2) >3 Ug(su(2)) P4 Ug(su(2)) (3.41)

—

comme produits croisés et coproduits croisés du méme coté. Le sybnkblgue nous proposonsorresponda
cette double structure de produit croisé comme algébre et coogakre.

Il est connu que de tels objets ne sontqessitriangulairet ne sont pas des- algébres de Hopf majgrésentent
une structurentermédiaire,appelée'quasi -* - algébre de Hopf" [381]. Rappelons qu'une quasi-- algébrede
Hopf est une adH munigune * - structure telleue

*®*)oAo+r =R L(ro AR, ¢()=co=

* *

. _ . _ ® _

Commencgons par la quasi — adHEuclidienne.
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Proposition 3.5.2(Majid) Le groupejuantiqueinhomogeneM 2 >< Uq(su(2))® Ug(su(2)) devient
unequasi- * - algébrede Hopf du typeg-PoicaréEuclidien.

Démonstration Nous dénotons les degg&nérateurdeUq(su(2)par F et ntt, avecles - structures :

% *

Iilj =Sfll+]i ’ milj =Sm”i

tandisquéa * - structure surM q(2), par construction unitaire, est de la forme:
o .
i . a bj

Pj =¢&aP bt

*
ou g; est le tenseur invariant apparaissant dagsiéterminantL'on a égalemenf = & pour I'extensiorcentrale.

L'action a pour forme :

1 1 1
I+

1
1By =A 2R_211pz ) E>92=7‘2Rp2’ mfbpz=pz}‘2R21’ ml-bpz=92)L 2R

L'on vérifie alors que le groupiantique estquasitriangulaireéel dans la mesure ou  chacun féeseursUg(su(2))
est réel. Comme l& - structure surM q(2) est par construction unitaire, I'action doit également étre unifaire

le cas g- Euclidien et obéit donc a la contraint&(lb)* =(S hf > b* . Pour le reste de la quast -- structure,
I'on se reporte a [381[]

L'on utilise une construction du méme type pour montrer ggedJ(3, 1)) est également munie d’ une structiere
quasi -+ - algébre de Hopf.

Proposition 3.5.3(Majid) BM Cl(2) >d Uq(su(2)) > R Uq(su(2)) devient unguasi - » - algebrede Hopf
du typeg-PoincaréMinkowskien.

Démonstration Similairementhous avons:
*

Lk — . . .
Iil =Sm+1| y n’fl J=SI+J|

i
et

i* i *
pPj =P, § =§

A3 .
de sorte queli'j = U (Se m" Ji ) Ul tandisqueS, est l'antipode deUq(su(2)). Il s'agit égalemente

Sm' J. quands est Iantipode del, (su(2)) >4 U, (su(2)}. L'on vérifie de méme que ¢a by* = (S hf > b*

pour une action similaire au cas ci-des&us.

Finallementdans la mesure oiﬁ?é’ 1 résulte duwist de Rg et que Uq(so(3, 1)) Hq(su(2)) ™ M Ug(su(2))est le
twist deUq(so(4))= Uq(su(2))® Ug(su(2)),'on peuts'attendré ce que les structures gi€oincarésoient également
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reliées patwisting. Les deux groupes de Poincaré Lorentzien et Euclidien sont en effet reléssgiag pary [377]
en tantqu'algébreslie Hopf :

—~ ~ P~

RS+ ><] Uy(so (3, 1)]:(@3) >< (uq(so(4)ﬂ = (u@3>5 Uq(so (4))
X \ /A ) s

P~

avec deux quasi+ - structureslifférenies, ol est vu commeocyclesur R3> <] Uq(S0 (4),. Ceci fait partie
d'un théoréme général selmquel

B, >< Hy=@>< H), (3.42)

concernanta bosonisation d'un groupe tregs&lconqueB étant dans laatégoriedeH-module[382].

3.5.4Groupe de Poincaré cocycliques

Notreidéedans cette section est a présent de tenter la construction d'objets hybrides, d'un genre noupeau, tels

P~

RS ¥><1 Ug(so (3, 1) (3.43)

Ceci est suggere par notre produit bicraiséycliquehybridede la sectiorB.2. Plus précisément, dans [382],,B
twisté a sa structure de produit et celle de coproduit modifiées. Ici, nous commeregns

B><] H

mais ne soumettons a twist que la partie H, et seulement la composafgébrique(non lacogébre)de B. Ainsi,
nous supposons que B est un groupe tressé dasségoriedes H-modules, ou H esfuasitriangulaire.Nous
assumons l'exsitence d'socycley € H ® H. Il est alors clair que B n'est plus ug Hmodulealgébriquemais

devientB muni du produith *c= -« oxfl >(b® C), ol - est le produit de B [382]. Pour la cogébre, nous
laissons le coproduit non twisté et trouvons :

Proposition 3.5.5SiB est un H-comodutmgébriquealorsB est un k- comodulecogébriquey - cocyclique
-1
par () =e(b)x .

Démonstration La condition dap-comodule(comme dans § 3.3) devient:

(id ® B) B(b)y;, = (A ®id) (), = x5, (A, ®id) R(b)

comme requis, et

Xo(d ®A )3 = ((d®A )x s = (A ®id)x )i, = x1(A, ®id)x ™
¥
L'on obtient de la sorte le coproduit croigéycliqueB > Hy
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Ab®h=b, ®b," x “h, ® 1, " ® xh,, (3.44)

en insérant la forme dg dans la formule généralel

A ce stade, nous n'allons pas plus loin car nous noimms
Al®1=y,, =1®1R1®1

de sorte que méme si notwistonsle produit de B pour obtenir une algébre associaf/e- <] HX, nous
n‘obtiendrons pas une algebre de Hopf par cette méthodevamchejl est probablemergnvisageablele trouver
un certain typéd‘algébrede Hopf faible”, du genr& Y= HX. Et si nousutilisonsle produit original de B,

alors une telle structure n'est pas associativiB dt > < HX devraitétre une sorte'algébrede Hopf faible, non

associative. Cecgeprésenteinedirectionpour une futureecherchesuggérégar nosidéesci-dessus.

L'on note également que lgsgroupesconformes peuvent étre construits de maniere similaire pamétmdes
[385]:

Ug(so(s, 1)) =Rg ><T U (so (4)5> < Ry (3.45)
De méme :
Ua(so@3,2) = B3> T U(so (2,1)) B> < B2 (3.46)

en principe. De méme, l'on peslattendred des doublebosonisationgocycliquesdonnant des versiorg/brides
telles que:

RS+ ¥ Ugy(so (4)> <¥R* (3.47)
R ¥>< Ugy(so (31> <Ry (3.48)

Finalement, I'on observe dans cetirspectivequ'unelimite de contraction de Uq(so(3, 29)-dessusdonne un
produit bicroisé du type groupggantique’ x -Poincare" :Ri’l »<] U(so(3, 1))). Ici[R?i’ ! est une algébre de Hopf
communegénérégar Ry avec les coproduits donnés par

Pg
APp =Ry® 1+ 1® Py, APj =P ®1+e K ® P

En fait, il s'agit de l'algébre defonctio@iM], ou M est un groupe de Lie soluble.

Proposition 3.5.6(Majid et Ruegg)l.e groupe dec -Poincaréest un produit bicroisél]%i’ ! P<] U(so(3, 1))
donnéar l'action o

Po<IMj=0, R<IMj=¢jk Pk , [Po.Ni]=-F
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21 ., 1
Pi<INj =-bj (%(1—6 . )+§£P2)+;5Pi9j

etparla coaction 3

B(M)= 1® M
_Po
BN)= € * ik

®@Nj+ — Pj®Mg.
K

Ri’ ! a pourgénérateur®, et U(so(3, 1)) pougenérateurdj, N; avec les relations :

[Pi, MjI = &jj Py, INi, Po] =Pi,

[Pi, N1 =- oji (=(1 - e_%l Lo lp g
R | A )+2K e

avec les coproduits appropriés.

Remarquongjue I‘algébrdRi’ 1o (IZ[M] représentéde moment de l'algébre ae-Poincaré et donc sdualedevrait

étre l'algébre deoordonnéesdans l'espace de®sitionsde I'espace-temps. Ce dual est donc l'algébveloppante
U(m) ou m est l'algébre de Lie du groupe non abéllerDe tellescoordonnéesion commutatives poutespace-
temps ont conduitirectement des prédictions pour la physique a I'échelle de Planck & propos de la propgation
rayons gamma d"origine cosmologique. [16].

Nous conjecturons finalement que les structloeentzienneet Euclidiennesont reliées par unocycley, construit &
partir de 9% .

Conjecture 3.5.7Les structuresLorentzienne Ri’ 1y U(so(3, 1))et Euclidienne R,ﬁ P<] U(so(4))sont
reliéespar twistingpar un cocyclee construit apartir de % avant lacontraction.

Elts de preuvell est connu qu&i‘ 1 <] U(so(3, 1)) peut étre obtenu isomorphiquement par contraction a partir

de Uq (so(3, 2)) [54] [346] . De méme, l'on pslattendreau produit bicroisé]@i <] U(so(4)) par contraction a
partir de Uq(so(4, 1)). Ces deux groupgantiquesdevraientétre reliés patwisting de la méme maniére que les

groupes de-Poincarédans la section (3.3) par wocycleconstruit & partir dé€#. L' on peut alorss'attendrea
obteniry a la limite de contractionl]

A la lumiére du résultat ci-dessus, nous formulons égalemeonjecturesuivante :

Conjecture 3.5.8L'on peuts'attendrea I'existence du groupguantiquerésultantdu produit bicroisécocyclique
hybride Ry 1 <" U(so(4).

Eléments de preuve Le groupequantique hybride Ri’ 1 XP<]¢ U(so(4)) devrait résulter de lalimite de
contraction de la versiococycliquehybride de Ug(so(3, 2)onjecturéci-dessusSi nous réussissons a obtenir une
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versionhybride Ré‘l V=g Ug(so (3))§< wlREé’l de (3.46), alors sa contractidavrait donneun tel produt
bicroisécocyclique [

Une autre question intéressante est celle de I'existence d'un gramnpeueg-déforméet k-déformé,que l'on peut
s'attendreéétre de la forme :

R, P < Ud(so(3, 1)) (3.49)

ainsi que, peut-étre, la versibybride

R(Sa,l,c)x’ﬁ“’ Ugso@) , R, ,()X><]“’ Ug(so(3, 1)) (3.50)

Dans la mesure ok dansla structure d&-Poincaré de la section 3.4 est relié garamétrede déformationq de
Uq(so(3, 1)), il parait probable que les depgrochepuissent étre combinédse. g-Poincaréle la section 3.3 at-
Poincaré de la sectid4. Toutefois, nous ne disposons pas, diastant,d'évidencearticuliereen faveurde telles
structures.

Dans la derniéere section, nous discutons quelques considérations spéculatives, en guise d'ouverture vers des voies de
recherches a approfondir ultérieurement .

3.6 DISCUSSION : GRAVITE QUANTIQUE ET DEFORMATION DE SIGNATURE

A la différencedes résultatprécédentdes considérationsi-dessousnt un caractérdargement spéculatif. Toutefois,
elles ouvrent des perspectives intéressantes quant a certains aspects physiques de la déémrimtiEnde la
signature, en suggérant en particulier I'existence d'un lientessteledéformationet courbure.

3.6.1Twist de Drinfeld, quantification del'espace-tempset déformation de signature

Le twist deDrinfeld a un large spectre d'application : modulo le fait que nous avons un 2-cocycle, nous observons
que leméme twist deDrinfeld est impliqué i) pour quantifier un espacecommutatif ordinaire et le rendrenon
commutatif et i) pour déformerla structure d' algébre de Hopbrrespondant la signatureEuclidienneen une
nouvelle structure associée a la signature Lorentzienne. Nous avon3 en (létail dans les sections 3.2 et 3.3.

Nous donnons & présent un exemple précig)deé la formeC[x] <1, g Clp].

Pour étre complet, il faut observer qu'il existe un autre grquaetiquedu type produit bicroisé, égalementrelié a la
physique a I'échelle de Planck et ad&esde T-dualité. Il s'agit du groupgiantiquea I'échelle de Planck proposé
dans [356].

Lemme 3.6.2L'algébrede Hopf & I'échelle de PlanckC[x] W< h g C[p] donnéear

xpl=ih@1-e*®
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Ap=po e B +1@p
AX=X® 1+ 1® x
résulte duwistingpar un cocycley de I' algébreenveloppantelassiquel(b+).

Remarque Puisque le produi[x] <1 C[p] est auto-dual[382], cela signifie qu'ilreprésenteégalement le
cotwisting de I'anneau deordonnéeslassique[X] par un cocyle duat, ou X = [ <[ a pour algébre de Lie
b+. Alors, cecocycledual a également un effet surgaantificationde cetespace.

Démonstration Comme expliqué dans [356], limite # — O envoieC[x] <1 C[p] dansC[X], ol
X={(@u}, su6Ev)=(+o,ue? +v)

etp (s, u) =uetx(s, u) =s les fonctionscderdonnéesur X. Cette algébre de fonctions est commutative, les
coproduits étandéterminégpar :

AX) (s, V)6, V)=%x(5,U)6,V)=s+c =(X®1+1®X)((s, u) 6, v))

Ap) (W& v)=p (5, U6 V)=ue™ +v =(p® e ™ +1®p) ((5,u)6 V) (3.51)

les relations (3.51pngendrenie modele[X] des fonctions sur X,C[X] représentania limite classiquede
C[x] »<I C[p]. Le groupe X =R >< R est alord'espacedes phases du systéme. D'autre part, il est expdiang
[382] quex = eB* - 1 obéit aux relations [p,+% = & Bx+, relations de I' algebre de LierbLe coproduit peut

alors étre écrit sous la forme
A =% (X+® 1+ 1® x4) 1

Ap=x (p®1+1®p) x ! (3.52)

p® X
ol x =€ ” représentée twist cocycliquedansC[x] P <1 C[p] = U(b+), . O

Nous avons vu qu'il existait deypoints de vueconcernantie cocycley : d'une part ilrend I'algébre de Hopf
cocommutative U(b+) non cocommutati.l'on serepsésenteeci comme legoordonnées!'un espace-tempeon
commutatif, introduit un€'courbure"dans le sens que le groupe sous-jacentegstunon abélien. D'autre part, le
mémecocycley peut étre vu comme introduisant une non commutativituaumtification.

Aussi l'autodualité de ce produit bicroiigdx] <] h, g C[p] peut étre vue comme une sorte de "T-dualité", plus

précisément le dual a la méme forme avec une inversion de certains de parametres. Ceci a été proposé dans [356]
comme un phénoméne nouveau pour la physique de I'espacefdagrécemment, la dualitd'algebrede Hopf, au

niveau des bigébres de Lie a été proposée commé-doaliténon abélienne pour certains modeid808]. De cette

maniére, les algebres de Hopf a I'échelle de Planck montrent des connections variées entre cocycle, courbure, produits
bicroisés et physique a I'échelle de Planck.

En guised'ouverturevers de futurs travaux, nous mentionnons brievement I'existence d'une possible relation entre les
idéesci-dessu®t les anomalies de la théorie.

3.6.3Anomalies et déformations en gravité R2

Conformément aux hypothéses de la supergravité, nous proposoassidérei‘existence, a I'échelle de Planale
termes de courburemiadratiquesen R [109][25]. Notre conjectureest alors que, de méme que les anomalies
gravitationnelles sont liées'@mergencelans leLagrangierde termes en | de méme leocyclede déformationy,
que Majid propose [367('interprétercomme une anomalie, peut étre également vu commepénateurde
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déformationde la signature du secteur Lorentzien au secteur Euclidien. Il existe, dans cpieigussindications
encourageantekn particulier, rappelordabordque les produits croisésdinairestels que

C[M]><1 u(g)

utilisésdans les exemplesi-dessuspeuvent étre interprétés commaantificationau sens de Mackey [174]. En
I'absence d'un cocycle, le "momentum"” U(g) apparait comme une sous-algébre. Précisément, losqu'il existe un
cocycle, ce n'est plus vrai. Dans de cas

c[M],><1u()

N N N
a les relationd &, f]1=E(f), [E,1] =[E, n]+ %(E,n) pour E,nEg, fE€ C[M], et o N désigne
linclusion dans l'algébre plugrandeet  : U(g) ® U(g) — C[M] est lecocycle utilisé. Ici, & représentde
champ vectorieéngendrépar I'action des . Ceci fournit une formulatiomathématiqueles anomalies (il s'agit en

fait d'unereprésentatiopurementlgébriquepour un systemeguantiqueréel, I'on doit égalemembnsidéreles c -
algebres et les structurd'algebresle Von Neumann). Cependant, il est intrigudinbservemque I'application de tels
cocycles sous la formdualey a étéexactemengtablie dans la section 3.3 pour l'unificaiton des structures
algébriqued.orentziennegt Euclidiennes. Dans la versidnalede tels résultats, I'on a :

sOq(afr , <1 s0q(3, 1)

etc.. Il existe ainsi une connection entre cocycles et unification de signatures.

Deuxiemement, il existeléja une connection claire entre laourbure" (sous unecertaineforme) et letwist de

Drinfeld. Ici, letwist au LemmaB.6.2rendnon-cocommutative I'algébre de Hopf cocommutativetYi(Bu point de
vue de ces algébres comomrdonnéesnon-commutatives”, cela signifie quetiist introduit une"courbure"(ou
une structureon-abélienneyur l'espace sous-jacent. D'autre part, nous avons vu que tgistisg conduisent a
des cocyclesAussi,il existe une'évidence"pour les trois cotés du triangle :

cocycle

anomalie courbure

La relation anomalie<= courbure reléve desnotivationsphysiquesliscutéeslans les chapitres ultérieurs. Les
relations cocycle <= courbure et cocycle <> anomalie représententes considérationsalgébriquesde ce
chapitre. Nous avons réuni les trois aspects avec le changement de signature.

En conclusion, nous conjecturons que la superposition de signature associée aux résultats des sections 3.2 et 3.3
pourrait étredécrite,au niveaug-déformeé,par I'extensionquantiquede I'espace homogene symétrigieconstruit

(Chap 2) au niveau semi-classique. Ici encore, ce point de vue est largement spéculatif mais suggére la possible
existence d'uespaceuantiquenomogene.
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SO(3, 1)® SO(4)
SO(3)

3.6.4 Quantification de I =

Dans cette section, nous allceffectuerquelquegas ertdirectionde lag-déformatiordel'espace

_SO(3, 1® SO(4)
B SO(3)

avec lequel nous avons commencé nos inverstigations aus chapitres 1 et 2. Nous tralgébringiementvec
I'algebre deoordonnéedNotre souhait serait alors de trouver aigebre

~

2, ="S0q(3, 1)® SOq(4)"
équipéeavec une coactiondroite
B:X,——3, ®S0,(3)

lui donnant la structure d&Oq(3)-modulealgébriquea droite. Nous allons voir, toutefois, que le produit tensoriel
usuel® n'est pas applicable ici. Alors nous pouvdaformer

S0, (3)

Sq=(5g) ™" = {x€Z4 | B -x®1 (353)

commesous-algebrgoint fixe. Avec une condition technique, ceevrait déformerEq en unespacehomogene
quantiqueet Zq en un fibré principauantiqueavec pour fibre SOQ(3). Ceduit les mémes étapes que la

construction de la sphégeantiquede Podles [425] [109], c$ = (SOq(3)§C(So(2)) ou (D[SO(Zi représentd'anneau
decoordonnéede SO(2).

A présent, l'action classique du chapitre 1 provient du produit des actions réguliéres induites par les plongements
SO(3)C SO(3, 1) et SO(31— SO(4). Le premier de ces plongements ne présente pas de probléme particulier :

SUQ(2)><1SUq(2—— SUq(2)

ou it = le produit d'applications de SUq(2). Nous ignorons la questida deur cette discussion. Alors :

Proposition 3.6.6 SOq(3, 1) =SUq(2)><1SUq(2)devient un SUq(2)- comoduwdgébriquepar
Rh® g) =(id @) A(h® g) =h,, ® g,y ® NG,

Démonstration Le fibré associé estéja connu et discuté dans [109]. Notons que pour vérifierrguest une
algébre, il estnécessaired'utiliser la structurequasitriangulaireduale % de SUq(2) dans le respect de la
commutativité par conjugaisohl

Cependantyx tel qu'énoncéne serait pas applicable 3Uqg(2) ® SUq(2). Précisément, il ne s'agit padine
applicationd'algébresparcequeSUq(2) n'est pas commutatif, du fait de dedéformation.L'on peut cependant
progresseet utiliser la méme forme de B comme structure de comodulémf2) ® SUq(2), mais l'onobtiendra
pas une algebre polig de cette maniére, seulementaspacevectoriel.

A présent, si nous supposons l'existence de deux copies de SOq(3, 1), alors nousdafinirons
{ s0q(3, 1y® sOq(3, 1)} SUa(@)
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commesous-algébréixe sous R commeci-dessuset § = (T ® id) A en tant que coaction a droite via I'antipode.
Plusprécisément, noustilisonsles produit cotensoriel :

S0q(3, 1) S0q(3, 1) ={xES0y(3, 1)® SOu(3, 1J(id® R )(X) = (R ®id)(x)} (3.54)

qui donne une algébre de "points fixes" comme requis. Dans notre cas, dans la mesure o@cssairede
remplacet'un dedacteursci-dessupar SOq(4), a la lumiére des résultats ci-dessus, |'onsfaigndrea I'existence
d'un produit cotensoriebcycliquede la forme :

$q=50q(3, 1) [ sOq(4) (3.55)
X

avec uncocylcey construit a partir dét .

L'on peut alorsespéretqueEq représentaine autre description possible de la superposition desrdéuixjues
Lorentzienneet Euclidienneen régionquantique par projections defacteursdezq (dansnotre language duatela
signifie deuxnclusions) En outre, il parait intéressantr@marquequeEq donne une "modélisatiog@Vocatricedes

oscillations entre les deux copig®rentziennest Euclidienne)d'espace-temp4l. est peut-étreutile de poursuivre ces
idées, en relation avec la géométrie non-commutative (notamment le modéelgpaide&atA. Connes en théorige
jaugeZ,). Cecireprésenteraiin champ deschercherofondpour des travaux ultérieurs.

Nous proposonsl'expliciter au chapitre suivantertainescondiions physiquesendant plausible I'hypothésele
"fluctuationquantique'de la signature.
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Chapitre 4. Espace-Temps KMS et Double Signature

4

ESPACE-TEMPS KMS
ET
DOUBLE SIGNATURE

En application possible de nos résultaathématiqueslu chap. 3 en théorie dedéformation,nous considérons
dans ce chapitre qu'a lempératurede Planck J, la signature de lanétrique de I'espace-tempsubit une
perturbation tellgue la quatriémedirectiongs, (-) pourraitdevenirholomorphe (). En effet au voisinage dg T
I'espace-temps peut étcensidérécomme un systeme a I'équilibriee. le systéme obéit a la condition KMS
[319][387]. Nous suggérons alors que dandifeges de labandeholomorphe KMS (entre I'échelle O et I'échelée
Planck), leparamétreemporel 3 peut étreonsidérécommecomplexe Les fluctuationsquantiguesdu champde
températurgpeuvent constituer alors la source des fluctuatrantiquesde la signature de la métrique. Une fois
acceptédhypothéseprécédenteglors a I'échelle Ol-duale (au sens de (7.1.3)) de I'échelle de Planclpalamétre
temporel devientimaginaire pur - au sens du chap. 8 - .

Note : Dans cechapitre,notre propos n'est pas @enstruirede nouveaux résultatsathématiquesoncernanties
algébresd'opérateursmais plutdt d'utiliser certainesnotionsde la théorie deslgebresde Von Neumann(groupe
modulaire,état KMS), parfois demaniéreheuristique, pour illustrer oétayerles motivationsphysiques deotre
recherche.

4.1 - EQUILIBRE THERMIQUE DE L'ESPACE-TEMPS AU TEMPS DE PLANCK
4.1.1Le pré-espace-tempsa I'échelle de Planck

L'observation de l'univers grandeéchelle conduit a constater localement des anisotropies thermiques telles que,
d'une région a l'autre, tampératureme peut étreonsidéréecomme étant a I'équilibre [134]. Eavanche]'une des
caractéristiqueslu modeéle cosmologique FRW est qu'a petite échelle -i.e. au voisinage de I'‘échelle de Planck - la
densitéd'énergieatteint une valeur critique, derdre de 13° Gev [134]. Il est donc naturel de conjecturer, au
voisinage de I'échelle de Planck, it@iationd'équilibrethermiquepour lepré-espace-temps.

Conjecture 4.1.2A I'échelle de Planck, Ipré-espace-tempsst en étad'équilibrethermique

Arguments Soit T latempératurelu gaz de (super)gravitons (gravit@upersymétriquesn supergravité N = 2) a
I'échelle de Planckpahe. Il €St admis qu'au voisinage @lgnck » la densitéd'énergietotale, dominée par les

(supengravitonsprendla forme usuellelonnéepar le modélstandard134] :

T4
p(T) =g*(N = @)

ou g*(T) représentée nombreeffectif dedegrésde liberté du systémpgré-espace-tem@dsg. Le nombre-densitélg
correspondard chaquedegréde liberté d'un graviton, tel que défini @rWeinberg [509] est de la forme :

2
nG_i(k(;T) zPGCZ
“nl\ ne ks T

T étant la fonction zeta de Riemann, avec pour valgonochéé& (3) = 1, 2. La séparation moyem&eau sein du
gaz de gravitons peut alors &i@néepar :

(4.2)
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—_ } 1 hC
d 2-"‘[g*(-I-)nc_:‘]?’ zn% = —

Il a été établi paP.Coleset F. Lucchin [134] qued_ coincideavec la "longueud'ondethermique"du gaz gravitons
/ gravitons, analogue a leur rayon@ampton A la limite detempératur@symptotique T T,, la section-droite

AC
de toute particule s'écrivry =u2(g) , de sorte que, étardonnéela valeur deo = 1/50, le temps
d'interactiort,,; peut étre estimé a :
1 7]
T = ==
1 o g*(TukeT

(4.3)

a o
Ce temps doit étre comparé avec le taux d'expansjps —, (& désignant ladérivéede a). Compte tenule
a

la valeur deg, I'on endéduitle rapport entre temps dellision et facteurd'échelle

Leal ~ 1 l %1

Ty g*(T)%uz Tp

ce résultat suggere I'hypothesgénéralemerdadmise-d'équilibrethermiqueau voisinage degl [l

A partir de I'hypothese'équilibrethermiquea Ap, nous suggérons que I'espace-temps peutétssdérecomme
soumisa la condition KMS sur cettemite.

4.2 EQUILIBRE D'UN SYSTEME ET ETAT KMS

Rappelons, du point de vue de la thé&MéS, la définition d'un étad'équilibred'un systéme.

Définition 4.2.1H étantl'opérateurautoadjoint et £ I'espacede Hilbert d'ursystemefini, les étatsd'équilibre
Tr(e™A)

w dusystémeontdécritspar la condition de Gibbsy( A) = = et satisfont la conditioKMS.

Trg,(e‘

Rappelons également la relation entre é&guilibred'un systeme et condition KMS.

Théoréme4.2.2(HHW) : Un étatwsur la C * - algébre A et les automorphismes du groupe fortement
continu a urparamétre « + d'automorphismes de a latempérature = 1 / k T vérifient la conditiorKMS si,
pour tout coupléd, B delax - sous-algébredeA, « t invarianteet de norme dense, il existe une fonction f (t
o holomorphedanslabande{t c=t+iR & <, Imtc &[0, B ]}Helle que:

N fO=wA(atB)),
(i) fE+iB)= @ (ot (B)A), vte 2

En outre, un étaty sur la C * -algebreA est ditséparateursi lareprésentdbn obtenue donne lieu a udgebrede
VonNeumann W munied'un vecteur cyclique stparateurLes ensembles

Il ={ACA: w(A" A) =0}

et
Ir={ACA: w(AA") =0}
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forment respectivement uthéal gaucheet droitdans A. Pour un étakKMSnous avonsl | =1 .

Nous suggérons a présent l'application de (4.2.pr&aspace-temsq a I'échelle de Planck.

4.3 - ESPACE-TEMPSKMS ET FLOT MODULAIRE HOLOMORPHE
A L'ECHELLE DE PLANCK

4.3.1Espace-tempKMS a l'échellede Planck

Nousconsidérons I' échelle de Planck I'existence du fimbdulairegénéralise, non trivial
At (A) =e''""A e7't"

avec t étendudans I'ensemble du plan complexe. Conformément aux propriétés de la supergravité N = 2,

L'hamiltonien H est icdécrit par D2 (carréde l'opérateur de Dirac). L'étd®quilibrede I'espace-temps a I'échelle
guantiquesuggeére alors l'existencedieux flots temporels distincts, maguantiquemensuperposés a I'échelie
Planck 0 <hy <Ay : (i) le flot physique Lorentzien et (ii) le flot topologique Euclididépendantun et I'autre

des automorphismes derfi@me algeébre\ - méme si les automorphismes de semi-groupg) = ePfH A efH ne

sont plus définis suk entieére mais sur un idéak] de l'algébreéd . A ces deufiots, que nous interprétons comme
deux étatdifférentsd'une méme condition KMS reliés par @rcocycle(ou cocyclea deux variables) dRadon-
Nikodym [144] unique -au sens que nous donnongt.&nb5, nous associons deux pdles d'une méme théorie
hypersymétriqueieliés par une symétrie de dualitélalité)a la Montonen et Olive [406]. D'ou :

Proposition 4.3.2Un état normal fideleo de lamétriquesur unew * - algebre 11 définit demaniereunique un
groupe d'automorphismeasodulairea un parameétrecg (A) et satisfait la conditiorKMS associéea ce groupe
d'automorphismesLe groupec; (A) est un sous-groupe a yraramétre réelt du groupestenduc, (A) a temps

complexer contrblantles symétries deanslationsdansle tempsréel et lestransformationsde jauge (i.e d'échelle)
dansle tempsimaginaire.

Démonstration. Soitla représentatios.N.S.(rt, £, W) déterminégarm. m(ll ) est une w - algebre dans la

mesure ol est normal et fidéle, ce qui implique quest également fidélex(ll) = =()" et =(lI) est isomorphe
all . W estséparateurSoit le groupe d'automorphismesodulairea unparameétresxy A et soit B € a.(A) un

élémentanalytiquesi f, = o, (B) B¥ est une fonction & valeur analytique, pour tiES. 11 est I'ensemblees

éléments analytiques. Soit@ 1l et Be 1l et soit

A=e" = uU)=¢€e'"'"".

H° est unopérateuauto-adjointeprésentantlhamiltonien modulaire", dont le spectre s'étend de 0c&. #Nous
appelonsy € § son vecteur propre, de valeur propre 0, et J la conjugaison modaldi#é.prendalors la forme,

pour A Il etBe U :

w (4 A)B) = {WAU *(1)BIw) - <JA%AWP*(t)JA%B*W>

AN % Yosw\ _ /)« Yax wlr % awr

~{ ZALPIJU (DI %B* W)~ {U () an*B 1P|A A)

_ (WlBA%U(t)AyZAlP) —{wiBe ™ MY W) — {W[B, AW (4.4)

ce qui nous conduit aux relatioéguivalentes
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(WA Bw) - ([BAY)
w ((qAB)=w (Bgy,_A) (4.5)

Ssi a.= o (-R 1) commdl est fortemendensedansl, I'équ. (4.5) vérifie la condition KMS powhaquevaleur
de B. Les automorphismes, (A) s'écrivent :

CXT(A) :eIHBtA e'IHBt

La présencedu secondparameétredans le groupe d'automorphismespeut étreinterprétéesoit comme une

paramétrisation de t par dacteurréel R soitcomme urparamétrele longueur B = t. Or, l'analyticité de B= 11
nous conduit de fagon naturell@edopteda deuxiéementerprétation, d'ou :

Un étatd'équilibrea la températureR -1 peut étre caractérisecommeun état fidele sulalgébre desobservablesZ
dont le groupex d'automorphismesiodulairesest le groupe dganslationtemporelle,r étant unparametrerelié

au tempsréel t part = Brz. Le groupe d'automorphismmeodulaire de cet état fidéle est un sous-groupe a un
paramétredes symétriesomprenantes translationsdansle tempsréel et lestransformationsie jaugedansle temps
imaginaire.

Comme vu ert.1.2,lI'espace-temps a I'échelle de Planck peutcétisidérécomme un systeme a I'équilibre et, par
conséguent, peut également étre vu coraouamisa la condition KMSprésenté ci-dessud.]

4.3.3Flot modulaire holomorphe a I'échelle de Planck

Il résulte det.3.2que dans lebBmites de labandeKMS 0 < t < tpjanek » 1€ flot modulaireholomorphe associé aux
automorphismesétendusx, (A) engendrain flot temporel que nousonsidérongomme holomorphe =t + IR E
C. En effet, la théorienodulaireinduit I'existence de I'opérateur linéaire S tel que:

SX|¥=x"|¥) ; ¥ xell
Le groupemodulairec., a partir de S est :

sAlh,y =A" |h,y =[A* hy) . v aAenu

2o

etcomme b =¢ 12 =

-BH - BH
sAe 2=n7pA"%e¢ /4

L'on a alors pouix, (A) :

ac(A) [ne) =A™ |y} =A-Tta A it|hg) = A-ita|hy)

d'ou nous tirons :

a.(A) |he) = [€" A e " ) (4.6)

L'on endéduit la relation entrex, et le groupe d'évolution temporeflg : o=y g, de sortequet — RBt. B
admet deux interprétations possibles :

1
(i) soitcommeparamétrale temps réelld = k_ , auquelcas
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retriction
_retriction .
Oy complexe Ot reel

et a(A) = eMPA e "M goit atre interprété comme une évolution en temps paemétréepar 'unité de
temps R. Le groupe, (A) est associé au group@dulaireréel AL A AL,

(ii) soitcommeparametraledistanceEuclidienne' =i t concernanta coordonnégn+1) du n-systéme. Dans ce
cas:

o restriction o
T complexe ——> “*t¢ imaginaire pur

et nousconsidérongjuea.. continue d'exister en tant que groupe d'automorphisme, sous la forme nouvelle :
— RH BH
o (imA= € Ae

Nous proposons emt.4.1 de considérer le groupe d'automorphiSmest; imaginaire pur COMMe  groupe
d'automorphismes a yparameétranon plus,comme pour (4.6), de l'algébre A entiere mais de I'id&p de A. Le

flot modulairecorrespondarprendalors la formen® A AR Le flot temporel associé au flohodulaire[147] peut
étre alorgegardécomme imaginaire pur dans le secteur singulier du céne de lumiére, comme nous le suggérons au
chapitre 8.

Nousconsidéronsnaintenant la partiEuclidiennedu flot modulaire.

4.4 FLOT MODULAIRE EUCLIDIEN ET TEMPS IMAGINAIRE

Nous interprétonewim)A engendrante flot modulaireEuclidien comme une évolution en temps imaginaire, i.e.

au sens de la géométrie spectrale, commacuroissemerdesdistanced ipshitziennesentre lesdifférentsétats du
systeme en signature Euclidieni®oit Me un facteurde type I(correspondang I'échelle 8 > pjanck semi-

classiquecommutative sur le cone de lumiere)seit le facteurMg ; de typell , correspondané I'échelle B = 0,
échelle singuliére sur le cone de lumiere (cf. sh&r@a Mg ; est un ITPFI (produit tensoriel infir® "~ d'algébres
de matrices) d'Araki et Woods du typg R31]. Consilérantune matrice positive, tout état normal efidele ¢ sur
Mo 1 peut s'écrirep(x) = Trx). Araki et Woods ont alors montré [31], a partir de la liste des valeurs pdgpres
(pv,(}uv,j )j 4,..n, quil est possible delculerlinvariant suivant :

p(Mg1) = {A € 10,1[; M® R, isomorphe éR;L}
R, pétant unfacteurde Powers. Considérant facteurhyperfini Il ., correspondané I'échelle singuliere de notre
modéle, échelle aquelleaucune mesure sur les métriques singuliéres ne peltoésidéréecomme finie (i.e. la

trace du systéme est semi-finie et nofée, ) nous proposons alors de construire le graupdulaire Euclidien
résultant du prolongemeabalytiquedu groupemodulaireLorentzien.

Proposition 4.4.1 A ladynamiqueA ;entempsréelt, donnéepour desystémesguantiquedinis par le groupe
a unparametredes = - automorphismes dalgébrestellaire classiquedesobservablesM¢

M > 0 (M) =e MM, e M
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correspondune dynamiqueA; en tempsimaginaire, ouévolution Euclidienne,donnéepar le semi-groupe a un
parametredes automorphismes tidéal (Mg ; de 'algebreMg ;

HBM - HB'

MO,IHOB(MOJ) =€ o1 €

0t(M.) et 0 (Mg, )étant reliéspar une symétrie dd - dualité.
HR

Note: Les automorphismed, , > 0 z(Mg,) =€ HBMoyle -

un idéal de Ny ;, que nous écrivons3Mo ;, domaine partout denseespacede Hilbert est donné par dj et il
existe alors un automorphisme aparamétrele I'idéal de M ;. Celui-ci représentd'idéal des éléments dalgébre
ou la trace a une valeur finie. Le poigsassocié a tout élément de;Mest alors une forme linéaire sur l'idéal

*
l'algébre )Mo 1. Pour toutX € (F)Mo 1, le poidsy associé a x a la formzi— Tr(X. z X ). Par ailleurs,
nous utilisonsici le poids dominanty d'un facteurde type Il},, que nous appelons d-lequel estégalement

hyperfini et intervient dans le secteur de superposition de la théorie (0 < écheligel. Mq est, comme I 1,
un ITPFI, de la forme

ne sont pas définis sur toutgdyl mais sur

Mg=Mo,1>< Z,

avec Mp,1 isomorphe auacteur dAraki-Woods [31] Rp,1 et 8 € Aut(Rg 1) satisfaisantmod®) = A. Comme

démontrépar A. Connes [149], il existe donc (modulo les isomorphismes) seulement un et ufacteutde type
5, ITPFI hyperfini, qui est ufacteurde Powers R [149]. Par conséquent,facteurde type Il associé a I'échelle 0

de la théorie (i.elITPFI Mg, 1) apparait sous une forme et description explicite - et néamenique-. De ce point
devue, il est intéressadibbserveque I'échelle singuliére du systerf@ehelle0 d'espace-temps)e peut étrelécrite
que par urfacteurhyperfini Mg 1type ITPF| lequel estunique Notre choix de M 1 = Rp, 1, facteurde typell
pourdécrirela singularité initialeS, nous a été dicté par deux raisons :

(i) a I'échelle singuliére 3 = 0, le systépré-espace-tempspmme montré aux chaps 6, 7 etc8rresponca une
configurationEuclidiennedu type instanton gravitationnel singulige taille O lorsque 3 = 0). Selon ce poidd
vue, toutes les mesures (au sens de la théorie de la meffeca)éessur les familles de métriquesiclidiennes
caractérisante systeme sonp - équivalentegusqu'al'infini et le systéme est, par constructi@ngodique.Or,
comme montré par A. Connes dans [149], toutdigbdiqugpour une mesure invariante dans la classe des mesures
de Lebesgue donne le méfaeteurhyperfini de typell ., . Ce résultat de Connes suggeére fortement dans notre cas le

choix d'unfacteurde typell ., pourdécrirel'échelle singuliére.

(i) d'autrepart, I'on admejénéralemenregn théorigguantiqueque la mesure, au sens de Lebesgue, n'estdpfirse
dans le domainguantique.ll en résulte qu'a I'échellquariique, il n'existe plus aucune mesure invariante
"équivalente”a la mesure Riemannienne surnigtriquegyy, de sorte que le "bofacteur” correspondantaux

contraintes de fluctuations de faétrique quantiquenous semblelevoir étre un facteur de type Ill - et, plus
particulierement, ufiacteurde type Ilj_. Dans ce cas, la notion de trace doit obligatoirementdtyglacéepar celle

de poids de I'algébre sous-jacente (ce qui nous introduit de maniére naturelle a la notion de flot de$gloédseade
A). Nous considéronsau chap. 8 que le seul objet pertinent pdécrire une possible "évolution" a I'échelle
quantiqueest le flot des poids de l'algébre de typg IHaractérisante systemepré-espace-temps cette échelle. Or,

si nousconsidéronde facteurMqde type I, associé a I'échellguantiquedu systemepré-espace-temps,apresles
résultats d'A. Connes [149], il existe alors la décomposition suivante :

Mg=Mo,1><ly Z 4.7)

et ici, lefacteurMg 1 est obligatoirement ufacteurde typell , -

Pour finir, notons que l'invariant sous-jacent (i.e. le poids dominant) peut également étre relié a l'ideariant
singularité (isomorphe, comme nous le montron3.@met 7.2.5au premier invariant deonaldson).
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Démonstration Soit le systéme finiespace-tempslassiqueE; a I'échelleclassiqueR > L pjanck & la
températureT. Toute mesure sur lmétrique Lorentziennedans E étant finie et la géométrie de; Etant

commutative, nous proposons donc, de maniére naturelticdeles mesures sur laétriquede K par la ¢ -
algébré'classiqueM, facteurde type .Soita présent I'état de l'algébrecMssociée a E et donné par

_Tr(e M)

W(Mc) = Tr(e BH) (4.8)

ou H est legénérateudu groupe a uparameétral'évolution du systeme :
iHt —iHt
M EU(EJ)H Ot(MC) =e M, e EU(EJ)

(i) Soit a présent I'espace-tempg Eorrespondant I'échelle singuliere [ = 0 (singularité initiale) associée a
I'extrémité B de ldandeKMS. Les mesures dange sont plus finies. B est réel et défini poue M. Nous
Tr(e *HM,)

Tr(e "M
"pseudo-étatbu "état euclidien”, qui seéduitde maniére naturelle de (4.8) par perte de ses propriétés traciales et qui
peut alors étre donné par :

proposons alors demplaceila notion usuelle d'état, donné pan(MC) = par la notiondualede

Tr.(e Mg o)
Tr,, (e M)

w(Mp 1) =

d'ou nous pouvons tirer, toujours de maniére naturelle :
or(Mo,) = e ®" Mg 1 e®"

Considérant toutes les valeurs positives de 3, nous posons alarg(ge;) peut étre interpréte comme le "flot
des étatguclidiens"sur Mg 1 etcorrespondal'évolutiondu systeme en temps imaginaire pur. En effet, pagtant

la donnéede l'algebre N 1, il existe un semi-groupe d'automorphismes ggiMdeéfini non pas sur tout dyl1

mais sur lidéalFMp; de Mg 1. Un tel groupe d'automorphismes "Euclidiens” résulte du prolongement
analytiquet — it et décritl'évolutiondespseudo-observableki systeme en temps imaginaire :

oMo, = e ®" Mg 1 e < A® My, A ® (4.9)
En effet, (4.9korrespondu prolongemerdnalytiquedu groupenodulaire
oMy =M, e ™ < A M, A" (4.10)

et, de méme que le group®dulaireusuel décrit, comme montré par ConnefRevelli [147), le flot d'évolution
temporelle, nous suggérons que le gromgelulaire"euclidien" donné par (4.9)écritle flot d'évolution en temps
imaginairepur associé a I'échelle singuliere R = 0 du systéme.

(ii) 1l existe naturellement une généralisation dsitaationdécriteci-dessuset associée aufacteursde typell

correspondand I'échelle singuliere 3 = 0 du modele. Considérons a présent I'éghestisquedans le conele
lumiére,correspondar I'échelle 0 < échelle <Hjanck €chelle daquelleles mesures sur laétriguequantiquene

sont plus invariantes. Désignant pagIMligebre sous-jacente a I'échedigantique.comme observé dans la nate
(4.4.1),Mq est donmécessairementn facteur de type Il et, plus particulierement, de type(par élimination
évidentedesfacteursde type Il et Il impropres). Défini par son poids dominantle facteurMq est hyperfini et
intervient dans le secteur de superposition de la theorie (0 < échepigarch. Comme M, 1, le facteurM est
unITPFI, dela forme M= Mg, 1><y Z, avec My,1 detype lbo isomorphe & B, 1et6 € Aut(Rp, 1) satisfaisant
mod @) = A. Alors, og(Mp,1) représentebien le flot de tous les poids possibles sug M partir de la
comparaison entre le groupg, (MC) des automorphismes de Mc
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Mg 1 (M) =e™M; e ™ (4.11)

(H étant donné, en supergravité N = 2, ﬁ)azr(D opérateudeDirac)) et

Mo,l = UB(Mo,l) =€ HBMo,l e He (4.12)

nous voyons que peut, de maniere naturelle, compte tenu de la définion du flot des poids de Connes-Ttakesaki
[140], étre interprété comme le "flot des poids" de I'algebre Mq.

Par ailleurs, nousonsidéronge groupemodulaireeuclidien, trouvé a partir de :

og(Mo,0) = e ®" Mg,1 e®"

etcorrespondandux automorphismes de semi-groupe de l'idédadieurMg 1. A. Connes a établi [146] que le
flot des poids W(M) d'une algebre est la restriction de I'action du groupe des automorphisnysametred; au

centre Z = Z(N). Nous suggérons alors téeolution des ‘pseudo-observablegi.e. métriquesuclidiennesen
temps imaginaireeprésentée "flot des poids" dfiacteursous-jacent. Ce flot Euclidien est partout dilatant pour la
norme et est isomorphe a k, élément multiplicateur du goies k @. L'évolution en temps réel des observables,
décritepar (4.11), est prolongée en (4.12) par tineseudo-évolution tles états en temps imaginaickjale de
I'évolution des observables ebrrespondanau flot des poids sur l'algebre. Le groupe unitaire pamameétreen

temps réel associé a (4.10), U(t)X:I t donne lieu au groupmodulairede I'étatw sur A associé a ldynamique
temporelle

o(Mg) =A" M, A (4.13)

Connes a montré [149] que dgnamiquecanoniqued, non commutative etlécrite par (5.26) est intrinseque et
permet deléfinir l'invariant de M [149] tel qued : R[J— Out M = Aut M / IntM. Cet invariant de Mreprésete
un flot ergodique{W (M) , W, } ou W, est un groupe a ysarametrale transformations .e. un flot - quiadmet

une description en termes de classes de poids et dgardenétrenaturel est[l%?+*, groupe dual dé. Nous
retrouvons avec l'action multiplicative Rer* le flot des poids dil, dont la forme estliscutéeau chap. 8. Alors

u@) = Al t —H(@t) = A 8 et le groupemodulaire est prolongéanalytiquementpar le groupemodulaire
Euclidiencorrespondard I'évolutionen temps imaginaire du systéme :

0g(Mo) =A" M A", (4.14)

de sorte qu'a ldynamiquephysique,engendréen temps réel par ldonnéede I'algébreM, corresponden temps
imaginaire une “ dynamiquepectrale "(ou Euclidienne)engendréepar le flot des poids de M etécrivant la
dilatation de I'espace des états du systenwe dilatation de ladistanced'état entre métriques Riemannienndsl-.

Mettons a présent etvidencda propriété dilatante du flot edulaireEuclidien.

Conjecture 4.4.2 Le flot modulaire o, im) ou flot modulaire Euclidiencorrespondantw parametrede temps
imaginairel3 = i t est de type toujourdilatant pour la norme ddespacevectorieldécrivantles pseudo-observables
et peutétreinterprétécommea dilatation desdistanced.ipshitzienneséparantes états

Note : L'on peut "tester" 'argument de dilatation de I'espacepsesdo-observablegiour My(C). Un étatde
MN(C) s'écrit :

A— <A(u); a> olue cN

Alors, on peugécrirepour un pseudo-état’
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< AeB‘H(a) e BHy >

de sorte que l'accroissement de 3 esdqaivalenta unaccroissementians l'espace depseudo-étatstie la théorie
(pour M(C).Dans lasuite,nous nous plagons dans desg@&serauou nous désignons par A des algebres de type

Il et I, générales.

Arguments Soit ¢ I'état d'équilibred'un systéme et (A) le flot modulairea temps réetorrespondante la
forme:

A =e" A e M € R (4.15)
Appliquons sur (4.15) une rotation de Wicksti t . L'automorphismenodulairec; (A) devient:
o tim (A) — ag(A) =€ ""A e avecB =-it (4.16)

Le flot modulaire"Lorentzien"engendréoar o (A) dans (4.15) est alors prolongéalytiquemenpar un nouveau
flot modulaire: le "flot Euclidien" ag(A) en temps imaginaire pur, de la forme (4.16). Observonsg(®) :

(i) est toujours un automorphisme Alenon définidanstout A maisdansl'idéal deA; au lieu de former un groupe,
o (A) a unestructurede semi-groupe, non inversilidansla mesure ou il existe une borne a l'origine du systéme

pourt=0.

(i) l'opérateurH est borné etutoadjoint,a la différencede A qui cessal'étre stellaire; I'automorphismec (A)
n'est plusunitaire et nepréserveplus les normes depérateuret dd'espacevectorielV(x) despseudo-observables.

En raison dei{), le flot modulaireassocié est toujours dilatant pour la norme de I'espace vectoriel V(x), et la norme
de I'opérateur est toujoudilatéepar les automorphismes donnés par(A) . Soit B () 'ensemble de tous les

opérateurdinéaires bornés agissant dans I'espace de Hipetta topologie dé&B(£) estdonnéepar la normedes
opérateurs. Ainsi A= SB(¥) est borné impquueIA" ESléal ||A| . ||'~IJ|_l < oo, ou | | désignela normedes
Ry

vecteurs dang et |A|| la norme de l'opérateur A. Les conditions de norme sur W* montrent queB (£) est
un espacdinéaire normé tel que:

IA+ B <|Al+]B]
|AB] <[|AlllIBI
|A* A < |IAf

Ces conditions de norme sur l'algébre - notamment pour les types Ill - sont en fait des conditions de norme

AU
matricielle, de typesubordonnégour I'opérateur A ;Sup"—II , de sorte que la norme de Asybordonnéau

VIl

sup.de la norme de U, est le sup de tous les vecteurs de norbesfacevectoriel des états du systeme étant
identifié & I'espace des matrices de l'algebre de Von Neumann munie des condisoms sig la norme, il en
résulte que la conjugaison de l'opérateur A par le semi gr8tpeglique une dilatation de la norme delorsque
I'opérateur est appliqué a un vecteur propidiactioncorrespondantest une dilatatio(devaleur 87) de tous les
vecteurs propres d@. Nous appelons "flanodulairedilatant” une telle action.

En effet,soitH I'hamiltonien du systéme positif et dont le spectre est bosditat; le vecteur propre de H dont la
valeur propre maximal@orsqu'elleexiste) esf;. Le vecteur propreorrespondarg'écrit \, = A; V; . Appliquons la
conjugaison par %€ a l'opérateur A:

A—e A e®™o A

Appliquons Ag (quidécritle flot modulaire)a tous les vecteurs V de norme 1:
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e ™A e v=eetv v (4.17)
Sinous prenons a présentdep.de la norme des vecteurs V', nous obtenons la norme de l'opérateur A
suv 'l =[]

Regardongaction de A sur V. Nous obtenons

A(Vi )= aijvj
soit A(V,) = Ea"i V. Appliquons maintenant pa V, :
7

Agviy=e""A etV =etettAy
Donc A agitdirectemensur V, :
BA; o~ RBH _ BA, —RH
AB(Vi):Ee € q; Vj —Ee a; € Vj
] ]
AN - A .
comme '\ est vecteur propre de H, l'on peemplacere 8 H appliqué a ypare 'Vj, d'ou pour Az (V) :
RA ~B A
AB(Vi):Ee ‘a; e YV,
J

soit, de manieréquivalentemais plus explicite :

Da ey, (4.18)
]

comme, représentéa valeur propre maximale associ€ée au vecteur propreous lesh; - A jsont toujours positifs
(saufsia j=2 j). Donc € *1-*)) est toujours positif edivergequand? est grand. Ainsi :

vl = et et (419
J

La norme de l'opérateur étastibordonnéeau sup de la norme de I'espace vectoriel sous-jacent a I'edgmace
"pseudo-observablestipus tirons de la constructiai-dessugjue tous lescoefficients croissent avec 3. Le flot
modulaireassocié aux automorphismes de semi-groupe est donc un flot Euclidien toujours dilatant.

Remarquonsjue le semi-groupé& agit sur la norme depérateurseprésentaries métriques, ce qui conduit a un

accroissementde la "distance" entre chaque opérateur. Une telledistance ne s'exprime pas en géométrie
Riemanniennerdinairemais engéométriespectrale:

Définition 4.4.3Ladistancespectrale d (¢, y) mesure ladistanceentreles étatsy, ¢ sur A.d @, v) est
telle que:

de,v)=sup {lp(a) -W@); a€ @, [[Da]]l=1,¢() =1}
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L'outil spectral nous permet a présent de formuler notre hypothése principale siynamfquespectrale "du pré-
espace-temps, ldistancespectraleentre les étatsd(lalemententre lesobservables§tant croissante dans le temps
imaginaire :

Conjecture 4.4.4 Le flot modulaire Euclidien représentantl'évolution d'un systémeen tempsimaginaire
corresponda unaccroissemente ladistancespectraleséparantes états du systeme

Elts de démonstration (i). SoitM une variété Riemannienmedinaire, O I'espace des observabldB,un
opérateude Dirac etl) ! le d¢ Riemannien sur MDD a un spectrdiscretdonné par les valeurs propiesE R.

La distanceRiemannienne entre x ,& M estdonlnéqaar :
d(x,y) =InfLongueurL ol Longueur g =f|| g'(t)| ot
0

A l'échelle de Planck, nous proposonseieplacella distance'géométrique’entre lespointsx et y par ladistance
"algébrique’entre les étate ety de lamétriquesur 'algébréA. Une mesurep est une forme linéaire s telle
quep (1) =1

p:A—C , ¢ a=0,VYVaea , g(1)=1

Il en résulte unalistancespectraleentre les étatg et \ de la métriquedualede d (x , y) et en général non
commutative, dont la structure est fournie par le "triplet spectral”:

A, 9 D)

donné par I'algébré’opérateurinvolutive A dans$) et I'opérateurde Dirac D autoadjoint tel que laésolvante
(D -2t n & It delD est compact et le commutateld [ a] =D a - aD est bornéVa € A. La dimensionde
(A , ©, D) estgouvernéepar lacroissancales valeurs propres de,. A partir de [149], ladistancespectrale
entre les états de faétriqueest telle que :

d@v)=sup {|p(a) -WP(a); a7, |[Da]]|=1,9(1) =1} (4.20)

Indiquons que (4.20) permet deetrouver la distance géodésiqueen régime RiemannienSoit la variété
Riemannienne compacte O munie d'une K-orientation (structure spinoriekmjitet I'opérateur du produite

Clifford par legradientVf de f . Le triplet & , §, D) estdécritpar

(fFOM=fMEX ,Vx €0, fE A, L E€H.

qui fournit lareprésentatiode I'algébre de fonctions sur O dans I'espace de Hilbert des secticarsédaégrable
du fibré des spineu® = L? (O, S).La norme Hilbertienne de f est alokennéear la norme Lipschitzienne :

1D, 1 l1-Sud s |

Considérons x , ¥ M ety les étatcorrespondantsp(f) =f(X) , p(f) = f(y).L'on observe que (4.2€5donne
la distanceRiemanniennerdinaire Vf € A.

(i) Soient a présent, vy deux états du systenmé-espace-tempdécrits en (4.4.5). Nous avons proposé en

(4.4.1)(4.4.2)'existence d'un automorphismedulairecy (A) en temps imaginaire - ou flahodulaireEuclidien-
dela forme :
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(A )= ouim A)=e""A e"" avecB =-it et €. (4.21)

D'aprés(4.4..2),le flot Euclidien donné par (4.21) est partout dilatant. Commdidiancespectraledonnéepar
(4.20) est de la forme

d@w) =sup{| ¢ -y |}

conformément au résultat(4.4.2), I'application de l'automorphisme sur le sup de la norme geacdfoit

nécessairemett distancespectralelécritepar (5.26) entre deux états, ¢ deA . Ladistanced'état d ¢, ) est
doncnécessaim@ent croissante dans ¢hrectiondu temps imaginairg, < T , . Enconséquencda “ dynamique
Euclidienne ” a I'échell&é < & planckprenddonc la forme d'uraccroissementle la distanced'état (oudistance
spectralel séparantdeux étags, v . []

Nousregardons présent une autapprochele la relation entre les secteurs Lorentzien et Riemannien de la théorie.
Nous suggérons que la théorie moduldivadéesur I'existence du leocyclede Radon-Nykodynreliant les états

d'un systéme, peut égtende a un cocyclea deux variables reliant les deux signatlgémériquesf' eto™.

@
T im

Proposition 4.4.5 Soientdeux étatsp €07 ,(X) ,» Ed¥ , (X)sur W, il existe un cocycle & deux

variablescanonique

T—=Uu u =u, 0 u, V1,1, €C

T, T1+ T2

avaleurdansle groupeunitaire deW pourz, et 7, réels etdansle semi-groupe d&/pour , et 7, imaginaires
purs, tel que:

o' X)=u o (XU« VieC VXxeEW.
Note le 2-cocycleci-dessusiépenddedeux variables etorrespondci a I'extension de 3 danslt@ndeholomorphe.
A la différencedu 1-cocyclehabituel -qui est associé au temps réel t du systeme-céeycle évoqué ci-dessous

généralisde paramétral'évolution et peut étre également associé au temps imaginaire du systéme.

Démonstration Soient la variable complexe=t + i R et l'algébré'observable®s & W. L'équation du 1-
cocycleréel contient deux variablesiditivest; et t,& IR . Lecocyclede (4.4.5) contient deux variables complexes

T 1 et T, . L'extensiont — <t implique donc la transition d'utrcocyclea une variable t a uoocyclea deux
variablest,, etr;,,. Les automorphismes holomorphes prennent alors la forme :

o W(A)tze(it-B)HA g (t-B)H (4.22)

Le cocycle(4.22)dépenddonc de deux variables, étant 2rtocycleramifié () vers un 1 cocycleunitaire et {i)
vers un lcocyclenon unitaire.

(i) Pourt 1 et T, reéels, I'étatp est réel et les automorphismeg (X) obéissent a la structure de groupe :

o’(x)=e""x e’ " (4.23)

En posant = €1, I'on retrouve les automorphismdstentziens™a temps reeb? (X)” =e My e sait,

sous intégration :
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tn-l

1 t1
ot ()=, () + Fi'fdty fdt, ... [dt,[0(@ )L )0 (T
n=1 0 0
avec la relation deocyclemise erévidencepar O. Bratelli et DRobinson105] :
o) =TIy o,

o’ &€ 1l étant une famille d'unitaires a paramétreelle que:

tn-l

1 t1
r’ = 1+21i“fdtl Jdt, . fdto () ... o(P)
n= 0 0 0
1 t1 thog .
_ in »
= l+n21| {dﬁ ‘!)’dtz ‘(l)’d t.o%t(®@) ... d"in(P) (4.24)
qui satisfait la relation deocyclel’ [, ;=T | o, T “.

(i) Pourz 4 et T, , imaginaires purs, I'équ. (4.23) est a valeur dans les automorphismes de semi-groupe :
o?(X)=A"'x A , V7, €EC VxXxeEW

d'ou noudirons, avect =i 3 :

| A N (4.25)

qui représentéextensionanalytiqueducocycleI'* relianto® et ¢ au point iR . Cette identification résutte
la cyclicité de la trace. Nous avons doncle 1 - cdgylelidien”:

Fly= 143 (1) fdsl fd% f 50, (). 0 () (4.26)

I'état 1 prenant la forme :

@ ((Cf,)*X (T,2)
w ((Tg/,) * (Tg )

donnantun état KMSeuclidien”. La limite imaginaire purecorrespondau bord imaginaire pur de lzandeKMS
(re T = 0) et au floteuclidiendilatant I'espace depseudo-observablesiual de I'espace des observables et que nous
appelonsespacales états". L@-cocycleholomorphe

w’(X) =

(4.27)

o X)=u o (XU « VieC VXEW

relie donc les deuk-cocyclegde §) et (i) et, par conséquent, les deux familles d'é&@mtespondantes ety, avec
I'état ¢ (réel)& R et I'étaty (imaginaire pury= C. [

L'existence dun état induit donc celle d'un flot modulaire, flot dont A. Connes a montré, a partir du tdéoréme
Radon-Nikodymgu'il s'agit d'une propriété intrinséque de l'algebre, modulo les automorphismes intérieudeint M
cette algébre. Un nouveau probléme consiste maintenant a voir dans quelle mesure l'automosiisrast

indépendande I'étatyp, ou de tout autre éta' est précisément le cas pour les automorphismes lié$aaieursde
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type lll, ceux-la méme qui interviennent dans tout EfstS. A partir d'unfacteurde type lll, si I'onremplacele
poidsg sur M par un poidg, on ne modifie le groupe a yaramétrex t (X) quepar un automorphisméntérieur

deM. Rappelons gu'un automorphismiggie, €St dit intérieus'il existe un élément unitaire U dans M tel que:
A intérieur = U*xA U

Autrement dit, il existe un homomorphisroanoniqueDut(M) de l'algébreindépendantlu choix du poids t.e. de
I'état -, exprimé comme quotient des automorphismes Aut(M) de M par le sous-groupe normaldeg(M)

automorphismes intérieucg X) =u X u° ¥V X € il :
0:R—=OutM=AutM/Int M (4.28)

Ceremarquableésultat obtenu par A. Connes est a l'origine de sa classificatidactlgsde type Il , algebres
dont le centre Z(M) est réduit(a et pour lesquelles = 1. Or, comme il résulte de (4.28) que l'alg&dmes-jacente

a la théorigpossedeinedynamiqueintrinséque, l'interprétatioprofonde(mais naturelle) que proposent A. Connes
et C. Rovelli [147] est ddentifer le flot modulaireau flot temporel physique dans un contegtnéralement
covariant. C'est ainsi la structwaigébriquantrinséque de l'algébre de Von Neumal@erivantles observables qui
implique l'existence et le comportement du flot temporel physique. Epm®cheestidentique,masi cette fois
dans le cas du flot temporel imaginaire (ou "évoluimelidienne).

4.4.6 - Evolution Euclidienne et flot despoids

Le fait que les automorphismes de l'algébre gesudo-observablegkessent'étrestellaires pour t imaginaire pur
(correspondanaux automorphismes de semi-groupe) implique la disparition de la notion d'évajutintiqueet
oblige acertainesprécautions sur le spectre de H. Mais ptusfondémenten temps imaginaire pur, la notion

d'état (i.e. borné) du systéme induit par l'algébre de Von Neumannais paraitievoir étre étenduevers le poids
de cette méme algébre, de sorte que lenfladulairecorrespondardu temps réel peut étre prolongé par le "fles
poids" - au sens fixé par A. Connes [14B],Combes [137] eiM. Takesaki [483] - de l'algébdcrivantla pseudo-
évolution du systemei-e. de lamétrique- en temps imaginaire.

4.4.7 Flot despoids

Définition 4.4.8Le flot des poids U(Myeprésentda restrictionaucentreZ = Z(N) de I'action de{ 9/\),\ cR
+
Selon la construction de Connes-Takesaki[140], l'action multiplicati%* de correspond :

(pHe_t(p te B

e L . : —t .
et la forme de l'actiormi-dessusaractéise le flot des poids par le semi groupe ~, dont les automorphismes
engendrentine dilatation de l'espace des états non bornés (ou poids), que nous prafiotEpsétercomme
"évolution des états Riemanniens" en temps imaginaire, migeidgancedans les proposition (5.6.1) et (5.6.2).
Nous avons pris appui sur la construction d'A. Cormwgernantl'existence d'unelynamique canoniqued
associéee a ufacteurM de type I11.Si nous appelons U (M) uespacenuni d'une classe de mesure et (W, < .,

un groupe a umparameétrede transformations, ldynamiqueintrinséqued associée a M définit un invariant de M
qui est un flotergodique{ U(M) , U k} ot (U, ), ek, formeun flot quia une description intrinseque en termes

de classes de poids et donplgamétranaturel est le group&* + dual del}. L'action ddR*+ est multiplicative,
dutype ¢ — A ¢ et estdésignéadans [140] comme le flot des poids Bk La définition ci-dessusa pour
fondementa décompositioeffectuéegpar A.Connes d'ufacteurde type Ill en un produit crois&oitd'abord M un
facteurde type 1l . Il a été montré [139] que:

(i) Il existe unaalgébredeVonNeumann N de typedd et unecontractiond & AutN telle que:

M=N =< &
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(i) Soit(N;, 6,) commedans(i) avec N =<Jy 2" isomorphe M ; il existe des projections non nullesee Z(N)
telles que les automorphismes induitfN g ded sont conjugues.

Il est intéressant demarquemue le flot des poids associé fasteurMg 1 de type lbo a I'échelle O de I'eape-

temps est un invariant dedvh, que nous pouvons appele)l( Or, nous allons voir au chapitre 7 que la
singularité initiale est précisémetgcritepar un invariant topologiques ¥ tr(-1)S, que nous appelons "invaria
singularité”, et qui est isomorphe au premier invariant de Donaldson. Nous retrouvons alors, par un tout autre
chemin, la méme description de la singularité initiale sous la forme d'un invariant topologiquenecénotre

choix quant a la description du "flot d'évolution Edielnne"en termes de flot des poids.

Nous concluons eimdiquanten quel sens I'espace des poids sur M peutcétrgdérécomme dual de I'espades
observables.

Proposition 4.4.9A tout élément de la - algébreM est associé une classe de cocycle a datigblesreliant
le flot réel au flot des poids d& . Le flot Euclidien des poids pedtre considérécommedual du flot temporel
associéat #

Elts de démonstration Soit M une algébre de Von Neumann de type lll. D'aprés [483], M admet la
décomposition suivante :

M:N><]B|R

N étant de type | . Deux poidsp et ¢’ sur M sont reliés par unocycledu typedérivéede Radon-Nikodym et
l'action delR sur M estdonnéepar le groupenodulaire

tandisqued transforme une traaesemi-finiefidele et normale sur N selon :

ToB =€ °1 sER" = R
Soita présent le produit croiséal
N=M> R (4.29)

de M avec le groupmodulaired'automorphismes® d'un poidsp semi-fini normal et fidele, le produit crois@al

(5.87) étant également semi-fini. Par dualité, en po@am} Y le groupe d'automorphismes dual, et en utilisant
une construction proposée par Takesaki [482], nous obtenons :

M®L(L2(|R):(M><1W|R)><]9|R (4.30)

LorsqueM est detype lll, 'on a M = I\,@ L (L% ([R)). Considérons maintenant le poiﬁssur N dual dep.
Le théor. de Takesaki [483] sur les relations de dualipgésencelefacteursde type Il nous permet de poser :

o {00 =0l
et (4.31)

o {(u(s))= u(s)
avec XM et s,te [. Il enrésulte :

o‘f(x) =Adu @), te R
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D'aprés la constructiogénéralale Tomita -Takesaki [482] et I'application qui en a résulté en théorie deschems
Connes - Takesaki [140], hous pouvd@asire:

u®=ht, e R)
de sorte que le groupe dual d‘automorphisme% sur Nprendla forme :

o f(x) =Ad(h") (4.32)

et nous obtenons attachél\d(ﬁ un opérateuth positif, non singulier et autoadjoint. L'on montre qu'il existe une

tracet normale, semi-finie didelesur N telle que:
t()= lim @ (x% h(h + (gl))’lx%), xEN, (4.33)
e—0

et comme , (u(s)) = &lu(s), il résulte de (5.94) qbeh =¢ th. (p étant invariant sou8, l'on a alors le flotdes

poidst o 6 = e °<. Calculons le flot duafB sur M=N>] [. Ce flot est de la forme@ = et je.est
construit a partlr d'unpérateudu typeopérateud'évolution. I:e systeme covariant {R, 0} est tel que M
=N ><] R etxo 0 =€ S<. Considérons le poidgy =7 dual du poids. Il résulte du th. de Takesaiie
{G } representéactlon dualedef. M est donc semi-fini ssi il existe un groupe unitaire gparamétrelv (t)}
dans le centre de (e N tel qué)s( v(t)= ety (1) et l'action® del sur M est bierdualede celle de. 0

représentde groupemodulaire d'automorphismes d{EUt} ou poids dualt det de sorte que, selon [483]

{N ® L(ILL(RNHR,0® p} est conjugude{M >y g R R, O(p}. Comme N est de type,Jlet que
0 ®_ etd ®p sont conjugués par un cocycleetd ® p sont aussi conjugués par oocycleet 8 est unique a
une conjugaison dmcycleprés.[]

Des deux propositions gpiécedentnous tirons que, de méme qu'il existe dyeamiguecanoniqueen temps réel
associée a ldonnéed'un étatmn et du groupe d'automorphismesdulairedeM, I'on peut aussiaisonablement
considéref'existence d'un&@ynamiqueEuclidienne'intrinséque, en temps imaginaire, liée au flot des poids de M,
et qui est la source dedgnamiquesn temps réel. CettiynamiqueEuclidienneestfondéesur I'existence, a l'instant

t = 0, d'un secteur non physique de la théorie, dont le contenu purement topofoggueet conditionne la
dynamiquéd_orentzienne.
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ASPECTSPHYSIQUES
DE LA
SUPERPOSITION DE SIGNATURE

Nous proposons dans la suite di&velopperdeux aspects pluglirectementphysiques de la théoride
superpositionEn effet, lescaractéristiquesle la gravitationclassique telles que définies par la relativité
générale, font obstacle a tout changempessible,a I'échelle classique, de la signatlw@entziennede la
métrique. De ce point de vue, I'semarqueque les modéles de S.Hawking [266][268] GuF.R Ellis et al

[198], dans lesquels sont envisagées de possibles fetnoidiennesde lamétriquea I'échelle de Planck, ne
développentpas les conditions physiques Kvolution de la signatureAinsi, récemment dans [271], S.
Hawking et N. Turok ont proposé un modeleateordemende la sectiorLorentziennede I'espace-tempsrec

une éventuelle section Euclidiennereprésentégpar un instanton gravitationnel. Outre les problérdes
transition entre les deux topologies (a une échelle qui n'est d'aillewspament déterminéedans lemodelg,

il n'existe dans ce typ@'approcheaucune relation explicite entre le changement de la signature et les
caractéristiquephysiques de l'espace-temgmsidéré,i.e. au voisinage du Bidang L'on peutcependant
s'interroger sur l'existence d'un lien possible eotrerburede I'espace-temps et signature dans le contexte
nouveau de la gravitguantique En particulier, méme si un tel lien n'existe pas a basse courbure, il parait
naturel de suggérer que les conditions de trés heotieisurea I'échelle de Planckeprésentalels par laprésence

de termes non linéaires e @ans le Lagrangien, peuvent avoir paanséquece deé'déformer”la signaturede

la métriquesous-jacente. Il est intéressant @enarquerque certains de nos résultats mathématiques, en
particulier ceux du chap. 3 sur la possitfdéformatiorde lamétriquede I'espace-temps a I'échelle de Planck et
ceux du chap. 4 sur I'espace-temps coramanisa la condition KMS a la méméchelle paraissent alledans

ce sens.

Dans ceadrenouveau, nous proposons un scénario cosmologique suggérastlunienau probléme de la
Singularité Initiale diModéletype "Big Bang" et explicitant la possible évolution hé-espace-tempepuis

I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planck. Selon les indications du chap. 4, il existe, a I'échelle de Planck, une
limite a latempérature et a lacourbure- dupré-espace-tempbmite établie paHagedornet préciséepar Atick

et Witten [38], auleladelaquellel'on doitconsidéreun secteur non physique de la théorie. Or, nous suggérons
dans ce chapitre qu'il est possidiglentifierle secteur nomhysique situé au voisinage de I'échelle 0, avec le
secteur topologique postulé par la théorie topologique des champs de Witten [518] ou Donaldson [178]. Les
invariants de Donaldson sont ainsi des configurations Riemanniennes, que nous profassocgera la
configurationd'échelle0 du pré-espace-tempgchelle alaquelle la signature neldevrait pas étreconsidérée

comme singuliere maigdéfiniesous la nouvelle formEucldiennedans lecadrede la théorie topologiquaes

champs. Cettapprocheepose sur deudéesessentielles :
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(i) Conformément &ertainesconclusions de la théorie dsgpercordesnotamment celles de Kiritsis et
C.Kounnas dans [313], noumnsidérond'hypothése selofaquele, a trés hauteourbure(i.e. a I'échellale
Planck T~ Mpjanck la gravitation classiqueécrite par I'approximation O(1 / MjancR et donnéepar le

terme d'EinsteirR, n'est plus valable. Dans cefierspective a partir de nos conclusions du chap. 4 selon
lesquels I'espace-temps a I'échelle de Planck peutoéisielérécommesoumisa la condition KMS, et tenant
compte des conditions de supergravité (notamment N = 2 et D = 4), cowsigérongionc l'existence, dans le
Lagrangiende la théorie, & partide I'échelle de Planck, de termes diivéessupérieures en . Nous
conjecturons que ces termes peuvent autoriser la superposition €3, (@, 0) de la signature de taétrique
dans lecadred'une théorie élargissant la théatlassiquede typeEinstein.L'extension de la gravitélassique
peut étrelécrie de maniére naturelle par l'existenceelex potentiels gravitationnels distincts (et non pas d'un
seul potentiel, comme c'estecessairemente cas a I'échelleclassique) Nous conjecturons alorgu'en

supergravité R + R (et en N = 2), l'approximation linéarisée dentétrique de Schwartzscildpeut étre
considéréeomme unesolutionlocaleexacte de la théoriétendue.

(ii) Au deuxiémeparagraphenous précisons la forme et le contenulLdgrangienquadratiquequi nous parait
le plus naturellemerddaptéaux conditions de trés hautes courbures Rpmduespace-temps, des niveaux
d'énergiesupérieurs a laourburede Planck

2
R>> Mpjanci

Nous suggérons alors qu'alimite d'échelle 3 = 0, la théorie, de dimension D = 4, n'est ni physique ni
singuliére mais devient puremenpologique,dominée par des instantons gravitationnels de dimension 0. La
métriqueest alors statiqueléfiniepositive (+ + ++). Le domaine de validité d&volution Euclidiennes'étend

depuis I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planiek < Méand). Dualement, a I'échelle de Planck etdaia (B =

Lpianck, la théorie est de type Lorentzien et également de dimension D = 4. Or, selon nos résultats du chap. 3

et du chap 4, a I'échelle de Planck, les métridupeentzienneset Riemanniennes doivent étrensidérées
commequantiguemensuperposée C'est pourquoi, dans le domaine de gragitgntique

2
0<R<Mpjanct

la théorie définiepar laquantificaton du groupe de Lorentppsséé une dimension supplémentaire (D = 5).
Ce nouveadegréde liberté sur g4, combiné aux fluctuationguantiquesde la courburedu pré-espace-temps,

suggere naturellement I'existence d'une phase d"oscilllation" de la signature<{8(41)0). Globalement la
dynamiquedu pré-espace-tempsorrespond I'expansion d'un monop6le gravitationnel de dimension 5. Mais
localement I'on doit supposer I'existence de fluctuations de la théorie entre le pble Lorentzien et le pdle
Riemannien, en fonction de la compactification dguatremedirectionw genreespacede lamétriqueassociée

au monopble cosmologique de dimension D=5. Enfin, peuvaleursl'échelletellesque

2
R< MPIancL

échelle alaquelle la quatrieme dimension genresspace du monopdle cosmologique esEfinitivement
compactifiée, I'espace-temps entre dans la phaeatzienneconventionnelle de I'expansion cosmologique.

Il est intéressant de souligner que ces mttve physiques constituent une applicatidirectede la théoriale
la g-déformatiorde la signature construite au chap. 3.
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5.1 COURBURE QUANTIQUE NON LINEAIRE R2

Nous commencgons en suggérant quéivargencede lacourbureR a partir de I'échelle de Planck peut étre

décritepar l'introduction, dans leagrangiereffectif, de termes non linéaires, eR [R09][110]. Commerappelé
par A. GregoriC. Kounnas eP. M. Petropou!os [248] en modelesétérotiquesle dimension D =4 et N = 2,
sous dualitéordehétérotique<= type Il, la théorie induigénéralemerdes correctionson-perturbativegt un

couplage avec des termes dfivéessupérieuresR? + ... , lesquels couplages sont de type BPS-saturés.
Comme la théorie est ici en dimension 4,dikveloppementles termes ddérivéespeut étre naturellement

limité & R2. L'existence de ces termes non linéaires est associée au champ S = dilaton + axion, portant la
transformation

iaS+b
icS+d

1
et ducouplage en dimension 4 entre,gR et le dilaton complexekcz—2 +1a, nous tirons la possible
g

iIS—

oscillation (3, 1) L(AO) de la signature. A l'appui de cette approche, rappelons que nos résultats
mathématiquedu chap 3 onimis enévidenceune importante relation de "semidualité”" (au sens de majid [382])
entre, d'une part les groupgd.orentzienet g-Euclidiens et, d'autre part, les espacesq-Minkoskien etg-
Riemannien sur lesquels agissent ces groupes. La {innéealale cette semidualité, du type

Semidualisati
g-Lorentz) «<—— T HSAIO0 (-Euclide)

permet d'entrevoir, pour laremiérefois, certains mécanismasathématiquesous-jacents au changement
signature de lanétriqguea I'échelle de Planck. En tous cas, teprésentationsnises enévidenceau chap. 3
semblent suggérer que la notion de "superposition de signatéra/éedes théories de dualité ci-dessus, a un
contenuweffectif. Il est intéressant demaguerque la relation de dualité, que nous avons prouvée comme reliant

[I%Rg' a Rg’ 1 , est du type dualitalgébresle Hopf. Ce type de dualité a étédiéeparC. Klimcik et P. Severa

[308] comme ayant une relatipnofondeavec laT-dualitéde la théorie dexrdesen physique. Ceci suggeére, par
une autre voie, lalausibilitéde l'introduction de termes erf Bans leLagrangierde la théorie.

5.1.1Gravité étendueenR + R2

Nous considérongdonc dans la suite qu'a I'échelle de Planck, la gravité d'Eirstbiraire perdsa validité et

doit étreétenduevers une R+R- gravité. De ce point de vue, R+R2- gravité peut étreonsidéréecomme une
théorie effective, son domaine d'application étigierminépar I'échelled'énergiede la théorie. Il a été montré

[110] que leLagrangierdeR+R2- gravité, de la formgénérale
4 1 v 2 va
L:fd X \/—g{—;R+A+aRMVRM + BR +YRyva/5RM ﬁ+dDR}

fournit, en dimension 4, une base possible pour la construction d'une thdami@ueunifiée rassemblant
toutes les interactions (y compris la gravitation). En effet, la thé&eimmdueprésente deux propriétés qui
rendentson applicatiomarticulieremenattractive a I'échelle de Planck :

(1) il s'agitd'unethéorie multiplicativementenormalisable

(ii) la théorie est asymptotiquement libre.
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En outre, le probléme de la non-unitarité de la théorie peut étre résolu en utilisaappoehenon

perturbative [25][490]. Pour ces raisons d&tutresexposéesiotammentdans[110] [296]), laR+R2- gravité
doit étreconsidéréecomme l'extension naturelle, a trés haateirbure (échelle de Planck), de la gravité
relativisteclassique.Notons que, dans la mesure ou la théorie est en dimension D = 4, nous tronquons le

développementles termes deéérivéeplus élevés aux termes en®R Les termes de type. R", du fait de la
dimension de I'espace sous-jacent, sont exclus de maniére naturelle.

A présent, nous conjecturons que I'existence de termeériséessupérieuresR2 dans le Lagrangien, induite
par les contraintes de lapgrgravitéN = 2 [217], peut constituer une source de fluctuation de la sigrigture
la métrique.

Conjecture 5.1.2La présencede termes notlinéaires R2 dansle Lagrangieneffectif desupergravitépeut
autoriserla superposition de laignaturede lamétriquea partir de I'échelle de Planck

Remarque La théorie sous-jacente est ici D = 4 et N = 2, ou existe une relation entre anomalies axiales et
anomalies de dilatation.

(i) En gravitéguantique)e Lagrangiereffectif doit étreconsidérécommequadratiqueet contient dedérivées
d'ordresupérieur :

L= [d*x \/E{Iz(a RWR" +BR?) + R+x LM} (5.1)

ol etp sont sont des constantesmériqueset | une constante dimensionnelle. Le tenseur de Riemann est
e A . A o
défini par RTM =L vq* - etletenseurdeRicci pdf,, = R, . Alors, les termes non linéairdans

le Lagrangienet les équations du mouvement associées peuvent autoriser le changement de signature, a la
différencedes termes linéaires. En effetllagrangierusuel de basse énergie s'écrit :

P JRV=g d*x (5.2)

T 161G

et les équations du mouvementrespondantesont naturellement :
1
R.v —EgMVR=8nKT‘uv (5.3)

Or, dansI'équ. ci-dessus, la padigébriquedes termes de plus haldégréest liée a la structuragébriquede la
métriquede départ. Dans la mesure ou les termeR aférivéessecondesle lamétriqueg,,, sontquasi-linéaires

dans (5.3) - et comme la variété sous-jacentdiffétentiable- la signature est donc partout fixée (sous la forme
Lorentziennedans le cas dé&space-temps3t ne peut pas évoluer d'un point a l'autre. L'équ. du mouvement
(5.3) ne comporte qu'une sesl@utionassociée au choix detaétrique.

Enrevancheles systémed'équationgn R2 ne sont plugjuasi-linéairesEn effet, & partir ditagrangien(5.1),
les équations du mouvement associées prennent la forme non linéaire :

|2[(): OR,v +%u +2B)9, IR (x +2B)R,,, +

1 1
+ 20R 5 R? =3 0g, R sRY +2BRR,, - 0, R] + (5.4)

1
+(Ruv _EguvR) = KTMV
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Or, a partir de la mise d@videncepar B. Malgrange dsolutionslocales dans le camalytiqueet en appliquant
les résultats dé&. Gasqui[230] sur l'intégrabilité formelle de la linéarisation

Ric'y: C”(S*T%——C" (S°T¥) (5.5)

(ou, plus généralement, la structure detutionslinéarisées autour d'un germe [230]), l'on trouve que la
linéarisation de I'équ. (5.4) autour d'un poguelconqueP comportesoit une solution elliptique soit une
solution hyperbolique- i.e. en chaquepoint, la signature résultant de I'existence de termpesdratiquesde

courburepeut étresoit Lorentzienne(3, 1) soit euclidienne(4, 0). La gravité non linéairedR en conféranta
Ouv Un degré de liberté supplémentaire, peut donc &oasidéréecomme source de la superpositides

signatured. orentzienneet Euclidienneen régimejuantigue.

Nous discutons a présent l'idée sdbouellela conséquencdirectede laprésenceé I'échelle de Planck de termes
gravitationnelsquadratiqus en R est l'existence d'un potentiel gravitationaekntique¢q = a|q)|+b|1,u|,

constitué non pas d'un potentiel uniqgue (comme a l|'‘échkdsique)mais de deux potentiels distincts,
indépendant$un de l'autre. A un tel potentiel peut naturellement étre assbu#ddlation du signe de la
composantey. En effet, ce type de potentiel gravitationtiglantique'nous permeti'envsager I'extension du

domaine de linéarisation der@étriquedeSchwartzschil&en champ fort.
5.1.3Approximation linéaire enchampfort R + R2

Considérons 'approximation linéaire dedatriquedeSchwartzschildou métriquedu trou noirlinéarisée):

|41

d€= (1+ %)ou2 -@ - ?)dtz (avecd? =d¥ + dy? + dz2).

Une tellemétriquen'est évidemment valide qu'en champ faible, pour un potentiel gravitationnelppeti 1).
En effet, lorsque l&ourbureatteint leslimites de Planck, lamétriqueassociéedoit étre globalement solution

exacte du d€¢ deSchwartzschild

2GM 2GM
2 ) dt2 -(1-rc—2)-1 dr2-r2d? (avecd?2 = b2 + si 6 dg?)

d< = (1-

Or, nous proposons, avec l'introduction de terouemiratiquesR2 dans leLagrangiende supergravité, une
modificationadéquatede la théorie gravitationnelle a I'écheaijeantiquetelle que lasolution linéarisée de la
meétriquede Schwartzschildouisse étreonsidérée comme unesolutionlocaleexacte de la théorianodifiée.

Une telle théoriefondéesur I'existence de deux potentiels gravitationnels distincts, comporte alors deux limites:

la limite Lorentzienng1 - |¢p]) > 0 et lalimite Euclidienne(1 - |¢]) < 0.

Conjecture 5.1.4 En supergravité R + R2 et en N= 2, l'approximationlinéariséede la métrique de
Schwartzschilgheutétre considéréecommaeunesolutionlocaleexactede la théorigdtendue.

P. Teyssandiea montré [492] qu'en théorie R #Riéfinie par unLagrangierde formegénérale

L :\/—_g(R+%aR2+bRMVR“V)—KLm (5.6)
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L'existence determes de Yukawa impliqgue de fagon naturelle I'existedeg>dgotentiels gravitationnelg
ety dela forme :

exp (uolX - X ) P
X - x|

exp(-—palx - X))
x - x|

0 (x) =~ fp(X)

d3x’

W) =~ fpX)

ug et uq etant deuxtermes de magsgependantd.a metriquelinéarisée devient alors :

1 4
ds? = 2l (1- Lyas 2k, eHol _ 2k emranylg? -
L CZ 3 0 3 Yy

u
(5.7)
asLya-ti, emor JZg o lgo?
|_( * CZ)( 3 Ko 3 Ha )J o
avec
K.M = M.“ /M

L'indépendancele iy et uq permet de postuleriddépdancedes deux potentielsg et , de sortequ'en
imposant lindépendancele g4 et des g dans g, (5.7) peut étreéécritsous la nouvelle forme :

(1 e - 1a o2
d? = (1 2)dt” - (L )

Dans ce cas, les conditiod$ndépendanceles composantes spatiales et temporelle dad@ique permettent
d'avoirp — w et > 0 etréciproquementll en résulte une application locgbessible,en supergravité R +

R2, dela forme linéarisée detaétriqueen champp fort, \ restant positif.

Les hypothésesi-dessusuggerent donc une relatiprofonde qui reste a expliciter dans de futuresherches
entrecourbureet signature de lmétrique.

Enillustrationdes résultats ci-dessus, nous suggérons a présent que les deux classes de signatures (3, 1) et (4, 0)
sont,d'un point de vue physique, superposées a I'échelle de Planck, la contrifidative de chacunedes

classes étanparamétréegpar I'échelle 3 de la théorie. Il en résulte un scénario cosmologique de nature a
complétercertainesinsuffisances duModéle Standard.En effet, notreapprochesuggére (i) une possible
résolution de la Singularité Initiale et (i) une descriptie’"expansion topologique" dpré-espace-tempsde

I'échelle O jusqu'a I'échelle de P lanck.
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5.2 TRANSITION DE LA SIGNATURE DE L'ECHELLE O (ECHELLE TOPOLOGIQUE
(4,0)) A L'ECHELLE DE PLANCK (ECHELLE PHYSIQUE (3, 1)).

Nous proposons dans la suite une application de la théorie gravitatiognatimtigued la cosmologie
primordiale, a unépoqueou I'age de l'univers est Bardredu temps de Planck :

t ~ 10-43 seconde

Dans le modélstandardiu type Big Bang, le calcul ddsnnéeghysiques du modéle (en particulier tensités
d'énergie detempératureet decourbure)conduit a I'existence ddivergencesnon renormalisables pour toute
échelleinférieuresa I'échelle de Planctandisqueles dimensions spatiales et temporelles convergent vers O.
Dans un tetadre,l existe donc une singularité initialesoluble.A cetégard,commel'ont établi S. Hawking,

et G. Ellis dans lecadredes théorémes relativistes de singularité [270], la relatdé@raleprédit I'existence
d'uneincomplétudgéodésiquesituée dans le passé de la variété espace-temps, celle-ci manifeptéastiae
d'une singularité initiale au voisinage d'un instant O bornant l'origine.

Par ailleurs, la théorie des chammslinaire ne permet pas daécrire une possibledynamigquecaractérisant
I'espace-temps a I'échelle de Planck.

Or, nous proposons, avec la théorie de superpositiaiiafporterau niveau semi-classiquene résolutiorde

la singularité initiale et (2) de foumir une description du comportermigmmiquede I'espace-temps dans le
cadrede théories gravitationnelle etétriqueétendues. Dans cadrenouveau, lgpré-espace-temps, I'échelle 0,

ne comporte pas de singulariiditiale. L'on doit remarquerque notre modéle edlifférent de celui de S.
Hawking, dont lacaractéristiqueest deraccordera l'espace-temps Lorentzien, sans transition, un instanton
gravitationnel deiameétrenon nul, ce qui exclut I'idéel'échelle0 de la théorie. Parontraste notre approche
implique (i) I'existence dinstantons de taille 0 & l'origine et (ii) I'idée d'une phase de transition erdde le
Euclidien et le mode Lorentziereprésentépar la "superposition de signatures" entre I'échelle 0 et I'éaleelle
Planck. A I'échelle 0, la théorie cesi&trephysique pour étreemplacéepar une théorie topologique, le point
d'échelled du modeleorrespondansimplement a un instanton gravitationnel singulier de taille 0. Dans la
phase topologiqué'échelled, le pré-univers comporte alors troisaractéritiques

(i) malgré I'échelle 0, lpré-espace-tempgsteparfaitementiéfini par les propriétés dalstantongen particulier

par l'invariant dehargetopologique Q =9fd4x Tr RMV R “Y. sa dimension estéjaD = 4 et sa signature

est puremeruclidienne (+ + ++). Nousconsidéronsjue sa topologie est alors celle de la bodle B

(ii) l'orientation de laquatriémedirectionx# de lamétriqueinstanton étant du genre espaceprié-espace-temps
d'échelled est défini par unsolution statique, indépendant&lu temps.A cette échelle, le temps n'existenc
pasencoreet lesquatredirections de lanétriquesont symétrisées. Il n'existe alors aucdywamiquea une telle
échelle;

(i) conformément & nos résultades chap. 4 et 8 sur le flot des poidaractérisante facteurdu type It
décrivantla configuration de lanétriquea I'échelle 0, il existeependant une telle échelle unpseudo-

dynamiqueou "dynamiqueEuclidienne"caractérisépar la propagatiod'amplitudegopologiques sur le bord3S
de la configurationinstanton, propagation saturant I'espace de dimension 4 de lOnfini. Les seules
"observables" de la théors®nt,a I'échelle 0, des observables topologqu@s de la forme :

1
0 =—-——=
" 642

[RER e gpeg= [Q() (5.8)
Y Y

Les observable@V sontinterprétéeslans (5.8) comme cocycles de I'espace des modules des instantons et sont
associés avec les cyclgs de lad-varietéM. Plusprécisément, les observables physiques semplacéesi
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cette échelle par les cycles dhomolodie C M g dans I'espacales modulesVl o4 des configurations du

type instantons gravitationnels. Avec M constdaibs?4, les seuls cycles non triviaux sont le pofassocié

a une 4-forme sur l'espace des modules) et la variété M elle-méme. Nous retrouvons alors les amplitudes
topologiques de Witten [518Honnéespar les invariants de Donaldson de la théorie. Cette approche est
développéeawu chapitre 7.

Nous précisons a présent notre choitdgrangierde la théorie, sachant que I'échelimcernéeest I'échellale
supergravitéd.g.échelle de Planck) et quel@&agrangiendoit contenir les deubkmites de la théorie : la limite
physique et ldimite topologique.

Conjecture 5.2.1La théoriequantiquede lacourburecomporte deulimites, dualesl'une dd'autre : la limite
physique (al'échelle 8 /pjanc)) et lalimite topologique (& I'échelle 8 0).

Plusieurs argumentendentplausible une telle conjecture. En particulier,Liegrangiengénérall s pergravité
caractéristiqguele la supergravité est de la forme :

~ 1 2 %
L supergravite = BR +? R™ + «RR (5.9

B donnant le rayon de compactification de la théorieneteprésentant'axion. Or, nousconsidérons,
notamment a léaveurdes arguments discutés®i.2que leLagrangien(5.9) présente typiquement la structure

d'un 'Lagrangierde superposition"avec une composante physidu@entzienne(le terme d'Einsteirf R) et

*
une composante topologiguguclidienne (le terme topologiquecx RR ). L'interpolation entre cesleux
composantes, selon un mécanisme combirgdictiondimensionnelle et fluctuatiordbéchelle et que nous
suggérongi-dessouspous incite donc aonsidérerquel sypergravite décrit correctementes deux polesi'une
méme théorie (la superposition) ainsi que les deux métriques associées. De ce point de vue, (5.9) agit aussi
bien sur le secteur physique (3, 1) pé-espace-tempgue sur le secteur topologique (4, 0). Au plan
mathématique, rappelons que nos résultats du chioliientque la structure de I'espace de superposition

Stop associé a I'échelle de gravitgantiqueet décritparL sypergravite €St du type R® C, et peut étreléfinie
par I'espace topologique quotient

R3, 1® R4

Stop = S0@)

la signature associé€gop €tant formellement du types = {+ + + (+-)}.

Par allleurs, notre construction, en § 3.3, du produit bicooisgliqued'unification

Yy
Ug(so(4PP  [>+ uq(so(3, 1))

suggere bien la possible superposition , danadeed'une symétrie de dualité, entre les structgrésrentzienneet
g-Euclidiennea I'échelle de Planck. Sur le plan physique, c'est ce type d'unification que I'osiaftentirea voir
décritepar leLagrangiendesupergravitel sypergravits- A Cetégard nous avons discuté au chap. 4 la possibdéee

décrirela superposition des deux classes de métriques par la fonction de partition :

R D2

Zq=Tr(-1)Se (5.10)

avec Be= C et S donné par le terme topologique*RH{\IousremarquonSci que lecarréde l'opérateur dBirac est
le Lagrangiertypique de la géométrie non commutative, théorie que ntlisonsau chap. 3 dans le contexte de la
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g-déformationOr, l'utilisaitonde [D? estéquivalented I'extension vers une théorie de graRtéR2. En effet le

- (f 2
symbole dee B0% 2 la forme :

U<e LA ), = n'fe ()" A

ce que nous pouvoméécrirepour extraire 3 :

—|§|2+1R(§,‘9\ =(RA R)l’i i\
- (2
O(eM+> =€ U VEST L o) (5.11)

/R

L'on observe qu'easpace-tempglat pour R — 0, (5.11) est réduit au symbole principal Lorentzien. Au

contraire, lorsqu® 1 , le terme deourburedu fibré B reste borné, de méme que le symbole principedsé
par le terme deourbure.

Ainsi, agrandeou a petite courbure.g.selon que 3= 0 ou B— o0, il existe deudimites possibles de Zq et
donc, deutimites de I'espace driperpositionparamétréepar I'échelldde longueur et / ou deempératuredu
systemedualed'une de l'autre :

(i) Limite infra-rouge (R=z £pjgncy)- La théorie essemi-clasiqueet le terme en R est dominant dans le

1 *
Lagrangie L supergravite = /5R+—2R2+aRR. Il existe alors une échelle et la théorie n'est pas

topologique, de sorte que les termes eh & RR' n'ont naturellement aucune contributieffective &
L supergravite €t disparaissentdans l'infra-rouge. Le seul termedfectif est donc le terme linéaire en R,

représentanta limite physiqueclassiquede la théorie desuperposition.L'on a alors sur cettéimite le
Lagrangierphysique
LPYS_ g R (5.12)
g—>oo

Dans ce cas, la dimension supplémentaire gespacec?, donnéepar gi4 danso+ estcompactifiéesur le cercle
St le rayon g de compactification dé®xétant une fonction inverse de R =rf(1/R). Plus précisément, comme

1
montré erb.5.2,le rayon de compactification est donne par la valeur du ditaten— de la theorieL'espace

métriquesous-jacent est de dimension D = 4 et de type Lorentzien. En effet, poutplR, 5. 1a directiont
genre temps estécompactifiéele rayon de compactification de Hirection genre temps étant une fonction
directede 3, identifié &infini audelade I'échelle de Planck. L'on retrouve sur cbitgte |'espace-temps semi-
classiqueen expansiodécritpar le modéle cosmologigs&andard Sur lalimite infra-rouge, le vide de la théorie
correspondau vide physique du modéigandard.

@ii) Limite ultra-violette (B = 0). Sur cette limite, habituellement associée a une singularité, nous
imposonscomme conditions SUfgpergravits © @ = i 7. Alors dans ce cagorrespondand lalimite de haute

énergie du systéeme, le terme en R dewiégligeable Comme sur cettbmite, la théorie devienautoduale,

l'on aR =R, desorte quele terme eR &sparaitet il ne subsiste que le terme topologique donné par RR
Ceci suggergyu'a I'échelle 0, la théorie devient purement topologique,Légrangien prenant la forme
"topologique" suivante :
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I_top - u RR* (5.13)
g—0

Dans ce cas, ldirectiongenre temps dars- estcompactifiéesur le cerclede rayon 3 = 0 et disparait daiec

la théorie. Dualement, directiongenre espace, dont le rayon de compactification est une fonction inverse de B3,
est donaécompactifiéesur la droite pour 3 = 0. La théorie sous-jacente est a nouveau de dimenside 4 et
métriqueEuclidienneg(+ + + +). Dans ce cas, le vrai vide de la théorie est un vide de type topologique, dual du
vide physiquearactérisantespace-temps a I'échelle relativiste.

A présent, les contraintes de la gravitafp@ntiqueen particulier les fluctuationguantiquesntroduites sur les
échelles de longueur de la théorie (et, donc, sur I'échelle B) induit un "mélange" (ou supempaesitione)de

la limite infrarougeet de lalimite ultraviolette. L'on peufprécisercela dans lecadredes relations ddualité
explorées en haute dimension par la théoriealessmais qui restent valables en basse dimension. En effet, &
partir de (i) et (i) nous envisageons une relation de dualité (que momsmons"I-dualité") entre secteur
physique et secteur topologique de la théorisuperpositionNous suggérons egffet d'associeles métriques
Lorentziennegsecteuphysique) aux configurations gravitationnelles du type monopdles de t'Hooft - Polyakov
[488] a 4 dimensions. De méme, nous associonsnédrique Riemannienne(secteur topologique) a la
configuration de champ du type instanton gravitationnel. Dans |'elgplidt S/T-dualité de Witten et Seiberg,
nous suggérons alors qud4dual de la théorie monopdlaire D = 4 (+ + + -) est la théorie topologique du type
instanton D =4 (+ + +). Nous avons montré au chap. 3 I'existence d'une relation de dualit&xpkisment

de 'semidualité")entre (i) les groupeguantiqued orentzien et Euclidien d'une part et (ii) entre tpsspaces
Minkoskien et Riemannien. Il est important dobserver que ces relations de dualité sont "isodimensionnelles”,
i.e.sont réalisées en dimension 4. Par ailleurs, daresltegénéral dela S / T - dualité construite en thédemr
cordes- ol existe une symétrie de dualité entre les champs B,efa I-dualité monopdle-instanton
isodimensionelle (D = 4) est possible.

Nous discutons dans la suiteplassibilitéde superpositioquantiquedes métriquekuclidienneet Lorentzienne
entre I'échelle O et I'échelle de Planck.

5.5.2Superpositionquantique desmétriques Lorentzienne et Euclidienne

La conjecture(5.2.1) nous incite aconsidérer en fonction de [, une possible "oscillatieffectivé' de la
signature de lanétriquepour le domaind'échelled < B </ p|5nc- Dans ce cas, leagrangierretrouve la forme

générale

~ 1 .
Lp|anck: /5 R +_2 R2 + X RR
g
et tous les termeR, R2 et RR' contribuent & blanck La signature associee a la configuration est du type

ot = (+++{+-})

En effet, lasolution statique de dimension D=4 associée, a I'échelle R=0, a un instanton de taille 0, peut étre
regardée,en dimension D + 1, comme une solution du type monopole. Dans ce cas, la configuration
correspondantest celle d'un monopble gravitationnel de dimension D = 5. Le monop&terestiérécomme
évoluant dans Iéemps.Dans notre approch&gvolution du monopdleinitial corresponda la premiérephase
d'expansion dpré-espace-tempdepuis I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planck.
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Du point de vue métrique, commadiquéen 5.5.1,la notion de superposition de signature (ou d'oscillation
quantique)est induite par les fluctuations possibles de la valeyradameétred'échelle3 de la théorie. Sur la
limite B = 0, la théorie est projetée sur le pble topologiguelidien de dimension 4 et, dualement, pour
3 — oo, la théorie est projetée sur le secteur Lorentzios précisément, lamétrique du "monopdle
cosmologique" de dimension 5 a I'échefllantiquea pour formegénérale

d® = dx® +dy? + dZ + gizdw2 _dt? (5.14)

le rayonp de compactification de lquatriemedirection genreespacede lamétriqgueétant donné par la valeur du

dilatong = — (inverse de la constante deuplage)par I'équationg = - Log p. Le rayon de la dimension
g

W étant donné par le dilaton de la théorie, il en résulte I'existence des deux pbles possibles de la méme théorie,
avec lesconséquencesur la structure de lmétriguemonopdlaire :

(i) sur lalimite infra-rouge correspondanta partir de I'échelle de Planck et drla, aux grandesvaleurs de la
constante de couplage{g ), le Lagrangierde la théorie est dominé par le terme d'Einstein. Le terme?en R
et le terme topologiqudisparaissentde sortejuel'on conservda seule composante "physique'lcagrangien

L Phys _ /; R
g—>oo

la directionW est alorcompactifiéest son rayon tend vers 0. Dans ce cas, le mona@p8leologiquesubit une

p=+,—0
réductiondimensionnelle D = SL D =4 et lamétriguemonopdlaire devient :
ds? = dx® +dy? + dZ — dt? (5.15)

L'on trouve le monopble a 4 dimensions associé anérique d'espace-temps grande échelle. Nous
développongette limite de la théorie monopble D=4 au chapitre 6 daoadiede la dualité isodimensionnelle
instanton / monopdle en D =4 ;

(i) alinverse, sur limite ultra-violette, associée au secteur de petit couplage de la théerellg le terme
d'Einsteindisparaitdu Lagrangierde superposition et cernie; dominé par le terme topologique devient :

LT°§=g—12R2+aRr€ — «RR
g—>

1
La valeur du dilatonjonnéepar — , est treglevéeet le rayonp de compactification de Idirection W est tres
g

grand. Au contraire, dans la mesure ou I'échelle de la théorie R tend vers 0 et que la théorie devient purement
topologique, ladirectiongenre temps du monopdkubit un collapse (t— 0) et lamétriquedu monopdle
cosmologique gendla forme nouvelle :

d<? = dx® + dy? + dZ +dw? (5.16)

ou nous retrouvons l'instanton gravitationnel singulier associbraita topologique de la théorie.

A partir de () et (i), I'on observe que lhmite ultra-violette (petiteéchelle)et la limite infra-rouge (grande
échelle)représenterdeux secteurs de la méme théorie et sont reliées par une relati@itdedu typeT-dualité

P . p L T-dualité .
en théorie desordes échangearles échelles de la théorig =— > —, de sorte que dans notre modéle,
r

la limite d'échelled estT-dualede lalimite d'échellede Planck :
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T —dualité
Echelle R =6——— > Echelle R = janck

De ce point de vue, l&-dualité échangda singularité initiale et I'échelle de Planck. De méme, l'on observe,
toujours a partir de i) et (i), la relationde I-dualité déja signalée entre le monopble de dimension 4 et
I'instanton de dimension 4, une telle dualité exprimant de maniére naturelle une symétrie de transformation entre
métriqueLorentzienneet métriqueRiemannienne :

(+++-)w>(++++)

Les fluctuations de 3 de O'tnfini paramétrisent donc (i) la compactificationwleet det sur ces deulimites et
(i) l'oscillation de signature entre ces delimites. La "signature de superpositiontorrespondana la
superpositiorguantiquedes deux échelles R =0 et ¥ p|5c €St alors :

ot = (+++{&})

ou I'on retrouve le couplage entre upseudo-gravitéri-dimensionnelleEuclidienne(+ + +), et un modéle
sigma bi-dimensionnel, du typ&c.,/—g R. Le contenu du modéle sigma est fourni par les chauglaires

de la théorigéduitepar compactification de laoordonnéet genre temps et de leoordonnéesupplémentaire
W genreespace.

5.5.3 En conclusion, la construction ci-dessosgdéesur le choix d'urLagrangiendu type R + R + RR"
nous a conduit de maniére naturelle a distinguer trois rédifi@entessur le cone de lumiére cosmologique :

- la région semi-classiquecorrespondarg I'échelle &= ¢ pjgn ¢ d€ Signaturéorentzienne(+ + + -) ;
- la région quantique correspondard 0 < B <fp|anch . de signaturésuperposée( + + + {£})

- la région topologique correspondara B = 0, de signatuiuclidienne(+ + + +).

A grandéchelle(secteurphysique de la théorie de superposition) les termes?eatRn RR ne contribuent
plus dand p|anc Seul le terme en R ayant une contribution effective. Dans ce cas la thédrieeestienne,

la quatriemedirection genreespacettantcompactifiéesur uncercledont le rayon tend vers 0. Au contraire, a
I'échelle 0, (etconsidérantune valeurspécifiquede o) les termes en R et en?Rsont exponentiellement
supprimés, et la seule contributiefiectivedans? pjgc) Provient des termes en RRterme topologiqueée

la théorie. Dans ce cas,daectiongenre temps estompactifiéesur le cerclede rayon 0 et la signature sous-
jacente esEuclidienne Pour les valeursitermédiairesde B, de 0 & pjgn¢t - 1a théorie peut étreonsidérée

comme fluctuant (en fonction des fluctuations de 3) entre le pdle Lorentzien et le pble Euclidien.

Du point de vue du contenu en champs, napprofondissonges hypothésesi-dessusau chap. suivant et
proposons ddécrirela phase de superposition des métriques sous la forme d'un gaz monopoles + instantons
isodimensionnels (D = 4) a I'échelle de Planck.
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6

DUALITE INSTANTON / MONOPOLE
ET

DOUBLE SIGNATURE

Nous avons suggéré aux chaps 4 et 7 qlitlte d'échelle [3 = 0, la théorie devient purement topologique, au sens fixé

par Witten en 1988 dans [518]. Notre point de vue est qu'a cette échelle, la théorie ne présente pas de singularité mais
dominée par des instantons gravitationnels de dimension@étramueest alors statique &uclidienne(+ + + +). Nous

avons vu au chap. 5 que par dualité avec l'instanton de dimensionlyhataiquedu pré-espace-tempgeut alors étre
décritepar I'expansion d'un monopdle gravitationnel de dimension 5. La signature associée a la configuration est du typ
o= (++ + {+-}). Or, nousconsidéronsci que laquatriemedirection genreespacedec estcompactifiéea I'échellede

Planck et awela. Ceci nous améne préciserles conditions d"interpolation” entre les signatutesentzienneet
Euclidiennesuggérées aus.2.1:

3. 1) Fluctuationde R @, 0)

Dans laconjecture5.2.1,nous indiquons que la théom@antiquede lacourburecomporte deuiimites, dualesl'une de

l'autre : lalimite physique (a I'échelle 8 /p|5cp) €t lalimite topologique (a I'échelle B = 0). Considérant les possibles
fluctuations de lzourburea I'échelle de gravit§uantigue nous proposons alors décrirela limite physique(métriques
Lorentziennespar des configurations gravitationnelles du type monopdles de t'Hooft - Polyakov [488] & 4 dimensions. De
méme, nous associons llmite topologique ihétrigue Riemannienne) a la configuration de champ du type instanton
gravitationnel. Partant de la S-dualité de Witten et Seiberg, nous suggérons alorsdus de la théorie monopdlaire

D =4 (+ + + -) est la théorie topologique du type instanton D = 4, de signature (+)t les deux théories étant
superposéesa I'échellguantique Nous proposons alors d&crirela métriquesous la forme,. = (+ + + = ).

6.1 INSTANTONS ET MONOPOLES A L'ECHELLE DE PLANCK

La superposition des métriques a I'échelle de Planck suggeére l'existence d'un gaz formé de monopéles D = 4 et dinstantc
gravitationnels D = 4. Ces monopoles de dimension 4 résultent de la compactification, au voisinage de I'échelle de Planc
(limite infra-rougede la théorie), de lguatriémedirectionx* genreespacepropre au monopoéle de dimension 5 ddel
I'instanton gravitationnel de dimensiomrtdractérisanie pré-espace-tempa voisinage de I'échelle 0. Notre théseqest

la contribution de la configuration physique monopodle de dimension 4 a l'action de superfdSsitamactérisante

domaine de gravit§uantiqueest dominante au voisinage de I'échelle de Planck (delapet minimale au voisinagee

I'échelle 0. Dualement, la contribution de la configuration topologique instanton est minimale au voisinage delééchelle
Planck et dominante au voisinage de I'échelle 0. La théorie de superposition peut alors étre comprise comme ur
interpolation entre les delimites d'échelle3 = 0 et B =p|anck

6.1.1Monopolesgravitationnels
Nousconsidéronges configurations monopoles sufitaite dePrasad-Sommerfield.

Définition 6.1.2Le monopolgyravitationnelde dimension 4 associé pré-espace-temps I'échelle de Planck est une
configuration de chamgravitationnelcaractériséepar I'action gravitationnelle.#fy sur lalimite BPS:

2 2
Fn = —%&{Tr(RA R) +Tr(D,¢ Du¢)} =%{IIRI2 +||DM¢|2}_ Al infini, Du¢a = 0.

Nous associons lmétriquelLorentzienned'espace-tempaux configurations monopéles de dimension DRdmarquons
gue dans I'approche exposée au chap. 5, le monopéle "cosmologique" est de dimension D=5. Or, sefiprocbde
5.2.1,si nousconsidérons I'échelle de Planck et dalades classes de monopdles de dimension D =5, c'est qu'adpartir
cette échelle, lgquatriemedirectiongenreespacestcompactifiée et n'est pluselevantedans la théorienétriqueassociée.
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Venons-en a présent a I' instanton gravitationnel.

6.1.3 Instantons gravitationnels

Définition 6.1.4 Soit M unevariété Riemanienne de dimension Wn instanton(super)gravitationnekest un point

2
critique (minima) de la fonctionnelleSG (V) = f |R| w, donnantlaction dusystémela secondeclasse de Chern
M

c2(V) deM étantdonnéepar ¢ (V) = 8—2 f Tr(Ra R), raction de la configuration instanton peators &tre décrite
ne
M

par.¥ = fd4x Ry R +9 fd4x Tr R, R*

1

2
9°(p)
Nous associons l'instanton gravitationnel de dimension D = 4 aux métkgebdiennesde dimension 4. Nous

suggérons pour modédgométriquede I'instanton la boule®Bbornée par la sphére3SLa propagation de la solution
dépendalors du support de l'instanton gravitationnel : au voisinagelueite O, il existe une accumulation dedharge

topologique au dessus du point singuligy t8lle que la densité ddargetopologique RR — o; dans la situation

duale, le support de I'instanton égndua l'infini et RR* — 0. La transition de 0 a l'infini peut étécritede maniére
adéquatear les transformations conformes depaere(cf. § 7.4.2).

Nousconsidérons présent une configuratiggaz)composée dinstantons et de monopoles D=4 a I'échelle de Planck.

Conjecture 6.1.5Le chammuantiquea I'échelle de Planck est constitué de deux classes d'dbgés|'une dd'autre :
lesmonopolet les instantons gravitationnels. L'actiqmantiquede superposition estors:

1 4 v 4 v 9AP) o2 2
mfd XR,, R +9[d*xTr R, R +T{IIR| +[D9] } (6.1)

Conformément aux résultats deHdritsis et C. Kounnas sur une classe d'éfatdlamentaukétérotiquesen dimension 4
[311], (6.1) peut étre vrai en N = 4 et seulement darnaineslasses de N = 2 (résultant de la brisure spontanée de N =
2). De tels Lagangiens contiennent un potestalairereprésentarles termeginétiqueset un potentiel Kéhlerien [217].
A partir de I'échelle de Planck, nousnsidéronda superpositiorquantique{ instantons + monopdlgsreliés par une

Fhei =

1
symétrie du type S - dualittz — 92 de Montonen et Olive.
g

Regardonsx présent le domaine de validité des deux configurations. Les indicatidhg.8germettent deréciserla
notion de superposition, introduite, au chap. 5 entre thébdentzienne(monopbles) etEuclidienne (instantons) a
I'échelle de Planck

Proposition 6.1.6Auvoisinage de I'échelle de Planaarrespondand g — o, I'action de superpositioquantique

est dominéear la contributionmonépole i.e. la métriguedominante est Lorentzienne A I'échelle 0, correspondant
g =0, l'action esdualementominéepar la configuration du type instanton -

(i) Limite infrarouge g — . Cettelimite correspondci a I'échelle de Planck et donnelimite infrarouge (i.e.
grandeéchelle) de I'espace de superposition des métriques. Sur Iprite, la solution instanton - dont le poiddans
1 2

R

2
I'intégrale fonctionnelle, donné per 9°(p) , est maximal subitun "cut off" et ne contribue plus a la théorie. En
effet, l'intégrale fonctionnelle n'est plus approximée paplationsclassique. La mesure dinstanton

dp 8n?2
du=k. dx, —=expl ———— (6.2)
° p° p{ gz(m}
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a une boucle deviedépendantle la taille de ihstanton.Pourp — oo, I'équ. (6.2)diverge et induit une instabilité
infrarougedars la mesure ifistanton.Or, G. t'Hooft a montré [488] que le cut a@ffrarougerésulte de I'existenagans

I'action dinstanton d'un terneegendrépar les composantes massives du champ de jauge gravitatidimss|.a 'action
2

JU
S= ——, nous devonadjoindre le terme de t'Hooft, et I'actiongaandeéchelle devient:

8762 2y2,2
=—> +2m°Vep (6.3)

522 2
v étant la valeuattenduedu champ de Higgs dans le vide. Comme—So quandp — <°, alors € 2n*p est
convergentepour toutes les valeurs ge En phase déliggs, il n'existe donc aucunsolution exactedes équations
classiqgueslu mouvementexceptéeses solutionsinduites par les instantons de taille 0.

En résumé, comme rappelé pdr Shifman [463], la contribution instanton aux quantités physiques est proportionnelle a

2 2
e(fl/g ). Celle-ci n'est biedéfinieque dans le domairguasiclassiqueu g— 0, quandle facteure(71/g ) << 1. Pour
g — 20, l'action quantiquede superpositios,,, serédui donc a l'action du type monop&tg, , soit:
2/—
; . _ 970 [io2 2
i — 2= L2 IR [0, 0] (6.4)

Or, a ladifférencede linstanton,la configuration de champ du type monopéle est bien définie. En effet, localement, la
courbureR ne s' annule pas lorsqueR 0 dans le secteurstantonDans le cas datistanton, il n'existe pagl'échellea
la théorie contrairemend la configuration monopole qui admet une échelle. Le rayodu monopole est donc défini, et

la courbureR ne disparait pas dans lenitesder, . Si M, est la masse dmonopdle,son rayon s' écrit,r = —— et

u
lorsque g— <0, r, — 0 et M, — 0. La configuration monopdle interagit fortement avec la théorie et le premier terme

2/—
de.#f, , soit %{"Rlz} est bien défini. Voyons a présent le comportement de la compcmahi'me(Duqba)z.

Pour g— o0, les valeurs probables dans le vide du champe s'annulent pas, conformément aux conditions
asymptotiques des équations du mouvement du cliaqup tendent vers une constantdigfini : g — ®© etr, —

= Du¢a—> 1. Il en résulte que sur limite gravitationnellecorrespondard I'échelle de Planck et polaguelleRZ — 0,

I'amplitude de probabilitd'observeune métrique Lorentzienneest maximale et I'amplitude de probabilitébservemune
meétriqueEuclidienneest minimale.

Nousconsidérons présent léimite inversecorrespondard g— 0.

(i) Limite ultravioletteg — 0. Voyonsd'abord dans I'actiomjuantiquede superposition, la composante monopole

2/—
L 9°(0) o2 2
= IR + D] (65)
9°(P) fy2 .
g—0= T{"Rl } — 0, et¥}, ©@—0) nedépendblus que de la composarsealairedans I'équ. (6.6) :
2
0 (g=0) * IDH¢|| (6.6)
Or, pour g— 0, r,— 0 et M, — <0, de sorte que Isolution monopble est fortement massive sur cétdte et

n'interagit donc pas avec la théotiersquer, — 0, selon la formule dé#/eitzenbock{407], les équations de monopdles

ne possédent aucuselution L2 non-constante suR4, de sorte qu'un monopdle gravitationnel ne peut voir sa taille
tomber a 0 sans passer pardductiondimensionnelle D = 4= D = 3 (ou bien D =5= D = 4 dans le cas du monopble

2
"cosmologique" de dimension 5). D‘cIllDqu" — 0, de sorte que la composante monop#lgg—0) dans I'actionde
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superposition#., tendvers 0 lorsque & 0. La seule configuration de champ susceptible de contribuer a I'action est
donc la composante topologique de la configuration instatifoR -0 « .% . Analysons maintenant le contenu de la

contribution du type instanton a la théoriestgerpositionsachant que g= 0 projette la théorie au voisinage de la
1

> fd4x R
singularité initiale. Pour g= 0 la composante perturbative d@stanton € 9°(0) est supprimée
exponentiellement pour toute valeur non nulle du champ de jauge gravitationnel. Cepeokdérantle terme

topologique9fd4x Tr Ruv R ™Y, la contribution compléte de I'action instanton est :

1 4. 52 ~
d*"xR 4 uv
~ofd*x TrR,, R
i) o v

C i= e (67)

En appliquant I'approximation du point selle pous=g0, la contribution devient, au voisinage minimum de I'action
R=0:

- 0fd4x Tr Ry, RHY
= e

C, (6.8)

Pour R =0, le chammétriqueg,, devient une pure jauge et le terme topologi@:’éd4x Tr RMV R “Y« 0 estdonc

conservé. La théorie, vide des contributions physiques du type effet tundi@hstenton, ne contient plusqu'une
contribution de type topologiqu&édépendantelu champ de jauge gravitationnel. Cette contribution non perturbative,
induite par lachargetopologique déinstanton,a pour unique effet (non physique) de fixer la topologie Riemanni@mne

la configuration 4.e. la signatureEuclidienne{+ + + +} du champ de jauge au voisinage de I'échelle O et au point 0.

Nousdéduisongle (6.1.6) que la théorie de superposition est dominée a I'échelle 0 par les configurations topd®mgiques
champ du type instanton gravitationnel. La signature deésiqueen dimension 4 est dofaiclidienne (+ + + +) au
voisinage de I'échelle 0. Ce résuleiforcele contenu de laonjectures.2.1.

A présent, nous précisons la contributiort'idstantona I'échelle 0.

Corollaire 6.1.7La contribution de l'instantogravitationnela I'échelle 0 est purement topologique et he comporte
aucunecomposante physique. L'action topologique de l'instanton induitsigmature Euclidienne(+ + + +) sur la
meétriquesous-jacentédentifiée a la configuration.

Remarque Par existence effective, noaatendongffets physiques, mesurables par I'amplitdééfet tunnel annulant la
distanced'univers entre delpointsséparés dedspace-tempd.orentzien

L'action de I'instanton ;S= fd4x R R + 9fd4X TrR,R ¥ a de deux composantes :

1
2
9°(p)
(i) la composantdynamiqugphysique)

1 4 %
Si (Physique)= m fd X Fﬂw RY (6.9)

impliquée dans "l'effet-tunnel” dlastanton;

(i) la composante topologique

4 ~
Si (Topologique)™ Qfd XTr RMV R Y (6.10)

La contribution déinstantona l'intégrale fonctionnelle est alors :
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1 4. 02 ~
d*xR 4 uv

-gfd'x TrR,,R

i) oY uv

c,=e (6.11)

et a I'échelle Odonnéepar g = 0, la contribution dénstantonest purement topologique. Or, dhargetopologique Q est

. e . . X| oo .

donc entiéremerdéterminéepar le comportement asymptotique du champ de jddge——0 mais ce n'est pas le
. . . . . X|—=e -1 . .

cas pour le potentiel de jaug,, qui devientune pure jaugd), ., (X)————=U(X)d, U “(X), le vide de la théorie
étant non trivial. Les éléments de jaubh(x) ESU(2), xeS® sont tels que : U =A+io B, A%+ B? =1
et U(X) représentdJ: S - SU(2)= S® ou nous trouvons les applications de la sprﬁ?‘ereprésentant'espace

physique compact®: bord de I'espace*Esur I'espace isotopique de SU(2), également isomor;ﬁ?é. d 'intégration sur

la famille de sphéreS3 implique donc que la signature de l'espace sous-jacent a la configidéiotifié a I'espace
"physique") eshécessairememtuclidienne(+ + + +).

Nous suggérons a présent gu'au voisinage de I'échelle 0, la syFoétiiienneestrestaurée.

6.2 SYMETRIE INSTANTON 0
2

. . ~RD e
Nous proposons dans la suite le point de vue selon lequel la trace du noyau de la chalé@ Tr (-1)peut étreévaluée
de deux manieredualespour 3— 0 et pour 3= co.

Proposition 6.2.1Dansl'espacede superposition des métriques Lorentziennes et Euclidienndiff¢tanceentreles
deux classes dignaturesest uninvarianttopologique, donnpar l'indice del'opérateurde Dirac de lavariété spinorielle
pré-espace-temps, de la forme:

2
Ind D=Tr(1)se P

avec R& ¢, s étantle nombre de métriques. L'indice, constant et égal a 1, donméuiggieLorentzienne a I'échellde
Planck et unenétriqueEuclidiennea I'échelle 0.

E. Witten a montré [522] qu'étasiinnéeune théoriequantiquedes champsupersymétriqud,on peutdéfinir la quantité
I =Tr (-1f , f étant le nombréermioniqueet | donnantla différenceentre le états bosoniquesfetmioniquesdansl'espace
de Hilbert de la théorie. Nowtendon®n supergravité ce résultat en posant :

1 =Tr(-1)S (6.12)

1 donne ladifférenceentre le nombre dinstantons et de monopoles gravitationnels dans I'espace de Hilbert de ke théorie
superposition a I'échelle 0 ®lésignde nombre de métriques de la théorie. L'indice supergravitatidépehdseulement

des modes 0 des état€nergie- les valeurs propres de I'Hamiltonieﬂi2 étant I'énergie - , les étad®nergienon nuls
induisant I'existence de paires monopdlésstantonsDe plus, Tr(-1)° est invariant sous legéformationscontinuesde
I'Hamiltonien et constitue donc un indice topologique de la théoridéftemationquantiquede la signatureal'espace-
temps.Calculons a présent l'indice de I'opérateur de Dirac a partir de la régularisation de la trace.lLilediopérateur

de Dirac est donné par :
R

. 2 2 7fd“‘
t=mrre *? =1r(pse P = fiox][Dyle® (6.13)
cpl

ou cplreprésenteine condition dpériodicitéauxlimites. Le LagrangierEuclidien est donné par :

\4

1 .

: 1 Dy
L= EngXMXV +Eguv(x)wu

Dt
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D'apreq5.3.1),la températur@ . de la variét@ré-espace-tempsl'échelle de Planck doit étcensidérécomme complexe.
Nous posons donc 3 complexe dans (6.17), de sorte que l'indice de |'opérateur de Dirac s'écrit :

B.D?> _ _E=0 _E=0

1=Tr(-1)Se ns - -no (6.14)

ou n représentée nombre d'instantons ef,e nombre de monopdles dans I'espacsuperpositionD'apres (6.1.7)

1
joue le role de constante de couplatyeamiquede la théorie (dilaton compleXe; ) : A = — + 9 et lindicede
g
2
I'opérateurD devient:

: R D% iR D?
1 =Tr-1)Se 7 .e ! (6.15)
2
représentéa fonction de partition des états de la théorie, construit@égriqueEuclidienne
_ y 5 igD? ,
et orrespondau secteur instanton de I'espacesdperpositionEn revanche,Z = Tr € . représentel'opérateur
d'évolution de la théorie, défini seulement rétrique Lorentzienneet correspondau secteur monop6le de I'espaee

superpositionCalculonsséparémentindice I - associé a la variété Riemannienne laguelleest défini 'opérateute
Dirac - et le"pseudo-indice'l” - associé a la variétérentzienne :

. R, D
I'exponentielle Z =Te "

_R. B2 iR D2
IT=Tr(-1)Se " et = Tr(-1)Se 8 (6.16)
(i) L'indice It sur la4-variétéRiemannienne donne Hifférenceentre le nombre dsolutionsself-dualesdu systéme -
. . . . . - R D% . -
instantons - et desolutionsanti-self-duales anti-instantons -: It =Tr(-1)Se ' =i - 1.

(1) L'indice étanindépendante 3, nous posons B = 0. Tous les états possibles de la théorie sont alors excités dans ¢
cadred'une théorie purement topologique ®idievient :

Iz g =Tr(-1)S (6.17)

ce quicorrespond I'échelle 0 de la théorie deperpositiondominée par les configurations de champ du type instantons
detaille 0. La relation entre l'indice donné par le théoréme d'Atiyah-Singecaakiéritiqued'Euler d'une variété nous

permet de poser la valeur ded I'échelle O :

—13 Dz tE= - =
It o =TrnSe 70 = Treps=i50%- [0 =4 (6.18)
L'indice est calculéndépendammentiu Hamiltonien et la théorieorrespondant&st nécessairementopologique. La
différenceentre nombre d'instantons et d'anti-instantons de la configukatididienneest invariente et égale a quelle
quesoitl'échelle de la théorie. Nous pouvons ddaduirede (6.18) le nombre d'instantons a I'échelleofrespondana
I'origine de la variétéspace-temps

al'échelle 0, laxzhargetopologique, ou nombre d'instantons est ile: il existe a l'origine de lavariété de superposition
des métriques un instatgnavitationnelsingulier de taille O - .

Conformément a la théorie de Witten [52Whstantonsingulier de taille O est le résultat lddfondrementen un point
des n instantons et anti-instantons gravitationnels existant & une échelle arbigfforedrementdu gaz d'instantons en
un point peut également éttécritcomme uri'effondremenRiemannien”, dans I'esprit BePansu [419].

(2) Définissons a présent bur lalimite singuliére correspondanf R — co. Sur cettelimite, la solution classique
instanton n'est plus définie, de sorte que le nombre topologique asso@élatilan disparait. L'on doit dong'attendrea
ce que l'indice de I'opérateur de Dirac tombe a 0 sur cetitieeliEn effet, partant de (6.18) :

—R, B2
13w =Tr(-1)Se (6.19)
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B 2
nous observons que lorsqueRe, nous avon® — 0, de sorte que l'indicé idevient| E_, «= 0 sur lalimite.
L'indice de I'opérateur de Dirac est donc bien défini poued3 4outefois, 3— o = T — 0, etlinfinité d'états excités
sur lalimite 3 = Os'effondred 3— o sur un seul étgiossibleLa variétéEuclidienneD = 4 sous-jacente edéforméea

B D

o . . . T T .
linfini en une variété-limit.orentziennede dimension D = 3 + 1, et l'indide; _. ,,, correpondant la caractéristique
d'Euler sur une variété de dimension impaire, s'annule.

(ii) Calculons &résem le nombre de monopdlearactérisanta solution Lorentziennesur les deukimites 3 = 0 et
3 — oc. EnmétriqueLorentzienne, la notiod'indiceau sens strict disparait, mais il subsist@dssibilitéde calculerle
nombre monopodlaire, donné par :

E=0 _—E=0

: 2
= Trense 1% = m (6.20)

(2) Sur lalimite B =0, l'indice monopdlaire Idonné par (9.24) devient :
Iz = Tr(-1)S 6.21
R— 0 (-1) (6.21)

La limite (6.26) corresponch la limite de compactification de la théorlsrentzienne(3, 1) évoquéeen (7.2) et sur
laquelle, pour t = 0, la dimension de la varigspace-temppasse, paréductiondimensionnelle, de 4 a 3 dimensions.
E.Witten amis en évidencecetteréduction[517]. La variété a donc polimite (i.e. pourbord)a t = 0 la3-géométrie
EuclidienneE3, dont lamétriqueest définie positive (+ ++). Or, dans ce cas, la variété sous-jacente étant de dimension

impaire, lacaractéristiquel'Euler,donnéepar |z _, o = Tr (-1)S est donc nulle, de sorte que:

g o =Tr(-1)S=0 (6.22)

et l'indice de la 3-géométrie résultant de la compactification de la théwegrtziennea t = 0 estnul. Nous tironsde
(6.22) que le nombre de monopdles est nul slimige d'échelled, I'on amtliao —W}E:_Oo =0.

(2) Pour R— oo (ech. de Planck et au dela)salutiondonnéepar
2

I = Trense 10 (6.23)

|
devient fortement oscillante. Comme (6.23) n'est pas une distribution, peus,l'opérateur oscillant € se
comporte comme (-B et ne tend pas vers 0 mais vers la valeur constante finie 1. En effet, l'identité d'Euler germet

iR D?
réécrire€ 8
i D 2 2
e =cosD°R +isin DR (6.24)
"y iR D ) o -
(6.24) est de module unité, de sorte gue — 1 lorsque B — <o . Il en résulte pour l'indice sur cetlieite :

Iz » =1, etle nombre monopdlaire est 1 lorsque-3x .

(iii ) Combinan((i) et (ii), nous pouvons maintenasdlculerl'indice de la variété de superpositibﬁ: " =r-
correspondard 3 complexe. L'indigerendalors la forme construitgi-dessus

. R, D2 = - R, D2 iR D?

*=Tr()Se %P = nF0 _pE=0 —qrpse TP e (6.25)

et comme l'opérateur matriciel de Dirac a la structure d'un projecteur, au produit des exponentielledo(B&%)
1 corresponda somme des indiceg &t I, de sorte qué, représentarles instantons et m les monopéles :

. 2 _
1“ = Trepse ™ D* Trense T = par= g - D)+ m-m) (6.26)
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Calculons l'indice de superposition dimites IS etl: correspondard 3, — 0 ety — o0

I5=130 +1g=1G - 1)+ (m-T)

soit :

(i-1)=1 et (m-M) =0,dotly = 1. Demémel =l + 1, =G - i)s+ (M- M), et comme
i - i_)w =0 et (m-M), =1, nous trouvons pour l'indice de superpositiotiindini 1>

15 =1

et aux deukimites l'indice estidentique de sorte que nous pouvons poser dans I'espace de superposition :

= +
1= =1

#17=( - i)+m-m)=1
soitencore, de maniegguivalente

“I'=¢ - 1)-(M-m)=1 (6.27)

- . R + - . . . .
et ladifférenceentre le nombre d'instantons et de monopéles donré par | représentalonc un invariant topologique
de la variété dsuperpositionNous retrouvons alors les ddumites:

R=0:( - i)=1l< (M-m) =0

et a I'échelle 0 laolutiona pourchargetopologique 1, si bien que I'espace de superpositiocaesttérisépar l'instanton
gravitationnel singulier*l de taille 0. Au contraire, sur lémite infinie - i.e. grandeéchelle - de I'espace-temps, la
solution devient:

Re—o: - (M -m) =1, soit(m-M) =1 et al'infini, la solutiondésomais monopdlaire ne présente plus qu'un
monopéble singulier m.

Nous tirons donc de ce quiécédegu'agrandeéchelle, I'indice de superposition est égal a 1 et la variété sous-jacente est
non compacte, du type (3, 1). La configuration topologitpreesspondantest donc celle d'un monopéle gravitationnel.
monopdlaire. Au contraire, a I'échelle 0, l'indice de la variété sous-jacente étant 1, la topmieggondantest alors

celle d'un instanton gravitationnel de taille 0. La configuration monopélaire a I'échelle de Planck est "twistée" en une
configuration du type instanton gravitationnel de taille 0 a I'échelle 0.

De la prop.(6.2.1), nous tirons donc que le point singulier marquantl'origine du pré-espace-tempa I'échelle 0
corresponda un instanton gravitationnel singulier -i.e. d®rgetopologique 1 - de taille 0. La signature surest
hypersymétrique i.e. Euclidienne(+ + + +). Plusgénéralement, lmétriqueEuclidienne(+ + + +) portée par l'instanton

de taille 0 domine la théorie de superposition au voisinage de I'échelle 0 et, dualemétnigjieel orentziennedomine la
théorie au voisinage de I'échelle de Planck. Une question intéressante, deétiner B premiérephase d'expansiate
I'espace-temps dans le domaine de Planck consistm@endrdes causes possibles de la transition conduisant l'instanton
de la taille 0 au rayon de Planck. Nous évoquons cette question au chap. 8. et suggérons gualiiténaieesmena la
phase physique d'expansionléspace-tem®, une phase non physique, de type topologique, induisannénessaire
dilatation des métriques Riemanniennes (gaz d'instantons) depuis I'échelle 0 jusqu'a la longueur de Planck.

Dans le chapitrsuivant,nousconsidérongju‘au voisinage de I'échelle 0, la théorie physique doitrétnplacéepar une

théorie dualei,e. la théorie topologique des champs. Nous proposons alosolutéonpossible de la singularité initiale
de I'espace-temps dansharede la théorie topologique.
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7
THEORIE TOPOLOGIQUE DE LA SINGULARITE INITIALE

Au chap. 4, nous avormliscuté dans lecadrede la théorie KMSappliquéea I'espace-temps a trés hatgmpérature
(températurade Planck), I'existence des deux classes possibles (3, 1) et (4, 0) de signaturestdgua Nous
prolongeons ici les hypothéses des chap. 5 et 6 en disguédgquesarguments d'un gendifférentde ceux utilisés
jusqu'ici et suggérant, a leur tour, qu'ditaite d'échelle3 = O (correspondanf unelimite de temjgrature),la
théorie, de dimension D = 4, devient purement topologique. Dualement, a I'échelle de Plaackp(fnch,
identifitecomme laimite de"grandeéchelle”, la théorie est de type Lorentzien et également de dimension D = 4.
Rappelons que leagrangieradoptéau chap. 5 est de la forme

~ ) .
I-supergravité: /5 R +? R +uoRR

Or, a l'échelle de Planck et, a fortiddrsqueR — 0, il ne subsiste que le terme topologique donnép&R , la
théorie étant alors purement topologique Lagrangien "topologique" estlonc:

Ltop = RR*

De plus, il est intéressant addeverl'un des éléments dinapitre5 d'aprédequel, dans le domaine de gravigantique
(0 < B < lpjanck, la théorie peut étre vue, danskalrede la transformation

. transformation R
instanton D = 4 monopble D =5

comme possedant une dimension supplémentaire (D = 5).i@#guel'existence d'udegréde libertésupplémentaire
pour la métriqueet rend possible I'existence d'une supergravité élargie, autorisant, dans l'espritddexiame
conjecture(5.2.1) du chap. 5, la superposition des deux classemtzienneet Euclidiennede la signature. Nous
considéronslonc I'existence d'urdeuxiémelimite topologique de la théorighysique non triviale, située adthelle
3 = 0 et dondualede lalimite de Witten (— ).

La limite d'échelle0 (limite ultraviolette)dualede lalimite & grandeéchelle (limite infrarouge)de la théorie a un
contenu bien défini en théorie topologique, ce qui suggeresohgion topologique au probléme posé par la
Singularité Initiale de I'espace-temps. leemséquencesosmologiques d'une telBgpproche(notamment pour ce qui
est de I'expansion qué-espace-tempspnt a nouveadiscutéeset préciséesau chapitre 8.

7.1 THEORIES TOPOLOGIQUES

Nous définissons la théorie topologique commeuantificationde zéro, ld_agrangierétantsoitun mode 0, soit une
classecaracteéristique, (V) d'un fibré vectorielV —— M sur I'espace-temps, de sorte que la valeur de I'action :

Sclass =£Lclass = h'\[Cn(v) =keZ (7.1)

est nulle owcorrespondd un nombre topologique. Nous adoptons epgrochedes théories cohomologiques, du type
théorie de Donaldson en D = 4. La propriété de (7.1) est que les fonctions de corrélapénadesréocaux

G(Xy .. ee X)) =(O(X) O(X,)......O(%,)) (7.2)

deviennentlesconstantes deorrélation, indépendantesles opérateurdO(X; ) :

J
EG (XpyeeeniX,) =0 VX
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Définition 7.1.1La théorie topologique des champs est défiaieun champ cohomologique tel’'une fonction
decorrélationde nobservablephysiquegO, O, ...... O,) peutétreinterprétéecommee nombred'intersections

{010,... 0y )= #(H N HN...NH)

den cycles d’homologie K= M ,oq dansl'espacedes moduled 4 de configurations de type instantap(3)]
sur les champg de la théorie.

Selon la définition habituelle de la théorie topologique (en D = 4), celle-ci est établie lorsggelegierdu systéme
est H = 0, et la théorie ebtdépendant@e la métrique sous-jacente. Nous proposodgtendrecette définition en
posant qu'une théorie peut aussi étre topologigedie nedépendpas du Hamiltonien(ou duLagrangien).

Déf. 7.1.2Une théorie est topologique lorsquelk@grangienL étant non trivial, celle-ci ndépendpas dd..

A partir de cette définition, nous suggérons quil existe deeiéme limite topologique de la théorie, non triviale,
dualede celledonnéepar H = 0. Dans ce cas, #10 correspondana lalimite d'échelle 0 associée a B = 0. C'est

précisément le cas lorsgugop = ¢ RR

Remarque7.1.3 Il existe sur ldimite d'échelle &= 0 unelimite topologique non triviale de la théoridyalede la
limite topologique habituelleorrespondané 3 — .

Le contenuthermo)dynamiquele la théorie eggénériguemerdécritpar la fonction de partition :

Z=Tre BH (7.3)
Or, al'échelle R =0, la théorie dépendplus de H. En effet, sur cetliite telle que latempératurelT — o, (7.3)
devient ) = Tr (1) — n et H disparait de (7.3) comptant le nombre d'états de la théorie. 3 apparait alors comme

constante de couplage, de sorte qu'il existe une infinité détats possiddpsndantsle H. Malgré le fait que la
courburede la variété sous-jacente-R « (i.e. H=0) la contributiordynamiquea la théorie est nulle a I'échelleds
sorte que I'on tombe sur une théorie D = 4 purement topologigadtepar le premier invariant d@onaldson

1= > (-1)" (7.4)
i
Lalimite B = 0 est naturellemedtialede lalimite topologique usuelle B> « donnéepar H = 0. Lopérateurdensité

7ﬁH+)LO

du systémeré-espace-temps'écrit p =€ , Ag étant unfacteurde renormalisation du systémiorsque

R = 0, lbpérateurdensité est alors reduit@ = e’\", indépendantde H = 0, caractéristiqued'une deuxiémelimite
topologique de la théoridualede lalimite triviale associée a f@empératurd =0 et a I'échelle B> oo,

Nous avons établi au chap. 4 l'existence dune relation de dudalitéli{¢) entre secteur physique secteur
topologique de la théorie dmiperpositionNous comparons a présent ce type de dualité avec les dusléés
possiblede la théorie a I'échelle de Planck, la théorie étant N = 2.

7.2DUALITES ET CHANGEMENT DE SIGNATURE
La théorie N = Dpossédeleuxgrandesymétries de dualité :

- la S-dualité a pour groupe SL(2) et le vecteu(FD ,F) est transformé en un doublet de la forme :

S (FFD>$(2 Z) (FFD) (7-5)

- la T-dualitéa pour groupe O(p, gZ) et donne la transformation :
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T (FFD)L (FDF* F) (7.6)

Or, notre hypothéese est qu'a partir de I'échelle de Planck, la théorie palécétepar une symétrie plugénérale,

non perturbative, unifiant les dualités S et T et mélangeant le modéle sigma et les constantes de couptagde.de la
Il s'agit de la U-dualitéC.M. Hull et P.K. Townsendont en effet établi [282] en dimension D = 6 que l'action
effectivepour lacordede type llcompactifiéesur un 6-tore est la supergravité N =c8ractéisée par une symétrie
dualité . Or en régimguantiquecelle-ci est brisée en un sous-grodseret

E/(Z) — SL(2, 7) x O(6, 6:7)

contenant a la fois le groupe de T - dualité O(&7)6et le groupe de S-dualité SL(Z). Le groupe de symétrie-miroir
E7 (£) est une U-dualité"exactede la théorie, telle que U =@ T. En dimension 6, laordede type IlA sur K3 est

équivalente lacordehétérotiquesur T4, cett@quivalencetantdécritepar le groupe d&-dualité O(4, 20, #). Le O-
mode du dilaton est relié au couplage dedaleg et tous les champs scalaires de la théorie ont une contribution
équivalenteLa compactification en D = 4 sur le 2-tore dohéguivalenceentre le champ T de leordede type IIA et
le champ S de leordehétérotiqueau sein du champ U dedardede type IIB. Il en résulte la dualig&néraleS/T —

U éwoquéeen (4.1.4) evérifiéepar C. Kounnaset al entre lacordehétérotiqueEg x Eg sur K3x T2 et la cordede
type Il sur les variétés Calabi-Yau.

(ifi ) Nous conjecturons, a partir dé)( l'existence d'un&-dualittU = S® T entre le secteur physiq@échellede

Planck) et le secteur topologig(éehelle0) de la théorie. Cette U-dualitéchangearia dualité S entre couplages fort

et faible et la dualité T entre échelle de Planck et échelle 0, nous permet de poser l'existence dansda variété
superposition d'une dualitde forme" (au sens de Blerlinde [508]) entre I'origine singuliere et lamite "a grande
échelle"(échellede Planck) de la variétég. entre le vide topologiquéchelle0) et le vide physiquééchellede
Planck) de la théorie :

U-dualité
>

Vide physique (B ¢'pjanck monopole(+ + + + -)) Vide topologique (B 0, instanton(+ + + +) )

Alors:

Conjecture 7.2.11l existe une symétrie dedualitéU = S® T entrele secteurphysique(échellede Planck) et le
secteurtopologiqueéchdle 0) de la théorie.

A l'appui de cette conjecture, rappelons les résultats Mie Hull qui a montré [285] que la théoriialede lacorde
Euclidiennecompactifiéesur uncerclegenreespacede rayon R est laordeLorentziennecompactifiéesur uncercle

genre temps de rayon 1/R. Considérons ainsi une théorie avec un "target space" plat muni d'une dienension
coordonnéeX ~ X + 1, de sorte que l'action tworld-sheet"associée inclut

1
S=24 Efdzor?axaa)(t.. (7.7)
ouA = R2 pour uncerclegenreespacale rayonR et A = —F\’2 pour uncerclegenre temps de rayoR. 0? sont
les coordonnéedu"world-sheet" La T-dualitépeut étredtudiéeen jaugeant la symétrie % X + ¢ selon [285], ce qui
1
donne l'action S =fd2()(§)\.DaXDax + eabAaabY+. ) oo DX =0d,X-A. Le multiplicateur de
Lagrangempose la contrainté,p, = 0 (F4p = 0,4, — 9pA,) etimplique queA soit une pure jauge. Le champ
multiplicateur Y est a valeur sur leercleY ~Y +1. Les termes impliquanX peuvent étre jaugés de sorte oy
&

1
devient un champ auxillaire qui peut étre émiminé padomner S =A'§fdzuaaYaaY+... ou A'= —E, £

étant uncoéfficientdans lidentitée®e®® = e(hachbd — hadhbc) ou hy, est lamétriquedu world-sheet.Alors
¢ =—1 pour un wdd-sheet_orentzien etz =1 pour unworld-sheetEuclidien. L'on observe alors qu'a partir d'un

1
feuillet Euclidien, l'on aA'= _I et uncerclegenreespacgresp. genre temps) de raydd (danslequel X est a

valeurs) eséchangé@vec uncerclegenre temps (resp. gergspacede rayon}{? dans lequel Y est a valeurs, ce qui
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montre que la signature de l'espace des X est modifié€-dumlité correspondalors a l'applicationX——=Y ou
9 X =Eab6bY, d'01‘1(8X)2 = —e(ﬂY)z. Nous pouvons en tirer en dimension D=3+1 ctampactification a

I'échelle O, de ldirectiongenre temps det sur lecerclegenre tempsﬁ1 de rayon R = . Dualement, a I'échelée
Planck et au dela, ldirection supplémentairgenreespacedec+t estcompactifiéesur le cercle i genre espacege

rayon R = 1/3, i-dual deerclegenre tempﬁl.

Les résultatprécédentsuggerat donc une possible interpolation, entre I'échelle 0 et I'échelle de Planck, entre la

forme euclidienne et la forme Lorentziennede la meétrique. Ceci suggere l'image d'upseudo-gravitétri-
dimensionnelle couplée & deux modéeles sigma bidimensionnel, couplage du type :

SL2 B SL2 W
So@) | so@)

(+++)x

D'une maniére générale, nous proposons l'existence, a I'apraitegued'un couplage entre le tensenétriqueet

les champs scalaires complexes de la théorie. Considérant la fluctuation du champ de gravitation, nous nous
intéressons aux fluctuations possibles de la signaturerdéttaueautour d'unesolution classique, ce qui nous

amene aeecriregy,y sous la forme g, =n vy + hyy. La composanta,, représentéa partie non fluctuante de la

métriqueet h,y exprime les variations autour dedalution classiqueny,. Nous conjecturons alors que la nature

complexe du champcalairedilatonique peut étreconsidéré comme étant une source possible déd@uble
signature" de lanétriqueen phase de superposition. Cefpprocheest distincte de celdéveloppéau chap. 4.

Conjecture 7.2.2 Partantd'unesignatureLorentzienne en dimension®4, en supergravitéN = 2 et l'action
restanthermitienne, leouplageentreun champscalairecomplexegc et le champmétriqueLorentzien g, R peut

autoriserla fluctuation (3, 1)— (4, 0)— (3, 1) de lamétriqueg,,,. La réciproquerestevraie en partantd'une
métriqueEuclidienne.

Soitg le déterminantle lamétriqueg,,. Le couplagegéneériquel” entre le champlilatoniquecomplexe ®¢ - ou
champ S de Syberg-Witten - et le chamftriquepeut s'écrire eaupergravité

I'= dc.4-g R (7.8)

Le signe dwéterminantle g,, dépenddu dilaton complexe. Eeffet
I'= @ +i®)y-gR =@ J-gR+ i®j g R (7.9)
douT = @ J-gR + ®jfg R

et le couplage entre l'axio®j et le déterminantde la métrique .‘/-g induit une possible  "superpositiodg

signature (3, 1= (4, 0) de lamétrique lesquelles expriment la superposition des thédrmentzienneet
Euclidiennea I'échelle de Planck..

Desapprochegprécédentesjous tirons I'existence dumerrespondancprofonde,du type symétrie de dualité, entre
théorie physique et théorie topologique.

Proposition 7.2.31l existe,a I'échelle de Planck, une symétrie dimlité entre 'anneaude cohomologieBRST
(secteur physique de lathéorie) et l'anneau de cohomologie deebpacedes modules des instantorfsecteur

topologique).

Soit,a I' échelle de Planck, les groupes de cohomologie BRST, dont lagénéeéquerappeléadans [217] est :
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(9)
() _ kerQgrst
H =P 7.10
e imQSRST 70

ou QIE’EI%ST est lachargeBRST agissant sur lespérateursdu nombre fantdme g. De la théorie de Donaldson
[178][179], nous tirons l'existence, a I'échelle 0, des groupes de cohomologie construits par de Rham :

) 0]
(), - (K) kerd
H (Mmod) = m (7.12)
ou d(') représentda dérivéeextérieureagissant sur les formetdifférentiellesde degréi sur Mr(]i%d. La théorie
topologique réalise alors I' injection d' anneauxsuyi :
* Ay g t *x( (K) de L), (K)
HBRsT=® ¢ _'g HBRST—~H (Mmod) =®;_H (Mmod) (7.12)
qui, selon des conditionméciséeglans [217], devient un isomorphisme danneau. Selon [217], il existe donc un

chemin injectif du mode physiqdars le mode topologique. Traduisons a présent it partir des observables et
des cycles dhomologie de la théorie. Soié}it les observables physiquesnsidéréestelles quune fonctionle

corrélation de n observables est le nombre donné par la matrice d' intersections H
{0, 0, ... 0} = #(H{NHyN ... N H) (7.13)

nombre associé a n cycles d' homoloble C M 1,04 dans I'espacedes moduledV 1,54 des configurations du type

instantons gravitationnel&¥[¢(x)] sur les champs gravitationnglsde la théorie. Le secteur physique de la théorie est
décritpar le membre de gauche del' équ. (7.30) et le secteur topologique par le membre de droite. L'oguebserve

(OlO 5 ... O n) =0, i.e. la théorie a un contenu physique ssi :

AU =[9"], d*x (7.14)
jM étant le courant fantdme degrék, AU son anomalintégrée Par ailleurs
dy = dimp Mfﬁ())d (7.15)

est la dimension de I'espace des moduleegiek. A partir duth. d' Atiyah-Singer, I'on montre quaU) = dk- De
ce point de vue, les fonctions de corrélation d' un esemble d' observables locales

G(Xq - Xn) ={0(%) ... 0(%)) (7.16)

se réduita I' intégrale surdspacales modules du nombre de classes de cohomologie de I' espabardeBRST Q
associée est de la forme :

Q=3 (1r (7.17)

Lorsquela divergencedu courant fantdme est non-nulies. 9* j , =0, alors la théorie oscille entr®() et (H) - i.e

entre labranchede Coulomb et ldranchede Higgs dansdspacele superposition des métriques - . Pour le mode 0
I' échelle*j ,= 0, alors

{0,0, ... 0y =0 (7.18)
ce qui suggére que sur cditaite, la dimension ded'spacales moduled/l ;o4 tombe a 0. En effet, aprés intégration

fonctionnelle sur ledegréde libertés vides de la théorie, les observables physiquesésluitesaux formesfermées
Q; dedegréd, ce qui signifieAU = dim M yqq et lorsqueAU = 0, comme il n'existe pas ebpacede plongement
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pour lespacales modules, la théorie est alors projetée dabsatechede Coulomb,a I origine deM qq, Sur un

instanton singulier de taille 0 identifié a I'espace-temps a I' échelle 0. La sigc@tespondanta ce secteur de la
théorie esEuclidienng(+ + + +).

Pour renforcernotre hypothése damite topologique a I'échelle B = 0, nous suggérons pouclure gua I'échelle
3=0, I'on peut retrouver, sur la topologie Riemannienne de la v@é@igante pré-espace-temde premier invariant
de Donaldson. Ceci nous incite & voir dans la théorie topologiqusolutéonau probléme de la Singularité initiale.

7.3 SINGULARITE INITIALE ET PREMIER INVARIANT DE DONALDSON

Du point de vue topologique, les invariants de Donaldson sont obtenus a partir desatasggstiqued'un fibréde
dimension infine sur la variété de dimension inficé@oniquemerdssociée a une variété de dimension 4:

Définition 7.3.1 SoitunevariétéM de dimension 4 efoitle fibré vectoriel :
(M, P) =g p T(A% ® AdP) — (M, P)

Alors, la classal'Euler de ce fibrédonnéepar :

e{A(M,P) x5 m py T (A% ® AP} EH™ M{(B(M,P) ; Z} = H{B(M,P) ; Z}
est I'invariantdeDonaldsondeM. L'on pose quk est un nombréni et
Hwik{fB(M,P) y 7} =H {B(M,P) ; 7} est ladualitédePoincaré.

A partir des défs. ci-dessus, nous proposons de metéadamceque le point "singulier'ti'échelle = 0, détectépar
la théorie topologiquesorrespondiu premier invariant deonaldsonde la théorie.

Proposition 7.3.2 Lalimite des hautes tengpaturesde la théoriguantiquedes champsorrespondan& 3= 0 dans

la fonction departition Z = Tr (-1)Se - BH donne lepremierinvariantde Donaldson. Laignaturede lamétriquede la
variétésous-jacentele dimension 4 al'échelle 0 est donc symétritpatidienne (+ + + +).

Remarque La limite topologiqueordinaire de la théoriequantiquedes champsdécrie par l'invariant de Witten

Z =Tr(-1)" est construite & partir de la fonction de partition Z = TP&1$Hpour les valeurs nulles (dnvariantes)

de H. Or, nous proposons ici une nouvdileite topologique de la théorie des champs, non triviale, construite non
plus & partir de H = 0 mais de 3 = 0. Le théor. de Gilkey-Patodi [240] [241] précise le contenu de l'information
_tm2
topologique sur ldimite 0. Lorsquet = 0, a partir de Tr (-1) e tp

t—0

Hamiltonien Dz(carréde l'opérateur déirac). On trouve alors le secteur topologique non trivial de la thédued,
du secteur topologique habituedrrespondand H = 0. Dans ce cas, la fonction de partitredonnela structure

topologique de l'invariant de Witten Z = Tr (31) mais Z est alors associé au mode 0 (B = 0) de I'échelle du systéme :

, la théorie devienindépendantedu

Z =Tr(-1p
0

. . . . . . n; ') N
Ce nouvel invariant, isomorphe au premier invariant de DonaldsorE( =1)"' estexplicitement associé a la

|
singularité initiale dypré-espace-tempatteinte pourr la valeur R =0 de la fonction de partition des états. Pour cette
raison, nous proposoiiappeletinvariant de singularité" ce nouvel invariant.

Arguments Soit Z = Tr (-1} e ~ BH . Z peut étre interprété comme la fonction de partition @repératured?
associée a un ensembligcritpar la matrice densitgé= (-1fe *H. Nous pouvons alogrire:
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Tr(-1)%e =& = [do (t) dy (t)exp- S (¢, ¢) (7.19)

CPB

A la suite des travaux de Witten [516], il a été montré paddvarez-Gaumg6] qu'étantdonnéeune théoriequantique
des champsupersymétriqud’on peutdéfinir I'invariant topologique | = Tr (-1) f étant le nombre fermionique. Nous
suggéronsl'étendreen supergravité ce résultat, afin qedit possible a partir de l'indice de l'opérateur de Dirac de la
variété spinoriell@ré-espace-tempdedéfinir I'invariant topologique

1 =Tr(-1)S (7.20)

1 donne ladifférenceentre le nombre d'instantons et de monopoles gravitationnels dans I'espace de Hilbert de la théorie
a I'échelle 0 et «désignele nombre d'instantons. Les propriétés de la supergravité sont telleindice

supergravitationneflépendseulement des modes 0 des éthénergie- les valeurs propres de I‘HamiltonieB2
paramétranténergie - , les étatéénergienon nuls induisant I'existence de paires monopdlastantonsTr (-1 est

invariant sous ledéformationsontinues ddD2 et constitue donc un indice topologique de la théoriééftrmation
guantiquede la signaturd'espace-tempge calcul de l'indice de l'opérateur de Dirac a partir de la régularisation de la

trace (7.22) donne l'indidede 'opérateur de Dirac :
R
7fdtL

=Tr(-1)S e e D* _ f[ Dx] [Dy]e © (7.21)

cpl
avec R € C. Lorsquel; = 0, lalimite de la fonction de partition Z = Tr (-8)e B H est :

. 3 2
T=TrTre B P

Zy=Tr(-1)S (7.22)

et Witten a montré que Tr (Mpeut étre compris comme l'indice dapérateuagissant sur l'espace de Hilb&ttdu
systéme. Partageod§ en unsous-espacenonopdle et ursous-espacénstanton#( = ¥ , + # ; Q étant un

générateude supersymeétrie il résulte de (7.19[)(,@ =0, d |lp> =0.% ,et#,; définissat les états monopdles

et instantons a I'échelle 0. Comme Q est adjoint*demegardde la norme de I'espace de Hilbert, l'on a Tr $-B

Ker Q - Ker(j, de sorte qu'en tant quindice topologique, TrS(e$} invariant sous legéformationscontinuesdes
paramétregle la théorie qui ne modifient pas le comportement asymptotique de I'Hamiltonien a haute énergie. Le
Hamiltonien correspondau Laplacien sur les formes H dd* +d*d et I'espace des étatiénergie0 est donné par
I'ensemble des formes harmoniques paires spr M

n
Tr (-1)Se ~BH = (M) = E(—l)kbk (7.23)
k=0
ou (M) est lacaractéristiquel'Euler de M elh le i ®menombre de BettiA = Tr (-1Pestindépendantle B, les seules
contributions &A provenant du secteur topologiqdiénergie0 : A =n; E=0)- N, (E=0y A est donc un invariant

topologique. Montrons que cet invariant est le premier invariant de Donaldson. La constante de couplage g de la
théorie est dimensionnelle : g g'(p), p étant le rayon déinstanton.La limite 3 = O implique donge = 0 et
correspondau secteur des instantons de taille 0. Or, slimige 3 = 0, Dim M, = 0.Lorsque la dimension dlespace

des modules des instantons est nah les invariants de Donaldson sont donnés par :

Z(yq . vy) = fDXe’Sl_[ fWkl <n > (Dim M, = 0) (7.24)

Qu'en est-il de ces mémes mvanants lorsque Iespace des modules est de dimensiosdlutfohast dans la
correspondancentre les invariants de Donaldson sur les variétés de dimension 4 et les groupes d'homologie de A.

Floer [216 - 518] sur les variétés de dimension 3. Coupons la 4 - variété M en deux paféesées ™ et M ~:

M=MT Uy M- (7.25)
ou les bordsde Met M - sont des 3-sphéres d'homologie. Soiefited S~ les sphéres d’homologie formant les
bords de M et M ~. Considérons leur homologie de FloerHfV*) et HF (M"). Pour unechargetopologique
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donneéek, nousconsidérondes instantons gravitationnels sur les 4-variét_é§ &M ~. Lessolutionsdes conditions
aux bords permettant définir la connexion sur les bor&' sont notée<C' . Dans ce cas, C.Nash a montré [410]
gue l'espace des modules des instantons sur la Variét&eM devient c'nC = M . Les conditions abord
permettent de construire deux classes d'homologie de Fﬂge]r:f HF (SI). Donaldson montre que le couplaige

ces classef®ndéessur la dualité de Poincaré donr@T] x [C ] = (M), oli x représentde couplage des cycles
d'homologie. Or, d = Borrespond la dimension O de I'espace des modules. Dans ce cas, il a été montré [410] que les
invariants de Donaldsateviennentiesentiers. En effet, I'évaluation de l'invariagt (1) implique d = dim My /2.

La chargetopologique k doit donc satisfaire I'égalité de Witteoitdim M = 8 p (E) - % & (M) + a(M)), ou p

(E) est le premier nombre de Pontryagin du fibré donnachdagetopologique de la configurationy (M) la
caractéristiqgual'Euler eta(M) la signature dévl. Nous avons alors §(E) - %(X(M) + o(M)) = 0 et l'espace

modulaireM, estréduita un ensemblgiscretdepoints.Pour dim M, = 0, les invariants de Donaldson &eluisenta
I'évaluation de la fonction de partition Z, exprimée comme une saafgébriquealternéesur les instantons :

Z= E(—l)”i (7.26)

i désignantle f™einstanton et = 0 ou ldéterminante signe de sa contribution & Z. Donaldson a montrélesir

bases topologiques [178] que lorsque dim M O, alorsz(—l)ni est un invariant topologique non polynomial,
i

réduit & un entier. Nous retrouvons le méme résultat & paFﬁ&ge= {Q , Aaﬁ } La fonction de partition Z a la
température’1 a la formegénérale Zq=Tr (-1P e BH. Pour B =0, § devient Z =Tr (-1f. Or, Tr (-1¥ est
=0
isomorphe :512(—1)”i . s et p donnant dans les deux cas le nombre d'instantons de la th&rieTr (1 redonne
. =0
|

donc le premier invariant de Donaldson, et projette la théorie physigemtziennesur la limite topologique
Euclidiennepoudim M, = 0. Une autre maniére de parvenir a ce résultat consiste a poser :

1
<P> :22 DFexp [-§ P(F)

1
Pour S =0, I'on obtient, d' aprés Donaldson [179] < P >Z-:E P, . Or, lorsque dimM =0, < P > seéécrit:
My

1 . :
<P> =7 E(—l)n' =k, desorte que Z i(—l)n' , comme requis.
i i

A la limite des hautetempérature8 1 = 0 paramétrant échelle 0 de la théorie, la fonction de partition Z ndosne
donc le premier invariant de Donaldst#eritpar I'équ. (7.26), projetant la théorie physidyoeentziennesur la limite
topologiquesuclidienne.

Une question ouverte est, naturellement, celle du début de I'expansjma-ekpae-temps : commengxpliguer la
transition de I'échelle Ggprésenté par un instanton singulier de taille 0, a une échelle non nulle ?

Dans le chap. suivant, nous considérons, entre I'échelle O et I'échelle de Planck, l'existence d'dfexpaasen
topologique"précédant'expansion physiqustandard.Nous nouseffor¢ons ainsi de compléter le point de vue
topologique sur la Singularité Initiale, en discutant notamment I'expansionsdiutéoninstanton de taille 0 ainsi
que I'amplitude topologique associée a I'échelle 0.
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38
THEORIE TOPOLOGIQUE DE L'EXPANSION
DBRE-ESPACE-TEMPS

Le point de vue suggéré dansdmenierchapitre par nos résultats et conjectures antérieurs (notammentieseux
chaps 5 et 6) est que I'on peut raisonnablement supposer I'exiat@@deuremert la phase physiquexpansion

de I'espace-temps, d'une phase d'expansion de type topologique. Nous proposons I'hypottepeetelarsource

de ce "Big Bang topologiqueésidejustement dans le terme topologiqueRR* du Lagrangiende supergravité
proposé au chapitre 5. En effet, ce terepésentéa densité dehargetopologique deihstanton.Or, a I'échelle 0,

ce terme devient divergent, de sorte que l'instanton O est instable et tendzjpiodre son état fondamental, a
maximiser son rayon. De la I'expansion deskution instanton singulier de taille 0. Certains arguments
complémentaires présentés au chap. 6, en relation avec la théorie des instantons gravitegimergidausible
I'nypothése selon laquelldyrantla phase topologigusécriteau chap. 7, peut étcensidérée comme modéld'une
"expansion topologique" dpré-espace-tempsgexistence d'une dilatation de faétrique Riemannienne depuis
I'échelle 0 jusqu'a la longueur de Planck, une telle expansion éxacstementdécrite par le monopble
gravitationnel cosmologique de dimension 5 discuté au chap. 5.ddorigonscette expansion comme l'inverde
I'effondremenRiemannien de Cheeger et Gromov [419]. Dans une patspectiveassociée auprécédentesious
discutons également l'idéesquisséau chap. 4, que le flot des poids de l'algébgg; Me type 4o correspondan
I'échelle Oengendrainedynamque en temps imaginaire puyalede ladynamiqueen temps réel mise evidence
par A. Connes [149], et vue ici comme source daylsamiqueen temps réel. Nous discutons, en conclusion, un
Principe de Singularité possiblemdandésur I'existence d'une amplitude topologique associée a I'échelle 0.

Note De mémequedansle chapitre5, danscechapitre, notre propos n'est pas @enstruirede nouveauxésultats
mathématiquemais plutbt d'utiliser certainesnotionsde la théorie dealgébresde Von Neumann pouétayerles
motivationsphysiques de notrecherche.

8.1 FLOT EUCLIDIEN A L'ECHELLE 0

8.1.1Flot despoidsdeM; et pseudo-dynamiqueEuclidienne

Certains résultats obtenus au chapitre 4 a propos du flot des poids de I'Mgﬁ@rde typell , décrivantles états

de la métriques singuliere a I'échelle 3 = 0, nous ont inddi§caterl'existence d'un&dynamiqueEuclidienne"a
I'échelle 0, susceptible de fournir un modéle plausible de I'expansipré-@space-temps partir de I'échelle 0 et
dont la sourcedualede la sourcd.orentziennemise enévidencepar A. Connes eC. Rovelli dans [147], est
puremenglgébriqueNous proposond'associecettedynamiqueEuclidienneau flot des poids dtacteurMo'l .

Conjecture 8.1.2 Le flot des poids déalgebre Mg ;, ergodique,engendrea I'‘échelle 3= 0 unedynamique
Euclidienneentempsimaginaire pur que I'on peutonsidérer commesourcede ladynamiquesntempséel.

Mo 1 est un facteur hyperfini de typedl Plus précisément, si nous appelons M= R® F le facteur du type ®1
correspondant a I'echelle singuliere 0, comme toutes les transforneajodisjues a partir de . (flots associes a

I'éch. 0) sont faiblement équivalentes [149p Mest un facteur hyperfini, du type ITPFAdiki-Woods [31]. Le

facteur Mp 1 est alors canonique. Plus généralement, il existe ainsi trois échelles (correspondant aux trois régions du
cOne de lumiére cosmologique danshéma (0.1) :

(i) I'échelle singuliere (échelle 0 associée a R3=0) decrite par I''TPFI dédypequi est Mp 1 ;

(ii) I'échelle quantique de superposition @8%. pjancR, Nnon commutative, décrite pargMITPFI de type I, soit
Rj, = lloo =<lg Z. Nous écrivons alors ik M g1 =<l Z.
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(iii) I'échelle semi-classiqué3(>A planck, commutative décrite par le facteur pMde type I.

Nous proposons d'établirfdausibilitéde (8.1.2) au terme des tr@ignjecturesuivantes :

Conjecture 8.1.3Le flot des poid®) del'algébreMq estconservéa | ‘échelle 0 .

Note: al'échelle B =0, Y= M g 1><ls Z est entierementécritpar Mg 1, de sorte que le flot des poids dg M
se reduit alors au poids dominant dg M Pour illustrer le propos, nous continuaependant parler de flotdes
poids de M

Soita présent I'application  : Mq > Mg telle que:
0(Mg) = A" Mq A" avecEe T

o; étant le groupe a uparametredes automorphismes de I'algebrg dié type Ill correspondana I'état o de la

meétriquequantiqgueDans ce ca@chellequantiquede superposition), selon nos résultats du chapitre garkemeétre
d'évolution du systemgré-espace-tempgeeut étreconsidérééomme holomorphe.

A présent, considérond'instantt = 0 (a I'échelle singuliere R = 0) gwé-espace-temps.e groupemodulaire
associé a letato sur Mg a un instant t deviensoM = M et ['évolution temporelle paramétrée

paroy (M) = e'HtMC e Mavecte redonneM¢ = Mg, 1 pour t = O:
T, (Mc) =Mc=Mo 1

A \ . . L . HR - HR N
De méme, I'évolution en temps imaginaire pdonnéepar 0 z(M,,) =€ "M, € redonneMqg 1 a
I'échelle B = 0 du systéme. L'on peutdéduireque les automorphismes généralisés en temps holomorphe exprimés

par ot(Mq) = A" Mg A" avecte C redonnenencoreMo, 1 pour tomplexe= 0. Une autre maniére, plus

suggestive, de parvenir au méme résultat consistenaidérerle groupe des automorphismes en temps R
complexe, de la forme :

og (M)=e"*m, e H*

L'on observe que poug? 0, Uf3c=0(Mq) = Mq , lequel s'écrit =M o1 =<y Z. Mais sur lalimite R; = 0,
la factorisatiorsemi-directepar Z disparait et Mg devientisomorphe agvk : Mgrc = 0) = M 0,1. Or, surt =0,
lesthéoremede Tomita et d®adon-Nikodymdeviennent vides et il n'est plus possitdengendreune évolution
temporellecorrespondaraux constructions du type Connes ou Tomita-Takesakieamche)a théorie des poids
permetd'énoncemqu'at = 0, l'algebre lylconserve(i) le poidsp qui la definit et ii) le flot W, des poidsde
l'algébre M sous l'action de*a . La définition tirée de l'action multiplicative d@+*, @ — A@est

indépendantelet. De méme dans notre approche, le flot des poidsgestientierement defini par la trace dg M
et corresponchu poids dominant donné par

p(A)=eBH A ePfH (8.1)

et I'on observe que(A) estindépendantet. Lorsquet = 0, le flot des poids est domonservéet est donné,
conformément aux résultats du chap. 4, par les automorphismes gletemps imaginaire R = i engendrante

flot ergodiquep(Mp,1) des poids de l‘algebre.

Etablissons a présent le lien entre flot des poids et existencelghameiqueEuclidienne.
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Conjecture 8.1.4A I'échelle 3= 0, I'on peutconsidérersur la variété pré-espace-tempgonnéepar la géomatrie
de l'instanton singulier de taille 0 upseudo-dynamiquiemannienneorrespondantu flot des poids déalgebre
MO,l'

Arguments F. Combes a montré [137] que I'existence dalgebrequelconqueM et d'un étatn sur M implique
nécessairemenkexistence d'un flot des poids de M assoSiéita présent \j 1, I''TPFI de type lto correspondant

a I'échelle O de l'espace-temps. De méme qu'en temps réel, il exidigmaméguecanoniquedonnéepar le groupe
modulaire, il existe donclanstantt = 0 au niveau de l'algébregy une ‘pseudo-dynamiqueintrinseque donnée

par le poids dominant de 4 dans l'espace des poids du facteur. La proposiiton 4.4.1 suggere que le poids
dominant de M ; - que nous interprétons comme flot dans I'espace des poids, ge MEcrit un flot temporel
Euclidien, correspondantaux automorphismes de ¢Midonnés, en temps imaginaire di=it, par les
automorphismes deyh :

HR - HR
opr(My,) =€ "My, e (8.2)
L . . iHt —iHt PR
le flot temporel exprimé par les automorphismes Lorentmqr@/lc) =e M. e étant alors prolongé, a
t = 0 par le flot Euclidieno z(M,,) =€ HBMQ1 e Mt e groupe unitaire a uparamétreen temps réel

associé éut(l\/lc) , soitU(t) = A't conservebien l'opérateumodulaireA pour t = 0, ce qui permet I'extension

analytiguede A: A — A et il devient possible de construire le prolongenserdlytiquedu

Lorentzien Euclidien

groupemodulaireLorentzienoy (M) = At M. A versle groupenodulaireEuclidien :
0p(My,)=A 8 Mo; A

Or, la dynamiqueEuclidienneest canoniqguementssociée a l'algébre M. En effet, I'existence des poids est

associée aux algébres Hilbertiennes & gauche. Dans le cas de mesures non bornées relatives au domaine non
commutatif, toute algébre de Von Neumann est digfioie par un poids. Inversememl. Tomita a montréque

toute algébre Hilbertienne a gaucheawjendrégoar un poids semi-fini, normal &tléle sur une algébre de Von

Neumann a gauche. A toute algebrgdd Mo 1, nous pouvons donc associer I'analogue d'une mesupeeqdila

forme du triplet :
{o,. Mg 2.1} (8.3)

le groupemodulaireX,, , trivial pour A = 1, est unimodulaire. Ainstantt = 0, le groupenodulaireLorentzien
peut étre prolongé par le semi-groumpedulaireEuclidien et le triplet (10.3) devient:

{vaqug{}

et nous retrouvons le flot des poids naturellement assoc'q’am)Mt = 0. Or, la naturergodiqued'un tel flot a été

démontrégar Takesaki [484]. Considérant un point (p, q) darsous-espacg de I'espace des phases Hespace
de Hilbert des fonctiondynamiquedde carréintégrable surS, selon le théoréme de Von Neumann , le produit

intérieur (f, g) = j‘f(q, P) g (q, p) d ¢ définit une norme] f| et il existe une fonction f telle que

S

B|ian||f -f|=0

R représentariti températurelu systéme. Pour que th. principal de Von Neumansoit vrai, aucunédrajectoire
d'aucurpoint sur le flot des poids ne peut rester confinée sous-espacee I'espace des phases. Dans ce sens, soit
{X, u}une mesurstandards - finie et {S,) un groupe a uparametrele transformations sur {X i} tel que (t, x)
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ER. X S x&X estune application Borelienr@&oitC = L*(X , ) etsoitd t(@X=a 6;1 x), ac C,

t € R, x € X. M. Takesaki a montré que {(} est ergodiqueen ce sens que € =cC. Le flot ergodique
correspondard été construit par A. Connes [149] et classifié paKidéger[318] etreprésentein invariant W(M)

del'algébre M impliquant une action multiplicatige— A ¢ deR” sur les poidsp de l'algebre. Cette action est
ergodiqueet & : R > Out M = Aut M / Int Mest indépendantadu poids de l'algeébre. Il existe en effet un
homomorphismeanoniquede¥ dans Out M définissant une classdépendantelu choix dep: & (t) = Classede

g (pt, I'image deéd étantcontenue dans le centre du groupe Out M et T (M) =8ermant un sous-groupe dg

invariant deM. Nous proposons donctemplacemensur M de la classe de poigsLorentziens par une clasge
poidsy Euclidiens sans modifier le résultat général de Connes. LerfjotligueEuclidienreprésentanie flot des
poids s’ écrit dond, :

R* > OutM=AutM/ Int M

et conduit a l'existence du groupedulaireEuclidien construit en (4.4).

A présent, notre troisienm@onjectureest que le flot en temps réel peut éorsidér&commeengendréar le flot des
poids en temps imaginaire

Conjecture 8.1.5Leflot d'évolution entempsréel sur I'espacede superpositiors peut étre considérécomme
engendré I'échelle 3= 0 par le flot des poidsdel'algebre Mg 1 detype Wo

Note : partout dans I'étude, @/ intervenant dans iy= Mo 1 =<y Z est unfacteurhyperfini de type i, ITPFI.

Arguments Nos arguments du chap. #diquentqu'il est raisonnable deonsidérerqu'a I'échelle de Planck,
I'espace-temps estoumisa la condition KMS . Une telle hypothése implique, dansliestes de la bande
holomorphe de largeur B = |, . que le flot temporekoit égalementconsidérécomme holomorphe. Or,

considéranune algebre de Von Neumann M et un pojdsormal etfidéle sur M, (i) le théoreme de Tomita
montre que le groupaodulaire (pt A est l'unique groupe a yraramére d'automorphismes degMvérifiant la

conditionKMS. L'on en tire qu'a tout poidi&lele sur M correspondin groupe unique d'automorphismes de kéd
que:

o (Mg) =A% My A" (8.4)

ou I'opérateumodulaireA(p est lecarrédu module déinvolution x — X", opérateumon borné dans3_(M,¢)

complété de[x &M, @ (x* X) < OO} correspondardu produiscalaire < x , y > =¢ < y* X >. Par ailleurs,
Araki et Woods [31] ontnis enévidencde lien entre toutacteurM et les deuxinvariantgret i, tels que:

M ={A, M®R, ~M} et pM={A,M®R, ~R, }

Or, A. Connes a montré [149] que les invariants d'Araki et Woods sont isomorphes a S(M) et T(M) et liés au flot
ergodiqueN (M) :

Iy (M) =S(M) =N spectreA(p

2

LM =T ={ e, 3 ¢ (M) : 0% =1}

@ étant un état normal &tiéle surM. S(M) couvre donc le spectre de I'opérateudulaireA(p et T(M) correspond

auxpériodesgpossibles du groupe d'automorphismes modulairdd.dea construction ci-dessus, complétée par la
forme non commutative du théorémeRkedon-Nikodym[149] achévede formaliser lacorrespondancentre tout

poidsg sur M et les automorphismes (pt A deM. Le th. démontreen effet qu'étant donnés une algébre M et un

poidsfidele ¢ sur M, (i) pour tout poiddidéle ¢ surM, il existe une application continue uniqueldedans le
groupe unitaire U de M muni de(M, M*) telle que
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- ¥
Uipe=U 0 T (Uy)

et, inversementjk) considérantapplication continud > U, deR dans U tellgue

— (p 1]
U, =U 0 7 (Up), Vi, T E R,

il existe un poidgideley unique sur M tel quéD1yy : D)= uU. Le théoréme dRadon-Nikodymmontredonc

que le groupe d'automorphismeodulaire change avec le poids, le changement der ‘pt A s'effectuanta

I'intérieur d'une classe invariante (modulo, bien entendu, les automorphismes intérieurs Int M). Et nous retrouvons
I'nomomorphismeanoniquedel® dans OuiM, T" représentarifi classe d'automorphismiagépendanteeq :

() =T (%)

T (M) = kerd étant un sous-groupe Bell est alors possible dmlculerT(M) a partir de tout poide fidéle sur M,
ce qui,dansle sens de notre démonstration, revient précisémealcidlerles classes de t pour Iesqueltegt est

0

un automorphisme intérieuhinsi, calculons le groupe d'automorphismes modulaires de® ¢, , M étant

v=1
un facteurd’Araki - Woods [31] du type M =® (M,, ,@,,). Nous obtenons :
v=1
v =1
et T(M) est obtenu [149] a partir des valeurs propres ()jj N TN
/ 1+iT \

TET(M)uE|1— Ef 0 %0

v=1 \ J
Il existe alors entre le flot des poids
¢Mo,D= e®" Mgz e®" (8.5)
et le flotmodulaire

it —it iHt — iHt

unecorrespondanckiunivoque résultant d'une transformation de dualité du type i-dualitére(iet o (pt A.A

toute valeur de 3 (imaginaire pur) du flot des poids est donc associée une val@éeliddns le flotmodulaire
dual, de sorte que (8.5) et (8.6) doivent étre réécrits avec® ,t , d'ou :

orcMg) = e®" Mge®H avecR =B +it, et
iH —iH .
o, (Mg) =€ tcMq e M avect, =t +iB,

Le couplage entre flot Euclidien des poids et flot d'évolution temporelle résulte non seulemérdodines
utilisésmais,plus profondémentge la construction KMS et de I'existence dddadeholomorphe 3 Considérant

le pré-espace-tempepus en concluons qu'anstantt = 0, i.e. avant l'existence du temps physique, il existe une
évolution Euclidienneggaramétréen temps imaginaire pur par les valeurs croissantes de 3 =1 / k T et induite par
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les automorphismes de semi-growperespondanau flot ergodiquedes poidsp (A), ce flot induisant & son tour
lexistence du flomodulairea ¥y A d'ou est issu le flot temporel réely (A) .

Les conclusionsci-dessusnous conduisent de maniére naturelle vers une nouvelle interprétationodiie
d'expansion de l'espace-temps. Notre point de vue est alors que la phase d' expansion topolocgigcié resdgar
I' expansion de kspacales modules de I' instanton O.

8.2 EXPANSION DE L'ESPACE DES MODULES DE L'INSTANTON 0

8.2.1 Instantonsdetaille O et expansiontopologique

Montrons a présent quesalutioninstanton de taille 0 est par construction instable ehé&stssairemergoumise
a une expansion topologique, dans la mesure ou, comme établi ci-dessous, l'instanton gravitationnel singulier
résulte dé¢effondrement'une infinité dinstantons de taille non nulle sur le méme point S.

Proposition 8.2.2La solutioninstantongravitationnelsingulier de taille Ocaractérisantl'origine du pré-espace-
tempsrésulte dd'effondremend'uneinfinité dinstantonsgravitationnelsde taille non nulle sur lanémepoint
singulierS.

Un instanton de taille Gorrespondh la valeur g= O pour la partie réelle de la constante de couplage de la théorie.
L'action gravitationnelle du type instanton est de la forme :

d*xR,, R* +9fd*xTr R VE{““ (8.7)
9%(p) JEXR J !

Comme ¥ doit étre sans dimension et que g a une dimension en théorie gravitationnellenécessairale
coupler g efp dans l'action. A ldimite g= 0 corresponddonc l'instanton 0. Or, la taille 0, comme nous le
montrons a la prop. suivante, estaractérisée par des valeursdivergentes de la densité d'action

Tr RAVR“" Tr &VR“"
3 (S) =————— — @, dela densité dehargetopologiqued (Q) = —————— — ® et de I'excitation
/QZ\
topologiquextv = \ /, V étant le volume dedspace-ciblel'instanton 0 induit I'existence d'une singularité

cbniguedans l'espace des modules de l'instanton - dans la strdifférentiableet dans lamétrique -. Cette
singularité estlécritepar la mesure dinstanton de t'Hooft [463] :

dp 8n?
dr=k. dxy —=expl —— (8.8)
°p° p{ g%)}

Comme l'instanton gravitationnel est identifié@é-espace-temps I'échelle dsuperposition|a singularitédans

3L+ :
I'espace des modules de l'instanton est également I'échelle O de I'espace de supdpositieri.e. la singularité
initiale & del'espace-temps - .

A présent, montrons que tous les instantons et anti-instantons du systéme convergent vers le méme point singulier

5. C. Callan et al [463] ont établi que la densit&llargetopologique entre un instanton | et un anti-instanton
est de la forme:
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1
d2 _PZ
ol d est laistanceentre | etl, p étant la taille des deux configurations. Au voisinage de la singuiaiti@le, la

taille des (anti)instantons est voisine de 0. rEvanche,la distanceentre | et | peut étredifférente de 0.
Supposongue hous ayons =0 et d= 0. Alors, (8.9) devient:

RR* = 8.9)

1
RR~ —
d2

Or, si ladistance® entre | etl était finie, alors la densité topologique Ty R** et la densité'action Tr R,,R*"

demeureraienégalement finies, ce qui n'est pas le cas dans le neidatlardCette hypothéseonduiraiten effet a
la disparition de la singularité initiale puisque, par construction, les mesures de JJRR et Tr R, ,R** sont

divergentssur le point$. Nous en concluons donc que lorsque la taille des configurations instanton est nulle, la

distanced séparant les (anti)instantons e&tessairememiulle. L'ensemble des paires {i} s'effondredonc sur le
méme instanton gravitationnel singulier - ou instanton 0 - au point sin§ulier

L'intérét de lalimite correspondané I'effondrementen temps imaginaire deé @ngendrant'instanton 0 est qu'il
existe un éclatement Riemannien d&s8R en temps imaginaire, induisantlaissancelu rayon dinjectivité de la
solutioninstanton gravitationnel.

Proposition 8.2.3L'instantonBPSde taille 0 est instable a I'échelle 0 et esicessairemensoumisa une
expansion de son raygnsqu'a la limite p — o correspondanta I'état fondamentalde la configuration. La
croissanceentempsimaginairedu rayon de l'instantonorresponcd la phasel'expansiortopologique dupré-espace-
tempsentrel'échelle O et I'échelle de Planck.

L'instanton BPS (au sens de [468BnériqueSU(2) ® SU(2) est centré 8origine. Comme la constantde
couplagedynamiqueen gravitéquantiquea la forme du dilaton complexe

A=URp) +ib

—

la théorie n'est pas invariante conforme elirdite g = 0 corresponda une valeudivergentedu dilaton de la
théorie, comme souligné p@r.G. Callan, J.A. Harvey et A. Strominger dans la définition du chasoplairedu
type dilaton couplé aux instantons de taille 0 [113]. La densité d'd@ctiBh de I'instanton 0 est une fonctiona

I'échelle 0 16 (S) — oo, de méme que la densitéa@rgetopologique :6 (Q) — < et I'excitation topologique
()
Xt\/ = —— — w, Leslimites divergentesnontrent que l'instanton i@présentein choc de Dirac #origine. |l

s' agit donc d'une configuration instable, gtéralancé& maximiser son raygn En effet, soit I'action :°
1

9%(p)

S divergesur lalimite g(p) = 0 et la contribution instanton a I'échelle O dmic:

S =

fd4x Ry R +9 fd4x Tr R, R (8.10)

Zi=exp(-S)=0

pour tout R= 0. Or, toutesolution instanton cherchantpar construction a minimiser l'actioBuclidienne,
I'instanton O tend & minimiser l'action (8.10). Cette contrainte implique donc pour I'instanton 0 l'existence d'un état
fondamentatorrespondara lalimite asymptotiquement plate (ALE), l'action sur cditeite étant non seulement

finie mais également minimale :

R, R =0

et la densité d'action, comme la densitérdegetopologique et I'excitation topologique, tendent vers 0 sur cette
limite. Ajoutons que la hauteur debarriérea franchirpar effet tunnel via la configuration instanton varieoeh et

est également nulle surlianite. La minimisationde R“, R*Y implique donc:
p — o0
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L'état dinstanton 0, supprimé exponentiellement de l'action pour teuD Rst donanoins probable que I'état
correspondard R = 0. L'étafondamentatle la théorie, lié aux configurations les plus probables, est donc dominé
par les instantons de raynfini, qui ne sont plus desmlutionsexactes des équations du mouvement.

(8.2.3) suggere donc que l'instanton 0 passmssairemerte I'échelle 0 a une échebebitrairementgrandeen

temps imaginaire. Il en résulte une phase d'expansion topologigtastérisanta nécessaireransformation
d'échellede la théorie depuis I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planck. La phase d'expansion topologique (expansion
Riemannienne de la variété) parait d'autant plus probable qu'il existecextainesconditions de constantde

couplage mises eévidencepar E.B. Bogomolny [94] puis pak. Zinn-Justin [534] une interaction répulsive au

sein des couples instantons - ansitantons.Dans le domaine ou linteraction instanton-anti-instanton est
attractive, I'on doithangele signe de I'énergie d'interactiauit enchangeante signe de la constante deuplage

(par prolongemerdnalytique)soiten modifiant le contour d'intégration. Il en résulte une interaction répulsive entre
les configurations. Nous proposonscdasidéret'existence d'une telle interaction a I'échelle de Planck.

Conjecture 8.2.41l existe,a partir de I'échelle de Planck, urieteractionde type répulsif au sein deaires
instantons - antiinstantons. Ceftégeractionrépulsive induit I'expansion du gdinstantonsgravitationnelsformé
au voisinage de I'échellefiar I'expansion de l'instanton @ravitationnelsingulier.

Nous partons de la construction deslti-instantonsen régimequantiqueproposé par E.B. Bogomolny [94]. Les
solutionssconstruite sont celles dinstantons généralisés, dont les constantes de couplage sont compléges. Afin
trouver le comportement de la théorie perturbative dans le cas d'un potentiel avec desdégéingsésil est

nécessairde poser I'existence d'une partie imaginaire de l'interact®(y)Eentre deux instantons 1l- Dans le
cas de I'étatondamentatl'énergiel'on trouve :

Im E@(g) ~ 7 [EX(g)P

E(l)_(g) représentanla contribution d'un instanton a I'état fondamental. Effectuons a présent le calcul du potentiel
I - I. L'onchercheun chemirclassiquent (-) entre deux instantons séparés et I'on obtient :

17 1 (t-6/2)]

Int(-)=— ——F7—5>57 — € t<0 8.11
0= | Tre T | €<0 (8.11)
Or, il estnécessairee modifier lessolutionsinstanton au voisinage du point @acontreentre | -T, de sorteque

nous obtenons Int (+) :
17 1 (t+0/2)]
Int(+)= —= | ———757 — € t>0 8.12
4= Gt | €20 (8.12)

L'actionclassiquecorrespondantétant :

1 0
A@)=—(-2e )
g

La somme (i3, g) des contributions de n instanprasdalors la forme :

o8]

S(B,g):1+2

}Ln
n=1n 6 =01

n
i HdHi o9 - rs)expg Ee*(*' (8.13)
i 9i=1

et I'on observe que pour g > 0,fteceentre les instantons est attractive et les paire$ lont tendancea collapser

dans le vide. Au contraire, pour g < 0, linteraction dinstantons devient répulsive et les contrildations

n - instantons sont bien défines. Une construction de ce typeeffetéiéeen détail par .| Balitsky et A.V.Yung
[60][61]. Nous proposong'appliquercette méme hypothése dans le cas des instantons gravitationnels, en ajoutant
cependan(i) que le signe de l'interactialépendde la constante de couplageansidérée comme complexe et (i)

que le signe de l'interaction change en fonction destance agrandedistance i.e.audelade I'échelle de Planck-,

linteraction | -1 est attractive, alors qu'a partir de I'échelle de Planck - et a fortiori a I'échelle O - l'interaction | -
devientrépulsive. L'interaction entre deux instantond séparés par ungistanced et dechargesrespectives Q et
Q a étécalculéepour g réel et est de la forme :
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_ 1QQ
ntG)= -2
g° d
Cette interaction est de type attractif et obéit aux contraintes d'une gravitégariRegchelle (awelade I'échelle
de Planck). Emevanchea petite distance, c'est le termecderbure quadratiqueR? qui domine, de sorte qu'il est

nécessaireleremplacere couplage g par une nouvelle constante de couplage congpledant la formedécoule
directementle la construction du dilaton complexe de supergravité proposé par Green, Schwartz et Witten [249] :

g=0+i9
de sorte que Int (-) devient complexeeendla forme :
Int (%) = —#Qzél (8.14)
(g+i9)" d
lorsque la constante de couplage est réelle -geariledistance , nous retrouvons l'interaction Int (-) :
100
Int (-) =— A—ZQ—S (8.15)
g d
et Int (-) est de nature attractive. A présent, lorsquiistancel - I tombe au voisinage de I'échelle 0, la théorie

asymptotiqguement libre est couplée au rayae la configuration et la constante de couplage réelle g s'annule :
g() — 0. Dans ce cas, la constante de couplageédsitea sa composante imaginaire pufeat l'interaction

devient: _ _
© Q3 QD
Int(+) = (97 d* ~ 9%d”

(8.16)

et nous tirons du changement de signe de (8.15) que l'interaction instanton Int (+) devient répulsive au d®isinage
la limite d'échelle0. [

Ce résultagétenden gravitation celui obtenu p&rV. Shuryak [466][467] en instantons de jauge. Entre I'échelle O
et I'échelle de Planck, l'interaction Int () est donc de nature complesard@eraépulsif de Int (+), induit au
voisinage de I'échelle 0 par la composante imaginaire pure de la constante de cquipleggie I'expansion
Riemannienne du gaz dinstanton jusqu'a I'échelle de Plantte a partir ddaquellela composante réelle de la
constante de couplage devient a son tour dominantgraddeéchelle, l'interaction Int (-), de nature attractive,
domine la théorie, freinant I'expansion Riemannienne gellgioninstantonlLa distribution des valeurs réelles et
imaginaires de la constante de couplage complépendde I'échelle et des fluctuations declaurburede lavariété
pré-espace-temps.

Située entre I'échelle O et I'échelle de Planck, cette expansion Riemannienne, dont lerpdogypecelui du flot

des états initiaux de la théodécriten (8.1),correspondh la dilatation de la 3-géométri€ &n temps imaginaire.

Au delade I'échelle de Planck, I'expansion physiquéedpace-teps, correspondanaux valeurs purememéelles

de la constante de couplage de la théorie, prolanglytiquemenia phase d'expansion topologique. Nous discutons

en conclusion ce point de vue, de maniére largement conjecturale, en énoncant un "Principe de Singularité"
découlant, selonous,d'une théorie topologique de la Singularité Initiale.

8.3 DISCUSSION: PRINCIPE DE SINGULARITE
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Nos différentsrésultats etonjecturesdes chapitres 6, 7 et 8, tout en suggérant une résolution de la Singularité
Initiale dans lecadrede la théorie topologique, nous ont incitér@ncete "principe de singularité” suivant :

Principe 8.3.1Toutpoint de I'espace-tempsst relié a la singularité initialgar un flot topologique.

Selon les perspectives (#2.4)(7.2.5)]a singularité initiale dpré-espace-tempsle nature purement topologique,
correspondh un nouvel invariant, que nous appelons "invariant de singularité ", de la forme :

z - Tr(-1)° (8.17)

Z est associé a I'échelle 0 du systéme et est isomorphe au premier invariant de Donaldson. L'omuebserve
k=0

l'invariant de singularité, a @ifférencede l'invariant de Witted = Tr(—l)n, n'est pas construit a partir de H = 0
mais estindépendant de H, lamétrique sous-jacente étant Riemannienne. L'essentiel du principe de singularité

repose alors sur le fait quele bogd de I espace-tempgeut étre identifié au borfSle ' instanton gravitationnel
singulier B de taille Oreprésentaria singularité initiale de|' espace-temp$.@8pourchargetopologique :

1
321 °

Q - fd4x R R" =1

Comme le point S est un point critique, la longueur de corrél&iatu systéeme est infinie et lI'amplitude
topologique de ihstanton,propageant l&hargeQ parcobordismetrivial, a une portée infinie (i.e. est invariante

d'échelle)et impose une contrainte topologique non locale. Considérant un point % dlarBplitude topologique
assurant la propagation declaargeinstantonique a la forme :

{0g. 0x) = #(S* %)

L'amplitude topologique de la théorie esinnéepar lespseudo-observabletu membre de gauche, tandis que le
membre de droitéésignde nombre d'intersections dgsC B?. La fonction#(Ss,X) est nulle si le point X est
situé hors de la sphéré 8t vaut 1 si X est a l'intérieur d8 @.e. si XE B?#), cas ol il existe une amplitude
topologique. @épenddonc uniquement des propriétés globales de la fona!tj%ﬂ)d =r). Al infini, l'on a:

IXI—)OO

F 0

mais ce n'est pgaécessairemenig cas pour le potentiellejaugeﬁ)jl qui devientune pure jauge:
A)—EEZ U (x)9,U (%) (8.18)
le vide de la théorie étant narivial. Les éléments de jaud$(x) ESU(2), x 653 sont tels que:
U=A+iGB, A°+B° =1

et U(X) représenteU: S SU(2)= S%ou nous trouvons les applications de la spI’S?eeprésentant

I'espace physique compa@t,Ebord de I'espaceE4, sur I'espace isotopique de SU(2), également isomor;ﬁ?é. a

Nous tirons I' identification de3 bord de lasolutioninstanton de dimension 4 adspacephysique, dudouble
plongement de SU(2) dans SL(2, €gvétementuniversel du groupe de Lorentz - et dans SUE2)SU(2),

revétement de SO(4). Comme SUE) s3, nous proposons don[tinterpréterS3 a la fois {) comme bordie

dimension 3 de laolutionEuclidienneinstanton B de dimension 4 eti() également comme bord de dimension 3
deI'espace-temps.

Or, I'espace physique de dimensiorec@respondanprécisément é83 - et comme lachargetopologiqueQ de
l'instanton estéterminéepar le comportement du champ de jauge SS’F, il en résulte quehaquepoint de
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I'espace-temps peut étre identifié &chargetopologiqueQ de l'instanton gravitationnel singulier. De ce paiat

vue, lachargetopologique de la singulariféitiale, soit Qg= fd4x F)’”R“V se propage en tout poide

3212
I'espace-temps, d'ou le princif®3.1).Nous conjecturons en (8.3.2) I'existence d'un "flot de singularité" donné par
le courant topologique de Chern-Simon.

Conjecture 8.3.21l existe,a I'échelle 0 un "flot de singularit&dlonné par le courant topologique deChern-
Simon.

Arguments (i) En théorie Yang eMlills, la densité dehargetopologique s'écrit :

1 2
=—=trF 8.19
Q 82 (8.19)

et est une formferméedQ = 0 dans la mesure ou l'identité de Bianchi DF =0 :
dtr F2 = 2tr DFF = 0

D'aprés le théoréme de Poincaré, (8.19) est égalexamtesur ledemi-hémisphérelt de &
Q=dK

et nous avons donc:
1 2

q=—> ftr F* = f dK

8 H+ H+
soit:
q= [K

s
Or, la 3-forme Kreprésentée courant topologique

K =i2trfAdA+§A3)
gn? \ 3

ou nous retrouvons la forme de Chern-Simons

el 2,3
Qy(AF) =tr{ AdA+=A )

1
tandis qu'avec lahargeQ, nous retrouvons l'anomalie du singletJd = 4—2tr FF selon :
JU

& J5=2Q.

(i) Les résultats (i) sont transposables en supergravité. En effet, 'on montre que le courant topologique devient :
Q(v.,I) ~ trv.dr

Q%(u,w) ~ tradw
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et dans ce cas, le courant topologiquesegendréar I' anomalie gravitationnelle axiale :
AGV=di 5=2i A(Mpp)|n-s = —i_—lztr RR
- 96

ou nous retrouvons pour source du courant topologique le terme topologique de l'instanton gravitationnel singulier.
De (i) et {i), nousdéduisongjue lachargetopologique Q = 1 portée par l'instanton gravitationnel singulier de taille

0 est donpropagéevers# par le courant topologique de Chern-Simons K, comme rdquis.

A présent, nougonsidéronda propagation du flot singulier, sous la forme d'une amplitude topologique, et ses
relations avec le groupe des transformations conforme?. deeSmodéle estéveloppélans [92].

8.3.3Propagationdu flot singulier et groupe conformede s3

Nous suggérons qu'un modele de la propagation de linteraction topoldgigg peut étre donné par les

transformations conformes Conf3Sde la sphére$ Conf () peut étredécrit par le groupe de Mébius [71],
défini a partir de I inversion de3sD' ol :

Proposition 8.3.4 Pour toutesimilitude h & Sim(R3), I'application définissant lacharge topologiquede
l'instanton,soit f : 3 - s3, définiepar f(n)=n et f= g‘1 ohogsur 3 \ n appartienta Mob (3).

Démonstration Soientn le pdle nord et le pdle sud de la sphére3.51_'0n montre alorgue
{st~glohog,

convenablemerrolongé sur S tout entiére, est dans M6b(3) si h est une inversion ou une symétrie hyperplane.
Or, les hengendrentle groupe des similitudeSim ([RR3). En effetconsidérantf, il a été montré que si le noyau

Ker (f - 1d ) = {0}

alors f admetun point fixe uniquerrespondard son centre. Par ailleursf Sim (X)\ Is (X), il existem € X
unique tel que f¢ ) =m . Le pointw est le centre de la similitude f et I'on pécire:

f=hog=geh, hEHw,“ et g €ls,, (X) (8.20)

Ce quiprécédesuppose des prolongements convenables, le plus immédiat consiathoindreun point a l'infini
surR3eta prolonger g ens— B3 par g(n) =¢. Or, d'apréq72], il existe dans Mob(3) les applications

-1 —A A
_fA=g OHO,}LOg e OHO,}LOe

associées aux homothéties vectorielleB8eSi A > 1, I'application f admet le pble nord comrmadtracteuret le
pble sud comme répulseue. les itéréesf;Ln (n € N) font convergetout point de 8\ s versn. Le seul point
de B échappand l'attraction de est le pdle sud. [l

Nous poursuivons en suggérant dans la prop. (8.3.5) que M&b(3) est le groupe conformé”ﬁdmféés Posons
gue Conf (§) décrit l'invarianced'échelle(i.e. invariance conformedle la sphéréentifiéeici, suivant l'inclusion
3 C SL(2, C), al'espacehysique, compactifié B3,
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Proposition 8.3.5 Soit Méb* (3) = Conft (83). YV le rayonr— 0 de $ engendrant Sr3_,0, etVf e

Mob(3), alors Sr3_,0 appartientau faisceauy (83)de sphéresS3. Réciproquement, une bijection dé Sérifiant

cettepropriété appartienta Mob (3) . Le groupeviéb (3) présenteun isomorphismenaturel avec PO¢) de la
4

quadriqued’ équation q = —E X2 + Xg .
i=1

Démonstration Soit i une inversion de X de dimension®oit sadérivéel '(X) composée de la symétrie d'

C, o«
hyperplan vectorieb(L et de ' homothétie de rapport/lx"z. L' on montre alors quE(X) en tout X&EX \ ¢

est une similitudelirecte pour o <0 etindirectepour a" > 0. i '(X) conserveles angles des droites dés
droites orientées. Comme la composée de deux applications conformes est conforme, alo@@/ﬁiﬁ(ﬁ).

Réciproguementomme Mob(3)C Conf (83) est transitif sur § alors fe Conf (83) laisse fixe le pble nord n.
Selon la projectiostéréographiqug de n, pour f(n) =n, lI'on obtient :

gofog T € Conf(R3)
g et f étant conformes. En application du théoréme des similitudes de Liouville [72], I'on a
gofog T € SMM3) = feE Mob(3) (8.21)

Il résulte des propriétés de l'inversion [72] qus) fdfonservela structure de la sphér§$orsque le rayon + 0.
Réciproquementen posant f(n) = ngo f o 97l transforme legdemi)-droitesde R3 en (demi)-droites,de sorte

queSrgéo appartient athisceaLf(S3)desphéres 8 Enfin, il a été établi dans [7die:
M6b(3) = {Zo(ﬂ im)e=t: fe PO(a)}
i.e.le groupe de Mdbius d@&orresponc& la restriction du groupe P&) sur imx).[]

Une théorie topologique de propagation de la singularité sugtgréalans [92]. A partir de ce qprécédenous
revenons pour conclure sur notdée esquisséei-dessus, selotaquellela propagation de la singularité initiale
pourrait étre induite par l'existence d'une amplitude topologique du diypee topologique de l'instanton

gravitationnel singulieQg= fd 4X RWR“V. Les seules "observables" de la thémamnt, a I'échelle 0,des

observables topologique&y , dela forme:

1 zabscd A
OV = _64n2fRa R EabchfQ(X)
¥ Y
Les observable@V sont iciinterprétéecomme cocycles de I'espace des modulesndéantonset sont associés

avec les cycleg; delad-varieteM. Avec M = R4, les seuls cycles non triviaux sont le point (associé & une 4-

forme sur I'espace des modules) et la variété M elle-méme. Nous retrouvons alors les amplitudes topigogiques
Witten [518],donnéegar les invariants de Donaldson de la théorie.

Nous proposons denderla pertinencgainsi que lexonséguencesosmologiques) du Principe de Singuladans
unerecherchailtérieure sur I'amplitude topologique possiblement associée a I'échelledpdee-temps
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Nous avons esquissé dans la présecterche et en particulier au chapitre 3, les bases d'une théoriequmtdification
(au seng-déformatior[382]) de la signature de lamétriquede lI'espace-temps a I'échelle de Planck. Nous espguume
fois enrichie par des travaux ultérieurs, une telle théorie pourra constituer I'un des &éfewtifdsde la gravit@uantique
gracealaquelle cettedernieresergpeut-étregplus complete.

La théorie desuperpositiontelle que proposée ici, présente trgiendescaractéristiges, qui la distinguent de tous les
autres modelegsndéssur de possibles changements de la signature :

(i) la signatures(-) de lamétriquede l'espace-temps parait éti&pendantale I'échelle - notamment, comme nous le
montrons aux chaps. 4 et 5des échelles deourbureR detempératurd®® - alaquelleelle estconsidérée;

(ii) o (+) nedevraitplus étre fixe a partir de I'échelle de Plarkk,, . et est probablement soumise a des fluctuations
quantiquesnduites, comme nous le suggerons au chapitre 6, gaulg@ageen gravitéquantiqueentre lamétriqueg,,,, et

le champscalairedu type dilaton + axiorhc = — + i 9 caractéristiquele la supergravité N = 2 [217].

(ili) La signaturec(+) devrait étre a nouveau fixée a I'échelle 0, mais sous la nouvelle f&unkdienne, forme
"topologique”, i -dualede la forme physiquieorentzienne.

Nos conclusions reposent sur un résuttathématiqueacquisau chap. 3, établissant I'existence du produit bicroisé
cocycliquede la formegénérale

v
My(H)=Hor [« H,

ou H est une algébre de Hopf etun 2-cocycledu type "twist". Une telle construction nous a permischercher
l'unification des signatured orentzienneet Euclidienneau sein d'une seule structure de grogpantique ce que nous
sommesparvenusafaire sous la forme du produit bicroisécycliqgued'un type nouveau :

Ug(so(4)PP ¥ 1> Ug(so(3, 1)) (3.1)

Avec l'aide de tels produits bicroisés, et adssictement partirde la structure de groupe tressé glaspace-tempsious
avons établi que le changement de signature=(43, 1)correspond une sorte dé-dualité exprimée sous la form#une
dualitéd'algebrede Hopf du typdJq(su(2))<= SUq(2).

D'un point de vue physique, les résultatguisen théorie dg-déformatiordébouchensur les bases d'un modele réaldge
la "g-déformationde la signature" et, d'ores et déja, permettent de memmprendrecertains des mécanismes
mathématiquesous-jacents a la transition possible (3;:41)4, 0). Entre autres, nous avons observé que :

3 3
(a) I'espace topologique de superposition des signaﬂmesm@) R* construit au chapitre 2 suggére I'existence,
a I'échelle de Planck, d'pné-espace-tempwon-commutatif, relevant de la géométrie non commutative telldédimge par
Alain Connes [149] et dont la structure dshnéepar lag-déformationde I'espace sur lequel agit le groupe de Lorgntz
déformé.Dans une telle perspective, nous avons montré au chapitre 3 comnmrantiicationdu groupe dd.orentz
(associéea la quantificationde I'espace-tempsinduit une quantification (superposition) de la signature sous la forme
(+++1);

(b) & partirdes résultatsi-dessus nous suggeérons aux chapitres 7 et 8 que la théorie topologique est la seule théorie
effectiveapplicablea I'échelle 0. Son domaine de validitétend par amplitude, de I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planck.
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(c) la signatureeuclidienneo(+) corresponda latempératurede Planck p, au secteur topologique de la théorie, dual du
secteur physique ;

(d) a I'échelle initiaIeI?D =0, associée a l'instarnitial t = 0 etcorrespondand la singularité initiale dans lmodéle

standardd'espace-tempsla températureet la densité'énergie(courbure)sont infinies. Toutefois, nous suggérons (en
particulier auchapitre7) une résolution possible (i.e. renormalisation) de la singularité initiale dandeleda théorie
topologique de Witten. Dans un t&ldre la singularité initiale peut étdgécrite par un instanton gravitationnel singulige
taille 0, défini auxchapitres 7.

(e) A I'échelle 0, lalimite singuliere de la topologie daré-espace-tempgseut, comme nous l'indiquons au chap. 7, étre
décritepar le premier invariant de Donaldson associé a I'espace des modules de l'instanton gravitationnel singulier de tail

0. Considérant la fonction de partition Z(R) = Tr €8 ®H introduite au chap. 4 eécrivantles états de lanétrique
d'espace-tempa I'échelle de Planck, limite de Z(R) lorsque 3= 0 est un invariant que nous appelons "invaridnt
singularité”, de la forme

Z =Tr(-1)s

analogue a l'invariant de Wittenretlonnanta structure du premier invariant Benaldson
Tr (-1~ > (-1)"
i

réduit a I'unité pour dim M= 0 de lI'espace des modules d'instanton . La signaturemgdériguede la variété de dimension
4 aI'échelle 0 est donc symétrigueclidienne (+ + + +).

Enfin, du point de vue cosmologique, nous tirons de metteerche

(f) que la singularité initiale dans le modélgtandardecaractérisépar unecourbureet une densitd'énergieinfinies, doit
pouvoir étre résolue dansdadrede la théorie topologique des champs ;

(9) que § correspond un instanton (ger)gravitationnesingulier de taillep = 0, de dimension 4, dihargetopologique

Tr R, R
— T

Q= 9fd4x Tr RMV R “Y=1 et de densité dbargetopologiqued(Q) = — w, portant une signature

Euclidienne (+ + + +) ;

(h) que du point de vue physique Llagrangierqui nous parait le plus naturellemedptéaux conditions de trés hautes
courbures dyré-espace-tempsu voisinage de I'échelle de PlandR(([3) >> Mg,and) estfondé sur une extensiodes
conditions relativistes et contient les terrde®?2 - gravité. Il est de la forme :

- 1 2 *
L supergravité = PR +g_2 R +aRR

avec une composante physidu@entzienng(le terme d'Einsteinf3 R) et une composante topologig&eclidienne(le

*
terme topologiquex RR ). L™interpolation" entre ces deux composantes, selon un mécanisme que nous avons suggéré e
5.2.1,nous incite donc aonsidérerque L gypergravits décrit correctementles deux poéles d'unméme théorie (la

superposition) ainsi que les deux métriques associées.

(i) que la phase d'expansion physigiéerite par le modele diBig-Bang au dela de I'échelle de Planck par le terme

d'Einsteinf3 R deL supergravite devraitétreprécédegar une phase d'expansion topologigiesnéepar RR et effective
entre I'échelle O et I'échelle de Plartk, .,
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() que I'expansion dpré-espace-temgspartir de I'échelle 0 (expansitmpologique)devraitcorrespondré unedynamique
At en temps imaginaire, ou évolution Euclidienne, que nous suggéragsridepar le semi-groupe a yrmarametredes

automorphismes de l'algebregM despseudo-observables
HR - HR
OB(MO,].) =e Mo,l e .

Mg, 1 est unfacteurde type Ito. Plusexactement, il s'agit de I' ITPFIgR décriteaux chaps. 4 et 8. Lesbservables

physiques n'étant plus utilisables a cette "échelle topologiquetpmsidérealors des cycles d’homolog@&crivantdes

états dans I'espace des modules des instantons gravitatigkinsisa I'échelle B = 0, nous avons suggéré l'existence, sur
la variétépré-espace-tempd,unepseudo-dynamiquRiemannienneorrespondarau flot des poids d&lgebreMg 1. Nous
précisons la relation entre évolution en temps imaginaire et flot des poids dans un article ultérieur. Il résulte d'une tell
relation que le flot d'évolution a temps réel sur I'espace de superposition S peut étre vuengemdea I'échelle B = 0

par le flot des poids en temps imaginaire. Ce point desuggéreainsi que le changemedtchellede la 4-géométrie
représentantle  pré-espace-tempslepuis I'échelle 0 jusqu'a I'échelle de Planck est induit par une "expansion
Riemannienne" de lenétriqueEuclidienne. Cette expansiaigépendde I'existence (i) a I'échelle Oi.e. a l'origine de la
variéte de superpositioptop décriteau chap. 2 -, d'ureolutiontopologique Riemannienne a entropie topologique nulle et
acaractéristiquel'Eulery = 1 et, al'infini -i.e. au bord d€top - (ii) d'unesolutiontopologiquelorentziennea entropie
topologique non nulle (bien que minimale) etadactéristiquel'Eulerx = 0. Les deusolutionssont superposées au sein

de la variété de superpositioly

Les trois phases associées a I'échelle singuliere B = 0, a I'éclaeligued < R< /.. et & I'échellelassique R > 0

décritesci-dessuscorrespondentespectivemenau sommet,au secteuguantiqueet au secteuclassiquesur le conele
lumieére cosmologique. Leecteurquantiquede superpositiorcorresponda une "transition de phase" entrenhgétrique
Euclidiennemarquantia singularité initiale et lanétrique Lorentziennea "symétrie briséetaractérisan I'espace-temps.
L'on observeégalement que la dimensigenretemps est "locale" et discontindarant la transition de phasguantique
associée a I'écheltpiantiqueet devient globale et continue delade I'échelle de Planck. Pour R &, apparait le

"facteurd'échdle” classiquale la cosmologie.

Certains résultats récents - notamment ceux 44 Bull [283] [284] de la théorie desupercordeglaquelle implique
nécessairemenexistence d'un chamgralairecomplexe couplé a lmétrique)vont dans le sens des résulta} & ().
D'une maniere générale, la théorie de fluctuation de la signature peut étre inscrite de manieredsamsilellsecteur a
basse dimension de la théorie desles.

Enfin, nous tirons en conclusion du chap. 8 un "Principe de Singularité", que nous formulons ainsi :
Principe de Singularité : Toutpoint de I'espace-tempast relié a la singularité initial@ar un flot topologique.

Le principe de singularité repose sur le fait quele Bote> S3 de I espace-temp@, 1) peut étre identifié au bor® Be

I' instanton gravitationnel singulier434, 0) de taille Oreprésentanta singularité initiale de I espace-temp§.zBpour
chargetopologique :

Q = fd4xI3”I;€“":1

3212

Comme le point Seprésentanta singularité initiale est un point critique, la longueur de corréldgiatu systeme est
infinie et I"amplitude topologique" (au sens de Witten) idstantondéterminégar lachargeQ détectéesur le bord 8 de

B4 a une portée infinie (i.e. est invariante d'échelle). Nous suggérons au chapitre 7 que la propagataharde la
topologique de l'instanton a partir de I'échelle 0 (B = 0) Mafini (3 — =) est induite par le fait que l'instanton
gravitationnel singulier de taille 0 et de densitéctlarge topologique infinie 8(Q) tend vers on étatondamental,
correspondarad(Q) — 0 eta R  — = (le rayon de l'instanton associé a |'éaidamentatend vers infini).

L'étudedétailléede l'interaction topologiquévoquéeau chapitre 7 a étéffectuéede maniereomplémentaired notre these
par |. Bogdanov dans lecadred'une théorie topologique de l'inertie (92). Certains des résultats déetgedtéondéssur une
interprétation nouvelle dexpériencedu pendulede Foucault, pourraierbrrespondred une confirmation de la théoide
déformationdemétriquea I'échelle de Planck ainsi que de la naBuelidiennede la signature a I'échelle singuliére 0.

- 107 -



CONCLUSION

- 108 -



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

BIBLIOGRAPHIE EXTENSIVE

Note : Pour une lecture complémentaire, on pourra consulter les articles et ouvrages suivants :

Abrikosov A., Gor'’Kov L., Dzyaloshinski .

« On the Application of Quantum-Field Therory Methods to Problems of Quantum Statistics at Finite Temperatures »
Soviet Physics JETP Vol. 36 (9) N° 3 636-641 (1959)

Acharya B.S. O’Loughlin M.

« Self-Duality in D< 8-dimensional Euclidean Gravity »

hep-th / 9612182 (1996)

Adams D.H. Sen S.

« Phase and Scaling Properties of Determinants arising in Topological Field Theories »
Physics Letters B 353 495-500 (1995)

Ahluwalia D.V.

« Quantum Measurement, Gravitation and Locality »
Physics Letters B Vol 339 301-303 (1994)

Albeverio S., Hoegh-Krohn R

« Dirichlet Forms and Markov Semigroups ofi @gebras »
Commun. Math.Phys. 56, 173-187 (1977)

Alvarez Gaumé L.

« Supersymmetry and the Atiyah-Singer Index Theorem »
Commun. Math. Phys. 90 161-173 (1983)

Alvarez Gaumé L. Witten E.

Nuclear Physics B 324 269 (1984)

Alvarez Gaumé L. Witten E.

« Gravitational Anomalies »
Nuclear Physics B234 269 (1983)

Alvarez E., Alvarez-Gaume L., Lozano Y.

« An Introduction to T-Duality in String Theory »
Nuclear Physics B41 1-20 (1995)

Alvarez-Gaume L., Ginsparg P.
Nucl. Phys. B 243 449 (1984)

Ambjorn J. Jurkiewicz J.

« Scaling in four-Dimensional Quantum Gravity »
Nuclear Physics B451 643-676 (1995)

Amelino-Camelia G.

« On local Observations in Quantum Gravity »
gr-gc / 9603013 (1996)

Amelino-Camelia G. LukierskiJ. Nowicki A.

« k-Deformed Covariant Phase Space and Quantum Gravity Uncertainty Relations »
hep-th / 9706031 (1997)

Amelino-Camelia G.
« Classicality, Matter-Antimatter asymmetry, and Quantum Gravity Deformed Uncertainty Relations »
outp-97-26P (1997)
Amelino-Camelia G.

« Enlarged Bound on the Measurability of Distances and Quant&woincaré Group »
Physics Letters B Vol 392 283-286 (1997)

Amelino-Camelia G. Majid S.

« Waves on non commutative Space Time »
hepth 9907 110 (1999)

109



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Andrionopoli L., Bertolini M., Ceresole A., d’Auria R., Ferrara S., Fré P.
« General Matter Coupled N=2 Supergravity »

Nuclear Physics B476397-417 (1996)

Anne C. Besson G.

« Sur le Théoréme de I'indice d’aprées Ezra Getzler »
Seminaire de Théorie Spectrale et Géométrie, Chambery-Grenoble (1985-1985)

Anselmi D. Fre' P.

« Topological Twist in Four Dimensions, R-Duality and Hyperinstantons »
Nuclear Physics B 404 ,288-320 (1993)

Anselmi D. Fre’ P.

« TwistedN =2 Supergravity as Topological Gravity in Four Dimensions »
Nuclear Physics B 392 401-427 (1993)

Anselmi D. Fre’' P.

« Gauged Hyperinstantons and Monopoles Equations »

Physics Letters, B 347, 247-254 (1995)

Anselmi D

« Quantum Topological Invariants, Gravitational Instantons and the Topological Embedding »
hepth/9607206 (1996)

Anselmi D

« On Field Theory Quantization Around Instantons »
Class. Quantum Grav. 14 1015-1036 (1997)

Anselmi D.

« Topological Field Theory and Physics »

Class. Quantum Grav. 14 1-20 (1997)

Antoniadis |. Tomboulis E.T.

« Gauge Invariance and Unitary in Higher-Derivative Quantum Gravity »
Phys.Review D Vol.33 N°10 2756-2775 (1986)

Antoniadis |. Mazur P.O. Mottola E.

« Scaling Behavior of Quantum four-Geometries »

Physics Letters B Vol 323 284-291 (1994)

Antoniadis |. Mazur P.O. Mottola E.

« Quantum Diffeomorphisms and Conformal Symmetry »

hep-th 9509168 (1995)

Antoniadis I. Mazur P.O. Mottola E.

« Physical States of the Quantum Conformal Factor »

hep-th 9509169 (1996)

Antoniadis I. Ferrara S. Gava E. Narain K.S. Taylor T.R.

« Perturbative Prepotential and Monodromies in N=2 Heterotic Superstring »
Nuclear Physics B258 18-28 (1985)

Aoyama S. van Holten J.W.

« Anomalies in Supersymmetrio-Models »

Nuclear Physics B310 355-370 (1988)

Araki H. Woods E.J.

« A Classification of Factors »

Publ. Res. Inst. Math. Sci. Ser. A4 51-130 (1968/69)

Araki H.

« Golden-Thomson and Peierls-Bogolubov Inequalities for a General Von Neuman Algebra »
Commun. Math.Phys. 34, 167-178 (1973)

Araki H. lon P.D.F.

« On the Equivalence of KMS and Gibbs Conditions for States of Quantum Lattice Systems »
Commun. Math. Phys. 35 1-12 (1974)

Araki H.

« Relative Entropy of States of von Neuman Algebras 1,1l »

RIMS 11 N°3 803-833 (1977)

Arnal D. Cortet J.C. Molin P. Pinczon C.

« Covariance and Geometrical Invariance in *-quantization »

110



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

J. Math.Phys. Vol 24, N°2, (1983)

Argurio R. Houarts L.D.
Phys. Letters B 450 (1999)

Ashtekar A.

« A Generalized Wick Transform for Gravity »

gr-qc 9511083 (1995)

Atick J.J. Witten E.

« The Hagedorn Transition and the Number of Degrees of Freedom in String Theory »
Nuclear Physics B 310 291-334 (1988)

Atiyah M.F. Singer I.

« The Index of Elliptic Operators on Compact Manifolds »
Bll. Amer. Math. Soc. 69 422-433 (1963)

Atiyah M.F.

« K-Theory »

Benjamin, New-York (1967)

Atiyah M.F. Singer I.

« The Index of Elliptic Operators | »

Ann.of Math. (2) 87 484-530 (1968)

Atiyah M.F. Singer I.

« The Index of Elliptic Operators IV »

Ann.of Math. (2) 93 119-138 (1971)

Atiyah M.F. Bott R. Padoti V.K.

« On the Heat Equation and the Index Theorem »
Springer Verlarg (1973)

Atiyah M.F. Bott R. Patodi V.K.

« On the Heat Equation and the Index Theorem »

Invent. Math. 19 279-330 (1973)

Atiyah M.F.

« Elliptic Operators and Compact Groups »

Lectures Notes in Math. 401, Springer Berlin (1974)
Atiyah M.F.

« Elliptic Operators, Discrete Groups and von Neuman Algebras »
Analyse et Topologie, Soc. Math. France 43-72 (1976)
Atiyah M.F.

« Geometrical Aspects of Gauge Theories »
Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Helsinki Vol 2. 881-5 (1978)
Atiyah M.F.

« Geometry of Monopoles »

Monopoles in Quantum Field Theory. World Scientific Publishing 503-512 (1982)
Atiyah M.F.

« Instantons in Two and four Dimensions »

Commun. Math. Phys. 93 437-451 (1984)

Atiyah M.F.

« The Geometry and Physics of Knots »

Cambridge University Press (1990)

Auria d’ D.

« Special and Quaternionic Isometries : General Coupling in N=2 Supergravity and the Scalar Potential »

Nuclear Physics B 359 705-740 (1991)
Avez A.

« Essais de Géométrie Riemannienne Hyperbolique Globale - Applications a la Relativité Générale »

Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 13,2 105-190 (1963),

Azcarraga J.A. de Kulish P.P. Rodenas F.

« Twistedh -spacetimes and Invariant Equations »
g-alg/9702026 (1997)

111



54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Azcarraga J.A.de OIlmo M.A.del Perez Bueno J.C. Santander M.

« Graded Contractions and Bicrossproduct Structure of Deformed Inhomogeneous Algebras »

J.Phys.A Math Gen. 30 3069-3086 (1997)

Back, A. Freund P.

« New Gravitational Instantons and Universal Spin Structures »
Physics Letters Volume 77 B N° 2, 181-184

Bakas |.

« Space-Time Interpretation of S-Duality and Supersymmetry violations of T-Duality »

hep-th / 9410104 (1994)
Bailin D. Love A. W.A. Sabra Simon S.

« Target Space Duality in Orbitfolds with Continuous and Discrete Wilson Lines »

Nuclear Physics B447 85-94 (1995)

Ballesteros A. Celeghini E. Giachetti R. Sorace E. Tarlini M.

« AnR -Matrix Approach to the Quantization of the Euclidean Grigu§2)
J.Phys A.Math Gen. 26 7495-7501 (1993)

Ballesteros A. Herranz F.J. del Olmo M.A.  Santander M.

« Four-Dimensional Quantum Affine Algebras and Space-Tgrgymmetries »
J. Math.Phys. Vol 35, N°9 4928-4937 (1994)

Balitsky I., Yung A.

« Instanton Molecular Vacuum k=1 Supersymmetric Quantum Mechanics »
Nuclear Physics B274(1986) 475-508

Balitsky I.I., Yung A.V.

« Collective-Coordinate Method for Quasizero Modes »
Physics Letters, Vol.168B, N°1,2113-119 (1986)

Bangoura M. Kosmann-Schwarzbach Y.

« The Double of a Jacobian Quasi-Bialgebra »
Letters in Mathematical Physics 28 13-29 (1993)

Banyaga A.

« Instantons and Hypercontacts Structures. Part Il »
Journal of Geometry and Physics 21 136-148 (1997)

Bartocci C Bruzzo U. Carfora M. Marzuoli A.

« Entropy of Random Coverings and 4D Quantum Gravity »
Journal of Geometry and Physics 18 247-294 (1996)

Bayen F. Flato M. Fronsdal C. Lichnerowicz A. Sternheimer D.
« Quantum Mechanics as a Deformation of Classical Mechanics »
Letters in Mathematical Physics 1  521-530 (1977)

Bayen F. Flato M. Fronsdal C. Lichnerowicz A. Sternheimer D.

« Deformation Theory and Quantization I,11 »
Ann.Phys. NY,111 61-110 111-151 (1978)

Beck C. Schlogl F.

« Thermodynamics of Chaotic Systems »

Cambridge University Press (1993)

Belavin A.A. Polyakov AM. Schwartz A.S. Tyupkin Y.S.
« Pseudoparticle Solutions of the Yang-Mills Equations »
Physics Letters B Vol 59 N°1 85-88 (1975)

Bellissard J.

« Ordinary Quantum Hall Effect and Noncommutative Cohomology »
Proc.on localization in disordered systems Bad Schaudau,1986)
Bengtsson I.

« Some Observations on Degenerate Metrics »

General Relativity and Gravitation Vol 25 N°1 (1993)

Berger M

« Géométrie »

Nathan (1990)

Bergshoeff E. HullC. Ortin T.

« Duality in the Type Il Superstring Effective Action »

112



73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Nuclear Physics B451 547-575 (1995)

Bertiman R.A.

« Anomalies in Quantum Field Theories »
Oxford Science Publications (1996)
Bekenstein J.D.

« The Quantum Mass Spectrum of the Kerr Black Hole »
Lettere al Nuovo Cimento Vol 11 N° 9 (1974)

Bekenstein J.D.
Phys.Review D 7 (1973)

Bershadsky M. Johansen A. Sadov V. Vafa C.

« Topological Reduction of 4D SYM to 28-Models »

Nuclear Physics B448 166-186 (1995)

Bertimann R.A.

« Anomalies in Quantum Field Theory »

Clarendon Press. Oxford (1996)

Besse A.L.

« Einstein Manifolds »

Springer Verlag, Berlin  (1987)

Besson G. Courtois G. Gallot S.

« Les Variétés Hyperboliques sont des Minima Locaux de I'Entropie Topologique »
Invent. Math 117 : 403-445 (1994)

Besson G. Courtois G. Gallot S.

« Entropies et Rigidités des Espaces Localement Symétriques de Courbure Strictement Négative »
Geometric and Functional Analysis Vol.5 731-799 (1995)

Besson B. Courtois G. Gallot S.

« Minimal Entropy and Mostow’s Rigidity Theorems »

Ergod. Th.&Dynam. Sys. 16 623-649 (1996)

Bianchi M. Fucito F. Rossi G.C. Martinelli M.

« Instantons in String Effective Theory »
Nuclear Physics B 440 129-170 (1995)

Bidegain F. Pinczon G.

« A Star-product Approach to Noncompact Quantum Groups »
Letters in Mathematical Physics 33 n°3 231-240 (1995)

Bidegain F.

« Non-compact Topological Quantum Groups »
J.Bertrand et al. (eds) Modern Group Theoretical Methods in Physics, 51-62 (1995)

Billo M. Caselle M. D’Adda A. Panzeri S.

« Toward an Analytic Determination of the Deconfinement Temperature in SU(2) Lattice Gauge Theory »

Nuclear Physics B472 163-193 (1996)

Biguard O. Garcia-Prada O.

« Parabolic Vortex Equations and Instantons of Infinite Energy »
Journal of Geometry and Physics 21 238-254 (1997)

Birrell N.D. Davies P.C.W.

« Quantum Fields in Curved Space »

Cambridge University Press (1982)

Bismusth J.M.

« The Atiyah-Singer Theorems.A Probabilistic Approach. The Index Theorem »
Journal of Functional Analysis 57 56-99 (1984)

Bitar K.M. Chang S.J.

« Vacuum Tunneling of Gauge Theory in Minkowski Space »
Phys.Review D Vol.17 N°2 486-497 (1978)

Blatter M. Burkhalter M Hasenfratz P. Niedmermayer F

« Instantons and the Fixed Point Topological Charge in the two-dimensionalcOMa8jel »
Phys.Review D Vol.53 N°2 923-932 (1996)

113



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

91. Bogdanov G.

« Q-Déformation Euclidienne de la Métrique a I'Echelle 0 »

Thése de Doctorat en Physique-Mathématiques. Université de Bourgogne, version complete non publiée (1999)
92. Bogdanov I.

« Théorie Topologique de I'Inertie »
These de Doctorat en Physique-Mathématiques. Université de Bourgogne (1999)

93. Bogomolny E.B. Fateyev V.A.

« Large Order Calculations in Gauge Theories »
Physics Letters B Vol 71 N°1 93-96 (1977)

94, Bogomolny E.B.

« Calculations of Instantons-Anti-Instantons Contributions in Quantum Mechanics »
Physics Letters B vol 91 N° 3,4 431-435 (1980)

95. Bonechi F. Celeghinit E. Sorace E. Tarlini M.
« Heisenberg XXZ Model and Quantum Galilei Group »
J.Phys A.Math Gen. L939-L.94325 (1992),
96. Bonechit F. Celeghinit E. Giachetti R. Sorace E. Tarlini M.
« Inhomogeneous Quantum Groups as Symmetries of Phonons »
Physical Review D Vol 68 N° 25 3718-3720 (1992)
97. Bonechit F. Celeghinit E. Giachetti R. Perena C.M. Sorace E. Tarlini M.
« Exponential Mapping for non-Semisimple Quantum Groups »
J.Phys. A: Math.Gen.27 1307-1315 (1994)
98. Bonneau P. Flato M. Pinczon G.
« A Natural and Rigid Model of Quantum Groups »
Letters in Mathematical Physics 25 75-84 (1992)
99. Bonneau P. Flato M. Gerstenhaber M. Pinczon G.
« The Hidden Group Structure of Quantum Groups : Strong Duality, Rigidity and Preferred Deformations »
Commun. Math.Phys. 161, 125-156 (1994)
100. Bonneau P.
« Topological Quantum Double »
Reviews in Mathematical Physics, Vol 6 N°2 305-318 (1994)
101. Bourbaki N.
« Espaces Vectoriels Topologiques »
Masson, Paris (1981)
102. Bourguignon J.P. Gauduchon P.
« Spineurs, Opérateurs de Dirac et Variations de Métriques »
Commun. Math.Phys.144 581-599 (1992)
103. Bowick M.J. Mariani E.
« Quantum Gravity, Random Geometry and Critical Phenomena »
General Relativity and Gravitation, Vol 24, N°12 (1992)
104. Branchina V. Polonyi J.
« Instantons in Cutoff Theories »
Nuclear Physics B433 (1995) 99-122
105. Bratelli O. Robinson D.W.
« Operators Algebras and Quantum Statistical Mechanics 1 »
Springer Verlag, 1979
106. Brézin E. Le Guilou J.C. Zinn-Justin J.
« Perturbation Theory and large Order »
Physical Review D Vol 15 N° 6 1558-1563 (1977)
107. Brzezinski T.
« Crossed Products by a Coalgebra »
To be published in Commun. Alg.
108. Brzezinski T.
« Crossed Products Structure of Quantum Euclidean Groups »
Quantum Group Symposium 21 Heron Press 283-288 (1997)

109. Brzezinski T. Majid S.
« Quantum Gauge Theory in Quantum Spaces

114



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Com. Math. Phys. vol 157 (1993

110. Buchbinder I.L. Odintsov S.. Shapiro I.L.
« Effective Action in Quantum Gravity »
Institute of Physics Publishing (1992)
111. Buchdahl N.P.
« Instantons on GB
J Differential Geometry 24 19-52 (1986)
112. Cahen M.
« Déformation et Quantification »
in Physique Quantique et Géométrie. Colloque Géométrie et Physique de 1986 en I'honneur de André Lichnerowicz , Herman Editeur (1988)
113. Callan C. Get al
« World-brane Actions for String Solitons »
Nucl. Phys. B 367 60 (1991)
114. Cardy J.
« Scaling and Renormalization in Statistical Physics »
“Cambridge University Press (1966)
115. Carlini A. Greensite J.
« Why is Spacetime Lorentzian? »
Physical Review D Vol 49 N° 2 866-878 (1994)
116. Carow-Watamura U. Schlieker M. Scholl M. Watamura S.
« Tensor Representation of the Quantum Group Slqg (2,C) and Quantum Minkowski Space »
Z.Phys. C - Particles and Fields 48, 159-165 (1990)
117. Carow-Watamura U. Schlieker M. Scholl M. Watamura S.
« A Quantum Lorentz Group »
International Journal of Modern Physics A Vol.6, N° 17, 3081-3108 (1990)
118. Cartan E.
« Les Groupes Projectifs Continus Réels qui... »
J.Math.Pures et Appliquées 10 149-186 (1914)
119. Cederwall M.
« Problems with Duality in N=2 super-Yang-Mills Theory »
hep-th / 9606096 (1996)
120. Celeghini E. Giachetti R. Rayman A. Sorace E. Tarlini M.
«SQ (n+1,n -1) as a Real Form of $o(2n ,C) »
Letters in Mathematical Physics 23  45-49 (1991)
121. Celeghini E. Giachetti R. Kulish P.P. Sorace E. Tarlini M.
« Hopf Superalgebra Contractions deMatrix for Fermions »
J.Phys A.Math Gen.24 5675-5682 (1991),
122. Celeghini E. Giachetti R. Sorace E. Tarlini M.
« Quantum Groups of Motion and Rotational Spectra of Heavy Nuclei »
Physics Letters B Vol 280 180-186 (1992)
123. Ceresole A. d’Auria R. Ferrara S., Van Proeyen A.
« Duality Transformations in Supersymmetric Yang-Mills Theories coupled to Supergravity »
Nuclear Physics B444 92-124 (1995)
124. Chari V. Pressley A.
« A Guide to Quantum Groups »
Cambridge University Press (1994)
125. Chakrabarti A.
« Linear Fluctuations of Periodic and Quasiperiodic Instantons »
Phys.Review D Vol.40 N°8 2684-2691 (1989)
126. Chakrabarti A.
« Canonical Structure in SO (4and Relations to E (3)and SO (3,1)
A169.0492 (1992)
127. Chamseddine A.H. Felder G. Frolich J.

« Gravity in Non-Commutative Geometry »
Commun. Math. Phys. 155 205-217 (1993)

115



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

128. Chamseddine A.H.
« Connection between Space-Time Supersymmetry and Non-Commutative Geometry »
hep-th/9404138 (1994)
129. Chamseddine Connes A.
« A Universal Action Formula »
hep-th / 9606056 (1996)
130. Christodoulou D.
Phys. Rev. Let. 25 1596 1597 (1970)

131. Chryssomalakos C., Drabant B., Shlieker M., Weich W. Zumino B
« Vector Fields on Complex Quantum Groups »
Commun. Math.Phys. 147, 635-646 (1992)
132. Chryssomalakos C., Engeldinger R., Jurco B., Shlieker M., Zumino B
« Complex Quantum Enveloping Algebras as Twisted Tensor Products »
Imu-tpw 93-2 (1993)
133. Ciccoli N. Giachetti R.
« The Two-Dimensional Euclidean Quantum Algebra at Roots of Unity »
in publication on Letters in Mathematical Physics
134. Coles P.  Lucchin F.
« Cosmology »
Wiley ed (1995)
135. ColiB. Morales J.A.
« Symmetric Frames on Lorentzian Spaces »
J.Math. Phys. 32 9 (1991)
136. ColiB. Morales J.A.
« Comments on Space-Time Signature »
J. Math.Phys. Vol 34, N°6, (1993)
137. Combes F.
« Poids Associé a une Algebre Hilbertienne a Gauche »
Compos. Math. 23 49-77 (1971)
138. Combet E
« Solutions Elementaires des Dalembertiens Généralisés »
Mémorial des Sciences Mathématiques, Fascicule 160, Gauthier-Villars 1965
139. Connes A
« Une Classification des Facteurs de Type Il »
Ann.Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 6 133-252 (1973)
140. Connes A., Takesaki M.
« Flots des Poids sur les Facteurs de Type Il »
C.R. Acad. Sci. Paris, t . 278, Série A, 945-948, (1974)
141. Connes A., Gromov M., Moscovici H.
« Conjecture de Novikov et Fibrés Presque Plats »
C.R. Acad. Sci. Paris, t . 310, Série 1, 273-277, (1990)
142. Connes A. Haagerup U. Stormer E.
« Diameters of State Spaces of Type Il Factors »
Operators Algebras and their Connections with Topology and Ergodic Theory , Busteni, 91-116 (1983)
143. Connes A.
« The Action Functional in Noncommutative Geometry »
Commun. Math. Phys. 117 673-683 (1988)
144. Connes A.
« Géométrie non-Commutative »
InterEditions, Paris (1990)
145. Connes A. Lott J.
« The Metric Aspect of Noncommutative Geometry »
New Symmetry Principles in Quantum Field Theory, Edited by J Frélich et al. Plenum Press N.Y. (1992)
146. Connes A.

« Noncommutative Geometry and Physiscs »
Les Houches. Preprint IHES M93/32 (1992)

116



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

147. Connes A. Rovelli C.
« Von Neuman Algebra Automormphisms and Time-thermodynamics Relation in General Covariant Quantum Theories »
gr-qc - 9406019 (1994)
148. Connes A.
« Geometry from the Spectral Point of View »
Letters in Mathematical Physics 34 203-238 (1995)
149. Connes A.

« Non-Commutative Geometry »
Academic Press (1994)
150. Connes A.

« Non-Commutative Geometry and Reality »
J. Math.Phys. Vol 36, N°11, (1995)
151. Connes A.
« Gravity Coupled with Matter and the Foundation of Non Commutative Geometry »
hep-th / 9603053 (1996) Commun. Math.Phys. 128 , 155-176 (1996)
152. Coquereaux R. Esposito-Farese G. Vaillant G.
« Higgs Fields as Yang-Mills Fields and Discrete Symmetries »
Nuclear Physics B353 689-706 (1991)
153. Corrigan E. Goddard P.
« Constructions of Instantons and Monopoles Solutions and Reciprocity »
Ann.Phys. (NY) 154 253-279 (1984)
154. Costa S.
« Schwarzschild Solution and Mach’s Principle »
gr-qc 9608056
155. Crawford J.P.
« Clifford Algebra : Notes on the Spinor metric and Lorentz, Poincaré and Conformal Groups »
J. Math. Phys. 32 (3) 576-583 (1991)
156. Cremmer E. Scherk J
« Spontaneous Compactification of Space in an Einstein-Yang-Mills-Higgs Model »
Nuclear Physics B 135-142 (1976)
157. Cremmer E. Scherk J.
« Spontaneous Compactification of Extra Space Dimensions »
Nuclear Physics B118 61-75 (1977)
158. Cremmer E. Scherk J
« The Supersymmetric non-LineatModel in Four Dimensions and its Coupling to Supergravity »
Physics Letters B Vol 74 N°4,5 341-343 (1978)
159. Cuntz J.
« k-Theory for certain C* -Algebras Il »
Operator Theory 5 101-108 (1981)
160. Cuntz J.
« k-Theory and C* -Algebras »
k- Theory, Number Theory, Geometry and Analysis (Bielfeld) 55-79 (1982)
161. Dabrowski L. Sobczyk J.
« Left Regular Representation and Contraction Ito g, (2)
Letters in Mathematical Physics 32 249-258 (1994)
162. Damour T. Vilenkin A.
« String Theory and Inflation »
Physical Review D Vol 53 N° 6 2981-2989 (1996)
163. Demazure M.
« Catastrophes et Bifurcations »
Ec.Poly. Ellipses (1989)
164. Delbourgo R. Salam A.
Phys. Lett. 40 B 381 (1972)

165. Dereli T. Tucker R.W.

« Signature Dynamics in General Relativity »
Class. Quantum Grav. 10 365-373 (1993)

117



166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Dereli T. Onder M. Tucker R.W.

« Signature Transition In Quantum Cosmology »
Class. Quantum Grav. 10 1425-1434 (1993)
Dereli T. Onder M. Tucker R.W.

« A Spinor Model for Quantum Cosmology »
Physics Letters B Vol 324  134-140 (1994)
Dereli T. Onder M. Tucker R.W.

« Solutions of Neutral Axi-dilaton Gravity in Four Dimensions »
Class.Quantum Grav. 12 L25-L30 (1995)

Deser S. Jackiw R. Templeton S.

« Topologically Massive Gauge Theories »
Annals of Physics 140 372-411 (1982)

Diakonov D., Petrov Y.

« Instanton-Based Vacuum From the Feynman variational Principle »
Nuclear Physics B245 259-292 (1984)

Diakonov D. Petrov V.

« Nonperturbative Isotropic Multiparticle Production in Yang-Mills Theory »
Phys.Review D Vol.50 N°1 266-282 (1994)

Dijkgraaf R.

« Lectures on Four-Manifold and Topological Gauge Theories »
Nuclear Physics B (Proc. Suppl.) 45B,C 29-45 (1996)

Dixmier J.

« Les C* -algebres et leurs Représentations »

Gauthier-Villars, Paris (1964)

Doebner H.D. Tolar J..

« Quantum mechanics on Homogeneous spaces »

J. Math. Phys. 16 : 975 - 984 , 1975

Donaldson S.K.

« An Application of Gauge Theory to Four Dimensional Topology »
J.Differential Geometry 18, 279-315 (1983)

Donaldson S.K.

« Connections, Cohomology and the Intersection Forms of 4-Manifolds »
J.Differential Geometry 24, 275-341 (1986)

Donaldson S.K. Sullivan D.

« Quasiconformal 4-manifold »

Acta Math. 163 181-252 (1989)

Donaldson S.K.

« Polynomial Invariants for Smooth Four Manifolds »
Topology Vol 29 N° 3 257-315 (1990)

Donaldson S.K. Kronheimer P.B.

« The Geometry of Four Manifolds »
Oxford Science Publications / Oxford University Press (1990)

Donin J. Gurevich D.
« Braiding of Lie Algebrasl (2) »
Max Planck Institut FOr Mathematik 42 (1993)

Doplicher S. Fredenhagen K. Roberts J.E.

« The Quantum Structure of Spacetime at the Planck Scale and Quantum Fields »
Commun. Math. Phys. 172 187-220 (1995)
Dowker H.F.

« SO (4)-Invariant States in Quantum Cosmology »

Class. Quantum Grav. 10 1435-1446 (1993)

Drabant B. Schlieker M. Weich W. Zumino B.

« Complex Quantum Groups and Their Quantum Enveloping Algebras »
Commun. Math. Phys. 147 625-633 (1992)

Drabant B. Jurco B. Schlieker M. Weich W. Zumino B.

« The Hopf Algebra of Vector Fields on Complex Quantum Groups »

118



185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Letters in Mathematical Physics 26 91-96 (1992)

Drabant B. Ogievetsky O. Schlieker M.

« Cohomology of Quantum Enveloping Algebras »
mpi-ph/93-57 (1993)

Dray T. Manogue C.A. Tucker R.W.

« Scalar Fiel Equation in the Presence of Signature Change »
Physical Review D Vol 48 N° 6 2587-2590 (1993)

Dray T. Manogue C.A. Tucker R.W.

« Particle Production from Signature Change »
General Relativity and Gravitation Vol 23 N°8 (1991)
Drinfeld V.G.

« A Description of Instantons »
Commun. Math. Phys. 63 177-182 (1978)

Drinfeld V.G.

« Quantum Groups »

Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Berkeley, 1986 798-820 (1987)
Drinfeld V.G.

« Quasi-Hopf Algebras »

Leningrad Math.J. Vol 1 1419-1455 (1990)

Drinfeld V.G.

« On Almost Cocommutative Hopf Algebras »
Leningrad Math.J. Vol 1 321-342 (1990)

Dubois-Violette M. Launer G.

« The Quantum Group of a non-Degenerate Bilinear Form »
Physics Letters B Vol 245 N°2 175-177 (1990)

Dudas E.A.

« Planck Scale Effects and Axions in Supersymmetry »
Physics Letters B Vol 325 124-128 (1994)

Duff M.J.

Strong/Weak Coupling Duality from the Dual String »
Nuclear Physics B442 47-63 (1995)

Eguchi T. Freund P.G.O.
Phys. Rev. Lett. 37, 1251 (1976)

Eguchi T. Hanson A.J.

« Asymptotically Flat Solutions to Euclidean Gravity »
Phys. Lett. 74B~ 249 -251 (1978)

Elitzur S. Giveon A. Rabinovici E. Schwimmer A. Veneziano G.

« Remarks on non-Abelian Duality »
Nuclear Physics B435 147-171 (1995)

Ellis G etal
Class. Quantum Grav. 9 1535 (1992)

Ernst F. .

Phys. Rev. 167 (1968)
Phys Rev 168 (1968)

Embacher F.
« The Trace Left by Signature Change Induced Compactification »
Class. Quantum Grav.12 1723-1731 (1995)

Engeldinger R., Kempf A

« Lorentz Algebra and Twists »
Oziewick et al. (eds) Spinors, Twistors, Clifford Algebras and Quantum Deformations 281-284 Kluwer Academic Publishers (1993)

Engeldinger R., Kempf A.

« Sub-Hopf-Algebra-Induced Twist of Quantum Enveloping Algebras »
J.Math.Phys., Vol.35, N°4, April 94

119



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

203. Faddeev L.D. Reshetinkhin N.Y. Takhtajan L.A.

« Quantization of Lie Groups and Lie Algebras »
Leningrad Mathematical Journal Vol 1 193-226 (1990)

204. Fannes M., Verbeure A.
« Correlation Inequalities and Equilibrium States »
Commun. Math.Phys. 57,165-171 (1977)
205. Fayet P.
« R-Parity, the Supersymmetric Standard Model and the Phenomenology of Supersymmetry »
To be published by Plenum (1994)
206. Ferrara S. Kounas C. Porrati M. Zwirner F.
« Superstrings with Spontaneously Broken Supersymmetry and their Effective Theories »
Nuclear Physics B318 75-105 (1989)
207. Ferrara S., Sabharwal S.
« Dimensional Reduction of Type-Il Superstrings »
Class. Quantum Grav.6L77-L82 (1989)
208. Ferrara S., Sabharwal S.
« Quaternionic Manifolds for Type Il Superstring Vacua of Calabi-Yau Spaces »
Nuclear Physics B 332 317-332 (1990)
209. Fiore G.
« Many g-particles from One : a New Approach to Hopf *-Algebras »
Imu-tp / 94-15 (1994)
210. Flato M.
« Symétries de type Lorentzien et Interactions Fortes »
These de Doctorat €s Sciences Physiques
Série A N° 4560 N° d'ordre 5407, Gauthier Villars Editeur, Paris (1967)
211. Flato M. Lichnerowicz A. Sternheimer D.
« Deformation of Poisson Brackets, Dirac Brackets and Applications »
J.Math.Phys. 9 1754-1762 (1976)
212. Flato M. Lichnerowicz A. Sternheimer D.
« Crochet de Moyal-Vey et Quantification »
C.R.Acad. Sci. Paris 283 A 19-24 (1976)
213. Flato M. Fronsdal C.
« Singletons : Fundamental Gauge Theory »
in Physique Quantique et Géométrie. Colloque Géométrie et Physique de 1986 en I'honneur de André Lichnerowicz , Herman Editeur (1988)
214. Flato M. Sternheimer D.
« Quantum Groups, Star Products and Cyclic Cohomology »
H.Arraki et al. Quantum and Non Commutative Analysis 221-237
Kluwer Academic Publishers (1993)
215. Flato M. Sternheimer D.
« Closedness of Star-products and Cohomologies in Lie Theories and Geometry »
Progress in Mathematics, Birkhadser, 241-260 (1995)
216. Floer A.
« An Instanton Invariant for 3-Manifolds »
Commun. Math. Phys. 118, 215-240 (1988)
217. Fre’ P. Soriani P.
« The N=2 Wonderland. From Calabi-Yau Manifolds to Topological Field Theory »
World Scientific Publishing (1995)
218. Fre’ P.
« Lectures on Special Kahler Geometry and Electric-Magnetic Duality Rotations »
Nuclear Physics B (Proc.Suppl.) 45B,C 59-114 (1996)
219. Frolich J. Osterwalder K.
« |s there an Euclidean Field Theory for Fermions? »
Helvetica Physica Acta Vol 47 781-804 (1974)
220. Frélich J.

« Non-Perturbative Quantum Field Theory »
Adv. Ser. Math. Phys.15 World Scientific, River Edge N.J. (1992)

120



221.

222.

223.

224,

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Friedan D. Windey P.

« Supersymmetric Derivation of the Atiyah-Singer Index and the Chiral Anomaly »
Nuclear Physics B 235 395-416 (1984)

Ford L.H.

« Gravitons and Light Cone Fluctuations »
Phys.Review D Vol.7 N°6 (1995)

Fubini S. Hanson A.J. Jackiw R.

« New Approach to Field Theory »
Physical Review D Vol 50 N° 2 1732-1760 (1973)

Fursaev D.F. Miele G.

« Cones, Spins and Heat Kernels »
Nuclear Physics B484 (PM) 697-723 (1997)

Fujikawa K.

« Phase Operators Problem and an Index Theorem for Q-deformed Oscillator »
UT-747, (1996)

Fukushima M. Sasaki S. Suganuma H. Tanaka A. Toki H. Diakonov D.

« Clustering of Monopoles in the Instanton Vacuum »
Physics Letters, B 399, 141-147 (1997)

Gaberdiel M.R. Green M.B.
« An SL(2, Z) anomaly in IIB supergravity and its F-theory interpretation »
Hepth - 98101153 v3 (1999)

Galperin A. Sokatchev E.

« Supersymmetric Sigma Models and ‘t Hooft Instantons »
Class. Quantum Grav.13 161-170 (1996)

Ganor O.J. Hanany A.

« SmallE 4 Instantons and Tensionless non-critical Strings »
Nuclear Physics B 474 122-138 (1996)

Gasqui J.

« Formal Integrability of Systems of Partial "Differential Equations »
Institut Fourier BP 74 38402 St Marti d'Heres

Gauntlett J.P.

« S-Duality andH -Monopoles »

hep-th / 9506012 (1995)

Gavrilik AM. Klimyk A.U.

«( -Deformed Orthogonal and Pseudo-Orthogonal Algebras and Their Representations »
Letters in Mathematical Physics 21 215-220 (1991)

Gavrilik AM. Klimyk A.U.

« Representations of tliedeformed Algebratlg (SO, ,) andUq (SG; ;) »
J. Math.Phys. Vol 35, N°7, July 1994

Gasperini M. Veneziano G.

« Dilaton Production in String Cosmology »
Physical Review D Vol 50 N° 4 2519-2523 (1994)

Gervais J.L. Roussel J.F.
« Solving the Strongly Coupled 2D Gravity. Fractional-Spin Operators and Topological Three-Point Functions »
Nuclear Physics B426 140-186 (1994)

Gerstenhaber M. Schack S.

« Algebraic Cohomology and Deformation Theory »

Deformations Theory of Algebras and Structures and Applications, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math.Phys. 247 Kluwer Dordrecht
(1988)

Getzler E.

« Pseudodifferential Operators on Supermanifolds and the Atiyah-Singer Theorem »

Commun. Math. Phys. 92 163-178 (1983)

Gibbons G.W. Pope C.N.

« The Positive Action Conjecture and Asymptotical Euclidean Metrics in Quantum Gravity »
Commun. Math. Phys. 66 267-290 (1979)

121

11-264



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

239. Gibbons G.W. Hartle J.B.

« Real Tunneling Geometries and the Large-Scale Topology of the Universe »
Physical Review D Vol 42 N° 8 2458-2465 (1990)

240. Gilkey P.

« The Index Theorem and the Heat Equation »
Math.Lecture Ser. 4 Publish or Perish, Boston (1974)

241. Gilkey P.
« Invariance Theory, the Heat Equation and the Atiyah-Singer Index Theorem »
Math.Lecture Ser. 11 Publish or Perish Wilmington (1984)

242, Gilmore R.

« Lie Groups, Lie Algebras »
Wiley Ed. (1974)

243. Giradello L., Giveon A., Porrati M.,. Zaffaroni A
« S-Duality in N=4 Yang-Mills Theories with General Gauge Groups »
Nuclear Physics B 448, 127-165 (1995)

244, Giveon A., Porrati M.,.Rabinovici
Phys. Rep. 244 (1994)

245, Glimm J. Jaffe A.

« Boson Quantum Field Models »

National Science Foundation NSF-GP-24003
246. Glimm J. Jaffe A.

« Quantum Physics »

Springer, New-York (1981)
247. Godbillon C. Vey J.

« Un Invariant des Feuilletages de Codimension 1 »
C.R. Acad. Sci. Paris Ser. A-B 273 (1971)

248. Gregori A. Kounnas C. Petropoulos P.M.
Nuclear Phys. B 537 (1999)

249, Green M.B. Schwarz J.H. Witten E.
« Superstring Theory »
“Cambridge University Press (1987)
250. Greensite J.

« Dynamical Origin of the Lorentzian Signature of Spacetime »
Physics Letters B300 34-37 (1993)

251. Gromov M. Lawson H.B.
« Positive Scalar Curvature and the Dirac Operator on Complete Riemanian Manifold »
IHES Publ. Math. N° 58 83-196 (1984)
252. Gromov M.
« Hyperbolic Groups »
Essay in Group Theory, Math. Sci. Res. Inst.Pub. 8, Springer N.Y. (1987)
253. Gross D.J. Pisarsky R.D. Yaffe L.G.
« QCD and Instantons at Finite Temperature »
Reviews of Modern Physics, Vol 53, N°1 43-80 (1981)
254. Guerra F. Ruggiero P.

« New Interpretation of Euclidean Markov Field in the Framework of Physical Minkowski Space-Time »
Physical Review Letters Vol 31 N°16 1022-1025 (1973)
255. Guillopé L.

« Entropies et Spectres »
Osaka J.Math 31 247-289 (1994)
256. Gurevich D.I.
« Algebraic Aspects of the Quantum Yang-Baxter Equation »
Leningrad Math.J. 2 801-828 (1991)
257. Gurevich D.I.

« Braided Vector Fields over Quantum Orbits »
Centre de Mathématiques. Ecole Polytechnique N°1078 (1994)

122



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

258. Gurevich D.I.
« Braided Groups of Hopf Algebras Obtained by Twisting »
Pacific Journal of Mathematics Vol162 N°1 (1994)
259. Guven J.
« The Isolation of Gravitational Instantons : Flat Tori vs. Rt »
gr-qc / 9403009 (1994)
260. Haag R., Hugenholz N., Winninck M.
« On the Equilibrium States in Quantum Statistical Mechanics »
Commun. Math.Phys. 5, 215-236 (1967)
261. Haag R. Trych-Pohimeyer E.
« Stability Properties of Equilibrium States »
Commun. Math.Phys. 56,213-224 (1977)
262. Haag R.
« Local Quantum Physics »
Springer,Berlin (1992)
263. Haagerup U.
« The Standard Form of von Neuman Algebras »
Math. Scand. 37 271-283 (1975)
264. Haagerup U.
« Operator-valued Weights in von Neuman Algebras | »
J.Functional Anal. 32 175-206 (1979)
265. Haberman L.
« A Family of Metrics on the Moduli Space of €Rstantons »
Commun. Math.Phys. 149, 209-216 (1992)
266. Hartle J. Hawking S
Phys. Rev. D28 (1983)

267. Hart A., Teper M.
« Instantons and Monopoles in the Maximally Abelian Gauge »
Physics Letters B371 261-269 (1996)
268. Hawking S.W.
« The Path Integral Approach to Quantum Gravity »
General Relativity, Cambridge University Press (1979)
269. Hawking S.W. Penrose R.
« Euclidean Quantum Gravity »
Cargese Lecture (1978)
270. Hawking S.W. Ellis G.F.R.
« The Large Structure of Spacetime »
Cambridge University Press (1973)
271. Hawking S.W.
« Particles Creation by Black Holes »
Commun. Math Phys. 43 (1975)
272. Hawkins E.
« Hamiltonian Gravity and Noncommutative Geometry »
gr-gc / 9605068 (1996)
273. Helgason S.
« The Radon Transform »
Birkhauser, Boston (1980)
274. Helgason S.
« Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces »
Ac. Press (1978)
275. Hilsum M.
« Signature Operator on Lipschitz Manifolds and Unbound Kasparov Bimodules »
to be published
276. Hopf E.

« Ergodic Theory and the Geodesic Flow on Surfaces of Constant Negative Curvature »
Bull.Amer. Math. Soc. 77 863-877 (1971)

123



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

277. Horigushi T. Maeda K. Sakamoto M.
« Analysis of the Wheeler-Dewitt equation beyond Planck Scale and Dimensional Reduction »
Physics Letters B 344 105 109 (1977)
278. Huang K. Weinberg S.
« Ultimate Temperature and The Early Universe »
Physical Review Letters Vol 25 N°13 895-897 (1970)
279. Hucks J.
« Hyperbolic Complex Structures in Physics »
J. Math.Phys. Vol 34, N°12, (1993)
280. Hugenholz N.M.
« On the Factor Type of Equilibrium States in Quantum Statistical Mechanics »
Commun. Math. Phys. 6 189-193 (1967)
281. Hugenholz N.M.
« C* Algebras and Statistical Mechanics »
Proceedings of Symposis in Pure Mathematics, Vol. 38 (1982)
282. Hull C.M. Townsend P.K.
Nuclear Phys. B 438 (1995)

283. Hull C.M. K.,
Hepth 9806146

284. Hull C.M. Julia B.
Hepth 9803239

285. Hull C.M.
Hepth 9807127

286. Israel W.
« Events Horizons in Static Vacuum Space-Times »
Physical Review Vol 164 N° 5 1776-1779 (1996)
287. Itzhaki N.
« Time Measurement in Quantum Gravity »
Physics Letters B Vol 328 274-276 (1994)
288. Jackiw R.
« Introduction to the Yang-Mills Quantum Theory »
Review of Modern Physics Vol 52 N°4 (1980)
289. Jaffe A.
« Noncommutative Geometry and Mathematical Physics »
New Symmetry Principles in Quantum Fields Theory. Edited by Frdlich et al.
Plenum Press N.Y. (1992)
290. Jimbo M.
« A g-difference Analog ofJ (g) and the Yang Baxter Equation »
Lett. Math.Phys. 10 63-69 (1985)
291. Jimbo M.
« Quantum R-Matrix Related to Generalized Toda System : an Algebraic Approach »
Lec. Notes in Phys. 246 335-361 (1986)
292. Jimbo M.
«« Ag-AnalogoU (g! (N+1)) Hecke Algebra and the Yang Baxter Equation »
Lett. Math.Phys. 11 247-252 (1986)
293. Julia B.
« Kac-Moody Symmetry of Gravitation and Supergravity Theories »
Lectures in Applied Mathematics Vol.21 (1985)
294. Kaku M.
« Strings, Conformal Fields and Topology »
Springer-Verlag (1991)
295. Kaku M.

« Quantum Field Theorie »
Oxford University Press (1993)

124



296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Kaku M.

« Intr. to superstrings and M-Theory »

Springer-Verlag (1999)

Kalau W. Walze M.

« Gravity, Non-Commutative Geometry and the Wodzicki Residue »
Journal of Geometry and Physics 16 =~ 327-344 (1995)

Kalyana Rama S. Sasanka Gosh

« Short-Distance Repulsive Gravity as a Consequence of the Non-Trivial PPN Par@maeters>
Physics Letters, B 383, N°1,2 31-38 (1996)

Kaniel S., Shinbrot M.

« The Bolzman Equation »

Commun. Math.Phys. 58, 65-84 (1978)

Kasparov G.

« K-Theory, Group C*-algebras and Higher Signatures »
Conspectus, Chernogolovka (1981)

Kastler D.

« The C*-algebras of a Free Boson Field | »

Discussion of the basic Facts. Commun. Math. Phys. 1 14-48 (1965)
Kastler D.

« Equilibrium States of Matter and Operator Algebras »

Istituto Nazionale di Alta Matematica. Symposia Mathematica Vol. XX (1976)
Kastler D.

« Does Ergocity Plus Locality Imply the Gibbs Structure? »
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics Vol.38 Part 2 (1982)
Kastler D.

« Cyclic Cocycles from Graded KMS Functionals »

Commun. Math. Phys. 121 345-350 (1989)

Kastler D.

« The Dirac Operator and Gravitation »

Commun. Math.Phys. 166, 633-643 (1995)

Katok A. Hasselblatt B.

« Introduction to the Modern Theory of Dynamical Systems »
Cambridge University Press (1995)

Kempf A.

« Multiparameters R-Matrices, Sub-Quantum-Groups and Generalized Twisting Method »
A.LMU-TPW 91-4

Klimcik C Severa P.

« Poisson Lie T duality and Loup Groups of Drinfeld Doubles »
Phys.Let B vol 372 (1996)

Kempf A. Majid S.

« Algebraic g-Integration and Fourier Theory on Quantum and Braided Spaces »
damtp / 94-7

Kiefer C.

« Time and Quantum Cosmology »

thep-95/21 (1995)

Kiritsis E. Kounas C. Petropoulos P.M. Rizos J.

Nucl. Phys. B 540 (1999)

Kiritsis E. Kounas C.
Phys.Let B 320 (1993)

Kiritsis E.  Kounas C.

« Dynamical Topology Change, Compactification and Waves in Strings Cosmology »
Nuclear Physics B (Proc. Suppl.) 41 311-330 (1993)

Kiritsis E.  Kounas C.

« Infrared Regularization of Superstring Theory and the One-loop Calculation of Coupling Constants »
Nuclear Physics B442 472-493 (1995)

125



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

315. Kiritsis E. Kounas C.
« Curved Four Dimensions Space Time as Infrared Regulator in Superstring Theories »
Nuclear Physics B (Proc. Suppl.) 41 331-340 (1995)

316. Kounnas C.
Phys.Let. B 321 (1994)

317. Kounnas C. Porrati M.
« Spontaneous Supersymmetry Breaking in String Theory »
Nuclear Physics B310 355-370 (1988)

318. Krieger W.
« On Ergodics Flows and the Isomorphism of Factors »
Math.Ann. 223 19-70 (1976)

319. Kubo R.

« Statistical Mechanical Theory of Irreversible Processes »
Phys.Soc Japan 12 570-586 (1957)

320. Kung J.H.
« Strong Energy Condition R + R? Gravity »
Physical Review D Vol 53 N° 6 3017-3021 (1996)

321. Labastida J.M.F.  Marino M.
« A Topological Lagrangian for Monopoles on four-Manifolds »
Physics Letters B 351 146-152 (1995)

322. Labourie F.
« Métriques prescrites sur le Bord des Variétés Hyperboliques de Dimension 3 »
J.Differential Geometry 35 609-626 (1992)

323. Lance E.C.
« An Explicit Description of he Fundamental Unitary for SU,(2)
Commun. Math. Phys. 164 1-15 (1994)

324. Lanczos C.

« Undulatory Riemannian Spaces »
Journal of Mathematical Physics Vol 4, N°7 951-959 (1963)
325. Lanczos C.

« Signal Propagation in a Positive Definite Riemannian Space »
Physical Review D Vol 134 N°2B 476-480 (1963)

326. Lé Dung Trang

« Polyedres Evanescents et Effondrements »
Congress of Topology, Academic Press, 293-328 (1988)

327. Lé Dung Trang
« Complex Analytic Functions with Isolated Singularities »
J.of Alg.Geom. Vol 1 93-99 (1994)
328. Lee T.D. Wick G.C.
« Negative Metric and the Unitary of the S-Matrix »
Nuclear Physics B9 209-243 (1969)
329. Lewandowski J.
« Volume and Quantizations »
Class. Quantum Grav. 14 71-76 (1997)
330. Linde A.
« Monopoles as Big as a Universe »
Physics Letters, B 327, 208-213 (1994)
331. Lichnerowicz A.
« Sur les Espaces Riemanniens Completement Harmoniques »
Bull. Soc. Math. France 72 146-168 (1943)
332. Lichnerowicz A.
« Théories Relativistes de la Gravitation et de I'Electromagnétisme »
Masson Editeurs (1955)
333. Lichnerowicz A.

« Espace Fibrés et Espace-Temps »
General Relativity and Gravitation 1 235-245 (1971)

126



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

334. Lichnerowicz A.
« Variétés Kalhlériennes a Premiere Classe de Chern non-Négative et Situation Analogue dans le Cas Riemannien »
Symposia Mathematica 10 (1972)
335. Lichnerowicz A.
« Algébres de Lie Attachées a un Feuilletage »
Ann. Fac.Sci. de Toulouse 1 45-76 (1979)
336. Lichnerowicz A.
« Déformations d'Algébres Associées a une Vatriété Symplétique {fgsduits) »
Ann.Inst.Fourier (Grenoble) 32 157-209 (1982)
337. Lichnerowicz A.
« Quantum Mechanics and Deformations of Geometrical Dynamics »
Quantum Theory, Groups, Fields and Particles 3-82 Reidel Publ. Cie. Dordrecht (1983)
338. Lichnerowicz A.
« Propagateurs et Commutateurs en Relaitivité Générale »
Publication I.H.E.S. N°10 (1961)
339. Lopes Cardoso G. LustD. Mohaupt T.
« Perturbative et non-Perturbative Results of N=2 Heterotic Strings »
Nuclear Physics (Proc. Suppl.) 45BC 167-176 (1996)
340. Licher M.
« SO(4)-Symmetric Solutions of Minkowskian Yang-Mills Field Equations »
Physics Letters Vol 70B N°3 321-364 (1977)
341. Lukierski J. Nowicki A
« Euclidean Superconformal Symmetry and its Relation with Minkowski Supersymmetries »
Phys. Letters 127 B, 25-45 (1984)
342. Lukierski J. Nowicki A.
« On Superfield Formulation of Euclidean Supersymmetry »
J. Math.Phys. Vol 25, N°5, (1984)
343. Lukierski J. Nowicki A.
« Quaternionic Supergroups and D=4 Euclidean Extended Supersymmetries »
Annals of Physics 166  164-188 (1986)
344. Lukierski J.
« Euclidean Superalgebras for 3 <D<10 »
Reprinted from Supersymmetry and its Applications : Superstrings, Anomalies and Supergravity (Eds Gibbons/Hawking/Townsend. Cambridge
University Press 1986)
345. Lukierski J. Zakrzewski W.J.
« Euclidean Supersymmetrization of Instantons and Self-Dual Monopoles »
International Center for Theoretical Physics, Miramare-Trieste (1986)
346. Lukierski J. Ruegg H.
« Quanturrk -Poincaré in any Dimension »
Physics Letters B Vol 329 189-194 (1994)
347. Macorra A.de la, Ross G.G.
« Supersymmetry Breaking in 4D String Theory »
Nuclear Physics B443 127-154 (1995)
348. Madore J. Masson T. Mourad J.
« Linear Connections on Matrix Geometries »
hep-th-9411127
349. Madore J.
« Linear Connections on Fuzzy Manifolds »
hep-th-9506183 (1995)
350. Madore J.
« An Introduction to Noncommutative Differential Geometry and its Physical Applications »
Cambridge University Press (1995)
351. Magnen J., Sénéot R

« Phase Space Cell Expansion and Borel Summability for the EuclideanTheory »
Commun. Math.Phys. 56,237-276 (1977)

127



352.

353.

354.

355.

356.

357.

358.

350.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

Magnon A.

« Ratio of Magnetic Charge to Charge and of Magnetic Mass to Mass »

International Journal of Theoretical Physics, Vol 27, N°1 3-7 (1988)

Magnon A.

« Ashtekar Variables and Unification of Gravitational and Electromagnetic Interactions »
Class. Quantum Grav. 9 169-181 (1992)

Magnon A.

« Commutative Asymptotic Limit of a Quasi-SU (2) Formulation of General Relativity »
International Journal of Theoretical Physics, Vol 31, N°6 1015-1023 (1992)

Major, Smolin

« Q déformation of Quantum Gravity »
Nuclear Physics B 473 (1996)

Majid S.

« Hopf Algebras for Physics at the Planck Scale »

J. Classical and Quantum Gravity 5 1587-1606 (1988)

Majid S.

« Equivalent Cross Products for a Hopf Algebra »

Comm. Algebra 17 3053-3085 (1989)

Majid S.

« Quasitriangular Hopf Algebras and Yang-Baxter Equations »

International Journal of Modern Physics A Vol.5, N° 1, 1-91 (1990)

Majid S.

« More Examples of Bicrossproducts and Double Cross Product Hopf Algebra »
Isr.J.Math 72 133-148 (1990)

Majid S.

« Physics for Algebrists : Non-commutative and Non-cocomutative Hopf Algebras by a Bicrossproduct Construction »
Journal of Algebra 130 17-64 (1990)

Majid S. Soibelman Ya.S.

« Rank of Quantized Universal Enveloping Algebras and Modular Functions »
Commun. Math.Phys. 137, 249-262 (1991)

Majid S.

« Examples of Braided Groups and Braided Matrices »

J. Math.Phys. Vol 32, N°12, Dec. 1991

Majid S.

« Braided Groups and Algebraic Quantum Field Theories »

Letters in Mathematical Physics 22 167-175 (1991)

Majid S.

« Tannaka-Krein Theorem for Quasi-Hopf Algebras and Other Results »
Contemporary Mathematics Vol 134 219-230 (1992)

Majid S.

« Hopf-von Neuman Albgebra Bicrossproducts, Kac Algebra Bicrossproducts, and the Classical Yang-Baxter Equations »
Journal of Functional Analysis 95 291-319 (1991)

Majid S.

« The Quantum Double As Quantum Mechanics »

J.Geom.Phys. (1993)

Majid S.

« Cross Product Quantisation, Non Abelian Cohomology and Twisting of Hopf Algebras »
damtp/93-63. Proc. Generalized Symmetries, Clausthal, Germany July 1993. World Sci.
Majid S.

« Braided Momentum in the g-Poincare Group »

J. Math.Phys. Vol 34, N°5 (1993)

Majid S.

« Braided Groups »

J. Pure and Applied Algebra 86 187-221  ( 1993)

Majid S.

« Some Remarks on Quantum Double »

128



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

(1994)

371. Majid S.
« *-Structures on Braided Spaces »
damtp /94-66 (1994)
372. Majid S.
« Introduction to Braided Geometry and g-Minkowski Space »
Cambridge University Press (1994)
373. Majid S.
« Duality Principle and Braided Geometry »
damtp / 94-69 (1994)
374. Majid S.,.Ruegg H
« Bicrossproduct Structure ofPoincare Group and Non-Commutative Geometry »
damtp/94-24 (1994)
375. Majid S.
« Bicrossproduct Structure of the Quantum Weyl Group »
J.Algebra 163 68-87 (1994)
376. Majid S. Meyer U.
« Braided Matrix Structure af -Minkowski Space and -Poincaré Group »
Z.Phys. C 63 357-362 (1994)
377. Majid S.
« g-Euclidean Space and Quantum Wick Rotation by Twisting »
J. Math.Phys. Vol 35, N°9, (1994)
378. Majid S.
« g-Epsilon Tensor for Quantum and Braided Spaces »
damtp/94-20 (1994)
379. Majid S.
« * -structures on Braided Spaces »
J. Math.Phys. Vol 36, N°8, (1995)
380. Majid S.
« Some Remarks on the g-Poincare Algebra in R-Matrix Form »
damtp /95-08 (1995)
381. Majid S.
« Quasi-* Structure oq -Poincare Algebras »
damtp 95/ 11 (1995)
382. Majid S.
« Foundations of Quantum Group Theory »
Cambridge University Press (1995)
383. Majid S.
« First Steps in Quantum and Braided Group Riemannian Geometry »
Damtp / 97-73 (1997)
384. Manin Y.I.
« Gauge Field Theory and Complex Geometry »
Springer Verlag (1988)
385. Manton N.
« Complex Structures of Monopoles »
Nuclear Physics B135 319-332 (1978)
386. Marcus N.
« The Other Topological Twisting of N=4 Yang-Mills »
Nuclear Physics B452 331-345 (1995)
387. Martin P.C. Schwinger J.
« Theory of Many Particles Systems »
Phys. Rev. 2 115 1342-1373 (1959)
388. Martin C.  Zouagui M.
« A Non-Commutative Hopf Structure on o€[SL (2,C)] as a Quantum Lorentz Group » (1996)

129



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

389. Martin J.
« Hamiltonian Quantization of General Relativity with the Change of Signature »
gr-qc-9402028 (1994)

390. Masuda T. Mimachi K. Nakagami Y. Noumi M. SaburiY. Ueno K.
« Unitary Representations of the Quantum Group Suq 1,1) / Structure of the Dual Spadesbf2))

391. Mazur P.O.
« A Relationship between the Electrovacuum Ernts Equations and Noniihzdel »
Acta Physica Polonica Vol B 14 N°4 (1983)
392. Mazur P.O.
« A Global Identity for Nonlineass Models »
Physics Letters A Vol 100 N°7 (1984)
393. Mazur P.O.
« Are there Topological Black Hole Solitons in String Theory? »
Gen. Rel. Grav. 19 1173 (1987)
394. Mazur P. O. Mottola E.
« The Path Integral Measure, Conformal Factor Problem and Stability of the Ground State of Quantum Gravity »
Nuclear Physics B341 187-212 (1990)
395. Mazur P.O.
« On the Quantum Theory of Graviting Particles »
Acta Physica Polonica Vol B 26  (1995)
396. Mazur P.O.
« Reply to Comment on Spinning Cosmic Strings and Quantization of Energy »
hep-th/9611206 (1996)
397. Mensky M.B.
« Time in Quantum Cosmology from the Self-Measurement of the Universe »
General Relativity and Gravitation Vol 23 N°2 1991
398. Meyer U.
« A new(q-Lorentz Group and -Minkowski Space with both Braided Coaddition and g -spinor decomposition »
damtp-93-45 (1993)
399. Meyer U.
« Wave Equations og-Minkowski Space »
damtp / 94-10 (1994)
400. Meyer U.
« Projective Quantum Spaces »
damtp/94-81 (1994)
401. Milnor J.
« Morse Theory »
Ann.of Math. Stud., 51, Princeton University Press, Princeton, N.J. (1963)
402. Milnor J. Moore J.C.
« On the Structure of Hopf Algebras »
Ann. of Math. (2) 81 211-264 (1965)
403. Misner C.W.

« The Flatter Regions of Newman, Unti, and Tamburino’s Generalized Schwarzschild Space »
Journal of Mathematical Physics Vol 4, N°7 951-959 (1963)

404. Misner C.W. Thorne K.S. Wheeler J.A.
« Gravitation »
Freeman Ed. (1973)
405. Mnéimné R Testard F.
« Groupes de Lie Classiques Hermann (1986)

406. Montonen C. Olive C.
« Magnetic Monopoles as Gauge Particles »
Physics Letters B Vol 72 N°1 117-120 (1977)
407. Nakahara M.

« Geometry, Topology and Physics »
Institute of Physics Publishing, Bristol and Philadelphia (1990)

130



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

408. Nakano T.

« Quantum Field Theory in Terms of Euclidean Parameters »
Progress of Theoretical Physics Vol 4 N°7 924-938 (1963)

4009. Neuman J.von

« On Ring Operators » llI
Ann.of Math. 41 94-161 (1940)

410. Nash C.
« Differential Topology and Quantum Field Theory »
Academic Press (1996)

411. Nieuwenhuizen P.van
« Supergravity »
Phys.Rep. 68 189-398 (1981)

412. Noakes D.R.
« The Initial Value Formulation of Higher Derivative Gravity »
J. Math.Phys. Vol 24, N°7, (1983°

413. Ogievietski O. Schmidke W. Wess G. Zumino B.
Com.Math. 150 (1996)

414. Olive D.
« Exact Electromagnetic Duality »
Nuclear Physics B (Proc.Suppl.) 46 1-15 (1996)
415. Onder M. Tucker R.W.
« On the Relation between Classical and Quantum Cosmology in an Two-Dimensional Dilaton-gravity Model »
Class. Quantum Grav.11 1243-1253 (1994)
416. O’'Neil C.M.
« Einstein-Yang-Mills Theory with a Massive Dilaton and Axion : String-inspired Regular and Black Hole Solutions »
Physical Review D Vol 50 N° 2 865-873 (1994)
417. Osborn T.A. Fujiwara Y.
« Time Evolution Kernels : Uniform Asymptotic Expansions »
J. Math. Phys. 24 (5) 1093-1103 (1983)
418. Ouvry S. Stora R. van Baal P.
« On the Algebraic Characterization of Witten’'s Topological Yang-Mills Theory »
cern-th 5224/88 (1988)
4109. Pansu P.
« Effondrements des Variétés Riemanniennes d’apres J. Cheeger et M.Gromov »
Séminaire Bourbaki, 36€ année N°618 63-81 (1983/84)
420. Papastamatiou N.J. Umezawa H.
« Comment on a Model of Spontaneously Broken Scale Invariance »
Physical Review D Vol 7 N° 2 571-574 (1973)
421. Parmentier S.
« On Coproducts of Quasi-Triangular Hopf Algebras »
St.Petersbourg Math J. (1994)
422. Penrose R. MacCallum M.A.H.
« A Twistor Approach to Spacetime Quantization »
Physics Reports (Phys. Lett. Section C) 6 241-316 (1972)
423. Percival I.C.
« Quantum Spacetime Fluctuations and Primary State Diffusion »
to be printed
424. Podles P. Woronowicz S.L.
« Quantum Deformation of Lorentz Group »
Commun. Math.Phys. 130,381-431 (1990)
425. Podles P.
« Symmetries of Quantum Spaces. Subgroups and Quotient Spaces of Qsldn{RrandSO (3) Groups »
Commun. Math.Phys. 170, 1-20 (1995)
426. Polyakov A.M.
« A Few Projects in String Theory »

131



427.

428.

429.

430.

431.

432.

433.

434,

435.

436.

437.

438.

439.

440.

441.

442.

443.

444,

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

pupt-1394 (1993)

Polyakov A.M.

« Compact Gauge Fields and the Infrared Catastrophe »

in Instantons in Gauge Theories. World Scientific Publishing ( 1975/ 1994)
Pisarski R.

« The Density of Instantons at Finite Temperature »
Nuclear Physics B97110-112 (1980)

Prugovecki E.

« On the General Covariance and Strong Equivalence Principles in Quantum General Relativity »
Foundations of Physics Vol 24 N° 7 (1994)

Pusz W. Woronowicz S.

« Passive States and KMS States for General Quantum Systems »
Commun. Math.Phys. 58,273-290 (1978)

Quevedo H.

« Determination of the Metric from the Curvature »
General Relativity and Gravitation, Vol 24 N°8 (1992)
Rebbi C.

« Self Dual Yang-Mills Fields in Minkowski Space-Time »
Brookhaven National Laboratory Upton N.Y. 11973 (1977)

Reshetikhin N. Y, Semenov-Tian-Shansky M.A.

« Quantum R-Matrices and Factorization Problems »
JGP-Vol.5,N°4 (1988)

Reshetikhin N. Y. Takhtajan L.A.

« Quantization of Lie Groups and Lie Algebras »
Leningrad Math.J. Vol 1 193-225 (1990)

Rey S-J

« Confining Phase of Superstrings and Axionic Strings »
Physical Review D Vol 43 N° 2 526-538 (1990)
Rieffel M.A.

« C*-Algebras Associated with Irrational Rotations »
Pacific J. Math. 93 415-429 (1981)

Rieffel M.A.

« Non-Compact Quantum Groups Associated with Abelian Subgroups »
Commun. Math. Phys. 171 181-201 (1995)

Roepstorff G.

« Path Integral Approach to Quantum Physics »

Springer Verlag Berlin  (1994)

Rosen S.P.

« TCP Invariance and the Dimensionality of Space-Time »
J. Math.Phys. Vol 9, N°10, (1968)

Rossi P.

« Propagation Functions in the Field of a Monopole »
Nuclear Physics B149170-188 (1979)

Rosso M

« Comparaison des Groupes SU(2) Quantiques de Drinfeld et de Woronowicz »
CR.Acad. Sci. Paris 304 323-326 (1987)
Rovelli C.

« Statistical Mechanics of Gravity and the Thermodynamical Origin of Time »
Class.Quantum Grav. 101549-1566 (1993)

Rovelli C.

« The Statistical State of the Universe »

Class.Quantum Grav. 10 1567-1578 (1993)

Ruggeri T.

« Relativistic Extended Thermodynamics : General Assumptions and Mathematical Proceedure »
Conceptual Problems of Quantum Gravity A.Ashtekar J.Stachel Editors (1988)

132



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

445. Sakharov A.D.
« Cosmological Transitions with Changes in the Signature of the Metric »
Sov.Phys. JETP 60 (2) 214-218 (1984)
446. Semenov-Tian-Shansky M.A.
« What is a Classical R-Matrix »
Funct. Anal. Appl. 17 17 (1983)
447. Sen A. Vafa C.
« Dual Pairs of Type Il String Compactification »
hutp-95 /A028 (1995)
448. Scherk J. Schwartz J.M.
« Spontaneous Breaking of Supersymmetry through Dimensional Reduction »
Physics Letters B Vol 82 N°1 60-64 (1979)
449, Schirrmacher A.
« Aspects of Quantizing Lorentz Symmetry »
New Symmetry Principles in Quantum Fields Theory, Plenum Press, N.Y. (1992)
450. Schlieker M. Weich W. Weixler R.

« Inhomogeneous Quantum Groups »
Z. Phys.C -Particles and Fields 53, 79-82 (1992)

451. Schlieker M. Zumino B.

« Braided Hopf Algebras and Differential Calculus »
uch-pth-94/03 (1994)

452, Schirrmacher A.
« The Structure of Uq (sl(2,C)) »
mpi-ph/93-31

453. Schwartz J.M.

« Relations entre « Ring Groups » et Algebres de Kak »
Bull. Sci. Math. 100 289-300 (1976)

454, Schwinger J.

« Euclidean Quantum Electrodynamics »
Physical Review D Vol 115 N° 3 721-731 (1959)

455. Seiberg N. Witten E.

« Electric-magnetic Duality, Monopole Condensation, and Confinement in N=2 Supersymmetric Yang-Mills Theory »
Nuclear Physics B 426 19-52 (1994)

456. Seiberg N. Witten E.

« Monopoles, Duality and Chiral Symmetry Breaking in N=2 Supersymmetric QCD »
Nuclear Physics B431 484-550 (1994)

457. Seiberg N. Witten E.
« Gauge Dynamics and Compactification to Three Dimensions »
hep-th/9607163 (1996)
458. Sen A..
Int. J. of Mod. Phys. A9 (1994)
Phys. Letters B329 (1994)
459. Sewell G.
« KMS Conditions and Local Thermodynamical Stability of Quantum Lattice Systems »
Commun. Math. Phys. 55 53-61 (1977)
460. Sezgin P van Nieuwenhuizen E..
« Renormalizability Properties of Antisymmetric Tensor Fields Coupled to Gravity »
Phys.Review D Vol.22 N°2 301-307 (1980)
461. Shafer T. Shuriak E.V.
« Instantons in QCD »
hep-ph / 9610451 (1996)

462. Shapiro I.L.

« Asymptotic Behaviour of Effective Yukawa Coupling Constants in Quantum R2 Gravity with matter »
Class. Quantum Grav. 6 1197-1201 (1989)

133



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

463. Shifman M.
« Instantons in Gauge Theories »
World Scientific Publishing (1994)
464. Shuryak E.V.
« Toward the Quantitative Theory of the Instanton Liquid »
Nuclear Physics B302 559-573 (1987)
465. Shuryak E.V. Verbaarschot J.J.M.
« Chiral Symmetry Breaking and Correlations in the Instanton Liquid »
Nuclear Physics B 341 1-26 (1990)
466. Shuryak E., Velkovsky M.
« Instantons Density at Finite Temperature »
Physical Review D Vol 50 N° 5 3323-3327 (1994)
467. Shuriak E.V.
« Instanton Size Distribution : Repulsion or and Infrared Fixed Point? »
Phys.Review D Vol.55 N°9 5370-5373 (1995)
468. Shuryak E.V. Verbaarschot J.J.M.
« Screening of the Topological Charge in a Correletad Instanton Vacuum »
Phys.Review D Vol.52 N°1 295-306 (1995)
469. Singer .M.
« Some Remarks on Operator Theory and Index Theory »
K-Theory and Operator Algebras, Athens, Ga, 128-138 (1975)
470. Singer W.
« Extension Theory for Connected Hopf Algebras »
J.Alg. 21 1-16 (1972)
471. Sitarz A.
« Metric and Quantum Spaces »
Letters in Mathematical Physics 31 35-39 (1994)
472. Souriau J.M.
« Structures des Systémes Dynamiques »
Dunod, Paris (1969)
473. Souriau J.M.

« Quantification Géométrique »
in Physique Quantique et Géométrie. Colloque Géométrie et Physique de 1986 en I'honneur de André Lichnerowicz , Herman Editeur (1988)

474. Stasheff J.
« Drinfel'd’s Quasi-Hopf Algebras and beyond »
Contemporary Mathematics Vol 134 (1992)
475. Stora R. Thuillier F. Wallet J.C.
« Algebraic Structure of Cohomological Field Theory Models and Equivariant Cohomology »
enslapp-a 481/94 (1994)
476. Stora R.
« Exercices in Equivariant Cohomology and Topological Theories »
enslapp-a 604/96 (1996)
477. Stora R.
« Exercices in Equivariant Cohomology »
enslapp-a 619/96 (1996)
478. Stora R.
« De la Fixation de Jauge considérée comme un des Beaux Arts et de la Symétrie de Slavnov qui s’ensuit »
enslapp-a 620/96 (1996)
479. Stormer E.

« Types of Von Neumann Algebras Associated with Extremal Invariant States »
Commun. Math.Phys. 6, 194-204 (1967)
480. Sutcliffe P.
« BPS Monopoles »
To be published in the International Journal of Modern Physics A
481. Symanzik K.

« Euclidean Quantum Field Theory »

134



482.

483.

484.

485.

486.

487.

488.

489.

490.

491.

492.

493.

494.

495.

496.

497.

498.

499.

ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

J. Math.Phys. Vol 7 , N°3, (1966)

Takesaki M.

« Tomita’s Theory of Modular Hilbert Algebras and its Applications »
Lecture Notes in Math, 128 Springer, New-York (1970)

Takesaki M.

« Duality for Crossed Products and the Structure of von Neuman Algebras of Type Ill »
Acta Math. 131  249-310 (1973)

Takesaki M.

« Theory of Operator Algebras »|

Springer, New-York (1979)

Teper M.

« Unmasking the Topological Charge Content of Fluctuating Lattice Gauge Fields »
Phys. Letters B Vol.235 N°2 227-234 (1989)

‘T Hooft G.

« Topology of the Gauge Condition and New Confinement Phases in Non-Abelian Gauge Theories »
Nuclear Physics B190[FS3] 455-478 (1981)

‘T Hooft G.

« A Physical Interpretation of Gravitational Instantons »

Nuclear Physics B 315 517-527 (1989)

‘T Hooft G.

« Under the Spell of the Gauge Principle »

Advanced Series in Mathematical Physics Vol 19 World Scientific (1994)
Thuillier F.

« Some Remarks on Topological 4d Gravity »

enslapp-a 648/97 (1997)

Tomboulis E.

« Renormalizability and Asymptotic Freedom in Quantum Gravity »
Physics Letters B Vol 97 N°1 77-80 (1980)

Tomboulis E.

« Exact Relation Between Einstein and Quadratic Quantum Gravity »
hep-th / 9601082 (1996)

Teyssandier P

« Linearised R + R2 gravity : a new gauge and new Solutions »

Class. Quantum Grav. 6 (1989)

Townsend P.K.

Phys. Letters B 350 (1995)

Twietmeyer E.

« Real Forms of U o) »

Letters in Mathematical Physics 21  287-292 (1991)

Tye S.H.H.

« The Limiting Temperature of the Universe and Superstrings »
Physics Letters Vol 158B N° 5 (1985)

Uhlenbrock D.

« Perturbation of Statistical Semigroups in Quantum Statistical Mechanics »
Jour.of Mathematical Physics, Vol.12, N° 12 2503-2507 (1971)
Unruh W. Wald R.M.

« Time and the Interpretation of Canonical Quantum Gravity »
Physical Review D Vol 40 N° 8 2598-2603 (1989)

Vafa C. Witten E.

« A Strong Coupling Test of S-Duality »

Nuclear Physics B 431 3-77 (1994)

Vaksman L.L. Korogodskii L.I.

« Spherical Functions on the Quantum Gr8up (1, 1) and the -Analogue of the Mehler-Fock Formula »
Translated from Funktsional'nyi Analiz i Ego Prilozheniva Vol 25 N°1 60-62 (1990)

135



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

500. Vandick M. Shanahan S.
« On a Multipole Expansion for Instantons : | »
Class.Quantum Grav. 8 2035-2048 (1991)

501. Veneziano G.
Nuevo Cim 57 A, 190 (1968)

502. Veneziano G.
« An Introduction to Dual Models of Strong Interactions and their Physical Motivations »
Phys Rev C9, 199 (1974)

503. Veneziano G.
Europhys Let 2 (1988)

504. Voigulescu D.
« A Non-Commutative Weyl-Von Neuman Theorem »
Rev.Roum.Math Pures et Appl. Tome XXI, N°1,97-118,Bucarest 1978
505. Wald R.M.
« On the Euclidean Approach to Quantum Field Theory in Curved Spacetime »
Commun. Math.Phys.70, 221-242 (1979)
506. Ward R.S.
« A Yang-Mills-Higgs Monopole of Charge 2 »
Commun. Math.Phys. 79, 317-325 (1981)
507. Walze M.
« Nichtkommutative Geometrie und Gravitation »
Dissertation zur Erlangung des Grades Doktor der Naturwissenschaften am Fachbereich Physic der Johannes Gutenberg-Universitat in Mainz
(1996)
508. Wetterich C.
« Quantum Dynamics in Classical Time Evolution of Correlation Functions »
Physics Letters B Vol 399 N°4 123-129 (1997)
509. Weinberg S.
« Gauge and Global Symmetries at High Temperature »
Phys.Review D Vol.9 N°12 3367-3377 (1974)
510. Widom H.
« A Complete Symbolic Calculus for Pseudodifferential Operators »
Bull. Sc.math. 2e série 104 19-63 (1980)
511. Winnink M.
« Some General Properties of Thermodynamics States in an Algebraic Approach »
Statistical Mechanics and Field Theory, Sen&Weil Editors, (1971) 311-338
512. Winnink M.
« Algebraic Aspects of the Kubo-Martin-Schwinger Boundary Condition »
Cargese Lectures in Physics 4 235-255 Gordon and Breach, New-York (1989)
513. Witten E.
« Instantons, the Quark Model and thd 1Expansion »
Nuclear Physics B149 285-320 (1979)
514. Witten E.
« Search for a Realistic Kaluza-Klein Theory »
Nuclear Physics B186 412-428 (1981)
515. Witten E.
« Instability of the Kaluza-Klein Vacuum »
Nuclear Physics B195 481-492 (1982)
516. Witten E.
« Constraints on Supersymmetric Breaking »
Nuclear Physics B 202 253-316 (1982)
517. Witten E.
« Dimensional Reduction of Superstring Models »
Physics Letters B Vol 155 N°3 151-155 (1985)
518. Witten E.

« Topological Quantum Field Theory »
Commun. Math. Phys. 117 353-386 (1988)

136



ANNEXES 1. Bibliographie Extensive

519. Witten E.
« Topological Gravity »
Physics Letters B Vol 206 N°4 601-606 (1988)
520. Witten E.
« Quantum Field Theory and the Jones Polynomial »
Commun. Math. Phys. 121 351-399 (1989)
521. Witten E.
« Monopoles and Four Manifolds »
hep-th / 9411102 (1994)
522. Witten E.
« Supersymmetric Yang-Mills Theory on a Four-manifold »
J. Math.Phys. Vol 35, N°10, ( Oct. 1994)
523. Witten E.
Nuclear Phys. B 433 (1995)

524. Witten E.
« Small Instantons in String Theory »
hep-th / 9511030 (1995)
525. Wodzicki M.
« Noncommutative Residue, Part I.Fundamentals »
K-Theory, Arithmetic and Geometry, Moscow 320-399 (1984)
526. Woronowicz S.L.
« Twisted SU(2) Group. An Example of Noncommutative differential Calculus »
Publ. Res. Inst. Math. Sci. 23 117-181 (1987)
527. Woronowicz S.L.
« Compact Matrix Pseudo Groups »
Commun. Math. Phys. 111 613-665 (1987)
528. Woronowicz S.L.
« Unbounded Elements Affiliated witi*@\Igebras and Non-Compact Quantum Groups »
Commun. Math.Phys& 136, 399-432 (1991)
529. Yang C.N. Mills R.L.
« Conservation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge Invariance »
Phys. Rev. 96 191-195 (1954)
530. Yurtserver U.
« On the Origin of Spacetime Topology and some Generalization of Quantum Field Theory »
Class. Quantum Grav. 11 1013-1026 (1994)
531. Zakrzewski S.
« Poisson Structures on the Lorentz Group »
Letters in Mathematical Physics 32 11-23 (1994)
532. Zakrzewski S.
« Quantum Poincaré Group Related towtoincaré Algebra »
J.Phys.A. 27 2075-2082 (1994)
533. Zarembo K.
« Monopole Determinant in Yang-Mills Theory at Finite Temperature »
Nuclear Physics B463 (1996) 73-95
534. Zinn-Justin J.
« Multi-Instanton Contributions in Quantum Mechanics »
Nuclear Physics B192 (1981) 125-140
535. Zung N.T.

« Singularities of Integrable Geodesic Flows on Multidimensional Torus and Sphere »
Journal of Geometry and Physics . Vol 18, (1996)

137



13

47

63

75

83

91

105

109

137

Chapitre 1
Chapitre 2
Chapitre 3
Chapitre4
Chapitre 5

Chapitre 6

Chapitre7

Chapitre8

TABLE

Introduction Générale

Domaine (3, 1) (4,0) desFluctuations de la Signature
Algébre de Superpositionde SO(3,1) et SO(4)
Q-déformation dela Signaturea I' Echellede Planck
Espace-tempkKMS et Double Signature
AspectsPhysiquesde la Superpositionde Signature

Dualité Instanton / Monopole et Double Signature

Théorie Topologiquede la Singularité Initiale

Théorie topologiquede I'Expansion du pré-Espace-Temps

Conclusion
Bibliographie extensive

Références citées



