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Introduction

1 Longue mémoire

L’accord n’est pas parfait sur ce qu’il convient d’appeler processus a longue mémoire
(ou processus fortement dépendant). On peut dire qu'un processus stationnaire au second
ordre (Y;),>1 est & longue mémoire lorsque I'un des phénomeénes suivants apparait.

— Définition 1 : La suite des covariances tend vers 0 lentement et de fagon réguliére,
c’est—a—dire
Cov(Yy, Y1) =n""L(n), 0<D <1, (1.1)
ou L est une fonction a variation lente a I'infini, i.e. L est bornée sur les intervalles
finis et pour tout ¢ > 0

L(tx) _
L(z) L

quand z — +00.

Dans cette situation nous dirons que la longue mémoire est réguliere.

— Définition 2 : La suite des covariances n’est pas sommable, i.e.

+o0
Z ’Cov(Yl, Yn+1)} = 400. (1.2)

n=1

C’est la définition la plus fréquemment donnée.

— Définition 3 : La densité spectrale f existe et admet une singularité en un point
)\0, i.e.

1

[A = Aol
ou L est une fonction & variation lente a 'infini.

Ces définitions se recoupent largement mais elles ne sont pas équivalentes. La définition

2 est la plus générale puisque chacune des conditions (1.1) et (1.3) implique (1.2). Par

ailleurs, les conditions (1.1) et (1.3) ne sont pas équivalentes. Par exemple la densité
spectrale

F) = \)\—)\0|D*1L( ) 0<D<1, A—X. (13

FO) =1+ (1.4)
est bien de la forme (1.3) (avec A\g = 7). La covariance correspondante est de la forme
r(n) = eyn =34 (=1)"(1 + o(1)) (1.5)
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qui, évidemment, ne vérifie pas (1.1).

On remarque que la définition 1 n’est pas non plus équivalente & la définition plus
restreinte suivante.

Définition 3’ : La densité spectrale f existe et admet une singularité en 0, i.e.

FN) = ]A\D1L<‘17|>, 0<D<1, A—0. (1.6)

Par exemple, la densité spectrale
FO) =1 =71 (1.7)

qui a deux singularités, I'une en 0 et l'autre en 7, est bien de la forme (1.6), mais la
covariance correspondante est de la forme

r(n) =n"*(cy + c3(—1)") (1 + o(1)) (1.8)

qui ne satisfait pas a (1.1).

Rappelons a ce propos que le résultat de Zygmund ( [73], Ch. 5, Théorémes 2.6 et 2.24)
établit que les définitions 1 et 3’ sont équivalentes lorsqu’on contraint L & étre & varia-
tion lente & I'infini au sens de Zygmund et & variation bornée sur les intervalles finis. (La
variation lente au sens de Zygmund, qui est une notion plus restrictive que la notion de
variation lente, signifie que pour tout § > 0, 2° L(z) (resp. 2 °L(z)) est croissante (resp.
décroissante) au voisinage de 'infini). Il est clair que dans 'exemple (1.7) la condition
de variation bornée n’est pas vérifiée.

Dans les deux exemples (1.4) et (1.7) on remarque que la densité spectrale a une sin-
gularité en dehors de A = 0, et que simultanément sa covariance n’est pas a variation
réguliere & l'infini. C’est précisément cette situation qui nous intéresse : le cas ou la
covariance se comporte & l'infini comme n="3(n) ot 8 est une fonction oscillante. Nous
parlons alors de mémoire longue saitsonniére par opposition a la longue mémoire réguliere
(définition 1).

L’exemple le plus célébre de processus a mémoire longue est celui des accroissements
du mouvement brownien fractionnaire, processus gaussien stationnaire, centré, paramé-
tré par H €]0, 1, dont la fonction de covariance Cov (A(t+7), A(t)) se comporte comme
|7|#72 a T'infini et dont la densité spectrale se comporte comme |A|'~2# en zéro. Le phé-
noméne de longue mémoire apparait alors quand H €]1/2, 1[. Le mouvement brownien
fractionnaire surtout célébre puisqu’il est auto—semblable en loi, a été introduit en 1968
par Mandelbrot et Van Ness [51] pour modéliser des phénomeénes d’hydrologie.

Dix ans apres, les économétres ont proposé des modeéles a temps discret présentant
les mémes caractéristiques de mémoire. Ces modéles ont petit & petit été étendus pour
en arriver aujourd’hui & une réserve de modéles présentant une belle diversité. Pour citer
les jalons essentiels et sans garantie d’exhaustivité : Granger et Joyeux [34], Hosking [40],
Andel 2|, Gray et al. [35], Porter-Hudak [60|, Hassler [37|, Viano et al. [72], Giraitis et
Leipus [25]. En bref, tous ces modéles sont obtenus par filtrage d’un bruit blanc (suite de
variables i.i.d.) centré de L? a travers un filtre correspondant a une fonction de transfert
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de la forme

[ = za))%. (1.9)

J=1

Les processus obtenus ont été baptisés par leurs auteurs de sigles divers : FARIMA,
GARMA, ARFISMA, ARUMA etc... On reconnait, lorsque les exposants sont dans
Z et les «; hors du disque unité fermé, les processus ARMA (autoregressive moving
average) tant utilisés dans tous les domaines du signal et de la prévision, processus a
mémoire courte dans la mesure ol leur covariance tend vers 0 a vitesse géométrique. On
voit apparaitre une mémoire longue dés qu’a un filtre ARMA A(z) on adjoint le facteur
(1—2)%avec —1/2 < d < 0. On parle alors de processus FARIMA(p, d, q) ot p et ¢ sont
les degrés des polynomes constituant la fraction A(z). La densité spectrale est alors de
la forme

[1— e A(e™)]? (1.10)

et la fonction de covariance est de type
r(n) = n 21 L(n)

ou L est une fonction & variation lente & I'infini. Ce sont les mémes comportements que
ceux des accroissements du mouvement brownien fractionnaire.
La classe des processus FARIMA englobe ’exemple historique des processus introduits
indépendamment en 1980 par Granger et Joyeux [34] et en 1981 par Hosking [40]. Ces
processus correspondent & A(z) = 1, et peuvent donc étre considérés comme des proces-
sus FARIMA(0, d, 0),

X, = (1 - B), (1.11)

ol (g,,) est un bruit blanc et B est l'opérateur retard : (Be,, = €,,_1). Leur densité spec-
trale est égale a |1 — e|?4,

A partir de l'article de Granger et Joyeux [34] sont apparues diverses variantes saison-
nieres :

e Hosking [40] : (1 — 2uz + 22)?A(2),
e Porter-Hudak [60] et Jonas [42] : (1 — 2%)¢A(2),

e Hassler [37] : (1 — 2)4(1 + 2)%(1 + 22)B A(z).

Toutes ces modifications apportées aux FARIMA ont le méme effet : apporter une contri-
bution saisonniére a la mémoire, ¢’est-a—dire remplacer dans la covariance le facteur a
décroissance lente par un facteur oscillant ou ce qui revient pratiquement au méme, in-
troduire dans la densité spectrale des singularités de type |A — \;|*% L(1/|A — \;|) en des
fréquences \; non nulles. Cette derniére propriété montrant d’ailleurs dans le cas gaus-
sien que ces processus ne sont pas mélangeants, (voir Viano et al. [72] pour les détails).
Des généralisations ont été proposées en 1995 par Giraitis et Leipus [28], Viano et al.
[72], et récemment par Leipus et Viano [48]. Considérons la famille G de fonctions G
telles que
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e il existe a > 0 (éventuellement infini) tel que G soit analytique dans le domaine

2| < a,
e si a < 400, G admet sur le cercle |z| = a, un nombre fini de points singuliers
distincts
ae™ ... ae?m,

et a tout j € {1,...,m}, il correspond d; (d; ¢ N), tel que pour tout z, |z| < a,

z \%
G(z) = (1 - @) h;(2),
ot h; est analytique dans un voisinage de ae™ et ne s’annule pas en ce point.
Parmi les fonctions de ce type figurent toutes celles évoquées plus haut, i.e. les modéles
de Hosking [40], Porter-Hudak [60] et Hasler [37]. ainsi que les fonctions de transfert
ARMA fractionnaires de Viano et al. [72]. Le lemme suivant décrit le comportement des
coefficients du développement analytique

G(z) = +iobjzﬂ' (1.12)

pour les fonctions G de G.

Lemme 1.1 (Leipus et Viano [48]) Pour une fonction G de la famille G, si a < 400,
il emiste des constantes c; non nulles telles que

by =a "n 1 (Z cje N 4 0(1)), (1.13)
J

ot d = min{d;|i € {1,...,m}} et la sommation porte sur les j pour lesquels d; = d.

Ce résultat permet de savoir si le processus ainsi construit est & longue mémoire et si

la longue mémoire est réguliére ou saisonniére. Par exemple la suite b,, est sommable si

et seulement si a > 1, ou bien a = 1 et d > 0. La situation a = 1, celle ou les valeurs

singuliéres de plus petit module sont sur le cercle unité, est la situation critique ou le

phénomeéne de longue mémoire pourra se produire. C’est ce que montre le lemme suivant.
Considérons le processus moyenne mobile infini MA , défini par

“+oo
X = bicnj, (1.14)
=0

ol (g,) est un bruit blanc centré de L.

Lemme 1.2 (Leipus et Viano [48]) Pour une fonction G de G, si a < +00, et si la
suite b, est dans (*(N), la fonction de covariance r(n) de X,, satisfait a linfini
o sia>1,

r(n) = O(n~4ta™™)
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e sia =1, alors il existe des constantes non nulles %j),véj) telles que

r(n) =n~241 (Z %j) cosn\; + véj) sinnA; + 0(1)), (1.15)
J

ot la sommation porte sur les indices j tels que d; = d.

Pour a = 1, la covariance se comporte comme n 24" et la densité spectrale |G(e™)]?
admet comme singularités les \; correspondant aux singularités de G se trouvant sur le
cercle unité. La suite ) ; v; cosnA;+o(1) apparaissant dans (1.15) est une suite oscillante
sauf si la seule singularité sur ce cercle est z = 1 auquel cas cette suite est a variation
lente; il s’agit simplement de 1 + o(1), et la densité spectrale a une seule singularité,
a l'origine. La covariance dans tous les cas est non sommable lorsque a = 1 et d < 0,
c’est—a—dire si parmi les singularités de la densité spectrale il y en a au moins une ot
elle est infinie.

Une classe particulierement intéressante de la famille G est celle des ARMA fractionnaires
introduits par Viano et al. [72]. Elle est composée des fonctions de transfert de la forme

mi m2 m
Pi) [ =zap)® T (1—2e"/a)% [ (1—z¢"/a)’ (1.16)
Jj=1 Jj=mi+1 j=ma+1

ou P est un polyndéme et
;| < 1/a pour j entre 1 et my, et d; > d pour j entre 1 et ms.
J P J g P J

On voit d’aprés le Lemme 1.2 que le dernier produit dans (1.16) est le seul qui intervient
dans le comportement asymptotique de b, et de r(n). Par exemple, prenons

G(2) = (1 —2)*(A + 2)Y3(1 + 2/2)Y4(1 4 2)~ V4,

C’est le terme (1 + z)~Y/* qui dicte le comportement asymptotique de b, et de 7(n). On
a

b, = Cn~**(cos(nm/2 + 7 /4) + o(1))

et
r(n) = n~Y2(Cy(cosnm/2) + Cysin(nm/2) + o(1)).

De plus la densité spectrale est de la forme
FO) = 6N cos(A/2) 2| cos(A)| 72,

ol ¢ est C*° sur | — 7, 7[ et ne s’annule pas sur [—7, 7]. On est en présence d’un phéno-
méne de mémoire longue avec effet saisonnier produit par la valeur infinie de la densité
spectrale au point 7 /2.
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2 Théorémes limites pour les sommes partielles de va-
riables aléatoires réelles : une revue

Si une suite de variables (Y},),>1 est i.i.d. et si EY; = 0 et EY? = 1, le principe
d’invariance, connu aussi sous le nom du théoréme de Donsker-Prohorov, dit que

1 [Nt]
TN > (2.1)
j=1

converge faiblement lorsque N tend vers l'infini dans I’espace de Skohorod D0, 1] muni
de la métrique uniforme vers le mouvement brownien standard W (t). Rappelons que
I'espace de Skohorod DJ0, 1] est 'espace des fonctions définies sur [0, 1], continues a
droite et limitées & gauche. Une variante de ce principe est la convergence dans 1’espace
C10,1] des fonctions continues sur [0,1] , vers la méme limite, des sommes partielles

lissées
[Nt]

% (Z Y, + (Nt — [Nt])Y[Nt}H) (2.2)

En 1961, Rosenblatt [62] a montré que si (X,,) est un processus gaussien stationnaire
centré tel que Cov (X1, X,) ~ |n|™ & linfini avec 0 < a < 1/2, alors la loi limite de

N—lta Z;VZI (XJ2 — EX7?) est non gaussienne. Cet exemple célebre montre que, dans le
résultat du théoréme de Donsker-Prohorov, la non indépendance peut occasionner a la
fois la perte de la normalité asymptotique des sommes partielles et de la normalisation
par v/N.

L’objet de cette section est de passer en revue les principaux résultats connus concernant
le principe d’invariance pour des variables dépendantes. Dans la suite, on suppose que
les processus considérées sont stationnaires.

On peut distinguer deux notions de dépendance : la dépendance faible et la dépendance
forte, connues aussi respectivement sous les noms de courte mémoire et longue mémoire.
Nous verrons que dans le premier cas, le principe d’invariance est généralement maintenu,
alors qu’il tombe en défaut dans le second cas comme ’a suggéré ’exemple de Rosenblatt.

2.1 Variables faiblement dépendantes

Bien que cette catégorie de variables soit souvent caractérisée par la sommabilité
des covariances. on peut dire qu’a 'heure actuelle il n’y a pas d’approche unifiée pour
la notion de faible dépendance. Les auteurs ont travaillé notamment sur les familles
suivantes de processus :

e les différences de martingales,

e les processus mélangeants,

e les processus associés et les fonctions de gaussiens ou de linéaires.!

LCette formulation fait référence aux processus H(X,,), oit X,, est un processus gaussien ou linéaire.
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Dans ce qui suit nous rappelons la notion d’a—mélange, appelé aussi mélange fort qui,
comme son nom ne l'indique pas, est la notion la plus faible. Pour le ¢—mélange et le
principe d’invariance sous ce type de mélange, on peut se référer au livre de Billingsley
[8]. Le livre de Doukhan [18] fournit une étude détaillée des différentes sortes de mélange.
Nous rappelons aussi la définition de I'association. Nous donnons enfin quelques résultats
récents obtenus sous différentes hypothéses de faible dépendance.

2.2 Définitions

Définition 2.1 On définit le coefficient de l'a— mélange entre deux tribus A et B d’un
méme espace de probabilité par

a(A,B)= sup |P(ANB)— P(A)P(B)|.
(A,B)eAxB

Si (Yn)n>1 est une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,
alors on définit la suite des coefficients de mélange fort o, par

an, = sup a(o{Y};j <k}, o{Yj; 5 > n+k}),

k>1

ot pour tout sous ensemble S de N, o{Y;;j € S} désigne la tribu engendrée par les
variables (Y;)jes-

On dit que la suite (Yy,)n>1 est a—mélangeante, si lorsque n tend vers linfini, o, tend
vers 0.

Il est clair que lorsque deux variables ou deux tribus sont indépendantes, leur coefficient
de mélange est nul. Ainsi ce coefficient peut étre considéré comme un outil de mesure de
la dépendance. Les chaines de Markov et les processus linéaires sous certaines conditions
fournissent quelques exemples de processus a—mélangeants. Cela dit, il est difficile en
général d’évaluer les coefficients de mélange «,.

Définition 2.2 On dit qu’une suite (Y,)n>1 est associée si pour tout entier m > 1 et
pour toutes fonctions f,g de R™ dans R croissantes par coordonnées, on a

Cov(f(Yi,...,Ym), h(Y1,...,Ym)) >0, (2.3)
sous réserve que cette covariance existe.

Une propriété fondamentale vérifiée par les suites associées est I'équivalence entre la
non corrélation et I'indépendance. Ainsi il est naturel d’espérer que pour ces suites, la
dépendance est complétement décrite par la structure des covariances. De plus , il est
beaucoup plus simple de vérifier si la condition (2.3) d’association est satisfaite ou non,
plutot que de voir si la suite des coefficients de mélange a,, tend vers 0.

Récemment, Doukhan et Louhichi [20] ont défini la notion suivante de faible dépendance
qui permet notamment de traiter le mélange et ’association dans une approche unifiée.
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Définition 2.3 Soit (Y,,)n,>1 une suite de variables aléatoires réelles. Elle est dite
(6’,7‘(,@0) —faiblement dépendante s’il existe une classe de fonctions a valeurs réelles 'H,
une suite de nombres réels 6 = (Qn)n21 décroissant a l'infini vers zéro et une fonction 1
définie sur H? x N? telles que pour tous u—uplets (iy, . ..,1,) et v—uplets (ji,...,J,) avec
< <y <tyt+r<in<...<7, onait

\Cov(h(yil,...,}Qu),k(le,...,Yjv))\ < o(h, k,u,v)0,, (2.4)

pour toutes les fonctions h,k € 'H qui sont définies respectivement sur R* et R".

2.3 Résultats de convergence

La premiére extension du principe d’invariance aux variables faiblement dépendantes
concerne les différences de martingales. Ces processus constituent une généralisation
directe des variables indépendantes puisqu’elles sont non corrélées. On peut formuler
cette extension comme suit

Théoréme 2.1 (Billingsley [8]) Soit (Y,,)n>1 un processus stationnaire ergodique vé-
rifiant
E(Y,|o{Y1,...,Ya1}) =0. (2.5)

Supposons que o := EY}? est finie et strictement positive. Alors, lorsque N tend vers
I'infing

D k2 , . .
o 2% désigne la convergence en loi dans D[0,1].
La condition (2.5) signifie que la suite (Y1 + - - -+ Y},),>1 est une martingale par rapport
a sa filtration standard. Cette condition est donc équivalente a l'existence d’une mar-
tingale (X,,),>1 telle que Y7 = X et YV, = X,, — X,,_1 pour tout n > 2 et justifie la
dénomination “différences de martingales”.

Considérons maintenant un processus stationnaire (Y),),>1 centré et notons par «, la
suite de ses coefficients de mélange. Posons pour tout réel positif ¢, a(t) = apy et notons
par ((t) la fonction de quantile de |Y;| définie comme étant la fonction inverse généralisée
de la queue de la loi de Y7, t — P(|Y1]| > t), i.e. Q(t) = inf{z; P(|Y1] > z) < t}. Notons
également par o' I'inverse généralisée de or. Nous avons alors le théoréme suivant

Théoréme 2.2 (Doukhan, Massart et Rio [21]) Soit (Y,,)n,>1 un processus station-
naire centré a—mélangeant tel que

/0 o~ (1)(Q())2dt < +oo. (2.6)
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Alors
+oo
> " [Cov(Y3,Y))] < +oo,
j=1
et si de plus
+00
o’ :=EY? +2)  Cov(¥1,Y;) > 0, (2.7)
j=2
alors, lorsque N tend vers l'infini
! %Y 2041y )
J
oV N o

Notons que ce théoréme est assez optimal dans le sens ot pour les processus m—dépendants,
la condition (2.6) est équivalente a l'existence du moment d’ordre 2. Par ailleurs, si la
condition (2.6) n’est pas vérifiée, on peut construire des contre—exemples pour lesquels
le principe d’invariance n’est plus vrai (voir Doukhan et al. [21]).

On note L l'ensemble de toutes les fonctions lipschitziennes définies et bornées sur
R* u € N*, et L le sous espace défini par

Ly={hel|hw<1},

ol ||.]|s désigne la norme uniforme.
Pour d > 0, ¢ € [0, 2] et toutes fonctions lipschitziennes h, k définies respectivement sur
R" et R", on pose

Y(h, k,u,v) = (u+ v)d(Lip(h) + Lip(l{:))c

L e (@)= ]
Ty

Nous avons alors le théoréme suivant

Théoréme 2.3 (Doukhan et Louhichi [20]) Soit (Y,,) une suite (6, L1, ) ~faiblement

dépendante telle que E‘Yﬂ“é < 400, pour un certain § > 0 et 0, = O(r)fD ouD >d
et D>2+4+4(2—c¢)/d. Supposons que

lim ES? = +o0.

N—oo

Alors o* définie dans (2.7) est strictement positive et nous avons lorsque N tend vers
l'infing,
[N1]

1
Sy, B w.
j=1

oV'N
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Pour les processus a forte structure tels que les processus associés, les processus fonctions
de gaussiens ou fonctions de processus linéaires, la sommabilité des covariances (ou
des coefficients pour ces derniers) semble suffire pour conclure au principe d’invariance,
du moins dans sa version fini-dimensionnelle. Par exemple, nous avons les résultats
suivants :

Théoréme 2.4 (Newman et Wright [53]) Soit (Y,,)n,>1 une suite de variables sta-
tionnaires centrées et associées telle que

+oo
o? =EY}? + QZCOV(Yl,Yj) < 400.

j=2

Supposons que o® > 0. Alors, lorsque N tend vers l'infini,

(V]
clo,1]

: (ZYJ + (Nt — [Nt])}/[Nt]Jrl) = W(t),

ov N

col ., . _
ou [:>] désigne la convergence en loi dans C[0,1].
Considérons un processus gaussien stationnaire (X,,),>1 centré réduit, ¢’est-a—dire que
EX; =0 et EX? = 1. Pour tout entier positif &, le polynome de Hermite de degré k est

donné par
oo dF g2
Hi(z) = (—1)%2 il
Toute fonction réelle H qui vérifie EH (X)) = 0 et E(H ()(1))2 < +oo admet un déve-
loppement de Hermite dans I'espace L2(R,1/v/2me*"/2dzx), qui est de la forme

400
H(x) = %Hk(x), ot Jy =E(H(X1)Hi(X1)). (2.8)
k=1

Définition 2.4 On appelle rang de Hermite de H et on note T, le degré du premier
polynome apparaissant dans le développement (2.8), ¢’est—a—dire T = inf{k, Jy # 0}.

Le théoréme suivant est consacré aux processus fonctions de gaussiens, c’est—a—dire

(H(Xn))nzl'

Théoréme 2.5 (Ben Hariz [6], Breuer et Major [10], Giraitis et Surgailis
[30]) Soit (X)) un processus gaussien centré réduit, et H une fonction réelle vérifiant

EH(X,) =0, et E}H(Xl)}%ré < 00 pour un certain § > 0. Notons par r(j) la suite des
covariances de (X,,) et par 7 le rang de Hermite de H. Supposons que

> r()I" < 4o, (2.9)

j=—o00
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et que
“+o0o 2 “+o0o .
Z Z r(5))" > 0. (2.10)
=T ]_700
Alors, lorsque N tend vers l'infini
TRAL
D[0,1
SoH(X) 2w, (2.11)
A

La condition (2.9) traduit la faible dépendance car elle est équivalente a

Z |Cov(H(Xy), H(X;))| < 400,

(voir Giraitis et Surgailis [30]). Enfin, la variance limite o dans (2.10) s’écrit aussi
o? =E(H (X)) +QZCOV H(X;)).

On retrouve la variance limite dans (2.7) obtenue dans le Théoréme 2.2.

La convergence des lois fini-dimensionnelles a été établie par Breuer et Major [10], puis
¢tendue par Giraitis et Surgailis [30] & un cadre plus général. Ben Hariz [6] a montré
I’équitension. Rappelons que cette derniére avait été prouvée par Csorgs et Mielniczuck
[12] sous la condition E(H (X;)*) < +oo qui est plus forte.

Le Théoréme 2.5 reste vrai avec certaines conditions supplémentaires lorsque (X,,) est

un processus linéaire, i.e.
+00
= E bn—jgj

j=—o0

ol (&;) est une suite de variables i.i.d. centrée, de moment d’ordre 2 fini et (b;) est dans

%(Z), c’est—a—dire
+oo
Z b? < +o0.
j=—00

Les conditions portent généralement sur la loi de &; et sur H. On suppose notamment
I’existence de tous les moments de &; ainsi que de toutes les dérivées de H. On peut se
référer par exemple a Giraitis [26] et Ho et Hsing [39]. Ces derniers ont beaucoup allégé
les conditions de Giraitis [26]. Plus précisément :

Théoréme 2.6 (Ho et Hsing [39]) Considérons un processus linéaire (X,,) défini par

+00
X = bituj, (2.12)
j=1
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et notons pour tous n, ¢ > 1
¢
Xoo = by
j=1

Supposons que EE§ < +o0 et que

400
> 1bj| < +oo.
j=1

Soit H une fonction réelle bornée dérivable a dérivée continue et bornée et telle que
2
E(H(Xl) — H(XM)> — 0, lorsque { — 400.

Supposons de plus que

Alors

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne standard.

Notons que la condition de régularité de H peut étre remplacée par une condition plus
technique qui permet au Théoréme 2.6 de s’appliquer au processus empirique (voir Théo-
réme 4.1 de Ho et Hsing [39]).

Remarque : La condition 0? > 0 est de premiére importance. En effet Giraitis et Sur-
gailis [30] ont donné quelques exemples montrant la perte de la normalité asymptotique
des sommes partielles lorsque 2 = 0. L’exemple suivant, emprunté & Giraitis et Surgai-
lis [30], illustre ce phénomeéne. On considére un processus gaussien stationnaire centré
réduit (X,,) admettant une densité spectrale f de la forme suivante

‘)\—)\0|_1/2 Si)\E])\(),)\(]—F&'[
SO = <IN =2X|7Y2  si X €)2X — &, 2]

0 sinon,

ol A\g €]0, [ et £ > 0 assez petit. On a au voisinage de l'infini,

C T s
r(k) ~ ﬁ(sin(z — kXo) + sin(z + 2k:/\0))

et donc

> k)P < +oo.

k=—o0
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Par conséquent pour les fonctions H de rang de Hermite supérieur ou égal a 3, la mémoire
est courte. Cependant, pour H = Hs, on obtient 02 = 0 car

—+00

> rk)?*=o0.

k=—o00

D’autre part, lorsque N tend vers I'infini,
N
j=1

et N~1/4 Ejvzl H3(X;) a une limite non gaussienne (voir Giraitis et Surgailis [30], Théo-
réme 9). En résumé, la normalisation par VN et la normalité asymptotique sont toutes
deux perdues.

Nous verrons dans la proposition suivante que pour une large classe de processus,
en particulier pour tous les processus obtenus a partir d’un bruit blanc gaussien par un
filtre du type (1.9), cette situation ne peut pas se produire.

Proposition 2.1 Soit (X,,) un processus gaussien stationnaire centré réduit admettant
une densité spectrale qui vérifie ['une des deux propriétés suivantes

1. Il existe € > 0 tel que f soit continue sur [—¢, €| et ne s’annule pas sur 0 < |z| < €.

2. Il existe € > 0 tel que
inf f(z)> 0.

z€[—e,e]

Soit H une fonction non linéaire telle que EH(X,) = 0 et EH(X)? < +o00. Supposons
que

> rn)]" < +oo.

n=—oo

Alors

Jk)£0 et Y ()" >0 (2.13)

Posons
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Il est alors facile de voir que, pour tout entier n et pour tout entier k£ > 1,

- . L]
r(n)* = /Rei”“g*k(u)du = /—/m e g (u)du = /_ﬂ e | Z[] g*(z + 27j)dz.

[STES

ot g** désigne la k™ convolution de g.
Puisque 7(n)"” est sommable, il existe pour tout k& > 7, une version continue sur [—, 7|,

de
[4]
Y. g%+ 2m))

que nous notons hy, et telle que pour tout = € [—m, 7,

1 &3 .
hi(x) = o Z r(n)kem.

Clairement

€/2
inf  gxg(x)> inf / g(t)g(x —t)dt > 0.

x€[—e/2,e/2] T z€[—e/2,e/2 /2

De méme, nous obtenons par récurrence, que pour tout k > 1,

inf * () > 0.
xE[—a/Q,e/Q]g ( )

Il en sera de méme pour h; et donc

—+00

> r(n)* =2mhi(0) > 0.

n=—oo

Soit k le premier entier strictement supérieur a 1 tel que J(k) #0.Si7 > 1,ona k =7,
et si T =1, k existe car H n’est pas une fonction linéaire. Cet entier k vérifie alors (2.13)

O

2.4 Variables fortement dépendantes

A Pexception de deux articles de Rosenblatt [62] et de Giraitis [25] ainsi qu’un article
récent d’Arcones [3] qui seront discutés dans la suite de cette thése, tous les travaux
concernant la limite des sommes partielles pour les variables fortement dépendantes
sont faits sous I’hypothése de longue mémoire réguliére (1.1). Nous verrons ici que pour
cette catégorie de variables, méme si parfois la normalité asymptotique des sommes
partielles est préservée, la perte de la normalisation par N~'/2 et de I'indépendance des
accroissements du processus limite sera systématique.



2. Sommes partielles : une revue 15

On peut dire que les travaux précurseurs dans ce domaine outre ceux de Rosenblatt
(1961), sont ceux de Taqqu (1975) et ceux de Dobrushin et Major (1979) que 'on peut
résumer de la fagon suivante. Considérons un processus gaussien centré réduit (X,) et
une fonction H dont le développement sur la base de Hermite est donné dans (2.8). Nous
avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.7 (Taqqu [68], Dobrushin et Major [17]) Notons parr(n) la fonction
de covariance de (X,,), et par T le rang de Hermite de H. Supposons que

r(n) =n"“L(n), e Ta<l, (2.14)
ou L est une fonction a variation lente a l'infini. Posons
d2 — N277’C|{L<N)T.

Alors

1 [Nt] T [Nt]
— H(X; t u H (X
dN; ( .7) e T'dN; ( .7)

convergent dans D[0, 1] vers la méme limite

J,
;K<7-7 a)ZT,lfToz/Q (t)

ot
7!
K =
(r.a) \/(1 o)1 —71a/2)’
et
Zei—rap(t) = (K(1,a)) " (2T (@) cos aﬂ/Z))fT/zx
M) — LT oD 2 gy 2.15
X/RT i(x1+---+mT)H‘xj‘ (), (2.15)

j=1
W étant la mesure aléatoire du bruit blanc gaussien standard.

Ce théoréme montre notamment qu’en présence de longue mémoire réguliére, le compor-
tement asymptotique des sommes partielles de H(X;) est dicté par le premier polynéme
H. apparaissant dans le développement de Hermite de H.

Définition 2.5 Le processus Z;1_,q/2(t) est appelé processus de Hermite d’ordre T et
de parametre 1 — Ta /2. Pour T = 1, on retrouve le mouvement brownien fractionnaire,
et pour T = 2, il s’agit du processus de Rosenblatt.

Le processus de Hermite Z,1_-/2(t) vérifie les propriétés suivantes.

1. Z;1—ray2(t) est un processus centré réduit.
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2. Il est (1 — 7ar/2)—autosemblable, c’est—a—dire que ses accroissements sont station-
naires et que pour tout entier k, tous réels ¢y, ..., ¢, dans [0, 1] et toute constante
positive ¢, les vecteurs

(ZT,l—Ta/Q(Ctl)a S ZT,l—Toe/Q(Ctk)) et CTO{/271 (Z’T,l—TOé/Q(tl)7 B Z’T,l—TOé/Q(tk‘))

ont la méme loi.

3. La fonction de covariance de Z.;_;4/2(t) est donnée par
1 —To —To —To
COV(ZT,l_m/2<t), ZT,l_mﬂ(s)) = (T + s — = s (216)

4. Les trajectoires de Z,;_+, /Q(t) sont continues. Grace au théoréme de continuité de
Kolmogorov-Centsov (voir Karatzas et Shreve [43]), c’est une conséquence de la
propriété 3 et de la stationnarité des accroissements.

La comparaison entre les résultats du Théoréeme 2.7 et ceux obtenus en courte mémoire
(Théorémes 2.3-2.6), met en évidence trois différences essentielles.
e Les accroissements du processus limite ne sont plus indépendants. Cela est di a la
forte dépendance entre les variables de départ H(X,,).
e La vitesse de convergence N™/2 de la moyenne arithmétique, est plus faible que
la vitesse standard v/N.
e La perte de la normalité asymptotique lorsque 7 > 2. En effet seul le processus de
Hermite d’ordre 1 est gaussien; c’est le mouvement brownien fractionnaire comme
rappelé dans la définition 2.5.

Comme en courte mémoire, le Théoréme 2.7 reste vrai, avec des conditions supplémen-
taires, lorsque (X,) est un processus linéaire. Dans le cas particulier ot H est 'identité,
la convergence des sommes partielles vers le mouvement brownien fractionnaire est déja
connue depuis 1970, Davydov [14]. En dehors de ce cas, la contribution déterminante est
celle de Ho et Hsing [39].

Définition 2.6 On appelle rang d’Appell de H le plus petit des entiers k pour lesquels
Héf)(()) #0, ou HY désigne la dérivée d’ordre k, lorsqu’elle existe, de la fonction

H(x) = / H(x + y)dF(z).
R
Ce rang coincide avec celui de Hermite donné dans la définition 2.4 lorsque (X,,) est
gaussien.

Théoréme 2.8 (Ho et Hsing [39]) Considérons un processus linéaire défini par (2.12),
avec des coefficients b, de la forme

b, =n""L(n), Be€(1/2,1).

Soit H une fonction continue, dérivable et de dérivée bornée et vérifiant EH(X;) = 0.
Soit 7 le rang d’Appell de H. Supposons que (28 — 1) < 1 et EE2™® < +00. Posons

d?\/’ _ NQ_T(Qﬁ_l)L(N)T.
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Alors, lorsque N tend vers l'infini
N
dy' Y H(X)) L HO(0)K (7, (28 = 1)) Zrap-1(1). (2.17)
j=1

En réalité, le résultat de Ho et Hsing [39] va plus loin que le Théoréme 2.8 présenté ici
puisqu’il donne un développement de Taylor-Lagrange pour les sommes partielles, avec
un reste qui, normalisé par /N, converge faiblement vers une loi normale ( voir Ho et
Hsing [39], Théoréme 3.2).

3 Théorémes limites pour le processus empirique : une
revue

Considérant la fonction indicatrice 1) ,(H (-)) comme une fonction particuliére de
X, les résultats concernant la limite du processus empirique

1 M
Fing(z) = m Z Tp(x;)<a (3.1)
j=1

convenablement renormalisé selon la force de la dépendance entre les variables, sont,
pour z fixé, conséquences des théorémes sur les sommes partielles.

Cependant, en vue de certaines applications, par exemple pour étudier les statistiques
de tests de détection de rupture (on peut se référer par exemple aux chapitres 2 et 3 de
ce document), il est primordial de considérer le processus empirique comme une suite
de fonctions aléatoires dépendant des deux variables t € [0,1] et € R. L’introduction
du deuxiéme indice x demande une étude d’équitension différente. D’ailleurs certains
auteurs se contentent de considérer le processus empirique comme une fonction de la
seule variable z.

3.1 Courte mémoire

On sait que pour une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées de moment d’ordre
2 fini et de fonction de répartition F, le processus [Nt]/vV/N(Fjny(z) — F(z)) converge
dans l'espace D([—00, 4+00] %[0, 1]) vers un processus de Kiefer, processus gaussien centré
ayant comme fonction de covariance (s A t)(F(x Ay) — F(x)F(y)) (voir e.g. Shorack et
Wellner [66]). L’introduction d'une faible dépendance entre les variables laisse intacte
la normalité du processus limite et la normalisation, mais elle change la covariance qui
devient

(8 N t) (Var(ﬂxlsx]lxlgy) + Z {COV(]IXISJ;, ]IXkSy) + COV(]IXka, ]IX1§y) }) . (32)

k>2

Sans entrer dans les détails concernant les hypotheéses spécifiques & chaque situation,
on peut citer Newman [52] ainsi que Doukhan et Louhichi [20] pour les suites associées
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a covariance sommable, Billingsley [8] pour des suites ¢-mélangeants, Yoshihara [71]
puis Shao et Yu [65] pour des suites a-mélangeantes, Csorgéet Mielniczuk [13]| pour les
suites fonctions de processus gaussiens a covariance sommable et Doukhan et Surgailis
[22] pour les processus linéaires faiblement dépendants. Mis & part Yoshihara [71], ces
auteurs considérent le processus mono-indexé¢ par x. Newman [52] ne traite que les lois
fini-dimensionnelles.

3.2 Longue mémoire

La différence entre les résultats en courte et longue mémoire est assez spectaculaire.
En longue mémoire, la limite du processus empirique (3.1) convenablement renormalisé
est dégénérée. Cette limite est le produit d’une fonction déterministe de x et d’un pro-
cessus indexé par ¢ seul. Cette dégénérescence asymptotique est a 1’origine de beaucoup
de résultats surprenants en inférence statistique (voir par exemple Beran [7]|, Dehling et
Taqqu [16], Giraitis et al. [29], [27], Ho et Hsing [38], Koul [44], Koul et Mukherjee [45],
Koul et Surgailis [46], Robinson [61]). Quelques unes de ces études seront reprises dans
les chapitres suivants, dans le cadre de la longue mémoire saisonniére.

Les premiers résultats datent de 1989 et sont dus a Dehling et Taqqu [15]. Ils concernent
les processus fonctions de gaussiens. Si'Y,, = H(X,,) ou (X,,) est gaussien, centré réduit,
la variable

Aa(Xj) = Wnex )<y — F(2) (3.3)
se développe sur la base de Hermite de la maniére suivante
_ N @) \ _
A (X)) = SHUX,), ook Ju() = E(H{H(xl)gx}ﬂk(xl)). (3.4)
k=1 '

Définition 3.1 Soit pour tout réel x, T(x) le rang de Hermite de A(x). On appelle rang
de Hermite de la famille (A,(.), z € R), le plus petit des entiers 7(z).

Le résultat de Dehling et Taqqu [15] est le suivant

Théoréme 3.1 (Dehling et Taqqu [15]) Considérons un processus gaussien station-
naire centré réduit X,, de fonction de covariance r(n) vérifiant

r(n) =n"“L(n), 0<7a <1, (3.5)

ou 7 est le rang de Hermite de la famille (3.3). Posons

2 27!

NS A i@y )

Alors, lorsque N tend vers l'infini, le processus empirique centré et normalisé

v
dy'[Nt] (ﬁ Z Lir(xy<ey — F (l‘)>
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converge dans l’espace D([—oo, +o0] x [0, 1]) , muni de sa métrique uniforme, vers

JTT(!”“" ) Zerrapa(t), (3.6)

0l Zr1-ra/2(t) est le processus de Hermite d’ordre T et de parameétre 1 — T /2.

En particulier, si H est 'identité, le processus limite est

¢(x)Bi—a/a(t), (3.7)

ol ¢ est la densité gaussienne standard et Bi_,/2 le mouvement brownien fractionnaire.
Ho et Hsing [38], puis Giraitis et Surgailis [32], ont repris ce travail pour les processus
linéaires, dans le cas ou H est I'identité. Nous avons notamment le résultat suivant

Théoréme 3.2 (Ho et Hsing [38]) Considérons un processus linéaire

“+o0o
X = bien, (3.8)
j=0

ou €, est une suite 1.i.d. centrée admettant un moment d’ordre quatre et dont la fonc-
tion de répartition est cing fois continiment différentiable avec des dérivées bornées et
intégrables.

Supposons que les coefficients b; sont de la forme

by = j~OTVL2(5) (3.9)

ou L est une fonction a variation lente a linfini et ou 0 < 6 < 1.
Notons par F la fonction de répartition de X;. Alors, nous avons la convergence, lorsque
N tend vers Uinfini, dans D[—o0, +00] de

NOPLTV2(N)(Fy(z) — F(x))
vers (2/(1 —0)(2 — 0))2F'(x)Z, ot Z est une gaussienne standard.

Récemment, Koul et Surgailis [47] ont étendu ce résultat aux processus linéaires sans
variance avec des innovations appartenant au domaine d’attraction d’une loi symétrique
a-stable (SaS), 1 < a < 2. La loi de Z obtenue dans ce cas est une loi SasS.

Le théoréme de Ho et Hsing [38] qui date de 1996 est plus général que le Théoréme
3.2 car il donne un développement de Taylor-Lagrange du processus empirique jusqu’a
l'ordre [1/6]. Depuis, il a subi quelques améliorations apportées notamment par Koul
et Surgailis : dans [46] ces auteurs obtiennent la normalité asymptotique du reste du
développement et trés récemment, dans un travail non encore publié, ils allégent la
condition sur les moments.

En fin de compte, résumons ce qu’il faut retenir de ces résultats

1. le processus limite n’est pas nécessairement gaussien (en fait il ne I'est que si le
rang de Hermite de la famille des indicatrices est 1),
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2. la vitesse de convergence de Fiy vers F' est toujours inférieure a la vitesse classique

VN,

3. enfin, et c’est ce qui est nouveau par rapport aux sommes partielles, le processus
limite est dégénéré.
Il est & noter que certains auteurs comme Doukhan [19] suggérent cette dégénérescence
de la limite du processus empirique comme définition de la longue mémoire.

4 Contenu de la thése

Cette these est consacrée aux processus a longue mémoire saisonniére. Un article de
Rosenblatt [63| et un autre de Giraitis [25] ont marqué 1'étude de cette question dans
le cas gaussien. Nous reprenons leurs travaux pour les adapter aux processus gaussiens
dont la densité spectrale a la forme (1.1.2), puis nous nous consacrons aux processus
linéaires dont I’étude n’avait jamais été menée.

Nous étudions les effets inattendus créés par les phénomeénes oscillatoires qui accom-
pagnent l'existence de singularités pour des fréquences non nulles dans la densité spec-
trale d’'un processus stationnaire.

Nous nous consacrons a l'étude asymptotique des sommes partielles et du processus
empirique. Le but est de distinguer ce qui, dans les résultats briévement rappelés dans
I'introduction de cette thése, reléve spécifiquement du phénomeéne de longue mémoire et
ce qui tient aussi a la régularité asymptotique de la covariance.

Nous trouverons par exemple que la dégénérescence limite du processus empirique est
valable dans toutes les situations de longue mémoire que nous avons abordées. En re-
vanche, nous verrons que la forme du processus limite peut étre trés différente selon que
la mémoire est saisonniére ou réguliére. Cela tient au fait que, si la mémoire est saison-
niére, ce n’est pas toujours le premier polynéme apparaissant dans le développement de
Hermite des variables en jeu qui dicte le comportement asymptotique de la somme.
Nous nous sommes attachés a mettre en évidence les conséquences statistiques de nos
résultats. Le plan de la thése est le suivant.

e Au chapitre 1, nous étudions, dans la section 1, la convergence du processus empi-
rique pour des processus fonctions de gaussiens. Dans la deuxiéme section, nous tirons
quelques conséquences statistiques de nos résultats, en particulier en ce qui concerne les
U-statistiques et les fonctionnelles de von-Mises. La limite du processus empirique est
obtenue en grande partie comme conséquence du comportement asymptotique des lignes
de Donsker. Ceci est traité dans la derniére section de ce chapitre.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article a paraitre dans la revue ESAIM [57].

e Au chapitre 2, nous traitons la convergence du processus empirique associé aux pro-
cessus linéaires. La preuve de cette convergence s’appuie sur celle des sommes partielles
associées aux polynomes d’Appell, que nous étudions dans la premiére section. Nous
donnons ensuite quelques conséquences statistiques sur les questions de détection de
rupture et sur ’estimation de la densité marginale.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article (co—signé avec Anne Philippe), qui vient d’étre
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soumis a la revue Mathematical Methods of Statistics.

e La premicre annexe est relative au chapitre 1. Nous y reprenons un travail qui date
du début de la thése. Nous y démontrons le théoréeme de Rosenblatt sur la convergence
des sommes partielles pour certains processus gaussiens & mémoire saisonniére longue.
L’intérét de notre démonstration est que, fondée sur la méthode des fonctions caracté-
ristiques utilisée par Taqqu [68] en longue mémoire réguliére, elle n’utilise que des outils
rudimentaires sur les séries semi-convergentes. Cette annexe a fait ’objet d’une prépu-
blication [56] en 1999.

e La deuxiéme annexe compléte le chapitre 2. Nous y établissons le développement a
I'ordre 2 du processus empirique. Nous nous inspirons abondamment du travail de Ho
et Hsing. Mais nous avons dii adapter leur démarche & notre contexte qui différe légére-
ment du leur, de part la saisonnalité de la mémoire et la double indexation du processus
empirique.

Outre les deux articles qui viennent d’étre mentionnés, nous avons publié (en colla-
boration) deux tours d’horizon sur les processus a longue mémoire saisonniére, I'un dans
la revue Statistical Inference for Stochastic Processes [54], 'autre dans un livre consacré
a la longue mémoire [58].
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Chapitre 1

Subordinated (Gaussian processes and
seasonal long memory

1.1 Introduction

In the literature, three types of seasonal long-memory models appear for stationary
L? processes.
The first one relies on the asymptotic behavior of the covariances, namely

r(n) = n*a(ao cosnAg+ ...+ ap, cosn)\m)L(n), 0<a<l. (1.1.1)

This expression means that the covariance behaves at infinity like an oscillating sequence
damped by an hyperbolically decaying one.
The second and third ones rely on the local behavior of the spectral density

=3 st(ﬁ)u—Ajwl, (1.1.2)

j=—m
or

gN) =h\) I A =A%, (1.1.3)

Jj=-m
with 0 =X < A1 < ... < A\, <, and
0< a; < 1, o =5, S_5=35j, )\,j = —)\j, J € {0,777,},

and where h is an even function, continuous on [0, ], such that h(\;) # 0 for every j.
Conditions (1.1.2) and (1.1.3) are not very different. It easy to prove that if the spectral
density g satisfies (1.1.3), it can be written as

“ 1
g(A) = E Sij(ﬁ>|)\ — N7 with Lij(z) — 1, 2 — oo.
J

j=—m

23
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Conditions (1.1.2) and (1.1.3) allow the frequencies A; to have different contributions to
the asymptotic behavior of the covariance sequence. More precisely, when L is slowly
varying at infinity in the sense of Zygmund [73|, (1.1.2) implies that

r(n) = L(n) Z a;n” % cosnA;.
=1

The condition (1.1.3) is more adapted to the context of the two main parametric families
of long memory : the generalized fractional ARIMA and the aggregated processes which
admit a transfer function of the form (1.9) (see Oppenheim et al [54] for a review on
seasonal long-memory models). We shall then work with condition (1.1.3) in this chapter
1 and the following.

Recall that there are two basic papers concerning the effects of seasonal long memory
on the limit theorems. Both concern the convergence of the (suitably normalized) par-
tial sums Zgﬂ Y, for a zero-mean Gaussian subordinated sequence (Y,, = H(X,,))n>1.
Rosenblatt [63] assumes that the underlying Gaussian process X, has a covariance of
the form (1.1.1). Giraitis [25] extends the results of Rosenblatt to Gaussian processes
having a spectral density of type (1.1.2).

Here we consider a Gaussian subordinated sequence Y,, = H(X,) and we study the
doubly indexed empirical process (3.1) when the spectral density of (X,,),>1 has the
form (1.1.3). We prove that the three main features cited in the end of the Introduction,
appearing in the regular long memory case are preserved in the seasonal situation. In
particular, the limiting process of Fiyy(x) — F(x) suitably normalized is still degenerated
and always has the typical form J(z)Z(t) obtained in (3.6). However, the first Hermite
polynomial H7 in the expansion (3.4) is not necessarily dominant, and the random fac-
tor Z(t) can be quite different from Z,, 1_ma/2(t) in (3.6). In particular, when 7 = 1, as
it is the case for instance when H(z) = x, Z(t) is not necessarily Gaussian.

The chapter is organized as follows. In section 1.2, we give the limit of the (normalized)
doubly indexed empirical process and an outline of the proof of the theorem. In section
1.3, we propose statistical applications. The section 1.4 contains the basic result concer-
ning the limiting law of partial sums under seasonal long-memory and some technical
proofs.

1.2 Convergence of the empirical process under seaso-
nal long-memory

1.2.1 Main result and comments

Let (X,)n>1 be a zero-mean stationary Gaussian process such that EX? = 1 and
admitting a spectral density of the form (1.1.3),

m

g =h) TT =17,

j=—m
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with 0 =X < A1 <...< A\, <, and
O<Oéj < 1, o = Q_j, )\,j:—>\j, jE{—m,...,m},

and where h is an even function, continuous on [0, ], such that h(\;) # 0 for every j.
Let us denote

a=min{e;, j€{0,...,m}}, and J={j, a; =a} (1.2.1)

We know from Giraitis and Leipus 28] that the covariance function of (X,,) has asymp-
totically the form

r(n)=n"° (Z aj cosn; + 0(1)). (1.2.2)

jed

This covariance is not regularly varying as n tends to infinity as soon as there exists
J # 0 such that oy > «;.
For the sake of comparison with the reqular long-memory case, we suppose here that, in
(3.4), the functions Jy(z) and Jy(z) do not identically vanish. Consequently, the results
below are to be compared to (3.6) when the Hermite rank 7 = 1.
Let us denote

C; = (1 + 5]',0)71}1,()\]') H |)\z — )\j
i

sl Wi=0,...,m, (1.2.3)

where 9, is the Kronecker symbol, and denote
AT («v) cos(am/2)
V(2 —2a)(1 - 2a)

Theorem 1.2.1 Assume that J, and Jo do not vanish and that 2o < 1. Then, with
Fing defined in (3.1) and d% = N?~(@0/22)

C = 860/ AP "2sin?(\/2)d\, D = (1.2.4)
R

dy' [Nt (Fivg () — F(z)) = Z(x,t).

e The convergence takes place in the space D ([—oc0,+o0] x [0,1]) endowed with the
sup norm and the sigma field generated by the open balls.

o The process Z(x,t) is defined by

i) Z(x,t) = Jy(x)B(t) if oy < 20,
i) Z(x,t) = Jy(x) B(t) + JQ;‘”)R@) if ao=2a,
iti) Z(x,t) = J2§x>R(t) if ao>2a,

where
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* B(t) and R(t) are independent,
* C~Y2B(t) is the fBm with parameter 1 — a2,
* the process R(t) is defined by

R(t)=D"Y ¢ <R§”(t) +R® (t)). (1.2.5)

jed

In (1.2.5), for fixed j, the processes R;l)(t) and R§»2) (t) are independent, except if j =0

in which case Rél)(t) = RéQ)(t), and the (R;l)(t)7R§'2)(t))jeJ are independent. All the

Ry)(t), 1 = 1,2 and j € J, are Rosenblatt processes with parameter 1 — «, having the
representation (2.15) with T = 2.

Firstly, we see that, in all situations, the limiting process is degenerated. Secondly, from
(1.2.2), we have r(n) = O(n™®). Comparing with (3.6), we remark that, when oy < 2a,
the limit Jy(x)B(t) is exactly the limit obtained in the case of regular long-memory
(3.5) with 7 = 1, while the normalizing coefficients which are respectively N'~*0/2 and
N« are different. In fact, in this case, only the singularity A\g = 0 plays a role in the
asymptotic behavior of the empirical process. The situation changes when ag > 2a. In
this case, the singularity Ay = 0 is not enough marked so that, due to the presence of the
oscillating terms in the covariance, the dominant term in the Hermite expansion (3.4)
is Hy. Then, the limiting process is the sum of independent Rosenblatt processes, each
one being produced by one of the pairs (—\;, A;) corresponding to the minimal exponent
a. The normalizing coefficient becomes N'~%. In this case, despite the fact that 7 = 1,
the asymptotic behavior of the empirical process is similar to its behavior under regular
long-memory when 7 = 2.

1.2.2 Sketch of the proof

First step : reduction of the problem.

Theorem 1.4.1 in section 1.4 implies that, for fixed x, the finite dimensional distributions
of the process dy'[Nt](Fin¢(z) — F(2)) and those of J (z) Xn,1 () +(J2(2)/2) Xn2(t) have
the same limits (see the remark at the end of subsection 4.1). Hence, in the Hermite
expansion (3.4), only the two first terms play a role. In order to take account of the
parameter x and to reduce tightness of the first process to that of the second one we
need, as in Dehling and Taqqu [15], a weak uniform reduction principle. More precisely,
there exist C' > 0, v > 0 such that for every N > 1 and ¢ € (0, 1]

JQ(ZL‘)

HQ(Xj))>’ > 5}

<CN77(1+4e7%). (1.2.6)

n<N _co<g<+oo

P{max sup le’Zn:(Aa;(Xj) — Ji(2)Hi(X;) —

This inequality relies on the fact that r(n) = O(n™%) which is a consequence of (1.2.2).
Its proof follows the same lines as in Dehling and Taqqu [15] and is omitted.
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Consider the sequences (Xn1(t)) and (Xn2(t)) defined by

[N1] [N1)
Xya(t) =dy' Y Hi(X;) and Xy(t) =dy' Y Hao(X)). (1.2.7)
j=1 j=1

From (1.2.6), the proof of Theorem 1.2.1 reduces to the proof of the convergence of
Ji(x)Xna(t) + (Ja(x)/2) X n2(t) to the process Z(z,t) in the announced space. The
finite dimensional convergence is given in Proposition 1.2.1 below. The tightness follows
from Lemma 1.2.1 below.

Second step : Variances.

As N tends to infinity,

N N
Var(Z Hl(Xj)> ~ C/N?  and Var (Z HQ(XJ-)> ~ CoNZ2, (1.2.8)
j=1 j=1

The first equivalence is proved in Leipus and Viano [48|. For the second one, we have
from (1.2.2), as N tends to infinity,

N N
Var(z HQ(X]»)> = 2Y i j)=2N+
=1 ig=1
(cos((i — j)An) + o(1)) (cos((i — ) An) + o(1))
+QZ Z ann! ‘Z _ j|ah+ah/
i hhET
~ 2N+ ) apli— jITn ~ CyNPT

i#j heJ

From (1.2.8), we get, if ap < 2a (resp. if oy > 2a)

N
A S Hy(X5) B o, (resp. A S H(X) B o), (1.2.9)
j=1

and in all cases,

Var(Xy1(t)) + Var(Xya(t)) = O(dy). (1.2.10)

The convergences (1.2.9) provide a simple explanation to the presence of the zero compo-
nents in the limit (1.2.11) below, and to the contrast between the two situations ay < 2«
and ag > 2a.

Third step : Convergence of the finite-dimensional distributions.

As it is proved in section 1.4, the next Proposition is a corollary of a general result on the
partial sums. This result is stated and commented in the section 1.4 (Theorem 1.4.1).

Denote by 2, the convergence of the finite-dimensional distributions.
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Proposition 1.2.1 Assume the spectral density has the form (1.1.8). Then, we have

(B(t),0) if ap < 2a,
(Xna(t), Xna(t)) == (B(t), R(t)), if ap = 20, (1.2.11)
(0, R(t)) if ag > 20,

where B(t)and R(t) are as in Theorem 1.2.1.

With the reduction principle, Proposition 1.2.1 implies the convergence of the finite
dimensional distributions of dy'[Nt](Finy(z) — F(z)) to those of Z(x,t).

Last step : Convergence in the space D([—oo, +o0] % [0, 1]) endowed with the sup-norm.
As this space is not separable, it shall be equipped with the sigma field generated by the
open balls instead of the Borel sigma field which is too large for the empirical process to
be measurable (see Pollard [59]). From Lemma 2.1 of Taqqu [68] the convergences (1.2.11)
and the equivalence (1.2.10) imply that the sequences Xy 1(¢) and X 2(t) converge in the
space D[0, 1] endowed with the Skorohod metric and the induced Borel sigma field. Now,
the form of the covariances of B(t) and R(t) given in (2.16), imply, using Kolmogorov-
Centsov Theorem (see Karatzas and Shreve [43]), that the sample paths of the limiting
processes are continuous. It follows, (see Billingslay [8]), that the convergence takes place
in D|0, 1] endowed with the uniform metric and the induced Borel sigma field. This of
course yields the convergence in this space equipped with the sigma field £ generated
by the open balls. In the sequel, all the spaces are equipped with their sup-norm, which

shall always be denoted by ||.||. We need the following lemma where PRUE Genotes the
weak convergence in the space (D[0,1],&).

Lemma 1.2.1 Suppose that

Xn Dg,é’ X, Yn DELS Y, and (Xna Yn) L (X7 Y)?

and that
P{(X,Y) € C[0,1] x C[0,1]} = 1.

Then (X, Y,) converges to (X,Y) in the space (D[O, 1] x D[0,1], € ® 5).

The proof is relegated in Section 1.4.

It remains to use this lemma to prove the convergence of Jy (z) X n1(t)+ (Ja(x)/2) Xy 2(%)
in the space D([—o0,+00] x [0,1]) endowed with the sigma field generated by the
open balls. For instance suppose that oy = 2« (the proof is even simpler in the other
cases). The two sequences Xy ;(t) and Xy o(t) respectively converge to B(t) and R(?),
and hence, using (1.2.11), Lemma 1.2.1 implies that (XN,1(t),XN72(t)) converges to

(B(t), R(t)) in the space (D[O, 1] x D[0,1],E® 5). Now, from the almost sure represen-

tation Theorem of Skorohod and Dudley (see Pollard [59], p. 71), there exist a sequence
of vectors (Xy1(t), Xn2(t)) having the same distribution as (Xu,1(t), Xn2(t)) and a

vector (B(t), R(t)) having the same distribution as (B(t), R(t)) such that

[(Kna(), Zwal) = (BO), RO 220,
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As Ji(r) and Jy(z) are bounded, the sequence J;(z )X N (t) + (Jo(x)/2) Xy o(t) almost
surely converges to Ji () B(t)+(J2(x)/2) R(t) in the space D([—o0, +00] %[0, 1]) endowed
with the sigma field generated by the open balls. The convergence of Jy(z)Xn1(t) +
(Jo(2)/2) Xy 2(t) in this space follows.

1.3 Applications to von-Mises functionals and
U-statistics

1.3.1 General case

The context is the same as in Section 1.2. For k > 1 we consider Uy(h), the (non-
normalized) U-statistic defined by

Un(h) = Z h(Y}l""7}/jk)7
157 o dp <N

j;ﬁéju s WFEV

where h : R¥ — R is integrable with respect to Hle F(dx;) and invariant with respect
to any permutation of the variables. If h satisfies

/h(.ﬁCl,,I‘k)F(dI1> :O, sz,...,xk (131)
R

the U-statistic is called degenerated, and the associated von-Mises functionals defined

by

writes
k
VN(h):Nk/ ZL‘1,..., H FN dZL'] (dI]))
Rk

Moreover, if the total variation of A is bounded, and if A as no common discontinuities
with Hle F(x;), then an integration by parts leads to

[m] / H (z;) — F(Ii)) h(dzy, . .., dzy). (1.3.2)
RF
The application of D([—o0,+00] x [0, 1]) into D[0, 1] defined by
Q— - Q(x1,t) - Qag, t)h(dxy, ..., dzy),
is continuous with respect to the sup-norm. Using (1.3.2) and the convergence of d ' [N]

(Fing(z) — F(x)), we obtain the convergence of dy*Ving(h).
The convergence of dy"Upny(h) to the same limiting process is immediate since Viy(h) —
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Un(h) = o(d¥;) (see Taqqu [15]).
These results are collected in the Corollary 1.3.1 below, where J; () and J(z) are defined
in (3.4).

Corollary 1.3.1 Assume that J; and Jo do not identically vanish. Let h have bounded
total variation and satisfy condition (1.3.1). In addition, suppose that h(x1,...,xy) has
no common discontinuities with [, F(x;). Then Ay Ving (R) and dyfUng(h) converge
weakly in the space D[0,1] to

i) C()(B@)" if ap < 2a,
k

i7) /Rk h(zy,...,xx) H(B(t)dj1($i) + R(t) dJQQ(xz‘)) if ap = 2,

iii) C'(2)(R(t))*, if ag > 20

where, for j =1,2,

Cj)=@GH™* /Rk h(z, ... xr)dJ;(z1) - - - dJ;(x).

Note that Dehling and Taqqu [15], proved that

k

C) = [ wHG). . @) [[ o) oy ode (133)

i=1

This relation shall be used later.

1.3.2 Bivariate case k=2

For applications, the condition of finite total variation is too restrictive. For example,

it rules out the polynomial functions. In the particular case k = 2, it turns out that the
results of Corollary 1.3.1 remain valid for a larger class of locally bounded functions,
which allows to obtain the convergence of some standard statistics.
For a locally bounded function h, let u; be the measure generated by the increments of
h, (for more details, see Dehling and Taqqu [16]). This measure admits a Hahn—Jordan
decomposition py, = p;f —p, . Let h* and A~ be the functions such that h*(c) = h=(c) =0
where ¢ is a median of F' and whose increments define respectively the measures ;" and
1, - Define on Dy, (R?) the semi-norm ||.||r by

1pllr = /RQ(W(SC’y)\ + [0 (2, y)l) [dy (@)l dy(y)].

where

dF (z) (1.3.4)
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Corollary 1.3.2 Let h be a locally bounded function such that ||h||p < oo and having
no common discontinuities with F(x)F(y). Then the conclusions of Corollary 1.3.1 hold
with k = 2.

The proof is similar to that given by Dehling and Taqqu ([16], proof of the Theorem). It
consists in approximating h by compactly supported functions for which Corollary 1.3.1
applies. We omit the details.

Example of the empirical variance

Let us compare our results to those obtained by Dehling and Taqqu [16], in the
reqular long—memory setting.
We shall focus on the interesting situation of a weakly marked singularity at 0, that is
ap > 2« (with the notations of Theorem 1.2.1).

Let H(z) = ox+p, and Y; = H(Xj), where, as in Section 1.2, X is a standard Gaussian

variable. Put
N

1 _
2 E 2

j=1

In the case of i.i.d. variables it is well known that

52 _0_2
VN % — N(0,1), as N — oo, (1.3.5)
g

where A (0,1) is the standard Gaussian law.
In the case of regular long memory, i.e. when the covariance of X, has the form r(n) =
n~*L(n), 0 < a < 1, Dehling and Taqqu [16], proved that as N — oo

L](V;> (5% — o) = 0—2(\/(1 — 20;)(2 —2), (- O‘)2(2 —a) Zf), (1.3.6)

where Z; and Z, are independent, Z; is a standard Gaussian variable and 75 is a
Rosenblatt variable.

In order to study the asymptotic behavior of S% — ¢ under long memory with seasonal
effects, define the U-statistic

Uy = N(N = 1)(S} — 0?),
whose Hoeffding—decomposition is

Uy = (N =1) Y (V=) = (Y= ) (¥; =) = Uy + Uy

N
j=1 i

The first term is
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and hence,
Uy
=0"Xno2(1
V= Dyay 7 el
where Xy (1) is defined in (1.2.7). According to (1.2.11), as N tends to infinity,
Uy
— 1
Ndv = 0°R(1),

where R(1) is the combination of independent Rosenblatt variables defined in (1.2.5).
The second term U ](\? ) is a degenerated U-statistic with kernel

h(z,y) = (x — p)(y — p).

Since h is differentiable, and F' = ®, the standard Gaussian distribution function, we
have, with 7 defined in (1.3.4),

k|| p = /R v(2)y(y)dady = (/R(q)(w M -e(*= u)))l/de>2 < 0.

o o

Hence the conditions of Corollary 1.3.2 are satisfied and, as N goes to infinity,
AU = C(2)R(1)%
Thus, as N goes to infinity,
N2UY) — 0
in probability.
From this it follows that, as it is the case in the i.i.d. situation, and contrarily to

what happens in the reqular long-memory case, the second component in the Hoeffding-
decomposition is negligible with respect to the first one. We obtain

Proposition 1.3.1 Let X,, be a zero mean stationary Gaussian process with variance
o2, admitting a spectral density of the form (1.1.3), with ay > 2. The empirical variance

N
1 —
2 _ _X)?
=y o0 -%)
satisfies
N*(S% — 0%) = o*R(1), (1.3.7)

where, R(1) is the combination of independent Rosenblatt variables defined in (1.2.5).

Remarks :

as the Rosenblatt process is centered and non-Gaussian, we see from (1.3.5), (1.3.6)
and (1.3.7) that the limit of the normalized empirical variance is no more Gaussian for
strongly-dependent data, and that in this case, the non Gaussian limit has a zero mean
only in the seasonal situation. In the next subsection we illustrate these two remarks by
some simulations.



1.3. Applications to von-Mises functionals and U-statistics 33

Example of the y%-goodness of fit test

Let {Ay, £ =1,..., M} be a partition of R. For £ = 1,..., M, put p, = P{X; € A},
and po(N) = (1/N)#{j < N, X; € As}.
It is well known that in the case of i.i.d. variables we have

M
(pe(N) — po)?
vEee
=1

For the long range dependence case, put
M
N) — 2
VN _ NZZ (pf( ) pf) )

(1.3.8)
—1 De

We can write Vy as a von—Mises variable

VN = Z Z i(]IAg(Xi) —pe) (14, (X;) — pe),

B, 22) = 3 (I, (1) — po) (I, () — o).

Since h is bounded and since the Gaussian distribution is continuous, the assumptions
of Corollary 1 are satisfied. Assume that there exist 7,j € {1,..., M} such that

/ Hy(x)¢(x)dz # 0, / Hy(x)o(z)dz # 0.
A Aj

In the case of regular long-memory, i.e. when r(n) =n~% 0 < a < 1, Dehling and Taqqu
[16], using the von-Mises variable Vi, proved that

M

Na Z <p€<N])?_ pZ)Q — C(1>X%7
where _ )
Mo
c() = ; - </A uqﬁ(u)du) .

In the case of seasonal long-memory we apply Corollary 1 with 7 = 2, with Vi given by
(1.3.8) and dy = N'=*/2, We obtain

Proposition 1.3.2 Let X,,,n > 1, be a stationary Gaussian process such that EX; =0
and EX? = 1, admitting a spectral density of the form (1.1.3), such that oy > 2a. Then
we have

N2 ; W — C(2)(R(1))?,
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where
1 ’
C2)=- — Hy(u)op(u)du | .
) 4Zp< 2 ()6 (u) )
Cramér-von Mises-Smirnov w? criterion

Let w(x) be a non negative weight function, and define

Wl = /R w(w) (Fy(u) — F(u)) dF(u).

When the underlying variables are i.i.d, it is well known that under suitable conditions
on w

Nw} = /Rw(u)B(u)QdF(u),

where B(u) is the generalized Brownian bridge.
In the case of long range dependence, it is useful to represent N?w? as a von-Mises—
functional with kernel

hz,y) = / () (T, — F(u)) (e — F(u))dF (1),

Suppose that the first coefficients Ji(z), Jo(z) in the expansion (3.4) of A, do not
identically vanish. According to Dehling and Taqqu [16], we know that h € Hp defined
in (3.4) if

h||lF = / w(u)F(u)(1 — F(u))dF(u) < oo, (1.3.9)
R
in which case we have, in the regular long memory context,

New§ = C(1)x7,

C(1) = wl(u zod(x)dx | dF(u).
(1) /ﬂ{()(/{H(M ¢<>> ()

For the seasonal case the following holds :

where

Proposition 1.3.3 Let X,,,n > 1, be a zero mean stationary Gaussian process such
that EX? = 1, admitting a spectral density of the form (1.1.3), such that 0 < 2a < ay.
Consider Y, = H(X,), and assume that (1.3.9) holds. Then

N*wy = C(2)(R(1))*,

with
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1.3.3 Simulations

Here we give some simulations to illustrate the effect of seasonality on the empirical
variance in long memory. We consider three different situations :

1. X!V is an i.i.d standard random sequence,

2. X% is a zero-mean long-memory Gaussian sequence with reqular long memory,
having spectral density

1 )
_ 1 — ¢iA—06
FalN) = 51— e

3. XY is a zero mean Gaussian process exhibiting seasonal long-memory, with
spectral density

1 | |
Fa(A) = = |1 — IOF1H|=06]1 _ i(A-14)| 06
2m

For each of the three models above , we have simulated 500 independent sample paths

of length N = 10000, (Xl(jlz, e ,Xj(g)k>k { ; The algorithms for simulating such
’ ") ke{1,-,500

processes are detailed in Bardet et al [5].
From the corresponding sample paths, we have computed the values of the statistics

3, = N°©(S3%, —0?)

where, according to (1.3.5), (1.3.6) and (1.3.7), a1y = 3, a2) = a3y = 1 — 0.6 = 0.4.
The variance o} = Var(Xr(Lj )) is the integral of the spectral density. We know from
Gradshteyn and Ryzhik ([33], p.511) that o3 = I'(0.4)/(T'(0.7))?. A numerical method is
used to approximate 032).

The empirical distributions of the statistics 5%) (j = 1,2,3) are depicted in Figure
1 [top|. We clearly see that the distribution has mean zero only in the seasonal and
independent cases.

Moreover the lack of symmetry indicates that the limiting distributions of 5](\?) and 51(3)
are not Gaussian. To display non-Gaussianity, we use the graphical method introduced
by Ghosh [24]. This method is based on the properties of the third derivative of the
logarithm of the empirical moment generating function (called T3—function in Ghosh

[24]).
) &’ 1+ )
J _
T, (t) = e In =00 321 exp(tox ) te[-1,1]

Deviation of the curve of the T5—function from the horizontal zero line indicates a
lack of normality. A Central Limit Theorem for the T5—function provides approximated
confidence bands for ¢ € [—1,1]. We thus reject the normality when the curve of the
T3—function crosses the upper or lower bounds anywhere in the interval [—1,1]. Accor-
ding to this procedure, we reject the normality at significant level 1% and 5% in both
cases of long memory processes (see Figure 1 [bottom]|). On the opposite, in the i.i.d.
case, the curve of the T3—function is inside the confidence bands in the interval [—1, 1]
and thus we accept normality.
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i.i.d. case Long memory : Long memory :
mean= 0.043 regular case seasonal case
mean= -1.141 mean= -0.053
= S
3
s |
S
~ g
S w =
=3
S
= 1 —
— 4 =3 7
3
=]
s | ||I Il, _ 5 1 IIlII. . s I .I Illu._. ;
3 3 3
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t

Fi1G. 1.1 — Estimated distribution of 5%) [Top]. Curve of the T5— function (plain) with
the confidence band at significant level 1% (dots) 5% (dashes) [Bottom/. The simulations
are based on 500 replications of sample path of length 10000 in the following set-up :
i.i.d. [left], regular long memory [middle| and seasonal long memory |[right|
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1.4 Convergence of the Donsker lines

1.4.1 General result

In this section we examine the asymptotic behavior of the partial sums in presence of
seasonal long—memory with effects of type (1.1.3). For a function H satisfying EH (X;) =
0 and EH(X;)? < oo, we consider the convergence of the processes Yy(t), 0 <t < 1
defined by

[N1]
Yv(t) =dy' > H(X;),
j=1

where the normalizing coefficient is defined below. Let

H(z) = %m@) (1.4.1)

be the Hermite expansion of H, 7 is the Hermite rank of H. The following quantities
shall be of central interest :
v = min{a;, +... .+, [N, +...+ X, =0 mod2r} k>1, (14.2)
v = min{y, Ji # 0}.

Denote
dy = N'7/2,

Theorem 1.4.1 Let (X,,) be a zero mean Gaussian process with EX? = 1, having a
spectral density of the form (1.1.3). i.e.

g =hA) TT A=r0%

j=—m

If v < 1, we have

D J
Yn(t) — k_]:

Ely=~

YR as N — oo, (1.4.3)

where

eit(m1+...+xk) -1 k

t.k — P < 1/2 . (O‘"i_l)/Q . .
V=S [ g L )

formula in which ), is over all jy,...,jx € {—m,...,m} such that aj, + ...+, = Y
and \j, + ...+ Xj, =0 (mod2n), and where W_,,, ..., Wy,..., Wy, are complex random
measures with the following properties : Wy is a spectral measure of a standard Gaussian
white noise i.e. Wy is a Gaussian random measure such that

i) For every interval A,

Wo(A) = Wo(—A) (1.4.4)
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1
E[Wo(A)]? = —|A].
Wo(A)P = oA

i) For every positive interval A, ReWy(A) and ImWy(A) are zero—mean i.i.d. variables.
iii) For every disjoint intervals Ay, ..., A,, Wo(Aq), ..., Wo(A,) are independent.

The others measures Wy, ..., Wiy have the same properties that Wy except (1.4.4).
Instead, they satisfy

W_;,(A) =W;(=A), Vje{l,....,m}.
Finally the random measures Wy, W1, ..., Wy, are independent.

Notice that, contrarily to the setting of regular long-memory, the limit process in (1.4.3)
is not necessarily dermined by only the first polynomial in the Hermite expansion of
H. We must consider the polynomials Hy realizing v = ~. Let us remark firstly the
basic role played by the frequencies A; ,..., A;, such that A\;, +---4+ X;, =0 mod 27.
The reason of their importance shall be explained in Proposition 1.4.1 below. Roughly
speaking, the terms involving the other frequencies asymptotically vanish. Notice that
among these sets (\j,,...,\;, ), there are sets of the form (0,...,0), (A, —A1,0,...,0),
(A1, —=A1, A2, — A9, 0, ..., 0), ete.

This leads to interesting conclusions.

Concusion 1. Suppose that the covariance (1.2.2) is regularly varying at infinity, that
is

Qg < o VJE{L,TTL}

Then, o, +---+«aj, > kag for all k, so that v = y7 = Ty, where 7 is the Hermite rank
of H. Hence, as r(n) = apn=*(1 4 o(1)), condition v < 1 is exactly (3.5). This means
that condition v < 1 extends to the seasonal situation the condition of long-memory

(3.5).

Concusion 2. Let us now investigate the simple case J;Jo # 0, (the hermite rank
of H is 1 and the second coefficient does not vanish). In this case there are only two
possible values for ~, according to the position of ag. Let o be the parameter defined in
(1.2.1). It is easy to check that

Y= = it oy <2«
v =y = 2a it ap > 2a
7:71:72:204 lf (1/0:2()[.

As for the set of integers £ = {k|vyx = 7}, it is reduced to one single element, respectively
E = {1} and F = {2}, in the two first cases. In the situation where ay = 2a, £ = {1, 2}.
This explains the three forms taken by the limiting process in Theorem 1.4.1. Of course,
it also proves that the finite dimensional distributions of dy'[Nt](Fiyg(z) — F(z)) and
those of Jy(z)Xn1(t) + (J2(x)/2) X n2(t) are the same.
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Concusion 3. Let us consider the general case. The number of chaos appearing in
the limit process (1.4.3) is exactly that of indices k& such that v, = ~, The basic facts to
explain this are firstly that (vox)r and (79x41)x are increasing sequences, secondly that
Yor = min{ay, + ...+ oy, } = 2ka in (1.4.2), because it is always possible to satisfy the
condition A;, + ...+ Aj;,, = 0 by taking pairwise opposite frequencies and thirdly that
Yor < Yorr1 While it is not always true that vor 1 < Yopaio.

Then, the situation is different when the Hermite rank 7 is even and when it is odd.

e The Hermite rank 7 is even. the asymptotic behavior of Y (¢) only rely on the Hermite
polynomial H.. In other words, the limit process in (1.4.3) is simply (J,/7!)Y*7.

e The Hermte rank 7 = 2p — 1. Denote by Hsy the first even polynomial if any, in the
Hermite expansion of H (by convention, we take 2k = oo when H is odd). Then, the
limit process in (1.4.3) is given by

J2p71 t,2p—1 :
———Y"P fvo,_1 < 2k
2k t,2k .
(2]{])|Y if Yop—1 > 2k
J2p—1 t,2p—1 Jo t.2k - _
KWY + @Y lf 72])*1 = 2]{70{

This makes clear the fact that the number of chaos appearing in the limit process (1.4.3)
1s never greater than 2.

1.4.2 Proof of Theorem 1.4.1

Our situation is close to that of Theorem 1.2.1 of Giraitis [25]. However our setting
is slightly different : spectral densities of the form (1.1.3) can also be written as

m

gN = > Sﬂ#j(ﬁ) A=
J

j=—m

where
a;—1

S]’:S,j:h(Aj)Hp\i—)\j y VjZO,...,TTL,

i#]
and L;(x) — 1 as x goes to infinity.
The main difficulty is (as in Giraitis [25]) to prove the theorem when H is an Hermite
polynomial.

Main step, H is an Hermite polynomial

We show that

[N
dy' > Hy(X;) 5 YR (1.4.5)
j=1
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Denoting by 2 the equality in law, we can write

D i1j(x1+...4+x
Hk(Xj)I/[ }kej( o) (g(2) - gla)

NI

Z(dzy) - - Z(dzy,),

where Z is the spectral measure of a standard Gaussian white noise.
After the change of variables z; = /N~ i =1,... k, we can write

[N1]
Yva(t) = dy' ) He(X;)
=1

[Nt] k 1
1 (g ttxy) X\ 2
= — W~ — .
e /MN,WN]k ijoe = Hi:19< ) 2(dm). (146)

Split the interval [—7 N, 7 N] into a sequence of disjoint intervals

A1+ g o Ak Akt

A, = [ 5 N, 5 N), k=-m+1,....m—1,
A, = [-7N, —L’”JFM”“N), Am:[ikM*ﬁAmN,wN}.
2 2

Now put
W (dr) = W, s, () Z(d) + T4, a, v () Z5 (),

where Z_,,, ..., Z,, are spectral Gaussian measures as in the Theorem 1.4.1 and in-
dependent of Z. It is easy to check that W ... WX have the same properties as
W_ ..., W,, and that

Iy, (2)Z(dx) = Lo, ()W (d(x — A\;N)).

From this equality we can write

m

Iy en) (@) Z(dz) = Y Mg, (2)W]N (d(z — \N)).

j=—m

Put A;- =A; — AN, j=-—m,...,m. Then we can write (1.4.6) under the form

=1

[Nt] k
1 jiFLtte T;
j=1

k

[N
- Z dnNFk/2 /Rk Zlej( ) b Jk) Hg<ﬁ + Aji) ]IA; (ZE,)VVJI (dz;),
]:

3 i
=1

where Y is over all (jy,...,5%) € {—m,...,m}*.

We first recall a useful convergence lemma about finite sums of Ito-Wiener integrals.
We omit the proof of this lemma, which is a particular case of Lemma 1.4.1 proved
below.
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Lemma 1.4.1 (See Giraitis [25], Proposition 1). Let W_,,, ..., W,, be a collection of
Gaussian measures as in Theorem 1.4.1 and WY ... W2 some sequences of such mea-

sures.
For every ji,...,jx € {—m,...,m} let gﬁ---,jk’ N > 1, be a sequence of functions conver-
ging in L*(R¥) to gj, ;.. Then, as N tends to infinity

/Rk S g o ,xk)ﬁwj.fj(dxi) — /R S gl ,xk)iliwji(dxi),
where the sums are over all (ji,...,j5k) € ({=m,...,m}).
In the sequel we shall take
gﬁm’jk(:pl, S (1.4.8)
R § o) [T (2 ) Py o0

According to Lemma 1.4.1, in order to prove (1.4.5) for every fixed ¢, it suffices to prove
the following Proposition, in which ||.|| means the norm in L2(IR¥).

Proposition 1.4.1
1) If \j, +...+ X, # 0(mod2r) then for any normalization dy = N°,§ > 1/2,

lgY i ll—0 as N — oo,

2) When \j, + ...+ \j, = 0(mod2m), then
ng\;,,,,jk - gj17---=jk|| —0 as N — o0,

where

k
eit(ac1+m+ack)_1 H 1/2 (a~,71)/2 .
T S T P D2 i o L+ gy = ks
gjl,---,jk(xlv e ’[L‘k) = Z(l‘1++$]€) i=1 Ji

0 otherwise.

Proof of 1) : We can write
g(aN"'+ X)) = ;N7 |z|% ' L;(Nxz ™), (1.4.9)

where

a;—1

1

h(Aj +u™)

h(A)

aiilv Lj(“) =

H’1+

sj=h\) [T 1N =N

i#]
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It follows that

|g§\177m’jk(x1, R 5 )|2 =
(VY]

S 8. z1+.. +xk N _
= N25£aj1+...j4iajk ZeU N ‘ :l_[‘xl|aJZ A ) Ji (N':Cz 1)7

where A = \j + ...+ A

Put
[N1]

i (Pt +1k s
N Nd/’Z J +A ’ H|"E2| Ji ; I’Z)dl’“
where d = 20 + a5, + ... + «;,. It is easy to see that fori=1,...,k,
I (z)Lj,(Na™)

is bounded, uniformly with respect to # and N. Hence in order to show that |[g} . ||
tends to 0 as N goes to oo, it suffices to prove that

Qn — 0, N — . (1.4.10)

Using the inequality
, 2
le™ — 1| > —|u — 2km|, for |u—2kn| <,
T

we get for [ < (k+ 1)7

S|
<) 3

=—(k+1)

Zy_l) <

iL—1

(1.4.11)

e —1

= —2mj

The last estimate follows from the inequality
e — 12 5
< :
y 1+y?
It is easy to check that, if x; € A;i,W =1,...,k, then

T1+ ...+ T
N

—i-)\’ < (k+1)m.

This yields
Qn <

k+1

()N” Z / (14 |z 4.+ 2+ (A= 2m))NP) Hlle% td;. (14.12)

—(k+1) =1
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Now, § > 1/2 implies d > 1+ «j, + ... + a,.
In the case where o, + ...+ a;, < 1, the convergence of ()x to zero then follows from
Lemma 1.4.2; and from the inequality (1.4.12).

Lemma 1.4.2 (See Giraitis [25|, Lemma 3).
Let o, ..., ap be non negative real numbers such that oy + ...+ ap < 1. Put

J(a,aq, ..., 0p) = /Rk(l +lri+ . 4T+ aN|2)*1|x1|°‘1—1 | Ny - day.
Then J(0,aq,...,ar) < 00, and for |a| > 0,
Ve >0, J(a,aq,...,qp) = 0<Na1+"'+°‘k+571), as N — oo.
The case o, + ...+ «a;, > 1 can be reduced to the previous one by the inequality

N~z () = |2 N7z M (2) < 727, 0< o <o
J J

In fact, we can chose o , ...} sufficiently close to ayy, ..., a;, and apply the previous
lemma with a;, — o/ ,...,a; —«j . Hence (1.4.10) is completely proved.

Proof of 2) : Assume that A\;, +--- 4+ \;, = 0(mod27). We have, from (1.4.8) and
(1.4.9)

gﬁm’jk(:pl, Ce, ) =
k
N*(aler...Jrajk*’Y)/?KN(xl 4+ .. 4+ xk) H S;i/?‘xi‘(ajifl)/Q (Lji<l’;1N))1/2]IA/v (1’1)7
Ji
i=1

where
[Ni]

Kn(y)=N"! Z YN
j=1
Tow cases are then possible

a) oj, +---+aj >, or
b) aj, + -+ oy, =1

In the case a), from Lemma 1.4.2, we obtain in the same way as in the proof of 1), that
”gﬁjk || tends to 0 as N goes to infinity.
In the case b), since
eity -1
Ky(y) » ———, N — oo,
1y

one has
||g_;\1[]k - gjl,...,ij —0, N — 0.
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So we have proved that, for fixed ¢, Yy x(t) = Y** as N — oco.
The proof of the convergence

n

Za]YNk :>Z Ytﬂ, as N — oo

j=1

in the case n > 1, is exactly the same. This completes the proof of (1.4.5) and hence the
Theorem 1.4.1 is proved for H = Hy.

End of the proof of Theorem 1.4.1

Suppose now that H has the general form (1.4.1).
From (1.2.2), it follows that, r(n) being the covariance function of (X,,),

00
2_IrGI* <
7j=1

for some kq. Hence with
[N1]

Yi(t) = dy ZHk

we have as N tends to infinity,

00 Jk 9 ~ Jk J]/g [Nt]
E( FyN,k(t)) = A Y SRS E(H(X) He(X)))
k=ko kk>ko  dg=1
A :
= dy FZr(i—j):O(d;VJ\f)—>().

k=ko = 4,j=1

So, in fact what is really needed for the end of the proof of Theorem 1.4.1 is that the
convergence also holds when H is a linear combination of Hermite polynomials. This
can be obtained by the following lemma generalizing Lemma 1.4.1.

Lemma 1.4.3 For all ji,...,jx € {—m,...,m}, let g, gl ;,,...,gN . be sequences
of functions respectively converging in L*(R), LQ(R2) LZ(R’“) 0 Girs Giroas - - > Uin
Then as N tends to infinity,

/Zgﬁ xl WN dxl) +/ Z gjj\lf ..... jk<x17 7xk>W]]¥<dx1>W]]Z<dxk)

converges to

S:/Zgjl<l’1)le<d.T1)—|—"'+/ Z i1, jk(xlu---vxk)Wj1<dx1)"'ij<dxk‘)7
J1

JlseensJk

where the sums are over j; € {—m,...,m},...,(j1,...,jx) € {—m,...,m}".
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Proof : We have for every £ = 1,...,k and for every symmetric function h € L?(R?),

Var (/ W, ... x) Wi (day) - - Wjj(dl‘g)) = VR,
RY

and
3
R
Hence for € > 0 we can approximate gﬁ, o ,gﬁ ..... sooand gjy s ..o, gg, g, by step functions
g;lu"wg;'{l ..... Y1) such that

1/2 . .
(Var(s¥ = 58)) " < VR ol = gl + oo D0 gl = Ghl) <
J1 J1--Jk
and

1/2 . .
(Var(sa =) " < VE(X llgn =gl +-+ 3 Ngns — gl <
J1

jl"'7jk

In these formulae

Sg:/Zg;ﬁl(“)wflv(d“””'*/ > G )W (da) - W (day)
J1 )

J1ysJk
and
SAZ/Zg}'kl(fﬁl)wjl(df’fl)Jr"‘Jr/ Z Girvoie @1, we) Wy (day) - - - Wi, (day).
Ji J1yeeJk

Now, S} is a polynomial function of a finite number of variables W,¥(A; ;) for some
(A;;), and in the same way, Sa is the same polynomial, but with ZJN(AM) replaced by
W;(Aij). As WN(A;;) and W;(A;;) have the joint distribution then SY 2 S4. So, we
obtain that SV = S.

1.4.3 Proof of Proposition 1.2.1

From Theorem 1.4.1, we have (1.2.11) with B(t) and R(t) replaced by Y*! and Y*?
given by

eitx

1
Yyl = \/5/ || @02, (da),
R

1

yt2 — eMrty) —1 (a—1)/2}, |(a—1)/2 d d
=25 | gy T W (d) W (dy),

et )
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where J is defined in (1.2.1).

These two processes are independent when ay = 2q, since in this case W, does not
appear in the construction of Y2,

It remains to prove that Y%! and Y2 have respectively the same distribution as B(t)
and R(t) of Theorem 1.2.1.

It is clear that, with C' defined in (1.2.4), v/CY*! is a fractional Brownian motion, with
parameter 1 — ag/2. Let us see why Y*? has the same distribution as R(t).

For j =1,...,m and for any interval A, put

_ Wi(A) + W(A) Wi(A) =W_,;(A)
V2 V2 '

It is easy to see that Wj(l) and Wj(z) are the random spectral measures of independent
Gaussian white noises and that

Wi (AYW_j(A") + W AYW_;(A) = W (AW (A) + W2 (A) WP (A, (1.4.13)

j j
Then, define for i = 1, 2,
eitle+y) _ 1

©) re (7 +Yy)

J

a0y =D (d) W (),

and
eitlz+y) _ 1

RO =RP(t)y=D" | ——=
0() O() R2 Z(SL’—Fy)

| (oD |y (o= DRW, (dar) Wi (dy).
where D is given in (1.2.4).

It is clear, from representation (2.15), that R;i)(t), i = 1,2, 7 € J are Rosenblatt
processes with the same parameter 1 — a. Finally, from (1.2.3) and (1.4.13),

y2=DY ¢ <R§1)(t) +R® (t)) — R(#).

This completes the proof of the Proposition 1.2.10]

1.4.4 Proof of Lemma 1.2.1

Let T = {0 =ty < t; < ... < tr = 1} be a subdivision of [0,1]. For  in DI0,1],
let A7z denote its piecewise linear approximation built from 7. According to Pollard
([59], Theorem 3, p.92), relative compacity of X,, and of Y,, in the space (D[0,1],€) is
equivalent to the fact that, for every € > 0 and § > 0 there exist subdivisions 7" and S
such that

limsupP{HATXn — XnH > 5} <e, limsupP{HASYn — YnH > 5} <e (1.4.14)
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Since the sample paths of X and Y are continuous, there exist subdivisions 7" and S’
such that
P{l|ApX - X| >0} <&, P{llagy -Y] >4} <= (1.4.15)

Without loss of generality, we can suppose that all these subdivisions are the same.
We have to prove that, for any bounded uniformly continuous measurable function f on
DJ0,1] x DI[0, 1],

E(f(X,Y,) — E(f(X,Y)), asn— oc.

Since Arx depends on z continuously through x(to),...,z(t7), we can write
fo(Ar, Ar) = g o (wr,mr)

where ¢ is a bounded continuous function on R?>™ and 77 is the projection induced by
T from D[0, 1] on R™.
As f is uniformly continuous, for e > 0, there exists § > 0 such that for every z,y, z’, v/’
in D|0, 1],

I(z,y) = (@Y <6 = [f(z,y) = @' ¢)] <e. (1.4.16)

Using (1.4.14), (1.4.15), (1.4.16) and the fact that for any Z, Z in D[0, 1],

{IZ.2)1 > s} = {max{|12]l. 121} > 6} = {121l > 6 } {12 > o},

we obtain that

[E(f(Xn,Ya)) —E(f(X,Y))|
< Elf(Xn, Ya) — f(Ar X, ApYo)| + [E(f(ArX,, ArY,)) — E(f(ArX, ApY))|
+E|f(Ar X, ArY) — f(X,Y)]

< e+ 2Hf\|P{H(Xn, Y,) — (ArX,, ArY,)| > 5}
+|E(g(m7Xn, 71Yn)) — E(g9(mr X, 77Y))]|
e+ 2 fIP{[[(X,V) = (ArX, A7) > o}

< 2e(1+A|f]) + |E(g(7TTXn, WTYn)) — E(g(mr X, nrY))]|.

This last term converges to 0 as n — oo because the finite-dimensional distribution
convergence of (X, Y,) to (X,Y)O
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Chapitre 2

Processus linéaires et longue mémoire
salsonniéere

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude des processus linéaires a longue mémoire saison-
niére. Nous étudions plus particulierement les problémes de convergence de processus
liés aux produits d’Appell. Les différents problémes de convergence présentés ici ont déja
été étudiés, pour différents types de processus, en particulier les processus linéaires, dans
un contexte de longue mémoire réguliéere, i.e. lorsque la suite des covariances tend vers 0
comme une fonction & variation réguliere. Nous mettons ici en évidence les modifications
induites par la présence de saisonnalité sur les résultats obtenus en longue mémoire ré-
guliére.

Les processus linéaires étudiés ici sont définis a partir d’une suite de variables i.i.d. et
d’une fonction de transfert. Considérons un bruit blanc i.i.d. (£;) centré de variance finie
o2, et une fonction de transfert

m

G(z) = g(2) H (1- eiAfz)(aj_l)/Q, m>1, (2.1.1)

j=-m

ol g(z) est analytique a l'intérieur du disque unité, continue sur le cercle unité, sans
zéros sur ce cercle, et ou

0<O[j<1, a; = Q_j, )\_j:—)\j, 7=0,...,m, et

O=Xdg< A\ <...< A\, <.

Dans la suite, nous verrons qu'il n’est pas nécessaire que G(e*), soit non bornée en 0,
c’est—a—dire que nous permettons a ay d’étre supérieur ou égal a 1.
Il est clair que G admet, au voisinage de 0, le développement

G(2) = fb(k)zk, (2.1.2)

49
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ot (b(k)) est une suite dans £*(N). Nous pouvons construire un processus stationnaire
centré, linéaire et causal, en posant pour chaque n > 1,

X, =G(B)g = > b(n—j)g (2.1.3)

j=—o00

ol B est I'opérateur retard, i.e. B¢, = £, ;. Ce processus admet la fonction (27) 7! |G(e™®)|?

comme densité spectrale et sa variance est égale a

Var(X,) = E(X2) = ‘2’—% / "G ()2 (2.1.4)

De plus, les coefficients b(s) peuvent s’exprimer comme les coefficients de Fourier de la
fonction G(e™), i.e.

—Tr

b(s) = %/ e G(e™)dr, s€N. (2.1.5)

Dans la suite nous étendons la définition des coefficients b(s),s > 0 a tous les entiers
s € 7 en posant pour s < 0, b(s) = 0, ce qui est conforme a (2.1.5), car d’aprés (2.1.2),
pour s < 0,

—T

T 400 T
/ 6_i5$G(6m)de‘ _ Z b(k) / cih=5) 10 — (). (2.1.6)
k=0 -

—Tr

Le processus X,, s’écrit alors
X,= > bn—j4. (2.1.7)

D’aprés Giraitis et Leipus [28], les comportement asymptotiques de la fonction de cova-
riance 7(n) de ce processus et des coefficients (b(n)) sont donnés par

r(n) =n"¢ Z a;(cosnA; + o(1)), (2.1.8)
jeJ
b(n) = n~ @t/ Z a;(cosn; + o(1)), (2.1.9)
jed
ou
a=min{o;, 7=0,...,m}, J={j, o =a}. (2.1.10)

On remarque que le coefficient « est dans (0,1). La suite des covariances r(n) est donc
non sommable et le processus (X,,) a une longue mémoire qui, compte tenu des oscilla-
tions (2.1.8) et (2.1.9), est saisonniére.

Nous cherchons a étendre les résultats obtenus dans le chapitre précedent pour les pro-
cessus gaussiens aux modeles linéaires de type (2.1.3), notamment lorsque la singularité
en zéro n’est pas assez prononcée devant les autres (i.e. oy > 2a, ol o est défini dans
(2.1.10)). Le chapitre est organisé de la fagon suivante : dans la section 2, nous établissons
la convergence des produits d’Appell. Ce résultat permet d’obtenir la convergence des
processus empiriques étudiés en section 3 et 1’étude de I'estimation & noyau de la densité
marginale dans la section 4. Les parties plus techniques des différentes démonstrations
sont reléguées dans la section 5.
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2.2 Sommes partielles de polynémes d’Appell

L’objet de cette section est de donner un théoréme limite pour les sommes partielles
de polynomes d’Appell pour des processus a longue mémoire saisonniére.
Pour 7 variables aléatoires Yi,...,Y, de méme loi, notons par :Y;---Y, : le produit
d’Appell de degré 7, défini comme étant le polynéme en 7 variables qui vérifie les deux
conditions suivantes
E:Y,---Y, =0,

et pourv=1,...,7,
0
aY; :le"'Y:r:::}/l"'Y;‘—li/i-i-l"'Y:r:-
On appelle habituellement polynéme d’Appell de degré 7 et on note A,(Y), le produit
d’Appell :Y;---Y, i quand Y] = ... =Y, =Y. Par exemple on a
A(Y) =Y —EY

Ay(Y) =Y? - 2YEY +2(EY)? — EY?.

Plus généralement, pour une variable réelle Y admettant des moments de tous ordres,
I’écriture formelle d’un polynome d’Appell est donnée par le développement suivant

oo k €ZY

z
Z HAR(Y) - Ee?Y "
k=0

On retrouve ainsi les polynémes de Hermite lorsque Y suit la loi normale standard
N(0,1). Pour plus de détails sur les polynomes d’Appell, on peut se référer par exemple
a Giraitis et Surgailis [31] et & Avram et Taqqu [4].

Le théoréme qui suit donne la limite, au sens des lois fini-dimensionnelles, des sommes
partielles renormalisées associées & un polynéme d’Appell A, .

Théoréme 2.2.1 Soient (X,,),>1 le processus défini par (2.1.3) et soit T > 1. Supposons
que EX?™ < 4o00. Soit A, le polynome d’Appell de degré T associé a X,. Posons

v=min{ay, +...+q;, tels que \j; +...+ X, =0 mod 27},

hy = g(e™) H(l _ 6@'@@—&))(0‘«*1)/{ (2.2.1)
(]

et supposons que vy < 1, et soit dy = N'=7/2.
Pourt € [0,1], et N € N*, considérons

[N
Yv(t) = dy' Y A(X)).
7=1

Alors
Yn(t) 2, Y(t) quand N — +oo,
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. D L. . R .
ou — désigne la convergence des lois fini—dimensionnelles, et

eitl@it+zr) _ q
_ 22N (n L \1/2 (o, —1)/2717.
V() = @ro Y by ) [ S H el VRV (o), (2:2.2)
formule dans laquelle, > est prise sur (j1,...,jr) € {=m,...,m}7 tels que o, + ...+
aj. =y et A, +...+A;, =0 mod 27.
Les mesures aléatoires gaussiennes W_,,, ..., Wy, ..., W,, apparaissant dans la représen-

tation harmonique du processus limite (2.2.2) sont définies dans le Théoréme 1.4.1.

Preuve du Théoréme 2.2.1 : griace a la multilinéarité du produit d’Appell, nous
pouvons écrire, avec la convention b(k) = 0 pour k < 0, (voir (2.1.6) et (2.1.7)),

Z b ] - 51 (] - S’T) 651 o 'gsT : (223>
ou, dans (2.2.3), la somme ) est étendue a tous les indices sq,. .., s, dans Z.
(s)r
Posons v
iueNv—1 :
Z]u: {e elu 1 Slu%o

ey N, siu=0.

et

T

H g, (@1, 0r) = e ot Kooy 4w T G,
(=1

D’aprés la représentation (2.1.5) des coefficients b(s), nous avons

YN<t) = d Z (/[v_ﬂ o H[Nt},(s)f(xlu s 7'TT>dx1 o de) : 531 o 'gs.,— :

(s)r

4
- lez (/ H[Nt],(s)T(%---,xT)dxl-~-dx7> 1oy 6t (2.2.4)
(s)r \Tlml”
+df_\flz:: (/ Hing (s), (21, -+ -y 20 )day - - -d%> 1€y &, (2.2.5)
(5)r N\l

ol 27& est étendue aux indices 1, ..., s, qui sont tous distincts, et Y~ est étendue aux
(8)r (s)r

indices sq, ..., s, dont deux au moins sont égaux.

Les variables (§;) étant indépendantes, nous avons d’aprés le lemme de factorisation

d’Avram et Taqqu [4], lorsque s, ..., s, sont tous différents,

1551"'557 :2681...587.

Les lemmes suivants donnent la convergence des sommes (2.2.4) et (2.2.5). La preuve du
premier est donnée dans la section 2.5. La preuve du Lemme 2.2.2 est la méme que celle
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du Théoréme 2 (étape 3) d’Avram et Taqqu [4] : ces auteurs, bien que se plagant dans
I’hypothése de longue mémoire réguliére, n'utilisent en fait dans leur démonstration que
la sommabilité de la suite (b(s)?). D’aprés (2.1.9) et parce que o > 0, cette hypothese
est bien réalisée dans le cadre du Lemme 2.2.2. Donc la preuve de ce lemme sera omise.

Lemme 2.2.1 Lorsque N tend vers linfini on a

+
'y (/ Hin ), (w1, - o )dy - 'd%> €&, — V(1)
(5)r N\l

ou Y (t) est défini par (2.2.2).

Lemme 2.2.2 Lorsque N tend vers linfini

= 2
' ( /[ ]HN,@T(a:l,...,mdm---dm) R

(8)r

Ces deux lemmes montrent que, dans le comportement asymptotique de Yy (t), seul
compte le terme (2.2.4), et que la limite trouvée est bien celle annoncée dans le Théoréme
2.2.1.

2.3 Convergence du processus empirique

Nous nous intéressons ici au processus empirique centré et renormalisé. Nous nous
placons dans le contexte ou la singularité éventuelle en 0 est trés peu marquée devant
les autres, ce qui signifie qu’on permet au parameétre o d’étre supérieur ou égal a 1 et
que le paramétre « est assez petit, i.e. a < (1 A ay)/2.

Théoréme 2.3.1 Considérons le processus (X,,) défini dans (2.1.3) et (2.1.1). Suppo-
sons que & a un moment d’ordre 4 et que sa fonction de répartition est 5 fois différen-
tiable avec des dérivées continues bornées et intégrables sur R, et que a < (1 A ) /2.
Notons par F la fonction de répartition de X1 et posons

_ ylea _ V(2-20)(1 - 20)
dv=N"% D= 4T () cos(am/2)

Alors, lorsque N tend vers l'infini

AR N (Fovy (@) — F(2)) = “— 2 R(e), (2:3.1)

ot le processus R(t) est défini par

R()=D"Y ¢ (R§”(t) + R§2>(t)), (2.3.2)

jET
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avec ¢o = ho/2 et c; = h; si j # 0 (h; est défini par (2.2.1)), et oﬂR(i)( t),i=12etje

J sont des processus de Rosenblatt de parameéetre 1 — «, mdependcmts sauf pour j =0
_ p®

auquel cas R '(t) = Ry (t).

La convergence (2.3.1) est entendue dans Uespace D([0,1] x [—oco,+oc]) muni de la

métrique uniforme et de la tribu engendrée par les boules ouvertes.

Preuve du Théoréme 2.3.1 : dans ce qui suit, C' désigne une constante qui peut
changer d’une ligne a I'autre. La preuve du théoréme se fait en deux étapes.

Etape 1. On établit un principe faible de réduction uniforme analogue a celui de Dehling
et Taqqu ([15], Théoréme 3.1). Posons pour tous entiers k,r > 1,

Yk,O = k:7 Ykr Z Z bslgn s1° 'bsrgn—sm (233>

nl(s

et pour tout entier p > 1

S ZH - 0@, 92.3.4
k:p {X;<z} — Z( ) ! k,r- ( L. )

Ainsi
F// (l‘)

2
Le principe faible de réduction uniforme est le suivant : il existe des constantes C, x > 0
tels que pour tout ¢ € (0, 1], nous avons pour tout N > 0,

Ska(x) = k(Fi(z) — F(x)) + F'(2)Yi1 —

Yia. (2.3.5)

P{dy N max  sup |Spa(z)| >} <CNT*(1+e7%). (2.3.6)

—oco<z<oo

L’inégalité (2.3.6) montre, avec le Lemme 2.2.2, que la limite de
4 [N (Fixy (2) = F(2)

est la méme que celle de

[Nt] ,,

N (—F’(az) Z X; +

Cette limite sera obtenue dans ’étape 2 de la preuve.
Pour prouver (2.3.6) on établit d’abord qu’il existe C, p > 0 tels que pour tout ¢ € (0, 1],
et pour tout N > 0, nous avons pour tout n < N,

3 o -sxh).

_3 n\ 2—2«a
P{dy'max sup |[S,q(z)|>c} <CN™* N —|—<—) : (2.3.7)

n<N —oo<z<o00 N

La preuve de (2.3.7) est trés peu différente de celle du Théoréme 2.1 de Ho et Hsing [38].
Elle fait 'objet de 'annexe 2. Essentiellement, cette preuve repose sur les hypothéses
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faites dans le Théoréme 2.2.1 sur la loi de &g, et sur les équivalences (lorsque N tend
vers 'infini)

Var(Yiys) ~ Var(iv:()(? . E(Xf))) ~ CN?2, (2.3.8)

j
j=1
La premiére équivalence peut étre vue par exemple, comme conséquence du Lemme
2.2.2 lorsque 7 = 2. Quant a la deuxiéme, nous savons d’aprés Giraitis et Surgailis ([26],
Théoréme 4) que pour un processus linéaire centré (X,,),
N N
Var() (X7 —E(X7))) =2 > r(t—s)+ O(N)
j t,s=1

7=1
et comme a < 1/2, nous avons d’aprés (2.1.8) qui donne la forme de r(n),

N

Var() (X7 —E(X7}))) ~ ON*7>. (2.3.9)

J
g=1

Pour terminer, Dehling et Tagqqu ([15]) (p.1781-1782) ont montré que (2.3.6) découle de
(2.3.7).
Etape 2. D’aprés Leipus et Viano [48| on a

N
Var(Yy,) = Var(Z Xj) ~ ON?*0, (2.3.10)

J=1

et comme g > 2a, nous avons donc lorsque N tend vers l'infini
N 2
-1 L
dN E Xj — 0.
j=1

Pour obtenir la convergence (2.3.1) il suffit alors de montrer que lorsque N tend vers
I'infini
[N1]

dy' > (X2 - E(X}) = R(t), (2.3.11)

puisque (2.3.9) fait de cette derniére convergence une convergence dans D[0, 1] (d’aprés le
Théoréme 2.1 de Taqqu [68]). Puis comme F” et F” sont bornées (cela est conséquence des
conditions de régularité de la fonction de répartition de &g, voir Ho et Hsing [38|, Lemme
6.2), on obtient (2.3.1) via le théoréme de représentation presque sire de Skorohod et
Dudley [59].

Le Théoréme 2.2.1 assure la convergence (2.3.11). L’égalité en loi entre la limite lorsque
7 = 2 et la combinaison de variables de Rosenblatt indépendantes est déja faite dans le
premier chapitre (voir la sous section Fin de la preuve de la Proposition 1.2.1).
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2.4 Applications

2.4.1 Probléme de détection de rupture

La détection de rupture est I'une des applications immédiates de la convergence du
processus empirique doublement indexé par x et t. Il s’agit de tester si un échantillon
Xq,..., Xy provient d’'une méme loi, éventuellement inconnue, ou s’il y a rupture a un
instant [N60] 4+ 1 appelé point de rupture. Ceci signifie que les variables Xy, ..., X[ng
proviennent de la méme loi et que les variables Xng41, ..., Xy proviennent d’une autre
loi. Ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs notamment dans le cas de variables
indépendantes. Dans une approche unifiée (aussi bien en courte mémoire qu’en longue
mémoire réguliére), Giraitis et al [29] ont étudié ce probléme & partir du processus
empirique doublement indexé dés lors que celui—ci, correctement normalisé, converge.

La procédure mise en oeuvre pour tester les ruptures est construite a partir des suites

1 N
Vo= 7= 2 Teosar

j=k+1

En I'absence de rupture, les variables X, ..., X ont méme loi. Notons F' la fonction
de répartition de cette loi commune.
Lorsque F' est connue, nous pouvons tester cette absence par la statistique

Ty = dy'sup [Wy(t,z)l,
t,x

avec
Wiy (t,z) = (N = [tN]) (Fx_ng(2) — F(2)).
En général F' est inconnue, dans ce cas, nous considérons la statistique Ty définie par

Ty = d;,l sup |V (t, )|,
t,x

NN — [N1)

N (F[Nt] (z) — FXHM] (@)-
Sous I'hypothése nulle Hy, correspondant a ’absence de rupture, la région critique du test
est de la forme {T > c,} (ou {Tn > cu}) avec P{Ty > co} = a (ou P{Ty > ¢} = ),
« étant 'erreur de premiére espéce ou le risque de rejeter Hy a tort.
Notons qu’a N fixé, la loi de Ty (911 de Ty) n’est pas connue. La proposition suivante
donne les lois limites de Ty et de Ty sous Hj.

VN(t, {L‘) =

Proposition 2.4.1 Supposons que (X,,) vérifie les conditions du Théoréme 2.3.1. Alors,
sl n’y a pas de rupture, on a pour tout ¢ >0

lim P{Ty > ¢} = P{sgp‘R(t)‘ > 20(S1ip‘F”<x)})1} (2.4.1)

N—oo

et
jéi_l,réoP{TN >c} = P{sgp‘R(t)—tR(l)} > QC(sgp‘F”(x)Dl}. (2.4.2)
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Preuve :
Preuve de (2.4.1) : on peut écrire

Wis(t,2) = N(Fx(2) - F(x)) — [N¥] (Fiwg(x) — F(x)).

Par conséquent, et en utilisant la convergence établie dans le Théoréme 2.3.1,

D([O,:1]>><R) F'(z)

45 (N1 (i (2) = (@) ;

R(t),
nous avons d’aprés le théoréme de I'application continue, lorsque N tend vers 'infini,

FI/ FI/
dxtsupl Wi (t,)] ~ sup s, 1R(1) - RE@)) = sup i s o)
t,x

z€eR te(0,1] z€eR te[0,1]

car R(t) est & accroissements stationnaires. Ce qui montre (2.4.1).
Preuve de (2.4.2) : nous avons

VN(t, SL’) =
= (- B N (R ) - F)) - v — Vi) (g () - F (@)
N N
= (1 O i (R () ~ (@)
v

- (N(FN(:U) — F(x)) = [Nt](Finvg () - F(l’)))>-

Les mémes arguments de convergence et de continuité utilisés pour prouver (2.4.1)
montrent alors que lorsque N tend vers l'infini,

o i |F(@)
w sup| Vi (t, z)[ — sup sup |R(t) — tR(1)],
t,x z€R te[0,1]

ce qui montre (2.4.2).

2.4.2 Estimation de la densité marginale
Considérons 'estimateur & noyau fN de la densité marginale f défini par
N

[N p— ;NXJ' ), (2.4.3)

ou K est un noyau, que nous prenons continu a support compact, et hy est la largeur
de la fenétre telle que hy — 0, Nhy — 400, lorsque N tend vers 'infini.
L’égalité

r—u

uta) = Bi() = 1 [ K(E)d(Faw) - Fw) (2.4.4)
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montre que Pétude de fy(x) est intimement lice a celle du processus empirique Fy(z).
Le processus fN(x) est d’ailleurs appelé parfois densité empirique.

Hall et Hart [36] ont étudié la vitesse de convergence de f ~ vers f au moyen de l'intégrale
de lerreur quadratique (MISE),

/R E(fv(z) - f(x))%da.

Ces auteurs ont établi I’équivalence suivante pour une large famille de processus linéaires
contenant les processus linéaires & mémoire réguliére,

/]R E(fv(z) - f(z))%de ~ /R Eo(fu(z) — f(2))*de + Var(Xy) /]R fa)de (2.45)

ou 'espérance Eq est calculée a partir d’un échantillon indépendant de f. En particulier,
I’équivalence (2.4.5) montre qu’indépendamment du choix du noyau K et de la largeur
hy, le MISE ne peut pas tendre vers 0 plus vite que la variance de X y. En d’autres
termes, la vitesse a laquelle la moyenne empirique tend vers 0 constitue une vitesse
“plafond” pour tous les estimateurs & noyaux. En considérant 1’analogue de la statistique
de Kolmogorov—Smirnov pour les densités, i.e.

sup| fiv(z) — f(@)], (2.4.6)

z€R

Ho et Hsing [38] ont montré que pour des processus linéaires a longue mémoire réguliére,
cette vitesse peut étre atteinte par la statistique (2.4.6). Renormalisée par cette vitesse,
la statistique (2.4.6) converge vers
ZJsupl ()
z€eR

ol Z est une gaussienne standard.

Pour les processus a longue mémoire saisonniére, le processus empirique se comporte
asymptotiquement comme N ! Z;.VZI(X 7 —E(X?})), comme on I'a vu dans la preuve du
Théoréme 2.3.1. Il est donc raisonnable de penser que 'équivalence (2.4.5) n’est plus
vraie dans ce cas. Cette question est a I’étude, nous ne la développons pas ici.

Nous démontrons simplement que la vitesse avec laquelle N~ Z;V:l(X ?—E(X7)) converge
vers 0 peut étre atteinte par la statistique (2.4.6) pour des noyaux particuliers, et en
choisissant bien la largeur hy. Notons que, d’aprés (2.3.10) et (2.3.8), cette vitesse est
plus petite que celle avec laquelle X y converge vers 0. On se limite ici & une certaine
classe de noyaux de Parzen. On dit qu'un noyau K est un noyau de Parzen d’ordre s > 2

si
/ K(u)du =1,
R

/ u! K (u)du = 0,
R

et si pour tout 1 < j53<s—1

/ |u’]| K (u)|du < +00.
R
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Proposition 2.4.2 Supposons que les conditions du Théoréeme 2.3.1 sont satisfaites.
Considérons un noyau de Parzen K d’ordre 4 a variation totale bornée. Soit

(6% (6%
hy = N7° L — <0< —.
N ) 0U4 2

Alors on a lorsque N tend vers l'infini

Nesup| fu(z) — f(x)] - sup (2.4.7)
zeR z€R
o —Ls désigne la convergence en loi. De plus,
af a® [z
N () - fla) 28 LD g, (2.45)

ot Cb:(]R;) désigne la convergence en loi dans Cy(R) espace des fonctions continues bornées.
Preuve Nous avons
= fn(z) = Efn(z) + Efn(z) — f(2)
/K d(Fn(z — hyu) — F(z — hyu)) + /(f(x — hyu) — f(z)) K (u)du.
On remplace Fy — F par son expression dans (2.3.5). On effectue une intégration par

parties dans la premiére intégrale, et dans la deuxiéme, on applique la formule de Taylor—
Lagrange. L’écart de fy a f s’écrit alors, avec |u* — x| < |hyul,

fv(@) — flz) = NhN/SN2 z — hyu)dK (u YNl/f (x — hyu) K (u)du

—% () / K(u)dwﬂm / FO (YK (u) +

/ (—hNuf’(:c)JrhN?uf () — hN“ e [ () + hgjf SO () K (u)du

= an(z) +bn(z) + en(@) + dn(z )+€N( ).

Maintenant, une démonstration analogue a celle du Théoréme 2.2 de Ho et Hsing [38]
nous permet d’avoir pour 26 < «, lorsque N tend vers 'infini,

N sup| Sy o(x)| £25 0. (2.4.9)

z€eR
Par conséquent, lorsque N tend vers l'infini,

N°suplay(z)| == 0, (2.4.10)

zeR

ot — signifie la convergence en probabilité.
Pour les suites by(z), dy(x), en(x), on obtient la convergence en probabilité (2.4.10) en
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majorant les variances. Pour cela, on part des formules (2.3.10) et (2.3.8) qui donnent
les variances de Yy et Yy 2, et on utilise le fait que K est un noyau de Parzen d’ordre
4 et que toutes les dérivées de f jusqu’a l'ordre 4 existent et sont bornées. On obtient
lorsque N tend vers 'infini,

Var(N%sup|by(x)]) < NZO‘_QVar(YN,lsup|f'(x)|/|K(u)|du>
z€R

zeR

CN2a72N2fao — CNQafao N 0’
Var(N%sup|dy(z)]) < N?**2Var (YN,Qthup|f(3) ()] / |uK(u)|du>
zeR

z€R

CNZ@—ZNZ—Z(XN—(S N O7

. Na745
Nesupley(z)| < sup|f@(z)]

/u4|K(u)|du = O(N*™%) - 0.
v€R 2€R 24

Par conséquent, lorsque N tend vers l'infini,

R Y,
Nsup|f (@) = f(2)] et Nsup|f(0)]| %] = N*supley(z)|
z€R r€eR zeR

ont méme limite. D’aprés le Lemme 2.2.1, cette limite est

P9 r),

sup
zeR

Ce qui démontre (2.4.7). On remarque d’aprés (2.3.8) que la vitesse N® donnée dans
(2.4.7) est bien la vitesse de convergence de N ! Zjvzl(Xf — E(X?)).
Les convergences lorsque N tend vers 'infini

N n Y 9
Nesup(fi(a) = fia) - (-2 TA) g
et v
o¥N2 d
NeZN2 L R(1)

montrent (2.4.8).

Remarques :

1. On a vu au cours de la démonstration que I'utilisation d’un noyau de Parzen permet
de rendre négligeable Ieffet du biais E fy (x) — f(2). Si K n’est pas un noyau de Parzen,
la contribution de ey(z), ¢’est—a—dire du biais, n’est plus négligeable par rapport a celle
de by(z). Le résultat (2.4.7) n’est donc plus valable. En revanche, il reste valable pour
tout noyau standard si fy(z) — f(x) est remplacé par fy(z) — Efy(x).

2. Le résultat (2.4.7) de la Proposition 2.4.2 peut étre utilisé par exemple pour tester si
la densité marginale f est égale a une densité donnée f.

3. Il ne permet pas de construire des intervalles de confiance pour f, car f” n’est pas
connue. Comme le montre le corllaire suivant, nous pouvons remédier & ce probléme en
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considérant un noyau K deux fois dérivable, et en remplagant f” par son estimateur &
noyau défini par
n h3 Z

Corollaire 2.4.1 Sous les hypotheses de la Proposition 2.4.2 et si le noyau K est deux
fois dérivable, a dérivée K" continue, alors, nous avons pour tout intervalle |a,b] sur
lequel f" ne s’annule pas,

2N sup M‘ IR, (2.4.11)
z€la,b] ]/\,[<.CL’)

Autrement dit : lorsque N tend vers I'infini, on a pour tout ¢ > 0

~

tfx () ; tfn(x)
ona = f(@) = () + =050

P{fn(z) - ,a<ax<bl— P{R(1)| <t}.
Nous obtenons ainsi un “tube” de confiance de niveau ¢ fixé pour la densité f(z), valable
pour chaque z € [a, b].

Preuve du Corollaire 2.4.1 : pour montrer (2.4.11), on remarque d’abord que l'ap-
plication qui a chaque fonction g de Cy(R) associe

z€ ab]‘f” ‘

est continue. Il résulte donc de (2.4.8) que lorsque N tend vers 'infini,

2N® sup %&)ﬂx)) IR (2.4.12)

z€la,b]

Ensuite, on étudie la différence

ful@) = f@)  fula) - fio)y
J"(a) ()

et on montre que lorsque N tend vers l'infini,

Yy(z) = Na(

sup |Yn ()| o0
z€[a,b]

Pour cela, on écrit

o| In(2) fi(e) = f"(x)
Vi) = N[ 2 J2)) Inta T
f f z)
D’aprés (2.4.12), il suffit de montrer que lorsque N tend vers l'infini,
£ g
sup N(xz/l / (:1:)’ 0. (2.4.13)
z€R fN(ZL')
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Comme

inf |f"(x)] >0,

z€la,b]

(2.4.13) découlera de

supl i (z) — f"(x)| 0 (2.4.14)

z€eR
puisqu’alors, pour ¢ assez petit

o fu P
P{;gﬂ%fN(x) >e} — 1.

Pour obtenir la convergence (2.4.14), on procéde comme dans la preuve de la Proposition
2.4.2) en remplacant f par f” et fy par fy, puisque l'écart de f} & f” peut s’écrire

v (x) = f(x) =

— % / Sna(z — hyu)dK" (u) + % O (@ — hyu)K (v)du
N
I [1O Ran [(77 = 0) = @)K

On obtient alors )
sup|fy(z) — f(z)] = O(N—(%/\(l—?»é)))’

z€R

ce qui termine la preuve puisque 0 < ¢ < 1/4.

2.5 Preuve du Lemme 2.2.1

Nous VOUIOHS montrer que
_ #
aN'y (/ Hine (), (21, -y wr)dy - ~de> Eo b Y (D)
(s)  \Lml”

ot la somme 27& est étendue aux T7—uplets (s1,...,s,) € Z" tels que s1, ..., s, sont tous
(8)r
distincts, et Y (¢) est défini par (2.2.2).

Décomposons 'intervalle [—, 7] selon la partition suivante

Ak—1+ A Ak + Aepr

I, = [ 5 , 5 ), k=-m+1,...,m—1,
Am + A Am—1+ A
]:_7n _ [—-7T, m T m+1 )’ ]}7L _ [ m-1 1 nmj 7T}.
2 2
Si on pose, pour j € {—m,...,m}, Gj(x) = G(e”)1;,(z), G se décompose sous la forme
G(e™) = > Gj(x), Vael-mmn] (2.5.1)

j=—m
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Nous pouvons alors écrire
-
—> Hive (o), (@1, -, @0)dwy -+ day )€, & (2.5.2)
INler \Jlmal
1 # A T .
= —i(s1x1+...+srx7) T .
— dN%: (/[WT]TG 171 K[Nﬂ(:ler...erT)gl_[lG(e “)dxg>§sl Es,
e —
S
(4= ()=
(/ e—i(s1m1+...+sTxT)K[Nt] (xl + .+ l‘r) Gje (l‘g)dl‘g) é’sl .. '557
[=m,m]T =1
ot la somme Y.' est étendue a tous les 7-uplets (ji,...,75,) € {—m,...,m}". La

(7)+

proposition suivante montre que dans cette somme, seuls les termes correspondant a
aj, +...+a; =vet A\j +...+ ;. =0 mod 27 contribuent a la limite. Elle constitue

I’élément fondamental de la preuve du Lemme 2.2.1.

Proposition 2.5.1 Posons pour chaque (j1,...,J:) dans {—m,...,m}",

N —
}/jlv---yjf (t> _

(s)r (=1

On a lorsque N tend vers l'infini
i) siaj, +...+a; >youd;+...+ N, #0 mod 2m,

1.2

YN o (t) — 0, Vtelo,1],

T
W) st oy, ... +a;, =vetA +...+ XA, =0 mod 2,

D
YN ) — Y t) =

2oty by, [

eit(ler...Jr:v.,—) -1 T

(T . ) e

Preuve de la proposition 2.5.1

1 7 —i(s1x Srx a
%Z </[ | et o T)K[Nt}(l'l +...4z) HGjZ(l’g)de'g> Eoy "

[T lel @2 W5, (dy).

(2.5.3)

) gsT-

(2.5.4)

Preuve de i) : on suppose ici t = 1. La démonstration est exactement la méme pour

les autres valeurs de t. Notons la symétrisée d'une fonction f par

1
symf(s1,...,8;) = ng(sﬂ(l), ey Sa(n)s
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ou la somme ) est étendue a toutes les permutations de {1,...,7}. Soit

Hy(s1,...,8:) = / emismt oo [0 () L ) H G, (zg)dzy.
[=mm]” =1

Comme le produit &, - - -, est invariant par permutation des s;, nous avons

2

1 7£ —i(s1x Srx -
E d—z 55/ e Bt [ (o 4L+ ) [[ G (o)
N [_7-‘-’7]—}7' _
() =t
1 2
|3 fsvmHy (o106
(s)r
02T 2 02T —# 2
:7"—2 ‘symHN(sl,...,sT)‘ <7"d—2 ‘HN<317 78T>‘
N @), M)
0.27' 2
<7"—22}HN(317 787')}
N ()
'0.27' 2 T 2
:7‘,@ [ ] }KN(I‘1++£L})} H|Gﬂ(x€)| dl‘f
—7,7|T /=1

d’aprés I'égalité de Parseval. En faisant le changement de variable z, — N(x, — Aj,), et
en posant I;, = N(I;, — A;,), on trouve que cette derniére quantité est égale a

Tlo?" .
o | (G H\G et 30) P, (w0)d
N J[—m,m]|" =1

qui, lorsque N tend vers I'infini, tend vers 0 d’apres la Proposition 1.4.1 du chapitre 1,
sidj, +...+ X, #0 mod 2mrousi A\j, +...4+XA;, =0 mod 27 et oy, +... + . > 7.

Preuve de ii) : nous avons pour ¢ € {1,...,7},
sz($€) =
_ ]IIJ-Z (W)(l . ei(xg—ka))(aje_l)/Qg(eixg) H (1 . ei(xg—)\h))(al_l)/Q
h#3je
_ (1 _ ei(l‘z*%z))(O‘J'e_l)/QLjZ(IZ)’ (2.5.5)

avec |Lj,(z)]* tendant vers h;, quand x tend vers \;,.
En faisant le changement de variable z, — z, — \;,, on peut écrire, d’aprés (2.5.3), et
(2.5.5), et parce que A\j, +...+ A;, =0 mod 27,

1 7 ilsi\s Y
Y;jl\{,jT(t) — d—z e ( 1)‘Jl+"'+ TAJT)gsl .. .gST (256)

Ns),

/ et Ky (Z “) H(1 - em)(aml)/an(M + x¢)day.
[77‘—77"]7

(=1 (=1
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Posons

1 #
yNA (t) = — e~ sy Hesr i) e "'fsT/

T

eii(slmle"'JrsTmT)K[Nt] (SL’l + ...+ SCT) (1 — 62‘”)(%[71)/21-/%()\]-@ + xz)d:cg.

(=1
Pour £ =1,...,7, notons Gy, la mesure de densité
Gy j,(dx) = N 1 — /N2 L, (N, + x/N)|*dx. (2.5.7)

Comme |L;,(\;, + #/N)|? est bornée uniformément en N et converge pour tout x vers
la constante hj, lorsque NN tend vers l'infini, alors Gy j, converge vaguement, quand N
tend vers l'infini, vers la mesure Gy, de densité

GO,jg(dx) = hjz|$|ajzildl‘. (258)

Par ailleurs, nous avons la convergence uniforme sur tout compact [—A, A]™ de

1 T+ ...tz
UN,t(xla ) = NK[Nt} (1T) (2.5.9)
vers
eit(@1+...x1) _1 .
E——— dsixy+...+x #0,
Uoa(1,. .. 2,) = { i@ O 7 (2.5.10)
t sinon.

Dans la suite nous allons nous servir du lemme suivant

Lemme 2.5.1 Les suites Gy ;, Uy étant définies en (2.5.7) (2.5.8) (2.5.9) et (2.5.10),
nous avons uniformément en N

lim \Unt(21, ..., 2.)|* Gy (day) - Gy (dy) = 0. (2.5.11)

A=00 JRr\[-4,4]7

Preuve : Il suffit de montrer que la suite des fonctions définie par

PN,j1engr (U1 - - -5 Ur) (2.5.12)
= [ bl )y o) PG (d) -+ G, (d)

converge en tout point et que sa limite est continue en 0.
En effet, d’aprés le Lemme 2 de Dobrushin et Major [17], la suite des mesures

NN,jl,...,jT(dxla . ,dl‘T) = |UN7t(.I‘1, . ,ZL‘T)|2GN7J‘1 (dl‘l) e GN,jT (de‘T)
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est alors faiblement convergente. Elle est donc tendue, ce qui implique (2.5.11).
Par définition de Uy, et de Gy ;, nous avons

gpijly---ij(U’l? s 7u’r)

INY .

= weterer 2 30T [ el et (4, 4 )P
pg=1¢=1""T
NG~

= Nty ] [r((Nud +p— )
p,q=1/4=1

[Nt]—1

= Neat-ter =2 N (N = [pl)ry, ((Nw] + p) - -7y, ([Nug] + p).

p=—[Nt]+1

Puisque la fonction |1 —e™|*% 1 L;(\; +x)|? est bornée en dehors de 0, alors pour n # 0,
ri(n) = a5l (1 + o(1)), (25.13)

ol les a; sont des constantes positives.
La suite est une adaptation de la preuve du Lemme 1 de Dobrushin et Major [17| qui

montrent la convergence de ¢ j, ., (u1,...,u,) et la continuité en 0 de sa limite lorsque
Qjyy - -, Qi SONE égaux.
Il est clair que
1
(pNnjlv"ij ('U/l, t 7u7'> = / fN,jl,...,jq—(u17 c e 7U‘T7 x>dx7 (2514)
-1
ou

|[Nx]\> i, ([Nwy] + [Nz]) 7. ([Nu,] + [Nz])
N N~ %1 N—j- :

Pour tout € > 0, et tous réels uq, ..., u,, posons

fN,jL---,jr (Ul, ey Upy l‘) = (1 —

A (uyy .. oyur) ={x € [-1,1], |z +u| <e, pourun certain ¢, ¢ € {1,...,7}.
Il est facile de montrer que pour tous réels K > 0, ¢ > 0,

]\}irn Sup ‘fNJl,---,jT(ulv"'7u7'7x) - fjl,---,j7<u17"'7u77x)‘ =0 (2'5'15>
T g <K, |ur | <K
z€[—1,1\Ac(u1,...,ur)

ou

ajl ajT
j17"'7j7(u17""u77x):(1_|x|) I -
1 | %
/ |x + uq | |x 4+ u |%
Il suffit alors pour conclure de montrer que, € étant fixé, pour chaque ¢ = 1,...,7, et
quelque soient uy, ..., u, € [—K, K], on a

/ i (s ur 3)|de < C(e), (2.5.16)
|z+ue|<e N[—1,1]
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et

/ ‘fj17~~~7j7 (’U,l, ey Upy, .T)‘dl' S C(g), (2517)
|z4ug|<en[—1,1]

ou C(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. En effet ceci, avec (2.5.14) et (2.5.15) implique
que lorsque N tend vers l'infini,

1
goN,j17.,,7jT(u1, e ,UT) — / fjl,---,jq— (Ul, ey Upy .T)d!l?
-1

qui, comme oy, + ...+ ;. < 1 est continue a l'origine d’apres (2.5.17).
Montrons donc (2.5.16) et (2.5.17). Pour tout € > 0 et tous réels uy,...,u, € [-K, K],

. 1
(1—|z|) ———dzx
/|;+uz<e H |l‘ + ul| K
1 1
= (1 —z]) — ——dx
/a:+w|<s 11 |+ | 11 |+ |

{&,|lz+u;|<e} {,|z4u;|>e}
1
< H 2™ Y / H ﬁdx
{i,|z+u;| >} {i,|z4ui|<e} |.T T ul‘ '

Sans restreindre la généralité, nous pouvons donc supposer que le domaine d’intégration
dans (2.5.16) et dans (2.5.17) est

B.(ui, ... u) = [~1,1] ﬂ(ﬂ{x, |z + ug| < e}

Ensuite, pour montrer (2.5.17), il suffit de montrer que pour tout entier 7 et tous réels

positifs a, ..., a; tels que v(7) := a; + ...+ o, < 1, il existe une constante positive C'
telle que
1 1
/ Ce dr < Cglf(anr---JraT). (2518)
Be(ut,...ur) |z 4 uq | |z + up |

C’est bien clair lorsque 7 = 1. Supposons que ¢’est vrai pour un entier 7 > 1, et montrons
le pour 7+ 1. On a par l'inégalité de Minkowski,

/ 1 1
... dx
Be(utyursr) [T UL 2 gy [

< 1 1 A(r)/v(r+1)
B ( By | [YTEDAE T g uT|0<T“/(T+1)/7(T)>

(/ 1 )ar+1/w(r+1)
Bo(ussy) 1T+ Uppp|@r 2T+ ari

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence, on a

X

1 1
. < 1—v(7+1)
/Bs(ul oy T [T g gy ey (TED/A () Ce )
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et donc

1 1
Be(uurgy) [T+ T 4wy o
< CeUTHONO/AEH) LA=y(rH))arn /A7) — 1=+ — Ogl-(atdar)

ce qui termine la preuve de (2.5.18), et par conséquent, celle de (2.5.17).
La preuve de (2.5.16) peut se ramener a celle de (2.5.17) comme suit : puisque r;(n) =
a;n~% (1 + o(1)), il existe une constante C' > 0 telle que

ry (INu] + [Na])| < C(I[Nui] + [Nal) ™.

Comme lorsque N tend vers l'infini,

[Nx] + [Nuy]
N

HI—F’U,@,

on asi |r+ uy < e, pour N assez grand, |[Nz] 4+ [Nu]| < 2¢eN et donc, pour certaines
constantes C,C" > 0

/ |fN,j1,...,jr<u17'"7uT7x>|dx
|z+ue|<e N[—1,1]

[Nt]+1 T
_ N + N i —Qy;
p=—[N{+1 i=1

|[[INz]+[Nug]|<2e N

1 1
< C’/ (1—|x]) — - —dx
lz+ug| <26 N[—1,1] |7 + ug | |z + ur|r

On applique alors (2.5.17) a cette derniére intégrale. Ce qui achéve la démonstration du
Lemme 2.5.1.

Suite de la preuve du ii) de la Proposition 2.5.1 : considérons un intervalle fini
[—A, A] qu’on décompose en 2K intervalles disjoins de méme longueur, Ay, ... A_q,
Ay, ... Ak, tels que pour tout h € {1,..., K}, A_, = —Ay. On dit qu’'une fonction g
définie sur R” est simple s’il existe des constantes (7NN telles que

£
galer, o wr) =D gneai Loy, (@) - La, (20, (2.5.19)

ol Zi est étendue aux indices i(j) = £1,...,£K, j = 1,..., 7, tels que i(h) # +i({)
sih # /(.

Pour une mesure p définie sur B(R7), tribu borélienne de R, notons F; le sous espace
de L*(R"™, B(R"), u) formé des fonctions f qui vérifient f(—zy,...,—x,) = f(x1,...,2,).
Major [50], pp. 28-29, montre que pour toute mesure non atomique pu, I’ensemble des
fonctions simples du type (2.5.19) est dense dans F;. Par conséquent, la convergence
uniforme de Uy vers Uy, celle de Gy ;,([—A, A]) vers Gy j,([—A, A]), ainsi que le Lemme
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2.5.1, permettent de prouver (voir Dobrushin et Major [17]) qu’il existe une famille de
fonctions simples (g4)4 telle que pour tout € > 0, nous avons pour tout A > A(e),

/ |U07t(.1’1,...,377_) —gA(.I’l,...,1’7)|2HdG07]’Z(.Tg) <g, (2520)
[=A,A]7 =1

et pour tout N > N(e),

/ \Uni(z1,. .., 2r) —gA(xl,...,:cT)|2HdGN7jl(xg) <e. (2.5.21)
[_AvA]T /=1
Notons
‘[.]]‘:7:.1?4.7]‘7_ _ d]—vlz7éefi(sl)\j1+...+s.,-)\j,,_) / efi(slzvlJr...Jrs.,—mT) (2522)
(S)T [_A/NvA/N]T

T

Nga(Nzy,...,Nx;) H(l _ ez’mg)(ajrl)/ZLjZ (ez‘(/\jﬁmz))dajz €&y

(=1

_

Nous avons alors

A A A LA
YN =YY @)=Y )yt () - L+ 1

Jlseensdr J1yeensdr J1y-sd yeeonJr

(2.5.23)

la suite de la preuve est alors basée sur le résultat suivant dont la démonstration est
renvoyée a la fin de cette section.

Proposition 2.5.2 Pour ji,...,J; fixés tels que o, +.. .+, =y et A\jj+...+X;, =0
mod 27, nous avons

=0,

F1yeeesdr I S

a) lim lim sup Var

A—00 Nooo

b) lim limsup Var

A—oo N0

c¢) Pour A > 0 fixé, lorsque N tend vers l'infini,

Jlseees

N N,A _
AIROES ARSI

N,A d A
Ijlv"'?jT Ijlv"'?jT’

ou IN? . est définie en (2.5.22) et

jly"'?]T
Jp—
Iﬁ,...,jT = (27T02) /QZigAi(l)---Ai(T) le(Az(l)) e er (Al(’r))a
ot pour chaque j € {—m,...,m}, W;(A) est défini par
Wy(8) = Vs [ fafer /2w de), (2.5.24)
A

les mesures W;,j € {—m,...,m} étant définis dans le Théoréeme 2.2.1.
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Fin de la preuve de la Proposition 2.5.1 : puisque
A
E|[j17"~7j7' - }/}17"'7.7T <t>|2

- E‘(QWJQ)T/Q o (ga(@, - 20) = Una@n, ., 2)) Wi, (day) - - Wy (dxy)

2

ou Y} ; (t) a été définie dans (2.5.4), et puisque W; sont les mesures aléatoires gaus-
siennes correspondant a Gy ;, on a

J1yeensdr -

E|L} Vi, O =@2r®)" | |ga— Uos?dGo, - - - dGo .,
RT

quantité qui tend vers 0 quand A tend vers l'infini, d’aprés (2.5.20), et donc

Ly (). (2.5.25)

VARTERV kg

D’aprés a) et b) de la Proposition 2.5.2, on a

lim limsup Var|Y}Y . (t) A =o. (2.5.26)

A—oo Neoo J1yeesdT

Ainsi (2.5.25) et (2.5.26) avec ¢) de la Proposition 2.5.2 nous assure, d’aprés le Théoréme
25.5 de Billingsley [9], la convergence lorsque N tend vers l'infini, pour ¢ fixé,

d
Vi () == Y. (1),
La Proposition 2.5.1 est donc démontrée.
Pour la convergence d'une combinaison linéaire C1 Yy (¢1)+. . .+C,Yn(ty), il suffit d’aprés
i) de la Proposition 2.5.1 de montrer que

/
Zo(clyjj_m(tl) Yo OYN (tn)) L OY ) £ A CY (), (2.5.27)

J15-5]T
ot > est étendue a tous les T—uplets (ji, ..., j;) € {—m,...,m}" vérifiant
Ajp +oooF A, =0 mod 2w, et oy +...q5 =7

Or C\Y}Y . (t1) + ...+ C.Y}Y . (t,) peut se mettre sous la méme forme que Yy(t)
(2.5.6), en remplacant Kyy par C1 Kiny) + ... + Cp K{nv,). Par conséquent, et puisque

ClUN,tl + ...+ CnUN,tn et ClUO,tl + ...+ CnUO,tn

peuvent étre approchées par une méme fonction simple g4, au sens de (2.5.20) et (2.5.21),
les parties a) et b) de la Proposition 2.5.2 restent vraies. La convergence

" N,A d " A
0 j17"'=j7' 0 jl?"'?jT

se démontre de la méme maniére que ¢). Ce qui termine la preuve de (2.5.27), et le
Lemme 2.2.1 est démontré.
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Preuve de la Proposition 2.5.2.
Preuve du a). On a

Var (Y;N’Aj (1) —[f’Aj ) —

1yeee kd JLseens T

4 2
E}d}—vlz 6_2(51)\1'1+-..+ST>\jT)BN(81’ ey ST)681 “ .. gST ,
(s)r

ou

BN(81, ceey sT) = / e is1T1HFsrr) o
[~A/N,A/NIT

T aj -1

71

(2.5.28)

(2.5.29)

(K[Nﬂ(xl +...+x;) — Nga(Nay,. .., N:CT)) H(l — em)ZTLjZ()\jZ + x¢)dxy

=1
Comme

£
Z 6—1(81)\1'1 +---+sf)\jT)BN(81’ o 57)651 . SST
(8)r

#* .
— Z Sym <€71(81A11+"'+87Aj7—)BN(Sl, cee ST>>£51 . .5377
(s)r

on déduit de (2.5.28)

Var

N,A N,A
IV = Yot )

jl ..... Jr T D1y T
# .
_ d]—VZZ E’SYm (6_7/(81>\j1+-.-+8T>\jT)BN(81’ el ST)>§81 . 587— 2
(8)r
—2 2T # 2
_— dN o Z lsymBN(Sl,...,ST)’
(8)r

2

< d;VQT!JQTZ#‘BN(Sh...,ST)‘Q < d&zrlazTZ‘BN(sl,...,sT)‘ :

() (-

D’aprés 1'égalité de Parseval et (2.5.29), ce dernier terme est égal a
d]_VZT!chT/ ’K[Nt](!ﬁ +...4+2,) = Nga(Nzy, ..., NxT))’2><
[-A/N,A/N]T
H ‘1 — em ‘anil ‘Lﬂ (Ajz + SCg) ‘2d$g,
=1

Puisque
d?\/ = N2_(aj1+"'+aj7')’

(2.5.30)

(2.5.31)

(2.5.32)
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(2.5.32) devient, aprés le changement de variable x, — Ny,

2
7'!027/ ‘UN,t(:El,...,xT)—gA(xl,...,xT)‘ X
[7A7A]T

HNajZfl}l o eill?z/N’a”_l}ng<)\jz + .’L‘g/N)}def
/=1

= 7!0'27/ ’UNJ(ZL'l, e ,I‘T) - gA(l‘l, N ,I‘T)}QdGNJI(,I‘l) .. 'dGN,jT(xT)'
[7A7A]T

Ce qui, d’aprés (2.5.21), termine la preuve de a).

Preuve du b). De la méme fagon on obtient

Jlseensdr

Var (v ()= v,0 (1)

_ 7é —i(s . s . = 2
= E‘lez e et ha bt TAJT)BN<317 o 87)Eey r Es,
(8)r
a2 ! ~ 2
S d2 Z’BN(SM"'NST)} )
N (s)r

ou

—i(s1z14...+srzr) %

§N(sl,...,57) = e

/[_ﬂvw}T\[_A/NvA/N]T

T as —1

. Je
K[Nt](l‘l + ...+ :ET) H(l _ em) 2 ng()\j{ + :Eg)d:tg.
/=1

Donc, par 'égalité de Parseval,
N N,A
var(V (0 =Y )
(2mo?)7 7!
< iz

/ | K (e + .+ 2P T - et | Ly, (A, + o) [Py
[_ﬂvw}T\[_A/NvA/N]T /=1

= (QWOQ)TT!/R\[ » Una(1, o 20) PdG g, (1) - - dGivy, (7).

D’aprés (2.5.11), cette derniére quantité converge vers 0, uniformément en N, quand A
tend vers l'infini. Donc b) est prouvée.
Preuve du c). Soit A un intervalle borné. Posons pour chaque N et chaque 7,

o -1

aa j, (s, N) = e_iS/\jZ/ e_i”(l—eix) 2 Lj,(\j, + x)dz
A/N

™ O‘je71

_ / e (1 — M) 5L () (u)du. (2.5.33)

—T
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Pour chaque N > 1, la suite aa j,(s, V) est dans ¢(Z). Définissons

Wi (A) = N/23 " an j (s, N)&.. (2.5.34)

La série

—iSU
E : CLA,JZ<8> N)e
js]<m
converge dans L? vers

o —1

Je

(1= @=2e) 2 Ly, (u) Iy oy (u)

et, en utilisant la représentation spectrale de &, (voir par exemple Brockwell et Davis
[11], Théoréme 4.10.1), on obtient

™ ) aj471
Wij(A) = Now? / (1= @) 2 Ly, (u) T, 4 (1) We (du)

—Tr

a]l—l

— 2rNow/? /A =)L O ) efa) (2.5.35)

ot We(dx) est la mesure spectrale du bruit blanc (). Sa densité spectrale est donnée
par

2 o’
E([We(do)?) = 5—du.

Comme L, (A\;, — ) = L_j,(A_j, + ) (voir (2.5.5)), et compte tenu de (2.5.35), les
variables Wy j, vérifient les propriétés suivantes :

i) pour tout intervalle A, Wi, (—A) = Wy _;,(A).

ii) pour tout intervalle A tel que AN—A =0, ReWx ;,(A) et ImWy ;,(A) sont centrées,
non corrélées, et de méme variance égale & mo?Gy ;,(A),

iii) si £Aq, ..., £A, sont disjoints, Wi ;, (A1), ..., Wn,;. (A;) sont non corrélées,

iv) si j; # %, pour N assez grand, Wy j,(A) et Wy j, (A’) sont non corrélées.

Ces propriétés vont se répercuter sur les limites des Wy ;.

Nous allons montrer que pour tous Aq,..., A, tels que £Aq,..., A, sont disjoints,
nous avons, lorsque N tend vers l'infini,

(Wain (A1), - Wi (A7) =5 (2m0®) 2 (W5, (AL), -, Wi (A,) (2.5.36)

ol les mesures W; ont été définies dans (2.5.24).

Pour établir (2.5.36), puisque d’aprés la définition des W;(A) donnée dans (2.5.24), les
W;.(4A;), i =1,...,7, sont des variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes
dont les parties réelles et imaginaires sont indépendantes et de méme variance égale a
70%Go ;,(4;), il suffit alors de montrer que

AlRGWNJI (Al) + BllmWN,jl (Al) + ...+ ATRGWNJT (AT) + BTImWN,jT (AT)
N N(o, (A2 + B2 702G, (AL) + ... + (A2 + BE)WU2GOJT(AT)> . (2.5.37)
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Nous nous contentons de montrer que pour tout intervalle fini A et pour tout j dans
{—m,...,m}, ona

ReWy;(A) —5 N (0, 702G ;(A)), (2.5.38)
puisque (2.5.37) se démontre de fagon similaire, en utilisant les propriétés de non corré-
lation ii) et iii).

Pour chaque N fixé, nous avons d’aprés ii)

o?N% lim Z (Re aA,j(57N))2 = 0°NY Z(Re aAJ(S’N))Q

k—o0
|s|<k s

= E|R€ WNJ(A”Q = 7T0'2GN7]‘(A).

Donc pour toute suite positive (ey) tendant vers 0, il existe une suite r(N) telle que
pour tout N > 1

Z (ReaAJ(s,N))2 < N %ep.
|s[>r(N)
Et par conséquent
lim N >~ (Reaa (s, N))* =0. (2.5.39)

N—oo
s|>r(N)

Ecrivons ReWy ;(A) comme

ReWy;(A) = N%/ 3" Rean (s, N)& + N2 Y~ Rean (s, N)&..
[s|<r(N) [s>r(N)

D’aprés (2.5.39), le dernier terme & droite converge vers 0 dans L2. Pour montrer (2.5.38),
il suffit alors de montrer que lorsque N tend vers I'infini

Neil? Z Reana (s, N)&s 4, N(O,WUQGo,j (A)) (2.5.40)
|s|<r(N)

Pour ce faire nous montrons que la condition de Lindeberg est vérifiée (voir Billingslay
[9], Théoréme 27.2).
Posons
b(s, N) = N“/*Rean (s, N), et si =0’ Z b*(s, N).
|s|<r(NV)

Il s’agit de montrer que

dim T D V(s N)E(E e wyezse2,) = 0. (2.5.41)

SN |s|<r(N)

Puisque

Hﬁgzs%?\,/bQ(s,N) < ]I‘rr‘lax b2(s,N)E2>e25%;
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on a

1
Z b (s, N)E (&2 s wyezsezsz ) < —E

2
N o (foﬂ‘?g)]i,bQ(s,N)ﬁ(%ZsQS?v)'
|s|<r(N) N

Pour montrer que cette derniére espérance converge vers 0, il suffit, puisque le moment
d’ordre 2 de &, existe, de montrer que

2(s. N) = o(s3,). 2.5.42
maxb™(s, N) = o(sy) (25.42)

En conséquence, lorsque N tend vers I'infini,

3y b N) e 2, wr(o, 1),

S
sl<r(y) N

Puis pour conclure a (2.5.40) il suffit de remarquer que lorsque N tend vers l'infini,
2
sy = 10’Gy j(A) — N%g? Z (Re an;(s, N)) — 102G ;(A) (2.5.43)
|s|>r(N)

d’aprés (2.5.39) et la convergence vague de Gy, ; vers Gy ;.
Il reste donc a montrer (2.5.42). En utilisant l'inégalité de Schwarz on obtient

maxb(s, N)* < N%max |aa j(s, N)|?

. 4 N 2
= N%max ’e’“’)‘f / e (1 —e") E L;(\j+ x)dz
A/N

S

N 1— e ML (N + x)|dz dz
< e [ e o cofas) ([ )
= Gy, (A )|§| o(1), (2.5.44)

car A est fini et Gy j(A) converge. Ce qui d’aprés (2.5.43), termine la preuve de (2.5.42).

Nous allons maintenant terminer la preuve de c¢). D’aprés (2.5.19), (2.5.22) et (2.5.33),

egp ety

Z Z gAl(l) ..... Ai(T)aAi(l)Jl(Sl) N) e aAi(q—)ij (87'7 N)fsl e gST'

Formellement nous avons _
Z Z) >
(s)r (s (s)r

D’ou on déduit

N,A #
L = 980 W (D) - - Wi (D)
#
_Zi Z IBi)ses Ai(T)F(P’ Ay o5 Bir). N), (2.5.45)
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ou la somme Y est étendue a tout £ € {1,...,7 — 1} et a toutes les partitions P =

7>
(Vi,..., Vo) de {1,...,7} telles que |[P| = ¢ < 7, et ou

#
T(P, Aiays - Diryy N) =Y pva(s1, N) - (50, N)ERH - el (2.5.46)
(8)e
ou pour chaque h =1,...,¢,
pvh(8h7 N) = H qu(r) (87"7 N)?
reVy
avec pour chaque r =1,...,7,

QAZ-(T)(S, N) = Najr/QaA,(r)J‘r(S, N)

Le premier terme a droite dans (2.5.45) est un polynome en Wy ;, (Aiq)), - - -,
Wi s, (Aiiry). Comme +A;,y, 7 = 1,...,7 sont disjoints, d’apres (2.5.36), ce terme
converge, lorsque N tend vers l'infini, vers

-
(2mo®) /Zzigmw..,m(ﬂwjl(Aia)) Wi (Ainy) = L)

Pour terminer la preuve de ¢), montrons que le deuxiéme terme & droite dans (2.5.45)
converge vers 0 dans L? lorsque N tend vers I'infini.

Pour cela il suffit de montrer que pour toute partition P = (Vi,...,V;) avec £ < 7, on a
lorsque N tend vers I'infini

Var(F(P, Az’(l); .. .,Ai(T), N)) — 0,

ce qui est conséquence du lemme plus général suivant

Lemme 2.5.2 Soit (£,)sez une suite de variables i.i.d. centrée. Supposons que EEET <
+00. Soit pour tout n > 1, P, un polynome de degré n a coefficients réels, et soit
P =(W,...,Vp), £ < 1 une partition de {1,...,7}. Supposons que EP; (&) = 0. Nous
avons lorsque N tend vers ['infini

VaI‘(Z#pVI (Slv N) o 'sz<357 N>P\V1|(£S1) e 'HW\(&S@)) — 0. (2.5.47>
(s)e

Preuve : elle est largement inspirée de la preuve de la Proposition 4.7 de Giraitis et
Surgailis [26]. Pour montrer (2.5.47), il suffit de prouver que lorsque N tend vers U'infini,

2
— 0. (2.5.48)

E)Z;ép‘/1<817 N) e ‘pw(Sé, N>P|V1|(fs1) e 'PIVzI(st)
(8)e

Le premier membre de (2.5.48) s’écrit

7 wnta !
Z Z le(SlaN)"'pVe(S&N)pW(S/l?N) "'pVe(SlévN)M(Pv (S)b(s )f) (2549)
()e  (s")e
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ou

M(Pv (3)47 (8/)4) = E(P|V1\(§81) T P\W|(§S£)P|V1\(§S’l) T P\Vz|(§sz))'

Puisque les variables & sont indépendantes, et puisque EP; (&) = 0, seuls comptent dans
(2.5.49) les indices sy, ..., s et s7,..., s, qui vérifient

{sn, [Val =1} = {sp, [Val =1},

car les autres sont nuls.
Rappelons que d’aprés (2.5.44), on a pour tout » = 1,..., 7, lorsque N tend vers l'infini

max|qa,,, (s, N)| — 0. (2.5.50)

D’autre part, (2.5.34), (2.5.35), la propriété ii) de Wiy ;, et la convergence vague de G ;
vers G j, impliquent que

1 -
D laa, (NP = —SE(Wwj, (Bie) Wi s (i) (2.5.51)

2 2w
= ;GN,jT(Ai(r)) — ;GO,jT(Ai(T))a N — +o0.

Enfin si n # k, nous avons par la préservation du produit scalaire,

Z ANTa, (S7 N>in(k) (S7 N) = ]E(WNJnAi(n))WNJk (Al(k))) = (2'5'52)

/ (1— €)% Ly, (A, +2)(1— e )75 Ly (0, + 0)0a,, nae (N2)dz = 0

—T

car Ai(n) N Ai(k) = ¢.
Par conséquent on a pour tout V' C {1,...,7},

va(S,N) =0, pourtout N>1, si|V|=2. (2.5.53)

D’aprés (2.5.51) il existe une constante C' > 0 telle que pour tout N,

> lpv(s, NP < C. (2.5.54)

On en déduit que, pour tout N,

STv(s, N <O, si|V]>2 (2.5.55)

En effet, si V =V'UV” on a

S o (s M) < (Slovr s, NP (3 boves MP)

1/2
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De (2.5.50) et (2.5.51) on déduit que
Z Ipy (5, N)|* — 0 lorsque N — +oo0, si [V| > 2. (2.5.56)

Enfin
Z lpv (s, N)| — 0 lorsque N — +o0, si |V| >3 (2.5.57)

se déduit facilement de (2.5.50) et de (2.5.55).
D’apreés 'hypothése sur la partition P, il existe j € {1,..., ¢} tel que |V;| > 2. Supposons
par exemple que |V;| > 2. Ecrivons alors

T~ )
DD Tvils N) - py (s N)pw (85, N) - puy (s, N)(P, ()i, (8)e) - (2.5.58)
(s)e ()

= Z Z le S1, ) ' 'pVe(Sfa N)p‘ﬁ(s/l? N) o 'sz(Slév N)M(Pv (S)b (S,)f)

3=0 (5’

ou pour chaque j =0,...,/, la somme 3" est étendue aux indices (s), et ('), tels que
@)

s1,...,S¢ sont distincts, ainsi que s,..., s}, et tels que

{sh, |Va| =1} ={s}, |Va| =1}

De plus, dans Zl, sy doit vérifier s; # §|,...,81 # s}, et pour j = 1,..., ¢, dans Zl,
oy ()

$] = s'

Dans ce qui suit, pour simplifier, pour toutes suites a(s, N), (s, N), pour tous entiers
k,n < £, et tous sous ensembles {i(1),...,i(k)}, {j(1),...,j(n)} de {1,..., ¢}, la somme
S b N asian, N)B(s)y N) -+ 85}, V)

(e (8)n
est étendue a tous les k + n-uplets (sj), ..., Sik), s J(l), .. .,s;(n)) dans ZFt™ tels que
Si(1), - - - » Si(k) sont tous distincts, ainsi que 5](1) . J(n)

En ut1hsant I'indépendance des &, et en posant pour tout j € {1,...,¢},

w(P, -+ 3, (S)E—h( Ner) =
E(P\Vz\(éé"z) e \W\<§Sz) \V1|(£s ) 'HW—1|(£S3—1>B‘G+1\<§59+1) N .PIVZ‘(&S%))’

nous obtenons pour tout j =1,...,¢,
1
> pvi(s, N) - pu(se, N)pw (1) -+ v (s, N) (P, ()i, (5')e) | (2.5.59)
= [E(Pw (&) Pv; (&) Z\pvl s1, N)pv, (s1, N)| x

Z Z (P, e+ 5, (8)e-1, (8)e—1)| x

(8)e—1 (s")e-1

|pV2(827N) o 'pW(SfaN)pV1(S,17 N) o 'p\/j—1(‘9;‘717N)ij+1(8;+17 N) o 'pVe(S;?N”'
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D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et puisque les variables &,, . .., {;, sont indépen-
dantes et les variables g, ... ,SS; ¥ SS}H’ ..., & sont indépendantes, nous avons

(P4 3, ()| < (E(Phai(&) - E(Pra6)”)
(E(PIVI<§0))2E(ij_1|(éo))QE(Plvj+1|(£o))2E(P|w(§o))2)1/2. (2.5.60)

Par conséquent, nous avons

Zl}Pvl(Sla N+ pvy(se, N)pwi (5, N - - o (5 N)a(P, (86, (5)e) |

< CZ [pv; (81, N)py; (51, N)| %

I IO Cheueyemem) T (Skwem)

{h|Val=1} {i,|Vil=1} s {h|Valz2} s

Le dernier produit est majoré uniformément en N d’aprés (2.5.55). Et comme pour tous

h,ie{l,...,0},

Z\pvhsN)pV(sN|<<Z|pVhsN ) (Z\psz )2,

quantité qui, d’apres (2.5.54), est majorée uniformément en N, il existe alors une constante
positive C' telle que

Z ’p‘ﬁ 517 'sz(SfaN)le(SllaN)"'pVe(S%?N):UJ(,Pv (3)&(8/)4)} SC\/Z |le(S,N)|2.

(3

Puisque |Vi| > 2, lorsque N tend vers l'infini, ce dernier terme tend vers 0 d’aprés
(2.5.56).

I ne reste plus qu’a traiter le terme 3! dans (2.5.58). Posons
0y

(P, (8)e-1, (5")e) = E(Pai(€s2) - - - Py (€s0) Py (€sy) - - P (€))

et pour j=1,...,7,

M(P ]7( )f 17( ,)f) =
(P|V2\<£82)' \VJ 1\(58; 1)P|VJ+1|<§SJ+1)' \W\(&Sz) \V1|<£S ) "HW\(&S@))v

etpour h=2... . letj=1,...,¢,
(PR + ()2, (5)e) = E(PWQ\(&SQ) Pl (Eoy)
P (€ons) + Prat(60) Bual(€60) -+ Pt Pl (6y,) -+ P(€sy)).
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Pour h = 2,...,¢, on définit ' comme S°', mais avec s; = s, au lieu de s; = s},
(h) (h)
De méme, pour h=2,... . Let j=1,... /¢, Zl désigne la somme sur tous les indices
(h),(5)’
S1,---,80et sy, ..., sy tels que sy, . . ., sp sont distincts ainsi que sy, .. ., sj, et 51 = s, = 8.

Nous avons alors

S P51 N) - py (s N)pwa (55 ) - D (5 NP, ()6, (5)e) =

= -P|V1 50 val 817

Z Z f 17 )f)pV2(827N)”'pV[(SbN)p‘ﬁ(S/l?N).'.pW(827N)
(8)e—1 ()¢

- Z Z P|V1‘ §0 P|Vh|(£0))lu(7)7 h7 (8)@,17 (51)2)

pV2<327N> ccDe (Sé)p%(SIlvN) o ‘sz<827N>

- ZZ P|V1 gO P|V\(§0))pV1(317N) o 'sz(va N)pvl(sllv N) o 'pVe(S%?N)

Jl(J

+ZZ Z Plvl\ 50 \Vhl(fo) \4 (50))#(73, h,j+¢, (S)z—Q, (S')e—1) X

h=2 j=1 (h),(j)’
pV2(827N)'"pW(S€7N)pVI(817N).'.pVZ(827N)

22,22y

On a vu en (2.5.60) que (P, ¢+ j,(8)e—1,(s)e—1) est bornée uniformément en (s),_ et
(s')e-1. De la méme fagon, on peut vérifier que (P, (s)e—1, (s')¢), (P, 7, (8)e-1, (s)e) et
1(P,h, j+L,(5)e—2,(s")e—1) sont bornées uniformément en (s)e—a (8)e—1, (s")e—1 et (s)e.
Les trois derniéres sommes ) ,, » 5 et >, se traitent alors comme (2.5.59). Pour la
premiére somme Y, le raisonnement utilisé pour traiter (2.5.59) montre que

Z Z |M f 17( ,)f)pV2(827N)”'pV[(SbN)p‘ﬁ(SIl?N).'.pW(827N)|
(8)e—1 (")

est majoré uniformément en N. D’aprés (2.5.53),

D (s, N)=0 si [Vi] =2,

et d’apres (2.5.57), lorsque N tend vers l'infini,

Z|pV1<S7N>|—>07 si |‘/1‘23
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On en déduit que lorsque N tend vers l'infini,

val(sl,N x

Z Z Z 17 )Z)pVQ(S%N)'"pVg<337N)pV1<SI17N)"'pW(SIbN)
(8)e—1 (s')e

tend vers 0. Donc ), converge vers 0. Ce qui termine la preuve de (2.5.48) et du Lemme
2.5.2.
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Annexe A

Longue mémoire saisonniére et
convergence vers le processus de
Rosenblatt : méthode de la fonction
caractéristique

A.1 Introduction

Dans cette annexe nous reprenons l'article [63] de Rosenblatt. Nous considérons des
processus gaussiens stationnaires (X,,) dont covariance est de la forme (1.1.1),

r(n)=n"° (ao cosng + ...+ a,, cos n)\m).

Les covariances des processus GARMA introduits par Gray et al. [35] sont exactement
de cette forme.

Etant donnée une fonction H telle que H(X;) est dans L? et centrée, nous étudions la
limite des sommes partielles Zyg] H(X;) correctement normalisées lorsque le rang de
Hermite 7 de H et le paramétre « sont liés par la relation

0<oar<l, (A.1.1)

c’est a dire lorsque la mémoire est longue.

Bien entendu, les résultats eux mémes ne sont pas surprenants. Ils sont tout a fait
conformes a ceux qui ont été obtenus au chapitre 1 dans la situation légérement différente
ou la densité spectrale a la forme (1.1.2). C’est plutot la démonstration qui fait la
particularité de cette annexe. Nous avons écrit cet article a une époque ot nous ne
connaissions pas l’article de Rosenblatt. Nous avons eu recours a la méthode des fonctions
caractéristiques utilisée par Taqqu [68], qui s’est trouvée tout a fait adaptable au cas
saisonnier (1.1.1) au simple prix de résultats élémentaires sur les suites semi convergentes.
Notre travail a fait 'objet en 1999 d’'une prépublication [56]. Il faut remarquer qu’en
2000, Arcones a publié un article [3] ou il traite la convergence des sommes partielles

83
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en utilisant comme nous les techniques des fonctions caractéristiques. Il met comme
hypotheéses sur les processus les conclusions de notre lemme technique A.5.1.
L’inconvénient de la présente approche est qu’on ne voit pas comment la généraliser au
cas ot le rang de Hermite est supérieur a 2. Il est clair que la bonne démarche est celle
de Rosenblatt et Giraitis que nous avons reprise dans le chapitre 1

A.2 Reésultats principaux

Le premier théoréme traite du cas ot le rang de Hermite de H est 2. On y voit que
les limites sont des combinaisons linéaires de processus de Rosenblatt indépendants.

Théoréme A.2.1 Supposons que la fonction H est de rang de Hermite 7 = 2 et que
r(n) vérifie les conditions de longue mémoire saisonniére (1.1.1) et (A.1.1). Alors la
suite des sommes partielles normalisées

[N?)
Zy(t)=N""'"LTHN)Y H(X;), 0<t<1

Jj=1

converge dans D[0, 1] vers le processus Z(t) défini par

Jo _ _
Z(t) = ( Zit) + -+ mth) A21
= gy (VA0 9l (r2.)
s AW+ Z00 o 2w+ 2
Zl(t) = 2 y T T 7Zm(t) = 2
ot Zfl)(t) AR (), -, ZW(t), Z(t) sont des processus de Rosenblatt de méme para-

metre 1 — «, indépendants (sauf éventuellement si \g = 0, alors Zfl)(t) =Z? (t), ou si

Am =, alors 29 (t) = Z9(1)).

De facon schématique on peut dire que les diverses fréquences A; dans (1.1.1) contri-
buent de facon indépendante a la limite des sommes partielles et que leurs contributions
sont toutes des moyennes arithmétiques de deux processus de Rosenblatt identiques ou
indépendants selon qu’il s’agit de fréquences égales ou non a 0 ou a .

Le second théoréme traite notamment du cas ou le rang de Hermite de H est 7 = 1.
On se place sous I'hypothése de longue mémoire > |r(k)| = oo. Il s’avére que la limite
peut étre selon le cas, un mouvement brownien fractionnaire ou une combinaison linéaire
de processus de Rosenblatt.

Théoréme A.2.2 Supposons que la fonction de covariance r(n) du processus (X,)n>1
s’écrit sous la forme

r(n):( 1,+ﬁ(n))L(n), 0<a<a <1,
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ot L(n) est une fonction a variation lente a l'infini, et ot
B(n) =~y1cosnrg+ -+ ymcosnr,, 0<A\ < <\, <.

Alors

i) SiT=1 etsia <2a, nous avons

_ DJ[0,1
ANl Z H(XJ) [—>] JlBl—oz’/2<t>>
j=1
o
lea’/2
Ay = LY2(N)

(1—a)(1—a//2))"?

et Bi_qo2(t) est le mouvement brownien fractionnaire de paramétre 1 — o' /2.
i) Si Jo, ceefficient de Hermite d’ordre 2 de H, n’est pas nul, et si o' > 2, alors la
suite des sommes partielles normalisées

[N
Zy(t)=N""'LTYN)Y H(X;), 0<t<1,

j=1

converge dans D[0,1] vers le méme processus limite Z(t) défini par (A.2.1) dans le
Théoreme A.2.1.

. . . N . . , PN —al
On voit que, si dans la covariance, la composante a variation réguliére n=* est suffisam-

ment prononcée (c’est a dire si o < 2« ), la limite est celle que 1'on aurait obtenue si
seule cette composante était présente. Par contre si cette composante est peu marquée
(c’est a dire si o' > 2a), la limite est dictée par la composante saisonniére et se trouve
étre la méme que pour une fonction H de rang de Hermite 7 = 2.

A.3 Démonstration du Théoréme A.2.2

Il s’agit de trouver le polynome de Hermite dominant dans la décomposition (2.8).
Preuve de i). Tout d’abord, il est facile de voir que lorsque N tend vers 'infini, nous
avons

Var(i HI(X]»)) ~ A%

et donc d’aprés Taqqu (|68], Lemme 5.1),

[N1]

_ DI0,1
AR X B (). (A.3.1)
j=1
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Deux cas se présentent alors : a > 1/2 ou o < 1/2.
Sia>1/2o0na

S (k) ~ Li(N),

ou L;i(N) est une fonction a variation lente a l'infini. Donc le processus (H{‘(Xj))j>1
obtenu & partir de la fonction H(z) = H(z) — = dont le rang de Hermite est au moins
2, est & mémoire courte. On sait alors d’aprés Breuer et Major [10] (Théoréme 1’) que

Var (Z Hf(Xj)> = O(NLy(N)), (A.3.2)

d’ou il résulte que le polynéme H; domine le reste du développement de Hermite de H.
Si @ < 1/2, on a directement lorsque N tend vers l'infini

Var(iv: HQ(Xj))Z N?72[,(N) = O(A?V),

ot Ly(N) est une fonction a variation lente a U'infini. Par ailleurs, on verra dans la section
5 de cette annexe que dans ce cas, en posant

= J
H*(z) = Z q—(!]Hq(:E),

q=3

Var(iv: H*(Xj)> - o(var(i HQ(X]»))>, (A.3.3)

ce qui prouve que le polynome H; domine dans ce cas aussi. Dans les deux cas la
conclusion découle alors de la convergence (A.3.1).
Preuve de ii). Si o/ > 2a, l'inégalité o < 1/2 est vérifiée et de ce fait on a

Var(i HQ(Xj)) — N2 2L, (N).

Il en résulte que

Var(iHl(Xj)) ~ A2(N) = O<Val"<iH2(Xj)))a

ce qui prouve, en utilisant & nouveau (A.3.3), que Hs est le polyndme dominant. Pour le
reste, on peut appliquer le Théoréme A.2.1, puisque le Lemme A.5.1 qui est & la base de
la démonstration de ce théoréme reste valable : en effet, si a < o/, par un raisonnement
analogue a celui fait dans la premiére étape de la démonstration du Lemme A.5.1 (voir
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section 5), on montre que la contribution de L(N)/N®" est négligeable dans I'évaluation
de la limite dans ce lemme [

Remarque : Le Théoréme A.2.2 a été énoncé ainsi par souci d’homogénéité. Il reste
vrai si on remplace la condition sur r(n) par les deux hypothéses suivantes :

—=L(n), et f)=[A7 9(N),

ou f est la densité spectrale de (X,,),>1 et ol ¢ est une fonction continue en 0, ¢(0) # 0
ot v €] —1/2,1/2].

Il faut alors remplacer d’une part i) du Théoréme A.2.2 par

i) SiT=1etsivy<min{0,a—1/2} alors

[N1]
NS H(XG) P VE By (8),
j=1
ou
K = 4¢(0) / AP sin?(\/2)d, (A.3.4)
R

et d’autre part, remplacer dans 77) du Théoréme A.2.2 la condition o’ > 2« par a < 1/2
et y>a—1/2.

A.4 Comparaison du Théoréme A.2.1 et des résultats
de Rosenblatt

Dans [63], Rosenblatt considére la suite des processus (Y,N(3)) définie par

N>1
Nn—1
YN(B)=NPOLIN) T YT H(X)e P, nel
j=N(n-1)

ou [ est un parameétre donné et la covariance de (X,,),>1 est de la forme

r(n) = |n|”* L(|n|) Zsj cosn;, s;>0, 0=X <A\ <---<A\p.
=0

Il démontre que si 7o < 1, les lois fini-dimensionnelles du processus (YnN (ﬁ)) N1

convergent lorsque N tend vers 'infini, vers celles d'un processus Y,*(3), défini par

YHB)=C32 M (g, ... xy)

n 7_' [77.‘.771-}7'

" 1+ 0o, 14604\ 2
Z <8j1 207]1 Sy, 20’j ) Wj1<d'r1)"'er<de)7 (A41)
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expression dans laquelle

doj =1sij=0, et Osinon, s_;=s;, et C =2I'()cos 771',

et les fonctions fT(") sont définies par

. Z(:E1++:B-,—) — 1 a—1 a—1
(n) Ty, 1) = em(m1+---+x7) e N P bl
fT ( 1, ) ) Z(.Tl‘i“i‘xq—)‘ 1| | |

La somme . est étendue a tous les 7—uplets (ji,...,5.) € {—m,...,m}" vérifiant
Ajy + ...+ A, =8 mod 2w, avec A\_; = —);.
Les mesures aléatoires W; par rapport auxquelles on intégre dans (A.4.1) sont celles
définies dans le chapitre 1.

Si on se restreint & notre situation ou 7 = 2 et 5 = 0, on trouve que

o) = ¢ [ )

" 1+80y 14002
S (s s W (@ Wa(dy). (A42)

L’adéquation du Théoréme A.2.1 au résultat de Rosenblatt dans ce cas a déja été dé-
montrée dans la section 1.4.3 du premier chapitre, car nous savons que la convergence
des sommes partielles normalisées vers un processus de Rosenblatt est assurée dés que
YN (0) converge vers

Y, =C! / £ (2, )W (da) W (dy), (A.4.3)

ou W est une mesure aléatoire du bruit blanc gaussien standard, (voir Dobrushin [17],
Théoréme 2).

A.5 Démonstration du Théoréme A.2.1

Elle suit les mémes lignes que celle du Théoréme 6.1. de Taqqu [68]. Elle est faite en
deux parties.

Dans la premiére partie nous montrons la possibilité de ramener le probléme a
H = H,, en montrant au passage 1'équitension de (Zy(t))n>1 dans D|0, 1].
Dans la deuxiéme partie nous faisons la preuve pour H = H,. L’outil utilisé dans cette
derniére partie est le lemme technique suivant, qui nous permet d’adapter la démons-
tration de la Proposition 6.1. de Taqqu [68]. La preuve de ce lemme est faite a la fin de
cette annexe.

Lemme A.5.1 Supposons que
_ Y1COSMAL + -t Y COS DAY,

r(n)

L(n)

nOé
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o 0< A\ <...<Ap<7m e O0<a<l/2
Alors, quand N tend vers l'infini, pour tout k > 2

[Naa]  [Nay]
Z . Z iy —ig) -1 (ip — i1) ~ Ql—k(vf 4ot vfl)Sa(a(k))nk(l_“)Lk(n),
i1=1 ip=1

ot S, (a®)) est une constante définie ultérieurement dans (A.5.8).
L’équivalence précédente reste valable méme si Ay = 0, (resp. N\, = ), mais il faut
remplacer dans le second membre ¥& par 28714k (resp. 4% par 2E-14F ).

Premiére partie : réduction du probléme et équitension. Nous savons (voir
Rozanov [64]) que pour tous i, j, k, £

Var(Hk(Xi)Hg(Xj)) = ]{Z!(Sk,g’f’k@ —J), ou e =1sik=1/ et 0 sinon.
En appliquant le lemme précédent avec k = 2, on trouve alors que lorsque N tend vers
I'infini

Var(Z HQ(Xj)) ~ C(1,m)N? =9 [2(N), (A.5.1)

ot C'(1,m) est une constante non nulle qui prend des valeurs différentes selon que A\; = 0
ou non, et selon que \,, = 7, ou non.
Posons maintenant

H*(z) = Z—?Hq(x).

q=3 4

~—

Dans [68]| (démonstration du Théoréme 3.1), Taqqu a prouvé que

Var NH*(X») = o(N?1=2)y N — +o0. (A.5.2)
()

Sa démonstration repose sur I’équivalence (A.5.1) que nous venons d’établir et sur le fait
que (k) tend vers 0 quand k tend vers l'infini. Son résultat est donc valable ici, et nous
ne le démontrons pas.

En rassemblant (A.5.1) et (A.5.2) on trouve que, lorsque N tend vers I'infini,

Var(éH(Xj)) ~ Var(é%Hg(Xj))
~ <%>20(1,m)]\72(1°‘). (A5.3)

On peut conclure d’'une part, d’aprés le Lemme 2.1 de Taqqu [68] et la derniére équi-
valence (A.5.3) que la suite (Zy(t))n>1 est équitendue dans DI0,1] quelque soient
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A1,y Ay dans [0, 7).
D’autre part, (A.5.2) nous montre que pour tous ti,...,%, dans [0, 1],

[Ntl] [th]

Ne-1 (; H (X)), ..., ; H*(Xj))

converge dans L? (et donc en probabilité) vers 0.
Pour établir la convergence des lois fini-dimensionnelles de (Zy(t))n>1 vers celles de

Joy 20 + 23 (1) ZW () + Z2 ()
FOAGEL 1, B,

il suffit alors de montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles de
(V]
Zya(t) = N*"'L7H(N) Y Hy(X))
j=1

vers celles de

ZW(t) + Zin (1)
: _

(1 —~(2
Z0() + 22 (t)
2

&) =m +o

Deuxiéme partie : convergence des lois fini-dimensionnelles de (Zy(t))n>1
vers celles de £(t) :  Nous adoptons ici I'essentiel des notations du Théoréme 6.1. de
Taqqu [68] :

sitlh) = (t,...,t) avec 0 < t; < ... <t, <1, etp>1,etsis? = (s,...,5) ol
s1,...,8, sont des entiers strictement positifs, on pose
a® = (ay,...,a) pour k=s1+...+5, (A.5.4)
ou
ay = =0 =t
S =D w55
a51+...+5p71+1 = =4dag = tp .
Nous voulons montrer que pour tous réels uy, ..., u,, lorsque N tend vers I'infini,

> wiZya(te) = > uk(te). (A.5.6)
=1 =1

Nous savons d’aprés Taqqu [68] (fin de la preuve de la Proposition 6.1) que si Z(t) est
un processus de Rosenblatt de parameétre 1 — «, la fonction caractéristique v de

Z UgZ(tg)
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est analytique dans un voisinage de l'origine (dépendant de uy,...,u, ) et admet, dans
ce voisinage une représentation de la forme

400 - \k
W(z) = exp {% > @Zkuil . .u;PSa(a(k))} (A5.7)

k=2

ol ), est étendue a tous les p-uplets (sq, ..., s,) vérifiant s1,...,s, > 0et s14---+s, =
k, ot a®) est défini par (A.5.4) et (A.5.5), et

(a™) / / dry ... dey oy — x| oy — 2|7 (A.5.8)
Soit

Yn(z) = Eexp {Z.ZZU/(ZN’Q(tg)} )

=1
En procédant comme dans Taqqu [68] (démonstration de la Proposition 6.1) et en uti-
lisant le Lemme A.5.1, on montre aisément qu’il existe un voisinage de l'origine dans
lequel

Un(z) =R (Gz) et (Fe) s 0< <L <A< (A.5.9)

En réalité il faut montrer aussi les trois convergences suivantes

Ual) = w(na? (F2) - (He) s =0,

Unl) TR (Le) vt () ome), s =

Un(z) " pnu(Se) (B2 ) Ume) s h =0, et Ay =

mais elles s’obtiennent de la méme facon car cos0 = cos? 7 = 1.

I en résulte, par application du Théoréme 7.1.1. de Lukacs [49], que les sous-suites
convergentes de la suite (3)_; u¢Zn2(t¢)) -, ont la méme limite Y j_; ué(t,) puisque
¥ est analytique dans un voisinage de 0.

La suite (})_, UgZNQ(tg))NEI étant tendue, (A.5.6) est alors démontrée.

n>1

A.6 Démonstration du Lemme A.5.1

Tout d’abord, nous donnons un lemme qui sera utile par la suite, et qui est une
conséquence du théoréme de Karamata (voir Ibragimov et Linnik [41]).

Lemme A.6.1 Soient a > 0, et L(t) une fonction a variation lente. Alors il existe deux
fonctions Li(t) et Ly(t) a variation lente telles que L(t) = L1(t) + La(t) et

Lo(t) = o(L: (1))

et n=*Ly(n) est une fonction décroissante.
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Premiére étape : Nous montrons tout d’abord qu’il suffit de remplacer L par la
fonction L; du Lemme A.6.1.
Posons par commodité

p(n)=n*sin>0 et p(0) =1

Nous avons alors d’aprés le Lemme A.6.1, et pour tout k£ > 2

[Na1] [Nag]
Z Z iy —ig) - r(iy — 1) =
i1=1 =1
[Nai] [Nag]
5(% Zl)
L — L — + A6.1
“21 %Zl P \Zl—l 1(‘“ Z2|) p(\zk—u\) 1(|Zk Z1|) ( )

S Y T MM(M - ij+1\)0<L1(‘ij/ _ij/+1|)>

i1=1 in=1 JJ' (j,j)eTxJ’ /)(|ZJ - Z]HD

ou, dans le dernier terme, la somme Z est étendue a tous les sous—ensembles complé-
J,J!

mentaires J, J' dans {1,---,k} avec J' # ¢. Comme la somme sur les indices iy, ...,

dont deux sont & distance constante est négligeable (lorsque N tend vers l'infini) de-

vant la somme sur tous les indices, le dernier terme de droite dans (A.6.1)) est donc

négligeable devant

i1=1 ip=1 P |Zl_22| p(|2k_21|)

qui est précisement, & un ceefficient prés, I’équivalent annoncé dans le Lemme A.5.1. Par
exemple, en prenant J' = {1}, comme pour tout € > 0 il existe M tel que pour tout
h > M, o(Ly(h)) > eLy(h), on peut écrire pour un & donné

L1(|i1 —i2|) L1(|i2 —i3|) L1(|ik —i1|)
ZO( (‘Zl —i2|) ) (|Z2 —i3‘) P(‘ik—il‘)
> Ly (liz = is]) L1(|¢k—¢1|)HZLl(m—m) Ly (Jiy, — i)

jir—izi<m P ‘Zz_l?’D p(|ik_i1|) p(|i1 _i2‘) p(‘lk —il‘)

IN

ou C' est une constante.
La premiére somme dans le second membre est majorée par

L1 |22—Z3| L1(|ik—i1|)
Z Z ‘ p(‘ik—il‘) .

|v| <M i1—i2="y |22 N 23‘
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Or nous savons d’aprés les propriétés des sommes de Riemann que lorsque N tend vers
I'infini,

Z Ly (|iz — i3)) _”L1(|Z'k—i1|) _ Z Ly (|iz — is)) _L1(|’ik—i2—7|)

oo Ui =isl)  p(lie—al) o e —isl) (i =2 =)

~ n(kl)(la)Lk1<n)/

[_171]k71

—

dzs - - - dxy.

Ixz—xg\_“~-~’xk—x2—1
n

Par ailleurs, il est facile de voir que pour tout -, la limite supérieure de l'intégrale

précédente est majorée par
k-1

(=)

Notons au passage que nous avons en méme temps démontré que

o(lis — i Lo(lin —
Z 1(|.21 .22|) o 1(|.Zlc >21|) ~ SO{(a(k))nk(lfa)Lk(n) : (A62)
7 pllin—2])  pllix — i)
formule dans laquelle ) 2 est étendue aux indices iq,...,17; tous différents, et variant
respectivement dans {1,...,[Naq]},...,{1,...,[Nag]}, et qui sera utile par la suite.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme A.6.2 Pour tous A,..., g, k>1, on a

COSAp...cos )\, = 27" Z cos (Z(—l)sfkj) ) (A.6.3)

la somme étant étendue a tous les k-uplets (eq,...,c) tels que €; = 0 ou 1 pour j =

1,... k.

Lemme A.6.3 Si (a;);>1 est une suite décroissante de nombres réels positifs alors on
a pour tous a dans R, N dans N*, X\ dans |0, 7|

n

. 2a,
; < .
’Zaj cos(jA +a)| < Sn A2

(A.6.4)

J=1

Le Lemme A.6.2 se démontre facilement par récurrence.
Pour la démonstration du Lemme A.6.3, il suffit d’écrire

Z @; COS JA =
j=1

(a1 — az) cos A+ -+ + (ap_1 — @) (cOS A + - - - + cos(n — 1)X)
+an(cos)\+ ---+cosn)\),
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et de voir que pour tout 7 > 1,

<
’ZCOS] sm/\/2

ainsi qu’'un résultat analogue ol cosinus est remplacé par sinus. [
Nous avons lorsque M > 2
T(il — Zz) B T(’lk — Zl) =
¥ cos(ip —ig) Ay - - -cos(iy — i) AL + - -+ YF cos(iy — o) A - - - cO8 (i — i1)Am
J m . :
+ Z Wl T T costia = i) cosis, = 1) A,
J1, J1€J1 Jm€Jm

ou #Jy,--- ,#Jm sont les cardinaux respectifs de .Jy,--- , J,,, qui sont disjoints, inclus
strictement dans {1,--- ,k} et 1 U ---UIm ={1, -, k}.

Le procédé que nous allons utiliser maintenant peut s’adapter facilement pour montrer
que pour Ji,---,J,, donnés, la contribution de

T TT costin — s --cosis, — g1

J1€J1 Jm€JIm

sera négligeable dans 1’évaluation de
Z?ér(z’l —dg) (i — 1) .

D’apres (A.6.3) nous pouvons écrire pour un A donné dans |0, 7|

3 Li(lin—dal) . . Li(lig —ia]) 0
— 0~ COS(?7] — 1 )\"'%COS’Z — i )A =
# p(lia —iaf) =) p(lix —il) =)

) Lilin=isl) L=t (N~ e o
P3P oy (S0 o)

# p(lin — i2) =

ou par convention 441 = 1.

Nous avons, dans g deux catégories de termes : 1) les deux termes égaux correspon-

€1,y--€k

dant 4 ey = --- = ¢ (= 0 ou 1) et qui nous donnent, en affectant & A respectivement
les valeurs A, ..., A\, et en utilisant 1’équivalence (A.6.2), la quantité a droite dans le
Lemme A.5.1.

2) Les termes pour lesquels €1, . .., &, ne sont pas tous égaux. Le but de la 2¢ étape est

de démontrer que ces derniers termes sont négligeables.

Deuxiéme étape : fixons e, -+, e, non tous égaux. On va montrer que
Ly(lin —daf)  La(lix —41) <
= bl) Ll =0l (SN e - i) )A
Z# plliv —i2l) — p(lix — i) ; ’

= O(nk~D-), (A.6.5)
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Nous pouvons décomposer ), comme suit

2..=2.2.,

TeP
ou P est I'ensemble des permutations de {1,...,k} et ou pour une permutation = de
{1,...,k}, > est étendue a tous les indices i1, ..., tels que

Z'7r(1) >0 > iw(k) .

Soit 7 une permutation de {1,...,k}. Comme €q,...,&; ne sont pas tous égaux, il est
clair qu’il existe un sous-ensemble (non vide) J de {1,...,k—1} tel que 'on a (au signe
prés) :
k
D (=055 =) =2 (6 —ij11)
Jj=1 jeJ
Il existe un entier positif 7 < k/2, et des entiers ji, ..., j,, 71, .., j. tous différents dans

{1,...,k} tels que

T

D (=) = Y (i, —iy)

jedJ h=1
= Z(iw(w—lqh)) - iw(w—wg))) :
h=1
Nous pouvons noter 7= 1(j1),..., 7 1(j;), aprés les avoir mis dans un ordre croissant,
Q... ¢, et par qi,...,q. de la méme facon 7=1(51),..., 7 (4.

Nous avons alors ¢; < ... < g, et ¢ <...<¢. et

k T
D (=155 = ij41) =2 (in(g) — in(a))) -

j= h=1

—

/

Posons ¢ = min(q1,¢;), ¢ = max(q1,¢;). On a

Un(g) — in(q) = Un(q) — ln(g+1) T Fln(g—1) — ln(g) -

On peut développer de la méme fagon les autres différences ir(g,) — in(q));
h=2,...,m, et on constate qu’elles ne font pas intervenir i (q) — tx(g+1)-
Si on pose pour chaque j =1,...,k — 1, s5; = iz(j) — Ix(j41), ON trouve que

cos (Z(—l)ei (1, — ij+1)) A =cos2(s,+ Ay, (A.6.6)

j=1
ot A, est une combinaison de sy,...,8,-1, Sgt1,-- -, Sk_1-
D’autre part, il est clair que nous pouvons écrire pour tout j =1,...,k

1)Vl (j4+1)~1

lij —ij1] = > sno=: A, (A.6.7)

h=r=1(j)Am=1(j+1)
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Le domaine de sommation de ) _ défini auparavant par Ur(r) > "0 > gy €6 1 <
i; < [Naj| pour tout j = 1,...,k, peut aussi étre défini par sq,...,s,_1 et iz avec les
conditions suivantes :

Vht, 1<h<l<k-1, 0<sp+- -+ <[Naxn)- (A.6.8)

1 < ingy < min([Naﬂ(k:)], min ((Nam(B)] = (s + - + s“))) . (A.6.9)

Fixons donc A dans |0, 7[. On a alors

ZW = Dlfa =il Ll = i) coS(Z(—l)ej(ij - Z'j+1))>\

pllin —i2l)  p(lie —ia]) —

Li(Ay) -+ Li(Ag)
Z Z p(A7) - p(Ay) cos 2(sq + Ag)A

S1,5Sk—1 ln(k)

<

h

ot les deux derniéres sommes sont étendues respectivement & tous les (k — 1)—uplets
(81, ,8p—1) vérifiant (A.6.8), et i g, vérifiant(A.6.9).
Comme i) n’apparait pas dans les quantités & sommer, on a alors :

Z L;Eii; /I;(léi)k) co82(s, + AP = a(s1, ..., sk-1) cos2(s, + AN (A.6.10)

L (k)

ou
a(sl, cey Skfl) =
La(Ay) - La(Ag) |
B A min ([Naﬂ'(k‘)], lgrl%lilil([Naﬂ(h)] —(sp+---+ 3k—1))> .
Soit (s1,. .., 8¢—1,Sg+1---,Sk—1) un (k — 2)-uplet d’entiers positifs.
Notons par 4, I'ensemble des entiers s, > 0 tels que
(S1,- 481, Sq, Sqt1, - - - » Sk—1) vérifie (A.6.8). Il est clair que A, est un intervalle d’en-

tiers (éventuellement vide).
On peut alors écrire :

Z Z = Zq Z a(sy, ..., Sk—1)cos2(s, + A\

S1yeeny Sk—1 Zﬂ(k) 5q€A,

ot ), est étendue a tous les (k—2)-uplets (s1, ..., Sq-1,8441,- -, Sk—1) pour lesquels A,
n’est pas vide. Nous avons alors

sq€Aq

<X,

Pour (s1,...,8q-1,S¢+1,- - -» k—1) fixé, (a(sq,..., sk,l))s 4. st une suite décroissante
q q
en s,.
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A ce stade nous pouvons appliquer 'inégalité (A.6.4) du Lemme A.6.2. Nous obtenons
alors, et en remplagant ensuite min A, (qui est égal & 1 quand 4, n’est pas vide) par 0,

Py

sqEAq
2 Li(Ay) - Li(Ag)
sin A p(Aq) -+ p(Ak)

min([Naﬂ(k)], min ([Naﬂ(h)] —(sp+---+ 3k—1))>>

1<h<k—1

en remplagant par 0, dans le membre de droite, s,, quand il apparait.
Nous pouvons alors, en remplagant aq, ..., a; par 1, le majorer par

2 Li(Ay) - Li(Ay)
sin A p(Ar) -+ p(Ay)

(n—(s14 -+ 8Sg-1+ Sqr1+ Sk-1))

(avec toujours 0 a la place de s, quand il apparait dans 'une des sommes Ay, ..., Ay).
Maintenant pour finir, nous pouvons écrire (comme dans (A.6.10), et par ce que le
domaine (A.6.9) de variation de i) est simplifié avec a; = --- = a = 1)

Li(Ay) -+ Ly(Ay)
p(B1) - p(B)

Ly(Ay) - Ly (A
3 (A1) (Ax)

(n_(81+...5q_1+5q+1+...+8k)): p(Ay) -+ p(Ay)

ir (k)

avec ir(y variant entre 1 et n — (s 4 -+ 4 Sq_1 + g1 + -+ - + 5p).
Ensuite nous faisons le changement de Varlables inverse qui consiste a passer de si, ..., Sk_1,
in(k), & 1. ..,10 Nous trouvons alors en remplacant Ay, ..., Ay par [i; — iy, . |Zk — 1

(comme dans (A.6.7)).

Ly(lix —da]) - - La(Jix — 1)
sm)\ #a p(lin —d9|) - - p(|ix — 1))

ol Z;ﬁ,q est étendue a tousl les k-uplets (iy,...,%) dans {1,..., N}* vérifiant i,y >
P2 n(q) T Tm(grl) 2 (k)
Ainsi, en reprenant le méme type de raisonnement fait dans la premiére étape de
cette démonstration, et puisque nous sommons sur des indices i1, ..., dans {1,... N}
dont deux sont égaux, nous obtenons

— (k=1)(1-a)
Zséq O(n ) ’

et il en est donc de méme pour ) . Ce qui termine la démonstration de (A.6.5).
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Annexe B

Développement au second ordre du
processus empirique pour des processus
linéaires a longue mémoire saisonniére

L’objet de cette annexe est le principe faible de réduction uniforme pour le processus
empirique doublement indexé associé aux processus linéaires a longue mémoire saison-
niere. En longue mémoire réguliere, ce principe a été obtenu pour la premiére fois en
1989 par Dehling et Taqqu [15] dans le cas gaussien. Pour le processus empirique a un
seul parameétre, Ho et Hsing [38] I'ont obtenu pour les processus linéaires en 1996.

B.1 Résultat principal

Nous considérons ici un processus linéaire (X,,) défini & partir d’une suite (&,) de
variables i.i.d. centrées de variance finie o2 et d’une fonction de transfert

G(z) =g(2) ﬁ (1- ei)‘fz)(arlw, m > 1, (B.1.1)

j=-m

ol g(z) est une fonction analytique sur le disque |z| < 1, continue sur |z| < 1, sans zéros
sur le cercle unité, et ou

O<a; <1, aj=a_j, Aj;j=-=);, Jj=0,...,m, et

O=X <\ <...< A\, <.

Le processus (X,,) est alors défini par
+o0
Xp=G(B)sn =Y _ bin i, (B.1.2)
=0

B désignant I'opérateur retard i.e. BE, = &,—1, et b; les coefficients du développement
au voisinage de 0 de G(z).

99
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Nous savons d’aprés Giraitis et Leipus [28] que

b, = n~(@+D/2 Z a;(cosnA; + o(1)), (B.1.3)
=
ol a; sont des constantes positives, et
a=min{a;, j=0,....m}, J={j, o =a}. (B.1.4)

Tout au long de cette section on suppose que a € (0,1/2).
Posons pour tout n > 1,

n

Yoo=n, Yai=> X Yo=Y > bbby,
=1

(=1 1<i<j

et notons
0272 = Var(Y,,»), 072171 = Var(Y,1), d,=n'"" (B.1.5)
Soit pour tout x € R,
Su(@) = Y (T = F()) = (=F'(@)Yna + F'(2)Ya2),
=1
ou F' est la fonction de répartition de Xj.
L’objectif de cette annexe est de prouver le théoréme suivant

Théoréme B.1.1 Soit VU la fonction de répartition de &y. Supposons que ¥ est 5 fois
différentiable avec des dérivées continues bornées et intégrables, et que EEY < co. Alors,
il existe des constantes C,p > 0 telles que pour tout € € (0,1] et tous n, N > 0, tels que
n<N,

22«
P{_Oilfsood;,l‘sn(:p)‘ > e} <CN™* <%€_3 + (%) ) (B.1.6)

Ce théoreme donne une évaluation de la vitesse de convergence en probabilité vers 0 du
reste du développement a 'ordre 2 de la fonction de répartition empirique autour de la
fonction de répartition F'.

C’est grace a ce théoréme qu’on obtient dans le chapitre 2 le principe faible de réduction
uniforme 2.3.6 qui permet de déduire la limite du processus empirique centré et renor-
malisé donnée dans le Théoréme 2.3.1.

Dans [38|, Ho et Hsing (Théoréme 2.1) établissent (B.1.6) lorsque n = N et pour des
processus a longue mémoire réguliére.

Un examen attentif de leur preuve montre qu’elle repose non pas sur les propriétés des
coefficients b,, mais sur celles de leurs carrés. Grace a quoi leur résultat est aussi valable
pour les processus a longue mémoire saisonniére que nous traitons ici. Quant a l'intro-
duction de I'indice n < N, utile pour traiter le processus empirique comme une fonction
a double indice, elle n’implique que des difficultés techniques minimes.

Par souci d’exhaustivité, nous présentons ici les détails de la démonstration du Théoréme
B.1.1.
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B.2 Démonstration du Théoréme B.1.1

L’essentiel de la preuve repose sur un développement orthogonal de Wy, <,y — F(x)
énoncé dans le Lemme B.2.2. Dans le cas gaussien le développement naturel de lx, <, —
F(z) se fait sur la base de Hermite (voir par exemple Taqqu [15]). En dehors du cas
gaussien, on pourrait penser a utiliser les polynomes d’Appell (pour des détails sur ces
polynoémes, voir Giraitis et Surgailis [31], ou Avram et Taqqu [4]). Malheureusement ils
ne fournissent pas un développement orthogonal. Celui proposé dans le Lemme B.2.2,
di a Ho et Hsing, repose sur des différences de martingales.

Pour tout n > 1 et pour tout 5 > 0, posons

. .
= i bilni, et X, ;= Z bi&n—i,
=0

i=j+1
et notons par Fj la fonction de répartition de X ;.
Dans tout ce qui suit C' désigne une constante qui peut changer de valeur d’une ligne a

l'autre.
Les trois lemmes suivants sont démontrés dans Ho et Hsing [38].

Lemme B.2.1 Sous les hypothéses du Théoréeme B.1.1, pour tout j > 1 F; est & fois
différentiable avec des dérivées continues bornées et intégrables.
Il en est de méme pour F', fonction de répartition de X;.

De plus, pour tout i =1,...,5,
(/ 79 ]d:p)
>1

Lemme B.2.2 Soit (X,,) un processus linéaire défini par (2.1.3). Alors pour toutn > 1,
nous avons presque stirement et dans L?,

est une suite décroissante.

—+00

Tix,cn = F2) = 3 (B(Tixyen i) = E(Tix, o] Fass) )

J=1
—+00

= Z(ijl(fc — Xpj1) = Fj(o = )?n,j)), (B.2.1)

J=1

ot pour tout k € Z, Fi = a(@,j < k) la tribu engend’ree pa’r les variables & E Epe 250
De plus, pour tous réels x,x' et pour tous entiers n,j,n',j’ tels que n —j #n' —j',

Cov(Fy-a (= Xnjr) = Fy(w = Kug)s B () = Kuryioa) = Fy (! = X)) =0,

et
COV(F};l (.’L‘ — Xn,jfl) — Fj (.’L‘ — Xn,j), F]{’fl (g;' —_ )N(n’,j/)gn’fj’> =0
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Lemme B.2.3 Soient v1,...,v > 1/2, t > 1. il existe une constante C > 0 telle que

pour tout entier £ > 1,

! +00

1<1<...<j¢ 5=1

Cr ) siy e (3,
< C%, sty =1,
cl—, sty >1,

ol

v = Z% t_l

La variable Y,, o peut s’écrire

n n

Yoo = %Z(Xz EX?) - Z bi&i-;)

=1 (=1 i=1
D’aprés Giraitis et Surgailis [26], au voisinage de I'infini, on a

n

Var (30 (X2~ EXP) ) ~ Cn2 2,

(=1

Or d’aprés (2.1.9),
+oo
Z b2 < +o0,
n=1

et donc nous avons au voisinage de l'infini.

Var (Zn: (+ZOO bff?fg) = O(n).

(=1 =1

Par conséquent, comme 2a < 1,
Var(Yn,Q) ~ Cn?72%,
Pour toute fonction f définie sur R, nous allons noter
fl@y) = fly) — fla).

Posons pour tout réel vy,

(B.2.2)



B.2. Démonstration du Théoréme B.1.1 103

Grace au Lemme B.2.1 on montre facilement que A est continue, croissante et bornée.
Dans la suite on note

A(+o0) = lim A(y).

y—Fo0

Posons pour tout entier k et tout i € {0,...,2%},

ylk) = A (Alro0) ).

ot A~1 désigne la fonction inverse généralisée. Par convention on prend yo(k) = —oo
et yor (k) = 4o00. Il est alors clair que pour tout entier k > 0, (yo(k), ...,y (k)) forme
une subdivision de R. Par conséquent, pour tout réel = et tout entier & > 0, il existe un
entier iy (z) € {0,...,2F — 1} tel que

Yir() (k) < T < Yip@)1(k).
Nous avons alors pour tout réel x et tout entier K > 1, le chainage suivant

K-1

Sn(l‘) = Sn (yzk(:v)(k) Yigyr(z (k: + 1)) + S (yZK(iL‘ (K) l‘)

k=0

Si Sp(Yig(x), ) > 0 alors

< E :H{yiK(z)SXZSyiK(z)+1}
/=1

2

= 5o (Vi) (K), Yir@+1(K)) + Z(—l)rF(r) (Yire @) ) Yise (o)1 (K)) Yo

r=0
et si Sy (Yig(x), ) < 0 alors

2

r=0
Ainsi nous avons
1
——15n(@)] (B.2.3)
N
1 K—-1
< 1> S (k) Yipr @y (k + 1))
N1 k=0
1
+% Sl (Yire (0) (K, Yire ()41 (K)) | +g F(yiK(:v)(K)ayiK(m)Jrl(K))
1
(1P~ F )] + [F ) F’<yiK<@H<K>>r@>)w

1

+([F"(@) = F" (g (K)) | + | F' () = (Y ()| 7 Yol
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Puisque les fonctions F(x,y), F'(x,y) et F"(x,y) sont bornées par |A(z,y)|, nous

avons A( )
+00

—oo<Lz<oo
et pour h =1,2,
sup (| () — FO 1 (2) (K)) | | FO) ) — O (31 0y ()| ) < 22022 B2.5)

Soit # > 0 assez grand tel que

N8 1
A <= B.2.
(o0 < 3 (B.2:6)
On prend désormais
NB
K= [mz(—ﬂ Y (B.2.7)
€

Nous avons alors d’aprés (B.2.3), (B.2.4), (B.2.5) et (B.2.6),
1
P{—|Sn(x)| > e}
dn

< P{i sup (’ Sn(yzk(m)(k)ayik+1(x)(k+1))’

dN co<zr<oo 0

=

=
Il

2 + 2
‘|‘}Sn(yiK(x)(K)ayiK(m)Jrl(K)) }) > i} + 162A2(+OO)N_26M

i

ou 0., et o7, sont définies dans (B.1.5). Puisqu’au voisinage de I'infini,

0371 ~ Cn*™
et

072172 ~ On?7%,
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout N et tout n < N,

242 0-7%,1+0-7?I,2 n\ 22
162A%(+o00) 112 < C(—) . (B.2.8)
ds N

L’inégalité (B.2.8) et la proposition suivante terminent la preuve du Théoréme B.1.1.

Proposition B.2.1 Sous les hypotheses du Théoréme B.1.1 il existe des constantes
C,p > 0 telles que pour tout € € (0,1] et tous n, N > 0, tels que n < N,

K-1
P{ 10 (| D S5 (Wi (), i (R + 1)
k=0

dN co<zr<oo

€ n _
‘HSn yiK(x)(K),yiK(x)+1<K))’) > Z} < CN pNG 3.
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Preuve : Posons

Tml(ZL‘) =
Z(H{Xlgm} - F($)> +F (@)Y 0 bl — > > bi&eibibe i FYy(w — X)),
=1 =1 2<i (=1 2<i<;

n

Tn72<l’) = Z Z bifgfibjfg,j (F’;Ll(.r — ngj) — FI/(.T)),

(=1 2<i<g

et

n

Tosle) = 30 (F@)biges — F'a)ées 3 biées)-

=1 2<

Il est alors facile de voir que
Sn<$') = Tn,1<x) -+ Tn72<.§lf) -+ Tn73<.§5).

Par conséquent, il suffit d’établir le résultat de la Proposition B.2.1 pour chacun des
Ton, (h=1,2,3) a la place de S,,.
Nous avons pour chaque 7, 5,

=

-1
P{ sup (‘ Tn,h (yik(:v)<k7>7 yik(x)+1<]€ —+ 1)) ‘
—oo<z<+00 0
‘|‘}Tn,h (yiK(a:) (K)7 yiK(x)+1(K)) ’) > 6}

K-1 K-1

Z P{ sup ’ZTn,h(yik(x)(k)vyik(ar)-i-l(k+ 1))’ > (k 63)2}

e e +

e
Il

IA

€
—i—P{ T, i (2) (), Ui (2 K >7}. B.2.9
_Ooilig+oo‘ ,h(y K( )( ) Yir( )+1< ))‘ (K—|—3)2 ( )

Comme pour chaque k < K, y;, ()(k) et ¥i,(2)+1(k + 1) sont deux points voisins dans la
subdivision yo(k + 1),...,ysx+1(k + 1), on a pour tout k < K,

P{ sup
—oo<zr<+400
2k+1_1

S ; P{’Tn7h(yi(k3+1)ayi+1(k+1))’ > (k,;g)Q}

€
Ton (?/ik(:v)(k)a Yir(w)+1 (K + 1))‘ = (k + 3)2}

4 211

(k+3) Z Var(Tn,h(yi(k + 1), yir1 (k + 1))>

<
= 2

La derniére probabilité dans (B.2.9) peut étre majorée de la méme fagon et le raisonne-
ment qui suit s’applique de la méme maniére pour ce terme.
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D’apreés la définition de K en fonction de N donnée en (B.2.7), pour tout § > 0, il existe
une constante C' > 0 telle que

=

(k+3)'<Ce'N°
0

B
Il

et donc pour h € {1,2, 3}

K-1 K-1

Z P{ sup ’ T (Vi) (K); Uiy 11 (B + 1))’ > M}

k—0 —oco<zr<+400

< CdIVQe_?’N‘SanIgX Var <Tn,h(yi(/’€ + 1), yir1(k + 1)))

2kt
= QN+l -l Var (T (yik + 1), yisa (k + 1)) ).
€ max > ar ( Ton (yi(k + 1), yir (k +1))
Pour alléger les notations, dans la suite, nous notons simplement y; au lieu de y;(k + 1).
Pour finir la preuve de la Proposition B.2.1 il suffit maintenant de montrer qu’il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout £ < K — 1 et tout n < NN, nous avons

2kt+1_1

Z Var(Tml (yi,yi+1)) < Chn, (B.2.10)
i=0

2k+1_q
Z Var(ng(yi,yiH)) < Cn, (B.2.11)
i=0

et enfin
2k+1_1

Z Var(Tn,g (yi, yi+1)> < C(n Vv n2_3°‘). (B.2.12)
=0

Ho et Hsing [38] ont montré ces trois inégalités pour n = N. Bien que K dépende de N
(voir (B.2.7)), nous allons voir que leur méthode s’applique directement pour avoir les
inégalités précédentes pour chaque n < N.

Preuve de (B.2.11) : puisque les variables {; sont indépendantes,

Var (Tn,3 (yi7 yi+1)) =
2 2 o
(F' (o)) n0?2 4 (F" (i) ) o2 S 02
§=2

Comme pour r = 1,2

2kt 2kt+1_1 +o0

S 1)l = X | [ R < [ IRl < e

i=0 i=0 Yi o0
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et
+o0
Z b? < +00,
j=1

I'inégalité (B.2.11) est vérifiée.
Preuve de (B.2.10) : pour cela, nous montrons tout d’abord que

2k+1_1
Z Var(T,Ell) (yl,ylﬂ)) < Cn, (B.2.13)
=0
ou
n n  +oo
L -
T @) = 3 (M) = F(@)) = 30 3 i sFfy (0 = Xey),
=1 =1 j=1

D’aprés le Lemme B.2.2, on peut écrire

H{yi<XeSyi+1} - F(yi’ yHI) =

+o0
Z(Fj 1( — Xejo1, Y — Xojo 1) - Fj(yi — X445 Yit1 —Xz,j>-

j=1

Par conséquent,
n oo

Tr(bl1) (yi7 yz’+1) = Z Z Rz,j (yi7 yz’+1),

(=1 j=1

ou
Rg’j(l‘) = Fj—l (ZL‘ - Xg’j_l) - Fj (ZL‘ - Xg’j) + H{jZQ}F’]{_l(I‘ - Xﬁ,j)bjgﬁ—j- (B214)

D’apreés le Lemme B.2.2, R ; (yi, yiﬂ) et Ry j (yi, yHl) sont non corrélées si —j # ' —j',
et donc avec j' = ¢ — { + j, nous avons

28+l 1 n  n +4oo
<2 ZZZCOV(R&]‘(%yi+1)>R£',j’(yi,yi+1))
=0 =j t'=0 j=1
2kt1_1 n  n
= 2 Z ZZCOV(RM yuyz+1) Rﬁ’,j’(yz‘ayi-i-l)) (B.2.15)
=0 (=1 /=
2611 n n 4o

+2 Z Z Z Z Cov (R&j (Yir Yir1) s R v (Y, yi+1)> (B.2.16)

i=0 (=1 ¢'=¢ j=2
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Commengons par étudier la derniére somme (B.2.16).
Nous savons que si deux variables X et Y sont indépendantes, de fonctions de répartition
respectives F'x et Fy alors la fonction de répartition de leur somme est donnée par

FXer(SL’) = /IRF)((.T — U)Fy(du) (B217)

Cela nous permet d’écrire, puisque les §; sont indépendantes, pour tout j,

Fia) = [ Froale = b ¥(du),

Par conséquent, et puisque

/R wl(du) = 0,

nous avons d’aprés la formule de Taylor-Lagrange,

Fia (v — Xpjo1) — Fi(w— Xuy)

= /R<Fjl(x — X}J,l) — ijl(l’ — Xz,jq +b;(§e—j — u)))\lf(du)

i 2 i
= b€ Fja (= Xoja) + 5 /R(&j — ) FjLy (2 — Xojoa + () U (du),

ot |p(u)] < |b;(€—j — u)|. De méme, nous avons

F!

7j—1

(l‘ — Xﬁ,j—l) — F(—l (l‘ — Xf,j) = —bjfg_jF’Jfl_l(l‘ — Xﬁ,j—l + I/(u)),

J

ot [v(u)| < [bj&e—jl.
Or d’aprés (B.2.14), nous avons pour j > 2,

Ry ; (yi7 yz‘+1) = Fj (y@ - X@,jqa Yit1 — X@,jq) — Fj (y@ - X@,j, Yit1 — X[,j)

+bj€27ij(_1 (yz - Xz,j, Yit1 — Xé,j), (B.2.18)
|
et donc, en appliquant la formule de Taylor-Lagrange a toute la somme > | succes-
i=0

sivement avec Ry ; (yl-,yl-ﬂ) et Ry jr (yi,y@'+1), on obtient pour ¢/ > ¢ > 1, j > 2 et
j/ = j + é/ - év
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2k+1_1

Z Cov (Rg,j (yi, yis1), Rer o (i yi-l—l))
i=0

= E

2k+1_1
Z (FJ1 (yi - Xé,jflu Yit1 — X&H) - Fj (yi - X@,ja Yir1 — Xz,j)

=0

+bj§éijJL1 (yz - Xé,ja Yit1 — Xm)) Ry ji (yh yz’+1)]
ok+1_1

Z Ry jr yi, yi-i-l) (b?fz?jF” (?/z - Xﬁ,j—l + Ve g, Yit1 — XZ,j—H + W,j) +

—/ Eoj— F” (Y — Xo o1+ peg(w), yisr — Xojor + Mﬁ,j(u))\l/(du)>

Z (bz&? A (i = Xejoa+veg yion — Xojn +veg) +
—/ §oj —u)?F) (yi — Xojo1 + peg(w), yisr — Xojor + Mﬁ,j(u))\l/(du)> X

2 ¢2 % / \ 4
(bj/fng (i = Xegro1 + v gy — X + V) +

_/ Se—j — i l(y Xﬁﬂj’—l + g o (u), Yir1 — Xé/,j/—l + M}/J/(ul))\lf(du’))] )
Soit donc
2k+1_1
Z COV<RZ,j (y@-,ym),Rz/,j/(yz,ym)) (B.2.19)
i=0
2k+l_q

:ZE

—/ §e—j — F]H (yi - )N(é,,jfl + e (w), yiv1 — )N(Z,jfl + Mz,j(u))‘l’(du)> X

(bel? jF” (yi - Xé,j—l + Vejs Yit1 — Xz,j+1 + Ve,j) +

262w v / X !
(bj/fgjp (Wi = Xo gy 4+ Vo gy — Xogroa + V) +

_/ o — Fg/Ll(y XZ/ -1+ :ulé’,j/<u/>7yi+l - Xé’,j/fl + N%/,j/(u/))q’<dul)>] :
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Or, E¢§ < +00, et nous avons d’aprés le Lemme B.2.1,

sup sup |FV(2)| < +o0
j>1—oco<z<+o00

et

2k+1_1

sup  sup Z ‘F;LI(yi + Y,y +y)| < max/ ‘Fj(i)l(u)‘du < +o0.
R

j=1—oo<z<too 7 Jjz1

Cela montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous ¢/ > ¢ > 1, j > 2 et
J o=l

ok+1_1q

) Z COV(Rg,j(yiayi—f—l)aRﬁ’,j’(yiayi-‘rl))‘ < Cbgbi"

1=0

D’apres (2.1.9),
+o0o
Z b? <+
j=1
et donc il existe une constante C' > 0 telle que pour tout k£ < K,

2k+1_1 n  n 4o

Z Z Z Z Cov (Rg,j (yi, ym), Ré’,j/ (yia yi+1)> <Cn.

i=0 (=1 0'=¢ j=2

Regardons maintenant la somme (B.2.15). Pour j =1et ¢/ =/¢, ona j =1 et

2k+1_1
> Cov (Rm (Wi visr), Rea (s, yi-i-l))
=0
2k+1_1
< Z ER7, (vir Y1)
i=0
ok+1_1 2
< Z E(F(yl — X0 yinr — Xog) — Fr(yi — Xeg, visr — Xﬁ,j))
i=0
ok+1_q 2k+1_q
< E( Z Fyi — X yir1 — f(&j) + Z Fi(y: — Xejs it — de))
i=0 =0
= 2,

car F' et I} sont des fonctions de répartition.
Lorsque j = 1 et ¢ > ¢, on applique (B.2.18) & j' qui est nécessairement supérieur a 1,
et on obtient, avec un calcul similaire a (B.2.19),

2k+1_1q

Z )COV(R&l(?/z‘,?/iH),Ref,j' (?/u?/wl))‘ < Cb..

=0
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Dans tous les cas nous avons donc

2k+1_1 p n —+oo

Z Z Z Z Cov (Re,1(y,~, yi+1)v RZ’,J"(?J@', yi—l—l)) < Chn.

i=0 (=1 0={ j=2

Donc (B.2.13) est démontrée. Nous allons maintenant finir la preuve de (B.2.10). Posons

) n,1
Y (P %) - P0) - 30 (b Fl (o Ke).
=1 2<i (=1 2<i<j
I1 suffit alors de montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
2k+1_1
Z Var(Zn(yi,yiH)) < Cn. (B.2.20)
i=0

Or il est clair que pour tout entier 4,

F’i,—l (ZL‘ — Xgﬂ') jlljgo Z F/ — Xﬁ,j—l) — F_](—l (l‘ - Xg’j)
Jj=i+1

et donc nous pouvons écrire

= Z Z bz’ff—z‘Hé,j(llf)

(=1 2<i<y
ou
Hyj(z) = — (F]Lz(% — Xpj1) = F_(z - Xm)) — bi& F (2 — Xuy),

Comme dans le Lemme B.2.2; lorsque ¢ — i # ¢’ — i’ ou £ — j # ' — j' nous avons

Cov (bice—iHe (), Vg Ho (),
et donc

- 211 n

Z Var (Zn (yza yi-l—l)) = Z Z Z b]lbjiE(Hf,jg (yl, yi+1)7 Hf’,jé (y“ yi+1)>

1= 0 Zél 12<]1]2

2k+1_1 n n

2 Z ZZ Z bjlbjiE(H&jz(yiayz‘+1)7H£cjg(%7yi+1)>

=0 {=1 0'=02<j1,j2

IA
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ou j; =0 —0"+7j; et j, = {—{'+ j,. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale
a lordre 2 aux fonctions F” et F”, on obtient

H&j(ﬂ?) = —bjbg,j (F]IL2 (SL’ — X[,jfl) — FJILl (SL’ — Xﬂj))

+/ (bj&e—j — bj—lu)QF}(f)z (= Xejo1 + p(w) ¥ (du)
R

2
: b s — by yu)? _
= (0&e) Fi (2 = X ja) +/R Bie-s 5 ) Fy2 (= Xojoa + () W(du)

b, = b.i U 2 ~
—bj&ﬂ'/R i 2 1) F}(f)2(37_Xévj*1 +v(u)) ¥ (du),

ot |p(w)| < |bj€e—; — bj—1u| et v(u)| < 1b;&—; —bj_q1u|. Cela avec les hypothéses

sup’Fj(?’)(:c)} < +00, sup}F]@’ < 400
1,T 7,T

sup/ ‘Fj(?’)(:c)‘d:c < +o0, sup/ ‘Fj@)‘daz < +o0,
Jz JR Jz JR

on trouve que

ok+1_1q

’ Z E<Hé,j2 (ymyz‘ﬂ),HK’Jg (yi7yi+1))’ < ijzbjé

Par conséquent,

2kt+1_1

3 Var(Zn(yiayiH)) I AP AS
1=0

(=1 V"=t 2<j1 J2>71
Or d’aprés (2.1.9), il existe une constante C' > 0 telle que

‘b]‘ S ij(aJrl)/Q’

et donc
2kt
Z Var (Zn (yi7 yi+1))
i=0
n—1
< Cn Z Z (]1 (é + jl)—(oz+1)/2 Z (j2<€ + j2)—(04+1)
=0 2<j1 J2>71
n—1 +4oo “+o00
< Cn Y S gt 37 et
0=0 j1=1 jo=1

< Cn.
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Ce qui termine la preuve de (B.2.20), et achéve celle de (B.2.10).
Preuve de (B.2.12) : Soit

Uy =F"(x) = F (x = Xy;).

Comme dans le Lemme B.2.2, si n — j; # n' — j. pour s =1 ou s = 2 alors

COV (géfjlfffjé\ll@,jw gg/,jigélfjé\pzhjé> = O;

et donc

ok+1_1q

Z Var<Tn,2(y@-,y@-+1)
- 2k+t1_1 n n
<2 Z ZZ Z bjlbjibjgbjécov(q’f,jQ(yi,yi+1),‘I’w,jg(yi,yiﬂ)),
i=0

I=1 V=t 2<j1<J2

ot ji =Ll —Ll+jret jo =0~ "L+ g
Si on note par F . la fonction de répartition de X; j—1 on peut écrire, a l’aide de I’égalité
(B.2.17), et en derlvant sous l'intégrale,

Wiila) = [ (Bl =)= /(o= %)) Froalaw
= [ (e =) PO = 8es() ),

ot &y;(u) est entre u et X, ;. Donc

2k+1_1
Z Cov (‘I’é,j (Yis Yir1)s Yo e (i ym))
= ok+1_q
< > E( / (1Xes] + [ul) [F2) (i = 0(u), yigr — G0 (w)) | Fj—i (du) x
i=0
e+ WD =60 ) )
R
2k+1_1
S C Z Sup‘F( Y, Yit1 — )‘E[(‘X&]‘—i—E‘ngjfl‘) <‘Xg/’j/ +E‘X5/,j/71‘):|
1=0 yeR
< C/ ‘F](f)l(u)‘dux
R
<E‘X€7]X£/,J/ +E‘X€7]‘E‘XZI,J/71‘ _'_E‘Xg’]fl‘E‘Xz/’]/ X 7]/71‘>'

Or nous avons pour tous j,j > 1,

1/2

E| X, X ;| <E(XZ)E(XZ,)",
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E| X |E|Xo ;| < B(XE,)E(XE,)",
et
+oo
B(E)" < €y it
i=j+1
< e
Nous avons donc
2k+l_1
Z Val"<Tn,2 (?/u?/ﬁtl))
i=0
<C > (binbybiabyy) (Gajs)
0=1 0'=02<j1<jo
n—1
<Ond" 3 (il G0n+52) T (Gl + 52)
=0 2<j1<j2

Or d’apres le Lemme B.2.3, nous avons

ST (G )da(€+ 32) TP (o + j2)) T < cZW+ j)]Eethr

2<51<]2

Cr3e, si fatl e (11),
In¢ : 3a+41
< (0, si 2 =1,
Ce=Bot/2 - gj Skl >

Ce qui montre bien que

ok+1_1q

Z Var (Tn,Q (yi, yi+1)> < C(n V n273a)’
=0

et termine la preuve de la Proposition B.2.1.
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Abstract

We study the asymptotic behavior of statistics or functionals based on seasonal long-
Memory processes.

We focus on the Donsker-line and on the empirical process for two large classes : the
subordinated Gaussian sequences and the linear processes.

Twenty five years ago, Taqqu and Dobrushin and Major obtained fundamental results
for processes having a regular varying covariance. We prove that these results may no
longer hold when seasonal effects are incorporated.

The modifications concern the normalizing coefficient as well the type of the limit pro-
cess. For example we prove that the limit of the doubly indexed empirical process is no
more induced by the Hermite rank of the basic distribution function. More particularly,
when the Hermite rank is one, this limit is not necessarily Gaussian. For instance we
can obtain a linear combination of independent Rosenblatt processes.

Connected statistical problems are considered : limit behavior of U-statistics, density
estimation and testing for change point.

Key words : Appell products; Change-point ; Empirical process; Gaussian processes;
Hermite polynomials; Kernel density estimation ; Linear processes; Long-memory ; Ro-
senblatt process; Seasonal effects; U-statistics; von-Mises fonctionals.



Résumé

Nous étudions le comportement asymptotique de statistiques ou fonctionnelles liées a
des processus a longue mémoire saisonniére.

Nous nous concentrons sur les lignes de Donsker et sur le processus empirique. Les suites
considérées sont de la forme G(X,,) ou (X,,) est un processus gaussien ou linéaire.
Nous montrons que les résultats que Taqqu ainsi que Dobrushin et Major ont obtenus
pour des processus a longue mémoire dont la covariance est a variation réguliére a 'infini
peuvent étre en défaut en présence d’effets saisonniers. Les différences portent aussi bien
sur le coefficient de normalisation que sur la nature du processus limite. Notamment
nous montrons que la limite du processus empirique bi-indexé, bien que restant dégé-
nérée, n’est plus déterminée par le degré de Hermite de la fonction de répartition des
données. En particulier, lorsque ce degré est égal a 1, la limite n’est plus nécessairement
gaussienne. Par exemple on peut obtenir une combinaison de processus de Rosenblatt
indépendants.

Ces résultats sont appliqués a quelques problémes statistiques comme le comportement
asymptotique des U-statistiques, 1’estimation de la densité et la détection de rupture.

Mots clés : Détection de rupture; Estimation & noyaux; Effets saisonniers; Fonction-
nelles de von-Mises; Longue mémoire; Polynémes d’Appell; Polynémes de Hermite;
Processus de Rosenblatt ; Processus empirique ; Processus gaussiens ; Processus linéaires ;
U-statistiques.



