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HOMOGENEISATION ET CONTROLE OPTIMAL
POUR DES PROBLEMES DE STOKES

ET POUR UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE
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Cette these est consacrée a 1’étude du controle optimal et de I’homogénéisation de
quelques problemes liés a 1’équation de Stokes ainsi qu’au probleme de torsion élastique.

L’homogénéisation est une méthode mathématique utilisée lorsque les problemes que
I’on traite sont posés dans un milieu hétérogene qui présente une structure périodique.
Dans ce type de situation, les dimensions de la période sont petites par rapport aux
dimensions globales du domaine. Ainsi, on définit ¢ un petit parametre strictement
positif qui représente le rapport de ces deux dimensions. Ce petit parametre est destiné
a tendre vers zéro, ce qui correspond d’un point de vue pratique au passage du probleme
non-homogene de départ au probleéme dit “homogénéisé” (c’est a dire un probléme posé
dans un milieu homogene).
Plusieurs méthodes connues comme, la méthode du developpement asymptotique, la
méthode de convergence multi-échelle et la méthode de l’énergie nous permettent
d’aboutir a ce probléme.
Tout le long de ce travail, lorsqu’il sera question d’homogénéiser un probleme, on sera
amené a utiliser la méthode de I'énergie. Cette méthode consiste a construire des
fonctions tests appropriées permettant le passage a la limite dans le systéme d’équations
que 'on considere.

Nous allons a présent définir la notion de “controle optimal”.
Pour chaque probleme étudié, nous imposons un controle 6 a I’équation d’état. Ce
controle appartient a un ensemble appelé “ensemble de controles admissibles”, que 1’on
note U,q ou U;,; suivant le domaine considéré : non-perforé ou perforé. Le controle
peut étre interprété comme étant des forces extérieures, forces volumiques,... agissant
sur I’équation d’état.
On se donne une fonction cout qui dépend a la fois de 1’état mais aussi du controle,
définie par un premier terme qu’on qualifie d’énergie du systéme (la plupart du temps)
et d'un deuxieme terme qui correspond au cout du controle 6.
Le controle optimal noté 7 est la fonction dans U,q ou U;; qui minimise la fonction
colit pour tout les controles dans U,q ou U: ;. Dans tous les problemes étudiés, on verra
que le controle optimal est unique. On étudie alors le comportement limite de celui-ci
lorsque ¢ — 0. S’il admet une limite, on la caractérise si possible, comme étant le
controle optimal associé au probleme limite homogénéisé. Pour ce faire, la technique
consiste a introduire I’état adjoint du systeme étudié pour chaque probleme considéré

et donc d’homogénéiser cette équation pour un contrdle fixe (en utilisant notamment
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une variante de la méthode de 1’énergie). Une grande partie de la résolution de ce type
de probleme, réside dans la construction de fonctions tests bien appropriées qui vont
permettre le passage a la limite en utilisant entre autres des résultats de compacité.

Dans ce travail, on étudie donc le controle optimal de problemes dans les domaines
non-perforés (Chapitres I & II) et dans les domaines perforés (Chapitres III & IV),
pour des systémes liés a I’équation de Stokes (Chapitres I-III) et pour le probléeme de
la torsion élastique (Chapitre IV).

Ce travail est donc divisé en quatre parties organisées de la maniere suivante.

Dans le chapitre I, intitulé “Controle optimal et homogénéisation dans un mélange
de fluides”, on se propose d’étudier un probléme de controle optimal dans un mélange
de deux fluides newtoniens, incompressibles de viscosité différente non nulle. Ces deux
fluides sont répartis périodiquement 1'un par rapport a lautre (avec ¢ — 0 comme
période) dans un domaine bi ou tridimensionnel. Une modélisation mathématique d’un
tel type de probléme est proposée au paragraphe 1; ’écoulement des deux fluides obéit
aux équations de Stokes ayant pour inconnues la vitesse et la pression de chaque flu-
ide. Pour étudier ce probleme, ce qui fait 'objet du deuxieéme paragraphe, on introduit
le systeme d’équations que satisfait I’état adjoint (vitesse et pression adjointes) et on
homogénéise ce nouveau probleme. Vu la périodicité du domaine, on utilise une des
méthodes classiques d’homogénéisation : la méthode de 1’énergie qui réside entre autres
sur la construction des fonctions tests bien choisies sur une cellule de référence. Par la
suite (§3), on caractérise la limite du contréle optimal comme étant le contrdle opti-
mal du probléme limite. Et pour finir (§4), on exhibe certaines propriétés (ellipticité,
symétrie...) du tenseur d’ordre quatre B* apparaissant dans les équations limites.

Dans le chapitre IT, intitulé “ Controle optimal et homogénéisation dans un mélange
de fluides avec interface oscillante”, on s’intéresse encore & un mélange de deux fluides
visqueux incompressibles mais cette fois-ci, contrairement au chapitre I, ils ne sont
pas répartis périodiquement I'un par rapport a l’autre, mais ils sont séparés par une
interface définie par une fonction qui oscille rapidement de période € > 0 et d’amplitude
constante et positive. Au §2, on définit la géométrie dans laquelle on se place ainsi que
les équations mathématiques modélisant le probleme qu’on désire résoudre. Celui-ci
est régit par les équations de Stokes avec pour inconnues la vitesse et la pression de

chaque fluide. Au §3, on introduit le probleme homogénéisé, on démontre quelques
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propriétés des tenseurs apparaissant dans le probleme limite et on énonce le résultat
principal de convergence. Le §4 est consacré a la démonstration des résultats annoncés
au § précédent. Cette démonstration comporte notamment des estimations a priori et
nécessite, entre autres, la construction de différentes fonctions auxiliaires ou fonctions
tests appropriées qui permet le passage a la limite moyennant certaines hypotheses de
régularité. Tout le travail effectué auparavant sert a obtenir les résultats de convergence
du contréle optimal limite (§5). Finalement (§6), on étudie le cas bidimensionnel dans
lequel on donne des résultats explicites dans le cas concret ot les hypotheéses introduites

au § précédent sont satisfaites.

Le chapitre III, intitulé “Contrdole optimal et terme étrange d’un probleme de
Stokes”, étudie le controle optimal pour les équations de Stokes dans les domaines per-
forés. On suppose que les perforations sont de taille a. plus petite qu'une période € > 0
donnée. Différentes tailles de trous sont considérées par rapport a une taille critique :
plus petit, plus grand ou du méme ordre que la taille critique. Des hypotheses, notam-
ment géométriques, liées a ces perforations sont faites (§2) juste apreés avoir présenté
le probleme étudié (§1). Par la suite (§3), apreés avoir introduit le probleme adjoint,
on ’homogénéise en utilisant la méthode de I’énergie et les hypotheses introduites au-
paravant. Ensuite (§4), on donne des résultats de convergence concernant le controle
optimal limite, en remarquant qu’un terme “étrange” fait son apparition dans la fonc-
tion cotit limite. Et pour finir (§5), on donne le probléme qu’on obtient & la limite dans

le cas des “petits trous”.

Dans le chapitre IV, intitulé “Controle optimal et homogénéisation pour un
probleme de torsion élastique”, on est amené a étudier le controle optimal d’un probléeme
de torsion élastique. La modélisation mathématique de ce type de probleme est faite au
§1. Dans le §2, on introduit des lemmes de prolongements nous permettant de passer
du domaine perforé au domaine tout entier afin de pouvoir effectuer des estimations
a priori adéquates. Par la suite (§3), on homogénéise le probléme adjoint (introduit
auparavant) avec un controle fixe et donc on passe a la limite lorsque ¢ — 0. Au §4, on
donne un résultat de convergence du controle optimal en utilisant les résultats obtenus
au § précédent. Le §5, est consacré a I’étude de certaines propriétés liées au tenseur
B* apparaissant dans ce probleme limite. Finalement (§6), on s’intéresse au cas de la

dimension 1 qui correspond a des conducteurs répartis dans une région donnée delR.
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CHAPITRE 1

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

DANS UN MELANGE DE FLUIDES

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier un probléme de contrdle optimal dans un
mélange (d’un point de vue mathématique) de deux fluides newtoniens incompress-
ibles. L’un des deux fluides est réparti de maniere périodique dans 'autre, avec ¢
(un parametre positif donné) comme période. Les fluides obéissent aux équations de
Stokes.

On associe un probleme de controle optimal (défini au § 1) aux équations qui
modélisent ce probleme. On verra par la suite que ce probléme admet un unique
controle optimal (voir Lions [4]). Notre but est d’étudier le comportement limite
(lorsque € — 0) de ce contrdle optimal. Et bien sur, identifier cette limite comme
étant le controle optimal associé au probléme homogénéisé.

L’homogénéisation du probleme de Stokes a été effectuée par Bensoussan,lions &
Papanicolaou [1] ou Sanchez-Palencia [10].

Concernant les mélanges de fluides, on peut citer plusieurs travaux. En effet, Lipton
& Avellanéda [5] ont traité le cas ot la courbure moyenne a l'interface des deux fluides
intervient. Saint Jean Paulin & Taous [7], ont étudié ce type de probléeme mais avec
une géométrie plus générale que [5] et une courbure différente.

On ne va pas se placer dans ce cadre ([5] ou [7]), en effet dans le cas que 1’on va con-
sidérer dans la suite de ce travail, les effets de tension de surfaces a travers I'interface
sont négligées.

Pour I'étude du controle optimal, plusieurs travaux existent a ce sujet. Kesavan &
Vanninathan [3] ont traité un probléme de contréle optimal dont I'équation d’état
est un probléme elliptique du second ordre avec des coefficients périodiques. Dans

un cadre plus général, Kesavan & Saint Jean Paulin [2] ont étudié le méme probleme
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mais avec la topologie de la H-convergence. Dans ce chapitre, on adapte ces méthodes
pour le probleme de Stokes.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes organisés de la maniere suivante. Dans
le premier paragraphe, on présente le probléeme que 1'on va étudier. Dans le deuxieéme
paragraphe, on homogénéise le probleme adjoint pour 6 € U,4 fixé. Dans le troisieme
paragraphe, on obtient le probleme de controle optimal limite. Dans le quatrieme
paragraphe, on étudie les propriétés du tenseur B! apparaissant dans le probleme

limite . Ce travail est 'objet de la publication [9].

Notation Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes positives
indépendante de €. On note par | . | la mesure de Lebesgue en dimension n.

Tout au long de ce chapitre, v désignera un vecteur delR".

1. PRESENTATION DU PROBLEME

On considére donc © CIR™ ( n = 2 ou 3). Chacun des deux fluides occupe des
sous-domaines de 2. On définit donc Q¢ (i = 1,2) le domaine occupé par le fluide
1. Dans chaque sous-domaine le fluide obéit aux équations de Stokes. A l’interface,
les conditions de transmission sont données par la continuité de la vitesse et de la
composante normale de tenseur des contraintes.

De maniere classique en homogénéisation, on définit une cellule unitaire de référence
(voir[1]).

Soit Y =]0,1 [® le cube ouvert de IR™. Soit Y7 un ouvert de Y, on définit Y5 ouvert
de IR™, par Yo = Y \ Y1, oll Y; représente la partie de Y occupée par I'un des deux
fluides et Y5 représente la partie de Y occupée par le second.

Les ensembles ¢ (i = 1,2) sont obtenus a partir de Y; (i = 1,2) par translation et

mise & 1'échelle (en effectuant le changement de variable z = ey).

Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement la convention de sommation des
indices répétés.

Soit apr > @y > 0 des constantes. On définit M(ay,, apr), ensemble des matrices

carrées A = (a;;) d’ordre n tel que

(1.1) V&= (&) € IR"  amé&i&s < aij(2)6é < am&é& pp et a;; € L7(Q).
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Soit A € M(yp, an) et B € M(B, Ba). On suppose de plus que B est symétrique.
Soit Ac(z) = A(Z) et B.(r) = B(%) des matrices périodiques (on obtient A, et B,

par extension périodique de A et B sur une cellule de taille €).

On définit le contrdle optimal comme suit. Soit Uyg C L?(Q)™ un convexe fermé non
vide.
Soit f € L? (€)™ une fonction et N > 0 une constante. Pour 8 € U,4 'équation d’état

est donnée par le probleme de Stokes suivant

— div (AcVu,) = f —Vp. +0 dans Q
(1.2) divu, =0 dans Q

u. =0 sur 0.

ou A est la viscosité du probleme, (u_, p.) sont respectivement la vitesse et la pression

du fluide et @ est le controle. L’équation d’état s’écrit a 'aide des composantes de la

manieére suivante: —aixj(aik g—;’;) = fi — g—i: + 0;.
La fonction coiit nous est donnée par
1 N
(1.3) Je(0) = —/ B.Vu,_:Vu_ dx + —/ 0% da.
2 Ja 2 Ja
ouy, Ou;
u B:Vu,_ : Vu, = bjp— .
(011 HE Hs ik 8.’133' 8373)

Le contrdle optimal 67 est la fonction dans U,4 qui minimise J¢ (@) pour § € Uyq, en

d’autres termes

(1.4) Je(0c) = gmin J<(0).

Ce type de probléme s’inspire des problémes de Lions [4], il admet donc une unique
solution 8% € U,4 (voir Lions [4]). Notre but est d’étudier le comportement limite de

0% lorsque € — 0. En particulier, nous verrons que (par extraction de sous-suites)

(1.5) 0F — 05 dans L%*(Q)" faible.
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Notre objectif est de caractériser 6 comme étant le contrdle optimal d’un probléme
similaire avec des matrices limites Ay et By qui en fait seront des tenseurs d’ordre

quatre et bien siir les identifier.

2. HOMOGENEISATION

Définition 2.1 On définit L2(2) par

@ ={se2@| [ at)dy=o}.
Q
Le probléme (1.2)-(1.4) peut étre réduit en systéme d’équations en introduisant 1'état
adjoint (v.,pl) € H(Q)™ x L3(€2). On obtient alors

(—div (AcVu,) = f— Vp. + 6 dans Q

div (*A.Vu, — B.Vu,.) = —Vp. dans Q
(2.1) <

divu, = divy, =0 dans 2

\u, =v, =0 sur 012,
ot (u,,pe) et (v, pl) sont dans (H'(Q)™ x LE(Q)).

Le contrdle optimal 87 est caractérisé par 1'inégalité variationnelle

(2.2) 0% € Uyy et / (v, + NOY(O — 67) dz > 0 Y8 € Uy,
Q

Pour toute fonction h, Y —périodique , on dénote par
() = [ bl d
m(h) = — y) dy.
Y] Jy

Rappelons ci-dessous un lemme classique :

Lemme 2.2 Soit h € LP(Q) une fonction Y —périodique et 1 < p < oo . Alors

h(z/e) = m(h) dans LP(Q2) faible si p < co et dans L™ () faible x sip = oo.
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Définition 2.3 Soit M = (M;jke) un tenseur d’ordre quatre, on définit *M par

et on dira que M est“symétrique” si *M = M.

Théoréme 2.4 Soit (u_,pe) et (v, p.) les solutions du probléme (2.1).

Alors (par extraction de sous-suites)
(u, — uy dans HZ(Q)™ faible

v, — v, dans Hg(Q)™ faible

(2.3) ¢
pe — po dans L3(QY) faible

\p. — pj dans L3(Q) faible

ot (ugy,po) et (vy,py) vérifient

(— div (AgVuy) = f — Vpo +0 dans
div (*AgVuvy — B*Vuy) = —Vp, dans Q

(2.4) .
divuy, = divvy =0 dans €2

\EOZQOZO sur 0f2.

Le tenseur Ay est le tenseur homogénéisé, son erpression sera donnée par (2.21) et
le tenseur BY dépend a la fois de A, et de B, , il sera donné par la relation (2.42) .

Démonstration

Premiere étape: FEstimations a priori

On multiplie la premieére équation de (2.1) par u_.. En intégrant par parties et en
utilisant I'inégalité de Poincaré, on montre que |lu.||z1() est bornée et donc par

extraction de sous-suite, on obtient

(2.5) u, — u, dans Hy(Q)" faible.
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De méme en multipliant la deuxieme équation de (2.1) par v_, en intégrant par parties

et en utilisant les estimations (2.5) sur u., on montre que ||v,|| g1 (o)~ est bornée, d’ou
(2.6) v, — v, dans Hj(Q)" faible.

En utilisant le fait que || div (AcVu,)||g-1(q)» est bornée, on a Vp, est borné dans
H=1(Q), d’ou (voir Temam[11])

(2'7) ||p€||L(2)(S2) <,

on a donc par extraction de sous-suite

(2.8) pe — po dans L3(Q) faible.
De méme
(2.9) p. — py dans L3(Q) faible.

Pour effectuer le passage a la limite dans la deuxiéme équation de (2.1), nous allons
construire des fonctions tests. Celles-ci vont nous permettre d’identifier le probleme

limite.
Deuxieme étape: Construction des fonctions tests

Soit Bet mtelsquel < <n and 1 <m<n.

On pose PP™ = (0, ..,0,yp,0,.,0), ys étant & la m ieme  pce.

Soit (wP™, ™) solution du probléme auxiliaire défini sur la période
—div(AVwP™) = —VrP™ dans Y

(2.10) div(wP™) = div(PP™) dans Y
whm — pPA™ o r?m Y —périodiques.

Ce probléme admet une unique solution (w?™, ™) dans Hﬁl(Y) X L? (Y') & une con-

stante additive prés (ot Hy désigne I'ensemble des fonctions Y-périodiques de H*(Y)
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et Li(Y) est défini de la méme maniere). Pour fixer les choses, on choisit ™ de

moyenne nulle.
Soit (7™, 8™) solution de

div( PAVYP™ + tBVWP™) = —Vri™ dans ¥
(2.11) div(y"™) =0 dans Y
yﬂ ™ et rg ™ Y —périodiques.

Ce probleme admet une unique solution (@'Bm,rgm) dans Hy(Y) x L§(Y) & une
constante additive pres. De méme, on choisit rgm de moyenne nulle. On définit

wePm ri’ﬂm et PSP™ par mise 4 I'échelle de wP™, r'fm et PP™ de la maniere suivante
wP™ () = ewf™ (z/¢)

(2.12) ™ (@) = ™ (2 /e),
PeP™(g) = ePP™(/e),

et
G () = ey (w/e)

ry?" (z) = 5™ (a/e).

(2.13)

D’apres (2.10), il est facile de montrer que (w®#™, r£7™) vérifie le probleme suivant

défini sur €2 tout entier :

— div (A.VwP™) = —VrEP™ dans Q
(2.14)
div (wsP™) = div (P*P™) dans Q.

De méme (7™, rEP™) est solution de

div (*AVY©P™ 4+ tB. VW P™) = —Vr5P™ dans Q
(2.15)
div (¢*P™) =0 dans Q.
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Par les estimations a priori sur les solutions de (2.14) et en utilisant le Lemme 2.2,

on obtient les résultats de convergence suivant (par extraction de sous-suites)

(2.16) wSP™ —~ PP dans HY(Q)™ faible,
et
(2.17) r&P™ s 0 dans L2() faible.

et de maniere similaire, on a

(2.18) P=P™ 0 dans L2(Q)" fort,
et
(2.19) r&P™ 0 dans L2() faible.

Troisieme étape:

L’homogénéisation du probleme (1.2) est classique (voir [1]), on obtient que la limite

(ug, po) vérifie le probleme de Stokes suivant défini sur €2 tout entier
— div (AoVuy) = f — Vpo + 6 dans Q
(2.20) div uy =0 dans Q
uy, = 0 sur 012,

ou Ay est le tenseur des coefficients homogénéisés défini par

(2.21) Ay : VPP™ = /Y A(y) VW™ (y)dy.

Quatrieme étape:

Nous allons & présent homogénéiser le probleme (2.1) en utilisant une variante de la

méthode de ’énergie introduite par Kesavan & Saint jean Paulin [2].
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Soit ¢ € D(2), on multiplie la deuxiéme équation de (2.1) par ¢w»™ et on intégre
par parties, on obtient
(2.22)

p
_/ Vpls(ge,ﬁmgb) dr = _/ ((tAEVys _ stﬂg)v(b) g6,6717, dr
§2 Q

_/ ("AeV,) : Vu™¢ do + / (B.Vu,) : VwP™¢ da
@ Q

— [cvo)wtn do— [ Vo AV do
Q Q

+/ Vu, : (tBEVge’Bm)gb dx
Q
ou

(2.23) ze = "A.Vu, — B.Vu

£

De la méme maniére, on multiplie la premieére équation de (2.1) par Q@E’ﬂm et on
integre par parties, on obtient
(2.24)

( /(i-i—Q - Vpe).(ye’ﬁm@ dz = /(AEVQEqu).QE’ﬂm dx + /(Aevﬂe) . V@E’ﬁmgb du
Q O o
N / (6V)-0=" do + / Vu, : (‘A VY™ do
§2 Q

= [(@vo i do— [ div (‘A T6 ). g do
Q Q

- / u.. (FAVPV ) da
Q

\
ou
(2.25) £ = AVu,.

Maintenant, en utilisant le probléme (2.15), on a
(2.26)

ﬁj +0 — Vpe).("F™¢) d :/(savgzs).fﬁm dx +/ div (*B.Vw®P™). ue d
Q Q Q

+ / Vg™ (u ) da — / u.(PA VPSPV @) d.
Q Q -
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En intégrant par parties le membre de droite de (2.26), on obtient
(2.27)

' /(i +0 — Vpe).(9°P™¢) dx = / (&V¢).p=P™ do — / u,. (*B.Vw®P™V¢) da
Q Q Q
3 / Vu, : (*B:Vw®P™)¢ dx—l—/QVrg’ﬂm.(gE@ dx

/ (AP G) da
Q

\

En additionnant (2.22) et (2.27), on aboutit &

/ f+0—Vpe).(v" ™) da — / Vpl.(w ") do
_/(zewb)- w P d‘”_/ Vo, : (A:Vw™P™)¢ du
Q Q
€,fm €,pm
+ [€ve). ot o [ 9t () do

- / U (((BVw ™ + TA VY)Y ) da
Q Ll

(2.28) ¢

\

On introduit
(2.29) bsﬁm — tstgs,ﬂm + tAsvge,,Bm.

En intégrant par parties le membre de droite de (2.28) et en utilisant(2.29), on obtient

([t +0- Vo0 70) da = [ Vil do
- / (2. V). wsP™ da — / Vo, : (A Vw®P™)¢ da
Q Q

(2.30) 4
g,8m _ €,8m
+ /Q (£V). P dx /Q (u .V o)ry”™ dx

- [ e @Emv6) ds
\ Q

(puisque div u, = 0).
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Cinquiéme étape: Passage a la limite

Nous allons effectuer le passage a la limite lorsque € — 0 dans I'expression (2.30).

Pour cela, on a besoin de résultats préliminaires.

D’aprés (2.23) et les estimations a priori sur u, et v_, Pexpression |[|zc||z2(qynxn est

bornée, on peut donc extraire une sous-suite telle que
(2.31) ze = 29 dans L*(Q)™*™ faible.

De méme d’apres (2.25) et les estimations a priori sur u., on a que [|£|[z2()nxn est

bornée et donc, par extraction de sous-suites,
(2.32) £ — & = AoV, dans L*(Q)™*" faible.

Finalement en utilisant (2.29) et les convergences (2.16) et (2.18), on a que

[68™|| L2 (@ynxn est bornée, donc

(2.33) B b0 = m( tBVWP™ 4+ tAVYP™). dans L2(Q)"X" faible.

Le passage a la limite dans (2.30), en tenant compte de (2.31)-(2.33), nous donne

— / Vpy. PP dx = — / (V). PP™ dz — / Vg, : (A)VPP™) ¢ dx

(2.34) @ @ @

- / uy. (2" ) da.
Q

Puisque u_ est a divergence nulle, on a

(2.35) div uy = 0.

De plus, en utilisant (2.23), le probleéme (2.1) et la convergence (2.31), on a facilement

(2.36) div (29) = —Vpp.
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D’apres (2.33), comme b5™ est une moyenne (donc constante), on a

(2.37) div (50™) = 0.

En intégrant par parties le membre de droite de (2.34) et d’aprés (2.35) -(2.37), on
obtient finalement
(2.38)

0= / 29 : VPP dm—/(tAOVyO) : VPP™ g d:c+/ bI™: Vuy ¢ dr Vo € D(Q).
Q Q Q

Ceci étant vrai quelque soit ¢ € D(£2), on obtient

(2.39) 20: VPP™ = (tAgVu,) : VPP™ — 8™ . Vu,
ou encore,
(2.40) 20 = "AgVu, — BV,

avec le tenseur B défini par

(2.41) tpt . vpP™ = pim,

Mais d’apres (2.33), on aboutit finalement &

(2.42) EBY: VPP™ = m( I BVWP™ + TAVYP™).

A T’aide de (2.20), (2.31) et (2.40), on obtient (2.4) , ce qui acheéve la démonstration.

Remarque 2.4 La symétrie de la matrice B n’intervient pas pour ’homogénéisation
du probléme (2.1). Mais cette hypothése sera nécessaire pour ’étude du controle

optimal qui fait 'objet du paragraphe suivant.
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3. CONTROLE OPTIMAL

Nous allons a présent donner un résultat de convergence du controle optimal. D’ou

le théoréme suivant

Théoréme 3.1 Soient A.(x) = A(%) € M(am,am) et Be(xr) = B(%) €

€ €

M (B, Bar), avec B symétrique. Pour 0 fixé dans Uyq, on considére (u,p) solution
de

— div (AgVu) = f —Vp+0 dans

(3.1) divu=0 dans}

u=0 surdf,

la fonction cout étant définie par
(3.2) Jo(0) = %/QBﬁVg : Vudz + % /Q 0|%dz.
Alors le contréle optimal 0% du probleme (1.3)-(1.4) vérifie

0% — 05 dans L*(Q)"™ fort

et 0 satisfait la condition d’optimalité

*\ .
(3.3) Jo(05) = oin Jo(9),
De plus
. *\ *
(3.4) lim Je(07) = Jo(6h)-
Démonstration

Premiere étape : Estimations a priori

D’apres la définition du contréle optimal, on a pour tout 6 dans U,q

N
(3.5) EHQ:HL?(Q) < J.(6%) < J.(8) < C,
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Donc |07 ]|z2()» est borné et par extraction de sous-suite, on a
(3.6) 0F — 05 dans L*(Q)" faible,

en fait la convergence est forte dans L?(Q)™, on le verra plus loin dans la démonstration
(cf (3.23)).

Soit (uf, p¥) et (v¥,p's) Détat optimal et I'état adjoint optimal (respectivement) as-
sociés & 5. On reprend les mémes arguments utilisés dans la démonstration du
Théoreme 2.4 (le fait de remplacer § par 05 dans 1’équation d’état ne pose aucun

probléme) et on obtient

(u* — uf dans H(Q)™ faible
pr — p§ dans L3(Q) faible

(3.7) )
v* — vf dans H'(Q)" faible

/

\p/s — p'y dans LZ(Q) faible

ot (ug, py) et (v§,p'y) sont solutions de

(— div (AoVug) = f — Vp§ + 65 dans Q
div (tAoVul — B¥*Vul) = —Vp'; dans Q

div uy = div vy =0 dans Q2

* gk
\ugy = v =0 sur 05

Deuxieéme étape : Controle optimal limite

Nous allons passer & la limite dans I'inégalité (2.2) qui caractérise le contréle optimal.

En utilisant les convergences (3.5) et (3.6), on a pour tout 0 dans U,q4

(3.9) /Q vi.(0— 07) dz — /Q 030~ 8) do.
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D’apres (3.5) et (3.6), on a

(3.10) liminf/ 0%? dx 2/ 05|? da.
e—0 Q Q
Donc en utilisant (3.10), on obtient
(3.11) imipt | N02.(0-02) do < [ N8;.(0-03) do.

Finalement on aboutit a
(3.12) || w5+ NGO~ 85) do >0 V€ U
Q

ce qui prouve (3.3).
Nous allons & présent montrer que J.(8%) converge vers Jy(65), ce qui fait objet des

deux étapes suivantes.
Troisieme étape : Convergence de l’énergie

Soit (u*, p*) I’état optimal et (v*,p’’) son état adjoint. En intégrant par parties et
£ [ £ [ J

en utilisant la premiére équation de (2.1), on aboutit a

/ B, Vu! :Vul de = —/ div (B:VuY). ur dx
Q

(3.13) @

= —/ div (*Ac Vo). uf dx —/ V'l ul de.
Q Q

En intégrant maintenant par parties le membre de droite de (3.13) et d’apres la

seconde équation de (2.1), on obtient

)
/ B.Vu! :Vu} doz = / (tA V) : Vul dx
Q Q

= / Vs : A Vu: dx
(3.14) 4 @

_ / v*. div (A.Va) do
Q

- /Q vi(f — Vot +87) da.
En utilisant les convergences (3.6) et (3.7), on a

(3.15) / B:Vu! : Vur dz — / v5-(f = Vg + 05) dz.
Q Q

\
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En utilisant la premiére équation de (3.8) et par intégration par parties dans le membre
de droite de (3.15), on obtient

(
[ i = Vo + ) do = [ v div (40Vp) do
Q Q
= / Vg : AoVug dz
(3.16) 4 2
= / (*AoVv}) : Vug dx
Q

= —/ div (*AgVu}). uf d.
Q

\

Maintenant d’aprés la seconde équation de (3.8), la derniére intégrale de (3.16)

s’exprime de la maniére suivante

- / div (*AoVe}). uf dz = — /div (B*Vuy). uf o+ /vp'g. uf da
(3.17) 2 2 2

= / B*Vuj : Vul d.
Q
Finalement, d’apres (3.15)-(3.17), on obtient la convergence de I’énergie suivante
(3.18) / B.Vu! : Vu: dx —>/ B'Vu} : Vg de.
Q Q

Quatrieéme étape

D’apres la définition du contrdle optimal (cf (1.4)), on a pour tout 6 € Uyq
(3.19) Je(0) > Jc(07)-

En passant a la limite dans I'inégalité (3.19) en utilisant (3.18), on obtient

1 N
(3.20) Jo(8) > 2 /QBﬂVg’S : Vug dz + 5 limsup/Q 0% 2 da.

e—0

En particulier pour § = g5, on a

e—0

(3.21) limsup/ 0% dx S/ 05 ? da.
Q Q
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En utilisant (3.9) et (3.21), on a

(3.22) / 02 da:—>/ 652 de,

Q Q
ce qui prouve (3.4). En utilisant (3.6) et (3.22), on obtient
(3.23) 0 — 05 dans L*(Q)™ fort

Ceci acheéve la démonstration.

4. PROPRIETES DE B!

Nous allons a présent donner un résultat concernant ’ellipticité et la “symétrie” du

tenseur BY.

Théoréme 4.1 Soit B défini par (2.42). On suppose que B est symétrique. Alors
Bt est elliptique et “symétrique”.

Démonstration

On introduit Xﬂm la fonction Y-périodique définie par

(4.1) X = —wP™ 4+ PP,

D’aprés (2.10), la fonction x#™ vérifie

(— div (AV(=x"™ + PP™)) = —Vr#™ dans Y

(4.2) ) div Xﬂm =0 dans Y

2™, r?m Y —périodique et / P dy = 0.
\ Y

Soit Y™ définie par

(— div (BV(=YP™ + PP™)) = —Vrf™ dans Y

(4.3) div Y™ =0 dans Y

N\

ypPm rgm Y —périodique et / YP™mdy = 0.
\ Y
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Finalement en utilisant (4.1), le probléme (2.11) s’écrit

div (tAVYP™ + EBV(—xP™ + PP™)) = V™ dans Y
(4.4) div (™) =0 dans Y
yﬁ m 7«5 ™ Y —périodique.

Maintenant en écrivant & ’aide des composantes ’expression de B! obtenue dans
(2.41), on obtient

(4.5) byl &:/ by 00X " T 5 dy+/ a; %dy.
kI Dy, y oYk y O Oy
opPr™ , :
Puisque 8;/ = 0g¢dm; , on obtient alors le résultat suivant
¢
a(—Yﬂm+P.ﬁm)
tbgkmﬂ /bm dy
(4.6) 'gbﬂm o Yﬁm)
/ oy 0Ty 006" | dy.
! ’ oYk

Le deuxiéme terme du membre de droite de (4.6) est évalué de la maniére suivante

aji dy = Qg —2— 6 d
/y”ayky y 9 oy, Mt

o™
= / ajg Oks 0iedy
Y

0y
ﬁm 7
:/ Qig 8%’ 8Pek y
ooy, Oys

En utilisant successivement (4.2), (4.4) et (4.3), on obtient

oy]™ opp oYl™ ol
aje dy = aje d
Y 3?/3 8ys Y 6y3 8y3

:/ big 8( J Per) 6X§i dy:/ b B(Xjﬂm_yjﬂm) 6)(?1' dy
Y ’ ys 0ys Y ’ 0y 0ys
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De plus, d’apres (4.3) la derniére intégrale s’écrit

Bm Bm i
/b. 00G™ —Yi™) oxg' , _
Y Ys

0ys
Bm i m m i

- [ 2T SOV g, 206" N v
Y ! 0Ys 0ys Y 0ys 0ys

:/ b, a(Xj@m_)/jﬂm) 8(X]em_yfekz) dy+/ ) a(XJ@m_ijﬂm) 8Peki N
Y g 0ys 9ys Y 7t dys 0y

- [ O05™ = ¥7™) D0 =V [ 200" ~ Y™
Y 7 ays 83/8 Y Y 8yk .

Par conséquent la deuxiéme intégrale du membre de droite de (4.6) est de la forme

Bm Bm Bm i i
/[aﬂ ¢ vy 8(X] _Yj )]dy:/bjg 8(XJ Y’B ) 8(X§ _Yek)

dy.
Y 0ys 0ys Y

Considérons maintenant la premiere intégrale dans (4.6). En multipliant la premiere

équation de (4.3) par Y*® et en intégrant par parties, on obtient

o(=yP™ 4 ppm ki
/bej = ;) oY, dy = 0.
Y

0y 0y

par conséquent,

(=YP™ + PP™) 9(—Y}i + Pl O(=Y/™ + P™) ppki
/ bgj j J ( £ 4 )dy — / bEj J J L dy
v Y

ays 8ys 8y8 8y8

ki
J4

Puisque = Ors0iz , 1l en découle

Ys

o(=y/™ + PP™) A(~Y ™ + PP™) g(—y}i + PH)
/ bij dy = / bje
Y Y

dy.
Oy, 0ys 0ys Y
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En utilisant alors la définition (4.6), on obtient

pm pm i i
b= [ o 2B AN
mpBik — 7t Y
o0 = Y7™) a0~ V)
+ [ bje dy.
Y 81/5 3’!/5

Il est alors immédiat de par la forme de (4.7), que B! est & la fois elliptique et

“symétrique”.
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CHAPITRE II

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

DANS UN MELANGE DE FLUIDES
AVEC INTERFACE OSCILLANTE

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier un probleme de controle optimal dans
un mélange de fluides. Plus précisement, on considére un mélange de deux fluides
newtoniens, homogenes et incompressibles occupant des sous-domaines d’un domaine
Q CIR™! (n =1 ou 2). Ces fluides sont séparés par une interface dont la forme est
déterminée par une fonction rapidement oscillante de période € > 0 et d’amplitude
hy > 0.

On suppose que la vitesse et la pression des deux fluides obéissent aux équations de
Stokes. A D'interface, les conditions de transmission sont données par la continuité de
la vitesse et de la composante normale de tenseur des contraintes (les effets de tension

de surface a travers U'interface sont négligés).

On associe a ces équations un probleme de controle optimal. On va étudier le com-
portement limite des solutions lorsque la période d’oscillation € tend vers 0. Pour
ce faire, on utilise comme outils mathématiques : I’homogénéisation classique ( voir
Bensoussan-Lions-Papanicolaou [4] et Sanchez-Palencia [15]) et le résultat de com-
pacité de Murat [11].

Ce travail est basé sur I’étude mathématique effectuée par Baffico & Conca [3] pour
le probléme de Stokes, par Brizzi [5] pour un probléme de transmission et par Baffico
& Conca [1], [2] pour un probléme de transmission en élasticité.

Ce chapitre se déroule de la maniere suivante. Dans le deuxiéme paragraphe, on

présente le domaine d’étude avec son interface oscillante, le probleme étudié défini
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dans ce domaine, ainsi que la définition du contréle optimal associé a ce probléme.
Dans le troisieme paragraphe, on introduit le probleme adjoint et on présente le
principal résultat de convergence concernant le probleme adjoint. Dans le quatrieme
paragraphe, on démontre les résultats annoncés dans le paragraphe précédent. Dans le
cinquieme paragraphe, on démontre un résultat de convergence concernant le contréle

optimal. Dans le sixi¢me et dernier paragraphe, on présente le cas Q C IR%.

2. PRESENTATION DU MODELE
2.1. Géométrie

Soit n =1 ou 2. Soit Y =]0,1[" et Q =0, L;[™ avec L; >0, i =1,..,n.

Soit h: Y — IR, h > 0 une fonction réguliere qui vérifie

i) hlay = hy ot hy = max{h(y) | y € Y} et hy > 0.
ii) 3 yo € Y tel que h(yo) =0 et Vyh(yo) = 0.

Soit z, €IR*. On définit le domaine © CIR™* par Q = Qx] — 29, zo| et T le bord de
Q par T'= Q x {—20} U] — 20, 20[U Q x {20}

Définissons a présent la cellule de réference :

Pour cela on va au pralable introduire les sous-ensembles suivants :

Q1 ={(y,2) €Y xR | h(y) < z < 2}
Q; = {(y,Z) €Y xIR | —2p <2< h(y)}7
qui sont séparés par l'interface définie par

I ={(y.2) € Y xIR | h(y) = 2}.

Par conséquent, on a la décomposition suivante de la cellule de réference A (voir figure
1) :
A= Q% U Fl UQl = (YX] — Z(),Z()D
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L’intersection de A avec I'hyperplan {Z = z}(0 < z < hy) donne Y x {z} de la forme

suivante (pour Y') comme dans la figure 2 :
Y =Y*(2) Uy(2) UO(2),

Y*(z) ={y €Y | h(y) > 2}

O(z) ={y €Y | h(y) < z}

v(z) ={y €Y | h(y) = 2}

Soit € > 0. On étend h par Y-périodicité alR, on restreint cette fonction a Q (on

notera encore cette fonction par h). On définit h® par :
.’I; ~
h®(z) =h(=) =xe€Q.
€
On introduit maintenant les sous-ensembles de {2 suivants :
Q5 = {(z,2) € A xIR | h°(z) < z < 2}
Q5 = {(z,2) e AxIR | — 2 < z < h¥(x)},
qui sont séparés par l'interface rapidement oscillante définie par
I = {(z,2) € QxR | h¥(z) = z}.
On obtient donc la décomposition de €2 suivante (voir figure 3):
Q=0QfuUl*uUQs.

Et pour finir, on définit I'ouvert limite comme suit :
Q1 = QOx]h, z0], Qm = 2%]0, hy], Q2 = Qx] — 2o, 0] (voir figure 3).
On peut remarquer que = QU Q,, U Qs.
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2.2. Probléme étudié

Soit uf la viscosité du probleme définie par

B = pixes + p2xos,

ou p1, p2 > 0, p1 # p2 et xo: correspond a la fonction caractéristique de €f (1=1,2).

Notation : On notera par @ = (v, v,11), un vecteur de IR™*1,
Dans tout ce qui suit, C' désigne différentes constantes positives indépendante de e.
On note par | . | la mesure de Lebesgue en dimension n. On designe par (e;)i<k<n 1a

base canonique de IR™ et par y; la k—iéme composante de y € IR™ dans cette base.

n+1l un convexe fermé

On définit le contrdle optimal comme suit. Soit U,q C L?(Q)
non vide. Soit N > 0 une constante. Pour § € Uy I’équation d’état est donnée par

le probleme de Stokes suivant
— div (2uce(@)) = f& — Vp© + 0 dans Q
(2.2.1) div @® = 0 dans Q

u° = (Q sur 0f2.

ou (u°, p°) sont respectivement la vitesse et la pression du fluide, 0 est le controle
et fe la densité des forces extérieures définie par fe = fixgi + f_QXQ; avec fz €

L2(Q)™*! (4 =1,2). Le tenseur des déformations e(u°) est donné par
e(u®) = 5 Vi + *VaE ).

La fonction cofit nous est donnée par

= 1

(2.2.2) Je(0) = 2 /Qe(ﬂ's) ce(d®) dr + g /Q 162 da.

—

Le controle optimal é'i est la fonction dans U,q qui minimise J.(f) pour g € Uyg, €n

d’autres termes

(2.2.3) Jo(02) = min J,(6).
0€EU, 4
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Ce type de probléme s’inspire des problémes de Lions [10], il admet donc une unique
solution 05 € Uy,q (voir Lions [10]). Notre but est d’étudier le comportement limite

de é;f lorsque € — 0. En particulier, nous verrons que (par extraction de sous-suites)
(2.2.4) e — 6, dans L2(Q)"*! faible.

Notre objectif est de caractériser 0, comme étant le controle optimal d’un probleme
limite et, bien entendu, identifier ce probleme limite.

L’homogénéisation du probléeme stationnaire du type (2.2.1) a été effectuée par Baffico
& Conca [3]. Concernant le contréle optimal, I’étude a été faite par Saint Jean
Paulin & Zoubairi [12] dans le cas d’un mélange de deux fluides dont 'un est réparti
périodiquement dans lautre. Kesavan & Vanninathan [9] se sont placés dans le cas
périodique pour un probleme dont I’équation d’état est un probleme elliptique du
second ordre avec des coefficients rapidement oscillants. Dans un cas plus général,
Kesavan & Saint Jean Paulin [7] et [8] ont étudié le probléme de controle optimal avec
la topologie de la H-convergence dans le cas non-perforé et perforé.

Dans ce chapitre, on adapte ces méthodes pour le probleme de Stokes dans les do-
maines non perforés en utilisant les techniques utilisées par Baffico & Conca [2] et [3],

par Kesavan & Saint Jean Paulin [7] et [8], et par Saint Jean Paulin & Zoubairi [12].

Définition 2.2.1 On définit L3(Q) par

@ ={se2@| [ o) ay=o}.
Le probleme (2.2.1)-(2.2.3) peut étre réduit en systéme d’équations en introduisant
’état adjoint (%,p¢) € HY(Q)" ™! x LZ(£2). On obtient alors
[ — div (2pce(@)) = f* — Vp© + 0 dans Q
div (2ufe(v®) —e(@®)) = —Vp'® dans Q

(2.2.5) !
div @€ = div ¥* =0 dans Q

( uf =0° =0 sur 012,

le controle optimal 05 est caractérisé par 'inégalité variationnelle

(2.2.6) 0 € Uyy ot / (T + NGO G5) do > 0Y G € Uyg.
Q



Controéle optimal dans un mélange de fluides avec interface oscillante. 35

3. RESULTATS DE CONVERGENCE
3.1. Probleme adjoint homogénéisé

Soit p = u(y, z) (ouy €Y et z €]0, hq[), la viscosité donné par :

1Y, 2) = p1Xo(z) (Y) + B2 Xy +(z) (Y)-

Nous allons introduire des fonctions tests solutions du probleme de Stokes définies sur
Y. Ces fonctions, introduites par Baffico & Conca [3], sont liées & ’équation d’état.

Soit 1 < k,I < n. Soit (x*',r§") solution de

— divy, (2u ey (—x* + P™)) = -V, r# dans Y

(3.1.1) divy x* =0 dans Y

Xkl, rk Y-périodiques,
1
ot PF = §(ykgl + ylgk). On définit M* la matrice n x n par M* = ey(ﬂkl).
On peut noter que [Mkl]ij = %(&k&]l + 5,~l<5jk) V1 <1,5,k, 1 <n.

On définit E* la matrice carrée d’ordre n + 1 par :
1 .
[Ekl]ij = 5(6zk6ﬂ + (Sil(sjk) V1 S 1,7, k,l S n + 1.

Comme p = p(y, z), le probleme (3.1.1) est paramétrisé par z €]0, hq|.
Pour chaque z €]0, hq[ fixé, le probléme (3.1.1) admet une unique solution dans
(H; (Y)"/R) x L§(Y) (voir Sanchez-Palencia [15] ou Baffico & Conca [6]).

A présent, on considere le probléme périodique suivant

— divy(p Vy(—¢® + 2yx)) = 0 dans Y
(3.1.2)

©F  Y-périodique.

De méme le probléme (3.1.2) est paramétrisé par z €]0, hy[. Pour chaque z fixé, ce

probléme admet une unique solution dans H'(Y) & une constante additive pres.
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Soit A(z) le tenseur d’ordre quatre dont les coefficients sont donnés par

2,u1[Ekl]7;j hi1 < z<z

(3.1.3) QAijkl = § Gijkl 0<z<h 1<4,53,k,l<n+1

QNQ[Ekl]ij —zp<z<hy

avec
.
/2u [ey(_zkl_i_ﬂkl)]ij dy 1<i,5,kl<n
Y
1 O(—¢* + 2
2 )y Oy
1 o(—¢' +2
5//1#&7; 1<3,l<n j,k=n+1
Y Yi
(3.1.4) Qg =4 1 O(—o" + 2y) , :
— | p————dy 1<j3,k<n l=n+1
2 )y Jy;

1 o(—p! +2
_/uwdy 1<jl<n i k=n+1
2 )y y;

1
5/2udy 1,7, k,l=n+1

\ 0 sinon.
Ce tenseur (introduit par Baffico & Conca [3]) est le tenseur homogénéisé 1ié a

I’équation d’état. De la méme maniere, nous allons introduire d’autres fonctions

tests, liées cette fois-ci a I’état adjoint.

Soit (1™, rk!) solution de

— divy (26 ey (P™) + ey (—x* + P)) = =V, 75 dans ¥

(3.1.5) div, 9" =0 dans Y

P rB Y-périodiques,
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Pour chaque z €]0,hy], le probleme (3.1.5) admet une unique solution dans
(Hﬁl(Y)"/IR) x L3(Y).

Comme pour le probléeme (3.1.2), on introduit le probléme scalaire suivant

— divy (2p Vyib* + Vi (—¢F + 2yx)) = 0 dans Y
(3.1.6)
Y*  Y-périodique.

Pour z €]0, hy[ fixé, ce probleme admet une unique solution dans H'(Y) & une con-
stante additive pres.

Soit B(z) le tenseur d’ordre quatre dont les coefficients sont donnés par

[Ekl]ij hi < z< 20

—~——

(317) bijkl = bijkl 0<z<h 1<4,5,k,l<n+1

[Ekl]ij —zp<z<Mh

avec

[ (20 @), + e+ 2],) o 1<k <
Y

ok I(—pF +2
21 815- + (908; )

)dy 1<i,k<n jl=n+1

o n O(—¢' + 2y;)

dy 1<1,l< j, k= 1

2u )dy 1<j,k<n 4l=n+1
8yj Byj

l N | 2
2ug¢,+a( %J.r y’)) dy 1<jl<n ik=n+1
Y; Y

(
(

(3.1.8) biju = 4 i /Y ( Y* (=" + 2y
(

1,5, k,l=n+1

—_

\ 0 sinon.
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Enonons un résultat concernant certaines propriétés du tenseur A.

Proposition 3.1 (Baffico & Conca [3])
Les coefficients de A (voir (3.1.3)) vérifient :

a) aijki(2) = apij(z) = aiie(z) V1 <i4,5,k,l<n+1, Vze€]— 2,z

b) il existe o > 0 tel que pour toute matrice symétrique carrée & d’ordre n + 1,

A()€: &> a € Vz €] — 2, 20].

A présent, on va exhiber certaines propriétés de symétrie et d’ellipticité concernant

le tenseur B.
Proposition 3.2 Les coefficients de B (voir (3.1.7)) vérifient :

a) bijkl(z) = bklij(z) = bijlk(z) Vi<, g, kl<n+1, Vz E] — Zo,Zo[

b) il existe B > 0 tel que pour toute matrice symétrique carrée & d’ordre n+ 1,

B(2)¢:&>pE: & Yz €] — z0,20[

Démonstration

On adoptera tout au long de cette démonstration la convention de sommation des
indices répétées.

Pour démontrer le a) de la proposition, nous allons tout d’abord étudier les coefficients
de B lorsque 1 <1,7,k,l < n.

La symétrie de ces coefficients est évidente lorsque z €|hq, 20| et z €] — 2o, h1|.

Intéressons-nous au cas ou z €]0, h1[. Dans ce cas (cf (3.1.8))

(3.1.9) bijri = bfz;/kl = /Y (2/‘ [ey(fkl)]ij + [ey(_Xkl +Bkl)]ij) dy.

Nous allons transformer I’expression ci-dessus de maniére a obtenir une écriture

symétrique. Pour cela, nous allons nous inspirer de [9], [12] ou [14].
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Soit (Y*, rk) solution de
3

— div, (2p e, (~Y* + P*)) = -V, 7k dans Y

(3.1.10) div, Y* = 0 dans Y
YE pE Y opériodiques,

En introduisant Xkl, solution du probléeme local précédent, les coefficients (3.1.9) se

réecrivent de maniere suivante :

—

bijri = / [6y(—K“+Bkl)]U dy
Y

(3.1.11) +/Y <2M [ey(ﬂkl)}zj _ [ey( Ykl)L_j> dy.

Dans le membre de droite de l'expression précédente, la premiere partie de

lintégrale est évaluée de la maniére suivante (en utilisant notamment le fait que

ey )], = ley ()],) -

/}/2/‘ [ey %

2/1' kl) 5Bz mj dy

[ey (P)] gm Y-

/
= [ 1 [ B + B510ms)
= [,

En utilisant successivement (3.1.1),(3.1.5) et (3.1.10), on obtient
| 2 )] e @) = [ 20 (6] 5 e (10,

ey — P ey (0] 1

Il
—

ey (¢ = YM)] . [ey 0] 5
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De plus, d’aprés (3.1.10), la derniére intégrale s’exprime comme suit

[l =¥ e x)], d =
= [ Ll =¥ ) [en -], [

= /Y [ey(Xkl_Zkl)}ﬁm [ey(Xij_Xij)}ﬂm dy+/y [ey(xkl_xkl)}gm [ey(ﬂij)]ﬂm dy

= [t =Y, e x = Y, i+ [ e = ¥4,

[ey (Xkl _Xkl)} Bm [ey (XU)} Bm. dy

Par conséquent la deuxieme intégrale du membre de droite de (3.1.11) est de la forme

Considérons a présent la premiere intégrale de (3.1.11).
En multipliant la premiére équation de (3.1.10) par Y% et en intégrant par parties,

on obtient
/Y ey (<YM 4 PR (e, (V)] dy = 0.

g 1
En utilisant le fait que [ey (B”)] pm = 5 (55i(5mj + (ng(Smi), on obtient

/Y[ey(_zkl_i_ﬂkl)]ﬂm [ey(_z’ij +£ij)]ﬂm dy — /Y[ey(_zkl_{_gkl)]ﬁm [ey(Bij)]ﬁm dy

— [ les(-Y* + P

En utilisant alors la définition (3.1.11), on aboutit a

bfiyv'kl :/ ey(—Xkl + Py . ey(—Xij + P dy
(3.1.12) Y
Y - —

Il est alors immédiat de par la forme de (3.1.12), que les coefficients de B vérifient

bijki = briij-
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D’autre part, comme e, (P*) = ¢, (P™), alors par unicité du probleme (3.1.1), on a

Y = Xtk (a une constante additive pres), par conséquent b;jx; = bjjik-

Nous allons & présent étudier les coefficients b;jz; lorsque i =k =n+1let 1 < j,1 < n.
D’apres la définition de B (cf (3.1.7)), ces coefficients sont symétriques lorsque
z € |hi,z0] et z €] — 29, h1[. Pour démontrer la symétrie des bn+/1;;+1l lorsque
z €]0, hq[, nous allons procéder comme précédemment :

ces coefficients sont de la forme

— 1 O(—¢' + 2y) !
1.1 a1l = = 2 .
(3.1.13) bnt1jn+1 4/Y< ;3 + Mayj dy

On introduit 7% solution de

—Ay(—7* +2y;) =0dans YV
(3.1.14)

F  Y-périodique.

L’expression (3.1.13) se réécrit de la maniere suivante (en utilisant %) :

—~ 1 [ O(—7"+2y
bptijn+u = 1 /Y % dy
j

1 ot o(p —Tl)>
+= 2 - dy.
4 /y ( uayj dy; Y

En utilisant exactement la méme technique que précedemment, on obtient (en utilisant

(3.1.2), (3.1.6) et (3.1.14) )

Ot 1/ At —7h) 0(p? —77) /8(90l—7l)
2, 2V _ 2 dy+ | 22T gy
/y Mayj 2 )y O O0yk Y y Oy Y

(3.1.15)

Par conséquent,

/Y (2u3¢’ B 8(wl—rl)) dy = l/ya(sol—fl)a(soj—fj) .

dy; 0y; 2 Ok Ok

En ce qui concerne la premiére intégrale de (3.1.15), on considere 7' solution de
(3.1.14) : on multiplie la premiére équation par 77 et on intégre, on obtient

/ o(—7t +2y;) 019
% Oy Oy,

dy =0,
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il en découle

_ Al _+J . 1
/ O(—1" +2y;) O(—77 + 2y,) dy:2/ o(—7" + 2y;) .
Y Oyx Oyx v

On aboutit finalement a ’expression suivante

__ 1 .
bnt1jntr = §/ V(=7 +2y,).V (-7 + 2y;) dy
(3.1.16) Y

1 ) )
+—/ V(p' = 7).V (¢ —7) dy.
8 Jy

—~——

De part la forme de (3.1.16), on a clairement b,11jpt11 = bn+:;;+1j. De plus par

construction de B, on a byy1in+1j = bpt1ijn+1. De méme, pour les autres termes non

nuls de B, on obtient (en utilisant la méme méthode) :

bi n+1l k n+1 — bk n+1l ¢ nt+l = bz n+1 n+l k

bi n+1l nt+ll = bz n+1l1l ntl = bn+1 lin+tl

—~—— —~—— ——

brnt1 j k nt1 = bnit1 j nt1 &k = bk ngt nt1 j-

Ceci démontre le premier point de la proposition.

Pour le deuxiéme point, tout d’abord Dellipticité de B est évidente lorsque z €]h1, zo[

et z E] — 20, hl[

Lorsque z €]0, h1[, d’apres la forme des b:-;;l 1 <id,5,k,1 <n (voir (3.1.12)) et la
forme des bn+/1—;';+1l 1 < 4,1 < n (voir (3.1.16), le tenseur B est elliptique et donc

vérifie le point b) de la proposition. Ceci achéve la démonstration.
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Nous allons introduire le probleme homogénéisé :
Soit (@, p) et (¥,p') € (H* ()" x L%(Q))2 solution de

[ — div (A e(@) = f = Vp+ 6 dans Q
div (A e(¥) — B e(@)) = —Vp' dans Q

(3.1.17) .
divid = div v =0 dans Q2

(4 =v=0 sur 01},

ol f est la limite faible de f& dans L2(Q)"+! qu’on précisera ultérieurement (cf
(4.1.17)).
Remarque 3.3 D’aprés les propositions 3.1 et 3.2, le probleme (3.1.17) admet une

unique solution.

3.2. Résultat principal

Théoreme 3.4 Sous certaines hypothéses de régularités concernant les solu-
tions de (3.1.1), (3.1.2), (3.1.5) et (3.1.6) (détaillées au paragraphe 4) les solu-
tions (@°,p°) et (U%,p'®) de (2.2.5) vérifient @€ — 4 dans H'(Q)"t! faible, @ —
7 dans H*(Q)" 1 faible, p® — p dans L3(Q) faible, p'® — p' dans LE(QY) faible ou
(i,p) et (U,p') sont solutions unique de (3.1.17).

4. DEMONSTRATION DU RESULTAT DE CONVERGENCE
Le but de cette partie est de démontrer le théoreme 3.4.

4.1. Estimations a priori

On pose

(4.1.1) £° = 2ufe(u®),

et

4

(4.1.2) q° =2ufe(0°) — e(u®).
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Proposition 4.1 les suites (4%, p°),(V5,p'), & et ¢° satisfont les convergences

suwivantes
(i — @ dans H'(Q)™ ! faible
7 — ¥ dans H*(Q)"*! faible
p® — p dans L3(S2) faible
(4.1.3) g
p'® = p' dans LE(Q) faible
€8 — & dans L2(Q)nT1xn+L faible
( ¢° — q dans L2(Q)" 1>+ faible.
Démonstration

Si on utilise 4 comme fonction test dans la premiere équation de (2.2.5), on peut

facilement voir qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ tel que
(4.1.4) 145 || e (@yntr < C,

et donc, par extraction de sous-suites (encore notée €), on a

(4.1.5) i® — i dans H'(Q)"** faible.

De méme, en multipliant la deuxiéme équation de (2.2.5) par ¢%, en intégrant par

parties et en utilisant (4.1.4), on obtient

(4.1.6) |7 1 (@)n+r < C,

par conséquent, on peut extraire une sous-suite telle que

(4.1.7) 7 — ¥ dans H'(Q)""! faible.
Maintenant, comme ||div (2u°e(%®))|| -1 (@)n+1 est bornée , on a

(4.1.8) ||Vp6||H—1(Q)n+1 < C,
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or d’aprés Temam [16], ceci implique que

(4.1.9) Pl < G

il en découle,

(4.1.10) p® — p dans L2(Q) faible.
Le méme raisonnement nous donne

(4.1.11) p'® — p' dans L3(2) faible.

La bornitude de ||£°|| ;- (@)(n+n2 provient de (4.1.4) et par conséquent (extraction de

sous-suites)
(4.1.12) ¢¢ = ¢ dans L2(Q)™D” faible

De méme la bornitude de ||q5||L2(Q)(n+1)2 provient & la fois de (4.1.4) et de (4.1.6), on

en déduit a une sous-suite pres

(4.1.13) ¢° — q dans L2(Q)™+D” faible.

Comme (@°,p®) et (¢, p'¢) sont solutions de (2.2.5) et comme la proposition 4.1 est

satisfaite alors on obtient au sens des distributions que (@, p), (¥, p'), € et g vérifient
(— div (¢) = f — Vp+6 dans Q
div (¢) = —Vp' dans

(4.1.14) !
divid = divv=0dans Q

(4 =7=0 sur 01},

ol f est la limite faible de f& dans L2(Q)"*!. On peut identifier cette limite (cf [3]

ou [5]). En effet les fonctions caractéristiques xo: (i = 1,2) vérifient

(4.1.15) xo: —p et xo; — (1 — p) dans L™(Q) faible x,
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ou
1 dans €24
(4.1.16) p(z,z) = 10@)] dans €2,
Y]
0 dans €29
On a alors,
(4.1.17) fef=flp+ f_é(l — p) dans L*(Q)™* faible.

Proposition 4.2 (Baffico & Conca [3])
Sous les hypothéses (4.2.1), (4.2.4) et (4.3.1) (introduites ultérieurement), on a

§ = Ae(a),
ou A est défini par (3.1.4).

Pour démontrer le théoréeme 3.4, il nous reste donc & montrer que ¢, 4 et ¢ sont liés

par la relation

(4.1.18) q = Ae(?) — Be(i).

Dans ce qui suit, on va identifier la matrice ¢, cela permettra d’identifier le tenseur
B. Pour cela on va utiliser la méthode de Baffico & Conca[3]. Cette identification

s’effectue différemment suivant la région géométrique ou l'on se situe (21, 2, ou Q).

On sera amené a voir par la suite que dans €2 et (25, cette identification ne pose aucun
probleme particulier. Par contre dans 2,,, il y aura trois étapes : dans un premier
lieu on identifie les composantes [¢];; de ¢ pour 1 <4, j < n, par la suite on identifie
[@]n+1 j pour 1 < j < n et pour finir on identifie la derniere composante de ¢ a savoir
[¢ln+1 n+1. Pour ce faire, nous allons utiliser les fonctions tests introduites dans
le paragraphe 3, pour construire d’autres fonctions. Celles-ci vont nous permettre
notamment d’user de la méthode de I’énergie ( cf Bensoussan,Lions & Papanicolaou
[4] ou Sanchez-Palencia [15]).
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4.2. Identification de [¢];; 1 <i,j <n dans ,,

Dans ce qui suit, nous allons d’'une part, construire les fonctions tests qui vont nous
permettre donc l'identification de [g];; 1 < ¢,57 < n et d’autre part, introduire des
conditions de régularité a satisfaire concernant ces dites-fonctions et finalement établir

I'identification.
Soit wkt = —x* + P et o® = 2pe, (w*) ot (x*, r5") est solution de (3.1.1).

On suppose que (K’“l,r’fl), comme fonction des variables (y,z) € Y x]0, hq[, vérifie

I’hypothése suivante de régularité

a)x* € L} (0, h, H{ (Y)™) N (L} (10, ha[xTR™))"
(4.2.1) 9 1<4,57<n
b) 5, (X*)i) € Lio (0, ha, LE(Y)™) N Lo (10, ha[XTR)

On définit les fonctions suivantes (extensions par Y -périodicité 3 IR" ! et restrictions
a Q)

Qs’kl(l‘,z) —cw

(422) i) = (2, 2)

Il est facile de voir que

divy (0°*) = =V r* dans Q,,
(4.2.3)
div, (w®F) = div, (P*) = 63, dans Q.

Nous avons besoin du résultat suivant de compacité de Murat[11] :

Lemme 4.3 S’ il existe p > 2 tel que (gn)n soit une suite bornée de W—1P(Q) et tel
que (gn)n > 0 au sens des distributions ie :

Vo € D(Q) telle que ¢ > 0 alors Vn > 0 < gn, ¢ > > 0.
Alors (gn)n appartient a un compact de H=1().
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. Kl o .
Si on suppose que 77" vérifie

a) il existe p > 2 tel que r&™* e LP

loc(£m), localement borné

(4.2.4)
b) (982 (7‘

) > 0 au sens des distributions,

Alors en utilisant, le lemme 4.3 et 'hypothése (4.2.1), on a le résultat suivant

Proposition 4.4 (Baffico & Conca [3])
Supposons (4.2.1) et (4.2.4). Alors V Q' CC Q,,, on a les convergences suivantes

a) ws* — P* dans HY(Q')" faible

b) %(( ©k0);) = 0 dans L*(Q)™ fort 1<i<n
(4.2.5) ¢) r&F 0 dans L2(Y)" faible

d) 88z( =Y =0 dans HH(Q)" fort 1<i<n

e) o — oM = my (2ue, (W) dans L2(Q)™ ™ faible.
De la méme maniére, on suppose que la solution (ﬂ ,75) de (3.1.5), comme fonction
de (y, z) € Y x]0, hy[, satisfait I'hypothese de régularité suivante

a)ﬁkl c LfOC(O’ h1, Hﬁl(Y) ) (Lloc(]o’ hl[xmn))n
(4.2.6) P L<ij<n
b)a ((%kl)z) < L120C(0’ hi, Li?(Y)n) N L120(:(]07 hl[XIR)

On définit (=, ry*") par

%67’“(.’1:,2) —¢ gkl(E,Z)

,kl
T; ($7Z)_T’5l(5az)

™

(4.2.7)

avec cette définition on obtient aisément

— div, (2u€ ey (f"’kl) + eg (we’kl)) = -V, rg’kl dans Q,,
(4.2.8)
div, $** = 0 dans Q,,
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Si on suppose de plus que rg’kl vérifie

a) il existe p > 2 tel que r5* € L?

1OC(Qm), localement borné

(4.2.9)

0
b)a (rg’kl) > 0 au sens des distributions,

Alors en utilisant, le lemme 4.3 de compacité de Murat, on a le résultat suivant

0
—(rg’kl) —0dans H ' Q)" fort 1<i<n

(4.2.10) o

Enonons le résultat de convergence concernant ces fonctions,

Proposition 4.5 Supposons (4.2.1) et (4.2.4). Alors ¥V Q' CC Q,,, on a les conver-

gences sutvantes

a) Y=* —~ 0 dans HY(Q')" faible

ag((we”“’)z-) — 0 dans LX) fort 1<i<n
z N —

¢) 1™ —~ 0 dans L2(QY)" faible.

(4.2.11) b)

Démonstration On utilise les résultats concernant la convergence de fonctions

périodiques.

Nous allons a présent montrer le résultat principal de ce paragraphe

Proposition 4.6 Si (4.2.1), (4.2.4),(4.2.6) et (4.2.9) sont satisfaites,
alors [¢°]k — [q]k dans L2(Qy,) faible (a une sous-suite prés) V1 < k.l < n ot

4] = L‘ i {/Y?u ey (—x" + PY)]k dy}[e(q_o)]ij
(4.2.12)

—N
h<

(20 feu 0l + fen ' + 2t ) et
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Démonstration

Soit ¢ € D(Qy). Soit w* = (w* 0). On multiplie la deuxieéme équation de (2.2.5)

par ¢w**! on intégre par parties et on utilise (4.1.2), on obtient
(4.2.13)
/ V' (g *) daedz = — / (¢°V ). drdz + / (@) : V= ¢ dedz
U U U

- /2/1,66(176) : VaE* ¢ dadz.

Qi
Apres quelques calculs élémentaires sur la deuxieme et la troisieme intégrale du mem-
bre de droite, il en découle

—/Vp'e.qﬁu_)'e’kldmdz = _/( Vo). F drdz +/ew( )t ep (W) ¢ dwdz
Qp,

Qm Qm

(4.2.14) | —/ 20 e (v°) 1 ep(wSF) ¢ dadz

[ 3 Wl e (@)

\ Qm j=1

Soit zﬁs’kl = (gs’kl,O). On multiplie la premiére équation de (2.2.5) par ¢Je’kl, on

intégre par parties et on utilise la définition (4.1.1), on aboutit a (aprés quelques

calculs)
(4.2.15)
/( 75— VpF + 0). M dadz = /(SSVQS).JE’M + / 2pfe, (uf) : ex(Y°M) ¢ dudz
Qm Qm
«/ Z € s o (), dad.

On integre par parties la deuxiéme intégrale du membre de droite, il en résulte

(4.2.16)
JiF = 95 8900 dndz = [0 )54 — [ diva (2uen(w ). () dads
Qp Q,, Q. ¥

. - / 2ucer (Y )V o). u drdz

+ 3 € b o (0))¢ ded

\ B j=1
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En utilisant I'équation vérifiée par ¢** (voir (4.2.8)), on obtient
(4.2.17)

/( & = Vp© +0).¢" M dudz = /(gw).&:“ - / u® divy (e (W) ¢ dudz
) /V Y’ okl (pu®) dxdz — /(2ueez(gs’kl)v$¢) 4 drdz
b3 s (07,6 dad
\ P j=1

En intégrant a nouveau par parties la deuxieme intégrale, on a

(4.2.18)
/(f6+0) b ddz / VpF $ie R ddz = /(5%) G [ea(u) s eaw™)o dad
Qm
/ Vors ™ (us) dxdz—/ (2u€ew(1j)e’kl)v$q§) u® drdz
5 ¥
) / (ex (W ™)V, ).u° dzdz
Qm
b3 s (07,6 dad
\ Qm Jj=1

En additionnant (4.2.14) et (4.2.18), on aboutit &

( — — — —

/(fe + 0).¢9p" M dwdz — / Vs .= R dedz — / V' .pws* dadz
Q Qm

= /( V). drdz — / 2ufe, (v°) : ey (WS¢ dadz

m

(4.2.19) X / Z (¢ In+1i 5= 8 w*) ;)¢ dzdz +/(£€V¢) ekt

/ Vore™ (¢uf) dedz — / (b°*V ). u® dadz
Q

m

b3 € e (5,6 d

\ Qm j=1

ou

(4.2.20) be,kl — 2u6€w(¢€ kl) + e$( €, kl).
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On obtient facilement que (en utilisant notamment le probleme (3.1.5))

div, (b=F) = —erg”“l dans €,,.

Nous allons & présent passer a la limite dans (4.2.19). Pour ce faire, nous avons besoin

d’établir quelques résultats préliminaires.

En utilisant la définition (4.2.20) et les arguments classiques a propos de la conver-

gence des fonctions périodiques, on conclut que pour tout Q' CC Q,,,

(4.2.21) bR bR =my (2pe, (¥) + e, (w!)) dans L2(Q)"*" faible
B et div,(b*) = 0 dans Q,,.

D’apres la convergence (4.2.5) a), on a
(4.2.22) wS* — P = (PF 0) dans L2(Q')™ fort
De méme, d’aprés (4.2.11) a), on a

(4.2.23) =k — 0 dans L2(Q')™ fort

A présent, intéressons-nous au membre de gauche de (4.2.19)

Concernant la premiere intégrale, d’apres les convergences (4.1.17) et (4.2.23), on a

(4.2.24) /{(2 fE+0).¢9p"* dadz — 0

On intégre par parties la deuxieme intégrale, en utilisant le fait que
div(=*) = div, (¥*) = 0 (cf (4.2.8)), on obtient

(4.2.25) - / Vp©. R dadz = / p° MY pdzdz,
Qi

m

mais d’apres les convergences (4.1.10) et (4.2.23), il en découle

(4.2.26) —/ V. ¢ dzdz — 0.
Qp
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De méme en intégrant par parties la troisieme intégrale et en utilisant le fait que
div(@eF) = divy(P™) = 0k (cf (4.2.3)), on aboutit &

(4.2.27) — / Vp'e.pwFdedz = / p'® divy (P*) ¢ dodz + / PPV ¢ drdz,
Qm

m Qm

en utilisant les convergences (4.1.11) et (4.2.22) dans le membre de droite ci-dessus

et en intégrant par la suite, on obtient

(4.2.28) — / V' .M dedz — — / vy .¢PFdxdz.
Qm Qm

Regardons & présent le membre de droite de (4.2.19) :

D’apres (4.1.13) et (4.2.22), on a facilement

(4.2.29) — / (¢°V ¢) i M drdz — — / (qV).PFdadz.
Qm Qpm,

Concernant la deuxieme intégrale, on intégre par parties et on utilise le probléeme que

vérifie les fonctions o= (cf (4.2.3)), cela nous donne

( —/ 2fey (v°) : ex (W) p dadz =
Qp

(4.2.30) { = / v°. divy (0" ¢ dzdz + / (05FV L ¢).v° dadz
Qp

Qpm

On intégre par parties la premiere intégrale du membre de droite de la derniere égalité

Qe.eri’klgb dxdz +/ (05FV ) v° dadz.
Qm

m

8 €
de (4.2.30), en utilisant le fait que div,(v®) = —%, il en résulte
z
(4.2.31)
a €
— /gueem(ye) : ez(w’g’kl)q& drdz = — /Qr’f’klye.vmgb dxdz -I—/Q %ri’klcﬁ dxdz

+/ (05FIV p).0® dadz.
Q

m

On passe a la limite dans le membre de droite de I’égalité précédente, en utilisant

(4.1.7), (4.2.5) ¢) pour la premiére intégrale. Pour la deuxieme intégrale, on integre
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par parties et on utilise (4.2.5) d), (4.1.7) et (4.2.5) ¢). Pour la dernieére intégrale, on
utilise (4.1.7) et (4.2.5) e). On aboutit a

(4.2.32) - /Q

ce qui donne apres intégration par parties,

(4.2.33) —/ 2ufe, (1) : ex (W) p drdz —)/ oM ey (v)¢ dadz,
Qpm, Qm

2ufey (v°) : ex (W) ¢ dedz — / (o*V 4¢).v dadz,
Qp,

m

Maintenant en utilisant les convergences (4.2.5) b) et (4.1.13), on obtient pour la

troisieme intégrale

(4.2.34) —/Q Z [qE]nﬂj%((wE’“)j)qs dzdz — 0.

m j:]_

Comme les convergences (4.1.12) et (4.2.11) a) ont lieu, on a

(4.2.35) /Q (£5VP) .45 dzdz — 0.
De méme en utilisant (4.1.5) etm(4.2.21), on obtient
(4.2.36) - /Q (b5FV ). u€ dedz — — /Q (b*'V 1 4). u dzdz.
D’apres (4.1.5) et (41.712.8) (en intégrant par parties;, on a
(4.2.37) /Q Vors™ (uf) dadz — 0.
Finalement, pour la derniere iITtégrale, d’apres (4.1.12) et (4.2.11) ¢), on a
(4.2.38) /Q Z‘; [5€]n+1j%((f’“)j)¢ dzdz — 0.
m =

En utilisant (4.2.24)-(4.2.26), (4.2.28), (4.2.29) et (4.2.33)-(4.2.38), l’expression
(4.2.19) devient a la limite

— /Vp'.¢ﬁkldxdz = —/ (qV$).P*dzdz —/ o™ ey (v)¢ drdz
(4.2.39) Om m m
— / (bF'V 4 ¢). u dzdz

Qp
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En intégrant par parties le membre de droite de 1’égalité ci-dessus et en utilisant la

deuxiéme équation du probléme (4.1.14) et I'expression (4.2.21), on obtient

0= / q:e(P")¢ dzdz —/ o™ e, (v) ¢ dedz
Qpm, Qm
(4.2.40)
+/ ex(u) : b ¢ drdz.
Q

m

Or comme [e(ﬁkl)] [M kl] on obtient donc au sens des distributions
(4.2.41) [l =Y [o"],;[e=@)];; = D [0¥],; [ec@)] -
i,j=1 i,j=1

D’apres (4.2.5) e), (4.2.21) et le fait que [ez(y)}ij = [e(ﬁ')}ij
et [em(g)]z.j = [e(ﬁ)}ij V1 < 4,7 < n, on obtient

1 & .
ks = 57 2. {/y 20 oy (=X + P dy}[e(v)]ij

_% i {/Y <2M [ey (=9™)]ij + [ey (—x™ +£kl)]ij> dy}[e(ﬁ)]ij.

Or d’apres la proposition 3.1, on a

(4.2.43) /Y 24 [ey(—xkl + Py dy = /Y 24 [ey(—xij + P dy,
et d’apres la proposition 3.2, on a

(4.2.44)

[ (zmfes-a™ ey (x4 20 ) o= [ (20les (09 ey (x4 2 ) d

Par conséquent, en utilisant (4.2.43) et (4.2.44) dans (4.2.42) on obtient le résultat

annoncé, a savoir

[l = ‘y| Z {/ 20 [ey (X" + PY)] dy}[e(ﬁ)}ij

1,j=1

Dl’| Z {/Y (2M [ey (9" )]kl‘i‘[ey(_xij_i_ﬂij)]kl) dy}[e(ﬁ)]ij

7,7=1

(4.2.45)

Ceci achéve la démonstration.
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4.3. Identification de [g|,+1; 1 < j < n dans €,

k

Soit ¢F solution du probléme local (3.1.2). On suppose que @F = F(y,2) vérifie

I’hypothese de régularité suivante

a)p® € L, (0, hy, H{ (Y)) N LT, (10, ha[xIR™)
(4.3.1) P , , ,
b)@ € LIOC(O, hl, Lﬂ (Y)) N Lloc(]O, h]_[x mn)
On définit alors (¥ = —pF + 2y et Qk = uVka. De méme on définit les fonctions

suivantes par Y-périodicité :

(F(z,2) = eCH(<, 2)

(4.3.2) .
ﬂs’k(x’ Z) = ﬂk(ga Z)

Il est facile de voir que

(4.3.3) — div, °F = 0 dans Q.

On introduit cette hypothese supplémentaire concernant Qe’k :

a) 3 p> 2 tel que {(Qe’k)j}€>0 C LfOC(Qm), localement borné

b) % (ﬂe’k)j > 0 au sens des distributions.

On a le résultat suivant :

(4.3.4)

Proposition 4.7 (Baffico & Conca [3])
Supposons que les hypothéses (4.3.1) et (4.3.4) sont satisfaites. Alors V Q' CC Q,,,

on a les convergences suivantes

a) ¢&F = 2y, dans HY(Q') faible

b) %(gf’k) — 0 dans L*(QY) fort

¢) n°F = n* = my (n*) dans L*(Y')" faible
0 0

d) o (1*); = 5-(n"); dans H™H(Q) fort 1<j<n

(4.3.5)
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D’apres (4.3.5) ¢) et (4.3.3), on a
(4.3.6) — div, Qk = 0 dans Q.

De la méme maniére, on suppose que ¥%* = 1*(y, z) solution de (3.1.6) vérifie

a) Y* € L3 (0, by, Hy (Y)) N L{ (10, ha[xTR™)
(4.3.7)

b) aik € L}y (0, h, L (Y)) N L (10, ha[xIR™)
On définit °F par
(43.8) ¥H(z,2) = 9H(2,2)
On introduit
(4.3.9) doF = 2p° Vy=F + V,(oF,

on a alors en utilisant (3.1.6), (4.3.2) et (4.3.9),
(4.3.10) — div, d** = 0 dans Q,,.

On suppose que d*F satisfait la régularité

a) 3 p > 2 tel que {(c_le’k)j} c L (), localement borné

>0 loc
(4.3.11)

b) 9 (d> k) > 0 au sens des distributions.
0z J

On a le résultat suivant :

Proposition 4.8 Supposons que les hypothéses (4.3.7) et (4.3.11) sont satisfaites.

Alors ¥V Q' CC Q,y,, on a les convergences suivantes

a) we * 0 dans H' () faible

b

(4.3.12) )
3. )

(1[)5 ¥) — 0 dans L*(Y') fort

QQ:

ok~ dF = my (2u VyooF + V,¢*) dans L2(Q)" faible

(ds”“) - 2(d’“) dans H™'(Y) fort 1<j<n.

d) 0z

Q>|Q,'
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D’apres (4.3.10) et (4.3.12) ¢), on a
(4.3.13) — div, d* = 0 dans Q,,.

Démonstration de la proposition 4.8

On utilise les résultats classiques concernant la convergence des fonctions périodiques
pour les trois premieres assertions. Pour la derniere, on utilise le lemme 4.3 de com-

pacité (les hypotheéses du lemme étant vérifiées car on a supposé (4.3.11)).

Nous allons a présent montrer que

Proposition 4.9 Si (4.3.1), (4.3.4), (4.3.7) et (4.3.11) sont satisfaites,

alors a une sous-suite pres, on a [¢lni1k — [qlna1x dans L2(Q,,) faible Y1 < j<mn

ou
1 (=" + 2y;) } .
n = — — 77 d e(v .
[9)n+1k v - {/YN Oun y [ )]n-l-lz
(4.3.14) Lo - " o ‘1o )
—p Yi -
- 2 d .
2|Y]| ; { /Y ( e Yk y} 0]
Démonstration

Soit ¢ € D(Qyn). Soit ¢&F = (0,¢=*). On multiplie la deuxiéme équation de (2.2.5)
par ¢CEF et on integre par parties. En utilisant (4.1.2), on obtient

_ / Ve .05 dodz = — / (4°V$).C** dudz + / e(i) : V{**p dwdz
Qm Q

Qpm

m

(4.3.15)

— / 2ufe(7°) : VO, dodz.
Qm
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Apres quelques calculs élémentaires effectués sur la deuxieéme et la troisieme intégrale

du membre de droite, on aboutit a

(4.3.16)
- / Vp'e.(5F ¢ drdz = — /(q€V¢).5€’kdxdz - / TRV VN LI I
Qm Qm Qm
e,k
{ / Z 8” ag ¢d dz+ - /V ug 41.Va(oF¢ drdz
Qm 1= 1
8u ocek
/ Z [¢° ]n+1n+1 ¢ dedz + 5 / Z C (15 dzdz.
\ mJ 1

Soit &k = (0,%4F). On multiplie la premiére équation de (2.2.5) par dY=*, on

intégre par parties et on utilise la définition (4.1.1), on aboutit &

(4.3.17) /( FE—Vp° + )0 pdzdz = /(gew).qﬁff:’f + / 2ufe(T°) : Vi©re dedz
O Qi Qe

En exprimant la deuxiéme intégrale du membre de droite differemment, ’expression

ci-dessus devient

/(f Vp© + 0).95F pdzdz /(§6V¢) Pk 4+ / SVl 1. Vatp**e drdz

Qp,

e,k
/ Z( eau az/) MMH/ Z §]n+1n+1

mzl mzl

(4.3.18)

qﬁ dxdz.

Nous allons exprimer la deuxiéme intégrale du membre de droite de (4.3.18). En

intégrant par parties et en utilisant (4.3.9) et(4.3.10), on a

1
' / pEV s, 1 Vo p=F ¢ dodz = -5 / ug 41 divg (2 V1% ¢ dadz
Qpm, Qp,

— /Q pEUs 1 V.V pF dadz

(4.3.19) ¢ 1

=3 / uf, 1y divy(V4(F)¢ dodz
Q

m

— / pEUs 1 V.V p=F dadz
Qi
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En intégrant de nouveau par parties (la premieére intégrale du membre de droite de
(4.3.19)) et en utilisant (4.3.9), on aboutit a

1
/Q pEV gl 1 V= F ¢ dadz = -5 /Q Vol 1.Ve(F ¢ drdz
(4.3.20) m L ) .
—5 [Unt1 (d*".Vz¢) dxdz
Qpm,

Par conséquent l’expression (4.3.18) devient
(4.3.21)

( /( fE—Vp° + 0).4Fpdadz = /(£EV¢).7,E€”“ 1 / Voul 1.V (oF¢ dodz
Qm 2

—1/ ug 1 (d°F.V,¢) dodz

4 /Z Ous a¢€k¢ddz

mzl

/ Z [ It 1n41 ¢ -

\ mz 1
En additionnant (4.3.16) et (4.3.21), on a (en utilisant la définition (4.3.9))
(4.3.22)

r /(fg — Vp© + 0) .4 pdrdz — / Vp'e.(oF pdrdz
Qm
_ € e,k e,k g
= _/sg V¢).C5" dxdz / NVevy ¢ dedz —/ E 62’ oz, ¢ drdz

Qm =1
/ C
Z n+1n+1

¢ dxdz.

¢ dudz + 5 /Z L(d®*); ¢ dzdz

7\

m] 1 Qmi=1
1
+ /(gew).w - = / us  (dF.V,¢) dodz
a¢s,k
/m; n+1n+1 92 ¢ dzdz.

Maintenant nous allons passer a la limite lorsque ¢ — 0 dans I'expression précédente.
Pour cela, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

D’apres la convergence (4.3.5) a), on a

(4.3.23) C&F — CF = (0, 2yx) dans L*(Q,,) faible.
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De méme d’apres (4.3.12) a), on a

(4.3.24) =% — 0 dans L?(Q,) faible.

Regardons ce qui se passe pour le membre de gauche de (4.3.22).

En intégrant par parties et en utilisant (4.1.10), (4.1.17) et (4.3.24), on obtient

- =

(4.3.25) / (f = Vp© + 0).p5* pdwdz — 0.
Qm

De méme apres intégration par parties et d’apres les convergences (4.1.11) et (4.3.23),

on a

(4.3.26) / Vp’e.g:%’kqﬁdxdz—>/Vp’.fk¢dacdz.
Qo Qm

Intéressons-nous, a présent, au membre de droite.

D’apres (4.1.13) et (4.3.23), on a facilement

(4.3.27) —/Q (¢°V$).CFdrdz — —/Q (qV).Crdzdz.

m

En intégrant par parties la deuxiéme intégrale et en usant des convergences (4.1.7) et

(4.3.5) ¢), on a (de nouveau apres intégration par parties) :

(4.3.28) —/ n°F Ve 1 ¢ dedz — —/ n*.Vovny14 dodz.
Q Q,

m

En intégrant par parties la troisieme intégrale, on obtient

DL _Ous acek 5
_/Qmizzl ,U 9z 8.’1,‘1 Qsdil?dz—zl H-1(Q) < a—(’l] )27(15/0 >H1(Q’)

/ Z k) U’(’)z dzdz,

mzl

(4.3.29)

ou ' est tel que ' CC Q,, et supp ¢ C V.
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Or d’apreés les convergences (4.3.5) d), (4.1.7) et (4.3.5) ¢), on peut passer a la limite

a droite dans l'expression ci-dessus. On obtient donc en intégrant par parties

(4.3.30) / Z 8” 8C6k¢ dodz — — / Z ") 8”’¢d dz.

mzl mzl

D’une part d’apres (4.1.13) et(4.3.5) b) pour la quatrieme intégrale, et d’autre part
d’apres (4.1.12) et (4.3.12) b) pour la derniere intégrale, on voit aisément que ces
intégrales ont pour limite 0.

De méme, pour la sixieéme intégrale, en effet d’apreés (4.1.12) et (4.3.12) a), on a

(4.3.31) - / 5V ¢).4F dedz — 0.
Qm
Pour la septiéme intégrale,

1 1
(4.3.32) —5/ us g (d°* Vo) dzdz — —5/ up L (d*.V,¢) dadz.
Q Q

m m

En intégrant par parties la cinquieme intégrale, on aboutit a

€, a 131
/ Z (d**); Oug quacdz———Z H-1(0r) < 8—(d’ )is BUE > g1 ()

——/ Z (d°*); us —da:dz

mzl

(4.3.33)

ou ' est tel que ' CC Q,, et supp ¢ C €.
Or d’apres les convergences (4.3.12) d), (4.1.5) et (4.3.12) ¢), on peut & présent passer a
la limite dans le membre de droite de I’égalité ci-dessus. On obtient donc en intégrant

a nouveau par parties la convergence suivante

e 1 " Ou.
4.3.34 ek, Oui —/ Ry, 24
(4.3.34) / E (%) 5 ¢ dwdz — 3 Qm;:l (d%); 5~ ¢ dodz

Qmj=1
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Finalement en utilisant (4.3.25)-(4.3.28), (4.3.30)-(4.3.32) et (4.3.34), l’expression
(4.3.22) devient a la limite
(4.35)

/ V' .CFpdedz = — /(qv¢) C*dadz / VoUns1¢ dedz
< / a“’qs dodz — © / Uns1 (dF. Vo) dodz
=1 Qn
1 - ;
3 /. Z (d*); 8“ " dodz.
\ =1

En intégrant par parties cette derniere expression, en tenant compte de la deuxieme
équation du probleme (4.1.14) et de (4.3.13), et en regroupant judicieusement cer-

taines intégrales, on aboutit a

0—/(] e( ¢d:cdz—/ Z Q n+1i¢dxdz

(4.3.36) P i=1

/ Z (d*)i [e(@)] ., ¢ dadz.

On a donc au sens des distributions, en utilisant le fait que g : e(C*) = 2[q]ny1x,

(4.3.37) [q]rn+1x = Z(ﬂk)z [6(6)}71_’_” - %Z(C—ik)z [e(ﬁ)}n-y-li'

=1 =1

En utilisant les définitions (4.3.5) ¢) et (4.3.12) ¢) de 1" et de d® ona

@]y = ‘17| 2 { /YN %;2%) dy} [e(ﬁ)}n—i-li
_% 2:; { /Y (2u ?;Z - 6(_(/);; 2yk)> dy} [€(@)] 41

Or d’apres la proposition 3.1, on a

_ -k 9 A Q.
(4.3.39) / 20 20 / 22
% y; Y Oyx

(4.3.38)
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et d’apres la proposition 3.2, on a

k —pF 42 i — ot +
(4.3.40) / <2u opr | =+ yk)) dy:/ (2u Oyt O(=v' + yz)) ay.
Y Oy Oy Y Oy Yk

Par conséquent, en utilisant (4.3.39) et (4.3.40) dans (4.3.38) on obtient le résultat
annoncé, i savoir

n

1 A(=¢" +2y:) »
[@lnt1k = Y] ; { /Y 1% T o d’!/} [e(U)}nHi

1 O OY' | O(—¢' + 2y:) -.
2y ; { /Y (2“ oY " Oy dy} (e

La matrice ¢° étant symétrique, cela implique que ¢ est symétrique et par conséquent

(4.3.41)

[@]n+1k = [@]kn+1- Ceci achéve la démonstration.
4.4. Identification de [¢|,+1n+1 dans Q,,

On énonce et on démontre le résultat suivant qui permet 'identification de la derniere

composante de q :

Proposition 4.10 [¢°]ni1n41 — [@lntins1 dans L2(Qy,) faible (a une sous-suite

prés) ou

1 — —
(4.4.1) [4)n+1n+1 = /)y 2p dy [e(v)]n—i-ln—i-l - [e(u)}n+1n+1'
Démonstration

Pour démontrer ce résultat, nous allons procéder comme dans [1] ou [2]: on va utiliser
la méthode de Brizzi [5].

<O _ Oug
o 0z 0z
BE = p1XQinQ, T H2X05nQ,, , Par conséquent

o(ve O(ve
[qe]n—l-ln—l—l = 2/46]_ P]_ (%) + 2'[1/2 P2 (%)

On sait d’apres (4.1.2) que [¢®|pnt+1n+1 = 20 et de plus

(4.4.2)
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ou (Upt1)i = Upiiles, (Vni1)i = vngrlos (6 = 1,2) et lopérateur P; représente le
prolongement par 0 dans '\ Qf (i =1, 2).

On arrive facilement a montrer que P; (W) et P; (W) sont bornés dans

L%(Q,,), par conséquent par extraction de sous-suites, il existe v; et ; € L2(Qyy,) tels

que

(4.4.3) P; (%) — y; dans L*(Q,,) faible
et

(4.4.4) P; <W> — «; dans L?(Q,,) faible.

Nous allons a présent identifier ces deux limites.

Concernant v;, on a

8un—{—l

0z
ouy,
ve = (1= p(z,2)) ="

ou p est défini par (4.1.16). (voir Baffico & Conca [3]).

v = p(z,2)
(4.4.5)

De la méme maniere, nous allons expliciter ;.

Soit ¢ € D(R2), alors

0 0
H-1(0) < a(xggmm)mﬁ Ung1 >HL(Q) = —/Q XN 'U;—}-IE dzdz
(4.4.6) "
O(vE 1)
_/ pi<w>¢ drdz.
Qi 8z
On passe a la limite dans le membre de gauche, en appliquant le lemme de compacité
cette suite vérifie les hypotheses

(
e>0
du lemme voir [1] ou [5]) et en utilisant (4.1.7). Pour le membre de droite, on utilise

(4.1.5), (4.1.15) et (4.4.4). 11 en résulte

9 (10(2)| 0(2)] 0¢
H-1() < %< ‘Y‘ , O Upt1 >HS(Q,) = —/Qm |Y| ’U?H_l% dxdz

—/ Y1 ¢ dzdz.
Qm

0
de Murat (lemme 4.3) & la suite {@(Xgingm)}

(4.4.7)
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On développe le produit de dualité dans I'expression précédente, on obtient donc au

sens des distributions I’égalité suivante

8vn+1

(4.4.8) v1 = p(z, 2) 9%

. . - 0 - .
De méme, en passant a la limite dans < —(XQ;QO),gb V41 > et en utilisant &

0z

nouveau le lemme de compacité, on obtient

a’Un+1

(4.4.9) 12 = (1= p(2,2))—5-

D’apres (4.4.3), (4.4.4), on a [q]p+1n+1 = 2p1771 + 2u2y2 — V1 — va. Par conséquent, &
laide de (4.4.5), (4.4.8) et (4.4.9), on aboutit &

ovy, 0uy,
44100 [adrins = 2(paplo2) + a1 - ol ) ) Tt - O,
ce qui donne le résultat annoncé, a savoir
]_ — —
(4.4.11) [4lntinsr = /)y 2p dy [e(v)}n-l-ln-l-l - [e(“)]n-i-m-i-r

Ceci termine la démonstration.

4.5. Identification de ¢ dans 2, et

Proposition 4.11 Pouri=1,2 ¢|g, — qla, dans L2(Qp)" Y faible (¢ une sous
suite prés)

ot
(4.5.1) qlo; = 2pie(V]o,) — e(ilq, ).

Démonstration

D’apres (4.1.2), on a

(4.5.2) 0*lo, = 2pie(V° ;) — e(@q,)-
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Le résultat est immeédiat, on utilise pour ce faire les convergences (4.1.5), (4.1.7) et
(4.1.13).

4.6. Conclusion

D’apres les propositions 4.6, 4.9, 4.10 et 4.11, la définition (3.1.3) du tenseur A et la
définition (3.1.7) du tenseur B, on conclut que g, i et ¥ sont liés par la relation (4.1.18).
Par conséquent, comme ¢ vérifie le probleme (4.1.14) et d’apres la proposition 4.2, on
a bien que (i, p) et (¥, p) sont solutions de (3.1.16).

D’apres les propriétés des tenseurs A et B, le probleme (3.1.16) admet une unique
solution, par conséquent les suites toutes entieres @® et ¥° convergent vers u et ¥
respectivement .

Ceci acheéve la démonstration du théoréme 3.4.

5. CONTROLE OPTIMAL

Nous allons appliquer les résultats obtenus précédemment pour I’étude du contréle

optimal que 'on a introduit au paragraphe 2.1.
Soit le résultat de convergence suivant

Théoréme 5.1 Pour 0 fizé dans Uyq, on considére (i, p) solution de
—div(Ae(@)=f-Vp+60 dans Q
(5.1) divi =0 dans

=0 sur 012,

la fonction codt étant définie par

/Be da:dz—{-—/ 102dzdz.

Alors le contréle optimal 65 du probléme (2.2.1)-(2.2.3) vérifie

(5.2)

\/

0c — 0, dans L*(Q)"T' fort
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et 0, satisfait la condition d’optimalité

— —

(53) J()(H*) = _}'IllIl J()( ),
eeuad
De plus
(5.4) lim J.(6%) = Jo(6,).
e—0
Démonstration

Premieére étape : FEstimations a priori

D’apres la définition du controle optimal, on a pour tout 0 dans Upd

—

N Ne ne
(5.5) o 10Xl Lz @1 < Je(0) < Je(0) < €,
Donc ||6%|| L2()n+1 est borné et par extraction de sous-suite, on a

(5.6) 6c — 0, dans L*(Q)"t' faible,

en fait la convergence est forte dans L2(Q2)"*!, on le verra plus loin dans la
démonstration (cf 5.19). Soit (@, pS) et (7, pf) Pétat optimal et 'état adjoint opti-
mal (respectivement) associés & 5. On reprend les mémes arguments utilisés dans la

démonstration du Théoréme 3.4 (le fait de remplacer g par 0_}: dans 1’équation d’état

ne pose aucun probléme) et on obtient
(i — i, dans H1(Q)"*! faible

p5 — py dans L§(Q) faible
(5.7) ¢
78 — U, dans H'(Q)"*" faible

( p,e — p, dans L2(Q) faible

ou (U, p«) et (T,,p.) sont solutions de

(_ div (A e(ﬁ*)) = f— Vp, + g, dans Q
div (A e(7,) — B e(i,)) = —Vp, dans

(5.8) <
div 4, = div ¥, = 0 dans 2

\ Uy = Uy =0 sur 01,
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le controle optimal 91 est caractérisé par l'inégalité variationnelle

0, € Upg et /(17* + NG,).(6 - 6,) > 0V € Uyg.
Q

Deuxieme étape : Convergence de l’énergie

En intégrant par parties et en utilisant la seconde équation de (2.2.5), on aboutit a

659) /Qe(ﬁi) :e(dy) dedz = —/Q div (e(i2)).@ dwdz

= —/ div (2pfe(5)). S dxdz —/ Vp il dzdz.

Q Q
En intégrant maintenant par parties le membre de droite de (5.9) et d’apres la premiére
équation de (2.2.5), on obtient

/ e(a) : e(u}) dxdz :/ 2ufe(vs) : e(us) drdz
Q Q

= / 2ufe(u) : e(v5) dxdz

(5.10) { @

= —/ div (2pfe(us)). 5 dzdz
Q

:/(fE—Vpi+5i). 7 dzdz.
Q

\

En utilisant les convergences (4.1.17),(5.7) et (5.8), on a
(5.11) / e(uy) : e(ds) dedz — / (f — Vi, + 0,).7, dzdz.
Q Q

En utilisant la premiere équation de (5.8) et par intégration par parties dans le membre

de droite de (5.11), on obtient (en utilisant les propriétés de symétrie de A)

( — —
/(f — Vpy + 0,).0, drdz = —/ div (A e(uy)). U, dzdz
Q Q

=— [ Ae(tdy) :e(¥) dedz
(5.12) ) /Q

_ /Q e(i) 1 A e(@,) dude

__ / div (A e(3,)). i, dedz.
Q
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Maintenant d’apres la seconde équation de (5.9) et en intégrant par parties dans la

derniere intégrale de (5.12), on aboutit a

(5.13)
—/ div (A e(7y)). Uy dxdz = —/ div (B e(ty)). Uy dxdz + /Vp;.ﬁ* dxdz
Q Q Q
J _ / div (B e(ii,)). i, dzdz
Q

_ /Q B (i) : e(dy) dedz.

Finalement, d’apres (5.10)-(5.14), on obtient la convergence de I’énergie suivante

(5.14) /Qe(ﬁi) ce(ds) dedz — /QB e(ty) :e(iy) drdz.

\

Troisieme étape

D’apres la définition du contrdle optimal (cf (1.3)), on a

—

(5.15) VOely J(0)>J(6F).
En passant a la limite dans 'inégalité ci-dessus, on obtient

(5.16) Jo(0) > %/ B e(i,) :e(iy) dedz + — hmsup/ 1652 dadz.
Q

e—0

En particulier pour 0= 0_;, on a
(5.17) limsup/ 16%|? dadz S/ 10, |? dzdz.
e—=0 Q Q

En utilisant (5.6) et (5.17), on a
(5.18) lim [ |6°]? dzdz —/ 10, |? dzdz.
e—0 Q

Avec (5.16) et (5.18), on obtient (5.3). Avec (5.14) et (5.18), on a (5.4).
De plus d’apres (5.6) et (5.18), on a
(5.19) ¢ — 6, dans L?(Q)"*" fort.

Ceci achéve la démonstration.
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6. LE CAS Q c IR?

Lorsque ©Q C IR?, il est possible de trouver explicitement les solutions des problémes
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.5) et (3.1.6) et donc valider les hypotheses (4.2.1), (4.2.4), (4.2.6),
(4.2.9), (4.3.1), (4.3.4), (4.3.7) et (4.3.11) introduites tout au long de ce chapitre. Pour

la décomposition de Y, il faut se référer a la figure 2 (a gauche).

Dans ce cas, ces problemes deviennent des équations différentielles ordinaires dans

Y =]0, 1] avec des conditions de périodicité aux bords.

Les problemes (3.1.1) et (3.1.2) deviennent

( —d% <2u d%(—ery)) = —62—7; dans 10, 1]
(6.1) g ax _
dy 0 dans 10, 1[
(X(0) = x(1),71(0) = 7 (1)
et
d d
(62) ~ & (,u d—y(—go + 2y)) =0 dans 0, 1]
©(0) = ¢(1)

On a le résultat suivant (du a Baffico & Conca [3]) :

Proposition 6.1 Vz € [0, hy[ fizé. Soit x,r1 et @ définis par

et
(2 %)1, siy €0, a(2)|
o) =1{ (2- %)w a<% - %) si y a(2),b(2)]
@ Dyyra—0C =Yy siyape)
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avec a = a(z) et b=0b(z) et

oo [ 14)'

Alors (x,r1) et ¢ sont les uniques solutions (4 une constante additive prés) des
probléemes (6.1) et (6.2).

Remarque 6.2 On peut calculer ce que vaut C(z), on obtient

2441 a2

O = e — 60 —a@) T

En étudiant la régularité des solutions des problémes (6.1) et (6.2) et en supposant
que pg < p1, les hypotheses (4.2.1), (4.2.4), (4.3.1) et (4.3.4) sont satisfaites (cf [3]).

Etudions & présent les problemes (3.1.5) et (3.1.6), ils deviennent respectivement

( d dx d d
—d—y<2/1,d—y+d_y(_x+y)) :_dL; dans ]Oa 1[
(6.3) . % =0 dans ]0, 1]
CA(0) = A1), 72(0) = 72(1)
et
([ d dyp d _
o [~ (st coran) =0 das o]
\ $(0) = ¥(1).

Proposition 6.3 Vz € [0, hy[ fizé. Soit \,r2 et 1y définis par
{ A= C1
T9g = Co

ou c1 et ¢y sont des constantes et

B si y €0, a(2)]
1 C K K C C )
5K Dt -G~ 5~ (g~ 52)) siw Elba
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avec

C

K=K(z) = i

(2(p1 + p2) — C)

(C étant défini dans la proposition 6.1). Alors (A, r2) et ¢ sont les uniques solutions

(a une constante additive prés) des probléemes (6.3) et (6.4).

Il nous reste donc a vérifier que les hypotheses (4.2.6), (4.2.9),(4.3.7) et (4.3.11) sont

satisfaites. D’ou la remarque suivante
Remarque 6.4

D’apres la proposition 6.3, il est facile de voir que A = ¢; vérifie 'hypothese (4.2.6).

De plus I’hypothese (4.2.9), n’est plus nécessaire car car on peut directement passer

a la limite dans < %r% ; Uy, 1 > en utilisant la forme explicite de r2 et de r5.

Ensuite, d’apres Iexpression de 1 (voir proposition 6.3), et comme la fonction A
satisfait i) et ii) (voir paragraphe 2), on montre que 1) € Hlloc (Y %[0, hq[) (vue comme
fonction des variables y et z). Par conséquent ’hypothese (4.3.7) est satisfaite. Nous

allons montrer ce résultat.

En effet, cela provient du fait que 1 est une fonction de a(z) et de b(z) et que ces
fonctions sont définies implicitement par la fonction h (h(a(z)) = z et h(b(2)) = 2).
Par conséquent par le théoréme des fonctions implicites, la régularité de a(z) et de
b(z) dépend de celle de la fonction h et des hypotheses i) et ii) sur h (cf paragraphe

2). Or par hypothése, on choisit & de maniére qu’elle soit assez réguliére.

En conclusion, si h € C}(Y) alors ¢ = ¥(y, 2) € Hlloc(Y x [0, h1]). Et donc v vérifie

(4.3.7).
; . .. 0 dy
Concernant 1'hypothese (4.3.11), comme on peut explicitement calculer e et e
Y Yy
Pexpression (4.3.9) devient d® = K (z) ou K est défini dans la proposition 6.3.

Le point a) de ’hypothése (4.3.11), provient de la régularité de K(z) qui provient
elle-méme de celle de C(z).

€

Pour le point b), on doit vérifier que > 0 au sens des distributions, c’est a dire
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ode
0z’

Vo e D(Q), >0 < ¢ > >0.

D’apres 'expression de K et apres calculs, on obtient

ode 1 1 C(z)? 0
< ,¢>:—<C(z)(—+—)— (),—(b ,
0z M1 M2 2upe Oz
s . 0
or d’apres [3], si p2 < p1, on a — < C(z),a >> 0, et comme py, s > 0, par
conséquent
1 1, 0
- <C2)(—+ —), % o>
p1 p2’ Oz
C(z)? o ode
De méme < (2) ,—¢ >> 0, par conséquent on obtient bien que > 0 au sens
2p1pe 0z

des distributions.
Le point b) de (4.3.11) est donc démontré.

Remarque 6.5

Les propositions 6.1 et 6.3 nous permettent de calculer explicitement les coefficients
des tenseurs A et B.
Pour le tenseur A (cf [3]),

21 h1 <z<z
a1111 = Q2222 = < 2p° 0<z<Mhy
2 —20<2<0
w1 h1 <z <z
G1212 = Q1221 = G2112 = A2121 4 T 0< 2z <My

o —20<2<0

-1

1 1 1 C

ou u* = —/ pdy et pt= (—/ — dy) = ﬁ, les autres coefficients de
Y| Jy Y] Jy 2

A étant nuls.
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Pour le tenseur B,

bi111 = bo2e2 =1 Vz €] — 2, 20|

1 hi<z<z

K(2)

bi212 = b1221 = b2112 = b2121 4 0<z<h

1 —2zp<2z<0

les autres coefficients de B étant nuls.
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CHAPITRE III

CONTROLE OPTIMAL ET TERME ETRANGE
D’UN PROBLEME DE STOKES

DANS LES DOMAINES PERFORES.

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d’étudier le probleme de controle optimal pour le probleme
de Stokes dans les domaines perforés avec des conditions de Dirichlet sur le bord des
trous.

Considérons 2 un ouvert borné connexe de IR" (n2) de bord 92 Lipschitz et creusons
dedans des trous. On obtient un ouvert 2. (¢ un parametre strictement positif).
Plusieurs situations peuvent se présenter selon le comportement des trous.

On va se placer dans le cas ou quand € — 0, on creuse dans {2 de plus en plus de
trous, répartis régulierement mais de plus en plus petits.

Trois cas peuvent alors se présenter: ou bien les trous malgré leur nombre, sont de
taille beaucoup trop petite, ou bien les trous sont trop gros. Entre ces deux situations,
se situe le troisieme cas ou les trous ont une taille critique, adaptée a leur nombre et
a leur répartition.

Beaucoup d’études ont été faites dans les domaines possédant ce type de perforation :
le probleme de Dirichlet dans un ouvert avec des petits trous a été étudié par Sanchez-
Palencia [15] et Cioranescu [4], [5] et bien d’autres...

Certains écoulements sont gouvernés par les équations de Stokes ou Navier-Stokes avec
des conditions de Dirichlet sur les bords ou se trouvent les obstacles, et le domaine du
fluide est d’un point de vue mathématique représenté par un ouvert perforé par des

trous (les obstacles). Lorsque le nombre de trous augmente, 1’écoulement tend vers
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la solution du probléme homogénéisé donné dans un domaine sans obstacle.
Concernant I’écoulement dans un milieu poreux, il a été prouvé que ’homogénéisation
des équations de Stokes aboutit & la loi de Darcy si le domaine est représenté par la
répétition périodique d’une cellule élémentaire de taille €, dans laquelle 'obstacle
est lui-méme de taille ¢ (voir par exemple Lions [10], Sanchez-Palencia [14] avec la
méthode double-échelle et Allaire [2] pour des obstacles solides connexes...). D’autres
équations décrivent les écoulements d’un fluide dans les milieux poreux : par exemple,
la loi de Brinkman qui est I'intermédiaire entre la loi de Darcy et les équations de
Stokes.

Lorsque le milieux poreux est modélisé par une répétition périodique d’une cellule
élémentaire de taille ¢ dans laquelle ’'obstacle (solide) est de taille €3 (cas tridimen-
sionnel), Allaire [1] a prouvé la convergence des solutions du probleme de Stokes vers
la solution du probleme de Brinkman. Le probleme de Brinkman est en quelque sorte
un probleme de Stokes dans lequel intervient un terme supplémentaire qui exprime,
en fait, la présence des trous qui disparaissent apres passage a la limite. Pour le
probléme du Laplacien, le méme genre de phénomene se passe (voir Cioranescu &
Murat [3] qui ont appelé ce nouveau terme “terme étrange”).

Plus généralement, lorsque la taille des trous est plus large qu’une certaine taille
critique (définie par la suite §1), Allaire [1] a établi que le probléme homogénéisé suit
une loi de Darcy. Par contre si la taille est plus petite, alors il [1] obtient les équations
de Stokes comme probleme limite.

Dans notre étude, nous allons nous placer dans le cadre décrit auparavant, c’est a dire
que ’on va considérer les équations de Stokes dans un milieux perforés périodiquement
avec donc, des perforations plus petites que la période.

Comme pour les chapitres précédents, on associe & ces équations un probléeme de
controle optimal (défini au §1). On verra que ce probleme admet un unique controle
optimal (voir Lions [9]) : notre objectif étant 1’étude du comportement limite (lorsque
e — 0) du controle optimal et la caractérisation de cette limite comme étant le controle
optimal associé au probleme homogénéisé .

Le type de probleme de contréle optimal que I’on considere, a été étudié par Kesavan

et Vanninathan [8], Kesavan et Saint Jean Paulin [6] dans les domaines non-perforés
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et par Kesavan et Saint Jean Paulin [7] dans les domaines perforés. Ils ont étudié [7]
un probleme de contrdle optimal dont ’équation d’état est un probleme elliptique du
second ordre avec des coefficients périodiques et des conditions de Neumann sur le
bord des trous. Saint Jean Paulin & Zoubairi [12] se sont intéressées au probléme de
Stokes dans un domaine non-perforé. Rajesh [11] a considéré le probléme de controle
optimal pour le probléeme de Dirichlet dans les domaines perforés (ie dans le méme

cadre que [3]) et il a obtenu un “terme étrange ” a la limite dans la fonction coft.

Dans ce travail, on va se placer dans le méme cadre (géométrie et équations) que

Allaire [1] pour ’étude du contréle optimal.

Ce chapitre est composé de cinq parties organisées de la maniere suivante. Dans
la premiere partie, on présente le probleme et le cadre géométrique dans lequel on
va travailler. Dans la deuxieme partie, on rappelle d’une part, quelques hypothéses
(H1)-(H6) dans le domaine perforé concernant les trous (voir Allaire [1]) et d’autre
part, les résultats principaux de I’homogénéisation des équations de Stokes . Dans la
troisieme partie, on se place dans le cas critique, on homogénise le probleme adjoint
et on établit les résultats de convergence concernant I’énergie qui apparait dans la
fonction cotit. Dans la quatrieme partie, on identifie le probleme vérifié par la limite
du controle optimal. Dans la cinquieéme partie, on étudie le cas ou les trous sont de

petites tailles, c’est a dire lorsque 111% 0 = +00.
E—>

Cette étude est 'objet de la publication [13].

1. PRESENTATION DU PROBLEME

Soit 2 un ouvert borné connexe de IR" (n2) de bord 02 Lipschitz. Soit £ une suite
de réels positifs qui tend vers zéro. On recouvre €2 par un maillage régulier de pavés
Pg i = 1...N(¢g), tous identiques, & une translation pres, au pavé | — e,e[". Chaque
pavé P entierement contenu dans §2, est percé en son interieur d’un trou 7 identique,
a une translation pres, au fermé a.T ou T est un fermé indépendant de ¢ et a. est la
taille des trous ( 0 < a. < €). Alors le domaine perforé Q. est défini par Q, = Q\UTY.

On peut considérer différentes tailles de trous possibles, trous de taille “critique”, plus
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petite ou plus grande que la taille critique. On définit donc o, par
(1.1) oe = (€"/a""H)Y? pour n >3, o, =e¢ (log (ac/e))*? pour n = 2.

Si la limite de o. lorsque € tend vers zéro, est positive et finie alors on dit que la
taille des trous est critique. Si liII(l) 0. = +00, les trous sont de taille plus petite et si
E—>

hII[l) 0. = 0, ils sont plus larges (cf. Cioranescu et Murat [2] et Allaire [1]).
e—

Notation Dans tout ce qui suit, C' désigne différentes constantes réelles positives
qui ne dépendent pas de €. Les produits de dualité entre H}(Q) et H~1(Q), et entre
(H3(Q))™ et (H~1(Q))™, seront chacun définis par < , > .

On désignera par v un vecteur deIR"™ et par(e;)i<k<n la base canonique de IR™.
Dans tout ce chapitre, on utilisera systématiquement la convention de sommation des
indices répétés.

On définit par = le prolongement par zéro dans les trous.

Soit B = (b;;) une matrice symétrique vérifiant
(1.2) am&i&s < bij(r)6:&; < am&i&s pp dans Q et by; € L(€),

ou «,, et ajs sont des constantes telles que ajpr > a,, > 0.

Pour € > 0 fixé, on définit le probleme de controle optimal comme suit.

Soit US, C L*(Q)™ un convexe fermé non vide. Soit f € L*(Q)™ une fonction et
N > 0 une constante. Pour 0, € U, I'équation d’état du probléeme de Stokes est

donnée par

Vpe —Au, = f+0. in{
(1.3) div u, = 0 in Q¢
U, = 0 on 0€2.

ou u,, pe sont respectivement la vitesse et la pression du fluide et 6, est le controle.

La fonction cott est donnée par

N
(1.4) Je(0,) = —/ BVu, : Vu, dz + —/ 0.|* du.
2 Ja, 2 Ja.
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La seconde intégrale correspond au cott du controle alors que la premiere correspond
a l'énergie du fluide. La matrice B est utilisée dans le but de généraliser 1’énergie
usuelle (on obtient cette énergie losque la matrice B est égale a I'identité).

Le controle optimal @7 est la function dans U¢; qui minimise J.(6,) pour 0, € UZ,,
i.e.

(1.5) X els, et J(0F) = Gnelbn Je(0,).

Ce probléeme admet un unique contrdle optimal 8% (voir Lions [9]). Notre but est
d’étudier le comportement limite de ce controle optimal 67 lorsque € — 0.
En fait, on va montrer que (par extraction de sous-suites)

QNZ — @5 dans L2(Q)™ faible . L’objectif de ce chapitre est de caractériser ¢
comme étant un contréle optimal d’un probléme similaire, donné dans le domaine

non-perforé €2.

Définition 1.1 On définit ’ensemble L2(Q?) par

(1.6) L3(Q) = {h € L*(Q) | /Qh(x) dx = o}.

2. HYPOTHESES SUR LES TROUS ET RESULTATS PRELIMI-
NAIRES

On va émettre les mémes hypotheéses que Allaire [1] concernant les trous, par
conséquent il existe des fonctions (wf, 7%, ﬁk) et une application linéaire R, telle

que

(H1) ws € HY(Q)", r§ € L2(Q)
(H2) div wf =0 dans Q et wj =0 dans T7
(H3) w§ — ¢, faiblement dans H'(Q2)" et r{ — 0 faiblement dans LZ(Q)
(10 p, € W0
(H5) V v, et V v tels que v, — v faiblement dans H'(Q)", v. =0 dans Tf et
V¢ € D(),

< Vrg — Awy, , dv. >— < py, , v >
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(R. € L(H}(Q)™, H}(Q)™)

Siue H}(Q)" alors R.u=u dans €,
(H6) X
Si divu=0 dans Q alors div (R.u) =0 dans €.

| [[Reul 2 ooyncllul g2 )n -

Exemple 2.1 Les hypotheéses (H1)-(H6) sont satisfaites dans le cas particulier
ou chaque trou 77 est une boule de rayon a. ou a. = Coe™™ 2 pourn > 3

2
et a. = e—Co/e

pour n = 2 avec Cy > 0 et dans une telle géométrie on peut cal-
culer explicitement les fonctions wy, rf et p, qui vérifient (H1)-(H6) (voir [1]). Dans
ce cas, le diametre des trous est tel que a, << e.

Notez aussi que , le cas ou le diametre des trous a. est du méme ordre que € correspond

a ’homogénéisation classique.

Dans tout ce qui suit, on se place dans le cadre des hypotheses (H1)-(H6).
On définit la matrice M € (W=1°°(Q))"*" par (voir [1])

(2.1) Mek = Uk-

Cette matrice est symétrique (voir Allaire[1]).

Soit™ le prolongement par zéro dans les trous. Rappelons un résultat concernant le
prolongement de la pression :
Proposition 2.2 (Allaire [1]) S’il existe un opérateur linéaire R, vérifiant (H6) alors

Uopérateur P- défini par
< V(P.qe),u >=< V., Reu > Yu € HF(Q)",

est un opérateur de prolongement linéaire et continue de L2(e) dans LZ(Q) tel que
les conditions suivantes sont satisfaites Vq. € L2(Q.) :

i) P-q. = qc dans L3(Q)

i) || Pegellr2(0) < Cllgellz (0.

i) |V(Pege)la-10) < ClIVeellm-1(0.)
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Sous les hypotheses ci-dessus, on a alors le résultat suivant, du & Allaire [1].

Théoréme 2.3 (Allaire [1]) Suivant la taille des trous, le probléme (1.3) admet trois

problemes limites différents :

(i) Si 1iII(l) oe = oo alors (u_, Pp.) converge vers (u,p) dans H}(Q)™ x LE(Q2) fort,
E—r

ot (u,p) est l'unique solution du probléme de Stokes

Vp—Au = f+0 dansQ
(2.2) divuy = 0 dans €2
U = 0 sur 0S2.

(i) Si 1i1% 0. = o > 0 alors il existe une mesure u* et une matrice M telles que
E—r -
Mey, = p* et telles que (ug, P°p.) converge vers (u,p) dans Hj(Q)" x L3(Q) faible,

ot (u,p) est l'unique solution de I’équation de Brinkman :

Vp—Au+Mu = f+0 dans
(2.3) divu = 0 dans 2
U = 0 sur 0S2.

Remarque 2.3 Sous des hypothéses similaires & (H1)-(H6) (avec une mise a l’echelle

dépendant de o), si lir% oe = 0 alors il existe une matrice My telle que (u_/02, Pp;)
e—r

converge fortement vers (u, p) dans L2(Q)™ x L3(Q), ol (u, p) est I'unique solution du

probleme de Darcy

(2.4) divu=0  inQ
u.n =20 on 0f).

avec n le vecteur unitaire normale dirigé vers I'exterieur de 2 (voir Allaire [1] pour

plus de détails concernant ces hypothéses et la matrice My).
3. HOMOGENEISATION ET CONVERGENCE D’ENERGIE

Dans cette partie et dans la suivante, on supposera que

(3.1) lim oo =0 >0

e—0
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En s’inspirant des méthodes utilisées par Kesavan et Saint Jean Paulin [7], on introduit
le probleme adjoint dans le but d’obtenir les équations limites.

Sous I’hypothese (3.1), il existe une suite (w5, rf) qui satisfait (H1)-(H6). On va
montrer qu’il existe n distributions Hlf; (k =1,...,n) et une matrice Mp définie par la
suite par (3.8) telles que, étant donné f € L2(Q)", si (u,, pe) est solution du probléeme

de Stokes (1.3), alors (par extraction de sous-suites), on a la convergence des énergies

suivante
(3.2) / BVu, : Vudr — / BVu:Vudr + < Mpu, u>
Q. Q
(3.3) BVu, : Vu, dv — BVu: Vu+ *(Mpu).u dans D'(),

ou (u,p) est solution du probleme (2.3).
Ce type de résultat a été trouvé par Rajesh [11] pour le probléeme de Dirichlet avec

I’opérateur de Laplace.

On introduit des fonctions tests qui vont nous permettre d’homogéniser le probléme
adjoint.
Lemme 3.1 Supposons que (3.1) est vérifie. Soit (¢, ,sf) € HE ()™ x L3(£2)

solution du probléeme auxiliaire

Vsj +Ayr = — div (*BVw;)  dans Q.
(3.4) div ¢ = 0 dans Q.
fi = 0 sur 0€2.

Alors il existe 1, et sy tels que ( par extraction de sous-suites )

(3.5) Yf =, dans HY(Q)" faible
(3.6) P.(s) — sy, dans L(Q) faible .

ot P. est Uopérateur de prolongement pour la pression (voir Proposition 2.2).
Démonstration
En multipliant la premieére équation de (3.4) par yz, en intégrant par parties et en

tenant compte de la bornitude de w§ dans H'(2)™, on obtient le résultat annoncé.
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Définition 3.2 Soit E’; eD' (", k=1,....n des distributions définies par

(3.7) ph = =My, + (Vsp + Ay,),

et Mp € (W=1°)"*" lq matrice définie par
Proposition 3.3 Soit f € L*(Q)". Soit M donnée par (2.1) et Mp par (3.8). On

suppose que (3.1) est vérifiée et que de plus 0_ est telle que Q; est bornée L?(Q)™. Soit
(ug,pe) et (v,pl) dans H3(Q)™ x LE(Qe) solution du systéme

Vpe — Au, = f+0. dans Q.

(3.9) Vol + Av, = div (BVuy,) dans Q.
) divue = divy, = 0 dans €,
U, = v, = 0 sur 0.

Alors, par extraction de sous-suites

0. — 0  dans L2(Q)™ faible
(3.10) u, — u dans Hi(Q)" faible
0. — v dans H}(Q)" faible

et
(3.11) Pep. — p dans L3(Q) faible
' Pep. — p dans L(Q) faible

ot la limite (u,p) et (v,p’) sont solution du systéme de Brinkman

Vp—-Au+ Mu = f+o dans Q

(3.12) Vp +Av—Mv = div(BVu)— tMpu dans
) divu= divv = 0 dans €}
U= = 0 sur 0f).
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Démonstration

Etape 1 FEstimations a priori

Puisque Q~6 est borné dans L?(Q), on a clairement que u_ et ¥, sont uniformément
bornés dans HJ(2)", de méme {P°p.} et {P°p.} sont uniformément bornés dans
LZ(9).

Par conséquent on peut extraire des sous-suites (indexée encore par €) qui vérifient
(3.10) et (3.11).

L’homogénéisation de 1’équation d’état du probleme (1.3) est connu
(voir Théoréme 2.3 (ii)).

Etape 2 M¢éthode de l’énergie

Dans le but de passer a la limite dans la seconde équation de (3.9), on utilise les
fonctions tests (w,rf) définies dans (H1)-(H6) et les fonctions auxiliaires (47, s7)
définies par (3.4).

Soit ¢ € D(£2). En multipliant la seconde équation de (3.9) par ¢w5,, en intégrant par
parties et en utilisant I’hypothese (H2), on obtient

(3.14)

/p;qu. wy, dox = —/ (2: V). wi da:—/ Vu, : Vwy, ¢ da:—i—/ BVu, : Vwi ¢ dx,
Q. Q. Q. Q

ou
(3.15) ze = Vv, — BVu,.

De méme, en multipliant la premiére équation de (3.9) par qﬁgz, et en intégrant par

parties en tenant compte de la définition de Q‘Z, (voir ’équation (3.4)), on aboutit a

(3.16)
( + . €q§d$+ V. Cdr = Vu Vo). fd — .V cd
/(sf _05) Ilpk /? \V/ ,(’bk /(s u ) ¢ X /:16 gb S, axr

< A CE S AT R

—/ (*BVwW;)Ve.u,_ dx.
Q
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On additionne (3.14) et (3.16) et on transforme par prolongement toutes les intégrales

sur 2. en intégrales sur €2, il en découle

([ (f+0)0°p de+ | Pp.Veyt de+ | PPV da
Q —k Q —k Q

—~

317 {=- /Q (5V ) wf do — /Q Vi Ve ¢ do + /Q (VY4 ds

—/ biVo.u, dx—/@:.ng Pes;, dz,

v Ja Q

ol

(3.18) b = *BVwf, + V.

Comme div v, = 0 dans {2, on a

(3.19) / r. div 0 ¢ dz = 0.
Q

On additionne maintenant (3.17) et (3.19) et on intégre par parties, on obtient

4 ~ P —_—
(f+0.) 45 d do+ | Pp.VoyE de+ | PpLVhw do
Q —k Q —k Q

=- / (2.V@).w§ dz+ < Aw§ — V7, v, > +/ 0. (VwiVe) do

(3.20) { @ N Q

- / (riVe).v. do + / (Vu V)¢S da
Q Q —

—/ bpVo.u, dx — / u_.V¢ Psy, du.
\ Q Q
Etape 3 : Passage a la limite

Nous allons & présent passer & la limite dans (3.20) lorsque ¢ tend vers 0. Pour ce
faire, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

D’apres ’hypothese (H3), on a

(3.21) Vwi — 0 dans L?(Q)™*" faible .
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En utilisant la définition (3.18) et les convergences (3.5) et (3.21), on peut extraire

une sous-suite telle que
(3.22) by = V¢, dans L?(Q)"*" faible.

De méme par la définition (3.15) et la convergence (3.10), on a (par extraction de

sous-suites)
(3.23) Ze — z=Vuv— BVu dans L*(Q)™*™ faible.

A présent, passons a la limite dans (3.20), en tenant compte des convergences (H3),
(H5), (3.5), (3.6), (3.10), (3.11) et (3.21)-(3.23), on obtient (par extraction de sous-

suites)
/Q(i+_) ¥, ¢ d:z:+/QpV¢.ﬂ dm+/QpV¢. ey, dx

(3.24) { = —/ﬂ(ngb). ep do— < p, . pv > +/Q(VQV¢). Y, do

\ —/Q(V%CVQS). u dxr — /Qg.VQS sy dx.

Par conséquent, en intégrant par parties le membre de droite de (3.24) et en utilisant

le Théoréme 2.3 (ii), on aboutit &

/ Mg.gkgb dx —/ Vp'. ep¢p do = / div z.ep¢ dr— < Ek,qﬁy >
(3.25) @ @ @

+/Awk.g¢dx+/Vsk.g¢dx.
Q - Q

Puisque la relation ci-dessus est vraie pour tout ¢ € D(£2) et comme M est symétrique,

on a
(3.26) Vp' + div z — Mv = — "Mpu

c’est & dire (u,p) et (v,p’) vérifient (3.12).
Comme M est une matrice symétrique définie positive, les solutions (u,p)

et (v,p’) de (3.12) sont uniques, par conséquent, la suite toute entiere
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(u_, P°p) et la suite (v_, P°pl) convergent. Ceci termine la démonstration de la

proposition.

Nous allons a présent étudier la convergence de 1’énergie donnée par / BVu, : Vu_dx.
Qe
Ce type de convergence fut 'objet de I’étude de Rajesh [11] pour le probleme de

Dirichlet. Il a montré dans [11] qu'un “terme étrange” apparaissait a la limite dans le
terme de Iénergie, suivant les idées de Cioranescu et Murat [3]. De la méme maniere,
on montre le méme type de résultat, a savoir un “terme étrange” dans I’énergie limite
apparait, mais pour le probleme de Stokes suivant les idées de Allaire[1] et de Rajesh
[11].

Théoréme 3.4 Soit f € L*(Q)™ et (u,,pe) solution du probléme de Stokes (1.3). Soit

Mp donnée par (3.8). Alors on a la convergence suivante
(3.27) / BVu, : Vu, dz — / BVu:Vudr + < Mgu, u>
Q. Q

et de plus, on obtient au sens des distributions

(3.28) BVau_ : Vu_ — BVu:Vu+ "(Mpu). u dans D'().

Démonstration

Du fait que (u_,pe) et (v.,p.) sont solution de (3.9), on a

r/ BVgs:Vgsda::—/
Q Q

[ €

= —/ Vpl. u dx +/ Vo, : Vu, dz
Q. Q.
= / Vo, : Vu, dz
Q.

— [ g+ 00da = [ (£ 40 do
Q. Q

(Vu, — BVu,) : Vu, dz +/ Vo, : Vu, dz
Q.

(3.29) ¢

\

Par conséquent, en intégrant par parties, en utilisant les résultats d’homogénéisation

de la Proposition 3.3 et le fait que M est symétrique, on obtient
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(1im BVu, : Vu, dx:/y.(f—l—ﬁ) da::/ v.(Vp — Au+ Mu)
e—0 Q. Q - Q.
:—/Ay.gda:+/My.ydx
Q Q
(3.30) < =< —Av+ My, u>

=< Vp' — div (BVu) +! Mpu, u >

= / BVu: Vudz+ < Mpu, u >,
\ Q
ce qui démontre (3.27).
Soit ¢ € D(Q). Soit z. donné par (3.15), en intégrant par parties et en utilisant le

probleme (3.9), on aboutit a

(/ BV@E:Vgsqbdm:/ VQE:VQEQSd:U—/ ze : Vu, ¢ dx
QE Qe Qe
(3.31) 4 = / Ve (f +0—Vpe)¢ dx —/ v.-(Vu Vo) dz
Q. Qe
- [ Vo wt) dot [ (VO da
\ Q. Q.

En utilisant les mémes arguments que dans la Proposition 3.4 et d’apres le systeme
(3.12), il en découle
{
lim BVu, : Vu, ¢ dz = / v.(f+0—Vp)p de — / v.(VuVe) dz
0 =

e—0 Q. Q
—/ Vo' (ug) da:-l—/(zV(ﬁ).y dx
(3.32) ¢ @ @
=< Mu, y¢>+/V@:Vy¢dx
Q

—/z:Vu¢dx+< *Mpu — M, u¢ > .
Q

\
Par conséquent, du fait que M est symétrique, on a
HII(I)/ BVu, : Vu, ¢ dz :/(Vy—z) :Vu ¢ de+ < *Mpgu, ugp >
e—
(3.33) Q2 @
= / BVu:Vu ¢ de+ < *(Mpu)u, ¢ > .
Q
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Ceci étant vrai pour tout ¢ € D(2), on obtient ’expression (3.28), ce qui complete la

démonstration.

Maintenant, nous allons exhiber quelques propriétés concernant les fonctions

(B )1<h<n-
Théoréme 3.5 Soit E’; défini par (3.7). Alors

(3.34) H’;. ei = lim BVw;: Vw; dans D'(Q).

e—0

Démonstration

Soit ¢ € D(Q2). En tenant compte du probléme (3.4), de 'expression (3.19) et en
intégrant par parties, on a

(3.35)

(/ BVw; : Vwi ¢ dx = /(ng +! BVWwS) : Vwt ¢ d:v—/ VY, Vwi ¢ do
Q. Q Q.

€

- / sk (wE. Vo) do — / (Vo5 + BVw;) V. wf dz
Q.

Q.

< [ vrawf o dos [ UE(VETY) do
Q. Q.

= —/ sp.(wi. Vo) dzx —/ (Vy, +! BVw$) Vé. w§ dx
Qc

Q.

— < VI - Awl, Yig > —/ rEgs. Ve da.
Q

€

\

Par les convergences (H3), (H5), (3.5) et (3.6)), on passe a la limite dans (3.35) et on
obtient

(3.36)
[ Tim BVWS : Vuws ¢ do = —/Sk(Qi-V¢) dz — ﬁvgk Vo). e do— <p, ¢ b>
Q

e—0 Q. Q
= / Vsk. (e;0) da:+/ Afk. (e;¢) dz— < Ky Vi >
Q Q

=< Vs +AyY, — My, , de; >

\ =< pb, de; >=< . e, ¢>.
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D’ou le résultat annoncé.

Corollaire 3.6 Si B est symétrique définie positive, alors H’;;' est une mesure positive

et Mp est symétrique.
Démonstration

Ce résultat est une conséquence du Théoreme 3.5.

Dans la partie suivante, on étudie le probléme de contréle optimal que ’on a introduit

au début du chapitre.

4. CONTROLE OPTIMAL

On définit x,. la fonction caractéristique de Q..
On considére le probleme de controle optimal (1.3)-(1.5) ou ensemble des controles

admissibles US; C L2(2.)™ est défini par I'un des convexes fermés suivant (voir [6] et

[7) :

Usq = L?(Qc)"
ey ={0€L*Q)" | 0> x.t pp dans Q}
5(1 = {Q € L2(Q€)n | Xeﬂl <0< Xsﬂz pp dans Q}

ol 9,1, et 1, sont des fonctions de L?(Q)".

Par définition du controle optimal §%, on a
N 2 * e
(44) ? (Qe) dz < JE (Qe) < Je(@s) VQE € ua,d'
Q.

Cette relation reste vraie en particulier pour les différents choix de ©_ qui suivent

X dans le cas (4.1)

[©)
I

(4.5) Xe¥ dans le cas (4.2)
Xet, dans le cas (4.3).

ol Xe =% (Xe, Xe, ---, Xe) €st un vecteur de IR".
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Dans chacun de ces trois cas, on a

Lemme 4.1 Le contréle optimal 8% vérifie (par extraction de sous-suites)

(4.6) 0* — 05 dans L*(Q)" faible.

Démonstration

En utilisant (4.5), on montre facilement que J.(©,) est borné dans L?(Q)™ et donc,

d’apres (4.4) on obtient le résultat annoncé.

Lemme 4.2 La fonction caractéristique x. de 2. satisfait

(4.7) Xe — 1 dans L*° () faible *.

Démonstration

On a classiquement, par extraction de sous-suite
Xe — Xxo dans L°°(Q) faible x.

D’autre part, comme x.wj = wf, alors par passage & la limite et par unicité, on

obtient xo = 1.

Nous allons a présent caractériser le probleme verifié par la limite 67 du controle
optimal et montrer qu’en fait cette limite est aussi un controle optimal associé un
probléme et une fonction cotit que I'on explicitera par la suite.

Pour cela, on définit les ensembles U,g C L?(2)™ par

(4.8) Uyg = LE(Q)"
(4.9) Upa ={0 € L*()" | 0 > ¢ pp dans Q}
(4.10) Ua = {0 € L>(Q)" | ¢, <0 <1, pp dans Q}

correspondant respectivement aux cas (4.1), (4.2) et (4.3).
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Le théoreme suivant nous donne un résultat de convergence du controle optimal

Théoréme 4.3 Soit Mp définie par (3.8). Pour 0 € U,q, on considére (u,p) €
H} ()™ x L3(Q) solution de (2.3). Soit Jy la fonction coit définie par

1 1 N
(4.11) Jo(0) = —/ BVu:Vudxr+ - < Mpu,u > +—/ |Q\2 dzx.
2 Jo 2 2 Jq

Alors 0 satisfait la condition d’optimalité

(4.12) QS € Uyq et Jo(QS) = min Jo(Q)
Qeuad

De plus, on a

(4.13) lim J. (63) = Jo(65).
e—0

Démonstration

Premiere étape

D’apres la définition de U,q, il est clair que si 6 € U,q alors x.0 € U;;. De plus
puisque 0% — 05 dans L?(2)™ faible , on a 0§ € U,q.

Deuxieme étape

Soit (u},pf) l'état optimal associé au contrdle optimal (solution du probleme (1.3)
avec §_ = 0% dans le membre de droite de ’équation d’état). En utilisant le fait que
0. est borné dans L2(€,), on obtient les estimations de u* dans H'(Q,) et de p* dans
LZ(€.) uniformément par rapport & € et donc par prolongement et par extraction de
sous-suites, il en résulte

u* — u* dans H}(Q)" faible
(4.14)

Pep* — p* dans L3(Q) faible,

ou (u*,p*) est solution de (2.2) avec § = 67 dans le membre de droite de ’équation
d’état.
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Troisieme étape

Soit (w,, qe) € H ()™ x LE(£2,) solution du probléme (1.3) avec x.0 comme contrdle,

6 € U,q, & savoir

qu - Awg = i + XEQ dans 2.
(4.15) div w, = 0 dans €2
w, = 0 sur 0€2,.

Comme x.0 — f faiblement dans L2?(Q)", il s’en suit que

w, — w faiblement dans H;(Q)" et P°(q.) — g faiblement dans L3(2)

ou (w, q) vérifie le probléme de Brinkman suivant

Vg—Aw+Mw = f+0 dansQ
(4.16) div w = 0 dans €2
w = 0 sur 052,

(voir Proposition 3.3). Par conséquent, d’apres le Théoréme 3.4 pour @ fixé, on obtient
(4.17) /Q BVw,_: Vw, dx—)/QBVw: Vw dxr + < Mpw, w > .

Et donc,

(4.18) Je(x=0) = Jo(0).

En utilisant encore le Théoréme 3.4 mais cette fois pour 8, = 0%, on aboutit &

(4.19) / BVu;: Vu: dz — / BVu* :Vu* dr + < Mpu*, u* > .
Q. Q

Quatrieme étape

En passant a la limite dans 'inégalité

(4.20) Te(xe8) > Je(67)-



Controéle optimal et terme étrange d’un probléme de Stokes. 98

et en utilisant le Lemme 4.2, on obtient

1 N 1
(4.21) Jo(0) > 5/ BVu* : Vg*da:—l—limsup;/ 0% |2dx + 2 < Mpu*,u* > .
Q Q.

e—0

En prenant en particulier § = 0 dans I'inégalité ci-dessus, on a

(4.22) limsup/ |Q:|2dx§/ 05 |2 de.
Q. Q

e—0

D’autre part comme QN’; — @5 faiblement dans L?(), il en résulte

(4.23) liminf/ \Q;|2dx2/ 05 2.
0 Ja. Q

E—>

Par conséquent les inégalités (4.22) et (4.23), nous donne

(4.23) lim [ 0F2de = / 102 2dz.
Q

e—0 QE

On en déduit donc (4.13). Maintenant le résultat (4.12) provient de (4.21) et (4.24).
5. CAS DES PETITS TROUS

Dans ce paragraphe, on suppose que la taille des trous est plus petite que la taille
critique, i.e :
(5.1) lim o, = 400,

e—0

ou encore,

1/C ot C. << e® pour n=2.

(5.2) a. << e"™=2 pour n >3, a.=exp
Puisque la taille des trous vérifie (5.1), 'hypothese (H3) est remplacée par (voir [1])

(5.3)  wi — e, fortement dans H'(Q)™ et rf — 0 fortement dans Lj(£2).

Remarque 5.1 L’hypothese (5.3) est plus forte que ’hypothese (H3).
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On a le résultat suivant

Proposition 5.2 On suppose que la taille des trous vérifie (5.1). On suppose de
plus que (H1),(H2),(H4)-(H6) et (5.3) sont satisfaites. Soit (u.,pe) et (v.,pl) les

solutions de (3.9). Alors par extraction de sous-suites, on a

6. — 0 dans L2(Q)" faible
(5.4) u., — u dans H}(Q)" fort
0. — v dans Hg(Q)™ fort
et
(5.5) Pe(p.) — p dans L3(Q) fort
' Pe(pl) — p' dans L3(Q) fort

ot (u,p) et (v,p') sont solution du probléme de Stokes suivant

Vp—Au = f+0 dans 2
(5.6) Vp' + Av = div (BVu) dansQ
) divu= divv = 0 dans €2
U= = 0 sur 0S2.

Démonstration

Pour démontrer ce résultat, on utilise les mémes arguments que 1'on a utilisés lors de

la démonstration de la Proposition 3.3.

Etape 1.

Le fait que la matrice M est nulle, fut établi par Allaire [1], ainsi que les convergences

suivantes

—_~

{ u, — u dans H}(Q)" fort
pe) — P

(5.7) Pe( dans L3(Q) fort.

Suivant les idées de Allaire [1], on va montrer que H’E’ définie par (3.7), vaut zéro.
En effet, puisque les hypotheses (H1), (H2), (H4)-(H6) et (5.3) sont satisfaites, tous
les résultats de la Proposition 3.3 restent valables. Mais d’aprés (5.3) et le Théoréme
3.5, on en déduit que g’; = 0 et par conséquent Mg = 0. Ceci démontre bien que
(u,p) et (v,p’) vérifient le probleme de Stokes (5.6).
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On complete la démonstration, en montrant les convergences fortes de v_ dans Hg (2)"
et de P¢(p.) dans L3(Q2).

Etape 2.

En tenant compte des convergences (3.10) et (3.11) de v, et de P¢(p.) respectivement,
on obtient, en utilisant des arguments classiques, les convergences suivantes ol v est
solution de (5.6)

(5.8) u_ — u dans H}(Q)" fort
' Pe(pl) — p  dans LE(Q) fort.

D’ou le résultat annoncé.

Nous allons a présent donner un résultat de convergence du contrdle optimal. Soit
Us, C L?(Q)™ donné par (4.1)-(4.3) et Uyg C L*(2)"™ par (4.8)-(4.10). Omn a le

résultat suivant

Théoréme 5.4 Soit 0% le contréle optimal du probléme de Stokes (1.3) et on considére
la fonction coit (1.4). Alors

(5.9) 0* — 05 dans L*(Q)™ faible

et 05 est le contréle optimal associé au probléeme

Vp—Au = f+0 dansQ
(5.10) divu = 0 dans Q
U = 0 sur 052,
avec comme fonction coit
1 N 9
(5.11) Jo(0) = —/ BVu : Vudx + —/ 10]* dz.
2 Ja 2 Ja

Démonstration

Par le Lemme 4.1, on a (5.9). D’autre part, en utilisant le Théoréme 4.3 avec M = 0 et

Mp = 0, on obtient directement le résultat annoncé. Ceci acheve la démonstration.
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Remarque 5.5 Dans le cas ou 0. — 0 (ie : quand les trous sont larges), on a
u, — 0 dans H'(Q)™ fort, par conséquent Vu_ — 0 dans L2?(Q)"*" fort. on en

déduit facilement la convergence d’énergie suivante

/ BV@E:Vgeda::/BV@;:V@;dx—)O.
Q Q

€
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CHAPITRE IV

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

POUR LE PROBLEME DE LA TORSION.

INTRODUCTION

On considére un arbre cylindrique Q" de section droite €2 avec r cavités cylindriques
de méme direction de génératrices que celles de QQ".

On désigne par Q* : la section droite occupé par le materiau et par QF les sections
droites des cavités Q' c Q, @' NQ" £0 Vi#k.

L’étude du contréle optimal de la torsion élastique de cet arbre conduit a la résolution

du probleme suivant :

Af. +2ua = 0 dans Q*
fr = 0 sur OS2
(0.1) fr = constante sur 0Q'i=1,...,7
afr . )
I 2pa|Q| i=1,..7
o0 ox

ol u est le coefficient de Lamé du materiau, o I’angle de torsion, 8 le controle et f,
est la fonction ”contraintes”.

On considére le probleme (0.1) avec un nombre croissant de cavités, en supposant
qu’elles sont réparties de faon périodique.

On étudie le probleme de contréle optimal associé a ce probléme ou le controle agit
sur I’équation d’état et la fonction cotit est donnée.

On va se placer dans un cadre plus général (voir Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]).
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Ce chapitre est divisé en six paragraphes organisés de la maniere suivante. Dans
le premier paragraphe, on présente le probleme que 'on va traiter et on définit la
notion de controle optimal. Dans le deuxieme paragraphe, on rappelle des lemmes
de prolongements dis a Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]. Dans le troisiéme para-
graphe, on homogénéise le probleme adjoint et on obtient le probleme de controéle
optimal limite. Dans le quatrieme paragraphe, on étudie les propriétés du tenseur
B! apparaissant dans le probleme limite. Dans le cinquieéme paragraphe, on étudie le
probleme de controle optimal que 'on a introduit au §1. Dans le sixieme et dernier

paragraphe, on étudie le cas unidimensionnel.

1. PRESENTATION DU PROBLEME

Soit € un ouvert borné de IR™ (nl). Soit Y =]0,1[™ une cellule de base de IR™ et
T C Y un connexe fermé de IR™. On définit Y* par: Y* =Y \T

Soit € > 0 une suite de réels qui tend vers 0. Pour ¢ fixé, on considére un domaine
Q. perforé periodiquement obtenu comme suit.

On recouvreIR™ de faon périodique avec des pavés homothétiques de rapport ¢ du
pavé de base Y. On note par T¢ des ensembles de taille ¢ strictement inclus dans
chaque pavé (chaque trou T! étant égal & un translaté de €T'). On définit alors Q. par
Q. = Q\T. ot T, = UT? (on ne considére que les trous qui ne coupent pas le bord de
Q). Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement la convention de sommation
sur les indices répétés.

Soit apr > gy > 0 des constantes données. On définit M (ayy,, apr), I'ensemble des

matrices A = (a;5) n X n tel que :

(1.1) V€= (&) €ER" & < ai(2)6:8 < améiés p-p. et a;; € L&(0Q).

Soit A € M(am,an) et B € M(By, Ba) une matrice symétrique.
Soit Ac(z) = A(Z) et Be(x) = B(Z) des matrices périodiques obtenues a partir de A
et B par Y-periodicité.



Controéle optimal et homogénéisation pour le probleme de la torsion élastique. 107

Nous allons définir le controle optimal comme suit. Soit U, un convexe fermé non
vide de L%(2) (I'ensemble des contrdles admissibles).
Soit f € L?(Q,) et N > 0 une constante strictement positive. Pour 6. € US,; on

définit u. I'unique solution de :

( — div (AcVue) = f+60.  dans Q.
ue =0 sur 052

(1.2) $
ue = constante sur 0T,

/ AEVus.nez/ fdzx.
\ JOT. T,

ol n. est la normale unitaire dirigée vers l'exterieur de 07, . La fonction coiit est

donnée par

1

N
(1.3) Je(0e) = —/ B:Vue.Vue d:c-l——/ 6? dx.
2 Ja. 2 Jao.

Le controle optimal 0} est la fonction dans U,4 qui minimise J, () pour 0. € US,, en
d’autres termes

(1.4) Jo(62) = min J:(6.).

Ce type de probléeme s’inspire des problemes de Lions [6], il [6] a prouvé I'existence
et I'unicité du contrdle optimal 67.

Notre but est d’étudier le comportement limite de 6% lorsque € — 0 et de caractériser
05 comme étant le controle optimal d’un probleme similaire avec des matrices limites
Ap and By et bien siir les identifier.

Ce type de probleme a été étudié par Kesavan & Vanninathan [5] dans le cas
périodique pour un probléme elliptique de second ordre avec des conditions de Dirich-
let sur le bord, par Kesavan & Saint Jean Paulin [3] pour le méme opérateur et les
mémes conditions sur le bord mais avec la topologie de la H-convergence. Kesavan &

Saint Jean Paulin [4] se sont interessés au controle optimal d’un probléeme elliptique de
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second ordre dans les domaines perforés avec des conditions de Neumann sur le bord
des trous et des conditions de Dirichlet sur le bord du domaine avec la Hy-convergence.
L’étude du controle optimal a été effectué avec d’autres types d’équations entre autres
les équations de Stokes. En effet Saint Jean Paulin & Zoubairi [9] et [8] ont étudiées
respectivement le probleme de Stokes dans les domaines non perforés et dans les
domaines perforés de petits trous. Dans ce chapitre, on va se placer dans le cas
périodique et considérer I'opérateur de Laplace mais avec des conditions sur le bords
des trous définies par une intégrale. On va adapter les méthodes utilisées dans [3],

[4], [8] ou [9] pour le probleme de torsion élastique.

Notation Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes positives

indépendante de €. on note par | . | la mesure de Lebesgue en dimension n.
2. LEMMES DE PROLONGEMENTS

On introduit 'espace

V. ={v e H Q)| v= constante sur 9T., v =0 sur 0Q}

On prolonge v € V. dans les trous par sa valeur sur le bord des trous. Soit P; ce

prolongement, on a alors que P. € L(V., H}(2)) satisfait

(2.1) |VP€’U|L2(Q)H = ‘V'U|L2(Q€)n Yo e V..

Enonons le résultat suivant di & Cioranescu et Saint Jean Paulin [2]

Lemme 2.1 Soit F € L2(Y) et ® € L?(Y*)" Y —périodique solution de
— div®=F dans Y*

(2.2)
/ d.n ds = / F dz,
aT T

Alors il existe ® € L2(T) telle que

—div®d=F dans T
(2.3) N
<I>.n|3T = <I>.n|3T
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De plus,
(2.4) |21y < C (IF|paqyy + [@|p2(v+))-

Définition 2.2 On désigne par () le prolongement donné par le lemme 2.1, c’est a
dire @Q € L(Y*,Y) tel que

® dans Y*
(2.5) Q=14

® dansT.

3. HOMOGENEISATION

Le probleme (1.2)-(1.4) peut se réecrire a l'aide de systémes d’équations en intro-

duisant 1'état adjoint p. € V.. On obtient, (u.,pc) € V2 solution de

( — div (A:Vu,) . f+06 dans Q¢

div (*AcVpe — B.Vu,) = 0 dans Q.

Ue = Pe = 0 sur 02

Uge = counstante sur 07,

(3.1) X Pe = constante sur 0T

/ A Vu..n,. ds = / fdx
aT. T
/ (*A.Vp. — B.Vug).n. ds = 0.

\ Jor.

Le controle optimal 0} est caractérisé par 1'inégalité variationnelle
(3.2) X €U, et /Q(pe + NO%)(O: —0%) >0 V. € U,
Pour toute fonction h Y —périodique, on définit

(3.3) my (h) = /Yh(y) dy.

On rappelle le résultat classique suivant

Lemme 3.1 Soit h € LP(Q) une fonction Y —périodique et 1 < p < oo . Alors

(3.4) h(z/e) = my(h) dans LP(QQ) faible et dans L*°(S2) faible * .
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On va établir le résultat suivant :

Théoréme 3.2 Soit f € L2(Q) et . € L2(Q.) tel que 6 est bornée dans L(Q2). Soit
ue et pe solutions du probléeme (3.1) avec B matrice non nécessairement symétrique
Alors il existe des matrices Ag et B et des fonctions 6 € L2(Q),u, p € H}(Q) telles

que (par extraction de sous-suites)

6. — 6 dans L*(Q) faible
(3.5) Pouc. — u  dans H}(Q) faible
P.p. — p dans H}(Q) faible,

ot (u,p) est solution de

— div (AgVu) = f+6 dans Q
(3.6) div (*tAgVp — B*Vu) =0 dans Q
u=p=0 sur O00.

ot Ay est la matrice des coefficients homogénéisés donnée par (3.22) et B* est une

matrice dépendant a la fois de A et de B, dont l’expression est donnée par (3.52).

Démonstration
Premieére étape : Estimations a priori

Du fait que ||6.]] £2(0) est bornée, on a clairement (apres extraction de sous-suites)
(3.7) 0. — 6 dans L2(Q) faible.

On multiplie la premiére équation de (3.1) par u. et on integre a 1’aide de la formule

de Green, on obtient ’estimation suivante en utilisant 1'égalité (2.1)

(3-8) ||PEUEHH3(Q) <,



Controle optimal et homogénéisation pour le probleme de la torsion élastique. 111

ce qui conduit (par extraction de sous-suite) a :

(3.9) P.u. — u dans H}(Q2) faible.

De méme en multipliant la deuxiéme équation de (3.1) par p. et en intégrant par

parties, on obtient
(3.10) / tA.Vpe.Vp. dz —/ B.Vu..Vp. dz = 0.
Q. Q.

En utilisant les estimations (3.8) sur u. et le fait que A, € M(ay,,an) et B €
M(Bm, Bar), on aboutit a

(3.11) |V Pepe|p2 ) < C,
ce qui donne en utilisant ’'inégalité de Poincaré :
(3.12) || Pepell 2oy < C,
et donc par extraction de sous-suite,on a :

(3.13) P.p. — p dans H}(Q) faible.

Nous allons & présent passer a la limite dans la deuxiéme équation de (3.1) lorsque

€ — 0. Pour cela nous avons besoin de fonctions tests que nous allons construire.

Deuxieme étape : Construction des fonctions tests

Soit k£ un entier tel que 1 < k < n et yi la k-ieme composante de y € IR™.

Soit w* solution unique du probleme auxiliaire (associé & I’équation d’état) :

( — div (Avwk) =0 dans Y*
AVwEn =0
(3.14) ) /6 ]
wk = constante sur OT
| wF — yp, Y- périodique et my (wF — yi) = 0.
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Soit ¥ solution unique du probléme associé & I’équation adjointe

( div (*AVY* + tBVWF) =0 dans Y*

Y* = constante sur OT
[ * Y- périodique et my (¢F) = 0.

On prolonge w® & lintérieur des trous par sa valeur au bord de T, soit Puw* ce
prolongement.
On définit wF et ¢* par

wk(z) = ePwk(z/e)

(3.16)
VE(z) = ey (x/e),

On a le résultat de convergence suivant

(3.17) wk — 2 dans H'(Q) faible,
De méme
(3.18) P.(¢*) = 0 dans H'(Q) faible.

Avec les définitions (3.16), les problemes (3.14) et (3.15) donnent respectivement
— div (A.VwF) =0 dans Q.

(3.19) / AVwFn, =0
aT.
wk = constante sur 0T
et
div (*A.VyF + *B.VwF) =0 dans Q.
(3-20) / (tAVYF + *B.VwF)n. =0
aT

¥ = constante sur 97..
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Troisieme étape : Homogénéisation
L’homogénéisation du probléme (1.2) est classique (voir [2]), Cioranescu & Saint Jean

Paulin [2] ont obtenu que u est solution de

(3.21) { —div (AgVu) = f+60  dans Q

u = 0 sur 02

ol Ay est la matrice des coefficients homogénéisées définie par

(3.22) Aper, = my (Q(AVwk)>,
avec @) Popérateur de prolongement défini par (2.5).

Quatrieme étape : Méthode de I’énergie

Nous allons maintenant homogénéiser le probléme (3.1) en utilisant une variante de
la méthode de ’énergie. Pour pouvoir passer a la limite lorsque € tend vers 0, il est
nécessaire d’obtenir des équations et des estimations dans €2 tout entier. Pour cela,

on va utiliser l’opérateur de prolongement Q. (voir [2]) défini comme suit. On pose
(3.23) §e = AcVue
D’apres (1.2), & vérifie

—divé.=f+6, dans .
(3.24) {

Ee-TLs:/ fdx.
aT. T.

On pose ®(y) = &c(ey) avec y = x/e. En utilisant le lemme 2.2 et 'opérateur de
prolongement (2.5), on définit

(3.25) (Qe&e)(ey) = (QP)(y)-

Par conséquent,

(3.26) — div Qcbe = f + 0. dans Q
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avec
(3.27) Q& — & = AgVu dans L?(Q)™ faible.

De la méme maniere, on va prolonger I’équation adjointe dans 2. Pour cela on pose,
(3.28) 2e = "A.Vpe — B.Vu,

D’apres (3.1), ze vérifie

—divz. =0 dans €,
(3.29) {

/ ze.me = 0.
oT.

On va prolonger de maniere similaire a la méthode précédente vu que le lemme 2.2

peut étre appliqué, on obtient
(3.30) — div Qeze = 0 dans Q.

D’apres les estimations (3.7), (3.12) et les hypothéses sur A, et B, on obtient

(331) ‘Q6Z5|L2(Q)n S |Z5‘L2(Qe)n S C.
On obtient donc par extraction de sous-suites
(3.32) Q.2 — z dans L*(Q)" faible.

Soit maintenant ¢ € D(Q2).
k

), on integre par parties (on utilise le fait

On multiplie ’équation (3.26) par ¢P. (v
que ¢ = 0 sur 02), on obtient

(3.33) /Q (f + )Pyt do — /Q Q6. V(P do + /Q Q6. (Pt de.

De la méme maniere, on multiplie '’équation (3.30) par pw” et on intégre par parties,

on aboutit a

(3.34) 0= —/QQeze.(Vgo)wéC dx — /QQEZE.(wa)go dx.
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On additionne (3.33) et (3.34) :

/(f + é;)Pev,bfgo dr = —/ Q2. (Vo)wk dx —/ Qez..Vwlp dx

(3.35) @ Q Q

+/ Qcle.VPoap” dac—i—/ Qe V(P da.
Q Q

En utilisant les définitions des opérateurs de prolongement, on va expliciter

Pexpression suivante intervenant dans (3.35)

- [ QuaVutodo+ [ Qe (Pab)p ds -

(3.36) @ ¢

/ (—2e.VwF + £.VYF) o da + / (—Qeze. VW + Q.. V (PpF)) o da.
Q. T,

Or comme Peq,bf = constante sur T, et w; = constante sur 7., on en déduit que
I'intégrale sur T, est nulle. En utilisant & présent les définitions (3.23) de & et (3.28)

de z¢, Pexpression (3.36) devient

— / Qeze.Vwlo dz + / Q. V(P do =
(3.37) @ @
—/ Vps.(AEwa)Lp dx +/ b’;. Vuep dz,
Q. Q

€

otl b* est donné par
(3.38) bF = tAVYE + B VWE.

En effectuant les prolongements adéquats sur le membre de droite de (3.37), il en

résulte

—/Q%V¢¢M+/@QWEﬁMM=

(3.39) @ @

—/ V(Psps).Qs(AEng)tp dm-l—/ erf. V(P.ue)p dz,
Q Q
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on a utilisé le fait que les intégrales sur 7, dans le membre de droite de (3.39) sont
nulles. En effet, comme P.u. = constante sur 7, et P.p. = constante sur T, leur

gradiant (intervenant dans ces integrales sur 7;) est nul.

Comme div (A.Vw?) =0 dans . (d’apres (3.19), on a

(3.40) div (Q.(A.VwF)) =0 dans Q.

De méme vu que div (b¥) = 0 dans Q. (d’aprés (3.20) et (3.38)), on a
(3.41) div (Q.bF) = 0 dans Q.

De 'expression (3.35), en tenant compte de (3.39), on obtient

/ (f + ) Pl do = — / Qeze.Vipwf da + / Qcbe VP du
(3.42) 0 ¢ ?

—/ V(Pepe).QE(AEwa)go dx-l—/ er’;. V(P.ue)p dx.
Q Q

En intégrant par parties les deux dernieres intégrale du membre de droite, on obtient

/ (f + 0.)PapFo dz = — / Qez..Vowt dr + / Q. VoP.ap® do

(3.43) @ @ @

+/ (Pope) Qe (A VWE). Vo dx —/ Q:bF. VopP.u, dz.
Q Q

Maintenant, nous pouvons passer a la limite dans I’expression (3.43) lorsque ¢ tend

vers 0

Cinquieme étape : Passage a la limite

En utilisant la définition (3.38) et le lemme 3.1, on montre facilement que b* (étant
périodique), converge dans L%({.) vers sa moyenne et donc aprés prolongement et

extraction de sous-suite, il en résulte
(3.44) QDY — bk = m(Q( TAVY* + 'BVWF)) dans L?(Q)™ faible.
De méme par périodicité, on a la convergence

(3.45) Q:(A.VwF) — Agey, dans L2(Q)" faible.
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Maintenant du fait que z. vérifie (3.30) et (3.32), que Q.bF vérifie (3.43) et (3.44) et
que Q. (A.VwE) vérifie (3.40) et (3.45), on a au sens des distributions

(3.46) div z = 0, div bf =0 et div Agey = 0 dans Q.

En utilisant d’une part les convergences (3.8) et (3.18) pour le membre de gauche
de (3.43) et d’autre part les convergences (3.32) et (3.17) pour la premiére intégrale
du membre de droite de (3.43), les convergences (3.27) et (3.18) pour la deuxiéme
intégrale, les convergences (3.13) et (3.45) pour la troisieme intégrale et pour finir les
convergences(3.9) et (3.44) pour la derniére intégrale, ’expression (3.43) devient a la
limite

(3.47) 0= —/ zV.p xy, dx + / p(Aper).Vo dx — / u bE. Ve du.
Q Q Q

On intégre par parties (3.47) et on utilise (3.46), on obtient

(3.48) Oz/zgoekdm—/tonpekQDdx‘i‘/V“bg‘Pdm-
Q Q Q

Ceci est vrai pour tout ¢ € D(2). Par conséquent

(3.49) z e ='AoVp. e — b’g. Vu.
Finalement,
(3.50) z="'4Vp — B*Vu,

oll la matrice BY est définie par

(3.51) tBbey, = bE.

En utilisant (3.44) , on obtient,

(3.52) 'Ble, = m(Q( *AVY* + *BVWF)).

Ceci acheéve la démonstration.
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Remarque 3.4 La symétrie de la matrice B n’intervient pas pour I’homogénéisation
du probleme adjoint. Mais cette hypothése sera nécessaire pour l’étude du contréle

optimal qui fera l’objet du paragraphe suivant.

4. PROPRIETES DE B!

Nous allons a présent donner un résultat concernant 'ellipticité et la symétrie du

tenseur BY.

Théoréme 4.1 Soit B défini par (3.49). On suppose que B est symétrique. Alors
B est elliptique et symétrique.

Démonstration

Pour démontrer ce théoréme, on va s’inspirer des méthodes utilisées dans [3] et dans
[9] en les adaptant & notre probléme. On introduit la fonction Y-périodique x* définie

par
(4.1) x* = —wF + ys.

D’apres (3.14), la fonction x* vérifie

(— div (AV(=x*+ %)) =0 dans Y*
AV(—x* +yp)n do =0
(4.2) < /aT
—x* + yi, = constante sur 0T
\ x* Y- périodique.

Soit Y* définie par

(— div (BV(-Y*+y;)) =0 dans Y*

—Y* 4+ 4, = constante sur 0T
L Yk Y- périodique.
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De méme en utilisant (4.1), le probléeme (3.15) s’écrit

(div (tAVY* + BV (—x* +yx)) =0 dans Y*

(4.4) ¢ /aT( tAVYF + tBV(—X’“ +yx)).n do =0

Y* = constante sur OT
L Y* Y- périodique.

En écrivant & I’aide des composantes I’expression de B obtenue en (3.49), on a
AP~ O(=x" + yr)
4.5 bﬁ.:/ aj; — +bj;—-———=| dy.
(45) ki YQ<” gy; T Oy !
On va montrer qu’en fait, ces coefficients ne dépendent pas de l'opérateur de pro-

longement (). Par définition de @, on a

oP* O(—x* + yk))
4.6 bﬂ.:/ (a + b d +/ b)i dy,
( ) ki v 7 8y_7 7 8yg Yy T(Q k:) Y
ol
(4.7) b, = PAVYF + PBV(—xF + yg).

Exprimons d’une autre maniére la deuxiéme intégrale de (4.6) en usant d’une

intégrations par parties.
Oy

[ @iy = [ @)z ay
:_/ div (Qbg) v dy+/ (Qbx)-n1 i dy,
T

orT

ou n1 est la normale unitaire dirigée vers I'extérieur de T
Comme —div (Qby) = O0dansY et (Qbg).n; = —br.n par définition

de @ ( avec n la normale unitaire dirigée vers 'exterieur de Y*), alors

(4.8) /T(Qbk)i dy = — /BT bi.n y; dy.

Par conséquent, (4.5) s’écrit

oY* O(—x"* + yk)
4.9 bﬁ.:/ <a-i + bj; dy—/ b.n y; do
( ) ki N J 8% J 8%, o7 k
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D’apres ’expression ci-dessus, les coefficients bgm. sont indépendants de ’opérateur de

prolongement choisi.

Nous allons a présent exprimer ces coefficients sous une autre forme pour établir les
propriétés de symétrie et d’ellipticité. Pour ce faire, introduisons Y* solution de (4.3)
dans (4.9), on obtient

o(=Y* +
biz:/ bji O=Y" T ye) 3y; y) /bknyzda
Y*
k
0

aqp’f O(x Y’“)
+/*(a‘”8—yj_bji )dy

Dans I'expression ci-dessus, on évalue la premiere partie de la deuxieme intégrale du

(4.10)

membre de droite de (4.10) de la maniére suivante

op* _ op*
/*ajz 8—% dy—/*aje 8—% die dy

/ 31/)k oy’
= aje dy.
N 8yJ 0y

Nous allons a présent effectuer plusieurs intégrations par parties. Il apparaitera donc
des intégrales sur 0Y* = 0Y U 0T. Concernant les intégrales sur 0Y, elles seront
toutes nulles car on intégre des fonctions Y -périodiques. Il nous restera donc que des

intégrales sur Y* et sur 07 qu’on évaluera.

En utilisant successivement (4.2), (4.4) et (4.3) dans I'expression ci-dessus, on obtient

oYF Oyt ok Oy’ A(—x" + ys
/ ajei Y dy=/ ijel X dy+/ ajg—( X y)nj Yk do
Y+ Y+ T

Oy; Oye dy; Oy B
_ o 7 ) o(— 7 i
:/ bje X yk) X dy +/bk.n x'do +/ajgwnj YF do
Y* Oye oT oT Oye
d(x —Yk) " / O(=Y* + y,) ;
= b dy big ——————ny x'do
/y* 7 0Ye or dy; £X

+/ bg-n Xido-l—/ aﬂwnj V¥ do.
aT aT Oye
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La premiere intégrale de la derniere égalité ci-dessus s’évalue comme suit |,

o k_Yk o A
/ bis (x ) Ox a
. 0y, Oye

[0 B Y [ S O,
o J

0y; Oye 0y; Oye

O(xk —YF) a(y* = Y Ok —Y*) oy,
_ / bis (x ) 0(x ) &y + / bie (x ) Oyi dy
* Jy; Yy . 0y; 0ys

Y i
—/ bje unj (x* — Y*) do (en utilisant (4.3)).
orT Oye

. dy; . ,
Puisque 9Yi _ dij, il en découle
Oye

o k_Yk 8@'
/bje (x ) X 4

. 0y; oYy
Ax* —Y*) a(x' - Y / A(x* —Y*) av*
= [ b d b d
/ LT oy Oys R Oy, oyy
_ OxF —Y*) o(x'—Y") / d(x* —Y¥)
_ / b i R B e
“Yi+uy;
—/ bje —8( 5 Ty )nj (xk — Yk) do.
aT Ye

Par conséquent, la troisieéme intégrale du membre de droite de (4.10) est de la forme

ok o(xk —Y*k) _ X —Y*) o(x* —-Y")
/* ( i 8—% — bji dy; ) dy = /* bje Oy; Oy dy

o(-Yi+y,
_/ bje %nj (Xk — yk) do
oT Ye

_YEk )
—/ bje O+ 4i) 3 +yk)ne X'do
aT Yj

+/ bg.n X’da-l—/ ajgwnj YF do.
aT aT Oye
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Regardons & présent la premiére intégrale de (4.10). En multipliant la premiére

équation de (4.3) par Y, on obtient

vk k_ i .
/ b QY ) :/ b, 20 —uw) O i)

dy; 0y; Oye
Yk )
+/ bjg une YY" do.
oT 0y;

On a utilisé le fait que les Y sont périodiques dans Y* (ie : ils prennent la méme
valeur sur les cotés opposés de Y, par conséquent les intégrales sur le bord de Y sont
nulles.

En additionnant les deux expressions obtenues ci-dessus et en utilisant la définition
(4.10), on aboutit &

( 8(Xk — Yk) B(XZ — YZ) 6(Y’“ — yk) 8(}/z — yz’)
b= [ b d b, d

e /l T 0y oy y_+/l T oy oy

(=YY" +ui) k vk / O=x"+wy) &
— b e e—— ] — Y dO' + Qjp———14 dO'

) /aT 7 Yy ’ (X ) aT 7 Yy ’ 4
o(—YFk + : : ,
— bje MW (x*=Y") do —/ bi-n (—x" + y;) do.
. aT 81/3’ aT

Maintenant nous allons montrer qu’en fait, les intégrales sur le bord de T sont nulles.
En effet, d’aprés (4.2), on a d’une part —x* + y; = constante sur 0T, d’autre part
en utilisant (4.3), on a —Y* +y; = constante sur 9T (les constantes ne sont pas
forcément les mémes). Par conséquent, x* — Y = (=Y* + 5;) — (=x* + ;) est aussi
constante sur le bord de T. De méme par (4.4), 1* est constante sur OT.

Les coefficients bii s’écrivent donc comme suit

( o(x* —Y*) a(x* —Y?) OY* —yr) OV — ;)
b“.:/h d—l—/b~ Y d
e i 0y; Oye Y L dy; Oye Y

—(v* — YF /b~—-d k / LA I d
(x )loT oyt gy Y o+ Y”lar aTaJe o

N\

, , o(=Y* + ;
—(x" = Y")|ar / bje %nl do — (=x' + vi)lar / by.-n do.
aT Yy aT
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Or d’apres (4.2), on a / AV (—x* + yx).ndo = 0, donc la quatrieme intégrale de
oT
I’égalité ci-dessus est nulle.
D’autre part d’apres (4.3), on a / BVY(-Y* 4y )mdo=0 VEk=1,.,n.
oT

Ceci entraine que la troisieme et la cinquieme intégrale sont nulles. De méme, en

utilisant (4.4) et (4.7), on a / ( bg).ndo = 0.
orT

Finalement les coefficients de la matrice B sont donnés par
(4.11)

d(xF —Y*) a(x' —Y?) OY* —yi) O(Y' — i)
Bt :/ b. d +/ b; dy.
{ L SR aye Y ST oy oy

De part la forme de ces coefficients, la matrice BY est & la fois elliptique et symétrique.

5. CONTROLE OPTIMAL
On définit x. la fonction caractéristique de €2, par

1sixze2

Xe = Xe(T) =
0sizeQ)Q..

On a x. — xo dans L*°(2) faible x ou xo = ||YT*||

On considére le probléme de controle optimal (1.2)-(1.4) ou ensemble des controles

admissibles U, C L?*(€2.) est défini par I'un des convexes fermés suivant (voir [4] et

[7) :

(5.1) Uy = L*(Q)
(5.2) Uy =1{0€ L*(Qe) | 0> xe¢ pp dans Q}
(5.3) U, = {0 € L2(Q) | xeth1 < 0 < xeth2 pp dans Q}

oll 1,11 et 1)y sont des fonctions de L?(Q).

Par définition du contrdle optimal %, on a

(54 5 [ @7 dr<ae<a©) <C



Controéle optimal et homogénéisation pour le probleme de la torsion élastique. 124

pour les différents choix de ©, € US, C L*(2.) qui suivent
Xe dans le cas (5.1)
(5.5) O = ¢ Xt dans le cas (5.2)

Xe%2 dans le cas (5.3).

Nous allons & présent caractériser le probleme vérifié par la limite 65 du controle
optimal et montrer qu’en fait cette limite est aussi un controle optimal associé a un
probleme et a une fonction cotit que I'on explicitera par la suite.

Pour cela on suit la démarche de [4] ou [8], on définit les ensembles U,y C L?(S2) par

(56) Uaa = Lz(Q)
(5.7) Usg = {0 € L*(Q) | 6 > xov pp dans Q}
(5.8) Ug=1{0€ L*(Q) | xo01 <0< xov2 pp dans Q}

correspondant respectivement aux cas (5.1), (5.2) et (5.3).

Lemme 5.1 Dans chacun des trois cas (5.1)-(5.3), on a que le contréle optimal 6%
vérifie (par extraction de sous-suites): il existe 0§ € U,q (défini par (4.6)-(4.8)) tel

que
(5.9) 9x — 0% dans L>(Q) faible.

Démonstration

Dans chacun des trois cas numérés dans (5.5), la norme ||u.||y, de la solution u. € V,
de léquation d’état (3.1) ou 'on a remplacé 6. par O, est borné indépendamment
de € et comme B € M(fBpm, Bar), il en découle que J.(O,) est uniformément bornée
Par conséquent en utilisant 'inégalité (5.4), on a 92 est une suite bornée dans L?()
et donc il existe une sous-suite qui converge faiblement vers 6§ dans L?() faible.
D’apres la définition de U,q4, il est clair que si § € U,q alors %9 € U:,;. Comme
0x — 0f dans L?(Q) faible, on a 0§ € Uyq.
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Enonons le théoreme suivant qui nous donne un résultat de convergence du controéle

optimal

Théoréme 5.2 Pour 0 € Uy,q firé, on considére u € HY(Q) solution de (3.21). Soit

Jo la fonction cout définie par

1 N [ 6
(5.10) Jo(0) = —/ B'"Vu.Vudr + — | — dx.

2Ja 2 Ja Xxo
Alors 03 satisfait la condition d’optimalité
(5.11) 05 € Upa et Jo(05) = min Jo(0).

9€Uad
De plus, on a
3 *x\ *

(5.12) lim Je(07) = Jo(65)-

Démonstration

Premiere étape

D’apres le Lemme 5.1, on a 05 € Uyq. Soit u} I’état optimal associé au controle optimal
(solution du probléeme (1.2) avec §. = 0* dans le membre de droite de I’équation
d’état). En utilisant le fait que ||év;| |L2(.) est bornée, on a ||V P.uf||2(q) est bornée et
donc par I'inégalité de Poincaré || P.u}||12(q) est bornée. Par conséquent ||Pou|| g1 (o)

est bornée , il en résulte (par extraction de sous-suites)
(5.13) P.u* — u* dans Hy(Q) faible,

ol u* est solution de (3.21) avec # = 0} dans le membre de droite de 1’équation d’état.

Deuxiéme étape

Soit w. € HJ(£.) solution du probleme (1.2) avec X2 comme controle (0 € Uza),
X0
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c’est a dire :

(— div (AVw.) = f+ %29 dans Q.
Xo
we =0 sur 02

(5.14) X
we = constante sur 0T,

/ AEVwE.naz/ fdzx.
\ JOT, T,

Comme %9 — @ dans L*(Q) faible, on a
0

(5.15) P.w, — w dans H;(Q) faible.

ou w est solution de

(5.16) { —div (AoVw) = f+60 dans Q

w=20 sur 052
(voir Théoréme 3.2).
Troisieme étape

Donnons a présent un résultat de convergence de 1’énergie.

Soit ¢, € V; solution du probléeme

div (*A.Vg. — B.-Vw,) = 0 dans €2,
Qe = 0 sur 0f2
(5.17) qe = constante sur 0T
/ (*A.Vg. — B.Vw.).n. ds = 0.
aT.

Alors (d’apres le Théoreéme 3.2)
(5.18) (Potve, Pege) = (wyq) dans (HI(Q))? faible,
ou (w, q) est solution de

(5.19)

—div (*4oVqg— B*Vw) =0 dans Q
g = 0 sur 012
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Comme,
(5.20)

( /BEVwE. Vw, dr = /tAEVqE.V'w6 dx — / (*A.Vq. — B.Vuw,).n.w, dx

Q. Q. 9.
$ = / V.. (A Vwe) dr — (*A.Vqe — B.Vw.).new, ds
Q. Bl9)
+w5|3TE/ (*A.Vg. — B.Vw,).n. ds,
\ oT.

et we = 0 sur 0F2 et / (tAqu6 — B.Vw,).ne ds = 0. Par conséquent en intégrant
aT.
par parties, on obtient

(
/ B.Vw.. Vw, dx :/ Vq..(A:Vwe) dx
Q. Qe

= —/ div (A:Vwe)qge dm+/ (AVwe).nege ds
(5.21) ¢ Q2 092

=/ (f+ &H)qe da:—i—/ (AcVwe).neq. ds
Xo N

€

\

+QE|6TE/ A NVwe.n, ds.
aT.

Comme ¢. = 0 sur 02 et /

A NVwe.n, ds = / fdz,ona
aT. T.

/ B.Vw.Vw, dz :/ (f + &9) e dﬂ?‘l‘Qe|6Ts/ fdx
(5.22) Qe 2 X0 T

- / (f + X20) P.q. du.
Q X0

Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus passe a la limite, par conséquent le membre

de gauche admet la méme limite. Il en résulte,

(5.23) lim [ B.Vw.. Vw, dz = / (f+6)q dx.
e—0 Q. Q
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Or par les résultats d’homogénéisation établis en (5.16) et les conditions nulles sur le
bord de €2 de ¢ et de w, on a

(/(f—{—ﬁ)q dr = —/ div (AgVw) ¢ dx
Q Q

= —/Qw div (*AgVyq) dx

(5.24) 4

=— / w div (B*Vw) dz
Q

:/ Bi'Vw.Vw dz.
Q

\
Finalement en comparant (5.23) et (5.24), on a

(5.25) / B.Vw,.. Vw, dx — / B*Vw.Vuw dz.

Q. Q
Et comme X250 — ¢ dans L?(Q) faible, et x? = x. dans Q, on a

X0
(5.26) / (X20)? do — / X002 dz.
Q. X0 Q
Par conséquent, en utilisant (5.25) et (5.27), on obtient
(5.27) J€(§9) — Jo(6).
0

De la méme maniere, en prenant 6. = 6 dans (3.1), on a

(5.28) / B.Vul. Vul dz — / B'Vu*. Vu* dz .
Q. Q

Quatrieme étape

En passant a la limite dans I'inégalité

(5.29) V0 € Usg Jé_(fe) > J.(67),
0
et en utilisant le Lemme 4.1, on obtient
1 N
(5.30) Jo(0) > / B*Vu*. Vu*dz + limsup — / (07)d.
2 Q es0 2 Q

€

En prenant en particulier § = 6 dans I'inégalité ci-dessus, on a

*) 2
(5.31) limsup/ (0:)2d:v§/ (%) dx.
Qc

e—0 Q Xo
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Enonons le résultat suivant démontré dans [4] :

Proposition 5.3  (Kesavan et Saint Jean Paulin) Soit 1 < p < oo
Soit f. — 0y dans LP() faible. Alors

(5.32) lim inf /Q (0. )Pdx > / (6o)” 4,

e=0 Q XoP~1
On déduit de la proposition 5.3 et du lemme 5.1 que

*\2
(5.33) lim inf / (0)*dx > / @da:.
Q. Q

e—0 0

Par conséquent

*\2
(5.34) lim [ (0%)%dz = / 90" 4.
Q. Q

e—0 XO

On en déduit (5.12). De (5.30) et (5.34), on obtient (5.11). Ceci acheve la

démonstration.

6. CAS UNIDIMENSIONNEL

Nous allons a présent étudier le cas n = 1. Dans ce cas, il n’est plus question de
torsion élastique vu que cela n’a plus de sens. En fait, on va se placer dans le cadre
mathématique de la torsion (mémes équations) pour appliquer les résultats obtenus.
On va donc utiliser les équations données par (1.2). Dans IR, ces équations modélisent
un probleme en électrostatique :

On considére un certain nombre de conducteurs répartis dans une région donnée
deIR. On s’intéresse au controle optimal d’un probleme ou la solution correspond
au potentiel électrostatique a 'extérieur des conducteurs induit par une densité de
charge volumique donnée.

Soit © =Ja,b[ un ouvert borné de IR (nl). On suppose que les conducteurs sont
répartis périodiquement (de période €Y) ou Y =|0, 1] est la cellule de base.

Soit T' = [¢,d] (avec 0 < ¢ < d < 1), la partie de la cellule de base Y correspondant

aux conducteurs et on définit Y* par Y* = Y'\T la partie de Y non conductrice.
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Soit ct,d? définit par ¢ = e(c + i) et d° = e(d + i) avec i € Z. On définit T,

gr e
Pensemble des conducteurs par T, = { U [ct, d’s]} ﬂ |a,b] et on pose Q. = O\T.
ic 4
Le bord de T, est donné par 9T, = { U {c, dz}} ﬂ la, b]
i€ 4

On se donne une distribution de charge de densité volumique ;= ( f+0.).

Alors le potentiel éléctrostatique u,., induit par cette distribution de charge est solution
de

( — (gt = f+ 0, dans €.

ue(ct) = ue(d?) Vie Z
(6.1) 9

ou ac(x) = a(z/e).

Enonons un résultat de convergence :

Théoréme 6.1 Soit f € L*Q) et 0. € L*>(Q) tel que 0. est

bornée dans L2?(Q).  Soit a.(x) = a(xz/e) et b.(x) = bzx/e) tels que
0<am<a.<apy eld<p, <b: <PBrp. Soit u. et p., solutions du probléme
) —%(aed(;fcs):f+0€ dans ),
%(a6 ‘ff;e — b, ddi‘:) =0 dans Q.

(acipe = bebue ) () = (acime = bebue ) (@) vie 2
62) (a5 ) e = (o0 ) ) Vie

UE(CQ) = UE(dé)a ps(cé) = pe(di) Vi€ Z
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Alors il existe ag et b* et des fonctions 6 € L%(Q),u, p € H}(Q) tels que (par extrac-
tion de sous-suites)

6. — 0 dans L?(Q) faible
(6.3) Pue — wu  dans H}(Q) faible
P.p. — v dans H}(Q) faible,

ou P. est 'opérateur de prolongement défini au lemme 2.1.

Le couple (u,p) est solution de

d du
o ] —d—%(a()%)d =f+6 dans (a,b)
%(a[)% - bﬂ%) =0 dans (a,b)
u(a) = u(d) =p(a) =p(b)  =0.

ot ag est le coefficient homogénéisé donnée par (6.16) et b* est un scalaire dont

Uexpression est donnée par (6.26).

Démonstration

Ce théoreme est un cas particulier du Théoréme 3.2. Il n’y a donc rien a montrer.

Mais nous allons par contre donner les expressions de ag et de bf de maniere explicite.
i) Expression de a9

D’apres (3.20), le coefficient ag est donné par

1 dw
(6.5) =g /Y Qa) W) dy.

Les coefficients ne dépendent pas de 'opérateur de prolongement (). En effet d’apres
la théorie classique de I’homogénéisation, cette opérateur disparait lorsque que 'on
passe a I’écriture sous forme symétrique des coefficients homogénéisés (voir Cioranescu

& Saint Jean Paulin [2]), expression (6.5) devient

1 dw, [ dw

6.6 ag = — aly)—(y)—
(66) o= 177 |, a5 W)

(y) dy.
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ou la fonction w vérifie
( d d
—d—y(a(y)d—z) =0 dans Y~
dw dw
(67) ! @0 =650
w(c) = w(d)
| (w—y) Y= périodique.
Intégrons le probléme ci-dessus, la premieére équation de (6.7) nous donne
kT sur (0,c)
dw ’
(638) (0 )() =
y k= sur (d,1),
_ dw dw
avec kT et k~ des constantes. Or (ad—)(c) = (ad—)(d) donc
Y Y
kt =k= =k.
On obtient par intégration
K sur (0,c)
(6.9) w(y) = kF(y) +
K~ sur (d,1),
. o 1 .
ou F' est une primitive de —, i.e. :
a(y)
dF 1
6.10 —(y) = —.
(6.10) a0 () )

Maintenant, comme (w — y) est Y-périodique, on a
(6.11) w(0) =w(1) — 1.
En utilisant (6.11) dans (6.9), on obtient d’une part la relation

(6.12) Kt — K- =k (F(1) = F(0) — 1=k .my(é) _1,



Controéle optimal et homogénéisation pour le probleme de la torsion élastique.

133

ou my (h |Y\/ / h(y)dy.

D’autre part, puisque w(c) = w(d), on aboutit a

(6.13) K+ — K- =k (F(d) - F(c)) = k .\T\mT(é),

\ Lo
ou mr(h) = m/c h(y)dy.

Par conséquent, en utilisant (6.12) et (6.13), on obtient

(6.14) k=

or apres un calcul élémentaire, on a

-
YV*|.mi ()

o iy () = ( | nway+ [ 1 h(y)dy)

En exprimant (6.6) a 'aide de k, on obtient

(6.15) k=

k2 1
6.16 ap = — dy.
(6.16) "= Jy. aly)

Finalement, en utilisant (6.15) dans ’expression précédente, on aboutit a

1

6.17 Qp= ————— .
( ) 0 |Y*|-mY*(%)

ii) Expression de b*

On a d’apres (3.49)

(6.18) N:%AQ@@%—(ﬂﬂ@,
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En utilisant la forme symétrique de b* donnée par (5.11), on a

(019) ¥ = -] [ ETEDIETE gy 4 [ A TANCD) g

ol @ = —Y + y satisfait

( d da .
—d—y(b(y)d—y) =0 dans Y
(6.20) ) w%ﬂazwgpw
ac) = a(d)

| (a—y) Y= périodique.

Le probleme (6.20) est du méme type que (6.7). Par conséquent les mémes calculs
d’intégration vont étre mens pour déterminer ce. On va donc obtenir pour la premiere

intégrale du membre de droite de (6.19)

d(=Y +y)d(-Y +y Y*| my«(+) 1
on) [ ap IS AT gy D
. y y (my (3) = |T| mp(3)) Y[ m3(3)
Concernant la deuxiéme intégrale du membre de droite de (6.19), comme w = —x +y
et « = =Y 4y, alors x — Y = @ — w ol w est solution de (6.7) et a est solution de
(6.20). Ceci implique que
dx-Y) da dw

d - d d
(6.22) Y B k? ) yi
b(y) a(y)’

ou k est donné par (6.14) et k' par

1

(6.23) K=
YV*|.m3 (3)

On obtient donc pour la deuxiéme intégrale,

dx—Y)dx-Y) , _ Ko kY
(6.24) /*b(y) dy dy dy_/*b(y)<b(y) a(y)) w

= |Y*|(K?my~(1/b) + k*my«(b/a®) — 2kk'my~(1/a).
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En utilisant les définitions (6.14) et (6.23) de k et de k', ’expression précédente devient

dx-Y)dx-Y) . _ [Y*[.my-(b/a®) 1
62 T Y ) ()

Finalement, en combinant (6.21) et (6.25), on aboutit &

_ 1 my*(b/az)
Y5 mi ()

a

(6.26) b¥

Remarque 6.2 Kesavan et Saint Jean Paulin ont trouvé un résultat analogue a

(6.26) dans les domaines non-perforés (voir [3]).
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