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Introduction

L’analyse semi-classique est & mi-chemin entre la mécanique quantique et la mécanique
classique. On s’intéresse par exemple aux propriétés spectrales d’un opérateur de Schrodinger
h?A+V sur un variété riemannienne (X, g) dans la limite # — 0, que ’on relie  la dynamique
hamiltonienne de gijfifj +V sur le cotangent 7% X . Les principaux outils nécessaires & une telle
étude sont les opérateurs pseudodifférentiels, les distributions lagrangiennes et les opérateurs
intégraux de Fourier. Développés par Duistermaat et Hormander [8] durant les années 70
pour I'analyse des équations aux dérivées partielles linéaires, Helffer et Robert [26] précédés
de Maslov [23], Leray [22] les ont adaptés dans une théorie avec petit parameétre. Ce cadre
général s’applique & de nombreux problemes de la physique et des mathématiques, autres
que la limite semi-classique de la mécanique quantique [12]. Il permet en outre de mettre
en relation I’analyse hilbertienne d’espace du type L?(X) avec la géométrie symplectique de
contangents T X.

Les espaces de phase qui nous intéressent dans cette these ne sont pas des cotangents,
mais des variétés symplectiques compactes. Il est naturel de les introduire pour décrire des
systemes avec contraintes ou bien par réduction pour étudier des hamiltoniens qui posseédent
des symétries sur des cotangents. Ils apparaissent aussi dans la mécanique quantique comme
limites semi-classiques dans 1’étude du spectre rotationnel des molécules. La quantification
de ces espaces a été formalisée mathématiquement par Kostant [21] et Souriau [27] au début
des années 70. Cette théorie porte le nom de quantification géométrique et s’applique aux
variétés symplectiques compactes (M,w) qui sont préquantifiables, i.e. telles qu’il existe
un fibré en droite hermitien L — M muni d’une connexion de courbure %w, et qui sont
munies d’une structure kahlerienne dont la deux-forme fondamentale est w. L’espace de
Hilbert H qui quantifie (M, w) est alors I'ensemble des sections holomorphes de L. Cette
construction est motivée par la méthode des orbites dans la théorie des groupes : 1'idée est
que les représentations irréductibles d’un groupe de Lie s’obtiennent en quantifiant ses variétés
symplectiques homogenes. C’est bien le cas lorsque le groupe est compact.

Les opérateurs que ’on considere dans ce contexte sont les opérateurs de Berezin-Toeplitz

[1]. Tls sont par définition de la forme IIfTI, o1 IT est le projecteur orthogonal de L?(M, L) sur
H et f est une fonction de C*°(M). Etant donné un tel opérateur, '’équation de Schrodinger

1d

;E\Il(t) + IIfII¥(¢) =0, U(t) e H
donne la dynamique des états quantiques. Une approche heuristique pour résoudre cette équa-
tion est fournie par l'intégrale de Feynman : on exprime le noyau du propagateur exp(itILfII)
comme une une intégrale sur I’ensemble des chemins de M. Cette idée est réalisée de maniere
rigoureuse par Daubechies, Klauder et Paul lorsque ’espace des phases est le plan euclidien,
le demi-plan de Lobatchevski ou la sphére [20] [14] & 'aide d’intégrales stochastiques. Dans
un premier chapitre, nous généralisons ceci aux variétés kihleriennes préquantifiables. A
strictement parler, il ne s’agit pas d’un résultat semi-classique car il n’y a pas ici de petit
parametre. Néanmoins on relie de la sorte le propagateur quantique & une quantité classique,
I’action des chemins de M.

Dans les chapitres suivants de cette thése, on se place dans un contexte semi-classique.
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Le fibré L est remplacé par les fibrés LF ce qui définit les espaces de Hilbert Hy. Le petit
paramétre est i = k~1. De plus, ’'on considére des opérateurs de Berezin-Toeplitz de la forme
I f (., k), ou f(., k) est un symbole défini sur M. Le développement de I’analyse microlocale
dans ce cadre remonte au livre [6] de Boutet de Monvel et Guillemin. Ces auteurs ont élaboré
une théorie ol I'on quantifie des cones symplectiques a base compacte. Les opérateurs dits
de Toeplitz y généralisent les opérateurs pseudodifférentiels et ont des propriétés spectrales
similaires. Nos travaux s’inscrivent en quelque sorte dans une version avec petit parametre
de cette théorie. D’une autre maniére, on peut considérer que la théorie semi-classique est
contenue dans la théorie homogéne. Boutet de Monvel et Guillemin ont d’ailleurs exploité
ceci pour quantifier les variétés symplectiques compactes M préquantifiables qui ne possédent
pas nécessairement de structure kahlerienne, i.e. qu’ils construisent une suite d’espaces Hy C
C*®(M, L*) qui vérifient essentiellement les mémes propriétés que les espaces de sections
holomorphes dans le cas kdhlerien, notamment leur dimension se calcule en fonction de |w]
et de la classe de Todd de (M,w). D’autres applications semi-classiques ont ensuite été
proposées par Borthwick, Paul, Uribe (formule de traces [4], sections lagrangiennes [3]) et
Zelditch (quantum map [29]), que nous complétons en partie.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux opérateurs de Berezin-Toeplitz. De nombreux
articles [25], [24], [9], [10], [2], [18] portent sur les propriétés symboliques de ces opérateurs et
aboutissent & la construction de star-produits. Les résultats les plus généraux sont déduits
de [6]. Notre contribution est de proposer un ansatz dans le cas kdhlerien pour le noyaux
de ces opérateurs. La validité de cet ansatz découle des résultats de Boutet de Monvel et
Sjostrand [7]. I permet de donner une preuve directe des résultats connus sur les opérateurs
de Berezin-Toeplitz et de décrire le calcul symbolique en fonction de la métrique kahlerienne.
Nous en profitons aussi pour définir la notion de microsupport.

L’objet du troisiéme chapitre est la quantification des sous-variétés lagrangiennes d’une
variété kahlerienne M préquantifiable. Par quantification, nous entendons associer & une
sous-variété lagrangienne A de M une espace de sections (s € Hy) dont le microsupport est
inclu dans A. Ces sections jouent le méme role que les distributions lagrangiennes dans la
quantification des cotangents. Elles possedent entre autres un symbole total, qui rend leur ma-
nipulation aisée. La clef de cette construction est la généralisation de 1'ansatzt proposé dans
le deuxieme chapitre. Nous appliquons ceci pour traiter les problémes suivants : conditions
de Bohr-Sommerfeld pour les opérateurs de Berezin-Toeplitz, quantification des symplecto-
morphismes, description semi-classique du propagateur d’un opérateur de Berezin-Toeplitz et
équivalence microlocale.

Dans le dernier chapitre, nous entreprenons la généralisation aux variétés symplectiques
préquantifiables des résultats des chapitres 2 et 3. Nous reprenons la construction de Boutet
de Monvel et Guillemin dans un cadre semi-classique. On travaille sur les espaces de Hilbert
L?(M,L¥), dont la limite semi-classique (k~! — 0) est le cotangent 7*M muni de la deux
forme symplectique d¢* A dz* + wi;jdz’ A dz?. La section nulle M — T*M est alors un plonge-
ment symplectique. En introduisant des données adéquates, nous obtenons une réduction
symplectique de T*M sur M, ce qui permet d’associer a chaque sous-variété lagrangienne de
M une sous-variété lagrangienne de 7% M. L’analogue quantique de ces opérations conduit a
la quantification de M, de ses sous-variétés lagrangiennes et symplectomorphismes.
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Chaque chapitre est indépendant et est congu comme un article. Le premier chapitre a
été publié dans Helvetica Physica Acta, Volume 72 (1999), no. 5-6, pages 341-355. Pour clore
cette introduction, nous énoncons quelques conclusions générales de ces travaux et indiquons
quelques perspectives.

Les résultats de cette thése montrent qu’il est possible de transposer la théorie semi-
classique des espaces cotangents dans le cadre de la quantification géométrique. La difi-
culté est de trouver la méthode adéquate et la formulation spécifique a ce contexte. Concer-
nant l'intégrale de Feynman, Papproche usuelle [11] est de traiter I’équation de Schrédinger
?%\If+ (RPA+V + ?)\If = () comme une équation de la chaleur & temps complexe et d’appliquer
la formule de Feynman-Kac. Notre démarche consiste aussi & se ramener au semi-groupe de la
chaleur mais par une méthode différente. Pour ce qui est des outils de ’analyse microlocale,
nous montrons qu’il existe des ansatz appropriés aux variétés symplectiques compactes tout
aussi efficaces que les intégrales oscillantes de la théorie des cotangents. Le calcul des sym-
boles principaux se généralise et la notion de microsupport est introduite. Remarquons que
les problémes techniques sont déplacés : il n’y a plus de caustiques et il est immédiat de se
(micro-)localiser dans I’espace des phases, par contre il faut faire face & la contrainte imposée
par les équations de Cauchy-Riemann. De nombreuses formules semi-classiques sont étendues
dans le cadre de la quantification géométrique. En général les invariants symplectiques sont
inchangés ou légérement modifiés pour prendre en compte les données préquantiques. De plus,
il apparait des invariants propres a la structure kahlerienne, par exemple dans la composition
des symboles ou dans les conditions de Bohr-Sommerfeld. Dans ce dernier cas une intégrale de
courbure remplace I'indice de Maslov, qui est un invariant spécifique de la théorie des cotan-
gents. Enfin, le dernier chapitre montre que I’analyse microlocale sur les espace cotangents
et I’analyse microlocale sur les variétés symplectiques compactes s’inscrivent dans une méme
théorie. Nous indiquons entre autres comment réaliser des équivalences microlocales entre ces
deux géométries, ce qui devrait permettre de transposer immédiatement les résultats d’une
théorie a 'autre.

Dans nos travaux, les espaces quantiques sont définis comme des espaces de sections d’un
fibré L*¥ — M, holomorphes ou soumises 3 d’autres contraintes. Une extension possible est de
considérer des sections de E ® L*¥ — M dans la limite ¥ — oo, out E est un fibré auxiliaire de
base M. Par exemple, si M est kahlerienne, on peut sous certaines conditions topologiques,
définir E comme étant le fibré des demi-formes, i.e. une racine carrée de A™OM. H; est
alors I’ensemble des sections holomorphes de E ® L*. On s’attend dans ce cas & une simpli-
fication du calcul symbolique et des conditions de Bohr-Sommerfeld. Une autre possibilité
consiste & munir la variété symplectique (M, w) d’une structure presque-complexe compatible,
ce qui est toujours possible et choisir £ = @A%*. On introduit & partir de ces données un
opérateur de Dirac spin-c Dy, qui agit sur les sections de E ® L* et généralise 1'opérateur
0 + 0* défini lorsque M est kiihlerienne [16]. Le théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch, les
formules de Lefschetz et de nombreux résultats en rapport avec la réduction symplectique
se généralisent dans ce contexte. Borthwick et Uribe [5] montrent aussi un équivalent du
théoreme d’annulation de Kodaira et proposent de définir les espaces quantiques H; comme
étant le noyau de Dj. L’intérét de cete quantification est qu’elle est déterminée canonique-
ment par une structure presque complexe compatible avec w. Une derniére possibilité consiste
a supposer M kahlerienne et choisir pour £ un fibré holomorphe de rang quelconque. Si ?—[f
est I’espace des sections holomorphes de E @ LF, sa dimension est au premier ordre estimée
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par rang(E).(%)"Vol(M ), ce qui revient & multiplier la dimension de ’espace quantique par
rang(F). Dans tout ces cas, nous pensons que la premiére étape d’une étude semi-classique
serait la généralisation de I’ansatz pour le noyau du projecteur sur Hy.

Comme nous le montrons dans cette these, le language de la quantification par déformation
est tout & fait approprié pour formuler des résultats semi-classiques. Précisons d’ailleurs que
nos travaux montrent ’existence de star-produits canoniques sur les variétés kahleriennes et de
star-produits sur les variétés symplectiques compactes préquantifiables. La preuve est de na-
ture différente de celles données par De Wilde-Lecomte [15] ou Fedosov [17]. Les star-produits
d’une variété symplectique M sont classés & équivalence prés par H?(M)[[h]]. Comment
s’inserent dans cette classification les star-produits que nous exhibons 7 Nous pensons aussi
qu’il doit étre possible d’appliquer les techniques de la quantification par déformation & des
problémes autres que la description du calcul symbolique. Par exemple on peut s’interroger
sur la formulation des conditions de Bohr-Sommerfeld lorsqu’on ne dispose plus de structure
kahlerienne. La question est délicate car les données de la quantification semblent difficiles
a exploiter. Pour contourner ceci, on peut se demander s’il est possible d’écrire les condi-
tions de Bohr-Sommerfeld & partir d’un star-produit, et si ce n’est pas le cas, quelles sont les
structures adéquates.

Pour ce qui est de ’analyse, les techniques que nous utilisons reposent sur le caractere C*
des variétés. Dans le cas kihlerien, on dispose de plus d’une structure analytique. Exploiter
ceci devrait améliorer le contrdle des opérateurs par leur symbole. On peut par exemple
espérer remplacer les restes O(k~>°) par des restes O(e~“*) et affiner de la sorte les descrip-

tions semi-classiques du spectre des opérateurs comme le fait Voros sur I’espace de Bargmann
dans [28].

Une derniére piste de recherche qui nous semble intéressante se rapporte & la réduction
symplectique. L’étude des relations entre la quantification géométrique et la réduction sym-
plectique remonte aux travaux de Guillemin et Sternberg [19]. Leurs idées ont été appliquées
a la représentation des groupes de Lie et étendues avec des opérateurs de Dirac spin-c. Mais
a notre connaissance, rien n’a été fait dans une perspective semi-classique. Pourtant de nom-
breux problémes de la physique, ou se présentent des symétries, se formalisent dans ce cadre.
De plus la réduction des cotangents peut produire des variétés symplectiques compactes et
une telle étude devrait renforcer la cohésion entre la quantification de ces deux géométries.
Enfin on peut aussi envisager d’appliquer ceci & des problémes spectraux comme le suggérent
les travaux de Colin de Verdiere et Vu Ngoc [13].
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Chapter 1

Intégrale de Feynman et
Quantification de Toeplitz

1 Introduction

Let us describe formally what is Feynman’s path integral. We consider a particle of mass m
moving in a potential V : R3 — R. The quantum state space is L?(R?). The time evolution
of a state ¥g is given by the Schrédinger equation

hd

2y, —HUO
idt ! t

where H = —%(% + 36—;2 + %) + V is the Hamiltonian operator.

Feynman'’s idea is to express U; as a sum over paths

(1.1) mdx)::/a ek I3 L) 6D ds g (o(0)) de
x,t

where (2, ; is the set of paths c: [0,] — R?® such that c(t) = z, dc is a measure on €, ;, and
L denotes the Lagrangian of the system defined by

L(e,#) = gmli - V()

With formula (1.1), Feynman developed many concepts of quantum mechanics (see [1]). Path
integral methods were used by mathematicians to derive solutions of heat equations. They
have also played a major role in quantum field theory. In non-relativistic quantum mechanics,
the framework of this article, physicists have exploited Feynman’s integral formula to study
semi-classical properties. Mathematical works on the subject are reviewed in ([2]).

In this article, we propose a Feynman path integral formula in the setting of Toeplitz
quantization of compact Kahler manifolds, with an explicit dependence on A. The results
we obtain generalise works of I.Daubechies, J.R.Klauder and T.Paul ([3],[4],[5]), treating of
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Hamiltonians defined on the euclidean space, the Lobachevsky half-plane, and the sphere. We
compute the quantum propagator by well-defined path-integrals involving Wiener measure on
phase-space in the limit of diverging diffusion constant. Not only does this formulation give a
rigorous computation of the solution of the Shrodinger equation, but it also allows a natural
geometrical formulation of the problem in terms of the symplectic form, prequantum bundle,
and Kahler metric.

In the first section, using the equivalence between the Lagrangian and the Hamiltonian
formalisms on the tangent and cotangent bundle of a configuration space, we explain how the
phase of the integral of the lagrangian along a path <y is defined on a symplectic manifold
(M,w) endowed with a prequantization (P, «). Recall that P — M is a principal (R/27hZ)
bundle, and « a connection one-form, with curvature w. Let H € C*°(M, R) be a Hamiltonian
function. In this setting, exp(} fot L(c(s),d (s))ds) is replaced by the product of two terms,
the first being the parallel transport along <y, the second the phase of the integral of the
hamiltonian along <. In the second section, we introduce the prequantum hilbert space
L?(M, L), where L is the Hermitian line bundle associated with P. Using the covariant
derivative induced by «, we define the prequantum dynamics, and we give a description of its
propagator in proposition 1.9, where the geometric objects introduced above appear.

The third section is devoted to the quantum setting. M is endowed with a Kahler metric
g, with fundamental two-form w. L has a natural holomorphic structure compatible with
the covariant derivative. The quantum space H is the set of holomorphic sections of L. Let
II: L2(M,L) — L?(M, L) be the orthogonal projector onto H. The Hamiltonian operator
is ITL gII, where Ly denotes multiplication by H. The fundamental estimate is proved in the
fourth section. We show that the propagator exp(—i%l‘[L g1I) of the schrodinger equation is
approximated by the heat semi-group of the generalised Laplacian vApy + £ Ly, as v tends to
00, where Ay, is the Hodge Laplacian of L. Using a Weitzenbock formula and a generalised
Feynman-Kac formula we express in the last section these heat kernels as path integrals,
leading to a Feynman path integral.

Let z be the Brownian motion on the Riemannian manifold (M, vg), starting at zy € M.
The phase of the integral action of the sample path is a semi-martingale P/, defined as the
parallel transport P} : Lyr — Lgy along z,0 < s < ¢. The main result we obtain is stated
as follows

Theorem 1.1. For every ¥ € C*°(M, L), let ¥} € C*°(M, L) be defined by the path integral
WY (w0) =5 Blen b Hadspy ()]
then U} — e FILETy in M as v — 0o

Acknowledgments We would like to thank Thierry Paul for suggesting the subject.

2 The phase of the action integral

In this section, we explain how the integrand of the Feynman path integral is defined on a
symplectic manifold. Let us review the Lagrangian formulation of classical mechanics on a
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tangent bundle T'Q of a configuration manifold @ (see [6], 3.5,3.6,3.8). Let L : TQ — R be
a smooth function called the Lagrangian. The fiber derivative F'L of L is a fiber preserving
map from T'Q to T*(Q, sometimes called the Legendre transformation. Let us denote by
B the canonical one-form of T*Q defined by < f,v >=< 7wr-qu, (1g)«w >, Vv € T(TQ)
where 7g : T*Q — @Q and mp+g : T(T*Q) — T*(Q denote the canonical projections. The
Lagrange one-form (;, and the Lagrange two-form wy, are defined by

BL :FL*ﬂ wr, ZFL*dﬂ
We assume that F'L is a local diffeomorphism, hence (T'Q, wr) is a symplectic manifold.

We define the action A : TQ) — R by A(v) =< FL(v),v > and the energy by £ = A— L.
The Lagrangian vector field of L is the unique vector field Xg on T'Q) such that .x,wr, +dE =
0. Xg is a second order equation (i.e. (7). c Xg = Id) and its integral curves ~y(t) satisfy
Lagrange’s equation. Using coordinates (¢*, ¢*) on T'Q we recover the classical Euler-Lagrange
equations

% (5500) =5=0)

Let ©(q1,92,T) be the set of C* curves {c:[0,7] — Q/c(0) = q1,¢(T) = g2}. The La-
grangian integral is a functional defined on (g1, g2, T) by

The variational principle of Hamilton says that the solutions y(t) = (¢(t),¢(t)) of Lagrange
equation with ¢ € Q(q1, g2, T) are the extremals of the functional £. To prepare the Hamilto-
nian point of view, we introduce the action integral A(c) = fOT A((c(t), ¢(t))dt and prove the
following

Lemma 1.2. Let y: [0,7] — T'Q be the curve defined by y(t) = (c(t),¢(t)), we have

A@=lm

Proof. 1t suffices to prove that A(y(t)) =< ﬁL,'y*% >. We have

0 0 . .
<Br,Vsm; >= < B, FLivs since B;, = FL*B,

ot o
15]
= < FL(v(t)), (WQ)*FL*'Y*

o > by definition of 8 ,
= < FL(y(%)),~(t) >

since F'L is fiber preserving which implies (7g)« 0 F L, = (mg)«, and (WQ)*V*% = c*% = (t),

=A(7(t))
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In the Hamiltonian formalism, the data are a symplectic manifold (M, w) and a hamilto-
nian function H € C*(M,R), instead of the Lagrangian on the tangent space of a configura-
tion space. The classical dynamic is the flow of the Hamiltonian vector field Xy, defined by
Lxyw+dH = 0. Let (p;, ¢*) be canonical coordinates on M, an integral curve t — (p;(t), ¢*(t))
of Xy satisfies Hamilton’s equation

OH . oH
~ Opi pi= oq

Recall that M is the cotangent space T%(Q with w = df, and assume that the Legendre
transform F'L is a diffeomorphism. The relationship between Hamiltonian and Lagrangian
formulations is given by H = E o FL~!. The integral curves of Xy are mapped by FL onto
integral curves of Xpgy. If v : [O,T] — T*Q is a path on T*Q, a natural definition of its
Lagrangian integral is £(y) = fOT L(FL '(y(t)))dt. 1t follows from lemma (1.2) that

5

q

con=[ - [ " H)ar

The first term of the sum, which we denote A(~y) and call action integral, is not defined on a
general symplectic manifold (M, w), because w is not necessarily exact. If -y is a contractible
loop on M, we can set A(y) = |, g w, where S is a surface of deformation of . This depend on
S unless the integral of w over any two-sphere in M is zero. Since the action integral appears
in the Feynman path integral as the argument of the.function T —> exp(%x), we just need to
define the phase of the action integral P(7y) = exp(4.A(7)). Observe that v — exp(} [y w)
is well-defined, if we assume that the integrals of w over the two-sphere in M are multiples
of 27h.

Let us try to define the phase of the action integral of any loop of a symplectic manifold
(M,w). Let x € M. We introduce C1(M, z) (resp. Co(M,x)) the free abelian group generated
by the set of differentiable singular one-simplices (resp. two-simplices) which have all their
vertices mapped into the basepoint z. Observe that the generators of C;(M, x) are the loops
based at z. Let 0 : Co(M,z) — C1(M,z) be the boundary operator, Zy(M,z) = Kerd
the group of two-cycles, Bi(M,z) = Im 0 the group of one-boundaries. Assume that M is
connected. The first homology group Hi(M) with integer coefficient is Cy(M,z)/B1(M,z).
Let T be the quotient group R/27AZ and I : Co(M,z) — T the morphism of group defined
by I(S) = [qw mod 27hZ. We formulate the problem of the definition of the phase of the
integral action of the loops based at z in the following manner: find a group homomorphism
P :Ci(M,z) — T, such that

c,—9 . ¢

I P

(1.2) T

commutes. This problem has a solution if and only if Z5(M, z) C Ker I, that is the periods of
w are multiples of 27h. If this is the case, then the set of solutions is a principal homogeneous
space for the morphisms group Mor(H; (M), T) = H*(M,T). We can also solve this problem
in a geometric manner with Souriau-Kostant prequantization.
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Definition 1.3. Let (M,w) be a symplectic manifold. A prequantization of (M,w) is a
principal T bundle 7 : P — M, together with a connection form o € Q!(P,R) such that
™w = —da

Remark 1.4. The connection is R valued, because we identify the Lie algebra of T with R
by means of the canonical projection p : R — T

A symplectic manifold (M,w) admits a prequantization if and only if w/27h defines an
integral cohomology class, and if this condition is verified, the set of prequantizations is a
principal homogeneous space for H!(M, T) (see [7]). In this context the phase of the action
integral is defined as follows

Definition 1.5. Let (M,w) be a symplectic manifold with prequantization (P, «). The phase
of the action integral of a loop 7 is the holonomy P(7y) € T of . If y is a path of M joining x4
to x2, the phase of its action integral is the parallel transport along : it is a T-isomorphism
from P, onto P,.

Remark 1.6. The introduction of parallel transport, surprising at the first view, is appro-
priate for the following sections, see remark 1.10.

Remark 1.7. If M is a cotangent bundle T*(@), the trivial bundle 7%Q x T with the con-
nection form « is —7*f + df is a prequantization. The parallel transport along a curve 7 is
multiplication by p( [ 7 B).

Remark 1.8. Considering the different prequantizations of (M,w), we obtain all the group
homomorphisms such that diagram 1.2 commutes.

To complete the parallel between Lagrangian and Hamiltonian formalism, we mention
that Weinstein stated variational principles which relate the extremals of the multivalued
functional v — Log P(y) — [ H(v(t))dt to the integral curves of the Hamiltonian vector field
Xu (see [8]).

3 Prequantization

Let (M,w) be a symplectic compact manifold with prequantization (P,«). Let p denote
the representation of T on C whose character is [f] — exp(%@), and let L = P x, C be
the associated Hermitian line bundle. The connection « induces a covariant derivation V :
C>™(M,L) — QY(M, L) which is compatible with the Hermitian structure h € C®°(M, L* ®
L*) . The scalar product of two sections ¥ and ¥’ in C*°(M, L) is defined by

<U, U >= / h(T,0') |w""|
M
The Hilbert space H, = L?(M, L) of prequantisation is the completion of (C*®(M, L), <, >).

Each classical observable H in C*°(M,R) acts on H, as an unbounded operator Op,cq(H),
with domain C*°(M, L) according to

Opreq(H)¥ = (Lg —ihVx,)¥, V¥ € C*(M, L)
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where Ly is multiplication by H, and Xy is the Hamiltonian vector field of H. The linear
mapping which sends H into the formally selfadjoint differential operator Opcq(H) satifies
the commutation rules of P.A.M. Dirac. That is,

(1.3) Opreq(1) =1d
(1-4) Opreq({Fa G}) :%[Opreq(F)a Opreq(G)]

where {F,G} = w(Xp,Xg) denotes the Poisson bracket of F' and G. These properties are
generally presented as a motivation for introducing the prequantum bundles. The next step
of the quantization procedure is the definition of the Hilbert quantum space as a subspace of
‘H, using polarization. Nevertheless, until the end of this section, we continue without adding
any structure, because it allows us to introduce some important ideas for following sections.

The dynamics in a prequantum system is given by the Schrodinger equation

d i
E(\P) = _ﬁopreq(H)\Ij (Epreq)

Proposition 1.9. Let M x R — M, (y,t) — x4(t) denote the flow of the Hamiltonian
vector field Xg. The section U : M xR — L,(x,t) — U, (x) defined by

it
(]_5) ‘I’t(fﬂy(t)) =e & lo H(xy(S))dSP($y|[07ﬂ)-\110(y)

is a solution of equation (Epreq) with initial condition ¥o in C*°(M, L)

Remark 1.10. z, ‘ 0] is the integral curve of Xy joining y to z,(t) . By definition, P(xyho t]) :
Py — Py (1) is the parallel transport along a:y‘[()’ 9 Every u € P can be seen as a C—isomor-
phism u : L) — C. We consider that ’P(:vyho t}) is a C—isomorphism from Ly to L
defined by [P(z, |[0 t]).u]_1 o u, where u € P,. This definition is of course independant of the
choice of u.

Remark 1.11. Observe that the right part of (1.5) is the integrand of the Feynman Path
integral evaluated on the classical trajectory. This gives the prequantum dynamics as a
Feynman path integral where all the mass is concentratred on the path corresponding to the
classical trajectory.

Proof. There is a natural identification between sections of L and the functions ¥ € C*°(P,C)
such that R’[ka]\if = ¢ #%0,V0 € R, where R, denote right multiplication in P by g € T.

Namely every section ¥ € C*°(M, L) is associated to the function T by
(1.6) uw.¥(u) =Y (n(u)), YueP

On C*°(P,C), equation (Ep,¢,) reads as: —(Xﬁ —7*HOy)¥ = %\Tf where X}f is the horizontal

lift of Xy and 0y is the vector field of P associated with the one parameter group ¢ — Ryy.
The pull-back of ¥y by the flow of Xﬁ — w*H0y will be a smooth solution of this equation.
Since M is compact, X is complete. Let ug be a point of P. Let (u;)icr denote the integral
curve of X ﬁ starting from wug. It is the horizontal lift of the integral curve z; of Xy through
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the point zy = 7m(up). We shall look for a curve g; of T which makes Rgy,u; an integral curve
of Xﬁ — Hoy. Applying Leibniz formula leads to the differential equation &(g;) = —H (zy).
A solution g; = [#;] is given by :

¢
(1.7) 0, = —/0 H(zs)ds

The solution obtained on C*°(P,C), seen on C*(M, L), gives the result. O

Let Uy : C*°(M,L) — C*°(M, L) be the operator sending ¥y to ¥; defined in (1.5).

Corollary 1.12. U; extends to H, as a unitary operator. The unbounded operator Opyeq(f)
with domain C*®°(M, L) is essentially selfadjoint. The closure of %Opreq(f) is the infinitesimal
generator of (Uy)y.

Proof. Since h(U;V,U¥)(y) = h(¥,¥)(zy(—t)) and the flow leaves w invariant, we have
U3, =1¥]|%,. So U admits a unique continuous isometric extension to H, and UyoU_; =
U_; o Uy = 1d implies that Uy is a unitary operator of #,. (U;); is a one-parameter group.
Let us prove that it is strongly continuous. Using the denseness of C*°(M, L) in H,, we just
have to show that

(1.8) U = Uast— 0, YU € C*(M,L)
14

M xR — R, (z,t) — h(Uy¥ — ¥, U; ¥ — ¥)(z) is continuous. Using uniform continuity on
the compact M x [0, 1], we see that h(U;¥ — U, U; ¥ — ¥)(z) converges uniformly in z to 0
and (1.8) follows. In the same way, the preceeding proposition implies that

U, — ¥ )

T w —ﬁogreq(H).fo ast— 0 YU € C®(M, L)
So U; is a strongly continuous one-parameter unitary group, which is strongly differentiable
on a dense domain. The result follows (see Thm VIII.10 of [9]). O

Semi-classical mechanics deals with the limit # — 0. It permits us to make the link
between classical and quantum mechanics. When we attempt to introduce quantum mechanics
in a geometric formalism, it becomes a justification of the construction. In the preceeding
discussion, A was given and we assumed that the periods of w were multiples of 27h. Let
us regard the inverse approach, that is, (M,w) is given and we consider the set Q of & such
that (M,w) admit a prequantification (P, T,«). Let Per C R be the group of periods of w.
We have : h € Q <= Per C 2nhZ. If Per is a dense subgroup of R, Q is empty. If Per is
reduced to zero, Q is the set of real numbers. We are not interested in this situation, since
we assume that M is compact. The last possibility is that Per is a cyclic group. If we denote
d the positive generator of Per, we have Q = {hk|hk = ﬁ, ke N}.

To each prequantization (P;, Ty, ,a1) of (M,w) is associated a family of prequantizations
(Px, Th,, ). Namely, if Zj denote the subgroup of Ty, of order k, we set P, = P,/Zj and
denote pj, the projection from P; to Py. m : Py — M is a principal Ty, -bundle with
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defined by 7 o pr, = m1 and the action RF by py o R[lb,]1 = Rfa}k opr. Let ap € QNP R)
be defined by pyar = a1. With our convention (see remark 1.4), this is a connection one-
form defining a prequantization of M. If we denote by p; the representation of T;, on C
whose character is [0] — exp(%ﬁ), the line bundle associated to each prequantisation is
Ly = P; x,, C. Observe that

Ly~ Py % g1 C~ LY*

where p®* denotes the representation of T, on C whose character is [] — exp(i%&). The
covariant derivations defined on the equivalent line bundles are equivalent.

Instead of introducing different prequantizations, we consider in the following the k-th
tensor product of a line bundle L associated to one prequantization (P, T,a) with i = %.
In this setting we have O]’,freq(H ) =Ly — i%V’)“(H with V¥ the covariant derivation on L%,
and to express the different result on L®* we just need to replace & by % In the same way
as in the proof of proposition 1.9, the sections of L& lift to functions on P and using this

identification, we have

k=00
L’(P,0) = P Hf

k=—00
with H¥ = L*(M,L®*) and the hermitian product on L?*(P,C) defined by < T, 0 >=

Ip ] ;Illu p where pup = 271r—h|a A da"*|. We consider then that L?(P,C) is the prequantum
semi-classical space. The semi-classical properties will appear in the next section, once we
would introduce the quantum spaces.

4 Toeplitz Quantization

We assume that M is provided with a Kéhler structure such that the fundamental two-form
is w. Let J in C*°(M,End(TM)) denote the complex structure. Since the (0,2) component
of the curvature tensor —i%w is vanishing, the C* line bundle L* has a unique structure of

a holomorphic line bundle, whose local holomorphic sections ¥ are characterised by
Vi ix¥ =0, VX €C®M,TM)

The quantum space H¥ consists of the global holomorphic sections of L*. It is the kernel of
the differential operator V(%1 : C°(LF) — QO1(M, L*) defined by

VO — (Id +iJ)V*.

Since L*¥ and L¥ @ A%'T*M are Hermitian bundles, we can define (V*(%1))* as the formal
adjoint of V*(:1)_ We set
Afwl — (Vk:(O,l))* ° Vk:(O,l)

Ak C7°(M,L¥) — C~°(M, L*) is an elliptic operator, thus its kernel consists of
smooth sections. Since M is compact, it is finite dimensional. From the definition of Afl ol 1t
follows that :

<A U T >=06e VODY =0, V& eCc®M,L)
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Thus the quantum space HF is the kernel of A’,ﬁ o~ As a finite dimensional subspace of H}f and
hence closed, it is a Hilbert space. As a first semi-classical result it follows from Riemann-
Roch-Hirzebruch formula and Kodaira’s vanishing theorem that

k n
. k An
(1.9) dim H (—27rh> /Mw as k — oo

and consequently, the quantum spaces H* are not trivial.

Let us define the family of coherent states {ef} indexed by P. Since H* is a finite
dimensional vector space consisting of smooth functions defined on P, the map sending ¥ €
H* to \if(u) is a continuous functional, for every v € P. By Riesz lemma, there is a unique
quantum state ef € H* such that < U, ef >= T(u). Let IT* denote the orthogonal projection
onto H*, whose domain of definition is H{f or L?(P, C) according to the context. The Schwartz
kernel of ITI¥, seen as an operator acting on C*®(P,C), is called the reproducing kernel and is
given by

(1.10) ¥ (u,u') = < ef eF) > up(u) @ pp(u')

An important class of examples is the set of integral coadjoint orbits of compact Lie
groups. By Kostant’s version of the Borel-Weil-Bott theorem, the Hilbert quantum spaces
defined in this way are the irreducible representations. The coherent states were introduced
in this context by Perelomov in a different manner.

To complete the quantization, we associate to each classical observable H € C*(M,R)
an operator of H*. The operator O;’,fTeq(H ) defined in the preceeding section is not suitable
because it does not preserve H*. Following Toeplitz quantization we define O%__ (H) : H* —

Toep
H* by
(1.11) Of gep(H). U =ITF Ly U

It is sometimes convenient to see Oéoep(H ) as an operator acting on Hzlf or L%(P,C), defined
k

in these cases by OToep(H ) = II*LyII*. The following property draws an analogy between
coherent states and Dirac functions.

Proposition 1.13. The Schwartz kernel of Oéﬂoep(H), seen as an operator acting on C*°(P),
s given by

O oep(H) (u, ') = < Lyeg, ety > pp(u) ® pp(u)

Consequently

Tr (Ori,“voep(H)) :/P < LHeﬁ,eﬁ > up(u)

The commutation rules are no larger satisfied. Nevertheless the following deformation
quantization result is proved in [11].
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Theorem 1.14. For all F,G € C*(M,R), we have

10% 0ep(F)l 2% = || Flloo + O(1/k)
||O’.IIC”oep(F)O’IIC’oep(G) - Oéc“oep(FG)”Hk = O(l/k)
1K[O0% 0ep(F)s OFoep ()] — OFoep ({F, Gl v = O(1/k)

Other semiclassical properties were developed in [10]. These results were proved using
the microlocal analysis of the Szego projector @II* and the symbolic calculus of Hermite
operators.

The propagator for the Schrodinger equation

(0) = i Oh oy (H) ()

is the one parameter group exp(—t %Oéﬂoep(H )). The exponential is easily defined because H*

is a finite dimensional vector space. Let us consider the one parameter group of isomorphisms
of Hllf :
exp(—t %O%oep(H)) on HF*

ik
k ky _
exp(—t 3 M*LyIl") = { 0 on (H*)L

Since H* is a finite dimensional vector space consisting of smooth sections, exp(—t %HkL jralld
is a smoothing operator for every ¢ > 0. In the following section, we approximate this semi-
group by semi-groups generated by second order differential operators.

5 An approximation by the heat semi-group

We will need the following result about the heat kernel of a generalised Laplacian. Let E
be a fiber bundle over a Riemannian manifold (M, g). A second order differential operator
AF . C®(M,E) — C*®(M,E) is a generalised Laplacian, if its symbol

o(AF) € C®(T*M, .., End(E))

satisfies o(A”)(z,€) = —[¢[21d, where | |, denote the metric of T*M associated with a
Riemannian metric g.

Theorem 1.15. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold and E — M a fiber bundle.
If A¥ is a generalised Laplacian, then there exists a unique section k € C*®((0,00) x M x
M, E* @ nR E) which satisfies :

i) (O +Apk=0

”) limt—)O fM k(ta CC,y) ® S(y) |dg|(y) = S(.T), Vs € Coo(Ma E)

where |dg| € |Q"(M) is the Riemannian density. The section k is called the heat kernel of
AE.
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Remark 1.16. A generalised Laplacian A¥ needs not to be formally selfadjoint.

Let e *A" denote the smoothing operator whose Schwartz kernel is k(¢,.). From theorem
1.15, it follows that the family (e_tAE)t>0 form a one parameter semi-group. The following
corollary is more adapted for the proof of theorem 1.18.

Corollary 1.17. Let (M,g) be a compact Riemannian manifold and E — M a Hermitian
bundle. If A¥ is a generalised Laplacian, then there exists a unique, strongly continuous
family (Q(t))e>o0 of smoothing operators of L?(M, E) which satisfy:

i) (Q(t))e>o0 is strongly differentiable on C*°(M, E) and %[Q(t)s]+AQ(t)s = 0 on (0, 00)
, Vs € C®(M,E).
i) limg_,o Q(t)s = s in L?(M, E), for every s in C®(M, E)
Of course, Q(t) = e tAY, Observing that Afwl—i-i%L # is a generalised Laplacian associated
with the Kihler metric, we can state the main result of this section.

Theorem 1.18. For every t > 0, et tiRLa) tends to e~t R LHIY 45y o0 in the
uniform operator topology.

We prove this result by estimating (e_t(”AzolH%LH) — et %HkLHHk)\II with ¥ in H* and
in (H*)1. We set
RE(t, H) =e W AortinLa)
and
Q" (t, H) =" ik L 11k
We will establish the estimates implying the theorem in three lemmas.

Lemma 1.19. The semi-group RE(t, H) is contractive, that is | RE(t, H)|| <1, Vt>0.

Proof. Since C*(M, L) is dense in HF, it is enough to prove that ||RE(t, H)s|| < ||s|| for
every section s in C°°(M, L*).

d
IR (4 H)sl|” = < —(vAfg + ikh™ L) Ry (t, H)s, R(t, H)s >
+ < RF(t,H)s, —(vAY,, +ikh™'Ly)RE(t, H)s >
= -2 <vAF RE(t,H)s, RE(t, H)s >
= — 2| V*OVRE(t, H)s||?

<0

Integrating the inequality gives the result. O
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As an elliptic, formally selfadjoint operator on a compact manifold, the unbounded op-
erator AF  with domain C*°(M, L*) is essentially selfadjoint, its spectrum is discrete and
each eigenspace is finite dimensional (see [12]). Since AF , = (VEODY* o wEOL) > 0 the
eigenvalues are non negative. Let us denote /\,1C the first positive eigenvalue.

1 1L
Lemma 1.20. |RE(t, H) o (Id — TTF)|| < et 4 2kh l”A;c—Hu”

Proof. Using the decomposition of H;f into the orthogonal sum of eigenspace of A’fwl, the
inequality holds if H = 0. Let us introduce the semi-group of bounded operators of HI’f:

k k
~ Q%(t,H) on H
H) =
Bem ={ {iysy) o (-
Since Rk(t, H) = RE(t,0)— RE(t,0)oIT* +Q* (¢, H), it is a smoothing operator which is strongly
differentiable on C*°(M, L®*). Observing that A¥  oIIF = 0 and IT¥ o RE(¢,0) 0 (Id —II¥) = 0,
we calculate the derivative

(1.12) %[R’,ﬁ(t,H)\I/] = —(vAF,, +ikh TIFLLTIF)RE(t, H)T Vs € C®(M, L¥)
We also have
(1.13) %%Rﬁ(t,ﬂ)@ =V in HY V¥ e C®(M,LF)

We claim that :

t

(1.14) RE(t, H)U = RF(t, H)T — z‘khl/ RE(t — s, H) o (Ly — T*LyTIF) o RE(s, H)Wds
0

for every section ¥ in HI’)“. Since the function we integrate is continuous, we need only use

the Riemann integral. To prove this equality, it suffices to show that the operator defined on

the right side satisfies the conditions 7) and ii) of corollary 1.17, which are consequences of
(1.12) and (1.13).

Using that ||RE(t, H) o [Id — TI¥]|| = || RE(#,0) o [Id — TI¥]|| < e~ 2k, it follows from (1.14)
and lemma 1.19 that

i
|RE(t, H) o [Id — TT*F]¥|| < (e—*i”hrkh—l/ Ly —H’“LHH’“He_’\IIc”“du) Ikl
0

L
< (eAi”t + 2kR ! ”;”) [l
1

Lemma 1.21. ||[[Q*(t, H) — Rk(t, H)] o TT¥|| < khfl”—fgjiu + 2tkh~ Y| Ly|))

Proof. Note that Q¥(t, H)II¥ = R (¢, H)IT*. Thus equation (1.14) implies
t ~
[Q%(t, H) — RE(t, H)) o TI* =ikR™! / RE(t — s, H) o (L — TI*LyT1F) o R¥(s, H) o T*ds
0

4
—ikh / RE(t — s, H) o (Id — TI*) o LyTI* o R¥(s, H)ds
0
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since IT¥ and R¥(s, H) commute.

Observing that ||II¥ o RE(s, H)|| = 1, we get the estimate

t
Q" (t, H) — Ry(t, H)] o TI¥| Sk‘ﬁ‘l/o IRS (s, H) o (Id — TI*) ||| Lz || ds

Ll
/\,161/

<kh~ (1+2tkh™ || L)

Here we have used lemma 1.20. O

Proof of theorem 1.18. Since Q*(t, H) — RE(t, H) = (Q*(¢t, H) — RE(t, H)) o TI* — RE(¢,H) o
(Id — T1%), lemmas 1.20 and 1.21 imply

I ZH]
/\,161/

(1.15) Q" (¢, H) — RE(t, H)|| < e Mt + khi™ (3 + 2tkfi || Ly )

O

Remark 1.22. The dependence of the estimate (1.15) on k can be specified. It is proved
in [14] that there exists a constant C such that A\, > C + k. It follows that there exists
C1,Cs > 0 which do not depend on k, v and ¢ such that

(1.16) He—t(uA;"wl—H'%LH) - e—t %HkLHHkH SCle_kyt + @(1 + k)t)
14

6 Feynman Path Integral

In the preceding part, we saw how the propagator for the Schrodinger equation can be ap-
proximated by heat semi-group. Using a generalised Feynman-Ka¢ formula, we will express
the solution of Schrodinger’s equation as a limit of path integrals. This will be our Feynman’s
integral formula.

In [13], Norris proved a Feynman-Ka¢ formula for a generalised Laplacian A which acts
on sections of a vector bundle E. The first step consists in decomposing A¥ as

AP = —%TrOVE‘g’ TMovP+v
where V¥ : C®°(M,E) — QY(M,E) is a covariant derivative, Tr : C®°(M,E @ T*M ®
T*M) — C*°(M, E) is the contraction with a metric g and V € C*°(M,EndTM) acts
linearly on each fiber.

To pursue this program, we need the following Weitzenbock formula (see [15]):

1 nk
k k
= AR 2
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where AF = (VF)*oVF = —Tr oVL*®T*M o7k and 2n is the dimension of M. It follows that

o tWAR  Fik L) _ t¥5 —t(5AF+if L)

In the following we will apply Feynman-Ka¢ formula to

z k E __K L®k®T*M E
2A —I—zhLH— 2’I‘roV —HhLH

As in section 3, all the objects we will introduce depend on k only through the representation
p®%: we will construct stochastic flows on M, P and T which do not depend on k, and then
using p®* deduce the heat propagation on LF.

Given zy in M, let us consider the Brownian motion on M starting from zy associated
to the Riemannian metric vg. It consists of a probability space (2, F¥,P") equipped with a
right continuous filtration (F}')s>o such that F§ contains all the PV-null sets, together with a
martingale
z¥: Q" x[0,00) — M
(1) — z{(w)

which satisfies
b(0zy,0z)) = v Trob(zy)ot, Vbe C°(M,T"M @ T*M)

where b(0zf,0zf) denotes the b-quadratic variation of z}. This definition is the Lévy char-
acterisation of Brownian motion adapted to M-valued semimartingales. A construction is
obtained by solving a stochastic differential equation and using stochastic development (see

[16]).

Next, given ug in Py, we consider the horizontal lift u” : Q¥ x [0,00) — P of z¥. This
is the unique semimartingale u} in P over zj}, that is m c uj = z¥, such that

O((uy) ™ s(})) = ((uf) ™. Vs)(9z}) Vs € C®(M,L)

This means that, for all stopping times o, 7, such that ¢ < 7, we have

() slat) — () " s(a) = | () Vs)o

where the right part denotes the Stratonovitch integral of the T* M ® C-valued semimartingale
(uy)~1.Vs against z¥. The parallel transport Py (w) is the T-morphism from Ppy () onto Py
such that P/ (w).uf(w) = ug, this is the phase of the action integral of the path w. As in
proposition 1.9, P} (w) = ug o u¥(w) ! acts as a bijective linear transformation from Ly (w)
to Lg,.

Finally we define the stochastic exponential e} in T by the following stochastic equation

(1.17) def =efH(zy)dt
(1.18) e =1
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This means that for all stopping times ¢, 7, such that ¢ < 7, we have
T
s(e¥) = s(et) + / (99s) () H (a})dt, Vs € C¥(T,R)
g

Observe that equation (1.17) can be solved as (1.7) by integrating the stochastic process
H(z}) and projecting it on T using p. Details of stochastic exponentials in Lie groups can be
found in [17]. We interpret e} (w) as the integral of the Hamiltonian H along the path w.

We can write the generalised Feynman-Ka¢ formula
(T GAHREDW) (a0) = B [o(e))PPR 0 ()|, VO € (M, IF)

Using proposition 1.18, we can state:

Theorem 1.23. For every U in C®°(M, L*), let U¥ be the section of L* defined by
(1.19) Y (o) = ¢ B |t (el)PL* W (ap) |

then N
[ k k .
U e ALy i (HF < >) as v — o0

Remark 1.24. The construction of the propagator U; in proposition 1.9 is very similar to
(1.19). In the prequantum setting, we consider a deterministic smooth curve which is the
integral curve of Xy starting at z instead of a brownian motion. We lift it onto P, defining
in this way the phase of its integral action, and introduce the integral of the Hamiltonian
along the curve to solve a differential equation analogue to (1.17). The sign difference which
appears in the parallel transport Py (w) and equation (1.17) comes from the fact that the
sample paths of z} are not ending, but starting, at zo.
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Chapter 2

Quantification des observables sur
les variétés kahleriennes

1 Introduction

Soit M une variété kihlerienne compacte et w € Q?(M, R) sa deux-forme fondamentale. Soit
L — M un fibré en droite hermitien muni d’une dérivation covariante V compatible avec la
structure hermitienne et de courbure %w. 11 est possible d’introduire une telle structure sur
M si et seulement si les périodes de w sont des multiples de 27. M et L sont les données de la
quantification géométrique introduite par Kostant [14] et Souriau [19]: la variété symplectique
(M,w) représente ’espace des phases classique. L’espace des états quantiques est 1’espace de
Hilbert H composé des sections holomorphes de L — M. Le produit scalaire de H est défini de
la maniere usuelle & 'aide de la mesure pyr = % ‘w/\"‘. L’ensemble des observables classiques
est 1'algebre de Poisson C°°(M). Les observables quantiques sont les opérateurs linéaires de

H.

Pour faire le lien entre les observables classiques et quantiques, Berezin introduit dans
[1] les notions de symboles covariants et contravariants. Afin de décrire ceci, introduisons
’ensemble L2(M, L) des sections de L de carré sommable muni du produit scalaire induit par
par et considérons H comme un sous-espace de I'espace de Hilbert L?(M, L). Dorénavant
nous identifions un observable quantique P & I'opérateur borné de L?(M, L) qui s’annule sur
H~+ et dont la restriction & H est P. Nous notons II le projecteur orthogonal de L?(M, L)
d’image H. Un symbole contravariant est une fonction f € C*°(M) & laquelle on associe
l'opérateur ILM/II, ot M désigne 'opérateur borné de L?(M, L) qui agit par multiplication
par f.

t sant
f contravarian HMfH

Du point de vue covariant, nous considérons un observable quantique P, introduisons son
noyau au sens de Schwartz P(z4,74) ! et nous lui associons la fonction f(z) = P(z,z)/II(z, z),

'Nous identifions & I’aide de par le noyau au sens de Shwartz d’un opérateur @ agissant sur les sections de



18 Quantification des observables sur les variétés kahleriennes

appelée symbole covariant, sous ’hypotheése que II(z, ) ne s’annule pas

Q (-7", 37) _covariant Q
N(z,z) -

Rappelons le principe général selon lequel la mécanique classique correspond & la limite
dite semi-classique A — 0 de la mécanique quantique. Pour introduire # dans les données
quantiques, il suffit de remplacer dans toutes les constructions précédentes le fibré L — M par
le fibré L% — M (L®* est naturellement muni d’une structure hermitienne et d’une dérivation
covariante de courbure %w) k décrit I'ensemble des entiers positifs, le petit parametre est
alors h = % En appliquant les idées de Berezin, nous mettons ainsi en relation des suites de

fonctions de C*°(M) avec des suites d’opérateurs.

Dans [6], [7] et [8], Cahen, Rawnsley et Gutt étudient les propriétés des symboles covari-
ants. Dans le cas ol M est une orbite coadjointe d’un groupe de Lie compact, ils montrent que
la composition des symboles induit un star-produit. Leur preuve s’appuie sur une identifica-
tion partielle mais exacte entre les observables quantiques et classiques. Au lieu de procéder
ainsi, nous allons nous placer dans un contexte semi-classique comme l'a fait Guillemin [11]
précédé de Bordemann, Meinrenken, Schlichenmaier [2] avec les symboles contravariants. For-
mulons les résultats de ces auteurs de la maniére suivante: nous considérons uniquement les
suites ( fe, k)) , dui admettent un développement asymptotique complet en puissances de &

(2.1) fla,k) = k7 fi(@) + O(k™>) avec f € C*(M)
=0

pour la topologie C*, le symbole associé étant la série formelle 37, A f; de C*°(M)[[R]]. Pour
ce qui est des observables quantiques, nous nous restreignons aux suites d’opérateurs (1) de
la forme

(2.2) Ty = My iy 1T + Ry,

ou (f(.,k)) & les propriétés énoncées ci-dessus et (Rj) est une suite d’opérateurs telle que
I RiIlx, = Ry et dont la norme hilbertienne usuelle ||Rg|| est O(k~°°). Nous appelons une
telle suite (T%) un opérateur de Toeplitz et notons 7 ’ensemble de ces opérateurs.

Théoréme 2.1 ([2], [11]). La relation décrite par (2.1) et (2.2) qui associe une série formelle
S, hLfY avee un opérateur de Toeplitz (Ty) induit un isomorphisme de C°(M)[[h]] sur T
quotienté par O(k~>°). De plus,

I Tel| = O(™™) ssi fO= ... = N1 =0

ITx|| ~ Sup || si fo # 0

D’autre part, T est stable par composition et C*°(M)|[[h]] hérite de la sorte d’un star produit.

L 3 une section Q(z4,z4) de LRL™' = wa®7rfL* — M x M, ol 74 et wq sont les projections M x M — M
sur le premier et deuxiéme facteur respectivement. Le fibré L X L~ ! se trivialise naturellement au dessus de
la diagonale, x — Q(z,x) s'identifie donc & une fonction de C*°(M).
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Nous appelons ), B f; le symbole contravariant d’un opérateur de Toeplitz et le no-
tons oeont(Tx). Ce théoréme se déduit de la théorie homogene des opérateurs de Toeplitz
développée par Boutet de Monvel et Guillemin [4]. Il montre qu’il existe une adéquation en-
tre la quantification par déformation et les théories microlocales a petit parametre. Précisons
que l'application ocont : T — C°(M)[[A]] définit un symbole total dans le sens que son noyau
est ’ensemble des opérateurs de Toeplitz qui sont régularisants. Cette application est définie
intrinséquement, alors qu’habituellement en analyse microlocale seuls les symboles princi-
paux et sous-principaux (qui correspondent ici aux fonctions f© et f! d’un symbole S A f))
sont définis indépendemment des coordonnées. Ceci est d’autant plus surprenant que dans la
théorie homogeéne des opérateurs de Toeplitz [4] le symbole sous-principal lui-méme n’est pas
défini sans ambiguité.

1.1 Résultats

Notre premier résultat propose un ansatz qui décrit le noyau au sens de Shwartz d’un opérateur
de Toeplitz.

Théoréme 2.2. Soit une section E € C®°(M x M,L K L) telle que
E(z,z) =1, |E(zg,z4)| <1 si zg # zq et
VZgE =V_z,E =0 modulo I~ (diag M), Y Z champ de vecteurs holomorphes de M .2

La suite des noyauz au sens de Schwartz d’un opérateur de Toeplitz (Ty,) est de la forme

k\n
Ti(wg7a) = (5-) B alag,va,k) + Bi(wg, 70)

ot a et (Ry) sont telles que :

. (a( ) est une suite de C°(M x M) qui admet un développement asymptotique

ng La; pour la topologie C™® dont les coefficients vérifient Z .a; = Zg.a; = 0 modulo
T (diag M) quel que soit le champ de vecteurs holomorphes Z de M

o (Ry) est une suite de sections de L*)RIL~F négligeable dans le sens qu’elle est a décroissance
rapide uniforme sur les compacts ainsi que ses dérivées covariantes successives.

De plus, Uapplication o qui a (Ty) associe la série formelle >, Baj(z,x) induit un isomor-

phisme de T /O(k™%°) sur C*°(M)[[h]].

Ce résultat est maximal dans le sens ou I'on caractérise le noyau au sens de Schwartz
d’un opérateur de Toeplitz modulo une suite négligeable, autrement dit modulo la suite des
noyaux au sens de Schwartz d’un opérateur régularisant. Il permet de donner une preuve
directe du théoreme 2.1. L’application symbole ¢ : T — C°°(M)[[h]] définit un deuxiéme
symbole total. L’application symbole covariant ocoy : 7 — C°°(M)[[R]] est alors définie par
ocov(Tx) = O'(Tk)(O'(Hk))_l. Par conséquent,

T (z, z) l l
Hk(.’E :L') Zk fl‘I'O(k 00) ssi Ocov Tk thl
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ou le développement asymptotique est valable pour la topologie C°.

Du théoreme 2.2, nous déduisons de nombreuses propriétés de la loi de composition * des
symboles ¢. Cette loi est un star-produit dont les opérateurs bidifférentiels B; associés sont
donnés localement par des formules du type

ZB ([det(Gij)) ™", Gur pr) 05 £.02g
(2.3)
avecf*gthlBl f.9), Vf.geC™M)

Les fonctions G; ; sont les composantes de la métrique kahlerienne définies dans un systéme
de coordonnées complexes (2%) et les Gop en sont les dérivées successives. Les Bé,ﬂ sont
des polynomes universels, c’est a dire qu’ils ne dépendent pas du choix des coordonnées ni
de la métrique. Ces polyndémes sont calculables, mais leur expression est si compliquée que
nous n’avons pas réussi a vérifier les deux propriétés essentielles qui sont ’invariance par
changement des coordonnées et 1’associativité du star-produit *. Néanmoins, nous exprimons
le terme principal des (B;) et By & partir de tenseurs associés & la métrique kahlerienne. Une
propriété remarquable du star-produit * est qu’il ne dépend pas du choix du fibré L — M,
dit fibré préquantifiant. De plus, si M est une variété kihlerienne quelconque, c’est a dire
qui ne soit pas nécessairement compacte ou telle qu’on ne puisse pas la munir d’un fibré
préquantifiant, alors les formules (2.3) définissent toujours un star-produit sur M.

Nous donnons une description similaire des lois de composition %, et *¢ony des sym-
boles covariant et contravariants et montrons que les différentes applications C*°(M)[[h]] —
C*®(M)][h]] qui associent o(T}), ocov(Tk) €t ocont(Tk) sont des équivalences de star-produit.
Les résultats que nous obtenons sur le symbole covariant généralisent ceux de Cahen, Gutt
et Rawnsley.

Précisons qu’a la différence des star-produits #coy €t *cont, 1'élément unité o(Il) de *
est une série formelle ) 7itS; dont les coefficients S; pour [ > 0 ne sont pas tous nuls. Les
fonctions S; sont précisément les coefficients du développement asymptotique de (Ilx(z, x))

(2.4) (s, 7) (%)” 3K (@) + O(k—)
l

L’existence de ce développement asymptotique ainsi que Sy = 1 ont été montrés par Zelditch
[22]. Dans [15], Lu a calculé Si, Sa, S3 et Sy en fonction de la métrique kahlerienne et
sa, méthode peut se généraliser au calcul des coefficients suivants. Nous donnons un autre
algorithme pour réaliser ce calcul, a partir de I’expression des B;.

Les calculs de [15] s’appuient sur les sections piquées introduites par Tian [21]. Ces sections
sont dans le cas d’une métrique plate les états cohérents avec symbole que ’on rencontre en
physique mathématique. Nous en donnons une description d’un point de vue microlocal :
ces objets sont les analogues pour les opérateurs de Toeplitz & petit parametre des intégrales
oscillantes f ei%a(f )d¢ pour les opérateurs pseudo-différentiels & petit parameétre. Le produit
scalaire des sections piquées ainsi que ’action d’un opérateur de Toeplitz & petit parametre sur
une section piquée s’expriment directement & partir des opérateurs bidifférentiels B; associés
au star-produit *.
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Par analogie avec la théorie des opérateurs pseudo-différentiels & petit parametre, nous
définissons le microsupport d’une suite de Hj ainsi que d’une suite d’endomorphismes de
H,, et nous énoncons ses principales propriétés. L’introduction de ces notions est aisée es-
sentiellement car les objets que nous considérons sont directement définis sur 1’espace des
phases. Pour terminer, nous traitons le calcul fonctionnel des opérateurs de Toeplitz a petit
parametre. Le résultat que nous montrons peut en partie se déduire de la théorie homogene
des opérateurs de Toeplitz [4], ou il est déduit de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels.
Nous en donnons une preuve directe.

Rappelons que les propriétés symboliques de la théorie homogene des opérateurs de
Toeplitz sont démontrés dans [4] & partir du calcul symbolique des opérateurs de Hermite.
Boutet de Monvel [3] propose une autre méthode qui utilise le calcul symbolique des opérateurs
intégraux de Fourier & phase complexe. La démarche que nous suivons est essentiellement
inspirée par cette approche. La preuve du théoreme 2.2 consiste & montrer dans un premier
temps que P’ansatz proposé est valable pour (IT;). Nous déduisons ceci d’un résultat de Boutet
de Monvel et Sjostrand [5] qui décrit le projecteur de Szegd d’un domaine strictement pseudo-
convexe comme un opérateur intégral de Fourier & phase complexe. Précisons que la preuve
de Zelditch de Vexistence du développement asymptotique (2.4) partait aussi de ce résultat.
Nous étendons ensuite I’ansatz aux opérateurs de Toeplitz. Pour réaliser ceci et ensuite pour
démontrer les propriétés des symboles, le résultat essentiel que nous utilisons est le lemme de
la phase stationnaire, dans une version ou la phase prend des valeurs complexes [16] et ot ’on
calcule le développement asymptotique complet [12]. Ce résultat ainsi que celui de Boutet de
Monvel et Sjostrand sont les seuls que nous utilisons.

Dans un prochain article nous généraliserons ’ansatz du théoréme 2.2, afin de quantifier les
sous-variétés lagrangiennes de M. Ceci nous permettra de décrire les états propres ainsi que
le propagateur d’un opérateur de Toeplitz et d’énoncer les conditions de Bohr-Sommerfeld.

1.2 Notations

Précisons quelques notations et définitions. Le produit scalaire de u,v € L, est noté h(u,v),

la norme |u| = h(u, u)% et la derivation covariante de L V. Nous utilisons les mémes notations
pour les structures hermitiennes et les dérivations covariantes induites sur L& et LF K L~F.
A Taide de pjps, nous identifions le noyau au sens de Schwartz d’un opérateur Py agissant
sur C°(M, L®*) & une section de L* X L™ et le notons Py(z4,z4). Si D est un opérateur
différentiel agissant sur C®(M) (resp. C*®(M,L%*)), alors D, et D, sont les opérateurs
différentiels D ® Id et Id ® D qui agissent sur C®°(M x M) (resp. C®(M x M, 0%k)).

Si (sg) est une famille de C*®(M, L®*), nous disons qu’elle est négligeable si quels que
soient [, N des entiers positifs, X1, ..., X; des champs de vecteurs de M et K un compact de
M il existe C' tel que

|Vx,--Vx,sk(z)| < Ck™ sur K

Si (Ry) est une famille d’opérateurs agissant sur C*° (M, L®*), nous disons qu’elle est régulari-
sante si les noyaux des R sont de classe C™ et si quels que soient [, N des entiers positifs,
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X1, ..., X; des champs de vecteurs de M x M et K un compact de M x M il existe C tel que
|Vx,..Vx,Ri(zg, )| < Ck™ sur K

Ces définitions correspondent a celles des familles A-négligeables ou A-régularisantes des
théories microlocales & petit parametre (cf. [9]).

Si Y est une sous-variété de X, nous notons ZV(Y) (resp. Z°°(Y)) Tidéal de C®°(M)
composé des fonctions s’annulant & ’ordre N (resp. & tout ordre) le long de Y. Nous utilisons
la méme notation pour les sections d’un fibré.

Pour finir, rappelons qu’un star-produit * est une loi de C*°(M)[[R]] associative et C[[A]]-

bilinéaire de la forme
SOHf Y Hag=> K > Ay (fu. fi,)
l ! !

li+la+i3=l

ou les A; sont des opérateurs bidifférentiels tels que Ao(f,g9) = fg et Ai(f,g9) — Ai(g,f) =
1{f,g}. Une équivalence de star-produit est une application C[[A]]-linéaire ¢ : C>(M)[[h]] —
C*(M)][A]] de la forme

¢(f) =F+> Haoulf)

>0

ou les ¢; sont des opérateurs différentiels.

2 Sur une algébre F associée au projecteur (IIj)

Afin de montrer que le noyau du projecteur (II;) est bien décrit par ansatz du théoréme 2.2,
nous allons considérer une certaine algebre d’opérateurs (Ty : C®°(M, LF) — C®(M, L*))
définie de la maniére suivante. Introduisons le fibré principal 7 : P — M de groupe de
structure T = R/27Z tel que L®* ~ P xg, C, ou s est la représentation linéaire de T dans
C qui & 0 € T associe la multiplication par e *?. Les sections de L®* s’identifient alors aux
fonctions f € C°(P) vérifiant R} f = ¥’ f. La dérivation covariante V induit une 1-forme
de connexion a € Q'(P,R) telle que da = m*w et up = 52—|a A (da)/\"l est un élément de
volume de P. De la sorte, I'espace des fonctions de carré sommable L“(P) est muni d’un

produit scalaire et grace a l’identification précédente nous avons

k=00
L(P)~ € L*(M,L%)

k=—o00

Ainsi, & une famille bornée (Tj); d’opérateurs bornés de L?(M,L®*), nous associons un
opérateur borné T' de L?(P) qui commute avec l'action de T, et réciproquement. Nous
appelons la suite (T} )x>o la suite des coefficients de Fourier positifs de 7.

Soit IT le projecteur orthogonal de L?(P) associé & la suite des ITy. Comme nous le verrons,
P se plonge naturellement dans L* et de la sorte est le bord d’un domaine strictement pseudo-
convexe dont le projecteur de Szego est II. L’un des résultats principaux de Boutet de Monvel
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Sjostrand ([5]) est que (II) est un opérateur intégral de Fourier & phase complexe. Notons C
sa relation canonique.

Définition 2.3. F est 'ensemble des opérateurs (Qy) qui sont les suites des coefficients de
Fourier positifs des opérateurs @ : C*°(P) — C*°(P) intégraux de Fourier & phase complexe,
associés a la relation canonique C, commutants avec dy et de degré 0.

L’objet des trois premiers sous-chapitres est de montrer que la suite des noyaux d’un
opérateur (Qy) € F est de la forme

k\n
Qu(wg,2) = (5= ) B* a(zg,2a,k) + Rz, a)

™

ou E vérifie les mémes propriétés que dans le théoreme 2.2, (a(., k)) est une suite de C*°(M x
M) qui admet un développement asymptotique > ;2 k~la)(z4,74) pour la topologie C™ et
(Ri(zg,z4)) est négligeable. Nous définissons ensuite le symbole total d’un opérateur de F,
montrons que F est stable par composition est décrivons le calcul symbolique associé.

Comme nous le verrons au chapitre suivant, I’ensemble des opérateurs de Toeplitz est une
sous-algebre de F. Nous déduirons les propriétés de cette algebre de celles de F.

2.1 La section F

Nous notons ¢(X,Y) = w(X, JY) la métrique riemannienne de M.
Proposition 2.4. II existe une section E de LR L™" vérifiant

(2.5) E‘diag(M) =1
Vz,E=Vz,E=0 modZI>(diag(M)), VZ champ de vecteurs holomorphes de M

Cette section est unique modulo une section s’annulant a tout ordre le long de diag(M). La
fonction § = —2In|E| de C®°(M x M) s’annule le long de diag(M) ainsi que ses dérivées
premicres. Si x € M, Hess 5|(w 2) est la forme quadratique de noyau diag(T, M) et dont la

restriction au premier facteur de TyM x T, M coincide avec %g. De plus,
(2.6) VE = -E® (03 + 84)6 mod I (diag(M))
J est stictement négative sur un voisinage de diag(M) privé de diag(M). Quitte & modifier
E en dehors de la diagonale, nous avons
|E|(zg,2q) < 1ssizg# x4

ce que nous supposons désormais.

Preuve. Soit s une section de L définie sur un ouvert U de M telle que |s| = 1. Par
conséquent Vs = —if ® s ou 8 € Q(U) est réelle. Cherchons une section E définie au dessus
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de U x U vérifiant (2.5) de la forme s ® s~'e®¥. La fonction v doit vérifier les équations
P(z,x) =0
Zy (g, va) = i{B, Z)(xg) mod T (diag(U))
Zygp(xg,zq) = —1(B, Z)(xq) mod I (diag(U))

quel que soit le champ de vecteurs holomorphes Z. La courbure w = df est une deux-forme

de degré (1,1), par conséquent 9B = 0. Quitte & restreindre U, il existe d’aprés le lemme
de Dolbeault une fonction p € C*(U) telle que

(2.7) dp+ip%Y =0

Posons (x4, z4) = i(p(zy) + p(zq)) + &(xg,md), les équations précédentes deviennent

P(z,z) = —i(p(z) + p(z))
(2.8) Zyp =0 mod I°°(diag(U))

Zgh =0 mod T (diag(U))
La distribution de M x M engendrée par les vecteurs Zg et Z4 ou Z décrit les vecteurs
holomorphes de T'M, est intégrable et intersecte transversalement le complexifié de diag(T'M ).
Ces équations ont donc une solution unique modulo Z°°(diag(U)). Ceci nous assure l’existence
locale et 'unicité de E. Du fait de I'unicité, il est possible de construire grace a une partition

de I'unité une section globale E vérifiant (2.5). Avec les notations précédentes, la fonction ¢§
s’exprime de la maniére suivante

8(2g,2a) = (p+ p)(zg) + (p+ p) (€a) — (g, ) — ith (x4, )

Soit (27) un systéme de coordonnées complexes. De 0, W= (0,4 +('9zj)1/~1 modulo Z*°(diag(U))
9 g9 d
on déduit que 9,0 (z,z) est nul. On montre de méme que les autres dérivées de ¢ s’annulent
g
le long de diag(M). Pour calculer le hessien de d, remarquons que

(2.9) 8z56255|(z,z) = 62§3255‘(z,z) =0 Bzgazgéhz,z) = 6z£82§5‘($’$) =Gk
avec G = 0,; 051 (p + p). Soient X,Y € T, M. Ecrivons
(X,0) = (Z,Z) +(Z,~Z) avec Z = %(X —iJX) e T,°M
(Y,0) = (W, W) + (W,-W) avec W = %(Y —iJY) € TH'M
Le hessien de § s’annule sur la diagonale, par conséquent
Hess 6| (2,2) ((X,0),(Y,0)) =Hess 4| (22) ((Z,-z),(W,-W))
=W, 2) + (2, W)
d’apres (2.9) et le fait que w =i00(p + p) = i Y. G pdz? A dz*
1
Zig(X, Y)

(2.6) se montre en dérivant h(E, E) = exp(—9). O
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Remarque 2.5. Siw est analytique, il est possible de résoudre les équations (2.5) exactement
(i.e. sans reste dans Z°°(diag M)) sur un voisinage de diag(M) et la solution obtenue est
unique au voisinage de diag(M). Nous obtenons alors une section locale holomorphe de
LRL™' - MxM. O

Remarque 2.6. L’expression locale E¥ = ¢**¥ s* @ s~* nous sera d’une grande utilité. C’est
sous cette forme qu’on appliquera le lemme de la phase stationnaire pour les compositions
d’opérateurs. Le développement de Taylor de 1 le long de la diagonale s’exprime en fonction
de la métrique kahlerienne (les fonctions G, g sont les dérivées successives du potentiel de
Kahler p + p). Grace & ceci, nous pourrons calculer les opérateurs bidifférentiels B; associés
au star-produit *. O

Exemple 2.7. Soit M = C" muni de la struture holomorphe usuelle et de w = idzd NdZ et
L=C"xC. Soit s: M — L la section qui a (2*) associe (z*,1). On définit

ls| =1, Vs =1(d? — #d)®s
de sorte que L soit préquantifiant. Une section holomorphe est alors
1,j5j L .
t=e 2775 Vt=-Fdd @t, |t]>=e*7

Une section E associée a cette structure est

0 E(wg,$d) — 67%(z§2§+zézé)+zg.zé 8(.Tg) ® Sfl(wd) — e*Z$2$+ZZ'Z$ t(:vg) ® til(xd)

Exemple 2.8. Soit M = CP™ I'espace projectif complexe et L~! le sous-fibré de CP" x
C**! tel que L' soit la droite complexe z C C*. CP" x C**! est muni de la structure
complexe produit et d’une structure de fibré hermitien induit par la structure hermitienne
usuelle de C**1. L~! et par conséquent L héritent de la sorte d’une structure holomorphe
et hermitienne et donc d’une unique dérivation covariante qui soit compatible avec les deux.
Notons (wi)izo,___,n les coordonnées complexes de C*t!. Soit U C CP™ I’ensemble des points
de coordonnées homogenes [w’] tels que w® # 0 et z* = w'/wP les coordonnées affines définies
sur U. Soit s7! : U — L1, la section qui & (2°) associe (1, z',...,2"). On vérifie que

o _ﬂ'di
|s|2=1+z12’, Vszzi.z_.@)s
1+ 222

La courbure de L est donc

dzI NdZT FIZRdRI A dZF
w =1 —1
1+ 22 (1+ 2'zt)?

et ceci n’est autre que la deux-forme fondamentale de la structure kihlerienne de Fubini-Study
de CP™. L est ainsi un fibré préquantifiant. Une section F est alors

1 —I—zj.éj _
O E(zy,7q) = ﬁ 5(zg) ® 57 (2q)
d-~d
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2.2 Domaine strictement pseudo-convexe

Rappelons le résultat de Boutet de Monvel et Sjostrand dont nous avons besoin. Soit Y une
variété complexe de dimension k + 1. Soit D un domaine de Y dont le bord 0D est compact
de classe C°. Soit E — 0D le sous-fibré complexe de T(0D) ® C composé des vecteurs
holomorphes de Y tangents & dD. La dimension complexe de E est k. Soit r : Y — R une
fonction C*° définissant D, i.e. D = {r < 0} et r'(z) # 0 si z € ID. Supposons que D soit
strictement pseudo-convexe, i.e. que la forme sesquilinéaire de F |z (dite forme de Lévi)

(X,Y) = (80r, X NY) XY €E|,

soit définie positive en tout point de  de 8D. La restriction de —idr & D est alors une
1-forme de contact. Soit u € C*°(8D,|Q|(8D)) un élément de volume. L?(8D) est ainsi muni
d’une structure hilbertienne. # est I’ensemble des fonctions L? de D vérifiant les équations
de Cauchy-Riemann induites :

H:{feL%mn/ZfZQVZECMwaEg

Le projecteur de Szego II est le projecteur orthogonal de L2(0D) d’image .
Théoréme 2.9 ([5]). Soit ¢ la restriction ¢ D x D d’une fonction ¢ de C®(Y xY)
vérifiant
1 .
¢(z,z) = ;r(a:) et Im¢(zg,24) > 0 si zg # 24
Zyp = Zgdp=0 mod I>(diag(Y))

(2.10)

quel que soit le champ de vecteurs holomorphes Z de Y. L’application to(zg,x4) définie sur
le cone RY x D x OD est une phase compleze non-dégénérée (cf. [12]) et définit donc une
relation canonique C. I1 est un opérateur intégral de Fourier de relation canonique C.

Afin d’appliquer ceci, nous plongeons le fibré principal P dans L* de la maniére suivante
: si ¢ est la représentation linéaire de T dans C qui & @ € T associe la multiplication par e,

nous avons L* ~ P x; C. Définissons ¢ : P — L* par
i(u) =[u,1] € Px;C, VYueP

La dérivation covariante V induit une 1-forme de connexion o € Q!(P). Notons Hor'? — P
le sous-fibré de TP ® C composé des relevements horizontaux des vecteurs holomorphes de
TM @ C. Notons H : L* — R la fonction qui a un vecteur de L* associe le carré de sa
norme. Le résultat suivant est bien connu.

Proposition 2.10. D = {H < 1} est un domaine strictement pseudo-convexe de L* de bord
i(P). Le fibré des vecteurs holomorphes de L* tangents a i(P) est i, Hor''. De plus

(2.11) L omH = o
1
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Exemple 2.11. Considérons les données de I'’exemple 2.7. On trivialise le fibré L ~ C* x C
de sorte que #(2*) = (2%,1). D est alors défini par

D ={(z",u) [ ui < e_ziii}
Ce domaine n’est autre que le quotient de
U = {(z*,v) € C"*' / Imov > 2'7'}

par I'action Z x U™ — U™, (k, (z*,v)) = (2*,v + k), ot la projection Y™ — D est 'application
qui & (2%,v) associe (z%,e?). U™ est un exemple classique de domaine strictement pseudo-
convexe (cf. [20]). Son bord s’identifie au groupe d’Heisenberg et le bord de D s’identifie de
la sorte au groupe d’Heisenberg réduit.

Exemple 2.12. Dans 'exemple 2.8, le fibré L~! privé de sa section nulle est par définition
C™*! privé de l'origine. Par conséquent D privé de la section nulle s’identifie & la boule

B" = {(w') € C"** Jw'w’ < 1}

privé de Porigine. Le bord de D est donc la sphere de C**! et ceci donne une autre réalisation
de P comme le bord d’un domaine strictement pseudo-convexe.

Preuve. Soit un ouvert U de M tel que : P‘U ~U xT > (z,0). La 1-forme de connexion «
se décompose en o = B + df avec B € Q1(U). Soit s~! la section de L* définie au dessus de
U par

s7H(z) = [(2,0),1] € (U x T) x, C = L*|,

Nous avons Vs~! = if ® s~1. Soit p € C®(U) vérifiant (2.7). e’s~! est alors une section
holomorphe. Soit w la coordonnée complexe (holomorphe) linéaire de L* telle que w(e”s‘l) =
1. Introduisons un systéme de coordonnées complexes (z?) sur U. Dans ces coordonnées, la
fonction H et I'application ¢ s’écrivent

H (2, w) =wwel P UxT—UxC

(27,0) — (27 ,w = ?=P)
Le relévement horizontal 8?;” de 0,; est donné par
0" = 0,5 + (0, ) Op
i*ailjpr = azj - w(azj (,0 + ﬁ))aw

Ainsi i, Hor'? est un sous-fibré du fibré des vecteurs holomorphes de L* tangents & i(P). Ces
deux fibrés sont de dimension complexe n et par conséquent sont égaux. Montrons (2.11)

olnH :%" +0(p+p)
*0In H =id6 — dp + 0(p + p)

=t



28 Quantification des observables sur les variétés kahleriennes

car (3 étant réelle, (2.7) implique i3 = 0p — Op. Pour finir vérifions que D est strictement
pseudo-convexe

i*00InH = —i*00In H = —i*d0In H = —di*01ln H = —ida

et —ida(O"", ") = —iw(8,4, 0px) = Gy, est définie positive. O

21 7

Identifions & présent les sections de L* aux fonctions de C*®(P) vérifiant Rjf = et/ f.
Rappelons que si s : M — LF est associée & f € C®°(M), alors Vxs est associée & XDOT.f,
ou XPor_f désigne le relévement horizontal de X. Donc, les sections holomorphes s’identifient
aux fonctions vérifiant les équations de Cauchy-Riemann induites. Par conséquent, la suite
des coefficients de Fourier positifs du projecteur de Szego IT : L2(P) — L2(P) est la suite
(ITx) définie dans 'introduction.

P x P — M x M est un fibré T?-principal pour Paction produit. De plus L X L~! ~

(P x P) x,, C, o u est la représentation de T? dans C qui & (04,04) associe la multiplication

par e(%a=%) T section F s’identifie de la sorte & une fonction E définie sur P x P et vérifiant

(0,00 E = %P E. E(z,z) = 1 implique E(u,u) = 1. Soit V' le voisinage de diag P défini
par V = {|E - 1| < 2. Definissons la fonction ¢ = %lnE’ sur V.

Proposition 2.13. La fonction to(ug, uq) définie sur le cone RT x V est une phase associée
a la relation canonique de II.

Preuve. Travaillons localement avec les notations introduites dans les preuves des proposi-
tions 2.4 et 2.10. La fonction ¢ est

(2.12) ¢ =0y — 0 +i(p(zg) + p(z4) + P(g, 7a)
Prolongeons ¢ en une fonction ¢ définie sur un voisinage de diag(L*) C L* x L* par
¢=—i 1n(“’g'wd) + 1;(129, Tq)

Des équations (2.8) définisant 1 et de Dexpression de H donnée dans la preuve de la propo-
sition 2.10, on déduit que ¢ vérifie les équations (2.10), ou la fonction r est In H. O

2.3 Noyaux des opérateurs de F

Théoreme 2.14. Les noyauz d’un opérateur (Fy) € F sont de la forme

k

n
Fy(vg,2a) = (5=) B alag, 74, k) + Ry(zg,7a)

ot (a(.,k)) est une suite de C*®°(M x M) qui admet un développement asymptotique

oo
a(xga Zd, k) ~ Z k_lal(xga :L'd)
=0

pour la topologie C™ et (Ry) est négligeable. Réciproquement, étant donné une telle suite
(a(.,k)) et une suite (Ry) négligeable, il eziste un opérateur (Fy) € F dont les noyauz soient
comme ci-dessus.
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La preuve consiste essentiellement a réécrire I'intégrale oscillante définissant le noyau au
sens de Schwartz d’'un opérateur Fourier intégral sous la forme donnée dans le théoreme :
le terme oscillant devient E*, et amplitude a(zg,z4,k). A propos des termes négligeables,
faisons la remarque suivante : la famille des coefficients de Fourier d’un opérateur C*°(P) —
C*°(P) commutant avec 0y et régularisant (dans le sens que son noyau est de classe C*°) est
régularisante, et réciproquement.

Preuve. Soit G : C®(P) — C*°(P) un opérateur Fourier intégral de relation canonique I'
qui commute avec Jyp de degré 0. Son noyau est la somme d’une intégrale oscillante (cf. [12]
Chapitre 7.8) et d’une fonction C*

(2.13) Glug,va) = [ | ™00 s(ug, 7| + g 1)

ol s est un symbole de ST, (P x P x R") qui admet un développement asymptotique

(2.14) s(ug,uq, T) ~ ZT"flsl(ug,ud)
=0

et dont le support est inclu dans V' x R*. Calculons les coefficients de Fourier de G (ug, uq)-
Ceux de f sont négligeables, dans le sens qu’ils sont les noyaux d’une suite régularisante et
on se ramene ainsi & f = 0. Comme G commute avec Jdy, son noyau est invariant par I’action
diagonale de T sur P x P

G(Rp.ug, Rg-uq) = G(ug, uq)

Il en est de méme pour ¢. Ainsi quitte & moyenner (2.13) puis (2.14), nous pouvons supposer
que s et s; sont aussi invariantes. Soit @) le quotient de P x P par l'action diagonale et
p: Px P — @Q la projection associée. Le push-forward de G(ug,uq) parp: Px P — @ s’écrit
alors

mG@%=/ ¢TPD3(g, 7)|dr|
R+

avec § et ¢ tels que p*5 = s et p*p = . De plus § ~ > %, 7775, o les §; sont définies par

p*§ = s;. @ est un fibré T-principal de base M x M; I’action de 6 € T est definie par

Ry.p(ug,uq) = p(Rg.ug, ugq)

Nous devons calculer les coefficients de Fourier positifs de p,G pour cette action. Travaillons
localement avec P ~ U x T 3 (z,0), de telle sorte que Q@ ~ U x U x T 3 (z4,24,7) avec
p*y = 01 — 03. Nous avons ¢(z4,24,7) = 7 + ¥(zg,2q) ol P(z4,z4) est définie comme dans
la preuve de la proposition 2.4. Les coefficients de Fourier de p,.G sont

I(zg,z4,7) = e“”/ e_ikaeiT(H\P(mg’xd))5(559,$da9a7')|d9||d7'|
T xR+

Le support de § est inclu dans p(V) x Rt C U x U x (—a,a) x R" avec 0 < a < 7. Nous
remplacons 7 par k7.

Ik: (xga Zd, 7) = ez’k7 / e—ik(9+T0+T\Il(zg,zd))§(xg, Td, 9, kT)k|d0| |dT|
TxR+
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Pour estimer ceci, nous suivons la méthode de la phase stationnaire (chap de [12]). La
premiere étape consiste au moyen d’intégrations par partie & se localiser au voisinage des
points critiques de la phase ¢ = 0+ 70 + T9(z4, z4)-

(0r¢ = Opp = 0) ssi (zg =zq, 6 =0et 7=1)

Rappelons que la partie imaginaire de v(z4,24) est strictement positive si 4, # z4. Nous
obtenons

Ilc ("E!]a Zd, 7) = ez'lc’y / e—ik(b(@,wg,wd,‘r)g(xg’ Zd, 07 kT)k|d9| |dT| + eikfyglc ("E!]a Hfd)
D

ot D = (—¢,€) x (1 —¢,1+¢€) et les semi-normes C°(K) de gi sont O(k~>) si K est compact.
Appliquons & présent le théoreme 7.7.12 de [12]. Notons que ¢ = ¢ + (0:¢)(0pp). Nous
obtenons

Iy(zg, 3a,7) = (%)neik(7+¢(zg’xd))a(‘rgafcda k) + eik'yg;c(:cg,xd)
ou (a(., k)) admet un développement asymptotique EESO k~'a; pour la topologie C™ et les
semi-normes C*(K) de g}, sont O(k~*°). En fait I'on déduit du théoréme 7.7.12 de [12] que
I}, admet un développement asymptotique pour la topologie C°, mais les coefficients a; sont
de classe C*® et d’aprés le lemme de Borel il existe une suite (a(.,k)) comme ci-dessus. En
identifiant les fonctions Ij, & des sections de L* ® L%, nous obtenons I’expression des noyaux

n

(2.15) Fi (g, 24) = (%) E* a(zy,24,k) + Ri(2y,24)

ou |Ry(zg,zq)| est uniformément O(k~>°). Il reste & améliorer ceci, c’est & dire montrer que
‘VXl---VXle‘ < C’K,Nk*N sur tout compact K et quel que soit N. Les Vx,...Vx, F}, sont
les coefficients de Fourier positifs de XPT...X[°'G. Il s’estiment de la méme maniere que les
coefficients de Fourier de Fy. Par conséquent leur module est O(k”") sur tout compact avec
N suffisamment grand. Les dérivées de E¥a(., k) vérifient la méme estimation, il en est donc
de méme des Vx,...Vx, R;. En appliquant le lemme 3.2 de [18], nous obtenons alors que (Ry)
est régularisante.

Pour la réciproque, il nous faut montrer que quelle que soit la suite (ax) de C°(M x M)
admettant un developpement asymptotique ) k~'a! pour la topologie C™ il existe un symbole
s € STo(Px P x RT) admettant un développement asymptotique 3 7!s; telle que (2.15) soit
vérifiée. Supposons que sg soit localement invariante par Paction de T? sur un voisinage de
diag P. On peut alors facilement calculer (cf théoréme 7.7.2 [12]) le premier coefficient ag
du développement asymptotique. Il est tel que p*ag = s sur un voisinage de diag(P), ou
p est la projection de P x P sur M x M. On peut donc choisir le sy qui convient, puis
par approximations successives I’ensemble des s; et enfin le symbole s grace au lemme de
Borel. O

2.4 Symboles des opérateurs de F

Définissons le symbole total d’un opérateur de F. On note J = C*®°(M x M)/Z*(diag M)
I’ensemble des développements de Taylor le long de diag(M).
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Définition 2.15. Le symbole S(F}) d’un opérateur (Fy) € F est la série formelle de J[[A]]

S(Fy) =Y Ha]

ou (Fy) et a;(zy,zq) vérifient les conditions du théoreme 2.14.

Pour montrer que lapplication S : F — J[[h]] est bien définie et que son noyau est formé
des opérateurs régularisants, il nous faut estimer la croissance des noyaux des Fj en fonction
de ay.

Lemme 2.16. Soit X une sous-variété d’un ouvert ) de R¥. Soit d € C®(Q,R") une
fonction strictement positive en dehors de X, s’annulant au second ordre le long de X et dont
le noyau du Hessien soit T, X en tout z de X. Soit (a(.,k)) une suite de C™(Q) admettant
un développement asymptotique >0, a;(z)k™" pour la topologie C°. Soit N un entier positif.
Les deuz assertions suivantes sont alors équivalentes.

1. YV K compact de Q, 3 C tel que ‘ e_kd(‘”)a(a:,k)‘ <C k% sur K
ii. a; € TN7(X), Vi tel que N > 2i

. ) TR i _N_
Preuve. Soit [ un entier supérieur a Z'. Nous avons ‘ a(z, k) — é:o a;(z)k ’|< Cx k=27t
sur tout compact K de 2. Par conséquent, . équivaut a

l

(2.16) ‘ ¢~ kd(=) Z ai(z)k™

=0

ol

<Ckx 1™

N .
D’autre part, la condition 7i. équivaut & ‘ai(w)|< Cé(x)2 ™" sur tout compact K de Q. La
fonction y — y™e™Y est bornée sur RT. Nous en déduisons que

N . N
2

| M@ aua)k| < Casla)d(a) ¥+ k-

Ceci montre que #7. implique ¢.. Pour montrer la réciproque, nous introduisons I’ensemble
D={z€Q/d(z)"' eN}

Considérons un entier j compris entre 1 et [ + 1 et évaluons l'inégalité (2.16) en z € D et

k= %. Nous en déduisons que la fonction

bj(2) = jao(@)d(2) "7 + ' ar(@)d(a) 7T + .+ ar(@)d(@) T
est bornée sur K N D si K est un compact de Q. Les b;(z) s’expriment en fonction des
a; (m)d(a:)_%ﬂ par un systéeme d’équations linéaires du type Vandermonde, donc inversible.

11 en résulte que aj(x)d(w)_%ﬂ est borné sur K N D si K est un compact de Q. En écrivant
le développement de Taylor de a; et d le long de X, nous en déduisons 1. ]

Lemme 2.17. L’application S : F — J[[h]] est bien définie. Elle est surjective et son noyau
est composé des opérateurs régularisants.
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Preuve. Soient E et F deux sections de O vérifiant (2.5). Soient (a(.,k)) et (b(.,k)) deux
suites de C° (M x M) admettant respectivement des développements asymptotiques > k~la;
et > k~'b;. Supposons que (Eka(., k) — Fkp(., k:)) soient les noyaux d’une suite régularisante
et montrons alors que les a; — b; s’annulent & tout ordre le long de diag(M). Ecrivons

E*a(.,k) — F*b(.,k) = E*(a(., k) — b(.,k)) +(E* — F¥)b(_, k)

Montrons que le deuxiéme terme de la somme est O(k~°°) uniformément sur tout compact.
De 14 nous en déduisons qu’il en est de méme pour le premier terme, ce qui implique le résultat
compte tenu du lemme 2.16. Rappelons que E et F' ont méme développement de Taylor le
long de la diagonale. Posons F' = €" E. r est une fonction qui s’annule & tout ordre le long de
la diagonale.

|EF — F¥| = |1 — eFrje k0 avec § = —In|E]
< |kr|eFm ek car |e® — 1| < |z|e”!
< CN’Kk(SNe_%‘S sur un compact K
< Cfv,Kk_NH car yNe™Y est borné sur RT

quel que soit N. Ceci montre que S est bien définie. Le caractere surjectif découle du lemme
de Borel. Concernant le noyau de S, d’aprés le lemme 2.16, si les a; s’annulent & tout ordre
le long de diag(M), alors les E¥a(., k) sont & décroissance rapide pour k — co. Et il en est
de méme pour les dérivés successives, autrement dit E*a(., k) est négligeable. O

M étant compact , F), est un opérateur borné de L?(M, Lk). F est stable par adjonction
et

S(Fy)(zg, za) = S(Fi) (x4, zg)
Les opérateurs de F sont de classe trace et nous avons le développement asymptotique

k

S(Fy) =Y Hfi= TrF = (E)" >k /M filz,z) pu(z) + O(k™)
l l

La filtration usuelle de J[[h]] est donnée par la suite d’idéaux (A™J[[A]])m- C’est & dire
que (Fy) € F est la suite des coefficients de Fourier positifs d’un opérateur intégral de Fourier
de degré —m si et seulement si S(Fy) € A™J[[h]]. Dans ce cas, son symbole principal est

h_mS(Fk)|h:0.

2.5 Calcul symbolique

Nous montrons dans ce sous-chapitre que F est une algebre et nous décrivons la composition
des symboles. Pour ce faire, il nous faut introduire quelques notations. Soit (2¢) un systéme
de coordonnées complexes définies sur un ouvert U de M. A l'aide de ces coordonnées,
nous identifions le développement de Taylor des fonctions de C*°(U x U) le long de diagU a
des séries formelles en les variables (Zf,, Zgl) j=1,...,n dont les coefficients sont des fonctions de
C>(U), de la maniére suivante.
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Lemme 2.18. L’application Dyq: C®°(U x U) — C*®(U)[[Zy, Za)] définie par

[Daf)(z, Zg, Zg) = Zfa ) 2878 0l fo,5(x) = 513 0 azdf(acg,xd)|w —
induit un isomorphisme d’algébre de C°(U x U) /I (diagU) sur C*®(U)[[Zy, Z4]]

Les variables «, 8 sont des multi-indices, la notation 0% désigne ’opérateur 8:1(1)...8%”).

Nous avons choisi de noter Zf, et Zgl les variables formelles car

[Dd 8Z§'f(wgaxd)]($a Zga Zd) = 8Z{) [Ddf](xa Z97 Zd)
[Dd az(]i'f(xgaxd)](xa Zga Zd) = a’(Ji [Ddf](‘ra Zga Zd)

Nous aurons besoin aussi de manipuler des développements de Taylor de fonctions de C*°(U?)
le long de trig(U) = {(z,z,z) / = € U}. On utilisera les indices g,m,d pour distinguer les
premier, deuxiéme et troisieme facteurs de U?2. Le résultat suivant est analogue au résultat
précédent.

Lemme 2.19. L’application Dy : C*®°(U?) — C®(U)[[Zg, Zms Zm, Z4)] définie par

(D)@, Zg, Zmy Zomy Za) = > Farys.(@) 282028,
a,7,0,8

0l fanrs8(x) = a’y'd‘ﬂ' 05 (97m85 8’3 f(mg,xm,wd)‘

T=Tg=Tm=1Tq
induit un isomorphisme d’algébre de C®°(U?) /I (trigU) sur C*°(U)([Zg, Zm, Zm, Zd)]
Définissons la famille de fonctions GU, GY, G p associées a la metrique kahlerienne. Les

Gij sont données par w =i, ; Gjjdz" A dzl. (Gji)i’j est I'inverse de (G;);,;. Pour définir les
Ga,p, remarquons que dw = 0 1mphque 0,xGij = 0,iGyj et 0;rGyj = 05 Gy Par conséquent

0,050,

i1 32]'2 "'Giojo

est symétrique en g, %1, %2, ... €t en Jo, 1, J2, ceee- Nous notons G, g cette fonction ol o (resp.
B) est le multi-indice tel que «(l) (resp. 5(1)) est le nombre d’indices i (resp. ji) égal & [.

Théoréme 2.20. F est stable par composition. En passant auz symboles, cette opération
induit une loi A : J[[h]] x J[[h]] = J|[h]] associative et C[[h]]-bilinéaire. Les opérateurs A,
définis par

AT xJT—J, AFG) =) RAFG) VFGeJ

sont donnés avec les notations introduites précédement par

A(F, Q) = [det(Gij)]_lzm [Ak(Rk—lH.D)] o
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ot R, D et H sont les séries formelles de C®°(U)[[Zg, Zm, Zm, Za)] définies par

Gas(®) o s 9292[det(Gipl(z) o -5
R= ) e 2, D= § j VAWA
|a|>0,|8]>0, ol olf!
la|+|8|>3

H= [Dt(f(xga wm).g(wm, .’L‘d))](.T, Zga L, Zma Zd)
et A est l'opérateur 3, ; G ()07 055 agissant sur C*(U)[[Zg, Zm, Zomy Z4)]-

Remarque 2.21. Le fait que F soit stable par composition pouvait se déduire du caractere
idempotent de la relation canonique C.

La formule de composition des symboles principaux est

I xT — \77 F(‘Z‘a Zgazd)aG(vagazd) — F(iE,Zg,O)-G(iE,O, Z_d)

Preuve. Nous calculons le noyau T (z4, z4) au sens de Schwartz du produit de deux opéra-
teurs de F de symboles respectifs F' et G € J. Nous allons évaluer par le lemme de la phase
stationnaire

k

Tk(a"g’ Tq) = (_

2n
2e) [ B0 20) P (0,80 G i ) ()
M

ou E(zg,Tm,Tq) € L;, ® Ly, est la contraction de E(zg,zm) € Ly ® Ly, avec E(zm,zq) €
L; ®Lg,. |E(x1,Zm,zq)| <1si(x1,2Zm,zq) ¢ trig(M). Par conséquent, la suite Tj(., k) est
négligeable sur tout ouvert qui ne rencontre pas la diagonale {z, = x4}, et pour évaluer T}, au
voisinage de (z, ) modulo une suite négligeable il suffit d’intégrer sur un voisinage de (z, z, z).
On peut donc se ramener au cas out M est un ouvert U muni de coordoonnées complexes (z°)
et d’une section s de L — U de norme constante égale & 1 telle que Vs = (9p — 0p) ® s ou
p € C®(U). Introduisons une fonction 9 (z4, z4) telle que E(z,, z4) = ¥(9:%a) s(z,) @57 (24)
de sorte que

Ek($ga$ma .'L'd) = eik¢(zg,wm,zd) 8(.’139) ® 3_1(5511) avec ¢(‘Tga Tm, 'Td) = ¢(‘/Ega xm) + w(xma .’Ed)

Lemme 2.22. Le développement de Taylor de ¢(zg4, Tm,2q) — (24, 24) le long de trig(U) est

_ Gaopslx -
(217) [Dtgb(l'g,.’ﬁm,.’ﬂd) - Dt’w(.’ﬂg,l‘d)](.'ﬂ,Zg,Zm,Zm,Zd) = Z ? Oaé,;BlB(| )Z%an
|a|>0,|8>0 o

Preuve. Soit G(z) = p(z) + p(z). De 0,:0;; = G; j, nous déduisons que
Gop = 020G si [af, 8] > 0
Définissons les fonctions Gg g = a? G et Goo = 02G. D’apres la preuve de la proposition 2.4,

¢($g,$m,$d) - ¢($g,$d) = Z(G(wm) - "Z(mgaxm) - "z(fﬂmamd) + ";(xg’xd))
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ou la fonction 1/7(:69, z4) est caractérisée modulo Z°°({zy = z4}) par

¢($ax) = G(.T), agg’&(wgamd) = azngz(wgaxd) =0 mod Ioo({xg = xd})

k

sk
g OU Zg, on remarque que

Pour calculer les dérivées successives de &(a:g, Zm) par rapport a z
(34;1&) (z,z) = 0xG(x), ngazéczﬁ(xg,xd) = Bzgazgip(xg,xd) =0 mod Z°({zy = zq})
En réitérant ceci et en raisonnant de la méme maniére pour les variables 25, il vient

(6?91&) (z,z) = Ggyp, (32'3d1Z) (z,2) = Gop

On en déduit que

- G ) = ~ Goolz
Ddtog o)) =3 22020 Difenzal = Y C28 D 7
D’autre part, nous avons
~ Ga, (;[;) _
Dy 20 = Gla),  [DiGlam)l = 3 252020
En sommant ces séries, nous obtenons le résultat. O

Pour appliquer le lemme de la phase stationnaire, il nous faut vérifier que dimqﬁ est non-
dégénérée en (z,z,z). Dans la base (0,; , 0z ), on déduit du lemme 2.22 que d2 ¢ s’écrit

(2.18) ( _iG?cj(w) ‘@'ng(” )

et le résultat suit. Déterminons I'idéal J de C*®°(U?) engendré par les fonctions 0,; ¢,05 ¢

Lemme 2.23. Une fonction f € C>(U?) appartient @ J si et seulement si [D;f] appartient
a l’idéal engendré par Z3,, Z1,.

Preuve. D’apres le lemme 2.22, [D;0,; ¢ et [D;0,; ¢] appartiennent & I'idéal engendré par

Zf;l, Zyjﬁ, il en donc est de méme pour toute fonction de J. Pour la réciproque, considérons
I'idéal J' engendré par les fonctions u? = 2, — 2} et v/ = 2z}, — 25. La fonction w/@/ + vivi
s’annule le long de trigU au second ordre, son hessien est non-dégénéré dans les directions
transverses & trig U. Par conséquent, Z*(trigU) C J'. D’autre part [Dyu’] = Zj, et [Dyw?] =

ZJ,. On en déduit que
feJ & Dif] €(Zh, Z},)

Du lemme 2.22, on déduit alors que les fonctions Bzgn o, 82% ¢ appartiennent & J’, autrement
dit sont combinaisons linéaires & coefficients C™ des u/, v/. De plus cette combinaison linéaire
est inversible au voisinage de trigU car les coeflicients le long de trig U sont donnés par la
matrice (2.18). Il vient alors J' C J et le résultat suit. O
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Si f € C*®(U?), nous notons f” € C°°(U?) une fonction telle que f(zg, Tm,zq) = f(zg, Ta)
modulo Z. D’apres le lemme 2.23, une telle fonction existe, est unique modulo Z*°(diagU) et

[Ddfr](w’ Zga Zd) = [th](iﬂ, Zga 07 Oa Zd)

Pour appliquer le théoréme 7.7.12 de [12], on utilise des coordonnées réelles 2, telle que zd,
et ol I soient les parties réelles et imaginaires de zj, pour j = 1,...,n et on se raménera
ensuite aux coordonnées complexes. Définissons ¢; ; = (Bwin Bw{n c,zS)’", et ¢"(zy,z4) V'inverse
de ¢; j(z4,2q). Nous obtenons

KN g ) .
(2.19) Ti(g,4) ~ (%) ¢4 @070) N kU Hy (2, 20) + O(k~)
l

et la suite de fonctions Hy est donnée par la formule suivante

1 L (D) 1 pl—k n "
Hi(g,00) = [det(G )]~ 3 oy [ A (B4F (g, 200) G lam 0)2" det[Gigl ) )
=k

=5 Z % (mngd)awinaz%
.’j
Z.R(‘PL'gaxmaiI;d) = ¢($ga$mamd) -Tgal'd Z¢Z,j m) )(:L‘fn - (-Tgn)r)

De (2.17), nous déduisons que ¢(zg, Tm,zq) — P(z4,2q) appartient & 7, ie. ¢'(zq4,24) =
(x4, 7q). Donc (Ty) est un opérateur de F dont le symbole est S(T%) = >, h'[H;]. Notons
que l'on calcule en fait seulement le développement de Taylor des Hy le long de trig(U)
et ceci nous donne exactement le symbole S(T}). Nous pouvons ainsi réécrire les formules
précédentes a partir de séries formelles.

Comme le changement de variables (z¢,) — (2% 7! ) est linéaire, nous avons

iR(xg,$maxd) :¢('Tgaxm,$d) - w(‘xgaxd) - Z(az}nazgn(ﬁ)r(z;n - (zin)r) (Zgn - (Zgn)r)
1,J

5 D00,y O (e — () (2 = () + (B, 0y O (B — (E)") (3 — (ER')

Ga o
i[DeR(zg, Tmyza)] = Y i /’ﬁzazﬂ > iGi 725725, dapres (2.17)
la>0,[8]>0 63
- Z -Gw,/'izaz
|a|>0,|8]>0,
lal+[81>3

D’aprés (2.17), il vient que [Dg¢; ] ne dépend pas de Z, ni de Zy. Il s’agit d’une fonction de
C*®(U) et de plus

2n
> LDy jldr’ @ dal = Z Gij(z)(d7' ® d7¥ + d7¥ @ d7')
i’j 1 ,] 1
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Nous reconnaissons l’expression de la métrique riemannienne ¢g(X,Y) = w(X,JY) en coor-
données complexes. Autrement dit, sig = Z??’:l gi,jdz* ® dz?, nous avons %[quﬁi,j] = gij(x).
Donc

par = [det(gi;)]2|da’...dz?"| = det(Gy)|dz ...dz".dZ" ...dz"
= Dd[det(%qﬁi,j)]*% =2 "[det(Gyj)]
Et de méme,
3 090, ®0, = > GY(0, ® By + 0z ® D,0)

,J t,J
= [DyAf] = G ()01, 84 [Dif]

Ce qui termine la, démonstration. ]

3 Opérateurs de Toeplitz

Ce chapitre est consacré aux opérateurs de Toeplitz. Dans un premier temps, nous car-
actérisons le projecteur (II;) modulo un régularisant & partir des données géométriques. Nous
donnons ensuite la preuve du théoreme 2.2 et montrons que les symboles o, covariants et con-
travariants induisent des star-produits équivalents de C°°(M)[[A]].

Considérons 1'ensemble 7~ composé des opérateurs (T) tels que
(T}) € F et VZ € C®°(M,T° M), Vz, 0Tk =TxoVz, =0 mod R

ot R désigne Pensemble des opérateurs régularisants. 7 est une sous-algebre de F stable par
passage a l'adjoint. Comme nous le verrons, il s’agit & peu de choses prés de I'algeébre des
opérateurs de Toeplitz. Si (T}) appartient & F et admet pour symbole S(T}) = Y k![f], nous
avons

(2.20) (M) € T
' & Zy filxg, tq) = Za-fi(zg,24) =0 mod I°°(diag M),Y 1, ¥ Z € C®°(M,T**M)

Preuve. En dérivant par rapport & Zg le noyau de Ty, il vient que (V ;0T}) est un opérateur
de F dont le symbole est 3 A'[Z,. fi(z4,z4)]. De plus, (V ;0T}) est régularisant si et seulement
si ce symbole s’annule. On raisonne de la méme maniere sur Ty o V7. O

On définit Papplication o comme étant la composée de S restreint & 7 par la restriction
a la diagonale de M x M que I'on identifie & M.

o:T—J—=CoMA],  o(T) =) Bfilz,x)si S(Th) = Y R fi(wy, xa)

Des propriétés de S et de (2.20), 'on déduit o est un symbole total dans le sens ou elle
est surjective et admet pour noyau 1'idéal des opérateurs régularisants. Par conséquent,
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C>°(M)[[A]] est muni d’une loi * associative C[[A]]-bilinéaire. Notons B; : C*°(M) — C*°(M)
les opérateurs tels que f * g = S A'B)(f,g) quels que soient f,g € C®(M). 11 découle du
théoreme 2.20, que les B sont des opérateurs bidifférentiels et qu’ils sont donnés localement
par

3l (_1y—k
(2.21) Bilf,9) = [4et(Gi)l ' 3 g |AF(RFH.D)]
k=l

_l)

ou A, R et D sont définis comme dans ’énoncé du théoreme 2.20 et

1= (3 3029@)25).(3 40/ (@)25,)
> .

Zm=Zm=0

Preuve. Il suffit de calculer [DF(zg, zp,)], ot F(z,z) = f(z) et F(z4,24) est annulée a tout
ordre le long de {z, = x4} par Z, et Z; si Z est un champ de vecteurs holomorphes. Ceci
peut se faire comme dans la preuve du lemme 2.22. On procéde de la méme facon avec

[DG(zm, xq)]- O

Entre autres, nous avons Bi(f,g) = f.g. Par conséquent * admet un élément unité ainsi
qu’un unique idempotent qui ne soit pas nul; ils sont identiques; on note ), i S; cette série
formelle (Sp = 1). Si M est compact, d’aprés le théoréme 2.9, (IIx) appartient & F, il
appartient bien-sur & 7, son symbole o(II;) est idempotent, il s’agit donc de Do i'S;. Pour
le calculer, on peut utiliser que ), RS % 1 = 1, autrement dit

i=l—1

(2.22) So=1, Sy=-> Bii(Si1)
1=0

De (2.21), on en déduit que les S; sont déterminées par les G, g et ceci caractérise (II;) & un
régularisant pres.

Exemple 2.24. Reprenons ’exemple 2.8 ou M est le projectif complexe. II est classique
qu’une base orthonormée de H;, est la famille

() (4 oy

oll  est un multi-indice de Z™*! de longueur |a| = k. L’on en déduit que

1\n(k+n)!
%) k!

On vérifie donc bien que (TT;) € 7. Son symbole est o(T}) = 1 + h@ + O(h?). O

Hk(.’Eg,.’L'd) = ( Ek(mgaxd)

Exemple 2.25. Lorsque M = C" avec les données introduites dans I'exemple 2.7, les résul-
tats précédents ne s’appliquent plus car M n’est pas compact. Néamoins, on peut calculer
comme dans ’exemple précédent le projecteur (II;) & partir d’une base orthonormée de Hy.

k

Oy (zg, zq) = (%)HE’“(%, Zq)

L’on constate que son noyau & bien la forme attendue et son symbole est 1 qui est dans ce
cas 1’élément unite de *. O
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Du fait que (IIj) soit Pélément unité de 7/R, 'on déduit que si (T}) € F, alors
(Tk) S 7~' < I I, =1, mod R
Considérons a présent les opérateurs de Toeplitz.

Proposition 2.26. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes et définissent [’ensemble
T des opérateurs de Toeplitz:

1. (Tk) € F et I} T3l =T}
i. ALK f € C®(M)[[R]] tel que Ty = MM Iy + O(k™)
ot f(, k) =Y k714 O(k™) et LT, IT, = T

T est une algébre stable par passage a l'adjoint. L’application symbole o restreinte a T est
surjective et admet pour noyau l’idéal de T formé des opérateurs régularisants (Ty) tels que
;T = T. La relation qui associe les séries formelles > bl f; et o(T},), ou (Ty) et YRl f
vérifient 4., induit une bijection U de C®(M)[[R]]. T est C[[h]]-linéaire, les opérateurs ¥
tels que U(f) = SSHT(f) quel que soit f € C®(M), sont différentiels d’ordre 21, de plus
o(f) =f

On remarquera que 7 C 7 et que tout opérateur de T est égal & un régularisant prés &
un opérateur de Toeplitz. Ceci démontre le théoreme 2.2.

Preuve. Dans un premier temps, appelons opérateur de Toeplitz un opérateur qui vérifie
i. SiTy, € T, alors I, T,II;, est un opérateur de Toeplitz égal & T}, modulo un régularisant.
Donc o : T — C*(M)[[R]] est surjective. 3. = i., en effet My ;)IIy est un opérateur de F, il
en donc de méme de [Ty My )Ty Le symbole S(My(_ 1IIx) est le produit de ) Bl fi(z,4) par
S(IIx). Par conséquent o (TIy My ) = 3 AH™8(fr), ot les ¥; sont différentiels d’ordre
2l et Uy est I'identité. Ceci définit I'application . Elle est inversible et Pon en déduit que
1. = 1i.. O

Les symboles covariant ocoy : 7 — C®(M)[[R]] et contravariant ocont : T — C°(M)[[A]]
sont définis par

Ucov(Tk) = U(Tk) (Z hlSl)_la Ocont (Tk) = @(U(Tk))

Comme on les obtient & partir du symbole ¢ par des bijections de C*°(M)[[A]], ce sont
des symboles totaux. Notons ¥ : C*®°(M)[[A]] — C*°(M)[[h]] 'application qui au symbole
contravariant d’un opérateur de Toeplitz associe son symbole covariant. Elle vérifie les mémes
propriétés que 0.

Lorsque la métrique de M est plate, par exemple dans le cas d’un tore, on vérifie aisément
a partir de la formule 2.21 que o(IIx) = 1. Les symbole o et o¢o, sont donc identiques. Dans
un systéme de cordonnées complexes (z') tel que w = idz? AdZ?, *¢oy €t *cont sOnt les produits
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Wick et anti-Wick:
f *cov § = Z hk Z (3af)(3?9)

k |a\ k
f *cont § = Z Z (aaf)(agg)
|a|=k

De plus, 'application ¥ est donnée par la formule usuelle

Oeov(L) =Y B D (al) 710202 (0con (L))

k la|l=k

Décrivons le calcul symbolique modulo O(h?). Pour ce faire, introduisons le bivecteur
Gt eC®M, T'"°M T M) et Popérateur A : C®°(M) — C*®°(M) définis dans un systéme
de cordonnées complexes par

1 =>"G"0,i00,, A=GY0,0,
2
2A est opérateur de Laplace-Beltrami associé a la métrique riemannienne
9(X,Y) = w(X, JY)
G~! est le tenseur de la métrique hermitienne de A“°M. Notons r € C°*°(M) la courbure
scalaire de la dérivation covariante canonique du fibré holomorphe hermitien 79 M.
Proposition 2.27. §i f et g € C*®°(M), nous avons
frxg=fg+h((dg®df,G") — 1 r.f.g9)+O(K)
U(f) =f +hAf + O(h?)
f *cov g =f.g + Mdg ® df,G™") + O()
f *cont 9 =f-g — K{df ® dg, G~ ") + O(?)

Preuve. Soit z € M et (z*) un systéme de coordonnées complexes centrées en z tels que
Gijl@) = 6iy  Gial@) = Gaglz) = 0'sifa| = 2
Nous devons montrer que

(2'23) Bl(fa g)‘ Z(azzf ZG” ij- fg|

A

avec Gjjp = Gag OU o = 0; + 0; et B = 0 + ;. L'équation (2.21) s’écrit

1 1
Bi(f,9) = A(F.G.D) |Zm:Zm:0 — 5A2(R.F.G.D)| + EA3(R2.F.G.D)|Zm:Zm

Zom="Zm=0 =0

Comme R s’annule & l'ordre 4 en z, le troisieme terme de la somme est nul en z. Nous avons

=1+ Z ng,zk

’.7!
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modulo les termes d’ordre supérieur ou egal a 3. Ainsi, en x

A(RG.D)| 5, g, o =A@ D@92 20+ 1.9 Cisir(@) Z0 21 ) || 1,0

i ik
= (0:1)(0,:9) + 1.9 Gijis
i i
D’autre part
1 S
R|, =7 Y Giim(®) 20250 0 2,

(RN

modulo les termes d’ordre supérieur & 5. Ainsi, en z

AQ(R.F.G.D)|Zm:Zm:0 = [A2 (f-g- Z Gij,kl(x)zfﬁzrjﬁzr]:zzrln)] P
ijiksd

=19 Gijj
2
En sommant, nous obtenons (2.23). En procédant de la méme fagon, on calcule

V()= F+8D_(00:f + 5 Y Gigg-La],) + O)

i,j
L’on en déduit les formules de 1’énoncé. O

Corollaire 2.28. 51 = %r.

Corollaire 2.29. Les lois *, *coy €t *cont sont des star-produits.

4 Compléments sur le calcul symbolique

Nous discutons quelques propriétés des star-produits *, *coy €t *cont. On notera V; : C*°(M) —
C®(M) (resp. N;) les opérateurs bidifférentiels associés au star-produit *coy (resp. *cont)

Freow g =Y _HVi(f,9),  freomg =Y BN(f,g) Vf,geC®M)

et Uy (resp. ¥; ') les opérateurs différentiels associés & ¥ (resp. l'inverse ¥~ de )

() =Y _B(f), T =D HIT(f) VfeC®(M)

Comme cela apparait sur la formule (2.21), les opérateurs B; agissent par dérivations anti-
holomorphes sur le premier facteur et holomorphes sur le second facteur. Cette propriété a
été nommée séparation des variables par Karabegov (cf. [13]). Dans le cas d’un star-produit
dont I’élément unité est la série formelle constante égale a 1, on dispose de la caractérisation
suivante.
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Lemme 2.30. Soit P : C®°(M)[[A]] x C®(M)[[R]] = C®(M)[[A]] une loi C[[h]]-bilinéaire,

associative, admettant 1 pour unité et telle que les opérateur P;, définis par

P(f,9) = X hPB(f,9)

soient bidifférentiels. Alors, les opérateurs P, agissent par dérivations antiholomorphes sur
le premier facteur et holomorphes sur le second facteur si et seulement si quels que soientt
fig € C®(M) et U un ouvert de M telle que f soit holomorphe sur U, P(f,g) = fg et

P(g,f)=gf.

En considérant la structure complexe conjuguée, on obtient une caractérisation analogue
pour une déformation P de la multiplication telle que les P, agissent par dérivations holomor-
phes sur le premier facteur et antiholomorphes sur le second facteur.

Preuve. Montrons la réciproque. Ecrivons localement P(f,g) = Zag’bﬂ ’(820‘82’3 f)(ag’ag' 9)
et montrons que les fonctions ag’,bﬂ " sont nulles si |8'| > 1 ou |a| > 1. Nous avons

/

af (z) = (BB P ((z — 2(2))*(2 — 2(2))%, (2 — 2(2))* (2 — 2(2))") (x)
D’autre part, utilisant ’associativité et '’hypothése il vient
P((z - 2(x))%(z - 2(x))*, (2 - 2(2))" (2 — 2(z))")
= (z — 2(2))* P((z - 2(2)), (z — 2())* ) (2 — 2(2))"

et ceci s’annule en z si |f'| > 1 ou |a| > 1. O

|

Lemme 2.31. Les opérateurs Vi agissent par dérivations antiholomorphes sur le premier
facteur et holomorphes sur le second facteur. Les opérateurs N; agissent par dérivations
holomorphes sur le premier facteur et antiholomorphes sur le second facteur.

Preuve. Concernant le symbole covariant, cela découle de

(2.24) Vilhe)= > S.'Bi(Sif Sug)
li+la+I3+14=l

ot S; ! n’est pas l'inverse de S; mais telle que (3°A'S)).(CA'S, ') = 1. Pour ce qui est
du symbole contravariant, montrons que si f est holomorphe sur U, alors g *¢cont f = g.f.
En passant aux adjoints, on en déduit que f *cons ¢ = f.¢ et le résultat découle du lemme
précédent. (MII) est un opérateur de F et son symbole est S(MII;) = f(z4)S(Ik)(zg, z4)-
Les coefficients de S(M/II}) vérifient les équations (2.20) au dessus de U. Donc S(M/II}) se
compose sur U comme le symbole d’un opérateur de Toeplitz. Par conséquent, (II;) étant
Pélément unité de 7, S(Ix M) |, = S(M;T1;)|,- TI vient alors

S(Ie My MT1y)| , =S (I My) * S(IT; M 11|,
=S(Ix My) * S(MIL;)|,,

:S(HkMngHk)\U
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Cette propriété des symboles covariants et contravariants est complétée par la suivante.

Lemme 2.32. Si f est holomorphe au dessus de U, alors ¥(f) ‘ f|U et U(f ‘ f|U

Preuve. \I/(f)|U = f‘U découle de S(HkaHk)|U = S(MfHk)|U, ce qui a été démontré dans
la preuve précédente. En passant aux adjoints, on obtient la deuxiéme égalité. O

Des propriétés précédentes, on peut déduire le fait suivant: si f et g sont holomorphes sur
U, alors

\Il(f_g)|U = \D(f*cont g)|U = \Ij(f_l) *cov \Il(g)‘U = f_*cov g|U

autrement dit ¥;(fg) = V;(f,g) au dessus de U. Cette équation montre que I'opérateur
bidifférentiel V; (qui agit par dérivations anti-holomorphes sur le premier argument et holo-
morphes sur le second) est déterminé par U; et réciproquement. Ceci peut se voir de la
maniere suivante :

(2.25) Ty(h)(2) = ) aap(@)(0205h) &  Vi(f.9) Zaaﬂ 20)(8% §)

ol f, g et h sont quelconques et (z') un systéme de coordonnées complexes. De la méme

fa(;on on montre que si f et g sont holomorphes sur U, alors Ni(f,g |U 1—1( f-g) ce qui
*écrit en coordonnées

(226)  U'(W)(@) = D bas(@)(@207h) & Ni(f.g) Zbﬁ 2 1)(029)

ou f, g et h sont quelconques.

Nous allons & présent essayer de comprendre les relations entre les différents star-produits
et la métrique kahlerienne. De la formule 2.21, nous déduisons que

ZB ([det(Gij)] ™, Gur )05 £.0%9

ot les Bé 3 sont des polynomes universels (i.e. qui ne dépendent pas du choix des coordonnées
b

ni de la métrique). Définissons un poids double sur les polynomes en les variables [det(Gy;)] 7!,
Ga,p qui compte les dérivées holomorphes et antiholomorphes des G; ;. Pour les mondmes
élémentaires, nous posons

m([det(Gij)] ™) = (0,0), m(Gap) = (la] - 1,18 — 1)

Le poids d'un monéme produit de plusieurs monomes est la somme des poids de ces monomes.
Enfin, nous disons d’un polynéme que son poids est (p, q) s’il est une combinaison linéaire de
plusieurs mondémes de poids (p, q).

Lemme 2.33. Le poids des B a,p €5t m(B aﬂ) {—=18],1 = |a|)
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Autrement dit, dans I’expression

f*g—zhlzB ([det(Giy)] ™, G )0 £-05 g

le nombre de dérivées holomorphes en facteur de 7! est | et il en de méme des dérivées
antiholomorphes.

Preuve. Utilisant les notations de la formule (2.21), nous avons

R= Za,gQa,ﬂZ%Zﬂ avec m(Qap) = (lof = 1,(8] = 1)
D= Ea,ﬂQO{,,BZf;LZﬁ avec m(Qa,g) = (|, [6])

ot les Qq 5 sont des polyndmes en les variables [det(Gj;)]™! et Gap, qui varient & chaque
ligne. Par conséquent,

RFID = ¥, 5QapZ8 % avec m(Qa,p) = (laf — (k —1),|8] — (k —1))
RFIDFG = 5, (L s Quy 07 1.09'9) 2520
avee m(Q2 ') = (Jof — o] — (k= 1), 18] — |#'| — (k — 1))
NREIDFG = Ty (S p@uy 07 1.02'9) 25020
avec m(Qy ) = (la| — |o/| + 1,18 — |8 +1)
AFRFIDFG|, _, =Y, 5Qa,s05 f-02g avec m(Qap) = (I —|al,i — |B])

O

Cette propriété vaut aussi pour *coy, *cont €t on dispose d’un résultat analogue concernant
le symbole o(I1;,) = Y A!S; et 'application .

Lemme 2.34. Il eziste une famille de polynomes universels S (resp. Vi,ﬂ, Ncly,ﬂ) en les
variables [det(Gi;)] ™! et Gop tels que si () est un systéme de coordonnées complezes de M

S1 = Si([det(Gyj)] *, Gayp)
Vi(f,9) = V2 5([det(Gij)] ", G ) (82 1) (829)
Ni(f,9) = N, 5([det(Gij)] *, Gar,5) (02 £)(29)

Le poids de ces polynomes est

m(S) = (1,1, m(Vap) =~ lal,l=|Bl), mgz) = (~lal,l—|8])

Preuve. Concernant les S, ceci découle de (2.22). Pour les symboles covariants, on applique
(2.24). On passe au symbole contravariant en utilisant (2.26) et (2.25). O
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Si Gy = 0;; en z, on vérifie & partir de (2.21) que

(2:27) Lol =5 =S (Ot ) (G Bg) [+ Y aapdlf.0%],

01500501 al+(Bl<2

Autrement dit, au premier ordre on retrouve la formule obtenue dans le cas plat et il en est
de méme pour xgy €t *cont- On peut améliorer ceci, c’est & dire identifier les By, V} et N
modulo des opérateurs bidifférentiels d’ordre [ — 1 sur chaque argument. Définissons

Pt . Cco(M) — 0= (M, (T*EOM)®F), PLf=0f, PEf=VHPELf), sik>2

ou Vk . o> (M, (T*(I,O)M)®(k—1)) - QLo (M, (T*(I,O)M)®k—1) ~ O™ (M, (T*(l,O)M)(XJk) est
la, composante holomorphe de la dérivation covariante canonique de (719 M)®*—1) Nous
notons Pt : (M) — €= (M, (T*(%) M)®k) Topérateur conjugué. Comme nous le verrons,
P@ f et P@ f sont des tenseurs symétriques.

Lemme 2.35. Soit f, g des fonctions de C°°(M). Nous avons

Bilf,9) =Py ® PL1, (G + Pi(/,9)

Vilf9) =3 (Phg @ PL1, (G +Qulf9)

(=1

- (Pof @ Pog, (G™)®) + Ri(f,9)

Nl(fa g) =

ou P, Q; et Ry sont des opérateurs bidifférentiels de degré au plus I — 1 sur chaque argument.

On remarquera que cette description est trés proche de celle donnée par Vey de certains
star-produits.

Preuve. Soit £ € M. Nous allons vérifier la premiere égalité en x a I’aide d’un systeme de
coordonnées centrées en z telles que

(2.28) GZ](.'L') = (5,'3', Gi,a(w) = Ga’i(fL‘) =0si |Oé| 2 2

L’existence de ces coordonnées est montrée dans [10]. Dans un premier temps montrons que

(2.29) Plvg|w = Z 8zi1...azilg‘$dzil ®...®dz"

01 yeensly

Nous en déduisons que PLg est un tenseur symétrique, ainsi que
q v9 Yy que, q

<PlVf®PlVgaT®l>|$: Z ( Zi - 7‘lf)( llg)‘;c

il,...,Zl

Pour montrer (2.29), rappelons que

Vdy' = = T} dz¥ @ d? avec T j = > GH0,.Gyy
i l
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$15ee50]

S g qui définissent localement V%, i.e.
"), bl

Nous en déduisons que les fonctions a

VEdz' @ ... ® dz¥ = Z aj-ll’,'_'_'_’z-ll,j(dzjl ®...0dZ") ®d,

J1yeendind

sont des combinaisons linéaires a coefficients C*° des 0,xG; ;. Par conséquent, elles s’annulent
en z ainsi que leurs dérivées successives holomorphes. Ceci implique (2.29). Pour obtenir le
résultat, il suffit & présent de montrer que

. _ 1
(2.30) > Bl g([det(Gy)] L Gap) 0l f.02%|, = i > (Osir 05t ) (0,01 --0,09) |,

o’ |=|B"|=l 150l

(2.31) Bl g ([det(Gij)] ™" Gayp))|, = 0si (|o/| =1let [B] <1) ou (|o/| <let |8 =1)

(2.30) se vérifie directement & partir de (2.21). En effet, la série formelle R s’annule & ’ordre
4 en x, donc R¥7'D s’annule & 1'ordre 4(k — ). Nous en déduisons que

(2.32) A*RFIDFG|,_, =" Q001029
.f

ou les ngﬂ sont nuls pour |a|+|8| > 4]l —2k. Donc, dans la somme (2.21), seul le terme (2.32)
tel que k = [ contribue & (2.30). De la, le résultat se vérifie facilement. Concernant (2.31),
notons que le poids des polynoémes B(ll,, g est (0,p) ou (p,0) avec p > 0. Ces polynoémes sont
des combinaisons linéaires de monoémes de la forme

Gi1,a1 Giz,az"'G
GayiyGasjiz--G

Tm sQm

Qm yim

ou |i1| = ... = l|im| =1 et |og| + ... + || = p + m. Il résulte de (2.28) que ces mondmes
s’annulent en z. On raisonne de la méme fagon pour les symboles covariants et contravariants.
O

A propos du symbole de (Il), il vérifie la propriété
dim #* = Trace(TI;) (ﬁ)nz k:l/ S
= k o l u kM

Ainsi, | v Sienr = 0 si k est strictement supérieur a n. D’apres le théoreme de Riemann-
Roch, dim#* se calcule aussi & partir de la classe de Chern Q de L et de classe de Todd
T de (T'M,J). 11 est possible de représenter 2 et T' par des formes différentielles qui sont
localement des expressions polynomiales en les G g avec |al,|3| < 2. On peut alors vérifier
que ceci est bien en accord avec Sy = 1 et §1 = %r. Par contre, pour [ > 2, le résultat de
Zhiquin-Lu montre que les S; ne vérifient pas les mémes propriétés et il en est de méme pour
les Bé’ - Par exemple, sin = 1 et z une coordonnée complexe centrée en « et vérifiant (2.28),

Ba(f, g)|$ =%(8§f)(8§g) + %Gll,ll (021)(0.9) + %Gll,lllf(azg) + %Glll,ll (0:1)g
+ (3G, — 3G 1) fg
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Le terme en facteur de f.g est —%Ar|z + irQ‘m, ou A est I'opérateur de Laplace-Beltrami de
M. Nous pouvons ainsi calculer Sy

SQ = —Bl(%, 1) — Bg(l, 1) = i‘l“Q + %A’I‘ — %’I‘Q = %AT

Cette fonction n’a aucune raison de s’annuler, par contre son intégrale sur M contre up; est
nulle.

Expliquons a présent de quelle maniere se généralise le calcul symbolique dans le cas
d’un variété kahlerienne quelconque. Remarquons que *, *¢oy, *cont ainsi que les équivalences
entre ces trois star-produits ne dépendent pas du choix du fibré préquantifiant. En effet,
il en est bien ainsi pour * car la formule (2.21) ne dépend que de la métrique kahlerienne,
il en est donc de méme pour Y ilS; ce qui définit le symbole covariant et sa composition
indépendemment du choix de L. On passe alors au symbole contravariant par les formules
(2.25) et (2.26) qui ne dépendent pas non plus de L. A présent, supposons que M soit bien
munie d’un fibré préquantifiant (L, h, V) mais ne soit pas nécessairement compact. On peut
toujours définir 'algebre F en imposant & ces éléments d’avoir un noyau proprement supporté
ce qui évite toute complication dans les compositions. Ses propriétés symboliques sont les
mémes et on peut & nouveau introduire la sous-algébre 7. La composition des symboles
de cette algebre définit alors le star-produit *. Et on peut de méme introduire les symboles
covariants et contravariants des opérateurs de 7. Dans le cas ot 'on ne dispose pas d’un fibré
préquantifiant (L, h, V) (i.e. lorsque les périodes de w ne sont pas toutes entiéres), il n’est plus
possible de construire une algebre d’opérateurs et un calcul symbolique associé. Néanmoins,
on dispose toujours des différentes formules qui définissent localement *, *coy, *cont €t les
équivalences, car celles-ci ne dépendent que de la métrique kahlerienne. Pour vérifier que
tout ceci ne dépend pas du choix des coordonnées et définit bien des lois associatives, il suffit
de travailler localement au voisinage de tout point de M. L’on se raméne alors a la situation
ou M est munie d’un fibré préquantifiant en introduisant pour tout £ de M un voisinage U
de z tel qu’il existe un fibré préquantifiant (L — U, V,h).

5 Microsupport

Pour définir le microsupport, nous procédons par analogie avec la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels & petit parametre ([9]). Nous définissons les suites de Hj admissibles,
négligeables en un point et leur microsupport que nous caractérisons a partir d’opérateurs de
Toeplitz elliptiques. Nous en profitons pour préciser quelques estimations propres aux suites
de H}, et introduire les états cohérents.

Les états cohérents sont des vecteurs (e}) de Hj, indicés par u € P. Rappelons que L* ~
P x;C, ou s désigne la représentation linéaire de T dans C qui & § € T associe la multiplication
par e, Définissons le plongement j : P — L par j(u) = [u,1] € P x,C, Y u € P. On note
7 la projection de P sur M. L’application qui & s € Hy, associe h(s(m(u)), j¥(u)) est continue
sur H. D’apres le lemme de Riesz, il existe donc un unique vecteur e}} de Hy, tel que

(s,ep) = h(s(ﬁ(u)),jk(u)), Vs e H



48 Quantification des observables sur les variétés kahleriennes

autrement dit, j*(u) étant de norme 1,
s(m(u)) = (s, ef)i*(u)
Si T}, est un opérateur de C*°(M,1%*) tel que I1;T}II; = T}, nous avons
(2.33) Tyeji(z) = Ti(z, (w)).5* (u)
(2.34) (Tregs ) = 57" (0).Ty (w(v), 7(w)) 5" (u)

Ces propriétés classiques se vérifient en explicitant les membres de gauche et de droite dans
une base orthonormée de Hj. Choisissant T = II;, nous en déduisons que

h(a) = Myl w(w) 3 (), (e, ef) = OK) si w(u) # m(v)
(et e) =(oe) Sk tSixw) + Ok )
l

Proposition 2.36. Soit (u;) une suite de Hy. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i, AN, [l = O(k")
ii. 3N, Supyy |ug| = O(kN)
ii. V1>0,VXy,..,X; champs de vecteurs de M, I N, Sup,;|Vx,..Vxui| = O(k™)

Dans ce cas, (uy) est dite admissible.

Preuve. Il est clair que %i¢ = 41 = 4. Pour montrer que ¢ = 444, introduisons les familles
(ekQ’u) qui généralisent les états cohérents. Soit @ un opérateur différentiel de C*° (M, L®¥)
égal au produit Vx, o...oVx, ou X1,...,X; sont [ champs de vecteurs. Comme #}, est un sous-
espace de dimension finie de C®° (M, L®*), I'application qui & v € H, associe h(Q.v|u, j(u)) est
continue. D’aprés le théoréeme de Riesz, il existe eZ’Q € Hy tel que (v, eﬁ,Q) = h(Q.U|u,j(u))
pour tout v € H;. Comme pour les états cohérents, nous avons les formules

Tkeg’u (‘T) = (Qd'Tk | (z,'zr(u))) ]k (u)

(2.35) . o )
(B ") =i(0) - (By © QuTel ) 100) 3*0)

On en déduit que la norme des (ekQ’")k est O(k") uniformément par rapport & u € P pour
un certain N (dépendant du degré de Q). Nous concluons alors en appliquant le lemme de
Cauchy-Schwarz. O

Proposition 2.37. Soit (ug) une suite de sections admissibles de Hy, et x € M. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

i. 3V woisinage de x, / lug|? par = O(k)
1%

it. 3V woisinage de z, Supy |ug| = O(k™)
1. 3V woisinage de ¢, Y1 > 0, ¥V X1, ..., X; champs de vecteurs de M, 3 N,
SupV |VX1...VXluk| == O(kioo)

Dans ce cas, la suite (ug) est dite négligeable en x.
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Preuve. Il est clair que 447 = 4 = ¢. Montrons que ¢ = #%. Choisissons un voisinage W de
z tel que W C V et qu’il existe une section f : W — P. Ecrivons pour y € W,

IV 50V x| () = | /Mh(uk,ei‘y)"?)m

‘h(uk,e,{(y)’Q)(x)‘ est majoré par |uk(x)|.‘e£(y)’Q(x)‘. Le premier terme de ce produit est
O(E™N) car uy, est k-admissible et le second est uniformément O(k~°°) pour (z,y) € V¢ x W.
Donc, l'intégrale sur le complémentaire V¢ de V est O(k*). Pour estimer 'intégrale sur V,
il suffit d’appliquer le lemme de Cauchy-schwarz et ’hypothése ;. O

Remarque 2.38. Si (s;) est une suite de Hy, on montre de la méme fagon que
(sk) est négligeable ssi ||sg|| = O(k™)

Remarque 2.39. Soit (7};) une suite d’endomorphismes de C*® (M, L®*) telle que I1,T,IT; =
Ti. On remarquera que les deux propositions précédentes s’appliquent & la suite des noyaux
(Ti(z4,24)). En effet, il s’agit d’une suite de sections holomorphes de OF — M x M (M x M
est une variété kiihlerienne dont la deux forme fondamentale est w, — wgq, la courbure de OF
est %(wg — wg))- On peut aussi déduire de (2.35) que

(T}) est régularisante ssi ||Tx|| = O(k™>°)

Le microsupport d’une suite (uy) de Hy, est par définition le complémentaire de 1’ensemble
des points en lesquels (uy) est négligeable. C’est un fermé de M que nous notons MS(ug). On
définit de la méme fagon le microsupport M S(Ty) C M x M d’une suite d’endomorphismes
de C®(M, L®*) telle que Iy T} 11 = Tiet (T) (x4, T4)) soit admissible. Nous avons les relations
usuelles

MS(Tj.s5) C MS(T}).- MS(s) = {z / Fy € M, y € MS(sg) et (z,y) € MS(T}) }
MS(Ty, o Ty) C MS(T) o MS(T}) = {(z,2) / 3y € M, (z,y) € MS(T}) et (y,2) € MS(T})}

Les égalités de droite sont des définitions. Le microsupport d’un opérateur de Toeplitz (T})
de symbole >, i'f; est inclu dans diag(M). En identifiant diag(M) avec M, nous avons

MS(T}) = U; Supp f;

(T}) est dit elliptique en z si fo(z) # 0, ou de maniére équivalente s’il existe un opérateur de
Toeplitz Sy tel que TSy — Iy, et SkTy — II soient négligeables en (z, z).

Proposition 2.40. Soit (sx) une suite de Hy. Un point x n’appartient pas au microsupport
de sy ssi il existe un opérateur de Toeplitz (Ty) elliptique en x tel que Ty.sy soit négligeable
en .

Preuve. Si si(y) est O(k~°°) sur un voisinage V' de z, on construit alors un opérateur de
Toeplitz (T}) elliptique en z et dont le microsupport soit inclu dans V' de sorte que (T sg) soit
négligeable. Réciproquement supposons que T.si(y) soit O(k~°°) au voisinage de z, avec T}
elliptique en z. Quitte a multiplier T}, par Sy tel que SiTy = I au voisinage de z, on peut
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supposer que T = II; au voisinage de x. Si f est une section de P définie sur un voisinage
de x, nous avons

(Thosi, f(y)) (si, Tpre f(y))

Le résultat est alors assuré si ’'on montre que lorsque y décrit un certain voisinage de =z,

Tiel®) — of0) 4

ou ||rg|| est O(k~°°) uniformément par rapport & y. Ceci découle de la formule suivante que
Pon déduit de (2.33)

(2.36) Trey(z) =

6 Continuité et calcul fonctionnel

L’estimation de la norme L? d'un opérateur de Toeplitz est donnée dans [2]. Nous en rappelons
la preuve qui découle immédiatement des résultats précédents. Nous donnons ensuite une
caractérisation des opérateurs de Toeplitz & partir des états cohérents. Nous terminons sur
le calcul fonctionnel des opérateurs de Toeplitz.

Proposition 2.41. Soit (T}) un opérateur de Toeplitz de symbole ), it f;. Soit N le plus
petit entier tel que fn soit non-nul. Nous avons

T[] ~k~ Sup | fn]
Remarque 2.42. Les mémes estimations s’appliquent aux symboles covariants et contravari-
ants de (T}), car ceux-ci sont égaux & o(Ty) modulo O(h).
Preuve. A l'aide des symboles contravariants, nous montrons que
T, = k_NHkaNHk + k'_N_IHkMg(_,k)Hk + Ry,
oll Ry, est régularisant et (g(.,%)) est une suite de C°°(M) uniformément O(k~V~1). Nous
en déduisons qu'il existe C tel que ||[Tg|| < &V Sup|fn| + Ck V1. Soit u € P tel que

Sup |fn| = |fn(m(u))|. En utilisant que ||[Tkek||? = (T3 Tyel, e}) et (2.34), nous obtenons

[ Tenll?

e =K v @)l + 06T

Et 'on déduit de ceci que ||Tx|| > k=~ Sup |fn| + C'k~N-1. O
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Proposition 2.43. Soit (Ty) une suite d’endomorphismes telle que Tyl = Ty. Alors
(Ty) est un opérateur de Toeplitz ssi il existe une suite (f(.,k)) de C°(M x M) admettant
un développement asymptotique ), k~Lf; pour la topologie C™ et vérifiant

(2.37) (Tie}) (z) = f(z,m(u), k)e}(z) + ri(z)
ot (r}) est une suite uniformément (en u) négligeable. Dans ce cas, le symbole covariant de

(Ty) est ), i fy(z, z).

Ce résultat est a comparer avec la caractérisation des opérateurs A-pseudo-différentiels a
partir de leur action sur les fonctions oscillantes ex® (cf. [9]).

Preuve. Si (T}) est un opérateur de Toeplitz, on démontre (2.37) & partir de (2.36) et de
Pexpression des noyaux de (T}) et (II;). Réciproquement, si s est une section de Hy, nous
avons

o= [ b et nrta)
P

ou l'on intégre une fonction & valeurs dans Hy. Par conséquent,

Tis = [ (s.68) Tuet vl
P
En remplacant Tye} par (2.37), nous trouvons I'expression du noyau de T},
Tk (-Tga l‘d) = f(-rga Zd, k)Hk (mga 'Td) + ‘](’U,)_kT}é(.’E) avec ﬂ-(u) = T4
Par conséquent, (T}) € F et par hypothese I T3 II; = T}, autrement dit (%) est un opérateur

de Toeplitz. O

Pour le calcul fonctionnel, on remarquera qu’il n’y a aucune difficulté & définir g(T}) si Tk
est un opérateur de Toeplitz autodjoint et g une fonction définie sur R. En effet, les H}, sont
de dimension finie, si (v},) est une base de vecteur propres de Hj, on pose

9(Te)vp = gy si Thvg = Aoy
Proposition 2.44. Soit (T}) un opérateur de Toeplitz auto-adjoint de symbole >, B'f; et
g € C®(R,C). (g(Tx)) est alors un opérateur de Toeplitz de symbole principal g(fo)-

La preuve est analogue a celle donnée dans [9] pour les opérateurs pseudo-différentiels &
petit parameétre.

Preuve. D’apres la proposition précédente, le spectre de T} est inclu dans

[~ Sup |fo| — 1,Sup|fo| + 1]

si k est suffisamment grand. Quitte & modifier g en dehors de cet intervalle, nous pouvons

Y

donc supposer que g est & support compact. Etendons g en une fonction G de C*(C) a



52 Quantification des observables sur les variétés kahleriennes

support compact telle que 0;G s’annule & tout ordre le long de ’axe réel. Si 7, est une famille
de chemins qui convergent vers 1’axe réel tout en faisant le tour du support de g, nous avons

1
g(Ty) = —lim [ G(2)(z —T}) ‘dz
Ce qui donne en appliquant le théoreme de Stokes
1 _ _
o(T) = 5 [ 960z ~ 1) x|
™ Jc

ot1 I'intégrale converge car |[(z — Tkx)"Y|| = O(ly|™!) (y désigne la partie imaginaire de z).
Pour y # 0, notons Y, il (2, z) 'inverse de z — >, Al f; dans (C*®°(M)[[h]],*). En utilisant
que les opérateurs bidifférentiels B; associés a * sont de degré [ en chaque argument, on vérifie
que

(2.38) hi(z,z) = P(z,z)(z — fo)~¢+D

ot les P, sont des polynomes en z & coefficients dans C*°(M). Les fonctions y~1h;(z, 2)0:G(z)
sont donc de classe C*°. En appliquant le lemme de Borel, on construit une suite de fonc-
tions H(z,z4, 24, k) admettant un développement asymptotique ), k_lHl(z,xg,wd) pour la
topologie C'° dont les coeflicients vérifient

Hl(Z,.’L’,CL') = y_lhl(zax)aiG(z)
Oz Hy = O(|zg — za|™) et 8, Hy = O(|zg — z4|™)

ou les estimations sont uniformes par rapport a z. Introduisons alors les opérateurs de noyau
(%)nEkH(zaiﬂg,xd,k). Nous avons

Li.(z — Ty) = y10;GT, + Sf
ou ||S7|| = O(k~*°) uniformément par rapport & z. On en déduit alors que
0:G(z — T) ™! = yLi — ySi(z — T) ™

et ensuite que g(7}%) est un opérateur de Toeplitz de symbole
hl
(2.39) > o /C 0:G(2)hy(z, z)|dzdzZ|

O

Remarque 2.45. Le calcul complet du symbole 3, A'G) de g(T}) peut se faire de la maniere
suivante : écrivons le développement limité >, 1% 9@ (fo(z))(y — fo(z))? de g en fo(x). Nous
avons alors

MG, = Zp.g“ fo@) QR fily) = fo(@) 7,

ou *p désigne la puissance p-ieme de *. En effet, on vérifie que cette formule converge.
Supposons ensuite que g s’annule & l'ordre g + 1 en fy(x), on déduit alors de (2.38) et (2.39)
que Go(z) = ... = G4(z) = 0. Nous pouvons donc remplacer g par son développement limité.
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7 Sections piquées

Les sections piquées sont des suites de H; dont le microsupport est réduit & un point. Nous
les définissons directement a partir de la section F. Rappelons que j désigne le plongement
P — L definit au début du chapitre 5 et « la projection de P sur M. Soit une section F de
O vérifiant les hypothéses de la proposition 2.4 et u un point de P. Définissons la section E,,
de L par

Ey(z) = BE(z,7(u))-j(u)

(le point . désigne la contraction de E(z,7(u)) € L, ® L;(u) avec j(u) € Ly(,). On déduit
des propriétés de E que

(2.40)
Ey(m(u)) = j(u)
(2.41)
V;E, =0 modZ®({n(u)}), V Z champ de vecteurs holomorphes

(2.42)
In |E,| s’annule en 7(u) ainsi que ses dérivées et son Hessien en 7(u) est défini négatif

(2.43)
|Ey|(z) < 1siz#m(u)

De plus, E étant unique modulo Z*°(diag M), le développement de Taylor de E, en 7(u) est
imposé. Hormis cette condition ainsi que (2.43), la section E, est quelconque. Précisons que
nous avons aussi

OSh(E,, Eu)‘w(u) =0, Va
ol (2*) est un systéme de coordonnées complexes. Ceci associé & (2.40) et (2.41) caractérise

le développement de Taylor de E, en 7m(u). C’est sous cette forme qu’une telle section est
introduite dans [10], [15], [17] et [21].

Nous notons K, la sous-algébre de C*°(M)/Z*°({z}) composée des développements de
Taylor des fonctions f € C*°(M) vérifiant

Z.f=0 modZI>®({z}), V Z champ de vecteurs holomorphes

La proposition suivante définit les sections piquées.

Proposition 2.46. Etant donné une suite (ax) de Kr(y), il existe une suite (si) de Hy telle
que

@) = () " B ()ala, b) + te(a)

2
ot la suite (a(.,k)) de C®°(M) admet un développement asymptotique Y, k'b)(z) tel que [b)] =
ay et tp est une suite de sections négligeable. Une telle suite est unique modulo une suite de
Hi négligeable.
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Preuve. En utilisant diverses versions du lemme de Borel, nous construisons une suite
(a(.,k)) de C*°(M) admettant le développement asymptotique souhaité. Nous montrerons
plus loin (cf. remarque 2.50) que I EX(z)a(z, k) — EX (z)a(z, k) est négligeable. Donc la suite
sg = Iz E¥(z)a(z, k) convient. L’unicité découle du lemme 2.16 et de (2.42). O

Notons S, lensemble des suites (si) définies dans la proposition 2.46 et définissons
I'application symbole o : Sy, — Kqr(y)[[R]] par

o(sg) = Z hlay
l

A Taide de (2.42) et du lemme 2.16, on vérifie que cette application est bien définie et que
son noyau est composé des suites de H; qui sont négligeables. De plus,

(2.44) Is| = O(k"2" ) ssi (a; € IV 2 si 20 < N)

Exemple 2.47. Si (T}) est un opérateur de Toeplitz et u € P, alors la suite (s)
2T\ % .k
sel@) =) " Tulo, w(w).5* (w)

est une section piquée de S,,. Appliquant ceci & (IIx), nous en déduisons que les états cohérents

o\ . oy, ;. A, ..
((%) 2e}) sont des sections piquées. Pour décrire leur symbole, considérons la projection p,

de C®(M)/I*®({z}) sur K, définie par

Zaa,/g 2278 — Zaa,o 2%
a,f o

ot1 (2%) est un systéme de coordonnées complexes centrées en x. p, ne dépend pas du choix
de coordonnées. Sio(Ty) =, AL f;, alors le symbole de la section piquée sj, définie ci-dessus
est hlpw(u)fl. Entre autres, le symbole de ((2%)%6%) est > hlpw(u)Sl

Calculons a présent le produit scalaire des sections piquées. Rappelons que (B;) est la
famille d’opérateurs bidifférentiels associés au star produit *.

Proposition 2.48. Soient (si) € Sy et (t) € Sy. Alors si w(u) # 7(v),
(sk,tk) = O(k™)

Si u = v, nous avons le développement asymptotique

(sktk) = Z k! Z By, (I_)ls’ ala) ‘n(u)
l

li+la+13=l

ot Y, Blay] et 3, B'[b] sont les symboles de s et s'.

Compte tenu de 1’expression du terme principal des B; (2.27), nous avons

_N
2

(2.45) |si|l = O(k™2) ssi (a; € IV lorsque 2/ < N)
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Au vu de cette estimation et de (2.44), il est naturel d’introduire la filtration (S¥)y de S,
ot S est par définition 'ensemble des sections de S, dont la norme est O(k~"V). Le symbole
principal de (s;) € S est la somme finie D 0<AN Rt A; avec

Ay = ) € TV ({m(w)}) /T2 ({m(u)}) = SV 2 (TS M)

Nous avons alors

lsill? ~ BN Y A

0<2I<N

ot1 |A;| désigne la norme usuelle de 4; € SV 721+1(T;(1£M )-

Preuve. Soient (s) € Sy et (t) € Sy de symboles respectifs a € K, et b € Ky ().

k

(5k,tk) = (ﬁ

)" [ (Bula), Bule)an(@bu(hn @)

Si w(u) # w(v), alors h(Ey(z), Ey(z)) < 1 quel que soit z. On en déduit que (sg,t) =
O(k=°). Si u = v, alors h(Ey(z), E,(z)) < 1 pour z # m(u). Quitte & négliger une quan-
tité O(k~°), il suffit donc d’intégrer au voisinage de m(u). Introduisons des coordonnées
complexes (2*) centrées en m(u)

k

(skstk) = (—

27T)n/[]eik¢($)A( )B(z) det(Gy;) (x)|dz'dz'| + O(k™)

avec [A] = a, [B] = bet ¢(z) = 9(0,z) + 9(z,0), ou 9 est un fonction définie comme dans la
preuve du théoréme 2.20. Le calcul se fait sur les développements de Taylor en 0. Nous avons

O 19280 az6 | 6 ((a)

181
a.0:
la/>0,/8]>0 P

*A(x _ 5B (x
Alz) =) % ‘(j( )t O(||®) et B(z) =) 9 5(z) Z( )0 4 O(|z|)
— i

En appliquant le lemme de la phase stationnaire, on montre alors le résultat. Le calcul est
similaire a celui de la preuve du théoreme 2.20. ]

Proposition 2.49. Soit (T}) € T et (sg) € Sy. Alors (Tysy) est une section piquée de S, de
symbole

Tksk Zhl Z pr Bl1 flz’a'ls))

li+l2+13=l o,

ot Y, Bt fy et 3,[a;] sont les symboles de (T},) est (sg).

Preuve. Nous devons calculer

Tino) = (52)" [ P BE )P A
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avec [A] = a et F telle que
F(z,z) = f(z), Z4F =2Z4F =0 mod I%(diag M)

quel que soit Z champ de vecteurs holomorphes. Nous pouvons appliquer comme dans la
preuve précédente le lemme de la phase stationnaire, mais on peut aussi se ramener au
produit de deux opérateurs de Toeplitz de la maniere suivante : introduisons une fonction
G € C®(M x M) telle que

G(z,z) = A(z), Z4.G=2,G=0 mod I>®(diag M)

Notons zy = m(u), nous avons alors

sk(z) = (%) %Ek(x, z0)G(z, x0)

modulo une suite de sections négligeable. Par conséquent,

Tn(o) = (5-)7 [ B*(@0)B* .00 Ple,0)6(0: 20) (o)

= (%)ngé(w,wo)

ou T} (x4, 24) est le noyau au sens de Schwartz du produit de T, par un opérateur de Toeplitz
de symbole A. Ceci montre le résultat. O

Remarque 2.50. La preuve n’utilise pas le fait que s, € Hy. Par conséquent, si (si) est par
définition égale & E¥a, on en déduit que IIs; = s, modulo une suite de sections négligeable,
en utilisant que (IIj) est I’élément unité de 7. Ceci compléte la preuve de la proposition 2.46.
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Chapter 3

Quantification des sous-variétés
lagrangiennes des variétés
kahleriennes

Soit (M,w) une variété symplectique compacte munie d’un fibré préquantifiant L — M,
autrement dit L est un fibré en droite hermitien muni d’une dérivation covariante de courbure
%w. Afin de quantifier (M, w), nous supposons qu’il existe une structure complexe intégrable
J compatible avec w (i.e. w(JX,JY) = w(X,Y)) et strictement positive (i.e. w(X,JX) >0
si X # 0). Pour k > 0, nous définissons les espaces quantiques Hy comme étant ’ensemble
des sections holomorphes de L¥ — M. Nous nous intéressons & la limite ¥ — oo dite semi-
classique. Les observables semi-classiques sont les opérateurs de Toeplitz que nous avions
étudiés dans le chapitre précédent. Dans la théorie semi-classique usuelle, I’espace des phases
est un cotangent et les observables semi-classiques sont les opérateurs pseudo-différentiels &
petit parameétre. Leur noyau est de la forme

(3.1) (2h) " / NV Ea(z, ¢, ) de

Notre principal résultat dans le deuxiéme chapitre était d’exprimer le noyau d’un opérateur
de Toeplitz sous une forme similaire

k\n
(3.2) Ty (g, 74) = (E> E* (24, 24)a(g, 74, k) + O(~)
ot E est une section de LXK L™' — M x M et a(., k) une suite de C®°(M x M) qui corres-
pondent respectivement & e/ (*~¥)< et a(x, ¢, k).

L’expression (3.1) se généralise en un intégrale oscillante et permet de la sorte de définir
les fonctions lagrangiennes et les opérateurs intégraux de Fourier & petit parametre. Nous
renvoyons a [6] pour I'exposé de cette théorie. L’idée suivie dans cet article est de généraliser
Pexpression (3.2) afin de définir les sections lagrangiennes et d’utiliser ces objets dans diverses
situations. Précisément, si A est une sous-variété lagrangienne fermée de M telle que le fibré
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plat (L| A» V) soit trivial, une section lagrangienne associée a A et J est une suite (uy) de Hy
de la forme

wp () = (%)ka(:v)a(a:,k) + Ok

oil m est une constante, le O(k~>°) désigne une suite négligeable de C®°(M, L¥) et

e F' est une section de L — M telle que la restriction de F & A soit plate de norme
constante égale & 1, Vx_;7x F s’annule a tout ordre le long de A pour tout champ de
vecteurs X et |F|(z) < 1siz ¢ A.

e (a(.,k)) est une suite de C*°(M) qui admet un développement asymptotique >, k~'a;(z)
pour la topologie C'*°

Le symbole de (uy) est la série formelle 3, Alb; de C*°(A)[[R]], ot les b; sont les restrictions
a A des fonctions a;. 11 s’agit d’un symbole total dans le sens qu’il s’annule si et seulement si
(ug) est O(k~*°). Le symbole principal est la fonction by.

La premiére application que nous proposons est la construction de vecteurs propres ap-
prochés de n opérateurs de Toeplitz (T,g) qui commutent deux & deux. Ces vecteur propres
sont les analogues des fonctions BKW dans le cas d'un espace des phases du type cotangent.
Sous les hypotheses usuelles de régularité des symboles principaux de (T,ﬁ), ceci nous permet
de décrire le spectre conjoint de (7}) modulo O(k~*°) et d’énoncer les conditions de Bohr-
Sommerfeld. Par exemple en dimension 2 (n = 1), les valeurs propres d’un opérateur de
Toeplitz (T}) sont controlées au voisinage d’une valeur réguliére du symbole principal fy par
I’holonomie de L le long des fibres de Ap = {fo = E} & un O(k™!) prés. A l'ordre suivant
apparaisent les intégrales d’un sous-symbole de (T}) et de la courbure géodésique le long de
Ag.

Nous utilisons aussi les sections lagrangiennes pour quantifier les symplectomorphimes de
M, c’est & dire que nous considérons des suites d’opérateurs Uy, : C®(M, LF) — C*®(M, L¥)
dont les noyaux sont des sections lagrangiennes de L ® L~! — M x M associées au graphe
d’un symplectomorphime et & la structure complexe (J x —J) de M x M. Choisissant pour
le symplectomorphisme 'application identité, on retrouve les opérateurs de Toeplitz. Nous
montrons que les quantum map introduites par Zelditch sont des opérateurs de ce type et qu’il
en est de méme du propagateur exp(itkT)) d’un opérateur de Toeplitz (7}). Dans le second
cas, le symplectomorphisme associé est le flot & I'instant ¢ du champ de vecteurs hamiltonien
du symbole principal de (T}).

Selon une ancienne idée, la quantification Hj, d’une variété symplectique ne dépend pas du
choix de la polarisation qui dans notre contexte est déterminée par la structure complexe J.
Pour faire le lien entre deux quantifications Hj, et H) définies par deux structures complexes
J et J', nous utilisons une suite d’opérateurs Uy : C®°(M, L*) — C*®(M, L*) dont la suite
des noyaux est une section lagrangienne de L X L~' — M x M associée & la diagonale de
M x M et A la structure complexe (J x —J') de M x M. Nous obtenons de la sorte une
suite d’applications H; — 7)., unitaires lorsque k est suffisamment grand, qui transforme
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une section lagrangienne de #j en une section lagrangienne de ), et par entrelacement un
symplectomorphisme quantifié de H;, en un symplectomorphisme quantifié de H,.

Une construction voisine de la derniére est la réalisation d’équivalence microlocale entre les
quantifications de deux variétés symplectiques de méme dimension, ce qui donne une version
semi-classique du lemme de Darboux. L’intérét de ce type d’équivalence est de se ramener
a des formes normales comme on peut le faire dans diverses situations lorsque I'espace des
phases est un cotangent.

Pour obtenir ces résultats, il est nécessaire de décrire la composition des différents opéra-
teurs introduits ci-dessus et leur action sur les sections lagrangiennes. A partir de 13, les
preuves classiques de ’analyse microlocales s’adaptent sans difficulté. Concernant les données
symplectiques, on retrouve les régles habituelles: si (T) et (Si) sont opérateurs définis comme
ci-dessus et associés aux symplectomorphismes ¢’ et ¢°, alors (T} o Si) est un opérateur du
méme type associé au symplectomorphisme ¢ op?; si de plus (uy) est une section lagrangienne
associé & A, alors (Tjuy) est une section lagrangienne associée & ¢” (A). Pour ce qui est des
structures complexes, 'opérateur (T} 0S) est associé & (J7 x —J§) si (Ty) et (Sy) sont associés
& (Jrx —Jf) et (Jgx —Jg); (Tpuy) est associé & Jr. Il résulte de ceci des lois C[[A]]-bilinéaires
sur les différents espaces de symboles, qui en théorie peuvent se décrire complétement & partir
des données géométriques. Cependant, en pratique les calculs sont si compliqués que nous
nous contentons de donner leur forme générale qui rappelle essentiellement les star-produits et
nous explicitons & 'aide des données géométriques la composition des symboles principaux.
Nous traitons aussi la composition des symboles sous-principaux lorsqu’elle est nécesssaire

c’est le cas dans la construction des quasi-modes et dans la description du propagateur
semi-classique ot le calcul sous-symbolique contréle les équations de transport.

Des sections lagrangiennes ont déja été introduites dans le méme contexte par Borthwick,
Paul et Uribe ([3]). Bien que notre définition soit différente, il s’agit en fait des mémes objets.
L’approche suivie par ces auteurs consiste & se ramener a la théorie homogene des opérateurs
de Toeplitz de Boutet de Monvel et Guillemin ([5]), en identifiant les sections de L* & des
fonctions définies sur le fibré principal P — M de groupe de structure T associé & L. Les
sections lagrangiennes s’obtiennent en projetant sur € Hy des distributions lagrangiennes
définies sur P. Les quantum map de Zelditch ([11]) sont définies de maniére analogue & partir
d’opérateurs intégraux de Fourier qui agissent sur C*°(P). Ces différents objets sont alors
considérés comme des distributions de Hermite, ce qui permet de comprendre comment ils se
composent et de définir leur symbole principal. L’avantage de notre définition est qu’elle est
directe et donne une description modulo O(k~°°) des sections lagrangiennes, les compositions
et le calcul symbolique s’obtiennent par application du lemme de la phase stationnaire et
ne nécessite pas d’autres connaissances. Ces simplifications rendent la théorie plus souple et
permettent d’envisager un nombre important d’applications. De plus le controle des symboles
sous-principaux nécessaire dans certains cas présente des difficultés dans ’approche suivie
par ces auteurs. Mentionnons qu’une grande partie de article [3] est consacrée aux sections
lagrangiennes des surfaces de Riemann de genre > 2. Dans larticle [11], la quantification
de symplectomorphismes du tore illustre les résultats sur les quantum map. D’autre part,
une formule de trace pour les opérateurs de Toeplitz est démontrée dans [4]. Nous pensons
qu’il est possible de la déduire de notre description des propagateurs semi-classiques, ce qui
permettrait d’interpréter géométriquement les principaux termes.
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1 Préliminaire

Nous indiquons dans un premier temps des notations générales et conventions. Nous rapellons
ensuite briévement les résultats du deuxiéme chapitre sur les opérateurs de Toeplitz dont nous
avons besoin et définissons un nouveau symbole total que nous appelons symbole de type Weyl
car ses propriétés rappelent celles du symbole Weyl d’un opérateur pseudodifférentiel & petit
parametre. Pour finir, nous énoncons quelques lemmes techniques que nous utiliserons pour
appliquer le lemme de la phase stationnaire.

1.1 Notations

Soit (M, w) une variété symplectique munie d’une structure complexe J € C®°(M,T*M QT M)
intégrable, compatible avec w et strictement positive. Autrement dit M est une variété
kahlerienne dont la deux forme fondamentale est w. On note g la métrique riemannienne
associée donnée par g(X,Y) = w(X,JY) et ppy la mesure induite par g (ups est aussi la
mesure de Liouville $|w"|) Soit un fibré préquantifiant (L — M, V). On note |u| la norme
de u € L,. Le produit scalaire (u,v) de u,v € C°°(M, L) est défini de la maniére usuelle avec
’élément de volume gp;. On note L L~! — M? le fibré W#L ® W#L_l — M x M, ou my et
74 sont les projections M? — M sur le premier et second facteur respectivement. Notons que
LX L~ muni de la dérivation covariante induite par V est un fibré préquantifiant, ot1 la base
M? est munie de la deux-forme symplectique myw — Myw. Utilisant pps on identifie le noyau
au sens de Schwartz d’un opérateur C*°(M, L) — C*°(M, L) 4 une section de LKL™! — M?2.
On utilise les mémes notations et conventions pour les données induites sur les L¥.

Une suite (uj, € C®°(M, L¥)) est dite négligeable si quels que soient I, N des entiers positifs,
X1,...,X; des champs de vecteurs de M et K un compact de M il existe C tel que

‘VXI...VXlsk(:v)‘ <CEk N sur K

Nous utiliserons la notation O(k~°) pour désigner une suite négligeable quelconque. Si (Ry)
est une suite d’opérateurs agissant sur C*°(M, L®*), nous disons qu’elle est régularisante si
la suite de ses noyaux est négligeable. L’espace des symboles S?(M) est ’ensemble des suites
(f(.,k)) & valeurs dans C*°(M) et qui admettent un développement asymptotique

FGR) =D KT i+ O(™™)
=0

pour la topologie C*°. Rappelons que par le procédé de Borel, on montre qu’étant donnée une
série formelle 3 Al f; de C°°(M)[[R]], il existe un symbole de S°(M) unique modulo O(k~>)
qui admette le développement > k= f;.

Si (Sk) est une suite de parties de R et (kq, Eq)aen une suite de N x R, la notation
E, € S; + O(k, ) signifie que pour tout N, il existe C tel que

Infges, |E — Eol < CkYN, Vac A
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1.2 Opérateurs de Toeplitz

Les opérateurs de Toeplitz de H sont des suites d’opérateurs (T}) agissant sur C*® (M, L*) de
la forme suivante

(3.3) Ty = My k)l + Ry avec f(z,k) Zk lfl )+ O(k™)

ou le développement asymptotique de la suite (f(.,k)) de C°°(M) vaut pour la topologie C*°,
M, désigne la multiplication par g € C°°(M) et (Ry) est régularisant et vérifie IT; R I1j;, = Ry.
L’ensemble T des opérateurs de Toeplitz est une algebre dont 1'unité est (IIx). La relation qui
associe un opérateur de Toeplitz (T) et une série formelle 3°, A f; tels que (3.3) soit vérifiée
induit une application

Ocont = T — COO(M)[[h]]

appelée symbole contravariant. Le noyau de o¢ont est formé des opérateurs de Toeplitz régula-
risants. La loi produit induite sur C*®°(M)[[A]] est un star-produit noté *cent.

Le noyau au sens de Schwartz T (zg,74) € C®(M x M,L*¥ ® L~*) d’un opérateur de
Toeplitz (T}) est de la forme

k

(3.4) Ti(zg,2q) = <%)nEk(a:g,xd)g(mg,md,k) + Ry(zg,zq)

ot (Ry) est une suite négligeable de C®°(M x M,LF R L=*), E est un section de L*¥ X L=
telle que E(z,z) =1, |E(zg,2q)| < 1si 24 # 4 et

V;7E =0 mod Z*(diag M),V Z champ de vecteurs holomorphes de M x M

et g(.,k) un symbole de S°(M x M) dont les coefficients du développement asymptotique
>, klg, vérifient

Z.9;=0 mod I (diag M), V Z champ de vecteurs holomorphes de M x M
Réciproquement, si (Ty) est une suite d’opérateurs dont le noyau s’exprime comme ci-

dessus, alors IT; T} I1; — T}, est régularisant et (IT;7II;) est un opérateur de Toeplitz. L’appli-
cation o : T — C°°(M)[[R]] qui & (T}) associe la série formelle 3, Al f; telle que

Ty (z, Zk 'fu(z) + O(k™)

admet pour noyau ’ensemble des opérateurs de Toeplitz régularisants. La loi produit induite
sur C*°(M)][[A]] est un star-produit noté *. L’application symbole covariant

Ocoy = T — COO(M)[[h]]

est définie par gcoy (T)) = 0(Tk) (o (M)~ et I'on note oy la loi de composition des symboles
covariants.
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Dans un systéme de coordonnées complexes (z7), écrivons w = iG,xdz’ A dz* et intro-
duisons les fonctions G9* définies par G'*Gyy, = 6;;. Si f et g € C*°(M), nous avons

f *cov 9= f-9+ R GPH (05 )(8,59) + O(R?), [ #comt 9 = f.9 — h GP*(8,5 [)(9z09) + O(R?)

L’application qui associe au symbole covariant d’un opérateur de Toeplitz son symbole con-
travariant est une équivalence de star-produit. Si f € C*®°(M) est le symbole covariant d’un
opérateur de Toeplitz (T}), alors

ocont(Te) = [~ R (AJ) +O(R),  0(f) =+ gr.f +O(R)

oi1 A est le laplacien complexe Af = G¥*(0,; 05« f) et 7 € C°°(M) est la courbure scalaire de
(M, g).

Définissons le symbole de type Weyl d’un opérateur de Toeplitz (T}) par o, (Tg) =
(Id -I—QA)acont (Tx) et notons *,, le star-produit associé. On montre alors que

frwg =19+ 2:(f.9) +O()
ou(Te) = f — g Af + O(F2) 8i 0eon (Ti) =

Si 0(Tk) = Y Rh'f, nous appelons f¥ le symbole principal de Tj et fi le sous-symbole.
Pour finir, rappelons la formule suivante dont on trouvera une preuve dans [2]

(3.5) (Mg + 5 V) = g (M + £ Map)TL

si f € C®(M) et X est le champ de vecteurs hamiltonien de f (df + txw = 0).

1.3 Lemmes

Soit X une variété et Y une sous-variété fermée de X de codimension k. On note ZV (V') I'idéal
de C*(X) composé des fonctions s’annulant & ordre N le long de Y et Z°°(Y) = NyZN(Y).
Soit 01, ..., O des champs de vecteurs complexes de X tels que 'on ait sur un ouvert U de X

05,0 =0 sur U
{01 - Ok|,) @ (Y ©C) =T, X ®C, VzeUNY

Pour résoudre certaines équations, le lemme suivant nous sera fort utile.

Lemme 3.1. Sous les hypothéses précédentes, il eriste des fonctions Z,...,ZF de C®(U)
telles que
Zlyoy =

Ces fonctions sont uniques modulo Z®°(Y NU). Si f € C°(UNY), il existe F € C*®(U) telle
que

0, 0.7 =6 mod I®(Y NU)

Flyoy=Ff  OF=0 modI®(YNU)

F' est unique modulo Z°(Y NU).
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Nous ne démontrons pas ce lemme, mentionnons juste qu'on peut le prouver en utilisant
le calcul symbolique associé & la filtration (ZV (Y NU)) - Pour manipuler les développements
de Taylor le long de sous-variétés, nous utiliserons le résultat suivant qui se démontre par le
procédé de Borel.

Lemme 3.2. L’application qui a f € C*(U) associe la série formelle

ZfaZa, telle que fo = Baf|YmU
07

induit un isomorphisme d’algébre de C®(U)/I®(Y NU) sur C®(Y NU)[[Z}, ..., Z*]]. L’appli-
cation réciproque associe 4 ), gaZ“ la classe d’équivalence d’une fonction g € C*°(U) telle
que

9= Y GoZ* mod INTH (Y NU), VN
lal<N

ot les fonctions G, € C®(U) prolongent les fonctions g, et sont telles que ,Go = 0 modulo
I°(Y nU)

W) got)

La notation 0% désigne I'opérateur différentiel 0" . Enfin, rappelons un résultat

démontré dans le deuxieme chapitre.

Lemme 3.3. Soit d € C*°(X,R") une fonction strictement positive en dehors de Y, s’annu-
lant au second ordre le long de Y et dont le noyau du Hessien soit T,Y en tout x de Y.
Soit (a(.,k)) une suite de C*®(X) admettant un développement asymptotique Y 0 a;i(z)k
pour la topologie C°. Soit N un entier positif. Les deuz assertions suivantes sont alors
équivalentes.

. —kd(z) -y
i. Y K compact de X, 3 C tel que ‘ e a(z, k)‘ <CEk 2 sur K
ii. a; € TNT2(Y), Vi tel que N > 2i

2 Sections lagrangiennes

2.1 Définition

Pour cette partie, on se donne une variété symplectique (M,w) munie d’un fibré préquan-
tifiant et d’une structure complexe J intégrable, compatible avec w et strictement positive.
Soit A une sous-variété lagrangienne de M. Notons que la restriction de L & A muni de la
dérivation covariante induite est un fibré plat. Les deux propositions qui suivent donnent les
principales propriétés de la section F' associé a (A, J) (cf. (3.2)) qui joue ici un role analogue
aux phases dans la théorie usuelle sur les cotangents.

Proposition 3.4. Soit un point x € A et un entier ky. Il existe alors un voisinage U C M
de x et une section F : U — L*0 telle que F‘ADU soit plate de norme constante égale a 1 et

Vz;F=0 modZI®(ANU), Y Z champ de vecteurs holomorphes
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Si F' : U' — Lo vérifie les mémes conditions et U NU' est conneze, alors il existe un réel o
tel que €' “F = F' modulo I®(ANUNT').

Preuve. Soit U un voisinage de = et s : U — L de norme constante égale & 1. Soit 8 € Q'(U)
tel que

Vs=—-if®s

|s| = 1 implique que 8 est réelle. Cherchons une section F de la forme e**0¥sk0. Notons j

le plongement de A dans M. f = j%¢ doit vérifier df + 7% = 0. Comme dj*f = j*w = 0,
quitte & restreindre U, une telle fonction f existe et est unique & une constante prés si U est
connexe. 0% = 0 car w = df est de bidegré (1,1). Par conséquent, quitte & restreindre U,
il existe p € C®(U) telle que Op +iB%" = 0. Ecrivons ¢ = i(p— ). La fonction j doit vérifier
les équations

5‘/& = p‘A +if
0p=0 mod Z®(A)

Elles ont une unique solution modulo Z*°(A N U) d’aprés le lemme 3.1, car la distribution
T M est intégrable et (T,A ® C) ® TS M = T,M ® C. En effet, si X € (T,A®C) NT'M,
alors w(X, X) = 0 car T, A ® C est lagrangien, ce qui implique X = 0 car J est strictement
positive. O

L’exemple le plus simple consiste & associer une section F' aux sous-espaces lagrangiens
de R?".

Exemple 3.5. Soit M = C"® muni des coordonnées complexes linéaires z¢ et w = idz? A dZJ
Soit L = C* x C et une section s : M — L telle que Vs = —2/dz/ ® s et |s|> = e7#'%.
Considérons un sous-espace vectoriel lagrangien A C C". Le complexifié Ac de A est réel (i.e.
Ac = Ac), c’est donc le graphe d’une application C-linéaire

TOM — TO’IM, 0, — qijazj

telle que la matrice @ = (gi;) vérifie QQ = Id. D’autre part, Ac étant lagrangien, Q) est
symétrique. Réciproquement, toute matrice symétrique @ telle que QQ = Id définit un
sous-espace vectoriel lagrangien de C* d’équations 2/ = ¢;;2*. Une section F associée & A
est

o
Fy:M— L, F = 29577 g

En effet, F' est certainement holomorphe, VF = (qz-jzi — #)dz ® F et donc F est plate le
long de A, |F(0)| = 1 et par transport paralléle |F(z)| = 1 si z € A. De la méme facon, on
vérifie qu’une section Fy associée & A, =u+ A, onu € C", est

O Fr,: M — L, Fy, = ez v —u)tarzb—gulal g

Le développement de Taylor de F' le long de A est complétement déterminé par A et la
structure kahlerienne, nous calculons les dérivées premiéres et secondes en fonction de ces
données.
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Proposition 3.6. Soit F : U — Lo définie comme dans la proposition 3.4. Notons ar la
1-forme définie par VF = ap @ F et § la fonction § = —2In|F|. Alors ap s’annule en tout
point x € A et sa dérivée Tap : T,M — T; M ® C est donnée par

(3.6) (Txap,Y) =2w(q(X),Y), VXY eT,M

ou q désigne la projection de T,M ® C d’image TS M et de noyau TyA @ C. § s’annule le
long de A ainsi que ses dérivées premiéres. Son hessien est la forme bilinéaire de T, M dont
le noyau est T, A et dont la restriction a JT,A est kog|JT A

Preuve. Si X est un champ de vecteurs anti-holomorphes, alors (a, X) est nul & tout ordre
ordre le long de A. Si X € T,A, alors (ap,X) = 0 car F | , est plate. Par conséquent, ap
s’annule en x € A et la dérivée Tap est bien définie. Si X € T,A, les deux membres de
Pégalité (3.6) s’annulent. II suffit alors de vérifier (3.6) pour X € To''M et Y quelconque.
Prolongeons X en un champ de vecteurs antiholomorphes et Y en un champ de vecteurs.
Utilisant que ap s’annule sur A, nous obtenons au dessus de A

VxVyF —VyVxF —VixyF = ((Txar,Y) — (Tyap, X)) F

Le second terme du second membre s’annule. La courbure de V étant %w, nous en déduisons
que (Txap,Y) = 1w(X,Y), ce qui démontre (3.6).

|E|| A = 1, donc ¢ s’annule le long de A, il en est de méme de ses dérivées car dé =
—ap — ap. Le Hessien de § en € A est donc bien défini. Son noyau contient T,A. D’autre
part, (3.6) implique

Hess§(X,Y) = — Bu(g(X) —¢(X),Y), VXY € T,M
et si X € JT,A, alors ¢(X) = X +4JX, donc Hess §(X,Y) = —kyw(JX,Y) = kog(X,Y). O

Remarque 3.7. Si E désigne la section associée au noyau des opérateurs de Toeplitz (cf.
(3.4)) et VE = ap @ E sur un voisinage de diag M, on montre aussi que ag s’annule en
(z,z) € diag(M) et sa dérivée est donnée par

(3.7) (Tix,,x0)28, (Y1,Y2)) = %W(X?’l - X241 + %W(X%’O ~- X,°.Y3)

ou X0 = %(X + iJX) désigne la partie holomorphe d'un vecteur X et X%! = %(X —iJX)
sa partie anti-holomorphe. O

Supposons que A soit fermée et qu’il existe une section ¢t : A — LFo plate de norme
constante égale & 1 (i.e. que le fibré plat (L*o| 1> V) soit trivial). A l'aide d'une partition de
'unité, on déduit de la proposition 3.4 qu’il existe une section F : M — L*0 telle que

F|, =t, V7 F=0 modZ>(A), V Z champ de vecteurs holomorphes

Une telle section est unique modulo Z*°(A). D’aprés la proposition 3.6, § = —2In|F| est
strictement positive sur un voisinage de A privé de A. Quitte & modifier F' en dehors de ce
voisinage, nous avons |F|(z) < 1 si z ¢ A ce que nous supposons désormais.
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Dans I'exemple 3.5, il n’y avait pas d’obstruction & définir une section globale F' asociée
A un sous-espace lagrangien de R?". Considérons deux situations ot une telle obstruction se
présente : les variétés lagrangiennes sont des cercles de R? dans le premier cas et de S? dans
le second.

Exemple 3.8. Considérons les données de I’exemple 3.5 en dimension n = 1. Soit R un
nombre réel strictement positif et A C C le cercle de centre 0 et de rayon R. Une section
lagrangienne F' associée a A est

1
FA,k;o — ekoRQ(an—lnR)+§koR23ko
définie sur un secteur angulaire d’ouverture < 27. En coordonnées polaires (r, ), nous avons
Vs = —(rdr + ir?df) ® s et donc le fibré (Lk0| 1> V) est trivial si et seulement si koR? est
entier. Supposons que ce soit le cas. La section définie ci-dessus se prolonge alors en

1, p2 [ 2\ koR?
O Fpapo: M — L, Fp g, = e2"0R (ﬁ) so

Exemple 3.9. Un exemple similaire au précédent consiste & choisir pour M 1’espace projectif
complexe CP! et L = K71, ot K — CP! est le fibré canonique, c’est & dire le sous-fibré de
CP! x C? composé (z, (2%, 2%)) tel que (2!, 2?) appartiennent 3 la droite x C C2. K hérite de
la structure holomorphe de C? et de sa structure hermitienne usuelle, il est donc muni d’une
unique dérivation covariante compatible avec ces deux structures. Ceci induit les mémes
structures sur L. Sa courbure est la deux-forme de Fubini-Study qui définit une structure
kihlerienne sur CP'. Soit z = 2—; la coordonnée affine du point de coordonnées homogenes
(2%, 2%). Soit t la section locale de K qui associe au point de coordonnée z le point (z,1). La
section s = ¢! est telle que

—Zdz

Vs = 297
CEIIRE e

s = (1 + [=1*) 7

Choisissons pour sous-variété lagrangienne A le cercle |z| = R, ou R est un réel strictement
positif. Une section F' associée a A est

k R?
Fy gy = ee@O00 (14 72)F 5% avec a(R) = =5
définie seulement localement. (L*0|,,V) est trivial si et seulement si a(R)ko est entier et
lorsque c’est le cas la section Fj ;, est définie globalement. O

Définition 3.10. Nous appelons une suite (v,) une section lagrangienne associée au couple
(A,t: A — L*) si

k n
(3.8) va €,y val@) = (52) ' FO@)ale,ka) +Tala)

oll ko = aky, (a(.,k)) est un symbole de S°(M) et (r,) est une suite négligeable de sections
de Lk,

On note S(A,t) 'ensemble des sections lagrangiennes associées a (A, t). Cette définition
ne dépend pas du choix de F. En effet, si F' et G sont égales modulo Z*°(A), il découle du
lemme 3.3 et des propriétés du Hessien de In|F| que

F*(z)a(z,kq) — G*(z)a(x, kq)
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ﬁ . .
est négligeable. La constante de normalisation (g—;"r) 4 a été choisie de sorte que la norme d’une

section lagrangienne dont le synbole principal ne s’annule pas soit équivalente & une constante
(cf. proposition 3.18). Nous montrons & présent ’existence des sections lagrangiennes et
expliquons comment on les controle & 1’aide de séries formelles : la proposition suivante établit
un isomorphisme entre C*°(A)[[A]] et S(A,t) quotienté par 'ensemble des suites négligeables
de Hy,, .

Proposition 3.11. Etant donné une série formelle Y, k' f; de C*°(A)[[A]], il existe une sec-
tion lagrangienne (vy) € S(A,t) telle que

I;_;)%ta(x) Z(ka)’lfl(m) + O(k;‘x’) sizeA
l

va(@) = (

Celle-ci est unique modulo une suite négligeable de Hy,. Si nous exprimons (vq) sous la
forme (3.8), les coefficients a; du développement asymptotique de a(z,k) vérifient

al|A = fi, Z.a;=0 mod I°°(A), VY Z champ de vecteurs holomorphes

Nous appelons o(v,) = >, il f; le symbole de (v,) et fo son symbole principal. On déduit
du lemme 3.3 que

|UOC| = O(ké%iN) <~ f() = ... = fN = O

De plus (v,) est négligeable si et seulement si son symbole est nul. Le microsupport de (vq)
est inclu dans A et est donné par

MS(vq) = m

Preuve. La preuve s’appuie sur le résultat suivant: si (b(.,k)) est un symbole de S°(M),
alors

(3.9) I, (F2b(., kq)) (z) = F*a(z, ko) + O(k;™)

ot (a(.,k)) est un symbole de S°(M). De plus si ’on note a; et b; les coefficients du dévelop-
pement asymptotique de (a(.,k)) et (b(.,k)), alors ao|A = b0|A. De Vz;olIly =0et V;F =
0 mod Z*°(A) pour un champ de vecteurs holomorphes Z, I'on déduit utilisant le lemme
3.3 que F*¥Z.a(z,k) est négligeable, et ensuite que Z.q; = 0 mod Z®(A). Ceci étant, la
proposition se démontre en construisant par approximations successives une suite b(z, k) telle
que I (Eab(., ka)) ait la forme souhaitée. Bien entendu, il est clair & posteriori qu’il suffisait
de choisir un symbole (b(., k)) tel que Z.b; =0 mod Z®(A) et b|, = f;, mais la preuve de
(3.9) ne nous permet pas de calculer explicitement les coefficients a;.

Pour montrer (3.9), nous exprimons le noyau de Iy sous la forme (3.4) et évaluons par le
lemme de la phase stationnaire 'intégrale:

ko™

I, (FOb(., kq)) (z1) = (%) /M E* (31, 29).F(22) f (1,2, ka)b(x1, ka) it (x2) + O (k™)
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Comme |E* (1, x5)|.|F(z2)| < 1 pour (z1 # x2 ou o ¢ A), on peut se localiser au voisinage
de diag(A) C M x M. Introduisons une section s de L définie sur un ouvert U de M et de
norme 1. Ecrivons

E(x1,29).F(z2) = ei¢(w1’w2)sk°(w1), F(xzp) = ei‘p(wl)sko(wl)

ou @ s’annule sur A et ¢ sur diag(A). ag s’annule le long de diag(M) et ar le long de A, il
vient donc en dérivant la premiere égalité d,,¢ = 0 sur diag(A). En dérivant & nouveau, nous
obtenons en utilisant (3.6) et (3.7)

(3.10) d2,¢(X,Y) = kow(X"? — ¢(X),Y) sur diag(A)

Nous en déduisons que d?”gb est inversible sur diag(A). En effet d?vqu(X ,.) = 0 implique
X0 = ¢(X) =0 car ¢(X) € T"' M. Donc X € (TA®C)NnT%' M = (0). Nous pouvons donc
appliquer le lemme de la phase stationnaire (chapitre 7.7 de [7]). Introduisons un systéme de
cordonnées (z4) sur le second facteur ainsi qu’un systéme de coordonnées complexes (z%) sur
le premier facteur. En dérivant F~!(z1)E(z1,z9).F(z2), il vient

(3.11) 82f¢(x1’$2) = azigo(wl) mod Z*°(diag A)

Donc 99,1 ¢ s’annule & tout ordre le long de diag(A). Nous allons en déduire que l'idéal
engendré par la famille (83612c @)k est I'ensemble J des fonctions f(z1,z2) telles que

Flaaga =0, 0zf =0 modZ>(diagA)

Procédant comme dans le lemme 3.1, nous associons aux champs de vecteurs 62i , 6w§ (¢ variant
de 1 &4 net kdela2n) qui engendrent une distribution transverse & diag(A) les fonctions
Zi, X%. Montrons que toute fonction de J est combinaison linéaire & coefficient C*® des X% et
réciproquement. Si f € J, alors la série formelle (cf. lemme 3.2) associée au développement
de Taylor de f est dans 'idéal engendré par les X% et par conséquent f est combinaison

linéaire des X% modulo une fonction de Z*°(diag A). On vérifie que
(dX3, ... X3, dXs, .., dK3) " = diag(TA) ® C

ZX%XJQ est donc transversalement elliptique & diag(A), toute fonction de Z*°(diagA) est
divisible par X’;Xg et s’écrit ainsi comme une combinaison linéaire des X%. La réciproque
est immédiate car les X% appartiennent & J. Les fonctions 8z12c¢ appartiennent a J, elle
s’expriment donc sous la forme

056 =D friX
J
Si z € diag(A), nous avons
Trj(@) = 8,40, $(x)

Par conséquent, fi; est inversible au voisinage de diag(A), les Xé sont combinaisons linéaires
des 8m;2c¢ qui engendrent 7.

De (3.11), 'on déduit que ¢(z1,z2) = ¢(x1) mod J. Il vient alors

Ik, (Fb(., ko)) (z) = F*(z)a(z, ko) + O(k3 ™)
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ot (a(., k)) est un symbole de S°(M). De plussi z € A, compte tenu de f(z,z, k) = 1+O0(k~!)
nous avons

o=
o=

ao(z) = kgbo(m).(det[—iawéawgqﬂ (z,2)) " 2.(det[g;i)(z))

ou les g sont les coefficients de la Ipétrique riemannienne g = ik gjkda:% ® d:L‘IQ“. Le résultat

ne dépend pas des coordonnées (z3). Nous pouvons donc les choisir de maniére a calculer

facilement les deux déterminants. Si (‘9965 )i=1,...,n €st une base orthonormée de T A et 6x§+n =

JO,i en x. Alors gjp(z) = §jk et il découle de (3.10) que la matrice —i0,; (9w12c¢(w,w) s’écrit
2

comme une matrice par blocs de taille n *n :

ko Id —ild

2 \ —iId 3Id
On en déduit que a,(z) = bo(x). O
Pour terminer ce chapitre, nous construisons une section lagrangienne sur le tore & ’aide

des fonctions theta.

Exemple 3.12. Considérons le plan M = C muni de w = idz Adz et L = C x C trivialisé de
sorte que la section ¢ qui & z associe (z, 1) vérifie

Vi=(z—2)dz®t, |t]2=e2l?’

Soit T? le tore C/Z + inZ qui hérite de la structure kiihlerienne de C. L’action de Z @ Z sur
M se reléve sur L par

(Z 7 Z) X L — La (nlanZ)ﬂ (Za U)) — (Z +n1+ ’i?‘r’)’lQ, we%mwszzn%)

Cette action préserve la structure hermitienne de L et sa dérivation covariante. En quotien-
tant, on munit donc T? d’un fibré préquantifiant L, — T2. Les sections holomorphes de L¥
s’identifient aux sections ft* de LF telles que f € C*°(C) soit holomorphe et vérifie

fz+1) = f(2), f(z+ir) = f(z)tf2i7rkz+7r2’c

Par exemple, on peut choisir pour f la fonction theta de Riemann

gk(z) — Z eQiﬁknz—ﬁ2n2k
n

La suite de sections ainsi définie est alors une section lagrangienne de T? associé & la sous-
variété lagrangienne A = {q = 0} (g désigne la partie imaginaire de z). En effet, choisissons
T T

un fonction ¢ € C*°(R) a support compact inclu dans (-5, %) et telle que ¢(q) = 1 si
—% < g < %. Une section F associée & A s’obtient en rendant périodique la section ¢(q)t

F(z) = Z 62””‘2_”2"2¢(q +n).t(z +in)
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s

Montrons que F* = ;t* modulo une suite négligeable. Si —% < ¢ < %, nous avons

|Fk(z) - thkl < Z |62i7rlmz—7r2n2k|‘|t|k
n#0

<3 ehlmay?
n#0

o
<2 FCF)? 4 9 Z e~ k(mn—%)?

On estime de la méme facon F¥(z) — 0;t* pour ¢ € [-Z,—Z] U [Z, 2], ainsi que ses dérivées

successives. O

2.2 Section lagrangienne dépendant d’un parametre

Pour obtenir par la suite des contrdles uniformes en énergie ou en temps, nous introduisons
des sections lagrangiennes dépendant d’un parametre u qui décrit un ouvert U de R*. Dans
un premier temps, nous considérons une famille de sous-variétés lagrangiennes (A,) telle que
les fibrés plats L — A, soient tous triviaux. C’est dans ce cadre que 1'on peut décrire la
propagation d’une section lagrangienne par un opérateur de Toeplitz ou bien le progateur
semi-classique. Dans ce dernier cas, le controle uniforme par rapport au temps est nécessaire
pour déduire les formules de trace. Nous considérons ensuite le cas ou M est localement fibré
par des tores lagrangiens A,. Cette fois-ci, la motivation est de décrire de maniére uniforme
les vecteurs propres de n opérateurs de Toeplitz qui commutent deux a deux. La construction
que nous donnons est analogue & celle de [9] pour un espace de phase du type cotangent.

Soit une famille (i, : A — M) de sous-variétés lagrangiennes telle que ’application U X
A — U x M qui & (u,z) associe (u,i,(z)) soit un plongement C* dont I'image

L={(u,iy(x)) JueUxzecA}

est une sous-variété fermée de U x M. Soit 7 la projection U x M — M. Supposons qu’il
existe une section t : £ — 7#L de norme constante égale & 1 et dont la restriction t, &
{u} x iy (A) soit plate quel que soit u (une telle section est unique modulo un fateur et/ ®) oy
f est C* & valeurs réelles). Typiquement une telle situation se présente lorsque ’on propage
par un flot hamiltonien une sous-variété lagrangienne munie d’une section plate.

Proposition 3.13. Soiti: A = M une sous-variété lagrangienne fermée de M et s: A — L
une section plate de norme constante égale a 1. Soit f € C*°(M) une fonction & valeurs
réelles. Notons @r : M — M le flot a Uinstant t du champ de vecteurs hamiltonien de f. Soit
un intervalle ouvert I C R. Alors l'application

IxA—=IxM, (tz)— (i(z)=e(i(z)))
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est un plongement d’image fermée et définit une famille (i;(A)); de sous-variétés lagrangien-
nes. La section s : I x A — L définie par

s(t,z) = e o TPl (5(2))

ot ol Ly — Ly, (x) est le transport parallele le long de s € [0,t] — @s(z), est telle que
s(t,): A — ifL est plate de norme constante égale a 1.

Preuve. Nous vérifions seulement ’assertion concernant s. Introduisons les applications
JiIxA=IxM, (tx)—=(tiz), 7:IxM-—=>M, (t,z)—>z
Notons 7 : I x A — (w0 j)# L la section définie par r(t,z) = ¢} (s(z)) de sorte que

s(t,z) =€ I ps(@)ds (¢ 1)

Soit Y € C*°(A,TA) que l'on considére comme un champ de vecteurs de I x A. Nous devons
montrer que Vys s’annule. Nous avons

Vo, Vys=VyVys+ Vygs+ (moj) w(Y,0)s

Y et 0; commutent et donc V[y,5,5 = 0. D’autre part, (705).0; = X|%(m) ou X est le champ
de vecteurs hamiltonien de f, et donc

(moj)'w(Y,0) =Y.(woj)"f
Enfin Vy,r = 0 ce qui entraine Vy,s = (7 0 j)*f.s, donc
VyVas= (Yo ) f)s+ (roj)*f.Vys

Par conséquent V5, Vys = (m0j)* f.Vys et par hypotheése Vy s est nulle le long de de {0} x A.
En intégrant cette équation, il vient que Vy s est nulle partout. U

Il n’y a pas de difficulté & généraliser les propositions 3.4 et 3.11 avec ces données. On
montre qu’il existe une section F : U x M — 7n# L telle que

(3.12) F|l,=tet Vz.F=0 modI®(L), VZeC®UxMT"M)

On associe alors & (£,t) une famille de sections lagrangiennes, i.e. des suites (v}) telles que

k n
vy € Hy, vp(z) = (%) ' FEu, z)a(u, z, k) + r(u, )
o (a(., k)) est un symbole de S(U x M) et (r;) est une suite négligeable de C®°(U x M, n# LF).
On montre qu’'étant donné une série formelle > A'f; de C°(U x A)[[R]], il existe une section
lagrangienne, unique modulo une suite négligeable de C®°(U x M, n# L*), telle que

k

o} (u,iu(2)) = <%)%tk(u,iu(x)) >k fi(u,w) + O()
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La restriction de (vj) & {u} x M est une section lagrangienne de S(A,,t,) dont le symbole

est S AL fi(u,.).

Décrivons & présent la construction qui nous sera utile pour établir les conditions de Bohr-
Sommerfeld. On considere un ouvert U de M difféomorphe au produit B, x T", ou B, C R”
est la boule ouverte de rayon r centrée en 0 et T" = R"/Z", tel que w = d¢' A dz® si &
et 2 sont les coordonnées usuelles de R" et T". La famille de variétés lagrangiennes est
Ay = {& = 4!, Vi}, ou u décrit B:. Le probléme est que les fibrés (Lk‘ AU,V) ne sont pas
simultanément triviaux. En effet, introduisons les lacets

YT = Ay, t— (u,z(t), 27(t) = 6t

Le transport parallele dans L le long de v} est la multiplication par un nombre complexe
de module 1 que l'on peut écrire sous la forme e2™¢"(4) oy " est continue & valeurs réelles.
Le fibré (Lk| A» V) est trivial si et seulement si ¢'(u) € k=17, Vi; ce que nous écrivons
¢(u) € k71Z™ En déformant v/ en v} et en utilisant que la courbure de L est %w, on montre
que les fonctions ¢* sont affines

ui
_l’_ N

27
Par conséquent la définition 3.10 des sections lagrangiennes s’applique aux (A, ko) tels que
u € Br N 21 (—¢(0) + Ky 17Z™). On souhaite obtenir un contréle uniforme sur ces sections et
considérer des symboles plus généraux.

@' (u) = ¢'(0)

Soit p la projection B, x R* — B, x T". Choisissons une section ¢ de p# L, définie sur
B, x {0} et de norme constante égale & 1, que l'on prolonge & B, x R" par transport parallele
le long des {¢} x R*. Une section de L¥ — B, x T™ se reléve en gtk on g € C®°(B, x R")
vérifie
9(€, +m) = g(&,g)e O

et réciproquement. De méme les sections de L*¥ — A,, s’identifient aux fonctions g € C°(R")
telles que pour tout m € Z"

(3.13) gz +m) = g(m)eiQi”kmj‘pj ()
les sections plates s’identifiant aux fonctions constantes.

Introduisons un symbole (f(.,k)) de S(Bz x R") tel que pour tout m € Z"

(3.14) Flu,z +m, k) = f(u,z, k)2 ¢ @k) 4 0(f—0)

N

ot (¢/(.,k))x est un symbole de S (B:z) a valeurs réelles. Considérons une suite (uq,ka)a 2
valeurs dans B% X N telle que

(3.15) o(ug) + ky 'c(ua, ko) € k3 Z™ + O(k;*°)

Ainsi les fonctions z — f(uq,, ks) vérifient les relations (3.13) & un O(k,*°) prés. On
souhaite construire une suite de sections (s,) telle que s, € Hy, et

p*sa(uaax) = f(uaaxaka)tka (Uaax) + O(k;m)
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Avant de réaliser ceci, discutons la condition (3.15). La fonction ¢ étant un difféomorphisme
de B, sur son image, il en est de méme des fonctions p+k~¢c(., k) si k est suffisamment grand.
L’inverse ¢y, de ¢ + k7 lc(., k) est bien définie sur ¢(B,_.). Et donc si (vq, ks) est une suite
telle que v, € k; 'Z"+ O(k; ™), alors (ug = ¢k, (va), ka) vérifie (3.15) et réciproquement. De
plus, utilisant la formule de Taylor, on montre que les composantes de ¢, sont des symboles,
le premier terme du développement asymptotique étant la réciproque ¢! de . On peut ainsi
se représenter les ensembles ¢y (k!Z") comme des réseaux déformés ¢~ !(k~1Z") + O(k2).

On considére que B, x R" hérite de la structure complexe de B, x T" C M. On note
L = {(wu,z) /v € Bz, x € R"} la sous-variété fermée de Br x B, x R* . Notons 7 la
projection Br x B, X R" — B, x R". Soit une section F' de (pom)#L — Bz x B, x R" telle
que F(u,u,z) = t(u,z) et

VzF =0 modI®(L), VZeC®(B; x B, xR", T"(B, xR"))

Soit h(., k) un symbole de S(B: x By x R") tel que h(u, u,z, k) = f(u,,k) + O(k~*) et les
coefficients h; de son développement asymptotique vérifient

Zh=0 modI™(L), VZeC®(BsxB, xR T"(B, x k"))

On suppose que k, est divergente, car le résultat n’a de sens seulement lorsque k, décrit un
voisinage de 'infini.

Proposition 3.14. Il eziste une suite (so) telle que so € Hg,, (Sa) soit négligeable au
voisinage de tout point qui n’appartient pas a B%T x T" C M, et le relévement par p de la
restriction des sq a B, X T" est de la forme

(o) P (g, €. ), €., ko) + Ok7)
27

Preuve. Soit V' un ouvert connexe et simplement connexe de T™ que I'on reléve par un
difféfomorphisme j : V' — R™. On définit alors une suite de sections

T :Br XV = L, Ta(&v‘r) = (;:_::') 4Fka (ua,ﬁ,j(x))h(ua,f,j(x), ka)
Choisissant un autre relévement j on ne modifie la suite r, qu’a un O(k,*°) prés. On
peut donc en recouvrant T" d’ouverts connexes et simplement connexes et en utilisant une
partition de 'unité construire une suite de sections globales qui localement sont de la forme
ci-dessus modulo O(k;*°). On projette ensuite cette suite sur Hy, comme dans la preuve de
la proposition 3.11. O

Précisons le rapport entre cette construction et les sections lagrangiennes définies en 3.10.
Soit u® € Br et kg € N tels que ¢p(u’) € ky'Z". Le fibré plat L5 — Ao est alors trivial et
2
la section
tho(u®, ) : p*L — {€ =u'} x R

s’identifie 3 une section plate ¢y de L¥0 — Ao0. Soit 7 € Z™. Définissons les suites ko = aky
et 7o = p(u’) + k17 € k1 Z". Soit ug = @i, (7a), Ot P est Iinverse de p+k Lc(., k). Alors
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(uq, ko) vérifie la condition (3.15) et appliquant la proposition 3.14, on définit une suite (s,)-
Nous affirmons que c’est une section lagrangienne de S(A 0, %).

Nous illustrons cette derniére partie avec des bases orthonormées (ug )z usuelles des H*
lorsque M est C*, CP™ ou T?". Choisissant des suites de la forme s, = ug, ,,, nous obtenons
des sections lagrangiennes commes elles sont définies dans la proposition 3.14. Il n’y a rien
d’étonnant a cela car le but de cette construction est précisément de décrire les vecteurs
propres des opérateurs de Toeplitz.

Exemple 3.15. Soit M = C", on utilise les notations de ’exemple 3.5. Si v € R" a toutes
ses coordonnées strictement positives, on lui associe le tore lagrangien

Ay ={z€C" /|2 =%}
D’autre part une base orthonormée de H;, est la famille
kN5 kPN 3
_ Bk n
gﬂ’k_(27r> (5|) @5 Pel

Ces vecteurs sont associés aux A, par la relation 8 = kv. En effet, on considére la section F'
et le symbole f
i(ln 2i— L In i)t Lyt kN7 (kv?)kv e~k \ 1
F _ > vt(lnz élnv )+;1] k) = (_) (7)
(IU7 z) € S(Z)’ f(U7 Z’ ) 27_[_ H F(k'UZ + 1)
On vérifie que F(v,.) est bien associée aux A, et a laide de la formule de Stirling que f est
bien un symbole. De plus si v € k~1Z", nous avons g, = (%)IFIC(’U, Jf(v, ., k). O

Exemple 3.16. Soit M = CP", K — CP" le fibré canonique et L = K. On identifie les
sections u de L¥ & des fonctions homogénes g définies sur C**! de degré k par la relation:

g(z) = (zF,u(n(z))) pour tout z € "' — {0} =K -0

(7 est la projection C**1 — CP™). Une base orthonormée de H, est la famille

9k = (i)_ (M)%zﬁ ou B € ZM et |B| = k

27 Jo
Si v € (0,1)"*! vérifie Y v* = 1, on lui associe le tore lagrangien
Ay = {[2°,. € CP" [ |#']* = v' 3 |}

A, est associée & ggj par la relation 5 = kv. En effet, il suffit de choisir la section F' et le
symbole f

7 %

- F(”’z):H(\jﬁ)v’ flv,2,k) = (27rk) \/WH( kw+ );

Exemple 3.17. On reprend les notations de 'exemple 3.12 sur la quantification du tore T2.
Une base de Hj, est la famille

ENi _- ;
9, k( ) (27T) 4e_k 17282 Z e_7r2l(lk+2,8)+227r(llc+,3)z’ B=0,...k—1
IEZ

Les variétés lagrangiennes A, = {Imz = v} sont alors associées aux gg; par la relation
kv+ 78 =0. O
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3 Calcul symbolique des sections lagrangiennes

Dans une premiere sous-partie, nous estimons la norme d’une section lagrangienne et décrivons
Paction des opérateurs de Toeplitz sur les sections lagrangiennes. L’action induite sur les
espaces de symboles nous méne & définir la quantification par déformation d’une sous-variété
lagrangienne et nous comparons ceci avec les résultats de Xu [10]. Nous décrivons ensuite le
calcul sous-symbolique. Enfin, nous expliquons comment ces résultats s’adaptent aux cas de
sections lagrangiennes dépendant de parametres.

3.1 Norme et action des opérateurs de Toeplitz
Si (sq) € S(A,1) et (to) € S(A',t'), alors (sq,ta) = O(k~°) lorsque AN A’ = @. Lorsque
A = A’, nous avons ’estimation suivante.

Proposition 3.18. Soient (s,) et (to) deux sections lagrangiennes de S(A,t). Le produit
scalaire de (sq) et (to) admet un développement asymptotique complet en puissance de kg,
dont le premier terme est

n

(Saata % 2/f090UA+O( )

ot fo et go sont les symboles principaux de (sg) et (tg) et pua est la mesure de A induite par

g‘TA'

Preuve. Nous devons estimer I'intégrale

(52)" [ & * 1 ha)gte, ey @)

Choisissons un systéme de coordonnées (z7,y’) définies sur un ouvert U telles que U N A =

{y! = ... = y™ = 0}. En effectuant un changement de coordonnées du type z'(z,y) et v/ = v,
on s’arrange pour que l'orthogonal de T A soit (9,1, .., 6yn)|ﬂc quel que soit £ € ANU. Ainsi

la métrique s’écrit le long de A sous la forme g(z',0) = g;jx(z*,0)dz? @ dz* —I—g;-k(xl, 0)dy’ @ dy*
et d’apres la proposition 3.6, § = g;.k(wl, 0)y7y* mod Z3(A). Nous avons

/U e k0@ f(z, ko)g(, k / |da’| / ~ked(®) £ (1, k)5 (3, ko) (detlg]) 7|y
/ fo-gio (detlg; £]) ¥ |dai| + O(kY)

en appliquant le lemme de la phase stationnaire. O

On déduit de cette proposition que si (uq) € S(A,t) admet pour symbole > Al f; alors

luall = Oz ") & O = .. = fV =
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Plus généralement, on peut estimer par le lemme de la phase stationnaire (sq,t,) lorsque
(sa) € S(A, 1), (ta) € S(A',t') et l'intersection de A et A’ est non-dégénérée au sens de Bott
(cf. [3]). Par exemple, en dimension n = 1, supposons que I'intersection AN A’ soit transverse
et réduite & un point z et que t(z) = t'(z) (ce qui suppose ky = k), nous avons alors

(s0ste) = () " Fol@)-Go @)V +ia + O(ka?)

ou fo et go sont les symboles principaux de s et ¢ respectivement et a = cotan 6 si 0 est 'angle
entre T, A et T,A’. La racine carrée est déterminée de telle sorte & étre continue par rapport
a a et & prendre la valeur 1 lorque a = 0.

Considérons a présent l'action des opérateurs de Toeplitz sur les sections lagrangiennes.

Proposition 3.19. Soit (Ty) un opérateur de Toeplitz et (vy) une section lagrangienne de
S(A,t). (T, va) est alors une section lagrangienne de S(A,t). De plus il existe une famille
d’opérateurs L; : C®(M) x C®(A) — C*(A) bilinéaires, qui ne dépendent que de A, M et
sa structure kahlerienne, et tels que si o(Ty) = Y R f; et o(vy) = . hlg; alors

U(Tk’l)k) = Zhl Z Ll1 (flzagls)

li+la+13=l

Lg est Uapplication qui a f € C®(M), g € C*®(A) associe f|A.g. Les opérateurs suivants
sont localement de la forme

L(fs9lany = D @and2f|ya-029,  Vf€C®(M), g€ C®(A)
o +]v]<2

ot V est un ouvert de M, (') un systéme de coordonnées complexes définies sur V., (z*) un
systéme de coordonnées de A définies sur ANV, et aq, € CC(ANYV).

Preuve. Nous reprenons la deuxieme partie de la preuve de la proposition 3.11 et calculons
les termes suivants du développement asymptotique. Comme nous ’avons vu, le calcul est
local et on se raméne & kg = 1 et donc ko, = k. Soit un systeme de coordonnées complexes
(2') définies sur un ouvert U de M et s : U — L une section de norme constante égale a 1.
Introduisons comme dans la preuve de la proposition 3.4 une fonction p € C*(U) telle que
que Vs = (0p — 0p) ® s et une fonction h € C*(ANU) telle que t|A = eihs|A. Nous utilisons
les indices 1 et 2 pour distinguer le premier du second facteur de U x U. Nous devons estimer

5n
Ton(en) = (55) ' ) / M) (21, 5)g(z0) dpna (22)
ousi f € C®°(U), f(z1,22) désigne une fonction définie sur U x U qui coincide avec f sur
diag(U) ~ U et qui soit annulée & tout ordre le long de diag(U) par ;i et 0, et de méme
si g € C*°(A) alors g(z) désigne une fonction définie sur U qui coincide avec g sur A et qui
soit annulée a tout ordre le long de A par 0;:. D’apres la preuve de la proposition 3.4 et la
proposition 2.1 du premier chapitre, la phase ¢ est donnée par

¢(x1,22) = i(p(1) + p(22) — (p+ p) (21, 22) + p(x2) — p(22)) + h(22)
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Le calcul se fait sur les développements de Taylor le long de diag(A) et le résultat s’exprime &
partir de développements de Taylor le long de A. Suivant les lemmes 3.1 et 3.2, nous écrivons
les developpements de Taylor le long de A des fonctions de C°°(U) comme des séries formelles
de C®(A)[[Z"]], ot les fonctions Z¢ sont associées aux champs de vecteurs 9,;. De méme,
nous identifions les developpements de Taylor le long de diag(A) des fonctions de C°°(U x U)
4 des series formelles de C*®(A)[[Z}, Z}, Zi]], o les fonctions Z;,Z5,Zs sont associées aux
champs de vecteurs 82% , 823 , 823 . Précisons que les fonctions Zs ne sont pas les conjuguées des
Zg. Comme nous ’avons vu, 1’idéal engendré par les Bzéqﬁ et Bzéqb est I’ensemble J composé

des fonctions dont le développement de Taylor est dans I'idéal engendré par les Z5, Z5. Si le
développement de Taylor de f € C*(U x U) s’écrit

Z fa,/a’,vzlazégzg
alors le développement de Taylor d’une fonction g € C*®(U) telle que g(z1) = f(z1,%2)
mod J s’écrit
> fa002”
ot nous identifions C*(diag A) et C*®(A). Nous avons F(z) = (@) s(x) avec o(z) = i(p(z) —

p(z)) + h(z). Ecrivons le développement de Taylor de ¢(z1,22) — ¢(x1). En notant G, g =
32‘8? (p+p) |A, nous avons

G . .

p(z2) + p(z2) ~ Z 'ﬂ' Zab gazb p(z1) +ih(z1) ~ Gop + ih

G . Hy oo

(p+p)(21,22) Z OﬂZﬂ p(z2) + ih(z2) NZ EZ2
o

ou les H, sont les restrictions & A des dérivées successives de p(z) + ih(z) par rapport aux
0,i. Nous en déduisons que

(o, 22) — o) ~ i Z G'ﬂ' 7 Z’B +i Z %.HZS‘

|a|>0,|8]>0 |a|>0

I1 découle de la preuve de la proposition 3.11 que G;o = H;. La matrice de —id%2¢(a:, x) ou
z € A dans la base 0,i,0;i s’écrit
2 2
Gijo — Hij Gij
Gji 0

D’apreés (3.10), Gijo — Hij = iw(q(8,:),8,5) = ¢'Gj;. L'inverse de cette matrice est

0 G
( G _q;'Gl,J' )

Appliquant le théoréme 7.7.12 de [7], il vient

Ty, (3:) = (2£

™

) k0@ b () h(z, K) + Ok )
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ot h(z,k) admet un développement asymptotique >, k~'h;(x) pour la topologie C*®. De
plus, le développement de Taylor le long de A des coefficients est donné par

3l (_1)l—lc
(3.16) by ~ [det(Gi)] P Y T3 [A’“(R’“*IF.G.D)] Z-20
k=l Zi=Zi

F, G sont les séries formelles associées aux développements de Taylor de f(z1,22) et g(z2):
1 s 78 9o
R SETTIC N S
8 a

ol les g, sont les restrictions & A des dérivés successives de g(z) par rapport aux d,:. D’autre
part,

Ga, _ Gao— H

R= Y a;’ﬁfzgngr PP . @ 7
la|>0,|8/>0, la|>3 :
la|+|8]23

D est la série formelle associée au développement de Taylor de det[0,:0; (p+ p)](z2) et A est
I'opérateur

A= Z G070, — %qulJaZ;aZ%
0,

Les variables formelles Z{ n’intervenant pas dans le calcul, les fonctions h; sont annulées a
tout ordre le long de A par les champs de vecteurs 0;: et leur restriction & A est donnée par
la formule ci-dessus. Pour montrer que les L; s’écrivent bien sous la forme énoncée dans le
théoréme, il suffit de vérifier que g, = P.g ou P est un opérateur différentiel agissant sur
C>®(A). La différenticlle de g(z) en z € A s’annule sur To>' M et sa restriction & Ty A est dg.
Par conséquent,

(3.17) 9i =(0:39(2)) |, = ¢°(9.) .9

Donc g; a bien la forme souhaitée. On généralise ceci au g, par récurrence sur |a| en remar-
quant que 0,:g(z) est aussi une fonction annulée & tout ordre le long de A par 9,:. Le calcul
de Lo(f,g) a déja été fait dans la preuve de la proposition 3.11. O

3.2 Calcul formel

Si M est une variété symplectique munie d’un star-produit * et A C M une sous-variété
lagrangienne fermée de M, on appelle une quantification par déformation de A une application
L : C®(M)[[R]] x C*®(A)[[A]] = C*=(A)[[A]] qui vérifie

L(f1, L(f2,9)) = L(f1 % far9), V1, f2 € C®(M)[[H]], g € C=(A)][A]]
L(f,g) =Y B > Li(fia,)sif=Y Hfietg=> Rg

li+la+13=l
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ou les L; sont des applications C®°(M) x C*°(A) — C*°(A) localement de la forme

Lf.9|yw = D @an02f|ya-0j9,  Vf€C®(M), ge CP(A)
el +]y|<2l

ot ag, € C®°(ANV) si V est un ouvert de M, (z*) un systéme de coordonnées de M définies
sur V et (y') un systéme de coordonnées de A définies sur ANV.

I1 découle de la proposition 3.19 que si M est une variété kahlerienne compacte munie
d’une préquantification (L, V) et du star-produit * induit par la composition des opérateurs de
Toeplitz, alors toute sous-variété lagrangienne fermée telle que le fibré (L*o ‘ 1> V) soit trivial
pour un certain ky € N admet une quantification par déformation. Nous allons montrer
que ceci s’étend aux sous-variétés lagrangiennes fermées de variétés kahleriennes quelconques.
Rappelons que le star-produit * induit par la composition des opérateurs de Toeplitz est
bien défini sur les variétés kahleriennes qui ne sont pas nécessairement préquantifiables et
compactes.

Proposition 3.20. Toute sous-variété lagrangienne fermée A d’une variété kdahlerienne M
munie du star produit induit par la composition des opérateurs de Toeplitz admet une quan-
tification par déformation canonique.

Preuve. Il suffit de montrer que pour tout x € A, il existe un voisinage U C M de z
et une quantification par déformation de (A N U,U) déterminée de maniére unique par la
structure kahlerienne. Pour ce faire il suffit de considérer un ouvert U contractible, de sorte
qu’il existe un unique fibré préquantifiant (L,V) de base U, et telle que (L| A V) soit
trivial. On n’introduit pas de quantification ?; associée & ces données car U n’étant pas
compact on ne connait pas ses propriétés. Par contre on considére une algebre d’opérateurs
(P, : C®(U,L¥) — C>(U, L*)) proprement supportés et dont les noyaux sont de la forme
(3.4). Considérons aussi un espace de sections lagrangiennes de la forme F*(z)a(z, k) ou F
est une section de L associée & A (cf. proposition 3.4), et a décrit ’ensemble des symboles de
SO(U) dont le développement asymptotique Y, k~'a; vérifie Z.a; = 0 modulo Z®°(UNA) quels
que soient [ et Z champs de vecteurs holomorphes. On définit les symboles de ces opérateurs
et sections, et par le calcul symbolique on obtient une quantification par déformation. O

Considérons & présent une variété symplectique M quelconque munie d’un star-produit *
et une sous-variété A lagrangienne fermée munie d’une quantification par déformation L. On
remarquera que quel que soit g € C*®(A)[[R]], il existe f € C*°(M)[[R]] telle que L(f,1) = g.
Soit

J ={f e C=(M)[n]] / L(f,1) = 0}

J est un idéal & gauche de (C°°(M)[[A]],*). 1l est de la forme Y AP (Z(A)[[A]]), ot les P,
sont des opérateurs différentiels et Py =Id. En effet, on construit une suite d’opérateurs
différentiels Q; telle que L(f,1) = YA Q;(f) ‘ A quel que soit f et Qo =Id; on choisit alors les
P, de sorte que Y k! P soit I'inverse de > A'Q;.
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Réciproquement considérons un idéal & gauche J' de (C®(M)][[h]], *) qui soit de la forme
S RP/(Z(A)[[R]]) ot Py =Id. Identifiant C*°(A) avec C*°(M)/Z(A), on définit une applica-

tion
L' C®(M)[[R]] x C=(A)[[A]] — C*(A)[[]

On vérifie qu’il s’agit d’une quantification par déformation de A. De plus si J' = J, alors L
et L' sont équivalentes dans le sens ot il existe un isomorphisme R de C*°((A)[[A]], de la forme
R =Y h'R; ou les R, sont des opérateurs différentiels et Ry =Id, tel que L' (f, R(g)) = L(f, g)
quels que soient f € C°(M)[[R]] et g € C®(A)[[A]].

Dans [10], Xu montre qu’étant donné un variété symplectique M munie d’un star-produit
* et une sous-variété lagrangienne fermée A, il existe une sous-algebre de (C*°(M)[[A]], *) de
la forme Y A'P,(Z(A)[[A]]). 11 suggére que I’analogue quantique d’une variété lagrangienne
est un idéal & gauche sans le montrer.

I’exemple le plus simple d’une quantification par déformation d’une variété lagrangienne
est le suivant: M = R?" muni de w = dz’ Ady’, A = {z = 0} et

e o= Y0 i8) Y @@, L0 =Y i(%) Y (05N @50)

! |e|=l ! la|=1

Montrons que localement toute quantification par déformation d’une variété lagrangienne est
équivalente & cet exemple.

Proposition 3.21. Soit une variété symplectique M' munie d’un star-produit ' et une sous-
variété A' lagrangienne fermée munie d’une quantification par déformation L'. Alors pour
tout x € M', il existe un voisinage U de x muni d’un systéme de coordonnées (z*,y") telles que
w=dz* ANdy' et ANU = {x = 0}, une bijection P de C®(U)[[A]] (resp. Q de C®(ANU)[[R]])
de la forme S AP, (resp. Y. Q) ot les P, (resp. Q) sont des opérateurs différentiels et
Py =Id (resp. Qo =Id) tels que

P(f1+' fo) = P(f1) * P(f2), Q(L'(f,9)) = L(P(£),Q(9))

quels que soient f1, fo € C°(M"), g € C*®°(A') a support compact inclu dans U.

Preuve. L’existence du systéme de coordonnées découle du lemme de Darboux. De plus
deux star-produits sont localement équivalents, nous pouvons donc supposer que * = *'. L'
définit un idéal J de la forme Y, B'P,(C®°(ANU)[[A]]). Soient f! = 2?4+ 0(h) pouri =1,..,n
des éléments de J. On vérifie qu’ils forment un systeme de générateurs de J. De plus on
peut choisir les f* de sorte qu’ils commutent deux & deux. En effet, construisons les par
approximations successives. Soient g' € C®°(U)[[A]] tels que z° + hg* € J et

m

o ™
(2" + g0+ g/] = Sog™ +0(5™ )
avec m > 2. Nous avons

[z' +g", (27 + g7, 2" + g"] = =21, g7 + O(H™F2)
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Utilisant I'identité de Jacobi, il vient que d, (g’ kdyI Ady¥) =0 (on traite les variables z* comme
des paramétres) Appliquant le lemme de Pomcare il existe A7 telles que 9y ih? — 0 i ht = ghJ.
De plus [z' + g%, 27 + ¢’] appartient & J et donc les g%/ s’annulent le long de A. Apphquant
& nouveau le lemme de Poincaré, il existe h(y) telle que 9,k = h*(0,y). Soient hi telles que
k' = h¥(0,y) + z*h}. Posons

o=z + hg' + K™ 12}# (z* + hgF)
On vérifie alors que [f?, f/] = 0(A™*1). En réitérant ceci et en passant & la limite il vient
[f%, 7] = 0. Notons que [,27] = 0. D’aprés un lemme classique, il existe g € C°(U)[[A]]
elliptique telle que g~ * f* x g = 2*. On se rameéne ainsi & J = Z(A)[[A]]. Comme on I'a vu

plus haut, L est alors équivalente & la quantification par déformation de A induite par J qui
n’est autre que L. O

3.3 Calcul sous-symbolique

L’objet de cette partie est d’identifier I'opérateur Ly : C®°(M) x C*°(A) — C*(A). Pour
ce faire, introduisons quelques notations. Si z € A, rappelons que ¢ désigne la projection de
T,M ®C d’image TSI M de noyau T, A® C. Soit ¢° la projection de T, M ® C d’image TARC
et de noyau T%!' M. Soit P% Popérateur

2, oo 8, oo 1on YAM oo 1,0
(3.18) P2 (M) 2 oo, AYOM) Y25 0%°(M,AY M @ AM)
ol V/fl’oM désigne la dérivation covariante canonique du fibré holomorphe hermitien A0
Soit P2 : C®°(M) — C®(M, A% M ® AM) l'opérateur conjugué. La restriction de g & T3 M

définit un tenseur

qldzF ® 8,5 € C°(A, AV M @ T M)
Apres contraction avec G~ = G/*0,; ® 0, cela donne le tenseur
g G"*8,; ® O € CP°(A, T M @ TO M)
a partir duquel nous définissons 'opérateur D : C®°(M) — C*°(A) par
Df =q/G" fii|, ot PEf = firde? @ d*

Enfin, r désigne la courbure scalaire de la dérivation covariante canonique du fibré hermitien
holomorphe TH°M et X le champ de vecteurs hamiltonien de f € C*°(M)

daf + LX ;W = 0
Proposition 3.22. Si f € C®°(M), g € C*(A) alors

Ll(fag) = _% T'f |Ag Df) iEqC(Xf)'g
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Preuve. On reprend la preuve de la proposition 3.19. Choisissons un systéme de coordonnées
normales en z € M, i.e. tel que G;jx(z) = Gijr(x) = 0. A partir de (3.16) il vient par un
calcul direct en x

1 1, . y
=5 Gijijef-9 = 541G (05405 )-g + G (05 f)g;

ot g; =(0,:9(2)) ‘ » (en fait une partie de ce calcul a déja été faite dans le second chapitre).
Nous reconnaissons alors la courbure scalaire r et P% f, qui en z vérifient

r=Gijij,  Pif = (0505 f)dz' ®d7
Pour identifier le dernier terme de la somme, notons que
X = —iGP*(D,; )0z + iGT* (0, f)0,
d’'ott ¢°(X ) = ig°(G?*0,x f8,3). On conclut alors avec (3.17). O

L’expression de Li(f,g) se simplifie lorsque le champ de vecteurs hamiltonien de f est
tangent & A. Rappelons que la deuxiéme forme fondamentale de A est la section

o€ C®(AT*AQT*AQ JTA) telle que o(X,Y) = VIMY — viAy

ot VI'™M et VT'A désignent les connexions de Levi-Civita de (M, g) et (A, g|T ) Tespectivement.
Le champ de vecteurs de courbure moyenne est H € C*°(A, JTA) défini par H = tro. On
note divy : C®(A, TA) — C*®(A) la divergence pour py.

Proposition 3.23. Si le champ de vecteurs hamiltonien de f € C®(M) est tangent a A,
alors

(Df)|, = (Af)|, + H.f +idiva(Xy)
et par conséquent

Li(f,9) = =5(r-f + Af)| 9 — 5 diva(Xy).g — 5(H.f).g —iLx,.g

Enfin, on peut se ramener au symbole de type Weyl.

Corollaire 3.24. Si (Ty) admet pour symbole principal fo et pour symbole sous-principal fi°,
A C{fo =0} et (vg) € S(A,t) admet pour symbole principal go, alors le symbole principal de
(Txvg) s’annule, autrement dit o(Tyvg) = Zl;l iithy et de plus

by = —ilx, .90 + (fi’ — S(H.fo))-90 — diva(Xp,)-90

Preuve de la proposition 3.23. Soient (X;) une base orthonormée de T;A que I'on com-
plete avec les vecteurs Y; = JX; en une base orthonormée de T, M et (¢7,77) la base duale

nl = —JU9). Les vecteurs Z; = —=(X; —iY;) forment une base de T+ M dont la base duale
i = B\ J
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est (Cj = %(fj + inj)). On vérifie que G = ¢ ® (7 et donc G~! = Z; ® Zj. La restriction de

qaTyOM est —(7 ® Zj, ce qui apres contraction avec G~! donne
1 )
~2j®Z;=—5(X; @ X; ~Y;®Y)) + 5 (X; Y, +V; ® X;)

Rappelons que sur une variété kihlerienne, la connexion de Levi-Civita V'™ préserve T10 M
et T M, est compatible avec G, et sa restriction & 770M est la dérivation covariante canon-
ique du fibré hermitien holomorphe T5°M (cf. [1]). Par dualité, V"M préserve AMOM et
A% M, est compatible avec G~! et sa restriction & ALOM est la dérivation covariante canon-
ique du fibré hermitien holomorphe A»°M. Ainsi, si 'on prolonge les (X;) sur un voisinage U
de z de sorte qu’ils forment une base orthonormée de TyA pour y € ANU et que 'on définit
comme ci-dessus les champs de vecteurs et covecteurs Y}, Z;, &, m7, (3, nous avons sur U N A

Df =—(V"Mif, Z; @ Z;),  Af=(V"Mdf,Z; ® Z;)
(3.19) = Df - Af = (V"M X; © X;) + (VT Mdf, Y © X;)

Ecrivons df = (X, )& + (Y;f)n/, et remarquons que X.f s’annule sur A car X est tangent
& A. Nous avons alors au dessus de U N A

(VIS X @ X;) = (Vi )(Vi;Y'n", X;)
= —(%f)(n", VI X;) car d(n*, X;) = 0
= —(Yif)(nF, V%}?/IX]- — V%\Xj) car V%\Xj est tangent a A

Par conséquent, (VT Mdf, X ; ® X;j) = —H.f. Identifions & présent le deuxiéme terme de
(3.19)

(VIMaf, Y @ X5) = X;(Y;f) + (Y NV, M0*, Y5) = X5(Y5 ) — (Ve ) (n*, Vi Y5)

au dessus de U N A. Rappellons que diva X = —tr VIAY (cf cite). De X; = —(YVj,f) Xy au
dessus de A, on déduit

diva X7 = X;(Y5f) + (Ve )€, Vi Xk)
= X;(V;f) — (Ve £)(€F, Vi X;)
car (&7, ViAXy) = g(X;, VENXk) = —g(VEN X, Xi) = —(€F, VEAX;). Or
VX, - VM X € JTA

Il vient alors (V" Mdf,Y; ® X;) = divy X;. O

3.4 Calcul symbolique avec parametres

Pour la preuve des conditions de Bohr-Sommerfeld, nous devons généraliser les propositions
3.18 et 3.19 aux sections lagrangiennes dépendant de parameétres qui ont été introduites dans
la deuxiéme partie du paragraphe 2.2. Considérons donc que M est localement fibré par des
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tores lagrangiens, i.e. qu'un ouvert U de M soit difféomorphe & B, x T" avec w = d¢* A dz’.
Introduisons une section ¢ de p# L — B, x R* qui soit plate le long des {u} x R", o1 p est
la projection B, x R* — B, x T™. Rappelons qu’on asssocie alors & un symbole (f(.,k)) de
S(B, x R™) vérifiant certaines conditions de périodicité (3.14) et & une suite (uq, ky) vérifiant
(3.15), une suite s, de sections lagrangiennes (cf. proposition 3.14).

Soit fo € C®°(B, xR") telle que f(.,k) = fo+O (k™). La fonction | f|? est alors invariante
par l'action de Z" et il existe donc g € C®(B, x T") telle que p*g = |fo|?>. La norme des s,
est estimée par

1

(3.20) (sarse) = (3) [ oluas®) pa., (0 +00")

Considérons une autre section lagrangienne (s,,) définie & partir du méme feuilletage lagran-
gien et associée & un symbole (f'(.,k)) et une suite (ul,,k.,). Supposons que k, = k.. Si
|uq — vo| est minoré par une constante strictement positive, on voit facilement que (sq, s%,) =
O(k~—°°). Si au contraire u, = v, on estime (sq,s,) par une formule similaire & (3.20). Pour
les situations intermédiaires, mentionnons 1’estimation suivante que 1’on obtient par le lemme
de la phase stationnaire

(3 85)| < Cekaclua=tal® 4 O(k;)

ou C et ¢ sont des constantes positives indépendantes de uq, ul, et kq.

Soit (T) un opérateur de Toeplitz. La suite (T}, S,) est alors une section lagrangienne
du méme type que (s,). Précisément il existe une application C[[A]]-linéaire T" agissant sur
C*®(B, x R")[[A]] de la forme

(Tf) (& x) =D a6, 2)05f(€,2), VfeC™®(B, xR

l,a

ot les a; o sont invariants par 'action de Z". Notons ) k~! f; 1e développement asymptotique
de (f(.,k)). Introduisons un symbole (g(.,k)) € S(B, x R") tel que

g+ k) =D kg +0(k™™), T _Hf)=> Ha

(g9(.,k)) vérifie alors les mémes conditions de périodicité (3.14) que (f(.,k)) et la suite de
sections lagrangiennes associées & (g(.,k)) et (uq,kq) (cf. proposition 3.14) est (Tk, sq) & un
O(k,°) pres.

L’opérateur T est déterminé de la maniére suivante: en le restreignant aux séries formelles
invariantes par action de Z", on considére qu’il agit sur C*°(B, x T")[[A]]. Soit la sous-variété
lagrangienne A, = {u} x T" C M. Comme nous I’avons vu dans le chapitre 3.2, 'opérateur
(Tx) induit une application

T" : C(Ay)[[R]] = C%(Ay)[[R]
Soit 4, le plongement A, — B, x T". Alors si h € C*°(B, x T™), nous avons
T"(iyh) =i, T(h)

ce qui caractérise I’application 7'.
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4 Les conditions de Bohr-Sommerfeld

Nous énongons d’abord le résultat en dimension 2 (n = 1) et le discutons. Nous donnons
ensuite le résultat et sa preuve en dimension quelconque.

4.1 Dimension deux

Soit (7)) un opérateur de Toeplitz auto-adjoint de symbole principal fy. Soit Ey € R une
valeur réguliere de fo telle que f; '({Eo}) soit connexe. Il existe alors un intervalle ouvert
J C R contenant Ej tel que f;° 1(J ) soit difféomorphe & ’anneau J x T de sorte que les cercles
{E} x T soient les fibres de fj.

Pour E € J, notons Ag la sous-variété lagrangienne {fy = E}. Définissons go(F) € R
comme étant I’holonomie de Ag: le transport paralléle le long de la courbe

(3.21) [0,1] — M, s— @(E,s)

définit une application Ly g,0) = Ly(g,0) qui est une multiplication par un nombre complexe
¢(E) de module 1. Choisissant une détermination continue du logarithme, on pose alors
go(E) = 2miln(c(E)), ce qui définit une fonction C* & valeurs réelles.

Soit X le champ de vecteurs hamiltonien de fy. Notons ag la 1-forme de Ag telle que
(ag, X) =1, et f{’ le sous-symbole de (T}). Introduisons un champ de vecteurs ¢ tangent & Ag
tel que |t| = 1 et n un champ de vecteurs normal tel que (¢,n) forme une base orthonormée
orientée de T, M en tout z € Ap, autrement dit n = Jt. On définit alors la courbure
géodésique 7 € C°(Ag) par 75 = g(Vit,n). Soit yg la 1-forme de Ag telle que (yg,t) = 1.
7 et g dépendent du choix de ¢, i.e. d’une orientation de Ag, par contre le produit Tgyg
n’en dépend pas. Nous posons

1
gl(E)Z—g(/A ff”aEJr%/A TEWE)
E E

ou l'orientation de Ag est donnée par (3.21). g; est une fonction C* & valeurs réelles.

Soit Sp(Ty) l'ensemble des valeurs propres de Ty. Enongons les conditions de Bohr-
Sommerfeld.

Proposition 3.25. Il ezxiste une suite de fonctions gy € C*®(J) (I =2,...) a valeurs réelles
telle que pour tout intervalle ouvert I dont l’adhérence est compacte et inclue dans J et pour
toutes suites (ko, Eq), (Ka» Ef) de N x I, on ait

i Eq €Sp(Tk,) + O(k,®) <= g(Ea, ka) € ky'Z + O(k,>)
it Si E, € Sp(Ty, ), E., € Sp(Tk,) et Eo = E., + O(k,*°), alors
pour ko, suffisamment grand, E, = E., et E, est de multiplicité 1

ot (g(.,k)) est une suite de fonctions de C*°(J) tel que g(E, k) =3, k=g (E) + O(k=°).
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Les conditions de Bohr-Sommerfeld modulo O(k~2) s’écrivent
Eq € Sp(Tk,) + O(k3?) <= go(Ba) + k' 91(Ea) € k3 'Z+ O(k3?)

Lorsque l'espace des phases est un cotangent 7*(Q), le terme principal des conditions de
Bohr-Sommerfeld fait intervenir l'action A(E) de Ag, c’est & dire l'intégrale sur Ag de la
1-forme symplectique &/dz?. Notons que (27)"'A(E) s’interpréte comme 1’holonomie d’un
fibré préquantifiant, en I’occurence du fibré trivial L — 7%(@Q muni de la connection —i&/dz7,
et donc on retrouve la méme quantité au premier ordre. Le terme sous-principal dans le cas
d’un cotangent est somme de l'intégrale du sous-symbole de Weil contre la mesure ap et de
I'indice de Maslov de Ag. Dans notre contexte, on retrouve bien l'intégrale du sous-symbole.
D’autre part, I'indice de Maslov se calcule a partir de Ag et de la polarisation réelle de T*(Q),
i.e. de l'espace tangent au fibre. De maniére similaire, I'intégrale de la courbure géodésique
est déterminée par la sous-variété lagrangienne A et la polarisation complexe T M, en effet
celle-ci associée a la structure symplectique induit la structure riemannienne.

Exemple 3.26. Si M = R? est munie de sa structure riemannienne usuelle et S' ~ A — M
est une courbe immergée, alors % S 7 est le degré d de 'application tangente

A= S, z—t(x)

ou I'on identifie T, M avec R? et donc les vecteurs de norme 1 avec le cercle S!. Dans ce cas,
I'indice de Maslov de A est 2d. Si la courbe est plongée, d = 1, donc la contribution de la
courbure géodésique a g; est i%. De plus, la fonction f{’, que nous avons appelée le sous-
symbole de (T}), est le sous-symbole de Weyl usuel de (U~'TU) ou U est la transformée de
Bargman. Par conséquent, a supposer que les conditions de Bohr-Sommerfeld que nous avons
données s’appliquent ici (M = C n’est pas compact), on retrouve le résultat attendu. O

Rappelons que l'intégrale de la courbure géodésique est I'un des termes de la formule de
Gauss-Bonnet: soit U un ouvert de M sur lequel est défini un systeme de coordonnées, D C U

un domaine dont le bord est C°° par morceaux, (oﬂ)izl,_“,m les angles intérieurs aux coins,
alors

/(9DT’Y+/DKM+Z(7T—C¥i):27T

ou K € C®(M) est la courbure de Gauss. Cette formule peut étre utile pour calculer la
courbure géodésique.

Exemple 3.27. Si M est la sphere (M = CP!) de volume 27 munie de sa métrique de
courbure constante (K = 2) et A — M une courbe plongée orientée, alors celle-ci est le bord
d’un domaine D et donc [, 77 est égale & (21 — 2 Aire(D)). O

Sur cet exemple, il est clair que | A T n'est pas constante lorsque I'on déforme A & la
différence de I'indice de Maslov d’'une courbe immergée dans un cotangent.

Notons T la période de Ag. La dérivée de gg est

9(E) = 5=Tg
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Par conséquent, gy est un difféomorphisme de J sur K = go(J). A l'aide de la formule
de Taylor, on montre qu’il existe une unique suite (h;) de C*®(K) telle que si h(z, k) =
> k7 hy(z) + O(k~°°) alors

h(g(z, k), k) =z + O(k™ ™)

sur tout ouvert U dont ’'adhérence est inclue dans J (ce qui nous assure que la composition
est bien définie pour k suffisamment grand). De plus hg est la fonction réciproque de go
et hy = —g1 o ho.(gh o ho)~!. A T’aide d’une telle fonction h, nous pouvons déduire de la
description implicite des valeurs propres donnée par la condition de Bohr-Sommerfeld une
description paramétrique. Par exemple, nous pouvons localiser les valeurs propres de (7T})
dans les intervalles

Lin(r) = [h(r, k) — k™™, h(r, k) + k=]
de la maniére suivante.

Corollaire 3.28. Soit F' un intervalle compact inclu dans J, il existe alors kg tel pour k > ko,
N > 2 et pour tout couple (1,7') de k™ 7N go(F)

T 7é = Ik’N(T) ﬂIk’N(TI) =g

Soit N > 2. Il existe alors ky > ko tel que pour k > ky et 7 € k™'1Z N go(F), I n(T)
contienne exactement une valeur propre de Ty et sa multiplité est 1. Si I est un fermé inclu
dans Uintérieur de F', alors il existe ky, 1 > kn tel que pour k > kn 1

Sp(Ty)NIC U  Ien(n)
T€k~1ZNgo(F)

Preuve. La dérivée de hy ne s’annulant pas sur go(F'), il existe une constante C' telle que si
k est suffisamment grand, |h(7,k) — h(7',k)| > C|7 — 7’| pour tout couple (7,7") de go(F).
Il existe donc kg tel que pour que k > ko, les intervalles I o(7), ou T décrit k1Z N go(F),
soient deux & deux disjoints. Comme Iy x(7) C I 2(7), il en est de méme des Iy y(7). Pour
I'existence de ky et ky r, nous appliquons la proposition & un intervalle ouvert I’ contenant
F. Raisonnons par l'absurde. Nous supposons qu’il existe une suite (kq)een strictement
croissante et 7, € k' N go(F) tel que les intervalles Iy, (7o) ne contiennent pas de valeur
propre. Or g(h(7q,kq)) = Ta + O(k(a)™>°) et d’apres assertion i, h(7a,kq) € Sp(Tk, ) +
O(k,*°) ce qui contredit I'hypotheése. Supposons qu’il existe une suite (kq)qen strictement
croissante et 74 € kg N go(F) telle que Iy, n(7,) contienne deux valeurs propres E, et EY,
distinctes ou de multiplicité supérieure a 2. D’apres ’assertion i, quel que soit M > 2, il
existe Cpr et Tara € k'Z tels que |g(Ea, ko) — il < CukzM. De E, € I, n(7a), on
déduit que Tp1, = T, pour « suffisamment grand et donc Ey = h(7q, ko) + O(k;>°). Il en est
de méme de E/, et donc 'assertion i s’applique & E, et E', ce qui contredit 'hypothése et
termine la preuve de 'existence de ky. Appliquant ¢ & une famille E, qui contient toutes les
valeurs propres des T} inclues dans F', nous en déduisons qu’il existe Cn tel que

Sp(Ti) NF C | Jna(r) avee Ty k(1) = [b(r,k) — Cx k™™, h(7, k) + Cnk "]
TEE™1Z

Pour k > kfy, Jn41,,(7) est inclu dans I y(7) ce qui implique Sp(Ty) NF C Uyep—171k N (7).
Si I est un fermé inclu dans l'intérieur de F', on choisit alors une constante ky ; telle que
k> knr et Iy n(r) NI # @ implique 7 € go(F), ce qui nous assure le résultat. O
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La dimension de H; est donnée par
. k
dim My = TrTT = —/ S(z, k) p(x)
2T M

ot S(z,k) = 1+ 3K + O(k™2) est le symbole o de II; (K est la courbure de Gauss). On
interpréte #-S(.,k) p comme une densité d’état. Il est intéressant de relier ceci au nombre
de valeurs propres de (T}) compris dans un intervalle [a,b]. Définissons f{” comme étant la
moyenne du sous-symbole f¥ sur les trajectoires de X, i.e. si (z,£) € Ag alors

1

e = |

i’ ag

Corollaire 3.29. Supposons que [a,b] C J et définissons Dy, = (fo + k=1 )~ ([a, b]) et

k
= 1-1K
dk‘ 27_‘_/;’9( 2 ),U,

Si k est suffisamment grand, nous avons ’estimation

E(dp +3) — 1 < #Sp(Tk) Na,b] < E(dy + 3) + 1

Preuve. Munissons f; Y(J) = T x J de coordonnées action-angle (z,¢). Introduisons la
fonction holonomie ¢(&): le transport parallele le long de z — (z,€) est la multiplication par
exp(2imp(€)). Si D = {& < & < &1}, nous avons

(3.22) B(61) — $lo) = — /D ”

T 2r

Soit ¢(£) 1’ intégrale de la courbure géodésique le long de z — (z,§), i.e. si E = fy(§) alors
c(§) = & Jr,, TE YE- Montrons que

(3.23) o(er) —cleo) = —3- [ K

On peut le déduire de la formule de Gauss-Bonnet en introduisant une triangulation sur le
domaine D. On peut aussi en donner une preuve directe: soient les champs de vecteurs

X1 = 1051720, Xo=JXi

(X1, X>) forme une base orthonormée orientée en tout point. Introduisons la 1-forme w? telle
que VX, = w% ® Xa, ou V est la connection de Levi-Civita. 7g g est alors la restriction de
w? & A et de plus Ku(X; A Xo) = —(dw?, X1 A X3). (3.23) découle alors de la formule de
Stokes. A présent, considérons que fy et f{", qui ne dépendent pas de z, sont des fonctions
de la variable &. Soit (., k) la fonction réciproque de fo + k=1 f™. Montrons que

(3.24) (¢~ k'5)(U(E, k) = go(B) + k™ g1(E) + O(k™?)
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Io(E) + k1 (E) + O(k™2), ou Iy est la fonction réciproque de fy et

Nous avons I(E, k) =
olp)~!. Rappelons que f§(E) = %T 'z. Par conséquent,

h=—f"olo(fge
$(L(E, k) =¢(lo(E)) + k™" ¢' (lo(E))l1 (E) + O(k~?)
=go(E) + k™ (¢ o lo)'(B)-f"(lo(E))
=g0(E) = Tp f{"(E) + O(k™%)
De plus c¢(I(E,k)) = %fAE 15 vE + O(k™1), ce qui démontre (3.24). De (3.22), (3.23) et
(3.24) Von déduit que

dr = k((go + k7 "g1)(b) — (90 + k7' g1)(a)) + O(k™T)

fo est monotone, on suppose qu’elle est croissante, il en est alors de méme pour gg. D’apres
le corollaire 3.28, si k est suffisamment grand, nous avons

#{r €k™Z | h(,k) € [a+ k™2, b— k7 2]}
#{rek'Z /1€ (go+k 'g1)(a) + Ck % (g0 +k 'g1)(b) — Ck?]}

# Sp(Tx) N [a, b]

Z
Z

ou C est une constante positive. La longueur de l'intervalle k[(go + k 'g1)(a) + Ck~2, (go +

k='g1)(b) — Ck~?] est supérieure & dy — 7 pour k suﬂisamment grand, il contient donc au
moins F(dy — 12—0) points entiers, ce qui est supérieur & E(dy + ) — 1. On démontre de la
méme fagon la deuxiéme inégalité. O

La preuve de la proposition 3.25 consiste a exhiber des valeurs propres en construisant
des vecteurs propres approchés de (7). Par exemple supposons que Ej € J et kg € N soient
tels que le fibré plat (L — Ap,) soit trivial, i.e. il existe un entier p tel que kogo(Eo) = p.
Choisissons un entier q et posons ko = akg et 7o = ,glo + &. On déduit alors de la proposition
3.25 qu'il existe une suite E(a) de valeurs propres de Ty, telle que

E(a) =h(1a, ka) + O(k,™)

= kJ'Ei+ O(k;™)
l

avec B = qhy(3) +ha(f) = 2WT§01 (¢ — g1(Eo))- Soit w une section plate de L* — Ag, de
norme constante égale a 1

Proposition 3.30. Il eziste une section lagrangienne (vq) € S(Ag,,w) telle que
Thote = B(0) va + O(KZ™)  ¢f (v, va) = / g, | + O(k31)
Ag,

Soit ¢ € Ag,, pr : M — M le flot de X et Hg, = Tg,n le champ de vecteurs de courbure
moyenne de Ag,. Le symbole principal de (vy) est so € C*°(Ag,) définie par

1 .
so(pe(x))) = (_||:§°||) 2 i f§ A Hpy-folps (@)~ f1 (s (@) + Erds
0
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La fonction s est bien définie. En effet, Hg,.fo(¢s(x))ds = w(Hg,,.). De plus nous avons
Hp = 1gyg ce qui implique w(HEg,.) = —7gyg. Et donc

Tr,
/0 5Hio-fo(ps()) = f1(0s(2)) + Erds = 2mg1(Eo) + T, By

et ceci est égal & 2mq compte tenu de ’expression de E;. Une fois de plus, il est intéressant de
constater que les expressions de sg, Fy, E1 et (vq,v,) sont similaires & celles que 1’on obtient
dans le cas d’un cotangent, & ceci pres que les indices de Maslov sont ici remplacés par des
intégrales de courbure le long de Ag,.

Preuve. (1)) induit une application T' : C*°(Ag,)[[h]] = C*(Ag,)[[A]] sur les symboles de
S(Agy,w) de la forme

Ts = Eos — ili(X.s + (if{” — $Hg,-fo + 5 diva, (X)) s) + h*Ss, Vs € C®(Ag)

ot S = Y50 hlS; et les S; sont des opérateurs différentiels agissant sur C*°(Ag,). Notons
que la mesure pE, de Ag, induite par la restriction de g & Ag, est |yg,| et donc X.|yg,| =
diva g (X).|7E, |- Par conséquent, T'sg = (Eo + hE1)so + 0(h?). Cherchons s; € C®(Ag,) et
Fy € C telle que T'(sg + hs1) = (Ey + hEy + h?F,)(sq + hs1) +0(h3). Ecrivons s; = t.sq, nous
obtenons I’équation

—’I:X.tl = F2 - 86150.50

Celle-ci a une solution globale pour une unique valeur de F5. En réitérant ceci, on obtient un
symbole s = ) Hs; et F = FEy+ hE; + 2122 i Fy tels que T's = F's. Choisissant une section
Vo € S(Ag,, w) de symbole s, il vient

T va = E'(0) va + O(EZ®) et (vayva) = / |y | + O(kY)
Ag,

ou E'(0) = Eg+k™1E| + D2 E~'F;+ O(k~). (T}) étant auto-adjoint, les Fj sont réels, et
il existe une suite de valeurs propres des (T}, ) égale & E'(a) modulo O(k,*°). Appliquant le
corollaire 3.28, nous en déduisons que F(a) = E'(«) modulo O(k, ). O

Comme il apparait dans la preuve, on démontre ’existence d’une suite de valeurs propres
E(a) qui admet un développement asymptotique Eq + k' E; + O(k~2) sans méme appliquer
la proposition 3.25. D’ailleurs la preuve de cette proposition s’appuie sur une construc-
tion similaire ou I'on controle uniformément les valeurs propres en introduisant des sections
lagrangiennes dépendant de parametres. L’exemple classique sur lequel on peut tester les
conditions de Bohr-Sommerfeld est I'oscillateur harmonique. Dans ce cas les vecteurs propres
sont les sections lagrangiennes que nous avons décrites dans I’exemple 3.15. Explicitons les
conditions de Bohr-Sommerfeld sur un exemple analogue.

Exemple 3.31. Considérons le cas ot M est l'espace projectif CP! avec les notations de
I’exemple 3.9. Introduisons I’hamiltonien

fO — _(1 + |z|2)—1
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Dans les coordonnées polaires (r, #) telles que z = re®. le champs de vecteur hamiltonien H fo
est Oy. Identifiant par une projection stéréographique CP! avec la sphére en envoyant le pole
sud S au point z = 0 et le poéle nord N en z = oo, le champ de vecteurs hamiltonien X de
fo est le générateur infinitésimal des rotations par rapport a 'axe (NS). Etant donné que le
flot de X préserve la structure kahlerienne, il existe une maniére naturelle de quantifier fj
qui consiste a lui associer ’opérateur

Pk:fo—f-%VX:’Hk—},Hk
On vérifie que Py(gs*) = (%699 — g)s*. Ainsi la famille (z's*), ot I = 0,..., k, est une base
de vecteurs propres de Py. Les valeurs propres sont {% -1/1=0,..,k}.

Ag est le cercle de rayon R tel que E = —(1 + R?) !, son holonomie est
R2
E)=2r—— =21(E+1
90(B) = 2m s = 2m(B+1)

D’autre part, comme II; PII;, = P, on calcule le sous-symbole de Py grace a la formule (3.5)

|22 — 1 1 fwde_lRQ—l
|z|2 4+ 1 or Ja, "' ZR2+1

De plus la courbure géodésique et son intégrale sont

R 1 1—R?
™=l R \/51+R2d0’ 2m /AETE BT R

Par conséquent g; est identiquement nulle. Les conditions de Bohr-Sommerfeld s’écrivent
donc

Ec-1+k'Z+0(?)

On remarquera qu’elles sont en fait exactes, ce qui implique g; = 0 pour [ > 2. De plus elles
ne s’appliquent pas seulement aux valeurs propres comprises dans un intervalle compact de
P’ensemble des valeurs réguliéres (—1,0), mais aux valeurs propres appartenant & fo(M). O

4.2 Dimension quelconque

Soit (T}}), ..., (Tf) n opérateurs de Toeplitz qui commutent deux & deux. Le spectre conjoint
de ces opérateurs est la suite de sous-ensembles de R"

Sp(Tx) ={(E",...,E™) / 3v € Hy, tel que v # 0 et (Tiv = E'v, Vi)}

La multiplicité de E' € Sp(T}) est la dimension de N; Ker(T} — E). Soient f{ et fi les symboles
principal et sous-principal de (7}). Notons fy : M — R" l'application dont les différentes
composantes sont les fj. Par hypothese,

{f§, fg } =0, quels que soient 7 et j
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Supposons que Ey € R” soit une valeur réguliere de fy et que f; L(Ey) soit connexe. D’apres le
théroreme d’Arnold-Liouville, il existe un voisinage V de Ej tel que f; L(V) soit difféomorphe
AW x T", ou W est un ouvert de R”, avec w = dé* A dz’ si £ et z* sont les coordonnées
usuelles de R" et T™, et les restrictions des fg a B, x T™ ne dépendent pas des variables

7' (autrement dit les ensembles de niveaux f; Y(E) ot E décrit V sont les tores lagrangiens

{¢€} x T"). Pour E € V, notons Ag le tore f; '(E), Hg le champ de vecteurs de courbure
moyenne de Ag et X7, la restriction de ng a Ag. Soient Bg et 0 € QI(AE) les 1-formes de
Apg telles que

(Br, X%) = fi, quel que soit 4
(0, X) =w(Hg,X), quel que soit X € TAg

Lemme 3.32. B — %(515 est fermée.

Preuve. Remarquons que (g — 365, X5) = fi — $Hp.fi. Comme les X% commutent deux
a deux et forment une base de T, Ag en tout x € Ag, il suffit de montrer que

Xp-(ff = 5Hp-£3) = Xip.(f{ — 5Hp-£3)
Chaque (T}) induit une application C*®(Ag)[[h]] = C®(Ag)[[h]] de la forme
(3.25)
Tph = E'h —ih(Xjg.h + (iff — $Hp.fi + 5 diva,(XE)) h) + B2Sgh, Vh € C®(Ag)
ot St = 22130 hleE,l et les S%,l sont des opérateurs différentiels agissant sur C*°(Ag). De
cette relation et compte-tenu de [X¢, X ﬁ;] = 0, il découle que
[T, Thlh = ih? (X (f = 3Hp-§) = Xip-(f] — 3Hp-13)) h+ O(R)

(7%, 7] = 0 implique [T, T?] = 0, d’ot le résultat. O

Choisissons une base de H1(Ag,Z) qui dépende continuement de E, par exemple les lacets
15 :[0,1] = Ag, t— (£(t),z(t)) avec £(t) = E et 27(t) = d;;t

Soit g : V' — R” I’application dont la composante gé est ’holonomie de L le long de liE, ie. le
transport parallele dans L le long de I, est la multiplication par exp(2imgg(E)). Définissons
g1:V — R? par

gi(E) = - —Be+ %5E
5>

Théoreme 3.33. I existe une suite d’applications g, : V — R" (I = 2,...) telle que pour tout
ouvert O C R"™ d’adhérence compacte inclue dans V et pour toutes suites (ka,Ea), (ka,E&)
de N x O, on ait

i Eq €Sp(Ty,) + O(ky>®) <= g(Ea, ko) € k12" + O(k;™)

it Si By € Sp(Ty, ), E., € Sp(T,) et B, = E., + O(k,*°), alors

pour ko suffisamment grand, E, = E., et E, est de multiplicité 1

ot (g(.,k)) est une suite d’applications V — R" telle que ¢*(E, k) = > 1<0 k™lgH(E)+O(k™).
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En dimension 2, comme Hg = 7gyg, on déduit la proposition 3.28 de ce théoréeme. A
propos de la 1-forme §g, précisons qu’elle n’est pas fermée en général (cf. [?]). Par contre si
M = C" muni de sa structure riemannienne usuelle, §g est fermée et sa classe de cohomologie
est la classe de Maslov & un facteur pres (cf. [8]).

Preuve. Comme ci-dessus (3.25), on note T}, : C®(Ag)[[A]] = C*°(Ag)[[h]] I'application
induite par (7}). On cherche & résoudre les équations

TLh = E'h, ot h € C®(A)[[H]]

Si U est un ouvert contractile de Ag et zg € U, montrons que ces équations ont une unique
solution sur U vérifiant une condition initiale h(zg,h) = C(h) avec C(h) € C[[h]]. D’aprés
le lemme 3.32, il existe une fonction ¢ € C*®(U) telle que dp = —fr + %6E, autrement dit
X%(p = —fi+ %HEfé Soit ap € C*°(Ag) la fonction strictement positive définie par la
relation aEQ = Ay (X% A ... N X}), de sorte que X};aE = —%aE diva,(X}). Cherchons une
solution sur U de la forme

h=age?y Hh
1>0

Compte tenu de (3.25), nous avons
(Th — E"ape™ ) B'h = ape’(—ihX} + B°Rip) Y R'h
1>0 120

ot Ri(f) = a;e*i‘pS}é(aEei‘p f). Isolant le coefficient de £, il vient que hg est constante et
donc égale & C(0). Supposons que hq, ..., hy, soient déterminées de sorte que

h(zo,h) = C(h) + O(R™), (Th — E')age™ Y h'h = O(A™*?)
>0

Montrons alors qu’il existe une unique fonction h,,41 telle que ces relations soient vérifiées
au rang suivant. Nous avons

Ti — Ei aEei hlhl = aEei’ h 2 _'L.X%-hm—f—l + ’I‘i + O(h 3
E
>0

ou r* ne dépend que de hy, ..., hy,. Les équations —inE.hmH + 7% = 0 ont une solution sur U
si et seulement si X%.rJ = X7.rt. Ceci nous est assuré car [T}, — E',T% — E/] =0 et

[T} — B, T] — Elage™ Y W'y = age — ik™3(Xjrd — X5.r" ) hypyy + O(H™ )
1>0

En passant a la limite, nous obtenons ainsi l'existence et 'unicité de la solution A. On
remarquera que si C(A) # 0, la solution A ne s’annule nulle part.

A présent, introduisons les opérateurs T agissant sur C®°(W x T%)[[A]], C=(W)[[A]]-
linéaires et tels que i*ETi = T}i%;, si ip désigne le plongement de Agp = {fy = E} x T" dans
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W x T". Relevons ces opérateurs de sorte qu’ils agissent sur C°(W x R")[[A]]. On déduit du
résultat ci-dessus que les équations

T'h = fih, pouri = 1,...,n et h(£,0,k) = C(&, h)

ont une unique solution h € C®°(W x R")[[A]] pour une condition initiale C € C*°(W)[[A]]
donnée. Soit A la solution telle que h(£,0,/) = 1. Utilisant que les T* sont invariants par
I’action de Z", il vient que

h(é, @ + €, h) = e EMNn(e, 2, )

ol € € Z™ a toutes ses coordonnées nulles excepté la i-itme qui vaut 1. De plus, on connait
explicitement la série formelle h modulo O(h), et il vient ¢*(&,B) = ¢t (fo(€)) + O(h). Admet-

tons momentanément que c* est a valeurs réelles. On définit alors les fonctions g; de I’énoncé
de sorte qu’elles vérifient

A& R) =Y Hai(fo(€))

Montrons la réciproque de ’équivalence i. Si (Fq,kq) est une suite de I x N telle que
9(Eay ko) € k12" + O(k, ), alors la suite ug = fy '(Eq) vérifie go(fo(ua)) + c(ta, ka) €
k17" + O(k;%°). On peut donc lui associer comme dans la deuxiéme partie du paragraphe
2.2 une suite s, de sections lagrangiennes. Compte tenu de la généralisation des propositions
3.18 et 3.19 exposée dans la partie 3.4, il vient alors

Trota = Equa + O(k,™) et (o, ua) = / g, | + Ok
Eo
ce qui implique E, € Sp(Ty, ) + O(k; ).

Montrons que les ¢* sont a valeurs réelles. Décomposons c* en partie réelle et imaginaire
a' + ib'. Introduisons la série formelle

B, @, h) = eXs Y EPR(E, 2, )
Celle-ci vérifie la condition de périodicité
B @ + ¢, h) = e EMR(¢, 2, )

Supposons que pour tout i, 7¢(&, h) = A™r?, (&) + O(A™T1) avec m < 1. Soit X7 le champ de
vecteurs hamiltonien de f relevé sur W x R* et M* = X*.zJ. Remarquons que M"J est
inversible et qu’elle ne dépend que des variables £&. Reprenant les calculs précédents, il vient

T'h = (f5(€) —ih™ M ()], (€)) h+ O(H™*?)
Ainsi si (uq, kq) est une suite de W x R telle que go(fo(ua)) + a(ua, ko) € k;'Z"+ O(k;),
on lui associe une section lagrangienne (s, ) telle que

Tliasa = (fé(“a) - ik;m_lMi’j(ua)bZn(ua))Sa +O0(kg*?)

L’estimation donnée ci dessus de la norme des s, est toujours valable et ’équation précédente
implique

(Tka Sas 5a) = (S0, Tha8a) = —2ikg™ ™ M™ (ua)bl, (ua) (sa; sa) + O(ka™™?)
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En choisissant différentes suites (uq, ko), on annule de la sorte b7, sur un sous-ensemble dense
de W et donc sur W.

Pour terminer la preuve de 7 et montrer I’assertion %, nous admettons le résultat suivant
qui sera, démontré a la fin de la partie 5.3. Soient les projections p : W x R* — W x T" et
7m: OXWXR' - W xR", ou O est un ouvert d’adhérence compacte inclu dans W. Rappelons
que ’on construit une suite de sections v(., k) de (pom)#LF — Ox W xR" telle que les sections
lagrangiennes s, introduites ci-dessus se relevent par p en v(uq, ., ko) +O(k;°°) (avec les nota-
tions de la deuxiéme partie du paragraphe 2.2, il s’agit de la suite (%) %F’“(u, & x)h(u, &, x,k)).
Les sections lagrangiennes s, ainsi définies sont des quasi-modes, i.e. Ty sa = E4sa modulo
un erreur O(k;°°). En fait, nous montrerons que v(., k) est une approximation des vecteurs
propres des T} dans le sens suivant: Si (Eq,k,) est une suite de O X N et (v,) une suite de
Hiqo telle que

(3.26) T,éava = Elvq, (VasVa) =1 et kq = 00

alors le microsupport de (v,,) est inclu dans ’adhérence de O et quel que soit (§y, z9) € W xR",
il existe un voisinage Uy de (&y, z¢) et une suite (¢,) de nombres complexes tels que

p*Ua(§,$) = ca'U(f()_l(Ea)afaxaka) + O(k;w) sur Uy

Montrons le sens direct de ¢ en raisonnant par 'absurde. Soit une suite (Eq, ko, uq) qui
vérifie (3.26) et supposons qu'il existe N et iy tel que |exp(2imk,g* (Eq, kq)| soit supérieur
a k. Quitte & remplacer (Ey, ko, us) par une sous-suite, E, converge vers Ej. Si ¢ est tel
que fo(€) = E) et = quelconque, alors k™4 [v(¢, €, z, k)| tend vers une limite non nulle lorsque
k — 00, et donc

cat(fo ' (Ba), &, 2 ka) = cuu(fy H(Ba)s & 2, ka) + Ok, ™) implique co = ¢ + O (kg ™)

On en déduit alors qu'il existe un voisinage Uy de {f°(¢) = E'} x R" et une suite (cq) de
nombres complexes tels que

p*")a(fax) = Cav(f(;l(Ea),f,.’I:,ka) + O(k;w) sur Uy

€ < |ca| < C pour « suffisamment grand avec e strictement positif car
L= (v v0) =lcal? [ sl + O7")
Ag

Comparant p*v, (€, ) avec p*vy (€, + €0), il vient |exp(2ink, g% (Eq, ko)| = O(k; ) ce qui
contredit ’hypothese.

Montrons #i par labsurde. Si (Eq,kq,uq) et (Eh,kq,ul) vérifient (3.26), E, = E., +
O(k, ) et (uq,ul,) = 0, alors quitte & extraire une sous-suite F, converge et en raisonnant
comme ci-dessus on montre que

(wmwz%a/‘mm+maﬂ
Ag

ol |cq| et |c),| sont minorés par un constante strictement positive, ce qui est en contradiction
avec (uq,ul) = 0. O
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5 Applications Quantiques

5.1 Définitions et calcul symbolique

Soit (M,w) une variété symplectique et L — M un fibré en droite hermitien muni d’une
dérivation covariante V de courbure %w. Considérons deux structure complexes J® et J® de
M qui soient intégrables, compatibles avec w et strictement positives. M est ainsi munie de
deux structures kahleriennes et 1'on dispose de deux quantifications Hj et ’HZ. Nous nous
intéressons aux suites d’opérateurs (T : 7-[,2 — H§) que nous identifions comme pour les
opérateurs de Toeplitz & des suites

(T), : C®(M, LF) — C>®(M, L¥)) telles que T, I1Y = Ty, Vk

La suite des noyaux au sens de Schwartz d’un tel opérateur est une suite de sections de
LFR L% — M x M, que nous allons définir comme une section lagrangienne.

Pour ce faire, considérons M x M comme une variété kahlerienne dont la structure com-
plexe est J* x —J° et la deux forme fondamentale Tw — myw et notons

e . C°(M,LF R L) - C>°(M,LF R L™F)
le projecteur de Szegd associé et 7—[,‘;” son image. Si (7)) est une suite d’opérateurs agissant
sur C®(M, L*) et que Ty (z,4,z4) désigne le noyau au sens de Schwarts de T}, nous avons

HszHZ =T, & Tk(:vg, J,‘d) S sz

Soit ¢ : M — M un symplectomorphisme. Un relevement ¢ : L — L de ¢ est dit préquan-
tifiant si c’est un automorphisme du fibré hermitien L — M muni de sa connection, i.e.

i. La restriction de ¢ a Ly est une application unitaire @5 : Ly — Ly(y)
i1. V*s=¢"Vs, Vs € C*°(M, L)

ol1 ¢*s est la section de L définie par (¢*s)(z) = ¢ *.s(¢(x)). Définissons & partir du couple
(¢, @) une sous-variété A de M x M et une section s : A — LXK L1

A={(p(z),2) [z e M},  s((e(x),7)) = Ga € Ly) ® L

Des propriétés de ¢ et @, il découle que A est lagrangienne et s est plate de norme constante
égale & 1. Nous pouvons donc définir des sections lagrangiennes associées a (A,s). On note
S(A,H®, s) 'ensemble de ces sections pour la quantification H,%b.

Définition 3.34. L’espace des applications quantiques F (g, J,, Jp) est I’ensemble des suites
d’opérateurs (7)) dont les noyaux au sens de schwartz sont des sections lagrangiennes de

(L£)TS(A, Ha, s).

Bien que cela n’apparaisse pas dans la notation, F(y,J,, Jp) dépend de ¢. Le symbole
d’une section lagrangienne de S(A,H®, s¥) est une série formelle de C*°(A)[[A]]. Par pro-
jection de A C M x M sur le deuxiéme facteur, on identifie C*°(A)[[A]] et C*°(M)[[A]]. On
définit de la sorte I’application symbole

o : F(p,Ja, Jp) = C°(M)[[R]]



5 Applications Quantiques 99

Son noyau est formé des opérateurs régularisants.

F(Id, J,, J,) est Pensemble des opérateurs de Toeplitz de H®. Pour quantifier dans H*
un symplectomorphisme ¢, nous considérons les éléments de F(yp, J,, J;). Les opérateurs de
F(1d, J,, Jp) permettent de faire le lien entre H% et H°. Avant d’étudier séparément ces deux
types d’opérateurs, énongons quelques propriétés élémentaires et donnons la régle générale de
composition.

Si (Tx) € F(p, Ja,J») et admet pour symbole Y, A f;, alors I'adjoint

(Ty) € Flo™", Ty, Ja) et o(Ty) Zhl -1

Si®: M — M est un symplectomorphisme de M et 9 un relévement préquantifiant, alors on
définit comme ci-dessus les applications ¢* : C*°(M, L¥) — C*°(M, L*) et ’'on montre que

W* o Ty) € F(y ' o, 1 (Ja), Jb) (4" o Tj) Zﬁlfz

(Tr o U*) € F(potp !, Ja, ¥(Jp)) (Th, 0 9p*) Zﬁl
Si ¢ est un symplectomorphisme de M et J, une structure complexe, alors ¢(J) désigne la
structure complexe ¢, o J, o ¢; 1.

Proposition 3.35. La composition des opérateurs définit une application
f(QO, Jaa Jb) X -7:(¢, Jc, Jd) - f((p 0 ¢, Jua Jd)

Ceci induit une application C[[h]]-bilinéaire B : C*°(M)[[h]] x C*(M)[[A]] — C>*(M)[[A]].
Les applications By : C®°(M) x C®(M) — C*®(M) définies par

B(f,g) = X E'Bi(¢* f,9)

sont des opérateurs bidifférentiels de degré 21.

Preuve. On se raméne & ¢ = 1 = Id en remarquant le fait suivant : si (Ty) € F(p, Ja, Jp)
et (Ux) € F(¢, ., Jq) admettent pour symbole f et g, alors (¢* o Ty) et (Uy o 1*) sont des
opérateurs de F(Id, o ' Jupx, Jp) et F(Id, J., 9. Jg9; 1) et ont pour symbole f et goyp~t. On
conclut ensuite en écrivant

TiUk = (p™1) o ((¢* 0 Tis) o (Ug 0 9)) o (71"

Supposons donc que ¢ = 19 = Id. Le noyau de TUy est de la forme
(T (@1,02,00) = [ Elyfon,wa) Bly(oa,20) fo1,22)q(00,20) o (02)
M

ou Ey, et E.4 sont des sections de L X L™ — M x M définies par la proposition 3.4. Elles
sont de norme < 1 en dehors de la diagonale, on peut donc se localiser au voisinage de
Trig(M) = {z1 = 2 = x3}. Soit s une section de L définie sur un ouvert U, (2}) (resp. (23))
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un systéme de coordonnées complexes pour J, (resp. Jy) et (z}) un systéme de coordonnées
réelles. Ecrivons

Eup(21,22).Ecq(2,73) = 9@225)s @ 571 Ey(z1,33) = V@) 5 @ 571

De Vo, Eqp = Vo, Eqq = 0 modulo Z%°(Trig(M)), on déduit que 95 (¢ — ) = 0 modulo
#1 #1
Z°°(Trig(M)). De méme, on montre que 9 (¢ — ) = 0 modulo Z°°(Trig(M)). Admettons
momentanément que Bwéqﬁ s’annule le long de Trig(M) et que (6;5% 0, qS)Z.j est inversible le
2

long de Trig(M). Raisonnant comme dans la preuve de la proposition 3.11, on montre alors
que 'idéal J engendré par les 0 ; ¢ est I'ensemble des fonctions f (21,22, x3) vérifiant
2

f|mg(M) =0, 9:f=09,f=0 modI>(Trig(M))

En appliquant le lemme de la phase stationnaire (cf. [7]), on montre alors que

(TeU) (w1, 3) = €*V03) (3,35, k)s @ s + O(k~™)

ou iz(a:l,xg,k) est un symbole dont les coefficients h; du développement asymptotique sont
annulés & tout ordre le long de {z; = x3} par 8211' et (9% . De plus hj(x,z) est donné par un

opérateur bidifférentiel agissant sur f(z, z) et §(z, ). Pour ce qui est des détails, précisons que
le calcul se fait aisément en écrivant les développements de Taylor des fonctions f(z1,z2,z3)
(resp. f(z1,z3)) le long de {z; = z2 = z3} (resp. {z1 = z3}) comme dans le lemme 3.2 en
utilisant les champs de vecteurs 9si, 61]2', 9.4 (resp.@ii Bzg).

Pour finir, vérifions que dy, ¢ s’annule le long de Trig(M) et calculons d2,¢. Soit a définie
sur un voisinage de la diagonale par VE,;, = a4, ® Eyp. D’apres la proposition 3.6, a4 s’annule
le long de la diagonale, il en est de méme de a4 et on en déduit que d,,¢ s’annule le long de

Trig(M). Soit g la projection de T, M ® C d’image TS""° M = {X —iJ,X /| X € T,M} et
de noyau Téo’l)“M ={X +iJ,X /| X € T,M}. Remarquons que @, + gq» = Id. Ecrivons

(0, X2) = (—qba(X2), 9ap(X2)) + (G8a(X2), Gpa (X2))
(X1,0) = ((jba(Xl)a _Qab(Xl)) + (Qab(X1)7Qab(X1))

On déduit alors de (3.6) que si X1, X5,Y7,Ys € T, (M), alors
1 1
(T(x1,x2)abs (Y1, Y2)) = {w(q_ba(Xl - X5), Y1) + ;w(qab(Xl — X5),Y2)
ce qui généralise (3.7). De ceci 'on déduit que pour X,Y € T, M
(3.27) d2, (X, Y) = w(gap(X) — Gae(X),Y)
Par conséquent, dizqﬁ(X, ) = 0 implique gap(X) = Gue(X) = 0 car TL0s M 0T ODe M = (0),

d’ott X € TOVe M N T(L0a M = (0), done X = 0. O

Les compositions les plus intéressantes correspondent aux cas ou Jp = J., car on peut
les voir comme des compositions d’un endomorphisme H¢% — H? par un endomorphisme
p p k P p
H% — H%. Dans ces cas, on calcule facilement opérateur By qui décrit la composition des
k k ) P q p
symboles principaux.
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Proposition 3.36. Si (Ty) € F(p,Jo, ) et (Up) € F(,Jp, J.) admettent pour symboles
principauz fo et go, alors le symbole principal hy de (TxUy) € F(p o, Jyu, J.) est donné par
_1
ho = " (det(ay-1(7,),7, + Tp(ro),,)) %" fo-90
ou si Jo et Jp sont deux structures complezes compatibles avec w et strictement positives,
QJE,Jf|z est la projection de T,M ® C d’image Tgﬁl’o)EM et de noyau T;go’l)fM.

Preuve. On se rameéne comme dans la preuve de la proposition 3.35 au cas ou ¢ = ¢ = Id.
De la fin de cette preuve, on déduit que

D=

det[—4i0_; O d|(z, z,x) \ ~
ho(w)Zfo(fv)-go(ﬂC)-( s 1 ))

det(g%;](z)
en utilisant que puy = Z|w"| est aussi la mesure induite par la métrique riemannienne
@ (X,Y) = w(X, J,Y), autrement dit si g° = gfjdmi ® dx’ alors pp = (det[gzl-’j])%|da:1...d:v2”|.

Le quotient des deux déterminants peut s’interpréter comme étant le déterminant de la com-
position

il L)
.M —25 1M ) 1M
De (3.27), 'on déduit que
_'L.diQ ¢(X7 Y) :w(_iQab(X) + Z.QCb(X)’ Y)
=w(Jpgab(X) + Jpen(X), Y)
car I'image de gy est T(ODs M = Ker(J, 4 i 1d) et celle de Gy, est T M = Ker(J, — i 1d)

:gb(Qab(X) + QCb(X)’ Y)

Par conséquent, (g°)~!o —idﬁqu = @ab + Gep, Ce qui montre le résultat. O

De méme, on calcule 'action d’un opérateur de F(¢p, J,, Jp) sur une section lagrangienne.
Soit ¢ un relévement préquantifiant d’un symplectomorphisme ¢. On remarquera que si
s : A — L est une section plate de norme constante égale & 1, alors il en est de méme de
(o 1)s:p(A) = L.

Proposition 3.37. Si (T;) € F(p, Ja, Jp) et (ug) € S(A,HE,s), alors (Ty.ux) appartient a
S(p(A),H®, (¢ 1)*s). La loi de composition des symboles

C: C=(M)[[E]] x C=(A)[[R] = C=(o(A))[[A]
est C[[h]]-bilinéaire. Les opérateurs C; définis par C(f,g) = 3. K Ci(f,g) sont de la forme

©*Ci(f, g)‘UnA = Z aa,7.8gf|UmA.8gg avec aqy € C*(UNA)
o] +|v[<2l

si (z7) est un systéme de coordonnées de M définies sur un ouvert U de M et (y*) un systéme
de coordonnées de A définies sur U N A. Lorsque Jy = J., Cy est donnée par

_1
W*Co(f, 9) = (det(Qtp—l(Ja),Jb + QJ,,)) 2-f|A-9

ot qy,|, désigne la projection de T, M ® C d’image 7OV AL et de noyau TyA.
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5.2 Quantum Map et propagateur semi-classique

Dans ce paragraphe, nous considérons une unique structure complexe J, et par conséquent une
unique quantification H de M. Les quantum maps sont les opérateurs de H qui quantifient
les symplectomorphimes de M. Si ¢ : M — M est un symplectomorphisme et ¢ : L — L un
relévement préquantifiant de . Nous définissons les quantum maps associées & ¢ comme étant
les opérateurs unitaires de F (¢, J, J) et notons Q(¢) I’ensemble de ces opérateurs. Montrons
que Q(y) n’est pas vide.

Preuve. Soit (Vi) € F(p,J,J) tel que son symbole principal fy ne s’annule pas. Son adjoint
(V)¥) appartient a F(e™1,J,J) et on déduit des propositions 3.35 et 3.36 que (ViiVi) est un
opérateur de Toeplitz dont le symbole principal est

N

g0 = |fol*-* (det(ap(r),s + Gp(r),1))

Par conséquent gy est réel strictement positif. Nous en déduisons que pour k suffisamment
grand le spectre de (VV}) est inclu dans un intervalle (e,00) avec € > 0 qui ne dépend pas
de k. Quitte & modifier les V; pour les petites valeurs de k, cette propriété reste vraie quel
que soit k. En appliquant la proposition 6.3 du premier chapitre a (V;)V}) et & une fonction
f € C*(R,R) dont la restriction & (€, 00) est z — x_%, il vient que (Vk*Vk)_% est un opérateur
de Toeplitz. L’opérateur Uy, = Vk(Vk*Vk)_% appartient alors & F(¢p, J, J). 1l vérifie U} U, = Id
et donc U,U; =1d. O

Exemple 3.38. Dans [11], Zelditch quantifie le couple (p, @) en translatant les éléments de
Hy par (¢~ 1)*, puis en les projetant par le projecteur de Szegd II;. Afin d’obtenir une trans-
formation unitaire, il corrige I'opérateur (IT;(¢~!)*II;) en le composant avec un opérateur
de Toeplitz (T}) comme nous l'avons fait dans la preuve ci-dessus. Ceci donne l'opérateur
(g (fo~1)*Tk) qui est un élément de Q(p). En effet, (o~ 1)*T}, € F(p, ¢(J), J) et 'on conclut
grace & la proposition 3.35. U

Remarquons que la norme du symbole principal fy d’une quantum map (7%) de Q(¢) est
déterminée par ¢, en effet Ty Ty = Id implique d’apres la proposition 3.36

1
|fol” = ¢* (det(qw(J),J + (Zp(J),J)) :

Par contre, la phase de fy est arbitraire. Plus généralement, on montre que quel que soit la
quantum map (T;) € Q(p), f € C*°(M) a valeurs réelles et [ un entier strictement positif, il
existe une quantum map (U;) € Q(¢) telle que le symbole de o(U}) = o(T}) +ih! f + O(RF1).

Soit (T}) un opérateur de Toeplitz auto-adjoint. Le propagateur semi-clasique est I'opéra-
teur Uy (t) = e **Tk qui résoud I’équation de Schrédinger

1
—Os+Trs =0
ik
Nous allons montrer que Ug(t) est une quantum map. Notons fj le symbole principal de T,
X0 le champ de vecteurs hamiltonien de fq et ¢; : M — M le flot de X°. Introduisons le
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transport paralléle o} : L, — Ly, (x) le long de la courbe s € [0,%] — ¢s(z) € M. L’application
@t + L — L définie par

. rt
Gr(u) = et o foles(@)ds Sy

est alors un relévement préquantifiant de ;. On peut en donner une preuve directe ou bien
le déduire de la proposition 3.13.

Pour décrire le symbole principal de U(t), introduisons 1'opérateur
D, :C®(M) = C*(M)

défini de la maniére suivante. Soit ¢; le tenseur de C*°(M, ALOM @ T(Oyl)M) quienz € M

est la restriction a Tzl’O)M de la projection d’image TJSO’I)M et de noyau (pt*Ty(l’O)M avec

y = @7 (z). G7l.q; est donc un tenseur de C°(M, TONVM @ TOVM) et si P2 désigne
lopérateur défini en (3.18), nous posons

Dif = <P%f7 G_I-Qt>

Proposition 3.39. Uy(t) est une quantum map de Q(py). Si le symbole covariant de Ty, est
>, B fi, le symbole principal de Ug(t) est

e Jo(=f1+3Difo)(ps(x))ds

En fait, nous allons montrer un résultat plus général qui décrit le noyau au sens de Schwartz
de Popérateur Uy, : C®°(M, L¥) — C®°(M x R, L*) qui & une section s(z) associe Uy (t).s(x).
Le noyau de cet opérateur est une section de C®(M x M x R, O%). Soit

L={(pt(x),z,t) Jr e M,te R} CM x M xR

Comme cela a été fait au début du paragraphe 2.2, nous associons & £ une famille de sections
lagrangiennes paramétrée par ¢t € R. Soit F € C®°(M x M x R,L ® L) la section associée
a L telle que F(pi(z),z,t) = @1(x). Le noyau de Uy est alors de la forme

kEN™ &
(%) F (.’L'g,.Td,t)az(.Tg,.’L'd,t,k)+Rk(.’L'g,.'L'd,t)

ot (Ry) est une suite négligeable de C®°(M x M x R,L* ® L=F) et a(.,k) un symbole de
SO(M x M x R) dont les coefficients a;(z4,24,t) du développement asymptotique vérifient

Zg.a; = Zg.ap =0 mod I®(A), YV Z champ de vecteurs holomorphes de M

Le symbole de (Uy,) est la série formelle " Ai'g; de C*°(M x R)[[A]] ol g;(x,t) = a;(s(z), z,1).
Le symbole (U(t)) est alors Y, hlg(.,1).

Preuve. Notons Q I’ensemble des opérateurs C®°(M, L¥) — C*(M x R, L¥) dont le noyau
est de la forme indiquée ci-dessus. La preuve consiste & montrer que si V; € Q admet pour
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symbole Y-, Alg;, alors (;;8; + Tj)Vi est un opérateur de Q et son symbole Y, Ak
est O(h™+1) avec

(3.28) Pt = %@gm(x,t) +(f1 - %tho)(SOt(x))-gm(xat)

A partir de 14, on construit par approximations successives un opérateur Vi € Q tel que
(%Bt + T})Vy = Ni soit régularisant et Vi (0) = II; modulo un régularisant. Son symbole
principal est donné par la formule de ’énoncé de la proposition. Montrons que Ry = Vi, — Uy
est régularisant: Ug(t) est unitaire, en le testant sur des états cohérents (cf. chapitre 2) on
montre que sa suite des noyaux est admissible, Up(—t)Ny = (ik)~'0;(Ux(—t)Ry) est donc
régularisant et il en est de méme par intégration de Ui (—t)Ry est donc de Ry.

Démontrons (3.28). Si f € C®(M), alors f(zy,24) désigne une fonction f € C*°(M x M)
telle que

flz,z) = f(z) et 8zg.f5 azg.fz 0 mod Z*°(diag M)
et de méme si g € C°(M x R), g(z4,Z4,1t) est une fonction g € C*°(M x M x R) telle que
G(pe(z),z,t) = g(z,1) et 0;:-9=0,:.9=0 mod Z°°(A)

Nous devons estimer l'intégrale
Ie(z1,73,1) :/ E*1,29).F* (22,23, 1) fo(21, 22)gm (22, Z3, 1) puaa (2)
M
et calculer -0,F (z2,23,t)gm (22, 23, 1)

Pour estimer l'intégrale, on travaille localement au voisinage d’un point (yo, zo, o) de A.
Soit s(z) une section de L définie au voisinage de yy de norme constante égale & 1, la section
s'(z,t) = @js(z) est alors définie au voisinage de (zg,t). Soit p(z) définie au voisinage de
1o telle que Vs = (0p — 0p) ® s et p'(x,t) définie au voisinage de (zg,to) telle que & ¢ fixé
Vs' = (0p' — 0p') ® s’. On montre en suivant la preuve de la proposition 3.4 que

E(z1,3) = @) 5(21) @ s~ (22), F(zo,33,t) = @230 g(20) @ (s') (s, t)
avec
—ip(x1,72) =p(z1) + p(x2) = (p+ p)(21, 22)
—i¢/(wa, w3, 1) =p(ws2) + p'(w3,1) — (pfp+ p') (22, 23:1)

A présent la preuve est similaire & celle de la proposition 3.19. On introduit deux systémes
de coordonnées complexes (z°) et (w’) définis au voisinage de yo et xg, et on écrit les
développements de Taylor le long de

L= {p(z),z,t) | z € M,t € R}

comme dans le lemme 3.2 & 'aide des champs de vecteurs 8211' , 8% , 823 et ng . On montre
alors que

. G = ) Goo— H
$(w1,32) + ¢ (w2, 73,1) — ¢ (w1, 23, 8) ~i Y a,‘;;’j Y )
|a|>0,|8]>0 o
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ou Gy p(z,t) = 82‘3? (p+p)(pe(z)) et les H, sont les restrictions a £ des dérivées par rapport
aux 8% de (¢;p+ p')(22, 23,t). Raisonnant comme dans la preuve de la proposition 3.35, on
montre que les fonctions Gj,o — Hj, qui sont les restrictions a £ de 0, (¢p(z1,72) + ¢ (T2, 23,1)),
s’annulent et I'on calcule la matrice de —id2 (@(z1,z2) + ¢'(z2, 73,t)) dans la base 0,550
Giio— Hii G .
( U’gji K Om ) avec Gz’j,O — Hij = Zw(qt(azi), 8Zj)

De tout ceci, I'on déduit alors que l'intégrale est de la forme
Ik(wla z3, t) = Fk(xla x3, t)G(.’El, z3, t’ k) + O(k_oo)

ou a(., k) admet un développement asymptotique Zl)m k~'a)(z, z3,t) pour la topologie C™
avec

am(xa t) :fO((Pt(x))'gm(wa t)
am-l-l(a:a t) = - %(T-fo + thO) (‘Pt($))-gm(m7t) + fO(‘Pt(fE))-gm—i—l(fEa t)
+ (Gi’jazifo) (‘pt(‘T)) (az% 'gm(ZQa 23, t)) ((pt($)7 Z, t)

Montrons que 0,F(z2,x3,t) = —ifo(z2, z3,t)F(z2,23,t) modulo Z®°(L). Comme Vj ; et
22
Vs ;, commutent avec 0y, il suffit de vérifier I’égalité le long de £. Si X est un vecteur tangent
23

aux deux premiers facteurs de M x M xR, V x F(¢¢(x), z,t) s’annule. Il suffit alors de montrer
que

VXF((Pt(x)’w’t) = _I[;fO((Pt(I)’ L, t)F(QOt(x)aw’t)
) 0,0;) € Ty, ()M x T M x TiR. Nous vérifions ceci en dérivant
F le long de t — (p4(x), z,t) avec x fixé. Par hypothese

ot X est le vecteur (X° |% (

F(pi(x), z,t).u = e~ifo folos(@Nds ph(y) siu e Ly

et t — oP(u) € Ly, (z) est plate, ce qui permet de conclure.

Donc en sommant I(z1,z3,t) et #8,5 (Fk($1,$3,t)gm(21,53,t)) nous obtenons
Fk(xla Z3, t)h(xla z3, ta k) + O(kioo)

ou h(., k) admet un développement asymptotique Zlgm k~'hi(z1, Z3,t), dont le premier terme
est

hin(t) = fo(pt(2))-gm (2, t) — folei(z))-gm(z,t) =0
Pour calculer Ay, 11, introduisons A la différentielle de g, (22, Z3,t) en (p¢(z),z,t). Nous avons
()\,i(Gj’k(‘)zka)(%(x))azg +0y) = (/\ai(Gj’kazkfo)(%(iﬂ))azg — (G0, fo) (1(x)) By + 1)

Dans le terme de droite, nous reconnaissons le vecteur (X 0‘ ( 0,0;) € Ty (o) M x Ty M X TR

) ot(x)’
tangent & A. Nous en déduisons que

P 1(5:2) = 501 (3,) = 5 (r-fo + Dufo) (@1(2))gm (2,1
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5.3 Invariance

Soit J, et Jp deux structures complexes de M intégrables, compatibles avec w et strictement
positives, auxquelles nous associons deux quantifications (H{) et (H%). L’idée qui remonte
aux travaux de Kostant-Blattner-Sternberg est que la quantification de M est indépendante
du choix de la structure complexe, autrement dit que (H¢) et (H%) sont équivalentes dans
un certain sens. Pour réaliser ceci, nous considérons un opérateur (Uy) € F*(Id, J,, Jp) dont
le symbole ne s’annule pas. Quitte & le composer par un opérateur de Toeplitz comme nous
I’avons fait pour les quantum maps, nous pouvons supposer que pour k suffisamment grand

U Uy =1,  UpU, =113

autrement dit la restriction Uy : ?{,bc — Hj; est unitaire. Pour les petites valeurs de k, le
théoreme de Riemann-Roch-Hirzebruch ne permet pas de calculer les dimensions de H{ et
’H,’; et rien ne nous assure qu’elles soient égales.

Grace aux propositions 3.35 et 3.37, on vérifie que (Uy) agit bien comme on l'attend sur
les sections lagrangiennes et les quantum map:

S(AaHbas) - S(Aa%aas)a (tk) - (Uktk)
'7:(()0’ Jaa Ja) — f((pa‘]ba‘]b)a (Uk) - (UkaU]:)

Ceci induit des opérations sur les symboles de la forme

U™ s C®(M)[[H)] — C=(A)[[A]], Ut =y Huf
U?: C*(M)[[R] = C=(M)][[A]], U =y Huf

Les aplications U : C®(A) — C®(A) (resp. Uf : C®°(M) — C*°(M)) sont des opérateurs
différentiels de degré au plus 2/. En particulier, choisissant pour ¢ ’application identité, on
définit un isomorphisme entre I'algeébre des opérateurs de Toeplitz de (Hz) et Palgebre des
opérateurs de Toeplitz de (H}). L’opération induite sur les symboles est une équivalence de
star-produit.

Abordons a présent la méme question d’un point de vue local. Supposons que (M1, w1, J1)
et (My,ws, Js) soient deux variétés kahleriennes de méme dimension et munies de fibrés
préquantifiants L; — M et Ly — M. Les données classiques et préquantiques sont lo-
calement isomorphes, i.e. si 1 € M et o € My, alors il existe des voisinages U; de z;, un
symplectomorphisme ¢ et un relévement préquantifiant ¢

(p:Ul—)UQ, ¢:L|U1 —>L|U2

En effet, I'existence de ¢ découle du lemme de Darboux. D’autre part, quitte a restreindre
les U;, il existe des sections s; de L; définies sur U; de norme constante égale a 1 et telles que
si Vs; = a; ® s, alors a; = p*as. On définit ainsi ¢ par @(s1(x)) = s2(p2(x))

On souhaite étendre ceci aux quantifications H' et 2 de M, et M, respectivement, grice
a une équivalence microlocale. Pour ce faire, nous utilisons la notion de microsupport (cf.
chapitre 2). La notation Ay ~ By au voisinage de (z,y) signifie qu’il existe un voisinage U
de (z,y) tel que MS(Ay — Bxy) NU =@
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Proposition 3.40. Il eziste un opérateur Uy : C®(My, LX) — C®(My, L¥) admissible tel
que IGURITE = Uy, MS(Uk) C {(z,¢(z)) / z € U1} et

UU; ~ 10 au voisinage de (r1,1)
UiUy ~ H% au voisinage de (x2,2)

De plus si (Ty) est un opérateur de Toeplitz de H? de symbole principal fo, alors (UyTUy)
est un opérateur de Toeplitz de H' dont le symbole principal est egal & ©* fo au voisinage de
x1-

Preuve. Définissons sur U; x Uz une section E de L; X L, " telle que E(z, o(z)) = 51(z) ®
55 (p(z)) et V;E s’annule & tout ordre le long du graphe de ¢ si Z est un champ de vecteurs
holomorphes de M; x M,. Considérons des opérateurs C>®(Ma, LX) — C*°(My, L¥) dont les
noyaux aux sens de Schwartz sont de la forme

(3.29) E*(zg,74)a(Tg,Ta, k) + Ry (74, Ta)

oll Ry(1y,24) est une suite négligeable de C®(M; x Ms, L1 K L, ') et a(., k) est un symbole
de SO(M; x M) tel qu’il existe un compact K C Uy x Uy qui contienne tous les supports des
a(., k). Bien entendu, toutes les propriétés des applications quantiques se généralisent & ces
opérateurs et en identifiant U; et Us par @ et s1 et so, on déduit de la proposition 3.35 les lois
de composition des symboles. Soit V}, un opérateur de ce type tel que ap(x1,x2) # 0. Quitte
a le composer & gauche par 1'[,1c et a droite par H%, il vérifie H}CVkHi = Vi. Vi Vi est alors un
opérateur de Toeplitz de H,% dont le symbole est réel et ne s’annule pas au voisinage de zs.
Grace au calcul symbolique des opérateurs de Toeplitz, on construit alors un opérateur de
Toeplitz T, tel que V¥V T2 ~ II2 au voisinage de (z2, z2). L’opérateur Uy, = V; T}, vérifie alors
UiUp ~ H% au voisinage de (x2,x2). Le symbole principal de Uy, ne s’annulant pas en (1, z2),
on peut construire un opérateur Wy tel que UyWy ~ II. au voisinage de (z1,z1) (pour ce
faire il suffit de choisir un opérateur dont ’adjoint a un noyau de la forme (3.29) et le corriger
en le composant par un opérateur de Toeplitz). Nous avons alors U} ~ UyUyWy ~ W), au
voisinage de (z1,z2) et par conséquent UpU} ~ II} au voisinage de (z1,1). O

Soient (Tkl) et (TkQ) des opérateurs de Toeplitz de H,lc et ’H,% de symboles principaux fg et
f2 A valeurs réelles et tel que

folwr) = fo(@) =0, dfg|, #0etdfs], #0

On peut choisir le symplectomorphisme ¢ de sorte que * fg = f(} sur un voisinage de 1,
et donc les symboles principaux de (UyT2U;) et (T}) coincident au voisinage de z;. La
proposition suivante améliore ceci.

Proposition 3.41. II existe un opérateur Uy, : C°(Mo, LX) — C®(My, L¥) et un opérateur
Vi 1 C®(My, LF) — C®(My, LE) tels que N U2 = Uy, IZV,IIL = Vi, le microsupport de
(Ug) soit inclu dans {(z,¢(z)) / € Ur} et

U Vi ~ I, au voisinage de (x1,x1)
ViUp ~ 113 au voisinage de (z2,%2)
UpTZ ~ TV, au voisinage de (T2,1)

De plus, si (T}) et (T?) sont auto-adjoints, on peut choisir (Uy) et (Vi) telle que Vi, = U}
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Preuve. En appliquant la proposition précédente, on est ramené au probléme suivant: trou-
ver un opérateur de Toeplitz (P;) de H? elliptique en 5 tel que

P 18Py ~ T7 au voisinage de (z2, z2)

Ceci se réalise comme pour les opérateurs A-pseudodifférentiel en construisant le symbole de
P par approximations successives et a l’aide du calcul symbolique type Weyl. U

Le corollaire classique de ce résultat est la propagation semi-classique du microsupport.
Dans un premier temps, précisons que si (uq) est une suite admissible telle que u, € Hy, et
ko — 00 et (T)) un opérateur de Toeplitz de symbole principal fy, alors

Tk, uo ~ 0 implique MS(uq) C {fo = 0}

Proposition 3.42. Si (T}) un opérateur de Toeplitz dont le symbole principal fo est a valeurs
réelles et (uq) une suite admissible de Hy,, telle que Ty, uq ~ 0, alors le microsupport de (uq)
est stable par le flot du champ de vecteurs hamiltonien de f.

Preuve. En les points ot dfy s’annule, il n’y a rien montrer. Pour traiter les autres points, on
se raméne en appliquant la proposition 3.40 au cas ou M est le tore de dimension n que I'on
quantifie de la maniére usuelle. Localement, les données sont définies comme pour 1’espace
de Bargmann. C’est & dire que 'on peut choisir un systéme de coordonnées complexes (z°)
définies sur un ouvert U de M de sorte que w = idz? A dz’ et une section s : U — L telle que
s|? = e H#” et Vs = —29dz @ s. Soit 2o € M le point de coordonnées 0. On choisit pour
(T};) un opérateur de Toeplitz dont le symbole covariant est (z' — z') au voisinage de zo.
Soit (7}) Popérateur

fs® = g2 f—10.f)sk

ou ¢ € C°(U) vaut 1 au voisinage de zo. Montrons que la restriction du noyau de (Tj) &
V x M est égale & un régularisant prés au noyau de T;II;, o V est un voisinage de zo bien
choisi. Comme les microsupports de (T}) et (IIx) sont inclus dans la diagonale, il suffit de le
vérifier au voisinage de (zg,z¢). Le noyau de (II;) est déterminé & un régularisant prés par
les données locales, donc

k no_ Z 2'24 — —0o0
e(ag,20) = (o ) e 4% s(ag) © 57 (2a) + O(h™)

au voisinage de (zg,zg). Nous en déduisons que

k\n . =
(T{TT8) (g, 20) = (o) "ot vte st Q=2 (o) 1) 4 O)
et ’on reconnait au voisinage de (zg,zo) le noyau de Tj. Soit uy € Hy, telle que Ty, uq ~ 0.
(T}, ua) est alors négligeable au voisinage de zo.

Dans le systéme de coordonnées réelles (27, 19) telle que 2/ = z7 4-iy?, le champ de vecteurs

hamiltonien de 2y! = %(z1 — 7) est —0,1. Effectuons le changement de jauge holomorphe

t = e3("%5. De sorte que T} (f.tF) = —%(lef)tk. La norme [t|? = em2")? -5 (@) +(5)” gt
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invariante par le flot de 9,1. Si uq = fo.t**, alors i(@zl fa)the est négligeable au voisinage
de zg et 051 fo = 0, donc (9,1 fo)t*e Uest aussi . En intégrant 0,1 fq-t**|? le long des courbes
intégrales de 0,1, on en déduit que

|fa'tka|(:1)1 + 8’x2’ ] "I"n7 y17 ""yn) = |fa'tka|($17 ""$n7 yl’ ) yn) + O(ka_oo)

au voisinage de xg, ou le reste est uniforme lorsque (z*, ") décrit un compact. O

Complétons a présent la preuve de la proposition 3.25 a I'aide des mémes techniques.

Proposition 3.43. Soit un opérateur de Toeplitz (T},) de symbole principal fo & valeurs
réelles et une suite (kqo, Eq,uq) telle que

Uq € Hkaa Tkaua = Eaua + O(k;oo)a (uaaua) =1+ O(kgl)

On suppose de plus que ko — 0o et que la suite (Ey) prend ses valeurs dans un fermé C C R.
Alors le microsupport de (uy) est inclu dans f, '(C).

Preuve. L’hypothése sur la norme des u, implique que la suite (u,) est admissible. Nous
devons montrer que la suite (uq) est négligeable au voisinage de tout point zq ¢ f, *(C).
Soient des voisinages U de C et V de z tels que E — fo(z) ne s’annule pas si (E,z) € U x V.
11 existe alors g € C°(U x M)[[R]] tel que g(F,.) *coy (E — f) = 1 sur un voisinage W C V de
z ne dépendant pas de E (f est le symbole covariant de (7})). Introduisons alors une famille
d’opérateurs de Toeplitz (P}”) de symbole covariant g(E,.) telle que

PE(Ty, — BILg) =10, + RY
ol la suite des noyaux (R (4,24, k)) & valeurs dans C*®(U x M?, L¥ ¥ L) est négligeable

sur V x W2. En appliquant cette égalité & u,, on obtient le résultat. ]

Considérons maintenant n opérateurs de Toeplitz (T}) qui commutent deux & deux. Soit
fo: M — R Tapplication dont les composantes (f3) sont les symboles principaux des (7}).
Supposons que fj soit de rang n en o € M. Il existe alors un voisinage U de z( difféomorphe
& un produit U, x U, d’ouverts contractibles de R tel que si I'on note (z°) et (y°) les
coordonnnées sur Uy et Uy respectivement alors w =) dz’ A dy' et fg = 4", Soit

Ay ={(z,y) €Uy xUy |y =u}

ou u décrit Uy, := U,. Chaque (1}) induit une application 7%* sur C*(A,,)[[h]]. Comme nous
l’avons vu dans la preuve du théoréme 3.33, étant donné go € C*°(U,)[[R]], il existe un unique
g € C®(U, x Uy)[[R]] tel que

T g(u,.) = u'.g(u,.), g(u,0,k) = go(u,h)
Soit une section F' € C*®°(U, x U, L) telle que F(u,.,u) soit plate de norme 1 et

VzF =0 modI®(L), VYZeC®U,xUT"YM)
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o £ = {(u,z,y) € Uy xU [ u = y}. Soit h(.,k) = > k~'h; un symbole de S°(U, x U) tel
que

g(u,z,h) = Zhlhl(u,x,u) et Z.h =0 modI™®(L), VZeC®U,xUT"'M)

La famille de sections (uy g = FF¥(E,.)h(E,.,k)) est alors solution de Tfuy g = Buy g au
voisinage de z( dans le sens suivant: Si ¢ € C3°(M) a son support inclu dans U, x Uy et vaut
1 au voisinage de zg, alors

T} ¢ur.p = E¢up g + O(k~*°) au voisinage de zo

La proposition suivante montre que toutes les solutions de T,iuk, E = Bug g sont localement
de cette forme.

Proposition 3.44. Soit une suite (ko, Eq,uq) telle que
Uq € Hg,, T,éaua = E'ug + O(k;>), (tayUa) = 14+ O(k 1)

Supposons que ko — oo et (E,) prenne ses valeurs dans un compact de U,. Alors il existe
une suite co telle que

Uy = o FFe (Eq, )h(Eq, . ko) + O(k,*) sur U

Preuve. On peut se ramener comme dans la preuve de la proposition 3.42 au tore. En
effet, en adaptant la preuve de la proposition 3.41, on montre qu’il existe une équivalence
microlocale U, entre un voisinage de z( et un voisinage de 0 € T?" telle que

U,TE ~ SiU; au voisinage de (zg,0)

o1 le symbole covariant de (S) est 2%(zZ — 7') au voisinage de 0. Du fait que les équivalences
microlocales que nous avons définies préservent les sections lagrangiennes (cf. proposition
3.37 que l'on adapte avec des parameétres), il suffit de montrer le résultat pour les opérateurs
(S}c) au voisinage de 0. Avec les notations et les méthodes de la preuve de la proposition 3.42,
on montre que 'opérateur S,iC agit au voisinage de 0 comme

k 1. 1 k
Une suite de section uy g est
— kX %(zi—iEi)LiEizi—%(Eiﬁs/c(

Uk, E )

On définit alors la suite ¢, de sorte que uqy et cqvg, (Faq,.) coincide en (z,y) = (0,E,). Il
suffit alors de montrer que f,(x,y) vérifie f,(0, E(a)) =0, 0;fo =0 et

(0 fa) [k (Bas )| = O(k, )

au voisinage de 0, alors fq|vg, (Eq,.)| = O(k;°°) au voisinage de z. O
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Chapter 4

Analyse semi-classique sur les
variétés symplectiques compactes

Cet article porte sur la quantification des variétés symplectiques compactes. Par quantifi-
cation, nous entendons une théorie analogue & celle des opérateurs pseudifférentiels & pe-
tit parameétre pour les espaces cotangents ou des opérateurs de Toeplitz pour les variétés
kahleriennes. Nous développons ceci en nous nous concentrant sur la quantification des sous-
variétés lagrangiennes.

La premiere motivation est de génénéraliser nos constructions et résultats sur les variétés
kahleriennes des deux chapitres précédents. Ces travaux, des définitions jusqu’aux techniques
utilisées, s’appuyaient de maniére essentielle sur la structure kahlerienne. Par contre, pour ce
qui est de la mécanique classique, seul importe la structure symplectique et comme 1’a montré
Thurston, toute variété symplectique n’admet pas nécessairement de structure kahlerienne (cf.
[8]). La théorie que nous présentons donne aussi un autre point de vue sur la quantification
des variétés kihleriennes et explique les relations entre les opérateurs pseudodifférentiels &
petit parameétre et les opérateurs de Toeplitz.

La méthode que nous suivons est inspirée des idées de Boutet de Monvel et Guillemin
développées dans la théorie homogene que nous appliquons dans la théorie & petit parametre,
a ceci preés qu’au lieu d’utiliser les opérateurs ou distributions de Hermite, nous considérons
des opérateurs Fourier intégraux ou distributions lagrangiennes & phase complexe. L’emploi
de ces opérateurs dans un tel contexte remonte & [3] pour le projecteur de Szego et [1] pour
les opérateurs de Toeplitz. Comme nous allons le voir, ceci se généralise naturellement & la
quantification des variétés lagrangiennes. Signalons enfin les articles [4], [5]et [6] de Borthwick,
Paul et Uribe qui traitent de sujets connexes et sont aussi inspirés de [2]. Les techniques
utilisées par ces auteurs different des nétres en deux points: 1'usage des opérateurs de Hermite
et la déduction des résultats semi-classiques de résultats de la théorie homogene. Il nous a
semblé plus simple de travailler uniquement sur une théorie & petit parameétre.

Soyons & présent un peu plus précis et décrivons le contenu de cet article. La premiere
partie est consacrée a la quantification de cotangent T*M dont la base M est compacte et



114 Analyse semi-classique sur les variétés symplectiques compactes

la structure symplectique est donnée par 2 = dy + 7*w, ou y est la 1-forme de Liouville, 7w
la projection T*M — M et w une 2-forme fermée de M dont les périodes sont des multiples
de 27. On adapte a ce contexte la théorie usuelle sur les cotangents, en introduisant un fibré
en droite L -+ M muni d’une structure hermitienne et d’une connection de courbure %w.
Les états quantiques sont alors les sections de L¥ — M, le petit paramétre est i = k™.
On peut alors définir des opérateurs pseudodifférentiels, des fonctions lagrangiennes et des
opérateurs Fourier intégraux. Pour les applications que nous avons en vue, il est nécessaire de
considérer aussi des phases complexes, en contrepartie on peut se restreindre aux sous-variétés

lagrangiennes sans caustiques.

Supposons & présent que (M, w) soit une variété symplectique. Sila structure symplectique
symplectique de T*M est celle décrite ci-dessus, la section nulle M — T*M est un plonge-
ment symplectique et I’on considére de la sorte que M est une sous-variété symplectique de
T*M. Dans une deuxiéme partie, nous expliquons comment prolonger les sous-variétés la-
grangiennes de M en des sous-variétés lagrangiennes complexes de T*M. Cette opération
nécessite de munir M d’une certaine donnée qui détermine entre autres une structure com-
plexe compatible avec w. Ceci s’applique aussi aux sous-variétés lagrangiennes de produit de
variétés symplectiques. Nous montrons que cette opération commute avec la composition des
sous-variétés lagrangienne et étudions le calcul symbolique associé.

Appliquant ceci & la diagonale A de M x M !, nous obtenons une sous-variété lagrangienne
de T* M xT*M et donc un espace d’opérateurs intégraux de Fourier. Nous choisissons alors un
idempotent (IIx) parmi ces opérateurs qui va jouer un role analogue au projecteur de Szegd
dans la cas kihlerien. Notamment, les espaces quantiques Hy C C*®(M, L*) sont définis
comme étant les images des IIx. Leur dimension est finie et est estimée par

n
dim Hy, = (ﬁ)n/ YooY
27 M n!
La troisieme partie décrit ceci en détail et traite la quantification des sous-variétés lagran-
giennes de M. La méthode consiste & prolonger une telle sous-variété A en une sous-variété
A de T*M par le procédé défini dans la deuxiéme partie, ce qui en appliquant les résultats
de la premiére partie définit un espace de sections lagrangiennes F. On associe alors & A
Pensemble des sections (s;) de F telles que s, € Hy, Vk. On suit la méme méthode pour
quantifier les sous-variétés lagrangiennes de M x M ce qui définit des opérateurs. Tout ces
objets ont des symboles totaux et les régles de compositions généralisent celles obtenues dans
le troisieme chapitre sur les variétés kahleriennes.

La quatrieme partie est consacrée aux opérateurs de Toeplitz, qui sont les opérateurs
obtenus en quantifiant la diagonale de M x M. Nous montrons que 'on peut définir des
symboles covariants et contravariants, ce qui induit des star produits sur M. Nous étudions
le calcul principal et sous-principal des symboles et obtenons les mémes formules que dans
le cas kéhlerien (celles-ci ne dépendent que de la structure complexe). Nous décrivons les
relations entre ces opérateurs et les opérateurs pseudo-différentiels de T*M et définissons
la notion de microsupport. Enfin, nous énoncons quelques résultats qui montrent que la
quantification de M est essentiellement unique. Nous expliquons aussi comment réaliser des
équivalences microlocales avec la quantification des cotangents a 1’aide des mémes techniques.

1Si (IV, @) est une variété symplectique, nous notons N la variété symplectique (N, —a)
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1 Opérateurs pseudodifférentiels et intégraux de Fourier

Soit M une variété compacte et L — M un fibré en droite hermitien muni d’une dérivation
covariante V. Notons %w la courbure de V. Dans ce chapitre, nous ne supposons pas que w
est non-dégénérée. Soit 7y la une-forme de Liouville de T* M

(v, X) ={,mX), VXeTi(T"M)

oumn:T*M — M est la projection canonique. La structure symplectique de T* M est donnée
par la 2-forme Q = dy + 7*w. Pour identifier les fonctions & des demi-densités, on se donne
aussi un densité y de M strictement positive.

Si X est une variété et m un entier, on désigne par S™(X) I'ensemble des suites (a(., k))
a valeurs dans C*°(X) qui admettent un développement asymptotique

a(., k) = i k~ta; + O(k~)

l=m

pour la topologie C*°. On note S7*(X) les suites (a(.,k)) de S™(X) telles qu’il existe un
compact K de X qui contiennent les supports de toutes les fonctions a(., k). Enfin, S(X) est
l'union des S™(X), ou m décrit Z.

1.1 Opérateurs pseudodifférentiels

Nous supposons la théorie des opérateurs pseudodifférentiels & petit parameétre connue et
nous nous concentrons sur les modifications & apporter pour prendre en compte le fibré L.
Dans un premier temps, travaillons localement sur un ouvert U de M muni d’un systeme de
coordonnées (z°) et d’une section s : U — L de norme constante égale & 1. Considérons une
suite d’opérateurs (P : C®°(U,L* ® |Q|%U) — C®(U, LF ® |Q|%U))k telle que la suite des
noyaux au sens de Shwartz (Pj(z4,14)) soit de la forme

)

kA 1 1 - ik(z? —xi).£0 —00
(4.1) (ﬂ) |dzg|2|dzq|2 sk(a:g)®s k(xd)/ek( 9—%a)€ a(zg,xq,€,k)|dE| + O(k™)

ou (a(.,k)) est un symbole ST*(U x U x R"). Rappelons qu’une telle formule ne dépend pas
du choix des coordonnées : si I'on choisit un autre systéme de coordonnées (1), alors il existe
une symbole (b(.,k)) € S*(U x U x R") telle que

\dag|3|dza|3 / M TE (1) 54,6, )|dE]
1 1 k(i —yi )i _
= byl B> [ MBIy, ] + O )
D’autre part, étant donné un systéme de coordonnées, on peut s’arranger pour choisir les
fonctions a(.,k) de sorte qu’elle ne dépende pas de z4 et dans ce cas, les coefficients du

développement asymptotique ) k*l‘al(mg, &) de a(., k) sont déterminés de maniére unique. De
plus si ’on considére les fonctions &' comme les coordonnées dans les fibres de T* M associées
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aux ¢ de sorte que a.,(z, ) soit une fonction de C®°(T* M), celle-ci dépend uniquement de
Py, i.e qu'elle ne dépend pas du choix des coordonnées (z?). Il en de méme de la fonction
am+1(7,8) — 2 (Oni O am)(,€). Par contre ces fonctions dépendent du choix de la section s
et il nous faut les modifier afin de définir les symboles principal ay), et sous-principal a;;, ,; de
Py. Soient (7 les fonctions & valeurs réelles telles que Vs = —i(8’dz’) ® s. Nous posons

ap (,€) = am(z, & + )

(4.2 . .
) am1(2,8) = (amy1 — %axjagjam)(%fj +87)

Lemme 4.1. L’ezpression (4.1) ne dépend pas du choiz de la section s. Les fonctions a®
et ay considérées comme des fonctions de C*°(T* M) ne dépendent pas du choiz des coor-
données ni du choiz de la section s.

Preuve. Effectuons un changement de coordonnées y*(x). Si I'on note (z*,¢%) et (y%, 1) les
coordonnés associées de T*M et o'dy* = 'dx*, nous avons

gi = (3wiyj)-77j, ﬁz = (azly])a]
On déduit alors que ay;, et a;,,; ne dépendent pas des coordonnées du fait que an,(z,&)
et apmy1(x, &) — 2%.(8581 Ok am)(z,€) n'en dépendent pas. Introduisons & présent une section

t = e /s ou f est une fonction & valeurs réelles. Nous avons Vi = —i((87 + 04 f)dz) @ t.
Soient g*(zg,7q) telle que f(zg) — f(zq) = ' (4, za)(Ty — Ty). Nous avons

o (2g) ® 5~ (4) / D E oz, ¢, k)| de]
=tk (z4) @ t F(24) / kT E g () €0 — gz, 14), k) |dE|
=tk (z4) @ t 7 (x4) / kT2 E b (3, € k)|dE| + O(k™)

ou (b(.,k)) est un symbole dont on calcule les coefficients du développement asymptotique
3" k~!b; avec la formule habituelle, ce qui donne

bn(2,6) =am (2,6 = 0y f)  car g'(z,2) =~y f
brg1 (2,8) =amy1(x,E — Oy f) + %Bwfiagam(xg,fi _ gi(xg,xd))bd:z,zg:z
=1, €~ 0,0f) + o (0050, 1) (2) (0 ) (2, € — B, )
car la partie symétrique de % g’ |wd:w’wg:z est %(axiamj f)(:c) A partir de 13, il est aisé de

vérifier que ay, = by, et ap, 1 = by 4. O

Donnons a présent la définition d’un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m

Définition 4.2. Un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m est une suite d’opérateurs

(Pe: C®°(M,L* ® Q)2 M) — C®(M, L* @ |92 M)),
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dont la suite des noyaux au sens de Shwartz (Py(z4,2q)) est négligeable en dehors de la
diagonale et telle que si (z') est un systéme de coordonnées de M définies sur un ouvert U,
s: U — L une section de L de norme constante égale & 1 et K un compact de U?, alors

k

Py(ag,aa)| = (5= ) ldog|?|deal? s (wg) © 57 (wa) / e*5 D€ a2y, €, k)| dE] + O(k™)

ou (a(.,k)) est un symbole de SJ*(U x R"). Les symboles principal et sous-principal de (Py)
sont les fonctions a® et al _; de C°°(T* M) définies localement par les formules (4.2).

On notera ©™ (M) ’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m. Le produit de
deux opérateurs pseudodifférentiels d’ordre [ et m respectivement est un opérateur pseudod-
ifférentiel d’ordre [ + m. De la régle usuelle de composition

1
Clam + hciymy1 = a;by + h(al.bm+1 + aj41.b + ;(6@' al)(awj bm))

Pon déduit la régle de composition des symbole principal et sous-principal. Si P et ) sont deux
opérateurs pseudifférentiels de symboles principal et sous-principal a}” + ha’, ;| et by, + hby 4
respectivement, alors les symboles principal et sous-principal de P.() sont

(4.3) o B gy = P b + F(a by + afy b + a{al,b%})

ou {f,g} désigne le crochet de Poisson de f,g € C°°(T*M) pour la structure symplectique
donnée par Q. Le commutateur [P, Q)] est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre [ +m + 1,
son symbole principal est

(4.4) ;l-)l-m—H = %{G}U-b%}

De méme, on montre que ’adjoint d’un opérateur pseudodifférentiel de symboles principal
et sous-principal ay;, + ha;, | est un opérateur pseudodifférentiel de symboles principal et
sous-principal ay, + hdy, ;-

Partant du symbole Weyl des opérateurs pseudodifférentiels usuels, on montre que 1’on
peut écrire le noyau d’un opérateur pseudodifférentiel dans notre contexte sous la forme

kNn 1 - ik(zt—z8).(E6+1(Bi(z (g, 00
(52) ldzgl?ldzal? s*(z,) © s7™(wa) / =) (E T3 @ @) by g €, ) dE] + OGK)

a un O(k~°) pres, ou (b(., k)) est un symbole telle que b(z4, 24, &, k) soit symétrique en z4 et
z4. On vérifie alors que les symboles principal et sous-principal sont donnés par

G%(I,f) = bm(x,w,ﬁ), a%+1($,§) = bm_|_1(.’L',.'E,£)
ot b(., k) = k™™ + k™™ byt + O(K~™2).

Introduisons la notion de microsupport. Nous disons d'une suite (ug) de C*°(M, LF)
qu’elle est admissible si quels que soit N, les champs de vecteurs X1, ..., Xx et un compact
K de M, il existe C et N’ tel que

VXl---VXNUk|(£C) <CEY, vzekK
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Cette définition est assez restrictive, mais elle suffit pour ce qui suit. Un opérateur pseudod-
ifférentiel est dit elliptique en x € T* M si son symbole principal ne s’annule pas en z. Soit
T*M le fibré sur M obtenu en compactifiant les fibres 7*M en TiM = T*M U S*~ (T M).
Comme pour la théorie usuelle sur les cotangents, on peut introduire des opérateurs pseudod-
ifférentiels dont le symbole n’est pas & support compact, ce qui permet de définir 'ellipticité
A Dinfini et donc en tout point de T#M. Ceci étant on définit le microsupport d’une suite
admissible (uy) de C*®°(M, L*) comme étant le fermé de T;M dont le complémentaire est
Pensemble des points z € T*M tels qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel (Py) elliptique
en z pour lequel (Pyuy) est négligeable au voisinage de z. On ne s’attardera pas plus sur le
microsupport & 'infini car toutes les suites que nous considérerons auront leur microsupport
inclu dans la section nulle de T* M.

Enfin, donnons quelques exemples classiques d’opérateurs pseudodifférentiels (dont le sym-
bole n’est pas & support compact).

Exemple 4.3. Si X est un champ de vecteurs de M, on définit I’'opérateur
Px : C®(M,I* @ |Q|7) » C°(M,LF ®|Q|7),  Px(u®pu?)= £ (Vxu)® p

Alors P est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, ses symboles principal et sous-principal
sont o(X) + % div, X, ot 0(X) € C®°(T*M) est la fonction qui & [ € T* M associe (l,X‘W(l))
et div, X est la divergence de X par rapport a u. La courbure de LF étant —ikw, nous avons
[Px,Py] = #(Px,y] — w(X,Y)). En calculant le symbole principal du commutateur par
(4.4), on obtient la formule

{o(X),0(Y)} =0o([X,Y]) - w(X,Y)
que 'on peut aussi montrer par un calcul direct. O

Exemple 4.4. Considérons une métrique riemannienne g de M. Définissons le laplacien A
comme étant la composition des applications

C®°(M,LF) = C®(M,LF @ T*M) — C®°(M,LF  T*M @ T* M) — C®(M, L*)

ou la premiére fleche est la connexion V, la seconde le produit tensoriel de V par la connexion
de Levi-Civita et la troisiéme est la contraction avec g. Alors 'opérateur

u® u% - k3(Au) ® ,u%
est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole principal est I — |l |2. Si I'on choisit

pour p la densité induite par g, son symbole sous-principal est nul. On peut aussi définir
lopérateur de Schrodinger

Qu®pz) = (k"2Au+ V) @ p? ot V € C®°(M)

avec champ magnétique w et potentiel V. Son symbole principal est |I|* + V(7 (l)) et son
symbole sous-principal s’annule si p est choisi comme précédemment. O
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1.2 Sections Lagrangiennes

On souhaite définir les sections lagrangiennes associées aux sous-variétés lagrangiennes de
T*M. Commencons par le cas le plus simple ou A est une sous-variété lagrangienne de T* M
telle que la projection m : A — M soit un difféomorphisme. Si L est le fibré trivial M x C,
on associe classiquement & A des fonctions dites lagrangiennes qui s’écrivent localement sur
un ouvert U de M

eihilf(g”)a(x, h)

ot a(x, h) est un symbole et f une fonction & valeurs réelles telle que 'image de df : U — T*M
soit inclue dans A. Munissons I, = M x C de la connexion V = d et posons F(z) = /(%)
nous avons alors

(4.5) |F| =1 et 'image de « : U — T* M, définie par VF = ia ® F, est inclue dans A

Lorsque L est un fibré en droite hermitien munie d’une connexion, cette condition a toujours
un sens et permet de définir les sections lagrangiennes comme étant les suites qui sont de la
forme F*(z)a(z,k). Discutons I’existence de F dans ce cas. Choisissons une section locale
s : U — L de norme constante égale & 1, de sorte que Vs = %ﬂ ® s ou 3 est réelle et df = w.
Cherchons F de la forme €/(*)s. Si A est définie par les équations & = u!(z), alors f doit
vérifier

Oyif = u' + B avec § = B(z)dz’
Si U est contractible, une telle fonction existe si et seulement si
Oyi (w? + B7) = Oy (u’ + )

Or {& —ut, ¢ —ul} = — 0 u? 4+ 0u’ — 0,387 +0,; B°. La condition précédente équivaut donc
a ce que A soit lagrangienne.

Considérons & présent une sous-variété formelle A lagrangienne positive. Cet objet est
défini en 4.43 et 4.50. Indiquons briévement qu’il s’agit d’un idéal Z(A) de C*°(T* M) engendré
localement par une famille libre de n fonctions tel que sa trace ou partie réelle

Ar={ze€T*M/ f(z) =0, VfeI(A)}
soit une sous-variété de T*M, et que son espace tangent
TA={X €T, (T"M)®C /x € Aret (df,X) =0,V feZ(A)}

vérifie TANTA = TAR ® C. A est dite lagrangienne positive si 7 (A) est stable par crochet de
Poisson et si pour tout X € TA, %Q(X , X) est positif. TA est alors un sous-fibré lagrangien
de T(T*M) ® C — Ag. De plus, si X € TA, Q(X, X) =0 implique X € TAr ® C.

Supposons que

AR soit inclue dans la section nulle de T* M

4.6
(4.6) la restriction de 7, : Ty(T* M) — TryM & T)A soit un isomorphisme, Vi € A
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Ces deux hypothéses ne sont pas nécessaires pour définir des sections lagrangiennes associées
a A. Mais dans les applications que nous avons en vue, elles seront toujours vérifiées et
elles simplifient considérablement la présentation. On remarquera que la deuxiéme hypothese
signifie que la sous-variété formelle A n’a pas de caustique.

Si | appartient & la section nulle de T*M, on identifie T;(T*M) avec TroyM o T;T‘(l)M.
Avec cette convention, nous avons

Q((Xl,ll), (XQ,ZQ)) = <11,X2) — <12,X1> + (,()(Xl,XQ)

Pour [ € Ag, on note ¢ : T, ;) M ® C — T;(I)M ® C T'application telle que

(4.7) TA = {(X,q(X)) /| X € Tr(yM © C}

Définissons la partie imaginaire de ¢ par Img(X) = Ziz(q(X) —q(X)) pour X € Tr;yM. Le
sous-espace T)A C T)M ® C étant lagrangien, 1'application bilinéaire

(X,Y) = (Img(X),Y)
est symétrique et du fait que A soit positive, elle est positive et admet pour noyau Ty )7 (Ag).

Dans ce qui suit on ne fera plus de distinction entre Ag et 7(Ag). Rappelons que si X est un
champ de vecteurs de M, la fonction o(X) € C®°(T*M) est définie par o(X)(I) = (I, X|7r(l)>'
Définissons la section F' associée & A.

Proposition 4.5. Soit xo € M. Il existe une section F de L — M définie sur un voisinage
U de xy telle que |F|(zo) =1 et

(4.8) o(X) =(a,X) modZ(A), pour tout champ de vecteurs X de M

ot «a est définie au voisinage de AR NU par VF = ia @ F. Une telle section est plate de
norme constante égale a 1 le long de Ar NU. « s’annule au dessus de A NU et sa dérivée
est

(4.9) (Txa,Y)=(q(X),Y), VX, YeTIM,VIeAgNU
—In|F| et sa dérivée s’annulent le long de Ax NU, son hessien eny € Ag NU est
(4.10) Hess(In|F|)(X,Y) = —(Im¢(X),Y), VX, Y e T,M

Si F' : U' — L est une section qui vérifie les mémes hypothéses et U N U' est conneze, alors
il existe un réel 0 tel que

F'=e%F mod T%(Ag)

La condition (4.8) signifie formellemnent que I'image de a : U — T*M ® C est inclue dans
A, en effet Z(A) représente 1'idéal composé des fonctions s’annulant le long de A. Comme
nous le verrons, I'existence de F' découle du caractere lagrangien de A. On notera d’ailleurs
quesi X,Y € T;M, alors
(Txa,Y) — (Tya, X) =w(X,Y)

car la courbure de L est %w. Compte tenu de (4.9), ceci équivaut & ce que T;A soit lagrangien.
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Preuve. On travaille localement au voisinage de zg. Introduisons un systeme de coordonnées
(z') de M tel que Ag = {z! = ... = 2P = 0} et une section s de L de norme constante égale
4 1. On note 37 les fonctions & valeurs réelles telles que Vs = —if3%dz? @ s. Cherchons une
section F de la forme F = e'fs, autrement dit f doit vérifier les équations

(4.11) £+ —0,f € (M)

D’aprés la proposition 4.46, il existe des fonctions u!,...,u" définies sur M telles que Z(A)
soit engendré par & — v’ et f € C°(M) appartient & Z(A) si et seulement si elle s’annule &
tout ordre le long de Ar. Les équations (4.11) sont donc équivalentes &

(4.12) Opif =B +u' mod T®(Ag)

On résoud dans un premier temps les n—p derniéres équations le long de Ag. Les u s’annulant
le long de AR, nous obtenons le systéeme

Oyih(zPT, ..., z™) = Y0, ...,0,zPTL, ™) avec i = p+1,...,n

Ces équations ont une solution unique & une constante additive prés car d(8/dz’) = w et
A étant lagrangrienne la restriction de w & Ar s’annule. On résoud ensuite les p premieres
équations de (4.12) avec la condition f| Ag = h. D’aprés le lemme 4.42, ce systéme a une
solution si 8, (8 + u*) = 0, (8 + u?) modulo T (Ag) quels que soient i et j compris entre
1 et p et cette solution est unique modulo Z*°(Ag). Nous avons

(4.13) (€ —u', & —ul} = =i + Opiu' — 0! + 0y B

Ces fonctions appartiennent 4 Z(A) et ne dépendent pas des variables ¢!, elles s’annulent
donc a tout ordre le long de Ar et les relations de compatibilité sont vérifiées. Pour finir,
montrons que la fonction f obtenue vérifie les n — p derniéres équations. Pour ¢ = 1,..,p et
j=p+1,...,n, nous avons

04iOpi f = 0yi Opi f = 0,3 (B° + ) = 0,4 (67 + )

d’apreés (4.13). De plus la restriction de 0, f & Agr coincide avec celle de 87 + u/, le résultat
est alors assuré grace au lemme 4.42. Nous avons donc montré ’existence de la section F
et son unicité & un facteur pres modulo Z*°(Ag). Concernant «, remarquons que Z(A) est
engendré par les fonctions &/ — (o, d,;). On en déduit que o s’annule le long de Ar ce qui
implique que F' est plate le long de Ag. Le calcul de la dérivée T'a est conséquence de

TiA = NjKerd(¢7 — (a, 0,5 ))

D’autre part, dIn|F| = %(a — @) ce qui termine la démonstration. O

Pour définir les sections lagrangiennes associées & A, nous supposons que A soit préquantifia-
ble, i.e. que le fibré plat (L — Ag, V) soit trivial. Introduisons une section s : Ag — L plate
de norme constante égale & 1. Appliquant la proposition précédente on étend s & I’aide d’une
partition de I'unité en une section F' : M — L telle que (4.8) soit vérifiée et que |F|(z) < 1 si
xz ¢ AR.
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Définition 4.6. Une section lagrangienne d’ordre m associée a (A, s) est une suite (uy) telle
que

wp € CX(M,LF @ |QF M),  ug(z) = (%)%F’“(m) a(z, k) pt (z) + Ok~

ou p est la codimension de Ag dans M et (a(.,k)) est un symbole de S™(M).

On note 8™ (A, s) (resp. S(A,s)) 'ensemble des sections lagrangiennes associées a (A, s)
d’ordre m (resp. quelconque). Rappelons le résultat suivant.

Lemme 4.7. Soit d € C®(X,R") une fonction strictement positive en dehors de Y, qui
s’annule au second ordre le long de Y et dont le noyau du Hessien soit T,Y en tout x de Y.
Soit (a(.,k)) une suite de C*(X) admettant un développement asymptotique Y 0 ai(z)k™
pour la topologie C°. Soit N un entier positif. Les deuz assertions suivantes sont alors
équivalentes.

1. V K compact de X, 3 C tel que ‘ eikd(w)a(w, k)‘ <C E Y sur K
1t. a; s’annule a 'ordre N — 2i le long de Y, Vi tel que N > 2i

Nous en déduisons que la définition des sections lagrangiennes associées a (A, s) ne dépend
pas du choix de F'. L’application symbole total est définie par

o:S(A,s) = (C®°(M)/I®(Ar)) R, ), o(ug) = Z hitay)

Grace au lemme précédent, on montre que cette application est bien définie et que son noyau
est ’ensemble des suites négligeables. Du lemme de Borel, il découle que o est surjective. Le
symbole principal de (ug) est [an,] € C®°(M)/Z*°(Agr). La projection 7 : T*M — M induit
un isomorphisme C*®(A) — C*(M)/I*(Ar) (cf. proposition 4.46). Le symbole principal
s’identifie donc & une fonction de C*®°(A). De méme on appelle [ay,11] € CP(M)/I®(Ar) le
symbole sous-principal de (uy)-

Estimons la norme d’une section lagrangienne. Pour ce faire, introduisons la mesure
pp € C®(Ag, |Q2|Ar) définie en z € Ag par

1
PA(Xpr1 A e AXy) = (X1 A oA X). det ™2 [<Imq(Xj)’Xk)]j,k:L...,p

si (X1,...,Xpn) (resp. (Xp41,...,Xn)) est une base de T, M (resp. TpAr). Cette définition ne
dépend pas du choix des vecteurs (X;).

Proposition 4.8. Soit (ug) € S™(A,s). Alors (ug,ux) admet un développement asymp-
totique complet en puissance de k. Si a, est la restriction a A du symbole principal de (uy),
alors

(wpyug) = B2 /A lam? jia + O(K2™ )
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Par conséquent, si (ug) € S(A, s), alors (ug) est d’ordre m implique que la norme de (uy)
est O(k~™). La réciproque est fausse. En fait on peut montrer que si 3, A f; est le symbole
total de (ug) € S™(A, s), alors

[lug|| = O(k™™" ) & f; s'annule & 'ordre | — 2N le long de Ag, VI tel que [ — 2N > 0

si N est un entier positif.

Preuve. Il découle du lemme de Morse avec parametres qu’il existe un systéme de coor-
données (z') de M telle que

Ar = {z1 = ..xzp =0}, In|F|= ‘ml‘Q +..+ |acp|2

On estime alors avec le lemme de la phase stationnaire ’intégrale
(g, ) = /|dxp+1 d:v"|/ 2580 | k) Pm(a) | da..da?|

ott p(x) = m(x)|dz?|. Ceci méne au résultat. On identifie uy & Iaide de (4.10). O

Les deux propositions qui suivent sont consacrées a l’action d’un opérateur pseudod-
ifférentiel sur une section lagrangienne.

Proposition 4.9. Les opérateurs pseudodifférentiels préservent les sections lagrangiennes,
i.€.

O"(M) x 8™ (A, 5) = S™(A,5),  (Pe) (k) > (Peug)
L’action d’un opérateur pseudodifférentiel sur S(A, s) induit une application C[[h]]-linéaire sur
espace des symboles (C™(M)/I°°(Ar))[h™L, h]]. De plus, si a¥, € C°(M) et b,y € C®(A)
sont les symboles principauz de (Py) € ©™(M) et (uy) € S™ (A, s) respectivement, alors le
symbole principal de (Pyug) € S™™ (A, s) est

Cmtm! = [am] by € CC(A) ot [ap] € C°(A) = C°(T*M)/Z(A)

On peut auusi étendre cette propostion a des opérateurs pseudodifférentiels dont le sym-
bole n’est pas a support compact, le résultat est le méme. On en déduit que le microsupport
de (ux) € S™(A, s) est inclu dans Ag.

Preuve. On se donne une section locale ¢t de L — M de norme constante égale 3 1 et une
fonction f telle que e*/t soit une section F' associée & (A, s). Nous devons évaluer 'intégrale

P

kN3t ; 1
(Prun)(a) = (57)" ol [ RHDale, o,y k) by, ()] dyde]

ott la phase ¢ est ¢(z,y) = (z* —y"). (€' + 5(8'(z) + F'(y))) + () et u(y) = m(y)|dy|. Nous

avons
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par conséquent, la matrice des dérivées secondes de ¢ par rapport & y et £ est inversible et
nous pouvons appliquer le lemme de la phase stationnaire (cf. [7]). Le résultat est de la forme

kN .
(Pewe)(a) = (5= ) "th.ldalbe @e(a, k)

ou si g est une fonction de z,y et £, g,(z) est telle que g(z,y,&) — g-(z) soit une combi-
naison linéaire & coefficients C*° des 0, 0yi#. La suite c(., k) admet un développement
asymptotique complet en puissance de k dont le premier coefficient est

et = (@ (Y, €) by ()07 (1))

De O¢ip = 2 —y®, on déduit que ¢, (z) = f(z) et que les fonctions Ogi ¢, Oyi ¢ sont combinaisons
linéaires des

-y, &+ p(2) - Onf(a)
et réciproquement. Par conséquent ¢, () = h(z).byy (x)m%(a:) ol h est déterminée par
h(@) = am(z,2,€) + CL(E" + B' () — 04 f (z))
ce qui implique h(z) — ay,(z,z,€) € Z(A). O
Nous pouvons aussi décrire en partie la composition des symboles sous-principaux. Pour

ce faire, on notera div,(X) la divergence par rapport a ;1 d'un champ de vecteurs X de M,
X le champ de vecteurs hamiltonien de f € C°°(T*M) avec la convention de signe

Q(Xy,.) +df =0

Si Y est un champ de vecteurs de T* M, sa restriction & M est par définition le champ de
vecteurs X de M tel que X‘W(l) = W*Y‘l, ou [ appartient & la section nullede 7 : T*M — M.

Soit z € AR, on associe & I'application ¢ : T, M @ C — Ty M ® C, dont le graphe est T, A (cf.
(4.7)), Popérateur

Ay : C¥(T; M) — C=(T; M), Ay = 5(qij + 4j,) ()0 Ogi o gi 5 = (q(Byi), Byi)
Le résultat est le suivant :

Proposition 4.10. i (P) € ¥(M) admet pour symboles principauz ayy, + hapy | et (ug) €
S™(A, s) admet pour symbole total 37, Bby, alors la restriction ¢ Agr du symbole sous-
principal ¢ imy+1 de (Pguyg) est donnée par

Crnan+1(2) =02 (@) b1 (@) + sy (@) (@) + 4 (Vb))
T & (divu(V)(@) + (Agal) (@) b (2)

ou Y est la restriction ¢ M de X,» et z € Ag.
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Preuve. On reprend la preuve précédente avec les mémes notations. La fonction c¢pqm/+1
est

1 (2) =m 73 (@) 3 gty (A (B @06 (@9, bt (9)-m 1))
1=1,2,3
+ Am+1 ('Ta Y, f)bm’ (y) +am (377 Y, §)bm’+1(y)

T

ou la fonction R et 'opérateur A sont donnés par

R(,,8) =9(0,5,€) — o(0) + (o = )€ — ) — 5(0,:0,9), (@) — ). (0" = o7)
A =30,i0g + 5;(0,:0,3 ¢), () 0gi Ogs

La fonction R ne dépend pas de & et est combinaison linéaire des (z! — y%) (27 — y9)(z* — yF).
On en déduit que dans la somme sur [, seul le terme correspondant & [ = 1 ne s’annule pas.
Calculons le en z € Ag:

m () (10,0 (am (2,9, )b ()3 (1)) ) () = HOgiam) (3,3, 0).(Dysbor) )

T

+ %(agiam)(x, %,0).(04i Inm)(z).byy (z) + l.(ayia‘s,-am)(x, z,0).byy ()

1

(4.14)

De plus, a2 (,€) = am («, 2, €) et (3yiam)(w,7,8) = $0,0% (2, €) 81 am(z, y, €) est symétrique
en z,y, par conséquent

(Yoo ) (z) = (agl am) (2,2, 0).(Ogi b ) ()
div,(Y) = (O¢iam)(z,7,0).(0y Inm)(x) + 2(0,i Oiam)(, z,0)

On identifie ainsi les différents termes de (4.14). D’autre part, nous avons
(0505 8) () = (94103 f) (%) = 5(0i ' () + Oy ' (<)
De plus Vel/®t(z) = i(—f(z) + 0, f)dz' @ e/ (Pt(x), ce qui meéne &
(0yi0y;8),(z) = 3 (4(Oyi, i) + q(Oyi, Oyi))

et ’on reconnait de la sorte (Aja) ‘ AR'bm’ | Ag’ Pour interpréter les termes restants, on utilise

que ayy 1 (z,€) = amy1(z,3,&) siam(z,y,§) est symétrique en z,y. O

1.3 Opérateurs intégraux de Fourier

On se donne deux variétés M7 et My de dimensions 11 et ng, que ’on munit des mémes données
(Li, V', w*, Q' p;) que M. Les opérateurs intégraux de Fourier sont des suites d’applications

(Pp : C°(My, LF @ |Q|2 M) — C®(Ms, Lk ® |92 Mb))

dont les noyaux au sens de Shwartz sont des sections lagrangiennes. On considére que la
structure symplectique de T*M; x T* M, est donnée par

* *
ng == ’/TIQl - 7['292
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ou m; : T*M; x T*My — T*M; est la projection canonique. On se donne une sous-variété
formelle A de T* M, x T* My lagrangienne positive telle que

A]%@QCMl X Moy

(4.15) - o A 12 : : 12
la restriction de 7, & T;A"“ est un isomorphisme, VI € Ay

ou 7 est la projection T* My xT* My — M1 x Ms. Considérons une section s19 : Aﬁg — Ly IZLQ_1
plate de norme constante égale a 1.

A" et Q9 sont les données adéquates pour décrire les compositions, par contre il faut
les modifier si I’on souhaite voir les noyaux des opérateurs intégraux de Fourier comme des
sections lagrangiennes. Notons i : T* M7 x T* My — T* M7 x T* M5 1’application qui & (l1,12)
associe (I1, —lz). i(A'?) est alors une sous-variété formelle de T*M; x T*M, lagrangienne
positive pour la 2-forme symplectique Q = ¢*{215. Définissons

M=M xMy,, L=LRL;' ~v=xiy+rsy

Remarquons que €2 = dy + m*w ol —iw est la courbure de L; X L L et 7 la projection de
T* My x T* My sur My X My. Les hypothéses du chapitre précédent sont donc vérifiées (entre
autres, i(A'?)gr = A2 et (4.6) découle de (4.15)). En appliquant la proposition 4.5 & i(A12),
on obtient une section F' de Ly X L5 LN My x My dont la restriction & Aﬁg est s19.

Définition 4.11. Un opérateur intégral de Fourier d’ordre m associée & (A2, s) est une suite
d’applications (Py) dont les noyaux au sens de Shwartz sont de la forme

k ni1+ng

Pulonaz) = (5o) * FHo1,0) flan, o0, k) i (21) @ i (22) + O(K™)

ou (f(.,k)) est un symbole de S™(M; x My).

On note F™(A'2, s15) I’ensemble de ces opérateurs et F(A'?, s15) I'union des F™ (A2 s15).
On définit comme pour les sections lagrangiennes le symbole total

F™MA2, 519) = (C®(My x Mp)/T®(AR))[A Bl Pe— > H[f]

I>m

ot les f; sont les coefficients du développement asymptotique Y, k= f; de (f(.,k)). Le symbole
principal de (P;) est [f.,] que I'on considérera souvent comme un élément de C°(A'2). Le
symbole sous-principal est [f,+1]

L’adjoint d’un opérateur intégral de Fourier est un opérateur du méme type. Précisément,
soit A?! la sous variété formelle j(A'2), ol

j :T*Ml X T*M2 — T*M2 X T*Ml

est 'application qui échange les facteurs. La partie réelle Aél de A% est j (A]%). Soit s91 la
section de LoR LT — AZ' qui & (z2,21) associe 519(x1,22) € Ll‘z1®L2_1‘z2 o L1_1‘1121®L2|z2'
Nous avons

fm(Au,Slg) — f’m(Am,SZI)a (Pk) — (PI:)



1 Opérateurs pseudodifférentiels et intégraux de Fourier 127

Si Y Alf, et Y Alg, sont les symboles totaux de (Py) et (Py), alors g;(z2,71) = fi(z1,72).

Décrivons la composition de ces opérateurs avec les opérateurs pseudodifférentiels. Pour
ce qui est des notations, on décomposera I’application ¢ dont le graphe est TA'? (cf. (4.7))
en

q=qlo+ %, ouqly: Ty (M x My) ®C — T, M; ® Cet (z1,72) € AR
de sorte que si a9 est définie par VF = ia10 ® F, alors
(Tix1,x2)012, (Y1, Y2)) = (q12(X1, X2), Y1) — (q12(X1, X2), Ya)
La proposition suivante se démontre comme les propositions 4.9 et 4.10.

Proposition 4.12. Soient (P;) € U™ (M) de symboles a,+ha¥_ et (Qx) € FP(A'2,s12) de
symbole total > A'b;. Alors (PyoQy) est un opérateur de F™P(A'2 s19) de symbole principal
Cmp = [T7a%).cp, la restriction de son symbole sous-principal ¢ AR est

Cmtp+1 (21, 22) =ag (£1)-bpi1 (w1, 22) + agy 1 (21) by (21, 22) + §(Yobp) (21, 72)
+ % divy, (Y)(z1).bp(z1,22) + %(Aq%za%)(xl).bp(xl.xg)

ot Y est la restriction a My du champ de vecteurs hamiltonien de ajy et Alﬁz est lopérateur

C®(Ty My) — C®(Ty M), Ay = 3(qij+ ¢5i)(1,22)0:0s  0U giyj = (q12(0si; 0), Opi)

d12

D’autre part, si (Ry) € ©™ admet pour symbole principal d¥,, alors (Qr o Ry) est un opérateur
de F™P(A12,s15). Son symbole principal est by.[r3d%].

Pour décrire la composition des opérateurs intégraux de Fourier, on considére une troisieme
variété M3 munie des mémes données que M; et My de sorte & définir comme ci-dessus
I’ensemble F™ (A%, s93) ot A% est une sous-variété formelle de T* My x T* M3. On suppose
que

I'intersection A% de AfZ x M3z et My x A% est non dégénérée au sens de Bott,
la projection de A%{ sur M; X M3 est un plongement,
Ty (A" x T* M) + Ty(T*M; x A*®) = T)(T*M; x T*My x T*M3) ® C, Vi€ A3

Comme A2 C My x My et A2} C My x Ms, ces hypotheses sont équivalentes & celles de
la. proposition 4.51. Ceci définit la sous-variété formelle A3 = A2 o A2 de T*M; x T*Ms.
Rappelons qu’une telle composition induit une application bilinéaire

B : C®(A'2) x C%®(AB) — C™(A?)
De plus la partie réelle de A3 est la projection de A% sur My x M3. On définit la section
s1i3: AR = L1 R L3",  si3(z1,03) = s12(21,2)-523(2,23)  si (21,72, 73) € AR

Elle est plate de norme constante égale a 1.
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Lemme 4.13. Soit (z1,z2,73) € A%. L’application C-bilinéaire L de Ty, My ® C définie par
L(X,Y) = i{gF5(0, X),Y) — i{g35(X, 0),Y)

est symétrique non-dégénérée. Sa partie réelle est une application bilinéaire symétrique de
T,,M> définie positive.

Preuve. Du fait que TA'? et T'A?3 soient lagrangiens, nous avons
<Q%2(07X)7Y> - <Q%2(07Y)aX> = _wQ(Xay)a <q§3(X, 0)7Y> - <q§3(07Y)aX) = _WQ(Xay)

Et par conséquent L est symétrique. Montrons & présent que la partie réelle de L est définie
positive, ceci impliquera que L est non-dégénérée. La premiere égalité ci-dessus implique que
la partie réelle de

(X,Y) = i(g}(0, X),Y)
est symétrique. De plus A2 étant positive, elle est positive et son noyau est Ty, 20 AﬁgﬁT582 M.

De méme, la partie réelle de —i(g3;(X,0),Y) est symétrique positive et admet pour noyau
Tzz,ng%@?’ N Ty, My. Par conséquent la partie réelle de L est positive, son noyau étant

Twl,szl%KQ n TszQ n T$2,$3A]%§3

Cet espace est le noyau de I'application tangente de la projection Aﬁ — M; x Ms. Il est
réduit & (0) par hypothése. O

De ce lemme, on déduit que ¢%,(0, X) = ¢35(X,0) implique X = 0 et ceci montre que la
restriction de la projection T} (7" My X T*M3) — Trq) (M1 x M3) a T;A'? est un isomorphisme
quel que soit [ € A2, Par conséquent A'? vérifie (4.15) et I'espace F™(A!3,s13) est bien
défini. De plus si (z1,z2,23) € A%, on définit un élément de volume p(z1,z9,23) € |Qy, Mo
par

/,L(.’L'l,.’L'Q,.T?,) = det% [ij] |91 FARAY 9n|

otl (X;) est une base de T, M, (%) sa base duale et Lj, = L(Xj, X}). La racine carrée est
déteminée par la convention suivante: la fonction

Lj,k — det% [Lj,k]

est continue sur I’ensemble convexe des matrices L; symétriques inversibles de partie réelle
définie positive. Sa restriction & ’ensemble des matrices réelles définies positives est positive.
On remarquera que la définition de p(z1, z2, 3) ne dépend pas du choix de la base (X;).

Proposition 4.14. Sous les hypothéses précédentes, (Qr o Py) appartient ¢ FPTI(A3, s13)
si (Py) appartient @ FP(A'2 s12) et (Qr) a@ FI(A?3,s93). Cette opération induit une appli-
cation C[[h]]-bilinéaire sur les symboles totauz et une application bilinéaire sur les symboles
principauz. Cette derniére est de la forme

C®(A'?) x C®(A%) = C®(A®),  (f.9) = B(f,9)-h

ot h € C®(A'3) est déteminée par A2, A% et po. Si (x1,29,73) € AR, alors h(zy,z3) est le
produit de po(x2) par p (w1, T2, 23).
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Remarque 4.15. On déduit de cette proposition ’action d’un opérateur intégral de Fourier
sur une section lagrangienne. Pour ce faire il suffit de considérer que M3 est réduite & un
point

Preuve. On travaille localement. Soit s; une section de L; — M de norme constant égale
aloui=1,2o0u3. Pour (i,7) = (1,2),(2,3) ou (1,3), on écrit le noyau d’un opérateur de
F™(AY, s;5) sous la forme

. .. 1 1
Py (w1, 72) = (%) Yok @n) (g 3 k) p? p? sis; !

ot1 /i s; 3;1 est la section F' associée & (A%, s;;) et f¥(.,k) est un symbole. Nous évaluons
I’intégrale suivante par le lemme de la phase stationnaire

I(zy,23,k) = / 6ik¢f12($1,$2>k)f23($2,$3ak) m(z2) |dsl
Mo
avec U = m(w2)|dx2| et ¢($1,$2,$3) = ¢12($1,$2) + ¢23($2,$3)

On se localise au voisinage de Ar car en dehors de cet ensemble la partie imaginaire de la
phase ¢ est strictement positive. Avec les notations du lemme 4.13, nous avons

(4.16) ~i(0,40,;)(2) = L(043,,)

Cette matrice est donc inversible, et nous pouvons appliquer le lemme de la phase stationnaire.
11 vient

k

I(z1,z3,k) = (—

ny
2 ikgy 13 —
27r) el f (@1, 23, k) + O(k™)

ou f13(x1,z3,k) est un symbole et
(4.17) ¢r(z1,73) = P21, T2, 23) + CL((axgﬁf’)(azgqs))

(4.18) 163 (@1, ws) = 37 (21, 32) S (w2, w3)m(ws) det 2 [=i0,;0,; ¢l + CL(D43.9)

avec des combinaisons linéaires & coefficients C*°. Montrons que e#%rs; ® sgl est une section
F associée & A'? et s13. En restreignant (4.17) & A2, il vient que la restriction de ethdr g, ®s§1
a Aﬁg’ coincide avec si3. Il reste & montrer que

(4.19) &+ 81— 0y €T(AY), &+ B3+ 900 € T(AY)
ou les fonctions B; sont définies par Vs; = —z'ﬁj-dxi ® sj. L’idéal T (A?) est engendré par les
fonctions

&+ B3+ Opibia,  E+ Py + 0y

Ainsi awé ¢ appartient & cet idéal. En dérivant (4.17), il vient que 8% 10 — [‘)mil ¢ est combi-
naison linéaire des 9,; ¢ et donc appartient a 7 (A?). Donc & + i — 0, ¢r appartient & Z (A?).
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Ceci montre les premiéres équations de (4.19) car les fonctions des Z(A'%) sont par définition
les fonctions de Z(A?) qui ne dépendent pas des variables (z2,&). Les autres équations
s’obtiennent de la méme fagon.

Concernant les symboles principaux, on identifie C*(L¥) & C™(M; x M;)/Z>®(AY). No-
tons fo(w1,z3) la fonction B(f32, f2%). Elle est déterminée par

folw1,23) = fo? (w1, 2)- 5" (w2, 3) modulo Z(A?)

Si l'on introduit une fonction f(z1,3) telle que fa2(x1,z2). &3 (22, 3) — f(z1,x3) soit com-

binaison linéaire des 855% ¢, on déduit de Bxé ¢ € Z(A) que f(z1,z3) et fo(z1,z3) sont égales
modulo Z®(A$*). On en déduit le résultat final avec pour h(z1,z3) une fonction telle que

h(w1,5) = m(w2). det™2[=i0,; 0,5 8] 5 + CL(949)

Sa restriction & AL} se calcule grace & (4.16). O

1.4 Compléments

Discutons briévement quelques points que nous n’avons pas développés car ils ne nous seront
pas utiles par la suite. Tout d’abord, il est possible d’introduire un fibré préquantifiant dans
ce contexte. Il s’agit du fibré K = 7#L, ot 7 est la projection T*M — M. K hérite de L
une structure hermitienne 2%. On le munit de la connexion

K _ 1
VE = 7#V + Ly

ou 7 est la 1-forme de Liouville. La courbure de K est alors %Q Pour illustrer ceci, considérons
une sous-variété lagrangienne A C T*M, telle que la projection 7 : A — M soit un difféo-
morphisme. Comme nous ’avons vu, on associe localement & A une section F' de L qui
vérifie (4.5). Nous affirmons qu’il existe une section globale F' : M — L qui vérifie (4.5) si
et seulement si le fibré plat (K ‘ A VE) est trivial. Pour montrer ceci, introduisons la section
t: M — T*M dont I'image est A, et le fibré J = t# K muni de la connection V’/ = t#VX,
En tant que fibré, J est identique & L‘ A~ Par contre,

J _ 1 _ 1
On constate alors que la condition (4.5) équivaut a ce que F' soit une section plate de J.

Expliquons a présent comment introduire des sections lagrangiennes associées & une variété
lagrangienne A telle que 7 : A — M ne soit pas nécessairement un difféomorphisme. On
considére des ouverts U et V de R" et M respectivement, munis de coordonnées (y°) et (z*).
On introduit le fibré LY = p#L, ou p est la projection U x V' — V. On considére une section
F de LY telle que si VF = ia ® F, alors les différentielles des fonctions (c, 0yi) forment une
famille libre au dessus des points de

C={(y,x) €U xV [{e,8yi)(y,z) = 0}
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et A soit définie localement par les équations

&i = <a78mi>(y7$)’ ("an) eC

Les sections lagrangiennes associées a A s’écriront alors au dessus de V

w@) = (£)7 [ P agatw, 2 Ry

2

ot (a(.,k)) est un symbole de S(U x V). Pour montrer 1’existence de F', on peut se ramener &
la construction d’une phase avec parametre. Soit une section s : V' — L de norme constante
égale & 1. Cherchons F sous la forme €% s(z), les équations définissant A sont alors

& = 0,¢(z,y) — B(z), 8yid(z,y) =0
ou Vs = % B'dz* ® s. Dans les coordonnées (¢ = ¢¢ + B%(x), nous obtenons

et Q = d¢® Adz'. On reconnait les équations habituelles. On peut bien-sur adapter les
résultats connus sur les distributions lagrangiennes dans ce contexte et définir des opérateurs
intégraux de Fourier. On remarquera d’ailleurs que les opérateurs pseudodifférentiels tels que
nous les avons définis sont associés & la diagonale de T*M x T*M.

A propos des sections lagrangiennes ou opérateurs Fourier intégraux associés a des sous-
variétés formelles, signalons qu’il existe une autre filtration que (S™),, ou (F™),, qui présente
des propriétés intéressantes. Considérons par exemple I’espace S°(A,t). Quitte & le quo-
tienter par I’ensemble des suites négligeables, il est isomorphe & D(Ag)[[A]], ot D(Agr) =
C*®(M)/Z°°(Ar) est 'ensemble des développements de Taylor le long de Ag. On définit alors

la filtration (Wp,)n, de D(Ar)[[]]
Zhl[fl] EWne (fie T™ 2 (AR), pour tout [ tel que m > 21)

On peut introduire la méme filtration pour les opérateurs intégraux de Fourier. On montre
alors qu’elle est compatible avec les compositions. On peut aussi définir un symbole principal
associé & cette filtration et décrire le calcul symbolique, il ne dépend que des espaces tangents
des sous-variétés formelles. Comme nous l’avons indiqué apres la proposition 4.8, c’est par
cette filtration que 'on contréle la norme des sections lagrangiennes. Nous pensons qu’il en
est de méme pour la norme des opérateurs intégraux de Fourier.

Enfin, pour ce qui est du calcul symbolique décrit dans les chapitres 1.2 et 1.3, nous remar-
querons qu’il n’est pas complet dans le sens ou il ne traite que la composition des symboles
sur les parties réelles des sous-variétés formelles. Il est certainement possible d’étendre ceci
avec des demi-densités sur les sous-variétés formelles, comme 'ont fait Melin et Sjostrand
dans le contexte homogene [9].
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2 Préliminaires symplectiques

2.1 Sous-variété involutive strictement positive

Soit (S, (2) une variété symplectique de dimension 2n. On note {f, g} € C*®(S) le crochet de
Poisson de f,g € C*°(S). On utilise la méme notation pour le crochet de Poisson {l1,l2} € C
de deux formes linéaires de T;S ® C. Si f € C*°(M), on note Xy le champs de vecteur
hamiltonien (1x,w + df = 0).

Définition 4.16. Une sous-variété de S involutive strictement positive est une sous-variété
formelle T' de S dont l'idéal Z(T') est stable par crochet de Poisson et telle que la forme
sesquilinéaire de (T,,I")*

(I1,12) = Hiy, I}

soit définie positive, quel que soit z € .

Pour qu’une sous-variété formelle I" soit involutive strictement positive, il faut et il suffit
que pour tout systéme de générateurs (U,u', ..., u®) de Z(I), il existe une famille de fonctions
ap’ telle que {u',u} = >, ap’u” sur U et 1{u’, u'} soit définie positive le long de Tr N U.

Cette notion a été introduite par Boutet de Monvel et Sjostrand dans le contexte suivant.

Exemple 4.17. Soit (M, J) une variété complexe de dimension complexe n + 1 et D un
domaine de M. Le fibré E — 90D composé des vecteurs holomorphes de M tangents & 0D
est de dimension complexe n. La variété S est T*0D — (0 munie de sa structure symplectique
usuelle. L’idéal engendré par les fonctions o(X) € C®(S) ou X décrit les sections de E,
définit une sous-variété formelle I' de S de codimension n. Si X et Y sont deux champs de
vecteurs de T'0D, nous avons

{o(X),0(Y)} = o([X,Y])

FE étant un sous-fibré intégrable de TOD ® C, T est involutive. Décrivons I'r. F est en somme
directe avec E. Notons F — 0D le sous-fibré de TOD tel que F C = E@ E. © = F*+
est un sous-fibré de T*9D de dimension 1; X — 0 est une sous-variété de S de codimension
2n, c’est la partie réelle de I'. X est naturellement muni d’une orientation: si X € T, X est
un vecteur transverse a F, alors JX € T, M n’est pas tangent & dD; supposons que JX
soit sortant, alors a € 3, est positive si (@, X) est positive. On note 3" ’ensemble des
covecteurs positif de ¥ — 0. Si « est une section de ¥ et X,Y des sections de F, nous avons
—(a,[X,Y]) = da(X AY). Ainsi si 8 € &, nous définissons une forme sesquilinéaire de E,

(X,Y) = 3(B,[X,Y])

Si elle est définie positive quel que soit B € X1, alors D est dit strictement pseudo-convexe.
Dans ce cas 'idéal engendré au voisinage de %7 par les fonctions o(X) € C*°(S) ou X décrit
les sections de E, définit une sous-variété formelle '™ involutive strictement positive, sa partie
réelle ¥ est un cone symplectique de S. O
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Cet exemple sert de modéle dans la théorie homogene des opérateurs de Toeplitz. Dans
la théorie & petit parametre, I’exemple équivalent est le suivant.

Exemple 4.18. On se donne une variété kahlerienne M. On note w la deux-forme fondamen-
tale de M. La variété S est le cotangent 7* M muni de la deux-forme symplectique dy + 7*w,
ol 7 est la 1-forme de Liouville de T*M et 7 est la projection T*M — M. L’idéal engendré
par les fonctions o(X), o X décrit les champs de vecteurs holomorphes de M définit une
sous-variété formelle I' de T* M involutive strictement positive. En effet si X et Y sont deux

champs de vecteurs de M,
{o(X),0(Y)} = o([X,Y]) —w(X,Y)

T%' M étant un sous-fibré de TM ® C intégrable et lagrangien, Z(T') est stable par crochet
de Poisson. (X,Y) — %w(X ,Y) est une forme sesquilinéaire définie positive de T9M, par
conséquent I' est strictement positive. Notons que la partie réelle de I' est la section nulle de
T*M qui est isomorphe & M en tant que variété symplectique. O

Revenons 4 la situation générale et donnons quelques propriétés des sous-variétés involu-
tives strictement positives.

Proposition 4.19. Si T une sous-variété involutive strictement positive de S de codimension
k, alors sa partie réelle I'r est une sous-variété symplectique de codimension 2k. De plus si
z € I'g,

T,8 ® C = (T,T*+* @ T,T+?) @ (T,Tg ® C), T,T = T,T+* @ (T,Tg ® C)

et (Tp,I+o @ T,I0) = (T,I'r ® C)12 est un espace vectoriel symplectique dont T,I'2 est un
sous-espace lagrangien.

Preuve. TS est un espace symplectique dont la deux-forme symplectique est donnée par
le crochet de Poisson. Par hypothese, si X € (T,I')*, {X, X} = 0 implique X = 0. Nous
en déduisons que (T,T')* N (T,T)* = (0) et aussi que (T,T')* @ (T,T')* est un sous-espace
vectoriel symplectique de TS ® C. De plus, (T,T)* + (T,T)* = (T,Tr ® O)* et T étant
involutive (T,T')* est un sous-espace lagrangien de (T,I'gr ® C)*. Pour montrer le résultat, il
suffit de considérer I'image réciproque de ces espaces par 'application ¢ : T,,§ — T;S quia X
associe (X, .). Rappelons que ¢ est un symplectomorphisme et que si E est un sous-espace
de TS, alors p(E+2) = E+. O

Le résultat suivant démontré par Boutet de Monvel dans I’appendice de [1] donne la forme
normale locale d’une sous-variété symplectique involutive strictement positive.

Proposition 4.20. Soit I' une sous-variété involutive strictement positive de S de codimen-

sion k et x € Tr. Il existe alors un voisinage U de = et un systéme de générateurs u', ..., u*

définis sur U tels que

{v/,u'} =0 mod I (Ag)
%{uj, ﬂl} = ¢;; mod I°°(AR)
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On remarquera que les fonctions (u’, %) forment un systéme de coordonnées transverses 3
'k en dualité avec les champs de vecteurs ¢ X;;, —i.X,;. Ainsion peut écrire le développement
de Taylor le long de T'g de f € C*°(S) comme une série formelle de C*°(T'g)[[U,U]] (cf. fin
du paragraphe 5.1)

1
alp!

Si le support de f est un compact de U, alors f € Z(T') équivaut a [Df](x,U,0) = 0. Aux
conditions sur les supports pres, C>®(T') se présente localement comme l’algébre de séries
formelles C*°(I'r)[[U]].

(4.20) [Df(z,T,U) = fa,s(z)TUP ol fop = (—iXu)*.(iXa)’ fp,

De maniére formelle, on peut considérer que I' est coisotrope et et qu’elle posséde donc un
feuilletage canonique. Ce feuilletage définit en fait une fibration de I' sur I'r, les cordonnées
dans les fibres étant les variables formelles U?. Enfin on dispose du résultat suivant démontré
par Boutet de Monvel et Guillemin dans appendice de [2].

Proposition 4.21. Soit M une sous-variété symplectique fermée de S. Il existe alors une
sous-variété involutive strictement positive de S dont la partie réelle soit M.

Ce résultat permet d’étendre les exemples que nous avons donnés ci-dessus. Appliqué dans
la théorie homogene (cf. [2]), il permet de quantifier les cones symplectiques. Dans la théorie
a petit parametre, on considére un variété symplectique M que I’on identifie & la section nulle
de T* M munie comme ci-dessus de la deux forme symplectique dy 4+ 7*w. On introduit alors
une sous-variété I' involutive strictement positive de 7% M dont la partie réelle soit M.

2.2 Relations canoniques associées

Dans ce chapitre nous expliquons comment 1’on prolonge une sous-variété lagrangienne A
de M en une sous-variété formelle lagrangienne de S, a I'aide d’une sous-variété formelle
I' involutive et strictement positive de partie réelle M. Nous considérons aussi I'opération
analogue pour les sous-variétés lagrangiennes de produits de variétés symplectiques. Nous
décrivons les espaces de symboles associés, les compositions de ces variétés lagrangiennes et
le calcul symbolique qui en découle.

Considérons deux plongements symplectiques (M;,w;) — (S;,€;) avec 7+ = 1 ou 2 et
introduisons deux sous-variété I'' et T'? de S; et Sy respectivement, involutives strictement
positives dont les parties réelles soient M7 et My respectivement. On notera n; la dimension
de S; et 2(n; — k;) la dimension de M;. On suppose que les produits M; x My et S; X So sont
munies des deux formes symplectiques mjwi — Towa et w1 — w5Llo, ou m et mo désigne les
projections sur les premiers et seconds facteurs respectivement.

Si A est une sous-variété lagrangienne de M1 X Ms, on souhaite définir une sous-variété
lagrangienne A de S; x S» obtenue en propageant A par le flot hamiltonien des i f et w3g, ol
f et g décrivent Z(T'!) et Z(I'?) respectivement. Le probléme est que ces champs de vecteurs
hamiltoniens sont complexes et n’engendrent aucun flot & proprement parler. Pour contourner
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ceci, nous introduisons I'idéal Z(A) composé des fonctions h € C*(S; x S2) telles que

Vi, >0, Viy > 0, Vfl, ...,fll S I(Fl), Vg1, - Gl, € I(P2)
Xt fy- Xt fi - Xggo Xy -y = 0
Proposition 4.22. I(]\) définit une sous-variété lagrangienne positive de S1 X So dont la
partie réelle est A et dont ’espace tangent est

T$1;$2A = (Twlrl)J—Q S (T$1,$2A ® C) S (Tw2f‘2)J—Q’ st (.’E1,$2) €A

Cette construction est assez générale et nous ’appliquerons de plusieurs manieres. Si
Pon choisit My = Sy = {.}, on associe & une sous-variété lagrangienne de M; une sous-
variété formelle lagrangienne de S;. Si M7 = My, §1 = S9 et I'y = TI'9, considérons un
symplectomorphisme ¢ de M7, on lui associe alors son graphe A et donc une sous-variété
lagrangienne de S; x S;. Dans les chapitres suivants, ceci nous permettra de définir les
sections lagrangiennes et de quantifier des symplectomorphismes d’une variété symplectique
M. Entre autres, les opérateurs de Toeplitz seront définis & partir de I'application identité.
On s’intéressera aussi au cas ou M1 = My, (S1,T'1) # (S2,T'2) et A = diag M. Les opérateurs
associés permettront de faire le lien entre deux quantifications distinctes de M.

Preuve. Z(A) est un idéal de C*°(S; x Sz) stable par somme localement finie et de trace A.
Pour montrer qu’il définit une sous-variété formelle, il nous suffit de construire un systéme de
générateurs vérifiant les hypotheses de la définition 4.43, au voisinage de tout point (z1,z2) €
A. Considérons (ul, ...,u™) et (ud, ..., ut?) des systémes de générateurs sous la forme normale
de Z(T'!) et Z(I'?) respectivement, définis sur des voisinages Wi de x1 et Wo de z3. On vérifie
que si h € C®(S; x S2) a son support inclu dans Wi x Wy, alors

(4.21) he€Z(A) & (Xnru)*(Xngan)’h|, =0, Vo, B

Soit (xi)izl,___,Q(nl+n2_kl_k2) un systeme de coordonnées de M; x My tel qu’au voisinage de
(21, z2)

A= {wl — = gmtna—ki—k2 _ 0}

Prolongeons ces coordonnées sur S x Sy de telle sorte que {z, ¥l }, {zf, 7l }, {a’, njub} et
{z*, 75uk} s’annulent & tout ordre le long de A. Nous affirmons que la famille (7} u!, 73, z*)
outvariedel a ki, jdelakyetkdeldns+ne—ki—ke, constitue un systéeme de générateurs
de Z(A). Pour le voir il suffit d’écrire le développement de Taylor des fonctions de C*°(81 x.5)
le long de A & I’aide du systéme de coordonnées transverses (mju’, wiut, myud, miud, z%) on
i=1,..,ke,7=1,...ke et k=1,..n1 +no — k1 — k2 et d’appliquer (4.21). On vérifie ensuite
que ’espace tangent de A se décompose comme dans 1’énoncé de la proposition. La positivité
découle de la positivité de T'* et T'2. Il nous reste 4 montrer que Z(A) est involutif. Pour cela,
il suffit de montrer que le crochet de Poisson de deux générateurs appartient & 7 (]\) En fait,
la question se pose seulement pour h¥ = {z% 2/} car les autres crochets s’annulent & tout
ordre le long de A. Comme l’espace tangent de A est lagrangien, h”/ s’annule le long de A.
Il résulte de I'identité de Jacobi que {h¥, niu'} et {h¥, w3ul} s’annulent & tout ordre le long
de diag(X). Le résultat s’obtient alors en appliquant (4.21). O
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Appliquant (4.21), on identifie localement & 1’aide de systémes de générateurs (ul, ... ulfl)

et (ué,...,ugz) sous la forme normale de _Z'(Fl) et Z(I'?) respectivement, les fonctions de
C*(A) a des séries formelles de C*°(A)[[U1,Us]] : on associe a la classe d’équivalence de
f € C®(S1 x S2) la série formelle

(422)  F(z,01,02) = Y fas(z)U2Uy Ol fop = (—iXrra)* (=i Xnya.) f|

1
alp!
Le signe — en facteur de X+, vient du fait que {7r2u2', w4k} = —id;5. Comme nous avons
expliqué plus haut, on peut considérer que I'on dispose de deux fibrations 't — M et
2 - M,. De méme, A s'interpréte comme un produit fibré I'' x, T'!, (Uy,Uy) étant les
variables dans les fibres.

Passons en revue quelques opérations sur ces variétés lagrangiennes. La premiére corres-
pond & la prise de ’adjoint d’un opérateur intégral de Fourier. Soit

jM:MlxMQ—)MQXMl, j5:51XSQ—)Sz><Sl

les applications qui échangent les facteurs. Si A est une sous-variété lagrangienne de M x Mo,
on définit A’ = jps(A) et ensuite la sous-variété formelle A’ de Sy x Sy. On vérifie alors que
A’ est le conjugué de jg(A). On introduit de la sorte application C®(A) — C®(A’) qui &
la classe d’équivalence d’une fonction F' associe la classe d’équivalence du conjugué de jgF'.
Utilisant les notations (4.22), cette application s’écrit

C(MN)[T1,Ta]] » CX(M[T2, Uy Y- fapg@TRUS =" ity Fap(@)URTY

Considérons & présent les opérations induites par la composition d’un opérateurs pseu-
dodifférentiel et d’un opérateur intégral de Fourier. Si Ay est la diagonale de S; x S1, alors
AjoA = A. Tapplication bilinéaire C%°(S;) x C*®(A) — C*(A) associée i cette composition
est décrite localement avec les notations (4.20) et (4.22) par

C*(S1) x C*(N)[[U1,s]] = C*(A)[[T1, Uo]]
fa G(.’L‘, Ula U2) - [Df](.’[), Ula O)G('T’ Ula U2)
De méme si A, est la diagonale de Sy X Ss, alors AoAy = A et lapplication bilinéaire associée
s’écrit
*(N)[[U1, Va]] x C(82) = C*(A)[[U1, U2]]
F(z,U1,Us),g = F(z,U1,Us).[Dg(x,0,Us)

Traitons 'opération sous-jacente a la composition des opérateurs intégraux de Fourier. On
se donne un troisitme plongement symplectique (M3, w3) — (S3,€3) et une sous-variété I'3
involutive et strictement positive de S5 de partie réelle M3. Soit A2 et A?® des sous-variétés
lagrangiennes de M1 X Ms et My X M3 respectivement. Définissons comme ci-dessus les sous-
variétés formelles A12 et A23 lagrangiennes positives. On souhaite étudier la composition de
A2 et A%, Formulons les hypotheses sous lesquelles la composition de A2 et A?? est bien
définie :

intersection A de A'2 x My et My x A?? est transverse,

la projection 3 : M1 X Ms X M3 — M; x M3 restreinte & A est un plongement.



3 Quantification des variétés symplectiques compactes 137

Notons que la premiére hypothese implique que cette application est une immersion lagran-
gienne. A'® = m3(A) = A'20A?3 est alors une sous-variété lagrangienne de My x M3. Comme
nous le verrons ces hypothéses impliquent aussi que la composition de A2 et A?3 est bien
définie dans le sens de la proposition 4.51. Notons i' : A — A et 3 : A3 — A?3 les
applications telles que si (1,29, 73) € A, alors i (z1,z3) = (z1,22) et i3(x1,x3) = (2, 23).
L’application bilinéaire associée & la composition A'? = A'? o A2 est

C®(A"?) x C®(A®) - C®(A"),  f,g = h(z) = f(i1(x)).g(i3(x))
On note A!3 la sous-variété formelle de Sy x S5 associée & A3.

Proposition 4.23. La composition de A2 et A% est bien définie et nous avons A =
A2 o A?3. L’application bilinéaire associée s’écrit en utilisant des systémes de générateurs
(uj) de IV ot j = 1,2 ou 3 sous la forme normale et les notations (4.22)

C®(A)[[T1, Ua]] x CF(A®)[[Us, Us]] = C®(A")[[T1, Us)]
F("I"a Ula UQ)’ G('T, ﬁ?a U3) - F(il(x)’ Ula O)G(7‘3 ('T), 0, U3)

Cette proposition généralise un résultat de Boutet de Monvel [1] qui correspond & M; =
My =M;=M,T! =T? =T3 et A2 = A?3 = diag M.
Remarque 4.24. Si M3 = S3 = {.} les sous-variétés lagrangiennes de My x M3 s’identifient

aux sous-variétés lagrangiennes de Ms. En appliquant la proposition, on obtient la regle de
composition associée & ’action d’un opérateur intégral de Fourier sur une section lagrangienne.

Preuve. Vérifions les hypothéses de la proposition 4.51. (A!? x S3) N (S; x A?3) = A et cette
intersection est non-dégénérée au sens de Bott car I'intersection de A'? x M3 et M x A% est
transverse. L’hypothése (4.31) découle aussi de la transversalité de cette intersection et de

(T,I?)+%2 @ (T,I?)1% = (T, My ® C)*1*

Cecl vient de la stricte positivité de I‘Q.~ La proposition 4.51 s’applique donc. Notons A? la
sous-variété formelle (A2 x S3) N (S1 x A?3). Choisissons des systémes de générateurs (u}) et
(u}) sous la forme normale de Z(T'") et Z(I'®) respectivement. Si h € Z(A?), alors nous avons

(4.23) (Xﬂul)o‘(XW;as)ﬂhh =0, Vo, 8

Montrons que la réciproque est vraie. Il suffit de vérifier que ’ensemble des fonctions qui
vérifient cette condition est un idéal définissant une sous-variété formelle de partie réelle A
et de méme codimension que A%2. Pour montrer ceci, il nous faut construire un systéme de
générateurs et ceci se réalise comme dans la preuve de la proposition 4.22 en introduisant des
coordonnées sur M; X So x Mj3. Le résultat final découle alors de (4.23). O

3 Quantification des variétés symplectiques compactes

3.1 Les données

On considére une variété symplectique compacte (M, w) de dimension 2n. On suppose que M
est munie d’un fibré préquantifiant L — M. Autrement dit L est un fibré en droite complexe
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muni d’une structure hermitienne et d’une dérivation covariante V de courbure %w. Pour

qu’une telle structure existe il faut et il suffit que les périodes de w soient des multiples de
27. Le fibré cotangent T*M est munie de la 2-forme symplectique 2 = dy + 7*w ou +y est la
une-forme de Liouville et 7w est la projection T*M — M. On définit 1’élélément de volume
= %|w”| C’est avec ces données que nous appliquerons les résultats du chapitre 1.

On se donne ensuite une sous-variété I' involutive strictement positive de T*M dont la
partie réelle est la section nulle de T* M. Une telle sous variété existe d’apres la proposition
4.21. Soit A la diagonale de M x M, on définit alors une sous-variété formelle A lagrangienne
positive de T*M x T*M comme dans la proposition 4.22. Soit la section

sA:A S LRL™Y (z2) > (w®u™t) otu e Ly

On dispose de la sorte d’une *-algebre F (A, sa). Finalement, on se donne un élément idem-
potent (II;) autoadjoint de F(A,sa). Ainsi les trois données pour quantifier (M, w) sont

LM, T, ().

Avant de montrer 'existence de (Il ), décrivons la structure de l'espace tangent de T*M
en un point = de la section nulle. On identifie T,,7*M avec TyM @ T,y M, ou y = m(x). Nous
avons alors

Q((x,0), (X", 1) =, X" — (I X) + w(X, X'), V(X,0), (X', I")eTyM T, M

Ainsi, (T, M, w) est un sous-espace symplectique de (T, 7*M,(2) et son orthogonal symplec-
tique est

(TyM)LQ ={(X,]) /Il +1xw=0}

C’est un sous-espace symplectique de (77" M, Q) et la projection m, : TyM & Ty M — T,M
induit par restriction un symplectomorphisme de (T, M)+ sur (T, M, —w). Définissons les
sous-espaces conjugués de T, M ® C

T)'M = n,(T,1)*°,  T,°M = (T,T)*™°

On déduit alors de la proposition 4.19 que T, M @ C = Ty1 Opr @Tg? 1M et les deux sous-espaces
sont lagrangiens. De plus I' étant strictement positive,

2

VZ e T, M, L w(Z,Z2) > 081 Z#0

Par conséquent, ’application linéaire Jy, : TyM — T, M dont la restriction a Ty1 O (resp.
ng 1M ) est la multiplication par ¢ (resp. —i) est une structure complexe de Ty M compatible
avec w et strictement positive, i.e.

JZ =—Id, w(JyX,JyY) =w(X,Y) et w(X,J,X)>0s1 X #0

On définit de la sorte une structure complexe J € C°(M,TM ®T*M) qui bien-sur n’a aucune
raison d’étre intégrable. On remarquera que 1,I" est déterminé par J,,.
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Si on note X% = £(X —iJX) la partie holomorphe de X et X®! = (X +iJX) sa partie
anti-holomorphe, nous avons d’apres la proposition 4.22

TyuA = {(X1, Xo, gl (X1, X2), 4% (X1, X2)) / X1, X2 € TyM @ C}
e (061, 52) = (R XSV, ), (06, %) = (X0 — X2 )

La variété formelle A vérifie donc les hypotheses (4.15) et F(A,sa) est alors bien défini.
Comme A o A = A, on déduit des propositions 4.14 et 4.23 que F(A,sa) est stable par

composition. F(A, sa) est aussi stable par passage a 'adjoint. C’est donc une *-algebre.

Lemme 4.25. F(A,sa) admet un élément idempotent auto-adjoint (II;) qui ne soit pas un
régularisant. (Iy) est nécessairement un opérateur de F°(T) dont la restriction du symbole
principal a A est la fonction constante égale a 1.

Preuve. Utilisant un systéme de générateurs sous la forme normale, les symboles princi-
paux des opérateurs de F(A, sa) s’écrivent localement comme des séries formelles F'(z, U, U).
D’apres les propositions 4.14 et 4.23, la loi de composition est la suivante

(4.24) F(z,U,U), G(z,U,U) = F(z,U,0).G(x,0,U).H(z,U,U)

ou H € COO(A). On déduit des formules ci-dessus donnant g, et ¢, que la restriction
H(z,0,0) de H & A est constante égale & 1. De (4.24), on déduit que (IIx) appartient
nécessairement 3 fO(A, sa) et la restriction de son symbole principal & A est la fonction
constante égale & 1. Soit (Pj) un opérateur auto-adjoint de FO(A, sa) dont le symbole total
est la série formelle 1 et IIY = Py o Py. (P;) est auto-adjoint donc (I19) I'est aussi. Le symbole
principal de II{ est H. De (P, o P;) o P, = Py o (P o Py), on déduit que H(z,U,0) =
H(z,0,U) = 1 et ensuite que II{ o IIY = IIY modulo .7-'1(~A,3A). Soit T} =IIJ —IIY o IIY et
I} = 2II) o T} — T}. Ces deux opérateurs sont dans F'(A, sa) et de plus

(I} +T0)* — (T + IT) = —4(T)?

est un opérateur de F2(A, sp). En réitérant ceci et en passant & la limite, nous obtenons
un symbole total idempotent auto-adjoint et donc un opérateur (II}) autoadjoint tel que
IT}, o IT}, = II}, modulo un régularisant. Pour conclure, on peut utiliser la formule de [1]

1
Fy, = 5(1 —(1 —4Tk)7%) avec Ty = I}, — IT o I,

(Fy) est alors un régularisant et I = II) + Fj(Id —2IT}) est un idempotent autoadjoint. [

On remarquera qu’il existe & un régularisant prés un choix naturel du projecteur au-
toadjoint (IIx) : lopérateur construit dans la preuve en est un. De plus, (IIx) n’est pas
unique. Par exemple, choisissons un opérateur (Qy) autoadjoint de F'(A,sa) dont le sym-
bole principal A'Q(z,U,U) s'annule sur A et définissons [T} = Iy + I Qk + QxIlx. Alors
IT}, =TI}, o IT} modulo F'*1(A,s4), et 'on peut comme dans la preuve du lemme modifier IT,
par un opérateur de ]—"H'l(A,sA) en un idempotent autoadjoint. On vérifie que le symbole
principal de ITyQ + QxI1;, s’annule seulement si Q(z,U,0) = 0.
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Etant donné (L,T',II), on définit les espaces quantiques Hj comme étant les images des
IT;. Connaissant la restriction du symbole principal de (IIx) & A, nous pouvons évaluer la
trace de (II) et en déduire que

dim My, = (%)n /M p+O®E™)

De plus dim H;, admet un développement asymptotique en puissance de k. Un des résultats
principaux de Boutet de Monvel et Guillemin [2] est de montrer qu’il s’agit du polynome de
Hilbert. Précisons que le lien avec la théorie de [2] n’est pas immédiat.

3.2 Quantification des variétés lagrangiennes

Soit une variété symplectique (M, w) quantifiée avec les données (L,T",II). On se donne une
sous-variété lagrangienne fermée A de M. On souhaite quantifier A, c’est a dire lui associer
un espace de sections lagrangiennes. Pour ce faire, on introduit la sous-variété lagrangienne
formelle A de T*M. Celle-ci vérifie les hypotheses (4.6) et

T,A = {(X,q(X)) / X € T,M ® C} avec ¢(X) = ~w(p(X),.)

ou p désigne la projection de T; M ® C d’image To' M de noyau T, A ® C. On suppose que
le fibré plat (L| A» V) est trivial et on se donne une section plate ¢ : A — L.

Définition 4.26. Une section lagrangienne associée a (A, ?) est une section lagrangienne (uy)
de S(A,t) telle que uy € Hy, Vk.

On note S(A,t) Pensemble de ces sections. La proposition suivante définit le symbole
total de ces sections lagrangiennes.

Proposition 4.27. Etant donné une série formelle Y, bl f, de C*®°(A)[[R, h], il eziste une
section lagrangienne (uy) € S(A,t) telle que son symbole total S RF) en tant qu’élément de
S(A,t) vérifie

-Fl|A = fla vi
Un tel (uy) est unique a une suite négligeable de Hy, prés.
La série formelle 37, Al f; est par définition le symbole total de (uy). S™(A,t) = S™(A, )N
S(A,t) est le sous-espace de sections lagrangiennes associées & (A,t) dont le symbole est de la

forme le_m B fi. f_m est le symbole principal d’une telle section lagrangienne. Appliquant
la proposition 4.8, on montre que la norme de uy € S™(A) est évaluée au premier ordre par

g2 = K2 /M fomlPua + O(2m)

ou p est la mesure A induite par la restriction de la structure riemannienne w(X, JY') de M
a A. Ainsi les éléments de S™ (A, t) sont les éléments de S(A,t) dont la norme est O(k~™).
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Preuve. De AoA = A, on déduit que si Ty, € F(A, sa) et v, € S(A, t), alors Trvr € S(A, t).
De plus la loi de composition des symboles principaux s’écrit localement.

T(z,U,U), v(y,U) = T(j(y),U,0).v(y,0).H(y,U)

o1 j : A — A est 'application qui & y associe (y,y). On vérifie aussi que la restriction de H €
C®°(A) & A est la fonction constante égale & 1. Par conséquent, uy € S™(A,t) nécessairement
et son symbole principal est déterminé par f_,,. De plus si I'on choisit v € Sm(]\, t) tel que
la restriction de son symbole principal & A soit f_,,, alors wy = Il vy vérifie Ilywy, = wy et a
le symbole principal souhaité. On peut bien sur réitérer ceci et montrer par approximations
successives qu’il existe w; unique modulo Smﬂ’(]&, t) tel que I wy = wy et que les p premiers
coefficients de son symbole total vérifient Fl‘ A = Ji- En passant & la limite sur les symboles
totaux, on construit alors u), qui a le symbole total souhaité et qui vérifie I u), = ), modulo
un régularisant. On pose finalement uy = Ixu). O

Pour définir les applications quantiques, on procéde de la méme facon. On se donne
deux variétés symplectiques (M;,w;) quantifiées par les données (L1, TI') et (Lo, I'2,112)
et une sous-variété lagrangienne A'? du produit M; x My telle qu’il existe une section plate
s12: A% LKL

Définition 4.28. L’espace des opérateurs intégraux de Fourier associés & (A2, s12) est
F(AIQ, 812) = {(Tk) S .7:(1112,812) / H}CT]CH2 = Tk,, Vk}

L’application symbole o : F(A'2, s19) — C*(A12)[[h, h], qui & (T) associe la restriction & A2
de son symbole en tant qu’élément de F(A'2, s15), est surjective. Son noyau est ’ensemble
des régularisants (Ry) tels que H}CR,CH2 = Ry.

Preuve. On peut adapter la preuve de la proposition 4.27, ou bien appliquer cette méme
proposition en choisissant M = M; x My munie de la structure symplectique 7jw; — T5we,
L =1L X Loy,

[ = (I x T*My) N (T*M; x i(Ty))

ou i : T*My — T*M>, est application qui & & associe —¢, et Hy = ’;'-l,lc ® 7-2,29. Ces données
définissent une quantification de My x My. SiT est un opérateur C® (M, LF) — C*® (Mo, LF),
alors H}CTH% = T}, équivaut & ce que le noyau de T' appartienne & Hj, (on a identifié le dual
de H? et son conjugué). O

Explicitons & présent quelques opérations sur les opérateurs intégraux de Fourier et les
section lagrangiennes. Si Ty € F(A'2, s15), alors son adjoint Ty appartient & F (Ao, s21)
o Ag; = j(A'?), j : My x My — M; x My est I'application qui echange les facteurs et
s21(x2,71) = 512(21,22). Le symbole total de T} s’identifie par j au conjugué du symbole
total de Tj.

Considérons 'action des opérateurs de F(A'2, s15) sur un espace de sections lagrangiennes
S(A2,s5), ot Ay C My. Supposons que l'intersection A de Ajp et My x Ay soit transverse et
que la projection de A C My x My sur M7 soit un plongement. On définit alors

Al = A12 o AQ, 31(.’131) = 812(.’131,372).82(.%'2) si ($1,£C2) €A
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Le résultat suivant se déduit des propositions 4.14 et 4.23.

Proposition 4.29. Si T}, € F(A'%,s15) et (ug) € S(A?, s3), alors (Ty.uy) € F(AL, s1). Cette
action induit une opération C[[h]]-bilinéaire sur les symboles

C(A)[[A]] x C=(A?)[[A] — C*°(AY)[[A]]

De plus si K™ f,, et hpgf, sont les symboles principauz de Ty, et (ug) respectivement, alors le
symbole principal principal de (Txuy) est hm+pg}n+p donné par

Imip(@1) = fin (w1, 32).gp (w2).h(x1) si (21,72) € A

ot h(z1) # 0 est déterminé par J},, J2,, Ty, z,A'? et Ty, A2,

On peut bien-sur calculer h(x1) mais la formule est un peu compliquée. On remarquera
que h étant déterminé uniquement par la structure complexe, on peut appliquer les for-
mules montrées dans le cas kdhlerien lorsque Ajs est le graphe d’un symplectomorphisme (cf.
chapitre 3).

Le méme type de résultat est valable pour les compositions d’opérateurs. Soit M3 une
troisitme variété symplectique compacte quantifiée par les données (I'3,II3). Considérons
deux sous-variété lagrangiennes préquantifiables A'? et A?® de My x My et My x M3 res-
pectivement, de sorte & définir F(A'2, s15) et F(A?3, s93). Supposons que I'intersection A de
A2 x M3 et My x A?3 soit transverse et que la projection de A sur M; x M3 soit un plongement.
On définit alors

A13 — A12 o A23, b COO(AIQ) x COO(A23) — COO(A13)
s13(21,23) = s12(71, T2).523(72, 73) si (71, 72,73) € A
ou b est ’application associée a la composition. On montre alors le résultat suivant.

Proposition 4.30. Si (P;) € F(A'2,s19) et (Q) € F(A?3,5s93), alors (P,Qx) appartient a
F(A'3,s13). Ceci induit une application C[[h]]-bilinéaire

C(A)[[R]] x C=(AP)[[A]] — C(AP)[[A]

Pour ce qui est des symboles principauz la composition est donné par b ¢ un facteur multipli-

catif prés, qui est déterminé par les structures complexes J1, Jo, J3 et les espaces tangent de
A et A%,

A propos du facteur multiplicatif, on peut faire la méme remarque que pour la proposition
4.29.

3.3 Le cas kahlerien

Supposons que M soit une variété kahlerienne compacte munie d’un fibré préquantifiant L.
Comme nous ’avons vu dans le chapitre 2.1, on dispose d’un choix naturel d’une sous-variété
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I’ involutive strictement positive : Z(I') est par définition I'idéal engendré par les fonctions
o(Z) ou Z décrit 'ensemble des champs de vecteurs holomorphes. L’objet de ce chapitre
est juste de constater que le projecteur de Szegb appartient & F (A, sa). Ceci complete les
données pour quantifier M. On montrera aussi que les sections lagrangiennes et applications
quantiques définies dans le troisieme chapitre coincident avec celle que nous avons définies ici.

Si A est une sous variété lagrangienne de M, on définit alors la sous-variété formelle A de
T*M et appliquant la proposition 4.5, une section F}.

Lemme 4.31. Quel que soit le champ de vecteurs holomorphes Z de M, nous avons
V;Fy =0 mod Z™(A)
De méme si Fa est une section associée a A, alors
VZgFA =Vz,FA=0 modI%(A)
pour tout champ de vecteurs holomorphes Z

Preuve. Si VF)y = ia ® F}, alors 0(X) = (a,X) modulo Z(A). Si Z est un champ de
vecteurs holomorphes de M, alors («, Z) appartient & Z(A) et cette fonction étant constante
sur les fibres de T*M — M, elle s’annule & tout ordre le long de A, d’ou le résultat pour Fj.
Le résultat pour Fa s’obtient de la méme facon. O

Appliquant les résultats du deuxieme chapitre, on en déduit que le projecteur de Szego

est un élément de F(A,sa). Il est certainement idempotent et autoadjoint, ce qui définit
les Hy. Ceci étant, on constate & partir du lemme ci-dessus que les définitions des sections
lagrangiennes dans le troisieme chapitre et dans le chapitre précédent sont les mémes. Il en
est de méme pour les applications quantiques.

3.4 Sur le caractére local du calcul symbolique

Le but de ce chapitre est de décrire la composition des symboles totaux. Considérons par
exemple deux sous-variétés lagrangiennes A2 et A3 qui vérifient les hypotheéses de la propo-
sition 4.30. On obtient une application C[[#]]-bilinéaire

B : C®(A®)[[R]] x C*(A™)[[R] = C=(AP)[[A]
ou A = A2 0 A%, Notons j; : A — A2 et j3 : A® — A% les applications telles que
J1(z1,23) = (z1,22) et j3(z1,z3) = (z2,%3) pour un certain zs.
Proposition 4.32. Soient (B;) la suite d’opérateurs bilinéaires
COO(AIQ) % COO(A23) N COO(A13)
telle que B(f,g) = Y. h'Bi(f,g). Soient (29,23) € A'® et (y°) (resp. (27)) un systéme de

coordonnées de A2 (resp. A?3) définies au voisinage de j1(x9,29) (resp. j3(x9,23)), il existe
alors une famille de fonctions alaﬁ définies sur A'® au voisinage de 29,3 telle que

Bi(f,g)(z1,23) = Y ahs(z1,33) (05F)(r(x1,73)) (029) (3 (w1, w3))
ol +18l=21
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Remarque 4.33. Le méme type de résultat vaut pour la composition d’un opérateur avec
une section lagrangienne. On peut le déduire de cette proposition en choisissant pour M3 une
variété réduite a un point.

Pour montrer la proposition, il suffit de comprendre comment se prolonge le symbole total
d’un opérateur de F(A,s) en le symbole total du méme opérateur vu comme un élément de
F (]\, s). Comme cela a été expliqué dans la preuve se rapportant & la définition 4.28, on peut
se ramener 3 la méme opération pour les sections lagrangiennes. Supposons donc que A soit
une sous-variété lagrangienne de (M,w) et considérons I'application C[[A]]-bilinéaire

C: C*W)A)] = (CX(M)/T=W)A,  C(f) =) Hal(f)

qui au symbole total f de uj, € S(A, s) associe le symbole total C(f) de u € S(A, s). Lorsque
I et (II;) proviennent d’une structure kdhlerienne, Cy(f) est déterminé par

Co(f)|y=7F  Z.Co(f) =0 mod I®(A)
quel que soit le champs de vecteurs holomorphes Z. De plus Cj(f) est nulle pour [ > 1.

L’opération réalisée par Cjy a un analogue dans le cas ou I' n’est pas déterminée par une
structure kahlerienne. Si u € Z(I') alors le champ de vecteurs hamiltonien X, est tangent a
A dans le sens ou

VfeI(h), X,feI(A)

et par conséquent X, agit aussi sur C*°(A). Rappelons que la projection 7 : T*M — M
induit un isomorphisme 7, : C®°(A) — C®(M)/Z>°(A). Définissons 'opérateur Y, qui agit
sur C®°(M)/I>®(A) par Yy,.7mf = mXy.f- A Vaide de la forme normale donnée dans la
proposition 4.44, on montre que Y, est & nouveau un champ de vecteurs. L’opération qui

nous intéresse consiste a associer a f € C*°(A) une fonction F telle que

(4.25) Fl, =1, Y,.F =0 mod I®(A), VueZ()

Une telle fonction existe et est unique modulo Z*®°(A). En effet, soit G = m. F € C*®(A).
Utilisant un systéme de générateurs (u’) de Z(T') sous la forme normale et les notations 4.20,
4.25 équivaut & G(z,U) = G(z,0) = f(z).

La propriété de ces prolongement que nous devons utiliser est la suivante.

Lemme 4.34. Si Q : C®(M) — C*®(M) est un opérateur différentiel d’ordre | et F une
fonction vérifiant 4.25, alors si 'on se donne un systéme de coordonnées (x;) de A, nous
avons

QF =Y a,F, modI®(A), oiF,|, =0f etY,Fy=0 modI>®(A), VueI()

la|=l

et les a', sont des fonctions indépendantes de F.
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Preuve. Il suffit de démontrer le résultat dans les cas ou @ est la multiplication par une
fonction ou bien lorsque c¢’est un champ de vecteurs. Dans le premier cas, c’est évident. Pour
le second cas, on prolonge les fonctions z* au voisinage de A comme en (4 25) et on introduit
un systéme de générateurs (u’) de Z(T') sous la forme normale. On note v; les fonctions '
Soit 9, les champs de vecteurs de M tels que

8$¢.:v7 = 5i,j7 meﬂ =0

Alors les Y,; commutent avec les d,: modulo Z*°(A). De plus tout champ de vecteurs X est
combinaison linéaire a coefficients C*° des J,: et Y,;, ce qui nous assure le résultat. O

Décrivons a présent les coefficients C; de C.

Lemme 4.35. Si (y;) est un systéeme de coordonnées de A, alors les applications C) sont de
la forme

= Y d\Fa, ouF|,=08f et Y, Fa=0 modI™(A), YueI(T)
la|=21

et les ', sont des fonctions indépendantes de f.

Preuve. Sil = 0, cela découle de Ixu; = ug pour ug € F(A,s) et de la formule de com-
position des symboles principaux donnée dans la preuve du lemme 4.27. On déduit aussi le
résultat pour I = m du résultat pour / = 0,..,m — 1 & partir de [T u; = ug. Pour cela, il faut
revenir au lemme de la phase stationnaire. Notons 3 /it F} le symbole total de (ug) € F(A, s).
Calculons le terme d’ordre m de IIguy, nous obtenons

- Y Y dfna,

1=0,....,m |a|<2]

ot les z sont des coordonnées de M, al, des fonctions définies sur M et si g € C®(M),
alors [g], désigne une fonction de C*°(M) obtenue en restreignant g & A et en la prolongeant
ensuite par (4.25). On déduit alors le résultat du lemme 4.34. O

Preuve de la proposition 4.32. Le résultat découle aussi du lemme de la phase station-
naire. Si YA Fj(z1,29) et SR Gy(x2,x3) sont les symboles totaux de P, € F(A'2,519) et
Qk € F(A?3, s33) respectivement, alors la restriction 3 Alf; du symbole de (Py.Qy) & A est
de la forme

fm(z,m3) = Y > dl gz, 33) (0%, F,) (1 (21, 33)) (05,Giy) (s (w1, 3))

li+lz2+l3=m |a|+|8|<20

ot les (z4) sont des coordonnées de My et les aq g sont des fonctions indépendantes des Fj et
G;. Le résultat est alors conséquence du lemme 4.35 U
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4 Opérateurs de Toeplitz

4.1 Symboles covariants et contravariants

Soit (M,w) une variété symplectique compacte quantifiée par les données (L,T',II)). Les
opérateurs de Toeplitz sont les opérateurs de F(A, sa), ou A désigne la diagonale de M x M.
Ils forment une *-algébre, dont I’élément unité est (II;). Identifiant A avec M, on considére
que le symbole o de ces opérateurs est une série formelle de Laurent de C°(M)[h~1, A]].
Comme dans le cas kihlerien, on définit le symbole covariant d’un opérateur de Toeplitz:

Oeoy : F(A) = C°(M)[E™", H]|, Oeov(Tk) = o(Ti). (o (TTx)) ™!

ou le produit et I’inverse sont ceux de la multiplication usuelle. Le noyau de cette application
est I'idéal R formé des opérateurs de Toeplitz régularisants. On peut aussi définir le symbole
contravariant d’un opérateur de Toeplitz. On note g la métrique riemannienne de M associée
awet J (e g(X,Y)=w(X,JY)).

Proposition 4.36. Si (T}) est un opérateur de Toeplitz, il existe une série formelle de Y ' f;
de C®(M)[h~1, h]] telle que

Ty = I My Il + O(~°), ot f(z,k) =Y k7' fi + O(k™)

et le développement asymptotique vaut pour la topologie C*°. La relation qui associe cette
série formelle et opérateur (Ty) induit un isomorphisme

Ocont * I(A)/’R’ - COO(M)[h_lﬂ h]]

appelé symbole contravariant. La bijection B de C®°(M)[R™!, k]| qui au symbole contravariant
d’un opérateur de Toeplitz associe son symbole covariant est une application C[[h]]-bilinéaire,
de la forme

B(f) =Y_HB(f), ot By : C®°(M) — C™®(M)
>0

est un opérateur différentiel d’ordre 21. Si (z') est un systéme de coordonnées définies sur un
owvert U de M, g = g;jdz* @ dz’ et (g¥) désigne linverse de (g5), alors

BO(f) = Bl(f)‘U:ZQZ]amlasz+Zakaxkf

i, k
ot les aj, sont des fonctions de C*°(U).

Preuve. Soit f € C®°(M). M/II) est un opérateur de F(A) dont le symbole total est le
produit de f(z,) par le symbole total de (II;). Ainsi, ITI; MII; est un opérateur de F(A) et
par conséquent de F(A). Son symbole principal est la fonction f. En revenant & la preuve
de la proposition 4.14, on montre que son symbole total o(II;MII;) = leo itg; est donné

par g; = P)(f), ou les P, sont des opérateurs différentiels d’ordre 2/. On peut aussi calculer
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facilement le terme de plus haut degré de ces opérateurs car il ne dépend que des dérivées
secondes de la phase, autrement dit de 1’espace tangent de A. Pour [ = 1, nous avons

Pi(f) =) 670,0,f+ ) bpduf +c.f
1,5 k

ou les by et ¢ sont des fonctions de C*°(U). De plus Bi(1) = Bj(1), on en déduit alors le
résultat. O

Les applications o, oeoy €t Ocont induisent des isomorphismes de F(A) /R sur C*®°(M)[h 1, )]
et donc des lois associatives *, *coy €t *cony sur C®°(M)[A 1, h]]. Du chapitre 3.4, on déduit
que * est C[[h]]-bilinéaire de la forme

frg="rfg+> HC(f9), ol Cp : C®°(M) x C®(M) — C®(M)

1>1

est un opérateur bidiférentiel d’ordre 2I. De la définition de o,y et de la proposition ci-dessus,
on déduit que les lois *¢oy €t *cont sont du méme type. De plus dans ces deux cas, 1’élément
unité est la fonction constante égale & 1. Nous allons montrer que ces trois lois sont des
star-produits. La méthode que nous avions suivie dans le cas kahlerien consistait a calculer
directement 'opérateur C; en appliquant le lemme de la phase stationnaire & la composition
de deux opérateurs de Toeplitz. Il est possible d’adapter ceci dans notre contexte. Cependant,
on procédera autrement en utilisant les relations entre les opérateurs pseudodifférentiels et
les opérateurs de Toeplitz, qui présentent par ailleurs d’autres intéréts.

Proposition 4.37. Z(T") est engendré par l’ensemble des symboles principauz d’opérateurs
pseudodifférentiels (Py) tels que PyIly, = 0. D’autre part, si (T) € F™(A) alors il existe un
opérateur pseudodifférentiel (Py) € ©™ tel que Py Il = Py = T.

La premiére partie de cette proposition montre que I' est déterminée par (IIj), autrement
dit si 'on se donne deux quantifications (L, T, II) et (L,I",II}) de M, alors

D#T = (1) # (1)

La seconde partie de la proposition est dans le contexte homogéne un des résultats clefs de [2].
La preuve donnée dans [2] consiste a se ramener & une forme normale. On adapte facilement
en utilisant la composition des symboles principaux des opérateurs Fourier intégraux & phase
complexe.

Preuve. Soit 7(z,U,U) le symbole principal de (II;). Il vérifie
7(x,U,U) = n(z,U,0).7(x,0,U).H(z,U,U)

Si P, est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal a®, les symboles de 11 Py et
P11, sont respectivement

n(z,U,U).[Da"](x,0,U), [Da*)(z,U,0).7(z,U,U)
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Ainsi PiIT;, = 0 implique a® € Z(T'). Réciproquement, si a® € Z(I") et est & support compact,
alors on choisit un opérateur pseudodifférentiels (P?) € &° dont le symbole principal est a®
de sorte que Qf = P,?Hk € FY(A). De Q4II; = Qy, I'on déduit que le symbole principal ¢ de
Qy, vérifie

o(z,0,0) = g(z,0,0).7(z,0,U).H(z,0,U) = %.m, 0. 0)

Par conséquent, choisissant un opérateur pseudodifférentiel P,:; € &' dont le symbole principal
admet pour développement de Taylor ¢(z,U,0) (7r(:1:, U',O))*l, nous avons (P + P, €
F2(A). On peut réitérer ceci de sorte & obtenir un opérateur pseudodifférentiel P} qui admet
pour symbol principal a” et tel que P/IIj soit régularisant, on choisit alors Py = P — P/Ij.

Pour la deuxiéme partie de la proposition, on considére un opérateur de Toeplitz (T}) €
F™(A). On construit dans un premier temps un opérateur pseudodifférentiel (P) € 6™ (M)
tel que PPTI = I, PY modulo un régularisant et que P{II et T}, aient méme symbole princi-
pal. En réitérant ceci, on construit un opérateur pseudodifférentiel (P}) tel que P/II, =
;P = Tx. Pour conclure on pose P, =?. Donnons la construction de P,?. Comime
Ty Il = Ty, le symbole principal ¢ de T} vérifie

t(z,U,U) =t(z,0,0).7(x,U,0).7(x,U,U).H(z,U,U).H(z,U,0)
=t(x,0,0).7(z,U,U)
utilisant que H(z,U,0) = H(z,0,0) = 1. Par conséquent choisissant un opérateur pseu-

dodifférentiel ng € ©™ de symbole principal #(z,0,0), on vérifie que QII; = I}ng = Q)
modulo F™*1(A). Soit s le symbole principal de Sy = Q1) — I QY € F™T1(A). Comme
S = Sy + SkIlg, nous avons
s(z,U,U) =(n(2,U,0).s(z,0,U) + s(z,U,0).7(z,0,U)).H(z,U,U)
_ 8(z,0,U) | s(=, U,0)
- 7w(z,0,U)  7(z,U,0)

On choisit un opérateur @} € ™+ de symbole principal s(z,U,U) (W(w,U', U))_1 et on
vérifie que (QY + Q1)IIx = I (QY + Q}) modulo F™H+2(A). On réitére cet argument pour
obtenir P,S. O

On déduit de cette proposition que 'application
(4.26) {(P) € ©™(M) | i BRIl = Pplli} — F™(A),  (Pp) = (PeITx)

est surjective. On vérifie que c’est aussi un morphisme d’algebre. Si f est le symbole principal
d’un opérateur pseudodifférentiel (P_k) tel que TI; P11, = P,II;, alors son développement de
Taylor le long de M vérifie [Df|(z,U,0) = [Df](z,0,0), autrement dit

Vg € Z(A), {9, f} € Z(T)

ce qui revient & dire formellement que la restriction de f & T' est constante le long du feuil-
letage engendré par les X, ou g decrit Z(I'). Définissons I'ensemble des fonctions de C*°(T")
constantes sur chaque feuille

A) ={f e C®(T*M) | X4.f € Z(T'),V g € Z(T') } /Z(T)
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A(T') est naturellement muni d’une structure d’algebre de Poisson : si fi, fo € C°(T*M)
sont telles que H,f; € Z(I'), Vg € Z(T'), il en est de méme pour fi.fs et {f1, fo}; ces deux lois
passent au quotient.

Proposition 4.38. L’application ¢ : A(T) — C°(M), qui a la classe d’équivalence d’une
fonction de T*M associe sa restriction a M, est un isomorphisme d’algébre de Poisson.

Ce résultat est typique d’une réduction symplectique. En I'occurrence on peut considérer
que

r——T*M

Tr i'Q=71"w

est une réduction symplectique dans un sens formel. Revenons aux opérateurs et remarquons
que si P; est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal a”, alors le symbole prin-
cipal de l'opérateur de Toeplitz I PIl; est la restriction de a,, & M. On déduit alors de
(4.26) et de la proposition 4.38 que

Corollaire 4.39. x, x¢oy €t *cont Sont des star-produits.

En fait on peut étre plus précis et décrire la composition des sous-symboles. Le fibre
T1OM est muni d’une métrique hermitienne G,

G(Z,W) = L w(Z,W), VZ,W eTHM

On note G~1 € C’OOSM, TYOM QT M) 1a métrique duale, autrement dit si (Z%) est une base
orthonormée de Ty M ,alors G, ' = Z' ® Z*. De plus, on introduit 'opérateur

A C®(T,M*) = C®(TuM*),  Af =% g;10:0af sig=gjpds’ @ dz*
qui n’est autre que I'opérateur associé & A défini dans la proposition 4.12.

Proposition 4.40. Soit (P;) € ©™ un opérateur pseudo-différentiel de symboles principal et
sous-principal ay, + hag, 1. Si Pplly = 11 Py, alors

Teov (PiIlk) = WMap |\ + K™ (ag i [y + g7 Aap ) + O(R™?)
Soient f et g deuz fonctions de C*°(M), alors

freovg=fg+MGdg@df) + O(R*),  fecovg=f.9— MG ,df ®dg) + O(R?)

Donc les lois de composition des sous-symboles covariants et contravariants ne dépendent
que de la structure complexe J, autrement dit que de ’espace tangent de I'. A ce stade, il
manque deux informations pour controler totalement les sous-symboles qui sont : le deuxiéme
coefficient S; du symbole de (II;) (i.e. o(Ily) = 1+ AS; + O(h?)), Topérateur B; de la
proposition 4.36 (celui-ci est connu & un champ de vecteur pres). Il doit étre possible de
calculer cette fonction et ce champ de vecteurs en fonction de I' et II;, nous ne savons pas le
faire. Il est vraissemblable qu’ils ne dépendent pas uniquement de la structure complexe.
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Preuve. Grice a la proposition 4.12, on calcule les deux premiers coefficients de o(PgIIy).
Si z € M, alors PyIIj, = I P, implique que da¥ s’annule sur (T, M)12. Par conséquent, le
champ de vecteurs hamiltonien de a}y, est tangent & M et sa projection Y sur M est le champ
de vecteurs hamiltonien de la restriction de a21 a M. Donc Ly.w =0 et il vient div, Y = 0.
Soit S € C®(M) telle que o(I1;) = 1 + AS; + O(h?). Alors

o(PIly) = W™, + B (amn] oSt + a1 |y, + 9 Aam]| ) + O(R™?)

Ce qui donne les deux premiers coefficients de o¢oy (PyIl). Soient f,g € C°(M). Considérons
deux opérateurs pseudo-différentiels P et Q. tels que Pilly = 1Py, Qrlly = I1;,Qy et les
symboles covariants de P.II; et QiIl; soient respectivement f et g. Notons af + hal’ et
by + b}’ les symboles principaux et sous-principaux de (Py) et (Qg). Comme PpIlQxll, =
P Qpll;, on déduit de la relation entre le symbole covariant et les symboles principal et
sous-principal que

h
f *cov 9 :(ag)bQOUHM {G'O ’ }|M Aa’O bw‘M a’g)|M(Ab8)) - A(ag]bg)))

Nous avons {af, b}j’}‘M =/, g}. D’autre part,

A(agby) = (Aag)bg + ag (Aby) + 19k (Ogiag') (Ogr by)
On peut choisir les coordonnées de sorte qu’en zy € M,

JOyi = Ogi+n pour i = 1,...,m, gij = 0ij, G !=
da¥ et db¥ s’annulent sur (T, M)12. Par conséquent, en g

aé‘za/g] = _awi—kna/g], 651 8) = _a$i+n bgj, a§i+na100 = 8$i, a§z+nbg) = 8351 bzou

pour % variant de 1 & n. On calcule ainsi en xg

frg= fg+7iZ Oyi [ + 104540 f) (0339 — iOping)
j=1

Ce qui montre le résultat pour la composition des symboles covariants. On en déduit le résultat
sur le symbole contravariant & partir de I’expression de B; donnée dans le proposition 4.36 [

4.2 Microsupport et équivalence

On s’intéresse au microsupport des suites admissibles (uy) & valeurs dans Hj comme il a
été défini dans le chapitre 1.1. On s’attend & caractériser le microsupport de (uy) avec les
opérateurs de Toeplitz. Pour ce faire, nous disons d’un opérateur de Toeplitz (Ty) € F(A, sa)
qu’il est elliptique en x si son symbole principal ne s’annule pas en z.

Proposition 4.41. Soit (uy) une suite & valeurs dans Hy. Elle est admissible si et seulement
st 'une des deux assertions suivantes est vérifie

i. 3N,C tels que |ug|(z) < CEN, Vo e M
ii. 3N tel que ||ug]| = O(KN)
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Si c’est le cas, le microsupport de (ug) est inclu dans M. De plus pour tout z € M,

z ¢ MS(ug) & 3 (Tx) € F(A) elliptique en z tel que Tiuy soit négligeable
< (ug) est négligeable en x

Preuve. La caractérisation des suites admissibles de H; se démontre comme dans le cas
kiithlerien (cf. chapitre 2). Montrons que MS(u;z) C M. Si z € T*M n’appartient pas & M,
il existe un opérateur pseudodifférentiel (Py) elliptique en z, tel que son microsupport, vu
comme un sous ensemble de T* M, soit disjoint de M. Par conséquent, (PjIIj) est régularisant
et donc Pyuy = Pilliuy est négligeable, d’ol le résultat. Démontrons la premiere équivalence.
Si (Pg) est un opérateur pseudodifférentiel elliptique en z € M tel que (Pyuy) soit négligeable,
alors Ty, = I P IT est elliptique en x et (Tjuy) est négligeable. Réciproquement, si (7}) est
un opérateur de Toeplitz elliptique en z tel que (Tjuy) soit négligeable, alors il existe d’apres la
proposition 4.37 un opérateur pseudodifférentiel (Py) tel que Ty = Pyll. (Py) est elliptique
en ¢ et Pyup = Tpug. Pour démontrer la deuxieme équivalence, on procéde comme nous
l’avons fait dans le cas kahlerien (cf. chapitre 2). O

Ceci montre autre autres que la définition du microsupport donnée dans le chapitre 2 est
bien cohérente avec la définition usuelle.

Supposons que ’on dispose d’un seconde quantification Hj, de (M, w) associée aux données
(L,T',1I},). Comme cela a été fait dans le chapitre 3 lorsque I'on dispose de plusieurs structures
kiihleriennes, on introduit une application (U : C®(M, L*) — C®(M, L¥)); de F(I' x4T)
telle que

UtUy =T, URU; =TI,

pour k suffisamment grand. De la sorte, on réalise une équivalence entre Hy, et 7. Appliquant
les propositions 4.29 et 4.30, il vient que Uy envoie les sections lagrangiennes de H; sur les
sections lagrangiennes de 7}, et agit de la méme facon sur les opérateurs de Toeplitz:

S(A,S) - SI(A’ 3)’ (Uk:) - (Uk'Ulc)
F(A,s7) = F(A,s7), (Tx) — (UxTyUy)

On peut énoncer le méme type de résultat pour les applications quantiques. On remarquera

que la deuxieme application ci-dessus induit une équivalence de star-produits. Ceci montre
en un sens l'unicité de la quantification de (M,w, L).

On peut aussi raisonner localement comme nous I’avons fait dans le cas kahlerien et a
présent 'unique invariant est la dimension de M. On se ramene par exemple a un ouvert de
C" quantifié de la maniére usuelle:

Hi = {f.sk / [ € C*(C") est holomorphe et /(Cn |£1?]s|%|d2" .dZ| < oo}
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ot s est une section de C* x C — C™ telle que Vs = —iz'dz'®s et |s]? = e=?"# . Nous pensons
qu’il est possible avec 1a méme construction d’établir une équivalence microlocale avec T*R".
L’application qui réalise ceci est bien-sur la transformée de Bargmann Uy, : L?(R") — Hy,

Uef)(2) = (k) i3 [ &b Bap g)ag] o(2)

qui vérifie UpU; = Il et U U, = Id. Montrons qu’il s’agit d’un opérateur intégral de Fourier
dont la relation canonique est donnée par la proposition 4.19 avec

Sy =T*C",, Qi =dC Adz'+dCEAdZ +idt A dZ,
M =C", T ={("=0}, w =id AdZ
SQZFQZMQZT*Rn, QQZLUQ:dpi/\dqi
Az = {2 = J5 (0" —iq"), 7' = J5(v" +id')}
ou les varia'blesiﬁi désigne les coordonnées complexes dans les fibres de T*C" définie par
v = Y(y)dzt + Y (y)dz siy € T*C".

— 5 (22 +¢*)+kV2z.q 6k (2)

Preuve. Soit la section F' = e et a tel que VF =ia ® F. Nous avons

a=i(z' + 2 — V2¢")dzt +i(¢" — V22 dgt
La relation canonique associée & F' est donc donnée par les équations
(=i +7 —-V2), (=0, —p'=i(¢’ — V2

Ces équations définissent une sous-variété formelle A de S; x S5 dont la partie réelle est I'15.
De plus Hgi = 0;i + 10 est tangent a A, d’ou le résultat. O

Appliquant les résultats du chapitre 2.2, on peut prévoir que la transformée de Bargmann
jouit des mémes propriétés que les équivalences décrites précédemment. Pour le montrer, il
faudrait généraliser les résultats des chapitres 1.2 et 1.3 car les hypotheses (4.6) ou (4.15) ne
sont plus vérifiées dans ce cadre. Nous pensons que ceci est réalisable, ce qui montrerait que la
quantification des cotangents et des variétés symplectiques compactes sont microlocalement
équivalentes.

5 Appendice

Pour le calcul symbolique des opérateurs intégraux de Fourier & phase complexe, Melin et
Sjostrand ([9]) introduisent la notion de sous-variété quasi-analytique d’une variété M: il
s’agit de classes d’équivalence de sous-variétés réelles d’un complexifié de M, vérifiant les
équations de Cauchy-Riemann & l’ordre infini le long de leur partie réelle. Une approche
équivalente développée par Hormander ([7]) s’appuie sur la correspondance entre les sous-
variétés de M et les idéaux de C*°(M,R) localement engendrés par une famille libre: & une
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sous-variété N est associée I'idéal des fonctions s’annulant sur N. Les idéaux de C*° (M, C) lo-
calement engendrés par une famille libre remplacent alors les sous-variétés quasi-analytiques.
Techniquement, le résultat essentiel est le lemme de préparation de Malgrange. Nous repre-
nons cette théorie en nous limitant aux idéaux J de C*°(M,C) dont la trace (i.e. 'ensemble
des z € M tels que f(z) = 0,Vf € F) est une sous-variété N de M et qui sont locale-
ment engendrés par une famille libre de fonctions transverses & N. La théorie se simplifie
alors considérablement; la plupart des preuves se résument 3 des manipulations algébriques
sur des développements de Taylor le long de sous-variétés, les développements géométriques
sont plus aisés et les résultats sont plus précis. Nous passons en revue quelques opérations
élémentaires telles les intersections, produits, push-forward, le but étant de décrire la com-
position des sous-variétés lagrangiennes. La premiere partie est un préliminaire o1 est décrit
le calcul symbolique des fonctions s’annulant & un certain ordre le long d’une sous-variété
et ou 'on rappelle quelques résultats sur les développements de Taylor. Les définitions des
sous-variétés formelles et premieres propriétés sont données dans une deuxiéme partie. Les
chapitres suivants sont consacrés aux opérations géométriques indiquées ci-dessus.

5.1 Développements de Taylor

Soit Y une sous-variété de codimension k de M. Nous notons Z™(Y) l'idéal de C*°(M)
composé des fonctions s’annulant & ’ordre m le long de Y, i.e.

feT™Y) ssi (P.f‘y =0, VP opérateur différentiel d’ordre m — 1)

Nous définissons Z*°(Y) = (Z™(Y). Si f € C*°(M), nous appelons développement de Taylor
de f le long de Y la classe d’équivalence de f modulo Z°°(Y"). Soit (f,,) une suite de C*°(M)
telle que fm, € Z™(Y'). La notation f ~ Y >° . fy, signifie

N
F=Y fmeI™t(y), VN

m=0

D’aprés le lemme de Borel, quel que soit une suite (fy,), il existe f € C*°(M) unique modulo
I°°(Y) telle que f ~ > 00 fm- Si f € Z™(Y), son symbole o(f) est défini comme une section
de S™((T,Y ® C)*) par la formule suivante

N X) = 3 (05 1)(x = 0,)X°
|a|=m

ot (', ...,z%, ¥t .., 4™) un systéme de coordonnées de M définies sur sur un ouvert U tel
que UNY = {z! = ... = 2¥ = 0} et X* = dz’. Cette définition ne dépend pas du choix des
coordonnées. Nous avons une suite exacte

0— I™Y(Y) — I™Y) S C®(Y, 8™ ((TY ® C)1)) — 0

Nous appelons un systéme de coordonnées transverses ¢ Y une famille (2, .., z*) de fonc-
tions & valeurs complexes définies sur un ouvert U de M s’annulant sur U NY et telle que
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(dav’|z)z soit une famille libre sur C quel que soit z € U N'Y. Remarquons que (X* = alac’|z)Z
est alors une base de (T,Y ® C)*.

Soient U un ouvert de M et Y7, ...,Y; des champs de vecteurs complexes de M tels que

Y|, Y| )@ (1Y ®C) =T, X®C, VzeU

(4.27)
[Y;,Y;] =0 mod Z*(Y NU)

Pour résoudre certaines équations, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 4.42. Soit f € C®(Y NU) et (f',..., f¥) une famille de C®°(U). Supposons que
les fonctions Y;.f7 — ijz s’annulent a tout ordre le long de Y. Il existe alors une fonction
g € C®(U) unique modulo T®(Y NU) telle que

9lyew :f'
Xi.g=f* mod ZI*(Y NU)

Preuve. A laide d’une partition de 'unité, on se raméne & un ouvert U sur lequel est
défini un systéme de coordonnées (z!,...,z*) transverses a Y tel que Y;.z/ |Y = 0;;. Nous
montrons par récurrence sur m qu’il existe une unique fonction g modulo Z™*H(Y N U) telle
que g‘YnU = f et X;.9g = fi mod Z™(Y). L’hypothése est vrai au rang 0, soit g vérifiant
I’hypothése au rang m. Cherchons h € IT™11(Y) telle que g + h vérifie 'hypothése au rang
m + 1. Nous devons résoudre .

do(h) + Y o(Yig — f)dX' =0

2

Cette équation admet une unique solution 2 si d(3>°, 0(Yi.g — f1)dX*) = 0. Or

Oxio(Yy.g — f) — 0xio(Yi.g — f') =o(Y;(Yi.g — f') — Yi(Yj.g — f7))
=o([Y;,Yi).9 + Y;.fi — Yi.f9)
-0

par hypothese. U

*L’opérateur d de dérivation au sens de de Rham agit sur A, = ®D,., S (.Y ® Ot @ AP(T,Y @ O)*. Si

.

{0,1}*) et d est défini par

d(X*dX’) =" Ox:(X*)dX' AdX’

?

Le lemme de de Rham est valable dans ce contexte et 'on peut méme décrire les solutions a I’aide de 'opérateur
d*

4 (X*dXP) = X X%y dX°

d et d* laissent invariants les sous-espaces A? engendrés par les (X*dX?) tels que |a| + |3| = p et vérifient
d’> =0, (d*)? =0, (dd* +d*d)F = pF

si F € AY. Par conséquent, si F' est combinaison linéaire des X tels que |a| = p, alors dF = G équivaut &
dG =0et ind*G
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Une autre application de ce lemme est d’écrire les développements de Taylor le long de
Y des fonctions de C®°(U) sous forme de séries formelles de C®°(Y N U)[[V,...,V¥]].
f € C*(U), nous lui associons la série formelle

ICAED AT I fo= Y Flyry

En quotientant, on définit de la sorte un isomorphisme de C*®(U)/Z®°(Y NU) sur C*(Y N
U)[[V?]]- LVinverse de cet isomorphisme associe & Y, fo(z)V® une fonction f ~ 3=, fav®, olt
les fonctions f, prolongent les f, et sont annulées & tout ordre le long de Y par les Y; et (v*)
est un systéme de coordonnées transverses & Y tel que ;.07 = d0;; modulo Z%°(Y').

Au lieu de se donner les champs de vecteurs Y;, on peut partir d’un systéme de coor-
données transverses (v*);— 1,...k & Y que 'on complete par k1 . 2™ de sorte que la famille
(dv,dx? )i=1,... k;j=k+1,...,n SOit libre au dessus d’un ouvert U. On définit alors les champs de
vecteurs Y; par les relations

<dlUi7le> = 5ila <dl‘j,Y2) =0

Ils vérifient les hypothéses (4.27) et 'on peut ainsi identifier les éléments de C*°(U)/Z>°(UNY')
& des séries formelles de C®°(Y NU)[[VY]].

5.2 Définition des sous-variétés formelles

Définition 4.43. Soit Z un idéal de C*°(M), Ar et T'A les ensembles définis par

A ={z €M/ f(z)=0,Vf €T}
TA={X € T,M®C /z € Ag et (df,X) =0,Vf € T}

Nous disons que Z définit une sous-variété formelle A de codimension & si

1. I est stable par somme localement finie
ii. V& € Agr,3 U voisinage de z, Jul,...,u* € T tels que

(du’ ‘x)l est une famille libre sur C
Vf € C®(M),Supp(f) C U = (f €Z o 3f1, o, fr € C°(M) tels que f = Zfiui)

111. AR est une sous-variété de M
w. ToANTA=T,Ar®C, VzeAr

Cette définition est moins générale que celle d’Hérmander ol n’apparaissent pas les hy-
potheses 4ii. et 4v.. T est 'idéal associé & A, nous le notons Z(A). Nous appelons Ag la partie
réelle de A, TA espace tangent de A, et les familles (U, u') des systémes de générateurs de
Z(A) sur U. Si (uf) est un systéme de générateurs sur U, remarquons que (T, A)* est engendré
par du' | .., duF ‘y quel que soit y € Ag NU. Par conséquent, cette famille est libre sur C,
et TA est un sous-fibré de TM ® C — Ar de dimension complexe n — k.



156 Analyse semi-classique sur les variétés symplectiques compactes

Si Ar a méme codimension que A, ’hypothése iv. implique que les systémes de générateurs
de Z(A) sont des systémes de coordonnées transverses & Ag. Nous en déduisons que Z(A) =
Z(AR), ou Z(AR) est ’ensemble des fonctions s’annulant sur Ag. Réciproquement, siY est une
sous-variété de M, alors Z(Y') définit une sous-variété formelle A de méme codimension que Y’
et dont la partie réelle est Y. Dans ce cas, nous disons que A est réelle et nous I'identifions &
Ag. Si A est une sous-variété formelle, Z(A) définit une sous-variété formelle que nous notons
A. Remarquons que A = A (i.e. Z(A) = Z(A)) implique que A est réelle.

Si F est un sous-ensemble de C*°(M), I'idéal engendré par F est I’ensemble des fonctions
f € C®(M) telles que

f= Zfz‘gi, [i€C®(M),g; € F

el
ou I est dénombrable et la somme localement finie.

Si (u’) est un systéme de générateurs sur U et y € U, nous avons

(T,ANT,R) " =(T,A) " + (T,R)*
(du'| ,..,duF|  da'| .. du*| )c
4 Y Y y

(dReel u1|y, ..., dReel uk|y, dIm ul\y, .., dIm uk\y>c

(4.28)

Par conséquent, si Z est un idéal vérifiant i., i¢. et 44¢., I’hypothese iv. équivaut & demander
que le rang de la famille (dReelul‘y,...,dReeluk‘y,dImul‘y,...,dImuk|y) soit égale a la
codimension de Ag.

Soit v!,..v% € Z(A) et z € Ag tels que (dvi|x) soit une famille libre sur C. La famille
(v") est alors un systéme de générateurs de Z(A) sur un voisinage de z. En effet, introduisons
un systéme de générateurs (u;) de Z(A) sur un voisinage de z. Il existe alors une famille
de fongtions g; telles que v* = Zj gj-uj . Ceci implique que dvi‘w = Zj g;(a:)duj ‘w et donc
que (g;)” est inversible au voisinage de z. Nous pouvons alors écrire les u' comme des
combinaisons linéaires & coefficients C™ des v’ et il en est de méme pour toute fonction de

Z(A).

Si A et Ay sont deux sous-variétés formelles de M ayant méme partie réelle et méme codi-
mension, alors Z(A1) C Z(Ay) implique A; = As. En effet d’aprés le paragraphe précédent,
un systéme de générateurs de Z(A;) est un systéme de générateurs de Z(As).

Localement, un idéal définissant une sous-variété formelle se ramene & la forme normale
suivante.

Proposition 4.44. Soit A une sous-variété formelle de codimension k telle que Ar soit de
codimension k + 1. Soit x € Ar. Il existe alors un voisinage U de x et k + | fonctions a
valeurs réelles x',..., ¥t € C°(M) telles que la famille (z* — ’l‘xk—i—i,.’L‘j)izl,_",l;j:l_'_l,_",k soit
un systéme de générateurs de Z(A) sur U.

Preuve. Soit u’ un systéme de générateurs de Z(A) sur un voisinage de =, que nous allons
modifier de telle sorte & ce qu'il soit sous la forme souhaitée. Soit s'*1, ..., s* des sections de
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(TA)* N (TA)* qui forment une famille libre au voisinage de z. Ce fibré étant le complexifié
d’un sous-fibré réel de T*M — Ag, il est possible de choisir les s* réelles. Il existe une famille
(95)i=t41,...k; j=1,...k de CF(M) telle que s* = 3 ; gidu? sur Ag. Posons v = 3; gju’ pour
i variant de [ + 1 & k. Nous avons dv' = s* sur Ag. La famille (dv’) est donc libre sur
un voisinage de . Nous la complétons avec v, ...,v! choisis parmi les u’ de telle sorte que
(v*)1,....k soit un systéme de générateurs de Z(A) sur un voisinage de z. dImv’ s’annule sur
Ag pour i =1 +1,...,k. La famille (Rev’,Imv’);—1 . j—1,., constitue alors un systéme de
coordonnées transverse & Agr. Par conséquent

k l
Imv’/ = Zafz Rev' + Zﬁf Im v’
=1 =1

pour ¢ compris entre [ + 1 et k avec les a{ et ﬁg a valeurs réelles s’annulant sur Ag. Nous
posons alors ;vj = oJ (1 - iZfZl o — ZZj B ) Cette fonction prend des valeurs réelles. La,
famille (v*,27);=1,..1; j=k+1,..; €st un systéme de générateurs de Z(A) sur un voisinage de z.
D’ot1 le résultat. O

Définissons les fonctions 2/ = z7 — izh*J, 20 = 29 + izt pour j qui varie de 1 & I
et v =z pour j =1+ 1,...,k. La famille (zi,Zi,yj ) est alors un systéme de coordonnées
transverse & Ag. En complétant cette famille par des fonctions t**t/+1 .. " on peut écrire
les développements de Taylor le long de Ag de f € C*°(U) sous la forme d’une série formelle
[Df|(t,Z,Z,Y) de C®(U NY)[[Z7,Z7,Y"]] (cf. fin du chapitre 5.1). Si le support de f est
un compact inclu dans U, on a alors

f e T(A) & [Df](t, Z,0,0) = 0

En effet, si f € Z°°(Ag) alors f est divisible par z.z° + y7.4/ et par conséquent appartient &
Z(A). L’appartenance & Z(A) ne dépend donc que du développement de Taylor de f le long
de Ar et 'on obtient la relation ci-dessus.

Utilisant que Z(A) est stable par somme localement finie, on montre que Z*(Ar) C Z(A).
En effet, si f € Z°°(AR) est & support compact inclu dans un certain voisinage U de y € Ag,
on vient de montrer que f € Z(A). Siy ¢ Ag, c’est encore vrai car il existe une fonction de
Z(A) qui ne s’annule pas sur un voisinage de y. A ’aide d’une partition de 'unité, on enléve
I’hypothése sur le support de f. Dans ce qui suit, on se contentera de vérifier les résultats
localement.

Il sera parfois intéressant d’utiliser la filtration (Z™(Ar). En se ramenant & la forme
normale, on démontre le résultat suivant: si (u’) est un systéme de générateurs sur un ouvert
U, alors pour toute fonction f a support compact inclu dans U nous avons

(4.29) fEeT™AR) NT(A) & 3f1,.., fx € T (AR) tels que f = fuu'.
i
Remarquons aussi que f ~ > f™ avec f™ € I™(Ag) NZ(A) implique que f appartient &

Z(A). En effet, f™ =Y, fMu’ avec f™ € T™ 1(Ag) et donc f = f;u’ modulo Z%°(Ag) ou
fin 220
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Si Y est une sous-variété de M, nous avons C*®(Y) ~ C*®(M)/Z(Y). Aussi, si A est
une sous-variété formelle de M, nous définissons l'algébre C*°(A) des fonctions définies sur
A comme étant le quotient de C*°(M) par Z(A). Nous définissons le support de f € C*°(A)
comme étant le sous-ensemble fermé de Ar dont le complémentaire est

{z € Ag / Tp € C®°(M) tel que p(z) # 0 et p.g € T(A)}

ou g € C®(M) est un représentant de f. Utilisant la forme normale et les notations in-
troduites ci-dessus, on constate que toute fonction [f] € C°°(A) a support dans U N AR est
représentée par une unique série formelle F(t,Z) = [Df](t, Z,0,0). Ainsi C*(A) se présente
localement comme une algebre de séries formelles en les variables Z', ..., Z! & coefficients des
fonctions définies sur Ap.

5.3 Opérations sur les sous-variétés formelles

Tout d’abord, décrivons le produit d’une sous-variété formelle A de M de codimension k et
d’une variété N. Soit 7 la projection M x N — N. On vérifie que I'idéal engendré par 7*Z(A)
définit une sous-variété formelle A x N de M x N de codimension k et de partie réelle Ag x .
L’application 7* induit une application C*°(A) — C*°(A x N).

La proposition suivante traite de l'intersection de deux sous-variétés formelles.

Proposition 4.45. Soit A! et A? deuz sous-variétés formelles de M de codimension k' et k>
respectivement. Supposons que l’intersection de Alﬁ et Af{ soit non-dégénérée au sens de Bott,
i.e. que Ak N A% est une sous-variété de M dont ’espace tangent est TAL NTAZ. Supposons
aussi que Uintersection de A et A? soit transverse dans le sens que

(4.30) T,A' + TA%2 = T, M ® C, Vz € Ay NA%
Alors lVidéal de C™°(M) engendré par T(A') et T(A?) définit une sous-variété formelle A de

codimension ki + ko, de partie réelle A& N A% et d’espace tangent TA' NTA?.

Nous apellons A Dintersection de A et A2. Utilisant que Z(A?) C Z(A), on définit des
opérations de restrictions C®(A?) — C®(A).

Preuve. Par définition, Z(A) est ’ensemble des fonctions de C*°(M) de la forme
d_fig+ 3 1ig;
i J

ou gzj € I(A9), les fz-j sont quelconques et la somme est dénombrable localement finie. Donc
Z(A) est stable par somme localement finie et sa trace est Ak N A%. Si (u’) (resp. (v7)) est
un systéme de générateurs de Z(A') (resp. Z(A?)) au voisinage de x € M, alors la famille
(dui|z, dv? |z) est libre d’apres (4.30) et par conséquent (u’,v7) est un systéme de générateurs
de Z(A). De plus, TANTA = T(Ay N A2) ® C découle de T(AL N AZ) = TAL NTAZ. O
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Soit M, N deux variétés et p : M — N une application. Soit Z un idéal de C*°(M). Nous
définissons p,Z comme étant I'ensemble composé des fonctions f € C*®(N) telles que p*f
appartienne & Z. L’application p* : C*°(N) — C°°(M) induit alors un morphisme d’algébre
injectif de C®°(N)/p.Z vers C*°(M)/Z. Celui-ci est surjectif ssi quel que soit f € C*°(M), il
existe g € C*°(N) telle que p*g = f modulo Z.

Proposition 4.46. Soit p : M — N une submersion et A une sous-variété formelle de M
telles que

i. Kerp,| ®@ToA=TM®C, VzeAg

11. p‘AR est un plongement

Alors p,IZ(A) = Z°°(p(ARr)) et pour tout f € C®(M), il existe g € C®°(N) telle que p*g = f
mod Z(A).

Remarquons que ’hypothese i. implique que p‘ Ar est un immersion. On déduit de cette
proposition que C*(A) ~ C®°(N)/Z(p(ARr)).

Preuve. Soit (y**!,...,") un systéme de coordonnées sur N tels que p(Ag) = {yF™! = ... =

y*t! = 0}. Définissons ¢ = p*y’. Soit (u/) un systéme de générateurs de Z(A). L’hypotheése
i. implique alors que (u/, zF+?) j=1,..,k;i=1,...,. €st un systeme de coordonnées transverses a Ag.
Soit f € Z™(p(Ar)). Ecrivons son symbole sous la forme o(f) = 3 foY'® olt YFT¥ est le
symbole de y*** pour i variant de 1 4 I. Nous avons alors p* f € Z™(Ag) et o(p*f) = Y., faX®
ot X**% est le symbole de z**? pour i variant de 1 & [. D’apres la proposition 4.29, p* f € Z(A)
implique que les f, s’annulent et par conséquent que f € It (p(Ag)). En raisonnant ainsi
par récurrence sur m, nous montrons que p,Z(A) = Z°°(p(Ar)). A présent, considérons
f € I™(AR) et écrivons son symbole sous la forme o(f) = 3, 5 fapXUP ot U est le
symbole de u/ pour j variant de 1 & k. Introduisons une fonction g € 7™ (p(Ar)) admettant
pour symbole Y fo0Y® Nous avons alors f — p*g € Z(A) NI™(Ag) + I™ ! (Ag). De la
sorte, nous construisons par approximations successives une fonction g € C*°(N) telle que
p*g = f mod Z(A). U

Corollaire 4.47. Soit (u');=1,.. r un systéme de générateurs de T(A) sur un voisinage U de
T € Ag et (z') un systéme de coordonnées de M définies sur U telles que (Opu'()); =1, k
soit inversible. Il eziste alors k fonctions g'(z**1,...,z™) telles que la famille (z° — g%)i=1,. k
soit un systéme de générateurs de T(A).

Ce corollaire est le théoreme des fonctions implicites pour les sous-variétés formelles: si

A est définie implicitement par les équations “u’(z!,...,z™) = 07, nous pouvons trouver un

paramétrage de A de la forme “z® = g*(zF+1, .. zF+n)”

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente aux fonctions z!,...,z*, ol p est la

projection (z!,....,z") — (zF*1, ..., z™). O

(4.28) implique que la famille (Im g*); est un systéme de coordonnées transverses & p(Ag).
La proposition suivante donne une forme normale particuliére a la situation présentée dans
la proposition 4.46.
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Proposition 4.48. Sous les hypothéses de la proposition 4.46, considérons x € Agr. Il existe
alors un systéme de coordonnées (x')i=1,..n de M sur un voisinage de x et un systéme de
coordonnées (y')i=k+1,..n de N sur un voisinage de p(z) tels que

i. —p*y', pouri=k+1,...n

xl
it. (27 — 'iavkﬂ,x’)j:l,__,l; i=l+1,...k est un systéme de générateurs de Z(A) au voisinage de

Preuve. Considérons un systéme de coordonnées (z*) de M tel que le corollaire 4.47 s’appli-
que. Il existe alors une famille (¢);—1,. 4 de fonctions définies sur N telle que (2! —p*¢")i=1,
soit un systéme de générateurs de Z(A). Remplagons les fonctions z¢ par z* — p* Re g* pour
i variant de 1 & k. Il existe alors k fonctions & valeurs réelles définies sur N telle que (z* —
ip* f*)i=1,..k soit un systéme de générateurs de Z(A). Quitte & permuter les indices, les
fonctions f1, ..., f! constituent un systéme de coordonnées transverses & p(Ag). Nous avons

alors fJ = 2221 g} f* pour 4 variant de [ + 1 & k. Nous remplacons les fonctions z* par

S ? . .
' — Zé:l g/ z" pour ¢ variant de [ +1 & k. Nous posons y* = f* pour ¢ variant de 1 & [. Nous
complétons la famille (3*) en un systéme de coordonnées sur M et nous remplagons z’ par

p*y* pour i variant de k + 1 & n. Le résultat est alors assuré. O

La proposition suivante décrit un autre type de projection de sous-variété formelle d’une
nature totalement différente : 'image de la projection est & nouveau une sous-variété formelle.

Proposition 4.49. Soit p : M — N une submersion et s = dimM — dim N. Soit A une
sous-variété formelle de M de codimension k telle que

i. Kerp*‘w NT,A=(0), Vze€Ar
1. p‘AR est un plongement

iii. puTpA NPT = p (TpAr ® C), Vz € Ag

Alors p,Z(A) définit une sous-variété formelle de N de codimension k — s, de partie réelle de
p(AR) et d’espace tangent p,TA. De plus, pour tout f € C*®°(M), il existe g € C®(N) telle
que p*g = f mod Z(A).

Remarquons que I’hypothése i. implique que p‘ Ay St un immersion. On définit p(A)
comme étant la sous-variété formelle associée a 'idéal p,Z(A) et nous avons un isomorphime

C(A) =~ C=(p(A)).

Preuve. Soit z € Ag. Soit (Ysit1,-.-,¥™) un systéme de coordonnées de N définies sur un
voisinage de p(z) tel que I'espace engendré par Oys+1 |p($),...,6yk ‘p(w) soit en somme directe

avec p,TpA. Définissons 2 = p*y’ pour i variant de s + 1 & n et completons la famille
(z%) en un systéme de coordonnées de M définies sur un voisinage de z. En appliquant le
corollaire 4.47, nous obtenons k fonctions h'(y**1,...,y") telles que (z° — p*h?);—1, _j soit
un systéme de générateurs de Z(A). Les fonctions y* — h’ pour i variant de s + 1 & k sont
dans p,Z(A). L’hypothese 4ii implique que ces fonctions engendrent un idéal Z de C*°(N)
définissant un sous-variété formelle. Montrons que Z = p,Z(A). Soit f € C*°(N). En
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appliquant la proposition (4.46) & Z nous obtenons f*t1, .. f¥ et r(y*1,...,y") telles que

f= ZEI;-H (y'—h*)+r. Par conséquent, p*f = E;ifﬂ p* f(z' —p*h*)+p*r. En appliquant
la proposition (4.46) & Z(A), nous voyons que p* f € Z(A) équivaut a p*r € Z°°(AR), autrement
dit r € Z°°(p(Ar)), autrement dit f € 7. O

5.4 Sous-variétés formelles lagrangiennes

Supposons que S soit munie d’une deux-forme symplectique €2 et de dimension 2n. Un sous-
ensemble de C™°(S) est dit involutif §’il est stable par crochet de Poison.

Définition 4.50. Une sous-vari¢té formelle L de S est dite lagrangienne si elle est de codi-
mension n et Z(L) est involutif. Si de plus 1Q(X, X) > 0 quel que soit X € TL, L est dite
positive.

Si L est positive, (X,Y) — %Q(X ,Y) est une forme sesquilinéaire positive de T L. Son
noyau est T;Lr ® C. En effet si X € T,L vérifie (X, X) = 0, il découle de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz que Q(X,Y) = 0 quel que soit Y € T, L et T, L étant lagrangien X € T, L.

Considérons trois variétes symplectiques (S;, €2;) avec i = 1,2,3. Supposons que les pro-
duits S; x S; soient munis des deux-formes symplectiques 7} €2; — F;Qj, ou m; et m; désignent
les projections S; X S; — S; et S;x.S; — S;. Considérons deux sous-variétés formelles lagrang-
iennes positives L2 et L?3 de S; x Sy et Sy x S3 respectivement. Définissons la composition
L13 — L12 o L23:

L' = 7m3(L) ou L = (L'? x S3) N (S1 x L?)

et w13 est la projection S; x Sy x S3 — S X S3. La proposition suivante montre que cette
opération est bien définie lorsque les hypothéses nécessaires pour définir I'intersection de
L' x S3 et S; x L? sont vérifiées.

Proposition 4.51. Supposons que lintersection Lg = (Li? x S3) N (S1 x L) soit non
dégénérée au sens de Bott, que

(4.31) Tp(L'2 x S3) NTy(Sy x L) = Tp(S) x So x S3) ® C

quel que soit x € Lr et que l'immersion w3 : Lr — S1 X S3 soit un plongement. Alors
(L, m13) vérifie les hypotheses de la proposition 4.49 et la sous-variété formelle L' = m13(L)
est lagrangienne positive. Si (x1,9,z3) € Ly, l’espace tangent Tzl,ngl?’ est la composition
de Twl,sz12 avec Tw27w3L23.

A une telle composition est associée une application C®°(L!?) x C®(L?3) — C*(L'?)
définie de la maniére suivante: si fio € C®(L'?), nous lui associons son image gi2 par la
composition

C*®(L'?) = C®(L" x S3) = C®(L) — C®(L")

ou les différentes applications ont été définies dans le chapitre précédent. De méme, on associe
A fo3 € C°(L?3) une fonction ¢?3 € C®(L'3) et & (fi2, fo3) on associe le produit g12.g23.
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Preuve. Les hypothéses nous assurent que la proposition 4.45 s’applique & L'? x S5 et S; x
L?3, de sorte que L est une sous-variété formelle de S; x Sy x S3. Vérifions les hypotheéses de
la proposition 4.49.

TLN (TS>® C) = (0)

découle comme pour la composition des sous-variétés lagrangiennes réelles de (4.31). D’autre
part, si (X1,X3) € (m13)«TL, il existe Xy tel que (X1,X3) € TLY et (Xo,X3) € TL%,.
Comme L2 et L?3 sont positives, nous avons

1 _ 1 _
(4.32) {Q(Xth) - ;Q(X2,X2) >0

1 = 1 _
(4.33) {Q(X2,X2) - ;Q(X?,,X:s) >0

= %Q(Xl,Xl) — %Q(Xg,Xg) 2 0
Si de plus (X1, X3) € (m13)TL, alors %Q(Xl,Xl) - %Q(Xg,Xg) est & la fois positif et négatif,
donc nul. Par conséquent, (4.32) et (4.33) sont nécessairement nuls, et (X7, X2, X3) appartient
a TLg. Ce qui montre que (m13),TL N (m13):TL = (m13).TLg ® C. Le méme raisonnement
montre que m3(L) est positive. On vérifie ensuite que Z(m13(L)) est stable par crochet de
Poisson. O
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