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Prépaŕeeà l’Institut desSciencesNucléairesdeGrenobledansle cadredel’Ecole Doctorale
dePhysique

Présent́eeetsoutenuepubliquement

par

Christophe PEAUCELLE

Le 12octobre2001

LA PROBLEMA TIQ UE DE L’EVOLUTION DESMOMENTS D’UNE
DENSITE DE PARTICULES SOUMISESA DESFORCESNON

LINEAIRES
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1.4 Méthodedesmoments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4.1 Momentsd’unedensit́eendimension2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4.2 Equationd’évolutiondesmoments.Non fermeture . . . . . . . . . . . 15
1.4.3 Un exemplededifficultédueauxforcesnonlinéaires. . . . . . . . . . 16
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2.3 Momentsetpolynômesorthogonaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.1 Matricedemoments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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2.5.1 Casgéńeral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3.3.2 Evolutiondel’ émittanceRMS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3.2.1 Régimetransitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.3.2.2 Régimed’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.3 Evolutiondesmomentspairs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3.3.1 Evolutionsansmoyenne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3.3.2 Obtentiondesvaleursd’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4 Conclusionduchapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4 Evolution desmomentsdansun espacededimension2 : approcherigour euse 67
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4.1.1 Géńeralisationdela fonction � endeuxdimensions . . . . . . . . . . 67
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5.2.3.1 Lesréglagesstandards. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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C ApproximantsdePadé 125
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Avertissement

La thèsese scindeen deux partiestotalementindépendantes.La premìerepartieest une
étudethéoriquesur la dynamiquedesmomentsqui a occuṕe unegrandepartiedu travail de
thèse(chapitre1 à4). Il a ét́e jugé importantdenepaslimiter le travail àdesaspectspurement
théoriquesetunesecondepartie,purementexpérimentale,portesurla mesuredela qualification
desfaisceauxdansun nouvel acćelérateurdu laboratoireet pour lequeldescalculsthéoriques
avaientét́e faits lors desaconception(chapitre5).
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Chapitre1

Intr oduction et motivationsde la
problématiquedesmoments

1.1 Accélérateursde forte intensité,halo et moments

L’utilisation desacćelérateurslinéairesdeforte puissancedansdifférentsprojetstelsquela
productiondeneutronsparspallationou lesréacteurshybrides[1] a ameńe àsepenchersurles
probl̀emesdela dynamiquedefaisceauxdeforte intensit́e,enparticulierl’existenced’un halo
departicules.Cehaloestunedistributiondeparticulesdetrèsfaibledensit́equi peutseformer
autourducoeurdu faisceau.Si l’on veutlimiter l’activationdela machine,lespertestolérables
sontde l’ordre de 
 watt/mètre,ce qui correspond̀a destaux de pertesde 
���
���� mètre,voire
�� 
�� � mètrecomptetenudespuissancesmoyennesde faisceautrèsélevées.Il estdoncrequis
debienmâıtriserle haloqui risquedeseformerautourducoeurdufaisceau.Cehalopeutavoir
différentescauses.Uned’entreellesestla force(non linéaire)de répulsioncoulombiennedes
particulesdu faisceauentreelles.C’estl’ef fet decharged’espace.

Afin decomprendrele processusdeformationdecehaloet lesphénom̀enesdecharged’espace,
denombreuseśetudesthéoriques[2] et expérimentales[3] ont ét́e entreprises.La difficultédu
probl̀emerésidedansunemod́elisationréalisted’un faisceaucomprenantplusieursmilliards
departiculessousun fort effet decharged’espace.La différenced’échelleentrele nombrede
particulesdansle faisceauet sespertesrendconsid́erableslesbesoinsenpuissancedecalcul.
C’estpourquoila plupartdesmod̀elesdévelopṕesselimitent engéńeralàdeuxdimensionspour
analyserle comportementdecehalo[4]. De trèsnombreuxmécanismesdeformationdu halo
sontaujourd’huibien connus(comme,par exemple,la physiquedesinteractionsrésonnantes
dansle casd’un mod̀elecoeur-particules).

De nombreusesméthodesde calculont doncét́e utilisées,nousendécrironsrapidementtrois
d’entreellesdansle paragraphe(1.3).
Uneapprocheen apparenceplus simplequelesautresa déjà ét́e propośee[5] : plutôt quede
transporterdenombreusesparticules,d’unemanìereou d’uneautre,il a ét́e propośe de trans-
porterdirectementla densit́edecharge,décriteuniquementpardesparam̀etresstatistiques(les
moments).Toutefois,celan’a jamaisdonńederésultatprobant.

Demanìeresimilaire,l’id éedecaract́eriserunedensit́eparsesmomentsetd’en étudierl’ évolu-
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Chapitre 1 : Introduction

tion quandla dynamiqueestnonlinéaire,estunprobl̀emerécurrentenphysiqueetenphysique
math́ematique.
D’une façon géńerale,la dynamiquenon linéairedemandede connâıtre une infinité de mo-
mentspourendonnerl’ évolution(probl̀emedit defermeture).Si, toutefois,un nombrefini de
momentsdonneunebonneapproximationdela densit́e,onpeutenvisagerd’extrapolerlesmo-
mentsd’ordresuṕerieuret ainsicontournerla difficulté.Jusqu’alors,lesarticlesrencontŕessur
le sujetsupposentquecesmomentsd’ordresuṕerieursontnuls,cequi n’estpasacceptable.

Nousnoussommesdoncattach́esà comprendrequelleétait la significationdece typededes-
cription ainsi que les outils requispour la développeret plus géńeralementles difficultésde
cetteformulationquecesoit dansla physiquedesacćelérateursoudanstoutautredomaine.

1.2 Rappelset notationsdephysiquedesacćelérateurs

Nous introduisons,dansce paragraphe,desnotionstrès élémentairesde la physiquedes
acćelérateursdontnousnousservironsaucoursdela présentéetude.Pourplusd’informations
surlesacćelérateurs,nousrenvoyonsle lecteurauxréférences[6] et [7].

1.2.1 Référentiel et espacedesphases

Afin depouvoir décrireaiśementla dynamiquedesparticulesd’un faisceaudansun acće-
lérateur, onseplacedansun référentielayantdeuxdimensionstransversesnot́ees� et � et une
dimensionlongitudinalecurvilignenot́ee � , le long dela trajectoirederéférence.Chaquepar-
ticule sepropageselon � et appartientdonc,enoutre,à un plan transverse ��������� d’abscisse�
orthogonal̀acetaxe (voir figure1-1).

y

Plan transverse

x

s

(x, y)

particule

vitesse v

Axe machine

Fig. 1-1 : Réf́erentielgéńeral d’uneparticule

Uneparticuleestreṕeréeparsescoordonńees� et � maisaussiparl’inclinaisondesatrajectoire
surlesaxes � et � , c’est-̀a-direparlesquantit́es ��������� et ��� ����� quel’on noterespectivement� !
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et ��! . Deplus,lesparticulessontreṕeréesparleurpositionlongitudinalerelativeàuneparticule
deréférence"$# ainsiqueparleurquantit́edemouvementrelative àcettemêmeparticulenot́ee"&%'��% . Une particuleestdonccompl̀etementdétermińeepar un sextuplet dansun espaceque
l’on appelleraespacedesphasesdedimension6 : �(����� !)��������!)��"$#*�+",%���%'� [8].

1.2.2 Hypothèsedeparaxialit é [9]

En géńeral,la vitesselongitudinale-�. d’uneparticuleestbeaucoupplusgrandequesavi-
tessetransverse -�/ (le modulede la vitesse- étantdéfini par -1032 -�.54768-�/94 ). L’hypothèse
de paraxialit́e consistèa négliger ��- . �:-�/�� 4 dansle calcul devant �(- ��-�/�� . Il en découlequela
vitesselongitudinalevautapproximativement-�.<;=- , ensupposantquecettevitessen’estpas
modifiéeparlesélémentsdefocalisation.

Duranttoutenotreétude,noussupposeronsquecettehypoth̀eseestvérifiée.Deplus,onsuppo-
seraquele terme"&%'�+% estnul et quele faisceauestcontinu.On pourradoncdéjà limiter notre
espacedesphases̀aquatredimensions���>�+� ! ������� ! � (cequi serale casdesmesuresdefaisceau-
logiesurGENEPIduchapitre5).

Enfin, nousconsid́ererons,dansla méthodedesmoments,queles faisceaux́etudíessontà sy-
métriederévolution dansl’espacetransverse �(����� � . L’espacedesphasesendeuxdimensions�(����� !?� suffira donc pour étudierla dynamiquedesparticules.En effet, notre objectif est de
savoir commenttraiter la dynamiquedesmomentset de bienen comprendresasignification.
Cetteconditionn’estdoncpaslimitative.

Remarque : L’espacelongitudinalpermetde décrire la positiondesparticulesau coursdu
temps.Pourchaqueparticule,la vitessepeuts’écrire:-@;A-�.B0 ����DC
Le terme��! (qui repŕesentela dérivéede � parrapportà � ) s’écrit :� ! 0 ������ 0 ����DC �DC���� ! 0 E� -
où E� repŕesentela dérivéede � parrapportautemps.

Il estdoncéquivalentde travailler dansles espacedephases���>�+��!?� et �(��� E�'� . Poursimplifier,
noussupposerons,danstousleschapitresconcernantla dynamiquedemoments,quela vitesse- et la massedesparticulessontégalesà 
 .
1.2.3 Emittance transversedu faisceau

Pla̧cons-nousdansl’espacede phases������� ! � . Les définitionsqui suivent serontaussiva-
lablesdans���'����!?� .
L’ensembledesparticulesd’un faisceauoccupentune certainesurfacedanscet espacedes
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phases.On définit alors un domainequi contienttotalementou partiellementles particules.
Cetteenveloppe,appeĺee émittancepeut avoir, a priori , une forme quelconque.Cependant,
dansunegrandemajorité descas,lesparticulesserépartissentde telle manìerequel’on peut
les délimiter par uneellipse.Une ellipse(centŕeesur l’origine dans �(����� !F� ) a pour équation
normaliśee: G � ! 4 68HDIJ�'� ! 6LK9� 4 0NM
avec pour normalisation

G KPOQI 4 0R
 et I ,
G

, K étantles param̀etresde l’ellipse. L’aire de
l’ellipse estdonńeepar S�M où M repŕesentel’ émittance[10].

πε

εβ

εγ

x

x’
ε/γ

ε/β

ε/γ

−α

−α ε/β

Aire =

Fig. 1-2 : Ellipsed’émittancedansl’espacedesphases�(����� ! �
On caract́eriseunedistributiondeparticulesquelconquedans������� !T� parsesgrandeursquadra-
tiquesmoyennesditesRMS(pourRootMeanSquare):

L’enveloppeRMSdans�(����� !?� d’un faisceauestdéfiniepar:U�V 0XW YN� 4[Z
où le terme Y Z désignela moyenneprisesurl’ensembledesparticulesdu faisceau.

SadivergenceRMS U V]\ estdéfiniepar:U V \ 0 2 Y^� ! 4 Z
On construitla matricedite descovariances_ V (oumatricefaisceau)relative àunepopulation
departiculesdans������� !T� dela façonsuivante:

_ V 0 `a Yb� 4 Z YN��� ! ZYN����! Z YN� ! 4 Z cd
(1.1)
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qui permetdedéfinir l’ émittanceRMSpar:M�e(fhgB0AH 2 �ji]C]�*_ V �B0kH 2 Y^�'4 Z Yb� ! 4 Z OlY^�'� ! Z 4
Ondéfinit alorsuneellipse,appeĺeeellipsedeconcentration,d’équationnormaliśee:G � ! 4 68HDIJ��� ! 6mK�� 4 0NM�e(fhg
aveclesparam̀etres”faisceau”dela matrice:G 0AH Yk� 4 ZM�e(fhgI10XOnH Yk�'� ! ZM�e(fhgKo0AH YN� ! 4 ZM�e(fhg
et la normalisation

G KpOLI 4 0l
 .
L’ émittanceRMS estla descriptionla plus simplepossibled’unedistribution dansun espace
desphasesde dimension2. L’ellipse de concentrationd’aire S�M�e(fhg obtenueenglobeplus ou
moinsde particulesen fonction de la densit́e de particules.Par exemple,si la distribution de
particulesestgaussienne(en � et en � ! ), cetteellipsecontient qsr�t desparticules.Si on prend
uneellipsede surfaceHsS�M�e(fug homoth́etiqueà l’ellipse deconcentration,celle-ci contient vDq�t
desparticules.Pourun faisceaudedensit́e uniforme,cettedernìereellipsecontient 
w�D��t des
particules.

1.2.4 Forces

Dansun acćelérateur, les particulesd’un faisceaupassentde manìeregéńeraleà travers
desélémentsd’optiqueélectro-magńetiques: lesparticulessubissentalorsla forcedeLorentz
( x�Q0zyj�ux{ 6 x-}|~x� � ) qui permetà la fois delesacćeléreret delesdévier.

Consid́eronsmaintenantun faisceaude particuleschargéesreprenantles hypoth̀esessimpli-
ficatricesdu paragraphe(1.2.2)enparticulierquele faisceaun’estpasacćeléré.Lesparticules
subissentalorsl’ef fet dedeuxtypesdeforcesdansl’espacetransverse:

– les forcesexternesdefocalisationet dedéviation,chargéesdeguiderle faisceaule long
de la machine.On supposeraquecesforcessontdesfonctionslinéairesde la position
transverse;

– les forcesinternesde répulsioncoulombienne,ditesde charge d’espace,qui tendentà
faire éclaterle faisceau.Cesforcessontnonlinéaires;

Dansunfaisceaudeforteintensit́e,lesforcesderépulsionnesontplusnégligeablesetlesforces
externesdefocalisationdoiventcompenserl’ef fet decharged’espaceenplusdeservirdeguide
defaisceau.
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Dansla méthodedesmoments,le probl̀emerevêtplusieursaspects:

– décrire à un instantdonńe la dynamiquedesmomentsd’une distribution de particules
sousuneforcenonlinéaire(interneouexterne);

– faire évoluerla densit́e;

– recalculerla nouvelleforcenonlinéairesi celle-cidépenddela densit́e(commelesforces
internesderépulsion).

Cedernierpointn’estpasle plusdifficile si l’on saitfairele lien entrela densit́eetsesmoments.
Noussupposeronsdoncpourl’ étudedesmomentsque:
- noustravailleronsdansun espacedesphasesdedimension2 �(����� ! � , cequi nelimiterapasla
compŕehension;
- noussupposeronsquelesforcesconsid́eréessonttoutesexternes.

Danscecas,la relationfondamentaledela dynamiques’écrit (en � ) :�b���0Q� V ���>�+�'���D�96��D���
Cequi donne,envertudela relationentre� ! et E� :� ! ! 0 � V �(���������D�� - 4 6^�J���
La forcedefocalisationétantunefonctionlinéairedela positiontransversedela particule:� ! ! 0lOn� V ���D����6b�J���
1.3 Traitements usuelsdu problèmede la dynamique de la

haute intensité

Nousprésentonsbrièvementtrois principalesfaçonsdontla dynamiquedesparticulesdans
un acćelérateurde forte intensit́e est géńeralementtraitée: la simulationdirecteparticulaire
PPI (Particle-Particle Interaction)qui tient comptedescollisions entretoutesles particules,
le mod̀ele par cellule PIC (Particle-in-cell)et le mod̀ele coeur-particulePCM (Particle-Core
Model).

1.3.1 Le modèlePPI

Dansle casd’un faisceaude forte intensit́e, on ne peutplus négliger les forcesde charge
d’espaceentreles particules.La méthodemultiparticulaireconsisteà calculerla force totale
(incluant notammentla force de répulsion)s’exerçantsur chaqueparticulecrééepar toutes
les autresparticulesà chaqueinstant.Cetteforcedépendantde la positionet de la vitessede
touteslesautresparticules,cecalculs’avèreextrêmementlong.Engéńeral,onprendunnombre
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(limit éparla puissancedecalculmaissuffisammentgrandpouravoir unebonnestatistique)de
particulesafin d’avoir destempsdecalculsraisonnables.Cependant,commenousl’avonsvu,
il faudraitprendreaumoins 
w� � particulespourpouvoir commencer̀acaract́eriserlespertesdu
faisceauet intégrerle probl̀emeduhalotrèsfaibledansla dynamiquedu faisceau.

1.3.2 Le modèlePIC

Cemod̀eleconsistèadiviserl’espaceenunnombrefini decellulespourformerunmaillage.
Chaquecelluleestsuppośeecontenirun nombrefini departicules; à chaquepasdetemps,on
déterminele déplacementdechaquecellulesousl’ef fet desforcesprésentes,enparticulierde
la forcedecharged’espacedueauxautrescellules.Puison répartitla celluledéplaćeesur les
autrescellulesformantsonpointd’arrivéesurle maillage.Globalementlescellulesrestentfixes
maisc’est la répartitiondesparticulesà l’int érieurde chacunedescellulesqui estmodifiée
[11]. Ce mod̀ele,plus économique(il évite en effet de consid́erer toutesles collisionsentre
les particules),estbeaucoupmoinsréalistequele préćedentet ne parâıt pasadapt́e pourdes
simulations̀a 
w� 
�� ou 
w� 
�� près.

1.3.3 Le modèlecoeur-particules

Relativementsimpleet facile à mettreenplace,cemod̀eleestbeaucouputilisé pourcom-
prendrel’origine duhalodanslesacćelérateursdeforte intensit́e [12], [13], [14]. Il apermisde
nombreuseśetudescomportementalesvalidéesensuitepardescodesparticulaires.
Le faisceauest mod́elisé par un coeurdécrit par son équationd’enveloppeRMS et un cer-
tainnombredeparticules-testqui interagissentuniquementavecle coeur. Nousrappelleronsau
chapitre5 quel’ évolutionRMS d’unedistribution departiculessouscharged’espaceestbien
décrite,souscertainesconditions,paruneéquationparticulìeredited’enveloppe.
Le coeurévolue doncpar lui-mêmede manìeresimplealorsqueles particules-testoscillent
avecdesfréquencesqui leursontpropres[15] :

0.0 50.0� 100.0� 150.0�
temps (u.a.)�-3.5

-2.5

-1.5

-0.5

0.5

1.5

2.5

3.5

po
si

tio
n 

(u
.a

.)�
Particule
Coeur
�

Fig. 1-3 : Evolutionendeuxdimensionsdel’enveloppeducoeuret dela positiond’une
particule-testenfonctiondu temps(coordonńeesdedépartarbitraires)
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L’ évolutiondu faisceauestobserv́eedemanìerestroboscopique: onrelèvepériodiquementsur
le mêmegraphiquela positiondesparticules-testdansl’espacedesphases(voir figure1-4).

-5.0 -4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
r (u.a.)

-5.0

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

r’ 
(u

.a
.)�

-5.0 -4.0� -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
r (u.a.)
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-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

r’ 
(u

.a
.)�

Fig. 1-4 : SectionsdePoincaŕeendeuxdimensionspour32particules-testdansle casd’une
forte (à gauche)et faible (à droite) charged’espace.

Lesgraphesainsiobtenus(appeĺessectionsdePoincaŕe),ontpermisd’observeretd’étudierles
régionsdestabilit́eetderésonancedansun faisceau[9] enfonctiondela charged’espace.

1.4 Méthodedesmoments

Les méthodesquenousvenonsde mentionneront déjà ét́e dévelopṕeeset notrebut n’est
pasdelesétudier.
En effet, bien qu’ellesaientdonńe de trèsbonsrésultats,nousavonschoisi de consid́erer le
probl̀emede la dynamiquedesparticulesdansun faisceaude forte intensit́e d’une autrema-
nière: nousdésironsétudierl’ évolutiond’un nuagedeparticulesà l’aide d’un nombrefini de
sesmomentsstatistiques.

Poursimplifier, on choisitde traiter l’ évolution desmomentsd’unedensit́e departiculessou-
misesà desforcesnon linéairespar rapportau tempset nonplusparrapportà l’abscissecur-
viligne � dansun espacedesphases̀a deuxdimensions.On consid̀eredésormaisl’espacedes
phases�(��� E��� .On rappellequel’on supposequetoutesles particulesont la mêmemasseet la mêmevitesse
quel’on égaliseà 
 ainsiquela mêmecharge y .
1.4.1 Momentsd’une densit́e endimension2

Consid́eronsunedensit́e departicules���(��� E��� définiesurun domaine� dansl’espacedes
phases�(��� E��� .
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Ondéfinit lemoment����� � d’ordreglobal ��6&# (d’ordre � en � et # en E� ) parl’expressionsuivante:����� ��0�Yk� � E� � Z 0������ � E� � �����>� E��������� E� (1.2)

Plusgéńeralement,il existe � 6X
 momentsd’ordreglobal � : � � � ¡ , � � 
 ¢ � ¢ , � � 
 4 � 4 , ..., � ¢ � � 
 ¢ ,� ¡�� � .
1.4.2 Equation d’ évolution desmoments.Non fermeture

Notre premìeredémarcheest de savoir commentévoluent les momentsd’une densit́e de
particulesquandcelles-cisontsoumises̀a uneforcenonlinéaire � . Noussupposonsquecette
forcepeutsemod́elisersimplementpar: �7�����£0lO¤�(� ¢ ��6�� 4 �j¥�� .
Danscecas,la relationfondamentaledela dynamiquenousdonne(enégalisantla massèa 
 ) :��}0A�7����� avec �7�����B0¦O��(� ¢ �§68� 4 � ¥ �
L’ évolutiondumoment� ��� � s’écrit :

E����� �'0 �D����� ��DC 0 �@YN� � E� � Z�DC
Comptetenudu fait que: �$YN� � E� � Z�DC 0©¨ � ��� � E� � ��DC ª
etque E� estla dérivéede � et �� cellede E� parrapportautemps,alors:�@YN� � E� � Z�DC 0z� YN� � 
 ¢ E� � 	 ¢ Z 6<#uYN� � E� � 
 ¢ �� Z (1.3)

Comme �� 0A�J�(���u0lO¤�(� ¢ �«6�� 4 �j¥�� , l’expression(1.3)s’écrit :�@YN� � E� � Z�DC 0A�oYN� � 
¬¢ E� � 	 ¢ Z O<#­� ¢ Yb� � 	 ¢ E� � 
 ¢ Z On#®� 4 YN� � 	 ¥ E� � 
 ¢ Z (1.4)

cequi peuts’écrire,envertudela relationdedéfinitiondesmoments(1.2) :

E����� �'0z�j��� 
 ¢ � � 	 ¢ OL#®� ¢ ��� 	 ¢ � � 
 ¢ O�#®� 4 ��� 	 ¥ � � 
 ¢ (1.5)

Il apparâıt doncdansl’ équationd’évolutiondumoment����� � le momentd’ordresuṕerieur��� 	 ¥ � � 
 ¢
dela densit́econsid́erée.Cetermed’ordresuṕerieurprovientdirectementdela nonlinéarit́ede
la force � caract́eriśeeparle coefficient � 4 . Si l’on veutdéterminerl’ évolutionexactede ����� � à
un instantquelconque,il faut nécessairementconnâıtre lesmomentsd’ordresuṕerieur(et leur
évolution). Par un effet de cascade,nousavonsdoncbesoinde tousles moments,jusqu’̀a un
ordreinfini ; on dit alorsquela relationn’estpasfermée.

Afin defermeret d’utiliser cetterelation,il estdoncindispensabledeconnâıtre,ou,aumoins,
d’estimerlesmomentsd’ordresuṕerieurde la densit́e.Danscecas,l’int érêtdecetteméthode
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desimulationestqu’elle transporteunpetit nombredemomentsencomparaisondunombrede
particulesd’un faisceaudans������� !T� .
On peutsupposerquela connaissanced’un nombresuffisantde momentspermetde bienap-
proximerunedensit́e de particuleset doncd’estimersesmomentsd’ordresuṕerieur. C’est ce
quenousallonsétudierdansle cassimpled’un espacedesphasesdedimension2.

Danscetexemple,on s’estlimit é à un seultermenonlinéairemaisil peuty enavoir plusieurs
notammentsi l’on développeensérielesforcesdecharged’espace.

1.4.3 Un exemplededifficult édueaux forcesnon lin éaires

L’ étudedansl’espacedesphases�(����� !T� suffit déjàpourvoir apparâıtreunegrossedifficulté
dedescriptionentermedemoments.
Prenonsunnuagede32000particulesdansl’espace�(����� !T� remplissantuniformémentaudépart
le disquederayon1 et étudionssonévolutionsousl’ef fet d’uneforcenonlinéaire: onconstate
qu’il apparâıt aucoursdu tempsdes”filaments”dansle nuagedeparticules:

−1 −0,5 0
¯

0,5
°

1

x (u.a.)

−1,5

−1

−0,5

0
¯0,5

° 1

1,5

 x
 (

u.
a.

)  
   .

 

Fig. 1-5 : Nuagedeparticulesdansl’espacedephases̀a t=20 (u.a.)avecpourdensit́e initiale
la densit́euniformesur le disque

Quesignifientlesmomentsdecettedistribution?Quellesinformationspeut-onextrairedeces
momentset commentlesinterpŕeter?

1.5 Plan de l’ étude

Pourrépondrèa cesquestions,il est indispensabled’analyserfinementles propríet́esdes
momentsdansl’espacele plussimple,à unedimension.Le chapitre2 estdoncuneétude(ma-
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thématique)desmomentsd’une densit́e. Elle est principalementfondéesur la relation qu’il
existe entreles momentset les polynômesorthogonauxassocíes à unedensit́e. Nousverrons
qu’ellepermetd’extrairedesmomentsuncertainnombred’informationssurla densit́e.

Le chapitre3 présenteuneapprochesimplistedu probl̀emedesmoments.L’id éedecettemé-
thodeest, d’une part, de mod́eliser la densit́e consid́eréepar un nombrelimit é de ”macro-
particules”déduitesdesmomentsinitialementconnuset,d’autrepart,d’extrapolerlesmoments
d’ordresuṕerieurnécessairesparquadrature.Nousverronsquecetteapprocheesttrèslimit ée
etpourquoigrâceauxrésultatsduchapitre2.

Dansle chapitre4, on géńeralisedansun espacedesphasesde deux dimensionsles résul-
tatsobtenusau chapitre2. Nousverrons,qu’à partir d’un nombrelimit é demomentson peut
localiserun nuagedepointssoumisà uneforcenonlinéaireparsonenveloppeconvexe. Enfin
nousappliqueronscetteméthodèal’ équationd’évolutiondesmomentśetablieen1.5.
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Chapitre2

Densit́e,momentset polynômes
orthogonauxendimension1

2.1 Intr oduction et objectifs

L’objet de ce chapitreestde comprendreles liens qui existententreunedensit́e, sespo-
lynômesorthogonauxet sesmomentssurun domainedonńe.Sonbut final estde reconstituer
cettedensit́e inconnueaveccommeuniquehypoth̀esela connaissancedesesmoments.

En partantde la définition despolynômesorthogonauxet de leurspropríet́esgéńerales,nous
verronsquel’on arrive à un certainnombrederésultatscomme,parexemple,unefaçonorigi-
naleet rapidededéterminerlespolynômesorthogonauxnormaliśesd’unedensit́e uniquement
àpartirdesesmoments.Puisnousverrons,toujoursavecla mêmehypoth̀esequel’on peut:

– estimeravecunetrèsbonneprécisionle domainesurlequella densit́eestdéfinie;
– extrapolersesmomentsd’ordresuṕerieur;
– trouveruneapproximationpolynomialedecettedensit́esurle domainetrouvé.

Poursimplifier, on prendradanstouslescasunedensit́e paire(ou fonctiondepoids) � définie
positive surun domaine�$0²±TOn³���³�´ avec ³ la bornedu domainequi peutêtrefinie ou non.La
fonctionchoisieétantpaire,parcommodit́e,on restreindrasouventl’ étudeà l’intervalle ±µ����³�´ .
2.2 Rappelssur lespolynômesorthogonauxr éelset complexes

2.2.1 Définitions

Soit � unefonctiondepoidsréelle(ou complexe) définiepositive ou nulle surun domaine� .
On définit la suitedespolynômesorthogonauxréels(ou complexes) relatifs à � , la suitede
polynômes: ¶�¡ , ¶ ¢ ,..., ¶ � ,... de degré respectif0, 1,..., n,... qui vérifie les relationssuivantes
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ditesd’orthogonalit́e[16] :YA¶���·µ¶�� Z 0Q���@¶��������¸¶��¹�����­����������� 0Aº��5� dansle casréel

et Y�¶��j·µ¶�� Z 0 
HD»�S ¼�½�¾ ¿ ¶��D��Àj�¸¶��Á�(Àj�­�Â�(Àj����À«0Aº��5� dansle cascomplexe

où º��¸� désignele symboledeKroneckeret Ã 	Ä un contourfermédansle plancomplexe autour
dudomaine� .

Cecidéfinit lespolynômesorthogonauxnormaliśesenvertudela relation:Y�¶��j·µ¶�� Z 0l

2.2.2 Relation der écurrenceentretr oispolynômesorthogonauxconśecu-

tifs

Entretrois polynômesorthogonauxconśecutifs,il existe unerelationde récurrencede la
forme(ici dansÅ maisc’estaussivalabledansÆ ) :¶ � 	 ¢ �����h0l�(³ � 	 ¢ 6 ��� 	 ¢ ���5¶ � ������68� � 	 ¢ ¶ � 
¬¢ �����
où ³ � 	 ¢ , ��� 	 ¢ et � � 	 ¢ sont3 constantes.

Il estfacilededémontrercethéor̀emeconnudela manìeresuivante[17] :

– Toutd’abord,onajustele coefficient
��� 	 ¢ tel quele polynôme Ç��(��� défini ci-dessoussoit

auplusdedegrén : Ç������h0Q¶ � 	 ¢ �(���JO ��� 	 ¢ ��¶ � �(���
– PuisondéveloppeÇ��(��� surla basedespolynômes¶'Èw�(��� :Ç������h0 �É È�Ê�¡ I È ¶ È �����
– Enfin,enécrivanttouteslesrelationsd’orthogonalit́eentreÇ et les ¶'È pour Ë}Yl�(�}ON
�� ,

on obtient: YNÇ$·µ¶�È Z 0NI�È[0lY�¶ � 	 ¢ ·Ì¶'È ZÍ Î�Ï ÐÊj¡9�ÁÑ*ejÈ�ÒÊ � 	 ¢ O ��� 	 ¢ YA¶ � ·Ó��¶'È ZÍ Î�Ï ÐÊj¡9�ÁÑ*ejÈ 	 ¢�Ô � Õ Ë«Yk�}ON
 (2.1)

cequi donne: I ¡ 0AI ¢ 0lÖ×Ö)Ö�0zI � 
 4 0z�
Alors dansla basedes ¶ È , Ç s’écritdela manìeresuivante:Ç��(���u0Q¶ � 	 ¢ ������O ��� 	 ¢ ��¶ � �����£0kI � ¶ � �(����6�I � 
 ¢ ¶ � 
 ¢ �(���
et l’on obtientbienunerelationentre ¶ � 	 ¢ �(��� , ¶ � ����� et ¶ � 
 ¢ �(��� :¶ � 	 ¢ �(���£0 ��� 	 ¢ ��¶ � �(����6�I � ¶ � ������6�I � 
 ¢ ¶ � 
 ¢ ����� (2.2)
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2.2.3 Entr elacementsdeszérosdespolynômesorthogonauxr éels

Toutpolynôme ¶ � dedegrén d’unefonctiondepoids � définiesurundomaine� réelpos-
sèden zérosdistincts,simplesetcomprisdansl’enveloppeconvexe de � [18].

De plus, on peutmontrerque les zérosdespolynômesorthogonauxconśecutifs ¶ � et ¶ � 	 ¢
d’unemêmefonctionsontentrelaćesd’aprèsla formuleditedeDarboux-Christoffel [19] :
Entre2 zérossuccessifsdu polynôme ¶ � 	 ¢ , on trouve un et un seul zéro du polynôme ¶ � .
Nousverronsauparagraphe(2.7.3)l’importancedecettepropríet́edansla probĺematiquedes
moments.

2.2.4 Exemples: lespolynômesdeLegendreet d’Hermite

Ondonnedeuxexemplesdepolynômesorthogonaux: lespolynômesdeLegendreetd’Her-
mite.

2.2.4.1 Lespolynômesde Legendre

On définit géńeralementles polynômesde Legendrecommeles polynômesorthogonaux
assocíesà la densit́e uniformesur l’intervalle ±TO¤
D��
]´ qui prennentla valeur1 pour la valeur1
dela variable( ¶�Ø� �¸
��Ù0X
 ).
La formuleditedeRodrigues[20] permetégalementdelesdéfinir par:¶ Ø� �(Àj�£0 
H � �7Ú � ���À � �(À 4 ON
�� �
LespolynômesdeLegendreobtenussontnonnormaliśes.

Ona la relationderécurrencesuivante:�(�@6k
��5¶ Ø� 	 ¢ �(Àj�£0l�(Hs�@6N
���Àj¶ Ø� �(Àj��O��>¶ Ø� 
¬¢ ��Àj�
LeurnormeÛ � estdonńeepar:Û � 4 0 � ¢
 ¢ÝÜ ¶ Ø� �(Àj��Þ 4 ��À§0 HHs��6k

Enfin,surun intervalledu type ±TO<³'��³�´ , onpeutlesdéfinir par:¶ Ø� Ñ ��Àj�u0Q¶ Ø� � À³ �
2.2.4.2 Lespolynômesd’Hermite

Lespolynômesd’Hermitesontlespolynômesorthogonauxassocíesà la fonctiondepoids
gaussiennesurl’intervalle ±?O,ßA�à6&ß�´ .
Ils peuvent êtredéfinis(nonnormaliśes)parla relation:á � ��Àj�u0l�5O�
�� � iw��%oâ À 4H&ã � ���À � â>iw��%oâ O<À 4Häãåã
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Ils sontreliésparla relationderécurrencesuivante:á � 	 ¢ �(Àj�£0kÀ á � �(Àj�JO�� á � 
 ¢ ��Àj�
Leurnorme� � estdonńeepar:� � 4 0Q� Ä
 Ä � á � �(Àj�5� 4 iw��% â OnÀ 4Häã ��À§0A�JÚ W HDS
2.3 Momentset polynômesorthogonaux

Le but deceparagrapheestd’établiruneméthodepratiquededéterminationdespolynômes
orthogonauxd’unedensit́e � à partir desesmoments.Pourcela,nousutilisonsle formalisme
matriciel.

2.3.1 Matrice demoments

Onappellemomentd’ordrek dela densit́e � définiesur � réell’expression:� � 0¤YN� � Z 0 � �¤� � ���(�������
Dansle cascomplexe,cemomentestdéfini par[21] :�9æ� 0¤YNÀ � Z 0 
HD»(Sç¼�½:¾ ¿ À � ����Àj����À
où Ã9	Ä estun contourferméautourdusupportdela densit́e.

Dansle casd’une densit́e paire réelle,tous les momentsd’ordre impair sont nuls. On peut
alorsrestreindrel’ étudeà l’intervalle ±µ����³�´ .
De plus,pardéfinition,on normalisetouslesmomentsde � desortequele momentd’ordre0��¡ soit égal à1.

Soit è le vecteurcolonne:

èé0
`êêêêêêêêêa

�� 4Ö×Ö)Ö� �
c?ëëëëëëëëëd

Soit ìè le vecteurlignequi estle vecteurtranspośede è :ìèí0ïî 
 � � 4 Ö×Ö)ÖQ� �Dð
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Onpeutalorsformerle produittensorielèòñ�è qui estunematrice:

è3ñ�èí0Nèóìèí0
`êêêêêêêêêa

 � � 4 Ö×Ö)Ö � �� � 4 ��ô Ö×Ö)ÖQ� � 	 ¢Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö Ö×Ö)Ö Ö×Ö)ÖÖ)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö Ö×Ö)Ö Ö×Ö)Ö� � � � 	 ¢ � � 	 4 Ö×Ö)Ö � 4 �

c ëëëëëëëëëd
Cecipermetd’obtenirla matricedesmomentsõ :

õl0¤Yöèäñ�è Z 0�Y^è÷ìè Z 0
`êêêêêêêêêa
��¡ � ¢ � 4 Ö)Ö×Ö � �� ¢ � 4 � ô Ö)Ö×ÖA� � 	 ¢Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)ÖÖ)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö� � � � 	 ¢ � � 	 4 Ö)Ö×Ö � 4 �

c ëëëëëëëëëd
Dansle casd’unedensit́epairedéfiniedansÅ :

õl0¤Y�èøìè Z 0
`êêêêêêêêêa
�9¡ � � 4 Ö)Ö×Ö �� � 4 � Ö)Ö×ÖQ� � 	 ¢Ö×Ö×Ö Ö×Ö×Ö Ö×Ö×ÖäÖ)Ö×Ö Ö×Ö)ÖÖ×Ö×Ö Ö×Ö×Ö Ö×Ö×ÖäÖ)Ö×Ö Ö×Ö)Ö� � � 	 ¢ � Ö)Ö×Ö � 4 �

c ëëëëëëëëëd
2.3.2 Matrice depolynômesorthogonaux

Consid́eronslesn premierspolynômes¶�È dedegrérespectifj (Ë}ùk� ) orthogonauxassocíes
àunedensit́e � .¶�È��(��� s’écritsousla formesuivante(qui estunproduitscalaire):

¶'È:�(���u0 ÈÉ ú Êj¡ %�È ú �
ú 0Q¶�È¸èï0 ìè ì¶�È

où è estle vecteurdéfini ci-dessuset ¶'È le vecteurlignedescoefficientsdupolynôme ¶'È :¶ È 0ïî %�È�¡í%�È ¢ Ö)Ö×Öb%�È­Èû� Ö×Ö)Öl� ð
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Ondéfinit alors ¶ commela matricedescoefficientsdespolynômesorthogonaux,ranǵeshori-
zontalementparordrecroissanttelleque:`êêêêêêêêêa

¶9¡D�����¶ ¢ �����Ö×Ö)Ö¶ � 
 ¢ �(���¶ � �(���

c ëëëëëëëëëd 0
`êêêêêêêêêa
%j¡�¡ � Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö �% ¢ ¡ % ¢*¢ � Ö)Ö×Ö �Ö×Ö×Ö Ö×Ö)Ö Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö% � 
 ¢ ¡í% � 
 ¢�¢ Ö×Ö)Öb% � 
 ¢ � 
 ¢ �% � ¡ % � ¢ Ö×Ö)Ö % �]� 
 ¢ % �]�

c ëëëëëëëëëd
`êêêêêêêêêa


�Ö×Ö)Ö� � 
 ¢� �
c ëëëëëëëëëd 0�¶�è

Remarque: la matrice ¶ est toujoursunematricetriangulaireinférieure.De plus,quandles
polynômesorthogonauxsontnormaliśes,cettematriceestunique(il n’existealorsqu’uneseule
suitedepolynômesorthogonauxranǵesselonleurdegréetassocíesàunemêmedensit́e).

2.3.3 Détermination despolynômesorthogonauxassocíesà une densit́e à
partir desesmoments

Pla̧cons-nousdansle casréel(le calculestaussivalabledansle cascomplexe à ¢4 úFü près)et
prenonsdeuxpolynômes¶ � et ¶ f dedegrérespectifn etm :¶ � �(���u0X¶ � èé0 ìè ì¶ �¶9fn�(���u0X¶�fýèé0 ìè ì¶9f
Le produitscalairedes2 polynômespeutalorss’écrire:Y�¶ � ·Ì¶�f Z 0Q���$¶ � �(���¸¶9f��(���­����������� 0A���@¶ � è©ìèlì¶�f£���(�������Y�¶ � ·Ì¶�f Z 0¤Y�¶ � è ìè ì¶�f Z 0Q¶ � Ybè ìè Z ì¶�fN0Q¶ � õ ì¶�fb0zº � f
Enposantõl0¤Yöèøìè Z etensupposantque ì¶9f et ¶ � sontindépendantsde è .

Cequi donneplusgéńeralementavecla matrice ¶ définieplushaut:¶&õ ì¶X0Qþ (2.3)

On saitquela matrice õ desmomentsestdéfiniepositive,elle peutdoncsedécomposerdela
manìeresuivante,avec ÿ unematricetriangulaireinférieure(décompositiondite deCholesky
[22]) : õl0�ÿ ìÿ¶&ÿoìÿ ì¶Q0Xþ
Unesolutionévidentepour ¶ estparconśequent:¶Q0�ÿ 
 ¢ (2.4)
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qui estaussiunematricetriangulaireinférieure.La suitedepolynômesorthogonauxnormaliśes
assocíesàunedensit́e étantunique,la matrice ¶ correspondantel’est aussi.A partirdela rela-
tion ci-dessus,on calculedirectementtouslespolynômesorthogonauxranǵesdansla matrice¶ àpartir desmomentsparunproćed́esimpleet ÿ 
¬¢ estla seuleetuniquesolution.
Remarque: endimension2, on peutfaire le mêmetypedecalculmaisil n’y a plusunicitédes
polynômesorthogonauxpourunedensit́edonńee.
Notonsque,quandla densit́e estpaire,touslesmomentsd’ordre impair sontnuls,ce qui im-
plique queles polynômesde degré pair n’ont quedestermesde degré pair et ceuxde degré
impair n’ont quedestermesdedegré impair; ¶ prenddoncla forme (avecdansl’exemplen
impair) :

¶Q0
`êêêêêêêêêêêêa
% ¡*¡ � Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö �� % ¢�¢ � Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö �% 4 ¡ � % 4 ¡ � Ö×Ö)Ö Ö×Ö×ÖÖ)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö×Ö)Ö �% � 
 ¢ ¡ � % � 
 ¢ 4 Ö)Ö×Ö^% � 
 ¢ � 
 ¢ �� % � 
¬¢*¢ � Ö)Ö×Ö � % �à�

c?ëëëëëëëëëëëëd
Danscecas,il devientdoncévidentquela relationderécurrence(2.2)prendla forme:¶ � 	 ¢ �(���u0 ��� 	 ¢ ��¶ � �(����6�� � 	 ¢ ¶ � 
 ¢ �(��� (2.5)

Conclusion

Grâceà la relation (2.4), on obtient les polynômesorthogonauxnormaliśes à partir des
premiersmomentsd’unedensit́eparun proćed́esimpleet rapide.
En effet, on trouve,engéńeral,quele calculdespolynômesorthogonaux̀a unenormalisation
prèsàpartirdesmomentsestprésent́eparle calculdu déterminantci-dessous[23] :

¶ � �����u0Aº � ��¡ Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö � �Ö×Ö)Ö Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö� � 
 ¢ Ö×Ö)Ö Ö)Ö×ÖQ� 4 � 
 ¢
 Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö � �
L’avantagedu proćed́e quenousvenonsde développerestqu’il donnedirectementles coeffi-
cientsdespolynômesorthogonauxvoulussousformedematricequel’on peutdoncimmédia-
temmentexploiter.

2.3.4 Orthogonalit éentre lesmomentset lespolynômesorthogonaux

Consid́eronsle produitscalairesuivant:Y�¶ f ·Ó� � Z 0A� pour �PY � (2.6)
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L’expression¶9fn����� s’écritenfonctiondesescoefficients%�f>È ainsi:¶ f �����h0 fÉ È�Ê�¡ % f�È � È
Le produitscalairepréćedentdevientalors:Y�¶�f¤·Ó� � Z 0 fÉ È�Êj¡ %jf�ÈnYk� È 	 � Z 0N�
Soit : fÉ ú Êj¡ %jf ú � � 	 ú 0z� pour � Z � (2.7)

Cetterelationnousserautile au paragraphe(2.7.3)pour l’extrapolationdesmomentsd’ordre
suṕerieurdela densit́e � .

2.4 Zérosdespolynômesorthogonauxet calculsd’int égrales.
Formulesdequadratur e

La méthodegéńeraliśeedeGausss’appliqueaucalculd’intégraledela forme[24] :þ«0 � ���7�(���®���(�������
où � estunefonctionsuffisammentrégulièresur � et � unefonctiondepoidsdéfiniepositive
sur � .

Cetteintégrale þ peuts’estimerpar unerelationdite de quadrature,avec n fixé, de la forme
suivante: þ�0 � �¤�J�(���­����������� ; �É È�Ê ¢ � È �J�(� È �
avec n couplesde poids/points� � È��+�¬È]� tels quecetteapproximationsoit exactepour tousles
polynômesdedegré inférieuràn.

En particulier, si on connâıt les 2n premiersmoments��� de la fonction de poids � , on ob-
tient2n relationsqui permettentdetrouver lesn couples(

� È , �jÈ ) telsque:

� � 0 � �«� � ���(�������o0 �É È�Ê ¢ � È � �È ��0A����Hj�JÖ×Ö)Ö×� H��(�}ON
�� (2.8)
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Notonseneffet quepouravoir n couplesdepoids/points� � Èw���jÈ]� , il faut2nmoments.

On montreque les �jÈ (pour Ë 0 
sÖ×Ö)ÖF� ) sont les zérosdu polynôme orthogonalde degré n
sur � assocíe à � [25]. Lestermes

� È sontappeĺeslescoefficientsdeChristoffel.

Il existe un algorithmeappeĺe P.D.A. (pour ProductDif ferenceAlgorithm) permettantde ré-
soudredirectementces2n équationsnonlinéairesissuesdes2n momentsd’unefonction[26].
Cetalgorithme,qui utilise le fait queles �jÈ sontlesvaleurspropresd’unematriceassocíeeaux
coefficientsderécurrence,fait l’objet del’annexeA.

En conclusion,si l’on ne connâıt que les 2n premiersmomentsd’une fonction définie posi-
tive,onpeuttrouvern couplesdepoids/points(

� È , �jÈ ) qui caract́erisentcettefonctionainsique
sondomainepuisqueces �jÈ sontleszérosde sonpolynômeorthogonaldedegré n et queces
zérossontdansl’enveloppeconvexe dudomaine.

2.5 Reconstitutiond’une densit́eà partir desesmomentsquand
le domaineestconnu

Onveutreconstituerunedensit́epairedéfiniepositivesurunintervalledonńesuppośeconnu±TO<³'�+³�´ , ³ repŕesentantla bornedu domaine.Commedanslescaspréćedents,la fonction étant
paire,onrestreintl’ étudèa l’intervalle ±Ì�j��³�´ . Enoutre,onsupposequel’on connâıt uniquement
sespremiersmoments,desquelsondéduitinstantańementsespolynômesorthogonaux¶�È .
2.5.1 Casgénéral

D’aprèsle théor̀emededensit́e deWeierstrass[27], toutefonctioncontinuef surun inter-
valleborńepeutêtreapproch́eeuniformémentparunpolynôme ÿ � dedegrén tel que:· �7�����JObÿ � �(���w·�YbM Õ �����
avec M Z � aussipetit quel’on veut.

La fonction � peutalorssemettresousla forme:�ç0Qÿ � 6öi où ÿ � estunpolynômededegrén qui estl’approximationpolynomialeà l’ordre n
dela fonction � sur ±Ì�j��³�´ et i le reste.
Décomposonsÿ � surla basedespolynômesorthogonaux¶'È assocíesà la densit́e � définiesur±µ����³�´ : ÿ � �����£0 �É È�Êj¡ � È ¶ È �(���
Multiplions par ¶'È:�(���­������� et intégronssur ±µ�j�+³�´ :�¸È[0Q� Ñ¡ ÿ � �(���¸¶�È������®���(��������0¤Y�ÿ � ·Ì¶'È Z
pardéfinition.
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On choisit donc commeapproximationde � , le polynôme ÿ � de degré n qui vérifie les re-
lations: � Ñ¡ ÿ � �(���¸¶�Èw�(���­����������� 0A� Ñ¡ �J�(���¸¶�È������®���(�������

ÿ � �����£0 �É È�Êj¡ Yk�B·µ¶ È Z Ö?¶ È �(���
2.5.2 Casparticulier despolynômesdeLegendre

Lesrelationspréćedentesdeviennentd’aprèsle paragraphe(2.2.4.1):

ÿ � �(���u0 �É È�Êj¡ �+Èw¶ ØÈ � � ³ �
avec �+È 0 � Ñ¡ �J�(���¸¶ ØÈ � � ³ ����� et ¶ ØÈ �(���u0 ÈÉ �¸Êj¡ % Ø � � � ³ � �
Donc �+È[0 ÈÉ �¸Ê�¡ % Ø �³ � � Ñ¡ �J�(����� � ��� 0 ÈÉ �¸Êj¡ % Ø � ���³ �
Onobtientalorsl’approximationpolynomialede � sur ±µ����³�´ àpartirdesesn premiersmoments:

ÿ � �����h0 �É È�Ê�¡ � ÈÉ �¸Êj¡ % Ø � Ö � �³ ��� ÖT¶ ØÈ � � ³ �
La densit́e étantpairesurl’intervalledonńe,sesmomentsd’ordreimpair seronttousnuls.
On peutdoncneconsid́ererqueles momentsd’ordrepair et d’aprèsla relationentreles mo-
mentset lespolynômes,onpeutneprendrequelespolynômesdeLegendred’ordrepair.

Remarque: dansle casd’undomaineconnexe,onchoisitdeprendrelespolynômesdeLegendre
qui sontlespolynômesorthogonauxassocíesà la densit́euniformedu domaine.Si celui-ci est
nonconnexe(sépaŕeenplusieursmorceauxparexemple),onchoisiradeprendrelespolynômes
orthogonauxassocíesà la densit́euniformedu domainequel’on appelleraaussi,abusivement,
polynômesdeLegendre.

Ecritur evectoriellede l’appr oximation �	�
On sedonneles2n premiersmomentspairsde la densit́e � jusqu’̀a l’ordre 2(n-1): �9¡ , � 4 ,

..., � 4�
 � 
¬¢
� .
Appelons� �

le vecteurcolonnedetaille n fini despolynômesdeLegendrepairsjusqu’̀al’ordre
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2(n-1)normaliśeset définissurle support±µ����³�´ :
� � 0

`êêêêêêa 
 � �4 �¸O¤
Â68rj� V Ñ � 4 �ô� ��rnO�rD��� V Ñ � 4 6�r��j� V Ñ �����Ö×Ö×Ö
c ëëëëëëd

Soit � � estle vecteurde mêmetaille obtenuensubstituantdansle vecteur � �
la quantit́e � È

parle moment�'È (j étantpositif ounul) :

� � 0 `êêêêêêa � ¡� �4 �5Oå� ¡ 68r����Ñ � �ô � ��r�� ¡ O�rD� ���Ñ � 6�r�� ���Ñ � �Ö)Ö×Ö
c ëëëëëëd

Alors l’approximation ÿ � de � peuts’écriresimplementen fonction desvecteurs� �
et � �

sousla formed’un produitscalaireclassique:ÿ � �(���£0 ì� � Ö�� �
(2.9)

Si l’on connâıt les momentset le domainede définition d’une densit́e paire,on peutdéduire
aiśementl’approximationpolynomialedecettedensit́egrâceà la relationci-dessus.

2.6 L’int égraledeStieljes

OnappelletransforḿeedeStieljesdansÅ , l’int égralesuivanteréelle[28] :�«�(���J0Q��� ���
�D������«O��
Endéveloppantcetteexpressionauvoisinagedel’infini selonx, on fait apparâıtre lesmoments
de � : 
�@O�� 0 
� â 

[O����:� ã 0 
� ÄÉ È�Êj¡ â �� ã È� � ���
�D������«O�� 0 
� 	 ÄÉ È�Êj¡ â 
� È � � � È ����������� ã
Donc �«�(���u0A��� �����D������$O�� 0 
� 	 ÄÉ È�Êj¡ �'È� È
DansÆ , cetteintégrales’écrit [29] :�«�(Àj�h0 
Hs»(S � ½:¾ ¿ �Â�(- ����-À,O�- 0 
À 	 ÄÉ È�Êj¡ � æÈÀ È
avec � æÈ lesmomentsdansÆ définisauparagraphe(2.3.1).
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2.6.1 Pôleset enveloppesconvexes.Développementen fractions continues

Consid́eronscetteintégraledansÅ pour ! 0 ¢V . Soit " la fonctiondéfiniepar:"9�
!��£0 �«�
!��! 0 	 ÄÉ È�Êj¡ � È ! È
On cherchel’approximantdePad́e "$# � 
 ¢ � ��% de " qui est,pardéfinition, le rapportdedeuxpo-
lynômesde degré respectifn-1 et n et dont les premierstermesdu développementen série
correspondent̀aceuxdudéveloppementensériedeg (voir annexesB etC) :"9�
!��u;&" # � 
¬¢ � ��% �
!��u0 � � 
¬¢ �
!��' � �
!��
Onsaitque[30] : ' � ��!��£0 � ¡ Ö)Ö×Ö=Ö×Ö×Ö � �Ö×Ö)Ö Ö)Ö×Ö=Ö×Ö×Ö Ö×Ö)Ö� � 
¬¢ Ö)Ö×Ö=Ö×Ö×ÖA� 4 � 
 ¢! � Ö)Ö×Ö=Ö×Ö×Ö 
 0 �É ú Ê�¡ ³ ú ! ú
Or d’après[31], le nèmepolynômeorthogonalrelatif à � peuts’écrire:

¶ � �
!��u0Aº � � ¡ Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö � �Ö×Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö� � 
 ¢ Ö)Ö×Ö Ö)Ö×ÖQ� 4 � 
 ¢
 Ö)Ö×Ö Ö)Ö×Ö ! � 0 �É ú Êj¡ ³ � 
 ú ! ú
Donc ' � �
!��u0 �É ú Êj¡ ³ ú � 


ú 0 
� � �É ú Êj¡ ³ ú � � 

ú 0 ¶ � �����º � � �

Quantaunumérateur� � 
 ¢ �
!�� , il s’écrit :� � 
¬¢ ��!��h0)( � 
 ¢ �(���� � 
 ¢
où ( � 
 ¢ estunpolynômededegrén-1.
Onpeutalorsécrireque:"9��!��£;*"$# � 
 ¢ � ��% ��!��£0 � � 
 ¢ �
!��' � ��!�� 0Aº � � ( � 
 ¢ �����¶ � �(���
et la transforḿeedeStieljespeutdoncs’approximerpar:�«�����7;l� # � 
 ¢ � ��% �(���u0Aº � ( � 
 ¢ �����¶ � �(��� (2.10)
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Nousavonsdoncmontŕequele dénominateurdel’approximantdePad́e � # � 
 ¢ � ��% dela transfor-
méedeStieljes � estdirectementle polynômeorthogonaldedegrén dela densit́e � .

Ondéveloppemaintenantl’approximant �+# � 
 ¢ � ��% enunefractioncontinue[32] :

,.- α   +1

3β

...
α   +    

[n-1, n]

2
,.-

/ 0 ,21 3
β2

β1

Onsaitquele dénominateurdela nèmeréduiteestobtenùaunenormalisationprèsparrécurrence
selonla relationbienconnuedesfractionscontinues[33] :¶ � �(���u0¦�(�@O�I � �¸¶ � 
¬¢ ������6 G � ¶ � 
 4 �����
2.6.2 Conclusionet interpr étation

La connaissancedesmomentsde � nouspermetalorsd’obtenir les premierspolynômes
orthogonauxet d’aprèsla récurrenceci-dessusles termesI � et

G �
. Par conśequent,on peut

directementcalculerl’approximantdePad́ede � .

Nous avons présent́e les différentesrelationsexistant entreles moments,les polynômesor-
thogonaux,l’int égraledeSieljesetsonapproximantdePad́e relatifsàunefonctiondepoids � .

Leszérosdespolynômesorthogonauxassocíesà � sontdansl’enveloppeconvexe du domaine� ; ils sontaussiles pôlesde l’approximantdePad́e d’aprèsla relation(2.10).Cespôlesper-
mettentdoncdecaract́eriserl’enveloppeconvexe dudomainededéfinitiondela densit́e.

Sedonnerles premiersmomentsde � permetalorsd’obtenircetteenveloppeconvexe du do-
maine: physiquement,la transforḿeede Stieljescorrespondante(qui peuts’exprimer par la
sommèal’infini desmomentsde � ) s’interpr̀etecommeunobservateurplaće àgrandedistance
dudomaineet le décrivantd’unemanìereglobaleet unique.

2.6.3 Application : le champélectriquecomplexe

2.6.3.1 Relation entre le champcomplexeet leszérosdespolynômesorthogonaux

Consid́eronsle probl̀emeélectrostatiqued’une ligne infiniment longueperpendiculaireau
plan �(����� � uniformémentchargéedansun mod̀eleendeuxdimensionsselon � et � ; le champ
crééparunetelle ligneesten ¢4 et le potentielestlogarithmique.

Pourun conducteurde forme quelconquedont la sectiondéfinit un domaine� dansle plan�(����� � et ayantunedistribution de charge � æ , on définit le potentielcomplexe logarithmique5 ��Àj� etsonchampcorrespondant
{ �(Àj� [34] :5 �(Àj�£0XO 
HsS�M�¡ ���n� æ �
�D��#®�B· À�O6� ·Ó���
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Le champélectriquecomplexecorrespondantestdéfini par(la notationè87 exprimantle conju-
guéde è ) : { �(Àj�£0 { V 68» {:9 0lO â:; 5 �(Àj�; À ã 7
Le conjugúede

{ ��Àj� vaut:{ 7 �(Àj�£0 { V OL» {:9 0lO ; 5 �(Àj�; À ; 
HDS�M�¡ ���n� æ ���D� ; #®�B· À,O�� ·; À ���
Le champcomplexe peutdoncs’écrireenfonctiondel’int égraledeStieljes ���(Àj� :{ 7 ��Àj�£0 
HDS�M�¡ ���(Àj�u0 
HDS�M�¡ 	 ÄÉ È�Êj¡ � æÈÀ È 	 ¢ 0 
HsS�M�¡ º � ÿ � 
¬¢ ��Àj�¶ � �(Àj�
avec � æÈ le momentcomplexe déjàdéfini préćedemment.

{ 7���Àj� repŕesentele champcomplexe
à l’extérieurdel’enveloppeconvexe.
Cetteapplicationrépondauprobl̀emesuivant : commentplacerun nombrefini dechargesqui
reproduisentaumieuxcechampextérieurcomplexe assocíe à la densit́e � æ ? On placedoncn
chargessur les coordonńeesdeszérosdu polynômeorthogonalde degré n avec pour charges
électriquesles coefficientsde Christoffel. Dansce cas,les chargesélectriquescorrespondent
bienàdespôles.

2.6.3.2 Le disqueuniformémentchargé

Appliquonscetterepŕesentationduchampcomplexe àundisquederayon ÿ uniformément
chargé. Dansce cas,les momentscomplexes sur le domainepeuvent s’écrirede la manìere
suivante:� æÈ 0 
HD»(Sç¼�½�¾ ¿ À È � æ �(Àj����À«0Q���ý�(��6�»���� È �Â�(����� ���������§0¤Y=<nÈ Z 6n»uY á È Z
Il estfaciledevoir quetouslesmoments� æÈ d’ordreimpairsontnuls.Deplus,onpeutmontrer
parraisondesymétriedudomainequelesmomentspairsle sontaussisauf � æ¡ . Parexemple:��æ4 0Q���ý�(��68»(��� 4 �������@0N� 4 ¡ýOL��¡ 4 68HD»­� ¢*¢ 0A�
avec �'È�� les momentsréelssur le disquedéfinis en introduction. (Sur le disqueuniforme� 4 ¡�0b�9¡ 4 et � ¢�¢ 0A� ).��æ� 0Q���£�(�«6�»(� � � �������@0b� � ¡ýO�q�� 4�4 6m��¡ � 6?>�» �®� ô ¢ OL� ¢ ô �Í Î�Ï ÐÊj¡ 0 
v O qH@> 6 
v 0A�
Touslesmomentscomplexessontdoncnulssurcedisquesauf� æ¡ ; lechampcomplexeconjugúe
devientdonc: { 7 �(Àj�u0 
HDS�M ¡ ���(Àj�u0 
HsS�M ¡ � æ¡À
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et { V �(����� �u0 
HsS�M�¡ � �¡ �� 4 6�� 4
Finalement,par un changementde ��������� en coordonńeespolaires �BA������ , on retrouve bien le
champélectriqued’un cylindreuniformémentchargédebaseun disquederayon ÿ en ¢4 :{ V �BA��+���£0 
HDS�M�¡ ��æ¡ �DC����A
2.7 Extrapolation desmomentsd’ordr esupérieur et estima-

tion du support

Jusqu’̀a maintenant,on supposaitquele borddu domainede la densit́e étaitconnu.Nous
allonsvoir danscettesectioncommenton peutdétermineravec unebonneprécisionce bord
uniquementavecla connaissancedespremiersmomentsdela densit́e.Eneffet, si ontracel’ap-
proximationpolynomialeissuedela relation(2.9)avecuneestimationdu supportpeuprécise,
on obtient,danscertainscas,dessur-oscillationstrès importantes; il est doncnécessairede
connâıtreavecunebonneprécisionlesbornesdu domaine.

2.7.1 Extrapolation näıvedesmomentsd’ordr esupérieur

Prenonsl’exemplede la densit́e uniformesur ±TO¤
D��
]´ et donnonsses6 premiersmoments
pairs:

��¡�0l
 � 4 0 
r � � 0 
� ��E�0 
F � � 0 
G � ¢ ¡[0 

D

La densit́e étantpaire,on restreintl’ étudesur ±µ����
à´ ; de la relationde quadrature(2.8),on

trouvedoncles3 zérospositifsdu polynômedeLegendrededegré6, ainsiquelescoefficients
deChristoffel assocíes:

� �jÈ � È
0.2386191861 0.4679139346

6 0.6612093865 0.3607615731

0.932469514 0.1713244924

Tableau2-1: Zérosdupolyn̂omedeLegendred’ordre 6 etcoefficientsdeChristoffel

Remarque: il estindispensablederetenirle plusdedécimalespossiblespouravoir unebonne
précisionsurle calculdesmomentsdela densit́e.
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On peutessayerde chercherles momentsd’ordre suṕerieurà 10 en extrapolantnäıvementla
relationdequadraturepréćedentèapartir des3 couples���jÈ]� � È�� :� 4 � ; ôÉ È�Ê�¡ � È � 4 �È pour HD� Z 
��
Regardonscequel’on obtient,parexemple,pourlesmomentspairs � ¢ 4 à � � ¡ etcomparons-les
auxvraismoments:

momentsvrais momentsextrapoĺes erreurrelative ( en%)� ¢ 4 0.07692 0.07655 0.48� ¢ � 0.06666 0.06547 1.78� ¢ E 0.05882 0.05645 4.03� ¢­� 0.05263 0.04887 7.13� 4 ¡ 0.04761 0.04240 10.9� 4*4 0.04347 0.03683 15.3� 4 � 0.04000 0.03201 20� 4 E 0.03703 0.02782 24.9� 4 � 0.03448 0.02419 29.9� ô ¡ 0.03225 0.02103 34.8� � ¡ 0.02439 0.01045 57.1

Tableau2-2: Vrais momentsetmomentsextrapoĺesnäıvementpour la densit́euniforme

Onconstatequela précisionsedégradetrèsvite lorsquen crôıt.
Dansle paragraphesuivant,nousallonsdonctenterdecomprendrecequesignifiecetteextrapo-
lationnäıvecomptetenudel’ étudequenousavonsdévelopṕeesurlespolynômesorthogonaux
demanìereày apporterun remède.

2.7.2 Inter pr étation de l’extrapolation näıve

Nousdéduisonsde (2.6.1)quesi l’on approximela transforḿeede Stieljes � par sonap-
proximantdePad́e � # � 
 ¢ � ��% , on obtientaudénominateurle polynômeorthogonalde la densit́e
consid́eréedontleszérossontlesn �jÈ .
Sedonnerles2npremiersmomentsrevientdoncàsedonnerl’approximantdePad́e � # � 
 ¢ � ��% et
doncà tronquerla fractioncontinuecorrespondante.Cecirevient à supposerqueles

��� 	 � sont
nulspour � Z � dansla relationderécurrence(2.5).Danscecas,onobtient:¶ � 	 �D�(���£0A� � ¶ � �(���
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Par conśequent,le polynôme ¶ � 	 � a pourzérosceuxde ¶ � et k fois l’origine. Cedernierétant
unzéromultiplede ¶ � 	 � etayantun poidsnul dansla quadrature,onobtientdonc:� 4 � 	 �n; �É È�Êj¡ � È+� 4 � 	 �È
Nousavonsmontŕequel’extrapolationnäıve,àpartirdes2npremiersmoments- etdoncàpartir
desn zérosdespolynômesorthogonaux-estéquivalenteà approximer� parsonapproximant
de Pad́e � # � 
 ¢ � ��% . Malheureusement,l’utilisation desapproximantsde Pad́e n’apporteaucune
informationsuppĺementairedansle casdel’extrapolationàpartirdela relationdequadrature.

Ceci revient à prendrepour densit́e approch́eeun ensemblede distributionsde Dirac locali-
séesà l’origine etauxpoints H&�jÈw��Ë@0l
DÖ)ÖF� .
Or cettedistribution n’est pasphysiquecar, dansnotrecas,nousavonstoujoursdesdensit́es
continuesaumoinsparmorceauxetcertainementpasdiscr̀etes.
Commentobtenirunedistributioncontinue?Il importedeconserver l’entrelacementdeszéros
qui doit être ici pris commeun principe.Ainsi, quandle degré despolynômesorthogonaux
crôıt, leszérosserépartissentpetit àpetit dansl’enveloppeconvexe dusupport.

Uneextrapolationréalistedesmomentsd’ordresuṕerieurpassedoncpar l’analysede la suite
de coefficientsde la relationde récurrenceentreles polynômesorthogonaux.En particulier,
intuitivementil sembleplus logiquedeprendre

��� 	 �}0 ��� Õ � plutôt quezéro,carcecidonne
l’entrelacementdésiŕe.
Il nefaut doncpasextrapolerdirectementlesmomentsmaislespolynômesorthogonauxasso-
ciés; c’estcequenousallonsmaintenant́etudier.

2.7.3 Extrapolation r éalistedesmomentsd’ordr esupérieur

2.7.3.1 Extrapolation de la r écurrence

Exploitonsla réflexion préćedente: onsedonne2npremiersmomentspairsde � ¡ à � 4�
 � 
¬¢
�
d’une densit́e � sur ±TO<³'��³�´ . On sait quel’on obtient les n premierspolynômesorthogonaux
assocíesà � par(2.4)dontles3 dernierssontreliésparla relation:¶ � �(���u0 ��� ��¶ � 
 ¢ �(����6�� � ¶ � 
 4 �(���
Si l’on supposeque les coefficients

���
et � � convergentchacunvers une valeurfinie quand

n devient grand,on fige alorsla valeurdes
��� 	 � et � � 	 � (avec �=Iï
 ) à leur dernìerevaleur

trouvée,c’est-̀a-dire
���

et � � :¶ � 	 ���(���u0 ��� ��¶ � 	 � 
¬¢ �(����68� � ¶ � 	 � 
 4 �(��� Õ �JIQ
 (2.11)

Celasignifie en particulierquel’on ne tronqueplus la fraction continuecorrespondante.On
respectealorslespropríet́esdesfractionscontinuesetdespolynômesorthogonaux,notamment
l’entrelacementdeleurszéros.

Vérifionsquelessuitesforméesparlescoefficients
���

et � � convergenteffectivementversdes
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valeurslimitesenfonctiondudegrédela récurrence(2.11)pouruncertainnombrededensit́es.

Prenons,tout d’abord le casde la densit́e uniformesur ±TO�
s��
à´ (figure 2-1) et traçonsl’ évo-
lution decescoefficientsenfonctiondudegrédela dernìererécurrenceconnue:
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Fig. 2-1 : Densit́euniforme
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−1
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Fig. 2-2 : Coefficients
� �

pour la densit́e Fig. 2-3 : Coefficients� � pour la densit́e

uniforme uniforme

Lesfigures2-2 et 2-3 montrentbienqueles
���

et � � tendentassezrapidementversdesvaleurs
limites qui sontrespectivement2 et -1 cequel’on savait déjàpuisquelespolynômesorthogo-
nauxdela densit́euniformesontlespolynômesdeLegendre.
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Si l’on prendmaintenantle casd’une densit́e à doublebosses(”une bibosse”),centŕee sur
l’origine (figure2-4), nousconstatonśegalementquelesdeuxsuites

���
et � � convergentrelati-

vementrapidementversdeslimites finies(figures2-5et 2-6).
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Fig. 2-4 : Densit́e”bibosse”
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Fig. 2-5 : Coefficients
���

pour la ”bibosse” Fig. 2-6 : Coefficients� � pour la ”bibosse”

Par contre,pour ”une tribosse”,c’est-̀a-direunebosseprincipalecentŕeeen 0 et deuxpetites
bosseslatéralessymétriques(figure 2-7), chacunedessuites

���
et � � se décomposeen trois

sous-suitesconvergentescorrespondantvraisemblablementauxtrois bossesdela densit́e (voir
figures2-8et2-9) :
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Fig. 2-7 : Densit́e ”tribosse”
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Fig. 2-8 : Coefficients
���

pour la ”tribosse” Fig. 2-9 : Coefficients� � pour la ”tribosse”

Enfin, si l’on prenddeuxbossesdécaĺeeset symétriquespar rapportà l’origine (figure2-
10), lessuites

���
et � � seséparentchacunetrèsdistinctementendeuxsous-suitesqui convergent

rapidement(figures2-11et 2-12). La limite suṕerieuredela suite
���

correspondauxn impairs
alorsquela limite inférieurecorrespondauxn pairs.Pourla suite � � , c’estle contraire;
Nousapporteronsunpremierélémentderéponsèacephénom̀eneauparagraphe(2.7.4).
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Fig. 2-10: Densit́ebossedécaĺeepar rapportà l’origine
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Fig. 2-11: Coefficients
���

pour la bossedécaĺee Fig. 2-12: Coefficients� � pour la bossedécaĺee

par rapportà l’origine par rapportà l’origine

Dansbeaucoupdecas,lessuites
���

et � � ontuncomportementasymptotiqueconnu,́eventuelle-
mententermesdesous-suites.Nouspouvonsmaintenantextrapolerlespolynômesorthogonaux
dedegrésuṕerieuràn enutilisantla relation(2.11).

De la relationd’orthogonalit́e entrecespolynômesextrapoĺeset les momentscorrespondants
(2.7),on a : � 	 ¢É È�Êj¡ % � 	 ¢ È+�'È[0A�
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Soit : �É È�Ê�¡ % � 	 ¢ È���È£6P% � 	 ¢ � 	 ¢ � � 	 ¢ 0A�
et

� � 	 ¢ 0lO 
% � 	 ¢ � 	 ¢
�É È�Êj¡ % � 	 ¢ È+�'È (2.12)

A partirdela prolongationdela récurrenceci-dessus,oncalculelesmomentsd’ordresuṕerieur,
deprocheenproche,jusqu’̀aun ordrevoulu.

2.7.3.2 Résultats

Comparonsmaintenantlesmomentsextrapoĺesraisonnablementquel’on obtient,toujours
à partir des6 premiersmomentsde la densit́e uniformesur ±TO�
s��
à´ par rapportaux moments
vrais: lesvaleursdu tableau2-3sontenoutreàcompareraveccellesdu tableau2-2 :

momentsvrais momentsextrapoĺes erreurrelative ( en%)� ¢ 4 0.07692 0.07692 0.003� ¢ � 0.06666 0.06667 0.01� ¢ E 0.05882 0.05884 0.03� ¢­� 0.05263 0.05267 0.07� 4 ¡ 0.04761 0.04768 0.13� 4*4 0.04347 0.04357 0.21� 4 � 0.04000 0.04012 0.31� ô ¡ 0.03225 0.03249 0.74� ôK� 0.02857 0.02889 1.14� ô � 0.02564 0.02606 1.63� � ¡ 0.02439 0.02485 1.91

Tableau2-3 : Vrais momentsetmomentsextrapoĺesraisonnablementpour la densit́euniforme

Conclusion: à partir despremiersmomentsd’unedensit́e, on peutconnâıtre ceuxd’ordresu-
périeuravecunebonneprécisionàconditionderespecterl’entrelacementdeszéros.
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2.7.4 Lois de r écurrenceet estimationdu support

2.7.4.1 Casoù les
���

et � � ont chacunune limite unique

On sedonneles2n premiersmomentspairs(jusqu’̀a l’ordre 2n) d’unedensit́e paire � dé-
finie sur un domainede la forme ±TOn³���³�´ où ³ estmaintenantinconnu.La relation(2.4) nous
permetdedéduirelesn premierspolynômesorthogonauxassocíes.

On supposêetre dansle casd’une densit́e dont les coefficients de récurrence
���

et � � ont
convergé,etnousallonsendéduireuneestimationdelabornesuṕerieuredel’enveloppeconvexe
dudomaine� .
Partonsde la relationderécurrencesuivanteensupposantquelessuites

���
et � � ont convergé

respectivementvers
�

et � : ¶ � �(���£0 � ��¶ � 
¬¢ �(����6���¶ � 
 4 �(��� (2.13)

D’aprèscequel’on a vu préćedemment,le polynôme ¶ � estdifférentde0 endehorsdel’enve-
loppeconvexedusupport.Donccetteenveloppeconvexepeutêtrecaract́eriśeeparl’expression
” ¢LNM nondéfinie”.

En réalit́e,oncalculela quantit́e õ � �(��� suivante:õ � �����£0 ¶ � �(���¶ � 
 ¢ �����
Divisons(2.13)par ¶ � 
¬¢ ����� : ¶ � �����¶ � 
¬¢ ����� 0 � ��68� ¶ � 
 4 �����¶ � 
¬¢ �����
D’où : õ � �����B0 � �§6�� 
õ � 
 ¢ �����
Nouscherchonsquandõ � �(��� n’estpasdéfini; unepossibilit́e estquela suite õ � neconverge
pas.Nousprendronsalorscommeenveloppeconvexe du supportle domainede non conver-
gencedela suite õ � .
Si les õ � convergentversunevaleur õ , cecidonne:õX0 � ��68� 
õõ 4 O � ��õkO��å0A�
Le discriminantdecetteexpressionvaut "ø0 � 4 � 4 6?>�� .
La suite õ � neconvergedoncpasquand"òYk� , cequi imposela conditionsuivante:· �Ý·�YNH W On�� (2.14)
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Nousprendronsalorscommeestimationdubord:³@;zH W O<� ���� (2.15)

Exemplenumérique :

Prenonsl’exempledela densit́euniformesur ±TO�
s��
à´ etvoyonsle supportquel’on obtientdans
le tableau(2-4) enappliquantla relation(2.15)pourplusieursvaleursden dansla récurrence
(2.13)(doncpour2n momentsconnus):

n
��� � � supportestiḿe

2 1.9364 -1.1180 1.0920

4 1.9843 -1.0062 1.0110

6 1.9930 -1.0015 1.0042

8 1.9960 -1.0006 1.0022

12 1.9982 -1.0001 1.0009

Tableau2-4 : Estimationdescoefficients
���

et � � etdusupportenfonctionden pour la densit́e
uniforme

Plusn estgrandet plusle bord ³ estestiḿeavecprécision: plusonconnâıt demomentsd’une
densit́eetpluson peutdétermineravecprécisionsonintervallededéfinition.

2.7.4.2 Casdedeuxsous-suitesconvergentes

Revenonsau casoù la densit́e estrepŕesent́eepar deuxbossesdécaĺees(figure 2-10dans
paragraphe(2.7.3.1)): nousavionsvu quelessuitesO�P et Q�P tendaientchacuneversdeuxlimites
distinctesquenousappelonsOSR , ODT et QSR , QDT . Leslimites dechaquesuiteétantalterńeesselonn,
on peutdoncécriredeuxrelationsde la formede (2.13)quetouslespolynômesorthogonaux
vérifientalternativementselonquen estpairou impair :U P$V
W�XZY O R[W U P@\]R2V
W�X_^ Q R U PN\$TNV
W�X (2.16)U PN\�R V
W�XZY ODT W U P@\`T V
W�X_^ Q2T U PN\�a V
W�X (2.17)U PN\$T V
W�XZY ObR W U P@\ca V
W�X_^ QSR U PN\�d V
W�X (2.18)U PN\�a V
W�XZY ODTSefegefe (2.19)

Destroispremìeresrelations,on obtient:U P]V
W�X+YhV O R O TiW T ^ Q R_^ Q TDX U P@\$TNV
W�Xkj Q R Q T U PN\�d�V
W�X (2.20)
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Divisons(2.20)par
U P@\`T V�WlX et endéfinissantdésormaismnP V
W�X par:mnP V�WlXoY U P V
W�XU PN\$T V�W�X

Il vient : mpP V�W�X+YhV OSR[O2T W T ^ QSR ^ QDT Xkj QSR[Q2T qmnPN\$T V�WlX (2.21)

Si la suite mpP V
W�X convergeversunevaleur m :m T j&V OSRrO2T W T ^ QbR ^ Q2T X m ^ QSR[QDT Yts (2.22)

Ona vu quela suite mnP neconvergepasquanduwv s , cequi imposela conditionsuivante:V OSRrO2T W T ^ QSR ^ QDT X T j6x QSR[QDTyv s
Donc: z V OSRrO2T W T ^ QbR ^ Q2T X T z v x QbR�QDT
Cequi peuts’écrirecomme:jp{`| QbR[Q2T}v V OSR[O2T W T ^ QbR ^ Q2T X v {�| QSRrQ2T
Finalement: j~V Q Rk^ Q T�^�{ | Q R Q TDXO R O T � z W z v j~V Q R_^ Q Toj�{ | Q R Q T�XO R O T
Cequi donnebiendeuxbornesquandW estpositif et leursymétriquequandW estnégatif.

Exemplenumérique :

Pour le cascorrespondant̀a la figure 2-10, à partir des12 premiersmoments,nousobtenons
lesvaleurssuivantes:ObR Y&s e {��@x ODT Yt{ e s�{`� et QSR Yhj�� e s���� Q2T Yhjps e q x q
Soit : � e s�{�s � z W z � x e s�s��
Onretrouvealorsbienle domainededéfinitionsymétriquedesbossesqui était � �$� x�� .
Conclusion

La caract́erisationfine, en termesde sous-suitesconvergentes,est donc l’outil essentielqui
permetde calculercompl̀etementle domaineen unedimensionpourunedensit́e quelconque
à partir desesmoments.Pluson connâıt demoments,plus la précisionsur le bordestiḿe du
domaineestgrande.
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2.7.4.3 Crit èreder égularité

Il existe un autremoyen,appeĺe critèrede régularit́e [35], pourestimerle domained’une
densit́e à partir desespolynômesorthogonaux

U P dedegrén : le domainedela densit́e consi-
déréeestdéfini partouslespoints W vérifiantla conditionsuivante:�g�f�PS���	�N�`� z U P V
W�X zK�� � q (2.23)

Reprenonsl’exemplepréćedentdela densit́e compriseentre3 et 4 (figure2-10) et appliquons
cecritèreà toussespolynômesjusqu’̀a l’ordre 10 (cequi correspond̀a la connaissancedes11
premiersmoments); noustrouvonsalorsundomainecomprisentre3.031et3.973.Nousavons
repŕesent́esurla figure2-13troispolynômes,

U��
,
U��

et
U RB� , pourlesquelsle critèrederégularit́e

estappliqúe:

0 1 2 3 4

 x (u.a.)

−0,5

0

0,5

1

1,5

2

  [ 
P n(x

) 
] 1

/n

[ P
10

 (x)] 
1/10

[ P
8 
(x)] 

1/8 
 

[ P
6
 (x)] 

1/6

 Domaine estimé

Fig. 2-13: Estimationdudomaineà partir ducritère derégularité

Nousconstatonsdoncquece critèreestlégèrementmoinspréciset surtoutplus aléatoireque
la méthodequenousavonsdévelopṕee.Cependant,il peutdonnerunepremìereestimationdu
domainedansle casd’unedensit́ecompliqúee.

2.8 Reconstruction d’une densit́e uniquement à partir des
moments: un exemplecomplet

On consid̀ere la densit́e suivante,paire et normaliśee telle que ��� Y q sur l’intervalle� jpW�� � W��B� : � V
W�XoY � � j q e ��W d ^ � e ��W T ^ qW T ^ q et W��+Yh� q� Vr��^ | � � X
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On supposequel’on ne connâıt de cettedensit́e ni saformeanalytique,ni le bordde son
domaineW�� . Seulessontconnueslesvaleursnumériquesdes6 premiersmomentspairs,��� , �_T ,��d , � � , � � , �kRB� .
Uniquement̀apartir decettehypoth̀ese,nousallons:

1. Extrapolerunnombrechoisidemomentsd’ordresuṕerieur;

2. TrouveruneestimationdusupportW � ;
3. Reconstruire

� V
W�X sousformepolynomiale ¡� V
W�X .
Par soucide clart́e, nousn’avonsvolontairementpasdonńe les valeursnumériquesdesmo-
mentsinitiaux suppośesconnusainsi quecellesdescoefficientsdespolynômesorthogonaux
correspondants.

2.8.1 Momentsd’ordr esupérieurm , la matricedesmoments,prendla forme:

m Y
¢££££££££££££¤
��� s �_T s ��d ss �_T s ��d s � ��lT s ��d s � � ss ��d s � � s � ���d s � � s � � ss � � s � � s ��R¥�

¦¨§§§§§§§§§§§§©
La décompositiondeCholesky nousdonneles5 premierspolynômesorthogonauxranǵesdans
la matrice

U
définieauparagraphe(2.3.2):

U Y
¢££££££££££££¤
� �K� s s s s ss � RrR s s s s� Tª� s � TrT s s ss � a�R s � ara s s� dK� s � d[T s � drd ss ��« R s ��« a s �]«r«

¦¨§§§§§§§§§§§§©
La dernìererécurrenceconnueestdoncentre

U « , U d et
U a :U « V�W�X+Y O « W U d V�W�X_^ Q « U a V�WlX

où l’on calcule: O « Y ��«r«� drd Y q e {Nx�{�� et Q « Y ��« Rkj O «
� dr�� a�R Yhjns e � � �@x
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Commeonl’a vu dansle paragraphe(2.7.3),onextrapolela récurrenceentrelespolynômes
orthogonauxen gardantles termesO « et Q « commelimites, ce qui donnepour les polynômes
d’ordresuṕerieurà5 : U�� V
W�X¬Y O « W U « V
W�XZ^ Q « U d V
W�XUl­ V
W�X¬Y O « W U�� V
W�XZ^ Q « U « V
W�XU�� V
W�X¬Y O « W Ul­ V
W�XZ^ Q « U�� V
W�Xefege
Onobtientalorsunenouvellematrice

U
. Dela relation(2.12),onextrapolelesmomentsd’ordre

suṕerieur.
Comparonscesmomentsauxvraismomentsde

�
maisaussìaceuxobtenusparl’extrapolation

näıve :

Extrapolationrigoureuse Extrapolationnäıve

Momentsvrais Moments Erreurrelative (%) Moments Erreurrelative (%)��R�T 7.6091 7.6086 0.006 7.549 0.79��R¥d 15.199 15.194 0.03 14.74 2.9��R � 31.281 31.252 0.09 29.16 6.76��R � 65.927 65.795 0.20 58.06 11.9�_T
� 141.65 141.12 0.37 115.96 18.1�_TrT 309.27 307.37 0.61 231.96 24.9�_T
d 684.40 678.00 0.93 464.35 32.1� ar� 7899.7 7711.1 2.38 3731.1 52.7� ard 42004 40425 3.76 14973 64.3� a � 228838 216434 5.42 60093 73.7��dr� 538217 504042 6.35 120387 77.6

Tableau2-5 : Comparaisonentre lesvrais momentsetceuxobtenuspar lesdeuxméthodes
présent́eespournotre densit́e

On peutalorsconstater, d’aprèsle tableau(2-5), l’efficacit́e de la méthoderigoureuseface à
cellede la méthodenäıve dèsles premiersmomentsextrapoĺeset ceci uniquementavec les 6
premiersmomentspairs.
Pluson connâıt demomentsinitialement,pluslesmomentsd’ordresuṕerieursontprécis.
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2.8.2 Support ®o¯
La bornesuṕerieureW � du domainepeutêtreévaluéed’après(2.15)parla relation:W � Yt{ | j Q «O «

comptetenudela dernìererelationderécurrence.Ontrouvealors:W�� déduit W�� vrai erreurrelative ( en%) W a
1.583 1.609 1.61 1.415

Tableau2-6: Comparaisondu supportestiḿeauvrai supportpournotre densit́e

A titre decomparaison,nousavonsdonńe dansle tableau(2-6) la valeurde W a obtenuqui est
le zérodemodulemaximumdu polynômeorthogonaldedegré6 (qui esta priori le polynôme
orthogonaldedegré le plusélevéconnu).

Si l’on prendplusdemomentsinitiaux connus,on ira plus loin dansla relationderécurrence
(2.13)et la précisionsurl’estimationdu bordserameilleure.Eneffet, dansle tableau(2-7), on
constatequel’on passed’uneerreurrelativesurle bordde q e ��° avec6 moments̀a s e q { ° avec
les14premiersmomentspairsdela densit́e.

nombredemomentsinitiaux connus W � déduit W � vrai erreurrelative ( en%)

6 1.583 1.609 1.61

8 1.597 1.609 0.74

10 1.602 1.609 0.43

12 1.605 1.609 0.24

14 1.607 1.609 0.12

Tableau2-7 : Erreur relativesur le supportenfonctiondunombredemomentsinitiaux connus

2.8.3 Reconstructionde la densit́e

On veutreconstruirela densit́esousformepolynomialeàpartir deses6 premiersmoments
pairs.
Enappliquantla relation(2.9) : ¡� V
W�X+YZ±²p� e�³ �
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avec

³ � Y
¢££££££££££££¤
q ´ «T Vij q ^ � V�µµ2¶ X T Xa� V � j � s$V�µµ2¶ X T ^ � �·V_µµ2¶ X d X´ R¥aR � V[jn�n^ q s��·V µµ2¶ X T j � q �·V µµ2¶ X d ^�{ � q V µµ2¶ X � X´ R ­R�T � V � �¸j q { � s·Vkµµ ¶ X T ^ � � � s$V�µµ ¶ X d j q {�s q {·Vkµµ ¶ X � ^ � x � �$V¹µµ ¶ X � X´ TiRT « � V[j � � ^ � x � �·V_µµ ¶ X T j � s�s � s$V�µµ ¶ X d ^º��s�s���s$V�µµ ¶ X � j q s�� � ���·Vkµµ ¶ X � ^?x � q ���$V_µµ ¶ X R¥� X

¦¨§§§§§§§§§§§§©

²p� Y
¢££££££££££££¤
���´ «T Vij � �o^ ��»�¼µ ¼ ¶ Xa� V � � ��j � s »�¼µ ¼ ¶ ^ � � »�½µ ½ ¶ X´ R¥aR � V[jn� � �¾^ q s�� »�¼µ ¼ ¶ j � q � »�½µ ½ ¶ ^º{ � q V »�¿µ ¿ ¶ X´ R ­R�T � V � � ��� j q { � s »�¼µ ¼ ¶ ^ � � � s »�½µ ½ ¶ j q {�s q { »�¿µ ¿ ¶ ^ � x � � »�Àµ À ¶ X´ TiRT « � V[j � � ��� ^ � x � � »�¼µ ¼ ¶ j � s�s � s »�½µ ½ ¶ ^º��s�s���s »�¿µ ¿ ¶ j q s�� � ��� »�Àµ À ¶ ^6x � q ��� » �¨Áµ �¨Á¶ X

¦¨§§§§§§§§§§§§©
la fonctioninitiale peuts’approximersousformepolynomiale:

¡� V
W�XoYts e { � {��n^�s e � xcs���W T j�s e ��s � q W d ^�s e � � q � W � j�s e q �`�bs�W � ^�s e s�{�� q {�W R¥�
En touterigueur, on devrait appliquerla relationpréćedenteenconsid́erantnonseulementles
6 premiersmomentsde la densit́e maisaussiceuxd’ordre suṕerieurquel’on a calcuĺespar
extrapolation.Maisnousn’aurionsalorsaucuncritèrepourchoisirle degrédu derniermoment
extrapoĺe sansincluredansl’approximationpolynomialetrop d’erreursissuesde l’extrapola-
tion desmomentsd’ordresuṕerieur.

Enfincomparonsgraphiquement¡� à la vraiefonction

�
:
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Fig. 2-14: Comparaisonentre la densit́evraie et la densit́ereconstruite

Onconstatedoncquela densit́e reconstruitereproduittrèsbienla vraiedensit́e (figure2-14).
Plusle nombredemomentsinitiaux seragrandetmieuxle bord W�� seraconnuet la reconstruc-
tion seraplusprécise.

2.9 Conclusiondu chapitre

Notreanalysedespolynômesorthogonauxet desmomentsen unedimensiona permisde
comprendrela probĺematiquedu sujetet dedéfinir desoutils adapt́esàuneméthodologiedans
le casd’unedensit́epaire:Â toutd’abord,nousavonsétabliunefaçonsimpleetoriginalededéterminerlespolynômes

orthogonauxd’unedensit́e àpartirdesesmoments.Deplus,nousavonsmisenévidence
lesrelationsquiexistententrelesmoments,lespolynômesorthogonaux,lesapproximants
dePad́eet l’int égraledeStieljesd’unedensit́e;Â ensuite,l’analysede la récurrenceentretrois polynômesorthogonauxsuccessifs- no-
tammententermedesous-suitesO�P et Q�P - a permisdedéterminerlessous-domainesoù
la densit́e estdérivable.Par extrapolationde cetterelation,à partir d’un nombrefini de
moments,il estdoncpossibled’estimeravecunetrèsbonneprécisionle domainededé-
finition dela densit́e;Â unefois cedomaineestiḿe,la connaissancedesmomentsapermisdereconstruirela den-
sité sousformed’un développementpolynomial.Pluson aurademomentset pluscette
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reconstructionseraprécise;Â enfin,àpartirdel’extrapolationdela récurrencepréćedenteet la relationd’orthogonalit́e
entrelesmomentset lespolynômesorthogonaux,nousavonspu extrapolerlesmoments
d’ordresuṕerieurdela densit́e.

Nousverronsauchapitre4 dansquellemesureil estpossibledegéńeralisercetteméthodologie
pourunespacededeuxdimensions.
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Chapitre3

Densit́eet polynômesendimension2 :
approchenäıve

3.1 Intr oduction

Nousavonsvu endimension1 qu’avecles2npremiersmomentspairsd’unedensit́edéfinie
sur Ã , on peutcalculern couplesde poids/pointsVrÄ�Å � W]Å2X qui caract́erisentla densit́e sur son
domainededéfinition àpartir dela relationdequadraturesuivante:�lÆ Y PÇ ÅªÈ R Ä Å W ÆÅ (3.1)

Pla̧cons-nousmaintenantdansl’espacedesphasesde dimension2 V
W ��ÉW X . Nousallonsgéńe-
ralisercetterelationpour trouver, à partir d’un certainnombrede moments� Æ�Ê Ë de la densit́e
� V�W �_ÉW X , un réseaudepointsla caract́erisantdans V�W �_ÉW X .On supposela densit́e symétriquepar
rapportà l’origine et définiesurun domaineÃ . C’estpourquoion limitera souvent l’ étudeau
demi-planoù x estpositif.

Nousverronsensuitecommenton envisaged’exploiter ceréseauentermed’évolutiondeden-
sité; nousnousintéresseronsenparticulierà l’ évolutiond’unnuagedepointsaucoursdutemps
[36].

Enfin nouscompareronscetteméthodeà celle d’unesimulationmultiparticulaireclassiqueet
nousendéduironsseslimites.Il apparâıtraquecetteméthodenepeutmalheureusementpasêtre
utiliséemaisil seraintéressantdecomprendrepourquoi.

3.2 Génération d’un r éseauendeuxdimensions

La géńeralisationde la relationde quadrature(3.1) en deuxdimensions,̀a partir desmo-
ments�_Æ�Ê Ë d’unedensit́e

� V�W �_ÉW X pairepeuts’écrire:�_Æ�Ê Ë YÍÌÎW Æ ÉW Ë � V
W �_ÉW XªÏ�W�Ï ÉWÐY ÑÇ ÅªÈ R_Ò Å W ÆÅ ÉW ËÅ Ó ^�Ô étantpair (3.2)
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3.2.1 Construction d’un r éseaurectangulaire

Afin degéńererun réseaurectangulairerepŕesentatifdela densit́e en V�W �_ÉW X , on appliquela
relationdequadratureenunedimensionaveclesmoments,surlesaxes, � Æ�Ê � et ��� Ê Æ telsque:�lÆ�Ê �yY PÇ ú È R Ä µ ú W Æú et � � Ê Æ Y PÇ ú È R Ä¾Õµ ú ÉW Æú
La densit́e étantpaireen W ou en

ÉW , on neretientqueles � Æ�Ê � et ��� Ê Æ avec k pair afin depou-
voir résoudrele syst̀emecorrespondant.Ona alorsbesoinde2nmomentscomme��� Ê � , �lT Ê � , ...,� TiÖ×TªPN\�R�Ø Ê � et2nmomentscomme��� Ê � , ��� Ê T , ..., � � Ê TiÖ¨T
P@\]R
Ø pourobtenirn W ú etn

ÉW ú .
En combinanttousles W ú et les

ÉW ú , on obtientun réseaudepointsdontchaquepoidsestdéter-
minéparla résolutiondu syst̀emelinéaireen Ò ú donńeparla relation(3.2).

Si l’on appliquecetteméthodèa la distributionuniformesurun disquederayon1, on constate
certainesanomalies(voir figure3-1où la taille dechaquepoint repŕesentesonpoidscaract́eris-
tique)bienquelespointsdu réseaureproduisentparfaitementlespremiersmoments:Â le disqueestmaldécrit : certainspointssontà l’extérieurdu support;Â lespointsnesontpasleszérosdespolynômesorthogonauxdela densit́ecommec’estle

casenunedimension;Â certainspointspeuvent êtredansdesrégionsnon-stablespourla dynamiquealorsquele
disquepeutêtredansunerégionstable.

Fig. 3-1 : Réseaude64 points”classique” pourunedensit́euniformesur le disquederayon1

C’estpourquoionchercheunréseauplusappropríe,circulaire,afindemieuxdécrirele support
dansl’espacedesphases,toujoursdansle casdela densit́euniforme.
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3.2.2 Construction d’un r éseauà symétrie de r évolution

Consid́eronsle changementdevariablecirculaireci-dessous:ÙÚÜÛ W Y�Ý Q2Þ �NßÉW Y�Ý �Nà
á�ß
Nouscommeņconspar géńererun premierréseaurectangulairede n points Ý ú et n points â ú
correspondants̀a

�
dansl’espaceVBÝ � â X telsque:ÙÚÜÛ W Y Ý âÉW Y Ý�ã q j â T

etce,enutilisantlespremiersmoments��äÆ�Ê Ë calcuĺesdansle jeudevariablesV¥Ý � â X :� ä Æ�Ê Ë Y v Ý Æ â Ë�å Y Ì�æ Ý Æiç R â Ëã q j â T � VBÝ � ß XrÏ�Ý$Ï â (3.3)

comptetenudu Jacobiencorrespondant:è V¥Ý � â XéY)êêêêêê Ý âj}Ý âoë ã q j â T ã q j â T êêêêêê Y Ýã q j â T
Enfait, commedansle casduréseaurectangulairepréćedent,onn’utilise quelesmoments��äÆ�Ê �
et ��ä� Ê Ë aveck et l pairspourobtenirceréseauen V¥Ý � â X .
Enfin, à partir de cesn Ý ú et cesn â ú , on géǹereles nT couples V�W Æ �_ÉW Æ X , Ó Y q � { � ege � á T de
tellesorteque: ÙÚ Û W Æ Y*Ý ú â Å pour à Yts � q � ege � á�ì_í Yîs � q � ege � áÉW Æ Y*Ý ú[ï q j â TÅ pour à Yts � q � ege � á�ì_í Yîs � q � ege � á (3.4)

OndéterminelesnT poidsassocíes Ò ú aux V
W ú �_ÉW ú X enreprenantlesmomentscalcuĺesdansl’es-
pacedes V
W �_ÉW X : �_Æ�Ê Ë Y P ¼Ç ú È RéÒ ú W Æúñð Ëú
Finalement,on obtientun réseaudenT points V
W ú �_ÉW ú X assocíesà un poids Ò ú caract́eristiquede
la densit́edéfiniesurle domaineÃ dansl’espaceV�W �_ÉW X . On appellecespoints,lespointsd’in-
tégrationcaract́eristiquesdela densit́e

�
.
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Appliquonscetteméthodeà la densit́e uniformesur le disquede rayon1. On cherchedonc
unréseaudepoints V
W ú ��ÉW ú X caract́erisantle disquederayon1.
De la relation( 3.3)ona lesmomentsdansle jeudecoordonńeesVBÝ � â X :� ä Æ�Ê Ë Y v Ý Æ â Ë�å Y qÓ ^�{ Ì R� â Ëã q j â T Ï â
On calculed’abordles Ý ú et â ú à partir desmoments��äÆ�Ê � et ��ä� Ê Æ , puison endéduitlescouplesV
W ú �_ÉW ú X grâceauxrelations( 3.4).
Enfin, on calculeleur poids Ò ú en utilisant les premiersmomentspairs �_Æ�Ê Ë dansle jeu deva-
riables V
W �_ÉW�X .
Dansnotrecas,on obtientle réseaudepointsci-dessous(figure3-2) quel’on peutcomparer̀a
celuiobtenupréćedemment(figure3-1) :

Fig. 3-2 : Réseaucirculaire de64pointsadapt́eà unedensit́euniformesur le disquederayon
unité

3.3 Evolution despoints d’int égration

Dansceparagraphe,nousallonsétudierl’ évolutiondesparam̀etresstatistiquesd’uneden-
sité

�
définie sur Ã dansl’espacedesphases- qui est à l’origine du tempsuniformesur le

disquecentŕederayon1- etsoumisèauneforceextérieurenonlinéaire.

Dansunpremiertemps,nousconsid́ereronsnotreméthodebaśeesurunnombreréduitde”ma-
croparticules”décrivant la densit́e de départà un ordredonńe. Nous prendronscommema-
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croparticulescellesdéfiniesau paragraphepréćedent.Nousles feronsévoluercommesi elles
étaientde vraiesparticules.Ceci reviendradonc à consid́erer, en termede moments,queles
momentsd’ordresuṕerieursontdonńespar l’extrapolationnäıve. Nousavonsconsid́eré cette
méthodecarc’estla plussimplepossible.
Puisnouscompareronslesrésultatsobtenusavecceuxrésultantd’unesimulationréalistemul-
tiparticulairefaisantappelàungrandnombredeparticules(de10000à30000selonle cas).

De manìereà avoir unegrandeprécision,nousutiliseronsdanstousles casle mêmeintégra-
teur, à savoir un intégrateursymplectiquedu deuxìemeordrequi conserve lespropríet́esde la
canonicit́edusyst̀eme[37].

3.3.1 Hypothèseset conditions initiales

Consid́eronsla densit́e initialementuniformesurle disquederayon1. Au coursdu temps,
les particulessontsuppośeessoumises̀a uneforcenon linéairede la forme ò V
W�X¸Yój~V Ó R Wô^Ó T W « X , cequi donnel’ équationdumouvementsuivante:õWö^ Ó R Wö^ Ó T W « Yts
où l’on prendradansnotreexemple Ó R Y q e � et Ó T Y q .
On géǹeretout d’abordun réseaucirculaire commecelui quenousvenonsde voir au para-
graphe(3.2.2).Pourcela,on sedonnetouslesmomentspairs � Æ�Ê Ë jusqu’̀a l’ordre

² »
telsqueÓ ^�Ô � ² » .

Tous les momentsd’ordre suṕerieur étantextrapoĺespar la relation de quadrature(3.2), on
a : É� Æ�Ê Ë Y ÏÏ�÷Jø Ç Å Ò Å�W ÆÅ ÉW ËÅiù Y Ç Å V ÉÒ Å�W ÆÅ ÉW ËÅ ^ Ó Ò Å�W Æ \]RÅ ÉW ËÅ ÉW·Å+^ºÔ Ò Å�W ÆÅ ÉW Ë \]RÅ õW·Å2X (3.5)

D’autrepart,si
ÉW estla dérivéede W et, d’aprèsl’ équationdu mouvement,ò la dérivéede

ÉW ,
l’ évolutiondesmomentss’écrit :É� Æ�Ê Ë Y Ì V Ó W Æ \�R ÉW Ëúç R ^�Ô¥W Æ ÉW Ë \�R ò V�W�XiX � V
W �_ÉW�XrÏ�W�Ï ÉWö^ Ì W Æ ÉW Ë Ï � V
W �_ÉW XÏ�÷ Ï�W�Ï ÉWû üñý þÈ � (3.6)

L’int égralede droite estnulle de par la constancedu nombrede particules.Par contre,dans
l’int égralerestante,le momentd’ordre(k-1,l+1)estcalculableparquadraturecaril estdedegré
inférieurà

² »
.

Cecidonnedonc: É� Æ�Ê Ë Y Ç Å Ó Ò Å�W Æ \�RÅ ÉW Ëúç RÅ ^�Ô v W Æ ÉW Ë \]R ò V
W�X å (3.7)

Ensupposantpourtouteslesmacroparticulesque:Â lespoidssontconstants,c’est-̀a-direque

ÉÒ ÅÿYts ;
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Chapitre 3 : Densit́eetpolyn̂omesendimension2 : approchenäıveÂ ÉW·Å estbienla dérivéede W ;Â lestermesv W Æ ÉW Ë \�R ò V
W�X å sontcalculablesparquadrature;

il vientdesrelations(3.5)et (3.6) :Ç Å Ô Ò Å[W ÆÅ ÉW Ë \�RÅ õW·Å�YtÔ v W Æ ÉW Ë \�R ò V�W�X å (3.8)

Enfin,commela force ò s’écrit ò V�WlXoYhj V Ó R W¾^ Ó T W « X , le termedegauchepeutdoncsecalculer
aussiparquadrature,cequi donneparidentification:õW Å Y j~V Ó RªW Å ^ Ó T�W «Å X (3.9)

et õW·Å+^ Ó R W]Åé^ Ó T W «Å Yîs
Le mouvementglobalest équivalentau mouvementindividuel desmacroparticules.Ellesont
donctoutesla mêmeéquationdu mouvement.

3.3.2 Evolution de l’ émittanceRMS

Dansun premiertemps,nousallonscomparerle grossissementrelatif de l’ émittanceRMS� ä ��� enfonctiondu temps.Rappelonsquel’on adéfini cettequantit́ecommeétant:� ä ��� Yt{ ã � W T�� � ÉW T�� j � W ÉW �ªT Yt{ ï �_T Ê �i��� Ê T j � T R Ê R
On tracerale logarithmedécimaldu grossissementrelatif de l’ émittance� ä ��� parrapportà

l’ émittancededépart� ä ��� � : 	 Þ�
 V z � ä ��� j � ä ��� � z� ä ��� � X
En prenantun nuagede10000particulessurun disquededensit́e uniformedansl’espace

desphasesquel’on fait évoluer, onobtientla variationd’émittancedela figure3-3.

56



Chapitre 3 : Densit́eet polyn̂omesendimension2 : approchenäıve
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Fig. 3-3 : Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ émittancepourunnuagede10000
particulesenfonctiondu temps

On constatequ’aubout d’un certaintempsl’ émittanceatteintunevaleurd’équilibre(aux
alentoursde t=30).On distinguedoncdeuxrégimescaract́eristiquesqui sontle régimetransi-
toire(pourt � 30)et le régimed’équilibre.Dansl’espacedesphases,celasignifiequele nuage
initial va tourneren sefilamentantpour aboutir à unedistribution d’équilibre(figures3-4 et
3-5).
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Fig. 3-4 : Distributiondunuagedepointsà t=15 dansl’espacedesphasesV
W �_ÉW�X
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Fig. 3-5 : Distributiondunuagedepointsà t=200 dansl’espacedesphasesV
W �_ÉW X
Comparonscettequantit́e quel’on obtienten prenant64 pointsd’intégrationet en les faisant
évolueraucoursdu temps.
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3.3.2.1 Régimetransitoir e

Pourun temps÷ � � s , les deuxcourbesde variationd’émittance(simulationnäıve et si-
mulationréalisteclassique)sesuperposentcorrectementmaispastotalementcommeonpeutle
voir surla figure3-6.
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A partir des points d’intégration
�
Par la méthode classique

Fig. 3-6 : Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ émittancepourunnuagede10000
particulesenfonctiondu temps

Dansle régimetransitoire,l’ émittanceconvergeverscelleobtenueparla méthodedespoints
d’intégrationquandon augmentele nombredeparticulesdu nuageinitial.
On disposedansce casd’une méthodede simulationextrêmementpréciseavec un nombre
réduitdepointssi l’on connâıt exactementla densit́e initiale.

3.3.2.2 Régimed’ équilibr e

Alors qu’en réalit́e l’ émittanceatteint une valeur d’équilibre,on observe dansle casde
notreméthodeunepseudo-ṕeriodicit́e (figure3-7) : apr̀esavoir atteintunevaleurd’équilibre,
elle décrôıt puisremontedenouveauverscettevaleur. Néanmoins,cettevaleurd’équilibreest
toujoursla mêmepour les différentespériodeset correspond̀a celle obtenueavec l’ évolution
simpleillustréesurla figure3-3.

L’explicationdecephénom̀eneestquel’on fait évoluerunnombrefini depointsdansl’es-
pacedesphases.Cettefinitudefait quela périodicit́e dechacunedestrajectoiresentrâıneune
pseudo-ṕeriodicit́edel’ émittance.
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Fig. 3-7 : Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ émittanceenfonctiondu tempsà
partir des64points

Si l’on moyennemaintenanttemporellementl’ émittanceRMSissuedenotreméthode,sonévo-
lution estla mêmepourlesdeuxméthodesetconvergepréciśementversla mêmevaleurd’équi-
libre (figure3-8).
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Fig. 3-8 : Logarithmedécimaldela variationrelativemoyenńeedel’ émittanceenfonctiondu
tempsà partir des64points
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Principe du calcul de la moyenne

Oncherchèacalculerla quantit́edela forme:�ò Y q�*Ì �� ò V¥÷�XªÏ�÷
Nousprenonsparexemple ò YtW T .
Pourcela,onexécutela proćeduresuivantepourchaquepointdu réseau:

– quandle point W ú estrevenuauvoisinagede sonpoint de départ,on calculela quantit́em ú Ê �2ç R définiepar(où � repŕesentele nombredetours):m ú Ê �2ç R Y m ú Ê � ^ Ç Å Ä�Å�W TÅ
– on comptele tempsécouĺeT encomptantle nombretotal depassages� auvoisinagedu

pointdedépartde W ú .
– on calculedoncla quantit́e : U ú Ê �2ç R Y m ú Ê �2ç R� ^ q
– la moyenne

�ò est alorsobtenueen intégrantsur tous les points du réseaude la façon
suivante: �ò �2ç R Y Ç�ú Ä ú U ú Ê �2ç R
qui convergevers

�ò quand��� � .

On obtient la figure 3-8, décrivant l’ évolution de l’ émittancepar ce proćed́e. Cettefigure est
à compareraux figures3-3 et 3-4 : le régime transitoireest donc reproduitgrossìerement
maisl’ évolutionà long termeestreproduiteavecunebonneprécisionpuisquelesdeuxcourbes
tendentversla mêmelimite.

3.3.3 Evolution desmomentspairs

3.3.3.1 Evolution sansmoyenne

Consid́eronslesmomentsjusqu’̀a l’ordre 10.On traceleur évolutionenfonctiondu temps,
soit pourtouteslesparticulesdu nuagedansle casdela méthodeclassique,soit pourle réseau
depoints.
Jusqu’autempst=25, c’est-̀a-dire juste avant l’ étatd’équilibre,on constateque les courbes
d’évolutiondesmomentsissuesdesdeuxméthodessesuperposentcorrectementet ce,jusqu’̀a
l’ordre 8 (voir figures3-9et3-10) :
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A partir des points d’intégration

Fig. 3-9 : Comparaisondel’ évolutiondumoment�lT Ê � pour t � 25suivantlesdeuxméthodes
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Par la méthode classique
A partir des points d’intégration 

Fig. 3-10: Comparaisondel’ évolutiondumoment� � Ê � pour t � 25suivantlesdeuxméthodes

Parcontre,plusl’ordre dumomentestélevé,plusl’erreurdueàl’ évolutiondespointsd’intégra-
tion devient importante: il apparâıt dessur-oscillationsdèsle momentd’ordre4 et deplusen
plusquandon augmentel’ordre. Pourle momentd’ordre10 parexemple,notreméthoden’est
plusdu tout fiablecompaŕeeà la simulationréalisteclassiquemêmepourle régimetransitoire
(voir figure3-11).
Ceciestdû aufait quel’on extrapoletrèsmal lesmomentsd’ordresuṕerieur.
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0 5 10 15 20 25

 temps (u.a.)

0

0,01
�0,02
�0,03
�0,04
�

   
µ 10

,0
      

(u
.a

.)
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Fig. 3-11: Comparaisondel’ évolutiondumoment�kRB� Ê � pour t � 25suivantlesdeuxméthodes

3.3.3.2 Obtention desvaleursd’ équilibr e

Aprèsun tempsd’évolutionsuffisammentlong,on observe le régimed’équilibrepourtous
lesmoments,quelquesoit l’ordre : ils convergentversunelimite finie différentepourchaque
momentcommeon le voit surlesfigures3-12et 3-13:
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Fig. 3-12: Evolutiondumoment�lT Ê � calcuĺeeà partir dunuagedepointsenfonctiondu temps
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Fig. 3-13: Evolutiondumoment��d Ê � calcuĺeeà partir dunuagedepointsenfonctiondu temps

Avecnotreréseaurestreintdepoints,l’ évolutiondesmomentsdevientcompl̀etementfausse
pourle long terme(etnousnel’avonsdoncpasrepŕesent́ee).
Cependant,eneffectuantla moyenneprésent́eeauparagraphe(3.3.2.2),onretrouvel’ évolution
globaledesmomentspourdestempstrèsgrands(surlesfigures3-14et3-15qui sontàcomparer
auxfigures3-12et 3-13) :
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Fig. 3-14: Evolutiondumoment�_T Ê � moyenńe issuedes64pointsenfonctiondu temps
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Fig. 3-15: Evolutiondumoment��d Ê � moyenńe issuedes64pointsenfonctiondu temps

Mêmesi ce traitementestvalablepour tousles moments,la convergenceestde plus en plus
lenteau-del̀adel’ordre 6. Il faudraitdoncfaire tournerlespointspendantun tempsassezlong
pouravoir unebonnevaleurlimite.

3.4 Conclusiondu chapitre

Mêmesi seshypoth̀esesne sontpastoutesrigoureuses(les Ò � restentconstantsau cours
temps),la simulationnäıve de la méthodedespointsd’intégrationpermetd’obtenir le régime
transitoiredediversesgrandeursstatistiquesavecunebonneprécisionpourunedistributionde
particulesconsid́erée.En outre,l’ évolutiondecesmacroparticulesdonne,à la conditiond’ef-
fectuerdesmoyennestemporelles,un moyenrapideet économiquepourdécrirel’ évolution à
long termedesmomentsdela densit́e et desonémittance.Par contre,l’estimationobtenueest
relativementglobale.Bien quecetteméthodefasseappelà l’extrapolationdite näıve desmo-
mentsd’ordresuṕerieur, ellepermetd’obteniruncertainnombredeparam̀etreset lesméthodes
dévelopṕeesauchapitre2 pourraient̂etreenvisaǵeespourcaract́eriserla densit́e auboutd’un
certaintemps.
Cette étudea aussimontŕe que la simulationclassiquede particulesa peut-̂etreseslimites
puisqueles résultatssur les momentsdépendenttrèsfortementdu nombrede particules: ce
probl̀emedestabilit́e estmis en évidencepar lessur-oscillationssurtoutpour les ordressuṕe-
rieursà4 ; cesoscillationsdisparaissentquandon augmentele nombredeparticules.

En extrapolant,2000particulespour un espacedesphasesde dimension2 n’est passi gros-
sierquecela;ceci équivaudraità {�s�s�s a Y&� e q s�� particulesendimension6.
On peutdonclégitimementsedemandersi unesimulationavec q s � particulesseraitsi réaliste
quecela.
Dansun paquetdeparticulesréelles,̀a 100mA et 350MHz on a environ 1000particulespar
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espacededeuxdimensionscequi estcomparablèa 2000particules.Au vu descourbes,pour
desconditionsinitiales légèrementdifférentes,on auraprobablementdesfluctuationsd’un pa-
quetdeparticules̀aun autre.
Quandon prend20000particules,la solutionestplusstableet peutêtreinterpr̂et́eecommela
moyennesurplusieurspaquets.
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Chapitre4

Evolution desmomentsdansun espacede
dimension2 : approcherigour euse

4.1 Généralisation de l’int égrale de Stieljes. Inter pr étation
physique

L’objectif decechapitreestd’utiliser les résultatsdu chapitre2 pourdesdensit́esdéfinies
dansl’espacedesphasesV�W �_ÉWlX . A partir d’un certainnombredemoments,on cherchedoncà
définir l’enveloppeconvexe d’unedensit́eetd’enestimersesmomentsd’ordresuṕerieur.

Danstous les cas,on consid̀ereune distribution réellede particulesdéfinie sur un domaine
d’existenceÃ symétriqueparrapportà l’origine dansV�W �_ÉW�X .
4.1.1 Généralisation de la fonction � endeuxdimensions

Nous avons vu au chapitre2 qu’en dimension1, les pôles de la transforḿeede Stieljes
définissentle supportdudomainedela densit́e

�
:� V
W�X+Y Ì�æ � V! �XªÏ" W j# Y �Ç ÅªÈ � � ÅW Å ç R

Nousallonsgéńeraliserla fonction
�

endeuxdimensionsenpartantdu principequelespôles
de la fonction

� V
W ��ÉW�X doiventcaract́eriserle domaineÃ endeuxdimensionsde la densit́e

�
.

Nouschoisissonsdoncdeconsid́erer
�

telle que:� V
W ��ÉW�X Y Ì$æ � V$ �&% XªÏ" NÏ %ã V
W j# �X T ^tV ÉWöj % X T (4.1)

Soient' et ( lesvecteurssuivants: ' Y ¢¤ W ÉW ¦©
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et ( Y ¢¤  % ¦©
avec )*' ) Y | W T ^ ÉW T .

Eneffectuantundéveloppementauvoisinagedel’infini,
� V
W ��ÉW X devientalors:� V
W � ð X�Y q)+' ) Ì æ ø �Ç P È � V '	e,( X P)-' ) T
P ù � V! �&% XrÏ" NÏ %

Endéveloppantle terme V '	e,( X P à l’aide dela formuledubinômedeNewton :V ' e.( X P Y PÇ / È � 0 PN\ /P W / ÉW PN\ / V$ / % P@\ / X
onobtient: � V�W � ð XkY �ÇP È � q)+' ) T
P ç R PÇ / È � 0 PN\ /P � / Ê P@\ / W / ÉW PN\ / (4.2)

où l’on fait apparâıtre, dansunemêmeexpression,tous les momentsd’ordre n � / Ê PN\ / de la
densit́econsid́erée

� V! �&% X : � / Ê P@\ / Y=Ì æ  / % P@\ / � V$ �&% XªÏ" NÏ %
4.1.2 Paramétragesangulaireet radial

Passonsmaintenantencoordonńeespolairesavec:ÙÚ Û W Y Ý QDÞ �NßÉW Y Ý �Nà
á�ß
L’expression(4.2)devientalorsdanscesyst̀emedecoordonńeeset pourun angleß fixé :�21 V¥Ý�XoY �Ç P È � 3 1 Ê PÝ P ç R où

3 1 Ê P~Y PÇ / È � 0 PN\ /P V QDÞ �Nß X / V �@à�á�ß X PN\ / � / Ê P@\ / (4.3)

Pourun angle ß fixé, on retrouve uneforme équivalentede la transforḿeede Stieljesvue en
dimension1.

� 1 V¥Ý�X estdonc la transforḿeede Stieljesde la densit́e projet́eesur la droite de
param̀etre ß . En faisantvarier ß de 0 à {54 , on obtientdonctoutesles projectionsde

� V
W �_ÉW�X
dansl’espacedesphases.
Lestermes

3 1 Ê P repŕesententalorslesmomentsdela densit́e projet́eesur la droitefaisantun
angleß avecl’axedesabscisses.
Grâceauparaḿetrageangulaire,on seramènefinalement̀aun probl̀emeà unedimensiondéjà
traitéauchapitre2. La descriptionentermesdepôlesestdoncunedescriptiondel’enveloppe
convexe uniquement.Elle correspond̀aunevisiondepuisl’infini soustouslesangles.
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4.2 Estimation de l’enveloppeconvexeendeuxdimensions

SoitunedistributiondeparticulesdéfiniesurundomaineÃ dansl’espacedephasesdonton
neconnâıt quelespremiersmomentspairs � Æ�Ê Ë jusqu’̀aun ordredonńe

² »
tel que Ó ^�Ô � ² »àun instantquelconque.A partirdela relation(4.3)quenousvenonsd’établir, nousallonsvoir

quel’on peutestimeravec unebonneprécisionl’enveloppeconvexe en deuxdimensionsde
cettedensit́eenn’utilisantquelesmoments�_Æ�Ê Ë connus.

4.2.1 Calcul du bord pour un 6 fixé.Reconstructiondel’enveloppeconvexe

Onsaitquegrâceàunparaḿetrageangulaire,on retrouveuneformeéquivalentèa la trans-
forméedeStieljesenunedimension:� 1 V¥Ý�XoY �Ç P È � 3 1 Ê PÝ P ç R où

3 1 Ê P Y PÇ / È � 0 PN\ /P V QDÞ �Nß X / V �@à�á�ß X PN\ / � / Ê P@\ /
Endiscŕetisantl’espacedesphasesencoordonńeespolairesVBÝ � ß X , onpeutcalculerpourchaque
valeurde ß lesmoments

3 1 Ê P dela densit́eprojet́eeselon ß àpartirdes� Æ�Ê Ë .
Pourun ß fixé,on seramèneauxhypoth̀esesdu chapitre2 : on connâıt lespremiersmoments
dela densit́eprojet́eesurla droitefaisantunangleß avecl’axedesabscisses.L’ étudeseramène
doncàuneétudeenunedimension.

Par conśequent,pour chaqueß , on peuten déduireles polynômesorthogonauxassocíesaux
moments

3 1 Ê P grâceà la relation(2.4)puisle support7 1 decetteprojectionàpartirdela rela-
tion (2.15).
Unefois cebordestiḿe,on cherchela perpendiculairèa cettedroitedeprojectionpassantpar7 1 (figure4-1).

Limite du 
domaine

.

ρ
θ

aθ

x

projection
Droite de

x

Fig. 4-1 : Projectionselonß dudomaineÃ dansl’espacedesphases
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Avec les intersectionsde deuxperpendiculairessuccessives,on trouve alorsun polygonequi
repŕesenteuneestimationdel’enveloppeconvexe dudomaineÃ (figure4-2).

.

x

issue des tangentes
Enveloppe convexe

domaine
Limite du x

Fig. 4-2 : Déterminationdel’enveloppeconvexeà partir del’intersectiondesperpendiculaires

4.2.2 Exemplesdesdensit́esuniforme et gaussienneendeuxdimensions

Afin d’illustrer cequenousvenonsdevoir, onconsid̀ereunnuagedeparticulesayanttoutes
la mêmecharge(de10000à100000particules).Il apourdensit́e initiale la densit́euniformeou
gaussiennedansle disquederayon1. Elle estsoumisèauneforcenonlinéairesimilaireàcelle
duchapitre3 : ò V
W�XoYÍj V Ó R[W ^ Ó T�W « X avec Ó R¾Y q e � et Ó T Y q .
A l’aide d’un codemultiparticulaireclassique,on calcule l’ évolution de ce nuageau cours
du temps.A n’importequelmomentdel’ évolution,on calculelespremiersmoments�lÆ�Ê Ë dece
nuageeneffectuantunesommesurtouteslesparticules:� Æ�Ê Ë Y qá PÇ ÅªÈ R W ÆÅ ÉW ËÅ
n étantle nombretotaldeparticulesdansle nuageetchaqueparticulej pouvantêtrecaract́eriśee
parsapositiondansl’espacedesphasespar V
W·Å �_ÉW·Å�X .
Le nuagéetanttoujourssymétrique,onpeutneconsid́ererquelesmomentsd’ordrepair.

4.2.2.1 Densit́e initiale uniforme

Pour le casde la densit́e uniforme,on prendun nuagede 32000particulesque l’on fait
évoluer sousl’ef fet de la force ò . Voyonsce que devient ce nuageà divers instantsde son
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évolution et comparonssadistribution à l’enveloppeconvexe quel’on trouve à partir de ses
momentspairscalcuĺesjusqu’̀a l’ordre 10.
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Fig. 4-3 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=0 (u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-4 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=3 (u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-5 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=10 (u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-6 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=50 (u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-7 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=100 (u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-8 : Comparaisonentre le nuagede32000particulesà l’instant t=2000(u.a.)dedensit́e
initiale uniformeet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Selonla géoḿetriedu nuagedeparticulesobtenuàun instantquelconquedesonévolution,on
peutdoncen déduireuneenveloppeconvexe du nuagequi engloberelativementbien (figure
4-5), voire extrêmementbien (figures4-7 et 4-8) un maximumde particuleset ceci malgŕe
la filamentation.La descriptiond’une densit́e filament́ee à l’aide desmomentspeutparâıtre
insoluble.En réalit́e,nousavonsmontŕe queles momentsnousdonnaientunedescriptionen
termesdeconvexitéet nousavonsmontŕecommenty parvenir.

4.2.2.2 Densit́e initiale gaussienne

Pourla densit́e gaussienne,on consid̀erel’ évolution d’un nuagede 100000particulesque
l’on soumetà la force ò avec Ó R YÎ{ et Ó T YÎs e q . Au tempst=20 et t=50 (u.a.),on compare
l’envelopperéellede ce nuagedansl’espacedesphases̀a celle obtenuèa partir despremiers
momentsdunuagejusqu’̀a l’ordre 10(figure4-9et 4-10).

Fig. 4-9 : Comparaisonentre le nuagede100000particulesà l’instant t=20 (u.a.)dedensit́e
initiale gaussienneet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-10: Comparaisonentre le nuagede100000particulesà l’instant t=50 (u.a.)dedensit́e
initiale gaussienneet l’enveloppeconvexecalcuĺeeà partir desesmoments
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Fig. 4-11: Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ émittanceenfonctiondu temps
pourunnuagede100000particulesdedensit́egaussienne
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Lestempschoisissontrelativementcourtscompaŕesà ceuxdela densit́e uniformecar l’ émit-
tanceconverge trèsrapidementversun étatd’équilibre,commeon peut le voir sur la figure
4-11. Là encore,on entoureun maximumdeparticulesavecnotreenveloppeconvexe en lais-
santquelquesparticules̀a l’extérieurdecedomaine.

4.2.3 Précision de l’enveloppe convexe en fonction du nombre de mo-
mentsconnus

Si l’on augmentele nombredemomentsutiliséspourdéterminerl’enveloppeconvexe d’un
nuage,on constatequecetteenveloppedevient de plus en plus précise: reprenonsl’exemple
du nuagede 32000particulesdont la densit́e initiale estuniforme.Faisons-leévoluersousla
force C jusqu’autempst=20(u.a)et calculonssonenveloppeconvexe avec,d’uneparttousses
momentspairs jusqu’̀a l’ordre 6 et, d’autrepart, toussesmomentspairs jusqu’̀a l’ordre 10;
comparonscesdeuxenveloppessurla figure4-12.

Fig. 4-12: Enveloppeconvexeenfonctiondunombre demomentsutilisés: jusqu’à l’ordre 6
ou 10pourun nuagede32000particulesà l’instant t=20 (u.a.)dedensit́e initiale uniforme
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Onconstateeffectivementquel’enveloppela plusprécise,c’est-̀a-direcellequi englobele plus
grandnombredeparticulesestcellequi correspondauplusgrandnombredemomentsutilisés.
Pourcemêmenuage,maisà l’instant t=100danslesmêmesconditions,la différencedepréci-
sionestencoreplusnettepuisquel’on ”perd” dansle premiercas(momentsjusqu’̀a l’ordre 6)
unequantit́esignificativedeparticules(figure4-13) :

Fig. 4-13: Enveloppeconvexeenfonctiondunombre demomentsutilisés: jusqu’à l’ordre 6
ou10pourunnuagede32000particulesà l’instant t=100 (u.a.)dedensit́e initiale uniforme

4.2.4 Inter pr étations

Pluson augmentele nombrede momentsinitiaux, plus l’enveloppeconvexe calcuĺeede-
vientprécise: physiquement,celasignifiequel’on englobeunplusgrandnombredeparticules
contenuesdansle nuageconsid́eré.La localisationdesparticulesdansl’espacedesphasesest
doncbeaucoupplusprécise.Autrementdit, pluson connâıt demomentsinitiaux et mieuxon
localisel’ émittanced’un nuagede particules.Les pertesde particules(c’est-̀a-direcellesqui
nesontpasà l’int érieurde l’enveloppeconvexe trouvée)sontalorsminimisées.Par exemple,
si l’on reprendle casdela densit́e initiale uniformedela figure4-8, lesparticules̀a l’extérieur
del’enveloppeconvexe calcuĺeeàpartir desmomentsnerepŕesententenviron qu’uneparticule
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pour mille. En augmentantle degré maximumdesmomentsutilisés,on peutencoreréduire
cetteproportiondeparticulesexclues.

Dansl’exemplede la densit́e initiale gaussienne(figure 4-9), le nombrede particules”per-
dues”estd’environ de16sur100000,cequi fait environ uneparticulesur5000à l’extérieurde
l’enveloppeconvexe trouvée.

4.3 Calculsdesmomentsd’ordr esupérieur

Le but de ce paragrapheestde montrercomment,connaissantles premiersmomentsDFE&G H
jusqu’̀a l’ordre n (avec n=k+l) d’un nuagede particulessoumisà uneforceextérieurenon li-
néaire,onpeutextrapolerlesmomentsd’ordresuṕerieuraucoursdesonévolution.

On saitquel’on peutseramener̀a un probl̀emeà unedimensionengéńerantn premiersmo-
mentsIKJLG M dela densit́eprojet́eeselonN , et cepourtout N del’espacedesphases.
Deplus,d’aprèsle chapitre2,onpeutobtenir, pourchaqueN , lesmomentsd’ordresuṕerieur(de
la densit́eprojet́ee)jusqu’̀aunordrevoulu OQP parextrapolationdela récurrencedespolynômes
orthogonauxassocíes(voir le paragraphe2.7.3.1).Ces OQP momentsextrapoĺes IKJLG M�R Å (avec j
allantde1 a OQP ) peuventalorss’écrired’après(4.3),pourtout N :

IKJSG MTR ÅVU M�R ÅW XZY\[^] MTR Å`_ XM�R Å a!bdcfe Nhg X a$efi OQN"g M�R Å`_ X D X G M�R Åj_ Xlk N
avec D X G M�R Åj_ X lesn+j+1 momentsd’ordren+j quel’on recherchepourchaquej de1 à O P .
Paruneméthodedemoindrescarŕes,enminimisantl’expressionintégralesuivante:m#n[ o M�R ÅW XZY\[ ] M�R Åj_ XMTR Å a$b�cfe Nhg X a!efi OpNhg M�R Åj_ X D X G M�R Åj_ XVq I JLG M�R ÅZrtsvu N
Onestime,pourchaquej, touslesmomentsd’ordren+j dunuagedeparticules̀atout instantde
sonévolution.
Illustronsceci,enprenantl’exempled’un nuagede32000particules,dedensit́e initiale la den-
sitéuniforme,soumisà la force C définiepréćedemment.A l’instant t=20(u.a.),on calculeles
premiersmomentspairsjusqu’̀a l’ordre 10 del’ émittancecorrespondante(figure4-14).
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Fig. 4-14: Nuagedeparticulesdansl’espacedephases̀a t=20 (u.a.)avecpourdensit́e
initiale la densit́euniformesur le disque

Les momentsd’ordre 12 et 14 que l’on obtientpar cetteextrapolationsont ranǵesdansles
tableaux(4-1) et (4-2) :

moments valeurréelle valeurextrapoĺee erreurrelative ( en%)D [ Gzy s 1.9345e-01 1.9346e-01 0.008D ySGzySy 1.6088e-02 1.6094e-02 0.03D s Gzy [ 1.3065e-02 1.3065e-02 0.005Dp{&G | 2.9617e-03 2.9539e-03 0.26Dp}&G ~ 3.2155e-03 3.2189e-03 0.10D��`G � 9.4050e-04 9.5227e-04 1.25Dp�&G � 1.6545e-03 1.6394e-03 0.91D��`G � 4.2718e-04 4.3469e-04 1.75Dp~&G } 1.5427e-03 1.5431e-03 0.02Dp|&G { 2.7365e-04 2.7664e-04 1.09D�y [ G s 2.7102e-03 2.7046e-03 0.20D�ySySGzy 3.1681e-04 3.2279e-04 1.88D�y s G [ 1.5166e-02 1.5170e-02 0.02

Tableau4-1 : Momentsd’ordre 12 extrapoĺescompaŕesauxvraiesvaleursà l’instant t=20
connaissanttouslesmomentspairs jusqu’à l’ordre 10pour la densit́euniforme
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moments valeurréelle valeurextrapoĺee erreurrelative ( en%)D [ Gzy�} 2.091e-01 2.092e-01 0.04D�ySGzy�{ 1.728e-02 1.730e-02 0.09D s Gzy s 1.217e-02 1.215e-02 0.10D {&GzySy 2.766e-03 2.754e-03 0.43D }&Gzy [ 2.512e-03 2.531e-03 0.73D��`G | 7.601e-04 7.687e-04 1.13Dp�&G ~ 1.055e-03 1.025e-03 2.80D��`G � 2.879e-04 3.152e-04 9.46Dp~&G � 7.642e-04 7.565e-04 1.00Dp|&G � 1.346e-04 1.391e-04 3.29D�y [ G } 8.980e-04 8.879e-04 1.13D�ySySG { 7.620e-05 8.995e-05 18.0D�y s G s 1.875e-03 1.872e-03 0.16D�y�{&Gzy 7.175e-05 8.013e-05 11.6D�y�}&G [ 1.217e-02 1.218e-02 0.07

Tableau4-2 : Momentsd’ordre 14 extrapoĺescompaŕesauxvraiesvaleursà l’instant t=20
connaissanttouslesmomentspairs jusqu’à l’ordre 10pour la densit́euniforme

Hormisquelquesmoments,onretrouvebienlesmomentsd’ordresuṕerieurdenotredistribution
de particulespar notreméthoded’extrapolation.Ceci estvalableà n’importe quel instantde
l’ évolutiond’un nuagedeparticulesquelconquesoumisàuneforceextérieure.

4.4 Evolution d’une densit́e en deux dimensionsà partir de
sesmoments

La principaleapplicationde l’extrapolationdesmomentsd’ordresuṕerieurd’un nuagede
particulesendimension2 estl’ évolutiond’unedensit́e àpartirdesesmoments.

4.4.1 Equation d’ évolution desmoments

Consid́eronsles momentsd’un nuagede particulessoumisà uneforce non linéairede la
forme C a!� g U q a$� y ����� s � X g ; rappelonsquel’ équationd’évolutiondu momentDQMfG � établie
dansle chapitreintroductif1 s’écrit :�D MfG ��U O�D M _ yLG ��R�y q�� � y D MTR�ySG � _ y q#� � s D M�R X G � _ y (4.4)
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Cette équationd’évolution du moment DpM�G � nécessitedonc la connaissancede DQM�R X G � _ y si
la force est en � X . En théorie,nousavonsdoncbesoind’une infinité de moments,car, pour
connâıtre le momentDQM�R X G � _ y à un instantdonńe, il faut lui appliquerla relation(4.4),cequi
nécessite,enparticulier, la connaissancede DQM�R s X G � _ s et ainsidesuite...

Si maintenant,on estimedirectementpar extrapolationce momentDpMTR X G � _ y , on assurealors
la fermeturedela relationpréćedente.A tout instant,uniquement̀apartir d’un jeudemoments
donńes,on peutalorsconnâıtre les momentsd’ordre suṕerieurjusqu’̀a l’ordre quel’on veut,
puisendéduirel’ évolutionden’importequelmoment.

La fermeturedela relation(4.4) étantassuŕee,nouspouvonsl’utiliser pourdécrirel’ évolution
d’un nuagedeparticulesdéfini dansl’espacedesphases.

4.4.2 Evolution d’un nuagedeparticules àpartir desesmoments: exemple
de la densit́e uniforme

Prenonsun nuagede32000particulesayantinitialementla densit́euniforme,quel’on sou-
metà la force C a$� g U q a!� y ����� s � � g avec � y U��5��� et � s U�� .
A l’origine destemps,oncalculelespremiersmomentspairsjusqu’̀a l’ordre 10.

Afin de décrire l’ évolution de ce nuage,nousobservons,commedansle chapitre3, l’ évolu-
tion dugrossissementrelatif del’ émittanceRMSdonton rappellel’expression:�f� ��� U���� D s G [ D [ G s q D s ySGzy
Leséquationsd’évolutiondesmomentsD s G [ , D ySGzy et D [ G s s’écriventalors:����  ���¡ �D s G [ U � D2yLGzy�D�ySGzy U D [ G s q � ySD s G [ q � s Dp�¢G [�D [ G s U q � � ySD�ySGzy q � � s DF�`GzyA l’instant t=0, onconnâıt touslesmomentsnécessaires̀a la déterminationde £ � ��� . Parcontre,
au coursdu temps,nousavonsdoncbesoinde connâıtre DQ�&G [ et D��`Gzy dont leur évolution est
donńeepar: �  ¡ �Dp�&G [ U ¤ DF�`Gzy�D��`Gzy U � DQ}&G s q � ySDQ�&G [ q � s D�y [ G [avec Dp}¢G s et D2y [ G [ obéissant̀a:����  ���¡ �DQ}&G s U ¥ Dp{&G { q � � ySDF�`Gzy q � � s DQ|&Gzy�D�y [ G [ U �T¦ DQ|&Gzy�DQ|&Gzy U § Dp~&G s q � ySD2y [ G [ q � s D2y¨}&G [Onarrivedoncà D2y�}¢G [ quel’on peutdéterminerparextrapolation.
A un momentdonńe, on a besoinde connâıtre un ou plusieursmomentsd’ordre suṕerieur à
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10 pour décrirel’ évolution de tous les moments,en particulier D s G [ , D�ySGzy et D [ G s . La méthode
d’extrapolationdesmomentsquel’on a établiepermetdoncdedéterminercesmomentsetainsi
d’arrêterl’ef fet decascadedansl’ équation(4.4).

En intégrantparrapportautemps,on obtientl’ évolutiontemporellede £ � ��� pasàpas.
Comparonsalorslesrésultatsquel’on obtientdecettefaçonàceuxtrouvésenprenantuncode
multiparticulaireclassiqueappliqúe ànotredistributionsurla figure4-15.
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Fig. 4-15: Logarithmedécimaldela variation relativedel’ émittancepourunnuagede32000
particulesdedensit́euniformeenfonctiondu temps

On retrouve sansprobl̀emele régime transitoireet le régimed’équilibreestbeaucoupmieux
décritquedansle casdel’approchenäıve décriteauchapitre3 (voir figure3-7). Cependant,au
boutd’un tempslong, la valeurd’équilibredevient instable.Ceci esttrèsproblablementdû à
uneaccumulationd’erreurdanslesmoments,ceux-cifluctuanténorḿementaucoursdu temps
(figure4-16). Eneffet, la filamentationobserv́eesurlesnuagesdeparticulesaucoursdu temps
introduitdesdensit́esprojet́ees̀aplusieursbossesnondérivables.Noussavonsdanscecasqu’il
estnécessairede mod́eliserplus finementla récurrenceentreles polynômesorthogonauxdu
paragraphe(2.7.3.1)enl’analysantentermesdesous-suites.
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Fig. 4-16: MomentD s G [ pourun nuagede32000particulesdedensit́euniformeenfonctiondu
temps

Cesmomentsétantobtenusinitialementà partir d’un paraḿetrageradial et angulaire,on
retrouve alors le mêmeprobl̀emequ’au chapitre2, c’est-̀a-dire la bonnecompŕehensionde
l’extrapolationdela récurrence(2.11)enunedimension.

4.5 Conclusiondu chapitre

Enpartantduprincipequelespôlesdel’int égraledeStieljesdoiventcaract́eriserl’enveloppe
convexed’unedensit́e,nousavonsréussìagéńeralisercetteintégraleendeuxdimensions.Puis,
avec un paraḿetragede l’espacedesphasesen coordonńeespolaires,nousnoussommesra-
meńesà l’ étuded’unedensit́e à partir desesmomentsenuneseuledimension.Le formalisme
établiauchapitre2 a alorspermisdemettreaupointuneméthoded’estimationdel’enveloppe
convexe endeuxdimensionsd’unedistributiondeparticulessoumises̀auneforcenonlinéaire,
symétriqueparrapportà l’origine, uniquement̀apartir desespremiersmoments.

De plus, nousavons vu que la précisionde cetteenveloppedépenddu nombrede moments
connus: pluson connâıt initialementdemoments,pluson entoureun maximumdeparticules
dunuagèan’importequelinstantdesonévolution.Onminimisealorslespertesdeparticulessi
l’on consid̀erequecetteenveloppeconvexe repŕesentel’ émittancedela distribution dansl’es-
pacedesphases.En prenantles premiersmomentsjusqu’̀a l’ordre 10 , cespertesvont de2 à
10 particulespour10000dansl’espacea!�F­ �� g . Certes,noussommesencoreloin despertesde
l’ordre deuneparticulepourun milliard désiŕeesdansl’espaceà six dimensions(dansl’ étude
defaisceauxintenses),maiscecidonneundébut deréponsedansla recherchedela localisation
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desparticulesdansl’espacetransversed’un faisceaugéńerantuneforceinternenonlinéaire.

Enfin, l’extrapolationdesmomentsd’ordresuṕerieurnousa permisd’assurerla fermeturede
l’ équationd’évolution desmoments.En étudiantl’ évolution d’un densit́e uniquement̀a partir
deséquationsd’évolution desesmoments,nousnoussommesretrouv́esfaceauprobl̀emede
l’extrapolationde la récurrencedespolynômesorthogonauxen unedimensiondéjà rencontŕe
au chapitre2. Nousne l’avonspasencoretotalementrésolu.Néanmoins,en uneou deuxdi-
mensions,le probl̀emeestbienidentifiécommeétantla bonnecompŕehensiondecetterelation
derécurrenceenunedimension.
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Chapitre5

Mesuresde faisceaulogiesur l’accélérateur
GENEPI

5.1 Intr oduction

5.1.1 Contextehistorique

Conforḿementà la loi du 30 décembre1991 relative aux recherchessur la gestiondes
déchetsradioactifsde hauteactivité et à vie longue,plusieursétudessur la séparationet la
transmutationde cesélémentsont ét́e meńees,en particulierdestravaux sur la possibilit́e de
leurdestructionparfissionou transmutation.

Les étudessur les syst̀emesincinérateurshybridess’incrivent dansce contexte : un réacteur
hybrideestun réacteurnucĺeairesous-critiqueassocíe à unesourceexternedeneutrons.Cette
sourcedeneutronsestgéńeralementfournieparunacćelérateurdeparticuleschargées.Lespar-
ticuleschargéesproduitesviennentfrapperunecibleaucentredu coeurdu réacteuret donnent
desneutronsencassantlesnoyauxdela cible parspallation.Le but decesétudesestd’établir
lescaract́eristiquesdetelssyst̀emesetd’en évaluerlespotentialit́es[38].

Le programmeMUSE (MUltiplication de SourceExterne)constituela composanteneutro-
niqueexpérimentaledesétudessur cessyst̀emeshybridesqui sedérouleaupr̀esdu réacteur
derechercheMASURCA (MAquettedeSURǵeńerateur̀aCAdarache)duCentred’EtudesNu-
cléairesduCEA àCadarache.

L’accélérateurdeparticulesGENEPI(GEńerateurdeNEutronsPulśeIntense)adoncét́ecoņcu
dansle cadredecesétudespourenêtrela sourcecompĺementairedeneutrons.

5.1.2 Objectif denotre étude

Dansce chapitre,nousnousattacheronsparticulìerementaux caract́eristiquesdu faisceau
departiculessortantdeGENEPI,à partir demesureseffectúeesà l’ISN, avantl’installationde
GENEPIàCadarache.
De cefait, nousneconsid́ereronspasGENEPIentantquesourcedeneutronsexterneassocíee
à un réacteurmaisseulemententantque”simple” acćelérateurdeparticules(c’est-̀a-diresans
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la cible).Pourplusd’informationssur lessyt̀emeshybrides,nousrenvoyonsle lecteurauxré-
férencesbibliographiques[39], [40] et [41].

Nousferons,dansleparagraphesuivant,la descriptiongéńeraledeGENEPI.Puis,apr̀esquelques
calculsthéoriquessurlesfaisceauxdeparticules,nousdécrironslesyst̀emedemesuresquenous
avonsdévelopṕe pour étudierle faisceau.Enfin nousanalyseronsles résultatsexpérimentaux
quenousavonsobtenus.

5.2 Description généralede l’accélérateur GENEPI

5.2.1 Généralit és,spécificités

Le GEńerateurde NEutronsPulśe Intense(GENEPI)produit desimpulsionsde neutrons
rapidesd’uneduréede 0.5 à quelquesmicrosecondes,par l’intermédiaired’un faisceaupulśe
dedeutons(impulsionsd’ionsdedeut́eriumD). Cesdeutonssontproduitsparunesource,puis
sontfocaliśes,acćeléréset transport́essurunecibledanslaquelleestimplant́edudeut́erium(D)
ou du tritium (T) selonslesbesoins.Lesréactionsnucĺeaires(D, D) ou(D, T) produisentalors
desneutronsd’énergierespective2.67MeV et 14.1MeV.

GENEPIestun acćelérateuŕelectrostatiqueclassique,maisici la productionmoyennedeneu-
tronsestplusfaiblequepourbeaucoupd’autrespetitesmachines.L’originalit édeGENEPIest
sonfonctionnement̀agrandcourantcrêted’ions,del’ordre de50mA maximum,avecuntemps
dedescentedel’impulsion deneutronsdel’ordre de10_ � seconde.

5.2.2 Constitution deGENEPI

GENEPIestconstitúesuccessivement:

– dela sourced’ionsetdesélectrodesd’extractionetdefocalisation;
– du tubeacćelérateur;
– duguidedefaisceaucomprenantle séparateurdemasseet la lignedetransportjusqu’̀ala

cible;
– dela cible (deut́eréeou triti ée);
– d’annexesassurantle fonctionnementdel’ensemble: pompes̀avide,alimentationśelec-

triques,commandeset contr̂oles.
Les caract́eristiquescompl̀etesde cesélémentssontdécritesdansle rapport”L’accélérateur
GENEPI” [42] ; nousallonslesdécrirebrièvement.

5.2.2.1 La sourced’ions dedeutérium (deutons)

La sourced’ionschoisieestdetypeduoplasmatron[43]. Elle estconstitúeeessentiellement
de3 électrodesdansunmilieu contenantdudeut́erium,isotoped’hydrog̀ene:

– unecathodechaude,́emissived’électrons;
– uneélectrodeintermédiaireappeĺeecône;
– uneanodequi reçoit les électronsde la cathodeet les ionscréésdanssonvoisinagepar

un arcélectrique.

86



Chapitre 5 : Mesuresdefaisceaulogiesur l’accélérateurGENEPI

Lorsqu’unetensionentrela cathodeetl’anodeestappliqúee,l’envoi d’uneimpulsiondetension
positivesurle cônedéclencheunedéchargeappeĺeearcentrela cathodeet l’anode: le filament
fournit alorsuneavalanched’électronsdansle gazqui s’ionise.La formationetla disparitiondu
plasmaduesàcettedéchargesontrapideset la fréquencederéṕetitionpeutêtrede0 à5000Hz.
Le plasmaestdoncpulśe.De plus,le côneconstitueunepuissantelentille magńetiquepourles
électronset focaliseceplasmasurun petit trousitué surl’axe del’anode.Enfin,uneélectrode
d’extractionport́eeà unetensionnégative q¯® P±°&² (deplusde50 kV) extrait les ionsdu plasma
issudel’anodepourformerle faisceaud’ions.

Sanschampmagńetique,la sourceneproduit pasd’ions. Ce champestproduitpar2 bobines
parcouruesparuncourantappeĺe” i!³±´$³¶µ MTP ”. D’unepart,cechampresserrele plasmadansle trou
del’anode,d’autrepart,il créeuneélévationlocaledupotentielqui conduitunepartiedesions
duplasmàasediriger ducôtédel’anoded’où ils pourrontêtreextraits.

Cettesourcepermetdoncde transformerunepartiedu gazdeut́erium inject́e en impulsions
dedeutons.Le faisceauobtenuestenviron compośe à 75 % d’ions D R , 25 % d’ions D

Rs et en
plusfaibleproportiondeD R{ .

5.2.2.2 Le tube acćelérateur

C’estuntubeacćelérateuŕelectrostatiqueclassiquede250keVmaximum,detaille modeste
et transportable,adapt́e sṕecialementpourGENEPI.Il acćelèrelesdeutonssortantdel’anode
dela sourcèa l’ énergiedésiŕee(engéńeralentre150et 250keV).

5.2.2.3 Le guidede faisceau

Le long desontransport(surenviron 5 mètres),le faisceauestcontenupardeslentillesde
focalisationetconduitjusqu’̀a l’extrémit́eduguidequi estenformede”doigt degant”.· L’aimant-spectrom̀etre:

C’est un dipôle à 45 degrésqui sépareles ions D R desautresions parasites(de masse
différente)aussiproduitsparla source: apr̀esle passagèa traverscetaimant,il nereste
plusquedesionsD R dansle faisceau.Il permetaussidedétecterdesparticulesassocíees
à la productiondesneutrons(particulesalphaset protons),pour le monitoragede cette
production.· Lesquadrip̂olesQ0, Q1, Q2, Q3 :
Le premierquadrip̂ole Q0 est un aimantpermanentconstitúe de ferrites.Les suivants
sontdeslentilles de focalisationélectrostatiquesréglables,sousvide. Ils permettentde
contenirle faisceauetdele ”mettreenforme” afinqu’il ait lescaract́eristiquesdésiŕeesà
l’entréedudoigtdegant.· Lesquadrip̂olesQ4dansle doigtdegant:
Le doigt degantestun tuberectangulaireconduisantle faisceaujusqu’̀a la cible triti ée
(plaćeeaucoeurduréacteur̀aCadarache).Sesdimensions,relativementréduites,ont ét́e
impośeespar la géoḿetriedu réacteur. Il contientun syst̀emeoptique(de type FODO)
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formé de6 quadrip̂olesélectrostatiquesidentiquesQ4 pour focaliserle faisceauet ainsi
limiter aumaximumleseffetsdela charged’espace.
Unephotodudoigtdegantdémont́eestdonńeesurla figure5-1.

Fig. 5-1 : Doigt degantetquadrip̂olesQ4· Lescorrecteursdetrajectoires: ”steerers”:
Mêmeavecunpositionnementprécisdumat́eriel,il estdifficile decentrerle faisceausur
la cible.Descorrecteursdetrajectoire,appeĺes”steerers”ontdoncét́edispośesle longde
la voiedefaisceau.Ils sont,soitmagńetiques(STM1(v), STM2(h), STM3(h)etSTM3(v)),
soit électriques(STE(v)). Il estalorspossiblededéplacerle faisceauhorizontalement(h)
et verticalement(v) pour le centrerauniveaude la cible. Nousétudieronsles effetsdes
steerersSTM3(h)etSTM3(v)dansle paragraphe(5.5.4).

5.2.2.4 La cible

La cible estsituéeauboutdu doigt degant,elle estaucentredu réacteur; c’estun disque
decuivre d’un millim ètred’épaisseur, recouvert d’unecouchedetitaneretenantdu deut́erium
oudu tritium.

5.2.3 Syst̀emesdediagnosticdu faisceau

Trois diagnosticssontdispośesle long du faisceau.Lesdeuxpremiers,appeĺesD1 et D4,
sontdumêmetype: un translateurintroduitdansle faisceauunecoupedeFaradaymunied’un
piège à électronstandisqu’unepetitefentebalayecefaisceau.Cedispositifpermetderelever
le profil dela densit́e radialedu faisceau.D1 estplaće ensortiedu tubeacćelérateuret D4 est
plaćeapr̀esl’aimant.

Si le faisceaun’est pasintercept́e par D1 ou D4, il arrive sur le derniersyst̀emede mesure,
D6. Celui-ci, positionńe à la placede la cible, estpluscomplexe puisqu’il permetd’effectuer
desmesuresd’émittance.C’est à partir decesyst̀emequenousavonsfait la présentéetude.Il
seradécritauparagraphe(5.4.1).

Pour les trois syst̀emes,il estpossiblede connâıtre simultańementle courantmoyen,par un
micro-amp̀erem̀etre,et le courantinstantańeenfonctiondu tempsavecun oscilloscope.
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L’ensembleGENEPI est repŕesent́e sur la figure 5-2 avec tous les élémentsde l’optique et
surla figure5-3avecle syst̀emedemesureD6 enboutdedoigtdegant.

Fig. 5-2 : Vueencoupehorizontaledel’ensembleGENEPI

Fig. 5-3 : Photodel’ensembleGENEPIavecle syst̀emedediagnosticD6 à l’ISN
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5.2.3.1 Les r églagesstandards

Desréglagesnominaux,dits ”r églagesstandards”,desélémentsdeGENEPIont ét́e établis
en fonction de l’ énergie desions (de 150 à 250 keV) pour uneintensit́e crêtemaximumsur
la cible. C’est aveccesréglagesquetoutesles mesures̀a forte intensit́e serontfaites.A basse
intensit́e,nousverronsquenousavonstrèslégèrementrepriscesréglages.

5.3 Aspectsthéoriques

Nousnousplaçonsdansl’hypothèsedeparaxialit́educhapitreintroductifqui permetdetrai-
ter indépendammentle mouvementtransverseet le mouvementlongitudinald’uneparticule.
Danscechapitre,nousappeleronse , l’abscissecurvilignequi repŕesentela positionlongitudi-
naledechaqueparticule.Elle définit alorsl’axeprincipaldela structuredela machine.L’ étude
théoriquequi suitcorresponddoncauplantransversea$�F­&¸ g pourun e donńe,orthogonal̀al’axe
principal.

5.3.1 FaisceauK-V

Kapchinskijet Vladimirskij ont démontŕe[44] qu’il existeunedistribution ellipsöıdedans
l’espacedesphases̀aquatredimensionsa!�F­&��¹º­&¸�­Z¸h¹ g qui conduitàdesforcesdecharged’espace
parfaitementlinéairesà l’int érieurdu faisceau.Les particulesde cettedistribution K-V, sont
uniformémentrépartiesdansunesurfaceelliptiquededimension4 [45] :C a$�»­Z� ¹ ­&¸v­&¸ ¹ g U ¼¾½¿ s`ÀÁs&Â�sÄÃtÅ �ÀÁs a!� s ��� ¹ s g � �Âds a!¸ s �#¸ ¹ s g q ��Æ
où : ¼ estle nombredeparticulesparmètre, ½ leur chargeet À et Â lesenveloppesdu faisceau
dansl’espacetransversea!�F­&¸ g . De plus,lesparticulesont toutesla mêmeénergietransverse.

Dansn’importequelleprojectionàdeuxdimensionsa!ÇF­&È g del’espacedesphasesa$�F­&� ¹ ­&¸v­&¸ ¹ g ,
cettefonctiondedistributiondevient :C a!ÇF­&È g U ¼¾½¿ ÀÁÂ\É�Å � q Ç sÀÁs q È sÂ�s Æ
où É aLÊ g vaut � si ÊtË ¦ et ¦ sinon.
Ainsi lesprojectionsdanslesespacesa!�F­&� ¹ g , a$¸�­Z¸ ¹ g , a!�F­&¸ g et a!� ¹ ­&¸ ¹ g formentdesellipsesuni-
formes.De plus, le profil transverseestet resteuneellipseuniformelorsqueles forcesde fo-
calisationextérieuressontlinéaires.C’estcettepropríet́equi garantitqueles forcesdecharge
d’espacesontlinéairestoutaulongdu transportdu faisceauK-V [49].

5.3.2 Emittance diamétrale et émittancetotale

5.3.2.1 Définition et objectifs

Consid́eronsunfaisceaurond,ayantla symétriederévolutiondansl’espacetransversea$�»­Z¸ g
et centŕe.Par définition,on appelleémittancediamétrale�f� , l’ émittancemesuŕeeselonun dia-
mètredu faisceau.Si l’on prendle casde l’espacedesphasesa$�F­&� ¹ g , ceci signifie quecette
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émittancediamétraleestmesuŕeeselon � pour ¸ UÌ¦ . L’ émittancetotale � ° dans a!�F­&� ¹ g , est
l’ émittancecalcuĺeeselon � intégréesur toutesles valeursde ¸ . A cetteémittance�f� , on fait
correspondreuneémittanceRMS ÍÏÎ$Ð .
Nousverronsau paragraphe(5.4.3)quetoutesles mesuresde faisceaulogiesurGENEPI- en
particulier les mesuresd’émittance- ont ét́e effectúeesselonun diamètredu faisceauet non
surtoutesasurfacedansl’espacea$�F­&¸ g ; or, nousvoulonsremonter̀auneinformationtotaleen
termesd’émittance.C’estpourquoinousavonscherch́ela relationquiexisteentrelesémittances
diamétraleet totaledu faisceauenfonctiondesadistributiondeparticules.

5.3.2.2 Relation entre l’ émittancediamétrale et l’ émittancetotale

Soit O a!Ñ g la densit́eselonle rayondenotrefaisceau.Onsouhaiterelier l’ émittanceRMSena!�F­&� ¹ g , Í Î¨Ò et l’ émittancemesuŕeeselonun diamètre Í Î Ð , quel’on appelleaussiémittanceena!Ñf­&Ñ ¹ g [46].
Le faisceaúetantsuppośecentŕe,ona donc Ó �¾Ô U Ó � ¹ Ô U�¦ .· Calculdel’enveloppeÍ s° U Ó � s Ô :

L’ élémentdesurfacedansl’espacedesphasesest:u\Õ U Ñ u Ñ u N �
Pournormaliserlesintégrales,oncalcule:À U m R×Ö[ O u\Õ U m R�Ö[ O a$Ñ g Ñ u N u Ñ U�� ¿ m R�Ö[ Ñ O a!Ñ g u Ñ

Ó � s Ô U �À m R�Ö[ � s O u e U �À m R×Ö[ Ñ s bdc�e s NÄO a!Ñ g Ñ u N u Ñ U ¿ À m R�Ö[ Ñ { O a!Ñ g u Ñ
Finalement,ona : Ó � s Ô U �� R�ÖØ [ Ñ { O a!Ñ g u ÑR�ÖØ [ Ñ O a!Ñ g u Ñ (5.1)· Le faisceauayantla symétrie de révolution, celle-ci imposeque la vitesseradialesoit
colinéaireaurayonvecteur, soit :� ¹ U Ñ ¹ b�cfe N U Ñ ¹ �Ù � s ��¸ s¸ ¹ U Ñ ¹ efi OpN U Ñ ¹ ¸Ù � s �#¸ s
où Ñ ¹ aunedistributionsuppośeeindépendantedesautresvariables.
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Soit u ® l’ élémentde”volume”selonlescoordonńeesa$�»­Z¸�­&Ñ ¹ g :Ó � ¹ s Ô U m � ¹ s O a!�F­&¸v­&Ñ ¹ g u ® U m � s� s �#¸ s Ñ ¹ s O a!�F­&¸v­&Ñ ¹ g u ®demême: Ó ¸ ¹ s Ô U m ¸ ¹ s O a$�F­&¸�­ZÑ ¹ g u ® U m ¸ s� s �#¸ s Ñ ¹ s O a$�F­&¸�­ZÑ ¹ g u ®
Comme,parsymétrie, Ó � ¹ s Ô U Ó ¸ ¹ s Ô ,Í s� Ú U m Ñ ¹ s O a!�F­&¸v­&Ñ ¹ g u ® U Ó � ¹ s ÔÛ� Ó ¸ ¹ s Ô U�� Ó � ¹ s Ô
carlesvariablessontsuppośeesindépendantes.

La matricefaisceau( 1.1) dite ”totale” en a!�F­&� ¹ g décrited’aprèsla distribution diamétrale
s’écrit : Ü °ÝU Þß Ó � s Ô ¦¦ à Ð Úâás

ãä
Pardéfinition,l’ émittanceRMSen a!�F­&� ¹ g devient :Í Î�ÒåU�� Ù u\ædç Ü °ÝU Í � Ú Í ° et è °ÝU�� ÍÏ°Í � Ú (5.2)

Casd’une r épartition gaussienneen a!Ñf­&Ñ ¹ g de la densit́edesions :O a!Ñ g U �Í ��é � ¿ æ �"ê Å q Ñ s� Í s� Æ
Oncalculeque: Ó � s Ô U �� R�ÖØ [ Ñ { O a$Ñ g u ÑR�ÖØ [ Ñ O a$Ñ g u Ñ U Í �
et Ó �v� ¹ Ô U�¦ .
La matricefaisceauen a!Ñf­&Ñ ¹ g devientdonc:Ü � U Þß Í ° s ¦¦ à Ð Ú.ás

ãä
Et l’ émittanceRMSen a!Ñf­&Ñ ¹ g vaut:Í�Î!Ð U�� Ù u\æ�ç Ü � U é � Í � Ú Í�°
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Finalement,on trouve : Í�Î ÐÍ Î¨Ò U é � Í�°TÍ � ÚÍ ° Í � Ú
Soit : Í�Î Ð U é � Í�Î¨Ò è � U è�°é � ë � U ë °é � (5.3)

Casd’une densit́euniforme dansun cercle de rayon ì en a!Ñf­&Ñ ¹ g :Ó � s Ô Uîí¥ Í s�
Cequi conduità : Í Î Ð U �é í é � Í Î¨Ò è � U �é í èv°é � ë � U �é í ë °é � (5.4)

On remarquedonc qu’il n’y a pasune grandedifférenceentrele casgaussienet le cas
uniformecar sï { estprochede � ( ð �5�¶��� ). On estimeradoncqu’il y a un facteur é � dansles
calculsentrelesémittancesdiamétraleet totale.
Cetterelationest évidemmentvalable,par raisonde symétrie,entrel’ émittancetotaledéfinie
dansl’espacea$¸�­Z¸ ¹ g et l’ émittancediamétralecalcuĺeeseloņ pour � U�¦ .
5.3.3 Equation d’enveloppedu faisceau

Soit un faisceaudeparticulessubissantun effet decharged’espacededensit́e inconnue,ne
subissantpasd’acćelérationet ayantla symétrieelliptiquedansl’espacetransverse a$�F­&¸ g . On
soumetcefaisceaùadesforcesexternesdefocalisationen � et ¸ . Onveutdéterminerl’ équation
d’enveloppedecefaisceaudeparticules.
Pourcela,partonsdela définitiondel’enveloppeRMS ÍÏ° (le calculestidentiquepourl’enve-
loppeRMS ÍÏñ en ¸ ) etdérivons-laparrapportà e :ÍÏ° U é Ó � s ÔÍ ¹° U Ó �v� ¹ ÔÍ�° (5.5)

Soit encore: Í�°fÍ ¹° U Ó �v� ¹ Ô (5.6)

Endérivantl’ équation(5.6)et comptetenudela relation(5.5),il endécoule:ÍÏ°òÍ ¹ ¹° � Ó �v� ¹ Ô sÍ ° s U Ó ��� ¹ ¹ ÔÛ� Ó � ¹ s Ô
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oubienencore: Í ¹ ¹° U Ó �v� ¹ ¹ ÔÍ�° � Í ¹° sÍ�° q Ó �v� ¹ Ô sÍ�° {
En faisantapparâıtre l’ émittanceRMS, Í�Î¨Ò Uó� Ù Í�° Ú s ÍÏ° s q Ó �v� ¹ Ô s , on obtient l’ équation
d’enveloppeRMS Í�° géńerale: Í ¹ ¹° U Ó �v� ¹ ¹ ÔÍ ° � ÍÏÎ Ò s¥ Í ° { (5.7)

Nousavonsvu dansle chapitreintroductif quel’on supposaitles forcesdefocalisationnéces-
sairesau guidagedu faisceaulinéaires.On rappellealorsquela relation fondamentalede la
dynamiques’écrit : � ¹z¹ �#� ° a$e g � qlô ° U�¦ (5.8)

où ô ° repŕesentela forcedueauxchampśelectriquesetmagńetiquesinternescréésà l’int érieur
du faisceau(charged’espace).Elle estdéfiniepar[47] :ô °ÝU ½"õ ° a � q è sö g÷ ö � b s è sö U ½hõ °� ÷ {ö a$b è ö g s (5.9)õ ° étantle champélectriqueen � et è ö et ÷ ö lescoefficientsdeLorentz.Le termeen è sö cor-
respond̀a la forcemagńetiquequi tendàannulerle termedecharged’espacepourun faisceau
relativiste.

En multipliant par � la relation(5.8) et en moyennantsur toute la distribution de particules
du faisceau,ona : Ó �v� ¹ ¹ ÔÛ�ø� ° a$e gùÍ s° q Ó � ô ° Ô U�¦ (5.10)

Encombinantleséquations(5.7)et (5.10),il vient l’ équationgéńeraledel’enveloppeRMS Í�°
souscharged’espace(c’estla mêmepour ÍÏñ ) :Í ¹z¹° ��� ° a$e gSÍ ° q Í�Î Ò s¥ Í�° { q Ó � ô ° ÔÍ�° U�¦ (5.11)

Onmontrequele termedeforcedecharged’espacemoyenneÓ � ô ° Ô estquasimentindépen-
dant(àquelquesdizièmesde% près)dela formedela distribution(ayantla symétrieelliptique)
etqu’il a doncla mêmevaleurquedansle casd’unedistributionK-V [48] :Ó � ô ° Ô Uûú � ÍÏ°Í�° � ÍÏñ (5.12)

où ú estla perv́eancegéńeraliśeedu faisceaudéfiniepar:ú U ½hü� ¿ £ [d� a è ö ÷ ö b g { (5.13)
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En rempla̧cantcetteexpressiondansl’ équation(5.11), il vient les équationsdesenveloppes
RMS Í�° et Í�ñ du faisceauconsid́eré :Í ¹ ¹° ��� ° a!e gSÍ�° q ÍÏÎ�Ò s¥ Í ° { q ú� a Í ° � Í ñ g U�¦ (5.14)

Í ¹ ¹ñ �#� ñ a!e gSÍ�ñ q Í�Î!ý s¥ Í�ñ { q ú� a Í�° � Í�ñTg U�¦ (5.15)

5.3.4 Exemple: casd’un faisceaurond dedensit́euniforme

Pourle casparticulierd’un faisceaurondderayon þ [ etdedensit́euniformesurcedisque,
nousmontrons,̀atitre d’exemple,la façondontonobtientle termedeforcedel’ équation(5.11)
introduitprécedemment.
Danscecas,la densit́eprojet́eeê sur � est:êQa$� g U ¥þ [ ¿ � q � sþ s[
Le champvautalors,d’aprèsle theor̀emedeGauss:õ ° U üè ö b � ¿ £ [ �þ s[
Le termedeforce Ó � ô ° Ô s’exprime,grâceà la relation(5.9) :Ó � ô ° Ô U ½"ü� ¿ £ [&� a è ö ÷ ö b g { ¥þ {[ ¿ m#ÿ��[ � � � � q � sþ s[ u �
Nousreconnaissonsla perv́eanceú et retrouvonsdoncle termedeforce(5.12):Ó � ô ° Ô U ú ¥
L’ équationd’enveloppeRMS(5.11)devientdonc:Í ¹ ¹° �#� ° a$e gSÍ�° q Í�Î¨Ò s¥ Í�° { q ú¥ Í�° U�¦ (5.16)

5.3.5 Notion de faisceauéquivalent

On peutintroduirela notionde faisceaúequivalent,qui estle faisceauK-V dont les gran-
deursRMS sontlesmêmesquecellesdu faisceaúetudíe.On définit alorslesenveloppes

�
et�

du faisceauainsiquelesémittancestotales��� et ��� tellesque[49] :�  ¡ � U�� Í ° � U � Í ñ��� U�¥ Í�Î Ò ��� U�¥ Í�Î ý
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Danscecas,leséquationsd’enveloppe(5.14)et (5.15)s’écrivent:� ¹z¹ �#� ° a$e g � q ��� s¥ � { q � ú� � � U�¦ (5.17)

� ¹z¹ ��� ñ a$e g � q ��� s¥ � { q � ú� � � U�¦ (5.18)

Dansl’analysedesrésultatsdeGENEPI,enparticulierlesremont́eesd’émittance(5.5.7),nous
consid́ereronsles enveloppesde faisceaudites à 2 écarts-typeen

�
et en

�
. On choisit de

prendrel’enveloppecommeétant � ÍÏ° (ou � Í�ñ ) pour dimensionnercorrectementles éléments
d’optiquedel’accélérateur.
Cependant,pourdesraisonspratiques,on exprimerales équations(5.17)et (5.18)enfonction
desémittancesRMS Í�Î�Ò et Í�Î!ý :� ¹z¹ �#� ° a!e g � q ¥ ÍÏÎ�Ò s� { q � ú� � � U�¦ (5.19)

� ¹ ¹ �#� ñ a!e g � q ¥ ÍÏÎ$ý s� { q � ú� � � U�¦ (5.20)

Eneffet,nousverronsquel’on peutrelierl’ émittanceRMSen � (respectivementen ¸ ) etl’ émit-
tancegéoḿetriquehorizontale(respectivementverticale)obtenueexpérimentalement.Cecinous
permettrad’établirles équationsd’envelopperelativesauxcaract́eristiquesdu faisceaudeGE-
NEPI.

5.4 Le syst̀emedemesuresD6

Afin demieuxconnâıtrelescaract́eristiquesdu faisceaudeGENEPI,il a ét́edécid́edefaire
unesérie de mesuresau niveaude la cible, avant quela machinene soit instalĺeeaupr̀esde
MASURCA. Nousavonsdonccoņcu un syst̀emedediagnosticsimple,rapideet économique
pourmesurerlesprofilsdedensit́eauniveaudela sourceainsiquel’ émittancedufaisceau[50].

5.4.1 Description du dispositif

Le syst̀emedediagnosticD6 defaisceauutilise uneplaqueà trousappeĺee”poivrière” : en
sortiedu doigtdegant,à66mmenamontdupositionnementdela cible,on la placeperpendi-
culairement̀a l’axe du faisceau.Elle estperćeedepetitstroussurdeuxdiamètresorthogonaux
formantunecroix. Deux fentesd’analyse(de 0.2 mm de large), repŕesentantellesaussiune
croix, sontmont́eessurun axe motoriśe,appeĺe translateuret plaće à54 mm enaval dela poi-
vrière,desortequecesdeuxfentessoienttoujoursparall̀elesauxlignescorrespondantauxtrous
dela plaque.Chaquefenteestà l’avantd’unemicro-coupedeFaradayqui permetdemesurer
le courantpassant̀a traverschaquefente(voir lessch́emasdemontagefigures5-4et 5-5).
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Poivriere

Sortie du doigt de gant

Fentes horizontale
et verticale

Translateur

Axe du faisceau

66 mm 54 mm

y

x

Fig. 5-4 : Schémademontagelongitudinal

Axe de deplacement

2.5

Φ1.2

du translateur

Poivriere

Fentes de 0.2 mm

Fig. 5-5 : Schémademontagetransversal

Engéńeral,ongarderauneorientationdu translateurde45degréstelle quel’on puissedéduire
aiśementlesprofils diamétrauxhorizontalet verticaldu faisceau(i.e Nord-Ouestou Nord-Est
surla figure5-6).Par abusdelangage,on parleraà l’avenir defenteset trous”horizontaux”et
verticaux”.
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Poivriere

NORD-OUEST NORD NORD-EST

Faisceau sortant

Fentes de

la micro-cage

Translateur

Fig. 5-6 : Orientationspossiblesdudispositif

Le faisceaupassantparlestrousdela poivrièreformedesmicro-faisceaux: la micro-coupede
Faradayverticalebalayeles troushorizontauxde la poivrièreet l’horizontale,les trousverti-
caux.Grâceàcedoublebalayage,onobtientdeuxsuccessionsdepics(selonchaquediamètre)
donnantlesdeuxprofilsenintensit́edu faisceauissuesdesdeuxlignesdetrousdela poivrière,
etcecienunseuldéplacementdu translateur.

Cependant,si l’on veut le profil du faisceausur d’autresdiamètres,il suffit de tournerle dis-
positif de45 degréscommeon l’a vu sur la figure5-6 ce qui permettrad’avoir uneidéeplus
précisedela formedu faisceauensortied’acćelérateur.

A titre d’information, les principalescaract́eristiquesdu syst̀emede diagnostic,en particulier
dela poivrière,sontregrouṕeesdansle tableau5-1 :

Nombredetroustotal 29

Nombredetrousparaxe (celuidu milieu confondu) 15

Diamètredestroussaufcelui ducentre 1.2mm

Diamètredu troucentral 1.6mm

Distanceentre2 trousd’axe àaxe 2.5mm

Distancesortiededoigtdegant-poivrière 66 mm

Distancepoivrière-fentes 54 mm

Tableau5-1: Principalescaract́eristiquesdu syst̀emedemesure

Le trou du centreavait ét́e prévu plus large queles autresafin de savoir si la poivrièreet le
syst̀emefentes/coupeśetaitdansle mêmeaxeetpourmesurercedécalagedansle cascontraire.
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Unefois cetécartrelatif estiḿe,onauraitalorspuendéduirela positiondufaisceauparrapport
à l’axe de la machine(nousallons voir dansle paragraphesuivant quenousavons proćed́e
autrementpourestimerle décalagedu faisceau).

5.4.2 LescoupesdeFaraday

La géoḿetriedescoupesdeFaraday, situéesderrìereles fentesd’analyseestun peuparti-
culièrepuisqu’ellesnesontpastotalementsymétriques; unedes2 coupes(disonsla verticale
dansuneorientationNord-Ouest)estdiviséeendeuxcommeon le voit surla figure5-7 :

Cage horizontale

en 2 parties
Cage verticale

Fig. 5-7 : Géoḿetriedesdeuxmicro-coupesdeFaradayderrière lesfentesd’analyse(vuede
haut)

Il y a, en fait, nonpas2 coupesmais3 coupesde Faradaydansle dispositif demesuresmais
les2 coupesverticalescorrespondentauxmesureshorizontales.Cescoupes(dontla surfacede
réceptionestencuivre)sontdoncdeconceptionrelativementsommaire(ellesneposs̀edentpas
de repousseurd’électrons)carnousvoulonsseulementdesmesuresde courantrelativesdans
lesdeuxdimensions.
La conśequencedecetteconstructionestqu’unepartiedu faisceau(correspondant̀a l’intersec-
tion desdeuxcoupes)n’estpasbalaýee; on aalorsun ”trou” dansle profil horizontal.

Onconstateaussique,d’aprèscedispositif,quandlesdeuxcroix forméesparlesdeuxsériesde
trouset lesdeuxfentescöıncident,il y a un maximumd’intensit́e (lesdeuxfentespassentpar
tousles trous); on a alorsdeuxsaturationssimultańeesen courant.Nousprofiteronsde cette
doublesaturationdesmicro-coupesde Faradaypour nousreṕereret savoir si le faisceauest
centŕeounonparrapportà l’axedela machineetpourmesurercesdécalagesen � eten ¸ . Ceci
donnerauneinformationcompĺementairèacelledéjàobtenuedela positiondu troucentral.

On donneenfigure5-8 un exempledeprofil horizontalcaract́eristiqueavecun trou manquant
(dû à la conceptiondescoupesdeFaraday)etunezonedesaturation(dueàla superpositiondes
fentesd’analyseet trous).
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Fig. 5-8 : Exempledeprofil horizontal(ici à 200kVavecun fort courant; endixièmedemm
divisépar é � enX, unitésarbitrairesenY).

Enfin, simultańement,on peutavoir le courantmoyenpassantparD6, à l’aide d’uneautre
coupedeFaradayavecpiègeagedesélectrons.

L’ensembledusyst̀emedediagnosticdefaisceauenD6 estrepŕesent́esurla figure5-9 :

Picoampere. V

Codeur

Amplificateur
H  V

Carte d’acquisition

Profil H

Profil V

P.C.

Faraday V
Moteur

Faraday H

Picoampere. D6

Picoampere. H

Poivriere

Mesure du courant moyen sur D6

Fig. 5-9 : Schémad’ensembledusyt̀emedediagnosticdefaisceauenD6
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5.4.3 Principe desmesuresd’ émittance

Les mesuresde profils étantuniquementdiamétrales,nousallons voir commentl’on re-
construitl’ émittancedite diamétraledéfinieauparagraphe(5.3.2.1).On cherchedonc,à partir
desrelevésdepicsd’intensit́eobtenus,̀areconstruireuneellipsed’émittancegéoḿetriquedans
l’espacedesphasesa!Ñf­&ÑT¹ g . Onutilise l’indice r pourinsistersurl’aspectdiamétraldesmesures.
Dansla pratique,on utiliserales indicesh et v qui correspondentaux diamètreshorizontalet
vertical.
Consid́eronsun relevé selonun diamètre(qui corresponddoncà uneseulesériede trous).Le
faisceauprésentantunedivergence,deuxtrousconśecutifs,d’entre-axe � µ Md²ºP � donńe,produisent
deuxpicsd’entre-axedifférentu ê . Cettedifférenced’entre-axepermetalorsdedéterminerl’in-
clinaisondel’ellipse d’émittance(repŕesent́eeparle param̀etre ë � del’ émittance).Parconven-
tion, on prendraë � Ô ¦ pourun faisceauconvergentet ë � Ó ¦ pourun faisceaudivergent.
Le faisceauayantuneémittancenonnulle,chaquetroudediamètredonńe ��² � ´
	 , produitunpic
delargeur u � différente.
La variationdesdistancesentreles centresde gravité despics relevéset la distanceentreles
trousdonnela divergenceglobale � Ñ ¹ du faisceaurepŕesent́eedansl’espacedesphasespar la
pentedel’ellipse d’émittance.
L’ élargissementdespics u � par rapportau diamètredestrousde la poivrièredonnela diver-
gencelocale Ã Ñ ¹ .A chaquetrou, il corresponddoncunebandede faisceaurectangulairecaract́eriśeeparsadi-
vergencelocale Ã Ñ ¹ et son épaisseuru � . On reconstituealors l’ émittancediscŕetiśeeformée
d’autantderectanglesquedetrousexploitables(figure5-10)[51].

r’

∆r’
r’δ

dx

r’

r

∆r’

dx= φ trou+L δr’

∆+Ldp= φ inter

Fig. 5-10: Principedereconstructiondel’ émittance

A partirdecettediscŕetisation,oncherchel’ellipse repŕesentantle mieuxpossiblel’aire décrite
partouslesrectangles.Cetteellipserepŕesentedoncl’ émittancegéoḿetriquediamétraled’aire¿ �f� etd’équationnormaliśee(figure5-11):è � Ñ ¹ s � � ë � Ñ�Ñ ¹ � ÷ � Ñ s U �f�
avecpournormalisationè � ÷ � q ë s� U � .
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r

εr

r’

Fig. 5-11: Emittancereconstitúeeà partir du faisceaupassantpar la poivrière.

Nouspouvonsdoncobteniràpartirdenosrelevésdeprofils l’ émittancediamétralehorizontale
(selon� pour ¸ U�¦ ) quenousnotons�
� etl’ émittancediamétraleverticale(seloņ pour � U�¦ )
not́ee ��� .
5.5 Résultatsexpérimentaux et analysedesmesures

Pourchaquemesure,nousavonsrelevélesprofilshorizontauxetverticauxenD6 maisaussi
lesprofilsenD1 et D4 ainsiquelesintensit́escrêteset moyennes̀acestroisendroits.

Les mesuresde profils quenousavonseffectúeesavec le syst̀emede diagnosticD6 nousont
permisdeconnâıtre immédiatemmentquelquescaract́eristiquesdeGENEPI: la géoḿetriede
sonfaisceau,le tauxde transmissionde la machine.Ellesont aussipermisl’améliorationdes
réglagesdel’optique; ellesont surtoutpermisdereconstituerl’ émittancedu faisceaudansles
planshorizontauxetverticauxàpartirdu principedécritauparagraphe(5.4.3).

5.5.1 Position et taille du faisceauensortie du doigt degant

L’accélérateurGENEPIestcoņcusṕecifiquementpourla réalisationdesexpériencesdeneu-
troniquedansle réacteurMasurcasitué àCadarache.Dansle casdela productiondeneutrons,
il estdoncimportantdeconnâıtrela géoḿetriedufaisceauarrivantsurla cibledanslaquelleest
implant́e le deut́erium(ou le tritium) afin d’en évaluersonusure.En effet, le deut́erium(ou le
tritium) étantenquantit́e limit éesur la cible,celle-ciproduiraplusou moinsderéactionsavec
lesdeutonsissusdel’accélérateurenfonctiondela positiondufaisceauaucoursdutemps[39].

Notre syst̀emede mesureD6 étantmont́e à la placede la cible, on peutdoncavoir uneidée
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dela positiondu faisceauqui arriveraauniveaudela cible lors desexpériencesprévuesà Ca-
darache.

Afin de déterminerla positiontransversedu faisceaupar rapportà l’axe de la machine,nous
noussommesservisdescaract́eristiquesmécaniquesdeconstructionvuesauparagraphe(5.4.2).
En localisantleur conśequence(la doublesaturationet le trou danslesprofils), nousenavons
déduitquele faisceauestcentŕe dansle planhorizontalet qu’il estdécaĺede4 à 5 mm versle
hautparrapportà l’axedela machine.

A chaquedémontage,on a regard́e la tachequefaisait le faisceausur les différentséléments
de la machine(voir figure 5-12). Mêmesi cestachessont le résultatd’un grandnombrede
réglages,ellesontpermisdevoir quele faisceaun’étaitpastotalementdécentŕe.

Fig. 5-12: Tachedu faisceausur la poivrière

Sur la cible, avant lesmesuresenD6, la tacheétaitde formeelliptiquede19 mm d’axe hori-
zontalet 12mmd’axevertical.
Surla poivrière,ellea la mêmeformemaissataille estde26mm � 20 mm.On constateaussi
qu’elle estdécaĺeevers le hautce qui estconfirmé par les profils, au niveaudesfentesoù la
taille du faisceauestdel’ordre de30mm � 25mm.
D’aprèslesprofils horizontauxet verticauxobtenus,on peutdéduirequele faisceauestgros-
sièrement̀asymétriederévolutiondansl’espacetransverse.Désormais,noussupposeronsdonc
quele faisceauestronddansl’espacetransverse.

5.5.2 Reprisedesr églages̀a basseintensité

A basseintensit́e, les profils obtenus(dansles deuxdimensions)sonttrèsétaĺeset dispa-
rates.Commenousl’avonsvu, il estpréférabled’avoir desprofilsdefaisceauplusconcentŕesau
niveaudela cibleafindela bombardersurunerégionlimit éeetconnueetdoncd’” économiser”
la cible.C’estla raisonpourlaquellenousavonsreprislesréglagesdel’optiqueàfaiblecourant.
Lesélémentslesplussensiblessontla tensiond’extraction ® P±°&² et la tensiondesquadrip̂olesdu
doigtdegantQ4. Parsimplicité,onselimite volontairement̀anereprendrèachaquefoisqu’une
seuletension,® P±°&² . Lesvaleursdestensionsd’extractionobtenuespourun faisceauconcentŕe
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sontdonńeesdansle tableau5-2 enfonctiondel’intensitédansla bobinemagńetiquedu duo-
plasmatroni$³±´!³¶µ M�P (qui permetdefairevarierl’intensitécrêtedu faisceau).

Energie (keV) i!³±´!³¶µ M�P =1.5A i!³±´!³¶µ MTP =2 A i!³±´!³¶µ MTP =2.5A

180 16 19 24

190 17.8 / /

200 20 23 28

220 23 / /

230 25.5 29 36.2

Tableau5-2 : Réglagesdela tensiond’extractionà basseintensit́eenkV

Au-del̀ade i!³±´$³¶µ MTP =2.5A, onretrouve lesvaleurs® Pâ°&² desréglagesstandards.

La figure5-13montrela différenceentredeuxprofils dont l’extractionestrepriseen fonction
du tableau5-2 (enunitésarbitraires̀a200keV et2mA) :

Fig. 5-13: Profils horizontauxavecl’extractionnonreprise(à g.) puisreprise(à d.)

Si l’on reprend̀a la fois la tensionauxbornesde Q4 etcelledel’extraction ® P±°&² , on obtientun
faisceautrèsconcentŕeet intense,cequi auraitpourconśequencededét́eriorerprématuŕement
la cible aucoursdesexpériencesrelativesà la productiondeneutrons.

Dorénavant, à basseintensit́e, nousne consid́ereronsqueles profils dont la tensiond’extrac-
tion ® Pâ°&² a ét́ereprise.
En outre,nousallons,dansle paragraphesuivant,montrerquele fait demodifiercettetension
améliorele tauxdetransmissiondu faisceautout le longdela machine.

5.5.3 Taux detransmissionenD � entre lesdiff érentsdiagnostics

Pourun grandnombredemesures,on a relevé lescourantscrêteet moyennonseulement
enD6 maisaussiauxdiagnosticsD1 et D4. Cesdonńeesnousont permisd’évaluerle tauxde
transmissiondela machinedanssaglobalit́e(deD1 àD4, D4 àD6 etD1 àD6).

Danscescalculsde taux, on a tenu comptede l’ef fet de séparationde l’aimant : en sortie
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desource,il y a dansle faisceauenviron 75% deD R , lesautres25% étantprincipalementdes
ionsD Rs etdesD R{ enplusfaibleproportion.L’aimant,plaćeapr̀esle diagnosticD4,apoureffet
deséparerlesionsD R desautresions.

5.5.3.1 A faible intensité

Danscecas,le tauxdetransmissiondeD R estquasimentle mêmequellequesoit l’ énergie
desions(mesuresfaitesde 180 à 230keV). A titre decomparaison,on a mis dansle tableau
ci-dessouslestauxobtenusavantet apr̀esla reprisedela tensiond’extractionpourun courant
moyenensortiedudoigtdegantdel’ordre de2 mA :® P±°&² D1 � D4 D4 � D6 D1 � D6

Nonreprise 36% 74% 27%

Reprise 39% 95% 37%

Tableau5-3 : TauxdetransmissiondesionsD R à faiblecourant

Onconstatedoncquele tauxdetransmissiondeD R esttrèsnettementamélioréentreD4 etD6
apr̀esadaptationdel’extractionmêmes’il resteplutôt modeste.
Notonsquela machinea ét́e initialementcoņcuepour descourantsexclusivementforts, elle
n’estdoncpasnécessairementadapt́eeàdesfaisceauxdefaible intensit́e.

5.5.3.2 A forte intensité

Selonl’ énergie,le tauxdetransmissioǹaforte intensit́evarielégèrement:

Energie keV ü�� � (mA) D1 � D4 D4 � D6 D1 � D6

180 39 67% 78% 52 %

200 42 70% 80% 56 %

230 46 74% 81% 60 %

Tableau5-4 : TauxdetransmissiondesionsD R à fort courant

où ü�� � repŕesentele courantmoyenmesuŕeenD6.

LesfaiblestauxdetransmissionentrelesdiagnosticsD1 et D4 peuvents’expliquerpar le fait
quele faisceautoucheles paroiset estdonc”diaphragḿe” commeon pourrale voir dansle
paragraphe(5.5.7)surlescalculsderemont́eedesmesuresd’émittance.
Eneffet, surlesfigures5-18à5-24, onconstatequela dimensiondel’enveloppedufaisceauest
importante(parfoisplusgrandequele rayonde gorgedesquadrip̂oles),le faisceautapealors
danslesparoisetestperdu.
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5.5.4 Etalonnagedessteerersmagnétiques

Le faisceau,dansla dimensionhorizontale,estpresquecentŕe à fort courant(et avec les
réglagesstandards)alorsqu’envertical,il estdécaĺedequelquesmillim ètresparrapportà l’axe
de la machine.Pourun réglagedonńe (énergie desions, intensit́e du faisceau)̀a fort courant,
on retrouve toujoursquasimentle mêmedécentrageaucoursdesdifférentessériesdemesures.
L’accélérateurrestedoncstableaucoursdu tempsencequi concernela positiondu faisceau.
Pouruneénergie donńee,ce seradoncprobablementtoujoursla mêmepartiede la cible qui
seratouch́eeparle faisceaupendantla productiondeneutrons: cetteparties’usesousl’impact
du faisceauet le tauxdeproductionfinit alorspardiminuer. Le faisceaun’occupantpastoutela
surfacedela cible,il estpossibledele décalerlégèrementafinqu’il bombardeuneautrerégion
dela cible enutilisant lessteerersmagńetiquesplaćesà l’entréedu doigt degant.Déplacerle
faisceaupeutalorsconduireàunchangementdansle tauxdeproductiondesneutrons.

On décalele faisceauhorizontalementavec le steerervertical STM3(v)et verticalementavec
celuihorizontalSTM3(h).
Afin depouvoir jouersurcessteerersquelquesoit intensit́e du faisceau,nousavonsdoncéta-
lonnéleurseffets; àchaquéenergie,onseplacedansle casdesréglagesstandardset l’on n’agit
quesur l’un ou l’autre dessteerers.On en déduitalors le déplacementrelatif du faisceauen
horizontalet enverticalenmm/A.

5.5.4.1 Etalonnagedu steerer magnétiquehorizontal : STM3(h)

Le déplacementdu faisceauauniveaudela cible enfonctiondel’ énergiedesions õ E`P�� est
repŕesent́epourle steererSTM3(h)surla figure5-14.

Fig. 5-14: Etalonnagedu steerer STM3(h)
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Sousl’ef fet decorrecteursdetrajectoiremagńetiques,le déplacementthéoriquedu faisceauest
uneloi en ���ï �����
� où õ EjP
� estl’ énergiedesionset ü ³ , l’intensitédanslesbobinesdusteerer. On
trouve un ajustementseloncetteloi, enbonaccordavec lesmesuresexpérimentales,valables
pourle steererSTM3(h). Cecidonnepourle déplacementu du faisceaùafaiblecourant:u ð ü ³ � í �é õ E`P��
avec u enmm, ü ³ enA et õ E`P�� enkeV.
Nousavonsvérifier quecet étalonnagedecesteererestindépendantde l’intensitédu faisceau
departicules.

5.5.4.2 Etalonnagedu steerer magnétiquevertical : STM3(v)

Onretrouvela mêmeloi d’étalonnagequepréćedemmentpourlesteererSTM3(v)(àquelques
% près)quelquesoit l’intensitédu faisceau:u ð ü ³ � í5íé õ E`P��
Le déplacementdu faisceauau niveaude la cible en fonction de l’ énergie desions õ E`P�� est
repŕesent́epourle steererSTM3(v)surla figure5-15.

Fig. 5-15: Etalonnagedusteerer STM3(v)

5.5.5 Comparaisondesprofils à faible et forte intensité

A 230keV, on tracelesprofils àbasseet hauteintensit́e ennormalisantlescourbesenam-
plitude.L’optique correspondauxréglagesstandardset estla mêmeà forte et faible intensit́e
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saufla tensiond’extractionqui a ét́e repriseà faible courantcommeon l’a vu préćedemment.
Onconstateque,sousl’ef fet dela charged’espace,lesprofilss’élargissentdemanìeretrèssen-
sible,del’ordre de60%danslesdeuxdimensions(voir figures5-16et5-17).

Fig. 5-16: Profils horizontaux̀a 230keV

Fig. 5-17: Profils verticauxà 230keV

A forte intensit́e, les profils horizontauxet verticauxselonles rayons(où les mesuresont ét́e
faites)peuvent êtreassimiĺes à desprofils gaussiensquelquesoit l’ énergie. On peutdoncen
déduirequele profil completestgaussien.
A basseintensit́e,on a aussiengéńeraldesgaussiennescommeon peutle voir dansl’exemple
ci-dessus.
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5.5.6 Mesuresd’ émittanceà faible et forte intensité

A partir desprofils ”radiaux” mesuŕeshorizontalementet verticalement,on reconstitueles
émittanceselliptiquesradiales��� et ��� approch́eesselonle principede reconstructiondu pa-
ragraphe(5.4.3).Les émittancesobtenuessontdoncdesellipsesgéoḿetriquesdontl’aire vaut¿ ��� et ¿ ��� . A cesémittances,on fait correspondredesémittancesRMS ÍÏÎ� et Í�Î�! quel’on dé-
termineselonla formedela densit́edufaisceauetla proportiondeparticulescontenuesdansles
ellipsesdesurface¿ ��� et ¿ ��� . On déduitaussidecesémittancesgéoḿetriqueslesenveloppes
defaisceauauniveaudela poivrière õ X etdela cible õ#" µ.³ H P ainsiquela divergencedu faisceauõ ¹ .
5.5.6.1 A faible intensité

Lesrésultatsobtenussontdansle tableau5-5.

õ E`P�� ü$" � P±²¶P Axe õ X õ%" µ ³ H P õ ¹ � ë è
(keV) (mA) (mm) (mm) (mrad) (mmmrad) (m)

180 2 Horiz. 10.3 10 6.1 53 0.77 2.00

Vert. 10.8 8.2 42.4 201.2 2.044 0.579

200 2 Horiz. 11.4 11.2 6.6 61.4 0.7 2.11

Vert. 9.9 7.1 45.2 177.2 2.310 0.553

230 2 Horiz. 8.8 8.6 5.5 39.3 0.5 1.93

Vert. 8.9 7.2 29.6 127 1.816 0.623

Tableau5-5 : Calcul d’émittancèa bascourant

On constatequeles émittancesdanslesdeuxdimensionsvarientbeaucoup(d’un facteur4 en-
viron) et quelesparam̀etresd’ellipsevarientbeaucoupd’unemesurèa l’autre.Cependant,ces
param̀etresétanttrèssensibles,on s’attacheauxenveloppesdefaisceauet à sadivergencequi
sontdesparam̀etresplus significatifs: on constatequele faisceauestgrossìerement̀a symé-
trie de révolution avec un diamètrede l’ordre de 10 mm au niveaude la poivrière,ce qui est
raisonnable.En revanche,auniveaudela cible, le faisceausedéformelégèrementsousl’ef fet
de la divergenceverticale.Ceci estprobablementdû à un effet dediaphragmeen verticalqui
coupeunepartiedu faisceauet aboutit à unemesured’émittancepeufiable.De plus,les pics
desrelevésobtenus̀afaible intensit́esesuperposentlégèrementcequi renddifficile leur lecture
etdoncla reconstructiondel’ émittancecorrespondante.

5.5.6.2 A forte intensité

La reconstitutiondel’ émittanceradialeà forte intensit́edonnelesrésultatssuivants:
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õ E`P�� ü$" � P±²¶P Axe õ X õ%" µ ³ H P õ ¹ � ë è
(keV) (mA) (mm) (mm) (mrad) (mmmrad) (m)

180 30 Horiz. 16.5 15.9 18 250 0.641 1.09

Vert. 16 14.1 32 225 2.04 1.14

200 34 Horiz. 17.2 16.3 20.8 278 0.810 1.064

Vert. 18.4 16.3 34.4 252 2.304 1.343

230 38 Horiz. 16 15.2 22 286 0.717 0.895

Vert. 17.2 14.8 40 260 2.494 1.15

Tableau5-6 : Calculd’émittancèa fort courant

A forte intensit́e, lesémittances��� et ��� sontcomparables̀a10% prèsainsiquelesenveloppes
de faisceauhorizontaleet verticale: le faisceauestdoncrondnon seulementau niveaude la
poivrièremaisaussiau niveaude la cible. Une fois encore,bien queles param̀etresd’ellipse
( ë , è ) varientbeaucoupd’unemesurèa l’autre,lesenveloppesõ X , õ#" µ.³ H P et õ ¹ restentstableset
coh́erentes.

5.5.6.3 Emittance RMS

Lesfigures5-16et5-17nousmontrentquela distributiondesparticulesestgaussienneselonÑ ; onsupposequ’elle l’est égalementen Ñ ¹ . Si O estla proportiondeparticulesdufaisceaudans
l’ellipse géoḿetrique¿ �f� ( Ñ repŕesentant& ou È ), on peutalorsmontrerquela valeurde O est
donńeepar[52] : O U � q æ �"ê Å q ���Í�Î!Ð Æ (5.21)

Danscecas,Í�Î Ð estl’ écarttypedela distributiondesparticules.
Dansnotre étude,les ellipsesgéoḿetriquescorrespondantaux émittancesradiales,obtenues
par reconstitution(quece soit horizontalementou verticalement),incluentprèsde 95 % des
particulesdu faisceaux.En appliquant(5.21),cecicorrespond̀a uneellipsede surface¿ ��� U¿ í Í�Î Ð , soit : Í�Î$Ð U �f�í (5.22)

5.5.7 Calculsde la forme du faisceaupar remont́eeenamont desmesures
d’ émittance

On constateexpérimentalementquele faisceauestdedensit́e gaussienne; enreconstituant
l’ émittanceelliptique,onconstatequ’ellecontientenviron 95% decefaisceaugaussien,cequi
a donńela relation(5.22): Í�Î Ð U � �í
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Onconstatéegalementquesurla cible,le faisceauest,grossìerement,derévolution.Nousavons
vu quececipermetderelierapproximativementl’ émittanceRMSdiamétraleàl’ émittanceRMS
totaleen � ouen ¸ selonl’ équation(5.3):

Í�Î!Ð U é � Í�Î Ò
Les équationsd’enveloppetransverse(5.19)et (5.20)deviennentdoncen fonctionde l’ émit-
tancemesuŕeehorizontalementet verticalement:

� ¹z¹ ��� ° a!e g � q � ú� � � q ¥� { Å ���í é � Æ s U�¦ (5.23)

� ¹ ¹ �#� ñ a!e g � q � ú� � � q ¥� { Å ���í é � Æ s U�¦ (5.24)

A partir de l’ émittancedu faisceaùa la cible, on peutcalculerla forme de l’enveloppede ce
faisceaupar remont́eeen amontle long du guidage.Pourcela,nousavonsutilisé un codede
calcul souscharge d’espace,”Sacherer”,baśe sur les équationsd’enveloppemodifiées(5.19)
et (5.20)dontlesparam̀etresprincipauxsontl’optique dela machineet lescaract́eristiquesdu
faisceausousla formedu triplet ( ë , è , � ). On a égalementvérifié,aumoinsdansnotrecas,que
le codedecalcul étaitréversible.

On a remont́e les mesuresd’émittancede la sortiedu doigt de gantau quadrip̂ole Q1 pour
les3 énergies,180,200,230keV à fort et bascourant.On neremontedoncpascompl̀etement
le faisceaujusqu’ensortiedu tubeacćelérateurpuisquel’on neconsid̀erepasle premierqua-
dripôle Q0 alorsquedanstouteslesmesures,Q0 étaitbienprésent: cequadrip̂ole a ét́eajout́e
ultérieurementpourcorrigerunelégèredissyḿetriedu faisceauet l’on ne connaissaitpasses
caract́eristiques; decefait, nousn’avonspaspu l’inclure dansnosremont́eesdefaisceaux.
A bascourant(ici 2 mA), la tensiond’extraction ® P±°&² estreprisecommeon l’a vue au para-
graphe(5.5.2).

Sur chaquegraphe,on visualiseen ordonńeepositive l’enveloppedu faisceaudansle demi-
planverticalet enordonńeenégative,l’enveloppedu faisceaudansle demi-planhorizontal(en
mètre).
Rappelonsquecesenveloppesont ét́e traćeesàchaquefois à2 écarts-typeÍ�° (ou Í�ñ ).
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5.5.7.1 Remont́eedesémittancesà 180keV

A 180keV et à forte intensit́e, le courantcrêteestde30mA.
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Fig. 5-18: A 2 mA,réglagesstandards Fig. 5-19: A 30mA,réglagesstandards

Mesure avecQ0ensortiedetube Mesure avecQ0ensortiedetube

5.5.7.2 Remont́eedesémittancesà 200keV

A 200keV et à forte intensit́e, le courantcrêteestde34mA.
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Fig. 5-20: A 2 mA,réglagesstandards Fig. 5-21: A 34mA,réglagesstandards

Mesure avecQ0ensortiedetube Mesure avecQ0ensortiedetube
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5.5.7.3 Remont́eedesémittancesà 230keV
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Fig. 5-22: A 2 mA,réglagesstandards; mesure avecQ0 ensortiedetube

A 230keV et à forte intensit́e, le courantcrêteestde38mA.
Lesréglagesthéoriquesinitiaux, ayantservisàla conceptiondela machine,́etaientprévusavec
un faisceau,en sortiedu tubeacćelérateur, suppośe ronddansl’espacetransverse,d’intensit́e
50 mA et d’énergie250keV. Bien que,danscessimulations,Q0 n’apparaissepas,nousavons
repŕesent́efigure5-23 la remont́eecorrespondant̀a cesréglagespourla comparer̀acelle issue
desmesures5-24.
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Fig. 5-23: Réglagesthéoriquesinitiaux Fig. 5-24: A 38mA,réglagesstandards

SimulationsansQ0 Mesure avecQ0ensortiedetube

5.5.7.4 Conclusion

A bascourant,lesremont́eesdesmesuresd’émittancesemblenttrèscorrectesetcoh́erentes
mêmesi nousnepouvonspaslescompareravec desréglagesthéoriquescorrespondant̀a une
faible intensit́e (aucuncalculn’ayantét́efait àbascourant).
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A forte intensit́e et quellequesoit l’ énergie, les enveloppesde faisceauont toujoursdesdi-
mensionsraisonnables.En effet, si on les compare(Fig. 5-19ou Fig. 5-21) à la remont́eedu
faisceauthéorique(qui correspondait̀a un faisceaurond à 250 keV et 50 mA, Fig. 5-23), on
constateque,ensortiedesource,lesdimensionsen ) et * sontsensiblementlesmêmes.
De plus,nousn’avonspastenucomptedu premierquadrip̂ole Q0 - donton neconnâıt pasla
distancefocaleexacte- situé apr̀esla sourcedansles remont́eesdesmesures: assimiĺe à une
lentille mince,on trouve queQ0 doit avoir unedistancefocalede1.40m environ pour rendre
le faisceauremont́ederévolutionensortiedetube(cequi estvraisemblablepuisquela distance
focaleréelledeQ0, mal connue,estdumêmeordredegrandeur, environ 1 m).

5.6 Conclusiondu chapitre

Les mesuresde faisceaulogieen sortiedu doigt de gantont permisd’établirquelquesca-
ract́eristiquesde GENEPI tellesque la taille approch́eedu faisceaude deutons,son taux de
transmissioǹafaibleet fort courant,l’ étalonnagedes”steerers”principauxet le typededensit́e
deprofils.De plus,enreprenantlesréglagesdela machineàbasseintensit́e,celle-cia produit
unfaisceaudedeutonsexploitableetconcentŕe,cequi n’étaitpasprévu lorsdela conceptionde
GENEPIpuisquelesétudesavantsaconstructionn’avaientét́eréaliśeesquepourdesfaisceaux
defort courant.

La conceptionde la machinea ét́e faite uniquementsur desestimationsdesparam̀etresfais-
ceauxen sortiedu tubeacćelérateur(nousn’avionspasde mesuresd’émittancespouraiderà
la conception).Cesparam̀etresavaientét́e obtenusparunemod́elisationet unesimulationde
l’ensemblesource/tubeacćelérateur̀afort courant.Enoutre,lescalculsdetransportdefaisceau
avaientét́eréaliśesprincipalementpardescodesd’enveloppemaiségalementparticulaires.
La différenceentrelesvaleursdesréglagesthéoriqueset lesvraisréglagess’expliqueparune
différence(mod́erée)entreles émittancessuppośeeet mesuŕeeen sortiedu tubeacćelérateur.
Ceciexpliqueainsila nécessit́edu quadrip̂oleQ0, nonprévu initialement.
Parcontre,onconstateunexcellentaccordentrelescalculsthéoriquesinitiaux (quiavaientservi
à concevoir l’accélérateur)et les résultatsexpérimentaux(obtenuspar remont́eed’émittance)
dèsl’instantoù l’on consid̀erelesbonsparam̀etresfaisceaux.
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La premìerepartiede cettethèse,d’un contenupurementthéorique,a ét́e motivéepar le
besoindecalculsextrêmementprécisdansle domainedesacćelérateursdehauteintensit́e où
les particulessont soumises̀a desforcesnon linéaires.Plus particulìerement,notre motiva-
tion initiale a ét́e dedisposerd’outils à la fois moinslourdset plusréalistesquelesméthodes
courantes,tellesquela simulationmultiparticulaireou l’utilisation du mod̀elecoeur-particule.
Décrirel’ évolutiond’unedistribution departiculesà partir de l’ étudede la dynamiquedeses
param̀etresstatistiques(méthodedemoments)estdoncapparulégitime.Nousavonsalorssup-
pośequenousneconnaissionsqu’unnombrelimit édecesmoments.

Certaineśetudesmeńeesdansd’autreslaboratoiressontbaśeessur unetroncaturequi est ir-
réaliste(les momentsd’ordre suṕerieursontsuppośesnuls à partir d’un certainordre)et qui
conduitàdesrésultatsnon-satisfaisants.Bienquel’outil math́ematiquedévelopṕedanscecadre
soit lourd, il nerésoudpasle probl̀emecarla mod́elisationdedépartestincorrecte.

Afin decerneretdecomprendrela réelleprobĺematiqued’uneéventuelleméthodedemoments,
nousnoussommesplaćesdansle casd’un faisceaucylindrique non acćeléré, ayantdesdis-
tributionssymétriquesdeparticules,et soumisà desforcesnonlinéaires.Danscecas,l’ étude
s’estrestreinteau cadred’un espacede phasesde dimension2. Cettesimplificationn’estpas
aussilimitativequ’il n’y parâıt carelle inclut lesdifficultésmajeuresdu probl̀emecomme,par
exemple,la filamentationdu faisceauqui estdenaturetopologique.

Nousavonstout d’abordmontŕe queremplacerunedensit́e donńeepar un jeu de macropar-
ticulesissuesdesmêmesmoments(jusqu’̀a un ordredonńe) était possiblemaisne permettait
pasd’étudiersonévolution correctement.La raisonpour laquellecettemod́elisationn’estpas
valableestle fait quelesmomentsd’ordresuṕerieur, ici nonnuls,sonttoujoursmalextrapoĺes.

Les deuxprobl̀emescléssont, à partir d’un nombrefini de moments,de détermineroù sont
localiśeeslesparticuleset quelestle profil dedensit́e.Nousavonsprésent́e commentaborder
le probl̀emedemanìereplusfondamentale.Uneimportantéetudepréliminaireendimension1,
nousapermisdemontrerquel’outil fondamentaĺetaitl’utilisation despolynômesorthogonaux
dela densit́e quenousavonsdéduitssimplement̀apartir desmoments.Nousnoussommesat-
tach́esàextrapolerlespolynômesorthogonauxdedegrésuṕerieuràpartirdespremiersdéduits.
Au coursdecetteétude,nousavonsnaturellementintroduit l’approximantdePad́e d’uneinté-
graleparticulìere,l’int égraledeStieljesrelative àcettedensit́e.Nousavonsalorsétabliqueles
pôlesde cet approximant́etaientaussiles zérosdespolynômesorthogonaux.D’une part,ces
dernierscaract́erisantl’enveloppeconvexe de la densit́e et, d’autrepart, l’int égraledeStieljes
pouvant s’exprimer par la sommeà l’infini desmoments,nousavonsconclu,en sedonnant
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les premiersmomentsd’unedensit́e, quenouspouvionsobtenirl’enveloppeconvexe où sont
confińeeslesparticules.
Nousavonsalorsmontŕecommentl’ étudedecetteenveloppeconvexe dansl’espacedephases
dedimension2 seramenait̀aun casplussimpleendimension1, obtenuenobservantla distri-
bution consid́eréesoustouslesanglespossibles.Physiquement,l’outil deStieljesrelatif à une
densit́es’interpr̀etealorscommeunobservateurplaćeàgrandedistancedudomaineet le décri-
vantdemanìereglobale.Nousavonsaussimontŕel’existencedepropríet́esdeconvergencedans
lescoefficientsde la relationderécurrencereliant trois polynômesorthogonauxsuccessifs,ce
qui apermisd’extrapolerlespolynômesorthogonauxd’ordresuṕerieurdemanìereplusréaliste
et ainside résoudrelesdeuxprobl̀emesclésdéjà cités.Le domainea pu êtrealorsestiḿe par
l’ étudeducomportementasymptotiquedescoefficientsderecurrenceentrelespolynômes.

Bilan et perspectivesdela partiethéorique: cetteétudereposesurdesobjetset desoutils (no-
tammentmath́ematiques)rarementutilisésdansle domainedela physiquedesacćelérateurssi
bienquel’on red́ecouvreparfoiscertainspointspeut-̂etremieuxconnusdansd’autresdomaines.
Cependant,elle a permisdemieuxcomprendreet deposerle probl̀emedela descriptiond’une
densit́e àpartir desesmomentsdansuncadrenonrestrictif puisdefournir unoutillagemath́e-
matiquede baseadapt́e. L’applicationà la simulationd’acćelérateursembleencoredifficile à
cejour, maison comprendpourquoile passagèa un espacedesphases̀a six dimensionsestsi
ardu.Cetteétudeadoncpermisdecernerleslimiteset lesdifficultésassocíeesauprobl̀emedes
moments.
Par contre,on peutpenserquepour la descriptionde la densit́e, les propríet́esasymptotiques
desoutils emploýespourrontpermettred’aborderdesprobl̀emesvariéscommele traitement
d’imagesouencorel’ électrostatique.

Nousavons présent́e dansunedeuxìemepartie,beaucoupplus expérimentale,l’accélérateur
de forte intensit́e GENEPI.Grâceà un mesureurde profils simplifié, certainesdescaract́eris-
tiquesprincipalesdu faisceaudeGENEPIont pu êtredétermińeesrapidement.Ceci a permis
decalibrerle faisceaudela machine.Cesdonńeesserontutilesaucoursdesexpériences̀aCa-
darache,notammentpourdéplacerle faisceauet évaluersonimpactsurla cible triti ée.

L’analysedecesmesures(enparticulierd’émittance)effectúeesensortiedela machineapermis
devaliderexpérimentalementlescalculsthéoriquesinitiaux misenoeuvrepoursaconception.
Aujourd’hui, l’ensembledesoutils et desparam̀etresde conceptionet de fonctionnementde
GENEPIsontdoncbienmâıtrisésce qui serautile dansl’ éventualit́ede la constructiond’une
deuxìememachinedegéoḿetriequelquepeudifférente.
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AnnexeA

L’algorithme PDA

Nousprésentonsl’algorithmeP.D.A., introduit au paragraphe(2.4) puis utilisé dansnotre
approchenäıveauchapitre2. Il permetd’obtenirn couplesdepoids/points( +-, , )., ) caract́erisant
unedensit́e / , définiepositivesur 0 , àpartirdeses2npremiersmomentsnonnuls 132 , telsque:14265 798 ) 2 /;:<)>=@?A)B5 CD ,@EGF +-,H) 2,
La déterminationdecescouplessedérouleendeuxétapes: dansun premiertemps,on trans-
forme les moments1>I , 1JF , 14K , ..., 13K C de la densit́e / en unesériede coefficients LMF , LJK , ...,LNK CPO F selonl’algorithme P.D.A. ; la deuxìemeétapeest l’utilisation de cescoefficientspour
construireunematricetridiagonale.Endiagonalisantcettematrice,on trouve les )., qui ensont
lesvaleurspropres.Les +A, dépendentdesélémentsdela matricedesvecteurspropres.

La validitédecetteconstructiona ét́edémontŕeeparGordonen1968.

Coefficients Q;R : Product Differ enceAlgorithm

Pourdéterminercescoefficients,on construitun tableautriangulaireS%TVU , , en fonctiondes
moments1 de / , obéissantauxcontraintessuivantes:

– la premìerecolonneestinitialiséeà0 saufle premiertermeS F@UWF qui vaut1;
– lesélémentsdela deuxìemecolonnesont:S%TVU KX5Y:[Z]\�= TV^�F 1>TV^_F avec `J5ba.cPdVdVdec�f
gihj\
– lescolonnessuivantessontrempliesavecla relationderécurrenceci-dessous:S TVU , 5kS FlU ,[^�F S T O F@U ,m^-K ZnS F@U ,[^9K S T O FlU ,[^�F

Parexemple,le tableauobtenuenconsid́erantlesquatrepremiersmomentsala formesuivante:
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1 1>I 1JF :
1oI�14KpZn1JF K = 1>I�:�1>q�1NFrZn13K K = 1oI�1JF$:�14Ks:
1oI�1>tuZn14K K hvf�1JF@1>qs=NZn1NF K 1>tuZn1>I�1oq q =
0 Z61NF Zw14K :
13Km1JFxZn1>I�1oqs= 1>I�:�14Km1oqXZn1NF@1>ts=
0 14K 1>q :
1oI�1>tuZn1JF@1oqs=
0 Z61oq Zw1>t
0 1>t
0

Cetalgorithmeestappeĺe”ProductDif ferenceAlgorithm” du fait ducalculdela différencedes
produitseffectúedansla relationderécurrenceutilisée.

Lescoefficients LN2 sontalorsdonńesparlesrelations:LrFp5j1>I et LN2y5 S F@U 2 O FSzF@U 2HSzF@U 2H^_F pour {}|~f
Construction et diagonalisationde la matrice

A partirdecoefficients LJ2 nousconstruisonsunematrice� , réelle,symétriqueet tridiago-
naledontlesélémentssontdonńespar(lesautreśelémentśetantnuls):��F@UWFp5bLJK ,��,<U ,#5bLJK
,[^�FNhvLNK�, , j=2, ..., n,��,<U , O Fu5b��, O FlU ,#5�Z�� LJK
,�LNK�, , j=1, ..., n-1,

La matriceobtenueestla suivante:

� 5
�������� LNK Z � LNKmL4q a a aZ � LNKmL4q L4qrhvL4t Z � L4t$LJ� a a ...a Z � L4t�LN� LN�Mh�L�� Z � L��$LN� adPdsd ... Z � LJK C ^9K�LNK C ^_F�LNK C ^�FxhvLNK C

���������
Si � estla matricedesvecteurspropres,lesvaleurspropres�_, de � sontdonńeespar:�.,%5�:e� ^�F ���i=
,�, ��5�\
csdedVdVc�g
Le couple :l+ , c�) , = estalorsdétermińepar:).,u5b�., et +A,%5�LMF$:e�;F@U ,�= K
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Les fractions continues.Calculset
r écurrencessur lesr éduites

Les fractions continuesfinies

Pardéfinition,onappellefractioncontinue� C d’ordre g uneexpressiondela forme:
a1

bn

a

a2

a3

a

n

4

0

b   +1

2

b   +3

b   +...+ 4

b   +

R   = b   +n

Il existeplusieursnotationsutilisantuneécriturelinéaire,dontlesformesconventionnellessont
lessuivantes: � C 5b� I h�� F��� ��F h�� K
��W�$K hkdVdVdsh�� C ��W� C (B.1)

ouencore: � C 5k� I h � Fm  � F h � KH  � K hjdedVd�h � C   � C� 2 s’appellele numérateurpartiel et �$2 , le dénominateurpartiel.Si on développeunefraction
continuefinie, elle prendla formed’unefractionrationnellequel’on note:� C 5¢¡ C£ C
où ¡ C et

£ C sontdespolynômesdevariables� I , � F , ..., � C et ��I , �sF , ..., � C .
Par définition, on appelleréduited’ordre ¤ (avec ¤�¥�g ) d’une fraction continued’ordre g ,
la fractioncontinuetronqúeeà l’ordre ¤ , not́ee:�X¦§5 ¡ ¦£ ¦
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Parexemple,lespremìeresréduitessuccessivesdela fractioncontinue(B.1) sontdonńeespar:�%I65¨¡ I£ I 5b�HI
�§F©5 ¡ F£ F 5b��Irh � F� F 5 ��I��sFJh � F� F�wKX5 ¡ K£ K 5j��I©h � F��F4h � K   ��K 5 ��I$�sF@�$KMh � Fª��KJh � F[��I��Fª��Krh � K

Lestermes¡ ¦ et
£ ¦ sontobtenusparidentificationdesnumérateurset desdénominateurs.

Relationsde r écurrenceentre lestermesdesr éduites

Lestermesdesréduitespréćedentessontreliésparla relationci-dessous:¡ K£ K 5 �$K ¡ FNh � K ¡ I� K £ F h � K £ I (B.2)

Ondémontre,parrécurrence,quecetteexpressionsegéńeralisedela manìeresuivante:¡ ¦£ ¦ 5 ��¦ ¡ ¦$^�FJh � ¦ ¡ ¦$^9K� ¦ £ ¦$^�F h � ¦ £ ¦$^9K « ¤¬|bf
Il apparâıt évidentquecetterelationcontientdeuxégalités: unepourlesnumérateurs¡ 2 , l’autre
pourlesdénominateurs

£ 2 : ­®W¯ ¡ ¦65���¦ ¡ ¦$^�F4h � ¦ ¡ ¦�^-K « ¤¬|bf£ ¦z5b�m¦ £ ¦$^�FNh � ¦ £ ¦$^9K « ¤¬|bf
Si maintenanton multiple la premìereégalitépar

£ ¦$^�F et la deuxìemepar ¡ ¦�^_F , en lesretran-
chant,il vient : ¡ ¦ £ ¦$^�FxZ ¡ ¦$^�F £ ¦z5�Z � ¦�: ¡ ¦$^�F £ ¦$^9K©Z ¡ ¦�^-K £ ¦$^�F�=
Enposant° ¦ 5 ¡ ¦ £ ¦$^�F Z ¡ ¦$^�F £ ¦ , on a :°4¦§5�Z � ¦s°4¦$^�F
Or °pF}5 ¡ F £ IzZ ¡ I £ F}5±:<��I$��Fuh � Fm=�\]Z��HI$�sF¬5 � F . On établit unedeuxìemerelationde
récurrence: ° ¦ 5 ¡ ¦ £ ¦$^�F Z ¡ ¦$^�F £ ¦ 5�:[Z]\�= ¦$^�F ¦²2mEGF � 2 (B.3)
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Les fractions continuesinfinies

Danscecas,la fractioncontinue(B.1) devient illimit ée:� C 5k� I h � Fs�� ��F h � K���W�$K hjdVded�h � C ��W� C hjdedVd
La notionde convergences’introduit tout naturellement.Consid́eronsla réduite � C d’ordre g
d’une fractioncontinueinfinie. Si � C tendversunelimite � lorsque g crôıt indéfiniment,on
dit quela fraction continueestconvergenteet a pour limite � . Dansle cascontraire,elle est
divergente.

Fractions continueséquivalentes

Deuxfractionscontinuessontditeséquivalentes(not́ee ³5 ) si leursréduitessontidentiques.
Si ´�F , ´9K , ... estunesuitedenombresnonnulsalors:��Irh � Fs��W� F h � K
��W� K hkdVded ³5 ��Irh ´�F � Fs�� ´ F � F h ´�F@´9K � K��� ´ K � K hkdVded�h ´ C ^�F[´ C � K
�� ´ C � K hjdVded
Si lesréduitessontnot́ees¡ C   £ C et ¡6µC   £ µC , onvérifieparrécurrencequepour g¶|Y\ :¡ µC 5�:
´�F$dedVd·´ C = ¡ C c £ µC 5�:
´�F$dedVd¸´ C = £ C
Soit : ¡ C   £ C 5 ¡ µC   £ µC pour g¹|�\ .
Développementen fraction continue à partir d’un développe-
ment ensérie entière

Ondit quela série ºD 2mE.Ix» 2 5 » I h » F h » K hjdVded
estéquivalente(not́ee ³ 5 ) à la fractioncontinue:��I©h � FP��W�sF h � K��� ��K hjdedVd
si ona : » Iph » FJhkdVdVdsh » C 5 ¡ C£ C « g¼5�a.cs\�c�f.csdedVd
où ¡ C   £ C estla nème réduitedela fractioncontinue.

Parailleurs,si » I h » F h » K hkdVded estunesériedonńee,on a l’ équivalencesuivante:ºD 2[E.I » 26³5 ��Irh � F �� ��F h � K ��W�$K hjdedVd
123



AnnexeB : Lesfractionscontinues

où : ��I%5 » Izc � Fp5 » F%c½�sFp5�\¾c � C 5�Z » C» C ^�F c¿� C 5�\Xh » C» C ^�F c±g¹|kf
Soit : » Iph » FNh » KJhjdVded ³5 » I©h » F���À\ h Z » K   » F���À\Xh » K   » F h Z » q   » K
��Á\Xh » q   » K hkdVdVd
Parexemple,si l’on consid̀erele développementgéńerald’unefonctionensériedeMacLaurin:Â 5 ºD 2[E.I LN2$) 2Â

peutdoncsedévelopperenunefractioncontinuedela forme:Â ³5 L�Iph L F )r��À\ Z )ÃL K�  L F ��Á\Xhv)ÃLJK   LMF ZjdVded
Z )ÃL C   L C ^�F ��À\%hv)ÃL C   L C ^�F
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ApproximantsdePadé

Par définition, un approximantde Pad́e estunefraction continuequi a ét́e tronqúeeà un
certainordre.Il enrésultequ’unapproximantseprésentetoujourssousla formed’unefraction
rationnelleausensle pluslarge.

Le théorèmefondamentaldePadé

Soit Ä unefonctiondéveloppableensérieentìereauvoisinagede )B5ka :ÄJ:�)>=©5 � Irh � Fª)Åh � K�) K hjdedVd avec � IiÆ5ka
Théorèmede Padé:
Parmi touteslesfractionsirréductiblesdontlestermesont desdegréségauxauplusà ¤ pourle
numérateuret auplusà Ç pourle dénominateur(¤ et Ç étantélémentsde È ), il existeunefrac-
tion �X¦�:<)>=  
É3Ê :<)>= qui fournit uneapproximationde ÄN:<)>= dont l’ordre estsuṕerieurà celui de
n’importequelleautreapproximation.Engéńeral,lesapproximantslesplusprécissontfournis
parlessch́emastelsque¤¼5�Ç ou ¤}5jÇ6hk\ .
Onsouhaitedonctrouveruneapproximationde ÄN:<)>= telleque:ÄJ:�)3=pË �u¦�:<)>=É3Ê :<)>= (C.1)�X¦�:�)3= étantun polynômededegré ¤ et É3Ê :<)>= unpolynômededegré Ç .
Le produit ÄJ:<)>= É4Ê :�)3= peuts’écrire:ÄJ:<)>= É4Ê :�)3=x5Y�X¦�:<)>=4hÍÌ.:�) ¦ O Ê O F = (C.2)

où Ì9:<) ¦ O Ê O F = estun infinimentpetit dontl’ordre estaumoinségal à ¤ihvÇ;hk\ .
Pardéfinition É3Ê :�)3= s’écrit : É4Ê :�)3=x5 ÊD 2[E.INÎ 2�) 2
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L’expression(C.2)devient :ÄN:<)>= É3Ê :<)>=r5ÐÏ ºD T�E.I � Te) TVÑ Ï ÊD 2mE.I Î 2�) 2HÑ 5 ºD T�E9I : � T Î Irh � TV^�F Î FNh � TV^9K Î KMhkdVded�h � Te^ Ê Î Ê =@) T (C.3)

enprenant,commeconvention,quelescoefficientsaffect́esd’un indicenégatif sontnuls.

Afin d’avoir l’approximantdePad́e à l’ordre ” :V¤>c�Ç-= ” tel que ÄJ:�)3= É4Ê :<)>=%ËÒ�X¦�:�)3= , on égaliseàa touslescoefficientsdestermesen ) dedegré ¤�h�\ , ¤ÓhÔf , ..., ¤�hjÇ dansle développement
(C.3).On obtientalorsun syst̀emelinéaireconstitúede Ç équations̀a Ç6hk\ inconnuesquel’on
écritsousformematricielle:�������� � ¦ O F � ¦ � ¦$^�F dsdsd � ¦$^ Ê O F� ¦ O K � ¦ O F � ¦ dsdsd � ¦$^ Ê O K...

...
...

...� ¦ O Ê � ¦ O Ê ^�F � ¦ O Ê ^9K dsdsd � ¦
��������� d

�������� Î IÎ F...Î Ê
��������� 5ka (C.4)

En résolvantcesyst̀eme,on trouvedonclescoefficients Î 2 dupolynôme É3Ê enfonctiondes � 2 .
Commeon ne conserve queles termesde degré inférieurà ¤ dans(C.3), on déduitpar iden-
tification lescoefficients ��2 de �X¦�:�)>= :�X¦�:<)>=p5 ¦D T�E9I : � T Î Irh � TV^�F Î F4h � Te^9K Î KMhkdVded�h � Te^ Ê Î Ê =@) T 5 ¦D 2mE.I �$2s) 2 (C.5)

avecla mêmeconventionquepréćedemment.

L’approximantdePad́edela fonction Ä vautalors:

ÄJ:�)3=pË � ¦ :�)3=É4Ê :<)>= 5 ¦Õ2mE.I � 2 ) 2ÊÕT�E9I Î TÖ) T (C.6)

Estimation de l’err eur commise

L’erreurmath́ematiques’écrit : ×wØ Ù�ÚÁÛ$ÜÞÝ 5kÄJ:<)>=NZ �X¦�:�)>=É3Ê :<)>=
Onmontrequ’onpeutl’estimerpar:×6Ø ÙsÚÀÛ$ÜÀÝ 5�Ï ÊD 2mE.I Î 2 � ¦ O Ê ^�F@^92 Ñ ) ¦ O Ê O FÉ3Ê :<)>=
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Développementsde ßxà%áãâ$à¬ä (exempledonnépar Padé)

Onpartdu développementensérieentìeredel’exponentielleauvoisinagede a :å )A¤>:�)3=x5�\Xh )\�æ h ) Kf.æ h ) qç æ hjdVded.5 ºD 2mE9I � 2�) 2
Parsoucidelisibilit é,on noteral’in versed’un nombre,\   ) , par ) .

Approximation par la fraction rationnelle telle que èbé ê , ëãé±ì
Enfixant Î I%5�\ , l’expression(C.4)donnele syst̀emelinéairesuivant:����� \ \ a Z§ff \ \ Z§íí f \ Zzf�î

������
La résolutiondonne: Î Iw5Y\Yc Î Fp5�Z çî c Î KX5 \î c Î q%5�Z \f�î
ouencore,enmultipliantparun facteurconvenable:Î I%5bf�î¢c Î Fp5YZï\sðÒc Î KX5kíÒc Î q%5�Z]\
A partir del’ équation(C.5),on déduitlesvaleursdes �$2 :�HI%5bf�îÒc ��Fu5jí
D’où l’approximant: å )-¤o:<)>=pË f�î¾hví�)f�îïZj\sð�)Åh�í
) K Zv) q
Approximation par la fraction rationnelle telle que èbé ñ , ëãé±ì

Touscalculsfaits,on trouve l’approximantsuivant:å )-¤o:<)>=pË í
azhvf�îA)ih ç ) Kí
a¾Z ç í�)Åh�ò
) K Zv) q
Approximation par la fraction rationnelle telle que èbé±ì , ëãé±ì

Aprèscalculs,on trouve l’approximantsuivant:å )A¤>:�)>=rË \Pf
azhví
a�)Åhk\sf
) K h�) q\sf
a¾Zví
a�)Åhk\sf
) K ZÍ) q
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AnnexeC : ApproximantsdePadé

Précisiondesapproximants

x Vraievaleur Approximant Approximant Approximant

d’ å )A¤>:<)>= ¤¬5�\ , Ç]5 ç ¤¬5bf , Ç]5 ç ¤¼5 ç , Ç]5 ç
1 2.7182818284590 2.7272727272727 2.7187500000000 2.7183098591549

0.5 1.6487212707001 1.6488549618321 1.6487252124646 1.6487213997308

0.1 1.1051709180756 1.1051709420908 1.1051709182319 1.1051709180767

0.01 1.0100501670842 1.0100501670844 1.0100501670842 1.0100501670842

0.001 1.0010005001667 1.0010005001667 1.0010005001667 1.0010005001667

Plus ) s’éloignede a , moins l’approximantestprécis(ce qui estnormalcar il estvalableau
voisinagede a ). Onconstatedoncquel’on obtienttrèsvite desapproximantsdel’exponentielle
detrèsgrandeprécisionpourdesvaleursde ¤ et Ç raisonnables.Remarquons,danscetexemple,
quele meilleurapproximantdePad́eestobtenupour ¤¬5bÇ .
GénéralisationdesapproximantsdePadé,méthodedeMaehly

LesapproximantsdePad́e donnentd’excellentesapproximationspour Ä auvoisinagede a .
Quandon consid̀ereunefonction Ä surunespacequelconquefini ó � c���ô , cetteprécisiondécrôıt.
Dansce cas,on réduit,parunetransformationlinéaire,l’intervalle ó � c��Hô à ó�Z]\
cP\�ô et on déve-
loppela fonctionensériedepolynômesdeTchebycheff. Eneffet, cespolynômessontceuxqui
s’écartentle moinsdel’axedesabscissessur óõZï\
cs\$ô . La précisiondel’approximantobtenusera
doncplushomog̀enesurtout le domaine(l’erreuroscillantentredeuxextrema).

Cetteméthode,dite deMaelhy, estla transpositiondirectede la méthodedePad́e.Elle donne
uneapproximationde Ä surun intervallefini par:

ÄJ:�)>=©Ë �X¦�:<)>=É3Ê :<)>= 5 ¦Õ2mE9I �$2�öo2�:�)>=ÊÕTÞE.I Î T ö T :<)>= (C.7)

où les ö 2o÷
ø4T sontlespolynômesdeTchebycheff.
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Orlando,1985.

[25] A.F. Nikiforov, V.B. Uvarov, Special functions of mathematicalphysics, Birkhäuser
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La problématiquedel’ évolution desmomentsd’une densit́e departicules soumises̀a desforces
non lin éaires

L’utilisation desacćelérateurslinéairesde forte puissancedansdifférentsprojets(productionde
neutronsparspallation,réacteurshybrides)nousaameńeàsepenchersurlesproblèmesdela dynamique
defaisceauxdehauteintensit́e.Danslecasdefaisceauxintenses,lesparticulessontsoumises̀adesforces
nonlinéaires,principalementduesà l’effet decharged’espace.Afin dedisposerd’outils à la fois moins
lourdsetplusréalistesquelesméthodesclassiquesdesimulation(interactionparticule-particule,mod̀ele
coeur-particule),la descriptiondel’ évolution d’unedistributiondeparticulesà partir desesparam̀etres
statistiques,sesmoments,a doncét́e envisaǵee.

Nousprésentonsdoncdansunepremìerepartieuneanalysedétailléede la problématique,meńee
dansun cadresimplifiémaisnonlimitatif : toutd’abord,nousdévelopponsun formalismeoriginalbaśe
surlespropríet́esfinesdespolygonesorthogonauxpermettantl’ étudedesmomentsd’unedensit́eenune
dimension.De cetteanalyse,nousvoyonsquel’on peutextraire,d’un nombrefini demoments,un cer-
tain nombred’informationsconcernantla densit́e.En particulier, il en découlela notion fondamentale
d’enveloppeconvexe définissantle domained’existencede cettedensit́e. Ceci permetde mieux com-
prendrela significationdesmoments.La géńeralisationdecettedescriptionendeuxdimensionspermet
d’estimeravecunebonneprécisionoù sontlocaliśeesles particulesdanscetespacedesphases.Enfin,
nousabordonslesdifficultésrencontŕeesaucoursdecetteétude,fixantainsileslimitesdecetteméthode.

La deuxìemepartiedecettethèse,plusexpérimentale,présentelesmesuresdefaisceaulogieeffec-
tuéessur l’accélérateurGENEPI(GEńerateurde NEutronsPulśe Intense)dansle cadrede l’ étudedes
syst̀emeshybrides.Ellespermettent,entreautres,la calibrationdu faisceauet la validationdescodesde
calculsnécessaires̀a la conceptiondela machine.

Fundamentalaspectsof the momentsproblemsassociatedto the evolution of a particle density
under non linear forces

High-power linearacceleratorsareneededasdriver for severalprojects(spallationneutronsources,
hybrid system).This interestbrings us to the questionof dynamicsof high intensity particle beam.
Insideintensebeam,particlesareundernonlinearforcesmainlydueto spacechargeeffects.In orderto
have lessheavy andmorerealistictoolsthanclassicalsimulationmethods(particle-particleinteractions,
particle-coremodel),we considera descriptionof theevolution of a particledensityfrom its statistical
parameters,its moments.

In afirst part,adetailedanalysisof themomentproblemsis shown in asimplifiedbut nonrestrictive
case.To begin with, we developanoriginal studybasedon orthogonalpolynomialpropertieswhich al-
lowsusto studyone-dimensiondensitymoments.We canseethatwe obtaininformationaboutdensity
from only few moments.Suchaninvestigationis essentialfor a betterunderstandingof momentsignifi-
cance.Then,we applythis descriptionto two-dimensionphasespace,sothatwe canpreciselyestimate
whereparticlesarein this phasespace.Finally, we enumeratedifficultiesmetanddeducethe limits of
thismethod.

The secondpart of this thesis,moreexperimental,presentsbeamthe measurementsof the beam
characteristicsof accelerator”GENEPI” asa part of hybrid reactorprogram.Moreover, we show how
thesespecificationsyields to beamcalibrationandvalidationof theoreticalcalculationsusedto design
GENEPI.

Mots clefs

Dynamiquenonlinéaire,polynômesorthogonaux,charged’espace,acćelérateursdeparticules,pro-
blèmedemoments,simulation,acćelérateurGENEPI.
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