N
N

N

HAL

open science

La problématique de I’évolution des moments d’une
densité de particules soumises a des forces non linéaires

Christophe Peaucelle

» To cite this version:

Christophe Peaucelle. La problématique de I’évolution des moments d’une densité de particules
soumises & des forces non linéaires. Physique des Hautes Energies - Expérience [hep-ex|. Institut

National Polytechnique de Grenoble - INPG, 2001. Frangais. NNT: . tel-00001153

HAL Id: tel-00001153
https://theses.hal.science/tel-00001153
Submitted on 27 Feb 2002

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00001153
https://hal.archives-ouvertes.fr

INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

ISN 01-92

THESE

pourobtenirle gradede
DOCTEUR DE L'INPG
Specialite: MéethodefPhysiquesExpéerimentaleset Instrumentation

PrepagealInstitut desSciencedNucleairesde Grenobledansle cadredel’Ecole Doctorale
dePhysique

Présenkeet soutenugubliguement

par

Christophe PEAUCELLE

Le 12 octobre2001

LA PROBLEMATIQUE DE L'EVOLUTION DESMOMENTS D'UNE
DENSITE DE PARTICULES SOUMISESA DESFORCESNON
LINEAIRES

Directeurdethese: Roger BRISSOT

JURY :
M. J. REMILLIEUX Président
MME A. LOMB ARDI Rapporteur
M. A. TKATCHENK O Rapporteur
M. R. ARVIEU Examinateur
M. R. BRISSOT Directeurdethese

M. J.M. DE CONTO Co-encadrant



INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

ISN 01-92

THESE

pourobtenirle gradede
DOCTEUR DE L'INPG
Specialite: MéethodefPhysiquesExpéerimentaleset Instrumentation

PrepagealInstitut desSciencedNucleairesde Grenobledansle cadredel’Ecole Doctorale
dePhysique

Présenkeet soutenugubliguement

par

Christophe PEAUCELLE

Le 12 octobre2001

LA PROBLEMATIQUE DE L'EVOLUTION DESMOMENTS D'UNE
DENSITE DE PARTICULES SOUMISESA DESFORCESNON
LINEAIRES

Directeurdethese: Roger BRISSOT

JURY :
M. J. REMILLIEUX Président
MME A. LOMB ARDI Rapporteur
M. A. TKATCHENK O Rapporteur
M. R. ARVIEU Examinateur
M. R. BRISSOT Directeurdethese

M. J.M. DE CONTO Co-encadrant



"En essayantontinuellementn finit par reussirDonc: pluscarate,plusona dechances
guecamarche”

DeviseShadok






Remerciements

En premierlieu, je souhaiteremercieiM. Jo2l Chauvin,Directeurdel'Institut desSciences
Nucléairede Grenoble pourm’avoir accueillidanssonlaboratoiredurantmestrois anreesde
théseJ'adressenesremerciementa MM. Jean-Lou@BelmontetMichel Fruneaypourm’avoir
accueillidansleur serviceainsiquepourleursconseilsavisés.

JeremercieM. Jean-MarieDe Contopour m’avoir encade durantcestrois anrees.Sarigueur
etsescompetencesn’ont beaucou@ppore.

MesremerciementgontaussiaM. RogerBrissot,qui adirigémathese poursesmille conseils,
scientifiquesu non,distillestout aulong de cetteperiode.

Je tiens a remercierl’ensembledu jury pour l'int éret qu’ils ont porte a mon travail et leur
gentillesse MME Alessandrd.ombardiet M. André Tkatchenkogqui ont accepé la chage
derapporteurpourleurscritiquesetremarquesonstructves,M. JosepRemillieuxpouravoir
accepkdeprésidere jury et M. RobertArvieu pouravoir accepé d’enfaire partie.

JesouhaiteremercieM. EmmanueFroidefondpour sonsenscritique et sadisponibilite mais
aussipourm’avoir permisde mangeipluslentement!

J'exprime mareconnaissance MM. Jean-MarieCarretta,Alain Fontenille,DenisMarchand,
RogerMicoud etaussiJean-Claud®avel pourleur efficacite lors desmesuresur GENEPI.

Merci a Luisa, Jacob,Luc, Nicolas, Sebastieret Thomasainsi qu’aux autresthesardsdu la-
boratoire avecquijai partagge denombreuxcafes.

Un immense(et affectueux!)merci a Caroline,qui m’a supporé durantl’int égralité de cette
these enparticulierpourle supplicedesrelecturesie cedocument.

Enfin,je remerciechaleureusementesparentetmesfreresdem’avoir soutentetfait confiance
pendantoutemapériodeuniversitaire.






Table desmatieres

Avertissement

1 Intr oduction et motivations de la problematiquedesmoments

11
1.2

1.3

1.4

1.5

Accelerateurgleforte intensig,haloetmoments . . . . . .. ... ... ...
Rappelstnotationsde physiquedesac@lerateurs . . . . . . ... ... ...
1.2.1 Référentieletespacalesphases. . . . . .. ... ... .. ... ...
1.2.2 Hypothesedeparaxialieé . . . . . ... ... ... ... ........
1.2.3 Emittancetransersedufaisceau. . . . . .. ... ... .. ... ...
1.24 FOrces. . . . . . . . e e
Traitementausuelsdu problemedela dynamiquedela hauteintensie . . . . .
1.3.1 LemocelePPl . . ... . . . .. . ..
1.3.2 LemocklePIC . . ... . . . .. . ... e
1.3.3 Lemocelecoeurparticuledanslesace@lérateurs. . . . .. ... ...
Meéethodedesmoments . . . . . . . . . . ... ...
1.4.1 Momentsd’'unedensieendimensior2 . . ... ... ... ......
1.4.2 Equationd’évolutiondesmomentsNonfermeture . . . . . ... ...
1.4.3 Unexemplededifficultédueauxforcesnonlinéaires. . . . . ... ..
Plandel'étude . . . . . . . . . . . . .. . . e

2 Densite,momentset polyndmesorthogonaux endimensionl

2.1
2.2

2.3

2.4
2.5

Introductionetobjectifs. . . . . ... ... ... ...
Rappelssurlespolynomesorthogonauxéelsetcomplexes . . . . . ... . ..
2.2.1 Deéfinitions . . . . . ...
2.2.2 Relationderécurrencesntretrois polyndomesorthogonauxonscutifs .
2.2.3 Entrelacementdeszérosdespolyndomesorthogonauxeels . . . . . .
2.2.4 Exemples lespolyndmesdelegendreetd’Hermite . . . . . .. . ..

2.24.1 Lespolynomesdelegendre. . . . ... ... ... ... ..

2.24.2 Lespolyndbmesd’Hermite. . . . . ... ... ... .....
Momentsetpolyndmesorthogonaux. . . . . . ... ... ... ... .....
2.3.1 Matricedemoments .. . . . . . . .. ...
2.3.2 Matricedepolyndbmesorthogonaux. . . . . ... ... .. ......
2.3.3 Déterminatiordespolyndmesorthogonauwassodésaunedensieapar

tirdesesmoments . . . . .. .. ... ... ... ...
2.3.4 Orthogonalieentrelesmomentstlespolynomesorthogonaux . . . .

25

Zérosdespolyndomesorthogonawet calculsd’intégrales Formulesde quadrature26
Reconstitutiord’'unedensié a partir de sesmomentsjuande domaineestconnu 27

1



Tabledesmatieres

251 Casgéréral . . . . . . . . 27
2.5.2 CasparticulierdespolyndbmesdelLegendre . . . . . . ... ... ... 28
2.6 LintégraledeStieljes. . . . . . . . . 29
2.6.1 Poleseternveloppesorvexes.Développemenenfractionscontinues . 30
2.6.2 Conclusioretinterprétation . . . . . . .. .. ... 31
2.6.3 Application: le champélectriquecomplee . . . . . .. .. ... ... 31
2.6.3.1 Relationentrele champcomplece etleszérosdespolyndomes
orthogonaux. . . . . . . . . . . 31
2.6.3.2 Ledisqueuniformémentchagé . . . . ... ... ... ... 32
2.7 Extrapolatiordesmomentgd’ordre sugerieuretestimationdu support . . . . . 33
2.7.1 Extrapolatiomave desmomentd’ordresugerieur. . . . . . ... .. 33
2.7.2 Interprétationdel’extrapolationnaive . . . . . .. .. ... ... ... 34
2.7.3 Extrapolatiorréalistedesmomentsd’ordresuperieur . . . . . . . . .. 35
2.7.3.1 Extrapolatiordelarécurrence . . . . ... ... ... ... 35
27.3.2 Reésultats. . . ... .. ... ... ... 40
2.7.4 Loisderécurrencetestimatiordusupport .. . . . ... ... ... L. 41
2.7.4.1 Casoulesb, ete, ontchacununelimite unique . . . . . . . 41
2.7.4.2 Casdedeuxsous-suitesorvergentes. . . . . .. ... ... 42
2.7.4.3 Criterederégularite . . . . . .. .. ... ... ... 44
2.8 Reconstructiord’une densie uniguement partir desmoments. un exemple
complet . . . 44
2.8.1 Momentsd'ordreSugerieur. . . . . . . . . 45
2.8.2 SUPPOItz. . . . . o 47
2.8.3 Reconstructiomleladensie . . . ... ... a7
2.9 Conclusioduchapitre . . . . . . .. . 49
3 Densite et polyndmesen dimension?2 : approchenaive 51
3.1 Introduction. . . . . . . . ... 51
3.2 Gererationd’'unrésealendeuxdimensions. . . . . ... ... ... 51
3.2.1 Constructiord’'unréseauectangulaire . . . . .. ... ........ 52
3.2.2 Constructiord’'un reseawa symeétriederévolution. . . . .. ... ... 53
3.3 Ewolutiondespointsd’intégration . . . . . .. ... ... 54
3.3.1 Hypothesestconditionsinitiales . . . . .. ... ... .. ...... 55
3.3.2 Ewolutiondel’ @mittanceRMS . . . . . . . . ... ... 56
3.3.2.1 Ré&gimetransitoire. . . . . ... ... ... L 59
3.3.2.2 Ré&imedéquilibre . . . .. ... ..o o 0oL 59
3.3.3 Ewolutiondesmomentgairs. . . . . . . . . ... 61
3.3.3.1 Ewlutionsansnoyenne. . . . . . ... ... .. ... ... 61
3.3.3.2 Obtentiondesvaleursd’équilibre . . . . . . ... ... ... 63
3.4 Conclusioduchapitre . . . . . . .. . 65
4 Evolution desmomentsdansun espacede dimension2 : approcherigour euse 67
4.1 Gereralisatiordel’int égralede Stieljes.Interpretationphysique . . . . . . . . 67
4.1.1 Gereralisatiordela fonction F' endeuxdimensions . . . . . ... .. 67
4.1.2 Paranetragesangulaireetradial . . . . ... ... ... ... ... 68
4.2 Estimationdel'enveloppecorvexe endeuxdimensions. . . . . . . .. .. .. 69

2



Tabledesmatieres

4.2.1 Calculdubordpouruné fixe.Reconstructiomle'enveloppecorvexe . 69

4.2.2 Exemplesdesdensiésuniformeetgaussiennendeuxdimensions . . 70
4.2.2.1 Densiginitialeuniforme . . ... ... ... .. ...... 70
4.2.2.2 Densiginitialegaussienne. . . . . .. ... ... ... 74
4.2.3 Precisionde I'enveloppecorvexe enfonctiondu nombrede moments
CONNUS . . . o o o e e e e e e e e e e e e 76
4.2.4 Interpretations . . . . . . . .. 77
4.3 Calculsdesmomentsd’ordresugerieur. . . . . . . . ... ... 78
4.4 Ewlutiond’'unedensié endeuxdimensionsapartirdesesmoments. . . . . . 80
4.4.1 Equationd’évolutiondesmoments. . . . .. ... ... ... ..... 80
4.4.2 Evolution d’'un nuagede particulesa partir de sesmoments. exemple
deladensieuniforme . . .. .. ... ... ... L. 81
4.5 Conclusionduchapitre . . . . . ... ... ..o oo 83
Mesuresde faisceaulogiesur I'accéléerateur GENEPI 85
5.1 Introduction. . . . . . . . . . . ... 85
5.1.1 Conttehistorique. . . . . . . . . ... 85
5.1.2 Objectifdenotreétude. . . . . . ... ... ... .. .. ... ... 85
5.2 Descriptiongéreraledel’accelerateulGENEPI . . . . . . . .. .. ... ... 86
5.2.1 Gereralites,specificites. . . . . . ... ... 86
5.2.2 ConstitutiondeGENEPI . . . . . ... ... ... ... ........ 86
5.2.2.1 Lasourced'ionsdedeugérium(deutons). . . ... ... .. 86
5.2.2.2 Letubeacclérateur. . . .. ... ... ... ... 87
5.2.2.3 Leguidedefaisceau. . . . . ... ... ... .. ... ... 87
5.2.24 Lacible ... ... ... . ... 88
5.2.3 Sysemedediagnostiddufaisceau . . . .. ... ... ... ... .. 88
5.2.3.1 Lesréglagesstandards . . . ... ... ... ........ 90
5.3 Aspectghéoriques . . . . . . . . . . 90
5.3.1 FaiscealK-V . . . . . . .. e 90
5.3.2 Emittancediamétraleetémittanceotale. . . . . . ... .. ... ... 90
5.3.2.1 Deéfinitionetobjectifs . . . . ... .. ... oL 90
5.3.2.2 Relationentrel’ @mittanceadiamétraleet |’ @mittancdotale . . 91
5.3.3 Equationd’enveloppedufaisceau . . . . .. ... ... .. ...... 93
5.3.4 Exemple: casd’'un faisceauonddedensieuniforme. . . . . .. . .. 95
5.3.5 Notiondefaiscealtequvalent . . . . . ... ... ... .. ...... 95
5.4 Lesystmedemesure®6 ... ... .. ... ... oo 96
5.4.1 Descriptiondudispositif . . . . . ... .. ... 96
542 LescoupedeFaraday. . .. .. ... ... ... ..., 99
5.4.3 Principedesmesuresl’émittance . . . . .. ... ... .. ... ... 101
5.5 Reésultatexpérimentawetanalysedesmesures. . . . . . ... .. ... ... 102
5.5.1 Positionettaille dufaisceatensortiedudoigtdegant . . . . . . . .. 102
5.5.2 Reprisedesréglagesabassantensie . . . . ... ... ... ..... 103
5.5.3 TauxdetransmissioenD* entrelesdifferentsdiagnostics . . . . . . 104
5.5.3.1 Afaibleintensie. . . . ... ... ... . ... ... ..., 105
55.3.2 Aforteintensieé . . .. ... ... ... ... ... ... .. 105
5.5.4 Etalonnagelessteerersnagréetiques. . . . . . .. ... .. ... ... 106

3



Tabledesmatieres

5.5.4.1 Etalonnagelu steeremagretiquehorizontal: STM3(h) . . . 106
5.5.4.2 Etalonnagealu steeremagretiquevertical: STM3(v). . . . . 107
5.5.5 Comparaisonlesprofilsafaibleetforteintensie . . . . .. ... ... 107
5.5.6 Mesured’'emittanceafaibleetforteintensie . . . . . ... ... ... 109
55.6.1 Afaibleintensie. . . . ... . . . ... ... ... 109
55.6.2 Aforteintensie . ... ... ... ... ... ..., 109
55.6.3 EmittanceRMS . . . . .. . . .. ... ... 110

5.5.7 Calculsde la forme du faisceaupar remonge en amontdesmesures
demittance. . . . . . . ... 110
5.5.7.1 Remonéedesemittancea180keV . . . .. ... ... .. 112
5.5.7.2 Remonéedesemittancea200keV . . ... ... ... .. 112
5.5.7.3 Remonéedesemittancesa230keV . . ... ... ... .. 113
55.7.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . .. 113
5.6 Conclusioduchapitre . . . . . . . . . . 114
Conclusionet perspectives 115
Annexes 117
A L’algorithme PDA 119
B Lesfractions continues.Calculs et récurrencessur lesréeduites 121
C Approximantsde Pade 125
Bibliographie 129



Avertissement

La thesese scindeen deux partiestotalementndépendanted.a premiere partie estune
etudethéoriquesur la dynamiquedesmomentsqui a occuge une grandepartie du travail de
these(chapitrel a4). Il aétéjugéimportantde ne paslimiter le travail a desaspectpurement
théoriquetunesecondgartie puremenexpéerimentaleportesurla mesurelela qualification
desfaisceauxdansun nouwel acelerateurdu laboratoireet pour lequeldescalculsthéoriques
avaientétéefaitslors de saconception(chapitreb).
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Chapitre 1

Intr oduction et motivationsde la
problematiquedesmoments

1.1 Accélerateursdeforte intensité, halo et moments

L'utilisation desaclerateurdinéairesdeforte puissancelansdifferentgrojetstelsquela
productionde neutrongarspallationou lesréacteursiybrideg 1] aamere asepenchesurles
problemesde la dynamiquede faisceauxde forte intensig, en particulierl’existenced’un halo
departiculesCehaloestunedistribution de particulesdetrésfaible densié qui peutseformer
autourdu coeurdu faisceauSi I'on veutlimiter I'activationdela machine)espertegolérables
sontdel'ordre de 1 watt/metre,ce qui corresponch destaux de pertesde 10~% /metre, voire
10~? /meétrecomptetenudespuissancesnoyennesie faisceaureselevees.ll estdoncrequis
debienmaitriserle haloqui risquede seformerautourdu coeurdu faisceauCehalopeutavoir
differentecausesUne d’entreellesestla force (nonlinéaire)de repulsioncoulombiennales
particulesdu faiscealentreelles.C’estl'effet dechaged’espace.

Afin decomprendrde processudeformationdecehaloetlesphénoneneslechaged’espace,
denombreusegtudeghéoriqued2] et experimentaleg3] ont éte entreprisesLa difficulté du
problemerésidedansune mocklisationréalisted’un faisceaucomprenanplusieursmilliards
de particulessousun fort effet de chage d’espaceLa differenced’ échelleentrele nombrede
particulesdansle faisceauet sespertesrendconsicerabledes besoinsen puissancele calcul.
C’estpourquoila plupartdesmocdelesdéveloppesselimitent engeréraladeuxdimensiongpour
analyselle comportementle ce halo[4]. De tresnombreuxmécanismesle formationdu halo
sontaujourd’huibien connus(comme,par exemple,la physiquedesinteractionsrésonnantes
dansle casd’'un modelecoeurparticules).

De nombreuseséthodegle calcul ont donc été utilisees,nousen décrironsrapidementrois
d’entreellesdansle paragraph€l.3).

Une approchezn apparencelus simplequeles autresa déja éte propoge[5] : plutdt quede
transportexde nombreusegparticules d’'une maniereou d'une autre, il a éte propo® detrans-
porterdirectementa densié de chage, décriteuniquemenpar desparanetresstatistiquegles
moments)Toutefois,celan’a jamaisdonré derésultatprobant.

Demankresimilaire,l'id éedecaracériserunedensié parsesmomentstd’en étudier’ évolu-
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Chapitre 1 : Introduction

tion quandla dynamiquesstnonlinéaire estun problemerecurrenenphysiqueetenphysique
mathematique.

D’une fagon gérérale,la dynamiquenon linéairedemandede connatre une infinité de mo-

mentspourendonner’ évolution (problemedit de fermeture) Si, toutefois,un nombrefini de

momentsdonneunebonneapproximatiordela densit, on peutervisagerd’'extrapolerlesmo-

mentsd’ordre superieuret ainsicontourneta difficulté. Jusqu’alorsles articlesrenconteéssur

le sujetsupposenguecesmomentsd’ordre sugerieursontnuls,cequi n’estpasacceptable.

Nousnoussommesloncattaclesa comprendrejuelleétaitla significationde ce type de des-
cription ainsi que les outils requispour la développeret plus geréralementes difficultésde
cetteformulationquecesoit dansla physiquedesacelérateurou danstout autredomaine.

1.2 Rappelset notations de physiquedesaccelérateurs

Nousintroduisonsdansce paragraphegdesnotionstres élementairesle la physiquedes
accelerateursiontnousnousservironsau coursde la présenteetude Pourplus d’informations
surlesaccelerateursnousrervoyonsle lecteurauxréference$6] et[7].

1.2.1 Reéferentiel et espacaedesphases

Afin de pouwir decrireaissmentla dynamiquedesparticulesd’un faisceaudansun acce-
|erateuyon seplacedansun réferentielayantdeuxdimensiongrans\erseqoteess ety etune
dimensionlongitudinalecurviligne notees, le long dela trajectoirede referenceChaquepar
ticule sepropageselons et appartiendonc,enoutre,a un plantrans\erse(z, y) d’abscisses
orthogonak cetaxe (voir figure1-1).

Plan transverse ™
()

vitesse v

parlicule*‘o/
M machine

\

Fig. 1-1: Référentielgéréral d’'uneparticule

Uneparticuleestrepéréeparsescoordonreesr ety maisaussiparl’inclinaisondesatrajectoire
surlesaxesz ety, c'esta-direparlesquantiesdz /ds etdy/ds quel'on noterespectrement:’
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Chapitre 1 : Introduction

ety’. Deplus,lesparticulessontrepereearleur positionlongitudinalerelative auneparticule
deréférence)! ainsiqueparleur guantie demouvementrelative a cettemémeparticulenotee
Ap/p. Une particuleestdonccompktementétermiréepar un sextuplet dansun espacejue
I'on appellereespacalesphasesledimension6: (z, z’',y, y', Al, Ap/p) [8].

1.2.2 Hypothesede paraxialit €[9]

En géreral,la vitesselongitudinalev) d’une particuleestbeaucouplus grandequesavi-
tessetrans\ersev . (le modulede la vitessev étantdéfini parv = /v)? + v.?). Lhypothese
de paraxiali€ consistea négliger (v /v, )* dansle calculdevant(v/v, ). Il endécoulequela
vitesselongitudinalevautapproximatvementy ~ v, ensupposantjuecettevitessen’estpas
modifieeparlesélementslefocalisation.

Duranttoutenotreétude houssupposeronguecettehypotheseestvérifiee.De plus,on suppo-
seraquele termeAp/p estnul etquele faisceawestcontinu.On pourradoncdéjalimiter notre
espacealesphases quatredimensionsz, 2, y, y') (cequi serale casdesmesuresiefaisceau-
logie surGENEPIdu chapitreb).

Enfin, nousconsicereronsgdansla méthodedesmomentsguelesfaisceauxetudiéssonta sy-

métrie de révolution dansl’espacetrans\erse(z, y). L'espacedesphasesn deuxdimensions
(z,2") suffira donc pour étudierla dynamiquedesparticules.En effet, notre objectif estde

savoir commenttraiter la dynamiquedesmomentset de bien en comprendresasignification.
Cetteconditionn’estdoncpaslimitative.

Remarque : L'espacelongitudinal permetde décrirela position desparticulesau coursdu
temps.Pourchaqueparticule la vitessepeuts’éecrire:

N ds
vEUT
Le termez’ (quirepresentda deriveede x parrapportas) s’écrit:
e de  dzdi
YT s T dt ds

ou z representda deriveede x parrapportautemps.

Il estdoncéquialentde travailler dansles espacale phasegz, z') et (x, &). Poursimplifier,
noussupposeronglanstousleschapitresconcernanta dynamiquede momentsguela vitesse
v etla massealesparticulessontégalesa 1.

1.2.3 Emittance transversedu faisceau

Placons-nousiansl'espacede phaseq z, z’). Les définitionsqui suivent serontaussiva-
lablesdans(y, y').
L'ensembledes particulesd’un faisceauoccupentune certainesurfacedanscet espacedes

9



Chapitre 1 : Introduction

phasesOn définit alors un domainequi contienttotalementou partiellementles particules.
Cette erveloppe,appete émittancepeut avoir, a priori, une forme quelconqueCependant,
dansunegrandemajorite descas,les particulesserépartissentle telle manierequel’on peut
les délimiter par une ellipse. Une ellipse (centiee sur I'origine dans(z, 2')) a pour équation
normaliee:

B2 + 2aza’ +yat=¢
avec pour normalisation3y — o? = 1 et a, 3, v etantles paranetresde I'ellipse. L'aire de
I'ellipse estdonreeparne ou e representd’ émittancg10].

-0\ gly

Aire = T

Fig. 1-2: Ellipsed’émittancedansl’espacedesphases z, z')

On caracériseunedistribution de particulesquelconquelans(z, =) parsesgrandeurgjuadra-
tiguesmoyenneslitesRMS (pourRootMeanSquare)

L'enveloppeRMS dans(z, «') d'un faisceawestdéfiniepar:
o, =V<x?>

ou le terme< > désignda moyenneprisesurl’ensembledesparticulesdu faisceau.

SadivergenceRMS o, estdéfiniepar:
op =V<a?>

On construitla matricedite descovariances:, (ou matricefaisceauyelative aunepopulation
departiculesdans(z, z') dela faconsuivante:

<z?> <z’ >
Y, = , (1.2)
<zz'> <z2">
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Chapitre 1 : Introduction

z

qui permetde définir I’ émittanceRMS par:

Erms = 20/det(Sy) =2V < 22 >< a2 > — < xa! >?

Ondéfinitalorsuneellipse,appeéeellipsede concentrationg’ equatiomormalige:
/3:0’2 + 2azz’ + 7;172 = Epms

aveclesparanetres’faisceau”dela matrice:

etla normalisation3y — a? = 1.

L’ émittanceRMS estla descriptionla plus simple possibled’une distribution dansun espace
desphasegle dimension2. L’ellipse de concentratiord’aire r¢,.,,, obtenueenglobeplus ou
moinsde particulesenfonction de la densié de particules.Par exemple,si la distribution de
particulesestgaussiennéenz etenz’), cetteellipsecontient63% desparticules.Si on prend
uneellipsede surface2re,.,,homottetiquea I'ellipse de concentrationgelle-ci contient86%
desparticules Pourun faisceaude densi€ uniforme,cettederniereellipse contient100% des
particules.

1.2.4 Forces

Dansun ac@lérateuy les particulesd’'un faisceaupassentie maniere geréralea travers
desélementsd’optiqueélectro-magatiques les particulessubissenalorsla force de Lorentz
(F = q(FE + ¥ x B)) qui permetala fois delesaceléreret delesdévier.

Consiceronsmaintenaniun faisceaude particuleschagéesreprenantes hypothesessimpli-
ficatricesdu paragraph€l1.2.2)en particulierquele faisceaun’estpasaceléré.Les particules
subissenalorsl'effet de deuxtypesdeforcesdansl’espacetrans\erse:

— lesforcesexternesde focalisationet de déviation, chagéeesde guiderle faisceaude long
de la machine.On supposerajue cesforcessontdesfonctionslinéairesde la position
trans\erse

— les forcesinternesde répulsioncoulombiennedites de chage d’espacegui tendenta
faire éclaterle faisceauCesforcessontnonlinéaires
Dansunfaisceauleforteintensig,lesforcesderépulsiomesontplusnégligeablestlesforces
externesdefocalisationdoiventcompensefeffet dechaged’espacenplusdeservirdeguide
defaisceau.
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Dansla méthodedesmoments|e problemerevétplusieursaspects

— décrirea un instantdonre la dynamiquedesmomentsd’une distribution de particules
sousuneforcenonlinéaire(interneou externe);

— faire évoluerla densig;

— recalculeda nouelleforcenonlinéairesi celle-cidependdela densié (commelesforces
internesderépulsion).

Cedernierpointn’estpasle plusdifficile sil'on saitfairele lien entrela densié etsesmoments.
Noussupposerondoncpourl’ étudedesmomentjue:

- noustravailleronsdansun espacealesphasesle dimension2 (z, z'), ce qui nelimitera pasla
compehension

- noussupposeronguelesforcesconsicereessonttoutesexternes.

Danscecas,larelationfondamentalelela dynamiques’écrit(enz) :
mi = Fy(z,y,s) + fsc

Cequidonnegenvertudelarelationentrez’ et :

= Fx(aja Y, S)

2

+ Fsc

muv

La forcedefocalisationetantunefonctionlinéairede la positiontrans\ersedela particule:

" = —ky(s)z + Fsc

1.3 Traitements usuelsdu problemede la dynamique de la
haute intensité

Nousprésenton®rievementrois principalesaconsdontla dynamiquedesparticulesdans
un aclerateurde forte intensié estgeréralementraitée: la simulationdirecte particulaire
PPI (Particle-Rarticle Interaction)qui tient comptedes collisions entretoutesles particules,
le mocele par cellule PIC (Particle-in-cell) et le modele coeurparticule PCM (Particle-Core
Model).

1.3.1 Le modelePPI

Dansle casd’'un faisceaude forte intensig, on ne peutplus négliger les forcesde chage
d’espaceentreles particules.La méthodemultiparticulaireconsistea calculerla force totale
(incluant notammenta force de répulsion)s’exercant sur chaqueparticule créée par toutes
les autresparticulesa chaqueinstant.Cetteforce dependante la positionet de la vitessede
toutedesautregarticulescecalculs’avereextremementong. Engéréral,on prendunnombre

12
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(limitéparla puissancele calculmaissufisammengrandpouravoir unebonnestatistiquelde
particulesafin d’avoir destempsde calculsraisonnablesCependantcommenousl’avonsvu,
il faudraitprendreaumoins10? particulespourpouvwir commencea caracériserles pertesdu
faiscealetintégrerle problemedu halotresfaible dansla dynamiquedu faisceau.

1.3.2 Le modelePIC

Cemockleconsisteadiviserl'espaceenunnombrefini decellulespourformerunmaillage.
Chaquecellule estsuppogecontenirun nombrefini de particules a chaquepasdetemps,on
déterminele deplacementle chaquecellule sousl’effet desforcesprésentesen particulierde
la force de chage d’espacedueaux autrescellules.Puison répartitla cellule depla&esurles
autrescellulesformantsonpointd’arrivéesurle maillage.Globalementescellulesrestenfixes
mais c’est la répartitiondes particulesa I'int érieurde chacunedescellulesqui estmodifiee
[11]. Ce mockle, plus économiqugil évite en effet de consicerertoutesles collisions entre
les particules) estbeaucoupmoinsréalistequele précedentet ne pardt pasadapé pourdes
simulationsa10~® ou 10~ pres.

1.3.3 Le modelecoeurparticules

Relatvementsimpleet facile a mettreen place,ce modele estbeaucouputilisé pour com-
prendrd’origine du halodanslesacelerateursleforteintensie[12], [13], [14]. || apermisde
nombreusegtudesomportementaleglideesensuitepardescodesparticulaires.

Le faisceauest mocklisé par un coeurdécrit par son equationd’enveloppeRMS et un cer

tain nombrede particules-testjui interagissentiniquemengvecle coeur Nousrappellerongu
chapitre5 quel’ évolution RMS d’une distribution de particulessouschage d’espacesstbien
décrite,souscertainexonditions paruneéequatiorparticulieredite d’erveloppe.

Le coeurévolue donc par lui-mémede mankere simple alors que les particules-tesoscillent

avecdesfréquencesgui leur sontpropreq15] :

35

25 ¢

T T
---- Particule
, Coeur

-
1 1
" k
| Co
o
i It I

position (u.a.)

-3.5

. . .
0.0 50.0 100.0 150.0
temps (u.a.)

Fig. 1-3: Evolutionendeuxdimensionglel'enveloppedu coeuret dela positiond’'une
particule-tesenfonctiondu tempgcoordonreesdedepartarbitraires)
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L’ évolution du faisceauestobserneede manirestroboscopiqueon releve periodiqguemensur
le mémegraphiquda positiondesparticules-testlansl’espacedesphasegvoir figure 1-4).

5.0 T T T T T T T T T 5.0

4.0 - 4.0 -

30 30 L
20 20 b
10 - 1.0 L

0.0 0.0 -

r(u.a.)
r(u.a.)

-1.0 v -1.0

20 20 -

-3.0 - -3.0 -

40 t 40 t

50 . . . . . . . . . 50 . . . . . . . .
50 -40 -30 -20 -10 0.0 10 20 30 40 50 50 -40 -30 -20 -10 0.0 10 20 30

r(ua.) r(ua.)
Fig. 1-4: Sectiongle Poincare endeuxdimensiongour 32 particules-testlansle casd’'une
forte (a gaute)etfaible (a droite) charge d’espace

Lesgraphesinsiobtenugappeéssectionsde Poincag),ontpermisd’obseneretd’ étudieres
régionsde stabilite etderésonanceansun faisceay9] enfonctiondela chaged’espace.

1.4 Methodedesmoments

Les méthodegjue nousvenonsde mentionneront deja été developpeeset notre but n’est
pasdeleseétudier
En effet, bien qu’ellesaientdonre de tresbonsrésultatsnousavons choisi de consicererle
problemede la dynamiquedesparticulesdansun faisceaude forte intensié d’'une autrema-
niere: nousdesironsetudierl’ évolution d’un nuagede particulesa l'aide d’'un nombrefini de
sesmomentsstatistiques.
Poursimplifier, on choisitde traiter I’ &olution desmomentsd’une densié de particulessou-
misesa desforcesnonlinéairespar rapportau tempset non plus parrapporta l'abscissecur-
viligne s dansun espacalesphasesa deuxdimensionsOn consiceredésormaid’espacedes
phasesz, ).
On rappellequel’on supposejuetoutesles particulesont la mémemasseet la mémevitesse
guel'on égaliseal ainsiquela mémechageg.

1.4.1 Momentsd’une densitt endimension?2

Consiceronsunedensit de particuleso(z, &) définie surun domaineD dansl’espacedes
phasegz, ).

14
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Ondéfinitle momentu, ; d'ordreglobalk+/ (d’ordrek enx et/ enz) parl’expressiorsuivante:
prg =< zFil >= / crilo(x, &)dedi (1.2)
D

Plusgénreralementil existen + 1 momentsd’ordreglobaln : pi, 0, fin—1,1, fin—2,2, -y f1,0-1,
/«LO,n-

1.4.2 Equation d’évolution desmoments.Non fermeture

Notre premiere déemarcheest de savoir commentévoluentles momentsd’'une densié de
particulesquandcelles-cisontsoumises uneforce nonlinéaire f. Noussupposonsjue cette
forcepeutsemocklisersimplemenpar: f(z) = —(kix + kya?).

Dansce cas,la relationfondamentalelela dynamiquenousdonne(en égalisania massea 1) :

&= f(z) avec f(z) = —(kix + kqa?)
L’ évolutiondu momentu,,; S’écrit:

. d,LLkJ _ d < z*it >
PRt ="0 =7 &

Comptetenudu fait que:

d< z*it > . d(;vk;'vl)
dt N dt

etquez estladériveedex et celledes parrapportautemps.alors:

kol
d< x> k—l.'vl‘}‘l

- =k<uz >+l < 27 > (1.3)

Commei = f(z) = —(kiz + k,2?), I'expression(1.3) s’écrit:

d < zFit >
dt

cequi peuts’ecrire,envertudela relationde définitiondesmomentg1.2):

=k <" > k) < 2 > kg < 2P PE > (1.4)

Lkt = kptk—1 41 — ki pegr—1 — Loty p i1 (1.5)

z

Il appard doncdand’ équatiord’ évolutiondumomentu; le moment’ordresugerieuri.+,,1—1
dela densit consiceree.Cetermed’ordresuperieurprovientdirectementiela nonlinéarige de
la force f caracériseeparle coeficientk,. Sil'on veutdéterminel’ évolutionexactede uj; a
uninstantquelconqueil faut nécessairemembnnatre lesmomentsd’ordre sugerieur(etleur
évolution). Par un effet de cascadenousavonsdoncbesoinde tousles momentsjusqu’a un

ordreinfini ; ondit alorsquela relationn’estpasfermee.

Afin defermeretd’utiliser cetterelation,il estdoncindispensablele connatre, ou, aumoins,
d’estimerlesmomentsd’ordre sugerieurde la densié. Dansce cas,l'int éretde cetteméthode
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desimulationestqu’elle transportaun petitnombrede momentencomparaisomu nombrede
particulesd’un faisceawans(z, z').

On peutsupposequela connaissancd’'un nombresufiisantde momentspermetde bien ap-
proximerunedensit de particuleset doncd’estimersesmomentsd’ordre sugerieur C'estce
guenousallonsétudierdansle cassimpled’un espacalesphasesledimensiorn?.

Danscetexemple,on s’estlimitéaun seultermenonlinéairemaisil peuty enavoir plusieurs
notammensil'on développeensérielesforcesde chaged’espace.

1.4.3 Un exemplededifficult € due aux forcesnon lin éaires

L’ étudedans’espacedesphasesz, x') sufiit dejapourvoir apparére unegrossdlifficulte
dedescriptiorentermede moments.
Prenonain nuagede 32000particuledand’espace z, ') remplissantiniformémentudépart
le disquederayonl et étudionssonévolutionsous’effet d’'uneforcenonlin&aire: onconstate
gu’il appardt aucoursdu tempsdes”filaments”dansle nuagedeparticules

X (u.a.)

Fig. 1-5: Nuagede particulesdansl’'espacede phases t=20 (u.a.)avecpour densiéinitiale
la densit uniformesurle disque

Quesignifientles momentsde cettedistribution?Quellesinformationspeut-onextraire de ces
momentsetcommentesinterpréter?

1.5 Plandel etude

Pourrépondrea cesquestionsjl estindispensabl@’analyserfinementles proprietesdes
momentdansl’espacele plussimple,a unedimensionLe chapitre2 estdoncuneétude(ma-
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thématique)desmomentsd’une densié. Elle estprincipalementfondéee sur la relation qu’il
existe entreles momentset les polyndmesorthogonauxassodes a unedensié. Nousverrons
gu’elle permetd’extrairedesmomentaun certainnombred’informationssurla densié.

Le chapitre3 presentaune approchesimplistedu problemedesmomentsL’id éede cettemeé-

thode est, d’'une part, de moceliserla densié consiceree par un nombrelimité de "macro-

particules"déduitesdesmomentsnitialementconnuset, d’autrepart,d’extrapolerlesmoments
d’ordre superieurnecessairepar quadratureNousverronsque cetteapprocheesttreslimitée
et pourquoigraceauxrésultatsdu chapitre2.

Dansle chapitre4, on geréralisedansun espaceades phasesde deux dimensionses résul-
tatsobtenusau chapitre2. Nousverrons,qu’a partir d’'un nombrelimit & de momentson peut
localiserun nuagede pointssoumisa uneforce nonlinéairepar sonerveloppecorvexe. Enfin
nousappliquerongetteméthodeal’ équationd’ évolutiondesmomentstablieenl1.5.
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Chapitre 2

Densite, momentset polynomes
orthogonauxendimensionl

2.1 Intr oduction et objectifs

L'objet de ce chapitreestde comprendrdes liens qui existententreune densig, sespo-
lyndbmesorthogonauxet sesmomentssur un domainedonre. Sonbut final estde reconstituer
cettedensit inconnueavec commeuniquehypothesela connaissancde sesmoments.

En partantde la définition despolyndbmesorthogonauwxet de leurs proprietesgénerales nous
verronsguel’on arrive aun certainnombrede résultatcomme par exemple,unefaconorigi-
naleet rapidede détermineiles polyndbmesorthogonauxormali€sd’'une densié uniquement
apartirdesesmomentsPuisnousverronstoujoursavecla memehypothesequel’on peut:

— estimeravecunetresbonneprécisionle domainesurlequella densié estdéfinie;
— extrapolersesmomentsd’ordre sugerieur;
— trouver uneapproximatiorpolynomialede cettedensié surle domainetrouve.

Poursimplifier, on prendradanstousles casunedensit paire(ou fonctionde poids)w définie
positive surun domaineD= [—a, a| aveca la bornedu domainequi peutétrefinie ounon.La
fonctionchoisieétantpaire,parcommodit,onrestreindrasouent!’ étudeal’intervalle [0, a].

2.2 Rappelssurlespolyndmesorthogonauxréelset complexes

2.2.1 Definitions

Soitw unefonctionde poidsréelle(ou complee) définie positive ou nulle surun domaine
D.
On définit la suite despolyndmesorthogonauxéels(ou complees)relatifs a w, la suite de
polyndmes: Fy,Pi,..., P,,... de degré respectifo, 1,...,n,... qui vérifie les relationssuivantes
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ditesd’orthogonalie[16] :
< Py| P >= / Pir(z)P(2)w(z)dx = & dansle casréel
D

et

1
< PP >= % Pe(2)P(z)w(z)dz = & dansle cascomplee
(X Fg-o

ou 4y, designde symbolede Kroneckeret 'Y, un contourfermé dansle plan complece autour
dudomaineD.
Cecidéfinitlespolyndmesorthogonauxormali€senvertudela relation:

< P;C|P1C >=1

2.2.2 Relationderéecurrenceentretroispolyndmesorthogonaux conscu-
tifs

Entretrois polyndmesorthogonauxconscutifs,il existe unerelationde récurrencede la
forme(ici dansR maisc’estaussivalabledansC) :

Pn+1($) = (an+1 + bn+1$)Pn(-r) + Cn+1Pn—1(-I')

oU 11, byy1 €te,1SONt3 CcONstantes.
Il estfacile de demontrercetheoremeconnudela maneresuvante[17] :
— Toutd’abord,on ajustele coeficientd, ., tel quele polyndmell(z) défini ci-dessousoit

auplusdedegrén:
M(x) = Pogi () = bugr 2 Pa(2)

— Puisondéveloppell(z) surla basedespolyndbmesP;(z) :

() = Y a;Py ()

— Enfin, enécrivanttouteslesrelationsd’orthogonali€entrell etles P; pourj < (n — 1),

on obtient:
<H|P; >=0a; = < Poy1|P; > b1 < PylaP; > Vi<n—1 (2.1)
———— N———
=0 car j#n+1 =0 car j+1<n
cequidonne;
CY():O[l:...:O[n_QZO

Alors dansla basedesP;, II s’écritdela maniresuivante:
(z) = Popi(z) = bppr2Po(2) = ap Po(2) + ooy Paei ()
etl'on obtientbienunerelationentreP,, 1 (z), P,(z) et P,_¢(z) :

Pori(2) = by Po(x) + 0 Po() + apey Pooq () (2.2)
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2.2.3 Entrelacementgdeszérosdespolynomesorthogonauxréels

Toutpolyndbme P,, dedegré n d’'unefonctionde poidsw définiesurun domaineD réelpos-
seden zérosdistincts,simpleset comprisdansl’enveloppecorvexe deD [18].

De plus, on peutmontrerque les zérosdes polyndmesorthogonauxconscutifs P, et P,
d’'unemémefonctionsontentrela@sd’aprésla formuledite de Darboux-Christdiel [19] :
Entre 2 zérossuccessifslu polynome P, ., on trouve un et un seul zéro du polyndbme P,.
Nousverronsau paragraphé2.7.3)I'importancede cettepropriéte dansla problematiquedes
moments.

2.2.4 Exemples: lespolyndmesde Legendre et d’Hermite

Ondonnedeuxexemplesdepolyndmesorthogonaux lespolyndbmesdeLegendrestd’Her-
mite.

2.2.4.1 Lespolyndmesde Legendre

On définit géreralementes polyndbmesde Legendrecommeles polyndmesorthogonaux
assodesala densit uniformesurlintervalle [—1, 1] qui prennenta valeurl pourla valeurl
dela variable(PX(1) = 1).

La formuledite de Rodrigueq420] permetegalementlelesdéfinir par:
1 d
PE(z) = (2 =1)"

" T ol dm

Lespolyndmesde Legendreobtenussontnonnormali€s.

Onalarelationderécurrencesuivante:;
(n+ )Pl (2) = (20 + 1)2PL(2) = nPL, (2)

Leur normeh,, estdonreepar:

1 ¢
2 Ly )2 _ 2

Enfin, surunintervalle dutype[—a, a], on peutlesdéfinir par:

PlL(z) = PI(5)

2.2.4.2 Lespolyndmesd’Hermite

Les polyndmesd’Hermite sontles polyndbmesorthogonauxassoasa la fonctionde poids
gaussiennsurl'intervalle [— oo, +oo].
lIs peuentétredéfinis(nonnormalig€s)parla relation:

Ko(z) = (=1)"exp <§> d% <exp <_TZQ>>
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lls sontreliésparla relationderécurrenceuvante:
Kup1(2) = 2K,(2) = nK,—1(2)

Leurnormek,, estdonreepar:

o0 _ .2
k,* = / (Kn(2))*exp (Tz> dz = n!V2rm

o0

2.3 Moments et polyndmesorthogonaux

Le but deceparagraphestd’ eétabliruneméethodepratiquede déterminatiordespolyndmes
orthogonauxd’'une densié w a partir de sesmomentsPourcela,nousutilisonsle formalisme
matriciel.

2.3.1 Matrice de moments

Onappellemomentd’ordrek dela densiéw définiesurD réell’expression

e =< z¥ >= / eFw(z)dz
D

Dansle cascomplee, ce momentestdéfini par[21] :

1
C k k
Uy, =< z" >= — 2Fw(z)dz
k 22: F+ ( )

ouI' estun contourferméautourdu supportdela densié.

Dansle casd’une densit paire réelle,tous les momentsd’ordre impair sont nuls. On peut
alorsrestreindrd’ étudeal’intervalle [0, a].

De plus, par définition, on normalisetousles momentsdew de sortequele momentd’ordre O
Lo SOitégalal.

Soit X le vecteurcolonne;

X = |22

Soit X le vecteurigne qui estle vecteurtranspog de X :
X=1|1 z 22 ... 2"
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Onpeutalorsformerle produittensorielX ® X qui estunematrice:

1 T x? x"

T .I‘2 .1;‘3 rn+1
XX=XX=

In xn—l—l In+2 xZn

Cecipermetd’obtenirla matricedesmomentsy) :

Ho M1 K2 oo [n
U1 M2 s e fpgd
Q=<X®X>=< XX >=
_/~Ln /~Ln+1 /~Ln+2 Han ]
Dansle casd’'unedensit pairedéfiniedansR :
Ho 0 M2 ... 0
0 H2 T
Q =< AX)A(: >=
i 0 Hn+1 0 Haon i

2.3.2 Matrice de polyndmesorthogonaux

Consiceronsesn premiergpolyndmespP; dedegréerespectif (; < n) orthogonau»assocs
aunedensiéw.
P;(x) s’écritsousla forme suivante(qui estun produitscalaire).

J
P]("ﬂ) = ijiiﬂl = PJX = XP]

1=0

ou X estle vecteurdéfini ci-dessu®t P; le vecteurigne descoeficientsdu polynome P; :

Pj: |:ij Pir - Pj; 0 ... 0
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Ondéfinitalors P commela matricedescoeficientsdespolyndmesorthogonauxranggeshori-
zontalemenparordrecroissantelle que:

Po(x) Poo 0 0 1
Pi() po  pu O 0 x
= =PX
Proi(2) Pn=10 Pn-11 - Pn-in-1 0 "t
CPa(e) | [P0 Pt e Pant Pan | 27

Remarque la matrice P esttoujoursune matricetriangulaireinférieure.De plus, quandles
polyndmesorthogonausontnormali€s,cettematriceestunique(il n’existealorsqu’uneseule
suitede polyndmesorthogonauxangesselonleur degré etassocesauneméemedensig).

2.3.3 Deétermination despolyndmesorthogonaux assocésa une densite a
partir de sesmoments

Placons-nouslansle casréel(le calculestaussivalabledansle cascomplece a ;- pres)et
prenongdeuxpolyndbmesp, et P,, dedegrérespectin etm:

P.(z)=P,X = XP,
P,(z)=P,X = XP,

Le produitscalairedes2 polynomespeutalorss’écrire:

< P,|P, >=/Pn(:0)Pm(:0)w(x)d:0=/PnX)N(ﬁmw(;c)dx
D D

< P|Py >=< P,XXP, >=P, < XX > P, = P,QP,, = 6,

Enposant) =< XX > etensupposanqueP,, et P, sontindependantse X.

Cequidonneplusgéreralemensvecla matrice P déefinieplushaut:

PQP=1 (2.3)

Onsaitquela matrice) desmomentsestdeéfinie positive, elle peutdoncsedecomposedela
mankeresuivante,avec R unematricetriangulaireinferieure(décompositiordite de Cholesly
[22)) : _

Q = RR

PRRP =1

Unesolutionévidentepour P estparcongquent
(2.4)
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gui estaussiunematricetriangulaireinférieure La suitede polyndmesorthogonauxnormaliges
assodesaunedensit etantunique,la matrice P correspondantiest aussi.A partirdelarela-
tion ci-dessuspn calculedirectementousles polynomesorthogonauxanggesdansla matrice
P apartirdesmomentsparun procede simpleet R~ estla seuleetuniquesolution.
Remarque endimension2, on peutfaire le mémetype de calculmaisil n’y a plusunicite des
polyndmesorthogonauypourunedensié donreée.

Notonsque,quandla densit estpaire,tousles momentsd’ordre impair sontnuls, ce qui im-
plique que les polyndmesde degré pair n’ont que destermesde degré pair et ceuxde deggré
impair n'ont quedestermesde degre impair; P prenddoncla forme (avec dansl’exemplen
impair) :

Poo 0 0
0 P11 0 0
P P20 0 p2o 0
0
Prn—10 0 Pn—12 Pr—tn-1 0
0 pu-11 0 0 DPnn

Danscecas,il devientdoncévidentquelarelationderécurrencé2.2) prendla forme:

Pori(2) = bpp12Po(x) + cpy1 Paei () (2.5)

Conclusion

Gracea la relation (2.4), on obtientles polyndbmesorthogonauxnormalig€s a partir des
premiersmomentsd’une densié parun procede simpleetrapide.
En effet, on trouve, en géréral,quele calculdespolyndmesorthogonauxa unenormalisation
presapartirdesmomentsestpreseng parle calculdu déterminanti-dessou$23] :

P.(z) =0,
HUn—1 v oo Hoan—1
1 T

L’avantagedu procede que nousvenonsde développerestqu’il donnedirectementes coefi-
cientsdespolyndmesorthogonauwoulussousforme de matricequel’on peutdoncimmeédia-
temmentexploiter.

2.3.4 Orthogonalitéentrelesmomentset lespolyndmesorthogonaux

Consiceronsle produitscalairesuvant:

< Pplz™ >=0 pour n < m (2.6)
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L'expressionP,, (x) s’écritenfonctiondesescoeficientsp,,; ainsi:
m
Pr(2) =) pmja’
=0
Le produitscalaireprecedentdevientalors:
m
< Ppla" >= mej <zt >=0
7=0

Soit:

memw- =0 pour m>n (2.7)

=0

Cetterelationnousserautile au paragraphg2.7.3) pour I'extrapolationdesmomentsd’ordre
superieurdela densiéw.

2.4 Zerosdespolyndmesorthogonauxet calculsd’int égrales.
Formulesde quadrature

La méthodegéreraliede Gausss’appliqueau calculd’integraledela forme[24] :

1= [ fa)ate)ds

ou f estunefonctionsufisammentégulieresurD etw unefonctionde poidsdéfinie positve
surD.

Cetteintegrale I peuts’estimerpar unerelationdite de quadratureavec n fixe, de la forme
suivante:

I= /Df(;v)w(;v)dév ~ Z Aif(z;)

avec n couplesde poids/points();, z;) tels que cetteapproximationsoit exactepourtousles
polyndmesdedegréinferieuran.

En particulier si on connat les 2n premiersmomentsy;, de la fonction de poidsw, on ob-
tient 2nrelationsqui permettentetrouverlesn couples();, z;) telsque:

i = / eFw(z)de = Z Azb k=102, .., 2(n-1) (2.8)
D e
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Notonsen effet quepouravoir n couplesde poids/pointg \;, ), il faut2n moments.

On montrequeles z; (pourj = 1...n) sontles zérosdu polyndme orthogonalde degré n
surD assock aw [25]. Lestermes); sontappeéslescoeficientsde Christofel.

Il existe un algorithmeappeé PD.A. (pour ProductDifferenceAlgorithm) permettande re-
soudredirectementes2n équationsionlinéairesssuesdes2n momentsd’une fonction[26].
Cetalgorithme qui utilise le fait queles z; sontlesvaleurspropresd’'une matriceassoceeaux
coeficientsderécurrencefait I'objet del'annexe A.

En conclusion,si I'on ne conndt que les 2n premiersmomentsd’une fonction définie posi-
tive, on peuttrouver n couplesde poids/pointg};, =;) qui caracérisentcettefonctionainsique
sondomainepuisquecesz; sontleszerosde sonpolyndmeorthogonalde degré n et queces
zérossontdansl’enveloppecorvexe dudomaine.

2.5 Reconstitutiond’'une densittapartir desesnmomentsquand
le domaineestconnu

Onveutreconstitueunedensiépairedéfiniepositive surunintervalledonré suppogconnu
[—a,al, a repesentanta bornedu domaine Commedansles casprécedents|a fonction étant
paire,onrestreint’ etudeal’intervalle [0, a|. En outre,on suppose&juel’on connat uniguement
sespremiersmomentsdesquel®n déduitinstanta@mentsespolyndomesorthogonaux?; .

2.5.1 Casgereral

D’apresle theoremede densié de Weierstras$27], toutefonction continuef surun inter-
valle borne peutétreapprocleeuniformémentparun polyndome R,, dedegrentel que:

|f(z) = R.(2)| <& VzeD

avece > 0 aussipetitquel’on veut.

Lafonction f peutalorssemettresousla forme:

f = R, + eou R, estunpolynomededeayré n qui estl'approximationpolynomialeal’ordre n
delafonction f sur|0, alete le reste.

Décomposong,, surla basedespolyndomesorthogonaux?; assodaésala densiéw définiesur
[0,a]:

n

Ru(z) =) ¢;P(x)
7=0
Multiplions par P;(z)w(z) etintégronssur |0, a] :
¢ = / R, (z)P;(z)w(x)de =< R,|P; >
0

pardéfinition.
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On choisit donc commeapproximationde f, le polynome R,, de degré n qui vérifie les re-
lations:

/0“ R, (2)P;(2)w(z)dx = /0“ flz)P;(z)w(x)dx

Ru(x) =Y < f|IP; > .Pi(x)

=0

2.5.2 Casparticulier despolyndomesde Legendre

Lesrelationsprecgdentesleviennentd’apresle paragraph€2.2.4.1):

avec

Donc
c; = EJ p_% af(r);ckdx— ] ol HE
7 ak o - - p ak

Onobtientalorsl’approximationpolynomialede f sur[0, | apartirdesesn premiersnoments

LNOEDS ( p’“‘—) PHE)

7=0

La densit étantpairesurl’intervalle donre, sesmomentsd’ordreimpair seronttousnuls.
On peutdoncne consicererqueles momentsd’ordre pair et d’apresla relationentreles mo-
mentset lespolyndmeson peutneprendrequeles polynomesde Legendred’ordre pair.

Remarque dande casd’'undomaineconnee, on choisitdeprendrdespolyndmesdeLegendre
qui sontles polyndbmesorthogonawassocdesa la densié uniformedu domaine Si celui-ci est
nonconnee (sépagéenplusieuramorceauyparexemple),onchoisirade prendrdespolyndmes
orthogonauwassodesala densié uniformedu domainequel’on appelleraaussiabusivement,
polyndmesde Legendre.

Ecritur evectoriellede I'appr oximation R,

On sedonneles 2n premiersmomentspairsde la densié f jusqu@al’ordre 2(n-1): o, po2,

e 2(n—1)-
AppelonsM,, le vecteurcolonnedetaille n fini despolyndomesdelLegendrepairsjusqu’al’ordre
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2(n-1)normali€set définissurle support0, ] :

2
M, =

Soit N, estle vecteurde mémetaille obtenuen substituantansle vecteurM,, la quantié z’
parle momenty; (j étantpositif ou nul) :

Ho
L8 (—puo + 342)
2(3/10 — 3053 4 355%)

N, =

Alors I'approximation i, de f peuts’écrire simplementen fonction desvecteursM,, et N,
sousla formed’un produitscalaireclassique

R.(z) = N,.M, (2.9)

Si'on connat les momentset le domainede définition d’'une densié paire,on peutdeduire
aissment’approximationpolynomialede cettedensié gracea la relationci-dessus.

2.6 L’int égralede Stieljes

Onappelletransformeede StieljesdansR, I'int égralesuivanteréelle[28] :
w(§)d¢
F(x :/
(z) e

Endéveloppantetteexpressiorauvoisinagedel'infini selonx, onfait apparére lesmoments

dew : . ,
Lo L NI (EY
;U—f_:c<1—§/:c> x%(;v)
w(&)d o -
[ IS (2 [ cwrar)
Donc -

DansC, cetteintégrales’écrit[29] :

1 w(v)dv L
Flz) = —— I a
(2) A%ie /F(J)ro Z—v z Z 24

avec’ lesmomentslansC définisauparagraphé€2.3.1).
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2.6.1 PoleseternveloppesconvexesDéveloppementenfractions continues

ConsiceronscetteintégraledansR pouru = 1. Soit g la fonctiondéfiniepar:

r

, Fu = -

o) = T =3
u =0

On cherché’approximantde Pace g;,,—1,,) de g qui est,par définition, le rapportde deuxpo-

lyndmesde degré respectifn-1 et n et dont les premierstermesdu développemenen série

corresponderd ceuxdu développemenénsériedeg (voir annexesB etC) :

910) g (1) = S
Onsaitque[30] :
177, T n
Pne1  wee wee MH2p—1 i=0

Or d’apres[31], le n®™ polyndmeorthogonakrelatif aw peuts’écrire:

P.(u) = 6, = it
Hn—1 Han—1 i=0
1 u”

Donc

T
3
—~
<
~—

Il

I

=0 =0
QuantaunumérateurV,,_; (u), il s’écrit:

T, 1(z
Nocr(w) = L=l
Z
ou 7,_, estunpolynomededegrén-1.
On peutalorsécrireque:
Nn_l(U) Tn_1($)

g(u) & gpn-1,m(u) = T(u) = Oz P.(z)

etla transfornéede Stieljespeutdoncs’approximerpar:

Tr1(z)
P,.(x)

F(x) ~ F[n_l,n](fﬂ) = 5n (210)
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Nousavonsdoncmontré quele denominateudel'approximantde Pace Fy,,_, ,,; dela transfor
méede StieljesF estdirectemente polyndmeorthogonaldedegré n dela densiéw.

On développemaintenantapproximantfj,_, ,; enunefractioncontinue[32] :

. _ B1
[n-1, n] (x) = B
x - o+t 2

B3

X - O+ —2

Onsaitquele denominateudela n®™eréduiteestobtenudunenormalisatiorprésparrécurrence
selonlarelationbienconnuedesfractionscontinueq33] :

Pa() = (2 = an) Pacs () + Ba Paca(a)

2.6.2 Conclusionetinterprétation

La connaissancdesmomentsde w nouspermetalors d’obtenir les premierspolyndmes
orthogonauxet d’apresla récurrenceci-dessudes termesa,, et 3,,. Par congquent,on peut
directementalculerl’approximantde Pade de F'.

Nous avons préseng les differentegelationsexistant entreles moments les polyndomesor-
thogonaux/’int égralede Sieljeset sonapproximantie Pack relatifsa unefonctionde poidsw.

Leszérosdespolynomesorthogonauwassodesaw sontdansl’enveloppecorvexe du domaine
D ils sontaussiles polesde I'approximantde Pace d’apresla relation(2.10). Cespoles per
mettentdoncde caracériserl’enveloppecorvexe du domainede déefinition dela densié.

Sedonnerles premiersmomentsde w permetalorsd’obtenir cetteenveloppecorvexe du do-
maine: physiquementla transfornée de Stieljescorrespondantéqui peuts’exprimer par la
sommeal’infini desmomentslew) s’interpretecommeun obsenateurplace agrandedistance
dudomaineetle décrivantd’une manereglobaleet unique.

2.6.3 Application : le champ électrique complexe
2.6.3.1 Relation entrele champ complexeet leszérosdespolyndmesorthogonaux

Consiceronsle problemeélectrostatiquel’une ligne infinimentlongueperpendiculaireau
plan(z,y) uniformémentchagéedansun modkleendeuxdimensionselonz ety ; le champ
crééparunetelle ligne esten % etle potentielestlogarithmique.

Pourun conducteurde forme quelconquedont la sectiondéfinit un domaineD dansle plan
(z,y) etayantunedistribution de chage w®, on définit le potentielcomplexe logarithmique
V(z) etsonchampcorrespondank(z) [34] :

1

27’[’50

V(z) =

[ (ol - glae
D
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Le champelectriquecomplexe correspondargstdéfini par (la notationX* exprimantle conju-

guede X): *
E(z) = By +iB, = - (%)

Le conjuglede E(z) vaut:

E(z) = B, —iE, = _Ve) 1 /ch(f)wdg

9z  2meo 0z

Le champcomplexe peutdoncs’écrireenfonctiondel’int égralede StieljesF(z) :

+ oo (C
Fre)= P = Y A L S

1
2meg 2meg 7 2t 2meg " Pu(2)

j:

avec/uagC le momentcomplee déjadéfini precedemmentE™*(z) représentde champcomplee
al'extérieurdel’enveloppecorvexe.

Cetteapplicationrépondau problemesuivant: commentplacerun nombrefini de chagesqui
reproduisenfiu mieux ce champextérieurcomplexe assoc a la densié w©? On placedoncn
chagessur les coordonreesdeszérosdu polyndme orthogonalde degré n avec pour chages
électriquedes coeficientsde Christofel. Dansce cas,les chagesélectriquescorrespondent
bienadespoles.

2.6.3.2 Le disqueuniformémentcharge

Appliquonscetterepresentatiolu champcomplexe aun disquederayon R uniformément
chage. Dansce cas,les momentscomplexes sur le domainepeuent s’écrire de la maniere
suvante:

1 : N . .

,uéc = — 210%(2)dz = /(r + iy w(z,y)dedy =< H; > +i < K; >
2277' F:I;o D

Il estfacile devoir quetouslesmomen@? d’ordreimpair sontnuls.De plus,on peutmontrer

parraisonde symétriedu domainegueles momentairsle sontaussisaufyS. Parexemple:

py = /(J? + 1y)*dzdy = p20 — po2 + 2ip11 =0
D

avec p ;. les momentsréelssur le disquedéfinis en introduction. (Sur le disqueuniforme
f20 = o2 €tpg = 0).

1 6 1

py = /($+‘iy)4d$dy=/L40—6/~L22+/~604+4‘i(/~031 —3)=5—5;+5=0
D —_—— 8 24 8

=0
Touslesmoments:omple<essontdoncnuIssurcedisquesaufgg ; le champcomplexe conjugLe
devientdonc: .
1 P 1 Mo

FE*(z) = - z) = -
2meg 2mey 2
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et
z

Ez‘ y) = ; p p
(z,y) 2mey o' + y?

Finalementpar un changementle (x, y) en coordonmeespolaires(p, #), on retroue bienle
champélectriqued’un cylindre uniformémentchagé debaseun disquederayonR en % :

1 ocost

2.7 Extrapolation desmomentsd’ordr e supérieur et estima-
tion du support

Jusqua maintenantpn supposaitjuele bord du domainede la densi€é étaitconnu.Nous
allonsvoir danscettesectioncommenton peutdéetermineravec une bonneprécisionce bord
uniquemengvecla connaissancdespremiersmomentsiela densié.Eneffet, siontracel’ap-
proximationpolynomialeissuede la relation(2.9) avec uneestimationdu supportpeuprécise,
on obtient, danscertainscas,dessuroscillationstresimportantes il estdoncnécessairale
conndtre avecunebonneprécisionlesbornesdu domaine.

2.7.1 Extrapolation naive desmomentsd’ordr e supérieur

Prenond’exemplede la densié uniformesur|[—1, 1] et donnonsses6 premiersmoments
pairs:

1 1 1 1 1
po=1 po=5 pa=c¢ He=5 Hs=7 Hio= 17
3 5 7 9 11

La densit étantpaire,on restreintl’ étudesur [0, 1] ; de la relationde quadraturg2.8), on
trouve doncles 3 zérospositifsdu polynomede Legendrede degré 6, ainsiqueles coeficients
deChristofel assoags:

n x]- )\j

0.2386191861 0.4679139344
6 | 0.6612093865 0.3607615731
0.932469514| 0.1713244924

Tableau2-1: Zerosdu polyndomede Legende d’ordre 6 et coeficientsde Christofel

Remarque il estindispensabléeretenirle plusde decimalegossiblegpouravoir unebonne
précisionsurle calculdesmomentsiela densié.
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On peutessayede chercheldes momentsd’ordre sugerieura 10 en extrapolantnavementla
relationde quadraturgrécedentex partir des3 couples(z;, A;) :

3
pan & Y Ajai" pour 2n > 10

j=0

Regardonscequel’on obtient,parexemple pourlesmomentgairsy, a4 €tcomparons-les
auxvraismoments

moments/rais | momentsxtrapoks| erreurrelative (en%)

12 0.07692 0.07655 0.48
H14 0.06666 0.06547 1.78
16 0.05882 0.05645 4.03
g 0.05263 0.04887 7.13
(20 0.04761 0.04240 10.9
a2 0.04347 0.03683 15.3
a4 0.04000 0.03201 20

(26 0.03703 0.02782 24.9
(28 0.03448 0.02419 29.9
130 0.03225 0.02103 34.8
[0 0.02439 0.01045 57.1

Tableau2-2: Vrais moment®t moment®xtrapolesnaivemenpour la densié uniforme

Onconstatejuela précisionsedegradetresvite lorsquen croit.

Dansle paragraphsuivant,nousallonsdonctenterdecomprendre&equesignifiecetteextrapo-
lation naive comptetenudel’ etudequenousavonsdéveloppeesurles polyndmesorthogonaux
demankereay apporterunremede.

2.7.2 Interprétation de I'extrapolation naive

Nousdéduisongle (2.6.1)quesi I'on approximela transforneede Stieljes F' par sonap-
proximantde Pace Fj,_; ,.;, on obtientau dénominateute polynomeorthogonalde la densié
consicereedontleszérossontlesn z;.

Sedonneres2n premiersmomentgevientdoncasedonner’approximantde Pace Fy,,_; ,,; et
doncatronquera fraction continuecorrespondanteéCecirevient a supposequelesb, . sont
nulspourk > 0 danslarelationderécurrencg2.5). Danscecas,on obtient:

Poir(z) = ;kan(;):)
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Par congquentle polynome P, ., apourzérosceuxde P, etk fois I'origine. Cedernierétant
un zeromultiplede P, ,; etayantun poidsnul dansla quadraturepn obtientdonc:

n
~ E 2tk
Hontk ~ Ajl'jn
7=0

Nousavonsmontrequel’extrapolatiomaive, apartirdes2npremieranoments etdoncapartir
desn zérosdespolyndmesorthogonauxestéequivalentea approximerk’ par sonapproximant
de Pace Fj,_, ;. Malheureusementutilisation desapproximantsle Pade n’apporteaucune
informationsuppEmentairalansle casdel’extrapolationa partir dela relationde quadrature.

Cecirevient a prendrepour densié approclee un ensemblede distributions de Dirac locali-
seesal'origine etauxpoints+z;, j = 1..n.

Or cettedistribution n’est pasphysiquecar, dansnotre cas,nousavonstoujoursdesdensiés
continuesaumoinspar morceauwet certainemenpasdiscretes.
Commentbtenirunedistribution continue?l importede conserer I'entrelacementeszéeros
qui doit étreici pris commeun principe. Ainsi, quandle degré despolyndbmesorthogonaux
croit, leszerosserépartissenpetit apetit dansl’enveloppecornvexe du support.

Une extrapolationrealistedesmomentsd’ordre sugerieurpassedoncpar 'analysede la suite
de coeficientsde la relationde récurrenceentreles polyndomesorthogonauxEn particulier,
intuitivementil semblepluslogiquede prendreb,, ., = b, Vk plutdt quezéro,carcecidonne
'entrelacementlésite.

Il nefautdoncpasextrapolerdirectementesmomentsmaisles polyndmesorthogonauxasso-
ciés; c’estcequenousallonsmaintenanétudier

2.7.3 Extrapolation reéalistedesmomentsd’ordr e supérieur
2.7.3.1 Extrapolation delarecurrence

Exploitonsla réflexion precedente on sedonne2n premiersmomentairsde o ajiz(n—1)
d’'une densié w sur[—a, a]. On saitquel’on obtientles n premierspolyndbmesorthogonaux
assocdesaw par(2.4)dontles3 dernierssontreliésparlarelation:

P.(z) =byxPoq(2) + cnPooa(x)

Si I'on supposeque les coeficientsb, et ¢, corvergentchacunvers une valeurfinie quand
n devient grand,on fige alorsla valeurdesb, . etc, . (aveck > 1) aleur dernierevaleur
trouvée,c’esta-direb, ete, :

Poi(x) = bpxPogpg—1(2) + ¢ Poyr—2(x) VE>1 (2.11)

Celasignifie en particulierquel’on ne tronqueplus la fraction continuecorrespondanteOn

respectalorslesproprietesdesfractionscontinueset despolyndmesorthogonauxnotamment
I'entrelacementleleurszéros.

Vérifionsquelessuitesforméesparles coeficientsb,, et ¢, corvergenteffectivementversdes

35



Chapitre 2 : Densie, moment®t polyromesorthogonawendimensiorl

valeurdimites enfonctiondu degré dela récurrencg2.11)pourun certainnombrededensiés.

Prenonstout d’abordle casde la densié uniformesur [—1, 1] (figure 2-1) et traconsl’ évo-
lution decescoeficientsenfonctiondu degré dela derniererécurrence&onnue

0,8 _
0,6 _
X | |
[
0,4/ -
02 _
|
0 -1 0 1
X
Fig. 2-1: Densige uniforme
2,1 -0,95—
-1 o ® ® ® o o o o o o
2 JEPSI e © o o o o | ° |
o
o 1 & -105- -
[ ]
1,9~ - | |
_1117 —
L — [ ]
18 | \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
' 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
n n
Fig. 2-2: Coeficientsb,, pourla densié Fig. 2-3: Coeficientse,, pourla densié
uniforme uniforme

Lesfigures2-2 et 2-3 montrentbienquelesb, etc, tendentassezapidementersdesvaleurs
limites qui sontrespectrement2 et-1 cequel’on savait deja puisqueles polyndmesorthogo-
nauxdela densie uniformesontles polyndmesde Legendre.
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Si I'on prendmaintenante casd’une densié a doublebosseq"une bibosse”),centiee sur
I'origine (figure 2-4), nousconstatonggalemenguelesdeuxsuitesb, etec, corvergentrelati-
vementrapidementersdeslimites finies (figures2-5 et 2-6).

0,8
0,6 i
X4 .
[
0,2 .
0 | | |
-1 0 1
X
Fig. 2-4: Densigé"bibosse”
i ] -0,8- . .
16~ °® .
|- - ™ . 1
1,5~ B -1 ¢ N ® o ° o
QC r ® E OC .
1,4 . R i i ’
' ° ® ° L . °
. [ ] B _1]27 —
1,3~ ¢ s
1201 \ \ \ \ \ \ \ \ \
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
n n
Fig. 2-5: Coeficientsb,, pourla "bibosse” Fig. 2-6: Coeficientsc,, pourla "bibosse”

Par contre,pour "une tribosse”,c’esta-direune bosseprincipalecenteeen 0 et deux petites
bossedatéeralessymétriques(figure 2-7), chacunedessuitesb, et ¢, sedecomposesn trois

sous-suitesonvergentescorrespondantraisemblablemerduxtrois bossegle la densié (voir

figures2-8et2-9) :
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=
[
0,5+ i
|
0 -1 0 1
X
Fig. 2-7: Densie "tribosse”
2,4

i ] 0,6/ i

2’3? i —0,8* —

2,2 - e i

2,1~ - c _1’2; /’/’«

£ ;o | i

2+ s -14/- .

1,9 _ -1,6 —

1,8; ; -1,8~ -
17 : ‘ : | 2 ‘ 10 | 20
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Fig. 2-8: Coeficientsb,, pourla "tribosse” Fig. 2-9: Coeficientsc, pourla "tribosse”

Enfin, si 'on prenddeuxbosseglecakeset symetriquesparrapporta l’origine (figure 2-
10), lessuitesh, etc, seséparenthacundresdistinctemenendeuxsous-suitegui corvergent
rapidementfigures2-11et2-12). La limite sugerieurede la suiteb,, corresponduxn impairs
alorsquela limite inferieurecorrespondiuxn pairs.Pourla suitec,,, c’estle contraire
Nousapporteronsin premierélementderéponseice phénoneneau paragraphé2.7.4).

38



Chapitre 2 : Densie, moment®t polyrdmesorthogonauendimensiornl

f(x)

Fig. 2-10: Densie bossadécakepar rapporta l'origine

3
- T O* [ ° ° 3 -
2,5 - I ]
| . . il L k
27 o ° |
| i c
o 15 _ O -4k i
1- — -6+ -
0,5/ . | . ) ’ |
L [ ] L ] [ ] [ ] H _87 ¢ n
0 | | | | | ‘2 ‘L L ‘
2 4 6 8 10 6 8 10
n n

Fig. 2-11: Coeficientsb,, pourla bossedecake Fig. 2-12: Coeficientse,, pourla bossedécake
par rapportal'origine par rapporta l'origine
Dansbeaucouglecas,lessuitesh, etc, ontuncomportemenasymptotiqueonnu,gventuelle-

mententermesdesous-suitesNouspouvonsmaintenanextrapolerdespolyndmesorthogonaux
dedayré sugerieuran enutilisantla relation(2.11).

De la relationd’orthogonalié entrecespolyndmesextrapokset les momentscorrespondants

(2.7),0ona:
n+1

Z Pty =0
7=0
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Soit:
ZPnHJM + Prsintifingr =0
7=0
et
Ly o1
Hnt1 Prtinit +15H;

A partirdela prolongatiordelarécurrencei-dessuspn calculelesmomentsi’ordresuperieur
deprocheenprochejusquaun ordrevoulu.

2.7.3.2 Resultats

Comparonsnaintenantes momentsextrapokesraisonnablemerquel’on obtient,toujours
a partir des6 premiersmomentsde la densié uniformesur [—1, 1] par rapportaux moments
vrais: lesvaleursdu tableaw2-3 sontenoutreacompareiaveccellesdutableaw2-2 :

moments/rais | momentsxtrapoks| erreurrelative (en%)
12 0.07692 0.07692 0.003
f14 0.06666 0.06667 0.01
K16 0.05882 0.05884 0.03
18 0.05263 0.05267 0.07
(20 0.04761 0.04768 0.13
(22 0.04347 0.04357 0.21
a4 0.04000 0.04012 0.31
30 0.03225 0.03249 0.74
(L34 0.02857 0.02889 1.14
[U3s 0.02564 0.02606 1.63
[a0 0.02439 0.02485 1.91

Tableau2-3: Vrais moment®t momentgxtrapolesraisonnablemenpourla densié uniforme

Conclusion: a partir despremiersmomentsd’'une densig, on peutconnatre ceuxd’ordre su-
périeuravecunebonneprécisiona conditionderespectefentrelacementleszeros.
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2.7.4 Lois derécurrenceet estimationdu support
2.7.4.1 Casou lesb, etc, ont chacunune limite unique

On sedonneles 2n premiersmomentsairs (jusqual’ordre 2n) d'une densié pairew deé-
finie surun domainede la forme [—a, a] ol ¢ estmaintenaninconnu.La relation(2.4) nous
permetde deduirelesn premierspolyndmesorthogonauxassoades.

On supposeetre dansle casd’'une densié dont les coeficients de recurrence, et ¢, ont
convergé,etnousallonsendéduireuneestimatiordela bornesuperieuredel’enveloppecorvexe
dudomaineD.

Partonsde la relationde réecurrencesuvanteen supposantjueles suitesb,, et ¢, ontcornverge
respectrementversb etc :

P.(z) =bxP,_1(x)+ cPr_a(x) (2.13)

D’aprescequel’on avu precedemmentge polynome P, estdifferentde0 endehorsdel’enve-
loppecorvexe du supportDonccetteerveloppecorvexe peutétrecaracériseeparl’expression
" - nondéfinie”.

Enréalite,on calculela quantie @), () suvante:

Divisons(2.13)par P, () :

P.(zx) b P,_2(x)

Pt = TR
Dou: |

Qn(z) =bx + cm

Nouscherchongjuand@,.(z) n'estpasdéfini; unepossibili€ estquela suite(,, ne corverge
pas.Nous prendronsalors commeerveloppecornvexe du supportle domainede non corver-
gencedela suite@,,.

Siles(@), convergentversunevaleur(), cecidonne:

1
=bx + c—
Q + 0

Q*—bxQ —c=0

Le discriminantde cetteexpressiornvaut A = b*z% 4 4c.

La suite(),, necorvergedoncpasquandA < 0, cequiimposela conditionsuivante:

J—c
b

|| <2 (2.14)
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Nousprendronslorscommeestimationdu bord:

(2.15)

Exemplenumérique :

Prenond’exemplede la densié uniformesur[—1, 1] etvoyonsle supportquel’on obtientdans
le tableau(2-4) enappliquanta relation(2.15) pour plusieursvaleursde n dansla récurrence
(2.13)(doncpour2n momentonnusy.

b, Cn supportestime
1.9364| -1.1180 1.0920
1.9843| -1.0062 1.0110
1.9930| -1.0015 1.0042
1.9960| -1.0006 1.0022
12| 1.9982| -1.0001 1.0009

o o »~ N | S

Tableau2-4 : Estimationdescoeficientsb, etc, etdusupportenfonctionden pourla densié
uniforme

Plusn estgrandet plusle borda estestine avec précision: pluson connat de momentsd’une
densit et pluson peutdétermineravec préecisionsonintervalle de définition.

2.7.4.2 Casdedeuxsous-suitesonvergentes

Revenonsau casou la densié estrepresengéepar deuxbosseslecakes(figure 2-10 dans
paragraph€2.7.3.1)). nousavionsvu quelessuitesh, etc, tendaienthacunesersdeuxlimites
distinctesquenousappelons;, b, etey, ¢,. Leslimites dechaquesuiteétantalterreesselonn,
on peutdoncécriredeuxrelationsde la forme de (2.13) quetousles polyndomesorthogonaux
vérifientalternatvementselonquen estpair ouimpair:

P.(z) = biaP,_y(z) 4 c1 Pr_z(2) (2.16)
Poi(z) = byxP,_y(x) + 2 Py_s(x) (2.17)
Po_2(z) = bixP,_s(x)+ ¢1 Pooa() (2.18)
Pos(z) = by (2.19)

Destrois premeieresrelations,on obtient:

Pn(LU) = (blb2;E2 + C1 + CQ)Pn_Q(w) — clcQPn_4(;v) (220)
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Divisons(2.20)par P,,_»(z) etendéfinissantésormais),,(z) par:

P,.(x)
Qn(x) - Pn—Q(-f)
Il vient:
1
Qn(I) = (bleIQ + C1 + CQ) — Clcgm (221)
Silasuite@,(x) corvergeversunevaleur() :
Q2 — (bleI'Z + Cq + CQ)Q + C1Cy = 0 (222)

Onavu quela suite®,, necornverge pasquandA < 0, cequiimposela conditionsuivante:
(b1b2$2 +c + 62)2 — 46162 <0

Donc:
|(b1b2§6‘2 + (8] + C2)2| < 40102

Cequi peuts’écrirecomme:
—2 Cci1Cy < (bleCEQ +c + Cg) < 2\/0162

Finalement

blbg ble

\/—(01 + 2 4 2 /c1¢3) < 2| < \/—(01 + ¢ — 2,/¢167)

Cequidonnebiendeuxbornesquandz estpositif etleur symétriquequandz estnegatif.
Exemplenumeérique :

Pourle cascorrespondana la figure 2-10, a partir des12 premiersmomentshousobtenons
lesvaleurssuvantes

by = 0.284 by = 2.027 et ¢y = —7.099 ¢, = —0.141

Soit:
3.020 < |z| < 4.005

Onretrou\e alorsbienle domainede définition symétriguedesbossesjui était[3, 4].
Conclusion

La caracérisationfine, en termesde sous-suitexornvergentes,estdonc 'outil essentielqui
permetde calculercompktemente domaineen une dimensionpour une densié quelconque
a partir de sesmomentsPluson connat de momentsplusla précisionsurle bord estinme du

domaineestgrande.
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2.7.4.3 Crit eredereégularité

Il existe un autremoyen,appeé criterede regularite [35], pour estimerle domained’'une
densit a partir de sespolynomesorthogonaux?, dedegréen : le domainede la densié consi-
déreeestdeéfini partouslespointsa vérifiantla conditionsuivante:

3=

lim sup |P,(z)|" <1 (2.23)

n— 0o

Reprenon$exempleprécedentde la densie compriseentre3 et 4 (figure 2-10) et appliquons
cecritereatoussespolyndbmesjusqual’ordre 10 (ce qui corresponda la connaissancdes1l

premiersmoments) noustrouvonsalorsun domainecomprisentre3.031et3.973.Nousavons
represengsurla figure2-13trois polyndmes,Fs, Ps et Pq, pourlesquelde criterederégularite

estappligle:

ol _
£
—
| |
~~
x
~c
D_ 0,5* 1
1/10
— — [P, (]
— 1/8 _
0 - [Py(0)]
1/6
----- [Ps 001
-0,5 — Domaine estimé —_—
- | \ \ L A
0 1 3 4

2
X (u.a.)
Fig. 2-13: Estimationdudomainea partir du critere derégularité

Nousconstatongloncquece critereestlégeremenimoins préeciset surtoutplus aléatoireque
la méethodeguenousavonsdéveloppee.Cependant] peutdonnerunepremiereestimationdu
domainedansle casd’'unedensié compliquee.

2.8 Reconstruction d’'une densite uniguement a partir des
moments: un exemplecomplet

On consickre la densié suvante, paire et normali€e telle que o = 1 surl'intervalle

[—2., 2] :

—1.5z% +3.522 + 1 1
w(z) = wo PO et o=/ =(7+V73)
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On supposajuel’on ne connat de cettedensié ni saforme analytique ni le bord de son
domainez.. Seulesontconnuesesvaleursnumériquesdes6 premiersmomentairs,yo, (2,

M4y ey U8y H10-

Uniguement partir de cettehypothese nousallons:
1. Extrapolerun nombrechoisidemomentsd’ordre sugerieur;
2. Trouwveruneestimationdu supportz. ;
3. Reconstruirev(z) sousforme polynomiales(z).

Par soucide clarte, nousn’avonsvolontairemenipasdonre les valeursnumériquesdes mo-
mentsinitiaux suppogs connusainsi que cellesdescoeficientsdespolyndmesorthogonaux
correspondants.

2.8.1 Momentsd’ordr e supérieur

@, la matricedesmomentsprendla forme:

po 0 w2 0 pg O
0 p2 0 pg 0 pe

p2 0 g 0 pe O
0 pa 0 pe 0 ps

e 0 pue 0 usg O

_0 pe 0 ps 0 Fo |

La decompositiorde Choleslk nousdonneles5 premiergpolynomesorthogonauxangesdans
la matrice P déefinieauparagraph€2.3.2):

po O 0O O 0 O
0O pn 0 O O O
p2o 0 pe 0 0 O
0 psi 0 pss O O
0

Pawo 0 pao 0 pay

i 0 psi 0 pss O DPss |
La derniererécurrenceonnueestdoncentrePs, Py et Ps :
P5(.I') = b5IP4(.I‘) + C5P3(.I‘)

ou I'on calcule:

—b
by = 255 — 12498 et 5 = LT 5P0 g g684

P44 P31
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Commeonl’a vu dansle paragraph€2.7.3),on extrapolela recurrencentrelespolyndmes
orthogonauxen gardantles termesbs et cs; commelimites, ce qui donnepour les polyndmes
d’ordresugerieura’s:

Ps(z) = bsaPs(z) + cs5Py(x)
P:(x) = bsaPs(z) + cs5Ps(x)
Ps(z) = bsaPr(z) + c5Ps(x)

Onobtientalorsunenouwelle matriceP. Delarelation(2.12),onextrapolelesmomentg’ordre
superieur

Comparongesmomentsauxvraismomentslew maisaussia ceuxobtenugparl’extrapolation
nave:

Extrapolatiorrigoureuse Extrapolatiomave
Momentsvrais | Moments| Erreurrelatve (%) | Moments| Erreurrelative (%)

12 7.6091 7.6086 0.006 7.549 0.79
14 15.199 15.194 0.03 14.74 2.9
16 31.281 31.252 0.09 29.16 6.76
18 65.927 65.795 0.20 58.06 11.9
20 141.65 141.12 0.37 115.96 18.1
22 309.27 307.37 0.61 231.96 24.9
o 684.40 678.00 0.93 464.35 32.1
(430 7899.7 7711.1 2.38 3731.1 52.7
(L34 42004 40425 3.76 14973 64.3
I8 228838 216434 5.42 60093 73.7
(40 538217 504042 6.35 120387 77.6

Tableau2-5: Compagisonentre lesvrais moment®t ceuxobtenugpar lesdeuxméthodes
présenkespour notre densié

On peutalors constaterd’apresle tableau(2-5), I'efficacite de la méthoderigoureuseface a
cellede la methodenave desles premiersmomentsextrapokset ceci uniquementvec les 6
premiersmomentsairs.

Pluson connat demomentdnitialement,pluslesmomentsd’ordre sugerieursontprécis.
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2.8.2 Support z,

La bornesuperieurez,. du domainepeutétreévaluéed’apres(2.15)parla relation:

5V 65

T, =

comptetenudela derniererelationderécurrenceOntrouve alors:

x. déeduit| =, vrai | erreurrelatve (en%) | a3

1.583 | 1.609 1.61 1.415

Tableau2-6 : Compagisondu supportestine au vrai supportpour notre densié

A titre de comparaisonnousavonsdonre dansle tableau(2-6) la valeurde =3 obtenuqui est
le zérode modulemaximumdu polyndbmeorthogonalde degrée 6 (qui esta priori le polyndme
orthogonadedegrele pluséleve connu).

Sil'on prendplusde momentsnitiaux connus,on ira plusloin dansla relationde récurrence
(2.13)etla précisionsurl’estimationdu bord serameilleure.En effet, dansle tableau(2-7), on
constatequel’on passal’uneerreurrelative surle bordde 1.6% avec6 momentsa0.12% avec
les14 premiersmomentairsdela densié.

nombrede momentsnitiaux connus| x. deduit| z. vrai | erreurrelative ( en%)
6 1.583 | 1.609 1.61
8 1.597 | 1.609 0.74
10 1.602 | 1.609 0.43
12 1.605 | 1.609 0.24
14 1.607 | 1.609 0.12

Tableau2-7 : Erreur relativesur le supportenfonctiondunombe de momentsnitiaux connus

2.8.3 Reconstructiondela densité

Onveutreconstruirda densié sousforme polynomialea partir de ses6 premiersmoments
pairs.
Enappliquanta relation(2.9):

J)(I‘) = Zv(;[‘/[e
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avec
B
L143(2))
= | 333007 +35(5)
6 —
VI3 (5 4105(2)2 — 315(2 )% + 231(2)°)
AT(35 — 1260(Z )2 + 6930(L)* — 12012(L)° + 6435(L)?)
Y2H(—63 + 3465( 2 )% — 30030( 2 )* + 90090( £ )® — 109395(2)* +46189(Z)'°)
Ho
B(—po +3%)
2(3uo — 3042 + 354
N6 = 8( ILLO re zc)

\3

15 (—5pp + 10525 — 3154 + 231(%)
(3510 — 1260“2 + 693()#4 120125 4 64354)
ZL(— 63410 + 34652 — 300304 + 900902 — 1093954 + 46189242 )

B

12

o

\E

25

o2}

la fonctioninitiale peuts’approximersousforme polynomiale:

&(x) = 0.2629 + 0.64082> — 0.9031z* + 0.56162° — 0.19702° + 0.02812z"°

En touterigueur, on devrait appliquerla relationprecedentesn consicerantnon seulementes
6 premiersmomentsde la densié mais aussiceux d’ordre sugerieurquel'on a calcukespar
extrapolation Mais nousn’aurionsalorsaucuncriterepourchoisirle degré du derniermoment
extrapok sansinclure dansl'approximationpolynomialetrop d’erreursissuesde I'extrapola-
tion desmomentgd’ordre sugerieur

Enfincomparongraphiquement ala vraiefonctionw :
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Vraie densité
¢ Densité reconstruite

Fig. 2-14: Companisonentre la densié vraie etla densiéreconstruite

On constatedoncquela densié reconstruitgeproduittresbienla vraie densié (figure 2-14).
Plusle nombredemomentgnitiaux seragrandet mieuxle bordz. seraconnuetla reconstruc-
tion seraplusprécise.

2.9 Conclusiondu chapitre

Notre analysedespolyndmesorthogonauxet desmomentsen unedimensiona permisde
comprendrda problematiquedu sujetet de définir desoutils adapésa uneméthodologiedans
le casd’'unedensit paire:

¢ toutd’abord,nousavonsétabliunefaconsimpleetoriginalededéeterminetespolyndmes
orthogonauxd’'unedensit a partirdesesmomentsDe plus,nousavonsmis enévidence
lesrelationsqui existententrelesmomentslespolyndmesorthogonauxiesapproximants
dePack etl'int égralede Stieljesd’unedensit;

e ensuite l'analysede la recurrenceentretrois polynomesorthogonauxsuccessifs no-
tammententermede sous-suites,, etc, - apermisde détermineles sous-domainesu
la densit estdérivable.Par extrapolationde cetterelation, a partir d’'un nombrefini de
momentsjl estdoncpossibled’estimeravec unetresbonneprécisionle domainede de-
finition dela densig;

¢ unefois cedomaineesting,la connaissancgéesmomentsa permisdereconstruirda den-
site sousforme d’'un développemenpolynomial. Pluson aurade momentset plus cette
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reconstructiorseraprécise

¢ enfin,apartirdel’'extrapolationdela récurrencerécedenteetla relationd’orthogonalie
entrelesmomentset les polyndomesorthogonauxnousavonspu extrapolerlesmoments
d’ordresuperieurdela densié.

Nousverronsauchapitre4 dansquellemesural estpossiblede geréralisercetteméthodologie
pourun espacale deuxdimensions.
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Densite et polynomesen dimension?2 :
approchenaive

3.1 Intr oduction

Nousavonsvu endimensionl qu'avecles2n premieramomentgairsd’'unedensie définie
sur D, on peutcalculern couplesde poids/points( ;. z;) qui caracérisentla densié surson
domainededéfinition apartir dela relationde quadraturesuivante:

7=1

Placons-nousmaintenantdansl’espacedesphasede dimension2 (z, ). Nousallons génré-
ralisercetterelationpour trouver, a partir d’'un certainnombrede momentsu;; dela densié
w(z, &), unréseaule pointsla caracérisantdans(z, #).On supposda densié symétriquepar
rapportal'origine et définiesurun domaineD. C’estpourquoion limitera souventl’ étudeau
demi-planou x estpositif.

Nousverronsensuitecommenton ervisaged'exploiter cereseatentermed’ évolution deden-
sité; nousnousintéresseronsnparticulieral’ évolutiond’'un nuagedepointsaucoursdutemps
[36].

Enfin nouscompareronsetteméthodea celle d’une simulationmultiparticulaireclassiqueet

nousendéduironssedimites. |l apparéraquecetteméethodenepeutmalheureusemepisetre
utiliseemaisil seraintéressantilecomprendrgourquoi.

3.2 Geneération d'un reseauvendeux dimensions

La geréralisationde la relationde quadraturg3.1) en deuxdimensionsa partir desmo-
mentsuy,; d’'unedensiew(z, &) pairepeuts’ecrire:

N
[kl = / ehito(z, i)dedi =Y Ajebdl  k+ 1 etantpair (3.2)

J=1
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3.2.1 Construction d’'un réseau ectangulaire

Afin degérérerunréseauectangulaireepresentatidela densie€en(z, ), on appliquela
relationde quadratureenunedimensioraveclesmomentssurlesaxes, o et i« telsque:

n n
k .k
ko = E Amiz; €t por = E AiiZ;

La densié étantpaireenz ou enz, on neretientqueles u o et uox aveck pair afin de pou-
voir réesoudrde sysemecorrespondanOnaalorsbesoinde 2n momentommey o, (2,0, ---»
[a(2n—1),0 EL2N MOMENtTOMMELL 0, f10,2, -+ H0,2(2n—1) POUrObtENIrN z; €tn ;.

En combinantousles x; etlesi;, on obtientun réseauwde pointsdontchaquepoidsestdéeter
miné parla résolutiondu sysemelinéaireen A; donre parla relation(3.2).

Sil'on appliquecetteméthodea la distribution uniformesurun disquederayonl, on constate
certainesanomaliegvoir figure 3-1 ou la taille de chaquepoint representesonpoidscaracéris-
tique) bienquelespointsdu réeseaueproduisenparfaitementes premiersmoments

¢ le disqueestmal décrit: certaingpointssontal’exterieurdu support

¢ lespointsnesontpasles zerosdespolynomesorthogonauwde la densi€ commec’estle
casenunedimension;

e certaingpointspeuwent étredansdesregionsnon-stablepourla dynamiquealorsquele
disquepeutétredansunerégionstable.

0.8
0.4

0.2

-0.2
-0.4
-0.8

-0.B

[ ISV SRUEN ART e
-1 -0.8 —-06 -0.4 D2

Fig. 3-1: Réseaule64 points”classique” pour unedensié uniformesur le disquederayonl

C’estpourquoion cherchaunréeseaplusappropre,circulaire,afin de mieuxdécrirele support
dansl’'espacedesphasestoujoursdansle casdela densié uniforme.
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3.2.2 Construction d’'un réseaua symetrie derévolution

Consiceronsle changemente variablecirculaireci-dessous

x

x

= pcosb
= psind

Nouscommergonspar gerererun premierréeseauectangulairede n points p; et n points y;
correspondantaw dansl’espace(p, x) telsque:

T =

T =

etce, enutilisantles premiersmoments;, , calcuesdansle jeudevariables(p, x) :

PX

PV = X2

pFry!

comptetenudu Jacobiercorrespondarnt

J(p,x) =

pii =< p"X' >= | —===w(p,0)dpdx
Dy1—X
p X |
—px/VT =2 V1= L=x?

(3.3)

Enfait, commedansle casduréseauectangulairgprecedentpnn’utilise quelesmomentsy;
etyug, aveck etl pairspourobtenirceréseaten(p, x).

Enfin, a partir de cesn p; et cesn y;, on gérereles n* couples(z, 1), k = 1,2,..,n? de

telle sorteque:

Tk = PiX; pour : =0,1,..,n; 3 =

Ty :p“/l—xf pour : =0,1,..,n; =0,1,...n

(3.4)

Ondétermindesn?® poidsassod@sA; aux(z;, ;) enreprenantesmomentscalcuesdans’es-

pacedes(z, ) :

7’L2

k1

Mg = E Aiz;y;
=1

Finalementpn obtientun réseaude n® points(z;, #;) assodésaun poidsA; caracéristiquede
la densié définiesurle domaineD dansl’espace(z, ). On appellecespoints,lespointsd’in-

tegrationcaracéristiquegiela densie w.
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Appliquonscetteméthodea la densié uniforme sur le disquede rayon 1. On cherchedonc
unréseauwepoints(z;, #;) caracérisante disquederayonl.
De larelation( 3.3)onalesmomentgdansle jeude coordonmes(p, x) :

r kol 1 ' X!

Py =< p X >= k+2/0 mdx
On calculed’abordles p; et x; apartirdesmoments.}, , et g ., puison endéduitles couples
(z;, ;) graceauxrelations( 3.4).
Enfin, on calculeleur poidsA; en utilisantles premiersmomentspairs ;1; dansle jeu de va-
riables(z, ).
Dansnotrecas,on obtientle reseaule pointsci-dessougfigure 3-2) quel’'on peutcomparer
celui obtenuprecedemmengfigure 3-1) :

vl by 1 0T
—-03 —-06 -D4 D2

Fig. 3-2: Réseaucirculaire de 64 pointsadape a unedensié uniformesur le disquederayon
unitée
3.3 Evolution despoints d’int égration

Dansce paragraphenousallonsétudierl’ évolution desparanetresstatistiquesi’une den-
site w définie sur D dansl’espacedesphases qui esta l'origine du tempsuniforme sur le
disquecentie derayonl- et soumiseauneforce extérieurenonlinéaire.

Dansun premiertemps nousconsicereronsotreméthodebagesurun nombreréduitde”ma-
croparticules”décrivantla densié de departa un ordre donré. Nous prendronscommema-
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croparticulecellesdéfiniesau paragrapherécedent Nousles feronsévoluer commesi elles
étaientde vraiesparticules.Cecireviendradonc a consicerer entermede momentsqueles
momentsd’ordre sugerieursontdonréspar I'extrapolationnave. Nous avonsconsiceré cette
méthodecarc’estla plussimplepossible.

Puisnouscomparerongesrésultatobtenusavec ceuxrésultand’une simulationréalistemul-
tiparticulairefaisantappelaun grandnombrede particulegde 10000a 30000selonle cas).

De mankerea avoir unegrandeprécision,nousutiliseronsdanstousles casle mémeintégra-
teur, a savoir un intégrateursymplectiquedu deuxiemeordrequi consere les proprietesde la
canonicieé du syseme[37].

3.3.1 Hypotheseset conditionsinitiales

Consiceronsla densig initialementuniformesurle disquederayonl. Au coursdu temps,
les particulessontsuppogessoumisesa uneforce nonlinéairedela forme f(z) = —(kiz +

z

kox”), cequi donnel’ equationrdu mouvementsuivante:
i—l—klx—l—kng:O

ou I'on prendradansnotreexemplek; = 1.5 etk, = 1.

On géreretout d’abord un réseatcirculaire commecelui que nousvenonsde voir au para-
graphe(3.2.2).Pourcela,on sedonnetousles momentspairs i, jusqual'ordre N, telsque
k+1<N,.

Tous les momentsd’ordre sugerieur étantextrapoks par la relation de quadratureg(3.2), on
a:

J

. d . C k. I .
kg = (Z Ajlf?fﬂﬂ-) =) (Ajafal + kAjai ™ dia; + INafi T E)  (3.5)
i

D’autre part, si @ estla dériveede = et, d’apres!’ équationdu mouvement, f la dérivéede z,
I évolutiondesmomentss’écrit:

dt

=0

[thy = /(k:g’“‘lic“fl +lx’“i:l_1f(x))w(:n,:b)d:nd:b+/xk:bldedjc (3.6)

L'intégrale de droite estnulle de par la constancedu nombrede particules.Par contre,dans
I'int egralerestantele momentd’ordre(k-1,1+1) estcalculableparquadraturearil estdedegré
inferieura N,,.

Cecidonnedonc:

fee =y kAET G 4 < 2R () > (3.7)
J

Ensupposanpourtoutesles macroparticulegue:
¢ lespoidssontconstantsg’esta-direqueA; = 0;

55



Chapitre 3 : Densit et polyrbmesendimensior? : approchenaive

e z; estbienladériveedex;
o lestermes< z*i'~! f(z) > sontcalculablesparquadrature

il vientdesrelations(3.5)et(3.6):

S Nk = 1< ab T () > (3.8)
J

Enfin,commelaforce f s'écrit f(z) = —(kyx + ky2®), le termedegauchepeutdoncsecalculer
aussiparquadraturece qui donneparidentification:

i]‘ = —(kl;fj + kgi?) (39)

et

I] + kl.I'J + kg;l?? = 0

Le mouvementglobal estéquivalentau mouvementindividuel desmacroparticulesElles ont
donctoutesla mémeéquationdu mouvement.

3.3.2 Evolution del’ emittanceRMS

Dansun premiertemps,nousallonscompareite grossissementlatif del’ @mittanceRMS
£-ms €nfonctiondutemps.Rappelonguel’on adéfini cettequantie commeétant:

Erms = 2\/<$2><3&2> — (z2)? = 24/ 12,0k0,2 — /1%,1

Ontracerale logarithmedécimaldu grossissementlatif del’ emittance:,.,,, parrapporta
I émittancededépartz,, o :

LOg( |€rms - Erm30|)

Erms0

En prenantun nuagede 10000particulessur un disquede densite uniformedansl’espace
desphasegjuel’on fait évoluer, on obtientla variationd’émittancede la figure 3-3.
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rmsO0

- \ \ \
6O 20 40 60 80

temps (u.a.)

Fig. 3-3: Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ @mittancepour un nuagede 10000
particulesenfonctiondutemps

On constategu’au bout d’un certaintempsl’ @mittanceatteintune valeurd’ équilibre (aux
alentourgde t=30). On distinguedoncdeuxrégimescaracéristiquesjui sontle régime transi-
toire (pourt < 30) etle regimed’ equilibre.Dansl’'espacedesphasescelasignifiequele nuage
initial va tourneren se filamentantpour aboutir a une distribution d’équilibre (figures3-4 et

3-5).

57



Chapitre 3 : Densit et polyrbmesendimensior? : approchenaive

_1,5 \ \ \ \ \
-15 -1 -0,5 0 0,5 1 15

X (u.a.)
Fig. 3-4: Distribution du nuagede pointsa t=15 dansl’espacedesphasesz, &)

15

_1,5 \ \ \ \ \
-15 -1 -0,5 0 0,5 1 15

X (u.a.)
Fig. 3-5: Distribution du nuagede pointsa t=200 dansl’espacedesphasegz, i)

Comparongettequantie quel’on obtienten prenant64 pointsd’intégrationet enles faisant
évolueraucoursdu temps.
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3.3.2.1 Reégimetransitoir e

Pouruntempst < 30, lesdeuxcourbesde variationd’ emittance(simulationnave et si-
mulationréalisteclassiqueyesuperposentorrectementnaispastotalementommeon peutle
voir surla figure 3-6.

=)
\

w g —— A partir des points d'intégratia
L et Par la méthode classique

- \ \ \ \
6O 5 10 15 20 25

temps (u.a.)

z

Fig. 3-6: Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ @mittancepour un nuagede 10000
particulesenfonctiondutemps

Dansle regimetransitoire)’ @mittancecorvergeverscelleobtenugarla méthodedespoints
d’intégrationquandon augmentdée nombrede particulesdu nuageinitial.
On disposedansce casd’'une méthodede simulationextrémemenipréciseavec un nombre
réduitdepointssi 'on connat exactementa densiéinitiale.

3.3.2.2 Régimed’ equilibre

z

Alors qu’en réalite I' emittanceatteint une valeur d’équilibre,on obsere dansle casde
notre méethodeune pseudo-griodicite (figure 3-7) : apresavoir atteintunevaleurd’equilibre,
elle décrdt puisremontede nouveauverscettevaleur Neanmoinscettevaleurd’ equilibreest
toujoursla memepour les differentegériodeset corresponch celle obtenueavec I’ évolution
simpleillustreesurla figure 3-3.

L'explicationde ce phénoneneestquel’on fait évoluerun nombrefini de pointsdansl’es-
pacedesphasesCettefinitude fait quela périodicite de chacunedestrajectoiresentrane une
pseudo-priodicitedel’ emittance.
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rms0

% \ \ \
0 20 40 60

temps (u.a.)

z

Fig. 3-7: Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ @mittanceenfonctiondu tempsa
partir des64 points

Sil'on moyennanaintenantemporellemenit émittanceRMS issuede notreméthode sonévo-

lution estla mémepourlesdeuxméthode®tconverge preci€mentwersla memevaleurd’ equi-
libre (figure 3-8).

rms0
|
w
|

\ \ \ \ \ \ \
-6
0 10 20 30 40 50 60 70

temps (u.a.)

z

Fig. 3-8: Logarithmedécimaldela variationrelativemoyengede I @mittancesnfonctiondu
tempsa partir des64 points
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Principe du calcul dela moyenne

Onchercheacalculerla quantiedela forme:

_ 1 [T
f=f/0 f(t)dt

Nousprenongarexemple f = z2.
Pourcela,on exécutela proceduresuivantepour chaquepointduréseau
— quandle point z; estrevenuau voisinagede sonpoint de depart,on calculela quantie
Qi.-+1 définiepar(ou r repiesentde nombredetours):

Qi,T-I—l = Qi,T + Z )\]I'?
i
— oncomptele tempsécouk T encomptanie nombretotal de passages auvoisinagedu

pointdedépartde z;.

— on calculedoncla quantié:

Qi,7+1
T+1

Pi,7'+1 -

— la moyennef estalorsobtenueen intégrantsur tous les points du réseaude la fagon
suivante:

f_’T-I-l = Z /\iPi,T-I-l

qui corvergevers f quandr — cc.

z

On obtientla figure 3-8, décrivant!l’ évolution de I’ émittancepar ce procece. Cettefigure est
a compareraux figures 3-3 et 3-4 : le régime transitoireest donc reproduitgrosserement
maisl’ évolutionalong termeestreproduiteavec unebonneprécisionpuisqudesdeuxcourbes
tendentversla mémelimite.

3.3.3 Evolution desmomentspairs
3.3.3.1 Evolution sansmoyenne

Consiceronslesmomentgusqu’al’ordre 10. On traceleur évolution enfonctiondu temps,
soit pourtoutesles particulesdu nuagedansle casde la méthodeclassiquesoit pourle réseau
depoints.

Jusqu’autempst=25, c’est-a-dire juste avant I étatd’equilibre,on constateque les courbes
d’evolutiondesmomentsssuesdesdeuxméthodesesuperposentorrectemengt ce,jusqua
I'ordre 8 (voir figures3-9et3-10) :
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\ \
0,25 — Par la méthode classique [
rrrrrrr A partir des points d'intégratign
o
<
S
N—r
0,2—
o
N
=
0,15 Y -
\ \ \ \
0 5 10 15 20 25

temps (u.a.)

z

Fig. 3-9: Compaaisondel’ évolutiondumomeniu, o pourt < 25 suivantlesdeuxméethodes

0,06

E ,\ — Par la méthode classique N
‘ i T A partir des points d'intégratiqr

=

0,05

0,03

u8,0

0,02

0,01} ) .

0 \ \ \ \
0 5 10 15 20 25

temps (u.a.)

z

Fig. 3-10: Compaaisondel’ évolutiondu momenius o pourt < 25 suivantlesdeuxméthodes

z

Parcontre plusl’ordre dumomentestélevé,plusl’erreurdueal’ évolutiondespointsd’intégra-
tion devientimportante: il appard dessuroscillationsdesle momentd’ordre 4 et de plusen
plusquandon augmentd’'ordre. Pourle momentd’ordre 10 par exemple,notreméthoden’est
plusdutout fiable compaéea la simulationréalisteclassiquemeémepourle régimetransitoire
(voir figure 3-11).

Ceciestdl aufait quel'on extrapoletresmallesmomentsd’ordre sugerieut
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0,04}

— Par la méthode classique
rrrrrrr A partir des points d'intégratig

I
=}

0,03 |
~
<
>
N—r
0,02
=
o
—
=1
0,01

25
temps (u.a.)

z

Fig. 3-11: Compaaisondel’ évolutiondu momeniz;, o pourt < 25 suivantiesdeuxméthodes

3.3.3.2 Obtention desvaleursd’ equilibre

Apresun tempsd’ évolution suffisammentong, on obsenre le regimed’équilibrepourtous

lesmomentsguelquesoit'ordre : ils corvergentversunelimite finie differentepour chaque
momentcommeon le voit surlesfigures3-12et 3-13:

0,25 _
o
<
=]
N—r
0,2} _
o
o
=
0,15
\ \ \ \
0 20 40 60

100
temps (u.a.)

Fig. 3-12: Evolutiondu momenti:, o, calculeea partir du nuagede pointsenfonctiondu temps
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0,12} _

0,11+

(u.a.)

0,08

Hao

0,06

0,04 | | | |
0 20 40 60 80 100

temps (u.a.)
Fig. 3-13: Evolutiondumomenti:4 o calculeea partir dunuagede pointsenfonctiondu temps

Avecnotreréseauestreintdepoints,|’ évolutiondesmomentdevientcompktementausse
pourle longterme(et nousnel’avonsdoncpasrepresenge).
Cependangneffectuania moyennegpresenkéeauparagraph€3.3.2.2),onretrouwe I’ évolution
globaledesmomentpourdestempstresgrandgsurlesfigures3-14et3-15qui sontacomparer
auxfigures3-12et 3-13):

0,26

0,24

(u.a.)

uZ,O

0,22

0,2 |
0 50 100
temps (u.a.)

Fig. 3-14: Evolutiondu momeniu; , moyen@issuedes64 pointsenfonctiondu temps

64



Chapitre 3 : Densit et polyrdomesendimensior? : approche naive

0,13

0,12

0,11

(u.a)

0,1

Hao

0,09

0,08 ‘
0 50 100

temps (u.a.)
Fig. 3-15: Evolutiondu momeniu,, moyen@issuedes64 pointsenfonctiondu temps

Meémesi ce traitementestvalablepour tousles moments)a cornvergenceestde plus en plus
lenteau-deb del’ordre 6. Il faudraitdoncfaire tournerlespointspendanun tempsassezong
pouravoir unebonnevaleurlimite.

3.4 Conclusiondu chapitre

Mémesi seshypothesesne sontpastoutesrigoureusegles A; restentconstantsau cours

temps),la simulationnave de la méthodedespointsd’intégrationpermetd’obtenirle regime
transitoirede diversegyrandeurstatistiguesvec unebonneprécisionpourunedistribution de
particulesconsiceree.En outre, |’ évolution de cesmacroparticuleslonne,ala conditiond’ef-
fectuerdesmoyennesemporellesun moyenrapideet @conomiquepour decrirel’ évolution a
long termedesmomentgle la densié et de sonémittance Par contre,|'estimationobtenueest
relatvementglobale.Bien que cetteméthodefasseappela I'extrapolationdite nave desmo-
mentsd’'ordresugerieut elle permetd’obtenirun certainnombredeparanetresetlesméthodes
développeesau chapitre2 pourraientetre ervisageespour caracériserla densié au boutd’un
certaintemps.
Cette etudea aussimontié que la simulationclassiquede particulesa peutétre seslimites
puisqueles résultatssur les momentsdépendentresfortementdu nombrede particules: ce
problemede stabilite estmis en é&videncepar les suroscillationssurtoutpour les ordressupe-
rieursa4; cesoscillationsdisparaissermjuandon augmentdée nombrede particules.

En extrapolant,2000 particulespour un espacedesphasede dimension2 n’est passi gros-
sierquecela;ceciequivaudraita2000® = 8.10° particulesendimensiorg.

On peutdonclégitimementsedemandesi unesimulationavec 10? particulesseraitsi réaliste
guecela.

Dansun paquetde particulesréelles,a 100 mA et 350 MHz on a erviron 1000particulespar
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espacale deuxdimensionsce qui estcomparablea 2000 particules Au vu descourbespour
desconditionsinitiales legeremendifferentespn auraprobablemendesfluctuationsd’un pa-
guetde particulesaun autre.

Quandon prend20000particules/a solutionestplus stableet peutétreinterpeteecommela
moyennesurplusieurgpaquets.
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Chapitre4

Evolution desmomentsdansun espacede
dimension?2 : approcherigour euse

4.1 Geénreralisation de l'int égrale de Stieljes. Inter prétation
physique
L'objectif de ce chapitreestd'utiliser lesrésultatsdu chapitre2 pour desdensieésdéfinies

dansl’'espacedesphases, ). A partir d’'un certainnombrede momentspn cherchedonca
définir 'enveloppecorvexe d’'unedensit etd’en estimersesmomentsd’ordre sugerieut

Danstous les cas,on consicere une distribution reelle de particulesdéfinie sur un domaine
d’existenceD symétriqueparrapportal’origine dans(z, ).
4.1.1 Gereralisation dela fonction F' endeuxdimensions

Nous avons vu au chapitre2 qu’en dimensionl, les polesde la transforngéede Stieljes
définissente supportdudomainedela densiéw :

o0

[ w@dE
F("ﬂ)—/v x— ¢ _]‘:0 i+l

Nousallonsgéeréraliseda fonction /' endeuxdimensionsen partantdu principequelespoles
dela fonction F'(z, &) doiventcaracériserle domaineD endeuxdimensiongle la densié w.
Nouschoisissonsloncde consicerer F telle que:

) — w(&, n)dEdn 41
red= | e )

SoientX et/ lesvecteurssuiants:
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et

§
U

avec| X ||= Va? + z2.

J =

En effectuantun développemené&uvoisinagedel'infini, F'(z, ) devientalors:

Fla.y)= \Xr\/<zr\X|\2n) M)

Endéveloppante terme( X.7)™ al'aide dela formuledu bindbmedeNewton :

=Y i)
p=0

onobtient:

[oe) 1 n o o
F(z,y) = Z T Z Cr P ey P (4.2)
n=0 p=0

ou I'on fait apparétre, dansune mémeexpressiontousles momentsd'ordre n y, ,_, dela
densié consicereew (¢, n) :

nep = P Pw(€,m)dEd
[y, /Dfn w(&,n)dEdn

4.1.2 Parameétragesangulaire et radial
Passonsnaintenanencoordoneespolairesavec:
x = pcosh
T = psind

L'expression(4.2) devientalorsdansce sysemede coordonmeeset pourun anglef fixée:

Fy(p) = Z Mo ou My, = Z CrP(cosh)" (51m0)" " iy nyp (4.3)

n+1
n=0 P p=0

Pourun angle# fixé, on retrouve une forme equivalentede la transforneede Stieljesvue en
dimensionl. Fy(p) estdoncla transforneede Stieljesde la densié projetesurla droite de
paranetred. En faisantvarier§ de O a 27, on obtientdonctoutesles projectionsde F'(z, &)

dansl’'espacedesphases.

LestermesMy ,, representenalorslesmomentsde la densié projeteesurla droite faisantun
angled avecl’axe desabscisses.

Graceau paranetrageangulaire on seramenefinalementa un problemea unedimensiondéja
traité au chapitre2. La descriptionentermesde polesestdoncunedescriptionde I'enveloppe
cornvexe uniquementElle correspondunevision depuislinfini soustouslesangles.
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4.2 Estimation del'enveloppeconvexeen deuxdimensions

SoitunedistributiondeparticuledéfiniesurundomaineD dand’espacedephasesionton
neconnat quelespremiersmomentsairsy,; jusquaunordredonre N, telquek +1 < N,
auninstantquelconqueA partirdelarelation(4.3) quenousvenongd’ établir, nousallonsvoir
guel’'on peutestimeravec une bonneprécisionl’enveloppecorvexe en deuxdimensionsde
cettedensié enn’utilisantquelesmoments:;,; connus.

4.2.1 Calcul du bord pour un ¢ fixé.Reconstructiondel’enveloppecornvexe

Onsaitquegraceaun paranetrageangulaire pnretrouwe uneforme équialenteala trans-
forméede Stieljesenunedimension

n

My, _ PR
Fo(p) = Z pnj_’l ou My, = Z Cr7P(cost)’ (s1n0)" ™"ty n_p

n=0 p=0

Endiscietisant’espacedesphaseencoordonieespolaires(p, #), on peutcalculerpourchaque
valeurded lesmomentsM, ,, dela densié projeeeselond apartirdesyy,;.

Pourun d fixe, on serameneaux hypothesesdu chapitre2 : on connat les premiersmoments
dela densit projeesurladroitefaisantunanglefd avecl’axe desabscissed.’ étudeseramene
doncauneétudeenunedimension.

Par congquent,pour chaqued, on peuten déduireles polyndmesorthogonauxassoaes aux
momentsMy ,, gracealarelation(2.4) puisle supportzs de cetteprojectiona partirdelarela-
tion (2.15).

Unefois ce bordesting, on cherchda perpendiculairé cettedroite de projectionpassanpar
ag (figure4-1).

Limite du %
domaine
Droite de
projection
%
P 0
X

Fig. 4-1: Projectionselond dudomaineD dansl'espacedesphases
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Avec les intersectiongle deux perpendiculairesuccessies, on trouve alorsun polygonequi
representaineestimationde'enveloppecorvexe du domaineD (figure4-2).

Enveloppe convexe

o issue des tangentes

Limite du
domaine.

Fig. 4-2: DéterminatiordeI’enveloppecornvexe a partir del’intersectiondesperpendiculaies

4.2.2 Exemplesdesdensitesuniforme et gaussienneen deux dimensions

Afin d’illustrer cequenousvenonsdevoir, onconsicereun nuagede particulesayanttoutes
la mémechage (de10000a100000particules)ll apourdensiginitiale la densié uniformeou
gaussienndansle disquederayonl. Elle estsoumiseauneforce nonlinéairesimilaireacelle
duchapitre3: f(z) = —(kix + koa°) aveck, = 1.5 etky = 1.

A l'aide d'un codemultiparticulaireclassiqueon calculel’ évolution de ce nuageau cours
dutemps A n'importequelmomentdel’ &volution,on calculelespremieranoments:;,; dece
nuageen effectuantunesommesurtoutesles particules

n
1
_ k.l
Kk, = n E T;T;
i=1

n étante nombretotal departiculesdande nuagestchaqueparticulej pouvantétrecaracérisee
parsapositiondansl’espacedesphasegar(z;, ;).
Le nuageétanttoujourssymétrique,on peutne consicererquelesmomentsd’ordre pair.

4.2.2.1 Densiteinitiale uniforme

Pourle casde la densié uniforme,on prendun nuagede 32000 particulesquel'on fait
évoluer sousl’effet de la force f. Voyonsce que devient ce nuagea diversinstantsde son
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évolution et comparonssadistribution a I'enveloppecorvexe quel’on trouve a partir de ses
momentgairscalculesjusqu’al’ordre 10.

X (u.a.)

Fig. 4-3: Compaaisonentte le nuagede 32000particulesa I'instant t=0 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments

X (u.a.)

Fig. 4-4: Compaaisonentre le nuagede 32000particulesa I'instant t=3 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’'enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments
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- | | |
1’5—1 -0,5 0 0,5 1

X (u.a.)

Fig. 4-5: Compaaisonentte le nuagede 32000particulesa I'instant t=10 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’'enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments

1,5

-1 -0,5 0 0,5 1
X (u.a.)

Fig. 4-6: Compaaisonentte le nuagede 32000particulesa I'instant t=50 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments
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-1 -0,5 0 0,5 1
X (u.a.)

Fig. 4-7: Compaaisonentre le nuagede 32000particulesa I'instant t=100 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’'enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments

- | | | | |
15 -1 -0,5 0 0,5 1

X (u.a.)

Fig. 4-8: Compaaisonentre le nuagede 32000particulesa I'instant t=2000 (u.a.)dedensié
initiale uniformeetI’'enveloppecornvexe calculeea partir desesmoments
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Selonla géonetriedu nuagede particulesobtenua un instantquelconquele sonévolution, on
peutdoncen déduireune erveloppecorvexe du nuagequi engloberelatvementbien (figure
4-5), voire extremementien (figures4-7 et 4-8) un maximumde particuleset ceci malgré
la filamentation.La descriptiond’une densié filamenge a 'aide desmomentspeut paratre
insoluble.En réalite, nousavons montré que les momentsnousdonnaientune descriptionen
termesde corvexité et nousavonsmontre commenty panenir.

4.2.2.2 Densiteinitiale gaussienne

Pourla densié gaussiennepn consicerel’ évolution d’'un nuagede 100000particulesque
'on soumetala force f aveck, = 2 etk, = 0.1. Au tempst=20 et t=50 (u.a.),on compare
I'envelopperéellede ce nuagedansl’'espacedesphasesa celle obtenuea partir despremiers
momentsdu nuaggusqual’ordre 10 (figure4-9 et 4-10).

X (u.a.)

Fig. 4-9: Compaaisonentre le nuagede 100000particulesa l'instant t=20 (u.a.)dedensié
initiale gaussiennetl’enveloppecorvexe calculeea partir de sesmoments
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Fig. 4-10: Companisonentre le nuagede 100000particulesa I'instant t=50 (u.a.)dedensié
initiale gaussiennetl’enveloppecorvexe calculeea partir de sesmoments

€ rms0 l

rms0
1
w

rms

|€
L
I
|

Log

- | | | |
60 10 20 30 40 50

temps (u.a.)
Fig. 4-11: Logarithmedécimaldela variationrelativedel’ @mittancesnfonctiondu temps
pour un nuagede 100000particulesde densié gaussienne
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Lestempschoisissontrelatvementcourtscompaésa ceuxde la densié uniformecarl’ @mit-
tancecorverge tresrapidementversun étatd’ equilibre,commeon peutle voir sur la figure
4-11 Laencoreon entoureun maximumade particulesavec notre erveloppecorvexe enlais-
santquelquegarticulesal’extérieurde cedomaine.

4.2.3 Précision de I'enveloppe convexe en fonction du nombre de mo-
mentsconnus

Sil'on augmentde nombrede momentautilisespourdétermine’enveloppecorvexe d’'un
nuage,on constataque cetteerveloppedevient de plus en plus préecise: reprenong’exemple
du nuagede 32000particulesdontla densig initiale estuniforme.Faisons-leévoluer sousla
force f jusqu’autempst=20 (u.a)et calculonssonernveloppecorvexe avec,d’une parttousses
momentspairsjusqua l'ordre 6 et, d’autre part, tous sesmomentspairsjusqu’a I'ordre 10;
comparongesdeuxernveloppessurlafigure4-12

1,5 | | I

- jusqu’al’ordre 6 .

Fig. 4-12: Enveloppecorvexe enfonctiondu nombe de momentsitilisés: jusqual'ordre 6
ou 10 pourun nuagede 32000particulesa I'instant t=20 (u.a.)dedensig initiale uniforme
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On constateeffectivementguel’enveloppela pluspréecise c’est-a-direcellequi englobde plus
grandnombrede particulesestcelle qui corresponduplusgrandnombrede momentautilisés.
Pourcemémenuagemaisalinstantt=100danslesmémesconditions |a différencede préci-
sionestencoreplusnettepuisquel’on "perd” dansle premiercas(momentgusqual’ordre 6)
unequantié significative de particulegfigure4-13) :

1,5 | T |

jusqu’al’ordre6 .

_1’5 | | | | I |

-1 -0,5 0 0,5 |
X (u.a.)

Fig. 4-13: Enveloppecorvexe enfonctiondu nombe de momentsitilisés: jusqual'ordre 6
ou 10 pourunnuagede 32000particulesa I'instant t=100 (u.a.)de densitinitiale uniforme

4.2.4 Inter prétations

Pluson augmentde nombrede momentsinitiaux, plus I'enveloppecorvexe calcukede-
vientprécise: physiquementelasignifiequel’on englobeun plusgrandnombredeparticules
contenueslansle nuageconsickere. La localisationdesparticulesdansl’espacedesphasesst
doncbeaucouplus precise Autrementdit, plus on connat de momentsnitiaux et mieux on
localisel’ émittanced’'un nuagede particules.Les pertesde particules(c’est-a-direcellesqui
ne sontpasalint erieurde I'enveloppecorvexe trouvee)sontalorsminimisées.Par exemple,
sil'on reprende casdela densitinitiale uniformedela figure4-8, les particulesal'extéerieur
del’enveloppecorvexe calcukea partirdesmomentaerepresentenérviron qu’uneparticule
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pour mille. En augmentante degré maximumdesmomentsutilisés,on peutencorereduire
cetteproportionde particulesexclues.

Dansl'exemplede la densit initiale gaussienndfigure 4-9), le nombrede particules’per-
dues”estd’environ de 16 sur100000 cequi fait erviron uneparticulesur5000al’exterieurde
I'enveloppecorvexe trouvee.

4.3 Calculsdesmomentsd’ordr e superieur

Le but de ce paragraphe@stde montrercomment,connaissanies premiersmomentsyy, ;
jusqual’'ordre n (avec n=k+l) d’'un nuagede particulessoumisa uneforce exterieurenon li-
néaire,on peutextrapolerlesmomentsd’ordre sugerieuraucoursde sonévolution.

Onsaitquel’on peutseramenera un problemea une dimensionen génerantn premiersmo-
mentsM, ,, dela densié projeteeselond, etcepourtoutd del'espacedesphases.
Deplus,d’apresle chapitre2, onpeutobtenit pourchaqué, lesmomentsd’ordresugerieur(de
la densig projetee)jusquaunordrevoulun, parextrapolationdelarécurrencelespolyndomes
orthogonauxassodes (voir le paragraph@.7.3.1).Cesn, momentsextrapoles My ., ; (avecj
allantde1 an.) peuwentalorss’écrired’apres(4.3), pourtout :

n+j
n+j—p o p\nti—P
My = g Crii™ P (cost)P(sinb) Upnti—p VO

avec i, .+;—p lesn+j+1 momentsd’'ordren+j quel’on recherchgourchaqug del an..

Par uneméthodede moindrescarés,enminimisantl’expressiorintégralesuivante:

n+j 2
/ (Z C;fij " (cost) (S’ine)n+]_p/~bp,n+j—p—Me,nﬂ') v

Onestime pourchaqug, touslesmomentsd’ordren+j du nuagede particulesatoutinstantde
sonévolution.

lllustronsceci,en prenant’exempled’un nuagede 32000particulesdedensig initiale la den-
site uniforme,soumisala force f définieprecedemmentA l'instantt=20 (u.a.),on calculeles
premiersmomentgairsjusqu’al’ordre 10 del’ emittancecorrespondant@igure 4-14).
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Fig. 4-14: Nuagede particulesdansl’espacede phases t=20 (u.a.)avecpour densié

Les momentsd’ordre 12 et 14 que I'on obtient par cetteextrapolationsont ranges dansles

tableaux(4-1) et (4-2) :

17 |
0,51 il
—

s l
2 0- .
- L |
_075, _
_17 _

- | | | |

Lo -05 0 0,5 1

X (u.a.)

initiale la densié uniformesur le disque

moments| valeurréelle| valeurextrapoke | erreurrelative ( en%)
[o,12 1.9345e-01| 1.9346e-01 0.008
pi1 1.6088e-02| 1.6094e-02 0.03
2,10 1.3065e-02|  1.3065e-02 0.005
U39 2.9617e-03| 2.9539e-03 0.26
g 3.2155e-03|  3.2189e-03 0.10
Us,7 9.4050e-04 9.5227e-04 1.25
6.6 1.6545e-03| 1.6394e-03 0.91
5 4.2718e-04 4.3469e-04 1.75
s .4 1.5427e-03| 1.5431e-03 0.02
Ho,3 2.7365e-04 2.7664e-04 1.09
H10,2 2.7102e-03 2.7046e-03 0.20
H11,1 3.1681e-04 3.2279%e-04 1.88
H12,0 1.5166e-02 1.5170e-02 0.02

Tableau4-1: Momentgd'ordre 12 extrapolescompagsauxvraiesvaleursa I'instant t=20
connaissantouslesmomentgpairsjusqua l'ordre 10 pour la densié uniforme
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moments| valeurréelle| valeurextrapoke | erreurrelative ( en%)
Ho,14 2.091e-01 2.092e-01 0.04
1,13 1.728e-02 1.730e-02 0.09
H2,12 1.217e-02 1.215e-02 0.10
U311 2.766e-03 2.754e-03 0.43
{4410 2.512e-03 2.531e-03 0.73
U590 7.601e-04 7.687e-04 1.13
6.8 1.055e-03 1.025e-03 2.80
M7 2.879e-04 3.152e-04 9.46
Hs.6 7.642e-04 7.565e-04 1.00
o 5 1.346e-04 1.391e-04 3.29
10,4 8.980e-04 8.879e-04 1.13
f11 3 7.620e-05 8.995e-05 18.0
(12,2 1.875e-03 1.872e-03 0.16
H13,1 7.175e-05 8.013e-05 11.6
H14,0 1.217e-02 1.218e-02 0.07

Tableau4-2 : Momentgd'ordre 14 extrapolescompagsauxvraiesvaleursa I'instant t=20
connaissantouslesmomentgpairsjusqua l'ordre 10 pour la densié uniforme

Hormisquelguesnomentspnretrouwe bienlesmomentsi’ordresuperieurdenotredistribution
de particulespar notre methoded’extrapolation.Ceci estvalablea n’importe quel instantde
I évolutiond’un nuagede particulesgquelconquesoumisa uneforce extérieure.

4.4 Evolution d’'une densite en deux dimensionsa partir de
sesmoments

La principaleapplicationde I'extrapolationdesmomentsd’ordre superieurd’'un nuagede
particulesendimensior2 estl’ évolutiond’'unedensit a partir de sesmoments.

4.4.1 Equation d’évolution desmoments

Consiceronsles momentsd’'un nuagede particulessoumisa uneforce nonlinéairede la
forme f(z) = —(kix + kq2?) ; rappelongquel’ équationd’ évolution du momenty,, ,,, établie
dansle chapitreintroductif 1 s’écrit:

/:Ln,m = NUpn-1,m+1 — Tnkl,un—}-l,m—l - Tnk?,un—l—p,m—l (44)
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Cette équationd’évolution du moment,, ., nécessitedonc la connaissancee (i, 4, -1 Si
la force esten x*. En théorie,nousavons donc besoind’une infinité de moments.car, pour
connatre le momenty,;, -1 auninstantdonre,il fautlui appliquerla relation(4.4),ce qui
nécessiteenparticulier la connaissancee y,, 12,2 €tainsidesuite...

Si maintenantpn estimedirectemenpar extrapolationce momentg,, ., ..—1, On assurealors
la fermeturedela relationprecedenteA toutinstant,uniguemengpartir d’un jeude moments
donres,on peutalors connatre les momentsd’ordre sugerieurjusqua l'ordre quel’'on veut,

z

puisendéduirel’ évolutionden’importequelmoment.

z

La fermeturede la relation(4.4) étantassuee,nouspouvons|’utiliser pourdécrirel’ évolution
d’'un nuagede particulesdéfini dang’espacedesphases.

4.4.2 Evolution d'un nuagedeparticulesapartir desesnoments: exemple
dela densite uniforme
Prenonsin nuagede 32000particulesayantinitialementla densié uniforme,quel’on sou-

metalaforce f(z) = —(kyx + koz®) aveck; = 1.5 ethy = 1.
A l'origine destemps,on calculeles premiersmomentgairsjusqu’al’ordre 10.

z z

Afin de déecrirel’ évolution de ce nuage,nousobserons,commedansle chapitre3, I évolu-
tion du grossissementlatif del’ émittanceRMS donton rappellel’expression

— ¢ 2
Erms = 24/ H2,0H0,2 = [1 4

Leséquations)’ évolutiondesmomentsiz o, 11,1 €t o2 S'€Criventalors:

/12,0 = 2,L01,1

/ll,l Hoz2 — kl/iz,o - k2/~66,0

flog = —2kiprg — 2kaps;

A l'instantt=0, on connat touslesmomentaécessaireala determinatiordec,.,, . Parcontre,
au coursdu temps,nousavons donc besoinde connatre 6 €t ps1 dontleur évolution est
donreepar:

ﬂe,o = 6us,

ﬂs,l = D42 — kl#e,o - kz/ilo,o
avec iy o etyyo Obeissanti:

ﬂ4,2 = 4#3,3 - 2]€1/~65,1 - 2162#9,1

/110,0 = 10#9,1
ﬂ9,1 = 9#8,2—[€1M10,0—[€2M14,0

Onarrivedonca u14,0 quel’on peutdeterminemparextrapolation.
A un momentdonrg, on a besoinde connatre un ou plusieursmomentsd’ordre sugerieur a
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z

10 pour décrirel’ évolution de tousles momentsen particulier u; 0, 1111 €t p0,2. La méthode
d’extrapolationdesmomentgjuel’on a etabliepermetdoncde détermineicesmomentstainsi

z

d’arréterl’effet decascadelans’ equation(4.4).

Enintégrantparrapportautemps,on obtientl’ évolutiontemporelledee,.,, pasapas.
Comparonslorslesrésultatsjuel’on obtientde cettefaconaceuxtrouvesenprenantun code
multiparticulaireclassiqueappliqLe a notredistribution surla figure 4-15.

o
(2]
£
2
w e
I o
g w
w = — A partir de la méthode d’extrapolation des moments
I Par la méthode classique
(@] Al
Q i
—

\ \ \
0 20 40 60

temps (u.a.)

z

Fig. 4-15: Logarithmedécimaldela variationrelativede’ @mittancgpour un nuagede 32000
particulesde densié uniformeenfonctiondutemps

On retrouwe sansproblemele régime transitoireet le regime d’ equilibreestbeaucoupmieux
décritquedansle casde'approchenaive décriteauchapitre3 (voir figure 3-7). Cependantau
boutd’un tempslong, la valeurd’équilibredevient instable.Ceciesttresproblablementd a
uneaccumulatiord’erreurdansles momentsceux-cifluctuantenormementaucoursdu temps
(figure4-16). Eneffet, la filamentatiorobseneesurlesnuagesie particulesau coursdu temps
introduitdesdensiésprojeteesa plusieurdbossesondérivablesNoussazonsdansce casqu’il
estnécessairele mockliserplus finementla recurrenceentreles polyndomesorthogonauxdu
paragraph€2.7.3.1)enl'analysantentermesde sous-suites.
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\
0,25~ — Par extrapolation des moments
1 Par la méthode classique
-
<
S
N—r
0,2
<
N
3
0,15 _
\ \
0 20 40 60

temps (u.a.)

Fig. 4-16: Momentu, o pourun nuagede 32000particulesde densié uniformeenfonctiondu
temps

Cesmomentsétantobtenusinitialementa partir d’'un paranetrageradial et angulaire,on
retroue alorsle meémeproblemequ’au chapitre2, c’est-a-dire la bonnecompiehensionde
'extrapolationdela récurrencg2.11)enunedimension.

4.5 Conclusiondu chapitre

Enpartantduprincipequelespdlesdel’int egraledeStieljesdoiventcaracérisen’enveloppe
corvexe d'unedensit, nousavonsréussiagénreralisercetteintegraleendeuxdimensionsPuis,
avec un paranetragede I'espacedesphasesn coordoneespolaires,nousnoussommesa-
meresal’ etuded’'unedensié a partir de sesmomentsenuneseuledimensionLe formalisme
etabliauchapitre2 a alorspermisde mettreau point uneméethoded’estimationde 'enveloppe
cornvexe endeuxdimensionsd’'unedistribution de particulessoumises uneforcenonlinéaire,
symetriqueparrapportal’origine, uniqguement partir de sespremiersmoments.

De plus, nousavonsvu quela précisionde cetteenveloppedependdu nombrede moments
connus. pluson connat initialementde momentsplus on entoureun maximumde particules
dunuagean’importequelinstantde sonévolution.On minimisealorslespertedeparticulessi
I'on consicerequecetteenveloppecorvexe representd’ émittancede la distribution dansl’es-
pacedesphasesEn prenantles premiersmomentgusqual’ordre 10, cespertesvontde 2 a
10 particulespour 10000dansl’espace(z, ). Certesnoussommesencoreloin despertesde
I'ordre de uneparticulepourun milliard désieesdansl’espacea six dimensiongdansl’ étude

defaisceauxntenses)maiscecidonneundelut deréponsealansla recherchealela localisation

83



Chapitre 4 : Evolutiondesmomentslansun espacaledimensior? : approcherigoureuse

desparticulesdansl’espacetrans\ersed’un faisceawgerérantuneforceinternenonlinéaire.

Enfin, 'extrapolationdesmomentsd’ordre sugerieurnousa permisd’assurera fermeturede
I' équationd’ évolution desmoments En étudiant’ évolution d’un densié uniguemeng partir
deséquationgd’ évolution de sesmomentsnousnoussommegetrouvesfaceau problemede
I'extrapolationde la récurrencalespolyndmesorthogonauxen unedimensiondéja renconte
au chapitre2. Nousne I'avons pasencoretotalementésolu.Neanmoinsgn uneou deuxdi-
mensionsle problemeestbienidentifié commeétantia bonnecompiehensiorde cetterelation

derécurrencenunedimension.

84



Chapitre5

Mesuresde faisceaulogiesur I'accelerateur
GENEPI

5.1 Intr oduction

5.1.1 Contextehistorique

Conformementa la loi du 30 decembrel991 relative aux recherchesur la gestiondes
déchetsradioactifsde hauteactvité et a vie longue, plusieursétudessur la separationet la
transmutatiorde cesélementsont éte merees,en particulierdestravaux sur la possibilie de
leur destructiorparfissionou transmutation.

Les étudessur les sysemesincinérateurshybridess’incrivent dansce contete : un réacteur
hybrideestun réacteunucleairesous-critiqueassoc@ a une sourceexternede neutronsCette
sourcedeneutronsestgeréralementournieparunacelérateude particuleschageesLespar
ticuleschagéesproduitesviennentfrapperunecible au centredu coeurdu réacteuet donnent
desneutronsen cassantes noyauxde la cible par spallation.Le but de cesétudesestd’ établir
lescaracéristiquedetelssysemesetd’en évaluerlespotentialies[38].

Le programmeMUSE (MUltiplication de SourceExterne)constituela composanteneutro-
nique expérimentaledes étudessur cessysemeshybridesqui se dérouleaupesdu réacteur
derecherchdlASURCA (MAquettede SURgererateura CAdarachejlu Centred’EtudesNu-
cléairesdu CEA aCadarache.

L'accelerateudeparticulesSGENEPI(GEnrerateurde NEutronsPuls Intense)adoncéte congu
dansle cadrede cesétudegourenétrela sourcecompkementairale neutrons.

5.1.2 Obijectif de notre étude

Dansce chapitre,nousnousattacheronparticulierementux caracéristiquesdu faisceau
departiculessortantde GENEPI,a partir de mesuresffectueesal'lSN, avantl’installationde
GENEPIaCadarache.

De cefait, nousne consicererongpasGENEPIentantquesourcede neutronsexterneassocee
aunréacteumaisseulemenentantque”simple” ac@lérateurde particules(c’est-a-diresans
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la cible). Pourplus d’'informationssurles sytemeshybrides nousrernvoyonsle lecteurauxré-
ferencedibliographique$39], [40] et[41].

Nousferons dande paragraphsuiant,la descriptiorgeréralede GENEPI.Puis,apresquelques
calculsthéoriquesurlesfaisceauxdeparticulesnousdécrironde sysemedemesuresjuenous
avonsdéveloppe pour étudierle faisceau Enfin nousanalyseronges résultatsexperimentaux
guenousavonsobtenus.

5.2 Description générale de I'accélérateur GENEPI
5.2.1 Geénéralités,specificites

Le GEréerateurde NEutronsPuls Intense(GENEPI) produit desimpulsionsde neutrons
rapidesd’une dureede 0.5 a quelquegnicrosecondegar I'intermédiaired’'un faisceaupulse
dedeutongimpulsionsd’ions de deugriumD). Cesdeutonssontproduitsparunesourcepuis
sontfocalises,aceleresettransporéssurunecible danslaquelleestimplani& dudeugrium(D)

oudutritium (T) selondesbesoinsLesréactionsiucleairegD, D) ou (D, T) produisenglors
desneutrongd’énegierespectie 2.67MeV et 14.1MeV.

GENEPIestun acelerateurelectrostatiquelassiquemaisici la productionmoyennede neu-
tronsestplusfaible quepourbeaucoum’autrespetitesmachinesL’originalité de GENEPIlest
sonfonctionnemenagrandcourantréted’ions, del’ordre de50 mA maximum,avecuntemps
dedescentele'impulsion de neutrongdel'ordre de 10-7 seconde.

5.2.2 Constitution de GENEPI

GENEPIlestconstitle successiement:

— delasourced’ions etdesélectrodesl’extractionetdefocalisation
— dutubeaclérateur
— duguidedefaiscealcomprenante separateudemasseetla ligne detransporfusquala
cible;
— delacible (deugréeoutriti ee);
— d’anneesassurante fonctionnementiel'ensemble pompesavide, alimentation®lec-
trigues,commandest contidles.
Les caraceristiquescompktesde ceselementssontdécritesdansle rapport”L’accelérateur
GENEPI”[42] ; nousallonslesdécrirebrievement.

5.2.2.1 La sourced’ions de deuterium (deutons)

La sourced’ions choisieestdetypeduoplasmatrof43]. Elle estconstitieeessentiellement
de3 électrodeslansun milieu contenantlu deugrium,isotoped’hydrogene:
— unecathodechaudegmissve d’électrons
— uneélectrodantermédiaireappekecone;
— uneanodequi regoit les électrongde la cathodeet lesions créésdanssonvoisinagepar
unarcélectrique.
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Lorsqu’unetensionentrela cathodeetl’anodeestappliquee,l’envoi d’'uneimpulsiondetension
positive surle conedéeclenchainedéchageappetearcentrela cathodeet'anode: le filament
fournitalorsuneavalancheal’électronglande gazqui s’ionise.La formationetla disparitiondu

plasmaduesacettedechagesontrapidesetla frequenceleréepetitionpeutetrede 0 a5000Hz.

Le plasmaestdoncpulse. De plus,le coneconstitueunepuissantdentille magretiquepourles

électronset focalisece plasmasurun petit trou situé surl’axe del’anode.Enfin, uneélectrode
d’extractionporteea unetensionnégatve —V,_,; (deplusde50KkV) extrait lesions du plasma
issudel’'anodepourformerle faisceawd’ions.

Sanschampmagretique,la sourcene produit pasd’ions. Ce champestproduitpar 2 bobines
parcourueparun courantappet ”iy.:,.". D’'une part,cechampresserrdée plasmadansle trou

del'anode,d’autrepart,il creeuneélévationlocaledu potentielqui conduitunepartiedesions

du plasmaasediriger du cote del’anoded’ou ils pourrontétreextraits.

Cettesourcepermetdonc de transformerune partie du gaz deugrium injecte en impulsions
de deutonsLe faisceawbtenuesterviron compog a 75 % d’ions D+, 25 % d’ions D} eten
plusfaible proportionde D .

5.2.2.2 Le tube accelerateur

C’estuntubeacelerateuilectrostatiquelassiquale 250keV maximum detaille modeste
et transportableadapé specialemenpour GENEPI.II ac&lereles deutonssortantde 'anode
dela sourceal’ énepie désiee(engéréralentrel50et 250keV).

5.2.2.3 Le guidede faisceau

Le long de sontransport(surerviron 5 metres) le faisceawestcontenupar deslentillesde
focalisationet conduitjusqual’extrémite du guidequi estenforme de”doigt degant”.

e L’aimant-spectroratre:
C’estun dipble a 45 degrésqui separelesions DT desautresions parasite§de masse
differente)aussiproduitsparla source: apresle passagea traverscetaimant,l nereste
plusquedesionsD* dansle faisceaull permetausside détecterdesparticulesassockes
a la productiondesneutrongparticulesalphaset protons),pour le monitoragede cette
production.

e LesquadriplesQO, Q1, Q2, Q3:
Le premierquadriple QO estun aimantpermanentonstitle de ferrites. Les suvants
sontdeslentilles de focalisationélectrostatiqueseglables,sousvide. lls permettentde
contenirle faiscealetdele "mettreenforme” afin qu'il aitlescaracéristiquesiésieesa
'entréedudoigtdegant.

e LesquadriplesQ4 dansle doigtdegant:
Le doigt de gantestun tuberectangulaireconduisante faisceayusqua la cible tritiee
(placceaucoeurduréacteu Cadarache)Sesdimensionstelatvementéduitespnt éte
imposespar la geonetrie du réacteurll contientun sysemeoptique(de type FODO)
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formé de 6 quadriplesélectrostatiqueglentiquesQ4 pourfocaliserle faisceauet ainsi
limiter aumaximumleseffetsdela chaged’espace.
Unephotodu doigtde gantdemong estdonreesurla figure 5-1.

Fig. 5-1: DoigtdegantetquadriplesQ4

e Lescorrecteursletrajectoires "steerers”
Mémeavecun positionnemenprécisdu maériel, il estdifficile decentrere faisceawsur
la cible.Descorrecteursletrajectoire appeés’steerers’ontdoncéte dispogsle longde
la voie defaisceaulls sont,soitmagretiqueSTM1(v) STM2(h) STM3(h)et STM3(v),
soitélectriquegSTE(V). Il estalorspossiblededéplacele faisceathorizontalementh)
et verticalemen(v) pour le centrerau niveaude la cible. Nousétudierondes effetsdes
steererSTM3(h)et STM3(v)dansle paragraph€5.5.4).

5.2.2.4 Lacible

La cible estsituéeau boutdu doigt de gant,elle estau centredu réacteur c’estun disque
de cuivre d’un millim etred’ épaisseyrecouert d’'une couchede titaneretenandu deugerium
oudu tritium.

5.2.3 Sysemesdediagnosticdu faisceau

Trois diagnosticsontdispogsle long du faisceaules deuxpremiersappeésD1 et D4,
sontdu mémetype: untranslateuintroduitdansle faisceawnecoupede Faradaymunied’un
piege a electrondandisqu’unepetitefente balayece faisceau Ce dispositif permetde relever
le profil dela densit radialedu faisceauD1 estplace ensortiedu tubeace@lérateuret D4 est
placé apresl’aimant.

Si le faisceaun’est pasintercepé par D1 ou D4, il arrive surle derniersyseémede mesure,
D6. Celui-ci, positionre a la placede la cible, estplus complee puisqu’il permetd’effectuer
desmesuregl’émittanceC’esta partir de ce sysemequenousavonsfait la presenteetude ll
seradécritauparagraph¢s.4.1).

Pourles trois sysemes,l estpossiblede connatre simultarementle courantmoyen,par un
micro-amprenetre,etle courantinstanta@ enfonctiondu tempsavecun oscilloscope.
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L'ensembleGENEPI estrepreseng sur la figure 5-2 avec tous les élementsde I'optique et
surla figure5-3 avecle sysemedemesureD6 enboutdedoigtdegant.

STE(v)
Dipole e N4
| Q2 | Q3
HEHEH
Tube P 'I‘J. D2 STM2(h)
= APsY B 1 : i o i )
TRo accélératenr Dl\?@ g (diaphragme)

]

"“’s'er(h)

Quadripole
magnétique

Focalisation
Plate—forme

ala HT

Source

Reacteur

Do

de gant {ouQ4)

| I I
1 | Il

STM3(hév)

quigt

Cible Dou T

Fig. 5-3: Photodel’ensembleGENEPIlavecle sysemedediagnosticD6 a I'lSN
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5.2.3.1 Lesreglagesstandards

Desréglagesnominauxdits "r eglagesstandards’desélementsdde GENEPIlont été établis
en fonction de I’ énegie desions (de 150 a 250 keV) pour uneintensié créete maximumsur
la cible. C’est avec cesréglagesquetoutesles mesuresa forte intensig serontfaites.A basse
intensig, nousverronsgquenousavonstreslegerementepriscesréglages.

5.3 Aspectstheoriques

Nousnousplagconsdand’hypothesedeparaxialiedu chapitreintroductifqui permetdetrai-
terindependammené mouvementtranserseetle mouvementongitudinald’uneparticule.
Dansce chapitre nousappelerons, I'abscissecurviligne qui representda positionlongitudi-
naledechaqueparticule.Elle définit alorsl’axe principaldela structuredela machinel’ étude
theoriquequi suitcorrespondioncauplantrans\erse(z, y) pourun s donrg,orthogonakl’axe
principal.

5.3.1 FaisceauK-V

Kapchinskijet Vladimirskij ont demontgé [44] gu'il existe unedistribution ellipsade dans
I'espacedesphasesquatredimensiongz, ', y, y') qui conduitadesforcesdechaged’espace
parfaitementinéairesa l'int érieurdu faisceau Les particulesde cettedistribution K-V, sont
uniformementrépartiegddansunesurfaceelliptiquede dimensiond [45] :

N 1 1
fla, 2!y, y) = ——t§ (g(i72 +2) + b—Q(y2 +y?) - 1)

m2a2b?

ou : N estle nombrede particulespar metre,q leur chageeta etb lesenveloppesdu faisceau
dansl'espacedrans\erse(z, y). De plus,lesparticulesont toutesla mémeénegie trans\erse.

Dansn’importequelleprojectionadeuxdimensiongu, v) del'espacedesphasesz, =, y, y'),
cettefonctiondedistribution devient:

ou ©((¢) vautl si¢ > 0 et0 sinon.

Ainsi lesprojectionsdanslesespacesz, '), (y,v'), (z,y) et(z’,y’) formentdesellipsesuni-
formes.De plus, le profil trans\erseestet resteuneellipseuniformelorsqueles forcesde fo-
calisationextérieuressontlinéaires C’est cettepropriéte qui garantitquelesforcesde chage
d’espacesontlineairesoutaulong dutransporidu faiscealk-V [49].

5.3.2 Emittance diametrale et emittancetotale
5.3.2.1 Deéfinition et objectifs

Consiceronsunfaisceauond,ayantia symétriederévolutiondand’espacdrans\erse(z, y)
et cente. Par définition, on appelleemittancediamétrales,, I' émittancemesueeselonun dia-
meétredu faisceauSi I'on prendle casde 'espacedesphaseqz, 2'), ceci signifie que cette
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z

émittancediamétraleestmesugéeselonz poury = 0. L' émittancetotalec,, dans(z, 2'), est
I émittancecalcukeeselonz intégréesur toutesles valeursde y. A cetteémittance:,., on fait
correspondreneémittanceRMS o, .

Nousverronsau paragraph€5.4.3)quetoutesles mesuresie faisceaulogiesur GENEPI- en
particulierles mesuredd’émittance- ont été effectueesselonun diametre du faisceauet non
surtoutesasurfacedand’espace(z, y) ; or, nousvoulonsremontera uneinformationtotaleen
termesd’ émittanceC’estpourquoinousavonscherclelarelationqui existeentrelesemittances
diameétraleet totaledu faisceatenfonctionde sadistribution de particules.

5.3.2.2 Relation entrel’ emittancediameétrale et I' emittancetotale

z

Soitn(r) la densié selonle rayonde notrefaisceauOn souhaiterelierI’ @mittanceRMS en
(z,2"), 0., etl'émittancemesugéeselonun diameétreos., , quel’on appelleaussiémittanceen
(r,r") [46].

Le faiscealetantsuppog centie,onadonc< = >=< z’ >= 0.

e Calculdel'enveloppes? =< 22 > :
L’ élementdesurfacedansl’espacedesphase®st:

dS = rdrdd.

Pournormaliserdesintégrales,on calcule:

+oo +o0 +o0
a = / ndS = / n(r)rdddr = ‘27r/ rn(r)dr
0 0 0

1 +oo 1 +oo . +oo
<zi>= —/ zinds = —/ r260529n(r)rd9d7“ = I/ T'BTL(T')dT'
0 a Jo 0

a a

Finalementpna:

+o0
f rn(r)dr
15

<2’ >= (5.1)

3
f rn(r)dr
0

e Le faisceauayantla symétrie de révolution, celle-ciimposeque la vitesseradiale soit
colinéaireaurayonvecteur soit:

X

Yy

ou r’ aunedistribution suppogeindependanteesautresvariables.

7 7 7
' =r'cosd =r

y = r'sinf = '
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e Calculdel’enveloppes? =< z'* > :

!
.

SoitdV I' élemende”volume”selonlescoordonees(x, y, r') :

2
T
<2’ >= /:U’Qn(:c,y,r’)dv = /WT‘IQTL(CC,Z/,T‘/)CZV
deméme:

212

12 12 ! . Yy 12 !
y? >= [ yn(z,y,r)dV = z,y,r')dV
<v>= [inteyrtv = [ St r)

Comme parsymétrie, < z'> >=< y'* >,
2 120 NV = 12 12« 12
oi= [ rn(zy,r)dV =<2 >+ <y >=2<2"” >

carlesvariablessontsuppogesindependantes.

La matricefaisceau 1.1) dite "totale” en (z, ') décrited’aprésla distribution diamétrale
s’écrit:

z

Par définition, I @mittanceRMS en(z, «’) devient:

O

O, = 2\/detd, =00, €t (3, =2

(5.2)

g,

Casd’une répartition gaussienneen (r, ') dela densittdesions:

(r) 1 r?
n(r) = exp| ——
o\ 2T P 202

Oncalculeque:

too
f r3n(r)dr
L%

<zt >= = 0,

34w
f rn(r)dr
0

et< zz' >=0.
La matricefaisceaten(r, ') devientdonc:

EtI’ émittanceRMS en(r, r’) vaut:
0., = 2¢/dety, = \/§JT/JI
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Finalementpntrouve:

Oc, _ \/50'1-0'7./
Oe, oo
Soit:
Bz o
O, = \/50sr L= o, = —— 5.3
b= ar="5 (53)
Casd’une densite uniforme dansun cercle derayon p en(r,r’) :
‘ 3
2 2
<zt >=—
T 407,

Cequiconduita:

2 2 B 2 ag
aer=—3ﬂ% 8, = s e (5.4)

V3 V3vE T B VR

On remarquedonc qu’il n’y a pasune grandedifféerenceentrele casgaussieret le cas
uniformecar% estprochede 1 (=~ 1.15). On estimeradoncqu’il y a unfacteury/2 dansles
calculsentreles émittancesliameétraleettotale.

Cetterelationestévidemmentvalable,par raisonde synétrie, entrel’ émittancetotale définie
dansl'espacey, y') etl’ émittancediamétralecalcukeselony pourz = 0.

5.3.3 Equation d’enveloppedu faisceau

Soitun faisceaule particulessubissantin effet de chage d’espacealedensigé inconnue ne
subissanpasd’accelérationet ayantla symétrie elliptique dansl’espacetrans\erse(z, y). On
soumetefaisceawndesforcesexternesdefocalisatiorenz ety. Onveutdéterminet’ équation
d’enveloppede cefaisceaude particules.

Pourcela,partonsde la définition del’enveloppeRMS o (le calcul estidentiquepourl’enve-
loppeRMS o, eny) etdérivons-laparrapportas :

o, =V< 1% >
< zx' >
ol = (5.5)
Oz
Soitencore
oo, =< zz' > (5.6)

En dérivantl’ équation(5.6) et comptetenudelarelation(5.5),il endecoule:

< zz' >?

2
— =< " > <2 >

"
00, + -
xr
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oubienencore ) )
, <zz> o7 <z’ >
o=+ =

Oz O Oy

En faisantapparétre I' émittanceRMS, 0., = 21/0..20,2 — < zz’ >2, on obtient!’ eéquation
d’ernveloppeRMS o, gérerale:

2

: (5.7)

3

"
<z > O
o, =

o 4o,

Nousavonsvu dansle chapitreintroductif quel’on supposaitesforcesdefocalisationnéces-
sairesau guidagedu faisceauinéaires.On rappellealorsquela relationfondamentalale la
dynamiques’écrit:

2"+ ky(s)x —F, =0 (5.8)

ou F, representda forcedueauxchampslectriquegtmagretiquesnternescréesal’int érieur
dufaisceaychaged’espace)Elle estdéfiniepar[47] :

— qu(l - /3%) _ an:

F, =
ypme?BF mz(cfBr)?

(5.9)

E, etantle champélectriqueenz et 3;, etz lescoeficientsde Lorentz.Le termeen 37 cor
respondh la force magretiquequi tendaannulerle termede chage d’espaceourun faisceau
relatviste.

En multipliant par = la relation (5.8) et en moyennantur toute la distribution de particules
dufaisceaupna:

< za" > +ky(s)o’— < xF, >=0 (5.10)

En combinanieséequationg5.7) et (5.10),il vient!’ équatiorgéréralede'enveloppeRMS o,
souschaged’espacec’estla mémepouro,) :

2
o < zF, >
o + ko(s)oy — — — i

40,3 O

0 (5.11)

Onmontrequele termedeforcede chaged’espacenoyenne< z F, > estquasimenindepen-
dant(aquelquesliziemesde % pres)dela formedela distribution (ayantla symetrieelliptique)
etqu’il adoncla mémevaleurquedansle casd’'unedistributionK-V [48] :

K o,

zF, >= — 5.12
<zkF, > ot o, ( )
ou K estla perveancegénreralis2edu faisceawéfiniepar:
- ql
K = 5.13
* 2meom(Bryre)? ( )
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En remplaantcette expressiondansl’ équation(5.11), il vient les équationsdeserveloppes
RMSo, eto, dufaisceawconsicere:

ol + ky(s)op — —— — =0 (5.14)

0.2 K
"tk - =0 5.15
Uy + y(S)O'y 4Uy3 2(0_1‘ _I_ Uy) ( )

5.3.4 Exemple: casd’'un faisceaurond de densite uniforme

Pourle casparticulierd’un faisceaurondderayon R, etdedensié uniformesurcedisque,
nousmontronsatitre d’exemple la facondonton obtientle termedeforcedel’ équation(5.11)
introduit precedemment.

Danscecas,la densit projetep surzx est:

4 ] 2

1’0(50):}2—07r —R—(Q)

Le champvautalors,d’apresle theoemede Gauss
I x

b, =
Brc2mey R?

Le termedeforce< z F, > s’exprime,gracealarelation(5.9):

ql 4 /'RO x?
< zF, >= .24 /1 — —dzx
2meom(Bryre)® Ram J, R?

Nousreconnaissonis perveancek” etretrouvonsdoncle termedeforce(5.12):

K
<xF,>=—
* A

L’ équatiord’enveloppeRMS (5.11)devientdonc:

0.’ K

40,3 4o,

ol + ky(s)o, — =0 (5.16)

5.3.5 Notion de faisceauequivalent

On peutintroduirela notion de faisceauvequvalent,qui estle faiscealk-V dontlesgran-
deursRMS sontles mémesquecellesdu faisceatetudi. On définit alorslesenveloppesX et
Y dufaisceawninsiquelesémittancesotales: x etey tellesque[49] :

X =20, Y =20,

ex = 4o, ey = 4o,
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Danscecas,lesequationsli’erveloppe(5.14)et (5.15)s’écrivent:

2 ¢ i
Ex 2K
X"+ kz(s)X — G X Y =0 (5.17)
2 ¢ e
ey 2K
Y'"+ k Y — — — = 5.18
—I_ y(S) 4yg X_I_Y ( )

Dansl’'analysedesrésultatsle GENEPI,enparticulierlesremongesd’ émittancg5.5.7),nous
consicererongles enveloppesde faisceaudites a 2 ecarts-typeen X eten Y. On choisit de
prendrel’enveloppecommeétant2o,. (ou 20,) pour dimensionnecorrectementes elements
d’optiquedel’accélérateur

Cependantpourdesraisonspratiquespn exprimerales equationg5.17)et (5.18) enfonction
desemittancelkRMSo., eto., :

4o, > 2K
X4 ha(s)X = 5 = 0 = 0 (5.19)
; 4o, 2K
Y" + ky(s)Y — Y; TXav o 0 (5.20)

Eneffet,nousverronsquel’on peutrelierl’ émittanceRMSenz (respectrementeny) etl’ emit-
tancegéonetriquehorizontalgrespectrementverticaleobtenuexpérimentalementCecinous
permettrad’ établirles équationsi’envelopperelatvesaux caracéristiquesdu faisceawle GE-
NEPI.

5.4 Le sysemede mesuresD6

Afin demieuxconnatre lescaracéristiguesiu faisceaude GENEPI,il a éte décidedefaire
une série de mesuresau niveaude la cible, avant quela machinene soit installeeaupesde
MASURCA. Nousavonsdonccongu un sysemede diagnosticsimple,rapideet économique
pourmesuretesprofilsdedensit auniveaudela sourceainsiquel’ émittancedufaisceay50].

5.4.1 Description du dispositif

Le sysemede diagnosticD6 de faisceauwitilise uneplaqueatrousappeée’poivriere”: en
sortiedu doigtde gant,a 66 mm enamontdu positionnemendle la cible, on la placeperpendi-
culairementil’axe du faisceauElle estperceede petitstroussurdeuxdiametresorthogonaux
formantune croix. Deux fentesd’analyse(de 0.2 mm de large), representantlles aussiune
croix, sontmontessurun axe motorise, appeé translateuet place a54 mm enaval dela poi-
vriere desortequecesdeuxfentessoienttoujoursparalkelesauxlignescorrespondarduxtrous
dela plague.Chaquéenteestal’avantd’une micro-coupede Faradayqui permetde mesurer
le courantpassanatraverschaqudente(voir lessclemasde montagdigures5-4 et 5-5).
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Translateur

Poivriere |
|

. Fentes horizontale y
et verticale

Axe du faisceau/

Y x

,,,,,,,,,,,,

66 mm 54 mm

Sortie du doigt de gant

Fig. 5-4: Shémade montagdongitudinal

Fentes de 0.2 mm
/
P e
Poivriere 25 $ﬂﬂ© /
O s
o |
©) /
1.2 ©7 ‘l‘-
OO0 000 O © OO OO0
/O
yau-
s O
/ O
s ©)
o
‘ O

Axe de deplacement
du translateur

Fig. 5-5: Shhémademontagdransversal

En géréral,on garderauneorientationdu translateude 45 degréstelle quel’on puissedéduire
aiementles profils diamétrauxhorizontalet vertical du faisceau(i.e Nord-Ouesibu Nord-Est
surla figure5-6). Par alus delangage pn parleraal’avenir defenteset trous”horizontaux” et
verticaux”.
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Translateur

NORD-OUEST NORD - NORD-EST

Fentes de _ %
la micro-cage

&

Faisceau sortant

Poivriere

Fig. 5-6: Orientationspossibleglu dispositif

Le faisceaypassanparlestrousdela poivriereforme desmicro-faisceaux la micro-coupade
Faradayverticalebalayeles troushorizontauxde la poivriereet I’horizontale, les trous verti-
caux.Graceacedoublebalayagepn obtientdeuxsuccessionde pics (selonchaquediametre)
donnantesdeuxprofils enintensié du faisceaussuesdesdeuxlignesdetrousdela poivriere,
etcecienun seuldeplacemendu translateur

Cependantsi I'on veutle profil du faisceausur d’autresdiametres,il sufiit de tournerle dis-
positif de 45 degrescommeon I'a vu sur la figure 5-6 ce qui permettrad’avoir uneidéeeplus
précisedela formedufaiscealensortied’accelerateur

A titre d’'information, les principalescaracéristiquesdu sysemede diagnostic.en particulier
dela poivriere,sontregroupeesdansle tableaus-1:

Nombredetroustotal 29

Nombredetrousparaxe (celuidu milieu confondu)| 15
Diametredestroussaufcelui du centre 1.2mm
Diametredu trou central 1.6mm
Distanceentre2 trousd’axe aaxe 2.5mm
Distancesortiededoigtdegant-povriere 66 mm
Distancepoivriere-fentes 54 mm

Tableau5-1: Principalescaractéristiguesdu sysemede mesue

Le trou du centreavait été prévu plus large que les autresafin de savoir si la poivriereet le
sysemefentes/coupestaitdansle mémeaxe et pourmesurercedécalagalande cascontraire.
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Unefois cetécartrelatif estine, on auraitalorspu endéduirela positiondu faisceatparrapport
a l'axe de la machine(nousallons voir dansle paragraphesuiant que nousavons procede
autremenpourestimerle décalagelu faisceau).

5.4.2 Lescoupesde Faraday

La géonetriedescoupesde Faraday situeesderriereles fentesd’analyseestun peuparti-
culierepuisqu’ellesne sontpastotalemensymetriques unedes2 coupegdisonsla verticale
dansuneorientationNord-Ouestestdiviseeendeuxcommeon le voit surla figure5-7 :

Cage verticale.- _
en 2 parties . B

- >

- Cage horizontale

Fig. 5-7: Géonetrie desdeuxmicro-coupesie Faradayderriere lesfentesd’analyse(vuede
haut)

Il 'y a, enfait, non pas2 coupesmais3 coupesde Faradaydansle dispositif de mesuresnais
les2 coupesverticalescorresponderduxmesuresorizontalesCescoupegdontla surfacede
réceptiorestencuivre) sontdoncde conceptiorrelatvementsommairgellesne posedentpas
de repousseud’ électrons)car nousvoulonsseulementiesmesuresle courantrelatvesdans
lesdeuxdimensions.

La congquencalecetteconstructiorestqu’unepartiedu faisceaucorrespondard l'intersec-
tion desdeuxcoupesn’estpasbalayee; onaalorsun”trou” dansle profil horizontal.

Onconstateaussique,d’aprescedispositif, quandesdeuxcroix forméesparlesdeuxseriesde
trousetles deuxfentescoincident,il y a un maximumd’intensii (les deuxfentespassenpar
touslestrous); on a alorsdeuxsaturationsimultareesen courant.Nous profiteronsde cette
doublesaturationdes micro-coupegie Faradaypour nousrepereret savoir si le faisceauest
centeounonparrapportal’axe dela machinestpourmesurercesdécalagegnz eteny. Ceci
donnerauneinformationcompEementairea celle deja obtenuedela positiondutrou central.

Ondonneenfigure 5-8 un exemplede profil horizontalcaracéristigueavec un trou manquant

(dGr ala conceptiordescoupesie Faradayetunezonedesaturationdueala superpositiores
fentesd’analyseettrous).
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Fig. 5-8: Exemplede profil horizontal(ici & 200kV avecunfort courant; endixiemedemm
divisé par v/2 enX, unitesarbitrairesenY).

Enfin, simultarement,on peutavoir le courantmoyenpassanpar D6, al'aide d’une autre
coupede Faradayavec piegeagedesélectrons.

L'ensembledu syseEmede diagnostiadefaiscealenD6 estrepreseng surla figure5-9:

Moteur -
“a quaday \Y,

... Faraday H
- Poivriere

Mesure du courant moyen sur D6

s N

N\
A

Picoampere. H | Picoampere. \ Profil H

Profil V

Amplificateur
H V

Carte d’acquisitiorL
P.C.

Fig. 5-9: Shémad’ensemblelu syemedediagnosticdefaisceauenD6
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5.4.3 Principe desmesuresd’émittance

Les mesurede profils étantuniquementiamétrales,nousallons voir commentl’on re-
construitl’ @mittancalite diamétraledéfinieau paragraph€5.3.2.1).0On cherchedonc,a partir
desrelevésdepicsd’intensi obtenusareconstruiraineellipsed’ @mittancegeonmétriquedans
I'espacedesphasesr, r'). Onutilisel'indice r pourinsistersurl’aspectdiamétraldesmesures.
Dansla pratique,on utiliseralesindicesh et v qui corresponderdiux diametreshorizontalet
vertical.

Consiceronsun releve selonun diametre(qui correspondlonca uneseuleserie detrous).Le
faisceayprésentantinedivergencedeuxtrouscongcutifs,d’entre-axe ¢;,.;.. donrg, produisent
deuxpicsd’entre-axe differentdp. Cettedifferenced’entre-axe permetalorsdedéterminet’in-
clinaisondel’ellipse d’eémittancerepresengeparle paranetrea, del’ @mittance)Par corven-
tion, on prendrax, > 0 pourun faiscealwconvergentet«, < 0 pourunfaisceauivergent.

Le faiscealtayantuneémittancenonnulle, chaqudrou dediametredonre ¢;,..,,, produitun pic
delargeurdz différente.

La variationdesdistancegntreles centresde gravité despicsrelevéset la distanceentreles
trousdonnela divergenceglobaleAr’ du faisceauepresenkéedansl’espacedesphasegparla
pentedel’ellipse d’émittance.

L’ élaigissementespics dx parrapportau diametredestrousde la poivrieredonnela diver-
genceocaledr’.

A chaquerou, il correspondioncunebandede faisceaurectangulairecaraceriseepar sadi-
vergencelocale ér’ et son épaisseur/z. On reconstituealors I’ @mittancedisciéetisee formée
d’autantderectanglegjuedetrousexploitables(figure 5-10) [51].

r

A

iAr’
VA

<
[

\ <dx>
-

i i
PR

A= @y LA

Fig. 5-10: Principedereconstructiordel’ @mittance
A partirdecettediscietisation,on cherchd’ellipse repreésentante mieuxpossibld’aire décrite

z

partouslesrectanglesCetteellipserepresentaloncl’ émittancegéonetriquediametraled’aire
we, etd’equatiomormalige(figure5-11):

ﬂ,rﬂ + 2a, 11’ + %7"2 =g,
avecpournormalisations,v, — a? = 1.
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r’

r

Fig. 5-11: Emittancereconstit@ea partir du faisceaupassanpar la poivriere,

Nouspouwonsdoncobtenira partirdenosrelevésde profils I' @mittancediametralehorizontale

(selonz poury = 0) quenousnotons:;, etl’ émittancadiamétraleverticale(selony pourz = 0)
noteee,.

5.5 Reésultatsexpérimentaux et analysedesmesures

Pourchaguemesurenousavonsrelevelesprofilshorizontauxetverticauxen D6 maisaussi
lesprofilsenD1 et D4 ainsiquelesintensiéscréteset moyennes cestrois endroits.

Les mesuregle profils que nousavons effectueesavec le sysemede diagnosticD6 nousont
permisde conndatre immédiatemmentjuelquescaracéristiquesde GENEPI: la géonetriede
sonfaisceau)e taux de transmissiorde la machine Elles ont aussipermisl’améliorationdes
réglagesde I'optique; ellesont surtoutpermisde reconstituef @mittancedu faisceaudansles
planshorizontauxet verticauxa partir du principedécritauparagraph¢s5.4.3).

5.5.1 Position ettaille du faisceauensortie du doigt de gant

L'accelerateuGENEPIestconcuspecifiguemenpourlaréalisatiordesexpériencesleneu-
troniqguedansle réacteuMasurcasitué a CadaracheDansle casde la productionde neutrons,
il estdoncimportantde connatre la geonmetriedufaisceawarrivantsurla cible danslaquelleest
implant le deugérium (ou le tritium) afin d’en évaluersonusure En effet, le deugérium(oule
tritium) étantenquantie limitéesurla cible, celle-ciproduiraplus ou moinsderéactionsvec
lesdeutonsssusdel’accéléerateuenfonctiondela positiondufaiscealtaucoursdutemps39].

Notre sysemede mesureD6 étantmont a la placede la cible, on peutdoncavoir uneidée
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dela positiondu faisceawqui arriveraau niveaudela cible lors desexpériencegprévuesa Ca-
darache.

Afin de déterminera positiontrans\ersedu faisceaypar rapporta I'axe de la machine,nous
noussommeservisdescaracéristiquesnecaniquesleconstructiorvuesauparagraphé€s.4.2).
En localisantleur congquencdla doublesaturatioret le trou dansles profils), nousen avons
déduitquele faisceawestcentie dansle planhorizontalet qu’il estdécakde4 a5 mmversle
hautparrapportal’axe dela machine.

A chaquedémontageon a regarck la tachequefaisaitle faisceausur les différentsélements

de la machine(voir figure 5-12). Mémesi cestachessontle résultatd’'un grandnombrede
réglagesellesont permisde voir quele faisceawn’ étaitpastotalementéecenté.

o > - - Yr

Fig. 5-12: Tachedufaisceausur la poivriere

Surla cible, avantles mesureen D6, |la tacheétaitde forme elliptique de 19 mm d’axe hori-
zontalet 12 mmd’axe vertical.

Surla poivriere,elle ala mémeforme maissataille estde26 mm x 20 mm. On constateaussi
gu’elle estdécakeversle hautce qui estconfirme par les profils, au niveaudesfentesou la
taille dufaisceawestdel'ordre de30mm x 25mm.

D’apresles profils horizontauxet verticauxobtenuson peutdeduirequele faisceauestgros-
sierementisymetriederévolutiondans’espacdrans\erse Désormaisnoussupposerondonc
guele faiscealestronddansl’espacetrans\erse.

5.5.2 Reprisedesreéglagesa bassentensité

A bassentensig, les profils obtenug(dansles deuxdimensionskonttresétakset dispa-
ratesCommenousl’avonsvu, il estpréférabled’avoir desprofilsdefaisceaiplusconcentesau
niveaudela cible afin dela bombardesurunerégionlimitéeetconnuestdoncd™ economiser”
lacible.C’estlaraisonpourlaguellenousavonsreprislesréglagesiel’optique afaible courant.
Lesélementdesplussensiblesontla tensiond’extractionV,; etlatensiondesquadriplesdu
doigtdegantQ4. Parsimplicite,onselimite volontairemen&nereprendréchaqudois qu'une
seuletension,V,,;. Lesvaleursdestensionsd’extractionobtenuegpour un faisceauconcente
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sontdonreesdansle tableaus-2 enfonctionde l'intensité dansla bobinemagretiquedu duo-

plasmatron;,:;,. (qui permetdefaire varierl'intensite cretedu faisceau).

Tableau5-2 : Réglagesdela tensiond’extractiona bassentensieé enkV

Enegie (keV) || thobine =1.5A | thobine =2 A | thobine =2.5A
180 16 19 24
190 17.8 / /
200 20 23 28
220 23 / /
230 25.5 29 36.2

Au-deladei,qpn.=2.5A, onretrouwe lesvaleursV,,; desréglagesstandards.

La figure 5-13montrela differenceentredeuxprofils dontI’extractionestrepriseen fonction

dutableaus-2 (enunitésarbitrairesa 200keV et2mA) :

0.0
0.0
0,07
0.0
50.0
40.07]
0.0
2007
10.071

,

o.p

1240.0

10000

400,01

200,01

i

a0

B0 250 .20 .86 00 S oS¢ 1eo 150 200 290 26 .50 .80 -200 150 100 .50 B S0 to0 10 280 295 384

Fig. 5-13: Profils horizontauxavecl’extractionnonreprise(a g.) puisreprise(ad.)

Sil'on reprendala fois la tensionauxbornesde Q4 etcelledel’extractionV.,;, on obtientun
faisceauresconcente etintense ce qui auraitpourcongquenceale deteriorerprematuement
la cible aucoursdesexperienceselativesala productionde neutrons.

Dorénavant, a bassantensig, nousne consicereronsque les profils dont la tensiond’extrac-
tion V.., aétereprise.

En outre,nousallons,dansle paragraphsuivant, montrerquele fait de modifier cettetension
ameliorele tauxdetransmissiomu faisceauout le long dela machine.

5.5.3 Tauxdetransmissionen D™ entre lesdiff érentsdiagnostics

Pourun grandnombrede mesurespn a relevé les courantscréteet moyennon seulement
enD6 maisaussiauxdiagnosticdD1 et D4. Cesdonreesnousont permisd’ évaluerle tauxde
transmissiore la machinedanssaglobalite (deD1 aD4, D4 aD6 etD1 aD6).
Danscescalculsde taux, on a tenu comptede I'effet de separationde I'aimant : en sortie
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desourcejl y adansle faisceaterviron 75% de D, lesautres25 % étantprincipalementes
ionsD] etdesDZ enplusfaible proportion L'aimant, place apresle diagnostidD4, apoureffet
deseparellesionsD* desautresons.

5.5.3.1 A faible intensite

Danscecas,le tauxdetransmissiome D* estquasimente mémequellequesoit!’ énegie
desions (mesuredaitesde 180 a 230keV). A titre de comparaisonpn a mis dansle tableau
ci-dessougestaux obtenusavantet apresla reprisede la tensiond’extractionpour un courant
moyenensortiedu doigtdegantdel’ordre de2 mA :

Vert D1— D4 | D4 — D6 | D1 — D6

Nonreprise| 36% 74% 27%

Reprise 39% 95% 37%

Tableau5-3: Tauxdetransmissiordesions DT a faible courant

On constatadoncquele tauxdetransmissiorde Dt esttresnettemenamelioreentreD4 et D6
apresadaptatiordel’extractionmémes’il resteplutdt modeste.

Notonsquela machinea été initialementcongcue pour descourantsexclusvementforts, elle
n’estdoncpasnécessairememidapéeadesfaisceaudefaible intensié.

5.5.3.2 A forte intensite

Selonl’ énegie, le tauxdetransmissioraforte intensié varielégerement

EnegiekeV | Ips (MA) | D1 — D4 | D4 — D6 | D1 — D6
180 39 67 % 78% 52 %
200 42 70% 80% 56 %
230 46 4% 81% 60 %

Tableau5-4 : TauxdetransmissiordesionsD* a fort courant

ol Ipe representde courantmoyenmesué enD6.

Lesfaiblestaux detransmissiorentreles diagnostic1 et D4 peuwents’expliquer par le fait
guele faisceautoucheles paroiset estdonc”diaphragneé” commeon pourrale voir dansle
paragraph€5.5.7)surlescalculsderemonéedesmesuresl’ émittance.

Eneffet, surlesfigures5-18a5-24, onconstateuela dimensiordel’enveloppedu faisceatest

importante(parfoisplus grandequele rayonde gorge desquadrifbles),le faisceauapealors
danslesparoisetestperdu.
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5.5.4 Etalonnagedessteerers magnéetiques

Le faisceaudansla dimensionhorizontale estpresquecentie a fort courant(et avec les
réglagesstandardsalorsqu’envertical,il estdécakdequelquesnillim etresparrapportal’axe
de la machine.Pourun reglagedonre (enegie desions, intensié du faisceau)a fort courant,
onretrouwe toujoursquasimente mémedécentragau coursdesdifferentesériesde mesures.
L'accelerateurrestedoncstableau coursdu tempsen ce qui concernda positiondu faisceau.
Pourune énepgie donree,ce seradonc probablementoujoursla mémepartie de la cible qui
seratoucheeparle faisceaypendanta productionde neutrons cetteparties’usesousl'impact
dufaisceatetle tauxde productionfinit alorspardiminuer Le faisceaun’occupanipastoutela
surfacedela cible, il estpossibledele decaledégeremenafinqu’il bombardaineautrerégion
dela cible enutilisantles steerersnagretiquesplacesa l'entreedu doigt de gant.Déeplaceille
faisceaypeutalorsconduireaun changementiansle tauxde productiondesneutrons.

On décalele faisceaunorizontalemengvec le steerervertical STM3(v)et verticalemengvec
celuihorizontalSTM3(h)

Afin de pouwir jouer surcessteerergjuelquesoit intensié du faisceaunousavonsdoncéta-
lonneleurseffets; achaqueenegie,onseplacedanse casdesreglagesstandardet!’on n'agit
guesurl'un ou l'autre dessteerersOn en déeduitalorsle déplacementelatif du faisceauen
horizontaletenverticalenmm/A.

5.5.4.1 Etalonnagedu steeler magnetique horizontal : STM3(h)

Le déplacemendlu faisceatauniveaudela cible enfonctiondel’ énegiedesions Fj.v est
represengpourle steereiSTM3(h)surla figure5-14.

102 e e e e

Déplacement (mm/A)

8_8.‘..i...‘i....i‘...i..‘.i....\....-
170 180 180 200 210 220 230 240

Energie des ions (keV)

Fig. 5-14: Etalonnagedu steeer STM3(h)
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Sousl’effet de correcteursletrajectoiremagretiques)e deplacementhéoriquedu faiscealest
uneloi en i ou .y estl’enepgiedesionset I, I'intensité danslesbobinesdu steererOn

trouve un ajustemenseloncettelm enbonaccordavec les mesuresxpérimentalesyalables
pourle steereiSTM3(h) Cecidonnepourle déplacemend du faiscealafaible courant

135

d =~ [b
V Egev

avecd enmm, I, enA et F,.v enkeV.
Nousavonsverifier quecet étalonnagele ce steererestindependande I'intensité du faisceau

departicules.
5.5.4.2 Etalonnagedu steeer magnetique vertical : STM3(v)

Onretrouela mémeloi d’étalonnaggueprecedemmenpourle steereSTM3(v)Xaquelques
% preés)quelquesoit I'intensité du faisceau

133
V Erev

Le déplacementlu faisceauau niveaude la cible enfonction de I’ énegie desions Fy.y est
represeng pourle steereiSTM3(v)surla figure 5-15,

d%[b

L o L B T B o

Déplacement (mm/A)
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170 180 190 200 210 220 230 240
Energie des ions (keV)

Fig. 5-15: Etalonnagedu steeer STM3(v)

5.5.5 Comparaisondesprofils a faible et forte intensite

A 230keV, ontraceles profils a basseet hauteintensieé ennormalisantescourbessnam-
plitude. L'optique correspondaux réglagesstandard®t estla mémea forte et faible intensié
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saufla tensiond’extractionqui a été reprisea faible courantcommeon I'a vu précedemment.
Onconstatejue,soud’effet dela chage d’espacelesprofils s’élaigissentde manieretressen-
sible,del'ordre de 60%danslesdeuxdimensiongvoir figures5-16et5-17).

== Prof|l & basge Intenslté (2 mA)

----- Protll & haute Intenslté (36 mA)
12 ! ! T !
i S I — I ]
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] /SR v s S
3 ALY
5 08 [ i L T SR .
s AR
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ol i i L
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X (mim)
Fig. 5-16: Profils horizontauxa 230keV
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Fig. 5-17: Profils verticauxa 230keV

A forte intensig, les profils horizontauxet verticauxselonles rayons(ou les mesuresnt ete
faites) peuwent etreassimies a desprofils gaussiengjuelquesoit I’ enegie. On peutdoncen
déduirequele profil completestgaussien.
A bassentensig, on aaussiengénreraldesgaussiennesommeon peutle voir dansl’exemple

ci-dessus.
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5.5.6 Mesuresd’emittancea faible et forte intensité

A partir desprofils "radiaux” mesuéshorizontalemenet verticalementpn reconstitudes
emittanceslliptiquesradiales:;, et ¢, approcteesselonle principe de reconstructiordu pa-
ragraphg5.4.3).Les émittance®btenuesontdoncdesellipsesgéonmétriquesdontlaire vaut
mep, etme,. A cesémittanceson fait correspondreélesémittanceflRMS o,, eto., quel'on dé-
termineselonlaformedela densiédufaisceatetla proportiondeparticulescontenueslandes
ellipsesde surfacere, etwe,. On déduitausside cesémittancegiéonetriquedeserveloppes
defaisceawnuniveaudela poivriere £, etdela cible £, ainsiquela divergencedu faisceau
E'.

5.5.6.1 A faible intensite

Lesrésultatobtenusontdansle tableaub-5.

EkeV [crete Axe Ep Ecible E € « /3
(keV) | (mA) (mm) | (mm) | (mrad) | (mmmrad) (m)
180 2 | Horiz.| 10.3| 10 6.1 53 0.77 | 2.00

Vert. | 10.8 | 8.2 42.4 201.2 2.044| 0.579

200 2 Horiz. | 11.4 | 11.2 6.6 61.4 0.7 | 2.11
Vert. | 9.9 7.1 45.2 177.2 2.310| 0.553

230 2 Horiz. | 8.8 8.6 5.5 39.3 0.5 | 1.93
Vert. | 8.9 7.2 29.6 127 1.816| 0.623

Tableau5-5: Calcul d’émittance bascourant

On constategueles émittanceslansles deuxdimensionsrarientbeaucougd’'un facteur4 en-
viron) et queles paranetresd’ellipse varientbeaucoum’une mesureal’autre. Cependant;es
paranetresétanttressensiblespn s’attacheaux erveloppesde faisceawet a sadivergencequi
sontdesparanetresplus significatifs: on constateque le faisceauestgrosserementa syme-
trie de révolution avec un diametrede I'ordre de 10 mm au niveaude la poivriere,ce qui est
raisonnableEn revanche auniveaudela cible, le faisceawse deformelegeremensousl’effet
de la divergenceverticale.Ceciestprobablement a un effet de diaphragmeen vertical qui
coupeune partiedu faisceauet aboutita unemesured’ émittancepeufiable. De plus, les pics
desrelevésobtenusafaible intensie sesuperposernggerementequi renddifficile leurlecture
etdonclareconstructiorde |’ @mittancecorrespondante.

5.5.6.2 A forte intensite

Lareconstitutiordel’ émittancaadialeaforte intensie donnelesresultatsuivants:
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Erev | Iorere | AXe E, | Eupie E € o B
(keV) | (mA) (mm) | (mm) | (mrad) | (mmmrad) (m)
180 30 | Horiz. | 16.5 | 15.9 18 250 0.641| 1.09
Vert. 16 141 32 225 204 | 1.14

200 34 | Horiz. | 17.2 | 16.3 | 20.8 278 0.810| 1.064

Vert. | 184 | 16.3 | 34.4 252 2.304| 1.343
230 38 |Horiz.| 16 | 15.2 22 286 0.717| 0.895
Vert. | 17.2 | 14.8 40 260 2494 1.15

Tableau5-6: Calculd’emittancea fort courant

A forte intensig, lesemittances; ete, sontcomparables 10 % presainsiquelesenveloppes
de faisceauhorizontaleet verticale: le faisceauestdoncrond non seulementu niveaude la

poivrieremaisaussiau niveaude la cible. Une fois encore bien que les paranetresd’ellipse

(o, ) varientbeaucoum’'unemesureal’autre,leserveloppest,, ... et £’ restenstableset

cohérentes.

5.5.6.3 Emittance RMS

Lesfiguresb-16et5-17nousmontreniguela distributiondesparticulesestgaussiennselon
r; onsupposeu’elle'est eggalemenens’. Sin estla proportionde particulesdu faisceawlans
I'ellipse géonetriquere, (r representant ou v), on peutalorsmontrerquela valeurden est
donreepar([52] :

n=1—exp (— o ) (5.21)
Danscecas,o., estl’ écarttypedela distribution desparticules.

Dansnotre etude,les ellipsesgeonetriquescorrespondanaux eémittancegadiales,obtenues
par reconstitution(que ce soit horizontalemenbu verticalement)jncluentpresde 95 % des
particulesdu faisceauxEn appliquant(5.21), cecicorresponch uneellipsede surfacere, =
n30.,, SOit:

e, = (522)

5.5.7 Calculsdela forme du faisceaupar remontteenamontdesmesures
d’émittance
On constatexpérimentalemenguele faiscealestde densié gaussienngenreconstituant

I émittanceelliptique,on constateju’elle contienterviron 95 % de cefaisceawaussiencequi
adonrelarelation(5.22):
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Onconstateegalementjuesurla cible, le faisceatest,grosserementderévolution.Nousavons
vu quececipermetderelierapproximatvement’ eémittanceRMS diamétraleal’ émittanceRMS
totaleenz oueny selonl’ équation(5.3):

O, = \/iaax

Les équationgd’enveloppetrans\erse(5.19) et (5.20) deviennentdoncen fonction de I’ @mit-
tancemesuéehorizontalemengt verticalement

2K 4 [ e\’
, 2K 4 [ e\

A partir de I’ émittancedu faisceaua la cible, on peutcalculerla forme de I'enveloppede ce
faisceauyparremontéeen amontle long du guidage.Pourcela,nousavonsutilisé un codede
calcul souschage d’espace;Sacherer”,ba sur les équationd’enveloppemodifiees(5.19)
et (5.20)dontles paranetresprincipauxsontl’optique dela machineet les caracéristiquesiu
faisceawsousla formedutriplet («, 3, €). On a égalementveérifie,aumoinsdansnotrecas,que
le codedecalcul étaitréversible.

On a remont les mesuredd’eémittancede la sortie du doigt de gantau quadrigle Q1 pour

les 3 enepies,180,200,230keV afort etbascourant.On neremontedoncpascompktement
le faisceayusqu’ensortiedu tubeace@lérateumpuisquel’on ne consicerepasle premierqua-

dripole QO alorsquedanstoutesles mesuresQO étaitbienpresent cequadrifle a ete ajouie

ultérieuremenpour corrigerune légeredissynetrie du faisceauet I'on ne connaissaipasses
caraceristiques de cefait, nousn’avonspaspul’inclure dansnosremontesde faisceaux.

A bascourant(ici 2 mA), la tensiond’extractionV.,; estreprisecommeon I'a vue au para-
graphe(5.5.2).

Sur chaquegraphe,on visualiseen ordonree positive I'enveloppedu faisceaudansle demi-
planverticalet enordonreenggative, I'enveloppedu faisceaudansle demi-planhorizontal(en
metre).

Rappelongjueceserveloppeont éte traccesa chaquefois a2 ecarts-typer, (ouo,).
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Chapitre 5 : Mesuesdefaisceaulogiesurl'accelerateurGENEPI

5.5.7.1 Remonteedeséemittancesa 180keV

A 180keV etaforteintensig, le courantcreteestde 30 mA.

1/2 plan Horiz.

1/2 plan Vert.
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{ Doigt de gant  Q4} Q3 Q2 Aimant Q1

T T T
E /—\\
—~

11— LA -
i

[
N
| /]

0.0

z‘._o 3‘.0
distance (m)

4.0

5.0

Fig. 5-18: A2 mA,regglagesstandads

Mesue avecQO ensortiedetube

5.5.7.2 Remonteedeséemittancesa 200keV

1/2 plan Horiz.

1/2 plan Vert.

{ Doigt de gant  Q4} Q3 Q2 Aimant Q1
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Fig. 5-19: A30mA, réglagesstandads

Mesue avecQO ensortiedetube

A 200keV et aforteintensig, le courantcreteestde 34 mA.

1/2 plan Horiz.

1/2 plan Vert.
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Fig. 5-20: A2 mA,regglagesstandads

Mesue avecQO ensortiedetube
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1/2 plan Horiz.

1/2 plan Vert.
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Fig. 5-21: A 34 mA, réglagesstandads

Mesue avecQO ensortiedetube
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5.5.7.3 Remonteedesemittancesa 230keV

{ Doigt de gant  Q4} Q3 Q2 Aimant Q1
T T T T

0.05

1/2 plan Horiz.

-0.05

1/2 plan Vert.
J
\

-0.10 :
0.0 1.0

distance frgn) 0 °

Fig. 5-22: A2 mA rgglagesstandads; mesue avecQO ensortiedetube
A 230keV etaforteintensig,le courantcréteestde 38 mA.
Lesréglageghéoriquesnitiaux, ayantservisala conceptiorde la machine gtaienfprévusavec
un faisceaugn sortiedu tube ac@lerateuy suppog rond dansl’espacetrans\erse, d’intensié
50 mA etd’enegie 250keV. Bien que,danscessimulations Q0 n’apparaiss@as,nousavons
represengfigure 5-23la remongecorrespondard cesréglagespourla compareracelleissue
desmesure$-24

{ Doigt de gant ~ Q4} Q3 Q2 Aimant Q1 { Doigt de gant  Q4} Q3 Q2 Aimant Q1
T T T T T T T

0.10 0.10
= T B 0 g L
E 0.05 - \ E 0.05 f —
=% o 1 N Y L
g TN T ™ g 4 N N
{1 1
. 0.00 . 0.00 PaN ]
s LT 8 wili
3 8 L
Q. -0.05f Q. -0.05f
o o
— A S | N | A | SN | N () [ — L1 L] — A S | A | I | AN | B ) A | I— LI L
-0.10 : . . : -0.10 : . . :
0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0 0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0
distance (m) distance (m)
Fig. 5-23: Réeglagesthéoriquegnitiaux Fig. 5-24: A 38 mA, réglagesstandads
SimulationsansQO0 Mesue avecQO ensortiedetube

5.5.7.4 Conclusion

A bascourantlesremontesdesmesures’ eémittancesemblentrescorrectest coherentes
mémesi nousne pouwnspasles compareravec desreglagesthéoriquescorrespondand une
faibleintensie (aucuncalculn’ayantétéfait abascourant).
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Chapitre 5 : Mesuesdefaisceaulogiesurl'accelerateurGENEPI

z

A forte intensit et quelle que soit I' énepie, les erveloppesde faisceauont toujoursdesdi-
mensiongaisonnableskn effet, si on lescompare(Fig. 5-19 ou Fig. 5-21) a la remongedu
faisceauthéorique(qui correspondait un faisceawrond a 250 keV et 50 mA, Fig. 5-23), on
constateque,ensortiede sourcelesdimensionenz ety sontsensiblemeniesmémes.

De plus, nousn’avonspastenucomptedu premierquadrile QO - donton ne connat pasla
distancefocaleexacte- situé apresla sourcedansles remongesdesmesures assimie aune
lentille mince,on trouve que QO doit avoir unedistancefocalede 1.40m erviron pourrendre
le faisceauemontg derévolutionensortiedetube(cequi estvraisemblablguisquda distance
focaleréellede QO, mal connuegstdu mémeordrede grandeurerviron 1 m).

5.6 Conclusiondu chapitre

Les mesuregie faisceaulogieen sortie du doigt de gantont permisd’ établir quelquesca-
racieristiquesde GENEPI tellesquela taille approclee du faisceaude deutons sontaux de
transmissiorafaible etfort courant) étalonnageles’steerers’principauxetle typededensié
deprofils. De plus,enreprenantesréglagesde la machinea bassentensig, celle-cia produit
unfaisceaudedeutonsexploitableetconcente,cequi n’étaitpasprévu lorsdela conceptiorde
GENEPIpuisqudesétudesavantsaconstructiom’avaientéterealiesquepourdesfaisceaux
defort courant.

La conceptionde la machinea été faite uniqguemensur desestimationsdesparanetresfais-

ceauxen sortiedu tubeacclérateurnousn’avions pasde mesuresl’émittancegour aidera

la conception) Cesparanetresavaientéte obtenuspar une mocelisationet une simulationde

'ensemblesource/tubacelerateuafort courantEnoutre,lescalculsdetranspordefaisceau
avaientété realigsprincipalemenpardescodesd’enveloppemaiségalemenparticulaires.

La differenceentrelesvaleursdesréeglageshéeoriqueset les vraisréglagess’explique parune

differencgmodérée)entreles émittancesuppogeet mesueeen sortiedu tubeacelerateur
Ceciexpliqueainsila nécessié du quadrigle QO, nonprévu initialement.

Parcontre onconstatein excellentaccordentrelescalculsthéoriquesnitiaux (qui avaientservi

a conceoir 'accelerateur)et les resultatsexpérimentaux obtenuspar remonged’ émittance)
desl'instantou I'on considerelesbonsparangetresfaisceaux.
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Conclusionet perspectves

La premierepartie de cettethese,d’'un contenupurementheorique,a éte motivéepar le
besoinde calculsextrémemenprécisdansle domainedesaceléerateursie hauteintensié ou
les particulessont soumisesa desforcesnon linéaires.Plus particulierementnotre motiva-
tion initiale a éte de disposerd’outils a la fois moinslourdset plusréalisteqque les méthodes
courantestellesquela simulationmultiparticulaireou 'utilisation du modele coeurparticule.
Décrirel’ évolution d’'une distribution de particulesa partir de I’ @tudede la dynamiquede ses
paranetresstatistiqguegméthodede momentskestdoncapparu égitime. Nousavonsalorssup-

pos quenousneconnaissiongu’un nombrelimit e de cesmoments.

Certainesttudesmereesdansd’autreslaboratoiressontbagessur unetroncaturequi estir-

réaliste(les momentsd’ordre sugerieur sontsuppogs nuls a partir d’'un certainordre) et qui

conduitadesrésultatsion-satisfaisant®ien quel’outil matrematiquealéveloppedanscecadre
soitlourd, il neresoudpasle problemecarla mocdelisationde départestincorrecte.

Afin decerneretdecomprendréa réelleproblematiqued’'une éventuellemethodede moments,
nousnoussommesplacesdansle casd’un faisceaucylindrique non acelére, ayantdesdis-

tributionssymétriquesde particules et soumisa desforcesnonlinéaires Dansce cas,|’ étude
s’estrestreinteau cadred’un espaceadle phasegsie dimension2. Cettesimplificationn’estpas
aussilimitative qu’il n’y pardt carelle inclut lesdifficultesmajeuresiu problemecomme par

exemple la filamentationdu faisceauqui estde naturetopologique.

Nous avonstout d’abord montré que remplacerune densié donréepar un jeu de macropar
ticulesissuesdesmémesmomentsjusqu’a un ordre donre) était possiblemaisne permettait
pasd’étudiersonévolution correctementlLa raisonpourlaquellecettemodelisationn’estpas
valableestle fait quelesmomentsd’ordre sugerieut ici nonnuls,sonttoujoursmal extrapoks.

Les deux problemescles sont, a partir d'un nombrefini de moments,de déterminerou sont
localiszesles particuleset quel estle profil de densie. Nousavonsprésené commentaborder
le problemede maniereplusfondamentaleUneimportanteétudepréliminaireendimensionl,
nousapermisde montrerquel’outil fondamentaétaitl’utilisation despolyndmesorthogonaux
dela densit quenousavonsdeduitssimplement partir desmomentsNousnoussommesat-
tachesaextrapolerlespolynomesorthogonauxde degré superieurapartirdespremiersdéduits.
Au coursde cetteétude housavonsnaturellemenintroduit I'approximantde Pace d’'uneinté-
graleparticuliere,l'int egralede Stieljesrelative a cettedensié. Nousavonsalorsétabliqueles
polesde cetapproximanttaientaussiles zérosdespolynomesorthogonauxD’une part, ces
dernierscaracérisantl’enveloppecorvexe de la densit et, d’autre part, I'int égralede Stieljes
powant s’exprimer par la sommea l'infini desmoments,nousavons conclu, en se donnant
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Conclusioret perspectives

les premiersmomentsd’une densig, que nouspouvionsobtenirl’enveloppecorvexe ou sont
confineeslesparticules.

Nousavonsalorsmontrie comment’ étudede cetteerveloppecorvexe dansl’espacede phases
dedimension2 seramenaita un casplussimpleendimensionl, obtenuenobsenantla distri-
bution consiceréesoustousles anglespossiblesPhysiquement;outil de Stieljesrelatif aune
densit s’interpretealorscommeun obsenateurplace agrandedistancedu domaineetle décri-
vantdemaniereglobale Nousavonsaussimontrel’existencedeproprietesdecorvergencedans
les coeficientsde la relationde récurrenceelianttrois polyndbmesorthogonauxsuccessifsge
qui apermisd’extrapolerlespolyndmesorthogonauxd’ordresugerieurdemanereplusréaliste
et ainside resoudrdes deuxproblemesclésdeja cites.Le domainea pu étrealorsestine par
I étudedu comportemenasymptotiqualescoeficientsderecurrenceentreles polynomes.

Bilan et perspectiesdela partietheorique: cetteetudereposesurdesobjetset desoutils (no-
tammentmattematiquesjaremenutilisésdansle domainede la physiquedesacelerateurssi
bienquel’on redecouvregparfoiscertaingointspeutetremieuxconnudansd’autresdomaines.
Cependantlle a permisde mieuxcomprendreet de posere problemedela descriptiond’une
densit a partir de sesmomentsdansun cadrenonrestrictif puis de fournir un outillagemathe-
matiquede baseadapé. L’'applicationa la simulationd’accelérateursembleencoredifficile a
cejour, maison comprendpourquoile passagé un espacalesphases six dimensiongestsi
ardu.Cetteetudea doncpermisdecernereslimites etlesdifficultésassoceesauproblemedes
moments.

Par contre,on peutpensergue pour la descriptionde la densig, les proprietesasymptotiques
desoutils employéespourrontpermettred’aborderdesproblemesvariescommele traitement

z

d’'imagesou encord’ électrostatique.

Nous avons préseng dansune deuxieme partie, beaucoupplus experimentaleJ'accélerateur
de forte intensie GENEPI.Gracea un mesureude profils simplifie, certainesdescaracéris-

tiquesprincipalesdu faisceaude GENEPIont pu étre détermireesrapidementCecia permis
decalibrerle faisceaude la machine Cesdonréesserontutilesau coursdesexpériencesa Ca-

darachenotammenpourdéplacele faiscealet évaluersonimpactsurla cible triti ee.

L'analysedecesmesuregenparticulierd’ @mittancegffectueesensortiedela machineapermis
devaliderexpérimentalemenes calculstheoriquesnitiaux mis enoeuvrepour saconception.
Aujourd’hui, 'ensembledesoutils et desparanetresde conceptionet de fonctionnementle

GENEPIsontdoncbien maitrisésce qui serautile dansl’ éventualie de la constructiond’une
deuxememachinede geonetriequelquepeudifféerente.
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AnnexeA

L'algorithme PDA

Nousprésentongalgorithme P.D.A., introduit au paragraph€2.4) puis utilisé dansnotre
approchenaive auchapitre2. Il permetd’obtenirn coupledepoids/pointg};, ;) caracérisant
unedensitw, définiepositive surD, apartirdeses2n premieranomentsionnuls .y, telsque:

L = / thw(z)de = Z /\jxf
D o

La déterminatiorde cescouplessedérouleen deuxétapes dansun premiertemps,on trans-
formeles momentsug, 11, (o, ..., 2, dela densié w enuneserie de coeficientsay, asy, ...,
as,+1 Selonl'algorithme PD.A.; la deuximeétapeest/'utilisation de cescoeficients pour
construireunematricetridiagonale En diagonalisantettematrice,ontrouve les z; qui ensont
lesvaleurspropresLes \; dependentleséléementsiela matricedesvecteurspropres.

La validité de cetteconstructiora éte demonteepar Gordonen 1968.

Coefficientsqy, : Product Differ enceAlgorithm

Pourdéterminercescoeficients,on construitun tableautriangulaire?; ;, enfonctiondes
moments: dew, obeissanauxcontraintesuvantes

— la premerecolonneestinitialiseea 0 saufle premiertermeP; ; quivautl;

— lesélementglela deuxemecolonnesont:

Pio=(=1)""piy aec i=0,..2n+1
— lescolonnessuvantessontrempliesaveclarelationderécurrencei-dessous
Pij = Pri-1Pit1,j-2 — Prj-2Pit1,j-1

Parexemple le tableawbtenuenconsicerantiesquatrepremieramomentsala formesuwvante:
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AnneeA : L'algorithme PDA

1 po o (pope — i) polpaps — p2?)  pop (pa(popta — p2® + 201 p3) — pa®pra — popis®)
0 —u —p2 (papn — popta)  po(papis — fhifta)

0  p2  ps (popa — paps)

0 —ps —pa

0 [L4

0

Cetalgorithmeestappet "ProductDifferenceAlgorithm” dufait du calculdela differencedes
produitseffectue dansla relationderécurrencaitilisée.

Lescoeficientsay, sontalorsdonrésparlesrelations:

P k41

et _—
P1,uP1 k-1

a1 = lo ap = pour k>?2

Construction et diagonalisationde la matrice

A partirdecoeficientsa;, nousconstruisonsinematrice M, reelle,symetriqueet tridiago-
naledontles élementsontdonrespar (lesautreselementstantnuls):
My = ay,

M; ;= ag; 1 + ay;, j=2, N,
quj‘l'l = Mj+17j = RV 012]‘0[2]‘, J=11 . 1n_11
La matriceobtenuesstla suivante:
(8%} — a9203 0 0 0
M —V/opas  az+ay  —/osas 0 0
0 —Vasas  as+ag  —\/agar 0
i - —/Q2n—2Q2n-1 Q21 + Qian |

Sil estla matricedesvecteurgropresjesvaleurspropres:; de M sontdonreespar:

uj = (U MU);;

Le couple();, z;) estalorsdétermirépar:

17=1,...n

et

Tj = Uj

A= o (U ;)
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AnnexeB

| esfractions continues.Calculs et
recurrencessur lesreduites

Les fractions continuesfinies

Par definition,on appellefractioncontinueR,, d’ordren uneexpressiordela forme:

Rn: b0+ al

as

by +...+ an

n

Il existeplusieursnotationautilisantuneécriturelinéaire dontlesformescorventionnellesont
lessuivantes:

a1| 02| an|
R,=bp+—+—+..4+— B.1
RATRRATS b, (B-1)

ouencore
R, =bo+ ai/by + az/bs + ... + a, /b,

aj S'appellele numérateumartiel et b, le denominateupartiel. Si on développeunefraction
continuefinie, elle prendla forme d’'unefractionrationnellequel’on note:

ou A, et B, sontdespolynomesdevariablesag, ay, ..., a, €tbg, by, ..., b,.

Par définition, on appelleréduited’ordre p (avecp < n) d’'une fraction continued’ordre n,
la fractioncontinuetronqueeal’ordre p, notee:

A
R,=2%
P Bp
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AnneB : Lesfractionscontinues

Par exemple lespremieresréduitessuccessiesdela fractioncontinue(B.1) sontdonreespar:

Ag
= — = b
Ry By 0
Ay a;  boby + a4
R = — = b _—= —
1 B, o + b b
A, ay bobiby + a1by + a1 by
? B 0 by + ay /by biby + ay

LestermesA, et B, sontobtenugaridentificationdesnumérateuretdesdenominateurs.

Relationsderécurrenceentre lestermesdesréeduites

Lestermesdesréduitegprecedentesontreliésparla relationci-dessous

Ay _ by Ay + azAg

2 2t o B.2
By byBy + a3By (8-2)

Ondémontreparrécurrenceguecetteexpressiorsegeréralisedela maniresuvante:

ﬂ _ bpAp—1 + apA,—2 Vp > 2
B, byBp1+a,By s

Il appardt évidentquecetterelationcontientdeuxégalités: unepourlesnumérateursi;, l'autre
pourlesdénominateurss; :

Ap = prp—l + ClpAp_2 \V/p 2 2
Bp = prp—l + (lpo_Q \V/p 2 2

Si maintenanbn multiple la premiereégalité par B,,—; etla deuxémepar A,_;, enlesretran-
chant,il vient:

ApBp1 — Ay By = —a,(Ap1Byoa — Ay 2 Bpy)
Enposant/, = A,B,_1 — A,_1B,,0na:
Up = —CLpUp_l

OrlU; = A1By — AoB; = (boby + a1)1 — boby = ay. On établitune deuxiemerelation de
récurrence

P
Up=A,By1 — Ay1By = (=17 [ ] ax (B.3)
k=1
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AnneB : Lesfractionscontinues

Les fractions continuesinfinies

Danscecas,la fractioncontinue(B.1) devientillimit e:

a|  as |
R.=bo+—+—+..+—+..
RTINS b,
La notionde cornvergences’introduit tout naturellementConsiceronsla réeduite k,, d'ordren
d’unefraction continueinfinie. Si R,, tendversunelimite R lorsquer crait indéfiniment,on
dit quela fraction continueestcorvergenteet a pour limite R. Dansle cascontraire,elle est
divergente.

Fractions continueséquivalentes

Deuxfractionscontinuesontditeséquialentegnotee=) si leursreduitessontidentiques.
Sip1, pa, ... €stunesuitedenombresonnulsalors:
(Zl| Cl2|

Pla1| P1P202| Pn—anCL2|
bo+ — 4+ —+...=by+ + + .t
"o b " lpibr T |pabs |pnba

+ ...

SilesréduitessontnoteesA,, /B, et Al / B!, onveérifie parrécurrenceuepourn > 1 :
Al = (p1..pn)An , B = (p1...on)Bn

Soit: A, /B, = Al,/B!, pourn > 1.

Développementen fraction continue a partir d’'un développe-
ment en serie entiere

Ondit quela serie

o0

20k=00-|-01—|—cQ—|—...

k=0
estéquivalente(notee=) ala fractioncontinue:

a1| (l2|
bo+ — + L+ ...
D e 1

siona:

A,
C0+01+---+Cn=B— Vn=20,1,2,...

ou A, /B, estlan®*™eréduitedela fractioncontinue.

Parailleurs,sicy + ¢; + ¢2 + ... estuneseriedonree,on al’ équivalencesuivante:

> a a
chgbo+—1|+—2|+...
k=0 |bl |b2
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AnneB : Lesfractionscontinues

ou
C C
b():CO7 ap = ¢, 61:1, ay = — - ; bn:1—|— - ; TLZQ
Cp—1 Cp—1
Soit:
Cl| —Cg/Cl| —63/62|

c0+cl+cz+---ZCO+|_1+|1—|-C2/Cl [1+es/ea

Parexemple sil’on consicerele developpemengéerérald’'unefonctionenseriedeMacLaurin:

o0
S = 5 apz®
k=0

S peutdoncsedéevelopperenunefractioncontinuedela forme:

x| zon/a Ty, [t |

11 1+ zay/ay T 14+ 2oy, /an—1

S = ag+
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AnnexeC

Approximants de Pade

Par définition, un approximantde Pace estunefraction continuequi a été tronqueea un
certainordre.ll enrésultequ’un approximanseprésentgoujourssousla formed’'unefraction
rationnelleausende pluslarge.

Le theoremefondamentalde Padée
Soit f unefonctiondéveloppablesnserie entiereauvoisinagedex = 0 :

f(z) = ag + a1z + azz® + ... avec ag # 0

Theoremede Padé:
Parmitouteslesfractionsirreductibleglontlestermesont desdegrésegauxauplusap pourle
numerateuret au plusa g pourle denominateu(p et ¢ eétantelementdeN), il existeunefrac-
tion R,(z)/P,(x) qui fournit uneapproximatiorde f(z) dontl'ordre estsugérieura celuide
n’importe quelleautreapproximationEn géréral,lesapproximantses plusprécissontfournis
parlesscltemadelsquep = goup = ¢ + 1.

On souhaitedonctrouver uneapproximatiorde f(z) telle que:

R,(x)
flz L (C.1)
e
R,(z) étantun polyndmededegrép et P, () un polyndbmededegré q.
Le produit f(x) P,(x) peuts’écrire:
f2)Py(x) = Ry(z) + e(a"F"*) (C.2)

ou ¢(zP+7t!) estuninfinimentpetitdontl’ordre estaumoinségalap + g + 1.
Par définition P, () s’écrit:

q
P,(z) = Z lpz*
k=0
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AnneeC : Approximantsde Padé

L'expression(C.2)devient:

o0 q o0
f(x)Py(x) = (Z ai;vi) (Z lk;vk) = (aido+ aic1ly + aicaly + ...+ aizyly)z’ (C.3)
k=0

=0 =0

enprenantcommecornvention,quelescoeficientsaffectesd’'un indice negatif sontnuls.

Afin d’avoir 'approximantde Pace al'ordre " (p, ¢)” tel que f(z) P,(z) ~ R,(z), on égalisea
0 touslescoeficientsdestermesenx dedeggrép + 1, p + 2, ..., p + ¢ dansle développement
(C.3).0Onobtientalorsun sysemelinéaireconstitle de ¢ equationsag + 1 inconnuesgjuel’on
ecritsousformematricielle:

Up+1 ap ap-1 Up—q+1 lo

a a a Gyt )

p+2 p+1 P P—q+2 1
=0 (C.4)

| 9p+q  Gptg-1  Optg-2 ap | lq

Enrésohantcesyseme,ontrouve donclescoeficients/; du polyndbme P, enfonctiondesay.

Commeon ne consere quelestermesde degré inférieura p dans(C.3), on deduit pariden-
tification lescoeficientsb, de R,(z) :

P P
R,(z) = Z(ailo +a;_1ly + a;_gly + ...+ ai_qlq);ri = Z byz* (C.5)
=0 k=0
avecla mémecornventionquepréccdemment.
L'approximantde Pacé dela fonction f vautalors:
> bt
R (z 2 kL
fla) = D) i 6)
Py(z) Sl
=0
Estimation del’err eur commise
L'erreurmathematiques’écrit:
, R,(zx)
Erron = fla) = =2
) = f(z) P (2)

Onmontrequ’on peutl’estimerpar:

q pptatl
B = lptyyg—1—
[f(=)] (Z klp+qg-1 k) Pq(.‘lf)

k=0
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AnneeC : Approximantsde Padé

Développementsde exzp(z) (exempledonné par Pade)
Onpartdu développemenénserieentieredel’exponentielleauvoisinagede0 :
X 1‘2 $3 = k
6¢vp($)=1+ﬂ+§+3—!+.-.=;akx
Par soucidelisibilit &,on noteral’in versed’'un nombre,l /z, parz.

Approximation par la fraction rationnelle tellequep =1,¢ =3

Enfixant/, = 1, I'expressionC.4)donnele sysemelinéairesuivant:

110 -2
211 -6
6 2 1 —-24
Larésolutiondonne:
3 1 1
lhb=1 l{ = —— l, = — I3 = ——
0 b 40 Py P 24

ou encoreenmultipliant parun facteurcorvenable:

l0:24, l1:—18, l2:6, Z3:—1

A partirdel’ equation(C.5),on deduitlesvaleursdesby, :

bo =24 ) bl - 6
D’ou I'approximant:

24 + 62

P(T) X R 627 — 27

Approximation par la fraction rationnelle tellequep =2,¢ =3

Touscalculsfaits, on trouve I'approximantsuiant:

N 60 + 24z + 322
60 — 36z + 922 — 23

cap(a)

Approximation par la fraction rationnelle tellequep = 3,¢ =3

Aprescalculs,ontrouve 'approximantsuivant:

N 120 + 60z + 1222 + 22

erP(*) ¥ 0 60z T 1222 — 43
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AnneeC : Approximantsde Padé

Précisiondesapproximants

X Vraievaleur Approximant Approximant Approximant
d'exp(z) p=1,¢=3 p=2q=3 p=3,q=3
1 2.71828182845902.7272727272727 2.7187500000000 2.7183098591549
0.5 |1.6487212707001 1.64885496183211.6487252124646 1.6487213997308
0.1 |1.10517091807561.10517094209081.10517091823191.105170918076Y
0.01 | 1.0100501670842 1.0100501670844 1.01005016708421.0100501670842
0.001| 1.0010005001667 1.0010005001667 1.0010005001667 1.0010005001667

Plusz s’eéloignede 0, moinsl'approximantestprécis(ce qui estnormalcaril estvalableau
voisinagede (). On constataloncquel’on obtienttresvite desapproximantslel’exponentielle
detresgrandeprécisionpourdesvaleursdep etq raisonnablesRemarquongjanscetexemple,
guele meilleurapproximantde Padeé estobtenupourp = gq.

Genéralisation desapproximantsde Pade, méthodede Maehly

Lesapproximantsle Pace donnenid’excellentesapproximationgour f auvoisinagede0.
Quandon considereunefonction f surun espacejuelconqudini [a, b], cetteprécisiondécrat.
Dansce cas,on réduit, par unetransformatioriinéaire I'intervalle [, b] a[—1, 1] et on déve-
loppela fonctionenséeriede polyndmesde Tchebychdt En effet, cespolynomessontceuxqui
s’écartente moinsdel’axe desabscissesur[—1, 1]. La precisiondel’approximantobtenusera
doncplushomognesurtoutle domaine(l’erreur oscillantentredeuxextrema.

Cetteméthode dite de Maelhy, estla transpositiordirectede la méthodede Pace. Elle donne
uneapproximatiorde f surunintervallefini par:

; bk X
oy Bl _ 2" ©7
Pq(x) i ZZTZ(.T)

ou les Ty} .., ; sontlespolyndmesde Tchebycheft
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La problématiquedel’ évolution desmomentsd’une densite de particules soumisesa desforces
non linéaires

L'utilisation desaccléerateurdinéairesde forte puissancedansdifférentsprojets (productionde
neutrongarspallationréacteursiybrides)housaamere asepenchesurlesproblemesela dynamique
defaisceauxdehauteintensie.Dansle casdefaisceawintenseslesparticulessontsoumisesdesforces
nonlinéairesprincipalementiuesal’'effet dechaged’espaceAfin dedisposed’outils ala fois moins
lourdset plusréalistegjuelesméthodeglassiquesle simulation(interactionparticule-particulemodele
coeurparticule),la descriptionde I’ évolution d’'unedistribution de particulesa partir de sesparangtres
statistiguessesmomentsa doncété ervisagee.

Nous présentonglonc dansune premere partie une analysedétailleede la problematiquemerée
dansun cadresimplifié maisnonlimitatif : toutd’abord,nousdévelopponsaun formalismeoriginal bas
surlespropriétesfinesdespolygonesorthogonawpermettant’ étudedesmomentsd’unedensieenune
dimensionDe cetteanalyse nousvoyonsquel’'on peutextraire,d’un nombrefini de momentsun cer
tain nombred’informationsconcernanta densié. En particulier il en découlela notionfondamentale
d’enveloppecorvexe définissante domained’existencede cettedensié. Ceci permetde mieux com-
prendrela significationdesmomentsLa géréralisationde cettedescriptionendeuxdimensiongpermet
d’estimeravec unebonneprécisionou sontlocaliseesles particulesdanscet espacalesphasesEnfin,
nousabordondesdifficultésrencontéesaucoursdecetteétude fixantainsileslimites decetteméthode.

La deuxiémepartiede cettethese plus expérimentale présentdes mesuresie faisceaulogiesffec-
tuéessur I'accélérateurtGENEPI (GEnrérateurde NEutronsPuls Intense)dansle cadrede I' étudedes
sysemeshybrides Elles permettententreautres)a calibrationdu faisceaet la validationdescodesde
calculsnécessaireala conceptiordela machine.

Fundamental aspectsof the momentsproblemsassociatedo the evolution of a particle density
under non linear forces

High-powerlinearacceleratorareneededasdriver for several projects(spallationneutronsources,
hybrid system).This interestbrings us to the questionof dynamicsof high intensity particle beam.
Insideintensebeam particlesareundernonlinearforcesmainly dueto spacechage effects.In orderto
have lessheary andmaorerealistictoolsthanclassicakimulationmethodqparticle-particlénteractions,
particle-coremodel),we considera descriptionof the evolution of a particledensityfrom its statistical
parameterdts moments.

In afirst part,a detailedanalysisof themomentproblemss shovn in asimplified but nonrestrictive
case.To begin with, we develop anoriginal studybasedon orthogonalpolynomialpropertiesvhich al-
lows usto studyone-dimensiomensitymoments\We canseethatwe obtaininformationaboutdensity
from only few momentsSuchaninvestigations essentiafor a betterunderstandingf momentsignifi-
cance.Then,we applythis descriptiornto two-dimensiorphasespacesothatwe canpreciselyestimate
wherepatrticlesarein this phasespaceFinally, we enumeratalifficulties metand deducethe limits of
this method.

The secondpart of this thesis,more experimental,presentdbeamthe measurementsf the beam
characteristicef acceleratofGENEPI” asa part of hybrid reactorprogram.Moreover, we shov how
thesespecificationgieldsto beamcalibrationandvalidationof theoreticalcalculationsusedto design
GENEPI.

Mots clefs

Dynamiquenonlinéaire polyndmesorthogonauxchage d’espaceac@&lérateursie particules pro-
blemede momentssimulation,ac&lérateurtGENEPI.
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