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Avant-propos

Ce mémoire est 'aboutissement de ma thése de doctorat effectuée sous la
direction de Bernard Derrida au Laboratoire de Physique Statistique a Paris.
Il est organisé en deux grandes parties indépendantes qui traitent de deux
sujets différents; la premiére partie (pages 1 a 52) est consacrée a I'influence
des détails microscopiques sur la propagation des fronts d’onde dans un milieu
instable"? et la deuxiéme (pages 53 a 132) au calcul de la distribution de
I'énergie libre d’un polymeére dirigé en milieu aléatoire®*. On peut établir
quelques ponts entre ces deux sujets (par exemple, la théorie de champ moyen
des polymeéres dirigés peut se reformuler en terme de la propagation d’un
front d’onde), mais les deux parties sont suffisamment indépendantes pour
qu’il n’y ait pas d’introduction et de conclusion communes, mais plutdt une
introduction et une conclusion par partie.

Avril 2000, Eric Brunet
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Premiére partie

Influence des effets de taille finie
sur la propagation d’un front






Cette partie est consacrée a I’étude de la vitesse d’'un front d’onde se
propageant dans un milieu instable quand on prend en compte le bruit et les
effets de taille finie. Dans ce but, nous avons étudié un modéle stochastique
faisant intervenir N particules et qui est décrit quand N devient trés grand
par ’équation déterministe d’un front se propageant dans un milieu instable.
Cette équation a une famille continue de solutions en translation uniforme
avec des vitesses de propagation différentes, mais pour une condition initiale
localisée c’est la vitesse dite marginalement stable v* qui est sélectionnée.
Nous avons observé numériquement que le front décrit par le systéme fini
a N particules se déplace a une vitesse vy proche de v* et qui en différe par
une quantité d’ordre 1/log® N.

Un des principaux résultats de ce travail est que cette sélection de la vi-
tesse v* et cette correction logarithmique peuvent s’expliquer par la présence
d’un cut-off d’ordre 1/N dans la queue du front due a I’aspect discret du
modéle fini : en effet, la concentration de particules ne peut pas prendre de
valeur non-nulle inférieure & 1/N. Nous avons par conséquent étudié U'effet
d’un cut-off € dans un front se propageant dans un milieu instable et, en mon-
trant que la forme du front pouvait s’écrire a ’aide d’une fonction d’échelle,
nous avons pu déterminer la vitesse de propagation d’un tel front>2. En po-
sant € = 1/N, on retrouve que la correction de la vitesse est en 1/log? N
avec un préfacteur qui est du méme ordre de grandeur que pour le probléme
stochastique & N particules.

Le premier chapitre de cette partie présente les équations décrivant la
propagation d'un front et fait une rapide revue des techniques employées
et des résultats connus. En particulier, la distinction entre les fronts pushed
et les fronts pulled est rappelée ainsi que les mécanismes de sélection de la
vitesse de propagation.

Le reste de cette partie constitue la contribution originale de ce travail. Le
deuxiéme chapitre introduit le modéle microscopique que nous avons étudié
et présente les résultats de simulations numériques. Le chapitre 3 explique
comment on peut calculer la vitesse de propagation d’un front quand on
applique un cut-off dans sa queue"? et montre que ces résultats peuvent
s’appliquer au modéle microscopique. Enfin, le chapitre 4 montre comment la
méthode employée au chapitre 3 peut étre utilisée pour retrouver simplement
les résultats de Bramson®% sur la maniére dont la vitesse de propagation aux
temps longs converge vers sa valeur asymptotique en fonction des conditions
initiales.






Chapitre 1

Introduction et revue des
phénomeénes de propagation de
fronts

1.1 Présentation des fronts

De nombreux phénoménes peuvent étre décrits par la propagation d’un
front qui sépare deux domaines différents. Pour prendre un exemple simple,
tournons-nous vers la biologie et considérons une population d’individus uni-
formément répartis dans leur habitat. Si & un point donné une mutation
favorable se produit, on s’attend & ce que localement la proportion d’indivi-
dus ayant le nouveau géne augmente et finisse par devenir majoritaire. De
plus, ce gene favorable se diffuse au fil des générations grace aux contacts
entre individus voisins et commence a se répandre a partir du point ou la
mutation a eu lieu. Aprés une période transitoire un front se forme entre une
zone autour de la mutation originale ol toute la population a le nouveau
géne et une zone plus éloignée ol 'ancien géne reste prédominant. Dans le
front lui-méme, les deux génes cohabitent. Ce front se déplace sans s’étaler”
A une vitesse qui n’a a priori rien a voir avec la vitesse des déplacements
des individus, jusqu’a ce que le nouveau géne soit prédominant dans tout
I’habitat.

Fisher” et Kolmogorov, Petrovsky & Piscounov® ont simultanément pré-
senté en 1937 un modéle pour décrire la propagation de génes favorables dans
une population et la formation d’un front entre deux régions. Leur modéle
est décrit en une dimension par 1’équation

oh _ &h

3
E—@ﬁ‘h—h, (11)



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION DES FRONTS

ou h(z,t) représente la proportion d’individus ayant le géne favorable au
point et & I'instant ¢. Dans cette équation, le laplacien 9*h/0x? est respon-
sable de la diffusion du géne et le terme h—h? garantit que dés que le nouveau
géne est présent (A > 0), sa proportion augmente jusqu’a atteindre h = 1.
(Dans [7], Fisher utilise plutot un terme d’interaction de la forme h — h?
mais les solutions de son équation ont exactement les mémes propriétés que
celles de (1.1).)

En plus de ses applications a la biologie, ’équation de Fisher-Kolmogorov
et plusieurs de ses variantes ont également beaucoup été utilisées en physique
et en chimie pour décrire la propagation de fronts dans des modéles de com-
bustion, de réaction-diffusion, de solidification, de supraconducteurs et méme
dans le groupe de renormalisation®'®. Tous ces modéles qui utilisent I’équa-
tion de Fisher-Kolmogorov sont bien siir des idéalisations de phénoménes
réels ; par exemple, dans le modéle introduit par Fisher, on s’attend a ce que
la diffusion du nouveau géne soit un phénoméne aléatoire, que la densité d’in-
dividus varie avec la position et le temps, etc. De plus, dans ’équation (1.1),
la proportion h(z,t) est un paramétre continu, ce qui revient a supposer que
la densité de la population est infinie. L’équation de Fisher-Kolmogorov n’est
donc en un sens que la limite & grande échelle du phénoméne réel, mais on
peut s’attendre pour une population importante a ce qu’elle permette ef-
fectivement de décrire le front d’avancée du géne favorable. Un des buts de
cette partie (chapitre 3) est de montrer qu’en fait un systéme fini ne tend
que trés lentement vers sa limite & grande échelle décrite par une équation
de type (1.1).

Dans un modéle de type Fisher-Kolmogorov, un des problémes les plus
importants est bien siir de déterminer la vitesse de propagation du front, mais
on peut aussi s'intéresser a la largeur et a la forme de ce front, au temps qu’il
faut pour qu’il atteigne sa forme et sa vitesse asymptotiques a partir d’une
condition initiale, etc. L’aspect le plus frappant de ’équation (1.1) est que
la vitesse de propagation du front (qui, rappelons-le, n’a rien a voir avec le
mouvement des individus dans le modéle de génétique ou celui des particules
de gaz dans un modéle de combustion) n’est pas fizée par I’équation mais
dépend de la condition initiale. La question se pose alors de savoir quelles
sont les vitesses de propagation qui correspondent & des fronts stables et
quelle vitesse est effectivement sélectionnée par un systéme physique. Un des
résultats de ce travail est que si I’on prend en compte les effets microscopiques,
alors il n’y a plus qu’une seule vitesse de propagation possible.

La section 1.2 de ce chapitre d’introduction fait une rapide revue des pro-
priétés de l'équation de Fisher-Kolmogorov et du probléme de la sélection
de la vitesse. Dans la section 1.3, plusieurs généralisations de cette équa-
tion sont présentées; en particulier, la distinction entre les fronts pushed et



1.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS 7

pulled est introduite!?!?. Enfin, la section 1.4 donne quelques exemples de
modéles différents ot il existe plusieurs solutions stables dont une seule est
sélectionnée.

1.2 Propriétés des solutions de I’équation de
Fisher-Kolmogorov

Cette section est consacrée a la présentation des propriétés principales de
I’équation de Fisher-Kolmogorov (1.1). L’un des intéréts de cette équation est
qu’elle est générique : la majorité des propriétés présentées dans cette section
peut s’appliquer a d’autres équations décrivant la propagation d’un front dans
un milieu instable (la section 1.3 donne quelques unes de ces généralisations).
Pour une étude plus approfondie de I’équation de Fisher-Kolmogorov et de ses
généralisations, on peut se reporter aux travaux de Ben-Jacob, Dee, Kramer
et Langer?®?! et aux revues de Ebert et van Saarloos'” %2,

1.2.1 Vitesse et forme des fronts en translation uni-
forme

L’équation (1.1) admet trois solutions uniformes et constantes : deux
stables (h(x,t) = 1 et h(z,t) = —1) et une instable (h(z,¢) = 0). La solu-
tion h(z,t) = —1 n’est cependant pas physique si I'on suppose que h est une
concentration. On s’intéresse aux propriétés d’un front se propageant depuis
le milieu stable h(x,t) = 1 vers le milieu instable h(z,t) = 0. Contrairement
aux solutions de ’équation de la chaleur, il existe des solutions de (1.1) qui
décrivent un front en translation uniforme

h(z,t) = F,(x — vt) (1.2)

pour les conditions aux limites
(1.3)

ou la fonction F,(z) donne la forme d’un tel front se propageant a la vitesse v.
Le systéme est dans la phase stable quand z est trés négatif et dans la phase
instable pour des trés grandes valeurs de z. On s’attend a ce que le milieu
stable envahisse le milieu instable et que donc la vitesse de propagation v
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soit positive. En insérant (1.2) dans (1.1), on trouve I’équation différentielle
que vérifie F,(2)

d’F, N dF,
dz? v dz

+F,—F}=0. (1.4)

Pour une vitesse v donnée, cette équation et les conditions aux bords (1.3)
ne définissent F,(z) qu’a une translation prés. Si Pon désire lever cette am-
biguité, on peut par exemple imposer F,(0) = 1/2.

La solution exacte de 1’équation différentielle (1.4) n’est connue® que
pour la vitesse v = 3v/2 /2; on peut vérifier facilement que I'on a

Fap(2) = % (1 _ tanh %) | (1.5)

Pour d’autres valeurs de v, on ne peut déterminer F,(z) que numériquement.
La figure (1.1) montre la solution de 1'équation différentielle (1.4) pour trois
valeurs de v.

1 ------ i s~
0,8t

0,6}

10 15 20

oF
(<3}

045 10 5 z

Fi1Gg. 1.1 — Trois profils de fronts, solutions de (1.4), pour trois vitesses v
différentes.

Une analogie avec un systéme mécanique permet de voir trés simplement
qu’il existe une solution a (1.3, 1.4) pour toute valeur positive du paramétre v.
Si l'on fait le changement de variables

z = T, (1.6)
F, <— X, (1.7)
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et si 'on pose

1 1
U(X)=-X?--X* (1.8)

2 4
on voit que (1.4) est I’équation du mouvement d’un objet ponctuel de masse
unité soumis a une force de frottement fluide de coefficient v dans le poten-

tiel U(X) :

X d dX
d7?2 dX

UX)—v—. (1.9)

FiGc. 1.2 — Analogie mécanique des solutions en translation uniforme de
I’équation de Fisher-Kolmogorov : un objet ponctuel se déplace dans un po-
tentiel U(X) avec une force de frottement fluide.

Les conditions limites (1.4) s’interprétent alors en disant que la particule
se trouvait au point d’abscisse X = 1 dans un passé infiniment lointain et
que le mouvement s’achévera a un temps 7' infiniment grand au point X = 0.
La figure 1.2 représente cette particule dans le potentiel U(X) et permet de
comprendre facilement les comportements possibles du front. On voit en ef-
fet que si le frottement fluide est suffisamment important (i.e. si v est assez
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grand), la particule tombe dans le puits de potentiel et s’arréte asymptoti-
quement en X = 0 sans jamais passer par des X négatifs. Par contre, si v est
trop faible, la particule atteint et dépasse le point X = 0 et se met & faire
des oscillations amorties autour de 0.

On voit donc que le probléme (1.3, 1.4) admet une solution pour tout v >
0 et qu’il doit exister une vitesse critique v* qui sépare les régimes avec ou
sans oscillations. Pour une condition initiale physique, on a h(z,0) > 0 et il
est alors facile de montrer® a partir de (1.1) que la concentration h(z,t) reste
positive pour tout ¢. On doit donc avoir dans ce cas

v > vt (1.10)

1.2.2 Analyse linéaire

Pour déterminer cette vitesse minimale v* qui sépare le régime apério-
dique du régime avec des oscillations amorties, il suffit de considérer la
« queue du front », c’est a dire la région ot F,(z) est trés petit. Le terme
en F? dans (1.4) est alors négligeable et '’équation linéarisée a des solutions
de la forme

F,(z) =e 7%, (1.11a)

ou 7 est relié a v par la relation

1
V=T (1.11b)

Le paramétre v doit avoir une partie réelle strictement positive pour garantir
que F,(z) tend bien vers zéro quand z tend vers l'infini. Si v a une partie
imaginaire non-nulle, la queue du front a un comportement oscillant et prend
donc des valeurs négatives. Les cas physiques ou F,(z) reste positif corres-
pondent donc aux 7y réels et positifs. En cherchant la valeur minimale atteinte
par I’équation (1.11b), on obtient alors facilement la vitesse critique v* qui
sépare les régimes avec et sans oscillations. On trouve

{7* =1 (1.12)

v* = 2.

(Le graphe de ’équation (1.11b) est représenté sur la figure 1.3)
On voit donc que pour toute vitesse supérieure a 2, la forme du front dans
la queue est donnée par

F,(z) = Ae " + Be 7%, (1.13)
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35
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FiGc. 1.3 — La vitesse de propagation du front en fonction du taux de dé-
croissance 7. On voit que si 7 est réel (pas d’oscillations amorties), la vitesse
est nécessairement supérieure & deux. Pour une vitesse donnée, il y a en gé-
néral deux valeurs de v qui conviennent et c’est la plus petite qui domine la
décroissance du front.

ol 7 est un nombre réel positif que 'on peut choisir inférieur & 1 et qui est
relié & v par ’équation (1.11b). Les coefficients A et B sont déterminés par
les non-linéarités de I’équation de Fisher-Kolmogorov. Comme illustré sur
la figure 1.3, la décroissance du front est dominée quand z est grand par
I’exponentielle la plus lente, a savoir Ae™7*. Dans le cas ol v = v* = 2, on
a~y=1/y=+*=1 et la solution générale de ’équation linéarisée est plutot
de la forme

Fy(z) = (Az + B)e™ ™. (1.14)

1.2.3 Stabilité des solutions

Cette vitesse v* = 2 qui sépare le régime avec oscillations du régime sans
oscillations joue un role extrémement important dans 1’étude de la stabilité
des solutions F,(z). En effet, on peut montrer®!%2%22 que, si 'on rajoute
une perturbation localisée & un front en translation uniforme, alors seules les
solutions monotones (qui correspondent donc & v > 2) sont stables (et donc
pertinentes) dans le référentiel se déplacant avec le front.

Une maniére de comprendre ce résultat est de considérer un front se
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déplagant a la vitesse v auquel on ajoute une petite perturbation n(z —wvt,t) :
h(z,t) = F,(z — vt) + n(z — vt, ). (1.15)

On impose que la perturbation 7n soit localisée, c’est a dire qu’elle décroisse
a l'infini plus vite que ne le fait le front; en d’autres termes, 7(z,t)/F,(2)
doit étre un nombre petit qui tend vers zéro quand z tend vers l'infini. En
effet, si ce n’etait pas le cas, la forme du front dans la queue serait dominée
par n(z,t) pour des z trés grands et c’est le comportement de 7(z,t) qui
fixerait la vitesse®10.

Si Pon utilise (1.15) dans (1.1), on trouve au premier ordre en 7

on 0*n  0On
— = — +v—+n-3F7. 1.16
ot ~ 922 oy 1Tl (1.16)
ol 2z =x — vt.
On veut déterminer si une perturbation n croit ou décroit dans ce référen-
tiel. Comme I’équation (1.16) est linéaire, on peut décomposer 7 en modes
propres et chercher des solutions de la forme

vz

n(z,t) = e "'0(z)e" = . (1.17)

Si pour toutes les fonctions n de cette forme qui vérifient (1.16) on trouve
que le paramétre E a une partie réelle positive, alors toutes les petites per-
turbations décroissent et la solution F), est stable. D’un autre coté, dés qu’il
existe une solution avec un F ayant une partie réelle négative, alors certaines
perturbations croissent et le front F, est instable. En introduisant (1.17)
dans (1.16), on trouve que 6 vérifie

[_dd_; + (“ZQ —1+ 3F3(z)>} 0(z) = Ef(z). (1.18)

On reconnait ’équation de Schrédinger pour une particule soumise a un
certain potentiel. On peut donc reformuler la question de la stabilité d’un
front : la solution F,(z) est stable si et seulement si ’hamiltonien (1.18) n’a
que des valeurs propres positives.

Par ailleurs, la perturbation donnée par

_ dF,(2)

=— (1.19)

ntranslat. (Z, t)

est une solution de (1.16) qui reste constante au cours du temps (on peut
le vérifier directement & partir de (1.4) ou remarquer que cette perturbation
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correspond simplement & une translation infinitésimale du front). Cette solu-
tion correspond donc & la valeur propre £ = 0 de (1.18). Si la fonction (1.19)
ne change pas de signe, on s’attend a ce que E = 0 soit la valeur propre
la plus basse. Dans le cas contraire, on s’attend a ce qu’il existe des solu-
tions de (1.18) avec des E négatifs. On arrive ainsi au résultat que le front
qui se déplace a la vitesse v est stable si et seulement si F,(z) est mono-
tone.

Le raisonnement qui vient d’étre présenté est encore loin d’étre une dé-
monstration : il faut étudier le spectre continu de I’hamiltonien (1.18) et
traiter le cas des solutions de (1.18) qui ne sont pas de carré sommable, mais
aucune de ces difficultés n’est insurmontable?>?? et le résultat final reste
qu'un front F,(z) est stable si et seulement si il est monotone. Toutes les
solutions avec v < 2 sont donc instables et tous les fronts qui se propagent a
une vitesse v > 2 sont monotones et stables 0.

1.2.4 Sélection de la vitesse

Pour une condition initiale donnée, on s’attend a ce qu’un front décrit
par I’équation de Fisher-Kolmogorov tende, dans le référentiel qui se déplace
avec lui, vers I'une des solutions constantes F,(z) qui est stable (v > 2). Une
question importante est de déterminer laquelle de ces solutions est effective-
ment sélectionnée. Aronson et Weinberger ont montré®*® que si la condition
initiale décroit dans la queue comme exp(—yz) avec 0 < v < 1, alors le
front se déplace asymptotiquement a la vitesse v = v + 1/v. Si la condition
initiale décroit plus vite que exp(—z), c’est la vitesse v = v* = 2 qui est
sélectionnée.

Une autre maniére de formuler ce résultat est de dire que si la condition
initiale ressemble & (i.e. décroit comme) un des fronts stables F,(z), ce front
est sélectionné, et si elle décroit plus vite que n’importe quel front stable,
alors le front Fy-(z) qui correspond & la vitesse minimale est sélectionné.

On voit donc que si I'on part d’une perturbation localisée dans un milieu
instable (une étincelle dans un gaz, ou une mutation favorable dans une
population), le front qui se met en place est celui qui avance a la vitesse
minimale v* pour laquelle un front stable existe.

Une maniére de comprendre cette sélection du front marginalement stable
est de considérer une petite perturbation locale h(z,t) < 1 de I’état instable
et de supposer que la vitesse « naturelle » du front est celle du référentiel dans
lequel cette perturbation reste d’amplitude constante!®2%2!. Comme h(z,t)
est petit, on linéarise ’équation (1.1) en supprimant le terme en h® et on peut
donner la forme générale de h(z,t) a I'aide d’une décomposition en modes
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propres
hz,t) = / dk A(k)ethm—®r (1.20)

ot w(k) = k% — 1 dans le cas de I’équation de Fisher-Kolmogorov. Dans le
référentiel se déplacant a la vitesse v, la méthode du col donne pour les temps
longs

hut, t) A(R)e (o)t (1.21a)

Bl (1.21b)

Si le référentiel se déplace & une vitesse v plus grande que celle du front, la
perturbation h(vt,t) doit tendre vers 0. Si ’on va plus lentement, cette per-
turbation doit croitre. A la vitesse critique v*, ’amplitude de la perturbation
doit rester constante. On obtient donc

Re(ikv* —w(k)) =0, (1.22a)
dw(k) o
e i ", (1.22Db)

Si l’on utilise w(k) = k% — 1, on retrouve v* = 2.

1.2.5 Mise en place du front

A partir d’une condition initiale localisée, le front tend donc vers la solu-
tion se déplacant a la vitesse v* = 2. L’approche de la solution asymptotique
est cependant lente : Bramson®® a étudié précisément quelle était la position
du front au temps ¢ en fonction de la condition initiale & ¢ = 0. Il a entre
autres prouvé que si le front est localisé a ¢ = 0 (i.e. si 'on a h(z,0) =1
pour z < A et h(z,0) =0 pour x > B, ou A et B sont deux nombres), alors
la position X (¢) du front est donnée par

X(t) = 2 — glogt+0(1). (1.23)

De plus, quand la condition initiale décroit exponentiellement avec le taux
limite ~*,

h(z,0) ~ z’e 72, (1.24)



1.3. GENERALISATIONS DE FISHER-KOLMOGOROV 15

la position est donnée® par

vV —

1
5 logt+ O(1) (1.25)

X(t) =2t +

pour tout v > —2. Pour v < —2, la condition initiale décroit « assez vite »
et la position est donnée par (1.23) comme pour une condition initiale lo-
calisée. Dans le cas critique v = —2, la solution est donnée par (1.23) avec
une correction supplémentaire en loglogt. La vitesse du front converge donc
lentement (en 1/t seulement) vers sa valeur asymptotique v* = 2.

1.3 Quelques généralisations de I’équation de
Fisher-Kolmogorov

L’équation de Fisher-Kolmogorov (1.1) décrit la propagation d’un front
depuis un milieu stable h(z,t) = 1 vers un milieu instable h(x,t) = 0. Une
maniére naturelle de généraliser (1.1) est de considérer

on_ o
ot Ox2

ou g(h) est choisi de maniére a ce que h = 1 soit une solution stable et A =0
une solution instable (g(1) = 0, ¢'(1) < 0 et g(0) = 0, ¢'(0) > 0). La
section 1.3.1 est consacrée aux équations de la forme (1.26) et la section 1.3.2
présente quelques autres équations utilisées pour décrire la propagation d’un
front dans un milieu instable. Enfin, la section 1.3.3 est consacrée aux fronts
se propageant dans un milieu stable

+g(h), (1.26)

1.3.1 Propagation d’un front dans un milieu instable

On s’intéresse aux fronts se propageant dans un milieu instable selon une
équation de la forme (1.26). L’équation de Fisher-Kolmogorov est de cette
forme et les propriétés qui ont été présentées dans la section précédente sont
génériques. Plus précisément, Aronson et Weinberger®!? ont démontré que
si

{g(O) =g(1) =0, (127
>0

pour tout 0 < h < 1,

alors on a les propriétés suivantes® 1017 :

1. il existe une solution de (1.26) en translation uniforme & la vitesse v

pour tout v > 24/¢'(0),
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2. une telle solution est stable si et seulement si v > v* pour une certaine
vitesse critique v*,

3. 24/4'(0) < v* <2 sup 9(h)

0<h<1 h’

4. pour une large classe de conditions initiales, la vitesse de propagation
du front tend vers la vitesse marginalement stable v*. En particulier,
tous les fronts qui, pour un certain v*, décroissent a t = 0 plus vite
que exp(—y*x) se propagent asymptotiquement a la vitesse v*.

De plus, quand la fonction g(h) est telle que 'on a v* = 24/¢'(0), les résul-
tats (1.23, 1.25) se généralisent™%. En particulier,

5. quand la condition initiale décroit plus vite que exp(—+y*x), la position
du front est donnée par X; = 24/¢'(0)t — —2—logt + O(1).

24/9'(0)

Les deux points 4 et 5 sont particuliérement importants puisque les per-
turbations d’un milieu instable que ’on peut effectivement observer dans un
systéme physique sont presque toujours des perturbations locales (étincelle,
mutation, ...). Le front qui se forme alors doit donc se déplacer a la vitesse
critique v*, et, dans le cas ou v* = 24/¢(0), la convergence vers cette vitesse
est lente (en 1/t).

La condition de stabilité d’une solution est la méme que dans la section
précédente : un front F,(z) est stable si et seulement si il est monotone?%22,
Si 'on linéarise I’équation (1.26) dans la queue, on trouve que le front a
des oscillations amorties dés que v < 24/¢'(0), ce qui justifie la conclusion 3
de Aronson et Weinberger. Dans le cas de I’équation de Fisher-Kolmogorov,
la vitesse critique est exactement donnée par v* = 2,/¢'(0). Dans cette si-
tuation, qui est la plus courante parmi les systémes étudiés en physique, la
simple analyse de I’équation linéarisée permet de déterminer la vitesse cri-
tique et la seule utilité des termes non-linéaires est de saturer le front a la va-
leur h(x,t) = 1. Dans la terminologie introduite par Stokes'?, ce type de front
est dit « pulled » par opposition aux fronts « pushed » ou 'on a v* > 24/¢'(0)
et ou il faut tenir compte des termes non-linéaires dans g(h) pour déterminer
la stabilité des solutions.

Une autre maniére de caractériser les fronts pushed et de déterminer la
vitesse critique v* est de considérer la solution générale (1.13) de I’équation
linéarisée. Cette solution est la somme de deux termes qui décroissent expo-
nentiellement et dont les coefficients dépendent des non-linéarités. La forme
du front dans la queue est bien stir déterminée par I’exponentielle qui décroit
le plus lentement, sauf quand les non-linéarités font que son coefficient est
nul. Si ce coefficient ne s’annule pour aucune valeur de la vitesse v, le front
est pulled. S’il s’annule pour une certaine vitesse, le front est pushed et v* est
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donné par cette vitesse'??0.

Pour prendre un exemple, on peut considérer 1’équation
oh  0*h h
—=——+4+—(1=h)(b+ h), 1.28
= =R+ (1.25)
ou le paramétre b varie entre 0 et 1. L’équation (1.1) correspond a b = 1.
L’expression (1.28) est normalisée de maniére a ce que ¢'(0) = 1.
On peut montrer'®?° que (1.28) est de type pulled si 3 < b < 1 et de
type pushed si 0 < b < % Il est méme possible dans ce cas particulier de
déterminer v* :

1
vt =2 si 3 <b< 1, (1.29a)
1 1
v =V2+ — si0<b<—. 1.29b
% o7 5 (1.29b)

En effet, quand 0 < b < %, on peut expliciter la solution de (1.28) qui se
propage a la vitesse v* donnée par (1.29b); on trouve

. 1 z

ol z=x—vtetouy= V/2b est le nombre réel, positif et inférieur a 1 qui
est relié¢ a v par la relation (1.11b). Quand z est grand, (1.30) se comporte
comme exp(—z/7), et si 'on compare avec ’équation (1.13), on voit que le
coefficient A est nul et que la queue du front est dominée par I’exponentielle
la plus rapide. Quand 0 < b < %, la solution (1.30) correspond donc bien au
front pushed marginalement stable!%20,

La figure 1.4 montre la forme du front se propageant a la vitesse v = 2,1
quand b = 1/8. La vitesse est supérieure a 2 mais inférieure a v* et, bien qu’il
n’y ait pas d’oscillations amorties, le front n’est pas monotone et est donc
instable.

Pour une fonction g(h) quelconque vérifiant les conditions (1.27), il n’est
en général pas facile de déterminer si le front est pushed ou pulled et quelle
est la valeur de la vitesse critique v*.

L’hypothése de stabilité marginale est trés puissante et n’a jusqu’a présent
jamais été mise en défaut. Cependant, un critére assez différent pour détermi-
ner la vitesse de propagation a récemment été proposé par Chen, Goldenfeld,
Oono et Paquette ou la distinction pushed /pulled n’est plus vraiment per-
tinente?> 2% ; argument des auteurs est que dans un systéme physique, des
perturbations extérieures doivent faire fluctuer l’équation de propagation elle-
méme. Ils montrent alors qu’il n’y a en général qu'une seule vitesse qui reste
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Fi1G. 1.4 — Forme d’un front pushed pour une vitesse v = 2,1 comprise
entre 24/¢'(0) et v*. Il n’y a pas d’oscillations, mais le front n’est pas mono-
tone et est donc instable.

stable pour une certaine classe de petites perturbations, et ils en déduisent
que seule cette vitesse a une signification physique et doit étre celle qui est
sélectionnée. Cet argument est en accord avec notre résultat de [1] on nous
avons montré qu’un petit cut-off dans la queue du front sélectionne la vitesse
marginalement stable (voir chapitre 3).

1.3.2 Autres types de fronts se propageant dans un mi-
lieu instable

Bien qu’il n’existe aucune démonstration précise dans le cas général, il
semble que le critére de sélection de la vitesse décrit dans la section précé-
dente s’applique a une large classe d’équations décrivant un front se propa-
geant dans un état instable : pour une condition initiale localisée, le front
se propage asymptotiquement a la plus petite vitesse pour laquelle il existe
une solution stable en translation uniforme (critére de la stabilité marginale).
Si I’étude de ’équation linéarisée suffit & déterminer cette vitesse critique, le
front est dit pulled et sinon le front est dit pushed. De plus, dans le cas pulled,
on s’attend 1217 3 retrouver les résultats (1.23, 1.25) de Bramson®® : pour
une condition initiale localisée, la convergence de la vitesse vers sa valeur
asymptotique v* est en 1/t.

L’hypothése du mécanisme de sélection de la vitesse a été testée pour
plusieurs équations décrivant un front. Par exemple, van Saarloos a étudié'?
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une généralisation de (1.28) :

2 4

g—?:%—v%-l-%(l—h)(b—l-h). (1.31)
Quand v est assez petit, les solutions de cette équation forment un front qui
est pushed ou pulled selon la valeur de b. Dans le cas pushed, la vitesse cri-
tique v* est, 1a encore, celle pour laquelle le terme dominant dans la solution
générale de 1’équation linéarisée a un coefficient nul'2.

Les techniques employées pour ’équation de Fisher-Kolmogorov ne sont
pas limitées & des équations aux dérivées partielles. Dans le cadre de la théorie
du champ moyen des polyméres dirigés en milieu aléatoire, Derrida et Spohn?®
ont étudié I’équation

2
Gz, t+1) = (/dh p(n)G(z + n, t)) (1.32a)

avec la condition initiale
G(z,0) = exp (—e #7), (1.32b)

ou B > 0 et ou p(n) est une distribution qui décroit vite a I'infini.

Cette équation décrit la propagation d’un front depuis un milieu stable
G(z,t) = 0 vers un milieu instable G(z,t) = 1 (attention, les milieux stables
et instables ne sont pas les mémes que dans ce qui préceéde). Cette équation
est de type pulled et la vitesse marginalement stable v* peut donc s’obtenir
simplement en linéarisant (1.32a) autour de la solution instable G(z,t) = 1.
Cette vitesse critique est sélectionnée si la condition initiale décroit assez
vite vers I’état instable, c’est-a-dire si 8 est plus grand qu’une certaine valeur
critique B*. Si 8 < B*, la vitesse du front (supérieure a v*) dépend alors de £.
Cette constatation a permis de mettre en évidence I’existence d’une transition
de phase dans le champ moyen des polyméres dirigés en milieu aléatoire. La
section 6.3.3 dans l'introduction de la seconde partie de ce travail donne plus
de détails sur ce résultat.

Dans le modéle original, ’équation de Fisher-Kolmogorov décrit la pro-
pagation d’un géne favorable aprés une mutation’. Il est évident que dans
une population réelle ce géne se répandrait au hasard des rencontres se-
lon un processus intrinséquement stochastique. L’équation déterministe de
Fisher-Kolmogorov n’est en fait qu'une approximation & grande échelle d’un
modéle discret plus compliqué. De la méme maniére, une équation du type
Fisher-Kolmogorov apparait souvent!!:141527-30 comme la limite d’un mo-
déle microscopique de réaction-diffusion du type A + B = A. Cependant, la
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vitesse de propagation de ces modéles microscopiques ne converge que lente-
ment vers la vitesse du modéle limite!'%2"3!. Dans le chapitre 2, j’étudierai
un modéle de front stochastique qui intervient dans le contexte des poly-
meéres dirigés®®3® et qui est décrit a grande échelle par I’équation (1.32a) et
j'expliquerai dans le chapitre 3 pourquoi cette convergence de la vitesse vers
la valeur prédite par I’équation limite est lente.

1.3.3 Propagation d’un front dans un milieu stable

On s’intéresse maintenant aux fronts qui se propagent depuis un milieu
stable h(z,t) = 1 vers un autre milieu stable h(z,t) = 0. Ce cas revient
a supposer que 'on a ¢’(0) < 0 dans ’équation (1.26) et, si g(h) est une
fonction réguliére, on voit que (1.26) doit avoir une troisiéme solution uni-
forme constante h(z,t) = h; et que cette solution est instable (g(h;) = 0
et ¢'(h;) > 0). Pour comprendre les vitesses accessibles a ce type de front,
le plus simple est de reprendre I’analogie mécanique présentée dans la sec-
tion 1.2.1. La figure (1.5) montre le potentiel U(X) correspondant & une
fonction g(h) typique pour un front qui se propage d’un milieu stable vers
un autre milieu stable.

U(X)

F1G. 1.5 — Analogie mécanique des solutions en translation uniforme pour
une équation décrivant la propagation d’un front entre deux milieux stables :
un objet ponctuel se déplace dans un potentiel U(X) avec une force de frot-
tement fluide.
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On voit facilement que contrairement au cas instable, il n’existe pas de
solution pour toutes les valeurs de v : pour un v donné quelconque, la « par-
ticule » s’arréte en général dans une des deux vallées et non pas sur la bosse
en zéro. En fait, on voit qu’il existe juste une seule valeur vy de la vitesse
telle que la particule s’arréte en 0 sans passer par les X négatifs. Pour une
certaine vitesse v; < g, la particule passe une fois par 0 sans s’arréter, re-
monte la pente prés de X = —1, redescend et vient s’arréter en 0. Pour une
vitesse vy < w1, la particule passe deux fois par le point X = 0 avant de
s’y arréter au troisiéme passage. On voit en continuant ce raisonnement qu’il
existe une infinité discréte de vitesses v; pour lesquelles il existe un front en
translation uniforme, et que ce front s’annule exactement ¢ fois (plus une fois
a l'infini).

En utilisant le méme type d’arguments que dans le cas instable, on peut
montrer?? que seule la solution qui se propage a la vitesse vy est stable. De
plus, toute perturbation de cet état stable tend exponentiellement rapidement
vers zéro. Contrairement au cas instable (voir (1.23)), la vitesse de propaga-
tion du front converge donc trés rapidement vers vy a partir de conditions
initiales quelconques. Cette propriété permet souvent de modéliser des fronts
se propageant en milieu stable par une interface fine??34,

1.4 Autres problémes de sélection

La principale question dans l’étude des fronts se propageant dans un
milieu instable est la détermination de la vitesse asymptotique du front;
il existe une infinité continue de solutions stables et il n’est pas forcément
évident de prédire celle qui est sélectionnée. Ce méme probléme de sélection se
retrouve dans plusieurs autres systémes, en particulier en hydrodynamique.
De nombreux travaux ont été consacrés a ces problémes (voir en particulier
les revues de Normand, Pomeau & Verlade®®, de Langer®® et de Cross &
Hohenberg®”) et je vais donc me contenter dans cette section de faire une
courte description de quelques modéles importants.

Parmi les systémes ot il faut sélectionner 'une des nombreuses solutions
possibles, le plus célébre est peut-étre celui des doigts de Saffman-Taylor :
si I’on injecte un fluide dans un autre fluide plus visqueux dans un espace
a deux dimensions de largeur finie, on observe que l'interface entre les deux
fluides forme un doigt qui progresse a une certaine vitesse (voir la figure 1.6).
Saffman et Taylor ont pu déterminer analytiquement la forme du doigt dans
le régime asymptotique et ont montré comment ’on pouvait relier sa largeur
a sa vitesse de propagation. Le probléme admet donc un ensemble continu de
solutions correspondant a des largeurs différentes. Cependant, on n’observe
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F1G. 1.6 — Doigt formé par de I’air injecté dans une cavité de largeur finie
remplie de glycérine. On observe la formation d’un doigt dont la largeur est la
moitié de celle de la cavité. Cette figure est empruntée a Saffman et Taylor®®.

expérimentalement que des doigts dont la largeur est la moitié de celle de la
bande dans laquelle ils se propagent3®.

On retrouve également des problémes de sélection dans les phénomeénes
de convection de type Rayleigh-Bénard®>3" : supposons que I’on chauffe par
le bas un liquide initialement au repos; un gradient vertical de température
s’établit, le liquide chaud a tendance & remonter et une instabilité appa-
rait. Sous certaines conditions (faible épaisseur de liquide, bonne zone de
température), un régime permanent s’établit ol les courants de convection
forment des rouleaux réguliérement espacés dans le liquide. L’apparition de
ces rouleaux peut étre décrite par I’équation de Swift-Hohenberg3?-40

oh 282h o*h

ot “0x2 Ozt
ou 0 < e <1 etou h(z,t) est une quantité reliée a la vitesse verticale du
fluide.

Pour un systéme de petite taille, les conditions aux bords imposent la
longueur d’onde de la structure périodique formée par les rouleaux de convec-
tion. Cependant, quand le systéme est grand, il existe une solution périodique
stable de (1.33) pour toutes les longueurs d’onde dans un certain intervalle, et
toutes les solutions stables sont de cette forme. Si I’on part de la situation in-
stable h(x,0) = 0 et que 'on ajoute une perturbation localisée, une structure
périodique stationnaire envahit la zone instable comme l'illustre la figure 1.7.
Le probleéme est alors de déterminer quelle est la longueur d’onde choisie par
le systéme lors de la construction de la structure périodique. Comme dans
le cas de I'équation de Fisher-Kolmogorov, c’est la solution marginalement
stable qui est sélectionnée pour une perturbation initiale localisée?%:2!36,

+ (e =1)h = h, (1.33)
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F1G. 1.7 — Formation d’oscillations selon 'équation (1.33). Cette figure est
empruntée a Langer3®.

L’équation Swift-Hohenberg (1.33) peut également décrire le front de so-
lidification dans un matériau en surfusion3®37. Considérons un domaine en
deux dimensions (pour simplifier) tel qu’a ¢ = 0 le matériau soit sous forme
liquide pour z > 0 et sous forme solide pour z < 0. La phase solide envahit la
phase liquide, mais il n’y a pas en général de solution stable telle que le front
de solidification reste rectiligne ; ¢’est I'instabilité de Mullins-Sekerka?236:41,
Par contre, il existe des fronts stables non-rectilignes se propageant avec une
vitesse constante. La forme de chacun de ces fronts dans le référentiel qui se
déplace avec lui est une structure périodique qui est une solution stationnaire
stable de I’équation (1.33). Si 'on perturbe localement la condition rectiligne
initiale et que I'on observe l'interface solide/liquide dans le référentiel qui
se déplace avec le front, on voit une telle structure périodique se former au
cours du temps selon I’équation de Swift-Hohenberg. La longueur d’onde de
cette structure n’est a priori pas déterminée, mais on peut ’obtenir par un
argument de stabilité marginale36:37:42,

Quand € est petit, on peut écrire une équation sur ’amplitude des oscil-
lations dans les solutions de I’équation (1.33) en posant

h(z,t) = 2\/§Re (A(X,7)e™), (1.34)

ot X = I./ex et 7 = et. On peut alors montrer'»?-% qu’au premier ordre

non-nul en €, 'amplitude complexe A(X,7) est solution de I’équation de
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Ginzburg-Landau

% _ 0*A
or  0X2

+ A —|APA. (1.35)

Mis a part le fait que la variable A(X,7) est maintenant complexe, on re-
trouve ’équation de Fisher-Kolmogorov.



Chapitre 2

Modéle microscopique de front

Ce chapitre est consacré a I’étude que nous avons faite’"? d’un modéle mi-
croscopique relié aux polymeéres dirigés®® et dont I'approximation de champ
moyen est une équation de type Fisher-Kolmogorov qui décrit la propaga-
tion d’un front pulled dans un milieu instable. Grace & une reformulation
du modéle, on peut effectuer des simulations numériques avec beaucoup de
particules (de l'ordre de N ~ 10'*), ce qui permet de constater que la vi-
tesse de propagation vy de ce systéme est proche de la vitesse marginale-
ment stable v* du champ moyen et que la différence entre ces deux vitesses
est d’ordre 1/ log® N. Le modéle étant stochastique, la position des parti-
cules est une quantité aléatoire et ’on mesure une constante de diffusion qui
semble décroitre en 1/ log® N. Une explication pour la correction de la vitesse
en 1/ logZ N est proposée dans le chapitre suivant.

2.1 Définition du modéle

On considére N particules de positions Xi(t), Xa(t), ... Xn(t) se dépla-
cant sur une droite. Le temps t est discret et, a chaque pas de temps, le
systéme tout entier est mis & jour; pour chaque indice k¥ = {1,..., N}, on
choisit au hasard deux particules dans le systéme au temps ¢ et on note la
position de celle qui est la plus & droite. A ce nombre on ajoute une contribu-
tion aléatoire 7 et la valeur obtenue est la nouvelle position de la particule k.
La regle d’évolution du systéme est donc

Xy (t+1) = max (Xk/ (t), Xy (t)) +1, (2.1)

ou k', k" et m sont trois nombres aléatoires tirés de maniére indépendante
chaque pas de temps et pour chacune des particules k. Les indices k' et k"
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sont des entiers choisis entre 1 et N, et n est tiré selon une certaine distribu-
tion p(n).

Pour une distribution p(n) qui décroit suffisamment vite & infini, on
peut se convaincre qu'une des conséquences du processus d’évolution (2.1)
est que les particules restent groupées et ont un mouvement collectif. En
effet, supposons qu’au temps ¢ les particules soient réparties en deux groupes
de taille %N assez éloignés I'un de 'autre. Au temps ¢ + 1, chacune des N
particules sera prés de I'un ou de ’autre groupe selon la position de ses deux
ancétres k' et k”. Il suffit qu'un de ces deux ancétres soit dans le groupe le
plus a droite pour que la particule au temps t41 soit située pres de ce groupe.
On voit donc qu’au temps ¢+ 1 on a en moyenne environ %N particules prés
du groupe de droite contre iN prés du groupe de gauche. Le groupe le plus
a gauche se vide donc petit a petit au profit de celui de droite et toutes
les particules se retrouvent rapidement dans la méme région. On peut alors
interpréter la zone de largeur finie ou se trouvent les particules comme un
front qui sépare deux milieux. Plus précisément, si I’on pose (voir figure (2.1))

1 (Nombre de particules a>

iz, t) = — 2.2
(2,7) droite de x a l'instant ¢ (2:2)

N

on voit que h(z,t) est une fonction décroissante qui vérifie h(—oo,t) = 1
et h(+oc,t) = 0 et telle que la zone (le front) ou A(x,t) prend des valeurs
intermédiaires est trés localisée.

8 particules

1 <Nb. de particules)
a droite de =

F1G. 2.1 — Interprétation du modéle de particules en terme de front.

On peut alors définir la position du front comme, par exemple, la position
moyenne des particules, ou comme le point ou le front passe par la valeur 1/2
ou par toute autre valeur; parce que le front est localisé dans une région
finie de taille constante, toutes ces définitions ne différent dans la limite des
temps longs que par une quantité d’ordre 1 qui est donc négligeable si I'on
veut mesurer la vitesse.
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Ce modeéle a été introduit®? dans le contexte des polyméres dirigés comme
une variante du champ moyen : on considére un réseau aléatoire avec NV sites
par ligne d’ordonnée ¢ tel que chaque site & est relié a deux ancétres k' et k"
pris au hasard sur la ligne précédente. On donne & chaque site une énergie
aléatoire —n et I’on considére sur ce réseau un polymeére dirigé (I’'ordonnée ¢
augmente a chaque pas) dont 1’énergie est la somme des énergies des sites
visités. L’équation (2.1) permet alors de calculer I’énergie minimale Fy(k,t) =
—Xi(t) d’un polymeére dirigé de longueur ¢ et arrivant au site £ (voir la
figure 2.2 et la section 6.3.7 dans I'introduction de la seconde partie de ce
travail).

\'./\ * o./.T

F1Gg. 2.2 — Un polymére dirigé dans un réseau ou chaque site au pas t est
relié a deux sites aléatoires du pas t — 1.

Dans un domaine complétement différent des polymeéres dirigés, ’équa-
tion (2.1) peut étre interprétée comme un modéle trés simple et ¢rés optimiste
de génétique ; on considére une population ou chaque génération est compo-
sée de N individus et ’on suppose que chaque nouveau-né a deux parents
aléatoires dans la génération précédente. Tous les individus a la génération ¢
sont caractérisés par un nombre X (¢) qui mesure leur adaptation a l'envi-
ronnement et chaque enfant hérite de son parent le plus adapté et subit une
mutation 7.

Enfin, si ’'on pose n = 1 et que ’on change la dynamique pour ne mettre a
jour qu’une seule particule & chaque pas de temps, I’équation (2.1) intervient
également dans le calcul du plus grand exposant de Lyapunov dans un modéle
de sphéres dures*.

2.2 Champ moyen du modéle microscopique

A chaque pas de temps, toutes les particules changent de position de
maniére indépendante. La distribution de la position d’'une particule k£ au
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temps ¢+ 1 est donc entiérement déterminée par la donnée de h(z,t) et peut
s’écrire

Prob(X; >z) =1-— /dy p(y) (1 — h(z — y,t))2. (2.3)

En effet, la probabilité qu'une particule ait une position inférieure a z au
temps t+1 est égale & la probabilité de choisir un nombre y et deux ancétres k'
et k" tels que X + y et Xy~ + y soient tous les deux inférieurs & . Comme
la probabilité que Xy + y soit inférieur & = est donnée par 1 — h(z —y, 1), on
trouve l’expression (2.3).

Pour un h(z, t) fixé, la probabilité (2.3) est simplement la valeur moyenne
de h(z,t+1) :

<h(x,t+ 1) ‘ h(a;,t)> — Prob(X; > z). (2.4)

Bien que les positions des particules a I'instant t+41 soient choisies de maniére
indépendante, ces positions sont néanmoins corrélées a travers la donnée
de h(z,t) et le probléme (2.1) est compliqué a résoudre pour un N arbitraire.
Cependant, dans la limite ou N tend vers l'infini, h(z,¢ 4+ 1) est confondu
avec sa valeur moyenne et I’on peut écrire

hat+ ) =1 [dy o) (1= o - v.)’,
— [ay o) (24t~ 0.0~ (@ -y (@9)

A un changement de variable prés, I'équation de champ moyen (2.5) est la
méme que 1'équation (1.32a) présentée dans le chapitre précédent. Cette équa-
tion décrit la propagation d’un front depuis le milieu stable h(z,t) = 1 vers le
milieu instable h(z,t) = 0 et, en utilisant les résultats de la section 1.2.2 dans
I’introduction de cette partie, on voit que la vitesse de propagation du front
pour une condition initiale localisée est la vitesse marginalement stable v*.
Pour obtenir cette vitesse, on linéarise ’équation (2.5) et I'on cherche des
solutions de la forme

h(z,t) ~ e 7@, (2.6)

et 'on trouve facilement que v est reliée a - par la relation

(o) = 1og (2 fay pl)e). (27)
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L’équation de dispersion (2.7) est I’analogue de la relation v(y) = v + (1/7)
que 'on obtient pour I'équation de Fisher-Kolmogorov (relation (1.11b)). La
vitesse marginalement stable v* = v(v*) est alors la vitesse minimale pour
laquelle il existe un 7 réel positif tel que (2.7) est vérifiée.

d
L1601 I (2.8)
dy ="
Par exemple, si ’'on prend une distribution p(y) gaussienne
1 1,2
= eigy 5 2.9
p(y) Wor (2.9)
on trouve
2log 2
A el (2.10a)

v* = 4/20log2. (2.10b)

On considérera surtout dans la suite la distribution p(y) définie par

p(y) =pd(1 —y) + (1 —p)s(y), (2.11)

ol p est un nombre réel compris entre 0 et 1. L’équation (2.7) devient alors
1

v(y) = —log (2pe7 +2(1 - p)), (2.12)
v

et on peut vérifier que (2.12) admet un minimum unique quand 0 < p < %
La table 2.1 donne v* et v* pour plusieurs valeurs de p.

D 0,05 0,25 0,45
~* 2,751111... 2,553244... 4,051851...
v* 0,451818... 0,810710... 0,979187...

TAB. 2.1 — Valeurs numériques de v* et v* pour plusieurs p.

Quand p > %, la fonction (2.12) est monotone décroissante et la valeur
minimale est obtenue pour un v* infini :

v = o0, (2.13a)
vt = 1. (2.13b)

La forme du front décroit dans ce cas plus vite qu'une exponentielle; par
exemple, on voit facilement que, pour p = 1, toutes les particules sont réunies
au méme point et que 'on a h(z,t) = 6(—z + t). Dans la suite de ce travail,
je supposerai toujours que la fonction (2.12) admet un minimum pour une
valeur finie de v et donc que p < %
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2.3 Simulations numériques

En utilisant les résultats présentés dans l'introduction, on sait que le
champ moyen du modéle (2.1) peut se propager & toutes les vitesses supé-
rieures & v* et que pour une condition initiale localisée, la vitesse v* est
sélectionnée. Dans le modéle stochastique (2.1) avec un nombre fini N de
particules, la vitesse est une quantité aléatoire susceptible de fluctuer. Ce-
pendant, dans la limite o N est grand, on s’attend a ce que la forme et la
vitesse typiques du front dans le modéle aléatoire soient proches de la forme
et de la vitesse du front dans le modéle de champ moyen. Le probléme est
qu’il existe une infinité de solutions au champ moyen et qu’il faut détermi-
ner laquelle est sélectionnée. On peut remarquer que lorsque N est fini, la
condition initiale du front est nécessairement localisée : il existe une position
au dela de laquelle on a h(z,0) = 0. Il est donc raisonnable de penser que
la vitesse marginalement stable v* du champ moyen est sélectionnée et que
I'on a

lim vy =" (2.14)
N—+o00

On peut vérifier numériquement que ’hypothése (2.14) est vérifiée et es-
sayer de déterminer un équivalent de la correction v* — vy quand N tend
vers l'infini. Le modéle (2.1) étant stochastique, on sait de plus que la posi-
tion du front fluctue autour de sa position moyenne et il est intéressant de
connaitre la constante de diffusion Dy qui caractérise ces fluctuations. Les
quantités vy et Dy sont définies par

0. O)
”N_}E?o ;o (2.15a)
X?) — (X))
Dy = lim (X7) = (Xo) , (2.15b)
t—o00 t

ol X; est la position du front au temps ¢ et ot (x) est la valeur moyenne
de x prise sur des réalisations indépendantes du systéme.

2.3.1 Simulations directes

L’approche la plus simple est de simuler directement ’équation (2.1). On
part & t = 0 avec N particules placées a lorigine (Xj = 0 pour tout k) et,
en réalisant plusieurs simulations indépendantes du systéme, on mesure la
position moyenne (X;) du front pour tous les pas de temps compris entre 1
et 50000 et pour plusieurs distributions p(y). En regardant 1’allure de (X;)
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en fonction de ¢, on voit que pendant les premiers pas de temps les par-
ticules s’étalent et le front s’approche de sa forme finale. Cette phase est
trés différente du régime asymptotique qui nous intéresse, et il est beau-
coup plus facile de mesurer la vitesse du front si I'on élimine ce régime
transitoire. On mesure donc la vitesse a l'instant ¢ en calculant la quan-
tité

(Xi) — (Xs000)
t—5000

oy (t) = (2.16)

Si I'on calcule la moyenne de la position du front sur quelques dizaines de
réalisations du systémes, on constate que la vitesse vy(t) calculée par (2.16)
est stabilisée sur tout 'intervalle de temps. On peut donc facilement estimer
a partir de ces données la vitesse moyenne vy . Cette méthode employée pour
mesurer les vitesses de propagation est trés semblable a celle utilisée dans la
seconde partie de ce travail pour obtenir I’énergie libre d’un polymeére dirigé.
Le chapitre 9 explique plus en détail cette méthode.

1
p(y) =0,256(y—1)+0,756(y) A
p(y) uniforme sur [0,1] X
1071 | 4 A
A R
X Tl
3 X A A
| X ] A,
* X X T AR A
> % ..
>< -~ -
1072 f XX
1073

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
N

F1Gg. 2.3 — Différence v* — vy en fonction de N pour deux systémes décrits
par (2.1) avec deux distributions p(y) différentes. La ligne droite représente
une décroissance en N~/3. Cependant, allez voir aussi la figure 2.4

La figure 2.3 représente la différence v* — vy mesurée pour des valeurs
de N allant de 32 4 8192 et pour deux distributions p(y) : la distribution uni-
forme sur l'intervalle [0; 1] et la distribution (2.11) pour p = 0,25. Il semble
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sur cette figure que la quantité v* — vy tend vers zéro comme N~'/3. Ce-
pendant, si on regarde plus attentivement, on détecte une légére courbure
pour les N les plus grands. Il faudrait cependant connaitre la vitesse pour
des valeurs de N trés supérieures a 8 192 pour pouvoir confirmer ou infirmer
cette loi de décroissance, mais comme la durée de ces simulations numériques
augmente linéairement avec le nombre de particules N, il est a prior: difficile
de simuler des N trés grands. Cependant, lorsque la distribution p(y) est de
la forme (2.11), il est possible de rendre le calcul trés paralléle et d’obtenir
des valeurs de N beaucoup plus grandes. Cette nouvelle méthode est exposée
dans la section suivante et permet de constater que malgré les apparences,
la décroissance n’est pas en N—1/3.

2.3.2 Simulations paralléles

Si 'on suppose que la distribution p(y) est de la forme (2.11), les posi-
tions X(¢) des N particules du modéle sont des nombres entiers. Plutot que
de simuler les X(t), on peut alors simuler directement la quantité h(x,t)
pour z entier qui compte la proportion de particules en x ou a droite de z
(voir I’équation (2.2)). Par ailleurs, on peut constater numériquement que la
largeur du front (la distance entre la particule la plus a gauche et la particule
la plus a droite) est d’ordre log N. On voit donc que 'on peut décrire com-
plétement le front avec ~ log N nombres (les h(z,t) différents de 0 et de 1)
plutdt qu’avec N nombres (les positions des N particules).

De plus, la simulation des h(x,t) est assez facile. A chaque pas de temps ¢,
on connait h(x,t) pour tout x et on peut grace a (2.4) calculer la valeur
moyenne (h(x,t+ 1)) et donc la probabilité qu’une particule se trouve a
I’instant ¢ + 1 & une certaine position z. Comme toutes les particules sont
placées indépendamment les unes des autres, il suffit d’avoir un générateur
de nombres aléatoires distribués selon une loi bindémiale pour tirer au ha-
sard la configuration au temps ¢ 4+ 1. La complexité de cette méthode croit
comme log N et permet donc de simuler des N extrémement grands®?2.

La figure 2.4 présente des résultats numériques obtenus en utilisant cette
méthode pour trois valeurs de p et pour des systémes allant jusqu’a des
tailles N = 10'%. On y voit assez clairement que le comportement de v* — vy
n’est pas en N~!/3 mais plutét en 1/log? N. Le chapitre 3 présente un calcul
qui permet d’expliquer ce comportement en 1/ log? N et qui donne une valeur
du préfacteur qui est du bon ordre de grandeur.

Dans ce modéle de propagation de front, la vitesse d’un systéme fini
différe donc de maniére significative de la vitesse du champ moyen. Nous
pensons que ce résultat est générique?” et il est possible qu'une correction
aussi importante soit observable dans un systéme réel.
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F1G. 2.4 — Différence v* — vy en fonction de N pour des systémes décrits
par 2.1 et pour plusieurs valeurs du paramétre p. La technique employée est
celle décrite dans la section 2.3.2 qui permet d’obtenir de trés grandes valeurs
de N. La ligne droite représente une décroissance en N /3 et la ligne courbe
une décroissance en 1/log” N.

2.3.3 Mesure de la constante de diffusion

En utilisant le méme programme qui simule (2.1) de maniére paralléle, on
peut essayer de mesurer la constante de diffusion Dy qui caractérise les fluc-
tuations de la position X; du systéme (voir I’équation (2.15)). Cette quantité
est notablement plus compliquée a obtenir que la vitesse moyenne vy : la
ou il faut quelques dizaines de réalisations indépendantes du systéme pour
avoir une trés bonne précision sur vy, plusieurs centaines de réalisations sont
nécessaires pour obtenir Dy. La figure 2.5 donne Dy en fonction de N pour
trois valeurs de p. Il semble que Dy tende vers zéro comme 1/ log® N, mais
nous n’avons pas réussi a trouver une explication de ce résultat.
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F1G. 2.5 — Constante de diffusion Dy du modéle (2.1) en fonction de N
pour plusieurs valeurs du paramétre p. La ligne représente une décroissance
en 1/log® N.



Chapitre 3

Corrections logarithmiques

Quand le nombre N de particules tend vers I'infini, le modéle microsco-
pique présenté dans le chapitre précédent est décrit par la propagation d’un
front pulled dans un milieu instable :

Bz, t+1) = /dy p(w) (2h(a — y.1) — Wz~ y.1)). (3.1)

Pour une condition initiale localisée, ce front se déplace a la vitesse margi-
nalement stable v* = v(y*) qui minimise la fonction

v(y) = %log (2 / dy p(y)ew> : (3.2)

En simulant le modéle microscopique & N particules, nous avons vu dans
la section 2.3.2 du chapitre précédent que sa vitesse vy différe de v* par une
quantité d’ordre 1/log? N (figure 2.4). Je vais présenter dans ce chapitre les
résultats de [1,2] ol nous avons montré que cette correction peut s’expliquer
par la présence d’un cut-off € dans la queue du front. La premiére section de
ce chapitre motive I'introduction de ce cut-off et précise le nouveau modéle
ainsi obtenu. Le calcul de la correction de la vitesse due a ce cut-off est
présenté dans la section 3.2 et est vérifié numériquement dans la section 3.3.
Enfin, la section 3.4 revient sur le modéle microscopique du chapitre pré-
cédent et compare les vitesses du modéle stochastique et du modéle avec
cut-off.

3.1 Introduction d’un cut-off dans la queue du
front

Comme pour tous les modéles de type Fisher-Kolmogorov, les solutions
en translation uniforme de I’équation de champ moyen (3.1) tendent expo-
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nentiellement vers zéro dans la queue du front et la vitesse de propagation
est entiérement déterminée par le taux de cette décroissance (voir le chapitre
d’introduction de cette partie). La situation est cependant trés différente dans
le cas du modéle microscopique & N particules. En effet, h(z,t) est alors la
proportion de particules & droite de z (équation (2.2)) et le front passe bru-
talement de la valeur h(z,t) = 1/N a la valeur h(z,t) = 0. Le comportement
de la queue du front dans le modéle microscopique est donc trés différent de
celui dans le modéle (3.1) obtenu pour N = oo et I'on s’attend a ce que les
conséquences soient importantes sur la vitesse sélectionnée.

Cette différence de comportement dans la queue du front permet & elle
seule d’expliquer la correction a la vitesse en 1/ log® N qui est numériquement
mise en évidence dans le chapitre précédent’2. On est donc amené & étudier
une version modifiée de I’équation (3.1) oi 'on rajoute un cut-off d’ordre e
dans la queue du front :

Si ce nombre est
supérieur a €,

/dy p(y) (%(:v —y,t) — h*(z -y, t))

h(z,t+1) =
0 sinon.
(3.3)

Si notre hypothése est exacte, la vitesse du front décrit par (3.3) quand € =
1/N doit donner la vitesse moyenne du front & N particules.

On peut imposer le méme genre de cut-off a des équations ou le temps
est continu. Par ’exemple, dans le cas de I’équation de Fisher-Kolmogorov,
on peut écrire

oh _ o%h

3
=z — A
5%~ 9.2 + (h— h%)a(h) (3.4a)
ou a(h) vérifie
a(h) =1 s? h >, (3.4D)
alh) <1 sih<e.

Dans (3.4), la concentration h(x,t) est décrite par ’équation de Fisher-
Kolmogorov quand h(z,t) > € et tend rapidement vers zéro dés que h(x,t)
devient plus petit que e.

Cette idée d’ajouter un cut-off au champ moyen pour tenir compte de
I’aspect discret du modéle microscopique est assez naturelle. Elle avait déja
été essayée dans un modéle de réaction diffusion?? ot les auteurs avaient ob-
servé numériquement que la vitesse du front avec cut-off tend trés lentement
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vers la vitesse sans cut-off. Dans un modéle assez différent décrivant 1’évo-
lution d’une population de virus** 6, les auteurs reproduisent des résultats
expérimentaux en ajoutant un cut-off dans les équations d’évolution pour
interdire a une fraction de virus d’avoir une descendance.

3.2 Résolution du modéle avec cut-off

Dans nos articles [1,2]| qui sont reproduits en appendice, nous avons mon-
tré comment 1’on pouvait calculer la vitesse d’'un modéle de type Fisher-
Kolmogorov auquel on ajoute un cut-off €. Le résultat final est

i 7T2"}’*2U”(’Y*)

3.5
21og” € (3:5)

Ve RV
ou v* = v(y*) est la vitesse critique du modéle sans cut-off. Par exemple,
dans le cas de ’équation de Fisher-Kolmogorov, v(7) est donné par (2.7) et
le résultat général (3.5) se simplifie en

7T2

Ve 22—

. 3.6
10g2 € ( )

Nous avons obtenu (3.5) dans nos articles [1,2] en prenant comme exemple
I'équation de Fisher-Kolmogorov et donc en étudiant (3.4) (voir les deux
articles qui sont reproduits dans I’appendice de ce travail). Je vais reprendre
ici les principales étapes de ce calcul dans le cadre du modéle (3.3).

Comparaison des vitesses

Les simulations numériques du chapitre précédent montrent que la vitesse
du modéle fini est inférieure & la vitesse marginalement stable v* du champ
moyen. Si notre hypothése est correcte, on s’attend a ce que la vitesse v, du
modeéle avec un cut-off € soit elle aussi inférieure a v* :

v < vt (3.7)

On peut comprendre cette inégalité en comparant un front h.(x,t) décrit par
la dynamique (3.3) pour un certain € non-nul avec un front h(x,t) décrit par
I’équation sans cut-off. Si ces deux fronts ont la méme condition initiale, il est
facile de constater par une récurrence sur le temps que l'on a h(z,t) < h(x,t)
pour tout z et pour tout ¢. De plus, on peut toujours considérer que la
condition initiale du modéle avec cut-off est localisée ; méme si h(z,0) n’est
pas localisée, alors h(x, 1) I'est. Le modéle sans cut-off se déplace donc a la
vitesse marginalement stable v* et on obtient finalement 'inégalité (3.7).
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Forme du front dans la queue

Déterminons maintenant la forme du front dans la queue. A cause du cut-
off €,le front décrit par (3.3) ne peut pas avoir une décroissance exponentielle.
Cependant, il existe toute une région ou 1’on a

e < h(z,t) <1 (3.8)

et ot le front h(z,t) est décrit par les équations linéarisées. Dans cette région,
on peut reprendre l'analyse linéaire de la section 1.2.2 de I'introduction de
cette partie et ’on trouve que les fronts en translation uniforme sont de la
forme

h(z,t) = Fy(z) = Aje™ " + Age 7%, (3.9)
ou z est la position dans le référentiel se déplacant a la vitesse du front :
z =1z —vt, (3.10)

et olt v, = v(1) = v(72) avec v(vy) donnée par la relation de dispersion (3.2).
Comme la vitesse v, est inférieure a la vitesse marginalement stable v*, les
deux racines 7y; et 7, sont nécessairement des nombres complexes conjugués.
En écrivant 7y, 9y sous la forme 7, 4 i7; et en ajustant 'origine des z pour
faire disparaitre la phase, on trouve donc que le front est de la forme

h(z,t) = 4 sin(~y;z)e"7? (3.11)
Vi
dans la région (3.8).
Si € est assez petit, h(z,t) doit ressembler au front sans cut-off et I'on
s’attend a avoir v; < 1 et 7, &~ v*. Au premier ordre, la vitesse v, est donc
donnée par

* 1 - * *
ve 2 v* + 5(% +iy; — )" (7). (3.12)

Comme v, est un nombre réel plus petit que v*, on voit facilement & partir
de (3.12) que I'on doit avoir

Y =" <L %, (3.13)
et I’on trouve finalement
72
Ve RV — Ezv"('y*). (3.14)

Il ne reste donc qu’a déterminer ; en fonction de e.
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Détermination de v;

La formule (3.11) n’est valable que lorsque h(z,t) est suffisamment grand
devant €. A une certaine distance zy le front devient d’ordre €

A
— sin(7y;20)e” "% x €, (3.15)
i
et, quand z est supérieur a 2, le front tend rapidement vers zéro. Comme 7;
est petit, on voit que zy doit étre grand et ~;zy proche de 7 :

Yizo & T — Vil 2. (3.16)

Dans cette expression, dzy est ’ordre de grandeur de la distance sur laquelle
le front h(z,t) passe d’une valeur d’ordre € a une valeur nulle (ou petite
devant €). Cette distance dzy est essentiellement donnée par la largeur de la
distribution p(y) et ne dépend pas de € au premier ordre.

Si Pon utilise (3.16) dans 1’équation (3.15), on obtient

Abzge™ "™ €. (3.17)

Au premier ordre, le nombre A ne dépend pas de €. En effet, loin du
cut-off, dans la région ou h(x,t) est grand devant ¢, on s’attend a retrouver
la forme du front sans cut-off. Celle-ci s’écrit (voir (1.14) dans I'introduction
de cette partie)

(Az + B)e 77, (3.18)

ol A et B sont fixés par les non-linéarités du probléme et par 1’origine des z.
Sachant que 7, ~ %, si I'on compare (3.18) avec (3.11) pour ~;z petit on
voit que B = (0 pour notre choix des origines et que la constante A dans les
équations (3.11-3.17) est bien la méme que dans (3.18).

Puisque les nombres A et dzy sont au premier ordre indépendants de e,
on obtient en prenant le logarithme de (3.17)

loge = —v,20 + O(1), (3.19)
et, en utilisant v* ~ 7,,
1
Zp R — og*e. (3.20)
8

En reportant dans (3.16), on obtient finalement

my*
loge

i A (3.21)
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Résultat final et forme d’échelle

Si I'on reporte (3.21) dans Pexpression (3.14), on retrouve ’expression
annoncée par (3.5). On peut aussi utiliser (3.11) pour obtenir la forme du
front dans la région (3.8) :

1 * .
h(z,t) = A %8 in (1 z) e 2 (3.22)
my* log e

ou A est déterminée par les non-linéarités du modéle.

3.3 Simulations numériques

Le modéle (3.3) est assez difficile & simuler pour une distribution p(y)
quelconque. En effet, la position x peut en général prendre des valeurs quel-
conques et il faut trouver une maniére efficace de discrétiser la fonction h(x, t)
pour la représenter dans la mémoire de 'ordinateur. Cependant, quand p(y)
est de la forme (2.11)

py) =pé(1—y)+ (1 —p)i(y), (3.23)

et que la condition initiale est une marche d’escalier, alors la quantité h(x,t)
n’est non-nulle que pour des valeurs entiéres de x et est donc définie par
un nombre discret de valeurs. De plus, dans la queue du front, h(z,t) ne
peut pas avoir une valeur non-nulle inférieure au cut-off €. Prés de la région
stable h(z,t) = 1, le front tend trés vite vers 1 (beaucoup plus vite qu’une
exponentielle). La précision de la machine est rapidement atteinte et les va-
leurs de h(z,t) qui sont trop proches de 1 sont remplacées par des 1 dans la
mémoire de I'ordinateur. On voit donc qu’a tout instant ¢ le front est entiére-
ment décrit par un nombre fini de valeurs différentes de 0 et de 1. De plus, la
vitesse de propagation étant entiérement déterminée par la décroissance du
front dans la queue, la perte de précision numérique prés de la zone stable
n’a aucune influence sur les résultats finaux.

Le modéle (3.3) que ’on simule est déterministe et ne fait intervenir quun
nombre fini de valeurs non-triviales. On observe numériquement qu’aprés
une période transitoire le systéme se bloque sur un cycle périodique dans le
temps : il existe deux nombres T et AX tels que l'on a h(x,t) = h(z+ Az, t+
T') pour tout x et tout t assez grand. La vitesse du front est alors donnée par
le rapport AX/T. Par exemple, pour p = 0,25 et ¢ = 107>, on trouve

343

=2 3.24
Ve T 131 (3.24)
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On voit donc que par une simulation numeérique relativement simple (qui ne
dure que quelques fractions de secondes), on peut obtenir ’expression ezacte
de la vitesse du front?.

La figure 3.1 donne pour deux valeurs de € la vitesse du front en fonction
de p. La vitesse minimale du modéle sans cut-off (pour € = 0) est également
donnée a titre de référence. On remarque que le systéme a tendance a se
déplacer a des vitesses correspondant & des nombres rationnels simples ; par
exemple, pour € = 1/64, la vitesse reste égale a 1/2 pour p variant entre 0,107
et 0,132. Dans la liste des vitesses les plus probables viennent ensuite v = 1/3
et v =2/3, puis v = 1/4, v = 3/4, etc. Pour un € plus petit, les paliers de
vitesses sont moins longs et dans la limite ¢ — 0 la fonction v(p) devient
strictement croissante.

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0 | | | | | | | | |
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

p

F1G. 3.1 — Vitesse du front en fonction du parameétre p pour un cut-off € =
1/64 (courbe du bas), un cut-off ¢ = 1/512 (courbe du milieu) et pour le
modéle sans cut-off (courbe du haut).

Pour un e fini, la fonction v(p) est assez intéressante d'un point de vue
analytique. Elle est manifestement croissante au sens large et la mesure des
points ot la fonction est rationnelle est non-nulle. Numériquement, on ne peut
observer que des vitesses rationnelles. Analytiquement, il serait intéressant
de déterminer

— si tous les rationnels entre 0 et 1 sont atteints,

— s'il existe des valeurs de p pour lesquelles la vitesse v(p) est irrationnelle,

— si ’ensemble de ces valeurs a une mesure nulle ou non,

— si la fonction v(p) est continue (ce qui impliquerait que tous les irra-
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tionnels entre 0 et 1 soient atteints).
(Par un argument simple d’analyse, on peut cependant montrer qu’il n’existe
pas de fonction croissante au sens large dont I'image est 1’ensemble des ra-
tionnels entre 0 et 1.)

Comme prévu par notre calcul, on remarque sur la figure 3.1 que la vitesse
du modéle (3.3) avec un cut-off € tend vers la vitesse minimale v* du modéle
sans cut-off quand ¢ — 0. La figure 3.2 compare la prédiction (3.5) aux
données numériques sur un graphe ol est représentée pour trois valeurs de p
la différence v* — v en fonction de €. L’accord est excellent dés que € est plus
petit que 107%.

| | | | | | |
102 104 106 108 1010 1012 1014
1/e

10~4

F1G. 3.2 — Différence entre la vitesse minimale v* du modéle sans cut-off et
la vitesse du modéle avec un cut-off € en fonction de 1/e pour trois valeurs
du paramétre p. Les lignes représentent la prédiction (3.5).

La figure 3.3 permet de vérifier la prédiction (3.22) sur la forme d’échelle
du front dans le régime stationnaire ; la quantité e *h(z,t) y est représentée
en fonction de z = x — X; (ou X; &~ vt est la position du front) pour p = 0,25
et pour plusieurs valeurs de €. On voit clairement que pour des z assez grands,
cette forme de front est bien donnée par une arche de sinus dont la hauteur
et la largeur sont proportionnelles & |loge|.



3.4. COMPARAISON AVEC LE MODELE MICROSCOPIQUE 43

h(z + Xy t) e7'*

16

Fi1G. 3.3 — Pour p = 0,25 et pour plusieurs valeurs du cut-off €, forme
normalisée du front en fonction de z ol z est ’abscisse relative a la position X;
du front.

3.4 Comparaison avec le modéle microscopique

Comme expliqué dans l'introduction de ce chapitre, on s’attend a ce que
la vitesse du modéle stochastique soit en premiére approximation donnée par
la vitesse du modéle déterministe avec cut-off quand ce cut-off vaut € =
1/N. La figure 3.4 compare les simulations numériques présentées dans le
chapitre précédent (voir la figure 2.4 page 33) a la prédiction (3.5). Sans
étre parfait, I’accord entre les deux modéles est trés bon. La différence de
vitesse v* —wvy entre le champ moyen et le modéle stochastique & NV particules
semble donc étre en K/log? N, ot I'ordre de grandeur du coefficient K peut
étre obtenu grace a (3.5) en calculant la vitesse du modéle déterministe avec
un cut-off € =1/N. Il reste possible cependant que 'accord entre le modéle
stochastique et le modéle avec cut-off devienne meilleur pour des N beaucoup
plus grands et que la prédiction (3.5) soit asymptotiquement exacte.
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0.1

0.01

v* —UN

10721

1074 t— . . . . . .
102 104 106 108 1010 1012 10
N

F1G. 3.4 — Comparaison entre la vitesse du modéle stochastique & N par-
ticules (obtenue numériquement) et celle du modéle déterministe avec un
cut-off € =1/N (calculée a partir de (3.5)).



Chapitre 4

Effet des conditions 1nitiales sur
la position d’un front d’onde

Dans le chapitre précédent, j’ai expliqué comment nous avons déterminé
la vitesse de propagation d’un front avec un cut-off € en montrant que le
front prend une forme d’échelle dans sa queue®. Plus précisément, nous avons
montré que dans le régime asymptotique le front se met sous la forme

— z— X —7* (z—X4)
h(z,t) =loge F ( og ¢ ) e (4.1)

pour une certaine fonction F', ou X; = X, + vt est la position du front.

Cette idée d’utiliser une fonction d’échelle pour représenter la forme d’un
front décrit par une équation du type Fisher-Kolmogorov nous a permis!
de calculer I'influence des conditions initiales sur la forme et sur la vitesse
de propagation de ce front et de retrouver les prédictions (1.23, 1.25) de
Bramson®®. Je vais me contenter de présenter ici les grandes étapes de ce
calcul ; les détails techniques se trouvent dans appendice de notre article [1]
qui est reproduit & la fin de ce travail page 137.

4.1 Introduction de la forme d’échelle

On suppose que la condition initiale du front décroit au moins aussi vite
que

h(z,0) ~ z’e 7"?, (4.2)

pour un certain v donné. En utilisant les résultats présentés dans les sec-
tions 1.2.2 et 1.2.4 de l'introduction de cette partie, on s’attend dans le

45
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régime asymptotique a ce que le front se déplace a la vitesse marginalement
stable v* et et que sa forme soit donnée dans sa queue par

h(z,t) = Az — X,)e™ 7" (@=X) (4.3)

avec X; = v*t.

Quand ¢ est fini, la forme du front dépend du temps et doit ressembler & la
condition initiale (4.2) pour des ¢ petits et a la forme finale (4.3) dans la limite
des t grands. En s’inspirant de la fonction d’échelle (4.1), on cherche h(z,t)
sous la forme

h(z,t) = At*G ("”” ;Xt) e Ve X, (4.4)

ou la position X; dépend a priori de maniére non-triviale du temps mais est
telle que X/t tend vers v* quand ¢ tend vers I'infini. En reportant (4.4) dans
I’équation de Fisher-Kolmogorov linéarisée, on trouve que ’on doit avoir

o= %, (4.5a)
X~ vt — élog t, (4.5b)
2 €0 1

oil £ = (r — X;)/V/t est 'argument de la fonction G.
Pour des temps longs (des & petits), h(z,t) doit étre de la forme (4.3).
On en déduit

G(0) = 0, (4.6a)
G'(0) = 1. (4.6b)

Avec ces deux conditions, il n’y a qu’'une seule solution G(§) a I’équation
différentielle (4.5¢) pour un S fixé. On peut alors prouver que cette solution
n’est partout positive (et donc physiquement acceptable) que si 5 < 3/2.
Dans la limite ou € est grand, on peut calculer le comportement asymptotique
de G(¢). On trouve'

G() o &77. (4.7)

Ce comportement a & grand doit correspondre & la condition initiale du front
(t petit). Quand cette condition initiale est donnée par (4.2), on voit que v
et [ sont reliés par

v=1-28. (4.8)
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La figure 4.1 représente & plusieurs instants ¢ la quantité e *h(x,t) en
fonction de z = z — X; pour un front dont la condition initiale décroit
comme 2~ 'e~7"%. D’aprés ce qui précéde, cette quantité est simplement don-
née dans la queue du front par v/tG(z/v/t), oit G(£) est la solution de (4.5¢)
pour 8 = 1. Quand le temps ¢ devient grand, le front se rapproche de sa
forme asymptotique €’ *h(z,t) = z pour des z petits. On peut comparer la

fonction d’échelle représentée sur la figure 4.1 & celle obtenue pour un front

avec un cut-off € (figure 3.3).

25 ,

20t I
|

100 7 150 200 250

0 50

Fic. 4.1 — Forme normalisée du front en fonction de z = z — X, aux ins-

tants 100, 200, 300 et 400 quand la condition initiale décroit comme z~'e~7"%,
En utilisant (4.5b) et (4.8), on en déduit que pour v > —2 (ce qui corres-
pond & § < 3/2), la position du front est
(4.9)

X v — _Vlogt.
2ry*

Pour v < —2, le résultat est le méme que pour une condition initiale

localisée ; on 'obtient en posant v = —2 dans (4.9) :
(4.10)

Xy~ v"— —logt.
2y*

La forme du front est alors donnée par la fonction G(£) qui est solution
de (4.5¢) pour 8 = 2. La figure 4.2 représente €? *h(z,t) en fonction de z =

x — X; pour un tel front.
Les résultats (4.9) et (4.10) sont identiques aux résultats (1.23) et (1.25)

de Bramson®9.
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Fi1Gc. 4.2 — Forme normalisée du front en fonction de z = x — X; aux

instants 100, 200, 300 et 400 quand la condition initiale décroit plus vite
que z 27",



Chapitre 5

Conclusion de la premiére partie

Les modéles de propagation des fronts permettent de décrire un grand
nombre de systémes en biologie, en chimie ou en physique (propagation de
génes, réaction-diffusion, combustion, ...)°'®. Parmi tous ces modéles, on
distingue habituellement deux grandes catégories de fronts; ceux qui se pro-
pagent dans un état stable et ceux qui se propagent dans un état instable. La
premiére catégorie a des propriétés relativement simples : il n’existe qu’une
seule vitesse de propagation possible (et une seule forme du front) et le sys-
téme tend exponentiellement vite vers son régime asymptotique??. A 'opposé,
les fronts se déplacant dans un milieu instable sont beaucoup plus complexes
et intéressants : il existe une infinité continue de solutions stables en transla-
tion uniforme et il faut déterminer laquelle de ces solutions est sélectionnée.
Pour une certaine famille d’équations ressemblant a 1’équation de Fisher-
Kolmogorov (équation (1.1) dans 'introduction de cette partie), Aronson et
Weinberger® !9 ont montré que pour une condition initiale localisée (ou qui
décroit suffisamment vite a I’infini), c’est la solution qui correspond & la vi-
tesse marginalement stable v* qui est sélectionnée (sections 1.2 et 1.3). Parmi
ces équations étudiées par Aronson et Weinberger, on trouve qu’il existe deux
types de fronts se propageant dans un milieu instable : les fronts pulled, ou
il suffit de faire une analyse linéaire de la queue du front pour déterminer la
vitesse v*, et les fronts pushed ot il faut résoudre I’équation non-linéaire pour
calculer v*. Cependant, il n’existe en général pas de critére simple qui per-
mette d’affirmer si tel front est pushed ou pulled ni, dans le premier cas, quelle
est la valeur de v*. Ce résultat sur la sélection de la vitesse de propagation
marginalement stable, pour une condition initiale localisée, semble pouvoir
se généraliser a toutes les équations décrivant la propagation d’un front dans
un milieu instable ; c’est I’hypothése de stabilité marginale'® 720,21,

L’objectif de cette partie a été d’étudier I'effet des détails du systéme &
I’échelle microscopique sur la vitesse de propagation du front d’onde. En effet,
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I’équation de Fisher-Kolmogorov est obtenue’ en prenant la limite N — oo
d’un systéme fini oi N individus interagissent (chapitre 2). En particulier,
la valeur du front s’interpréte comme la proportion d’individus possédant un
certain geéne. Dans la limite ot N est grand, le modéle est déterministe et
cette proportion est un nombre continu compris entre 0 et 1, alors que dans
le modéle stochastique fini, ¢c’est un nombre discret qui ne peut pas en parti-
culier prendre des valeurs entre 0 et 1/N. Comme la vitesse de propagation
dans le modéle continu est entiérement déterminée par la décroissance expo-
nentielle du front dans sa queue (chapitre 1), et comme il ne peut pas y avoir
une telle décroissance dans le modéle fini, il est intéressant d’étudier 1'effet
des détails microscopiques sur la vitesse de propagation des fronts.

Notre travail a permis de montrer que dans le cas d’un front pulled, ce
caractére discret du systéme fini a une influence considérable sur la vitesse
de propagation du front. En particulier, si 'on prend en compte ces effets
de taille finie en ajoutant un cut-off € dans la queue du front, nous avons
montré que la vitesse marginalement stable v* du front sans cut-off est auto-
matiquement sélectionnée quelle que soit la condition initiale!? (chapitre 3).
De plus, la vitesse de propagation v. du modéle avec un cut-off € converge de
maniére étonnamment lente vers la vitesse marginalement stable v* quand €
tend vers zéro : en écrivant la forme du front dans sa queue a 1’aide d’une
fonction d’échelle (équation (3.22) et figure 3.3), nous avons montré que la
différence v* — v, est d’ordre (loge)™ avec un certain préfacteur que nous
savons calculer’ (équation (3.5)). On voit donc qu’en plus de sélectionner la
vitesse marginalement stable, la présence d’un cut-off dans la queue du front
introduit une correction importante a cette vitesse.

Nos résultats sur le modéle continu avec cut-off peuvent s’appliquer aux
systémes microscopiques. En effet, nous avons considéré un modéle stochas-
tique simple qui fait intervenir N particules en mouvement sur une ligne
(chapitre 2). Dans la limite ou N tend vers U'infini, la proportion de parti-
cules & droite d’un certain point z évolue au cours du temps selon une équa-
tion qui décrit la propagation d’un front pulled dans un état instable (équa-
tion (2.5)). Quand N est fini, le front ne peut manifestement pas prendre une
valeur non-nulle plus petite que 1/N. On s’attend donc, quand N est grand,
a ce que la vitesse moyenne de ce front soit donnée par I’équation continue
(pour N — o0) a laquelle on ajoute un cut-off ¢ = 1/N (équation (3.3)).

Faire une telle vérification numérique n’est a prior: pas évident : d’un
cOté notre résultat ne s’applique que pour des cut-off assez petits et donc
des N assez grands, et d’'un autre coté il est difficile de simuler plus de 10*
ou 10% particules individuellement. Si I’'on se contente de faire des mesures
pour des N aussi petits, les résultats obtenus sont compatibles avec une
correction de la vitesse qui décroit en N~'/3 (figure 2.3 section 2.3.1). Pour
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avoir un résultat numérique plus fin, il faut étre capable de simuler le systéme
pour des valeurs de N beaucoup plus grandes. Un des avantages du modéle
que nous avons étudié est que ce dernier est discret dans ’espace et dans le
temps et que les N particules se trouvent toutes dans une région comportant
typiquement ~ log IV sites. Il est alors possible de simuler non pas les N
particules individuellement, mais les ~ log IV sites qui en ont au moins une.
En utilisant cette technique, nous avons été capables de mesurer la vitesse
de notre modéle pour des tailles allant jusqu’a 10 particules (section 2.3.2).

Les résultats numériques ainsi obtenus sont en bon accord avec nos prédic-
tions théoriques. En particulier, on observe trés clairement que la différence
entre la vitesse marginalement stable v* du modéle déterministe et celle du
systéme & N particules n’est pas en N~/3 mais décroit comme (log N)~2. (Il
est cependant possible qu’il y ait en fait une superposition de deux régimes,
avec une correction en loi de puissance pour des N petits et une correc-
tion logarithmique pour des N plus grands*’.) Le préfacteur que nous avons
calculé a partir de I’équation déterministe avec cut-off n’est cependant pas
parfait : il est du bon ordre de grandeur, mais il faudrait simuler des sys-
témes beaucoup plus grands (peut-étre de ’ordre de N = 103°) pour savoir
avec certitude si le préfacteur dans notre prédiction est asymptotiquement
correct ou non. A la suite de notre article, Kessler, Ner et Sander! ont étudié
cette question en considérant un autre modéle microscopique que 'on peut
également simuler pour des grandes valeurs de N. Leurs résultats indiquent
que la correction & la vitesse est bien compatible avec une loi en (log N)™2,
mais que le préfacteur semble en gros deux fois plus petit que celui prédit
par notre théorie déterministe. Une extension intéressante de ce travail serait
donc d’étudier plus en détail ces modéles stochastiques pour déterminer la
bonne valeur de ce préfacteur et vérifier si notre prédiction donne juste un
ordre de grandeur ou une valeur exacte.

Un résultat inattendu de ce travail est que 1’aspect stochastique du mo-
déle fini n’a pas une influence déterminante sur la valeur de la vitesse a
laquelle se propage le systéme; pour trouver que la vitesse marginalement
stable est sélectionnée avec une correction en (log N)~2, il suffit de prendre
en compte ’aspect discret du modéle en ajoutant un cut-off a 1’équation
déterministe qui décrit le front a grande échelle. (pour N — o0). Cependant,
dans le modéle stochastique, la position du front est manifestement une va-
riable aléatoire et ses fluctuations ne peuvent pas étre décrites par le simple
ajout d'un cut-off a ’équation de propagation. Numériquement, on mesure
effectivement une constante de diffusion qui semble décroitre en (log N)3.
Une autre possibilité d’extension du travail présenté dans cette partie serait
d’expliquer cette nouvelle loi logarithmique.

La seconde contribution de ce travail a été de retrouver par une méthode
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simple les résultats de Bramson sur la maniére dont la vitesse d’un front
converge vers sa valeur asymptotique en fonction des conditions initiales.
Bramson a en effet démontré>® que pour une condition initiale localisée, la
position d’un front pulled décrit par une équation de type Fisher-Kolmogorov
est de la forme X; = v*t—Alogt+O(1) on v* est la vitesse asymptotique et A
un nombre positif (équation (1.23) et section 1.3.1). La correction a la vitesse
est donc en 1/t et approche du régime asymptotique est trés lente. Comme
pour I'argument de stabilité marginale, il semble que ce résultat sur la conver-
gence lente de la vitesse ne soit pas une propriété particuliére de I’équation de
Fisher-Kolmogorov mais puisse s’appliquer a toutes les équations décrivant
la propagation d’un front pulled dans un état instable®!7. (Par contre, pour
les fronts se propageant dans un état stable ou pour les fronts de type pushed,
la convergence vers I’état asymptotique est exponentiellement rapide?.)

Nous avons retrouvé! ces résultats de Bramson en utilisant une méthode
similaire a celle employée pour déterminer la vitesse d'un front avec un cut-
off €; en effet, ’étape déterminante de ce calcul est de montrer que la forme
du front en fonction du temps peut s’écrire a I’aide d’une fonction d’échelle
dans le référentiel en mouvement avec le front. On peut alors retrouver la cor-
rection a la vitesse en 1/t en ajustant le paramétre de cette fonction d’échelle
pour qu’elle corresponde aux conditions initiales (chapitre 4). Cette méthode
a été beaucoup généralisée depuis et étendue a d’autres types d’équations
par Ebert et van Saarloos!”.

Tous les résultats présentés dans cette partie ont été obtenus en considé-
rant des fronts dans un espace en une dimension. On peut facilement définir
I’équation de Fisher-Kolmogorov dans un espace de dimension supérieure en
remplagant le 9?/0x? dans I'équation (1.1) par Popérateur laplacien. Beau-
coup de propriétés de I’équation en une dimension sont conservées ; en parti-
culier la vitesse de propagation est déterminée par une analyse linéaire dans
la queue du front. Je pense que ’'ajout d’un cut-off dans la queue d’un front
en deux dimensions ou plus a un effet semblable & ce qu’on obtient en une
dimension, mais cela reste a vérifier.
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Distribution de I’énergie libre
d’un polymeére dirigé en milieu
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Cette partie est consacrée a ’é¢tude des fluctuations de 1’énergie libre
d’un polymére dirigé en milieu aléatoire. En résolvant les équations données
par la méthode des répliques et 1’Ansatz de Bethe, nous avons pu calculer
exactement les premiers cumulants de I’énergie libre d’un polymére dirigé
en 1 + 1 dimensions dans le cas ol la dimension transversale est finie et
périodique®*. De plus, nous avons montré qu’il existait un régime d’échelle
ot 'on pouvait calculer toute la distribution de I’énergie libre*. Ce régime
d’échelle est caractérisé par une certaine fonction G(3) qui est universelle?-5
pour les problémes décrits par 1'équation KPZ (Kardar-Parisi-Zhang)°'.

Le premier chapitre de cette partie (chapitre 6) est consacré a la présen-
tation et a la définition des polymeéres dirigés en milieu aléatoire et & une
courte revue des travaux qui leur ont été consacrés. Pour un panorama plus
complet sur tous ces travaux, ont peut se reporter aux revues récentes de
Halpin-Healy & Zhang®? et de Krug5?.

Le chapitre 7 rappelle la relation classique® entre le calcul des répliques
d’un polymere dirigé et un modéle de particules quantiques en interaction. Ce
calcul est refait ici de maniére précise, afin de pouvoir donner les expressions
exactes qui relient les paramétres du probléme quantique a ceux du polymeére
dirigé.

Les trois chapitres suivants constituent la partie originale de ce travail.
Dans le chapitre 8, je présente nos résultats exacts>* sur I’énergie libre d’un
polymeére dirigé sur un cylindre ou sur une bande. Le chapitre 9 est consacré
a la comparaison de ces résultats exacts avec des simulations numériques et
le chapitre 10 présente deux techniques permettant de calculer directement
un développement de I’énergie libre d’un polymeére dirigé sans passer par la
méthode des répliques.
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Chapitre 6

Introduction des problémes de
polymeéres dirigés et revue des
résultats connus

6.1 Présentation des polymeéres dirigés

Un polymeére dirigé est une ligne qui s’étend dans une certaine direction
donnée tout en ayant la possibilité de faire des écarts transversaux. On sup-
pose que le milieu dans lequel s’étend ce polymeére est aléatoire, au sens que
chaque point offre plus ou moins de « résistance » au passage du polymeére et
que les points de faible ou de forte résistance sont distribués aléatoirement.
Le polymére dirigé a alors tendance a faire des écarts par rapport a sa direc-
tion privilégiée pour passer par certaines régions particuliéres du milieu. On
voit donc qu’il s’agit d’'un modele de systéme désordonné en équilibre.

Une réalisation physique possible d’un polymeére dirigé est donnée par
des modéles d’Ising ferromagnétiques en deux dimensions ou l’interaction
entre spins voisins est légérement aléatoire 7. En dessous de la tempéra-
ture critique, le systéme tend & s’organiser pour former de grands domaines
homogénes. Le polymére dirigé est alors la ligne d’interface qui sépare deux
de ces domaines. Pour diminuer la surface de contact et donc minimiser
I’énergie du systéme, cette interface doit étre la plus rectiligne possible. Par
ailleurs, a cause du caractére aléatoire de I'interaction entre spins, il est avan-
tageux pour l'interface de s’éloigner de la ligne droite pour passer par cer-
taines régions particuliérement avantageuses (des « piéges ») qui seraient a
portée.

Pour prendre un deuxiéme exemple trés simple et concret de polymére
dirigé, on peut considérer ce qui se passe quand on déchire une feuille de

o7
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papier : la ligne de la déchirure (le « polymére ») est dirigée dans une di-
rection particuliére mais n’est pas exactement rectiligne parce que le pa-
pier n’est pas parfait : le polymére dirigé passe par les défauts de fabri-
cation (14 ou le papier est moins épais) et évite les endroits plus solides.
Bien stir, cette modélisation est trés simpliste : le polymére dirigé est défini
comme un probléme d’équilibre tandis que 1’on s’attend dans cet exemple
a ce que les aspects dynamiques de la déchirure aient beaucoup d’impor-
tance sur la forme finale de la fracture. Cependant, des expériences de papier
déchiré ont effectivement été menéesS?5® sur plusieurs sortes de papiers de
différentes tailles et ont montré que la largeur de la déchirure d’une feuille
de longueur 7 se comporte comme 757095 ce qui est compatible avec
la valeur 72/% attendue dans un polymére dirigé (voir la revue de la sec-
tion 6.3).

Dans ces deux exemples, les polymeéres dirigés sont des lignes dans un
espace a deux dimensions. On peut aussi considérer des polymeéres dirigés
dans des espaces de dimension supérieure. Ainsi, les lignes de vortex dans
des supraconducteurs de type II au dessus du premier champ critique sont
globalement alignées avec le champ magnétique appliqué mais peuvent étre
piégées par les défauts du matériau. Ces lignes se modélisent donc bien®® par
des polymeéres dirigés dans un espace a trois dimensions.

Dans la suite de ce travail, pour bien particulariser la direction dans
laquelle s’étend préférentiellement le polymére par rapport aux dimensions
transversales, on parlera d’espaces a 1 + 1 dimensions ou 2 + 1 dimensions
plutot que d’espaces a deux ou trois dimensions.

Plusieurs autres réalisations physiques ont été proposées
tout pour leur intérét théorique que les polymeéres dirigés ont regu beaucoup
d’attention ces derniéres années; ces modéles sont parmi les plus simples de
la théorie des systémes désordonnés en équilibre. On peut les étudier analy-
tiquement, tester certaines techniques comme la méthode des répliques et il
existe quelques résultats exacts qui sont présentés dans la revue de la sec-
tion 6.3. Certains de ces résultats permettent de mieux comprendre des sys-
témes désordonnés plus compliqués ; par exemple, la théorie de champ moyen
des polymeéres dirigés présente une transition de phase®®% trés semblable &
celle des verres de spins (voir la section 6.3). De plus®*7, les polyméres di-
rigés sont, a grande échelle, dans la classe d’universalité de 1’équation KPZ
introduite®’ par Kardar, Parisi et Zhang pour décrire des phénoménes de
croissance. L’étude des polyméres dirigés peut donc permettre de prédire
des propriétés de certains systémes hors d’équilibre comme, bien sir, des
problémes de croissance (en particulier les modéles d’Eden et de déposition
balistique), mais aussi des problémes d’écoulement non-turbulent de fluides
(équation de Burgers, modéle ASEP).

52 mais c’est sur-
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6.2 Définitions du modéle et des quantités d’in-
térét

Je vais donner dans cette section la définition d’un modéle de polymeére
dirigé sur un réseau en 1+ 1 dimensions et présenter les quantités d’intérét.
C’est ce modéle sur réseau qui est simulé numériquement dans le chapitre 9
et qui est utilisé dans le chapitre 7 pour illustrer la méthode des répliques.
La fin de cette section est consacrée aux polymeéres dirigés définis dans le
continu.

6.2.1 Réseau et polyméres

On considére un réseau plan carré et régulier repéré par des coordonnées
entiéres (k, 7). Chacun des sites du réseau sur une ligne donnée 7 est relié a
un certain nombre de sites de la ligne 7 — 1 précédente. Par exemple, dans le
modéle que je vais considérer tout au long de cette partie, chaque site (k, 7)
est relié aux deux sites (k,7 — 1) et (k+ 1,7 —1).

Un polymeére dirigé P est alors un chemin sur ce réseau tel que la deuxiéme
coordonnée (1) augmente a chaque pas. La figure 6.1 donne deux exemples
de polyméres dirigés : I'un sur le réseau que je viens de définir (figure 6.1a) et
lautre que sur un réseau légérement différent ou chaque site (k, 7) est relié
aux trois points (k — 1,7 — 1), (k,7—1) et (k+ 1,7 — 1) (figure 6.1b).

Je supposerai toujours dans ce qui suit que le réseau est régulier et de
dimension deux. Pour compléter la définition du milieu, il faut donner les
conditions aux bords dans la direction des k (la dimension transversale). Les
deux géométries le plus souvent étudiées sont celle ot la dimension transver-
sale s’étend indéfiniment dans les deux directions, et celle ou elle est finie, de
taille V et périodique (i.e. kK = k+ N). On peut aussi considérer le modéle ou
la largeur du systéme est finie, de taille /V, avec des bords infranchissables.

6.2.2 Energie et fonction de partition

A chacun des sites du réseau on attribue une énergie aléatoire n(k, 7).
On définit alors I’énergie H(P) d’un polymére dirigé comme la somme des
énergies de tous les sites visités.

H(P)=> n(k,). (6.1)
(k,T)eP

Les énergies aléatoires sont choisies de maniére indépendante sur tous les sites
du réseau selon une certaine distribution p(n) donnée qui décroit rapidement
a l'infini. On pourra par exemple supposer que p(n) est gaussienne.
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(a) (b)

F1G. 6.1 — Deux exemples de polyméres dirigés dans des réseaux réguliers
de géométries différentes.

On s’intéresse aux propriétés statistiques d’un polymeére dirigé de lon-
gueur 7 partant d’un point particulier du réseau. On considére donc la fonc-
tion de partition Z(7) définie comme la somme des poids de Boltzmann sur
toutes les configurations :

Z(r) = Ze‘ﬂH(P). (6.2)

B est 'inverse de la température et la somme se fait sur tous les polyméres
dirigés P commencant & P'origine (0,0) et finissant en un point quelconque
d’ordonnée 7. Quand la température s’approche de zéro (S grand), la somme
est dominée par le polymére d’énergie minimale. A ’autre extréme, quand la
température est grande (3 petit), tous les polyméres ont un poids équivalent
dans la définition de Z(7). Il faut noter que la largeur de la distribution
p(n) joue trés exactement le méme role que l'inverse de la température. On
peut donc, quitte a faire une mise a I’échelle du paramétre 3, supposer sans
aucune perte de généralité que la distribution p(n) a un écart-type égal a un.
Dans le méme ordre d’idées, décaler le centre de la distribution p(n) revient
simplement & multiplier Z(7) par une constante a la puissance 7. On peut
donc se limiter, toujours sans perte de généralité, aux distributions p(n) qui
ont une moyenne égale a zéro.

A partir de la fonction de partition, on peut calculer de nombreuses pro-
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priétés d’équilibre du modéle. Ainsi, I’énergie moyenne par unité de longueur
d’un trés long polymére est donnée par
— lim EM (6.3)
=00 03 T
La quantité lim,_,(log Z)/7 est (a une constante multiplicative prés) I’éner-
gie libre par unité de longueur du systéme.

L’énergie libre log Z d’un polymeére dirigé est une variable aléatoire qui
dépend des énergies sur chacun des sites du réseau ; la moyenne n’a été faite
que sur toutes les configurations possibles du polymére sur un réseau ou le
bruit est fizé. Pour connaitre les valeurs typiques de log Z, on considére plutot
I’énergie libre par unité de longueur moyennée sur toutes les réalisations
possibles du désordre :

. < log Z(T)>

T—0Q T

(6.4)

Il apparait que la quantité (6.4) est égale a 'énergie libre lim,_,o(log Z)/7
ou la moyenne sur le désordre n’a pas été prise; C’est la propriété d’auto-
moyennage®’. On peut s’en convaincre facilement dans le cas ou la direction
transversale est finie : si ’on imagine que ’on découpe un trés long polymeére
en beaucoup de grands morceaux, on voit que les différents morceaux sont
essentiellement non-corrélés. L’énergie libre totale est alors une somme de
variables aléatoires indépendantes, ce qui justifie de faire une moyenne sur
toutes les réalisations du désordre.

L’objectif est donc de calculer dans ce probléme la moyenne sur le désordre
lim, o (log Z) /7 de I’énergie libre par unité de longueur. On peut également
s’intéresser aux fluctuations ({log” Z) —(log Z)?)/7 de cette énergie libre, aux
cumulants d’ordre supérieur et méme a sa distribution compléte.

En plus de la fonction de partition totale log Z(7) qui est la somme des
poids de Boltzmann de tous les polyméres dirigés arrivant a 'ordonnée 7, il
est pratique de considérer aussi la fonction de partition partielle Z(k, ) qui
ne compte que les polyméres dirigés arrivant au point de coordonnées (k, 7).
On a manifestement

Z(r)=>_Z(k,7), (6.5)

et I'on peut facilement écrire une relation de récurrence sur les Z(k, 7) :

Z(k,m+1) = (Z(k,7) + Z(k +1,7) ) e P17+, (6.6)
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Cette récurrence est une traduction directe de la définition du réseau oiu
chaque site (k,7 + 1) est relié aux deux sites (k,7) et (k + 1,7). Comme
les Z(k, ) ne dépendent que des énergies sur les sites d’ordonnées inférieures
ou égales & 7, on voit que le contenu de la parenthése est indépendant de
I’exponentielle. On peut donc prendre facilement la moyenne sur le désordre
de I’équation (6.6), sommer sur les k et obtenir, dans le cas ot la dimension
transversale est infinie ou périodique,

(Z(7))y =27 (e P1) (6.7)

(Cette expression doit étre corrigée dans la situation o la dimension trans-
versale est finie avec deux bords. Voir la section 9.3 pour plus de détails.)
Cependant, s’il est trés simple de déterminer la quantité (log (Z))/7, le calcul
de la moyenne (log Z) /7 et des fluctuations de 1’énergie libre est autrement
plus compliqué.

Il existe beaucoup de variantes dans la définition du modele. La figure 6.1
donne déja deux exemples de réseaux, mais il est facile d’en imaginer d’autres
qui soient plans et réguliers. On peut aussi changer la distribution des éner-
gies des sites, introduire des corrélations a courte portée, mettre les énergies
aléatoires sur les liens plutot que sur les sites, etc. On s’attend a ce que de
telles modifications a I’échelle microscopique dans la définition du modéle ne
changent pas de maniére qualitative le comportement & grande échelle (par
exemple les exposants critiques) du polymére dirigé. C’est 'idée d’universa-
lité que on peut tester numériquement®® et qui permet d’unifier dans un
seul modéle des problémes aussi différents que des lignes de vortex dans un
supraconducteur ou des interfaces entre domaines de spins.

6.2.3 Polymeéres dirigés dans un milieu continu

Puisque I'on s’attend a ce que les propriétés a grande échelle des polymeéres
dirigés ne dépendent pas des détails du réseau sous-jacent, il est naturel de
faire abstraction de ce réseau et de définir directement le modéle dans le
continu.

On considére donc qu’un polymére joignant le point (0,0) au point (z,t)
est une fonction y(s) telle que y(0) = 0 et y(t) = z. (Etant donné que le
polymére est « dirigé », il ne passe qu’une seule fois & une ordonnée donnée
et on peut donc prendre une fonction.) L’énergie de ce polymeére est alors

donnée par
H(P) = /0 s [(%)24—77@(8),8)]. (6.8)



6.2. DEFINITIONS DU MODELE ET QUANTITES D’INTERET 63

En présence du seul premier terme dans cette expression, la ligne y(s) serait
une marche aléatoire. C’est une traduction directe du fait que dans le modéle
discret, chaque site d’une ligne est relié aux sites proches de la ligne précé-
dente. Le second terme représente I’énergie associée a chaque point (y, s) du
milieu. Comme dans le modéle sur réseau, on choisit cette énergie selon une
distribution qui vérifie

<77(y, s)> =0, (6.92)
(n(y,s) n(y',s")) =6y —y') 6(s — ). (6.9b)

La fonction de partition Z(z,t) des polyméres reliant le point (0,0) au
point (x,t) est alors donnée par une intégrale de chemin sur toutes les fonc-
tions y(s) telles que y(0) =0 et y(t) =z :

Z(o,t) = /y :ig;_?) exp (_5 /0 as [(%)Q—Fn(y(s),s)]). (6.10)

On peut calculer (Z") a partir de cette expression et retrouver®® % I’équi-
valence présentée dans la section 6.3.4 entre les polyméres dirigés et un pro-
bléme quantique. Si I'on dérive (6.10) par rapport au temps, on trouve

O 2wt) = = AZ(w,t) — B, )2 (.1 (6.11)
—Z(z,t) = — z,t) — Bn(x, z,t), )
ot T g g
et si 'on fait dans (6.11) le changement de variables h(z,t) = log Z(x,t), on
obtient I’équation KPZ

2
%h(m,t) - %Ah(m,t) + (%h@,t)) ~ Bz, (612)

Il faut cependant noter qu’'une expression comme (6.10) suppose en fait
I’existence d’'un réseau sous-jacent; une intégrale de chemin est essentielle-
ment une maniére pratique d’écrire dans le continu des relations bien dé-
finies seulement quand les quantités sont discrétes. Par exemple, quand on
essaie de calculer (Z™) a partir de (6.10), la relation (6.9b) fait apparaitre la
quantité 6(0). On doit alors soit faire explicitement intervenir la taille a du
réseau®® et remplacer 4(0) par 1/a, soit calculer en fait (Z") / (Z)" et obser-
ver? que les §(0) se « simplifient ». D’autres difficultés (en particulier liées
au bruit 7(z,t)) sont présentes dans la formulation continue des polyméres
dirigés et disparaissent si ’on fait 'effort de faire une formulation sur réseau.

D’un autre coté, si I'on s’intéresse uniquement aux propriétés a grande
échelle (aux exposants) des polyméres dirigés, ’écriture du probléme sous la
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forme d’une intégrale de chemin (6.10) permet de ne pas avoir a décrire les
détails du réseau. Pour faire le lien avec I’équation KPZ et obtenir les ex-
posants critiques des polyméres dirigés, c’est la formulation dans le continu
qui est la plus adaptée. Cependant, je vais dans le chapitre 9 de ce travail
comparer des simulations numériques avec les résultats de [3,4] sur la distri-
bution de I’énergie libre. Dans ce cas, la formulation (6.10) n’est pas suffisante
pour pouvoir faire le lien direct (avec tous les préfacteurs) entre simulation
et théorie; il faut choisir un réseau comme au début de cette section.

6.3 Breéve revue des résultats connus sur les po-
lymeéres dirigés

6.3.1 Exposants critiques et distribution des grandes
déviations de I’énergie libre

Les polymeéres dirigés ont surtout été étudiés dans le cas ou les dimen-
sions transversales s’étendent a l'infini. On définit alors habituellement les
deux exposants v et w qui donnent respectivement le comportement de la
largeur W (7) du polymére et des fluctuations de son énergie libre

W(r) ~ 1", (6.13a)

(log” Z(1)) — (log Z(7))* ~ 7. (6.13b)

Quelle que soit la dimension de 1’espace, ces deux exposants vérifient>»5° la
relation d’échelle

w=2v-—1, (6.14)

et en dimension 1+ 1, on a v = 2/3 et w = 1/3 quelle que soit la tempéra-
ture®® 576465 Ce comportement en 7%/3 de la largeur est & comparer au 7'/
que I'on aurait obtenu dans le cas sans impuretés oiul le probléme est une
simple marche aléatoire; le polymére fait des écarts plus importants pour
aller chercher des sites favorables. Comme 1’on connait en 1 + 1 dimensions
le comportement de la valeur moyenne de I’énergie libre, on peut mesurer la
probabilité dune grande déviation5>%:%7. La figure 6.2 (empruntée & Halpin-
Healy%®) représente le logarithme de la densité de probabilité de (logZ —
(log Z))/7'/3 mesurée sur 50000 réalisations et prise pour trois longueurs 7
différentes. Comme il se doit, les données correspondant aux trois longueurs
se rassemblent sur une méme courbe qui est assymétrique et donc différente
de la gaussienne.
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FiG. 6.2 — Cette figure (empruntée a Halpin-Healy%®) représente le loga-
rithme de la densité de probabilité des fluctuations normalisées (par un fac-
teur 7/ 3) de P’énergie libre pour un polymére dirigé en 1+ 1 dimensions. Les
données ont été prises a trois longueurs 7 différentes dans 50 000 réalisations
du désordre.

Quand I'espace est de dimension supérieure & 1+ 1, la valeur de v n’est
connue que numériquement : & température nulle, on a’? vy, ; ~ 0.624 et
v341 ~ 0.585. Quand la dimension de I’espace est strictement supérieure a 2+
1, il existe%:58 une température critique au dela de laquelle le polymeére dirigé
se comporte comme une simple marche aléatoire (v = 1/2) et ou I’énergie
libre recuite coincide avec I’énergie libre gelée : (log Z) /7 = (log(Z))/7. En
dessous de cette température, l’'exposant v est supérieur a 1/2 et décroit
avec la dimension de 'espace®?646% Cette transition de phase est encore
présente?®3%3%90 dans "approzimation de champ moyen du modéle (qui, en
un sens, correspond a un espace de dimension infiniment grande). Par contre,
la question de savoir s’il existe ou non une dimension critique supérieure au
dela de laquelle I’exposant v vaudrait 1/2 quelle que soit la température n’a
pas encore été tranchée3:61,

6.3.2 L’équation KPZ

Pour un polymeére dirigé vu a grande échelle, I’énergie libre h(z,t) =
log Z(x,t) est solution de I’équation KPZ (voir par exemple la section 6.2.3



66 CHAPITRE 6. INTRODUCTION DES POLYMERES DIRIGES

sur les polyméres dirigés dans un milieu continu). Cette équation a été intro-
duite® pour décrire le profil rugueux d’une surface en train de croitre sous
leffet d’un bruit. Pour des temps ¢ longs, les fluctuations de hauteur d’une
telle surface sur un substrat de taille L se mettent sous la forme d’échelle®? %3

t
(h?) = (h)’ m L (), (6.15a)
ot l'on a
f(z) — constante si x — o0, (6.15b)
f(z) ~ zo/* siz— 0. (6.15¢)

Ces relations permettent de relier les exposants w et v des polyméres
dirigés aux exposants « et z de I’équation KPZ : quand la taille du substrat
tend vers l'infini, on a

(h?) — (h)? = 127 x (log® Z) — (log Z)* =~ t*, (6.16)
d’ou

(6.17a)

e
w=—
z
De plus, dans le régime d’échelle (6.15) la largeur du polymeére joue le role
de la taille du substrat. Sachant que cette largeur croit comme ¢”, on obtient
facilement

vz =1. (6.17b)

6.3.3 Le champ moyen

La difficulté principale dans ce calcul des propriétés statistiques de Z
vient du fait que dans la relation de récurrence (6.6), les deux termes Z(k, 7)
et Z(k+1,7) a lintérieur de la parenthése sont corrélés. On peut faire une
approrimation de champ moyen du modéle et supposer que ces deux termes
sont en fait indépendants. Ceci revient a considérer comme sur la figure 6.3
que le polymeére dirigé se trouve sur un arbre.

Ce modéle est censé reproduire les propriétés des polymeéres dirigés quand
la dimension d de ’espace tend vers 'infini. L’énergie libre dans ce modéle
a été calculée exactement?®:3233.60 de deux maniéres différentes ; la premiére
utilise la méthode des répliques a symétrie brisée introduite™ par Parisi dans
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FIG. 6.3 — Polymére dirigé sur un arbre de Cayley. A chaque étape, le
polymeére dirigé peut venir de gauche ou de droite, mais les deux cotés sont
indépendants. On obtient ainsi un champ moyen du probléme.

le contexte des verres de spins et a permis de mettre en évidence des simi-
litudes entre le champ moyen des polyméres dirigés et le champ moyen de
modeéles de verres de spins. La seconde méthode rameéne le calcul de ’énergie
libre a la sélection de la vitesse de propagation d’un front dans une équation
de type Fisher-Kolmogorov (voir la premiére partie de ce travail). En effet,
si 'on pose

G(z,7) = {exp (—e 7 Z(1))), (6.18)

et que 'on utilise (6.6) et le fait que les deux termes a lintérieur de la
parenthése sont indépendants dans le champ moyen, on voit que G(z,T)
vérifie la relation de récurrence

2
Glo,7+1) = ( / dh p(n)G(x + 1, T)) (6.192)

et la condition initiale
G(z,0) = exp (—e#7) . (6.19b)

(p(n) est la distribution des énergies aléatoires.)
La fonction G(z,7) reste comprise entre 0 et 1, et 1’on a

lim G(z,7) =0, (6.20a)
T—r—0Q
lim G(z,7)=1. (6.20b)

T—+00
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L’équation (6.19a) décrit la propagation d’un front ou I'état stable G(z,7) =
0 envahit 1'état instable G(z,7) = 1. Comme pour l’équation de Fisher-
Kolmogorov, ce front est de type pulled et la vitesse de propagation peut
donc s’obtenir en linéarisant les équations (6.19) autour de la position instable
(voir la section 1.3 de I'introduction de la premiére partie). L’inverse 5 de la
température n’intervient pas dans la relation de récurrence mais seulement
dans la condition initiale G(z, 0). Derrida et Spohn ont pu alors en déduire
qu’il existe une température critique en dessous de laquelle la condition ini-
tiale tend suffisament rapidement vers I’état instable G = 1 et ou la vitesse
marginalement stable est sélectionnée. Au dessus de cette température, la
vitesse dépend de (. Il est alors possible de relier la vitesse de propagation
du front a I’énergie libre par unité de longueur et de montrer ainsi I’existence
d’une transition de phase dans les polyméres dirigés.

Il est remarquable et parfaitement inattendu que cette transition de phase
des polymeéres dirigés en champ moyen, qui est assez semblable a celle que
I’on trouve dans les verres de spins, soit simplement donnée par le probléme
de la sélection de la vitesse dans une équation de type Fisher-Kolmogorov.

6.3.4 La méthode des répliques

Alors qu'il est facile (équation (6.7)) de calculer dans un modéle de poly-
meére dirigé la valeur moyenne (Z) de la fonction de partition, la détermina-
tion des moments (log 7), <log2 Z >, etc. de I’énergie libre est nettement plus
problématique. Une méthode pour calculer toutes ces quantités simultané-
ment consiste A essayer de déterminer (Z¢(7)) pour un petit e. On peut alors
faire un développement du logarithme de cette quantité autour de e =0 :

2 3
log (Z¢) =log <1 +elog Z + 6510g2 Z+ % log® Z + 0(64)> (6.21)

,(log® Z) — (log Z)?

2
(log® Z) — 3 (log® Z) (log Z) + 2 (log Z)° N
6

_ € 2 e 3 4
—e(logZ>—|—§<log Z>C+€<log Z),+O(e").

=e(logZ) + ¢

O(eh).

+é

On voit donc que le k-iéme terme du développement de log (Z€) en puis-
sances de € donne le k-iéme cumulant de log Z(7) que je noterai doréna-
vant (log® Z)..

Bien évidemment, il est tout aussi difficile de calculer (Z¢(7)) pour € petit
que de calculer (log Z(7)). Par contre, nous allons voir qu’il est relativement
plus simple de calculer (Z™(7)) quand n est un entier naturel.
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Que gagne-t-on a faire ce calcul pour n entier 7 L’idée est que si ’on arrive
a donner une expression de (Z™(7)) valable pour toutes les valeurs entiéres
et positives de n, alors il doit étre possible de deviner la valeur (Z"(7)) pour
un n réel ou complexe quelconque, en particulier petit. C’est la méthode des
répliques, introduite” par Edwards et Anderson pour résoudre un probléme
de verre de spins.

Le calcul des moments entiers (Z™(7)) est souvent difficile, mais le prin-
cipal probléme de cette méthode est évidemment le prolongement de la fonc-
tion (Z"(7)) (calculée pour un n entier) & des valeurs de n quelconques.
D’un point de vue mathématique, il existe un théoréme qui permet de dé-
terminer de maniére unique la distribution de Z(7) a partir de ses moments
entiers (Z"(7)) si ceux-ci ne croissent pas trop vite avec n. Ce théoréme
est malheureusement le plus souvent inapplicable parce que les moments
croissent trop vite et qu’en pratique 'on n’a jamais (Z"(7)) mais plutot la
limite de %log(Z"(7)) quand 7 tend vers linfini. Il faudra donc faire une
hypothése de simplicité sur la dépendance en n et deviner toute la fonc-
tion (Z™(7)) (pour n réel quelconque) & partir des seuls moments entiers
positifs.

A grande échelle, le calcul de (Z™(7)) pour un long polymére dirigé en
dimension d + 1 se raméne® 3 la détermination de I’énergie libre d'un pro-
bléme de mécanique quantique en dimension d ol n particules interagissent
avec un potentiel ¢ attractif. Quand d = 1, ’hamiltonien de ce probléme est
de la forme

1~ &

0x?
1 0% i<j

et la relation entre I'énergie Fy(n, L,~y) du fondamental de (6.22) (ou L est
la taille — éventuellement infinie — de 'espace) et (Z™) est donnée par

o g (2 (0)

T—00 T

= —Fy(n,L,y)+nK(v,L) (6.23)

ou K (v, L) est un terme qui dépend des paramétres du systéme mais pas du
nombre n de particules. On peut en fait déterminer cette correction linéaire
en considérant le cas n = 1 dans la formule précédente et en remarquant
que, lorsqu’il y a une seule particule, on a nEy(1,L,v) = nEy(1,L,0) =
Ey(n,L,0). On obtient alors finalement

- 10g(Z"(r) — nlog (Z(r))

T—0Q T

= Ey(n, L,0) — Ey(n, L,7). (6.24)

Cette équivalence sera établie en détail dans le chapitre 7 pour le réseau
en 1 4+ 1 dimensions introduit dans la section 6.2.1 afin de pouvoir donner



70 CHAPITRE 6. INTRODUCTION DES POLYMERES DIRIGES

précisément les relations entre le nombre de sites IV et I'inverse [ de la tem-
pérature dans les polyméres dirigés, et la taille L de I’espace et ’amplitude y
de l'interaction dans le modéle quantique. Bien que I'équivalence avec (6.22)
soit toujours vraie & grande échelle, les relations précises entre tous ces pa-
ramétres dépendent en effet du réseau sur lequel on définit les polyméres
dirigés.

L’hamiltonien (6.22) a été introduit par Lieb et Liniger pour décrire le
comportement d'un gaz de bosons en une dimension. Dans leurs travaux,
le coefficient «y est négatif (ce qui correspond & un potentiel répulsif) et la
limite qu’ils considérent est la limite thermodynamique n — oo. Dans ce
cadre, 1’Ansatz de Bethe™ a permis aux auteurs de calculer I’énergie du
fondamental™ et le spectre d’excitation™. D’autres travaux’> 7" ont plus tard
complété ’étude de ce modéle de gaz de bosons.

La situation est tres différente dans le contexte des polymeéres dirigés oul
I’on s’intéresse au cas d’un potentiel attractif v > 0. De plus, pour appliquer
la méthode des répliques au calcul de I’énergie libre d’un polymeére, la limite
intéressante est la limite ot n « tend » vers 0. Il faudra donc, & partir de
Pexpression de Ey(n,L,y) pour n entier, trouver un moyen de définir la
valeur de cette quantité pour un n quelconque, puis faire un développement
de Ey(n, L,7) en puissances du paramétre continu n. Les coefficients de ce
développement donneront alors, grace a (6.21), les cumulants de I’énergie
libre log Z (7).

6.3.5 L’Ansatz de Bethe

L’hamiltonien (6.22) a été résolu en une dimension pour un espace fini
et périodique™ ™ (ce qui correspond & un polymére dirigé sur un cylindre),
pour un espace fini a deux frontiéres” (polymeére dirigé sur une bande) et
pour un espace infini® (polymeére dirigé sur le plan). Dans les trois cas, la
résolution a été faite en utilisant I’Ansatz de Bethe™.

Cette méthode consiste a chercher sous une forme particuliére les fonc-
tions d’onde propres v (z1,...,z,) de 'hamiltonien (6.22) et a ajuster les
paramétres pour que ces fonctions d’onde soient effectivement des fonctions
propres de H. Dans les domaines ot les z; sont tous différents deux a deux,
la solution ressemble a des ondes planes (les particules sont « libres »).
On choisit donc pour Ansatz I’expression suivante : dans la région définie
par

21 <23 < .. < Ty, (6.25a)
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on pose
Y(@1,. @) = Y a(P)erPOmE AR, (6.25b)

Peon
La somme est effectuée sur toutes les permutations P de {1,...,n}. La

valeur de v dans les autres régions de I’espace est obtenue par symétrie.
Par exemple, pour n = 2, la fonction 1 est de la forme

B ae/\1$1+)\2:82 + ale)\lw2+/\2$1 si T < T2,
w(x1a$2) - ale/\1$2+)\2$1 + a’e)‘lw1+/\1w2 Si T 2 Ta.

(6.26)
On peut utiliser la fonction escalier #(x) (définie par f(z) = 1si z > 0 et
6(z) = 0 sinon) pour écrire une expression de 1(z1, z2) valable partout :

(1, T2) = O(x — 1) (a1 HH272 4 gleMrrathonn) (6.27)

+ 9(151 _ 332) (ae)\lxz-l-)\zm 4 a'e)‘lmlJ’)‘l“).

On voit aisément sur cette expression comment (x4, z9) peut étre une fonc-
tion propre de I’hamiltonien (6.22) : quand on applique I'opérateur laplacien
sur 1, les dérivées de la fonction §(z) font apparaitre des fonctions 6(z; — x2)
qui doivent compenser exactement le d(z; — x2) de ’hamiltonien.

Le méme mécanisme se répéte pour un n quelconque. Si I'on veut écrire
une expression de ¥(x1, ..., z,) valable pour tous les z;, on est obligé de faire
intervenir beaucoup de fonctions §(z; — ;) qui sont transformées par ’action
du laplacien en fonctions 6(z; — ;). On doit alors ajuster I’énergie E(n, L, )
et les a(P) de maniére a ce que la fonction ¢ (x1,...,z,) vérifie I'’équation
aux valeurs propres

Hp(x1,. .., x0) = E(n, Ly y)Y(x1, ..., x5). (6.28)

On peut alors montrer™ qu’il faut prendre :

1<~
E(”a L,’Y) = _§;Aa: (629&)
Y
a(P) = (1 + —) : (6.29b)
1<Ogg<n )‘73((1) - )\P(B)
On a donc une famille de solutions indexées par les « moments » {\y, ..., A\, }

qui doivent étre des nombres tous différents deux a deux. Les conditions sur
la géométrie de ’espace imposent alors des restrictions supplémentaires sur
les valeurs des A, accessibles.
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Cas d’un domaine fini et périodique

Pour un domaine fini périodique de taille L (i.e. tel que z = x + L), on
doit avoir la propriété de périodicité suivante : si

21 <2< .. K Ty, (6.30a)
alors
UY(x1,. . Tyo1, L) = (0,21, ..., 25-1). (6.30b)
Traduite en terme des \; et des a(P), cette condition s’écrit
a(P o )l = q(P), (6.31)
ou C est la permutation cyclique de {1,...,n} (i.e. C(1)=2,C(2) =3, ...,

C(n)=1).
Si I’on combine (6.31) et (6.29b), on obtient pour tout 1 < a < n

Aa — Ag +
e = || _— .
1<pen e T A8 Y
B#a

On voit aisément que lorsque v — 0, on retrouve les solutions d’un systéme
de bosons libres, a savoir
2in,T

Al — 1 Ao = .
e ou 7 (6.33)

ot les n, sont des entiers (les « nombres d’onde »). Yang et Yang ont prouvé™

que pour tout ensemble donné de nombres d’onde {n,}, il existe une unique
solution de (6.32) telle que \, — 2in,7/L quand v — 0.

L’état fondamental du systéme de bosons libres (quand vy = 0) est non-
dégénéré et tel que tous les moments A, sont nuls. On s’attend donc & obtenir
I’état fondamental du systéme de n bosons en interaction en prenant la so-
lution {A,} de (6.32) telle que chacun des ), tende vers zéro quand v tend
vers zéro. Cet état fondamental doit de plus étre non-dégénéré, ce qui im-
plique que les moments )\, soient symétriques : {\,} = {—\o}. L’énergie du
fondamental est alors donnée par (6.29a).

Dans le chapitre 8, je montrerai comment nous avons pu®* calculer le
développement limité de 1’énergie Eo(n, L,~y) a partir des relations (6.29a,
6.32), et obtenir ainsi les premiers cumulants de 1’énergie libre d’un polymére
dirigé sur un cylindre.
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Cas d’un domaine fini a4 bords

On peut aussi considérer le cas ot 'espace dans le probléeme (6.22) est fini
et de longueur L avec deux frontiéres infranchissables en x =0 et x = L. La
fonction d’onde ¢ (x1,...,z,) de I’état fondamental du probléme quantique
doit alors vérifier

¥(0,29,...,2,) =0, (6.34a)
'll](xl,ZQ,...,L) :0, (634b)
ol les z; sont tels que 0 < 1 < ... < z, < L. Il se trouve qu’il n’y a pas

de solution & ce probléme qui prenne la forme de I’Ansatz de Bethe (6.25).
Cependant, Gaudin a montré” qu’une superposition de 2" fonctions d’onde
de la forme (6.25) permet de résoudre le probléme. Cette superposition s’écrit

Y(@1, o Ta) = Y o Y bler s €n)Wernsmenra (@15 -, T),  (6.35)
=%l  ep=c£l1

OU Yeaq,entn (T1, - - -, Tn) €st donnée par (6.25) avec (6.29b). Cette fonction
décrit manifestement un état propre de ’hamiltonien (6.22) avec une énergie
donnée par (6.29a). On voit de plus que ’on peut, sans perte de généralité,
supposer que tous les moments )\, ont une partie imaginaire positive.

Il ne reste maintenant plus qu’a choisir les paramétres pour que les deux
équations (6.34) soient vérifiées. La premiére de ces équations va fixer les
valeurs de b(eq,. .., €,), et la deuxiéme va mettre des contraintes sur les mo-

ments \,. On trouve finalement™
Ao — A Ao + A
e2ral — H Y Aat s +’Y, (6.36)
1<ﬁ<nAa_Aﬂ_7 )\a+)\5—’y

B#a

ou les {\,} sont des nombres tous différents de partie imaginaire positive.
Comme dans le cas d’'un domaine fini périodique, si on fait tendre 7 vers 0,
on retrouve bien les états propres de bosons libres dans une boite fermée de
taille L :

N

Ay = Dol .
ou 7 (6.37)

ou les n, sont des entiers strictement positifs. Dans I’état fondamental du
systéme sans interactions, tous les A, valent iw/L. On s’attend donc a ce
que I’état fondamental du probléme en interaction soit obtenu en prenant la
solution {\,} de (6.36) telle que chacun des A, tende vers im/L quand -y tend
vers 0. L’énergie du fondamental est alors donnée par (6.29a).

Nous sommes en train d’adapter la méthode utilisée dans le cas des condi-
tions périodiques et la derniére section du chapitre 8 présente quelques ré-
sultats préliminaires.

ePel — 1
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Cas d’un domaine infini

Si I'on suppose que la dimension transversale s’étend indéfiniment dans
les deux directions, on peut expliciter®® % la fonction d’onde de I’état fonda-

mental de ’hamiltonien (6.22). On trouve, pour tout zi,...,Z,,
W(x1, ..., x,) = e~ 3 La<pl28=Tal, (6.38)
Pour reprendre les notations utilisées au début de cette section, cela revient
a dire que les moments {\y,..., A, } sont donnés par
n—2a-1
Ao = —¥7 (6.39)

pour 1 < a < m, et que tous les a(P) sont nuls sauf celui ot P est I’identiteé.
Cette solution a bien toutes les propriétés voulues pour étre ’état fonda-
mental : elle ne dépend que des différences entre les x;, ne s’annule jamais et
tend vers zéro quand la distance entre les x; devient grande.
L’énergie du fondamental est alors donnée par (6.29a). On trouve

3

. 6.40
YBL (6.40)

EO(’n’a 0, 7) =

Rappelons que jusqu’ici, n est le nombre entier de particules du modéle quan-
tique. On vient donc de montrer que pour des polyméres dirigés en milieu
aléatoire en 1 + 1 dimensions quand la dimension spatiale est infinie, on a
pour n entier,

n _ 3 _
li 108{2"(1) —nlog (Z(r)) _n"—n _,
T—00 T 24

(6.41)

Pour appliquer la méthode des répliques, le choix le plus simple est de sup-
poser que I’équation précédente est également wvalable pour un n quelconque.
On peut alors faire un développement & n petit et I'on obtient

(log Z) —log (Z) 72

N (6-422)
1 Z3 2

lim 10870 _ 7V (6.42D)
T—00 T 4

et tous les autres cumulants sont négligeables devant 7. Ceci permet de re-
trouver que les fluctuations de 1’énergie libre sont typiquement d’ordre 7'/3
comme annoncé au début de cette revue.
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Il faut néanmoins noter que la formule (6.41), obtenue pour tout n entier
positif, ne peut pas étre correcte pour un n quelconque : en effet, si ’on dérive
deux fois (6.41) par rapport a n, on obtient

.1 ((2"og’Z)  (Z"ogZ)\ _n
lim — ( 7z - 3% ) =37 (6.43)

T—0Q T

Le membre de gauche de cette équation est forcément positif pour toute
valeur de n. En effet, on peut vérifier que ce terme est essentiellement la
moyenne d’un nombre positif :

(Z"1og? Z) _ (Zrlog Z)? _ 1 ) <Z" (logZ— wﬁ, (6.44)

(Zm) (Zm)? (Zn (Zm)

tandis que le membre de droite dans (6.43) est négatif quand n est négatif. La
relation (6.41) est donc peut-étre vraie si n > 0, mais ne peut en aucun cas
étre vraie pour n < 0. Cette difficulté montre les limitations de la méthode
des répliques ot 1'on doit a partir d’'une expression valable pour tout entier
positif essayer de déduire une expression valable pour tout réel. Méme quand
I'expression valable pour les entiers positifs est simple (ici, un polyndme
du troisiéme degré), le prolongement de la fonction peut parfois étre plus
compliqué que prévu.

6.3.6 La fonction de grandes déviations

Une fois que 1’on a obtenu (Z™(7)) pour un n réel quelconque, on peut
calculer tous les cumulants de log Z(7) et la fonction de grandes déviations f.
C’est une fonction convexe, positive, telle que f(0) = 0, qui permet d’obte-
nir la probabilité p,(log Z) que I'énergie libre log Z(7) d’un long polymére
de taille 7 ait une certaine valeur « extraordinaire » différente de sa valeur
moyenne. Cette probabilité est donnée pour les grands 7 par la relation

pr(log Z) o e_Tf(M), (6.45)
ou 'on voit bien que la probabilité pour que (log Z)/7 soit trés différent de
sa valeur moyenne est exponentiellement faible quand 7 est grand.

Dans le cas ol la dimension transversale est finie, si ’on imagine que 1'on
« découpe » un trés long polymére en beaucoup de longs « morceaux » de
taille égale, on voit bien que les « morceaux » sont essentiellement indépen-
dants les uns des autres et que ’énergie libre du polymére est la somme des
énergies libres des morceaux. Comme la somme de 7 variables aléatoires in-
dépendantes et de méme distribution a une densité de probabilité qui s’écrit
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avec une fonction de grandes déviations”™ comme dans (6.45), il est trés
raisonnable de supposer qu’il existe une telle fonction dans les modéles de
polyméres dirigés.

On peut relier la distribution p, & (Z"(7)) :

i JAF pr(F)e"”
(@) = F

et 'on trouve facilement par une méthode du col que pour des grands 7 on a

log <ZT”(T)> _ n<10§ ) | o) = f(xo(n)), (6.47)

(6.46)

ol Zy(n) est tel que
f'(zo(n)) = n. (6.48)

En utilisant le résultat (6.24) de la méthode des répliques, on voit que ’on
peut donner une expression paramétrée de la fonction de grandes déviations :

- an("a La 7) _ aEO(n,L,fY)’ (649&)
on 0 on
f(z) = Eo(n, L,7y) — n OB L.7) (6.49b)

on ’

et donc finalement obtenir grace a (6.45) la distribution de log Z pour un
grand polymére de longueur 7 en fonction de Ey(n, L, ).

On peut par exemple essayer d’appliquer ce résultat a la solution (6.41)
de Kardar pour un polymére dirigé dans un plan : si [’on suppose que cette
solution est vraie pour tout n > 0, on trouve que pour tout x > 0 la fonction
de grandes déviations est donnée par

4+/2
VB,

f@) =

(6.50)

£80,81

et, en utilisant (6.45), on obtien pour un grand 7 la distribution de log Z

quand log Z > (log Z) :

M(M_(logz))g’ﬂ _M(M)w

plog Z) oc e "3 \r =e ¥ /3 . (6.51)

L’hypothése que (6.41) est vraie pour n > 0 permet donc de retrouver la
valeur 1/3 de l'exposant w. De plus, les données numériques présentées sur
la figure 6.2 (page 65) ne sont pas du tout incompatibles avec (6.51).
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6.3.7 Quelques variantes du modéle

Comme déja mentionné dans la section (6.2), on s’attend a ce que les
exposants critiques et les propriétés a grande échelle des polymeéres dirigés
ne dépendent pas des détails a petite échelle. Il n’est cependant pas toujours
facile de savoir si deux modéles donnés sont bien dans la méme classe d’uni-
versalité. Par exemple, Zhang a établi®®* %2 que si I’on met sur chaque site une
énergie n(k, ) distribuée selon une loi de puissance

p(n) o< n=* pour 7 > € et 0 sinon, (6.52)

ol u et e sont deux paramétres positifs, alors, si y < 6 en dimension 1 + 1,
les polymeéres dirigés ont des propriétés a grande échelle différentes que dans
le cas ou p(n) est gaussien : Pexposant v ne vaut plus 2/3 mais se met
a dépendre continiiment de p jusqu’a atteindre la valeur v = 1 quand p
s’approche de 3. (Quand p < 3, la distribution p(n) a une variance infinie
et le probléme change encore de comportement.) Il semble par contre que,
si > 6, la distribution décroit « assez vite » et que les propriétés a grande
échelle sont les mémes que pour une distribution gaussienne, exponentielle
ou bornée®?.

Une autre variante proposée par Zhang consiste a donner des va-
leurs complexes aux énergies de sites. Ce modéle peut servir a décrire le
transport d’électrons dans des métaux trés désordonnés et il semblerait®?
qu’en 1 + 1 dimensions les exposants critiques v et w soient les mémes que
dans le cas ou les énergies sont réelles. Cependant, le fondamental du pro-
bléme quantique associé est apparemment trés différent, et savoir si les deux
problémes sont ou non dans la méme classe d’universalité reste une question
ouverte.

52,80,81

On peut aussi essayer d’apporter des modifications au réseau. Le cas
correspondant au champ moyen ot le polymére dirigé se trouve sur un arbre
a déja été discuté section 6.3.3. Cook et Derrida ont proposé une variante
du champ moyen ol le nombre de sites & une ordonnée 7 donnée est fixé
a une valeur finie N. Dans ce modéle, chaque site d’ordonnée 7 est relié
a deux sites pris au hasard de 'ordonnée 7 — 1. Il y a donc 27 chemins
de longueur 7 arrivant en un point donné, et si 7 est assez petit et N assez
grand, ces chemins ont une forte probabilité d’étre indépendants comme dans
le champ moyen. Dans le cas ou la température est nulle (et ou il faut donc
trouver le polymére d’énergie minimale), on peut voir que le probléme devient
équivalent au modéle ou N particules se déplacent sur une ligne avec la
dynamique décrite dans le chapitre 2 de la premiére partie de ce travail.
En effet, si I'on appelle X (7) I’énergie optimale d’un polymére arrivant au
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point (k,7), on voit que 'on a la relation
Xpo(r + 1) = min (Xk, (), Xpn (T)) + ok, T+ 1), (6.53)

ou k' et k" sont les numéros des sites de la ligne 7 qui sont reliés a (k, 7+ 1).
A un petit changement de variable prés, c’est bien I’équation (2.1) étudiée
dans le chapitre 2, et I’on voit aisément que la vitesse de propagation de ce
front est égale a ’énergie optimale par unité de longueur d’un polymeére de
longueur 7.



Chapitre 7

Limite continue des polymeéres
dirigés. Equivalence avec un
probléme quantique wvia la
méthode des répliques

Comme le rappelle la section 6.3.4 du chapitre précédent, les moments
de la fonction de partition d'un trés long polymére dirigé en milieu aléatoire
sont donnés & grande échelle®* par

L log (27(7) — nlog (2(r))

T—+00 T

= Fy(n,L,0) — Ey(n, L,7), (7.1)

ou Ey(n, L,7) est I'énergie du fondamental du probléme quantique ou n par-
ticules interagissent dans un espace de taille L et dont I’hamiltonien est de
la forme (en une dimension)

1~ & 3
=1 ?

1<j

Cette équivalence classique est exacte®>%% si I'on définit les polyméres

dirigés dans le continu. Dans ce chapitre, je vais la redémontrer en détail
dans le cas du modéle sur réseau défini dans la section 6.2 du chapitre d’in-
troduction quand le nombre N de sites est grand et la température élevée
(B faible). Le but de ce calcul est d’obtenir les relations précises (mais va-
lables uniquement & grande échelle) entre les paramétres L et v du probléme
quantique et les paramétres NV et 5 du polymére dirigé, ce qui permettra au
chapitre 9 de comparer nos résultats exacts®* présentés dans le chapitre 8 a
des simulations numériques directes de polyméres dirigés sur un réseau.

79
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La transcription (7.1) vers le modéle quantique se fait en deux étapes : je
rappellerai dans une premiére section comment le calcul de (Z"(7)) quand n
est entier se rameéne & celui de la fonction de partition d’un systéme ol plu-
steurs polyméres dirigés interagissent dans un milieu non-aléatoire. Je rap-
pellerai ensuite dans une seconde section comment, & grande échelle, le calcul
de (Z™(1)) se réduit quand 7 est grand a trouver I’énergie du fondamental
du probléme quantique (7.2).

7.1 Relation vérifiée par (Z"(7)) quand n est
entier

On part de la relation de récurrence (6.6) qui permet de calculer la fonc-
tion de partition Z(k,7) d’un polymére dirigé s’arrétant au point (k,7) :

Z(k, T+ 1) = (Z(k, 7+ Z(k +1, T)) e~Prlkir+1), (7.3)

ou I'on peut décider sans perte de généralité que les n(k, 7) sont des nombres
aléatoires distribués de maniére indépendante avec une moyenne nulle et une
variance égale a un :

(n(k, 7)) =0, (7.4a)

(n(k, 7) (k' 7)) = 05 07 (7.4b)

On veut calculer (Z"(7)) pour tout n entier positif. On a déja pour n =1
(relation (6.7) dans le chapitre d’introduction)

(2(r) = (2(e ) . (7.5)
Pour calculer (Z™(7)) pour n > 2, on définit
Zn(k1, - knyT) = <Z(k1,7')...Z(kn,T)>. (7.6)

On a manifestement
(ZMr)y= Y Zulks, ... ks 7), (7.7)
K1,k

et on peut aisément écrire a partir de (7.3) une récurrence sur les 7, :

Z”(kl’ Tt k"’T + ]‘) = Z Zn(kl + dla R kn + dn,'/_) <H G’Bn(ki’T+1)> .
=1

d;€{0,1}

(7.8)
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(La somme est effectuée sur les 2" termes obtenus en donnant a chacun des
d; la valeur 0 ou 1.)

La valeur moyenne du produit d’exponentielles dans ’expression précé-
dente peut s’écrire simplement quand tous les ki, ..., k, sont différents; en
effet, les termes du produit sont alors indépendants les uns des autres et le
résultat est simplement (exp(—/n))". Dans le cas général, ce n’est cependant
pas le cas et il faut alors classer les k1, . . ., k, en autant de groupes que néces-
saire de maniere & ce que deux abcisses k; et k; soient égales si et seulement
si elles sont dans le méme groupe. Si 'on note alors ni, ny, etc. le nombre
d’éléments dans chacun de ces groupes, on voit que ’on a

n e—Bnjn
<U eb’n(km+1)> — H <€7/3nj77> — <€f/3’77>” H Ee—ﬂTI)"J}' (7.9)

(On a utilisé _;n; = n.) On trouve donc finalement,

n
Zn(ky,. ks T+ 1) =Y Zy(ky+dy, . kg + dyy7) (777" H ﬂnjnf.
diE{Ozl} <e
(7.10)

On voit qu’a chaque étape, la quantité Z,(ky,...,k,;7) est multipliée par
un certain facteur (en 'occurrence (exp(—267)) / {(exp(—8n))?) a chaque fois
qu’ezactement deux des ki, ..., k, ont la méme valeur, par un autre facteur
({exp(—38n)) / (exp(—F£n))°) a chaque fois qu’ezactement trois des ky, . . ., ky
ont la méme valeur, etc.

Une autre maniére d’interpréter (7.10) est de dire que si Z(7) est la fonc-
tion de partition d’un polymeére dirigé de longueur 7 en milieu aléatoire, alors
le calcul de (Z™(7)) se réduit au calcul de la fonction de partition d’un modéle
ol n polymeéres dirigés évoluent dans un milieu non-aléatoire, et ot le systéme
gagne une certaine énergie quand exactement deux polymeéres passent par le
méme point, une autre énergie quand exactement trois polyméres passent
par le méme point, etc.

La situation se simplifie un peu quand la distribution p(n) des énergies
de sites est gaussienne :

pln) = ——e 57" (7.11)

On peut alors facilement calculer les valeurs moyennes apparaissant dans
’expression (7.10)

(e Pmimy = e38°n; (7.12)
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et le produit dans (7.10) devient égal a

prgny /322

H<e = (7.13)

Parmi n; abscisses toutes égales entre elles, on peut choisir (n? —n;)/2 paires
différentes. Si 'on somme sur tous les j, on voit que ’on obtient le nombre
de paires de deux éléments identiques que ’on peut prendre parmi les n

abscisses ki, ..., k,. On a donc I'égalité
< —pn; n PR 82 5 6, kj
e i ﬂ >
| | = nJ =e T ' =e 97, (7.14)

et la récurrence sur les Z,, devient simplement dans le cas donc ot les énergies
sont distribuées selon une gaussienne

Lng2p? 3 60
Zu(ksy o ki T+ 1) =Y Za(ky+dy .k + di e <5 (7.15)

d;€{0,1}

Cette derniére équation signifie que si Z(7) est la fonction de partition d’un
polymeére dirigé dans un milieu aléatoire gaussien, alors le calcul de (Z™(1)) se
réduit & celui de la fonction de partition d’'un modéle ot n polymeéres dirigés
évoluent dans un milieu non-aléatoire, et oul ’énergie du systéme est donnée
par le nombre de croisements entre deux polyméres. (Etant entendu que, par
exemple, lorsque quatre polyméres se croisent en un point, on compte six
croisements.) Plus précisément, I’équation (7.15) est la récurrence obtenue
pour la fonction de partition du modéle suivant :

— on prend le méme réseau que dans le modéle aléatoire ;

— une configuration est la donnée de n polymeéres dirigés (I’ordonnée 7
ne peut que croitre) sur ce réseau commencant a l'origine (0,0) et
finissant en un point quelconque d’ordonnée 7 (la longueur de chacun
de ces polyméres est donc 7);

— le systéme a d’une part une énergie ——6 pour chacun des sites visités;

— le systéme a d’autre part une énergie —f a chaque fois que deux poly—
meéres se croisent. (Les polyméres ont donc tendance a s’attirer.)

Le cas gaussien est donc plus simple a étudier que le cas ou la distribu-
tion p(n) est quelconque. En effet, pour calculer (Z"(7)), il suffit d’étudier
un modéle avec n polyméres ou les interactions ne font intervenir que deux
polymeéres en méme temps, alors qu’avec d’autres distributions, il faut te-
nir compte des interactions a trois, quatre, etc., polyméres. Cependant, on
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s’attend & ce que la contribution des croisements a trois polymeéres ou plus
devienne négligeable a grande échelle et a ce que les exposants ne dépendent
pas de la distribution exacte des énergies tant que celle-ci décroit assez vite
a l'infini. (Voir cependant section 6.3.7 les problémes posés par les distribu-
tions en loi de puissance.) Pour simplifier la discussion, je supposerai donc
dans le reste de ce travail que la distribution p(n) est gaussienne.

7.2 Equivalence avec le modéle quantique

A partir de la récurrence sur les Z,(ki,...,k,;7) donnée par la rela-
tion (7.15) quand les énergies sont distribuées selon une gaussienne, on peut
établir le résultat connu que dans la limite continue, le calcul de (Z"(1)) se
réduit au calcul de I’énergie Ey(n, L, y) du fondamental dans le modéle (7.2)
de n particules quantiques en interaction 6.

Pour prendre cette limite continue, on se donne un petit paramétre ¢ qui
représente la distance entre deux sites voisins sur une ligne du réseau. On
peut alors passer des variables discrétes (k,7) & des variables continues (x, t)
en posant

x = ke, (7.16a)

t= %7’62. (7.16b)

La mise a 1’échelle (7.16) suppose que le réseau du polymeére dirigé a un grand
nombre N de sites sur la dimension transversale. Si ’on est dans un cas oul
ce nombre est fini, alors ’abscisse = du polymére varie dans un domaine de
taille L avec

L = Ne. (7.17)

On verra plus bas que pour prendre la limite continue, il faut aussi supposer
que S (I'inverse de la température) est petit.

On peut maintenant définir une fonction réguliére Y (x,¢) qui donne la
forme a grande échelle de Z(k, )

1
Y (z,t) =Y (ke, 17'62) =

Zk-Z%,7
Uit 1y (7.19
2me2f°T
(La présence du terme 7 dans les arguments de Z et la division par 27 e3P
permettent de simplifier les expressions qui suivent.) L’objectif est d’appro-
cher I’équation discréte (7.15) par une équation continue plus maniable. Si
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'on insére (7.26) dans I’équation (7.3), on obtient facilement
1 1 2
Y(z,t+ 262) =3 (Y(x - %,t) +Y(z+ g,t)) e Pk )= (7.19)

On peut alors définir Y,,(z1, ..., x,;t) sur le modéle de la définition (7.6)
de Zp(k1y... kn;7)

Yo(xi, ..., zp5t) = <Y(x1,t)...Y(xn,t)>, (7.20)
et on peut facilement vérifier que la récurrence (7.15) sur les Z,(k1, ..., kn;7)
se traduit en terme des Y, (x1,...,z,;t) par

1 1 € € 8 % 6
Yn(.Il, vy Iy, t+ 162) = 2_n Z Yn(ﬁﬂl + §d1, e, T+ idT”t)e 1<g .
di==%1
(7.21)

Jusqu’a ce point, aucune approximation n’a été faite : on a juste fait
un changement de variable, et ’expression (7.21) est exacte pour les valeurs
discrétes de z et ¢t qui correspondent en utilisant (7.16) a des points (k, 7)
du réseau. On va maintenant développer (7.21) pour e petit. Au premier
ordre non-nul (& Pordre €?), le membre de gauche fait apparaitre la dérivée
de Y,, par rapport au temps et la somme dans le membre de droite donne le
laplacien de Y,,. La seule partie de (7.18) qui peut poser probléme dans ce
développement est I’argument de I’exponentielle. Pour comprendre la limite
des symboles (5,12 , considérons deux fonctions z(k) (définie pour k entier) et
y(z) (définie pour x réel), telles que

y(x) = y(ke) = z(k). (7.22)

Alors, si la fonction y(x) est réguliére et € est assez petit, on a

1

Zz(k) S /dx y(x). (7.23)

- €

De méme, si I'on rajoute un symbole de Kronecker, on a

D 2(k)o = 2(k) =y(a') = / dz y(z)6(z' — z), (7.24)
k

ot ' = k'e. En comparant ces deux équations, on voit que I’on doit prendre
au premier ordre en €

oF ~ ed(z' — ). (7.25)
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Pour que le premier terme non-nul du développement en puissances de € de
'exponentielle dans (7.21) soit lui aussi d’ordre €2, on voit qu’il faut que 32
soit d’ordre €. On pose donc

1

—e. (7.26)

g =

On peut maintenant développer (7.21) pour € petit. On obtient, au pre-
mier ordre non-nul (& ordre €?),

0
aYn(:cl,...,a:n, 28 2Y +725 z; — )Y, (7.27)

1<J

Si l’on compare (7.17) et (7.26), on voit que l’expression approchée (7.27)
devient exacte dans la limite ol le nombre de sites N tend vers l'infini et ou
le paramétre 3 tend vers 0 de telle maniére que N2 reste fixe.

On a donc ramené dans cette limite le calcul de Z,(7) par I’équation
discréte (7.15) a la résolution de ’équation aux dérivées partielles (7.27).
On voit facilement que cette équation est complétement équivalente au pro-
bléme quantique d’hamiltonien H donné par 'équation (7.2). En effet, si
I'on appelle ¥;(zq,...,z,) les fonctions d’onde propres de #H associées aux
énergies E;(n, L,),

HY(x1,. .. xn) = Ei(n, L,y)Y(xq, . .., x), (7.28)

et si 'on décompose Y, (z1,...,2,;0) sur la base des V;(zy,...,z,),
Yo (z1,...,2,;0) Zal (X1, Zn), (7.29)

alors on a a tout instant ¢

V(1. .., Tn;t) Za, NN (2, 2y). (7.30)

(Le symbole =~ est 1a pour rappeler que ’on travaille au premier ordre non-
nul en €.) Pour presque toute condition initiale Y, (x1,...,2,;0), tous les
nombres a; sont non-nuls (’expression « presque toute » est ici prise au sens
de la théorie de la mesure; les a; sont non-nuls avec une probabilité un si
I'on prend une condition initiale aléatoire.)

Dans les deux derniéres équations on a supposé implicitement que les ¥;
formaient une base dénombrable, ce qui est le cas quand 'espace des = est
fini (périodique ou non) de taille L. Pour de telles géométries, il y a un gap
entre 1’énergie du fondamental et I’énergie du premier état excité. On voit
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alors facilement que dans la limite des temps longs, seul contribue le terme
faisant intervenir I’énergie Ey(n, L, ) du fondamental, les autres termes étant
exponentiellement plus petits. A une constante multiplicative prés, on a donc
quand ¢ est grand

Yo(21, ... @n;t) o e”BolmLmt, (7.31)

Quand D’espace des x est infini, il existe un continuum d’états propres au
probléme quantique, et la somme sur i dans les équations (7.29) et (7.30)
devrait plutdt étre une intégrale. Comme il n’y a plus alors de gap entre le
fondamental et les états excités, il est plus difficile d’extraire le comportement
exact de Y, dans la limite des temps longs, mais on s’attend® a ce qu’il soit
de la forme

1
Yn (,’El, <y Ty, t) >~ t_aeon(’n,L,’y)t (732)

pour une certaine constante .
Le comportement est donc légérement différent selon que la dimension

transversale est finie ou infinie, mais on voit que quelle que soit la géométrie

de I’espace, on a

. logYu(zy,. .., zp;1)

lim

t—+oo t

~ —Ey(n,L,). (7.33)
On peut alors utiliser les relations (7.18, 7.20) pour relier le comportement

de Z(1) a lénergie Ey(n). On trouve (toujours pour € petit)

L log(27(7)

T—+00 T

1 €
— n(§ﬁ2 +log2) ~ _ZEO(n’ L,%). (7.34)

Comme expliqué dans la section 6.3.4 de I'introduction, on peut réécrire cette
expression comme

log (Z™ —nlog{Z 2

lim [08(Z"(7)) —nlog(Z) ~ (Eo(n, L,0) — Ey(n, L,7)).  (7.35)

T—+00 T 4

Reste a calculer Ey(n, L,7y). Cette énergie dépend bien sir du nombre
de répliques n, de la taille L de la dimension spatiale (L peut étre infinie)
et de l'interaction vy, mais aussi de la géométrie de ’espace (finie avec deux
frontiéres, finie et périodique, infinie avec zéro ou une frontiére...). Cependant,
si ’on fait une mise a ’échelle des x par un facteur A dans I’hamiltonien 7.2,
on voit facilement qu’on a la relation

L
AQEO(”H L7 ,Y) = EO (TL, X? ’Y)‘> : (736)
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La quantité Ey(n, L,7) ne dépend donc de maniére non-triviale que du pro-
duit yL. Si on applique (7.36) pour A = €/2 et qu’on utilise les relations (7.17)
et (7.26), on peut exprimer le membre de droite de (7.35) en fonction seule-
ment des paramétres N et S du probléme de polymére dirigé

2

%(Eo(n, L,0) — Ey(n, L, 7)) = Ey(n,2N,0) — Eo(n, 2N, 26%).  (7.37)

On voit donc, comme on pouvait s’y attendre, que le résultat final ne dépend
pas du choix du facteur d’échelle e.

7.2.1 Résumé de la limite continue et généralisation

On vient donc de voir que dans la limite ot le nombre N de sites devient
grand et ot le parametre B tend vers 0 de maniére a ce que N B2 soit constant,
pour calculer le n-iéme cumulant de la fonction de partition d’un modéle de
polymeére dirigé sur réseau en 1 4 1 dimensions en milieu aléatoire, on est
amené a considérer le modele quantique ot n particules interagissent dans
un espace de taille L selon I’hamiltonien

1 2

H=—§Z§—x?—726(xi—xn, (7.39)
A 1<

et ou la géométrie de I’espace (droite, anneau, segment, etc.) dans le probléme

quantique est la méme que celle de la dimension transversale dans le modéle

de polymére dirigé. On appelle Ey(n, L,7) I'énergie du fondamental de ce

probléme quantique.

Dans le cas du modéle présenté dans le chapitre d’introduction oui chacun
des sites (k,7) est relié aux sites (k,7 — 1) et (k+ 1,7 — 1) de la ligne
précédente, on trouve dans cette limite

n
lim 108{Z"(0) = nlog{Z(T)) g on 0) = Ey(n,2N,28%), (7.39)

T—+00 T

Cette équivalence entre les polymeéres dirigés vus a grande échelle et le
probléme (7.38) se généralise facilement & d’autres réseaux; par exemple,
dans le modéle ou chaque site (k,7) est relié aux trois sites (kK — 1,7 — 1),
(k,m—1) et (k+ 1,7 — 1) de la ligne précédente, on peut refaire les calculs
de ce chapitre et on trouve

i (0B (2 (7)) = mlog (Zy(r) (n \/g X 0) R (n \/g N \E 52> |
(7.40)

Les relations (7.39) et (7.40) sont utilisées au chapitre 9 pour comparer
nos résultats exacts & des simulations numériques.
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Chapitre 8

Résolution du probléme
quantique dans le cas d’une
dimension spatiale périodique

Ce chapitre est consacré a la présentation des résultats des articles [3, 4]
oll nous avons calculé les premiers cumulants par unité de longueur de I’éner-
gie libre d’un trés long polymére dirigé sur un cylindre et mis en évidence
I’existence d’un régime d’échelle dans lequel on peut déterminer toute la dis-
tribution de cette énergie libre. Le point de départ de ce calcul est la relation
qui existe a grande échelle entre les moments entiers (Z") de la fonction de
partition et 1'énergie Fy(n, L,~) du fondamental d’un probléme quantique
ol n particules interagissent avec une fonction ¢

0?
HZ—%;(% 725 T — xj), (8.1a)

o 108 (Z7(r)) — nlog (Z(7))

T—00 T

= Ey(n, L,0) — Ey(n, L, ). (8.1b)

(Voir la section 6.3.4 de Iintroduction.) Si l’on arrive a écrire un développe-
ment de (8.1b) en puissances de n, on trouve que les cumulants de log Z sont
donnés par les coefficients du développement de Ey(n, L, )

(log Z) ~log(2)  n*({log’ Z),
n + =
T 2 T
n3 (log® Z

o < >°’ + O(n*). (8.2)

Dans le cas qui nous intéresse ici ot le polymeére dirigé est sur un cylindre,
les particules quantiques se déplacent sur un cercle et on peut calculer I’éner-
gie Ey(n, L,7y) en résolvant les équations de ’Ansatz de Bethe donnée dans

E()(’I’L, L: 0) - E()(’I’L, L:fY) =

89
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la section 6.3.5 de 'introduction
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E()(TL, L, 7) = _5 (;_1: )\aa (83b)
{)‘a} = {_)‘Oz}a (83(3)
lim A, = 0. (8.3d)

v—0

ou les A\, sont tous différents.

L’équivalence (8.1) n’est exacte que pour des polyméres dirigés définis
dans le continu ou dans la limite ou la température 1/3 et le nombre de
sites NV sur la dimension transversale du réseau deviennent grands en gar-
dant N3? constant. Dans ce dernier cas, nous avons vu au chapitre 7 comment
I’on peut relier les paramétres N et 5 du polymére dirigé aux paramétres L
et v du probléme de mécanique quantique.

La premiére section de chapitre est consacrée a la présentation des ré-
sultats des articles [3,4]. Dans les cinq sections suivantes, je donnerai une
ébauche de notre démonstration (sans reprendre tous les détails techniques)
et je développerai certains points particuliers (pour une discussion plus pré-
cise, on peut se reporter aux deux articles reproduits en appendice). Enfin, je
présenterai dans la derniére section de ce chapitre des résultats préliminaires
sur le cas d’'un polymére dirigé sur une bande.

8.1 Energie libre d’un polymeére dirigé sur un
cylindre

Notre premier résultat est qu’a partir des équations (8.3), nous avons pu
écrire une expression exacte® des premiers termes de 1’énergie Fy(n, L,7) en
puissances de n
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ou le paramétre c est donné par

c= 5 (8.5)
Cette relation permet donc en utilisant ’équation (8.2) (et éventuellement
les résultats du chapitre 7) d’obtenir le comportement des trois premiers
cumulants de I’énergie libre d’un tres long polymeére dirigé sur un cylindre.
Dans le chapitre 9, je comparerai ces cumulants a des simulations numériques.
De plus, nous avons également montré* que dans le régime ot ¢ est grand

et n d’ordre ¢~'/2, 'expression de I'énergie prend la forme d’échelle

Ey(n,L,v) = nQZl 2\/%\/_[,3/261(_”‘/2#[1 ), (8.6)

ou G(z) est définie de maniére implicite par

- _Z ek (8.7a)
+00 P

G(z)=-) e (8.7h)

p=1

Si 'on fixe v et que I'on prend L grand, on voit que ce régime d’échelle
permet de calculer la fonction de grande déviation (et donc la distribution
de probabilité de log Z(7)) pour des écarts d’ordre 1/L. En effet, si 'on
utilise (8.6) dans les expressions (6.49) qui donnent la fonction de grande
déviation, on obtient

T = 2’2 (1 —G'(—n\/ﬁ)) (8.8a)

f(x):n(x—%) 2\/[113/26‘(—7&\/27@7) (8.8b)

Cette expression n’est valable que lorsque ny/ L~y est d’ordre 1, ce qui corres-
pond a des valeurs de x d’ordre 1/L. En utilisant (6.45),

log Z—(log Z (1)) )

pr(log Z) o e~/ (FETETEE ) (8.9)

I'expression de f(x) permet de prédire pour des grandes valeurs de L la pro-
babilité que (log Z)/7 ait une valeur donnée qui différe de sa valeur moyenne
par une quantité d’ordre 1/L.
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L’expression (8.8) de f(x) peut aussi s’écrire

f(z) = —M%H (1 - %:L') . (8.10)

ou la fonction H(x) est définie comme dans [83]

y = G'(z), (8.11a)
1
H(y) = — (G(z) — 2G'(2)) . 8.11b
() 7 (G(z) () (8.11b)
La figure 8.1 (empruntée a Derrida et Appert®?) représente le logarithme de
la fonction H(x).
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F1G. 8.1 — Forme d’échelle (8.11) de la fonction qui donne les grandes dévia-
tions de log Z(7) pour un polymére 7. Cette figure est empruntée a Derrida
et Appert®.

Ce régime d’échelle est trés certainement universel en 1 4+ 1 dimensions
avec des conditions périodiques sur la dimension spatiale pour les systémes
tels que les polyméres dirigés qui sont décrits par ’équation KPZ. Dans les
modéles de type ASEP (Asymmetric Simple Exclusion Process), qui sont
eux-aussi décrits par I’équation KPZ, N particules se déplacent en faisant
des sauts aléatoires et sans se dépasser sur un anneau de taille L. Les sauts
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FiGg. 8.2 — Un exemple de modéle ASEP avec 14 particules sur 24 sites.
Ici p = % (les particules ne peuvent sauter que vers la droite). Seules les
particules avec un site vide devant elles peuvent se déplacer.

se font vers la droite avec une probabilité % + p ou vers la gauche avec une
probabilité % — p ou le paramétre d’asymétrie p est strictement positif. Des
travaux récents®®4%:8% ont montré que le courant intégré Y (¢) (c’est-a-dire le
nombre de sauts de particules depuis le début de I’histoire du systéme) vérifie
lorsque ¢ est grand la relation

log <an(t)> x Aa)t, (8.12)

ou l'expression exacte de A(«) en fonction de «, du nombre de particules N,
de la taille L et de 'asymétrie p peut étre calculée. De plus, lorsque L est
grand et o d’ordre L™%2, la quantité A(a) se met sous la forme

A(Oz) — aK1 = KQG(CMKg), (813)

ot G(z) est la fonction donnée par (8.7) et ou Kj, Ky et K3 ne dépendent
pas de a.
L’équation (8.12) doit bien siir étre rapprochée de la relation

log (Z"(1)) ox —Ey(n, L, y)T, (8.14)

entre la fonction de partition des polyméres dirigés et 1'énergie Ey(n, L, ).
Si 'on utilise I’équation KPZ pour décrire le modéle ASEP et le modéle de
polymére dirigé, on voit®® que les quantités Y (¢)/L et log Z(7) jouent des
roles similaires dans les deux problémes. En comparant (8.12) et (8.14), on
en déduit que n correspond & oL et Ey(n,L,v) & —A(«). Dans le régime
d’échelle (L grand et n ~ L~ ou a ~ L73/2), les relations (8.6) et (8.13)
sont donc identiques aux constantes prés.

Nous avons donc dans la classe KPZ deux modéles en 1 4 1 dimensions
avec une dimension transversale (ou spatiale) finie et périodique qui sont
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trés différents I'un de ’autre, mais dont les fonctions de grande déviation
dans un certain régime sont toutes les deux caractérisées par la méme fonc-
tion G(z) (ou si l'on préfere H(z)). Dans des simulations numériques de
plusieurs modéles de croissance, des résultats récents ont montré que la fonc-
tion de grande déviation est compatible®®® avec la fonction G(z). Tous ces
résultats indiquent donc que G(x) est une propriété universelle des modéles
de type KPZ en 1 4 1 dimensions avec une dimension spatiale périodique.

8.2 Ecriture d’une équation intégrale

Les résultats (8.4, 8.6) ont été obtenus en écrivant une équation intégrale
ou n apparait comme un paramétre continu. Pour reprendre les conventions
de notations de nos deux travaux®*, on fait dans (8.3) le changement de
variable

L

Qo = 5/\a, (8.15a)
L

c= 77 (8.15b)

Les équations couplées deviennent alors

2o _ H %—7%“’ (8.16)
lgﬂana_(ﬂa’_c
B#a

et ’énergie Fy(n, L,v) s’écrit

9 n
EO(naL77) = _ﬁ qu‘ (817)
a=1

On voit sous cette forme que 1'énergie Ey(n, L,y) ne dépend de maniére non-
triviale que des deux paramétres n et c, ce qui avait déja été remarqué sous
une autre forme a la fin de la section 7.2.

On ne peut pas prendre directement la limite n — 0 dans ’équation (8.16)
car n y apparait manifestement comme un entier : c’est le nombre de ra-
cines ¢,. Il faut donc réécrire (8.16) de maniére a ce que n apparaisse comme
un paramétre continu. Une premiére tentative consiste a définir le polynéme

P(X) =] [(X = ga). (8.18)

1<agn
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L’équation (8.16) de I’Ansatz de Bethe se traduit alors par la condition que
I’expression

e*P(X —c)+e*P(X +¢)
P(X)

(8.19)

est une fonction analytique de X. (Cette fonction est manifestement méro-
morphe. Grace a (8.16), le numérateur s’annule 1a ou le dénominateur s’an-
nule, et le dénominateur n’a pas de zéro multiple.) De plus, comme dans 1’état
fondamental les g, tendent vers 0 quand c tend vers 0, le polynéme P(X) tend
vers X" quand c tend vers zéro. Enfin, I’état fondamental étant symétrique,
le polynéme P(X) est soit pair, soit impair selon la parité de n.

Comme expliqué dans I'appendice D de [4], ces propriétés permettent
déja d’obtenir un développement a c¢ petit du polynoéme P(X) et de I’éner-
gie. On trouve, comme ’avait déja remarqué Gaudin®*, qu’au premier ordre
P(X/c) est proportionnel au n-iéme polynéme de Hermite. Nous avons pu
continuer le développement et montrer qu’a n’importe quel ordre en c, le po-
lynome P(X+/c) peut s’écrire comme une combinaison linéaire des premiéres
dérivées du n-iéme polynéme de Hermite, avec des coefficients qui s’expriment
simplement en fonction de n. Nous avons alors donné un développement en
puissances de ¢ des racines ¢, (qui s’écrit simplement en fonction des racines
du polynéme de Hermite) et finalement nous avons pu écrire un développe-
ment & ¢ petit de I'énergie Ey(n, L,7). On peut ainsi prouver que pour tout
entier positif n, on a

2 3
Eo(n,L,v) = —%n(n - 1) (g + % + % + 0(64)) : (8.20)
On peut de plus montrer qu’a tout ordre du développement & c petit, ’ex-
pression obtenue est polynémiale en n. Si I’on suppose que I’expression (8.20)
valable pour tout n entier positif reste exacte pour un n quelconque, 1’équa-
tion (8.2) permet d’obtenir un développement limité en ¢ des cumulants de
’énergie libre log Z (7).

Cependant, cette méthode avec les polynomes de Hermite devient rapi-
dement compliquée et ne permet d’obtenir que quelques termes des déve-
loppements limités des cumulants de log Z. Pour aller plus loin, nous avons
introduit la fonction B(u) définie par

1. -
B(w) = ~eit*=0 37 | [ =0 BTN uatu-n), (8.21)

1<a<n | 1<ggn Yo~ 98
BF#a
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Cette quantité est essentiellement la transformée de Laplace du rapport
P(X +¢)/P(X) : en effet, si X est un réel positif assez grand, on a

P(X +¢) /+°° CuX ey e
——————=1+4nc [due *e 1" 2*B(1 +u). (8.22)
P(X) 0
Une conséquence directe de cette expression combinée avec la propriété de
parité de P(X) est que B(u) vérifie 'équation intégrale®*
B(l+u)—B(1l—u)= nc/dv e 3Bl —p)B(1+u—v), (8.23a)
0

et les deux conditions

B(1) =1, (8.23b)
92 3.2 2
Eo(n, L,7) = 75 (% + % + % - nB”(1)> . (8.23¢)

De plus, étant donné que dans I’état fondamental les ¢, tendent vers 0
comme /¢ quand ¢ tend vers 0, on sait que tous les termes du développement
de B(u) en puissances de ¢ sont des polyndmes en u.

Ces quatre propriétés de B(u) n’ont rien a voir avec I’Ansatz de Bethe;
elles sont juste une maniére trés compliquée d’écrire qu’il existe un poly-
néme P(X) avec certaines propriétés (pair ou impair, de degré n et tendant
vers X™ quand c tend vers 0) relié & B(u) par (8.22). La condition de I’Ansatz
de Bethe peut cependant s’écrire avec ces notations de maniére extrémement
simple : on montre en effet que (8.16) est équivalent a

B(u) = B(—u). (8.23d)

Les quatre équations (8.23) valables pour un entier n quelconque peuvent
paraitre compliquées, mais leur immense avantage est que n y apparait trés
simplement comme un terme dans une multiplication. Il est donc naturel de
supposer que ces quatre relations restent valables pour un n quelconque et
d’essayer de les utiliser directement pour calculer Ey(n, L,7) perturbative-
ment en ¢ ou en n.

8.3 Développement a c petit

On s’attend a ce que les racines ¢, soient des fonctions analytiques du
paramétre ¢, au moins pour c assez petit, et ce quel que soit I'entier n. La
fonction B(u) admet donc un développement limité autour de ¢ = 0. On pose

B(u) = By(u) + ¢By(u) + ¢*By(u) + . .. (8.24)
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On sait que chaque terme By (u) du développement est un polynéme pair en u,
et si I’on connait tous les termes jusqu’a ordre £—1 inclus, I’équation (8.23a)
donne explicitement By (1 + u) — Bg(1 — u). On voit donc que 1’on doit juste
résoudre & tout ordre une équation du type

By(1 4 u) — Bg(1 — u) = « un certain polynéme en u ». (8.25)

Sachant que By (u) est un polynéme pair et que B (1) = 0 pour k£ > 0, on peut
prouver que ’équation (8.25) n’admet qu’une seule solution. Le programme
Mathematica suivant permet de calculer facilement cette solution :

PseudoIntegrate[p_, var_] := Block[
{ i, j, result = 0, nterms, coef, clist, sum = 0 },
clist = CoefficientList[p, var]l;
nterms = Length[clist];
For[i = nterms, i > 0, i -= 2,
coef = clist[[i]]/i;
For[j = i, j > 0, j -= 2,
clist[[j]] -= coef * Binomialli, j-11;
1;
result = result + coef/2 var~i;
sum += coef;
1;
Collect[result - sum/2, var, Expand]
]

Par exemple, PseudoIntegrate[n u, ul] donne :

—-n  nu?

— 4+ —. 8.26

YRR (8.26)

En reportant a chaque étape le résultat de PseudoIntegrate dans I’équa-
tion (8.23a), on voit que l'on peut facilement calculer le développement
de B(u) en puissances de ¢ jusqu’a un ordre donné arbitraire. Le programme

suivant permet d’automatiser ce calcul :

Expansion[maxorder_] := Block[ { B, BB, i },
B[0] = 1;
For[i = 1, i <= maxorder, i++,
BB[i-1] = Sum[ Expand[
(B[jl] /.ou > 1-v) *
(B[i-1-j]1 /. u -> 1+u-v)
1, {j, 0, i-1} 1;
B[i] = PseudoIntegrate[ Sum[ Expand[



98 CHAPITRE 8. RESOLUTION : LE CAS PERIODIQUE

n v BB[i- 1-j] (-1/2 (vv2 - u v))~j /j!
1, {j, 0, i-1}
1/. vk_. ->uk/k, ul;
1;
Sum[B[i] c~i, {i, 0, maxorder}]
]

(Notes : BB[i] contient le terme d’ordre ¢! du développement de B(1 —
v)B(1 + u — v). Pour gagner en vitesse d’exécution, l'intégrale sur v est
effectuée « a la main ».)

Par exemple, Expansion[5] donne le développement de B(u) en puis-

sances de ¢ jusqu’a l'ordre 5 :
UANTE + v LA
96 48 24 48
n3

—-n  nu?
UL e

B =1
(u) +c 1 1

e -n n? n? m n n? " u
C —_— pa— [
960 1440 1152 2880 360 384
-n  n? n? v (L n? N n? 5
276 288 384 2880 720 1152
Lo 1n 19n? n 157n3 n nt n
107520 193536 1935360 46080
31n 13n? 113n3 nt 2,
— u
80640 241920 483840 11520
41n? N nt ‘g
u
23040 69120 138240 7680
n? nt 6
— U+
11520 3840 4608 11520
n? 47n? N n ¥
107520 322560 645120 46080
L —-31n N 1591 4099n° N 230 0 N
967680 29030400 116121600 4838400 2764800
127n  3029n° N 7691n®  17n! N n® 9
1612800 29030400 = 116121600 9676800 = 552960

—31n N 11n? 79n3 nt n® -
- - - u
483840 322560 2322432 72576 276480



8.4. DEVELOPPEMENT A n PETIT 99

™ 19n? 13n3 11n* n® 6
(345600'+ 691200 921600 691200 +276480) v

—n n? 113n3 nt n® 8
(322560'_ 71680 7741440 138240 552960) v

n_ 11n? N 83n? N 61nt N ns 10
4838400 5806080 = 23224320 = 29030400 = 2764800
+0(c%). (8.27)

En utilisant (8.23c) on peut alors facilement extraire un développement
limité de I'énergie. En utilisant un peu plus de termes que pour l’équa-
tion (8.27), on obtient

n(n —1) A An [ n n?
Ey(n.L.~) = — 2 —2) ST LN ) L
o(n: L,7) I? (C'F 6 " 90 °l630 756

[ n 20n? nd }

3150 _ 56700 ' 5400

s n _137n2+13n3_ n4]
12474 748440 ' 99792 35640
[ 691 2407n? N 25853n°
28378350 34749000 364864500
621161n* 691n°
~ 20432412000 154791000}

) +O(c%). (8.28)

8.4 Développement a n petit

Pour traiter le cas n petit, on suppose que B(u) se développe en puissances
de n

B(u) = 1+ nby(u) + n?by(u) + n’bs(u) +. .. (8.29)

et on reporte dans (8.23a). Comme dans le cas du développement a ¢ petit,
les bg(u) sont des fonctions paires de u s’annulant en v = 1, et on voit que
I’on doit résoudre a tous les ordres une équation de la forme

be(1+u) — b (1 —u) = px(u), (8.30)
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ou les ¢r(u) peuvent étre calculés a partir des ordres précédents. Ainsi, au
premier ordre, on doit résoudre

bi(1+u)—bi(1—u)= c/dv e~V mu), (8.31)
0

Ce qui rend ce développement beaucoup plus difficile que le précédent,
c’est que les ¢k (u) et les by(u) ne sont absolument pas des polynémes en u.
Du coup, I’équation (8.30) ne détermine bx(u) qu’a une fonction paire et
périodique de période 2 preés, et le probléme se pose de choisir la bonne
solution. Ainsi, nous avons montré que la solution générale de (8.31) est
donnée par

+00 cogh AYE _ cogh AVE 2
bi(u) = Ve / dx L Y o 4 Ruo) (8.32)
0 2

sinh

ou Fi(u,c) est une fonction arbitraire paire et périodique en u de période 2
et s’annulant pour u = 1.

L’indétermination sur Fi(u, c) peut étre en partie levée grace au dévelop-
pement & c petit de la section précédente : en effet, la série composée des
termes proportionnels & n dans (8.27) doit donner b;(u) en puissances de ¢ :

1 2 1 2 4 _1 2 4 6
mw=%“+Q+8P—i+Q+éPﬁj“ u+lt

4 4 96 48 ' 96 960 ' 2880 576 @ 2880
17 31u? Tu? u u®
+c — + - +
107520 80640 ' 23040 11520 ' 107520
s [ —31 127u? 31ut Tub u8 uto
+c + — + — +
967680 ' 1612800 483840 & 345600 322560 @ 4838400
+0(c). (8.33)

On sait donc que chaque ordre du développement de by (u) en puissances de ¢
est polynomial en u. Comme F}(u, ¢) est périodique en u de période deux, on
voit qu’il faut que tous les ordres du développement de Fi(u,c) en puissances
de ¢ soient nuls.

On a par conséquent envie de prendre Fi(u,c) = 0 et c’est effectivement
le choix que nous avons fait dans nos deux articles. Cependant, il existe
beaucoup de fonctions Fi(u, ¢) singuliéres en ¢ = 0 qui ont un développement
limité identiquement nul, et le choix F;(u,c) = 0 n’est pas facile a justifier;
on peut en effet vérifier a partir de I'expression (8.32) que la série (8.33) a un
rayon de convergence nul, et que la fonction b;(u) n’est donc pas analytique
en c. On ne peut donc pas utiliser un critére d’analyticité pour choisir F; (u, c).
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D’un autre coté, l'intégrale dans (8.32) définit une fonction analytique
en u qui croit lentement (comme log |u|) quand u — Fioco. Si I'on impose
que Fi(u,c) soit également analytique (et périodique) en u et ait une crois-
sance lente & l'infini sur ’axe imaginaire, on voit que la seule solution est
de prendre Fj(u,c) = 0. On peut alors montrer que I’expression (8.32) est la
resommée de Borel de la série formelle (8.33).

Ces critéres de croissance sur ’axe imaginaire des u ne sont pas trés
satisfaisants et il serait intéressant de trouver une justification plus physique.
La difficulté du choix d’une solution se retrouve a tous les ordres du calcul,
et nous avons décrit dans nos articles une procédure pour sélectionner la
solution analytique qui croit le moins vite sur ’axe imaginaire. Cette méthode
permet alors en théorie de calculer les b;(u) jusqu’a un ordre arbitraire. En
pratique, les expressions deviennent rapidement trop difficiles & manipuler
pour effectivement mener les calculs. On peut néanmoins écrire le deuxiéme
ordre

+00 cogh MVE _ cogh AVE A 2 2 cosh 2 —
bQ(U/) = CAd)\ 2 )\_\/E 2 6_% /(;dM e_%—z
2

sinh tanh “T‘/E

et en utilisant la relation (8.23c) et les expressions de by(u) et by(u), on
trouve alors facilement les trois premiers ordres donnés par 1'équation (8.4)
du développement de Ey(n, L,~y) en puissances de n.

Nous n’avons pas réussi a trouver une méthode pour produire de maniére
simple tout le développement de la fonction B(u) en puissances de n, mais
nous avons par contre pu calculer exactement B(u) dans le régime d’échelle
«c grand et n ~ ¢ /2 ». Ce calcul est présenté dans la section 8.6 aprés
quelques remarques sur les problémes de séries divergentes rencontrés dans
cette section.

8.5 Digression sur les séries divergentes

La grosse difficulté du calcul présenté dans la section précédente est que
le développement de B(u) (ou de Ey(n, L,7)) en puissances de ¢ a un rayon
de convergence nul quand n est petit alors que chaque terme de ce dévelop-
pement est un polynome en n. (Des résultats préliminaires semblent indiquer
qu’en fait cette série converge si et seulement si n est un entier positif.) Cela
signifie que si I'on veut calculer B(u) pour, par exemple, n = 1,5, il ne suffit
pas de substituer n dans (8.27). De méme, il ne suffit pas de prendre la série
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des termes proportionnels a n dans le développement de B(u) en puissances
de ¢ pour obtenir le comportement de B(u) pour n petit : une telle série est
divergente, et il faut la resommer.

On peut assez facilement construire des exemples simples qui possédent
ces propriétés inhabituelles. Considérons

fn,e)=1+cn+c*n(n—1)+cn(n—1)(n—2)
+ctnn—1)(n—-2)(n—3)+... (8.35)

Cette fonction de ¢ est manifestement bien définie et est analytique pour tout
entier positif n. En fait, quand n est entier, f(n,c) est un polynome en c.
De plus, comme pour B(u), chaque terme du développement de f(n,c) en
puissances de ¢ est un polynome en n.

Cependant, pour toute valeur non-entiére de n, la série (8.35) a un terme
général qui croit comme factorielle et a donc un rayon de convergence nul.
De plus, si I'on essaie d’extraire de cette série le terme proportionnel en n,
on obtient encore une série divergente.

On peut cependant resommer (8.35). 1l est facile de vérifier que pour tout
entier n positif, on a :

fnc) = /0 dt e=t(1 + ct)". (5.36)

Sous cette forme, il n’y a plus aucune difficulté & donner une valeur fraction-
naire & n a condition que c¢ soit un réel positif. On peut aussi si on le désire
faire des développements limités a n petit :
+00
Fnc)=1+n / dt e tlog(1 + ct) + O(n?). (8.37)
0
On voit donc que bien que les deux formes (8.35) et (8.36) soient équi-
valentes quand n est un entier, seule I’expression resommée (8.36) peut étre
prolongée a n petit. Cette difficulté est probablement trés courante dans les
systémes désordonnés et est déja présente dans le modéle le plus simple que
I’on puisse imaginer : un spin unique dans un champ magnétique aléatoire.
La fonction de partition de ce probléme est donnée par

Z = 2coshen, (8.38)

oll 7 est une variable aléatoire gaussienne telle que (n*) = 1, et c est un réel
positif qui représente 'amplitude du champ ou I'inverse de la température.
Pour tout nombre complexe n, on peut calculer (Z™)

“+00

(Z"y = J%Tr /dn (2 cosh cn)"e*ﬂ;. (8.39)

—0o0
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Si n est un entier positif, on peut écrire le cosh comme une somme de deux
exponentielles, développer le contenu de la parenthése a la puissance n et
intégrer séparément les n + 1 termes obtenus. (Z™) est alors dans ce cas une
somme finie de termes de la forme exp(\c?)

n C2
(Z) =) Cp T, (8.40)
k=0

et est donc développable en puissances de ¢ avec un rayon de convergence
infini. On peut méme vérifier que mis a part un facteur global 2", chaque
ordre de ce développement est polynomial en n.

Par contre, dés que n n’est plus un entier positif, (Z") n’est plus dévelop-
pable en puissances de c; en fait, (8.39) n’est méme plus alors bien définie
dés que c n’est pas réel : si c a une partie imaginaire, cosh ch n’est plus un
réel positif et on ne sait pas élever ce nombre & une puissance n fractionnaire.
(Ou alors il faut choisir un domaine du plan complexe sur lequel on définit
le logarithme, et il restera quand méme une direction dans laquelle il n’est
pas défini.) On peut vérifier de la méme maniére que 1’énergie libre (log Z)
n’est pas analytique en ¢ = 0. La fonction (8.36) n’est alors simplement que
la resommée de Borel de son développement en puissances de c.

On voit donc que les difficultés rencontrées dans la section précédente
sont génériques. Si 'on ne peut calculer (Z™) qu’en puissances du bruit ¢, il
ne faut pas espérer pouvoir extraire de ce développement une série de (log Z)
avec un rayon de convergence non-nul.

8.6 Régime d’échelle de la fonction B(u)

Nous avons montré dans [4] que si 'on fait le changement de variables

B(u) = ﬁe—%B(l + \%), (8.41a)

€ = 2Kn+/7c, (8.41b)

ou K est un certain nombre, alors dans la limite ot ¢ est grand et ou € reste
d’ordre 1, ’équation intégrale (8.23a) devient simplement

=
S
I

H(u)+ e /0 dv B — v)B(v), (8.42a)

avec

H(u) = e 1. (8.42b)
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La fonction [3(u) est entiérement définie par ces deux relations et ne dépend
que de u et €. En utilisant les définitions (8.41) et les relations (8.23b, 8.23c),
on peut relier I'énergie et n a B(u) :

n= %6(0), (8.43a)
L*Ey(n,L,y) = ? - %02 — 2e/c"(0). (8.43Db)

On voit donc que dans ce régime « ¢ grand et n ~ ¢ /2 », il suffit pour
obtenir ’énergie de calculer 5(0) et 5”(0) a partir de (8.42).

L’équation (8.42a) est bien siir beaucoup plus agréable que sa contrepar-
tie (8.23a) : parce que le membre de gauche dans (8.42a) est simple, si ’'on
essaye de développer (u) en puissances de € il n’y a pas d’ambiguité a lever
a chaque étape du calcul comme on en a dans le développement de B(u). En
fait, la résolution pour n petit du probléme de mécanique quantique serait
grandement simplifiée si I'on pouvait dés le début écrire I'équation (8.42a).
En utilisant (8.21), on voit qu’on aurait pu définir 5(u) directement en fonc-
tion des solutions g, de I’Ansatz de Bethe. Si I'on insére la définition (8.41a)
dans la relation intégrale (8.23a), on voit sans faire la moindre approximation
que la fonction f(u) vérifie la relation

B(w) = B(—u) = ¢ [dv Bu—)B(-0). (8.44)
Cette relation est plus simple que celle sur les B(u), mais la condition B(u) =
B(—u) (qui est la condition de I’Ansatz de Bethe) s’écrit de maniére compli-
quée en terme des B(u).

Si, & partir de la relation (8.42a), on forme la combinaison f(u) — f(—u),
on voit qu’il suffit de supposer que H(u) soit pair pour retrouver (8.44).
On aurait donc pu, sans supposer que c est grand, définir la fonction H (u)
par (8.42a) et dire que cette fonction est nécessairement paire. Puis, en uti-
lisant I’Ansatz de Bethe, on aurait pu calculer H(u) en fonction de u, c et €
et obtenir (au premier ordre, et pour la bonne valeur de K)

w2

_ﬁ J 400 .
e 1 e 1 1 AU 22
Hu) =S ye& 0 S| h 2% 2),
(u) NG +e ppm /Od/\ (tanh ) (cos 5 ) e2 4+ 0(€)
(8.45)

ofE
S

On peut alors montrer qu’a tous les ordres en ¢, ce H(u) tend bien dans la
limite ou ¢ est grand vers ce qui est annoncé dans ’équation (8.42b). Cette
méthode fonctionne mais n’est pas plus simple que celle que nous avons
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suivie dans [4]. Ce qui est curieux, c’est que bien que l'on puisse définir
un H(u) exact (sans se placer dans le régime d’échelle) en puissances de €, on
ne peut pas a partir de (8.42a) écrire un H(u) pour n entier en fonction des
solutions {q, } de ’Ansatz de Bethe : I'intégrale dans (8.42a) diverge. Je crois
que cette fonction H(u) n’existe que pour un n fractionnaire assez petit.

La premiére étape du calcul de 5(0) et 5”(0) a partir de (8.42a) consiste
a montrer que la fonction §(u) vérifie 'équation intégrale

B(u) = H(u) + ¢ /0 dv H(u — v)3(v). (8.46)

Nous avons montré dans [4] I'équivalence entre (8.42a) et (8.46) de maniére
algébrique. Je vais ici présenter ’esquisse d'une démonstration plus graphique
qui fait un lien avec les marches aléatoires.

Développons (1) en puissances de € :

B(u) = Bo(u) + €Br(u) + B2 (u) + . .. (8.47)

Si l’on part de (8.46), on peut facilement donner I’expression de tous les S (u).
Par exemple, on a

/ v, / dvy H(vy)H (s — v ) H (1 — 3). (8.48)

Si I'on suppose que H (u) est une densité de probabilité (H(u) > 0et [ H =
1) qui représente la probabilité pour un marcheur de faire un pas de lon-
gueur u, alors on voit que fy(u) est la probabilité qu’un marcheur qui fait
trois pas sur une ligne de maniére a ce que les deux positions intermédiaires
atent des abscisses positives aille de 0 a u. La quantité v, est alors la position
a la fin du premier pas et vy celle a la fin du second. De méme, B (u) est
la probabilité équivalente pour un trajet en k£ + 1 pas. La figure 8.3 donne
un exemple d’une telle marche en six pas (k = 5). Considérons la position
intermédiaire (en excluant donc 0 et u) la plus proche de ’origine. Sur la fi-
gure, il s’agit de la position v5. Supposons que I'on fixe vy et que I'on impose
qu’il reste la position intermédiaire la plus proche de 'origine, et regardons
ce que devient la probabilité d’aller de 0 & u en six pas avec ces contraintes
supplémentaires. La probabilité d’aller de v, & u en quatre pas et en restant
au dessus de vy est exactement S3(u — ve). Comme H(u) est une fonction
paire, la probabilité d’aller de 0 a vy en deux pas et en restant au dessus
de vy est égale, en allant a reculons, a la probabilité d’aller de vy a 0 et vaut
donc Sy (—vs). Si on laisse maintenant varier le numéro du pas ou la position
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0

V1 |

Vs ool N
Vg |l N

Vo |-

F1G. 8.3 — Exemple de marche aléatoire « positive » menant de 0 & u en six
pas.

est la plus proche de 'origine et la valeur de cette position, on décrit tous les
chemins de f5(u). On voit donc que l'on a :

) = | 0o (Bs(u = 0)Bo(=v) + Ba(ts — 0)Br(—0) + . .
+ Bo(u —v)Bs(—v)). (8.49)

On peut aisément généraliser ce calcul & un k£ quelconque, et si 'on resomme
€* Bk (u) on obtient bien (8.42a).

La fonction H(u) définie par (8.42b) étant bien paire dans le cas qui nous
intéresse, on arrive a la conclusion que les équations (8.42a) et (8.46) sont
effectivement équivalentes. Mais bien que la relation (8.46) soit une simplifica-
tion considérable de (8.42a), il n’est toujours pas évident de déterminer 5(0)
et 5"(0). Pour effectuer ce calcul dans [4], nous avons utilisé la technique de
Wiener-Hopf® : si I'on introduit la fonction 5*(u)

B (u) = —~ / dg ¢~ log (1 y / du eiquH(u)) C(850)

2me oo

on peut montrer que pour tout X > 0, on a

e/o:ir;oe_“Xﬁ*(u) = log (1 + efogje_UXﬁ(u)) : (8.51)
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On voit que pour relier les dérivées de [(u) en zéro a celles de [*(u), il
suffit de développer (8.51) en puissances de 1/X. On trouve alors que les
relations (8.43) se transforment en

n= %5*(0), (8.52a)
L*Ey(n, L,7) = %02 —26/c8*"(0), (8.52b)

et aprés avoir calculé 5*(0) et 8*”(0) & partir de (8.50) et (8.42b), on trouve
finalement le résultat (8.6) annoncé dans le chapitre précédent.

La preuve de la relation (8.51) est assez intéressante en elle méme (voir
appendice B de [4]), mais ce que nous avons trouvé déroutant, c’est que
la fonction 5*(u) qui finalement aprés bien des détours permet de calculer
I'énergie (8.52) peut en fait s’exprimer de maniére simple quand n est un
entier en fonction des racines q, de I’Ansatz de Bethe. En effet, en utili-
sant (8.22), (8.41) et (8.51), on peut montrer que

+o0

e/du e "* 8*(u) = log P(X/c + g) —log P(X+/c — g), (8.53)
0

et si on utilise la définition (8.18) du polynéme P(X), on obtient finalement
_ 2sinh "T‘/E gau

eve. (8.54)

1<agn

*
() ="
On voit donc que lorsque 7 est entier, la fonction 8*(u) a une expression rela-
tivement simple si on la compare par exemple & la définition (8.21) de B(u).
Cette constatation nous ameéne a penser qu’il y a peut-étre une maniére plus
directe d’arriver au résultat ot ’on commencerait par définir 5*(u) par (8.54)
et ot 'on montrerait que dans le régime d’échelle ¢ grand et n ~ ¢ /2 on a
la relation (8.50) avec H (u) donnée par (8.42b). Toutes nos tentatives en ce
sens ont néanmoins échoué, en partie & cause de cette propriété bizarre que
la fonction H(u) n’est pas définie quand n est un entier.

8.7 Cas d’un domaine fini et fermé

La méthode qui vient d’étre présentée semble s’appliquer au cas ou la
dimension transversale est finie et a deux frontiéres (polymére dirigé sur une
bande). On part de la solution (6.36) de I’Ansatz de Bethe :

Ao — A Ao + A
el — H Y )\ﬂ+7 3 +/\ﬂ+7, (8.55)
1gpgn e T T Aat s

pa
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ou 'on sait que les n variables )\, ont une partie imaginaire positive et tendent
vers ¢ quand v tend vers 0. L’énergie du fondamental peut alors étre obtenue
grace a la relation (6.29a).

On peut s’arranger pour que la formulation de ce probléme ressemble
beaucoup a celle du cas périodique. Si I'on fait le changement de variable

Go = La, (8.56a)
Gatn = —LAq, (8.56b)

pour tout 1 < a < n, et
c=~L, (8.57)

on trouve que (6.36) est équivalent a

a + C
X — I e—BTC (8.58)
24a + €ipgon Qo 4B —C
B#a

pour tout 1 < a < 2n. (Attention : le produit sur 5 va jusqu’a 2n.) Grace
a (6.29a) on peut alors exprimer ’énergie en fonction des ¢, :

Ebor%S(n, L, v) 4L2 an (8.59)

Il « suffit » alors de trouver la solution de (8.58) qui vérifie les conditions
additionnelles

{Qa} = {_Qa} (860&)
lim ¢, = +ir. (8.60b)

c—0

On voit donc que trouver le fondamental d’un systéme de n bosons en in-
teraction 0 dans une boite de taille L est presque équivalent & trouver celui
de 2n bosons en interaction ¢ sur un anneau de taille 2L. Les deux seules dif-
férences sont la présence d’un terme supplémentaire dans (6.36) par rapport
a (6.32), et le fait qu’on cherche la solution ou les racines tendent vers +im
et non plus vers 0.

Il semble que la méthode utilisée dans le cas périodique (chapitre 8
et [3,4]) peut s’adapter au cas présent, mais les expressions sont plus com-
pliquées et nous n’avons pas encore tout calculé. On peut néanmoins donner
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les premiers ordres du développement limité de I’énergie a c¢ petit

2 ~1 1
L2EPos(n, L, ) = ”;T _ "("4 ) <3c+ ¢ [8 + 4"?] + (8.61)

s[n m n (3n + 2) A
¢ [90 o T aam | 7O

et & n petit

2 3¢
L2Ebords L — n i
0 (n, L, ) n[2+4+24+

n2 32 [T et 9 e S A y
—_— — (e in —
2 47T2 0 tan M 8)\ \/E

((c)\2 — 87?%) sin 7/2 — 6T Ay/ccos 7/\) +0(n?).

Attention, les expressions (8.61) et (8.62) sont des résultats préliminaires
obtenus par une méthode assez compliquée. A ce stade, la probabilité d’une
erreur de calcul n’est pas du tout négligeable. Cependant, des simulations
numériques présentées au chapitre 9 donnent des résultats en trés bon accord
avec (8.62).

Il sera intéressant de résoudre complétement ce probléme a deux frontiéres
et de voir s’il existe comme dans le cas périodique un régime d’échelle ou
I'énergie s’exprime simplement (comme dans (8.6)) a4 1’aide d’une certaine
fonction G*°"%(3) a prior: différente de la fonction G(S) du cas périodique.
On s’attend a ce que cette fonction GP™() soit elle aussi une fonction
universelle des problémes de la classe KPZ définis sur un segment.
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Chapitre 9

Simulations numériques de
polymeéres dirigés en milieu
aléatoire

Ce chapitre est consacré a la présentation de simulations numériques du
modéle de polymeére dirigé défini dans la section 6.2 de I'introduction. Ce
modéle est caractérisé par deux parameétres : le nombre de sites N sur la
dimension transversale et 'inverse de la température 5. Dans la limite ou N
est grand et [ d’ordre 1/ V'N, la méthode des répliques permet d’écrire la
relation (7.39) entre la fonction de partition Z(7) du polymére et ’éner-
gie Fy(n, L,~) du fondamental du probléme quantique (7.38). Le chapitre 8
explique comment ’on peut calculer les trois premiers ordres du dévelop-
pement de Ey(n,L,~y) en puissances de n quand la dimension transversale
est périodique et donne le développement a I’ordre deux quand la dimension
transversale a deux frontiéres (équations (8.4) et (8.62)).

La premiére section de ce chapitre présente un calcul qui donne la rai-
son des difficultés qu’il y a & mesurer numériquement le troisiéme cumulant
de I’énergie libre, et les sections 9.2 et 9.3 comparent les prévisions du cha-
pitre 8 a des simulations numériques sur les polyméres dirigés sur un cylindre
(dimension transversale périodique) ou sur une bande (condition a deux fron-
tiéres).

9.1 Mesures numériques des cumulants d’une
variable aléatoire

Imaginons que ’on veuille mesurer les trois premiers cumulants d’une
certaine variable aléatoire x. Pour ce faire, on construit A réalisations indé-

111
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pendantes notées 1, ..., x5 de la variable x, et on pose
1 N
N i=1

On a bien (Ay) = <:rk>, et la distribution de Ay est concentrée autour de sa
valeur moyenne quand N est grand. On peut alors donner des approximations
des premiers cumulants de x & ’aide des nombres A, :

(x) =~ Ay, (9.2a)
(2%) ~ Ay — A3, (9.2b)
<$3>C ~ A3 — 3A1A2 =+ QA? (92(3)

On peut déja remarquer qu’a cause des corrélations entre les quantités A,
Ay et As, les valeurs moyennes des membres de droite des équations (9.2b)
et (9.2c) sont différentes des membres de gauche. Un calcul précis montre en
effet que

(- a7) =2 Loy (9.32)
V- DV -2)

(A3 — 3A1A; +247) = (9.3b)

e (2 >c'

Pour cette raison, il est parfois recommandé de corriger (9.2b) et d’utiliser
plutot

Ay — AY) (9-4)

<$2>c ~ NN

comme approximation du second cumulant de z. Une telle correction n’est
cependant pas utile. En effet, si I’on calcule la distance quadratique moyenne
entre les cumulants de z et leurs approximations (9.2), on peut évaluer er-
reur typique commise. En mettant Mathematica a contribution, on trouve

<(,41 ~(@)*) :% <m2>c, (9.52)

(4 - 42— (a7,)7) =0 =2F gy
<(A3—3A1A2+2Ai‘—<x3>c)2>: <x6>c+[N,+O< >}<2><>

3vo()]

- [ +0 ( )] (22)] (9.5¢)

<> (9.5b)

L
N
+

Z[o =z o
3= 5=
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(pour (9.5¢), les coefficients entre crochets sont des fonctions rationnelles
de N que l'on peut calculer exactement.) La distance quadratique moyenne
varie donc comme 1/AN et lerreur typique commise dans les approxima-
tions (9.2) est d’ordre 1/v/N. On voit donc que cette erreur typique est
beaucoup plus grande que la correction d’ordre 1/N dans (9.4), sauf peut-
étre pour des trés petites valeurs de V.

On peut donc (comme on pouvait s’y attendre) obtenir une précision
d’ordre 1/ VN en faisant N mesures de z. Cependant, des difficultés appa-
raissent quand la variable z est elle méme une somme de 7 variables aléatoires
telle que 'on ait

lim ~——%£ = my,. (9.6)

T—Q T

(On a bien un comportement du type (9.6) quand z(7) est la somme de 7
variables indépendantes. Les équations (9.9) de la section suivante montrent
qu’on est également dans ce cas pour les cumulants log Z(7) d’un polymére
dirigé.) Si lon fait N réalisations indépendantes de z(7), il est naturel d’ap-
procher my par A;(7)/7 ol T est « assez grand », my par (Ao(7) — A%(7)) /T,
etc.

On peut alors grace a (9.5) estimer Perreur commise

< (% _ m1>2> :A%m% (9.72)
< (AQ%Af _ m2>2> z%mg, (9.7b)

As — 34, 45 + 24} 2\ 67
<< 3 17_2 1 _m3> >zﬁm§ (9.7¢)

On voit donc qu’il est facile de mesurer m, : il suffit de faire un grand
nombre de mesures N ou d’attendre longtemps (i.e. avoir de grands 7). Pour
mesurer msy, attendre longtemps n’apporte rien : la seule maniére d’amé-
liorer la précision est de faire un grand nombre de mesures. Et en ce qui
concerne mg, faire des longues simulations détériore la précision des résul-
tats. Ce dernier point est trés génant car il faut souvent en pratique simuler
les systémes & des temps longs pour se placer dans un régime asymptotique
ou la limite (9.6) est atteinte. On voit donc que si 'on veut mesurer le troi-
siéme cumulant mg, il faut faire des simulations les plus courtes possible qui
permettent d’étre dans le régime asymptotique, et faire un nombre de réalisa-
tions indépendantes du systéme grand devant le temps 7. Il n’est pas bon de
faire des simulations plus longues que nécessaire.
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9.2 Simulations de polyméres dirigés sur un cy-
lindre

J’ai réalisé des simulations numériques du modeéle de polymére dirigé de
la section (6.2) pour un nombre de sites N variant entre 25 et 160 et un
bruit d’intensité g variant de 0,1 & 0,4. Pour chacun des systémes étudiés,
la relation de récurrence (6.6) a permis de calculer les valeurs de log Z(1) —
log (Z(t)) pour les 7 compris entre 1 et 50000 et tous les résultats ont été
moyennés sur un certain nombre N de réalisations du désordre (entre 20 000
et 1000000 selon le systéme). Dans toutes ces simulations, le polymére part
d’un point unique donné & 7 = 0 (autrement dit, on a Z(z,0) = 62), et 'on
utilise ’expression (6.7) qui donne dans le cas gaussien

log (Z 2
lim 084200 _ 8% o (9.8)

T—00 T 2
Si l'on fait le lien entre ’expression (8.4) qui donne les trois premiers
ordres du développement en puissances de n de I’énergie Fy(n,L,v) et la
relation (7.39), on obtient dans la limite ol le nombre de sites N est grand

et 8 d’ordre 1/v/N,

AN? i (82) —log(Z) @ (9.9a)
T—00 T 6’ )
2 00 _Aa2
AN? Tim V98 DD / ax % (9.9b)
700 T o tanh=¥°
log® Z +00 \2,-% A 29 cosh 24 —
AN tim S8 D) 50 / a2 / dpe 5202 — 2 (990
700 T 0o tanh % tanh “T‘/E

ol
c=2Nj2 (9.10)

En moyennant sur les N réalisations du désordre on peut facilement calcu-
ler des valeurs approchées des trois premiers moments de log Z(7)—log (Z(1))
et donc, en utilisant des relations similaires a (9.2), les trois premiers cumu-
lants de I’énergie libre. Si 1’on trace alors les rapports my(7) = (log* Z(7))./T
en fonction de la longueur 7 des polyméres, on constate que ces quantités
tendent comme prévu vers une certaine limite finie, mais trés lentement
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(courbe du haut sur la figure 9.1). Ceci est dii au fait que 1’état initial
(& 7 = 0) du polymeére dirigé est trés loin du régime asymptotique, et que
les effets des valeurs atypiques obtenues pour les petits 7 ne s’estompent
qu’en 1/7. Comme il est délicat d’augmenter le nombre de pas (i.e. la va-
leur maximale de 7) dans les simulations & cause des raisons expliquées dans
la section précédente, il vaut mieux se débarrasser des effets transitoires en
supprimant les contributions des 5000 premiéres itérations. On calcule donc
plutot

() = (log* Z (7)), — (log® Z(5000)), (0.11)

AT = T — 5000 ’ '

pour 7 > 5000. La figure 9.1 montre sur un exemple que cette méthode
élimine effectivement la majeure partie des effets de la période transitoire;
en soustrayant la contribution des 5000 premiéres itérations, on obtient des
données qui ont déja convergé vers leur valeur limite pour des 7 assez petit
d’ordre 10 000.

2,510~

210-1} (log? z(r)) _—(log® Z(5000))
T—5 000

1,51074}

10—4 L

5107°}

5000 10000 15000 20000 25 Qoo 30000 35000 40000 45000 50000

F1G. 9.1 — Pour un systéme ou N = 160 et 5 = 0, 1, le second cumulant de
I’énergie libre par unité de longueur en fonction de la longueur 7. La premiére
courbe montre les données « brutes », et la seconde ce que I'on obtient en
éliminant les 5000 premiéres itérations.

Les données représentées sur la figure 9.1 sont assez représentatives de
la qualité générale des résultats numériques : les mesures des premiers cu-
mulants sont souvent légérement meilleures, les troisiemes cumulants sont
en moyenne plus bruités mais, pour tous les résultats présentés dans ce cha-
pitre, on voit « a I’ceil nu » que les différents my(7) ont bien convergé. Pour
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obtenir des résultats nets, il a fallu moyenner sur un grand nombre A de
réalisations du désordre. Il est assez instructif de voir ce que 1’on obtient si
I’on se contente de moyenner sur seulement quelques centaines de mesures.
La figure 9.2 représente des résultats obtenus pour un certain systéme avec
seulement N = 665 réalisations du désordre. On voit trés nettement le phé-
noméne expliqué dans la premiére section de ce chapitre : pour le premier
cumulant la statistique est trés bonne et va en s’améliorant avec 7. Il y a un
bruit assez faible mais uniforme pour le second cumulant et les résultats sont
trés mauvais pour le troisiéme cumulant et empirent quand la longueur 7
augmente.

310-3
___ (log Z(r)),—log(Z(r))
2,51073f T !
,,,,,,, (log® 7 (7))
21073 T
_ (0g® z(m)),
1,510-3} !
R L N S N NS v s SRR sl
1073 L
5104t
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
0 L
-5107* e .
1000 3000 10?00 30000 100 000

F1G. 9.2 — Pour un systéme ou N = 50 et § = 0.2, les trois premiers
cumulants de 1’énergie libre d’un polymére de longueur 7 en fonction de 7
(I’échelle des 7 est logarithmique). La moyenne n’est faite que sur un petit
nombre (quelques centaines) de réalisations du désordre. Les lignes horizon-
tales représentent les valeurs théoriques données par les équations (9.9).

Pour extraire des approximations des valeurs limites des cumulants par
unité de longueur de ’énergie libre, j’ai moyenné la quantité my(7) sur tous
les 7 compris entre 10000 et 50000. Les écarts-type des my(7) sur le méme
intervalle donnent des estimations des erreurs commises. Tous les résultats
obtenus par la méthode ainsi décrite sont réunis sur la figure 9.3 ou sont re-
présentés pour tous les systémes étudiés 4N? fois les valeurs limites des my,(7)
en fonction du parameétre ¢ = 2N 2. Les barres d’erreur sont souvent invi-
sibles parce qu’elles sont la plupart du temps plus petites que les symboles
eux-mémes. Pour vérifier que les résultats ne dépendent pas des détails du
modéle, j’ai aussi étudié un systéme ou les énergies aléatoires de chaque site
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du réseau ont une distribution non-gaussienne de moyenne nulle et de va-
riance égale & un (plus précisemment, la distribution telle que n(k,7) = +1
avec une probabilité 1/2) et un autre systéme avec un réseau légérement dif-
férent ot chaque site a trois voisins (au lieu de deux) sur la ligne précédente
(systéme « & trois ancétres » sur la figure 9.3). Dans ce dernier cas, ’équa-
tion (7.40) du chapitre 7 permet de voir qu’il faut prendre ¢ = 3NS%/4 et
qu’il faut multiplier tous les résultats par 3N/2 pour se placer sur la méme
échelle que dans le cas a deux ancétres. Enfin, toujours sur la figure 9.3,
les lignes représentent les prédictions de®* résumées par les équations (9.9).
L’agrément entre la théorie et les simulations est trés bon sauf peut-étre pour
le systéme N = 100 et 8 = 0.4 ou [ n’est sans doute pas assez petit pour
que 'approximation continue soit bonne.

9.3 Simulations de polymeéres dirigés sur une
bande

La section (8.7) du chapitre précédent présente des résultats préliminaires
sur les deux premiers cumulants de 1’énergie libre d’un polymére dirigé en 1+
1 dimensions quand la direction transversale est de taille finie et a deux
frontiéres. Si ’on fait le lien entre I’expression (8.62) donnée par la résolution
de I’Ansatz de Bethe et 'expression (7.39) valable a grande échelle, on obtient

(log Z) — log (Z) 3¢ ¢

4N? lim - =7 " (9.12a)
log” Z 32 [+ \e=% g 2 A
4N2hm< & >C:C 2/d)\ ¢ : —(e_ATsinW—>><
700 T 4% Jo  tanh 2¥¢ OA Ve

2

UL 6m\\/c cos ™

((c/\2 — 87%) sin NG e

) ., (9.12b)

ou c est donné par
c=4Np>. (9.13)

(Attention, la valeur de ¢ n’est pas la méme que dans la section précédente.)
Pour comparer les résultats des simulations numériques avec les expres-
sions (9.12), il faut connaitre (Z(7)). On peut vérifier que 'on a

L log (Z(r)

T—0Q T

ﬁQ
=3 + log <2 cos (9.14)

T
2N +1)/°
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300 . . . . . .
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F1G. 9.3 — 4N? fois les trois premiers cumulants par unité de longueur de
I’énergie libre d’'un polymére dirigé sur un réseau périodique de largeur N
et de bruit 8 en fonction du paramétre ¢ = 2N32. Les lignes représentent
les prévisions données par (9.9) et les points les résultats des simulations
numériques. Les données « trois ancétres » ont été mesurées sur un réseau
légérement différent, et un des systémes a été simulé pour un bruit gaussien
et un bruit non-gaussien. La figure du bas est simplement un agrandissement
de la figure du haut pour les petites valeurs de c.

L’expression est légérement différente que dans le cas (9.8) d’un polymére
sur un cylindre.
Sur la figure 9.4 sont représentées les prévisions (9.12) et les résultats
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de la simulation de quatre systémes différents. Le nombre de réalisations
indépendantes du désordre varie entre 5000 et 12000, soit beaucoup moins
que dans la section précédente ; comme on ne mesure que les deux premiers
cumulants, on peut se permettre de moyenner sur un nombre assez restreint
de réalisations.

150 T T r
—4N? im Jog Z) —log(Z) =
T—00 T
- 2
1007 N2 fig (08”2
T—00 T
50F
Op—=—2 P
N=25
£=0,2 N=200
B=0,1
-50F
8=0,25
-100} <
5 10 5 20 _ 2% 30 3 40 b
FI1G. 9.4 — 4N? fois les deux premiers cumulants par unité de longueur

de I’énergie libre d’un polymére dirigé sur un réseau fini non-périodique de
taille N et de bruit 3 en fonction du paramétre ¢ = 4Nj32. Les lignes re-
présentent les prévisions données par (9.12) et les points les résultats des
simulations numériques.

Comme dans la section précédente, I’accord entre la prévision (9.12) et
les mesures numérique est trés bon.
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Chapitre 10

Deux méthodes pour obtenir
directement un développement
limité de I’énergie libre d’un
polymeére dirigé

Ce chapitre est consacré a la présentation de deux méthodes pour calculer
directement un développement en puissances de S des premiers cumulants de
I’énergie libre d’un polymeére dirigé en milieu aléatoire sur réseau. La premiére
de cette méthode semble plus adaptée au cas ol la dimension transversale est
infinie (mais fonctionne en théorie pour toutes les géométries). La seconde
méthode ne marche que si la dimension transversale est finie et périodique.

10.1 Calcul direct perturbatif en 5 des cumu-
lants de log Z(7)

Considérons un systéme ou le polymeére dirigé part d’un point donné (0, 0).
La fonction de partition d’un polymere de longueur 7 s’écrit

—p 3 Pla),c
Z(r) =Y e L"), (10.1)
P

La somme est faite sur tous les polymeéres partant du point (0, 0) et arrivant
a 'ordonnée 7. La longueur de ces polymére est donc bien 7 et le nombre de
sites visités est 7+ 1. On a noté par P(«) I’abscisse du site par ou passe le
polymeére a ’ordonnée «.

121
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On peut développer (10.1) en puissances de 3. Au second ordre on obtient

Zl—ﬂzzn

P a=0

%ZZZn(P(a),a)n(’P(a'),a') +0(8%) (10.2)

P a=0a'=0

Le terme ) .1 dans (10.2) est simplement égal au nombre de polyméres
dirigés de longueur 7 partant du point (0,0). Dans le cas du réseau présenté
dans la section 6.2.1 de 'introduction, ce nombre de chemins est égal a 27
si le systéme n’a pas de frontiéres (conditions périodiques ou infinies sur la
dimension transversale), et a une expression plus compliquée sinon (voir la
section 9.3). On peut exprimer la valeur moyenne (Z(7)) en fonction de ce
nombre de chemins. On obtient simplement

(Z 1) e2 (7)) (10.3)

(A comparer avec (6.7). On a utilisé le fait que la distribution 7 est gaussienne
de moyenne nulle.)
On peut alors donner un développement de log Z — log (Z)

P a=0

log Z(1) — log (Z(T) Z—%ZZH <772>/527'+1)

(10.4)

., zzzz n(P (), )

" 1(Pla),

P a=0a'=0

P(a'), ') + O(B°)

Cette expression se simplifie grandement quand on prend la moyenne sur le
désordre. On obtient alors

(log Z(7)) — log (2()) = —— L0 SIS 6@ L o58)  (10.5)
2 (Z 1) P P a=0
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et le calcul du second cumulant donne & cet ordre

(log? Z (7)) — (log Z(7))” ( 5) ZZZ&QS +0(6%. (10.5b)
Zl P P a=0

L’expression > 5> 5 >, 6% peut paraitre compliquée, mais représente sim-
plement la somme sur toutes les paires de polynémes de longueur 7 partant
de (0,0) du nombre de croisements entre ces polyméres. Dans le cas ou la
dimension transversale est infinie, on peut calculer cette quantité exactement

ZZZ(S (2r +1)4£2(T))' (10.6)
(;1> 7 P ez

ce qui permet d’avoir le comportement des deux premiers cumulants de I’éner-
gie libre quand 7 est grand

o 2(n) o (2} ~ L2 E L0, (0
(log® Z(1)) — (log Z(7))* ~ Mﬁ +0(B%). (10.7b)

V21

Le cas ou la dimension transversale est infinie est le plus simple, mais
I'expression (10.5) est correcte quelle que soit la dimension ou la géométrie
de l'espace. La seule chose qui change est le facteur combinatoire (10.6) qui
compte le nombre moyen de croisements quand on prend deux polymeéres.
Dans le méme ordre d’idée, a condition de savoir calculer des facteurs plus
compliqués comme le nombre moyen de croisements deux & deux quand on
prend quatre polyméres, etc., cette méthode doit permettre de calculer les
ordres suivants en f3.

Dans I’expression (10.7), le second cumulant de ’énergie libre dépend de la
longueur 7 du polymére comme /7 alors que I’on s’attend a une dépendance
en 7%/3. Cette différence vient du fait que l’on a pris la limite 5 — 0 avant de
faire 7 — oo. Pour retrouver le 72/3, il faut donc probablement calculer tous
les termes du développement en f3.

10.2 Autre méthode pour calculer un dévelop-
pement en § des cumulants de log Z(7)

Lorsque la dimension transversale est finie et périodique de largeur N, on
peut utiliser une méthode complétement différente de celle présentée dans la
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section précédente pour calculer le premier ordre du développement a [ petit
de Iénergie libre (log Z) /7 et du second cumulant ({log? Z) — (log Z) /7.
On écrit la fonction de partition d’un polymeére s’arrétant au point (k, 7) sous
la forme

Z(k,7) = 97 P ALRT) 5 Az (k) +O(?) (10.8)

ou les A;(k,7) sont des variables aléatoires. Le systéme étant parfaitement
symétrique en k, les quantités A;(k,7) ne doivent pas en moyenne dépendre
de k. On omettra donc le k£ dans les valeurs moyennes et on écrira

(Ai(k, 7)) = (Ai(7)) (10.9a)
(A7 (k7)) = (A7 (1)), (10.9b)

ete.
Grace a (10.8), il est facile d’exprimer les cumulants de ’énergie libre :

(log Z(1)) — log (Z(T)) _ 1 (Ai(1)?) — <A1(7')>252 +O(8%  (10.10a)

T 2 T

(log? Z(1)) = (log Z())* _ (A(r)?) — <A1(T)>252+0(53) (10.10b)

T T

On voit donc qu’il suffit de calculer les deux premiers moments de A;. Pour
cela, si l'on reporte (10.8) dans la relation de récurrence (6.6) et qu’on déve-
loppe & 8 petit, on trouve, au premier ordre,

24, (k, 7+ 1) = Ay (k,7) + Ay (k+ 1,7) — 2n(k, 7 + 1). (10.11)

Comme on suppose que {n(k, 7)) = 0, si 'on prend la moyenne sur le désordre
de (10.11) on obtient immédiatement

(A1(T+ 1)) = (A1(1)) . (10.12)

(A1(7)) est donc constant et n’intervient pas dans la limite ot 7 est grand. Si
Pon éléve (10.11) au carré et qu’on prend la moyenne du résultat, on obtient

(A7 + 1) = () + 5 (BE) + 5 {kDAG+1L7),  (1013)
(On a utilisé (A;(k,7)n(k',7+1)) = 0. En effet, A;(k,7) et n(k',7 + 1)

sont des variables aléatoires indépendantes car A;(k,7) ne dépend que des
énergies des sites d’ordonnée inférieure ou égale a 7.)
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On a donc besoin de calculer les corrélations de A;. Plus précisément, on
veut calculer A;(7) ou I'on définit, pour tout entier p positif,

Ap(1) = (A}(7)) — (As(k, 7)AL(k + p, 7)), (10.14)

(Pour la méme raison que plus haut, cette quantité ne peut pas dépendre des
positions k et k + p, mais seulement de la distance p entre elles.) On va voir
dans la suite que pour calculer A;(7), on doit en fait calculer tous les A, (7).

Les conditions périodiques du systéme imposent la condition « aux bords »

An(r) = Ag(r) = 0. (10.15)

En multipliant (10.11) prise au point (k,7) par la méme équation prise
au point (k + p,7) et en moyennant, on obtient pour tout 0 <p < N

4 <A%(7’ + 1)> —4A,(T+1) =4 <A%(T)> — Ap1(T) — Ap_i (1) — 2A,(7).
(10.16)

On fait disparaitre les (A?) en soustrayant quatre fois I’équation (10.13) :
AN, (T+1) =4 <772> —2A1(7) + Apia(7) + Ap_1(7) + 2A,(7).  (10.17)

Il est clair que I’équation (10.17) admet une solution particuliére indépen-
dante de 7. L’équation (10.17) étant affine, sa solution générale s’obtient en
ajoutant a cette solution particuliére une solution de I’équation homogéne (la
méme que (10.17) sans le terme « 4 (n?) »). On peut néanmoins se convaincre
que toutes les solutions de 1’équation homogeéne tendent vers 0 quand 7 de-
vient grand. Il nous suffit donc de trouver la solution de (10.17) indépendante
de 7, c’est a dire de résoudre 1’équation

1 1
Ap =2 <772> — Al + §Ap+1 + §AP_1 (1018&)
pour 0 < p < N, avec les conditions

Ay = Ay = 0. (10.18b)

La solution générale de (10.18) est de la forme
Ay =ap(p — N), (10.19)

et 'on trouve aisément la solution

Ay = (n*) <2p - 2%) : (10.20)
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Connaissant A; on peut alors simplifier ’équation (10.13) :

(A{(r+1)) = (A} () + % (10.21)

et si 'on reporte dans (10.10a) et (10.10b), on obtient finalement

(log Z(7)) — log (Z(7)) (n*) 8
_ N +... (10.22a)

<log2 Z(T)> — (log Z(7 ))2 (n*) 8
N T (10.22b)

Ces résultats sont bien compatibles avec les résultats exacts (9.9a, 9.9b)
obtenus dans [3,4].

Si I’on essaie d’utiliser cette méthode pour calculer ’ordre suivant en 3 des
développements (10.22) ou le troisiéme cumulant de 1’énergie libre, on voit
assez facilement que le calcul fait intervenir des corrélations & trois points
du type (A;(k,7)A1(k +p,7)A1(k + g, 7)). Ce probléme a trois corps peut
peut-étre étre résolu, mais il est assez probable que ce ne soit pas le cas.



Chapitre 11

Conclusion de la seconde partie

Les polymeéres dirigés en milieu aléatoire sont I'un des modéles non-
triviaux les plus simples de la théorie des systémes désordonnés. Par un
simple changement de variable, on peut montrer qu’a grande échelle ils sont
décrits par 1'équation KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) et qu’ils sont donc reliés a
I’étude de systémes hors d’équilibre comme les phénoménes de croissance ou
des problémes d’écoulements non-turbulents (section 6.2.3). Le champ moyen
des polymeéres dirigés présente des similitudes avec les verres de spins et peut
par un autre changement de variables se ramener & un probléme de type
Fisher-Kolmogorov (section 6.3.3).

L’objectif de cette partie a été d’étudier I’énergie libre log Z(7) d’un po-
lymére dirigé en 1 4+ 1 dimensions quand la dimension transversale est finie.
Pour tout entier positif n, la méthode des répliques permet de relier le mo-
ment (Z"(7)) quand 7 est grand au calcul de I’énergie Ey(n, L,~y) du fon-
damental d’un modéle quantique ol n particules interagissent sur une ligne
avec un potentiel attractif ¢ (section 6.3.4, chapitre 7 et équations (8.1)).
Cette énergie Ey(n, L,y) n’est bien siir définie que lorsque n est entier, mais
si on arrive a en prolonger la définition pour des n petits, les coefficients du
développement en puissances de n de Ey(n, L,7) donnent les cumulants de
I'énergie libre du polymére dirigé (équation (8.2)). Ce modéle de mécanique
quantique qui apparait ainsi a été introduit par Lieb et Liniger (fin de la
section 6.3.4) pour résoudre un modéle de gaz de bosons avec un potentiel
répulsif 6 (et non pas attractif comme dans le cas des polyméres dirigés). En
dimension un et avec des conditions aux bords périodiques, Lieb et Liniger
ont montré que ’Ansatz de Bethe permet d’écrire un systéme de n équations
couplées non-linéaires (équation (8.16)) dont la résolution donne ’énergie du
fondamental, et ils ont montré comment résoudre ce systéme pour un poten-
tiel répulsif dans la limite thermodynamique ot le nombre n de particules
tend vers l’infini.
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La principale contribution du travail présenté dans cette partie a été de
montrer comment 1’on peut résoudre de maniére exacte ces mémes équa-
tions de I’Ansatz de Bethe pour un potentiel attractif dans la limite ou le
nombre n de particules tend vers zéro et déterminer ainsi I’énergie du fonda-
mental Fy(n, L,~y) (voir le chapitre 8 et ’équation (8.4), ainsi que les deux
articles [3, 4] reproduits en appendice). A travers 1’équivalence (8.2) donnée
par la méthode des répliques, ce calcul permet de prédire les premiers cumu-
lants de I'énergie libre d’un trés long polymére dirigé sur un cylindre.

La méthode employée pour conduire ce calcul consiste & définir une cer-
taine fonction B(u) quand n est entier (équation (8.21)) et de réécrire en
terme de cette fonction les équations de I’Ansatz de Bethe (équations (8.23)).
L’avantage de cette reformulation vient du fait que le paramétre n n’in-
tervient plus que de maniére explicite dans une équation intégrale (I’équa-
tion (8.23a)) et qu'’il devient donc possible de prolonger la définition de B(u)
a des valeurs de n quelconques. A partir de ce nouveau systéme d’équations
on peut aisément obtenir un développement de B(u) (et donc de I’éner-
gie Ey(n, L,)) en puissances de ¢ = yL/2, et I'on trouve que chaque ordre
du développement est un polynéme en n (voir la section 8.3 et les résul-
tats (8.27) et (8.28)). L’écriture d’un développement en puissances de n est
cependant beaucoup plus compliquée; en effet, alors que le systéme (8.23)
permet sans ambiguité de déterminer le développement de B(u) en puis-
sances de ¢, on remarque en faisant le développement a n petit qu’a chaque
ordre la fonction B(u) n’est déterminée qu’a une certaine fonction F'(u,c)
prés. Entre autres propriétés, cette fonction F(u, c) doit avoir un développe-
ment en puissances de ¢ dont tous les coefficients sont nuls (section 8.4). 11
serait donc parfaitement naturel de prendre F'(u,c) = 0 si la fonction B(u)
ainsi obtenue était analytique en c. Ce n’est cependant pas le cas. Alors
que B(u) et 'énergie Fy(n, L,~y) sont des fonctions analytiques en ¢ pour
tout entier positif n, nous avons remarqué que chaque terme du développe-
ment de ces deux fonctions en puissances de n avait une singularité en ¢ = 0.
Nous avons finalement di supposer F'(u,c) = 0 a tous les ordres avec comme
justification le fait que ce choix permet de minimiser la croissance de B(u)
lorsque u — +ioco (section 8.4). Des simulations numériques permettent de
penser avec confiance que ce choix est effectivement le bon (chapitre 9 pour
les simulations elles-mémes, et chapitre 7 pour établir les relations entre les
paramétres des polyméres dirigés et ceux du modéle quantique).

Ce probléme de fonction qui est analytique quand n est entier et ne ’est
pas quand 7 est petit n’est pas particulier aux polyméres dirigés ; cette méme
difficulté apparait dans le modéle de systéme désordonné le plus simple que
’on puisse imaginer : un spin unique dans un champ aléatoire cn avec (n?) =
1. La section 8.5 montre que, pour ce modéle, la fonction (Z™) est analytique
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en c si et seulement si n est un entier positif. Nous pensons que la méme
propriété se retrouve dans les polymeéres dirigés et de maniére plus générique
dans beaucoup de systémes désordonnés.

La méthode que nous avons introduite permet en principe de déterminer
tous les ordres du développement de Fy(n, L,~y) mais donne en pratique des
expressions trés vite trop compliquées pour étre manipulées. Nous avons ce-
pendant pu montrer (section 8.6) que dans la limite ou la taille L du systéme
est grande et ou n est d’ordre 1/\/f, il existe un régime d’échelle ol I’'on peut
calculer toute la fonction Ey(n, L,y) et obtenir la distribution des grandes
déviations d’ordre 1/L de I'énergie libre d’'un polymeére dirigé (section 8.1).
Cette distribution est la méme que celle trouvée dans le probléme ASEP,
ce qui nous conduit & penser que c’est une propriété universelle de ’équa-
tion KPZ (fin de la section 8.1).

La méthode employée pour un polymére dirigé sur un cylindre semble
pouvoir s’appliquer au cas ou le polymére dirigé se trouve sur une bande de
largeur finie (section 8.7). Il faut alors résoudre le probléme quantique que
nous avons étudié, non pas sur un anneau, mais sur un segment, et ’on peut
dans ce cadre définir une nouvelle fonction B*™%(y) a la maniére de (8.21)
et écrire des développements de 'énergie EZ°%(n, L,v) a c petit et & n petit
(équations (8.61) et (8.62)). Ces développements sont des résultats prélimi-
naires d’un travail en cours, et ni le régime d’échelle, ni la fonction de grandes
déviations n’ont encore été calculés dans ce cas. Cependant, comme dans le
cas périodique, on s’attend a ce que cette fonction de grandes déviations
soit une caractéristique universelle de ’équation KPZ. Des simulations nu-
mériques (section 9.3) semblent confirmer que le résultat (8.62) est correcte.

Il serait intéressant de terminer le calcul du régime d’échelle dans le cas
des polymeéres dirigés sur une bande et de comparer la fonction de grandes
déviations avec celle du modéle sur cylindre. Récemment, Prihofer et Spohn
ont étudié®® la distribution de la hauteur du systéme dans le modéle PNG
(PolyNuclear Growth). Ce modéle est dans la classe d’universalité de I’équa-
tion KPZ et décrit la croissance couche par couche d’un cristal : chaque
couche en formation s’étend dans toutes les directions & vitesse constante,
et de nouvelles couches apparaissent par des nucléations aléatoires (voir fi-
gure 11.1). En utilisant le fait que la distribution de la hauteur du cristal
est reliée d’'une part a la distribution de la longueur de la plus longue sous-
séquence croissante dans une permutation aléatoire, et d’autre part a la dis-
tribution de la plus grande valeur propre d’une matrice aléatoire, les auteurs
ont pu déterminer, pour plusieurs conditions initiales différentes, la fonction
universelle de grandes déviations qui décrit les fluctuations de la hauteur du
cristal (voir la figure (11.2) empruntée a [86]). L’idéal serait bien stir d’avoir
une méthode simple qui permette de relier toutes ces distributions univer-
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FiG. 11.1 = Le modéle PolyNuclear Growth. Un cristal croit sur un substrat
en formant des couches qui s’étendent horizontalement & vitesse constante.
De nouvelles couches apparaissent de maniére aléatoire par des événements
de nucléation.

selles les unes aux autres comme l'invariance conforme®” permet de le faire
pour les phénoménes critiques a deux dimensions.

Une autre extension naturelle de ce travail est de considérer des polyméres
dirigés dans un espace de dimension supérieure ou dans un milieu ou le
bruit a des corrélations a courte portée dans la direction transversale. La
méthode des répliques fonctionne dans ces deux cas : les polyméres dirigés
en dimension d + 1 sont équivalents & un modéle quantique en dimension d,
et des corrélations & courte portée sur le bruit se traduisent entre chaque
paire de particules par une interaction attractive différente de I'interaction ¢.
Cependant, la méthode de I’Ansatz de Bethe ne peut pas s’appliquer a ces
situations plus complexes. On s’attend néanmoins & ce que des corrélations
a courte portée ne changent pas la classe d’universalité du probléme et par
conséquent & ce que la fonction de grande déviation soit dans ce cas la méme
que celle que nous avons calculée (section 8.1). Il est certainement possible en
tout cas de faire une théorie de perturbation de ’hamiltonien et d’obtenir un
développement en puissances de ¢ de I’énergie. Comme dans la situation que
nous avons étudiée, chaque ordre de ce développement doit étre un polyndéme
en n, ce qui permet de définir facilement un développement de I’énergie pour
un nombre non-entier de particules. Comme dans la situation que nous avons
étudiée, ce développement a probablement un rayon de convergence nul dés
que n n’est pas un entier positif.
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Fi1G. 11.2 — Pour trois conditions initiales différentes, la distribution des
fluctuations de la hauteur du cristal dans le modéle PNG (figure empruntée
a Prihofer et Spohn®®). Cette figure est trés semblable a celle obtenue dans
le cas des polyméres dirigés (figure 8.1 page 92).
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Shift in the velocity of a front due to a cutoff

Eric Brunet* and Bernard Derrida’
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We consider the effect of a small cutoff £ on the velocity of a traveling wave in one dimension. Simulations
done over more than ten orders of magnitude as well as a simple theoretical argument indicate that the effect
of the cutoff ¢ is to select a single velocity that converges when e—0 to the one predicted by the marginal
stability argument. For small ¢, the shift in velocity has the form K (Ine) 2 and our prediction for the constant
K agrees very well with the results of our simulations. A very similar logarithmic shift appears in more
complicated situations, in particular in finite-size effects of some microscopic stochastic systems. Our theoret-
ical approach can also be extended to give a simple way of deriving the shift in position due to initial
conditions in the Fisher-Kolmogorov or similar equations. [S1063-651X(97)01609-7]

PACS number(s): 02.50.Ey, 03.40.Kf, 47.20.Ky

1. INTRODUCTION

Equations describing the propagation of a front between a
stable and an unstable state appear [1-7] in a large variety of
situations in physics, chemistry, and biology. One of the sim-
plest equations of this kind is the Fisher-Kolmogorov [1,2]
equation

oh  o*h s
E:W+h*h, (1)

which describes the evolution of a space- and time-
dependent concentration h(x,t) in a reaction-diffusion sys-
tem. This equation, originally introduced to study the spread
of advantageous genes in a population [1], has been widely
used in other contexts, in particular to describe the time de-
pendence of the concentration of some species in a chemical
reaction [8,9].

For such an equation, the uniform solutions h=1 and
h=0 are, respectively, stable and unstable and it is known
[3,7,10-12] that for initial conditions such that h(x,0)—1 as
Xx——oo and h(x,00—0 as x— -+ there exists a one-
parameter family F, of traveling-wave solutions (indexed by
their velocity v) of the form

h(x,t)=F,(x—vt), 2)

with F, decreasing, F,(z)—1 as z—— and F,(z)—0 as
z—oo, The analytic expression of the shape F, is in general
not known, but one can determine the range of velocities v
for which solutions of type (2) exist. If one assumes an ex-
ponential decay

F,(z)=e"* forlarge z, 3)
it is easy to see by replacing Egs. (2) and (3) in Eq. (1) that
the velocity v is given by

*Electronic address: eric.brunet@ens.fr
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)= +E 4)
v(y)=vy o

As v is arbitrary, this shows the well-known fact that the
range of possible velocities is v=2. The minimal velocity
vo=2 is reached for y,=1 and for steep enough initial con-
ditions h(x,0) (which decay faster than e~ 70¥), the solution
selected [3,4,6,7,10-12] for large t is the one corresponding
to this minimal velocity vy.

Equations of type (1) are obtained either as the large-scale
limit [5,8,13-16] or as the mean-field limit [17] of physical
situations that are discrete at the microscopic level (particles,
lattice models, etc.) As the number of particles is an integer,
the concentration h(x,t) could be thought of as being larger
than some &, which would correspond to the value of h(x,t)
when a single particle is present. Equations of type (1) ap-
pear then as the limit of the discrete model when £—0.
Several authors [8,13,14] already have noticed in their nu-
merical works that the speed v, of the discrete model con-
verges slowly, as e tends to 0, towards the minimal velocity
vo. We believe that the main effect of having ¢ #0 is to
introduce a cutoff in the tail of the front and that this changes
the speed noticeably.

The speed of the front is in general governed by its tail. In
the present work, we consider equations similar to Eq. (1),
which we modify in such a way that whenever h(x,t) is
much smaller than a cutoff ¢, it is replaced by 0. The cutoff
& can be introduced by replacing Eq. (1) by

oh ¢%h

E:Wthh%a(h), (5)
with

a(h)y=1 if h>e,

a(h)<1 if h<e. (6)

For example, one could choose a(h)=1 for h=¢ and
a(h)=h/e for h<g. Another choice that we will use in Sec.
IV is simply a(h)=1 if h>¢ and a(h)=0 if h=<e.

2597 © 1997 The American Physical Society
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The question we address here is the effect of the cutoff &
on the velocity v, of the front. We will show that the veloc-
ity v, converges, as ¢ —0, to the minimal velocity v, of the
original problem (without a cutoff) and that the main correc-
tion to the velocity of the front is

2,2

b% 1
Uszvo—To v"(v0) (Ine)? (7)

for an equation of type (1) for which the velocity is related to
the exponential decay y of the shape (2) by some relation
v(v). (Everywhere we denote by vy the minimal velocity
and 7y, the corresponding value of the decay y.) In the par-
ticular case of Eq. (1), where v(y) is given by Eq. (4), this
becomes

71,2

2= (Ing)?"

®

V=

In Sec. 11 we describe an equation of type (1) where both
space and time are discrete, so that simulations are much
easier to perform. The results of the numerical simulations of
this equation are described in Sec. I1l: as ¢ — 0, the velocity
is seen to converge like (Ing)~2 to the minimal velocity v,
and the shape of the front appears to take a scaling form.

In Sec. IV we show that for equations of type (1) in the
presence of a small cutoff & asin Eg. (5), one can calculate
both the shape of the front and the shift in velocity. The
results are in excellent agreement with the numerical data of
Sec. I11.

In Sec. V we consider a model defined, for a finite num-
ber N of particles, by some microscopic stochastic dynamics
that reduces to the front equation of Secs. Il and IV in the
limit N—oo. Despite the presence of noise, our simulations
indicate that in this case too the velocity dependence of the
front decays slowly [as (InN) 2] to the minimal velocity v,
of the front.

II. DISCRETE FRONT EQUATION

To perform numerical simulations, it is much easier to
study a case where both time and space are discrete vari-
ables. We consider here the equation

h(x,t+1)=g(x,t) O(g(x,t)—¢), (9a)
where
g(x,H)=1-[1-ph(x=1)—(1-p)h(x,nH)]%  (90)

Time is a discrete variable and if initially the concentration
h(x,0) is only defined when x is an integer, h(x,t) remains
so a any later time. Because t and x are both integers, the
cutoff & can be introduced as in Eqg. (9) in the crudest way
using a Heaviside ® function. [We have checked, however,
that other ways of introducing the cutoff ¢ asin Egs. (5) and
(6) do not change the results.]

Equation (9) appears naturally (in the limit e=0) in the
problem of directed polymers on disordered trees [17,18]
(where the energy of the bonds is either 1 with probability p
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TABLE I. Values of y, and vy for some p when ¢=0.

p 0.05 025 045
- 2751111. .. 2553244 ... 4051851. ..
vo 0.451818... 0.810710. .. 0.979187...

or 0 with probability 1—p). At this stage we will not give a
justification for introducing the cutoff e. This will be dis-
cussed in Sec. V.

We consider for the initial condition a step function

h(x,00=0 if x=0,

h(x,00=1 if x<O. (10)
Clearly, for such an initial condition, h(x,t)=1 for x<0 at
al times. As h(x,t)=1 behind the front and h(x,t)=0
ahead of the front, we define the position X; of the front at
timet by

><t=X§0 h(x,t). (11)

The velocity of the front v, can then be calculated by

Xy
US:||mT:<x[+]__Xt>y (12)

t—oo
where the average is taken over time. [Note that as h(x,t) is
only defined on integers, the difference X,,;—X; is time
dependent and has to be averaged as in Eq. (12).]

When £ =0, the evolution equation (9) becomes

h(x,t+1)=1-[1—ph(x—1,t)—(1—p)h(x,t)]2

As for Eq. (1), there is a one-parameter family of solutions
F, of the form (2) indexed by the velocity v which is related
as in Eqg. (3) to the exponential decay y of the shape by

U(Y)Z%ln[zpe”Z(l*p)]- (14

[Thisrelation is obtained as Eq. (4) by considering the tail of
the front where h(x,t) is small and where therefore (13) can
be linearized.]

One can show that for p<1/2, v(y) reaches a minimal
value v, smaller than 1 for some y,, whereas for p=1/2,
v(y) isastrictly decreasing function of vy, implying that the
minimal velocity is vo=lim,_.v(y)=1. We will not dis-
cuss this phase transition here and we assume from now on
that p<1/2. Table | gives some values of v and y, obtained
from Eq. (14).

It is important to notice that for p<1/2, the function v (y)
has a single minimum at y,. Therefore, there are in general
two choices y; and vy, of y for each velocity v. For v # vy,
the exponential decay of F,(z) is dominated by
min(y1,7v,). As v—uvg, the two roots y; and y, become
equal and the effect of this degeneracy gives (in awell cho-
sen frame)
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FIG. 1. Differencevy—v, for p=0.05, 0.25, and 0.5. The sym-
bols represent the result of our numerical simulations and the solid
lines indicate the prediction of the analysis of Sec. IV.

Fo(2)=Aze™ Yz for large z, (15)

where A is a constant. This large-z behavior can be recov-
ered by looking at the genera solution of the linearized form
of Eq. (13),

h(x,t+1)=2ph(x—1t)+2(1—p)h(x,t). (16)

I1l. NUMERICAL DETERMINATION OF THE VELOCITY

We iterated numericaly Eq. (9) with the initial condition
(10) for several choices of p<1/2 and for ¢ varying between
0.03 and 10~ Y. We observed that the speed is usually very
easy to measure because, after a short transient time, the
system reaches a periodic regime for which

h(x,t+T)=h(x-Y,t) 17)

for some constants T and Y. The speed v, of the front is then
simply given by

Y 18
V=T (18)

For example, for p=0.25 and £ =10""°, we find T=431 and
Y=343, s0 that v,=343/431. The emergence of this peri-
odic behavior is due to the locking of the dynamical system
of the h(x,t) on alimit cycle. Because Y and T are integers,
our numerical simulations give the speed with an infinite
accuracy.

For each choice of p and &, we measured the speed of the
front, as defined by Eq. (12) and its shape. Figure 1 is a
log-log plot of the difference vo—v, versus e (varying be-
tween 0.03 and 10~ *") for three choices of the parameter
p. The solid lines on the plot indicate the value predicted by
the calculations of Sec. IV.

We seein this figure that the velocity v, converges slowly
towards the minimal velocity v as e—0. Our simulations,
done over several orders of magnitude (here 15), revea that
the convergence is logarithmic: vo—uv,~ (Ins) 2

As the front is moving, to measure its shape, we need to
locate its position. Here we use expression (11) and we mea-
sure the shape s,(z) of the front at a given time t relative to
its position X; by

2599
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FIG. 2. Normalized shape of the front s,(z)e”* versus z for
p=0.25 and several choices of .

S.(zZ)=h(z+X;,t). (19)

When the system reaches the limit cycle (17), the shape
s.(z) becomes roughly independent of the time chosen. (In
fact, it becomes periodic of period T, but the shape s, has a
smooth envelope.) We have measured this shape at some
arbitrary large enough time to avoid transient effects. As we
expect s,(z) to look more and more like Fvo(z) as e tendsto
0, we normalize this shape by dividing it by e 70%. The result
s.(2)e”* is plotted versus z for p=0.25 and £=10"°,
1071, 10713, 107%, and 10~ in Fig. 2.

On the left-hand side of the graph, our data coincide over
an increasing range as e decreases, indicating that far from
the cutoff, the shape converges to expression (15) of
F,,O(z). On the right-hand side, the curves increase up to a
maximum before falling down to some small value that
seems to be independent of . When ¢ is multiplied by a
constant factor (here 10’2), the maximum as well as the
right-hand side of the curves is trandlated by a constant
amount. This indicates that for ¢ small enough, the shape
s.(2) in the tail (that is, for z large) takes the scaling form

z

ez
lTne] e 7, (20

s,(2)=|Ins| G(

We will see that our analysis of Sec. IV does predict this
scaling form. As one expects this shape to coincide with the
asymptotic form (15) of F, (2) for 1<z<|Ine], the scaling
function G(y) should be linear for small y.

IV. CALCULATION OF THE VELOCITY
FOR A SMALL CUTOFF

The first remark we make is that as soon as we introduce
a cutoff through a function a(h), which is everywhere
smaller than 1, the velocity v, of the front is lowered com-
pared to the velocity obtained in the absence of a cutoff. This
is easy to check by comparing a solution h,(x,t) of Eq. (5),
where a(h) is present, and a solution hy(x,t) of Eqg. (2). If
initialy h,(x,0)<hgy(x,0), the solution h, will never be able
to take over the solution hy. Indeed, if the two functions
h,(x,0) and hy(x,0) were to coincide for the first time at
some point x, we would have a that point
3%h, 19x?<%hy/9x? and together with the effect of a(h)
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this would bring back the system in the situation where
h,(x,t)<hg(x,t) [3,7]. This shows that v, <uv,.

For the calculation of the velocity v, , we will consider
first the modified Fisher-Kolmogorov equation (5) when the
cutoff function a(h) is simply given by

a(h)=0(h—e¢). (21)

In this section we will calculate the leading correction to the
velocity when ¢ is small and we will obtain the scaling func-
tion G that appears in Eq. (20). Then we will discuss briefly
how our analysis could be extended to more general forms of
the cutoff function a(h) or to other traveling-wave equations
such as Eq. (9).

As v, is the velocity of the front, its shape
s(z2)=h(z+v,t,t) in the asymptotic regime satisfies

v.S.+sp+(s,—s2)a(s,)=0.

When ¢ is small, with the choice (21) for a(h), we can
decompose the range of values of z into three regions: region
I, where s.(z) is not small compared to 1; region II, where
£<5,(2)<1; and region |1, where s (2)<e.

In region |, the shape of the front s, looks like Fuy
whereas in regions Il and 11, as s, is small, it satisfies the
linear equations

veS.t+si+s,=0 inregionll, (22)

ves,+s,=0 inregionlll. (23)
These linear equations (22) and (23) can be solved easily.
The only problem is to make sure that the solution in region
Il and its derivative coincides with F,,  at the boundary be-
tween | and Il and with the solution valid in region 111 at the
boundary between Il and IIl. If we cal A the shift in the
velocity

A=vo—v, (24)

and if we denote y,*+ivy; the two roots of the equation
v(y)=v,, the shape s, is given in the three regions by

s.(2)=F,(2) inregionl,
s.(z)=Ce™"%sin(y;z+D) inregionll, (25
S(2)=ee (2720 in region IlI,

and we can determine the unknown quantities C, D, z,, and
v, by using the boundary conditions.

For large z we know from Eg. (15 that
F,Jo(z)zAze"/OZ for some A. Therefore, as yo— y,~A and
vi~AY2, the boundary conditions between regions | and II
impose, to leading order in AY2, that C=A/y; and D=0.

At the boundary between regions Il and Ill, we have
s.(z) =& and z=z,. If we impose the continuity of s, and of
its first derivative at this point, we get

Ae ™ M%ogin(yZp) =€

(26a)

and
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Ae” Y[ — y,8in(¥iZo) + ¥iCOS( ¥iZo) ] =~ v, Vi -
26b)

Taking the ratio between these two relations leads to

Yi

Ttan(yizg) % @n

Yr

When A is small, y,=7y,=1, v,=v=2, and y;~A'2
Thus the only way to satisfy Eq. (27) is to set y,zo=m and
7= y,29=y;~AY2. Therefore, Eq. (26) implies to leading
order that zy=— (Ine)/7y, and the condition y;zq= 7 gives

w m™Yo

%= 2= Tinel” (28

Then, as v; is small, the difference A=vy—uv, is given by

v"(y0)7%Y3

“2(Ine)Z (29)

1 " 2
Vo U= 50 (v0)¥i=

which is the result announced in Egs. (7) and (8).

A different cutoff function a(h) should not affect the
shape of s, in region |l or the size z, of region 1. Only the
precise matching between regions Il and 111 might be modi-
fied and we do not think that this would change the leading
dependence of z, in &, which controls everything. In fact,
there are other choices of the cutoff function a(h) (piecewise
constant) for which we could find the explicit solution in
region |11, confirming that the precise form of a(h) does not
change Eq. (28). The generalization of the above argument to
equations other than Eq. (1) (and in particular to the case
studied in Secs. Il and I11) is straightforward. Only the form
of the linear equation is changed and the only effect on the
final result (7) is that one has to use a different function
v(7).

When expression (7) is compared in Fig. 1 with the re-
sults of the simulations, the agreement is excellent. More-
over, in region I1, one sees from Egs. (25) and (28) that

A TYoZ
sg(z):w—%\lnswn(% e 7, (30)

which aso agrees with the scaling form (20).

Recently, for a simple model of evolution [19,20] gov-
erned by a linear equation, the velocity was found to be the
logarithm of the cutoff to the power 1/3. This result was
obtained by an analysis that has some similarities to the one
presented in this section.

V. STOCHASTIC MODEL

Many models described by traveling-wave equations
originate from a large-scale limit of microscopic stochastic
models involving a finite number N of particles [13-16].
Here we study such a microscopic model, the limit of which
reduces to Eq. (13) when N— oo, Our numerical results, pre-
sented below, indicate alarge-N correction to the velocity of
the form vy=vo—a(InN)~2 with a coefficient a consistent
with the one calculated in Sec. IV for e =1/N.

The model we consider in this section appears in the study
of directed polymers [14] and is, up to minor changes,
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equivalent to a model describing the dynamics of hard
spheres [15]. It is a stochastic process discrete in both time
and space with two parameters: N, the number of particles,
and p, a rea number between 0 and 1. At timet (t is an
integer), we have N particles on a line at integer positions
X1(t), Xo(t), ... , Xn(t). Severd particles may occupy the
same site. At each time step, the N positions evolve in the
following way: for each i, we choose two particles j; and
ji a random among the N particles. (These two particles do
not need to be different.) Then we update x;(t) by

Xi(t+1)=max[x; (t)+ e, xjir(t)+ozi’], (31)

where «; and «] are two independent random numbers tak-
ing the value 1 with probability p or O with probability
1—p. The numbers a;, «] , j;, and j; change at each time
step. Initidly (t=0), all particles are at the origin, so that we
have x;(0)=0 for al i.

At time t, the distribution of the x;(t) on the line can be
represented by a function h(x,t), which counts the fraction
of particles strictly at the right of x,

h(x,t)=1 > 1L (32)

Ny, {5 x

Obviously h(x,t) is aways an integral multiple of 1/N. At
t=0, we have h(x,00=1 if x<0 and h(x,0)=0 if x=0.
One can notice that the definition of the position X; of the
front used in Eq. (11) coincides with the average position of
the N particles

N

= 1
X= 2 hOGH =52 %i(0), (33

Given the positions x;(t) of all the particles [or, equiva
lently, given the function h(x,t)], the x;(t+ 1) become inde-
pendent random variables. Therefore, given h(x,t), the prob-
ability for each particle to have at time t+1 a position
strictly larger than x is given by

(h(x,t+1) | h(x,t))
=1-[1-ph(x—1t)—(1-p)h(x,1)]% (34)

The difficulty of the problem comes from the fact that one
can only average h(x,t+1) over a single time step. On the
right-hand side of Eq. (34) we see terms such as h%(x,t) or
h(x—1,t)h(x,t) and one has to calculate al the correlations
of the h(x,t) in order to find (h(x,t+1)). This makes the
problem very difficult for finite N. However, given h(x,t),
the x;(t+1) are independent and in the limit N—c, the
fluctuations of h(x,t+1) are negligible. Therefore, when
N—oo, h(x,t) evolves according to the deterministic equa-
tion (13). As the initial condition is a step function, we ex-
pect the front to move, in the limit N— o, with the minimal
velocity v, of Eq. (14).

For large but finite N, we expect the correction to the
velocity to have two main origins. First, h(x,t) takes only
values that are integral multiples of 1/N, so that /N plays a
role similar to the cutoff & of Sec. Il. Second, h(x,t) fluctu-
ates around its average and this has the effect of adding noise
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to the evolution equation (13). In the rest of this section we
present the results of simulations done for large but finite N
and we will see that the shift in the velocity seems to be very
close to the expression of Sec. IV when ¢=1/N.

With the most direct way of simulating the model for N
finite, it is difficult to study systems of size much larger than
10°. Here we use a more sophisticated method allowing N to
become huge. Our method, which handles many particles at
the same time, consists in iterating directly h(x,t).

Knowing the function h(x,t) at time t, we want to calcu-
late h(x,t+1). We cal Xpi, and Xa, respectively, the po-
sitions of the leftmost and rightmost particles at time t and
| =Xmax— Xmint 1. In terms of the function h(x,t), one has
0<h(x,t)<1 if and only if Xmin=X<Xmx. Obviously, al
the positions x;(t + 1) will lie between Xin @d X+ 1. The
probability py that a given particle i will be located at posi-
tion Xtk at timet+1is

pk:<h(xminJr k—1t+ 1)>7<h(xminJr k,t+ 1)>v (35)

with (h(x,t+1)) given by Eq. (34). Obviously, py# 0 only
for Osk=lI.

The probability to have, for every k, n, particles at loca-
tion X,intk at time t+1 is given by

NI n n n
nl!pOO pll pll

P(ng,ny,...,n)=——""—"60—
(Ng, Ny D) nol ngl -

XS(N—ng—n;—---—n)). (36)

Using a random number generator for a binomia distribu-
tion, expression (36) allows one to generate random n,.. This
is done by calculating ng according to the distribution

— . Norq N—n
P(no) nol (N=ng)1 Po(1=po)~ ", (37
then n; with
 (N-ng! | pl)m
P(nulno)= ny! (N—ng—np)!\ 1—py
Py N=ng—ny
X|1— , 38
1*Po) (38)

and so on. This method can be iterated to produce the | +1
numbers ng, ny, ... , n; distributed according to Eq. (36).
Then we construct h(x,t+1) by

h(x,t+1)=1 if X<Xpin,

|
1
hot+1)=5 %1 N if Xin<X<Xmax+ 1,
i

and X=Xmint+K, (39
h(x,t+1)=0 if X>Xput1.

As the width | of the front is roughly of order InN, this
method allows N to be very large.

Using this method with the generator of random binomial
numbers given in [21], we have measured the velocity vy of
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FIG. 3. Difference vg—uvy versus /N for three choices of p.
The symbols represent the result of our numerical simulations of the
stochastic process and the solid lines indicate the prediction (7) for
e=1/N.

the front for several choices of p (0.05, 0.25, and 0.45) and
for N ranging from 100 to 10%. We measured the velocities
with the expression

_ XlO6 B XlO5

40
9x10° (40)

UN

Figure 3 is a log-log plot of the difference vo—vy versus
1/N compared to the prediction (7) for e = 1/N. The variation
of vy when using longer times or different random numbers
was not larger than the size of the symbols. We seein Fig. 3
that the speed vy of the front seems to be given for large N
by

K
szvofw, (41)

where the coefficient K is not too different from the predic-
tion (7).

The agreement, however, is not perfect. The shift vy—uvy
seems to be proportional to (INN) 2, but the constant in Fig.
3 looks dlightly different from the one predicted by Eq. (7).
A possible reason for this difference could have been the
discretization of the front: instead of only cutting off the tail
as in Secs. Il and 1V, here the whole front h(x,t) is con-
strained to take values multiple of /N. One might think that
this could explain this discrepancy. However, we have
checked numericaly (the results are not presented in this
paper) that Eq. (13) with h(x,t) constrained to be a multiple
of acutoff & does not give results significantly different from
the simpler model of Secs. Ill and IV with only a single
cutoff. So we think that the full discretization of the front
cannot be responsible for a different constant K. The discrep-
ancy observed in Fig. 3 is more likely due to the effect of the
randomness of the process. It is not clear, however, whether
this mismatch would decrease for even larger N. It would be
interesting to push the numerical simulations further and
check the N dependence of the front velocity for very large
N.
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VI. CONCLUSION

We have shown in the present work that a small cutoff &
in the tail of solutions of traveling-wave equations has the
effect of selecting a single velocity v, for the front. This
velocity v, converges to the minimal velocity vy when e —0
and the shift vy—uv, is surprisingly large (7) and (8).

Very slow convergences to the minimal velocity have
been observed in a number of cases[8,13-15] as well as the
example of Sec. V. Asthe effect of the cutoff on the velocity
islarge, it is reasonable to think that it would not be affected
much by the presence of noise. The example of Sec. V shows
that the cutoff alone gives at least the right order of magni-
tude for the shift and it would certainly be interesting to push
the simulations further for this particular model to see
whether the analysis of Sec. IV should be modified by the
noise. The numerical method used in Sec. V to study a very
large (N~ 10%) system was very helpful to observe a loga-
rithmic behavior. We did not succeed in checking in earlier
works [13-15,22] whether the correction was logarithmic,
mostly because the published data were usually too noisy or
obtained on atoo small range of the parameters. Still, even if
the cutoff was giving the main contribution to the shift of the
velocity, other properties would remain very specific to the
presence of noise, like the diffusion of the position of the
front [16].

Our approach of Sec. IV shows that the effect of a small
cutoff is the existence of a scaling form (20) and (30) that
describes the change in the shape of the front in its steady
state. The effect of initia conditions for usua traveling-wave
equations (with no cutoff) leads to a very similar scaling
form for the change in the shape of the front in the transient
regime. This is explained in the Appendix, where we show
how the logarithmic shift of the position of a front due to
initial conditions [10,23] can be recovered.
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APPENDIX: EFFECT OF INITIAL CONDITIONS
ON THE POSITION AND ON THE SHAPE
OF THE FRONT

In this appendix we show that ideas very similar to those
developed in Sec. 1V alow one to calculate the position and
the shape at time t of a front evolving according to Eq. (1),
or asimilar equation, given itsinitial shape. Themain ideais
that in the long-time limit, there is a region of size \t ahead
of the front that keeps the memory of the initial condition.
We will recover in particular the logarithmic shift in the
position of the front due to the initial condition [10,23],
namely, that if the initial shape is a step function

h(x,00=0 if x>0,

h(x,00=1 if x<0, (A1)

then the position X; of the front at time t increases like
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Xo=2t— 2int (A2) o U LT
=2t— —In = i
t 5 Gu2=AZ, D I:]'[0 (B+i)
More generally, if initially —1)" I'(n+
Ay D TntA) , (A v (A1)
h(x,00=x"e~ 7 if x>0, A=o (2n+1)! T(B)
h(x,00=1 if x<0, (A3) i(;l'tr:;;e)cond equality is not valid when B is a nonpositive
we will show that for »>—2 To determine 3, one can notice that the scaling form (A6)
has to match the initia condition when x is large and t of
v—1 order 1. We thus need to calculate the asymptotic behavior of
Xy=2t+ ——Int, (A4 G(z) when zislarge.

whereas the shift is given by Eq. (A2) for v<—2. Here,
there is no cutoff, but the transient behavior in the long-time
limit gives rise to a scaling function very similar to the one
discussed in Sec. IV.
If we write the position of the front at timet as
Xi=vot—c(t), (A5)
we observed numerically (asin Fig. 2 of Sec. IIl) and we are
going to seein the following that the shape of the front takes,
for large t, the scaling form

—Xi
h(x, t)—taG( )e Yo(x— Xt) (A6)

which is very similar to Egs. (20) and (30).
If we use Egs. (A5) and (A6) into the linearized form of
Eqg. (1), we get, using the fact that vg=2 and y,=1,

1 1 o
@G+ 5 (az6'~aG)+1°c G=c &', (A7)

where z=(x— Xt~ “. By writing that the leading orders of
the different terms of Eq. (A7) are comparable, we see that
we must have

1
a= E, (AS)

(A9)

for some B and that the right-hand side of Eq. (A7) is neg-
ligible. Therefore, the equation satisfied by G is

¢ G zd G ! =0 A10
az%"29.8% A 3)%" G

and the position of the front is given by
Xi=vot—pB Int. (A11)

As in Sec. IV, we expect that as t—oo, the front will
approach its limiting form and therefore that for z small, the
shape will look like Eq. (15). Therefore, we choose the so-
lution Gg(2z) of Eq. (A10), which is linear a z=0. This
solution can be written as an infinite sum

For certain values of 3, there exist closed expressions of
the sum (A12). For instance,

AR
G,z(z):A(z+ §+ @),

2 P,
G(2) :A( z=o+ @) ez

Z3
G,l(z):A(z+ E)'

3

z
Gs,z(z):A( 2 e 7 (A13)

Go(z)=Az,

Gy(2)=Aze ZH,

z
Gy(z2)=Ae 2N f et
0

z
Gyo(2)=A f et
0

One can check directly on Eq. (A10) that Gz has a symmetry

Gp(2)=—ie 7" Ggp_gli2). (A14)
For any 3, one can obtain the large-z behavior of G(z).
To do so, we note that for 8>0, one can rewrite Eq. (A12)

as

B-312, t
Gy(2)= F(,B)f dt t sm(fz)e

2A i 22
=—— 7" Zﬁf dt t?$ 2gn(t)e 77,
N7 2
(A15)

For 0< B<1, the second integral in Eqg. (A15) has a nonzero
limit and this gives the asymptotic behavior of Gg(2),

Gp(2)= 005(77/3) r(2p—-1)z"?8. (A16)

F(B)
From Eq. (A12), one can aso show that
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r(g+1)

G;=—WGM1. (A17)
implying that Eq. (A16) remains valid for al B except for
B=3/2,5/2, 7/2, etc., where the amplitude in Eq. (A16) van-
ishes. For these values of B, Gg(2z) decreases faster than a
power law [see Eq. (A13)].

The functions G4 calculated so far are acceptable scaling
functions for the shape of the front only for 8<3/2. Indeed,
one can see in Eq. (A16) that for 3/2<3<5/2 the function
Gg(2) is negative for large z. In fact, for al B>3/2, this
function changes its sign at least once, so that the scaling
form (A6) is not reachable for an initial h(x,0) that is aways
positive. Itis only for B<3/2 that G4 remains positive for all
z>0.

Looking at the asymptotic form (A16), we see that if ini-
tially h(x,0)=x"e™ 7%, the only function G4(2) that has the
right large-z behavior is such that 1—28= v and this gives,
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together with Eq. (A11), the expression (A4) for the shift of
the position. As the cases 8> 3/2 are not reachable, al initial
conditions corresponding to »<<—2 or steeper (such as step
functions) give rise to Gy, and the shift in position given by
Eq. (A2).

The analysis of this appendix can be extended to other
traveling-wave equations such as Eq. (13), with more general
functions v(y) (having a nondegenerate minimum at y,) as
in Eq. (14). Then the expressions (A2) and (A4) of the shift
become

3
Xi=vot— 5—Int

(A18

2y )
and

X 7 A19

t=Uot 27’)/0 nt. ( )
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Microscopic models of traveling wave equations
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Abstract

Reaction-diffusion problems are often described at a macroscopic scale by partial derivative equations of the type of the
Fisher or Kolmogorov—Petrovsky—Piscounov equation. These equations have a continuous family of front solutions, each of
them corresponding to a different velocity of the front. By simulating systems of size up to N = 1016 particles at the microscopic
scale, where particles react and diffuse according to some stochastic rules, we show that a single velocity is selected for the
front. This velocity converges logarithmically to the solution of the F-KPP equation with minimal velocity when the number N
of particles increases. A simple calculation of the effect introduced by the cutoff due to the microscopic scale allows one to
understand the origin of the logarithmic correction. O 1999 Published by Elsevier Science B.V. All rights reserved.

1. TheFisher equation

The Fisher equation [1], also called KPP equation
(for Kolmogorov—Petrovsky—Piscounov [2]) is widely
used to describe front propagation in many problems
of physics, chemistry and biology:

dc 9% 2
o a2 T M

Fisher first introduced this equation to represent “The
Wave of Advance of Advantageous Genes” [1] in a
population. The concentration c(x, r) was the fraction
of individuals in a population at position x and time ¢
that exhibit some benefit genes, and (1) was used to
describe how this favorable gene would spread in the
population. Eq. (1) can also model the dynamics of
sick individuals in a population during a viral conta-
gious infection, the proportion of burnt-out gases in

1 E-mail: eric.brunet@ens.fr.

2 E-mail: bernard.derrida@ens.fr.

3 Laboratoire associé au CNRS et aux Universités Paris VI et
Paris VII.

a combustion [3], the concentration of some species
produced in a chemical reaction, etc. It also appears
in the mean field theory of directed polymers in a ran-
dom medium [4] and in the calculation of Lyapunov
exponents of large sparse random matrices [5,6].

In (1), c(x, r) represents a concentration, implying
that, for all x and ¢:

0<c(x, ) < 1. )

If we look at solutions constant in space (dc/dx =
0), Eq. (1) becomes simply:
dbc 5
3 =¢~ ¢ 3)
There are two stationary solutions: ¢ = 0 (unstable
fixed point) and ¢ = 1 (stable fixed point).

The role of the diffusion term 92c/dx? in (1)
is to spread any positive perturbation. Therefore, if
initially c¢(x,0) > 0 in some region of space and
c(x,0) = 0 elsewhere, the perturbation will grow,
reach asymptotically the stable fixed point ¢ = 1 and
spread throughout the whole space. Ultimately, the
stable value ¢ = 1 will be reached everywhere.

0010-4655/99/$ — see front matter 0 1999 Published by Elsevier Science B.V. All rights reserved.
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To study how the stable region (where ¢ = 1)
invades the unstable one (where ¢ = 0), one can
consider an initial condition where c¢(x, 0) decreases
monotonicaly from ¢(—o0, 0) = 1 to ¢(+00, 0) = 0.
If at time ¢ = 0 theinitia condition c¢(x, 0) decreases
fast enough as x — oo (in particular if ¢(x, 0) isastep
function), the front movesin the long time limit with
awell defi ned speedvmin [7]:

Umin = 2. 4)

To understand from (1) why the velocity vmin = 2
is selected looks a priori a very hard task. Eq. (1) is
a non-linear partia derivative equation and there is
no way of writing the full expression of c(x,t) for
an arbitrary initial condition. However, the velocity
vmin = 2 can be understood easily without solving the
full non-linear problem: let us assume that the front
moves at some constant speed v. The concentration
profi lec(x, r) takes then the form:

c(x,t) = Fy(x —vt), 5)
where F, (z) isthe solution of:

F/+vF,+F,—F?=0 (6)

v

with F,(—o0) =1 and F,(4+00) = 0. In the region
where F, (z) < 1, i.e. far ahead of the front, one can
neglect in (6) the non-linear term. The general solution
of the linearized equation is a sum of two exponentials
so that for z — 400 one of these two exponentials
dominates:

Fy(z) ~ Ae™ 7%, (7)

and, from the linearized version of (6), one fi nds that
v and y arerelated by:

1
v(y)=y+—. (8)
%

We see that the asymptotic decay y in (7) determines
completely the velocity v(y) of thefront.

What (8) tells us is that any velocity v > vmin
(vmin = 2) is possible for the front. (It should be noted
that v < vmin would also be possible by alowing y to
be complex. However, afront moving at such a speed
would take negative values in the tail, and this would
violate condition (2).)

The minimal speed vmin = 2 reached for ymin=1
has a special status: it has been shown [8-12] that
if in itsinitial condition the front decays faster than

e~ Ymin® (in particular, if c¢(x,0) is a step function),
then the front moves asymptotically with this minimal
speed vmin. Moreover, in the long time limit, the
position X (¢) of thefront is given by

X(z):Zz—glntJrO(l). 9

(In other words, the velocity of the front converges
to vmin = 2 with a leading correction [12] given by
—3/(2r). The presence of a logarithmic correction
in (9) makes often a precise determination of the
asymptotic velocity diffi cult.)

Most properties of (1) (selection of the minimal ve-
locity for steep enough initial conditions, logarithmic
corrections to the position as in (9)) can aso be re-
covered in awhole class [10] of front equationswhere
a stable region invades an unstable one. An example
very different from (1) that we will consider below is:

2
c(x,t+1)=1f|:17/dotp(oz)c(xfa,t):| , (10)

where p (@) can be any density function (p () > 0and
[ da p(a) = 1). Asfor (1), the uniform solutions ¢ =
0 and ¢ = 1 are respectively unstable and stable and
the integral over « spreads any positive perturbation
as doesthe diffusion termin (1).

As for (1), the linearized version of (10) where
terms quadratic in ¢ are neglected determines the
velocity. For an exponentia decay (7) of thefront, one
fi nds a dispersion relationv(y) generalizing (8):

1
v(y)=— |n|:2/doc p(a)e”‘i|, (1)
4
and for a steep enough initial condition the minimum
velocity
Umin = rT;/inv(V) = v(¥min) (12
is reached in the long time limit. The position X (¢) is
then given [11] for large ¢ by:

3

X () =vmint — —— Inr + O (D). (13)
2Ymin

(Note that in genera ymin in (12) is fi nite except for

very particular choices of p(«).)

2. The microscopic stochastic model

Front equations of type (1) or (10) originate often
asthelarge-scalelimit of microscopic stochastic mod-



REPRODUCTION DES ARTICLES PUBLIES 147

378 E. Brunet, B. Derrida / Computer Physics Communications 121—-122 (1999) 376—381

els [3,5,6,13-15]. Here we study a particular micro-
scopic model which, aswe will see, isdescribed in the
largescalelimit by thefront Eq. (10). Wewill compare
the velocity measured for this microscopic stochastic
problem with the velocity (11), (12) expected for the
traveling wave Eq. (10).

Our microscopic model [11] is defi ned as follows:
Imagine a population where each generation has ex-
actly N individuals. Each individual i (1<i < N) a
generation (¢ isan integer) is characterized by itsfi t-
ness x; (1), areal number representing its adaptation to
the environment. The state of the system at any time ¢
is completely determined by the N numbers x; (7).

At timer =0, we set x;(0) = 0 for all i (but this
choice of initial condition is actually unimportant in
the long-time limit). By defi nition of the model, the
x; (t) evolvefrom generation s to generation z + 1 with
the following rule:

xi(t + 1) = max[x, (1) + o, x5 (0) +of], (14)

where m; and f; are the two parents of the new in-
dividua i, chosen at random in the previous genera-
tion ¢ (in other words, m; and f; are random integers
uniformly distributed between 1 and N), and where
«; and «; are random numbers independently chosen
according to some probability distribution p («) repre-
senting random mutations. So at each generation, the
m;, fi, a; and ozlf are independent and new values are
chosen at every time step.

Under the dynamics (14), the cloud of N points
x; (t) moves along the line and we want to determine
its asymptotic velocity vy, that is:

= lim = =
where
1 N
X)) =— £ (D). 1
0= Ex (t) (16)

L et us now see how one can relate this microscopic
model to the traveling wave equation (10). We defi ne
c(x, t) asthefraction of population which hasafi tness
larger than x:

N
clx,t) = %Z@(xi(t) —x). (17)
i=1

(By convention, we choose here @ (x) = 1 if x >
0 and ©(x) = 0 if x < 0.) Obvioudly, c(x,?) is

a monotonic decreasing function of x going from
c(—o0,t) =110 c(+o00,t) = 0. At time r = 0, we
have c¢(x,0)=1forx <0and c(x,0) =0for x >0,
so the initia condition is a step function. It should
be noted that ¢(x,t) can only take values which are
integral multiplesof 1/N.

Clearly from (17), the position X (¢) of the cloud of
points can be rewritten with the function ¢(x, ) as:

+00

X)) =X(0) + / dx [C(x,t) —c(x,O)]. (18)

—00

Given the positions x;(z) of all the particles (or,
equivalently given the function c(x, 1)), the x; (r + 1)
obtained from (14) are independent random variables.
Therefore, if we fi xc(x, 1), the average (c(x,t + 1))
over the dynamics between timer and ¢ + 1 gives:
(ex, 1+ D)

2

—1- [1— /dotp(a)c(x —a, z)] , (19)
which, except for the ( ), is exactly (10). However,
if we try to average over the whole history (i.e. over
al the timesteps), we need to average terms quadratic
in ¢ on the right hand side of (19). This means
(c(x,t + 1)) is not only related to (c(x, t)), but also
to correlationslike (c(x, t)c(x’, t)), and this makesthe
problem very diffi cult for fi niteV. On the other hand,
if we neglect these correlations (and one can argue
that these correlations are small for large enough N)
and replace (c(x,t)c(x’, 1)) with {c(x,t)){c(x’, 1)),
then (19) reduces exactly to (10). So (10) can be
thought as the mean-fi eld (or largeN) version of the
microscopic model (14).

As the initial condition c¢(x,0) given by (17) is
a step function, the mean fi eld equation predicts a
front moving at the minimum velocity vmin given
by (11), (12).

3. Direct simulations

We have simulated the microscopic model (14) for
several choices of the distribution p(«): the uniform
distributionintherange0< o <1

puni(e) = O ()0 (1 —a), (20)
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Table 1
Values of ymin and vmip for different models
Model P = puni P = Pexp P = pdisc Martian model
Ymin  5.262076... 0.626635... 2553245...  8.133004...
vmin  0.815172... 2678347... 0.810710... 0.877338...
the exponential distribution L T A,
| P = Pdisc X |
7 1 P =Pumi X
pexp(@) = O(a)e ™, (21) t v .o, menedd O
S oo+
and adiscrete distribution o1k X« *
o X
«
£ X
pisc(@) = 0.258(1 — ) + 0.758 (). 22) I N
L o 8 x 7
We have also simulated a generalization of the prob- 001 6 5 4
lem (Martian genetics) where each new individual at 1'6 3'2 614 L L 1 L 1 L

timer + 1 hasthree parents, so that (14) is replaced by
the max over three terms, with the effect of mutations
distributed according to (20).

The minimal value of the speed vmin and the
corresponding decay rate ymin Of the deterministic
front equations (10)—(12) for these four casesare given
in Table 1.

For these four models, we have simulated (14) for
T = 107 timesteps after a transient time of 77 = 108
timesteps to eliminate the effect of initial conditions.
For several choicesof N, we have measured the speed
as:

X(T+T)—-X(T)
N = —T .

Fig. 1 represents the difference between the mean-
fi eld speed vmin (given in Table 1) and the speed vy
measured in the simulation for several choices of N
(16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048 and 4096).

We seein Fig. 1 that a single speed vy is selected
in the microscopic model. This speed is aways lower
than the speed vmin of the deterministic front equa-
tion, and the difference vmin — vy Seems to decay
like N~Y/3 for all the variants of the model. The effec-
tive power law exponent seems however to decrease
slowly as N increases.

In order to confi rm the N —1/3 decay of Fig. 1, we
tried to increase N, but as in the direct simulation
computer time scales like N x T, it is very hard to
make N much larger than 10* or 10° for a number
T =107 of timesteps.

(23)

128 256 512 1024 2048 4096
N

Fig. 1. Log-log plot of the difference between the speed v given
by the mean-fi eld theory and the speedv,y measured in Monte Carlo
simulations for the four models as a function of the number N of
particles. The straight line represents N —1/3.

4. Highly parallel smulations

We are now going to describe a computational
trick which we developed [11] for some particular
distributions p () such as

pla)=pdle—1)+ 1 - p)é(a), (24

allowing to simulate the microscopic model for ahuge
number of points (N up to 10%6). We restrict p to
therange O < p < 0.5 (to avoid one of the rare cases
where (11) has no minimum for afi niteymin).

For the distribution (24), the x; (¢) are aways inte-
gersif they areso at r = 0 and the concentration ¢ (x, r)
asdefi ned by (17) is constant between any pair of con-
secutive integers. We call respectively xmin and xmax
the positions of the leftmost and rightmost particles at
timer and w = xmax — xmin + 1 the width of the front.
We observed in our simulations that w is typically of
order InN, so that even for N as huge as 10%6, the
number of possible values of the x;(¢) at a given time
is very limited, and the whole information in c(x, )
is carried by the number of particles at each integer x
between xmin and xmax.
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Umin — UN

0.0001 L I 1 1 I 1 I 1
10? 10* 108 108 10 102 10" 106
N

Fig. 2. Differences between the speed obtained by the mean-fi eld
theory and the speed measured in highly parallel simulations for
different values of p asafunction of the number N of particles. The
lines represent for each value of p the prediction (27).

Knowing the function c(x, ¢) at time ¢, we gener-
atec(x,t+1). Asattimer, al the x; (¢) satisfy

Xmin < X (1) < Xmax,

from (14) and (24) the positions x;(t + 1) will lie
between xmin and xmax + 1. The probability px that
agiven particle i will be located at position xmin + &
attimer+1is

Pk = <C(Xmin +k—-1t+ 1)) - <C(xmin+k, r+ 1))
(25

with (c(x,t + 1)) given by (19). Obviously, px # 0
only for 0 < k < w. The probability to have, for every
k, ny particlesat location xmin+k attimer +1isgiven
by

P(no,n1,...,ny)
N! no _ni Ty
T nolnt!...ny! Po P1---P
X 8(N —ng—nyg—-+-—ny). (26)

Using a random number generator for a binomial
distribution [16], expression (26) allows usto generate
the random numbers n, directly [11].

We have measured from (23) the velocity vy of the
front for several choices of p (0.05, 0.25 and 0.45)
and for N ranging from 100 to 10'6. Fig. 2 shows the
results together with functions A(p)/In? N given in
the next section.

Clearly the apparent power law of Fig. 1 does not
persist as N increases and the simulationsindicate that
vmin — vxy ~ IN"2 N for large N. We are going to see

1 T T T T T T T T

0.8 .
0.6 - m
04} y

0.2 -

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 0.5
D

Fig. 3. Comparison of the velocity vmin vaid for infi nite N (top
curve) with the velocity of the model with a cutoff 1/N for
N =512 (middle curve) and N = 64 (bottom curve) as a function
of p.

in the next section that this logarithmic correction has
asimpleorigin.

5. Effect of the cutoff

The two main differences between the traveling
wave equation (10) and the microscopic model (14)
is that the microscopic model is stochastic and that
c(x,t) varies by steps multiple of 1/N (see (17)).

The effect of the noise is hard to treat analytically
and we have not succeeded yet to develop a satisfac-
tory theory for it. The effect of discretization can be
however understood rather simply: let us modify (10)
by imposing, after each timestep, c(x,t + 1) =0 if
the value given by (10) is smaller than 1/N (in other
words, we put a cutoff in the deterministic model to
mimic the fact that c¢(x, t) changes by steps of 1/N).
Thevelocity v}, of thisdeterministic model with acut-
off can be easily measured as under these dynamics
the front reaches rapidly a periodic regime [11]. As
the cutoff goesto zero (i.e. as N goesto infi nity), the
speed v), convergesto the mean-fi eld speedvmin given
by (11) and (12). In Fig. 3 we compare this speed for
N =64and N =512 with vy for p(«) given by (24)
with 0 < p < 0.5. (One can note that the speed gets
locked to rational valuesas p varies.)

The speed v}, of this new deterministic model can
be calculated analytically [11] for large N:

, 27
2In2 N 7

/ ~ .
Uy = Umin —
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where v(y) is given by (11). Comparing the predic-
tion (27) with the results of the simulations in Fig. 2
gives a good, though not perfect, agreement. This in-
dicates that the slow convergence of the velocity of the
stochastic model is controlled by the effect of the cut-
off.

6. Conclusion

We have seen that, for a very particular microscopic
stochastic model (14), it was possible to simulate
systems of 1016 particles. Our model is so particular
that there is no hope that our trick could be extended
to large classes of statistical physics problems. In
our case, however, going to very large N enabled us
to clearly discriminate between a power law and a
logarithmic correction.

The fact that the microscopic scale selects a single
velocity [11,17,18] with a logarithmic correction due
to a cutoff seems to appear in several related prob-
lems (reaction-diffusion [3,19], kinetic theory [6]).
Even model (14) can be introduced in many different
contexts, like directed polymers in a random medium
(where x; () would be the free energy of a polymer
of length ¢ ending at position i), or growth problems
(where x; () would be the height variables). Still, we
do not know yet whether the prediction (27) based
simply on the effect of the cutoff gives the exact large-
N behavior of the model (14), or whether a more so-
phisticated theory is needed to explain the results of
Section 5.
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Abstract

We show how to define and calculate the ground state energy of a system of quantum particles
with 0 attractive interactions when the number of particles n is non-integer. The question is
relevant to obtain the probability distribution of the free energy of a directed polymer in a
random medium. When one expands the ground state energy in powers of the interaction, all the
coefficients of the perturbation series are polynomials in 7, allowing to define the perturbation
theory for non-integer n. We develop a procedure to calculate all the cumulants of the free
energy of the directed polymer and we give explicit, although complicated, expressions of the
first three cumulants. (© 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

We consider a system of n identical quantum particles on a ring of size L with
attractive interactions. If we call x, (for 1 <a<n) the positions of the particles, the
Hamiltonian of this system is

1l &
Ho==3 251D 0w —xp), 0]
o a<f

where 7 is the strength of the attractive (y>0) interactions. The main goal of the
present work is to define and to calculate the ground state energy Eo(n,L,7) of (1)
when 7 is not an integer (especially when n is small).
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This system of particles in one dimension with ¢ interactions has a long history in
the theory of exactly soluble models [1-5]. It was first introduced to describe a Bose
gas by Lieb and Liniger who calculated by Bethe ansatz the ground state energy and
the excitations for repulsive interactions (that is for negative y) in the thermodynamic
limit (n and L go to infinity keeping n/L constant) [1].

The problem arose also in the theory of disordered systems: the calculation of the
free energy of a directed polymer in a random medium in 1 + 1 dimensions by the
replica method reduces [6—11] to finding the ground state energy of (1): If Z(x,¢) is
the partition function of a directed polymer joining the points (0,0) and (x,¢) on a
cylinder with periodic boundary conditions (x + L = x)

&0 ! 1 /dyis)\
260 = [ aywren( - [ a5 |5 (42) Fa0e] ). @)
0,0) 0 2 S
where the random medium is characterised by a Gaussian white noise #(y,t)
(. On(y' 1)) =7(y — yHot = 1), (3)
then the integer moments of Z(x,¢) are given for large ¢ by [12]
1 ({2 0)
lim —In | =—22| = —Ey(n,L 4
t—1>n£olo P n |:<Z()C,l)>n 0(”7 ay)a ( )

where () denotes the average over the random medium and Ey(n,L,y) is the ground
state energy of (1). The knowledge of Ey(n,L,y) determines for large ¢ the whole
distribution of In Z(x,¢). For example, the variance of InZ(x,¢) is

(In® Z(x,1)) — (InZ(x,1))>  *Eo(n,L,y)

li = . 5
Jim , | 5)

Of course, to obtain this variance or other characteristics of the distribution of
In Z(x,t), one should be able to define and to calculate the ground state energy of (1)
not only for integer n, but for any value of n [13—17]. Moreover, because of (3), the
interactions in (1) must be attractive (y>=0); So in contrast to the Bose gas initially
studied [1], the interactions are attractive and the interesting limit is no longer the
thermodynamic limit » — oo but rather the limit n» — 0.

For integer n and L = oo, the n particles form a bound state at energy [4,6]
,n(n* — 1)

—or (6)
Using this formula for non-integer n helped to understand several properties [12] of the
distribution of In Z(¢) when L is infinite. There are, however, a number of difficulties
with (6) for non-integer n, in particular a problem of convexity: d?In(Z")/dn* should
be positive for all n, and so (4,6) cannot be valid at least for negative n. We believe
that these difficulties are due to the exchange of limit + — oo and L — oo and this is
why we try in the present work to determine Eq(n,L,y) for finite L.

The paper is organised as follows: in Section 2, we recall the Bethe ansatz equations
which give the ground state energy of (1) for an (integer) number # of particles and

EO(”; 0, "/) =7
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we write the integral equation (13) which is a way of solving the coupled non-linear
equations of the Bethe ansatz. The main advantage of this integral equation is that both
the strength y of the interactions and the number n of particles appear as continuous
parameters. In Section 3, we solve (13) perturbatively in ¢ (where ¢ = yL/2) for
arbitrary n. We notice that the coefficients in the small ¢ expansion of Ey(n,L,y) are
all polynomials in 7, thus allowing to define the expansion even for non-integer n. In
Section 4, we show how to generate a small n expansion of the solution of (13). We
give explicit expressions up to order n* of Eg(n,L,7) and we notice that the coefficients
of the small n expansion have in general a zero radius of convergence in c.

2. The Bethe ansatz equations

The Bethe ansatz [18] consists in looking in the region 0<x; < - - <x,<L for a

ground state wave function ¥(xy,...,x,) of the form
P(xp,.exy) = ZApe2("‘xP“)+"'+q”xf""))/L , (7
P
where the sum in (7) runs over all the permutations P of {1,...,n}. The value of ¥

in other regions can be deduced from (7) by symmetries. One can show [3-5] that (7)
is an eigenstate of (1) at energy

2
E(H,L,'))):fp Z Q§7 (8)

I<a<n

if the {q,} are solutions of the n coupled equations

equZan:qﬂi—za (9)
g T2 0P

where
L
c= T (10)
(A derivation of (9) can be found in Ref. [3]. Note that ik; and ¢ in Ref. [3] become
here, respectively, (2/L)g; and —y; the ¢ in Ref. [3] and our ¢ defined in (10) are thus
different.) Moreover, for y # 0, all the g, are distinct.

There are a priori many solutions of (9). We look for the ground state, that is
the solution {g,} for which (8) is minimal. When ¢ = 0, the problem reduces to n
non-interacting particles {g,} = {0} (we have periodic boundary conditions). Because
the ground state solution is not degenerate, the solution {g,} of (9) must have the
symmetry {q,} = {—g,}, depend continuously on ¢, and vanish as ¢ — 0.

Let us introduce the following function of {g,}:

| .- u—
Bu) = —e VR T p(g et (11)

9o
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where the parameters p(q,) are defined by

9u —qp+c
pla) =[] =—"L—. (12)
979 9=~ 4p

The function B(u) is a rather complicated (but convenient to use) symmetric function
of the ground state solution {g,} of (9). As shown in Appendix A, it satisfies the
integral equation

u
B(1+u)—B(l —u)= nc/ e~ =m2B(1 _ )B4+ u — v)do, (13)
0
and the following two conditions:
B(l)=1, (14)
B(u)=B(—u). (15)
Moreover, the energy (8) can be deduced from B(u) by
2 [’c  nc>  ne y
Eo(n,L,)))—ﬁ T—FE—F?—}’ZB (D] . (16)

The derivation of (13)—(16) is given in Appendix A. How these relations lead to
small ¢ or small n expansions is explained in Sections 3 and 4.

3. Expansion in powers of ¢

One could try to solve Eq. (9) perturbatively in ¢ but the approach turns out to be
quickly complicated [19]. Instead we are going to see that the integral equation (13)
is very convenient to obtain Ey(n,L,y) for small c.

It is known [5] (and easy to check from (9)) that the g, scale like /c for small c.
Therefore, each coefficient B;(u) of the small ¢ expansion of B(u) defined by (11) is
a polynomial in u.

B(u) = Bo(u) + cBy(u) + *By(u) + -+ - . (17)
Moreover, conditions (14) and (15) impose that all the B;(u) are even, that By(1)=1
and B;(1)=0 for any i>1.

At zeroth order in ¢, we find, using (13):

Bo(14u)—Bo(1 —u)=0. (18)

Thus, By(u) and By(1 4 u) are both even functions of u. As By(u) is a polynomial and
By(1) =1, the only solution is

Bo(u)=1. (19)
We put this back into (13) and get at first order in ¢
Bi(l4+u)—Bi(1 —u)=nu. (20)

REPRODUCTION DES ARTICLES PUBLIES
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Again, using the fact that B (u) is an even polynomial such that B;(1) =0, the only
possible solution is
Bi(uw)= 2~ 1). 1)
It is easy to see from (13) that at any order in ¢, we have to solve
Bi(1 +u)— Bi(1 —u)= “some polynomial odd in u”, (22)

and that there is a unique even polynomial solution satisfying B;(1) = 0. One can
generate as many B;(u) as needed to obtain B(u) up to any desired order in c.

en(—14+u?)  An(1 +2n)(—1+ u?)?

B(u)=1 o). 23
(W) =1+ 56 +0(e) (23)
Relation (16) then gives the energy. Up to the fourth order in ¢, we find
L? c n n? n
—Eyn,L,y)=—-n(n—1)( = + = + —¢° — )
7 EomLyy) = —nin )<2 TR TR T (1512 1260> o )
(24)

4. Solution for small n

It is clear from Section 3 that if we stop the small ¢ expansion of B(u) at a given
order, B(u) and Ey(n,L,y) are polynomials in n. This allows to define the small ¢
expansion of B(u) or of Ey(n,L,y) for an arbitrary value of n.

Moreover, we can write a small n expansion of B(u) by collecting all the terms
proportional to n* in the small ¢ expansion of B(u) and calling the series obtained
bi(u). Then,

B(u) =1+ nby(u) + n’by(u) + - - - . (25)

Conditions (14) and (15) impose that b;(u) = by(—u) and bi(1) =0 for all £>1.

We are now going to describe a procedure which leads to a recursion on the by (u)
and allows to write them not only as power series in ¢ but as explicit functions of ¢
and u. If we insert (25) into (13), we get at first order in n

by(1+u) — by(1 —u):c/ e )2 4y (26)
0

It can be checked that a solution of (26) compatible with the conditions b(u)=b;(—u)
and b;(1)=0 is

by () = \/E/+°° d}ucosh(iu\/.E/2) — cosh (i\/E/z)e”tz/Z '

o sinh (1+/c/2)
There are, however, other solutions to the difference equation (26): one could add to
(27) an arbitrary function F(u,c) even and periodic in u of period 2 and vanishing at
u = 1. If we require that each term in the small ¢ expansion of b;(u) is polynomial
in u (as justified in Section 3), we see that all the terms of the small ¢ expansion

(27)
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of F(u,c) must be identically zero. For example F(u,c)= exp(—c~"*)(cos(mu) + 1)
is an acceptable function. This already shows that b;(u) given by (27) has indeed for
small ¢ expansion the series obtained by collecting all the terms proportional to #» in
the small ¢ expansion of Section 3.

If the solution b;(u) (27) had a non-zero radius of convergence in ¢, it would be
natural to choose the only b;(u) which is analytic near ¢ = 0 by taking F(u,c) = 0.
Unfortunately, this is not the case: by making the change of variable 4> = p, expression
(27) appears as the Borel sum of a divergent series [20].

We found no conclusive reasons why (27) is the solution of (26) we should select.
However, one can notice that, when » is an integer, B(u) is analytic in u and goes
to zero when u — +ico (see (11)). Here, the b;(u) given by (27) grows like In|u|
when # — Fioco. Adding a non-zero periodic F(u,c) would either lead to an exponential
growth in the imaginary direction or introduce singularities in u. So (27) is the solution
of (26), analytic in the whole u plane, which has the slowest growth in the imaginary
direction.

The same difficulty of selecting the right solution appears at each order in the ex-
pansion in powers of n. We are now going to explain the procedure we have used to
select one solution. If we insert (25) into (13), we have to solve at any order k& in the
small n expansion

bi(1 +u) = be(1 — u) = i(u) (28)

where ¢(u) is a function odd in u which can be calculated from the previous orders

k=1 .
be(u)=c Z/ e~ =) 2p (1 — )iy (1 +u—v)dv. (29)
i=0 /0

(For consistency, we use bg(u) = 1.) It can be checked that a solution to (28) is

[T cosh(Auy/c/2) — cosh(A4/c/2)
biu) = /0 d sinh (1/c/2)

ar(4) , (30)

where a;(4) is given by

1 [t . Au iu
Clk()v) = ﬂ/o du sin <7> (i)k <%> . (31)

Indeed, the verification is a simple matter of algebra, and we convinced ourselves
that be(u)~In*|u| and ¢y (u) ~In*~"|u|/u as u — Fioco, and that ax(1)~1In*~'|A| for
4 — 0 and ay(L) ~exp(—A%(k + 1)/4k) for /. — oo, so that all the integrals in (30),
(31) converge.

As for by(u), one could add to the bi(u) given by (30,31) an arbitrary function
Fi(u,c), even and periodic in u of period 2 to obtain the general solution of (28).
However, to be consistent with the small ¢ expansion of Section 3, the small ¢ expan-
sion of Fj(u,c) should be identically zero. Moreover, if we want the solution of (28)
to be analytic in the whole u plane and not to grow too fast when u — +ico, we must
take Fj(u,c)=0.
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Expression (27) for b1(u) is in fact a particular case of the procedure (30,31); when
applied to (26), it gives indeed a;(1) = \/cexp(—42/2).
At second order in the small »n expansion, we find for A > 0

- +oo — (/2
- _2pn2cosh(Ap/2)—2 o e 9
1) = ce— 212 / dye—rP / due—2) .
ar(4) = ce | due anh (1 y/)2) + | due NN
(32)

The expressions of b3(u) or az(u) would be much longer to write.
Using relation (16) and expressions (27) and (32) of b;(u) and ax(u), we can give
an expression of the energy Eo(n,L,7) up to the order n’:

L? c ,3 e 22 2 c?
YLy =n(S+ ) o2 Ry pE
5 FolmL,7) ”<2+ 12> ", wh(ive2) 7
2 ptoo 2a—222 7
7n3c_/ & A eﬂ / / d‘ue_uz/ZZCosh(i,u/Z)—2
4 Jo tanh (A/c/2) | Jo tanh (p+/c/2)
o0 2y e—Un) _ 9
dueH pe T2 . 33
e D G

As explained in the introduction, this small n expansion of Ey(n,L,7) gives the cumu-
lants of the free energy in the directed polymer problem. Of course, if we expand (33)
in powers of ¢, we recover (24).

5. Conclusion

In this work, we have developed a method allowing to calculate perturbatively the
ground state energy of (1) for a non-integer number n of particles. We first generated
for integer n a perturbation series in powers of the interaction ¢. Each term of this
series is polynomial in n, allowing to define a small ¢ expansion of the energy for
non-integer n. This series, at least for small n, has a zero radius of convergence, in
contrast to integer n for which the radius of convergence of the perturbation theory is
non-zero [21]. (For n =2, the closest singularities of Ey(2,L,7) in the ¢ plane lie at
c~330+i4.12.)

We believe that the fact that each term in the perturbation theory is polynomial in
n is generic and would be true for an arbitrary pair interaction and in any dimension.
As the link (4) to directed polymers is valid in any dimension, it would be useful and
interesting to try to recover our results by doing a direct perturbation theory of the
Hamiltonian instead of our Bethe ansatz approach (which is limited to 1+1 dimensions
and to a J potential) in order to see whether the calculations could be extended to
higher dimensions.

Our calculation of the ground state energy for non-integer n is based on the integral
equation (13) and conditions (14) and (15). When we tried to solve the problem for
small n, at each order we had to select a particular solution of a difference equation.
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We did not find a conclusive reason to justify the solution we selected, apart from
some analyticity properties and growth criterion in the complex plane of the variable
u. It would certainly be interesting to justify our choice (33) by calculating the second
and the third cumulants of In Z directly (and not only perturbatively to all orders in ¢).

In our small n expansion of Section 4, the terms become quickly very complicated.
There is, however, a regime, which corresponds to the large ¢ limit of recursion (28),
(30), (31) where one can handle the general term in the small » expansion [19].
This allows to calculate the whole distribution of In(Z(x,¢))/t when ¢ is very large
and (1/0)In(Z(x,1)/{Z(x,t))) of order 1/L. One can then recover [19] the same large
deviation function as found for the asymmetric exclusion process [22-26], as expected
since the directed polymer problem in 14 1 dimensions and the asymmetric exclusion
process are both representatives of the KPZ equation [27,12,28] in dimension 1. This
strengthens the conjecture that the solutions to the difference equations we selected in
Section 4 give indeed the right non-integer moments of the partition function.

From the point of view of the theory of disordered systems, our results give one
of the very few examples for which the distribution of Z can be calculated exactly.
In particular, they could provide a good test of the replica approach and of other
variational methods [7,9-11].

A simple and interesting phenomenon visible in the present work (which should be
generic of all kinds of disordered systems with Gaussian disorder) is that the weak
disorder expansion (here small ¢ expansion) of non-integer moments of the partition
function has a zero radius of convergence whereas integer moments have a non-zero
radius of convergence. This is already visible in the trivial example of a single Ising
spin ¢ = +1 in a random Gaussian field 4; the free energy at temperature 7 is
In (2 cosh(/#/T)), and it is easy to check that all non-integer moments of the parti-
tion function have a zero radius of convergence in 1/7.
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Appendix A. Derivation of (13)-(16)

Let us first establish some useful properties of the numbers p(g,) defined by (12).
If the ¢, are the n roots of the polynomial P(X) defined as

P =]]X — 4., (A1)
qi(
it is easy to see that the p(g,) defined in (12) satisty

le—i_cZM' (A.2)
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(The two sides have the same poles with the same residues and coincide at X — o0.)
Expanding the right-hand side of (A.2) for large X, we get

P(X +¢) p(4s) 8 1
P Lt Z < X+X2>+0<X4). (A3)

On the other hand, using (8, A.1l) and the symmetry {g,} ={—q,} we have

L2
P(X)=X"+ ZEo(n,L,y)X"_z + 0", (A4)
so that
P(X +¢) ne  (5) | A(5) = cEy(n,L,y)L*)2 1
—— =14+ = Ol — ). A5
PX) X + X2 X3 * X4 (A5)
Comparing (A.3) and (A.5), we get the relations
> p(g)=n, (A.6)
qX
n
> up(g) =c (2) , (A7)
q)(
n Eo(n,L,y)L?
> anlg) =¢ ( ) - e (A8)
. 3 2
Moreover, by letting X = g5 — ¢ in (A.2) we get for any gy root of P(X)
1
= Z p(gx) _ Z P(qx) ' (A9)
¢ o (]a_q,[i+c qo q“—i_qﬂ—‘rc

Lastly, using the symmetry {g,}={—¢,} and definition (12), the Bethe ansatz equations
(9) reduce to

e”p(—q.) —e " p(g,)=0. (A.10)

From definition (11) of B(u) and properties (A.6)—(A.10), it is straightforward to
establish (13)—(16): the integral equation (13) is a direct consequence of (11) and
(A.9). Properties (14), (15) follow from (11), (A.6) and (11), (A.10), respectively.
Lastly (16) is a consequence of (11) and (A.6)—(A.8).
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We calculate exactly the first cumulants of the free energy of a directed polymer in a random medium for the
geometry of a cylinder. By using the fact that the nth moment (Z") of the partition function is given by the
ground-state energy of a quantum problem of n interacting particles on a ring of length L, we write an integral
equation allowing to expand these moments in powers of the strength of the disorder y or in powers of n. For
nsmall and n~ (L) 2, the moments (Z") take a scaling form which allows us to describe all the fluctuations
of order 1/L of the free energy per unit length of the directed polymer. The distribution of these fluctuations is
the same as the one found recently in the asymmetric exclusion process, indicating that it is characteristic of all
the systems described by the Kardar-Parisi-Zhang equation in 1+1 dimensions.

PACS number(s): 64.60.Cn, 05.30.—d, 05.70.—a

1. INTRODUCTION

Directed polymers in a random medium is one of the sim-
plest systems for which the effect of strong disorder can be
studied [1-3]. At the mean-field level, it possesses a low-
temperature phase, with a broken symmetry of replica [4,5]
similar to mean-field spin glasses [6]. The problem is, how-
ever, much better understood than spin glasses; in particular,
one can write [4,5] closed expressions of the mean-field free
energy and one can predict the existence [7] of phase transi-
tions in all dimensions d+1>2+1. It is also an interesting
system from the point of view of nonequilibrium phenom-
ena: through the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation [8,9],
it is related to ballistic growth models and, in 1+1 dimen-
sions, to the asymmetric simple exclusion process (ASEP)
[3,9].

In the theory of disordered systems, the replica approach
plays a very special role. On the one hand, it is one of the
most powerful theoretical tools and often the only possible
approach to study some strongly disordered systems. On the
other hand, it is difficult to tell in advance whether the pre-
dictions of the replica approach are correct or not. When it
does not work, one can always try to break the symmetry of
the replica [6]: this usually makes the calculations much
more complicated without being certain that the results be-
come correct. In the replica approach, the calculation usually
starts with an integer number n of the replica. Then, as the
limit of physical interest is the limit n—0, one has to extend
to noninteger n results obtained for integer n. This is in fact
the big difficulty of the replica approach, so it is useful to
look at simple examples for which the n dependence can be
studied in detail.

This is one of the motivations of the present work, where
we show how to calculate integer and noninteger moments
(Z") of the partition function Z of a directed polymer in 1
+1 dimensions. The geometry we consider is a cylinder in-
finite in the t direction and periodic, of size L, in the x direc-
tion (i.e., x+L=x). The partition function Z(x,t) of a di-

*Electronic address: Eric.Brunet@physique.ens.fr
TElectronic address: Bernard.Derrida@physique.ens.fr
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rected polymer joining the points (0,0) and (x,t) on this
cylinder is given by the path integral

(€8] t [1({dy(s)\2
Z(x,t)zf(oo) Dy(s)exp(ffods[i( )clj(s))

+ 7(y(s),8) ) ()]

where the random medium is characterized by a Gaussian
white noise 7(x,t),

(n(x, 1) p(x", ') = y&(x—x") 8(t—1'). @

One of the main goals of the present work is to calculate the
cumulants lim_..(In"Z(t))c/t of the free energy per unit
length of the directed polymer. These cumulants are the co-
efficients of the small-n expansion of E(n,L,y) defined as

1
E(n,L,y)=—lim Yln

(Z"(x,1))

0y ®

t—oo

This E(n,L,y) was calculated exactly by Kardar [10] for
integer n and L=o. His closed expression E(n,,y)
=—n(n?=1)v%/24 cannot, however, be continued to all
values of n, in particular to negative n, as it would violate the
fact that 9°E(n,L,y)/dn? is negative. Therefore, one does
not know the range of validity of this expression.

The second motivation of the present work is to test the
universality class of the KPZ equation. The problem (1) of a
directed polymer in a random medium is described by the
KPZ equation as several other problems such as growing
interfaces or exclusion processes [3]. For certain models of
this class, the asymmetric exclusion processes, the distribu-
tion of the total current Y, integrated over time t, has been
calculated exactly [11-15] in the long-time limit. For large t,
the generating function of this integrated current Y, on a ring
of L sites takes the form [11,12]

|n<an‘>NAmax(a)t, 4

6789 ©2000 The American Physical Society
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and it was shown [11-14], when L is large and when the
parameter o in Eq. (4) is of order L =32 that A pu(c) takes
the following scaling form:

K2G(aKs), ®

A @) —aKy=

where K, K,, and K3 are three constants which depend on
the system size L, the density of particles, and the asymme-
try.

The interesting aspect of Eq. (5) is that the function G(B8)
isuniversal [12,14,16] in the sense that it does not depend on
any of the microscopic parameters which define the model. It
is given (in a parametric form) by

+ oo

EP
ﬁ:—p; ot 6)
+ oo Ep
G(B)= —p; = )

In the correspondence [3] between the directed polymer
problem and the asymmetric exclusion process through the
KPZ equation, the role played by In(Z(t)) is the ratio Y, /L.
Comparing (exp(aYy)) and (Z"(t)) in Egs. (3) and (4), we
see that n corresponds to aL and E(n,L,y) to A pal(a). If
the function G(B) is characteristic of systems described by
the KPZ equation, we expect in the scaling regime (large L
and n~L"Y?) a relation similar to Eq. (5) between
E(n,L,y) [defined by Eq. (3)] and n. This is indeed one of
the main results of the present work: when L is large and n
~L~¥2 we find

ny* Vy

24 r 32

It is clear that in order to establish this relation we have to
calculate noninteger moments of the partition function.

The paper is organized as follows. In Sec. I, we recall
how the replica approach of Eq. (1) can be formulated as a
quantum problem with n particles on a ring and how this
problem can be solved by the Bethe ansatz when the noise is
S correlated as in Eq. (2). In Sec. IIl, we write an integral
equation (26) which, together with some symmetry condi-
tions (27) and (28), allows us to solve the Bethe equations of
Sec. Il. The main advantage of Eq. (26) is that the strength ¢
of the disorder (where c=yL/2) and the number of the rep-
lica appear as continuous parameters. We show how expan-
sions in powers of ¢ or in powers of the number n of replica
can be obtained from this integral equation. In the expansion
of the energy E(n,L,y) in powers of c, al the coefficients
are polynomias in n. This alows us to define E(n,L,y) for
anoninteger n at least perturbatively in c. At the end of Sec.
111, we show how to generate a small-n expansion which
solves the integral equation (26). We aso give explicit ex-
pressions up to order n® and we notice that in this small-n
expansion of the energy, we have to deal with coefficients
that are functions of ¢ with a zero radius of convergence. The
content of Secs. Il and 111 is essentialy arecall of a method
developed in our previous work [17]. In Sec. IV, we show
that the recursion of Sec. 111, which generates al the terms of

———G(—nV27Ly). (8)

E(n,L,y)=—
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the small-n expansion, simplifies greatly in the scaling re-
gime (c large and n~c~Y?), alowing us to calculate al the
terms of the expansion and to establish Eq. (8).

II. A QUANTUM SYSTEM OF n PARTICLES
WITH 6 INTERACTIONS

Let us start with a case slightly more general than Eq. (2)
where the noise 7(x,t) in Eg. (1) is a Gaussian noise
S-correlated in time but with some given correlation v in
space,

(n(x,) (X" ') = yo(x—x") 8(t—t"). (©)

If we consider the correlation function (Z(xy,t) Z(xz,t)

- Z(xn,t)) of the partition function Z(x,t) at points X1,
X, ...,Xn, ONe can check [3] from Egs. (1) and (9) that it
satisfies

%(Z(let)z(xbt)‘ <+ Z(Xq 1))

= —H(Z(X1,1)Z(Xp,1) - - - Z(Xn 1)), (10)

where the Hamiltonian 7 is given by

72 v(Xq—

~ 1 7
H:_Eg 7

Xa

)= 75u(0), (1)

and where, because of the cylinder geometry in the directed
polymer problem, we have x,=Xx,+L for 1<sa=<n.

This implies that in the long-time limit,

(Z(X1,0)Z(X2,1) - - - Z(Xp 1))~ EMLD - (19)
where E(n,L, ) is the ground-state energy of Eq. (11).

If one takes the limit v(x—x")— 8(x—x"), the energy
E(n,L,y) becomes infinite because of the constant part
nv(0)/2in Eq. (11). This divergence disappears, however, if
we consider the ratio (Z(xq,t)Z(Xp,t)- - Z(X,,t))/
IT(Z(x4,t)), and one can see that in the long-time limit,

(Z(x,1)Z(X,t) - - - Z(Xp ,1))
(Z(X1,ONZ(X2,0)) - - {Z(Xn,1))

where E(n,L,y) is the ground-state energy of the Hamil-
tonian

eflE(n,L.y), (13)

(92
2
X2

22

I\.)\I—‘

- @B 8(Xq—Xp), (14)

where the positions x, of the n particles are on a ring of
length L.

Lieb and Liniger have shown that the Bethe ansatz allows
usto calculate the ground-state energy E(n,L,y) of this one-
dimensional quantum Hamiltonian exactly [18—24]. The Be-
the ansatz consists in looking for a ground-state wave func-
tion ¥(xq,...,X,) of Eq. (14) of the form

W(Xy, ... ’X”):Z ape2(dxe - - Tanp@)/L  (15)
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in the region 0<x;=<...<X,=<L. The sumin Eq. (15) runs
over all the permutations P of {1,...,n} and the value of ¥
in other regions can be deduced from Eq. (15) by symme-
tries. One can show [22-24,17] that Eq. (15) is the ground-
state wave function of Eq. (14) at energy

2
EMLy=—73 > ¢, (16)

2
L l=a=n

if the g,, are the solutions of the n coupled equations

J,—0gptcC

e¥a= [ =—F—, 17

Bl;la Qo—0dg—C @)

obtained by continuity from the solution {q,}={0} at c=0,
where

c=- (18)
Moreover, the q, are al different and the ground state is
symmetric ({q,}={—0q.}). [See, for instance, [22]. Note
that ik; and c in [22] are here (2/L)qg; and —v; so our ¢
defined by Eq. (18) and the c in [22] are different.]
If we introduce the polynomia P(X),

P<X>:1q'[ (X—0,), (19

the system of equations (17) becomes
e%P(q,—c)+e %P(q,tc)=0 (20)

for any 1<a=<n, and we have from the symmetry of the
ground state

P(=X)=(=1)"P(X). (21)

The knowledge of the polynomia P(X) determines the en-
ergy (16) as

P<X):xn—%( > qi)X”*2+~~~ (22)

1<a=n

[using Eq. (19) and the fact that =q,=0].

For small ¢, it is possible to solve directly Eqg. (20) and to
determine the q,, (see Appendix D). This leads to the follow-
ing expression of the ground-state energy (16):

2 ¢ ¢ ncd .
E(n,L,y):fﬁn(nfl) §+E+@+O(c) .

(23)

We see that the first coefficients of the small-c expansion are
polynomia in n. In fact, following the approach of Appendix
D, one can see that each coefficient of the small-c expansion
of E(n,L,y) is polynomia in n, alowing us to define, at
least perturbatively in c, the ground-state energy E(n,L,7y)
for noninteger n. The approach of Appendix D becomes,
however, quickly complicated. This is why in the next sec-
tion we develop a different approach [17] based on the inte-
gral equation (26).
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I11. SOLUTION OF THE BETHE ANSATZ
USING AN INTEGRAL EQUATION

In this section we recall the approach developed in our
previous work [17], which consists in writing an integral
equation where ¢ and n appear as continuous parameters and
which alows us to expand the energy in powers of ¢ as well
as in powers of n.

Let us introduce the following function of {q,}:

1
B(u)= e D43 p(g e, (24
CE
where the parameters p(q,) are defined by

q,—0gpgtcC
p(a)= [1 —~—2—. (25)
4p*da da"0p

If the {q,} are given by the solution of Eg. (17), which
corresponds to the ground state, one can show (see Appendix
A) that the function B(u) satisfies the integral equation

u
B(1+ u)fB(lfu):ncJ' dp e~ c@?-w)/2
0

XB(1—-v)B(1+u—v) (26)

and the following two conditions:
B(1)=1, (@7)
B(u)=B(-u). (28

Moreover, the energy (16) can be extracted from the knowl-
edge of B(u) through

2

E(n,L,y)= n3cz+nc +nc B"(1 29
(Ly=pz| 5+ 5+ 5 MB"(D|. (29

The derivation of Egs. (26)—(29) is given in Appendix A.
We are now going to see how one can find perturbatively in
c or in n the solution of Egs. (26)—(28) and, consequently,
the ground-state energy (29).

A. Expansion in powers of ¢

To obtain the small-c expansion of B(u) for arbitrary n,
we write

B(u)=Bg(u)+cBy(u)+c?By(u)+ - - -. (30)

Conditions (27) and (28) impose that By(0)=1 and all

By(1)=0 for k>0, and that the B, (u) are all even. More-

over, as can be seen directly from Eq. (17), the q,, scale like

Jc when ¢ is small. (Appendix D shows how to obtain the

small-c expansion of the g, .) This implies from the defini-

tion (24) of B(u) that al the B,(u) are polynomialsin u.
At zeroth order in c, Eq. (26) becomes

Bo(1+u)—Bo(1—u)=0. (31

The only polynomia solution of Eq. (31) consistent with
Egs. (27) and (28), i.e,, Bo(u)=By(—u) and By(1)=1, is
simply
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Bo(u)=1 (32)
for any u. We put this back into Eq. (26) and we get at first
order inc

By(1+u)—By(1—u)=nu. (33)

Again, there is a unique polynomial solution which satisfies
the facts that B;(u) is even and that B;(1)=0:

By(u)= 5 (12 1). (34)

It is easy to see from Eq. (26) that at any order in ¢, we have
to solve

Bi(1+U) = By(1—u)= ¢y (u), (35

where ¢, (u) is a polynomial odd in u. There is a unique
even polynomial By(u) solution of Eg. (35) satisfying
Bi(1)=0: it is one degree higher than ¢ (u) and can be
determined by equating each power of u in both sides of Eq.
(35). (Alternatively, we found a way of writing the solution
for any ¢ (u):

By(u)=

sofludv (V) +s1[ p(u) = i(1)]
sl (U)— (D] -

e (R OIS

/2

(36)

where the s are the coefficients of the expansion of x/sinhx
in powers of x (i.e., asx/sinhx=1—x%6+ 7x*/360+ - - -, one
has sp=1, s;=—1/6, s,=7/360,...).)

This procedure gives for the first terms

cn(u>-~1) c¢?n(2n+1)(u?-1)>?
B(U)=1+ ( - ) ( gé( )
c3n(u2—1)2(5n2(u§—1)+4n(2u2—1)
+ +2(5L;6;3)) +0(ch.
(37
The energy can then be deduced from Eq. (29):
E(n,L,y)=—2n(n7;l) L C—2+ D
L 212 180
+(n—27L)c4+--- )
1512 1260

[For Eqg. (38), we used more terms than given above in
B(u).] Of course, this expression agrees with Eq. (23) ob-
tained directly by expanding the q,, .

B. Expansion in powers of n

The number of particlesnisa priori an integer. However,
when we look at the small-c expansion (37) of B(u) or Eq.
(38) of the energy, we see that at any given order in c the
expression is polynomial in n. Therefore, one can extend the
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definition of the small-c expansion of B(u) or of E(n,L,7y)
to noninteger n. We can also collect in the small-c expansion
of B(u) dl the terms proportional to n and call this series
b,(u). From Eqg. (37) we see that

_wr-n) 1) )
by(u)= 7 c+ % C

(V*-1)%(u”-3)
2880

c3+0(ch. (39)

More generally, we can collect al the terms proportional to
nk in the small-c expansion and call the series b,(u). This
means that we can write B(u) as a power seriesin n,

B(u)=1+nb;(u)+n?by(u)+---, (40)

where al the b, (u) are defined perturbatively in c. Condi-
tions (27) and (28) impose that all the by (u) are even and
that b (1)=0 for al k=1. We define by(u)=1 for consis-
tency. [It is easy to see in the small-c expansion that if n
=0, then B(u)=1.]

We are now going to describe the procedure we used [17]
to determine the whole function b, (u) and eventually all the
by(u). If weinsert Eq. (40) into Eq. (26) we get, at first order
inn,

u
by(1+u)—by(1— u):cf e CWi-wizgy, (41
0

It is easy to check that a solution of Eq. (41) compatible with
the conditions b;(1)=0 and by(u)=b(—u) is

auve LE

2

cosh —cosh

—\2
e)\/Z_

bl(u)=\/8f0+xd)\

(42)

There are, however, many other solutions of Eq. (41),
which can be obtained by adding to Eq. (42) an arbitrary
function F(u,c) even and periodic in u of period 2 and van-
ishing a u=1. If we require that each term in the small-c
expansion of by(u) is polynomial in u (as justified in Sec.
111 A), we see that all the terms of the small-c expansion of
F(u,c) must beidentically zero. This aready shows that Eq.
(42) has the same small ¢ expansion (39) as one would get
by collecting al the terms proportional to n in the small-c
expansion of Sec. Il A.

If the solution (42) of Eq. (41) had a nonzero radius of
convergence in ¢, it would be natural to choose this solution
and set F(u,c)=0. However, it is easy to see that Eq. (42)
has a zero radius of convergence in c¢: by making the change
of variable \?=2v, it is easy to see that Eq. (42) is the Borel
sum of a divergent series [25].

Apart from being the Borel sum of its expansion in pow-
ers of ¢, we did not find definitive reasons why Eq. (42) is
the solution of Eq. (41) we should select. However, we can
notice that for integer n, al the q,, are real and B(u) defined
by Eq. (24) is analytic in u and remains bounded as |Imul
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—o0, The solution b, (u) given by Eq. (42) isalso analyticin
u and grows as In(u) as |[Imu|—c. Adding any function
F(u,c) periodic and analytic in u to Eq. (42) would produce
a much faster growth.

If we insert Eq. (40) into Eq. (26), we have to solve at
order n¥

bi(1+u) = b(1-u)= @(u), 43)

where ¢, (u) is some function odd in u which can be calcu-
lated if we know the previous orders by(u), . .. ,b_1(u),

k—1
u
e(u)=c2, J dve” 7 WIZp (1)
i=0 Jo

Xby_i_1(1+u—v). (44)

We see that the difficulty of selecting a solution of a differ-
ence equation appears at all orders in the expansion in pow-
ers of n, and we are now going to explain the procedure we
have used to select one solution.

If we write, as ¢, (u) is an odd function of u,

o A
@k(u):ZJ’O dn sinhuT\E a (M), (45)

which is equivaent, by inverting when u is imaginary the
Fourier transform in Eq. (45), to define a,(\) by

)= 1 Md AU iu 46
a( )*ﬂo US'”7<P|<%, (46)
then the solution for by (u) we select is given by
\uyc V(o
o cosh z\ffcoshi
b = .
=] ——" a0, @)
th?
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Indeed, by (u) is an even function, vanishesat u=1, and one
can check using Eq. (45) that Eq. (47) solves Eq. (43).

The integrals in Egs. (45)—(47) are convergent [17] and
Egs. (44)—(47) give an automatic way of calculating the
by(u) up to any desired order.

This procedure is the direct generaization of the choice
(42) we did to solve Eq. (41). In fact, for k=1, Egs. (44) and
(46) give (for A\=0) a;(\)=cexp(—\¥2) and Eq. (47) is
identical to Eq. (42).

As for Eq. (42), the solution (47) is not the only solution
of Eq. (43). At any order k, we could add an arbitrary even
periodic function F(u,c) of period 2, the expansion of which
vanishes to al ordersin c. Asfor by(u), we did not find an
unguestionable justification of our choice. One can notice,
nevertheless, that Eq. (47) is the solution of Eq. (43) analytic
in u and with the slowest growth with u in the imaginary
direction.

At order n?, the procedure (44) and (46) gives

A
a,(\)=ce "2 fd,ue“‘zlz
0

with b,(u) given by Eq. (47). Writing down b(u) or as(u)
would take here about half a column.

We can now give the first terms in the small-n expansion
of the energy. Using relation (29), we find

L2 c 2 c32 riu A2 ) €2 e A2 )
—E(n,L,y)=n| =+ — —nz—f d)\ie”"z—n"’—j d\————e™ M2
2 2 12 4 Jo AVe 0 AAVC
tanh—— tanh——
2 2
A
2 cosh——2 A 32
A N 2 +o N 2 —2 nc
X dpue #7172 +J’ due #7? +—+0(n% (49)
0 n A uNc 6
tanh—— tanh——

By making the change of variable \?=2v, the terms of order n? and n® appear as Borel transforms of seriesin ¢ with afinite
radius of convergence. We conclude that these terms both have a zero radius of convergence in c.

This small-n expansion gives quickly very complicated expressions of b,(u). It turns out, as we shall see in the next
section, that for large c, the expressions of the b, (u) get ssimpler and the energy E(n,L,y) can be caculated to al ordersin

powers of n.
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1V. EXPANSION IN POWERS OF n
IN THE REGIME c—®

In the preceding section, we have developed a procedure
alowing to get the small-n expansion of the energy by solv-
ing the problem (26)—(28). Here, we show how this proce-
dure becomes greatly simplified for large c.

The expansion in powers of n of the preceding section can
be summarized as follows: if we use Eq. (40) and we write

a(\)=na;(\)+n2ay(\)+---, (50)

the by (u) and a,(\) can be obtained by expanding in powers
of n the following two equations:

)\U\/E )\\/E
cosh — cosh——
+x 2 2 )
B(u):1+J’ dn a(\) (51
0 M
sinh—
2

[this is a rewriting of Eq. (47)] and

NC [ +x AU (i /= _
a\)=— du sin—f'uhcdv e cw?-iwio)2
2imJo 2 Jo

Ve

[This is a rewriting of Egs. (44) and (46).] It will be conve-
nient in the following to replace Eq. (52) by its Fourier trans-
form,

XB(l—v)B(1+|u—v>. (52)

TS
2

+ o
2[ d\ sinh a(\)
0

u
:ncf dp e~ S*~W)2B(1—y)B(1+u—v).
0
(53)
[Thisis a rewriting of Eqgs. (44) and (45).]
We are going to see how one can simplify Egs. (51)—(53)

when cis large. First we observe that for large ¢ and u fixed
of order 1, the expression b, (u) takes the scaling form

by

u +o0

1+—)=ﬁf (e2-1)eM2d\.  (54)
Jc 0

One can check from Egs. (44), (46), and (47) that this scaling

form is present at any order in the small-n expansion. In-
deed, Eq. (51) becomes in the large-c limit

u
1+—=

Je

and using Eq. (53) we find

B

—14 f“dx (2_1ya(n),  (55)
0
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+o ) AU u (b2 uw)2 v
2| drxsinh=—a\)=nyc| dve @ wig| 1 —
0 2 0 \/E

u—v
Ve

It is apparent from Egs. (55) and (56) that in the large-c limit
the function B(1+u/+/c) depends only on u and ny/c, and
a(\) depends only on X and n+/c. Let us introduce the con-
stant K,

XB| 1+

. (56)

K:1—f+xd)\ a(\). (57)
0

Equation (55) becomes

u +oo
B(l+\f)—K+f dx eM2a(n). (58)
c 0
In Eq. (56), if we write the integral from 0 to u as the dif-
ference between an integral from 0 to +o and an integral
from u to +o, and if we change the variable in the second
integral to shift it to 0 to + oo, we obtain

+o AU +o
2f dx sinh7a()\):n\/€f dv e’”z’zB(l—L)
0 0

e
X euv/ZB( 1+ U_U) _e*uv/2
Ve
><B(l ure (59)
Ve

If we replace B[1+ (u—v)/\/c] and B[1—(u+v)/\/c] by
their expression (58), we get after some rearrangements

Foo AU o ) v
2f d)\smh—a()\):nﬁf dve?"?B|1- —
0 2 0 Jc

X

) +%
2Ksnh7+j dua(u)
0

U+,u,) . (60)

X e~ #i2p sinh( u—

Taking the Fourier transform of this expression for imagi-
nary u, we get for A=0

a(A):nJEJO+xdv e‘”z’ZB( 1- %)

40
X Kﬁ()\—v)+f dua(u)e” *25n—v—pu)|.
0

(61)

This last expression can be used to calculate B(1+u/\/c)
using Eq. (58):
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u oo . v For small n, one can eliminate e from Egs. (68) and (69).
B 1+ —=|=K+n cj dve™? ’25(1——) We get
( ﬁ) Ve, o Ve ’ E 3
L? nc? c 2
+o _ Y = 2
x Kevu/2+J’ d#aw)e—uu/ze(vm)u/z}_ 2 E(n,L,y) 2" 4/n 2nJew 5 (2nycm)
0
1 23
© o[3-25) an e
Finally, using Eq. (58), we recognize the relation
1o +0((nVe)h)|. (70)
Bl 14— =K+n\ﬁf dv e "2 1—1)
Ve 0 o
V. CONCLUSION
u-v
X e8| 1+ % ) (63) In this paper, we have calculated, using the replica

We see that, in the large-c limit, Egs. (51) and (52) reduce
to this single equation (63). We are now going to see that Eq.
(63) can be solved to al orders in the parameter nyc. If we
introduce the function B(u) and the parameter e defined by

B(u)= ——e B 1+ — 64)
2Km Jc
and
e=2nK/mc, (65)

then Eq. (63) simply becomes

Bu)= 1 ”2/4+ef+xdv Bu—v)B(—v). (66)
2\/; 0

Using Egs. (27), (29), and (64), we can express the
ground-state energy E(n,L,y) in terms of B(u):

n3c2 . ch, £(0)
"800

6 12

Itisclear that relation (66) alone determines B(u), at least
perturbatively in e. So, from Eq. (67), we only need to ex-
tract B(0) and B"(0) from Eq. (66).

Itiseasy to doit for the first ordersin e directly from Eq.
(66). Moreover, we have found a way of calculating 3(0)
and B"(0), and hence the energy, to all orders in e. This
calculation is technical and we present it in Appendix B. The
final result can be written as

E(n,L,w:p } (67)

1 &

€
o= =2 @ (©3)

nchr Jo T e
12 4\/; &) k5/2

We see that the energy is defined in an implicit way:
expression (68) allows usto calculate e as afunction of n Je,
and Eq. (69) gives the energy as a function of €. If we sub-
stitute ¢ using Eq. (18), we obtain the result announced in
Eqg. (8).

. (69)

2
EnLy)=1z

method, the first cumulants (13) and (49) of the free energy
of adirected polymer in a random medium (1) for a cylinder
geometry. We used the integral equation (26) of [17] which
together with conditions (27) and (28) allowed us to expand
the moments (Z") of the partition function in powers of the
strength ¢ of the disorder or in powers of the number n of the
replica. All the coefficients of the small-c expansion (38) are
polynomial in n, allowing us to define the expansions for
noninteger n. On the other hand, the coefficients of the ex-
pansion (49) in powers of n are complicated functions of c,
with in general a zero radius of convergence at c=0. As
already mentioned in [17], we think that weak disorder ex-
pansions of the moments (Z") have generically a zero radius
of convergence for noninteger n when the disorder is Gauss-
ian; thisis already the case for asingle Ising spin in a Gauss-
ian random field.

To obtain our small-n expansion, we solved a difference
equation (26) which at each order in powers of n has severa
solutions. We selected the particular solution which has the
slowest growth in the imaginary u direction and has the right
small-c expansion, but we could not exclude other solutions.
A different approach, with a direct calculation of the first
cumulants of the free energy, and not based on the replica,
would therefore be very useful to test the validity of our
expressions (49), which we have been able to derive only
perturbatively to al ordersin c.

Although our expansion in powers of n becomes quickly
very complicated, it simplifies when c is large and we could
write in this limiting case al the terms of the small-n expan-
sion (68) and (69). The expression (8) we obtain of the en-
ergy E(n,L,y) [that is, through Eq. (3), the expression of
(Z")] is given exactly by the same scaling function as found
for the ASEP. The present work therefore gives additional
evidence that the scaling function G(B) given by Egs. (6)
and (7) is characteristic of the long-time behavior of the KPZ
equation in 1+1 dimensions on aring and that the probabil-
ity distribution of the free energy for a very long directed
polymer on aring should have a universal shape in the range
where the fluctuations per unit length of the free energy are
of order 1/L. Other universal distributions for the free energy
of adirected polymer have been found recently for different
geometries [26—30]. Our present approach, based on the Be-
the ansatz, is, at the moment, unable to recover these other
distributions. One can try, however, to extend it to open
boundary conditions (in this case too, the Bethe ansatz can
be used [24]) instead of periodic boundary conditions and
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see how this change of boundary conditions affects the dis-
tribution of InZ. Of course, it would be very nice to find a
simpler approach which would somehow unify all these re-
sults and alow us to relate all these universal distributions
corresponding to the possible geometries, in the spirit of
critical phenomena in two dimensions where conformal in-
variance [31] allows us to connect the properties of different
geometries.

Technically, the approach followed in the present work is
simply to try to find the g, solution of Eq. (17) and to cal-
culate the energy (16), which is a symmetric function of the
roots q,,, in such a way that n becomes a continuous vari-
able. One could do the same in al kinds of situations. For
example, in Appendix C, we show how to define and calcu-
late symmetric functions of the roots of Hermite polynomias
when the degree of the polynomial becomes noninteger.

Another interesting extension of the present work would
be to consider more general correlations of the noise (9). The
corresponding quantum problem becomes then the general
problem of quantum particles interacting with an arbitrary
pair potential. If the interactions are short ranged, one ex-
pects the universality class of the KPZ equation to hold, so
one could try to repeat our expansion in powers of ¢ for a
genera potential (without the use of the Bethe ansatz) simply
by a standard perturbation theory in the strength of the po-
tential. We believe that at any order in the strength of the
potential, the ground-state energy is polynomia in n allow-
ing us to define the perturbation expansion for noninteger n
as we did here. If, with such an approach based on perturba-
tion theory, one could recover the scaling function G of Egs.
(6) and (7), one could try to extend the approach to higher
dimension as the relation between the directed polymer prob-
lem and the quantum Hamiltonian is valid in any dimension.
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APPENDIX A: DERIVATION OF EQS. (26)—(29)

Let us first establish some useful properties of the num-
bers p(q,) defined by Eq. (25). If the q,, are the n roots of
the polynomia P(X),

P<><)=1q'[ (X=dy), (A1)

it is easy to see that the p(q,) defined in Eq. (25) satisfy

P(X+c) p(da)
E] —l+cq2u X—q.

(A2)

(The two sides have the same poles with the same residues
and coincide at X— o.) Expanding the right-hand side of Eq.
(A2) for large X, we get
1
+ol ).

x4
(A3)

P(X+c) p(Q) [, G 95
5] _l+cq2w X (1+7+W
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On the other hand, using Egs. (16) and (A1) and the symme-
try {9} ={—da}. we have
2

L _ _
P(X):X”+IE(n,L,7)X" 2HO(X"Y, (A9
S0 that
P(X+c) _ nc Cz(g)LCS(Q%CE(”'L”)LZ/Z
Pox)  ttx T xz X3
1
+o(ﬁ). (A5)
Comparing Egs. (A3) and (A5), we get the relations
qZ p(qq)=n, (A6)
n
= , A7
DEWIH ) (A7)
) _ o[} _E(nLyL? "
S doan-clsl- "m0 @9

Moreover, by letting X=*qz—c in Eq. (A2), we get for any
qg root of P(X)

1 p(da) p(da)
C G Ga—dpgtC G, Gatdptc’

(A9)

Lastly, using the symmetry {q,}={—q,} and the definition
(25), the Bethe ansatz equations (17) reduce to

eYep(—q,)—e %p(q,)=0. (A10)

From the definition (24) of B(u) and the properties (A6)—
(A10), it is straightforward to establish Egs. (26)—(29): the
integral equation (26) is a direct consequence of Egs. (24)
and (A9). Properties (27) and (28) follow from Egs. (24) and
(A6) and Egs. (24) and (A10), respectively. Lastly, Eq. (29)
is a consequence of Egs. (24) and (A6)—(A8).

APPENDIX B: THE ENERGY IN THE SCALING REGIME

In this appendix, we show how to caculate the energy
from the integral equation (66). This equation is of the form

s =R e[ do pu-wp-0), @D

where, in our case, H(u) is given by

1
H(u)= ——e~v"4 (B2)
T

2w

We are going to do our calculations for an arbitrary function

H(u), even in u and decreasing fast enough (to make all the
integrals converge) when |u|—ce.

To find the energy, we see from Eq. (67) that we have to

caculate from Eq. (B1) the quantities B(0) and B”(0) as

functions of e. We first show that Eq. (B1) is equivalent to
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B(u):H(u)+efo scdv H(u—v)B(v), (B3)

aslong as H(u) is even and decreases fast enough. Then, we
will introduce a new function 8* (u) which is easy to calcu-
late, and relate the derivatives of B(u) and B* (u) at u=0.

1. Equivalence between Egs. (B1) and (B3)
The solution of Eqg. (B3) can be written as
B(U)=Bo(U) + efy(U) + € Bo(U)+---, (B4
where

Bo(u)=H(u),

B1<u>:f “H(u—vy)H(vy) dos,
0

(85)
Bo(u)= jfo H(u—v1)H(v1—v2)H(v,) dvidv,,

suw=[ - [ Hu— @)

- H(vg_1—v)H(vy) dog- - -doy.

For a given k>0, the integration range of B,(u) can be
divided into k parts: the region where v, has the lowest value
of al the {v;}, the region where v, has the lowest value,
..., and the region where v\ has the lowest value. Let us
consider, for some j such that 1<j=<k, the region where v;
has the lowest value. All the other integrals then run from v
to +oo. If we trandate those to integrals running from 0 to
+ by changing v; into vi+v;, we get

+oo 4o
J' dvjf dvy---dvj_  H(u—v;—v))
0 0

+o
XH(v,i—vy)- ‘-H(vj,l)J’o dvjiq---doy

XH(=vj+1)H(@Wj+17vj4+2)- - H(vto)).
(B6)
Using the fact that H(u) =H(—u), we see that Eq. (B6) is

equa to
+oo
fo deﬁj—l(U—Uj),Bk—j(—Uj)- (B7)
By summing over j, we therefore have
e K
ﬁk<u>=fo dvglﬁj_ﬂu—u)ﬁk_i(—v). (B8)

Finally, if we multiply by € and if we sum over k all these
terms (keeping apart the term for k= 0), we obtain Eq. (B1).
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Equations (B1) and (B3) are thus equivalent and Egs.
(B4) and (B5) give the solution of Eq. (B1) to any order in €.

2. Calculation of the derivatives of B(u)

If we look at the expression (B5) of B(u) in powers of e,
the calculation of B(0) and B”(0) looks simple, especially
when H(u) is given by Eqg. (B2). However, when we try to
actually do the calculation, the expressions become quickly
complicated with error functions, primitives of error func-
tions, etc. It would be much easier if theintegralsin Eq. (B5)
were running from —o to +o instead of 0 to +o. Thisis
why we introduce the even function

B (u)=B5(u)+eBT(W)+e*B5(u)+---,  (BI)

where, for k>0,

1 +o0
B:(U):mf ~-~Jﬁx H(u—vy)---H(vy) doq- - -dog

(B10)
and 8% (u)=H(u). One can see easily that
—1 [+ ) .
W=y | dae Hi1- @), (B1D
where we have defined
l:l(q)=ﬁ+xdueiq“H(u). (B12)

The Wiener-Hopf technique [32] allows us to relate B(u)
and B* (u). More specifically, we are going to show that for
any X>0,

4o
GJ due "g*(u)=In
0

1+ ef“cdu e’“xﬁ(u)) .
0
(B13)

This relation allows us to relate the derivatives of g(u) and
B*(u) a u=0: indeed, if X islarge in Eq. (B13), we get

B(0)

j+xdue’“xﬁ(u)=T+ B'(0) B'(0)
0

X2 X3

+...
(B14)

and a similar expression for 8* (u). Comparing both sides of
Eq. (B13) gives

B(0)=p(0),

€
5’(0):53(0)2, (B15)

2
B'(0)=B*"(0)+ 5 B(0)®

[We have used the fact that 8*'(0) =0 because 8* (u) isan
even function.]
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In order to prove Eq. (B13), the first thing to note is that,
as H(u) decreases fast when u— o0, then also does B(u).
This alows us to define the two *‘ partial’’ Fourier transforms

B[ avems), (B16)

-~ 0 .

Bf(q)=f due'%“B(u). (B17)
It is easy to see that 3., (q) isanalytic in the upper half-plane
(Im@=0). Moreover, in this half-plane, 3. (q) is bounded

and vanishes when |q|—c. Conversely, B_(q) is analytic,
bounded, and decreases to O at infinity when Imqg=<0.
The function B(u) can be written in terms of 3. (q) and

B-(a):
B(u)= f dge [ B.(q)+B-_(q)], (B1Y

which alows us to express the right-hand side of Eq. (B13)
when x is positive,

A —uX 1+
L due ﬁ(“):ﬂj_xdq

B-(q)
+E qX+iq'

B.(a)
X+iq

(B19)

We calculate the two integrals in the right-hand side of Eq.
(B19) by the residue theorem. As 3. (q) is anaytic and de-
creases at infinity in the upper half-plane, the first integral
can be written as a contour integral around the upper half-
plane. The only contribution to the first integral comes, using
Cauchy’s theorem, from the pole g=iX. One can aso check
that the second integral vanishes [using a contour around the
lower half-plane and the fact that 3_(q) has no pole]. There-
fore, Eq. (B19) gives

+oo "
f due™B(u)=B.(iX). (B20)
0
Now, if we multiply Eq. (B3) by exp(iqu) and if we inte-
grate over u, we easily get for any real q

Bi(@)+B_(q)=H(a)+eA(a)B+(a).  (B2D)

This relation between H(q), B_(q), and B, (q), together
with Eq. (B11), gives

1 [+ . A
B =5 [ dge Min1+ep. (@)

—In[1-eB_(q)]}. (B22)

Using again that, in the upper half-plane, 3, (u) is analytic
and vanishes at infinity, we see that, for a small enough e,
the quantity In[1+ €/, (q)] is also analytic and decreasesto 0
at infinity when Imqg=0. Similarly, In[1—eB_(q)] has the
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same properties for Img=<0. This alows us to calculate the
left-hand side of Eq. (B13) as we did for the right-hand side.
We find

f”du e XB* (u)= %In[l+eﬁ+(iX)]. (B23)
0

Comparing Egs. (B20) and (B23) completes the proof of
Eqg. (B13).

We can now give an expression of the energy. If we use
the definition (B2) of H(u) in Egs. (B11) and (B12), we find

B*(u)= —( 2 TR e WAk D] (B24)
This gives
e
B*(0)= PN 2 TS (B25)
e
B*"(0)=~ N go T (B26)

and, together with Eq. (B15), these equations alow us to
give an expression of 3(0) and B8”(0).
From Egs. (27), (64), and (65), we see that

€B(0)=n\/c. (B27)
Then, using Eq. (B15), we get
eB*(0)=n\c, (B28)
B'(0) € n%c
B0 ni? O
The energy is given by Eq. (67). We get
EnLy=12 1—2275%63*”(0)} (B29)

And, finally, using relations (B25) and (B26), we obtain Egs.
(68) and (69).

APPENDIX C: HERMITE POLYNOMIALS
WITH A NONINTEGER NUMBER OF ROOTS

What we try to do in this whole paper is essentially to
calculate = ,q2 (the energy) where {q,} is a solution of Eq,
(17), in such away that n appears as a continuous parameter.
This alows us to obtain expressions of the energy for non-
integer n.

One can use the same procedure in other kinds of situa-
tions. A simple example which illustrates our calculations is
the case of the zeros of Hermite polynomials.

The nth Hermite polynomial H,(X) is the solution poly-
nomial in X with leading coefficient 1 of the differential
equation [33]
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1
EHK(X)—XH,;(X)+an(X)=0. (C1

The polynomia H,(x) is of degree n and has the symmetry
Hn(X)=(—)"Hp(—X). For example, we have H4(X)=X*
—3X?+2. The n roots {h,} (1<a=<n) of H(X) are red
and distinct [34].

By deriving Eq. (C1) p times with respect to X, we see
that, for al p,

1
XHP ()= SHP D) +(n-pHP(X).  (C2)

This shows that the (n— p)th Hermite polynomial is, up to a
constant factor, equal to the pth derivative of H,(X). (This
property will be used alot in Appendix D.)

Equation (C1) can be used directly to calculate the first
coefficients of H,(X),

Hn(X)=X"— %( 2)x“*2+ Z(Z)X”"W e (CY)

Using Eq. (C3), the symmetry of H(X), and the large X
expansion,
HiX) « 1
Hn(x) _p>o Xer:l

(&)

(Zh%
we can calculate the moments of the roots {h,} of H(X):
7n(n— 1)

2
2=

@

(&3

7n(n71)
4

> hd (2n—3), (Ce)
and so on. These moments are a priori defined only for in-
teger n but as the expressions are polynomial in n, one can
obviously extend their definition to noninteger n [similarly to
what we do in the small-c expansion of B(u) in Sec. (111 B)].

To generate al the moments of the roots h,,, it is conve-
nient to consider the generating function

qm:;ew, ©n

which is quite reminiscent of the quantity B(u) defined in
our quantum problem. [Using Egs. (24) and (64), we can
check that B(u) = exp(uyc/2) = p(d,) exp(d,u/c) ]

The function Q(u) is hard to calculate for general n but
we can expand it in powers of n. This can be done by con-
sidering

Ho(X)  [+= u
\P(X):Hn(x)_ﬁ) duQ(u)e ¥,

(C8)

which is defined only for X positive and large enough to
make the integral converge. This function W (X) is solution
of a differential equation which follows from Eq. (C1):
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1 1
E\If’(X)+ E\F(X)Z—X\II(XHn:O. (C9)
To obtain an expansion in powers of n, we write
T(X)=nW(X)+n2W,(X)+---. (C10)
Thus ¥ (X) satisfies
l r
§W1(X)—X\P1(X)+1=0. (Cny)

This differential equation can easily be solved, and the inte-
gration constant can be fixed using the requirement (C8) that,
for large X, ¥ (X)=n/X,

+o
T, (X)= J' du ™ uwX- (), (C12)
0
Then order n? of Eq. (C9) gives
1, 1 ,
§‘P2(X)—X‘I’z(x)+ 5‘1’10() =0, (C13)
the solution of which can be written as
sh ut 1
cosh— —
too o [+ \/5 )
WZ(X):zf due ux-u ’4f dt———e %,
0 0 t
(C19)

The procedure can be iterated to any order in n (of course
expressions become more and more complicated). Using Eq.
(C8) and the expressions of ¥;(X) and ¥,(X), we can give
an expression of Q(u):

ut
cosh——1
+ o 2
Q(u)=ne"v"+ 2n2e’“2’4f dt \{7
0

xe~?+0(nd). (C15)
Expanding this expression in powers of u, one calculates
from this expression and from Eq. (C7) the terms linear and
quadratic in n of al the moments of the h,. [The results
agree for the second and the fourth moments with Egs. (C5)
and (C6).]

We noticed that for small n, the expression (C15) corre-
sponds to n roots h,, distributed aong the imaginary axis
with a Gaussian distribution. We do not know whether thisis
genera and whether there exists, for genera noninteger n, a
distribution of the roots h,, in the complex plane which gives
all moments calculated as in Egs. (C5) and (C6).

It is interesting to notice the similarity between Q(u) and
B(u) defined in Sec. IV.

APPENDIX D: THE EXPANSION IN POWERS
OF ¢ USING HERMITE POLYNOMIALS

In this appendix we show how to expand the solution
{q,} of Eqg. (17) in powers of c for integer n. One can see
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from Eq. (17) that the roots q,, scale for small c like \c. Itis

thus convenient to rescale the polynomial P(X) defined in
Eqg. (19) and the q,, in the following way:

da=TaVC,

P(Xy/c)=Cc"R(X).

(b1

[{r .} are thus the roots of R(X).] With these new variables,
Eq. (20) becomes
e« R(r,— o)+ R(r,+\0)=0. (D2

As the roots r, of R(X) are al distinct, this equation is
obviously equivalent to

eXTR(X— o)+ e X CR(X+ o)

=2[cosh X+c+ f(X)]R(X), (D3)
where f(X) is analytic [this follows from the fact that as
R(X) is polynomial, f(X) defined by Eq. (D3) is obviously
meromorphic; moreover, as the left-hand side of Eg. (D3)
vanishes at al the roots of R(X), f(X) has no pole]. We are
now going to solve Eq. (D3) as a power seriesin c [i.e, find
both f(X) and R(X) as power seriesin c].

1. Expansion of the polynomial R(X)

We only have the single eguation (D3) to obtain two
quantities [R(X) and f(X)]; however, using the fact that
f(X) has no pole and R(X) is a polynomial, both quantities
can be determined in a small-c expansion. Let us write

R(X)=Rg(X)+cRy(X)+?Ry(X)+ - - -,
(D4)
f(X)=cfy(X)+c2f(X)+- -,

where the f;(X) have no pole, Ry(X) is a polynomia of
degree n [the term of highest degree in Ry(X) is X", and all
the R;(X) (for i=1) are polynomials of degree less than n.
At first order in c, we find that Eq. (D3) gives

1
5R5~XRy=f1Ro.

(D5)
As f1(X) has no pole, it must be a polynomial. Because
Ro(X) is of degree n, we see by looking at both sides of Eq.
(D5) that, necessarily, f1(X)=—n. We recognize then the
differential equation (C1) that defines Hermite polynomials.
Therefore,

f1(X)=—n,
(D6)
Ro(X)=H(X).

We recover that way that the r, are the zeros of the nth
Hermite polynomial when c is very small [24].
At next order in c, Eq. (D3) gives
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1
SRI-XRj+nRy~f,H
x3

X2 X 1
ATV AN T RATY ) M T O\
gH — 7 H+gHO—5HO.

(D7)
AsR; and H are polynomials, Eq. (D7) tellsusthat f,H isa
polynomial, too. We aso know that f,(X) has no pole, thus
it must be a polynomial. R,(X) is of degree strictly less than
n, so the expression R}/2—XR;+nR; is of degree strictly
less than n. As H is of degree n, we recognize in Eq. (D7) a
Euclidian division of polynomials: — f,(X) isthe quotient of
the right-hand side of Eq. (D7) divided by H(X), and the
terms involving R,(X) form the remainder of this division.
This ensures that there is only one possible function f,(X)
which verifies Eq. (D7).

In practice, to perform this Euclidian division we can use
the property (C2) of the Hermite polynomials as many times
as needed in the right-hand side of Eq. (D7): for instance, we
transform the term X3H'/6 into nX?H/6+ X2H"/12. We can-
not change X?H anymore, but we can apply Eq. (C2) to the
term X2H". When no more transformation is possible, we are
left with

X3 x? X 1
ZH e ZHO . —H®
gH' —7zH+gH 7M1
n n(n—1) 1
— _ 2_ _ n
_(Gx —5JH-pH" (D8)

The Euclidian division is then easy to perform,

n n(n—1
fo(X)=— EXZ+ (T)
(D9)
l /" ’ 1 n
ERl—XR1+ nR;=— EH .

Using again Eq. (C2), the differential equation on R, can be
solved; we find

1
Ri(X)=— 271H”(X). (D10)

As R{(X) is simply a derivative of H(X), and as f;(X) isa
known polynomial of X, we see that at the next order in c we
will have to solve an eguation of the form

1 .
SRy~ XRy+ NR,—fgH=>, XIH®,

(D11)
Using many times Eq. (C2), the right-hand side can be writ-
ten in a‘‘canonica form'’:

> XIHO= XiH+>, H®,

(D12)

which alows us to write f5 as a polynomial in X and R, asa
sum of derivatives of H(X). It is easy to see recursively that
at any order c* in the expansion we can repeat this procedure
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to caculate f(X) and Ry_1(X). Asaresult we seethat f is
a polynomial in X and that R, can be written as a sum of
derivatives of H(X).

It is worth noting that at each order the variable n comes
from the previous orders and from transformations of the
kind XH'(X)— 2H"(X)+nH(X). Because those are the
only two mechanisms by which n appears, it is easy to see
that at each order the coefficients of the sum of derivatives of
H(X) that constitutes R,_1(X) are al polynomialsin n.

A computer can easily do this tedious but straightforward
task to any desired order. Up to ¢, we find

R=H- iH"—cZ(LH"— . H(“))

24 360 5760
n n? 11n 31
3 _ " 4 _ (6)
te ( 2520 3024) R+ 60480 H 967 680 H }
+0(ch. (D13)

2. Expansion of theroots r, of R(X)

As seen in Eq. (D13), the polynomia R(X) is to leading
order in c given by H(X). It is thus natural to write the roots
r, of R(X) as

r,=h,+cx,+0(c?). (D14)

({h,} aretheroots of H.) Inserting Eq. (D14) into Eq. (D13),
we find, at first order in c,
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1

X.H'(h,) 24H (h,)=0. (D15)
Using the definition (C1) of Hermite polynomials, we have
H”(h,)=2h,H’'(h,). This givesin turn x,= 15h,, . Repeat-
ing this procedure to any order in c, we generate terms of the
form h! H®(h,) which can be reduced to terms of the form
h'uH’(ha) by using Eq. (C2) as many times as necessary. It
is then possible to divide the expression by H'(h,) and we
are left with an equation giving each new term in the expan-
sion of r, as a polynomial in h,. Again, this can be pro-
grammed, and we get, up to the order c?,

*q“*h+ch+2(n 11)h * s
o= e " 12" (120 1440/ "¢ 360"«
+0(cd). (D16)

Using Egs. (D1) and (16), this leads to

2 , ¢ )
DEMLy)=—cX hi— =X b’

c3

2 4
~ 360 (6n—3)>, h2—2>, h*|+0(c%),
(D17)

which coincides with Eq. (38) when one uses the properties
(C5) and (C6) of the roots h,, of the Hermite polynomials.
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Résumé de la thése.

Dans la premiére partie, nous avons étudié I’effet du bruit sur la vitesse d’un front décrit par une
équation de type Fisher-Kolmogorov. Ces équations interviennent souvent comme la limite d’un modéle
aléatoire faisant intervenir N particules quand N devient grand. Elles ont beaucoup de solutions, mais
c’est la vitesse marginalement stable v* qui est sélectionnée pour une condition initiale localisée. Nous
avons montré que si 'on prend en compte ’aspect discret du modéle microscopique en ajoutant un
cut-off d’ordre 1/N dans la queue du front, alors, quelles que soient les conditions initiales, la vitesse
de propagation vy est proche de v* et la différence v* —vy est d’ordre (log N)~2. Ces résultats peuvent
s’appliquer au modéle aléatoire : grace & des simulations faisant intervenir jusqu’a 10 particules, nous
avons observé une correction de la vitesse compatible avec celle obtenue dans le modéle avec cut-off.
La méthode que nous avons employée permet également de retrouver les résultats de Bramson sur
I'influence des conditions initiales sur la vitesse d’un front.

La seconde partie est consacrée aux polyméres dirigés dans un milieu aléatoire de largeur finie. La
méthode des répliques permet de ramener le calcul des fluctuations de ’énergie libre d’un tel polymére
4 un probléme de mécanique quantique avec n particules en interaction. Ce modéle peut étre résolu
grace & ’Ansatz de Bethe, mais il faut extrapoler les solutions & des n non-entiers pour faire le lien
avec D’énergie libre d’un polymére. Nous avons présenté une méthode qui nous a permis de calculer
exactement les premiers cumulants de cette énergie libre. De plus, pour une dimension transversale
périodique, on peut calculer tous ces cumulants dans la limite ou la largeur du systéme devient grande
et déterminer ainsi la distribution de I’énergie libre. Cette distribution est la méme que celle obtenue
dans le modéle ASEP et semble donc étre une propriété universelle de ’équation KPZ.

Summary of the thesis

In the first part, we have studied the effect of noise on the speed of fronts described by equations
similar to Fisher-Kolmogorov’s equation. These equations usually appear as the limit of a stochastic
model involving N particles when N goes to infinity. They have many solutions, but the marginaly
stable wvelocity v* is selected for a localized initial condition. We have shown that if we take into
account the discreteness of the microscopic system by adding a cut-off of order 1/N in the tail of
the front, then, whatever the initial conditions are, the propagating velocity vy is close to v* and
the difference v* — vy is of order (log N)~2. These results can be applied to the stochastic model: by
doing simulations involving up to 10'* particles, we have observed a correction to the speed which is
compatible with the one obtained in the model with o cut-off. With the method we used, we can also
recover Bramson’s results on the influence of initial conditions on the velocity of a front.

In the second part, we have studied directed polymers in a random medium when the width of this
medium is finite. The replica method reduces the calculation of the free energy of a directed polymer to
a quantum problem with n particles in interaction. This model can be solved using the Bethe Ansatz,
but the solutions must be extended to non-integer n in order to relate to the free energy of a polymer.
We have presented a method that allowed us to calculate the exact first cumulants of this free energy.
Moreover, for a periodic transverse dimension, one can calculate all those cumulants when the width
of the system is large and thus determine the distribution of the free energy. This distribution is the
same as the one found in the ASEP model and seems to be an universal property of the KPZ equation.

Mots-clés

Fronts d’onde, sélection, effets microscopiques, modéles stochastiques, correction logarithmique,
systémes désordonnés, polymeéres dirigés, équation KPZ, méthode des répliques, Ansatz de Bethe,
fonction de grandes déviations.
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