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Titre. Autour de l’évaluation numérique des fonctions D-finies

Résumé. Les fonctions D-finies (ou holonomes) à une variable sont les solutions d’équations dif-
férentielles linéaires à coefficients polynomiaux. En calcul formel, il s’est avéré fructueux depuis
une vingtaine d’années d’en développer un traitement algorithmique unifié. Cette thèse s’inscrit
dans cette optique, et s’intéresse à l’évaluation numérique des fonctions D-finies ainsi qu’à quelques
problèmes apparentés. Elle explore trois grandes directions. La première concerne la majoration des
coefficients des développements en série de fonctions D-finies. On aboutit à un algorithme de calcul
automatique de majorants accompagné d’un résultat de finesse des bornes obtenues. Une seconde
direction est la mise en pratique de l’algorithme « bit burst » de Chudnovsky et Chudnovsky pour le
prolongement analytique numérique à précision arbitraire des fonctions D-finies. Son implémentation
est l’occasion de diverses améliorations techniques. Ici comme pour le calcul de bornes, on s’attache
par ailleurs à couvrir le cas des points singuliers réguliers des équations différentielles. Enfin, la
dernière partie de la thèse développe une méthode pour calculer une approximation polynomiale
de degré imposé d’une fonction D-finie sur un intervalle, via l’étude des développements en série de
Tchebycheff de ces fonctions. Toutes les questions sont abordées avec un triple objectif de rigueur
(résultats numériques garantis), de généralité (traiter toute la classe des fonctions D-finies) et d’effi-
cacité. Pratiquement tous les algorithmes étudiés s’accompagnent d’implémentations disponibles
publiquement.

Mots-clés : calcul formel, fonctions spéciales, fonctions D-finies, calcul numérique certifié, équa-
tions différentielles linéaires, points singuliers réguliers, récurrences linéaires, asymptotique, arithmé-
tique multi-précision, séries majorantes, scindage binaire, bit burst, séries de Tchebycheff.

Title. Around the Numerical Evaluation of D-Finite Functions

Abstract. D-Finite functions of one variable (also known as holonomic functions) are the solutions
of linear ordinary differential equations with polynomial coefficients. Developing a unified treatment
of these functions has proven fruitful in Computer Algebra for the last twenty years. In line with these
ideas, the present thesis is concerned with the numeric evaluation of D-finite functions and related
issues. We focus on three directions. First, we describe an algorithm to compute upper bounds on the
coefficients of power series expansions of D-finite functions, starting from the associated differential
equations. The main originality of our approach is that we state a tightness criterion with respect
to which the computed bounds are optimal. Our second focus is the multiple precision analytic
continuation of D-finite functions. Here, we put into practice the “bit burst” method of Chudnovsky
and Chudnovsky by implementing it, eliminating several redundancies and suggesting various other
improvements. Both the bound computation algorithm and the numeric analytic continuation cover
the case of generalized series expansions at regular singular points of differential equations. Finally,
we develop a method for the approximation of D-finite functions by polynomials of prescribed degree
over a segment, based on their Chebyshev expansions. All these questions are addressed with the
triple goal of mathematical rigor (all approximations include error bounds), generality (the entire
class of D-finite functions is treated in a uniform way) and efficiency. In almost all cases, our
algorithms are accompanied by publicly available implementations.

Keywords: computer algebra, special functions, D-finite functions, rigorous numerical computa-
tion, linear ordinary differential equations, regular singular points, linear recurrences, asymptotics,
multiple-precision arithmetics, majorizing series, binary splitting, bit burst, Chebyshev series.
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Figure 1. Pages extraites des tables de la fonction d’erreur préparées par le Mathematical Tables Project [68].



Introduction

« Let us consider a function which is defined by a
differential equation (or even purely algebraic equation) whose

coefficients are rational functions of x. [...] In fact, the majority of
the important functions encountered in the advanced chapters of
physics and engineering belong to this category, if we add those
functions which are not directly defined by such a law but which
can be conceived as the solution of such differential equation. »

— Cornelius Lánczos, Applied Analysis (1956) [154, p. 464]

1 Des tables et des programmes

Plus personne ne consulte les tables numériques du Mathematical Tables Project ,
28 volumes particulièrement détaillés préparés entre 1938 et 1948 par une armée de
calculateurs humains, dans le cadre d’un programme issu du New Deal [118]. Scienti-
fiques et ingénieurs n’ont pourtant pas cessé d’avoir recours à des valeurs numériques
de plus en plus précises des fonctions mathématiques les plus variées !

Les tables de logarithmes ont cédé la place aux calculatrices de poche voici déjà
quelques décennies. Quant à l’utilisateur en quête de valeurs d’une fonction spéciale
comme la fonction d’erreur,

erf x=
2

π
√

∫

0

x

e−t2dt,

c’est vers son ordinateur qu’il se tournera naturellement. La ligne de commande
interactive de logiciels de calcul formel comme Maple [166] ou Sage [225]

> evalf(erf(0.9947));

.8404890423

sage: erf(0.9947)

0.840489042298676

remplace avantageusement les tables de fonctions spéciales. D’autres ouvrages de réfé-
rence, les tables de sommes et d’intégrales par exemple, connaissent progressivement
le même sort.

Les 53 bits significatifs des flottants « double précision », standard de fait du
calcul numérique sur ordinateur, correspondent peu ou prou aux 15 chiffres décimaux
de la table reproduite ci-contre. De plus en plus, les langages de programmation
comportent une poignée de fonctions spéciales, implémentées à ce niveau de précision.
La fonction d’erreur fait ainsi partie de la bibliothèque mathématique standard du
langage C depuis la norme C99 [133], rendant directement accessible au programmeur
l’équivalent des volumes de tables correspondants :

$ gcc erf.c -lm && ./a.out # voir code en figure 2 page 13

0.840489042298676

Les routines de ce genre s’appuient en général sur des approximations polynomiales
précalculées : ce sont en quelque sorte des tables « optimisées » [185, 186].
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Une procédure d’évaluation qui cible un domaine et une précision non bornés doit,
elle, coder l’équivalent du processus de construction de la table. La précision arbitraire
est le domaine de bibliothèques spécialisées comme MPFR [183] :

$ gcc erf-mpfr.c -lmpfr && ./a.out # voir code en figure 2

8.404890422986762660220691524311663191443691764122771578036992939264728220776809024

8142379564e-01

ainsi, à nouveau, que des logiciels de calcul formel :

> evalf[80](erf(0.9947));

.84048904229867626602206915243116631914436917641227715780369929392647282207768090

Ceux-ci ont aussi tendance à couvrir des classes de fonctions plus vastes que les seules
fonctions élémentaires et fonctions spéciales usuelles. Les fonctions encore un peu plus
rares nécessitent du code spécifique.

Si une table numérique est par la force des choses consacrée à une fonction figée,
la production de ces tables reposait en son temps sur un nombre somme toute limité
de méthodes plus ou moins générales. Ainsi, des techniques comme la méthode tau
de Lánczos [154] ou la méthode de Clenshaw [66]1 ont comme champ d’application
naturel les solutions d’équations différentielles linéaires à coefficients polynomiaux.
Bon nombre de fonctions spéciales sont solutions d’équations de ce type, ne serait-ce
qu’en raison de leur origine physique, d’où l’intérêt de passer par là pour les tabuler.

Il en va de même des outils informatiques d’évaluation numérique, à précision
machine comme à précision arbitraire. Les implémentations sont presque toujours
développées fonction par fonction, en utilisant judicieusement des formules d’approxi-
mation choisies au cas par cas, tandis que certaines des méthodes employées pour
établir puis exploiter ces formules sont applicables à de larges classes de fonctions.
Les développeurs s’efforcent bien sûr de partager du code entre les implémentations.
Dans le domaine de la précision arbitraire, une stratégie populaire consiste à exprimer
les fonctions usuelles en termes des fonctions hypergéométriques généralisées. Ainsi
pourra-t-on dans bien des cas calculer erf x en appliquant plus ou moins directement
la formule

erf x=
2x

π
√ F1 1

(

1/2
3/2

∣

∣

∣

∣

−x2
)

.

(C’est ce qu’il se passe dans le deuxième exemple en Maple ci-dessus.) Reste qu’en-
dehors des variantes triviales, chaque nouvelle fonction requiert l’attention du pro-
grammeur et comporte son lot de bugs.

Grâce aux outils offerts par le calcul formel, il est tentant de pousser l’automa-
tisation un cran plus loin, et de faire des méthodes d’évaluation à adapter au cas de
chaque fonction des algorithmes applicables uniformément à des classes de problèmes.
On unifie et simplifie ainsi le traitement des fonctions classiques tout en permettant
celui de fonctions moins classiques. Au lieu de « la fonction d’erreur », on voudrait
pouvoir évaluer, par exemple, « la fonction y telle que y ′′(z)+2 z y ′(z)=0, y(0)=0, et
y ′(0)=2/ π

√
», et ce, en perdant le moins possible des performances et des garanties

d’une routine d’évaluation spécialisée :

> evaldiffeq({diff(y(z),z,z) + 2*z*diff(y(z),z) = 0, y(0) = 0, D(y)(0) = 2/sqrt(Pi)},

y(z), 0.9947, 80);

.84048904229867626602206915243116631914436917641227715780369929392647282207768090

C’est là le sujet de ce mémoire.

1. Toutes deux présentées dans le dernier chapitre de ce mémoire.
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/* erf.c */ /* erf-mpfr.c */

#include <math.h> #include <stdio.h>

#include <stdio.h> #include <mpfr.h>

int main(void) { int main(void) {

printf("%.15g˙", erf(0.9947)); mpfr_t x, res;

return 0; mpfr_set_default_prec(300);

} mpfr_init_set_str(x, "0.9947", 10,

MPFR_RNDN);

mpfr_init(res);

mpfr_erf(res, x, MPFR_RNDN);

mpfr_printf("%Re\n", res);

return 0;

}

Figure 2. Évaluation de la fonction d’erreur depuis un programme en C.

2 Résoudre ou ne pas résoudre

Face à une intégrale, une somme, une équation différentielle, on a souvent le réflexe
de calculer , de résoudre, afin d’arriver à une expression en termes de fonctions connues
de la solution ou de l’objet dénoté par la formule. Les formes explicites sont précieuses,
et des algorithmes puissants existent pour les trouver. Tout utilisateur du calcul
formel a vu son logiciel favori calculer comme par magie une intégrale peu commode.

Sans doute a-t-il aussi été confronté un jour à une réponse « explicite » en termes
de fonctions G de Meijer, ou d’autres fonctions spéciales ésotériques. Car il en va des
calculs sur ordinateur comme de ceux à la main : afin d’augmenter le pouvoir d’expres-
sion des « formules », on est conduit à introduire peu à peu de nouvelles fonctions.
Définies comme solutions « canoniques » de telle ou telle équation remarquable, elles
s’accompagnent de règles de calcul qui permettent de travailler avec les expressions les
faisant intervenir. Le support d’une large gamme de fonctions spéciales est un enjeu
conséquent pour un système de calcul formel lorsqu’il est la clé pour représenter sur
l’ordinateur les fonctions (et les nombres [30]) que l’on souhaite manipuler.

Une approche un peu différente consiste à se donner les moyens de calculer avec ces
fonctions même quand elles ne sont pas représentables explicitement. La nuance avec
l’adjonction de fonctions spéciales très générales n’est souvent qu’une question de lan-
gage. Mais celui des équations est parfois fort naturel du point de vue algorithmique,
par exemple s’il s’agit de manipuler les nombres algébriques à travers leurs polynômes
annulateurs. Il sous-entend en tout cas un point de vue moins orienté vers les règles de
calcul ad hoc, et plus vers le traitement uniforme d’une classe d’objets bien définie. La
détection des cas particuliers où existent des expressions plus explicites et la recherche
de ces dernières est dévolue à une phase de résolution clairement séparée.

Depuis une vingtaine d’années, Zeilberger [264] et ses successeurs ont ainsi montré
que des systèmes d’équations fonctionnelles linéaires constituent une « bonne » repré-
sentation pour des objets comme les suites d’entiers ou les fonctions spéciales. Le
premier succès majeur de cette théorie est une méthode algorithmique de creative
telescoping [264, 265, 255], qui permet de réaliser l’opération de sommation ou d’inté-
gration définie, comme dans

∑

k

(

n

k

)

=2n

ou encore, I , J ,K, Y désignant les fonctions de Bessel,
∫

0

∞
x J1(a x) I1(ax)Y0(x)K0(x) dx=− ln (1− a4)

2π a2
(0<a< 1).

Ce second exemple est emprunté à la thèse de Chyzak [59], qui étend l’approche
de Zeilberger à des systèmes pouvant mêler équations différentielles, récurrences, et
d’autres relations fonctionnelles. Je renvoie à celle de Koutschan [149] pour un pano-
rama plus complet et un aperçu de quelques développements récents.
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Nous nous concentrons dans ce mémoire sur les plus simples de ces représenta-
tions implicites, celles en une seule variable. Précisément, les fonctions D-finies du
titre (dites aussi holonomes) sont celles-là même que manipulaient déjà Lánczos ou
Clenshaw : les solutions d’équations différentielles linéaires à coefficients polynomiaux

ar(z) y
(r)(z)+ ar−1(z) y

(r−1)(z)+
 + a0(z) y(z)= 0, ak∈C[z].

Nous nous intéressons parallèlement à leurs proches cousines, les suites P-récursives
(ou holonomes, P-finies, voire D-finies) qui sont les solutions de récurrences linéaires
à coefficients polynomiaux

bs(n)un+s+ bs−1(n)un+s−1+
 + b0(n)un=0, bk ∈C[n].

Tout comme les systèmes fonctionnels plus généraux mentionnés au paragraphe pré-
cédent, une telle équation accompagnée de conditions initiales convenables fournit une
représentation exacte de sa solution qui se prête aux manipulations algorithmiques.

Comme nous l’avons vu, nombre de fonctions élémentaires et de fonctions spéciales
sont D-finies. C’est le cas par exemple des sinus, cosinus et arctangente circulaires
et hyperboliques, des fonctions d’Airy, des fonctions de Bessel, ou encore de toute la
classe des fonctions hypergéométriques classiques et généralisées. La combinatoire est
une autre source abondante de fonctions D-finies arbitraires. De nombreuses struc-
tures combinatoires naturelles ont des séries génératrices D-finies. De plus, on dispose
de méthodes puissantes pour passer d’une description combinatoire récursive d’une
famille d’objets à un système d’équations qui les « compte », puis extraire de celui-
ci des informations asymptotiques précises, même en l’absence de formule simple
pour le nombre d’objets [94, 223]. Enfin, les résultats de calculs symboliques menés
via l’approche de Zeilberger sont souvent des fonctions ou des suites D-finies en une
variable — à plus forte raison si l’on se propose de les évaluer, d’éventuels paramètres
ayant pu être spécialisés au préalable.

On pourrait faire remonter l’étude des fonctions D-finies à la seconde moitié du
dix-neuvième siècle. Une bonne partie des résultats mathématiques auxquels nous
ferons appel datent en effet des travaux de Cauchy, Riemann, Fuchs, Frobenius et
d’autres mathématiciens sur les équations différentielles linéaires à coefficients ana-
lytiques. Mais c’est le début des années 1980 qui voit se dégager le concept de série
D-finie, d’abord en combinatoire, avec un article de Stanley [222] récapitulant les
propriétés de base qui en font une classe d’objets remarquables.

Des travaux de Zeilberger naissent ensuite, vers 1990, les premiers algorithmes
de calcul formel majeurs utilisant véritablement les récurrences et équations dif-
férentielles linéaires comme structure de données . Plusieurs implémentations indépen-
dantes de son algorithme de sommation hypergéométrique apparaissent rapidement.
Peu après, la première version du module Maple gfun [214] propose une boîte à
outils complète de calcul avec comme objets de base ces équations. D’autres outils
du même genre suivent [147, 165]. À l’extrême, on peut envisager de remplacer com-
plètement la définition « explicite » dans un système de calcul formel des fonctions
qui s’y prêtent par une description « D-finie ». C’est ce que font, à une échelle
réduite, l’Encyclopedia of Special Functions [172], et à sa suite le projet DDMF pré-
senté au chapitre 2 de ce mémoire.

3 Et l’évaluation numérique ?

Les travaux mentionnés dans la section précédente ont en commun de traiter les
séries D-finies comme des séries formelles plutôt que comme des fonctions analytiques.

On attend pourtant d’un logiciel de calcul formel qu’il soit capable de tracer les
graphes des fonctions qu’on y manipule, ou encore de les évaluer à précision arbitraire.
Lorsque l’on traite les fonctions élémentaires et fonctions spéciales une à une, chacune
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équations polynomiales équations différentielles linéaires récurrences linéaires
nombres algébriques fonctions D-finies suites P-récursives
polynôme annulateur équation différentielle récurrence
solutions par radicaux solutions élémentaires, liouvilliennes ΠΣ-solutions

théorie de Galois th. de Galois différentielle th. de Galois aux différences
calcul (certifié) de racines évaluation numérique (garantie) n-ième terme

... ... ...

Figure 3. Calcul avec des objets implicites : il peut être éclairant de comparer la situation
des fonctions D-finies avec celle des nombres algébriques, que l’on manipule naturellement
à travers leur polynôme minimal. (Ce parallèle est développé plus avant dans l’introduction
de la thèse de Chyzak [59].)

vient habituellement avec non seulement les règles algébriques nécessaires aux mani-
pulations symboliques, mais aussi du code d’évaluation numérique.

Afin de manipuler les fonctions D-finies dans l’optique de la section précédente,
il est souhaitable, de même, que l’évaluation numérique fasse partie des opérations
disponibles en utilisant les équations différentielles comme structure de donnée. Ce
que les systèmes existants offrent en général de plus proche est un intégrateur numé-
rique générique d’équations différentielles. Ces intégrateurs sont assez éloignés des
caractéristiques des routines d’évaluation numérique des fonctions usuelles : ils ne
donnent des résultats corrects que sur un voisinage limité du point où sont fournies
les conditions initiales, n’offrent le plus souvent aucune garantie, ciblent la petite
précision plutôt que la précision arbitraire, et finalement ne tirent que très peu parti
des propriétés fortes des fonctions D-finies.

Plus généralement, les opérations de nature analytique — « majorer, minorer,
approcher », suivant les mots de Dieudonné [76, p. 15] — sur les fonctions D-finies
sont comparativement peu développées, que ce soit en théorie ou en pratique. Comme
travaux allant explicitement dans cette direction, je ne connais guère que ceux de van
der Hoeven [235, 236, 239] sur l’évaluation à grande précision des fonctions D-finies,
qui s’inscrivent dans un programme plus général d’analyse complexe effective [240,
243], et ceux de Gerhold, Kauers et Pillwein [109, 141, 143] sur la preuve d’inéga-
lités. Quelques développements plus anciens, notamment une série d’articles des frères
Chudnovsky [54, 57] précurseurs de ceux de van der Hoeven déjà cités, répondaient
déjà aux mêmes questions du point de vue du calcul formel. En revanche, toute une
littérature qui va des mathématiques pures à l’arithmétique d’intervalles en passant
par l’analyse numérique (et les méthodes de Lánczos ou de Clenshaw mentionnées
plus haut) fourmille d’idées qui mériteraient d’être revisitées pour nos besoins.

Cette thèse contribue à munir la structure de données « fonction D-finie » d’opé-
rations « analytiques », à commencer par l’évaluation numérique. Le leitmotiv est de
proposer des solutions, par ordre approximatif d’importance :

Automatiques. Je m’efforce de donner des algorithmes généraux , plutôt que
des méthodes qui demandent des ajustements manuels pour s’appliquer effi-
cacement à un problème donné. Ces algorithmes sont autant que possible
accompagnés d’implémentations , qui elles-mêmes fonctionnent pour toute la
classe des fonctions D-finies et à précision arbitraire.

Garanties. À l’image des tables mentionnées plus haut, les outils développés
visent à pouvoir servir de référence et se doivent donc de fournir des valeurs
numériques fiables. Tous les résultats ou presque s’accompagnent donc de
bornes d’erreur rigoureuses .

Rapides. L’arrivée de machines de bureau puissantes et d’implémentations extrê-
mement rapides d’algorithmes avancés en arithmétique multiprécision et en
calcul formel renforce l’importance pratique de la complexité des algorithmes.
En ce qui concerne l’évaluation ou l’approximation de fonctions, la taille de
l’expression à évaluer est en règle générale plus petite que celle du résultat. On
vise alors une complexité quasi-optimale, linéaire en la taille de la sortie à des
facteurs logarithmiques près.
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Presque tous les algorithmes en jeu sont naturellement symboliques-numériques . On
appelle ainsi les procédés mêlant calculs exacts et approchés, qu’il s’agisse de passer
par des calculs numériques pour obtenir plus rapidement un résultat symbolique, ou
inversement de résoudre numériquement un problème mal conditionné grâce à un
prétraitement ou des étapes exactes.

Les résultats « analytiques » que nous nous proposons de calculer ne se limitent
pas aux valeurs numériques. En particulier, des approximants polynomiaux, ou encore
diverses sortes de bornes, sont tout à la fois des intermédiaires pour le calcul de valeurs
numériques et des résultats que l’on peut mettre sous une forme intelligible et renvoyer
à l’utilisateur. Or, parmi les utilisateurs potentiels d’un outil d’évaluation numérique
garanti, se trouvent les développeurs de bibliothèques numériques. Les outils de calcul
formel auxquels font appel les algorithmes d’évaluation à la fois automatiques et
relativement généraux rejoignent parfois ceux dont eux auraient besoin. Un second
axe se dessine : commencer ainsi à développer, toujours concernant la classe des
fonctions D-finies, des outils de calcul formel « pour l’arithmétique des ordinateurs »,
complémentaires d’outils spécialisés comme Sollya [52].

4 Organisation du manuscrit et contributions

Les principales contributions de cette thèse sont
– une méthode de calcul de bornes supérieures fines sur les suites P-récursives

et les fonctions D-finies (en collaboration avec B. Salvy) ;
– la mise en pratique, avec plusieurs améliorations, de l’algorithme général de

prolongement analytique numérique de Chudnovsky et Chudnovsky ;
– et une méthode de calcul d’approximations polynomiales fines de fonctions

D-finies sur un intervalle (en collaboration avec A. Benoit et M. Joldeş).
Ces travaux ont donné lieu à deux publications respectivement dans une conférence
et une revue internationales avec comité de lecture,
[174] M. Mezzarobba. NumGfun: a package for numerical and analytic computation with D-finite

functions. In ISSAC’10 [148], pages 139–146.
http://arxiv.org/abs/1002.3077

[175] M. Mezzarobba et B. Salvy. Effective bounds for P-recursive sequences. Journal of Symbolic
Computation, 45(10):1075–1096, 2010.
http://arxiv.org/abs/0904.2452

Un travail collectif auquel j’ai participé a par ailleurs fait l’objet un article invité à
une conférence internationale :
[19] A. Benoit, F. Chyzak, A. Darrasse, S. Gerhold, M. Mezzarobba et B. Salvy. The dynamic

dictionary of mathematical functions (DDMF). In Mathematical Software – ICMS 2010 [103],
pages 35–41.

Un quatrième article,
[20] A. Benoit, M. Joldeş et M. Mezzarobba. Rigorous uniform approximation of D-finite functions

using Chebyshev expansions. En préparation.

devrait être soumis prochainement pour publication.

Le mémoire s’organise en une dizaine de chapitres, que l’on peut grouper en cinq
parties comme suit. Une partie du contenu est inédite ; outre l’adaptation de l’article
en préparation [20], il s’agit pour l’essentiel d’extensions des résultats de [174, 175].

Développements logiciels [174, 19]. Un souci important a été de développer
des algorithmes utilisables et de les mettre en pratique. Aussi le corps du mémoire
s’ouvre-t-il sur deux chapitres de présentation de logiciels développés au cours de ma
thèse. C’est l’occasion de compléter cette introduction en illustrant concrètement
les problèmes et les résultats étudiés plus en détail par la suite. Le chapitre 1 décrit
NumGfun, un module Maple qui regroupe mes implémentations d’une bonne partie
des algorithmes de calcul de bornes et d’évaluation numérique étudiés. Il s’agit sur-
tout de donner des exemples de ses possibilités ; toutes les explications détaillées de
fonctionnalités spécifiques sont repoussées à la suite. Le chapitre suivant présente le

16 Introduction

http://arxiv.org/abs/1002.3077
http://arxiv.org/abs/0904.2452


Dynamic Dictionary of Mathematical Functions , un site web interactif, inspiré du
Handbook of Mathematical Functions d’Abramowitz et Stegun [7], et qui se veut une
vitrine de l’approche par la D-finitude des fonctions spéciales. Les besoins du DDMF
ont souvent guidé le développement de NumGfun et plus largement les questions
abordées dans cette thèse.

Préliminaires [174]. Suivent quelques rappels mathématiques. Dans le chapitre 3,
j’introduis une poignée de conventions et notations, et je rappelle les propriétés des
équations différentielles et récurrences linéaires tenues pour acquises par la suite.
Le chapitre 4 est plus particulièrement consacré aux points singuliers des équations
différentielles linéaires à coefficients analytiques. À nouveau constitué en grande partie
de rappels, il contient une étude bibliographique relativement détaillée des variantes
de la méthode de Frobenius , ainsi qu’une formulation apparemment nouvelle de l’une
d’entre elles que je pense mieux adaptée à nos besoins de calcul formel.

Bornes [175, 174]. La partie suivante porte sur le calcul de bornes supérieures sur
les suites et séries données par des récurrences ou des équations différentielles. Effec-
tuer de façon fiable des opérations de nature analytique sur les séries D-finies exige de
contrôler aussi finement que possible leur vitesse de convergence ou encore les valeurs
qu’elles peuvent prendre. Avec mon directeur de thèse Bruno Salvy, nous avons pro-
posé un algorithme de calcul de bornes sur les suites P-récursives qui constitue un
premier pas dans ce sens. L’originalité de notre approche réside dans l’existence d’un
critère de finesse auquel répondent les bornes calculées : en l’occurrence, leur compor-
tement asymptotique « ne s’éloigne pas trop » de celui des suites qu’elles majorent.
Cet algorithme fait l’objet du chapitre 5. Le chapitre 6 poursuit les variations sur ces
bornes en vue de leur application à l’évaluation numérique, notamment en majorant
finement les restes de développements de Taylor de fonctions D-finies.

Évaluation ponctuelle à grande précision [174]. Les chapitres 7 et 8 entament
l’étude de l’évaluation numérique proprement dite. Ils concernent l’évaluation des
fonctions (et, anecdotiquement, des suites) D-finies en un point et à grande précision,
dans un contexte assez général qui couvre le prolongement analytique numérique des
solutions d’une équation différentielle et la connexion aux points singuliers réguliers.
Dans le chapitre 7, je rappelle quelques résultats classiques sur la complexité algo-
rithmique des opérations de base sur les polynômes et les séries. Le sujet central est
la construction d’un arbre de produits de matrices à coefficients rationnels, et avec
lui l’algorithme de calcul du n-ième terme d’une suite récurrente qui s’en déduit.
L’analyse de leur complexité dans les cas qui nous intéressent est un peu plus précise
que ce que j’ai trouvé dans la littérature. Le chapitre 8 est consacré à l’algorithme
d’évaluation général de Chudnovsky et Chudnovsky, fondé sur le calcul d’arbres de
produits, ainsi qu’à certaines de ses extensions par van der Hoeven. Je propose une
poignée d’améliorations à son efficacité pratique et à l’analyse de sa complexité. Plus
généralement, je détaille les ajustements qui font passer de l’algorithme théorique
décrit dans les articles originaux à la version implémentée dans NumGfun, et notam-
ment le suivi des erreurs tout au long du calcul, sur la base des bornes établies dans
les chapitres précédents.

Approximation uniforme sur un segment [20]. Nous passons pour finir de
la grande précision à la précision modérée, et de l’évaluation en un point au calcul
d’approximations polynomiales . Le dernier chapitre reprend une version préliminaire
d’un travail en cours avec deux autres doctorants, Alexandre Benoit et Mioara Joldeş.
Nous étudions tout d’abord les développements en série de Tchebycheff des fonctions
D-finies, et en particulier les récurrences que satisfont leurs coefficients. Sur cette base,
nous montrons comment calculer numériquement une approximation de degré donné
d’une fonction D-finie sur un segment avec (sous des hypothèses raisonnables) une
erreur en norme uniforme proche de l’optimum. Enfin, nous donnons un algorithme
pour calculer rigoureusement une borne, à nouveau proche de l’optimum, sur la diffé-
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rence entre un polynôme comme celui fourni par le premier algorithme et la fonction
qu’il approche. Les deux algorithmes ont une complexité arithmétique linéaire en le
degré du polynôme.

La correspondance entre articles publiés ou en préparation et chapitres du manus-
crit, indiquée brièvement ici, est décrite plus en détail au début de chaque chapitre. En
résumé, l’article sur le calcul de bornes [175] est repris avec quelques améliorations et
étendu ; l’article de présentation de NumGfun [174], qui contient un résumé de résul-
tats relatifs à l’évaluation numérique à grande précision, est complètement réorganisé
et son contenu dispersé dans tout le manuscrit ; celui de présentation du DDMF [19]
est adapté au contexte de cette thèse ; et celui en préparation sur l’approximation
uniforme à base de séries de Tchebycheff [20] est pratiquement recopié en l’état.
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Chapitre 1

NumGfun

« Jetzt, wo Miss Maple es sagte, lag es vor ihnen,
klar wie eine saubere Pfütze. »1

— Leonie Swann [229, S. 147]

Cette thèse s’accompagne d’un module Maple appelé NumGfun, qui regroupe des implémentations
d’une grande partie des algorithmes étudiés ou développés. Dans ce premier chapitre, je donne
un aperçu général de NumGfun et j’illustre ses fonctionnalités. C’est en même temps l’occasion
d’introduire de manière concrète les problèmes qui nous occuperont dans la suite du mémoire.

J’ai présenté NumGfun dans un article publié à ISSAC 2010 [174], dont le contenu repris et développé
ici se trouve réparti entre ce chapitre et plusieurs des suivants. De nombreux exemples sont par
ailleurs adaptés d’exposés donnés au cours de ma thèse.

1.1 Présentation

Objet. Le calcul avec les fonctions D-finies et suites P-récursives, suivant la phi-
losophie exposée en introduction, est devenu une fonctionnalité répandue dans les
systèmes de calcul formel. Les versions récentes de Mathematica [259] disposent
par exemple nativement d’une structure de données appelée DifferentialRoot, qui
permet de représenter des fonctions D-finies arbitraires et de calculer avec. Son ana-
logue en Maple [166], DESol, est plus limité.

Maple vient en revanche depuis longtemps avec le module gfun2 de Salvy et
Zimmermann [214, 110], implémentation pionnière de cette approche dont la pre-
mière version date de 1992. Des bibliothèques aux fonctionnalités analogues existent
dans d’autres systèmes, avec en Mathematica les modules GeneratingFunctions (Mal-
linger [165]) et SpecialFunctions (Koepf [147]), et des implémentations partielles dans
les systèmes libres Mathemagix (van der Hoeven [243, 242]) et FriCAS (Rubey).
Sans offrir de boîte à outils complète « à la gfun », bien d’autres systèmes de calcul
symbolique disposent au moins de fonctions de base de manipulation de récurrences
ainsi que des algorithmes de sommation hypergéométrique de Gosper et de Zeilberger.

À l’exception peut-être du module holonomix de Mathemagix, ces logiciels ciblent
essentiellement les applications des séries D-finies en combinatoire et la preuve
d’identités entre expressions D-finies. Pour cette raison, les solutions d’équations
différentielles auxquelles s’appliquent les opérations sont les solutions séries formelles
plutôt qu’analytiques. Les solutions au voisinage de singularités qui ne s’expriment
pas comme des séries entières ne sont pas non plus prises en compte. Il existe cepen-
dant par ailleurs de puissants outils de calcul formel dédiés à l’étude locale des
solutions d’équations différentielles, et gfun interagit fort bien, par exemple, avec
le module DEtools de Maple.

1. « Miss Maple war das klügste Schaf von ganz Glennkill. Manche behaupteten sogar, sie sei
das klügste Schaf der Welt. Doch niemand konnte das nachweisen. » [229, S. 12]

2. La version distribuée avec Maple (gfun 3.20 avec Maple 15) est relativement ancienne. Nous
utilisons dans ce mémoire une version plus récente (3.50 ou ultérieure), téléchargeable depuis les
pages web du projet Algorithms [205].
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Le logiciel présenté ici, NumGfun, est une extension à gfun dédiée à l’évaluation
des suites ou fonctions définies par les équations traitées, et plus généralement à leur
manipulation « analytique ». Il offre, entre autres, un moteur de prolongement analy-
tique numérique garanti de solutions d’équations différentielles linéaires à coefficients
polynomiaux, et des fonctions de calcul de bornes symboliques sur les valeurs de suites
récurrentes.

Distribution. NumGfun a évolué à partir d’une première version (presque entière-
ment réécrite entre-temps) qui date de mon stage de M2. Celle utilisée pour l’instant
dans ce document est une version de développement qui doit déboucher prochaine-
ment sur la version stable accompagnant la forme finale de cette thèse. Après quelques
versions indépendantes à ses débuts, NumGfun est désormais un sous-module de gfun.
Il est distribué avec lui au sein de la bibliothèque Algolib [205], sous les conditions de
la GNU Lesser General Public Licence, version 2.1 [99].

Travaux apparentés. Les algorithmes mis en œuvre dans NumGfun trouvent en
majorité leur origine dans les travaux des frères Chudnovsky [53, 54, 55, 56, 57]
ainsi que de van der Hoeven [234, 235, 236, 237]. Le plus important est peut-être la
méthode d’évaluation numérique baptisée bit burst [57]. Elle appartient à la famille
des algorithmes de sommation de séries D-finies par scindage binaire, que l’on peut
faire remonter à une note de Schroeppel et Salamin [15, §178], et généralise par ailleurs
des algorithmes proposés auparavant par Brent [37] pour des fonctions élémentaires
particulières. Je renvoie à Bernstein [24, §12.7] et van der Hoeven [239, §1] pour plus
de contexte et d’histoire.

Plusieurs algorithmes mieux connus (notamment grâce aux descriptions et implé-
mentations de Haible et Papanikolaou [122] ainsi que de Gourdon et Sebah [115])
peuvent se voir comme des cas particuliers de l’algorithme bit burst . Contrairement
à eux, l’algorithme général n’avait apparemment jamais été utilisé en pratique avant
ce travail. Une explication possible est que dans la description de Chudnovsky et
Chudnovsky, le contrôle des erreurs ne fait pas partie de l’algorithme. Il s’agit donc
d’une méthode pouvant être spécialisée pour calculer n’importe quelle fonction D-finie
donnée, moyennant des bornes d’erreur calculées séparément. La version de van der
Hoeven [235] corrige cette faiblesse et fournit ainsi un véritable algorithme général
d’évaluation à grande précision pour toute la classe des fonctions D-finies.

Toutes ces techniques s’étendent au calcul de limites et « conditions initiales
généralisées » aux singularités de l’équation différentielle qui définit la fonction. Le
cas des points singuliers réguliers est abordé dans plusieurs articles de Chudnovsky et
Chudnovsky [53, 54, 57] puis traité de façon plus explicite par van der Hoeven [236],
qui résout aussi par la suite celui (non implémenté dans NumGfun) des points singu-
liers irréguliers [239].

Sur le plan des implémentations, des bibliothèques généralistes comme CLN [121]
ou MPFR [183] utilisent des routines à base de scindage binaire pour évaluer certaines
fonctions élémentaires et fonctions spéciales. La sommation par scindage binaire de
séries à convergence rapide est aussi l’algorithme de prédilection des logiciels dédiés
au calcul à très grande précision de constantes remarquables sur des machines de
bureau, dont les détenteurs récents du record de calcul de π [17, 262]. Enfin, la variété
déjà impressionnante de fonctions spéciales disponibles nativement dans les systèmes
de calcul formel n’est pas toujours suffisante dans les applications. Plusieurs articles
récents sont consacrés à l’évaluation de classes de fonctions spéciales « un peu moins
communes » qui recoupent celle couverte par NumGfun [4, 89].

Les fonctionnalités de calcul de bornes symboliques offertes par NumGfun sont uni-
ques en leur genre. L’outil existant le plus proche est sans doute le logiciel ACETAF
de Eble et Neher [82], dont l’idée est, grossièrement, de borner les coefficients de Taylor
par une application en arithmétique d’intervalles de la formule intégrale de Cauchy.
L’algorithme utilisé dans NumGfun emprunte à des techniques d’asymptotique auto-
matique [93, 94] ainsi qu’à des algorithmes proposés par van der Hoeven pour l’analyse
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effective [235, 237, 240].
Nous reviendrons plus en détail sur tout cela dans les chapitres correspondants du

manuscrit (voir notamment §5.1.1, §6.1.2, §7.3 et chapitre 8).

Plan du chapitre. Le gros de ce chapitre est occupé par la section 1.2, qui illustre
les possibilités de NumGfun a travers une session d’utilisation. Je présente ensuite
brièvement l’architecture du module ainsi que quelques développements en cours ou
en projet. Il me faut ici souligner que ce chapitre ne vise ni à servir de manuel
utilisateur à NumGfun, ni à décrire en détail son fonctionnement. L’utilisation du
module est décrite dans les pages d’aide Maple qui l’accompagnent (?NumGfun à
l’invite de commande). La théorie sous-jacente, et quelques notes sur l’implémentation
de certaines fonctionnalités, font l’objet d’une bonne partie de cette thèse. Le lecteur
intéressé par les détails de l’implémentation pourra enfin se reporter au code source
et à ses commentaires.

Conventions relatives aux exemples. Ce document contient un certain nombre
d’exemples de code Maple, présentés de la façon suivante :

> evalf[25](exp(Pi*sqrt(163)));

262537412640768744.0000000

Pour l’essentiel, ils sont exécutables en l’état. Les commandes

> with(gfun): with(NumGfun):

permettant d’accéder aux procédures et autres objets exportés par ces modules sans
les qualifier par le nom du module sont sous-entendues dans tous les exemples. La
sortie est souvent écourtée ou reformatée à la main pour des raisons de lisibilité.

Outre les fonctions publiques de Maple, gfun et NumGfun, nous ferons parfois
appel à des fonctionnalités non documentées de NumGfun, et notamment au sous-
module caché NumGfun:-utilities.

Les temps de calcul indiqués se réfèrent à des expériences menées sur un ordinateur
équipé d’un processeur quadri-cœur AMD Athlon II X4 620 cadencé à 3 GHz et de
4 Go de mémoire vive, fonctionnant sous Debian sid avec un noyau Linux 3.0.0-rc2.
Les calculs, ou du moins leur partie coûteuse, n’utilisent qu’un des cœurs. La version
de Maple utilisée est Maple 13, qui fait appel pour les calculs en nombres entiers à
GMP 4.2.1.

1.2 Une session avec NumGfun

1.2.1 gfun

Présentation. Le module gfun auquel se greffe NumGfun est une boîte à outils
pour la manipulation de fonctions D-finies et de suites P-récursives. Pour citer sa
documentation [110] :

The gfun package has been designed as a help for the manipulation and discovery of
functions or sequences satisfying linear differential or recurrence equations. The name
of the package comes from its combinatorial application to generating functions.

The basic principle of the package is that linear differential equations or recurrences
can be used as data-structures to represent their solutions.

Les variables et procédures exportées par gfun sont les suivantes.

> with(gfun);

[Laplace, NumGfun, Parameters, algebraicsubs, algeqtodiffeq, algeqtoseries, algfuntoalgeq, borel,
cauchyproduct, diffeq∗diffeq, diffeq+diffeq, diffeqtohomdiffeq, diffeqtorec, guesseqn, guessgf,
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hadamardproduct, holexprtodiffeq, invborel, listtoalgeq, listtodiffeq, listtohypergeom, listtolist,
listtoratpoly, listtorec, listtoseries,maxdegcoeff,maxdegeqn,mindegcoeff,mindegeqn, nth_term,
pade2, poltodiffeq, poltorec, ratpolytocoeff, rec∗rec, rec+rec, rectodiffeq, rectohomrec, rectoproc,
seriestoalgeq, seriestodiffeq, seriestohypergeom, seriestolist, seriestoratpoly, seriestorec,
seriestoseries]

Grossièrement, ses fonctionnalités s’organisent en :

– des opérations sur les séries représentées par des équations différentielles ou les
suites représentées par des récurrences ;

– des fonctions pour passer d’une suite à sa série génératrice, et inversement ;

– des outils d’interpolation capables de « deviner » une suite à partir de quelques
termes, qui renvoient une équation satisfaite par la suite ou sa série génératrice,
ou dans certains cas une expression explicite de cette dernière ;

– et diverses fonctions utilitaires permettant, par exemple, de calculer des termes
d’une suite récurrente, ou encore de passer facilement de l’expression explicite
d’une fonction à une représentation par équation différentielle.

NumGfun fait largement appel aux fonctions des deux premières catégories.

Par exemple, l’exponentielle et la fonction d’Airy Ai sont des fonctions D-finies.
Récupérons dans les tables de gfun des équations différentielles qu’elles satisfont :

> diffeq[exp] := prettify(holexprtodiffeq(exp(z), y(z)));

{

d
dz
y (z)− y (z) =0, y (0)= 1

}

> diffeq[Ai] := prettify(holexprtodiffeq(AiryAi(z), y(z)));











d2

dz2
y (z)− z y (z)= 0, y (0)=

1
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Γ
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36√ Γ
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π











et utilisons gfun pour mener quelques calculs élémentaires avec ces équations. (La
fonction prettify ne fait partie ni de Maple ni de gfun. C’est une commande ad hoc
définie pour mettre certains résultats de ce mémoire sous une forme plus lisible.)

Opérations algébriques. Il est bien connu que la classe des fonctions D-finies est
close par un certain nombre d’opérations, que l’on peut réaliser algorithmiquement sur
les équations différentielles. Nous en ferons l’inventaire au chapitre 3. Par exemple,
la commande ‘diffeq+diffeq‘ de gfun calcule une équation annulant la somme de
deux fonctions D-finies données, ici ez+Ai(z) :

> prettify(‘diffeq+diffeq‘(diffeq[Ai], diffeq[exp], y(z)));


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De même, algebraicsubs calcule la composée d’une fonction D-finie et d’une fonction
rationnelle ou algébrique. L’équation différentielle

> prettify(algebraicsubs(diffeq[Ai], 2*z*y=z^2+1, y(z)));

8 (z − 1) (z+1) z5
(

d2

dz2
y (z)

)

− 16z4
(

d
dz
y (z)

)

− (z2+1) (z − 1)3 (z+1)3 y (z)

est ainsi satisfaite par Ai
( 1

2
(z+ z−1)

)

.
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Équations différentielles et récurrences. Seconde propriété de base : la suite des
coefficients du développement en série d’une solution d’équation différentielle linéaire
à coefficients polynomiaux, par exemple

> series(AiryAi(z), z, 7);
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satisfait une récurrence linéaire à coefficients polynomiaux aisément calculable à partir
de l’équation différentielle. En l’occurrence,

> rec := prettify(diffeqtorec(diffeq[Ai], y(z), u(n)));


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
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convient. La commande rectodiffeq effectue l’opération inverse de diffeqtorec

— ou presque : voir §3.3 pour plus de détails.

Calcul d’un terme. Une fois obtenue cette récurrence, nous pouvons la « dérouler »
pour obtenir rapidement un coefficient arbitraire. La fonction rectoproc de gfun
fournit une procédure Maple qui prend en entrée un entier n et renvoie la valeur un.

> coeffproc := rectoproc(rec, u(n)):

> coeffproc(50001);

1

8742085030	 (142143 chiffres)	 0000000000
31/3

Γ
(

2

3

)

Le calcul prend 1,9 secondes. Pour de « gros » résultats comme celui-ci, calculer de
proche en proche u3, u4,	 , un serait inefficace ; la procédure produite par rectoproc
fait ici appel à NumGfun, qui implémente une autre méthode, à base de scindage
binaire. L’algorithme — classique — est rappelé et étudié au chapitre 7.

1.2.2 NumGfun

NumGfun étend gfun par des outils liés à l’évaluation des suites et fonctions
manipulées. Ses fonctionnalités essentielles sont

– d’une part, l’évaluation des fonctions D-finies à grande précision ;
– et d’autre part, le calcul de bornes sur les fonctions D-finies et les suites

P-récursives.
Évaluation s’entend ici dans un sens assez large, qui va du calcul d’un terme d’une
suite récurrente à la décomposition d’une solution d’équation différentielle sur une
base de solutions définies au voisinage d’un point singulier, en passant par son « suivi »
le long d’un chemin de prolongement analytique.

Les fonctionnalités se limitent en revanche à ce qu’on pourrait appeler le domaine
des séries convergentes. L’étude des équations différentielles au voisinage de points
singuliers irréguliers, les techniques d’évaluation à base de développements asympto-
tiques, la sommation au plus petit terme, la resommation de séries divergentes sont
pour l’instant tous hors du champ des problèmes traités.

Voici la liste complète des fonctions publiques. Nous allons maintenant illustrer
leurs possibilités sur quelques exemples.

> with(NumGfun);

[analytic_continuation,bound_diffeq,bound_diffeq_tail,bound_ratpoly,bound_rec,bound_
rec_tail, diffeqtoproc, dominant_root, evaldiffeq, fnth_term, local_basis, needed_terms,
transition_matrix]
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1.2.3 Évaluation numérique

Une fonction spéciale pas si commune. La fonction de Heun doublement con-
fluente3 de paramètres a, b, c, d est la solution de l’équation différentielle

> diffeq := prettify(

{ diff(y(z),z,z)

- (-2*z^5+4*z^3+z^4*a-2*z-a)/((z-1)*(z+1))^3 * diff(y(z),z)

- (-z^2*b+(-c-2*a)*z-d)/((z-1)^3*(z+1)^3) * y(z),

y(0)=1, D(y)(0)=0 });







d2

dz2
y (z)−

(a z2− 2 z3+ a+2 z)
(

d

dz
y (z)

)

(z+1)2 (z− 1)2
+

(b z2+2 a z+ c z+ d) y (z)

(z − 1)3 (z+1)3
,

y (0)= 1, (y′) (0)= 0







Les fonctions de Heun comptent parmi les plus générales des fonctions spéciales que
des logiciels comme Maple traitent nativement. Prenons des valeurs simples arbi-
traires pour les paramètres, et évaluons la fonction correspondante :

> a, b, c, d := 1, 1/3, 1/2, 3:

> evalf[51](HeunD(a, b, c, d, 1/3));

1.23715744756395253918007831405821000395447403052069

Le même calcul avec NumGfun part bien entendu de l’équation différentielle. La
fonction diffeqtoproc est l’analogue pour les équations différentielles de la fonction
rectoproc de gfun utilisée plus haut. Elle renvoie une procédure Maple qui prend
en entrée un point z et une précision n, et calcule la valeur en z de la solution de
l’équation différentielle, à précision 10−n.

> myHeunD := diffeqtoproc(diffeq, y(z)):

> myHeunD(1/3, 50);

1.23715744756395253918007831405821000395447403052075

On observe que les derniers chiffres des résultats diffèrent d’un calcul sur l’autre.
J’ai déjà mis l’accent mis sur le souci, dans NumGfun, de garantir la correction des
résultats. Le lecteur ne sera donc pas surpris d’apprendre que la seconde valeur est
la bonne, ce dont on se convainc en poussant le calcul à une plus grande précision.

> myHeunD(1/3, 160);

1.23715744756395253918007831405821000395447403052074724977368122339910479272634279\
10426036691704686822432669322058740005957868869065637255063771378117634825003548

Poursuivons avec un exemple un peu plus difficile. Le voisinage des singularités
est souvent parmi les « endroits intéressants » où étudier une fonction, mais aussi
parmi ceux où son évaluation est délicate. La fonction y solution de notre équation
différentielle présente des singularités en z=±1. Essayons de nous en approcher.

> evalf(HeunD(a, b, c, d, -0.9)), myHeunD(-0.9, 9);

2.695836763, 2.695836219

> evalf(HeunD(a, b, c, d, -0.99));

Warning, breaking after 2000 terms, the series is not converging

undefined

> myHeunD(-0.99, 400);

3. Dans une de ses deux définitions classiques, celle adoptée dans Maple [168].
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4.677558527966890481646371616414130565650323560409922037183582493975621616831723241\
0744707789241015929982135365224156265633897046744180302811192398702665082616941510\
9809652226279375975050987046539426225128475617116795496567630687966048899822188551\
1043494136629459587123627365393980067834480595323421947266813508293676138629023775\
8289885777340602080597240804541929600565356508117351708467455758748170258

Ce dernier calcul prend plusieurs secondes (5,2 s sur ma machine de test). On paie
donc en temps de calcul la difficulté intrinsèque, sans compromis sur la correction du
résultat. Des exemples comme celui-ci plaident en faveur de l’approche « générique »
adoptée dans NumGfun, qui traite de larges classes de fonctions à égalité : moins de
code spécifique signifie souvent moins de bugs !

Le fonctionnement de l’évaluateur numérique de NumGfun est détaillé au cha-
pitre 8. Nous allons expérimenter plusieurs autres de ses fonctionnalités dans les
quelques paragraphes à venir.

Un exemple « au hasard ». Au-delà des fonctions spéciales plus ou moins
usuelles, on peut aussi bien sûr manipuler des fonctions D-finies arbitraires. Nous
sortons là des fonctionnalités disponibles (à ma connaissance) dans d’autres logi-
ciels. Tirons une équation différentielle au hasard.

> RandomTools:-SetState(state=42):

> random_diffeq := proc(ord, d) local myrat := ’rational’(’denominator’=60); uses

RandomTools; { add(Generate(’polynom’(myrat, z, ’degree’=d)) * diff(y(z), [z$k]),

k=0..ord), seq((D@@k)(y)(0) = Generate(myrat), k=0..ord-1) } end proc:

> rnd_diffeq := random_diffeq(4, 3);

{(

43
60
− 2

15
z+

11
20
z2− 3

4
z3
)

y (z)+

(

47
60

+
1
5
z+

1
60
z2− 13

20
z3
)(

d
dz
y (z)

)

+
(

43
60

+
23
60
z+

9
20
z2+

1
4
z3
)(

d2

dz2
y (z)

)

+

(

1
4
+

7
15
z+

19
20
z2+

2
3
z3
)(

d3

dz3
y (z)

)

+
(

11
15
− 3

5
z− 19

20
z2− 19

30
z3
)(

d4

dz4
y (z)

)

,

y (0)=
−7
60
, (y′) (0)=

−29
30

, (D ◦D) (y) (0)=
7
15
,D◦3 (y) (0)=

4
5

}

La fonction evaldiffeq effectue directement une évaluation en un point, sans passer
par la création d’une procédure. Le point d’évaluation peut être réel ou complexe.

> evaldiffeq(rnd_diffeq, y(z), 1/2, 50);

−.52428724948743933011074780046842551144574795341755

> evaldiffeq(rnd_diffeq, y(z), (1+I)/3, 30);

−.449570759269227644270682723931− .260300150156116033712635106149 i

Comme indiqué en introduction, NumGfun emploie des algorithmes d’évaluation
numérique de complexité essentiellement linéaire en le nombre de chiffres du résultat.
Le but n’est pas de battre des records, et l’implémentation, qui privilégie presque
toujours la généralité sur la rapidité, n’est pas compétitive — de plusieurs ordres de
grandeur — avec les codes spécialisés qui reposent sur des méthodes apparentées. Se
fonder sur un algorithme rapide est tout de même un gage de passage à l’échelle :

> evaldiffeq(rnd_diffeq, y(z), 1/3, 100000);

−.40784678373253882348505240495639163755195035646700552450754961526634594362120816\
46969785446985800701( 	 )6862544805461487705749958969424450012994962704730390690372\
42711380756205277314046603781151302084412612273143288344535670630828663527187

Ce calcul prend environ 21 minutes. On pourrait vraisemblablement améliorer de
façon considérable (quoique d’un facteur constant) les performances sur ce genre
d’exemple en implémentant une variante plus soigneuse de l’algorithme de scindage
binaire qui représente le gros du temps de calcul. À petite précision en revanche, le
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temps passé dans la partie asymptotiquement coûteuse est négligeable devant celui,
essentiellement indépendant de la précision, consacré au calcul de bornes d’erreur et
à l’interprétation du code Maple. Ces questions de complexité et d’efficacité pratique
sont étudiées au chapitre 7.

1.2.4 Prolongement analytique numérique

Matrices de transition. Que se passe-t-il si l’on spécifie une équation sans condi-
tions initiales ? Considérons l’exemple suivant, qui reviendra à plusieurs reprises dans
ce document.

> barediffeq := (z^2+1)*diff(y(z),z,z) + 2*z*diff(y(z),z);

(1+ z2)

(

d2

dz2
y (z)

)

+2 z

(

d

dz
y (z)

)

> evaldiffeq(barediffeq, y(z), (1+I)/2, 20);

1.00000000000000000000_C0+(.55357435889704525151+ .40235947810852509365 i)_C1

Ce qu’on obtient est une expression de la valeur de y au point z1=(1+ i)/2 en fonction
des conditions initiales

(_C0,_C1)=
(

y(0), y ′(0)
)

.

On vérifie aisément que la fonction constante 1 et la fonction arctangente forment une
base de solutions de l’équation considérée. Ces deux solutions de base correspondent
respectivement aux conditions initiales (1, 0) et (0, 1). Le résultat de evaldiffeq est
donc dans ce cas 1 ·_C0+ arctan (z1)_C1. Chacun des coefficients de la combinaison
linéaire est calculé à 10−20 près.

Nous pouvons pousser la même idée un peu plus loin et chercher la matrice qui
fait passer d’un vecteur de conditions initiales à l’origine

(

y(0), y ′(0)
)

au vecteur de
« conditions initiales en z1=1/2 »

(

y(z1), y
′(z1)

)

correspondant :

> transition_matrix(barediffeq, y(z), 1/2, 30);

(

1.000000000000000000000000000000 .463647609000806116214256231461
0. .800000000000000000000000000000

)

Cette matrice s’appelle matrice de transition ou matrice résolvante associée à l’équa-
tion (1+z2) y ′′+2 z y ′=0 entre 0 et 1

2
. On reconnaît sur la deuxième ligne les valeurs

de 1′=0 et arctan′ z=1/(1+ z2) en z= 1

2
.

Prolongement au-delà des points singuliers. Poursuivons le calcul avec les
fonctions z� 1 et z� arctan z, et essayons maintenant de les évaluer en z=1.

> evaldiffeq(barediffeq, y(z), 1, 30);

Error, (in gfun:-NumGfun:-ancont:-fail_if_singular_path) Step 0->1 may escape from

the disk of (guaranteed) convergence of the series expansions of the solutions of

-2*z*diff(y(z),z)+(-1-z^2)*diff(diff(y(z),z),z)

Échec : nous avons en effet passé sous silence une petite subtilité de la notion de « fon-
ction » solution d’une équation différentielle employée dans NumGfun. La difficulté
est liée à la présence de points singuliers de l’équation sur le cercle unité, en ±i.

En effet, l’équation et les conditions initiales ne suffisent pas tout-à-fait, en général,
à déterminer de façon unique une fonction analytique solution. Ainsi, la spécification

z y ′(z)− 1=0, y(1)=0

pourrait aussi bien définir le logarithme complexe standard, analytique sur C\R− et
qui vérifie

log (−1+ i)=
1

2
ln (2)+

3

4
π i,
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que la fonction z� log (i z)− π

2
i, analytique sur C \ (iR−), qui prend la valeur

1

2
ln (2)− 5

4
π i

en (−1 + i). Le cas de l’arctangente n’est qu’une instance à peine plus compliquée
du même phénomène, avec cette fois deux singularités, en ±i, et deux demi-droites
de coupure conventionnelles, qui partent des singularités vers l’infini le long de l’axe
imaginaire.

Il est en revanche toujours possible de définir le prolongement analytique d’une
solution le long d’un chemin évitant les points singuliers de l’équation. (Nous repous-
sons des rappels mathématiques un peu plus précis à ce sujet au chapitre 3.) La
convention adoptée dans NumGfun est qu’un point d’évaluation seul fait référence à la
solution définie sur le disque centré à l’origine et s’étendant jusqu’au point singulier le
plus proche4. Dans les autres cas, il est nécessaire de donner à la fonction d’évaluation
numérique un chemin de prolongement analytique. En remplaçant le point 1 par le
chemin en ligne droite de 0 à 1, on obtient le résultat attendu :

> evalf[30](4 * evaldiffeq(barediffeq, y(z), [0,1], 30));

4.00000000000000000000000000000_C0+ 3.14159265358979323846264338328_C1

Un mot sur l’algorithme. Sur le disque où sont autorisées les évaluations sans
chemin de prolongement explicite — et, sauf exception, seulement sur celui-ci —, le
développement de Taylor à l’origine d’une solution de l’équation donnée en paramètre
est toujours convergent. Il est donc possible, au moins en principe, de calculer la valeur
de la fonction en sommant la série. (Ce n’est pas toujours une bonne idée en pratique !)

Cela ne fonctionne pas en l’état pour l’évaluation à l’extrémité d’un chemin quel-
conque. Mais connaissant les « conditions initiales » en un point intermédiaire z1 qui
caractérisent une certaine solution (initialement spécifiée par des conditions initiales
à l’origine), on peut repartir de z1 pour obtenir celles en un point z2 un peu plus loin
sur le chemin de prolongement, éventuellement en-dehors du disque de convergence
du développement en série à l’origine. Et ainsi de suite : le prolongement analytique
se résume au produit des matrices de transition le long de chaque tronçon.

En faisant afficher quelques informations sur le déroulement du calcul, nous voyons
comment evaldiffeq subdivise automatiquement le chemin donné en plusieurs pas,
le long desquels les matrices de transition sont données par des séries convergentes.

> infolevel[gfun] := 2:

evaldiffeq(barediffeq, y(z), [0, 5/4*(1+I)], 20);

`ordinary_step_transition_matrix:`, "87/100+87/100*I --> 5/4+5/4*I

ord=1, prec~=.30240e-23, terms=136"

`ordinary_step_transition_matrix:`, "0 --> 7/20+7/20*I

ord=2, prec~=.60219e-23, terms=106"

`ordinary_step_transition_matrix:`, "7/20+7/20*I --> 61/100+61/100*I

ord=2, prec~=.28056e-23, terms=102"

`ordinary_step_transition_matrix:`, "61/100+61/100*I --> 87/100+87/100*I

ord=2, prec~=.60219e-23, terms=104"

`absolute_precision_warning:`, "Recall that gfun:-NumGfun uses *absolute* error."

1.00000000000000000000_C0+(1.13764519551855716794+ .35133563902264627452 i)_C1

> infolevel[gfun] := 0:

On lit aussi la précision de calcul de chacune des matrices de transition intermédiaires,
déterminée automatiquement à partir de l’erreur cible 10−20, de même que le nombre
de termes à retenir dans les développements en série. Les bornes sur les fonctions

4. Il serait malcommode de devoir systématiquement indiquer des lignes de coupure. Cependant,
une version future de diffeqtoproc devrait accepter optionnellement la spécification de coupures
délimitant un domaine de définition simplement connexe, et permettre alors l’évaluation directe en
un point quelconque de ce domaine.
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D-finies utilisées à cette fin sont établies au chapitre 6, sur la base des résultats du
chapitre 5. L’algorithme de prolongement analytique et son implémentation, suivi des
erreurs compris, font l’objet de la section 8.3.

1.2.5 Évaluation numérique, suite

Points de grande taille. La commande evaldiffeq et ses variantes sont limitées
aux points à coordonnées rationnelles. Cela n’interdit pas de s’en servir pour évaluer
les fonctions D-finies en des points plus généraux, mais on est conduit à remplacer
le point d’évaluation par une approximation rationnelle à précision suffisante — rien
d’inhabituel jusque-là.

Pour calculer y(z) à 10−n près avec n grand, on peut s’attendre à devoir con-
naître z lui-même à une précision du même ordre, par exemple à travers une approxi-
mation décimale avec un nombre de chiffres après la virgule linéaire en n. Or la
complexité de l’algorithme utilisé pour sommer les séries, quasi-linéaire en la pré-
cision cible si le point d’évaluation est fixé, devient au moins de l’ordre de n2 lorsque
la taille de celui-ci et la précision du résultat sont tous deux d’ordre n. Cette fai-
blesse des techniques de scindage binaire est bien connue dans leurs applications
classiques, aux fonctions hypergéométriques notamment.

NumGfun implémente un algorithme baptisé méthode bit-burst , qui rétablit la
complexité quasi-linéaire. Le calcul suivant prend ainsi moins de 7 s, soit environ 25
fois moins que par pur scindage binaire.

> my_e := convert(evalf[5000](exp(1)), rational, exact);

27182818284590452353	 (4460 chiffres)	 96873869117066666147
10000000000000000000	 (4660 zéros)	 00000000000000000000

> diffeq := holexprtodiffeq(arctan(z), y(z)):

> evaldiffeq(diffeq, y(z), [0,my_e], 5000);

1.21828290501727762176	 (4660 chiffres)	 85796212560201267299

L’algorithme bit-burst repose sur une utilisation astucieuse du prolongement analy-
tique. Il est traité dans le chapitre consacré à ce dernier, en section 8.5.

Petite précision. Les fonctionnalités d’évaluation numérique de NumGfun sont
centrées sur la grande précision. Bien souvent cependant, on n’a besoin d’évaluer une
fonction donnée qu’à précision modérée, mais de façon répétée — par exemple pour
tracer son graphe ou calculer numériquement une intégrale.

La commande diffeqtoproc offre un support limité des évaluations répétées.
Elle accepte en paramètre optionnel une liste de disques sur lesquels précalculer des
approximants polynomiaux de la fonction à évaluer, ensuite codés en dur dans la
procédure d’évaluation. Celle-ci y fait appel lorsque le point d’évaluation et la préci-
sion donnés le permettent, ou se rabat sur l’algorithme général d’évaluation à grande
précision à défaut. Le précalcul tire parti à la fois du moteur de calcul de bornes de
NumGfun, pour garantir la précision des approximants, et du prolongement analy-
tique, pour permettre de placer les disques n’importe où dans le plan complexe, y
compris loin du point où sont données les conditions initiales.

Dans l’exemple suivant, on trace le graphe sur [0,10] de la fonction d’Airy Ai grâce
à un précalcul sur deux disques qui recouvrent cet intervalle.

> diffeq := holexprtodiffeq(AiryAi(z), y(z));











d2

dz2
y (z)− z y (z), y (0)= 1

3

33√

Γ
(

2

3

), (y′) (0)=−1

2

36√ Γ
(

2

3

)

π











> myAi := diffeqtoproc(diffeq, y(z), prec=12, disks=[[2.5,2.6],[7.5,2.6]]):
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> plot(myAi, 0..10, color=blue, thickness=3);
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Comme un certain nombre de fonctions spéciales usuelles, la fonction Ai sur les réels
positifs est une solution récessive de l’équation différentielle à travers laquelle on la
manipule. Pour cette raison, une simple intégration numérique, comme celle effectuée
par la fonction DEplot de Maple, donne des résultats grossièrement incorrects lorsque
le temps d’intégration devient trop long.

> DEtools[DEplot](diffeq[1]=0, [y(z)], z=0..10, [[op(2..3,diffeq)]],

’linecolor’=blue);

0.5
1

1.5
2

2.5
3

3.5
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Nous reviendrons là-dessus en §8.7 de ce mémoire. Le chapitre 9 décrit quant à lui
un algorithme pour calculer des approximants de meilleure qualité sur des segments,
qui devrait être utilisé par diffeqtoproc à l’avenir.

1.2.6 Points singuliers réguliers

Les fonctions de Bessel modifiées Iν et Kν forment une base de solutions de l’équa-
tion différentielle

> diffeq := prettify(holexprtodiffeq(BesselI(nu,z), y(z)));

z2
(

d2

dz2
y (z)

)

+ z

(

d
dz
y (z)

)

− (ν2+ z2) y (z)

Celle-ci est singulière à l’origine. Bien que certaines des fonctions Iν soient analytiques
en zéro, on ne peut donc pas les définir par des conditions initiales en ce point de la
même manière que les fonctions spéciales des exemples précédents. Il n’est pas non
plus possible (du moins facilement) de trouver un autre point ordinaire, représentable
exactement, en lequel la fonction soit donnée par des conditions initiales elles-mêmes
représentables exactement.

Pourtant, Iν et Kν admettent des développements en série généralisée centrés en
zéro et de rayon de convergence infini, par exemple [7, Eq. 9.6.12-13]

I0(z) =
∑

n=0

∞
z2n

4nn!2
, K0(z) =

∑

n=1

∞
(

log
z

2
+Hn− γ

)

z2n

4nn!2

où les Hn sont les nombres harmoniques. Un point singulier au voisinage duquel toute
solution admet un développement convergent de ce genre s’appelle un point singulier
régulier. Nous verrons au chapitre 4 comment définir et calculer une base canonique
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de solutions au voisinage d’un tel point. Par exemple, avec ν= 7
√

, les premiers termes
des développements des fonctions de la base canonique sont :

> local_basis(subs(nu=sqrt(7), diffeq), y(z), 0, 7);

[
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]

Dès lors que l’on dispose d’une base de solutions convenable, la notion de matrice
de transition s’étend. NumGfun est capable de résoudre numériquement des pro-
blèmes de connexion, c’est-à-dire de calculer les matrices de transition entre un point
singulier régulier et un point ordinaire ou entre deux points singuliers réguliers. La
matrice de transition de 0 à 1/3 regroupe ainsi les valeurs au point z=1/3 des deux
solutions de la base canonique en 0 affichées ci-dessus, ainsi que de leurs dérivées :

> NumGfun:-transition_matrix(diffeq, y(z), [0,1/3], 30);

(

17.993511953679075830508666589332 .55075961922773531957897757298e− 1
−144.589027615738893901936888230190 .439665592094415703409652498036

)

Une bonne manière de spécifier les fonctions de Bessel dans le cadre D-fini consiste
en fait à donner leurs coordonnées dans cette base. Par exemple, I 7

√ est un multiple
simple de la seconde solution de base :

> cst := GAMMA(sqrt(7)+1)*exp(ln(2)*sqrt(7)):

> evalf[29](cst*BesselI(sqrt(7), 1/3)),

evalf[30](cst*subs(z=1/3, diff(BesselI(sqrt(7), z), z)));

.55075961922773531957897757298e− 1,.439665592094415703409652498033

L’algorithme de connexion numérique, généralisation de celui de prolongement
analytique déjà mentionné, est détaillé en §8.6. Son implémentation dans NumGfun
est encore incomplète : essentiellement, seuls sont couverts les points singuliers à
coordonnées rationnelles (autrement dit, appartenant à Q(i)), et le contrôle de la
précision dans l’implémentation est en partie heuristique.

1.2.7 Bornes symboliques

Nous avons entrevu plus haut (§1.2.4) que NumGfun calcule automatiquement des
bornes sur les fonctions D-finies pour garantir la correction des évaluations numéri-
ques. Des bornes du même genre sont rendues disponibles à l’utilisateur sous forme
d’expressions symboliques, à travers des fonctions dédiées. La forme des résultats et
les critères de qualité à prendre en compte diffèrent légèrement, mais le moteur de
calcul est partagé.

Suites P-récursives. En premier lieu, la commande bound_rec prend en entrée
une récurrence qui définit une suite (un) à valeurs complexes, et renvoie l’expression
explicite d’une suite « simple » (vn) telle que |un|6vn pour tout n. La borne renvoyée
est fine, au sens où vn « ne s’éloigne pas trop » de |un| quand n→∞. Limitons-nous
à illustrer brièvement son utilisation :

> bound_rec({(2*n+2)^2*u(n+1) = -(n+1)*u(n), u(0) = 1}, u(n));

1000000001
1000000000

(n+2) (n+1)
(

1

4

)n

n!

> bound_rec({4*u(n+1)-13*u(n+2)+5*u(n+3), u(0) = 17/5, u(1) = 3, u(2) = 3/12,

u(3) = 0, u(4) = 5}, u(n));

∑

α=RootOf(4Z2−13Z+5,0.4457523585)

586725390387
10000000000

RootOf (4Z2− 13Z +5, 0.4457523585)α−n

α
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Asymptotiquement, ces deux bornes ne surestiment que d’un facteur polynomial en n
les suites majorées. Les facteurs exponentiels ou en n! sont optimaux. Nous verrons
des exemples plus développés au début du chapitre 5, consacré à l’algorithme qui
conduit à ces résultats.

Majorants pour les séries D-finies. Une variante de ce même algorithme fournit
une série majorante d’une série D-finie quelconque, c’est-à-dire une série qui la domine
coefficient par coefficient. La relation de domination permet de transférer certaines
propriétés analytiques — à commencer par la convergence — du majorant à la série
majorée. Les majorants que nous calculerons préservent notamment (sous une hypo-
thèse de généricité) le rayon de convergence de la série qu’ils majorent, tout en étant
suffisamment simples pour que les propriétés à transférer soient faciles à établir, à la
main ou automatiquement. On a par exemple :

> bound_diffeq(holexprtodiffeq(arctan(z), y(z)), y(z));

1000000001
2000000000

1

(1− z)2

> bound_diffeq(holexprtodiffeq(erf(z), y(z)), y(z));

416666669
5000000000

∑

n=0

∞
(n3+6n2+ 11n+6) zn

Γ
(

1

2
n+1

)

> bound_diffeq(y(z) = (z^7+3*z^2+z+1)/((z-2)^3*(z^3-3)*(z-I)^2), y(z));

352329590023
5000000000000

1

(−z+1)2
+

1262343
40000000

z2+
102975491
2000000000

z3

La série arctangente, de rayon de convergence égal à 1, est majorée par une fraction
rationnelle avec un pôle en 1. La fonction d’erreur, par une fonction entière qui met
en évidence la décroissance « en 1/ n!

√
» de ses coefficients. Une fraction ration-

nelle (solution d’une équation différentielle d’ordre zéro) est majorée par une fraction
rationnelle avec un seul pôle, choisi d’ordre minimal.

Restes de séries. Parmi les plus utiles des résultats que l’on peut tirer d’une série
majorante se trouvent des bornes sur les restes de la série majorée. Ainsi, la commande
bound_diffeq_tail de NumGfun établit une borne supérieure sur l’erreur commise
en tronquant une série y, en fonction du module |z | du point d’évaluation et de l’ordre
de troncature n. Concernant les deux fonctions spéciales simples dont nous venons
de calculer des séries majorantes, on trouve :

> bound_diffeq_tail(holexprtodiffeq(arctan(z), y(z)), y(z), n);

−1000000001
2000000000

(n |z | −n− 1) |z |n
(|z | − 1)2

> bound_diffeq_tail(holexprtodiffeq(erf(z), y(z)), y(z), n);



















































1250000007
1280000000000

2
√

(n+9)4
(

2
√

|z|
1− 4

n+9

)n(

1+
2

√
|z|

1− 4

n+9

)

Γ
(

1

2
n+1

)




1− 2

|z|2
(

1− 4

n+9

)

2

(n+2)





4
|z |2

(

1− 4

2 |z|2 +9

)

2
<n

3500000000000
282842712051

8 |z |6− 1

2
√
|z | − 1

+
81
4

|z |6 (2 |z |2− 1) e(|z|
2)

2
√
|z | − 1

otherwise

À défaut d’être parfaitement lisibles (!), ces bornes sont explicites (les formules ne
font intervenir que des opérations usuelles) et satisfont elles aussi certaines propriétés
de finesse. Cette fonctionnalité est fondée sur les résultats du chapitre 6. Ce sont
essentiellement des bornes de ce type, avec un compromis finesse-simplicité un peu
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différent (§6.3.2), qui sont au cœur du contrôle d’erreur dans le prolongement analy-
tique numérique.

1.3 Architecture

Il ne vaut pas la peine de s’étendre longuement sur les détails de l’implémentation,
qui n’est malheureusement pas, du moins en l’état, un modèle du genre ! Cette section
donne cependant des informations générales sur le code ainsi que quelques repères
pour le lecteur qui voudrait s’y orienter.

NumGfun réside dans le répertoire NumGfun/ de la distribution source de gfun.
Le module NumGfun est défini dans le fichier main.mm. Il se compose actuellement des
sous-modules suivants, chacun défini dans un fichier .mm à son nom.

ancont. Évaluation numérique et prolongement analytique : scindage binaire ad
hoc optimisé (§8.4), prolongement analytique (§8.3.2), réécriture des chemins
dont bit burst (§8.3.2, §8.4.1).

bound_normal_diffeq. Calcul des paramètres de borne pour les séries D-finies
normalisées (§5.3.3).

bound_ratpoly. Bornes sur les fractions rationnelles (§5.3.2).
bounds. Fonctions partagées de calcul de bornes : réduction au cas norma-

lisé (§5.2.3, §5.4.1), formules explicites (§5.4.2, §6.2).
diffeqtoproc. Génération de procédures d’évaluation numérique (§8.7).
dominant_root. Racines dominantes de polynômes (non décrit dans ce mémoire,

mais voir §5.2.1).
matrices. Fonctions utilitaires pour manipuler les matrices d’éléments de Q[i]

avec numérateurs et dénominateurs séparés, et restes d’expérimentations
autour du scindage binaire. Doit disparaître ou être entièrement réécrit.

nthterm. Calcul d’un terme d’une suite récurrente par scindage binaire (§7.3),
fonctions auxiliaires pour gfun:-rectoproc.

numeric_bounds. Bornes pour l’évaluation numérique : ordres de troncature,
bornes sur les matrices de transition (§6.3, §8.3.2, §8.4).

recasympt. Asymptotique de suites récurrentes (§8.7 ; en développement).
regsing. Connexion entre points ordinaires et points singuliers réguliers : base

locale (§4.4.3), scindage binaire ad hoc et matrices de transition (§8.6).
Settings. Paramètres internes réglables par l’utilisateur.
symbolic_bounds. Bornes symboliques (§5.4.2, §6.2).
types. Vérifications de type.
utilities. Fonctions utilitaires (flottants, intervalles, nombres algébriques, opéra-

teurs différentiels et de récurrence...).
La figure 1.1 résume les dépendances entre ces modules, et indique les fonctions

publiques définies dans chacun. La plupart d’entre eux dépend par ailleurs de gfun.
NumGfun a accès aux fonctions internes de gfun mais utilise très majoritairement
son interface publique, ce qui le rend relativement facile à distribuer séparément ou
à porter vers une autre bibliothèque similaire au besoin. Inversement, deux fonctions
de gfun (nth_term et rectoproc) font appel à NumGfun.

Le code est relativement compact, avec un peu plus de 3000 lignes de Maple —
un peu plus de 5000 en comptant les lignes blanches et les commentaires.

Il faut ajouter à cela une bibliothèque C en développement, libNumGfun, qui vise
à servir de noyau compilé à NumGfun. Son utilisation est facultative. Quand elle
est disponible, un certain nombre de fonctions internes de NumGfun peuvent être
remplacées par des implémentations alternatives d’interface identique, qui appellent
libNumGfun à travers le mécanisme d’appel de code externe de Maple. Cette biblio-
thèque n’en est qu’à ses débuts. Elle ne fait pas partie pour l’instant de la version
distribuée publiquement de NumGfun, et n’est pas utilisée dans les exemples de ce
mémoire, sauf mention contraire explicite.
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diffeqtoproc

diffeqtoproc

nthterm

fnth_term

gfun:-nth_term

ancont

analytic_continuation

evaldiffeq

transition_matrix

regsing

local_basis

utilitiessettings

bounds

dominant_root

dominant_root

bound_ratpoly

bound_ratpoly

numeric_bounds

needed_terms

bound_normal_diffeq

symbolic_bounds

bound_diffeq

bound_diffeq_tail

bound_rec

bound_rec_tail

matrices

types

Figure 1.1. Les sous-modules de NumGfun et leurs dépendances.

1.4 Développements à venir

Je n’ai pas l’intention d’abandonner le développement de NumGfun avec la fin de
ma thèse. Voici quelques chantiers déjà en cours.

1. Comme indiqué plus haut, l’implémentation de la connexion aux points singu-
liers réguliers est encore incomplète au regard des objectifs. Ses performances
pourront sans doute être grandement améliorées une fois le code stabilisé.

2. Sur celle-ci s’appuie un début de module d’asymptotique automatique à base
d’analyse de singularité. Ce n’est pour l’instant qu’un jouet, alors qu’il s’agit
d’une des fonctionnalités qui suscitent le plus d’intérêt de la part des utilisa-
teurs potentiels.

3. Le support de la petite précision est trop limité. En particulier, les fonction-
nalités de précalcul de diffeqtoproc doivent devenir plus commodes d’utilisa-
tion, fournir des approximants plus compacts à qualité égale, et être étendues
à d’autres domaines que des disques sur la base des idées du chapitre 9.

4. Point lié au précédent, je voudrais mener aussi rapidement que possible le
noyau en C à un stade où il puisse être intégré (optionnellement) à la version
standard de NumGfun. Le but est à la fois d’améliorer les performances du
prolongement analytique numérique à précision modérée et de pouvoir expéri-
menter des variantes algorithmiques plus fines, pour lesquelles un langage de
programmation interprété n’est pas approprié.
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5. Enfin, l’ensemble de NumGfun a subi bien des adaptations au fur et à mesure
qu’évoluait ma compréhension des algorithmes mais aussi des subtilités de
Maple. Je ne suis pas toujours parvenu à moderniser ou élaguer au fur et à
mesure les parties qui en avaient besoin, ni à contenir entièrement la dupli-
cation de code. Il y a une certaine incohérence dans la façon de manipuler
les flottants, les intervalles ou encore les nombres algébriques, et dans les
hypothèses que je fais sur la rigueur des fonctionnalités natives de Maple. Le
stade actuel de développement semble adapté pour systématiser les approches
employées avec une meilleure compréhension des forces et faiblesses de Maple.

L’objectif à plus long terme du développement de libNumGfun est en fait de réé-
crire toute une partie de NumGfun, en procédant « de bas en haut ». Cela devrait
permettre de rendre certaines fonctionnalités accessibles sans dépendance à Maple, et
notamment depuis des systèmes de calcul mathématique libres comme Sage [225] et
Mathemagix [243]. La partie compilée est actuellement développée en C sur la base
de la bibliothèque d’arithmétique multiprécision GMP. Mon projet est de l’étendre en
faisant appel à des bibliothèques de calcul formel performantes comme FLINT [124]
ou certains des modules de Mathemagix.
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Chapitre 2

Le DDMF

« If Sesame Street can run commercials
for letters of the alphabet, I demand equal time

for my favorite special functions. »

— R. William Gosper [112]

Ce court chapitre présente une seconde réalisation logicielle à laquelle j’ai collaboré : le Dynamic
Dictionary of Mathematical Functions, ou DDMF, un site web interactif sur les fonctions spéciales
produit de façon complètement automatique à partir d’algorithmes de calcul formel et de modèles de
document. Ses besoins ont motivé et orienté les travaux de cette thèse, et notamment le développe-
ment de NumGfun. Le DDMF est un travail en commun avec Alexandre Benoit, Frédéric Chyzak,
Alexis Darrasse, StefanGerhold et Bruno Salvy, dans le cadre d’un projet du centre de recherche joint
INRIA-Microsoft Research d’Orsay. Une partie du texte de ce chapitre est adapté de sa présentation
à la conférence ICMS 2010 [19].

2.1 Motivation

Les formulaires de référence sur les fonctions usuelles, comme le célèbre Hand-
book of Mathematical Functions d’Abramowitz et Stegun [7], les trois volumes du
« Bateman project » [87] ou encore la table d’intégrales et séries en six volumes de
Prudnikov, Brychkov et Marichev [206] ont été un outil de travail quotidien pour des
milliers de scientifiques et d’ingénieurs. Ces ouvrages encyclopédiques couvrent une
large gamme de fonctions élémentaires et de fonctions spéciales, et répertorient toutes
sortes de formules les concernant : équations différentielles, primitives et intégrales
définies, inégalités, relations de récurrence, séries, développements asymptotiques,
approximations, dans certains cas aussi graphes et tables numériques. Préparés par
des spécialistes, ils ont été relus et vérifiés avec soin. Des dizaines de milliers de
citations dans la littérature scientifique témoignent de leur succès.

Les premières éditions de ces livres datent d’il y a trente à soixante ans. Contraire-
ment aux tables purement numériques, ils restent largement d’actualité. Mais l’arrivée
du Web a récemment bouleversé la manière dont on accède à l’information. Conscient
de cette évolution, le NIST a accompagné le NIST Handbook of Mathematical Func-
tions [195], révision parue en 2010 du Handbook de 1964, d’un site web appelé NIST
Digital Library of Mathematical Functions [3]. Celui-ci permet de naviguer parmi les
formules, de les exporter dans différents formats, et dispose d’un moteur de recherche.

Dans le même temps, les systèmes de calcul formel sont passés du stade d’expé-
rimentations balbutiantes à celui de bibliothèques robustes et conséquentes d’algo-
rithmes mathématiques. Le plus souvent, l’implémentation des fonctions spéciales
dans ces systèmes s’appuie largement sur une base de formules saisies depuis des
ouvrages de référence comme ceux mentionnés plus haut. Pourtant, les algorithmes
de calcul formel en sont aujourd’hui à un stade où une grande partie de ces for-
mules pourraient être obtenues automatiquement.

Le projet DDMF vise à combiner ces algorithmes et l’interactivité permise par le
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Web pour produire un « dictionnaire de fonctions spéciales » facile d’accès, généré
automatiquement. Le dictionnaire est interactif au sens où il permet d’adapter for-
mules et graphiques au besoin de l’utilisateur, de pousser à la demande les calculs de
développements asymptotiques ou de valeurs numériques à des précisions arbitraires,
ou encore d’afficher des preuves qui retracent de façon détaillée les calculs ayant
conduit à tel ou tel résultat. Le DDMF fait suite à un premier prototype, statique
et centré sur les développements asymptotiques, développé par Ludovic Meunier et
Bruno Salvy [172].

La figure 2.1 reproduit une entrée complète du DDMF. Le site web lui-même est
accessible à l’adresse http://ddmf.msr-inria.inria.fr/.

2.2 Algorithmes de calcul formel

Du point de vue du calcul formel, quelle définition de « fonction spéciale »
se donner pour que toutes les informations souhaitées puissent être obtenues de
façon algorithmique ? Notre choix dans le DDMF, déjà longuement présenté dans
le début de cette thèse, est de nous concentrer sur les fonctions données comme
solutions d’équations différentielles ou de récurrences linéaires à coefficients poly-
nomiaux . Notre structure de données de base consiste essentiellement en une telle
équation et des conditions initiales convenables. Dans l’exemple présenté en figure 2.1,
il s’agit du contenu de la section 1 de la page.

Cette manière de représenter les fonctions spéciales a connu un certain succès en
calcul formel, sur la base des travaux de Stanley [222], Lipshitz [159], Zeilberger [264],
et plus récemment Chyzak, Salvy et al. [59, 60, 64]. Notamment, une grande partie
des calculs sous-jacents aux pages du DDMF repose sur gfun [214].

À partir de cette structure de données, nous avons utilisé ou développé des algo-
rithmes qui calculent toutes sortes de propriétés des fonctions. Ainsi, la section
consacrée au développement à l’origine (section 4 de la page reproduite) s’appuie
sur une récurrence satisfaite par les coefficients de Taylor, calculée à partir de l’équa-
tion différentielle (voir les rappels à ce sujet en §3.2-3.3). Lorsque les coefficients
admettent une forme close comme terme hypergéométrique, ce qui est le cas dans
notre exemple, celle-ci est déterminée en résolvant la récurrence par l’algorithme
de Petkovšek [201]. Quoi qu’il en soit, la suite de la section donne les premiers termes
du développement. Un formulaire permet de calculer l’ordre auquel le tronquer afin
d’approcher la fonction à une précision et sur un disque donnés, sur la base des
algorithmes développés dans les chapitres 5 et 6 de ce mémoire.

Plus bas, des calculs analogues sont mis en œuvre au voisinage de l’infini et, le cas
échéant, des points singuliers de l’équation différentielle. Une section est consacrée
aux expressions de la fonction en termes de fonctions hypergéométriques classiques
et généralisées, une autre à son développement de Tchebycheff sur le segment [−1; 1].
Les algorithmes derrière ces deux sections sont décrits dans la thèse d’Alexandre
Benoit [18]. La dernière section donne un exemple de transformée intégrale.

En remontant au début de l’exemple, la section « Numerical Evaluation » joue le
rôle des tables numériques dans les formulaires papier classiques. Un champ à remplir
y donne accès à des approximations numériques garanties, à précision arbitraire, de
valeurs de la fonction ou, le cas échéant, de son prolongement analytique. L’algorithme
est celui du chapitre 8 de cette thèse, et l’implémentation celle de NumGfun. Quant
au graphe affiché en tête de page, il devrait dans un avenir proche être tracé à partir
des approximants polynomiaux étudiés au chapitre 9.
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The Special Function Ai x( )

1. Differential equation

The function Ai x( ) satisfies

with initial values y 0( ) = 1 / 3 33√
Γ 2/3( ), y ′( ) 0( ) = −1 / 2 36√ Γ 2/3( )

π
.

2. Plot

min =  max = 

3. Numerical Evaluation

(Below, path may be either a point z or a broken-line path z1 , z2 , …, zn[ ] along which to

perform analytic continuation of the solution of the defining differential equation. Each zk

should be of the form x + y*i.)

path =  precision = 

4. Taylor Expansion at 0

Expansion:

See the  for the coefficients of the Taylor expansion.

Home Glossary
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dx2 y x( ) − xy x( ) = 0

[-]

-10 10 Envoyer
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recurrence relation
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First terms:

order = 

One gets a polynomial that approximates Ai x( ) uniformly on the disk

x| | ≤ r = 3 / 10 with absolute error less than 10−8  by retaining the terms

up  to  x19  of  this  power  series  expansion.  See  this  

. Proof based on the general .

r =  prec = 

A  for Ai x( ) in 0 is given by

where un  denotes the coefficient of zn  in the series expansion at the

origin of

Approximations by successive truncations of the Taylor series:

min =  max = 

5. Local Expansions at Singularities and at Infinity

The differential equation above has 0 non-zero finite .

At ∞:

Expansion:

Ai x( ) = 1 / 3
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See the  for the local coefficients.

First terms:

order = 

6. Hypergeometric Representation

7. Chebyshev Expansion over −1, 1[ ]

Chebyshev expansion:

First terms and polynomial approximation:

order = 

The  coefficients  cn  in  the  Ai x( ) = ∑n=0
∞

cnTn x( )

satisfy the recurrence
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1
π√
−

5
96

e−2/3 x−1⎛⎝⎜ ⎞⎠⎟
−3/2

[-]

Ai x( ) =
1

192
−3 36√ Γ 2 / 3( )( )2 F41 5 / 6; 1, 4 / 3, 5 / 3, 5 / 3;

1
1296( ) + 64 33√ F41 1 / 6; 1((

Ai x( ) = 0.347553T0 x( ) − 0.214710T1 x( ) − 0.00986197T2 x( ) + 0.0146332T3 x( ) − 0.00232752

Ai x( ) ≈ 0.3550262926 − 0.2588712070x − 0.0000029468x2 + 0.0595792280x3 − 0.0215557152

6 Envoyer

−n − 4( )c n( ) + n + 2( )c n + 2( ) + 8n3 + 72n2 + 208n + 192( )c n + 3( ) + n + 4( )c n + 4( ) + −(

Chebyshev  expansion
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Errors of approximation by successive truncations of the Chebyshev

series on −1, 1[ ]:

8. Laplace Transform

For ℜ s( ) > 0, the  satisfies the following linear differential

equation:

Generated on 2011-02-25 01:13:35 using v1.6. Powered by .

[-]

6s2 Γ 2 / 3( )π
d

ds
y s( ) + 6sΓ 2 / 3( )π s3 − 2( )y s( ) − s4 2 33√ πs − 3 Γ 2 / 3( )( )2 36√( ) = 0.

DynaMoW

Laplace transform

Figure 2.1. Exemple de description d’une fonction spéciale dans le DDMF, version 1.6
(novembre 2010).
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2.3 Présentation en ligne et interactivité

Les pages qui constituent le DDMF sont programmées au moyen d’un outil spé-
cifique appelé DynaMoW (Dynamic Mathematics on the Web) [61], développé par
Frédéric Chyzak et Alexis Darrasse. DynaMoW prend la forme d’une bibliothèque
accompagnée d’extensions syntaxiques pour le langage Objective Caml.

Côté calcul formel, DynaMoW permet un interfaçage transparent avec diffé-
rents systèmes symboliques, principalement Maple en l’état actuel des choses. Les
requêtes à ces systèmes renvoient des fragments de formules mathématiques repris
dans le document engendré, mais aussi des résultats manipulables par le programme
DynaMoW. Côté document, DynaMoW offre des outils pour assembler en des pages
web structurées les résultats des calculs et les portions de texte ou de formules embar-
qués dans le code source.let_s er vic e Taylor Tr u n c ation( s f _i d : s t r i n g )( d eq : ma ple )( r : s t r i n g = " 0 . 3 " )( p r ec : i n t = 8 ) :DC . s e c _en t i t i es * ( i n t opt i o n ) with { t i t le = t i t le } =let r ep = SF . r ep_of _i d s f _i d intr ylet r a d = s ymboli c _r r inlet i n f s i n g =<< gf u n : - N u mGf u n : - u t i l i t i es : - d i f f eq_i n f s i n g ( $ ( deq ) , y ( x) ) >>in if <: bool< s i g n u m ( $ ( r a d ) - a b s ( $ ( i n f s i n g ) ) ) >= 0 >> th en<: par < It is not easy to determine whether <: is ymb< $ ( r ep ) >>can be eval uated on the disk <: imath < | x | \l eq $ ( s ymb : r a d ) >> usingthis power series expansion, since the said disk contains<: imath < $ ( s ymb : i n f s i n g ) >> , which is a singul ar pointof the differential equation above. >> ,Non eels elet t r u n c _o r der = <: in t< gf u n : - N u mGf u n : - n eeded_t er ms ( $ ( deq ) , y ( x) ,0 , 0 , $ ( r a d ) , 1 0^( - $ ( in t : p r ec ) ) ) >> inlet pa =DC . l i n k_s er vi c e( Polyn omialAppr oximation . u r l ( s f _i d , t r u n c _o r der ) Non e )<: text<pol ynomial approximation>>an d t b =DC . l i n k_s er vi c e( Gen er alF or mu laF or Taylor Bou n d . u r l ( s f _i d , d eq ) Non e )<: text<tai l bound>>in <: par < One gets a pol ynomial that approximates<: is ymb< $ ( r ep ) >>uniforml y on the disk<: imath < \ma t h open | x\ma t h c lo s e | \leq r = $ ( s ymb : r a d ) >>with absol ute error l ess than<: imath < 1 0^{ $ ( in t : - p r ec ) } >>by retaining the terms up to<: imath < x^{ $ ( in t : ( t r u n c _o r der - 1 ) ) } >>of this power series expansion . See this $ ( pa ) .Proof based on the general $ ( t b ) . >> ,( Some t r u n c _o r der )with ( War n in g ms g ) - > ( DC . wa r n i n g ms g , Non e )

Figure 2.2. Extrait du code source du DDMF.

Les documents construits sont des objets du langage. Cela signifie que la stru-
cture du document elle-même peut dépendre des résultats de calculs exécutés par
les systèmes symboliques. Le nombre et le type des items d’une entrée du DDMF
consacrés à l’asymptotique d’une fonction sont par exemple déterminés par le calcul
des singularités de l’équation différentielle. Ainsi, les sources DynaMoW ne sont pas
de simples textes à trous statiques, mais, au besoin, des programmes à part entière.
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Une telle architecture facilite la production de « preuves » (traces d’exécution ou
vérifications a posteriori) lisibles par un humain des formules affichées, répondant à
une requête fréquente des utilisateurs du calcul formel, qui manquent de moyens de
juger quelle confiance accorder aux résultats.

Enfin et peut-être surtout, DynaMoW prend en charge l’aspect interactif de la
navigation sur le site web. Les actions de l’utilisateur peuvent conduire à lancer des
calculs supplémentaires dans les systèmes symboliques — donc côté serveur —, à
rafraîchir en conséquence tout ou partie de la page courante, ou encore à charger
une nouvelle page produite avec des paramètres qui dépendent de l’état de la navi-
gation. Il est souhaitable aussi que les états des pages issus de ces calculs (ou plutôt,
certains états judicieux) répondent à des adresses stables. Pour toutes ces raisons, le
code DynaMoW est organisé en services dont les résultats, qui mêlent fragments de
documents et valeurs symboliques, peuvent être affichés séparément, combinés en une
seule page ou utilisés dans un calcul ultérieur.

Le court extrait du code source du DDMF présenté en figure 2.2 illustre quelques-
uns de ces aspects. Ce n’est pas le lieu de s’étendre sur les choix de conception,
l’architecture ou le mode d’utilisation de DynaMoW. Le lecteur pourra se reporter
au rapport d’expérience de Chyzak et Darrasse [62] pour plus d’informations, notam-
ment, sur la manière dont sont embarqués dans le programme maître des fragments
de code écrits dans les langages natifs des calculateurs symboliques, ainsi que sur le
modèle de services modulaires mentionné plus haut.

2.4 Futur

Le DDMF est encore en plein développement. Bien des informations restent à
ajouter avant d’épuiser les résultats intéressants qui peuvent être calculés automati-
quement. En ce qui concerne le contenu des pages existantes, citons :

– plus de développements sur des bases de fonctions variées, ainsi que de trans-
formées intégrales ;

– l’ajout de code numérique généré automatiquement et téléchargeable, sur la
base de travaux en cours avec Sylvain Chevillard ;

– un meilleur traitement des coupures (branch cuts) ;
– l’ajout d’informations sur les zéros des fonctions, notamment leur évaluation

numérique, qui pourrait s’appuyer sur l’algorithme bit-burst (§8.5) combiné à
la méthode de Newton et à des techniques de validation apparentées à celles
du chapitre 9 ;

et, sur le plan de la classe de fonctions couvertes :
– le traitement des fonctions à paramètres comme les fonctions de Bessel, spécia-

lisées en une valeur du paramètre donnée par l’utilisateur, mais aussi via une
discussion automatique des résultats en fonction du paramètre [172] ;

– la possibilité pour l’utilisateur d’ajouter lui-même des fonctions.
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Chapitre 3

Préliminaires : équations différentielles et récurrences linéaires

Ce chapitre collecte notations, définitions, et résultats de base utilisés dans la partie « théorique » du
mémoire. La plupart sont classiques. L’index placé en fin de volume devrait permettre au besoin de
les retrouver au fil de la lecture. Les rappels relatifs aux points singuliers des équations différentielles
ne se trouvent pas ici mais au chapitre 4 ; ceux d’algorithmique, au chapitre 7.

3.1 Notations et conventions

3.1.1 Structures algébriques usuelles

Anneaux et corps. Les anneaux et corps sont sauf indication contraire de carac-
téristique nulle. La clôture algébrique d’un corps K est notée K̄ .

Séries. Si A est un anneau commutatif, on note A[[z]] l’anneau des séries formelles
en une indéterminée à coefficients dans A. Si K est un corps, on note K((z)) le
corps des séries de Laurent formelles à coefficients dans K. Rappelons que les séries
de Laurent formelles, de la forme

∑

n>−N

yn z
n, n’ont qu’un nombre fini de termes

négatifs, et diffèrent en cela des séries de Laurent « des analystes »
∑

n=−∞

∞
yn z

n. Cette

restriction permet de définir le produit sans avoir à associer de somme à des séries
infinies. Les deux types de séries de Laurent interviennent dans ce mémoire.

L’anneau A[z] des polynômes sur A est un sous-anneau de A[[z]]. L’anneau K[[z]]
est un sous-anneau de K((z)), et le corps K(z) des fractions rationnelles sur K est
un sous-corps de K((z)). Nous utiliserons souvent ces inclusions de façon implicite,
par exemple pour extraire un coefficient des développements en série de fractions
rationnelles.

Pour toute série y(z) de la forme

y(z) =
∑

k=−∞

∞
yk z

k,

on note [zk] y= yk le coefficient de zk dans y. Les notations suivantes, empruntées à
van der Hoeven [240], représentent des « tranches » de la série y(z) :

ym;n(z)=
∑

k=m

n−1

yk z
k ym;(z) =

∑

k=m

∞
yk z

k y;n(z)=
∑

k=−∞

n−1

yk z
k.

Cela s’applique en particulier aux polynômes et fractions rationnelles.

Polynômes tordus et opérateurs linéaires. Toujours si A est un anneau com-
mutatif, on note A〈χ〉 l’anneau des polynômes sur A en une indéterminée χ qui ne
commute pas nécessairement avec les éléments de A. La relation de commutation
entre χ et les éléments de A fait partie de la donnée de χ. Les éléments de A〈χ〉 sont
appelés polynômes tordus . Le plus souvent, A est lui-même un anneau de polynômes,
de fractions rationnelles ou de séries, et χ s’identifie à un opérateur sur A dont l’action
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spécifie implicitement la règle de commutation. Je renvoie à la thèse de Chyzak [59,
chap. I] pour une présentation plus soigneuse.

En particulier, si K est un corps, on note K(z)〈∂ 〉 l’anneau de polynômes tordus
à coefficients dans K(z) en une indéterminée ∂ sujette aux règles de commutation

∂ a= a ∂ (a∈K), ∂ z= z ∂+1. (3.1)

La notation K[z]〈∂ 〉 désigne le sous-anneau de K(z)〈∂ 〉 formé des opérateurs à
coefficients polynomiaux. Les éléments de K[z]〈∂ 〉 s’identifient naturellement aux
opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux sur K[z], K(z), K[[z]] ou toute
autre K-algèbre différentielle1 contenant K[z] via l’action à gauche de K[z]〈∂ 〉 définie
par z · f = z f et ∂ · f = f ′. Les égalités (3.1) traduisent la linéarité de la déri-
vation et la règle de Leibniz (z f)′ = z f ′ + f . Nous confondrons le plus souvent
l’indéterminée ∂ et son action, l’opérateur de dérivation par rapport à z, en écri-
vant au besoin ∂z au lieu de ∂ s’il faut distinguer plusieurs dérivations.

On pose θ=z ∂. Cet opérateur est appelé dérivation d’Euler . C’est une dérivation
— on a θ · (u v) = (θ · u) v + u (θ · v)) — qui présente l’intérêt de ne pas changer le
degré des polynômes ni la valuation des séries auxquels on l’applique. Le formulaire
en figure 3.1 regroupe quelques règles de commutation et autres formules utiles dans
les calculs sur les opérateurs différentiels usuels.

De même, on définit des anneaux K(n)〈S 〉 et K[n]〈S 〉, dont les indéterminées
obéissent aux relations de commutation

Sa= aS (a∈K), S n=(n+1)S. (3.2)

Ici, S s’interprète comme l’opérateur de décalage de la variable n. Lorsque N est
une partie de C close par ν � ν + 1 (concrètement, N =N, N = Z ou N = λ + Z),
les éléments de K[n]〈S 〉 agissent sur les suites indexées par N d’éléments de K par
(n · u)n = n un et (S · u)n = un+1. À nouveau, on confond ces polynômes avec les
opérateurs de récurrence correspondants sur KN.

Quand cela a une importance, on convient que les éléments d’un anneau A〈χ〉
sont écrits (sauf mention contraire) sous la forme L = ad χ

d + ad−1 χ
d−1 + 
 + a0,

autrement dit avec les coefficients ai∈A à gauche de χ. Comme pour les polynômes
usuels, on note alors [χk]L= ak.

Les opérateurs différentiels linéaires seront le plus souvent notésD ou L, leur ordre
noté r, leurs coefficients — polynomiaux, rationnels ou séries suivant le contexte —
notés a. Les opérateurs de récurrence seront généralement d’ordre s, notés P , Q,
ou R, et à coefficients polynomiaux ou rationnels notés b.

∂ zk= zk ∂+ k zk−1

∂j z= z ∂j+ j ∂j−1

∂ z−1= z−1 ∂ − z−2

θ= z ∂

θ↓k= zk ∂k

∂ θ= θ ∂+ ∂

θ z= z (θ+1)
z θ=(θ− 1) z

θ z−1= z−1 (θ− 1)

∂j(zk f)=
∑

i=0

j
(

j

i

)

(∂j−i zk) (∂i f) ∂j zk=
∑

j−k6i6j

(

j

i

)

k↓(j−i) zk−(j−i) ∂i

θj=
∑

i=0

j {

j
i

}

zi ∂i, où les
{

i
j

}

sont les nombres de Stirling de seconde espèce

(oeis A008277 [220])

Figure 3.1. Formulaire.

Matrices. Si A est un anneau, non nécessairement commutatif, on désigne par Ar×s

le A-module des matrices r×s à coefficients dans A, et par As×s l’algèbre des matrices
carrées de taille s à coefficients dans A.

1. Une algèbre différentielle est une algèbre munie d’une dérivation, c’est-à-dire une application
linéaire y� y′ vérifiant la règle de Leibniz (u v)′=u′ v+u v ′.
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3.1.2 Autres notations

Polynômes et fractions rationnelles. Si P ∈ K[x] et ζ ∈ K̄ , on note ν(ζ , P )
la multiplicité de ζ comme racine de P . En particulier, ν(ζ , P ) = 0 si et seulement
si P (ζ)� 0. Le polynôme réciproque de P est noté

RcpqP =Xdeg PP (X−1).

Lorsque f est une fraction rationnelle (irréductible), on note num f son numérateur
et den f son dénominateur.

Logarithme. Les notations log ou ln désignent le logarithme complexe standard,
c’est-à-dire la fonction analytique sur le plan fendu C\R− et qui coïncide sur les réels
strictement positifs avec le logarithme népérien réel, prolongée à R−

∗ par

log x= lim
ε→0
ε>0

log (x+ i ε) (x< 0).

Les analyses d’algorithmes et de structures discrètes utilisent plutôt le logarithme
binaire, noté lg, ou log2 quand on veut insister sur la base.

Asymptotique. Les notations asymptotiques O(·), o(·), Ω(·) et Θ(·) ont leur sens
habituel en informatique. Soient f et g sont des fonctions définies au voisinage de ℓ,
à valeurs dans un espace vectoriel normé. On écrit f(x)=O(g(x)) quand x→ ℓ si et
seulement s’il existe C > 0 telle que ‖f(x)‖6 C ‖g(x)‖ pour x suffisamment proche
de ℓ. En présence de plusieurs variables, une assertion comme

f(n,m)=O(g(n,m)) quand n,m→∞ avec m=O(n)

signifie qu’il existe C1, C2 tels que ‖f(n,m)‖6C2 ‖g(n,m)‖ quand (n,m)→ (∞,∞)
en restant confiné à {(n,m)|m6C1n}.

La définition de o(·) est similaire en remplaçant la constante C par une fonction
de x qui tend vers 0 en ℓ. J’écris parfois f≪ g, voire f(x)≪ g(x), pour f(x)=o(g(x)).
Le Ω(·) est celui de Knuth [144] : on a f(x) = Ω(g(x)) quand x→ ℓ si et seulement
s’il existe C > 0 telle que f(x)> C g(x) pour x proche de ℓ, et f(x) = Θ(g(x)) si et
seulement s’il existe C,C ′> 0 telles que Cg(x)6 f(x)6C ′ g(x) pour x proche de ℓ.

La notation Õ(·), analogue à O(·), cache des facteurs logarithmiques au lieu d’une
constante : on note f(x)= Õ(g(x)) quand x→ ℓ si et seulement s’il existe k tel que

f(x) =O
(

g(x)
(

log g(x)
)

k
)

quand x→ ℓ.
Les notations O(·) et Õ(·) servent aussi à indiquer la troncature des séries for-

melles : on donne les premiers coefficients de y ∈C[[z]] par

y(z)= y0+ y1 z+
 + yn−1 z
n−1+O(zn),

et (de façon moins classique) on écrit de même

y(z)= p0(log z)+ p1(log z) z+
 + pn−1(log z) zn−1+ Õ(zn)

lorsque y(z)∈C[log z][[z]].

Divers.
– Le symbole ∝ n’est pas une notation asymptotique, mais signifie simplement

« est proportionnel à ».
– On note

D(a, ρ)= {z ∈C : |z − a|< ρ} et D̄ (a, ρ)= {z ∈C : |z − a|6 ρ}

les disques complexes ouvert et fermé centrés en a et de rayon ρ.
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– Quand f est une fonction à valeurs dans un groupe multiplicatif, la notation fk

désigne la k-ième puissance de f , soit fk:x� f(x)k. En particulier,

logkx=(log x)k.

Les itérés sont quant à eux notés f◦k(x)= f(f(
 (f(x)))).
– Un exposant entier précédé d’une flèche représente une factorielle montante

ou descendante :

x↑k=x (x+1)
 (x+ k− 1)

x↓k=x (x− 1)
 (x− k+1).

– On note 1[·] le crochet d’Iverson, c’est-à-dire que pour une proposition P

quelconque, l’expression 1[P ] vaut 1 lorsque P est vraie, et 0 sinon.
– Les doubles crochets servent à noter les intervalles d’entiers :

Ji, jK= {i, i+1,	 , j} (i, j ∈Z∪ {±∞}).

– Dans une énumération notée par des points de suspension, un accent circon-
flexe au-dessus d’un terme signifie l’omission de ce terme : on écrit par exemple

a1 a2
 aî
 an=
∏

16j6n
j� i

aj

ou encore (ai,	 , aĵ ,	 , ak)= (ai,	 , aj−1, aj+1,	 , ak).
– Dans les algorithmes, on distingue la définition d’un nom et l’affectation d’une

valeur à une variable. L’instruction a6 b donne à a la valeur b, qui ne peut
pas être modifiée par la suite. L’instruction a← b place la valeur b dans la
variable modifiable a. Je privilégie lorsque cela n’alourdit pas trop le pseudo-
code un style d’écriture des boucles où l’on définit un nouveau nom ak à chaque
itération plutôt qu’écraser le contenu d’une unique variable a.

3.2 Généralités sur les récurrences et équations différentielles linéaires

3.2.1 Récurrences

Soit K un corps, et soit N une partie de C close par successeur. Une récurrence
linéaire homogène, d’ordre s, à valeurs dans K, d’ensemble d’indices N est une équa-
tion de la forme

bs(n)un+s+
 + b1(n)un+1+ b0(n)un=0, (3.3)

où les bk:N→K sont des fonctions quelconques. En posant R= bsS
s+
 + b1 S+ b0,

où S désigne comme d’habitude l’opérateur de décalage, on écrit aussi (3.3) sous la
forme compacte R ·u=0.

Convention 3.1. Les récurrences considérées dans ce manuscrit seront presque tou-
jours linéaires et homogènes, et nous sous-entendrons souvent ces qualificatifs. ♦

Une solution de la récurrence (3.3) est une suite (un)n∈N à valeurs dans K dont
les coefficients satisfont (3.3) pour tout n∈N . On omet souvent de préciser l’ensemble
des indices. Celui-ci revêt cependant une certaine importance à plusieurs reprises dans
ce document. Nous aurons notamment à distinguer entre les solutions indexées par
les entiers naturels et les solutions indexées par les entiers relatifs, nulles aux indices
négatifs. Par exemple, la suite (n!)n∈N est solution de un+1 = (n + 1) un, alors que
toute solution (un)n∈Z s’annule pour n > 0. En revanche, le prolongement (un)n∈Z

de la factorielle défini par

un=

{

n!, n> 0
0, n< 0
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satisfait la récurrence (n + 1)2 un+1 = (n + 1) un. Nous rencontrerons comme
ensembles d’indices N =N, N = Z, et plus généralement N = λ +N ou N = λ + Z

avec λ∈C.

Convention 3.2. En l’absence d’indication contraire, les suites considérées dans ce
mémoire sont à valeurs complexes et indexées par Z. Nous les voyons aussi comme
des fonctions de C dans C nulles sur C \Z.

En particulier, les suites de coefficients de polynômes ou de séries sont toujours
implicitement prolongées aux entiers relatifs par des zéros. ♦

Définition 3.3. On appelle singularités de tête (ou simplement singularités) de (3.3),
ou de l’opérateur R, les indices n∈N tels que bs(n− s) = 0. On appelle singularités
de queue ceux tels que b0(n) = 0. Une récurrence (ou un opérateur) sans singularité
de tête est dite non singulière ; une récurrence sans singularité de queue est dite
réversible. ♦

En l’absence de singularité de tête en ν ∈ s+N , la récurrence (3.3) détermine uν
en fonction des uν−k pour k> 0. Supposons en revanche ν singularité de tête. Deux
phénomènes se produisent alors simultanément :

(i) la relation (3.3) prise en n= ν− s impose une contrainte linéaire sur les uν−k ;

(ii) pourvu que celle-ci soit satisfaite, le coefficient uν peut être choisi indépendam-
ment des uν−k.

« En général », la contrainte (i) est non triviale, et fait chuter d’une unité la dimension
de l’espace des suites définies jusqu’au rang ν − 1 qui satisfont (3.3) pour n= ν − k
où k > 0 par rapport à l’espace de celles qui ne vérifient l’équation qu’en n = ν − k
avec k > 0. Inversement, comme le choix uν−k = 0 satisfait toujours la contrainte
exceptionnelle, on dispose d’une solution non triviale de support ν + N, à moins
qu’une autre singularité dans ν+N ne vienne changer la donne. (En particulier, une
récurrence avec une singularité ν de partie réelle maximale admet une solution non
triviale supportée par ν+N, unique à une constante multiplicative près.)

De même, suivant que ν est ou non singularité de queue, le coefficient uν est ou non
déterminé en fonction de uν+1, uν+2,	 , avec éventuellement une contrainte linéaire
sur ces derniers. On aboutit à la description suivante des espaces de solutions.

Proposition 3.4. Soient EN et EZ les espaces des solutions de (3.3) indexées respe-
ctivement par N et par Z. Notons k le nombre de ses singularités de tête et k ′ celui
de ses singularités de queue, tous deux supposés finis.

(a) Si la récurrence (3.3) est non singulière (k=0), l’espace EN a pour dimension s.
Des conditions initiales u0,	 , us−1 déterminent une unique solution u∈EN.

(b) Si la récurrence (3.3) est non singulière et réversible (k = k ′= 0), l’espace EZ

a pour dimension s. La donnée de un en s indices consécutifs2 quelconques
détermine une unique solution u∈EZ.

(c) En présence de singularités, on a s6 dim EN 6 s+ k. La donnée de un pour
n ∈ J0, s − 1K ∪ {ν > s : bs(ν − s) = 0} satisfaisant un certain système linéaire
calculable explicitement détermine une unique solution u∈EN.

(d) De même, on a en général s6 dimEZ6 s+min (k, k ′).

(e) Soit Z = {(un)n∈Z : ∃n0∈Z, n <n0⇒un=0}. Supposons k> 1. La dimension
de l”espace EZ ∩ Z des solutions indexées par Z de (3.3) nulles au voisinage
de −∞ vérifie 1 6 dim (EZ ∩ Z) 6 k. La donnée de un pour bs(n − s) = 0,
satisfaisant un certain système linéaire calculable explicitement, détermine une
unique solution u∈EZ∩Z. �

2. Des valeurs de un en des indices n non consécutifs ne déterminent pas forcément de solution :
par exemple, si un+2+un+1+un=0, on a toujours u3=u0, donc les indices 0 et 3 ne correspondent
pas à des conditions initiales acceptables.
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Quand l’ensemble des indices est stable par prédécesseur, on écrit aussi la récur-
rence (3.3) sous la forme équivalente

b̃0(n)un+ b̃1(n)un−1+
 + b̃s(n) un−s=0, b̃k(n) = bs−k(n− s),

pour mettre en évidence les singularités de tête, voire sous d’autres formes décalées.
Nous rencontrerons enfin des « récurrences non bornées », ou « récurrences d’ordre

infini », qui ne sont pas des récurrences au sens de cette section, mais des équations
de la forme

b0(n)un+ b1(n)un−1+
 =0, aussi écrites
∑

j=0

∞
bj(n)S

−j ·u.

Nous ne nous intéressons qu’à leurs solutions (un)n∈Z nulles au voisinage de −∞. La
proposition 3.4(e) s’étend.

3.2.2 Équations différentielles à coefficients séries

Considérons maintenant l’équation différentielle linéaire homogène

ar(z) y
(r)+
 + a1(z) y ′(z)+ a0(z) y(z)= 0, (3.4)

dont nous laissons un instant dans le flou la nature des coefficients ak. Je résume ici
les propriétés des équations de ce type essentielles pour la suite, en renvoyant pour
plus d’informations aux nombreux traitements détaillés des équations différentielles
à coefficients analytiques [132, 203, 128, 127].

Convention 3.5. Les équations différentielles considérées dans ce manuscrit sont en
général linéaires et homogènes. Nous sous-entendrons souvent ces qualificatifs. ♦

Définition 3.6. Un point z où ar s’annule est appelé point singulier (ou singularité)
de l’équation (3.4). Un point qui n’est pas singulier est dit ordinaire3. ♦

Il est bien connu que si les ak sont des fonctions analytiques, au voisinage de tout
point ordinaire, l’équation (3.4) admet un espace vectoriel de dimension r de solutions
elles-mêmes analytiques. Mais faisons un bref détour avant d’y revenir.

Solutions formelles. Nos raisonnements et calculs sur les équations différentielles
sont bien souvent purement formels. Pour cette raison, il est commode de voir les
équations différentielles à coefficients analytiques comme des cas particuliers d’équa-
tions à coefficients séries formelles , et les solutions analytiques comme des cas particu-
liers de solutions formelles. Cela se justifie par le fait que les séries formelles forment
une algèbre différentielle, dont les séries convergentes sont une sous-algèbre.

Adoptons donc ak∈K[[z]], où K est un sous-corps de C. Posons

L(z, ∂) = ar(z) ∂
r+
 + a1(z) ∂+ a0(z)∈K[[z]]〈∂ 〉,

de sorte que l’équation (3.4) s’écrit encore L(z, ∂) · y=0. Appliquée au point z=0, la
définition 3.6 a un sens avec ak∈K[[z]], et l’on peut donc parler de la nature ordinaire
ou singulière de l’origine.

Proposition 3.7.
(a) Une série formelle y(z)=

∑

n
yn z

n est solution de l’équation L(z,∂) · y=0 si et
seulement si la suite (nulle pour n< 0) de ses coefficients satisfait la récurrence
d’ordre infini

L
(

S−1, (n+1)S
)

· (yn)n∈Z=0 (3.5)

3. Et non régulier : les points singuliers sont eux-mêmes traditionnellement classifiés en réguliers
et irréguliers ; voir le chapitre suivant.
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c’est-à-dire

Q0(n)yn+Q1(n) yn−1+
 +Qn(n) y0=0

pour certains polynômes Q0, Q1,	 ∈K[n].
(b) Supposons que l’origine est un point ordinaire de (3.4). Pour tous ℓ0,	 , ℓr−1,

l’équation (3.4) admet alors une unique solution y∈K[[z]] telle que y(k)(0)= ℓk
pour 06 k6 r− 1. ♦

Démonstration (esquisse). L’assertion (a) s’obtient par exemple en injectant dans
l’équation différentielle une série à coefficients indéterminés et en étudiant l’action
sur les monômes des opérateurs z et ∂ ; l’assertion (b), en considérant le système
différentiel du premier ordre compagnon de l’équation et la récurrence associée. Nous
prouverons des versions plus générales de l’une et l’autre au chapitre suivant (propo-
sition 4.14 et remarque 4.22). �

Multiplier à gauche par une puissance de z l’équation différentielle (3.4), ou par
une puissance de S la récurrence (3.5), n’en change pas les solutions. Il s’avère souvent
commode d’écrire

L(z, ∂) = z−ν L̃(z, θ), θ= z ∂,

pour un ν convenable. On a alors

L(z, ∂) · y=0 ⇔ L̃(z, θ) · y=0 ⇔ L̃(S−1, n) · (yn)n∈Z=0. (3.6)

Les substitutions

z� S−1, ∂� (n+1)S, θ= z ∂� n

qui font passer de l’équation différentielle (3.4) à la récurrence d’ordre infini (3.5)
définissent des morphismes deK-algèbres entre les espaces de séries non commutatives
correspondants.

Le point (b) de la proposition 3.7 établit que l’espace des solutions formelles
dans K[[z]] d’une équation différentielle d’ordre r à coefficients dans K[[z]] dont l’ori-
gine est un point ordinaire est de dimension r. Il n’y a pas équivalence. Un point
singulier où l’équation admet néanmoins un espace de solutions séries de dimension r
s’appelle une singularité apparente. Nous adopterons comme base canonique de solu-
tions formelles en un point la famille des solutions telles que







yk=
1

k!
y(k)(0)= 1

yj=0, j ∈ J0, r− 1K \ {k}
pour k=0,	 , r− 1.

Solutions analytiques. Lorsque les séries ak sont convergentes — et donc, définis-
sent des fonctions analytiques sur un voisinage de l’origine — les solutions formelles
de (3.4) aussi. Précisément, si 0 est un point ordinaire de (3.4), et si les séries ak sont
convergentes sur le disque D(0, ρ), alors toute solution formelle de (3.4) converge
surD(0, ρ). On aboutit finalement au classique théorème de Cauchy pour les équations
différentielles linéaires (voir par exemple Poole [203, §2]).

Théorème 3.8. Au voisinage d’un point ordinaire, une équation différentielle à coef-
ficients analytiques admet un espace vectoriel de solutions analytiques de dimension
égale à son ordre. �

Soit S l’ensemble des points singuliers de (3.4), que nous supposons isolés dans C.
Les solutions (3.4) admettent un prolongement analytique le long de tout arc poly-
gonal tracé dans C \S (voir Hille [128, §9.2–9.3]). Le prolongement analytique d’une
solution à partir d’un point-base ζ fixé au voisinage duquel elle est analytique associe
à chaque arc basé en ζ une valeur qui ne dépend que de la classe d’homotopie de
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celui-ci dans C \S. Une manière de construire le prolongement consiste simplement
à recouvrir l’arc de disques sur lesquels le théorème précédent s’applique.

Corollaire 3.9. Soit U un ouvert simplement connexe de C \ S. L’équation (3.4)
admet un espace vectoriel de dimension r de solutions analytiques sur U . Une solu-
tion y est déterminée de façon unique par des conditions initiales y(ζ),	 , y(r−1)(ζ)
en un point ζ ∈U quelconque. �

Moyennant la définition des fonctions analytiques et du prolongement analytique
sur une surface de Riemann [221, 215], on peut remplacer U par le revêtement uni-
versel de C\S. Nous nous en tiendrons à la vision naïve suivant laquelle une solution
admet une valeur « à l’extrémité de tout chemin ».

3.3 D-finitude

3.3.1 Définitions

Nous avons déjà vu que les objets de notre étude, les fonctions D-finies, sont les
solutions d’équations différentielles linéaires à coefficients polynomiaux , et le cha-
pitre 1 a été l’occasion d’illustrer leurs propriétés essentielles. Énonçons-les (un peu)
plus formellement. La théorie résumée ici est, à de petites nuances près, celle déve-
loppée dans l’article de Stanley [222], auquel je renvoie pour plus de détails.

Définition 3.10. Une série formelle y est dite D-finie sur un corps K si elle satisfait
une équation différentielle linéaire

ar(z) y
(r)(z)+
 + a1(z) y

′(z)+ a0(z) y(z)= 0 (3.7)

à coefficients ak ∈K[z]. ♦

De façon équivalente, une série y ∈C((z)) est D-finie sur K⊂C si le sous-K(z)-
espace vectoriel de C((z)) engendré par y, y ′, y ′′,	 est de dimension finie.

Nous n’imposons pas à y d’être à coefficients dans K. Nous rencontrerons notam-
ment des séries y ∈C[[z]] D-finies sur Q sans être à coefficients rationnels.

Si l’origine est un point ordinaire de (3.7), la série y peut être représentée par cette
équation accompagnée de conditions initiales y(0), y ′(0),	 , y(r−1)(0). Naturellement,
une série D-finie sur K ainsi donnée avec des conditions initiales elles-mêmes dans K
appartient à K[[z]].

Définition 3.11. Une fonction analytique est dite D-finie sur un corps K⊂C si elle
est solution d’une équation différentielle linéaire à coefficients dans K[z]. ♦

Le développement de Taylor en un point de K d’une fonction D-finie sur K est
une série D-finie sur K.

Une équation différentielle à coefficients polynomiaux n’a qu’un nombre fini de
points singuliers. D’après le corollaire 3.9, une fonction D-finie y admet un prolon-
gement analytique à tout ouvert du plan complexe évitant les points singuliers de
l’équation qui la définit, voire d’après la remarque qui suit au revêtement universel
de C privé d’un nombre fini de points. Une singularité de y se situe nécessairement en
un point singulier de l’équation, et la fonction y peut ou non présenter une singularité
en un point singulier donné.

Les séries D-finies de K[[z]] ont un pendant dans l’algèbre (isomorphe à K[[z]] en
tant qu’espace vectoriel) KN : les suites P-récursives.

Définition 3.12. Soit N une partie de C close par successeur. Une suite (un)n∈N

est dite P-récursive sur un corps K si elle est solution d’une récurrence

bs(n)un+s+
 + b1(n)un+1+ b0(n)un=0
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à coefficients polynomiaux bk∈K[n]. ♦

Convention 3.13. Quand une série formelle ou une fonction D-finie y intervient
dans un algorithme, il est sous-entendu (sauf indication contraire) que y est codée
par une équation différentielle d’ordre r dont l’origine est un point ordinaire et des
conditions initiales y(0), y ′(0), 	 , y(r−1)(0). Quand une suite P-récursive intervient
dans un algorithme, il est sous-entendu qu’elle est codée par une récurrence et des
conditions initiales en nombre et à des indices convenables. ♦

3.3.2 Équations différentielles et récurrences

Le lien essentiel entre fonctions D-finies et suites P-récursives est le suivant [222].

Proposition 3.14. Une série formelle est D-finie si et seulement si la suite de ses
coefficients est P-récursive. �

L’expression « la suite de ses coefficients » contient une petite ambiguïté. Si l’on a

L(z, ∂) ·
∑

n=0

∞
yn z

n=0 où L∈K[z]〈∂ 〉,

l’opérateur L(S−1, (n+1) S) annule la suite (yn)n∈Z d’après la proposition 3.7(a), et
donc en particulier la suite (yn)n∈N. Comme l’équation différentielle est à coefficients
polynomiaux, la récurrence associée est d’ordre fini. On dispose donc d’un algorithme
simple de calcul de la récurrence associée à une équation différentielle.

Inversement, si (yn)n∈Z satisfait une récurrence de la forme L(n, S) · (yn)n∈Z=0
avec L(n,S)∈K[n]〈S 〉, on a zνL(θ, z−1) ·∑

n
yn z

n=0, et cette équation différentielle
est à coefficients polynomiaux pour ν assez grand. En revanche, l’application de
la même substitution à une récurrence écrite pour la suite (yn)n∈N peut fort bien
conduire à une équation différentielle singulière à l’origine et sans solution série. Le
sens « si » de la proposition 3.14 est tout de même vrai dans ce cas. Pour calculer
l’équation différentielle associée à une récurrence, on commence par multiplier celle-ci
par un polynôme de manière à introduire des singularités telles que la suite prolongée
par zéro aux négatifs soit elle aussi solution (voir proposition 3.4). Cela donne lieu à
l’algorithme 5.11 page 85, énoncé là où nous l’utilisons.

Notons qu’ainsi, dans le contexte des suites indexées par les entiers naturels, le
passage d’une équation différentielle à une récurrence et celui d’une récurrence à une
équation différentielle ne sont pas inverses l’un de l’autre. C’est à cette spécification
que répondent les fonctions diffeqtorec et rectodiffeq de gfun. Pour les applica-
tions de ce mémoire, la correspondance « directe » (3.6) sera souvent appropriée.

La proposition 3.14 permet de calculer aisément les coefficients du développement
de Taylor d’une fonction D-finie y en un point ordinaire quelconque de l’équation
différentielle qui la définit. Elle a aussi la la conséquence suivante.

Corollaire 3.15. Soit y une série D-finie sur K. Alors la suite (y;n(ζ))n∈N des
sommes partielles de y en un point ζ ∈K est P-récursive. Si en outre y converge en ζ,
il en va de même de la suite (yn;(ζ))n∈N des restes. ♦

Démonstration. Soit (yn) la suite des coefficients de y. Soit L(n, S)∈K[n]〈∂ 〉 tel
que L(n, S) · (yn)n∈Z=0. On a alors L(n, ζ−1S) · (yn ζn)= 0, et donc

L(n, ζ−1S) (S − 1) · (yn;(ζ))n∈N=0.

Les restes ne diffèrent des sommes partielles que par une constante additive. �

Il existe une seconde manière importante d’exprimer récursivement les coefficients
de Taylor d’une fonction D-finie. Il s’agit de mettre l’équation différentielle sous forme
« unitaire » en la divisant par son coefficient de tête. On obtient une équation diffé-
rentielle à coefficients dans K(z), à laquelle la proposition 3.7 associe une récurrence,
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cette fois-ci réellement d’ordre infini en général. Cette seconde récurrence est peu
appropriée au calcul des coefficients, mais nous utiliserons ses propriétés théoriques.

3.3.3 Propriétés de clôture

Les classes des suites et fonctions D-finies sont stables par un certain nombre
d’opérations usuelles [222, 214, 33].

Proposition 3.16. Soit A une K-algèbre. Les suites P-récursives sur K d’éléments
de A forment une K-algèbre. Les séries formelles D-finies sur K à coefficients dans A
forment une K-algèbre stable par dérivation, primitivation, et produit d’Hadamard.
(Le produit d’Hadamard est l’opération qui, aux séries de termes généraux un zn

et vn zn, associe celle de terme général un vn zn.) Il en va de même des fonctions
analytiques D-finies sur K. �

Proposition 3.17. La composée f ◦ g d’une série (ou fonction analytique) D-finie f
et d’une série (ou fonction) algébrique g telle que g(0)=0 est D-finie. �

C’est vrai plus généralement lorsque la composée a un sens. En particulier, les
fonctions algébriques sont D-finies, et une fonction D-finie le reste après un change-
ment de variable rationnel comme (en vue du chapitre 8) z� a+ z quand a n’est pas

une singularité, ou encore (en vue du chapitre 9) z� 1

2
(z + z−1) quand il n’y a pas

de singularité sur [−1; 1].
L’inverse d’une série D-finie ou la composée de deux séries D-finies ne sont D-finies

que dans des cas exceptionnels [33, §8.4].
La preuve de chacune des affirmations des propositions 3.16 et 3.17 donne lieu

à un algorithme opérant sur la structure de données « équation + conditions ini-
tiales » pour réaliser l’opération correspondante. Ces algorithmes sont implémentés
dans gfun, comme nous l’avons vu en §1.2.1.

Proposition 3.18. Une solution d’équation différentielle inhomogène à coefficients
dans K[z] dont le second membre est D-fini sur K est elle-même D-finie sur K. �

Notamment, les solutions d’une équation différentielle linéaire à coefficients et
second membre polynomiaux sont D-finies. Ces équations constituent une variante,
parfois avantageuse (et gérée par gfun), de notre structure de données pour les fon-
ctions D-finies. On peut explicitement homogénéiser une telle équation, c’est-à-dire
calculer une équation homogène dont les solutions contiennent celles de l’équation
de départ. Dans ce mémoire et dans NumGfun, nous nous limitons pour éviter de
compliquer les algorithmes aux équations différentielles homogènes.

3.3.4 Intermède : (in)décidabilité

Les résultats suivants visent à donner une idée de « ce que l’on peut espérer »
concernant le traitement algorithmique des fonctions D-finies, et, inversement, à situer
les difficultés majeures. Ils ne sont presque pas utilisés explicitement dans la suite.

Un attrait essentiel de la classe des fonctions D-finies pour le calcul formel est,
nous y avons déjà fait allusion, que l’égalité y est décidable. Il suffit en effet, pour
tester si deux fonctions D-finies sont égales, de calculer une équation qui les annule
toutes deux et de comparer des conditions initiales en nombre fini. Le théorème de
Richardson témoigne qu’il s’agit d’une propriété assez remarquable.

Théorème 3.19. [208] Le test à zéro des expressions obtenues à partir des ration-
nels, des constantes π et ln 2, et d’une indéterminée par composition des opérations
d’anneau et des fonctions sin, exp et |·| est indécidable. ♦

Hélas, si l’égalité des fonctions D-finies est décidable, on ignore ce qu’il en est de
celle de leurs valeurs . La question suivante est réputée extrêmement difficile.
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Question 3.20. Existe-t-il un algorithme qui, pour une fonction y spécifiée par une
équation différentielle linéaire d’ordre r à coefficients dans Q[z], sans point singulier
dans le disque fermé D̄ (0, 1), et des conditions initiales y(0),	 , y(r−1)(0)∈Q, décide
si y(1)= 0 ? ♦

Le simple problème de déterminer si une fonction réelle donnée par une équation
différentielle linéaire à coefficients constants algébriques réels et des conditions ini-
tiales elles-mêmes algébriques réelles s’annule sur R+ est NP-difficile, et l’on ne sait
pas s’il est décidable [16]. Dans le même ordre d’idée, le rayon de convergence d’une
série D-finie est minoré trivialement par la distance à la singularité la plus proche de
l’équation différentielle associée, mais on ignore s’il est calculable. Pour des équations
différentielles non linéaires, de la forme p(y,	 , y(r))=0 où p∈Z[x0,	 ,xr], il est connu
que ce n’est pas le cas [74, §4].

La situation est analogue du côté des suites P-récursives. Si l’égalité de deux suites
est facile à tester, décider si une suite P-récursive s’annule contient la célèbre question
ouverte suivante, appelée problème de (Pisot-)Skolem. On dispose d’algorithmes pour
les récurrences d’ordre jusqu’à 5 [123], et, à nouveau, il est connu que le problème
général est NP-difficile [29].

Question 3.21. Existe-t-il un algorithme qui, étant données une récurrence linéaire
à coefficients constants entiers et des conditions initiales elles-mêmes entières, décide
si la suite qu’elles définissent prend la valeur 0 ? ♦

En ce qui concerne les questions étudiées dans ce mémoire, ces difficultés restrei-
gnent sévèrement la possibilité, sans progrès majeurs :

– d’évaluer les fonctions D-finies à précision relative arbitraire (il faut pouvoir
décider que le résultat est nul lorsque c’est le cas, au lieu d’augmenter indéfi-
niment la précision, voir aussi van der Hoeven [236]) ;

– de donner des bornes fines sur des suites P-récursives ou des fonctions D-finies,
et notamment de tester la positivité d’une suite P-récursive arbitraire (par
exemple, la non-nullité de (un) ∈QN équivaut à la positivité de un

2 − 1 ; voir
aussi Gerhold [109]).

3.4 Asymptotique

3.4.1 Généralités

Les comportements que peuvent présenter les fonctions D-finies au voisinage de
leurs singularités sont fortement contraints par des théorèmes généraux sur les solu-
tions asymptotiques d’équation différentielles au voisinage de points singuliers. De
même, satisfaire une récurrence à coefficients polynomiaux limite la gamme de com-
portements à l’infini possibles pour une suite complexe. Les uns et les autres sont
reliés par le principe général, à la base de l’analyse de singularité [94], qui veut que le
comportement d’une fonction analytique au voisinage de sa singularité de plus petit
module non nul détermine le comportement à l’infini de la suite des coefficients de
son développement en série à l’origine. L’avatar le plus simple de ce principe est la
classique « règle de Cauchy » de convergence des séries entières.

Proposition 3.22. La série
∑

n=0

∞
yn z

n a pour rayon de convergence limsup
n→∞

|yn|1/n. �

Concernant les comportements possibles pour une fonction D-finie au voisinage
d’une de ses singularités, on a le théorème général suivant, qui ne sera pas expli-
citement utilisé dans la suite. Je renvoie à Wasow [252] pour la preuve, ainsi qu’à
van der Hoeven [239] et aux conférences [2] pour plus de références et un aperçu des
développements ultérieurs. Rappelons que l’on dit que f(x) est asymptotique à une
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somme formelle g(x)=
∑

n=0

∞
gn(x), et l’on écrit f(x)∼ g(x), lorsque pour tout N > 0,

f(x)=
∑

n=0

N

gn(x)+O(gn+1(x)).

Théorème 3.23. Supposons que l’origine est un point singulier de l’équation diffé-
rentielle à coefficients séries formelles (3.4). Alors celle-ci admet une base de solutions
formelles y[i](z) chacune de la forme

ePi

(

z1/pi
)

zαi

∑

n=0

∞
∑

k=0

mi

ci,n,k z
n/pi (log z)k

où p,m∈N, α∈C, P ∈C[z], et les cn,k sont des nombres complexes. De plus, si les
coefficients de l’équation sont convergents, toute solution analytique sur un secteur
angulaire ∆= {r eiθ : (r > 0)∧ (θmin<θ <θmax)} d’ouverture θmax− θmin assez petite
est asymptotique à une combinaison linéaire des y[k] quand z→ 0 dans ∆. �

Nous ferons en revanche abondamment appel à la structure des solutions d’une
équation différentielle au voisinage d’un point singulier régulier , détaillée au chapitre
suivant.

3.4.2 Le théorème de Perron-Kreuser

Venons-en au cas des récurrences, et au principal résultat asymptotique que nous
utiliserons véritablement. Supposons que les coefficients bk(n) de l’équation

bs(n)un+s+ bs−1(n)un+s−1+
 + bs′(n)un+s′=0 (3.8)

(où s′ peut être négatif) ont des comportements asymptotiques de la forme

∀k, bk(n)∼ ckndk quand n→∞

avec ck∈C et dk∈Z. C’est le cas si ce sont des fractions rationnelles en n. Supposons
de plus que (un) est une solution telle que

un+1

un
∼λnκ quand n→∞.

Pour que la relation (3.8) soit vérifiée quand n→∞, il est nécessaire que les termes
asymptotiquement dominants se compensent, et donc que l’exposant dk+ κ k le plus
grand soit atteint au moins deux fois.

Cela entraîne que −κ doit être parmi les pentes des arêtes d’un diagramme appelé
polygone de Newton de l’équation. Les figures 5.2 page 86 et 9.1 page 183 présentent
des exemples de polygones de Newton.

Définition 3.24. Le polygone de Newton de (3.8) est l’enveloppe convexe supérieure
des points (k, dk)∈R2 où s′6 k6 s. Si E = [A,B] désigne une arête du polygone de
Newton, on note κ(E) l’opposé de sa pente, et on définit l’équation caractéristique
associée à E (ou à κ(e)) par

χE(λ) =
∑

(k,dk)∈E

ckλ
k−t=0

où (t, dt)=A est l’extrémité gauche de E. ♦

Observons que la somme des degrés des différentes équations caractéristiques est
égale à l’ordre de la récurrence.

Le théorème suivant, dit de Perron-Kreuser [199, 151, 200], décrit la structure
asymptotique des solutions d’une récurrence à partir de son polygone de Newton.
Guelfond [120], Meschkowski [171] ou encore Milne-Thomson [177] en offrent des
discussions plus complètes.
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Théorème 3.25. Pour toute arête E du polygone de Newton de la récurrence (3.8),
notons λE,1, λE,2,	 les racines de χE, comptées avec multiplicité.

(a) Supposons que pour toute arête E, les modules |λE,i| des racines de χE sont
deux à deux distincts. Alors toute solution non ultimement nulle de (3.8)
satisfait

un+1

un
∼λE,in

κ(E) quand n→∞

pour une certaine arête E et un certain i.
(b) Si en outre (3.8) est réversible, elle admet une base de solutions

(un
[E,i])E,16i6deg χE

telle que
un+1
[E,i]

un
[E,i]
∼λE,in

κ(E) quand n→∞.

(c) Dans le cas où il existe E et i� j avec |λE,i|= |λE,j |, les analogues des deux
assertions précédentes tiennent mais avec la conclusion plus faible

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

un
[E,i]

n!κ(E)

∣

∣

∣

∣

∣

1/n

= |λE,i|. ♦

Le point (a) du théorème 3.25 s’appelle aussi théorème de Poincaré [202]. Dif-
férentes extensions et raffinements dans des cas particuliers de ce théorème sont
disponibles dans la littérature (voir par exemple Schäfke [216], Noble [193] et les
références qu’ils mentionnent). Certains des résultats de ce mémoire peuvent être
affinés en conséquence lorsque ces résultats plus précis s’appliquent.

3.4.3 Développements asymptotiques de suites P-récursives

En fait, il est au moins conjecturé [94, §VIII.7] que toute suite P-récursive u admet
un développement asymptotique de la forme

un ∼
n→∞

∑

j

(finie)

λjn!
κj ePj( nm

√
)nKj

∑

k=0

∞
∑

ℓ=0

L

ck,ℓn
µk logℓn (3.9)

où les coefficients λj de la combinaison linéaire ainsi que les Kj sont des complexes,
µ et les exposants κj de n! des rationnels, m un entier positif, et les Pj des polynômes
à coefficients complexes. Cela découle d’un résultat de Birkhoff et Trjitzinsky [28,
256, 194], qui demande seulement que les coefficients bj(n) de la récurrence admettent
eux-mêmes un développement de la forme

bj(n) ∼
n→∞

nK/t
∑

k=0

∞
ckn

−k/t, K ∈Z, t∈N∗, ck ∈C.

Ce résultat a été contesté [130, p.128] (voir aussi les commentaires de Wimp [257,
note 3], Odlyzko [194, §9.2], Flajolet et Sedgewick [94, p. 583]) ; cependant, il semble
que les zones d’ombre qui pouvaient exister dans la preuve originale aient été éclairées
depuis [131, 244, 161].

Dans le cas de récurrences à coefficients polynomiaux, les méthodes analytiques
permettent souvent d’obtenir des développements de ce type sur des bases mieux
établies, en « transférant » les conclusions des théorèmes 3.23 et 4.11 appliqués à
la fonction génératrice

∑

n
un z

n. En particulier, l’analyse de singularité démontre
la formule (3.9) dès que les singularités de l’équation différentielle qui gouvernent
l’asymptotique des coefficients des solutions sont des points singuliers réguliers [94,
§VII.9.2]. La méthode du col permet d’aboutir au même type de conclusion au cas
par cas dans une grande partie des autres situations qui apparaissent en pratique,
mais sans fournir à ce jour d’énoncé complètement général [94, §VIII].
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Pour éviter tant les terrains incertains que trop de distinctions de cas, nous nous
cantonnons dans ce mémoire au niveau de précision du théorème de Perron-Kreuser.
Le lecteur trouvera un panorama plus complet des approches de l’asymptotique des
suites P-récursives dans la thèse récente de Noble [193].
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Chapitre 4

Points singuliers réguliers

〈Insérez ici la citation incontournable de Sherlock Holmes .〉

Ce chapitre poursuit les rappels mathématiques relatifs aux fonctions D-finies. J’y reprends quelques
résultats bien connus sur les solutions d’une équation différentielle au voisinage d’un point singulier,
ainsi que les bases de la théorie classique des points singuliers dits réguliers. Ces derniers vont jouer
un rôle important dans les chapitres 5 à 8. Je compare ensuite plusieurs variantes de la méthode de
Frobenius, qui sert à calculer explicitement des développements en série de solutions au voisinage
des points singuliers réguliers. Une observation semble nouvelle : celle que l’une de ces variantes,
la méthode de Poole, peut se voir comme une généralisation directe du morphisme z� S−1, θ� n

employé au chapitre précédent pour passer d’une équation différentielle à une récurrence. J’ai déjà
utilisé cette reformulation dans un article présentant NumGfun [174, §4], et une petite partie du
texte du chapitre dérive de cet article.

4.1 Introduction

Contexte. Le théorème de Cauchy entraîne qu’une fonction D-finie est analytique
au voisinage de tout point ordinaire de l’équation différentielle qui la spécifie. Il
n’y a aucune raison qu’il en aille de même au voisinage d’un point singulier. Les
expressions e1/z ou log z, toutes deux D-finies, présentent des singularités essentielles
en zéro, et ne sont analytiques que sur C \ {0} pour la première, ou sur des domaines
comme C \ R− pour la seconde. Satisfaire une équation différentielle dont les coef-
ficients ne peuvent avoir comme singularité qu’un pôle au point singulier considéré
impose toutefois certaines contraintes ; et nous allons voir que les comportements de
ces deux exemples sont en quelque sorte les pires possibles. Une fonction D-finie n’est
« jamais très loin » d’être analytique, même au voisinage d’un point singulier.

Plus particulièrement, on isole une classe de points singuliers « modérés », dits
réguliers , autour desquels existe une base de solutions de la forme

y(z)= zλ
∑

k=0

t−1

uk(z) (log z)k. (4.1)

pour divers λ ∈C, où les uk(z) sont des fonctions analytiques. L’existence de récur-
rences sur les coefficients, déjà vue pour les développements en série de fonctions
D-finies en les points ordinaires, s’étend aussi. Un théorème classique dit en effet que
si, dans l’expression ci-dessus, on pose

uk(z)=
∑

n=0

∞
uk,n z

n,

alors les uk,n satisfont un système de relations de la forme














Q0(n)ut−1,n+
 +Qs(n)ut−1,n−s=0
Q0(n)ut−2,n+
 +Qs(n)ut−2,n−s= ft−2(ut−1,n,	 , ut−1,n−s)�
Q0(n)u0,n+
 +Qs(n) u0,n−s= f0(ut−1,n,	 , ut−2,n,	 , u1,n,	 , u1,n−s).

(4.2)
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Les Qj sont des polynômes. Les seconds membres dépendent linéairement de u1,n,	 ,
u2,n,	 , ut−1,n,	 , ut−1,n−s et s’expriment à partir des dérivées successives des Qj.

Nous nous intéressons ici à ces résultats dans l’optique du calcul effectif des
séries uk. Les récurrences (4.2) jouent un rôle central. La théorie se développe pra-
tiquement à l’identique pour les équations différentielles à coefficients analytiques
(au voisinage d’une singularité isolée) plutôt que polynomiaux, et nous allons souvent
nous placer dans ce cadre. Comme dans le cas des développements aux points ordi-
naires (voir §3.2.2), il faut alors remplacer les récurrences (4.2) d’ordre borné s par des
expressions pouvant faire intervenir tous les coefficients « précédents » des séries uk.

Historique. Le développement de ces idées est relaté par Gray [117, Chap. II].
Sommairement, la construction d’une base de solutions (4.1) au voisinage d’un point
singulier régulier, pour une équation scalaire à coefficients analytiques, est habituel-
lement attribuée à Fuchs (1866) [102]. Celui-ci construit une première famille de
solutions de la forme

∑

ν∈N
cν z

λ+ν, et ramène par « variation de la constante » la
recherche des autres solutions à la résolution d’équations d’ordre plus petit. Une partie
des résultats se trouvait en fait déjà dans des travaux de Riemann non publiés de son
vivant.

Quelques années plus tard, Frobenius [101] propose une preuve plus simple du
résultat de Fuchs. La méthode de Frobenius1 permet de déterminer simplement, par
récurrence, les coefficients uk,n de chacune des séries uk de l’équation (4.1). Elle est
devenue la manière « standard » de calculer les solutions (4.1), tant à la main [95,
132, 187] que sur ordinateur [253, 152, 230, 55]. Nous y reviendrons en §4.3.

Parallèlement, au cours des années 1870, Hamburger et d’autres s’intéressent au
cas des systèmes différentiels. Ils relient les résultats de Fuchs à ceux de Jordan sur
la forme canonique des matrices qui porte son nom, aboutissant peu ou prou à la
construction d’une base de solutions esquissée en §4.2, elle aussi devenue classique.

Enfin, Heffter détaille dans son livre de 1894 [126] une alternative à la méthode
de Frobenius, variante par la suite modernisée et simplifiée par Poole [203]. Alors que
l’on peut soutenir que la méthode de Heffter-Poole est mieux appropriée que celle
de Frobenius au calcul formel sur ordinateur, elle semble avoir été négligée jusqu’à
récemment. Abramov et al. [6] mentionnent explicitement la méthode de Heffter et
en identifient plusieurs occurrences en calcul formel ces dernières années. Van der
Hoeven [236, §3.2-3.3] décrit une construction voisine de celle de Poole, apparemment
retrouvée à partir de la méthode de Frobenius.

Côté implémentations, la plupart des logiciels capables de déterminer les solutions
formelles d’équations différentielles linéaires à coefficients analytiques au voisinage
de points singuliers réguliers utilisent la méthode de Frobenius. Exception notable,
la commande DEtools[formal_sol] de Maple [167, 246] fait appel à une méthode
due à van Hoeij [247, §8.1]. Celle-ci n’est pas (à ma connaissance) apparentée à la
méthode de Frobenius, au sens où elle ne fournit pas de relation de récurrence sur les
coefficients des solutions. Elle dépasse pour cette raison le cadre de notre étude.

Morphismes d’anneaux d’opérateurs. Les méthodes de Frobenius et de Heffter-
Poole généralisent donc le calcul récursif des solutions séries en un point singulier
régulier. Présenté de la façon la plus directe, celui-ci consiste à injecter dans l’équation
une série à coefficients indéterminés, extraire un coefficient, puis faire apparaître
une récurrence en simplifiant le résultat. Mais il est commode, pour l’exprimer de
manière algorithmique et raisonner dessus, d’y penser plutôt comme l’application d’un

1. Le nom « méthode de Frobenius » désigne parfois plus généralement l’injection d’une série à
coefficients indéterminés dans une équation différentielle afin de déterminer de proche en proche le
développement d’une solution (proposition 3.7). Par ailleurs, beaucoup de descriptions de la méthode
dans le cas de solutions de la forme (4.1) en un point singulier régulier se limitent à l’ordre deux.
C’est spécifiquement la méthode de détermination des développements aux singularités et pour les
équations d’ordre supérieur qui nous occupe ici.
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morphisme entre anneaux de polynômes ou séries non commutatifs, défini par

z� Sn
−1, θ� n, (4.3)

(cf. §3.2.2) et qui fait passer directement d’un opérateur différentiel L(z, θ) à l’opé-
rateur de récurrence L(Sn

−1, n) associé.
On se propose ici d’adapter ce « point de vue des anneaux d’opérateurs » au cas

singulier, en reformulant dans ce langage la méthode de Poole. L’arrière-pensée est
bien sûr son utilisation en calcul formel. Nous verrons qu’elle apparaît alors comme
une généralisation directe — un « développement perturbatif » — des règles de
réécriture (4.3). On aboutit à des expressions des résultats aussi compactes et mania-
bles, sinon un peu plus, que dans la version de Poole. Notre reformulation n’est pas
entièrement gratuite : ce formalisme nous sera utile par la suite pour calculer des
bornes sur la précision offerte par les développements en série correspondants (§6.4) et
pour gagner un peu sur la complexité de l’évaluation à grande précision au voisinage
des points singuliers réguliers (§8.6).

Plan du chapitre. La présentation est volontairement redondante. Dans la sec-
tion 4.2, je commence par rappeler quelques résultats de la théorie analytique classique
des points singuliers dans un cadre plus général que nécessaire (systèmes, points
singuliers irréguliers), afin de donner une idée du contexte des développements qui
suivent. La suite du chapitre est consacrée à différentes méthodes effectives de calcul
des solutions formelles dans des cas plus particuliers : méthode de Frobenius (§4.3),
méthode de Poole (§4.4), puis enfin méthode originale de Heffter (§4.5). Ces méthodes
diffèrent algorithmiquement, mais aussi par la base de solutions qu’elles construisent,
et il s’agit de les comparer suivant ces deux aspects. Seule la méthode de Poole
(reformulée) est utilisée dans la suite du mémoire.

4.2 Solutions au voisinage d’un point singulier

Cette section collecte quelques éléments de la théorie locale des systèmes différen-
tiels linéaires du premier ordre au voisinage d’une singularité isolée. Par la réduction
standard des équations d’ordre r aux systèmes du premier ordre, on en déduit des
résultats pour ces dernières. Ces rappels sont là essentiellement pour clarifier le con-
texte des développement qui vont suivre. On pourra consulter comme références
générales les livres de Coddington et Levinson [67, Chap. 4], Henrici [127, Chap. 9]
ou encore Wasow [252, Chap. I, II, V].

4.2.1 Étude analytique locale

Le premier phénomène qui distingue points ordinaires et points singuliers est
que les solutions ne sont plus — pour employer une terminologie un peu datée —
« uniformes » mais « multivaluées » quand la variable « fait le tour » d’un point
singulier.

Exemple 4.1. L’équation z y ′(z)=1 admet pour solutions les c log z, c∈C. Alors que
les coefficients de l’équation, écrite sous forme unitaire, n’ont qu’un pôle à l’origine,
la solution n’est pas méromorphe, ni même analytique sur un voisinage épointé de
celle-ci. Son prolongement analytique le long d’un chemin qui s’enroule autour de 0
aboutit à une autre détermination, par exemple c (log z+2 i π) après un tour dans le
sens direct.

De même que les solutions en un point ordinaire s’écrivent naturellement comme
des combinaisons linéaires des éléments d’une base canonique, avec des coefficients
donnés par les conditions initiales, on aimerait pouvoir considérer la constante arbi-
traire c comme une « condition initiale » en zéro. ♦

Du point de vue de la ramification, ce comportement sur l’exemple le plus simple
qui soit résume la situation générale. En effet, une solution au voisinage d’un point
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singulier z0 d’une équation différentielle linéaire à coefficients analytiques s’écrit
localement comme combinaison linéaire à coefficients analytiques de « fonctions mul-
tivaluées » simples. Contrairement à ce qu’il se passe dans l’exemple de l’équation
d’Euler, les coefficients de la combinaison linéaire présentent en général une sin-
gularité en z0, et ne sont analytiques que sur un voisinage épointé de z0.

Considérons un système différentiel à coefficients analytiques, pris au voisinage
d’une singularité isolée, placée à l’origine, de sa matrice de coefficients. On ne fait pas
à ce stade d’hypothèse sur la nature de la singularité, qui peut être une singularité
effaçable, un pôle ou une singularité essentielle. Soit D=D(0, ρ) le disque de rayon ρ
centré en 0, et posons D•=D \ {0}.

Théorème 4.2. Soit A:C→Cr×r une fonction à valeurs matricielles analytique sur
le disque épointé D•. Le système différentiel linéaire homogène

Y ′(z)=A(z) Y (z)

admet une matrice fondamentale2 de la forme

Y (z)= zKS(z)= eK log zS(z) (4.4)

où K ∈Cr×r est une matrice de constantes et S:D•→Cr×r une fonction analytique.
La matrice Y est analytique sur le disque fendu D \R−. ♦

Démonstration (esquisse). On suit le prolongement analytique d’une matrice
fondamentale le long d’un chemin faisant le tour de la singularité, et l’on construit K
à partir de la matrice de monodromie locale obtenue. Voir par exemple Wasow [252,
Chap. I] ou Henrici [127, §9.4]. �

Le choix de fendre D le long des réels négatifs est bien sûr arbitraire. On a
des résultats analogues sur tout ouvert simplement connexe de D• et pour toute
détermination du logarithme complexe ; ou sur le revêtement universel de D•.

Quitte à effectuer un changement de base (K� P−1KP et Y � P Y P−1, où P est
une matrice constante), on peut supposer K en forme de Jordan. Si elle est réduite
à un bloc

K =









λ 1
 

 1
λ









l’exponentielle s’écrit

zK = zλ

















1 log z log2 z

2

 logm−1 z

(m− 1)!
 
 �
 
 log2 z

2
 log z
1

















.

Ainsi, les coefficients de Y (z) sont des combinaisons linéaires à coefficients analytiques
de termes de la forme zλ logk z, où λ est une valeur propre de K de multiplicité
strictement supérieure à k.

Corollaire 4.3. Soient a0, a1,	 , ar−1 des fonctions analytiques sur D•. L’équation
scalaire

y(r)(z)+ ar−1(z) y
(r−1)(z) +
 + a0(z) y(z)= 0

2. C’est-à-dire une fonction z � Y (z) à valeurs dans GLr(C) qui est solution de l’équation où
l’inconnue est interprétée comme une matrice ; ou encore, la matrice d’une base de solutions.
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admet une base de solutions de la forme

zλ
∑

k=0

m−1

uk(z) logk z= zλ
∑

k=0

m−1
∑

n=−∞

∞
uk,n z

n logk z

où les λ sont des nombres algébriques et les uk des fonctions analytiques sur le disque
épointé D•. ♦

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 4.2 au système compagnon de
l’équation différentielle. Étant analytiques surD•, les uk y sont développables en séries
de Laurent bi-infinies convergentes. �

4.2.2 Points singuliers réguliers et points singuliers irréguliers

Même une fois mis de côté le facteur zK, la matrice S(z) de l’équation (4.4)
présente en général une singularité à l’origine. L’origine est dit point singulier régulier
ou point singulier irrégulier du système suivant la nature de cette singularité. Plus
précisément, on introduit la définition suivante.

Définition 4.4. Dans la situation du théorème 4.2, on dit que l’origine est

(a) un point singulier régulier du système Y ′ = A Y , ou de l’opérateur ∂ − A, si
l’on peut choisir K et S de sorte que S n’ait qu’un pôle à l’origine ;

(b) un point singulier irrégulier sinon, c’est-à-dire si pour tout choix de (K,S), la
matrice S présente une singularité essentielle à l’origine.

La définition s’étend à tout autre point du plan complexe par translation, et au point
à l’infini par le changement de variable z� 1/z.

Un point est respectivement un point singulier régulier ou singulier irrégulier d’une
équation scalaire (ou d’un opérateur différentiel) à coefficients analytiques sur D•

suivant que c’est un point singulier régulier ou singulier irrégulier de son système
compagnon. ♦

Remarquons que l’on peut remplacer « n’ait qu’un pôle » par « soit analytique »
dans la définition 4.4(a) quitte à ajouter à K un multiple entier de la matrice identité.
Les singularités apparentes sont des points singuliers réguliers. Assez naturellement,
nous regrouperons les points ordinaires — où le système a une solution analytique —
et les points singuliers réguliers sous le nom de points réguliers .

La caractérisation suivante représente une définition alternative intéressante (voir
Henrici [127, Theorem 9.4c]).

Proposition 4.5. L’origine est un point régulier du système Y ′(z)=A (z)Y (z) si et
seulement si pour tout secteur angulaire ouvert

∆= {r eiθ : (r > 0)∧ (θmin<θ<θmax)}

de sommet à l’origine et d’ouverture θmax− θmin< 2 π, le système admet une matrice
fondamentale Y analytique sur D∩∆ de croissance « polynomiale »

Y (z) =O
(

(1/z)O(1)
)

quand z→ 0 dans ∆.
De même, l’origine est un point singulier régulier d’une équation différentielle

linéaire à coefficients analytiques sur D• si et seulement si toute solution y de l’équa-
tion satisfait y(z) = O

(

(1/z)O(1)
)

quand z → 0 en restant confiné à un secteur
angulaire de sommet à l’origine. �

La restriction de z à un secteur angulaire est là essentiellement pour éviter la
situation où z suivrait une courbe s’enroulant « trop rapidement » autour de l’origine.
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4.2.3 Étude formelle

Le sujet principal de ce chapitre n’est pas la théorie analytique mais le calcul effe-
ctif de la matrice K ainsi que des coefficients du développement en série de S(z). On
recherche des couples (K,S) satisfaisant formellement l’équation. Dans les situations
favorables qui nous intéressent ici, des théorèmes généraux garantissent que toute
solution formelle est convergente, et donne donc naissance à une solution analytique.

Systèmes. Avant de nous restreindre aux équations scalaires, résumons rapidement
la situation des systèmes du premier ordre. On considère toujours le système Y ′=A Y
avec A analytique sur D•={z∈C : 0< |z |<ρ}. On dispose d’une condition suffisante
simple pour qu’un point singulier donné soit régulier [252, Chap. II].

Proposition 4.6. Un pôle d’ordre un de la matrice A(z) est un point régulier. La
réciproque est fausse. ♦

Un point où la matrice A(z) a un pôle d’ordre un est appelé singularité de première
espèce du système, un point où elle a un pôle d’ordre supérieur, singularité de seconde
espèce. Ces notions ont un sens même pour un système à coefficients séries ou séries de
Laurent formelles. Dans le cas d’une singularité de première espèce, il est relativement
facile de calculer effectivement la matrice K de (4.4) ainsi que le développement en
série de S(z) (voir Henrici [127, §9.5] ou Wasow [252, §17.1]).

Proposition 4.7. Soit A∈C[[z]] une matrice de séries formelles. Le système

z Y ′(z) =A(z)Y (z)

admet une matrice fondamentale de la forme Y (z) = zK S(z) où K ∈ Cr×r est une
matrice de constantes et S ∈C[[z]]r×r une matrice de séries formelles. Les coefficients
deK et de S se calculent algébriquement à partir de ceux de A. De plus, si la matrice A
des coefficients est analytique sur le disque D, alors S l’est aussi. �

La proposition 4.7 ne résout pas complètement la situation des points singuliers
réguliers. Cependant, on peut montrer que si 0 est un point singulier régulier d’un
système à coefficients analytiques, il existe une matrice T (z) analytique sur D•, avec
au plus un pôle en 0, telle que le changement de variable (« transformation de jauge »)
Y (z)=T (z) Ŷ (z) transforme Y ′=AY en un système dont l’origine est singularité de
première espèce. Il est possible de préciser ce résultat et de calculer effectivement un
tel changement de variable [182]. Tous ces développements dépassent le cadre de notre
étude. Je renvoie à l’introduction de Barkatou et Pflügel [13] pour une description
plus complète des résultats et plus de références.

Équations scalaires. La situation est nettement plus simple pour les équations
scalaires : la nature des points singuliers se lit directement sur l’équation. Singularités
de première espèce et points singuliers réguliers se confondent.

Théorème 4.8. (Critère de Fuchs)

(a) [Forme locale.] Soient a0, 	 , ar ∈C[[z]] des séries dont au moins une possède
un terme constant non nul. L’origine est un point régulier de

L= ar(z) θ
r+ ar−1(z) θ

r−1+
 + a0(z) (4.5)

si et seulement si ar(0)� 0.

(b) [Forme globale.] Soient a0,	 , ar−1 des fonctions analytiques sur un ouvert U ,
sauf en des singularités isolées. Un point z0∈U est un point régulier de

L= ∂r+ ar−1(z) ∂
r−1+
 + a0(z),
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si et seulement si pour tout k, le point z0 est un pôle de ak d’ordre inférieur
ou égal à r− k (et éventuellement nul). ♦

Tout opérateur L ∈ C((z))〈∂ 〉 peut se mettre (de façon unique) sous la forme
requise par le critère de Fuchs local en le multipliant par une puissance de z, ce qui
ne change ni l’espace de ses solutions, ni donc la nature de sa singularité éventuelle à
l’origine. Nous dirons aussi (un peu abusivement) que l’origine est un point singulier
régulier d’une équation différentielle à coefficients séries formelles si celle-ci satisfait
formellement le critère de Fuchs.

Définition 4.9. Dans la situation du théorème 4.8(a), on appelle polynôme indiciel
en zéro de l’opérateur différentiel (4.5) (ou de l’équation L · y=0) le polynôme

Q0(n)= ar(0)n
r+ ar−1(0)n

r−1+
 + a0(n),

et équation indicielle l’équation Q0(n)=0. On appelle polynôme et équation indiciels
d’un opérateur L∈C((z))〈∂ 〉 ceux de son unique multiple zjL de la forme (4.5)3. ♦

Le polynôme indiciel n’est autre que le terme de tête (éventuellement translaté)
de la récurrence (3.5) du chapitre précédent. Nous reviendrons longuement sur son
rôle dans la suite. Notons que multiplier l’opérateur par une fonction analytique, et
en particulier le diviser par a0(z) lorsque a0(z) � 0, ne change le polynôme indiciel
que d’un facteur constant. Ses racines restent les mêmes.

Le critère de Fuchs a la conséquence immédiate suivante.

Proposition 4.10. Les points réguliers d’une équation différentielle d’ordre r sont
exactement ceux où l’équation indicielle est de degré r. �

En un point singulier régulier d’une équation scalaire, le corollaire 4.3 se précise
comme suit.

Théorème 4.11. Soient a0, 	 , ar des fonctions analytiques au voisinage de zéro.
Supposons que l’origine est un point singulier régulier de l’équation

ar(z) y
(r)(z)+ ar−1(z) y

r−1(z)+
 + a0(z) y(z) = 0.

Alors celle-ci admet r solutions formelles linéairement indépendantes, de la forme

y(z)= zλ
∑

k=0

t−1

uk(z) logk z, (4.6)

avec λ∈C et uk(z)∈C[[z]] et t∈N. En outre, on peut prendre comme valeurs de λ
les r racines de l’équation indicielle, comptées avec multiplicités.

Les séries uk convergent sur le disque centré à l’origine s’étendant jusqu’à la sin-
gularité de a0/ar,	 , ar−1/ar la plus proche de l’origine. �

À la suite de Coddington et Levinson [67, Chap. 4], nous appellerons sommes for-
melles logarithmiques (ou séries logarithmiques) les combinaisons linéaires d’expres-
sions formelles de la forme zλ ou logk z à coefficients séries de Laurent formelles.

Les solutions (4.6) représentent une base de solutions analytiques de l’équation sur
tout secteur angulaire ouvert de sommet à l’origine contenu dans ce disque fendu le
long d’une demi-droite, ou dans le revêtement universel du disque épointé. De même
que les solutions de la forme

y(z)= (z − z0)j+O
(

(z − z0)r
)

3. On peut définir le polynôme indiciel dans la situation de la proposition 4.7, comme le polynôme
caractéristique de A(0).
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en un point ordinaire z0 constituent une base privilégiée, il sera utile par la suite de
définir une base canonique de solutions au voisinage d’un point singulier régulier :
voir §4.4.3.

4.3 La méthode de Frobenius

La méthode de Frobenius est, nous l’avons dit, la plus classique des manières de
construire effectivement les solutions (4.6) promises par le théorème de Fuchs. Ne
serait-ce que pour cette raison, il semble utile de résumer ici son fonctionnement, bien
que ce ne soit pas la méthode que nous adopterons dans la suite. Le lecteur pressé
peut sans dommage passer directement à la section suivante.

Cette méthode est présentée dans un grand nombre de traités abordant les équa-
tions différentielles linéaires dans le domaine complexe, mais souvent uniquement
dans le cas particulier de l’ordre deux. Parmi les descriptions qui couvrent l’ordre
supérieur, chacune avec ses petites variantes, citons celles de Forsyth [95, §36], Ince
[132, Chap. 16], Poole [168, §19] et Murphy [187, §6-2].

À ma connaissance, sa première implémentation sur ordinateur est due à Wata-
nabe [253] à la fin des années 1960. Par la suite, Tournier [230, chap. 2] ainsi que
Chudnovsky et Chudnovsky [54] décrivent la méthode générale, et Lafferty [152] un
cas particulier, en lien avec des implémentations dans des systèmes de calcul formel
majeurs (Reduce, Scratchpad et Maxima respectivement). La présente discussion
emprunte à plusieurs de ces travaux [132, 203, 230, 55].

4.3.1 Le cas générique

Considérons une équation différentielle linéaire

ar(z) y
(r)(z)+ ar−1(z) y

r−1(z) +
 + a0(z) y(z)= 0, ai∈C[[z]], (4.7)

dont on suppose que l’origine est un point régulier.
Le point de départ de la méthode de Frobenius est la récurrence « non bornée »

déjà vue (§3.2.2) associée à l’équation (4.7). Si (yn)n∈Z représente la suite, nulle sur
les négatifs, des coefficients d’une solution

y(z)=
∑

n=0

∞
yn z

n,

on a une relation

Q0(n) yn+Q1(n) yn−1+
 +Qn(n) y0=0, Qj ∈C[z], (4.8)

que l’on peut encore écrire
∑

j=0

∞
Qj(n)Sn

−j · (yn)= 0.

Le polynôme Q0 est le polynôme indiciel de l’équation différentielle. La collection des
équations (4.8) forme un système triangulaire

Q0(0) y0=0
Q0(1) y1=−Q1(1) y0
Q0(2) y2=−Q1(2) y1−Q1(2) y0	 (4.9)

Si y0 � 0, la première équation entraîne Q0(0) = 0. Lorsque de plus Q0(n) � 0 pour
n> 0, les suivantes permettent de déterminer tous les yn à partir de y0, fournissant
ainsi une solution pour tout choix de y0. Si, en revanche, Q0(n) s’annule pour un
certain n > 0, l’équation (4.8) induit une relation linéaire entre y0, 	 , yn−1 qui,
combinée au reste du système, implique en général y0=
 = yn−1=0. Si d’extraordi-
naire les contraintes obtenues admettent une solution non triviale, yn peut être choisi
arbitrairement.

64 Points singuliers réguliers



Plus généralement, avec λ ∈ C quelconque, les coefficients d’une solution de la
forme

y(z)=
∑

n∈λ+Z

∞
yn z

n∈ zλC[[z]], yλ� 0 (4.10)

(étendus par yn = 0 si n � λ + N) doivent satisfaire (4.8) pour n ∈ C. Le même
raisonnement donne la condition Q0(λ) = 0 et permet de construire une solution de
la forme (4.10) si Q0(λ+1), Q0(λ+2),	 � 0.

Définition 4.12. Dans le contexte d’un calcul par récurrence, nous appellons indices
exceptionnels les singularités de la récurrence (4.8), c’est-à-dire les racines de l’équa-
tion indicielle, et indices ordinaires les autres valeurs de n. Un groupe4 d’indices est
un ensemble maximal de racines différant deux à deux d’un entier. ♦

Nous venons de montrer que la valuation λ d’une solution (4.10), c’est-à-dire
l’exposant de z de partie réelle minimale qui apparaît dans son développement, est
nécessairement racine de l’équation indicielle. Inversement, pour chaque groupe G de
racines, nous avons construit une solution formelle qui a comme valuation l’élément
de G de partie réelle maximale. Nous avons vu aussi que toutes les solutions formelles
sont convergentes. D’après la proposition 4.10, le polynôme Q0 est de degré r. Dans
la situation où il n’y a ni racines multiples ni racines qui diffèrent d’un entier (qui est
celle d’un opérateur singulier régulier « générique », mais pas la plus intéressante en
pratique), ces remarques suffisent à obtenir une base de solutions de l’équation (4.7).

4.3.2 Indices exceptionnels

Le théorème de Fuchs prédit plus généralement une solution par racine de
l’équation indicielle, quand celles-ci sont comptées avec multiplicité. Comment alors
prolonger une solution candidate au-delà des indices exceptionnels ? Frobenius a
recours à l’astuce suivante5. On introduit un paramètre formel λ, et l’on pose

Q(λ)=Q0(λ)Q0(λ+1)
 Q0(λ+ σmax)

où σmax est la plus grande différence entière entre deux racines de Q0 (ou entre deux
racines d’un certain groupe donné). On remplace provisoirement (4.7) par l’équation
inhomogène

L(z, θ) · y=Q(λ) zλ, (4.11)

qui s’y réduit lorsque λ ou l’un de ses décalés λ− σ avec σ 6 σmax est racine de Q0.
Si l’on est à la recherche d’une solution série de coefficients supportés par λ+N, cela
revient à multiplier la solution candidate (4.10) par Q(λ)/Q0(λ) et ignorer la première
équation du système (4.9).

L’intérêt de l’équation auxiliaire (4.11) provient de ce qu’elle admet une solution
formelle

y(λ, z)= zλ
∑

ν=0

∞
yλ+ν(λ) z

ν ∈ zλC(λ)[[z]] (4.12)

à coefficients fractions rationnelles en λ. En outre, le choix de Q a pour conséquence
que les dénominateurs des yn(λ) ne s’annulent jamais aux racines de Q0. Cela permet
de spécialiser λ à l’une de ces valeurs pour obtenir une solution de l’équation initiale,
de valuation λ si la spécialisation yλ(λ) ne s’annule pas.

Dérivons formellement l’équation auxiliaire par rapport à λ. On a, au membre
gauche,

∂m

∂λm
(L · y)=L ·

(

∂m y

∂λm

)

=
∑

k=0

m
(

m

k

)

logk z
∑

ν=0

∞
∂m

∂λm
yλ+ν(λ) z

λ+ν ,

4. Pour reprendre la terminologie de Fuchs, peut-être un peu malheureuse de nos jours.

5. Tournier [230, p. 37] attribue l’idée de la multiplication par Q à Kronecker, mais j’ai été
incapable de retrouver l’origine de cette référence.
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tandis que le membre droit
∂m

∂λm

(

Q(λ) zλ
)

s’annule dès que l’on substitue à λ une racine de Q0 de multiplicité m+1 ou plus. Il
vient dans ce cas

L ·
(

∑

k=0

m
(

m

k

)

logk z
∑

ν=0

∞
∂m

∂λm
yλ+ν(λ) z

λ+ν

)

=0. (4.13)

Notons µ(n) la multiplicité de n comme racine de Q0 (avec µ(n)=0 si Q0(n)� 0).
Chaque racine λ0 de Q0 est racine de Q avec multiplicité

µ′(λ0) = µ(λ0)+ µ(λ0+1)+
 + µ(λ0+ σmax),

ce qui permet d’appliquer la formule (4.13) avec 06m<µ′(λ0) et λ=λ0. Cependant,
λ0 est aussi racine de yλ(λ) avec multiplicité µ′(λ0)− µ(λ0). Les solutions trouvées en
prenant 06m<µ′(λ0)− µ(λ0) ne contiennent donc pas de terme en zλ0 logk z, et sont
combinaisons linéaires de celles apparues pour λ0=λ+σ avec σ>0. On peut montrer
en revanche que les r solutions restantes, c’est-à-dire celles obtenues en choisissant
µ′(λ0) − µ(λ0) 6 m < µ′(λ0) dans (4.13) puis en évaluant en λ0, sont linéairement
indépendantes. Elles forment donc une base des solutions de l’équation (4.7).

4.3.3 Base de solutions construite par la méthode de Frobenius

Pour chaque racine λ de Q0 de multiplicité µ = µ(λ), apparaissent dans la base
ainsi déterminée µ éléments de la forme

v0(z)
v0(z) log z+ v1(z)�
v0(z) logµ−1 z+ µ v1(z) logµ−1 z+

(

µ

2

)

v2(z) logµ−2 z+
 + vµ−1(z)

où vk(z) ∈ zλ C[[z]]. La forme exacte de la base dépend de détails arbitraires de
l’algorithme. En particulier, modifier légèrement le facteur Q(λ) (en limitant σmax à la
différence maximale entre racines d’un groupe donné, par exemple, ou au contraire en
y ajoutant des facteurs superflus) conduit à des solutions différentes après dérivation.
Je ne connais pas de bonne caractérisation intrinsèque du résultat de l’algorithme de
Frobenius.

Exemple 4.13. Considérons l’équation différentielle

z3 y(4)(z)− 2 z y ′′(z) + 4 y ′(z)− y(z)= 0.

Son polynôme indiciel vaut n2 (n−3)2, et comporte donc à la fois des racines multiples
et décalées d’un entier.

Une base « de Frobenius » (celle donnée par les formules d’Ince [132], à ceci près
que l’on a normalisé les solutions de sorte que la série en facteur de la puissance
maximale de lnz soit la même dans toutes), dont je ne détaille pas le calcul, est formée
des solutions suivantes :

F [1] =

(

z3+
1
16
z4+O(z5)

)

F [2] =

(

z3+
1
16
z4+O(z5)

)

ln (z)+

(

77
30
z3+

1
240

z4+O(z5)

)

=

(

77
30

+ ln (z)

)

z3+

(

1

240
+

1

16
ln (z)

)

z4

F [3] =

(

z3+
1
16
z4+O(z5)

)

ln (z)2+2

(

1
3
z3− 13

96
z4+O(z5)

)

ln (z)
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+

(

288+72z+18z2+
5
6
z3+

181
384

z4+O(z5)

)

=288+72z+18z2+
(

5

6
+

2

3
ln (z) + ln (z)2

)

z3+

(

181
384
− 13

48
ln (z)+

1

16
ln (z)2

)

z4+ Õ(z5)

F [4] =

(

z3+
1
16
z4+O(z5)

)

ln (z)3+3

(

1
3
z3− 13

96
z2+O(z5)

)

ln (z)2

+ 3

(

288+ 72 z + 18 z2 +
5
6
z3 +

181
384

z4 + O(z5)

)

ln (z) +

(

864+ 54 z2 +
10
9
z3 − 583

288
z4 +

O(z5)

)

=864+864 ln (z)+ 216z ln (z) + (54+ 54 ln (z)) z2+

(

10
9

+
5
2
ln (z)+ ln (z)2+ ln (z)3

)

z3

+

(

−583
288

+
181
128

ln (z)− 13
32

ln (z)2+
1

16
ln (z)3

)

z4+ Õ(z5).

En anticipant un peu sur la suite, nous pouvons la comparer avec la base canonique
mieux spécifiée définie en §4.4.3, et qui est dans cet exemple :

C[1]= ln (z) +

(

−1

4
+

1

4
ln (z)

)

z+
1

16
ln (z) z2+

(

− 1

432
ln (z)2+

1

864
ln (z)3

)

z3

+

(

− 419
110592

+
281

110592
ln (z)− 19

27648
ln (z)2+

1

13824
ln (z)3

)

z4+ Õ(z5)

C[2]= 1+
1
4
z+

1
16
z2+

1
288

ln (z)2 z3+

(

67
36864

− 5
4608

ln (z)+
1

4608
ln (z)2

)

z4+ Õ(z5)

C[3]= z3 ln (z) +

(

− 5
32

+
1
16

ln (z)

)

z4+ Õ(z5)

C[4]= z3+
1
16
z4+O (z5).

Un et un seul des monômes privilégiés

ln z, 1, z3 ln z, z3

est non nul dans chacune des sommes logarithmiques C[1], 	 , C[4]. On lit grâce à
cette observation le système triangulaire de relations

F [1] =C[4], F [2] =C[3] +
77
30
C[4], F [3] = 288C[2] +

2

3
C[3] +

5

6
C[4],

F [4] = 864C[1] + 864C[2] +
5

2
C[3] +

10
9
C[4]. ♦

4.3.4 Récurrences sur les coefficients

Reprenons la relation de récurrence satisfaite par les coefficients de la solution de
l’équation auxiliaire (4.11), soit

Q0(λ+ ν) yλ+ν(λ) +Q1(λ+ ν) yλ+ν−1(λ)+
 +Qν(λ+ ν) yλ(λ)= 0 (4.14)

pour ν>0, et dérivonsm fois par rapport à λ. (Il ne faut pas confondre ici la dérivation
par rapport à λ de la série y(λ, z), qui fait apparaître des termes logarithmiques, et
celle des fractions rationnelles yλ+ν(λ).) Il vient

∑

k=0

m
(

m

k

)

(

Q0
(k)

(λ+ ν)
∂m−k

∂λm−k
yλ+ν(λ) +
 +Qν

(k)
(λ+ ν)

∂m−k

∂λm−k
yλ(λ)

)

=0,

égalité qui détermine
∂m yλ+ν

∂λm
(λ)

en fonction des coefficients « précédents »

∂k yλ+ν ′

∂λk
(λ) avec ν ′<ν ou ν ′= ν et k <m.

4.3 La méthode de Frobenius 67



Cela vaut même après spécialisation de λ, pourvu seulement que Q0(λ)� 0.
Dans le cas où l’équation différentielle (4.7) est à coefficients polynomiaux et la

récurrence (4.14) d’ordre s, on aboutit au système de récurrences inhomogènes (4.2)
annoncé en introduction. Celui-ci fournit les coefficients non seulement de v0 mais
aussi des séries vk apparues au fil des dérivations par rapport à λ sans passer par le
calcul explicite de y(λ, z) avec λ formel.

Cette observation, particulièrement utile dans les applications en calcul formel qui
vont suivre, est explicitée par Chudnovsky et Chudnovsky [55, §6]. Curieusement,
elle semble avoir été négligée auparavant : elle ne fait pas partie des présentations
habituelles de la méthode de Frobenius, et les implémentations antérieures de Wata-
nabe [253], Lafferty [152] ou Tournier [230] ne l’utilisent pas. Cependant, la méthode
de Heffter-Poole, connue — quoique peu répandue — depuis la fin du dix-neuvième
siècle, aboutit pratiquement au même système de récurrences de manière plus directe
et explicite. Nous passons maintenant à l’étude de cette dernière, qui sera aussi l’occa-
sion d’un examen plus détaillé du système en question.

4.4 La méthode de Poole et la base canonique

4.4.1 Introduction

La méthode de Poole est celle qui aura notre préférence. Nous l’étudions donc de
manière plus détaillée que celle de Frobenius.

Soit K⊂C un corps. On considère une équation différentielle linéaire à coefficients
séries, eux-mêmes à coefficients dans K, que l’on écrit sous la forme

L(z, θ) · y=
(

ar(z) θ
r+ ar−1(z) θ

r−1+
 + a0(z)
)

· y=0, ak ∈K[[z]], (4.15)

où L est une série formelle en deux indéterminées non commutatives. On suppose que
ar(0) � 0, c’est-à-dire d’après le critère de Fuchs que l’origine est un point régulier.
Nous avons vu qu’il existe alors une base de solutions formelles de (4.15) chacune de
la forme

y(z)= zλ
∑

k=0

t−1

uk(z) logk z, (4.16)

où λ ∈C, les uk ∈C[[z]], et t est un entier ; et que si les séries ak sont convergentes,
toutes les solutions formelles convergent aussi.

J’appelle méthode de Heffter-Poole, ou simplement de Poole, la « version modi-
fiée », exposée par Poole dans son livre de 1936 [203, §16] d’une alternative à la
méthode de Frobenius elle-même proposée par Heffter et décrite en détail dans son
ouvrage de 1894 [126, Kap. VIII]. La version présentée ici est une reformulation
de celle de Poole, qui vise à la fondre dans le point de vue général des morphismes
d’algèbres d’opérateurs utilisé ailleurs dans ce mémoire pour passer d’une équation
différentielle à une récurrence sur les développements de Taylor (§3.2.2, §3.3.2) ou de
Tchebycheff (§9.2.2) de ses solutions.

La méthode de Heffter-Poole construit une base de solutions formelles de (4.15)
en passant par le système de récurrences (4.2). En comparaison de celle qui résulte
de la méthode de Frobenius, cette base est facile à caractériser et commode dans
les applications. Nous l’appellerons base canonique, suivant en cela le consensus de
travaux récents en calcul formel [236, 172].

4.4.2 Formulation compacte

Sur la base de la forme générale (4.16), on recherche des solutions sous la forme

y(z) =
∑

n∈λ+Z

∑

k>0

(finie)

yn,k
logk z
k!

zn. (4.17)
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On appelle suite des coefficients de y, et l’on note y, la suite double

y=(yn,k)n∈λ+Z

k∈N

;

et l’on pose yn= (yn,k)k∈N. On introduit deux opérateurs de décalage Sn et Sk, qui
agissent sur les suites doubles par

Sn · y=(yn+1,k)n,k, Sk · y=(yn,k+1)n,k.

Notre reformulation de la méthode de Poole repose sur l’observation — quasiment
tautologique — suivante.

Proposition 4.14. Une somme logarithmique y(z) ∈ zλ C[[z]][log z] est solution
formelle de l’équation différentielle L(z, θ) · y = 0 si et seulement si sa suite de
coefficients y satisfait

L(Sn
−1, n+Sk) · y=0. (4.18)

On a L(Sn
−1, n+Sk)∈K[n+Sk][[Sn

−1]]. ♦

Démonstration. Il suffit d’écrire l’action des opérateurs z et θ sur les sommes
logarithmiques. Comme

θ · zn=n zn et θ · log
k z

k!
=

logk−1 z

(k− 1)!
(k> 1),

on a

z · y(z)=
∑

n∈λ+Z

∑

k>0

yn,k
logk z
k!

zn+1=
∑

n∈λ+Z

∑

k>0

yn−1,k
logk z
k!

zn

θ · y(z)=
∑

n∈λ+Z

(

∑

k>0

n yn,k
logk z
k!

zn+
∑

k>1

yn,k
logk−1 z

(k− 1)!
zn

)

=
∑

n∈λ+Z

∑

k>0

(n yn,k+yn,k+1)
logk z
k!

zn.

La suite des coefficients de L(z, θ) · y est donc L(Sn
−1, n+Sk) · y. �

Exemple 4.15. Considérons l’équation z3 y ′′′+z2 y ′′−z y ′−z y=0, qui s’écrit encore

L(z, θ) · y=(θ3− 2 θ2− z) · y=0.

On a L(Sn
−1, n+Sk) =Q0(n+Sk)−Sn

−1, où

Q0(n+Sk)=n2 (n− 2)+n (3n+4)Sk+(3n− 2)Sk
2+Sk

3.

Cet exemple est emprunté à van der Hoeven [236, §3.4]. Nous le filerons dans les pages
qui viennent jusqu’à déterminer les développements d’une base de solutions. ♦

Nous baptisons la relation (4.18) récurrence implicite associée à l’équation dif-
férentielle. Il s’agit en effet d’une équation aux différences vérifiée par la suite des
coefficients d’une solution, qui ne suffit toutefois pas en l’état à calculer commodément
ceux-ci à partir de valeurs initiales.

Écrivons la division euclidienne à droite de L(z, θ) par z :

L(z, θ)=Q0(θ)+R(z, θ) z.

Le reste Q0(θ)∈K[θ] est simplement le polynôme indiciel de L(z, θ) à l’origine. Pour
tout n, on note µ(n) la multiplicité de n comme racine de Q0. Le quotient R(z, θ) est
un polynôme ou une série formelle en z suivant la nature de Q.

Soit y(z) une solution de L(z, θ) · y=0 de la forme (4.17). La proposition suivante,
due à Poole dans un langage différent, fournit une récurrence explicite sur les yn,k.
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Figure 4.1. Allure des relations déduites de (4.19), en un indice ordinaire (schéma de
gauche) ou exceptionnel (schéma de droite). Chaque boîte grisée signale une dépendance
linéaire entre les éléments de la suite (yn,k) qu’elle englobe. Le coefficient marqué d’une
étoile est non nul, de sorte que la valeur de yn,k correspondante est déterminée par le reste
de la boîte. Inversement, les yn,k marqués d’un point noir, donnés par l’équation indicielle,
peuvent être choisis arbitrairement. L’exemple représenté correspond à une équation diffé-
rentielle à coefficients polynomiaux, de polynôme indiciel Q0(n)∝n (n−3)2 (n−7), associée
à une récurrence d’ordre 3.

Proposition 4.16. [203, §16] La suite y = (yn,k)n,k est donnée par la relation de
récurrence

Sk
µ(n) · y=−Tn(Sk)R(Sn

−1, n+Sk)Sn
−1 · y (4.19)

où, pour tout n∈C fixé, Tn(X)∈K(n)[X ] désigne le polynôme de degré au plus (t−1)

inverse de X−µ(n)Q0(n+X) modulo Xt. ♦

Démonstration. D’après la proposition 4.14, la suite y vérifie

Q0(n+Sk) · y=−R(Sn
−1, n+Sk)Sn

−1 · y.

Pour n∈C fixé, l’expression X−µ(n) Q0(n+X) est un polynôme en X qui ne s’annule
pas en zéro, donc inversible dans K(n)[[X ]]/〈Xt〉. On obtient ainsi un polynôme Tn,
de degré deg Tn< t, tel que

Tn(X)Q0(n+X)=Xµ(n)+O(Xt).

Or, d’après (4.16), la solution formelle y(z) est de degré en log z borné par t−1, c’est-
à-dire que l’on a

Sk
t · y=0

et par conséquent

Sk
µ(n) · y=Tn(Sk)Q0(n+Sk) · y=−Tn(Sk)R(Sn

−1, n+Sk) · y ,

le résultat annoncé. �

À multiplicité de n dans Q0 fixée, Tn(Sk) est un polynôme en Sk à coefficients
fractions rationnelles en n sans pôle aux valeurs de n correspondantes. Il peut être
commode de l’exprimer explicitement comme

Tn(Sk)=
∑

i=0

t−1
1

i!

∂i

∂X i

Xµ(n)

Q0(X)

∣

∣

∣

∣

∣

X=n

Sk
i .

En particulier, la valeur de Tn(Sk) pour µ(n)=0 est facile à calculer en fonction de n.
L’injecter dans (4.19) donne une formule de récurrence à coefficients dans K valable
aux indices n ordinaires. La récurrence change de forme aux indices exceptionnels.

En introduisant la notation

yp,q=Sn
p
Sk

q
y

la récurrence explicite (4.19) s’écrit encore sous la forme, peut-être plus intuitive,

yn,k+µ(n)=−Tn(Sk)R(Sn
−1, n+Sk) ·yn−1,k. (4.20)
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Elle concentre à peu près tout ce qu’il y a à savoir pour décrire efficacement les
développements des solutions de l’équation.

On obtient tout d’abord une condition nécessaire pour que puisse exister une
solution avec yn∗,k∗ � 0 et yn = 0 pour n∗ − n > 0 : il faut que n∗ soit racine de Q0

avec multiplicité au moins k∗ + 1, sans quoi la relation de récurrence (4.20) prise
en n=n∗ et k=k∗− µ(n∗)> 0 entraîne immédiatement que toute la suite (yn∗,k)k>k∗

est nulle. Plus généralement, on voit qu’à n fixé, les yn′,k avec n′<n déterminent la
suite (yn,k)k>µ(n), tandis que les yn,k pour k < µ(n) demeurent libres. Ces dépen-
dances sont illustrées en figure 4.1.

L’équation (4.20) est utilisable directement6 pour calculer les yn,k à partir de
valeurs initiales données aux points laissés libres. Pour chaque n∈λ+N avec λ racine
de Q0, on calcule successivement yn,t−1, yn,t−2,	 , yn,0 en se servant des coefficients
de yn−1, yn−2,	 et de la nullité de yn,k=0 pour k> t.

Exemple 4.17. Poursuivons le calcul entamé dans l’exemple 4.15. Lorsque n et Sk

sont des indéterminées, on a

Q0(n+Sk)−1=
1

n2 (n− 2)

(

1+
−3n+4

n (n− 2)
Sk+

2 (3n2− 8n+6)

n2 (n− 2)2
Sk
2+O(Sk

3)

)

et donc, pour n � {0, 2}, la récurrence explicite s’écrit

yn,k=
1

n2 (n− 2)

(

yn−1,k+
−3n+4

n (n− 2)
yn−1,
k+1

+
2 (3n2− 8n+6)

n2 (n− 2)2
yn−1,
k+2

)

. (4.21)

En l’indice exceptionnel n=2, où celle-ci présente un pôle, on a

Q0(2+Sk)= (4+4Sk+Sk
2)Sk,

d’où le développement

SkQ0(2+Sk)
−1=

1

4
− 1

4
Sk+

3

16
Sk
2+O(Sk

3)

et la récurrence explicite exceptionnelle

y2,k+1=
1

4
y1,k− 1

4
y1,k+1+

3

16
y1,k+2. (4.22)

Il n’est pas nécessaire de calculer la récurrence explicite exceptionnelle en n=0. En
supposant les yn pour n< 0 nuls, on sait à l’avance qu’elle impose y0,k=0 pour k> 2
et qu’elle laisse y0,1 et y0,2 libres.

Chaque solution y de l’équation différentielle est ainsi déterminée par le triplet de
conditions initiales (y0,0, y0,1, y2,0). En posant Sk

[−1] · yn=(0, yn,0, yn,1,	 ) et en notant

abusivement yn=
∑

k
yn,k

1

k!
logk z au lieu de yn=(yn,0, yn,1,	 ), on a tour à tour

y0= y0,0+ y0,1 log z,

y1=−(1−Sk+Sk
2) · y0 d’après (4.21)

=−(y0,0+ y0,1 log z) + y0,1

=(−y0,0+ y0,1)− y0,1 log z,

y2= y2,0+Sk
−1 · y2= y2,0+Sk

[−1]

(

1

4
− 1

4
Sk+

3

16
Sk
2

)

· y1 d’après (4.22)

6. Comme nous le verrons en §8.6, vue comme une récurrence en n, elle se prête aussi à l’évalua-
tion par scindage binaire. Cela signifie qu’il est assez facile de calculer efficacement un terme yn=
(yn,k)k de la suite des coefficients sans calculer tous les précédents, en multipliant des matrices de
séries tronquées B(n)∈K(n)[[Sk]]/〈Sk

t 〉 obtenues en traduisant (4.19) en une récurrence matricielle
du premier ordre.
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Figure 4.2. Support des solutions de la base canonique, pour une équation différentielle
générique de polynôme indiciel n (n− 3)2 (n− 7). Les croix représentent les coefficients non
nuls (sauf pour certaines équations exceptionnelles) ; les points, les coefficients arbitraires
où se placent les conditions initiales.

= y2,0+
1

4

(

(−y0,0+ y0,1) log z − y0,1 log
2 z

2

)

+
1

4
y0,1 log z

= y2,0+
−y0,0+2 y0,1

4
log z − y0,1

4

log2 z
2

et ainsi de suite. Le calcul des termes suivants ne fait appel qu’à la relation (4.21). ♦

Remarque 4.18. On n’a pas utilisé à ce stade l’hypothèse que l’origine est un point
régulier de L(z,θ), sinon implicitement, en se focalisant sur les suites (yn,k) qui s’annu-
lent quand la partie réelle de n est suffisamment négative. Ce qui précède s’applique
aux solutions régulières — celles de la forme (4.16) — en un point singulier irrégulier, à
ceci près qu’une solution formelle régulière n’est pas forcément convergente. (Ainsi, la
série y(z)=

∑

n>0 n! z
n est solution formelle de l’équation z2 y ′′+(3 z−1) y ′+ y=0.)

Plus généralement, il résulte du corollaire 4.3 qu’une solution autour d’un point
singulier irrégulier est combinaison linéaire de sommes bi-infinies convergentes de
la forme (4.17). Les coefficients yn,k correspondants doivent eux aussi satisfaire la
récurrence (4.19). Toutefois, sans la contrainte que yn,k s’annule quand Ren→−∞,
cette récurrence a évidemment une infinité de solutions, et l’on a peu de prise sur
les conditions de convergence qui distinguent les solutions « intéressantes ». De fait,
le traitement habituel des points singuliers irréguliers ne procède pas par cette voie,
mais par des changements de variable qui ramènent l’étude asymptotique des solutions
de l’équation à celle des solutions régulières formelles d’un nombre fini d’équations
auxiliaires. (Voir théorème 3.23, et par exemple Wasow [252, Chap. IV] pour plus de
détails.) ♦

Il est possible de développer la formule (4.19) pour obtenir un certain nombre de
variantes plus classiques, comme nous le verrons en §4.4.4. Mais commençons par
définir, toujours à l’aide de cette récurrence, la base canonique des solutions de (4.15).

4.4.3 Base canonique de solutions en un point singulier régulier

Corollaire 4.19. Soit z0∈C un point régulier d’une équation différentielle linéaire à
coefficients dans K[[z]]. Pour tout n∈C, soit µ(n) la multiplicité de n comme racine
du polynôme indiciel en z0 de l’équation. Soit

E = {(n, k) : 06 k < µ(n)}.
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Pour tout e=(n∗, k∗)∈E, il existe une unique solution

y[z0, e] =
∑

n∈λ+Z

∑

k∈N

y[z0, e]n,k
logk (z − z0)

k!
(z − z0)n

de l’équation telle que y[z0, e]n,k s’annule ultimement quand Ren→−∞, et que
{

y[z0, (n
∗, k∗)]n∗,k∗=1

y[z0, (n
∗, k∗)]n,k=0, (n, k)∈E \ {(n∗, k∗)}. (4.23)

La famille (y[z0, e])e∈E est une base de l’espace des solutions formelles de (4.15). Si
les coefficients de (4.15) sont des séries de rayon de convergence au moins ρ et si le
point singulier le plus proche est lui-même à distance au moins ρ de z0, c’est aussi
une base des solutions analytiques de (4.15) sur le disque fendu D(0, ρ) \R−. ♦

Démonstration. Nous venons de voir comment construire une telle famille à l’aide
de la récurrence (4.19). Il est clair d’après les conditions (4.23) que les y[z0, e] pour
e∈E sont linéairement indépendantes. Comme z0 est supposé point régulier de (4.15),
le polynôme indiciel correspondant est de degré r, donc card E = r et ces solutions
forment une base. �

Définition 4.20. La famille (y[z0, e])e∈E définie au corollaire 4.19 est appelée base
canonique en z0 des solutions de l’équation. Les coefficients de l’écriture dans cette
base d’une solution y quelconque, c’est-à-dire les coefficients de

(z − z0)n log k(z − z0)
k!

, (n, k)∈E

dans son développement en série logarithmique, sont appelées conditions initiales
généralisées en z0 associées à y. ♦

Cette définition généralise celle de la section 3.2.2. La figure 4.2 donne la forme
des solutions de base pour l’équation indicielle de la figure 4.1. Finissons aussi notre
calcul explicite.

Exemple 4.21. On repart de la solution générale, établie dans les exemples 4.15
et 4.17, de l’équation z2 y ′′′+ z y ′′− y ′− y=0. La base canonique est donnée par les
choix de conditions initiales

(y0,0, y0,1, y2,0)∈ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

En poussant les calculs jusqu’au terme en z3 et en injectant ces différentes conditions
initiales, il vient

y[0,0](z)= 1− z −
(

1

4
log z

)

z2+

(

5

108
− 1

36
log z

)

z3+ Õ(z4)

y[0,1](z)= log z+(1− log z) z+

(

1

2
log z − 1

8
log2 z

)

z2

+

(

−4
27

+
11
108

log z − 1

72
log2 z

)

z3+ Õ(z4)

y[2,0](z)= z2+
1

9
z3+O(z4).

Notre expression de y[0,1] est en désaccord avec celle de van der Hoeven [236, §3.4]. ♦

Remarque 4.22. Le polynôme indiciel en un point ordinaire d’une équation différen-
tielle d’ordre r est un multiple constant de n↑r = n (n− 1) 
 (n− r + 1), et possède
donc des racines différant d’un entier. On sait pourtant d’après le théorème de Cauchy

4.4 La méthode de Poole et la base canonique 73



qu’il n’y a que des solutions séries. Il est instructif de le vérifier directement à partir
de la récurrence (4.19).

Considérons donc l’équation

(

∂r+ ar−1(z) ∂
r−1+
 + a0(z)

)

· y=0, ai(z) =
∑

j=0

∞
ai,j z

j ∈C[[z]].

La récurrence associée s’écrit

Sn
−r
∑

i=0

r

aj(Sn
−1) (n+ i)↓iSn

i =
∑

i=0

r
∑

j=0

∞
ai,j (n+ i− j − r)↓iSn

−j−r+i

=
∑

i=0

∞
∑

j=i

i+r

ai+r−j,i (n− j)↓(r−j+i)Sn
−j

d’où, lorsque n est racine simple de l’équation indicielle,

yn,k+1=−Tn(Sk)
∑

i=0

∞
∑

j=i

i+r

ai+r−j,i (n− j+Sk)
↓(r−j+i) yn−j,k.

Soit n∈ J0, r− 1K, et supposons yn′,1=0 pour tout n′<n. On a alors

yn,1=−Tn(0)
∑

i=0

∞
∑

j=i

i+r

ai+r−j,i (n− j)↓(r−j+i) yn−j,0

=−Tn(0)
∑

i=0

∞
∑

j=i

i+r

ai+r−j,i (n− r)↓i (n− j)↓(r−j)�
nul pour j6n<r

yn−j,0
�nul pour j>n

=0.

On conclut par récurrence sur n qu’il apparaît jamais de logarithmes. ♦

4.4.4 Jeux d’écriture

Nous terminons l’étude de la méthode de Poole en donnant quelques conséquences
ou écritures alternatives des récurrences (4.18) et (4.19). En particulier, nous explici-
tons le système de relations entre les yn,k qu’elles induisent. Cela permet de faire le
lien avec la méthode de Frobenius et avec quelques variantes de la méthode de Heffter
apparaissant dans la littérature. Le contenu de cette section n’est invoqué que dans
celle qui suit immédiatement.

Récurrence développée. Notons L′, L′′, 	 , L(r), 	 les dérivées successives par
rapport à V de L(U ,V )∈K[[U ]][V ]. En développant L(Sn

−1, n+Sk) par rapport à Sk,
on réécrit (4.18) sous la forme

∑

i=0

r
1

i!
L(i)(Sn

−1, n) · yn,k+i=0.

Cette expression est la formulation compacte d’un système de récurrence inhomogènes
en n satisfait par les suites (yn,k)n∈λ+Z pour tout k fixé. Il est triangulaire : compte
tenu que les suites doubles yn,k avec k> t sont nulles, on obtient en effet










































L(Sn
−1, n) · yn,t−1 = 0

L(Sn
−1, n) · yn,t−2 = −L′(Sn

−1, n) · yn,t−1

L(Sn
−1, n) · yn,t−3 = −L′(Sn

−1, n) · yn,t−2− L
′′(Sn

−1, n)

2
· yn,t−1�

L(Sn
−1, n) · yn,0 = −L′(Sn

−1, n) · yn,1−
 − L(t−1)(Sn
−1, n)

(t− 1)!
· yn,t−1.

(4.24)
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On développe à nouveau, cette fois en série par rapport à la première variable (en
appliquant les relations de commutation convenables), et l’on pose

L(Sn
−1, n)=Q0(n)+Q1(n)Sn

−1+Q2(n)Sn
−2+
 .

Lorsqu’on extrait le terme d’indice (0, 0) dans les égalités (4.24), c’est-à-dire lorsque
l’on « remplace yn,k par yn,k », chaque ligne prend l’allure suivante :

Q0(n) yn
k

+ Q1(n) yn−1
k

+ Q2(n) yn−2
k

+

=−
(

Q0
′ (n) yn

k+1

+ Q1
′ (n) yn−1

k+1

+ Q2
′ (n) yn−2

k+1

+

+

Q0
′′(n)
2

yn
k+2

+
Q1

′′(n)
2

yn−1
k+2

+
Q2

′′(n)
2

yn−2
k+2

+
� � � �
+
Q0

(ν−1)
(n)

(ν − 1)!
yn
k+ν−1

+
Q1

(ν−1)
(n)

(ν − 1)!
yn−1
k+ν−1

+
Q2

(ν−1)
(n)

(ν − 1)!
yn−2
k+ν−1

+

+

Q0
(ν)

(n)

ν!
yn
k+ν

+
Q1

(ν)
(n)

ν!
yn−1
k+ν

+
Q2

(ν)
(n)

ν!
yn−2
k+ν

+
� � � �
+
Q0

(t−k)
(n)

(t− k)! yn
t

+
Q1

(t−k)
(n)

(t− k)! yn−1
t

+
Q2

(t−k)
(n)

(t− k)! yn−2
t

+
 )

.

(4.25)

Le bloc encadré s’annule quand n est racine de multiplicité ν de l’équation indicielle
(voir figure 4.1).

Si l’équation différentielle est à coefficients polynomiaux, chacune des sommes en
ligne s’arrête avec le terme en yn−s pour un certain ordre s, les Qi étant nuls au-delà.
Le système complet des récurrences couplées vérifiées par les coefficients yn,k est la
conjonction des égalités (4.25) pour 0 6 k < t. Il s’agit là de la version entièrement
explicite des récurrences inhomogènes (4.2) déjà mentionnées en introduction puis en
lien avec la méthode de Frobenius.

On retrouve aussi les formules (3.8-3.9) de van der Hoeven [236], et l’on peut
examiner le comportement du système aux indices exceptionnels en paraphrasant
pratiquement son étude [236, §3.2.3]. Si Q0(n)� 0, le système détermine yn,t, yn,t−1	 ,
yn,0 en fonction des suites précédentes yn−1, yn−2,	 En général, lorsque n est une
racine de multiplicité ν de Q0, on obtient ν relations linéaires « exceptionnelles »
entre les yn,k , suivant la structure

une relation entre



























une relation entre







une relation entre
{

yn−1,t, yn−2,t,	 ,
yn−1,t−1, yn−2,t−1,	 ,�

yn−1,t−µ(n)+1, yn−2,t−µ(n)+1,	 ,
après quoi yn,t, yn,t−1, 	 , yn,µ(n) sont successivement déterminés en fonction des
termes connus. Dans la construction de la base canonique, on fait en sorte que ces
relations soient trivialement satisfaites, tous les coefficients correspondants étant nuls.

Deux systèmes différentiels. D’autres variantes se présentent si l’on écrit les
diverses relations précédentes sous forme de systèmes différentiels plutôt que de récur-
rences. Surchargeons encore un peu la notation y en posant provisoirement

yn(z) =
∑

k>0

(finie)

yn,k
logk z
k!

.
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De l’équation L(z, θ) · y = 0, on tire alors (avec des notations que j’espère évi-
dentes) L(Sn

−1, n+ θ) · (yn(z))n, c’est-à-dire

θµ(n) · (yn(z))n=−Tn(θ)R(Sn
−1, n+ θ)Sn

−1 · (yn(z))n.
Les yn étant nuls pour n→−∞, il s’agit d’un système différentiel triangulaire satisfait
par les fonctions yn(z) ∈C[log z]. C’est là l’analogue de notre proposition 4.16 dans
l’exposé de Poole [203, Eq. (13-17)]. Il poursuit en éliminant les yn(z) pour Q(n)� 0,
afin d’obtenir un système différentiel qui caractérise les choix possibles des yn(z)
associés aux indices exeptionnels.

Enfin, comme nous l’avions fait dans la méthode de Frobenius, on peut choisir de
regrouper les coefficients par puissance de z en premier puis seulement par puissance
de log z. Posons

y(z)=
∑

k>0

1

k!
wk(z) soit wk(z) =

∑

n∈λ+Z

yn,k z
n. (4.26)

On écrit aussi wk= (wk+k ′)k ′>0 et w=w0, suites sur lesquelles on convient de faire
agir l’opérateur Sk par décalage, les opérateurs z et θ coefficient par coefficient. La
récurrence implicite devient cette fois L(z, θ+Sk) ·w=0, soit en développant

L(z, θ) ·wk+L′(z, θ) ·wk+1+
 +
1

r!
L(r)(z, θ) ·wk+r=0. (4.27)

S’ensuit l’analogue différentiel des récurrences (4.24)

L(z, θ) ·wt−1=0

L(z, θ) ·wt−2=−L′(z, θ) ·wt−1�
L(z, θ) ·w0=−L′(z, θ) ·w1−
 − 1

(t− 1)!
L(t−1)(z, θ) ·wt−1.

On retrouve le système écrit par van der Hoeven [236, Eq. (3.4)].

4.5 La méthode originale de Heffter

Concluons par une section d’intérêt essentiellement historique. Son objet est de
faire le lien entre la méthode de Heffter proprement dite et la variante de Poole ou
la nôtre. Pour cela, je reprends le canevas de la preuve originale, en faisant appel
au formalisme introduit plus haut en lieu et place des manipulations explicites de
systèmes linéaires. Les numéros en gras font référence aux articles du chapitre VIII
du livre de Heffter [126].

On part à nouveau de l’équation L(z, θ) · y=0. La méthode de Heffter s’applique
aux racines de l’équation indicielle prises groupe par groupe. Limitons-nous pour
simplifier au groupe formé des racines entières (λ=0). On pose F =C[[z]][log z]. On
définit wk, wk et w comme à la fin de la section précédente (éq. (4.26)), et l’on fait
agir Sk sur F par

Sk · y=
∑

k>0

wk+1(z)
logk z
k!

=
∑

n∈Z

∑

k>0

yn,k+1
logk z
k!

zn.

La spécificité de la méthode de Heffter est qu’elle construit toujours les solutions
par puissances croissantes de log z. En identifiant L(z, θ) et Sk à leur action sur F ,
on pose

Sol= kerL(z, θ)= {y ∈F :L(z, θ) · y=0},
et l’on introduit pour tout σ> 0 l’espace

Solσ=Sol∩ (kerSk
σ)

des solutions de niveau σ, celles qui ne font intervenir que log0 z,	 , logσ−1 z.
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(§56) Heffter observe tout d’abord que si y(z) est solution, alors Sk · y l’est aussi.
En effet, on a L(z, θ) · y = 0 si et seulement si L(z, θ + Sk) ·w = 0, ce qui implique
clairement L(z, θ + Sk) Sk ·w = 0. (§57) Partant de cette observation, il cherche à
établir la solution générale de niveau σ + 1 de L(z, θ) · y = 0, connaissant celle de
niveau σ. Il s’agit en premier lieu de déterminer les contraintes sur une solution de
niveau σ pour qu’elle se « complète » en une solution de niveau σ+1, autrement dit
de caractériser l’espace Solσ∩Sk ·Solσ+1. Heffter retient pour cela du système (4.27)
la relation

L(z, θ) ·w0+L′(z, θ) ·w1+
 +
1

σ!
L(σ)(z, θ) ·wσ=0, (4.28)

entre les composantes d’une solution y de niveau σ+1. C’est une équation différen-
tielle inhomogène sur la série wσ dont le second membre fait intervenir w0,	 , wσ−1.
(§58) Passons sur la preuve de convergence des séries wk ainsi construites.

(§59) Quant aux coefficients yn,k d’une solution de niveau σ + 1, ils vérifient
l’équation (4.25) avec k = σ — que Heffter obtient en injectant une solution de
niveau σ+1 à coefficients indéterminés dans (4.28). En invoquant le fait que le
décalé par Sk d’une solution est lui-même solution, on a donc le système des récur-
rences (4.25) pour k = 0, 1, 	 , σ. (§60) Heffter en déduit la condition nécessaire
que nous avons déjà vue : il ne peut exister de solution

y(z)= (logσ z+ c logσ−1 z+
 ) zn+ Õ(zn+1)∈ Solσ+1 \ Solσ
que si n est σ fois racine de Q0.

(§61) C’est peut-être à se stade que la méthode de Heffter se distingue le plus de
ses cousines, en ayant recours à l’isomorphisme

(Sk)∗ : Solσ+1/Sol1→
∼
Solσ∩ (Sk · Sol)

induit par l’action de Sk restreinte à Solσ+1.
Le procédé pour construire la solution générale de niveau σ+1 est le suivant. On

détermine d’abord l’espace Sol1 des solutions séries, c’est-à-dire que l’on exprime par
récurrence les coefficients d’une série y∈Sol1 en fonction des yn pour n racine de Q0.
Supposons Solσ construit, et étant donnée une solution ỹ de niveau σ, cherchons les
solutions de niveau σ+1 qui « prolongent » ỹ . Il peut se produire deux choses : soit
l’équation Sk · y = ỹ n’a pas de solution, soit ses solutions forment un sous-espace
affine de Solσ+1 dirigé par Sol1. La résoudre pour tout ỹ revient à inverser (Sk)∗.

Concrètement, on établit à partir des équations (4.25) (pour k = 0, t = σ, et n
parcourant un intervalle d’entiers qui contient toutes les racines de Q0) les conditions
linéaires sur ỹ pour que ỹ ∈Sk ·Sol. Lorsque ỹ satisfait ces contraintes, le système des
équations (4.25) laisse libres exactement les coefficients de zn log0 z pour Q(n)=0, et
détermine les autres coefficients de la série w0 en fonction de ces derniers.

(§62) On itère enfin le procédé pour construire successivement Sol1, Sol2, 	 ,
Solt. Heffter choisit dans Solσ+1 ∩ (Sk · Sol) un supplémentaire de Solσ ∩ (Sk · Sol),
isomorphe à Sol1 ∩ (Sk

σ · Sol), et écrit la solution générale de niveau σ + 1 comme la
somme de la solution générale de niveau σ et d’une solution de niveau σ+1 où sont
libres certains coefficients de la série wσ. Les positions des coefficients libres dans wσ

sont un sous-ensemble de celles des coefficients libres dans w0. Il continue ainsi jusqu’à
obtenir r solutions indépendantes. Au final, il ramène donc la détermination d’une
solution quelconque à la donnée de r conditions initiales généralisées : les coefficients
de zn log0 z pour Q(n) = 0, suivis de ceux de zn logk z pour des sous-ensembles de
racines décroissant avec k. La base ainsi construite est essentiellement notre base
canonique, à ceci près que Heffter n’explicite pas que l’on peut choisir les coefficients
libres des séries wk avec k > 1 de manière à refléter exactement les multiplicités des
racines de Q0.

(§63) Il relie enfin sa méthode à celle de Frobenius, comme suit. Supposons
dépassée la plus grande racine de Q0, et tous les coefficients correspondants déter-
minés au moyen d’un certain nombre de résolutions de systèmes linéaires. Au vu des
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équations (4.25), on peut alors calculer par récurrence les coefficients suivants d’une
solution série exprimés en fonction d’une valuation symbolique λ. Avec des conditions
initiales (dépendant de λ) convenables, on en déduit les coefficients de la solution
générale en dérivant par rapport à λ un nombre de fois égal à la plus grande puissance
de log z attendue, puis en substituant à λ une racine de Q0.
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Chapitre 5

Majorants pour les suites P-récursives

« BORNER, v. act. (Jardinage.) du bouis,
par exemple, c’est, lorsqu’il vient d’être planté,

lui donner avec le dos du plantoir ou avec les mains,
la forme & le contour qu’il doit avoir suivant le
dessein, en plombant bien la terre tout au-tour

de peur qu’il ne s’évente. (K ) »

— Antoine Joseph Dezallier d’Argenville [75, p. 340]

Ce chapitre ainsi que le suivant sont consacrés au calcul de bornes qui contrôlent le comportement
de suites P-récursives ou de séries D-finies. Dans ce chapitre, on décrit un algorithme qui prend
en entrée la définition d’une suite P-récursive (un)n par une récurrence et des conditions initiales,
et renvoie une suite explicite (vn)n, plus simple que u en un certain sens, telle que |un|6 vn pour
tout n. Sur le plan technique, il s’agit de combiner la méthode classique des séries majorantes avec
des techniques d’analyse asymptotique comme la méthode du col. Sous une hypothèse de généricité,
la majoration obtenue est fine, c’est-à-dire que le comportement asymptotique de vn quand n→∞
est proche de celui de un, d’une manière contrôlable.

L’essentiel du contenu de ce chapitre est repris d’un article écrit avec Bruno Salvy [175]. Quelques
idées (notamment, l’algorithme 5.22 et la proposition 5.34) apparaissent déjà sous forme moins
aboutie dans mon rapport de M2 [173].

5.1 Introduction

5.1.1 Problématique

Considérons une suite P-récursive u, définie par une récurrence

p[s](n)un+s+
 + p[1](n)un+1+ p[0](n)un=0, p[k]∈Q[n], (5.1)

accompagnée de conditions initiales appropriées. L’objet de ce chapitre est de décrire
un algorithme pour calculer à partir de (5.1) une suite plus simple (vn)n telle que
|un| 6 vn pour tout n ∈ N. En vertu de la correspondance entre suites P-récursives
et séries D-finies, cela revient à trouver une série formelle v(z) =

∑

n
vn z

n dont les
coefficients majorent terme à terme ceux de la série génératrice u(z) =

∑

n
unz

n

de (un)n, qui satisfait quant à elle une équation différentielle linéaire à coefficients
polynomiaux. Nous passerons plusieurs fois d’un point de vue à l’autre.

Des bornes de ce genre se révèlent utiles pratiquement dès que l’on veut manipuler
les suites P-récursives ou les fonctions D-finies d’un point de vue plus « analytique »
que formel et combinatoire. Par exemple, une majoration convenable de un peut servir
à prouver que la série

∑

n
un converge, ou à déterminer l’erreur que l’on commet sur

sa somme en la tronquant à un certain ordre. Des algorithmes de calcul de bornes
qui couvrent le cas des suites P-récursives ou s’y adaptent ont donc été développés
dans ce type de contexte, pour certifier la qualité d’approximations numériques [235,
237, 240, 189, 190]. Bien que suffisants pour les applications envisagées, les majorants
obtenus sont en général assez grossiers. Ainsi, si un∼αn, la situation typique est que
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l’on borne |un| par une suite de la forme A βn où β > |α| peut être pris arbitrairement
proche de α — mais quitte à faire croître A de façon incontrôlée.

Or, l’asymptotique des suites P-récursives est par ailleurs un sujet abondamment
étudié [194, 94], et le calcul de développement asymptotiques à des ordres arbitraires a
été largement automatisé [258, 230, 93, 266, 142]. Nous reviendrons là-dessus en §8.7.
Si une estimation asymptotique fournit une indication précise sur le comportement
de la suite un pour n suffisamment grand, elle ne suffit cependant pas à obtenir une
estimation précise pour une valeur de n donnée, ou encore un rang n à partir duquel
une inégalité valable asymptotiquement est effectivement réalisée.

L’idée développée ici consiste à marier le calcul d’un majorant avec une analyse
(rudimentaire en regard de ce que permet l’asymptotique automatique) du compor-
tement de la suite. Concrètement, il est assez facile dans beaucoup de situations de
déterminer, par exemple, que un = O(wn) pour une suite wn simple et relativement
proche de |un|. La question est de remplacer ce O(·) par une inégalité |un|6Awn avec
une constante A explicite. On obtient ainsi des bornes valables pour tout terme un,
tandis qu’une relation entre le comportement de la borne quand n → ∞ à celui
de u garantit que la borne ne s’éloigne pas trop des valeurs qu’elle sert à contrôler.
Le résultat principal est le théorème suivant, dont nous préciserons par la suite le
vocabulaire.

Théorème 5.1. Soit (un)∈QN une suite P-récursive solution de la récurrence homo-
gène (5.1), avec p[s](n)� 0 et p[0](n)� 0 pour n∈N. Étant données la récurrence (5.1)
et des conditions initiales u0,	 , us−1, l’algorithme 5.30 calcule un réel positif A, un
rationnel κ, un nombre algébrique réel positif α et une fonction ϕ tels que

∀n∈N, |un|6An!καnϕ(n) (5.2)

avec ϕ(n) = eo(n). Pour un choix générique des conditions initiales, les paramètres κ
et α calculés sont optimaux. ♦

La fonction ϕ est donnée par une formule explicite, elle-même décrite par un petit
nombre de paramètres. Les formes qu’elle peut prendre sont détaillées en §5.4.2.

Dans le cadre d’algorithmes d’évaluation numérique ou d’approximation comme
ceux étudiés dans les chapitres suivants de ce mémoire, la finesse des bornes se traduit
par un temps de calcul moindre à précision cible égale. Mais comme les majorants sont
donnés par des formules explicites dont la forme traduit les propriétés asymptotiques
recherchées, ils représentent aussi des résultats « autonomes » dignes d’être renvoyés
à l’utilisateur1. C’est ainsi que plusieurs bornes obtenues par les algorithmes de ce
chapitre et du suivant apparaissent dans le DDMF.

Ce n’est pas un hasard si le critère de finesse du théorème 5.1 correspond à la
précision du résultat donné par le théorème de Perron-Kreuser. Ce choix permet de
traiter de façon assez uniforme toute la classe des récurrences linéaires à coefficients
polynomiaux. À l’inverse, il est possible de raffiner le résultat pour calculer des bornes
plus précises en se restreignant à des classes de suites un peu plus contraintes.

Outre le calcul numérique garanti et l’asymptotique automatique, on peut rat-
tacher le contenu de ce chapitre à la thématique des inégalités en calcul formel, et
particulièrement entre fonctions D-finies [109, 141]. Il faut cependant relever une dif-
férence fondamentale : dans un problème d’inégalité, on reçoit en entrée, par exemple,
deux fonctions à valeurs réelles f et g, et le but est de décider si f(x) 6 g(x) pour
tout x. Dans un calcul de majorant, on dispose en revanche d’une certaine liberté
dans le choix de g. Ce que l’on peut espérer comme résultats algorithmiques sur le
plan inégalités est contraint par des questions de décision profondes, liées notamment
au problème de Pisot-Skolem (voir §3.3.4). Ainsi, le meilleur résultat relatif au test
de positivité des suites P-récursives — problème naturellement complémentaire de

1. Dans mon expérience jusqu’ici, la motivation des utilisateurs était le plus souvent d’utiliser la
borne dans l’analyse d’un algorithme d’évaluation numérique ou de la coder en dur dans l’algorithme.
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celui qui nous intéresse ici — est une méthode dont on peut montrer qu’elle termine
dans un assez grand nombre de cas [143]. Pour ce qui est du module de suites à
valeurs complexes, on pourrait dire que les inégalités se rapprochent plus des bornes
inférieures que des bornes supérieures, et que les bornes inférieures — non triviales,
c’est-à-dire au moins strictement positives ! — sont beaucoup plus difficiles à obtenir2.

5.1.2 Quelques exemples

Les exemples suivants donnent une idée du genre de bornes que la méthode
développée ici permet d’obtenir. Les deux premiers sont empruntés à Wimp et Zeil-
berger [258, Ex. 2.1 et 2.3], qui illustrent le calcul de développements asymptotiques
par la méthode de Birkhoff-Trjitzinsky. Pour des raisons de lisibilité, les constantes
qui apparaissent dans les parties polynomiales des résultats ont été remplacées par
des approximations par excès à faible précision.

Exemple 5.2. Soit à borner en fonction de n∈N l’intégrale

In=

∫

0

∞
tn e−t2−1/t dt.

À partir de la relation 2 In+3 = (n + 2) In+1 + In et des inégalités initiales I0, I1,
I26 1/5, l’algorithme 5.30 détermine que l’on a

In6n!1/2 2−n/2 (0,26n+0,76)
(

n+ 19
19

)

.

On peut montrer qu’en réalité

In∼n!1/2 2−n/2−3/4
(

π

n

)

3/4

lorsque n→ ∞ : les paramètres κ = 1/2 et α = 1/ 2
√

(avec les notations du théo-
rème 5.1) traduisent ce comportement asymptotique. ♦

Exemple 5.3. Supposons que l’on souhaite borner la probabilité qu’une permutation
de J1, nK tirée uniformément soit une involution. Le nombre tn d’involutions (oeis
A000085 [220]) satisfait la récurrence

tn+2=(n+1) tn+ tn+1, t0= t1=1,

et l’on a

tn∼ (8 π)−1/4n!1/2 e n
√ −1/4n−1/4

quand n → ∞ [146, §5.1.4]. Le même algorithme que précédemment conduit à la
majoration

tn
n!

6 (17575 n+ 52725)
1

n!
√

(

n+3
√

n+3
√

− 2
√

)n

e 2
√

n+3
√

=O
(

n1/4n!−1/2 e2 n
√ )

.

Observons que sur cet exemple, outre les grandeurs κ et α du théorème 5.1, la crois-

sance sous-exponentielle en eO( n
√

) de la suite tn/n! est reflétée dans la borne. Cepen-
dant, notre algorithme n’est pas conçu pour préserver la constante sous-entendue
par ce O(·). En appliquant manuellement une méthode analogue, Flajolet et Sed-
gewick [94, Ex. VIII.5] arrivent à la borne

tn6 e−1/4 2π n
√

e−n/2+ n
√

nn/2 (1+ o(1)),

un peu plus fine mais, en l’état, valable seulement asymptotiquement. ♦

2. Avec une notion de finesse des majorants plus contraignante que la nôtre, une borne supérieure
finirait par induire un encadrement suffisant pour prouver, disons, des résultats de positivité, et on
retomberait au final sur les difficultés liées aux inégalités.
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Récurrence
Récurrence
normalisée

Équation
différentielle

Récurrence
yn=

∑n−1
j=0 · · ·

Récurrence
majorante

Équa. diff.
majorante

Borne pour la
suite normalisée

Borne en
forme close

Bornes sur les restes (chap. suivant)

Polygone de Newton,
changement de
variable (§5.2)

Séries
majorantes

(§5.3)
Extraction de coefficients,

méthode du col (§5.4)

“type Poincaré” 0 régulier,
rayon de con-
vergence fini

ordre 1,
solution simple

|ũn| ≤ αnφ(n)|un| ≤ n!p/qαnφ(n)

Figure 5.1. Structure des algorithmes de calcul de bornes. Les flèches en trait plein repré-
sentent des étapes de calcul, celles en pointillés des étapes de preuve sans contrepartie directe
dans l’algorithme.

Exemple 5.4. L’équation différentielle (tirée au hasard)

(

−7 z2

10
− 7 z

10
−2

3

)

y(3)(z)+

(

3 z2

2
− z

6
− 43

60

)

y ′′(z)

+

(

−7 z2

20
+
8 z

15
+

47
60

)

y ′(z) +

(

4 z2

15
−z
3
− 1

60

)

y(z)= 0

admet une base de solutions analytiques sur le disque centré à l’origine de rayon ρ=
2 105
√

/21. À partir de cette équation, l’algorithme 5.26 établit que le développement
en série sur ce disque de la solution correspondant aux conditions initiales

y (0)=− 3

20
, y ′(0)=

4

5
, y ′′(0)=−13

30

est borné coefficient par coefficient par celui de la fraction rationnelle

13250086
(

1− z

ρ

)

2 ,

elle-même analytique sur le disque de rayon ρ. Nous en déduirons au chapitre suivant
des bornes sur les restes yn;(z) du développement en série de y, utilisables entre autres
pour évaluer y à précision garantie. ♦

5.1.3 Esquisse de l’algorithme et plan du chapitre

La figure 5.1 donne les grandes lignes de l’algorithme de calcul de majorants et de
la suite du chapitre. Considérons une solution (un) de la récurrence (5.1).

§5.2. On commence par étudier le polygone de Newton de la récurrence et les
équations caractéristiques associées pour délimiter, à l’aide du théorème de
Perron-Kreuser, les comportements asymptotiques possibles pour un. Par une
transformation simple de l’opérateur, on « met en facteur » la partie dominante
du comportement asymptotique, et l’on est ramené à majorer le facteur res-
tant ũn, solution d’une « récurrence normalisée ». Grâce à la correspondance
entre suites P-récursives et fonctions D-finies, on code ũ par sa série généra-
trice, que l’on sait analytique à l’origine et solution d’une équation différentielle
dont l’origine est un point ordinaire ou singulier régulier. Le comportement
asymptotique obtenu à cette étape est représenté par deux réels notés κ et α.
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§5.3. On adapte ensuite la méthode des séries majorantes pour borner cette série
génératrice à partir de séries majorantes sur les coefficients de l’équation diffé-
rentielle. Le point clé à cette étape est de trouver une série majorante dont le
disque de convergence s’étende jusqu’à la plus proche singularité non nulle de
l’équation différentielle. Côté borne sur les coefficients, on échappe ainsi à la
perte d’un facteur exponentiel habituellement associée à la méthode des séries
majorantes. La série majorante calculée est complètement déterminée par trois
paramètres T , K et A.

§5.4. Enfin, on combine les résultats en un vecteur (κ, α, T , K, A) qui décrit la
borne cherchée. On étudie la classe des séries majorantes possibles pour donner
en fonction des paramètres les formules explicites annoncées dans le théorème,
ce qui en termine la preuve.

La section 5.5 décrit brièvement l’implémentation. La section 5.6 conclut le cha-
pitre avec quelques remarques à propos des variantes possibles et des limitations de
l’algorithme.

Notation 5.5. Dans ce chapitre, la notation yn où y ∈C[[z]] désigne exclusivement
le coefficient de zn dans y. On utilise des exposants entre crochets comme dans p[0]

pour noter les autres indices quand il y a risque d’ambiguïté. ♦

5.2 Paramètres de croissance factorielle et exponentielle

Les parties « factorielle » en n!κ et « exponentielle » en αn du comportement
asymptotique d’une solution sont celles préservées par notre algorithme. La première
étape de l’algorithme consiste à extraire, à ce niveau de précision, le comportement
d’une solution générique.

5.2.1 Singularités dominantes

Définition 5.6. Si P ∈ Q[z] est un polynôme non réduit à un monôme, appelons
provisoirement δ-racines de P celles de multiplicité maximale parmi ses racines non
nulles de module minimal. On note respectivement

δ(P )=min {|ζ |� 0 :P (ζ)= 0} et νδ(P ) =max {ν(ζ , P ) : |ζ |= δ(P )}

le module et la multiplicité des δ-racines de P . On convient en outre qu’un monôme
a une δ-racine infinie (de multiplicité indéfinie). On appelle pôles dominants d’une
fraction rationnelle les δ-racines de son dénominateur, et singularités dominantes d’un
opérateur différentiel à coefficients polynomiaux celles de son coefficient de tête. ♦

Les δ(P ) pour P ∈ Q[z] forment un sous-ensemble stable par multiplication des
nombres algébriques réels strictement positifs. En complément d’outils standard de
manipulation symbolique, nous supposons disposer des primitives suivantes, qui opè-
rent sur cette représentation.

Approximation par défaut. Nous supposons l’existence d’une fonction qui cal-
cule des approximations numériques par défaut à précision arbitraire de δ(P ).
En pratique, les solveurs polynomiaux modernes (par exemple MPSolve [27] ou
ceux intégrés aux systèmes de calcul formel majeurs) fournissent la fonction-
nalité d’évaluation numérique demandée, et bien plus encore. Dans la mesure
où nous ne nous intéressons qu’à δ(P ) et non à l’ensemble des racines de P , il
est aussi possible d’écrire une procédure ad hoc simple fondée sur la méthode
de Gräffe [217, §14].

Comparaison. Il s’agit de décider, étant donnés P et Q, si l’on a δ(P )< δ(Q),
δ(P ) = δ(Q) ou δ(P ) > δ(Q). On peut par exemple recourir à une approche
symbolique-numérique simple dans l’esprit de celle de Gourdon et Salvy [114].
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De façon plus générale, les étapes des algorithmes 5.22 et 5.26 qui ne mentionnent
aucune précision cible peuvent être exécutées en arithmétique d’intervalles, voire sim-
plement en arithmétique flottante (avec un peu de soin sur les modes d’arrondi) plutôt
que symboliquement. Nous reviendrons sur ce point au chapitre suivant, en §6.3.2.

Remarque 5.7. Les résultats de ce chapitre sont énoncés pour des équations à
coefficients rationnels, mais s’adaptent sans difficulté à n’importe quel sous-corps K
« suffisamment effectif » de C. En particulier, nous utiliserons la variante K=Q[i]
dans le contexte du prolongement analytique numérique. La façon de réaliser les
opérations sur δ(P ) ainsi que quelques détails des algorithmes (essentiellement de
l’algorithme 5.22) dépendent de K. ♦

5.2.2 Croissance générique des solutions

Algorithme 5.8. Asympt(R)

Entrée. R=
∑

k=0
s

b[k](n)Sk∈Q[n]〈S 〉.
Sortie. κ∈Q, Pα∈Q[z].

1 κ6 max
k=0

s−1 deg b[k]− deg b[s]

s− k

2 Pα6∑

ℓ=0

s

bd+ℓκ
[s−ℓ]

zℓ où d=deg b[s]

3 renvoyer (κ, Pα) ♦

Soit R ∈Q[n]〈S 〉 un opérateur réversible, non singulier, d’ordre s. Une solution
u = (un)n∈N de la récurrence R · u = 0 est alors déterminée de façon unique par ses
premières valeurs u0, 	 , us−1 ∈ C. Nous dirons qu’une assertion est vraie pour une
solution générique, ou pour des conditions initiales génériques, si elle est satisfaite
pour (u0,	 , us−1)∈Cs \V où V est un sous-espace vectoriel strict de Cs.

D’après le théorème de Perron-Kreuser (théorème 3.25), les comportements « fac-
toriel » et « exponentiel » des solutions « dont la croissance est la plus rapide »
sont déterminés respectivement par la pente de l’arête la plus à droite du polygone
de Newton de R et les racines de module maximal de son équation caractéristique
(elles-mêmes liées aux singularités dominantes de l’équation différentielle associée).
L’algorithme 5.8 extrait cette information, qui correspond en fait au comportement
asymptotique d’une solution générique de R ·u=0, d’après la proposition 5.9.

Proposition 5.9. Posons R=
∑

k=0
s

b[k](n) Sk ∈Q[n]〈S 〉 et supposons que R n’est
pas réduit à un terme b[s] Ss. L’algorithme 5.8 calcule un couple (κ,Pα)=Asympt(R)
tel que

limsup
n→∞

∣

∣

∣

un
n!κ

∣

∣

∣

1/n
6α où α=

1

δ(Pα)

pour toute solution (un) de R ·u=0, avec égalité pour une solution générique. ♦

Démonstration. L’arête la plus à droite du polygone de Newton a pour pente −κ
et l’équation caractéristique associée est le polynôme réciproque de Pα, d’où l’inégalité
d’après le théorème 3.25. Il reste à démontrer que l’on a égalité pour des conditions
initiales génériques. Soit V = ker R ⊂ CN. À nouveau d’après le théorème 3.25, il
existe u[1]∈ V telle que

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

un
[1]

n!κ

∣

∣

∣

∣

∣

1/n

=α.

Étendons une telle solution en une base (u[1],	 , u[s]) de V . Soit u=
∑

k
λ[k]u[k]∈V .

Par construction de κ et α, on a limsupn→∞ |un/n!κ|1/n 6 α. Quitte à extraire des
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sous-suites, on peut supposer que un
[1] n’est jamais nul, que un

[1]/n!κ→α quand n→∞,
et qu’il existe β6α (éventuellement nul) tel que un/n!κ→ β quand n→∞. On a alors

∣

∣

∣

∣

∣

λ[1]+λ[2]
un
[2]

un
[1]

+
 +λ[s]
un
[s]

un
[1]

∣

∣

∣

∣

∣

1/n�
n→∞

β

α
,

et β=α à moins que

λ[2]un
[2]

+
 +λ[s]un
[s]

un
[1]

�
n→∞

−λ[1],

condition fausse pour des λ[k] génériques. �

Définition 5.10. Nous appelons arête dominante l’arête la plus à droite du poly-
gone de Newton (au sens de la définition 3.24), équation caractéristique dominante
l’équation caractéristique associée à l’arête dominante, et récurrence normalisée une
relation (ou un opérateur) de récurrence pour lequel cette arête est horizontale. ♦

Une récurrence est donc normalisée lorsque ses solutions « de croissance la plus
rapide » ont un comportement asymptotique purement exponentiel, par opposition à
factoriel.

5.2.3 Fonction génératrice normalisée

Algorithme 5.11. RecToDiffeq(R)

Entrée. Un opérateur R=
∑

k=0
s

b[k]Sk∈Q[n]〈S 〉.
Sortie. Un opérateur D∈Q[z]〈θ〉 tel que (un)n∈N∈kerR⇒D ·∑

n∈N
un z

n=0.

1 g6 Π/pgcd
(

b[s],Π
)

où Π=
∏

k=1
s (n+ k)

2 calculer les coefficients ck,j de gR=
∑

k=0
s

ck,jn
jSk

[on a ainsi R=
∑

k=0
s

ck,jS
k (n− k)j]

3 développer
∑

k=0
s ∑

j
ck,j z

s−k (θ− k)j sous la forme D=
∑

k=0
r

a[k] θk

4 renvoyer D ♦

Considérons à nouveau un opérateur non singulier R =
∑

k=0
s

b[k] Sk ∈Q[n]〈S 〉,
avec b[0], b[s] � 0. Nous avons vu (§3.3.2) que la série génératrice u(z) d’une suite
u∈kerR est annulée par l’opérateurD=

∑

k=0
r

a[k] θk∈Q[z]〈θ〉 calculé par la fonction
RecToDiffeq de l’algorithme 5.11. La multiplication par g ligne 1 provient de ce
qu’on fait agir l’opérateur R sur des suites indexées par les entiers positifs , alors que
l’opérateur

∑

k
b[k](θ) z−k annule les séries génératrices des suites satisfaisant R ·u=0

indexées par Z (cf. §3.2.1). En divisant par a[r], on obtient encore
(

θr+
a[r−1]

a[r]
θr−1+
 +

a[1]

a[r]
θ+

a[0]

a[r]

)

·u=0. (5.3)

Lemme 5.12. Si l’opérateurR est normalisé au sens de la définition 5.10, alors l’origine
est un point régulier de D=RecToDiffeq(R), et l’équation caractéristique dominante
de R est le polynôme réciproque de a[r]. ♦

Démonstration. On reprend les notations de la fonction RecToDiffeq, et l’on pose
m = deg g et d[k] = deg b[k] pour tout k. On a donc r =m + maxk=0

s d[k]. Le terme
dominant de θj z−k vu comme un opérateur en θ à coefficients polynômes de Laurent
en z est z−k θj, d’où a[r](z) =

∑

k=0
s

ck,r z
s−k. La condition de normalisation de R

se traduit par d[s]=maxk=0
s−1 d[k], c’est-à-dire d[k]= d[s]= r−m pour un certain k < s.

Ainsi, on a a[r](0) = cs,r � 0, et d’après le critère de Fuchs (théorème 4.8), l’origine
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S

n

pente −κ = −1/2

S

n

ũn = ψnun

(n+ q)pψn+q = ψn

un+3+un+2+nun+1

+(n+1)un=0

(n+6)(n+4)ũn+6+2(n+4)(n+1)ũn+4

+(n
2−n−5)ũn+2−(n+1)ũn=0

Figure 5.2. Polygone de Newton d’un opérateur de récurrence, avant et après normalisation.

est un point régulier de D. Enfin, l’expression générale de l’équation caractéristique
dominante,

χE(λ)=λ−t
∑

d[k]+kκ(E)

=d[s]+sκ(E)

ak,d[k]λk

où t est choisi de sorte que χE(0)� 0, se simplifie ici en

χE(λ)=λ−t
∑

d[k]=r

ak,rλ
k. �

Nous verrons dans la section suivante comment borner finement les solutions
d’une récurrence normalisée via celles de l’équation différentielle associée. Dans le
cas général, on commence par normaliser R par un changement de variable qui pré-
serve la nature polynomiale des coefficients. La figure 5.2 en donne un exemple et
illustre l’action de la normalisation sur les polygones de Newton.

L’algorithme 5.13 réalise la normalisation. Le produit symétrique à l’étape 2 n’est
pas quelconque. Je renvoie à Barkatou et al. [12] pour différentes façons de le calculer.

Algorithme 5.13. Normalize(R, κ)
Entrée. Un opérateur de récurrence R∈Q[n]〈S 〉. Un rationnel κ.
Sortie. Un opérateur différentiel D ∈Q[z]〈θ〉.
1 p/q6 κ, avec p∈Z, q ∈N∗ et pgcd(p, q)= 1

2 calculer les coefficients b̂ [k](n) du produit symétrique R̂=
∑

k=0
qs

b̂ [k](n) Sk de R
par (n+ q)pSq− 1

3 renvoyer RecToDiffeq
(

R̂
)

(algorithme 5.11) ♦

Proposition 5.14. Soit R ∈ Q[n]〈S 〉 un opérateur non singulier, réversible, de
coefficient constant par rapport à S non nul. Soit (p/q, Pα) le comportement asymp-
totique générique des éléments de ker R tel que renvoyé par l’algorithme 5.8 ; on
suppose que δ(Pα)<∞. Alors l’algorithme 5.13 calcule un opérateur différentiel D=
Normalize(R, p/q) qui annule la série

ũ(z)=
∑

n=0

∞
ψnun z

n

pour toutes suites ψ et u solutions respectivement de

(n+ q)pψn+q= ψn (5.4)

et R · u = 0. L’opérateur D est régulier à l’origine et le module de sa singularité
dominante est égal δ(Pα). ♦

Démonstration. Soit (u[1],	 , u[s]) une base du noyau de R avec les comportements
asymptotiques donnés par le théorème de Perron-Kreuser, c’est-à-dire

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

un
[k]

nκk

∣

∣

∣

∣

∣

1/n

=αk
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où les (κk, αk) se lisent sur le polygone de Newton. En particulier, on a

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

un
[k]

np/q

∣

∣

∣

∣

∣

1/n

6α

pour tout k. Notons (ψ[0], 	 , ψ[q−1]) la base de solutions de la récurrence (5.4)

déterminée par les conditions initiales ψj
[i]=1[i= j] pour 06 i, j < q. L’algorithme 5.13

construit un opérateur R̂ tel que, pour N grand, les s q suites (ψn
[j]
un
[k])n>N engen-

drent {û O ∀n>N, (R̂ · û)n=0}. On a

∀j , ∀k, limsup
n→∞

∣

∣

∣ψn
[j]
un
[k]
∣

∣

∣

1/n
6α.

Supposons que

û =
∑

j,k

λ[j,k] ψ[j]u[k]

satisfait (R̂ · û)n=0 au voisinage de l’infini. Il s’ensuit que limsup |un|1/n6α (en effet,
pour tout ε>0, on a |un|6 (α+ε)n pour n grand). Par ailleurs, il existe (j , k) tel que

limsup
n→∞

|ψn
[j]
un
[k]|1/n=α.

D’après le théorème de Perron-Kreuser, l’opérateur R̂ est normalisé et le module
maximal d’une racine de son équation caractéristique dominante est égal à α. Le
lemme 5.12 traduit cette propriété sur l’opérateur D, ce qui conclut la preuve. �

Il sera commode pour la suite de choisir une solution explicite de (5.4) à utiliser
dans les normalisations. Nous adoptons

ψn= q
−p

q
n
Γ

(

n

q
+1

)−p

. (5.5)

Lemme 5.15. La suite (ψn)n∈N est monotone pour tout p/q ∈Q. ♦

Démonstration. Pour q=1, la définition (5.5) se simplifie en ψn=n!−p. Supposons
q> 2, et posons f(x) = qxΓ(x+1). On a

f ′(x)
f(x)

= ln q+̥(x+1)> 0, x> 0,

puisque la fonction digamma ̥=Γ′/Γ est croissante sur ]0,+∞[ et satisfait ̥(1) =
−γ > −ln 2, où γ désigne la constante d’Euler-Mascheroni. La suite (ψn) est donc
croissante si p< 0 et décroissante si p> 0. �

Remarque 5.16. La transformation u� ũ peut être vue comme une transformée de
Borel généralisée [255]. Pour p=−1, on a

q
n

q Γ

(

n

q
+1

)

=

∫

0

∞
exp

(

−t
q

q

)

tn+q−1 dt,

d’où, si u est une fonction dont la croissance des coefficients est caractérisée par les
paramètres κ=−1/q et α,

ũ(z)=
∑

n=0

∞
ψnun z

n

=
∑

n=0

∞ (
∫

0

∞
exp

(

−t
q

q

)

tn+q−1 dt

)

un z
n

=

∫

0

∞
tq−1 exp

(

−t
q

q

)

u(t z) dt.
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(La dernière intégrale converge pour |z |<α−1 car |f(z)|6 exp ((q−1 α+ o(1)) |z |q),
voir §6.2.2.) La transformée inverse est donnée par

u(z)=

∮

γ

ψ̄
(

z

w

)

ũ(w)

w
dw, ψ̄ (z) =

∑

n=0

∞
ψn

−1 zn,

où γ est un contour entourant l’origine et situé dans le disque de convergence de ũ.
La fonction ψ̄ s’écrit explicitement en termes de fonctions hypergéométriques généra-
lisées ; hélas, cela ne suffit pas à exprimer simplement u(z) dans les cas intéressants. ♦

5.3 Contrôle du comportement sous-exponentiel

Les résultats de la section précédente fournissent une manière de calculer les com-
portements factoriel et exponentiel génériques des solutions d’une récurrence linéaire
à coefficients polynomiaux, et d’extraire les facteurs correspondants d’une description
de ces solutions. L’étape suivante consiste à borner le facteur sous-exponentiel restant,
cette fois en tenant compte des conditions initiales.

5.3.1 La méthode des séries majorantes

Notre outil principal pour ce faire est une variante de la méthode des séries
majorantes , ou méthode de Cauchy-Kovalevskaya. Technique classique pour établir
la convergence de solutions d’équations différentielles obtenues comme séries for-
melles [128, Chap. 2], elle a aussi occasionnellement été utilisée pour obtenir des
bornes explicites sur les restes de ces séries ou d’autres quantités liées (voir §6.1.2).
L’originalité de notre approche réside dans l’objectif de finesse des bornes.

Définition 5.17. Une série formelle v ∈ R+[[z]] est appelée série majorante de
u∈C[[z]] si v domine u coefficient par coefficient, c’est-à-dire si ∀n, |un|6vn. On note
alors uP v. On étend la définition aux matrices, coefficient par coefficient. ♦

Le lemme suivant collecte quelques propriétés immédiates de compatibilité entre
la relation de majoration et les opérations usuelles sur les séries.

Lemme 5.18. Soient u, u[1], u[2] ∈ C[[z]] et v, v[1], v[2] ∈ R+[[z]] des séries telles que
uP v, u[1] P v[1], u[2] P v[2]. Alors

(a) le disque de convergence de v est inclus dans celui de u ;

(b) si ζ appartient au disque de convergence de v, alors |u(ζ)|6 v(|ζ |) ;
(c) pour tous m, n∈ J0,∞K, on a um;nP vm;n ;

(d) on a les majorations

u′P v ′ ; u[1]+ u[2]P v[1]+ v[2] ; u[1]u[2] P v[1] v[2] ;

(e) si en outre v[1](0)=0, on a u[2] ◦u[1] P v[2] ◦ v[1]. ♦

L’idée est de contrôler l’équation étudiée donnée par une équation majorante
dont les solutions sont automatiquement des séries majorantes de celles de l’équation
majorée, dès lors que certaines inégalités sur les conditions initiales sont satisfaites.
Il s’agit en quelque sorte d’une version rigoureuse de la règle heuristique des « fon-
ctions modèles » [36, Chap. 2], qui préconise, pour le calcul d’une fonction inconnue,
de régler les paramètres de précision d’une façon qui conviendrait dans le cas d’une
fonction connue dont on s’attend à ce qu’elle présente un comportement analytique
comparable.

Commençons par illustrer le fonctionnement de la méthode des séries majorantes
sur un exemple simple.
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Exemple 5.19. Soit a une fonction analytique sur D= {z, |z |< ρ}. Alors toute série
formelle u solution de u′(z) = a(z)u(z) converge sur D. ♦

Démonstration. Posons a(z) =
∑

n=0
∞

an z
n et cherchons u sous la forme u(z) =

∑

n=0
∞

un z
n. En injectant ces formes à coefficients indéterminées dans l’équation et en

extrayant le coefficient de zn, on a (n+ 1) un+1=
∑

j=0
n

aj un−j. Soient γ < ρ et M

tel que ∀j , |aj |6Mγ−j. Considérons la récurrence (n+1) vn=
∑

j=0
n

Mγ−j vn−j. La
série génératrice v(z) =

∑

n=0
∞

vn z
n d’une solution satisfait

v ′(z)=
M

1− γ−1 z
v(z)

d’où v(z) ∝ (1 − γ−1 z)−Mγ. Clairement, |u0| 6 v0 implique u(z) P v(z), or v est
analytique sur le disque |z |<γ, donc u aussi. On obtient le résultat en faisant tendre γ
vers ρ. �

L’équation majorante est souvent, mais pas nécessairement, de même « forme »
que celle de départ. Notamment, si l’on a
{

u(r)= a[r−1]u(r−1)+
 + a[0]u

v(r)= b[r−1] v(r−1)+
 + b[0] v
|u(0)|6 v(0),	 , |u(r−1)(0)|6 v(r−1)(0) (5.6)

où les a[k], b[k] sont analytiques en zéro et a[k] P b[k] pour tout k, alors u P v par le
même raisonnement que dans l’exemple 5.19. L’argument ne tient plus si l’une des
fonctions a[k] présente un pôle en zéro ; cependant la méthode des majorants se
généralise assez directement au cas d’un point singulier régulier (voir Mezzino et
Pinsky [176] pour un exemple détaillé, et van der Hoeven [237, Prop. 3.7] pour un
énoncé général).

Nous étudions maintenant une généralisation de ce type, conçue pour satisfaire
les contraintes suivantes. Premièrement, la méthode doit être complètement algo-
rithmique. Deuxièmement, elle doit s’appliquer au cas d’un point singulier régulier
quelconque3. Troisièmement, et surtout, elle doit produire des bornes fines . Le critère
de finesse du théorème 5.1 se traduit comme suit.

Définition 5.20. Soit u une série entière de rayon de convergence fini non nul. Nous
dirons que v est une série majorante fine de u, ou majore finement u, lorsque uP v

et v a le même rayon de convergence que u. ♦

Comme dans l’exemple 5.19 ou l’équation (5), la première étape consiste à calculer
des séries majorantes des coefficients de l’équation, qui dans le cas qui nous intéresse
sont des fractions rationnelles.

5.3.2 Séries majorantes pour les fractions rationnelles

Soit r(z)=N(z)/D(z)=
∑

n=0
∞

rn z
n une fraction rationnelle sans pôle en zéro. En

décomposant r en éléments simples sur les complexes, on écrit le coefficient général
du développement en série de r sous la forme

rn=
∑

D(ζ)=0

∑

d=1

ν(ζ,D)

h[ζ,d] (n+1)↑(d−1) ζ−n, n>max (0, degN − degD+1) (5.7)

où les h[ζ,d]∈Q(ζ).
Notre but est de calculer une série majorante de r dont le pôle dominant ait

même module et même ordre que celui de r. En termes de coefficients, il s’agit donc
d’obtenir une borne de la forme |rn|6M δ(D)−n nνδ(D). Dans l’optique de la suite,

3. Pour l’application aux suites P-récursives, seules les solutions séries nous intéressent. Plus
loin (§6.4), nous généraliserons cette méthode pour borner les solutions séries généralisées en un point
singulier régulier présentées en §3.3.1.
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l’algorithme prend en entrée un polynôme Pα et un entier m> 1 tels que δ(Pα)> δ(D)
et δ(Pα)= δ(D)⇒m> νδ(D). Il renvoie une constante M telle que

r(z)P
M

(1−α z)m , α=
1

δ(Pα)
. (5.8)

Pour calculer un M convenable, on part du membre droit de (5.7) divisé par

bn= [zn]
1

(1−αz)m =(n+1)↑(m−1)αn.

Par inégalité triangulaire, le quotient rn/bn est borné par une somme t(n) de termes
de la forme

c
(n+1)↑(d−1)

(n+1)↑(m−1)
λn, c> 0, 0<λ6 1,

avec en outre d6m lorsque λ= 1. Chacun de ces termes est décroissant pour n> 1
si d6m, et pour n> (d−m)/log (1/λ) sinon. On calcule un indice N0 à partir duquel
la suite t(n) décroît et satisfait l’inégalité |rn/bn| 6 t(n), puis on ajuste M à partir
de t(N0) et des valeurs explicites des premiers coefficients de r.

Détaillons le calcul de t(n). On considère la décomposition sans carré

D=D1D2
2
 Dk

k. (5.9)

Via la décomposition en éléments simples de r relative à la factorisation partielle (5.9),
on observe que le coefficient h[ζ,d] apparaissant dans (5.7) s’écrit h[ζ,d]= ζ−d hi,d(ζ),
où hi,d∈Q[X ] dépend de d et du polynôme Di tel que Di(ζ) = 0, mais pas du choix
de ζ parmi les racines de Di. Cette écriture est à la base de l’algorithme de Bronstein-
Salvy pour le calcul de la décomposition en éléments simples sur C sans factorisation
de polynômes [43] (voir aussi Bronstein [42, §2.7]). En majorant |ζ |−1 par δ(Di)

−1,
il vient

∣

∣

∣

∣

rn
bn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α−n
∑

i=1

k
∑

Di(ζ)=0

∑

d=0

i−1

ζ−d hi,d(ζ)
(n+1)↑(d−1)

(n+1)↑(m−1)
ζ−n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
∑

i=1

k
∑

d=0

i−1 (
∑

Di(ζ)=0

|ζ−dhi,d(ζ)|
)

(n+1)↑(d−1)

(n+1)↑(m−1)
(α δ(Di))

−n. (5.10)

On adopte comme borne t(n) le membre droit de (5.10) ou une approximation numé-
rique par excès de celui-ci. Pour traiter la somme entre parenthèses, on peut borner
les ζ−d hi,d(ζ) en remplaçant à nouveau chaque ζℓ par δ(Di)ℓ ou δ(RcpqDi)ℓ suivant
le signe de ℓ. Bien souvent cependant, il est plus simple d’encadrer toutes les racines
deDi à l’aide d’un solveur polynomial garanti et de calculer la somme en arithmétique
d’intervalles.

Remarque 5.21. Cette façon de procéder n’est pas optimale. Déjà en adoptant
des majorants de la forme (5.8), on perd une partie de l’information nécessaire pour
rendre l’erreur de la borne finale polynomiale en n. Une approche plus fine prendrait
soin de préserver les coefficients de tous les éléments simples de r correspondant aux
pôles dominants. Il y a cependant un compromis à faire entre finesse et simplicité
des majorants. Ceux-ci suffisent pour nos besoins, et dans l’application à venir aux
fonctions D-finies, le fait de chercher exclusivement des majorants hyperexponentiels
(solutions d’équations différentielles du premier ordre à coefficients polynomiaux)
représente une limitation plus importante. ♦

L’algorithme 5.22 récapitule la procédure complète. Des variantes sont possibles
suivant les possibilités du langage d’implémentation ou pour s’accommoder d’un corps
de coefficients autre que les rationnels.
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Algorithme 5.22. BoundRatpoly(r, Pα,m)

Entrée. Une fraction rationnelle irréductible r=N/D∈Q[z]. Un polynôme Pα∈
Q[z] et un entier m> 1 tels que

(

0<δ(Pα)<δ(D)
)

∨
(

δ(Pα)= δ(D)
)

∧
(

m> νδ (D)
)

.

Sortie. Un rationnel M > 0 tel que r(z)PM (1− z/δ(Pα))
−m.

1 calculer le quotient A∈Q[z] et le reste B∈Q[z] de la division euclidienne de N
par D [on a r=A+B/D]

2 calculer la décomposition sans carré D=D1D2
2
 Dk

k

3 calculer les coefficients hi,d ∈ Q[ζ] de la décomposition en éléments simples

de B/D écrite sous la forme
B(z)

D(z)
=
∑

i=1

k
∑

Di(ζ)=0

∑

d=1

i
hi,d(ζ)

(ζ − z)d (voir [42, §2.7])

4 pour i de 1 à k
5 pour d de 1 à i

6 calculer une borne ci,d>
∑

Di(ζ)=0

|hi,d(ζ) ζ−d|.

7 choisir N0>max

(

1, 1+ degA, max
i=m+1

k i−m
log (δ(Di)/δ(Pα))

)

8 [borne sur le reste] poser

t(n)=
∑

i=1

k
∑

d=0

i−1

ci,d
(n+1)↑(d−1)

(n+1)↑(m−1)

(

δ(Pα)

δ(Di)

)n

9 [borne sur la tête du développement] calculer par récurrence les coefficients de

la série tronquée r;N0
(z)=

∑

n=0
N0−1

rn z
n, et choisir

h(N0)> max
n=0

N0−1

(

|rn|
(

n+m− 1
m− 1

)

δ(Pα)n

)

10 renvoyer une approximation par excès de max (h(N0), t(N0)) ♦

En pratique, il est souhaitable que non seulement α et m mais aussi M soient
aussi fins que possible. Pour améliorer la borne calculée, on peut répéter l’étape 9 de
l’algorithme en augmentant N0 jusqu’à ce que celui-ci ou la différence t(N0)− h(N0)
atteigne une limite fixée à l’avance. Une seconde possibilité est de renvoyer une borne
avec partie polynomiale, de la forme

b(z)=
M

(1−α z)m +P (z), P (z)∈Q[z],

ce qui autorise à choisir M plus petit. Dans l’algorithme 5.22, on prend par exemple

M = t(N0), P (z) =
∑

n=0

N0

max
(

0, |rn| −M (n+1)↑(m−1)αn
)

et l’on omet la ligne 9.

5.3.3 Séries majorantes pour les fonctions D-finies normalisées

Une fois calculées des bornes sur ses coefficients, nous en venons à l’application de
la méthode de Cauchy-Kovalevskaya proprement dite pour majorer les solutions de
l’équation différentielle (5.3) obtenue à l’issue de la normalisation de la section 5.2.
Cette normalisation nous a ramenés au cas d’une équation différentielle avec un point
régulier à l’origine.

La série majorante que nous obtenons est plus simple que u(z) dans la mesure où
elle est solution d’une équation différentielle du premier ordre.
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Remarque 5.23. Les séries dont les coefficients satisfont des récurrences d’ordre 1,
autrement dit, les séries hypergéométriques généralisées Fp q, ne constituent pas une
classe de majorants fins acceptable. En effet, la partie sous-exponentielle du compor-
tement asymptotique de leurs coefficients est toujours polynomiale, interdisant par
exemple les situations du type un∼ e n

√
. ♦

Le procédé est le suivant. En isolant le coefficient constant du développement de
Taylor en zéro de chaque coefficient, l’équation (5.3) se réécrit

Q(θ) ·u= z
(

ã[r−1] θr−1+
 + ã[1] θ+ ã[0]
)

·u, (5.11)

où Q ∈ Q[X] est un polynôme unitaire de degré r (le polynôme indiciel) et les ã[k]

sont des fractions rationnelles en z. On note mk la multiplicité maximale d’un point
du cercle |z |= δ(Pα) comme pôle d’une des fractions ã[k], et l’on pose

T =max
(

0,max
k=0

r−1
(mk− r+ k)

)

.

Soulignons que comme dans le cas des fractions rationnelles, si l’algorithme 5.26
prend Pα en entrée, l’objet essentiel de la méthode est de traiter le cas où δ(Pα) est
égal au module des singularités dominantes de l’équation (5.11). L’entier T est alors
parfois appelé irrégularité (de Malgrange) de ces singularités, et d’après le critère de
Fuchs, on a T =0 si ce sont toutes des points singuliers réguliers.

La réduction de l’ordre de l’équation différentielle de r pour (5.11) à 1 pour ce qui
fait office d’équation majorante repose sur le résultat suivant.

Lemme 5.24. Soit b∈Q[[z]] une série telle que

∀n, ∀j6n− 1,

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k=0

r−1

ãn−1−j
[k]

jk

∣

∣

∣

∣

∣

6nr−1 bn−1−j. (5.12)

Soient λ > 1 et N > 1 tels que n > N ⇒ nr 6 λ Q(n). Si u et v sont des solutions
respectivement de (5.11) et de

v ′(z)=λ b(z) v(z) (5.13)

avec u;N P v;N, alors uP v. ♦

Démonstration. En extrayant le coefficient de zn dans les équations (5.11) et (5.13),
il vient pour tout n∈N

Q(n) un=
∑

j=0

n−1
∑

k=0

r−1

ãn−1−j
[k]

jkuj nvn=λ
∑

j=0

n−1

bn−1−j vj.

Soit n>N (on a alors Q(n)> 0), et supposons |uj |6 vj pour tout j6n− 1. On a

Q(n) |un|6nr−1
∑

j=0

n−1

bn−1−j |uj |6λ
Q(n)

n

∑

j=0

n−1

bn−1−j vj=Q(n) vn

d’où uP v par récurrence sur n. �

Le lemme 5.25 constitue l’étape essentielle de la majoration. L’énoncé est un peu
plus général que nécessaire, en vue d’une application future.

Lemme 5.25. Supposons que les coefficients de (5.11) vérifient

∀k, ã[k] P
(

r− 1
k

)

M

(1−α z)r−k+T
,

et posons

b(z) =
M

(1−α z)T+1
.
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On a alors

∀γ ∈C, ∀n∈N, ∀j6n− 1,
∑

k=0

r−1

|ãn−1−j
[k] | |γ+ j |k6 (|γ |+n)r−1 bn−1−j.

En particulier, ce choix de b satisfait l’inégalité (5.12). ♦

Démonstration. Pour tout k ∈ J0, r− 1K, on a

(

n− 1− j+T

T

)−1
(

n− 1− j + r− k+T − 1
r− k+T − 1

)

=
(n− j+T )↑(r−1−k)

(T +1)↑(r−1−k)

6 (n− j)r−1−k,

et par conséquent

1

bn−1−j

∑

k=0

r−1

|ãn−1−j
[k] | |γ+ j |k

6

(

n− 1− j+T

T

)−1∑

k=0

r−1
(

r− 1
k

)(

n− 1− j+r− k+T − 1
r− k+T − 1

)

|γ+ j |k

6
∑

k=0

r−1
(

r− 1
k

)

|γ+ j |k (n− j)r−1−k

= (|γ+ j |+n− j)r−16 (|γ |+n)r−1,

d’où le résultat. �

On utilise l’algorithme de la section précédente pour calculer des bornes de la
forme

ã[k] P
M [k]

(1−α z)r−k+T
(5.14)

où comme d’habitude α= δ(Pα)−1. On pose

M =max
k=0

r M [k]

(

r − 1
k

) ;

et l’on choisit K>M/α puis N ∈N tel que Mnr6αKQ(n) pour n>N . D’après les
lemmes 5.25 et 5.24 (appliqués avec b(z) = αK (1− α z)−T−1 et λ= αK/M), toute
solution u de (5.11) est majorée par une solution v de

v ′(z)=
αK

(1−α z)T+1
v(z), (5.15)

soit

u(z)P v(z) =



















A

(1−α z)K si T =0

A exp
K/T

(1−α z)T sinon.
(5.16)

On ajuste enfin la constante d’intégration A pour satisfaire les inégalités initiales
vn> |un| pour n6N . La proposition ci-dessous résume les conclusions de cette section.

Proposition 5.27. Soit D∈Q[z]〈θ〉 un opérateur différentiel, dont on suppose qu’il
admet un point régulier (éventuellement singulier) à l’origine, et que ses singularités
dominantes sont finies et de module supérieur ou égal à ρ. Soit u une solution de
l’équation D · u=0 analytique à l’origine. Étant donnés D, un polynôme Pα tel que
ρ=α−1= δ(Pα) et une procédure calculant le développement en série de u à l’origine
tronqué à un ordre quelconque, la fonction BoundNormalDiffeq (algorithme 5.26)
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Algorithme 5.26. BoundNormalDiffeq(D,Pα, u)

Entrée. Un opérateur différentiel D=
∑

k=0
r

a[k] θk ∈Q[z]〈θ〉. Un polynôme
Pα∈Q[z] avec α−1= δ(Pα). Une série u∈Q[[z]] calculable à un ordre arbi-
traire.

Sortie. Des paramètres de borne T ∈N, K ∈N∗ et A> 0.
1 pour k de 0 à r− 1

2 c[k]6 a[k]

a[r]

∣

∣

∣

z=0
(ou échouer avec l’erreur « l’origine doit être un point

régulier » en cas de division par zéro)

3 ã[k]6 1

z

(

a[k]

a[r]
− c[k]

)

4 T 6 max
(

{0}∪
{

νδ
(

den ã[k]
)

− r+ k : 06 k <r et δ
(

den ã[k]
)

= δ(Pα)
})

5 pour k de 0 à r− 1

6 M [k]6 BoundRatpoly
(

ã[k], Pα, T + r− k
)

(algorithme 5.22)

[ainsi ã[k] PM [k] (1−α z)−T−r+k]

7 M 6 max
k=0

r−1 M [k]

(

r− 1
k

)

8 choisir K ∈N∗ tel que K > 2Mδ(Pα)

9 N← 1

10 tant que
∑

k=0
r−1 ∣

∣c[k]
∣

∣Nk>

(

1− M

K
δ(Pα)

)

N r

11 N← 2N

12 calculer les coefficients u0, u1,	 , uN+1 et v0, v1,	 , vN+1 de u et v, où v est
définie par (5.16) avec A=1

13 A6 max
n=0

N |un|
vn

14 renvoyer (T ,K,A) ♦

calcule des paramètres T ∈ N, K ∈ N∗ et A ∈ Q+ tels que l’inégalité (5.16) soit
vérifiée. ♦

En plus de son module ρ, la majoration préserve l’irrégularité T de la singularité
dominante de l’équation différentielle donnée en entrée. L’irrégularité est liée à la
croissance sous-exponentielle de la suite des coefficients.

Naturellement, l’algorithme s’applique non seulement aux fonctions D-finies mais
aussi aux solutions d’équations différentielles dont les coefficients sont majorés par
des séries rationnelles. On pourrait imaginer d’itérer le processus de majoration pour
borner des fonctions plus compliquées que les fonctions D-finies.

5.3.4 Variante : majorants avec partie polynomiale

Nous avons noté que l’on pouvait améliorer les numérateursM [k] des bornes sur les
fractions rationnelles — et donc le paramètre K des majorants (5.16) — en ajoutant
à celles-ci une partie polynomiale. Afin d’exploiter ces majorants, on remplace dans
le raisonnement de la section précédente le lemme 5.25 par le suivant.

Lemme 5.28. Si les coefficients de (5.11) vérifient

∀k, ã[k] P
(

r− 1
k

)

(

M

(1−α z)r−k+T
+
∑

n=0

d

(n+1)r−kPn z
n

)

,

alors le choix de

b(z)=
M

(1−α z)T+1
+P (z), P (z)=

∑

n=0

d

Pn z
n

satisfait l’inégalité (5.12). ♦
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Démonstration. La preuve est pratiquement la même que celle du lemme 5.25 : en
notant fn

[k]= [zn] (1−α z)−r+k−T , on a pour 06 j6n− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k=0

r−1

ãn−1−j
[k]

jk

∣

∣

∣

∣

∣

6M
∑

k=0

r−1
(

r− 1
k

)

fn−1−j
[k]

jk+Pn−1−j

∑

k=0

r−1
(

r− 1
k

)

(n− j)r−k jk

6Mfn−1−j
[r−1]

nr−1+Pn−1−jn
r−1.

Le premier terme est exactement celui du lemme 5.25 avec γ=0 ; le second provient
de la définition de P . �

Les majorants v(z) de l’équation (5.16) se trouvent donc multipliés par exp (
∫

P ).
Cela les fait malheureusement sortir de la classe que nous considérerons par la suite.
Les estimations asymptotiques et les techniques pour en extraire les différentes bornes
s’appliquent tout de même, mais les formes closes deviennent franchement peu lisi-
bles, voire pour certaines ne sont plus disponibles. L’observation qui suit permet de
remplacer le facteur exponentiel par une constante.

Proposition 5.29. Soit v(z) défini par l’équation (5.16). Si f est une fonction entière
à coefficients positifs, on a f(z) v(z)P f(α−1) v(z). ♦

Démonstration. Supposons α=1. La suite (vn) est alors croissante. (Pour T > 0,
on peut le vérifier en écrivant

vn=
∑

k=0

∞
1

k!

(

n+ k T − 1
n

)

(

K

T

)n

et en formant la différence vn+1− vn.) On a donc

f(z) v(z) =
∑

n=0

∞
∑

i+j=n

fi vj z
nP

∑

n=0

∞
∑

i=0

∞
fi vn z

n= f(1) v(z).

Il s’ensuit pour α quelconque que f(α−1 z) v(α −1 z) P f(α−1) v(α−1 z), d’où le
résultat en composant à droite avec z� α z. �

5.3.5 Variante : points ordinaires

En un point ordinaire, la méthode de majoration directe exposée en §5.3.1 permet
déjà d’obtenir des séries majorantes fines de la forme (5.16). Considérons une équation
de la forme

y(r)(z)+ a[r−1](z) y(r−1)+
 + a0(z)= 0, a[k]∈Q(z), (5.17)

où les a[k] n’ont pas de pôle en zéro. À l’aide de l’algorithme 5.22, on peut calculerM
et N tels que

v(r)=
M

(1−αz)N
∑

k=0

r−1
(

r− 1
k

)

N ↑r−k
(

α

1−αz
)

r−k
v(k)

soit une équation majorante de (5.17), ce qui donne une série majorante de la forme
v(z) = exp (M (1 − α z)−N). Lorsqu’en outre la singularité dominante de (5.17) est
régulière, on peut prendre comme majorant l’équation d’Euler

v(r)=
∑

k=0

r−1
M [k]

(1−αz)r−k
v(k),

et alors v(z) = A (1 − α z)−λ convient, où λ est l’unique solution réelle strictement
positive de

αrλ↑r−M [r−1]αr−1λ↑(r−1)−
 −M [0]=0.
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À nouveau, des M [k] convenables sont déterminés par l’algorithme 5.22. Les détails
se trouvent dans mon rapport de stage de M2 [173, chap. 5].

5.4 Bornes sur les suites P-récursives générales

5.4.1 Algorithme

À ce stade, nous sommes en mesure de borner (un) par une suite (vn) donnée par
sa série génératrice v(z)=Lp,q ṽ(z), où ṽ est une série explicite solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre, et

Lp,q f =
∑

n=0

∞
fn
ψn

zn.

Lorsque p< 0, on dispose aussi d’une expression intégrale de Lp,q f en fonction de f .

Algorithme 5.30. BoundRec(R, [u0,	 , us−1])

Entrée. Un opérateur de récurrence R=
∑

k=0
s

b[k]Sk∈Q[n]〈S 〉. Des conditions
initiales u0,	 , us−1∈Q.

Sortie. Des paramètres de borne κ∈Q, T ∈N, Pα∈Q[z], K ∈R+,A∈R+.

1 se ramener si nécessaire au cas b[0] � 0 en remplaçant R par R S−m où m =
min

{

k |b[k]� 0
}

2 (κ, Pα)6 Asympt(R) (algorithme 5.8)
• [normaliser la récurrence et encoder la partie sous-exponentielle des solutions
par une équation différentielle]

3 D6 Normalize(R, κ) (algorithme 5.13)
• [borner les solutions de cette équation différentielle]

4 définir une procédure ũ;· qui, étant donné n∈N, calcule

ũ;nQ
∑

k=0

n−1

q−pk/q Γ

(

k

q
+1

)−p

uk z
k

(

où
p

q
= κ

)

en déroulant la récurrence R ·u=0 à partir des conditions initiales u0,	 , us−1

[en pratique, il peut être plus commode de reporter ici le calcul du paramètre A]

5 (T ,K,A)6 BoundNormalDiffeq(D,Pα, ũ;·) (algorithme 5.26)
6 renvoyer (κ, Pα, T ,K,A) ♦

Proposition 5.31. Soit R∈Q[n]〈S 〉 un opérateur réversible non singulier d’ordre s.
Soit u∈QN une solution de la récurrence R ·u=0. Étant donnés R et les conditions
initiales u0, 	 , us−1 ∈Q, l’algorithme 5.30 calcule p/q = κ, α= 1/δ(Pα), T , K et A
tels que

∀n∈N, |un|6 vn= q
p

q
n
Γ

(

n

q
+1

)p

ṽn (5.18)

où ṽ est définie comme dans l’équation (5.16). On a en outre

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

un
vn

∣

∣

∣

∣

1/n

=1

pour un choix générique de (u0,	 , us−1). ♦

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 5.8, 5.14 et 5.27. À l’issue
de la ligne 1 de l’algorithme 5.30, l’opérateur R satisfait les hypothèses de la proposi-
tion 5.14. Par conséquent, l’opérateur D calculé ligne 3 annule ũn=

∑

n=0
∞

ψnun z
n,

et la procédure définie à la ligne suivante calcule des approximations par excès de
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troncatures de ũ. (Rappelons que nous avons adopté ψn = q−pn/q Γ(n/q + 1)−p.) Il
s’ensuit que ũP ṽ par la proposition 5.27, et donc que u=Lp,q ũPLp,q ṽ = v. Enfin,
pour des conditions initiales génériques, on a

limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

un
vn

∣

∣

∣

∣

1/n

= limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

un

n!καn+o(1)nO(1)

∣

∣

∣

∣

1/n

=1

d’après la proposition 5.8. �

5.4.2 Formules explicites

La représentation (5.18) suffit dans certains contextes, mais des expressions plus
explicites pour les coefficients vn n’en sont pas moins désirables. Dans le cas T = 0,
c’est-à-dire quand les singularités dominantes de l’équation différentielle qui annule
la série génératrice obtenue après normalisation de u(z) sont des points singuliers
réguliers, le résultat est immédiat.

Proposition 5.32. Pour T =0, le membre droit de la borne (5.18) est donné par

vn=AΓ

(

n

q
+1

)p(

p
p

q α
)n(n+K − 1

K − 1

)

. ♦

Démonstration. On a ṽ(z)=A (1−α z)−K =A
∑

n=0
∞ (

n+K − 1
K − 1

)

αn zn. �

En présence d’une singularité dominante irrégulière, le coefficient général ṽn admet
à nouveau une expression « en forme close » en termes de fonctions hypergéométriques
généralisées.

Proposition 5.33. Lorsque T > 0, la suite ṽn qui apparaît dans la borne (5.18) est
donnée par

ṽn = Aαn
TFT









n+T

T

n+T +1

T

 n+2T − 1

T
T +1

T

T +2

T

 2T

T

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

K

T









. ♦

Démonstration. On calcule :

exp
K/T

(1−α z)T =
∑

k=0

∞
1

k!

(

K

T

)

k





∑

j=0

∞
(

j+T − 1
T − 1

)

αℓ zℓ





k

=
∑

n=0

∞
∑

k=0

∞
1

k!

(

K

T

)

k ∑

j1+
+jk=n

∏

i=1

k
(

ji+T − 1
T − 1

)

αn zn

=
∑

n=0

∞
∑

k=0

∞
1

k!

(

n+Tk− 1
Tk− 1

)

(

K

T

)

k

αn zn.

La dernière égalité s’obtient par exemple en comptant de deux façons différentes les
compositions de n en Tk sommants. �

Mais on peut aussi majorer ṽn lui-même par une expression plus simple sans
abandonner la finesse asymptotique de la borne à l’aide d’une version simple de la
méthode du col. Puisque ṽ est à coefficients positifs, on a

∀n∈N, ∀t∈ [0; 1/α[, ṽn6
ṽ(t)

tn
(5.19)

(soit, en termes de séries majorantes, ṽ(z)6 ṽ(t)/(1− /z t)).
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La dérivée logarithmique de v est v ′(z)/v(z) = α K/(1 − α z)T+1 d’après (5.15).
À n fixé, le membre droit de (5.19) est donc minimal pour l’unique t= tn ∈ [0; 1[ tel
que Kα tn=n (1−α tn)T+1 ; et celui-ci satisfait

1−α tn∼
(

K

n

)

1

T+1 quand n→∞.

Cette approximation nous convient bien : posons

rn=
1

α

(

1−
(

K

n+K +1

)

1

T+1

)

(5.20)

(le terme K +1 au dénominateur ne change pas le comportement asymptotique mais
assure que 0<rn<α

−1). L’inégalité (5.19) fournit les majorations suivantes.

Proposition 5.34. Pour T > 0, la suite (ṽn) satisfait

ṽn6A
ṽ(rn)

rn
n =αn

exp

(

K

T

(

n+K +1

K

) T

T+1

)

(

1−
(

K

n+K +1

) 1

T +1

)n =O
(

αn+O
(

nT/(T +1)
)
)

(5.21)

où rn est défini par (5.20). De même, on a

ṽn6Aαn

(

n+K +1

K

)

K
(

1− K

n+K +1

)−n

=O
(

αnnO(1)
)

(5.22)

pour T =0. �

Pour en revenir à vn, on peut écrire une majoration de la forme vn6An!κ αn ϕ(n)
où ϕ(n) est complètement explicite, en combinant les bornes sur ṽn découlant des
propositions 5.32 à 5.34 avec la relation entre ψn et n! explicitée dans le lemme suivant.
On a alors

|un|6 vn6An!καnϕ(n)

et log (ϕ(n))= o(n). Ceci conclut la preuve du théorème 5.2.

Lemme 5.35. Pour p∈Z, q ∈N∗ et n> 3 q/2, on a

1

ψn
= q

−p

q
n
Γ(n/q+1)p6

{

(2π)p/q (n/q+1)p n!p/q, p> 0

n−p/qn!p/q, p< 0.
♦

Démonstration. La fonction Γ est croissante sur [3
2
,∞[, donc

∏

k=0

q−1

Γ(n/q+ k/q)6Γ(n/q+1)q6
∏

k=0

q−1

Γ(n/q+ k/q+1).

D’après le théorème de multiplication [7, formule 6.1.20]

Γ(qz)= (2π)(1−q)/2 qqz−1/2
∏

k=0

q−1

Γ

(

z+
k

q

)

(z∈C),

appliqué à z=n/q, on en déduit

(2π)(q−1)/2

n q−1/2
6
qnΓ(n/q+1)q

Γ(n+1)
6

(2 π)(q−1)/2 (n+1)↑(q−1)

qq−1/2

d’où le résultat en élevant à la puissance p/q l’une ou l’autre des inégalités suivant le
signe de p. �
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5.5 Implémentation

Les algorithmes décrits ci-dessus sont implémentés dans NumGfun, parfois à de
petites variations près (voir aussi §1.2.7 et figure 1.1). Le code de calcul de bornes est
relativement indépendant du reste du module.

La fonction bound_rec correspond à la situation du théorème 5.1 : elle prend en
entrée une récurrence linéaire à coefficients polynomiaux et des conditions initiales,
et calcule une borne sur la solution, grâce à l’algorithme présenté en §5.4. De même,
bound_ratpoly et bound_diffeq calculent des séries majorantes fines respectivement
pour les fractions rationnelles (comme décrit en §5.3.2) et pour les fonctions D-finies
(par l’algorithme de la section 5.3.3 dans le cas normalisé, en enrobant formellement le
résultat de bound_rec sinon). Enfin — en anticipant sur le chapitre suivant — deux
fonctions bound_diffeq_tail et bound_rec_tail servent à calculer des bornes sur
les sommes et les restes de séries D-finies convergentes.

Tous les exemples de ce chapitre et du suivant ont été calculés à l’aide de cette
implémentation. Elle est aussi utilisée dans le DDMF pour fournir des séries majo-
rantes des développements de Taylor des fonctions décrites et pour calculer des ordres
de troncature de ces séries assurant une certaine qualité d’approximation sur un
disque, et sert de base au calcul automatique de bornes d’erreur requis par les fonc-
tionnalités d’évaluation numérique de NumGfun.

5.6 Remarques finales

5.6.1 Bornes fines sans formule explicite

Il n’est pas indispensable de passer par des séries majorantes fines pour obtenir
des bornes vn telles que |un|6 vn et limsup |un/vn|1/n6 1 par la méthode de Cauchy-
Kovalevskaya — du moins si l’on renonce à avoir une expression simple de vn en
fonction de n. L’idée est simplement de calculer des séries majorantes de rayon de
convergence plus petit, comme dans l’exemple 5.19, mais choisi en fonction de n, et
approchant celui de u(z) à vitesse convenable quand n tend vers l’infini. L’avantage est
que l’on peut se contenter de séries majorantes très simples, de la forme A/(1− ν z) ;
le prix à payer, que l’on calcule essentiellement une équation majorante par valeur
de vn cherchée.

Considérons ainsi l’équation D · u =
∑

k
a[k](z) u(k)(z) = 0, où l’on suppose que

l’origine est un point ordinaire. Soit comme d’habitude α l’inverse du module de la
singularité dominante de D, et soit ν >α. Van der Hoeven [237, §3.5] montre que l’on
peut calculer un réel C indépendant de ν tel que

a[k] P
M(ν)

1− ν z, k=0,	 , r− 1, (5.23)

entraîne

u(z)P
C

(1− ν z)⌈(M(ν)+1)/ν⌉ .

On suppose de plus que la méthode utilisée pour établir les inégalités (5.23)
garantit que pour un certain d,

M(ν)=O

(

sup
k∈N

(

kd
(

α

ν

)

k
)

)

quand ν→α.

C’est le cas de l’algorithme 5.22, en prenant pour d le maximum des multiplicités mk

définies en début de §5.3.3. Mimant (5.20), on adopte (par exemple)

ν = νn=
(

1+n
− 1

2d

)

α.

Comme

sup
k∈N

(

kd
(

α

ν

)

k
)

=O
((

log
ν

α

)−d
)

quand ν→α,
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il vient M(νn) =O( n
√

), et

|un|6C
(

n+ ⌈(M(νn)+ 1)/νn⌉+1
n

)

νn
n

=O

((

n+O( n
√

)
n

)

(1+n−2d)nαn

)

=O
(

αn expO
(

n1−1/(2d)+ n
√

log n
)

)

Cela suggère de choisir ν =
(

1+1/nΘ(1/d)
)

dans les algorithmes de [236, 237].

5.6.2 Limitations

Compromis finesse-simplicité. Nous avons vu que des séries majorantes ration-
nelles ou hypergéométriques ne suffisent pas à atteindre le niveau de finesse qui nous
intéresse ici. À l’inverse, il faudrait adopter une classe de majorants différente pour
faire mieux. Le comportement en exp ( n3

√
) des coefficients de la série exp (1/ 1− z

√
),

par exemple, n’est pas représentable par nos majorants, qui ont nécessairement une
partie sous-exponentielle de la forme exp

(

O(n1−1/T)
)

.
De même, les majorants hyperexponentiels qui font l’affaire dans le cas d’un rayon

de convergence fini ne recouvrent que des comportements en n!1/k eO(n) dans celui
des séries entières. Conserver des majorants fins qui s’écrivent comme composées de
fonctions usuelles dans le cas le plus général demanderait d’introduire des briques de
base moins communes (fonctions de Mittag-Leffler par exemple), d’où le choix de s’en
tenir à des transformées de fonctions hyperexponentielles.

Singularités apparentes. Une équation différentielle peut avoir des points singu-
liers où aucune de ses solutions n’est singulière. De tels points singuliers sont appelés
singularités apparentes. Par exemple, l’équation

(2 z+1) y ′′′(z) + (4 z2− 3) y ′′(z)+ (−4 z2− 2 z+2) y ′(z)= 0 (5.24)

est singulière pour z =−1

2
alors que toutes ses solutions sont entières — l’espace de

ses solutions est engendré par la fonction d’erreur, l’exponentielle et les fonctions
constantes. La série majorante que calculent les algorithmes de ce chapitre pour les
solutions de (5.24) a donc pour rayon de convergence 1

2
, ce qui en fait une borne

excessivement mauvaise. Une façon de calculer néanmoins des bornes fines dans ce
cas consiste à désingulariser l’opérateur. Par exemple, on peut montrer que toute
solution y de (5.24) satisfait aussi l’équation

y(4)(z)− 3 y ′′′(z)− 4 (z+2) (z − 1) y ′′(z)+ 2 (2z2+2 z − 3) y ′(z)= 0

qui conduit quant à elle à la borne « en n!−1/2 » attendue. Le processus de désingu-
larisation est algorithmique [233, 63].

Conditions initiales non génériques. Les exemples que voici sont typiques des
cas où notre méthode ne trouve pas de borne fine, en raison de conditions initiales
« non génériques ».

Exemple 5.36. Dans sa preuve de l’irrationalité de ζ(3), Apéry [8] introduit deux
suites (an) et (bn) solutions de

(n+2)2un+2=(2n+3) (17n2+ 51n+ 39)un+1− (n+1)3 (5.25)

avec

a0=1, a1=5, b0=0, b1=6.
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Appliqué à la récurrence (5.25) avec les conditions initiales u0=−ζ(3), u1=6−5 ζ(3),
l’algorithme 5.30 détermine que

|bn− ζ(3) an|6 1,21 (n2+3n+2) (17+ 12 2
√

)n.

(On a 17 + 12 2
√
≈ 33,97.) Cette borne reflète le comportement asymptotique des

suites (an) et (bn). Mais l’argument d’Apéry est précisément que bn − ζ(3) an tend
rapidement vers 0 quand n tend vers l’infini, de sorte que les bn/an sont de « trop
bons » approximants rationnels de ζ(3) pour que celui-ci soit lui-même rationnel. ♦

Exemple 5.37. Comme nous le verrons au chapitre 9, les coefficients du développe-
ment de Tchebycheff sur [−1, 1]

u(z)=
u0
2
+
∑

n=1

∞
cnTn(z)

d’une fonction D-finie donnée par une équation différentielle sans singularité dans

Eρ= {z ∈C : |z+ z2− 1
√

|< ρ} (ρ> 1)

forment une suite P-récursive et satisfont cn = O(ρ−n+o(n)). On pourrait songer à
borner cette suite par les méthodes de ce chapitre de manière à en tirer une borne
sur les restes de la série. Hélas, on peut montrer que la récurrence « minimale » en
un certain sens [157, 21] qui annule la suite cn admet aussi une solution cn

′ telle que
limsupn→∞ |cn|1/n> ρ. Non seulement les bornes que l’on obtient par ce procédé ne
sont pas fines, mais elles ne suffisent même pas à justifier la convergence de la série
de Tchebycheff. ♦

Que faire ? Nous avons déjà relevé que calculer des bornes fines dans les situations
non-génériques ne semblait pas faisable sans progrès majeur. Une réponse au problème
suivant, s’il s’avérait plus facile, suffirait à contourner la difficulté dans un grand
nombre de cas, dont celui des séries de Tchebycheff.

Question 5.38. Soient données une suite P-récursive u et deux réels κ, α avec la
garantie que |un| = O(n!κ αn+o(n)). Peut-on alors calculer une fonction ϕ telle que
|un|6n!καnϕ(n) pour tout n, et ϕ(n)= eo(n) ? ♦

Observons que si par exemple un = wn + O(εn) où w est une suite connue, elle-
même P-récursive, et εn est suffisamment petite, cela permettrait de borner |un−wn|
et donc d’obtenir des bornes inférieures sur |un|.

5.6 Remarques finales 101





Chapitre 6

Restes de séries D-finies

« Les ρ se biffent. »

— Bruno Salvy

Le chapitre précédent a montré comment majorer automatiquement une suite donnée par une récur-
rence linéaire à coefficients polynomiaux qui la définit. Il s’agit maintenant d’en déduire des bornes
sur les restes de séries D-finies, tant comme expressions lisibles par un humain (bornes « sym-
boliques ») que pour calculer à partir d’une borne d’erreur sur la somme un ordre de troncature
convenable (bornes « numériques »). Les sections 6.1.1 à 6.3.3 sont adaptées de [175], avec de petites
extensions. Les suivantes développent des idées mentionnées sans plus de détails dans [174].

6.1 Problématique

6.1.1 Bornes symboliques sur les restes de séries

On se propose d’étendre les idées du chapitre précédent pour obtenir des bornes
comme celles des exemples ci-dessous.

Exemple 6.1. Des algorithmes parmi les plus rapides pour calculer π à grande pré-
cision font appel à la formule

∑

k=0

∞
tk=

6403203/2

12π
où tk=

(−1)k (6 k)! (13591409+545140134 k)
(3 k)! (k!)3 6403203k

, (6.1)

due à Chudnovsky et Chudnovsky [56, p. 389]. En appliquant la méthode de la
section 5.3 à la récurrence du premier ordre évidente sur les tk, on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k=n

∞
tk

∣

∣

∣

∣

∣

6 106 (2,3n3+ 13,6n2+ 25n+ 13,6)αn

où α= /1 151931373056000≈ 0,66 · 10−14. Chaque terme de la série donne donc environ
14 chiffres décimaux corrects, et l’on déduit facilement de cette inégalité un ordre de
troncature suffisant pour calculer π à toute précision donnée. ♦

Exemple 6.2. De même, à partir de l’équation différentielle

z Si(3)(z) + 2 Si′′(z)+ z Si(z)= 0, Si(0)= 0, Si′(0)=1,

le résultat de notre algorithme montre que la fonction sinus intégral est approchée
sur le disque |z |6 1 avec une erreur absolue bornée uniformément par 10−100 par sa
série de Taylor en zéro tronquée à l’ordre 74. Ce résultat est du même type que ceux
affichés dans le DDMF (§2.2). ♦

Dans les exemples 6.1 et 6.2, on cherche en fait à majorer la suite rn=
∑

k=n

∞
tk, ou

respectivement rn=un;(z) des restes d’une série dont le terme général est P-récursif.
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Notation 6.3. Rappelons que si u ∈ C[[z]], on note un = [zn] u le coefficient de zn

dans u et un;(z)=
∑

k=n

∞
uk z

k le reste d’ordre n de u. On écrit aussi un;
(j) pour (u(j))n;

(et non pas pour (un;)(j)). ♦

D’après les propriétés générales rappelées en §3.3 (proposition 3.15), ces suites de
restes sont elles-mêmes P-récursives. Pourtant, on ne peut pas appliquer directement
la borne du théorème 5.1. Faute de conditions initiales pour calculer la constante A,
d’abord : au moins dans le premier des deux exemples, la valeur de r0 est précisément
ce que l’on cherche in fine ! Et surtout, quand bien même on saurait borner lesdites
conditions initiales, le problème tomberait dans le cas non-générique du chapitre
précédent, où une majoration des premiers termes n’est d’aucune aide.

En revanche, il n’est pas difficile de sommer pour k> n les bornes sur les termes
généraux données par l’algorithme de calcul de majorants. Plus généralement, si
uP v, les propriétés des séries majorantes (lemme 5.18) entraînent |un;(ζ)|6 vn;(|ζ |).
Le premier objectif de ce chapitre est de systématiser cette idée, en explicitant des
bornes sur les restes vn;(x) des séries majorantes susceptibles d’être renvoyées par
l’algorithme 5.30. En vue des applications au prolongement analytique numérique
développées dans la suite, nous allons en fait considérer le problème légèrement plus
général de borner les restes |(un;(j))(ζ)| de dérivées de u en un point ζ de module
|ζ | < δ(a[r]), où a[r] désigne le coefficient de tête de l’équation différentielle comme
solution de laquelle est donnée u(z).

L’idée de base, liée à la méthode du col de l’analyse asymptotique (la même qui
a servi à extraire certaines des bornes du précédent chapitre), est que des inégalités
comme

gn;(x)6

(

x

tn

)n
g(tn)

1− x/tn
(g ∈R+[[z]], x> 0)

sont asymptotiquement fines quand n→∞ pour tn convenablement choisi.

6.1.2 Application à l’évaluation numérique

L’application majeure des bornes sur restes de séries est l’approximation de fon-
ctions, tout particulièrement, pour nous, en vue de leur évaluation numérique. Il
s’agit de déterminer automatiquement des bornes d’erreur qui relient les approxima-
tions intervenant dans le calcul aux fonctions qu’elles représentent. Dans les sections
6.3.2 et 6.4, nous ferons quelques ajustements aux algorithmes de calcul de majorants
en ciblant plus spécifiquement l’algorithme de prolongement analytique numérique du
chapitre 8. Mais passons tout d’abord en revue quelques alternatives existantes.

Bornes a priori . Dans le cas qui nous intéresse, celui des séries entières tronquées,
divers résultats élémentaires d’analyse réelle et complexe sont communément utilisés
pour obtenir des bornes d’erreur. Citons le critère des séries alternées, la formule
intégrale de Cauchy, et différentes variantes de la formule de Taylor avec reste intégral.

Karatsuba décrit ainsi des algorithmes d’évaluation à grande précision, bornes
comprises, pour un certain nombre de fonctions spéciales dont la fonction hypergéo-
métrique F2 1 (voir [138] et ses références). Du et Yap [79] donnent un algorithme de
calcul de bornes sur les restes de la série hypergéométrique générale Fp q évaluée en
un point réel, via une analyse détaillée des variations de ses coefficients.

Dans un contexte différent, Neher [190] majore les valeurs atteintes sur un disque
par une fonction analytique en se servant d’arithmétique d’intervalles complexe, et en
tire des bornes sur les coefficients et les restes de son développement en série entière
grâce à la formule de Cauchy. Cette méthode s’applique à toute fonction analytique
« suffisamment explicite », notamment aux composées de fonctions usuelles. Elle est
implémentée dans un logiciel appelé ACETAF1 [82].

1. La qualité des bornes obtenues dépend fortement du choix judicieux de paramètres dont le
réglage est laissé à l’utilisateur. Il pourrait être intéressant de combiner l’approche d’ACETAF avec
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La méthode des séries majorantes, sur laquelle repose l’approche adoptée au cha-
pitre précédent, est encore un outil classique. Avant nous, van der Hoeven l’a exploitée
pour borner les restes de séries D-finies2 au voisinage d’un point ordinaire de leur
équation différentielle [236, §2.4], puis dans un contexte plus général qui couvre toute
une gamme d’équations fonctionnelles [237]. L’algorithme présenté en §5.3.2 de ce
mémoire peut être vu comme un raffinement de ceux de [237, § 3.5, §5.2]. Si l’on met
de côté le contexte des suites P-récursives, la principale originalité de notre version
est la finesse asymptotique des bornes obtenues.

Méthodes d’inclusion fonctionnelle. Quand on évalue une fonction ou que l’on
en calcule une approximation, on n’est pas forcé de majorer les erreurs a priori
pour garantir une certaine précision. Il est souvent plus facile de calculer des bornes
d’erreur en parallèle d’approximations successives du résultat. On augmente alors
progressivement la précision des calculs jusqu’à ce que la borne sur la qualité de
l’approximation calculée soit plus petite que l’erreur cible.

Depuis les travaux précurseurs de Moore il y a un demi-siècle [181], l’encadrement
numérique certifié de solutions d’équations différentielles — et d’équations fonction-
nelles plus générales — fait l’objet d’une littérature abondante dans le domaine
de l’arithmétique d’intervalles [179, 70, 209, 72, 180]. C’est une ligne de recherche
qui rejoint certaines problématiques du calcul formel [240, 236], à travers l’emploi
de représentations symboliques-numériques des fonctions, en général formées d’une
approximation polynomiale à coefficients flottants accompagnée d’une borne d’erreur.
Plusieurs structures de données de ce type ont été définies et étudiées indépendam-
ment autour des années 1980. Les modèles de Taylor constituent la plus populaire
de nos jours et la plus développée en pratique. Les panoramas de Makino et Berz [164]
ainsi que de Neumaier [192] comparent les propriétés des modèles de Taylor à celles
de différentes alternatives. Concernant plus particulièrement la résolution d’équa-
tions différentielles ordinaires à l’aide de modèles de Taylor, je renvoie le lecteur
à Hoefkens [129] ou à Neher et al. [191].

Le plus intéressant pour nous est la manière dont on parvient à calculer des bornes
d’erreur sur l’approximation de fonctions qui ne sont données au départ que par des
équations implicites. L’idée commune est d’écrire le problème comme une équation de
point fixe u=Φ(u) et de faire agir Φ sur des séries tronquées augmentées de bornes
d’erreur. Si Φ est, disons, un opérateur intégral, on l’étend par des règles comme
∫ x

(a0+ a1 t+ a2 t
2+ [α, β]) dt⊆

∫ x

(a0+ a1 t) dt+B

(

a3
x3

3

)

+ [α, β]B(x).

Dans cette formule, B(p) est un intervalle, calculé à partir du domaine de variation
de x, qui contient les valeurs possibles pour p(x). Pour résoudre l’équation, on calcule
une solution approchée sous forme de série entière tronquée

p(x) = a0+ a1x+
 + anx
n.

On recherche itérativement un intervalle [α, β] suffisamment petit tel que

Φ(p+ [α, β])⊆ p+ [α, β], (6.2)

en augmentant l’ordre de troncature n ou en réduisant le domaine où varie x autant
que nécessaire. Sous des hypothèses peu contraignantes, l’existence d’une inclusion
du type (6.2) implique celle d’une solution u ∈ p + [α, β] à l’équation Φ(u) = u.

des outils d’analyse asymptotique du type analyse de singularité ou méthode du col dans l’espoir de
calculer automatiquement des bornes fines.

2. Toujours dans le cas des fonctions D-finies, il avait auparavant proposé une méthode ad
hoc, au fond guère différente de celle à base de séries majorantes [235, §2.2]. En un mot, si B(n)
est la matrice de la récurrence qui donne les coefficients de la fonction étudiée et P une matrice de
changement de base (indépendante de n) convenable, il s’agit de borner l’écart entre P−1B(n) P et
sa limite quand n→∞, qui est diagonale.
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Si par exemple3 Φ est un opérateur contractant sur un espace métrique complet
dont p+[α, β] est un sous-espace fermé, le théorème du point fixe de Banach appliqué
à la restriction de Φ à p + [α, β] montre que l’unique point fixe de Φ se trouve
dans p+ [α, β].

Limites des méthodes d’inclusion. Ce genre de technique est réputé fournir
des encadrements fins à coût raisonnable pour des calculs à précision machine, y
compris dans le cas d’équations non linéaires avec un grand nombre de variables. Deux
difficultés les rendent insuffisantes vis-à-vis de nos objectifs.

Tout d’abord, les méthodes d’inclusion fonctionnelle présupposent habituellement
qu’on dispose explicitement du développement en série d’une solution approchée pour
lui appliquer l’opérateur de point fixe et vérifier une inclusion du type (6.2). Or, dans
l’algorithme de prolongement analytique numérique de Chudnovsky et Chudnovsky
(chapitre 8), il est essentiel d’éviter de calculer explicitement les polynômes d’approxi-
mation qui interviennent. On obtient directement leur valeur en un point grâce à une
récurrence satisfaite par leurs coefficients. Cet obstacle ne semble pas infranchissable,
et il serait intéressant de comprendre dans quelle mesure les méthodes d’inclusion
s’adaptent à ce contexte. On peut espérer arriver à une méthode de certification du
résultat moins lourde que celle de ce mémoire, et surtout plus facile à implémenter
dans un langage de bas niveau.

Seconde limitation : il n’existe à ma connaissance pas de résultat de finesse pour
les méthodes d’inclusion comparable à ceux que nous visons ici. Les conditions sous
lesquelles celles-ci produisent des encadrements arbitrairement fins ne semblent pas
complètement claires. À plus forte raison, il paraît délicat de s’en servir pour con-
trôler une fonction sur la totalité de son disque de convergence. Or, à nouveau dans
l’application au prolongement analytique, la garantie de finesse des bornes se traduit
dans la complexité de l’algorithme.

À l’inverse, les séries majorantes codent toutes les bornes nécessaires à l’algorithme
du chapitre 8 en un seul objet relativement facile à contrôler analytiquement.

6.2 Restes de séries

Nous débutons par un petit catalogue de lemmes techniques destinés à déduire
des séries majorantes obtenues au chapitre précédent différentes bornes utiles sur les
restes des séries majorées. Ils prennent la forme d’inégalités générales, énoncées en
fonction des paramètres κ, α, T , etc. renvoyés par l’algorithme 5.30. Cette généralité
conduit parfois à des estimations pessimistes, et il est souvent possible de raffiner les
inégalités au cas par cas.

6.2.1 Majoration fine de un;(z) quand n→∞

Considérons l’équation différentielle

D · y= a[r] y(r)+ a[r−1] y(r−1)+
 + a[0] y=0, (6.3)

avec a[0],	 , a[r]∈Q[z]. Pour que la notion de bornes sur les restes ait un sens, nous
nous plaçons dans le cas où l’origine est un point régulier de D, de sorte que toutes les
solutions séries formelles sont convergentes. Ce peut être un point singulier régulier,
et il peut alors y avoir des solutions qui ne s’expriment pas comme séries formelles.
Nous nous occuperons d’elles plus loin.

3. Le livre de Kaucher et Miranker [139] présente une théorie générale de la résolution numérique
certifiée d’équations dans les espaces fonctionnels, qui englobe différentes sortes de développements
sur diverses bases de fonctions. Elle s’appuie sur des variantes de théorèmes de point fixe classiques,
qui visent à valider par le calcul, non seulement l’inclusion, mais aussi les propriétés des opérateurs
nécessaires à l’application des théorèmes, comme dans notre exemple le fait que Φ soit contractant.
Nous aurons recours à une méthode de ce genre dans un cas simple au chapitre 9.
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Figure 6.1. Restes du développement en série en zéro de la fonction d’erreur erf et de sa
borne. De bas en haut, les valeurs en fonction de n de log(erfn; 5), log |erfn;(5 i)| et log (bn),
où bn représente la borne (6.6) instanciée avec des paramètres calculés par l’algorithme 5.30.
Le module du terme général de chacune de ces séries, de l’ordre de 5n n!1/2, ne commence à
décroître que lorsque n& e 52≈68. On observe que la borne épouse la forme de la « bosse »
qui résulte de ce phénomène, et se rapproche progressivement de la valeur exacte.

Comme pour le calcul de bornes sur les un, nous supposons calculés κ= p/q
et ṽ ∈R+[[z]] tels que

u(z)P v(z) =Lp,q · ṽ(z) =
∑

n=0

∞
ψn ṽn z

n,

avec p6 0 puisque nous nous limitons au cas convergent. La série ṽ est décrite par
le triplet (α, T ,K) des paramètres de l’équation (5.16). Afin d’ancrer l’intuition que
−p> 0 sans rendre les notation incohérentes avec celles du cas général, nous noterons
aussi p̄ =−p> 0. Il est important de remarquer que si p< 0, le point ζ peut fort bien
se trouver à l’intérieur du disque de convergence de v mais hors de celui de ṽ .

Notation 6.4. Pour q ∈N et x quelconque, on pose Θq(x)=
∑

k=0
q−1

xk. ♦

Proposition 6.5. Soit ζ ∈C de module |ζ |<δ(a[r]). Supposons

n>
K

(1−α|ζ |)T+1
, κ=0 (6.4)

ou n> (α |ζ |)q/p̄


1−
(

K

(α |ζ |)q/p̄+K +1

)

1

T+1





q/p

, κ < 0. (6.5)

Alors pour tout j, le reste d’ordre n de la dérivée j-ième de u satisfait l’inégalité

∣

∣

∣un;
(j)

(ζ)
∣

∣

∣6
ṽ (j)(rn)

q(p̄/q)nΓ(
n

q
+1)p̄

(

|ζ |
rn

)n

h

(

|ζ |
rn

)

(6.6)

où

rn=
1

α

(

1−
(

K

n+K − 1

)

1

T +1

)

h(x)=
Θq(x)

1− (n+ q)pxq .

(En particulier, si κ=0, on a p=0, q=1, et donc h(x)= 1/(1− x).)
Quand n tend vers l’infini, ζ étant fixé, et pour des conditions initiales génériques,

la borne (6.6) est optimale à un facteur sous-exponentiel près. ♦

La figure 6.1 illustre le comportement typique de cette borne pour les fonctions
entières. Une fois de plus, on peut faire apparaître explicitement le facteur n!p/q

dans (6.6) en utilisant le lemme 5.35 du chapitre 5.
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Démonstration. Revenons un instant sur le sens des expressions qui apparaissent
dans l’énoncé de la proposition. On a clairement rn < α−1, donc rn appartient au
disque de convergence de ṽ (j). Pour κ=0, la condition (6.4) entraîne de plus rn> |ζ | ;
tandis que pour κ< 0, on a n> (α |ζ |)q/p̄ d’après (6.5), d’où

(n+ q)p
(

|ζ |
rn

)q

<np

(

|ζ |
rn

)q

<
1

(α rn)q
< 1. (6.7)

Dans les deux cas, l’évaluation de h en |ζ |/rn est licite.
Démontrons maintenant l’inégalité (6.6). En utilisant la borne « du col »

ṽk
(j)

6 rn
−k ṽ (j)(rn)

(attention aux positions respectives des n et des k), il vient

∣

∣

∣un;
(j)(ζ)

∣

∣

∣6 vn;
(j)(|ζ |) =

∑

k=n

∞
ṽk
(j)

ψk
|ζ |k6 ṽ (j)(rn)

(

|ζ |
rn

)n
∑

k=0

∞
ψn

ψn+k

(

|ζ |
rn

)

k

.

Dans le cas κ=0, c’est exactement l’inégalité cherchée. Supposons maintenant p< 0.
On a vu qu’alors ψn= q p̄/q Γ(n/q+1)p̄ croît avec n, de sorte que

Hn(x) =
∑

k=0

∞
ψn

ψn+k
xk6

∑

t=0

∞
∑

u=0

q−1
ψn

ψn+tq
xtq+u

=
∑

u=0

q−1

xu
∑

t=0

∞
xtq

(

(n+ q) (n+2 q)
 (n+ q)
)

p̄
.

Avec x= |ζ |/rn, on a np̄> xq d’après (6.7), donc Hn(x)6 h(x), d’où (6.6).

La finesse des bornes provient de ce que ṽ(rn) rn
−n = O(αn+o(n)) quand n→∞

(proposition 5.34), tandis que h(|ζ |/rn)→h(α |ζ |). �

Exemple 6.6. Les résultats donnés par mon implémentation sur les fonctions usuelles
font souvent intervenir l’une des bornes simplifiées que nous verrons par la suite plutôt
que la forme générale. Sur un exemple un peu artificiel, on trouve :

> deq := prettify(holexprtodiffeq(erf(1/(2-z^2)), y(z)));







(−2+ z2)3 z
d2

dz2
y (z)+ (8− 10 z4+3 z6)

d
dz
y (z)= 0, y (0)= erf

(

1
2

)

, (D ◦D) (y) (0)=
e

−1

4

π
√







> bound_diffeq_tail(deq, y(z), n);



























































228936867129
250000000000

e





1

2

(

1

n+9

)
2

3









1

2

2
√

|z|

1−
(

1

n+9

)1

3





n

1− 1

2

2
√

|z|

1−
(

1

n+9

)1

3

,
1

(

1− 1

2
2
√
|z |
)

3
≤n

228936867129
250000000000

e

(

1

2

(

1−1

2
2

√
|z|

)

2

)

, otherwise

La première borne est l’instanciation de (6.6) avec sa condition de validité. Elle est
complétée par une borne sur la somme des valeurs absolues des termes de la série sans
troncature (voir section suivante), qui couvre les autres cas. ♦

Pour des applications où T est grand et |ζ | ≈ α−1, la borne (6.6) ne devient fine
que pour n très grand, et il pourrait être intéressant de chercher des majorations plus
précises. Des problèmes semblables apparaissent quand K est trop grand.
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Remarque 6.7. En §8.5.2, nous ferons ponctuellement appel aux majorants un peu
plus généraux w(z)=v(η+z) où v est de la forme considérée jusqu’ici et 0<η≪α−1.
On a v(η+z)=w;n(z)+w;n(z) et donc, w;n étant un polynôme de degré au plus n−1,

wn;(z)P vn;(η+ z),

Si u(z)P v(η+ z), il vient ainsi
∣

∣

∣un;
(j)

(|ζ |)
∣

∣

∣6 vn;
(j)

(η+ |ζ |)

le membre droit étant donné par la proposition 6.5. ♦

6.2.2 Ordre et type d’une fonction entière

On a parfois besoin de bornes sur les un;(z) quand les conditions (6.4) et (6.5) ne
sont pas satisfaites, et particulièrement de bornes sur u(ζ)=u0;(ζ). Pour des fonctions
modèles simples, cela correspond à n trop petit pour que |un;(ζ)| décroisse (voir
figure 6.1). Des bornes indépendantes de n donnent alors des résultats satisfaisants.
Demander des bornes fines au sens du théorème 5.1 ou de la proposition 6.5 n’a
évidemment plus de sens. Mais la finesse des séries majorantes entraîne tout de même
que la borne ne s’éloigne pas trop du pire comportement possible de u(ζ) quand ζ

varie dans le domaine de validité de la borne.
Ce second critère de qualité est particulièrement important dans le cas des fon-

ctions entières, où le domaine de validité est le plan complexe tout entier. On le
quantifie à l’aide de l’ordre et du type de le fonction que l’on borne. Les propriétés
suivantes sont classiques, voir par exemple [156, chap. 1].

Définition 6.8. Soit f une fonction entière. Pour r > 0, on note

Mf(r)= sup
|ζ |=r

|f(ζ)|.

On appelle ordre de f la quantité

ρf = limsup
r→∞

log logMf(r)

log r
∈ [0,+∞].

Si f est d’ordre fini ρ, on appelle type de f la quantité

σf = limsup
r→∞

logMf(r)

rρ
∈ [0,+∞]. ♦

Proposition 6.9. L’ordre et le type d’une fonction f sont reliés à la croissance de
ses coefficients de Taylor par

ρf = limsup
n→∞

n log n
log (1/fn)

, σf =
1

ρ e
limsup
n→∞

(

n |fn|ρf/n
)

. ♦

Ainsi, l’ordre et le type sont les valeurs optimales ρ, σ telles que

|f(ζ)|6 exp
(

σ |ζ |ρ+ o(|ζ |ρ)
)

quand ζ→∞. Si fn=n!−p̄/qαn eo(n), la proposition précédente donne

ρf =
q

p̄
et σf =

p̄

q
limsup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

α
n/e

(n!)1/n

∣

∣

∣

∣

∣

=
p̄

q
α.

Observons qu’une fonction entière D-finie qui n’est pas un polynôme est d’ordre fini
et de type normal, c’est-à-dire fini non nul.
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6.2.3 Bornes sur les sommes et les restes de petit ordre

Lemme 6.10. Supposons κ< 0. La série
∑

k
ψk

−1xk est d’ordre q/p̄ et de type p̄ /q,
et satisfait

∑

k=n

∞
xk

ψk
6Θq(x) exp

(

p̄

q
xq/p̄

)

pour tous n∈N et x> 0. ♦

Démonstration. Le premier point résulte directement de la proposition 6.9. Comme
κ< 0, la suite (ψn) est croissante, et l’on a

ψqt+u= ψqt= q p̄t t!p̄>

(

q

p̄

)

p̄t

(p̄ t)!

pour tout t, u∈N. Il s’ensuit que

∑

k=n

∞
z p̄k

ψk
P
∑

k=0

∞
z p̄k

ψk
=
∑

u=0

q−1
∑

t=0

∞
z p̄(qt+u)

ψqt+u

PΘq(z
p̄)
∑

t=0

∞ (

p̄

q

)

p̄t z p̄qt

(p̄ t)!
PΘq(z

p̄) exp

(

p̄

q
zq
)

d’où le résultat en évaluant en z= x1/p̄. �

Proposition 6.11. On a

∣

∣

∣un;
(j)

(ζ)
∣

∣

∣6















v(j)(|ζ |), κ=0

ṽ (j)(r) exp

(

p̄

q

(

|ζ |
r

)

q/p̄
)

Θq

(

|ζ |
r

)

, κ< 0

pour tous n ∈ N, j ∈ N, r ∈ ]0; α−1[ et pour tout ζ appartenant au domaine de
convergence de v. ♦

Démonstration. Pour κ=0, le résultat est évident. Supposons κ< 0 : on obtient

∣

∣

∣un;
(j)(ζ)

∣

∣

∣6 ṽ (j)(r)
∑

k=n

∞
1

ψk

(

|ζ |
r

)

k

6 ṽ (j)(r) exp

(

p̄

q

(

|ζ |
r

)

q/p̄
)

∑

u=0

q−1 ( |ζ |
r

)u

en combinant le lemme 6.10 avec la majoration habituelle vk
(j)

6 ψk
−1 r−k ṽ (j)(r). �

Dans le cas d’une fonction entière, la borne de la proposition 6.11 respecte l’ordre
de la fonction, et peut être rendue aussi proche que l’optimum vis-à-vis de son type,
sans l’atteindre. Au moins dans le cas simple T = 0, on peut se débarrasser de cette
restriction. (Ce résultat répond à une question que m’a posée Sylvain Chevillard.
Il cherchait à utiliser des bornes comme celle de l’exemple 6.12 ci-dessous afin de
contrôler l’accumulation d’erreur dans l’évaluation en virgule flottante de fonctions
entières, en l’occurrence les fonctions d’Airy Ai et Bi.)

Exemple 6.12. La fonction d’Airy Bi se comporte à l’infini comme [7, formule 10.4.63]

Bix ∼
x→∞

exp
( 2

3
x3/2

)

π x
√ .

En utilisant NumGfun, on calcule :

> deq := holexprtodiffeq(AiryBi(z), y(z));
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









d
dz

(

d
dz
y (z)

)

− y (z) z, y (0)= 1
3

3
5

6

Γ
(

2

3

), (y′) (0)=
1
2

3
2

3 Γ
(

2

3

)

π











> bound_diffeq_tail(deq, y(z), 0);

11440000000000
53514763737

|z |12− 1
|z | − 1

+
5000000
3720087

|z |12 (|z |3− 1) e

(

2

3
|z|

3

2

)

|z | − 1

soit une borne optimale à un facteur polynomial près. ♦

Proposition 6.13. Supposons κ< 0 et T =0. Soit s∈N tel que s p̄ >K − 1. On a
alors

|v(ζ)|6 |v;qs(ζ)|+M |α ζ |qsΘq(α |ζ |) exp
(

p̄

q
|α ζ |q/p̄

)

,

où

M 6
1

s!p̄
(s (p̄ + q))!

(K − 1)! (s q)!
. ♦

Démonstration. On a dans ce cas

v(z)=
∑

n=0

∞
(

n+K − 1
K − 1

)

(α z)n

ψn
.

Si M est tel que pour n> s q,

(

n+K − 1
K − 1

)

ψn−sq

ψn
=

1

(K − 1)!

(n+1)↑(K−1)

(

n
(

n− q
)
 (n− (s− 1) q

)

)

p̄
6M,

alors vqs;(z)PM
∑

n=0
∞

ψn
−1 (α z)n+qs, d’où

vqs;(|ζ |)6M |α ζ |qsΘq(|α ζ |) exp
(

p̄

q
|α ζ |q/p̄

)

d’après le lemme 6.10. Les inégalités s p̄ >K − 1 et n> s q entraînent

(n+1)↑(K−1)

(

(n/q)↓s
)

p̄ =
(

q

n

)

sp̄
nK−1

(

1+
1

n

)(

1+
2

n

)	 (1+ K − 1

n

)

(

(

1− q

n

)(

1− 2 q

n

)
 (1− (s− 1) q

n

)

)

p̄

6 qsp̄

(

1+
1

s q

)(

1+
2

s q

)	 (1+ s p̄

s q

)

(

1
(

1− 1

s

)(

1− 2

s

)
 (1− (s− 1)

s

)

)

p̄

=
(s q+1) (s q+2)
 (s q+ s p̄ )

(s (s− 1) (s− 2)
 1)p̄
=

(s (p̄ + q))!

(s q)! s!p̄

ce qui montre que l’on peut prendre M comme indiqué. �

6.2.4 Forme close pour une singularité dominante régulière

Dans le cas important κ= T = 0, c’est-à-dire quand l’équation différentielle (6.3)
possède une singularité dominante finie régulière, les restes vn;(z) des séries majo-
rantes que nous avons adoptées admettent des expressions closes relativement simples.

Proposition 6.14. Supposons κ=T =0 et K ∈N dans la sortie de l’algorithme 5.30.
On a alors pour tout n

vn;(z)= (α z)n p(n) (6.8)
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où

p(n)=
(

n+K − 1
K − 1

)

F2 1

(

1 n+K
n+1

∣

∣

∣

∣

αz

)

∈Q(α z)[n]

est un polynôme en n de degré K explicite. ♦

Démonstration. On part de l’égalité

vn;(z) = ((1−α z)−K)n;=(α z)n
(

n+K − 1
K − 1

)

∑

k=0

∞
(n+ k+1)↑(K−1)

(n+1)↑(K−1)
(α z)k.

L’expression hypergéométrique de p s’en déduit immédiatement. Pour obtenir la
forme polynomiale, on pose à K fixé

(n+ k+1)↑(K−1)=
∑

i=1

K

c[i](n)
(

k− 1
i− 1

)

,

et alors

p(n)=
1

(K − 1)!

∑

k=0

∞
∑

i=1

K

c[i](n)
(

k− 1
i− 1

)

(α z)k=
1

(K − 1)!

∑

i=1

K
c[i](n)

(1−α z)i

est le développement explicite de p. �

La forme polynomiale permet d’afficher des bornes comme celle de l’exemple 6.1
ou encore la suivante, en général plus lisibles que la forme générale (6.6). Cependant,
l’évaluation de ces formules peut présenter des problèmes d’instabilité numérique en
raison d’annulations entre les termes. Pour coder en dur la formule (6.8) dans un
système capable d’évaluer les fonctions hypergéométriques, l’expression en termes
de F2 1 est préférable.

Exemple 6.15. Pour l’équation différentielle d’ordre deux tirée au hasard

> deq := {(7/15-13/30*z+9/10*z^2)*y(z)+(2/15-11/60*z+1/60*z^2)*diff(y(z),z)+(9/10-

13/20*z+13/30*z^2)*diff(diff(y(z),z),z), y(0) = -3/10, D(y)(0) = -11/12};

{(

7
15
− 13

30
z+

9
10
z2
)

y (z) +

(

2
15
− 11

60
z+

1
60
z2
)(

d
dz
y (z)

)

+

(

9
10
− 13

20
z+

13
30
z2
)(

d
dz

(

d
dz
y (z)

))

, y (0)=
−3
10
, (y′) (0)=

−11
12

}

on obtient la borne

> bound_diffeq_tail(deq, y(z), n);

470297685171
100000000000

39
√ (

1

9
|z | 39
√ )n

3 39
√

− 13 |z |

valable pour tout n. ♦

6.3 Application à l’approximation de fonctions D-finies

6.3.1 Nombre de termes à sommer

Au sein d’algorithmes d’évaluation numérique comme celui du chapitre 8, les
bornes sur les restes servent avant tout à décider à quel ordre n tronquer le déve-
loppement en série d’une fonction y pour calculer y(z) à une précision ε donnée
près. (Les bornes sur y(z) = y0;(z) ont aussi leur utilité, comme nous le verrons
en §8.3.) La proposition 6.5 se traduit comme suit.
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Rayon de convergence
et singularité dominante

Borne sur le reste
(β < 1)

Nombre de termes
pour précision 2−d

ρ<∞, cas général A

(

|z |
ρ

)n

exp (Knβ)
d

log2
ρ

|z |
+ o(d)

ρ<∞, point singulier régulier A

(

|z |
ρ

)n

nK d

log2
ρ

|z |
+ o(d)

ρ=∞ A
(|z |/ρ)n
n!p̄/q

exp (Knβ)
q

p̄

d

log2 d
+ o

(

d

log d

)

Tableau 6.1. Bornes sur les restes de séries et ordres de troncature correspondants pour
garantir une précision donnée.

Corollaire 6.16. Soit u une fonction D-finie solution d’une équation dont le com-
portement générique des solutions — au sens de la section 3 — est donné par les
paramètres κ= p/q=−p̄ /q et α= ρ−1, avec par convention p̄ = 0 et q= 1 si κ= 0.
On peut calculer une borne b(ζ , n) telle que

∀ζ � 0, ∀n, log |un;(ζ)|6 b(ζ , n), (6.9)

et, pour λ< 1 fixé,

b(ζ , n)=−n
(

log
ρ

|ζ | +
p̄

q
(1+ log n)

)

+ o(n)

uniformément en ζ ∈ D̄ (0, λ ρ) \ {0}. ♦

Démonstration. La borne (6.6) entraîne

log |un;(ζ)|6 log
(

ṽj(rn) rn
−n
)

− log
(

q(p̄/q)nΓ(
n

q
+1)p̄

)

+n log |ζ |+ log
(

h(|ζ |/rn)
)

.

On a log (ṽj(rn) rn
−n) = ρ−1n+ o(n) d’après la proposition 5.34, et

log

(

q(p̄/q)nΓ

(

n

q
+1

)

p̄
)

=
p̄

q
n (log n+1+ o(1))

d’après la formule de Stirling. Le terme en h(|ζ |/rn) est borné pour |ζ |6λρ. �

Le tableau 6.1 récapitule, suivant les caractéristiques de l’équation différentielle,
les ordres de grandeur des bornes (6.9) et les nombres de termes à retenir correspon-
dants. L’estimation automatique précise du nombre de termes à sommer ouvre la
voie à une analyse fine, « sans O(·) » de la complexité des algorithmes d’évaluation.
En outre, sauf solution non-générique, les ordres de troncature calculés à partir du
corollaire 6.16 sont optimaux à un terme sous-linéaire en n près, ce qui se reflète dans
la complexité.

6.3.2 Assouplissement : calcul semi-numérique des majorants

Les algorithmes de calcul de bornes que nous avons développés sont donc utili-
sables au sein d’un programme d’évaluation numérique des fonctions D-finies. Cepen-
dant, ce contexte diffère de celui des bornes symboliques calculées pour elles-mêmes,
sur plusieurs plans :

(i) l’objectif n’est plus d’obtenir des bornes lisibles ou réutilisables mais des bornes
aisées à évaluer en un point z et un ordre n donnés ;

(ii) la finesse n’a guère d’intérêt que si son surcoût en temps de calcul est nettement
plus faible que le temps qu’elle fait gagner dans l’évaluation proprement dite ;

(iii) dans l’algorithme de prolongement analytique du chapitre 8, il est commode
de majorer uniformément toute une base de solutions d’une équation donnée ;
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(iv) et pour ce qui est de l’extension aux points singuliers réguliers du même algo-
rithme, la base en question est formée non plus de fonctions analytiques mais
de séries logarithmiques.

Le point (iii) ne présente pas de difficulté. On a simplement l’opportunité de calculer
les paramètres de la borne une fois pour toutes, en ajustant les conditions initiales
de l’équation majorante pour majorer simultanément celles de tous les éléments de la
base considérée. Nous nous occuperons du point (iv) en §6.4.

Les points (i) et (ii) sont liés, et nous pouvons tirer parti de la liberté laissée par
le premier pour améliorer le second. Les manipulations de nombres algébriques dans
les algorithmes du chapitre précédent, si elles semblent inévitables pour satisfaire le
critère de finesse, sont complexes et coûteuses. Tant pour limiter le temps de calcul
des bornes que pour faciliter leur implémentation à plus bas niveau, il est souhaitable
d’avoir une variante approchée qui ne sacrifie pas la finesse pratique.

On remplace α par une approximation rationnelle α̃ > α dans l’algorithme 5.26
(bornes sur les équations différentielles normalisées) et les appels à l’algorithme 5.22
(bornes sur les fractions rationnelles) qu’il effectue. En toute rigueur, la sortie n’est
donc plus une borne fine au sens de la définition 5.20. Le point crucial, qui fait la
différence avec les majorants habituels n’atteignant pas le rayon de convergence de la
série majorée, est que l’on conserve cependant la forme générale des majorants, sans
« cacher » de facteur sous-exponentiel dans le rapport (α/α̃)n.

Plus précisément, si l’on dispose d’un solveur polynomial boîte noire4, la ligne 4
de l’algorithme 5.26 devient

4.1 calculer des approximations par défaut de δ(Pα) et des modules des pôles
des ã[k]

4.2 en déduire un rationnel µ̃6min
(

δ(Pα), δ
(

den ã[0]
)

,	 , δ(den ã[r−1]
)

)

4.3 T 6 max
(

s{0}∪ {νk− r+ k : 06 k < r}
)

, où νk > νδ
(

den ã[k]
)

est le nombre

total, avec multiplicités, de racines de den ã[k] « proches » de µ̃ d’après un test
numérique

tandis que δ(Pα) est remplacé par µ̃ (et Pα parX− µ̃) dans toute la suite. Dans l’algo-
rithme 5.22, les expressions δ(Di) qui apparaissent aux étapes 7 et 8 sont remplacées
par les approximations calculées à la ligne 4.1 ci-dessus , de façon à avoir δ(Pα)>δ(Di)
pour tout i. En particulier, l’étape 8, tout comme la nouvelle étape 4 de l’algo-
rithme 5.26, ne requiert plus de test d’égalité exact entre algébriques.

Exemple 6.17. Comparons les bornes classiques et leur variante « numérique » pour
une fonction très simple :

> deq := holexprtodiffeq(arctan(z)^2, y(z));

{

(2 z+2 z3)

(

d
dz
y (z)

)

− 2+ (1+ 2 z2+ z4)

(

d
dz

(

d
dz
y (z)

))

, y (0)= 0, (y′) (0)= 0

}

> bound_diffeq(deq, y(z));

166666666867
1000000000000

1

(1− z)3

> kernelopts(opaquemodules=false): NumGfun:-numeric_mode := true: # non documenté

> bound_diffeq(deq, y(z));

166666660367
1000000000000

1
(

1− 50000000
49999999

z
)

3

Le rayon de convergence du second majorant est strictement plus petit que celui des
fonctions majorées ou du premier majorant, mais la puissance 3 subsiste et le facteur

4. On peut sinon se contenter de minorer les modules des racines de chaque facteur des décom-
positions sans carré qui interviennent.
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constant n’a pas augmenté. ♦

6.3.3 Expériences

Le tableau 6.2 présente les résultats d’expériences relatives à la finesse des bornes
calculées par NumGfun pour les ordres de troncature de développements de Taylor
de quelques fonctions simples.

Une étiquette de colonne de la forme f(a) ou f(z)@a fait référence à une équation
différentielle (accompagnée de conditions initiales en zéro) satisfaite par f et un point
d’évaluation de module strictement inférieur à celui des singularités dominantes de
l’équation. Dans chaque cas, on a calculé un nombre de termes du développement en
série entière de f à l’origine qui suffit à déterminer f(a) à 10−10, 10−100 et 10−1000

près. Ce nombre de termes est obtenu en combinant l’algorithme de calcul de séries
majorantes et les formules sur les restes de la section 6.2, puis en recherchant par
dichotomie le plus petit ordre de troncature qui garantit la précision cherchée. Les
cellules internes du tableau comparent le nombre de termes calculé au minimum
convenable, obtenu quant à lui par recherche exhaustive.

Par exemple, la colonne « erf2(1) » correspond à l’évaluation en z=1 de la fonction
u(z)= erf(z)2 représentée comme l’unique solution de

(2+ 8 z2) u′(z)+6 z u′′(z)+u′′′(z)= 0, u(0)= 0, u′(0)= 0, u′′(0)=
8

π
.

L’algorithme de calcul de séries majorantes a permis de déterminer que

|u;190(1)− u(1)|6 10−100

mais il se trouve que seuls les 163 premiers de ces 190 termes sont réellement néces-
saires. On observe que les bornes ne s’éloignent pas trop des valeurs optimales, et
d’autant moins que la précision demandée est grande.

Les fonctions testées sont divisées en trois classes, qui correspondent aux prin-
cipaux types de comportements asymptotiques que peut présenter la suite des
coefficients d’une série D-finie convergente. Ces comportements sont eux-mêmes
caractérisés (pour des conditions initiales génériques) par la nature des singularités
dominantes de l’équation différentielle :

1. points singuliers réguliers uniquement (κ=0 et T =0 avec les notations de
l’algorithme 5.30) ;

2. points singuliers irréguliers à distance finie (κ=0, T > 0) ;
3. point singulier irrégulier à l’infini (κ< 0).

Une équation dont l’unique point singulier serait un point singulier régulier à l’infini
n’aurait que des solutions polynomiales ; et la situation κ> 0 est exclue car elle cor-
respond à une série divergente. Les fonctions de la deuxième classe comportent toutes
des précompositions par des fractions rationnelles car les équations du monde des
fonctions spéciales n’ont le plus souvent pas plus de deux points singuliers irréguliers,
or l’habitude est de placer ceux-ci à l’infini et à l’origine.

Dans chaque classe, les trois derniers exemples illustrent ce qu’il se passe quand |a|
approche le rayon de convergence de la série. Observons cependant que sommer un
développement en série à un ordre très élevé n’est pas une façon recommandable
d’évaluer une fonction D-finie en un tel a. On peut éviter l’explosion du nombre de
termes à sommer (optimal comme calculé) en remplaçant l’évaluation directe de f
en a par plusieurs pas de prolongement analytique, suivant une méthode proposée par
Chudnovsky et Chudnovsky [54, §4] et exposée en §8.3 de ce mémoire (voir notamment
l’exemple 8.7).

Enfin, l’exemple du sinus intégral Si(z) présente une caractéristique intéressante :
l’origine est un point singulier régulier de l’équation différentielle associée, et cepen-
dant Si(z) y est analytique et peut être définie par des conditions initiales simples.
Ainsi, l’algorithme s’applique directement, même sans les extensions à venir pour
traiter les solutions séries généralisées.
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Singularité dominante régulière
1

(1−z)2 @ 1
2

cos z
1−z @ 1

2
cos z
1−z2 @ 1

2
cos z

(1−z)2 @ 1
2

(z+1)2 cos z
(z3+z+1)2 @ 1

10

10−10 40/40 46/34 54/33 54/39 24/12
10−100 342/342 350/333 364/331 364/341 140/121

10−1000 3336/3335 3346/3323 3366/3321 3366/3334 1232/1201
arccot(z)

(z2−1)(z2+5) @ 1
2 ψ(1/2) arctan 1

2 arctan 9
10 arctan 99

100

10−10 64/27 40/23 44/28 336/164 4238/1496
10−100 380/321 342/313 348/324 2338/2108 25210/21848

10−1000 3392/3307 3336/3293 3344/3310 22050/21754 231844/227810

Singularité dominante irrégulière finie

cos z
1−z @ 1

3 sin z
1−z @ 1

3 exp z
(1−z)2 @ 1

2 exp z
1−z2 @ 1

2 erf
(

1+z
2z2−1

)
@ 1

9

10−10 48/25 46/24 118/79 68/42 28/12
10−100 290/224 290/225 558/497 416/364 244/132

10−1000 2416/2150 2416/2149 4154/4001 3566/3432 2384/1292
exp(1/(1−z))

(1−z) @ 1
2 Bi

(
1

1−z

)
@ 1

2 Ai
(

1
1−z

)
@ 1

2 Ai
(

1
1−z

)
@ 3

4 Ai
(

1
1−z

)
@ 7

8

10−10 70/54 148/56 142/30 1558/77 23818/215
10−100 418/387 664/416 660/345 3430/879 29258/2025

10−1000 3568/3490 4700/3645 4694/3406 16284/8372 69594/18529

Singularité dominante irrégulière infinie
Ai(4i+ 4) Bi(4i+ 4) Si(1) cos(1) sin(1)

10−10 92/59 92/59 16/12 18/13 18/14
10−100 226/200 226/200 74/68 76/69 74/70

10−1000 1054/1031 1054/1031 454/448 456/449 456/450
e−100 erf2(1) erf(1) erf(10) erf(100)

10−10 298/291 60/33 36/24 628/574 54492/54388
10−100 456/450 190/163 150/138 936/894 54904/54800

10−1000 1406/1402 1036/1011 908/898 2828/2800 58870/58772

Tableau 6.2. Nombre de termes calculé et nombre de termes minimal requis afin d’appro-
cher une fonction en un point et à une précision absolue donnés en tronquant sa série de
Taylor à l’origine. Dans ce tableau, Ai et Bi sont les fonctions d’Airy, erf la fonction d’erreur,
Si la fonction sinus intégral, et ψ représente la solution de l’équation des ondes sphéroïdale

(1− z2) ψ ′′(z)− 2 (b− 1) ψ ′(z) + (c− 4 q z2) ψ(z)= 0

correspondant au choix de paramètres b = 1/2, q = 1/3, c = 1 et aux conditions initiales
ψ(0)=1, ψ ′(0)=0. Ces résultats sont repris de Mezzarobba et Salvy [175], et peuvent donc
ne pas correspondre exactement à ceux donnés par la dernière version de NumGfun.

6.4 Extension aux séries logarithmiques

Les algorithmes de majoration vus jusqu’ici s’appliquent aux solutions séries au
voisinage de points singuliers réguliers. J’esquisse pour conclure ce chapitre une exten-
sion qui couvre les solutions généralisées

u(z)= zλ
∑

k=0

t−1

ϕk(z)
logk z
k!

. (6.10)

Un exemple d’application est l’approximation garantie de fonctions comme les fon-
ctions de Bessel à partir de leurs développements convergents au voisinage de singula-
rités. Contrairement aux précédentes, cette méthode n’a pas encore été implémentée.
Des ajustements s’avéreront sans doute nécessaires pour aboutir à de bons résul-
tats en pratique.

Comme en §5.3.3, considérons une équation différentielle avec un point régulier à
l’origine, écrite sous la forme

L(z, θ) ·u=
(

Q(θ)− z (ã[r−1] θr−1+
 + ã[1] θ+ ã[0])
)

·u=0 (6.11)
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et supposons disposer de majorations des coefficients de la forme

∀i, ã[i] P
(

r− 1
i

)

M

(1−α z)r−i+T
.

Soit

u(z)=
∑

n∈λ+N

∑

k=0

t

un,k z
n logk z

k!
(λ∈C)

une solution de (6.11). Rappelons que toute solution n’est pas de cette forme, mais
que celles de la base canonique définie en §4.4.3 (p. 72) le sont.

D’après la proposition 4.16 (p. 70)5, la suite double u=(un,k)n∈λ+Z,k∈N satisfait
la récurrence généralisée « non bornée »

Sk
µ(n) ·u=−Tn(Sk)Sn

−1
∑

i=0

r−1

ã[i](Sn
−1) (n+Sk)i ·u (6.12)

où, µ(n) désignant la multiplicité de n en tant que racine de Q,

Tn(Sk)=
∑

i>0

(finie)

ti(n)Sk
i =

∑

i>0

(finie)
1

i!

∂i

∂X i

Xµ(n)

Q(X)

∣

∣

∣

∣

∣

X=n

Sk
i .

On pose aussi comme d’habitude E={(n, k)∈C×N : 06k< µ(n)}. L’idée est main-
tenant de trouver une suite (vν)ν∈N pour laquelle on puisse établir par récurrence, à
partir de la relation (6.12), la majoration |uλ+ν,k|6 vν.

Lemme 6.18. Pour λ∈C fixé, la suite (β(ν))ν∈N définie par

β(ν) = ν (ν+ |λ|+1)r−1
∑

i

|ti(ν +λ)|

est bornée. ♦

Démonstration. Supposons d’abord Q(λ + ν) � 0, c’est-à-dire µ(λ + ν) = 0. On
vérifie par récurrence sur i que ti(n) coïncide pour ces valeurs de n avec une fraction
rationnelle en n de degré au plus (−r− v). Restent les indices ν tels que µ(λ+ ν)>0,
pour lesquels le degré peut dépasser −r, mais ils sont en nombre fini. �

Soit C > 0 telle que |β(ν)|6C pour tout ν ∈N. (Sur tout intervalle [λ+ i, λ+ j]
qui ne contient pas de racine de Q et pour tout v, la fonction

ν� ∣∣∣ν (ν+ |λ|+1)r−1 tv(ν+λ)
∣

∣

∣

2

est une fonction rationnelle dérivable, dont le maximum se trouve donc à l’une des
extrémités de l’intervalle ou en un zéro de sa dérivée. Cela fournit une manière de
calculer un tel C.) Le lemme suivant prend la place du lemme 5.24 page 92.

Lemme 6.19. Soit b∈Q[[z]] une série telle que

∀ν ∈N, ∀j ∈ J0, ν − 1K,
∑

i=0

r−1

|ãν−1−j
[i] | (j+ |λ|+1)k6 (ν+ |λ|+1)r−1 bν−1−j.

Soit v une solution de l’équation différentielle v ′(z) = C b(z) v(z) telle que |uλ+ν ,

k |6 vν pour (λ+ ν , k)∈E. On a alors

∀k ∈N,
∑

ν∈N

uλ+ν,k z
ν P v(z).

5. Appliquée avecR(z, θ) z=z (ã[r−1] θr−1+
 + ã[0]), cette convention étant plus commode ici.
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Autrement dit, les séries entières ϕk qui apparaissent dans l’écriture (6.10) de u(z)
sont uniformément majorés par v(z). ♦

Démonstration. Commençons par développer

Sn
−1
∑

i=0

r−1

ã[i](Sn
−1) (n+Sk)

i=Sn
−1
∑

p=0

r−1
∑

j=0

∞
ãj
[p]
Sn
−j (n+Sk)

p

=
∑

j=0

∞
∑

p=0

r−1

ãj
[p]

(n− j − 1+Sk)
pSn

−j−1

=
∑

j=0

∞
∑

p=0

r−1
∑

q=0

p
(

p

q

)

ãj
[p] (n− j − 1)qSk

p−q
Sn
−j−1.

En injectant cette égalité dans (6.12), on obtient

un,k+µ(n)=
∑

v>0

(finie)

tv(n)
∑

j=0

∞
∑

p=0

r−1
∑

q=0

p
(

p

q

)

ãj
[p] (n− j − 1)q un−1−j,

k+p−q+v

.

Nous allons maintenant montrer par récurrence sur ν que

∀ν ∈Z, ∀k ∈N, |uλ+ν,k|6 vν.

C’est vrai pour ν suffisamment négatif au vu de la forme générale des solutions,
ainsi que pour (ν + λ, k)∈E par hypothèse. Soit ν ∈Z, et supposons |uλ+ν ′,k|6 vν ′

pour ν ′<ν. En particulier, on a

∀j ∈N, ∀k ∈N, |uλ+ν−j−1,
k+p−q+v

|6 vν−j−1

d’où, pour k> µ(ν+λ),

|uν+λ,k|6
∑

i>0

|ti(n) |
∑

j=0

∞
∑

p=0

r−1
∑

q=0

p
(

p

q

)

|ãj[p]| |ν +λ− j − 1|q vν−1−j

=
∑

i>0

|ti(n) |
∑

j=0

n−1
∑

p=0

r−1

|ãj
[p]| (|ν +λ− j − 1|+1)p vν−1−j

6
∑

i>0

|ti(n) |
∑

j=0

ν−1

(ν+ |λ|+1)r−1 bj vν−1−j

6
C

n

∑

j=0

n−1

bj vν−1−j= vν.

Au final, on a |uν+λ,k|6 vν pour tous ν et k. �

On aboutit au pendant suivant de la proposition 5.27.

Proposition 6.20. Supposons donnés un opérateur différentielD, régulier à l’origine,
et la décomposition sur la base canonique à l’origine (définition 4.20 p. 72) d’une
solution u de D · u= 0. Écrivons u=

∑

i
zλi ϕi(z) logki z, avec ϕi ∈C[[z]]. On peut

calculer des paramètres de bornes T ∈N, α∈R+, Ki∈N∗ et Ai∈Q+ tels que

∀i, ϕi(z)P







Ai (1−α z)−Ki si T =0

Ai exp
(

KiT
−1 (1−α z)−T

)

sinon.

Lorsque l’opérateur D admet une singularité finie non nulle, on obtient ainsi des
bornes fines. ♦
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Démonstration. On traite séparément chaque classe de congruence modulo 1 des
exposants λi. Pour une série généralisée dans laquelle tous les exposants de z qui
apparaissent sont congrus modulo 1, on est dans la situation considérée ci-dessus.
D’après le lemme 5.25, le lemme 6.19 est applicable avec b(z) =M (1− α z)−T−1, et
il fournit des séries majorantes de la forme cherchée. La finesse pour un rayon de
convergence fini résulte de ce que l’on peut alors choisir α égal à l’inverse du module
de la singularité dominante de D, exactement comme en §5.3.3. �

Hélas, l’application aux séries généralisées du procédé de normalisation de la
section 5.2.3 présente une difficulté technique non résolue à ce jour. Nos bornes
au voisinage des points singuliers réguliers ne sont donc pas fines dans le cas d’un
développement de rayon de convergence infini, non réduit à une série entière. Il est
probablement possible de contourner cette difficulté en bornant les coefficients des
séries ϕk de (6.10) de proche en proche, pour k décroissant, à partir du système
de récurrences (4.24) page 74. Une adaptation de la méthode directe ci-dessus serait
tout de même désirable.

Notons également, toujours comme piste d’amélioration future, que les bornes de
cette section sont insatisfaisantes pour |λ| grand.
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Chapitre 7

Algorithmes de base et scindage binaire

Ce chapitre et le suivant sont centrés sur l’évaluation ponctuelle à grande précision des fonctions
D-finies. Celui-ci commence par des rappels sur l’arithmétique à précision arbitraire avec des objets
comme les entiers et les polynômes, qui serviront aussi, plus anecdotiquement, au chapitre 9. Nous
étudions ensuite le calcul d’un terme d’une suite P-récursive par scindage binaire, à la base de la
méthode d’évaluation des fonctions D-finies détaillée dans le chapitre suivant.

Une grande partie du contenu se trouve résumée dans un article présenté à ISSAC 2010 [174], et des
versions préliminaires de certains points sont déjà dans mon rapport de M2 [173].

7.1 Introduction

Enfin un peu d’algorithmique ! Nous avons vu au chapitre 1 que les procédures
d’évaluation numérique à grande précision offertes par NumGfun se fondent sur une
technique appelée scindage binaire (en anglais binary splitting). Dans la littérature,
ce nom fait référence au calcul par un algorithme « diviser pour régner » de la
somme d’une série à coefficients rationnels [122, 134, 115, 40]. Le procédé s’applique
classiquement aux séries hypergéométriques, et permet de calculer la n-ième somme
partielle d’une telle série en temps quasi-linéaire Õ(n). Qui plus est, il est réputé
efficace en pratique [260, 49, 9].

De même que beaucoup d’algorithmes apparentés, il se réinterprète comme le
calcul d’un arbre de produits de matrices à coefficients entiers [112, 57, 24]. Dans ce
contexte, le calcul d’une somme partielle de série hypergéométrique n’est qu’un cas
particulier de celui d’un terme d’une suite récurrente linéaire à coefficients polyno-
miaux. (La suite des sommes partielles d’une série D-finie, et en particulier d’une série
hypergéométrique, est P-récursive d’après le corollaire 3.15.) Un arbre de produits
convenable permet d’obtenir le n-ième terme d’une suite P-récursive quelconque sans
calculer tous les précédents, et en temps quasi-linéaire en n. L’algorithme général est
dû à Chudnovsky et Chudnovsky [56, 57]. L’histoire de l’idée, plus ancienne, est par
exemple retracée par Bernstein [24, §12.7].

Ce chapitre est consacré principalement au calcul du n-ième terme d’une suite
P-récursive par scindage binaire. On peut le voir comme la plus primitive des fonc-
tionnalités d’évaluation numériques disponibles dans NumGfun : le calcul non pas de
la valeur en un point d’une fonction D-finie, mais d’un des coefficients ou d’une des
sommes partielles de son développement en série à l’origine. L’algorithme a été étudié
à de multiples reprises dans toutes sortes de cas particuliers, témoins les articles cités
ci-dessus et les références qu’ils mentionnent. Je m’attache ici à rassembler et adapter
à la situation (plutôt générale) de cette thèse un certain nombre d’observations dis-
persées dans la littérature.

La section 7.2 présente des rappels sur la complexité algorithmique des opérations
sur les entiers à précision arbitraire et de quelques autres opérations de base. Ceux-
ci établis, nous nous intéressons (section 7.3) à l’algorithme de scindage binaire de
Chudnovsky et Chudnovsky, qui est à la base des méthodes d’évaluation à grande
précision des fonctions D-finies du chapitre suivant. Enfin, la section 7.4 recense des
« astuces » algorithmiques qui permettent de gagner en efficacité par rapport à la
description de la section 7.3. On aboutit également à une estimation plus fine, « sans
O(·) », de la complexité du calcul des arbres de produits qui nous intéressent.
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7.2 Complexité des opérations de base

7.2.1 Conventions

Notations. Dans ce chapitre et dans le suivant, on note K=Q(i) et A=Z[i]. Par
fidélité à l’implémentation et pour simplifier quelques évaluations fines de complexité,
la plupart des algorithmes sont énoncés uniquement dans ce cadre. Ils se généralisent
sans difficulté à la situation oùK est un corps de nombres quelconque (plongé dansC)
et A son anneau des entiers.

Représentation des nombres et hauteur. On appelle hauteur d’un objet à
coefficients entiers la taille maximale, en bits, des entiers qui apparaissent dans sa
représentation. La hauteur du rationnel ±p/q est par définition

haut(p/q)=max (⌈lg p⌉, ⌈lg q⌉),

celle d’un complexe 1

d
(x+ i y)∈K (x, y∈Z, d∈N) est le maximum des hauteurs de x,

y, d. Nous supposons plus généralement les éléments d’un corps de nombres fixé Q(ζ)

représentés sous la forme 1

d

∑

i
xi ζ

i avec xi∈Z et d∈N ; la hauteur d’un tel nombre
algébrique est donc

haut

(

1

d

∑

i

xi ζ
i

)

=max (h(d), h(x0), h(x1),	 ).

La hauteur d’un polynôme, d’une matrice, d’une série à coefficients rationnels ou
algébriques, ou d’une combinaison de tout cela est le maximum des hauteurs de ses
coefficients.

Modèle de complexité. Sauf mention contraire explicite, les estimations de com-
plexité des algorithmes font référence à la complexité binaire dans le cas le pire. Le
qualificatif binaire signifie que les opérations élémentaires que l’on compte s’appli-
quent à un alphabet fini, canoniquement {0, 1}. En particulier, les opérations sur les
entiers ou les flottants ne sont pas considérées comme élémentaires, mais ont un coût
qui dépend de la taille des opérandes. Nous pourrons néanmoins toujours négliger la
contribution des structures de contrôle et des « petits » entiers comme les indices de
boucles devant celle des « grands » entiers qui apparaissent comme coefficients des
données objet du calcul.

Complexité binaire s’oppose à complexité arithmétique. Dans une estimation de
complexité arithmétique, on compte comme opérations de coût unitaire certaines
opérations dans une structure algébrique donnée, par exemple les additions et mul-
tiplications dans l’anneau des coefficients d’un anneau de polynômes. À nouveau
quoique pour une raison différente, le coût du contrôle est donc négligé.

Les estimations de complexité sont dans le cas le pire. Une borne supérieure de
complexité est donc valable pour toute instance du problème. Une borne inférieure,
par exemple celle sous-entendue dans une complexité Ω(f(n)), doit seulement être
réalisée par au moins une instance pour chaque valeur de n. Dans la mesure où les
algorithmes dont nous étudions la complexité portent sur des objets denses, le cas
le pire est en général aussi le cas typique, c’est-à-dire que l’ordre de grandeur de la
complexité du pire cas est en fait atteint par « presque toute » instance, en un sens
convenable. Nous recherchons au premier chef des algorithmes de complexité quasi-
optimale. Formellement, nous dirons qu’une fonction f a une croissance quasi-linéaire
si f(n)=Õ(n)=O(n lgO(1)n), et que la complexité d’un algorithme est quasi-optimale
si elle a une croissance quasi-linéaire en les tailles cumulées de l’entrée et de la sortie.

7.2.2 Arithmétique des grands entiers

L’efficacité des algorithmes considérés dans ce chapitre repose de façon cruciale sur
la multiplication rapide de grands entiers. Le calcul sur les entiers, flottants, ration-
nels... de taille arbitraire, par opposition à leurs analogues confinés à quelques mots
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machine, s’appelle arithmétique multiprécision. On rappelle ici quelques résultats
bien connus sur le coût des opérations arithmétiques qui sont à la base des calculs.
Tous les résultats énoncés sans référence sont détaillés dans le livre récent de Brent
et Zimmermann [40], certains aussi dans celui de Crandall et Pomerance [73, Chap. 9].

Multiplication d’entiers. Par l’algorithme naïf « de l’école primaire », la mul-
tiplication de deux entiers de n bits prend Θ(n2) opérations. Plusieurs algorithmes
de multiplication rapide conduisent à de meilleures complexités. Bernstein [23] en
présente un panorama concis et très complet. Ils s’organisent grossièrement en deux
classes.

1. L’algorithme de Karatsuba et ses généralisations (schémas de Toom-Cook) sont
des méthodes diviser-pour-régner simples. L’algorithme de Karatsuba repose
sur la formule

(aβ+ b) (c β+ d)= a c β2+
(

(a+ b) (c+ d)− a c− b d
)

β+ b d, (7.1)

qui ramène la multiplication de deux entiers de taille n à trois multiplications
en taille n/2+O(1). Appliquée récursivement à profondeur lg2n, elle conduit
au final à effectuer Θ(nlog2 3) = O(n1,59) multiplications en taille O(1). Les
applications récursives de la relation (7.1) pour transformer les entiers initiaux
puis recombiner les résultats des multiplications élémentaires prennent elles
aussi un temps Θ(nlog2 3).

2. Les algorithmes à base de transformée de Fourier rapide (FFT) conduisent
quant à eux à des complexités quasi-linéaires. Ils ramènent la multiplication
d’entiers de taille n à seulement Θ(n) multiplications d’entiers de taille bornée.
Le passage des opérandes donnés en entrée aux petits entiers à multiplier
au final et inversement se fait par des combinaisons de transformées de Fou-
rier directes ou inverses dont les détails diffèrent suivant les algorithmes. Il
demande Θ(n λ(n)) opérations où lg n6λ(n) =O((lg n)O(1)). Observons qu’à
la différence de ce qui se passe avec les algorithmes de la première classe, le
coût des produits ponctuels après transformée est négligeable devant celui de
la transformée.

La meilleure complexité à ce jour est la suivante. Formellement, ce résultat se place
dans le modèle de complexité « standard » des machines de Turing à plusieurs
bandes [218]. Des complexités plus faibles sont possibles dans d’autres modèles, peut-
être moins réalistes pour des entiers de très grande taille [145, p. 311].

Théorème 7.1. (Fürer [104]) On peut multiplier deux entiers de taille n en

O(n (lg n) 2O(lg∗n))

opérations binaires, où lg∗ désigne le logarithme itéré, défini par lg∗n=0 pour n6 1
et lg∗n= lg∗ (lgn) + 1 sinon. ♦

En pratique, les implémentations efficaces de la multiplication de grands entiers
sont des procédures récursives qui combinent plusieurs algorithmes en sélection-
nant le plus rapide à chaque étape suivant la taille des opérandes. Il n’existe à ma
connaissance pas d’implémentation de l’algorithme de Fürer. Cependant, d’autres
algorithmes de multiplication par FFT sont largement utilisés. GMP [116], la biblio-
thèque d’arithmétique multiprécision la plus populaire, emploie une variante de l’algo-
rithme de Schönhage-Strassen, de complexité O(n lg n lg lg n) (la meilleure connue
avant le résultat de Fürer) pour multiplier des entiers dont la taille dépasse quel-
ques dizaines de kilo-octets [111]. C’est sur GMP que repose l’arithmétique entière
des versions récentes de Maple1, utilisée de manière intensive par l’implémentation
dans NumGfun des algorithmes de ce chapitre.

1. Précisément, Maple 15 (avril 2011) vient avec GMP 4.2.1 (mai 2006).
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Fonction de multiplication. Il est d’usage d’exprimer le coût des opérations sur
les grands entiers en fonction de celui de la multiplication. On impose en outre une
poignée de contraintes techniques qui permettent de simplifier ces expressions.

Définition 7.2. On appelle fonction de multiplication une fonction M : N → N

satisfaisant les propriétés (i) à (iii) suivantes.
(i) On peut multiplier deux entiers quelconques d’au plus n bits en au plus M(n)

opérations binaires.
(ii) La fonction n�M(n)/n est croissante.
(iii) Pour tous m,n> 1, on a M(mn)6m2M(n).

Dans toute la suite, M désigne une fonction de multiplication. ♦

Les hypothèses (ii) et (iii) de la définition 7.2 sont relativement standard [249,
§8.3]. Le point (ii) entraîne en particulier

M(n) +M(m)6n
M(m+n)

m+n
+m

M(m+n)

m+n
=M(n+m).

Pour multiplier deux entiers déséquilibrés, c’est-à-dire de taillesm et n>m significati-
vement différentes, une stratégie simple consiste à se ramener à ⌈n/m⌉ multiplications
en taille m en découpant en blocs l’opérande le plus grand. On bornera donc le coût
de cette opération par ⌈n/m⌉M(m).

D’après ce qui précède, on peut prendre M(n)=Θ(n lgn lg lgn), et cela reflète le
comportement pratique de la multiplication de très grands entiers. Pour des tailles
modérées, M(n)=Θ(nα) avec 1<α6 2 peut être plus réaliste.

Applications de la multiplication rapide. La multiplication rapide sert de
brique de base à des algorithmes de complexité quasi-linéaire pour les autres opé-
rations arithmétiques élémentaires sur les entiers, ainsi que sur les flottants multipréci-
sion. Nous utiliserons les résultats suivants. L’article de synthèse de Bernstein [23]
contient de nombreux autres exemples.

Proposition 7.3. Soient p et q des entiers de taille en bits bornée par n. On peut
calculer en O(M(n)) opérations :

(a) le quotient et le reste de la division euclidienne de p par q ;
(b) une approximation flottante à précision 2−n de p/q. ♦

Proposition 7.4. Soient p, q des entiers d’au plus n bits. On peut calculer le plus
grand commun diviseur p∧ q de p et q ainsi que des cofacteurs u, v tels que

p∧ q= u p+ v q

en O(M(n) lgn) opérations. ♦

À nouveau, la bibliothèque GMP (à partir de la version 4.3.0 pour le pgcd, et de
la version 5.0.0 concernant la division) fournit des implémentations qui atteignent ces
complexités.

7.2.3 Polynômes

Les algorithmes rapides mentionnés plus haut pour les opérations de base sur
les entiers admettent des analogues — en général plus simples — s’appliquant aux
polynômes, éventuellement avec des restrictions sur l’anneau des coefficients. La com-
plexité binaire est alors remplacée par la complexité arithmétique.

Pour tout anneau commutatif A où 2 est inversible, l’analogue polynomial de
l’algorithme de Schönhage-Strassen permet de multiplier deux polynômes de A[x] de
degré borné par n en O(n lg n lg lg n) opérations dans A. L’algorithme de Cantor-
Kaltofen [45] fonctionne sur tout anneau de base et aboutit à la même borne de
complexité. Aucune adaptation polynomiale aussi générale de l’algorithme de Fürer
n’est connue à ce jour.
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On note aussiM(n) une borne sur la complexité de la multiplication de polynômes.
La définition est la même que la définition 7.2, en remplaçant l’hypothèse (i) par

(i’) On peut multiplier deux polynômes de degrés bornés par n en au plus M(n)
opérations arithmétiques.

Le contexte indique en général laquelle des deux fonctions chaque occurrence de la
notation M(n) désigne ; au besoin, on écrira MZ(n) ou MA[x](n).

Ces résultats de complexité algébrique ne tiennent pas compte de la taille des
coefficients. Dans le cas des polynômes à coefficients entiers, on a le résultat plus
précis suivant.

Proposition 7.5. On peut calculer le produit de polynômes de degré d à coefficients
entiers d’au plus h bits en O(MZ(d h)) opérations binaires. ♦

On en déduit une borne de complexité de O(MZ(d
2 h)) pour le produit de poly-

nômes de degré d et hauteur h à coefficients rationnels en utilisant le lemme 7.10 ci-
dessous. Cette complexité reflète la taille du résultat dans le cas le pire.

7.2.4 Algèbre linéaire

Un algorithme bilinéaire [44, 5] pour le produit de matrices A et B à coefficients
dans K est un algorithme qui calcule AB en effectuant successivement

(i) des combinaisons linéaires si d’entrées de A et ti d’entrées de B, à coefficients
dans K ;

(ii) les produits pi= si ti ;
(iii) puis des combinaisons linéaires des pi donnant les entrées de AB.

On appelle exposant de l’algèbre linéaire sur un corps K l’infimum ωinf(K) des ω tels
que le produit de matrices s×s à coefficients dans K soit faisable en O(sω) opérations
arithmétiques dansK par un algorithme bilinéaire. Il est connu que ωinf(K) ne dépend
que de la caractéristique de K [44, Chap. 15]. Les meilleures bornes sont actuellement
26ωinf(K)< 2,376 [69], indépendamment de K.

L’algorithme de Coppersmith-Winograd duquel découle la borne supérieure est un
exemple fameux d’algorithme « galactique » [160] — asymptotiquement efficace, mais
au-delà d’un seuil qu’un calcul à l’échelle d’une galaxie ne suffit pas à atteindre. Pour
les petites tailles qui nous intéressent, ω = 3 est le plus réaliste. Un peu au-delà, la
complexité de l’algorithme de Strassen, soit ω= log27, est reflétée dans les expériences.
Il faut aussi noter que pour des raisons liées à l’architecture des ordinateurs (et à
l’effort consacré à développer des bibliothèques performantes !), l’algèbre linéaire sur
certains domaines, à commencer par les flottants machine, est extrêmement efficace
en pratique bien que les implémentations soient souvent de complexité cubique.

Définition 7.6. Dans toute la suite, on note ω un réel tel que le produit de matrices
s× s à coefficients dans un corps K quelconque puisse être effectué en O(sω) opéra-
tions arithmétiques dans K par un algorithme bilinéaire. ♦

Comme dans le cas des entiers et des polynômes, la multiplication de matrices sert
d’étalon de complexité pour les opérations d’algèbre linéaire.

Théorème 7.7. Soit K un corps, et supposons que l’on dispose d’un algorithme pour
multiplier les matrices de Ks×s en O(nω) opérations dans K. Alors on peut calculer

– le déterminant, le rang ou une base du noyau d’une matrice de Ks×s ;
– l’inverse d’une matrice de GLs(K)

en O(sω) opérations. ♦

Je renvoie à [44, Chap. 15] ou encore [33, chap. 3] pour des preuves et références.
Pour les matrices à coefficients entiers, une approche relativement naïve aboutit aux
complexités suivantes, qui suffisent à nos besoins. Des résultats plus fins existent pour
l’inversion et bien d’autres problèmes apparentés [248, 227, 228].
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Théorème 7.8. Soient A,B ∈Zs×s de hauteur bornée par h.
(a) On peut calculer le produit AB en O(sωM(h+ lg s)) opérations binaires.

(b) On peut calculer detA∈Z et det (A)A−1∈Zs×s en

O
(

M
(

s3 (lg s)O(1)h lg h
)

+ sω+1 (lg s)O(1)h
)

=O
(

sω+1+o(1)M(h) lg h
)

opérations binaires. ♦

Démonstration (esquisse). (a) La taille des entiers manipulés dans les étapes
intermédiaires d’un algorithme bilinéaire de multiplication est bornée par h+2 lg s+
O(1). (b) Le déterminant et donc l’inverse de A sont de hauteur O(s (h+ lg s)). On
en déduit la complexité par des techniques standard de calcul multimodulaire. �

7.3 Calcul d’un terme d’une suite P-récursive

7.3.1 Scindage binaire

Considérons une relation de récurrence linéaire de la forme

un+s+ bs−1(n)un+s−1+
 +b0 (n)un=0, bk ∈K(n)=Q[i](n). (7.2)

On voit facilement que haut(un) = O(n lg n) ; et, pour un choix de bk et de condi-
tions initiales suffisamment général, cette borne est optimale. Calculer successivement
u0,	 , uN−1 en « déroulant » la récurrence (7.2) demande donc

Θ(N2M(lgN))

opérations binaires. Cette complexité est quasi-linéaire en la taille combinée des N
premiers termes de u, mais quadratique en celle de uN.

La méthode dite de scindage binaire est un algorithme « diviser pour régner »
qui calcule un seul terme uN en complexité quasi-optimale. On commence par réé-
crire (7.2) comme une récurrence matricielle d’ordre 1 :









un+1

un+2�
un+s









=









1 

1

−b0(n) −b1(n) 
 −bs−1(n)

















un
un+1�
un+s−1









.

On multiplie cette récurrence par un dénominateur commun q(n) ∈Z[n] des entrées
de la matrice, ce qui donne

q(n)Un+1=B(n)Un (7.3)

où

Un=









un
un+1�
un+s−1









, B(n)= q(n)









1 

1

−b0(n) −b1(n) 
 −bs−1(n)









∈A[n].

Posons P (i, j) =B(j − 1)
 B(i+1)B(i). On a ainsi

UN =
1

∏

i=0
N−1 q(i)

P (0, N).

On calcule P (0, N) en appliquant récursivement la formule

P (i, j)=P

(⌊

i+ j

2

⌋

, j

)

P

(

i,

⌊

i+ j

2

⌋)

, (7.4)

et l’on procède de même, mais séparément, pour obtenir le dénominateur
∏

i=0
N−1

q(i).
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Le fait de calculer séparément numérateur et dénominateur signifie en fait que
l’on s’abstient de simplifier les fractions qui apparaissent au cours du calcul. C’est
parce que le coût d’un pgcd d’entiers de taille n est plus élevé d’un facteur Θ(lg n)
que celui d’une multiplication. Sauf situation exceptionnelle, retirer les facteurs com-
muns ne diminue pas suffisamment les tailles des numérateurs et dénominateurs pour
compenser cet écart ; et au final, l’algorithme sans simplifications est plus rapide d’un
facteur Θ(lg n).

La structure

P (0, N)

P (⌊N/2⌋, N)

B(N − 1)

P (0, ⌊N/2⌋)

B(0)

construite par la règle (7.4) s’appelle un arbre de (sous-)produits . Les arbres de pro-
duits, d’entiers et de polynômes notamment, ont de nombreuses applications en calcul
formel et dans d’autres domaines de l’informatique [24, §12-§16, §18, §23]. Leur emploi
pour tirer le meilleur parti de la multiplication rapide en équilibrant les opérandes
date au moins des années 1970 [24, §12.7].

7.3.2 Complexité

Les deux énoncés suivants reprennent essentiellement la formulation de l’algo-
rithme de scindage binaire pour les suites P-récursives quelconques due à Chudnovsky
et Chudnovsky [57, §2]. Une petite complication vient de ce qu’ils omettent apparem-
ment de prendre en compte le coût de l’évaluation des polynômes qui apparaissent
aux feuilles de l’arbre de produits. Or, en arithmétique multiprécision, l’évaluation
d’un polynôme par l’algorithme de Horner a un coût quadratique en le degré, qui ne
rentre pas dans la borne de complexité annoncée.

Proposition 7.9. [57] Supposons B(n)∈A[n]s×s de degrés bornés par d′ et hauteurs
bornées par h′. Le calcul par scindage binaire du produit

P (0, N)=B(N − 1)
 B(1)B(0)∈Ks×s (N > s)

demande O
(

sωM
(

N (h′+ d′ lgN)
)

lgN
)

opérations binaires pour d′=O(N). ♦

Démonstration. Posons H = h′+ d′ lgN . Pour n<N fixé, la hauteur de B(n) est
O(H), donc celle de P (i, j) est O

(

(j − i)H
)

, et la multiplication (7.4) prend

O
(

sωM
(

(j − i)H
))

opérations binaires. Comme M(m) +M(n)6M(m+n) d’après la définition 7.2, le
coût total des multiplications pour obtenir les éléments à profondeur k de l’arbre des
produits à partir de ceux à profondeur k+1 est O(sω M(N H)), indépendamment
de k. Une fois les B(n) pour 06 n <N connus, le calcul de P (0, N) demande donc
O(sωM(NH) lgN) opérations.

Le calcul de chacune des N matrices aux feuilles de l’arbre demande d’évaluer
O(s2) polynômes de degré au plus d′ et de hauteur au plus h′ en un point n de
hauteur bornée par ⌈lg N ⌉. Pour cela, on utilise à nouveau un algorithme « diviser
pour régner » : on calcule p(n) et ndeg p par les formules2

{

p(n) =n⌊deg p/2⌋ phaut(n)+ pbas(n), deg phaut=
⌈ 1

2
deg p

⌉

, deg pbas=
⌊ 1

2
deg p

⌋

ndeg p=
(

n⌊deg p/2⌋)2n(deg p)mod 2
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en évaluant récursivement phaut, pbas et ndeg p. La complexité est de O(M(H) lg d′)
opérations par polynôme, soit O(s2NM(H) lg d′) au total. �

Pour appliquer la proposition précédente aux récurrences scalaires, il reste à con-
trôler la complexité de la conversion de l’entrée (7.2) sous la forme (7.3). Dans le
pire des cas, la croissance des coefficients induite par les besoins de dénominateurs
communs à différentes étapes fait croître le coût total du calcul d’un facteur de l’ordre
de s d, où d désigne le degré des coefficients de (7.2). On peut cependant bien souvent
borner plus finement le degré d′ et la hauteur h′ qui interviennent dans le proposition
précédente, par exemple dans la situation commune où tous les coefficients de (7.2)
ont le même dénominateur. Nous énonçons donc la complexité de l’algorithme complet
à la fois en termes de (h, d) et de (h′, d′).

Lemme 7.10. Soit p∈K[x] un polynôme de degré d et de hauteur h. On peut réduire
au même dénominateur les coefficients de p, c’est-à-dire calculer d′ ∈N et p′ ∈A[x]
tels que p(x) = 1

d′ p
′(x), en O(M(d2 h) lg d) opérations. Le numérateur p′ obtenu est

de hauteur bornée par (d+1)h. ♦

Démonstration. Soient q0,	 , qd les dénominateurs des coefficients de p. On cons-
truit l’arbre des sous-produits de q0 
 qd en O(M(d h) lg d) opérations, et l’on en
déduit chaque q0
 qî 
 qd en temps O(M(d h)) par produits successifs le long d’une
branche de l’arbre, ou encore en divisant q0
 qd par qi. �

Proposition 7.11. [57] Soit u une suite P-récursive sur K donnée par une récurrence
de la forme (7.2) et des conditions initiales elles-mêmes dans K. Supposons que les
coefficients bk(n) de (7.2) n’ont pas de pôles entiers positifs. Soient d une borne sur
les degrés de leurs numérateurs et dénominateurs, h une borne sur leurs hauteurs et
celles des conditions initiales. Soient d′, h′ des bornes sur les degrés et hauteurs des
coefficients B(n) et q(n) de (7.3) correspondants. L’algorithme de scindage binaire
calcule le terme uN ∈K (N > s) de u en

O
(

sωM
(

N (h′+ d′ lgN) lg (Nh′)
)

)

=O
(

sωM
(

s dN (h+ lgN)
)

lg (Nh)
)

opérations binaires si s, d=O(lgN). Sous les mêmes hypothèses, le coût descend à

O
(

sωM
(

N (h′+ d′ lgN) lgN
)

)

=O
(

sωM
(

s dN (h+ lgN )
)

lgN
)

,

si l’on ne demande pas que le résultat soit sous forme irréductible. ♦

Démonstration. Pour passer de (7.2) à (7.3), on commence par écrire chacun
des bk comme un quotient de polynômes à coefficients dans A. Le résultat est de
hauteur h′′6 2 (d+1) h, et cette étape demande O(sM(d h) lg d) opérations. (Le fac-
teur 2 provient de la multiplication du numérateur par le dénominateur commun des
coefficients du dénominateur, et inversement.) Il reste alors à réduire au même déno-
minateur (polynomial cette fois) les s coefficients non constants de l’équation (7.2).
Le résultat est de degré d′6 s d et de hauteur

h′6 s (h′′+ ⌈lg s⌉+ ⌈lg d⌉)= s (h′′+ o(lgN)).

Cette réécriture a un coût de O(M(s d ′ h′) lg s) opérations, par l’argument du
lemme 7.10 où l’on a remplacé la multiplication d’entiers de taille h par celle de
polynômes de degré d′ et hauteur h′.

On calcule ensuite le produit P (0, N) en O(sωM(NH) lgN) opérations, où

H = h′+ d′ lgN 6 s d (2 h+ lgN) (1+ o(1)),

2. Cet algorithme a été proposé dans un contexte différent par Estrin [88]. Bostan et. al. [34,
§3.3] relèvent son intérêt pour évaluer un polynôme en temps quasi-linéaire en son degré quand les
coefficients sont des entiers multiprécision.
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d’après la proposition 7.9. Le calcul du dénominateur
∏

n
q(n) demande quant à lui

O(M(N H) lg N) opérations. Appliquer la matrice obtenue aux conditions initiales
en prend O(s2M(NH)). Sous l’hypothèse que s, d = O(lg N), le coût de toutes les
autres étapes à ce stade est négligeable devant celui du calcul de P (0, N).

Enfin, la mise sous forme irréductible du résultat consiste en un pgcd d’entiers de
taille O(NH), faisable en O(M(NH) lg (NH)) opérations binaires. �

Comme la hauteur de uN peut atteindre Ω((N + h) lgN), ce résultat est optimal
vis-à-vis de N et h, à des facteurs logarithmiques près.

Le même algorithme est applicable en remplaçant K = Q(i) par un corps de
nombres [235]. Cela est utile pour l’évaluation « aux singularités » (voir §8.6) des
fonctions D-finies sur Q. Plus généralement, on peut énoncer des résultats similaires
pour le calcul d’arbres de produits dans une Z- ou Q-algèbre sans torsion arbitraire
(dans ce dernier cas, on écrit A = Q ⊗ZA

′ et l’on effectue les multiplications dans
Z×A′) [173]. La seule différence notable est que faute de choix d’une base de l’espace,
la hauteur d’un élément n’est définie qu’à une constante additive près.

La section 7.4 en fin de chapitre discute différentes améliorations du facteur
indépendant de N et h dans les estimations de complexité des deux propositions
précédentes. Nous verrons que sous des hypothèses un peu plus fortes, le coût du
calcul est de l’ordre de 1

3
s2M(NH) lgN .

7.3.3 Sommes de séries

Nombre de récurrences particulières peuvent être mises sous une forme matri-
cielle qui présente une certaine structure préservée au fil des multiplications. Soit par
exemple à calculer σn=

∑

k=0
n−1

uk, où (un)∈KN est donnée par la récurrence

un+s+ bs−1(n)un+s−1+
 + b0(n)un=0 (7.5)

et des conditions initiales u0,	 , us−1. On en déduit

(σn+s+1− σs)+ bn+s−1(n) (σn+s−σn+s−1)+
 + b0(n) (σn+1− σn)= 0, (7.6)

c’est-à-dire une récurrence d’ordre s + 1 satisfaite par σ, que l’on peut écrire sous
forme matricielle avant de poursuivre comme ci-dessus.

Cependant, il est préférable de « dérouler » simultanément (7.5) et la récurrence
inhomogène σn+1− σn=un, sous la forme













un+1�
un+s−1

un+s

σn+1













=













1 0 0
 �
0 1 0
∗ ∗ 
 ∗ 0
1 0 
 0 1

























un�
un+s−2

un+s−1

σn













. (7.7)

En effet, le produit de deux matrices triangulaires par blocs est triangulaire par blocs.
Lorsque l’on sépare numérateur et dénominateur de la matrice de (7.7) et que l’on
forme l’arbre des produits correspondant au numérateur, les s coefficients supérieurs
de la colonne de droite restent nuls pour tous les sous-produits intermédiaires, et le
coefficient du bas n’est autre que le dénominateur. La même idée s’applique dès que
l’opérateur de récurrence annulant la suite à calculer se factorise [173, §2.3].

Notons MM(s) la complexité multiplicative du produit de matrices s× s à coeffi-
cients entiers, c’est-à-dire le nombre de multiplications dans Z auxquelles se ramène
une multiplication dans Zs×s, sans compter les multiplications par des constantes.
Chaque produit de matrices de la forme (7.7) représente MM(s)+ s2+ s+1 multipli-
cations scalaires, contre MM(s+1)+1 pour la variante fondée sur la récurrence (7.6),
où l’on calcule un produit de matrices pleines et un dénominateur séparé. La for-
mule (7.7) est donc plus efficace dès que MM(s+1)−MM(s)> s (s+1). Ce n’est pas
le cas asymptotiquement avec MM(s) =O(sω) et ω < 3. En revanche, c’est vrai avec
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l’algorithme naïf3, de même — en anticipant sur la section 7.4 — qu’avec l’algorithme
de Waksman ou avec les complexités du tableau 7.1 (p. 136) jusqu’à s= 16.

Exemple 7.12. Soit à calculer en =
∑

k=0
n−1 1

k!
. Le numérateur de la matrice de la

récurrence (7.7) correspondante est B(n) =
(

1 0
n+1 n+1

)

. On forme des produits

partiels B(j − 1)
 B(i)=
(

1 0
P (i, j) Q(i, j)

)

par scindage binaire suivant la relation

(

1 0
P (i, j) Q(i, j)

)

=

(

1 0
P (m, j) Q(m, j)

)(

1 0
P (i,m) Q(i,m)

)

(m= ⌊ i+ j

2
⌋).

Cette relation est équivalente à la méthode classique de calcul de en par scindage
binaire [115], qui consiste à appliquer récursivement les relations

P (i, j) =P (i,m)Q(m, j)+P (m, j), Q(i, j)=Q(i,m)Q(m, j).

De même, pour une somme hypergéométrique générale (c’est-à-dire lorsque un satis-
fait une récurrence du premier ordre), le produit de matrices de la forme (7.7) requiert
les quatre mêmes multiplications essentielles que la formulation classique [49]. Le coût
de la méthode générale spécialisée à ce cas et celui des formules spécifiques sont donc
les mêmes à un terme linéaire en n près. ♦

Des observations comparables s’appliquent notamment à la propagation des zéros
dans les produits partiels de matrices qui donnent les coefficients et sommes partielles
de séries paires impaires. Tout ceci milite en faveur de l’écriture (7.7) de la récurrence
de préférence à des versions plus denses, conduisant à des matrices de plus petite
taille, mais qui pourraient faire perdre une certaine structure.

7.3.4 Implémentation

NumGfun contient deux implémentations du calcul du N -ième terme d’une suite
récurrente par scindage binaire. L’une est écrite en pur langage Maple, l’autre en C,
au-dessus de la couche mpz de GMP, et fait partie de la bibliothèque libNumGfun

mentionnée en §1.3. La version C est encore à un stade peu avancé. D’après mes
premières expériences, elle est nettement plus efficace pour N modéré (voir figure 7.1),
tandis que les deux implémentations présentent des performances comparables pourN
assez grand4, l’essentiel du temps étant alors passé dans GMP.

L’utilisateur dispose d’une fonction NumGfun:-nth_term qui prend en paramètre
une suite P-récursive u ∈ KN et un indice N , et calcule uN par l’algorithme de la
section précédente. Par ailleurs, les procédures calculant un en fonction de n ren-
voyées par gfun:-rectoproc (voir §1.2.1) appellent automatiquement nth_term si
le type d’évaluation demandée le permet et si N est suffisamment grand vis-à-vis
de l’ordre de la récurrence. Enfin, la variante fnth_term calcule une approximation
numérique de un sans passer par son expression exacte dans Q(i), ce qui économise un
coûteux calcul de pgcd entre le numérateur et le dénominateur obtenus par scindage
binaire. Les exemples suivants illustrent l’utilisation de ces fonctions pour calculer un
terme d’une suite d’entiers ou approcher la limite d’une suite convergente. Comme
d’habitude, les temps de calcul indiqués correspondent à la version Maple du code de
scindage binaire.

Exemple 7.13. Les nombres de Motzkin Mn (oeis A001006 [220])
dénombrent les façons de relier n points répartis sur un cercle par des
cordes qui ne s’intersectent pas. Ils satisfont la récurrence

(n+4)Mn+2=3 (n+1)Mn+(2n+5)Mn+1

3. Cette conclusion est en désaccord avec celle de Zimmermann [267, p. 25], qui ne tient pas
compte de la forme particulière des matrices.

4. AvecMaple 11 ou ultérieur, les versions plus anciennes souffrant de problèmes d’efficacité dans
les opérations sur les grands entiers.
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Figure 7.1. Temps de calcul comparés, par scindage binaire, des N -ièmes termes d’une
base de solutions de la récurrence (n2+ 5) un+3= (n+1) (n+2) un+2+ (n+2) un+1+ un
en pur Maple et avec un noyau en C utilisant GMP. Seule est mesurée la durée du calcul de
l’arbre de produits, sans la division finale. Moyenne de 36 k6 100 exécutions, utilisant un
seul cœur du processeur. L’écart se resserre quand N grandit : le rapport de performance
entre les deux implémentations est inférieur à 2 pour N = 100000.

avec M0=1, M1=1. En utilisant NumGfun, on calcule

> nth_term({(n+4)*M(n+2)=3*(n+1)*M(n)+(2*n+5)*M(n+1), M(0)=1, M(1)=1},

M(n), 100000);

6187829384	 (47685 chiffres)	 4866467713

en 3,1 secondes. De même, le calcul de

M106= 2635090613	 (477093 chiffres)	 6434199151

prend 36,2 secondes. En comparaison, dérouler naïvement la récurrence demande
7,2 secondes pour M105 et 28,5 secondes pour M2·105. Cet exemple n’est pas à l’avan-
tage du scindage binaire, car toutes les divisions qui apparaissent au cours du calcul
sont exactes, ce dont nth_term ne tire pas parti. ♦

Exemple 7.14. Par intégrations par parties successives à partir de la représentation
intégrale de la fonction Gamma, on obtient

Γ(z)=
∑

n=0

∞
e−t tn+z

z (z+1)
 (z+n)
+

∫

t

∞
e−uuz−1 du, 0<Re z < 1. (7.8)

Brent [39, §6.10] a proposé d’utiliser cette expression pour évaluer Γ(z) quand z

est un rationnel de hauteur modérée. (La même approche s’étend immédiatement à
des points algébriques, à nouveau de hauteur modérée.) Prenons z = 1/3. Le terme
général un de la somme (7.8) satisfait alors (3 n+ 4) un+1 = 3 t un. Avec t= 293, on
vérifie que

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n=65000

∞
e−t tn+z

z (z+1)
 (z+n)
+

∫

t

∞
e−uuz−1 du

∣

∣

∣

∣

∣

6 10−10002.

Ainsi, on détermine en 1,16 s l’approximation à 10−10000 près de Γ( /1 3)

> a := 29: t := a^3: N := 65000:

> rec := {(3*n+4)*u(n+1) = 3*t*u(n), u(0) = 3*a}:

> evalf[10000](fnth_term(rec, u(n), N, 10002, ’series’)

* evalf[10002](exp(-t)));

2,6789385347	 (9980 chiffres)	 7239199978
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(l’option series sert à sommer la série de terme général donné par la récurrence
comme décrit en §7.3.3)

Le même calcul avec l’implémentation de la fonction Gamma fournie par Maple :

> evalf[10001](GAMMA(1/3))

2,6789385347	 (9980 chiffres)	 7239199978

prend plus de 5 min. La comparaison n’est pas équitable, puisque l’implémentation
de Maple, conçue pour des points flottants quelconques, ne tire pas parti de la petite
taille du point d’évaluation. Elle met cependant en lumière l’importance de traiter
spécifiquement les évaluations aux points rationnels simples si elles interviennent
fréquemment, et notamment pour calculer les fonctions d’Airy à partir des conditions
initiales

Ai(0)=
1

32/3Γ( /2 3)
, Ai′(0)=−31/6Γ( /2 3)

2 π
, Bi(0)=

1

31/6Γ( /2 3)
, Bi′(0)=

32/3Γ( /2 3)

2π

par l’algorithme présenté en §8.2. ♦

7.4 « Optimisation » du scindage binaire

Plusieurs techniques plus ou moins classiques permettent d’améliorer d’un facteur
constant mais significatif la complexité du calcul d’un arbre de produits. Cette section,
essentiellement bibliographique, vise à les passer en revue. Il n’y a pas d’idée nouvelle,
et à de rares exceptions près, ces techniques ne sont pas actuellement utilisées dans
NumGfun, le langage Maple s’y prêtant assez peu. J’ai en revanche tenté de rassem-
bler les observations théoriques que devrait prendre en compte une implémentation
« optimisée » des algorithmes de scindage binaire. Il s’agit donc en quelque sorte
d’une liste de pistes pour le développement de libNumGfun.

Nous allons distinguer deux modèles de calcul. Dans le modèle FFT , on suppose
les multiplications entières effectuées par transformée de Fourier discrète. On tire parti
de la structure de l’algorithme de multiplication — transformée coûteuse, produits
ponctuels bon marché, transformée inverse coûteuse — pour réorganiser le calcul de
manière à économiser des transformées. Dans le modèle boîte noire au contraire, la
multiplication est une opération indivisible, et les « optimisations » visent à limiter le
nombre et la taille des multiplications. Ce second modèle offre moins d’opportunités
d’accélération du code, mais reflète l’interface communément offerte par les implé-
mentations de la multiplication d’entiers.

7.4.1 Modèle FFT

Opérations sur les transformées de Fourier. La technique la plus importante
est diversement appelée FFT caching et FFT addition [24], computing in the FFT
mode [235] ou encore FFT invariance [188]. On la trouve le plus souvent énoncée
dans le contexte de la multiplication de polynômes dans C[x] ou plus généralement
sur un anneau qui supporte la FFT. La multiplication de polynômes de degrés stric-
tement inférieurs à d (que nous supposerons pour simplifier être une puissance de 2)
se décompose alors en deux transformées de Fourier directes en taille 2 d, suivies
de d multiplications dans l’anneau de base et d’une transformée inverse. Notons
F (n) = O(n lg n) le coût d’une transformée de Fourier, directe ou inverse. Le coût
de la multiplication dans C[x] est alors de M(d) = 3 F (2 d) + O(d) opérations
arithmétiques. Pour multiplier deux matrices s×s dont les entrées sont des polynômes
de degrés comparables et tous bornés par d, on calcule une fois pour toutes les trans-
formées directes de toutes les entrées, puis l’on effectue les produits deux à deux des
évaluations aux racines 2 d-ièmes de l’unité des matrices de départ, et on en déduit
le résultat par des transformées de Fourier inverse (voir figure 7.2). Le coût total de
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[
A11(z) A12(z)
A21(z) A22(z)

]

×

[
B11(z) B12(z)
B21(z) B22(z)

]

=

[
C11(z) C12(z)
C21(z) C22(z)

]

[
A11(1) A12(1)
A21(1) A22(1)

] [
B11(1) B12(1)
B21(1) B22(1)

]

[
A11(ζ) A12(ζ)
A21(ζ) A22(ζ)

] [
B11(ζ) B12(ζ)
B21(ζ) B22(ζ)

]

.

.

.
.
.
.[

A11(ζn−1) A12(ζn−1)

A21(ζn−1) A22(ζn−1)

] [
B11(ζn−1) B12(ζn−1)

B21(ζn−1) B22(ζn−1)

]

[
C11(1) C12(1)
C21(1) C22(1)

]

[
C11(ζ) C12(ζ)
C21(ζ) C22(ζ)

]

.

.

.[
C11(ζn−1) C12(ζn−1)

C21(ζn−1) C22(ζn−1)

]

2s
2 FFT(2n)

s
ω

O(n) mul

s
2 FFT−1(2n)

Figure 7.2. Produit de matrices de polynômes « par FFT ».

cet algorithme est de 3 s2 F (2d)+O(sω d)=s2M(d)+O(sω d) opérations dans C. En
comparaison, la méthode naïve consistant à calculer séparément chacun des produits
dans C[x] intervenant dans la formule de multiplication matricielle demande sωM(d)
opérations, soit s+ o(1) fois plus si ω=3 et M(d)/d≫ s.

De même, l’algorithme de Schönhage-Strassen réduit la multiplication dans
/Z (2n+1)Z à O( n

√
) multiplications dans /Z (2m+1)Z avec m=O( n

√
), effectuées récur-

sivement. Moyennant une profondeur de récursion de lg lgn, on se ramène ultimement
à O(n1−1/lg n) = O(n) multiplications en taille O(n1/lgn) = O(1). On peut voir
ces réductions successives comme une unique « transformée de Schönhage-Strassen »5

qui ramène la multiplication d’entiers de taille n à O(n) multiplications en taille O(1),
le tout en F (n) = O(n lg n lg lg n) opérations binaires. Cette transformée est un
morphisme d’anneaux, et ramène donc aussi le produit de deux matrices s× s de
hauteur h à O(h) produits de matrices de hauteur O(1). Le coût total de la mul-
tiplication est alors

3 s2F (n)+O(sωn)= s2M(n) +O(sωn).

La technique s’applique à l’identique à n’importe quelle autre Z-algèbre.
Cette idée admet des variantes théoriquement un peu moins bonnes sur le plan de

la complexité mais plus faciles à mettre en œuvre. En multipliant les entiers de taille n
« comme des polynômes à coefficients réels de degré n/lg n », par une transformée
de Fourier implémentée en arithmétique flottante à précision O(lg n) et sans appels
récursifs (le cas de base étant réalisé par un algorithme de multiplication des flottants
de complexité M(n)), on aboutit pour le produit matriciel à une complexité

O

(

s2nM(lg n)+sωn
M(lg n)
lg n

)

.

Une seconde possibilité est de réduire la multiplication de matrices A, B ∈ Zs×s à
celles de A mod p par B mod p pour un nombre suffisant de p premiers entre eux
par réduction-reconstruction multimodulaire rapide [40, §2.7], la multiplication de
matrices de hauteur n se fait alors en

O

(

s2M(n) lg n+ sωn
M(lg n)
lg n

)

opérations binaires. (Storjohann [226] détaille l’analyse, choix des p compris.) Le
mérite de cette approche est qu’elle peut s’implémenter par-dessus une routine boîte
noire de multiplication entière.

Pour des récurrences d’ordre élevé, on peut s’attendre à ce que les variantes les
plus efficaces soient celles qui se ramènent à des multiplications de matrices de flot-
tants machine, qui peuvent alors être effectuées à l’aide de BLAS6 extrêmement

5. J’ai appris cette présentation de Joris van der Hoeven. La synthèse de Bernstein [23] adopte
un point de vue analogue.
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...

A(z) B(z)

DFT2n(AB)

DFT2n(A)

A(z)

DFTn(A)

... ...

DFT2n(B)

B(z)

DFTn(B)

... ...

FFT(n)

FFT(2n)

FFT(2n)

FFT(n)

DFT2n(P ) = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

DFTn(P ) = ∗ ∗ ∗ ∗

DFTn(ζP ) = ∗ ∗ ∗ ∗

Figure 7.3. FFT doubling dans un arbre de produits de polynômes.

rapides comme ATLAS ou GOTOBlas [254, 113, 224]. On peut les combiner avec
une bibliothèque de FFT comme FFTW [100] pour tirer le meilleur parti de l’effort
de développement d’outils de calcul scientifique performants. Le prix à payer est
qu’il devient difficile de garantir l’absence d’erreurs dues aux arrondis. La méthode
est donc heuristique. Cependant, la variante multimodulaire se prête à une implé-
mentation similaire : l’idée est alors de coder les réduites modulo p par des matrices
de flottants machine plutôt que d’entiers, et de faire à nouveau appel aux BLAS
pour les multiplier [80].

FFT doubling. Dans le calcul d’arbres de produits, les techniques précédentes se
combinent à une amélioration spécifique. Bernstein [24, §12.8] appelle cette idée FFT
doubling et l’attribue à R. Kramer. Le point de départ est que la moitié des coefficients
de la transformée de Fourier en taille 2 n d’un tableau de n éléments (convenablement
complété par des zéros) sont simplement ceux de la transformée en taille n du même
tableau. Les n coefficients manquants se calculent eux-mêmes par une transformée
en taille n. En un nœud interne d’un arbre de produits, la moitié des coefficients de
chacune des deux transformées directes parmi les trois en lesquelles se décompose la
multiplication sont donc déjà connues. La figure 7.3 illustre cela dans le cas des poly-
nômes. Malheureusement, on ne sait apparemment pas faire mieux pour calculer les n
coefficients manquants que de repasser par la représentation classique des polynômes
ou des entiers. Le gain sur l’ensemble de l’algorithme de scindage binaire est donc
seulement d’un facteur 3/2+ o(1).

Synthèse. En exploitant ces remarques sur le coût des multiplications aux nœuds,
on arrive au raffinement suivant de la proposition 7.11.

Proposition 7.15. Supposons M(n) = 3 F (2 n) + O(n). Soit d′ une borne sur les
degrés de la matrice B(n) ∈ A[n] et du polynôme q(n) ∈ Z[n] de l’équation (7.3).
Soit h′ une borne sur leurs hauteurs. Lorsque N = 2K est une puissance de deux,
le calcul de l’arbre de produits P (0, N) sans mise en forme irréductible du résultat
demande au plus

(

2

3
+ o(1)

)

s2M(N (h′+ d′ lgN)) lgN

opérations binaires quand K, h′, d′, s→∞ avec sω−2 = o(K) et lg d′ =O(K). Si en
outre la fonction n�M(n)/(n lgn) est croissante et lgh′=o(lgN), on peut remplacer
la constante /2 3 par /1 3. ♦

Démonstration. Notons H = h′ + d′ K. À profondeur k < K dans l’arbre de
produits (la profondeur de la racine étant zéro), on a à effectuer 2k produits d’éléments
deAs×s×Z de hauteur bornée parHk=2K−k−1H . En utilisant la technique de FFT

6. Basic Linear Algebra Subprograms
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doubling , chacun demande 4 s2+2 transformées directes d’entiers de taille Hk, suivies
de O(Hk) produits ponctuels et de 2 s2 + 1 transformées inverses en taille 2Hk, soit
un total de

(2 s2+1) (2F (Hk) +F (2Hk))+O
(

(sω+1)Hk

)

6
4

3
s2M(Hk) (1+ o(1))

opérations. Le coût total du scindage binaire est donc borné par
(

4

3
+ o(1)

)

s2M(H0) lgN 6

(

2

3
+ o(1)

)

s2M(NH) lgN.

Sous l’hypothèse lg d′= o(K), il domine celui de l’évaluation des feuilles, estimé dans
la preuve de la proposition 7.9 à O(s2 2KM(HK−1) lg d′).

Avec M(n) = f(n)n lg n où f(n) est croissante, et lg h′= o(lgN), on a

∑

k=0

K

2kM(Hk) =
∑

k=0

K

f(Hk)H0 (lgH0− k+1)

6 f(H0)H0

(

K lgH +
1

2
K2+O(K)

)

∼ K
2
M(H0)

(une remarque attribuée dans ce contexte à D. Stehlé par Zimmermann [267]), d’où
le second résultat. �

L’hypothèse lg h′ = o(lgN) qui fait gagner un facteur 2 + o(1) dans l’analyse est
relativement contraignante. Parmi les applications à venir, elle s’applique à l’évalua-
tion d’une fonction D-finie en un point rationnel fixé (§8.2), mais pas à l’algorithme
bit-burst (§8.5). Concernant ce dernier, on pourrait tout de même prolonger l’analyse
en explicitant la relation entre N et h′.

Discussion. Les techniques de réutilisation de transformées violent l’abstraction
de la multiplication boîte noire. Cela les rend délicates à mettre en œuvre de façon
robuste avec les interfaces offertes par les implémentations de la multiplication rapide.
En outre, la plupart des utilisations du scindage binaire concernent des récurrences
particulières et de petit ordre, pour lesquelles ces techniques n’apportent qu’une accé-
lération modérée [262]. Pour ces différentes raisons, elles sont encore peu utilisées
en pratique dans ce contexte. Cela pourrait évoluer : devant la multiplication des
algorithmes rapides qui se placent dans le « modèle FFT » [24], on voit se dessiner
dans le développement récent de bibliothèques comme GMP [116] ou FLINT [124]
une volonté de les prendre en charge.

7.4.2 Multiplication boîte noire

Si l’on s’interdit de décomposer en opérations plus élémentaires la multiplication
d’entiers, il reste l’opportunité d’appliquer des formules de multiplication rapide qui
diminuent le nombre de multiplications de grands entiers à effectuer à chaque nœud,
au prix d’additions et de multiplications par des constantes supplémentaires. Celles-
ci ont une complexité linéaire et n’augmentent pas significativement la taille des
opérandes auxquelles s’appliquent les multiplications « longues » restantes, d’où un
gain sur la complexité binaire totale.

Algébriques et séries. L’exemple le plus évident concerne la multiplication
dans K = Q(i), qui ne prend que quatre multiplications entières par la formule
« de Karatsuba » — apparemment due à Gauss dans ce cas —

x+ i y

w

x′+ i y ′

w ′ =
(a− b) + i (c− a− b)

ww ′ , a=x x′, b= y y ′, c=(x+ y) (x′+ y ′)
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au lieu de cinq dans sa forme naïve. Plus généralement, on peut multiplier des élé-
ments de hauteur bornée par h d’un corps de nombres de degré d en 2 dM(h)+O(h)
opération binaires en utilisant l’algorithme de Toom-Cook (contre (d2+1)M(h) naï-
vement). Il en va de même des séries tronquées qui interviennent dans les algorithmes
des sections 8.3 à 8.6.

Matrices. La plupart des formules de multiplication rapide de matrices, comme celle
classique de Strassen, sont, nous l’avons vu, des algorithmes bilinéaires (voir §7.2.4).
Comme nous nous intéressons à des matrices sur un anneau commutatif, nous pouvons
avoir recours à des algorithmes un peu moins contraints, dits quadratiques [44, §14.1],
où les combinaisons linéaires qui fournissent les éléments à multiplier peuvent mêler les
coefficients de A à ceux de B. Notamment, l’algorithme de Waksman [250], multiplie
deux matrices s× s sur un anneau commutatif arbitraire en s2⌈s/2⌉+ (2s− 1)⌊s/2⌋
multiplications scalaires.

Drevet et al. [77] recensent les bornes de complexité bilinéaire et quadratique pour
le produit de matrices de petite taille que l’on peut obtenir en combinant judicieuse-
ment des formules connues. Le tableau 7.1 reproduit quelques-uns des résultats. Ils
montrent en particulier que la combinaison des formules de Makarov [163], Waksman
et Strassen peut être battue dès la taille 9. Cela réfute une observation énoncée
dans mon article de présentation de NumGfun [174], sur la base d’un inventaire plus
superficiel [173].

taille s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30
mul. MM(s) 7 22 46 93 141 235 316 472 595 1941 4158 12710
MM(s)/s3 0,88 0,81 0,72 0,74 0,65 0,69 0,62 0,65 0,60 0,58 0,52 0,47

Tableau 7.1. Bornes sur le nombre de multiplications scalaires pour le produit de matrices
carrées sur un anneau commutatif [77, Table 4].

Synthèse. On peut mener dans ce cas une analyse de complexité similaire à celle
de la proposition 7.15. Reprenons les notations de sa preuve, mais puisque le modèle
boîte noire est d’autant plus pertinent que s et d′ sont petits, supposons-les cette fois
fixés. Un produit dans Ks×s × Z à profondeur k dans l’arbre prend maintenant au
plus (3MM(s) + 1)M(Hk) (1 + o(1)) opérations, où MM(s) représente la complexité
multiplicative du produit de matrices de taille s et le facteur 3 provient de la formule
de Karatsuba. Le coût total de l’algorithme est donc de

(

3MM(s) + 1

2C
+o(1)

)

M
(

N (h′+ d′ lgN)
)

lgN (N, h′→∞)

opérations binaires, où C = 1 en général et C = 2 dans les hypothèses d’application
de la remarque de Stehlé.

Discussion. Attention cependant : l’étude précédente se place dans le cas de
matrices denses . Sur le plan pratique, les formules de multiplication « rapide » peu-
vent être considérablement plus lentes que la méthode naïve quand les matrices à
multiplier ont des coefficients nuls ou déséquilibrés.

Dans les différents algorithmes de ce chapitre, les matrices B(n) dont on forme
le produit sont des matrices compagnon ou possèdent un bloc compagnon de taille s
sur la diagonale. Les produits partiels des s niveaux inférieurs de l’arbre de produits
comportent donc un grand nombre de coefficients nuls. L’algorithme naïf de produit
matriciel en tire mécaniquement parti : les multiplications de grands entiers par zéro
sont essentiellement gratuites (et les multiplications par de « petites » constantes ont
un coût linéaire, négligeable devant celui des multiplications entre grands entiers). Il
faut en revanche se garder d’utiliser à ce stade des formules de multiplication rapide
comme celle de Strassen qui ne tiennent pas compte des positions des zéros.
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Autre exemple : multiplier aveuglément par la formule de Karatsuba des éléments
de A qui s’avèrent en fait être réels fait perdre un facteur de l’ordre de 2 en temps
par rapport à une multiplication réelle ou à une multiplication complexe naïve. Le
même type de remarque s’applique aux matrices « particulières » de l’équation (7.7).

7.4.3 Complexité en espace

Une faiblesse relative du scindage binaire est sa complexité en espace Ω(n lg n)
pour un résultat souvent de taille O(n) seulement. Plusieurs techniques ont été déve-
loppées pour pallier cet inconvénient, essentiellement pour les récurrences du premier
ordre. Mentionnons simplement les idées principales.

Reconstruction rationnelle. Supposons la suite un à coefficients rationnels.
Si l’on sait a priori que un est de taille O(n) plutôt que seulement O(n lg n),
on peut calculer le numérateur et le dénominateur de un modulo un nombre
premier de taille Θ(n), les multiplier et en déduire un par reconstruction ration-
nelle [48]. C’est le cas quand un est une somme partielle du développement
en série d’une G-fonction de Siegel [25]. Le coût total des multiplications
est O(M(n) lg2 n), celui de la reconstruction rationnelle O(M(n) lg n) [251]7,
mais la complexité en espace descend à O(n).

Troncature. Calculer avec des approximations flottantes à précision O(n) au
lieu de rationnels dans les O(lg lg n) niveaux supérieurs de l’arbre des pro-
duits est réputé donner de bons résultats. Ce fait est mentionné par plusieurs
auteurs d’implémentations [115, 150] sans justification théorique des tronca-
tures acceptables. Une prépublication très récente [261] propose une analyse
détaille dans un cas particulier. Dans le cas de séries D-finies convergentes,
cependant, la norme des matrices B(n) des récurrences sur les coefficients
est bornée quand n → ∞, et celle d’un produit partiel B(j − 1) 
 B(i)
est donc O(j − i). Il devrait être possible de rendre ces bornes effectives à
partir des séries majorantes que nous utilisons déjà pour contrôler la précision
du prolongement analytique, et ainsi de limiter la hauteurs des sous-produits
à O(n). Les détails restent à creuser.

Représentation factorisée. Dans certains cas particuliers, il s’avère profitable
de représenter numérateurs et dénominateur des coefficients et sommes par-
tielles d’une série à sommer sous forme factorisée, de façon à pouvoir en retirer
rapidement les facteurs communs [49].

Je renvoie à l’article de Cheng et al. [49] pour un panorama plus complet.

7. Monagan [178] rapporte qu’un algorithme avec cette complexité était déjà implémenté dans
Magma auparavant.
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Chapitre 8

Prolongement analytique numérique à grande précision

« Quand on ne sait pas où l’on va, il faut y aller !!...
...et le plus vite possible. »

— Jacques Rouxel, Les devises Shadok

Nous en venons maintenant à l’évaluation numérique des fonctions D-finies proprement dite, et
plus précisément à la question : une fonction D-finie étant spécifiée par des conditions initiales à
l’origine, comment en déduire sa valeur en un point quelconque de son domaine de définition ? On
envisage — dans la même idée de généralité — une évaluation à précision arbitraire, et le principal
paramètre de complexité est la précision attendue pour le résultat. Une solution théorique à ce
problème de complexité quasi-optimale est connue depuis le début des années 1990. J’en présente ici
une version entièrement explicite, avec plusieurs améliorations et simplifications (superflues pour le
résultat de complexité mais sensibles en pratique) ainsi qu’un grand nombre de détails utiles pour
une implémentation complète qui sont omis dans les descriptions existantes. Comme le précédent,
ce chapitre se trouve résumé dans l’article [174].

8.1 Introduction

Problématique. Comme nous l’avons relevé à plusieurs reprises, la manipulation
de fonctions spéciales dans un logiciel de calcul formel, la combinatoire analytique ou
d’autres applications de la D-finitude requièrent la capacité de calculer des valeurs
de fonctions D-finies. L’optique de ce chapitre est de fournir des outils d’évaluation
numérique à la fois utilisables en pratique et aussi généraux que possible, c’est-à-dire
applicables

1. à toutes les fonctions D-finies ;

2. sur la totalité de leur domaine de définition ;

3. à précision arbitraire.

Ces outils sont en outre complètement automatiques, c’est-à-dire qu’ils se contentent
en entrée de la spécification d’une fonction par une équation différentielle et des con-
ditions initiales. Nul besoin, en particulier, « d’indications » pour régler la précision
des calculs intermédiaires afin de garantir une certaine borne d’erreur au final.

Viser ainsi la généralité ne signifie en aucun cas que l’on cherche à couvrir toutes
les applications, qui bien souvent demandent plutôt d’évaluer aussi efficacement que
possible une petite classe de fonctions sur un domaine et à une précision fixées à
l’avance. En revanche, disposer au préalable d’une implémentation générale est d’une
grande aide pour en fabriquer, manuellement ou automatiquement , de plus spéciali-
sées et plus efficaces [50, 155], ce qui justifie de commencer par là.

Évaluation de fonctions à grande précision. Des algorithmes appropriés exis-
tent dans la littérature. Il est connu notamment que la valeur prise par une fonction
D-finie en un point quelconque de sa surface de Riemann peut être calculée à 2−n près
en Õ(n) opérations binaires [57], toutes les bornes qui garantissent cette précision
étant déterminées à la volée à partir de l’équation différentielle et des conditions
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initiales [235]1. Cette complexité est presque linéaire en la taille du résultat écrit en
notation rationnelle ou en virgule fixe.

L’algorithme, dû à Chudnovsky et Chudnovsky, qui y aboutit se fonde sur la som-
mation de séries par scindage binaire présentée dans le chapitre précédent. Son coût
est en général de O(M(n lg2n lg lg n)) opérations binaires [235] (analyse améliorée à
O(M(n lg2n)) dans ce qui suit), et peut descendre à O(M(n lgn)) pour des fonctions
et des points particuliers, par exemple pour l’évaluation de la constante e.

Des algorithmes de complexité quasi-linéaire en la précision étaient connus aupa-
ravant, depuis une série de travaux de Brent [37, 38, 39] dans les années 1970, pour
les fonctions élémentaires ainsi que diverses constantes classiques et fonctions spé-
ciales (D-finies ou non). Certains sont à base de scindage binaire et représentent des
cas particuliers de l’algorithme de Chudnovsky et Chudnovsky. D’autres ont une
complexité asymptotique un peu meilleure. En particulier, l’itération de la moyenne
arithmético-géométrique (AGM) permet de construire des algorithmes de complexité
O(M(n) logn) pour un grand nombre de fonctions. Son application la plus fameuse est
sans doute l’algorithme de Brent-Salamin [212, 39], qui fournit la meilleure complexité
théorique2 connue pour le calcul de π. Je renvoie aux livres de Borwein et Borwein [31]
ainsi que de Brent et Zimmermann [40, chap. 4] pour un panorama.

Un certain nombre de ces algorithmes pour les fonctions élémentaires sont utilisés
dans des bibliothèques comme MPFR [183, 96], et à travers elles par les systèmes de
calcul formel. Au contraire, comme le relève Dupont [81, §9.2.1], l’algorithme général
pour les fonctions D-finies est demeuré théorique. Malgré les capacités bien réelles
(cf. §2.2) des outils de calcul formel concernant ces fonctions, il n’en existait pas
d’implémentation avant la présente étude. Tandis que les mêmes logiciels fournissent
des routines d’évaluation numérique à précision arbitraire, écrites une par une, pour
des dizaines de fonctions élémentaires et fonctions spéciales, l’algorithme de Chud-
novsky et Chudnovsky ou ses variantes n’avaient servi au mieux que de « recettes »
à spécialiser pour obtenir un algorithme applicable à une fonction donnée.

Contenu du chapitre. Ce chapitre présente le « gros morceau » de NumGfun, à
savoir le prolongement analytique numérique à grande précision, qui vise à combler
ce manque. À ce titre, il contient :

– des rappels complets sur les algorithmes mis en œuvre ;
– plusieurs petites améliorations à ceux-ci ou à leur analyse (la technique de

calcul simultané des dérivées de la section 8.4, celle de calcul rapide des compo-
santes des solutions généralisées de la section 8.6.2, ainsi que la proposition 8.18
sont apparemment nouvelles) ;

– et une description assez détaillée de l’implémentation, accompagnée d’exem-
ples, qui couvre notamment la propagation des erreurs au cours des calculs
intermédiaires.

L’analyse de la complexité des algorithmes vis-à-vis des paramètres autres que la
précision est aussi poussée un peu plus loin que dans les travaux antérieurs.

La méthode de scindage binaire vue au chapitre précédent induit immédiatement
un algorithme pour évaluer les séries D-finies à l’intérieur de leur disque de con-
vergence, auquel nous consacrons une courte section 8.2. Nous revenons ensuite en
détail sur l’application de la même idée pour le prolongement analytique numérique,
qui offre un moyen d’évaluer une série D-finie en-dehors du disque de convergence de
son développement en série entière (sections 8.3 et 8.4). Le prolongement analytique
aboutit aussi à l’algorithme bit burst , qui fournit la borne de complexité quasi-linéaire
pour l’évaluation des fonctions D-finies dans le cas général (section 8.5). La section 8.6

1. Nous avons déjà vu aux chapitres 5 et 6 un raffinement de l’algorithme de calcul de bornes
sous-jacent.

2. Les records de calcul récents [17, 262] utilisent la formule (6.1) couplée au scindage binaire,
d’un coût plus élevé d’un facteur logarithmique, mais avec une « constante » beaucoup plus faible
en pratique. L’avantage pratique vient notamment de ce que seule une petite partie du calcul par
scindage binaire a lieu à la pleine précision du résultat.
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décrit la généralisation de cette approche pour effectuer la connexion entre points
ordinaires et singuliers réguliers, dans une nouvelle variante qui exploite le forma-
lisme du chapitre 4. Enfin, je présente plusieurs applications en section 8.7. Il s’agit
d’exemples issus de classes de problèmes dont le traitement pourrait être automatisé,
mais n’est pas ou pas complètement implémenté dans NumGfun pour l’instant.

Convention 8.1. On reprend ici toutes les conventions énoncées en §7.2.1, au début
du chapitre précédent. ♦

8.2 Évaluation d’une série D-finie dans son disque de convergence

La suite des coefficients de Taylor d’une fonction D-finie étant P-récursive, la som-
mation de séries par scindage binaire fournit un algorithme efficace pour évaluer ces
fonctions à grande précision dans le disque de convergence de leurs développements en
série entière. « Grande précision » signifie essentiellement que nous allons mesurer la
complexité de l’algorithme en fonction de la borne d’erreur 10−p imposée au résultat,
en faisant tendre p vers l’infini.

L’idée, apparemment due à Schroeppel, semble remonter au Hakmem [15, §178],
qui ne fait cependant qu’énoncer une complexité sans algorithme3. À nouveau, sa
formulation générale se trouve dans les travaux des frères Chudnovsky. Une variante
a été développée indépendamment par E. Karatsuba sous le nom de fast E-function
evaluation ou FEE [138], avec plusieurs applications intéressantes.

Proposition 8.2. [57, Theorem 3.2] Soient y une fonction D-finie surK et ρ∈ ]0,+∞]
le rayon de convergence du développement de Taylor de y à l’origine. Fixons µ< ρ.
Pour z ∈ K tel que 0 < |z | 6 µ et de hauteur bornée par h, on peut calculer une
approximation de y(z) à précision 10−p en















O

(

M

(

p (h+ lg p)
lg (ρ/|z |)

)

lg (ph)

)

si ρ<∞

O
(

M
(

p (h+ lg p)
)

lg h
)

si ρ=∞
(8.1)

opérations binaires quand h, p→∞. (À h et µ fixés, la borne est uniforme en z.) ♦

Démonstration. La suite (yn zn)n∈N satisfait une relation de récurrence linéaire de
hauteur O(h). D’après la proposition 7.11, y(ζ) se calcule donc en

O
(

M
(

N (h+ lgN)
)

lg (Nh)
)

opérations binaires, où N est choisi de sorte que |yN ;(ζ)|610−p. Le tableau 6.1 donne

N ∼ p

lg (ρ/|z |) si ρ<∞ et N∼ p

τ lg p
pour un certain τ (égal à −κ dans les notations

du chapitre 5) sinon. �

Nous écrirons explicitement l’algorithme dans un cadre plus général un peu plus
loin. Concrètement, les valeurs de p ciblées par l’implémentation dans NumGfun vont
de quelques centaines à quelques millions.

3. Gosper [112, p. 263] écrit à propos de l’idée de sommer des séries en formant un produit de
matrices par scindage binaire :

Now suppose that you want a very precise value of ζ(3), and thus wish to sum n terms of
this series. You will find it dramatically cheaper to write out instead the first nmatrices,
and then pairwise multiply to form ⌈n/2⌉ products, and repeat until only one matrix
remains. (In 1985, I used this technique, essentially due to R. Schroeppel, to temporarily
steal the π computation record from Japan.)

Cela tend à confirmer que c’est bien là une des techniques qu’avaient en tête les auteurs de l’item 178
du HAKMEM.
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Exemple 8.3. Calculons la valeur au point x=1 de la fonction d’erreur

erf x=
2

π
√

∫

0

x

e−t2 dt=
2

π
√

∑

n=0

∞
(−1)nx2n+1

(2n+1)n!
(8.2)

à 10−106 près :

> deq := holexprtodiffeq(erf(x), y(x));

{

2

(

d
dx
y (x)

)

x+
d
dx

(

d
dx
y (x)

)

, y (0)= 0, (y′) (0)=
2

π
√

}

> infolevel[gfun] := 2:

> evaldiffeq(deq, y(x), 1, 1000000);

ordinary_step_transition_matrix:

"0 --> 1 (1 derivative[s]), prec~=.88623e-1000001, #terms=434626"

0.84270079294971486934122063508	 122213962209573628454969538475291

Le message d’information indique que le calcul a été réalisé directement, en sommant
les termes jusqu’à x434626 de la série (8.2) — une troncature choisie sur la base des
bornes établies aux chapitres précédents. Le calcul prend 133,8 secondes.

En comparaison, la commande Maple (qui utilise du code spécialisé pour la fonc-
tion erf, sans optimisation pour les arguments rationnels)

> evalf[1000000](erf(1));

donne le même résultat après 262,1 secondes. Avec Sage 4.7 [225], qui s’appuie pour
cela sur la bibliothèque MPFR [183] (et indirectement sur MPIR [184], elle-même
dérivée d’une version de GMP plus récente que celle utilisée par Maple), le calcul à
une précision comparable de 3,32 · 106 bits

sage: erf(RealField(3320000)(1))

dure 924 secondes. ♦

Des précisions de cet ordre sont utiles pour certaines applications en théorie des
nombres [57] ou encore pour construire des tests d’égalité heuristiques [236, §5]. Il
peut aussi arriver que la façon la plus simple d’obtenir au final un résultat à précision
modérée passe par des calculs intermédiaires à grande précision, particulièrement
si la correction du résultat dépend de bornes d’erreur pessimistes. Bailey et al. [10]
présentent une sélection d’applications du calcul numérique à grande précision en
physique et en mathématiques expérimentales.

Soulignons en passant que les estimations de complexité de la proposition 8.2,
comme celles des autres algorithmes rapides mentionnés en introduction, sont données
en fonction du coût de la multiplication d’entiers. Le caractère quasi-linéaire de tous
ces algorithmes, que ce soit en théorie ou en pratique, dépend de façon cruciale de la
multiplication rapide.

8.3 Prolongement analytique

8.3.1 Principe

Le formalisme que nous adoptons est directement inspiré de celui de van der
Hoeven [236, 239]. Fixons une équation différentielle linéaire homogène

L(z, ∂) · y(z) = ar(z) y
(r)+
 + a1(z) y ′(z) + a0(z) y(z) = 0, ak ∈K[z], (8.3)

avec ar(z)� 0. On note aussi D=L(z, ∂). Soit S=Sing(D)⊂ Q̄ l’ensemble (fini) des
points singuliers de (8.3).

Comme énoncé en §3.2.2, les solutions de (8.3) définies au voisinage de l’origine
s’étendent par prolongement analytique au revêtement universel de C \ S. On peut
les évaluer en bonne complexité en des points quelconques par une version numérique
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de ce processus de prolongement analytique, bâtie sur l’algorithme d’évaluation dans
le disque de convergence présenté à la section précédente [54, 57, 56]. L’idée est sim-
plement de transporter, en plusieurs pas, les conditions initiales du point où elles sont
spécifiées au point d’évaluation, chaque pas consistant à sommer des séries solutions
à l’intérieur de leur disque de convergence (voir figure 8.1).

i

−i

1−1

z1

z2

5

4
(1 + i)

Figure 8.1. Exemple de prolongement analytique.

Le recours au prolongement analytique numérique est indépendant du fait de cal-
culer les sommes de séries en question par scindage binaire, ou même de se concentrer
sur les équations différentielles linéaires à coefficients polynomiaux. Il s’apparente à
des méthodes classiques d’intégration numérique d’équations différentielles [14, 71,
189], souvent utilisées conjointement avec l’arithmétique d’intervalles afin d’encadrer
rigoureusement les solutions. D’ordinaire, la précision de représentation des coeffi-
cients numériques et l’ordre des développements en série sont fixés. Le découpage du
chemin d’intégration en plusieurs pas vise autant sinon plus à obtenir des encadre-
ments fins qu’à sortir du disque de convergence des développements en série initiaux.

Solutions canoniques. Concrètement, on réécrit l’équation homogène (8.3) sous
forme matricielle

Y ′(z)=A(z) Y (z), Y (z)=











y(z)
y ′(z)�

1

(r − 1)!
y(r−1)(z)











. (8.4)

Le choix du vecteur Y (z) induit celui, pour tout z0∈C \S, d’une famille de solutions
canoniques de (8.3) définies par les conditions initiales en z0

y[z0,j](z)= (z − z0)j+O
(

(z − z0)r
)

, 06 j6 r− 1. (8.5)

Elles forment une base des solutions de (8.3) au voisinage de z0, qui n’est autre que
celle déjà choisie comme base canonique en fin de section 3.2.2. Le vecteur

y[z0](z)=
(

y[z0,0](z) y[z0,1](z) 
 y[z0,r−1](z)
)

(8.6)

des solutions canoniques en z0 est la première ligne de la matrice fondamentale Y[z0](z)
de (8.4) telle que Y[z0](z0) = Id. Nous placerons les paramètres [z0, i] indifféremment
en indice ou sur la ligne de base.

Chemins et matrices de transition. Si γ est un arc tracé dans C \ S, on écrit
z0→

γ
z1 pour rappeler l’origine z0 et la destination z1 de γ. On note simplement z0→z1

le chemin en ligne droite de z0 à z1. La concaténation de deux chemins z0→
γ
z1 et z1→

γ ′
z2

est notée z0→
γ
z1→

γ ′

z2.
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Par linéarité, pour tout arc (polygonal) z0→
γ
z1 tracé dans C \ S, il existe une

matrice de transition, ou matrice résolvanteM(z0→
γ
z1) qui « transporte les conditions

initiales » (et, dualement, les solutions) le long du chemin suivant les relations

Y (z1) =M(z0→
γ
z1)Y (z0), y[z0](z)= y[z1](z)M(z0→

γ
z1), (8.7)

où les évaluations en z1 font référence à la valeur de Y obtenue par prolongement
analytique le long du chemin z0→

γ
z1. Explicitement, elle s’écrit

M(z0→
γ
z1)=Y[z0](z1) =









y[z0,0](z1) 
 y[z0,r−1](z1)� �
1

(r − 1)!
y[z0,0]
(r−1)

(z1) 
 1

(r − 1)!
y[z0,r−1]
(r−1)

(z1)









, (8.8)

avec le même abus de notation. Les matrices de transition se composent naturelle-
ment : on a

M(z0→
γ
z1→

γ ′
z2) =M(z1→

γ ′
z2)M(z0→

γ
z1), M(z1→

γ
z0)=M(z0→

γ
z1)

−1 (8.9)

pour tous chemins z0→
γ
z1 et z1→

γ ′
z2. S’il est besoin de préciser l’opérateur auquel est

associée une matrice de transition M(z0→
γ
z1), nous écrirons aussi M(D, z0→

γ
z1).

Esquisse de l’algorithme. L’évaluation du prolongement analytique le long d’un
chemin z0→

γ
z donné d’une fonction D-finie procède comme suit :

1. on remplace le chemin par une ligne brisée z0→ z1→ 
 → zm où zm = z qui
lui est homotope dans C \ S, telle que zℓ+1 soit à l’intérieur du disque de
convergence du développement en série en zℓ de Y[zℓ] pour tout ℓ ;

2. pour chaque ℓ, on calcule une approximation M̃ℓ ∈ Kr×r de la matrice de
transition Mℓ=M(zℓ→ zℓ+1) ;

3. on forme le produit M̃m−1 M̃m−2
 M̃0 Ũ , où Ũ ∈Kr est une approximation
du vecteur de conditions initiales Y (z0).

Exemple 8.4. Rappelons que la fonction arctangente est définie sur le plan complexe
fendu le long des demi-droites [i, i∞) et [−i,−i∞) et présente des singularités en ±i.
Elle satisfait l’équation différentielle homogène (1 + z2) y ′′(z) + 2 z y ′(z) = 0, avec les
conditions initiales y(0) = 0 et y ′(0) = 1. La base de solutions canoniques à l’origine
de cette équation différentielle est (1, arctan).

Soit à calculer arctan z pour z= 5

4
(1+ i). Le disque de convergence du développe-

ment de Taylor à l’origine de arctan étant limité par les singularités en ±i, on ne peut
se contenter de sommer ce développement. Choisissons deux points intermédiaires
z1 =

3

5
+

3

10
i, z2= 1+

7

10
i (voir figure 8.1). On a alors |z1|< 1, |z2− z1|< |i − z1| et

|z3− z2|< |i− z2|, autrement dit, chacun des points z1, z2, z est situé à l’intérieur du
disque de convergence des séries solutions de l’équation en son prédécesseur le long
du chemin. On calcule les matrices de transition

M0→z1=

(

1 arctan z1
0 (1+ z1

2)−1

)

≈
(

1 0,57052+0,22009 i
0 0,72884− 0,20660 i

)

Mz1→z2≈
(

1 0,39020+0,24502 i
0 0,57114−0,29113 i

)

Mz2→z≈
(

1 0,30390+0,37521 i
0 0,54665− 0,30827 i

)

,

dont chacune des entrées est la somme d’une série numérique convergente. L’entrée
en haut à droite du produit M3M2M1 donne la valeur de arctan z.

On peut étendre le prolongement analytique numérique au-delà de la ligne de
coupure [i, i∞). Ce que l’on calcule alors est une autre détermination de la « fonction
multivaluée » arctangente, en l’occurrence (dans l’exemple du dessin), π+ arctan. ♦
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Le calcul de la matrice de transition le long de chaque pas zℓ→ zℓ+1 relève d’une
variante de l’algorithme d’évaluation esquissé en §8.2. Mais avant d’y revenir en §8.4,
voyons comment on combine les résultats afin d’obtenir la matrice de transition le
long d’un chemin quelconque.

8.3.2 Algorithme de suivi d’un chemin

Les algorithmes 8.5 et 8.6 calculent la matrice de transition le long d’un chemin
comme indiqué ci-dessus. Toute la suite de cette section est consacrée à détailler
différents aspects de leur fonctionnement.

Conditions initiales et produit des matrices de transition. L’algorithme 8.6
prend en entrée une matrice non nécessairement carrée de conditions initiales U ainsi
qu’un chemin z0→

γ
zfin, et calcule une approximation de M(z0→

γ
zfin)U . Pour calculer

la matrice de transition M(z0→
γ
zfin), on adopte U = Id ; pour évaluer une solution

donnée, U =Y (0). Si l’on ne s’intéresse qu’à la valeur de y en zfin et non celles de ses
dérivées, on peut ne calculer que la première ligne de M̃m−1, ce qui représente un gain
sensible lorsque le chemin est réduit à un pas. Le produit M̃m−1
 M̃0 est lui-même
calculé par scindage binaire.

Choix des points intermédiaires. Il est nécessaire de découper le chemin donné
en entrée en pas assez courts pour que chacune des matrices M̃ℓ se calcule en sommant
des séries convergentes. Le coût de chaque pas zℓ→ zℓ+1 est lié au rapport

|zℓ+1− zℓ|/dist(zℓ, S)

(proposition 8.2), de sorte que l’on a intérêt à choisir la longueur des pas de manière
à minimiser le coût total. Le prolongement analytique s’avère profitable même pour
évaluer une série à l’intérieur de son disque de convergence.

Exemple 8.7. Nous avons observé au chapitre 1 que NumGfun permettait d’évaluer
au point z=−0,99 une fonction de Heun doublement confluente, singulière en z=−1,
en un temps acceptable. Sur la base des bornes des chapitres précédents, un calcul
direct à l’aide de la série de Taylor à l’origine pour obtenir le résultat à précision 10−400

aurait conduit à sommer plus de 225000 termes de la série. La procédure donnée par
diffeqtoproc effectue en fait automatiquement un prolongement analytique le long
du chemin

0→−1

2
→−3

4
→−22

25
→−47

50
→− 97

100
→− 99

100
,

ce qui réduit le nombre de termes à chaque pas à environ 1700 (un peu plus pour le
dernier, où l’on ne calcule qu’une ligne de la matrice de transition). ♦

Mieux, on peut chercher à déformer le chemin par homotopie de manière à mini-
miser le coût total, et partager le cas échéant les portions de chemin parcourues
plusieurs fois. On ne dispose que de solutions partielles à ce problème de prolongement
analytique optimal, qui couvrent toutefois les principaux cas intéressants. Le lecteur
pourra consulter [54, §4], [241, §5.3], [173, §4.3] pour plus de détails. L’implémentation
dans NumGfun se limite pour l’instant à une heuristique simple fondée sur ces idées.

8.3.3 Contrôle de l’erreur globale

Arrondi final. À partir de la précision cible 10−p imposée par l’utilisateur, on
commence par régler la précision des calculs intermédiaires afin de pouvoir arrondir
leur résultat à un nombre décimal sans introduire d’erreur. Il s’agit de trouver ε tel
que l’arrondi ⋄(r)∈10−pA d’une approximation r∈K à ε près du résultat exact y(z)
satisfasse |⋄(r)− y(z)|6 10−p.
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Algorithme 8.5. PathTransitionMatrix(D, [z0,	 , zm], ε)
Entrée. Un opérateur différentiel D ∈Q[z]〈∂ 〉 d’ordre r. Une liste [z0,	 , zm] de

points de K. Une précision ε.

Sortie. Une approximation M̃ ∈Kr×r de la matrice M =M(D, z1→ 
 → zm)

avec ‖M̃ −M ‖F6 ε.
Notes. Pour chaque ℓ∈ J0,m− 1K, on suppose précalculée une série majorante gℓ

telle que y[zℓ, j] P gℓ pour 0 6 j < r. Toutes les opérations sur des éléments
de K s’effectuent sans simplification des fractions.

1 si m=0

2 renvoyer la matrice identité
3 sinon, si m=1

4 renvoyer StepTransitionMatrix(D, z0, z1, ε) (algorithme 8.12)
5 sinon

6 calculer B2>
∏

ℓ=⌊m/2⌋
m−1

γℓ, où γℓ est défini par (8.11)

7 M̃16 PathTransitionMatrix(D, [z0,	 , z⌊m/2⌋], /ε 2B2
)

8 calculer B1> ‖M̃1‖F
9 M̃26 PathTransitionMatrix(D, [z⌊m/2⌋,	 , zm], /ε 2B1

)

10 renvoyer la fraction non simplifiée M̃2 M̃1 ♦

Algorithme 8.6. AnalyticContinuation
(

D, z0→
γ
zfin, U , p

)

Entrée. Un opérateur D ∈ Q[z]〈∂ 〉 d’ordre r. Un chemin z0→
γ
zfin tracé dans

C\Sing(D). Une matrice U ∈Cr×t de conditions initiales calculable à précision
arbitraire. Un entier p∈N.

Sortie. Une approximation Ỹ ∈10−p A de la la matrice fondamentale Y (z) de D
définie par Y (z0) =U , prise à l’extrémité zfin du chemin (cf. prop. 8.11).

Note. Pour chaque ℓ∈ J0,m− 1K, on suppose précalculée une série majorante gℓ
telle que y[zℓ, j]P gℓ pour 06 j < r.

1 subdiviser z0→
γ
zfin en un chemin z0→
 → zm tel que |zℓ+1− zℓ|< dist(zℓ, S)

pour tout ℓ∈ J0,m− 1K, avec zm= zfin

2 ε6 10−(p+1)

3 calculer Bprol>
∏

ℓ=0
m−1

γℓ, où γℓ est défini par (8.11)

4 calculer Ũ ∈Kr×t telle que ‖Ũ −U ‖F6 /ε 2Bprol

5 calculer Bini> ‖Ũ ‖F
6 M̃ 6 PathTransitionMatrix(D, [z0,	 , zm], /ε 2Bini

)

7 P 6 M̃ Ũ (calculé sans réduction au même dénominateur)
8 renvoyer l’approximation Ỹ =P ∗ donnée par le lemme 8.8 appliqué coefficient
par coefficient ♦

Lemme 8.8. Soit p∈N. Pour tout x= a/b∈Q, on note

x∗= sgn(x) ⋄
(

10−(p+1)

⌊

|a| 10p+1

|b|

⌋

, 10−p

)

,

où ⋄(x, ε) représente l’arrondi au multiple de ε le plus proche. Si z = x+ i y ∈K, le
nombre z∗ = x∗ + i y∗ ∈ 10−p A satisfait |z − z∗|6 0,85 · 10−p. Pour |z | borné, z∗ se
calcule en O(M(p)) opérations. ♦

Démonstration. Quel que soit x, on a |10p+1 |x| − ⌊10p+1 |a|/|b|⌋|< 1, d’où

∣

∣|x| − |x∗|
∣

∣6 10−(p+1)+
1

2
10−p=

6

10
10−p,

et |x− x∗|6 /6 10 · 10−p puisque x et x∗ ont même signe. Cela entraîne

|z − z∗|6 2
√ 6

10
10−p< 0,85 · 10−p.
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Le calcul ne demande que des multiplications et divisions d’entiers de taille O(p), et
notamment, pas de pgcd. �

C’est la seule erreur d’arrondi à proprement parler, le reste du calcul étant effectué
en arithmétique exacte. Il nous faut en revanche fixer la précision du calcul de chacune
des matrices de transition intermédiaires de façon à garantir la borne |r− y(z)|6 ε.

Norme de Frobenius. Comme il est d’usage dans ce type d’application, on norme
les espaces de matrices par la norme de Frobenius, dont l’estimation est aisée et
numériquement stable.

Définition 8.9. On appelle norme de Frobenius d’une matrice (non nécessairement
carrée) A=(ai,j) la quantité

‖A‖F=
∑

i,j

|ai,j |2
√

. ♦

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Proposition 8.10. La norme de Frobenius définit une norme sur Cp×q pour tous p
et q. Si A∈Cp×q et B ∈Cp×r sont deux matrices de dimensions compatibles, on a

‖AB‖F6 ‖A‖F ‖B‖F.

En particulier, la norme de Frobenius sur les matrices carrées est une norme d’algèbre.
Lorsque A∈Cr×r, on a de plus

‖A‖∞69A926 ‖A‖F6 r ‖A‖∞,

où ‖·‖∞ est la norme uniforme coefficient par coefficient et 9·92 la norme matricielle
subordonnée à la norme hermitienne sur Cr. Si F et G sont deux matrices de séries
telles que F PG, on a ‖F (z)‖F6 ‖G(|z |)‖F en tout point z du disque de convergence
de G. �

Pour majorer la norme de Frobenius d’une matrice à coefficients dans K, il suffit
de remplacer chaque coefficient par son approximation flottante

±x± i y
d

≈△

(

±△(x)± i△(y)
▽(d)

)

où △ et ▽ indiquent respectivement un arrondi par excès et par défaut. On calcule
ensuite la norme de la matrice obtenue par la formule de la définition 8.9, en arrondi
vers +∞.

Erreur cumulée. Fixons ℓ, et soit gℓ ∈R+[[z]] une série majorante commune des
solutions canoniques y[zℓ, i]. On a alors

M(zℓ→ z)=Y [zℓ](z)PGℓ(z)=
(

1

i!
gℓ
(i)
(z)

)

06i,j<r
, (8.10)

d’où

‖Mℓ‖F6 ‖Gℓ(|zℓ+1− zℓ|)‖F=
(

r
∑

i=0

r−1
(

1

i!
gℓ
(i)
(|zℓ+1− zℓ|)

)

2

)

1

2

. (8.11)

Lorsqu’on dispose déjà d’une valeur approchée M̃ℓ de Mℓ avec ‖Mℓ − M̃ℓ‖F 6 ε au
moment où une borne sur sa norme est requise, on peut bien sûr remplacer (8.11) par
‖Mℓ‖F 6 ‖M̃ℓ‖F + ε. Si lg ‖Gℓ(|zℓ+1− zℓ|)‖F est non-négligeable devant la précision
du calcul, il peut éventuellement être rentable de faire tout le calcul à petite précision
avec les bornes (8.11), puis d’utiliser les normes des matrices M̃ℓ ainsi obtenues dans
le calcul à grande précision.
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Proposition 8.11. La matrice Ỹ = AnalyticContinuation(D, z0→
γ
z1, I , p) calculée

par l’algorithme 8.6 satisfait
∥

∥Ỹ − Y (z1)
∥

∥

∞ 6 10−p, où ‖·‖∞ représente la norme
uniforme coefficient par coefficient. ♦

La borne est coefficient par coefficient et non en norme de Frobenius. Il n’est pas
possible en effet d’approcher une matrice quelconque par une matrice de dénomina-
teur 10p, en norme de Frobenius, avec une erreur elle-même bornée par 10−p.

Démonstration. On vérifie tout d’abord par récurrence sur m que l’algorithme 8.5
fonctionne comme spécifié. C’est clair si m=0 ou m=2. Pour m> 2, posons

M1=M(D, z0→
 → z⌊m/2⌋), M2=M(D, z⌊m/2⌋→
 → zm).

On a ‖M2‖F6B2 d’après (8.9) et (8.11), et ‖M̃1‖F6B1, donc

∥

∥M̃ −M
∥

∥

F=
∥

∥M̃2 M̃1−M2M1

∥

∥

F6
∥

∥M̃2−M2

∥

∥

F

∥

∥M̃1

∥

∥

F+ ‖M2‖F
∥

∥M̃1−M1

∥

∥

F6 ε.

Concernant l’algorithme 8.6, le même raisonnement justifie que

‖P −M(D, z0→
 → zm)‖∞6 ‖P −M(D, z0→
 → zm)‖F6 ε= 10−(p+1)

d’où le résultat d’après le lemme 8.8. �

8.4 Étape élémentaire de prolongement

Nous en venons maintenant au calcul de chacune des matrices Mℓ correspondant
à un pas de prolongement analytique. On considère toujours l’équation différentielle

L(z, ∂) · y(z)= ar(z) y
(r)(z)+
 + a1(z) y ′(z)+ a0 y(z)= 0, ak ∈K[z]. (8.12)

Étant donnés deux points z0, z1 ∈K suffisamment proches, il s’agit de déterminer la
matrice M(z0→ z1) à précision ε en temps Õ(log (ε−1)).

L’idée générale consiste à partir de l’écriture explicite (8.8) et à évaluer chacun des
coefficients de la matrice en sommant une série par scindage binaire. L’algorithme 8.12
calcule en fait tous les coefficients en une seule fois. À nouveau, quelques points
méritent d’être développés, notamment la manière dont on partage une partie de
l’effort entre le calcul des dérivées successives.

8.4.1 Récurrence sur le développement local

Soit y une solution de (8.12). Fixons z0∈K, et posons

u(z) = y(z0+ z) =
∑

n=0

∞
un z

n.

La suite (un)n∈Z satisfait la récurrence R · u = L(z0 + S−1, S n) · u = 0 d’après la
proposition 3.7(a) page 48.

Proposition 8.13. L’ordre s de R est le même pour tout z0 point ordinaire de D,
et satisfait alors

r6 s= r+max {t∈Z : ∃i, ai,i+t� 0}6 r+ d,

où l’on a posé ai=
∑

j=0
d

ai,j z
j. ♦

Démonstration. En développant (z0+S−1)j par la formule du binôme et en effec-
tuant les commutations S−j+k (Sn)i=(n+ i− j+ k)↓iSi−j+k, on écrit

R=
∑

i=0

r
∑

j=0

d
∑

k=0

j

ai,j

(

j

k

)

z0
k (n+ i− j+ k)↓iSi−j+k=

∑

i=−d

r

Ri(n)Si.
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Algorithme 8.12. StepTransitionMatrix(D, z0, z1, ε)
Entrée. Un opérateur différentiel D=L(z,∂)∈K[z]〈∂ 〉 d’ordre r, deux points z0,

z1∈K tels que |z0− z1|<dist(z0, Sing(D)), une précision cible ε> 0.

Sortie. Une matrice M̃ telle que ‖M̃ −M(D, z0→ z1)‖F6 ε.
Note. On suppose précalculée une série g telle que y[z0, j]P g pour 06 j < r.
• [préparer une récurrence matricielle qui fournit les sommes partielles]

1
∑

k=−s′
r

Rk(n)S
k6 L(z0+S−1, S n)∈K [n]〈S, S−1〉

2 C6 1

Rr











1 0

0 

1

Rr−1 Rr−2 
 R−s′











∈K(n)s×s

3 B(n)6 (∆, d, q, p,Λ) où


































∆= Numer(C) ∈A[n]s×s

d= Denom(C) ∈Z[n]
q= Denom(z1− z0) ∈Z
p= Numer(z1− z0) + q δ ∈A[[δ]]/〈δr〉
Λ= (0,	 , 0�

s′ fois

, d q, 0,	 , 0�
(r−1) fois

) ∈(A[n][[δ]]/〈δr〉)1×s

• [trouver un ordre de troncature convenable]

4 calculer N ∈N tel que ∀i∈ J0, r− 1K, (g(i))N−i;(|z1− z0|)6 /i!ε
r

• [calculer la matrice donnant la N-ième somme partielle, l’appliquer aux con-
ditions initiales, extraire le résultat]

5 calculer en formant un arbre de produits

(D, d, q, p, L)6 B(N − 1)B(N − 2)
 B(0)

où chaque produit intermédiaire P =(∆, d, q, p,Λ)=Phaut Pbas se décompose en


























∆6 ∆haut∆bas ∈As×s

d6 dhaut dbas ∈Z
q6 qhaut qbas ∈Z
p6 phaut pbas ∈A[[δ]]/〈δr〉
Λ6 pbas (Λhaut∆bas)+dhaut qhautΛbas ∈(A[[δ]]/〈δr〉)1×s

6 (V0,	 , Vr)6 ΛU0∈
(

A[[δ]]/〈δr〉
)

1×s où U0=
(

0s′×r

Idr

)

∈As×r

7 renvoyer le quotient non simplifié M̃ 6 1

q d

(

[δi]Vj

)

06i,j<r
∈Kr×r ♦

Les termes de la triple somme contribuant à Rr sont exactement ceux avec i = r

et j= k : lorsque z0 est un point ordinaire, on a donc Rr(n)= ar(z0) (n+ r)↓r� 0.
Il est clair que si ai,j=0 pour i− j6m, alors Rm=Rm−1=
 =0. Montrons par

récurrence sur m ∈ Z qu’inversement, si Ri = 0 pour tout i 6m, alors on a ai,j = 0
pour i− j=m. Il n’y a rien à prouver pour m<−d. Soit m∈Z, et supposons

Rm=Rm−1=
 =0 et i− j6m− 1⇒ ai,j=0

Les termes qui contribuent à Rm sont alors ceux avec i− j=m et k=0, d’où

Rm=
∑

i−j=m

ai,j (n+m)↓i. (8.13)

Comme les (n+m)↓i sont des polynômes en n de degrés distincts, l’hypothèse Rm=0
entraîne que tous les ai,j correspondants sont nuls.

Si finalement m est le plus petit indice tel que Rm � 0, l’expression (8.13) tient
toujours, et donc Rm ne dépend pas de z0. �

8.4 Étape élémentaire de prolongement 149



Notons donc s l’ordre de l’opérateur R, et posons s′= s− r. Soit C(n)∈K[n]s×s

la matrice de la récurrence R ·u=0, définie de sorte que

Un+1=C(n)Un, Un=
t(un−s′, un−s′+1,	 , un+r−1). (8.14)

Les deux premières étapes de l’algorithme 8.12 calculent R et C(n). On est alors
en position d’appliquer l’algorithme de la section 7.3.3 afin d’évaluer u en un point
quelconque de son disque de convergence. En répétant la procédure pour chacune des
solutions canoniques, on pourrait déterminer la première ligne de M(z0→ z1).

8.4.2 Calcul simultané des dérivées

Pour obtenir la matrice M(z0 → z1), toutefois, on doit évaluer en z1 − z0 non
seulement u mais aussi ses quelques premières dérivées. L’article de Chudnovsky et
Chudnovsky [57] considère le cas d’un système différentiel du premier ordre, pour
lequel le problème ne se pose pas. S’y ramener depuis une équation scalaire est inutile-
ment coûteux. La dérivée d’une fonction D-finie étant D-finie, on pourrait en revanche
calculer des récurrences sur les coefficients de Taylor de u′,	 ,u(r−1) et mener r calculs
par scindage binaire séparés.

Van der Hoeven [235, §4.1] propose comme alternative d’introduire une per-
turbation formelle δ du point d’évaluation et de calculer par scindage binaire le
développement en série tronqué

y(z1+ δ)mod δr= y(z1)+ y ′(z1) δ+
 +
y(r−1)(z1)

(r− 1)!
δr−1∈K[[δ]]/〈δr〉.

Il poursuit en calculant une récurrence dépendant de z = z1− z0+ δ satisfaite par la
suite (un z

n), et ce faisant, n’exploite pas pleinement cette idée.
On gagne en effet en efficacité en la combinant à une variante de la technique de la

section 7.3.3. Au lieu de passer par une récurrence sur le produit un zn, on calcule un
par la relation (8.14) et, parallèlement, la puissance zn∈K[[δ]]/〈δr〉. On complète la
matrice de la récurrence pour obtenir les sommes partielles en plus des coefficients
comme dans le cas des simples sommes de séries numériques. Ainsi, seuls le calcul
de zn et l’accumulation des sommes partielles opèrent sur des séries en δ. Celui de Un,
seule étape à faire intervenir un produit matriciel en taille s, est partagé entre les
dérivées u,	 , u(r−1).

Précisons un peu. Visuellement, le système du premier ordre donnant les sommes
partielles est donc




























un−s′+1 z
n+1�

un z
n+1

un+1 z
n+1�

un+r−1 z
n+1

un+r z
n+1

u;n+1(z)





























=



























1 0
 0
1

1 z �
0 


1
∗ ∗ 
 ∗ ∗ 
 ∗ 0

0 
 0 1 0 
 0 1





















































un−s′ zn�
un−1 z

n

un z
n�

un+r−2 z
n

un+r−1 z
n

u;n(z)



























(8.15)

et il s’agit de calculer le N -ième terme de la suite récurrente ainsi définie par scindage
binaire, en veillant au cours du calcul à garder factorisé le produit C(n) z dans le bloc
en haut à gauche. Après réduction au même dénominateur de tous les coefficients, le
numérateur de la matrice de l’équation (8.15) s’écrit

B(n)=

(

∆(n) p 0
Λ d q

)

= d q

(

C(n) z 0
K 1

)

(8.16)

(où K désigne le vecteur (0,	 ,0,1,0,	 ,0), avec le 1 en (s′+1)-ième position), forme
calculée à l’étape 3 de l’algorithme 8.12.
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Remarque 8.14. On pourrait attendre d ∈ A[n] plutôt que d ∈ Z[n]. Mais on a
Rr(n) = ar(z0) (n+ r)↓r (voir la preuve de la proposition 8.13), ce qui permet de se
ramener à un dénominateur à coefficients rationnels en multipliant par le conjugué
de ar(z0). Pour un point singulier régulier — où Rr s’annule mais le coefficient de
tête de la récurrence reste de degré r en n — la propriété analogue ne tient plus. Par
exemple, si z0 est racine simple de ar, on trouve

Rr−1= ar
′ (z0) (n+ r− 1)↓(r)+ ar−1(z0) (n+ r− 1)↓(r−1)

qui n’est pas en général dans K ·Q[n]. ♦

Remarque 8.15. Autre conséquence de la forme de Rr(n) : on connaît explicitement
la décomposition en facteurs premiers du dénominateur, par la formule de Legendre

n! =
∏

p premier

pvp(n!), vp(n!)=
∑

k=0

∞ ⌊

n

pk

⌋

.

Cela permet de le calculer plus efficacement que par scindage binaire [32, 218, 162]. Il
pourrait aussi être intéressant d’utiliser cette factorisation pour éliminer les diviseurs
communs entre numérateur et dénominateur sans recourir à l’algorithme général de
calcul de pgcd. ♦

Un produit P (i, j)=B(j − 1)
 B(i) de matrices (8.16) est lui-même de la forme

B(j − 1)
 B(i)=

(

∆ p 0
Λ d q

)

.

La multiplication

(

∆ p 0
Λ d q

)

=

(

∆haut phaut 0
Λhaut dhaut qhaut

)(

∆bas pbas 0
Λbas dbas qbas

)

,

s’effectue par les formules données à l’étape 5 de l’algorithme.
Une analyse de complexité détaillée serait un peu laborieuse, mais on peut pro-

poser l’estimation heuristique suivante.

Estimation 8.16. (Cette analyse n’a aucune prétention à la rigueur.) L’opérateur R
est d’ordre s, de degré r, et de hauteur de l’ordre de k haut(z0) où k est le degré
en z de L(z, ∂). Dans le cas des opérateurs de récurrence qui annulent les suites
de coefficients des dérivées u′, 	 , u(r−1), le degré monte à environ s. Passer d’un
opérateur d’ordre s annulant (un) à un opérateur annulant (un z

n) fait augmenter
la hauteur d’environ s haut(z). Ainsi, si L est de hauteur négligeable et haut(z0) +
haut(z1)6 h, la récurrence sur les coefficients un

(i)
(z1− z0)n que l’on utiliserait pour

calculer « directement » y(i)(z1) est d’ordre égal à s, de degré de l’ordre de s et de
hauteur de l’ordre de s h. Le coût du calcul d’une somme partielle par scindage binaire
correspondant est alors de l’ordre de

µ(s)M(sN (h+ lgN)) lgN

où µ(s)=O(sω) désigne le nombre de multiplications dans Z pour chaque produit de
matrices s× s. Ce coût est à multiplier par r pour obtenir y(z1),	 , y(r−1)(z1).

En comparaison, le coût du produit de matrices de la forme (8.16) tel qu’effectué
dans l’algorithme se ramène essentiellement à celui de la multiplication∆haut ∆bas. En
effet, la multiplication Λhaut∆bas peut se réécrire comme un produit de matrices r×s
par s×s (or r6 s), les s produits dans A[[δ]]/〈δr〉 pour multiplier le résultat par pbas
se font chacun en MA(r) opérations dans A, et même en r opérations d’après des
remarques à venir en §7.4. Nous verrons aussi en §7.4 que l’on peut sous certaines
hypothèses prendre µ(s) = O(s2), mais même dans ce cas, ces opérations (qui, par
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ailleurs, bénéficient aussi des techniques qui font descendre µ(s)) restent négligeables.
Le coût total du scindage binaire dans ces conditions est de l’ordre de

µ(s)M(N (k h+ r lgN)) lgN

soit environ autant que pour le calcul d’une seule dérivée. Cela suggère un gain total
d’un facteur de l’ordre de r, voire un peu plus si les rapports

haut(z1)
haut(z0)

,
s

r
,

s

degzL(z, ∂)

sont favorables. ♦

Exemple 8.17. Reprenons l’équation différentielle aléatoire d’ordre 4 de la page 25, et
calculons la valeur de la solution y au point 1

4
à précision 10−2000. NumGfun effectue

le calcul en une seule étape de prolongement analytique, en 4,5 secondes environ.
Le calcul de la matrice de transition complète M

(

0 → 1

4

)

prend 5,4 secondes, soit
nettement moins de quatre fois plus ! ♦

8.4.3 Conditions initiales et parcours des solutions canoniques

Nous venons de voir comment calculer en une fois une colonne de la matrice de
transition. Naturellement, l’opérateur R ne dépend pas du choix de y ∈kerD. Ainsi,
les coefficients d’une même ligne de la matrice M(z0 → z1), c’est-à-dire les valeurs
en z1 d’une même dérivée des différentes solutions canoniques y[z0,j], s’obtiennent en
ne changeant que les conditions initiales de la récurrence.

L’ordre de la récurrence pouvant être plus grand que celui de l’équation différen-
tielle, on est conduit à « compléter » les conditions initiales

(u0,	 , ur−1) = (0,	 , 0, 1, 0,	 , 0)
qui définissent chaque solution fondamentale en un vecteur de taille s> r. Comme la
relation de récurrence R ·u=0 est valable sur Z, il suffit d’ajouter les conditions un=0
pour n< 0. Avec la convention (8.14), la matrice de conditions initiales

U06 (

0s′×r

Ir

)

=
(

[zi] y[z0,j](z0+ z)
)

−s′6i<r
06j<r

qui apparaît ligne 6 de l’algorithme 8.12 est telle que

B(n− 1)
 B(0)

(

U0

0

)

= q d











∗ 
 ∗� �
∗ 
 ∗

y[z0,0](z1+ δ) 
 y[zr,0](z1+ δ)











(mod δr)

où q d désigne le coefficient en bas à droite de B(n− 1)
 B(0).

8.4.4 Contrôle de l’erreur locale

Il reste enfin à contrôler l’erreur sur M(z0→ z1) introduite en tronquant les séries
qui donnent les coefficients. C’est l’objet de l’étape 4 de l’algorithme 8.12.

Étant donnée une borne de précision ε (qui provient de l’étape de contrôle d’erreur
global de l’algorithme 8.5, voir §8.3.3), notre mission est simplement de choisir un
ordre de troncature N tel que

‖M̃ −M(D, z0→ z1)‖F6 ε.

Concernant les troncatures des dérivées, on a

u;n(z+ δ)=
∑

i=0

r−1
1

i!
(u;n)

(i)(z) =
∑

i=0

r−1
1

i!

(

u(i)
)

;n−i
(z) (mod δr).
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Comme en §8.3.3, on se sert d’une série majorante g commune à toutes les solutions
fondamentales. On recherche par doublements successifs de n puis par dichotomie le
plus petit n pour lequel on peut certifier

1

i!

(

g(i)
)

n−i;
(|z1− z0|)6 ε

r
pour tout i∈ J0, r− 1K,

ce qui entraîne

‖M̃ −M(D, z0→ z1)‖F6
∥

∥G;n

(∣

∣z1− z0
∣

∣

)∥

∥

F6 r
∥

∥G;n

(∣

∣z1− z0
∣

∣

)∥

∥

∞6 ε.

Les bornes sur les restes donnés par la proposition 6.5 ne contiennent que des fonctions
élémentaires (plus la fonction Γ en des points rationnels, que l’on peut au besoin
remplacer par une borne en termes de n! au moyen du lemme 5.35), faciles à évaluer
en arithmétique d’intervalles.

8.5 Cas d’un point d’évaluation donné à grande précision

8.5.1 Algorithme bit burst

La complexité obtenue dans la proposition 8.2 est quasi-linéaire en la précision p

lorsque la hauteur h du point d’évaluation croît au plus comme O(lg p). En revanche,
elle devient quadratique si h=Θ(p). Or, considérons l’évaluation d’une fonction y en
un point z ∈C \K. On peut calculer une valeur approchée de y(z) en remplaçant z
par un point z̃ ∈K suffisamment proche, mais on s’attend en faisant cela à introduire
une erreur de l’ordre de |f ′(z) (z− z̃)|. Pour calculer y(z) à précision 2−p, il faut donc
en général prendre une approximation z̃ de taille Ω(p).

On contourne cette difficulté en calculant y(z̃ ) par prolongement analytique le
long d’un chemin

z0→ z1→
 → zm= z̃

formé d’approximations de z dont la précision croît géométriquement. Adoptons
pour zℓ la troncature du développement binaire de z à 2ℓ + 1 chiffres après la vir-
gule. On a alors

|zℓ+1− zℓ|6 2−2ℓ et haut(zℓ)=O(2ℓ),

ce qui équilibre les contributions de |z | et h dans (8.1).
Des cas particuliers de cet algorithme remontent à l’article fondateur de Brent [37]

sur l’évaluation à grande précision des fonctions élémentaires. L’idée dans le cas
général est due à Chudnovsky et Chudnovsky [57, 56], puis indépendamment à van
der Hoeven [235, 241] avec une analyse de complexité un peu plus fine. La proposi-
tion suivante améliore cette dernière d’un facteur lg lg p dans le cas où le rayon de
convergence de y est fini, sans changement à l’algorithme.

Proposition 8.18. Soit y une fonction D-finie. On peut calculer une approximation à
2−p près de y(z) en O(M(p lg2 p)) opérations binaires lorsque p→∞ et z varie parmi
les éléments de K de hauteur bornée par un multiple constant de p. ♦

Démonstration. Tout d’abord, m = O(lg p) étapes de prolongement analytique
suffisent. D’après la proposition 8.2, le pas zℓ→ zℓ+1 demande

O

(

M

(

p (2ℓ+ lg p)
2ℓ

)

(m+ lg p)

)

=O

(

M

(

p+
lg p
2ℓ

)

lg p

)

opérations binaires. On a par super-linéarité de la multiplication

∑

ℓ=0

m

M

(

p+
p lg p
2ℓ

)

lg p6M

(

mp+
∑

ℓ=0

∞
p lg p
2ℓ

)

lg p
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donc le coût total du calcul est de O(M(p lg p) lg p) opérations binaires. �

Cela unifie la borne de complexité avec celle pour les fonctions entières, pour
lesquelles notre analyse n’apporte pas d’amélioration4.

Exemple 8.19. La sortie ci-dessous retrace le déroulement du calcul par l’algorithme
bit-burst de arctan (e) effectué dans le premier exemple de la section 1.2.5, page 28. Les
messages d’information donnés par NumGfun ont été légèrement simplifiés par souci
de lisibilité. Pour chaque pas de prolongement analytique sont indiqués les extrémités
du pas, la précision de calcul de la matrice de transition, le nombre de lignes de celles-
ci calculées, et le nombre de termes de la série correspondante qu’il a fallu sommer.

> my_e := convert(evalf[5000](exp(1)), rational, exact):

> diffeq := holexprtodiffeq(arctan(z), y(z)):

> infolevel[gfun] := 2:

> evaldiffeq(diffeq, y(z), [0,my_e], 5000);

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=1, prec~=.14251e-5006, terms=4

0 --> 1/2 ord=2, prec~=.27681e-5006, terms=16690

1/2 --> 11/10 ord=2, prec~=.20112e-5008, terms=18596

11/10 --> 9/5 ord=2, prec~=.90600e-5009, terms=15366

9/5 --> 34512587/12696500 ord=2, prec~=.20112e-5008, terms=14330

34512587/12696500 --> 157748906311/58032579500 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=886

157748906311/58032579500 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.17194e-5009, terms=464

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.70017e-5009, terms=248

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=124

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=62

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=32

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=16

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=10

~2.718281828 --> ~2.718281828 ord=2, prec~=.85970e-5010, terms=6

1.21828290501727762176	 (4660 chiffres)	 85796212560201267299

On observe la croissance des tailles en bits des points d’évaluation et leur convergence
vers e, et parallèlement la décroissance géométrique du nombre de termes à sommer.
La précision cible reste quant à elle à peu près constante d’une étape à l’autre. ♦

8.5.2 Majoration des solutions canoniques en un point de grande taille

Une seconde difficulté se présente lorsque la hauteur d’un point z0 du chemin de
prolongement analytique — et donc de l’équation différentielle translatée correspon-
dante — est grande. Le calcul de la série majorante g telle que

∀j , y[z0,j](z0+ z)P g(z)

qui aboutit à la borne (8.10) elle-même à la base du contrôle des erreurs devient
extrêmement coûteux. On contourne ce problème en bornant les solutions canoniques
en z0 à partir de l’équation différentielle prise en un point c≈ z0. Dans les phases de
bit burst , on réutilise le même point c pour plusieurs pas de prolongement, ce qui évite
de multiplier les calculs de majorants.

4. Grossièrement, si l’on considère un chemin z0→ z1→
 → zm où zi est la troncature à hi bits
de z = zm, on a |zi+1− zi| ≈ 2−hi, d’où Ni (lgNi− lg |zi+1− zi|)≈Ni (lgNi+ hi)≈ p si l’équation
différentielle n’a pas de point singulier fini. Le coût du prolongement analytique le long du chemin
est de l’ordre de

∑

i=0

m−1

M(Ni (lgNi+hi+1)) (lgNi+ lghi+1)≈
∑

i=0

m−1

M

(

hi+1

hi
p lg p

)

qui est minimal et de l’ordre de M(p lg2p) pour hi+1/hi =Θ(1). On voit en passant que le décou-
page hi+1 = 2 hi est essentiellement optimal. Le même argument fonctionne pour un rayon de
convergence fini : il s’ajoute un terme de l’ordre de

∑

i
M((lg p/hi) p lg p) qui est O(M(p lg2p)) pour

le choix de hi qui minimise l’autre terme.

154 Prolongement analytique numérique à grande précision



Proposition 8.20. Soit c ∈ C. Soit G ∈ R+[[z]]
r×r un majorant de la matrice

fondamentale canonique au point c de l’équation (8.12), en symboles,

Y [c](c+ z)PG(z).

Soit η tel que 0< η <dist(c, Sing(D)) et

α= ‖G(η)−G(0)‖F< 1.

Alors on a pour tout z0∈D(c, η) la majoration

Y [z0](z0+ z)P
G(η+ z) 1

1−α
où 1 représente la matrice r× r dont tous les coefficients sont égaux à 1. ♦

Démonstration. Soit z0 tel que |z0− c|< η. La règle de prolongement (8.9) couplée
à celle de composition des séries majorantes (lemme 5.18) entraîne

Y [z0](z0+ z)=Y [c]
(

c+ z+(z0− c)
)

M(D, c→ z0)−1

PG
(

|z0− c|+ z
)

‖M(D, c→ z0)
−1‖F1.

Par définition des solutions canoniques, le terme constant de la série M(D, c→ c+ z)
est la matrice identité, donc

M(D, c→ c+ z)− IdPG(z)−G(0).

et ‖M(D, c→ c+ z)− Id‖F6α< 1. On en déduit

‖M(D, c→ c+ z)−1‖F6 1

1−α
et le résultat. �

Si g(z) ∈ R+[[z]] est un majorant commun des solutions canoniques, on peut
prendre (cf. équation (8.10))

G(z)=
(

1

i!
g(i)(z)

)

06i,j<r

et on obtient

y[z0, j](z)P
r

1−α g(η+ z)

pour tout j. Nous avons vu comment majorer les valeurs et les restes de y[z0, j] à
partir de cette inégalité (remarque 6.7).

Observons aussi qu’une équation aussi simple que (1 − z)2 y(z) =K y(z) a pour
solution la fonction z� exp (K/(1−z)) où K peut être très grand. La condition α<1
de la proposition 8.20 impose de prendre c de hauteur Ω(K). Dans l’implémentation
de cette méthode dans NumGfun, on prend initialement pour c une approximation
à petite précision de z0, et si l’inégalité α < 1 n’est pas satisfaite, on se sert de la
borne trouvée pour réessayer avec une approximation dont on a augmenté la précision
d’environ K, jusqu’à avoir α< 1 ou c= z0.

Ce genre d’équation est de toute façon difficile à traiter avec les algorithmes de
ce chapitre, voire plus généralement. Il s’agit en effet d’approcher avec une erreur
absolue petite une fonction aux variations très rapides sur le domaine considéré.

Remarque 8.21. Van der Hoeven [235, §4.3] fait un raisonnement similaire à la preuve
de la proposition 8.20 pour choisir automatiquement à quelle précision approcher un
point z1 lui-même donné par un programme d’évaluation à précision arbitraire par un
point voisin z̃1 ∈K pour garantir |y(z̃1)− y(z1)|6 ε pour ε donné. Cette possibilité
n’est pas implémentée dans NumGfun, qui se limite à l’évaluation en des points à
coordonnées rationnelles. ♦
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8.6 Connexion aux points singuliers réguliers

8.6.1 Prolongement analytique à travers un point singulier

Nous avons vu au chapitre 4 qu’au voisinage d’un point singulier régulier z0,
l’équation différentielle (8.12) admet une base de solutions de la forme

y(z) = (z − z0)λ (ϕ0(z) + ϕ1(z) log (z − z0)+
 + ϕt−1(z) logt−1 (z − z0))

où les ϕk sont des fonctions analytiques au voisinage de z0. Les coefficients du déve-
loppement en série entière en z0 de ces dernières satisfont un système de récurrences.
Connaissant la décomposition d’une fonction sur cette base, on peut donc l’évaluer
en des points suffisamment proches de z0. Mieux, on peut calculer la matrice qui fait
passer des coefficients de cette décomposition aux conditions initiales de l’équation
différentielle en un point ordinaire voisin, et généraliser à ce cas l’algorithme de pro-
longement analytique de la section 8.3.

Solutions canoniques et détermination du logarithme. Plaçons-nous pour
alléger les notations en z0 = 0, que l’on suppose être un point régulier, c’est-à-dire
ordinaire ou singulier régulier. On adopte la base de solutions canoniques définie
en §4.4.3, à savoir les séries logarithmiques

y[0, e] =
∑

n∈λ+Z

∑

k∈N

y[0, e]n,k
logkz
k!

zn, e∈E= {(n, k) : 06 k < µ(n)} (8.17)

caractérisées par
{

y[0, (n, k)]n,k=1
y[0, (n, k)]n′,k′=0 pour (n′, k ′)∈E \ {(n, k)}.

À ce stade, ce sont des séries formelles. Pour tout k, la série
∑

n
y[0, e]n,k z

n−λ

est convergente sur un certain disque D(0, ρ), ρ > 0 ; mais pour donner un sens à
l’évaluation de y[0, e] elle-même en un point z1∈D(0, ρ), il reste à spécifier à quelle
branche des « fonctions multivaluées » log z ou zλ (si λ � Z) les éléments log z1
ou z1

λ qui peuvent apparaître font référence. Il suffit pour cela de choisir comment
s’interprète le logarithme : zλ est alors défini sans ambiguïté par zλ= eλlog z.

La convention adoptée dans NumGfun, et dans ce document, est que le symbole
logdésigne la détermination standard du logarithme (voir page 45). On considère donc
les développements des solutions de D · y=0 comme des fonctions analytiques sur le
disque fendu D(0, ρ) \R−. Le transfert de (8.17) à d’autres points z0 ∈C se faisant
par translation (i.e. par le changement de variable z � z − z0, plutôt que, disons,
z� z/z0− 1), la coupure utilisée pour définir le logarithme pointe dans la direction
des négatifs au voisinage de toute singularité finie.

Prolongement en une singularité. On donne ainsi un sens au « prolongement
analytique » d’une solution le long d’un chemin pouvant passer par un point singulier
régulier. Limitons-nous (sans perte de généralité) comme d’habitude aux lignes bri-
sées, avec en plus la restriction que les points singuliers ne peuvent apparaître qu’aux
sommets du chemin.

Soient z0, z1 des points réguliers de (8.12). Soit y une combinaison linéaire formelle
des solutions canoniques y[z0, e]. Elle définit une fonction analytique sur le disque
fendu D(z0, ε) \ (z0+R−), prolongée à D(z0, ε) par continuité sur le quadrant nord-
ouest. Le prolongement de y le long du chemin z0→ z1, supposé ne pas contenir
d’autre point singulier que z0 et z1, est la fonction analytique qui coïncide avec y
sur un intervalle initial ]z0, z1[∩D(z0, ε). Son prolongement en z1 est la combinaison
linéaire des y[z1, e′] qui coïncide avec y (prolongée) sur un intervalle ]z0, z1[∩D(z1, ε′).
On étend la définition à un chemin quelconque par concaténation.
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1

f(z) = log(z − 1)

f(0) = log(−1) = πi

f(0) = log♭(−1) = −πi

Figure 8.2. Prolongement analytique à partir d’une singularité : deux chemins homotopes
dans C\Sing(D) qui conduisent à des résultats différents.

L’interprétation d’un tel chemin dépend donc de la direction des pas dont une
des extrémités est un point singulier, comme l’illustre la figure 8.2. Concrètement, en
déformant le chemin, on n’est pas libre de faire traverser aux segments qui quittent
un point singulier ou y aboutissent la direction des réels négatifs. Un chemin de
prolongement qui passe par un point singulier ζ et « en ressort » équivaut au chemin
déformé pour contourner ζ « par la droite », sans intersecter la demi-droite ζ +R−.

Remarque 8.22. On pourrait généraliser la notion de prolongement analytique à
travers un point singulier pour permettre de « ressortir sur un autre feuillet de la
surface de Riemann de l’équation », c’est-à-dire avec potentiellement une autre déter-
mination des solutions. Van der Hoeven [236, §4] détaille une telle construction, utile
pour énoncer des algorithmes de calcul de monodromie locale (voir §8.7) à partir des
développements aux points singuliers. ♦

Matrices de transition. Afin de déterminer sans ambiguïté les matrices de tran-
sition le long de chemins dont une extrémité est un point singulier, on ordonne les
éléments de E par

(n, k)< (n′, k ′) ⇔







Ren<Ren′

ou Ren=Ren′ et k >k ′

ou Ren=Ren′ et k= k ′ et Imn< Imn′.
(8.18)

Cet ordre traduit le comportement asymptotique du monôme zn logk z : sauf si les
couples comparés ne diffèrent que par la partie imaginaire de n, on a

(n, k)< (n′, k ′) ⇔ |zn logk z |≫ |zn′
logk

′
z | quand z→ 0.

Les définitions et propriétés de la section 8.3.1 s’étendent en remplaçant J0, r− 1K
par E aux endroits convenables. À toute solution y ∈ ker D, on associe le vecteur
colonne de conditions initiales généralisées à l’origine

Y (0)= t( yn,k )(n,k)∈E (8.19)

(les éléments de E étant parcourus par ordre croissant). On retrouve la définition (8.4)
si 0 est un point ordinaire. De même, on définit le vecteur ligne de solutions canoni-
ques y[0](z)=(y[0, e](z))e∈E, et les matrices de transition le long de chemins passant
par des points singuliers réguliers en remplaçant les conditions initiales classiques (8.4)
par les conditions intiales généralisées (8.19) dans leur définition précédente (8.7). La
matrice de transition en ligne droite de z0=0 (régulier) à z1 (ordinaire) est

M(D, z0→ z1)=Y [z0](z1)=
(

1

i!
y[z0,e]
(i)

(z1)
)

06i<r
e∈E

. (8.20)
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Comme dans le cas de deux points ordinaires, cette expression nous permettra d’éva-
luer M(D, z0→ z1). Son inverse M(D, z1→ z0) ne s’exprime pas aussi simplement.
Pour calculer une matrice de transition d’un point ordinaire vers un point singulier,
nous passerons par la matrice inverse.

8.6.2 Matrice de transition d’un point singulier vers un point ordinaire

Comment calculer la matrice (8.20) ? Essentiellement comme dans le cas de points
ordinaires : nous allons évaluer ses coefficients par scindage binaire, en se servant du
fait que les suites (y[z0, e]n,k)n à k fixé sont P-récursives. Une fois de plus, l’idée date
des travaux des frères Chudnovsky [57, p. 125] (voir aussi [53, 55]). Ceux-ci ne traitent
cependant pas les difficultés algorithmiques spécifiques au cas singulier régulier. Van
der Hoeven [236] donne un premier algorithme complet. La présente version est un
peu plus efficace et probablement plus simple à mettre en œuvre.

Implémenter ce schéma sans redondances grossières avec les primitives d’un logiciel
de calcul formel demande tout de même un peu de soin. Je donne ici une description
technique relativement précise d’une organisation possible, qui suit à quelques détails
près ce qui est fait dans NumGfun. Une grande partie de cette section un peu lourde
s’adresse principalement au lecteur qui souhaiterait implémenter le prolongement
analytique depuis un point singulier régulier. Sur le plan théorique, le message est
simplement que la récurrence obtenue en réinterprétant la méthode de Poole (propo-
sition 4.16 p. 70) permet une extension naturelle et efficace aux développements en
série généralisées du calcul par scindage binaire des sommes partielles de solutions.

L’algorithme 8.23 représente une généralisation de l’algorithme 8.12 couvrant le
cas où z0 est un point singulier régulier au lieu d’un point ordinaire. Pour étendre le
prolongement analytique aux chemins passant par des points singuliers réguliers, il
suffit de remplacer l’appel à StepTransitionMatrix dans l’algorithme 8.5 par un appel
à SingularStepTransitionMatrix avec les mêmes paramètres. Passons en revue les
principales différences entre ces deux fonctions.

Récurrence. Le point de départ de l’algorithme 8.23 est la récurrence sur les suites
doubles (y[z0, e]n,k)n,k introduite au chapitre 4. Supposons à nouveau z0=0, et quitte
à multiplier l’opérateur D par une puissance de z, changeons légèrement de notations
en posant D=L(z, θ) au lieu de D=L(z, ∂).

D’après la proposition 4.14 page 69 et avec les conventions d’interprétation des
opérateurs Sn et Sk correspondantes, on a pour tout e la relation de récurrence

L(Sn
−1, n+Sk) · (y[z0, e]n,k)n∈λ+Z,k∈N=0. (8.21)

On note s son ordre vis-à-vis de Sn. En comparaison de la situation pour un point
ordinaire (proposition 8.13), on a toujours s 6 d + r où d est le degré en z de
l’opérateur D ∈ Q[z]〈∂ 〉 initial, mais plus forcément s > r. Exemple typique, la
fonction hypergéométrique classique y(z) = 2F1(a, b ; c; z) est solution de l’équation
d’ordre 2

z (z − 1) y ′′(z)+
(

(a+ b+1) z − c
)

y ′(z) + a b y(z)= 0

alors que les coefficients yn de son développement en série à l’origine (qui est un
point singulier régulier) vérifient la récurrence du premier ordre (n+1) (n+ c) yn+1=
(n+ a) (n+ b) yn.

Matrice de récurrence généralisée. Comme observé lorsque nous l’avons intro-
duite, la récurrence (8.21) se prête au scindage binaire. On y adapte la construction
des matrices

B(n)= d q

(

C(n) z 0
K 1

)

, z= z1− z0+ δ ∈K[[δ]]/〈δr〉, (8.22)
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Algorithme 8.23. SingularStepTransitionMatrix(D, z0, z1, ε)
Entrée. Un opérateur différentiel D ∈ Q[z]〈∂ 〉. Un point régulier z0 ∈ K et un

point ordinaire z1∈K deD avec |z1− z0|< dist(z0, Sing(S)). Une erreur cible ε.
Sortie. Une approximation M̃ de la matrice de transition généralisée de z0 à z1

telle que ‖M̃ −M(D, z0→ z1)‖F6 ε.
Notes. On suppose précalculée une série majorante g(z) ∈Q+[[z]] des solutions

canoniques généralisées en z0, au sens de la proposition 6.20. Tous les calculs
sont faits sans simplifier les fractions, et en gardant les matrices (8.22) et leurs
produits décomposés sous la forme (8.24). On note a0+ a1 Log+ a2Log2+

les suites (a0, a1, a2,	 ) sur lesquelles agit Sk (ainsi, Sk ·Logk=Logk−1).

• [calculer l’opérateur local et l’ordre de troncature des séries correspondant]

1 se ramener à z0=0 : calculer L(z, θ)∈K[z]〈θ〉 annulant les y(z0+ z), y∈kerD
2 en utilisant la série g, calculer N tel que la matrice M obtenue à l’issue de la
ligne 22 vérifie ‖M −M(D, z0→ z1)‖F6 ε/2 [je ne détaille pas ce calcul pour
éviter d’introduire encore plus de notations lourdes]

• [parcourir les solutions canoniques]

3 calculer la décomposition sans décalage (8.25) de Q0= [Sn
0]L(Sn

−1, n)
(on convient que ef ,σ=0 pour σ � Σf)

4 pour f ∈F et g ∈K[n] facteur irréductible de f
• [préparer la matrice de la récurrence dans le cas générique]

5 t6∑

σ∈Σf
ef ,σ ; et soit Log l’indéterminée de K[[Log]]/〈Logt〉

6 λden 6 lc(g) ; ĝ 6 Numer
(

g
(

n/(lc g)
))

[ainsi, le polynôme ĝ est uni-

taire et annule λden λ pour tout λ tel que g(λ) = 0] ; et soit λnum une
variable symbolique représentant un générateur de K[λnum]/〈ĝ(λnum)〉

7 calculer en fonction de ν=n−λnum/λden la matrice B(n) pour µ(n)=0

8 initialiser une table d’association U [qui va stocker les sommes partielles
« abstraites », c.-à-d. dépendant d’algébriques non plongés dans C]

9 faire U[0,v]← t(0,	 , 0,Logv, 0) pour 06 v < ef ,0

10 pour chaque paire (σpre, σcur) d’éléments consécutifs de Σf ∪ {N }, par
ordre croissant

• [dérouler la récurrence, traiter l’indice exceptionnel λ+σcur]

11 calculer P (σpre+1, σcur) par scindage binaire
12 P (σpre+1, σcur+1)6 B∗(λnum/λden+ σcur)P (σpre+1, σcur)

• [prolonger les solutions connues]

13 pour [σ, v]∈ Indices(U)

14 U[σ,v]←P (σpre+1, σcur+1) ·U[σ,v]

15 décaler l’avant-dernière ligne de U[σ,v] par Sk
−ef ,σcur, en

complétant par des zéros
• [ajouter les solutions de valuation λ+ σcur]

16 faire U[σcur,v]← t(0,	 , 0,Logv, 0) pour 06 v <ef ,σcur

17 faire U[σ,v]← t(0,	 , 0) pour σ ∈Σf et 06 v < ef ,σ tels que σ >N
• [remplacer les algébriques abstraits par leurs valeurs complexes et déve-
lopper les facteurs log (z1+ δ)]

18 pour [σ, v]∈ indices(U) et ζ tel que ĝ (ζ)= 0

19 soit u la dernière entrée du vecteur U[σ,v] où Logk est remplacé
par 1

k!
logk (z1+ δ) pour tout k ∈ J0, t− 1K

20 calculer le développement en série tronqué ũ ∈K[λnum][[δ]]/〈δt〉
du produit (z1+ δ)λ+σ u où λ=λnum/λden [cela induit des calculs
dans K(λ), d’où l’importance de le faire avant de spécialiser λ]

21 Y[λ+σ,v]6 ([δj] ũ)06j<r où ζ est substitué à λnum

• [déduire des sommes partielles obtenues la matrice de transition]

22 former la matrice M de colonnes Y[n,v], triées par indice dans l’ordre (8.18)
[M contient à ce stade des algébriques et des éléments log z1 non évalués]

23 calculer une valeur approchée M̃ ∈Kr×r de M telle que ‖M̃ −M ‖F6 ε/2

24 renvoyer M̃ ♦
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à multiplier présentée en §8.4.2 comme suit. Ci-dessus, on a noté K = (0, 	 , 0, 1).
Pour tout n∈C fixé, la matrice C(n) est définie par

C(n) =









1 

1

−TQs(n+Sk) −TQs−1(n+Sk) 	 −TQ1(n+Sk)









∈K[n][[Sk]]/〈Sk
t 〉

où l’on a posé (cf. §4.4)

L(Sn
−1, n)=Q0(n)+Q1(n)Sn

−1+
 +Qs(n)Sn
−s

µ(n) = ν(n, Q0)∈N t=
∑

σ∈Z

µ(n+σ)∈N

T =Sk
µ(n)

Q0(n+Sk)
−1modSk

t ∈K[n][[Sk]]/〈Sk
t 〉.

Si les yn,k sont les coefficients d’une solution quelconque de D · y=0, et en notant yn
la suite (yn,k)k∈N, on a











yn−s+1�
yn−1

Sk
µ(n) · yn











=C(n)











yn−s�
yn−2

yn−1











d’après la proposition 4.16. De même, l’application de B(n) au vecteur

t(zn yn−s,	 , zn yn−2, z
n yn−1,Σn−1) (8.23)

où Σn est la suite des coefficients (qui sont polynomiaux en z) de logk z/k! dans la
somme partielle y;n−1(z) donne t(zn yn−s+1,	 , zn yn−1, z

nSk · yn−1, σn).
Il est clair que la forme de B(n) ne dépend que de µ(n) et de t. Notamment, à

nmod 1 fixé, on peut calculer en fonction d’un paramètre formel n une matrice B(n)
valable pour tout n tel que µ(n) = 0. C’est ce que font les lignes 5 et 7 de l’algo-
rithme 8.23. Restent les indices exceptionnels, en nombre fini, où µ(n)>0. On calcule
séparément les matrices B(n) correspondantes (ligne 12), notées aussi B∗(n) pour les
mettre en évidence.

Indices algébriques. Alors que les indices n où étaient évaluées les matrices B(n)
dans le cas d’un point ordinaire étaient des entiers, pour un point singulier régulier, il
s’agit en général de nombres algébriques. Cela ne se ressent guère dans la description
mathématique, où l’on se contente de sommer sur n ∈ λ+Z au lieu de n ∈N. Pour
le calcul, cependant :

(i) on se ramène à des indices entiers en posant n=λ+ ν avec ν ∈N ;
(ii) on sépare numérateur et dénominateur, ce qui conduit à représenter λ non pas

par son polynôme minimal mais comme le quotient d’un entier algébrique λnum,
lui-même donné par son polynôme minimal, et d’un dénominateur λden (voir
l’étape 6 de l’algorithme).

On prend pour λ l’élément de partie réelle minimale d’une classe de congruence
modulo 1 de racines de Q0. Les racines de la même classe sont notées λ+ σ, σ ∈N.

Codage et multiplication des matrices. Au final, comme dans l’algorithme 8.12,
on représente les matrices B(n) et leurs produits par des quintuplets (∆, d, q, p,Λ).
En ce qui concerne B(n), on a



























∆= Numer(C) ∈(A[λnum, ν][[Sk]]/〈Sk
t 〉)s×s

d= Denom(C) ∈A[λnum, ν]
q= Denom(z1− z0) ∈Z
p= Numer(z1− z0)+ q δ ∈A[[δ]]/〈δr〉
Λ= (0, 0,	 , d q) ∈(A[λnum, ν][[Sk, δ]]/〈Sk

t , δr〉)1×s.

(8.24)
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Observons que le calcul de cette représentation à partir de la définition (8.22) de B(n)
fait appel à quelques manipulations de nombres algébriques, et conduit notamment
à des normalisations d’éléments de corps de nombres.

La formule de multiplication des quintuplets (∆, d, q, p,Λ) qui traduit le produit
de matrices est la même que dans l’algorithme 8.12. Elle préserve les domaines de
chacun des éléments indiqués dans l’équation (8.24).

En comparaison de la version de van der Hoeven [236], notre représentation utilise
des matrices de coefficients C(n) de côté divisé par t, en échange de l’introduction de
coefficients séries tronquées. La complexité du produit, et donc (sous des hypothèses
convenables) celle de l’algorithme, en diminue d’un facteur tω−1. Cette amélioration
se combine aux avantages de l’écriture (8.24) déjà mentionnés dans le cas d’une série
quelconque ou d’un point ordinaire.

Remarque 8.24. J’ai conservé dans cette section z0∈K par cohérence avec le reste
du manuscrit et l’état actuel de l’implémentation dans NumGfun. Cependant, pour
traiter en toute généralité les points singuliers réguliers d’équations à coefficients
rationnels, il faudrait permettre à z0 lui-même d’être algébrique. Cela ne pose pas
de difficulté de principe [236], puisque le scindage binaire fonctionne sur un corps de
nombres. On remplace alors K par Q(i, z0) ci-dessus. ♦

Parcours des solutions canoniques. Voyons maintenant comment construire les
sommes partielles des solutions canoniques en formant des produits de matrices B(n)
et en les appliquant à des vecteurs de conditions initiales convenables. En un point
ordinaire, les différentes solutions canoniques correspondaient simplement à des choix
différents de u−s′,	 , ur comme conditions initiales de la récurrence. Il suffisait donc
pour les obtenir toutes de calculer une fois pour toutes le produit B(N − 1)
 B(0).

En un point singulier régulier, les différences de valuation entre éléments de la base
canonique peuvent être plus grandes que l’ordre de la récurrence, ou non entières. Afin
de partager tout de même ce qui peut l’être entre le calcul des solutions canoniques,
on est conduit à regrouper les exposants possibles suivant deux critères.

(i) Par classe d’équivalence modulo 1. Les solutions canoniques qui correspondent
à des racines de Q0 différant d’un entier s’obtiennent en déroulant une seule
fois une même récurrence et en appliquant le résultat à des conditions initiales
différentes (étapes 10 à 17). La nouveauté est que ces conditions « initiales »
s’appliquent à des rangs donnés par les racines de Q0, qui peuvent être arbi-
trairement espacés.

(ii) Par classe de conjugaison au sens de Galois. Toute la partie purement algé-
brique du calcul, qui ne distingue pas entre les exposants racines d’un même
facteur irréductible de l’équation indicielle (étapes 5 à 17), est partagée entre
ces exposants. Cela compense en première approximation le fait que les opé-
rations dans un corps de nombres de degré d sont Θ(d) fois plus coûteuses que
celles sur les rationnels. Ce n’est qu’à la fin (étapes 18 à 21) que chaque série
solution exprimée en fonction d’un algébrique abstrait est copiée et spécialisée
pour chaque racine complexe du polynôme minimal.

Moyennant ce partage, le coût du calcul de la matrice de transition est plus élevé
qu’en un point ordinaire d’un facteur de l’ordre du nombre de racines de Q0 qui ne
s’obtiennent pas les unes à partir des autres par décalage entier.

On organise le parcours des solutions canoniques en s’appuyant sur une factorisa-
tion de l’équation indicielle appelée décomposition sans décalage.

Proposition 8.25. [108] Un polynôme Q0 ∈K[n] admet une unique décomposition
sans décalage (shiftless decomposition)

Q0(n)= c
∏

f∈F

∏

σ∈Σf

f(n+ σ)ef,σ (8.25)
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où c∈K, F ⊂K[n], 0∈Σf ⊂N, ef ,σ ∈N∗ et

– les polynômes f ∈F sont unitaires et sans facteur carré ;

– lorsque f , g ∈F et f � g, les polynômes f(n) et g(n+ σ) sont premiers entre
eux pour tout σ ∈Z. ♦

Indices exceptionnels et conditions initiales. On ne peut se contenter de former
le produit B(N − 1)
 B(1)B(0) pour accumuler les termes des sommes partielles à
calculer. En effet, lorsque n est un indice exceptionnel, l’application de B∗(n) à un

vecteur de la forme (8.23) donne en avant-dernière position Sk
µ(n) · yn et non yn. Avant

de repartir du vecteur obtenu pour calculer des termes plus lointains, on corrige ce
décalage à la ligne 15 de l’algorithme. Pour une solution y arbitraire, les µ(n) − 1
termes à ajouter en tête de la suite yn sont donnés par les conditions initiales géné-
ralisées. Dans l’algorithme 8.23, toutes les solutions considérées sont des éléments de
la base canonique, pour lesquels une et une seule des conditions initiales généralisées
est non nulle. On prolonge ainsi les solutions « déjà introduites », pour lesquelles les
termes en question sont nuls, puis (ligne 16) on ajoute celles de valuation n, dans
lesquelles l’un d’entre eux est égal à 1.

Facteurs irrationnels. Dans le cas d’un point ordinaire, les sommes partielles (exa-
ctes) de séries que nous obtenions comme approximations des entrées de chacune des
matrices de transition étaient des éléments de K. Ici, la présence d’algébriques et
de termes dépendant du logarithme de z1 font que ce n’est plus le cas. On se donne
un peu de marge dans la précision à laquelle on calcule les sommes partielles pour
pouvoir les approcher à leur tour par des complexes à coordonnées rationnelles. Cette
dernière approximation fait l’objet de l’étape 23. Une façon simple de l’implémenter
est d’évaluer numériquement l’expression en arithmétique d’intervalles, en doublant
la précision du calcul jusqu’à arriver à la borne d’erreur voulue.

Remarque 8.26. Essentiellement le même algorithme permet de calculer les dévelop-
pements en séries logarithmiques des solutions. Il suffit de remplacer le point z1∈K
par une indéterminée, et d’ignorer les étapes de contrôle de la précision. Quand on
ne s’intéresse qu’aux développements formels, il est plus simple de calculer « directe-
ment » les yn,k par récurrence (voir §4.4.2). En revanche, dans une implémentation
qui fournit à la fois ceux-ci et l’évaluation numérique, réutiliser l’approche par scin-
dage binaire pour les développements formels peut faciliter le partage de code sans
changer notablement le coût. C’est ainsi que fonctionne la procédure local_basis

de NumGfun illustrée en section 1.2.6. ♦

8.6.3 Matrice de transition d’un point ordinaire vers un point singulier

Il y a une petite difficulté supplémentaire dans le cas du passage d’un point ordi-
naire z1 à un point singulier z0. Faute d’expression explicite analogue à (8.20) pour les
coefficients de M(D, z1→ z0), on la calcule comme M(D, z0→ z1)−1, ce qui nécessite
de relier erreur sur M(D, z0→ z1) et erreur sur son inverse.

La correction de l’algorithme 8.27 repose sur le lemme suivant.

Lemme 8.28. Soient A une matrice inversible et Ã telle que ‖Ã −A‖F6 η. Si

(a) Ã est inversible ;

(b) ‖Ã−1‖F< η−1 ;

(c) ‖Ã−1‖F η
(

‖Ã−1‖F+ ε
)

<ε

alors on a ‖A−1− Ã−1‖F6 ε. ♦

Démonstration. Posons A=(1−H) Ã. On a

‖H‖F= ‖
(

Ã −A
)

Ã
−1‖F6 η ‖Ã−1‖F< 1.
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Algorithme 8.27. InverseSingularStepTransitionMatrix(L, z0, z1, ε)
Entrée. Un opérateur D ∈ Q[z]〈∂ 〉, un point régulier éventuellement singu-

lier z0∈K et un point ordinaire z1∈K de D, une borne d’erreur ε.
Sortie. Une approximation M̃ de la matrice de transition M =M(D, z1→ z0) à

précision ‖M̃ −M ‖F6 ε.

1 λ← 1

10
; ε′←λ ε [ou mieux : prendre une estimation λ≈‖M ‖F−2 telle que λ<1]

2 M̃z0→z16 SingularStepTransitionMatrix(L, z0, z1, ε′)
3 essayer

4 calculer une approximation M̃z1→z0 de M̃z0→z1
−1

à précision ‖M̃z1→z0− M̃z0→z1
−1 ‖F6 1

2
ε

5 en cas d’échec (M̃z0→z1 n’est pas inversible)
6 λ←λ2; ε′←λ ε′

7 revenir à l’étape 2

8 calculer B> ‖M̃z1→z0‖F
9 si B> (ε′)−1 ou B (B+ ε) ε′> ε

10 ε′←min (B−2, λ) ε′

11 revenir à l’étape 2

12 renvoyer M̃z1→z0 ♦

En développant la différence sous la forme

Ã
−1−A−1= Ã

−1
(

1− (1−H)−1
)

=−Ã−1
∑

n=1

∞
Hn

il vient

‖Ã−1−A−1‖F6 ‖Ã−1‖F ‖H‖F
1−‖H‖F

6
η ‖Ã−1‖F2

1− η ‖Ã−1‖F
6

‖Ã−1‖F ε

‖Ã−1‖F+ ε

1− ε

‖Ã−1‖F+ ε

= ε

d’après l’hypothèse (c). �

Proposition 8.29. Les algorithmes 8.23 et 8.27 s’exécutent en O(M(p lg2 p)) opéra-
tions, où p= lg (ε−1). ♦

Démonstration (esquisse). Dans l’algorithme 8.23, on a N = O(ε−1) d’après la
proposition 6.20 page 118. Les seules étapes coûteuses vis-à-vis de ε sont les lignes
11 et 23. La première prend O(M(N lg2 N)) opérations. Lors de la seconde, la
précision des calculs flottants intermédiaires est Ω(ε) ; or, le calcul à 2−n près d’une
racine d’un polynôme fixé prend O(M(n)) opérations par la méthode de Newton, et
le logarithme se calcule à précision 2−n en O(M(n) lg n) opérations [40]. Chacune
de ces lignes est parcourue O(1) fois. Dans l’algorithme 8.27, le nombre d’itérations
ne dépend pas de ε, et l’on a toujours ε′=Ω(ε). Le coût de l’inversion de matrice de
l’étape 4 est de O(M(p) lg p) opérations binaires d’après le théorème 7.7. �

8.7 Applications

8.7.1 Évaluation de fonctions D-finies

Dans l’optique de ce mémoire, l’application phare du prolongement analytique
numérique est évidemment l’évaluation des fonctions D-finies. Nous avons vu de nom-
breux exemples d’évaluation à grande précision dans le chapitre 1 et dans celui-ci.
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Revenons cependant un instant sur les évaluations répétées à précision modérée.
L’idée ici est de tirer profit du prolongement analytique pour calculer une approxima-
tion polynomiale garantie d’une fonction donnée en un point éloigné de celui où sont
données les conditions initiales qui la définissent. La fonction diffeqtoproc présentée
en §1.2.5 offre une implémentation assez naïve de ce schéma. Elle prend en entrée une
fonction D-finie y, une précision de précalcul ε, et une liste de disques Dk ⊂ C. Le
disque Dk= {z : |z − ck|< ρk} est donné par un chemin de l’origine à son centre ck et
un rayon ρk. Les disques ne doivent pas contenir de points singuliers de l’équation.
Pour chaque disque Dk, diffeqtoproc calcule un polynôme pk ∈K[z] tel que

∀z ∈D∩K, |⋄(pk(z))− y(z)|6 ε

où ⋄ désigne l’arrondi au complexe à coordonnées décimales le plus proche. La pro-
cédure renvoyée prend en entrée un point z ∈K et une précision cible ε. Elle teste si
ε6ε′ et successivement si z∈D1,D2,	 , renvoie une approximation décimale de pk(z)
le cas échéant, et appelle analytic_continuation sinon.

Exemple 8.30. Le tracé en figure 8.3 de la fonction y définie par l’équation

(z − 1) y ′′′(z)− 2 (2 z − 5) y ′′(z)− (4 z − 6) y ′(z) + z2 (z − 1) y(z)= 0

et les conditions initiales

y(0)=2, y ′(0)= 1, y ′′(0)=0

a été obtenu en appelant diffeqtoproc avec une liste de disques (choisie à la main)
qui recouvrent le domaine du graphique en évitant le point z=1.

–1

0

1

2

3

–1 1 2 3

Figure 8.3. Intégration d’une équation différentielle au-delà d’un pôle.

La disponibilité du prolongement analytique numérique nous permet de contourner le
pôle en z=1. Un intégrateur numérique simple serait au contraire bloqué par le pôle
et ne parviendrait pas à évaluer la fonction à droite de z=1. ♦

Dans l’état actuel des choses, les polynômes pk sont calculés comme des combi-
naisons linéaires de séries de Taylor tronquées des solutions de base y[ck, j], avec des
coefficients obtenus par prolongement analytique le long du chemin de 0 à ck. Le
contrôle des erreurs est similaire à celui de la section 8.3. On commence par calculer
une borne Bcan sur les valeurs sur Dk des solutions de base et de leurs r premières
dérivées, où r est l’ordre de l’équation qui définit y. On choisit ε′ 6 ε/(40 r). Le
vecteur Y (ck) des « conditions initiales » en ck est calculé à précision ε′/Bcan, et l’on
majore sa norme par Bini> ‖Y (ck)‖F. Enfin, on développe les y[ck, j] à un ordre N
tel que |y[ck, j]N ;(z)|6 ε′/Bini pour tout z ∈Dk, et l’on forme la combinaison linéaire
des ε′ dont les coefficients sont donnés par Y (ck). Tous ces calculs sont effectués
dans K, sans arrondis. On a donc |pk(z)− y(z)|6 ε/20 pour z ∈D.

À ce stade, cependant, le polynôme pk a généralement un degré plus grand que
nécessaire. Aux précisions où il est rentable de précalculer une approximation poly-
nomiale, nos bornes peuvent en effet être fort pessimistes. Si pk =

∑

i=0
d

ci z
i, on a

habituellement |ci ρi| ≪ ε pour i≈ d. Afin d’améliorer la compacité et l’efficacité de
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la procédure renvoyée, on supprime les coefficients cd, cd−1,	 tant que

|cd| ρkd+ |cd−1 |ρkd−1+
 <ε/20.

Le polynôme tronqué (encore noté pk) obtenu satisfait |pk(z) − y(z)| 6 ε/10 pour
tout z ∈D, ce qui laisse la marge nécessaire à l’arrondi décimal final (lemme 8.8).

Les opportunités d’améliorations ne manquent pas. La hauteur du polynôme pk
construit par le procédé ci-dessus est elle aussi plus grande que l’ordre de grandeur que
l’on attendrait, soit log (ε−1). Il serait naturel de remplacer les « gros » coefficients
par des approximations à précision suffisante. Plus généralement, au lieu de seulement
jeter les coefficients de degré élevé superflus, on pourrait approcher à son tour pk par
un polynôme p̃ aussi compact que possible — fût-ce de manière heuristique, dans la
mesure où il n’est pas difficile de borner a posteriori la différence pk− p̃.

Par ailleurs, partir du développement de Taylor tronqué de y est un choix plus
ou moins raisonnable suivant le type d’approximation recherché. Les séries de Taylor
tronquées ne sont pas loin de minimiser l’erreur en norme uniforme sur les disques,
à degré donné [107]. Mais de nombreuses applications requièrent des évaluations
répétées sur d’autres sortes de domaines, et notamment, comme dans l’exemple ci-
dessus, sur des segments. Nous étudierons au chapitre suivant une technique de calcul
d’approximations polynomiales de fonctions D-finies sur des segments efficace jusqu’à
des degrés élevés. Celle-ci pourrait être utilisée dans diffeqtoproc à l’avenir, de
même que des variantes pour d’autres sortes de domaines5.

Plus simplement, on peut appliquer un analogue de l’élimination des termes super-
flus décrite ci-dessus [154, §VII.10], connu sous le nom d’économisation . L’idée est de
faire baisser le degré du polynôme en lui soustrayant, non pas des monômes, mais des
polynômes de Tchebycheff adaptés au segment I sur lesquel on travaille, qui sont de
norme uniforme minimale. On arrive à des approximations valables seulement sur I,
mais plus compactes que celles données directement par les séries de Taylor tronquées.
Reste que cette idée ne fonctionne, en l’état, que pour un segment entièrement contenu
dans le disque de convergence du développement en série entière initial.

8.7.2 Monodromie

En sortant un peu du cadre des fonctions D-finies, le prolongement analytique à
grande précision sert à étudier les équations différentielles. Il s’agit d’ailleurs histori-
quement d’une motivation majeure de son introduction en calcul formel [54, §7].

Les matrices de transition le long de boucles qui font le tour d’un point singulier
exactement une fois, par exemple

> diffeq := (1+z^2)*diff(y(z),z,z)+2*z*diff(y(z),z)=0; # (1, arctan)

(1+ z2)

(

d2

dz2
y (z)

)

+2 z

(

d
dz
y (z)

)

=0

> transition_matrix(diffeq, y(z), [0,I+1,2*I,I-1,0], 30);

(

1.000000000000000000000000000000 3.141592653589793238462643383280
0. 1.000000000000000000000000000000

)

s’appellent matrices de monodromie locale. Mises ensemble, les matrices de mono-
dromie locale autour de chacun des points singuliers basées en un même point
engendrent le groupe de monodromie [245], qui intervient dans l’étude globale des
équations différentielles linéaires. Leur calcul numérique à précision arbitraire est
la brique de base d’une approche symbolique-numérique des équations différentielles
linéaires pouvant aller jusqu’au calcul du groupe de Galois différentiel [238].

5. Laméthode de validation du résultat utilisée pourrait s’avérer plus intéressante que nos bornes
a priori même pour les disques. Voir aussi [240].
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La détermination numérique de la monodromie locale par prolongement analy-
tique autour de la singularité fonctionne même pour un point singulier irrégulier.
Dans le cas régulier, on dispose d’une méthode alternative6 qui utilise une matrice de
transition du point singulier régulier vers un point ordinaire voisin [236, §4.2.5].

Reprenons l’exemple ci-dessus, et écrivons une matrice fondamentale Y de l’équa-
tion au voisinage du point singulier z= i :

> basis := local_basis(diffeq, y(z), I, 3):

> Y := Matrix([basis, diff(basis, z)]);







ln (z)+
1
2
i z− 1

8
z2− 1

24
i z3 1

1
z
+

1
2
i− 1

4
z − 1

8
i z2 0







Après un tour dans le sens direct autour du point singulier, cette matrice est trans-
formée en Y ♯(z)= Y (z)C, où

> C := Matrix([[1, 0], [2*Pi*I,1]]);

(

1 0
2 iπ 1

)

> Y.C;







ln (z)+
1
2
i z− 1

8
z2− 1

24
i z3+2 i π 1

1

z
+

1

2
i− 1

4
z − 1

8
i z2 0







La matrice C se calcule aisément à partir de l’équation indicielle en i, seuls les facteurs
ln z ou zα, α � Z, qui apparaissent dans Y étant modifiés de façon non triviale lors
du passage à Y ♯. D’après la règle de composition (8.9), on en déduit la matrice de
monodromie locale comme suit :

> M1 := transition_matrix(diffeq, y(z), [0,I], 30):

> M2 := transition_matrix(diffeq, y(z), [I,0], 30):

> evalf[31](M2.C.M1);

(

1.000000000000000000000000000000+0. i 3.141592653589793238462643383280+0. i
0.+0. i 1.000000000000000000000000000000+0. i

)

On voit au passage plus clairement comment est apparu le nombre π dans la matrice
de monodromie locale.

L’implémentation dans NumGfun est, à ma connaissance, la première capable de
mener ce genre de calculs, du moins de manière garantie et à précision arbitraire. Des
implémentations de calcul de monodromie par prolongement analytique numérique
existent en revanche dans le cas particulier des équations algébriques, où l’on peut
reconstruire exactement le groupe de monodromie (voir Poteaux [204] et ses réfé-
rences). Il serait intéressant d’automatiser complètement le calcul de générateurs du
groupe de monodromie, en adaptant notamment certaines idées utilisées dans le cas
algébrique pour choisir des chemins de prolongement de faible coût.

8.7.3 Asymptotique des suites P-récursives

Des logiciels récents, écrits par Zeilberger [266] en Maple et par Kauers [142] en
Mathematica, proposent de calculer automatiquement un développement asympto-
tique à l’infini d’une suite P-récursive (un). Dans les deux cas, la méthode implémentée
est celle de Birkhoff-Trjitzinsky (voir §3.4.3).

Dans certains cas — lorsque les singularités de l’équation différentielle associée à
la récurrence qui limitent le domaine de convergence de la série génératrice de (un)

6. Elle devrait en général être plus efficace d’un facteur constant (c.-à-d. indépendant de la
précision), mais il est difficile de le confirmer dans l’état actuel de mes implémentations.
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sont des points singuliers réguliers à distance finie de l’origine — on peut procéder à
la place par analyse de singularité [137, 91, 94]. L’idée est de transférer aux coeffi-
cients de leurs développements en série le comportement asymptotique, bien compris
(voir §3.4.1 et chapitre 5), des fonctions D-finies au voisinage de leurs singularités.
Il est bien connu que cette méthode est elle aussi algorithmique [93, 94], même si elle
n’a pas, à ma connaissance, été automatisée dans le cas des fonctions D-finies. Le
programme gdev de Salvy [213, 205] l’implémente pour une large classe d’expressions
explicites.

Le problème des constantes. Que l’on passe par l’une ou l’autre de ces approches,
ce que l’on obtient en fait à partir d’une récurrence est une base des comportements
asymptotiques des solutions. La décomposition dans cette base de la solution particu-
lière objet du calcul est plus délicate à déterminer. On ne sait pas le faire exactement,
sauf cas exceptionnels.

Dans le cas le plus simple, la base trouvée comporte un unique développement
asymptotique dominant. On parvient alors généralement à estimer la valeur numé-
rique de la constante manquante en comparant les valeurs prises par la suite pour
des indices assez grands aux quelques premiers termes de ce développement [142, §3].
La situation se complique s’il faut combiner plusieurs contributions du même ordre
de grandeur — disons, si un∼ (α + (−1)n β) 2n. De même lorsque le plus divergent
des comportements asymptotiques de la base ne correspond en fait pas à celui de la
suite un, c’est-à-dire, lorsque le coefficient correspondant de la combinaison linéaire
est nul. Des interventions manuelles sont nécessaires pour exhiber un développement
vraisemblable. En tout état de cause, dans les implémentations existantes, le calcul
des coefficients de la décomposition est heuristique.

Flajolet et Puech [92, §5.4] décrivent cependant le principe d’une méthode pour le
faire, toujours numériquement, mais de façon rigoureuse. Elle s’applique à l’approche
par analyse de singularité. L’idée consiste à déterminer par connexion numérique les
coefficients de l’expression d’une fonction D-finie au voisinage de points singuliers
convenables (supposés réguliers) de l’équation différentielle associée. On déduit de
cette expression le comportement asymptotique précis de la fonction à chacune des
singularités concernés, puis celui des coefficients de son développement à l’origine.
La présentation de Flajolet et Puech laisse cependant ouverts nombre de détails.
L’objet de cette section est de montrer, sur un exemple, comment mettre en œuvre
leur stratégie à l’aide des outils développés dans ce chapitre. On peut ainsi calculer
efficacement, à grande précision et de façon garantie, des approximations numériques
des constantes en tête des développements asymptotiques.

Le problème analogue dans le cas des fonctions algébriques (pour lequel la con-
nexion aux singularités est faisable de façon exacte) est étudié dans la troisième partie
de la thèse de Chabaud [46]. Banderier et al. [11] ont aussi annoncé un travail en
cours sur le problème des constantes, par des méthodes d’accélération de convergence.

Analyse de singularité. Le cœur de la méthode d’analyse de singularité que nous
nous proposons d’appliquer est le théorème de transfert suivant. On peut le voir
comme un raffinement de la règle de Cauchy (proposition 3.22) suivant laquelle le
coefficients un d’une série de rayon de convergence égal à 1 doivent satisfaire un=eo(n)

quand n→∞.

Théorème 8.31. [94, Theorem VI.3] Soit

∆= {z : (|z |<R)∧ (z � 1)∧ (|arg(z − 1)|> ϕ)} où R> 1, ϕ∈ ]0, π
2
[

le domaine du plan complexe représenté en figure 8.4. Soit ε une fonction analytique
sur ∆ telle que

ε(z)=O

(

(1− z)−a logk
1

1− z

)

, a, k ∈R
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1

ϕ
R

Figure 8.4. Le domaine ∆ du théorème 8.31.

lorsque z→ 1 avec z ∈∆. Alors les coefficients du développement en série à l’origine
de ε satisfont

[zn] ε(z)=O(na−1 logkn)

quand n→∞. ♦

Considérons la fonction génératrice u(z) d’une suite (un), et supposons u(z) analy-
tique sur ∆, avec une singularité en z=1. Si l’on a u(z)=σ(z)+O(ε(z)) quand z→1,
où σ=

∑

n
σn z

n est une fonction « simple » elle-même analytique sur ∆, le théorème
précédent permet de déduire un développement asymptotique de un quand n→∞ de
celui de σn. Le résultat s’étend si u admet une unique singularité de module minimal,
quitte à effectuer un changement de variable.

En présence d’un nombre fini de singularités de module minimal, les contributions
de chacune s’additionnent, et on a le résultat suivant.

Théorème 8.32. [94, Theorem VI.5] Soit u une fonction analytique à l’origine, avec
un nombre fini de singularités ζ1, ζ2, 	 , ζm de module ρ minimal, et qui admet un
prolongement analytique à U =

⋂

i
(ζi∆), où ∆ est défini par (8.31). Supposons que

pour tout i, on a quand z→ ζi avec z ∈U

u(z)= σi

(

z

ζi

)

+O

(

τ

(

z

ζi

))

(8.26)

où chacune des fonctions σi et τ est combinaison linéaire de termes de la forme7

(1− z)−a

(

1

z
log

1

1− z

)

k

, a, k ∈C.

Alors, les coefficients de Taylor à l’origine de u satisfont

[zn]u(z) = ζ1
−n [zn]σ1+
 + ζm

−n [zn]σm+O(ρ−nna−1 logkn) (8.27)

quand n→∞, où les paramètres a et k sont relatifs au terme d’erreur τ . ♦

Soulignons que la notation [zn] σi dans (8.27) fait référence aux coefficients de
Taylor à l’origine des σi.

7. Le facteur 1/z devant log(1/(1−z)) est là pour assurer l’analyticité à l’origine quand k� Z : on
a par exemple log (1/(1− z))

√

= z1/2+ z3/2/4+
 , tandis que log (1/(1− z))/z
√

=1+ z/4+
 . Il
ne change rien à l’asymptotique de la fonction au voisinage de 1 ou à celle de la suite des coefficients.
Voir Flajolet et Odlyzko [91, §3] pour plus de détails. Nous n’utilisons ici que le cas k ∈N.
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D’après le théorème 4.11 (p. 63), toute série D-finie convergente u(z) et solution
d’une équation dont les singularités dominantes sont des points singuliers réguliers
entre dans les conditions d’application de ce résultat. Dans le rôle des σi, on adopte
les troncatures à un ordre convenable des séries logarithmiques calculées au chapitre 4.
Le développement (8.26) est donc convergent dans le cas qui nous intéresse, mais cela
n’a pas d’importance pour la suite. On dispose ainsi d’une méthode systématique pour
accéder à l’asymptotique des coefficients [zn]u. Dans le cas d’une série divergente ou
d’une série entière, on peut tenter d’appliquer la normalisation présentée en §5.2.3
pour le calcul de bornes afin de se ramener à la situation précédente.

Asymptotique aux singularités algébrico-logarithmiques. Avant d’avoir tous
les outils pour calculer explicitement les développements asymptotique promis, il reste
à établir l’asymptotique des coefficients des fonctions σi que nous avons adoptées.
La proposition suivante est due à Jungen [137] ; voir aussi Flajolet et Sedgewick [94,
p. 387-389].

Proposition 8.33. [137] Pour k ∈ N∗, les coefficients du développement en série à
l’origine de la fonction (1− z)−a logk ((1− z)−1) admettent le développement asymp-
totique (au sens de la définition rappelée en §3.4.1) quand N→∞

[zN] (1− z)−a logk
1

1− z

=
∂k

∂ak

(

N + a− 1
a− 1

)

∼







Na−1

Γ(a)

(

E0(logN)+
1

N
E1(logN)+
 ), a � Z−

(−1)a k Γ(1− a)Na−1
(

Ê0(logN)+
1

N
Ê1(logN)+
 ), a∈Z−

où les Ei, Êi sont des polynômes avec degEi6 k, deg Êi6 k− 1. ♦

Les polynômes Ei ou Êi sont calculables explicitement. Par exemple, le module
Maple MultiSeries (successeur d’une partie du module gdev déjà cité) nous donne

> coef := binomial(N+a-1,a-1);

(

N +a− 1
a− 1

)

> simplify(MultiSeries:-series(subs(a=3/2, diff(coef, a, a)), N=infinity, 1), ’size’);

2

π
√ (

1

N

)1

2

(

4− π
2

2
+ln (N)2− 2 ln (N) (2− γ − 2 ln (2))+ (2− γ − 2 ln (2))2

)

+O

(

ln (N)2

N
√

)

pour a=3/2 et k=2.

Un exemple. L’analyse de singularité automatique, avec constantes, pour les fon-
ctions D-finies est en cours d’implémentation dans NumGfun. Bornons-nous ici à
reprendre « à la main » l’un des exemples proposés par Zeilberger dans la documen-
tation de son programme AsyRec8, à savoir la suite (un)n>1 définie par

> rec := {(n+2)^2*u(n+2)-(7*n^2+21*n+16)*u(n+1)-8*(n+1)^2*u(n), u(1)=2, u(2)=10};

{(n+2)2u (n+2)− (7n2+ 21n+ 16) u (n+1)− 8 (n+1)2u (n), u (1)= 2, u (2)= 10}

dont voici les quelques premiers termes

> p := rectoproc(rec, u(n), ’remember’):

> seq(p(i), i=1..10);

8. Exécuter la commande ezra(AsyC).
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2,10,56,346,2252,15184,104960,739162,5280932,38165260

Ces nombres sont appelés nombres de Franel (oeis A000172 [220]).
L’équation différentielle associée par la substitution S� z−1, n� θ à la récurrence

précédente est

> deq := prettify(NumGfun:-utilities:-purerectodiffeq(rec, u(n), y(z)));

−z (z+1) (8 z− 1)

(

d2

dz2
y (z)

)

+(−24z2−14z+1)

(

d
dz
y (z)

)

− 2 y (z) (4 z+1)= 0

L’origine est un point singulier régulier, et la base canonique de solutions correspon-
dante, à savoir

> local_basis(deq, y(z), 0, 5);

[

ln (z)+ (3+ 2 ln (z)) z+

(

33
2

+ 10 ln (z)

)

z2+(100+56 ln (z)) z3+

(

2561
4

+ 346 ln (z)

)

z4,

1+ 2 z+ 10z2+ 56z3+346 z4
]

est formée d’une solution non-analytique et d’une solution analytique. On voit que
cette dernière n’est autre que la série génératrice de (un) prolongée par u0=1.

Développement en la singularité dominante. Il y a une unique singularité
dominante, en z = 1/8. On cherche donc l’expression au voisinage de cette dernière
de la solution y(z)=1+2 z+
 analytique à l’origine. La connexion numérique entre
les deux points singuliers donne

> sol := subs(z=w, analytic_continuation(deq, y(z), [0, 1/8], 10, ord=3));

(−.3675525969_C1)

(

ln (w) +

(

−32
9
− 8

3
ln (w)

)

w+

(

1664
81

+
320
27

ln (w)

)

w2

)

+(−2.4183991523_C0+(.432914606e− 1+ 1.1547005384 i)_C1)

(

1− 8

3
w+

320
27

w2

)

expression qui représente le développement asymptotique quand z → 1

8
, écrit en

fonction de w= z − 1

8
, d’une combinaison linéaire des solutions canoniques en zéro.

Détail de quelque importance, d’après nos conventions sur la détermination du
logarithme, chaque terme est analytique pour w ∈ C \ R−. Le développement se
rapporte au prolongement analytique de y « par au-dessus » de z= 1

8
. Or, nous avons

besoin d’un développement analytique pour tout w de module assez petit et d’argu-
ment |argw |>ϕ, où |ϕ|<π/2, afin de pouvoir appliquer le théorème 8.31. On s’écarte
donc exceptionnellement des conventions de la section 8.6.1, et l’on interprète ln dans
la formule ci-dessus comme la détermination du logarithme analytique sur C\R+ qui
coïncide avec le logarithme standard sur R−, c’est-à-dire

ℓ(w)= ln (−w)+ ln (−1)= ln (−w)+ i π.

Le remplacement est légitime puisque le chemin de prolongement suivi se trouve dans
le domaine où lnw et ℓ(w) coïncident.

Effectuons le remplacement de lnw par ℓ(w) ci-dessus. Au passage, exprimons le
développement en fonction de la variable z, et faisons _C0=0,_C1=1 pour isoler la
solution de l’équation différentielle qui nous intéresse :

> sol := eval(sol, {_C[0]=0, _C[1]=1, ln=(x->ln(-x)+I*Pi), w=z-1/8});

(−.3675525969)
(

ln
(

z − 1
8

)

+2 iπ+

(

−32
9
− 8

3
ln
(

z− 1
8

)

− 16
3

iπ

)(

z− 1
8

)

+

(

1664
81

+
320
27

ln
(

z− 1
8

)

+
640
27

i π

)(

z− 1
8

)

2
)

+(.432914606e− 1+ 1.154700538 i)
(

4
3
− 8

3
z+

320
27

(

z− 1
8

)

2
)
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Il s’agit maintenant de déterminer en fonction de n l’expression du coefficient de zn

dans chacun des termes du développement. Tous les termes de la dernière ligne sont
des polynômes, où ce coefficient est nul pour n assez grand, et donc la contribution
de celle ligne est nulle. Les développements de ceux des deux premières lignes sont
donnés par la proposition 8.33. Par facilité, au lieu d’expliciter leur calcul, nous faisons
appel à la fonction equivalent de gdev :

> simplify(equivalent(op([1,2], sol), z, n, 3), ’power’) assuming n::posint;

−8n

n
+

1

3

8n

n2
− 1

27
8n

n3
+O

(

8n

n4

)

Transfert. Le premier terme omis dans le développement asymptotique de y au
voisinage de 1/8 est en w3 ℓ(w). Toujours d’après la proposition 8.33, sa contribution
est O(n−4). Le théorème 8.31 permet de transférer le résultat à la suite (un). On
obtient le développement

un= c 8n
(

1

n
− 1

3n2
+

1

27n3
+O

(

1

n4

))

où c≈ 0,3675525969.

Le calcul qui y a mené est complètement rigoureux — à ceci près que, comme déjà
indiqué, les bornes pour l’évaluation garantie de c ne sont pas encore implémentées —
et entièrement automatisable. On peut bien sûr le pousser à des précisions nettement
plus grandes. En quelques secondes, on calcule par exemple que

un= c 8n
(

1

n
− 1

3n2
+

1

27n3
+

1

81n4
+

1

243n5
+
 +

3385865210333201
22876792454961n20 +O

(

1

n21

))

c≈ 0,36755259694786136634 (	 160 chiffres	 )38300940123861912929.

Identification de la constante. Il se trouve que la constante c que nous avons
calculée admet une forme close simple, que la commande identify de Maple est
capable de « deviner » :

> identify(.3675525969);

2

3

3
√

π

Pour reconnaître des valeurs plus compliquées, dix chiffres ne suffisent pas forcément.
Plus modestement, notre constante c=2/(π 3

√
) peut facilement être confondue avec

e−1≈ 0,3679 — c’est en fait arrivé dans ce cas précis [90, p. 386] ! La précision arbi-
traire s’avère précieuse tant pour fournir des données plus précises aux algorithmes
d’identification de constantes, que pour se convaincre, à défaut d’une preuve, qu’une
valeur conjecturée est bien correcte.

Cela s’applique en particulier quand la constante qui apparaît devant le dévelop-
pement de la série génératrice aux singularités dominantes de l’équation différentielle
semble nulle. On ne sait pas en général prouver algorithmiquement qu’elle l’est vrai-
ment (voir §3.3.4). Cependant, il reste possible de le vérifier à grande précision, avant
d’examiner les contributions des singularités plus éloignées, qui auraient été au-delà
de tout ordre sinon.
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Chapitre 9

Approximation uniforme sur un segment

« Tu as le regard qui biaise
De tous les doctorants

Et tu deviens obèse
Pris dans ta léthargie

Tu dois finir ta thèse
Tu dois finir ta thèse... »

— Simon Berjeaut, Le Minotaure [22]

Ce dernier chapitre représente une version préliminaire d’un travail en commun avec Alexandre
Benoit (autre doctorant du projet Algorithms) et Mioara Joldeş (doctorante de l’équipe Arénaire à
l’ENS de Lyon). L’essentiel du texte est tiré d’un article commun en préparation [20].

Nous nous intéressons à l’approximation d’une fonction D-finie par un polynôme de degré donné, au
sens de la norme de la convergence uniforme sur un segment, dans une optique de calcul numérique
garanti.

Il est classique que les séries de Tchebycheff tronquées fournissent des approximations polynomiales
quasi-optimales. Dans le cas D-fini, les coefficients du développement de Tchebycheff satisfont même
une récurrence. Celle-ci ne permet pas de les calculer aussi aisément que les coefficients de Taylor,
en raison, entre autres, de la difficulté d’accès aux conditions initiales. Nous montrons comment
s’en servir néanmoins pour obtenir des approximations de bonne qualité, accompagnées de bornes
d’erreurs rigoureuses, le tout en complexité arithmétique linéaire. Notre approche se fonde sur une
méthode numérique classique due à Clenshaw, combinée à une technique d’arithmétique d’intervalles
pour la solution certifiée d’équations différentielles. Quelques résultats intermédiaires sur les déve-
loppements en série de Tchebycheff de fonctions D-finies sont d’intérêt plus général.

9.1 Introduction

9.1.1 Contexte

Ce chapitre est consacré à l’approximation uniforme garantie des fonctions D-finies
sur un segment. Après l’évaluation ponctuelle et à grande précision, les applications
envisagées ici concernent plutôt les évaluations répétées à précision modérée. La ques-
tion qui nous occupe est la suivante.

Question 9.1. Soit y une fonction D-finie, spécifiée comme d’habitude par une
équation différentielle linéaire à coefficients polynomiaux accompagnée de conditions
initiales convenables. Soit d ∈ N. Étant donnés y et d, comment calculer les coef-
ficients d’un polynôme

p(x)=
∑

n=0

d

cnTn(x),

écrit dans la base de Tchebycheff (Tn), ainsi qu’une borne R « assez petite » telle que
|y(x)− p(x)|6R pour tout x∈ [−1, 1] ? ♦

Notre première motivation est le problème des évaluations répétées rencontré à une
poignée de reprises dans les chapitres précédents. Diverses opérations sur les fonctions
mathématiques requièrent de pouvoir évaluer une fonction donnée en de nombreux
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points répartis sur un segment, le plus souvent à précision modérée. Outre le tracé
de graphes et l’intégration numérique, mentionnons justement calcul de polynômes
d’interpolation ou d’approximation d’une fonction donnée.

Une façon standard de répondre à ce besoin consiste à remplacer la fonction
par une approximation polynomiale suffisamment précise. Comme par ailleurs l’un
des grands axes de ce mémoire est d’étendre le support pour les fonctions D-finies
arbitraires dans les systèmes de calcul formel, il est naturel de chercher à calculer des
approximations polynomiales de bonne qualité de ces dernières. Des bornes sur les
erreurs introduites par l’approximation sont indispensables si l’on veut — toujours
dans la lignée des objectifs généraux de cette thèse — utiliser le résultat dans un
calcul plus complexe lui-même rigoureux.

Outre une évaluation aisée, les approximations polynomiales offrent une repré-
sentation commode des fonctions continues, sur laquelle on peut définir toute une
arithmétique, avec addition, multiplication, composition et intégration entre autres
opérations. Pour diverses raisons, il est naturel quand on travaille sur un segment
d’écrire les polynômes sur la base de Tchebycheff plutôt que sur la base monomiale. En
particulier, les troncatures qui interviennent suite aux opérations sur les approximants
conservent ainsi de bonnes propriétés d’approximation uniforme. Le logiciel Chebfun
de Trefethen et al. [231, 78] est un système populaire de calcul numérique fondé
sur cette idée. En comparaison de la représentation exacte des fonctions D-finies
considérée dans l’essentiel de ce mémoire, ce genre de représentation polynomiale
n’est qu’approchée (et parfois moins efficace car beaucoup moins compacte), mais
s’applique à une classe de fonctions considérablement plus vaste.

Dans un contexte encore plus général, Epstein, Miranker et Rivlin ont développé
un formalisme de calcul sur les fonctions mathématiques1 appelé « ultra-arithmé-
tique », qui se veut à celles-ci ce que l’arithmétique en virgule flottante est aux
nombres réels [85, 86, 139]. Diverses séries de Fourier généralisées , en particulier
les séries de Tchebycheff, y jouent le rôle des flottants. La définition de l’ultra-arith-
métique propose aussi un analogue dans les espaces fonctionnels de l’arithmétique
d’intervalles. Les objets de base sont alors des séries tronquées à coefficients intervalles
accompagnées de bornes rigoureuses sur les erreurs de troncature. Cette approche
de l’arithmétique sur les fonctions a été récemment remise au goût du jour avec
l’introduction des « ChebModels » par Brisebarre et Joldeş [41]. Une deuxième moti-
vation derrière la question 9.1 consiste à permettre l’utilisation de fonctions D-finies
quelconques aux feuilles des arbres d’expressions que l’on se propose d’évaluer sous
forme de ChebModels.

Mais l’attrait principal de l’ultra-arithmétique et des techniques apparentées
(voir §6.1.2) est peut-être la possibilité de résoudre rigoureusement des équations
fonctionnelles par des méthodes d’inclusion [179, 139, 164, 192]. Les équations dif-
férentielles linéaires à coefficients polynomiaux sont parmi les plus simples auxquelles
s’applique cette approche. Ce travail vise aussi à contribuer à l’étude de sa com-
plexité algorithmique, du point de vue du calcul formel, en prenant comme prototype
cette famille de problèmes.

Remarque 9.2. Ce chapitre est adapté d’une version préliminaire d’un article en
préparation [20]. Le caractère inachevé du travail décrit se ressent parfois. On en
trouvera d’autres moutures, qui mettent en avant des aspects différents, dans les
thèses d’Alexandre Benoit [18] et de Mioara Joldeş [136]. ♦

9.1.2 Données

Dans toute la suite, on fixe une équation différentielle linéaire homogène à coeffi-
cients polynomiaux

L · y= ar y
(r)+ ar−1 y

(r−1)+
 + a0 y=0, ai∈Q[x]. (9.1)

1. Déjà brièvement mentionné en §6.1.2.
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Quitte à effectuer un changement de variable, on recherche une approximation poly-
nomiale d’une solution de (9.1) sur le segment [−1; 1]. La norme uniforme sur cet
intervalle est notée ‖·‖∞. On suppose aussi que ar ne s’y annule pas, de sorte que
toute solution de (9.1) est analytique sur [−1; 1].

Outre l’opérateur L, on suppose données des conditions initiales à l’origine y(0),	 ,
y(r−1)(0). Une grande partie des résultats du chapitre2 tient plus généralement en les
remplaçant par r conditions au bord

λi(y) = ℓi, 16 i6 r (9.2)

chacune de la forme

λi(y)=
∑

j=1

q

µj y
(rj)(xj) (9.3)

avec xj ∈ [−1; 1] et rj 6 r − 1. Celles-ci sont alors choisies indépendantes en tant
que formes linéaires définies sur kerL, de sorte que la fonction y que l’on étudie soit
l’unique solution de (9.1) satisfaisant (9.2). Le cas de conditions initiales données en-
dehors de l’intervalle de développement peut si nécessaire être ramené à nos hypo-
thèses par l’algorithme de prolongement analytique numérique du chapitre 8.

9.1.3 Modèle de complexité

Sauf mention contraire, nous supposons que les opérations arithmétiques entre
nombres réels ou complexes sont effectuées en arithmétique exacte (c’est-à-dire en
général rationnelle). La rigueur des calculs n’est pas affectée si l’on remplace l’arith-
métique exacte par de l’arithmétique en virgule flottante dans l’algorithme 9.16 et par
de l’arithmétique d’intervalles dans l’algorithme 9.32. Cependant, nous n’analysons
pas l’effet des erreurs d’arrondi sur la qualité du polynôme p ou de la borne d’erreur B
calculés dans ce cas. Dans les cas simples du moins, on peut s’attendre à ce que
l’algorithme 9.16 présente une stabilité numérique comparable à celle des méthodes
analogues à base de récurrences déroulées « à reculons » (voir à ce sujet Wimp [256]).
Nos premières expériences dans ce sens, décrites en §9.6, montrent un comportement
numérique satisfaisant. En ce qui concerne l’algorithme 9.28, un passage à l’arithmé-
tique d’intervalles nécessite de petits ajustements.

Pour prendre en compte cette variabilité dans l’arithmétique sur les coefficients,
nous évaluons ici la complexité des algorithmes dans le modèle arithmétique (cf. §7.2).
En d’autres termes, nous attribuons un coût unitaire aux opérations dans Q, et nous
négligeons aussi bien les variations du temps de calcul liées à la taille des opérandes
que les opérations auxiliaires de contrôle.

Le choix du modèle de complexité arithmétique pour un algorithme où intervien-
nent des calculs numériques multi-précision pourrait surprendre. Cependant, sauf
annulations spectaculaires, la hauteur des nombres que nous manipulons est approxi-
mativement la même que celle des coefficients de p (à savoir O(d log d) lorsque ceux-ci
sont représentés par des rationnels). Or les opérations arithmétiques usuelles tant sur
les rationnels que sur les flottants de hauteur bornée par n sont faisables en complexité
binaire O

(

n (logn)O(1)
)

(voir §7.2). On s’attend ainsi à une complexité binaire quasi-
linéaire en la taille totale du polynôme d’approximation calculé.

9.1.4 Résultats et plan du chapitre

Nous décrivons une méthode de calcul d’approximations polynomiales des fonc-
tions D-finies avec les caractéristiques suivantes. Soit y une fonction D-finie analytique
sur le segment [−1; 1], et notons ‖·‖∞ la norme uniforme sur ce segment. Pour un
degré d donné, notre méthode renvoie un polynôme p de degré d ainsi qu’une borne
rigoureuse et fine R sur la différence ‖y − p‖∞. Le polynôme p est obtenu comme
une approximation du développement en série de Tchebycheff de y tronqué à l’ordre d
(voir les rappels dans la section suivante).

2. Et vraisemblablement la totalité, moyennant un peu plus de travail.
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Sous des hypothèses convenables, la complexité arithmétique du procédé est
linéaire en d+ log (ε−1), où ε est lié à la précision de calcul des coefficients de p ainsi
de la borne R. Si la fonction y à approcher n’est pas elle-même un polynôme de degré
inférieur ou égal à d, on attend « en général », dans un sens volontairement vague3,

max
x
|y(x)− p(x)| ≈ ε≈ 2−Θ(d)

de sorte que les termes d et log (ε−1) de la borne de complexité sont du même ordre
de grandeur.

Mais le développement de Taylor de y à l’origine jusqu’à l’ordre d se calcule aussi
en O(d) opérations arithmétiques ! Et les troncatures successives de la série de Taylor
constituent, elles aussi, des approximations polynomiales de y d’erreur absolue de
l’ordre de 2−e où e=Θ(d) sur tout compact inclus dans leur disque de convergence.
La série de Tchebycheff ne fait pas mieux à cette aune : le temps nécessaire pour
obtenir une erreur inférieure à 2−e reste (en général) linéaire en e. En revanche, il
ne suffit pas que y soit analytique sur [−1; 1] pour que son développement en série
entière à l’origine converge sur ce segment. De façon liée, la constante que cache
l’écriture e=Ω(d) dans le cas des séries de Taylor peut devenir arbitrairement grande
quand y varie, même si y admet en fait de bien meilleures approximations de degré d.
Au contraire, si l’on note πd(y) la série de Tchebycheff de y tronquée à l’ordre d et p∗

la meilleure approximation de degré d de y, il existe une constante λ, indépendante
de y (et dépendant, modérément, de d) telle que ‖y−πd(y)‖∞6λ ‖y− pd∗‖∞.

L’objet de notre étude est ainsi d’égaler le coût linéaire (et non seulement quasi-
linéaire) de l’approximation par séries de Taylor, tout en calculant des approximations
dont la qualité est proche de l’optimum, uniformément en y. Dans l’état actuel de ce
travail, nous n’énonçons cependant pas de lien précis entre la borne R produite par
notre méthode et l’erreur optimale (« minimax ») ‖y− pd∗‖∞.

Notre méthode procède en deux phases. On commence par calculer un poly-
nôme d’approximation candidat, à partir du développement en série de Tchebycheff
de la fonction y. Cette étape fait l’objet de la section 9.3. L’algorithme de calcul
du polynôme p rappelle la variante de Fox et Parker [98, Chap. 5] de la méthode
de Clenshaw [66]. La clé de la complexité linéaire est une récurrence satisfaite par
les coefficients de Tchebycheff, étudiée en §9.2. Sous quelques hypothèses simpli-
ficatrices (hypothèses H1 et H2 page 188), nous montrons que le polynôme calculé
peut être rendu arbitrairement proche du développement de Tchebycheff de y tronqué
au degré d. Aucun effort n’est fait pour contrôler rigoureusement l’erreur à ce stade.

Dans un second temps, en section 9.5, on valide le résultat de la première étape par
une technique d’inclusion fonctionnelle, de manière à établir une borne sur l’erreur.
Cette étape suppose que l’on sait déjà résoudre la question 9.1 appliquée aux coeffi-
cients de l’équation différentielle qui définit y. On étudie donc auparavant, dans la
section 9.4, les développements de Tchebycheff des fractions rationnelles, avec là aussi
un algorithme de calcul des coefficients et des bornes sur les restes.

La section 9.6 présente quelques premiers résultats expérimentaux obtenus
avec notre implémentation (à l’état de prototype) des algorithmes de ce chapitre.
Remarquons aussi que certains résultats intermédiaires sur les développements de
Tchebycheff des fractions rationnelles (§9.4) et des fonctions D-finies (§9.2.2-§9.2.4)
peuvent être utiles dans un contexte plus large.

9.2 Développement d’une fonction D-finie en série de Tchebycheff

9.2.1 Séries de Tchebycheff

Rappelons4 que les polynômes de Tchebycheff de première espèce sont les poly-

3. Il est possible de donner des énoncées rigoureux dans ce sens à l’aide de résultats de théorie
de l’approximation [47, §4.4], mais nous laissons cela pour une version plus aboutie de ce travail.
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nômes Tn∈Q[x] définis pour tout n∈Z par la relation

Tn(cos θ)= cos (n θ).

La famille (Tn)n∈N forme une suite de polynômes orthogonaux sur le segment [−1; 1]
relativement au poids

w(x)=
1

1− x2
√

et par conséquent une base hilbertienne de l’espace L2(w).
Les développements de fonctions f ∈L2(w) sur cette base sont appelées séries de

Tchebycheff . Au lieu de la notation la plus courante
∑

n

′
unTn=

u0
2
T0+u1T1+ u2T2+


nous écrivons les séries de Tchebycheff sous la forme5

f(x)=
∑

n=−∞

∞
cnTn(x), c−n= cn, (9.4)

où les coefficients de Tchebycheff cn=
1

2
un sont donnés par

cn=
1

π

∫

−1

1 f(x)Tn(x)

1− x2
√ dx, n∈Z. (9.5)

Ce choix rendra plus transparents le lien entre séries de Tchebycheff et séries de
Laurent, ainsi que l’action d’opérateurs de récurrence sur la suite des coefficients cn
— l’un comme l’autre discutés plus bas. Nous notons

πd : f � ∑

n=−d

d

cnTn

la projection orthogonale sur l’espace des polynômes de degré au plus d.
Supposons maintenant que f est une fonction D-finie, solution de l’équation dif-

férentielle

L · y= ar y
(r)+ ar−1 y

(r−1)+
 + a0 y=0, ai∈Q[x]. (9.6)

Comme nous l’avons vu en §3.2.2, la fonction f admet donc un prolongement analy-
tique à tout ouvert simplement connexe U ⊂C qui ne contient pas de point singulier
de l’équation. Soit

Eρ= {x∈C : |x+ x2− 1
√

|< ρ} (9.7)

le plus grand disque elliptique de foyers en ±1 ayant cette propriété. Comme les points
singuliers de (9.1) sont en nombre fini, on a 1< ρ6∞. De manière analogue à ceux
des séries de Taylor (voir chapitre 3), les coefficients cn satisfont alors cn=O(αn) pour
tout réel α > ρ−1, et le développement de Tchebycheff (9.4) converge uniformément
vers f sur Er [169, Theorem 5.16].

En posant x=cosθ et z=eiθ, on voit facilement que les cn sont aussi les coefficients
du développement en série de Fourier de la fonction θ� f(cos θ), ou encore de celui
en série de Laurent (bi-infinie) de

f̂ : z� f

(

z+ z−1

2

)

4. Les preuves des résultats résumés ici se trouvent dans les livres de Rivlin [210] ou de Mason
et Handscomb [169].

5. Le signe = est un peu abusif : le développement de Tchebycheff ne converge en général qu’au
sens L2. « Nos » fonctions sont analytiques ; la convergence est alors uniforme (et rapide).
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au voisinage du cercle unité. La transformation x= z+ z−1

2
qui à f associe f̂ s’appelle

transformée de Joukowski inverse. Elle envoie le disque elliptique Er sur la couronne
Ar= {z ∈C : ρ−1< |z |< ρ}. La formule Tn(cos x) = cos (nx) se traduit en

Tn

(

z+ z−1

2

)

=
zn+ z−n

2
.

Soit C ⊂CZ l’espace vectoriel des suites bi-infinies (cn)n∈Z telles que

(∀n∈N) (cn= c−n) et (∃α< 1)
(

cn=O(αn)
)

.

Ainsi, la suite des coefficients de Tchebycheff d’une fonction f analytique sur un
voisinage complexe du segment [−1; 1] appartient à C. Réciproquement, pour toute
suite c ∈ C, la série de fonctions

∑

n=−∞
∞

cn Tn(x) converge uniformément sur (un
certain voisinage de) [−1, 1] vers une fonction analytique f .

Les séries de Tchebycheff tronquées sont sur [−1; 1] des approximations quasi-
minimax de leurs sommes : on a [232, Theorem 16.1]

‖f − πd(f)‖∞6

(

4

π2
log (d+1)+ 4

)

‖f − pd∗‖∞ (9.8)

où pd
∗ désigne le polynôme de degré au plus d qui minimise ‖f − p‖∞.
Il est vrai que pd

∗ lui-même peut en principe être calculé à précision arbitraire
par l’algorithme de Remes [47, Chap. 3], mais l’on maîtrise mal la complexité de
ce calcul. L’équation (9.8) montre que nous ne perdons pas grand-chose à le rem-
placer par πd(f). Qui plus est, des approximations plus fines que cette dernière
tendent à devenir difficile à valider sans passer par une comparaison avec un polynôme
d’approximation intermédiaire de degré plus élevé [51]. Calculer ces approximations
intermédiaires fait d’ailleurs partie des besoins qui nous ont conduit à ce travail.
Notre choix des séries de Tchebycheff tronquées de préférence à d’autres approxi-
mations quasi-minimax jouissant de propriétés analytiques sympathiques, est motivé
essentiellement par l’existence d’une relation de récurrence sur les cn lorsque f est
une fonction D-finie.

9.2.2 La récurrence de Tchebycheff

Les polynômes Tn satisfont la récurrence

2x Tn(x)=Tn−1(x) +Tn+1(x), (9.9)

ainsi que la relation mixte différentielle et aux différences

2 (1− x2)Tn′(x)=n (Tn+1(x)−Tn−1(x)) (9.10)

qui se traduit par la formule d’intégration

2n cn
′ = cn−1− cn+1,

∑

cn
′ Tn=

(
∑

cnTn
)′
.

C’est de ces égalités que découle l’ingrédient-clé des travaux développés ici, à savoir
que les coefficients du développement de Tchebycheff d’une fonction D-finie vérifient
une récurrence linéaire à coefficients polynomiaux.

Cela fut observé par Fox et Parker [97, 98] dans des cas particuliers, puis démontré
en général par Paszkowski [198]. Lewanowicz a exploré les propriétés de cette récur-
rence et développé des généralisations à d’autres bases de polynômes orthogonaux
dans une série d’articles débutant en 1976 (voir en particulier [157, 158]). Geddes [106]
a été le premier à étudier sa détermination automatique dans un logiciel de calcul
formel. Comme indiqué en introduction de ce mémoire, les séries de Tchebycheff
D-finies intéressaient déjà les mathématiciens auparavant, en lien notamment avec des
questions de calcul numérique [153, 154, 66]. Une fois isolée la notion de D-finitude, ces
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séries sont étudiées du point de vue du calcul formel dans les thèses de Rebillard [207]
puis de Benoit [18].

Le théorème suivant récapitule quelques résultats relatifs à cette récurrence, tirés
de travaux existants [198, 157, 158, 207, 21] et étendus pour nos besoins. Rappelons
que Q(n)〈S, S−1〉 est l’anneau de polynômes de Laurent tordus sur Q(n) en l’indé-
terminée S, soumis aux règles de commutation

Sλ=λS (λ∈Q), S n=(n+1)S, (9.11)

et Q[n]〈S,S−1〉 son sous-anneau formé des éléments polynomiaux en n. Les éléments
de ce dernier s’identifient à des opérateurs de récurrence sur CZ à travers leur action
à gauche évidente. Rappelons aussi que L est l’opérateur différentiel qui apparaît dans
l’équation (9.1).

Théorème 9.3. [198, 157, 158, 207, 21] Soient u, v des fonctions analytiques sur un
voisinage complexe du segment [−1; 1], admettant les développements de Tchebycheff

u(x)=
∑

n=−∞

∞
un Tn(x), v(x)=

∑

n=−∞

∞
vnTn(x).

Il existe alors deux opérateurs aux différences P , Q∈Q[n]〈S,S−1〉 avec les propriétés
suivantes.

(a) L’équation différentielle L ·u(x) = v(x) est satisfaite si et seulement si l’on a

P · (un) =Q · (vn). (9.12)

(b) L’opérateur au membre gauche, P , est de la forme

P =
∑

k=−s

s

bk(n)S
k,

où s= r+maxi (deg ai) et b−k(−n)=−bk(n) pour tout k.
(c) En posant

δr(n)= 2r
∏

i=−r+1

r−1

(n− i), I =
1

2n
(S−1−S), (9.13)

on a Q=Qr=δr(n)I
r (formellement, dans Q(n)〈S,S−1〉). En particulier, Q ne

dépend que de r et vérifie la même propriété de symétrie que P . ♦

Observons en passant que I, tel qu’il est défini dans l’équation (9.13), peut s’inter-
préter comme un opérateur qui envoie les suites symétriques (u|n|)n∈Z vers les suites
indéfinies en zéro (un)n∈Z\{0}. Ainsi, une manière de reformuler le point central du
théorème 9.3, un peu vague mais qui peut peut-être aider l’intuition, serait quelque
chose comme : « on a (

∫

)rL ·u=w si et seulement si δr(n)P ·u=w, aux constantes
d’intégration près ».

Démonstration. Supposons L ·u=0. Benoit et Salvy [21, Theorem 1] donnent une
preuve simple de l’existence d’opérateurs P , Q∈Q(n)〈S,S−1〉 satisfaisant (9.12). La
forme de P et Q résulte de la construction explicite qui en est donnée dans ce même
article [21, §4.1], sur la base de l’algorithme de Paszkowski. Plus précisément, on
obtient une récurrence de la forme prescrite en multipliant les deux membres de [21,
Eq. (17)] par δr(n). Elle est à coefficients polynomiaux car δr(n) Ir∈Q(n)〈S,S−1〉 (et
les qi qui apparaissent dans la formule [21, Eq. (17)] sont des polynômes), observation
démontrée en détail dans la thèse de Rebillard [207, §4.1], de même que toutes les
assertions du point (b). Notons que si les références citées sont sans doute les plus
accessibles avec le contexte de cette thèse, plusieurs de ces résultats remontent dans
un langage un peu différent à Paszkowski [198] et Lewanowicz [157, 158].
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Il reste à prouver le sens « si » de l’équivalence. Considérons deux suites u, v ∈C
telles que P ·u=Q · v, et soit y ∈C la suite définie par

L ·u(x)=
∑

n=−∞

∞
ynTn(x).

D’après ce qui précède, on a donc P ·u=Q · y, mais alors Q ·v=Q · y, et l’on conclut
que u= y par le lemme suivant. �

Lemme 9.4. Restreint à l’espace C des suites bi-infinies symétriques à convergence
exponentielle, l’opérateur Q défini au théorème 9.3 est injectif. ♦

Démonstration. Avec les notations du théorème 9.3, montrons par récurrence
sur r> 1 que

(v ∈C)∧
(

|n|> r⇒ (Qr · v)n=0
)

⇒ v=0. (9.14)

On a (kerQ1)∩C = {0} puisque toute suite de C converge vers zéro quand n→±∞.
Supposons (9.14) vérifiée, et soit v ∈C une suite telle que

(Qr+1 · v)n=0 pour |n|> r+1.

Soit w=Qr · v. On observe qu’alors w ∈C. Comme r> 1, on a

nQr+1= δr+1(n) (S
−1−S) Ir

=
(

(n+ r) (n+ r− 1)S−1 δr(n)− (n− r) (n− r+1)S δr(n)
)

Ir

=
(

(n+ r) (n+ r− 1)S−1−(n− r) (n− r+1)S
)

Qr

d’où, pour |n|> r+1,

(n+ r) (n+ r− 1)wn−1=(n− r) (n− r+1)wn+1. (9.15)

À moins que (wn) ne soit ultimement nulle, il s’ensuit que wn+1/wn−1→ 1 lorsque
n→∞, or cela est incompatible avec l’observation que w ∈ C. Par conséquent, on a
wn=0 pour |n| grand, et donc, en utilisant à nouveau (9.15), wn=0 dès que |n|> r.
On conclut en appliquant l’hypothèse (9.14). �

Une manière facile à présenter de calculer une récurrence de la forme (9.12) con-
siste à effectuer le changement de variable x= 1

2
(z+z−1) dans l’équation différentielle,

puis à calculer par l’algorithme classique (proposition 3.7) une récurrence sur les coeffi-
cients de Laurent d’une solution de l’équation obtenue. Curieusement, cette méthode,
sans nul doute connue des spécialistes, ne semble pas apparaître explicitement dans
la littérature.

Benoit et Salvy [21] donnent une présentation unifiée de divers autres algorithmes
de calcul de cette récurrence — dont l’algorithme de Paszkowski mentionné dans la
preuve — en les interprétant comme différentes manières de réaliser la substitution

x� 1

2
(S+S−1), ∂� (S −S−1)−1 (2n)

dans une algèbre à division non commutative convenable. Ils montrent que tous ces
algorithmes calculent le même opérateur P (en l’absence de singularités de l’équation
différentielle sur [−1; 1], ce qui correspond au cas qui nous intéresse).

Définition 9.5. À la suite de Rebillard, nous appellerons la relation (9.12) produite
par l’algorithme de Paszkowski ou les algorithmes équivalents la récurrence de Tche-
bycheff associée à l’équation différentielle (9.1). ♦
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Dans la suite, nous ne considèrerons en général que des récurrences de Tchebycheff
associées à des équations homogènes, qui sont elles-mêmes homogènes.

Remarque 9.6. D’après le théorème 9.3(b) et avec ses notations, on a pour toute
suite (un) :

∀n,
∑

k

bk(n)un+k=−
∑

k

b−k(−n)un+k=−
∑

k

bk(−n)u−n−k

c’est-à-dire P · (un)n∈Z = −P · (u−n)n∈Z. En particulier, si (un) est solution de
P · (un) = 0, alors (u−n) l’est aussi. Toute solution (un) donne donc naissance à une
solution symétrique (un + u−n). N’importe quelle solution n’est pas pour autant
symétrique. ♦

9.2.3 Solutions de la récurrence de Tchebycheff

Plusieurs difficultés se présentent lorsque l’on cherche à recourir à la récurrence
de Tchebycheff pour calculer les coefficients de Tchebycheff d’une fonction.

La première est liée aux conditions initiales. Peut-être est-il utile ici de comparer
la situation avec celle des séries entières. Dans les chapitres précédents, nous n’avons
eu aucune peine à exprimer les premiers coefficients de Taylor de y pour initialiser la
récurrence correspondante. En revanche, les coefficients de Tchebycheff c0, c1,	 que
l’on serait tenté d’adopter comme conditions initiales à la récurrence de Tchebycheff
ne sont pas reliés de façon simple à des conditions initiales ou des conditions au bord
naturelles de l’équation différentielle. En particulier, comme le montre le théorème 9.3
ci-dessus, l’ordre 2 s de la récurrence de Tchebycheff est strictement plus élevé (sauf
cas dégénérés) que celui de l’équation différentielle. Il nous faut dont obtenir d’une
manière ou d’une autre « plus de conditions intiales que nous n’en avons naturellement
sous la main »6.

En second lieu, et toujours à la différence de ce qu’il se passe avec les séries entières,
les coefficients de tête et de queue de la récurrence (9.12) peuvent s’annuler pour des
valeurs arbitrairement grandes de n, bien que l’équation différentielle (9.1) soit non
singulière sur [−1; 1]. Rappelons que les zéros de bs(n− s) s’appellent singularités de
tête de (9.12), et ceux de b−s(n+s) singularités de queue. Dans le cas d’une récurrence
de Tchebycheff, l’ensemble des singularités de tête et celui des singularités de queue
sont opposés.

Exemple 9.7. Pour tout k ∈ Z, la récurrence de Tchebycheff associée à l’équation
différentielle y ′′(x)+ x y ′(x)+ k y(x)= 0, à savoir

(n+1) (n+ k− 1)un−2+2n (2n2+ k− 1) un− (n− 1) (n− k+2) un+2=0

présente une singularité de tête en n= k− 2. ♦

On dispose néanmoins d’un contrôle partiel sur les singularités.

Proposition 9.8. Avec les notations du théorème 9.3, les coefficients de la récurrence
de Tchebycheff donnée par l’algorithme de Paszkowski (ou tout autre algorithme
équivalent) satisfont les relations

bj−i(−j)=−bj+i(−j), |j |6 r− 1, i∈N, (9.16)

où l’on convient que bk=0 lorsque |k |>s. ♦

6. Il reste tout de même que les coefficients de Tchebycheff sont tous combinaisons linéaires à
coefficients rationnels, donnés par la récurrence, d’un nombre fini d’intégrales qu’il est envisageable
par exemple de calculer numériquement. La question de la complexité à laquelle on peut aboutir par
cette voie pour calculer à grande précision les séries de Tchebycheff est intéressante, et nous espérons
y revenir dans un prochain travail.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur r. Lorsque j=0, l’assertion (9.16)
se réduit à b−i(0)=−bi(0), ce qui découle du point (b) du théorème 9.3. Cela démontre
en particulier la proposition pour r=1.

Soit maintenant r>2, et supposons les égalités (9.16) établies pour L d’ordre r−1.
Posons L= L̂ + ∂r pr(x) où pr∈Q[x] et L̂ est un opérateur différentiel d’ordre r− 1.

En écrivant P̂ =
∑

k∈Z
b̂k(n) Sk l’opérateur de récurrence de Tchebycheff associé à L̂,

on a [21]

δr(n)
−1P = I δr−1(n)

−1 P̂ + pr

(

1

2
(S+S−1)

)

(9.17)

où le dernier terme se comprend comme l’évaluation en x =
1

2
(S + S−1) du poly-

nôme pr. D’après les règles de commutation (9.11), on a

I δr−1(n)
−1=

(

n δr(n)
)−1

(

(n− r+2) (n− r+1)S−1− (n+ r− 2) (n+ r− 1)S
)

donc la relation (9.17) se réécrit

P =
1

n

∑

k

(

(n− r+2) (n− r+1) b̂k+1(n− 1)−(n+ r− 2) (n+ r− 1) b̂k−1(n+1)
)

Sk

+ δr(n) pr(S+S−1).

Le cas j=0 étant déjà réglé, on peut supposer 0< |j |<r. Comme δr(−j)=0 et comme
pr est un polynôme, il vient en extrayant le coefficient de Sk dans l’égalité précédente
puis en évaluant en n=−j :

−j bk(−j)= (j+ r− 2) (j+ r− 1) b̂k+1(−j − 1)− (j − r+2) (j − r+1) b̂k−1(−j+1).

Or on a bj+i(−j) =−bj+i(−j) pour |j |< r − 1 par hypothèse de récurrence, tandis

que les termes en b̂k±1 s’annulent respectivement pour j =∓(r − 1) et j =∓(r − 2).
On obtient donc dans tous les cas bj−i(−j)=−bj+i(−j). �

Notation 9.9. Dans la suite, P · y = 0 est la récurrence de Tchebycheff associée à
l’équation différentielle L · y=0, et son demi-ordre est noté s. ♦

Cette observation aura de lourdes conséquences sur la structure des solutions d’une
récurrence de Tchebycheff, via le corollaire suivant.

Corollaire 9.10. Si (u|n|)n∈Z est une suite symétrique, on a (P · u)n = 0 pour
tout |n|<r. ♦

Démonstration. On a

(P ·u)n=
∑

k∈Z

bk(n)un+k=
∑

i∈Z

bi−n(n)ui

or la proposition 9.8 avec j=−n et |n|<r entraîne
∑

i∈Z

bi−n(n) ui=−
∑

i∈Z

b−i−n(n)ui=−
∑

i∈Z

bi−n(n)ui

autrement dit (P ·u)n=−(P ·u)n. �

Troisième difficulté, et non la moindre, les récurrences de Tchebycheff comportent
des solutions divergentes, qui ne correspondent pas à des développements de solutions
de l’équation différentielle dont elles sont issues (cf. Rebillard [207, chap. 5]).

Exemple 9.11. La récurrence de Tchebycheff associée à l’équation y ′= y s’écrit

(P ·u)n= u (n+1)+ 2nu (n)−u (n− 1)=0.
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n

α3

κ3

α2 α1 α−1 α−2

κ2 = · · · = κ−2
α−3

κ−3

Figure 9.1. Forme du polygone de Newton d’une récurrence de Tchebycheff.

Les suites (Iν(1))ν∈Z et (Kν(1))ν∈Z, où I et K sont les fonctions de Bessel modifiées,
forment une base de solutions de la récurrence. La première est la suite des coefficients
de Tchebycheff de la fonction exponentielle ; elle décroît en Θ(2−n n!−1). La seconde
diverge comme Θ(2n−1 (n− 1)!). ♦

9.2.4 Solutions convergentes et solutions divergentes

Considérons le polygone de Newton de l’opérateur de récurrence P , tel que défini
en section 3.4.2 (voir figure 9.1). Soient

αs, αs−1,	 , α1, α−1,	 , α−s+1, αs

toutes les racines des équations caractéristiques correspondantes, comptées au besoin
avec multiplicités, les arêtes étant parcourues de gauche à droite et les racines des
équations caractéristiques d’une même arête par module croissant. Soient

−κs,−κs−1,	 ,−κ1, κ1,	 , κ−s+1, κ−s

les pentes des arêtes correspondantes. (Chaque pente est répétée dans la liste un
nombre de fois égal à la longueur de la projection sur l’axe des abscisses de l’arête
correspondante, et l’on a κs6 κs−16
 6 κ−s.)

D’après le théorème de Perron-Kreuser (théorème 3.25), l’opérateur P annule
2 s suites définies à partir d’un certain rang, linéairement indépendantes, de compor-
tement asymptotique à l’infini décrit par les couples (κi, αi). Il est plus commode ici
de donner un énoncé précis en termes de germes de solutions. Rappelons la définition.

Définition 9.12. On appelle germe de suite au voisinage de +∞ une classe d’équi-
valence de suites (un)n>N définies à partir d’un certain rang modulo identification
des suites qui coïncident sur l’intersection de leurs domaines de définition. On appelle
germe de solution d’une récurrence linéaire un germe de suite dont les représentants
satisfont la récurrence sur leur domaine de définition. ♦

Dans le cas d’une récurrence à coefficients polynomiaux, les singularités étant en
nombre fini, les germes de solution en +∞ s’identifient aux solutions définies à partir
de n’importe quel rang N dépassant la plus grande singularité de tête de la récurrence.
L’espace des germes de solutions en +∞ est donc de dimension égale à l’ordre de la
récurrence. Le comportement asymptotique d’un germe de solution en +∞ est défini
sans ambiguïté.

Le résultat du théorème de Perron-Kreuser est que la récurrence P · u=0 admet
une base us,	 , u1, u−1,	 , u−s de germes de solutions au voisinage de +∞ tels que

limsup
n→∞

∣

∣

∣

ui,n
n!κi

∣

∣

∣

1/n
= |αi|.

Les propriétés de symétrie des coefficients de P se traduisent sur le polygone de
Newton.

Proposition 9.13. Les pentes et racines des équations caractéristiques du polygone
de Newton de P vérifient κ−i=−κi et |α−i|= |αi|−1 pour tout i. En outre, l’équation
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caractéristique associée à l’arête horizontale (si celle-ci existe) n’a pas de racine de
module 1. ♦

Démonstration. D’après le théorème 9.3(b), les coefficients bk de P satisfont
b−k(n) = −bk(−n). Le polygone de Newton est donc symétrique par rapport à son
axe vertical, et κ−i = −κi pour tout i. Notons Ak = (k, deg bk) pour tout k, et
soit Ei = [Ag(i), Ad(i)] l’arête de pente κi du polygone de Newton. L’équation cara-
ctéristique de Ei s’écrit

χi(α)=
∑

k:Ak∈Ei

lc(bk)αk−g(i)=
∑

k:Ak∈Ei

(−1)1+deg bk lc(b−k)α
k−g(i)

=±
∑

k:Ak∈E−i

lc(bk)
(

(−1)κiα
)−k−g(i)

=±αg(i)−g(−i) χ−i

(

(−1)−κiα−1
)

puisque deg bk − deg bg(i) = κi
(

k− g(i)
)

lorsque Ak ∈Ei. On en déduit les relations
|α−i|= |αi|−1.

La preuve que κi = 0⇒ |αi| � 1 est similaire à celle du lemme 5.12 page 85. En
bref, on vérifie que sous le changement de variable x= 1

2
(z+ z−1),

(

d

dx

)

k

=

(

2

z − z−1

)

k

θk+(termes de degré enθ strictement plus petit)

où θ=z (d/dz). Par conséquent, le coefficient de degré maximal en n dans l’opérateur
de récurrence de Tchebycheff associée à l’équation (9.1) (qui est bien défini puisque
la commutation entre z et θ, ou S et n, préserve les degrés) est ar

( 1

2
(S+S−1)

)

. Ce
polynôme en S, s’il n’est pas constant, n’est autre que l’équation caractéristique de
l’arête horizontale du polygone de Newton. Or ar ne s’annule pas sur [−1; 1], donc
ar
( 1

2
(α+α−1)

)

ne s’annule pas sur le cercle unité. �

Ainsi, la base de solutions au voisinage de +∞ donnée par le théorème de
Perron-Kreuser est constituée de s solutions convergentes u1, 	 , us et de s solu-
tions divergentes u−1,	 , u−s. En particulier, l’espace des germes à l’infini de solutions
convergentes de P ·u=0 est de dimension s.

9.3 Calcul des coefficients d’un polynôme d’approximation

9.3.1 L’algorithme de Clenshaw revisité

Comment calculer par récurrence, au moins approximativement, les coefficients du
développement de Tchebycheff d’une fonction D-finie malgré les difficultés mention-
nées plus haut ? L’algorithme que nous proposons est une version plus systématique
d’une méthode due à Clenshaw7 en 1957 [66], reformulée pour mettre en évidence le
rôle (déjà observé par Fox et Parker [97, 98]) qu’y joue la récurrence de Tchebycheff.
Tant la méthode originale de Clenshaw que notre algorithme sont à rapprocher de la
méthode de Miller pour le calcul d’une solution minimale d’une récurrence et de ses
généralisations [26, 256].

L’idée de Miller est de calculer les coefficients uN , uN−1,	 , u0 d’une suite récur-
rente linéaire « à reculons », à partir de conditions initiales prises au hasard au
voisinage de N ≫ 0. Intuitivement, dans les coefficients u0, u1, 	 , un (n < N) ainsi
définis, c’est alors le plus rapidement décroissant des comportements possibles pour
une solution de la récurrence qui domine. Les termes calculés sont donc proches de
ceux d’une solution minimale de la récurrence — alors même que le comportement
asymptotique de la suite (un) lorsque n→∞ correspond quant à lui à la croissance la

7. À ne pas confondre avec ce que l’on appelle habituellement l’algorithme de Clenshaw, à savoir
une méthode d’évaluation des polynômes écrits sur la base de Tchebycheff analogue à celle de Horner
pour la base monomiale [65].
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plus importante (voir figure 9.2). L’intérêt est double : premièrement, cette méthode
est bien plus stable numériquement que le calcul de u0, u1,	 pour n croissant — qui
serait au contraire parasité par une contribution issue de la solution dominante après
la moindre erreur d’arrondi. Deuxièmement, on parvient ainsi à caractériser et appro-
cher la solution minimale via son comportement asymptotique, sans avoir besoin de
connaître au départ les conditions initiales correspondantes.

n

u(n)

N

Figure 9.2. Allure stylisée d’une solution test dans un algorithme « à la Miller », comparée
à celles d’une solutions « convergente » et d’une solution « divergente ».

Plus généralement, si l’on calcule ainsi s solutions test linéairement indépendantes,
on s’attend à ce que leurs restrictions à J0, nK pour n < N engendrent un espace
vectoriel « proche » de celui qu’on obtiendrait avec « les s plus convergentes » des
solutions de base données par le théorème de Perron-Kreuser.

Afin de préciser cela dans le cas de la récurrence de Tchebycheff, poursuivons son
étude. Soient

S= {n> s : b−s(n) = 0},

(ce sont les singularités de queue de P à un décalage près) et k= |S |. Soit

E = {(u|n|)n∈Z : (n∈N \S)⇒ (P ·u)n=0}

l’ensemble des suites symétriques dont la restriction aux indices positifs est annulée
par P , sauf peut-être en les indices correspondant à une singularité de queue. Comme,
d’après la remarque 9.6,

P · (un)n∈Z=−(P · (u−n)n∈Z),

tout u∈E satisfait en fait aussi (P ·u)n=0 pour −n∈N \S.
Un élément u de E est caractérisé par la donnée des un pour n+s∈S accompagnés

d’un germe à l’infini de solution. De façon équivalente, il est caractérisé par (un)n∈I où

I =(S − s)∪ JN,N +2 s− 1K

pour N suffisamment grand. (En effet, les coefficients un pour n ∈N \ (S − s) sont
alors déterminés par la récurrence, et ceux pour n< 0 par symétrie.)

Fait 9.14. La dimension de E est donc exactement 2 s+ k. ♦

Une suite u∈E est solution (symétrique) de P ·u=0 si et seulement si (P ·u)n=0
pour n ∈S ainsi que pour |n|< s. Mais les conditions (P · u)n= 0 pour |n|< r sont
triviales en vertu du corollaire 9.10 : ainsi, u∈E est solution si et seulement si

(P ·u)n=0, n∈ Jr, s− 1K∪S. (9.18)

Soit d 6 s − r + k le rang du système des formes linéaires (9.18) sur l’espace E. La
dimension de l’espace des solutions symétriques de la récurrence P ·u=0 est

dimE − d=2 s+ k− d> s+ r.
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De même, une suite u∈E convergente en ±∞ est caractérisée par les un, n+s∈S
ainsi qu’un germe convergent de solution à l’infini, et solution si elle satisfait en outre
les contraintes (9.18). Soit dcvg 6 d le rang du système (9.18) restreint à E ∩ C. La
dimension des solutions convergentes symétriques de P ·u=0 s’écrit alors

dim (E ∩C)− dcvg= s+ k− dcvg.

Or on sait par ailleurs, d’après le théorème 9.3, que cette dimension est égale à r. Ainsi

r= s+ k− dcvg> s+ k− d> r

et donc d= dcvg= s+ k− r. Récapitulons.

Proposition 9.15. Soient une équation différentielle homogène d’ordre r sans singu-
larité sur le segment [−1; 1], et P ·u=0 la récurrence de Tchebycheff associée, d’ordre
noté 2 s.

(a) L’espace des germes à l’infini de solutions de P ·u=0 est de dimension 2 s.
(b) L’espace des germes à l’infini convergents de solutions de P · u = 0 est de

dimension s.
(c) L’espace des suites u=(un)n∈Z symétriques (u−n=un) solutions de P ·u=0 est

de dimension s+r, et caractérisé parmi les éléments de E par le système (9.18).
(d) L’espace des suites symétriques convergentes solutions de P · u = 0 est de

dimension r, et caractérisé parmi les éléments de E∩C par le système (9.18). ♦

Ainsi, l’espace E se décompose en la somme directe de
(i) l’espace des suites de coefficients de Tchebycheff des solutions de l’équation

différentielle, de dimension r ;
(ii) un supplémentaire de ces dernières dans les solutions symétriques de la récur-

rence de Tchebycheff, de dimension s ;
(iii) un supplémentaire des mêmes dans l’espace C des suites symétriques à conver-

gence exponentielle, de dimension s− r+ k.
La quatrième composante que l’on pourrait attendre, à savoir un supplémentaire
dans E de la somme des solutions et des suites convergentes, est nulle. Toute suite u∈
E s’écrit comme somme d’une solution symétrique de P · v = 0 et d’une suite symé-
trique convergente. On pourrait raffiner en distinguant les suites nulles à partir d’un
certain rang des autres suites convergentes.

Démonstration. Le point (a) est évident. Le point (b) provient de l’examen du
polygone de Newton de l’opérateur de récurrence (§9.2.4). La dimension de l’espace
des solutions symétriques convergentes de P · u= 0 est donnée par le théorème 9.3 ;
le point (d) s’en déduit d’après la discussion précédente, et le point (c) résulte de ce
dernier et du corollaire 9.10. �

À la lumière de la description précédente des solutions, l’algorithme 9.16 déroule
« à reculons » s + k solutions test linéairement indépendantes de la récurrence de
Tchebycheff associée à l’équation (9.1). Il en cherche ensuite une combinaison linéaire
qui satisfait les conditions (9.18) caractéristiques des solutions symétriques, ainsi
que les conditions au bord (9.2). Il prend en entrée à la fois le degré d du polynôme
recherché, et un paramètre N indiquant à partir de quel rang calculer les solutions
test. Nous étudierons plus loin la façon dont la qualité de l’approximation qu’il renvoie
évolue avec N . En pratique, adopter simplement N = d + s donne des résultats
satisfaisants.

Proposition 9.17. L’algorithme 9.16 s’exécute en O(N) opérations. �

La preuve de convergence en section suivante (proposition 9.19) relie, dans les cas
simples, le choix de N à la qualité de l’approximation de πd(y) par p.
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Algorithme 9.16. Clenshaw(L, {λi(y)= ℓi}i=1
r , d,N)

Entrée. Un opérateur L∈Q[x]〈∂ 〉 d’ordre r et des conditions au bord λi(y)= ℓi
satisfaisant les hypothèses énoncées en §9.1.2. Deux entiers d,N avec N>d>s,
où s est le demi-ordre de la récurrence de Tchebycheff associée à L.

Sortie. Les coefficients ỹn d’un polynôme ỹ(x)=
∑

n=−d

d
ỹnTn(x), ou échec.

1 calculer l’opérateur de récurrence P =
∑

k=−s

s
bk(n)S

k associé à L

2 S6 {n∈N : (s6n6N )∧ (b−s(n)= 0)}
3 I6 S ∪ JN,N + s− 1K

4 pour i∈ I
5 pour n décroissant de N + s− 1 à s

6 calculer ti,n−s par la relation de récurrence (P · t)n=0 (si n � I)
ou les conditions initiales

{

ti,i−s=1
ti,n−s=0, n∈ I\{i}

7 poser ỹn= pour |n|<N et ỹn=0 sinon

8 ỹ(x)6 ∑

n=−N

N

ỹn Tn(x), où ỹn6∑

i∈I

ηi ti,|n| (les ηi sont des paramètres formels)

9 déterminer les ηi en résolvant le système
{

λk(ỹ)= ℓk, 16 k6 r

b−s(n) ỹn−s+
 + bs(n) ỹn+s=0, n∈ Jr, s− 1K∪S (9.19)

ou échouer si ce n’est pas possible

10 renvoyer
∑

n=−d

d

ỹnTn(x) ♦

Remarque 9.18. Il est concevable qu’existent des équations différentielles auxquelles
l’algorithme 9.16 est inapplicable, au sens où il échoue pour tout N assez grand . Cela
se produit si l’espace engendré par les s+k solutions test intersecte systématiquement
le noyau (fixé, de dimension s + k − r) du membre gauche du système (9.18) avec
dimension strictement plus grande que r.

Nous n’avons à ce jour ni exemple explicite de ce phénomène ni preuve qu’il
n’arrive jamais. Cependant, lorsque les hypothèses H1 et H2 de la section suivante
sont réalisées, la terminaison sans échec découle de la preuve de convergence. Une
manière de remédier au problème en général serait de tirer au hasard les conditions
initiales (ti,n−s)n∈I qui définissent les solutions tests. En vue de la preuve de con-
vergence, nous nous en tenons ici à la version déterministe où les conditions initiales
sont fixées à l’identité. ♦

9.3.2 Convergence

Conservons les notations de l’algorithme 9.16. Soit y la fonction spécifiée par
l’équation L · y=0 et les conditions au bord données en entrée, et

y(x)=
∑

n=−∞

∞
ynTn(x)

son développement de Tchebycheff. Nous démontrons maintenant que sous les hypo-
thèses H1 et H2 ci-dessous, la sortie de l’algorithme converge rapidement vers πd(y),
la série de Tchebycheff tronquée à l’ordre d de y. La preuve est en partie inspirée de
l’analyse de l’algorithme de Miller généralisé [263, 256].

Lorsque ces hypothèses ne sont pas satisfaites, notre analyse ne dit rien sur la
qualité des approximants qu’il est possible d’obtenir par l’algorithme 9.16. Celui-ci
— s’il n’échoue pas — calcule tout de même une certaine approximation de πd(y),

9.3 Calcul des coefficients d’un polynôme d’approximation 187



qu’il demeure possible de valider en calculant une borne d’erreur par l’algorithme 9.32.
Supposons donc réalisées les conditions suivantes.
H1. Les racines complexes des équations caractéristiques d’une même arête du

polygone de Newton de l’opérateur P (voir §9.2.4) sont simples et de modules
deux à deux distincts.

H2. L’opérateur P n’a pas de singularité de queue aux indices n>s— autrement
dit, S=∅.

L’hypothèse H1 permet d’appliquer la forme forte du théorème de Perron-Kreuser :
d’après le théorème 3.25(b), soit

e−s,	 , e−1, e1,	 , es
une base de germes à l’infini de solutions de la récurrence P · y=0 telles que

∀i, ei,n+1

ei,n
∼αin

κi (9.20)

où les αi et κi sont donnés par le polygone de Newton comme rappelé en §9.2.4.
Ces germes se prolongent en des suites solutions de la récurrence sur N (mais pas
nécessairement, a priori , solutions symétriques ou même solutions sur Z) d’après
l’hypothèse H2. Cette dernière est là essentiellement pour alléger les notations. Elle
entraîne que l’équation L · y=0 n’a pas de solutions polynomiales8.

Proposition 9.19. Soient

yn
(N)

= ỹn, |n|6N,

les coefficients calculés par l’algorithme 9.16 (exécuté en arithmétique exacte), vus
comme des fonctions du paramètre d’entrée N . Quand N→∞, l’erreur maximale sur
un coefficient vérifie

max
n=−N

N
(

yn
(N)− yn

)

=O(N t e1,N)

pour un certain t indépendant de N . ♦

À d fixé et quand N tend vers l’infini, le polynôme calculé converge donc au moins
exponentiellement vite vers la série de Tchebycheff tronquée à l’ordre d de y. La base
de l’exponentielle est liée au comportement de la plus lentement décroissante des
solutions convergentes de la récurrence.

Notre preuve fait appel au lemme suivant.

Lemme 9.20. Soient (e0,n)n, 	 , (es−1,n)n des suites qui ne s’annulent pas pour n
grand, chacune telle que

ei,n+1

ei,n
∼

n→∞
αin

κi (κi∈Q, αi∈C \ {0})

avec κ06 κ16
 6κs−1 et κi= κj⇒αi� αj. Alors le déterminant de Casorati

C(n) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e0,n e1,n 
 es−1,n

e0,n+1 es−1,n+1� �
e0,n+s−1 e1,n+s−1 
 es−1,n+s−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

vérifie

C(n)∼ e0,n e1,n+1
 es−1,n+s−1

∏

i<j
κi� κj

(

αi

αj
− 1

)

quand n→∞. ♦

8. Si un polynôme y(x)=
∑

n=−d
d

y|n|Tn(x) de degré exactement d est solution de L · y=0, on
a (P · y)d+s= p−s(d+ s) yd=0 et yd� 0, donc d∈S.
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Démonstration. Posons C(n)= e0,n e1,n+1
 es−1,n+s−1C
′(n). On a alors9

C ′(n)= det

(

ej,n+i

ej,n+j

)

06i,j<s

=
∑

σ∈Ss

ε(σ)
∏

j=0

s−1
ej,n+σ(j)

ej,n+j

où le terme d’indice σ a une croissance polynomiale en n d’exposant

∑

j=0

s−1
(

σ(j)− j
)

κj.

Les termes dominants sont ceux qui maximisent

∑

j=0

s−1

σ(j)κj=
∑

j=0

s−1

j κσ(j),

c’est-à-dire ceux pour lesquels les κσ(j) sont en ordre croissant. On en déduit que
lorsque n tend vers l’infini

C ′(n)=
∑

σ∈Ss

ε(σ)
∏

j=0

s−1

1[κσ(j)= κj]
ej,n+σ(j)

ej,n+j
+ o(1)

= det

(

1[κi=κj]
ej,n+i

ej,n+j

)

06i,j<s

+ o(1)

=
∏

κ∈{κ0,	 ,κs}
det

(

ej,n+i

ej,n+j

)

i,j:
κi=κj=κ

+ o(1).

En multipliant pour tout j la colonne d’indice j et divisant la ligne de même indice
par njκ dans les déterminants du dernier produit, il vient

det

(

ej,n+i

ej,n+j

)

=det

(

n(j−i)κ ej,n+i

ej,n+j

)

→
n→∞

det
(

αj
i−j
)

=
∏

i<j
κi=κj=κ

(

αi

αj
− 1

)� 0,

d’où le résultat. �

Démonstration de la proposition 9.19. Commençons par décrire la sortie de
l’algorithme de sorte à pouvoir raisonner dessus aisément.

(a) La suite (yn
(N))n=−N

N calculée s’étend en une solution (yn
(N))n∈Z de P · y(N)=0,

qui est caractérisée par les conditions

yN
(N)

= yN+1
(N)

=
 = yN+s−1
(N)

=0

de l’étape 6 couplées au système (9.19) résolu à l’étape 9. En écrivant les formes
linéaires λ1, 	 , λr: C → C qui expriment les conditions au bord (9.2) sous la
forme

λi(y)=
∑

n=−∞

∞
λi,n yn,

on en définit des « troncatures »

λi
(N)

(y)=
∑

n=−N

N

λi,n yn

qui ont un sens sans supposer y convergente. En abusant un peu des notations,

nous appliquerons les λi et λi
(N) indifféremment à des fonctions, des séries de

Tchebycheff formelles ou des suites interprétées comme des suites de coefficients

9. On convient par commodité de faire agir les permutations σ∈Ss sur J0, s−1K plutôt que J1, sK.
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de Tchebycheff. On introduit de plus des formes linéaires

λr+1=λr+1
(N)

,	 , λs=λs
(N)

de manière à écrire les s − r dernières équations du système (les contraintes
de symétrie des développements de Tchebycheff) sous la même forme que les
r premières. Ainsi, le système (9.19) se réécrit

λi
(N)

(y(N))=
∑

n=−N

N

λi,n yn
(N)

= ℓi, 16 i6 s, (9.21)

où l’on a aussi posé ℓr+1=
 = ℓs=0.
(b) Soit maintenant

∆(N)=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1,N 
 es,N e−1,N 
 e−s,N� � � �
e1,N+s−1 
 es,N+s−1 e−1,N+s−1 
 e−s,N+s−1

λ1
(N)

(e1) 
 λ1
(N)

(es) λ1
(N)

(e−1) 
 λ1
(N)

(e−s)� � � �
λs
(N)

(e1) 
 λs
(N)

(es) λs
(N)

(e−1) 
 λs
(N)

(e−s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (9.22)

et soit ∆j
(N) le même déterminant où l’on a remplacé la colonne en ej par

t(0,	 , 0, ℓ1,	 , ℓs).
D’après la règle de Cramer, sous réserve que ∆(N) � 0, la suite (yn

(N)
)n se

décompose sur la base (ej)j=−s
s de kerP ⊂CZ sous la forme

y(N)=
∑

k=−s

s

γk
(N)

ek, γk
(N)

=
∆k

(N)

∆(N)
. (9.23)

On a ∆(N)=0 si et seulement si l’algorithme échoue.
(c) De même, la « véritable » suite des coefficients de Tchebycheff de la fonction y

est donnée par

y=
∑

k=1

s

γk ek, γk=
∆k

∆
, (9.24)

où ∆ est le déterminant det (λi(ej))16i,j6s, et ∆j son analogue avec la j-ième
colonne remplacée par t(ℓ1, 	 , ℓs). Celui-ci est non nul par construction :
l’orthogonalité d’un vecteur aux s− r dernières lignes exprime qu’il s’agit des
coordonnées sur (e1, 	 , es) d’une solution de l’équation différentielle, et les
r premières lignes donnent alors les conditions au bord correspondantes, or on
a supposé les formes linéaires λ1,	 , λr indépendantes sur kerL.

Notre objectif est maintenant de montrer que γk
(N) converge « rapidement » vers γk

quandN tend vers l’infini. Pour ce faire, nous étudions le comportement asymptotique
des déterminants ∆(N) et ∆k

(N).

(d) Décomposons ∆(N) en quatre blocs carrés comme suit :

∆(N)=

∣

∣

∣

∣

A B

C D

∣

∣

∣

∣

,

(Toutes ces matrices sont des fonctions de N , mais nous abandonnons l’indice
explicite pour des raisons de lisibilité.) Les blocs A, B et C sont inversibles
pour N grand, les deux premiers d’après le lemme 9.20 ci-dessus, le troisième
puisque det C→ ∆ � 0 quand N →∞. La formule du complément de Schur
implique

∆(N)=−det (B)det (C)det (I −C−1DB−1A).
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Posons ej=
t(ej,N ,	 , ej,N+s−1). Le coefficient d’indice (i, j) de B−1A est

(B−1A)i,j=
det (e−1,	 , e−i+1, ej , e−i−1,	 , e−s)

detB

=
(−1)i−1 det (ej , e−1,	 , e−i ,	 , e−s)

detB
.

On a κj 6 κ−1 6 
 6 κ−s, donc le déterminant au numérateur et celui au
dénominateur vérifient tous deux les hypothèses du lemme 9.20. Il vient

(B−1A)i,j=O

(

Nκ−1+
+κ−i+1−(i−1)κi
ej,N
e−i,N

)

=O

(

ej,N
e−i,N

)

quand N→∞.
Les hypothèses (9.3) sur la forme des conditions au bord entraînent

que λi,n=O(nr) quand n→±∞ pour i6 r ; et les suites (λi,n)n pour r+16
i6s sont nulles à partir d’un certain rang. Les coefficients de D satisfont donc

Di,j=λi
(N)

(e−j)=O(N r e−j,N).

On en tire l’estimation

(DB−1A)i,j=O(N r ej,N)

pour la j-ième colonne de DB−1A. Comme

Ci,j=λi
(N)(ej) =λi(ej) +O(N r ej,N),

on obtient aussi

(C−1DB−1A)i,j=O(N r ej,N)

d’où finalement

∆(N)=−det (B) det (C) (1− tr(C−1DB−1A)+O(‖C−1DB−1A‖2))
=−det (B) (∆+O(N r e1,N)).

(e) Passons aux déterminants modifiés∆k
(N). On pose comme dans le cas prédécent

∆k
(N)

=

∣

∣

∣

∣

Ak Bk

Ck Dk

∣

∣

∣

∣

.

Pour k>0, le même raisonnement qu’au point (d) (à ceci près que la matrice Ck

peut être singulière) conduit à l’estimation

∆k
(N)

=−det (B)det (Ck−DB−1Ak)

=−det (B) (det (Ck)+O(N r e1,N))

=−det (B) (∆k+O(N r e1,N)),

d’où

γk
(N)

=
∆k

(N)

∆(N)
= γk+O(N r e1,N), k > 0.

(f) Dans le cas k < 0, écrivons

∆k
(N)

=−det (C)det (Bk−AC−1Dk).

Les bornes coefficient par coefficient immédiates sur A et D entraînent

(C−1Dk)i,j=O(N re−j,N+s−1),

puis

(AC−1Dk)i,j=O(N re1,N e−j,N+s−1) = o(e−j,N),

de sorte que l’on a

(Bk+AC−1Dk)i,j∼ e−j,N+i−1, j � −k.

9.3 Calcul des coefficients d’un polynôme d’approximation 191



Pour j = −k cependant, la j-ième colonne de Bk est nulle et celle de Dk est
constante, donc

(Bk+AC−1Dk)i,j=O(e1,N), j=−k.
Il s’ensuit que

det (Bk+AC−1Dk)=O(e−1,N+s−1
 ek,N+s−1
 e−s,N+s−1e1,N )

=O

(

N τ det (B)

ek,N
e1,N

)

où τ 6
∑

j� k
(s− j)κ−j, d’où

γk
(N)

=
∆k

(N)

∆(N)
=

−det (B) det (C)N τ

−det (B)det (C) (1+O(e1,N))

e1,N
ek,N

et finalement

γk
(N)

=O

(

N τ e1,N
ek,N

)

, k < 0.

(g) En combinant les décompositions (9.23) et (9.24) avec les conclusions des
points (e) et (f), il vient finalement

yn
(N)

= yn+O

(

Nmax(r,τ) e1,N
∑

k=1

s (

ek,n+
e−k,n

e−k,N

)

)

quand N→∞, uniformément en n. �

9.3.3 Retour sur la méthode tau de Lánczos

Une seconde méthode populaire pour le calcul approché de développements de
Tchebycheff est la méthode τ de Lánczos [153, 154]. Il a déjà été observé, par Fox [97]
puis de manière plus générale (et dans un langage différent) par El Daou, Ortiz et
Samara [84] que les méthodes de Clenshaw et de Lánczos sont en fait équivalentes,
au sens où l’on peut les exprimer dans un même cadre et les ajuster de telle façon
qu’elles produisent des approximations identiques. Comment le recours à la récurrence
de Tchebycheff se place-t-il de ce point de vue ?

L’examen de cette question jette une lumière un peu différente sur l’algo-
rithme 9.16 et montre comment utiliser la récurrence de Tchebycheff dans l’application
de la méthode τ . En passant, nous observerons que l’expression sur la base mono-
miale du polynôme ỹ renvoyé par l’algorithme 9.16 est elle-même calculable en temps
linéaire en N . À titre de comparaison, la meilleure complexité arithmétique connue
pour la conversion d’un polynôme arbitraire de degré d de la base de Tchebycheff
à la base monomiale (ou inversement) est Θ(M(d)) [197, 35, 18], où M(·) repré-
sente le coût de la multiplication de polynômes (voir §7.2).

On considère toujours une équation différentielle L · y=0, d’ordre r, d’une solution
de laquelle on recherche une approximation polynomiale de degré d. Supposons pour
simplifier que l’équation n’a pas de solutions polynomiales.

En quelques mots, la méthode τ procède comme suit. La première étape consiste
à calculer L · p pour un polynôme p de degré d à coefficients indéterminés. Comme
(kerL)∩C[x]={0}, le résultat est de degré supérieur à d. On introduit des inconnues
additionnelles τd,	 , τd+m en nombre choisi de sorte que le système linéaire

{

L · p= τdTd+
 + τd+mTd+m

λi(p)= ℓi (16 i6 r)
(9.25)

ait une solution (unique, de préférence). La sortie de l’algorithme est la valeur de p
obtenue en résolvant ce système : il s’agit d’une solution exacte de « l’équation pro-
jetée » πd−1(L · y)= 0.

Notons p=
∑

n
pnTn, et étendons la suite (τn) en posant

τn=0 pour n∈N \ Jd+1, d+mK, τ−n= τn.
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Le système (9.25) entraîne que P · (pn) = 1

2
Q · (τn) où P et Q sont les opérateurs du

théorème 9.3. En notant Suppu={|n| :un� 0}, on voit aussi de par la forme explicite
de Q que Supp (Q · τ )⊂ Jd, d+m+1K.

Fait 9.21. Les coefficients pn du résultat de la méthode τ sont donc calculables par la
récurrence de Tchebycheff, à partir d’un petit nombre de conditions initiales données
au voisinage de l’indice |n|= d. ♦

Inversement, considérons le polynôme ỹ calculé par l’algorithme 9.16, et soit

v=
∑

n

vnTn=L · ỹ .

On a P · ỹ=Q ·v d’après le théorème 9.3. La définition de ỹ dans l’algorithme implique
aussi que (P · ỹ)n=0 pour |n|6N − s (puisque les ỹn, |n|6N sont des combinaisons
linéaires de suites (ti,n)|n|6N obtenues en déroulant la récurrence P · ti= 0) et pour
|n|>N + s (puisque ỹn=0 dans ce cas), de sorte que

Supp (Q · v)⊂ JN − s,N + s− 1K.

Or, on peut vérifier que l’opérateur P associé à L= (
d

dx
)r par l’algorithme de Pasz-

kowski est P = δr(n) — en effet, dans le formalisme de Benoit et Salvy [21], il doit
satisfaire Q−1P = I−r. La relation δr(n) ·u=Q · v est donc équivalente à u(r)= v, et

v(x)=
dr

dxr

∑

|n|>r

(P · ỹ)n
δr(n)

Tn(x)=
∑

N−s6|n|<N+s

(P · ỹ)n
δr(n)

Tn
(r)

(x) (9.26)

Ainsi, la sortie ỹ(x) de l’algorithme 9.16 est solution d’une équation différentielle
inhomogène de la forme

L · ỹ = τN−sTN−s
(r)

(x)+
 + τN+s−1TN+s−1
(r)

(x).

(Cependant, le support de la suite (vn) n’est en général pas creux.)

Proposition 9.22. L’expression sur la base monomiale du polynôme ỹ(x) renvoyé
par l’algorithme 9.16 est calculable en O(N) opérations arithmétiques quand N→∞,
tous les autres paramètres étant fixés. ♦

Démonstration. Le développement de Taylor d’une solution d’une équation dif-
férentielle inhomogène L · u = v satisfait une récurrence avec au membre gauche
un opérateur de récurrence qui ne dépend que de L, et au membre droit la suite
des coefficients de v. Or on a L · ỹ = v, où la fonction v est donnée par (9.26). Les
coefficients (P · ỹ)n/δr(n) qui y apparaissent s’obtiennent en temps constant (vis-à-vis
de N) à partir des quelques derniers coefficients de Tchebycheff de ỹ . On en déduit
v0, 	 , vN+s−r en O(N) opérations en appliquant de manière répétée la récurrence
inhomogène

Tn−1
′ (x) =−Tn+1

′ (x)+ 2 xTn
′(x)+ 2Tn(x),

qui provient de la dérivation de (9.9) ; puis ceux du développement sur la base mono-
miale de ỹ , via la relation de récurrence inhomogène déjà mentionnée. �

9.4 Développements de Tchebycheff des fractions rationnelles

9.4.1 Introduction

Nous savons à ce stade calculer approximativement le développement de Tcheby-
cheff d’une fonction D-finie, sans contrôle autre qu’asymptotique sur l’erreur commise.
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Avant de voir comment valider après coup la qualité des polynômes d’approximation
construits de cette façon, nous faisons dans cette section un détour par le cas parti-
culier des fractions rationnelles. Cette organisation rappelle celle du calcul de séries
majorantes au chapitre 5, où nous commencions par calculer des séries majorantes des
coefficients d’une équation différentielle pour en déduire ensuite des séries majorantes
des solutions. Ici, être en mesure de développer en série de Tchebycheff, de façon
garantie, les fractions rationnelles qui apparaissent comme coefficients des équations
nous sera utile lors de l’étape de validation.

Les questions abordées sont peu ou prou les mêmes que dans le cas général des fon-
ctions D-finies. On cherche à obtenir une relation de récurrence sur les coefficients yn
d’une fraction rationnelle y ; à s’en servir pour calculer approximativement les yn ;
et à certifier la qualité des approximations polynomiales ainsi construites.

Notre outil principal est le changement de variable x= 1

2
(z+ z−1) suivi d’une

décomposition en éléments simples. Des idées analogues ont été mises en œuvre par
le passé à des fins proches des nôtres, par exemple pour déterminer les coefficients yn
en forme close [83, 170]. Il s’avère en effet que la suite (yn)n∈N vérifie une récurrence
linéaire à coefficients constants : trouver cette récurrence ou exprimer les yn en forme
close revient donc essentiellement au même. Cependant, nous aurons besoin par la
suite de quelques résultats sur le coût des algorithmes que nous n’avons pas trouvés
dans la littérature. Notre souci de ce point de vue est d’éviter les conversions de la
base de Tchebycheff vers la base monomiale ou inversement, afin d’aboutir à une
complexité arithmétique linéaire.

9.4.2 Récurrence et expression explicite

Soit y(x)=a(x)/b(x)∈Q[x] une fraction rationnelle sans pôle sur [−1;1]. On note
(yn)n∈Z, (an)n∈Z et (bn)n∈Z les suites (symétriques) respectives des coefficients de
Tchebycheff de y, a et b.

Proposition 9.23. La suite (yn)n∈Z vérifie la relation de récurrence linéaire à coef-
ficients constants

b

(

S+S−1

2

)

· (yn)n∈Z=(an)n∈Z. ♦

Démonstration. Ce n’est à vrai dire que le cas limite r=0 du théorème 9.3, mais
une preuve directe est facile : on écrit simplement

∑

i=−deg b

deg b

bi z
i
∑

n=−∞

∞
yn z

n=
∑

n=−∞

∞




∑

i=−deg b

deg b

bi yn−i



zn=
∑

n=−∞

∞
an z

n, x=
z+ z−1

2
,

et l’on identifie les coefficients des puissances de z. �

Cette récurrence souffre des mêmes problèmes liés à l’existence de solutions diver-
gentes et à l’accès aux conditions initiales que celle du théorème 9.3. Mais il est aisé
ici d’isoler le sous-espace des solutions convergentes : on sépare les puissances positives
de z des puissances négatives dans le développement de Laurent

ŷ(z)= y

(

z+ z−1

2

)

=
∑

n=−∞

∞
yn z

n, ρ−1< |z |< ρ, (9.27)

par décomposition en éléments simples. Du point de vue du calcul, mieux vaut prendre
comme point de départ la factorisation sans carré du dénominateur de ŷ ,

β(z)= zdeg b b

(

z+ z−1

2

)

= β1(z) β2(z)
2
 βk(z)

k, (9.28)
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et écrire la décomposition en éléments simples sur les complexes de ŷ(z) sous la forme

ŷ(z) = q(z) +
∑

i=1

k
∑

βi(ζ)=0

∑

j=1

i
hi,j(ζ)

(ζ − z)j , (9.29)

où

q(z)=
∑

n

qn z
n∈Q[z], hi,j ∈Q[z].

Les hi,j se calculent efficacement par l’algorithme de Bronstein-Salvy [43] (cf. §5.3.2).
De (9.29) découle une identité de la forme (9.27) en développant en série à l’origine

les éléments simples associés aux pôles ζ de module |ζ | > 1, et à l’infini ceux avec
|ζ |< 1. Ces développements convergent respectivement pour |z |< |ζ | et |z |> |ζ−1|,
donc la série de Laurent bi-infinie obtenue converge sur la couronne ρ−1< |ζ |< ρ. Le
développement à l’infini de

hi,j(ζ)

(ζ − z)j =
(−1)j z−j hi,j(ζ)

(1− ζ z−1)j

ne contribue pas aux coefficients de zn d’exposant positif. Par unicité du développe-
ment de Laurent de ŷ au voisinage du cercle unité, on en déduit10

∑

n=0

∞
yn z

n= q(z) +
∑

i=1

k
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

∑

j=1

i
hi,j(ζ)

(ζ − z)j . (9.30)

On extrait le coefficient de zn dans (9.30), et l’on invoque la symétrie de la suite (yn),
afin d’en tirer une expression explicite de yn en termes des racines de b

( 1

2
(z+ z−1)

)

.

Proposition 9.24. Les coefficients du développement de Tchebycheff

y(x) =
∑

n=−∞

∞
y|n|Tn(x)

sont donnés par la formule

yn= qn+
∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

(

n+ j − 1
j − 1

)

hi,j(ζ) ζ
−n−j (n> 0) (9.31)

où les qn∈Q, βi∈Q[z] et hi,j∈Q(z) sont définis par les équations (9.28) et (9.29). ♦

Observons que l’équation (9.30) fournit implicitement une récurrence d’ordre deg b
sur la suite (yn)n∈N, alors que celle qui résulte de la proposition 9.23 a un ordre
double. En revanche, la nouvelle récurrence est en général à coefficients algébriques et
non rationnels. Il est naturel de se demander si une construction analogue est possible
dans le cas général des fonctions D-finies. Nous n’avons hélas pas encore pu consacrer
à cette question le temps qu’elle mériterait.

9.4.3 Borne sur le reste

Une fois la formule établie, nous pouvons facilement borner l’erreur commise en
tronquant la série de Tchebycheff de y.

10. Peut-être vaut-il la peine de relever pour éviter toute confusion que dans l’expression

ŷ(z) = q(z) +
∑

i=1

k
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

∑

j=1

i
(

hi,j(ζ)

(ζ − z)j
+
hi,j(ζ

−1)

(ζ−1− z)j

)

,

le développement de Laurent d’un terme isolé n’est pas symétrique pour j > 1.
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Proposition 9.25. Soit y ∈ Q(x) une fraction rationnelle sans pôle sur le disque
elliptique Eρ (voir équation (9.7) page 177). En reprenant toutes les notations des
équations (9.27) à (9.29), on a

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n>d

ynTn

∥

∥

∥

∥

∥

∞

6
∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

|hi,j(ζ)| (d+2)j−1

(|ζ | − 1)j
|ζ |−d−1

pour tout ordre de troncature d>deg q. La borne est O(ddeg b ρ−d) quand d→∞. ♦

Démonstration. Tout d’abord, on a bien entendu
∥

∥

∥

∥

∥

∑

n>d

yn Tn

∥

∥

∥

∥

∥

∞

6
∑

n>d

|yn|

puisque ‖Tn‖∞6 1 pour tout n. À l’aide de l’inégalité valable pour t < 1

∑

n>d

(

n+ j − 1
j − 1

)

tn+j6 (d+2)j−1 td+1
∑

n=0

∞
(

n+ j − 1
j − 1

)

tn+j=
(d+2)j−1 td+j+1

(1− t)j ,

on tire de l’expression explicite établie à la proposition 9.24 la borne

∑

n>d

|yn| 6
∑

n>d

∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

(

n+ j − 1
j − 1

)

|hi,j(ζ)| |ζ |−n−j

6
∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

|hi,j(ζ)| (d+2)j−1

(|ζ | − 1)j
|ζ |−d−1 .

L’estimation asymptotique provient de ce que |ζ |>1 entraîne en fait |ζ |>ρ lorsque ζ
vérifie l’équation b

( 1

2
(ζ + ζ−1)

)

=0. �

9.4.4 Calcul

Reste à s’assurer que les résultats précédents induisent effectivement un algorithme
de complexité arithmétique linéaire.

Lemme 9.26. Le calcul du produit a b, où les opérandes a, b∈Q[x] et le résultat sont
tous représentés sur la base de Tchebycheff, demande O((dega) (deg b)) opérations. ♦

Démonstration. On a pour tous i et j

2TiTj=Ti+j+Ti−j. (9.32)

Il suffit pour chaque couple (i, j) de mettre à jour les coefficients de T|i±j | dans a b
en fonction de ceux de Ti dans a et de Tj dans b. �

À diviseur fixé, l’algorithme classique de division euclidienne de polynômes [249,
Algorithm 2.5] s’exécute en temps linéaire vis-à-vis du degré du dividende. Entrée et
sortie y sont habituellement représentées sur la base monomiale, mais l’algorithme
s’adapte sans difficulté à d’autres bases.

Lemme 9.27. La division euclidienne a= b q+ r (deg r < deg b) avec a, b, q, r ∈Q[x]
représentés sur la base de Tchebycheff demande O(deg a) opérations à b fixé. ♦

Démonstration. Supposons n=dega>degb=m. L’algorithme classique de division
euclidienne s’appuie principalement sur le fait que

deg (a− bm−1 an x
n−m b)<n
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où a=
∑

i
ai x

i et b=
∑

i
bi x

i. De la formule de multiplication (9.32) découle l’inégalité
analogue

deg (a− 2 bm
−1 anTn−m b)<n

où ak, bk sont maintenant les coefficients de a et b sur la base de Tchebycheff. Pour
faire l’ensemble du calcul sur cette base, il suffit de remplacer les affectations répétées
de la forme

a← a− bm−1 an x
n−m b

de l’algorithme classique par

a← a− 2 bm
−1 anTn−m b.

Le polynôme Tn−m b ayant au plus 2m coefficients non nuls, chacune de ces étapes
prend un temps constant vis-à-vis de n. L’algorithme en effectue au plus n−m, pour
un total de O(n) opérations arithmétiques. �

On aboutit en résumé à l’algorithme 9.26. En vue de la suite, il prend en entrée
à la fois une fraction rationnelle dont les degrés du numérateur et du dénominateur
sont supposés bornés, et un second facteur au numérateur, de degré de l’ordre de celui
attendu en sortie, mais déjà écrit sur la base de Tchebycheff.

Algorithme 9.28. ChebExpandRatpoly(y, f , ε)
Entrée. Une fraction rationnelle y(x) = a(x)/b(x) ∈ Q(x). Les coefficients de

Tchebycheff d’un polynôme f(x) =
∑

n=−d

d
fn Tn(x) ∈ Q[x]. Une précision

cible ε> 0.
Sortie. Les coefficients de Tchebycheff d’un polynôme ỹ(x) tel que

∥

∥ ỹ − a

b
f
∥

∥6ε.
1 développer a et b sur la base de Tchebycheff
2 calculer g6 a f , en opérant sur la base de Tchebycheff
3 calculer le quotient q et le reste r de la division euclidienne de g par b

4 calculer la décomposition en éléments simples de ŵ(z)=w(x)=
r(x)

b(x)
,

où x=
z+ z−1

2
, par l’algorithme de Bronstein-Salvy, et en déduire celle (9.29)

de ŷ(z)=
a(x)

b(x)
f(x)= q(x)+w(x)

5 déterminer d′>deg q tel que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n>d′

yn Tn

∥

∥

∥

∥

∥

∞

6
ε

4
par la proposition 9.25

6 calculer ρ− et ρ+ tels que β(ζ)= 0∧ |ζ |> 1⇒ 1< ρ−6 |ζ |6 ρ+

7 calculer M >
∑

i=1

k
∑

j=1

i

j (deg βi) sup
ρ−6|ζ |6ρ+

(

|hi,j′ (ζ)|+ |ζ−1hi,j(ζ)|
)

ρ−
−j

8 ε′6 min

(

ρ−− 1,M−1 (1− ρ−−1)D+1 ε

4

)

où D= deg b

9 calculer des approximations ζ̃ ∈Q[i] des racines ζ de β, à précision |ζ̃ − ζ |<ε′
10 pour 06n6 d′

11 ỹn6 qn+Re





∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0∧|ζ |>1

(

n+ j − 1
j − 1

)

hi,j(ζ̃ ) ζ̃
−n−j





12 renvoyer ỹ(x) =
∑

n=−d′

d′

ỹnTn(x) ♦

Les détails de l’algorithme tel qu’il est présenté ne servent guère qu’à établir
l’estimation de complexité. En pratique, toutes sortes de variantes et améliorations
sont possibles. Par exemple, à l’étape 7, on peut remplacer les bornes uniformes sur
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la couronne par des estimations au voisinage de chaque racine, faciles à obtenir en
arithmétique d’intervalles complexes. À l’étape 11, mieux vaut regrouper deux à
deux les racines complexes conjuguées de β. Les valeurs successives de ỹn se calculent
naturellement de façon itérative. On peut aussi calculer les hi,j(ζ) ζ−n−j ∈ Q[ζ]
symboliquement par multiplications par ζ modulo βi(ζ) répétées, et ne les remplacer
par des approximations numériques qu’au dernier moment.

Proposition 9.29. L’algorithme 9.26 est correct. Il s’exécute en O(d + log (ε−1))
opérations arithmétiques, tous les autres paramètres étant fixés. ♦

Démonstration. Montrons d’abord la borne d’erreur ‖ỹ − y‖∞6 ε. Soient

M0= sup
ρ−6|ζ |6ρ

|hi,j′ (ζ)|, M1= sup
ρ−6|ζ |6ρ

|ζ−1hi,j(ζ)|.

La dérivée par rapport à ζ de hi,j(ζ) ζ−n−j est bornée sur A={ζ : ρ−6 |ζ |6 ρ+} par
(

M0+(n+ j)M1

)

|ζ |−n−j.

La condition |ζ̃ − ζ |< ρ−− 1 issue de l’étape 8 entraîne que [ζ , ζ̃ ]⊂A pour chacun
des ζ considérés. En comparant la formule de l’étape 11 à (9.31), on obtient

|ỹn− yn|6
∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

(

n+ j − 1
j − 1

)∣

∣

∣hi,j(ζ̃ ) ζ̃
−n−j− hi,j(ζ) ζ−n−j

∣

∣

∣

6
∑

i=1

k
∑

j=1

i
∑

βi(ζ)=0
|ζ |>1

(

n+ j − 1
j − 1

)

(

M0+(n+ j)M1

)

|ζ |−n−j |ζ̃ − ζ |

6
∑

i=1

k
∑

j=1

i

j (deg βi)
(

n+ j

j

)

(

M0+M1

)

ρ−
−n−j

ε′

6M
(

n+D

D

)

ρ−
−n ε′.

Par conséquent

‖ỹ − y‖∞6
∑

n=−d′

d′

|ỹn− yn|+2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n>d′

ynTn

∥

∥

∥

∥

∥

∞

6
2Mε′

(1− ρ−−1)D+1
+2

ε

4
6 ε.

Passons à l’analyse de complexité. Les étapes 1 et 4 à 8 de même que chaque
itération de la boucle finale (en retenant les valeurs de ζ̃ −n d’une itération sur l’autre)
ont un coût constant. Les étapes 2 et 3 prennent un temps linéaire en d, d’après les
lemmes 9.26 et 9.27, et ne dépendent pas de ε. Enfin, il est connu que l’on peut calculer
des approximations à précision absolue η des racines d’un polynôme à coefficients
entiers en O(η−1) opérations arithmétiques [196, Theorem 1.1(d)]. (Notons en passant
que la complexité binaire de l’algorithme justifiant cette assertion est elle-même quasi-
linéaire en ε−1. Les dépendances en le degré du polynôme de ces deux complexités
sont polynomiales de petit degrés.) Or ε′=Ω(ε) puisque M ne dépend ni de ε ni de d,
donc le coût de l’étape 9 est O(ε−1). �

9.5 Validation

9.5.1 Situation

Dans cette section, nous supposons calculé un polynôme de degré d

p(x)= ỹ(x)=
∑

n=−d

d

pn Tn(x) (9.33)
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présumé fournir une bonne approximation sur [−1; 1] d’une fonction y spécifiée par
une équation différentielle. Nous nous limitons au cas où l’équation est accompagnée
de conditions initiales à l’origine11. Comme énoncé en introduction, nous cherchons
alors à déterminer une borne R raisonnablement fine sur ‖y− p‖∞.

L’idée principale est de vérifier par un calcul en arithmétique d’intervalles que p
est « presque solution » d’une équation de point fixe (contractante !) équivalente à
l’équation différentielle qui définit y (cf. [179, 72]). L’algorithme auquel nous avons
recours peut se voir comme une version effective de la preuve du théorème de Cauchy-
Lipschitz pour les équations différentielles linéaires. Il s’agit ainsi d’une instance très
simple des méthodes d’inclusion fonctionnelle déjà présentées en §6.1.2. Ce genre
de stratégie apparaît habituellement dans le cadre de calculs par intervalles sur
des développements de Taylor en une ou plusieurs variables (modèles de Taylor et
variantes [164, 192]). Une exception notable est fournie par les travaux de Kau-
cher, Miranker et d’autres [86, 139, 140] mentionnés en début de chapitre, qui couvrent
le cas des séries de Tchebycheff.

Quant aux détails de l’algorithme, ils sont motivés en premier lieu par le souci
d’aboutir à une complexité arithmétique linéaire. C’est le sens, notamment, du recours
aux sous-routines mises en place dans la section précédente pour développer les fra-
ctions rationnelles.

9.5.2 Idée

Avant d’énoncer l’algorithme de validation, voyons rapidement à quoi il ressemble
dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1. Considérons l’équation

y ′(x) = a(x) y(x), y(0)= c, (9.34)

où a est une fraction rationnelle sans pôle sur [−1; 1]. En introduisant l’opérateur

τ : y�(x� c+

∫

0

x

a(t) y(t) dt

)

, (9.35)

le problème (9.34) se met sous la forme de point fixe τ (y)= y. Soit y l’unique solution.
Supposons un instant disposer, en plus du polynôme (9.33), d’une borne d’erreur

candidate R. Comment vérifier par le calcul que ‖p− y‖∞6R ? Plaçons-nous dans
l’espace de Banach des fonctions analytiques sur un ouvert Ω⊂C contenant [−1; 1],
munies de la norme de la convergence uniforme, et notons

B(g,R)= {f : ‖f − g‖∞6R} (9.36)

la boule fermée centrée en g et de rayon R. C’est un sous-espace métrique complet.
On vérifie de plus que

‖τ j(f)− τ j(g)‖∞6 γj ‖f − g‖∞, où γj=
‖a‖∞j
j!

. (9.37)

Supposons la boule B(p, R) stable par τ i pour un certain i. Comme γj→ 0 quand
j→∞, la restriction de τ i à B(p,R) possède un itéré contractant, et donc admet un
unique point fixe. La solution y appartient alors à B(p,R).

Concrètement, on calcule une approximation pi de τ i(p) ainsi qu’une borne Ri

sur l’erreur de ce calcul — par exemple, à l’aide d’une implémentation de τ en arith-
métique d’intervalles — de manière à ce que ‖f − p‖∞6R⇒‖τ i(f)− pi‖6Ri. On
cherche à vérifier que

τ i
(

B(p,R)
)

⊂B(pi, Ri)⊂B(p,R).

La première inclusion est conséquence du calcul de pi et Ri. La seconde se traduit par

‖f − pi‖∞6Ri ⇒ ‖f − p‖∞6 ‖f − pi‖∞+ ‖p− pi‖∞6Ri+ ‖p− pi‖∞6R.

11. Il devrait être possible de lever cette restriction, voir notamment Kaucher et Miranker [139].
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Il suffit pour conclure de calculer β > ‖p − pi‖∞ et de vérifier que Ri + β 6 R.
Comme p est présumé proche du point fixe de τ , on s’attend à ce que le processus
réussisse pour i assez grand, pourvu simplement que tous les calculs soient menés à
une précision suffisante.

Dans le cas qui nous intéresse, l’application τ étant affine, on a indépendamment
de R l’inclusion

τ i(B(p,R))⊂B(pi, γiR+αi)

où γi est la constante de Lipschitz apparue dans (9.37) et αi un terme qui représente
les erreurs accumulées au fil du calcul, et peut être rendu arbitrairement petit quitte
à augmenter la précision. On renvoie directement la meilleure borne validable par ce
procédé (pour i donné), c’est-à-dire

R=
αi+ ‖p− p̂‖∞

1− γi
.

9.5.3 Algorithme

La méthode de validation pour une équation (E) d’ordre quelconque est essentielle-
ment celle de la section précédente, appliquée au système du premier ordre compagnon
de (E). On considère cette fois l’opérateur

τ : f � cr−1+

∫

0

·
(

ar−1 f
(r−1)+
 + a1 f

′+ a0 f
)

où l’on a posé, pour k < r− 1,

f (k)(x) = ck+

∫

0

x

f (k+1)= ck+

∫

0

x
(
 +

∫

0

. (

cr−2+

∫

0

.

f (r−1)

)
 ).
Une fonction y(r−1) est point fixe de τ si et seulement si sa primitive (r − 1)-ième y
telle que y(0)= c0,	 , y(r−2)(0)= cr−2 satisfait l’équation

L · y= y(r−1)− ar−1 y
(r−1)+
 + a1 y

′+ a0 y=0

et la condition intiale supplémentaire y(r−1)(0)= cr−1.

Lemme 9.30. On peut calculer la dérivée ou une primitive d’un polynôme12 de degré
au plus d écrit sur la base de Tchebycheff en O(d) opérations arithmétiques. ♦

Démonstration. Si f=
∑

n
cn Tn et f ′=

∑

n
cn
′ Tn, on a 2 n cn=cn−1

′ +cn+1
′ d’après

la relation (9.10) entre les Tn. Les primitives se calculent par application directe de
cette formule. Pour dériver f , supposé de degré d, on part du fait que les coefficients cn

′

du polynôme dérivé sont nuls lorsque |n|> d, et l’on calcule les coefficients restants,
pour |n| décroissant, en utilisant la formule d’intégration vue comme une relation de
récurrence inhomogène. �

Lemme 9.31. Soit f =
∑

n=−d

d
cnTn un polynôme donné sur la base de Tchebycheff.

On peut calculer M > 0 tel que ‖f ‖∞6M 6 d+1
√

‖f ‖∞ en O(d) opérations. ♦

Démonstration. On a

‖f ‖2=
(

1

π

∫

−1

1 f(t)2

1− t2
√ dt

)

1/2

=

(

|c0|2+4
∑

n=1

d

|cn|2
)

1/2

.

On dispose ainsi de l’encadrement

‖f ‖26 ‖f ‖∞6
∑

n=−d

d

|cn|6 d+1
√

‖f ‖2

12. Attention, l’opération de dérivation ne commute pas avec la troncature des séries de Tche-
bycheff.
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où la première inégalité provient de l’écriture intégrale de ‖f ‖2, la deuxième du fait
que ‖Tn‖∞ 6 1 pour tout n, et la troisième de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. La
somme des modules des cn fournit donc la borne cherchée. �

Algorithme 9.32. ChebErrorBound
(

L,
[

y(0), y ′(0),	 , y(r−1)(0)
]

, p
)

Entrée. Un opérateur unitaire L=∂r−ar−1(x) ∂
r−1−
 −a0(x)∈Q(x)〈∂ 〉 sans

pôle pour x ∈ [−1; 1] et des conditions initiales y(k)(0) pour 06 k6 r − 1. Un
polynôme p de degré d, écrit sur la base de Tchebycheff. Un paramètre de
précision ε> 0.

Sortie. Un réel R> 0 tel que ‖y− p‖∞6R, où y désigne la solution de L · y=0
satisfaisant les conditions initiales données.

1 p0
(0)6 p ; p0

(1)= p′ ; 	 ; p0
(r−1)6 p(r−1)

2 calculer A>max
k=0

r−1 ‖ak‖∞ (par exemple, en développant ak en série de Tcheby-

cheff par l’algorithme 9.28 puis en faisant la somme des coefficients de la série)

3 pour i=0, 1,	 tant que γi6 Ai e

i!
>

1

2
4 pour k de 0 à r− 1

5 qi
[k]6 ChebExpandRatpoly(ak, pi

(k)
, ε) (algorithme 9.28)

6 pi+1
(r−1)6 y(r−1)(0)+

∫

0

· (
qi
[r−1]+ qi

[r−2]+
 + qi
[0]
)

7 pour k décroissant de r− 2 à 0

8 pi+1
(k) 6 y(k)(0)+

∫

0

·
pi+1
(k+1)

9 α6 r eA+1 ε

10 calculer βi> ‖p(r−1)− pi
(r−1)‖∞,

par exemple en prenant βi=
∑

n
|cn| où p(r−1)− pi

(r−1)
=
∑

n
cnTn

11 renvoyer
α+ βi
1− γi

♦

Proposition 9.33. L’algorithme 9.32 s’exécute en O(d+ log (ε−1)) opérations arith-
métiques quand d→∞ et ε→ 0, l’opérateur L étant fixé. ♦

Démonstration. Le nombre d’itérations des boucles ne dépend pas de d. Chaque
ligne demande O(d+ log (ε−1)) opérations, d’après la proposition 9.29 et les lemmes
9.30 et 9.31. �

Tant la correction de l’algorithme que l’analyse de la qualité du résultat reposent
sur le lemme suivant.

Lemme 9.34. Soit f une fonction analytique sur [−1; 1]. Les polynômes p= p0 et pi
définis dans l’algorithme 9.32 satisfont

‖τ i(f (r−1))− pi
(r−1)‖∞6 γi

∥

∥f (r−1)− p(r−1)
∥

∥

∞+α

où

γi=
Ai e

i!
, α= r eA+1 ε,

et A désigne le maximum des normes ‖ak‖∞ des coefficients de l’équation. ♦

Démonstration. On pose f0= f , et pour tout i> 0, on définit fi+1 par














fi+1
(r−1)

= y(r−1)(0)+

∫

0

· (
ar−1 fi

(r−1)
+
 + a0 fi

)

fi+1(x) = y(0)+ y ′(0)x+
 +
1

(r− 1)!
y(r−1)(0) xr−1+O(xr).

(9.38)
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On a donc fi+1
(r−1)= τfi

(r−1). Montrons par récurrence sur i un résultat un petit peu
plus fin que celui de l’énoncé, à savoir que pour tout x∈ [−1; 1],

|fi
(r−1)

(x)− pi
(r−1)

(x)|6 γi(x) ‖f (r−1)− p(r−1)‖∞+αi(x) (9.39)

où l’on a posé

R= ‖f (r−1)− p(r−1)‖∞
γi(x)=

∑

06k1,	 ,ki<r

‖ak1‖∞
 ‖aki‖∞ |x|ri−k1−
 −ki

(r i− k1−
 − ki)! ,

(avec γ0(x) =
∑

{∗}
1= 1)

αi(x)= r ε

∫

0

x

(γ0+
 + γi−1).

L’inégalité (9.39) est immédiate pour i=0. Supposons-la établie pour un certain i. En
comparant la définition de fi+1 par (9.38) à celle de pi+1 à l’étape 6 de l’algorithme,
on écrit

fi+1
(r−1)− pi+1

(r−1)
=

∫

0

· ((
ar−1 fi

(r−1)− qi
[r−1]

)

+
 +
(

a0 fi
(0)− qi

[0]
))

,

d’où

|fi+1
(r−1)− pi+1

(r−1)|6
∫

0

·
∑

k=0

r−1
(

|ak| |fi(k)− pi(k)|+ |ak pi(k)− qi[k]|
)

.

Puisque les valeurs en zéro des r premières dérivées de fi et pi coïncident, l’hypothèse
de récurrence fournit l’inégalité

∫

0

·
|fi(k)− pi(k)|6

(
∫

0

· )r−k
(

γiR+αi

)

=

(
∫

0

· )r−k

γiR+

(
∫

0

· )r−k+1

(γ0+
 + γi−1).

Par ailleurs on a ‖ak pi(k)− qi[k]‖∞6 ε d’après la spécification de l’algorithme 9.28. En
observant que

∑

k=0

r−1

‖ak‖∞
(
∫

0

· )r−k

γi= γi+1.

et en sommant sur k, il vient

|fi+1
(r−1)

(x)− pi+1
(r−1)

(x)|6
∑

k=0

r−1 (

‖ak‖∞
∫

0

x

|fi
(k)− pi

(k)|+
∫

0

x

|ak pi
(k)− qi

[k]|
)

6 γi+1(x)R+ r ε

∫

0

x

(γ1+
 + γi) + r ε |x|
= γi+1(x)R+αi+1(x),

qui est la borne cherchée.
Pour conclure, il reste à borner γi(x) par une expression plus simple. On écrit

∑

k1,	 ,ki>0

tk1+
+ki

(i+ k1+
 + ki)!
=
∑

n=0

∞
#{(k1,	 , ki) : k1+
 + ki=n}

(i+n)!
tn

=
∑

n=0

∞
(

n+ i− 1
i− 1

)

tn

(n+ i)!
=
∑

n=0

∞
tn

(n+ i)n! (i− 1)!

d’où

γi(x)6
∑

06k1,	 ,ki<r

Ai |x|ri−k1−
−ki

(r i− k1−
 − ki)! = ∑

06k1,	 ,ki<r

Ai |x|i+k1+
+ki

(i− k1+
 + ki)!
6

(A |x|)i e|x|
i!
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et αi(x)6 r ε e|x| exp;i (A |x|)6 r ε e(A+1)|x|. �

Proposition 9.35. Avec les notations de l’algorithme 9.32, soit y l’unique solution de
l’équation différentielle L · y=0 satisfaisant les conditions initiales données en entrée.
La valeur R renvoyée par l’algorithme est une borne supérieure sur ‖p− y‖∞. ♦

Démonstration. D’après le lemme 9.34, si ‖f (r−1)− p(r−1)‖∞6R, alors on a

‖τ i(f (r−1))− p(r−1)‖∞6 ‖τ i(f)− pi
(r−1)‖∞+ ‖pi

(r−1)− p(r−1)‖∞
6 γiR+α+ βi= γi

α+ βi
1− γi

+α+ βi=R.

Autrement dit, avec B(p(r−1), R) définie par l’équation (9.36), on a l’inclusion

τ
(

B(p(r−1), R)
)

⊂B(p(r−1), R).

La boule B(p(r−1),R) est un espace métrique complet, et la preuve du lemme 9.34 où
l’on prend ε=0 et remplace p par une fonction analytique quelconque g montre que
l’opérateur τ i est γi-lipschitzien pour tout i, donc contractant à l’issue de la boucle13.
D’après le théorème du point fixe de Banach, la restriction de τ à B(p(r−1), R) admet
un point fixe, qui ne peut être que y(r−1). Ainsi, le polynôme p satisfait

‖y(r−1)− p(r−1)‖∞6R,

d’où le résultat en intégrant r− 1 fois. �

9.5.4 Finesse du résultat

Il reste à évaluer à quel point la borne renvoyée par l’algorithme 9.32 est pessimiste
par rapport à la véritable valeur de ‖y − p‖∞. Pour d grand, et en supposant pour
fixer les idées que ‖y− p‖∞=2−Θ(d), elle est en fait très proche de l’optimum.

Proposition 9.36. Le résultat de l’algorithme 9.32 vérifie

R6 d+1
√ (

3 ‖y(r−1)− p(r−1)‖∞+O(ε)
)

quand ε→ 0, où la constante cachée par le O(·) ne dépend que de L. ♦

Démonstration. Appliquons le lemme 9.34 à f= y, la solution de l’équation : il vient

‖y(r−1)− pi(r−1)‖∞= ‖τ i · y(r−1)− pi(r−1)‖∞6 γi ‖y(r−1)− p(r−1)‖∞+α

et donc

‖p0
(r−1)− pi

(r−1)‖∞6 (1+ γi) ‖y(r−1)− p(r−1)‖∞+α.

D’après le lemme 9.31, on peut prendre

βi6 d+1
√

‖p0(r−1)− pi(r−1)‖∞.

La borne renvoyée satisfait donc

R=
α+ βi
1− γi

6 2 (1+ d+1
√

)α+3 d+1
√

‖y(r−1)− p(r−1)‖∞.

On a α=O(ε) d’après l’étape 9 de l’algorithme. �

Le terme α de la borne peut être pris arbitrairement petit, et γi→0 quand i→∞.
La partie la plus pessimiste du calcul est la méthode naïve de calcul de β issue du

13. On pourrait contourner cet argument en invoquant le théorème du point fixe de Schauder.
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Figure 9.3. Graphes des différences y − p entre approximations p de degré d∈ {30, 60, 90}
calculées par l’algorithme 9.16 pour les problèmes de l’exemple 9.37 et solutions exactes y
correspondantes. Les oscillations d’amplitude presque uniforme des deux premières lignes
sont caractéristiques des approximations polynomiales proches de l’optimum, en vertu du
théorème d’oscillation de la Vallée Poussin [47, §3.4].

lemme 9.31. Quitte à la remplacer par un algorithme (potentiellement plus coûteux)

capable de majorer ‖p0
(r−1)− pi

(r−1)‖∞ avec une erreur arbitrairement petite, on peut
prouver des bornes d’erreur arbitrairement proches de ‖y(r−1)− p(r−1)‖∞.

9.6 Expériences

Nous avons implémenté en Maple une variante des algorithmes de ce chapitre
qui mélange arithmétique rationnelle et arithmétique d’intervalles. Les calculs par
intervalles reposent sur le module intpakX [119]. Notre implémentation, à l’état de
prototype, n’est pas encore disponible publiquement. La procédure de validation
implémentée pour l’instant diffère légèrement de celle décrite ci-dessus (et produit
vraisemblablement des bornes un peu plus grossières). Pour toutes ces raisons, nous
nous limitons ici à illustrer sur quelques exemples simples la qualité des approxi-
mations et des bornes d’erreur que fournissent les méthodes de ce chapitre.

Exemple 9.37. Pour chacun des exemples suivants, la figure 9.3 présente l’allure
de la différence entre la valeur approchée p de la solution donnée par l’algorithme
de la section 9.3.1 et la solution exacte. Le tableau 9.1 compare la borne d’erreur
validée à partir de l’équation différentielle, l’erreur réellement atteinte par p et l’erreur
optimale possible avec un polynôme du même degré. Pour les besoins de l’expérience,
le paramètre ε de l’algorithme 9.32 est choisi de sorte que α soit de l’ordre de l’erreur
exacte ‖p− y‖∞.

(a) Le premier exemple est adapté de Kaucher et Miranker [139, p. 222]. Il s’agit
de la fonction

y(x) =
ex/2

x+ 16
√
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solution de l’équation différentielle du premier ordre

2 (x+ 16) y ′(x)= (x+ 15) y(x), y(0)=
1

4
.

(b) Le problème suivant, emprunté à Geddes [105, p. 31],

y(4)(x)= y(x), y(0)=
3

2
, y ′(0)=−1

2
, y ′′(0)=−3

2
, y ′′′(0)=

1

2

est une équation d’ordre quatre sans singularité finie, de solution exacte

y(x)=
3

2
cos x− 1

2
sinx.

(c) Enfin, l’équation d’ordre un

(1+ 2 x2)2 y ′(x) + 4 x y(x)= 0, y(0)= e,

possède des points singuliers imaginaires x=±i 2
√

/2 relativement proches du
segment [−1; 1] et la solution exacte

y(x) = exp
1

1+ 2 x2
.

Notons aussi que sa condition initiale n’est pas représentable exactement en
arithmétique rationnelle, ce qui rend indispensable l’utilisation d’un minimum
d’arithmétique d’intervalles.

On constate que ‖p− y‖∞ est extrêmement proche de l’erreur optimale accessible
avec un polynôme de même degré, voire en est indistingable à la précision du tableau.
La borne prouvée R est un peu plus pessimiste, surtout quand l’ordre augmente, mais
l’écart ne dépasse pas quelques chiffres significatifs. La proposition 9.36 explique un
facteur pouvant aller jusqu’à 15 (pour le degré 30) ou 30 (pour le degré 90) environ
entre R et ‖p − y‖∞. On observe pourtant une surestimation plus importante, qui
s’explique par les petites différences entre la méthode décrite ci-dessus et celle utilisée
dans l’implémentation, et notamment par les erreurs accumulées lors des calculs par
intervalles. La borne anormalement élevée de la toute première ligne mériterait plus
ample investigation. ♦

9.7 Perspectives

Les propositions 9.19 et 9.36, couplées aux expériences rapportées dans la section
précédente, suggèrent que les outils de chapitre sont capables de produire des approxi-
mations de très bonne qualité des fonctions D-finies analytiques sur un segment. Ce
travail a tout de même un certain goût d’inachevé.

En premier lieu, il manque manifestement un théorème qui synthétise ce que l’on
obtient en combinant convenablement les deux principaux algorithmes de ce chapitre.
Dans l’idéal, on pourrait espérer un résultat du type « étant donnés y, d et ε, on peut
calculer un polynôme p et une borne R avec ‖y − p‖∞ 6R6Kd ‖y − p∗‖∞ + ε, en
complexité arithmétique linéaire en d », où Kd ne dépend que de d (mais la constante
cachée par le O(·) dépend de y) ; voire un énoncé similaire sans le terme en ε. Plusieurs
obstacles techniques subsistent cependant. Toujours sur le plan théorique, il serait
souhaitable de se débarrasser ensuite des hypothèses H1 et H2 introduites pour
l’analyse du calcul des coefficients.

Du point de vue pratique, notre code doit devenir plus robuste, plus rapide, et
coller de plus près à l’algorithme théorique. Cela permettra de pousser plus loin les
expériences (assez minimales !) présentées ici, et de l’appliquer à des besoins comme
le tracé des graphes apparaissant dans le DDMF déjà mentionné au chapitre 2. Nous
espérons en diffuser prochainement une version utilisable par autrui.

9.7 Perspectives 205



degré d borne R ‖y− p‖∞ ‖y− p∗‖ log10 /R ‖y−p‖∞

30 2,0 · 10−47 3,4 · 10−52 3,4 · 10−52 4,8

(a) ex/2

x+ 16
√ 60 7,3 · 10−97 1,9 · 10−97 1,9 · 10−97 0,58

90 4,4 · 10−141 1,2 · 10−141 1,1 · 10−142 0,57

30 7,8 · 10−41 5,9 · 10−44 5,6 · 10−44 3,1

(b) 3 cosx− sin x

2
60 4,5 · 10−99 8,7 · 10−103 8,5 · 10−103 3,7

90 3,5 · 10−164 3,0 · 10−168 3,0 · 10−168 4,1

30 1,5 · 10−7 4,1 · 10−8 2,8 · 10−8 0,57

(c) e 1/(1+2x2) 60 2,6 · 10−15 7,3 · 10−16 4,9 · 10−16 0,56
90 3,2 · 10−23 9,0 · 10−24 6,0 · 10−24 0,56

Tableau 9.1. Qualité des bornes validées par une variante de l’algorithme 9.32 pour les
problèmes de l’exemple 9.37. La colonne ‖y − p‖∞ indique la véritable erreur maximale
entre l’approximant p et la fonction y (celle-là même qu’on peut lire sur les graphes de la
figure 9.3). La colonne ‖y − p∗‖∞ donne une valeur approchée de l’erreur commise par le
meilleur approximant de degré d de y, calculée grâce à Sollya [52].

Enfin, à un peu plus long terme, il serait naturel d’examiner les généralisa-
tions possibles aux développements sur d’autres familles de polynômes orthogonaux,
notamment le reste de la classe des polynômes de Gegenbauer. Autre question inté-
ressante : à quelle complexité peut-on aboutir pour traiter l’analogue de la question 9.1
dans le cas des équations différentielles non linéaires ? On peut s’attendre à une
algorithmique différente, fondée sur la méthode de Newton et non sur une relation
de récurrence, mais certaines idées de ce chapitre demeurent peut-être applicables.
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