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Introduction gØnØrale

L’Ølectrodynamique quantique en cavitØ est le domaine d’Øtude qui s’in-
tØresse au couplage lumiŁre-matiŁre dans un rØgime oø la nature quantique
des excitations joue un rôle prØpondØrant[1]. Le systŁme ØtudiØ est formØ de
deux sous-systŁmes en interaction : le champ ØlectromagnØtique d’une part, un
ensemble de particules chargØes d’autre part. Il est intØressant de remarquer
que cette interaction est en fait au coeur mŒme de l’Ølectrodynamique clas-
sique. Les Øquations de Maxwell nous disent en e�et que les particules char-
gØes constituent les sources du champ ØlectromagnØtique tandis que ce champ
exerce lui mŒme des forces sur les particules. On s’attend donc à ce que les
Øtats quantiques et les Øvolutions de ces deux sous-systŁmes soit fondamenta-
lement intriquØs. Dans l’espace libre, on sait que les propriØtØs radiatives d’un
atome sont dØterminØes par son couplage aux continuum de modes du champ
ØlectromagnØtique du vide. On peut dire que cet atome est alors habillØ par le
nuage de photons virtuels qui l’entoure. PrØparØ dans un Øtat excitØ, l’atome
va retourner dans son Øtat fondamental par Ømission spontanØe et irrØversible
de photons quasi-rØsonants avec la transition correspondante, le couplage aux
autres modes Øtant quant à lui responsable du "Lamb shift", dØplacement des
niveaux d’Ønergie de l’atome [1, 2]. Il s’agît du rØgime perturbatif (ou couplage
faible) de l’Ølectrodynamique quantique, essentiellement rØgie par la rŁgle d’or
de Fermi.

Dans les annØes 50, Purcell a montrØ que le taux d’Ømission spontanØe pou-
vait Œtre fortement in�uencØ en modi�ant les conditions aux limites du champ
ØlectromagnØtique à l’aide de miroirs ou cavitØ[3]. Ces conditions aux limites
modi�ent en e�et l’amplitude des �uctuations du vide, dont les travaux prØ-
curseurs de Feynman ont permis de comprendre l’in�uence sur les propriØtØs
radiatives des atomes[2]. L’idØe fondatrice de l’Ølectrodynamique quantique en
cavitØ est alors de contrôler ces propriØtØs en modi�ant l’amplitude des �uc-
tuations du vide couplØes aux excitations atomiques et en plaçant ces derniers
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à l’intØrieur d’une cavitØ optique.

Au cours des derniŁres dØcennies, ces expØriences ont progressivement Øvo-
luØ vers des couplages lumiŁre-matiŁre de plus en plus importants, tout en
augmentant de façon spectaculaire le temps de stockage des photons à l’in-
tØrieur de la cavitØ [4�8]. Ceci a permis d’atteindre le rØgime de couplage
fort oø l’interaction lumiŁre-matiŁre donne naissance à un transfert d’Ønergie
quasi-rØversible entre atomes et photons, dominant complŁtement les proces-
sus dissipatifs incohØrents [9�11]. Dans le langage de l’information quantique,
les atomes et la cavitØ forment des qubits de grande durØe de vie dont l’in-
teraction mutuelle permet de contrôler e�cacement le processus d’intrication,
propriØtØ fondamentale nØcessaire à la rØalisation de calculs quantiques. En
outre, la force de ces expØriences d’Ølectrodynamique quantique en cavitØ rØ-
side dans la grande simplicitØ des systŁmes ØtudiØs, o�rant non seulement la
possibilitØ de tester directement les postulats de la mØcanique quantique en la-
boratoire, mais aussi de les pousser dans leur retranchement en manipulant des
superpositions d’Øtats quantiques mØsoscopiques contenant un grand nombre
d’excitations [1, 12, 13]. Ces expØriences fondamentales permettent d’explo-
rer la frontiŁre entre les mondes classique et quantique, dØvoilant peu à peu
les phØnomŁnes de dØcohØrence responsables du con�nement des phØnomŁnes
quantiques à l’Øchelle microscopique dans la plupart des cas.

Une des questions qui vient naturellement à l’esprit peut Œtre formulØe de la
façon suivante : tout d’abord, existe-t-il une limitation fondamentale à l’aug-
mentation du couplage lumiŁre-matiŁre ? et ensuite, augmenter le couplage
peut-il conduire à la dØcouverte de nouveaux rØgimes de l’Ølectrodynamique
quantique ?

Si la premiŁre de ces questions reste toujours ouverte à l’heure actuelle,
l’utilisation de systŁmes de matiŁre condensØe dans ce type d’expØrience à
fourni une rØponse positive à la deuxiŁme. Dans ce cas, il apparait en e�et
des excitations collectives, cohØrentes, impliquant un nombre macroscopique
de porteurs de charge. Tout comme dans les systŁmes atomiques possØdant
un spectre discret, ces excitations Ølectron-trou peuvent naitre dans les so-
lides lorsque les niveaux ou bandes d’Ønergie sont "gapØes" les unes des autres.
C’est par exemple le cas pour les excitations inter-bandes [14�16] et inter-
sousbandes [17, 18] dans les semiconducteurs. Cette propriØtØ permet en fait
d’augmenter considØrablement le couplage lumiŁre-matiŁre, jusqu’à atteindre
un rØgime oø la frØquence de Rabi du vide, quanti�ant l’intensitØ de l’interac-
tion devient comparable à la frØquence de la transition Ølectronique. Dans ce
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rØgime appelØ couplage ultrafort, l’Øtat fondamental du systŁme prØsente des
propriØtØs non-conventionnelles comme l’existence d’un nombre d’excitations
photoniques et Ølectroniques non-nul [17]. En modulant les paramŁtres du sys-
tŁme de façon non-adiabatique, ces excitations peuvent alors Œtre relâchØes à
l’extØrieur, d’une maniŁre analogue à ce qui a ØtØ prØdit dans le cadre de l’e�et
Casimir dynamique[18�20]. En raison de leur caractŁre collectif, les excitations
Ølectroniques sont bien dØcrites par des modes bosoniques lorsque leur nombre
reste su�samment faible par rapport au nombre total d’Øtats pouvant Œtre im-
pliquØs dans la transition considØrØe. Le principe d’exclusion de Pauli est alors
contournØ, et l’on peut dire grossiŁrement que la fermionicitØ des excitations
ØlØmentaires est diluØe par le nombre considØrable d’Øtats pouvant donner lieu
à des transitions de mŒme Ønergie.

Parmi les systŁmes possØdant des bandes d’Ønergie gapØes les unes des
autres et contenant de nombreux Øtats à la mŒme Ønergie, on peut naturelle-
ment citer l’exemple du systŁme à e�et Hall quantique entier. En e�et, les ni-
veaux de Landau hautement dØgØnØrØs et sØparØs par le gap cyclotron peuvent
servir de support aux excitations collectives ØvoquØes prØcØdemment. Celles ci
ayant ØtØ dØjà largement explorØes dans le contexte des interactions de Cou-
lomb, on peut maintenant se demander si elles sont susceptibles de donner
naissance à un couplage ultrafort avec les modes optiques de la cavitØ ? Dans
le cadre d’un couplage de nature dipolaire Ølectrique, on peut d’ailleurs ren-
forcer cet argument en remarquant que le dipôle associØ au mouvement relatif
des Ølectrons augmente lorsque l’on diminue l’intensitØ du champ magnØtique.
C’est donc aussi la possibilitØ de contrôler le gap cyclotron au moyen de ce
champ magnØtique qui nous incite à considØrer la perspective d’un couplage
ultrafort dans ce type de systŁme. Peut-on s’attendre à un tel couplage dans
le rØgime des hauts facteurs de remplissage ?

En outre, les mØthodes non-perturbatives basØes sur la bosonisation des
champs de Fermi ont trouvØ un Øcho particulier dans les systŁmes à e�et Hall
quantique entier[21, 22]. Des travaux datant de la �n des annØes 90 ont en
e�et montrØ que l’on pouvait rØduire le problŁme d’Ølectrons bidimensionnels
sous champ magnØtique à N problŁmes unidimensionnels chiraux 1, un pour
chaque centre d’orbite, les transitions entre niveaux de Landau Øtant simple-
ment caractØrisØs par la donnØe d’un entier m [21]. De façon analogue au
modŁle de Tomonaga-Luttinger pour le problŁme unidimensionnel [23, 24], il

1. La chiralitØ se rØfŁre ici au fait que la direction du mouvement des Ølectrons est imposØe
par le champ magnØtique.
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est alors possible de donner une description des champs de fermions en terme
de fonctions analytiques d’opØrateurs bosoniques, permettant ainsi de calcu-
ler les di�Ørentes observables du systŁme de façon non-perturbative[25]. On
comprend maintenant que si l’interaction lumiŁre-matiŁre dans ce type de sys-
tŁme est su�samment forte, nous disposerons alors d’un arsenal de mØthodes
analytiques permettant non seulement une Øtude approfondie des propriØtØs
optiques liØes au couplage ultrafort, mais aussi de mettre en Øvidence comment
la prØsence d’une cavitØ peut in�uencer les e�ets physiques inhØrents aux sys-
tŁmes à e�et Hall Quantique. Plus de trente ans aprŁs la dØcouverte des e�ets
Hall quantique entier[26] et fractionnaire[27], ces systŁmes continuent en e�et
de susciter l’engouement de la communautØ tant au niveau expØrimental que
thØorique, tØmoignant du fait que ces derniers n’ont certainement pas encore
livrØ tous leurs secrets. En particulier, des progrŁs technologiques considØ-
rables permettent aujourd’hui d’obtenir des Øchantillons à trŁs haute mobilitØ,
ouvrant la voie à une meilleure rØsolution expØrimentale, mais Øgalement à
l’exploration d’autres phØnomŁnes auparavant masquØs par le dØsordre liØ à la
fabrication des hØtØrostructures semiconductrices.

Parmi les dØveloppements rØcents de la physique à deux dimensions, com-
ment ne pas citer l’exemple du graphŁne et ses fameux fermions de Dirac...
DŁs les annØes 40, Wallace avait calculØ la structure de bande du graphŁne et
montrØ un comportement semi-mØtallique inhabituel dans ce type de matØriau
[28]. Il a cependant fallu attendre jusqu’en 2004 pour que Geim et Novoselov
parviennent à isoler une couche monoatomique d’atomes de carbone et à la ca-
ractØriser sans ambiguitØs [29]. À partir de là, un nombre impressionnant d’ar-
ticles ont vu le jour [30], prØdisant de nombreuses propriØtØs inhabituelles allant
du paradoxe de Klein [31] jusqu’à l’e�et Hall quantique relativiste [32, 33] en
passant par le "Zitterbewegung" qui se manifeste lorsque l’on cherche à con�-
ner les Ølectrons de Dirac[34]. En outre, la possible existence de transitions de
phases quantiques a rØcemment fait l’objet de plusieurs travaux thØoriques.
Dans une transition de phase quantique, les �uctuations quantiques entre en
compØtition avec l’ordre du systŁme, et des symØtries peuvent alors Œtre spon-
tanØment brisØes à tempØrature nulle [35]. En introduisant une distorsion du
rØseau selon un axe donnØ par l’une des liaisons covalentes, on peut par exemple
caractØriser une transition de phase topologique semi-mØtal/isolant de bande
en variant le paramŁtre associØ à cette distorsion. La symØtrie Ølectron-trou
est brisØe 2, les points de Dirac collapsent et un gap s’ouvre au niveau de Fermi

2. Dans ce cas, il ne s’agit pas d’une brisure spontanØe de symØtrie. La transition corres-



9

[36]. On peut Øgalement citer certaines prØdictions concernant l’apparition de
phases non-triviales provoquØe par le dØsordre [30].

Le premier chapitre de ce manuscrit sera consacrØ à des rappels concer-
nant l’Ølectrodynamique quantique en cavitØ. Nous dØtaillerons les passages
clØs et tenterons de donner un aperçu de l’Øtat de l’art dans ce domaine de
recherche. En particulier, nous verrons comment distinguer prØcisØment les dif-
fØrents rØgimes couplage, et comment ces derniers peuvent Œtre mis en Øvidence
expØrimentalement.

Dans le deuxiŁme chapitre, nous considØrerons un gaz d’Ølectrons bidimen-
sionnel soumis à un champ magnØtique perpendiculaire et placØ à l’intØrieur
d’une cavitØ. AprŁs avoir passØ en revue les di�Ørents ordres de grandeur et
interactions rØsiduelles, nous verrons que ce systŁme peut atteindre un rØgime
de couplage ultrafort inØdit oø l’intensitØ de l’interaction lumiŁre-matiŁre peut
Œtre contrôlØe par le facteur de remplissage des niveaux de Landau. Nous dØri-
verons microscopiquement l’expression du Hamiltonien du systŁme en prØsence
des interactions de Coulomb, pour ensuite le diagonaliser au moyen d’une
transformation de Hop�eld-Bogoliubov gØnØralisØe. Nous �nirons ce chapitre
en discutant les rØsultats obtenus et caractØriserons les excitations (magnØto-
polaritons) du systŁme.

Le chapitre 3 sera consacrØ à la mise en Øvidence expØrimentale de nos
prØdictions thØoriques qui a ØtØ e�ectuØe à L’ETH de Zürich au cours de ma
thŁse. Nous prØsenterons les spectres d’absorption obtenus par spectroscopie
de transmission tØrahertz, et dØtaillerons le modŁle qui nous a servi à dØcrire
ces donnØes.

Dans le quatriŁme et dernier chapitre, nous montrerons que le couplage
ultrafort peut Øgalement Œtre atteint dans le graphŁne, mais que les propriØtØs
inhabituelles des excitations de basse Ønergie donnent lieu à des prØdictions
physiques en cavitØ trŁs di�Ørentes de celle obtenues pour les fermions massifs
du semiconducteur. En particulier, nous verrons que le systŁme peut subir une
transition de phase quantique pilotØe par le facteur de remplissage des niveaux,
changeant les propriØtØs du vide quantique qui devient deux fois dØgØnØrØ au
dessus du point critique.

pondante est du premier ordre.
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Chapitre 1

Introduction à l’Ølectrodynamique
quantique en cavitØ

Dans ce premier chapitre, nous proposons une introduction gØnØrale aux
concepts qui seront utilisØs tout au long de ce manuscrit. Nous commencerons
par des rappels concernant la description quantique du champ ØlectromagnØ-
tique libre, qui nous permettront de donner un sens prØcis à ce que l’on appelle
communØment "le champ du vide". En considØrant un ensemble de particules
chargØes placØes à l’intØrieur d’une cavitØ optique, nous verrons comment le
champ du vide associØ se couple à ces particules, et dØ�nirons le rØgime de
couplage fort de l’Ølectrodynamique quantique en cavitØ. Nous montrerons que
ce rØgime est convenablement dØcrit par le Hamiltonien de Jaynes-Cummings
[37] et donnerons quelques exemples de rØalisations expØrimentales, parmi les-
quelles �gurent les cØlŁbres oscillations de Rabi du vide. Pour �nir, nous in-
troduirons le rØgime de couplage "ultrafort" atteint dans les semiconducteurs
grâce au couplage collectif des dipôles, et dont dØcoulent certaines propriØtØs
inhabituelles de l’Øtat fondamental du systŁme couplØ. Quelques unes des expØ-
riences pionniŁres ayant dØmontrØ l’existence de ce rØgime de couplage seront
donnØes à titre d’exemple.
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1.1 Le champ ØlectromagnØtique libre

Commençons par rappeler les principales propriØtØs du champ libre.

1.1.1 Variables indØpendantes en jauge de Coulomb

Nous utiliserons dans ce manuscrit le systŁme d’unitØs gaussiennes dans
lequel on prend conventionnellement 4��0 � 1 de façon à ce que la charge Ølec-
trique puisse Œtre exprimØe en fonction des unitØs fondamentales de longueur
(cm), masse (g) et temps (s). Notons que dans ce systŁme d’unitØs, les champs
Ølectrique et magnØtique ont alors les mŒmes dimensions physiques. En l’ab-
sence de sources, les champs Ølectrique E(r; t) et magnØtique B(r; t) obØissent
aux Øquations de Maxwell

r � E(r; t) = 0 (1.1)
r �B(r; t) = 0 (1.2)

r� E(r; t) = �
1
c
@B(r; t)
@t

(1.3)

r�B(r; t) =
1
c
@E(r; t)
@t

: (1.4)

En rØØcrivant ces Øquations dans l’espace de Fourier engendrØ par les ondes
planes eiq�r, on peut sØparer les parties longitudinale (projection sur q=jqj)
et transverse (perpendiculaire à q) des champs. Les Øquations (1.1) et (1.2)
impliquent alors que les champs Ølectrique et magnØtique sont purement trans-
verses. En mØcanique quantique, il est nØcessaire de considØrer les potentiels
U et A reliØs aux champs E et B par les Øquations

E(r; t) = �rU(r; t)�
1
c
@A(r; t)
@t

et B(r; t) = r�A(r; t): (1.5)

Les champs sont alors invariants dans la transformation de jauge

A0(r; t) = A(r; t) + r�(r; t) (1.6)

U 0(r; t) = U(r; t)�
1
c
@�(r; t)
@t

(1.7)

associØe à la fonction �. Dans ce manuscrit, nous travaillerons en jauge de
Coulomb (r � A(r; t) = 0) dans laquelle la partie longitudinale du potentiel
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vecteur s’annule. D’aprŁs (1.5), on voit que le potentiel U est constant en tout
point de l’espace, i.e. U(r; t) = cste. Les variables indØpendantes du champ en
jauge de Coulomb correspondent donc avec les parties transverses du potentiel
vecteur et du champ Ølectrique, respectivement notØes A(r; t) et E(r; t).

1.1.2 Quanti�cation canonique

ConsidØrons une boîte de volume V = LxLyLz oø Lj dØsigne la longueur
de la boîte dans la direction j (j = x; y; z). Nous rappelons ici la procØdure de
quanti�cation du champ ØlectromagnØtique dans cette boîte. Notons que dans
ce manuscrit, le champ ØlectromagnØtique sera dØcrit comme un champ quan-
tique possØdant une dynamique propre et non comme un champ classique dont
la dØpendance temporelle est imposØe de l’extØrieur. Supposons tout d’abord
une dØcomposition modale de la forme

E(r; t) =
X

q;j

eEq;j(t)uq;j(r)ej; B(r; t) =
X

q;j

eBq;j(t)uq;j(r)ej; (1.8)

oø l’indice q se rØfŁre aux di�Ørents modes du champ. On doit alors dØtermi-
ner les fonctions uq;j(r) = uq(r) �ej formant une base complŁte et orthogonale,

Z
dr u�q(r) � uq0(r) = �q;q0 ;

X

q

u�q(r) � uq(r0) = �(r� r0): (1.9)

Il est clair que la forme de ces fonctions dØpend des symØtries du sys-
tŁme. Dans l’espace libre (invariance par translation dans les trois directions
de l’espace), la dØcomposition prØcØdente n’est autre qu’une transformation de
Fourier et l’indice modal q correspond au vecteur d’onde q, i.e.

uq;j(r) � uq(r) =
1
p
V
eiq�r j = x; y; z: (1.10)

Les conditions aux limites pØriodiques dans les trois directions de l’espace
imposent la quanti�cation du vecteur d’onde q selon

q �
�

2�nx
Lx

;
2�ny
Ly

;
2�nz
Lz

�
; (1.11)

avec nx; ny; nz 2 Z. Les Øquations de Maxwell nous permettent alors de
dØterminer la dØpendance temporelle des variables eEq;j(t) = eEq;je�i!qt et
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eBq;j(t) = eBq;je�i!qt. Notons que la frØquence !q des modes vØri�e la rela-
tion de dispersion !q = cjqj correspondante à la propagation du champ dans
le vide. En combinant les variables eEq;j(t) et eBq;j(t), on peut introduire un
nouveau jeu de variables normales que l’on remplace par des opØrateurs bq;j(t)
et byq;j(t) suivant la mŒme Øvolution temporelle. En reprØsentation de Schrö-
dinger, l’opØrateur champ Ølectrique admet �nalement la reprØsentation

E(r) = i
X

q;j

E!qej
h
bq;juq(r)� byq;ju

�
q(r)

i
; (1.12)

oø la constante de normalisation E!q sera dØterminØe à la �n de cette sec-
tion. Ce champ Øtant transverse, il est commode de choisir un vecteur unitaire
eq;3 dans la direction de propagation q et deux autres vecteurs unitaires eq;1 et
eq;2 perpendiculaires entre eux et contenus dans le plan perpendiculaire à eq;3.
Cette transformation n’est rien d’autre qu’un passage dans le systŁme de coor-
donnØes sphØriques et se traduit par la relation eq;� =

P
j O�;jej (� = 1; 2; 3)

avec

O =

0

@
cos �q cos�q cos �q sin�q � sin �q

� sin�q cos�q 0
sin �q cos�q sin �q sin�q cos �q

1

A ; (1.13)

et q = jqj (sin �q cos�qex + sin �q sin�qey + cos �qez). On peut alors in-
troduire de nouveaux opØrateurs bosoniques aq;� =

P
j O�;jbq;j et ayq;� =

P
j O�;jb

y
q;j tels que [aq;�; ayq0;�0 ] = �q;q0��;�0 , qui nous permettent d’exprimer

la partie transverse des champs comme

E(r) = i
X

q;�

E!qp
V

�
aq;�eiq�r � ayq;�e

�iq�r� eq;� (1.14)

A(r) =
X

q;�

A!qp
V

�
aq;�eiq�r + ayq;�e

�iq�r� eq;� (1.15)

B(r) = i
X

q;�

A!qp
V

�
aq;�eiq�r � ayq;�e

�iq�r�q� eq;�; (1.16)

avec A!q = cE!q=!q. La transversalitØ du champ Ølectrique implique que
aq;3 = 0. Par consØquent, l’indice � peut prendre deux valeurs correspondantes
à deux polarisations indØpendantes � = 1; 2. Un Øtat quantique du champ libre
est caractØrisØ par la donnØe du couple (q; �).
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Figure 1.1.1 � SchØma du triŁdre (eq;1; eq;2; eq;3) servant de base à la reprØ-
sentation des Øtats du champ ØlectromagnØtique quantique. Le vecteur d’onde
q est dirigØ selon eq;3, et les di�Ørents modes ont leur composantes dans le
plan contenant les deux vecteurs eq;1 et eq;2.

1.1.3 Le champ du vide

L’espace des Øtats total du champ est le produit tensoriel des espaces des
Øtats associØs à chaque mode (q; �), ces di�Ørents espaces Øtant quant à eux
engendrØs par les Øtats de Fock jnq;�i oø nq;� 2 N dØsigne le nombre d’oc-
cupation du mode correspondant. L’opØrateur aq;� (ayq;�) dØtruit (crØe) une
excitation du champ dans le mode (q; �) et agit sur les Øtats de Fock selon

aq;� jnq;�i = pnq;� jnq;� � 1i (1.17)
ayq;� jnq;�i =

p
nq;� + 1 jnq;� + 1i : (1.18)

L’Øtat fondamental du champ libre j0i =
N

q;� j0q;�i appelØ champ du vide
s’Øcrit donc comme le produit tensoriel des Øtats j0q;�i dØ�nis par la relation
aq;� j0q;�i = 0. A l’aide des equations (1.14) et (1.16), le Hamiltonien du champ
libre peut Œtre exprimØ en fonction des opØrateurs aq;� et ayq;� selon

Hray =
1

8�

Z
dr
�
E2(r) + B2(r)

�
=
X

q;�

E2
!q

2�

�
ayq;�aq;� +

1
2

�
: (1.19)
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En prenant E!q =
p

2�~!q, ce hamiltonien s’identi�e �nalement à celui
d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques indØpendants, les modes de vibration
(ou excitations) associØs Øtant appelØs photons :

Hray =
X

q;�

~!q

�
ayq;�aq;� +

1
2

�
: (1.20)

On peut notamment vØri�er en utilisant la relation (1.14) que la valeur
moyenne du champ Ølectrique du vide est nulle en tout point de l’espace :
h0jE(r)j0i = 0. En revanche, on montre facilement que

h0jE2(r)j0i =
X

q;�

2�~!q

V
; (1.21)

ce qui signi�e que la variance du champ Ølectrique du vide est non-nulle.
L’Øtat fondamental du champ ØlectromagnØtique possŁde donc une Ønergie de
point zero. En outre, on voit directement d’aprŁs (1.21) que l’on peut aug-
menter l’amplitude des �uctuations associØes à chaque mode en diminuant le
volume de con�nement V du champ.

1.2 Le rØgime de couplage fort

Maintenant que nous avons à notre disposition une description quantique
du champ ØlectromagnØtique du vide, nous allons nous intØresser au couplage
entre ce champ et un ensemble de particules chargØes.

1.2.1 Le champ ØlectromagnØtique en prØsence de sources

ConsidØrons un systŁme globalement neutre composØ de particules non rela-
tivistes, sans spin, de masses e�ectivesm� et de charges q�, localisØes autour de
l’origine dans une cavitØ de volume V . Le milieu e�ectif entourant les charges
est supposØ non magnØtique et caractØrisØ par sa permittivitØ diØlectrique re-
lative �. Dans ce cas, les Øquations de Maxwell (1.1) et (1.2) deviennent

r � E(r; t) =
4��(r; t)

�
(1.22)

r�B(r; t) =
1
c

�
@E(r; t)
@t

+ 4�j(r; t)
�
; (1.23)
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oø �(r; t) et j(r; t) dØsignent respectivement les densitØs de charge et de
courant associØes aux particules. L’Øquation (1.22) implique que la partie lon-
gitudinale du champ E(r; t) prend la forme

�
1
�

Z
dr �(r0; t)r

1
jr� r0j

; (1.24)

et coïncide donc avec le champ de Coulomb associØ à la distribution de
charge �(r; t) au mŒme instant. En comparant alors les Øquations (1.5) et (1.24),
on peut Øcrire le potentiel U sous la forme

U(r; t) =
1
�

Z
dr

�(r0; t)
jr� r0j

; (1.25)

et l’on constate qu’en prØsence de sources, les rØsultats de la section 1.1
restent valables à la di�Ørence prŁs que le potentiel U n’est plus Øgal à zero
et s’identi�e avec le potentiel Coulombien crØe par la distribution de charge
�(r0; t). Pour cette raison, on appellera dØsormais VC � q�U(r; t), l’Ønergie
d’interaction Coulombienne entre les particules.

1.2.2 Hamiltonien standard en jauge de Coulomb

La dynamique du systŁme particules+champ du vide peut Œtre dØduite du
hamiltonien [38]

H =
X

i

1
2m�

�
pi �

q�

c
A(ri)

�2

+ V(ri) + VC +Hray (1.26)

obtenu à partir du Lagrangien standard Øcrit en fonction des variables
indØpendantes du systŁme total et des moments conjuguØs correspondants.
A(r) reprØsente le potentiel vecteur transverse du champ ØlectromagnØtique
donnØ par l’Øquation (1.15) multipliØe par le facteur 1=

p
�. Ce hamiltonien

fait Øgalement intervenir les opØrateurs associØs aux deux variables conjuguØes
des particules vØri�ant les relations de commutation [r;p] = i~. Remarquons
qu’en jauge de Coulomb, les opØrateurs associØs aux particules commutent
avec ceux associØs au champ de telle sorte que [p;A] = 0. En dØveloppant le
premier terme de (1.26), on peut alors sØparer plusieurs contributions. La pre-
miŁre,

P
i

p2
i

2m� +V(ri)+VC, correspond au hamiltonien dØcrivant la dynamique
propre du systŁme de particules composØ de l’Ønergie cinØtique, d’un potentiel
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V(r) quelconque dØpendant du systŁme considØrØ 1 ainsi que de l’interaction
Coulombienne entre les particules.

Outre l’Ønergie Hray du champ libre, le terme q�
m�cp �A(r) dØcrit le couplage

entre les degrØs de libertØ du champ et ceux associØs aux particules. Notons
en�n que le terme q�2

2m�c2 A2(r) ne dØpend que des degrØs de libertØs du champ
ØlectromagnØtique mais fait directement intervenir les paramŁtres m� et q� des
particules. En considØrant un seul mode du champ du vide de frØquence ! on
peut alors remarquer que q�2

2m�c2 A2(r) � q�2E2
!

2m��!2 , et ce terme s’interprŁte �nale-
ment comme l’Ønergie cinØtique d’une particule de charge q� et de masse m�

vibrant dans le champ Ølectrique du vide E! de frØquence !. Par analogie avec
la thØorie du diamagnØtisme 2, ce terme est souvent appelØ terme diamagnØ-
tique ou simplement terme A2. Si il est clair que l’on peut nØgliger ce terme
par rapport au terme de couplage linØaire dans le cas oø l’amplitude des �uc-
tuations du vide est petite (lorsque le volume de la cavitØ est trŁs grand devant
les dimensions caractØristiques du systŁme de particules), ce n’est en gØnØral
pas le cas de l’Ølectrodynamique quantique en cavitØ oø l’on cherche justement
à augmenter l’amplitude de ces �uctuations 3. Nous verrons au chapitre 2 et
4 que ce terme joue en fait un rôle crucial en Ølectrodynamique quantique en
cavitØ.

1.2.3 Hamiltonien dipolaire Ølectrique

On peut toutefois trouver une autre reprØsentation un peu plus intuitive du
hamiltonien (1.26). Supposons tout d’abord que les particules sont localisØes
autour de l’origine dans une rØgion d’extension spatiale petite devant la dis-
tance caractØristique de variation des champs. Dans ce cas, on peut remplacer
A(r) par A(0) dans le hamiltonien (1.26) 4 et restreindre la sommation sur les

1. V(r) peut par exemple dØcrire le potentiel crØe par les noyaux atomiques si l’on consi-
dŁre un systŁme constituØ d’atomes ou encore le potentiel cristallin dans le cas d’un solide.

2. Dans le cas oø l’on nØglige les variations spatiales de A (voir section 1.2.3), ce terme
peut Œtre rØØcrit comme q�2

8m�c2 (B�r)2, responsable de l’apparition d’un moment magnØtique
opposØ au champ magnØtique B.

3. Le terme diamagnØtique peut Øgalement dominer le terme de couplage dans le cadre
d’un problŁme de di�usion (processus à deux photons ou plus). Ce terme apparait en e�et
dans les amplitudes de transition au premier ordre de la thØorie des perturbations alors que
le terme de couplage n’apparait lui qu’au deuxiŁme ordre.

4. En dØveloppant les champs en puissance de q � r, cette approximation consiste à ne
retenir que les termes d’ordre le plus bas � jrj ce qui lui a donnØ le nom d’approximation
dipolaire.
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modes q du champ aux seuls modes de grande longueur d’onde 5. E�ectuons
maintenant une transformation unitaire dite de Göppert-Mayer [38] dØ�nie par
l’opØrateur de translation T = e�

i
~cd�A(0) oø d =

P
i q
�ri dØsigne le moment

dipolaire de la distribution de charges. Le hamiltonien dans le nouveau point
de vue est alors donnØ par la relation H0 = THT y. En utilisant (1.15) et (1.14),
on aboutit �nalement à

H0 =
X

i

p2
i

2m�
+ V(ri) + VC � d � E(0) +Hray +Hdip; (1.27)

oø Hdip =
P

q;�
2�
�V (d �eq;�)2 reprØsente un terme d’Ønergie propre dipolaire.

Dans cette reprØsentation, le couplage lumiŁre-matiŁre est donc dØcrit par le
seul terme �d �E(0) qui s’interprŁte facilement. Comme en Ølectrodynamique
classique, ce dernier fait intervenir le moment dipolaire de la distribution de
charges dans la direction du champ ainsi que le champ Ølectrique pris au ba-
rycentre de la distribution. Cette transformation Øtant unitaire, elle ne change
Øvidement pas les prØdictions physiques, et les spectres des deux hamiltoniens
H et H0 sont donc identiques. Notons que cet argument reste valable ordre
par ordre dans le cadre de la thØorie des perturbations mais ne fonctionne
plus en gØnØral si l’on se restreint à dØcrire la dynamique du systŁme dans des
sous-espaces de l’espace de Hilbert total [38, 39]. On doit alors choisir de façon
phØnomØnologique la reprØsentation donnant les prØvisions physiques les plus
proches de la rØalitØ.

1.2.4 Cas d’un systŁme à deux niveaux, modŁle de Jaynes-
Cummings

ConsidØrons maintenant un systŁme simple constituØ d’un atome globale-
ment neutre et d’un mode du champ ØlectromagnØtique d’Ønergie ~! (section
1.1.2). Nous choisissons alors un mode quasi-rØsonant avec la transition entre
l’Øtat fondamental et le premier Øtat excitØ de l’atome. Dans ce cas, le couplage
a essentiellement lieu entre le mode et les deux niveaux d’Ønergie considØrØs, si
bien que l’on peut modØliser l’atome par un simple systŁme à deux niveaux (ou
qubit) jgi et jei avec les Ønergies Eg et Ee = Eg + ~!0. L’image physique est
celle d’un Ølectron de charge q� � �e et de masse m� � m0

6 pouvant transiter

5. Remarquons que cette restriction fournie un cuto� naturel nous permettant de soigner
les divergences apparaissant dans l’expression de certaines observables.

6. m0 dØsigne la masse d’un Ølectron "nu".
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entre ces deux Øtats en interagissant avec les photons con�nØs au sein de la
cavitØ.

Figure 1.2.1 � Illustration d’une expØrience typique d’Ølectrodynamique quan-
tique en cavitØ. Un atome à deux niveaux jgi et jei interagit avec les �uctua-
tions du vide d’une cavitØ optique constituØe de deux miroirs parallŁles. L’in-
teraction est quanti�Øe par la frØquence de Rabi du vide 
. La cavitØ subit des
pertes photoniques à un taux cav tandis que les Ølectrons de l’atome oscillants
entre les Øtats jgi et jei perdent leur cohØrence à un taux el. La �gure est
adaptØe de la rØfØrence [40].

Pour simpli�er la discussion, nous considØrons que le mode du champ se
propage dans la direction x (� = 0, � = 0) et qu’il est polarisØ dans la direction
� = 1. En posant a(y)

q;1 � a(y) et en utilisant l’Øquation (1.14), le terme de
couplage dipolaire d � E(0) prend la forme

�i
r

2�~!
�V

deg [jgi hej+ jei hgj]
�
a� ay

�
(1.28)

dans la base des Øtats jgi et jei. deg = �hej ex jgi reprØsente l’ØlØment de
matrice du dipôle 7. En laissant de côtØ le terme Coulombien VC, la partie du
hamiltonien contenant l’Ønergie cinØtique et le potentiel V(r) se met simple-
ment sous la forme Eg jgi hgj+Ee jei hej. En prenant comme zØro d’Ønergie Eg
pour l’atome et l’Ønergie de point zero ~!=2 pour le mode du champ, on peut
alors rØØcrire le hamiltonien (1.27) comme

H0 = ~!0 jei hej+ ~!aya+ i~
 [jgi hej+ jei hgj]
�
ay � a

�
; (1.29)

7. En supposant que les Øtats jgi et jei ont une symØtrie sphØrique, les ØlØments de matrice
diagonaux hgj d jgi et hej d jei sont nuls.
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oø la constante de couplage 
 =
q

2�!
~�V deg est appelØe frØquence de Rabi du

vide. Dans cette base, le couplage lumiŁre-matiŁre fait apparaître deux types de
termes. Les termes jgi hej ay et jei hgj a dØcrivent des processus oø l’atome, ini-
tialement dans son Øtat fondamental, peut absorber un photon à l’Ønergie ~!0

et ainsi passer dans son Øtat excitØ. Il peut ensuite se dØsexciter en Ømettant
un photon à la mŒme Ønergie et retourner dans son Øtat fondamental. Classi-
quement, les photons con�nØs entre les parois de la cavitØ e�ectuent des allers
et retours donnant lieu à ces processus lors de chaque passage. Les deux autres
termes jgi hej a et jei hgj ay sont appelØs termes antirØsonants et dØcrivent des
processus oø l’atome transite de jgi (jei) à jei (jgi) en Ømettant (absorbant)
un photon d’Ønergie ~!. En utilisant la reprØsentation de Heisenberg, on peut
voir que ces termes oscillent à la frØquence !0 +! et sont donc fortement non-
rØsonants. En les nØgligeant, on tombe sur le hamiltonien de Jaynes-Cummings
[37]

HJC = ~!0 jei hej+ ~!aya+ i~

�
jgi hej ay � jei hgj a

�
: (1.30)

Lorsque le couplage est nul (
 = 0), les Øtats propres du systŁme sont
les Øtats produits tensoriels jg; ncavi et je; ncavi qui reprØsentent respective-
ment le systŁme à deux niveaux dans l’Øtat fondamental et dans l’Øtat excitØ,
avec ncav photons peuplant le mode du champ. Il est clair que ce hamiltonien
conserve le nombre total d’excitations Nexc = aya+ jei hej. Par consØquent, on
peut le diagonaliser dans chaque sous-espace caractØrisØ par un nombre d’ex-
citation donnØ, ces derniers Øtant engendrØs par les deux vecteurs jg; ncavi et
je; ncav � 1i. Dans le sous-espace caractØrisØ par un nombre de photons ncav,
on trouve les vecteurs propres

j+; ncavi = cos(�ncav) jg; ncavi+ i sin(�ncav) je; ncav � 1i (1.31)
j�; ncavi = i sin(�ncav) jg; ncavi+ cos(�ncav) je; ncav � 1i ; (1.32)

avec les Ønergies propres Encav;� = ~!ncav + ~�
2 �

~
2

p
4ncav
2 + �2, le dØsac-

cord � = !0�! et tan(2�ncav) = 2

p
ncav=�. Soulignons que ces "Øtats de Bell"

ne sont en gØnØral pas factorisables. A rØsonance exacte (� = 0, �ncav = �=4),
il y a intrication maximum entre le champ et l’atome :

j�; ncavi =
1
p

2
[jg; ncavi � je; ncav � 1i] : (1.33)
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Figure 1.2.2 � Niveaux d’Ønergie du hamiltonien de Jaynes-Cummings en
fonction du dØsaccord �. La forme hyperbolique des deux branches verte et
bleue est appelØe anticroisement de niveaux. Les lignes pointillØes noires cor-
respondent aux frØquences des excitations non couplØes. À rØsonance exacte
(� = 0), les deux branches sont sØparØes par le splitting 2~


p
ncav.
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Les niveaux d’Ønergie pour une valeur de ncav quelconque sont donnØs sur
la �gure 1.2.2. Cette forme hyperbolique est appelØe un anticroisement de
niveaux. A rØsonance, ces deux branches sont sØparØes par l’Øcart ØnergØtique
(ou splitting) 2~


p
ncav. Notons que dans ce cas, le couplage lumiŁre-matiŁre

ne modi�e pas l’Øtat fondamental jGi = jg; 0i du systŁme total qui s’Øcrit
comme le produit tensoriel du champ du vide et du systŁme à deux niveaux
dans l’Øtat jgi.

1.2.5 Oscillations de Rabi du vide et dissipation

À ce stade, il est intØressant de regarder l’Øvolution des Øtats propres dans le
sous-espace à un photon (ncav = 1), et calculer la probabilitØ de trouver l’atome
dans l’Øtat jei. Cette probabilitØ est donnØe par la relation Pe(t) = cos2(
t=2),
qui s’interprŁte en disant que l’atome e�ectue des cycles d’absorption et d’Ømis-
sion du photon à la frØquence de couplage, en transitant entre son Øtat fon-
damental et son Øtat excitØ. Ces cycles portent le nom d’oscillations de Rabi
du vide à un photon (�gure 1.2.4 b). Jusqu’ici, nous n’avons pas tenu compte
des phØnomŁnes dissipatifs qui pourraient a�ecter la mise en Øvidence expØri-
mentale de ce phØnomŁne. On voit qu’il apparaît en fait deux autres Øchelles
d’Ønergie cruciales dans ce problŁme. La premiŁre est le taux de pertes de
la cavitØ cav qui correspond classiquement au nombre d’allers et retours que
peut e�ectuer un photon avant d’Œtre absorbØ ou di�usØ par l’environnement
extØrieur. On ne pourra donc observer les oscillations de Rabi du vide que si

 > cav. En faisant intervenir le facteur de qualitØ Q du rØsonateur et en
introduisant la frØquence de couplage adimensionnØe 
=!, cette condition de-
vient 
Q

! � 1. La deuxiŁme Øchelle d’Ønergie est donnØe par le taux de pertes
atomique. Dans son Øtat excitØ, l’atome peut en e�et retourner dans son Øtat
fondamental via des processus autres que l’Ømission cohØrente d’un photon à
l’Ønergie ~!0. D’autres Øtats que jei et jgi peuvent par exemple Œtre impliquØs
dans des transitions à un ou plusieurs photons 8 de mŒme que l’atome peut
se dØsexciter en Ømettant des photons dans les autres modes du champ par
Ømission spontanØe. En dØsignant par el le taux de pertes radiatives et non-
radiatives, on peut alors ajouter la condition 
 > el. L’ensemble des deux
conditions prØcØdentes dØ�nit prØcisØment le rØgime de couplage fort (�gures
1.2.1 et 1.3.1). La frØquence de Rabi du vide doit Œtre su�samment grande

8. Dans le cas d’un solide, la di�usion inØlastique sur les impuretØs du rØseau ou encore
l’interaction avec les phonons constituent autant de sources de pertes durant les cycles
d’oscillations de Rabi.
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et/ou les pertes su�samment faibles pour pouvoir entrer dans ce rØgime de
couplage et ainsi rØsoudre spectroscopiquement le splitting des niveaux d’Øner-
gie. Or, nous avons vu que la frØquence de Rabi est proportionnelle au moment
dipolaire atomique et d’aprŁs l’Øquation (1.21), à la variance du champ Ølec-
trique du vide. On comprend donc la nØcessitØ d’utiliser à la fois un systŁme
Ølectronique dont le moment dipolaire est le plus grand possible (large orbite de
Bohr), mais Øgalement une cavitØ dont le volume su�samment faible permet
d’augmenter les �uctuations du vide.

1.2.6 RØalisations expØrimentales

Il est possible d’observer les oscillations de Rabi du vide dans une expØ-
rience de spectroscopie optique oø l’on s’intØresse au spectre de transmission
de la cavitØ contenant les atomes. Le rØgime de couplage fort a ainsi ØtØ atteint
pour la premiŁre fois en considØrant des atomes de CØsium traversant une ca-
vitØ mØtallique de type Fabry-Perot de trŁs petite taille (V � 0:01mm3) et de
grand facteur de qualitØ (Q � 105) [11] (�gure 1.2.3). Dans cette expØrience, la
raie de rØsonance entre l’Øtat fondamental et le premier Øtat excitØ est situØe
dans le proche infrarouge et vaut �Ce = 0:8�m. MalgrØ des temps de cohØrence
atomiques et photoniques relativement grands, le rayon typique de l’orbite de
Bohr est de l’ordre de 0:1nm ce qui limite le couplage obtenu à 


! � 10�9 (le
splitting reportØ est de l’ordre de 3MHz)[11].

Sur la �gure 1.2.4, nous avons reprØsentØ une autre expØrience dans la-
quelle les auteurs utilisent un jet d’atomes de Rydberg interagissant un à
un avec les photons d’une cavitØ supraconductrice de trŁs grand facteur de
qualitØ (Q � 108, ce qui correspond à un temps de stockage des photons de
l’ordre de 1ms) [12]. On considŁre alors la transition micro-ondes entre deux
Øtats excitØs de grand nombre quantique principal (N � 50) correspondant à
une frØquence de 50GHz. Dans cette expØrience, les taux de perte sont donc
extrŒmement faibles (le temps de cohØrence atomique peut lui aussi atteindre
plusieurs dizaines de millisecondes) ce qui permet de rØaliser des Øtats intriquØs
à plusieurs qubits, ou encore des Øtats quantiques mØsoscopiques (contenant
un grand nombre de photons), rØalisation expØrimentale du cØlŁbre chat de
Schrödinger [12]. ParallŁlement, les grands rayons de Bohr (� 250nm) mis en
jeu dans cette expØrience ont permis d’augmenter le couplage de deux ordres
de grandeur (


! � 10�7).
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Figure 1.2.3 � (a) Structure des Øtats propres de l’hamiltonien de Jaynes-
Cummings à rØsonance (! = !0). Le splitting des niveaux correspondants au
sous-espace ncav est donnØ par 2

p
ncav
. (b) Splitting des niveaux d’Ønergie

observØ par spectroscopie optique dans l’expØrience [11]. L’Øcart entre les deux
pics de rØsonance vaut 2
 (ncav = 1) et leur largeur est dØterminØe par les
taux de perte atomique et photonique. La �gure (b) est adaptØe de la rØfØrence
[11].

On pourrait bien sur imaginer d’autres systŁmes que des atomes pour faire
ces expØriences d’Ølectrodynamique quantique en cavitØ [41�44]. Les boîtes
quantiques semiconductrices constituent dŁs lors un exemple assez naturel du
fait de la nature discrŁte de leur spectre. On les appelle d’ailleurs pour cette
raison des atomes arti�ciels. Le rØgime de couplage fort a notamment ØtØ dØ-
montrØ en 2004 dans une cavitØ semiconductrice constituØe de micropiliers
comportant une couche mince de boîtes quantiques InGaAs. Pour une tran-
sition de longueur d’onde � = 0:9�m, les auteurs ont observØ un splitting de
33GHz ce qui correspond à 


! � 10�4 [43]. À la �n des annØes 80, l’avŁnement
de l’Ølectronique quantique a permis l’invention d’autres types d’atomes arti�-
ciels. L’utilisation de jonctions Josephson au sein d’un circuit Ølectrique permet
en e�et de crØer des systŁmes mØsoscopiques possØdant un spectre discret, cer-
tains pouvant Œtre dØcris par un systŁme à deux niveaux. L’intØgration de
ces "circuits quantiques" au sein d’une ligne de transmission supraconductrice
servant de rØsonateur peut alors permettre de rØaliser le modŁle de Jaynes-
Cummings [40, 45, 46].
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Figure 1.2.4 � (a) SchØma du dispositif expØrimental utilisØ dans la rØfØrence
[12]. Des atomes de Rydberg produits au point B traversent un à un une cavitØ
supraconductrice C pour Œtre �nalement dØtectØs au point D. L’image du haut
reprØsente la distribution du champ à l’intØrieur de la cavitØ (à gauche), ainsi
que les 3 niveaux d’Ønergie jouant un rôle important dans cette expØrience (à
droite). La transition rØsonante avec le champ est celle entre les Øtats jei et jgi
de frØquence 51:1GHz. (b) Oscillations de Rabi du vide. L’atome dans l’Øtat
jei entre dans la cavitØ oø il interagit avec le mode considØrØ. Pe reprØsente la
probabilitØ de dØtecter l’atome dans l’Øtat jei en fonction du temps. Les �gures
sont extraites des rØfØrences [12] et [13].



1.3. Le rØgime de couplage ultrafort 27

Remarque

Jusqu’ici, nous n’avons pas considØrØ les degrØs de libertØ internes des
particules. Il est toutefois possible de lever cette restriction en ajoutant aux
observables r et p l’opØrateur de spin S. En raison du moment magnØtique
Mi = gL q�

2m�cSi associØ à ce spin (gL est le facteur de LandØ intrinsŁque de la
particule i), un nouveau terme doit Œtre ajoutØ au hamiltonien (1.26) :

WS = �
X

i

Mi �B(ri): (1.34)

Ce dernier prend donc en compte le couplage des moments magnØtiques
de spin des particules avec les �uctuations du champ magnØtique du vide B.
Notons au passage que le rØgime de couplage fort entre un ensemble de spins et
une ligne de transmission supraconductrice à notamment ØtØ rØalisØ dans deux
expØriences rØcentes en considØrant des impuretØs magnØtiques [47] ou encore
des paires azote-lacune [48] dans le diamant. Nous reviendrons au chapitre 2
sur l’ordre de grandeur de ce couplage magnØtique dans le systŁme qui nous
intØresse.

1.3 Le rØgime de couplage ultrafort

Nous avons vu que le couplage fort de l’Ølectrodynamique quantique en
cavitØ est caractØrisØ lorsque la frØquence de Rabi du vide est supØrieure aux
pertes du systŁme. Dans cette section, nous allons voir que l’on peut à nouveau
distinguer deux rØgimes qualitativement di�Ørents en comparant la frØquence
de Rabi du vide à la frØquence de la transition.

1.3.1 E�et des termes antirØsonants

Revenons au hamiltonien (1.29) en considØrant les termes antirØsonants
nØgligØs dans la section prØcØdente. On peut alors remarquer que ces derniers
sont responsables d’un couplage entre les di�Ørents sous-espaces correspondant
à un nombre d’excitations total donnØ 9. Le fait de les nØgliger correspond à
l’approximation de l’onde tournante (RWA) valable lorsque 
=!0 � 1, ce qui
est le cas dans les expØriences de la section prØcØdente. À rØsonance (! = !0)
et en considØrant ces termes comme une perturbation W = i~
(jei hgj ay �
jgi hej a), on peut en e�et remarquer que le nouvel Øtat fondamental

9. Remarquons toutefois que la paritØ de ce nombre d’excitations reste conservØe.
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jGi = jg; 0i � i



2!0
je; 1i+O(


2

!2
0

); (1.35)

devient signi�cativement di�Ørent de jg; 0i lorsque 

!0
� 1. D’un point de

vue ØnergØtique, la prise en compte des termes antirØsonants conduit à un
dØplacement de la rØsonance / 
2

!0
appelØ dØplacement de Bloch-Siegert [49].

D’aprŁs (1.35), il est clair que le nouvel Øtat fondamental jGi est trŁs dif-
fØrent de jg; 0i au sens oø il contient un nombre d’excitations photoniques
et Ølectroniques non-nul. Sous l’e�et du couplage entre les di�Ørents sous-
espaces nombre, des excitations apparaissent spontanØment dans la cavitØ.
Il convient cependant de remarquer que ces photons du vide sont virtuels et
ne peuvent Œtre observØes qu’en modulant le couplage lumiŁre-matiŁre de fa-
çon non-adiabatique [17�19, 50]. L’ensemble de ces propriØtØs correspond au
rØgime de couplage ultrafort dØ�nit lorsque la frØquence de Rabi du vide de-
vient comparable à la frØquence de transition [17, 51]. Au regard des ordres
de grandeur donnØs dans la section prØcØdente, il est naturel de se demander
si cette situation peut vraiment Œtre rØalisØe en laboratoire. Avant de don-
ner quelques exemples pratiques dans les semiconducteurs, mentionnons que
l’Ølectrodynamique quantique des circuits supraconducteurs nous fournit une
premiŁre rØponse positive à cette question [52]. Le couplage ultrafort a en e�et
ØtØ observØ dans deux expØriences rØcentes utilisant un qubit de �ux couplØ
inductivement à un rØsonateur [53, 54]. Selon la gØomØtrie de ce rØsonateur, la
frØquence de Rabi du vide peut alors varier entre 5% et 12% de la frØquence
de transition. L’observation de ces valeurs considØrables est en fait dß à plu-
sieurs raisons. La premiŁre tient au fait que le couplage dØpend directement
du rapport entre la taille du dipôle atomique et la longueur typique du rØso-
nateur. Or, dans les expØriences d’Ølectrodynamique quantique en cavitØ, ce
rapport est naturellement trŁs faible (bornØ par la constante de structure �ne)
ce qui limite fortement la valeur de 


!0
. En revanche, la marge de manoeuvre

sur l’ajustement de ces deux paramŁtres en Ølectrodynamique quantique des
circuits est plus importante. La deuxiŁme raison tient au fait que le calcul
de cette constante de couplage fait naturellement apparaître le rapport entre
l’Ønergie de charge et l’Ønergie Josephson [55]. En fonction du dispositif utilisØ,
ce rapport peut alors devenir important ce qui augmente la valeur du couplage.
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Figure 1.3.1 � On peut distinguer les di�Ørents rØgimes de couplage en
fonction de la valeur relative de la frØquence de Rabi du vide 
. Lorsque

 < cav; el, la dynamique de population des niveaux d’Ønergie atomiques est
irrØversible, il s’agit du couplage faible. Lorsque 
 > cav; el, on a un Øchange
quasi-rØversible d’Ønergie entre l’atome et les photons de cavitØ correspondant
au rØgime de couplage fort. Si la frØquence de Rabi du vide devient comparable
à la frØquence de la transition elle-mŒme, on passe alors en rØgime de couplage
ultrafort oø les termes antirØsonants ne peuvent plus Œtre nØgligØs et conduisent
à la prØsence de photons virtuels dans l’Øtat fondamental du systŁme total.

1.3.2 Couplage collectif et Øtat de l’art dans les semicon-
ducteurs

D’une façon gØnØrale, il existe un e�et collectif permettant d’augmenter
la frØquence de Rabi du vide de façon trŁs importante. Si l’on considŁre un
nombre N d’atomes couplØs au mŒme mode de cavitØ, la constante de cou-
plage (tout comme le splitting des niveaux d’Ønergie) est multipliØe par un
facteur

p
N . On peut alors dØcrire le systŁme comme un spin �ctif collec-

tif couplØ à un oscillateur harmonique 10. Dans le cas oø N est su�samment
grand, les excitations Ølectroniques sont d’une nature trŁs di�Ørentes de celle
du modŁle de Jaynes-Cummings. Il est clair que pour un seul systŁme à deux
niveaux, le principe de Pauli assure le caractŁre fermionique des excitations.
En revanche, les excitations du systŁme composØ de N qubits sont collectives
et crØØes par des superpositions du type

PN
i=1

1p
N
jeii hgji (voir annexe A.3).

Si l’on considŁre un Øtat contenant un nombre nel d’excitations de ce type, on
s’attend à ce que les e�ets dus au principe de Pauli soient d’ordre nel=N , et
donc nØgligeables dans la limite thermodynamique. Par consØquent, ces modes

10. la gØnØralisation du modŁle de Jaynes-Cummings au cas de N systŁmes à deux niveaux
s’appelle le modŁle de Tavis-Cummings [56].
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correspondent à des excitations bosoniques dans la limite diluØe nel � N (oø
de façon Øquivalente N ! 1). Tout comme en matiŁre condensØe oø ce sont
ces excitations cohØrentes qui minimisent l’Ønergie d’interaction Coulombienne
à longue portØe (voir section 2.2.3), ces mŒmes modes minimisent l’Ønergie de
couplage au champ de cavitØ et Ømergent ainsi du continuum des excitations
incohØrentes (appelØes modes noirs en optique quantique).

Figure 1.3.2 � ReprØsentation des niveaux d’Ønergie des excitations "nues"
dans un modŁle de Jaynes-Cummings collectif (modŁle de Tavis-Cummings) :
N systŁmes à deux niveaux sont couplØs au mŒme mode bosonique. Les excita-
tions Ølectroniques consistent en des superpositions cohØrentes d’excitations in-
dividuelles, bosoniques dans la limite thermodynamique N � 1. Si l’on suppose
que le mode de cavitØ est homogŁne spatialement, seule la superposition symØ-
trique (facteur de phase 1 8i 2 [1;N ]) appelØe mode "brillant" est couplØe au
champ ØlectromagnØtique. Lorsque l’on branche l’interaction lumiŁre-matiŁre,
les Ønergies de ces deux modes sont dØplacØes d’une quantitØ proportionnelle à
~

p
N .

Remarquons que le couplage entre chacun des N atomes et le champ n’est
jamais parfaitement cohØrent. Outre les processus ØvoquØs dans la section 1.2.5,
les mouvements relatifs de ces atomes ainsi que les inhomogØnØitØs du champ
ØlectromagnØtique sont autant de processus qui vont a�ecter les phases rela-
tives des dipôles et dØtruire les phØnomŁnes que nous venons d’esquisser. Si à
cause de ces perturbations, la dØcohØrence entre atomes est totale, les interfØ-
rences vont se brouiller et les grandeurs ØnergØtiques seront simplement Øgales
à N fois celles du modŁle de Jaynes-Cummings.

On comprend dŁs lors l’intØrŒt d’utiliser un systŁme contenant un nombre
macroscopique de porteurs de charges, ce qui permet d’augmenter la frØquence
de Rabi du vide tout en ayant une longueur de cohØrence su�samment im-



1.3. Le rØgime de couplage ultrafort 31

portante. L’exemple le plus naturel est alors le solide cristallin dans lequel la
longueur de cohØrence (essentiellement limitØe par la di�usion avec les phonons
du rØseau) peut dans certains cas devenir de l’ordre de la taille de l’Øchantillon
(� mm). Dans ce cas, on s’attend à ce que la frØquence de Rabi soit proportion-
nelle à la racine carrØe de la densitØ Ølectronique. Lorsque les bandes d’Øner-
gie sont gapØes, c’est à dire si les Ølectrons peuvent transiter d’une bande à
l’autre avec une frØquence �nie, on est alors en mesure d’augmenter le couplage
lumiŁre-matiŁre de façon importante en jouant sur le dopage de la structure.

Cette idØe à notamment ØtØ appliquØe au cas des semiconducteurs, en
considØrant la transition entre les deux premiŁres sous-bandes de la bande
de conduction couplØe à un mode de cavitØ [57�59]. Dans ce type de systŁmes,
la frØquence de transition est situØe dans l’infrarouge et les temps de cohØ-
rence sont typiquement trŁs faibles (les facteurs de qualitØ sont de l’ordre de
10 � 1000 pour des temps d’amortissement Ølectroniques � 10 � 100ps). En
revanche, N est un nombre macroscopique ce qui permet d’obtenir des dipôles
collectifs trŁs grands.

On peut notamment citer l’exemple de la rØfØrence [57] oø les auteurs uti-
lisent une rØgion active constituØe de 70 puits quantiques GaAs dopØs d’une
largeur de 6:5nm, sØparØs par des barriŁres AlGaAs de 8nm. Le dopage est
choisi de telle sorte que seule la premiŁre sous-bande est remplie, la deuxiŁme
demeurant complŁtement vide. La transition "intersousbande" correspondante
a une frØquence � 30THz et la constante de couplage mesurØe est de l’ordre
de 10% de cette frØquence de transition. Cette expØrience a permis de mettre
clairement en Øvidence les contributions dues à la prØsence des termes antirØso-
nants et du terme diamagnØtique, et constitue ainsi la premiŁre dØmonstration
expØrimentale du rØgime de couplage ultrafort de l’Ølectrodynamique quan-
tique en cavitØ (�gure 1.3.4).

La plus grande valeur de couplage obtenue dans ce type de systŁme est don-
nØe dans l’article [59]. Le systŁme est alors constituØ d’une structure contenant
25 puits quantiques GaAs/AlGaAs dopØs et couplØs à un mode d’une boîte op-
tique (le con�nement du champ a lieu dans les trois directions) de trŁs petite
taille (�gure 1.3.5). Dans cette expØrience, la transition intersousbande a une
Ønergie de 3THz pour un splitting reportØ valant 48% de cette frØquence de
transition (


! � 0:24). Dans le chapitre 3, nous verrons qu’il est possible de
dØpasser cette valeur en considØrant la transition cyclotron entre deux niveaux
de Landau consØcutifs couplØe à un rØsonateur opØrant Øgalement dans le tØ-
rahertz.
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Figure 1.3.3 � (a) Puits quantique semiconducteur avec deux sous-bandes
d’Ønergie E1 et E2. (b) Dispersion parabolique des deux sous-bandes en fonc-
tion du vecteur d’onde dans le plan (mouvement libre). Les �Łches schØmatisent
la polarisation qui apparaît entre les deux sous-bandes lors de l’interaction avec
les photons de cavitØ. (c) Structure à multi-puits quantiques utilisØe dans l’ex-
pØrience [59], placØe entre deux miroirs mØtalliques (plaques jaunes) con�nant
le champ dans la direction z. Le con�nement dans les deux autres directions
est dß à la discontinuitØ d’impØdance entre l’air et le GaAs. (d) Image du rØ-
seau de "patch cavities" mØtal-diØlectrique-mØtal utilisØ dans l’expØrience [59]
obtenue par microscopie Ølectronique. Les quatre �gures sont extraites de la
rØfØrence [59].
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Figure 1.3.4 � (a) SchØma du dispositif expØrimental utilisØ dans la rØfØrence
[57]. En variant l’angle d’incidence de la sonde, on peut reconstruire la dis-
persion des excitations en fonction du vecteur d’onde des modes de cavitØ.
(b) Dispersion des deux modes propres ("Lower Polariton" et "Upper Pola-
riton"). La courbe rouge en pointillØs correspond à l’Ønergie des excitations
calculØe en nØgligeant les termes antirØsonants. La courbe en pointillØs bleus
reprØsente quant à elle l’Ønergie des excitations en nØgligeant les termes antirØ-
sonants ainsi que le terme diamagnØtique (voir section 1.2.2). En�n, la courbe
noire correspond au spectre du hamiltonien complet sur laquelle se superpose
les points expØrimentaux. Les �gures sont extraites de la rØfØrence [57].
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Figure 1.3.5 � (a) Splitting des niveaux d’Ønergie en fonction de la frØquence
plasma (proportionnelle à la densitØ d’Ølectrons dans la premiŁre sous-bande).
Les triangles rouges reprØsentent les points expØrimentaux correspondants au
mode collectifs induit par la partie longue portØe des interactions de Coulomb
(plasmon intersousbande). (b) FrØquences des deux modes propres !UP et !LP

("Upper Polariton" et "Lower Polaritons") en fonction de la frØquence de rØ-
sonance de la cavitØ. Les points bleus correspondent aux points expØrimentaux
et les lignes bleues aux prØdictions thØoriques. L’existence de la bande inter-
dite ("Polariton Gap") est due à la prØsence du terme diamagnØtique (voir
chapitres 2 et 3). Les deux �gures sont extraites de la rØfØrence [59].
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Une autre expØrience rØcente a permise d’aller encore plus loin dans l’ex-
ploration du rØgime de couplage ultrafort [58]. Les auteurs ont ici considØrØ
une rØgion active constituØe de 50 puits quantiques GaAs non dopØs sØparØs
par des barriŁres AlGaAs. Dans ce cas, seule la bande de valence est com-
plŁtement remplie et l’idØe consiste à utiliser une impulsion laser ultracourte
(� 12fs) rØsonante avec la transition entre le haut de la bande de valence et
la premiŁre sous-bande de la bande de conduction. Ce processus permet ainsi
de contrôler la population d’Ølectrons de la premiŁre sous-bande, Ølectrons qui
vont ensuite e�ectuer des transitions entre les deux sous-bandes en interagis-
sant avec les photons de cavitØ (la cavitØ est accordØe pour que le mode du
champ soit rØsonant avec la transition intersousbande considØrØe). Ce dispo-
sitif a non seulement permis de caractØriser les excitations lumiŁre-matiŁre
sur une large plage allant du couplage faible au couplage ultrafort, atteignant
entre autre un rapport de couplage 


!0
� 0:1, mais Øgalement de mettre en

Øvidence le fait que les nouvelles excitations issues du couplage ultrafort ap-
paraissent instantanØment aprŁs que la pompe ait promu les Ølectrons dans
la premiŁre sous-bande. Plus prØcisØment, ces excitations apparaissent aprŁs
un temps plus court que la pØriode d’oscillation du champ Ølectrique associØ
aux photons de cavitØ (� 37fs). Il est donc possible d’allumer ou d’Øteindre
l’interaction lumiŁre-matiŁre sur un temps de l’ordre de 10fs, ce qui pourrait
permettre d’observer les photons du vide relâchØs dŁs lors que le nouvel Øtat
fondamental jGi n’est plus Øtat propre du systŁme 11 (�gure 1.3.6).

Maintenant que nous avons dØ�ni les concepts clØs qui entrent en jeu en
Ølectrodynamique quantique en cavitØ et donnØ quelques exemples parmi les
expØriences pionniŁres de ce domaine, nous sommes dØsormais en mesure de
passer à la description du premier systŁme qui va nous intØresser dans ce ma-
nuscrit. Nous verrons alors que l’on peut prØdire un couplage lumiŁre-matiŁre
ultrafort dont dØcoulent certaines des propriØtØs non-conventionnelles que nous
avons ØvoquØes au cours de ce chapitre.

11. Lorsque l’interaction est Øteinte, l’Øtat fondamental du systŁme est donnØ par jg; 0i
qui ne contient aucun photon.
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Figure 1.3.6 � (a) Structure contenant 50 puits quantiques GaAs non-dopØs
sØparØs par des barriŁres AlGaAs, et placØe à l’intØrieur d’un guide d’onde
planaire fonctionnant par rØ�exion totale interne aux interfaces. Le schØma de
la structure de bande ("CB" pour la bande de conduction et "VB" pour la bande
de valence) montre comment la transition Ølectronique entre les deux premiŁres
sous-bandes j1i et j2i (de longueur d’onde �12 = 11:3�m) est activØe par une
impulsion laser de � 12fs dans le proche infrarouge (� = 0:8�m) (faisceau
rouge), et dont le rôle est de peupler le niveau j1i. La transition intersousbande
est rØsonante avec le mode TM (moyen infrarouge) se propageant à un angle
� = 65�. (b) Spectre de rØ�ectivitØ mesurØ à tempØrature ambiante en changeant
le �ux � de l’impulsion de contrôle à travers l’Øchantillon. Les minima de
rØ�ectivitØ indiquent les excitations du systŁme. Pour � = 0, seul le mode de
photons "nus" est observØ. (c) Splitting des excitations en fonction du �ux �.
Les points expØrimentaux sont dessinØs en rouge tandis que la courbe noire
dØsigne les simulations numØriques incluant les termes antirØsonants. Lorsque
� = �0 (densitØ maximum d’Ølectrons peuplant la premiŁre sous-bande), le
rapport de couplage correspond à 


! � 0:1. Figures extraites de la rØfØrence
[58].



Chapitre 2

Couplage ultrafort de la transition
cyclotron aux modes optiques d’un
rØsonateur, le cas des
semiconducteurs

Ce chapitre prØsente une dØrivation microscopique du hamiltonien de cou-
plage entre le gaz d’Ølectrons bidimensionnel du puits quantique semiconduc-
teur, et les modes optiques d’une cavitØ planaire. Dans la premiŁre section, nous
commencerons par des rappels concernant le puits quantique GaAs/AlGaAs,
ainsi que la quanti�cation de Landau apparaissant dans le plan en prØsence
d’un champ magnØtique perpendiculaire. Nous introduirons ensuite les argu-
ments physiques permettant de prØvoir l’existence du couplage ultrafort dans
ce systŁme, dresserons un aperçu des autres Øchelles d’Ønergie et commente-
rons les e�ets d’Ølargissement de la rØsonance cyclotron induits par le dØsordre.
Avec ces considØrations qualitatives en tŒte, nous serons alors en mesure de
nous consacrer à la dØrivation proprement dite du hamiltonien de couplage
lumiŁre-matiŁre en prØsence des interactions de Coulomb. Nous montrerons
explicitement que ce systŁme peut entrer en rØgime de couplage ultrafort avec
les modes de la cavitØ, et diagonaliserons numØriquement le hamiltonien total à
l’aide d’une transformation de Hop�eld-Bogoliubov gØnØralisØe. Nous commen-
terons pour �nir les di�Ørents rØsultats obtenus, dont la plupart sont exposØs
dans l’article [60].
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2.1 Quanti�cation de Landau d’un gaz d’Ølec-
tron bidimensionnel

Dans cette premiŁre section, nous rappelons les di�Ørents rØsultats relatifs
aux propriØtØs du puits quantique semiconducteur, ainsi qu’à la quanti�cation
de Landau du gaz d’Ølectron bidimensionnel en prØsence d’un champ magnØ-
tique perpendiculaire.

2.1.1 Le puits quantique GaAs

Le puits quantique GaAs/AlGaAs est un type particulier d’hØtØrostructure
parmi les plus utilisØs de nos jours [25]. Il est constituØ d’une couche mince de
GaAs de largeur lQW possØdant un faible gap de bande, pris entre deux couches
de AlGaAs de gap plus grand. Dans une telle structure, les Ølectrons sont libres
de ce dØplacer dans le plan (xOy) mais soumis à un potentiel V(z) qui les
con�ne dans la direction de croissance z, au sein de la couche intermØdiaire.
Le modŁle le plus simple consiste alors à choisir le potentiel de con�nement
comme :

V(z) =

(
0 pour � lQW=2 < z < lQW=2
+1 partout ailleurs

: (2.1)

En raison de la prØsence du rØseau cristallin sous-jacent et des interactions
Coulombiennes, la masse des Ølectrons dans une telle structure est renorma-
lisØe. Cette masse e�ective mesurØe dans le GaAs vaut m� � 0:067m0 oø m0

dØsigne la masse d’un Ølectron nu. L’Ønergie d’un Ølectron est donc quanti�Øe
dans la direction z en di�Ørentes sous-bandes indexØes par un entier positif j,
et disperse de façon quadratique en fonction du vecteur d’onde q dans le plan :

Eq;j =
j2�2~2

2m�l2QW
+

~2q2

2m�
: (2.2)

Pour un Øchantillon de surface S, les fonctions d’onde associØes sont donnØes
par  q;j(r; z) = 1p

S
eiq�r�j(z) avec

�j(z) =

8
<

:

q
2

lQW
cos
h
j�z
lQW

i
j impair

q
2

lQW
sin
h
j�z
lQW

i
j pair

(2.3)



2.1. Quanti�cation de Landau d’un gaz d’Ølectron bidimensionnel39

Figure 2.1.1 � (a) ReprØsentation schØmatique d’un puits quantique
GaAs/AlGaAs. Les acronymes "BV" et "BC" se rØfŁrent respectivement aux
Bandes de Valence et de Conduction. Les fonctions d’onde des trois premiers
niveaux d’Ønergie sont reprØsentØs dans la bande de conduction du GaAs. (b)
SchØma des bandes d’Ønergie dans un puits quantique. Les deux semiconduc-
teurs n’ont pas le mŒme gap entre leur bandes de valence et de conduction.
Le niveau de Fermi du GaAs est plus bas que celui de AlGaAs, situØ au ni-
veau des dopants rØcepteurs. Les Ølectrons des sites rØcepteurs peuvent alors
migrer dans la premiŁre sous-bande du GaAs en laissant des charges positives
sur ces sites. La prØsence de ces charges a pour e�et de courber la structure de
bandes au voisinage des interfaces. Finalement, il se forme un gaz d’Ølectrons
bidimensionnel au niveau des interfaces. Notons que la courbure de bande peut
Œtre calculØe de façon auto-consistante en rØsolvant l’Øquation de Schrödinger
dans le cadre d’une approximation de champ moyen.
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et r, le vecteur position dans le plan. Si la largeur lQW du puits est su�-
samment petite (typiquement de l’ordre de quelques dizaines de nanomŁtres),
la di�Ørence d’Ønergie entre les deux premiŁres sous-bandes peut devenir beau-
coup plus grande que l’Ønergie de Fermi associØe au mouvement dans le plan.
Dans ce cas, les Ølectrons provenant du dopage de la structure remplissent la
premiŁre sous-bande tandis que toutes les autres restent vides 1. Le gaz d’Ølec-
tron est alors purement bidimensionnel et l’Ønergie associØe au mouvement
selon z est une simple constante qui peut Œtre nØgligØe. Il s’agit prØcisØment de
la situation envisagØe dans ce manuscrit. D’aprŁs la forme du potentiel (2.1),
on voit clairement que la partie du hamiltonien dØcrivant le mouvement selon
z commute avec celle dØcrivant le mouvement dans le plan. Nous traiterons
donc ces deux parties indØpendamment.

2.1.2 Trajectoires classiques dans le plan

ConsidØrons un Ølectron sans spin, de charge �e et de masse m� se dØ-
plaçant dans le plan en prØsence d’un champ magnØtique statique B0 = Bez.
On introduit le potentiel vecteur A0 dØ�nit par la relation B0 = r�A0. Le
Lagrangien du systŁme s’obtient par le couplage minimal [61]

L(r; _r) =
1
2
m� _r2 �

e
c
A0(r) � _r; (2.4)

et satisfait aux Øquations d’Euler-Lagrange

d
dt
@L
@ _x
�
@L
@x

= 0 et
d
dt
@L
@ _y
�
@L
@y

= 0: (2.5)

En introduisant la frØquence cyclotron !0 = eB
m�c et avec la dØ�nition du

potentiel vecteur, les Øquations du mouvement (2.5) s’intŁgrent selon :

_x = �!0(y � Y ); _y = !0(x�X); (2.6)

oø R = (X; Y ) est une constante du mouvement. On peut maintenant
e�ectuer le changement de variable � = r � R qui nous permet d’Øcrire les
Øquations du mouvement pour la nouvelle variable, ��x = �!2

0�x et ��y = �!2
0�y.

Finalement, les coordonnØes de la trajectoire classique sont donnØs par

1. Il y a bien sur une condition analogue concernant les excitations thermiques.



2.1. Quanti�cation de Landau d’un gaz d’Ølectron bidimensionnel41

x(t) = X + r cos(!0t+ �) et y(t) = Y + r sin(!0t+ �); (2.7)

Figure 2.1.2 � Trajectoire classique d’un Ølectron dans un champ magnØtique.
R correspond aux coordonnØes du centre de guidage et � à celles du mouvement
relatif.

et le mouvement de l’Ølectron peut donc se dØcomposer en un mouvement
circulaire de rayon j�j autour du centre de guidage R qui est une constante
du mouvement. � correspond à l’angle formØ entre l’axe (Ox) et le vecteur
r(t = 0) � R. Les moments conjuguØs relatifs aux coordonnØes x et y sont
donnØs par

px =
@L
@ _x

= m� _x�
e
c
A0x et py =

@L
@ _y

= m� _y �
e
c
A0y; (2.8)

oø les deux couples de variables conjuguØes (x; px) et (y; py) vØri�ent les
relations de commutation canoniques. A partir des vitesses donnØes par l’Øqua-
tion (2.6), on peut introduire un jeu de moments invariants de jauge :

�x � m� _x = px +
e
c
A0x; �y � m� _y = py +

e
c
A0y: (2.9)

En e�ectuant une transformation de Legendre sur le Lagrangien (2.4), on
peut alors Øcrire le hamiltonien du systŁme comme
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H = _x
@L
@ _x

+ _y
@L
@ _y
� L =

1
2m�

�
�2
x + �2

y
�
; (2.10)

qui d’aprŁs l’Øquation (2.6) ne dØpend que des seules coordonnØes relatives
�x et �y. Comme attendu, ce hamiltonien peut Œtre obtenu directement à partir
du hamiltonien libre p2

2m� à B = 0 en e�ectuant le couplage minimal standard
p ! �. Avant de passer au traitement quantique du problŁme, rappelons les
di�Ørents choix de jauge possibles pour le potentiel vecteur A0.

2.1.3 Invariance de jauge

En examinant la dØ�nition du potentiel vecteur, on constate que ce dernier
n’est dØ�nit qu’à une transformation de jauge prŁs. En e�et, la transformation

A00(r)! A0(r) +r�(r); (2.11)

oø �(r) est une fonction quelconque de r ne change pas le champ magnØ-
tique B0. Les deux jauges les plus frØquemment utilisØes sont la jauge de Lan-
dau 2 A0(r) = Bxey et la jauge symØtrique A0(r) = 1

2B0� r. Remarquons que
la jauge est choisie uniquement pour des raisons de commoditØ de calcul. Par
exemple, la jauge de Landau est invariante par translation dans la direction y
et paraît donc appropriØe pour Øtudier des systŁmes possØdant cette symØtrie.
Évidement, les rØsultats physiques demeurent eux complŁtement indØpendants
de ce choix.

2.1.4 Quanti�cation canonique, niveaux de Landau

Mouvement relatif

Le formalisme prØcØdent nous permet d’introduire naturellement la quan-
ti�cation canonique en remplaçant les variables dynamiques du systŁme par
des opØrateurs vØri�ant les rŁgles de commutation

[x; px] = [y; py] = i~ et [x; y] = [px; py] = [x; py] = [y; px] = 0: (2.12)

En introduisant la longueur cyclotron l0 =
q

~c
eB , on voit facilement que les

moments conjuguØs (2.9) vØri�ent les relations de commutation invariantes de
jauge

2. On peut tout aussi bien faire le choix A0(r) = �Byex.
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[�x;�y] = �i
�

~
l0

�2

et [�x;�x] = [�y;�y] = 0: (2.13)

Cette relation montre que les composantes de la vitesse ne commutent pas
en prØsence d’un champ magnØtique perpendiculaire. D’autre part, la forme
du hamiltonien (2.10) nous incite à choisir les deux moments �x et �y comme
premiŁre paire de variables conjuguØes, et nous fait Øgalement remarquer qu’il
s’agît d’un oscillateur harmonique à une dimension. On introduit donc un jeu
d’opØrateurs d’Øchelle associØs à l’Ønergie :

dr =
l0

~
p

2
(�y + i�x) =

1
l0
p

2
(�x � i�y)

dyr =
l0

~
p

2
(�y � i�x) =

1
l0
p

2
(�x + i�y) ; (2.14)

qui nous permettent de rØØcrire le hamiltonien (2.10) sous la forme bien
connue :

H = ~!0

�
dyrdr +

1
2

�
: (2.15)

Le spectre est donc constituØ d’une in�nitØ de niveaux rØguliŁrement es-
pacØs dont l’Ønergie est quanti�Øe par un entier naturel N , valeur propre de
l’opØrateur nombre dyrdr, i.e.

EN = ~!0

�
N +

1
2

�
: (2.16)

Ces niveaux d’Ønergie sont appelØs niveaux de Landau et l’on dØsignera
dans la suite par le terme transition cyclotron, la transition Ølectronique entre
deux niveaux de Landau consØcutifs sØparØs par l’Ønergie ~!0.

Mouvement du centre de guidage

Le problŁme considØrØ Øtant bidimensionnel, il nous manque donc une
deuxiŁme paire de variables conjuguØes pour prendre en compte tous les de-
grØs de libertØ du systŁme et ainsi dØterminer son spectre complet. Dans la
section (2.1.2), nous avons vu que les Øquations du mouvement font intervenir
les constantes X et Y correspondant aux coordonnØes du centre de guidage de
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Figure 2.1.3 � Niveaux de Landau d’un gaz d’Ølectrons bidimensionnel en prØ-
sence d’un champ magnØtique perpendiculaire. Ces niveaux sont Øquidistants
(sØparØs par l’Ønergie ~!0) et macroscopiquement dØgØnØrØs en raison du mou-
vement associØ aux centres de guidages.

la trajectoire classique. On s’attend donc en mØcanique quantique à ce que les
opØrateurs correspondants vØri�ent les relations de commutations [X;H] = 0,
[Y;H] = 0, signi�ants que les valeurs propres associØes sont de bons nombres
quantiques. Toutefois, l’existence du champ magnØtique implique que ces deux
variables ne commutent plus. En utilisant (2.9) et (2.6), les positions des centres
de guidage s’expriment en e�et comme

X = x�
l20
~

�y; Y = y +
l20
~

�x; (2.17)

et vØri�ent la relation de commutation Øgalement invariante de jauge

[X; Y ] = il20: (2.18)

AprŁs s’Œtre assurØ des relations [X;�j] = [Y;�j] = 0 (j = x; y), il parait
dØsormais naturel de choisir les composantes X et Y associØes à la position du
centre de guidage comme deuxiŁme paire de variable conjuguØes, et de dØ�nir
les opØrateurs d’Øchelle correspondants
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dc = �
1

l0
p

2
(X + iY ) ; dyc = �

1
l0
p

2
(X � iY ) : (2.19)

Physiquement, la non-commutativitØ de ces deux constantes du mouvement
est liØe au fait que l’invariance par translation est partiellement brisØe [25]. Si
les Øtats propres de H ne sont plus invariants sous l’action du gØnØrateur des
translations T = (Tx � px; Ty � px), on peut nØanmoins considØrer le systŁme
comme invariant sous l’action du groupe des translations magnØtiques gØnØrØ
par les opØrateurs

Tx =
~
l20
Y et Ty = �

~
l20
X; (2.20)

vØri�ant les rŁgles de commutations

[x; Tx] = [y; Ty] = i~; [y; Tx] = [x; Ty] = 0; et [Tx; Ty] = i
~2

l20
: (2.21)

La derniŁre relation de l’Øquation (2.21) implique que les deux composantes
du gØnØrateur des translations magnØtiques ne peuvent pas Œtre simultanØment
spØci�Øes. En outre, la relation de commutation Øquivalente (2.18) implique que
les deux composantes de la position du centre de guidage vØri�ent une relation
d’incertitude de type Heisenberg �X�Y & l20[61]. ConsidØrons un Øchantillon
macroscopique de surface S = LxLy, oø Lx et Ly dØsignent respectivement les
longueurs de cet Øchantillon dans les directions x et y. On voit donc que dans
un niveau de Landau donnØ (pour un Øtat de mouvement relatif donnØ), chaque
Øtat associØ aux di�Ørents centres de guidage occupe une surface minimale. Les
Ølectrons Øtant des fermions obØissants au principe de Pauli, le nombre de ces
Øtats ou la dØgØnØrescence d’un niveau de Landau N sera proportionnelle au
rapport macroscopique S=l20. En introduisant le quantum de �ux �0 = hc=e,
ainsi que � = BS le �ux du champ magnØtique à travers la surface S, on voit
que N / �

�0
et la dØgØnØrescence est donc donnØe par le nombre de quanta

de �ux qui pØnŁtrent dans l’Øchantillon pour un champ magnØtique externe
donnØ. Si l’on considŁre maintenant un nombre N2DEG = �2DEGS d’Ølectrons
prØsents dans le systŁme, ces derniers vont remplir successivement tous les
Øtats croissants en Ønergie jusqu’au niveau de Fermi. On peut alors dØ�nir le
facteur de remplissage � = N2DEG

N qui reprØsente prØcisØment le nombre de



46
Chapitre 2. Couplage ultrafort de la transition cyclotron aux
modes optiques d’un rØsonateur, le cas des semiconducteurs

niveaux de Landau remplis. A densitØ �xØe, lorsque l’on diminue la valeur
du champ, la dØgØnØrescence des niveaux de Landau ainsi que l’espacement
~!0 entre ces niveaux diminuent Øgalement. Il en rØsulte que le facteur de
remplissage augmente. Nous verrons dans la suite que ce paramŁtre joue un rôle
prØpondØrant lorsque l’on s’intØresse au systŁme composØ d’un gaz d’Ølectron
bidimensionnel sous champ magnØtique perpendiculaire couplØ à un rØsonateur
optique.

2.1.5 Fonctions d’onde

Rappelons ici l’expression des fonctions d’onde dans les deux jauges les plus
frØquemment utilisØes.

Jauge de Landau

En jauge de Landau, le potentiel vecteur ne possŁde qu’une composante
que l’on choisit comme A0(r) = Bxey. L’Øquation de Schrödinger s’Øcrie donc

�
�

~2�
2m�

+ !0xpy +
1
2
m�!2

0x
2
�
 (r) = E (r): (2.22)

Remarquons que le hamiltonien de l’Øquation prØcØdente ne dØpend pas
de y et que seule l’impulsion py y apparaît. Cette propriØtØ d’invariance par
translation dans la direction y nous permet alors d’Øcrire les solutions de (2.22)
sous la forme factorisØe :

 k(r) =
1
p
L
e�iky�k(x): (2.23)

En injectant cette solution dans (2.22), nous obtenons l’Øquation suivante
vØri�Øe par la fonction �k(x) :

�
p2
x

2m�
+

1
2
m�!2

0
�
x� kl20

�2
�
:�k(x) = E�k(x): (2.24)

Il s’agit bien là de l’Øquation d’un oscillateur harmonique à une dimen-
sion avec comme position d’Øquilibre la quantitØ kl20. Cette Øquation admet les
solutions :

�N;k(x) =
1

p
2NN !l0

p
�
e
�

(x�kl20)2

2l20 HN

�
x� kl20
l0

�
: (2.25)
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Figure 2.1.4 � Module carrØ de la fonction d’onde j N;k(r)j2 dans la jauge de
Landau pour N = 5. Cette fonction est dØlocalisØe dans la direction y mais
exponentiellement localisØe dans la direction x. Le trait blanc en pointillØs cor-
respond à la position d’Øquilibre X = kl20.

Le nombre quantique N se rØfŁre toujours au niveaux de Landau et HN

dØsigne le polynôme d’Hermite d’ordre N . Ces fonctions sont donc dØlocalisØes
dans la direction y et exponentiellement localisØes dans la direction x avec
une extension spatiale de l’ordre de l0

p
2N . L’indice k correspond lui aux

valeurs propres de py qui coïncide dans cette jauge avec le gØnØrateur Ty des
translations selon y. En appliquant des conditions aux limites pØriodiques dans
cette direction, on trouve immØdiatement que les valeurs de k sont quanti�Øes
selon

k =
2�p
Ly

avec p 2 Z: (2.26)

La dØgØnØrescence d’un niveau de Landau est alors donnØe par le domaine
de variation de k. Pour dØterminer ce domaine, remarquons tout d’abord que
la relation (2.21) implique que Tx est un gØnØrateur des translations dans la
direction x. En dØsignant par le ket jN; ki l’Øtat admettant la reprØsentation

position (2.23), on constate que l’opØrateur Qx = e�
2i�l20Tx

~Ly qui translate 3 x
de la quantitØ �x = 2�l20=Ly agissant sur jN; ki augmente 4 la valeur de k de
2�=Ly : Qx jN; 2�p=Lyi = jN; 2�(p+ 1)=Lyi. Une telle translation ne peut Œtre

3. On utilise la relation e� i p �u
~ f(r) = f(r� u).

4. Tout en conservant l’Ønergie.
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rØpØtØe au maximum que N = Lx
�x

= S
2�l20

fois, ce qui dØtermine prØcisØment
la dØgØnØrescence N d’un niveau de Landau. Dans cette jauge, un Ølectron
se comporte �nalement comme un oscillateur harmonique à une dimension
dont la position d’Øquilibre correspond au centre de guidage X = kl20 tel que
X jN; ki = kl20 jN; ki. Notons Øgalement que les opØrateurs d’Øchelle dc et dyc
associØs au centre de guidage n’ont pas ici d’interprØtation physique simple. En
revanche, on peut gØnØrer tous les Øtats physiques (N; k) en jauge de Landau
par application des opØrateurs dyr et Qx, i.e.

jN; ki =
(dyr)Np
N !

(Qx)k j0; 0i ; (2.27)

oø j0; 0i correspond à l’Øtat fondamental de l’oscillateur harmonique avec
la position d’Øquilibre X = 0.

Jauge symØtrique

En jauge symØtrique, le potentiel vecteur est donnØ par A0(r) = �By
2 ex +

Bx
2 ey, et l’Øquation de Schrödinger prend la forme

�
�

~2�
2m�

+
!0

2
Lz +

1
8
m�!2

0
�
x2 + y2�

�
 (r) = E (r): (2.28)

Lz = xpy � ypx dØsigne la composante du moment cinØtique selon l’axe
(Oz). Le hamiltonien de l’Øquation prØcØdente Øtant invariant par rotation
autour de cette direction ([H; Lz] = 0), on peut alors chercher les solutions de
(2.28) comme fonctions propre de Lz, ce qui conduit à

 N;M(r) =
e�r2=4l20
p

2�l20
f�(M)

r
N �M !
N !

�
z

l0
p

2

�M
LMN�M

�
r2

2l20

�
(2.29)

+ �(�M)
r

N !
N �M !

�
z�

l0
p

2

��M
L�MN

�
r2

2l20

�
g; (2.30)

avec z = x + iy, r = jzj, et oø � dØsigne la fonction de Heaviside telle
que �(M) = 1 si M � 0 et �(M) = 0 si M < 0. L’indice N se rØfŁre
toujours aux niveaux de Landau d’Ønergies EN = ~!0 (N + 1=2), et l’indice
M correspond aux valeurs propres de l’opØrateur moment cinØtique Lz avec
la condition supplØmentaire �1 < M � N . En remarquant que Lz peut Œtre
exprimØ comme
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Lz = xpy � ypx =
l20
2~
�
�2
x + �2

y
�
�

~
2l20

�
X2 + Y 2� = ~

�
dyrdr � dycdc

�
; (2.31)

oø l’on a utilisØ les dØ�nitions (2.14) et (2.19), on voit que l’action de
l’opØrateur dyc (dc) sur un Øtat propre jN;Mi donne un Øtat auquel, M ayant
diminuØ (augmentØ) d’une unitØ, il faut attribuer un moment cinØtique �~
(+~). On peut alors e�ectuer le changement de variables M = N � l, et la
condition �1 < M � N devient simplement l � 0. Dans cette reprØsenta-
tion, les nombres quantiques N et l jouent donc des rôles symØtriques et un
Ølectron se comporte comme un ensemble de deux oscillateurs harmoniques
indØpendants dont un est "�ctif" (sa frØquence propre associØe est nulle)[61].
En utilisant les relations (2.19) et (2.14), on voit facilement que les opØra-
teurs jRj =

p
X2 + Y 2 et j�j =

p
�2
x + �2

y s’expriment respectivement comme
jRj = l0

p
2dycdc + 1 et j�j = l0

p
2dyrdr + 1. Les Øtats propres sont donc situØs

sur une couronne de rayon � l0
p

2l et d’extension � l0
p

2N . Si l’on considŁre
un Øchantillon en forme de disque de surface S = �R2

max, la dØgØnØrescence
d’un niveau de Landau se calcul en remarquant que les Øtats sont situØs à l’in-
tØrieur de la couronne de rayon Rmax. Dans la limite l� 1, on retrouve bien la
relation N = S

2�l20
. Finalement, les Øtats propres sont gØnØrØs par l’action des

opØrateurs d’Øchelle dyr et dyc, i.e.

jN; li =
�
dyr
�N

p
N !

�
dyc
�l

p
l!
j0; 0i N; l 2 N; (2.32)

oø j0; 0i dØsigne l’Øtat fondamental des deux oscillateurs. En reprØsentation
position, cet Øtat à pour expression gØnØrale 5

 N;l(r) =
e�r2=4l20
p

2�l20

�
�(N � l)GN;l

�
iz
l0

�
+ �(l �N)Gl;N

�
�iz�

l0

��
; (2.33)

oø la fonction G est dØ�nie dans l’annexe A.1. Notons pour �nir que la
fonction d’onde de moment cinØtique nul (N = l) est donnØe par

5. Notons que l’on multipliØ la fonction d’onde obtenue pour N < l (M < 0) par un
facteur de phase (�1)l� N , de façon à ce que les fonctions d’onde �nales vØri�ent exactement
les quatre relations d’Øchelles E jCi =

p
C jC � 1i et Ey jCi =

p
C + 1 jC + 1i avec C = N; l et

E = dr; dc.
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 N;N(r) =
e�r2=4l20
p

2�l20
L0
N

�
r2

2l20

�
: (2.34)

Figure 2.1.5 � Module carrØ j N;l(r)j2 des fonctions d’onde l = 0 et l = 3
dans le plus bas niveau de Landau (N = 0).

Montrons pour �nir qu’en empruntant un chemin quelque peu di�Ørent,
on peut trouver une autre famille de fonctions propres Øgalement solutions
de l’Øquation de Schrödinger (2.28) en jauge symØtrique. En e�ectuant une
transformation de jauge convenablement choisie, il est en e�et possible de
dØriver directement ces fonctions d’onde à partir de celles trouvØes en jauge de
Landau. ConsidØrons pour cela la transformation

A0S(r) = A0L(r) +r�(r) avec �(r) = �
Bxy

2
; (2.35)

oø les indices L et S se rØfŁrent respectivement à la jauge de Landau et
à la jauge symØtrique. La forme (2.35) implique que les fonctions d’onde se
transforment comme

 S(r) = e�i
e
~�(r) L(r); (2.36)

et l’on obtient bien une deuxiŁme classe de fonctions propres en jauge
symØtrique. Finalement, ces fonctions s’Øcrivent comme le produit des fonctions
d’onde dans la jauge de Landau (section 2.1.5) multipliØes par un facteur de
phase local :
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 N;k(r) =
1
p
L
e�ikye

i xy
2l20�N;k (x) : (2.37)

2.2 Couplage ultrafort à un rØsonateur optique

Ayant passØ en revue les principales propriØtØs Ølectroniques du gaz d’Ølec-
tron bidimensionnel sous champ magnØtique, nous sommes maintenant en me-
sure d’expliquer en quoi ce systŁme est un candidat particuliŁrement adaptØ à
l’exploration du rØgime de couplage ultrafort en prØsence d’une cavitØ optique.

2.2.1 Analogie avec les atomes de Rydberg

Dans la section 1.2.6, nous avons ØvoquØ le cas des atomes de Rydberg oø
la transition entre deux Øtats de grands nombres quantiques principaux N est
couplØ à un mode de cavitØ. Les dipôles atomiques sont alors proportionnels
au carrØ du nombre quantique principal 6. Dans le cas d’un couplage dipolaire
Ølectrique (section 1.2.3), nous avons vu que la frØquence de Rabi du vide (qui
quanti�e le couplage lumiŁre-matiŁre) est proportionnelle à ce moment dipo-
laire, permettant ainsi d’augmenter le couplage avec le champ en choisissant
des valeurs de N su�samment ØlevØes (limite des grands nombres quantiques).
NØanmoins, le nombre d’atomes interagissant avec le champ Øtant d’ordre unitØ
dans ces expØriences, un tel dispositif ne permet pas d’obtenir une frØquence
de Rabi de l’ordre de la frØquence de la transition. C’est en fait l’extrŒme pe-
titesse des pertes qui permet à ce systŁme d’entrer dans le rØgime de couplage
fort, tout en vØri�ant 
=!0 � 1. Par analogie avec l’exemple prØcØdent, l’idØe
est de remplacer les atomes de Rydberg par un gaz d’Ølectrons bidimensionnel
soumis à un champ magnØtique perpendiculaire. En diminuant l’intensitØ du
champ, le rayon des orbites semi-classiques associØes au mouvement relatif des
Ølectrons augmente, ce qui permet d’augmenter Øgalement le moment dipolaire
correspondant. À titre de comparaison, pour un champ magnØtique de 10mT,
la longueur magnØtique est de l’ordre de 250nm ce qui est comparable aux
rayons de Bohr atomiques de l’expØrience [12]. En fait, le gros avantage du
gaz d’Ølectrons bidimensionnel tient surtout à l’e�et collectif important qui
apparaît en raison du nombre macroscopique de porteurs de charges impliquØs
dans la transition Ølectronique.

6. PrØcisØment, le moment dipolaire d’un atome de Rydberg de numØro atomique Z est
donnØ par la relation d = eaBN2

Z , oø aB = ~2

m0e2 dØsigne le rayon de Bohr.
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Figure 2.2.1 � ReprØsentation schØmatique du systŁme de base considØrØ. Les
� premiers niveaux de Landau sont complŁtement remplis (les cercles noirs
dØsignent les Øtats occupØs), les autres niveaux Øtant vides (les cercles blancs
correspondent à des Øtats vides). Le niveau de Fermi (ligne horizontale en
pointillØs) se situe entre les niveaux N = � � 1 et N = �.

2.2.2 Échelle du couplage dipolaire Ølectrique

ConsidØrons un gaz d’Ølectrons bidimensionnel de surface S contenu dans
le plan (xOy), et soumis à un champ magnØtique statique B0 = Bez. Nous
choisissons la densitØ de ce gaz de telle sorte que le systŁme se trouve dans le
rØgime des facteurs de remplissage entiers (section 2.1.4), le niveau de Fermi
d’Ønergie � ~!0� se situant alors dans le gap cyclotron entre les niveaux de
Landau N = � � 1 et N = � (�gure 2.2.1). Supposons maintenant que ce
systŁme est placØ à l’intØrieur d’une cavitØ de volume V = S�=2, remplie d’un
milieu matØriel e�ectif de permittivitØ � 7 et considØrons pour simpli�er un
seul mode du champ ØlectromagnØtique du vide de longueur d’onde � et de
frØquence !. Nous avons vu dans la section 1.2.3 que la frØquence de Rabi
du vide est proportionnelle à l’opØrateur de moment dipolaire. Dans notre
cas, cet opØrateur fait intervenir les coordonnØes relatives des Ølectrons selon
d̂ = e�, oø � dØsigne l’une des composantes du vecteur associØ au mouvement
relatif. On peut alors utiliser les opØrateurs d’Øchelle (2.14) et le principe de

7. Dans le cas qui nous intØresse, � correspond à la constante diØlectrique du GaAs (� �
13).
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Pauli pour montrer que le seul ØlØment de matrice de d̂ non nul est donnØ
par d � el0p

2 h�j d
y
r j� � 1i = eRC

2 . RC = l0
p

2� dØsigne ici le rayon cyclotron
correspondant à l’extension spatiale du mouvement relatif au niveau de Fermi.
Cette relation caractØristique de l’oscillateur harmonique signi�e que seuls les
Ølectrons du dernier niveau de Landau rempli (N = � � 1) peuvent transiter
dans les Øtats du premier niveau vide 8(N = �). On se retrouve �nalement
dans un cas similaire à celui de la section 1.2.3 à la di�Ørence prŁs que ce
sont maintenant N systŁmes à deux niveaux, sØparØs par l’Ønergie ~!0, qui se
couplent au mode du rØsonateur. En utilisant la relation (1.14) et en choisissant
un mode rØsonant avec la transition cyclotron (! = !0), la frØquence de Rabi
adimensionnØe peut s’Øcrire comme



!0
�
dE!
~!0

r
N
�V

=
eRC

2

r
4�

~�S�!0

p
N : (2.38)

Rappelons que le facteur
p
N à ØtØ introduit en raison du couplage collectif

qui fait intervenir lesN Ølectrons du niveauN = ��1. En utilisant les relations
! = 2�c

�
p
� et N = S

2�l20
, nous obtenons �nalement



!0
�
r
��
p
�
; (2.39)

oø � = e2

~c �
1

137 dØsigne la constante de structure �ne. La frØquence de Rabi
adimensionnØe est donc proportionnelle à la racine carrØe du facteur de rem-
plissage des niveaux de Landau. On comprend dŁs lors qu’il est possible d’entrer
dans le rØgime de couplage ultrafort (
=!0 . 1) dans la limite � � 1, ce qui
complŁte l’analogie avec les atomes de Rydberg. Comme � / �2DEG=B, ceci
correspond bien au rØgime des faibles champs magnØtiques et/ou des hautes
densitØs Ølectroniques. Comme nous l’avons dØjà signalØ, la possibilitØ d’at-
teindre de fortes densitØs est un avantage du gaz d’Ølectron bidimensionnel.
Les techniques de croissance modernes comme l’Øpitaxie par jets molØculaire
(MBE), ou encore le dØpôt chimique en phase vapeur (MOCVD) permettent en
outre de superposer plusieurs puits quantiques (typiquement de l’ordre d’une
dizaine) au sein d’un mŒme Øchantillon. Lorsque l’Øcrantage dans la direction
de croissance est su�samment important, les gaz d’Ølectrons bidimensionnels
apparaissant à chaque interface sont indØpendants, parallŁles entre eux, et
sØparØs par une distance (� 0:1�m) beaucoup plus petite que la longueur ty-

8. Notons que cet argument reste valable si l’on se restreint aux processus à un photon.



54
Chapitre 2. Couplage ultrafort de la transition cyclotron aux
modes optiques d’un rØsonateur, le cas des semiconducteurs

pique de variation du champ ØlectromagnØtique 9. Si l’on considŁre une struc-
ture composØe de nQW puits quantiques, la densitØ �2DEG du gaz d’Ølectron est
alors remplacØe par la densitØ e�ective �2DEGnQW, et la constante de couplage
adimensionnØe est augmentØe d’un facteur pnQW :



!0
�
r
��nQWp

�
: (2.40)

Finissons cette section en rappelant que la limite � � 1 ne doit pas Œtre
confondue avec la limite semi-classique[61]. Un Øtat semi-classique à une par-
ticule correspond en e�et à un Øtat cohØrent formØ d’une superposition de
di�Ørents niveaux de Landau, alors que les Ølectrons du dernier niveau de Lan-
dau rempli N = � � 1 se comportent de façon quantique, y compris dans la
limite � � 1.

2.2.3 Interactions rØsiduelles

L’idØe Øtant clairement posØe, nous devons maintenant considØrer les autres
Øchelles d’Ønergie pouvant a�ecter les propriØtØs de notre systŁme. Dans cette
section, nous tenterons d’en dresser un aperçu.

E�et Zeeman

Dans la section 1.2.6 du chapitre 1, nous avons ØvoquØ le couplage magnØ-
tique entre les degrØs de libertØ de spin des Ølectrons et le champ magnØtique
�uctuant dans la cavitØ. Dans le cas prØsent, le systŁme d’Ølectrons bidimen-
sionnels Øtant soumis à un champ magnØtique statique alignØ selon l’axe (Oz),
on doit rajouter un terme similaire au hamiltonien total. La composante du
spin S d’un Ølectron selon z prend alors les deux valeurs Sz = ~=2 pour un
Ølectron de spin "up", et Sz = �~=2 pour un Ølectron de spin "down". En
introduisant le magnØton de Bohr �B = ~e

2m0c
et le facteur de LandØ gL des

Ølectrons 10, le hamiltonien de la relation (1.34) avec B � B0 donne les deux
Ønergies

EZ = �
gL�BB

2
: (2.41)

9. À proprement parlØ, ceci n’est valable que pour les modes optiques de grande longueur
d’onde
10. Dans le GaAs, le facteur de LandØ e�ectif vaut gL = �0:44.
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Chaque niveau de Landau est donc sØparØ en deux sous-niveaux Zeeman de
dØgØnØrescence N , et sØparØs par un gap d’Ønergie ~�Z = gL�BB. Le niveau de
plus basse Ønergie �jgLj�BB=2 est rempli par des Ølectrons de spin up tandis
que le niveau d’Ønergie supØrieure jgLj�BB=2 est rempli par des Ølectron de spin
down. On peut Øgalement remarquer que le rapport entre le gap Zeeman et le
gap cyclotron ~!0 ne dØpend que du facteur de LandØ, j�Zj

!0
= jgLj

2
m�
m0
� 0:015

dans le GaAs. Comme l’absorption ou l’Ømission de photons ne change pas le
spin des Ølectrons, il est clair que les excitations lumiŁre-matiŁre prØservent
la symØtrie SU(2) associØe. On pourra tenir compte de ces degrØs de libertØ
en multipliant simplement la dØgØnØrescence due au centres d’orbites par un
facteur gS = 2, i.e. N = gSS

2�l20
.

Le couplage magnØtique

En prØsence d’une interaction magnØtique entre le spin des Ølectrons et le
champ magnØtique du vide (section 1.2.6), la symØtrie SU(2) ØvoquØe prØcØ-
demment est brisØe et le couplage au champ ØlectromagnØtique fait apparaitre
des excitations collectives de spin total nul 11. On citera par exemple les modes
"ondes de spin" impliquant des transitions entre les deux sous-niveaux Zee-
man au sein d’un mŒme niveau de Landau, ou encore les modes "spin �ip",
correspondants à des transitions entre deux niveaux de Landau consØcutifs
avec retournement du spin[62]. Il est alors instructif de donner un ordre de
grandeur du couplage magnØtique dans notre systŁme. Pour cela, considØrons
N Ølectrons de spin 1=2, couplØs magnØtiquement à un mode du champ du
vide de longueur d’onde � et de frØquence !. Comme dans ce qui prØcŁde, ces
Ølectrons sont placØs à l’intØrieur d’une cavitØ de volume V = S�=2 remplie
d’un milieu matØriel de permittivitØ �. ConsidØrons tout d’abord les modes
"spin-�ip". D’aprŁs les relations (1.16) et (1.34), l’Ønergie qui leur est associØe
(normalisØe par la frØquence du gap cyclotron !0) est donnØe par

WSF

!0
�
gL�B2�A!

~!0�

r
N
�V

= gL�B

r
4�

~�S�!0

p
N ; (2.42)

oø nous avons utilisØ les relations A! = cE!=!, ! = 2�c
�
p
� , ainsi que la

condition de rØsonance ! = !0. On obtient �nalement

11. Ces excitations apparaissent en plus des excitations dipolaires Ølectrique discutØes
prØcØdemment
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WSF

!0
� gL

v0

c
m�

m0

r
�
p
�
; (2.43)

oø v0 = !0l0 correspond à la vitesse d’un Ølectron dans le plus bas niveau
de Landau (vitesse de point zØro). Une rapide inspection de la relation (2.43)
montre que l’on a WSF

!0
� 1 quelque soit la valeur de B. Si l’on considŁre main-

tenant un mode du champ ØlectromagnØtique rØsonant avec le gap Zeeman
! = �Z, il est facile de voir que l’Ønergie de couplage des modes "ondes de
spin" vØri�e WSW

�Z
� WSF

!0
� 1. Par consØquent, on peut dire que le couplage

dipolaire Ølectrique domine complŁtement l’interaction lumiŁre-matiŁre, par-
ticuliŁrement dans le rØgime � � 1. Nous nØgligerons dans ce manuscrit les
couplages magnØtiques provenant de l’interaction entre les spins et le champ
du vide.

Interactions de Coulomb

Les interactions Coulombiennes, et plus gØnØralement l’Øtude des corrØla-
tions au sein d’un gaz d’Ølectron bidimensionnel sous champ magnØtique est
un sujet complexe, dont la comprØhension à permise l’Ømergence de nouveaux
concepts thØoriques en physique de la matiŁre condensØe. La premiŁre chose
que l’on peut remarquer est l’existence d’un argument crucial liØ au principe
d’exclusion de Pauli, qui permet de distinguer deux situations qualitativement
trŁs di�Ørentes. ConsidØrerons d’abord la situation prØsentØe dans la section
prØcØdente oø le facteur de remplissage est un nombre entier. Dans ce cas, les
niveaux de Landau sont complŁtement remplis jusqu’au niveau N = � � 1 et
complŁtement vides au dessus, le niveau de Fermi Øtant situØ au milieu du
gap cyclotron. En prØsence des interactions, l’Øtat fondamental du systŁme
contient un nombre �ni d’excitations ØlØmentaires, i.e. de paires Ølectron-trou
formØes entre des niveaux de Landau di�Ørents et sØparØs par l’Ønergie m~!0

(m = 1; 2 � � � ). On parle aussi de mØlange de niveaux induit par les interactions.
En outre, l’Øchelle e2

�l0~!0
qui quanti�e ce mØlange ne dØpend que de la valeur

du champ magnØtique. Dans le rØgime des forts champs e2

�l0~!0
� 1, le mØlange

de niveaux ainsi que les corrections Hartree-Fock sont faibles : l’Ønergie des ni-
veaux de Landau est faiblement renormalisØe. Si le rØgime des faibles champs
magnØtiques e2

�l0~!0
& 1 est en revanche caractØrisØ par un mØlange de niveaux

important, cela ne signi�e pas forcement l’Øchec des thØories perturbatives de
type champ moyen. En e�et, ces derniŁres reposent sur des dØveloppements en
puissance du paramŁtre de corrØlations rs donnØ par le rapport entre l’Ønergie
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d’interaction Coulombienne VC � e2=� �d et l’Ønergie cinØtique d’un Ølectron au
niveau de Fermi ~!0�. �d = 1p��2DEG

reprØsente ici la distance moyenne entre
Ølectrons. En introduisant le rayon de Bohr e�ectif a�B = ~2�

m�e2 , ce rapport est
donnØ par rs � �d=a�B et ne dØpend que de la densitØ du gaz 12. IndØpendam-
ment de la valeur du champ magnØtique, on peut alors distinguer plusieurs
rØgime de corrØlations. Lorsque rs . 1, le systŁme se trouve dans le rØgime des
hautes densitØ oø l’Ønergie cinØtique domine et les corrØlations sont faibles. Il
est alors lØgitime d’avoir recours aux dØveloppements perturbatifs mentionnØs
plus hauts. À l’inverse, la rØpulsion Coulombienne domine l’Ønergie cinØtique
dans le rØgime des basses densitØs rs � 1 : les Ølectrons sont fortement corrØ-
lØs. L’Øtat fondamental ne peut plus s’Øcrire comme un simple determinant de
Slater, et il n’existe pas de mØthode gØnØrale permettant de traiter le problŁme.

Le rØgime qui nous intØresse tout particuliŁrement ici est le rØgime des
hauts facteurs de remplissage, car le systŁme entre alors en couplage ultra-
fort avec les modes du rØsonateur. Or, la condition � � 1 est typiquement
rØalisØe en considØrant de faibles champs magnØtiques, ce qui implique inØvi-
tablement un mØlange de niveaux important, mais Øgalement de fortes densitØs
garantissant tout de mŒme la validitØ des approches perturbatives. On peut
alors citer l’approche de type champ moyen (Approximation de Hartree-Fock
dØpendante du temps) introduite par Kallin et Halperin [62], permettant de
montrer que le spectre est constituØ d’une famille de modes appelØs magnØto-
excitons, et dont les Ønergies acquiŁrent une dispersion en fonction du vecteur
d’onde q 13. On peut alors sØparer plusieurs contributions. D’une part, il existe
une Ønergie de liaison du systŁme Ølectron+trou qui nous permet de dØ�nir
les magnØto-excitons comme des quasiparticules de type "hydrogØnoïde". On
dØsigne parfois ce terme par "excitonic shift" en anglais. Le deuxiŁme terme
reprØsente la somme des contributions d’Øchange associØes à l’Ølectron promu
dans un niveau de Landau excitØ et au trou laissØ par cet Ølectron (contri-
butions Hartree-Fock). En�n, la derniŁre correspond au "depolarization shift"
obtenu dans le cadre de la RPA ("Random Phase Approximation"). Comme

12. Remarquons que le paramŁtre de corrØlations rs peut Œtre Øgalement obtenu en fai-
sant le rapport entre l’Øchelle d’Ønergie Coulombienne e2=�RC et l’Ønergie de la transition
cyclotron ~!0.
13. Lorsque l’on se limite aux excitations neutres, l’invariance par translation est restaurØe

et il devient possible d’associer un vecteur d’onde conservØ à ces modes. En prenant en
compte les degrØs de libertØ de spin, notons que les modes collectifs impliquant des Øtats de
spin di�Ørents (voir paragraphe prØcØdent) acquiŁrent Øgalement une dispersion calculable
dans le cadre de la mŒme approximation de champ moyen [62].
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dans la thØorie des modes collectifs introduite par NoziŁres et Pines dans le
cas B = 0[63], on observe dans le secteur jqjRC � 1 (partie longue portØe
des interactions Coulombiennes prise en compte par la RPA) l’Ømergence d’un
mode collectif appelØ plasmon, correspondant classiquement à une polarisa-
tion du systŁme à longue portØe. Dans ce secteur, il est intØressant de consta-
ter que les deux premiŁres contributions se compensent exactement, et seule
reste la contribution RPA qui s’annule lorsque q ! 0[25]. Cette propriØtØ est
en fait une manifestation du trŁs ØlØgant thØorŁme de Kohn qui stipule qu’en
l’absence de dØsordre, un champ ØlectromagnØtique extØrieur homogŁne ne se
couple qu’aux degrØs de libertØ associØs au centres d’orbites [64]. Par consØ-
quent, les e�ets Coulombiens a�ectant le mouvement relatif des Ølectrons ne
peuvent Œtre sondØs par un tel champ, et l’on s’attend à ce que les Ønergies
des magnØto-excitons tendent vers leurs valeurs non perturbØes m~!0 dans la
limite q! 0.

Mentionnons ici que la validitØ de la RPA à ØtØ Øtendue au rØgime des hauts
facteurs de remplissage � � 1 par Westfahl et al. au moyen d’une procØdure
de bosonisation analogue au modŁle de Luttinger pour le problŁme unidimen-
sionnel à B = 0 (voir section 2.2.5) [21]. En prØsence d’une cavitØ, le couplage
dipolaire avec un mode optique q sØlectionne un mode de magnØto-exciton
correspondant à une modulation de la densitØ Ølectronique de longueur d’onde
2�=jqj. Le point crucial est que les vecteurs d’onde optiques alors mis en jeu
vØri�ent toujours la condition jqjRC � 1. Autrement dit dans un rØsonateur
optique, la renormalisation de l’Ønergie de la transition cyclotron est due à la
partie longue portØe des interactions, et en vertu du thØorŁme de Kohn on peut
d’ores et dØjà s’attendre à une faible correction pour des facteurs de remplis-
sage raisonnables. Nous reviendrons plus prØcisØment sur ces propriØtØs dans
les sections suivantes.

Finissons ce paragraphe en discutant briŁvement le cas oø les niveaux de
Landau sont partiellement remplis. Un argument simple permet alors de com-
prendre que cette situation est radicalement di�Ørente de celle que nous avons
considØrØ jusque là. Toute permutation au sein du dernier niveau de Landau
(partiellement) occupØ change en e�et l’Øtat quantique à N corps sans coßter
d’Ønergie cinØtique. Ces Øtats sont donc hautement dØgØnØrØs et l’on comprend
que l’interaction Coulombienne, aussi petite soit-elle, va lever la dØgØnØres-
cence et dØterminer ainsi entiŁrement le nouvel Øtat fondamental. Le systŁme
se trouve de fait dans le rØgime des fortes corrØlations. Cette absence de coßt en
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Ønergie cinØtique autorise notamment l’existence de phases de symØtrie brisØe.
D’une façon gØnØrale, on peut traiter les interactions dans un modŁle restreint
à un seul niveau de Landau coïncidant avec le niveau de Fermi, et sØparer plu-
sieurs rØgimes en comparant la distance moyenne entre Ølectrons exprimØe en
fonction de la densitØ dans le dernier niveau de Landau rempli �d = 1p

���2DEG
,

à l’Øchelle de variation RC du potentiel de Coulomb e�ectif 14[61].
Lorsque �d� 2RC, les corrØlations sont si fortes que la formation d’un cristal

de Wigner est ØnergØtiquement favorable [65, 66]. Le recouvrement entre les
fonctions d’onde est nØgligeable et les Ølectrons ne ressentent que la partie
longue portØe du potentiel Coulombien. Dans le cas intermØdiaire �d � 2RC, les
fonctions d’onde commencent à se recouvrir et les Øtats propres correspondants
sont ceux d’un liquide incompressible dont les excitations possŁdent une charge
fractionnaire. Il s’agit du liquide de Laughlin qui a permis d’interprØter l’e�et
Hall quantique fractionnaire qui se manifeste aux facteurs de remplissage � =

1
2p+1 (p 2 N) [67]. Bien sur, ce liquide Øchappe complŁtement à la description
perturbative en termes de quasiparticules du liquide de Fermi normal. Notons
qu’il existe Øgalement un e�et Hall quantique fractionnaire à � = k

2pk+1 (k 2
N) qui à ØtØ interprØtØ plus tardivement par Jain et sa thØorie des fermions
composites [68]. Lorsque �d� 2RC, le potentiel de Coulomb e�ectif prØsente des
plateaux [69] en raison du fait que le recouvrement entre les fonctions d’onde
varie peu sur l’intervalle 0 < �d . 2RC. Des phases cristallines d’Ølectrons
prenant la forme d’îlots ou de rubans deviennent ØnergØtiquement favorables
(ondes de densitØ de charge de pØriode � RC) [70, 71]. On peut ici tenir compte
des corrØlations au niveau de l’approximation de Hartree-Fock, en supposant
toutefois l’existence de cette onde de densitØ de charge.

2.2.4 RØsolution de la rØsonance cyclotron

Une rapide application numØrique de la relation (2.40) nous montre qu’il
est possible d’atteindre le rØgime de couplage ultrafort avec des paramŁtres
physiques paraissant à premiŁre vue acceptables. Le problŁme qui se pose
maintenant concerne les phØnomŁnes de di�usion a�ectant la rØsolution spec-
trale de la rØsonance cyclotron à !0. En e�et, la di�usion par les impuretØs
ionisØes des couches dopØes et les inhomogØnØitØs de surface, ou encore les
collisions avec les phonons du rØseau sont autant de phØnomŁnes qui a�ectent

14. Dans un modŁle restreint à un seul niveau de Landau, le facteur de forme provenant
du niveau considØrØ est pris en compte dans la dØ�nition d’un potentiel de Coulomb e�ectif.
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la densitØ d’Øtat Ølectronique en provoquant un Ølargissement des niveaux de
Landau. De façon Øquivalente, on peut dØ�nir un temps de vie � reliØ à la
largeur des niveaux par la relation � = ~=�, et dire que la rØsonance cyclo-
tron est bien dØ�nie si la condition !0� > 1 est satisfaite 15. Soulignons que
cette largeur �nie des niveaux de Landau est indispensable pour comprendre
les propriØtØs particuliŁres du transport Ølectronique dans les systŁmes à e�et
Hall quantique, et peut Œtre dØterminØe expØrimentalement par des mesures
de rØsistivitØ (notamment les fameuses oscillations de Shubnikov-De-Haas). Ce
phØnomŁne d’Ølargissement des niveaux dØtermine �nalement la largeur de la
rØsonance cyclotron, qui peut Œtre caractØrisØe par un temps de vie que nous
noterons �CR. Outre de la tempØrature, ce temps de vie dØpend du domaine
spectral dans lequel se situe la rØsonance cyclotron. Les mØcanismes de di�u-
sion a�ectant la phases des Ølectrons n’opŁrent en e�et pas tous dans la mŒme
gamme d’Ønergie. Or, nous avons vu dans la section prØcØdente que le couplage
ultrafort pouvait Œtre atteint dans le rØgime des faibles champs magnØtiques.
Pour un champ typique de 0:1T, la frØquence cyclotron se situe alors dans le
domaine des micro-ondes (!0 � 260GHz).

Dans la rØfØrence [72], les auteurs ont justement mesurØ la valeur de �CR

dans une expØrience de spectroscopie micro-ondes (! � 160 � 200GHz) d’un
gaz d’Ølectron bidimensionnel à haute mobilitØ (�S � 1:6�106cm2V�1s�1). Pour
un champ de 80mT et à basse tempØrature (T = 4:2K), �CR est de l’ordre de
65ps, ce qui donne !0�CR � 14. Bien que trŁs infØrieur à celui des dipôles dans
le cas des atomes de Rydberg, ce temps de vie est nØanmoins su�sant pour
que la rØsonance cyclotron reste bien dØ�nie dans le rØgime des faibles champs
magnØtiques. Les auteurs de la rØfØrence [72] ont Øgalement dØmontrØ l’ØgalitØ
entre le temps de vie de la rØsonance cyclotron et le temps de transport �t dans
la limite des basses frØquences. ReliØ à la mobilitØ �S par la relation �S = e�t

m�

dans le cadre du modŁle de Drude, ce temps de transport peut s’identi�er avec
le temps de relaxation de l’impulsion au cours des collisions successives sur les
impuretØs. Contrairement au temps de vie des niveaux � , il n’est pas sensible
à la di�usion aux petits angles 16 et peut Œtre signi�cativement di�Ørent de
� et �CR en fonction des Øchantillons et de la gamme d’Ønergie considØrØe
[73]. Dans le domaine des micro-ondes, la largeur spectrale de la rØsonance

15. Ceci s’interprŁte classiquement en disant que le champ magnØtique doit Œtre assez
intense (et/ou le temps de vie assez grand) pour qu’un Ølectron puisse e�ectuer au minimum
une orbite cyclotron avant de di�user.
16. Les deux temps � et �t di�Ørent par un facteur gØomØtrique 1� cos � oø � est l’angle

de di�usion.
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cyclotron est donc entiŁrement contrôlØe par la mobilitØ du gaz d’Ølectrons.
Plus l’Øchantillon est "propre", plus haute est la mobilitØ, et meilleure est la
rØsolution de la rØsonance cyclotron. Pour un champ magnØtique de 80mT et
une densitØ typique �2DEG = 2 � 1011cm�2, le facteur de remplissage reportØ
dans [72] est de l’ordre de � = 50.

Figure 2.2.2 � RØsonance cyclotron mesurØe dans l’expØrience [72] à une
frØquence ! = 185GHz et à T = 4:2K. Le champ magnØtique rØsonant est
B0 � 800Oe = 80mT. Les donnØes expØrimentales sont reprØsentØes par les
petits cercles noirs et les deux �ts sont calculØs en utilisant : (a) les masses ef-
fectives m� = 0:066m0 et m� = 0:07m0 avec le mŒme temps de vie �CR = 62ps,
et (b) les temps de vie �CR = 55ps et �CR = 80ps avec la mŒme masse
m� = 0:068m0. (c) Tableau rØcapitulatif des rØsultats de l’expØrience [72] don-
nant la densitØ de porteurs, la mobilitØ, le temps de transport, le temps de vie
de la rØsonance cyclotron et la masse des porteurs normalisØe. Cette �gure est
adaptØe de la rØfØrence [72].

A plus haute frØquence (! � 300GHz � 1THz), le temps de transport des
Ølectrons bidimensionnels reportØ est de l’ordre d’une centaine de picosecondes,
ce qui correspond à des mobilitØs importantes (�S > 3 � 106cm2V�1s�1) [74].
Dans l’expØrience [74], les temps de vie mesurØs sont donnØ par �CR = 13ps
et � = 2:5ps. Dans le domaine de l’infrarouge lointain (! � 1 � 20THz), la
rØsonance cyclotron apparaît dans le rØgime des champs magnØtiques de l’ordre
de quelques Tesla et vØri�e aisØment la condition !0�t � 1 [75, 76].

L’autre facteur limitant la rØsolution dans ce type d’expØrience est liØ à
la tempØrature de l’Øchantillon. Si les �uctuations thermiques kBT deviennent
comparables à la frØquence cyclotron, l’activation thermique des modes de
phonons contribue à l’Ølargissement de la rØsonance cyclotron dans le rØgime
des champs magnØtiques intenses. D’une façon gØnØrale, la tempØrature de
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l’Øchantillon doit satisfaire à la condition kBT � ~!0 pour avoir un signal
su�samment intense. Ceci correspond à T . 1K pour un champ magnØtique
de 80mT.

2.2.5 Le systŁme physique

ConsidØrons une structure semiconductrice composØe de nQW puits quan-
tiques de largeur lQW contenants chacun un gaz d’Ølectrons bidimensionnel
parallŁle au plan (xOy), et soumise à un champ magnØtique statique et ho-
mogŁne B0 = Bez. Cette structure est alors placØe à l’intØrieur d’une cavitØ
planaire qui con�ne le champ ØlectromagnØtique dans la direction de croissance
(Oz) (�gure 2.2.3). Nous supposerons d’une part que la structure est invariante
par translation dans le plan, et que d’autre part la condition lQW � Lz nous
permet de nØgliger la taille de la distribution d’Ølectrons selon z par rapport à
la longueur typique de variation du champ ØlectromagnØtique. En outre, nous
considØrerons qu’il est lØgitime de faire cette approximation y compris dans
le cas d’une structure à plusieurs puits quantiques. Nous ferons donc le calcul
pour un puits, et gØnØraliserons ensuite à nQW puits en remplaçant simplement
la densitØ �2DEG du gaz par �2DEGnQW (section 2.2.2). Les Ølectrons bidimen-
sionnels ainsi que le champ ØlectromagnØtique du vide sont donc traitØs comme
des degrØs de libertØs quantiques intrinsŁques au systŁme. Le champ magnØ-
tique statique est quant à lui considØrØ comme un champ extØrieur, gØnØrØ
par le potentiel vecteur Øcrit en jauge de Landau A0 = Bxey. Dans ce cas,
le hamiltonien du systŁme total est donnØ par l’Øquation (1.26) du chapitre
1, oø le potentiel vecteur dØsigne maintenant la superposition des potentiels
vecteurs respectivement associØs au champ magnØtique statique et au champ
ØlectromagnØtique du vide,

H =
X

i

1
2m�

h
pi +

e
c
At(ri; z)

i2
+ V(z) + VC +Hray (2.44)

avec p = pxex + pyey + pzez, At(r; z) = A0(r) + A(r; z) oø A(r; z) est
donnØ par l’Øquation (2.50), et V(z) le potentiel de con�nement du puits quan-
tique approximØ par l’Øquation (2.1). Le dernier terme reprØsente quant à lui
le hamiltonien du champ libre dont nous allons maintenant caractØriser les
excitations.
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Figure 2.2.3 � SchØma du systŁme considØrØ dans cette section. Une hØtØro-
structure contenant nQW puits quantiques est placØe à l’intØrieur d’une cavitØ
planaire. On suppose que la largeur lQW de chaque puits ainsi que la largeur
totale de l’hØtØrostructure sont nØgligeables devant Lz. L’ensemble est soumis
à un champ magnØtique statique et homogŁne B0.
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2.2.6 La cavitØ planaire, excitations du champ libre

Le rØsonateur considØrØ ici est constituØe de six parois mØtalliques distantes
deux à deux de Lx � L, Ly � L et Lz dans les trois directions de l’espace,
et remplie d’un milieu matØriel de permittivitØ �. Soulignons que le choix de
cette gØomØtrie particuliŁre pour la cavitØ est assez naturel dans la mesure
oø cette derniŁre possŁde le mŒme groupe de symØtrie que le gaz d’Ølectron
bidimensionnel (invariance par translation dans le plan). On supposera donc
que les longueurs de la cavitØ vØri�ent la condition Lz � L en prenant des
conditions aux limites pØriodiques dans les deux directions x et y 17. Nous
supposerons Øgalement que les parois selon z sont parfaitement conductrices
si bien que les composantes tangentielles du champ Ølectrique E et radiales du
champ magnØtique B s’y s’annulent exactement. Comme dans la section 1.1.2,
l’indice modal q dØsigne ici les trois composantes du vecteur d’onde du champ
ØlectromagnØtique. Les conditions aux limites pØriodiques dans les directions
x et y, et strictes dans la direction z imposent la quanti�cation de ce vecteur
d’onde selon

q �
�

2�nx
L

;
2�ny
L

�
et qz =

n�
Lz
: (2.45)

q dØsigne à partir de maintenant la composante du vecteur d’onde dans
le plan, et n l’indice qui spØci�e la "branche" associØe à la composante qz du
vecteur d’onde selon z. On notera à ce propos que nx; ny 2 Z et n 2 N. Pour
adopter des notations cohØrentes, r dØsignera la projection du vecteur position
dans le plan et z sa composante selon l’axe (Oz). La rØsolution des Øquations
de Maxwell nous permet alors de dØterminer la forme spatiale des modes uq;j
du champ 18 (Øquation 1.8 de la section 1.1.2) :

uq;n;x(r; z) = uq;n;y(r; z) = i
r

2
V
eiq�r sin

�
n�z
Lz

�
(2.46)

uq;n;z(r; z) =
r

2
V
eiq�r cos

�
n�z
Lz

�
: (2.47)

Notons que la frØquence de ces modes vØri�e la relation de dispersion !q;n =
cp
�

p
q2 + (n�=Lz)2 correspondante à la propagation dans un milieu matØriel

17. Ceci est Øquivalent à prendre L ! 1 et l’on fait donc disparaitre les parois dans ces
deux directions en gardant à l’esprit que le volume V = LzL2 = LzS de la boîte reste �ni.
18. Dans le cas oø n = 0, la composante des modes selon z est donnØe par uq ;0;z(r; z) =q

1
V e

iq �r , les autres composantes Øtant nulles en tout point de l’espace.
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de permittivitØ �. Dans la base (eq;n;1; eq;n;2; eq;n;3) introduite dans la section
1.1.2, les champs s’Øcrivent �nalement comme

E(r; z) = i
X

q;n;�

r
2�~!q;n

�
�
aq;n;�uq;n;� � ayq;n;�u

�
q;n;�

�
(2.48)

B(r; z) =
X

q;n;�

s
2�~c2

�!q;n

�
aq;n;�r� uq;n;� + ayq;n;�r� u�q;n;�

�
(2.49)

A(r; z) =
X

q;n;�

s
2�~c2

�!q;n

�
aq;n;�uq;n;� + ayq;n;�u

�
q;n;�

�
; (2.50)

avec le pro�l spatial des modes pour chaque polarisation 19 [77]

uq;n;1(r; z) =
Cnp
V
eiq�r

0

BBB@

i sin
�
n�z
Lz

�
cos �q;n cos�q

i sin
�
n�z
Lz

�
cos �q;n sin�q

� cos
�
n�z
Lz

�
sin �q;n

1

CCCA
(2.51)

et

uq;n;2(r; z) =
Cnp
V
eiq�r

0

BB@

�i sin
�
n�z
Lz

�
sin�q

i sin
�
n�z
Lz

�
cos�q

0

1

CCA : (2.52)

Dans ce cas, le Hamiltonien du champ libre est caractØrisØ par les trois
nombres quantiques (q; n; �) ; le premier Øtant associØ à l’impulsion des photons
dans le plan, le deuxiŁme aux di�Ørents modes provenant de la quanti�cation
selon l’axe z et le troisiŁme aux deux polarisations indØpendantes � = 1; 2. Ce
Hamiltonien est donnØ par l’Øquation

Hray =
X

q;n

X

�

~!q;nayq;n;�aq;n;�: (2.53)

2.2.7 Le gaz d’Ølectrons en interaction, excitations Ølec-
troniques

Dans cette section, nous allons nous intØresser aux deux contributions HL

et VC dØcrivant les propriØtØs du gaz d’Ølectrons "nu", sans interaction avec

19. La constante de normalisation Cn est donnØe par Cn =
p

2� �n;0.
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le champ ØlectromagnØtique. Nous caractØriserons les excitations de ce gaz en
prØsence des interactions Coulombiennes, et verrons qu’il apparait des modes
collectifs appelØs magnØto-excitons, bosoniques dans le rØgime des hauts fac-
teurs de remplissage.

Hamiltonien libre

La premiŁre contributionHL, appelØe hamiltonien libre, regroupe les degrØs
de libertØ des Ølectrons bidimensionnels sans interactions, soumis au champ
magnØtique B0, et con�nØs selon z par le potentiel du puits quantique :

HL =
X

i

1
2m�

h
pi +

e
c
A0(ri)

i2
+ V(z): (2.54)

Dans la section 2.1.1, nous avons vu que le mouvement dans le plan Øtait
indØpendant du mouvement dans la direction de croissance du puits. En outre,
nous considØrons que seule la premiŁre sous-bande est remplie et que la lar-
geur du puits est su�samment petite pour que l’on puisse nØgliger les tran-
sitions intersousbandes apparaissant à plus haute Ønergie que la transition
cyclotron, i.e. E2 � E1 � ~!0 (section 2.1.1). Dans ce cas, les fonctions
d’onde Ølectroniques s’Øcrivent sous la forme factorisØe  N;k(r)�(z) oø la par-
tie planaire  N;k(r) (jauge de Landau) est donnØe par les Øquations (2.23) et
(2.25), et �(z) � �j=1(z) par l’Øquation (2.3). En seconde quanti�cation, on
introduit les champs de fermions qui se dØveloppent dans la base des Øtats
propres selon 	(r; z) =

P
N;k  N;k(r)�(z)cN;k, oø l’opØrateur cN;k (cyN;k) dØ-

truit (crØe) un fermion dans l’Øtat à une particule (N; k) dans la premiŁre
sous-bande. Ces opØrateurs vØri�ent les rŁgles d’anticommutation des fermions
fcN;k; cyN 0;k0g = �N;N 0�k;k0 . En nØgligeant la constante �2~2

2m�l2QW
, le hamiltonien

libre s’Øcrit �nalement comme

HL =
Z
dr
Z
dz	y(r; z)HL	(r; z) =

X

N;k

~!0

�
N +

1
2

�
cyN;kcN;k; (2.55)

oø l’on a utilisØ la condition de normalisation
R lQW=2
�lQW=2 dz �

�(z) �(z) = 1.
Comme prØcisØ dans la section (2.2.2), nous considØrons que l’Øtat fondamen-
tal du hamiltonien libre (2.55) à plusieurs Ølectrons consiste en � niveaux de
Landau complŁtement remplis :
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jF i =
��1Y

N=0

NY

k=1

cyN;k j0i : (2.56)

j0i reprØsente ici le vide quantique d’Ølectrons.

Hamiltonien de Coulomb

Nous devons maintenant considØrer le terme d’Ønergie Coulombienne VC =P
i 6=j

e2

�jri�rj j
dØcrivant les interactions entre les Ølectrons du gaz soumis au

champ magnØtique B0. En nØgligeant le mouvement selon z (la di�usion Cou-
lombienne entre les di�Ørentes sous-bandes), le Hamiltonien correspondant
s’Øcrit en seconde quanti�cation comme

VC =
1
2

ZZ
dr dr0	y(r)	(r)VC	y(r0)	(r0): (2.57)

Notons que les champs 	 et 	y ne dØpendent ici que des variables du
plan, 	(r) =

P
N;k  N;k(r)cN;k. En introduisant la transformØe de Fourier du

potentiel Coulombien

~VC(q) =
Z
drVC(r)e�iq�r =

2�e2

�jqj
et VC(r� r0) =

1
S

X

q

~VC(q) eiq�(r�r0);

(2.58)
on voit que le hamiltonien d’interaction fait intervenir les composantes de

Fourier de la densitØ �̂(r) = 	y(r)	(r) dans le plan (xOy) :

�̂q =
X

N;k

X

N 0;k0
hN; kj e�iq�r jN 0; k0i cyN;kcN 0;k0 : (2.59)

L’expression des ØlØments de matrice hN; kj e�iq�r jN 0; k0i de l’annexe A.1
nous permet alors d’exprimer cet opØrateur comme [21]

�̂q = �̂0;q +
1X

m=1

h
�y�q;m + �q;m

i
; (2.60)

oø

�̂0;q =
X

N;k

e�
jqj2l20

4 e�iqx(k+qy=2)l20GN;N (�q�l0) cyN;k+qycN;k (2.61)
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crØe une superposition d’excitations au sein de chaque niveau de Landau.
Remarquons que la relation

P��1
N=0 GN;N(0) = � nous permet de montrer que

la valeur moyenne de la densitØ �̂(r) dans l’Øtat fondamental (2.56) n’est autre
que la densitØ du gaz d’Ølectrons �2DEG :

hF j �̂(r) jF i =
1
S

X

q

eiq�r hF j �̂0;q jF i =
�N
S

= �2DEG: (2.62)

Dans le cas d’un facteur de remplissage fractionnaire, c’est cet opØrateur qui
permet de dØcrire les excitations du liquide de Laughlin en utilisant l’algŁbre
des densitØs projetØes [61]. En revanche, lorsque le facteur de remplissage est
entier, le principe de Pauli implique que les seules excitations possibles sont
gØnØrØes par l’opØrateur de magnØto-exciton �yq;m (�q;m) crØant (dØtruisant)
une superposition d’excitations entre les niveaux de Landau N et N +m pour
tout N . Son expression en seconde quanti�cation est donnØe par la relation

�yq;m =
X

N;k

e�
jqj2l20

4 eiqx(k�qy=2)l20GN+m;N (�q�l0) cyN+m;k�qycN;k; (2.63)

l’opØrateur ��q;m s’obtenant à partir de l’Øquation prØcØdente par une
conjugaison hermitique suivie du remplacement q ! �q. Par analogie avec
la thØorie des plasmons à B = 0, on peut alors Øvaluer le commutateur

hF j [�q;m; �yq0;m0 ] jF i =
X

N

X

k;k0
e�

(jqj2+jq0j2)l20
4 GN+m;N (ql0)GN+m;N (�q0�l0)

� e�i[qx(k�qy=2)l20�m�q]ei[q
0
x(k0�q0y=2)l20�m

0�q0 ]

� [�(� � 1�N)��(� � 1�N �m)] �m;m0�k;k0�qy ;q0y ;
(2.64)

oø tan�q = qy=qx et � dØsigne la fonction de Heaviside. Si l’on note nel le
nombre d’excitations neutres prØsente dans le systŁme, on peut remarquer que
la relation prØcØdente n’est valable qu’à l’ordre zØro en nel=N . En utilisant
la relation

PN
p=1 e

2i�p(nx�n0x)=N = N �nx;n0x avec k = 2�p=L, qx = 2�nx=L et
N = S

2�l20
(S = L2), ainsi que la dØ�nition

Fm (ql0) =
��1X

N=��m

e�
jqj2l20

2 GN+m;N (ql0)GN+m;N (�q�l0) (2.65)
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oø Fm est une fonction rØelle, le commutateur se met �nalement sous la
forme

h[�q;m; �yq0;m0 ]i = NFm (ql0) �q;q0�m;m0 : (2.66)

Cette expression montre que les opØrateurs normalisØs

byq;m =
�yq;mp
NFm (ql0)

et bq;m =
�q;mp
NFm (ql0)

(2.67)

vØri�ent approximativement 20 les rŁgles de commutation bosoniques
h
bq;m; byq0;m0

i
= �q;q0�m;m0 : (2.68)

Dans le rØgime des facteurs de remplissage entiers, les �uctuations de den-
sitØ ��̂q = �̂q � �̂0;q sont entiŁrement pilotØes par des excitations collectives
bosoniques dans la limite diluØe [21] :

��̂q =
1X

m=1

p
NFm (ql0)

h
by�q;m + bq;m

i
: (2.69)

Remarquons que cette construction est tout à fait analogue à la bosonisa-
tion de Tomonaga-Luttinger pour le liquide unidimensionnel [23, 24]. Dans le
rØgime des hauts facteurs de remplissage N � � � 1, pour des excitations de
basse Ønergie (m� �), et dans le secteur jqjl0 �

p
�, on peut alors simpli�er

les expressions (2.63) et (2.65) pour aboutir à une expression asymptotique
des opØrateurs de magnØto-exciton :

byq;m =
1

p
mN

X

N;k

ei[qx(k�qy=2)l20�m(�q��=2)]cyN+m;k�qycN;k: (2.70)

Revenons maintenant au Hamiltonien de Coulomb donnØ par l’Øquation
(2.57). Ce dernier fait clairement intervenir le produit des deux composantes
�̂q et �̂�q de la densitØ :

VC =
1
2

X

q

~VC(q)�̂�q�̂q: (2.71)

20. Comme attendu, la validitØ de l’approximation bosonique correspond à la limite de
faible densitØ d’excitations (rØgime diluØ), lorsque l’Øtat du systŁme n’est pas trŁs di�Ørent
de jF i[21].
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Figure 2.2.4 � Dans le rØgime des facteurs de remplissage entiers, les excita-
tions collectives (magnØto-excitons) sont des superpositions de paires Ølectron-
trou dans chaque centre d’orbite k et chaque niveau de Landau N , correspon-
dantes à des transitions entre les Øtats quantiques (N; k) et (N + m; k � qy)
(invariance par translation dans la direction y). Chaque Øtat individuel est mo-
dulØ par un facteur de phase / eikqxl20 . Pour � � 1 et m � �, ces excitations
sont bosoniques et chaque mode est donc caractØrisØ par les nombres quantiques
(q;m)[21].
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En se servant des expressions (2.69) et (2.91), et en nØgligeant la contri-
bution intra-niveaux �̂0;q, ce hamiltonien se met sous la forme quadratique et
bosonique [21]

VC =
X

q

X

m;m0
~�q;m;m0

�
byq;m + b�q;m

� �
by�q;m0 + bq;m0

�
; (2.72)

pour � � 1, m � � et jqjl0 �
p
�. Remarquons en particulier que la

constante de couplage est factorisable :

�q;m;m0 =
N

2~S
~VC(q)

p
mm0Jm (jqjRC) Jm0 (jqjRC) : (2.73)

En se servant du paramŁtre rs = 1
a�B
p��2DEG

oø a�B = ~2�
m�e2 dØsigne le rayon de

Bohr e�ectif des Ølectrons, la constante de couplage normalisØe peut �nalement
s’Øcrire comme

�q;m;m0

!0
=

�rsgS

2jqjRC

p
mm0Jm (jqjRC) Jm0 (jqjRC) : (2.74)

Notons que le prØfacteur apparaissant dans l’Øquation prØcØdente peut s’ex-
primer comme �rsgS

2jqjRC
= gS

2jqjl0
e2

�l0~!0
, et l’on reconnait l’Øchelle caractØristique qui

quanti�e l’importance du mØlange de niveaux dans le rØgime des facteurs de
remplissage entiers. Concernant la contribution en Ønergie cinØtique, il convient
maintenant de chercher une reprØsentation du hamiltonien HL (Øquation 2.55)
dans la base gØnØrØe par les modes bosoniques byq;m. Au regard des dØ�nitions
(2.56) et (2.91), on constate immØdiatement que l’Øtat fondamental fermio-
nique jF i coïncide avec le vide de bosons, i.e. bq;m jF i = 0. Par consØquent,
l’espace de Hilbert bosonique est engendrØ par l’application successive des opØ-
rateurs byq;m sur l’Øtat fondamental jF i, i.e.

jfnq;mgi =
Y

q;m

�
byq;m

�nq;m

p
nq;m!

jF i ; (2.75)

oø nq;m = 0; 1; 2; � � � dØsigne le nombre d’occupation du mode (q;m). On
peut maintenant dØduire la reprØsentation cherchØe à l’aide de l’Øquation

HL jfnq;mgi =

"

HL;
Y

q;m

�
byq;m

�nq;m

p
nq;m!

#

jF i+
Y

q;m

�
byq;m

�nq;m

p
nq;m!

HL jF i ; (2.76)
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oø le commutateur �gurant au second membre peut Œtre ØvaluØ grâce à
la relation [bq;m; HL] = m~!0bq;m. En remarquant que HL jF i = N~!0�2

2 jF i,
l’expression de HL dans la base bosonique est donnØe par

HL =
X

q;m

m~!0byq;mbq;m +
N~!0�2

2
: (2.77)

Dans l’annexe A.2, nous montrons que les espaces de Hilbert fermionique et
bosonique sont Øgaux si l’on se restreint au sous-espace à une excitation. Dans
ce sous-espace, la bosonisation n’introduit donc pas d’Øtats non-physiques.
Comme nous l’avions dØjà ØvoquØ dans la section 1.3.2, c’est �nalement cette
propriØtØ qui con�rme que notre traitement n’est valide que dans la limite d’un
faible nombre d’excitations. Les modes propres Ølectroniques s’obtiennent en
diagonalisant le hamiltonien de "magnØto-plasmons"

Hmp =
X

q;m

m~!0byq;mbq;m +
X

q

X

m;m0
~�q;m;m0

�
byq;m + b�q;m

� �
by�q;m0 + bq;m0

�
;

(2.78)
somme des contributions (2.72) et (2.77), au moyen d’une transformation

de Bogoliubov gØnØralisØe [21]

mq;j =
X

m

Uq;m;jbq;m + Vq;m;jby�q;m (2.79)

Il est d’ailleurs intØressant de remarquer la grande similaritØ avec le hamil-
tonien de Luttinger du liquide d’Ølectrons unidimensionnel [24, 25].

Le hamiltonien (2.78) peut s’Øcrire sous la forme diagonale

Hmp =
X

q;j

~�q;jmyq;jmq;j; (2.80)

oø les modes propres �q;j sont solutions de l’Øquation aux valeurs propres
[mq;j; Hmp] = ~�q;jmq;j. En rØsolvant le systŁme d’Øquations correspondant,
on peut alors montrer que les frØquences propres sont solutions de l’Øquation
transcendante

X

m

4m!0�q;m;m

�2
q;j �m2!2

0
= 1; (2.81)

donnant les pôles de la fonction diØlectrique obtenus par Kallin et Halpe-
rin dans le cadre de la RPA et dans la limite des forts champs magnØtiques
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Figure 2.2.5 � (a) FrØquences des magnØto-plasmons normalisØs par la frØ-
quence cyclotron �q;j=!0 en fonction du vecteur d’onde adimensionnØ jqjRC

(traits pleins bleus). Ces modes propres sont obtenus par une diagonalisation
numØrique du hamiltonien 2.78 comprennant 15 modes (mc = 15). La courbe

en pointillØs noirs correspond à la frØquence !p;q
!0

=
q

1 + gS�rsjqjRC
2 du plasmon

en unitØs de !0. Les frØquences des magnØto-plasmons tendent vers leurs va-
leurs non perturbØes m!0 pour jqj ! 0. Cette propriØtØ est intrinsŁque au mo-
dŁle, justi�Ø lui-mŒme par le thØorŁme de Kohn [64]. (b) Zoom sur la zone de la
�gure (a) dØlimitØe par le rectangle noir. Les modes propres s’anticroisent pour
des valeurs particuliŁres du vecteur d’onde. Ces modes sont appelØs "modes de
Bernstein". ParamŁtres : rs = 1, � = 50, � = 13.
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[21, 62]. Sur la �gure 2.2.5, nous avons reprØsentØ les frØquences de ces magnØto-
plasmons normalisØs par la frØquence cyclotron �q;j=!0 en fonction du vecteur
d’onde adimensionnØ jqjRC (traits pleins bleus). La courbe en pointillØs noirs
correspond à la frØquence !p;q=!0 =

p
1 + gS�rsjqjRC=2 du plasmon en unitØs

de !0 (voir ci dessous). La densitØ du gaz est �xØe à �2DEG = 4 � 1011cm�2 de
façon à obtenir rs � 1. Étant intØressØs par le rØgime des hauts facteurs de
remplissage, nous avons pris � = 50, ce qui correspond à un champ magnØtique
B = 0:15T. On peut remarquer sur la �gure 2.2.5 et d’aprŁs les relations (2.74)
et (2.81), que les Ønergies des magnØto-plasmons tendent vers leurs valeurs non-
perturbØes m~!0 lorsque jqj ! 0. Cette propriØtØ est donc intrinsŁque à ce
modŁle qui permet de retrouver la contribution RPA, et dont la pertinence à
dØcrire les interactions pour jqj ! 0 est justi�Øe par le thØorŁme de Kohn [64].
Comme on s’y attendait, la faible valeur du champ magnØtique implique que
l’Øchelle quanti�ant le mØlange de niveaux e2

�l0~!0
= rs
p
� est de l’ordre de 7.

Ceci à pour consØquence un mØlange de niveaux de Landau important. Chaque
branche j possŁde un poids non nul sur tous les modes de magnØto-excitons
m = 1; 2; � � � . En raison de la prØsence des termes antirØsonants byq;mb

y
�q;m0 et

bq;mb�q;m0, l’Øtat fondamental contient un nombre �ni de paires Ølectron-trou
correspondantes à des transitions entre les niveaux de Landau N et N + m
8N;m. On remarque Øgalement que les di�Ørentes branches s’anticroisent pour
des valeurs particuliŁres du vecteur d’onde. Ces anticroisements sont appelØs
modes de Bernstein [78] et ont ØtØ mesurØ par des techniques de spectroscopie
dans les gaz d’Ølectrons bidimensionnels [79]. On peut constater numØrique-
ment que les coe�cients Uq;m=1;j et Vq;m=1;j saturent presque complŁtement la
dØcomposition (2.79) pour les parties du spectre (q; j) confondues avec la ligne
en pointillØs noirs (jqjRC . 1). Dans ces zones, la transition dipolaire m = 1
domine, si bien que l’on peut pratiquement rØduire le hamiltonien (2.78) à la
seule contribution m = m0 = 1 :

Hmp �
jqjRC�1

X

q

~!0byqbq + ~�q
�
byq + b�q

� �
by�q + bq

�
; (2.82)

avec

�q � �q;1;1 =
e2gS

2~�jqjl20
J2

1 (jqjRC) �
jqjRC�1

�cgSjqj�
4�

: (2.83)

Ce hamiltonien s’Øcrit sous la forme diagonale Hmp =
P

q ~!p;q dyqdq qui
fait apparaitre un mode collectif de frØquence !p;q =

p
!2

0 + gS�rs!2
0jqjRC=2,

correspondant au plasmon à deux dimensions modi�Ø par le champ magnØtique



2.2. Couplage ultrafort à un rØsonateur optique 75

[80, 81]. Notons que la di�Ørence principale tient au fait que son Ønergie ne
tend pas vers 0 lorsque jqj ! 0.

Dans la section 2.2.3, nous avons ØvoquØ le fait que les vecteurs d’ondes mis
en jeu lors du couplage du gaz d’Ølectrons avec les modes de cavitØ vØri�ent
toujours la condition jqjRC � 1. Autrement dit, la longueur d’onde de ces
modes de cavitØ � Lz est beaucoup plus grande que le rayon de l’orbite cyclo-
tron des Ølectrons au niveau de Fermi. Choisissons un facteur de remplissage
ØlevØ de l’ordre de � = 50 (B = 0:1T et �2DEG = 2:5 � 1011cm�2) et un mode
de longueur d’onde � = 100�m (infrarouge lointain). On voit dans ce cas que
l’Øchelle de dispersion des magneto-plasmons jqjRC est de l’ordre de 5 � 10�2,
et l’on constate que le couplage aux modes de cavitØ ne fait intervenir que
la partie longue portØe de la dispersion des magnØto-plasmons. Les magnØto-
excitons associØs à la transition cyclotron d’Ønergie ~!0 sont renormalisØs en
un mode de plasmon de frØquence !p;q, trŁs proche de !0 mais qui disperse
de plus en plus vite lorsque l’on augmente le facteur de remplissage. Dans
notre cas, il est clair que cette procØdure de bosonisation est particuliŁrement
adaptØe au traitement des interactions en prØsence du rØsonateur, notamment
parce qu’elle a pour avantage d’Øtendre le domaine d’application de la RPA au
rØgime des champs magnØtiques faibles correspondant avec celui du couplage
ultrafort lumiŁre-matiŁre � � 1.

Nous allons maintenant dØriver l’expression du hamiltonien de couplage
lumiŁre-matiŁre dans la base des Øtats de Landau et des modes du champ
ØlectromagnØtique (N; k)
 (q; n; �).

Hamiltonien de couplage

La contribution correspondante au couplage entre les degrØs de libertØ des
Ølectrons et ceux associØs au champ du vide est composØe de deux termes :

Hint =
X

i

e
m�c

pi �A(ri; z) +
e2

m�c2 A0(ri) �A(ri; z): (2.84)

L’expression de ce hamiltonien en seconde quanti�cation

Hint =
Z
dr
Z
dz	y(r; z)Hint	(r; z) (2.85)

fait alors apparaitre des ØlØments de matrice hN; kj e�iq�rpx jN 0; k0i,
hN; kj e�iq�rpy jN 0; k0i et hN; kj e�iq�rx jN 0; k0i. Pour les calculer, on peut intro-
duire les combinaisons (2.14) des variables x, px et py, et se ramener ainsi au cal-
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cul d’ØlØments de matrice du type hN; kj e�iq�rd(y)
r jN 0; k0i / hN; kj e�iq�r jN 0 � 1; k0i

donnØs dans l’annexe A.1. Concernant le mouvement selon z, il apparaît aussi
les deux intØgrales

Z Lz

0
dz �(z �

Lz
2

) sin
�
n�z
Lz

�
�(z �

Lz
2

) et (2.86)
Z Lz

0
dz �(z �

Lz
2

) cos
�
n�z
Lz

�
@
@z
�(z �

Lz
2

): (2.87)

Par raisons de symØtrie, on voit tout de suite que la derniŁre de ces intØ-
grales est nulle. En considØrant que le puits quantique est placØ au milieu de la
cavitØ (z = Lz=2), on peut alors approximer la premiŁre au simple facteur gØo-
mØtrique sin

�n�
2

�
. Ceci impose que les modes possØdant un noeud en z = Lz=2

ne sont pas couplØs au rØsonateur, et �xe donc la paritØ de n. Introduisons le
nombre m = jN 0 � N j correspondant à la di�Ørence entre les deux indices de
niveaux impliquØs dans une transition entre niveaux de Landau distincts. Dans
le rØgime des hauts facteurs de remplissage N � � � 1, pour des excitations
de basse Ønergie (m � �), et dans le secteur jqjl0 �

p
�, le hamiltonien de

couplage se met �nalement sous une forme quadratique et bosonique :

Hint =
X

q;n

+1X

m=1

i~
(1)
q;n;m cos �q;n

�
byq;m � b�q;m

� �
ay�q;n;1 + aq;n;1

�

+
X

q;n

+1X

m=1

~
(2)
q;n;m

�
byq;m + b�q;m

� �
ay�q;n;2 + aq;n;2

�
: (2.88)

Les constantes de couplage sont donnØes par


(1)
q;n;m =

8
><

>:

2m
p
m

jqjRC
Jm (jqjRC)

r
��gS!2

0

�
p
�
p
n2+j~qj2

pour n impair

0 sinon;
(2.89)


(2)
q;n;m =

8
><

>:

2
p
mJ 0m (jqjRC)

r
��gS!2

0

�
p
�
p
n2+j~qj2

pour n impair

0 sinon;
(2.90)

avec le vecteur d’onde adimensionnØ j~qj = jqjLz=�, cos �q;n = n=
p
n2 + j~qj2

et sin �q;n = j~qj=
p
n2 + j~qj2. Jm dØsigne la fonction de Bessel de premiŁre



2.2. Couplage ultrafort à un rØsonateur optique 77

espŁce et d’ordre m, et J 0m sa dØrivØe. Notons la prØsence du facteur gS qui
prend en compte la dØgØnØrescence de spin. Les opØrateurs de magnØto-excitons
b(y)

q;m et b(y)
�q;m apparaissant dans (2.88) sont donnØs par la forme asymptotique

byq;m =
1

p
mN

X

N;k

ei[qx(k�qy=2)l20�m(�q��=2)]cyN+m;k�qycN;k (2.91)

dØrivØe dans la section prØcØdente. Notons que la prØsence de ces opØrateurs
n’est pas vraiment surprenant dans la mesure oø le couplage lumiŁre matiŁre
considØrØ ici est d’origine dipolaire Ølectrique, et fait donc apparaître des modes
collectifs correspondant aux excitations de la densitØ de charge aux vecteurs
d’onde optiques q sØlectionnØs par la cavitØ. Comme nous l’avons dØjà ØvoquØ
dans la section prØcØdente, la limite des excitations optiques correspond à la
condition jqjRC � 1. Nous allons donc dØvelopper les constantes de couplage
en puissances du petit paramŁtre jqjRC. D’autre part, l’Øchelle des variations
spatiales du couplage lumiŁre-matiŁre est donnØe par le vecteur d’onde norma-
lisØ par la longueur de cavitØ Lz, j~qj = jqjLz=�. On pourra donc caractØriser
les excitations du systŁme par leur dispersion en fonction de j~qj. Au regard de
(2.88), on constate que le hamiltonien de couplage prend la forme d’un dØve-
loppement multipolaire (m = 1; 2; 3; � � � ) dont les contributions correspondant
à un m donnØ commutent deux à deux. À l’ordre zØro en jqjRC, on obtient

2m
p
m

jqjRC
Jm (jqjRC) �

jqjRC�1
2
p
mJ 0m (jqjRC) �

jqjRC�1

p
m

m� 1!

�
jqjRC

2

�m�1

(2.92)

et comme on s’y attendait, le couplage lumiŁre-matiŁre est complŁtement
dominØ par la transition cyclotronm = 1. Nous nous bornerons par consØquent
à Øtudier le hamiltonien dipolaire

Hint =
X

q;n

i~
q;n cos �q;n
�
byq � b�q

� �
ay�q;n;1 + aq;n;1

�

+
X

q;n

~
q;n
�
byq + b�q

� �
ay�q;n;2 + aq;n;2

�
n impair; (2.93)

avec byq;1 � byq et la frØquence de Rabi du vide


q;n =

s
��gS!2

0

�
p
�
p
n2 + j~qj2

: (2.94)
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La branche n = 1 correspond à la branche optique de plus basse Ønergie
couplØe au gaz d’Ølectrons. Nous allons maintenant choisir la condition de
rØsonance telle que la frØquence cyclotron !0 coïncide avec la frØquence !0;1

du mode (q = 0; n = 1), i.e. !0 = �c
Lz
p
� (ce mode se propage parallŁlement à

ez). A rØsonance, on a j~qj = 0, et la frØquence de Rabi adimensionnØe s’Øcrie


0;1

!0
=
r
��gSnQW

�
p
�

: (2.95)

On notera l’introduction du facteur nQW lorsque la structure se compose
de plusieurs puits quantiques. Nous avons donc dØmontrØ la loi d’Øchelle de la
section 2.2.2. Comme attendu, ce rapport peut devenir d’ordre unitØ dans le
rØgime des hauts facteurs de remplissage � � 1 (�gure 2.2.6).

Figure 2.2.6 � FrØquence de Rabi du vide adimensionnØe 
0;1
!0

en fonction du
facteur de remplissage � pour di�Ørentes valeurs du nombre de puits quantiques
nQW. Le couple d’indices (0; 1) fait rØfØrence au mode rØsonant avec la tran-
sition cyclotron (!0;1 = !0). Nous avons pris � = 13 pour un puits quantique
GaAs/AlGaAs.

Sur la �gure 2.2.7, nous avons reprØsentØ les constantes de couplage norma-
lisØes apparaissant dans le hamiltonien (2.93), en fonction du vecteur d’onde
optique j~qj = jqjLz

� pour � = 50 et nQW = 8. La polarisation � = 2 est cou-
plØe aux modes Ølectronique via la frØquence de Rabi du vide 
q;n (traits en
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pointillØs). Le couplage des modes de polarisation � = 1 fait apparaitre un fac-
teur gØomØtrique cos �q;n (traits pleins). Ce facteur atteint sa valeur maximale
cos �0;n = 1 lorsque le vecteur d’onde du champ est dirigØ selon z. Les modes
des deux polarisations sont alors contenus dans le plan (xOy) et le couplage
avec les dipôles Ølectroniques est maximal. Dans le cas gØnØral, seuls les modes
de polarisation � = 2 sont contenus dans ce plan : le couplage entre les Ølectrons
et les modes polarisØs � = 1 est donc moins e�cace, voir nul lorsque ces modes
sont orthogonaux au plan contenant les dipôles (j~qj ! 1). Les constantes de
couplages dØcroissent respectivement en 1

j~qj3=2 pour la polarisation � = 1, et en
1p
j~qj

pour la polarisation � = 2.

Figure 2.2.7 � Constantes de couplage normalisØes apparaissant dans le ha-
miltonien (2.93) en fonction du vecteur d’onde optique j~qj = jqjLz

� dans le
rØgime � � 1. La polarisation � = 2 est couplØe aux modes Ølectroniques via
la frØquence de Rabi du vide 
q;n (traits en pointillØs). Le couplage des modes
de polarisation � = 1 fait apparaître un facteur gØomØtrique supplØmentaire
cos �q;n (traits pleins). ParamŁtres : � = 13, nQW = 8, � = 50.

Nous avons vu qu’en prØsence des interactions de Coulomb, les magnØto-
excitons m = 1 sont renormalisØs en un mode de plasmon qui disperse en
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p
1 + jqj2, couplØ aux modes optiques de la cavitØ planaire. Il parait par consØ-

quent raisonnable d’exprimer Le hamiltonien d’interaction Hint en fonction des
opØrateurs dyq et dq de la section prØcØdente. Ceci s’e�ectue au moyen de la
transformation

bq =
!p;q + !0

2p!p;q !0
dq �

!p;q � !0

2p!p;q !0
dy�q

by�q = �
!p;q � !0

2p!p;q !0
dq +

!p;q + !0

2p!p;q !0
dy�q; (2.96)

conduisant à

Hint =
X

q

X

n impairs

i~
q;n

r
!p;q

!0
cos �q;n

�
dyq � d�q

� �
ay�q;n;1 + aq;n;1

�

+
X

q

X

n impairs

~
q;n

r
!0

!p;q

�
dyq + d�q

� �
ay�q;n;2 + aq;n;2

�
: (2.97)

Ce Hamiltonien dØcrit donc le couplage linØaire entre les modes de plas-
mons et les modes du champ ØlectromagnØtique, via une frØquence de Rabi
renormalisØe par la partie longue portØe des interactions Coulombiennes.

Hamiltonien diamagnØtique

Nous allons maintenant nous intØresser au troisiŁme terme du hamiltonien
total (2.44), le terme diamagnØtique. Contrairement à ce qui est souvent le
cas en physique atomique, nous verrons alors que ce terme se rØvŁle d’une im-
portance cruciale dans notre systŁme. Le terme diamagnØtique correspond à la
contribution faisant intervenir le carrØ du potentiel vecteur ØlectromagnØtique :

Hdia =
X

i

e2

2m�c2 A2(ri; z): (2.98)

Comme nous cherchons à dØcrire les excitations provenant de l’intrication
entre les degrØs de libertØ des Ølectrons et ceux associØs au champ du vide,
l’expression de ce terme en seconde quanti�cation est donnØe par l’Øquation

Hdia =
Z
dr
Z
dz	y(r; z)Hdia	(r; z): (2.99)
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Le calcul des ØlØments de matrice de (2.99) s’e�ectue en moyennant la
contribution des degrØs de libertØ Ølectroniques sur l’Øtat fondamental non
perturbØ jF i. Dans le cadre de cette approximation, on peut dire que les pho-
tons de cavitØ "se voient" par l’intermØdiaire du champ moyen gØnØrØ par les
Ølectrons du gaz. On prendra donc ici hcyN;kcN 0;k0i = �(�� 1�N)�N;N 0�k;k0 . En
utilisant l’expression des ØlØments hN; kj e�i(q�q0)�r jN; ki de l’annexe A.1, on
trouve facilement les deux rŁgles de sØlection q = q0 et q = �q0. Finalement, les
deux relations

PN
p=1 e

2i�p(nx�n0x)=N = N �nx;�n0x et GN;N(0) = LN(0) = 1 nous
permettent de mettre le terme diamagnØtique sous la forme Hdia = H(i)

dia +H(p)
dia ,

oø le terme

H(i)
dia =

X

q;n;n0
~Dq;n;n0 cos �q;n cos �q;n0

�
a�q;n;1 + ayq;n;1

��
aq;n0;1 + ay�q;n0;1

�

+
X

q;n;n0
~Dq;n;n0

�
a�q;n;2 + ayq;n;2

��
aq;n0;2 + ay�q;n0;2

�
(2.100)

provient des composantes planaires A2
x + A2

y et regroupe les contributions
des modes impairs (n; n0 = 1; 3; 5; � � � ). La constante de couplage Dq;n;n0 s’Øcrie
alors sous la forme factorisØe 21

Dq;n;n0 =

q;n
q;n0

!0
: (2.101)

Le second terme / A2
z provient de la composante du potentiel vecteur selon

z et regroupe les contributions des modes pairs (n; n0 = 0; 2; 4; � � � ) :

H(p)
dia =

X

q;n;n0
NnNn0~Dq;n;n0 sin �q;n sin �q;n0

�
a�q;n;1 + ayq;n;1

��
aq;n0;1 + ay�q;n0;1

�
:

(2.102)
Le facteur Nn = 1=

p
1 + �n;0 prend en compte la normalisation spØci�que

du mode n = 0. Nous avons vu dans la section prØcØdente (Øquations (2.93)
et (2.94)) que les modes pairs ne sont pas couplØs au gaz d’Ølectrons. De plus,

21. La forme particuliŁre de cette relation provient du fait que les Øtats propres Ølectro-
niques ont une structure d’oscillateur harmonique. Dans le cas des transitions intersous-
bandes [17] ou des atomes arti�ciels en Ølectrodynamique quantique des circuits [82], on a
en gØnØral D 6= 
2=!0 tout en conservant la relation de proportionnalitØ D / 
2=!0 (voir
annexe A.3). Nous verrons au chapitre 3 que cette propriØtØ a des consØquences importantes
sur la nature des excitations lumiŁre-matiŁre.
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Figure 2.2.8 � Les trois plus grands ØlØments de matrice du couplage dia-
magnØtique normalisØ en fonction du vecteur d’onde optique dans le plan j~qj
et dans le rØgime � � 1. Pour les modes de polarisation � = 2 (traits en
pointillØs), ces ØlØments de matrices correspondent à Dq;1;n

!0
(n = 1; 3; 5) qui

dØcroissent en 1=j~qj. Les modes de polarisation � = 1 (traits pleins) font appa-
raître les facteurs gØomØtriques cos �q;1 cos �q;n (n = 1; 3; 5), et dØcroissent plus
rapidement en 1=j~qj3. On voit alors clairement que le terme diamagnØtique est
important en rØgime de couplage ultrafort. ParamŁtres : � = 13, nQW = 8,
� = 50.
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comme le terme diamagnØtique ne couple pas les modes de paritØ di�Ørentes,
on peut d’ores et dØjà diagonaliser la somme des contributions paires H(p) =
H(p)

1 +H(p)
2 avec

H(p)
1 =

X

q

X

n pairs

~!q;nayq;n;1aq;n;1 +H(p)
dia (2.103)

H(p)
2 =

X

q

X

n pairs

~!q;nayq;n;2aq;n;2: (2.104)

La contribution (2.104) de la polarisation � = 2 est dØjà sous forme diago-
nale. Par consØquent, les excitations correspondantes coïncident avec les modes
non-perturbØs d’Ønergie ~!q;n (n = 0; 2; 4; � � � ). Concernant la polarisation
� = 1, la contribution (2.103) peut Œtre diagonalisØe en utilisant une trans-
formation de Bogoliubov gØnØralisØe ~aq;j;1 =

P
n Uq;n;jaq;n;1 +Vq;n;jay�q;n;1. Les

frØquences propres sont alors donnØes par l’Øquation [~aq;j;1; H
(p)
1 ] = ~~!q;j~aq;j;1.

En rØsolvant le systŁme d’Øquations associØ, on obtient l’Øquation transcen-
dante

X

n pairs

4!q;nDq;n;n

~!2
q;j � !2

q;n
= 1; (2.105)

qui peut Œtre rØsolue numØriquement et nous permet alors de calculer les
nouvelles rØsonances ~!q;j. Dans la nouvelle base, le hamiltonien H(p)

1 prend
�nalement la forme diagonale

H(p)
1 =

X

q

X

j

~~!q;j~ayq;j;1~aq;j;1; (2.106)

ce qui s’interprŁte en disant que l’Ønergie des branches paires du champ
ØlectromagnØtique est renormalisØe ("blueshift") par le terme diamagnØtique.
De plus, l’Øtat fondamental de la cavitØ associØ à ces modes contient un nombre
�ni de photons en raison des termes antirØsonants provenant du hamiltonien
diamagnØtique. Il est intØressant de remarquer d’aprŁs (2.94) et (2.101) que

q;0 diverge en 1p

j~qj
pour j~qj ! 0, ce qui entraîne l’apparition d’une divergence

1
j~qj gŒnante dans le terme (2.102). Fort heureusement, cette divergence est
rØgularisØe automatiquement lorsque l’on prend en compte l’Ønergie des modes
libres. L’Øquation aux valeurs propres (2.105) fait en e�et intervenir le produit
!q;0Dq;0;0 qui tend vers une limite �nie lorsque j~qj ! 0.
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Figure 2.2.9 � FrØquences propres normalisØes ~!q;j=!0 j = 1; 2; 3; 4; 5 (traits
bleus) en fonction du vecteur d’onde j~qj, obtenues par diagonalisation numØ-
rique du hamiltonien (2.103). Les frØquences des modes non-perturbØs !q;n

(n = 0; 2; 4; � � � ) correspondent aux traits noirs. Une convergence satisfaisante
est atteinte en prenant 8 branches photoniques en compte (nc = 14). Para-
mŁtres : � = 13, nQW = 8, � = 50.
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Sur la �gure 2.2.9, nous avons reprØsentØ les 5 premiŁres frØquences propres
normalisØes ~!q;j=!0 (traits bleus) en fonction du vecteur d’onde j~qj, obtenues
par une diagonalisation numØrique du hamiltonien (2.103). Les frØquences des
modes non-perturbØs !q;n (n = 0; 2; 4; � � � ) correspondent aux traits noirs.
Une convergence satisfaisante est atteinte en prenant 8 branches photoniques
en compte (nc = 14). Notons à ce propos que la relation (2.105) implique une
convergence rapide en 1=n4. On constate que la branche de plus basse Ønergie
n = 0 est fortement repoussØe de sa valeur non-perturbØe !q;0. En particulier, le
splitting correspondant est maximum pour j~qj = 0, ce qui provient du fait que
Dq;0;0 sin2 �q;0 diverge lorsque j~qj ! 0. L’Øquation aux valeurs propres (2.105)
ne fait intervenir que les termes diagonauxDq;n;n. En remarquant que pour n 6=
0, Dq;n;n sin2 �q;n ! 0 lorsque j~qj ! 0, on est en mesure d’expliquer pourquoi
l’Ønergie des modes n 6= 0 n’est pas renormalisØe à j~qj = 0. Notons cependant
que le splitting du mode n = 2 n’est plus nØgligeable lorsque Dq;2;2 sin2 �q;2

atteint sa valeur maximale autour de j~qj = 2. En e�et, il est facile de voir
que les constantes de couplage Dq;n;n sin2 �q;n tendent vers 0 (� 1=j~qj) lorsque
j~qj ! +1, et les frØquences propres tendent asymptotiquement vers leurs
valeurs non-perturbØes. On comprend donc maintenant l’origine du "Polariton
Gap" ØvoquØ dans la section 1.3.2. En e�et, les modes propres associØs aux
degrØs de libertØ photoniques n’ont pas les mŒmes Ønergies selon la valeur du
paramŁtre j~qj servant à caractØriser leur dispersion. À j~qj = 0, le "blue shift"
est maximal alors que l’on retrouve l’Ønergie des modes libres pour j~qj !
+1. Il ne nous reste dØsormais que les contributions impaires pour les deux
polarisations

H(i) =
X

q;�

X

n impairs

~!q;nayq;n;�aq;n;� +H(i)
dia; (2.107)

que nous allons maintenant diagonaliser avec les autres contributions.

2.2.8 Excitations lumiŁre-matiŁre

Nous disposons dØsormais des di�Ørentes contributions qui composent le
hamiltonien total (2.44), qui peut alors se mettre sous une forme bosonique
et quadratique dans le rØgime des hauts facteurs de remplissage. Nous allons
le diagonaliser au moyen d’une transformation qui porte le nom de transfor-
mation de Hop�eld-Bogoliubov lorsqu’elle dØcrit le couplage entre des champs
bosoniques de natures di�Ørentes. En regroupant les di�Ørentes contributions,
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nous obtenons H = Hmp + Hint + H(i) auquel on doit ajouter la contribution
des modes pairs

H(p) =
X

q

X

j

~~!q;j~ayq;j;1~aq;j;1 +
X

q

X

n pairs

~!q;nayq;n;2aq;n;2; (2.108)

dont les valeurs propres ont ØtØ tracØ sur la �gure 2.2.9. La contribution
Hint dØcrivant le couplage linØaire entre le plasmon et les modes de cavitØ est
donnØe par l’Øquation

Hint =
X

q

X

n impairs

i~
q;n

r
!p;q

!0
cos �q;n

�
dyq � d�q

� �
ay�q;n;1 + aq;n;1

�

+
X

q

X

n impairs

~
q;n

r
!0

!p;q

�
dyq + d�q

� �
ay�q;n;2 + aq;n;2

�
: (2.109)

Les contributions restantes sont quant à elles donnØes par

H(i) =
X

q

X

n;n0 impairs

~Dq;n;n0 cos �q;n cos �q;n0

�
a�q;n;1 + ayq;n;1

��
aq;n0;1 + ay�q;n0;1

�

+
X

q

X

n;n0 impairs

~Dq;n;n0

�
a�q;n;2 + ayq;n;2

��
aq;n0;2 + ay�q;n0;2

�

+
X

q;�

X

n impairs

~!q;nayq;n;�aq;n;�; (2.110)

et l’Ønergie du mode de plasmon

Hmp =
X

q

~!p;q dyqdq: (2.111)

Il convient de remarquer que l’on peut pas sØparer les contributions associØes
à chaque polarisation � = 1; 2 de façon à former deux termes qui commutent.
Les di�Ørents modes n Øtant directement couplØs via le terme diamagnØtique,
seuls les modes q sont indØpendants ce qui provient du fait que l’impulsion
totale dans le plan est conservØe. Autrement dit, tant que l’on se limite aux
excitations neutres, le vecteur d’onde dans le plan demeure un bon nombre
quantique. En introduisant des variables d’impulsion et de position �ctives,
combinaisons linØaires des opØrateurs Ølectroniques et photoniques, on peut
alors montrer que le hamiltonien prØcØdent est dØ�ni positif quelque soit la
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valeur de �, ce qui implique que ce dernier est toujours diagonalisable. En
suivant la dØmarche introduite par Hop�eld [14, 83�85], introduisons les modes
normaux (ou "magnØto-polaritons")

pq;j =
X

n

W (1)
q;n;jaq;n;1 +

X

n

W (2)
q;n;jaq;n;2 +Xq;jdq

+
X

n

Y (1)
q;n;ja

y
�q;n;1 +

X

n

Y (2)
q;n;ja

y
�q;n;2 + Zq;jdy�q; (2.112)

qui diagonalisent le hamiltonien total, i.e.

H =
X

q;j

Eq;jpyq;jpq;j (2.113)

à une constante prŁs. Les coe�cients de Hop�eld vØri�ent la condition de
normalisation

X

n

jW (1)
q;n;jj

2 +
X

n

jW (2)
q;n;jj

2 + jXq;jj2�
X

n

jY (1)
q;n;jj

2�
X

n

jW (2)
q;n;jj

2� jZq;jj2 = 1:

(2.114)
Il est alors commode d’introduire les notations

~
q;1 = (
q;1 cos �q;1;
q;3 cos �q;3;
q;5 cos �q;5; � � � )T

~
q;2 = (
q;1;
q;3;
q;5; � � � )T ; (2.115)

oø l’exposant T dØsigne la transposition matricielle, et

!q = Diag (!q;1; !q;3; !q;5; � � � )

Dq;1 =
~
q;1~
T

q;1

!0

Dq;2 =
~
q;2~
T

q;2

!0
: (2.116)

Avec ces conventions, l’Øquation aux valeurs propres [pq;j; H] = Eq;jpq;j se
met sous la forme matricielle ~Mq

~Vq;j = Eq;j ~Vq;j, avec les vecteurs propres

~Vq;j =
�
W (1)

q;1;j; � � � ;W
(2)
q;1;j; � � � ; Xq;j; Y

(1)
q;1;j; � � � ; Y

(2)
q;1;j; � � � ; Zq;j

�T
; (2.117)
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et la matrice de Hop�eld

Mq =

 
Qq Kq

�Kyq �QT
q

!

: (2.118)

Les "sous-matrices" de l’Øquation prØcØdente sont donnØes par les deux
relations

Qq =

0

BBB@

!q + 2Dq;1 0 i~
q;1

q
!p;q
!0

0 !q + 2Dq;2
~
q;2

q
!0
!p;q

�i~
T
q;1

q
!p;q
!0

~
T
q;2

q
!0
!p;q

!p;q

1

CCCA
(2.119)

et

Kq =

0

BBB@

�2Dq;1 0 i~
q;1

q
!p;q
!0

0 �2Dq;2 �~
q;2

q
!0
!p;q

i~
T
q;1

q
!p;q
!0

�~
T
q;2

q
!0
!p;q

0

1

CCCA
: (2.120)

Notons que 0 dØsigne une matrice de zØros de mŒme taille que !q et Dq;i

(i = 1; 2).
Sur la �gure 2.2.10, nous avons reprØsentØ les frØquences des 7 premiers

modes propres (magnØto-polaritons) normalisØes par la frØquence cyclotron
Eq;j
~!0

(j = 1; 2; � � � ; 7), en fonction du vecteur d’onde optique adimensionnØ j~qj
(traits pleins). Ces modes propres sont obtenus par diagonalisation numØrique
de la matrice de Hop�eld 2.118, en utilisant un cuto� nc = 15 su�sant pour
atteindre la convergence. La frØquence cyclotron !0 ainsi que les frØquences
des modes optiques !q;n sont respectivement reprØsentØes par des lignes en
pointillØs et en tirets noirs. Au vecteur d’onde rØsonant j~qj = 0, le splitting
des di�Ørentes branches de polaritons est maximal, tout comme le mØlange des
composantes photoniques et Ølectroniques. La branche de plus basse Ønergie
j = 1 (trait plein noir) est alors clairement dØplacØe vers 0 et possŁde un poids
Ølectronique jX0;1j2 � jY0;1j2 � 0:9. L’Øtat fondamental jGi du systŁme total
dØ�nit par pq;j jGi = 0, ainsi que les Øtats excitØs obtenus par application
des opØrateurs pyq;j sur jGi sont des Øtats intriquØs lumiŁre-matiŁre, analogues
aux Øtats de Bell (1.32) du chapitre 1. Lorsque l’on s’Øloigne de la rØsonance
(j~qj ! +1), il y a dØsintrication des degrØs de libertØ Ølectroniques et pho-
toniques, les frØquences propres convergent vers les frØquences des excitations
non-couplØes. En particulier, la frØquence de la branche j = 1 tend vers la
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Figure 2.2.10 � FrØquences des 7 premiers modes propres (magnØto-
polaritons) normalisØes par la frØquence cyclotron Eq;j

~!0
(j = 1; 2; � � � ; 7) en

fonction du vecteur d’onde optique adimensionnØ j~qj (traits pleins), à � �xØ.
Ces modes propres sont obtenus par diagonalisation numØrique de la matrice
de Hop�eld 2.118 en utilisant un cuto� nc = 15 su�sant pour atteindre la
convergence. La frØquence cyclotron ainsi que celles des modes optiques !q;n

sont respectivement reprØsentØs par des lignes en pointillØs et en tirets noirs.
ParamŁtres : � = 13, nQW = 8, � = 50.
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frØquence cyclotron avec un poids Ølectronique se rapprochant de plus en plus
de 1. Les branches bleues (j = 2; 4; 6; � � � ) et vertes (j = 3; 5; 7; � � � ) se dØcom-
posent respectivement sur les modes de polarisation � = 1 et � = 2 lorsque
j~qj ! +1. On remarque Øgalement que le gap de polariton entre les branches
j = 1 et j = 2 est clairement visible.

Figure 2.2.11 � FrØquences des 7 premiers modes propres (magnØto-
polaritons) normalisØes par la frØquence cyclotron E0;j

~!0
, en fonction de la racine

carrØe du facteur de remplissage (le rapport de couplage 
0;1
!0

est proportionnel
à
p
�). Le vecteur d’onde q = 0 choisit ici est celui du mode 0; 1 rØsonant avec

la transition cyclotron. Les modes propres sont obtenus par diagonalisation nu-
mØrique de la matrice de Hop�eld 2.118 en utilisant un cuto� nc = 15 su�sant
pour atteindre la convergence. Les frØquences des modes optiques !0;n

!0
= n sont

reprØsentØes par des lignes en tirets noirs. ParamŁtres : � = 13, nQW = 8,
j~qj = 0.

La �gure 2.2.11 reprØsente les Ønergies propres normalisØes E0;j
~!0

en fonction
de la racine carrØe du facteur de remplissage (la frØquence de Rabi normalisØe

0;1
!0

est proportionnelle à
p
�), pour le vecteur d’onde rØsonant avec la transi-

tion cyclotron j~qj = 0. Les courbes en tirets noirs correspondent aux frØquences
des modes optiques à jqj = 0 (!0;n=!0 = n). On voit que le splitting entre les
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excitations j = 1 (courbe noire) et j = 3 (courbe verte) devient comparable à
la frØquence cyclotron (couplage ultrafort) dŁs � � 20.

Figure 2.2.12 � Valeurs moyennes des nombres d’excitations sur l’Øtat fon-
damental jGi en fonction de

p
�, à rØsonance (j~qj = 0). ParamŁtres : � = 13,

nQW = 8, j~qj = 0.

Sur la �gure 2.2.12, nous avons reprØsentØ les valeurs moyennes des nombres
d’excitations sur l’Øtat fondamental jGi en fonction de

p
�, à rØsonance (j~qj =

0). Il est facile de montrer que ces valeurs moyennes sont reliØes aux modules
carrØs des coe�cients de Hop�eld Y (i)

0;n;j et Z0;j (� = 1; 2),

hay0;n;�a0;n;�i =
X

j

jY (�)
0;n;jj

2 (2.121)

hdy0d0i =
X

j

jZ0;jj2: (2.122)

On constate que les nombres de photons des deux polarisations sont Øgaux,
ce qui n’est pas surprenant Øtant donnØ la symØtrie du hamiltonien total (à
j~qj = 0, on a cos �0;n = 1). Les coe�cients de Hop�eld "anormaux" apparais-
sant dans l’Øquation prØcØdente permettent d’estimer l’importance des termes
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antirØsonants. Lorsque le rapport de couplage augmente (
0;1
!0

. 1), on ne peut
plus nØgliger ces termes et la contribution des coe�cients anormaux devient
importante. On constate bien que le nombre d’excitations non-nul dans l’Øtat
fondamental lumiŁre-matiŁre est une propriØtØ caractØristique du couplage ul-
trafort. En particulier, notons que l’on a nel = hdy0d0i . 0:1, ce qui justi�e de
façon auto-cohØrente la validitØ de l’approximation bosonique utilisØe. Nous
montrons en e�et dans l’annexe A.2 l’ØgalitØ stricte entre les sous-espaces de
Hilbert fermionique et bosonique à une excitation (nel = 1). Pour �nir, remar-
quons que pour � � 70, le nombre d’excitation Ølectroniques devient infØrieur
au nombre de photons dans le mode n = 1. Ceci est dß au fait que pour � = 70
et nQW = 8, le rapport de couplage 
0;1

!0
� 0:8 (�gure 2.2.6), et le terme dia-

magnØtique /
�


0;1
!0

�2
commence à dominer le terme de couplage linØaire.

RØsumons ici les principaux rØsultats de ce chapitre. Nous avons montrØ
que la transition cyclotron d’un gaz d’Ølectrons bidimensionnel renormalisØe
par la partie longue portØe des interactions Coulombiennes peut Œtre couplØe
ultrafortement aux modes optiques d’une cavitØ planaire dans le rØgime des
hauts facteurs de remplissage. Ce rØgime de couplage inØdit est alors caractØrisØ
lorsque la frØquence de Rabi du vide devient comparable à la frØquence des ex-
citations non-couplØes. Nous avons montrØ que le couplage lumiŁre-matiŁre est
dominØ par des modes collectifs appelØs magnØto-excitons "dipolaires", corres-
pondant à des excitations Ølectron-trou entre deux niveaux de Landau consØ-
cutifs et impliquant tous les centres d’orbites. Les modes optiques de la cavitØ
sØlectionnent alors les magnØto-excitons de grande longueur d’onde, renorma-
lisØs en un mode de plasmon dispersif en raison de la partie longue portØe des
interactions Coulombiennes. Finalement, ces excitations Ølectroniques peuvent
Œtre considØrØes comme bosoniques dans la limite diluØe (nel � 1) et dans
le rØgime de hauts facteurs de remplissage. Nous avons vu que le modŁle de
bosons libres de type Luttinger est tout à fait pertinent à prendre en compte
les interactions Coulombiennes en prØsence du rØsonateur et dans le rØgime
� � 1. Les excitations du systŁme total (magnØto-polaritons) ont ØtØ carac-
tØrisØes en diagonalisant un hamiltonien quadratique et bosonique au moyen
d’une transformation de Hop�eld-Bogoliubov gØnØralisØe. L’Øtat fondamental
du systŁme contient un petit nombre d’excitations Ølectroniques en raison des
termes antirØsonants qui proviennent du hamiltonien d’interaction. Le terme
diamagnØtique joue quant à lui un rôle prØpondØrant au sens oø il permet au
hamiltonien d’Œtre dØ�nit positif quelque soit la valeur du couplage. Dans ce
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terme diamagnØtique, on peut �nalement sØparer les contributions rØsonantes
(qui conservent le nombre de photons) responsables d’une renormalisation de
l’Ønergie des modes de la cavitØ (existence du gap de polariton), et les termes
antirØsonants qui provoquent l’apparition d’un nombre de photons non-nul
dans l’Øtat fondamental.
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Chapitre 3

Couplage ultrafort de la transition
cyclotron d’un gaz d’Ølectrons 2D
à un mØtamatØriau tØrahertz

Nous arrivons ici à l’un des points clØ de ce travail de thŁse, au cours de
laquelle les prØdictions thØoriques prØsentØes dans le chapitre prØcØdent ont
donnØ lieu à une vØri�cation expØrimentale spectaculaire dans le contexte de
la spectroscopie tØrahertz de transmission [86]. Dans ce chapitre, nous prØ-
sentons les rØsultats de l’article [86], dØmontrant que le couplage ultrafort est
atteint dans un "mØtamatØriau" tØrahertz oø la transition cyclotron d’un gaz
d’Ølectrons bidimensionnel à haute mobilitØ est couplØe aux modes photoniques
d’un rØseau de rØsonateurs "split-ring". Nous verrons en particulier que la loi
de scaling donnant le rapport entre la frØquence de Rabi du vide et la frØquence
de la transition cyclotron 


!0
� p��nQW est en bon accord avec les donnØes

expØrimentales. �, � et nQW dØsignent respectivement la constante de struc-
ture �ne, le facteur de remplissage des niveau de Landau et le nombre de puits
quantiques de la structure. Finalement, le spectre des excitations peut Œtre
reproduit avec un modŁle à deux modes bosoniques indØpendants dans lequel
la gØomØtrie particuliŁre du rØsonateur n’intervient qu’à travers un facteur de
forme d’ordre unitØ.
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3.1 SystŁme physique

3.1.1 Les Øchantillons

On considŁre ici deux Øchantillons que nous appellerons S et S4, constituØs
d’une hØtØrostructure semiconductrice contenant respectivement un (nQW =
1) et quatre (nQW = 4) puits quantiques dans une matrice de GaAs (�gure
3.1.1). La rØgion active de S est un puits triangulaire composØ d’une couche
de Al0:3Ga0:7As dopØe en Silicium d’une largeur de 40nm. La concentration
et la mobilitØ du gaz d’Ølectron bidimensionnel apparaissant à l’interface sont
dØterminØs par des mesures de transport, et valent respectivement �S = 3:2 �
1011cm�2 et �S = 106cm2V�1s�1 à T = 1:5K. L’Øchantillon S4 est constituØ
d’une succession de quatre puits quantiques de largeur� 30�m, sØparØs par une
distance de 170nm. La densitØ de porteurs induite par modulation symØtrique
dans chacun des gaz d’Ølectrons est donnØe par �S4 = 4:45 � 1011cm�2, et la
mobilitØ mesurØe à 1:5K est �S4 = 6:7 � 106cm2V�1s�1. En�n, la largeur totale
de la rØgion active est de l’ordre de 1�m.

3.1.2 Le rØsonateur

Le type de rØsonateur utilisØ dans cette expØrience est basØ sur la techno-
logie des mØtamatØriaux. Ces derniers consistent en un agencement pØriodique
de petites boucles mØtalliques appelØes rØsonateurs "split-ring", dont la taille
est de l’ordre de quelques microns. Ces boucles admettent des rØsonances de
type LC dans le domaine du tØrahertz avec de bons facteurs de qualitØ, et
surtout des composantes du champ Ølectrique dans le plan importantes. À
la di�Ørence des rØsonateurs utilisØs dans la rØfØrence [59] oø la polarisation
Ølectronique est dirigØe selon l’axe (Oz), le champ Ølectrique con�nØ sous la
mØtasurface considØrØe ici est essentiellement contenu dans le plan. Soulignons
que c’est cette propriØtØ qui permet le couplage des modes optiques avec la
transition cyclotron du gaz d’Ølectrons bidimensionnel. Les deux rØsonateurs
R et R0 considØrØs dans cette expØrience sont respectivement schØmatisØs sur
les �gures 3.1.2 et 3.1.3. A champ magnØtique nul, R admet une rØsonance de
type LC (notØe j = 1) à une frØquence f1 � 0:9THz, ainsi qu’une autre rØso-
nance de type "cut-wire" (notØe j = 2) à f2 � 2:3THz. Dans le premier cas, le
champ Ølectrique dans le plan est principalement concentrØ sur les armatures
de la capacitØ situØ au centre du rØsonateur. Le second mode est en revanche
dØlocalisØ sur les bords (�gure 3.1.2).
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Figure 3.1.1 � (a) ReprØsentation schØmatique du systŁme considØrØ dans
l’expØrience. Une hØtØrostructure semiconductrice contenant un puits quan-
tique pour l’Øchantillon S et quatre puits pour l’Øchantillon S4, est soumise
à un champ magnØtique statique dirigØ selon l’axe (Oz). Une "mØtasurface"
composØe de rØsonateurs split-ring est dØposØe à la surface du semiconducteur.
À droite : Image d’un rØsonateur split-ring de taille 42�m � 26�m obtenue
par microscopie Ølectronique. (b) La structure de bande de la rØgion active est
reprØsentØe en face de la position des puits quantiques correspondants (l’Øchelle
n’est pas respectØe).
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Figure 3.1.2 � Distribution spatiale du champ Ølectrique dans le plan Eplan =p
E2
x + E2

y pour les deux modes du rØsonateur de type R. (a) Pour le mode
j = 1 (f1 � 0:9THz). (b) Pour le mode j = 2 (f2 � 2:3THz). Les simulations
sont obtenues en utilisant un logiciel à ØlØments �nis (Comsol). L’altitude z
est �xØe à 100nm sous la surface du semiconducteur. (c) IntensitØ du champ
Ølectrique Eplan dans le plan (yOz) pour le mode j = 1 (la coupe est indiquØe
sur (a) par la ligne en pointillØs blancs.
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R0 possŁde une gØomØtrie un peu di�Ørente et admet une seule rØsonance à
la frØquence f = 500GHz. Le champ Ølectrique correspondant est localisØ dans
le gap entre les armatures latØrales, tandis que son extension selon l’axe (Oz)
est plus importante que pour le mode j = 1 de R (�gure 3.1.3). Ces rØsona-
teurs sont dØposØs sur le substrat par photo-lithographie standard, suivie d’une
mØtallisation utilisant un composØ Ti/Au, et d’une procØdure de "lift-o�". En
outre, ce substrat a�ecte le facteur de qualitØ des di�Ørentes rØsonances. Pour
le rØsonateur R, et pour chacun des deux Øchantillons S et S4, les facteurs
de qualitØ mesurØs sont donnØs par Qf1

S � 3:1 et Qf1
S4
� 2:2 pour la premiŁre

rØsonance, ainsi que Qf2
S � 5:3 et Qf2

S4
� 3:6 pour la seconde. Remarquons pour

�nir que le con�nement du champ selon l’axe transverse (Oz) est obtenu grâce
à la discontinuitØ d’impØdance liØe au contraste entre les indices optiques de
l’air et du GaAs.

Figure 3.1.3 � (a) Distribution spatiale du champ Ølectrique dans le plan
Eplan =

p
E2
x + E2

y pour le mode du rØsonateur R0 de frØquence f = 500GHz.
Les simulations sont e�ectuØes en utilisant un logiciel à ØlØments �nis (Com-
sol). L’altitude z est �xØe à 100nm sous la surface du semiconducteur. (b)
IntensitØ du champ Ølectrique Eplan dans le plan (yOz) (la coupe est indiquØe
sur (a) par la ligne en pointillØs blancs.

3.2 RØsultats expØrimentaux

Les rØsonateurs dØcrits dans la section prØcØdente opŁrent tous les deux
dans le domaine du tØrahertz. On doit donc considØrer des champs magnØtiques
de l’ordre de quelques Tesla pour que la transition cyclotron soit comprise dans
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cette gamme de frØquence. La sonde utilisØe dans cette expØrience consiste
en une impulsion tØrahertz à large bande, gØnØrØe par un laser Ti :Sapphire
dØlivrant des impulsions de 75fs. Le cryostat contenant l’Øchantillon est ØquipØ
d’une bobine supraconductrice qui produit le champ magnØtique B.

Figure 3.2.1 � (a) Transmission jT j de l’Øchantillon S en fonction du champ
magnØtique B, aprŁs dØposition des rØsonateurs split-ring de type R à la sur-
face. La rØfØrence correspond à l’Øchantillon S "nu" et à B = 0. Les mesures
sont e�ectuØes à une tempØrature T = 2:2K. (b) Fit des minima de trans-
mission correspondants aux petits cercles de couleur, en utilisant le modŁle à
deux modes indØpendants dØcrit dans la section 3.3. Le paramŁtre de �t est le
rapport de couplage 
j

!j
(j = 1; 2).

Sur la �gure 3.2.1 (a), nous avons reprØsentØ l’Øvolution de la transmission
jT j = jES;R(B)

ES(0) j de l’Øchantillon S sur lequel on a dØposØ une mØtasurface de
rØsonateurs de type R, en fonction du champ magnØtique B. Notons que la
transmission est normalisØe par le champ Ølectrique ES(0) transmis à travers
l’Øchantillon "nu" (sans dØpôt prØalable de la mØtasurface) et à champ ma-
gnØtique nul. Lorsque l’on augmente ce champ magnØtique, on observe une
profonde modi�cation de la transmission de l’Øchantillon. On peut noter l’ap-
parition de deux anticroisements lorsque la frØquence cyclotron est à rØsonance
avec la frØquence de chaque modes, ce qui correspond à B = 2T pour le mode
j = 1 et B = 5:5T pour le mode j = 2. Sur la �gure 3.2.1 (b), les minima
de transmission (correspondants aux absorptions du systŁme) sont tracØs en
fonction du champ magnØtique (petits cercles de couleur). Les courbes sont



3.2. RØsultats expØrimentaux 101

obtenues en utilisant un modŁle à deux modes indØpendants dØcrit dans la sec-
tion 3.3, avec comme paramŁtre de �t le rapport de couplage 
j

!j
oø !j = 2�fj

dØsigne la pulsation du mode optique correspondant. Cette procØdure nous
permet de dØterminer les deux valeurs 
1

!1
= 0:17 et 
2

!2
= 0:075. Comme on s’y

attendait, le rapport de couplage augmente avec le facteur de remplissage des
niveaux, correspondant à �(B = 2T) � 3 et �(B = 5:5T) � 1 en utilisant la
densitØ �S et le facteur gS = 2 pour la dØgØnØrescence de spin.

Figure 3.2.2 � (a) Transmission jT j de l’Øchantillon S4 en fonction du champ
magnØtique B, aprŁs dØposition des rØsonateurs split-ring de type R à la sur-
face. La rØfØrence correspond à l’Øchantillon S4 "nu" et à B = 0. Les mesures
sont e�ectuØes à une tempØrature T = 10K. (b) Fit des minima de transmis-
sion correspondants aux petits cercles de couleur, en utilisant le modŁle à deux
modes indØpendants dØcrit dans la section 3.3. Le paramŁtre de �t est le rapport
de couplage 
j

!j
(j = 1; 2).

Sur la �gure 3.2.2, nous avons reprØsentØ la transmission jT j = jES4;R(B)
ES4 (0) j

de l’Øchantillon S4 (contenant 4 puits quantiques) en fonction du champ ma-
gnØtique B, aprŁs dØposition d’une mØtasurface de type R. Comme prØcØdem-
ment, la transmission est normalisØe par le champ Ølectrique ES4(0) transmis
à travers l’Øchantillon "nu" et à champ magnØtique nul. Le splitting observØ
montre clairement que le systŁme atteint le rØgime de couplage ultrafort. En
utilisant la mŒme procØdure de �t que prØcØdemment, on trouve en e�et un
rapport de couplage 
1

!1
= 0:36 pour le premier mode, supØrieur à la valeur 0:1

à partir de laquelle la contribution des termes antirØsonants devient observable
[57]. De plus, on peut remarquer qu’à champ magnØtique nul, la frØquence du
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mode j = 1 est clairement dØplacØe de sa valeur "nue" obtenue loin de la rØ-
sonance (B !1). Il s’agit du gap de polariton dØjà ØvoquØ dans les chapitres
prØcØdents, et dont l’origine est directement liØe à la prØsence du terme diama-
gnØtique. Bien que le facteur de qualitØ du mode j = 2 soit sensiblement plus
grand que celui du mode j = 1, on constate que l’Ølargissement des branches
de polaritons est plus important dans le premier cas. Cela signi�e que la lar-
geur de raies est dominØe par celle de la rØsonance cyclotron. Les facteurs de
remplissage correspondants aux deux rØsonances sont respectivement donnØs
par �(B = 2T) � 4:4 et �(B = 5:5T) � 1:6 avec la densitØ �S4 . En comparant
le rapport

�

1
!1

�

S4�

1
!1

�

S

=
0:36
0:17

= 2:11 (3.1)

dØterminØ expØrimentalement avec la prØdiction thØorique

r
4�S4

�S
= 2:35; (3.2)

on peut conclure que le rapport de couplage varie bien commep�2DEG nQW.
En outre, rappelons que cette relation a ØtØ dØmontrØe au chapitre prØcØdent
en supposant que le champ Ølectrique du rØsonateur ne variait pas en fonction
de l’altitude z des di�Ørents puits quantiques. Étant donnØe la gØomØtrie du
systŁme, on peut alors interprØter la petite di�Ørence entre les valeurs expØri-
mentale (3.1) et thØorique (3.1) au couplage inhomogŁne des puits quantiques
avec les modes du rØsonateur.

En fait, il est possible d’augmenter encore un peu plus le rapport de cou-
plage en allant vers des frØquences de rØsonance plus faibles. ConsidØrons pour
cela l’Øchantillon S4 sur lequel est dØposØe une mØtasurface composØe de rØ-
sonateurs de type R0 (�gure 3.1.3), admettant une rØsonance à la frØquence
f = 500GHz. Le champ magnØtique correspondant à cette rØsonance est donnØ
par B = 1:2T, et le facteur de remplissage par �(B = 1:2T) � 7:3. La transmis-
sion jT j = j

ES4;R0
(B)

ES4 (0) j à travers cet Øchantillon en fonction du champ magnØtique
est reprØsentØe sur la �gure 3.2.3. La procØdure de �t permet alors de dØter-
miner le rapport de couplage 


! = 0:58, correspondant à un splitting � 2

supØrieur à la frØquence cyclotron, i.e. 2
 � 1:2!0.

Sur la �gure 3.2.2 (a), on peut remarquer que la frØquence de la branche
basse de polariton tend vers une valeur �nie lorsque B ! 0. En fait, nous
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Figure 3.2.3 � (a) Transmission jT j de l’Øchantillon S4 en fonction du champ
magnØtique B, aprŁs dØposition des resonateurs split-ring de type R0 à la sur-
face. La rØfØrence correspond à l’Øchantillon S4 "nu" et à B = 0. Les mesures
sont e�ectuØes à une tempØrature T = 10K. L’Ølargissement de la rØsonance
cyclotron est un artØfact liØ à l’interpolation entre les points correspondants
chaque champ magnØtique. (b) Fit des minima de transmission correspondants
aux petits cercles de couleur, en utilisant le modŁle à deux modes indØpendants
dØcrit dans la section 3.3. Le paramŁtre de �t est le rapport de couplage 


! avec
! = 2�f et f = 500GHz.

Figure 3.2.4 � Sections transverses de la transmission à travers l’Øchantillon
S4 en prØsence d’une mØtasurface : (a) de type R, (b) de type R0. Ces sections
sont prises au niveau des anticroisements correspondants à : (a) B = 2T et
B = 5:5T), (b) B = 1:2T. Les acronymes "LP" et "UP" font rØfØrence aux
di�Ørentes branches de polaritons : "Lower Polariton" et "Upper Polariton".
"CYC" dØsigne la rØsonance cyclotron "nue".
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avons vu dans la section 2.2.7 du chapitre 2 que la partie longue portØe des
interactions de Coulomb provoque l’apparition d’un mode de plasmon de frØ-
quence !p;q modi�Ø par le champ magnØtique. C’est alors le thØorŁme de Kohn
qui justi�e une description de ces interactions en terme de magnØto-excitons
donnant !p;q =

q
!2

0 + 2�e2�2DEGjqj
m�� . Dans le cas des vecteurs d’onde optiques

vØri�ant la condition jqjl0 � 1 1, on voit que la renormalisation de la frØ-
quence cyclotron est trŁs faible, à l’exception du cas B = 0 (!0 = 0) oø
l’on retrouve la frØquence du plasmon bidimensionnel à champ magnØtique nul
!p;q(B = 0) =

q
2�e2�2DEGjqj

m�� . Bien que la rØsolution spectrale de l’expØrience
ne nous permette pas d’observer la renormalisation de la frØquence cyclotron à
B 6= 0, on peut tout de mŒme caractØriser la prØsence de ce mode de plasmon
à champ magnØtique nul.

3.3 ModŁle à deux modes indØpendants

Pour �nir ce chapitre, nous allons donner quelques prØcisions quant au
modŁle utilisØ pour dØcrire les donnØes expØrimentales. Dans le chapitre prØ-
cØdent, nous avons dØrivØ l’expression du hamiltonien de couplage entre la
transition cyclotron d’un gaz d’Ølectrons bidimensionnel et les modes optiques
d’une cavitØ planaire. La frØquence de Rabi du vide est alors donnØe par la
relation


q;n =

s
2�e2�2DEGnQW!0

m��!q;nLz
; (3.3)

oø q dØsigne le vecteur d’onde dans le plan, !q;n = cp
�

r
jqj2 +

�
n�
Lz

�2
cor-

respond à la frØquence des modes optiques de la cavitØ planaire de volume
V = LzL2, et �2DEGnQW à la densitØ e�ective d’Ølectrons de charge e et de
masse m� (section 2.2.7). Concentrons nous d’abord sur le systŁme composØ
par l’un des deux Øchantillons S ou S4, sur lequel on a dØposØ une mØtasurface
de type R possØdant les deux rØsonances j = 1; 2. Il est clair que ce rØsona-
teur n’a rien d’une cavitØ planaire, et il paraît par consØquent raisonnable de
remplacer la frØquence de Rabi de l’Øquation (3.3) par l’expression


j = �j
p
!0; (3.4)

1. l0 =
q

~c
eB dØsigne la longueur magnØtique.
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oø nous avons introduit pour chaque mode j une fonction �j indØpen-
dante du champ magnØtique. On s’attend toutefois à ce que cette fonction soit
proportionnelle à p�2DEGnQW, avec un facteur dØpendant de la forme du rØ-
sonateur considØrØ. Supposons ici que le hamiltonien du systŁme peut s’Øcrire
comme une somme de deux contributions commutant entre elles, une pour
chaque mode j = 1; 2. On pose donc H =

P
j=1;2Hj, avec

Hj=~ = !0byjbj + !jayjaj + 
j

�
bj + byj

��
aj + ayj

�
+Dj

�
aj + ayj

�2
; (3.5)


j = �j
p
!0, et Dj = 
2

j
!0

= �2
j . Nous avons vu au chapitre prØcØdent

que trouver les modes propres du hamiltonien (3.5) revient à diagonaliser la
matrice de Hop�eld-Bogoliubov

Mj(B;�j) =

0

BBB@

!0 �j
p
!0 0 �j

p
!0

�j
p
!0 !j + 2�2

j �j
p
!0 2�2

j

0 ��j
p
!0 �!0 ��j

p
!0

��j
p
!0 �2�2

j ��j
p
!0 �!j � 2�2

j

1

CCCA
; (3.6)

qui pour chaque mode j = 1; 2 admet deux valeurs propres distinctes no-
tØes !th

i;j(B;�j) avec i = LP;UP (LP et UP se rØfŁrent aux branches basse et
haute de polaritons). Appelons !exp

i;j (B;�j) les valeurs expØrimentales corres-
pondantes à chaque rØsonance, et Bp, p 2 (1; 2; � � � ; Nexp), les valeurs du champ
magnØtique associØes à chaque point de mesure. On utilise ici la mØthode dite
"des moindres carrØs" qui consiste à calculer la quantitØ

�j(�j) =

sPNexp
p=1

P
i=LP;UP

�
!exp
i;j (Bp; �j)� !th

i;j(Bp; �j)
�2

2Nexp
; (3.7)

que l’on minimise par rapport au paramŁtre de �t correspondant dans
ce cas au rapport de couplage 
j

!j
= �j

p
!0

!j
. Sur la �gure 3.3.1, nous avons

reprØsentØ la dØviation �j(�j)
!j

normalisØe pour les deux modes j = 1; 2 du
rØsonateur de type R, en fonction de 
j

!j
. Pour l’Øchantillon S, les rapports

de couplage qui minimise la dØviation sont donnØs par 
1
!1

= 0:17 et 
2
!2

=
0:075, avec une erreur maximale de 1:5%. Pour l’Øchantillon S4, les valeurs
correspondantes sont 
1

!1
= 0:36 et 
2

!2
= 0:15 avec une erreur maximale de

5%. Concernant l’Øchantillon S4 en prØsence du rØsonateur de type R0, on peut
appliquer la mŒme procØdure pour le mode unique de pulsation ! = 2�f .
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La dØviation normalisØe correspondante �(�)
! est tracØe sur la �gure 3.3.2. On

trouve dans ce cas un rapport de couplage 

! = 0:58 (l’erreur maximale est

de 2:5%) correspondant à la plus grande valeur reportØe à ce jour dans les
systŁmes semiconducteurs.

Figure 3.3.1 � DØviation normalisØe �j(�j)
!j

pour les deux modes j = 1 (courbe
bleue) et j = 2 (courbe rouge) en fonction du rapport de couplage 
j

!j
. (a)

Pour l’Øchantillon S contenant un puits quantique. (b) Pour l’Øchantillon S4

contenant quatre puits.

Pour conclure ce chapitre, nous avons prØsentØ les rØsultats expØrimentaux
obtenus en considØrant le couplage des modes d’une mØtasurface composØe de
rØsonateurs split-ring à la transition cyclotron d’un gaz d’Ølectrons bidimen-
sionnel con�nØ dans un puits quantique semiconducteur. Nous avons vu que ce
systŁme peut atteindre le rØgime de couplage ultrafort caractØrisØ par un rap-
port 


! = 0:58. En particulier, la loi d’Øchelle donnant la frØquence de Rabi du
vide proportionnelle à la racine carrØe du facteur de remplissage à ØtØ vØri�Øe
en utilisant un modŁle dans lequel la transition cyclotron est couplØe de façon
indØpendante aux modes du rØsonateur. La forme particuliŁre de ce rØsona-
teur permet d’obtenir des composantes du champ Ølectrique importantes dans
le plan, ce qui donne lieu à un couplage e�cace à la transition cyclotron du
gaz. Nous avons �nalement vØri�Ø que la gØomØtrie du rØsonateur n’apparait
qu’à travers un facteur de forme d’ordre unitØ, et mis en Øvidence un excellent
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Figure 3.3.2 � DØviation normalisØe �(�)
! de l’Øchantillon S4 couplØ au mode

du rØsonateur de type R0, en fonction du rapport de couplage 

! .

accord du modŁle avec les donnØes expØrimentales.
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Chapitre 4

Le graphŁne en cavitØ : couplage
ultrafort et transition de phase
quantique

Nous avons maintenant à notre disposition une thØorie microscopique du
couplage ultrafort d’un gaz d’Ølectrons bidimensionnel avec les modes d’un
rØsonateur optique, thØorie confortØe par la dØmonstration expØrimentale prØ-
sentØe au chapitre prØcØdent. L’idØe qui Ømerge de ces rØsultats est simple.
D’une part, le graphŁne est un exemple de systŁme d’Ølectrons bidimensionnel
donnant lieu à une quanti�cation de Landau lorsqu’il est soumis à un champ
magnØtique perpendiculaire. D’autre part, nous savons que cette quanti�cation
de Landau est "anormale" en raison des propriØtØs particuliŁres du rØseau en
nid d’abeille sous-jacent. Il est alors lØgitime de se demander si les Ølectrons
de Dirac contrôlant les propriØtØs de basse Ønergie dans le graphŁne peuvent
conduire à des di�Ørences qualitatives lorsqu’ils sont couplØs aux modes op-
tiques d’un rØsonateur. En particulier, est-il Øgalement possible d’atteindre le
rØgime de couplage ultrafort ? Dans ce chapitre, nous tenterons d’apporter des
rØponses aux questions ainsi formulØes, en reprenant entre autres les rØsultats
prØsentØs dans l’article [87]. La premiŁre section sera consacrØe à des rappels
concernant les propriØtØs Ølectroniques du graphŁne, dØcrites dans le cadre
d’un modŁle de liaisons fortes. Nous montrerons ensuite que l’absence formelle
de terme diamagnØtique dans le Hamiltonien de couplage entre la transition
cyclotron et un mode d’une boîte optique mŁne à des di�Ørences qualitatives
importantes par rapport au cas du gaz d’Ølectrons. Nous dresserons pour �nir
un comparatif entre ces deux situations au moyen d’un modŁle simple sur rØ-
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seau, en montrant en particulier que le systŁme constituØ par des fermions de
Dirac en cavitØ peut subir une transition de phase quantique analogue à celle
du modŁle de Dicke pour la superradiance.
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4.1 Électrons de Dirac dans le graphŁne

Dans cette section, nous rappellerons les principales propriØtØs Ølectro-
niques du graphŁne en montrant notamment que dans le cadre du modŁle
de liaisons fortes, les Ølectrons de basse Ønergie sont gouvernØs par un Hamil-
tonien de Dirac sans masse et non par un Hamiltonien quadratique de type
Schrödinger.

4.1.1 Structure et propriØtØs Ølectroniques

Le graphŁne est un matØriau quasi-bidimensionnel dans lequel les atomes
de carbone forment un rØseau en nid d’abeille (�gure 4.1.1). Chaque atome de
carbone possŁde alors 6 Ølectrons dans la con�guration 1s22s22p2. En particu-
lier, l’orbitale 1s Øtant localisØe autour du noyau atomique, les deux Ølectrons
de coeur correspondants ne contribuent pas aux liaisons chimiques. Les orbi-
tales 2s, 2px et 2py s’hybrident pour donner naissance à 3 nouvelles orbitales
localisØes dans le plan (xOy) avec des angles mutuels de 120�(hybridation sp2).
Ces derniŁres constituent les liaisons covalentes � responsables de la structure
hexagonale. La seule orbitale non-hybridØe 2pz forme une liaison � orientØe
perpendiculairement au plan si bien que chaque atome contribue �nalement
pour un Ølectron de conduction, libre de se dØplacer dans le plan.

Le rØseau en nid d’abeille ne constituant pas un rØseau de Bravais, on
peut le considØrer comme une superposition de deux sous-rØseaux hexagonaux
A et B connectØs l’un à l’autre par le vecteur d (Figure 4.1.1). La distance
moyenne entre deux atomes plus proches voisins nous donne le paramŁtre de
maille a = 0:142nm. Chaque atome de type A est alors connectØ à ces trois
plus proches voisins de type B par les vecteurs de dØplacement

�0 = �a
p

3=2ex + a=2ey (4.1)

�1 = a
p

3=2ex + a=2ey (4.2)
�2 = �aey: (4.3)

Nous choisissons deux vecteurs de base

a1 =
a
p

3
2

ex +
3a
2

ey et a2 = �
a
p

3
2

ex +
3a
2

ey; (4.4)
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Figure 4.1.1 � RØseau en nid d’abeille constituØ des deux sous rØseaux A
(points noirs) et B (points gris). On peut dØ�nir une base formØe par les deux
vecteurs a1 = a

p
3

2 ex + 3a
2 ey et a2 = �a

p
3

2 ex + 3a
2 ey. Les �Łches vertes corres-

pondent aux vecteurs de dØplacement reliant un atome de type A à ces trois
plus proches voisins de type B.

qui engendrent le rØseau hexagonal et sont reliØs aux vecteurs de dØpla-
cement par les relations d = �2, d + a1 = �1 et d + a2 = �0. Dans l’espace
rØciproque, les vecteurs de base correspondants sont donnØs par

a�1 =
2�
a
p

3
ex +

2�
3a

ey et a�2 = �
2�
a
p

3
ex +

2�
3a

ey; (4.5)

avec la propriØtØ ai � a�j = 2��i;j. Sur la �gure 4.1.2, nous avons reprØsentØ
la premiŁre zone de Brillouin dans laquelle on peut distinguer plusieurs points
remarquables. En particulier, les six coins de la premiŁre zone de Brillouin sont
appelØs points de Dirac (ou vallØes) et jouent un rôle prØpondØrant pour dØcrire
les propriØtØs Ølectroniques du graphŁne. Nous verrons au paragraphe suivant
que les excitations de basse Ønergie sont en e�et localisØs en leur voisinage.
Notons que parmi ces six points, deux seulement sont non Øquivalents 1. Nous
choisirons donc deux vallØes K et K 0 dØsignØes par les vecteurs

K� = �
4�

3a
p

3
ex (4.6)

1. Au sens oø ils ne peuvent pas Œtre connectØs par un vecteur du rØseau rØciproque.
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Figure 4.1.2 � RØseau rØciproque engendrØ par les vecteurs de base a�1 et a�2.
L’hexagone du centre reprØsente la PremiŁre Zone de Brillouin. On a reprØ-
sentØ les deux points de Dirac inØquivalents K et K 0 ainsi que le centre de zone
�BZ. Le dØgradØ de couleur reprØsente la dispersion des bandes d’Ønergie cal-
culØe avec le modŁle de liaisons fortes dØcrit dans la section suivante (Øquation
4.22).
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4.1.2 Le modŁle de liaisons-fortes

En raison du faible recouvrement des orbitales 2pz, on peut penser dans un
premier temps utiliser un modŁle de liaisons fortes dans lequel le recouvrement
entre sites premiers voisins est dØcrit par un paramŁtre de saut t[88]. Le ha-
miltonien d’un Ølectron se dØplaçant sur le rØseau en nid d’abeille peut s’Øcrire
comme

H =
p2

2m0
+ V(r); (4.7)

oø m0 dØsigne la masse d’un Ølectron "nu", et oø le potentiel du cristal
V(r) se dØcompose en deux contributions associØes à chaque sous-rØseau :

V(r) =
X

R

v (r�R) + v (r�R + d) : (4.8)

L’idØe consiste alors à Øcrire la fonction d’onde de Bloch, solution de l’Øqua-
tion de Schrödinger

H q(r) = Eq q(r); (4.9)

comme une combinaison linØaire des fonctions d’onde sur chaque sous-
rØseau, i.e.

 q(r) = Aq Aq (r) +Bq Bq (r): (4.10)

On peut maintenant dØvelopper  Aq (r) et  Bq (r) sur un jeu de fonctions
localisØes sur chaque site du rØseau, que l’on choisit comme coïncidant avec
la fonction d’onde atomique �(r) (orbitale 2pz) et ses rØpliques obtenues par
translation sur tous les sites du rØseau de Bravais. On obtient

 Aq (r) =
X

R

eiq�R�(r�R) et  Bq (r) =
X

R

eiq�R�(r�R + d): (4.11)

Notons que les sommes apparaissant dans les Øquations (4.8) et (4.11)
portent sur tous les sites R d’un sous rØseau donnØ que nous avons choisi
comme coïncidant avec le sous-rØseau A. Autrement dit, le rØseau en nid
d’abeille est engendrØ par le sous-rØseau A avec un motif à deux atomes atta-
chØ à chacun de ces noeuds. DØterminons à prØsent le spectre du hamiltonien
prØcØdent. Pour cela, on cherche à rØsoudre le systŁme d’Øquations obtenu en
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injectant la solution (4.10) dans l’Øquation de Schrödinger (4.9). En introdui-
sant le spineur

~ q =
�
Aq

Bq

�
; (4.12)

on obtient le systŁme d’Øquations ~ yq(Hq � EqSq)~ q = 0, oø les matrices
Hq et Sq sont dØ�nies par leur ØlØments

Hq;i;j = h iqjH j 
j
qi et Sq;i;j = h iqj 

j
qi; (4.13)

avec i = A;B et j = A;B. Dans l’Øquation prØcØdente, la matrice Sq prend
en compte le recouvrement entre les fonctions d’onde atomiques. On supposera
dans la suite que les fonctions d’onde atomiques sont orthogonales et que l’on
peut nØgliger le recouvrement entre les orbitales de sites premiers voisins, i.e.

Z
dr��(r�R)�(r�R0) = �R;R0

Z
dr��(r�R)�(r�R + d) = 0:

(4.14)

D’aprŁs l’Øquation (4.11), on est donc ramenØ au calcul des ØlØments de
matrice de H entre les fonctions d’onde � localisØes sur les di�Ørents sites du
rØseau. Si l’on ne prend en compte que les intØgrales de saut entre plus proches
voisins, les ØlØments de matrices entre les orbitales localisØes de type A ne
contiennent que les contributions diagonales du type

Z
dr��(r�R)H�(r�R) = E� + Ecry; (4.15)

oø E� dØsigne l’Ønergie associØe à la fonction d’onde atomique solution de
�

p2

2m
+ v(r�R)

�
�(r�R) = E��(r�R); (4.16)

et

Ecry =
Z
dr��(r�R)

"
X

Rm 6=R

v(r�Rm) +
X

Rm

v(r�Rm + d)

#

�(r�R)

(4.17)
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le dØplacement ØnergØtique dß au champ cristallin produit par l’ensemble
des autres atomes du rØseau. On peut dŁs lors se dØbarrasser de ces constantes
qui conduisent à un dØplacement ØnergØtique sans importance. L’ØlØment de
matrice h Aq jH j Bq i fait intervenir les intØgrales de recouvrement du type

Z
dr��(r�R)H�(r�R0 + d); (4.18)

parmi lesquelles on ne prend en compte que les recouvrements entre pre-
miers voisins R0 = R, R0 = R�a1 et R0 = R�a2. En introduisant l’intØgrale
de saut

t = �
Z
dr��(r�R)v(r�R)�(r�R + d); (4.19)

ainsi que la somme des facteurs de phase correspondants à chacun des sauts
entre plus proches voisins

fq = 1 + e�iq�a1 + e�iq�a2 ; (4.20)

la matrice hamiltonienne de l’Øquation (4.13) prend la forme simple

Hq =
�

0 �tfq

�tf �q 0

�
: (4.21)

La diagonalisation de cette matrice conduit �nalement aux deux solutions

E�;q = �tjfqj = �t

vuut3 + 2 cos
�
qxa
p

3
�

+ 4 cos

 
qxa
p

3
2

!

cos
�

3qya
2

�
;

(4.22)
caractØrisØes par l’indice �. Notons que l’existence de ces deux bandes est

Øtroitement liØe à la prØsence des deux sous-rØseaux, au sens oø chaque Øtat de
Bloch possŁde un degrØ de libertØ supplØmentaire correspondant physiquement
à un pseudo-spin. La relation E�;q = �E�;q signi�e que ces deux bandes sont
symØtriques par rapport au plan (qxOqy), ce qui se traduit physiquement par
l’existence d’une symØtrie Ølectron-trou. Notons toutefois que cette symØtrie
est brisØe si l’on ne se limite plus aux recouvrements entre premiers voisins.
Comme chaque atome de carbone contribue pour un Ølectron 2pz, la bande
de plus basse Ønergie (bande de valence �) est complŁtement remplie tandis
que la bande de conduction + est vide. Le niveau de Fermi a�eure aux points
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du plan oø les deux bandes se touchent ce qui se produit prØcisØment aux
points de Dirac introduits dans la section prØcØdente. Les vecteurs propres
correspondant aux deux bandes d’Ønergie Eq = �tjfqj sont respectivement
donnØs par les spineurs

~ �;q =
1
p

2

�
1

�e�i�q

�
; (4.23)

avec

tan �q =
=fq

<fq
: (4.24)

On peut alors montrer que la densitØ d’Øtats s’annule aux points de Dirac
ce qui fait du graphŁne un semi-mØtal, mauvais conducteur, mais pas tout à
fait isolant car il existe des Øtats inoccupØs au voisinage du niveau de Fermi.

4.1.3 Excitations de basse Ønergie

On a vu dans la section prØcØdente que les excitations Ølectroniques de
basse Ønergie (dont l’Ønergie est petite par rapport à la largeur de bande � t)
Øtaient localisØes au voisinage des points de Dirac qui constituent alors la
surface de Fermi. Nous allons maintenant examiner la forme de la relation de
dispersion au voisinage de ces points particuliers. Posons pour cela q = K�+�
et dØveloppons le facteur de phase fq au premier ordre en j�ja. Ceci est une
bonne approximation si l’on cherche à dØcrire les excitations dont la longueur
d’onde est grande devant le pas du rØseau. Pour cette raison, on l’appellera
Øgalement limite continue du modŁle. En utilisant la relation 1 + e�iK��a1 +
e�iK��a2 = 0, on obtient

�tfq � �t
�

1 + e�
2i�

3 (1� i� � a1) + e�
2i�

3 (1� i� � a2)
�

(4.25)

= ~vF (��x + i�y) ; (4.26)

oø l’on a dØ�nit la vitesse de Fermi des Ølectrons vF = 3at
2~ . Au voisinage des

points de Dirac, la matrice hamiltonienne (4.21) s’Øcrit �nalement comme 2

H� ;� = ~vF
�
��x�x + �y�y

�
; (4.27)

2. On introduit les matrices de Pauli �x =
�

0 1
1 0

�
, �y =

�
0 �i
i 0

�
.
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oø nous avons Øgalement introduit l’indice de vallØe � = � tel que � = +
correspond au point K et � = � au point K 0. La relation de dispersion (4.22)
devient alors linØaire à basse Ønergie :

E�;� = �~vFj�j; (4.28)

et les Øtats propres correspondants sont dØgØnØrØs vis à vis de l’indice de
vallØe �. Dans chacune de ces vallØes, les Ølectrons au voisinage du niveau de
Fermi sont donc dØcris par un hamiltonien de Dirac-Weyl à deux dimensions
avec une masse nulle 3. On les appelle pour cette raison fermions de Dirac. Re-
marquons que cette propriØtØ est entre autres liØe au caractŁre monocouche du
graphŁne. En augmentant le nombre de plans dans la structure 4, la dispersion
devient progressivement quadratique ; on retrouve ainsi le cas du graphite [30].

Figure 4.1.3 � Dispersion en Ønergie du modŁle de liaisons fortes. Les bandes
de conduction et de valence se touchent aux points de Dirac qui constituent la
surface de Fermi des Ølectrons dans le graphŁne. À basse Ønergie, la relation
de dispersion est linØaire et forme un cône appelØ cône de Dirac. Les acro-
nymes BV et BC dØsignent respectivement la bande de valence et la bande de
conduction.

3. Dans ce cas, la vitesse de la lumiŁre est remplacØe par la vitesse de Fermi vF = 106m�s� 1

des Ølectrons.
4. Cet argument ne tient que si la distance entre les plans successifs est su�samment

faible pour garantir une amplitude de saut non nØgligeable.
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4.1.4 Niveaux de Landau relativistes

Regardons maintenant comment le spectre du hamiltonien de basse Ønergie
(4.27) est modi�Ø en prØsence d’un champ magnØtique perpendiculaire B0 =
Bez. Ce hamiltonien s’obtient en remplaçant le vecteur d’onde � par p=~, suivi
du couplage minimal consistant à substituer le moment invariant de jauge �
à l’impulsion p. Cette procØdure porte le nom de substitution de Peierls. On
peut alors remarquer qu’elle n’est valable que dans la limite continue, c’est à
dire dans le rØgime oø la longueur magnØtique l0 5 est grande devant le pas du
rØseau a. Au regard de l’amplitude des champs magnØtiques statiques pouvant
Œtre gØnØrØs en laboratoire, cette condition est en rØalitØ toujours satisfaite
dans le graphŁne. Le hamiltonien du systŁme sous champ magnØtique s’Øcrit
donc comme

H� = vF
�
��x�x + �y�y

�
; (4.29)

qui en utilisant les opØrateurs d’Øchelles de l’Øquation (2.14) devient

H+ = i~!0

�
0 �a
ay 0

�
; H� = i~!0

�
0 �ay

a 0

�
(4.30)

pour chacune des deux vallØes K et K 0. Les Øtats propres correspondants

~ �;� =
�
A�;�
B�;�

�
(4.31)

s’obtiennent en rØsolvant l’Øquation de Schrödinger H�
~ �;� = E� ~ �;�, ce

qui conduit aux expressions

~ �;N;+ =
1
p

2

�
�i jN � 1i
jNi

�
; ~ �;N;� =

1
p

2

�
jNi

�i jN � 1i

�
; (4.32)

avec N 6= 0. Les composantes de ces vecteurs propres sur les deux sous-
rØseaux correspondent à deux niveaux de Landau consØcutifs. Notons qu’à la
di�Ørence des fermions massifs du gaz d’Ølectrons bidimensionnel, la solution

~ �;0;+ =
�

0
j0i

�
; ~ �;0;� =

�
j0i
0

�
(4.33)

5. En prØsence d’un champ magnØtique, c’est la longueur l0 qui joue le rôle de la longueur
d’onde de Fermi.
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pour N = 0 a une Ønergie nulle. Cet Øtat n’admet donc pas de mouve-
ment de point zero comme c’est le cas pour un oscillateur harmonique. En
introduisant la frØquence caractØristique !0 = vF

p
2=l0, on trouve les Ønergies

propres

EN = �~!0
p
N; (4.34)

correspondantes à des niveaux de Landau non-Øquidistants, et dont la dØ-
pendance en champ magnØtique est là encore qualitativement di�Ørente de
celle des fermions massifs du semiconducteur. Cette quanti�cation de Landau
"anormale" possŁde toutefois un point commun avec le cas usuel. En e�et, l’in-
variance du systŁme par translation magnØtique 6 implique que les niveaux de
Landau "relativistes" sont Øgalement dØgØnØrØs. Les rØsultats de la section 2.1.5
sont donc gØnØralisables au cas du graphŁne. En posant CA

N =
p

(1� �N;0)=2,
CB
N =

p
(1 + �N;0)=2, et en tenant compte de la dØgØnØrescence N , les spineurs

(4.32) se mettent sous la forme :

~ �;N;C;+ =
�
�iCA

N jN � 1; Ci
CB
N jN; Ci

�
; ~ �;N;C;� =

�
CB
N jN; Ci

�iCA
N jN � 1; Ci

�
;

(4.35)

oø C = k; l selon que l’on se trouve respectivement en jauge de Landau ou
en jauge symØtrique.

4.2 Le graphŁne en cavitØ, limite continue

Dans la section prØcØdente, nous avons vu que la structure cristalline par-
ticuliŁre du graphŁne conduit à une quanti�cation de Landau anormale en
prØsence d’un champ magnØtique. Par analogie avec le cas du gaz d’Ølectron
bidimensionnel ØtudiØ au chapitre 2, il est alors naturel de se demander com-
ment se comporte un Øchantillon de graphŁne sous champ magnØtique placØ à
l’intØrieur d’une cavitØ optique. En particulier, est-il Øgalement possible d’at-
teindre le rØgime de couplage ultrafort ? Si oui, les propriØtØs particuliŁres des
fermions de Dirac conduisent-elles à des changements qualitatifs ?

6. valable lorsque la longueur magnØtique est beaucoup plus grande que le pas du rØseau.
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Figure 4.1.4 � Niveaux de Landau "relativistes" du graphŁne. Ces niveaux ne
sont pas Øquidistants et leur espacement relatif varie comme la racine carrØe
de N . Comme dans le cas des fermions massifs du semiconducteur, chacun
de ces niveaux est hautement dØgØnØrØ. À dopage nul, la bande de valence est
complŁtement remplie tandis que la bande de conduction est vide.
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4.2.1 Échelle du couplage dipolaire Ølectrique

Il est instructif de commencer par examiner la loi d’Øchelle du couplage
lumiŁre-matiŁre. Pour cela, considØrons un Øchantillon de graphŁne de surface
S contenu dans le plan (xOy) et soumis à un champ magnØtique statique
B0 = Bez. Cet Øchantillon est connectØ à un gØnØrateur dØlivrant une tension
de grille qui permet de doper en Ølectrons (ou en trous) au moyen d’un simple
e�et capacitif [29]. Nous avons vu qu’à dopage nul le niveau de Fermi est situØ
aux points de Dirac. Autrement dit tous les Øtats de la bande de valence sont
occupØs, les Øtats d’Ønergie nulle (N = 0) le sont seulement à moitiØ, et tous
ceux de la bande de conduction sont vides. On dØ�nit le facteur de remplissage
� = �S=N+1=2 (� dØsigne la densitØ d’Ølectrons induite par la grille) comme le
nombre de niveaux de Landau remplis dans la bande de conduction +. De façon
identique au chapitre 2, nous choisissons la densitØ de telle sorte que le niveau
de Fermi d’Ønergie � ~!0

p
� se trouve dans le gap cyclotron entre les niveaux

N = � � 1 et N = �. Ceci correspond au rØgime des facteurs de remplissage
entiers (�gure 4.2.1). Nous nous limiterons Øgalement aux Ølectrons d’une vallØe
donnØe coïncidant par exemple avec la vallØe K (voir paragraphe suivant).
Supposons maintenant que ce systŁme est placØ à l’intØrieur d’une cavitØ de
volume V = S�=2, remplie d’un milieu matØriel e�ectif de permittivitØ �,
et considØrons pour simpli�er un seul mode du champ ØlectromagnØtique du
vide de longueur d’onde � et de frØquence !. En e�ectuant le couplage minimal
standard dans le hamiltonien de Dirac (4.27), on voit tout de suite que le terme
de couplage est donnØ par Hint �

evF
c �A!, oø � dØsigne l’une des matrices

de Pauli �x ou �y. En utilisant les relations A! = cE!=! et Hint � d̂E! (d̂
dØsigne l’opØrateur moment dipolaire), on peut �nalement faire l’identi�cation
d̂ � evF

! �
7. Choisissons maintenant le mode de la cavitØ à rØsonance avec la

transition entre les niveaux de Landau N = � � 1 et N = � dans la bande de
conduction. D’aprŁs la relation (4.34), cette frØquence notØe !0�� � !0(

p
� �p

� � 1) dØpend du facteur de remplissage lui mŒme. Autrement dit dans le
graphŁne, la transition ou le gap cyclotron dØpend du champ magnØtique et de
la densitØ induite par la grille. Dans le rØgime des hauts facteurs de remplissage
� � 1, on peut faire l’approximation �� � 1

2
p
� et l’on constate là encore qu’en

raison du principe de Pauli, le seul ØlØment de matrice non nul est donnØ par
d = evF

!0��
~ y+;��1;+� ~ +;��1;+ � eRC. Notons que les vecteurs ~ �;N;� sont dØ�nis

7. N’ayant pris en compte que les sauts entre plus proches voisins, il n’est pas surprenant
de constater que le moment dipolaire correspond à une transition entre les deux sous-rØseaux
A et B.
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par la relation (4.32). La frØquence de Rabi du vide normalisØe par la frØquence
cyclotron !0�� suit alors la mŒme loi d’Øchelle que dans la section 2.2.2 du
chapitre 2,



!0��

�
r

��
�
p
�
; (4.36)

ce qui montre que l’on peut aussi atteindre le rØgime de couplage ultrafort
entre la transition cyclotron du graphŁne et les modes d’une cavitØ dans la
limite � � 1.

Figure 4.2.1 � ReprØsentation schØmatique du systŁme de base considØrØ. Les
� premiers niveaux de la bande de conduction sont complŁtement remplis (les
cercles noirs dØsignent les Øtats occupØs), les autres niveaux Øtant vides (les
cercles blancs correspondent à des Øtats vides). Le niveau de Fermi (ligne ho-
rizontale en pointillØs) se situe entre les niveaux N = ��1 et N = �. Tous les
Øtats de la bande de valence sont pleins. On place un mode de cavitØ à rØso-
nance avec la transition cyclotron impliquant les deux niveaux les plus proches
du niveau de Fermi.
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4.2.2 Interactions rØsiduelles

Avant de s’intØresser quantitativement au couplage lumiŁre-matiŁre dans
le graphŁne, passons briŁvement en revue l’e�et des di�Ørentes interactions en
les comparant à celles de la section 2.2.3 pour le cas des fermions massifs du
gaz d’Ølectrons bidimensionnel. Le but recherchØ n’Øtant pas d’en dresser une
synthŁse exhaustive, nous nous limiterons ici aux e�ets collectifs impliquant
les transitions entre niveaux de Landau dans le rØgime des facteurs de remplis-
sage entiers, et lorsque le niveau de Fermi rØside dans la bande de conduction
(graphŁne dopØ en Ølectrons).

Interactions de Coulomb

L’e�et des interactions de Coulomb dans le graphŁne est une question ou-
verte ayant dØjà reçue de nombreuses rØponses thØoriques [81, 89�91] et expØ-
rimentales, notamment dans des expØriences de spectroscopie de transmission
infrarouge [92, 93]. Qualitativement, la prØsence d’un gap au niveau de Fermi
nous permet là encore de traiter les interactions entre Ølectrons de façon per-
turbative lorsque le facteur de remplissage est un entier. En outre, le paramŁtre
de corrØlations donnØ par le rapport entre l’Ønergie de Coulomb moyenne e2p��

�
et l’Ønergie cinØtique d’un Ølectron au niveau de Fermi (~!0

p
� dans le gra-

phŁne) est donnØ par �G = e2

�~vF
� 2:2

� . Ce paramŁtre, dont la notation �G

fait rØfØrence à la constante de structure �ne, est donc une constante qui ne
dØpend que de la permittivitØ relative du milieu. Sur un substrat standard en
dioxide de Silicium (� � 4), le graphŁne se situe dans un rØgime de corrØla-
tions intermØdiaire 8. ParallŁlement, le mØlange de niveaux de Landau induit
par les interactions à q 6= 0 est quanti�Ø par le rapport e2

�l0~!0��
� �G

p
�. Si

ce rapport est du mŒme ordre de grandeur que pour les fermions massifs et à
tendance à augmenter avec � (la frØquence de la transition cyclotron diminue),
les transitions dipolaires entre la bande de valence et la bande de conduction
provoque une augmentation du mØlange de niveaux qui n’est pas prØsente dans
le cas du gaz d’Ølectrons bidimensionnel.

Dans le rØgime � & 1, les interactions peuvent Œtre prises en compte au ni-
veau de l’approximation de Hartree-Fock dØpendante du temps, ce qui permet
de calculer la dispersion des magnØto-excitons du graphŁne. En particulier,

8. Rappelons que le paramŁtre de corrØlation peut Øgalement Œtre obtenu en faisant le
rapport entre l’Øchelle d’Ønergie Coulombienne e2

�RC
et l’Ønergie de la transition cyclotron

~!0�� � ~!0
2

p
� .
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les contributions d’Øchange de la paire Ølectron-trou ainsi que le "shift excito-
nique" associØ à l’interaction de Coulomb directe renormalisent l’Ønergie des
excitations à jqj = 0. Dans le graphŁne, le spectre n’est pas celui d’un oscilla-
teur harmonique ce qui signi�e que le thØorŁme de Kohn ne s’applique pas. Par
consØquent, la stabilitØ des transitions entre niveaux de Landau aux vecteurs
d’onde optiques vØri�ant la condition jqjRC � 1 n’est plus garantie et l’on
peut s’attendre à une renormalisation de l’Ønergie de la transition cyclotron de
l’ordre de �G. Plus prØcisØment, une renormalisation de la vitesse de Fermi de
l’ordre de 15% à ØtØ prØdit à jqj = 0 [90]. On pourra donc remplacer formel-
lement la frØquence de la transition cyclotron !0�� par ~!0�� oø ~!0 est reliØe
à la vitesse de Fermi renormalisØe par ~!0 = ~vF

p
2=l0. Là encore, la contri-

bution RPA permet de mettre en Øvidence un mode de plasmon modi�Ø par
le champ magnØtique, amortit par le continuum des excitations individuelles
lorsque jqjRC & 1. Remarquons que la validitØ de la RPA est ici renforcØe
par l’existence d’une densitØ d’Øtat non-nulle au niveau de Fermi, ce dernier
rØsidant dans la bande de conduction. ParallŁlement, cette contribution prend
en compte les transitions inter-bandes responsables d’un mØlange de niveaux
important. Ces derniŁres provoquent en e�et une forte redistribution du poids
spectral ; les excitations possŁdent des poids comparables sur chaque mode
de magnØto-exciton correspondant aux di�Ørentes transitions entre niveaux de
Landau. Cela conduit à l’apparition de modes dispersant de façon linØaire avec
le vecteur d’onde jqjl0 [81].

En�n, la longueur d’Øcrantage typique �TF donnØe par l’inverse du vec-
teur d’onde de Thomas-Fermi varie comme �TF � 1=p�. Pour une densitØ
� � 1012cm�2 au dessus de laquelle les dØviations au hamiltonien de Dirac
deviennent importantes, cette longueur d’Øcrantage est de l’ordre de 10nm et
donc bien plus grande que le pas du rØseau a. À l’inverse du gaz d’Ølectrons
bidimensionnel, l’interaction de Coulomb e�ective est donc à longue portØe
dans le graphŁne. Remarquons que par analogie avec la section 2.2.2, on pour-
rait penser utiliser une structure proche du graphite mais dans laquelle les
plans de graphŁne sont faiblement couplØs (les feuillets "glissent" les uns sur
les autres). Une telle structure existe en e�et à l’Øtat naturel et permettrait a
priori d’augmenter la densitØ e�ective de porteurs, et donc le couplage lumiŁre-
matiŁre par un facteur

p
nG (nG reprØsente le nombre de feuillets). Toutefois,

un tel dispositif est di�cilement envisageable en raison de l’Øcrantage dans la
direction perpendiculaire au plan. Au delà d’une distance de l’ordre d’une pile
contenant deux couches de graphŁne, les champs extØrieurs sont en e�et com-



126
Chapitre 4. Le graphŁne en cavitØ : couplage ultrafort et

transition de phase quantique

plŁtement ØcrantØs, si bien que l’on ne peut espØrer doper les feuillets internes
en utilisant un dispositif simple de contact avec la grille [30]. Toutefois, des
expØriences rØcentes [94] ont dØmontrØ que certains Øchantillons de graphŁne
multicouches dØposØs par Øpitaxie molØculaire sur un substrat en Carbure de
Silicium (SiC) manifestaient des propriØtØs Ølectroniques indistinguables d’un
simple Øchantillon de graphŁne. Dans ce cas, le dØcouplage des plans est dß
à une forte concentration de dØfauts d’empilement au niveau de l’interface
avec le substrat [95]. Comme ce type d’Øchantillon est fortement dopØ à l’Øtat
naturel (� � 4 � 1012cm�2 dans chaque plan), et possŁdent des mobilitØs im-
portantes (� � 2500cm2V �1s�1), on pourrait alors penser les utiliser dans le
but d’augmenter fortement le couplage au champ ØlectromagnØtique.

Spin et vallØes

Nous avons vu dans la section 4.1 que les niveaux de Landau du graphŁne
possŁdent une sous-structure particuliŁre en raison des degrØs de libertØ de
spin et de vallØe. Comme pour le gaz d’Ølectrons, la dØgØnØrescence de spin
est levØe par le couplage Zeeman avec le champ magnØtique B. La brisure
de la symØtrie SU(2) associØe à pour consØquence l’apparition d’excitations
collectives mØlangeant des Øtats de spin di�Ørents. Il s’agit des modes "onde
de spin" et "spin �ip" de la section 2.2.2. Lorsque le facteur de remplissage est
de l’ordre de 1, on peut alors calculer la dispersion de ces modes dans le cadre de
l’approximation de Kallin et Halperin [89�91]. En prØsence d’un rØsonateur,
le couplage dipolaire Ølectrique ne permet pas cependant de distinguer ces
modes, et l’on peut prendre en compte la dØgØnØrescence associØe au moyen
d’un facteur supplØmentaire gS = 2.

En l’absence de termes levant la dØgØnØrescence de vallØe 9, il est clair que le
hamiltonien sans les interactions Coulombiennes respecte une symØtrie SU(2)
associØe à cet isospin. Lorsque l’on prend en compte ces interactions, il est alors
possible de montrer que les processus de di�usion "inter-vallØes" brisant cette
symØtrie sont exponentiellement supprimØs (par un facteur e�l20=a2 � 1) [98].
En outre, la crØation d’une paire Ølectron-trou entre les deux vallØes K et K 0

requiert un vecteur d’onde transfØrØ de l’ordre de jK+ �K�j � a, beaucoup
plus grand que le vecteur d’onde typique � 1=L d’un mode de cavitØ. Par
consØquent, nous nous limiterons dans ce manuscrit aux processus respectant

9. Cette levØe de dØgØnØrescence peut par exemple Œtre induite par des e�ets orbitaux
[96], et mŒme associØe avec une brisure spontanØe de symØtrie induite par une dØformation
structurale [97].
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la symØtrie SU(4) associØe aux degrØs de libertØ de spin et de vallØe, en tenant
compte d’un facteur supplØmentaire gV = 2 dans la dØgØnØrescence des niveaux
de Landau, i.e. N = gSgVS

2�l20
.

RØsolution de la rØsonance cyclotron

Pour �nir cette section, discutons briŁvement des e�ets a�ectant la rØso-
lution de la rØsonance cyclotron dans les Øchantillons de graphŁne. Comme
dans le cas du gaz d’Ølectron bidimensionnel, la rØsonance cyclotron reste bien
dØ�nie tant que l’Ølargissement � des niveaux de Landau induit par les phØ-
nomŁnes de di�usion est plus petit que le gap d’Ønergie associØ à la transition
entre deux niveaux consØcutifs. En considØrant la transition entre les niveaux
N = � � 1 et N = �, cette condition se traduit par !0��� > 1 oø l’on a intro-
duit le temps de vie � = ~=�. PrØcØdemment, nous avons vu que le couplage
ultrafort pouvait Øgalement Œtre atteint dans le graphŁne lorsque le facteur de
remplissage est su�samment ØlevØ (� � 1). C’est donc encore le rØgime des
faibles champs magnØtiques qui nous intØresse ici. Dans la rØfØrence [99], les
auteurs ont mesurØ la rØsonance cyclotron dans une expØrience de spectrosco-
pie terahertz (! � 2THz) d’un plan de graphŁne rØsidant à l’Øtat naturel à la
surface d’un Øchantillon de graphite. Les champs magnØtiques correspondants
aux di�Ørentes transitions sont dans ce cas de l’ordre de 10mT. Les Ølectrons
des couches infØrieures sont responsables d’un faible dopage correspondant à
une densitØ � � 3 � 109cm�2, ce qui donne � � 3 dans cette expØrience 10.
La largeur des pics de rØsonance permet alors de donner une estimation du
temps de vie de la rØsonance cyclotron �CR � 20ps du mŒme ordre de grandeur
que dans le cas des fermions massifs du gaz d’Ølectrons bidimensionnel. Pour
B � 10mT, la transition cyclotron de frØquence !0(

p
3 �
p

2) est rØsonante
avec la sonde ce qui donne !0���CR � 40. Là encore, ce temps de vie est limitØ
par la mobilitØ des Ølectrons qui dØpend fortement du substrat utilisØ. Cette
mobilitØ est reliØe au temps de transport �t au moyen de la masse cyclotron
mC = ~!0

p
�=v2

F selon � = e�t
mC

.
Dans les Øchantillons de graphŁne dØposØs sur un substrat en dioxide de Sili-

cium, les mobilitØs varient entre 2000 et 25000cm2V�1s�1, � = 25000cm2V�1s�1

à � = 5 �1012cm�2 Øtant la plus grande valeur reportØe dans la littØrature [100].
En utilisant des Øchantillons de graphŁne suspendu (on minimise la surface de

10. Notons qu’en raison de la quadruple dØgØnØrescence de spin et de vallØe, le facteur de
remplissage est reliØ à la densitØ par � = ��l20

2 + 1
8 .
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Figure 4.2.2 � (a) Spectre d’absorption d’un Øchantillon de graphene à trŁs
haute mobilitØ mesurØ dans l’expØrience [99] à une frØquence ! = 1:9THz et
à T = 25K. (b) Les transitions correpondantes au spectre donnØ en (a) sont
reprØsentØes par des �Łches verticales. Le taux d’occupation des niveaux de
Landau est donnØ par la distribution de Fermi-Dirac tracØ sur la partie (c). Le
dopage rØsiduel en Ølectrons induit une densitØ � � 3 � 109cm�2 dans la bande
de conduction, ce qui correspond à l’Ønergie de Fermi EF � 6:5meV (� � 3).
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contact avec le substrat), les auteurs de la rØfØrence [101] ont mesurØ des mo-
bilitØs � � 2 � 105cm2V�1s�1 pour des densitØs intermØdiaires de 2 � 1011cm�2,
ce qui correspond à un temps de transport de l’ordre du dixiŁme de picose-
conde. Finalement, la plus haute mobilitØ reportØe � & 107cm2V�1s�1 à faible
dopage (� = 3 � 109cm�2) correspond à l’expØrience [99] ØvoquØe prØcØdem-
ment, et demeure tout à fait comparable aux mobilitØs atteintes avec un gaz
d’Ølectrons bidimensionnel dans une structure GaAs. En supposant un temps
de vie constant �CR � 20ps et en augmentant la densitØ reportØe dans la rØ-
fØrence [99] à � = 5 � 1010cm�2, on voit que le rØgime � = 50 correspondant
à B = 10mT parait à premiŁre vue accessible en vertu de !0���CR � 8 avec
!0�� � 400GHz. Remarquons que les phonons optiques du rØseau entrent en
jeu dans le rØgime des champs magnØtique intenses. On citera par exemple
la rØsonance "magnØto-phonon" prØdite dans l’infrarouge (E � 0:2eV) pour
un champ magnØtique B � 30T [102]. À champ faible, le couplage avec les
phonons acoustiques domine ce qui induit une dØpendance de la mobilitØ en
fonction de la tempØrature.

4.2.3 Le modŁle de la boîte optique

Dans le cas du gaz d’Ølectrons bidimensionnel, nous avons vu au chapitre
3 que le couplage ultrafort de la transition cyclotron a ØtØ dØmontrØ en consi-
dØrant un rØsonateur dans lequel les modes sont gapØs les uns des autres.
L’expØrience est alors convenablement dØcrite au moyen d’un modŁle simple
considØrant deux modes indØpendants couplØs à la transition cyclotron. Dans
ces conditions, il paraît naturel de gØnØraliser le calcul du chapitre 2 au cas d’un
Øchantillon de graphŁne placØ dans une boîte optique, con�nant le champ Ølec-
tromagnØtique dans les trois directions de l’espace. ConsidØrons un tel Øchan-
tillon de surface S = L2 placØ à l’intØrieur d’une cavitØ constituØe de six parois
mØtalliques distantes deux à deux de Lx � L, Ly � L, Lz. Comme prØcØ-
demment, nous supposons que cette cavitØ est remplie d’un milieu matØriel de
permittivitØ �, et l’Øchantillon soumis à une tension de grille et un champ ma-
gnØtique B0 = Bez tels que l’Ønergie de Fermi se trouve dans le gap cyclotron
entre les niveaux de Landau N = � � 1 et N = � de la bande de conduction.
En outre, l’indice de vallØe est dØ�nitivement �xØ à � = +. Les deux longueurs
L et Lz sont en revanche considØrØes comme �nies, et le rØsonateur caractØ-
risØ par le paramŁtre sans dimension res = Lz=L. Les modes du champ sont
indexØs par les trois entiers naturels nx, ny et nz, i.e.
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q �
�
�nx
L
;
�ny
L
;
�nz
Lz

�
; (4.37)

avec la forme spatiale 11 [77]

uq;x(r) =
2Cnxp
V

cos
�nx�x

L

�
sin
�ny�y

L

�
sin
�
nz�z
Lz

�
(4.38)

uq;y(r) =
2Cnyp
V

sin
�nx�x

L

�
cos
�ny�y

L

�
sin
�
nz�z
Lz

�
(4.39)

uq;z(r) =
2Cnzp
V

sin
�nx�x

L

�
sin
�ny�y

L

�
cos
�
nz�z
Lz

�
: (4.40)

Nous nous limiterons ici au seul mode (nx = 2; ny = 2; nz = 1) dont la
frØquence ! = �c

Lz
p
�

p
1 + 82

res est considØrØe comme proche de celle de la tran-
sition cyclotron !0��. Soulignons à ce propos que la forme du rØsonateur nous
autorise à choisir L et Lz su�samment petits pour envoyer les autres modes
loin de la rØsonance et rendre ainsi leur contribution nØgligeable. Comme au
chapitre 2, nous supposerons que l’Øchantillon de graphŁne est placØ à l’altitude
z = Lz=2 et que l’on peut nØgliger l’extension spatiale des fonctions d’onde
par rapport à la longueur Lz. On considŁre donc les Ølectrons comme purement
bidimensionnels. Le pro�l spatial du mode (nx = 2; ny = 2; nz = 1) dans la
base (eq;1; eq;2) s’Øcrit pour chaque polarisation comme [77]

u1(r) =
2
p
V

0

@
cos
�2�x
L

�
sin
�2�y
L

�
cos �

sin
�2�x
L

�
cos
�2�y
L

�
cos �

0

1

A ; (4.41)

u2(r) =
2
p
V

0

@
� cos

�2�x
L

�
sin
�2�y
L

�

sin
�2�x
L

�
cos
�2�y
L

�

0

1

A ; (4.42)

avec cos � = 1=
p

1 + 82
res. Le potentiel vecteur s’Øcrit quant à lui comme

A(r) =
X

�=1;2

r
2�~c2

�!
u�(r)

�
a� + ay�

�
: (4.43)

11. La constante de normalisation est donnØe par Cnj =
p

2� �nj ;0 (j = x; y; z).
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Figure 4.2.3 � ReprØsentation schØmatique du rØsonateur de surface S = L2 et
de longueur transverse Lz, avec à l’intØrieur un Øchantillon de graphŁne soumis
à un champ magnØtique B0 = Bez et à une tension de grille Vg, permettant
de choisir l’Ønergie de Fermi dans la bande de conduction.

Hamiltonien total

IntØressons nous maintenant au hamiltonien total du systŁme dØcrit dans
le paragraphe prØcØdent. Le champ magnØtique statique B0 = Bez est dØcrit
par le potentiel vecteur A0 = Bxey en jauge de Landau, et comme les indices
de bande et de vallØe sont �xØs, les Øtats à une particule sont caractØrisØs par
les deux nombres quantiques N et k. Dans la limite continue, ce hamiltonien
s’obtient en e�ectuant le couplage minimal p! p + e

cAt(r) dans l’expression
(4.27) :

H =
X

i

vF

�
pi +

e
c
At(ri)

�
� � + VC +Hray; (4.44)

avec la notation � = �xex + �yey. Le potentiel vecteur total At est donnØ
par la somme des potentiels vecteurs statique et ØlectromagnØtique, i.e. At(r) =
A0(r) + A(r), oø A(r) est donnØ par la relation (4.43). Comme au chapitre
2, VC et Hray dØsignent respectivement le potentiel Coulombien et l’Ønergie du
champ libre. Outre ces deux termes, on voit que le hamiltonien (4.44) se com-
pose de l’Ønergie cinØtique des fermions libres sous champ magnØtique ainsi
que du terme d’interaction lumiŁre-matiŁre :
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HL = vF� � �; Hint =
vFe
c

A � �: (4.45)

Dans la limite continue, le hamiltonien de couplage entre les fermions de
Dirac et le champ du vide ne fait donc pas intervenir de terme diamagnØtique.
Nous verrons un peu plus loin que cette propriØtØ change complŁtement la
nature des excitations.

Hamiltonien d’interaction

Nous sommes maintenant en mesure de dØriver l’expression du hamiltonien
d’interaction en seconde quanti�cation

Hint =
Z
dr~	y(r)Hint

~	(r); (4.46)

oø les champs de fermions s’Øcrivent sous la forme de spineurs à deux
composantes :

~	(r) =
1
p

2

X

N;k

cN;k
�
�CA

N N�1;k(r)
CB
N N;k(r)

�
: (4.47)

Les fonctions  N;k(r) sont dØ�nies par la relation (2.23) du chapitre 2 et
l’opØrateur cN;k (cyN;k) dØtruit (crØe) un fermion de Dirac dans l’Øtat caractØrisØ
par les nombres quantiques +, N , k et � = +. En utilisant les rØsultats du
chapitre 2, les ØlØments de matrice apparaissant dans (4.46) se calculent aisØ-
ment, et dans l’approximation oø seule la transition dipolaire m = 1 contribue
au couplage, nous obtenons l’expression

Hint = ~
�
�
b� + by�

� �
a� + ay�

�
; (4.48)

avec la frØquence de Rabi


2 =

s
�gSgV!2

0

2�
p
�
p

1 + 82
res
CB
��1; (4.49)

et la relation 
1 = 
2 cos �. Les modes collectifs apparaissant dans le ha-
miltonien prØcØdent sont donnØs par
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b1 =
r

1
N

X

N;k

X

�

� sin
�

2�kl20
L

+
�
2
�
�
4

�
cyN;kcN+1;k� 2�

L
(4.50)

b2 =
r

1
N

X

N;k

X

�

cos
�

2�kl20
L

+
�
2
�
�
4

�
cyN;kcN+1;k� 2�

L
: (4.51)

De façon analogue au chapitre 2, on peut montrer que ces modes vØri�ent les
rŁgles de commutation hF j [b�; by�0 ] jF i = ��;�0 oø jF i dØsigne l’Øtat fondamental
fermionique donnØ par la relation (2.56). Dans ce cas, les deux polarisations
du champ ØlectromagnØtique � = 1; 2 sont couplØes de façon indØpendantes aux
modes collectifs b1 et b2 qui commutent mutuellement.

Hamiltonien libre

En second quanti�cation, l’Ønergie cinØtique s’Øcrie sous la forme diagonale

HL =
Z
dr~	y(r)HL

~	(r) =
X

N;k

~!0
p
�cyN;kcN;k: (4.52)

Lorsque l’on se restreint au sous-espace constituØ par les niveaux de Landau
N = ��1 etN = � avec � � 1, on peut alors montrer que les modes b� vØri�ent
la relation [HL; b�] = ~!0��b�. Par analogie avec les rØsultats du chapitre 2,
nous allons donc considØrer la forme bosonique

HL = ~!0��by�b� (4.53)

pour la contribution e�ective en Ønergie cinØtique, en nous reportant à
l’annexe A.4 pour une justi�cation dØtaillØe de cette Øcriture.

Hamiltonien de Coulomb

IntØressons nous maintenant au hamiltonien VC(r�r0) = e2

�jr�r0j dØcrivant les
interactions entre Ølectrons. Comme dans le chapitre 2, le but est de calculer la
contribution optique ou longue portØe des interactions de Coulomb sØlectionnØe
par le rØsonateur. L’idØe consiste alors à dØcomposer le potentiel Coulombien
sur les modes du rØsonateur à l’aide d’une sØrie de Fourier bidimensionnelle,
puis de sØlectionner la contribution rØsonante avec la transition cyclotron (nx =
2; ny = 2) à la �n du calcul. Une telle dØcomposition peut s’Øcrire comme 12

12. Notons que le produit de deux cosinus n’est pas à priori le seul choix de base possible à
deux dimensions. On pourrait en e�et penser utiliser un produit de deux sinus ou encore un
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VC(r� r0) =
X

nx;ny

~Vnx;ny cos
�
nx�(x� x0)

L

�
cos
�
ny�(y � y0)

L

�
; (4.54)

avec les composantes

~Vnx;ny =
Cnx;ny
S

Z L

0

Z L

0
dr

e2

�jrj
cos
�nx�x

L

�
cos
�ny�y

L

�

=
Cnx;nye2

2�L
p
n2
x + n2

y
; (4.55)

et oø la somme apparaissant dans (4.54) porte sur tous les entiers positifs
nx, ny de zero à l’in�ni 13. Notons que le terme divergent nx = ny = 0 est
compensØ si l’on introduit un fond continu de charge positives et peut donc
Œtre retirØ de la sommation 4.54. Avec ces conventions, la contribution du mode
(nx = 2; ny = 2) au hamiltonien de Coulomb peut s’Øcrire comme

VC =
1
2

~V2;2

X

i;j

�̂2
i;j; (4.57)

oø les indices i = c; s et j = c; s indiquent les di�Ørentes fonctions interve-
nant dans l’expression des ØlØments de matrice de la densitØ. Par exemple, le
terme (i = c; j = c) correspond à l’opØrateur densitØ

�̂c;c =
Z
dr~	y(r)1 cos

�
2�x
L

�
cos
�

2�y
L

�
~	(r); (4.58)

oø 1 dØsigne la matrice identitØ. En utilisant l’expression des ØlØments de
matrice donnØe dans l’annexe A.1, on aboutit �nalement à

VC =
X

�

~��
h�
b� + �by�

�2 +
�
e� � �ey�

�2
i

(4.59)

produit croisØ cosinus-sinus. Il convient cependant de remarquer que la paritØ du potentiel
Coulombien impose que la seule dØcomposition non-identiquement nulle est constituØe par
la sØrie des produits de cosinus.
13. Le coe�cient de normalisation Cn;m est donnØ par

Cnx ;ny =

8
>><

>>:

4 pour nx 6= 0 et ny 6= 0
2 pour nx = 0 ou ny = 0
1 sinon:

(4.56)
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avec 1 = �1, 2 = 1, et la constante de couplage

� =
��gSgVc

p
2

16�L
S2
� : (4.60)

Le facteur S� = CA
��1
p
� � 1+CB

��1
p
� prend en compte le remplissage des

niveaux de Landau. Dans le rØgime � � 1, on peut Øcrire S� � RC=l0. Ce
hamiltonien fait donc apparaître les deux modes supplØmentaires

e1 =
r

1
N

X

N;k

X

�

sin
�

2�kl20
L

+
�
2
�
�
4

�
cyN;kcN+1;k� 2�

L
(4.61)

e2 =
r

1
N

X

N;k

X

�

� cos
�

2�kl20
L

+
�
2
�
�
4

�
cyN;kcN+1;k� 2�

L
; (4.62)

qui d’aprŁs l’Øquation (4.48) ne sont pas couplØs au mode du rØsonateur.
Nous laisserons donc de côtØ ces modes "noirs" par la suite. En tenant compte
de l’Ønergie cinØtique (4.53) et en y ajoutant la contribution Coulombienne prØ-
cØdente, le hamiltonien obtenu prend une forme similaire à celui des magnØto-
plasmons du gaz d’Ølectrons bidimensionnel (2.82) dans la limite optique jqjRC �
1. A�n de donner un sens plus prØcis à cette procØdure dans le cas graphŁne,
nous proposons dans l’annexe A.4 une gØnØralisation du modŁle de bosons indØ-
pendants qui nous a permis de dØcrire les magnØto-plasmons du gaz d’Ølectrons.
Avec le hamiltonien du champ libre Hray, on est maintenant en mesure de dia-
gonaliser indØpendamment les contributions associØes à chaque polarisations
� = 1; 2 :

H�=~ = !ay�a� +!0��by�b� + 
�
�
b� + by�

� �
a� + ay�

�
+ ��

�
b� + �by�

�2 : (4.63)

En suivant la dØmarche du chapitre 2, il est commode de mettre d’abord
la partie Ølectronique sous la forme diagonale en Øcrivant

!0��by�b� + ��
�
b� + �by�

�2 = !pdy�d� (4.64)

à une constante prŁs. Les opØrateurs d� = U�b� + V�by� correspondent aux
magnØto-plasmons de frØquence !p =

p
!0��(!0�� + 4�) pour les deux po-

larisations � = 1; 2, et les coe�cients de Bogoliubov sont donnØs par U� =
�� !0��+!p

2
p
!0��!p

et V� = !0���!p

2
p
!0��!p

. Dans la nouvelle base, le hamiltonien (4.63)

prend �nalement la forme
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H�=~ = !pdy�d� + ! ay�a� + ~
�
�
a� + ay�

� �
d� + dy�

�
; (4.65)

avec ~
1 = �
1

q
!p

!0��
et ~
2 = �
2

q
!0��
!p

. À la di�Ørence du cas des
fermions massifs dans les semiconducteurs, ce hamiltonien ne contient pas de
terme diamagnØtique, ce qui implique qu’il n’est plus dØ�ni positif pour toutes
les valeurs de � et provoque ainsi l’apparition d’un point critique pour lequel
l’une des valeurs propre s’annule. Au delà de ce point critique, le hamilto-
nien prØcØdent n’est plus diagonalisable. Introduisons les modes propres ou
magnØto-polaritons

pj;� = Wj;�a� +Xj;�d� + Yj;�ay� + Zj;�dy�; (4.66)

qui diagonalisent le hamiltonien (4.63) et nous permettent donc de l’Øcrire
sous la forme

H� =
X

j=LP;UP

~!j;�pyj;�pj;�; (4.67)

à une constante prŁs. Dans l’Øquation prØcØdente, les indices LP et UP
dØsignent respectivement "Lower Polariton" et "Upper Polariton". Ces modes
satisfont à l’Øquation aux valeurs propres [pj;�; H�] = ~!j;�pj;�, qui prend la
forme matricielleM�

~Vj;� = !j;�~Vj;� avec

~Vj;� = (Wj;�; Xj;�; Yj;�; Zj;�)T ; (4.68)

et la matrice de Hop�eld

M� =

0

BBB@

! ~
� 0 ~
�
~
� !p ~
� 0
0 �~
� �! �~
�

�~
� 0 �~
� �!p

1

CCCA
: (4.69)

Finalement, les frØquences des magnØto-polaritons !j;� (j = LP;UP) sont
donnØes par les valeurs propres de la matrice prØcØdente.

Sur la �gure 4.2.4, nous avons reprØsentØ les frØquences des modes propres
!j;�=! du hamiltonien (4.63) normalisØes par la frØquence du mode optique
! = c�

Lz
p
�

p
1 + 82

res en fonction de la densitØ �. On voit que la frØquence de la
branche basse !LP;1 s’annule pour une certaine densitØ critique. On parle dans
ce cas d’une excitation "sans gap" signalant la prØsence d’une instabilitØ du
systŁme (le hamiltonien prØcØdent n’est plus diagonalisable). Ceci se produit
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Figure 4.2.4 � FrØquences des modes propres !j;�=! (j = LP;UP, lignes
pleines noires et bleues) du hamiltonien (4.63) normalisØes par la frØquence
du mode optique ! = c�

Lz
p
�

p
1 + 82

res en fonction de la densitØ �. La ligne ho-
rizontale en pointillØs noirs dØsigne la frØquence du mode optique, tandis que la
courbe en pointillØs noirs correspond au mode de plasmon normalisØ !p=!. Les
deux traits verticaux indiquent les densitØs � = 1011cm�2 et � = 2:1 � 1011cm�2

(voir �gure suivante). On constate que la frØquence de la branche basse !LP;1

s’annule pour une densitØ critique �c. ParamŁtres : � = 4, Lz = 700�m,
res = 0:1, B = 25mT, gS = gV = 2.
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lorsque le determinant de la matrice de Hop�eldM1 s’annule, correspondant
à la condition 2
1 =

p
!!0�� . On en dØduit alors une expression de la densitØ

critique

�c =

 
!
p
��(1 + 82

res)
4�vF

pgSgV

!2

� 2:1 � 1011cm�2; (4.70)

indØpendante du champ magnØtique. Concernant la polarisation � = 2, le
determinant de la matrice de Hop�eldM2 s’annule lorsque 2
2 =

q
!!2

p=!0�� .
On peut alors montrer que cette condition n’est pas toujours satisfaite selon
la valeur des paramŁtres Lz, B et res. Contrairement à la branche LP1 qui
s’annule toujours pour une densitØ �nie, la branche LP2 n’a pas forcement
un comportement critique. En fait, l’existence de cette excitation sans gap est
la signature d’une transition de phase quantique analogue à celle du modŁle
de Dicke pour la supperradiance [103]. Au delà du point critique, l’Øtat fon-
damental du systŁme est modi�Ø de façon non-perturbative, et une nouvelle
phase de symØtrie spontanØment brisØe apparaît. Nous reviendrons dans la
section 4.3.5 sur ces considØrations, en caractØrisant les excitations de la phase
"sur-critique".

Sur la �gure 4.2.5, nous avons reprØsentØ les frØquences des modes propres
!j;�=! du hamiltonien (4.63) normalisØes par la frØquence du mode optique
! = c�

Lz
p
�

p
1 + 82

res en fonction du champ magnØtique B. Lorsque la den-
sitØ est infØrieure à �c, on observe une dispersion semblable à celle du gaz
d’Ølectrons bidimensionnel (voir chapitre 3). En revanche, la dispersion de-
vient fortement asymØtrique lorsque l’on s’approche de la densitØ critique. On
constate Øgalement que l’Ønergie de la branche !LP;1 est fortement repoussØe
vers les basses frØquences lorsque B ! 0. Le terme d’interaction Coulom-
bienne (en plus du facteur gØomØtrique cos �) est quant à lui responsable de
la sØparation des branches correspondantes aux deux polarisations � = 1; 2.
Comme nous l’avons signalØ au chapitre 3, on peut remarquer que la frØ-
quence du mode de plasmon !p est �nie à B = 0. On trouve alors la valeur

!p(B = 0) =
q

�gSgVrsv2
FkF

2L
p

2 modi�Øe par la forme particuliŁre du rØsonateur.

kF =
q

4��
gSgV

dØsigne ici le vecteur d’onde de Fermi.
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Figure 4.2.5 � FrØquences des modes propres !j;�=! (j = LP;UP, lignes
pleines noires et bleues) du hamiltonien (4.63) normalisØes par la frØquence
du mode optique ! = c�

Lz
p
�

p
1 + 82

res en fonction du champ magnØtique B. La
ligne horizontale en pointillØs noirs dØsigne la frØquence du mode optique, tan-
dis que la courbe en pointillØs noirs correspond au mode de plasmon normalisØ
!p=!. (a) Pour une densitØ � = 1011cm�2. (b) Juste avant la densitØ densitØ
critique �c = 2:1 � 1011cm�2 ParamŁtres : � = 4, Lz = 700�m, res = 0:1,
gS = gV = 2.
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4.3 Le couplage lumiŁre-matiŁre en jauge symØ-
trique

Dans la section prØcØdente, nous avons vu que le couplage des fermions de
Dirac avec les modes d’une boîte optique ne fait pas intervenir de terme dia-
magnØtique. Pour cette raison, le hamiltonien correspondant admet un point
critique au delà duquel le vide quantique "standard" n’est plus l’Øtat fonda-
mental du systŁme. Il nous reste cependant à rØpondre à plusieurs questions.
En particulier, quelle est la nature de la phase au delà du point critique et quelle
brisure de symØtrie est alors mise en jeu ? D’autre part, peut-on comprendre
avec un modŁle simple sur rØseau d’oø provient cette di�Ørence importante
entre le cas des fermions massifs du semiconducteur et les fermions de Dirac
du graphŁne en cavitØ. Dans ce dernier cas, si il existe un terme diamagnØ-
tique provenant des corrections au modŁle de Dirac, il serait intØressant de
comprendre ce qui provoque sa disparition dans la limite continue. Nous tente-
rons dans cette section d’apporter des rØponses aux questions ainsi formulØes.

4.3.1 Position du problŁme

ConsidØrons deux rØseaux bidimensionnels de surface totale S = L2. Le
premier est un rØseau de forme quelconque que nous choisirons carrØe de pa-
ramŁtre a, et l’autre un rØseau en nid d’abeille dont la distance sØparant deux
plus proches voisins sera notØe a Øgalement. Chaque Øchantillon est placØ à
l’intØrieur d’une cavitØ planaire de volume V = SLz (Lz � L) comme dØcrit
dans la section 2.2.6. Encore une fois, nous considØrons que les Øchantillons sont
situØs à l’altitude z = Lz=2 et que l’on peut nØgliger l’extension spatiale des
fonctions d’onde dans la direction (Oz). Dans ce cas, nous avons vu que seules
les branches optiques avec n impair sont couplØes aux Ølectrons. En outre,
la rØsonance est choisie de telle sorte que la frØquence de la branche optique
n = 1 au voisinage de jqj � 0 est de l’ordre de la frØquence cyclotron. Nous
nØgligerons ici pour simpli�er toutes les autres branches n 6= 1, en arguant que
l’on peut toujours choisir la longueur Lz su�samment petite pour envoyer ces
branches loin de la rØsonance et rendre ainsi leurs contributions nØgligeables.
Comme au chapitre 2, le vecteur d’onde dans le plan est une quantitØ conser-
vØe ce qui signi�e que l’on peut diagonaliser chaque mode q indØpendamment.
Pour cette raison, nous nous limiterons au mode q = 0 et laisserons de côtØ
l’indice modal dans le plan. Remarquons que pour ce mode particulier, la frØ-
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quence du plasmon est exactement Øgale à la frØquence cyclotron ce qui nous
permet de mettre Øgalement de côtØ les interactions Ølectron-Ølectron 14 (voir
sections 2.2.7 et A.4). Les deux vecteurs de polarisation eq;1 et eq;2 coïncident
alors avec les vecteurs de base ex et ey respectivement, et le potentiel vecteur
ØlectromagnØtique est donnØ par

A = i

r
4�~c2

�!V

X

�=1;2

�
a� � ay�

�
~u�; (4.71)

avec ! = c�
Lz
p
� . Il est commode d’introduire ici le potentiel vecteur adimen-

sionnØ A = �i
q

�!V
4�~c2 A, d’ordre unitØ si le nombre de photons de la cavitØ

hay�a�i est lui aussi d’ordre 1. ParallŁlement, e�ectuons un changement de base
donnØ par la rotation du systŁme de coordonnØes d’un angle �=4 :

e =
1
p

2
(ex + iey) e� =

1
p

2
(ex � iey) (4.72)

A =
1
p

2
(Ax + iAy) Ay = �

1
p

2
(Ax � iAy) : (4.73)

Pour les deux rØseaux, les Ølectrons seront traitØs dans le cadre d’un modŁle
de liaisons fortes oø l’on ne prend en compte que les recouvrements entre
plus proches voisins au moyen du paramŁtre de saut t (voir section 4.1.2).
Choisissons maintenant un point particulierM de la premiŁre zone de Brillouin
repØrØ par le vecteur M. Au voisinage de ce point, on peut Øcrire le vecteur
d’onde sous la forme q = M + � avec j�ja� 1, si bien que les excitations de
basse Ønergie sont dØcrites par le hamiltonien à un Ølectron

H(�) = �t
Z�1X

j=0

Zje�i� �� j ; (4.74)

oø Z dØsigne le nombre de premiers voisins connectØs à un site donnØ par
les vecteurs �j, et Zj = e�iM�� j un facteur de phase dØpendant du point M
considØrØ. Remarquons que H(�) peut tout à fait dØsigner un ØlØment de ma-
trice si le rØseau se compose lui-mŒme de plusieurs sous-rØseaux. En prØsence

14. Dans le cas du graphŁne, nous avons dØjà ØvoquØ le fait que les interactions Ølectron-
Ølectron sont responsables d’une renormalisation de la frØquence cyclotron à q = 0 dont
on ne peut rendre compte avec un modŁle similaire à celui de la section 2.2.7 (contribution
RPA). De façon semi-quantitative, on peut toutefois utiliser la frØquence ~!0 = ~vF

p
2=l0 oø

~vF dØsigne la vitesse de Fermi renormalisØe par les interactions.
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d’un champ magnØtique perpendiculaire B0 = Bez, le nouveau hamiltonien
s’obtient en substituant le vecteur d’onde � par p=~, suivi du couplage mini-
mal p! � + e

cA oø � et A sont respectivement dØ�nis par les relations (2.8)
et (4.71). On obtient ainsi l’expression

H = �t
Z�1X

j=0

Zj exp
�
�
i
~

�
� � �j +

e
c
A � �j

��
: (4.75)

En introduisant les angles �j dØ�nis par la relation �j = a cos �jex +
a sin �jey (j = 0; 1; � � � ;Z � 1), ainsi que les opØrateurs d’Øchelle (2.14), le
hamiltonien prØcØdent peut Œtre rØØcrit sous la forme

H = �t
Z�1X

j=0

Zj exp
�

a
l0
p

2

�
dyre
�i�j � drei�j

��
exp

�
�
�
Ae�i�j � Ayei�j

��
(4.76)

oø � = a
L

q
2�p
� est un petit paramŁtre sans dimension (en choisissant

L � 1�m, on a � . 10�5). Nous allons maintenant dØvelopper les fonctions
exponentielles de l’expression (4.76) jusqu’au second ordre en a=l0 et �, puis
appliquer successivement le rØsultat au cas des rØseaux carrØ et en nid d’abeille.

4.3.2 Le rØseau carrØ, fermions massifs

Dans le cas du rØseau carrØ, nous allons nous intØresser au voisinage du
centre de la premiŁre zone de Brillouin appelØ point �. Ce choix �xe dŁs lors
la valeur du facteur de vallØe Zj = 1 pour j = 0; 1; 2; 3. D’autre part, les 4
premiers voisins sont caractØrisØs par les angles �j = j�=2 correspondant aux
vecteurs de dØplacement �0 = aex, �1 = aey, �2 = �aex et �3 = �aey. En
utilisant la relation

P3
j=0 e

im�j = 4 si m = 4p (p 2 Z) et
P3

j=0 e
im�j = 0 sinon,

le dØveloppement du hamiltonien (4.76) donne

H =
2ta2

l20

�
dyrdr +

1
2

�
+

2
p

2�ta
l0

�
dyrA

y + drA
�

+ 2�2t
�
AyA + AA y

�
+O(a4):

(4.77)
Par consØquent, on voit que les trois contributions dominantes sont du

mŒme ordre O(a2). En outre, l’absence formelle de terme linØaire O(a) nous
permet de dØ�nir une masse e�ective de bande m� = ~2

2ta2 . En introduisant
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Figure 4.3.1 � RØseau carrØ de paramŁtre a. Les 4 premiers voisins sont ca-
ractØrisØs par les angles �j = j�=2 correspondant aux vecteurs de dØplacement
�0 = aex, �1 = aey, �2 = �aex et �3 = �aey.

la frØquence cyclotron !0 = eB
m�c , le premier terme du membre de droite de

l’Øquation prØcØdente prend la forme (2.15)

HL = ~!0

�
dyrdr +

1
2

�
;

indiquant que ce systŁme est rØgi par une quanti�cation de Landau normale.
En rØexprimant les trois contributions de (4.77) en fonction des anciennes
variables (�;A), il n’est pas surprenant de constater que l’on retombe sur
l’expression

H =
1

2m�
�
� +

e
c
A
�2
; (4.78)

dØrivant du hamiltonien standard avec une masse e�ective m�, et sur lequel
on a opØrØ le couplage minimal � ! � + e

cA en prØsence du champ magnØ-
tique B. Par consØquent, les excitations de basse Ønergie d’un gaz d’Ølectrons
bidimensionnel sur un rØseau de forme quelconque sont bien gouvernØes par un
hamiltonien de type Schrödinger, dans lequel les paramŁtres du rØseau, ou plus
prØcisØment la dispersion des bandes au voisinage d’une vallØe donnØe est prise
en compte au travers de la masse e�ective m�. Un tel hamiltonien contient
inØvitablement un terme diamagnØtique A2 dont la constante de couplage est
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reliØe à la frØquence de Rabi du vide par une relation impliquant l’absence de
point critique du modŁle (c.f. annexe A.3).

4.3.3 Le rØseau hexagonal, fermions de Dirac

Figure 4.3.2 � RØseau hexagonal de paramŁtre a. Les 3 premiers voisins sont
caractØrisØs par les vecteurs de dØplacement �0 = a

p
3=2ex + a=2ey, �1 =

�a
p

3=2ex+a=2ey et �2 = �aey, ainsi que les angles associØs �j = (4j+1)�=6
(j = 0; 1; 2).

Examinons maintenant le cas du rØseau en nid d’abeille. Comme prØcØdem-
ment, nous sommes intØressØs par les excitations de basse Ønergie, qui appa-
raissent ici au voisinage des points de Dirac K et K 0. Si l’on choisit la vallØe
K, le facteur de phase est donnØ par Zj = �ie�i�j avec les vecteurs de dØpla-
cement correspondant aux 3 plus proches voisins �0 = a

p
3=2ex + a=2ey, �1 =

�a
p

3=2ex + a=2ey, �2 = �aey, ainsi que les angles associØs �j = (4j + 1)�=6
(j = 0; 1; 2). En utilisant la relation

P2
j=0 e

im�j = 3e
im�

6 si m = 3p (p 2 Z) et
P2

j=0 e
im�j = 0 sinon, le dØveloppement du hamiltonien (4.76) donne

H = �
3ita
l0
p

2
dr � 3it�Ay +O(a2); (4.79)

et l’on constate que les deux contributions dominantes sont du premier
ordre en a. À la di�Ørence du cas gØnØral prØcØdent, c’est donc la combinaison
de plusieurs facteurs gØomØtriques particuliers qui provoque l’apparition de ces



4.3. Le couplage lumiŁre-matiŁre en jauge symØtrique 145

termes linØaires, et empŒche de dØ�nir une masse e�ective de bande. En parti-
culier, l’existence de 3 premiers voisins formant un triangle ØquilatØral semble
Œtre une condition nØcessaire mais non-su�sante. Si l’on prend en compte la
prØsence des deux sous-rØseaux, le hamiltonien prend la forme d’une matrice
2� 2

H =
�

0 H
Hy 0

�
; (4.80)

qui aprŁs le changement de variables (dr; dyr; A;Ay) ! (�; A) et en uti-
lisant (4.79), nous redonne le hamiltonien de Dirac en prØsence d’un champ
magnØtique

H = vF
�
� +

e
c
A
�
� �: (4.81)

On comprend dŁs lors que la forme matricielle liØe à la prØsence des deux
sous-rØseaux est Øgalement cruciale, au sens oø c’est elle qui permet aux termes
linØaires de l’Øquation (4.79) de ne pas disparaître lorsque que l’on en calcule
les ØlØments de matrice. En e�et, sans cette forme matricielle, les ØlØments de
matrice de l’Ønergie cinØtique qui entrent en jeu en seconde quanti�cation sont
nuls en raison de la relation hN j dr jNi = 0, et l’on doit alors aller chercher
les contributions du deuxiŁme ordre en a comme pour les fermions massifs.
Lorsque le hamiltonien possŁde une forme matricielle similaire à (4.80), le
mŒme terme fait apparaitre l’ØlØment de matrice hN � 1j dr jNi qui est non
nul et permet d’aboutir au hamiltonien de Dirac.

En se limitant à l’ordre O(a3) dans le dØveloppement (4.76), on peut voir
qu’il existe formellement les termes diamagnØtiques

H1
dia =

3t�2

2
A2

H2
dia =

3ita�2

2l0
p

2
dr
�
AyA + AA y

�
; (4.82)

d’ordre supØrieurs en a. Là encore, la prØsence des deux sous-rØseaux annule
le premier terme lorsque l’on en prend les ØlØments de matrice. Quant au
deuxiŁme, nous montrerons à la �n de ce chapitre qu’il n’apporte que des
corrections nØgligeables au modŁle.
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4.3.4 Limite continue pour les fermions massifs, le mo-
dŁle de Hop�eld

Dans cette section, nous nous proposons de dØriver l’expression du hamil-
tonien des fermions massifs 4.78 en seconde quanti�cation, et en utilisant la
reprØsentation des fonctions d’onde en jauge symØtrique. Nous verrons alors
que le hamiltonien obtenu peut Œtre diagonalisØ au moyen d’un mapping spin-
boson, dans lequel les corrections à la bosonicitØ peuvent Œtre prises en compte
à la di�Ørence de la mØthode "magneto-excitons" utilisØe jusque là. Le ha-
miltonien (4.78) est constituØ des trois contributions H = HL + Hint + Hdia

avec

HL =
�2

2m�
; Hint =

e
m�c

� �A; Hdia =
e2

2m�c2 A2; (4.83)

et oø le potentiel vecteur ØlectromagnØtique A est donnØ par l’Øquation
(4.71). En utilisant l’expression des opØrateurs d’Øchelle (2.14), on montre fa-
cilement que le hamiltonien d’interaction pour N � � s’Øcrit

Hint = �
X

N;l

~

p
N
cyN+1;lcN;l(a1�ay1)+

X

N;l

i~

p
N
cyN+1;lcN;l(a2�ay2)+h.c.; (4.84)

avec la frØquence de Rabi du vide


 =

s
��gS!2

0

�
p
�
: (4.85)

Sans perdre la gØnØralitØ du modŁle, on peut maintenant projeter les opØ-
rateurs d’excitations fermioniques sur le sous-espace constituØ par les deux
niveaux de Landau au voisinage du niveau de Fermi, ce qui revient à �xer
N = � � 1 dans l’Øquation (4.84). Dans ce sous-espace, la contribution à
l’Ønergie cinØtique HL =

P
N;l(N + 1=2)~!0cyN;lcN;l se met sous la forme

HL =
X

l

~!0

2

�
cy�;lc�;l � c

y
��1;lc��1;l

�
+ ~!0�1; (4.86)

oø 1 =
P

l(c
y
�;lc�;l + cy��1;lc��1;l) dØsigne l’opØrateur identitØ. Il convient

maintenant d’introduire les opØrateurs collectifs de moments cinØtiques
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J+ =
X

l

cy�;lc��1;l J� = Jy+

et Jz =
X

l

1
2

�
cy�;lc�;l � c

y
��1;lc��1;l

�
; (4.87)

obØissant aux relations de commutation angulaires [J+; J�] = 2Jz et [Jz; J�] =
�J�. Au regard des relations (4.84) et (4.86), on voit que le systŁme consiste
en jauge symØtrique en une collection de N systŁmes à deux niveaux indØ-
pendants, un pour chaque centre d’orbite l, couplØs à deux champs bosoniques
uniformes (� = 1; 2) de mŒme Ønergie ~!. Chacun de ces systŁmes à deux
niveaux est alors dØcrit par un pseudo-spin 1=2, et les opØrateurs collectifs
dØ�nis prØcØdemment correspondent à la composition des moments cinØtiques
individuels.

Remarque Les opØrateurs de moments cinØtiques prØcØdents peuvent Œtre
utilisØs pour reprØsenter l’espace de Hilbert des N systŁmes à deux niveaux
en introduisant les Øtats de Dicke [104, 105], Øtats propres de Jz et de J2 =
J2
x +J2

y +J2
z = 1

2(J+J�+J�J+) +J2
z . Ces Øtats s’Øcrivent sous la forme jJ;Mi

avec M = �J;�J + 1; � � � ; J et vØri�ent les propriØtØs Jz jJ;Mi = M jJ;Mi,
J2 jJ;Mi = J(J+1) jJ;Mi et J� jJ;Mi =

p
J(J + 1)�M(M � 1) jJ;M � 1i.

Le nombre J peut prendre les valeurs 1=2; 3=2; � � � ;N =2 si N est impair et
0; 1; � � � N =2 si N est pair. Il est associØ à la valeur propre de J2 et dØ�nit un
secteur de l’espace de Hilbert dans lequel la somme des N spins 1=2 donne
un spin dont le carrØ de la norme est J(J + 1), avec �J � M � J . Comme
le hamiltonien d’interaction (4.84) ne mØlange pas les secteurs correspondants
à des J di�Ørents, on ne considŁrera par la suite que le secteur de moment
cinØtique maximal J = N =2. Dans ce cas, les N systŁmes à deux niveaux sont
rØduits à un grand spin de norme

q
N
2 (N2 + 1), et dØcrit par N + 1 Øtats de

Dicke jN =2;Mi avec �N2 �M � N
2 .

Il nous reste maintenant à ajouter aux deux contributions HL et Hint le
terme diamagnØtique Hdia d’une part, et l’Ønergie du champ libre Hray =P

� ~!ay�a� d’autre part. En utilisant la relation hcyN;lcN 0;l0i = �(� � 1 �
N)�N;N 0�l;l0 (voir section 2.2.7), le hamiltonien total peut �nalement s’Øcrire
à une constante prŁs comme
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H=~ = !0Jz+
X

�=1;2

!ay�a��
2

p
N
Jy(ay1+a1)+

2

p
N
Jx(ay2+a2)+

X

�=1;2

D(ay�+a�)2;

(4.88)
avec Jx = 1

2(J+ +J�), Jy = i
2(J��J+) et D = 
2

!0
. Introduisons l’opØrateur

correspondant au nombre total d’excitations du systŁme : Nexc =
P

� a
y
�a� +

Jz +N =2. En raison de la prØsence des opØrateurs Jx, Jy, ainsi que des termes
antirØsonants ay�ay� et a�a�, il est clair que le hamiltonien prØcØdent ne conserve
pas ce nombre, i.e. [H;Nexc] 6= 0. En revanche, la paritØ des excitations dØ-
crite par l’opØrateur �exc = ei�Nexc est conservØe, ce qui peut se montrer en
remarquant que

�exc(a�; ay�; Jx; Jy)�
y
exc = (�a�;�ay�;�Jx;�Jy)

et �exc(ay�a�; Jz)�
y
exc = (ay�a�; Jz); (4.89)

ce qui donne [H;�exc] = 0. Nous verrons dans la section suivante que
cette symØtrie peut Œtre spontanØment brisØe dans le cas du graphŁne. L’idØe
consiste maintenant à trouver une reprØsentation des opØrateurs collectifs de
moments cinØtiques apparaissant dans l’Øquation prØcØdente, en terme de fonc-
tions analytiques d’opØrateurs bosoniques b et by. Ceci correspond prØcisØment
à la transformation de Holstein-Primako� [104]

J+ = by
p
N � byb; J� =

p
N � byb b; Jz = byb�

N
2
; (4.90)

oø b et by vØri�ent exactement la relation de commutation [b; by] = 1. Intro-
duisons le nombre d’excitations Ølectroniques nel = hbybi contenues dans l’Øtat
fondamental du hamiltonien (4.88). Si l’on suppose que ce nombre est petit
devant N , le dØveloppement de la racine carrØe apparaissant dans l’Øquation
prØcØdente se rØduit à l’ordre zØro 15, et le hamiltonien prend la forme quadra-
tique

H=~ =!0byb+ i
(by � b)(ay1 + a1) + 
(by + b)(ay2 + a2)

+
X

�=1;2

!ay�a� +
X

�=1;2

D(ay� + a�)2: (4.91)

15. Notons que cette hypothŁse est largement confortØe par les rØsultats du chapitre 2.
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Il n’est alors pas surprenant de retrouver exactement la contribution cor-
respondante aux nombres quantiques (q = 0;m = 1; n = 1) du hamiltonien
donnØ par la relation (2.111) du chapitre 2. Sa diagonalisation correspond à
un cas particulier de la procØdure dØcrite dans la section 2.2.8 et donne trois
branches de polaritons, modes propres du hamiltonien

H =
3X

j=1

Ejpyjpj; (4.92)

qui n’admet pas de point critique quantique pour une valeur �nie du facteur
de remplissage, et possŁde un Øtat fondamental jGi non-dØgØnØrØ 16. Comme
nous l’avons ØvoquØ prØcØdemment, ce hamiltonien commute avec l’opØrateur
qui dØ�nit la paritØ des excitations. Dans ce cas, jGi est aussi vecteur propre
de �exc ce qui signi�e que les Øtats propres du systŁme possŁdent une paritØ
donnØe 17.

4.3.5 Limite continue pour les fermions de Dirac, le mo-
dŁle de Dicke gØnØralisØ.

Nous allons maintenant montrer que le mŒme systŁme que celui ØtudiØ
dans la section prØcØdente, mais oø l’on a remplacØ les Ølectrons massifs par
les Ølectrons de Dirac d’un rØseau en nid d’abeille, peut subir une transition de
phase quantique pilotØe par le facteur de remplissage des niveaux de Landau.
Dans ce cas, le hamiltonien (4.81) est composØ des deux contributions H =
HL +Hint avec

HL = vF� � �; Hint =
evF

c
A � �; � � (�x; �y); (4.93)

et oø le potentiel vecteur ØlectromagnØtique A est donnØ par l’Øquation
(4.71). Comme prØcØdemment, en prenant N = � � 1 � 1 et en utilisant
l’expression des opØrateurs d’Øchelle (2.14), on peut montrer d’une part que le
hamiltonien d’interaction prend la forme

16. Notons que l’on s’attendait à ce rØsultat car ce systŁme rentre dans le cadre du thØo-
rŁme no-go (c.f. annexe A.3) qui assure la stabilitØ de jGi.
17. Pour 
 = 0, on a jGi = jF i 
 j0; 0i (j0; 0i dØsigne le champ du vide pour les deux

polarisations), ce qui implique par continuitØ que l’Øtat fondamental aura un nombre pair
d’excitations pour tout 
.
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Figure 4.3.3 � Énergies des modes propres du hamiltonien (4.91) normalisØes
par l’Ønergie de la transition cyclotron !0 = eB

m�c , en fonction de la racine
carrØe du facteur de remplissage �. Rappelons à ce propos que la frØquence
de Rabi du vide normalisØe est proportionnelle à

p
�. La ligne horizontale en

tirets noirs correspond à la frØquence cyclotron, qui coïncide dans ce cas avec le
mode de cavitØ (q = 0; n = 1) (!0;1 � ! = !0). Il est intØressant de comparer
ces courbes avec les trois premiŁres branches issues de la diagonalisation du
Hamiltonien de la section 2.2.8 (voir �gure 2.2.11). En particulier, on constate
que le splitting de ces branches est rØduit lorsque l’on prend plusieurs modes
photoniques transverses en compte (cas du chapitre 2). ParamŁtres : � = 13,
gS = 2, nQW = 8.
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Hint =
X

l

i~

p
N
cy�;lc��1;l(ay1 + a1) +

X

l

~

p
N
cy�;lc��1;l(ay2 + a2) + h.c.; (4.94)

avec la frØquence de Rabi du vide


 =

s
�gSgV!2

0

4�
p
�
; (4.95)

et d’autre part que la contribution à l’Ønergie cinØtiqueHL =
P

N;l ~!0
p
NcyN;lcN;l

dans le sous espace (� � 1; �) est donnØe par

HL =
X

l

~!0

4
p
�

�
cy�;lc�;l � c

y
��1;lc��1;l

�
+ 2~!0

p
�N 1

=
~!0

2
p
�
Jz + cte: (4.96)

On peut maintenant rassembler les deux contributions ce qui donne à une
constante prŁs :

H=~ =
!0

2
p
�
Jz +

X

�=1;2

!ay�a� �
2

p
N
Jy(ay1 + a1) +

2

p
N
Jx(ay2 + a2): (4.97)

À la di�Ørence du hamiltonien (4.88) pour le cas des fermions massifs, ce
hamiltonien est analogue à celui du modŁle de Dicke pour la superradiance
[103, 106], et peut subir une transition de phase quantique pilotØe par le rap-
port entre la constante de couplage 
 et la frØquence de la transition Ølec-
tronique. Comme dans le cas de la boîte optique ØtudiØ prØcØdemment, nous
allons voir que l’absence du terme diamagnØtique dans ce hamiltonien change
complŁtement les propriØtØs de l’Øtat fondamental. Appliquons la transforma-
tion de Holstein-Primako� (4.90) en ne gardant que le terme d’ordre zero. Ceci
conduit au hamiltonien bosonique

H=~ =
!0

2
p
�
byb+

X

�=1;2

!ay�a� + i
(by� b)(ay1 + a1) + 
(by+ b)(ay2 + a2); (4.98)

qui peut s’Øcrire sous la forme diagonale
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H =
3X

j=1

Ejpyjpj: (4.99)

À la di�Ørence de la forme (4.91), on constate alors que l’Ønergie de la
branche basse E1 s’annule lorsque 
2 = !!0

8
p
� . En augmentant le facteur de

remplissage, la frØquence de la transition cyclotron diminue jusqu’à ce que la
relation prØcØdente soit satisfaite. On a alors atteint le point critique du modŁle
qui permet de caractØriser l’existence d’une transition de phase quantique du
second ordre [35, 107]. Le facteur de remplissage critique correspondant est
donnØ par

�c =
�

�!
p
�

2�gSgV!0

�2

: (4.100)

La question est maintenant de savoir ce qui ce passe lorsque � dØpasse cette
valeur. En fait, le hamiltonien (4.98) obtenu dans l’approximation d’un petit
nombre d’excitations nel � 1 se rØvŁle tout à fait incapable de dØcrire le sys-
tŁme lorsque l’on atteint le point critique. Les systŁmes à deux niveaux tendent
alors spontanØment à quitter leur Øtat fondamental N = ��1, et l’on pressent
que le caractŁre fermionique des excitations va jouer un rôle important dans
cette transition de phase. La population des Øtats excitØs des systŁmes à deux
niveaux devient macroscopique au point critique, ce qui permet de comprendre
le terme de superradiance introduit par Dicke. Si l’on considŁre le systŁme ini-
tialement dans sa phase superradiante et que l’on Øteint le couplage de façon
non-adiabatique, les systŁmes à deux niveaux vont retourner dans leur Øtat
fondamental en Ømettant un grand nombre de photons par Ømission sponta-
nØe. C’est ce qu’on appelle la superradiance de Dicke. Pour � < �c, on a vu
que ces excitations sont gouvernØes par le hamiltonien bosonique donnØ par
l’Øquation (4.98). On peut alors vØri�er que la paritØ du nombre d’excitations
total est toujours conservØe, [H;�exc] = 0, ce qui signi�e que l’Øtat fondamen-
tal jGi est trŁs similaire à celui de la section 4.3.4 pour le cas des fermions
massifs. Les Øtats excitØs du systŁme s’obtiennent par application des opØra-
teurs bosoniques pyj sur jGi. Lorsque � = �c, le sous-espace fondamental est

in�niment dØgØnØrØ (tous les Øtats (py1)qp
q! jGi pour q = 0; 1; 2; � � � ), ce qui im-

plique que les Øtats fondamentaux correspondants ne sont plus forcement Øtats
propres de �exc. La symØtrie de paritØ est spontanØment brisØe. Pour dØcrire
la phase "sur-critique" ou superradiante � > �c, il convient alors de revenir
au hamiltonien (4.97) et de traduire mathØmatiquement la possibilitØ d’une
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transition de phase quantique. Ceci s’e�ectue en supposant que les champs b
et a� sont dØplacØs d’une quantitØ macroscopique, au voisinage de laquelle les
�uctuations sont dØcrites par des opØrateurs bosoniques 18 [105, 108], i.e.

a� ! ~a� +
p
 et b! ~b�

p
� � i

p
� ou

a� ! ~a� �
p
 et b! ~b+

p
� + i

p
�; (4.101)

avec  = O(N ), � = O(N ). On peut maintenant faire ce changement
de variables dans les Øquations de Holstein-Primako� (4.90), et dØvelopper la
racine carrØe jusqu’à l’ordre 2 en �uctuations :

vuut
1�

~by~b�
p
�
�

~bye
i�
4 + ~be�

i�
4

�

K
� 1�

p
�

2K

�
~bye

i�
4 + ~be�

i�
4

�
�

�
8K2

�
~bye

i�
4 + ~be�

i�
4

�2
;

(4.102)
oø l’on a dØ�nit le nombre K = N � � d’ordre O(N ). Les dØplacementsp
� et p sont ensuite dØterminØes en remplaçant l’expression prØcØdente dans

le hamiltonien (4.98), et en Øliminant les termes linØaires / (~ay� + ~a�) et /
(~by � ~b) 19. On obtient le systŁme d’Øquation

8
<

:

p = 2
!

q
K�
Np

�
�
� !0

2
p
� + 4
2

!
N�2�
N

�
= 0:

(4.103)

La solution  = � = 0 permet de retrouver la phase normale ØtudiØe
prØcØdemment. Pour � > �c, on trouve deux couples de solutions donnØs par
l’Øquation

8
<

:
(
p
�;p) = (0; 0) pour � < �c

(
p
�;p) = (�

q
N (1��)

2 ;�

!

p
N (1� �2) pour � > �c;

(4.104)

avec � = !!0
8
2p� . En injectant ces deux solutions dans le dØveloppement du

hamiltonien, les contributions quadratiques de ce dernier s’Øcrivent �nalement
comme
18. Notons que ces cohØrences qui deviennent par hypothŁse non-nulles pour � > �c sont

un choix possible de paramŁtre d’ordre.
19. Ceci n’est pas sans rappeler la thØorie de Ginzburg-Landau pour les transitions de

phases classiques.
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H =
X

�

!~ay�~a� +
!0Z�
2
p
�

~by~b� 
(~ay1 + ~a1)(Y�~b+ Y �� ~by) + i
(~ay2 + ~a2)(Y �� ~b� Y�~by)

+ i
!0X�

2
p
�

(~by � ~be
i�
4 )(~by + ~be�

i�
4 ) (4.105)

pour � > �c, avec les dØ�nitions

X� =
(3 + �)(1� �)

8�(1 + �)
; Y� =

1� �+ i(1 + 3�)
2
p

2
p

1 + �
; Z� =

1 + �
2�

+ 2X�e
i�
4 :

(4.106)

Dans la phase sur-critique, on est donc ramenØ à la diagonalisation d’un
autre hamiltonien quadratique, dont les modes propres correspondent aux ex-
citations prenant place autour de chacun des deux couples de dØplacements
macroscopiques �(

p
�;p). En outre, les deux choix possibles pour le signe

des dØplacements implique que l’ensemble du spectre est deux fois dØgØnØrØ.
En notant jG�i les deux Øtats fondamentaux, on peut montrer que

hG�j a� jG�i = �
p
 et hG�j b jG�i = �

p
�; (4.107)

ce qui permet d’interprØter ces dØplacements comme correspondant aux co-
hØrences photoniques et Ølectroniques des deux Øtats fondamentaux. Ces cohØ-
rences donnØes par l’Øquation (4.104) peuvent servir de paramŁtre d’ordre pour
dØcrire la transition de phase. D’autre part, on peut montrer que si l’Ønergie
des deux Øtats fondamentaux est abaissØe lorsque l’on dØpasse le point critique
du modŁle, seule sa dØrivØe seconde admet une discontinuitØ, ce qui caractØrise
l’ordre de la transition de phase. Remarquons que l’on voit explicitement sur
ces relations que les Øtats jG�i n’ont pas de paritØ dØ�nie. Pour �nir, men-
tionnons le fait que si ces propriØtØs rappellent celles d’une condensation de
Bose-Einstein (BEC), il existe nØanmoins des di�Ørences de taille. D’une part,
la BEC est pilotØe par les �uctuations thermique alors que la superradiance de
Dicke apparaît à tempØrature nulle. D’autre part, cette derniŁre est liØe à un
e�et coopØratif provenant du couplage entre les degrØs de libertØ photoniques
et Ølectroniques, alors que la BEC peut Œtre dØcrite avec un seul type de degrØ
de libertØ bosonique, et en prØsence d’une interaction à deux corps. En�n, dans
une BEC, c’est l’invariance de jauge qui est brisØe alors que la transition de
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phase superradiante brise la symØtrie de paritØ des excitations. Sur la �gure
4.3.4, nous avons reprØsentØ l’Ønergie des modes propres normalisØe par l’Øner-
gie du mode de cavitØ Ej

~! (j = 1; 2; 3) du hamiltonien (4.98) pour � < �c et
(4.105) pour � > �c, en fonction de la racine carrØ du facteur de remplissage.
Comme prØvue, l’Ønergie de la branche basse E1 s’annule lorsque le facteur de
remplissage atteint sa valeur critique, que l’on a �xØe arbitrairement à �c = 50
(
p
�c � 7) en utilisant la condition de rØsonance !

!0
= 2�gSgV

p
50

�
p
� . On remarque

Øgalement que la branche intermØdiaire E2 admet un point anguleux au facteur
de remplissage critique. En outre, rappelons que nous avons considØrØ ici le seul
mode optique (q = 0; n = 1) en arguant d’une part que l’on peut diagonaliser
indØpendamment chaque mode correspondant à une impulsion dans le plan q
donnØe, et d’autre part que la longueur Lz est su�samment faible pour pouvoir
nØgliger la contribution des branches n 6= 1 situØes à des Ønergies plus ØlevØes.
Lorsque q 6= 0, les ØlØments de matrice du type hN � 1; lj eiq�r jN 0; l0i interve-
nant dans le hamiltonien de couplage font apparaître les fonctions �l;l0(�q�l0),
que l’on peut approximer par un �l;l0 dans la limite optique jqjl0 � 1. Le
modŁle se gØnØralise alors aisØment, avec toutefois un facteur cos �q devant la
constante de couplage des modes de polarisation � = 1. Ce facteur introduit
une dissymØtrie entre les deux polarisations, ce qui fait apparaitre deux cohØ-
rences photoniques di�Ørentes p1 et p2. Finalement, le point anguleux de la
deuxiŁme branche se retrouve dØplacØ par rapport au point critique. Terminons
en signalant que ce modŁle se gØnØralise Øgalement au cas ØtudiØ au chapitre
2 pour le gaz d’Ølectron bidimensionnel, c’est à dire lorsque l’on considŁre
plusieurs branches photoniques n = 1; 2; � � � . Ce modŁle de Dicke multimode
admet un point critique dØ�nit par la relation

P+1
n=1


2
q;n

!q;n
< !0

4 (à la place de

2

! = !0
4 ), qui converge en 1=n2 au regard de (2.94) [109]. Comme pour le gaz

d’Ølectrons, on peut vØri�er numØriquement que les corrections introduites par
le couplage aux di�Ørentes branches photoniques sont relativement faibles.

Terme diamagnØtique pour les fermions de Dirac

Pour �nir, revenons sur le terme diamagnØtique d’ordre 3 en fonction du
pas du rØseau a (Øquation 4.82) :

H2
dia =

3ita�2

2l0
p

2
dr
�
AyA + AA y

�
: (4.108)

En calculant ses ØlØments de matrice dans la base des spineurs donnØs par
l’Øquation (4.32), on peut alors mettre ce terme sous la forme
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Figure 4.3.4 � Énergie des modes propres normalisØe par l’Ønergie du mode de
cavitØ Ej

~! (j = 1; 2; 3) du hamiltonien (4.98) pour � < �c et (4.105) pour � > �c,
en fonction de la racine carrØ du facteur de remplissage. Les lignes en tirets
et en pointillØs noirs correspondent respectivement à la frØquence cyclotron
normalisØe !0

2!
p
� et à celle du mode de cavitØ. Comme prØvu, l’Ønergie de la

branche basse E1 s’annule lorsque le facteur de remplissage atteint sa valeur
critique, que l’on a �xØe arbitrairement à �c = 50 (

p
�c � 7) en utilisant la

condition de rØsonance !
!0

= 2�gSgV
p

50
�
p
� . On remarque Øgalement que la branche

intermØdiaire E2 admet un point anguleux au facteur de remplissage critique.
ParamŁtres : � = 4, gS = gV = 2.
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Hdia = �
X

�=1;2

~D(ay� + a�)2; (4.109)

avec la constante

D =
�
a
l0

�2 !0�gSgV

2�
p
�

��1X

N=0

p
N: (4.110)

En notant la frØquence de la transition cyclotron !0�� � !0
2
p
� (� � 1), et

en utilisant la relation
P��1

N=0

p
N < �

p
�, on arrive �nalement à l’inØgalitØ

jDj�

2

!0��

� < �
�
a
l0

�2

=
2�
gSgV

�a2 � 1; (4.111)

oø � dØsigne la densitØ Ølectronique induite par le dopage de la structure,
et oø le facteur �a2 s’interprŁte comme le nombre d’Ølectrons dopants par site.
Or, il s’avŁre que ce facteur reste trŁs petit devant un jusqu’à des valeurs
considØrables de la densitØ Ølectronique (� < 1015cm�2), inaccessibles avec un
dispositif usuel de dopage par e�et capacitif, et pour lesquelles le modŁle de
Dirac est de toute façon complŁtement inappropriØ. Au regard de la relation
(4.111), nous avons donc prouvØ que le terme diamagnØtique gØnØrØ par les
corrections au modŁle de Dirac est beaucoup trop petit pour in�uer sur la
transition de phase caractØrisØe dans ce chapitre (voir annexe A.3). Il est tou-
tefois lØgitime de se demander en quoi ce modŁle viole t-il le thØorŁme no-go
bien connu dans le cas des fermions massifs, qui stipule alors l’absence de point
critique (annexe A.3). En toute rigueur, les fermions du graphŁne sont en e�et
dØcrits par un hamiltonien de type Schrödinger avec une masse "nue" m0, et
un potentiel gØnØrØ par les ions du rØseau cristallin (Øquation 4.7). Le point
crucial est que l’on ne peut pas considØrer que les Ølectrons sont localisØs sur
chacun des sites du rØseau, condition nØcessaire à la dØmonstration du thØo-
rŁme no-go, à moins de renoncer complŁtement au modŁle de liaisons fortes
permettant de dØcrire les propriØtØs de basse Ønergie au moyen d’un hamilto-
nien de Dirac sans masse. Nous revenons plus prØcisØment sur cet argument à
la �n de l’annexe A.3.

Controverse : Le rôle des transitions interbandes

Pour �nir ce chapitre, nous allons maintenant Øvoquer une controverse rØ-
cente suscitØe par la publication de nos rØsultats. Cette controverse expliquØe
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dans l’article [110] met en exergue le rôle des transitions interbandes, i.e. entre
les niveaux de Landau de la bande de valence et ceux de la bande de conduc-
tion, que nous n’avons pas pris en compte dans notre modŁle. Ces transitions,
bien que fortement hors rØsonance dans le rØgime des hauts facteurs de rem-
plissage, sont en nombre important (à l’ordre dipolaire) et font naturellement
apparaître le cuto� ultraviolet qui dØlimite grossiŁrement la validitØ du mo-
dŁle de Dirac à haute Ønergie. La prise en compte de ces transitions conduit
à deux nouvelles contributions au hamiltonien. La premiŁre compense exacte-
ment la contribution cyclotron qui donne lieu à la transition de phase dans le
cadre de notre modŁle, alors que l’autre est une contribution divergente qui
dØplace le point critique vers le rØgime des petits facteurs de remplissage (aide
la transition de phase de Dicke).

L’argument donnØ par les auteurs de l’article [110] revient �nalement à Øli-
miner le terme divergent "à la main", en se basant sur une propriØtØ liØe à la
rØponse linØaire d’un systŁme : en l’absence de brisure de l’invariance de jauge,
un systŁme ne rØpond pas lorsqu’il est soumis à un potentiel vecteur statique.
Dans le graphŁne, on Ølimine alors la contribution divergente a�n d’obtenir
une rØponse physique du systŁme lim!!0 ��̂q;�̂q(q; !) = 0. Finalement, l’Ølimi-
nation de ce terme dans notre cas revient à soustraire le Hamiltonien du mŒme
systŁme mais dans le cas non-dopØ, i.e. lorsque l’Ønergie de Fermi est nulle. Re-
marquons d’ailleurs que soustraire la contribution "non-dopØ" correspondant
au terme diamagnØtique (4.108) nous permet de retomber sur le hamiltonien
4.109 lorsque l’on prend en compte le comptage des Ølectrons de la bande de
valence.

Le point crucial de leur papier est que l’on retombe exactement sur le hamil-
tonien du gaz d’Ølectrons massifs (absence de transition de phase) lorsque l’on
Ølimine ce terme divergent. Autrement dit, leur argument revient à a�rmer
que la stabilitØ de l’Øtat fondamental est assurØe par la prØsence des transi-
tions interbandes, fortement hors rØsonance dans le rØgime des hauts facteurs
de remplissage, et impliquant la superposition cohØrente de transitions à haute
Ønergie. De telles superpositions sont d’une façon gØnØrale trŁs sensibles aux
phØnomŁnes de dØcohØrence liØ à l’environnement, ce qui pourrait a�ecter leur
contribution e�ective dans un systŁme physique plus proche de la rØalitØ ex-
pØrimentale que celui que nous avons considØrØ. De plus, il convient de garder
à l’esprit que la prØsence de bandes contenant des Øtats d’Ønergie arbitraire-
ment grande n’est pas spØci�que au cas du graphŁne. Par exemple, la bande
de valence de masse e�ective nØgative dans le cas du gaz d’Ølectrons du semi-
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conducteur contient Øgalement une in�nitØ de niveaux de Landau. Aussi, on
pourrait trŁs bien considØrer la prØsence de transitions dipolaires entre deux
niveaux de Landau consØcutifs mais appartenant à des bandes di�Ørentes, ce
qui conduirait vraisemblablement à des divergences du mŒme type que celles
obtenues dans le cas du graphŁne. Or, nous avons vu dans ce manuscrit que le
modŁle de basse Ønergie prenant seulement en compte les Øtats de la premiŁre
sous-bande de la bande de conduction est en excellent accord avec les donnØes
expØrimentales. Pourquoi en serait-il autrement dans le cas du graphŁne ?

Finissons cette discussion en insistant sur le fait que la situation dØcrite
dans ce manuscrit est radicalement di�Ørente de celle d’un systŁme d’Ølectrons
soumis à un potentiel vecteur ØlectromagnØtique dØpendant du temps et im-
posØ de l’extØrieur. Lorsque le champ ØlectromagnØtique est considØrØ comme
un champ quantique ayant sa dynamique propre, les prØdictions physiques en
sont profondØment modi�Øes 20. D’autre part, rappelons que notre modŁle est
un modŁle de basse Ønergie, valable uniquement dans une zone oø le hamilto-
nien de Dirac dØcrit convenablement les excitations Ølectroniques. En prenant
en compte la forme exacte des bandes (de largeur �nie) limitØ par la premiŁre
zone de Brillouin, il n’apparaît pas de divergence. D’une façon gØnØrale, le rôle
des transitions interbandes et des termes dØpendants du cuto� obtenus avec le
Hamiltonien de basse Ønergie est un sujet controversØ [111]. Une idØe de calcul
qui pourrait permettre de trancher cette controverse est par exemple de dØri-
ver l’expression du Hamiltonien lumiŁre-matiŁre dans la base des vrais Øtats
propres du graphŁne sous champ magnØtique (valables à tous les ordres en
a), Øtats propres obtenus en e�ectuant le remplacement de Peierls sur rØseau
qui consiste à associer une phase Aharonov-Bohm à chaque saut entre sites
premiers voisins. On peut alors s’attendre à obtenir un systŁme d’Øquations de
Harper [30], dont la rØsolution (typiquement numØrique) permettrait de dØri-
ver l’expression du hamiltonien prenant en compte la largeur �nie de la bande.
On serait alors en mesure de dØterminer l’e�et des transitions interbande dans
un modŁle exempt de toute divergence, et de conclure ainsi sur l’existence ou
l’absence de la transition de phase.

Il est temps de conclure ici ce chapitre en rØsumant les principaux rØsultats.

20. Par exemple, le thØorŁme de Kohn stipule que la rØsonance cyclotron sondØe par un
champ extØrieur homogŁne n’est pas modi�Øe par les interactions, alors qu’en prØsence d’un
champ quantique nous avons vu que la rØsonance cyclotron est habillØe par les photons de
cavitØ, et l’on observe de nouvelles rØsonances fortement dØplacØes par rapport au cas sans
interactions. On trouvera par ailleurs d’autres exemples trŁs parlant dans la rØfØrence [38].



160
Chapitre 4. Le graphŁne en cavitØ : couplage ultrafort et

transition de phase quantique

PremiŁrement, nous avons montrØ que les fermions de Dirac du graphŁne sont
couplØs ultrafortement aux modes optiques d’une cavitØ dans le rØgime des
hauts facteurs de remplissage. Comme dans le cas des semiconducteurs, des
modes collectifs bosoniques apparaissent dans la limite diluØe, superpositions
de paires Ølectrons-trou entre deux niveaux de Landau consØcutifs et impli-
quant tous les centres d’orbites. Ces modes de magnØto-excitons sont renor-
malisØs par la partie longue portØe des interactions de Coulomb qui provoquent
l’Ømergence d’un mode de plasmon bidimensionnel modi�Ø par le champ ma-
gnØtique. En considØrant un Øchantillon de graphŁne placØ à l’intØrieur d’une
boîte optique con�nant le champ ØlectromagnØtique dans les trois directions
de l’espace, nous avons montrØ que l’absence de terme diamagnØtique dans la
limite continue est responsable de l’existence d’une densitØ critique indØpen-
dante du champ magnØtique, et au delà de laquelle le hamiltonien bosonique
n’est plus diagonalisable. Pour cette densitØ critique, l’Ønergie des branches
basses de polaritons s’annulent et leur dispersion en fonction du champ magnØ-
tique devient fortement asymØtrique. Nous avons alors gØnØralisØ ces rØsultats
en jauge symØtrique et en considØrant un pas de rØseau �ni. En comparant le
cas d’un rØseau carrØ avec celui du rØseau en nid d’abeille, nous avons mis en
Øvidence que le premier est convenablement dØcrit par un hamiltonien de type
Schrödinger avec une masse e�ective de bande, et systØmatiquement accompa-
gnØ d’un terme diamagnØtique qui garantie la stabilitØ de l’Øtat fondamental.
En revanche, la combinaison des facteurs particuliers au cas du rØseau en nid
d’abeille provoque l’Øchec d’une description des propriØtØs de basse Ønergie en
terme d’une masse e�ective. Dans la limite continue, le terme diamagnØtique
disparaît ce qui permet l’existence d’une transition de phase quantique pilo-
tØe par le facteur de remplissage et analogue à celle du modŁle de Dicke. En
jauge symØtrique, nous avons montrØ que le systŁme peut Œtre dØcrit comme
un ensemble de systŁmes à deux niveaux couplØs aux deux champs bosoniques
correspondants aux deux polarisations des modes de cavitØ. Un des intØrŒts
provient alors du nombre macroscopique d’Øtats du centre de guidage qui per-
met d’atteindre de fait la limite thermodynamique de ce modŁle de Dicke gØ-
nØralisØ. Au delà du facteur de remplissage critique, la symØtrie de paritØ des
excitations est spontanØment brisØe, il apparaît une polarisation des systŁmes
à deux niveaux et des cohØrences photoniques et Ølectroniques d’ordre macro-
scopique. En�n, nous avons vØri�Ø que le terme diamagnØtique provenant des
corrections au modŁle de Dirac est bien trop faible pour empŒcher l’existence
de cette transition de phase quantique.



Conclusion et perspectives

La problØmatique qui a servie de �l directeur à ce travail de thŁse est celle
du couplage ultrafort entre un systŁme d’Ølectrons soumis à un champ magnØ-
tique perpendiculaire et les modes d’une cavitØ optique. Dans le chapitre 2,
nous avons considØrØ un gaz d’Ølectrons bidimensionnel apparaissant à l’inter-
face entre les deux semiconducteurs d’un puits quantique couplØ aux modes
d’une cavitØ planaire. Nous avons montrØ que l’on pouvait atteindre un rØgime
de couplage inØdit dans lequel la frØquence de Rabi du vide, quanti�ant l’in-
tensitØ de l’interaction lumiŁre-matiŁre, devient comparable à la frØquence de
la transition cyclotron entre deux niveaux de Landau consØcutifs. L’existence
de ce rØgime est due à la combinaison de plusieurs facteurs. PremiŁrement, la
quanti�cation de Landau pour les Ølectrons du plan implique que le moment
dipolaire associØ à la transition entre le dernier niveau de Landau rempli et
le premier niveau vide est proportionnel à la racine carrØe du facteur de rem-
plissage

p
�. Le couplage lumiŁre-matiŁre Øtant de nature dipolaire Ølectrique,

cette propriØtØ permet donc d’augmenter le couplage en diminuant l’intensitØ
du champ magnØtique et/ou en augmentant la densitØ d’Ølectrons. En outre, la
densitØ macroscopique de porteurs inhØrente aux systŁmes de matiŁre conden-
sØe fait apparaître des excitations collectives impliquant l’ensemble des centres
d’orbites au sein d’un niveau de Landau donnØ, ce qui permet d’atteindre des
couplages sans commune mesure avec les systŁmes atomiques. Nous avons mon-
trØ que ces excitations collectives (magnØto-excitons) peuvent Œtre considØrØes
comme bosoniques dans la limite diluØe et dans le rØgime des hauts facteurs
de remplissage. L’interaction avec les modes optiques de la cavitØ sØlectionne
�nalement les excitations collectives de grande longueur d’onde, dont l’Øner-
gie est faiblement renormalisØe par la partie longue portØe des interactions
de Coulomb. Ces interactions sont responsables de l’apparition d’un mode de
plasmon modi�Ø par le champ magnØtique, qui se couple aux modes optiques
de la cavitØ. En particulier, nous avons montrØ que la description en terme de
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bosons libres est tout à fait pertinente à prendre en compte les interactions
de Coulomb en prØsence du rØsonateur et dans le rØgime des hauts facteurs de
remplissage. En�n, nous avons caractØrisØ les excitations issues du couplage
ultrafort (magnØto-polaritons) en diagonalisant un Hamiltonien quadratique
et bosonique prenant en compte l’ensemble des modes de la cavitØ planaire.
Dans ce cas, l’Øtat fondamental du systŁme contient un petit nombre d’excita-
tions Ølectroniques et photoniques en raison des contributions antirØsonantes
au Hamiltonien.

Dans le chapitre 3, nous avons montrØ que la prØdiction thØorique discu-
tØe prØcØdemment à donnØ lieu à une vØri�cation expØrimentale spectaculaire
dans le contexte de la spectroscopie tØrahertz de transmission. En particulier,
la loi d’Øchelle donnant la frØquence de Rabi du vide proportionnelle à la racine
carrØe du facteur de remplissage des niveaux de Landau à ØtØ vØri�Øe, dØmon-
trant ainsi la grande accordabilitØ de ce systŁme, allant du couplage faible au
couplage ultrafort caractØrisØ par un rapport 


! = 0:58, correspondant à la
plus grande valeur obtenue dans les systŁmes semiconducteurs. Les donnØes
expØrimentales ont ØtØ convenablement dØcrites par un modŁle oø la transi-
tion cyclotron est couplØe de façon indØpendante aux deux modes optiques du
rØsonateur. Finalement, la gØomØtrie spØci�que de ce rØsonateur est prise en
compte à travers un facteur de forme d’ordre unitØ. Les frØquences de couplage
ont ØtØ dØterminØes au moyen d’une procØdure de �t du spectre de transmis-
sion du systŁme, mettant en Øvidence un excellent accord du modŁle avec les
donnØes expØrimentales.

Dans le chapitre 4, nous avons Øtendu la thØorie du couplage ultrafort pour
les fermions massifs du semiconducteur au cas des fermions de Dirac du gra-
phŁne. En particulier, la loi d’Øchelle donnant la frØquence de Rabi du vide
proportionnelle à la racine carrØe du facteur de remplissage des niveaux de
Landau est Øgalement valable dans ce cas, montrant ainsi la possibilitØ d’at-
teindre le rØgime de couplage ultrafort entre les fermions de Dirac et les modes
optique de cavitØ. Toutefois, nous avons dØmontrØ que l’absence de terme dia-
magnØtique dans la limite continue est responsable de l’apparition d’un point
critique quantique, au delà duquel l’Øtat fondamental du systŁme est modi�Ø
de façon non-perturbative. En considØrant un modŁle dans lequel la transition
cyclotron est couplØe de façon indØpendante aux deux polarisations d’un mode
de la boîte optique con�nant le champ dans les trois directions de l’espace,
nous avons mis en Øvidence l’existence d’une densitØ critique indØpendante
du champ magnØtique à laquelle l’Ønergie des branches basses de polaritons
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s’annulent, et leur dispersion en fonction du champ magnØtique est fortement
asymØtrique. Nous avons ensuite gØnØralisØ le modŁle en jauge symØtrique et
avec un pas de rØseau �ni. En comparant le cas d’un rØseau carrØ avec celui
d’un rØseau en nid d’abeille, nous avons montrØ que les propriØtØs de basses
Ønergies du premier sont convenablement dØcrites par un Hamiltonien de type
Schrödinger avec une masse e�ective, impliquant la prØsence d’un terme diama-
gnØtique qui empŒche l’apparition d’un point critique. Ceci n’est en revanche
pas le cas pour un rØseau en nid d’abeille oø l’existence de trois premiers voisins
formant un triangle ØquilatØral d’une part, ainsi que la prØsence des deux sous
rØseaux d’autre part, conduit à l’impossibilitØ de dØ�nir une masse e�ective de
bande. Dans ce cas particulier, les propriØtØs de basse Ønergie sont dØcrites par
un Hamiltonien de Dirac sans masse, ne contenant pas de terme diamagnØ-
tique dans la limite continue. Le systŁme subit alors une transition de phase
quantique pilotØe par le facteur de remplissage et analogue à celle du modŁle
de Dicke pour la superradiance. En jauge symØtrique, nous avons montrØ que
ce systŁme peut Œtre dØcrit comme un ensemble de systŁmes à deux niveaux
couplØs aux deux champs bosoniques correspondants aux deux polarisations
des modes de cavitØ. Le point crucial est que le nombre macroscopique d’Øtats
du centre de guidage permet d’atteindre de fait la limite thermodynamique
de ce modŁle de Dicke gØnØralisØ. En dessous du facteur de remplissage cri-
tique, les excitations sont similaires à celles du gaz d’Ølectrons bidimensionnel
et l’Øtat fondamental du systŁme contient un petit nombre d’excitations Ølec-
troniques et photoniques. Au delà du point critique, le systŁme se trouve en
revanche dans une phase superradiante oø la symØtrie de paritØ des excitations
est spontanØment brisØe. Il apparaît une polarisation spontanØe des systŁmes
à deux niveaux, les cohØrences photoniques et Ølectroniques acquiŁrent des va-
leurs macroscopiques et l’Øtat fondamental du systŁme est deux fois dØgØnØrØ.
En�n, nous avons vØri�Ø que le seul terme diamagnØtique qui survit hors du
cadre de la limite continue ne peut en aucun cas empŒcher l’apparition du
point critique.

Pour conclure ce travail de thŁse, donnons maintenant quelques exemples
parmi les pistes qu’il serait intØressant d’explorer par la suite. Au chapitre
2, nous avons vu que le couplage dipolaire de la transition cyclotron avec les
modes d’une cavitØ optique donne lieu à l’apparition de nouvelles rØsonances
du systŁme. Dans le cas oø l’on ne considŁre qu’un seul mode du champ, la
di�Ørence d’Ønergie entre les branches de polariton haute et basse (le "split-
ting") peut devenir de l’ordre de ~!0, Ønergie de la transition cyclotron, lorsque
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le facteur de remplissage est su�samment ØlevØ. Cet e�et est donc d’autant
plus e�cace à mesure que l’on diminue l’intensitØ du champ magnØtique, tout
en restant dans les limites de rØsolution �xØes par la mobilitØ du gaz d’Ølec-
trons. Dans ce type de systŁmes, le transport quantique à basse frØquence
possŁde justement des propriØtØs non-triviales donnant naissance aux fameux
paliers d’e�et Hall quantique pour la rØsistance transverse, ainsi qu’au compor-
tement oscillant de la rØsistance longitudinale. La pØriode de ces oscillations
de Shubnikov-De Haas est alors �xØe par le rapport entre l’Ønergie de Fermi
et celle de la transition cyclotron, et leur forme par les caractØristiques du
dØsordre au sein de l’Øchantillon. Des calculs cØlŁbres menØs par Ando dans
les annØes 70 ont montrØ que c’est à la modi�cation de la densitØ d’Øtat in-
duite par la di�usion avec les impuretØs du rØseau que l’on doit attribuer ce
comportement oscillant [112�115].

D’autre part, nous avons fait des calculs prØliminaires montrant que la
fonction spectrale des fermions libres sous champ magnØtique est fortement
modi�Øe par la prØsence de la cavitØ. En utilisant la procØdure de bosonisation
dØveloppØe par Westfahl et al., on peut en e�et calculer analytiquement l’ex-
pression du propagateur hcyN;k(t)cN;kiG (jGi dØsigne l’Øtat fondamental lumiŁre-
matiŁre), de façon analogue à celle du modŁle de Luttinger pour les fermions
unidimensionnels [21, 116]. Ce dernier se trouve alors reliØ au propagateur
des fermions libres hcyN;k(t)cN;kiF (jF i est donnØ par la relation 2.56) par une
Øquation intØgrale pouvant Œtre rØsolue numØriquement. En supposant que la
rØsonance cyclotron est dØcrite par une lorentzienne de largeur arbitraire, on
a pu mettre en Øvidence l’Ømergence de deux nouveaux pics dans le spectre
des excitations, correspondant à une perte de poids spectral de la rØsonance
cyclotron au pro�t des deux nouvelles rØsonances de type polariton. On peut
donc s’attendre à priori à une modi�cation au moins quantitative des pro-
priØtØs de transport à basse frØquence, provoquØe par le fait que le champ
ØlectromagnØtique à l’intØrieur de la cavitØ est traitØ comme un degrØ de li-
bertØ intrinsŁque au systŁme. Pour vØri�er cela, on peut alors penser à dØriver
une Øquation de Dyson permettant de relier de façon auto-consistante le propa-
gateur hcyN;k(t)cN;kiG à celui du mŒme systŁme mais en prØsence d’un potentiel
de dØsordre simple. De façon analogue au calcul de Ando, ceci pourrait nous
permettre de remonter à l’expression de la fonction de rØponse courant-courant
et par consØquent de dØriver une expression de la conductivitØ en prØsence de la
cavitØ et du dØsordre. Autrement dit, les e�ets dus au couplage ultrafort avec
les modes optiques du rØsonateur sont calculØs de façon non-perturbative, et
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le dØsordre pris en compte de façon perturbative dans le cadre d’une approxi-
mation de type "Self-Consistent Born Approximation".

Cette dØmarche peut aussi servir de base à des dØveloppements plus Øla-
borØs comme par exemple l’ajout d’un champ classique modi�ant les Øtats
polaritoniques de façon perturbative. Au cours de la derniŁre dØcennie, deux
expØriences (suivies par plusieurs articles thØoriques) ont en e�et montrØ des
comportements surprenants dans ces systŁmes à e�et Hall quantique soumis à
une radiation ØlectromagnØtique dØpendante du temps [74, 117�120]. En consi-
dØrant un gaz d’Ølectrons bidimensionnel à haute mobilitØ soumis à champ ma-
gnØtique perpendiculaire, on observe en augmentant l’intensitØ de la radiation
micro-onde que la rØsistance longitudinale manifeste de nouvelles oscillations,
dont la pØriode est dØterminØe par le rapport entre la frØquence de la radiation
! et la frØquence cyclotron !0. En particulier, des Øtats de rØsistance nulle
apparaissent à � � 1 lorsque ce rapport approche la valeur !

!0
= entier + 1

4 .
Plus tard, cette propriØtØ à ØtØ interprØtØ au moyen d’une image simple dans
laquelle les Ølectrons photo-excitØs sont di�usØs par le dØsordre de façon Ølas-
tique, provoquant une augmentation ou une diminution de la rØsistivitØ selon
le signe de la variation de densitØ d’Øtat associØe. Il est alors lØgitime de se
poser la question de comment ce phØnomŁne est-il modi�Ø par la prØsence
d’une cavitØ rØsonante, qui comme nous l’avons vu fait apparaître de nouvelles
rØsonances possØdant des poids spectraux Ølectroniques non-nuls. Dans ce cas
comme dans celui des oscillations de Shubnikov-De Haas (! = 0), est-il pos-
sible de contrôler la position des minima de rØsistivitØ en modi�ant le couplage
de la transition cyclotron aux modes de cavitØ ? En se basant sur les mØthodes
utilisØes dans l’article [118], on pourrait tenter une premiŁre approche en gØnØ-
ralisant la mØthode esquissØe dans le paragraphe prØcØdent au formalisme des
fonctions de Green hors-Øquilibre. ParallŁlement, une rØsolution numØrique de
l’Øquation de Boltzmann pour notre systŁme pourrait constituer une deuxiŁme
approche.

Une autre question est dans quelle mesure ces raisonnements sont-ils gØ-
nØralisables au cas du graphŁne en cavitØ ? Dans l’annexe A.4, nous avons
prØsentØ une gØnØralisation de la procØdure de bosonisation ("exacte" pour
le gaz de fermions massifs du semiconducteur) au cas des fermions de Dirac
du graphŁne, et lorsque l’on se restreint aux excitations autour du niveau de
Fermi. En rØalitØ, il existe Øgalement une procØdure de bosonisation vectorielle
non-locale dont on peut montrer qu’elle permet de calculer les fonctions de rØ-
ponse des fermions de Dirac sans masse en prØsence d’interactions [116]. Dans
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le cas d’un couplage ultrafort avec des photons de cavitØ, nous avons vu qu’au
delà du facteur de remplissage critique, il apparaît une polarisation spontanØe
entre le dernier niveau de Landau rempli et le premier niveau vide. On peut
alors s’attendre à une modi�cation des propriØtØs d’Øcrantage du systŁme in-
duite par le couplage aux mode de cavitØ. De plus, les cohØrences photoniques
et Ølectroniques dans les deux Øtats fondamentaux dØgØnØrØs jGi� sont des
choix possibles de paramŁtre d’ordre. Elles sont nulles dans la phase normale
et acquiŁrent des valeurs macroscopiques dans la phase superradiante. En reve-
nant à l’expression des opØrateurs bosoniques b et by, cette propriØtØ se traduit
par des relations du type

P
lhc
y
�;lc��1;liG� � N , indiquant l’apparition d’une

onde densitØ de charge. En suivant les arguments introduits par Fröhlich [121],
si cette derniŁre possŁde une charge totale nulle et ne peut par consØquent
porter aucun courant, elle peut nØanmoins "glisser" sans rØsistance à travers
l’Øchantillon si sa pØriode est incommensurable avec le pas du rØseau. En prØ-
sence de dØsordre, Lee, Rice et Anderson ont toutefois montrØ que cette onde
de densitØ de charge pouvait Œtre piØgØe par les impuretØs de l’Øchantillon[122].
On pourrait alors essayer de voir si il est possible de contrôler ces propriØtØs en
modi�ant les paramŁtres du couplage lumiŁre-matiŁre. En outre, on s’attend
dans ce cas à une forte augmentation de la constante diØlectrique induite par
la prØsence de la cavitØ.

ParallŁlement, on pourrait tenter de gØnØraliser ce raisonnement à tem-
pØrature �nie. En e�et, Hepp et Lieb ont montrØ que la transition de phase
quantique de Dicke donnait lieu à une transition de phase classique à T 6=
0[123, 124]. On peut alors calculer analytiquement la fonction de partition du
systŁme 21, et dØriver ainsi l’expression des di�Ørentes quantitØs thermodyna-
miques qui rØvŁlent des anomalies lorsque l’on se rapproche du point critique.

Un autre dØveloppement intØressant serait de regarder ce qu’il advient de
nos rØsultats lorsque le facteur de remplissage est fractionnaire, et en parti-
culier dans la limite du couplage ultrafort � � 1. Comme nous l’avons dØjà
ØvoquØ, des travaux rØcents ont montrØ que le systŁme admet dans ce cas une
instabilitØ qui favorise l’apparition d’une onde de densitØ de charge pour les
Ølectrons du dernier niveau de Landau partiellement rempli[70]. De façon ana-
logue à l’instabilitØ de Peierls induite par le couplage Ølectron-phonon dans
les conducteurs organiques unidimensionnels, un gap s’ouvre au niveau de la

21. Initialement e�ectuØ dans le cadre de l’approximation RWA, ce calcul à ØtØ ensuite
gØnØralisØ en prØsence des termes antirØsonants, non-nØgligeables en rØgime de couplage
ultrafort[125].
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surface de Fermi, ce qui entraîne des propriØtØs de transport inhabituelles dis-
cutØes dans le paragraphe prØcØdent[126]. En supposant que l’Øtat fondamental
induit par les interactions de Coulomb n’est pas modi�Ø par le couplage aux
modes de cavitØ, on peut alors imaginer une situation dans laquelle ce cou-
plage entre en compØtition avec les di�Ørentes Øchelles d’Ønergie du systŁme,
ce qui pourrait permettre là encore de contrôler les propriØtØs de transport en
modulant l’intensitØ du couplage lumiŁre-matiŁre.
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Annexe A

Annexes

A.1 ÉlØments de matrice des composantes de
Fourier

Dans cette annexe, nous dØrivons l’expression des ØlØments de matrice des
composantes de Fourier eiq�r entre les Øtats propres (N; l) en jauge symØ-
trique et (N; k) en jauge de Landau (section 2.1.5). Pour cela, il est commode
d’utiliser la dØcomposition r = R + � de la section 2.1.2, qui nous permet
d’Øcrire ces ØlØments de matrice sous la forme factorisØe hN; lj e�iq�r jN 0; l0i =
hN j e�iq�� jN 0i hlj e�iq�R jl0i en jauge symØtrique. En utilisant la formule de
Baker-Hausdor� eA+B = eAeBe�[A;B]=2 ainsi que la relation (2.14), la contribu-
tion du mouvement relatif pour N > N 0 s’Øcrie

hN j e�iq�� jN 0i = e�
jqj2l20

4 hN j e�i
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; (A.1)

oø l’on a posØ q = qx + iqy et q� = qx � iqy, et utilisØ la relation
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hN j e
�iq�l0p

2
dyr jji =
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>>:
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(A.2)

ainsi que la dØ�nition des polynômes de Laguerre

LN�N
0

N 0 (x) =
N 0X

j=0

N !
(N 0 � j)! (N �N 0 + j)!

(�x)j

j!
: (A.3)

En e�ectuant le changement N $ N 0, on obtient une expression similaire
pour N < N 0 et il vient

hN j e�iq�� jN 0i = e�
jqj2l20

4 [� (N �N 0)GN;N 0 (q�l0) + � (N 0 �N)GN 0;N (ql0)] :
(A.4)

Dans l’Øquation prØcØdente, les fonctions G sont dØ�nies par la relation

GN;l (z) =
r

l!
N !

�
�iz
p
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LN�ll

�
jzj2

2

�
; (A.5)

et vØri�ent la propriØtØ GN;l (z) = G�N;l (�z�). En jauge symØtrique, le calcul
de la contribution associØe au mouvement du centre de guidage hlj e�iq�R jl0i
s’e�ectue de façon analogue, et les ØlØments de matrice se mettent �nalement
sous la forme

hN; lj e�iq�r jN 0; l0i = e�
jqj2l20

2 �N;N 0 (ql0) �l;l0 (�q�l0) ; (A.6)

avec la fonction auxiliaire

�N;l (z) = � (N � l)GN;l (z�) + � (l �N)Gl;N (z) : (A.7)

En jauge de Landau, on ne peut plus factoriser les contributions associØes au
mouvement relatif et aux centres d’orbites, ceci car les fonctions d’onde ne sont
elles-mŒmes pas factorisables. On peut nØanmoins utiliser encore une fois la
dØcomposition r = R+�, et exprimer la variable R en fonction des opØrateurs
de translation magnØtique dØ�nis par la relation (2.20). Les ØlØments de matrice
s’Øcrivent alors comme
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hN; kj e�iq�r jN 0; k0i = hN; kj e�iq�� ei
qxl20Ty

~ e�i
qyl20Tx

~ jN 0; k0i ei
qxqyl20

2 : (A.8)

En utilisant la propriØtØ e�i
p�u

~ f(r) = f(r � u) ainsi que l’expression des
fonctions d’onde donnØes par les relations (2.23) et (2.25), on trouve facilement

hN; kj e�iq�r jN 0; k0i = e�i
qx(k+k0)l20

2 hN j e�iq�� jN 0i �k;k0+qy ; (A.9)

oø les fonctions d’onde �N(x) � �N;k=0(x) apparaissant dans hN j e�iq�� jN 0i
ne dØpendent plus de k. En remarquant que cette contribution a dØjà ØtØ calculØ
dans la section prØcØdente, il vient �nalement

hN; kj e�iq�r jN 0; k0i = e�
jqj2l20

4 e�i
qx(k+k0)l20

2 �N;N 0(ql0)�k;k0+qy : (A.10)

A.2 Structure de l’espace de Hilbert bosonique

Au chapitre 2, nous avons vu que l’espace de Hilbert bosonique est engendrØ
par l’application successive des opØrateurs byq;m sur l’Øtat fondamental jF i, i.e.

jfnq;mgi =
Y

q;m

�
byq;m

�nq;m

p
nq;m!

jF i ; (A.11)

oø nq;m = 0; 1; 2; � � � dØsigne le nombre d’occupation du mode (q;m). Dans
cette annexe, nous allons comparer l’espace de Hilbert fermionique engendrØ
par l’action des opØrateurs cyN;k sur l’Øtat fondamental de rØfØrence jF i et
l’espace bosonique engendrØ par les Øtats jfnq;mgi. Dans l’esprit du cØlŁbre
calcul de Haldane pour le liquide de Luttinger [127], ainsi que Doretto et Girvin
dans le plus bas niveau de Landau [22], nous allons calculer les dØgØnØrescences
associØes aux excitations neutres fermioniques et bosoniques pour la transition
cyclotron d’Ønergie ~!0 (m = 1). Dans le cas fermionique, le principe de Pauli
implique que l’on ne peut former des paires Ølectron-trou que dans les niveaux
N = � � 1 et N = �. Par consØquent, le nombre d’Øtats Dnel

F contenant nel

paires (nel � N ) est donnØ par

Dnel
F =

�
N !

(N � nel)!nel!

�2

: (A.12)
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Dans le cas bosonique, le nombre d’Øtats Dnel
B contenant nel magnØto-

excitons peut Œtre ØvaluØ en calculant le nombre de valeurs du vecteur d’onde
q.

Figure A.2.1 � ReprØsentation schØmatique d’un mode de magnØto-exciton
(q;m). L’opØrateur byq;m crØe une superposition de paires Ølectron-trou entre
les Øtats (N; k) et (N + m; k � qy) pour tout N et k. Pour un N �xØ, chaque
excitation cyN+m;k�qycN;k est modulØe par un facteur de phase eikqxl20 .

En s’appuyant sur les dØ�nitions (2.45) et (2.91), on voit tout de suite que
la composante qy varie entre 0 et 2�(N�1)

L , ce qui donne N valeurs possibles
pour qy. D’un autre côtØ, la pØriode 2�

qxl20
de la modulation sinusoïdale eikqxl20

doit Œtre un multiple entier de l’intervalle 2�
L sØparant deux valeurs successives

de k (�gure A.2.1). On voit alors d’aprŁs (2.45) que qx peut prendre lui aussi
N valeurs. Il en rØsulte que le nombre de valeurs du vecteur d’onde q est
�nalement donnØ par N 2, ce qui permet d’estimer la dØgØnØrescence cherchØe
comme

Dnel
B =

nelX

p=1

N 2!
(N 2 � p)!(p� 1)!

+ (1� nel)
N 2!

(N 2 � nel)!nel!
; (A.13)

avec
P

q nq;1 = nel et nel � N . En comparant les expressions (A.12) et
(A.13), on voit facilement que si Dnel

B � Dnel
F dans le cas gØnØral, on a exac-
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tement D1
B = D1

F, et l’on peut dire que la bosonisation n’introduit pas d’Øtats
non-physiques tant que l’on se restreint au sous-espace à un boson engendrØ
les Øtats j1qi = byq jF i. Notons que cette propriØtØ n’est valable que pour la
transition d’Ønergie ~!0 (m = 1 pour les bosons). Par exemple, on voit que 4
niveaux de Landau peuvent Œtre impliquØs dans une transition d’Ønergie 2~!0,
ce qui modi�e le dØnombrement et l’expression de Dnel

F .

A.3 ThØorŁme "no-go" pour l’Ølectrodynamique
quantique en cavitØ

Dans cette annexe, nous proposons une dØmonstration du thØorŁme "no-
go" pour l’Ølectrodynamique quantique en cavitØ en reprenant les rØsultats
de l’article [82]. Ce thØorŁme nous permettra alors de comprendre l’in�uence
du terme diamagnØtique sur les propriØtØs critiques d’un systŁme gØnØral en
cavitØ. ConsidØrons une collection de N atomes identiques n’interagissant pas
entre eux et dØcrits par le Hamiltonien de Schrödinger

H =
NX

j=1

Hj =
NX

j=1

0

@
NX

ij=1

p2
ij

2m�ij

1

A+ Vj: (A.14)

Hj reprØsente ici le Hamiltonien libre du jme atome, ij fait rØfØrence à l’une
des N particules de charge q�ij et de masses m�ij qui constituent cet atome 1, et
pij dØsigne l’impulsion associØe. Comme au chapitre 1, nous avons introduit
un terme arbitraire Vj correspondant à l’Ønergie d’interaction des N particules
avec le potentiel gØnØrØ par l’atome j. Supposons maintenant que les atomes
sont placØs à l’intØrieur d’une cavitØ, et con�nØs dans une rØgion oø les varia-
tions spatiales des champs sont nØgligeables (approximation dipolaire). Dans
ce cas, le Hamiltonien d’interaction s’obtient en e�ectuant le couplage minimal
pij ! pij �

q�ij
c A dans l’Øquation (A.14) :

Hint = �
X

j

X

ij

q�ij
m�ijc

pij � A(a+ ay); (A.15)

oø A = A(a+ ay) dØsigne le potentiel vecteur supposØ monomode, unipo-
laire, et indØpendant des coordonnØes d’espace. Le terme diamagnØtique s’Øcrit
quand à lui comme

1. Les particules sont supposØes sans interactions mutuelles.
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Hdia =
X

j

X

ij

q�2ij
2m�ijc

2A
2(a+ ay)2: (A.16)

Supposons que le spectre du Hamiltonien atomique Hj est constituØ d’un
ensemble d’Øtats discrets. Si l’on considŁre d’une part que la frØquence du
mode de cavitØ est rØsonante avec la frØquence de la transition entre l’Øtat
fondamental et le premier Øtat excitØ, et d’autre part que les autres transitions
sont su�samment hors rØsonance pour pouvoir nØgliger leur couplage au champ
ØlectromagnØtique, on peut alors approximer les Øtats propres d’un atome j
par un systŁme à deux niveaux fjgij, jeijg avec les frØquences !g et !e. En
utilisant la relation de commutation i~

pij
mij

=
�
rij ;Hj

�
, on peut alors montrer

que 2

h�jj
X

ij

q�ij
mij

pij j�
0ij = �i(!�0 � !�) h�jj d j�0ij ; (A.17)

oø d =
P

ij q
�
ijrij dØsigne l’opØrateur de moment dipolaire des particules et

� = g; e. Ceci nous permet alors d’Øcrire le Hamiltonien d’interaction prØcØdent
en seconde quanti�cation,

Hint = �i
!0

c
d0 � A(a+ ay)

X

j

(jeij hgjj + h.c.; (A.18)

avec la frØquence de la transition atomique !0 = !e � !g et l’ØlØment de
matrice du dipôle d0 = hejd jgi. De façon analogue à la section 4.3.5, on
peut introduire les opØrateurs collectifs J+ = ~

P
j jeij hgjj, J� = Jy+ et Jz =

~
2

P
j jeij hejj � jgij hgjj, qui vØri�ent les rŁgles de commutation des moments

cinØtiques [J+; J�] = 2~Jz et [Jz; J�] = �~J�. Avec ces conventions, on obtient

Hint =
i

p
N

(a+ ay)(J� � J+) (A.19)

oø 
 = !0
~cd0 � A

p
N est la frØquence de Rabi du vide collective qui tient

compte de l’augmentation du couplage d’un facteur
p
N . ParallŁlement, le

terme diamagnØtique (A.20) s’Øcrit en seconde quanti�cation comme

2. Il est important de souligner que cette relation n’est valable que si les fonctions d’onde
atomiques à N Ølectrons s’annulent aux bords du domaine d’intØgration. En fait, cette condi-
tion est brisØe si l’on considŁre des atomes arti�ciels faits de boîtes à paires de Cooper car
les fonctions d’onde doivent alors Œtre 2�-pØriodiques. Dans ce cas prØcis, le no-go thØorŁme
ne s’applique plus et le systŁme admet un point critique quantique [82].
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Hdia =
X

ij

q�2ij
2mij

NA2(a+ ay)2 = ~D(a+ ay)2; (A.20)

et le Hamiltonien atomique comme Hj = ~!0
2 jeij hejj � jgij hgjj à une

constante prŁs. En appelant ! la frØquence du mode de cavitØ, le Hamiltonien
du champ libre est donnØ par ~!aya, si bien qu’en rassemblant les di�Ørentes
contributions, on obtient :

H = !0Jz + ~!aya+
i

p
N

(a+ ay)(J� � J+) + ~D(a+ ay)2: (A.21)

Il convient ici d’utiliser le mapping de Holstein-Primako� rencontrØ dans la
section (4.3.5), i.e. e�ectuer les remplacements J+ ! by

p
N et J� ! b

p
N , ce

qui nous permet d’aboutir à une forme quadratique et bosonique diagonalisable
au moyen d’une transformation de Hop�eld-Bogoliubov. Le determinant de la
matrice associØe à cette transformation est alors donnØ par !0!(!0(4D+!)�
4
2). Pour un mode rØsonant avec la transition atomique, i.e. ! = !0, on
constate que ce determinant peut s’annuler lorsque D < 
2=!0. Nous allons
maintenant montrer que dans le cadre des hypothŁses du modŁle, cette relation
n’est en rØalitØ jamais satisfaite. En utilisant l’inØgalitØ de Cauchy-Schwartz,
on montre que


2 =
!2

0

~2c2Njd0 � Aj2 �
!2

0

~2c2Njd0j2jAj2: (A.22)

A�n de comparer le membre de droite de l’inØgalitØ à l’amplitude D du
terme diamagnØtique, on utilise la rŁgle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn
(TRK) pour la force d’oscillateur des dipôles Ølectriques :

X

ij

q�2ij
2mij

=
�i
2~
hgjj [

X

ij

q�ijrij � u;
X

ij

q�ij
mij

pij � u] jgij ; (A.23)

oø u reprØsente le vecteur unitaire qui porte le dipôle, i.e. d0 = jd0ju. En
utilisant la relation de fermeture

P
� j�ij h�jj = 1, oø la somme porte sur tous

les Øtats propres atomique, ainsi que la relation (A.17), il vient
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X

ij

q�2ij
2mij

=
X

�

(!� � !g)
~

j hgjj
X

ij

q�ijrij � u j�ij j
2

�
!0

~
j hgjj

X

ij

qijrij � u jeij j
2 =

!0

~
jd0j2; (A.24)

qui utilisØ dans la dØ�nition du terme diamagnØtique (A.20), et combinØ à
l’inØgalitØ (A.22) nous donne �nalement

D �

2

!0
: (A.25)

Pour un ensemble d’atomes identiques et indØpendants, chacun pouvant
Œtre approximØ par un systŁme à deux niveaux, cette relation montre que le
determinant de la matrice de Hop�eld ne s’annule jamais ce qui fait disparaitre
le point critique quantique du modŁle. La raison fondamentale provient donc
de la relation entre le terme diamagnØtique et la frØquence de Rabi du vide.
Mais qu’en est-il dans le graphŁne ? Nous avons vu en e�et dans les sections
4.2.3 et 4.3.5 que le Hamiltonien des fermions du graphŁne en cavitØ ne fait pas
intervenir de terme diamagnØtique dans la limite continue. Pour cette raison, le
systŁme peut subir une transition de phase quantique qui change complŁtement
la nature de l’Øtat fondamental. Il est alors lØgitime de se demander en quoi
ce modŁle viole t-il le thØorŁme no-go dØmontrØ prØcØdemment. En outre, le
Hamiltonien (A.14) avec N = 1, m� = m0 la masse d’un Ølectron nu, et
q� = �e, semble à premiŁre vue apte à dØcrire les Ølectrons des orbitales 2pz
en supposant que chacun d’entre eux est localisØ au voisinage d’un site j donnØ.
Cependant, on comprend dŁs lors que cette vision oø les Ølectrons sont localisØs
sur les sites du rØseau ne peut en aucun cas rendre compte des propriØtØs de
basse Ønergie du graphŁne. En e�et, la linØaritØ de la relation de dispersion ou
l’impossibilitØ de dØcrire les propriØtØs de basse Ønergie au moyen d’une masse
e�ective de bande est prØcisØment due à l’amplitude de saut non-nØgligeable
entre les sites premiers voisins. Ceci nous fait donc d’o�ce sortir du cadre de
ce modŁle, autorisant ainsi la possibilitØ d’une transition de phase quantique.

A.4 MagnØto-plasmons dans le graphŁne

Dans cette annexe, nous proposons une gØnØralisation au graphŁne du mo-
dŁle de bosons indØpendants introduit par Westfahl et al. permettant de dØcrire
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les magnØto-plasmons du gaz d’Ølectrons bidimensionnel (section 2.2.7)[21].
Dans la limite continue, l’Ønergie cinØtique des Ølectrons du graphŁne sous
champ magnØtique est donnØe par le Hamiltonien de Dirac HL = vF� � �. En
jauge de Landau, ce terme s’Øcrit donc en seconde quanti�cation sous la forme
diagonale

HL =
Z
dr~	y(r)HL

~	(r) =
X

N;k

~!0
p
�cyN;kcN;k: (A.26)

Par extension du cas des fermions massifs du semiconducteur, nous consi-
dØrons que l’Øtat fondamental jF i du Hamiltonien prØcØdent consiste en �
niveaux de Landau complŁtement remplis dans la bande de conduction. Dans
la limite N � � � 1, pour les excitations de basse Ønergie (m � �) et dans
le secteur jqjl0 �

p
�, on se rend compte que les �uctuations de densitØ sont

pilotØes par les mŒmes modes de magnØto-excitons (q;m) que pour le gaz
d’Ølectron bidimensionnel 3 :

��̂q =
1X

m=1

p
mNJm (jqjRC)

h
bq;m + by�q;m

i
; (A.27)

oø l’opØrateur dØtruisant un mode de magnØto-excitons (q;m) est donnØ
par la relation (2.91) du chapitre 2. En nØgligeant la contribution intra-niveaux
�̂0;q, le Hamiltonien de Coulomb peut alors se mettre sous la forme

VC =
1
2

X

q

~VC(q)�̂�q�̂q; (A.28)

oø les composantes de Fourier �̂q de la densitØ sont donnØes par

�̂q =
Z
dr~	y(r)e�iq�r~	(r): (A.29)

La matrice e�iq�r = 1e�iq�r dØsigne le produit de la matrice identitØ par
le facteur de Fourier, et ~VC(q) = 2�e2

�jqj la transformØe de Fourier du potentiel
Coulombien. Finalement, on obtient exactement la mŒme forme que pour le
gaz d’Ølectrons bidimensionnel :

VC =
X

q

X

m;m0
~�q;m;m0

�
byq;m + b�q;m

� �
by�q;m0 + bq;m0

�
; (A.30)

3. Remarquons que la normalisation spØciale du niveau N = 0 n’intervient pas dans le
cadre de cette approximation.
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avec la constante de couplage normalisØe

�q;m;m0

!0
=
gSgV�G

p
�

2jqjRC

p
mm0Jm (jqjRC) Jm0 (jqjRC) : (A.31)

Rappelons que l’on a utilisØ la dØ�nition !0 = vF
p

2=l0 ainsi que �G = e2

�~vF
.

Par analogie avec les rØsultats du chapitre 2, on peut maintenant penser à
une reprØsentation du Hamiltonien HL dans la base gØnØrØe par les modes
byq;m. La non-linØaritØ des niveaux de Landau du graphŁne entraîne toutefois
que les magnØto-excitons ne sont plus modes propres de HL. Autrement dit,
[bq;m; HL] 6= m~!0bq;m et les multiples entiers de m ne su�sent plus à caractØ-
riser toutes les transitions entre niveaux de Landau. NØanmoins, dans le rØgime
N � � � 1 et si l’on se restreint aux excitations intervenant au voisinage du
niveaux de Fermi m � � 4, on peut linØariser le spectre autour du niveau de
Fermi ce qui permet d’Øcrire [bq;m; HL] = m~!0

2
p
� bq;m, et donne

HL =
mcX

m=1

m~!0

2
p
�
byq;mbq;m: (A.32)

À la di�Ørence des fermions massifs du semiconducteur, cette relation n’est
valable que jusqu’à un certain cuto� mc de l’ordre de quelques unitØs. De fait,
soulignons que notre modŁle est inapte à prendre en compte l’ensemble des
transitions entre les niveaux de Landau du graphŁne, et en particulier les tran-
sitions entre la bande de valence et la bande de conduction apparaissant à plus
haute Ønergie (! � 2!0

p
�) et qui sont responsables d’un mØlange de niveaux

important dans le secteur jqjRC > 1. Si l’on ne peut pas s’attendre à retrouver
exactement les rØsultats obtenus dans le cadre de l’approximation RPA comme
pour le gaz d’Ølectrons bidimensionnel [81], on peut toutefois dØcrire convena-
blement la dispersion du mode de plasmon dans le secteur optique jqjRC � 1
et à basse Ønergie (! � !0

2
p
� ). Les modes propres s’obtiennent en diagonalisant

le Hamiltonien de magnØto-plasmons du graphŁne

Hmp =
X

q;m

m~!0

2
p
�
byq;mbq;m +

X

q

X

m;m0
~�q;m;m0

�
byq;m + b�q;m

� �
by�q;m0 + bq;m0

�
;

(A.33)
au moyen de la transformation de Bogoliubov gØnØralisØe

4. Notons que l’on reste dans le cadre de l’approximation bosonique utilisØe jusqu’ici.
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mq;j =
X

m

Uq;m;jbq;m + Vq;m;jby�q;m: (A.34)

Le Hamiltonien (A.33) peut alors s’Øcrire sous la forme diagonale

Hmp =
X

q;j

~�q;jmyq;jmq;j: (A.35)

Figure A.4.1 � (a) FrØquences des magnØto-plasmons du graphŁne �q;j=!0

normalisØes par la frØquence caractØristique !0 = vF
p

2
l0

en fonction du vecteur
d’onde adimensionnØ jqjRC (traits pleins noirs). Ces modes propres sont ob-
tenus par une diagonalisation numØrique du Hamiltonien A.33 comprenant 15
modes (mc = 15). La partie fortement dispersive à jqjRC < 0:2 est confondue

avec la frØquence !p;q =
q

!2
0

4� + gSgV�G!2
0 jqjRC

4 du mode de plasmon en unitØs de
!0. Les lignes horizontales en tirets de couleur correspondent aux frØquences
des di�Ørentes transitions schØmatisØes sur la �gure (b). ParamŁtres : � = 50,
� = 4.

Sur la �gure A.4.1, nous avons reprØsentØ les frØquences des magnØto-
plasmons du graphŁne normalisØs �q;j=!0 en fonction du vecteur d’onde adi-
mensionnØ jqjRC (traits pleins noirs). Nous avons pris � = 4 ce qui donne
rs � 0:5. Le facteur de remplissage est quant à lui �xØ à � = 50 comme pour
le gaz d’Ølectron bidimensionnel. L’Øchelle quanti�ant le mØlange de niveaux
de Landau rs

p
2� est de l’ordre de 5 ce qui est tout à fait comparable au cas

des fermions massifs de la section 2.2.7. On peut constater numØriquement que
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les coe�cients Uq;m=1;j et Vq;m=1;j saturent presque complŁtement la dØcompo-
sition (A.34) au voisinage des maxima de la dispersion des magnØto-excitons
pour jqjRC < 0:2. Là encore, la transition dipolaire domine de telle sorte que
l’on peut pratiquement rØduire le Hamiltonien (A.33) à la seule contribution
m = m0 = 1, ce qui donne le mode de plasmon modi�Ø par le champ magnØ-
tique de frØquence

!p;q =

r
!2

0

4�
+
gSgV�G!2

0jqjRC

4
: (A.36)

Pour cette raison, la partie fortement dispersive à jqjRC < 0:2 (maxima
de la dispersion des magnØto-excitons) est trŁs bien dØcrite par ce mode plas-
mon. Notons par ailleurs que cette valeur correspond avec le rØsultat obtenu
dans le modŁle hydrodynamique au premier ordre en jqjRC [88]. Comme pour
le gaz d’Ølectrons bidimensionnel, on observe des anticroisements (modes de
Bernstein) dans les zones oø le mode de plasmon croise les frØquences des
magnØto-excitons associØs aux di�Ørentes transitions entre niveaux de Lan-
dau. Signalons que ces modes de Bernstein peuvent Œtre convenablement dØ-
crits dans un modŁle oø l’on prend en compte le couplage du mode de plasmon
avec les di�Ørents magnØto-excitons de façon perturbative [128]. Nous avons
dØjà signalØ dans la section (4.2.2) que cette mØthode ne peut rendre compte
de la renormalisation de la transition cyclotron à jqj = 0. NØanmoins, elle per-
met de dØcrire la dispersion du mode de plasmon de façon satisfaisante. Dans
ce rØgime, le Hamiltonien de magnØto-plasmons est �nalement rØduit à

Hmp =
X

q

~!p;q dyqdq: (A.37)

Pour conclure, en dehors de son Øvidente pertinence à prendre en compte
l’e�et des interactions Coulombiennes à longue portØe en prØsence du rØso-
nateur, soulignons que cette mØthode prØsente Øgalement l’intØrŒt intrinsŁque
d’Øtendre la validitØ d’une approche perturbative de type RPA au cas des hauts
facteurs de remplissage dans le graphŁne.
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