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R sum 

Cette th•se s'int€resse • la turbulence incompressible homog•ne et anisotrope, et plus par-
ticuli•rement • l'effet d'une rotation solide et d'un champ magn€tique uniforme et stationnaire.
En plus des simulations num€riques directes (DNS), nous pr€sentons €galement un mod•le
synth€tique de turbulence (Kinematic Simulation ou KS) construit • partir d'une superposition
de modes de Fourier, et au sein duquel la dynamique lin€aire (bas€e sur la Rapid Distorsion
Theory) peut ƒtre incluse. Dans un premier temps, l'effet de la rotation solide est €tudi€ avec
un effort particulier port€ sur les corr€lations en deux-temps. Une comparaison entre DNS et
KS est propos€e dans le cas isotrope comme dans le cas en rotation. Dans le contexte a€-
roacoustique, on montre dans quelle mesure la rotation modi®e l'€mission acoustique d'une
turbulence homog•ne. L'effet d'un champ magn€tique est ensuite consid€r€ et l'anisotropie de
l'€coulement est €tudi€e en fonction du nombre de Reynolds magn€tique. Il est montr€ dans
quelle mesure la turbulence magn€tohydrodynamique quasi-statique est similaire • la turbu-
lence ªdeux-dimensions trois-composantesº du fait de la dissipation Joule anisotrope et com-
ment l'€coulement restaure son isotropie lorsque le nombre de Reynolds magn€tique cro t. En-
®n, l'effet coupl€ d'une rotation et d'un champ magn€tique est consid€r€. Les propri€t€s €ner-
g€tiques ainsi que l'anisotropie sont €tudi€s et une €tude param€trique en fonction du nombre
d'Elsasser est propos€e.

Abstract

This thesis focuses on incompressible homogeneous anisotropic turbulence, with a parti-
culiar interest on the effect of a solid-body rotation and a uniform steady magnetic ®eld. In
addition to Direct Numerical Simulations (DNS), we also propose a stochastic model of ani-
sotropic turbulence (Kinematic Simulation or KS) based on a superposition of Fourier modes,
in which linear dynamics (based on Rapid Distorsion Theory) is included. First, the effect of
a solid body rotation is studied and we focus on two-time velocity correlations. Comparisons
between KS and DNS are presented in the isotropic and rotating cases. We then apply these re-
sults to aeroacoutics and show how the rotation modi®es the acoustic emission of homogeneous
turbulence. Secondly, we focus on the effect of an imposed magnetic ®eld and we describe the
anisotropy of the ¯ow in function of the magnetic Reynolds number. The quasi-static magneto-
hydrodynamic turbulence is very similar to the so-called 2D-3C turbulence due to anisotropic
Joule dissipation and we show how the isotropy is restored as the magnetic Reynolds numbers
increases. Finally, we consider the coupled effect of rotation and magnetic ®eld. Energetic pro-
perties and anisotropy are studied and a dependance of the results on the Elsasser number is
also proposed.
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Notations

�V ou< V > Moyenne d'ensemble

 Vecteur rotation
! Vorticit€
b(x; t ) Champ de ¯uctuations magn€tiques
B 0 Champ magn€tique uniforme et stationnaire
(e(1) ; e(2) ; e(3) ) Rep•rede Craya-Herring
(e1; e2; e3) Rep•recart€sien (aussi not€(x; y ; z))
j Densit€ de courant €lectrique
k Vecteur d'onde
n Direction privil€gi€e (verticale)
u(x; t ) Champ de vitesse ¯uctuante
v � Vitesse de phase
vg Vitesse de groupe
� Taux de dissipation cin€tique turbulente
� T Taux de dissipation total
� Diffusivit€ magn€tique
û(k ; ! ) Transform€e de Fourier spatio-temporelle de la vitesse
b̂(k ; ! ) Transform€e de Fourier spatio-temporelle des ¯uctuations magn€tiques
R̂ij (k ) Tenseur spectral de corr€lations
û(1) Composante toro!dale de la vitesse
û(2) Composante polo!dale de la vitesse
� Param•tre d'instationnarit€ en KS
� 0 Param•tre caract€risant l'€cart-type des pulsations al€atoires
� Nombred'Elsasser
= Partie imaginaire
< Partie r€elle
� Viscosit€ dynamique
� Viscosit€ cin€matique
� 0 Perm€abilit€ magn€tique du vide
! n Pulsation al€atoire en KS
$ n Pseudo-relation de dispersion en KS
� Massevolumique
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� Conductivit€ €lectrique
� R Relation de dispersion des ondes inertielles
� B Relation de dispersion des ondes d'Alfv€n
� D Temps de corr€lation int€gral
� 1=2 Temps de corr€lation • mi-hauteur
� Anglepolaire dans l'espace spectral (d€®ni par rapport • la verticale)
c0 C€l€rit€ du son
E(k) Spectred'€nergie cin€tique (aussi not€EK (k) selonle contexte)
EM (k) Spectred'€nergie magn€tique
E(k; � ) Spectre d'€nergie angulaire
Gij (k ; t) Fonction de Green
i i 2 =  1
I Intensit€acoustique
l0 „chelle int€grale
l � „chelle de Taylor
l � „chelle de Kolmogorov
L l

ij Longueurs int€grales de corr€lations
L Nombrede Lehnert
M Nombre de modes en KS
M 0 Nombre de Mach
N Nombred'interaction
p Pression
R(k; � ) Fonction de corr€lation
Re Nombre de Reynolds int€gral
Re� Nombre de Reynolds de Taylor
RM Nombre de Reynolds magn€tique
Ro Nombre de Rossby
S Nombre de Lundquist
Tij Tenseur de Lighthill
u0 Vitessermsdel'€coulement
DNS Direct Numerical Simulation
KS Kinematic Simulation
LES Large Eddy Simulation
THA Turbulence Homog•ne Anisotrope
THI Turbulence Homog•ne Isotrope
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Introduction

La turbulence est un ph€nom•ne physique complexe qui intervient dans des situations tr•s
diverses. De l'€coulement sanguin • la convection dans les €toiles, la turbulence conditionne
une grande majorit€ des €coulements ¯uides. La multiplicit€ des situations affect€es explique
le grand nombre d'approches existantes pour €tudier le probl•me. Un point de vue optimiste
serait d'af®rmer que, gr‚ce • la croissance de la puissance de calcul num€rique, il est d€sormais
envisageable de simuler directement les €quations de Navier-Stokes pour des €coulements de
plus en plus proches des param•tres r€els et dans des g€om€tries de plus en plus complexes.
Une personne moins enthousiaste r€torquerait que la plupart des situations pratiques €chappent
encore aux simulations directes du fait de la grande diversit€ d'€chelles et de temps existant
au sein des €coulements turbulents que l'on rencontre dans la nature. Quoi qu'il en soit, il
existe selon l'auteur deux approches radicalement diff€rentes mais compl€mentaires lorsqu'il
s'agit de ªcomprendreº la turbulence. La premi•re se donne comme objectif de s'approcher
autant que possible des conditions r€elles de l'€coulement. Les param•tres sont alors, dans la
plupart des cas, inaccessibles pour une DNS et le probl•me r€side dans la mod€lisation des
quantit€s inconnues. Du fait de la grande complexit€ du syst•me dynamique consid€r€, de son
grand nombre de degr€s de libert€ et surtout des interactions non-lin€aires entre les diff€rents
ph€nom•nes physiques existants, il est bien souvent dif®cile d'analyser en d€tail les r€sultats
obtenus. L'impact du mod•le est €galement un probl•me majeur. La seconde approche r€side en
la simpli®cation de syst•mes r€els a®n d'atteindre des param•tres accessibles pour une DNS.
Il est alors plus ais€ d'analyser la nature des ph€nom•nes observ€s, mais dif®cile d'€tablir un
lien avec les ph€nom•nes existant au sein d'€coulements r€els, dont les param•tres sont tr•s
diff€rents. Cette €tape de simpli®cation est cependant indispensable a®n de pouvoir par la suite
s'int€resser • des con®gurations de plus en plus r€alistes mais aussi de plus en plus complexes.

Une des simpli®cations les plus importantes dans le domaine de la turbulence est due • G.K.
Batchelor et sa c€l•bre homog€n€isation de la turbulence [Batchelor(1953), Moffatt(2002)]. En
supposant que les statistiques de l'€coulement ne d€pendent pas de la position, l'€tude th€o-
rique de la turbulence est alors grandement simpli®€e. Cette hypoth•se est cependant • double
tranchant. Ce type d'€coulements est bien €videmment id€al en ce sens qu'il n'existe pas de
m€thode permettant de construire rigoureusement de tels €coulements (bien que la turbulence
de grille permette de s'en approcher). Il existe toujours dans les con®gurations r€elles des ph€-
nom•nes rendant l'€coulement inhomog•ne. Les conditions aux limites en font partie, et l'ho-
mog€n€isation de la turbulence passe par l'hypoth•se d'un domaine ¯uide in®ni. Bien que tr•s
€loign€e des pr€occupations pratiques, la turbulence homog•ne permet de s'affranchir d'un cer-
tain nombre de probl•mes a®n de comprendre la dynamique de la turbulence en tant que telle,
non perturb€e par des ph€nom•nes ext€rieurs ou des conditions aux limites. Bien que de nom-
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breux aspects restent encore sujets • pol€mique, un grand nombre de r€sultats th€oriques ont €t€
obtenus gr‚ce • cette approche. Cependant, en homog€n€isant la turbulence, les non-lin€arit€s
de l'€quation de Navier-Stokes sont maintenant l'€l€ment le plus important de la dynamique.
Citons par exemple H.K. Moffatt :

ªThe intense and enduring dif®culty of the problem of homogeneous turbulence is
associated with the fact that all linearizable features have been stripped away, and
the naked nonlinearity of the problem is all that remains#.

Au-del• des consid€rations d'homog€n€it€, une autre hypoth•se permet €galement de sim-
pli®er grandement les statistiques d'un €coulement turbulent. Il s'agit de l'hypoth•se d'isotro-
pie. Les statistiques en deux-points ne d€pendent plus dans ce cas de la direction de s€paration
mais seulement de la distance. Si cette hypoth•se permet de simpli®er l'approche math€ma-
tique, il reste qu'elle est rarement v€ri®€e dans des situations pratiques. Il existe souvent au
sein des €coulements r€els des ph€nom•nes • grande €chelle qui contraignent et transforment
la turbulence, pouvant mener • un €tat fortement anisotrope.

Une approche interm€diaire est la turbulence homog•ne anisotrope (ou THA). L'homog€-
n€it€ est toujours suppos€e, mais les propri€t€s statistiques de l'€coulement peuvent d€pendre
de la direction consid€r€e. L'anisotropie est souvent engendr€e par des ph€nom•nes • grande
€chelle tels qu'un gradient moyen (de vitesse ou de temp€rature par exemple) ou des forces de
volume. Si l'homog€n€it€ place les non-lin€arit€s au centre du probl•me, l'anisotropie permet
de r€introduire l'analyse lin€aire. Ainsi, selon l'intensit€ de la source d'anisotropie et son temps
caract€ristique, il est possible de passer d'une analyse purement lin€aire (telle que la th€orie de
la distorsion rapide ouRapid Distortion Theory, RDT) • des th€ories statistiques non-lin€aires
telles que la turbulence faible ou turbulence d'ondes. L'avantage de la THA est donc double :
l'€coulement consid€r€ est plus r€aliste et l'analyse lin€aire est de nouveau utilisable.

L'objectif du pr€sent travail est de contribuer • l'analyse de la turbulence homog•ne ani-
sotrope. On conserve donc l'approche d'un domaine ¯uide in®ni mais dont les propri€t€s sta-
tistiques d€pendent de la direction. En particulier, on se concentrera sur les €coulements axi-
sym€triques et il existe donc une direction particuli•re d€®nissant cette symm€trie. Ce type
d'€coulements est similaire • de nombreux €coulements r€els o$ l'anisotropie est fondamen-
tale. Les courants marins ou atmosph€riques sont soumis • la force de Coriolis ainsi qu'• des
effets de ¯ottaison du fait de la strati®cation en densit€. Le fer liquide constituant le noyau ter-
restre est €galement soumis • la mƒme force de Coriolis ainsi qu'• la force de Lorentz r€sultant
de l'existence du champ magn€tique terrestre. Si ces diff€rents €coulements ne sont pas ho-
mog•nes, il est possible de consid€rer qu'une portion de ¯uide est localement homog•ne mais
toujours soumise aux diff€rentes forces €nonc€es plus haut. Dans une premi•re approche, ce
type d'€coulements peut donc ƒtre consid€r€ comme une turbulence homog•ne anisotrope.

Notre travail se bornera • deux effets g€n€rateurs d'anisotropie que sont la force de Coriolis
et la force de Lorentz. Une application directe est donc la dynamique du noyau terrestre (on
n€glige alors les effets dus • la strati®cation ainsi qu'aux conditions aux limites dues au man-
teau et au noyau central) ou les applications industrielles faisant intervenir un m€tal en fusion.
De tels €coulements sont caract€ris€s par une grande vari€t€ de r€gimes. Aussi, notre travail se
limite aux cas o$ la force de Coriolis et/ou la force de Lorentz jouent un r%le fondamental sur
la dynamique. Autrement dit, la force de Coriolis est intense compar€e aux termes d'advection,
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et il existe un champ magn€tique impos€ intense. Nous nous restreindrons €galement au cas
purement axisym€trique (quelques remarques concernant le cas non-axisym€trique pourront
ƒtre trouv€es au sein de l'annexe C) o$ l'axe de rotation est align€ avec le champ magn€tique
impos€.

Ind€pendamment, l'action de la force de Coriolis et de la force de Lorentz est largement
document€e. Il existe de nombreux ouvrages et articles traitant du sujet sous diff€rents aspects.
Une partie du pr€sent travail traite de ces deux forces ind€pendamment l'une de l'autre. Les
r€sultats correspondants ne sont donc pas n€cessairement originaux mais ont contribu€ gran-
dement • ma compr€hension de la turbulence et de l'anisotropie. De plus, l'effet de la rotation
est aussi consid€r€ du point de vue des corr€lations • deux-temps et de l'a€roacoustique, ce qui
constitue une approche originale. En®n, les r€sultats en turbulence en rotation et en turbulence
MHD serviront de r€f€rence lorsque l'on s'int€ressera au cas coupl€. Pour toutes ces raisons,
nous avons jug€ utile de rapporter ici quelques r€sultats concernant la turbulence en rotation et
la turbulence MHD.

A®n d'€tudier ces €coulements, nous utiliserons deux m€thodes num€riques compl€men-
taires. La premi•re est tr•s largement utilis€e dans le contexte d'€coulements homog•nes tandis
que la seconde est un peu plus marginale. La simulation num€rique directe (Direct Numerical
Simulation ou DNS par la suite) permet de r€soudre explicitement les €quations de Navier-
Stokes tandis que la simulation cin€matique (Kinematic Simulation ou KS dans la suite) est un
mod•le stochastique dont l'objectif est de g€n€rer un champ de vitesse dont les diff€rentes pro-
pri€t€s sont parfaitement contr%l€es. Mƒme si l'on y reviendra, il est important de mentionner
d•s maintenant l'objectif de ce mod•le synth€tique. L'analyse des r€sultats DNS est souvent
complexe et fait appel • des statistiques ®nes. Lorsque l'on consid•re la turbulence homog•ne
anisotrope, il n'est pas ais€ de diff€rencier les ph€nom•nes purement lin€aires des interactions
non-lin€aires. C'est pour cette raison que l'analyse lin€aire, ainsi que le mod•le synth€tique,
constituent une approche int€ressante dans le contexte qui est le n%tre. En comparaison avec
les r€sultats DNS, le mod•le synth€tique que nous utilisons permet clairement de distinguer les
ph€nom•nes lin€aires.

Le premier chapitre sera consacr€ • quelques rappels d'analyse statistique des €coulements
turbulents et l'accent sera port€ sur la turbulence homog•ne anisotrope. Le second chapitre
d€veloppera les deux m€thodes num€riques utilis€es dans ce travail. Le troisi•me chapitre se
concentrera sur le cas de la turbulence homog•ne isotrope et en rotation. Notre contribution •
ce type d'€coulements portera sur les corr€lations en deux-temps avec quelques applications
• l'a€roacoustique. Le quatri•me chapitre traitera de la dynamique et de l'anisotropie d'une
turbulence homog•ne soumise • l'action d'un champ magn€tique impos€ uniforme et station-
naire. Nous proposerons une application possible du mod•le synth€tique dans ce contexte, ainsi
qu'une description ®ne de l'anisotropie. En®n, le cinqui•me et dernier chapitre proposera une
analyse de l'anisotropie au sein d'une turbulence MHD en rotation. Les solutions lin€aires de
ce type d'€coulements seront €galement propos€es.

Les annexes rassembleront diff€rents aspects qui n'ont pas trouv€ leur place au sein du
manuscrit, • savoir : quelques remarques concernant l'effet� , l'interaction non-lin€aire de deux
ondes d'Alfv€n, une analyse pr€liminaire de la con®guration non-axisym€trique (i.e.B 0 ? 
)
eten®n quelques consid€rations sur les statistiques Lagrangiennes.
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Chapitre 1

Analyse statistique d' coulements
turbulents homog!nes anisotropes.

L'objectif de ce premier chapitre est d'introduire les bases th€oriques utilis€es tout au long
de ce manuscrit. On s'int€resse • un €coulement turbulent homog•ne incompressible mais pas
n€cessairement isotrope. L'anisotropie est en effet un des aspects fondamentaux du pr€sent
travail. Dans un premier temps, on propose de rappeler les notions propres au cas isotrope
(turbulence homog•ne et isotrope ou THI), puis les notions propres au cas anisotrope (turbu-
lence homog•ne et anisotrope ou THA). On ne rappelle ici que les notions fondamentales. De
plus amples d€tails pourront ƒtre trouv€s dans les nombreux ouvrages de r€f€rences traitant de
l'approche statistique en m€canique des ¯uides (voir par exemple [Tennekes & Lumley(1972),
Mathieu & Scott(2000)]).

1.1 #quations de Navier-Stokes

Consid€rons un ¯uide Newtonien de masse volumique� et de viscosit€ cin€matique� . Le
champ de vitesseu(x; t ) incompressible est alors r€gi par les €quations de Navier-Stokes, qui
peuvent s'€crire :

@u
@t

+ u � ru =  
1
�

rp + � r 2u + f (1.1)

r � u = 0 ; (1.2)

o$p est la pression etf une force de volume. Le rapport entre le terme d'advection non-lin€aire
et la dissipation par viscosit€ d€®nit le nombre de Reynolds selon :

Re �
ju � ruj
j� r 2uj

=
u0l0
�

; (1.3)

o$u0 et l0 sont respectivement une vitesse et une longueur caract€ristiques. Lorsque le nombre
de Reynolds est grand devant l'unit€, l'€coulement devient turbulent, et le caract•re al€atoire
de la vitesse motive l'utilisation d'une approche statistique.
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1.2 Moyenne d'ensemble

Consid€rons une variable al€atoirev d€pendant de l'espace et du temps. La quantit€ sta-
tistique la plus €l€mentaire est la moyenne de cette quantit€ sur un ensemble de r€alisations
ind€pendantes de l'€coulement. Celle-ci sera indiff€remment not€e�V ou < V > dans la suite
du manuscrit. On ne discutera pas ici de l'ergodicit€ mais on suppose que cet op€rateur statis-
tique poss•de toutes les propri€t€s de commutation avec les op€rateurs de d€rivations spatiales
et temporelle.

La d€composition de Reynolds est utilis€e pour de nombreuses applications, a®n de s€parer
le champ de vitesse moyen�u et le champ de vitesse ¯uctuantu 0 = u  �u, o$ u(x; t ) est la
vitesse au pointx et • l'instant t. En ce qui nous concerne, en l'absence de vitesse moyenne,
seules les ¯uctuations turbulentes nous int€ressent et les diff€rents outils statistiques seront dont
appliqu€s directement • la quantit€u 0qui sera simplement not€eu dansla suite.

1.3 Tenseur de corr lation dans l'espace physique

Avant d'€tudier la dynamique • proprement parler, il est n€cessaire d'introduire diff€rentes
quantit€s statistiques classiquement utilis€es lors de l'€tude de la turbulence homog•ne. Un
moment statistique de la vitesseu (ou des ¯uctuations magn€tiquesb) d'ordre quelconqueN
peut ƒtre calcul€ • la mƒme positionx et au mƒme instantt, ou bien en plusieurs points et en
plusieurs temps. Pour chacune de ces quantit€s, il est possible d'€crire une €quation d'€volution
faisant appara tre le probl•me de fermeture. Si cet aspect est fondamental pour l'€tude de la
turbulence, il ne sera pas consid€r€ au sein de ce manuscrit. En effet, les €quations lin€aires
utilis€es au sein des diff€rents chapitres sont ferm€es tandis que les simulations num€riques
directes (pour plus d€tails, se reporter au chapitre 2) r€solvent explicitement les €quations de
Navier-Stokes sans n€cessit€ de mod€lisation des moments d'ordres €lev€s.

La quantit€ statistique la plus fondamentale est le tenseur de corr€lations de la vitessey en
deuxpoints et en deux temps d€®ni par :

Rij (x; r ; t; � ) = hui (x; t)u j (x + r ; t + � )i : (1.4)

Bien que les aspects temporels nous int€resseront plus loin (voir le chapitre 3), on suppose par
la suite que la turbulence est statistiquement stationnaire, et l'on se restreint aux statistiques en
un temps. L'€quation (1.4) se r€duit alors •

Rij (x; r ) = hui (x)u j (x + r )i ; (1.5)

o$ le temps n'appara t plus. Du fait de l'homog€n€it€, toutes les quantit€s statistiques sont
ind€pendantes de la positionx et ne d€pendent donc que de l'€cartr . L'€quation (1.5) se
simpli®e donc encore pour aboutir •

Rij (r ) = hui (x)u j (x + r )i : (1.6)

yLa d€®nition est analogue pour les ¯uctuations de champ magn€tique.
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En®n, si l'on consid•re le cas de la turbulence isotrope et poss•dant les propri€t€s de sym€trie
miroir, le tenseurRij peut se r€duire • la fonction [Batchelor(1953)]

Rij (r ) = A(r )� ij + B(r )r i r j (1.7)

qui est souvent r€€crite de la mani•re suivante :

Rij (r ) = u2
0

�
f (r )  g(r )

r 2
r i r j + g(r )� ij

�
; (1.8)

o$ u0 est la vitessermsd€®nieparu0 = 1
3 hui ui i, tandis quef (r ) et g(r ) sont respectivement

les fonctions de corr€lations longitudinale et transversale. En r€introduisant la d€pendance tem-
porelle, il est possible d'€crire une €quation sur la fonction de corr€lation longitudinalef (r )
comme

@
@t

 
u2

0f
�

=
�

@
@r

+
4
r

� �
RLL;L (r ; t) + 2 �

@
@r

 
u2

0f
�
�

; (1.9)

o$RLL;L est la fonction de corr€lation longitudinale d'ordre 3 d€®nie par

RLL;L (r ; t) = hui (x; t)u i (x; t)um (x + r ; t)i
rm

r
: (1.10)

L'€quation (1.9) est l'€quation de K*rm*n-Howarth.

1.4 Repr sentation spectrale

Puisque l'on s'int€reresse ici au cas de la turbulence homog•ne existant dans un domaine
in®ni, la transform€e de Fourier est un outil utile pour traiter les €quations des ¯uctuations de
vitesse, de pression, ou de leurs moments. La transform€e de Fourier inverse relie la ¯uctuation
de vitesseu • sa composante spectralêu selon :

ui (x; t) =
ZZZ

ûi (k ; t)eik �x dk ; (1.11)

tandisque la transform€e directe s'€crit :

ûi (k ; t) =
1

(2� )3

ZZZ
ui (x; t)e ik �x dx ; (1.12)

o$ k estle vecteur d'onde associ€ au coef®cient spectral de la vitesseû(k ; t). L'€quation de
continuit€r � u = 0 s'€crit dans l'espace spectral comme suit :

r � u =
Z

ik � ûeik �x dk = 0 ; (1.13)

et doit ƒtre valable quelle que soit la positionx, aboutissant • la simple condition g€om€trique

k � û = 0 : (1.14)

La quantit€ statistique la plus simple dans l'espace spectral est le tenseur de corr€lations de
deux modes de Fourier d€®niy par

R̂ij (k ; t) = ĥu�
i (k ; t)ûj (k ; t)i (1.15)

yûi (k ; t) est ici consid€r€e comme une fonction g€n€ralis€e au sens des distributions. En toute rigueur, la
d€®nition estĥu�

i (p; t) ûj (k ; t)i = R̂ij (k ; t)� (k  p), mais la d€®ntion (1.15) est suf®sante pour la suite.



1.4 Repr sentation spectrale 15

qui n'est autre que la transform€e de Fourier directe du tenseur de corr€lation en deux points
selon

Rij (r ; t) = < u i (x; t)u j (x + r ; t) >=
ZZZ

R̂ij (k ; t)eik �r dk : (1.16)

Le tenseurR̂ij (k ) estcomplexe et poss•de les propri€t€s suivantes :

R̂ij (k ) = R̂�
j i (k ) = R̂ji ( k ) (1.17)

carRij (r ) estr€el et
ki R̂ij (k ) = kj R̂ij (k ) = 0 (1.18)

du fait de l'incompressibilit€ de l'€coulement.
L'€nergie cin€tique contenue dans un mode de Fourier est simplement

e(k; t) =
1
2

ĥu�
i (k ; t)ûi (k ; t)i =

1
2

R̂ii (k ; t) (1.19)

o$ la sommation se fait sur l'indicei. L'€nergie turbulente totale s'en d€duit directement par
int€gration selon

K (t) =
ZZZ

1
2

R̂ii (k ; t)d3k =
1
2

hui ui i : (1.20)

Le spectre d'€nergie est reli€ au tenseur de corr€lation par

E(k) =
I

1
2

R̂ii (k )dS(k) =
Z �

0

Z 2�

0

1
2

ĥu�
i (k ; t)ûi (k ; t)i k2 sin� d� d� (1.21)

o$ S(k) correspond• la sph•re de rayonk centr€e • l'origine. Les propri€t€s deE(k) se d€-
duisent directement de celle dêRij (k ). D'une mani•re g€n€rale (i.e.sans hypoth•ses suppl€-
mentaires concernant l'isotropie de l'€coulement), le tenseur spectral contient bien plus d'in-
formations que le spectre d'€nergie. Cependant, si l'on se restreint • la turbulence isotrope,
R̂ij (k ) estcompl•tement d€termin€ parE(k) selon la relation :

R̂ij (k ) =
E(k)
4�k 2

�
� ij  

ki kj

k2

�
; (1.22)

o$ � ij est le tenseur de Kronecker.
Le taux de dissipation est €galement reli€ au tenseur de corr€lation selon

�(t) =
ZZZ

�k 2R̂ii (k ; t)d3k : (1.23)

Finalement,il est possible d'€crire une €quation d'€volution temporelle du spectre d'€ner-
gie, ou €quation de Lin :

@E(k; t)
@t

+ 2�k 2E(k; t) = T(k; t) (1.24)

o$ T(k; t) est le terme de transfert spectral, li€ aux corr€lations triples de vitesse. L'int€grale
du terme de transfert est nulle : Z 1

0
T(k; t)dk = 0 ; (1.25)

montrant ainsi qu'il s'agit d'une terme de redistribution de l'€nergie entre modes. L'€quation
(1.24) est l'€quivalent spectral de l'€quation de K*rm*n-Howarth (1.9).
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n

FIG. 1.1 ± Rep•re local de Craya-Herring li€ au vecteur d'ondek .

L'ensemble des quantit€s statistiques d€®nies ci-dessus s'appliquent €galement aux ¯uctua-
tions magn€tiquesb(x; t ) ainsi qu'• leurs composantes spectralesb̂(k ; t). Le spectre d'€nergie
magn€tique est, par exemple, d€®ni par :

M (k) =
Z 1

0

Z �

0

Z 2�

0

1
2

D
b̂�

i (k ; t)b̂i (k ; t)
E

k2 sin� d� d� : (1.26)

1.5 D composition polo$dale-toro$dale

Lorsqu'il existe une direction privil€gi€en au sein de l'€coulement (axe de rotation, champ
magn€tique uniforme, gradient de densit€ uniforme...), un champ de vitesse incompressible •
trois composantes peut ƒtre repr€sent€ par deux scalaires ind€pendantsutor etupol selon

u = r � (utorn) + r �
�
r

 
upoln

��
: (1.27)

Cetterelation s'€crit dans l'espace de Fourier :

û = k � n(i ûtor)  k � (k � n) ûpol ; (1.28)

et il appara t que les modes tels quek==n n'ont pas de contribution. Cela montre qu'il est
impossible, avec cette repr€sentation, de capturer dans l'espace physique un €coulement du
typeu = u(x � n) avecu � n = 0 (appel€ VSHF pourvertically sheared horizontal ¯ows).

Pour pallier ce probl•me, le rep•re orthonorm€ suivant est introduit :

e(1) =
k � n
jk � nj

; e(2) =
k
k

� e(1) ; e(3) =
k
k

: (1.29)

Ce rep•re, souvent d€nomm€ rep•re de Craya-Herring, est en fait le rep•re local d'un syst•me
de coordonn€es sph€riques li€ •k (voir ®gure 1.1). La singularit€k==n est contourn€e par
l'utilisation d'un rep•re ®xe au p%le.

Dans l'espace de Fourier, la condition d'incompressibilit€ s'€crit simplement :

k � û(k ) = 0 (1.30)
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et traduit le fait que le vecteur vitesse est perpendiculaire au vecteur d'onde dans l'espace de
Fourier. Il en r€sulte directement la d€composition suivante pour la vitesse :

û(k ) = u(1) e(1) + u(2) e(2) ; (1.31)

etde mƒme pour la vorticit€ :

!̂ i (k ) = ik
�

u(1) e(2)
i  u(2) e(1)

i

�
: (1.32)

Les composantesu(1) et u(2) sont respectivement quali®€es de toro!dale et polo!dale. „tant
donn€que le champ magn€tique est €galement sol€no!dal (sans hypoth•se suppl€mentaire dans
le contexte de la magn€tohydrodynamique), cette d€composition dans l'espace de Craya est
€galement valable pour les ¯uctuations magn€tiques.

Une d€composition alternative, qui peut s'av€rer avantageuse dans certains contextes, est la
d€composition en modes h€lico!daux d€®nis par

N i (k ) = e(2)
i (k )  ie(1)

i (k ) : (1.33)

1.6 Anisotropie dans l'espace de Fourier

Comme nous l'avons d€j• €voqu€, l'anisotropie est un des aspects centraux de ce manuscrit.
En particulier, on s'int€resse au cas o$ la turbulence est homog•ne, anisotrope mais n€anmoins
axisym€trique. Il s'agit d'un cas particulier d'anisotropie, mais qui concerne malgr€ tout une
grande classe d'€coulements tels que la turbulence en rotation, la turbulence strati®€e, la turbu-
lence soumise • un champ magn€tique uniforme,etc.

Dans le cas g€n€ral o$ aucune hypoth•se n'est formul€e concernant les sym€tries de l'€cou-
lement, le tenseur de corr€lation de second ordre se d€compose
[Batchelor(1953), Ould-Rouiss(2000)] selony :

Rij (r ) = hui (x; t)u j (x + r ; t)i

= A� ij + 1 termede typeBr i r j

+ 6 termesde typeCr i nj

+ 3 termesde typeD� ijk r k

+ 12 termesde typeE� ikl r knl r j

+ 6 termesde typeF � ikl r knl � j

o$n et � sontdeux vecteurs orthogonaux.A, B , C, D, E etF sont des scalaires d€pendant de
r 2, r i � i et r i � i . Si l'on suppose maintenant que l'€coulement est isotrope, cette expression se
r€duit• :

Rij (r ) = A� ij + Br i r j (1.34)

qui est l'€quivalent de l'expression (1.22) dans l'espace physique.

yAttention • l'erreur de frappe au sein de [Ould-Rouiss(2000)], qui pr€sente 93 termes du typeB r i r j au lieu
de3. + noter €galement l'erreur au sein de [Batchelor(1953)], qui pr€sente 3 termes au lieu de 1.
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Dans le cas axisym€trique et en excluant cette fois la sym€trie miroir, les relations (1.34)
et (1.22) ne sont plus valables, et il n'existe plus de relation directe entre le spectre d'€nergie
E(k) et le tenseur spectral. Le tenseur se d€compose alors comme suit :

Rij (r ) = A� ij + Br i r j + Cni nj + D (n i r j + nj r i ) (1.35)

o$ n estle vecteur unitaire d€®nissant la direction de sym€trie. Cette relation peut €galement
ƒtre obtenue dans l'espace de Fourier. La matrice complexeR̂ij n'est pas une matrice quel-
conque.Elle est hermitienne et d€®nie positive. La condition d'incompressibilit€ implique €ga-
lement queR̂ij kj = 0. Ces diff€rentes propri€t€s r€duisent les 18 degr€s de libert€s n€cessaires
pour d€crire une matrice complexe • 4 scalaires ind€pendants. Dans le rep•re de Craya-Herring,
le tenseur spectral s'€crit en effet

R̂ =

0

@
� 11 � 12 0
� 12� � 22 0

0 0 0

1

A (1.36)

ou de mani•re analogue

R̂ij = � 11e(1)
i e(1)

j + � 12e(1)
i e(2)

j + � 12� e(2)
i e(1)

j + � 22e(2)
i e(2)

j : (1.37)

Cetterelation peut se r€€crire [Sagaut & Cambon(2008)] :

R̂ij = e(k; t)
�

� ij  
ki kj

k2

�
+ iH (k ; t)� ijn

kn

k2
+ < [Z (k ; t)N i (k )N j (k )] (1.38)

o$ e(k; t) et H (k ; t) sont des fonctions r€elles, tandis queZ (k ; t) est une fonction complexe.
Celles-ci sont li€es au tenseur spectral par les relations :

e(k) =
1
2

R̂ii (k ); H (k ) =  
1
2

i� ijn kj R̂in (k ) et Z (k ) =
1
2

N �
i (k )N �

j (k )R̂ij (k ) (1.39)

Commenous l'avons d€j• vu, la densit€ d'€nergie cin€tiquee(k; t) est reli€e au tenseur
spectral selon :

e(k; t) =
1
2

R̂ii =
1
2

 
� 11 + � 22

�
: (1.40)

L'h€licit€ est d€®nie par :

hu � ! i =
Z

i� ijk kj R̂ik (k )dk (1.41)

= 2
Z

H(k )dk

o$ ! = r � u est la vorticit€. Dans le rep•re de Craya, le spectre d'h€licit€ est donc :

H(k ; t) =
1
2

ik� i3j R̂ij =
1
2

ik
 
� 21  � 12

�
=  k =

 
� 12

�
; (1.42)

o$= estla partie imaginaire.
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k

k k

�
� �

n

(a) (b) (c)

e(1)

e(2)

e(3)

FIG. 1.2 ± Sch€matisation de l'anisotropie dans l'espace spectral. Les disques de couleur sont
dediam•tre €gal •e(k). Sur la ®gure (a), •k = jk j ®x€, l'€nergie est plus importante au p%le
qu'• l'€quateur. Sur la ®gure (b), l'€nergie est plus importante • l'€quateur qu'au p%le. Ces
deux cas sont caract€ristiques d'une anisotropie directionnelle. Sur la ®gure (c), l'ellipse est de
grand axee(k) + jZ (k )j et de petit axee(k)  jZ (k )j. La rotation de l'ellipse autour de la
direction locale du vecteur d'onde est donn€e par la partie imaginaire deZ (k ). Cette ®gure est
repr€sentative de l'anisotropie de polarisation.

En®n, le troisi•me et dernier terme, quali®€ de polarisation dans la suite, est d€®ni par

Z (k ; t) =
1
2

R̂ij N �
i N �

j =
1
2

 
� 22  � 11 + i<

 
� 12

��
: (1.43)

L'interpr€tation de ces diff€rentes quantit€s est la suivante. Il existe tout d'abord une ani-
sotropie de directivit€ : l'€nergie n'est pas uniform€ment r€partie selon la direction du vecteur
d'onde k (voir la ®gure 1.2(a) et (b)). L'€coulement peut ensuite ƒtre isotrope mais ne pas
poss€der de sym€trie de r€¯exionk $  k auquel cas l'h€licit€ n'est pas nulle (€coulement
quasi-isotrope). En®n, la polarisation repr€sente l'anisotropie dans le plan perpendiculaire •k
(voir la ®gure 1.2(c)). De plus amples d€tails concernant l'impact de ces diff€rentes quantit€s
pourront ƒtre trouv€s au sein du chapitre 2, section 2.2.4.

Il est clair que le tenseur spectral de corr€lations des ¯uctuations magn€tiques, d€®ni par

B̂ ij (k ) =
D

b̂�
i (k )b̂j (k )

E
(1.44)

poss•deles mƒmes propri€t€s que le tenseurR̂ij et peut donc se d€composer de la mƒme ma-
ni•re dans l'espace de Craya, selon

B̂ ij (k ) = eM (k )
�

� ij  
ki kj

k2

�
+ iH M (k )� ijn

kn

k2
+ <

�
Z M (k )N i (k )N j (k )

�
(1.45)

o$ l'indice M fait r€f€rence aux quantit€s magn€tiques. Quelques d€tails suppl€mentaires

concernant les corr€lations crois€esĉij (k ) =
D

û�
i (k )b̂j (k )

E
pourrontƒtre trouv€s au sein de

l'annexe A.
L'anisotropie sera caract€ris€e par les variations de ces scalaires en fonction de la di-

rection du vecteur d'ondek . Pour plus de d€tails • propos de cette notation, se r€f€rer •
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[Sagaut & Cambon(2008)]y.

1.7 D ®nitions compl mentaires

En plus des diff€rentes quantit€s statistiques introduites au sein du paragraphe pr€c€dent,
et a®n de caract€riser l'anisotropie des champs de vitesse et de ¯uctuation magn€tique, on
s'int€ressera • diff€rents indicateurs statistiques d'ores et d€j• utilis€s dans la cadre d'€tudes de
la turbulence MHD [Vorobevet al.(2005), Shebalinet al.(1983), Pouquet & Patterson(1978),
Oughtonet al.(1994), Zikanov & Thess(1998)] ou encore de la turbulence en rotation
[Cambonet al.(1997), Liechtensteinet al.(2006), Salhi & Cambon(2007)].

A®n de caract€riser l'anisotropie dans l'espace spectral gr‚ce • un simple scalaire, on intro-
duit l'angle dit de Shebaliny [Shebalinetal.(1983)] d€®ni, pour une quantit€ vectorielle spec-
traleQ̂(k ; t), par :

tan2 � Q =
P

k k2
h jQ̂(k ; t)j2

P
k k2

z jQ̂(k ; t)j2
; (1.46)

o$ k2
h = k2

x + k2
y est la composante horizontale du vecteur d'onde, tandis quekz est la compo-

santeverticale (align€e avec l'axe de sym€trie) du vecteur d'onde. Cet angle permet de quanti-
®er simplement l'anisotropie dans un contexte axisym€trique. Lorsque la quantit€Q̂(k ; t) est
isotrope, l'angle� Q tend vers une valeur de54:74o. Lorsque la quantit€̂Q(k ; t) ne d€pend pas
de la direction verticale, l'angle tend vers une valeur de90o. Cette quantit€ est directement re-
pr€sentative de l'anisotropie directionnelle mais en aucun cas de la polarisation. De plus, elle
ne permet pas d'identi®er l'anisotropie selon l'€chelle en raison de l'int€gration sur l'ensemble
des modes.

Deux autres quantit€s d€j• utilis€es dans le contexte d'une turbulence en rotation
[Cambonet al.(1997), Morinishiet al.(2001)] permettent de quanti®er l'anisotropie dans l'es-
pace de Fourier. Il s'agit d'€tudier l'anisotropie du tenseur de Reynolds gr‚ce • la quantit€ :

bij =
Rij

u2
0

 
� ij

3
; (1.47)

o$Rij est le tenseur de Reynolds d€®ni par :

Rij = hui (x)u j (x)i =
Z

<
h
R̂ij (k )

i
dk (1.48)

o$ < est la partie r€elle etu0 la vitesserms de l'€coulement. En utilisant la d€composition
(1.38) pour le tenseur spectral de corr€lations, le tenseur d'anisotropiebij peut ƒtre s€par€ en
deuxparties :bij = be

ij + bz
ij , avec :

be
ij =

1
u2

0

Z �
e(k)  

E(k)
4�k 2

�
Pij (k )dk (1.49)

bZ
ij =

1
u2

0

Z
< [Z (k )N i (k )N j (k )] dk : (1.50)

yAttention cependant • la diff€rence de notations, la quantit€kH est consid€r€ au sein de
[Sagaut & Cambon(2008)] tandis que l'on consid•re ici la quantit€H .

yUne d€®nition plus ancienne mais analogue peut ƒtre trouv€e au sein de [Alemanyetal.(1979)].
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Le premier terme caract€rise l'€cart entre l'€nergie locale et sa moyenne sph€rique, et est donc
repr€sentatif de l'anisotropie de directivit€, tandis que le second terme caract€rise la polarisa-
tion. La d€®nition est analogue pour les ¯uctuations magn€tiques. Dans la suite du manuscrit,
on ne s'int€ressera qu'• la composanteb33 du tenseur d'anisotropie de Reynolds. Dans une
con®gurationaxisym€trique, les trois composantes diagonales du tenseur sont en effet reli€es
par la relationz b33 =  2b 11 =  2b 22. A®n de faciliter l'interpr€tation de ces diff€rentes quan-
tit€s,il est possible de distinguer trois cas particuliers (sans h€licit€ dans chacun des cas) :

± le cas isotrope tri-dimensionnel • trois composantes (souvent not€ 3D-3C) caract€ris€ par
bij = be

ij = bZ
ij = 0 (dansce cas,e = E(k)=4�k 2 etZ = H = 0).

± le cas bi-dimensionnel • deux composantes (2D-2C) caract€ris€ parb33 =  1=3, be
33 =

1=6et bZ
33 =  1=2 (avec dans ce cas,e = E(k)� (k3)=2� k, Z =  E (k)� (k3)=2� k et

H = 0).
± le cas bi-dimensionnel • trois composantes (2D-3C) caract€ris€ parb33 = 1=6,be

33 = 1=6
etbZ

33 = 0 (avec dans ce cas,e = E(k)� (k3)=2� k etZ = H = 0).
De mƒme, il est possible de mettre en €vidence le lien entre les invariants du tenseur spectral

et les €chelles int€grales de l'€coulement. Ainsi, dans l'espace physique, l'€chelleL l
ij repr€-

sentela longueur de corr€lation dans la directionl entre deux composantesi et j de la vitesse
[Cambon & Jacquin(1989), Cambonet al.(1997)] :

L l
ij =

1
hui uj i

Z 1

0
hui (x)u j (x + r )i dr (1.51)

o$ le vecteur de s€paration est dans ce cas d€®ni parr k = r � kl . En supposant l'homog€n€it€,
une€criture €quivalente dans l'espace spectral est :

L l
ij =

�
hui uj i

ZZ
R̂ij (k )

�
�
�
k l =0

d2k ; (1.52)

Ainsi, les longueurs de corr€lations transverses et longitudinales, dans la direction verticale
(align€e avec l'axe de rotation et/ou le champ magn€tique impos€ dans la suite), sont d€®nies
par [Cambon & Jacquin(1989)] :

L3
33 =

2� 2

u2
3

Z 1

0
[e(k) + <Z (k )]

�
�
�
k3=0

kdk (1.53)

L3
11 =

� 2

u2
1

Z 1

0
[e(k)  <Z (k )]

�
�
�
k3=0

kdk : (1.54)

La d€®nition de ces corr€lations est analogue pour la vorticit€ :

L l
ij (! ) =

1
h! i ! j i

Z 1

0
h! i (x)! j (x + r )i dr ; (1.55)

o$ la notationL l
ij (! ) estintroduite a®n de distinguer les corr€lations de vorticit€ des corr€la-

tions de vitesse, not€esL l
ij (u).

Cesdiff€rentes quantit€s rendent compte de l'anisotropie globale mais il appara tra €vident
par la suite que l'anisotropie d€pend souvent de l'€chelle consid€r€e. Pour cette raison, il est

zN'importe quelle composante peut s'obtenir • partir de la relationbfe;Z g
ij =  3(� ij =3 � i3 � j 3)bfe;Z g

33 =2.
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FIG. 1.3 ± L'aire en couleur repr€sente le domaine d'int€gration, pour un nombre d'ondek ®x€,
etpour un angle polaire� ®x€.

important d'ƒtre en mesure de quanti®er l'anisotropie en fonction du nombre d'onde. Pour
cela, nous introduisons deux autres quantit€s. Pour chaque nombre d'ondek, nous calculons le
rapport entre l'€nergie horizontale et l'€nergie verticale [Vorobevet al.(2005)] selon :

c(k) =
E1(k) + E2(k)

2E3(k)
; (1.56)

o$
E i (k)�k =

X

k �k =2<jk j<k +� k=2

ûi (k )û�
i (k ) : (1.57)

En®n,la quantit€ la plus ®ne que nous utiliserons, et qui tient en compte • la fois de l'€chelle
k et de la direction de propagation� (angle polaire dans le rep•re Craya, d€®ni par rapport •
la verticale), est le spectre angulaire d'€nergie. Cette quantit€, similaire aux corr€lations angu-
laires utilis€es au sein du chapitre 3, est toujours bas€e sur l'axisym€trie de l'€coulement. L'id€e
est de moyenner l'€nergie dans l'espace spectral selon l'angle azimuthal� , tout en conservant
la d€pendance •k et l'angle polaire� selon :

E(k; � ) =
X

k �k =2<jk j<k +� k=2
�  ��=2<�<� +� �=2

ûi (k; � )û�
i (k; � ) : (1.58)

Le pas angulaire�� est constant et l'angle solide des diff€rents domaines angulaires varie avec
� (voir la ®gure 1.3). A®n de se ramener • un spectre ind€pendant de� dans le cas isotrope,
il est n€cessaire de multiplier l'expression (1.58) par une fonction de poids a®n d'aboutir •
l'expression ®nale :

E(k; � ) =

" Z � +� � =2

�  ��=2
cos� d�

# 1 X

k �k =2<jk j<k +� k=2
�  ��=2<�<� +� �=2

ûi (k; � )û�
i (k; � ) : (1.59)

Cette quantit€ servira principalement • distinguer l'€nergie contenue dans les modesû(k ; t)
tels quek ? n (i.e. � � �=2) de l'€nergie contenue dans les modes tels quek==n (i.e. � � 0).
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Les premiers correspondant • l'€quateur tandis que les seconds correspondent au p%le. Des
quantit€s similaires peuvent ƒtre trouv€es au sein de [Burattiniet al.(2008), Teacaet al.(2009)].



Chapitre 2

M thodes num riques

Ce second chapitre se concentre sur les m€thodes num€riques utilis€es lors de ce travail.
L'objectif est ici de simuler num€riquement l'€volution spatio-temporelle d'un €coulement in-
compressible et homog•ne mais pas n€cessairement isotrope. Deux m€thodes distinctes sont
utilis€es • cette ®n.

La simulation cin€matique ouKinematic Simulation(KS) est une m€thode num€rique g€-
n€rant un champ de vitesse stochastique dans l'espace physique comme une superposition de
modes de Fourier [Kraichnan(1970)]. Si le champ r€sultant n'est pas solution des €quations
de Navier-Stokes, il poss•de cependant diff€rentes propri€t€s statistiques proches de celles ob-
tenues pas DNS par exemple. Il est de plus possible d'y inclure explicitement les solutions
lin€aris€es des €quations de Navier-Stokes.

La Simulation Num€rique Directe (SND) ouDirect Numerical Simulation(DNS) r€sout les
€quations de Navier-Stokes sans mod•le de fermeture puisque toutes les €chelles de l'€coule-
ment sont r€solues. Du fait de la limitation de la puissance de calcul, le nombre de Reynolds
est relativement faible compar€ • celui que l'on rencontrerait au sein d'applications pratiques.
On utilise dans la suite l'approche dite pseudo-spectrale qui consiste • calculer les op€rateurs
vectoriels dans l'espace de Fourier et les termes non-lin€aires±faisant intervenir des produits de
quantit€s dans l'espace physique et donc des produits de convolution dans l'espace de Fourier±
dans l'espace physique.

2.1 Mod!les synth tiques de turbulence

Devant la complexit€ de la turbulence et son existence dans de nombreux domaines, il
existe un grand nombre de mod•les d'€coulements turbulents, chacun ayant des hypoth•ses
et des objectifs bien pr€cis. Une grande partie des efforts en mod€lisation de la turbulence
se concentre sur le probl•me de fermeture. Du fait des non-lin€arit€s, les €quations pour une
quantit€ d'un certain ordre font intervenir des quantit€s inconnues d'ordre sup€rieur. Dans le
contexte de la simulation des grandes €chelles, lorsque que l'on tronque les €quations dans
l'espace de Fourier a®n de ne r€soudre qu'une partie des €chelles, il est par la suite n€cessaire
de mod€liser les €chelles non-r€solues ainsi que leurs effets sur les grandes €chelles. En®n,
lorsque l'on ne consid•re que l'€coulement moyen, l'ensemble des ¯uctuations doivent ƒtre
mod€lis€es sous la forme de tension de Reynolds.
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Une autre approche moins connue r€side dans les mod•les synth€tiques de turbulence. L'ob-
jectif est ici radicalement diff€rent puisque le champ de vitesse est construit de toute pi•ce. Les
€quations de Navier-Stokes ne sont pas explicitement r€solues. Les avantages sont en g€n€ral
un co;t num€rique tr•s faible et un contr%le pr€cis des propri€t€s de l'€coulement. Ces mod•les
sont rarement utilis€s seuls et sont souvent utilis€s en compl€ment d'un mod•le plus complexe
ou d'une simulation directe a®n d'enrichir l'analyse. Du moins, c'est ici l'approche que nous
retenons : le mod•le synth€tique est utilis€ comme outil de diagnostic a®n de pouvoir analyser
plus facilement les r€sultats obtenus par simulation directe.

Le principe de base est commun • l'ensemble de ces mod•les, il s'agit de g€n€rer un
champ de vitesse stochastique dans l'espace physique • partir d'un protocole arbitraire. Les
deux €l€ments fondamentaux €tant souvent une structure €l€mentaire dans l'espace physique
(tourbillon, onde plane, ...) et un processus construisant l'instationnarit€ (pulsation al€atoire,
€quation de Langevin...).

Il serait inutile ici de rappeler tous les types de mod•les synth€tiques en turbulence, qui ont
chacun des domaines d'application et des objectifs diff€rents. On se concentrera donc dans la
prochaine section aux mod•les de typeKinematic Simulation.

2.2 Kinematic Simulation

2.2.1 Concept de base

Consid€rons un champ de vitesse turbulent homog•ne d€®ni par la variable al€atoireu(x; t )
o$ x repr€sente la position ett le temps. La transform€e de Fourier en espace et en temps de
cette variable est d€®nie par :

û(k ; ! ) =
1

(2� )4

Z 1

 1

Z 1

 1

Z 1

 1

Z 1

 1
u(x; t)e i(k �x +! t )dxdt : (2.1)

De la mƒme fa"on, la retour dans l'espace physique se fait par transform€e inverse selon :

u(x; t ) =
Z 1

 1

Z 1

 1

Z 1

 1

Z 1

 1
û(k ; ! )ei(k �x +! t )dkd! : (2.2)

La variableu(x; t ) est r€elle, la variable complexêu(k ; ! ) v€ri®e donc la propri€t€ de sym€trie
Hermitienne, • savoir :

û � (k ; ! ) = û( k ;  ! ) (2.3)

o$ û � (k ; ! ) est la variable conjugu€e dêu(k ; ! ).
La repr€sentation spectrale des quantit€s turbulentes poss•de un avantage certain dans le cas

de la turbulence homog•ne incompressible. En effet, la condition d'incompressibilit€r � u = 0
se r€duit, dans l'espace spectral, • une contrainte g€om€trique du type :

k � û(k ) = 0 : (2.4)

Cette condition impose l'orthogonalit€ entre le vecteur d'onde et le vecteur localû(k ; ! ).
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L'id€e initiale de la KS est de proposer une forme discr•te de l'€quation (2.1). La formula-
tion la plus g€n€rale est :

u (x; t ) =
1X

n=  1

1X

p= 1

û(k n ; ! p) exp [i(k n � x + ! pt)] : (2.5)

Cetteformulation est ensuite €tendue au cas d'un nombre ®ni de modes de Fourier pour aboutir
• la formulation suivante :

u (x; t ) =
NX

n=  N

PX

p= P

û(k n ; ! p) exp [i(k n � x + ! pt)] : (2.6)

L'objectif ®nal €tant de g€n€rer la variable al€atoireu(x; t ), il est n€cessaire de d€®nir les am-
plitudesû(k n ; ! p) ainsique les variableskn et ! p. La m€thode de g€n€ration de ces variables
n'estbien €videmment pas unique et deux d'entre elles seront d€velopp€es dans ce manuscrit.
La premi•re est la plus largement utilis€e et document€e tandis que la seconde est originale et
se g€n€ralise de fa"on €l€gante au cas homog•ne anisotrope.

2.2.2 Pr sentation du mod!le classique

L'objectif de cette partie est de pr€senter le mod•le tel qu'il est utilis€ par un grand nombre
d'auteurs. Une pr€sentation exhaustive du mod•le peut ƒtre trouv€e dans [Funget al.(1992)]. Il
est cependant important de souligner que le mod•le le plus utilis€ est en fait la version la plus
simple parmi les diff€rents degr€s de raf®nement pr€sent€s dans [Funget al.(1992)].

Champ de vitesse

L'id€e originelle de la KS est de r€soudre l'€quation suivante :

@x(t)
@t

= u(x(t); t ) (2.7)

o$ x(t) est la position d'une particule ¯uide • l'instantt et u(x; t ) est le champ de vitesse Eu-
l€rien. A®n de r€soudre cette €quation, il est n€cessaire de conna tre le champ de vitesse en tout
point et • tout instant. Plut%t que de r€soudre les €quations de Navier-Stokes, l'id€e • l'origine
de la KS est de g€n€rer arbitrairement un champ de vitesse a®n d'int€grer les trajectoires des
particules ¯uides gr‚ce • l'€quation (2.7).

Se basant sur le premi•re tentative de construction d'un champ stochastique due • Kraich-
nan [Kraichnan(1970)], Fung et al.[Funget al.(1992)] ont €crit le champ de vitesse comme :

u (x; t ) =
MX

m=1

NX

n=1

PX

p=1

" �
amnp � � mn

kn

�
cosf� mn � x + ! np tg

+
�

bmnp � � mn

kn

�
sinf� mn � x + ! np tg

#

(2.8)

o$kn = j� mn j pouttoutm.



2.2 Kinematic Simulation 27

Il peut ainsi exister plusieurs vecteurs d'onde de mƒme module et plusieurs pulsations pour
une composante de Fourier donn€e. Dans la plupart des cas,N = 1 andP = 1, et le champ de
vitesse peut ainsi s'€crire :

u (x; t ) =
MX

n=1

h
(a n � k̂n ) cosfk n � x + ! n tg + (bn � k̂n ) sinfk n � x + ! n tg

i
(2.9)

Cetteformulation est identique • celle de Kraichnan [Kraichnan(1970)]. L'utilisation du produit
vectoriel d€coule directement de la condition d'incompressibilit€. Les directions des vecteurs
kn , an et bn sont al€atoires, et le produit vectoriel assure donc la cr€ation d'un vecteur ortho-
gonal• kn .

Nouspr€f€rons par la suite utiliser une d€composition dans l'espace de Craya. Cette m€-
thode est en lien direct avec celle utilis€e par Rogallo [Rogallo(1981)] pour initialiser des si-
mulations directes. L'amplitude de chaque mode de Fourier est ainsi d€compos€e dans le plan
(e(1) ; e(2) ) (voir la ®gure 1.1) et l'initialisation se r€duit ainsi • la g€n€ration d'une phase al€a-
toire � (k n ) a®nde r€partir l'€nergie entre les composantes toro!dale et polo!dale selon :

û(1) (k n ) =

s
E(kn )
4�k 2

n
cos� (k n ) (2.10)

û(2) (k n ) =

s
E(kn )
4�k 2

n
sin� (k n ) ; (2.11)

o$ E(k) estle spectre d'€nergie impos€, et la composante sure(3) €tant nulle du fait de l'in-
compressibilit€.Plus de d€tails concernant cette approche pourront ƒtre trouv€s dans la suite de
ce chapitre.

Discr tisation de l'espace spectral

Les valeurs pourkn sont choisies parmi une discr€tisation de l'espace des nombres d'onde.
Il a €t€ montr€ [Malik(1991), Gotoet al.(2005)] que la discr€tisation suivante donne de meilleurs
r€sultats en terme de statistiques Lagrangiennes :

kn = k1

�
kM

k1

� (n 1)=(M  1)

: (2.12)

La d€termination du vecteur d'ondekn est bas€e sur le choix de deux angles al€atoires. L'angle
azimuthal� estcompris entre0 et 2� , et poss•de une distribution uniforme tandis que l'angle
polaire� est choisi entre0 et � et poss•de la distribution non uniforme

P(� ) = sin � (2.13)

du fait de la repr€sentation sph€rique. Les vecteursan et bn sont choisis de telle mani•re que
le champ de vitesse respecte une distribution d'€nergieE(kn ) impos€e:

ja n j2 = jbn j2 = 2E(kn )�k n : (2.14)
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Instationnarit 

Concernant l'instationnarit€, on se bornera ici aux €l€ments classiques car les corr€lations
deux-temps feront l'objet du prochain chapitre. Les pulsations! n au sein de l'€quation 2.9 sont
d€termin€espar une loi arbitraire fonction du nombre d'ondekn . La plupart des travaux utilisant
la KS se basent sur un temps caract€ristique li€ au temps de retournement d'une structure
turbulence d€®ni par

! n = �
p

k3
nE(kn ) (2.15)

o$ � estun param•tre r€el qui contr%le l'intensit€ de l'instationnarit€.� = 0 correspond • un
champ turbulent gel€ tandis que� � 1 correspond • une turbulence €voluant tr•s rapidement
devant le temps caract€ristique des structures la constituant. Avec cette hypoth•se, une structure
d'€chelle caract€ristique1=kposs•de une vitesse caract€ristique

p
kE(k) (pour plus de d€tails,

se r€f€rer au chapitre 3).
Une autre possibilit€, qui sera discut€e plus loin, est bas€e sur l'hypoth•se desweepingse-

lon laquelle les petites structures de l'€coulement sont advect€es par les structures €nerg€tiques.
La pulsation est alors

! n = �u 0kn (2.16)

o$ u0 est la vitesserms de l'€coulement. Une structure d'€chelle caract€ristique1=k poss•de
ainsi une vitesse caract€ristiqueu0, ind€pendante de l'€chelle consid€r€e. Il est • noter que ces
pulsationsne repr€sentent pas un processus physique r€el. L'objectif est ici de rendre le champ
synth€tique instationnaire par l'utilisation d'une pulsation arbitraire pour chacun des modes.

Dans la majorit€ des applications, les pulsations sont des fonctions d€terministes du nombre
d'onde. Cependant, il est possible de d€®nir! n comme une varaible al€atoire. Funget al.
[Funget al.(1992)] ont ainsi consid€r€ que la pulsation est une variable al€atoire Gaussienne
de moyenne$ (k) et d'€cart type� ! (k). Cette formulation aboutit au spectre spatio-temporel

E(k; ! ) = E(k)
exp [ (!  $ (k))2=2� 2

! (k)]
p

2�� ! (k)
(2.17)

• partir duquel le spectre d'€nergieE(k) se retrouve par int€gration sur toutes les pulsations
! . On se retreint ici au cas o $ (k) = � ! (k). Il existe d'autres m€thodes ayant pour objectif
de g€n€rer l'instationnarit€ du champ synth€tique [B€charaet al.(1994), Bailly & Juv€(1999),
Billson et al.(2004)]. On se concentrera cependant sur l'utilisation d'une pulsation al€atoire,
qui peut !tre soit d€terministe soit Gaussienne (avec$ (k) = � ! (k)), et dont la loi$ (k) est
determin€e • partir des relations (2.16) ou (2.15).

Avantages et inconv•nients

Les avantages de la KS classique sont les suivants :
± Le mod"le est num€riquement tr"s ef®cace. Chaque r€alisation de l'€coulement contient

toutes les informations spatio-temporelles sans n€cessit€ d'it€rations temporelles (ce qui
est le cas en DNS). La vitesse peut !tre calcul€e le long des trajectoires uniquement.
On s'affranchit ainsi du calcul de la vitesse sur une grille cart€sienne et des probl"mes
d'interpolation qui en r€sultent (la position d'une particule ne correspond jamais • un
point de collocation).
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± Certaines propri€t€s fondamentales sont v€ri®€es exactement pour chacune des r€alisa-
tions. L'€coulement est par exemple sol€no#dal, contrairement • d'autres mod"les sto-
chastiques Lagrangiens. Les propri€t€s de la transform€e de Fourier sont pr€serv€es, et il
est possible de calculer explicitement la vorticit€, la pression,etc.

± Partant d'une quantit€ statistique simple, le spectre d'€nergieE(k), le mod"le g€n"re
un champ de vitesse dont les propri€t€s spatio-temporelles sont continues pour chaque
r€alisation. Cela permet de calculer par exemple les corr€lations de vitesse en deux-
points et deux-temps, quantit€ statistique tr"s importante en diffusion Lagrangienne ou
pour estimer le son rayonn€ (par la biais d'une analogie acoustique).

± Les €l€ments constitutifs du champ synth€tique sont parfaitement contr$l€s par l'utili-
sateur. Il constitue donc un outil de diagnostic int€ressant, particuli"rement lorsqu'il est
compar€ avec une DNS.

Les inconv€nients sont :
± La construction du champ de vitesse n€cessite la g€n€ration de variables al€atoires comme

la phase ou les angles caract€risant la direction du vecteur d'onde. Ces variables sont g€-
n€r€es • partir de lois de probabilit€s tr"s simples qui favorisent, au moins pour le champ
de vitesse (et s%rement pour ses incr€ments), des statistiques Gaussiennes. Leskewness
du mod"le demeure donc nul.

± L'instationnarit€ g€n€r€e par des fr€quences al€atoires n'est li€e • aucun ph€nom"ne
physique.

± L'isotropie de l'€coulement est impos€e par construction (cet inconv€nient dispara*t au
sein de la m€thode pr€sent€e dans la section 2.2.3).

± Il n'existe pas de structures coh€rentes au sein de l'€coulement. M!me dans le cas d'une
turbulence isotrope, il a €t€ observ€ des tubes along€s de vorticit€ • la fois exp€riemen-
talement et num€riquement (e.g.DNS tr"s haute r€solution [Kaneda & Ishihara(2000)],
voir €galement la ®gure 2.1).

Pour illuster l'absence de structures coh€rentes en KS, on propose de visualiser deux champs
de vitesse calcul€s par DNS et KS. La DNS est forc€e et le spectre quasi-stationnaire r€sultant
est utilis€e pour initialiser la KS. La ®gure 2.1 pr€sente l'enstrophie de deux champs de vitesse,
l'un calcul€ par DNS et l'autre par KS. Si l'appartion de ®laments de vorticit€ est claire sur la
®gure 2.1(a), le champ synth€tique ne pr€sente que des zones ponctuelles de vorticit€ intense
r€sultant de la superposition al€atoire des modes de Fourier.

Les deux sous-sections suivantes, 2.2.3 et 2.2.4, ont pour objectif de pr€senter une g€n€ra-
lisation du mod"le KS. Dans un premier temps, cette g€n€ralisation se bornera au cas isotrope
(voir la section 2.2.3) avant de s'€tendre au cas anisotrope axisym€trique (voir la section 2.2.4).

2.2.3 G•n•ralisation dans le cas isotrope

On propose ici une mani"re diff€rente de g€n€rer un champ de vitesse stochastique dont le
spectre d'€nergie est impos€. Cette m€thode fut originellement d€velopp€e par J. Scott et se
voit adapt€e ici au cas de l'initialisation • partir d'un spectre provenant d'une DNS.

+ n'importe quel tempst et en n'importe quel pointx du domaine turbulent, la vitesse est



30 CHAPITRE 2 : M thodes num riques

(a) (b)

FIG. 2.1 ± Enstrophie en turbulence isotrope. Les zones de vorticit€ intense (de l'ordre de
50/ de la valeur maximale) sont repr€sent€es en rouge, tandis que les zones de faible vorticit€
(de l'ordre de 10/ de la valeur maximale) sont repr€sent€es en bleu. La m!me €chelle est
utilis€e pour les deux ®gures. (a) DNS for8€e avec une r€solution de2563 modes de Fourier.
(b) KS. La plupart des visualisations de ce manuscrit sont r€alis€es avec le logiciel Vapor
[Clyneet al.(2007)], www.vapor.ucar.edu.

obtenue par la sommation suivante :

u (x; t ) = <
MX

n=1

ei(k n :x +! n t) �
 
u(1) (k n )e(1) (k n ) + u(2) (k n )e(2) (k n )

�
(2.1;)

o le rep"re(e(1) ; e(2) ; k=jkj) estle rep"re local de Craya-Herring (voir la ®gure 1.1) et< est
la partie r€elle. La composante spectrale colin€aire au vecteur d'ondek est nulle par construc-
tion et le champ r€sultant est donc n€cessairement incompressible. Cette d€®nition du champ
de vitesse est analogue • l'€quation (2.9), mais pr€sente l'avantage d'all€ger la notation en
introduisant une exponentielle complexe et en simpli®ant la prise en compte de la condition
d'incompressibilit€y.

On s'int€resse dans un premier temps aux corr€lations spatiales d'un tel champ. L'insta-
tionnarit€ est donc dans un premier temps ignor€e et l'€quation (2.1;) se simpli®e :

u(x) = A<
MX

n=1

ei(k n :x +� n ) �
�

ei (1)
n e(1) (k n ) + ei (2)

n e(2) (k n )
�

; (2.19)

o A estune constante r€elle,kn ,  (1)
n ,  (2)

n and� n sont des variables al€atoires ind€pendantes.
Si la m€thode classique discr€tise l'espace des nombres de d'onde de mani"re arbitraire,

nous pr€f€rons consid€rer que le vecteur d'ondek est une variable al€atoire de densit€ de
probabilit€P(k ) de telle mani"re queP(k ) = P( k ). Puisque l'on se restreint ici • une

yLes solutions lin€aires seront par la suite €tablies dans le rep"re de Craya, et l'€criture pr€sente l'avantage de
faire directement appara*tre les composantes toro#dales et polo#dales de la vitesse.
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turbulence isotrope, les variables (1)
n ,  (2)

n et � n sont uniform€ment r€parties sur[0 : 2� ].
Ainsi, le champ de vitesseu(x) est sol€no#dal, statistiquement homog"ne et de moyenne nulle.
De plus, siP(k ) = P(k = jk j), alors le champu(x) est statistiquement isotrope. Lorsque
N ! 1, le champ synth€tique u(x) tend vers un proc€d€ al€atoire Gaussien.

Calculons dans un premier temps le tenseur des corr€lations d€®ni par :

Rij (x  x 0) = ui (x)u j (x 0): (2.20)

Enposant :

v (n) = ei(k n :x +� n ) �
�

ei (1)
n e(1) (k n ) + ei (2)

n e(2) (k n )
�

; (2.21)

nousavons

u(x) =
1
2

A
MX

n=1

 
v (n) (x) + v (n)� (x)

�

= A<
NX

n=1

 
v (n) (x)

�
; (2.22)

o la notation� repr€sente la conjugaison complexe. Ainsi, le tenseur des corr€lations s'€crit :

Rij (x  x 0) =
1
4

A2

!
MX

n=1

�
v(n)

i (x) + v(n)�
i (x)

�
" !

MX

m=1

�
v(m)

j (x 0) + v(m)�
j (x 0)

�
"

: (2.23)

<tantdonn€ que les variablesv (n) (x) sontstatistiquement ind€pendantes les unes des autres et
de moyenne nulle, et €tant donn€ la sym€trie de l'€quation (2.23), nous avons

Rij (x  x 0) =
1
2

A2
MX

n=1

MX

m=1

�
v(n)

i (x)v (m)�
j (x 0)

�
: (2.24)

Lorsquen 6=m, les variables al€atoiresv(n)
i (x) etv(m)

j (x) sontstatistiquement ind€pendantes :

Rij (x  x 0) =
1
2

A2
MX

n=1

�
v(n)

i (x)v (n)�
j (x 0)

�

=
1
2

A2M vi (x)v �
j (x 0) ; (2.25)

o la notationv(x) remplacev (n) (x), quel que soitn.
Le tenseur est calcul€ gr=ce • (2.21) en moyennant sur (1)

n ,  (2)
n et � n :

vi (x)v �
j (x 0) =

�
ei (1)

n e(1)
i (k ) + ei (2)

n e(2)
i (k )

� �
ei (1)

n e(1)
j (k ) + ei (2)

n e(2)
j (k )

�
ei(k �(x  x 0)+2 � n )

=
�

e(1)
i (k )e(1)

j (k ) + e(2)
i (k )e(2)

j (k )
�

eik �(x  x 0)

=
Z

P(k )
�

e(1)
i (k )e(1)

j (k ) + e(2)
i (k )e(2)

j (k )
�

eik �(x  x 0)d3k (2.26)

o la moyenne sur la variablek a €t€ remplac€e par une int€grale faisant intervenir le densit€
de probabilit€P(k )y.

yAttention • ne pas confondre la densit€ de probabilit€P(k ) utilis€e ici avec l'op€rateur de projectionPij

utilis€ plus loin (voir par exemple (2.7;)).
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+ partir de (2.23), (2.26),P(k ) = P( k ) et de la sym€trie dee(1)
i (k )e(1)

j (k )+ e(2)
i (k )e(2)

j (k )
parrapport • la transformationk 7!  k , il vient :

Rij (r ) =
1
2

A2M
Z

P(k )
�

e(1)
i (k )e(1)

j (k ) + e(2)
i (k )e(2)

j (k )
�

eik �r d3k : (2.27)

Le tenseur spectral est d"s lors :

R̂ij (k ) =
1
2

A2MP (k )
�

e(1)
i (k )e(1)

j (k ) + e(2)
i (k )e(2)

j (k )
�

: (2.2;)

Unecons€quence directe est que l'h€licit€H et la polarisationZ sont nulles (voir les d€®nitions
au sein du chapitre 1). La densit€ d'€nergie s'€crit en revanche :

e(k) =
1
2

A2MP (k ) : (2.29)

Puisquel'int€grale deP(k ) est1,

P(k ) =
e(k)

R
e(k)d3k

(2.30)

donnela distribution de la variablekn en fonction du spectre d'€nergie impos€. La constante
denormalisationA s'obtient par int€gration du spectre d'€nergie(2.29) selon

A2 =
2

M

Z
e(k)d3k =

ui ui

M
(2.31)

et ne d€pend donc que du nombre de modesM et de la vitesserms.
La question est maintenant de savoir comment construire la variable al€atoirekn poss€dant

la distributionP(k ) requise. Dans le cas isotrope,e(k) et P(k ) ne d€pendent que dek = jk j,
et les composantes cart€siennes du vecteur d'ondekn peuvent s'€crire

kn sin� n cos� n ; kn sin� n sin� n et kn cos� n (2.32)

o kn , � n et � n sont des variables statistiquement ind€pendantes.� n est distribu€e uniform€-
mentsur [0;2� ] (comme pour la m€thode classique). La fonction densit€ de probabilit€ de� n

estsin� n que l'on obtient en posant� n = arccosX n avecX n une variable r€elle uniforme sur
[ 1; 1]. La fonction densit€ de probabilit€ de la variablekn est donc :

P̂(k) = 4�k 2P(k ) =
E(k)

R1
0 E(�)d�

(2.33)

o E(k) = 4�k 2e(k) estle spectre d'€nergie. Ainsi, a®n d'obtenir lesM valeurs dekn requises
pourcalculer (2.1;), il est n€cessaire de g€n€rer des variables al€atoires dont la distribution ne
d€pend que deE(k).

En turbulence homog"ne isotrope, la zone inertielle peut !tre d€crite par :

E(k) = CK � 2=3k 5=3 (2.34)

o � estle taux de dissipation de l'€nergie turbulente par unit€ de masse etCK est la constante
universelle de Kolmogorov. Il est possible dans ce cas de d€®nir la fonctionP̂(k) analytique-
ment. Un exemple de KS dont le spectre impos€ est de la forme (2.34) est pr€sent€ sur la ®gure
2.2.
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FIG. 2.2 ± Comparaison entre le spectre impos€ et le spectre calcul€a posteriori. Exemple de
spectre isotrope dont l'expression analytique est connue.

Pour un spectreE(k) quelconque (dont on ne connait pas l'expression analytique), il est
n€cessaire de calculer la distribution (2.33) directement. Dans ce cas, on d€®nit la fonction
suivante :

	( k) =
Z k

0
E(�)d� ; (2.35)

et le nombre d'ondekn s'obtient en r€solvant l'€quation :

	( k) = Yn 	( 1) ; (2.36)

o Yn est uniform€ment distribu€e sur[0;1]. La fonction	( k) est monotone entre0 et 	( 1)
lorsquek varie de0 • +1. L'€quation (2.36) poss"de donc une unique solution. La plupart
des travaux utilisant la KS se basent sur une expression analytique deE(k). Puisque la suite
de notre travail consiste principalement en une comparaison entre la KS et la DNS, on utilisera
la derni"re formulation du mod"le qui permet d'imposer n'importe quel spectreE(k) et en
particulier ceux provenant d'une DNS.

Cette m€thode, qui passe par la r€solution de l'€quation (2.36) pour chacun desM modes,
est appliqu€e • diff€rents spectres d'€nergieE(k). La ®gure 2.3 pr€sente les spectres obtenus
pour deux spectres impos€s diff€rents, l'un €tant constant tandis que l'autre provient d'une
DNS.

La diff€rence fondamentale entre la pr€sente m€thode et le proc€d€ classique se comprend
bien en observant la ®gure 2.3(a). En effet, il est clair que les deux m€thodes sont similaires
lorsque le spectre impos€ est proche de la forme (2.34). En fait, la r€partition des nombres
d'onde est, au sein de la m€thode classique, ind€pendante du spectre impos€. Dans le cas du
spectre propos€ en ®gure 2.3(a), tous les nombres d'ondes poss"dent la m!me €nergie, et la m€-
thode originale d€velopp€e plus haut distribue uniform€ment les nombres d'onde. Dans le cas
du spectre pr€sent€ en ®gure 2.3(b), tous les modes de Fourier ont toujours la m!me amplitude
(d€®nie par la constanteA), mais le mod"le g€n€rera beaucoup plus de faibles valeurs dekn

que de fortes valeurs puisque l'€nergie des faibles nombres d'onde est plus importante qu'aux
hautsnombres d'onde. Cette m€thode g€n€ralis€e est donc tr"s proche de la m€thode classique
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FIG. 2.3 ± Comparaison entre le spectre impos€ et le spectre calcul€a posteriori. (a) Exemple
de spectre constant. (b) Exemple de spectre provenant d'une DNS de r€solution2563.

lorsquel'on se retreint au cas d'une turbulence isotrope. Cependant, puisque la discr€tisation
de l'espace spectral s'adapte au spectre impos€, il est possible d'envisager la g€n€ration d'un
champ synth€tique dont les propri€t€s spectrales sont anisotropes.

2.2.4 G•n•ralisation au cas anisotrope

Cette partie propose une m€thode g€n€raley dont l'objectif est de construire un champ de
vitesseincompressible dont le tenseur spectral est totalement prescrit.

Dans le cas de la turbulence homog"ne anisotrope, la distribution de l'€nergie d€pend de
la direction du vecteur d'onde de telle mani"re queP(k ) 6=P(k). Cette partie pr€sente une
m€thode permettant de g€n€rer une turbulence synth€tique ayant des moments d'ordre deux
quelconques. La m€thode classique n'impose que le spectre d'€nergie isotropeE(k). Le tenseur
spectral obtenu est donc n€cessairement :

R̂ij (k ) =
E(k)
4�k 2

�
� ij  

ki kj

k2

�
: (2.37)

Il est possible de g€n€raliser la m€thode pr€sent€e dans la section pr€c€cente et ainsi d'imposer
n'importe quel tenseur spectral.

De la m!me mani"re que la m€thode classique n€cessite la connaissance du spectre d'€ner-
gie, on suppose ici que l'on dispose d'un moyen pour conna*tre les 4 scalaires d€®nissant le
tenseur spectral (voir l'€quation (1.3;)). Cela revient • conna*tre les deux r€else(k) et H(k ),
ainsi que le complexeZ (k ), et ce quelque soit le vecteur d'ondek . On ne se pr€occupe pas
pour l'instant du moyen d'obtention de ces quantit€s.

Le champ de vitesse s'€crit :

u(x) = A
MX

m=1

<(v m (x)) (2.3;)

o chacune desM composantes sont statistiquement ind€pendantes et d€®nies par :

vm (x) =
h
B(k m )
 mN (k m ) + C(k m )
 �

mN � (k m )
i

exp(ikm � x + � m ) (2.39)

yCette m€thode fut d€velopp€e par J. Scott et fera l'objet d'une publication prochaine.
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o N est d€®ni par (1.33). L'int€r!t d'une telle formulation appara*tra dans la suite, mais on
peut d'ores et d€j• se permettre quelques commentaires. Les fonctionsB(k ) et C(k ), si elles
ne sont pas €gales (ce qui est le cas en con®guration isotrope), induisent une dissym€trie entre
les composantes polo#dales et toro#dales du champ de vitesse. La variable complexe
 m induit
unepolarisation dans le plan(e(1) ; e(2) ).

A estune constante r€elle,B (k ) et C(k ) sont des fonctions r€elles positives poss€dant la
propri€t€B( k ) = B(k ) etC( k ) = C(k ). 
 m est un complexe d€®ni par :


 m =
 m

j m j
= ei� m + �(k m )e i� m (2.40)

o �(k ) estune fonction complexe telle que�( k ) = � � (k ) et j�j(k ) � 1. Les variables
km , � m et � m sont al€atoires, r€elles et ind€pendantes. On notera�(k ) la p.d.f. dekm (avec
�( k ) = �( k )), tandis que� m et � m sont uniform€ment r€parties sur[ � ; � ].

L'objectif est ici de d€terminerA, B(k ), C(k ), �(k ) et �(k ) dont d€coulent les fonctions
e(k), H (k ) etZ (k ).

En prenant la moyenne de la variable
 2
m =  m= �

m pour un vecteur d'ondekm ®x€, on
obtientla moyenne conditionnelle




 2

m jk m
�

=
1

2�

Z �

 �

ei� m + �(k m )e i� m

e i� m + � � (k m )ei� m
d� (2.41)

qui se calcule en introduisant le changement de variables� = ei� :




 2

m jk m
�

=
1

2�

I
� 2 + �(k m )

� (1 + � � (k m )� 2)
d� : (2.42)

En supposant quej�j(k ) < 1, l'int€grande ne poss"de qu'un seul p$le en� = 0 et le th€or"me
des r€sidus conduit • : 



 2
m jk m

�
= �(k m ) : (2.43)

Le r€sultat pr€c€dant reste valable m!me lorsquej�j(k ) = 1 , puisque l'int€grande est dans ce
cas constant €gal • :

ei� m + �(k m )e i� m

e i� m + � � (k m )ei� m
= �(k m )

ei� m + �(k m )e i� m

�(k m )e i� m + � � (k m )ei� m
= �(k m ) : (2.44)

Le moment d'ordre deux pour la vitesse est :

Rij (x  x 0) = ui (x)u j (x 0) (2.45)

et se simpli®e de la m!me fa8on que pr€c€demment en :

Rij (x  x 0) =
1
2

MA 2<v�
i (x)v j (x 0) (2.46)

o vm a €t€ remplac€ parv poursimpli®er les notations. Puisquej
 m j = 1, il vient :

v�
i (x)v j (x 0) =

h
B 2(k )N �

i (k )N j (k ) + C2(k )N i (k )N �
j (k )

+ B(k )C(k )
 

 2N i (k )N j (k ) + 
 �2 N �

i (k )N �
j (k )

� i
eik �(x  x 0) : (2.47)
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En moyennant sur l'angle� tandis quek est ®x€, on obtient la moyenne conditionnelle sui-
vante :

hv�
i (x)v j (x 0)jk i = [B 2(k )N �

i (k )N j (k ) + C2(k )N i (k )N �
j (k )

+ B(k )C(k )
 
�(k )N i (k )N j (k ) + � � (k )N �

i (k )N �
j (k )

�
]eik �(x  x 0) (2.4;)

qui, en moyennant sur le vecteur d'ondek , aboutit • :

v�
i (x)v j (x 0) =

Z h
B 2(k )N �

i (k )N j (k ) + C2(k )N i (k )N �
j (k )

+ B(k )C(k )
 
�(k )N i (k )N j (k ) + � � (k )N �

i (k )N �
j (k )

� i
�(k )eik �(x  x 0)dk : (2.49)

Le complexe conjugu€ de l'€quation pr€c€dente est simplement :
�

v�
i (x)v j (x 0)

� �
= v�

i (x)v j (x 0) (2.50)

cequi met en €vidence le fait quev�
i (x)v j (x 0) estune quantit€ r€elle. Finalement, le tenseur de

Reynolds s'€crit :

ui (x)u j (x 0) =
1
2

MA 2
Z h

B 2(k )N �
i (k )N j (k ) + C2(k )N i (k )N �

j (k )

+ B(k )C(k )
 
�(k )N i (k )N j (k ) + � � (k )N �

i (k )N �
j (k )

� i
�(k )eik �(x  x 0)dk (2.51)

=
Z

R̂ij (k )eik �(x 0 x )dk (2.52)

cequi permet d'obtenir le tenseur spectral en fonction des quantit€s introduites dans l'€quation
(2.39). Par exemple, dans le rep"re de Craya-Herring, celui-ci s'€crit comme suit :

R̂ij (k ) =
1
2

MA 2�(k )
�

B 2 + C2  2� r BC 2� i BC + i(B 2  C2)
2� i BC  i(B 2  C2) B 2 + C2 + 2� r BC

�
(2.53)

=
�

e  Z r Z i + iH
Z i  iH e+ Z r

�
(2.54)

o � = � r + i� i et Z = Z r + iZ i . Le lien est donc fait entre les invariants du tenseur spectral
et les fonctions introduites dans la d€®nition du champ de vitesse :

e(k) =
1
2

MA 2�(k )
 
B 2(k ) + C2(k )

�
(2.55)

H(k ) =
1
2

MA 2�(k )
 
B 2(k )  C2(k )

�
(2.56)

Z (k ) = MA 2�(k )B (k )C(k )�(k ) : (2.57)

Etant donn€ queB(k ) ainsi queC(k ) sont des fonctions positives ou nulles, les formules
pr€c€dentes permettent d'exprimer les fonctions inconnues en fonction des invariants :

B (k ) =
�

e(k) + H(k )
MA 2�(k )

� 1=2

(2.5;)

C(k ) =
�

e(k)  H (k )
MA 2�(k )

� 1=2

(2.59)

�(k ) =
Z (k )

(e(k)  H (k ))1=2
: (2.60)
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La d€termination des fonctionsB(k ) et C(k ) n'est cependant pas unique. A®n de se rac-
corder • la m€thode propre au cas isotrope, on impose une contrainte suppl€mentaire a®n de
cr€er un lien direct entre le spectre d'€nergiee(k) et la p.d.f. du vecteur d'onde�(k ). Pour
cela, la fonctionB 2(k ) + C2(k ) estrendue ind€pendante dek en choisissant :

B 2(k ) + C2(k ) = 1 (2.61)

et ainsi :

�(k ) =
2

MA 2
e(k) (2.62)

B(k ) =
�

e(k) + H(k )
2e(k)

� 1=2

(2.63)

C(k ) =
�

e(k)  H (k )
2e(k)

� 1=2

: (2.64)

La normalisation de lapdf permet de d€terminer la constante A, correspondant • l'€nergie
contenue dans chacun desM modes de Fourier :

A =
�

2
M

Z
e(k)dk

� 1=2

=

r
ui uj

M
: (2.65)

Ainsi, en imposant les trois quantit€se(k), H (k ) etZ (k ) (mod€lisation th€orique ou num€-
rique), il est possible de d€terminer les trois quantit€sB(k ), C(k ) et�(k ), et donc de construire
le champ de vitesse synth€tique. Cette m€thode pemert d'imposer de la mani"re la plus g€n€-
rale une anisotropie arbitraire au mod"le KS. Dans le cas particulier de la turbulence homog"ne
axisym€trique, toutes les quantit€s pr€c€dentes ne d€pendent que du module du vecteur d'onde
et de l'angle polaire� .

La m€thode expos€e ci-dessus permet aussi d'envisager l'initialisation d'une simulation
num€rique directe avec un contr$le pr€cis de l'anisotropie initiale. Il vient naturellement • l'es-
prit, dans un contexte magn€tohydrodynamique, de construire un champ initial avec h€licit€.
La pr€c€dente m€thode permet en effet d'imposer un spectre d'h€licit€H(k ) quelconque. Cet
aspect n'a pas pu !tre consid€r€ en d€tails ici, mais fera l'objet de travaux ult€rieurs.

Exemples dans le cas axisym•trique sans h•licit• ni polarisation

On se restreint ici au cas axisym€trique o l'anisotropie ne provient que du premier terme au
sein de l'€quation (1.3;) (anisotropie directionnelle). Dans ce cas, l'€nergie ne d€pend que du
nombre d'ondek et de l'angle polaire� . L'h€licit€ et la polarisation sont dans ce cas toutes deux
nulles ce qui impliqueB(k ) = C(k ) et �(k ) = 0 . Les deux variables al€atoires • d€terminer
sont� n etkn . La distribution de l'angle polaire� n d€pend du spectre angulaire d'€nergieE 0(� )
d€®nipar :

E 0(� ) =
Z 1

0

Z 2�

0
e(k; �; �)k sin� dkd� : (2.66)

Si E 0(� ) estune constante, on retrouve le cas isotrope. La densit€ de probabilit€ de l'angle
polaire est reli€e au spectre angulaire d'€nergie d'une mani"re analogue • (2.33) :

P(� ) =
E 0(� )

R�
0 E 0(#)d#

: (2.67)
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Une fois la variable� n d€termin€e, il est possible de d€terminer le densit€ de probabilit€ condi-
tionnelledu nombre d'onde associ€kn :

P(kn j� n ) =
E(k; � n )

R1
0 E(� ; � n )d�

(2.6;)

o E(k; � ) est reli€ • la densit€ d'€nergiee(k; �; �) par :

E(k; � ) =
Z 2�

0
e(k; �; �)k sin� d� : (2.69)

Num€riquement, cela revient • discr€tiser le spectre impos€E(k; � ). A®n d'illuster cette
m€thode, on choisit de construire des champs synth€tiques • partir de spectres angulaires arbi-
trairement d€®nis. Le spectre retenu est de la forme volontairement simpli®€e :

E(k; � ) = g(� )f (k) ; (2.70)

o g et f sont deux fonctions r€elles.f (k) est choisie de la forme (2.34) tandis queg(� ) est
la fonction qui caract€rise l'anisotropie directionnelle. Lorsqueg(� ) = sin � , cela revient •
l'initialisation anisotrope classique. La ®gure 2.4 pr€sente diff€rentes densit€s de probabili-
t€s pour la variable� n issues de diff€rents choix pour la fonctiong(� ). Lorsque l'€nergie est
concentr€e • l'€quateur (i.e.cas en rotation ou MHD • bas nombre de Reynolds magn€tique
par exemple, cf. Chapitres 3 et 4), on observe des structures coh€rentes align€es avec la direc-
tion verticale (cf. ®gure 2.4(a)), tandis que lorsque l'€nergie est concentr€e aux p$les (i.e.cas
strati®€ par exemple [Liechtensteinet al.(2006)]), les zones de vorticit€ intense sont principale-
ment horizontales (cf. ®gure 2.4(c)). L'anisotropie de directivit€ traduit donc une concentration
de l'€nergie dans un domaine spectral pr€f€rentiel qui se traduit dans l'espace physique par
l'apparition de structures coh€rentes.

Exemples dans le cas axisym•trique avec polarisation

Une fois l'anisotropie directionnelle impos€e par la d€pendance angulaire de l'€nergie, il est
possible d'obtenir deux con®gurations d'€coulement tr"s diff€rentes en fonction de la polarisa-
tion. Prenons le cas pr€sent€ au sein de la ®gure 2.4(a). Les vecteurs d'onde horizontaux contri-
buent de mani"re pr€pond€rante • l'€nergie. La condition d'incompressibilit€ impose donc aux
composantes spectrales de la vitesse de se trouver dans un plan perpendiculaire •k . Si l'on
suppose que ce plan est quasiment vertical en raison de l'anisotropie directionnelle, les compo-
santes spectrales de la vitesse sont donc soit horizontales dans le plan perpendiculaire •k , soit
verticales. Dans le premier cas, la polarisation engendre des structures coh€rentes verticales
de type tourbillonnaires sans composantes verticales > tandis que dans le second cas, la vitesse
verticale domine et l'on observe des jets verticaux.

2.2.5 Instationnarit• et dynamique lin•aire

Nous avons vu au sein des sections pr€c€dentes comment construire un champ synth€tique
dont les corr€lations en deux-points sont parfaitement contr$l€es, m!me dans un cas anisotrope.
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FIG. 2.4 ± Initialisation anisotrope en KS. Exemple d'anisotropie directionnelle arbitraire. +
gauche : enstrophie calcul€e par KS (!2

max €tant la valeur maximum de l'enstrophie rencontr€e
ausein du calcul). + droite : densit€ de probabilit€ correspondante pour la variable� (le trait
plein correspond • une distribution isotrope). (a) <nergie concentr€e • l'€quateur (€quivalent
• un cas en rotation ou MHD • bas nombre de Reynolds magn€tique). (b) Cas isotrope. (c)
<nergie concentr€e aux p$les (€quivalent au cas stablement strati®€).
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L'originalit€ du pr€sent travail r€side €galement dans l'utilisation de solutions lin€aires
pour g€n€rer l'instationnarit€ du champ synth€tique. Les sections pr€c€dentes ont pr€sent€ la
m€thode classique qui peut se r€sumer au choix d'une pulsation caract€ristique. L'expression
de cette pulsation et son lien avec le nombre d'onde se base principalement sur l'analyse di-
mensionnelle et sur diverses observations num€riques et th€oriques. Dans le cas d'une turbu-
lence homog"ne isotrope, cette m€thode s'av"re !tre la plus simple. Cependant, lorsque l'on
consid"re des €coulements anisotropes sous l'effet d'une force de volume, il est possible de
construire l'instationnarit€ non plus de mani"re arbitraire, mais en se basant sur la lin€arisation
des €quations du moment.

Pour cela, r€€crivons l'€quation (2.1;) en faisant appara*tre explicitement les deux types
d'instationnarit€ possibles :

u (x; t ) = <
NX

n=1

ei(k n :x +! n t) �
 
u(1) (k n ; t)e(1) (k n ) + u(2) (k n ; t)e(2) (k n )

�
: (2.71)

La pulsation al€atoire! n a d€j• €t€ pr€sent€e et sera particuli"rement discut€e dans le chapitre
suivant. Celle-ci affecte toutes les composantes (i.e.polo#dale comme toro#dale) d'un mode de
Fourier et peut !tre quali®€e de phase translative. Nous consid€rons maintenant que chacune
des composantes d'un mode de Fourier est instationnaire. Ainsi, les composantes toro#dales et
polo#dales n'€voluent plus n€cessairement de la m!me mani"re au cours du temps. Au sein de
la m€thode classique, les composantesu(1) (k n ) etu(2) (k n ) repr€sententles conditions initiales
d€riv€es • partir du spectre d'€nergie. Au sein de notre version du mod"le KS, il est toujours
n€cessaire de d€river une condition initiale pour chacune des composantes, mais celles-ci €vo-
luent ensuite en temps. Le probl"me est de savoir quelle est la d€pendance temporelle de ces
composantes et comment les relier • des ph€nom"nes physiques.

Les trois prochains chapitres seront consacr€s • la turbulence en rotation, • la turbulence
MHD avec champ magn€tique impos€ et en®n au couplage des deux ph€nom"nes. Dans cha-
cun des cas, les €quations seront lin€aris€es et des solutions seront d€velopp€es dans l'espace
de Craya. Ainsi, nous disposerons de solutions explicites pour les composantesu(1) (k n ; t) et
u(2) (k n ; t). Ces solutions seront incluses au sein du mod"le et la phase des modes de Fourier
sera directement li€e • la dynamique lin€aire des €quations. Selon l'application, il sera toujours
possible de prendre en compte la d€corr€lation temporelle des modes par l'introduction d'une
pulsation arbitraire.

Les mod"les synth€tique de type KS se sont jusqu'alors concentr€s sur la g€n€ration d'un
champ de vitesse. Comme nous le verrons dans le chapitre 4, la lin€arisation des €quations
conduit • des solutions lin€aires pour les ¯uctuations magn€tiques. Il est donc €galement pos-
sible de g€n€rer un champ magn€tique synth€tique en utilisant la m!me formulation

b (x; t ) = <
NX

n=1

ei(k n :x +! n t) �
 
b(1) (k n ; t)e(1) (k n ) + b(2) (k n ; t)e(2) (k n )

�
(2.72)

o les composantesb(1) (k n ; t) et b(2) (k n ; t) peuvent !tre directement d€riv€es des solutions
lin€aris€es de l'€quation d'induction. L'incompressibilit€ du champb(x; t ) est alors v€ri®€e
par construction.
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+ ce stade, il est n€cessaire de pr€ciser la m€thode que nous utiliserons par la suite a®n de
calculer num€riquement certaines quantit€s statistiques • partir des solutions lin€aires. L'ob-
jectif premier de la simulation cin€matique est de calculer des statistiques Lagrangiennes •
partir de l'expression dans l'espace physique du type (2.71) et de la r€solution de l'€quation
(2.7). Cette approche sera retenue pour calculer diverses statistiques Lagrangiennes au sein de
l'annexe D. Il se pose alors le probl"me de la validit€ du mod"le synth€tique dans ce contexte.
En effet, si l'€volution temporelle de chaque mode d€coule directement des solutions lin€aires,
le mod"le synth€tique est bas€ sur la superposition de plusieurs modes arbitrairement d€®nis.
Lorsque nous utiliserons les solutions lin€aires au sein du mod"le synth€tique, il sera donc n€-
cessaire de v€ri®er que la discr€tisation spectrale n'introduit pas d'erreurs et que les solutions
lin€aires sont ®d"lement repr€sent€es.

Lorsqu'il s'agit de quantit€s spectrales telle que l'€nergie ou le spectre d'€nergie, il serait
possible, • partir d'une condition intiale donn€e, de les calculer directement par l'int€gration
des solutions lin€aires sur tout l'espace spectral, sans utiliser le mod"le synth€tique. Une m€-
thode bien plus facile • mettre en place et qui permet de plus de valider la mod"le synth€-
tique, est de calculer des statistiques • partir du mod"le synth€tique directement. Ainsi, dans
la suite du manuscrit, nous pr€senterons donc les statistiques lin€aires provenant du mod"le
synth€tique, sachant que nous avons v€ri®€ que la discr€tisation arbitraire de l'espace spectral
n'introduit pas de diff€rences par rapport • l'int€gration directe des solutions lin€aires.

2.3 Simulations num•riques directes

Par simulations num€riques directes (ou Direct Numerical Simulation), on entend la r€-
solution num€rique des €quations de Navier-Stokes. Malgr€ les progr"s effectu€s dans le do-
maine du calcul num€rique, les DNS sont toujours limit€es • des valeurs mod€r€es du nombre
de Reynolds. Cependant, l'int€r!t majeur de ce mod"le est de r€soudre toutes les €chelles de
l'€coulement sans param"tres ajustables.

Une des m€thodes num€riques la plus r€pandue pour r€soudre les €quations de Navier-
Stokes dans le cas homog"ne est la m€thode dite pseudo-spectrale. La premi"re utilisation de
cette m€thode remonte aux travaux d'Orszag et Patterson [Orszag & Patterson(1971)]. Elle fut
par la suite largement utilis€e et s'av"re encore aujourd'hui offrir un excellent compromis entre
pr€cision et ef®cacit€. Cette m€thode ne sera que tr"s bri"vement expos€e dans la suite de cette
section.

Les propri€t€s et les solutions lin€aires des €quations suivantes seront d€velopp€es au sein
des prochaines chapitres. Ces €quations ne sont consid€r€es ici que d'un point de vue num€-
rique.

2.3.1  quations de Navier-Stokes

Du fait de l'homog€n€it€ de l'€coulement, la r€solution se fait en partie dans l'espace de
Fourier. Un autre avantage de l'espace de Fourier vient de l'€criture tr"s simple de la condition
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d'incompressibilit€. En consid€rant des conditions aux limites p€riodiquesy sur les surfaces
d'un cube de c$t€L, le champ de vitesse (ou de mani"re analogue, le champ des ¯uctuations
magn€tiques) peut se d€velopper en s€rie de Fourier discr"te selon :

u(x; t ) =
X

k

û(k ; t)eik �x : (2.73)

Le nombre d'ondeki est discr€tis€ dans les trois directions selon :

ki =
2�
L i

n (2.74)

o n estun entier compris entre N= 2 et N=2. N est ici le nombre de points de collocation
dans chacune des directions. La tailleL i du domaine du calcul est en g€n€ral de2� dansles
trois directions et les nombres d'onde sont donc des entiers.

Pour un ¯uide Newtonien de viscosit€ cin€matique� , la vitesse est r€gie par les €quations
de Navier-Stokes qui s'€crivent :

@u
@t

 � r 2u =  
1
�

rp  u � ru (2.75)

r � u = 0 : (2.76)

o l'on consid"re le cas d'un €coulement incompressible. Le terme quadratique des €quations
de Navier-Stokes est tout d'abord d€compos€ dans l'espace physique selon :

u � ru = r
�

u2

2

�
 u � ! ; (2.77)

o ! est la vorticit€ d€®nie par! = r � u. Le terme faisant intervenir un gradient est sim-
plement inclu dans la pression et ne n€cessite donc pas d'attention particuli"re puisqu'il sera
implicitement pris en compte par la condition d'incompressibilit€.

Les €quations de Navier-Stokes adimensionn€es dans l'espace de Fourier s'€crivent, dans
le cas o l'homog€n€it€ statistique est pr€serv€e et lorsque l'€coulement est incompressible,

@̂ui (k ; t)
@t

+
1

Re
k2ûi (k ; t) =  iP ijk (k )

Z

p+q =k
ûj (p; t)ûk(q; t)d3p (2.7;)

ki ûi (k ; t) = 0 (2.79)

o le tenseurPijk = 1
2(Pij kk + Pik kj ) intervientdans l'€quation apr"s l'€limination de la pres-

sion due • la condition d'incompressibilit€ (2.79). Le tenseurPij est le tenseur de projection
classiqued€®ni parPij = � ij  (k i kj =k2). L'avantage premier de cette m€thode est de s'af-
franchir de la r€solution de la pression puisque celle-ci est implicitement r€solue par la prise en
compte de l'incompressiblit€ de l'€coulement. En revanche, si les termes ne faisant intervenir
que des op€rateurs lin€aires dans l'espace physique (membres de gauche de l'€quation (2.7;))
sont relativement simples • calculer dans l'espace spectral, il n'en va pas de m!me pour le
terme d'advection qui s'€critu � ru dans l'espace physique. Celui-ci fait intervenir un pro-
duit scalaire dans l'espace physique et donc un produit de convolution dans l'espace spectral.

yVoir [Davidson(2004)], p.433 pour une discussion portant sur les implications de ce type de conditions aux
limites.
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Si le membre de droite de l'€quation (2.7;) pr€sente un int€r!t th€orique certain quant • la
compr€hension des €changes d'€nergie entre modes formant une triade [Waleffe(1992)], il est
complexe • calculer d'un point de vue num€rique. C'est pour cette raison que ce terme (ou tout
autre terme faisant intervenir le produit de deux quantit€s dans l'espace physique) est calcul€
dans un premier temps dans l'espace physique, d'o l'appelation pseudo-spectral qui se r€f"re
au fait qu'une partie de la r€solution se fait dans l'espace physique.

Le calcul de la vorticit€ s'effectue dans l'espace spectral (op€rateur lin€aire) selon!̂ (k ; t) =
ik � û(k ; t). Le terme non-lin€aires = u � ! est quant • lui calcul€ dans l'espace physique
puis transform€ dans l'espace spectral selon :

ŝ(k ; t) =
1

N 3

X

k

[u � ! ] e ik �x : (2.;0)

Le r$le de la pression est de maintenir ce terme incompressible par projection dans le plan
perpendiculaire au vecteur d'onde local. Finalement, l'€quation (2.7;) peut s'€crire :

@̂ui (k ; t)
@t

+
1

Re
k2ûi (k ; t) = Ŝi (k ; t) (2.;1)

o Ŝ(k ) est reli€ •ŝ(k ) par :

Ŝ(k ) =  k  2 [k � (k � ŝ(k ))] : (2.;2)

Le terme visqueux est implicitement pris en compte par le changement de variables suivant :

û(k ; t) ! û(k ; t) exp
 
 k 2t=Re

�
: (2.;3)

Il reste en®n • d€®nir le sch€ma d'avancement en temps ainsi que les conditions initiales. Un
sch€ma d'Adams-Bashforth d'ordre 3 est utilis€ a®n de d€terminer les composantes spectrales
de la vitesse • l'instantt + dt en fonction des instants pr€c€dents selon l'expression :

û(k ; t + dt) = û(k ; t) + dt
�

23
12

Ŝ(k ; t)  
4
3

Ŝ(k ; t  dt) +
5
12

Ŝ(k ; t  2dt)
�

(2.;4)

o le changement de variable (2.;3) a €t€ effectu€. Cette m€thode n€cessite donc l'enregistre-
ment en m€moire de deux termes non-lin€airesŜ(k ; t  dt) etŜ(k ; t  2dt) en plus des compo-
santes correspondant • l'it€ration courante. Les transform€es de Fourier sont r€alis€es gr=ce aux
FFT (Fast Fourier Transforms) de la librairie JMFFT, €crite par J-M. Teuler [Chergui(2000)].
A®n de s'affranchir des erreurs d'aliasing, une troncature dans l'espace de Fourier est r€alis€e
(m€thode de troncature aux2=3, voir [Rogallo(19;1), Patterson & Orszag(1971)] pour plus de
d€tails).

2.3.2 R•solution en r•f•rentiel tournant

Il est plus simple de consid€rer le cas de la turbulence en rotation en se pla8ant dans le rep"re
non-Galil€en tournant. Dans ce cas, l'impact de la rotation se traduit par l'apparition de deux
forces d'inertie : la force de Coriolis et la force centrifuge. Celle-ci est implicitement prise
en compte par la condition d'incompressibilit€ ce qui suppose n€anmoins que ses variations
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spatiales sont n€gligeables. Dans ces conditions, l'in¯uence de la rotation se traduit par l'ajout
d'une vorticit€ absolue li€e • la rotation du rep"re avec un taux de rotation
. L'€quation r€solue
est donc identique • (2.;1), seul le terme non-lin€aire est modi®€ selon :

s(x; t ) = u(x; t ) � (! (x; t ) + 2 
 ) : (2.;5)

2.3.3 Magn•tohydrodynamique1

L'€tude num€rique de l'€coulement d'un ¯uide conducteur passe par la r€solution des €qua-
tions de Navier-Stokes ainsi que de l'€quation d'induction. Il s'agit donc de r€soudre deux
champs vectoriels dont les €quations respectives sont coupl€es. La m€thode pseudo-spectrale
se g€n€ralise tr"s bien dans ce contexte. Ainsi, comme dans le cas hydrodynamique, les termes
faisant intervenir des produits scalaires dans l'espace physique sont calcul€s dans un pre-
mier temps dans l'espace physique, puis transform€s dans l'espace de Fourier. Pour un ¯uide
conducteur de viscosit€ cin€matique� et de diffusivit€ magn€tique� , les deux champs sol€no#-
dauxu(x; t ) et b(x; t ) sont soumis aux €quations :

@u
@t

 � r 2u =  
1
�

r
�

p +
u2

2

�
+ u � ! + j � (b + B 0) (2.;6)

@b
@t

 � r 2b = r � (u � (b + B 0)) (2.;7)

r � u = 0 (2.;;)

r � b = 0 (2.;9)

o j = r � b est la densit€ de courant €lectrique. Les quantit€s magn€tiques sont ici dimen-
sionn€es comme des vitesses d'Alfv€n,i.e.divis€es par

p
� 0� o � 0 est la perm€abilit€ du vide

et � la masse volumique. Une fois de plus, le terme de pression est implicitement calcul€ par la
prise en compte de la condition d'incompressibilit€. Les termes non-lin€aires de l'€quation du
moment et de l'€quation d'induction sont calcul€s dans l'espace physique selon :

s = u � ! + j � (b + B 0) (2.90)

E = u � (b + B 0) ; (2.91)

tandisque les membres de gauche des €quations (2.;6) et (2.;7) sont calcul€s directement
dans l'espace de Fourier.E est le champ €lectrique. De la m!me mani"re que la vitesse, les
¯uctuations magn€tiques se d€composent en s€rie de Fourier :

b(x; t ) =
X

k

b̂(k ; t)eik �x ; (2.92)

et subissent le changement de variables :

b̂(k ; t) ! b̂(k ; t) exp
 
 �k 2t

�
(2.93)

a®nd'impliciter le terme de diffusivit€ magn€tique. Le sch€ma d'avancement en temps des
¯uctuations magn€tiques est identique • celui utilis€ pour la vitesse. On note que la condition

1L'adaptation du code hydrodynamique • un contexte MHD a €t€ r€alis€e par W. Bos.



2.3 Simulations num riques directes 45

d'incompressibilit€ des ¯uctuations magn€tiques n'est pas explicitement utilis€e. Cependant,
si le champ magn€tique initial est • divergence nulle, il le demeure • tout instant puisque la
divergence de l'€quation (2.;7) est €gale • z€ro.

En®n, puisque l'€quation d'induction ne d€pend pas du rep"re dans lequel on se place, il
est possible de consid€rer un ¯uide soumis • un champ magn€tiqueB 0, le tout dans un rep"re
tournant.

Remarques concernant l'hypoth!se quasi-statique

Le nombre de Reynolds magn€tique est d€®ni comme le rapport de deux temps caract€ris-
tiques : le temps de diffusion magn€tiquel2

0=� et le temps de retournementl0=u0. Lorsque le
nombrede Reynolds magn€tique est tr"s faible, ces deux temps peuvent avoir plusieurs ordres
de grandeur d'€cart. Il est alors possible de simpli®er les €quations de la magn€tohydrodyna-
mique en faisant appel • l'hypoth"se quasi-statique [Roberts(1967)]. Cette hypoth"se suppose
queRM � 1, et l'€quation (2.;7) se simpli®e alors :

B 0 � ru + � r 2b = 0 : (2.94)

La transform€e de Fourier de l'€quation pr€c€dente montre le lien direct qu'il existe entre le
champ de vitesse et le champ de ¯uctuation magn€tique :

b̂i (k ; t) = i
B 0 � k

�k 2
ûi (k ; t) : (2.95)

Ainsi, le champb(x; t ) est enti"rement d€termin€ paru(x; t ). Le probl"me se r€sume donc •
d€terminer le champ de vitesse, dont l'€quation dans l'espace de Fourier est :

@̂ui (k ; t)
@t

=  iP ijk (k )
Z

p+q =k
ûj (p; t)ûk(q; t)d3p  

!
(B 0 � k )2

�k 2
+ � k2

"

ûi (k ; t) (2.96)

et l'effet du champ magn€tique impos€ se r€duit ainsi • une dissipation suppl€mentaire aniso-
trope. Cette hypoth"se simpli®catrice est valable jusqu'• des nombres de Reynolds magn€tique
de l'ordre de l'unit€ [Knaepenet al.(2004)].

Dans un contexte de simulations num€riques, l'hypoth"se quasi-statique est souvent consi-
d€r€e comme indispensable du fait du trop grand €cart entre le temps caract€ristique de dissipa-
tion Joule et le temps de retournement des structures turbulentes. Cependant, lorsque les termes
dissipatifs lin€aires sont implicit€s par une expression du type (2.93), ce probl"me n'appara*t
pas et l'on peut atteindre des r€gimes • bas nombre de Reynolds magn€tique en conservant les
€quations MHD classiques.

Pour s'en assurer, et puisque nous souhaitons par la suite €tudier la dynamique • faible
RM , les €quations (2.;6) et (2.;7) sont r€solues par simulations directes lorsqueRM � 10 1 ,
avec ou sans hypoth"se quasi-statique. La ®gure 2.5 pr€sente une comparaison des €nergies
cin€tique et magn€tique au cours du temps ainsi qu'une comparaison des spectres d'€nergies.
L'hypoth"se quasi-statique ne diff"re que tr"s peu avec les simulations MHD compl"tes lorsque
l'on observe les statistiques du champ de vitesse, con®rmant ainsi que l'effet du champ magn€-
tique impos€ se r€sume bien • ajouter une dissipation • l'€coulement. En revanche, plusieurs
diff€rences apparaissent pour les quantit€s magn€tiques. Concernant l'€nergie magn€tique, les
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FIG. 2.5 ± Comparaison des €quations MHD compl"tes et de l'hypoth"se quasi-statique (QS).
Le nombre de Reynolds magn€tique est de l'ordre de10 1 . (a) <volution temporelle de l'€ner-
gie cin€tique totaleK (t) et de l'€nergie magn€tique totaleM (t). Le tempstd correspond au
tempscaract€ristique de diffusiontd = � =B2

0. (b) Spectres d'€nergie cin€tiqueEK (k; t) et
magn€tiqueEM (k; t).

deux simulations convergent vers les m!mes valeurs pour des tempst > t d, o td = � =B2
0

est le temps caract€ristique de dissipation du champ de vitesse sous l'action de la force de
Lorentz.En revanche, pourt < t d, l'hypoth"se quasi-statique surestime l'€nergie magn€tique.
Celaprovient directement du fait que les ¯uctuations magn€tiques r€pondent instantan€ment
aux ¯uctuations selon l'€quation (2.95). La simulation MHD pr€dit une €volution plus lente
des ¯uctuations magn€tiques.

Les spectres d'€nergie magn€tique sont €galement diff€rents pour les grands nombres d'onde
k. L'hypoth"se quasi-statique surestime l'€nergie des ¯uctuations magn€tiques. Encore une
fois, cela est d% au lien direct (2.95) qui relie les deux champs.

A®n de s'assurer que la r€solution des €quations MHD • bas nombre de Reynolds magn€-
tique et sans hypoth"se quasi-statique est valable, les simulations pr€c€dentes ont €t€ €galement
r€alis€es avec des pas de temps deux fois et quatre fois plus petits. La seule diff€rence obser-
v€e est une l€g"re augmentation de l'€nergie magn€tique aux grands nombres d'onde, laissant
supposer que l'utilisation des €quations MHD classiques dans un contexte de faible nombre de
Reynolds magn€tique sous-estime l'€nergie magn€tique des grands nombres d'onde.

Par la suite, l'hypoth"se quasi-statique ne sera pas utilis€e lors des simulations • bas nombre
de Reynolds magn€tique, et nous avons v€ri®€ que les r€sultats obtenus sont qualitativement
coh€rents avec ceux utilisant l'approximation quasi-statique.

2.3.4 Conditions initiales

Les conditions initiales m€ritent qu'on les pr€sente en d€tail pour plusieurs raisons. Une
analogie int€ressante peut !tre not€e entre le mod"le KS et l'initialisation d'une DNS. Il existe
de nombreuses mani"res d'initialiser un calcul par DNS selon le contexte. L'objectif €tant ici
d'€tudier une turbulence homog"ne anisotrope, la m€thode retenue devra proposer un contr$le
clair de l'anisotropie de l'€coulement initial tout en simulant une turbulence relativement d€ve-
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lopp€e a®n de limiter le temps de calcul. A®n d'avoir une pr€sentation exhaustive de l'initiali-
sation retenue pour les simulations pr€sent€es au sein de ce manuscrit, le lecteur se r€f€rera •
l'article par Rogallo [Rogallo(19;1)].

Le choix des conditions initiales est un probl"me • part enti"re en DNS. + la vue du co%t
num€rique d'une telle m€thode, il para*t fondamental de pouvoir construire une condition ini-
tiale la plus proche possible d'un point de vue statistique de l'€coulement consid€r€. Il existe
diff€rentes m€thodes ayant cet objectif dont les deux principales sont celles dues • Orszag et
Patterson [Orszag & Patterson(1971)] et Rogallo [Rogallo(19;1)].

Quelque soit le contexte (MHD ou non), le champ de vitesse est initialement construit •
partir d'un spectre d'€nergie impos€ par l'expression analytique :

E(k) �
k4

k5
0

exp

!

 2
�

k
k0

� 2
"

; (2.97)

o k0 correspond au nombre d'onde d'€nergie maximum au d€but de la simulation. Ce spectre
ne comporte pas de petites €chelles. + partir de ce spectre, et du fait des non-lin€arit€s des
€quations de Navier-Stokes, l'€nergie va transiter des faibles nombres d'ondesk � k0 vers les
hautsnombres d'onde.

La densit€ spectrale s'en d€duit imm€diatement :

e(k) �
1

8�k 2

k4

k5
0

exp

!

 2
�

k
k0

� 2
"

; (2.9;)

o le facteur1=2(en plus du facteur classique1=4�k 2 provenant de la repr€sentation sph€rique)
provient de la s€paration de l'€nergie entre les modes polo#daux et toro#daux. Les composantes
initiales dans l'espace de Craya se d€duisent de la densit€ d'€nergie par :

û(1) (k ) =
p

e(k) cos� (k )ei�(k ) (2.99)

û(2) (k ) =
p

e(k) sin � (k )ei�(k ) (2.100)

û(3) (k ) = 0 (2.101)

o � (k ) et � (k ) sont des angles al€atoires ind€pendants. Les composantes polo#dales et to-
ro#dales sont ensuite reprojet€es dans le rep"re cart€sien et une transform€e de Fourier permet
®nalement de remonter au champ de vitesse dans l'espace physique. Une m€thode similaire
peut bien €videmment !tre utilis€e pour g€n€rer un champ magn€tique ¯uctuant sol€no#dal. Il
est possible de montrer que cette m€thode assure d'une part l'isotropie directionnelle du champ
initial, mais €galement une polarisation nulle.

Il est int€ressant de remarquer la tr"s grande similarit€ qu'il existe entre l'initialisation
d'une DNS et la m€thode de construction du champ de vitesse synth€tique en KS. Il est pos-
sible de s'imaginer la diff€rence entre les deux approches comme suit : • l'instant initial, les
deux champs sont identiques puisque construis sur une superposition de modes de Fourier dans
l'espace de Craya > aux instants ult€rieurs, le champ DNS €volue selon la dynamique des €qua-
tions de Navier-Stokes tandis que le champ KS €volue selon des pulsations arbitraires (mod"le
classique) ou bien selon la dynamique lin€raire des €quations de Navier-Stokes. Il appara*t d"s
lors qu'une comparaison entre les deux m€thodes est tout indiqu€e. Bien €videmment, au-del•
de la consid€ration sur la dynamique, la discr€tisation de l'espace des vecteurs d'onde n'est
bien €videmment pas la m!me au sein des deux m€thodes.
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FIG. 2.6 ± Spectres d'€nergieE(k) impos€scomme condition initiales en DNS.

2.3.5 For"age et initialisation des calculs anisotropes

Puisqu'aucun ph€nom"ne ne restaure l'€nergie dissip€e par viscosit€ ou dissipation Joule,
l'€nergie cin€tique d€croit ind€®niment. En r€alit€, il existe souvent des ph€nom"nes qui tentent
• restaurer l'€nergie dissip€e. Il peut s'agir d'instabilit€s qui alimentent en €nergie les ¯uc-
tuations turbulentes, ou bien de parois mobiles ou tout autre type de conditions aux limites.
Ces ph€nom"nes sont pris en compte indirectement en introduisant un terme de for8age dans
les €quations. Il est important de noter que le type de for8age que l'on pr€sente par la suite
ne repr€sente en rien un ph€nom"ne d'instabilit€s ou autre source d'€nergie possible pour la
turbulence. On injectearbitrairementde l'€nergie dans l'€coulement a®n de compenser les
ph€nom"nes dissipatifs et €ventuellement atteindre un r€gime quasi-stationnaire.

Au sein de ce travail, trois m€thodes diff€rentes de for8age ont €te utilis€es. Elles sont
semblables en ce qui concerne l'id€e de base : l'€nergie dissip€e est r€inject€e dans certaines
€chelles de l'€coulement.

Type 1

L'objectif de ce premier for8age est de maintenir l'€nergie cin€tique constante au cours de
la simulation. Pour cela, l'€nergie cin€tique totale est calcul€e • chaque pas de temps. Entre
chaque it€ration, on dispose ainsi de l'€nergie�E = E(t + dt)  E(t) dissip€e entre deux
it€rations successives. Cette €nergie est ensuite r€inject€e dans le syst"me en modi®ant le mo-
dule (et uniquement le module) de certains modes s€lectionn€s arbitrairement. Ainsi, une fois
l'avancement en temps par le sch€ma d'Adams-Bashforth effectu€, les composantes de Fourier
de la vitesse sont multipli€es par un coef®cient� selon

� =

s

1 +
�E

P
jk j2[k 1 ;k2 ] jû(k )j2

si k 2 [k1; k2] (2.102)

= 1 sinon: (2.103)
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FIG. 2.7 ± Turbulence homog ne isotrope for!"e. (a) Spectre d'"nergieEK (k; t). (b) #nergie
cin"tique au cours du temps.

Ainsi, les modeŝu(k ) tels quek 2 [k1; k2] voient leurs modules modi®"s a®n de compenser
exactement l'"nergie dissip"e au pas de temps pr"c"dent. Le coef®cient� est toujours tr s
l"g rement plus grand que un. Sa valeur d"pend bien "videmment du nombre de modes forc"s,
donc dek1 etk2. Le choix du domaine forc" peut conduire $ des comportements tr s diff"rents.
D'une mani re g"n"rale, l'"nergie dissip"e par les grands nombres d'onde est r"inject"e dans
les structures les plus "nerg"tiques du syst me, et ce a®n de perturber au minimum la cascade
d'"nergie ayant lieu dans la zone inertielle.

Ce for!age sera utilis" dans un contexte a"roacoustique au sein du chapitre 3. En effet, il
est particuli rment important que l'"nergie cin"tique demeure constante dans ce cas. Le rayon-
nement acoustique varie tr s fortement avec le nombre de Machu0=c0 de l'"coulement, o%c0

est la c"l"rit" du son dans le ¯uide consid"r".

Type 2

Le second for!age sera utilis" lorsque qu'un "tat d'"nergie cin"tique constante n'est pas
de premi re importance. L'objectif est ici de limiter le d"clin de la turbulence avec un mini-
mum d'impact sur la dynamique. Le for!age de type 1 impose des contraintes relativement
importantes lorsque les ph"nom nes dissipatifs sont dominants. En effet, le coef®cient� est
proportionnel $ l'"nergie perdue�E . C'est en particulier le cas d'une turbulence MHD $ bas
nombre de Reynolds magn"tique. La dissipation Joule s'ajoute $ la diffusion mol"culaire et le
for!age de type 1 engendre de tr s grandes ¯uctuations des quantit"s statistiques de la turbu-
lence et peut "ventuellement conduire $ une divergence num"rique.

C'est pour cela que l'on se propose ici d'utiliser un deuxi me type de for!age. Celui-ci
n'impose en aucun cas $ l'"nergie cin"tiquetotaled'&tre constante. En revanche, l'id"e est de
maintenir l'"nergie constante mais pour certains modes uniquement. Pour cela, on d"®nit de la
m&me mani re un domaine de for!age[k1; k2], au sein duquel les modes voient leurs modules
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modi®"s par un coef®cient� d"®ni cette fois par

� =

s
E0P

jk j2 [k1 ;k2 ] jû(k )j2
si k 2 [k1; k2] (2.104)

= 1 sinon (2.105)

o%E0 est le niveau d'"nergie que l'on souhaite ®xer au sein des modes forc"s. Avec cette
m"thodel'"nergie cin"tique varie beaucoup plus et il est n"cessaire d'effectuer plus d'it"rations
que la premi re m"thode avant d'atteindre un "tat quasi-stationnaire. En revanche, la turbulence
s'adapte naturellement $ la contrainte d'"nergieE0 et atteint un "tat quasi-stationnaire dont
on ne contr*le pas le niveau d'"nergie, mais au sein duquel la dynamique est tr s faiblement
perturb"e.

Type 3

Un troisi me type de for!age est n"cessaire dans le contexte de la turbulence MHD. En effet,
dans ce cas, les variations d'"nergie cin"tique sont d'une part dues aux ph"nom nes dissipatifs,
mais "galement aux transferts d'"nergie vers les ¯uctuations magn"tiques. Un raisonnement
bas" sur l'"nergie cin"tique seulement, comme les for!ages de type 1 et 2, n'est donc pas adapt"
et m ne d'ailleurs $ des probl mes de stabilit" du code de calcul. C'est pour cette raison que
nous utiliserons par la suite un trois me type de for!age, dont les d"tails peuvent &tre trouv"s
dans [Vorobevet al.(2005)].

L'"quation r"solue par m"thode pseudo-spectrale est modi®"e par l'ajout d'une force d"®nie
par :

^f (k ) = � (k )û(k ) si k 2 [k1; k2] (2.106)

= 0 sinon: (2.107)

La constante� (k ) est calcul"e pour chaque mode for!" et $ chaque it"ration. L'intensit" de
cette constante est reli" $ un taux de dissipation constant� 0. Apr s une phase d'initialisation,
l'"coulementatteint un "quilibre quasi-stationnaire d'"nergie constante et de dissipation turbu-
lente oscillant autour de la valeur� 0. La constante� (k ) estainsi d"®nie par :

� (k ) =
� 0

N for!"s (û(k ) � û � (k ))
; (2.108)

o%N for!"s correspond au nombre de modes in¯uenc"s par le for!age,i.e. au nombre de modes
u(k ) tels quejk j 2 [k1; k2]. Dans le cas purement hydrodynamique, cette m"thode est tr s
proche du for!age type 2. Dans un contexte MHD, la dissipation totale (visqueuse plus effet
Joule) est impos"e par la valeur de� 0 sans contrainte sur la valeur de l'"nergie cin"tique ou
magn"tique.

Quelquesstatistiques de simulations forc es

D'une mani re g"n"rale, les simulations directes suivent le protocole suivant. Une premi re
simulation hydrodynamique purement isotrope et for!"e est r"alis"e a®n d'atteindre un "coule-
ment quasi-stationnaire dont les statistiques sont raisonnablement d"velopp"es. Cet "tat quasi-
stationnaire est ensuite pris comme nouvelle condition initiale pour les simualtions anisotropes.
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DNS
R"solution For!age � 0 u0 � l0 Re� kmaxl �

2563 k 2 [2 : 4] 0.5 0.78 0.0025 0.62 68 1.4

TAB . 2.1 ± Param tres d'une simulation isotrope forc"e.Re� est le nombre de Reynolds bas"
surl'"chelle de Taylor.l � est l'"chelle de Kolmogorov. Les valeurs pr"sent"es sont celles obte-
nues$ la ®n de la simulation ("tat quasi-stationnaire).

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  1  2  3  4  5  6  7  8
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

tu0=l0

�

tu0=l0

(a) (b)

FIG. 2.8 ± Turbulence homog ne isotrope for!"e. (a) Facteurs deskewness("q.(2.109) en trait
pointill" et points et (2.110) en trait plein) et coef®cients d'anisotropie des gradients� G1 etN
G2. (b) Taux de dissipation�. Le param tre de for!age est� 0 = 0:5.

A l'instant t = 0, le for!age est supprim" tandis que la rotation et/ou le champ magn"tique
impos" appara+ssent. Dans certains cas, ce protocole sera modi®", mais il est valable pour la
plupart des simulations rassembl"es dans ce travail.

On r"alise ainsi une simulation hydrodynamique forc"e dont les param tres en ®n de si-
mulation sont rassembl"s au sein du tableau 2.1. On s'int"resse ici aux propri"t"s statistiques
de cet "coulement a®n de s'assurer qu'il peut &tre utilis" comme condition initiale pour des
calculs ult"rieurs. Les r"sultats qui vont suivre proviennent d'une turbulence forc"e gr;ce $ la
troisi me m"thode pr"sent"e ci-dessus mais ils sont qualitativement identiques en utilisant les
deux autres m"thodes.

La ®gure 2.7 pr"sente l'"volution du spectre depuis la condition initiale de type (2.97)
jusqu'$ un "tat quasi-stationnaire. L'"nergie se stabilise apr s quelques temps de retournement
t0 = l0=u0.

On consid re souvent [Jimenezet al.(1993)] que la r"solution est suf®sante lorsque le cri-
t re kmaxl � > 1 estv"ri®", o%l � est l'"chelle de Kolmogorov etkmax est le plus grand nombre
d'onder"solu. Pour cette simulation,kmaxl � � 1:4.D'une mani re g"n"rale, toutes les simula-
tions directes pr"sent"es au sein de ce manuscrit v"ri®ent ce crit re $ tout instant.

L'objectif de cette simulation est bien "videmment de laisser les phases de chacun des
modes se d"velopper en "vitant de dissiper trop d'"nergie avant l'application des effets ani-
sotropes. Pour cela, il est n"cessaire de v"ri®er que le champ repr"sente effectivement une
turbulence isotrope d"velopp"e. Il existe de nombreux indicateurs statistiques permettant de
d"terminer qualitativement l'"tat de la turbulence. En turbulence homog ne et isotrope, le fac-
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teur deskewnessest d"®ni par :

si =  



(@ui =@xi )

3�



(@ui =@xi )

2� 3=2
(2.109)

etdoit &tre identique quelque soit l'indice. Une valeur de l'ordre de 0.4 $ 0.5 est souvent retenue.
Il existe "galement une expression "quivalente pour un turbulence isotrope 3D
[Batchelor < Townsend(1947)] d"®nie par :

s =

r
135
98

h! i ! i @ui =@xi i

h! j i
3=2

: (2.110)

La ®gure 2.8(a) pr"sente ces diff"rentes quantit"s au cours du temps pour une simulation
for!"e. On retrouve bien la valeur attendue et ce quelque soit la direction consid"r"e. On trace
"galement en ®gure 2.8(b) le taux de dissipation turbulente pour s'assurer que celui-ci passe
par un maximum. En ®n de simulation, la valeur de la dissipation tend vers le param tre de
for!age � 0 de la troisi me m"thode de for!age [Vorobevetal.(2005)].

#tant donn" que cette simulation hydrodynamique servira de condition initiale pour des
calculs anisotropes, il para+t important de v"ri®er que l'"coulement est bien isotrope et que
le for!age n'introduit pas d'anisotropie parasite. Pour cela, on trace en ®gure 2.8(a) les deux
coef®cients d'anisotropieG1 (N) etG2 (�) d"®nis par :

G1 =



(@uy=@z)2�

2


(@uy=@y)2� et G2 =

2


(@uz=@z)2�



(@uz=@y)2� : (2.111)

Ceux-cidoivent &tre "gaux $1 dans le cas d'une turbulence isotrope, et c'est bien ce que l'on
observe en ®gure 2.8(a). A®n de s'assurer que l'"coulement est bien isotrope $ toutes "chelles
de l'"coulement, nous tra!ons en ®gure 2.9(a) la quantit"c(k) d"®nie par [Vorobevet al.(2005)] :

c(k) =
E1(k) + E2(k)

2E3(k)
; (2.112)

o%
E i (k) =

1
2

X

k 1=2<jk j<k +1 =2

ûi (k )û�
i (k ) : (2.113)

En turbulence isotrope,c(k) doit &tre "gale $1 et ce quel que soitk, tandis quec(k) tend vers
l'in®ni lorsque la turbulence tend vers un "tat bidimensionnel. En®n, la ®gure 2.9(b) trace le
spectre angulaire de l'"tat quasi-stationnaire. Ces deux ®gures illustrent le fait qu'il faut demeu-
rer vigilant lorsque l'on consid re des statistiques en lien avec les plus petits nombres d'onde
de la m"thode pseudo-spectrale. Le plus faible nombre d'"chantillons entra+ne in"vitablement
des statistiques plus bruit"es et dont l'isotropie n'est pas parfaite. N"anmoins, l'isotropie est
remarquable pour les nombres d'ondes interm"diaires et ce quel que soient le nombre d'onde
et la direction de propagation.

Finalement, la ®gure 2.10 pr"sente un rendu en volume de l'enstrophie $ la ®n de la simu-
lation. Ce champ de vitesse est ensuite consid"r" comme condition initiale.
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FIG. 2.9 ± Turbulence homog ne isotrope for!"e. (a) Coef®cientc(k; t) ("q.(2.112)). (b)
Spectres angulaires d'"nergie cin"tiqueEK (k; � ).
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FIG. 2.10 ± Visualisations de l'"tat quasi-stationnaire obtenu par DNS isotrope for!"e. (a)
Renduen volume de l'enstrophie obtenue par DNS isotrope for!"e. (b) Enstrophie (en bleu)
et lignes de courant dont la couleur correspond $ la valeur locale de l'"nergie cin"tique.
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2.4 Conclusion

L'objectif de ce chapitre a "t" de pr"senter les deux m"thodes num"riques utilis"es au sein
des chapitres suivants.

La m"thode pour g"n"rer un champ turbulent stochastique par Kinematic Simulation a "t"
rappel"e. Nous proposons une g"n"ralisation de cette m"thode au cas anisotrope : l'"l"ment
novateur "tant de consid"rer le vecteur d'onde et la phase de chacun des modes comme des va-
riables al"atoires. Les distributions de ces variables sont directement reli"es aux tenseur spec-
tral. Il est ainsi possible de g"n"rer un champ synth"tique dont les corr"lations en deux-points
sont compl tement d"termin"es. Nous avons donn" l'exemple d'une anisotropie de directivit"
initiale et observ" sa cons"quence dans l'espace physique. = plus long terme, il est possible
d'envisager l'initialisation d'une simulation directe par cette m"thode, avec un contr*le $ toutes
"chelles de l'"nergie, de l'h"licit" (fondamental pour le cas MHD) et de la polarisation. = noter
®nalement, que le formalisme de Craya permet, en plus de simpli®er la prise en compte de la
condition d'incompressibilit", d'inclure explicitement toutes solutions lin"aires obtenues dans
ce rep re. Cette "tape sera r"alis"e pour le cas de la turbulence en rotation (Chapitre 3, section
3.2.3), le cas de la turbulence MHD (Chapitre 4, section 4.2.2) et en®n le cas de la turbulence
MHD en rep re tournant (Chapitre 5, section 5.2.3).

En®n, l'approche DNS pseudo-spectrale a "t" bri vement rappel"e. Une attention parti-
culi re a "t" apport"e au calcul hydrodynamique d'une turbulence homog ne isotrope forc"e.
L'"tat quasi-stationnaire r"sultant sera par la suite consid"r" comme condition initiale des dif-
f"rentes simulations anisotropes pr"sent"es au sein des chapitres suivants. L'isotropie de cette
condition initiale a "t" en particulier "tudi"e en d"tails.



Chapitre 3

Turbulence homog!ne isotrope et en
rotationy

Ce chapitre est centr" autour des corr"lations en deux-points et en deux temps d'une turbu-
lence homog ne. Deux cas nous int"ressent en particulier, le cas d'une turbulence homog ne
isotrope et la cas d'une turbulence homog ne en rotation. Pour cela, nous utiliserons les deux
m"thodes num"riques d"crites dans le chapitre pr"c"dent.

Tout d'abord, l'objectif de ce chapitre est de pr"senter le mod le synth"tique classique et
de mettre en "vidence ses limites dans le cas isotrope. On montrera sous quelles conditions la
fonction de corr"lation des composantes spectrales de la vitesse est correctement repr"sent"e
par le mod le synth"tique. Par comparaison avec des DNS, on "tudiera "galement les deux
pulsations caract"ristiques fr"quemment rencontr"es dans la litt"rature.

Le cas de la turbulence en rotation sera ensuite consid"r". Apr s avoir pr"sent" quelques
r"sultats DNS classiques et rappel" les principales propri"t"s de ce type d'"coulements, on pro-
posera une comparaison des r"sultats par DNS avec ceux obtenus par KS incluant les solutions
lin"aris"es des "quations en rep re tournant. En particulier, on s'int"ressera aux fonctions de
corr"lations en deux-temps des modes de Fourier de la vitesse.

Une possible application $ l'a"roacoustique est ®nalement propos"e en ®n de chapitre.

3.1 Corr lations deux-temps en turbulence homog!ne isotrope

Les corr"lations spatiales et temporelles des "coulements turbulents pr"sentent un int"r&t
certain dans de nombreuses applications. Les corr"lations de vitesse en deux-points et en deux-
temps peuvent &tre utilis"es a®n d'"valuer le d"placement de particules ¯uides [Cambonet al.(2004),
Kaneda < Ishida(2000)]. En a"roacoustique, le son "mis par une turbulence isotrope d"pend in-
timement des corr"lations en deux-points et deux-temps du champ de vitesse [Proudman(1952),
Lilley(1994)]. La fonction de corr"lation spatiale des ¯uctuations $ petites "chelles est raison-
nablement d"crite par la th"orie de Kolmogorov [Kolmogorov(1941)],i.e. < (u(x + r )  
u(r ))2 >� r 2=3. Il est "galement possible d'"tablir un spectre en fr"quence pour le champ de
vitesseLagrangien $ partir d'arguments bas"s sur l'hypoth se de similarit". Cependant, cette

yLes r"sultats pr"sent"s au sein de ce chapitre ont fait l'objet de deux publications [Favieretal.(2008),
Favieret al.(2010)].
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approche ne pr"dit pas le spectre en fr"quence de mani re correcte. En effet, si l'effet deswee-
ping(voir la suite) est dominant au sein de l'"coulement, le taux de dissipation turbulente� n'est
plus l'unique param tre int"ressant d'un point de vue dimensionnel, mais la vitessermsu0 (qui
estune caract"ristique des grandes "chelles de l'"coulement) intervient "galement. Ainsi, deux
ph"nom nes peuvent &tre responsables de la d"corr"lation temporelle d'un champ de vitesse
Eul"rien : le ªsweeping effectº caract"risant l'advection des "chelles dissipatives de l'"coule-
ment par les grandes structures "nerg"tiques > et le temps de retournement (aussi appel" ªlocal
strainingº ou ªKolmogorov timescaleº) pour lequel une structure de l'"coulement se d"corr le
en temps en fonction de son "nergie et de sa taille. La ®gure 3.1 pr"sente un sch"ma simpli®" de
ces deux ph"nom nes. Ces deux hypoth ses sont discut"es depuis maintenant un certain temps
[Kraichnan(1964), Tennekes(1975), Chen < Kraichnan(1989)], et sont consid"r"es comme les
deux temps caract"ristiques des diff"rents processus dynamiques existant au sein de l'"cou-
lement [Comte-Bellot < Corrsin(1971)]. Il existe de nombreuses "vidences de l'existence de
l'effet de sweeping, que ce soit gr;ce $ des travaux th"oriques [Chen < Kraichnan(1989)], ex-
p"rimentaux [Poulainet al.(2006)] ou num"riques [Sanada < Shanmugasundaram(1992)].

Ce chapitre est tout particuli rement d"di" aux corr"lations Euleriennes de vitesse et l'on
souhaite discuter et comparer les deux ph"nom nes physiques pr"sent"s ci-dessus. Pour cela,
on s'int"ressera aux corr"lations temporelles des modes de Fourier de la vitesse. Cette quantit"
statistique se montrera parfaitement adapt"e au probl me qui nous int"resse ici. Diff"rents tra-
vaux ont "t" consacr"s $ ce type de corr"lations, dans le contexte de simulations des grandes
"chelles (ou Large Eddy Simulation (LES)) [Heet al.(2004)] ainsi que dans le contexte de
la g"n"ration sonore due $ une turbulence isotrope [Zhou < Rubinstein(1995)]. Lors de ces
"tudes, diff"rents outils num"riques ont "t" utilis"s, de la LES $ le DNS, en passant par des
approches plus th"oriques. L'effet desweepingest consid"r" comme une cons"quence directe
de la dynamique des "quations de Navier-Stokes. Tout mod le se basant sur ces "quations (LES
comme DNS), devrait donc mettre en "vidence des temps caract"ristiques propre ausweeping.
En revanche, il n'existe que peu de mod les num"riques sur lesquels l'utilisateur dispose d'un
contr*le complet sur l'instationnarit", permettant ainsi d'introduire explicitement le temps de
retournement comme temps caract"ristiquey. Ainsi, l'int"r&t principal de la KS est ici de pou-
voir contr*ler explicitement l'instationnarit" du champ de vitesse. En particulier, il est possible
de choisir entre une d"corr"lation temporelle bas"e sur l'effet desweepingou destraining. Le
mod le KS ne prend en compte ces deux effets que par l'utilisation d'une pulsation caract"-
ristique, et n'a donc qu'un lien limit" avec la dynamique r"elle. Cependant, par comparaison
avec des DNS, le mod le synth"tique permet de distinguer clairement les contributions non-
lin"aires, inexistantes en KS, des ph"nom nes physiques "l"mentaires simples pris en compte
en KS gr;ce aux pulsations caract"ristiques.

Les corr"lations deux-temps, et en particulier l'impact de l'hypoth se desweeping, ont d"j$
"t" "tudi"es en utilisant des DNS [Sanada < Shanmugasundaram(1992)] ou des LES [Heet al.(2004)].
Il ne semble donc pas justi®" d'effectuer de nouvelles simulations directes dans ce contexte.
La raison pour laquelle nous proposons de nouveau un calcul par DNS est la suivante. La si-
mulation cin"matique n"cessite un spectre d'"nergie a®n de d"terminer l'amplitude de chacun

y= noter cependant que le temps de retournement a "t" observ" comme "tant le temps caract"ristique dominant
ausein du mod le pr"sent" dans [McCombet al.(1989)].
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(a) (b)l0

v0
L0

U0

FIG. 3.1 ± Sch"ma repr"sentant deux ph"nom nes physiques possibles $ l'origine de la d"cor-
r"lation temporelle en turbulence homog ne et isotrope. (a) Le temps caract"ristique de chaque
structure est son temps de retournementl0=v0, o%v0 �

p
k0E(k0) et l0 � 1=k0. (b) Les struc-

turesd'"chelle caract"ristiquel0 sont advect"es par les grandes structures d'"chelleL0 $ la
vitesseU0.

desmodes. Pour ce faire, et a®n de proposer la comparaison la plus coh"rente possible entre les
deux mod les, ce spectre d'"nergie initial est obtenu $ partir de l'"tat quasi-stationnaire de nos
DNS forc"es. L'objectif des calculs DNS qui vont suivre est donc triple : nous souhaitons d'une
part retrouver les r"sultats d"j$ observ"s dans le cas isotrope, nos r"sultats DNS ont "galement
pour objectif de fournir les quantit"s statistiques n"cessaires $ l'initialisation de nos KS, et nous
souhaitons ®nalement g"n"raliser cette approche pour la turbulence en rotation.

Le second objectif de ce chapitre est en lien direct avec la diffusion Lagrangienne d'un
"coulement turbulent en rotation (mais "galement en pr"sence d'une strati®cation stable). Dans
ce cas, les solutions lin"aires pour les corr"lations deux-points deux-temps permettent d'esti-
mer les statistiques Lagrangiennes de l'"coulement [Kaneda < Ishida(2000)]. Les simulations
cin"matiques ont d'ores et d"j$ "t" utilis"es dans ce contexte [Cambonet al.(2004)] puisqu'il
est possible d'inclure explicitement les solutions au sein du mod le synth"tique, comme cela a
"t" pr"sent" au sein du chapitre 2. Nous souhaitons donc comparer les corr"lations deux-temps
obtenues par cette approche lin"aire $ celles obtenues par DNS.

Sont calcul"es dans cette partie les corr"lations deux-temps d'une turbulence homog ne,
quasi-stationnaire, mais pas n"cessairement isotrope. Le champ de vitesse est g"n"r" gr;ce aux
deux m"thodes num"riques d"crites dans le chapitre 2. La quantit" statistique qui nous int"resse
ici est la fonction de corr"lation temporelle d'un mode de Fourier de la vitesse d"®nie pary

R(k; � ) =
< ûi (k ; t)û�

i (k ; t + � ) >
< ûi (k ; t)û�

i (k ; t) >
: (3.1)

Les crochets< ::: > correspondent ici $ une moyenne d'ensemble, une moyenne temporelle,
ainsi qu'$ une moyenne sur la direction du vecteur d'ondek . La quantit"û�

i (k ; t) est le com-

yRien ne prouve que la quantit" 3.1 est r"elle, comme cela est suppos" par la suite. Nous avons cependant
observ"num"riquement que sa partie complexe demeure tr s faible. De plus amples investigations sur le sens
physique de la partie complexe de 3.1 sont cependant n"cessaires.
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FIG. 3.2 ± Impact du for!age sur les corr"lations deux-temps. (a) Fonction de corr"lation
R(k; � ) pour k = 6; 8;10; 14; 20; 30. (b) Temps� D pour k 2 [1 : 32] calcul"s $ partir de
trois r"alisations ind"pendantes (S"rie DNS 1, Tab.3.1).

plexe conjugu" dêui (k ; t). Comme on le verra par la suite, il est particuli rement important de
conserver la d"pendance au nombre d'ondek.

#tant donn" que les deux mod les num"riques poss dent quasiment le m&me spectre d'"ner-
gie, la fonction de corr"lation d"®nie par (3.1) est normalis"e. Effectivement, pour un temps de
retard� nul, la fonction de corr"lation est "gale $ l'"nergie contenue au sein des modes tels que
jk j = k, qui est identique pour les deux mod les. En s'appuyant sur les travaux publi"s dans
[Sanada < Shanmugasundaram(1992)], nous introduisons "galement le temps caract"ristique
� D (k), d"®ni $ une "chellek par :

� D (k) =
Z 1

0
R(k; � )d� : (3.2)

Il serait "galement possible de se baser sur la valeur $ mi-hauteur de la fonction de corr"lation.
Cependant, on verra par la suite que la d"®nition (3.2) est plus appropri"e au cas qui nous
int"resse dans cette partie. Le temps $ mi-hauteur sera quant $ lui plus adapt" lorsque l'on
consid"rera le cas de la turbulence homog ne en rotation au sein du paragraphe 3.3.

3.1.1 R sultats DNS isotrope

Impact du for"age

Aucun ph"nom ne dissipatif n'est pr"sent au sein du mod le KS isotrope. L'"nergie est
donc constante au cours du temps, ce qui est un avantage dans le contexte acoustique. Effecti-
vement, les propri"t"s acoustiques de la turbulence d"pendent intimement du nombre de Mach,
et donc de la vitessermsde l'"coulement.

Dans le contexte d'une DNS, il est donc n"cessaire de compenser l'"nergie dissip"e par
viscosit". Les diff"rentes m"thodes de for!age sont d"taill"es au sein du chapitre pr"c"dent,
section 2.3.5. Au sein de ce chapitre, la m"thode de for!age est la m"thode dite de type 1 au
sein du chapitre 2y. Nous avons choisi cette m"thode car l'"nergie cin"tique est ainsi constante

yLes r"sultats concernant les corr"lations deux-temps ne sont pas modi®"s par l'utilisation d'une autre m"thode
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FIG. 3.3 ± Corr"lations deux-temps en DNS isotrope forc"e. (a) FonctionR(k; � ) pourk 2 [2 :
64]. (b) Temps de corr"lation� D pourk 2 [2 : 64]. (S"rie DNS 2, Tab.3.1)

au cours du temps, ce qui pr"sente un int"r&t certain dans un contexte a"roacoustique (voir plus
loin, section 3.4). Nous nous int"ressons ici uniquement $ l'impact du for!age sur la fonction
de corr"lation. La ®gure 3.2(a) pr"sente la fonctionR(k; � ) pour deux r"alisations identiques
d'un "coulement r"solu par DNS, l'une "tant for!"e, l'autre non. Le for!age est ici effectu"
pour les modes tels quek 2 [1 : 4] (voir les param tres des simulations num"riques de ce
chapitre au sein du tableau r"capitulatif 3.1). L'impact du for!age est d'autant plus faible que
l'on s'"loigne de la gamme des nombres d'onde for!"s. Pour des "carts de temps� longs, les
fonctions de corr"lations pr"sentent des oscillations plus prononc"es dans le cas for!". Cepen-
dant, ces oscillations n'ont que peu d'impact sur le temps de corr"lation� D comme on peut
l'observer sur la ®gure 3.2(b). Seuls les modes for!"s semblent avoir des temps de corr"lations
sensiblement plus longs par rapport au cas en d"clin.

L'utilisation du for!age ne perturbe donc pas les corr"lations si l'on observe des nombres
d'onde suf®samment "loign"s de la zone forc"e, ce qui est notre cas puisque nous nous int"-
ressons $ la d"corr"lation des modes se trouvant dans la zone inertielle. Si le for!age n'est pas
n"cessaire lorsque l'on s'int"resse aux fonctions de corr"lations (sections 3.1 et 3.3), il est en
revanche utile dans un contexte a"roacoustique (voir la section 3.4) a®n d'obtenir des quantit"s
acoustiques stationnaires. Dans la suite, les r"sultats proviennent donc de simulations directes
forc"es.

Corr lations et temps caract ristiques

Nous utilisons ici la d"®nition (3.1) a®n de calculerR(k; � ) $ partir d'une DNS isotrope
for!"e. Les corr"lations de quantit"s spectrales sont relativement ais"es $ calculer au sein d'un
code pseudo-spectral puisque nous disposons directement de la quantit"û(k ; t). Les statis-
tiques pr"sent"es ici sont obtenues par moyenne sur trois r"alisations diff"rentes de l'"cou-
lement. Ces trois simulations diff rent uniquement par leurs conditions initiales. Le spectre
d'"nergie initial est le m&me dans tous les cas, mais les phases et les amplitudes initiales de
chacun des modes diff rent. Ce choix est le r"sultat d'un "quilibre entre temps de calcul num"-
rique, nombre de r"alisations et r"solution.

de for!age.
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DNS
S"rie R"solution For!age R"alisations Re�

1 1283 k 2 [1 : 4] 3 72
2 2563 k 2 [1 : 4] 3 156

KS
S"rie R"alisations M � 0 � ! n

1 50 2000 [0 : 1] 0.4
p

k3
nE(kn )

2 50 2000 [0:2 : 1] [0 : 2]
p

k3
nE(kn )

3 100 2000 0.7 0.4
p

k3
nE(kn )

4 100 2000 0.7 0.4 knu0

TAB . 3.1 ± Param tres des diff"rentes simulations num"riques isotropes pr"sent"es au sein de
cechapitre.Re� est le nombre de Reynolds bas" sur l'"chelle de Taylor.M estle nombre de
modes de Fourier en KS ($ comparer avec la r"solution des DNS).

La ®gure 3.3(a) pr"sente la fonction de corr"lationR(k; � ) calcul"e pour2 < k < 64.
On observe clairement que la d"corr"lation temporelle est d'autant plus rapide que le nombre
d'onde est grand. Autrement dit, les petites structures de l'"coulement ont un temps caract"ris-
tique beaucoup plus petit que les grandes "chelles "nerg"tiques.

Sous les hypoth ses de Kolmogorov, le temps de retournement� E peut s'"crire

� E �
 
k3E(k)

�  1=2
�

 
� 1=3k2=3

�  1
(3.3)

o%� estla taux de dissipation turbulente. Le temps desweeping� S peut quant $ lui s'"crire

� S � (u0k) 1 (3.4)

o%u0 est la vitesserms de l'"coulement. Pour ces deux lois, le temps de corr"lation� D (k)
varie en puissance n"gative du nombre d'ondek, ce qui est coh"rent avec les r"sultats de
la ®gure 3.3(a). Le temps de corr"lation est trac" en fonction du nombre d'ondek en ®gure
3.3(b). Celui-ci est simplement obtenu par int"gration temporelle de la fonctionR(k; � ) pour
chacun des nombres d'onde. Les deux pentes enk 1 et k 2=3 correspondent aux deux lois
en puissance (3.3) et (3.4) "voqu"es plus haut. Tandis que le nombre d'onde augmente, la
d"pendance du temps caract"ristique au nombre d'onde semble tendre vers une loi en puis-
sance de type� D � k 1 . Cela con®rme que l'effet desweepingest dominant, du moins
pour les petites "chelles de l'"coulement. Ces r"sultats sont similaires $ ceux observ"s dans
[Sanada < Shanmugasundaram(1992), Heet al.(2004), Orszag < Patterson(1971)]. Cependant,
les conclusions sont moins claires concernant les petits nombres d'onde.

3.1.2 De l'instationnarit en KS isotrope

Les mod les synth"tiques de type KS sont majoritairement utilis"s dans des contextes La-
grangiens. Ceci explique le fait que l'instationnarit" est souvent trait"e avec moins d'impor-
tance que la discr"tisation des vecteurs d'ondes. Dans de nombreuses applications, le champ de
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vitesse est gel" (i.e.! n = 0 pourtoutn) sans cons"quences notables sur les statistiques Lagran-
giennes de l'"coulement (voir par exemple la ®gure 10 dans [Thomson < Devenish(2005)]).

Comme on l'a vu lors de la pr"sentation du mod le classique, le champ synth"tique d"pend
du temps via une pulsation particuli re! n . Funget al. [Funget al.(1992)] propose que cette
pulsation soit proportionnelle au temps de retournement dun me mode selon :

! n = �
p

k3
nE(kn ) (3.5)

o%� estune constante r"elle arbitraire ind"pendante du nombre d'onde. Cette constante contr*le
l'intensit" de l'instationnarit" de l'"coulement. On consid re souvent que� doit &tre proche de
l'unit", sans jamais apporter d'arguments [D$vila < Vassilicos(2003), Fung < Vassilicos(1998),
Thomson < Devenish(2005), Khanet al.(2008)]. Une valeur nulle de� correspond $ un champ
gel" tandis que� � 1 correspond $ une turbulence variant tr s rapidement par rapport au temps
caract"ristique des structures la constituant. La relation (3.5) est souvent quali®"e d'hypoth se
de ªlocalstrainingº. Ce temps caract"ristique peut &tre consid"r" comme un temps Lagrangien
car il ne d"pend que l'"chelle consid"r"e1=kn et de son "nergieE(kn ).

La seconde possibilit" de d"®nition de! n est li"e $ l'hypoth se desweeping,dont la pulsa-
tion caract"ristique est :

! n = �k nu0 ; (3.6)

o%u0 est la vitessermsd"®niepar :

u0 =

s
2
3

Z
E(�)d� : (3.7)

E(k) est ici le spectre initial impos" en KS. Si l'expression (3.5) est utilis"e dans la majorit"
des travaux faisant intervenir la KS, nous discuterons "galement l'impact dusweeping$ travers
l'expression (3.6).

Au del$ du choix de la relation liant la pulsation! n au nombre d'ondekn , il est "gale-
mentint"ressant de discuter la nature d"terministe de la variable! n . Celle-ci peut &tre consi-
d"r"e comme une variable al"atoire Gaussienne [Funget al.(1992)] dont la valeur moyenne est
�$ n et l'"cart-type� 0$ n . � et � 0 sont des constantes r"elles ind"pendantes du nombre d'onde.
$ n =

p
k3

nE(kn ) correspond$ l'hypoth se destraining tandis que$ n = knu0 correspond
$ l'hypoth se desweeping. Lorsque� 0 = 0, on retrouve la m"thode classique dont les temps
caract"ristiques sont d"terministes. Lorsque� = � 0 = 0, le champ est stationnaire. Dans la plu-
part des travaux rencontr"s,� 0 = 0, hormis dans [Funget al.(1992)] o%� 0 = � (pourd'autres
m"thodes de g"n"ration de! n , voir "galement [Thomson < Devenish(2005)]). Bien "videm-
ment, il s'agit du cas particulier o% la moyenne et l'"cart-type de la variable! n varie de la
m&memani re aveckn , $ une constante pr s.

L'avantage principal de la KS est de pouvoir contr*ler explicitement l'instationnarit" en
choisissant arbitrairement la pulsation! n . D'une part, l'objectif est ici de comparer les deux
possibilit"s"nonc"es plus haut, c'est $ dire! n � 1=�E �

p
k3

nE(kn ) et ! n � 1=�S � knu0.
D'autre part, nous souhaitons caract"riser l'impact des param tres� et � 0 sur l'instationnarit"
du champ synth"tique, et en particulier sur ses fonctions de corr"lations en deux-temps. Les
valeurs consid"r"es pour� et � 0peuvent &tre trouv"es au sein de la Table 3.1, et trouveront une
justi®cationdans les paragraphes qui suivent.



62 CHAPITRE 3 : Turbulence homog ne isotrope et en rotation

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

R
(k

=
16

,t)

t

l’=0
l’=0.1
l’=0.2
l’=0.3
l’=0.4
l’=0.6
l’=0.8

l’=1

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

l’

� D calcul" $ partir de (3.9)

� D calcul" par KS(a) (b)

FIG. 3.4 ± (a) Fonction de corr"lationR(k = 16; � ) pour diff"rentes valeurs de� 0. (b) #volution
du temps de corr"lation� D en fonction de� 0. Le trait continu correspond $ l'"quation (3.9)
tandisque les points sont les r"sultats num"riques obtenus par KS (S"rie KS 1 dans Tab.3.1).

= partir de l'"quation (2.18), il est possible d'exprimer analytiquement la fonction de cor-
r"lation R(k; � ) du champ synth"tique. Pour l'instant, la seule source d'instationnarit" est la
variable Gaussienne! n de telle mani re que :

R(kn ; � ) = < e  i! n � >= exp
�

 
1
2

! 2
n0 � 2

�
(3.8)

o%! n0 =
p

� 2 + � 02$ n est la valeurrmsde! n . Le temps de corr"lation� D est alors :

� D =

p
2�

2! n0
: (3.9)

Dansce cas, le temps de corr"lation d"pend uniquement des valeurs retenues pour� et � 0. Les
paragraphessuivants s'int"ressent $ l'impact de� 0et � surla fonctionR(k; � ).

Le r#le de � 0

On se concentre ici sur l'importance de� 0, et la valeur de� estdonc pour l'instant arbitrai-
rement ®x"e $0:4. Le choix de la relation! n (kn ) estici sans importance et l'on choisit d'opter
pour la relation (3.5). La ®gure 3.4(a) pr"sente la fonctionR(k = 16; � ) pour des valeurs de
� 0 allant de0 $ 1. Le choix arbitrairek = 16 est "galement sans importance et l'ensemble des
conclusions qui vont suivre restent valables pour d'autres valeurs du nombre d'onde.

Lorsque� 0 = 0, chacun des modes de Fourier ayant la m&me nombre d'onde oscille avec
la m&me fr"quence en vertu de la loi d"terministe$ n (kn ). Ainsi, quel que soit le temps� ,
il n'existe pas de d"phasage entre deux modes de Fourier ayant le m&me nombre d'onde (ici
k = 16). Ces oscillations ne sont pas observ"es en DNS, o% les bouclesR(k; � ) < 0 sont rares
(voir la ®gure 3.3(a)). Il est important de remarquer que ces oscillations disparaissent apr s
int"gration de l'"quation (3.1) sur les nombres d'onde. Il est donc particuli rement important
de conserver la d"pendance au nombre d'onde.

Lorsque� 0 6= 0, l'"cart type de! n est non nul, et les oscillations sont att"nu"es puisque
tousles modes de Fourier ayant la m&me nombre d'onde n'ont plus n"cessairement la m&me
pulsation. La fonctionR(k; � ) converge ainsi rapidement vers z"ro lorsque� augmente.
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FIG. 3.5 ± Fonction de corr"lationR(k = 6; � ) obtenue par DNS et KS pour diff"rentes valeurs
de

p
� 2 + � 02(S"rie DNS 2 et S"rie KS 2 dans Tab.3.1).

Au sein de la ®gure 3.4(b) sont rassembl"s les m&mes r"sultats apr s int"gration sur le
temps. On y observe donc� D comme une fonction de� 0. Les valeurs num"riques de� D

sont en accord avec celles obtenues analytiquement $ partir de l'"quation (3.9), avec! n0 =p
� 2 + � 02

p
k3E(k), k = 16 et � = 0:4. Les diff"rences observ"es pour les petites valeurs de

� 0 sont dues aux parties n"gatives de la fonction de corr"lation. A®n de s'assurer de la positi-
vit" deR(k; � ), il est n"cessaire de respecter l'in"galit"� 0 > �. Tous ces r"sultats qualitatifs
demeurent identiques pour d'autres valeurs de� ou dek.

Il est donc important, du point de vue de la fonction de corr"lationR(k; � ), de consid"rer
! n comme "tant une variable Gaussienne. Cela inclut une constante additionnelle au sein du
mod le, i.e. � 0.

3.1.3 Comparaison entre KS et DNS isotropes

D termination de � et � 0

Dans cette partie, nous pr"sentons une m"thode possible dont l'objectif est de d"terminer les
valeurs des constantes num"riques� et� 0. Toute la pr"sente d"marche est effectu"e $ nombre de
Reynolds constant et il n'est pas exclu que les constantes� et � 0en d"pendent. #tant donn" que
� et � 0ne d"pendent pas du nombre d'onde, on se propose dans un premier temps de d"terminer
leursvaleurs en se placant $ un nombre d'onde ®x". Nous choisissons ainsi d'"tudier la fonction
de corr"lationR(k = 6; � ), o%k = 6 correspond aux structures les plus "nerg"tiques de
l'"coulement. De plus, les constantes� et � 0 ne d"pendent pasa priori de la relation$ n (kn ).
Nous avons donc arbitrairement consid"r" que$ n �

p
k3

nE(kn ). La ®gure 3.5 pr"sente la
fonctionR(k = 6; � ) calcul"e $ partir d'une DNS et d'une KS. Les r"sultats provenant de la
KS ont "t" obtenus pour diff"rentes valeurs de

p
� 2 + � 02. La fonction de corr"lationR(k =

6;� ) obtenue par DNS est bien approxim"e par la fonctionf (� ) = exp(  275 � 2) (si l'on
n"glige les faibles oscillations observ"es $ temps long, principalement dues au for!age). Il est
alors possible, par comparaison, de d"terminer des valeurs de� et � 0 a®n que les corr"lations
obtenuespar KS soient les plus proches possible de celles obtenues par DNS. L'objectif est
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donc d'"galiser les deux expressions suivantes :

RDNS(k = 6; � ) � exp( 275 � 2) et

RKS(k = 6; � ) � exp
�

 
1
2

p
� 2 + � 02k3E(k)� 2

�
:

#tant donn" queE(k = 6) � 3:2, les corr"lationsRDNS(k = 6; � ) et RKS(k = 6; � ) seront
similaires si

p
� 2 + � 02 � 0:8. Cette "quation ne poss de bien "videmment pas de solution

unique. Dans la suite, on propose� = 0:4 et � 0 = 0:7. La condition suppl"mentaire� 0 > � est
bienv"ri®"e, de fa!on $ minimiser les parties n"gatives de la fonction de corr"lation. Pour une
autre m"thode de d"termination des constantes� et � 0, se r"f"rer $ [Favieretal.(2008)].

= ce stade, il est important de mentionner que la d"termination du couple� et � 0s'est faite
jusqu'alors$ une "chellek ®x"e. Les valeurs num"riques retenues n'ont donc rien d'universel
et auraient pu &tre diff"rentes si la comparaison entre les fonctions de corr"lations s'"tait faite
$ une "chelle diff"rente. Ceci "tant dit, et connaissant maintenant des valeurs plausibles de� et
� 0, il est possible de comparer les temps de corr"lations� D (k) obtenuspar DNS et KS surtoute
une gamme d' chellesdans la zone inertielle. Le but est d"sormais de savoir quelle hypoth se
repr"sente le plus ®d lement la d"corr"lation des "chelles turbulentes > les deux hypoth ses
retenues "tant l'effet desweepinget destraining.

Comparaison entre les hypoth!ses desweepinget destraining.

On propose ici de comparer les fonctions� D (k) obtenuespar DNS et KS. Dans la sec-
tion 3.1.3, nous avons vu qu'il est possible de choisir une valeur pour la quantit"

p
� 2 + � 02

de telle mani re que le mod le synth"tique fournisse des fonctions de corr"lations proches de
cellesobtenues par DNS, pour un nombre d'onde en particulier. Nous avons choisik =6 dans la
section pr"c"dente a®n de s'assurer que les "chelles les plus "nerg"tiques de l'"coulement (i.e.
le d"but de la zone inertielle) poss dent des corr"lations identiques $ celles provenant d'une
DNS. Dans la suite, nous conservons donc les valeurs� = 0:4 et � 0 = 0:7, et l'on souhaite
observer la d"pendance du temps caract"ristique� D avec le nombre d'ondek.

Unecomparaison des temps de corr"lations� D (k) obtenuspar DNS et KS est pr"sent"e au
sein de la ®gure 3.6. Les r"sultats repr"sent"s par des carr"s ont "t" obtenus par KS en construi-
sant l'instationnarit" sur le temps de retournement. Les temps caract"ristiques sont similaires
pour les faibles nombres d'onde, ce qui est "vident puisque les valeurs de� et � 0 ont "t" choi-
siespour que ce soit la cas. En revanche, au fur et $ mesure que le nombre d'onde augmente,
une tr s nette diff"rence est observ"e. Les structures synth"tiques demeurent coh"rentes sur un
temps plus long que leurs homologues provenant d'une DNS. Le mod le synth"tique, au sein
duquel l'instationnarit" est construite sur une approche Lagrangienne, n'est pas capable de pr"-
dire la rapide d"corr"lation des petites "chelles de l'"coulement. Si l'on choisit d'autres valeurs
de � et � 0, on observerait une translation verticale de la courbe� D (k), sans modi®cations de
sa pente. Ainsi, et quelles que soient les valeurs de� et � 0, il n'est pas possible d'obtenir par
KS des temps de corr"lations similaires $ ceux obtenus par DNS pour toutes les "chelles de
l'"coulement.

Les r"sultats KS bas"s sur l'hypoth se desweepingsont rassembl"s au sein de la ®gure 3.6,
et repr"sent"s par des triangles. Les valeurs de� et � 0 sont toujours de0:4 et 0:7, seule la loi
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FIG. 3.6 ± Comparaison des temps de corr"lations obtenus par DNS et KS en fonction du
nombred'onde : les carr"s repr"sentent la KS bas"e sur un temps caract"ristique Lagrangien
(straining), tandis que les triangles repr"sentent la KS bas"e sur un temps caract"ristique Eule-
rien (sweeping). Les ronds noirs correspondent aux r"sultats DNS (S"rie DNS 2 et S"ries KS 3
et 4 dans Tab.3.1).

! n (kn ) a"t" modi®"e par rapport au cas pr"c"dent. Cette fois-ci, les corr"lations sont en accord
pour les grands nombres d'onde. Les "carts observ"s aux faibles nombres d'onde peuvent &tre
attribu"s $ plusieurs ph"nom nes. Il est tout d'abord possible que l'hypoth se desweepingne
soit plus valide pour de faibles valeurs dek puisque les "chelles caract"ristiques sont alors du
m&me ordre de grandeur que celles responsables de l'advection. Le for!age utilis" en DNS
est "galement responsable d'une l"g re augmentation des temps de corr"lations comme nous
l'avons d"j$ vu au sein de la ®gure (3.2). Finalement, il est "galement possible que ces "carts
soient dus $ la l"g re diminution de pr"cision des m"thodes pseudo-spectrales pour de faibles
valeurs dek.

Il est remarquable que les valeurs de� et � 0 d"termin"es dans la section 3.1.3 n'aient pas
$ &tre modi®"es lorsque l'on change la loi! n (kn ) (i.e. lorsque l'on passe de l'hypoth se de
straining $ l'hypoth se desweeping). Cela semble sugg"rer que l'hypoth se destraining est
valable aux faibles nombres d'onde pour ensuite laisser place $ l'hypoth se desweepinglorsque
le nombre d'onde devient trop grand.
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3.2 Turbulence homog!ne en rotation pure

Cette section est consacr"e $ la turbulence homog ne en rotation. La plupart des r"sul-
tats qui vont suivre doivent &tre consid"r"s comme des rappels des propri"t"s des ¯uides tur-
bulents en rotation. De plus amples d"tails concernant la dynamique et l'anisotropie pour-
ront &tre trouv"s au sein des articles et livres suivants [Bartelloet al.(1994), Cambon(2001),
Cambonet al.(1997), Greenspan(1968), Morinishiet al.(2001), Sagaut < Cambon(2008)].

L'objectif est ici multiple. On souhaite tout d'abord d"river les solutions lin"aires dans l'es-
pace de Craya, qui seront utilis"es ensuite en KS. Une br ve analyse de l'anisotropie existant
au sein de ce type d'"coulements est "galement n"cessaire a®n de disposer de moyens de com-
paraison et d'analyse pour le chapitre consacr" $ la turbulence MHD en rotation. En®n, l'"tude
des corr"lations deux-temps pr"sent"e en d"but de chapitre sera "galement r"alis"e dans le cas
d'un syst me en rotation.

La rotation est un facteur important dans de nombreux m"chanismes industriels, g"ophy-
siques et astrophysiques. Une vaste gamme d'"coulements peut &tre mod"lis"e par une turbu-
lence homog ne incompressible soumise $ une rotation solide. On consid re dans cette partie
que le rep re tourne avec une vitesse angulaire constante
 autour de l'axe verticale3, sans
pertede g"n"ralit". Les "quations sont donc d"riv"es dans le rep re non-Galil"en tournant.

3.2.1 $quations dans un rep!re tournant

Les variations temporelles d'une quantit" vectorielle� (x; t ) dans le rep re absolu sont
reli"es $ celles dans le rep re tournant par la relation :

�
d�
dt

�

a

=
�

d�
dt

�

r

+ 
 ^ �

o%d�=dt repr"senteune d"riv"e particulaire. Les "quations de Navier-Stokes dans le rep re
absolu sont donc modi®"es lorsqu'on les "crit dans le rep re tournant, faisant appara+tre des
forces d'inertie. Dans le rep re tournant, ces "quations s'"crivent :

@u
@t

+ 2
 ^ u + u � ru =  r
�

p
�

 
1
2

(
 ^ r )2

�
+ � r 2u

o%r estla distance $ l'axe de rotation. Dans la suite, le terme de pression modi®" par la force
centrifuge sera not" simplementp. Dans ce cas, seule la force de Coriolis appara+t explicitement
dans les "quations :

@u
@t

+ 2
 ^ u + u � ru =  rp + � r 2u : (3.10)

La condition d'incompressibilit" s'"crit toujoursr � u = 0 et permet de d"terminer compl te-
ment le terme de pression.

3.2.2 Nombres adimensionn s

On d"®nit une vitesse de r"f"renceu0 et une "chelle de longueur caract"ristiquel0 telles que
ui = u0~ui et x i = l0~x i . En introduisant une "chelle de temps telle quet = l0=u0~t, l'"quation
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(3.10) devient :
@~u
@~t

+
1

Ro
n ^ ~u + ~u � ~r ~u =  

l0
u2

0
rp +

1
Re

~r 2 ~u (3.11)

o%n est la direction de l'axe de rotation d"®ni par
 = n
. Hormis le terme de pression,
seules des quantit"s adimensionn"es apparaissent. En plus du nombre de Reynolds, l'adimen-
sionnement des "quations introduit le nombre de Rossby d"®ni par :

Ro =
u0

2
l 0
: (3.12)

Uneseconde "chelle de temps est possible en choisissantt = 2
 ~t, de mani re $ ce que l'"qua-
tion (3.10) s'"crive :

@~u
@~t

+ n ^ ~u + Ro~u � ~r ~u =  
1

2
u 0
rp +

Ro
Re

~r 2 ~u : (3.13)

Le rapport entre le nombre de Rossby et le nombre de Reynolds est le nombre d'Eckman, d"®ni
par :

Ek =
Ro
Re

=
�

2
l 2
0

: (3.14)

Cenombre joue un r*le fondamental au sein de la th"orie dynamo des plan tes
[Zhang < Shubert(2000)] du fait de sa valeur souvent extr&mement faibley. En ce qui concerne
les diverses simulations pr"sent"es au sein de ce manuscrit, le nombre d'Ekman est compris
entre10 3 et 10 4 . La limite lin"aire non visqueuse est obtenue pour de tr s faibles valeurs de
Ro et Ek. D'une mani re plus g"n"rale, nous sommes int"ress"s par les r"gimes dynamiques
fortement in¯uenc"s par la rotation et le nombre de Rossby sera donc consid"r" comme faible
devant l'unit".

3.2.3 R gime lin aire et ondes d'inertie

Dans leurs formes dimensionnelles, les "quations lin"aris"es s'"crivent :

@u
@t

+ 2
 ^ u =  rp + � r 2u (3.15)

r � u = 0 (3.16)

o% l'on s'est plac" dans la limite d'un petit nombre de Rossby. La divergence de la force de
Coriolis n'est pas nulle, et le r*le de la pression pour maintenir la condition d'incompressibilit"
n'est pas trivial. L'"quation suivante r"git la pression, apr s "limination de la vitesse dans les
"quations pr"c"dentes et dans le cas non-visqueux :

@2

@t2
r 2p + 4
 2 @2p

@z2
= 0 ; (3.17)

o%l'axe de rotation est dirig" selon l'axe verticalz. Cette •quation admet comme solution des
ondes propagatives. La pression couple non localement diff•rentes composantes de la vitesse
g•n•rant des ondes transverses. Si l'on suppose que les perturbations engendr•es sont des ondes

yLe nombre d'Ekman pour le noyau liquide de la Terre est estim•  10 15 [Gubbins & Roberts(1987)].
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planes de la formep � expi(k � x  �t ), on retrouve la relation de dispersion classique des
ondes inertielles [Phillips(1963), Greenspan(1968)] :

� R = �2

kz

k
= �2
 cos � ; (3.18)

o! � est l'angle polaire entre la direction verticale de l'axe de rotation et la direction locale du
vecteur d'ondek .

La vitesse de phasev � d'une onde se d•pla"ant dans la direction du vecteur d'ondek
correspond la vitesse de d•placement des surfaces pour lesquelles la quantit•k � x  � Rt (en
choisissant� R = +2
 cos � ) est constante. Dans notre cas, la vitesse de phase de ces ondes est
donn•e par :

vR
� (k ) =

� R

k
e(3) =

� R

k2
k ; (3.19)

o! e(3) est le troisi#me vecteur du rep#re de Craya-Herring introduit au chapitre 1 (voir ®gure
1.1).

La vitesse de groupevg correspond  la vitesse de propagation de l'•nergie et peut $tre
calcul•een d•terminant le ¯ux d'•nergie. Pour de plus amples d•tails concernant le calcul de
ces quantit•s, se r•f•rer  [Greenspan(1968), Whitman(1965)]. La vitesse de groupe est d•®nie
par :

vR
g (k ) = r k � (k ) =

@�
@k1

e1 +
@�
@k2

e2 +
@�
@k3

e3
y (3.20)

o! k = k1e1 + k2e2 + k3e3. Pour un ¯uide en rotation,

� R =
2
 1k1 + 2
 2k2 + 2
 3k3p

k2
1 + k2

2 + k2
3

(3.21)

eton aboutit  la relation suivante :

vR
g (k ) =

2

jk j

 vR
� =

2
k3

k � (
 � k ) =
2
 sin �

k
e(2) : (3.22)

Uneautre fa"on plus simple de calculer la vitesse de groupe consiste  calculer le gradient
de la relation de dispersion en rep#re sph•rique selon :

vR
g = r� R =

@� R

@k
e(3) +

1
k

@�R

@�
e(2) (3.23)

= �
2
 sin�

k
e(2) : (3.24)

Il est remarquable que vitesse de phase et vitesse de groupe soient perpendiculaires. Il appara%t
donc que ces ondes sont dispersives et que leur fr•quence d•pend uniquement de la direction
de propagation. Il est possible de visualiser ces ondes exp•rimentalement [McEwan(1970)]
ainsi que num•riquement [Godeferd & Lollini(1999)]. On se propose de mettre en •vidence les
ondes inertielles dans le contexte suivant. En utilisant la m•thode pseudo-spectrale d•crite dans
le chapitre pr•c•dent (voire section 2.3), il est possible de visualiser la propagation d'ondes

yAttention  ne pas confondre le rep#re cart•sien orthonorm•(e1; e2; e3) avec le rep#re de Craya
(e(1) ; e(2) ; e(3) ).
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FIG. 3.7 ± Visualisations d'ondes inertielles pour un ¯uide non-visqueux. Le for"age sinuso*dal
estsitu• au centre du domaine de pulsation� f . On repr•sente la composante verticale de la
vitessē uctuante. (a)2
=� f = 1:1. (b) 2
=� f = 1:4. (c) 2
=� f = 2.
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inertielles au sein d'un domaine tri-p•riodique. Pour cela, on introduit un for"age ponctuel au
sein d'un ¯uide au repos dans le rep#re tournant. Le for"age est caract•ris• par une acc•l•ration
sinuso*dale de pulsation� f , et est situ• au point central du domaine de calcul. Si une rotation
d'ensembleest appliqu•e, le for"age g•n#re des ondes intertielles dont la pulsation est •gale
 celle du for"age, soit� f = 2
 cos � . Ainsi, le rapport entre fr•quence de for"age et taux de
rotation ®xe le cosinus de l'angle polaire du vecteur d'ondek . Cette direction est •galement
celle de la vitesse de phase en vertu de l'•quation (3.19). La colonne de droite de la ®gure
3.7 pr•sente une coupe verticale du domaine de calcul centr•e sur le point de for"age, tandis
que la colonne de gauche correspond  une vision d'ensemble (dont l'objectif est de rappeler
que ce ph•nom#ne propagatif est tridimensionnel). L'axe de rotation est vertical. Les zones
rouges correspondent  une valeur positive de la vitesse verticale, tandis que les zones bleues
correspondent aux valeurs n•gatives. Les ®gures 3.7(a)  3.7(c) repr•sentent trois taux de ro-
tation diff•rents. La visualisation est r•alis•e apr#s une dizaine de p•riodes du for"age. Les
¯#ches correspondent aux directions th•oriques pr•dites par (3.18), (3.19) et (3.22). L'accord
est excellent et ne laisse pas de doutes quant  la nature des ondes observ•es.

Une autre visualisation qui prouvera son int•r$t par la suite est la r•ponse impulsionnelle
d'un ¯uide en rotation. Au lieu d'imposer un for"age en fr•quence, on consid#re d•sormais le
cas d'un for"age localis• en temps et en espace de la forme :

f (x; t ) = u 0g(x  x 0)h(t  t0) : (3.25)

o! g et h sontdes fonctions Gausiennes de l'espace et du temps. Une impulsion suf®samment
localis•e en temps excite le syst#me sur une large bande de fr•quences et l'on devrait observer,
toujours en vertu de (3.18), une multitude de direction de propagation. La ®gure 3.8 pr•sente
une coupe verticale du domaine de calcul contenant le point de for"age. L'axe de rotation est
toujours vertical et l'on observe la composante de la vitesse align•e avec la rotation. Il appara%t
nettement plusieurs directions de propagation.

Les •quations (3.15) et (3.16) se simpli®ent grandement en les projetant dans le rep#re
local de Craya (e(1) ; e(2) ). La condition d'incompressibilit•, qui en spectral s'•crit̂u � k = 0,
assure que la composante perpendiculaire au plan (e(1) ; e(2) ) est •gale  z•ro. Sans for"age ni
conditionsaux limites, le probl#me lin•aire se r•sume  :

@
@t

�
û(1)

û(2)

�
+

�
0  � R

� R 0

� �
û(1)

û(2)

�
= 0 : (3.26)

Le syst#me (3.26) fait clairement intervenir le couplage entre les composantes toro*daleû(1) et
polo*dalêu(2) de la vitesse. Connaissant une condition initialeû(k ; 0), la solution  tout instant
t ult•rieur s'•crit simplement :

�
û(1) (k ; t)
û(2) (k ; t)

�
=

�
cos� Rt  sin� Rt
sin� Rt cos� Rt

� �
û(1) (k ; 0)
û(2) (k ; 0)

�
(3.27)

et traduit la rotation de la condition initiale autour de la direction du vecteur d'onde, avec
une vitesse angulaire ®x•e par la relation de dispersion. Le syst#me lin•aire pr•c•dent peut
•galement s'•crire :

ûi (k ; t0) = Gij (k ; t0; t)ûj (k ; t) (3.28)
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FIG. 3.8 ± (a) R•ponse impulsionnelle non-visqueuse d'un ¯uide en rotation. Le for"age est
situ• au centre du domaine. On repr•sente la composante verticale de la vitesse ¯uctuante. Le
taux de rotation est
 = 5 rad.s 1 . (b) Sch•ma reliant la vitesse de phase et la vitesse de groupe
[Moffatt(1970)].

o! Gij (k ; t0; t) estla fonction de Green du probl#me, qui d•pend des vecteurs propres de l'op•-
rateur lin•aireN = e(2)  ie(1) et son complexe conjugu•N � = e(2) + ie(1) selon

Gij (k ; t0; t) =
X

s=�1

N i (sk )N j ( sk )eis� R(t 0 t) : (3.29)

L'in¯uence de la rotation, dans l'approximation est lin•aire est donc relativement ais•e  
visualiser. Les composantes de Fourier de la vitesse tournent dans le plan(e(1) ; e(2) ) avec une
vitesse angulaire� R.

DNS
S•rie R•solution For"age R•alisations Re� 
 Ro
3 2563 - 1 156 15 0.05
4 2563 k 2 [1 : 4] 3 156 50 0.01

KS
S•rie R•alisations M � 0 � ! n 
 Ro
5 100 2000 0 0 - 10 0.08
6 100 2000 0.7 0.4 knu0 50 0.01

TAB . 3.2 ± Param#tres des diff•rentes simulations num•riques en rotation pr•sent•es au sein de
cechapitre.Re� est le nombre de Reynolds bas• sur l'•chelle de Taylor.M estle nombre de
modes de Fourier en KS ( comparer avec la r•solution des DNS).
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3.2.4 Anisotropie en turbulence homog ne en rotation

Nous souhaitons d•sormais rappeler quelques r•sultats classiques concernant l'anisotropie
des •coulements turbulents en rotation. Ces r•sultats serviront de r•f•rence pour l'analyse du
couplage avec la MHD au sein du chapitre 5.

Pr!dictions lin!aires

+ partir des solutions (3.27), il est possible de calculer explicitement les diff•rents mo-
ments statisitques de la vitesse. En particulier, on s'int•resse dans la suite  la d•composition
introduite au sein de la section 1.6. L'•volution lin•aire non-visqueuse pour les composantes
du tenseur spectral de corr•lationsR̂ij (k ) estsimplement [Sagaut & Cambon(2008)] :

e(k; t) = e(k; t0); H (k ; t) = H(k ; t0) et Z (k ; t) = Z (k ; t0)e2i� R(t t 0 ) : (3.30)

S'il existe une anisotropie directionnelle initiale, celle-ci est conserv•e [Salhi & Cambon(2007)],
tandis qu'une anisotropie de polarisation est att•nu•e [Cambonet al.(1992), Kassinoset al.(2001)].
En revanche, sans anisotropie initiale, les solutions lin•aires ne conduisent  aucune anisotropie
aux instants ult•rieurs.

R!sultats DNS

Gr/ce  diverses •tudes exp•rimentales, num•riques et th•oriques, les conclusions concer-
nant une turbulence homog#ne soumise  une rotation d'ensemble sont les suivantes :

± La rotation att•nue les transferts non-lin•aires et donc la cascade d'•nergie. Une cons•-
quence directe est un taux de dissipation plus faible que dans le cas isotrope
[Jacquinet al.(1990)].

± L'•coulement est anisotrope et l'anisotropie correspond  une transition d'un •coulement
3D vers un •coulement 2D [Cambonet al.(1997)].

± Des structures coh•rentes align•es avec l'axe de rotation apparaissent. Les structures
poss•dant une vorticit• cyclonique (i.e.dont la vorticit• est positive dans la direction de
l'axe de rotation) sont dominantes [Bartelloet al.(1994)].

;tant donn• que nous souhaitons par la suite •tudier le couplage entre effets de rotation et
effets MHD, il nous semble important de r•aliser une simulation de r•f•rence en rotation pure.
L'objectif est d'ici de disposer de statistiques de r•f•rence a®n d'analyser l'impact du champ
magn•tique lorsque celui-ci est impos• (Chapitre 5). Une analyse identique sera propos•e pour
le cas MHD sans rotation (Chapitre 4).

A partir d'une condition initiale provenant d'une simulation hydrodynamique forc•e (voir
d•tails au sein du Chapitre 2, section 2.3.5), on s'int•resse  l'in¯uence d'une rotation d'en-
semble de taux de rotation
 = 15 rad.s 1 et d'axe vertical. Nous sommes int•ress•s par le
r•gime dont la dynamique est domin•e par la rotation et le nombre de Rossby initial est de
l'ordre de0:05. Au d•but de la simulation, le for"age utilis• lors de l'initialisation isotrope est
supprim• tandis que la rotation est introduite. Les param#tres de la simulation pr•sent•e dans
la suite sont rassembl•s au sein du tableau 3.2, s•rie DNS 3.

Le spectre d'•nergieE(k) et l'•nergie cin•tique totaleK (t) sont repr•sent•s au cours du
temps en ®gure 3.9. Le terme de transfert non-lin•aire est fortement att•nu• par la rotation, et la
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FIG. 3.9 ± ;volution de l'•nergie cin•tique en turbulence en rotation. Le nombre de Rossby est
de l'ordre de0:05. (a) Spectre d'•nergie cin•tiqueE(k; t) en fonction du temps. (b) Compa-
raison de la d•croissance de l'•nergie entre une turbulence en rotation (courbe bleue pleine) et
une turbulence isotrope (courbe noire en pointill•s).

dissipation d'•nergie est donc fortement diminu•e. Il en r•sulte •galement un spectre d'•nergie
tendant vers une pente enk 3  partir d'une condition initiale isotrope enk 5=3 .

La cascade d'•nergie classique de nombre d'onde en nombre d'onde est ici domin•e par
des transferts angulaires d'•nergie conduisant  une concentration de l'•nergie  l'•quateur
dans le rep#re spectral de Craya. Les modes align•s avec l'axe de rotation (i.e.les modeŝu(k )
tels quek==
) transf#rent leur •nergie aux modes horizontaux (i.e.les modeŝu(k ) tels que
k ? 
 ). Cette anisotropie purement directionnelle peut $tre caract•ris•e dans un premier temps
en calculant l'angle de Shebalin (1.46) pour la vitesse. Une comparaison de cet angle entre le
cas isotrope et le cas en rotation est pr•sent•e au sein de la ®gure 3.10(a). On observe clairement
un •cart  l'angle isotrope de54:74o. L'augmentation de l'angle traduit une concentration de
l'•nergie  l'•quateur (i.e. les modes de vecteur d'onde perpendiculaire  l'axe de rotation).

Comme il a d•j •t• discut•, l'anisotropie n'est pas uniquement caract•ris•e par une r•-
parition anisotrope de l'•nergie en fonction de la direction de propagation. Il existe •galement
une anisotropie dite de polarisation due  une direction privil•gi•e du vecteurû(k ) dans le plan
perpendiculaire  k . L'anisotropie directionnelle est caract•ris•e par la quantit•be

ij (1.49) tandis
quela polarisation est caract•ris•e par la quantit•bZ

ij (1.50). La somme de ces deux quantit•s
n'•tant autre que la partie anisotrope du tenseur de Reynolds. La ®gure 3.10(b) pr•sente ces
deux quantit•s au cours du temps. On se restreint  la composanteb33 qui est suf®sante pour la
pr•sentediscussiony, o! l'indice 3 correspond la direction verticale de l'axe de rotation. La
quantit•be

33 cro%t d'une valeur quasiment nulle et sature rapidement vers une valeur de0:03, ce
qui est bien inf•rieur  la valeur attendue pour une con®guration bi-dimensionnelle  deux com-
posantes o!be

33 = 1=6[Cambonetal.(1997)]. Comme on le verra par la suite, cette saturation
n'est pas due  un effet de p•riodicit•.

Le termebZ
33 est quant  lui reli•  l'•volution rapide de la phase due aux ondes iner-

tielles.La p•riode des oscillations observ•es est bien de l'ordre de la p•riode des ondes iner-

yLes composantesb11 et b22 sont, dans le cas axisym•trique, reli•es  la composanteb33 par les relations
b33 =  2b 11 =  2b 22.
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FIG. 3.10 ± D•veloppement de l'anisotropie au sein d'une turbulence homog#ne en rotation.
Le temps est adimensionn• par le temps caract•ristique de la rotation. Les courbes bleues cor-
respondent au cas en rotation tandis que les courbes noires correspondent au cas isotrope. (a)
Angle de Shebalin pour la vitesse au cours du temps. (b) Composantes verticales du tenseur
anisotrope de Reynoldsb33. La contribution due  l'anisotropie directionnellebe

33 (repr•sent•e
par la courbe avec points) est s•par•e de la contribution due  la polarisationbZ

33 (repr•sent•e
parla courbe pleine).

tielles. La polarisation devient n•gative au cours du temps, ce qui est caract•ristique de vortex
dont l'axe de rotation est align• avec la verticale. La d•croissance de la polarisation indique
que l'•coulement se trouve dans un •tat interm•diaire entre l'•coulement 3D-3C (pour lequel
bZ

33 = 0) et l'•coulement 2D-2C (pour lequelbZ
33 =  1=2). La contribution debZ

33 au ten-
seurb33 s'oppose donc  celle debe

33, prouvant ainsi que le seul tenseur de Reynolds n'est
passuf®sant pour caract•riser l'anisotropie au sein d'un •coulement en rotation. Pour de plus
amples d•tails sur ces quantit•s et leur d•pendance au nombre de Rossby, se r•f•rer aux articles
[Morinishi et al.(2001), Cambonet al.(1997)].

Il est important de rappeler que les diverses quantit•s pr•sent•es plus haut correspondent  
une int•gration sur tout l'espace spectral. Il semble donc important d'observer l'anisotropie en
fonction de l'angle polaire� . On utilise pour cela le spectre angulaire d'•nergieE(k; � ) (1.58).
Celui-ci est pr•sent• en ®gure 3.11y au tempst = 18�=
. Une fois de plus, on observe claire-
ment que l'•nergie est bien plus importante  l'•quateur (i.e.modes tels que� � �=2) qu'au
p<le (i.e.modes tels que� � 0). L'information suppl•mentaire est ici la d•pendance de cette
anisotropie avec l'•chelle consid•r•ek. Hormis aux tr#s faibles nombres d'onde, les modes ho-
rizontaux sont plus •nerg•tiques que les modes verticaux. Cet •cart est d'autant plus important
que le nombre d'onde est grand. Les petites •chelles de l'•coulement sont donc beaucoup plus
anisotropes que les grandes structures. La ®gure 3.12 pr•sente une visualisation de l'enstrophie
 l'instant t = 18�=
. La colonne de gauche et la colonne de droite correspondent  deux sec-
tions verticales diff•rentes, l'axe de rotation •tant vertical dans tous les cas. La ®gure 3.12(a)
correspond au champ d'enstrophie complet. Le champ est de plus tronqu• dans l'espace de
Fourier a®n de s•parer les modesû(k ; t) tels quek < 10 et des modes tels quek > 10. La

yPar la suite, et par soucis de clart•, on ne pr•sentera que le pole et l'•quateur, les domaines angulaires inter-
m•diaires•tant compris entre ces deux quantit•s.
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FIG. 3.11 ± Spectre angulaireE(k; � ) pour une turbulence en rotation. La courbe rouge corres-
pond au domaine angulaire� � 0 tandis que la courbe bleue correspond au domaine angulaire
� � �=2. Les points correspondent aux domaines angulaires interm•diaires. Les spectres sont
trac•s  l'instant t
=� = 18. La pentek 2 est trac•e pour indication.

troncaturese fait dans l'espace spectral et les deux champs sont obtenus dans l'espace physique
par transform•es de Fourier inverses. La ®gure 3.12(b) correspond au champ tronqu• tel que
k < 10tandis que la ®gure 3.12(c) correspond au champ tronqu• tel quek > 10. L'anisotropie
est clairement estomp•e lorsque l'on consid#re les grandes •chelles. En revanche, les petites
•chelles sont quasiment bidimensionnelles.

Cette observation est contradictoire avec la possible restauration de l'isotropie au fur et  
mesure que le nombre d'onde augmente. Certains auteurs [Zeman(1994), Zhou & Rubinstein(1995)]
d•®nissent, par analogie avec l'•chelle d'Ozmidov en turbulence strati®•e, un nombre d'onde
de coupure comme :

k
 =

r

 3

�
; (3.31)

o! � est le taux de dissipation turbulente. Lorsquek > k 
 , l'effet de la rotation est n•gligeable
et l'on s'attend  une restauration de l'isotropie. Lorsquek < k 
 , les effets anisotropes dus  
la rotation sont dominants. Dans notre cas, le taux de rotation est
 = 15 rad.s 1 . Le nombre
d'ondede coupurek
 varie ainsi entre 80 au d•but de la simulation  280 en ®n de simulation.
Le nombre d'Ozmidov  l'instantt = 18�=
 (i.e. temps auquel est trac•e la ®gure 3.11) est de
240. Si l'•chelle d'Ozmidov donne effectivement un ordre de grandeur de l'•chelle  laquelle
la rotation n'est plus effective, il serait n•cessaire d'utiliser une r•solution bien plus •lev•e que
la n<tre a®n de le v•ri®er.

En®n, pour terminer cette revue de l'anisotropie dans un •coulement turbulent homog#ne
en rotation, on propose d'observer quelques longueurs de corr•lations dont les d•®nitions ont
•t• donn•es au sein du chapitre 1 (voir la d•®nition (1.51)). La ®gure 3.13 rassemble les lon-
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FIG. 3.12 ± Visualisation de l'enstrophie en turbulence en rotation dans deux plans diff•rents
contenantl'axe de rotation (colonne de gauche et colonne de droite). (a) Champ complet. (b)
Champ des grandes •chelles (i.e.modes tels quek < 10). (c) Champ des petites •chelles (i.e.
modes tels quek > 10).
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FIG. 3.13 ± Longueurs de corr•lations au cours du temps. Les symboles pleins correspondent
aucas en rotation tandis que les symboles vides correspondent au cas isotrope. La couleur bleue
correspond aux corr•lations de vitesses horizontales tandis que la couleur rouge correspond aux
corr•lations de vitesses verticales.

gueurs de corr•lations horizontalesL1
11 et L3

11 et les longueurs de corr•lations verticalesL1
33 et

L3
33. Les r•sultats en rotation (symboles pleins) sont compar•s avec les r•sultats isotropes (sym-

bolesvides). La seule corr•lation signi®cativement modi®•e par la rotation est la corr•lation
transversale des vitesses horizontalesL3

11, dont la d•®nition est [Cambon & Jacquin(1989)] :

L3
11 =

� 2

hu2
1i

Z 1

0
[e(k)  <Z (k )]

�
�
�
k3=0

kdk : (3.32)

Celle-ci cro%t tr#s rapidement en temps, ce qui est une autre con®rmation du fait que la pola-
risation est n•gative et d•croissante, et de la formation de structures coh•rentes align•es avec
l'axe de rotation. + noter que l'int•grale (3.32) est d•®nie dans le plank3 = 0, la croissance de
la corr•lationL3

11 nous informe •galement sur le fait que la polarisation se manifeste de fa"on
dominantedans le plan •quatorial. + noter •galement que la longueurL3

11 demeure largement
inf•rieure  la taille du domaine num•rique (L= 2� ), ce qui nous permet d'af®rmer que la
turbulence n'est pas, ou peu, in¯uenc•e par les conditions aux limites p•riodiques.

3.3 Corr!lations deux-temps en turbulence homog ne en ro-
tation

L'objectif de cette section est de caract•riser l'impact de la rotation sur les quantit•s sta-
tistiques pr•c•demment •tudi•es dans le cas isotrope. On s'attachera  montrer dans quelle
mesure un mod#le lin•aire est capable de reproduire les corr•lations deux-temps obtenues par
DNS.
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La relation (3.1) se g•n•ralise au cas axisym•trique selon :

R(k; �; � ) =
< ûi (k; �; t) û�

i (k; �; t + � ) >
< ûi (k; �; t) û�

i (k; �; t) >
; (3.33)

o! � est l'angle polaire entre l'axe de rotation (consid•r• comme vertical) et le vecteur d'onde
k . Cette fonction de corr•lation permet de capturer l'effet de la rotation en fonction de l'•chelle
k consid•r•e, mais aussi en fonction de la direction du vecteur d'onde par rapport  l'axe de
rotation. Dans le cas isotrope, la fonction de corr•lation ne d•pend pas de� .

De la m$me mani#re, il est toujours possible de d•terminer un temps de corr•lation qui
d•pend cette fois-ci dek et de� selon :

� D (k; � ) =
Z 1

0
R(k; �; � )d� : (3.34)

Les ondes inertielles •tant dispersives, et leur relation de dispersion •tant anisotrope, on s'attend
 ce que l'impact de la rotation sur la fonction (3.33) d•pende de l'•chellek et de l'angle� .

3.3.1 R!sultats KS en rotation pure

Dans un premier temps, nous consid•rons l'effet de la rotation sur les corr•lations deux-
temps dans la limite lin•aire. Pour cela, on utilise le mod#le KS pr•sent• au sein du chapitre
2 et qui utilise les solutions lin•aires d•velopp•es au sein de la section 3.2.3. Ces solutions
prennent explicitement en compte la relation de dispersion anisotrope des ondes d'inertie, et
l'on s'attend  observer leur in¯uence sur les corr•lations temporelles du champ synth•tique de
vitesse. On se restreint ici au cas o! l'instationnarit• ne provient que des solutions lin•aires et
non des pulsations arbitraires (qui ont •t• discut•es au sein de la section 3.1.2). L'avantage de la
KS est ici de pouvoir isoler explicitement l'effet des ondes d'inertie et de comparer les r•sultats
obtenus avec une simulation non-lin•aire compl#te. La fonction de corr•lation angulaire est
calcul•e de la mani#re suivante :

R(k; �; � ) =

X

k �k <jk j<k +� k
�  ��<�<� +� �

ûi (k; �; t) û�
i (k; �; t + � )

X

k �k <jk j<k +� k
�  ��<�<� +� �

ûi (k; �; t) û�
i (k; �; t)

: (3.35)

avec�k = 1=2, �� = �=20, k variant de 1  64 et� variant de 0  �=2. Cette quantit•
statistique ®ne n•cessite un grand nombre de r•alisations (typiquement 100, voir Tab.3.2) de
l'•coulement a®n de converger. Le taux de rotation est ®x•  
 = 10 rad.s 1 .

La ®gure 3.14 pr•sente la fonction de corr•lations pour trois domaines angulaires, le pre-
mier correspondant  � � 0 (vecteurs d'onde quasiment verticaux et align•s avec l'axe de
rotation), le second  � � �=4 et le troisi#me  � � �=2 (vecteurs d'onde quasiment hori-
zontaux et donc perpendiculaires  l'axe de rotation). La fonction en gras repr•sente la fonc-
tion cos (2
 cos(� )� ) et correspond  la fonction de corr•lation th•orique lin•aire que l'on
devrait observer. ;tant donn• que la relation de dispersion ne d•pend pas du module du vecteur
d'onde, tous les modes se trouvant dans le domaine angulaire consid•r• (i.e.û(k; � ) tels que
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FIG. 3.14 ± Fonctions de corr•lations deux-tempsR(k; �; � ) en KS avec rotation pourk 2
[2 : 64]et diff•rents angles polaires. Le trait gras repr•sente la fonctioncos (2
 cos(� )� ), avec

 = 10 rad.s 1 . (a) � � 0. (b) � � �=4. (c) � � �=2. (S•rie KS 5 au sein de Tab.3.2).

�  �� < � < � + �� ) devraient osciller  la m$me pulsation, d•®nie par le taux de rotation
et la direction du vecteur d'onde. C'est effectivement ce que l'on observe au sein de la ®gure
3.14(a), o! tous les modes oscillent en phase avec la pulsation des ondes d'inertie. Le fait que
l'amplitude soit diff•rente provient du l•ger m•lange de phase qu'il existe du fait de la discr•-
tisation de l'angle polaire. Les modes oscillent avec une pulsation comprise entre2
 (pour les
modes exactement verticaux) et2
 cos( �=20) (pour les modes  la limite du domaine angu-
laire suivant), ce qui g•n#re un tr#s l•ger m•lange de phase, et donc une l•g#re d•corr•lation
temporelle des modes. Lorsque� augmente, ce m•lange de phase est d'autant plus important
puisque la plage de variation de la pulsation augmente avec� . N•anmoins, la pulsation des
ondes d'inertie est toujours bien identi®•e sur la ®gure 3.14(b) (pour laquelle� � �=4), et les
modes horizontaux tendent vers un comportement quasi-stationnaire puisque non in¯uenc•s
par la rotation (voir ®gure 3.14(c)).

Le temps de corr•lation tel qu'il est d•®ni par (3.34) n'est plus utile ici. En effet, du fait
des oscillations observ•es pour la fonctionR(k; �; � ), le temps� D d•pend grandement du do-
mained'int•gration. Le temps  mi-hauteur� 1=2 est ici une quantit• plus repr•sentative des
corr•lationstemporelles. Ce dernier est simplement d•®ni par la relation suivante :

R(k; � 1=2) =
1
2

: (3.36)

Concernant les pr•dictions lin•aires, le temps de corr•lation� 1=2 ne varie pas avec le nombre
d'ondek (toutesles courbes sont quasiment superposables au sein des ®gures 3.14). Il ne varie
qu'avec� , en liaison directe avec la relation de dispersion des ondes inertielles. Le temps de
corr•lation est ainsi d'autant plus grand que l'on se rapproche de l'horizontale� � �=2.

Dans un •coulement turbulent en rotation, l'effet des ondes d'inertie mis en •vidence ci-
dessus se superpose  la d•correlation induite par les structures turbulentes elles-m$mes. En
particulier, l'effet dusweepingpeut $tre introduit de la m$me mani#re qu'au sein de la section
3.1.2 a®n de prendre en compte cette d•corr•lation. Selon l'angle� et le nombre d'ondek,
il existe une comp•tition entre les ondes d'inertie et lesweeping, mise en •vidence dans le
prochain paragraphe.
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FIG. 3.15 ± Corr•lations deux-temps obtenues par DNS en rotation. Le nombre de Rossby est
de l'ordre de 0:05. (a) FonctionR(k; �; � ) pour k 2 [2 : 64] et � � 0. La courbe en gras
repr•sente la fonctioncos (2
 � ). (b) Temps de corr•lation� 1=2(k; � ) pour k 2 [2 : 64]et 5
valeurs discr#tes de� . N � � �=2. � � � 0. (S•rie DNS 3, tableau 3.2)

3.3.2 Comparaison entre DNS et KS

La quantit• (3.33) est calcul•e par DNS pour un nombre de Rossby de l'ordre de10 2 (
 =
50 rad.s 1 ). Dans le cas isotrope, la moyenne sur� del'•quation (3.33) (qui aboutit d'ailleurs
 l'•quation (3.1)) permettait d'obtenir des statistiques relativement lisses. Ce n'est plus la cas
ici puisqu'en gardant la d•pendance  l'angle polaire, les statisitques sont calcul•es  partir
d'un •chantillon bien moins important de donn•es. En particulier, lorsque� � �=2, il existe un
plus grand nombre de modes que lorsque� ! 0. Ce probl#me a pu $tre contourn• en KS en
augmentant le nombre de r•alisations de l'•coulement. En revanche, les limitations num•riques
ne nous permettent pas de choisir cette solution pour l'approche par DNS. On se contentera
donc d'une r•solution de2563 modes de Fourier et de trois r•alisations de l'•coulement, ce qui
engendreran•cessairement des statistiques relativement bruit•es.

La ®gure 3.15(a) (qui est  comparer aux ®gures 3.3(a) et 3.14(a)) pr•sente la fonction
de corr•lationR(k; �; � ) lorsque� tend vers z•ro. Dans l'approche lin•aire, cela correspond
aux modes dont la pulsation pr•dite par la relation de dispersion est la plus •lev•e. Malgr• le
manque •vident d'•chantillons, on distingue malgr• tout deux domaines de nombre d'onde :
l'un •tant in¯uenc• par les ondes d'inertie et l'autre vraissemblablement caract•ris• par leswee-
ping. La ®gure 3.15(b) pr•sente le temps  mi-hauteur en fonction du nombre d'onde et ce pour
5 domaines angulaires. Les modes dont le vecteur d'onde est perpendiculaire  l'axe de rotation
(repr•sent•s par des triangles noirsN) ne sont pas perturb•s et l'on retrouve le comportement
d•j observ• au sein de la ®gure 3.3(b). Pour les modes tels que
 � k 6= 0, l'effet de la rotation
est dominant aux bas nombres d'onde, pour lesquels on observe un temps caract•risitique in-
d•pendant du nombre d'onde, comme l'a montr• l'approche purement lin•aire du paragraphe
3.3.1. Pour les grands nombres d'onde, on retrouve un temps  mi-hauteur r•sultant de l'effet
desweeping. La transition entre les deux domaines est simplement due au fait que la pulsation
caract•ristique des ondes d'inertie ne d•pend pas du module du vecteur d'onde (mais seule-
ment de sa direction) tandis que le temps caract•ristique de l'effet desweepingest inversement
proportionnel  k. Le nombre d'onde critiquekc s•parant les domaines d'in¯uence des ondes
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