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Introduction générale

Généralités

Our un profane, la statistique est associée a la notion de moyenne ou d'écart-type.
P En effet, dans de nombreuses applications, notamment dans les sciences sociales
ou sciences physiques, les statistiques se résument parfois au calcul de moyennes ou a
I'évaluation de la dispersion d'une série de valeurs autour de leur moyenne.

Par dé nition, les événements raressont des événements ayant une faible probabi-
lité d'apparition. Lorsque le comportement de ces événements est d(i au hasard on peut
étudier leur loi. lls sont dits  extrémesquand il s'agit de valeurs beaucoup plus grandes
ou plus petites que celles observées habituellement.

Les événements extrémes et catastrophiques (tremblements de terre, inondations,
accidents nucléaires, crises monétaires ou nanciéres, krachs boursiers, émergence
d'un nouveau phénoméne endémique, etc.) dominent 'actualité quotidienne par leur
caractere imprévisible. Compte tenu de l'importance des enjeux sociaux et scienti-
ques, aucun débat sérieux sur le hasard ne saurait étre mené sans une ré exion sur
les événements rares et extrémes. Voila qui justi e probablement ces propos de  Cont
(2009) :«la loi des grands nombres et la distribution gaussienne, fondements de I'étude
statistique des grandeurs moyennes, échouent a rendre compte des événements rares ou
extrémes. Pour ce faire, des outils statistiques plus adaptés existent... mais ne sont pas
toujours utilisés ! ».

Des lors, la question que I'on pourrait se poser est de savoir ce que peuvent les sta-
tistiques face aux événements extrémes ? Autrement dit, peut-on réellement  prévoir ou
quanti er le risque des événements extrémes ? (dixit I'auteur).
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Problématique et contribution de la thése

Exemples illustratifs

La problématique de ce sujet de thése peut étre illustrée par les trois exemples sui-
vants.

Exemple 1 (de Haan (1990)). Le premier février 1953, lors d'une forte tempéte, la mer
passe par-dessus plusieurs digues aux Pays-Bas, les détruit et inonde la région. Il s'agit
d'un accident majeur. Un comité est mis en place pour étudier le phénomeéne et proposer
des recommandations sur les hauteurs de digues. Il doit tenir compte des facteurs écono-
migues (coQt de construction, co(t des inondations, etc.), des facteurs physiques (réle du
vent sur la marée, etc.), et aussi des données enregistrées sur les hauteurs de marées. En
fait il est plus judicieux de considérer les surcotes, c'est-a-dire la différence entre la hau-
teur réelle et la hauteur prévue de la marée, que les hauteurs des marées. En effet, on peut
supposer, dans une premiéere approximation, que les surcotes des marées lors des tempétes
sont des réalisations de variables aléatoires de méme loi. Si on regarde les surcotes pour
des marées de tempétes séparées par quelques jours d'accalmie, on peut méme supposer
gue les variables aléatoires sont indépendantes. L'étude statistique sur des surcotes a pour
but de répondre aux questions suivantes :

2 Trouver la hauteur de digues dont la probabilité d'étre dépassée par la surcote est
®2]0,1].

2 Etant donné une hauteur des digues, trouver la probabilité qu'elle soit dépassée par
la plus haute surcote annuelle.

La réponse aux questions soulevées dans cet exemple peut fournir des éléments
indispensables pour construire aux endroits critiques des digues d'une hauteur ap-
propriée, déterminer les zones inconstructibles, dé nir la périodicité des opérations
de nettoyage des grands cours d'eaux et des estuaires a n de protéger ef cacement la
population et pourquoi pas les biens (voir  Garrido (2002) pour des exemples de abilité
des structures a EDF 1).

Dans de nombreuses applications, la quantité d'intérét (la surcote dans I'exemple 1)
est parfois mesurée simultanément avec une covariable. Cette covariable peut étre uni-
dimensionnelle, multidimensionnelle ou fonctionelle, aléatoire ou déterministe. Elle
est de nature diverse en fonction de I'expérience physique ou du phénoméne observé.
L'exemple suivant illustre une covariable unidimensionnelle.

Exemple 2 (Modélisation de données de abilité de réacteurs nucléaires). A n dop-
timiser le changement des cuves de réacteurs nucléaires, le CEA dispose de centaines de
mesures de la ténacité de I'acier en fonction de la température (voir Figure 1). Il souhaite,
soit évaluer la probabilité (a priori trés faible) d'apparition de micro ssures dans ses
cuves, soit évaluer des bas-fractiles de la ténacité en fonction de la température.

1. Electricité de France
2. Commissariat & I'Energie Atomique
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FIGURE 1 — Laténacité de la cuve (verticalement) et la température (horizontalement).

Dans I'exemple 2, la quantité d'intérét est la ténacité et la covariable est la tempéra-
ture. A la Figure 1, nous avons représenté la ténacité de la cuve en fonction de la tempé-
rature. Les données ayant servi a cette illustration ont été fournies par le Laboratoire de
Conduite et Fiabilité des Réacteurs (LCFR) du CEA Cadarache. Présentons maintenant
un exemple illustrant une covariable multidimensionnelle.

Exemple 3 (Estimation de niveaux de retour de pluie dans une région). Le LTHE ° de
Grenoble a mesuré les hauteurs de pluies horaires (en mm) entre 1972 et 2000 sur environ
300 stations situées dans la région des Cévennes-Vivarais (France) (voir Figures? et 3). Les
hydrologues aimeraient évaluer des hauteurs de pluies apparaissant en moyenne toutes
les N années lorsque N est supérieur au nhombre d'années de mesures. lls souhaitent
également calculer la probabilité d'une hauteur de pluies supérieure au maximum de
toutes celles mesurées.

Dans I'exemple 3, la covariable qui est la position géographique peut étre unidimen-
sionnelle (altitude), bidimensionnelle (longitude et latitude) ou tridimensionnelle (lati-
tude, longitude et altitude). La variable d'intérét est la hauteur de pluies. AlaFigure 2, 0n
a donné la localisation des Cévennes-Vivarais en Europe et plus précisément en France
et a la Figure 3, on a mis en exergue le relief de cette région, ses rivieres, quelques unes
de ces importantes villes et les stations d'observation du LTHE.

3. Laboratoire d'Etude des Transferts en Hydrologie et Environnement.
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FIGURE 2 — Localisation de la région des Cévennes-Vivarais (France)

FIGURE 3 — La région des Cévennes-Vivarais et ses alentours représentés en fonction
de leurs coordonnées géographiques. Horizontalement : la longitude (en kilométres),
verticalement : la latitude (en kilométres), I'échelle des couleurs : altitude (en métres).
Sur la carte : les villes (losanges roses), les montagnes (triangles), les cours d'eaux (lignes
grises) et 225 stations du LTHE (losanges blancs).
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Formalisation du probléme

Nous pouvons formaliser les questions soulevées dans les exemples précédents en
guatre problemes dont la description est donnée ci-dessous.

Partant d'un échantillon d'observations indépendantes { X;, i /&£1,...,n}, la statis-
tique des valeurs extrémes se propose d'estimer les quantités extrémes g, associées a
une variable aléatoire X 2 R dé nies par

i ¢
P'X E e, A® quand ®,! Olorsquen!l . (D)

De fagon complémentaire, elle se propose aussi de calculer la probabilité ~ ®;, d'observer
une quantité extréme vy, dé nie par

det i, . ¢
®n,?EPIXEyn quand y,!1 lorsquen!l . (2)

Les problemels (1) et &2) ont une dif culté commune. Celle-ci se résume au fait que la
probabilité P X E yn estinconnue et dif CI|8 a évaluer au-dela de I'observation maxi-
male puisque P yn E max(X;),8i £1,. I 1sin®,! O(seréféreralapartie 1.1).

Ces deux problemes s'adressent au cas sans covariable et en particulier a
I'exemple 1. Ceux qui suivent prennent en compte la covariable.

Partant d'un échantillon d'observations indépendantes { (X;,Y;), i A£1,...,n} du
couple (X,Y)ou X estune covariable aléatoire ou déterministe et Y une variable d'inté-
rét réelle et aléatoire, la statistique des valeurs extrémes conditionnelles s'intéresse, en
un point x de la covariable, a I'estimation des quantités extrémes q(®,jx) dé nies par

T ¢
P'Y E q(@,jx)jX £x A®, quand ®,! Olorsque n!l . )
Par dualité, elle souhaite également évaluer la probabilité conditionnelle dé nie par

def i . ¢
® FEP'Y EynjX Ax quand yn!1 lorsquen!l . (4)

De méme, la dif culté des problemes du%ux ( 3) et (4) est commune. D'une part, la
probabilité conditionnelle P Y E ynjX /X est inconnue et dif cile & estimer au dela
du point maximal du sous-échantillon des observations prises dans un voisinage de  x
et d'autre part, la quantité g (®,jx) est une fonction de la covariable.

Contributions

Cadre non conditionnel

Bien que les problemes ( 1) et (2) ne soient pas le théeme central de cette these, nous
avons tout de méme proposé, au chapitre 2, une nouvelle méthode d'estimation per-
mettant d'améliorer les solutions existantes. Pour ce faire, nous avons utilisé l'une des
modélisations usuelles de l'analyse des valeurs extrémes. En supposant les observations
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de I'échantillon aléatoire {X;, i AL1,...,n} indépendantes et identiguement distribuées
de fonction de répartition F non nécessairement continue, nous avons fait I'hypothése
que la fonction 1 j F, appelée fonction de survie, est a décroissance polynomiale d'ex-
posant j 1/°, avec ° E 0. Cette hypothése permet aux statisticiens de ramener le pro-
bléme (1) a I'estimation de quelques paramétres (voir chapitre 1). Le paramétre ° est
d'une trés grande importance puisque c'est lui qui contr6le la lourdeur de la queue de

la fonction de survie et donc de la loi. Dans la contribution présentée au chapitre 2,
nous avons propose un nouvel estimateur de gg, . Lorsque la probabilité¢ ®, C 1/n, nous
avons montré que la loi asymptotique de notre estimateur était gaussienne. En com-
paraison a quelques méthodes d'estimation courantes de gg,, I'un de nos principaux
résultats montre que notre estimateur améliore, en l'occurrence, le biais par rapport a
I'estimateur de Weissman (1978).

Cadre conditionnel

Le but principal de cette thése est de proposer des solutions aux problemes ( 3) et (4).
Compte tenu de la nature de la covariable, I'étude a été scindée en deux volets :

2 Dans le chapitre 4, nous considérons que la covariable X est déterministe et de
dimension non nécessairement nie.

2 Au chapitre 5, nous nous intéressons aux covariables aléatoires de dimension
p 2N".
Dans les deux cas, nous supposons que la probabilité conditionnelle que Y E yp
connaissant la valeur x de la covariable X est a décroissance polynomiale d'exposant
i 1/°(x), ou °(x) est le paramétre décrivant la lourdeur de la queue de distribution
conditionnelle. Dans un tel contexte, °(.) est une fonction inconnue de la covariable.

Contribution du chapitre 4 : Pour construire des estimateurs de q(®,jx), on se
propose d'utiliser une méthode qui consiste a ne sélectionner que les variables d'inté-
réts Y; pour lesquelles les covariables X; sont suf samment proches du point  x. Des
estimateurs de g (®,jx) sont alors construits en utilisant uniquement les variables d'in-
téréts Y, retenues par la méthode de sélection. En fonction de la vitesse de convergence
de ®, vers zéro, on distingue trois situations. L'étude théorique des estimateurs ainsi
construits montre que dans l'une des situations, la loi asymptotique de I'estimateur de
g (®njx) n'est pas forcément gaussienne. Cette contribution a donné lieu & la publica-
tion Gardesetal. (2010). Toutefois, signalons que la contribution présentée dans ce cha-
pitre comporte un petit supplément (cf. Corollaire  4.4.2) par rapport a l'article citée pré-
cedemment. In ne , hous nous sommes proposés d'adapter I'estimateur du chapitre 2
au cas conditionnel.

Contribution du chapitre  5: Pour estimer les petites probabilités conditionnelles
du probléme ( 4), on se propose d'utiliser les variables aléatoires { (X;,Y;), i Z&£L,...,n}
dont les points d'observations X; sont distants au plus de h, E 0 du point x. Les va-
riables d'intéréts Y; ainsi retenues se voient attribuer des poids qui tiennent compte de
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la distance de leur covariable X; au point x ce qui n'était pas le cas dans le chapitre 4.
Mathématiquement, ces probabilités sont estimées comme une moyenne pondérée de
la variable réponse Lyegy,}, i.e par le rapport :

X “Xi Xiﬂ ! X HXi Xiﬂ
K Lvi Eyn} K=/
hn i | hn

i AL

oll Ly, ey,} est la fonction quivaut 1 si Y; E y, et 0 sinon et K une densité de probabi-
lité (& support compact). On donne une condltlon nécessaire gt suf sante pour que
I'estimateur de la probabilité conditionnelle P Y E ynjX /X soit asymptotiquement
gaussien.

De cette méthode d'estimation des petites probabilités conditionnelles, on déduit
des solutions au probléme ( 3). En fonction de la vitesse de convergence de ®, vers
Zéro, on a envisagé deux situations. Pour chacune d'elles, on propose un estimateur de
g (®njx). L'étude théorique des estimateurs ainsi construits nous permet d'introduire
des estimateurs de la fonction °(x). Nous avons donné la loi limite de ces estimateurs.
Ces travaux ont donné suite a la publication Daouia et al. (2010).

Organisation de la these

Cette thése s'organise en cing chapitres. Ceux-ci ont été rédigés de facon a étre
lus indépendamment. Ainsi, le chapitre 1 présente |'état de I'art en théorie des valeurs
extrémes. On se limite au cas univarié réel. Au cours de ce chapitre, on présente tout
d'abord le résultat principal de la théorie des valeurs extrémes. Celui-ci montre que, a
I'exception de certaines lois pathologiques, on peut regrouper les lois usuelles en des
groupes appelés domaines d'attractions . Nous exposons les criteres pour qu'une loi
appartienne a l'un de ces groupes. Nous présentons ensuite les méthodes classiques
permettant de résoudre les problemes ( 1) et (2) et donc d'estimer g, €t °.

Nous proposons, au chapitre 2, un nouvel estimateur de g, puis du paramétre °
dont nous établissons les lois asymptotiques. A n d'apprécier le comportement de ces
nouveaux outils statistiques, des comparaisons graphiques sont proposées.

Le chapitre 3 sera consacré a l'état de l'art des problémes ( 3) et (4) quand
®, E® 2]0,1] est xé. Nous y présentons les différentes approches et méthodes
d'estimation et donnons quelques résultats clés dont certains nous servirons de critéres
de comparaison dans la suite.

Dans le chapitre 4, aprés avoir présenté les contributions existantes dans le cas
®y ! 0, on expose clairement le cadre d'étude dans lequel on va investiguer. Ensuite, on
dé nit nos estimateurs. En dehors de I'étude théorique qui y sera menée, on illustrera
notre approche d'estimation d'abord sur des données fonctionnelles et ensuite sur un
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exemple d'hydrologie.

A quelques exceptions, le plan du chapitre 5 est similaire a celui du chapitre 4. Aprés
avoir mené I'étude théorique de nos estimateurs, on s'attardera sur des simulations
dont le but est d'apprécier la qualité de nos estimateurs. Comme illustration, nous
proposons une application de notre méthodologie a la télédétection spatiale.

Finalement, on conclura ce mémoire par des perspectives.
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Résumé

Dans ce chapitre, on regroupe des dé nitions et des résultats sur la théorie des valeurs
extrémes dans le cas univarié réel.
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1.1 Introduction

N souhaite estimer des petites probabilités ou des quantités dont la probabilité

d'observation est trés faible, c'est-a-dire proche de zéro. Ces quantités sont appe-
Iées quantiles et on parle de quantile extréme lorsque I'ordre du quantile (probabilité
d'observation) converge vers zéro quand la taille de I'échantillon tend vers I'in ni.

Plus précisément, on considére n variables aléatoires réelles {X;, i A1,...,n} indé-
pendantes et identiguement distribuées de fonction de répartition F non nécessaire-
ment continue. A partir des observations de ces variables aléatoires, on souhaite estimer
le quantile extréme d'ordre ®,! Oquand n!l1l dénipar

de, " FA (@) Anf{x :F(x) - ®}, (1.1)

avec la conventioninf{ ; }/£1,ou FA estlinverse généralisé de F /£lj F.En particulier,
pour n tendant vers I'in ni, on a

Pimax(Xl,...,Xn)(;q®n¢ /£ PiXi CJe,, 8i /El,...,n¢
£ (1i @)
yis exp'nlog(li ®n)¢
A exp(j n®,(LAo(1)) quand ®,! O.

Par conséquent, comme ®n¢! 0, supposer que n®, ! Oquand n!1 implique
que leax(Xl,...,Xn)Qq®n I 1. On ne peut donc pas estimer dg, en inversant
simplement la fonction de répartition empirique. Plusieurs méthodes d'estimation

du quantile extréme qg, ont €té proposées dans la littérature. Mais avant d'exposer
celles-ci, il convient d'exposer la théorie sous-jacente a I'étude du maximum d'un
échantillon.

Ainsi, dans ce chapitre, on fera une bréeve introduction sur I'étude du comportement
asymptotique du maximum d'un échantillon. On commencera par introduire, dans la
partie 1.2, un résultat décrivant les limites possibles d'un tel maximum. Dans la par-
tie 1.3, nous donnons des critéres pour que la limite en loi du maximum suive telle ou
telle loi des valeurs extrémes. Ces critéres faisant appel a la notion de fonctions a varia-
tions réguliéres, on rappelle au préalable la dé nition de telles fonctions et on en donne
quelques propriétés. Puis, dans la partie 1.4, nous présentons quelques méthodes d'esti-
mation des quantiles extrémes. En n, dans la partie 1.5, hous exposons deux méthodes
statistiques qui permettent d'identi er la loi limite.

1.2 Lois des valeurs extrémes

Le principal résultat de la théorie des valeurs extrémes repose sur le Théoreme de
Fisher et Tippet (1928) dont la premiere preuve rigoureuse est due a Gnedenko (1943).
Celui-ci fait appel a la notion de statistique d'ordre associée aux variables aléatoires
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{Xi,i /£1,...,n}. De ce fait, nous ne saurons aborder ce paragraphe sans en donner au
préalable une dé nition.

Dé nition 1.2.1.  Notons par X1 - ... - Xun le réarrangement croissant de I'échan-
tillon {X;,i ZA1,...,n}. Pour touti AL,...,n, la variable aléatoire X ; , s'appelle la ieme
statistique d'ordre de I'échantillon.

Nous pouvons maintenant exposer le résultat principal de la théorie des valeurs ex-
trémes. Celui-ci montre qu'il | eX|ste des swtgﬁ( an)n, 1 E 0 et (b, )n. 1 2 Rtelles que la
suite de variables aléatoires a‘ Xn ni bn n 1 CONvVerge en loi vers une limite non dé-
générée. Ce résultat est la base de la théorie des valeurs extrémes. C'est I équivalent du
Théoréme central limite (TCL) en ce qui concerne les maxima.

Théoreme 1.2.1 (Fisher et Tippet (1928); Gnedenko (1943)). Sous certaines conditions
de régularité sur la fonction de répartition F, il existe un paramétre réel ° et deux suites
(@n)n, 1 EOet (bn)n, 12 Rtels que pourtoutx 2R,

“Xnni b :
lim P 200D 0 % EH (%),
n'l an
avec
( 0 i 0
loi de Fréchet H - (x) /& £ 400 S!XC' et ° EO,
exp j (x)! six, 0
£ '1/°n
. . exp i (i x)! sixCO
loi de Weibull  H - ()& &P 1% 0 eteco,

six, O
o]

£
loide Gumbel H o(x) Zexp i exp(j X) six2R et ° AQ,

etH - lafonction de répartition de la loi des valeurs extrémes (EVD) .

Le Théoreme 1.2.1 est vrai pour la majorité des lois usuelles. Si I'on fait un paralléle
avec le TCL, la suite a, joue le role de niY23(X) ol ¥(X) désigne I'écart type de X
et la suite by, joue le role de I'espérance. La suite a, (resp. by,) s'interpréte comme un
parametre d'échelle (resp. un parameétre de position ou de centrage). De plus, les suites
an et by ne sont pas uniques.

La Figure 1.1 illustre dans le cas d une loi nor&ale centrée réduite, la convergence
de la suite de variables aléatoires a' Xn ni bn , enloi vers une limite non degéné-
rée H . Dans cet exemple, nous avons utilisé les stites de renormalisation théoriques
associées a la loi normale standard ( Embrechts et al., 1997, voir page 145), a savoir :

¢ ' loglog n A log 4v
i 1/2 etbn/E|2Iogn¢1/2i 9709 ‘7'1?2 Ny

an /E|2Iogn ,
2 2logn

Grace aux travaux de von Mises (1936) et de Jenkinson (1955), on a une forme uni ée
de la fonction de répartition de la loi EVD a un facteur d'échelle et de position pres.
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Dé nition 1.2.2.  La représentation de Jenkinson-von Mises de la loi EVD que I'on ap-
pelle loi des valeurs extrémes généralisée notée (GEVD) ou (GEV) a pour fonction de
répartition

£ . -
exp i 1A°x) ° sic oM

. et pour tout x tel que 1A°x E 0.
exp i exp(j x) si° /A0 P a

a.(x)AE

FIGURE 1.1 — lllustration de la théorie des valeurs gxtrémes suy une loi normale cen-

trée réduite. Comparaison entre H o(x) (rouge), P X”g—lb” - X avecn A100 (bleu) et

Dé nition 1.2.3. Le paramétre ° du Théoréeme 1.2.1 ou de la Dé nition 1.2.2 est un
parametre de forme que I'on appelle « indice des valeurs extrémes » ou « indice de queue ».

SiF véri e le Théoreme 1.2.1, alors on dit alors que F appartient au « domaine d'at-
traction» de H - ou & - et selon le signe de °, on distingue trois domaines d'attraction
dont quelques densités ont été représentées pour ° xé alaFigure 1.2.

1. Si° E 0, on dit que F appartient au domaine d'attraction de  Fréchet (voir Fré-
chet, 1927) et on notera F 2 D(Fréchet). Ce domaine d'attraction est celui des
distributions a queues lourdes, i.e qui ont une fonction de survie a décroissance
polynomiale. Comme exemple de lois appartenant & ce domaine d'attraction on
a les lois de Cauchy, de Pareto, du Chi-deux, de Student, de Burr, de Fréchet, etc.

2. Si° CO0,onditque F appartientau domaine d'attractionde Weibull et on notera
F 2 D(Weibull ). Ce domaine d'attraction est celui des fonctions de survie dont
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le support est borné supérieurement. Pour le domaine d'attraction de Weibull on
trouve les lois Uniforme, Beta, de Weibull, etc.

3. Si° /O, onditque F appartientau domaine d'attractionde Gumbel et on notera
F 2 D(Gumbel). Ce domaine d'attraction est celui des distributions a queues
Iégéres, i.e qui ont une fonction de survie a décroissance exponentielle. Dans ce
domaine d'attraction, on regroupe les lois Normale, Exponentielle, Log-normale,
Gamma, Weibull r,, etc. Il apparait important de signaler ici que les lois de Wei-
bull et Weibull 1, sont deux lois différentes. La loi de Weibull |, de paramétres ¢ E 0
et ¢ E 0 a pour fonction de répartition

1j exp(j cx¢) six, 0

F(x) £
(x) 0 sinon.

FIGURE 1.2 — Exemple de densités associées a laloi EVD avec® A 1 (rouge), ° A0 (noir)
et ° /1 (bleu).

1.3 Caractérisation des domaines d'attractions

Le lecteur pourra se référer aux ouvrages de Resnick (1987) et Embrechts etal. (1997)
pour une présentation plus détaillée. Dans cette partie, on se contentera de donner des
conditions sur la fonction de répartiton ~ F pour qu'elle appartienne a I'un des domaines
d'attraction dé nis précédemment. Ces conditions faisant appel a la notion de fonc-
tions a variations régulieres, on rappelle au préalable la dé nition de telles fonctions et
on en donne quelques propriétés.
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1.3.1 Résultats sur les fonctions a variations réguliéres

Pour décrire plus en détail les fonctions a variations régulieres, il est nécessaire de
commencer par une dé nition des fonctions a variations lentes.

Dé nition 1.3.1.  On dit qu'une fonction * estavariations lentesalin nisi ~ (x) E 0 pour
x assez grand et si pour tout | E 0, ona

(x)

I
x11 N x)

AL

Par exemple, la fonction constante, les fonctions qui tendent vers une constante et
log(x) sont des fonctions a variations lentes a I'in ni. Les fonctions a variations lentes
jouent un réle prépondérant dans I'étude des lois de valeurs extrémes.

1.3.1.1 Représentation de Karamata

Théoréme 1.3.1 (Resnick (1987), Corollaire du Théoréme 0.6 ). Toute fonction a varia-
tions lentes ~ s'écrit sous la forme
Zxq)
T (x) AEc(x)exp . t—dt. (1.2)

ol ¢ E 0 et" sont deux fonctions mesurables telles que

Xlggn c(x) Acp 2]0,1 [etXIHn (x) AQ.

Sila fonction c est constante, alors on ditque ~ est normalisée. L'équation ( 1.2) im-
plique que si * estnormalisée alors * est dérivable de dérivée * ®avec pour tout x E 0,

. " (x)"(x)

En particulier,on a
X
lim x—— AOQ.
x11 (x)

1.3.1.2 Dé nition d'une fonction a variations régulieres et quelques résultats

Dé nition 1.3.2.  On dit qu'une fonction G est a variations réguliéres d'indice %2 R a
I'in ni si G est positive a I'in ni (i.e s'il existe A tel que pour tout x A, G(x) E 0) et si
pourtout | EO

B

G X
im S6X) g %
x11 G(x)

Dans le cas particulier ou %240, G est une fonction a variations lentes a I'in ni. Une
fonction & variations réguliéres d'indice % peut toujours s'écrire sous la forme x”* (x)
ou ~ estune fonction a variations lentes & I'in ni.
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Le résultat du Lemme suivant montre que la convergence du rapport de deux fonc-
tions a variations réguliéres d'indice % de la Dé nition 1.3.2 est localement uniforme
lorsque x tend vers I'in ni.

Lemme 1.3.1 (Resnick (1987), Proposition 0.5 ). SiG est une fonction a variations régu-
lieres d'indice Y3 alors pourtout 0CaCb

, -G(, x)
lim sup ———=i ,
X orap G(X)

Lemme 1.3.2 (Inverse d'une fonction a variation réguliéres).

Q.

2 SiG estavariations réguliéres d'indice %E 0, alors GA (x) est avariations réguliéres
d'indice 1/%2
2 Si G est a variations régulieres d'indice %C 0, alors GA (1/x) est a variations régu-
lieres d'indice j 1/%
Pour une preuve du Lemme 1.3.2, le lecteur pourra se référer au Théoreme 1.5.12 de
l'ouvrage de Bingham et al. (1987) ou a la Proposition 2.6 du livre de Resnick (1987).

Lemme 1.3.3. Soit = une fonction a variations lentes et soient u ,, et v, deux suites
positives telles que up, 'A1  etvy, A1 . Siuy» vy (ieun/vp! lquandn 'A1 ),
alors ~ (up)» " (vn).

Le Lemme 1.3.3, qui est une conséquence du Lemme 1.3.1, montre que les fonctions
a variations lentes conservent les équivalents. Par conséquent, ce résultat implique que
si G est a variations régulieres d'indice ‘et si u, » vy, alors G(up) » G(vp) et on dit que
les fonctions & variations réguliéres conservent aussi les équivalents.

1.3.2 Domaine d'attraction de Fréchet

Avant de donner les expressions de la fonction de répartition dans chague domaine,
il convient d'introduire une dé nition utile.

Dé nition1.3.3.  On appelle point terminal (en anglais « upper endpoint ») de la fonction
F, le réel xg dé ni par
Xg AEsup{x : F(x) C 1},

avec la convention sup{; } /£1.

Théoréme 1.3.2. F 2 D(Fréchet) avec un indice des valeurs extrémes® E 0 si et seule-
ment sixg £ Al etlafonction F esta variations réguliéres d'indice j 1/°. Dans ce cas, un
choix possible pour les suites a, et b, est

an Z£qn etby AO.

De ce Théoréme 1.3.2, on en déduit que F 2 D(Freéchet) si et seulement si le point
terminal xg estinniet F(x) Z£xi Y"* (x), ol * est une fonction & variations lentes a
linniet ° unréel strictement positif.
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1.3.3 Domaine d'attraction de Weibull

Théoréme 1.3.3. F 2 D(We| bull ) avec un indice des valeurs extrémes® C O si et seule-
mentxg CA1 etlafonction 1| F est a variations réguliéres d'indice 1/° avec

(

If(x)/E six- 0,

F(xei xi1) sixEO.
Dans ce cas, un choix possible pour les suites @ et by, est

an AXF i Qqun etbn AXE.

Du Théoreme 1.3.3, on endéduitque. F 2 D(W%ibull ) si et seulement si le point ter-
minal xg est niet F(X) EAxegi X)I Y (xgi x)i1 avec estune fonction a variations
lentesalinniet ° unréel strictement négatif.

1.3.4 Domaine d'attraction de Gumbel

Les résultats concernant le domaine d'attraction de la loi de Gumbel sont plus dé-
licats. Se référer aux livres de Beirlant et al. (2004b) ou de Haan et Ferreira (2006) pour
une présentation exhaustive.

Théoréme 1.3.4. F 2 D(Gumbel) si et seulement si
% 7 Ya

F(x) ZEc(X)exp i ] ﬁdt ,

ou limy; & c(x) ZEc. Dans ce cas, un choix possible pour les suites @ et by, est
Z

XF

an Aqyn etby £= F_(y)dy Aq1irne) i dun -

n an

1.4 Estimation des quantiles extrémes

Dans tout ce qui suit, on fait 'hypothése que F appartient a I'un des domaines d'at-
tractions dé nis précédemment. A n de résumer le probléme d'estimation investigué
dans ces travaux, on introduit le résultat suivant appelé  approximation de Poisson .

Lemme 1.4.1 (Embrechts et al. (1997), Proposition 3.1.1 ). Si®,! O0etn®,! c (non
nécessairement ni)quandn !1 ,alors

i ¢
P Xn’n Qq@n ' el .

Ainsi, d'apres le Lemme 1.4.1, deux situations peuvent alors étre distinguées en
fonction de clorsque I'on désire estimer les quantiles d'ordre ®,! Oquandn!1l
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Primo, si ¢ £ 1 alors, P(Xnn € de,) £0. Dans un tel contexte, un estimateur
naturel de gg, est le quantile empirique qui n'est rien d'autre que la  N®, c iéme plus
grande observation de I'échantillon {X;, i A1,...,n} c'est-a-dire la statistique d'ordre
Xnibn®,cA1,n- Le résultat principal de cet estimateur de quantile extréme est donné au
paragraphe 1.4.1parle Théoreme 1.4.1.

Secundo, si ¢ A0 alors, P(Xnn € de,) 1. Par conséquent, on ne peut pas estimer
le quantile empiriquement. Pour résoudre ce probleme, on a répertorié trois catégories
principales de méthodes :

2 La théorie des valeurs extrémes présentée par Guida et Longo (1988) et dont
les premiers éléments bibliographiques remontent a  Fisher et Tippet (1928) et
Gnedenko (1943) consiste a diviser I'échantillon en mg sous-groupes disjoints de
taille ng Z/£En/ mg desquels on détermine les maxima. La loi de ces maxima est alors
approchée, pour ng assez grand,¢par une loi des valeurs extrémes. En utilisant la
relation P'max(Xl, ...,Xn)Cae, ZAF"(qe,)on peutalors estimer le quantile ex-
tréme g, . Cette méthode d'estimation est présentée au paragraphe 1.4.2.

2 Laméthode des exceés initialement présentée par Pickands (1975). Elle préconise
de ne retenir que les observations dépassant un seuil xé u. Laloides k,, observa-
tions ainsi retenues que lI'on note par { Y;j,i 4AL,...,ks} peut-étre approchée, si u
estassez grand parune loi de Pareto généralisée(GPD) (voir Dé nition  1.4.2). Pour
estimer le quantile extréme qg, , il suf t alors d'utiliser le résultat de ( Balkema et
de Haan, 1974; Pickands, 1975) qui établit I'équivalence entre la convergence en
loi du maximum vers une loi des valeurs extrémes et la convergence en loi d'un
exces vers une GPD. Nous exposons cette approche d'estimation des quantiles
extrémes au paragraphe 1.4.3.

2 | es méthodes semi-paramétriques ol l'on suppose que pour tout ° E 0 on a
P(X E x)» xi e lorsque x tend vers I'in ni, c'est-a-dire que la fonction de sur-
vie F_(x) décroiten xi V°. Cette hypothése permet de construire des estimateurs
non parameétriqgues du paramétre ° dont le plus célebre est I'estimateur de Hill
(1975). Partant de ce résultat, Weissman (1978) proposera trois ans plus tard un
estimateur du quantile extréme qg,. En effet comme nous venons de voir (c.f
Lemme 1.3.2), supposer que P(X E x)» xi ¥° revient & supposer que le quantile
Je, décroiten ®L° . Une présentation détaillée de cette méthode d'estimation est
donnée au paragraphe 1.4.4.

1.4.1 Quelques résultats sur les statistiques d'ordres

Pour des raisons de commodités, commencons par rappeler un résultat sur la trans-
formation des quantiles.

Lemme 1.4.2 (Transformation des quantiles).  Soient {X;, i ZA1,...,n} des variables
aléatoires indépendantes et de fonction de répartition F. Soient {V1,...,Vnh n} les statis-
tiques d'ordres associées aux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme standard
{Vi,i A1,...,n}. Alors,
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2 FA (v;) ZEX.
© . 5 a
2 FAWV1n)e.. . FA (Van) ZE{X1n.....Xnn}, pourtoutn 2N.

2 F(Xy) suit une loi uniforme standard si et seulement si F est continue.

Ce Lemme nous assure que I'étude des quantiles empiriques associés a une loi quel-
conque peut se déduire de I'étude des statistiques d'ordres associées a la loi uniforme
sur [0,1]. Donnons a présent un résultat sur les statistiques d'ordres de lois uniforme
et exponentielle. Soit { Ej, i A;(:]L ...,N} une suite de variables aléatoires de loi exponen-

tielle standard. Onnote T, £ E;.Soit{V;, i A1,...,n}une suite de variables aléatoires

i A
indépendantes de loi uniforme standard.

Lemme 1.4.3 (Représentation de Rényi (1953)). La suite de vayjables aléatoirgg

. . . . L T T
{V1in,....Vh n}améme loi que la suite de variables variables aléatoires ! e —
. ThAx ThAx
e 2 ¥4
T.
Vin E—L
ThAl {jm,.n}

Ce Lemme nous permet d'établir la convergence faible d'une suite de statistiques
d'ordres de loi exponentielle.

Proposition1.4.1. Soit(kp)n 1unesuited'entierstelleque 1- ky - n,ky 'l etky/n!
Oquand n!1 .Alors

P —j ¢;_
Kn Enjk,A1ni log(n/ky) ' N (0,1).

Dé nition1.4.1.  Pourtoutt E 0, lafonction queue (en anglais « tail quantile function »)
est donnée par

U(t) "B inf{x:F(x). 1j 1/t} AEqus.

Lutilité de cette dé nition est essentiellement d'ordre pratique. En effet, il peut étre
plus commode de travailler non pas sur la fonction de survie  F elle-mé&me, mais plut6t
sur la fonction queue U.

Théoreme 1.4.1 (de Haan et Ferreira (2006), Théoreme 2.2.1). Soit (Kp)n_1 UNe suite
. . F()F%x)
' . . | I I MR SAPAI A7)
dentierstelleque 1- k, - n,k,!'1 etk,/n! Oquandn !l .Si XI!|rr)1(IF FT0)2
i °i 1, alors u q
P —"XniknALni U(n/kp)

’_
" (n/kn)Uqn/ky) N (0.1).

Le Théoreme 1.4.1 montre que l'estimateur de quantile extréme Xy, k,A1n avec

def . . . .
Kn fE In ®c est asymptotiquement gaussien. Aussi, remarquons que la Proposition 1.4.1
est un cas particulier du Théoreme 1.4.1avecU Alog.
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R xU (X
Proposition 1.4.2. Dans le cas particulier ou ° E 0, si la condition Xlllgn % AE° est
véri ée alors, on a u T
P —"Xp; i ¢
o ZnikeAtn g b T 027
Uk, /n

La Proposition 1.4.2estencore un cas particulier du Théoreme 1.4.1. Il apparait que
pour des lois dont la fonction de répartition  F 2 D(Fréchet), I'estimateur de quantile
extréme Xy, k,A1n €stasymptotiguement normal avec une variance asymptotiquement
proportionnelle & °?/kp.

1.4.2 Approche des quantiles extrémes par la loi des valeurs extrémes

. Pour estimer I(? quantile qe,, Guida et Longo (1988) utilisent I'approximation
PIXn,n- anxAb, EF"(anxAbp)' H - (x).Eneffetdaprésle Théoréme 1.2.1, on peut
écrire

lim n logF (anx Aby) AlogH - (x),
soit encore e o
lim nlog 1j F(anxAb,) AogH - (x).

Comme n!1 , on peut montrer que anxAb,! Xxg et par conséquent F_(anxAbn)
converge vers 0. Un développement limité au premier ordre de log(1 A u) donne donc
- 1
F(anxAbp)»i EIogH o (X).
Pour tout °, on peut alors approcher le quantile qg, par:
Je, ' anXe,Abp ol Xe, Vérie i logH - (x@,) £N®p.
On a alors un estimateur de quantile extréme de type

de, A& gnx®n'&6n (1.3)
2 4,(n®,) "Ab,  siF2D(Fréchet)
£ i 4, (N®y)i " Ab, siF2D(Weibull)
i anlog(n®,)Ab, siF2D(Gumbel)

ou (an, Bn) et ¢ sont respectivement des estimateurs des suites ( an,by) et de l'indice de
queue °.

Dans le cas particulierou ° /O, les auteurs proposent d'utiliser I'approche basée sur
la loi GEV dont le résultat s'énonce ainsi.

Théoreme 1.4.2 (Weinstein (1973)). SoitF 2 D(Gumbel), il existe deux suites(an )n, 1 EO
et(bn)n. 12 Rtelles que pour toutx 2 RetvE 0,

—hi ¢l/vi
lim nF by Acyx Aexp(i X), (1.4)
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ol ¢ £anvbyi L,

Dans une telle situation, on approche le quantile par
[ N -
de, ' by Achxe, Gy ol x@, Véri e exp( i X@,) An®,

et un estimateur du quantile extréme est obtenu en remplagant les suites b, et ¢, res-
pectivement par leurs estimateurs by, eté,,i.e

Ge, A by i G jog(n@y) ™.

Lavantage d'utiliser le résultat ( 1.4) provient du fait qu'il existe des valeurs de v pour
lesquelles la convergence dans (1.4) est plus rapide que dans le cas v A1. Dans ce
cas, sur simulation, l'approximation du quantile Je, est de meilleure qualité que

I'approximation basée sur l'approche EVD, i.e avec v A1. Les auteurs fournissent la
valeur optimale du paramétre v.

Les parametres °, an, by et ¢, de ces lois peuvent étre estimés par la méthode du
maximum de vraisemblance ( Prescott et Walden, 1980, 1983) ou la méthode des mo-
ments pondérés ( Hosking et al., 1985). Dans le cas de I'approche EVD, Smith (1985) fait
une étude détaillée du comportement asymptotique des estimateurs des paramétres  °,
an, bn obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance. Toutefois, il est conseillé
d'utiliser les estimateurs des moments pondérés car ceux-ci sont non seulement expli-
cites et faciles a calculer mais aussi parce qu'ils donnent de meilleurs résultats que les
estimateurs du maximum de vraisemblance quand on a des échantillons de petite ou
de moyenne taille. La principale dif culté de I'estimation des parametres °,an,bpyetc,
est due au fait gu'il faut un échantillon de maxima, lequel est parfois dif cile & extraire
des données initiales.

1.4.3 Approche des quantiles extrémes par la méthode des excés
Avant de présenter cette approche, il convient de commencer par une dé nition.

Dé nition 1.4.2 (Loi de Pareto Généralisée (GPD)). La loi de Pareto Généralisée est la
loi dont la fonction de répartition est donnée par
8 H LETE
31 1A°) si° 6/Aet  EO
G -(y) £ poo T
3 1j expil sic A0et” EO

avecy2Rasi®, Oou[0,j /°[si®° CO.
Dans l'expression précédente, ~ représente le parameétre d'échelle et ° le parameétre
de forme : il s'agit du méme parameétre de forme introduit dans la partie 1.2 etque l'on

appelle indice des valeurs extrémes.

La loi GPD présente quelques particularités. En voici une liste non exhaustive :
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2 Si” A1, on parle la loi GPD standard.

2 Si° /A0, la GPD correspond a une loi exponentielle d'espérance
2 Si° /&1, elle correspond a une loi uniforme sur [0, ]

2 Si° E 0, on retrouve la loi de Pareto décentrée.

Dans cette approche d'estimation des quantiles extrémes, on ne retient que les ob-
servations dépassant un seuil xé u C Xg. On dé nit alors I'excés Y de la variable X au
dessus du seuil u par X j u sachant X E u. Sil'on note par F, lafonction de répartition
d'un excés au dessus du seuil u, on a pour tout y E 0

1i Fuly) & P(YEY)

/E P(Xij uEYyjXEu)
P(XEuAy,XEu)
P(X Eu)
1i F(uAy)
1i F(u) ~

£

Lorsque le seuil u est grand, on peut approcher cette quantité par la fonction de
survie d'une loi GPD. A n d'approcher le quantile, il suf t alors d'utiliser le résultat de
Balkema et de Haan (1974) et Pickands (1975) qui établit I'équivalence entre la conver-
gence en loi du maximum vers une loi des valeurs extrémes H - etla convergence en loi
d'un excés vers une GPD. Ce résultat s'‘énonce comme suit.

Théoreme 1.4.3 (Balkema et de Haan (1974); Pickands (1975)). Si F appartient au do-
maine d'attraction de H -, alors

lim sup  Fyu(y)i G-—(y) AO.

Ut XF y210,xe i ul

D'aprés ce résultat, si pour une fonction de répartition  F inconnue, I'échantillon des
maxima normalisés converge en loi vers une distribution non dégénérée, alors il s'en
déduit que la distribution des excés au-dessus d'un seuil élevé converge vers une GPD
lorsque le seuil tend vers la limite supérieure du supportde  F. Cette caractérisation est
a la base des méthodes d'estimation de type Peaks Over Threshold(POT).

£ o]
Comme 1 F(uAvy) A[1j F(u)] 1i Fy(y) ,sipourtout y, Oon pose qeg, Auly,
alors

£ o
®, Ali F(de,) 4 [1i F(U)] 1i Fu(de,i u) ¢
|
" [Li FU)] 1§ G ~(de, i U) -
Pour k,, excés au-dessus du seuilu, I'approximation1 j F(u)' kp/n conduita

Kp i ¢
. 1i G ~(ge,i U) ' ®n,
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et si ° 644, alors on approche le quantile par

— KM T 9
Je, ' UA— kn "y
®n 5 hen i 1l.
On a alors un estimateur de type
3 [
K
X . q
. ® | ~=x
Go, A——s— Au, (L.5)

ou ¢ et sontrespectivement des estimateurs des parametres de forme et d'échelle. On
peut noter la similitude entre I'estimateur de quantile ( 1.5) et I'expression du quantile
(1.3)avec Adan etu Aby,.

Les parametres ° et de la GPD peuvent étre estimés par la méthode des moments,
la méthode des moments pondérées ( Hosking et Wallis , 1987) ou la méthode du maxi-
mum de vraisemblance ( Smith, 1987; Davison et Smith , 1990).

Cette méthode présente un avantage par rapport a la précédente en ce sens qu'il
est plus facile d'avoir un échantillon d'excés que de maxima. Dans la pratique, on
remplace u par Xp; k,A1n Cest-a-dire la k, plus grande observation de I'échantillon
{Xj,i £1,...,n}.

Deux variantes de cette méthode ont été présentées par Breiman et al. (1990) sous
les appellations Exponential tail (ET) et Quadratique tail (QT).

1.4.4 Approche des quantiles extrémes par l'approche semi-paramétrique

On se restreint aux fonctions F 2 D (Fréchet) pour lesquelles on a la caractérisation
suivante
F) A (x),

avec” une fonction a variations lentesalinniet  ° E 0. ConformémentauLemme 1.3.2,
cette caractérisation implique que

o, AEF" (@) A®), L(1/®,)avec®, - 1/n,
q-, AR (o) AL L@/ ) avee Ty, 1Un,

ou L est une fonction a variations lentes a I'in ni. En ce qui concerne les fonctions
L et *, il apparait important de signaler ici qu'il ne s'agit pas de la méme fonction a
variations lentes.

Vu la dé nition d'une fonction a variations lentes (se référer a la Dé nition 1.3.1,
pour ~ , suf samment petit, on a
[V

A D ER—y 0
R FACo) &
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En remplacant FA ("n) et ° par des estimateurs, on obtient I'estimateur de  Weissman
(1978) dé ni par w
G%Sﬁ Exnib n ,cAln ®_:
Pour les propriétés de I'estimateur de Weissman, on peut se référer a l'ouvrage de
Embrechts et al. (1997).

Comme autre estimateur des quantiles extrémes, on peut citer celui obtenu par I'ap-
proximation

(_n/®n)o i 1i

_ L N
FR@) T F Cn)i FR @) AF (o),
|

et valable quel que soit le domaine d'attraction de la fonction  F. La normalité asympto-

tique de I'estimateur de quantile extréme qui en découle, i.e

. (Cn/®) i 1i ¢
qu|1-| /E% Xnibn~cALni Xnjb2n",cALn AXnibnfncli\l,ni
|
a été établie par Dekkers et de Haan (1989). Il apparait clairement que cet esti-
mateur de quantile extréme peut se mettre sous la forme ( 1.5) et donc (1.3) avec
o .

A i ¢ .
dn 'CEF Xnib nncAln i Xnib 2n",cAin €t bn /Exnib n ,cAln-
|

1.5 Estimation du paramétre de la loi des valeurs extrémes

Dans la littérature de la théorie des valeurs extrémes on trouve plusieurs techniques
semi-paramétriques pour I'estimation de l'indice de queue. On peut citer I'estimateur
de Hill (1975) valable pour ° E 0. Il est considéré comme le plus simple des estimateurs
de l'indice de queue. Pour pallier les limitations de I'estimateur Hill, mais aussi pour
I'étendre aux deux autres domaines d'attractions Dekkers et al. (1989) ont proposé un
estimateur des moments valable quel que soit ° 2 R. Dans la littérature, certains auteurs
I'appellent plutdt I'estimateur de Dekkers-Einmahl-de Haan. Les auteurs ont établi la
consistance forte, faible et la normalité asymptotique de leur estimateur. Soulignons
que la méthode des moments fut initialement utilisée par  Hosking et Wallis (1987) qui
proposa un estimateur des moments pondérés dé nit pour tout ° C 1. Cet estimateur
est consistant si ° C 1 et asymptotiquement gaussien pour ° C 1/2. Toutefois, Pickands
(1975) fat le premier & proposer un estimateur de l'indice de queue plus général que
I'estimateur de Hill, i.e valable quel que soit le signe de °. Smith (1985) s'est quant a
lui intéressé au comportement des estimateurs du maximum de vraisemblance ' dans
le cas d'une loi GEV 2. Il a été démontré que l'estimateur du maximum de vraisem-
blance est consistant, asymptotiquement ef cace et asymptotiguement normal pour

1. D'apreslathéorie du Maximum de Vraisemblance, le support de la loi ne dépend pas des parametres.
2. Dans le cas des lois EVD et GPD, le support dépend des parameétres sauf dans le cas particulier ou
° AO.
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tout © E j 1/2. Falk (1995) a proposé un complément a I'estimateur du maximum de
vraisemblance. Son estimateur, que I'on appelle aussi I'estimateur négatif de Hill (en
anglais The Negative Hill Estimator ), est consistant si ° C j 1/2 et asymptotiquement
normalsi  1C° Cj 1/2.

Comme autres estimateurs, on peut citer I'estimateur du rapport des moments (  Da-
nielsson et al., 1996), l'estimateur de Peng (1998), I'estimateur basé sur le QQ-plot,
I'estimateur basé sur le graphique de la moyenne des exces ( Beirlant et al., 1996), l'esti-
mateur construit par des méthodes de régression ( Beirlant et al., 2002), d'optimisation
avec contrainte ( Csorgo et al., 1985; Bacro et Brito , 1994) ou sans contrainte ( Schultze
et Steinebach, 1996; Kratz et Resnick, 1996) et d'autres (voir Embrechts et al., 1997,
Beirlant et al., 2004b; de Haan et Ferreira, 2006).

A coté de cette énumération, on pourrait aussi ajouter les méthodes de correction
du biais basées sur des méthodes de régression (Beirlant etal., 1999, 2005; Diebolt etal.,
2008) ou sur des méthodes de bootstrap ( Gomes et Oliveira, 2001) ou jackknife ( Gomes,
1999; Gomes et al., 2005b) et les estimateurs a poids ou combinaisons linéaires ( Viharos,
1993, 1995; Gomes et al., 2005a) qui englobent d'une part les estimateurs construits par
des méthodes d'optimisation avec et sans contrainte et d'autres part les estimateurs
construits par des méthodes de régression.

D'un point de vue théorique, toutes ces méthodes partagent les mémes propriétés
de consistance et de normalité asymptotique. Cependant, les simulations montrent
gu'il y a de grandes différences entre ces différents estimateurs. En général, il n'y a pas
une meilleure méthode dans toutes les situations. Les méthodes les plus utilisées sont
celles de Hill, Pickands et des moments. Certaines études de comparaison (théorique
et par simulation) entre les différentes méthodes peuvent étre trouvées dans  Rosen et
Weissman (1996), Peng (1998), de Haan et Peng (1998), Groeneboom et al. (2003) et
Tsourti et Panaretos (2001, 2003).

Tsourti et Panaretos (2001, 2003) pensent que la performance d'une méthode
dépend de la distribution de la série étudiée. En d'autres termes, elle dépend de la vraie
valeur de l'indice de queue. lls recommandent Il'utilisation de techniques pour déter-
miner le domaine d'attraction de la loi des valeurs extrémes, et donc l'intervalle le plus
probable pour l'indice des valeurs extrémes. Les méthodes les plus utilisées a cette n
sont graphiques : le graphique loglog, la moyenne empirique des exces, le graphique des
rapports du maximum et de la somme, le graphique du rapport de Hill, la statistique de
Jackson. Pour de plus amples explications sur ces méthodes voir El-Adlouni etal. (2007).

Dans ce paragraphe, nous exposerons uniguement trois estimateurs de l'indice de
gueue. Notre choix s'explique par notre volonté d'introduire une adaptation des estima-
teurs ainsi proposés au cas conditionnel (voir chapitres 4 et 5).
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1.5.1 Estimateur de Hill

Cet estimateur a été introduit par Hill (1975) pour estimer d'une maniére non-
paramétrique le parametre de queue des lois appartenant au D(Fréchet). Pour
construire son estimateur, Hill utilise la méthode du maximum de vraisemblance sur
I'ensemble des kp, plus grandes observations d'un échantillon. Un grand nombre de tra-
vaux théoriques ont été consacrés a I'étude des propriétés de I'estimateur de Hill.  Mason
(1982) a démontré la consistence faible et Deheuvels, Haeusler et Mason ont établi la
consistance forte dans Deheuvels et al. (1988). La normalité asymptotique est due entre
autres & Davis et Resnick (1984), Csorgd et Mason (1985), Haeusler et Teugels (1985) et
Smith (1987).

Dé nition 1.5.1.  Soit (kn)n, 1 une suite d'entiers avec1 Cky, - n, I'estimateur de Hill est
dé ni par

9y ky 1
Gkn AE— log Xn;iA1ni 109 Xn; k,A1n-
knilim
Théoréme 1.5.1 (Propriétés de l'estimateur de Hill). Soit (kp)n, 1 une suite d'entiers

telleque1Ckn - n,kp!'1 etky/n! Oquandn !1
2 Alors, °H' converge en probabilité vers ° .

Kn
2 Sidepluskp/loglogn!1l quandn !1 |, alors GE‘ converge presque slrement
n
vers®.
Pour établir la normalité asymptotique de I'estimateur GE , on a besoin d'une
n

hypothése sur la fonction a variations lentes " . Il est en effet nécessaire d'imposer une
condition qui spéci e la vitesse de convergence du rapport des fonctions a variations
lentes vers 1 telle que dé ni au paragraphe 1.3.1

(C.1) : ll existe une constante réelle2C 0 et une fonction "(x)! Oquandx !1 ,telles
que pourtout , E1

(x) %1
log —= » "(x)32 uand x 1
975 (X)—,—d
Cette condition appelée « condition du second ordre » est satisfaite pour la plupart des
lois appartenantau D (Fréchet). Plus la constante %2C 0 de la condition (C.1) est proche

de zéro, plus dif cile est I'estimation de l'indice de queue  °.

Remarque 1.5.1. La condition (C.1) implique que 8 "E0,9xptelque8 x, x0,8 , E1

aAn. w1 1 Mool ain i
v ECORIS 22

Théoréme 1.5.2 (Normalité asymptotique de I'estimateur de Hill). s Soit(kp)n, 1 Une
suiteg'entiers telleque1Cky - n,kp!1l etk,/n! O0.Silacondition (C.1) estsatisfaite
avec knp"(n/kp)! Oquandn !1 ,alors

3 ;

p— i ¢
kn i b N 002
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En pratique, le choix du paramétre kp, pose des problemes. Si I'on trace le dia-
gramme de Hill (voir Figure 1.3), i.e la fonction kg 7! "E‘n, on observe une extréme
volatilité qui rend dif cile I'utilisation de cet estimateur en pratique si I'on n'a aucune
indication sur le choix de k. De plus, cet eanLateur est biaisé (voir Figure 1.4). Ce
biais est de l'ordre de "(n/kp). La condition kn"(n/kn)! 0O impose au tb'iis_d'étre
négligeable devant I'écart type de I'estimateur qui est quand a lui égal a kn .Une
minimisation de l'erreur en moyenne quadratique peut-étre utilisée comme critere.
Cette méthode reste néanmoins inutilisable en pratique puisque I'erreur en moyenne
quadratique reste inconnue! Se référer a Beirlant et al. (1996) et Drees et Kaufmann

(1998) pour des exemples de sélection du parameétre k.

Le résultat sur la normalité asymptotique de I'estimation de Hill permet de donner
un intervalle de con ance pour l'estimation. En pratique on se contentera de remplacer
° par sa valeur estimée. Par conséquent, si ki, est petit, on aura a fortiori , compte tenu
des remarques faites précédemment, une estimation avec un intervalle de con ance
large et a contrario , si k,, est grand, on aura un intervalle de con ance plus étroit mais
pas centrée sur la vraie valeur.

1.5.2 Estimateur de Pickands

Lestimateur de Pickands est construit en utilisant trois statistique d'ordres. Cet es-
timateur a l'avantage d'étre valable quel que soit le domaine d'attraction de la distri-
bution et par conséquent, du domaine de dé nition de l'indice des valeurs extrémes.
Pickands (1975) démontre la consistance faible de son estimateur. La convergence forte
ainsi que la normalité asymptotique ont été démontrées par  Dekkers et de Haan (1989).

Dé nition 1.5.2.  On suppose que{X;, i A1,...,n} est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi F appartenant a I'un des domaines d'attractions. Soit  (kp)n 1 une
suite d'entiers avecl - k, Cn, I'estimateur de Pickands est dé ni par

P 1 guxni knALn i Xnj 2k,Aln
kn log2 Xni 2k, A1n i Xni ak,Aln

Theéoreme 1.5.3 (Propriétés de l'estimateur de Pickands).  Soit (k,)n 1 une suite d'en-
tierstellequel- ky Cn,k,!1 etky/n! Oquandn !l

2 Alors, "E converge en probabilité vers ° .
n
. P A
2 Side plus kp/loglogn!1l quandn !1 , alors "kn converge presque strement

vers®.
2 Sous des conditions additionnelles sur la suite k , et la fonction de répartition F
que I'on pourra consulter dans Dekkers et de Haan (1989),
3 ’ Mo o2/020A1 l
Pl oo e AL
n 4(10g2)%(2" i 1)2
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FIGURE 1.3 — Graphique de Hilla n A1000 et trois lois appartenant au domaine d'at-
traction de Fréchet. La loi de Pareto (bleu), Burr (rouge) , Fréchet (noir) et la vraie va-
leur de ° A1 en trait interrompu. En ordonnée on a l'indice de queue estimé et en abs-
cisse le seuil k. Pour une loi de Pareto, comme la fonction a variations lentes ~ estune
constante alors, on peut prendre kp aussi grand que l'on veut.

FIGURE 1.4 — Graphique de Hill en moyenne sur 100 réalisations a n 1000 et trois lois
appartenant au domaine d'attraction de Fréchet. La loi de  Pareto (bleu), Burr (rouge),
Fréchet (noir) et la vraie valeur de ° /1 en trait interrompu. En ordonnée on a l'indice
de queue estimé et en abscisse le seuil k,,. Pour une loi de Pareto comme " 4O alors, il
n'y a pas de biais asymptotique.
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Comme l'estimateur de Hill, cet estimateur est biaisé et le résultat sur sa normalité
asymptotique permet de donner un intervalle de con ance pour |'estimation.

Compte tenu de la variance asymptotique de "En qui est assez importante compara-
tivement a ‘”;'n (voir Fig 1.5), certains auteurs ont proposés des estimateurs a « variance
minimale » construits & partir de combinaisons linéaires des logarithmes des accroisse-
ments des statistiques d'ordres. Par exemple Drees (1995) propose de faire la moyenne
de plusieurs estimateurs de Pickands utilisant un nombre de plus grandes observations
différents dans le but d'obtenir un estimateur moins sensible au choix de Kn .

FIGURE 1.5 — La variance asymptotique de I'estimateur "E (noir) et de @E' (rouge) en
fonctionde °.

1.5.3 Estimateur de Zipf

Dans le but d'améliorer le biais asymptotique des estimateurs précédents, Kratz et
Resnick (1996) et Schultze et Steinebach (1996) ontindépendamment proposé d'estimer
I'indice de queue par la méthode des moindres carrés classique. Leur estimateur connu

sous le nom de Zipf est asymptotiquement gaussien. Il est dé ni par
!

A
1 X kn A1l 1k o knAl 1 X

— log——Il0og Xn; jA1ni — —~ — log Xn; AL
oZ Kn jm | e Kn jm ] kn jm SR
K, £ W oA ;2 (1.6)
1 X knA1? 1 X% kA1
PR log——— PR log —
njm J njm J

Toutefois, sa variance asymptotique deux fois supérieure a celle de I'estimateur de Hill.



Un nouvel estimateur des quantiles
extrémes non conditionnels

Résumé

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier un nouvel estimateur des quantiles ex-
trémes dans le cas non conditionnel. Nous établissons sa loi limite et nous le comparons
a quelques estimateurs de quantiles existants.
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2.1 Introduction

Oit {X;j, i Z£1,...,n} un échantillon de n variables aléatoires réelles indépen-
Sdantes et identiguement distribuées de fonction de répartition F. On dénote par
Xin+ ...- Xnn les statistiques ordonnées associées aux observations { X;, i A1,...,n}
et on se propose d'estimer le quantile d'ordre  ®, lorsque F 2 D (Fréchet).

Pour ce faire, on se propose de faire la moyenne géométrique des estimateurs de
Weissman (1978). Ainsi que nous l'avons souligné au dernier paragraphe du chapitre 1,
l'idée de faire la moyenne de plusieurs estimateurs a déja été appliquée par Drees
(1995) qui proposait alors de faire la moyenne d'estimateurs de  Pickands (1975) pour
plusieurs valeurs de ky dans le but d'obtenir un estimateur moins sensible au choix du
seuil.



30 Chapitre 2. Un nouvel estimateur des quantiles extrémes non conditionnels

Dé nition 2.1.1.  Soit (kn)n, 1 une suite d'entiers telle que 1 - kn C n, on dé nit un esti-
mateur des quantiles extrémes par

. ¥o Hig, "
Q(\é\,/]G'CE_ XniiALn .

: 2.1)

£ o
ou g, Zexp log(kn A1)i 1j log(kn!)kn et"iH est I'estimateur de Hill (1975) donné par

H 1X © a
- j 10gXnijAtni l0gXnijn - (2.2)
i im

En ce qui concerne l'estimateur de Hill (1975), il n'y aucune différence entre ( 2.2)
et la Dé nition 1.5.1. La forme de l'estimateur ( 2.2) introduite par Beirlant et al. (2002)
repose sur le modéle de régression exponentiel pour des écarts de logarithmes entre les i
plus grandes statistiques d'ordre d'un échantillon de variables aléatoires indépendantes
etde loi F 2 D(Fréchet). Ainsi, on montre facilement que

aH 1X © a 1)(
i - j log Xni jALni log Xnijn A log Xni jALni log Xniin-

2.2 Résultats asymptotiques

Dans cette partie, nous étudions le comportement asymptotique de notre nouvel es-
timateur de quantile extréme. Nous commencgons par présenter les résultats auxiliaires
permettant d'en déduire sa normalité asymptotique. Ainsi, notre premier résultat auxi-
liaire est dé%é a la représentation en lpi de I'estimateur d(‘é‘ﬁc’. Dans tout ce qui suit, on
pose ¢ AEj log Xn; jA1ni l0gXn;jn -

Proposition 2.2.1. On ala décomposition suivante :

. V] 1
¢ 1(knA1)" ,

log Gy © "Eni °IongnAl,nAIogL'l/anAl,n Alog E—( r?® ) "k/‘;,

n

(2.3)
avec"r I'estimateur de Hill dé ni précédemment, L une fonction a variations lente a l'in-
ni,V ¢, A1n la (nj kn)-iéme plus grande statistique d'ordre d'un échantillon de variables

aléatoires indépendantes de loi uniforme standard {V;, i A1,...,n} et
' |
o Ya Xo Ko X 1 lJlgkn
£ ¢V Y4 avecYs £ —log
Kn i74 9 8| ®
Izt Pzt ig! N%h

En utilisant le schéma de la preuve de la Proposition 2.2.1 (voir partie 2.4), on

montre que la représentation en loi de I'estimateur de  Weissman (1978) dé ni comme
oH

4o AEXn; ko ALn n%n “ est donnée par

. VO |
¢ k
Iogd(\é\ﬁ ZE i° Iongn,nAIogL'l/Vkmn Alog n—n "En, (2.9)
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ou Vi, n estla(nj Kp A 1)-iéme plus grande statistique d'ordre d'un échantillon de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme standard { V;, i A1,...,n}.

En comparant ( 2.3) et (2.4), on remarque que la représentation en loi de qggf fait
intervenir non seulement un terme supplémentaire mais aussi un nouvel estimateur de
gueue noté ° /“ . Cet estimateur de queue est une somme pondérée des écarts de loga-
rithmes entre Ies kn plus grandes observations de I'échantillon { X;, i Z&1,...,n}. Grace
aux travaux de Beirlant et al. (2002), on sait étudier un tel estimateur. Dapres les au-
teurs, sil'on montre que les poids { Y4,j Z1,... kn} satisfont certaines conditions énon-
cées dans leur contribution scienti que (voirannexe  A) alors, ‘”k/“ est asymptotiguement
gaussien. Ainsi, les deux lemmes suivants sont des outils dont le tnjut est de montrer que
nos poids satisfont les conditions requises.

Lemme 2.2.1. Soit (®)n 1 une suite telle que n®, ! 0. Si ky ! 1 et
log(kn)/log(n®,)! Oquandn !1 alors, pourtoutj A1,...,kn,
p 1 %o
Yy AE¢jlo i £ 1,
i

ou le o(1) est uniforme en j.
D'aprés le Lemme 2.2.1, la loi asymptotique de "Il(/“ ne dépend plus que du compor-
tement des poids { ¢j, ] 4L,...,kn}. Le résultat suivant est dédié a I'étude de ¢;.

Lemme 2.2.2. Pourtout AL,...kn,
& AW ¢(jI(kn AL)) (1A 0(1)) avec We(s) £ jlogs et sE O,

uniformémenten j Al,....kp.

L'estimateur de Zipf noté 65 (voir paragraphe 1.5.3) s'interprétant comme un esti-
mateur de la pente dans un graphe de coordonnées

H “nAlﬂ 1
log ]_ ,log Xp; jAin ,

: fhrin 0Z g K " Py j :
alorsil peut se réécrire °, /E j;ELd:jlj JQELlJ- avec!; A£jlog kAT (1A o(1)) unifor-
mémenten j A1,...,k,. Par conséquent, "Z t"/“ sont trés proches. En particulier, ils

ont méme loi limite. La proposition suivante etabllt Ia normalité asymptotique de 1k/“
n

Proposition 2.2.2.  Si I'hypothése (C.1) est véri ée et si de plus la suite (kp)n, 1 satisfait
kn!'1l ,log(kn)/log(n®,)! Oetk¥?"(n/kn)! , 2Rquandn !1 ,alors

M " f :
kl/2 o Ya . o . (n/kn) J— N IO,2°2¢.
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Sikn!1 ,kn/n! Oetk}2"(n/k,)! , 2Rquand n!1 , alors on peut montrer
que (se référer a la démonstration de la Proposition 2.2.2)
u

kY2 oH o "(n/kn) ) FN 002¢
kn IE2)

. . ~, .. . ' . PNY/
Comparativement, il apparait donc que le biais asymptotique de l'estimateur k‘; estde
meilleure qualité que celui de l'estimateur de "It' et a contrario , sa variance asympto-

n

tique est de moins bonne qualité. Ce probléme est récurrent en modélisation des don-
nées ou en estimation. On observe fréquemment qu'une réduction signi cative de lava-
riance peut conduire a une augmentation du biais et  vice-versa, une réduction du biais
initial peut mener a une augmentation nette de la variance : on parle alors  du dilemme
biais / variance..

Théoreme 2.2.1. Supposons la condition (C.1) satisfaite. Soit (®,)n 1 une suite telle que

n®,! 0.Sikn!1 ,log(kn)/log(n®,)! Oetk}2"(n/k,)! , 2Rquandn !1 alors,

e b Pquet T
D LI |og n i

n

)
"(n/kpn) F °2¢
n®, (1j 1/32 N O 2

Siky!'1 ,kn/n! Oetk}"(n/ky)! , 2Rquand n!1 alors, l'estimateur de
Weissman (1978), dont la décomposition en loi est donnée en ( 2.4), est asymptotique-
ment gaussien (se référer a la technique de preuve utilisée pour le Théoreme 2.2.1),i.e

ez Paet o T ¢
—3&__~ Jog — j lo BTN N 0 °
log o de, n®, (1i %)

Les estimateurs de quantile extréme cj(\gﬁG et d(\é‘ﬁ convergent a la méme vitesse. Le biais
asymptotique de l'estimateur Gg'C est donnée par " (n/ky)/(1 i ¥3%. Il est, & un facteur
d'échelle 1/(1 | Y9 prés, de meilleure qualité que celui de l'estimateur d(‘é\ﬁ. Mais la
variance asymptotique de cié,f)‘ﬁ est, a un facteur d'échelle 2, de meilleure qualité que
celle de Gg'®.

Notons que Fils et Guillou (2004) ont étudié un estimateur de quantile extréme basé
sur I'estimateur des moindres carrés ( 1.6) et dé ni par
A
SFG e kn 1 X O\in X nAl
e, A " exp o—  10gXn; jALni log —
nijm njm i

Sous les hypothéses de convergence énoncées précédemment, le résultat établi par les
auteurs montrent que si , 40 alors Gy'C et G5 ont méme loi asymptotique.

2.3 Comparaison graphique des estimateurs

Nous allons ici comparer les performances des estimateurs q® , q® et q® sur
quatre lois. Pour une loi donnée, on simule N A1000 échantillons de taille n A£1000. On
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s'intéresse a l'estimation du quantile d'ordre  ®, /Eﬁ et les lois considérées sont celles
de Student a 10 degrés de liberté, Pareto, Burr et Fréchet.

Pour chaque loi, on compare la moyenne empirique des estimateurs du quantile
extréme d'ordre ®, (voir graphes (a) et (c) aux Figures 2.1 et 2.2) et leur erreur relative
quadratique moyenne * en fonction de k, (voir Figure 2.3). Ensuite on représente les
estimateurs médians “ (voir graphes (b) et (d) aux Figures 2.1 et 2.2). Pour une bonne
visualisation des graphiques, nous avons opté pour I'échelle logarithmique.

Ces simulations tentent de con rmer que, pour des lois dont " 6/8 (exception faite
de la loi Pareto ou " Z0), notre nouvel estimateur de quantile extréme ﬁ(‘é‘ﬁG est moins
biaisé. De plus, il est aussi lisse que qgf. En n, pour un échantillon de taille nie etdu
point de vue I'erreur relative quadratique, les simulations semblent montrer qu'a partir
d'un certain seuil k, pas trop grand, I'estimateur d(‘é‘ﬁe semble moins mauvais que d(‘é‘ﬁ
(voir Figure 2.3).

Py lgenid & 2
5 17N ni den.j
1. Elle estdonnée par ) Ton

2. Ce sont les estimateurs correspondant a la médiane des erreurs relatives quadratiques moyennes.
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(a) : moyennes empiriques, loi de Fréchet (b) : médians, loi de Fréchet

(c) : moyennes empiriques, loi de Burr (d) : médians, loi de Burr

FIGURE 2.1 —La ligne horizontale est la vraie valeur de logqeg, (rose). En ordonnée, on a
le quantile extréme estimé et en abscisse le seuil k.

(8) & (c) : Comparaison des moyennes empiriques des estimateurs log qgf (rouge),
log G (noir) et log G ® (bleu).

(b) & (d) : Comparaison des estimateurs médians de log q'gf (rouge), log dé,f)‘ﬁ (noir) et
log G/ (bleu).
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(a) : moyennes empiriques, loi de Pareto (b) : médians, loi de Pareto

(c) : moyennes empiriques, loi de Student (d) : médians, loi de Student

FIGURE 2.2 —La ligne horizontale est la vraie valeur de logqeg, (rose). En ordonnée, on a
le quantile extréme estimé et en abscisse le seuil k.

(8) & (c) : Comparaison des moyennes empiriques des estimateurs log qgf (rouge),
log G (noir) et log G ® (bleu).

(b) & (d) : Comparaison des estimateurs médians de log q'gf (rouge), log dé,f)‘ﬁ (noir) et
log Ge'® (bleu).
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(a) : Loi de Fréchet (b) : Loi de Burr

(c) : Loi de Pareto (d) : Loi de Student

FIGURE 2.3 —Comparaison du logarithme des erreurs relatives quadratiques moyennes
de G&° (rouge), Gg (noir) et G&'C (bleu). En ordonnée, on a l'erreur quadratique
moyenne et en abscisse le seuil k.
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2.4 Démonstrations

Démonstration de la Proposition  2.3. En passant au logarithme, l'estimateur ( 2.1) se
réécrit

0gGYC £ = 10gXn; iALni 100 Xni ko AIOG X kon A — Tiog Yo ¢
Kn i m Knimi n®nh jm
: (VRS |
1% ¢ 1 %1 Figg, X
A k_ i logXniiA1ni 10gXn;in AIOanikn,nAk_ —log — ¢
nim nim! n®nh jm
o Ty
1 X1 i X
A Q! Alog X, kyn A Iog Ik, ¢

D'apres le Lemme 1.4.2 sur la transformation des quantiles, nous avons
3

Xnikon 7 FA (Voi kon) AR (Li (Li Vioj (pADALR)) AR (VigAzn) AV, 30 L Vi

ou Vi, A1n estla (nj kn)-ieme plus grande statistique d'ordre d'un échantillon de va-
riables aléatoires indépendantes de loi uniforme standard{ V;, i Z&£1,...,n}. llendécoule
alors que

1 X” “igknﬂx

log Gy © *H i °log Vg, AlnAIogL 1/ Vi, Ain A— —Iog ¢
Knimi n®nh | m
1% X1 “igknﬂ
i °logVy, AlnAIogL 1/ Vi, A1n A— I og ¢
n J/,E“A:j-l n®,
1 Ko
i °log Vg, AlnAIogL 1/Vi, A1ln A— Ys¢i.
n j AL
. . . , . L. 1/ Pk ) Pk N
Enintroduisant la variable aléatoire dé nie par A mtivs  jmYs0u
Xe X X 1 uigknﬂ X X1 uigknﬂ
Yy FE —log — £ —log —
%o X ogi Ko X 1 Mg T
iA _—lO gkn
jmjm jmjm n®;,
Ok
£ log(kaDAk,log —~ ,
g(kn)Akn log n®,
on aboutit a
1 M Mg il
IogqWG oW i °log Vg, AlnAIogL 1/ Vi, A1n A— Iog(kn')Ak log % Gll(/‘;
n
M1 i Al) ol

i °logV AlogL l/V Alo -
9 Vk,A1n g knAln e ne, K,

£ o]
puisque gi, Aexp log(kn A1)i 1 log(kn)/kp .Ce quiachéve la démonstration. O
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Démonstration du Lemme 2.2.1. Comme la formule de Stirling donnée par
K Tk,
kn! AE(2YKp ) Y2 ?” (1A0(1)),

&7
I 1quand k, ! 1 alors,

Y
; 2|og(|<n/3\1)i Iog(2/kn)Ao(1)

Kn Kn
8"2]0,1[9N2Ntelque 8 n, N, 1" - g, - 1A". Ceci implique que pour tout

i £1,...,knh, nous avons

montre que gk, A ex

(L") gk, i@A")
n®, n®, ne®,

ye

En passant au logarithme de part et d'autre des inégalités, nous avons pour n, N

M)t Mg T Maant o BT g T e aant

log ——— - log — - log ) — +log — - log —= .
n®;y n®;, n®;, n®;, n®;, n®y,
Nous pouvons réécrire
. A
Clog(1i ™) o ulgknﬂ o Koy 1 1 log(1A")  logkn
' log(n®y) g n®, g n®, " log(n®,) " log(n®,)’
La condition log( kn)/log(n®,)! 0 entraine que
log(1; " log(LA" logk
(109Wi )|y g, l09UAT) - Togke G o
log(n®n) log(n®n) * log(n®;)
Donc, uniformément pour tout i 41,...,kn, nous avons
“igk 1 H 1
| LA 1A0(2)).
°9 &, F%Y e (1Ao(1)
Par conséquent, q q
X o1 Mg My ) O
~log —* /Hog (1Ao(1) 1/i,
jml Nn®p N®p i A

permet de conclure la preuve. O

Démonstration du Lemme 2.2.2. Pour i E 1, la méthode des rectangles nous assure

que
ZiAll 1 Zi 1

—dt - —- —dt.
i t | i 1t
En passant & la somme pour j E 1,
Kn Zip 1 Kn Z; 1
—dt - éj - —dt,
iAg | t iAg i 1t
on obtient,
kn A1l Kn
log—— ¢j - log -

j jil
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On peut donc réécrire

logkni log(ji 1),

i ¢
0- ¢:/l knAD)/j i 1-
¢illog (kn ALY i log(kn A1)i logj '

logkni log(ji 1), 1 ona
log(kn A1)j logj ' ™

" ni)
i(ii 1)(og(kn A1) log(j))?’

En introduisant la fonction hp(j) A&

o) &

ol n(j)&Eijlog(knA1)Ajlog(j)Ajlog(kn)i jlog(ji 1)i log(kn)Alog(ji 1). Comme
pour j E1," ﬂ((j)/Ejli “Ll CO,' %k,A1)E0et" (k,Al)AQ, il en découle que pour

tout j Ckn A1, n(j)CO. Ainsi, puisque hn(kn) E 0, on a nalement que la fonction

est décroissante et positive sur [2, k,] et par conséquent on a pour | E 1,

log k
gXn i 11 Oquand kn!1

0- hn(j)- hn(z)’cEk)g(knAl)i log2 '

Donc, uniformément pourtout jtelquel Cj - ky,ona
¢j Eilog(j/(kn A1) (1A0(2)).

D'autre part, si j /£1,0na

Kn
1/i i log(kn A1) ACgyier Ao(1),
i AL

ou Cgyler estla constante de Euler. Ceci implique que

m| 1/5EO(1)) é1» |Og(knA1)
n

En conclusion, uniformément pour tout  j A1,...,k,, nous avons
. def . .
¢j A ilog(j/(kn AL)(LA0(L) 78 WE(j/(kn AL)(LAO().
Ceci achéve la preuve.

Démonstration de la Proposition  2.2.2. Commengons par remarquer que

Xn Xn u J ﬂ
¢Ys ¢cjwe (1Ao(1)
0\1/ jAEL J/E- knAlr
. b 1 A& 3 FA—p——
Kn 1(kn A1) 1(kn A1) 1
knlog — knl - log
e n®, e n®, n®,
/E 1 % ¢-Wdu J ﬂ(le(l))
knjm ' knAl

A
uisque lo ul(knAl)ﬂ lo " =
puisq g e n®, g n®;y

il

!

1.

hn

(2.5)
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Pour tout s 2]0,1[, la fonction W ¢(s) dfé i log(s) satisfait les conditions de

Beirlant etal. (2002) (voir Annexe A, Théoreme A.0.1) avec u(t) £ jlog(t)i 1 et g(s) £
1 log(s). D'une part, puisque la fonction W ¢ est monotone et décroissante, si j E 1
alors,ona

i( Z ik, u(x)dxz W¢uji 111 N Ioguji 1‘” N logu 1 ‘HAEQH 1 )l
" (ji L)/ kn kn ! kn ! knAl knAl '
et dans le cas particulierou j A1,0na
* £tk u(x)ole;Ewdulﬂ 1i lo L 1i Io g ﬂ,CE "l
" i Dk Kn 119 Kn 1 1od knA1l : knA1l

D'autre part, on a

z lI ¢ z 1 -r2A+ <

log(l/s)_1 g(s)dsC1 et We =7 (s)dsC1 pourtout +EO.
0

0
Par conséquent la variable aléatoire

L % LR I TR Y 2

; ; j
¢ Weé | — ¢ °A"(n/k
| knAl | (n n)

k1/2
A kn jm kn Al knA1l

2.6
. (26)

R .
converge vers une loi normale centrée de variance ©°?2 01(W°)2(s)ds. La fonction
f (s) Alog(s)s' “est continue sur [0, 1], donc intégrable au sens de Reimann eton a

=T we ] £ — log J ]
knAl g knAl kpA1l knAl g knAl kpA1l
Z,
! | RCV Y S pe— 2.7
, loa(9)s s i = (27)
Comme le o(1) de la variable aléatoire "L/‘; estuniforme en j A1,...,k, alors,
X w1
25) AAo()*” £~ ¢ we 2.8)
' “ knjm | keAL '

.
Aussi, puisque ¢j AW ¢ g (LAo(1)) uniformémenten | /L,... .k, il Sen suit que

Kn L ﬂ Ko
,1 T Eo(l/—\o(l)) .

X %o
¢ we e (LAO(D)

1
/A (1Ao(1). (2.9)
knAl kn jm Kn  jmig]

Kn jm
En combinant ( 2.9), (2.8), (2.7) et (2.6) on obtient

z 1
. tm/ke)@Ao@) P
i 1; 192 N O, . log©(1/s)ds ,

ki (LAo(1) *¢ i

qui entraine que

H " f .
kr:ll./z oY . o . (n/kn)(le(l)) ’- N |01202¢.

ol W
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Ainsi, si k}?"(n/k,)! , 2Ralors,

u

n l ,
kUZ oY . o . (n/kn) P N |o 2°2¢
"ol b e
Ce qui conclut la preuve de la Proposition. O

Démontration du Théoreme 2.2.1. D'apres la décomposition de la Proposition 2.2.2,
nous avons

. H 1
¢ 1(knA1)"
log 64/© “E i °IongnA1nAIogL|1/anA1n Alog 1ka A1) °’k/“,
n n ’ ’ e n®, n
et comme par dé nitionlog  ge, 4 i ° log®, AlogL(1/®,), alors
3 ,
il ! M A 1
VI
. knAln 1(kpAL) .,
log '€ lo £ °HiclogyV, A°log®, Alo Allog =L o¥
9de, i 1090e, Ky | 9 Vk,ALn g®n Alog L(1/®n) g e ne, Kn
(N ’
3 i’ vil
£ (M °)A° logVy k. i log(n/(kn A1) Alog@ <AL A
Kn kn AL L(1/®n)
H fls
1(kn A1)
A log === Vg 2.10
g e n®n kn | ( )

D'aprés le Lemme 1.4.3 sur la représentation de Rényi (1953) et la conséquence de la
Proposition 1.4.1ona

def .
Xn ZEVi % S ni(ke AL et o &

def V, knA1l .
L TkoALln BSKn AL ) ®, C1/n.
®p n®;,

D'ol 3 3 .
log L(U/@®n)/L Vji%, Aog(L( nxn) L(Xn)).

La conséquence de la condition (C.1) (voir Remarque 1.5.1) implique que pour n assez

grand on a 0 1
QA" A1 1 Uen) , (@i™). 2 i1
> n l . Iog @_g n A- I d n I .
b II(Xn) L Vi 1 s
KnA1
A v
A, 21 @i, A
Silonprend0 C" Ci ¥ les fonctions de | , que sont ( )’1/” L= et (i ’1/" !
2 2

sont croissantes etcomme , 5 !1 alors,ona

3 3

|
log L(1/®)/L V| %in ;Eil—/z"(xn)(lep(l)).

De méme, comme Xp 5 n/(kn A1)» n/k, etd'aprés la Proposition 1.4.1,ona

3 3 .

log L(1/®)/L V} %, /Eié"(n/kn)(lAOP(l)). (2.11)
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Puisque Ep; k, n &Elog Vk Aln’ la conséquence de la Proposition 1.4.1implique que

Iong Ain i Iog(n/(knAl)/E (2.12)

k1/2
n
avec »F une variable aléatoire qui converge vers une loi normale centrée réduite. La
démonstration de la Proposition 2.2.2, montre que pour tout s 2 [0,1], si I'on pose
W ¢(s) &1 alors,

"(n/k
i A ( ) (2.13)
n kl 2 I A
avec»" une variable aléatoire qui converge vers une loi normale centrée de variance  °2.

Aussi, la Proposition 2.2.2 entraine que

oY . o /E »1/4 A"(n/kn)

! TR Wi (@34

avec »” une variable aléatoire qui converge vers une loi normale centrée de variance
2°2. Finalement, en combinant ( 2.10), (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14) on a donc que

R T 1
Gare "(n/Kn) M kn AD) ™M 5% "(nikn)
log do. Y k1/2 A TRY Akl/z . /2(1Aop(1))AIog e ne. M TrRT:

3 .
Lhypothése ®, C 1/n implique que log é(kn”—(énl) 11 etnousavons

A WG! 0 1
1/2 ol 1/2 1/2n
3I(1n(k )&1)'|0g e, [ i 1.(r1]/|2<n) /e OP@ : 1k Al)lAA o (glllz:)Al),
log ¢ e, ae, (i log &5 (1i Alog 5,
k2" (n/ky )
) () 8 p A
viog 1Ll
Side plus, k2" (n/kp)! , 2R, alors
A o I 0 1 0 1
k1/2 ) q%\lﬁ k1/2 " (n/ Kk ) 1 )
o % O g 0P @ A0 B AR
Iog 1 (knAl) ) log ge, 1i v log é(erﬁ@) log é(n®)

et par conséquent

k1/2 ¢ kl/2n(n/k )*_ 2
—SW logGe i logde, | R N (0,2°7).
log e n®,

Ceci permet de conclure la preuve du Théoréme. O



Quantiles conditionnels

Résumé

Dans ce chapitre bibliographique, on présente les différentes approches d'estimation des
guantiles conditionnels. Quelques dé nitions et des résultats utiles y sont donnés.
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3.1 Introduction

N Ous recensons dans la littérature deux types d'approches pour I'estimation des
guantiles conditionnels que sont :

2 l'approche paramétrique, brievement présentée dans la partie  3.2;

2 l'approche non-paramétrique, présentée de facon plus détaillée dans la par-
tie 3.3.

Dans le cadre de ces approches, on distingue selon la nature de la variable explicative :

2 Le modele dit « a plan xe» ou «design xe » dont les données sont des couples
{(xi,Y;i), i £1,...,n}ou les observations Y; sont des variables aléatoires réelles
non nécessairement indépendantes et les x; sont des points d'observations non
aléatoires.

2 Le modele dit « a plan aléatoire » ou «design aléatoire » pour lequel les données
sont des couples {(X;,Y;), i Z£1,...,n} de variables aléatoires réelles non néces-
sairement indépendantes et identiquement distribuées de méme loi.
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3.2 Estimation paramétrique des quantiles conditionnels

Elle est généralement utilisée quand l'on dispose d'un échantillon de petite taille.
A n d'estimer le quantile conditionnel, une facon de procéder consiste a supposer
la fonction de répartition conditionnelle gaussienne. Lestimateur correspondant du
guantile conditionnel g (®jx) estdé nipar :

Gn (®X) Ay (X) A ze¥an (X),

ol My, (x) (resp. ¥4 (x)) désigne l'estimateur de I'espérance conditionnelle (resp. I'écart
type conditionnel) de Y sachant X A£X et zg le quantile dordre ® de la loi normal
centrée réduite. An d'estimer m(x) et ¥£(x), Royston et Wright (1998) ont utilisé un
modéle polynomial qu'ils ont associé a la méthode des moindres carrés. Cependant,
dans la pratique, lorsque I'on dispose des données connues pour leurs valeurs aber-
rantes comme en biologie, il est parfois nécessaire de les transformer dans l'espoir
d'obtenir des résidus normalement distribués (voir ~ Cole (1988) et Tango (1998)). Hormis
la restrictivité des hypothéses paramétriques, il semblerait méme que I'existence d'une
telle transformation ne soit pas toujours possible ( Cole, 1988).

Pour pallier ces problemes de modélisation et ou d'hypothéses, une nouvelle ap-
proche dite non-paramétrique a été mise en oeuvre.

3.3 Estimation non paramétrique des quantiles conditionnels

Dans le cadre de I'approche non-paramétrique, on distingue deux méthodes d'es-
timation. La premiére consiste a estimer au préalable la fonction de répartition condi-
tionnelle puis & l'inverser pour en obtenir un estimateur du quantile conditionnel. Elle
sera présentée au paragraphe 3.3.1. La seconde consiste quant a elle en une estimation
directe basée sur le principe des moindres carrés. Elle sera exposée au paragraphe 3.3.2
De nombreuses études ont été menées dans le cas d'un processus Markovien ( Rous-
sas, 1969), lorsque les données sontindépendantes et identiquement distribuées ( Stute,
1986; Samanta, 1989) ou ®-mélangeantes (Berlinet et al., 1998).

3.3.1 Méthode d'estimation indirecte

On dénombre deux techniques d'estimation indirectes de la fonction de répartition
conditionnelle :

2 |es estimateurs a noyaux qui peuvent étre construits suivant :

(&) la méthode d'estimation du simple noyau;;
(b) la méthode d'estimation par noyau produitoude  Roussas(1969);
(c) laméthode du médianogramme ou de la fenétre mobile.

2 Les estimateurs au sens des plus proches voisins.
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3.3.1.1 Estimateurs a noyaux

L'expression de I'estimateur du quantile conditionnel construit en inversant la fonc-
tion de répartition conditionnelle est donnée par :

a

f o © s
dn (®)x) &nf yjF, yjx , ® . (3.1)
(a)- Les estimateurs par simple noyau de la fonction de répartition conditionnelle

On estime la fonction de répartition conditionnelle par :

A0 ¢ X X
Fn yix £  Wni(X)Ly,. yyavec  wp;(x) AL (3.2)
iAa i A
Notons que si lI'on ne conditionne pas, i.e wq;(X) £1/n, on retrouve l'expres-
sion classique de la fonction de répartition empirique. En posant  Y® ALy.y, on a
F(yjx) ZEE[Y "jX Ax] et §n (®jx) est appelé I'estimateur du quantile de régression .

Cas du design aléatoire : La convergence ponctuelle en probabilité de I'estima-
teur (3.2) a été établie par Stone (1977) * lorsque les variables aléatoires ( Xi,Y;) 2RP £ R
sontindépendantes et identiquement distribuées.  Collomb (1980) aprés avoir étudié les
propriétes asymptotiques d'un estimateur a noyau de probabilité conditionnelle d'un
couple de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs
dans RP £ R a proposé d'estimer la fonction de répartition conditionnelle en posant

1

Wi (x) K K

n jm hn

ou K est une densité de probabilité appelée « noyau » et h,, un parametre qui converge
vers zéro lorsque n tend vers I'in ni. Il a par ailleurs démontré la convergence ponc-
tuelle et uniforme en x de son estimateur. Il n'a pas démontré la convergence uniforme
eny. Il a également donné l'erreur quadratique moyenne optimale ainsi que la norma-
lité asymptotique de ses estimateurs.

En utilisant un noyau de probabilité continu et borné sur  [j 1,1] Stute (1986) posa :

H K H : il
G i Gn(Xi X Gn(X)i Gn(X; 1 X
i (x) K o Gn(X) koG e G AL 1, .
hn jm hn nj,CEL

Il a démontré la convergence uniforme de son estimateur de la fonction de répartition
conditionnelle. Il a établi un résultat sur la normalité asymptotique de l'estimateur du
quantile conditionnel associé.

1. Plus précisément, il donne des conditions sur les poids wpj pour que I'estimateur converge ponc-
tuellement en probabilité.
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Horvath et Yandell _(19%8) donne@t des conditions permettant d'approcher la suite
An(yix) £nh )2 'E, 'yix i F(yjx) parun processus gaussien. lls énoncent le résultat
sur la convergence uniforme (en probabilité) en y de la suite A, (yjx) des estimateurs
de Collomb (1980) et Stute (1986). Toutefois, notons que Stute (1986) a établi un résultat
sur la convergence faible de la suite Ap, (yjx) vers un processus gaussien.

Gannoun (1989) étudie les propriétés de I'estimateur de Collomb (1980) dans le cas
de données indépendantes et identiquement distribuées puis  ®-mélangeantes. Hart
(1991) propose quant a lui d'utiliser un noyau de probabilité de support [0, 1] et de mo-

di er l'estimateur de  Stute (1986) en prenant une famille de poids dé nie par :

Z, H 1
17 TG (x)j u
wWhn(xX)E— K & du
hn K%) hn

Lorsque la covariable X est de nature fonctionnelle ou de dimension in nie,  Ferraty
et Vieu (2000) proposent de modi er la famille de poids introduite par Collomb (1980)
en posant

Maooxn ™ 0 Haex))]

Wi (X) K ,
ni (X) he - hr

ou d est une distance semi-métrique qui mesure la proximité entre deux objets fonc-
tionnels et K un noyau qui est positif et décroissant sur [0,1]. Les vitesses de conver-
gence presque compléte ont été obtenues dans le cas d'un échantillon indépendant
et dans le cas dépendant. On pourra se référer a l'ouvrage ( Ferraty et Vieu, 2006, cha-
pitre 6).

Cas du design xe: Antoch et Janssen (1989) étendent I'étude d'un modeéle de ré-
gression initialement introduit par  Gasser et Huller (1984) a I'estimation des quantiles
conditionnels. lls proposent alors d'estimer la fonction de répartition conditionnelle en

posant :
8 1 Z, uXi " 1
%Wni (xX) £A— K

du our2-i-nj1l
hn xi o P !

140 Wyl

wn1(X) £— K
hn il

12 ok T

” Wpn (X) £— K

n Xpj1 hn

ou K est un noyau de probabilité. Les auteurs donnent une représentation de type Ba-
hadur de I'estimateur de quantile qui en découle.

(b)- L'estimateur de Roussas(1969)
Une version plus lisse et réguliere des estimateurs simple noyau de la fonction

de répartition conditionnelle ( 3.2) avait été introduite par Roussas (1969) dans le
cas d'un processus (X,Y;j) a valeurs dans R£ R, supposé Markovien. Elle consiste
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tout d'abord a remplacer la fonction indicatrice de l'estimateur ( 3.2) par une densité
symeétrique, puis a effectuer préalablement a l'inversion un lissage par noyau de type
Parzen (1979) de la fonction de densité marginale g(x) de X et de la fonction de densité
conjointe f(X,y) de (X,Y). Cela revient a supposer que la variable aléatoire ( X,Y)
admet une densité de probabilité f(.,.) et que la densité conditionnelle de Y sachant
X AEx admet une version réguliere f (.jx).

L'estimateur de la densité conditionnelle étant dé ni par le rapport entre les estima-
teurs de la densité du couple f(x,y) et de la densité marginale g(x), il en découle que
I'estimateur & noyau de la fonction de répartition conditionnelle est 2 :

Z ~
i ¢ Ty . Y fo(x,u)du des Ap(x,
Fnlij /e fn (ujx)du A il f( ) E P( y)’
il gn(x) gn (X)

(3.3)

on  filxylE L >QKuXiXi‘HK iy
n 'y hﬂAll/EL 0 hn 1 hn 1]
R 1 X llxi Xiﬂ
an(x) £ fn X, Y dyﬁE—d Ko ,
RP nhn |ﬁz hn ﬂ
x o Hax 'y Hay
Ko K,

hdAl i/| hn il n

An(x,y) F—7

dz,

avec Kg et K; des noyaux de probabilité. Ainsi que I'on peut le remarquer, cet estima-
teur a été construit pour le design aléatoire. A notre connaissance, il en n'existe pas de
version pour le design xe.

De nombreuses approches ont été explorées suivant la structure de dé-
pendance de données. Samanta (1989) énonce des résultats sur la consis-
tance forte et de normalité asymptotique dans le cas des observations
indépendantes et identiquement distribuées 3. Berlinet et al. (1998) étendent ces
résultats aux données non indépendantes. lls considérent le processus ( Xj, Y;) station-
naire et ®-mélangeant. lls énoncent des théoremes qui établissent qu'un estimateur
convergent du quantile q(.jx) construit & partir d'un estimateur convenable de  F(.jx)
est asymptotiquement normal, quelle que soit la structure de dépendance des données.

Théoréme 3.3.1 (Berlinet etal. (1998)). Soitx 2 RP et(U)n 1 une suite de réels. On sup-
pose que H.jx) admet un quantile conditionnel unique q (.jx) d'ordre ® 2 (0,1). On sup-
pose que f(.jx), fAn (.jx) et Fn (.jx) existent, que f (.jx) est continue et que f(q(®jx)jx) 64
Si, pour n tendant vers I'in ni

1. Gn (®Jx) converge presque surerr&ent vers ®jx), 3

2. Uy, Fn q (®JX)]X i F(a(®jx)jx) converge enloiversN mgq(x), 3/Aq(x)

3. fn (.jx) converge uniformément en probabilité vers f (.jx) sur un voisinage de

V(a(.ix)),

2. Il s'agit de la relation classique entre la fonction de répartition conditionnelle et ses deux densités.
3. Lauteur travaille sur des données univariées
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alors

Mg (x) ¥4 (x)

o o G
Un o (@) a(@®x) N @i T2q@ix)x)

Si l'on suppose que {( X;,Y;), i Z£1,...,n} sont des copies indépendantes du couple
aléatoire (X,Y) 2 RP £ R, alors le Théoreme 3.3.1 est verié avec U, /Elnhﬁ /2,
2o 280 ®)

mq(x) AO et ¥4 (x) A&

9(x)
gue les auteurs ont aussi établi la convergence presque compléte de leurs estimateurs.

kK kg (voir Berlinet et al., 2001, Théoreme 6.3). Signalons

Lorsque X est de nature fonctionnelle, Ferraty et al. (2005) proposent de modi er
I'estimateur ( 3.3) dans le cas des données non nécessairement dépendantes. L'estima-
teur ainsi dé ni est donné par

X %Oﬁﬁﬂmy %iYJ
Kg ———7 Ky

¢ h e 02
~ 0. i | n,0 i1 n,1
Fo yix A LT
KO hy |
i /A n,0

ou d est une distance semi-métrique, Kj un noyau positif et décroissant sur [0,1], Kgun
noyau symetrique, hy o ethy 1 deux suites positives. Les auteurs établissent la vitesse de
convergence presque complete de I'estimateur de quantile conditionnel qui en découle.
Pour plus de détails, on pourra aussi consulter ( Ferraty et Vieu, 2006, chapitres 5 et 6).

(c)- L'estimateur de la fenétre mobile

Encore appelé médianogramme, son ancétre le régressogramme fut introduit
par Tukey (1961). Cet estimateur est valable quel que soit le design. Pour un réel xé
hn E 0, on se place en un point xé x et on sélectionne les seuls Y; pour lesquels les
points d'observations X; (ou xj) appartiennent a la boule centrée en x et de rayon
hn. Ceci revient alors a estimer la fonction de répartition conditionnelle par (  3.2) en
posant :

Wi (X) ALx; 2B(x,hn)} Lx 2B(x,h,)} (d€SIgN aléatoire),
s

Wi (X) ALy 2B(x,hn)} Ly 2B(x,h,)y (dESIgN X€),
i A
ol B(x,hp) est une boule centrée en x etde rayon hy,! Oquand n!1 . Lestimateur
du quantile conditionnel est alors construit en inversant l'estimateur de la fonction

de répartition empirique du sous-échantillon des observations dont les covariables
sont dans la boule. On peut alors remarquer que I'estimateur de la fenétre mobile est
un estimateur a noyau particulier correspondant au cas ot le noyau est K (x) Al 1:13}-
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Lestimateur de la médiane conditionnelle est construit suivant cette méthode.
Truong (1989) a donné la vitesse optimale de la convergence d'un estimateur empi-
rique de la médiane conditionnelle. Gannoun (1989) a établi la convergence uniforme
presque compléte de cet estimateur.

3.3.1.2 Estimateurs au sens des plus proches voisins

La méthode de construction de ces estimateurs est analogue a ceux de la fenétre
mobile. Bhattacharyya et Gangopadhyay (1990) dé nissent I'estimateur de la fonction
de répartition conditionnelle de Y sachant X Z£x au sens desk plus proches voisins
comme étant la fonction de répartition empirique des observations aux  k points X; (ou
Xj) les plus proches du point xe x,i.e

~ 1%
Fr (yix) 'CEE L¥inic- v
i A
ou k est un entier inférieur ou égala n etles Yy sont les concomitants des statistiques
d'ordres U, 1 C...CUp , associés auxU; AjX; j Xxj (ou U; Ajx; i Xj). Le quantile condi-
tionnel d'ordre ® au sens desk plus proches voisins est alors dé ni par :
s Y.
N A k@c
dk (®x) A&inf y j Fe(yjx), o
Les auteurs montrent que leur estimateur de quantile conditionnel est asymptotique-
ment gaussien pour k £ *®scol s2[a,blavec0CaCb.

3.3.2 Méthode d'estimation directe

Elle consiste a ramener le probléeme d'estimation des quantiles conditionnels a un
probléme d'optimisation
£ o]
P): g (®jx) AZargmin E Y2 (Y i WjX AX ,
U2R
oulafonction ¥z estdé nie par Ya(y) A®ylp 1 i (1i ®)yl};1 o[- Lathéorie sous-jacente
de cette technique d'estimation est décrite dans Bassett et Koenker (1982).

Contrairement aux méthodes d'estimation indirectes, on n'a pas besoin de déduire
le comportement asymptotiqgue du quantile conditionnel de la convergence de l'esti-
mateur de la fonction de répartition. Dans la littérature, on a répertorié trois méthodes
d'estimations directes a savoir :

2 La méthode d'estimation par la constante locale qui est un cas particulier de la
méthode d'estimation par les polyndmes locaux.

2 |la méthode d'estimation par des fonctions splines de régression développée
par He et Shi (1994). lls proposent d'approcher la fonction quantile par une fonc-
tion spline. Cardot et al. (2004, 2005) généraliseront cet estimateur au cas ou la
variable explicative X est de type fonctionnel.
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2 Laméthode d'estimation par des fonctions splines de lissage proposée par Koen-
ker et al. (1994). Elle avait été spécialement developpée pour le design xe.

Dans les lignes qui suivent, on ne détaillera pas les deux derniéres méthodes. Le
lecteur curieux pourra se référer au travail de synthése de Poiraud-Casanova et Thomas-
Agnan (1998).

3.3.2.1 Méthode de la constante locale

La technique consiste a approcher le quantile par une fonction linéaire
i . . def
a(®i2) ¥%q (@x)Aq@ix)(zi x) ZE aAb(zi x),

pour z dans un voisinage de x. De facon naturelle, ceci revient a utiliser le principe des
moindre carrés, i.e
X i X, T
min  Y(Yii aAb(X;i x)K —— .
@b)im hn
Si b A0, on parle de la méthode dite de la constante locale introduite par  Tsybakov
(1986) et on estime le quantile conditionnel par :
. X i x; I
dn (®jx) Fargmin ¥ (Yij a)K
a2zrR  im n

Les résultats sur la consistance faible et la convergence en moyenne quadratique de
cet estimateur sont dus a Stone (1977) et Yu et Jones(1998). Fan et al. (1994) établissent
la convergence en loi. La convergence uniforme sur un support compact peut étre ob-
tenue en adaptant le résultat de Berlinet et al. (2001) (se référer a Gannoun et al. (2002)).
Par ailleurs, cette méthode se comporte bien face aux effets de bord ( Fan et al., 1994;
Koenker et al., 1992; Mint El Mouvit , 2000).

3.3.2.2 Estimation par des polynémes locaux

Plus générale que la méthode de la constante locale, elle consiste a adapter la mé-
thode des polyndmes locaux classique pour la moyenne conditionnelle aux quantiles
conditionnels. Ainsi, si I'on approche le quantile conditionnel par un polynéme de de-
gré k, cela revient a résoudre le probléme d'optimisation

A !
N X T
min Yoo Yii bj(Xii x)) K —— .
(bo..-bw); g D hn

L'estimateur de quantile conditionnel est alors dé ni par :
n (®ix) Abo.

Chauduri (1991) a démontré la consistance forte ponctuelle dans le cas d'un noyau
de type fonction indicatrice d'intervalles. Pour k A1, on retrouve l'estimateur de la
constante locale présenté précédemment.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons dans le cas des lois a queues lourdes une méthode d'esti-
mation des quantiles extrémes en présence d'une covariable de dimension nie ou in nie
(i.e covariable fonctionnelle). La loi limite des estimateurs ainsi construits est ensuite don-
née en fonction de la vitesse de convergence de l'ordre du quantile vers un. Pour conclure,
des simulations et des illustrations seront présentées sur données réelles.
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4.1 Introduction

Ans la littérature, on dénombre plusieurs méthodes d'estimation des quantiles
D extrémes conditionnels. Smith (1989) et Davison et Smith (1990) proposent des
familles de modéles paramétriques basées sur les excés au dessus du seuil. Beirlant
et Goegebeur (2003) en adoptant une approche semi-paramétrique proposent de
transformer tout d'abord les données, puis de les utiliser dans un modéle de régression
exponentiel ou les parameétres dudit modéle sont estimés par la méthode du maximum
de vraisemblance. Hall et Tajvidi (2000) proposent dans le cas d'une série temporelle
{(Y;,t),1 £1,..,n} ou t; est le temps, de combiner I'estimation non-paramétrique de
la tendance temporelle avec une hypothése sur la distribution conditionnelle de Yi
sachant tj. L'estimation non-paramétrique des quantiles extrémes conditionnels a
été introduite a notre connaissance dans Davison et Ramesh (2000) ou les auteurs
proposent des estimateurs par ajustement polynomial. Beirlant et Goegebeur (2004)
étendent ces résultats aux covariables multidimensionnelles. En outre, ils donnent les
propriétés asymptotiques des estimateurs qui en découlent. Dans le cas d'une cova-
riable unidimensionnelle, Beirlant et al. (2004a) se proposent d'adapter les estimateurs
de quantiles proposés dans Beirlant et Matthys (2001) et Beirlant et Matthys (2003) au
cas conditionnel en remplagant tout simplement les statistiques d'ordres par les quan-
tiles estimés par la méthode des polynémes locaux (voir Koenker et Bassett, 1978). Plus
récemment, Chavez-Demoulin et Davison (2005) en utilisant la méthode du maximum
de vraisemblance pénalisé proposent des estimateurs splines de quantiles extrémes
conditionnels dans le cas d'une covariable unidimensionnelle. D'autres méthodes
d'estimation ont été proposées par Chernozhukov (1998, 2001) et Hall et Ronde (2000).

Il existe de nombreux exemples en chimiométrie ou en astrophysique ou les
covariables sont des courbes. On parle alors de covariables fonctionnelles. A notre
connaissance, aucun auteur ne s'est encore attardé sur I'estimation des quantiles ex-
trémes conditionnels pour des jeux de données présentant cette particularité. Notons
gue dans un tel contexte, I'estimation du quantile requiert des techniques de lissage
non-paramétrique adaptées aux données fonctionnelles an de mieux prendre en
compte la covariable ( Ramsay et Silverman, 1997, Bosq, 2000; Ferraty et Vieu, 2006;
Ramsay et Silverman, 2002).

Dans la suite du chapitre, nous nous attarderons sur cing points. Ainsi, nous com-
mencerons par présenter, dans la partie 4.2, le contexte d'étude puis notre méthode
d'estimation et en n nos estimateurs de quantiles extrémes. Dans la partie 4.3, nous
établirons la loi limite de ces estimateurs. En particulier, c'est dans celle-ci que seront
énumeéreées les hypothéses servant a I'étude théorique. Dans la partie 4.4, nous présen-
terons d'abord quelques exemples d'estimateurs de l'indice de queue conditionnel. En-
suite, nous les appliquerons a nos estimateurs de quantiles extrémes conditionnels. En-

n, nous illustrerons le biais de quelques lois usuelles a queues lourdes. Dans la par-
tie 4.5, nous nous focaliserons sur les simulations puis nous présenterons une appli-
cation concréte de nos résultats sur un exemple d'hydrologie. En n, la partie 4.6 sera
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dédiée aux preuves.

4.2 Contexte d'étude et dé nitions des estimateurs

Cette partie se subdivise en deux paragraphes. Le paragraphe 4.2.1 est dédié au
contexte d'étude et a la présentation de notre méthode d'estimation des quantiles ex-
trémes conditionnels. Le paragraphe 4.2.2 est consacré a la présentation stricto sensu
des estimateurs.

4.2.1 Contexte d'étude et méthode d'estimation

Soit Y 2 Rune variable aléatoire associée a une covariable non-aléatoire x 2 E, ou E
désigne un espace métrique, non nécessairement de dimension nie, muni d'une dis-
tance d. D'une maniére précise, le probleme est le suivant. Soient {( x;,Y;), i &£1,...,n}
des observations indépendantes du couple ( x,Y) 2 E£ R, on veut estimer le quantile
d'ordre ®,! Oquand n!1 dans le cas particulier ou la fonction de répartition condi-
tionnelle de Y sachant x et notée F(y,x) est a queue lourde. Ceci signi e que pour tout
yEO,

F(y.x) &L y' V"0 (y,x), (4.1)

ou ° (.) est une fonction positive et inconnue de la covariable  x que I'on appelle « indice
de queue conditionnel » ou «indice des valeurs extrémes conditionnel » et pour tout x

xé, " (.,x) est une fonction a variations lentes a I'in ni (c.f Dé nition 1.3.1), i.e pour
tout | EO,
“(yix
fim e 3 ey
yi o (y.x)

Ceci revient donc a supposer que pour tout x xé, la fonction de répartition condi-
tionnelle F(.,x) 2 D(Fréchet). Dans ce cas, pour tout x 2 E, le quantile conditionnel
d'ordre (1 j ®,) etnoté q(®,,x) esta décroissance polynomiale d'indice j °(x) (Bingham
etal., 1987), i.e pourtout , EO,

Q(,®nyx)/E i°(x).
@! 0 q(®,x) -

On dit aussi que le quantile conditionnel  q(.,X) est a variations régulieres d'indice j ° (x).

Dans l'optiqgue de combiner des techniques de lissage non-paramétrique avec des
méthodes d'analyse de valeurs extrémes dont le but est d'obtenir des estimateurs ayant
de bonnes propriétés asymptotiques, nous utilisons une méthode d'estimation dite de
la fenétre mobile pour construire nos estimateurs. Pour cela, on introduit une boule cen-
trée en x, de rayon r E 0, notée B(x,r) et dé nie par :

B(x,r)A{t2E:d(x,t)- r}.
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Etant donné ( 'nx)n, 1UNe suite positive convergeantvers zéro quand n tend vers 'in ni,
on se propose de ne sélectionner que les observations Y; pour lesquelles les covariables
Xj sontdans la boule B(x,rp ). La proportion de tels points est ainsi donnée par

1 X
"(rax) A= Lxi2B(xrax}

Nim
et joue un rdle central dans cette étude. De fagon similaire & la notion de probabilité de
petite boule utilisée en analyse fonctionnelle dans  Ferraty et Vieu (2006), ' (rn x) décrit
comment cet ensemble de points se concentre dans un voisinage de X lorsque rp x ! 0.
Dans la suite, mp x désignera le nombre d'observations dans la boule B(X,rp x). Nous
noterons par { Zj(x),i A1,...,mp x}, les observations de Y retenues par la procédure
de sélection et nous désignerons par Zim,, (X) - ...+ Zm,,m,(X) les statistiques
ordonnées correspondantes. Dans un tel contexte, il apparait que dans la région
10,1 [EB(X,rn x), le nombre d'observations retenues par la procédure de sélection est
lié al'ensemble ' (r, x) parlarelation myx £n' (ryx). Les graphiques de la Figure 4.1
illustrent notre méthode d'estimation dans le cas d'une covariable unidimensionnelle
de E A[O0,1].

L'avantage de notre approche par rapport a celles présentées a la partie introductive
du chapitre est que trés peu d'’hypothéses sont faites sur la régularité de la fonction
q(.,x) ou °(x)* et sur la nature de la covariable x. Des résultats sur le comportement
asymptotique des nos estimateurs de quantiles extrémes conditionnels sont établis
sans faire d'hypothése sur la dimension de E. D'un point de vue pratique, nos estima-
teurs sont faciles a calculer car ils ne requiérent aucune technique d'optimisation.

Une approche similaire & notre méthode d'estimation et basée sur  les plus proches
voisins a été développée par Gardes et Girard (2010).

1. Par exemple, Beirlant et Goegebeur (2004) suppose que la fonction indice de queue conditionnel
doit étre au moins deux fois continlment dérivable.
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Etape 1 Etape 2

Etape 3

FIGURE 4.1 — Les différentes étapes de notre procédure de sélection. En ordonnée on a

la variable d'intérét Y et en abscisse la covariable x . Pour construire des estimateurs en
un point x on procéde comme suit.

Etape 1: On se place au point x (dans cet exemple x £0.37) qui sera le centre de la boule.
Etape 2: On xe le rayon I'nx de boule de centre x : B(X,rn x).

Etape 3 : On ne sélectionne que les observations Y; (== ) pour lesquelles x; 2 B(X,rp x).
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4.2.2 Estimateurs des quantiles extrémes conditionnels

Dans ce chapitre, on veut construire en tout point  x 2 E, un estimateur du quantile
extréme conditionnel d'ordre 1 | ®n,, . Ici, on parle de quantile extréme siona ®n,
qui converge vers zéro quand my, x tend vers I'in ni. En fonction de la vitesse de conver-
gence de ®n,  , vers 0, trois situations sont envisagées :

(S.1) ®m,, converge lentement vers O, i.e ®y, ! 0 et mpx®y  !1 lorsque
Mmpy!1

(S.2) ®n,, converge rapidement vers 0, i.e ®y ! 0, Mpx®n ! c2[1,1]et
bmp x®m,,c!b cclorsque mpx!1

(S.3) ®m,, converge tres rapidement vers 0, i.e ®y, ! 0etmpx®n, ! c2][0,1]
lorsque mp x !'1

Dans la situation (S.1), ®n,, converge moins vite vers zéro que le rapport 1/ my, .
Par conséquent, I'estimation du quantile extréme conditionnel requiert d'interpoler a
lintérieur de I'échantillon car  q(®nm,, ,,X) est presque sdrement inférieur a 'observation
maximale (voir Proposition 4.3.2). On propose alors d'estimer q(®n,, ,,X) par

'jl(®mn,x X) AZm, ib Mn x®mp x CAL Mg (X). (4.2)

Dans la situation intermédiaire  (S.2), pour n assez grand on abmy x®n, ¢ A bc EO.
Ainsi, I'estimation du quantile extréme conditionnel repose sur les plus grandes obser-
vations situées au voisinage la frontiére de I'échantillon, mais toujours dans I'ensemble
des données. Par conséquent, on peut réutiliser I'estimateur dé nien ( 4.2).

Dans la situation (S.3), ®y,,, converge au moins aussi vite vers zéro que le rapport
1/my, x. Estimer le quantile extréme conditionnel nécessite d'extrapoler au-dela des ob-
servations puisque q(®n,,,X) est supérieur a I'observation maximale avec probabilité
ei ¢, ei ! (voir Proposition 4.3.2). Dans une telle situation, on propose d'adapter I'esti-
mateur de Weissman (1978) au cas conditionnel. On estime alors  q(®n,, ,,X) par

- s = — &
42(®my . X) A1 muyo X)) moy! ®my ; (4.3)

ol m,, satisfait la situation (S.1) et “(x) est un estimateur de l'indice des valeurs
extrémes conditionnel.

Les situations (S.1), (S.2) et (S.3) ont déja été étudiées dans le cas non conditionnel.
de Haan (1984) en énonce le premier résultat dans la situation (S.3) en posant c ZAO.
Dekkers et de Haan (1989) étudient les situations (S.1) et (S.3) avec ¢ 6. Leurs résul-
tats peuvent étre consultés dans ( Embrechts et al., 1997, Théorémes 6.4.14 et 6.4.15).
Dans la situation (S.2), si la constante ¢ n'est pas entiére alors, mp x®m,, ! cimplique
que bmp x®n,, Cc!'b ccquand mpx !'1 . Sinon, si ¢ est un entier, alors,la condition
bmy, x®m, C!b ccestnécessaire car elle empéche a la suite lbmnyx®mnvxc d'avoir
deux valeurs d'adhérence.

mnpxEO
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4.3 Etude théorique des estimateurs

Cette partie est subdivisée en deux paragraphes. Dans le premier on donne nos hy-
pothéses de travail et dans le second on établit les lois asymptotiques. Dans tout ce qui
suit, on suppose que x 2 E.

4.3.1 Hypothéses

Dans ce paragraphe, on énumeére les hypotheéses nous permettant d'étudier le com-
portement asymptotique de nos estimateurs de quantiles extrémes conditionnels.

Hypothése sur le quantile conditionnel

(A.1) Lafonction quantile conditionnel
®2]0,1[7! q(®,x) 2]0,A1 [

est dérivable et la fonction biais

®210,1[7! ¢ (®,X) £ (x)A®%(®,x) 210,A1 [

est continue et telle que : Ii(g\ O¢ (®,x) AO.

Lhypothése (A.1) a pour but de contrdler le comportement de la fonction log-
guantile quant a sa premiére variable. C'est une condition suf sante pour que la fonc-
tion de répartition conditionelle  F(.,x) soit & queue lourde ( Bingham et al., 1987). An
de simpli er les notations, pour tout  a 2]0,1[ on notera:

¢ (a,x) &£ sup j¢(®X)j.
®2]0,a[

Il parait important de préciser que dans (A.1), on suppose implicitement que pour
tout x 2 E (dim E -1 ) lafonction a variation lentes " (.,x) est dérivable (se référer au
sous-paragraphe 1.3.1.1) .

Hypotheése sur le paramétre de lissage
(A.2) Soit (knx)n, 1 une suite d'entierstelleque 1 - kp x C My x, ON suppose que
n' (mx)Yknx!1 etkyx!1l quandn!l
Cette hypothése impliqueque n' (rhnx)!1 , c'est-a-dire que le nombre d'observa-

tions retenues par notre méthode de fenétres mobiles tend vers l'in ni lorsque la taille
de I'échantillon tend vers I'in ni.
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4.3.2 Etude du comportement asymptotique des estimateurs

Cette partie est consacrée a l'étude théorique de nos estimateurs. Pour cela, il
convient de donner quelques résultats auxiliaires utiles pour établir leur loi limite. Ce-
pendant, il apparait nécessaire de commencer par une dé nition de l'oscillation de la
fonction log-quantile.

Dé nition 4.3.1.  Pour tout a 2 (0,1/2), la plus grande oscillation de la fonction log-
guantile par rapport & sa seconde variable est donnée par :

7 — Yy
| 1(a) Esup Hog (?((S':%:,®2(a,1i a), (t,t)2B(X,rnx)? .

Notre premier résultat est dédié aéétude de lareprésentation en loi des plus grandes
variables aléatoires de I'échantillon  Z;(x), i /1,...,mp x retenues par notre procédure

de sélection.
3

Proposition 4.3.1.  Soit J, , &{L,...,knx}. Sous(A.1) et (A.2), si kZ,! , mhf)}Ai) 10
pour certain + E 0, alors, il existe un événement A , avec une probabilité convergeant vers
un(i.e P(An)! 1)quand ntend vers l'in ni tel que :

a

©'\ . ¢ a&E©i . ¢
09 Zm, i iALmy, (X)1 2 X, JAn 0gd(Vim,, Ti)i 2 Xk, iAn ,

OUVim,,* -+ Vm,,,ma., SONtles sta&stiques ordonnées as%)ciées a la suite de variables
aléatoires de loi uniforme standard V;,i AL,....mpx et T;,i AL...kyx sontdes
variables aléatoires appartenant a la boule B (X,rp x).

3 .
La condition k3 ,! m,‘&Ai) I 0 montre qu'il est plus facile de contrdler les  kp x
plus grandes observations dans la région ]0, 1 [EB(X,r, x) lorsque l'oscillation de la
fonction log-quantile par rapport a sa seconde variable est petite. Un rapprochement
peut étre fait entre notre Proposition et I'approximation utilisée par ( Falk et al., 2004,
Théoreme 3.5.2) dans I'étude de la loi des k-plus proches voisins en utilisant la distance

de Hellinger.

Donnons a présent un résultat sur la position du quantile extréme conditionnel
d(®m,,,x) dans I'ensemble des donnees.

3 .
i (1Ax) |
v !

Proposition 4.3.2.  Sous(A.1),si! , my’ 0 pour un certain +E 0, alors

i ¢
2 dans la situation (S'l)’P|Zmn,x|mn,xCq(®mn,x'x) 10,
i ¢
2 dans lasituation (S.2)ou (S.3),P'Zmn,x,mn'xC}q(®mn'x,x) I el C

Les résultats suivants établissent Ia loi limite d'un estimateur du quantile extéme
conditionnel construit a partir de notre procédure d'estimation. Focalisons nous tout
d'abord a l'estimation du quantile conditionnel dans la situation (S.2).
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Théoreme 4.3.1. Soit (®m, ,)n, 1 Une suite satisfaisant la situatign (S.1). Sous(A.1), si
L R i .
pour n tendant vers I'in ni, il existe +EOtelque mMp x®n, , ! n m,'&Ai) I Oalors,

l

PN .
G2 —q1(®m”’x’x)i 1bN I0,°2(x)¢.

|
M G @ %)

Dans cette situation, il apparait que l'estimateur est asymptotiquement gaussien
avec une variance asymptotique proportionnelle a  °?(x)/( Mp x®m,,). Ainsi, plus
grande est la valeur de l'indice de queue conditionnel, c'est-a-dire plus lourde est la
gueue de la loi, et plus grande est la variance de notre estimateur de quantile extréme
conditionnel. De plus, la variance asymptotique étant inversement proportionnelle a
®m, . I'estimation de quantile extréme est d'autant plus stable que I'on s'éloigne de la
frontiére de I'échantillon.

Considérons maintenant la situation intermédiaire  (S.2) dont I'estimation du quan-
tile repose sur les plus grandes observations situées au voisinage de la frontiere de
I'‘échantillon.

Théoreme 4.3.2. Soit (®m, ,)n, 1 Une suite satisfaisant la situatign (S.2). Sous(A.1), si
. .. . N | .
pour n tendant vers I'in ni, il existe  +EOtelque My x®y , ! n m,‘&Ai) I Oalors,

T

[TIN
®m. ., X ¢
d1(®m,, )i 1 F EIC,°(X) ,

Q(®mn,x !X)

ou E(c,° (x)) est une loi non dégénérée.

Dans la situation (S.2), la loi asymptotique du quantile extréme conditionnel n'est
pas gaussienne et son expression est assez compliquée. En outre, I'estimateur G (.,X)
n'est pas consistant.

Laderniére situation (S.3)estbeaucoup plus intéressante mais aussi complexe puis-
gu'elle fait intervenir d'une part, l'estimateur de quantile G1(.,x) de la situation (S.1) et
d'autre part, I'estimateur de l'indice de queue conditionnel ¢ (X). Ainsi, sa loi asympto-
tique peut provenir de I'un ou de l'autre.

Théoréme 4.3.3. Soit ( m,,)n, 1 Une suite satisfaisant la situation (S.1) et soit (®m,  )n, 1
une suite telle que ®y,, C m,,. On posesn ,CElmn,X__mnvx(T'l/2 Ioggmnﬁ/@mnvx).,Sous
(A.1), si pour n tendant vers I'in ni, il existe  + E 0 tel que Imm(_mnx I'n mi,f)%Ai) )
et s'il existe une suite positive Vj, (X) tendant vers I'in nietuneloi D ;[elle que:

i ¢
Va(x) ()i °(x) I D, (4.4)

alors, deux situations se présentent :
(i) Sous la condition additionnelle

© —i_ ¢a
3mn,x max an (X),G: mn'qu I O; (45)
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nous avons .
. (P .
i — G 02(®m, %) i ¢
mnyx r|"|nYX 2 Ll 1 ,_ N 0, 2(X) .
q4(®m, .+ X)
(i) Sous la condition additionnelle
n . ¢©
Vi, (x) max S;nln,x’“: I_mn,x,X I 0, (4.6)
nous avons
) M@, T
*i1F D.

|09(_mn,xl®mn,x) q(®mn,x'x)

De ce Théoreme, on remarque que la loi asymptotique de  §»(.,x) dépend d'une
part du comportement de  q1(.,x) et d'autre part du comportement de  °,(x). Dans la
situation (i), la normalité asymptotique de  §(.,x) est donnée par la statistique d'ordre
Ql(.@() qui n'est rien d'autre que la  mp x®m,  iéme plus grande observation parmi
les Z;j(x),i /1,...,m,x observations contenues dans la boule B(x,rpx). A I'opposé,
dans la situation (ii), §»(.,x) hérite de la loi limite de I'estimateur de l'indice de queue
conditionnel.

La loi asymptotique de I'estimateur de quantile extréme conditionnel fait apparaitre
un biais asymptotique dont I'ordre (en valeur absolue) estdonné par 2

Z Cmnx ¢ (u,x) - H-

— n,x _I— ¢

du— log SRLLLIN Mpgr X -

®mn x u ®mn,x v

. G " —i_ ¢ . o

Ainsi, dans la situation (i), la conditon 3y ¢ ' ,x ! O impose au biais d'étre

négligeable devant I'écart type de d2(®mnx,x}bquivautquantélui Imn,X_mnx 2 Dans
L iy —i_ " . o L

la situation (i), la condition V4 (x)¢ ., x ! O, impose au biais d'étre négligeable

devant I'écart type de §2(®n, ,,X) qui estici égal a (X)_Iog(_mn,x/®mn,x)'

Notons toutefois que, méme si l'intérét principal du Théoreme  4.3.3 est d'établir
le comportement asymptotique du quantile extréme conditionnel dans la situation ou
®m,, converge tres rapidement vers zéro, il peut également étre appliqué dans toutes
les situations moins restrictives que la situation  (S.3), ot ®p,,, est plus petitque .
Par exemple, il apparait que, dans la situation (S.2), 2(®m,,,X) est un estimateur fai-
blement consistant, i.e

d2(®mn,xrx) P
q2(®m,, ., X) .

4.4 Exemples et discussion

La partie suivante comprend deux paragraphes. Tandis que le premier expose
guelgues méthodes d'estimation de l'indice de queue conditionnel, le deuxiéme
s'articule quant-a lui autour de deux points, a savoir des applications (voir sous-
paragraphe 4.4.2.1) et des illustrations (voir sous-paragraphe 4.4.2.2).

2. Onse pourra se référer a la démonstration du Théoreme 4.3.3
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4.4.1 Quelques exemples d'estimateursde °(x)

Dans la littérature, on dénombre plusieurs approches d'estimation de l'indice de
qgueue conditionnel. Celles-ci sont pour la majorité inhérentes aux méthodes d'esti-
mations présentées dans l'introduction (voir partie  4.1). Ainsi, on pourra se référer aux
travaux de Davison et Smith (1990), Davison et Ramesh (2000), Hall et Tajvidi (2000),
Beirlant et al. (2002), Beirlant et Goegebeur (2004) et Chavez-Demoulin et Davison
(2005) pour de plus amples explications.

En ce qui nous concerne, nous allons présenter la famille d'estimateurs proposée
par Gardes et Girard (2008) qui est une extension des estimateurs proposés par Beirlant
et al. (2002) dans le cas univarié. Les raisons de ce choix sont essentiellement dds a
['utilisation de la méthode des fenétres mobiles.

Les estimateurs de l'indice de queue conditionnel que I'on présente ici sont une
somme pondérée des écarts de logarithmes entre les plus grandes observations retenues
par la méthode de fenétres mobiles décrite au paragraphe 4.2.1.

Deé nition 4.4.1.  Soient Zym, (X) - ... Zm,,.m,,(X) les statistiques ordonnées corres-
pondantes aux observations dans la boule B (x,r, ). La famille d'estimateurs dé nie dans
Gardes et Girard (2008) est donnée par

va HZ L X T[ M,x
S (GW) A i log M (ALma, ) W (i /K x,X) W (i /Kn x> X) ,

i A Zimpyiimay(X) i

R
ou W (.,x) est une fonction de poids dé nie sur ]0, 1] telle que 01W (s,x)ds 64

L'étude de cet estimateur repose sur le modele de régression exponentielle pour des
écarts pondérés de logarithmes entre les k;, x plus grandes observations dans la boule
B(X,rn x). Sous certaines hypothéses de régularité de la distribution conditionnelle de
Y sachant x et sous certaines conditions sur la fonction de poids, les auteurs montrent
gue leur estimateur est asymptotiquement gaussien avec un biais dépendant a la fois de
la distribution théorique et de la fonction de poids ~ W (.,x) :

121s : o] ¢ Loy i o2 ¢
kn,x n(X1W)| o(X)| ¢ kn,X/mn,va AB (X!W) . N 010 (X)AV (XVW) 1 (47)

R P - 7 . 7z by
ou AB (x,W) A& OlW(s,x)s' /‘Xg{ds avec ¥{x) une fonction négative appelée parametre
du second ordre et AV (x,W) &£ oW 2(s,x)ds.

La variance asymptotique de leur estimateur est proportionnelle, a un facteur
d'échelle pres, au carré de l'indice de queue conditionnel. Ce facteur d'échelle ou terme
multiplicatif donné par AV (x,W) fait intervenir la fonction de poids. Ceci montre
qgu'un mauvais choix de la fonction de poids W (.,x) a forcément des répercutions
sur la qualité des estimateurs et en particulier sur la construction des intervalles de
con ances.
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Pour cette famille d'estimateurs, Vi AkY2 etona
3 H 1

k
X fHlog — X 17
Vh Mp ,x®mnvx
Par conséquent, la situation (i) du Théoreme 4.3.3n'est pas viable car la condition ( 4.5)

ne peut étre satisfaite.

4.4.2 Applications et discussion

Dans ce paragraphe, on illustre tout d'abord le Théoreme  4.3.3 sur les quantiles ex-
trémes conditionnels avec l'estimateur de l'indice de queue présenté précédemment.
Ensuite, nous adapterons l'estimateur de la Dé nition ~ 2.1.1au cas conditionnel. En n,
nous donnerons des exemples de quelques lois a queues lourdes.

4.4.2.1 Application du résultat de Gardes & Girard a nos estimateurs de quantile ex-
tréme

Pourtout m,, AKknx/Mmpx! 0, l'estimateur de quantile extréme conditionnel de la
situation (S.3) peut se réécrire :
Mk Te xw)
G2(®m.. ., , X, W) AZ, X) ——
ga( M x ) Mo xi kn,xﬁ\l,mn,x( ) mn,x®mn,X
Compte tenu de la remarque faite précédemment, seule la situation (ii) du Théo-
reme 4.3.3présente unintérét certain au vu de la vitesse de convergence des estimateurs
de l'indice de queue conditionnel introduits par ~ Gardes et Girard (2008). Cette situation
(i) peut étre réécrite de fagon a mieux intégrer le comportement asymptotique de ces
estimateurs.

Corollaire 4.4.1. Supposons les hypohéses deGardes et Girard, 2008, Théoréeme 2) satis-
faites. Sous(A.1) —(A.2), sila suite (kn x)n_ 1 €sttelle que:

K¥2¢ e /m x¢' 0et (4.8)
n,x 3n.X n,x» . .
kY21, miGA9 1 0pourun certain +E0, (4.9)
etsi(®m,,)n, 1 €stune suite satisfaisant la situation (S.2) ou (S.3), alors

K12 e @n X, W 1 [ ¢
Kok T 62(®m,, )i 11 N '0,°X)AV (x,W) .
K
lo __fnx q(®mn,x’x)
9 m.

,X®mn,x

Comme exemple de famille de poids, nous pouvons citer :

2 La famille de poids constante qui consiste a poser pour tout s 2 [0,1],
WH"(s,x) ZE1. Alors, l'estimateur de queue obtenu est une adaptation de l'esti-
mateur de Hill (1975) au cas conditionnel. Dans ce cas, I'estimateur de quan-
tile extréme conditionnel  §2(®n, ,,x,W") est asymptotiquement gaussien avec
AB (x,W") EL/(1; Ax)) et AV (x,W") A£L.
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2 La Famille de poids logarithmique dé nie pour tout s 2]0,1] par
W ?4(s,x) £ jlog(s). Lestimateur de queue qui en découle est une adaptation
de l'estimateur de Zipf ( Schultze et Steinebach, 1996; Kratz et Resnick, 1996) au
cas conditionnel. Dans ce cas, G2(®m,,,Xx,W?*) est asymptotiquement gaussien
avecAB (x,W?) &£1/(1 | ¥Ax))* et AV (x,W?) /2.

Pour d'autres exemples de familles de poids, le lecteur pourra se référer a l'article
de Gardes et Girard (2008).

On peut estimer q(®n, ,,X) en adaptant I'estimateur de quantile extéme introduit
au chapitre 2 (cf. Dé nition 2.1.1) au cas conditionnel. Ainsi, on a donc

" H T ey L ko

. x Gk,
® X)) A Z i X :
ga( M x ) . Mnxi |A1,mn,x( ) mn,x®md1,x

avec g, Aexp log(knxAl1)i 1j log(knx!)/knx .

l’lzmn,xi j A]umn,x (X)

1 X
oW Y =7 jlog
lim Zimpni jumnx(X)

Corollaire 4.4.2. Supposons les hypoheses deGardes et Girard, 2008, Théoreme 2)
satisfaites. Sous(A.1) — (A.2), si la suite (knx)n 1 Vérie les conditions ( 4.8), (4.9) et
log(kn x)/10g(Mp x®n,,) ! Oetsi(®n, )n, 1 estune suite satisfaisant la situation (S.3),
alors

K L/2 Haa(@m X Il - ¢
Kix 8Om0 X) T '0,22(x) .

|Og mnkn—x q(®mn,x’x)

,X®mn,x

Il apparait que les estimateurs 2(®m,,,, X, W?) et §3(®n, ,,x) ont méme loi asymp-
totiqguement. Pour une analogie, on pourra se référer aux commentaires du Théo-
reme 2.2.1(voir chapitre 2).

4.4.2.2 lllustration sur quelques lois a queue lourde

La premiere illustration que nous proposons est la loi de Pareto. Cette loi est
I'exemple le plus simple des lois a queues lourdes car sa fonction a variations lentes
vaut un, ie " (y,x) Z£1. En effet, son quantile conditionnel d'ordre 1 | ®q , a pour
expression q(®n,,,,X) /E®im°n(;). Par conséquent, sa fonction biais ¢ (®n,,,x) /A0 et la

condition ( 4.8) du Corollaire 4.4.1est trivialement satisfaite.

La deuxiéme illustration est la loi de Fréchet dont le quantile conditionnel est dé ni

par
T

9@, ., x) AR, *) log
' " ®mn.>< 1| ®mn.x

% )
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Ce quantile conditionnel décroit aussi comme un polyndbme en  ®p,_  de puissance
i °(x),i.e q(®n,,,x)» ®:nn$() et la qualité de cette approximation est controlée par

° ()
2

i ¢
¢ (@®m,, . X) AEj ®m,, LAO@n,,) -

Une autre illustration peut étre donnée par la loi de Burr dont le quantile condition-
nel et son erreur d'approximation sont respectivement donnée pour tout Y{x)COpar:

, ,
Lo 1 i °(xX)Ax)
A(@nm, . x) A8l & 1j @)

et 3 .
¢ (@m, . X) A i° (X)Bh ) 1A 0@ )

n,x '

On remarque que pour les lois de Fréchet ou de Burr, la fonction de biais ¢ (®, ,,X)

est asymptotiquement proportionnelle a ®}nlff) quand ®n,, ! 0 avec la convention
4Ax) A i1 pour la loi de Fréchet. Le paramétre du second ordre %4x) contrble la qua-
lité d'approximation du quantile conditionnel q(®m,,,X) par le polynéme- ®in°n$f). En-
outre, comme pour ces deux lois, la valeur absolue de la fonction biais, i.e ¢ (G X)
est croissante alors, la condition ( 4.8) du Corollaire 4.4.1 peut se réécrire

20| g

Ce qui montre que I'on peut prendre  k;, x grand lorsque la fonction %{x) est éloignée
de zéro, c'est-a-dire petite. En n, si on suppose que la fonction indice de queue condi-
tionnelle °(.) et le parametre du second ordre %4.) sont lipschitziens, i.e s'il existe des
constantes c- E 0 et ¢, E O telles que

)i oY - cd(t,tY et )i Aty - cd(t 1,

pour tout ( t,t% 2 B(x,rn x)?, alors la plus grande oscillation de la fonction log-quantile
par rapport a sa seconde variable peut étre bornée et on a

i ¢
! n(a),CEO'rn,X log(l/a) quand a! O.
On peut alors simpli er la condition ( 4.9) du Corollaire 4.4.1 et on obtient
k2 !
nxfnxlogmp ! 0.

Ci-joint le tableau récapitulatif de nos illustrations.
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Q(®mn,xax) ¢(®mn,x’x)

Pareto | ®p, i ™ 0
LY Yo

Fréchet | ®y i~ *) 1 lo SEEI i O(X)® (1Ao@®@n,,))

Mp x ®mnvx g 1| ®mn’x | Mn x Mn x

3 ,

Lo S i °(X)Ax) P i 1

Burr ®}nn(;) 1i ®}nf(;) ' i °(X)®'rnf:)(1AO(®;nfo)))

TABLE 4.1 —Quelques exemples de lois & queues lourdes. ° (x) E 0 est la fonction indice
de queue conditionnel et ¥4x) C 0 est le paramétre du second-ordre

4.5 Simulations et illustration sur données réelles

4.5.1 Simulations

Dans cette partie, on se propose d'illustrer notre approche d'estimation des quan-
tiles extrémes conditionnels sur des données fonctionnelles issues de la spectrométrie.
En physique, la spectrométrie désigne I'ensemble des méthodes d'analyse spectrale
permettant d'accéder a la composition et a la structure de la matiére. La spectrométrie
est fondée sur I'étude (qualitative et quantitative) des spectres fournis par l'interaction
de la matiere avec divers rayonnements comme la lumiére, les rayons X et les électrons.
La spectrométrie peut aider les planétologues a comprendre I'histoire géologique des
planétes. Ainsi, étant donné un spectre recueilli par l'instrument OMEGA & bord de
la sonde européenne Mars Express en orbite autour de Mars, ils aimeraient pouvoir
estimer les propriétés physiques associées au sol martien (taille des grains de CO », les
proportions d'eau, de poussiére, de CO », etc.).

Pour ce faire, le LPG? dispose d'un outil de simulation, appelé radiative transfer
model, permettant a partir de valeurs d'un paramétre physique, de construire les
spectres correspondants. Ainsi, pour répondre a la question posée précédemment, on
peut construire une base de données d'apprentissage permettant de mettre en ceuvre
notre méthode d'estimation. Ici, nous nous intéresserons uniquement a la proportion
de CO, (gaz carbonique). Etant donné des proportions { vy;, i Z£1,...,16} en entrée de
COo, le radiative transfer model nous fournit en sortie une suite de spectres correspon-
dants {x;, i /1,...,16} (voir Figure 4.2). Naturellement, les spectres obtenus ici ne sont
pas aléatoires mais déterministes. lls sont des fonctions de la longueur d'onde et dans

3. Laboratoire de Planétologie de Grenoble
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cette illustration, nous considérons leur version discrétisée { x; |, | /1, .. .,256)*.

Partant de cette méthode de construction des données d'apprentissage, plusieurs
approches d'estimation de la proportion de CO 5, associée a un spectre observé ont
été proposées dans la littérature. Dans cette optique, on peut citer la méthode des
plus proches voisins, la méthode SIR ° et la méthode des SVM °. On pourra consul-
ter Bernard-Michel et al. (2009a) pour un apercu de ces différentes approches. Pour
toutes ces méthodes, l'estimation de la proportion de CO , est perturbée par un terme
d'erreur aléatoire. Dans cet exemple, nous proposons de modéliser cette perturbation
par :

Yii /Hog(l/yi)A%("j(xi)i (@i °(xi)),jAEL...n;, i AL,...,16,

kxi K3 | mlin kx| k3

log(1/ y;j
- 5 A0.2, %/Emin _og(yi)
mlaxkx| K3 i min kx| K3 P (@i (i)

°(xi) A0.3

et"(xi), j Z£1,...,n;j sontdes variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées suivant une loi de Fréchet d'indice de queue  ° (x;) (cf. Tableau 4.1). Notons que
kx; kg est une approximation de I'énergie totale du spectre  x;. Les dé nitions ci-dessus
nous assurentque ° (x;) 2[0.2,0.5] etque Y; E Opourtout i A1,...,16etj A1,...,n;.En
outre, puisque I'espérance de "j(x;) estdonnee par j (1i °(x)), les variables aléatoires
Yi,; sont centrées sur log(1/ y;). Notre objectif est d'estimer le quantile conditionnel

q(®,x;) £F™ (®,x;), pour i £1,...,16,

ou F_(.,xi ) estlafonction de survie de Y; 1. Ainsi, puisque la covariable est de nature fonc-
tionnelle, on peut utiliser I'estimateur  G2(®, x;, W %) dé ni au sous-paragraphe 4.4.2.1a
condition de se munir d'une distance appropriée. Dans un tel contexte, ( Ferraty et Vieu,
2006, voir chapitre 9) recommandent d'utiliser la distance semi-métrique basée sur la
dérivée seconde : Zs .
2 @ty @) 2
do(xi,xj)) £ x=(t)i x~(t) dt,

ot x@ désigne la dérivée seconde de x. Pour calculer cette distance semi-métrique, on
peut utiliser une approximation des fonctions  x; et x; basée sur les B-splines tel que
proposé dans (Ferraty et Vieu, 2006, voir chapitre 3). Ici, nous nous limiterons a une
version discrétisée d de d :
~ 50 a
d?(xi X)) £ (XigAri XADA K10 Xj )i 20 X)) 2,
;>
Nous avons évalué la performance de notre estimateur sur N A100 échantillons
{(xi,Yij) i A1,...,16,j /L,...,nj}avecny /... /En16 £100. Nous nous sommes intéres-
sés a l'estimation des quantiles d'ordre  ® 2 {1/300, 1/500}. Dans la suite de nos propos,

4. On suppose ici que chaque spectre est un vecteur réponse associé a 256 longueurs d'ondes.
5. Aussi appelée la régression inverse par tranches
6. Connue aussi sous le nom de Machine a vecteurs de support
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nous supposons que les hyperparameétres r (lalargeur de la fenétre mobile) et k (les plus
grandes observations dans la boule) ne dépendent pas du spectre. Pour sélectionner ces
paramétres, on se propose de minimiser la distance entre deux estimateurs différents
de quantiles extrémes conditionnels :

~ ~ . i . ¢
(Fselect: Kselect) AEargmin D G2(®,., W "), §2(®, ., W?) ,

rk
ou pour deux fonctions f etg,
( 6 | ) 172
D(f,9) £ f(xi)i g(xi)
::

Lestimateur de quantile associé a ces paramétres sera noté §select- NOus allons le com-
parer a celui dont les parametres Notés [oracle €t Koracle SONt dé nies par :

(foraclea Roracle) ﬁEarg Tin D(d2(®v W H)v q (®v ))
r,

Lestimateur de quantlle associé a ces deux derniers parametres sera noté Goracle. NO-
tons que Fselect ksdect, foracle €t korade dependent de ®. Remarquons que l'estimateur
construit a l'aide des parameétres Fforacle €t korade n'est pas utilisable en pratique puisque
g(®,.) estinconnu. Cependant, il nous donne la borne inférieure de la distance D (com-
prendre I'erreur) qui peut étre atteinte avec notre méthode d'estimation. A n de va-
lider notre choix de fseject €t Kselect, €S histogrammes de D(§select(®, ., W2),q(®,.)) et
D(Goracle (®,.,W?),q(®,.)), calculés pour les N A100 échantillons, ont été superposés a
la Figure 4.3. Il apparait que les erreurs moyennes sont approximativement égales. Re-
marquons aussi que les erreurs obtenues avec notre méthode de sélection semblent
avoir une queue droite plus lourde que celles obtenues avec la méthode de réfé-
rence proposée. Pour chaque spectre x;, l'intervalle de con ance empirique a 90% de
Goracle (®, Xj , W ?) est représenté a la Figure 4.4 pour ® A1/300 et a la Figure 4.5 pour ® A&
1/500. Les intervalles de con ance sont classés par ordre croissant de l'indice de queue.
On observe que plus grand est l'indice de queue et moins étroit sont les intervalles de
con ance. Ceci est en adéquation avec les résultats présentés dans le Corollaire 4.4.1
et les commentaires du Théoreme 4.3.1. Enn, sur les Figures 4.6 (® A£1/300) et 4.7
(® A1/500), nous avons représenté les estimateurs Gselect(®, Xi , W ?) €t Goracle (®, Xi , W ?)
correspondants a la situation de I'erreur médiane  D({select(®, ., W ?), q(®,.)) en fonction
de kx; kg. Il apparait que I'estimateur de la stratégie oracle est a peine meilleur que celui
obtenu avec le critere de sélection.
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FIGURE 4.2 — Représentation des 16 spectres en fonction des longueurs d'ondes.

FIGURE 4.3 — Comparaison des histogrammes des erreurs calculées sur N A100 échan-
tillons avec la stratégie de référence oracle (vert) et le critére de sélection (transparent).
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FIGURE 4.4 — Intervalles de con ance empirique a 90% de  Goracle (1/300,., W ?) classés
par ordre croissant de l'indice de queue.

FIGURE 4.5 — Intervalles de con ance empirique a 90% de  Goracle (1/500,., W ?) classés
par ordre croissant de l'indice de queue.
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FIGURE 4.6 — Comparaison du vrai quantile q(1/300,.) (rouge) avec les estimateurs ob-
tenus par le critere de sélection (select(1/300, ., W ?) (traits interrompus) et la stratégie
oracle Goracle (1/300,., W ?) (traits pointillés). Les estimateurs représentés ici sont ceux
correspondants a la médiane de l'erreur  D(Gselect(1/300, ., W ?),q(1/300, .)). L'échantillon
associé est representé par les points (" £"). En abscisse on a kx; kg.
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FIGURE 4.7 — Comparaison du vrai quantile q(1/500,.) (rouge) avec les estimateurs ob-
tenus par le critere de sélection (select(1/500, ., W ?) (traits interrompus) et la stratégie
oracle Goracle (1/500,., W ?) (traits pointillés). Les estimateurs représentés ici sont ceux
correspondants a la médiane de l'erreur  D(Gselect(1/500, ., W ?),q(1/500, .)). L'échantillon
associé est representé par les points (" £"). En abscisse on a kx; kg.
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4.5.2 lllustration sur données réelles

Le LTHE de Grenoble a mesuré les hauteurs de pluies journalieres (en mm) entre
les années 1958 et 2000 sur 225 stations situées dans la région des Cévennes-Vivarais
(sud de la France). L'étude des pluies et débits extrémes revét un intérét certain en
termes d'aménagement du territoire et de pré-détermination du risque hydrologique.
Les hydrologues du LTHE aimeraient estimer la hauteur de pluies journaliéres pouvant
étre dépassée une fois toutes les N années. La réponse a cette question peut fournir
des éléments indispensables pour construire aux endroits critiques des digues d'une
hauteur appropriée ou dé nir la périodicité des opérations de nettoyage des euves et
des estuaires a n de protéger ef cacement la population. D'une maniére formelle, le
probléme posé dans cette application est celui d'estimer le quantile des précipitations
journalieres d'ordre 1/(365 £ N) que nous appelleronsiicile niveau de retour sur N ans.

Diverses approches d'estimation des quantiles des précipitations ont été considé-
rées dans la littérature. Certains auteurs modélisent les précipitations par un processus
max-stable (Buishand et al., 2008; S. A. Padoan et al., 2010) et d'autres utilisent une
approche d'estimation bayésienne ou les excés sont approchés par une GPD avec
quelques informations a priori sur ses parameétres (Coles et Tawn, 1996).

Dans notre contexte, les variables d'intéréts sont les précipitations journalieres et
les covariables sont les coordonnées géographiques des stations. Les coordonnées géo-
graphiques sont dé nies par la longitude, la latitude et l'altitude. La Figure 4.8 montre
la disposition des 225 stations dans le plan. Nous disposons au total de n A821925
observations. Soulignons que Bois et al. (1997) et Gardes et Girard (2010) ont déja étudié
les précipitations extrémes dans la région des Cévennes-Vivarais. Les premiers contri-
buteurs ont utilisé un jeu de données de pluies horaires mesurées entre les années 1948
et 1991 sur 48 stations. Ils se sont intéressés aux quantiles décennaux ’ de précipitations
qu'ils ont estimés par une loi de Gumbel et la méthode de krigeage ( Krige, 1951) 8.
Les seconds contributeurs ont plutdt supposé que les pluies extrémes pouvaient étre
modélisées par une loi a queue lourde. Partant d'un jeu de données de pluies horaires
mesurées entre les années 1993 et 2000 sur 142 stations, ils ont estimé le quantile
décennal des précipitations par la méthode des plus proches voisins. Les résultats
obtenus emmeénent ces auteurs a remettre en cause I'hypothése selon laquelle la loi
des précipitations dans la région des Cévennes-Vivarais appartiendraitau D (Gumbel).
lls af rment : « The large estimated values (°,, 2 [0.15,0.28]) are consistent with the
credibility intervals found in  Coles et Tawn (1996) but contradict the Gumbel assumption
of Boisetal. (1997). (...) The Gumbel assumption seems therefore to be unrealistic. »

Compte tenu de toutes ces remarques, hous avons supposeé que la loi des pluies jour-
naliéres dans la région Cévennes-Vivarais était a queue lourde. Nous nous sommes in-

7. niveau de retour sur 10-ans
8. Lekrigeage est une méthode d'interpolation spatiale. Cette méthode porte le nom de son précurseur,
I'ingénieur minier sud-africain Daniel Gerhardus Krige.
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FIGURE 4.8 — 225 stations d'observations (losanges blancs) représentées en fonction de
leurs cordonnées géographiques. Horizontalement : la longitude (en kilométres), verti-
calement : la latitude (en kilométres), I'échelle des couleurs : 'altitude (en métres). Sur
la carte : les montagnes (triangles), les cours d'eaux (lignes grises) et les villes (losanges
roses)

téressés a l'estimation du quantile conditionnel centenal. Pour ce faire, on a discrétisé le
plan (longitude, latitude) selon une grille de taille 240 £ 228. On se propose d'utiliser les
estimateurs G2(®nm,,,-,\W"), 42(®n,,,..W?) et 43(®n,,,.). Ces estimateurs dépendent
des paramétres (rn x,kn x) que nous nous proposons de choisir en chaque point  x de
la covariable en minimisant la distance entre ces trois estimateurs, i.e

i . ¢ . i i ¢ i ¢ i ¢

Fnx.Knx Aarg min D G2 ®n, . X,W" G2 ®n, . X,W* 43 ®n, X , (4.10)

I'nx:Kn x

avecD(v1,Va,v3) A(V1i V2)?A(vii v3)?A(vai v3)2. D'aprés cette heuristique, sile couple



74 Chapitre 4. Estimation des quantiles extrémes conditionnels en design xe

i, ~ ¢ - . . o .
M x.Kn x estcorrectement choisi, alors la valeur des trois estimateurs doit étre approxi-
mativement la méme. Dans ( 4.10), on recherche le rayon rp x 2 {5,...,130} (en km) et le

nombre des plus grandes statistiques d'ordres kj x 2{2,...,0.1mp x}.

FIGURE 4.9 — Carte des niveaux de retour sur 100 ans en fonction de la longitude et de
la latitude, estimée avec G2(®n, ,,.,W?).

Sur la Figure 4.9, il apparait que le niveau de retour décroit globalement avec I'al-
titude. La dérive du taux de précipitations en fonction de l'altitude est en adéqua-
tion avec les statistiques descriptives des précipitations dans la région des Cévennes-
Vivarais (Molinié et al., 2008). Etant donné que dans cette région des zones de basse
altitude sont des terrains plats et proches de la mer, le processus physique de déconvo-
lution impliqué dans le rapport entre le taux de précipitations observé et l'altitude est
complexe. Par conséquent, deux phénomemes pourraient expliquer la chute de pluies
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extrémes :

2 un phénomene régional : les vents en provenance de la mer Méditerranée ali-
mentent en air chaud et humide le massif cevenol,

2 un phénomeéne universel : les terrains plats capturent ef cacement I'énergie so-
laire qui est nécessaire a la formation des nuages convectifs.

4.6 Démonstrations

4.6.1 Résultats préliminaires

Notre premier résultat préliminaire se résume au Lemme  4.6.1qui un outil permet-
tant de déterminer la loi asymptotique d'une variable aléatoire conditionnellement a un
évenement de probabilité tendant vers un.

Lemme 4.6.1. Soient (Xp)n 1 €t(Yn)n, 1 deux suites de variables aléatoires. S'il existe un
évenementA , tel que (XnhjAn) &E(YnjA n)avecP(A,)! 1,alors

Yot ym x, F v,

Bémonstgation dulemme 4.6.1. Pour tout x 2 R et pour tout systétme complet
An, AS  ouA S estle complémentaire de I'événement A, on ala relation suivante :

P(Xn - %) AEP({Xn - X}iAn)P(An)AP({Xn - X}ATIPA L),
et donc l'inégalité :
P({Xn - X}An)P(An)- P(Xn - X)- P{Xn - x}An)APAY).
Comme (XnjAn)F (YnjAn), il sen suit que :
P({Xn - X}\ An)P(An)- P(Xn - X)- P({Xn - x}\ Ap)APA ).
En remarquant que
P(Yn- X)i PAS) P{Yn- x}\ Ap)- P(Yn- Xx)

on aboutit a
P(Yn- X)i PAS): P(Xn - X)- P(Yn- X)APA ).

P(Yn- x)! P(Y - x)etP(AS)! 0permettentde conclure la preuve. O
Notre second résultat préliminaire établit la loi asymptotique sur la statistique

d'ordre d'une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme standard
dans une situation analogue a (S.1) dans le cas univarée.
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Lemme 4.6.2. Soit {V1,...,Vm} une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi
uniforme standard. Pour toute suite (uv)m_ 1%40,1[tellequepy ! OetMpy !l , nous

avons
Y T2

—  (Vawpeem i b)) E N (0,1).
Hm

Démonstration du lemme 4.6.2. A nde simpli erles notations, onpose  ky A My .
En se référant au Lemme 1.4.3sur la représentation de Rényi, on peut écrire
M MAL
Viu .M £ E Ei,
i A i A
ou {E1,...,Em A1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi exponen-
tielle standard. Ainsi, en posant

T
»M —  (VkyMi Hm)
I " A !
1 war T TH G T 1% M, 1 1 K
Ei £ — E —imm Apm — Eij 1l
MAi,cEL Hm KM i m M Km im

on a, d'apres la loi des grands nombres,

A !
My, T 1 e
b "M K 1
woo» o — —ium QAop@)AMp)"? —  Ej1
Hm M KM i m
A !
b 14
i (Mpm) IVl Eiil
y::)

&E »1.M A»Z,M i M3 M -

Intéressons nous maintenant aux trois termes séparément.

Etude du terme » M Comme ky A By c, on peut écrire ky EM P | ém avecém 2
[0,1] et, nous avons alors

P M Torz M M
vy — Mg M, g (4.11)
Hm M (Mum)Y2

puisque par hypothése Mpy !'1

Etude du terme » M - Puisque kmy » Mpy, une application du TCL nous assure la
convergence en loi du terme »; . Plus précisément,ona:

A !
1 K

s » k2 o Eil F N (0,2). (4.12)
i A
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Etude du terme »3 :  Comme précédemment, une simple application du TCL couplée
alacondition py ! Oconduita:

»gm AEOp(UL?) fEop(L). (4.13)
Les relations (4.11), (4.12) et (4.13) nous permettent de conclure la preuve. O

4.6.2 Preuve des résultats théoriques

Démonstration de la Proposition  4.3.1. Sous I'hypothése (A.1), l'indépendance des
variables aléatoires {Z; (x), i ZE1,...,mp x} NOUS assure que

{log Zi (x), i ZE1,...,mn ¢} ZE{logq(Vi,xi) i /L,....Mnx}

ou x; est la covariable associée a I'observations Z; (x). En notant par A(i) lindice aléa-
toire de la covariable associée a la statistique ordonnée Zpm, ,; iA1,m,,(X), on obtient

{109 Zmn, i iALmy, (), | AL, ...,Mnx} 710G A(VAG), XAG)) | &L ....Mp ).

Considérons maintenant I'événement A, FA1n\ Agp,0U

Y ¥
. q(Vimn,oUi) .
Ain A  min | EO0,8(uy,...,ux, ) ¥%B(X,rnx) et
i kxi T Q(ViAzm,,oUiA1) ’
1/2 3/4
. q(an,x,mn,X:Ukn,x)‘
Arn A min log E0,8(uk, AL,---sUm,,) ¥2B(X,rnx) .

i MK AL, M q(Vi mn,oUi)

Conditionnellement a I'événement Ajp, les variables aléatoires {q(Vim,,.Ui).i A&
1,....kn x} sont ordonnées ainsi

Q(anvx,mnvxaukn,x) . Q(an,xi 1,mp 0 Uky ki 1)-¢¢CC- Q(Vl,mnvxyul),
et conditionnellementa Az, les variables aléatoires {q (Vi m, ., Ui), i AKn x Al,....m nx}
restantes leur sont toutes plus petites puisque

max Vi ui) - gV ,u .
ey A mn,XQ( imnxeUi) o d( Knx.Mn x kn,x)

Par conséquent, conditionnellementa A, les kp x plus grandes observations de I'en-
semble {log q(VA() XAi)), i £L,...,mpx} sont {log (Vi m,,X&q)), | A£1L,....Knx}. En
def

conséquence, pour J  A{1,....Knx}etT; yis XA (i), NOUS avons :

© _ R _ _
|Og Zmn’xi iAlymn’X (X),l 2 Jkn'x]An |OgC](V| 1mn,X’Ti)’| 2 Jkn,XJAn

a

A n de conclure la preuve, il ne nous reste plus qu'a montrer que P(Ar)! 1 quand
n!l .Pource faire, dé nissons *n, /Emg’(XlAi) et considérons les événements

Azn A )Dz/l,mn,)( I‘Eimn,x}\ {Vmpmnx GLi imn,x}es}4

Vi , X
Arn A min o AVi mo )

— 0 E2 (&
PABL,...Knx gq(ViAl,man,X) n(Em,,.)
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SousAgp, nous avons +m, CVim,  C1lj £, pourtout i AL,...,mpx. Ainsi, en se
référant ala Dé nition  4.3.1, pour tout ( uj,uj) 2 B(X,rnx)?, il s'en suit d'une part que

a(Vimn.Uj) a(Vimnx:X) a(VimnxUj) a(VimnX)
log——— "= /& log
q(VimyyUi) a(Vimnx:X) q(Vjmux X) q(Vimp,Ui)
q(vjvmnx’x)
log —— 024 21 (2
s 0og Q(Vi,mn,x,x) i n( mn,x),

et d'autre part que,

A (Vi x;mpx Uknx) Ad(Vkg ,mn 50 X)

min lo min lo i 2 h(z
A AL o D AVim, o Ui) i AKnxALmag g AV mp o X) n(Em,..)
a(Vi, ,mp <2 X)
. log — i 2! n(Em,,)-

Q(an,XAl,mn,x ,X)

Par conséquent Az, \ Ao, %2A . Enremarquant que

P(Azn), PVim,, E£m, JAPVm, max G1i #m,,)i 1A2PVim,, E+m,,)i 1! 1,

puisque Vi, . mu 71 Vim, € PVim,, E *m,,) /'L imn,x%“‘x I 1, il reste donc
a prouver que P(A2n)! 1. De (Bingham et al., 1987, paragraphe 1.3.1), la condition
(A.1) implique qu'il existe une fonction  x 7! ¢(x) E O telle que pour tout ®2 (0,1),

"z 1°(X)A¢(u,x)du3/4

q(®,x) Ac(x)exp y

D'ou, pourtout i 2 J, .,

q(Vim,,X) ,CEZ ViALmn x °(x)/3\¢(u,x)du,

log ———
d(ViALm,,oX)  Vimnx u

et il s'en suit que

aVim,,»X) — ViRim, .
————, C(X)i ¢(Vk,,ALm,, X))o ——
Q(ViAl,mn,an) ! AL Mo, Vi,mn,X

log
ce qui nous conduit a

H B v l
P(A P (C(x)i ¢(V ,X)) min log ———=E
(Bzn) . P 000 E0ViArm,0 X)), min  log ==

W |

7
. ViAl,mn,x 4! n(imn,x)
P min log

©_ o
V' (Vi Arm, 0 X) C° (X)/2

; i /L. Kn x Vimo, °(x) T
V] .
ViALm 4 (£fm,,) I — ¢
P min lo o = AP eV X)C°(X)2 i1
R A knx g Vl M 5 O(X) ( kn,xAl,mn,x )C ( ) |

ComptetenuduLemme 1.4.3surlareprésentation de Rényi (1953) qui nous assure que,

{i log(v, } /ViiAll,mn,x)' i2 Jkn,x}iE{Fi, 2 J, .

1,Mp x
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ou Fy,...,F,, sontdes variables aléatoires de loi exponentielle standard, nous avons

H . 4 l K x H 4i) 1
Pim,, /£ P min 5 L L rl(im"'x) A exp | T 0ty :(im"'X)
ALKy | (x) g (x)
Ho)
£ exp j " (x )kn x(Knx AD! n(£m, ML

puisque krzl,x! n(fm,,)! O.Enoutre,comme sous (A.2)

Vi, ,ALma A0 x/ Mn x)(LA0p1) 1 0

alors sous (A.1), la condition ¢(®,x)! Oquand ®! O entraine que Pom,, ! 1.Ce qui
acheve la démonstration de la Proposition. O

Démonstration de la Proposition  4.3.2. D'aprés la Proposition 4.3.1, il existe un évé-
nement A, avecP(Ap)! 1telque (Zm,, m,,(X)jAn )&E(q(Vlmnx,Tl)jA ) et donc,

2 g y AT
lmnx1 1

P(Zmgmn () CA(@m, o)) A P log—=—=C0 \ Ap
( mnX:X)

ul/z Z Y(X) ?/4 T[

A P log—/xlep\AS
a(®m, %)

i P3myy APam,,- (4.14)

Comme Pgm,, - P(A £)! 0, il ne nous reste plus qu'a traiter le terme  Pgm, . Enintro-
duisant +m /Em}]()%Aﬂ etunevenement Az AVim,, 2 [*m,,,1i *m,,]}, nous avons

[VEZ4 Ya 1
Vim T
Pam,, /& P |ogwgo \ An\ Agp

u]/z q( Mp x ) 3/ ﬂ
A P |ogwc;o \ A\ AS
4(®m,,X) s

et la formule de 'union binaire nous conduit a

W2 g y T

|og%go \ Agn AP(An)i 1- Pam,,
mnxl
HY2 Ya 1
aVim,,T1)
log———=——CO0 \ Az, APA
g q(®mn'x, ) C 3.n ( 3n)

De plus, en se référant a la Dé nition  4.3.1, sousA 3, 0na

—  q(Vim,, ,Tl)E_

o I nix ,
g A0V1m, %) n(Emp )

etdonc

s 7 |
q(Vlv nx’X)
Iongl ' n(imn,x) \A3’n AP(An)I 1 Psymn,x
1 q(®mn,x’x) 3, ﬂ
2
H q(Vlymnx’X) )

X 7 C
log A@m,, %) C!n(xm,,) \ Azn AP(As,n),
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qui entraine
1
Ci! n(imn,x) AF’('A\3,n)AP(An)i 2- I:’1,m,1,x

1
C!n(m,,) APAS,). (4.15)

u

V X
p |qu( 1,mpx )

q4(®m,,,X)
q(Vl,mn,x!X)

P lo
9 q4(®m, . X)

Maintenant, focalisons nous sur I'équalité suivante

def H a(Vim, . X) T

P A P I (=
5.Mp x 0g 4 (®my . X) C8! n(Em,,)

u Tom
q(V1,x) m
£ P log—="7_C8§! ,(+
0g PTG C8! n(xm,,) )
h 3 i
£ P q(Vy,x)Ged nEmig@n, ,x)
h 3 3

Mp x

’ i mn)(
/E P :rl_]I VlQF 2§! n(imn,x)q(®man,X),X . ’
|
A exp mpylogF e8! ntmg(@p, X)X

Puisque e3' "®mn.)q(®p, ,,x)!1 |, sil'onintroduit la fonction de survie conditionnelle

F(.,x) &Ll F(.,x), aprés un développement limité I'on obtient
3 . 3

MnxlogF €8 "Emdq@m, ,,x),x £ impxF €3 nEmdg@n, ,x),x (1Ao(1))

Fles! n(Emn.) g (@, ,x),x¢
— g (1Ao(1)).
F d(®m,,,X),X

/e imn,x®mnvx

Lhypothése (A.1) nous assure que F_(.,x) est une fonction a variations réguliéres d'in-
dice j 1/°(x) a l'in ni. Ainsi, puisque e 8'n(max) 1 1, nous avons donc que (voir Bin-
gham et al., 1987, Théoréme 1.5.2)

_. ¢
Fles! ") (@, X), X !
F_Iq(®mn.x’x)'xv

Finalement, on a que
£ n
Psm,, &£ 1i ®m,, (1A0(1)) ™", (4.16)

et eninjectant ( 4.16) dans (4.15) ona
£ £
1i ®mn'x(1Ao(1))%”AP(AgYn)AP(An)i 2- Pam,, - 1i ®mnyx(1Ao(1))um“’xAP(Afn).

Puisque P(A3n)! 1etP(Ap)! 1,ils'ensuitque P3pm,, ! Osous(S.1l)etPzpy, ! € ¢
sous (S.1) ou (S.3). L'équation ( 4.14) conclut la démonstration. O

Démonstration du Théoréme 4.3.1. Dans un soucis de simpli cation, on pose  kp x /£
bmp x®m, ,C. D'apres la Proposition 4.3.1, il existe un événement A, tel que :
" _ _

X S
(Mn x®m )1/2 lo —Q1(®mn'x’X)_

- 1
Ak .M Tknx) =
A ’- m ® 1/2 lo n,x:Mn x n,x
Q(®mn,xvx) n ( n,x mn,x)

_An ]
a4(®m, %)
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ol P(An)! 1.EnvertudulLemme 4.6.1, la convergence en loi

q (an,Xymn,x ’Tkn,x

(@, X) 'F N 00700), (4.17)

(mn,x®mn.x)1/2 log

est une condition suf sante pour obtenir

G1Cmo,X) 0,°2(x)).

® 112 |
(Mn x®m,, )" log 4@y, %)

Une simple application de la +-méthode permet de conclure la preuve. Il ne nous reste
plus donc qu'a prouver la convergence en loi ( 4.17). Pour cela, considérons une suite

- Y/ T -
Ry /Atog Wk Tr) =
q(an,x,mn,x’X)

et posons tny, /EmgF%Ai). Remarquons que sous (S.1),
P(Rn . | n(imnvx)) N P(an,Xxmn,x 2 [imn’x,li imn’x]) | 1
Donc, Ry AOp(! n(xm,,)) €t nous avons

Ad(Vkn ;M xr Tknx) A (Vkg x,mn 51 X)

lo AElo AOR(! n(tm,,)). 4.18
’ 4(®my,,X) k a(®m, ., X) P nEmo, ) (4.18)
En introduisant la fonction log-quantile  g(.) Aogq(.,x), on a pour tout ®2 (0,1),
¢ ®’ . o
R ICO TG

®

et un développement limité a l'ordre un entraine que

q(vkn X1 nx’X)
12 |Og—m

O ) g Mm )V O

Ho | T2
®mn,x

(mn,x®mn,x)

£ ®mn,x90(P-mn,x) (an,x,mn,xl' ®m, )

N ; P
ou umn,x 2 [mln( ®mn,x’an,x:mn,x)’max(®mn,x’vkn,><ymn,x)]' Comme an,X!mn,X » ®mn,x en-

traine que Hm,, 5 ®m,, ! 0O, dapreslhypothese (A.1),ona
P
@y 8 Abmos) > B @ Xtm, ) ¢ (i, X) i ° ()T (x).

Le Lemme 4.6.2implique alors que

q(an,x'mn,x’X) *— o 2
O N (0,°(x)?). (4.19)

Les relations (4.18) et (4.19) couplées a la remarque suivante

(mn ,x®mn,x)l/2 log

(Mnx®m, )% nEm,)! 0) (Mnx®m, )21 n(2m,,)! O

permettent de conclure la preuve. O
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Démonstration du Théoreme

4.3.2. Puisque q(.,x) est une fonction a variations ré-

gulieres d'indice j °(x) en zéro, sous (S.2) nous avons q(l/mpx,X)/ q(®m,,,X) »
(Mnx®m,,) @1 ¢ etil s'en suit la décomposition asymptotique suivante

dl(®mn,x7x)

lo
9 4@y, %)

/£ log

CAll(®mn,xax) g(l/mp x,Xx)
a(/mn X)) 4(®m, %)
d1(®mnvxax) °

m A (X) |Og(C)A 0(1)

Dans la situation (S.2), pour n assez grand, onabmp x®n  c A bc. Ainsi, d'apres la Pro-

position 4.3.2, il existe un événement A, tel que P(A)!

H o 1@y, 0) =

0 —_—
3 WM

En suivant le méme raisonnement qu'a la démonstration du Théoreme

q(Vicemp xr Thee)

n

1let
T U 1

n -

A(Vicemp «r Thee) EA
q(l/mp x,x)

4.3.1, on obtient

Q(Vbcc,mn,x +X)

lo
g q(@/mp x,x)

Pour conclure, il suf t de remarquer que
tique d'ordre associée a une loi a queue lourde. Dans une telle situation, (voir

q(l/mp x,X) AOp(! n(Emo,))-

d(Vicem, «» X) €stla beccieme plus grande statis-
Embrechts

etal., 1997, Corollaire 4.2.4) q(Vieem, > X)/ 9(1/ my, x,X) converge vers une loi non dégé-

nérée. O
Démonstration du Théoreme 4.3.3. Onremarquera que
M- )l
109 G2(®nm, ., X) A0g G1("m,,, X) A%, (x)log —=
Mp x
Ce qui conduit a la décomposition suivante
A2® nx’X Al_ nx’X
|qu(m' ) /EIOQQ(_m, )
q4(®m, s X) a( mn,X)
e
A log —= (°x(x)i °(x))
®mnx T
i Iogq(®m”’x' )A°(x)log“_ L
i —
q( Mp ) Mp x
def
,ﬁf »4,mn,xA»5,mn,xi P6,Mp
Premiérement, comme nous l'avons déja exposé au cours de la démonstration de la Pro-
position 4.3.2, sous I'hypothése (A.1), nous avons
7 —
®m, X mx © (X)A ¢ (u,x
|Og m yis MdU,
q( mn,xax) ®mn,x u
et par conséquent, on peutsimplier  »gm,, etréécrire
.
mnx ¢ (U, X
»6mpx B ( )du. (4.20)

u

mn,x
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En bornant le terme ( 4.20), on a alors
p— 1

- — Mp x
j j- ¢ ,X)lo ’
J»G,mn,xj ( Mp x ) g ®mnyx

(i) Sous la condition additionnelle ( 4.5), la loi asymptotique estimposée par »sm, , etle
Théoreme 4.3.2 entraine que

(M m ) 2%am,, F N (0,°2(x) (4.21)
et d'aprés (4.4) et (4.5),
(Mx ma) 258 mo, B mo OV, ()i ° ) 0. (4.22)
Aussi, d'apres (4.4),
(M mos) 2% mnsd © 2max® CmpyX) ! 0. (4.23)

Lesrelations (4.21), (4.22) et (4.23) permettent de conclure la preuve dans la situation (i).

(i) Sous la condition additionnelle (  4.6), le Théoreme 4.3.2implique que

Vh (X)
|Og(_m”/®mn,x)

, _ P
»4my /E\/n(x)aﬁnln,x(mn,x mn,x)1/2»4,mn,x! 0. (4.24)

De plus, comme d'apres ( 4.4),

W ()

oo o5 BRI (01 ) F D, (4.25)

en se référant a (4.6), on a nalement que

An(t)

- . - ¢Cmyn DAV O, 4.26
1000y @) emesd €L ma D) (4.26)

Les relations (4.24), (4.25) et (4.26) concluent la preuve dans la situation (ii). O

Démonstration du Corollaire  4.4.1. Elle estimmédiate et découle du Théoréeme 4.3.3.
O

Démonstration du Corollaire  4.4.2. En se référant a la démonstration de la Proposi-
tion 2.2, on remarque que
M kAL T

109 G3(®m, . X) A0 (X, W) AI0g Zin, i K omox X)A%n(x,W"log =
€Mn x®m,,

ol ®,(x,WH) et °,(x,W ") sont des estimateurs de l'indice de queue conditionnel de la
Dé nition 4.4.1avecAB (x,W ") EAB (x,W?)etAV (x,W ") £AV (x,W ?) (voir preuve
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de la Proposition 2.2.2). Ce qui conduit a la décomposition suivante

~ Z knxA1 3l M 1 1
® 1X mn,x ¢ ) k
Iog—qa( Mo X) £ gpac X)duA SLGWHY C(X)) ¢ —X AB (x,W")
Q(®mnlx,x) ®mp u Mn x
Ul KA1 Tu Hk 1 1
A log =——— “,(x,W")i ()i ¢ —= AB (x,W")
ernn‘)((@rnnl)< mn,x
1 knxAl ﬂ lJknxﬂ Y, uanﬂ
A log = ¢ =~ AB (x,W")HAAB (x,Ww"e —=
emn,x®mn,x Mn x Mn x
def

FE i »7:mn,x A »Bymn,x A »gvmn,x A »101mn,x A »llymn,x '

La condition log( kn x)/log( mp x®m, )! 0 entraine que

Iogul knx Al ! Iogu 1 ﬂ'l (4.27)
- » 1 , .
emn,x®mn,x mn,x®mn,x

etd'aprés (4.7), comme k}2»g F N (0,°2(x)) alors,

k1/2 P
nx ¢»gm,, ! O. (4.28)

log 1/(Mp x®nm, )

Aussi, d'apres (4.7),

n.x : Y o . n,x 1
CAT oM A Kax TaGWTic (i ¢ AB (x,W")
log %mnté@m Mp x
F ih o2 va
N 0,°“(X)AV (x,W") . (4.29)
La condition ( 4.8) montre que
k1/2 - — _uk Alﬂ
— " Pima, - Knx(LAo()e —F— 1 0, (4.30)
00 & MGy X
0,
AT 10m,, AKpg ¢ = 10, (4.31)
09§, S5 Mn,x
S
o AL im0 (4.32)
|Og é"nn.r;?@mnx

Les relations (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) et (4.31) permettent de conclure la preuve. O



Estimation de courbes de niveaux
extrémes en design aléatoire

Résumé

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'estimation des courbes de niveaux extrémes
dans le cas des lois a queues lourdes. Ce probléme d'estimation est équivalent a I'étude des
guantiles conditionnels quand I'ordre du quantile converge vers un. Nous montrons que
sous certaines conditions, il est possible d'estimer de telles courbes au moyen d'un esti-
mateur a noyau de la fonction de survie conditionnelle. En conséquence, ce résultat nous
permet d'introduire deux versions lisses de l'estimateur de l'indice de queue conditionnel
indispensable lorsque I'on veut extrapoler. Nous établissons la loi limite des estimateurs
ainsi construits. Pour conclure, des expériences numeériques ainsi que des illustrations se-
ront présentées.
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5.1 Introduction

‘'objectif premier de ce chapitre est d'introduire puis d'étudier un modeéle de régres-
L sion non-paramétrique pour les quantiles extrémes conditionnels. Contrairement
au probléme d'estimation non-paramétrique des quantiles de régression classique
gui a été largement considéré (voir la paragraphe 3.3.1 pour une présentation plus
détaillée), peu d'attention a été accordée, d'une fagon certaine, aux quantiles extrémes
de régression. Toutefois, signalons que dans la littérature, des modeles paramétriques,
des méthodes semi-paramétriques et des estimateurs non-paramétriques ont été
proposés respectivement dans ( Smith, 1989; Davison et Smith, 1990), (Beirlant et
Goegebeur, 2003; Hall et Ronde , 2000) et (Davison et Ramesh, 2000; Chavez-Demoulin
et Davison, 2005; Chernozhukov, 1998, 2001), consulter la partie 4.1 pour plus de
détails. Dans les deux derniéres références bibliographiques, les auteurs se focalisent
d'une part sur des covariables univariées et d'autre part sur les propriétés de leurs
estimateurs pour un échantillon de taille nie. Nombreux sont les auteurs qui se
consacrérent au cas particulier ou la loi conditionnelle de la variable d'intérét en tout
point x de la covariable est bornée supérieurement par une fonction ' (x) (se référer
a la Dé nition  1.3.3). Dans une telle situation, la fonction ' (.) est appelée frontiére
et peut-étre estimée au moyen d'une courbe de niveau extréme. On pourra consulter
Girard et Jacob (2008) ou les auteurs proposent un estimateur a noyau de la fonction
' () avec un ordre de quantile égal a (1 j 1/n) ou n désigne la taille de I'échantillon. En
outre, ils établissent la normalité asymptotique de leur estimateur dans la situation ou
la variable d'intérét en tout point x de la covariable est uniformément distribuée sur
[0," (X)]. Ence qui concerne I'estimation des frontiéres, on considére généralement que
ses péres fondateurs sont Rényi et Sulanke (1963, 1964) et Geffroy (1964). Le dernier
auteur proposait d'estimer la frontiere du support avec un simple histogramme basé
sur les plus grandes observations. Ainsi, il considérait que la densité conditionnelle
de la variable d'intérét en tout point de la covariable était bornée inférieurement.
Des extensions de son modéle ont été proposées pour des densités conditionnelles a
décroissance polynomiale dans ( Gijbels et Peng, 2000; Hall et al., 1997; Hardle et al.,
1995). Rényi et Sulanke (1963, 1964) considéraient quant a eux des supports bidi-
mensionnels convexes qu'ils estimaient en prenant simplement I'enveloppe convexe
des observations. Plus récemment, des modeles de régression utilisant des valeurs
extrémes d'un processus ponctuel de Poisson d'intensité inconnue ont été introduits
dans (Gardes, 2002; Girard et Jacob, 2004; Girard et Menneteau , 2005; Menneteau , 2008).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas ou la densité conditionnelle de la
variable d'intérét en tout point de la covariable n'est plus a support borné. Dans un tel
contexte, la fonction frontiere ' (.) n'existe pas et le quantile conditionnel tend vers I'in-

ni quand I'ordre du quantile converge vers un. La partie 5.2 de ce chapitre sera donc
dédiée a la formulation mathématique du probléme investigué. C'est notamment dans
celle-ci que nous introduirons les outils permettant de traiter le sujet. Puis, dans la par-

tie 5.3, nous nous attarderons sur I'étude théorique des outils ainsi introduits. La par-

tie 5.4 de ce chapitre sera consacrée a l'application de nos résultats a l'estimation de
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l'indice de queue conditionnel indispensable lorsque I'on veut estimer des quantités
dont la probabilité d'observation est quasi nulle. Des expériences numeériques suivies
d'une illustration en télédétection hyperspectrale seront présentées dans la partie  5.5.
En n, dans la partie 5.6, nous conclurons le chapitre par la preuve de nos différents ré-
sultats.

5.2 Cadre de l'étude et dé nitions des estimateurs

Cette partie se subdivise en deux paragraphes. Dans le premier, hous exposons le
contexte de I'étude et dans le second nous présentons notre méthode d'estimation ainsi
gue les estimateurs associés.

5.2.1 Cadredel'étude

Soient {(X;,Y;), i /A 1,...,n} des copies indépendantes du couple aléatoire
(X,Y)2RPE£Rou Y est une variable d'intérét associée a une covariable X. Pour tout
x 2 RP et pour toute suite réelle ®, ! 0, on se propose d'estimer les courbes de niveaux
extrémes dé nies comme les graphes de fonctions x 2 RP 7! g(®,jx) 2 R véri ant

. . ¢
P'Y E q(@njx)jX Ex AE®,,

lorsque la fonction de survie conditionnelle de Y sachant X /Ax est a variations régu-
lieresd'indice j 1/°(x)al'in ni. De fagon plus précise, compte tenu de la remarque faite
au sous-paragraphe 1.3.1.2, ceci signi e que pour tout y E 0,

—i . Cdet ) Carerey.
Flyjx £ 1i Fyjx) &yl ¥ 0 (yjx), (5.1)

avec ° (.) une fonction inconnue et positive de la covariable x et " (.jx) une fonction a
variations lentes a I'in ni. Tel que nous l'avons exposé au paragraphe  4.2.1, cette hy-
pothése revient a supposer que la loi conditionnelle de Y sachant X /Ax est a queue
lourde, i.e F(.jx) 2 D(Fréchet). Dans un tel contexte, la fonction °(x) est l'indice de
gueue conditionnel.

5.2.2 Méthode d'estimation et dé nitions des estimateurs

Un estimateur naturel de lafonction  x 2 RY 7! q(®,jx) appelée quantile conditionnel
estdonné par l'inverse généralisé de I'estimateur de la fonction de survie conditionnelle
dé ni par:
def oz n . 0
Gn (®njx) féF—nA (®njx) Ainf t, F, (tjx) - ®, . (5.2)

Ainsi, I'estimation d'une courbe de niveau ®, ! 0 nécessite d'estimer la probabilité
—j ¢
F yjx ! Olorsque y!1

Ici, nous parlons d'extréme lorsque ®, converge vers zéro quand n tend vers I'in ni. Par
ailleurs, notons que la conditon ®,! Oquand n!1 en ce qui concerne le quantile
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est équivalente a la condition y!1 quand n!1 en ce qui concerne la fonction de
survie conditionnelle.

A n d'estimer la fonction de survie conditionnelle de Y sachant X Ax, on peut uti-
liser la méthode de la fenétre mobile introduite au chapitre 4 (on pourra aussi se référer
au paragraphe 3.3.1.1) et pour tout ( x,y)2RP£Rona:

i ¢ X "X
Fnoyix £ IvieyyIix28h,) Iix 2B(xhn)} »
i /Al i /A

ou B(x,hp) est une boule centrée en x de rayon hp strictement positif. Malheu-
reusement cet estimateur présente le désavantage d'étre discontinu par nature. Sa
généralisation naturelle est I'estimateur a noyau dont la simplicité de construction et la
facilité d'utilisation vont de pair avec ses bonnes propriétés asymptotiques.

Ainsi, pour estimer la fonction de survie conditionnelle de Y sachant X AXx, on se
propose d'utiliser un estimateur a noyau introduit par Collomb (1980)*. Il est dé ni
pour (X,y) 2RP £ Rpar:

~j ¢ X uxiXiﬂ CoX ”xixiﬂ
Foyix £ K h Lyviey K h—
i AL n i AL n

, (5.3)

ou la fonction K(.) appelée noyau est une densité de probabilité sur RP et h, est une
suite non aléatoire telle que h,! Oquand n!1 appelée paramétre de lissage Sans
rentrer dans tous les détails, a I'exception du noyau uniforme , il s'avere que le choix
du noyau n'a pas d'in uence majeure sur l'estimation. L'estimateur ( 5.3) peut se mettre
sous la forme

~j ¢ An(XiY)
Fn YIX A5 )

ou le dénominateur de la fonction de survie conditionnelle de Y sachant X Ax est
I'estimateur & noyau classique de la densité g(x) de X et la fonction A, (x,y) est un
estimateur de A (y,x) Z£F (yjx)g(x).

Dans ce chapitre, nous intéressons a I'estimation du réel q(®,jx) en fonction de la
vitesse de convergence ®,, vers zéro. Nous avons envisagé les deux situations suivantes :

(D.1) Dans la premiére situation, la suite ® converge lentement vers zéroen ce sens
que nhﬁ@n 1 quandn'!l

(D.2) Dans la deuxieme situation, on autorise la suite ®, a converger vers zéro plus
vite que dans la situation (D.1), c'est-a-dire que l'on ne suppose plus que
nhﬁ®n !1 quand n!l .Onditalors que ®, converge rapidementvers zéra

1. Dans les faits, Collomb (1980) introduisit juste un estimateur la fonction de répartition condition-
nelle.
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Dans la situation (D.1), la condition nh,’3®n !17 quand n!1l revienta supposer
gue le quantile g (®,jx) ne tend pas trop vite vers l'in ni quand n tend vers ['in ni.
Dans une telle situation, I'estimation du quantile extréme conditionnel requiert d'in-
terpoler a l'intérieur de I'ensemble des données car iI&/ a presque srement un point de
I'échantillon dans la région B(x,hp) £ Iq (®rjx),1 de RPAL oy B(x,hp) est une boule
centrée en x de rayon h,, (voir Lemme 5.3.3). On se propose alors d'estimer le quantile
extréme conditionnel par ( 5.2).

De fagon équivalente, dans la situation (D.2), il est supposé que le quantile q(®,jx)
tend vite vers l'in ni quand n tend vers I'in ni. Dans un tel contexte, I'estimation du
guantile conditionnel peut nécessiter d'extrapoler au-dela des observations. On se pro-
pose donc d'adapter I'estimateur de  Weissman (1978) au cas conditionnel. On estime
alors q (®,jx) par . .
~W . ~ = ¢ — ¢i “n(x)
Gn (®njx) AQn  njX ®n/ q : (5.4)
oll T, esttelleque nh™h 11 quand n!1 .°,(x) estun estimateur de lindice de
gueue conditionnel dont nous donnons deux exemples a la partie  5.4. On notera des
similitudes entre les situations (D.1), (D.2) et les situations (S.1), (S.2), (S.3) de la par-

tie 4.2.2.

5.3 Etude théorique des estimateurs

Cette partie est composée de deux paragraphes. Le premier nous permet d'énume-
rer les hypothéses qui nous servirons a étudier le comportement asymptotiques de nos
estimateurs et le second est consacrée a I'étude théorique proprement dite.

5.3.1 Hypothéses

Dans ce paragraphe, on présente toutes les conditions utiles pour établir la loi
asymptotique de tous nos estimateurs. Dans tout ce qui suit, on désigne par  d(x,x9
la distance entre deux points ( x,x% 2 RP £ RP.

Hypothéses sur la fonction a variations lentes
(F1) " (.jx)estnormalisée.

D'aprés Lhypothese (F.1), la fonction a variations lentes peut se réécrire sous la

forme (se référer au sous-paragraphe 1.3.1.1)
du , (5.5)

" (yix) Ac(x)exp

avec c(.) une fonction positive et "(yjx)! Oquand y!1 . Ceciimplique donc que la
fonction * (.jx) est dérivable et pour tout x 2 RP, la fonction auxiliaire " (yjx) est dé nie
par

" Qyix)

“(yix)

"(yix) £y
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i ¢
Poser par hypothése (comme on le fait dans ce chapitre) que la fonction F ijx esta

variations réguliéres d'indice j 1/°(x) a I'in ni revient & supposer implicitement que
pour tout x 2 RP etpourtout | EO,

B

(5.6)

Ainsi, la fonction " (yjx) qui représente le terme de biais occupera une place prépon-
dérante dans cette étude puisqu'elle contrdle la vitesse de convergence dans ( 5.6).
En effet, plus la convergence de " (, yjx)/ " (yjx) vers un quand Yy tend vers l'in ni est
rapide, et plus facile est I'estimation des courbes de niveaux extréme ou de l'indice
de queue conditionnel. Le contrble du terme de biais est d'une importance capitale
guand on cherche a établir des résultats sur la normalité asymptotique des estimateurs
de l'indice de queue et de quantile extréme. Il parait donc intéressant de préciser au
moins une condition permettant de contrdler sa vitesse de convergence asymptotique
vers zéro. Certains auteurs supposent parfois que le biais est une fonction a variations
régulieres d'indice %2C 0 a I'in ni et des auteurs tels que Alveset al. (2003a,b) et Gomes
et al. (2002) en ont proposés des méthodes d'estimation. En ce qui nous concerne, nous
introduisons I'nypothése (F.2) connue sous le nom de condition du second ordre et dont
le but est de contréler le comportement de la fonction de survie conditionnelle de Y
sachant X ZEx par rapport a sa premiéere variable.

(F2) j"(.jx)j est continue asymptotiguement décroissante.

Hypothéses de régularité lipschitzienne

N -1 1
(L.1) llexiste cc EOtelque —— i ——F— Cod(X,X%.
)" "0 _ _
. . :I ~ . | N . :
(L.2) llexiste ¢ EOetygE 1tels que sup—Og (ny)i o9 (ij(b_. c d(x,x9.
y.vo logy logy

(L.3) llexiste cq EOtelque g(x)i g(x9 - cgd(x,x9.

Hypothése sur le noyau

(K) K est une fonction positive, bornée, intégrable et a support compact Sp RP.

Les hypotheses (F.1), (L.1)et (L.2) nous assurent la régularité de la loi conditionnelle de
Y sachant X Zx. La supposition (L.2) sert a contréler localement les variations de la
fonction de survie conditionnelle de Y sachant X Ax par rapport a sa seconde variable
dans un voisinage de taille hp, quand la quantité d'intérét vy tend vers l'in ni. Contraire-
ment au chapitre 4 (cf. Dé nition 4.3.1), nous ne nous servirons pas de la dé nition sur
la plus grande oscillation de la fonction log-quantile. Ici, nous procédons autrement
car notre objectif est de produire des résultats de convergence asymptotique de nos

2

2. De fagon plus précise, la différence avec le chapitre 4 est qu'ici on fait des hypoth ses surF_(.jx) plutdt
que sur son inverse g (.jx).
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estimateurs sous des conditions de type lipschitz. Les conditions (L.3) et (K) sont des
hypothéses classiques sur 'estimation non-paramétrique par la méthode du noyau.

5.3.2 Etude du comportement asymptotique des estimateurs
5.3.2.1 Résultats préliminaires

Nous ne saurions présenter la loi asymptotique de nos estimateurs sans en intro-
duire les outils nous permettant de mener a bien I'étude théorique de telles quantités. Il
semble donc inéluctable de commencer par un résultat dédié au contrdle des variations
de la fonction de survie conditionnelle par rapport & la covariable  x dans un voisinage
de taille h,, quand la quantité d'intérét y!'1

Lemme 5.3.1. Supposons les conditions (L.1) et (L.2) satisfaites. Si y, ! 1 et
hplogys! Oquandn !1 ,alors
¢ =

i 1-AO(h,logyn).

=i
oup EIniX
d(x,x9- hp F yanO

Le Lemme 5.3.1 montre que sous condition de Lipschitz, le rapport de deux fonc-
tions de survies conditionnelles évaluées aux points ( x,x% 2 RP £ RP distants au plus de
h,, converge uniformément vers un lorsque n tend vers I'in ni.

A présent, donnons une conséquence de la condition du second ordre sur la fonc-
tion quantile extréme conditionnel.

Lemme 5.3.2. Supposons Ieg conditions (F.1) et (F.2) satisfaites.
(i) Soient(®), 16t n, ,
quandn !'1 . Alors

- ¢ - : ¢
logq I_nJ-X i logq (®jx)A°(x)log("n/®n) AO(Iog( n/®p)" lq (®njx))jx .

deux suites positives telles queOC ™, C®, avec®, ! 0

(i) Side plusliminf —,/®, E 0, alors

o) i . €
n(X)q nJX

L . ¢
‘,(X)—./ElAO( q(®njx))jx .
®,"'q (®njx)

Ce résultat stipule que le quantile extrén&e conditionnel est a décroissance polyno-
miale d'indice i °(x) puisque " q(®mjx))jx ! Oquand n!1 .On pourra se référer au
paragraphe 4.2.1 pour une analogie.

On peut maintenant donner une interprétation géométrique de la condition
nhﬁ@n I'1 introduite précédemment lors de la présentation des situations que l'on
envisage d'examiner dans ce chapitre (voir paragraphe 5.2.2).

Lemme 5.3.3. Supposons les conditions (L.1), (L.2) et (L.3) satisfaites. Considérons la
région de RPAL dé nie par R n(x) £B(X,hn) £ (4 (®njx),1 ) o0 x 2 RP est tel que g(x) E 0.
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Sihplogg (®njx)! Oquandn !'1 ,alors P(9i 2{1,....n},(X;,Yi) 2 Ry(x))! 1quand
n!l sietseulementsi,nh?®, !1

Le Lemme 5.3.3 montre gu'il n'est pas judicieux d'utiliser (  5.2) pour estimer une
courbe de niveau extréme dans la situation (D.2) ou nhr'?®n peut converger vers une
constante. Une similitude peut étre faite avec les situations (S.2) et (S.3) du para-
graphe 4.2.2 (voir chapitre 4).

Remarque 5.3.1. Comme ®, converge vers Zéro, alors la condition nhﬁ®n 11 estéqui-
valente a la condition nh ﬁF_Iynjx 1 ou la quantité d'intérét y , tend vers I'in ni.
Ainsi, le Lemme 5.3.3 peut se réécrire en remplagant R, (xQ)’ AB(X,hn) £ (9 (®njx),1 ) par
R2(X) £B(X,hn) £ (yn,1 ) etnhf®, 11  parnh ﬁF_Iynjx 11

5.3.2.2 Loi asymptotique des estimateurs

.Comme nous l'avons fait remarquer, l'estimateur (  5.3) peut se mettre sous la forme

Fo ' yix AR (X,y)! Gn(x) Ol

x
Bn(,y) B2 Kn(xi X ),y et (5.7)
nNim
1 X
an(x) = KpXi Xi), (5.8)
Nim

def . : N s
avec Ky (t) yis K(t/hp)/ h,ﬁ’. Le comportement asymptotique de I'estimateur g, (x) a été
étudié par Collomb (1980). En particulier, sous les conditions (L.3) et et (K), l'auteur
montre que

. P

n(x) ! g(x).
On pourra consulter le paragraphe 5.6.1 ou deux résultats de l'auteur sont clairement
exposés au Lemme 5.6.1. Ainsi, le premier résultat de ce paragraphe sera dédié aux pro-
priétés asymptotiques de la variable aléatoire A, (x,y) quand la variable d'intérét y tend
vers l'in ni.

Lemme 5.3.4. Supposons que les conditions (L.1), (L.2), (L.3) et (K) soient réalisées.
Soit (¥”)n’ g une suite positive satisfaisant les conditions y, ! 1 , hplogy, ! 0O et
nhﬁF ynjx '1 quandn !l etsoit{a;,j A&1,...,J} une suite strictement positive et

Y $Z
(“) q nhpA(y X)“An(aj Ynax)i E(An(aj ynrx))ﬂ !
" v A(ajynvx) (A3
ot Cj jo(x) &ajy 5 pour (j,j)2{1,..., 91

. . [ ¢ .
D'aprés ce Lemme, pour tout x 2 RP, l'estimateur A, y,,x est asymptotiquement
gaussien et sans biais lorsque la suite y, ne tend pas trop vite vers I'in ni. Par consé-
guent, sous les conditions de Lipschitz énoncées précédemment au paragraphe 5.3.1,
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ona P
An_ Yn, X P

= 1.
A ynyx

Le Théoreme suivant établit la normalité asymptotique de I'estimateur F: (4x).

Théoréme 5.3.1. Supposons que les conditions(L.1), (L.2), (L.3) et (K) soient &éalisées.
Soit (yn)n_ 1 Une suite positive satisfaisant les conditions y o ' 1, NhPFE 'yajx 11 et
nhﬁAzlogz(yn)F_(ynjx) | Oquandn !'1 etsoit{aj,j &£1,...,J} une suite strictement
positive et croissante. Alors, pour tout x 2 RP tel que g(x) E 0,

( AL ¢ A X !
q =1t Fn ajynjx i KK k5
nhyF ynjx  —=i —¢j 1 F' N Ogs, C(x) ,
F aj ynJX {j/EL ..... J} g(X)

ou Cj jo(x) ﬁEajlioj(g() pour (j,j9%2{1,...,31%

Il apparait que l'estimateur de la fonction de survie conditionnelle de Y sachant
X /X est asymptotiguement gaussienne avec une variance asymptotique inversement
proportionnelle aux nombre de points dans larégion B(X,hp)£ (Yn,1 )2 RPAL,

Ainsi que lillustre le graphique de la Figure 5.1, nh ﬁ F_l ynjx¢! 1 estune condition
nécessaire et suf sante pour que l'on ait presque slrement au moins un point de
I'echantillon {( X;,Y;), i Z£1,...,n} dans la région B(x,hp)£ (yn,1)2 RPAL On remar-
guera que si y, est borné alors, on retrouve la condition de normalité asymptotique
classique nhf 11

La condition nh EAZ Iogz(yn)F_(ynjx) I 0 estune condition pour que le carré du bais
asymptotique, de l'ordre de o,

i
hnlogyn °,
soit négligeable devant la variance asymptotique, de I'ordre de

1
nhrF,)F YnjX
Le résultat du Théoreme 5.3.1 peut étre comparé a celui de Einmahl (1990) qui a

étudié le comportement asymptotique de la fonction de survie empirique dans le cas
non conditionnel sans énoncer une hypothése sur la loi de I'échantillon.

Un autre parallele peut étre fait avec le résultat de ( Berlinet et al., 2001, Théo-
réme 6.3) ° ol les auteurs trouvent pourun y, Ay xé et ni, une variance asymptotique
proportionnelle a R R
Fyix 1j F yjx KkKk5

nhP g(x)

3. On pourra se référer aux commentaires du Théoréme 3.3.1de cette thése.
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FIGURE 5.1 — lllustration géométrique de la condition nhﬁf'ynjxq:! 1 avecp A1
Nuage de points {( X;,Yj),i A1,...,1000} ELEE )etpoints danslaboule B(x,hy) (rouge).
Dans cet exemple on a deux points de I'échantillon (ici les points en rouge au-dessus de
yn) dans larégion B(x,hn)£ (yn,1 )2 R%.

Ce qui montre bien que la variance asymptotique trouvée au Théoréeme  5.3.1 est
asymptotlguement plus grande puisque qu'elle fait intervenir le terme additionnel

1/F yhjx '1 quand n!1 . Intéressons nous maintenant a I'estimation du quantile
extréme conditionnel d'ordre ®,! Oquand n!1 danslasituation (D.1).

Théoréme 5.3.2. Supposons que les conditions(F.1), (L.1), (L.2), (L.3) et (K) soient réa-
Ilsees Soit(®y)n, 1 Une suite positive satisfaisant les conditions ®, ! 0, nhﬁ®n 11 et
nhp k 2®n Iogz(®n) ! Oquandn !l etsoit{¢j,j A1,...,J} une suite strictement positive
et decrmssante. Alors, pour tout x 2 RP tel que g(x) E 0,

( A ¢ 0 A !
4 ——"dn ¢ ®nix : L KKK2
nhP®, 59 "e; 1 FN o Ogs,®2(0)—25 |
q C] ®nJX (A3 g(X)

ou §; jo/EL/ ¢j~jopour (j,j92{1,...,3)%

Dans la situation (D.1), lavariance asymptotique étant inversement proportionnelle
a nhﬁ®n, I'estimation des courbes de niveaux extrémes est d'autant plus stable que
I'on s'éloigne de la frontiere de I'ensemble des données. Aussi, comme cette variance
est proportionnelle & °?2(x), ceci implique que l'estimation de  q (®,jx) est plus dif cile
pour des grandes valeurs de l'indice de queue conditionnel.
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Aussi, du point de vue de la variance asymptotique, notre modéle est équivalent a
une fonction de survie conditionnelle avec un indice de queue constant  “(x) A1 et une
densité de probabilité proportionnelle &  §(x) £g(x)/ ° 2(x). Ainsi, le nombre de points
dans la boule B(x,h,) est asymptotiquement inversement proportionnel &  °?(x). Ce
qui justi e une fois de plus qu'une valeur élevée de l'indice de queue conditionnel en
un point x 2 R impligue donc une estimation dif cilede g (®,jx).

Enn, le résultat du Théoreme 5.3.2 peut étre comparé a celui énoncé dans
(Berlinet etal., 2001, Théoréme 6.4) pour ®, £® 2]0,1[ xé ou les auteurs trouvent une
variance asymptotique de I'ordre de

®(1; ®)kKK3
nhY  g(x)’

Ainsi, notre variance asymptotique est aussi plus grande car elle fait intervenir le terme
additionnel 1/ ®,!1 quandn!1l

Les conditions nhﬁ@n 11 etnhﬁM@n Iog2(®n)! 0 entrainent
&,
logP(1/®,) '
qui implique
®n E Iogp(n).
n

Ce qui montre bien que I'on ne peut pas extrapoler en utilisant (  5.2).

Théoréme 5.3.3. Supposons que les conditions(F.1), (L.1), (L.2), (L.3) et (K) soient réa-
lisées. Soit( n)n 1 une suite positive satisfaisant les conditions ! 0, nhﬁ_n 11 et
nhﬁAz_n log?(n)! Oquandn !l . Soit ¢, (X) un estimateur de l'indice de queue tel

que q

nhP= e 00 °(x)¢!L N io,v2(x)¢avecv(x)Eo. (5.9)

Si (®,)n, 1 est une suite positive tendant vers zéro et telle que®,/ ! 0 alors, pour tout
x2RP,ona

nhi n HGW (@njx)

1 ,
1FN'o v2(x)¢
log(Tn/®) q@njx) ' ’ ‘

La loi asymptotique de an(.jx) dépend du comportement de °,(x). Si I'estimateur
?,(x) converge moins vite que dans ( 5.9), alors la loi limite de (jnW (.jx) peut dépendre du
comportement de §n (.jx). Pour un exemple d'une telle situation, on pourra se référer
au Théoreme 4.3.3. Aussi, remarquons que l'estimateur an(.jx) peut étre utilisé dans
les deux situations (D.1) et (D.2).

A n de pouvoir utiliser convenablement ce résultat, il semble adéquat de disposer
au moins d'un estimateur a noyau de l'indice de queue conditionnel. C'est a quoi l'on
s'attelle dans la partie suivante.
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5.4 Application a l'estimation de l'indice de queue conditionnel

Du Théoréme 5.3.2, on déduit des estimateurs de l'indice de queue conditionnel.
Lintérét de construire de tels estimateurs est double. D'une part il nous permet de
construire des intervalles de con ance du quantile extréme conditionnel g (®njx) et
d'autre part de pouvoir extrapoler au-dela des observations, c'est-a-dire de pouvoir uti-
liser en pratique l'estimateur dr‘{v(®njx). Le premier estimateur de ° (x) que nous propo-
sons est basé sur trois statistiques d'ordre.

Dé nition 5.4.1.  Soit ( n)n_ 1 Une suite positive telle que ! Oet nhP™, 11 quand
n!l .Unestimateur a noyau de type Pickands (1975) est donné par
S T 2 P
lJ'Qn_ nJX i On 2 pjx mﬂ
092 " Gn 2 njx i Gn 4 nix

h(x) A

Corollaire 5. 4q1 Supposons la condltlon (F.2) véri ée. Sous les hypothéses du Théo-

reme5.3.2, si nh q 2 njXx jx ' Oquandn !'1 ,alors

qTi . ¢’_ A kKk%c’z(X)(ZZO(X)AlAl)Z!
M 0 “n 00T 700 5 N0 4(log2)2(2° ™) 1)2

Par comparaison, la variance asymptotique de I'estimateur "ﬁ(x) est, a un facteur
d'échelle kK k%/ g(x) prés, identique a celle de I'estimateur classique de Pickands (1975)
dans le cas non conditionnel (voir Théoreme 1.5.3). Puisque cette variance est assez
importante pour des grandes valeurs de l'indice de queue conditionnel (se référer a la
Figure 1.5), il nous parait préférable de proposer un estimateur a noyau de variance
inférieure.

Dé nition 5.4.2.  Soit ( n)n, 1 uUne suite positive telle que ! Oet nhf™, 11 quand
n!l .Unestimateur a noyau de type Hill (1975) estdonné pour tout J E 1 par

o XE ¢ 8 R
n(X) /& logdn ¢j nix i logdn ¢é1 njx log ¢a/éj
A jma
ol (¢j)j. 1 estune suite de poids strictement positive et décroissante.

Corollaire 5. 4qz Supposons la c%ndmon (F.2) vériée. Sous les hypothéses du Théo-

reme5.3.2,si  nhp q é1 njX jx ! Oquandn !l , alors
A !
e RN 0°2(x)kKk§v
n n n | . ) g(X) J
3 ‘A3 _ :
Py 2wi AL, P i ¢2

N 2 L
ouV; A i L e i J Jﬂlog (,1/(,1
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Le Corollaire 5.4.2 montre aussi que la variance asymptotique de l'estimateur ",'?(x)
est, a un facteur d'échelle VjkK k%/ g(x) pres, identique a celle de l'estimateur classique
de Hill (1975) dans le cas non conditionnel (voir Théoreme 1.5.2). Ce facteur d'échelle
faitintervenirles poids ( ¢j);j. 1. Ainsi, un mauvais choix de ces poids aura forcément une
in uence sur la volatilité de notre estimateur a noyau de l'indice de queue conditionnel.
Comme exemple de poids nous proposons de maniere non exhaustive (voir la Figure 5.2
pour un apercu graphique) :

2 Lasuite de poids harmonique dé nie pourtout j A1,...,Jpar ¢}*a /E1/j.Dans ce

cas,VJHa AJ(Ji 1)(23; 1)/(6log 2(J!)) estune fonction convexe de J. Son minimum

qui estatteinten J5% /9 vaut Vg'? ' 1.245.
s -
2 La suite de poids géométrique consiste a poser pour tout j 4A1,...,J, g,? /e Jl

AEl5etVE' 1.117.

jird

Lafonction V§ est convexe et minimum pour  J5,

2 La suite de la balle rebondissante qui est une application de la collision phy-
sique entre deux corps “. Pour tout j 41,...,J elle est dé nie par C',jBR /Db ou
0Cb C1. Pour b /{8/9,15/16,19/20} °, les minima sont obtenus respectivement

pour J5% A{11,20,26} etvprf' {1.141,1.316,1.135}.

Pour j A 1,....J, il est possible d'obtenir V;., ' 1.00 avec une suite de
poids afne de la forme g,jA A :L'Tlg‘]j A 1 LT“JJ . Malheureusement, la fonc-
tion Vj* est strictement décroissante et son minimum est obtenu en J(’)*pt £ AL
Par exemple, pour J A {9,11,15,20,26,100,130} on a respectivement VJ’:'Dt '
{1.142,1.115,1.083,1.062,1.047,1.012,1.009}.

Pour construire un intervalle de con ance du quantile (jnW (®njx) ou Gn (®njx), il suf-
tde remplacer °(x) et g(x) par leur estimateur respectif.

4. D'apres Issac Newton, si I'on lache un corps verticalement, il va rebondir et I'on peut quanti er les
grandeurs physiques intervenant dans les rebonds grace au coef cient de restitution mis en jeu. La hauteur
maximal hp aprésn rebonds estdonnée par hp, /EC&” h ou Ce estle coef cient de restitution de la collision
et hg la hauteur initiale avant de lacher le corps. Il s'agit donc d'une suite géométrique.

5. 8/9,15/16 et 19/20 sont respectivement les coef cients de restitutions obtenus par percussion de
deux billes d'ivoire, de verre et d'acier.
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FIGURE 5.2 — , V$ (rouge) et VER (avec b £8/9 (noir) , b A£15/16 (bleu) et
b A19/20 (rose)) en trait interrompu en fonction de  J. En ordonnée on a la fonction Vj
et en abscisse J. On remarquera que VJG croit moins vite que et VJBR pour JE Jopt -

5.5 Expériences numeriques et illustration sur données réelles

5.5.1 Expériences numériques

On considére deux lois usuelles a queue lourde ou la fonction indice de queue condi-

tionnel est dé nie par
H Tw \l

11 11 1 i ¢
X 2[0,1] 7' ° (X) = —Asin(¥x) == Zexp j 64(xi 1/2)> .
[0,1] (x) > 10 (¥x) 1012 pi (xi )

Pour chacune de ces lois, on génére N A 100 réplications d'un échantillon
{(X;,Y;i),i A1,...,n} de taille n 2{500,1000} suivant la loi du couple ( X,Y) 2 RE R ou
X est une covariable de loi uniforme standard et dont le quantile conditionnel de Y
sachant X /Ex est donné par la

2 |oi de Pareto, i.e q (®njx) &8}, *,

2 |oi de Fréchet, i.e q(®njx) & i log(Li ®n)¢i 0,
On se focalise d'une part sur I'estimation du quantile extréme conditionnel d'ordre
®p 2{5log(n)/ n,1/2n} et d'autre part sur I'estimation de l'indice de queue condition-
nel. La construction des estimateurs de ce chapitre dépend dunoyau K et du parametre
de lissage h,. Pour nos expérimentations, on se contentera d'un noyau bi-quadratique
d'expression

15i G
K(x) g 1 X2 Lixj. 13-
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En ce qui concerne le choix du noyau, le lecteur curieux pourra se référer a l'article
précurseur de Gasser et Miller (1979), aux travaux de Berlinet (1993) qui propose un
choix automatique du noyau ou de Vieu (1999) pour des éléments bibliographiques. Le
choix automatique du parametre de lissage a été largement discuté dans la littérature.
On pourra se reporter aux travaux de Marron (1988), Joneset al. (1996), Vieu (1994) et
Herrmann (2000). Notons toutefois que les principales méthodes de choix de la suite
h,, sont basées sur des techniques de validation croisé ( Yao, 1999), de réechantillon-
nage (Cao-Abad, 1991) ou de plug-in ( Herrmann , 1997). La méthode que nous allons
présenter © dans ce chapitre s'inspire des idées de validation croisée pour la sélection
de modeles. On choisira donc le parametre de lissage par validation croisée suivant le
critére proposé par Yao (1999)

. oox o xn N
h¢y AEarg min Ly, viyi Fagi YiiXio (5.10)
n2H imim

avec I?ndi lestimateur de F calculé & partir de I'échantillon  {(X-,Y:),” 4&1,...,n}
privé de sa ieme observation ( Xj,Y;)etH /A{h;- hy-¢¢¢ - hy}ou hy £1/(5log(n))
et hy A1/4. La valeur minimal h; est choisie de facon a obtenir approximative-
ment 2nh®, A2 observations dans la région [ x i h1,x Ah{] £ [q(®njx),1 [ quand
®p A5log(n)/n.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux estimateurs n (®,jx), "ﬁ(x) et
(jnW(®njx). Ici, I'estimateur a noyau de type Weissman sera construit en se servant de
I'estimateur a noyau de type Hill. A n de simpli er les commentaires lors de l'interpré-
tation des graphiques, onnote °| (x), °1f ,(x) et *H ;(x) (resp. G, (®njx), G, (®njx) et
fjnW’3(®njx)) les estimateurs de l'indice de queue conditionnel (resp. du quantile extréme
conditionnel) construits en utilisant respectivement la suite de poids harmonique,
géométrique et de la balle rebondissante avec b /A8/9.

En plus du noyau K et du paramétre h,, la construction des estimateurs a noyau de
Hill et de Weissman dépend du paramétre |, appelé seuil. On se propose de le choisir

2 soit en regardant la plage de stabilité de I'estimateur c’ﬁ(.) (resp. dxv(®nj.)) dans
un graphique de Hill (resp. graphique de Weissman),

2 soit de minimiser la distance entre deux estimateurs “H()) (resp. GV (®nj.))

construits en utilisant deux suites de poids différentes, i.e pour ( i,j)2{1,...,3¢
telsque i 64
3 .
BB /Earg_:r;}gl]D NTORA O (5.11)
H X 3 gl
resp."i,j Aarg_min, D Gy (®n]). Gy (@nl) (5.12)

6. Le choix du parameétre de lissage basé sur les techniques de validation croisée est connu pour étre
populaire tant sur le plan pratique que du point de vue des résultats asymptotiques.
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ou pour deux fonctions u etv,

( % ) 12
D(uv)&E  (u(t)i v(t)? (5.13)
A

etou ty,...,t, sontdes points d'une grille réguliére sur [0, 1].

Nous nous proposons de comparer les estimateurs de la statégie décrite précédem-
ment aux estimateurs de la stratégie de référence appelée oracle.

Primo, en ce qui concerne l'estimateur des courbes de niveaux proposé dans la si-
tuation (D.1), elle consiste a sélectionner le paramétre h, en minimisant la distance
entre une courbe de niveau extréme estimée et la vraie courbe de niveau extréme, i.e

~ . i . ¢
Noracle /Earghmznl]l D dn (®nj.),q(®nj.) - (5.14)

Secundg, en ce qui concerne l'estimateur des courbes de niveaux extrémes proposé
dans la situation (D.2), elle consiste a sélectionner les paramétres ( h,, ) en minimi-
sant la distance entre une courbe de niveau de type Weissman et la vraie courbe de

niveau extréme, i.e

3

- - ¢ , W N
hi oracles ioracle /Eargh min ]D qx\,/i (®nj.),a(®nj.) - (5.15)

n2H . n2]0,1

Notons que le couple ( ﬁi ,orade,ii oracle) dépend de la suite de poids i aveci A1 pour
la suite de poids harmonique, i A2 pour la suite de poids géométrique et i A3 pour la
suite de poids de la balle rebondissante (cf. page précédente).

Tiertio, en ce qui concerne l'estimateur de l'indice de queue, elle consiste a sélec-
tionner les parameétres ( h,, ) en minimisant la distance entre un estimateur a noyau
de type Hill et la vraie fonction indice de queue, i.e

i~ ¢

hi,oraclei_Ai,oracle AEarghnZHm,ir:Z]O,llD d\rl_ll,i ()I o() . (5-16)

3 -

Notons gu'en pratique, I'on ne fera jamais mieux que la stratégie oracle. Celle-ci
nous sert & apprécier la qualité des critéres de sélection introduits dans ce chapitre.

Pour,chaque réplication r 2 {1,...,N}, on sélectionne les parametres ﬁér\,), h(")

oracle’
jfrj) et 'ﬁi(rczracle'_’\i(rc);racle . Les erreurs de type (5.13) associées au choix de h{"),
ﬁ((:r\,),_Ai(fj) ,ﬁgr)acle et ﬁi(To)racIe’_Ai(f())racle seront respectivement notées Df:r\,),Di(fj),Dgr)acle
(r)
et I:)i ,oracle’

Une illustration des distributions empiriques de Dg\,) et Dgr)acle, obtenues pour des
échantillons de taille n 2 {500, 1000} ont été superposées a la Figure 5.11. Il apparait que
les moyennes des erreurs sont approximativement égales. On remarque que la loi des

erreurs obtenues par validation croisée a une queue droite plus lourde que la loi des
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erreurs obtenues par la stratégie oracle. Ceci pourrait s'expliquer par I'in uence des
points de valeurs plus fortes sur le choix du paramétre de lissage.

Aux Figures 5.3, 5.5, 5.7 et 5.9, on a superposeé la vraie courbe de niveau extréme
a ses estimateurs obtenus par le critére de validation croisée ( 5.10) et les stratégies
oracle (5.14) et (5.15). On remarque que le meilleur de ces estimateurs est sans aucun
doute celui obtenu par le critere ( 5.15). Il est plus lisse que ces concurrents. C'est
certainement le mieux que I'on puisse avoir dans le cas d'espéce. Le premier décile de
l'erreur Dg\,) montre que l'estimateur obtenu par validation croisée fait aussi bien que
les estimateurs obtenus par la stratégie oracle. On peut aussi noter que les estimateurs
médians obtenus par validation croisée sont relativement stables et d'aussi bonne
gualité que ceux obtenus par la méme stratégie de référence. Par contre, le neuviéme
décile de l'erreur Dg\,) montre que les estimateurs obtenus par validation croisée sont
moins précis que les estimateurs oracle. Ainsi que nous l'avons souligné plus haut,
cette imprécision est certainement due au fait que le critere de validation croisée est
plus sensible aux points extrémes que la stratégie oracle. En n, on peut étre satisfait
des résultats obtenus par la stratégie oracle.

Aux Figures 5.4, 5.6, 5.8 et 5.10, on a plutét superposé la vraie courbe de niveau
extréme a ses estimateurs obtenus en associant le critére de validation croisée ( 5.10)
au critere (5.12) puis en utilisant la stratégie oracle ( 5.15). On note des similitudes avec
I'expérience précédente. Les estimateurs obtenus avec la loi de Pareto semblent de
meilleures qualité que ceux obtenus avec la loi de Fréchet puisque pour une telle loi,
la fonction a variations lentes " (.jx) est constante (cf. Figure 1.3). Lestimation semble
s'améliorer avec la taille de I'échantillon malgré que le fait que ~ ®1000 C ®500. En n, les
simulations tendent a con rmer la dif culté d'estimation des quantiles extrémes condi-
tionnels pour les grandes valeurs de l'indice de queue conditionnel (cf. Théoréme  5.3.3).

L'estimateur & noyau an(®an) étant dé ni comme une fonctionde  “(x), pour des
raisons de lisibilité, nous avons choisi de ne pas illustrer le critére de sélectionde ™~ sur
I'estimateur a noyau de type Hill.
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FIGURE 5.3 — Comparaison du vrai quantile q '5Iog(n)/nj.¢ (noir) avec les quantiles
dn I5log(n)/ nj. (rouge) obtenus par le critére de Yao (tr%it continu), la stratégie oracle
(5.14) (trait interrompu) et le quantile (jnW’Z I5Iog(n)/ nj. (bleu) obtenu par la stratégie
oracle (5.15). La taille de I'échantillon est n A500, la loi conditionnelle de Y sachant
X /Ex est distribuée selon la loi Pareto . Laxe des ordonnées est en échelle logarith-
migue. En bas : la situation correspondante au neuviéme décile de I'erreur D¢y, au mi-
lieu : la situation correspondante a la médiane de l'erreur D¢y, en haut : la situation
correspondante au premier décile de I'erreur Dy
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FIGURE 5.4 — Comparaison du vrai quantile q(1/2nj.) (noir) avec les quantiles
dn »(1/2nj.) (blue) et g "5 (1/2nj.) (rouge) obtenus en utilisant les critéres ( 5.10) et (5.12)
(trait continu) puis la stratégie oracle ( 5.15) (trait interrompu). La taille de I'échantillon
estn A500, la loi conditionnelle de Y sachant X /x est distribuée selon la loi Pareto .
L'axe des ordonnées est en échelle logarithmique. En bas : la situation correspondante
au neuviéme décile de I'erreur Dy 3, au milieu : la situation correspondante a la médiane
de l'erreur Dy 3, en haut: la situation correspondante au premier décile de l'erreur Dy 3.
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FIGURE 5.5 — Comparaison du vrai quantile q '5Iog(n)/nj.¢ (noir) avec les quantiles
dn I5log(n)/ nj. (rouge) obtenus par le critére de Yao (tr%it continu), la stratégie oracle
(5.14) (trait interrompu) et le quantile (jnW’Z I5Iog(n)/ nj. (bleu) obtenu par la stratégie
oracle (5.15). La taille de I'échantillon est n A1000, la loi conditionnelle de Y sachant
X /Ex est distribuée selon la loi Pareto . Laxe des ordonnées est en échelle logarith-
migue. En bas : la situation correspondante au neuviéme décile de I'erreur D¢y, au mi-
lieu : la situation correspondante a la médiane de l'erreur D¢y, en haut : la situation
correspondante au premier décile de I'erreur  Dy.
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FIGURE 5.6 — Comparaison du vrai quantile q(1/2nj.) (noir) avec les quantiles
dn »(1/2nj.) (blue) et g "5 (1/2nj.) (rouge) obtenus en utilisant les critéres ( 5.10) et (5.12)
(trait continu) puis la stratégie oracle ( 5.15) (trait interrompu). La taille de I'échantillon
estn A1000, la loi conditionnelle de Y sachant X Zx est distribuée selon la loi Pareto .
L'axe des ordonnées est en échelle logarithmique. En bas : la situation correspondante
au neuviéme décile de I'erreur D, 3, au milieu : la situation correspondante a la médiane
de l'erreur Dy 3, en haut: la situation correspondante au premier décile de l'erreur Dy 3.
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FIGURE 5.7 — Comparaison du vrai quantile q '5Iog(n)/nj.¢ (noir) avec les quantiles
dn I5log(n)/ nj. (rouge) obtenus par le critére de Yao (tr%it continu), la stratégie oracle
(5.14) (trait interrompu) et le quantile (jn""’1 I5Iog(n)/ nj. (bleu) obtenu par la stratégie
oracle (5.15). La taille de I'échantillon est n A500, la loi conditionnelle de Y sachant
X AEXx est distribuée selon la loi Fréchet . Laxe des ordonnées est en échelle logarith-
migue. En bas : la situation correspondante au neuviéme décile de I'erreur D¢y, au mi-
lieu : la situation correspondante a la médiane de l'erreur D¢y, en haut : la situation
correspondante au premier décile de I'erreur Dy
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FIGURE 5.8 — Comparaison du vrai quantile q(1/2nj.) (noir) avec les quantiles
dp 1(1/2nj.) (blue) et g "5 (1/2nj.) (rouge) obtenus en utilisant les critéres ( 5.10) et (5.12)
(trait continu) puis la stratégie oracle ( 5.15) (trait interrompu). La taille de I'échantillon
estn A500, la loi conditionnelle de Y sachant X Ax est distribuée selon la loi Fréchet .
L'axe des ordonnées est en échelle logarithmique. En bas : la situation correspondante
au neuviéme décile de I'erreur Dj 3, au milieu : la situation correspondante a la médiane
de l'erreur Dj 3, en haut: la situation correspondante au premier décile de l'erreur Dy 3.
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FIGURE 5.9 — Comparaison du vrai quantile q '5Iog(n)/nj.¢ (noir) avec les quantiles
dn I5log(n)/ nj. (rouge) obtenus par le critére de Yao (tr%it continu), la stratégie oracle
(5.14) (trait interrompu) et le quantile (jn""’1 I5Iog(n)/ nj. (bleu) obtenu par la stratégie
oracle (5.15). La taille de I'échantillon est n A1000, la loi conditionnelle de Y sachant
X AEXx est distribuée selon la loi Fréchet . Laxe des ordonnées est en échelle logarith-
migue. En bas : la situation correspondante au neuviéme décile de I'erreur D¢y, au mi-
lieu : la situation correspondante a la médiane de l'erreur D¢y, en haut : la situation
correspondante au premier décile de I'erreur  Dy.
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FIGURE 5.10 — Comparaison du vrai quantile q(1/2nj.) (noir) avec les quantiles
dp 1(1/2nj.) (blue) et g "5 (1/2nj.) (rouge) obtenus en utilisant les critéres ( 5.10) et (5.12)
(trait continu) puis la stratégie oracle ( 5.15) (trait interrompu). La taille de I'échantillon
estn A1000, la loi conditionnelle de Y sachant X Ax est distribuée selon laloi Fréchet .
L'axe des ordonnées est en échelle logarithmique. En bas : la situation correspondante
au neuviéme décile de I'erreur Dj 3, au milieu : la situation correspondante a la médiane
de l'erreur Dj 3, en haut: la situation correspondante au premier décile de l'erreur Dy 3.
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(a) : loi de Pareto avec n A500 (b) : loi de Pareto avec n A£1000

(c) : loi de Fréchet avec n A500 (d) : loi de Fréchet avec n A1000

FIGURE 5.11 —Comparaison des histogrammes des erreurs calculées sur N A100 répli-
cations avec la stratégie oracle ( Dgr)a clev fransparent) et la stratégie de validation croisée
(DY), gris).
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5.5.2 lllustration sur données réelles

Comme llustration, on propose une application de notre méthodologie a la
télédétection hyperspectrale martienne. Lanalyse des signatures spectrales permet
l'identi cation des propriétés physiques, chimiques ou minéralogiques des sols. L'une
des questions que se posent les experts est de savoir comment estimer les propriétés
physiques associées au sol martien (taille des grains de CO », les proportions d'eau, de
poussiere, de CO,, etc.) a partir des spectres recueillis par I'instrument OMEGA a bord
de la sonde européenne Mars Express. Pour une présentation plus détaillée du contexte
physique de I'étude, on pourra se référera Bernard-Michel et al. (20094). On dispose de
n A3184 couples de données notées {(S;,P;), i /£1,...,n} ou S 2 E est un spectre de
trés grande dimension et P; 2 [0, 1] un parameétre physique désignant, dans notre cas, la
proportion de CO » (gaz carbonique). Dans cette illustration, chaque spectre représente
pour chaque longueur d'onde l'intensité de la lumiére solaire ré échie sur un certain
nombre de matériaux de la planéte Mars.

Compte tenu de I'hypothése faite sur la dimension de la covariable, nous ne pouvons
pas utiliser ces données en l'état. Les techniques de réduction de dimension intro-
duites dans Bernard-Michel et al. (2009b) montrent qu'un prédicteur unidimensionnel
Xi /ECb,S; E est suf sant pour prédire P;, avecb 2 E etou C .,. E désigne un opérateur
de produit scalaire dans E. Les variables d'intéréts seront Y; £(1i P;)i L di Pmin)! 1
ou Pnin estchoisitelque Y; 2[0,1 [.

Nous nous sommes intéressés a l'estimation des quantiles extrémes condition-
nels d'ordre ®, A3log(n)/n avec3 2 {5,10,20}. Le paramétre de lissage hcy ' 0.12 a
été choisi suivant le critere ( 5.10). Notons par { Z;, j A£1,...,m(x)} les observations Y;
telles que Xi 2 [xj hev,xAhey], i Z£1,...,n. Notre approche repose sur le fait que les
{Zj, j £1,...,m(x)} ont une fonction de survie de la forme ( 5.1). Cette hypothése peut
étre véri ée sur les graphiques QQ-plots obtenus en représentant les droites de coor-

données u q

k Zmx)i i
log —log ZMIALME) gy
J Zm(x)i k,m(x)
D'apres la théorie, IaJustement de la loi exponentielle, & une factgur d'échelle °(x)

pres, aux k espacements Iog(Zm(X), iALm)) i 109(Zm )i kALm(x)) €stcontrolé graphi-
guement en tracant un QQ-plot. Le lecteur curieux pourra consulter ( Embrechts et al.,
1997, paragraphe 6.2) pour des techniques exploratoires d'analyse de données pour les
valeurs extrémes.

Les QQ-plots obtenus aux points x A0.25, x £0.50 et x £0.67 aveck A150 ont
été représentés a la Figure 5.13. Laspect approximativement linéaire de ces QQ-plots
con rme l'adéquation de nos données a I'hypothése selon laquelle la loi conditionnelle
de Y sachant X /x est a queue lourde. Les différentes pentes montrent une forte hété-
rogénéité de I'échantillon dans le comportement de la queue. La Figure  5.12 montre le
comportement des estimateurs & noyau de Hill aux points  x A0.25,x A£0.50 et x A£0.67
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avec les suites de poids proposées a la partie 5.4. On peut remarquer que ces estima-
teurs de l'indice de queue sont sensibles au choix de ®,. Une similitude peut étre faite
avec le cas non conditionnel (voir chapitres 1 et 2) ou se pose le probléme du choix
de la suite k,. A la Figure 5.14, nous avons superposé le nuage de points de I'échan-
tillon {( Xj,Y;), i /1,...,n}anos estimateurs de courbe de niveaux extrémes.

G

(a) : avec c‘,}*a (b) :avecy, j

(c) - avec ¢ R A(8/9) 2] (d) : avec PR AE(19/20) 2]

FIGURE 5.12 — Estimateurs a noyau de Hill obtenus en trois points :  x /A0.25 (rouge) ,
X A0.50 (bleu) et . En abscisse on a®, et en ordonnée on a "ﬁ ().
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FIGURE 5.13 — QQ-plots obtenues en trois points : x A0.25 (??7? ), x £0.50 (++4) and
x /0.67 AAA)

FIGURE 5.14 — Nuage de points {( X;,Y;), i /£1,...,n} et trois estimateurs de courbe de
niveaux extrémes d'ordre 3log(n) ( , 3 /E10 (rouge) et 3 /20 (bleu))
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5.6 Démonstrations

Cette partie se subdivise en deux paragraphes. Le premier est dédié a aux preuves de
nos résultats préliminaires et le second a celles des lois limites que nous avons énoncées
dans ce chapitre. Avant de nous attaquer aux preuves proprement dites, commencgons
par donner deux résultats standards sur I'estimation de la densité par la méthode du
noyau.

Lemme 5.6.1 (Collomb (1980), Propositions 2.1 et 2.2 ). Supposons les hypothéses
(L.3) et (K) satisfaites. Si nhﬁ 1 ,alors, pourtoutx 2RP,

) Edn(x)i 9(x)) /EO(hng,

, . g(x)kKk

(i)  var(§n(x)) /ETpZ(lA o(1)).

n

5.6.1 Preuve des résultats préliminaires

An de simplier les notations, dans tout ce qui suit, on pose Yn,j Z£ajYn,
®nyj ICE(,J ®n et_nyj ICECJ_n

Démonstration du Lemme  5.3.1. Comme F(jx) est une fonction & variations régu-
lieresd'indice j 1/°(x), lapropriéte ( 5.1) etles hypothéses (L.1) et (L.2) nous permettent
d'écrire

- = oo
1 1 —;og” (ynix) - l0g” (ynjx)=
X)! °(x9 " logya ' logyn
(c: Ac)log(yn)d (x,x9,

-

|
||$T
Rl

j logynj —

puisque pour n assez grand,yy, E 1. Ainsi,

sup -tog =iyn—_10¢ —AO(h,logyn)! Oquand n!l
d(x,x9- hp F ynjx
Pour conclure, il suf t de remarquer que log( uA1)» uquand u! O. O

Démonstration du Lemme  5.3.2. Intéressons nous tout d'abord a la preuve du point
@i).

() Enintroduisant lafonction ' (.,x) Zlogq(exp(.)jx), nous avons

i ¢
¢n /& logq Tnix i logq(@njx)A° (x)log("n/®p)
A ' (Iog n.x)i " (I0g®n,x)A° (x)log("n/®p).

En vertu de (5.1) et sous I'hypothése (F.1), la représentation de Karamata ( 5.5) nous as-
sure que ' (.,x) est dérivable. Un développement limité & I'ordre un montre qu'il existe
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Un 2] n,®n[tel que

¢n & (C()A" Yogpn,x))log("n/®p)
F (G (1 ix)ix)

£ °0)A—
%) QPP a )

0

log(" n/®n)
1

1
A — - §° log(" n/®;,
=& 700 TaEmpOaGe) A S )

" (q(Hnjx)jx) q
log(" n/®p)
A ° n n
()" (q(Hnjx)ix)i 1 (x)log(

A 020" (@(nx)ix)log("n/ @)L Ao(1).

u

Puisque q(.jx) and j"(.jx)j sont asymptotiquement décroissantes, il s'en suit que
" (@(HaJx)ix)i - § " (a(®njx)jx)j et donc que j¢nj A£O(log(®/ n)"(a(®njx)jx)). Ce qui
conclut le point (i) du Lemme. Intéressons nous maintenant a la preuve du deuxiéme
point.

(i) Dans la situation considérée, on a

0Q|Imlnf _n/®n - |ImSUp _n/®n * 1,

et (i) entraine que j¢,jZ£O(" (q(®njx)jx))! Oquand n!1l . Parconséquent, dapres le
développement de Taylor de la fonction exponentielle, on aexp( ¢,) £1A¢,(1Ao(1)).
Ce qui achéve la preuve du point (ii) et donc du Lemme. O

Démonstration du Lemme 5.3.3. Ona

PQi 2{1,....n}(Xi,Y)2Ra (X)) & 1j P(8i 2{1,....n}(Xi,Y:)6Rn (X))
A 1i (i P((X1,Y1) 2R (x))", (5.17)

et compte tenu de I'hypothése (L.3) etduLemme 5.3.1,
Z i ¢
P((X1,Y1) 2Rn(x))) A F a(®ju)ju g(u)du
B(X,hn) 7
—i ¢
A F q(®jx)ix g(x)(LAO(hnlogyn)) du

(x;hn)

/E vphlF q(@nixix g(0(1A
phRF a4 (@nix)ix 9(x)(1AO(hnlogyn))

ou vp est le volume de la boule centrée en x 2 RP et de rayon hy,. Puisque,
P((X1,Y1) 2Rn(X)))! Oquand n!l alors, on peutréécrire ( 5.17) comme

PO9i 2{1,...,n}L(Xi,Yi)2Ra (X)) A& 1;j expfi vpg(x)nh,ﬁ’lr_iq(®njx)jx¢(1/&o(1))¢
/E 1i exp'i vpg(x)nh2®, (1A 0(1))

gui converge vers 1 si et seulement si nh ﬁ®n . O
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5.6.2 Preuve des lois asymptotiques des estimateurs

Démonstration du Lemme 5.3.4. Cette preuve se subdivise en deux points.
() Puisque I'échantillon {( X;,Y;i), i /A1,...,n} est identiquement distribué alors, sous
I'nypothése (K) nous avons

z

EAnlyny X) Kl OF (Y 59 (1)dt

Y3 SK(U)F_(Yn,jjxi hau)g(xi hpu)du.

Considérons maintenant

| . P F(yngixi hau) -
JEAR(Yn,i X)) i AlyniX)i -+ Flynjix) KUu)=—=—————09(i hau)i g(x)-du
S5 F(yn,jix)
Fynix) _K@Igki hau)i g0ojdu (5.18)
Z = -
A Flyngin) K222 X0 o uydu. 5.19)
s F(Yn,jix)

Sous I'hypothése (L.3), puisque g(x) E 0, nous avons
B Z
(5.18) - F(yn,jix)cghn Sd(u,O)K(u)du /EA(yn,j,x)O(hn). (5.20)

En outre, le Lemme 5.3.1implique que

F(ynjixi hou) =
S 12&O(hn log yn ;) £O(hn log yn)
u2s F(yn,jix)

et par conséquent, compte tenu de ( 5.20), nous avons
B Z
(5.19 /A F(yn,jix)O(hnlogyn) SK(U)Q(Xi hau)du

£ F(yn jix)g(x)O(hnlog yn)(1A 0(1))
£ A(yn,j ,X)O(hp log yn). (5.21)

En combinant ( 5.20) et (5.21), on conclut la premiere partie de la preuve.
(i) Soient ~ 6/ un vecteur de R’ et o, (x) £(nh 2 A(yn, X)) Y2, considérons la variable
aléatoire

¥ _ MRn(yn X ERn(yn )T

- 3 0 COA(Yn 1 X) i )
P S L G R O S LU X)Lv,, yag)
= i =
imnen(x) jm A(Yn,j,X) jm A(Yn,jX)
def X
1& Zi’n.

i AL
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[l apparait clairementque { Z; n,i AL,...,n}estun ensemble de variables aléatoires cen-
trées, indépendantes et identiquement distribuées de variance
A !
By T
1 R XX Ty o0 1

var(Z; n) EF—————var =
Pz jm . hn Al nzhfeZ(x)

ou B est la matrice J£ J de variance-covariance dont les coef cients sont dé nis pour
(i.i%92{1,...,3)° par
Aj jo
A(Yn,j ,X)A(yn,jO,X)’
HoH f

Bj,jo A

. VA | l
1 Xi X i
Ajjo A cov K —— Iy y,; 1 K L, vo ol
hn hn ’
H HXI Xﬂ
A KKE _Q v, yoi v o

i hﬁE(Kh(Xi xmyn,j})E(Kh(Xi Xy, y,,9):

def o R . . . .
avec Q(.) & K2()/kK ks satisfaisant & I'nypothése (K). Par conséquent, les trois espé-
rances mathématiques ci-dessus sont de méme nature. Ainsi, en remarquant que, pour

n assez grandyn j _ Yn,jo/Eyn,j_jo le point (i) de la preuve implique que

Aj o EKK3A(Yn i jox)(LAO(nI0gyn))i hhA (Y, X)A(Yn,jox)(LAO(hnlogyn))

qui entraine que

Bj jo/E KKl (1AO(h,| )i hP@AO(hn,I )) £ K (1A0(1)),
— 0gYn))i 0gy — 0
e A(Ynj JOaX) A A A(nj I X)
puisque A(ynjrjo,x)! Oquand n!1l . Grace a la propriéte (5.1) sur les fonctions a
variations réguliéres, il est facile de voir que A(yn jjo,x) ﬁEa' 1/ (X A(yn,x)@Ao(@). Il
en découle que
KKK5Cj jo(X)

Bj,jo W(l/&o(l))

etdonc que var( Zj n) » kK kg_t C(x) /n,pourtout i A1,...,n.A cette étape de la preuve,
onvientde montrer que lavariancede @ |, converge vers kK kg_tC(x)_. En conséquence,
la condition de Lyapounov pour le Théoréme central limite appliquée au tableau trian-
gulaire des sommes partielles de Z; ,, se résume a

E Zin SANE Zy, ot 0. (5.22)
i AL

Remarquons que la variable aléatoire Z; , est bornée :

2kKk1 il X
iZunj- m AE2kK Ky a Y )
na,(x)hnA(yn,2,x) jm

ijirn(x)(1A0(1)



118 Chapitre 5. Estimation de courbes de niveaux extrémes en design aléatoire

et ainsi,
- j3 1/° (x)><| — .
NE Z1p - 2kKky a; i jirn(x)nvar(Z1n)(1A0(1))
i
2 1/° (x)xJ -
A 2kKk; kKK3a) Cx) mn(x)(LA0(L)! O

jA':'L
guand n!1 . Ce quiprouve que 2 , converge en loi vers une variable aléatoire Gaus-

sienne centrée de variance kK kg_tC(x)_ pour tout ~ 642in RP. Ceci achéve la démons-
tration du Lemme. U

Démonstrationdu Lemme 5.3.1. Gardant a I'esprit les notations du Lemme 5.3.4, tout
calcul fait, on a le développement suivant

Ao ¢ !
Qlif,l(X)XJ - Fn Yn,jix 1 ﬁE¢1'n AA‘LZ,ni ¢3,n, (5.23)
jAa F(Yn,jlx) dn(X)
ou
, X Ha ,x)i EA i, X T
Cin A g(x)ohl(x) - n(Yn,j ~)I E(An(Yn,j,x))
jim A(Yn,j.X)
A !
. X EA X)) i Alyni,x
Con A g(X)Dhl(X) j E( n(Yn;J )i A(Yn,j,X)
- im A(Yn,j.X)
A !
X_ ¢
t3n A j B () Gn(x)i g(x) .
jA
Commencgons par remarquer que les hypotheses nhﬁAzlogz(yn)F_(ynjx) I 0 et

nhPF(ynjx)!'1 impliquent que hplogy, ! Oquand n!1 . Ainsi, d'aprés le point
(i) du Lemme 5.3.4, le terme aléatoire ¢ 1, peut se réécrire comme

q_—
¢ 10 AG(X)KKKy tC(X) >, (5.24)

ou », converge vers une variable aléatoire Gaussienne standard. Le terme non aléatoire
¢, est controlé par le point (i) du Lemme  5.3.4:
3 .

i1 pA2 = . 2 1/2
¢on AO(R " (X)hnlogyn) AO nhy “F(ynjx)log“(yn)  A0(1). (5.25)

Enn, ¢3, estunterme classique en estimation de densité par la méthode du noyau. Il
peut étre borné par le Lemme 5.6.1:

. i . ¢ 3 _ ’1/2 .
€ 3 AEO (N L()AOR 14100 (mh PYi 12 20 nhPA2E(ynix) A0 Flynin) M2 Eon(D).

(5.26)
En combinant ( 5.23)—(5.26), il s'en suit que
AA i ¢ !
,\ i1 X _ Fq Yn JIX q S—
Gn(x)27(x) j —.—q;, 1 Ag(x)kKka T'C(x)» nAop(D).

j L F Ynj
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Finalement, puisque d'aprés le Lemme 5.6.1ona g, (x) s g(x), il en découle que

q % Ao ¢ ! s
— - _tc -
nhhF(ynjx) | —nlud?'l 1 AKky i»nAOp(l)
j A F yn,jix g(x)
et le Théoréme est prouvé. O

Démonstration du Théoreme 5.3.2. Pour j /A1,...,J, on introduit
Yo j(X) A (@ ix)(nhf@y) 2
Vnj(x) & ®‘1°(x)(nhp®n)1/2
¢
Whj(x) A& vnj(x) Fn q ®nJJX A3/41¢J(X)ZJJX . Fg ®nJJX A%”(X)ZJJX
anj(X) & V() @i F g ®ix A¥n;(x)zjix

et zj 2 R. On veut etablir la loi asymptotique de la fonction J-variée dé nie par
A !

whnoii o ¢ e O
©n(z1,...,23) £ P Y45(X) Gn ®njjx i q ®njjx - Z
e !
WhN.oj i ¢ ¢ 0
£ P Fn 0 ®njjx A¥nj(X)zjjx - ®n
~j A
A !
\J © a
E P W) an(x)
j AL

Premiérement, focalisons nous sur le terme non aléatoire an j(x). D'apres la pro-
priété (5.1) et 'hypoth se (F.2), la représentation de Karamata ( 5.5) montre que F (.jx)
est dérivable. Ainsi, pour chaque j 2{1,...,J}il existe p, j 2]0,1[ tel que

I S T S ¢ i ¢
F g ®njjxjx i F g ®jjx A3/41,j(X)Zj]X A i¥m,j(X)ZjF- dn jix , (5.27)

ou qgn,j A9 |®n,jjx¢/-\un,j3/41,j (x)zj. llestclairque q I®n,jjx¢! 1 et¥j(x)/q |®n,jjx¢!
Oquand n!1 . Parconséquent, g j!1 etlareprésentation de Karamata ( 5.5) en-
trainent que i ¢

m A A0 e, (5.28)

n'l F Qn,jJX

De plus, pwsque @n.i » q ®n J]é¢$s n!l etF(jx) esta variations réguliéres il s'en
suit que F' On,jjx » = q ®n jix jx AE®, ;. Compte tenu des résultats trouves en ( 5.27)
et (5.28), il en découle que

Vn j (X)¥n J(X)®n¢1 j
°(X)q ®n jjx

a

Intéressons nous mainten nt a la variable aléatoire W j(x). En dé nissant
a; /E(,‘ e, ynJ/Eq o,mjx A¥n;(X)z; pour j AE1,..,J et yn /A q(®njx), nous
avons yn,j » q ®nJJx » ajyn puisque ¢ (.jx) est une fonction a variations régu-
liere d'indice i °(x). En utilisant le méme raisonnement, il est facile de montrer que

an,j(x) £ (1A0(1)) £z;(1A0(1)). (5.29)
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logyn » i °(x)log®,. Par conséquent, le Théoréme 5.3.1 s'applique et le vecteur

aléatoire 8 q 9
i = % Y,
2 nhRF(yax) = nj
ST Whig A(1Ao(1) -
7 Vn,j F(ynjix) ] X) a5
{iA,..%
converge vers une variable aléatoire Gaussienne centrée de matrice de variance-
2
covariance %C(x). En se référant au résultat ( 5.29), nous obtenons que ©y(z1,...,23)

converge vers la fonction de répartition d'une Gaussienne centrée de matrice de
KK k2° 2(x)

variance-covariance 900

C(x) évaluée en (zy,...,23), qui est le résultat désiré. O

Démonstration du Théoreme 5.3.3. La preuve de ce résultat repose sur la décomposi-
tion suivante

q q
nhp (G (@) | o & nhb™h o Ao
—— 10 x))i lo X -
log( /@) 9(dn” (®njx))i log(q (®njx)) og( /@) Qn,1AQn2AQn 3
avec
G—=i, . ¢
QniA& nhy n “hi °(X),
q
L SR oy ¢ i oo
—_——— X X
Qn2 |%Ig( @) 09 dn nJxX/Q nJ
£ nhﬁ_n II i . ¢ | ®. Ao | - e ¢
on3 log( /@) 09 X 094 (®njx)A® (x)log( n/@n) .

Traitons separément les trois termes. Primo, daprés I'hypothese dg Theéoreme,
inlf' N (0,v?(x)). Secundo, le Théoréme 5.3.2 implique que §n I_njx /q |_an 1
guand n!1l etona

— i ¢
nh? Ha 1- iX T
En 0 e 0l ko) 2—2P)
log(" n/®n) q njx log(" n/®p)

Qn,2

Conséquemmeﬂ%, Qn2 0 quand n H]l . Tertio, d'apres le point (i) du Lemme 5.3.2,
i ¢
ona Qp3&EO nh,ﬁ’_n" (q I_njx jX) qui converge vers zéro puisque par hypothése

q

i . ¢ def ' ., i ¢ . .
"( njx jxX)¥% A& nhp p"(g ajx jx)! 0. Ce quiachéve la preuve. O

Démonstration du Corollaire  5.4.1. En posant ¢1 A4, ¢ £2, et ¢3 A£1, le Théo-
reme 5.3.2montre que, pour j 2{1,2,3},
an(_n,jjx)

——— E1A Yy (5.30)
q("n,jix) .
ou (»n’1,>>n,2,»n,3)t converge vers un vecteur aléatoire Gaussien centré de matrice de
variance-covariance 2 3
1/4 1/4 1/4

iKK2°2(x) g(x) 314 172 172 6.
14 12 1
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D'aprés la Dé nition 5.4.1,ona
oP i ¢ i e G i ¢ j_  C¢
(log2)®, A log dn ngiX i Gn n2jX il0g dn n2jX i Gn  najX
En remplagant ( 5.30) dans °F, on obtient

i i ¢ i ¢¢
(log2)°}; / log (1A3/4w»n 3)d  naiX i (LA Yo, 2)q n2]X¢¢

i log (1A3/‘h»n2)q n2iX i (1A% ]ﬂq n.1jX

A log qE n3l ;(IA?/‘h»n 3)i 1i ¥non2
TR T
. - 9( n,1jx)
i log 1A% 2i aC )(1,&3741»,]’1) ,
n2

qui se réécrit, compte tenu du Lemme 5.3.2, comme

i o _ ¢
(log2)°f /& log 2" ®(@AO( (Q( n2X)iX)NLAYnma)i 1i Yaon2 .
i 10g 1A% 2i 2 ®LAO( (A(n 2X)IX)LAYnon 1) -

Puisque par hypothése "(q(" n 2jX)jx))/ ¥ ! Oalors,

i . . ¢
(log2)°h A& |ogf2 )i 1A% 2" P 37 »n 2A0p(1))
i log'1j 2 VAR (n2i 21 Py 1 Aop(1))

Tout calcul fait, il s'en suit alors que
3

¥ l(log2)(°Fi °(x)) A& ¥t Iog 1A

Z(X) 1@ i o oAop(l)

3

/
i ¥ 'log 1Am(»n,2i 21" M5, 1 Aop(1))
|

snai (LA )m, , A2
A S
2 (X)i 1

3 A op(1),

converge vers une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance

KK k2° 2(x)(2% WAL A 1)2
42" 1)%g(x)

Ce qui conclut la preuve. O

Démonstration du Corollaire  5.4.2. Soit ¢; &£ fﬂlog((;l/ ¢j), la décomposition sui-
vante

" A i ¢ W, i . Oy

3'1 oH . o |:|.)q 3'1 qn. nijX . qn. nvljx
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montre que la loi de I'estimateur "H(x) depend¢du comportement du premier terme.

D'aprés le Théoreme 5.3.2, dn n,jlXx /q n,jJX A quand n!1 uniformément en
j A1,...,J. Ainsi,

( A i ¢ ( A ¢l
. i| X X
% tog "1 E1A0R() %! —.”—%
a nilX a9y nilX o m g

converge en loi vers un vecteur aléatoire Gaussien centrée de matrice de variance-
covariance kK k%" 2(x)8/ g(x). En conséquence, Tnh,1 CONverge vers une variable aléatoire
Gaussienne centrée de variance ~'§ kK k3° 2(x)/( g(x)c3) avec ~ A(Lj J,1,...,1)f 2R’
Tout calcul fait, on trouve que ~'§ AV,c3. Le point (ii) du Lemme 5.3.2 montre que
Tn 2 &%, o (a( n.2jx)jx)). Pour conclure, il suft de remarquer que d'aprés I'hypo-
theése du Corollaireona "(q( n 1jX)jx)/¥n! Oquand n!1l . O
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'objectif principal de ce mémoire était de proposer de nouveaux estimateurs de
L quantiles extrémes dans le cadre conditionnel c'est-a-dire dans la situation ou la
variable d'intérét Y est mesurée simultanément avec une covariable X. Néanmois, le
cas sans covariable a été considéré dans la premiére partie de la thése.

Dans le cadre non conditionnel, nous nous sommes interessés a I'étude des valeurs
extrémes d'un échantillon de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées de fonction de répartition F 2 D(Fréchet). Nous avons proposé
et étudié un estimateur des quantiles extrémes ainsi que de l'indice de queue. Les
estimateurs ainsi proposés ont été adaptés au cadre conditionnel.

Par analogie, dans le cadre conditionnel, nous nous sommes focalisés sur I'étude
des valeurs extrémes d'un échantillon d'observations indépendantes dont la loi condi-
tionnelle, de Y enun point x de la covariable X, appartientau D (Fréchet). La variable
d'intérét Y a toujours été supposée aléatoire et réelle. Concernant la nature des cova-
riables, nous avons considéré deux situations : aléatoire et détermniste.

Lorsque la covariable est déterministe, nous avons proposé trois estimateurs des
guantiles extrémes conditionnels et lorsqu'elle est aléatoire, nous avons introduit un
estimateur de petites probabilités conditionnelles, deux estimateurs des quantiles
extrémes conditionnels et deux estimateurs de l'indice de queue conditionnel. Nous
avons établi la convergence asymptotique de tous ces estimateurs.

Les estimateurs proposés dans le cadre conditionnel dépendent de deux para-
metres : la proportion ~, Akn/n des plus grandes observations et le nombre hp
correspondant au parametre de lissage. Quand X est déterministe (resp. aléatoire), hp
désigne la taille de la fenétre mobile (resp. le parametre de lissage associé a la fonction
noyau). On a proposé des méthodes automatiques de sélection desdits parametres.
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Les simulations numériques que nous avons effectuées se sont avérées trés encou-
rageantes puisque les résultats obtenus avec les méthodes de sélection proposées se
comportent parfois aussi bien que la méthode de référence appelée oracle qui minimise
l'erreur avec le vrai quantile. La méthode oracle tend a con rmer que nos méthodes
d'estimation sont satisfaisantes.

A courtterme , compte tenu de ces satisfactions, on pourrait commencer par établir
la normalité asymptotique de nos estimateurs dans le cas des données ®-mélangeantes.
Il serait intéressant d'étendre I'étude asymptotique de I'estimateur a noyau de la fonc-
tion de survie conditionnelle dans un contexte plus général, i.,e au D (Weibull) et/ou
D (Gumbel).

Il serait aussi intéressant de proposer une version lisse (& noyau) de nos estimateurs
pour le design xe. Par ailleurs, puisque les estimateurs a noyau du chapitre 5 sont
discontinus par rapport a l'ordre du quantile, on pourrait envisager d'effectuer un
lissage par rapport a la variable d'intérét a n d'obtenir des estimateurs de quantiles
extrémes conditionnels réguliers par rapport a ®,. Autrement dit, il serait bien de
montrer qu'il est possible d'estimer des courbes de niveaux extrémes au moyen d'un
estimateur a double noyau de la fonction de survie conditionnelle.

Les estimateurs a noyau de l'indice de queue conditionnel que nous avons proposeés
sont basés sur une conséquence du résultat de normalité asymptotique de I'estimateur
du quantile de régression lorsque l'ordre du quantile ne converge pas trop vite vers un.
Pour débuter, on se propose de véri er si I'on peut appliquer ce résultat de normalité
asymptotique pour adapter d'autres estimateurs existants de lindice de queue au
cadre conditionnel. De plus, on envisage d'étudier de nouveaux estimateurs a noyau de
I'indice de queue conditionnel.

Contrairement aux estimateurs du chapitre 4, ceux du chapitre 5 ne s'adressent pas
aux covariables de dimension in nie. Lorsque la covariable est aléatoire et fonction-
nelle, Ferraty et al. (2005) ont proposé un estimateur de quantile conditionnel (continu
par rapporta ®, /A£® 2]0,1[ xé) pour des données non nécessairement indépendantes.
Ainsi, on pourrait envisager d'étendre leur approche d'estimation a I'é¢tude des quan-
tiles extrémes, i.e ®, ! 0 et proposer de nouveaux estimateurs a noyau de l'indice de
gueue et des quantiles extrémes conditionnels dans le cadre fonctionnel.

Au cours de cette thése, nous avons uniqguement établi la convergence ponctuelle
de nos estimateurs. A moyen terme , il nous parait important d'envisager d'étendre
nos résutats de normalité asymptotique a des résultats de convergence de processus
indexés par la covariable ou 'ordre des quantiles.

A n daméliorer la abilité des estimateurs, on pourrait proposer des nouveaux
modeles pour pallier aux problémes de corrélation spatio-temporelle assez récurrente
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en hydrologie.

En n, on envisage d'af ner nos criteres de sélection en adaptant I'heuristique de
la pente ou les techniques utilisées en sélection de modeéles. Ainsi, a long terme , on
compte proposer un meilleur algorithme de sélection automatique du paramétre “n
(ou kp, dans le cas non conditionnel).






Loi limite d'une combinaison linéaire
d'espacements entre les logarithmes des

plus grandes statistiques d'ordre.

‘étude théorique des estimateurs du Théoréme 2 repose en partie sur la représen-
L tation exponentielle des espacements entre les logarithmes des plus grandes sta-
tistiqgues d'ordre des k, plus grandes observations d'un échantillon{ X;, i A1,...,n}de
variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées de fonction de
répartition F.Lorsque F 2 D (Fréchet), Feuerverger et Hall (1999) ont proposé d'appro-
cher ces espacementspourl - j- ky,- nj 1lpar:

i ¢ M H j m
n
ou (Eg,...,Ex,) est un vecteur de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi exponentielle standard. De cette représentation, on peut déduire I'es-
timateur de Hill (1975). Partant de (A.1), Beirlant et al. (2002) proposent d'estimer I'in-
dice de queue par
1 % H J 1

° [ K ——
Kn kn A1l

— ¢ i
kn J/E.

. . . o 1 R
ou K est une fonction de poids pouvant se réécrire comme  K(t) £¢ gu(v)dv, avec0C
t C 1 et u une fonction dé nie sur ]0, 1[. Les auteurs établissent le résultat de normalité
asymptotique suivant :

Théoréme A.0.1 (Beirlant et al. (2002), Théoréme 3.1). Supposons I'hypothése(C.1) vé-
ri ée (cf. paragraphe 1.5.1). Soit u une fonction dé nie sur 0, 1] et satisfaisant

= Zj, - M j f
* ut)dt— f ,
" kY knA1l

ou f est une fonction positive dé nie sur ]0,1[ telle que

Zli ¢
log(/u)_1 f(u)duC1,



Annexe A. Loi limite d'une combinaison linéaire d'espacements entre les
128 logarithmes des plus grandes statistiques d'ordre.

et s'il existe + E O tel que 7
1

iKi2(u)duC1 .
0
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Résumé : L'objectif de ce travail est de proposer de nouveaux estimateurs de quantiles
extrémes dans le cadre conditionnel c'est-a-dire dans la situation ou la variable d'in-
térét Y, supposée aléatoire et réelle, est mesurée simultanément avec une covariable
X. Pour ce faire, nous nous intéressons a |'étude des valeurs extrémes d'un échantillon
d'observations indépendantes dont la loi conditionnelle de Y en un point x de la cova-
riable X esta « queue lourde ». Selon la nature de la covariable, nous considérons deux
situations. Primo, lorsque la covariable est déterministe et de dimension nie ou in -
nie (i.e covariable fonctionnelle), nous proposons d'estimer les quantiles extrémes par
la méthode dite de la « fenétre mobile ». La loi limite des estimateurs ainsi construits est
ensuite donnée en fonction de la vitesse de convergence de I'ordre du quantile vers un.
Secundo, lorsque la covariable est aléatoire et de dimension nie, hous montrons que
sous certaines conditions, il est possible d'estimer les quantiles extrémes conditionnels
au moyen d'un estimateur a « noyau » de la fonction de survie conditionnelle. Ce résul-
tat nous permet d'introduire deux versions lisses de I'estimateur de l'indice de queue
conditionnel indispensable lorsque I'on veut extrapoler. Nous établissons la loi asymp-
totique de ces estimateurs. Par ailleurs, nous considérons le cas sans covariable (non
conditionnel) lorsque la fonction de répartition est a « queue lourde ». Nous proposons
et étudions un nouvel estimateur des quantiles extrémes. A n d'apprécier le comporte-
ment de nos nouveaux outils statistiques, des résultats sur simulation ainsi que sur des
données réelles sont présentés.
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Abstract : The main goal of this thesis is to propose new estimators of extreme quan-
tiles in the conditional case, that is to say in the situation where the variable of interest
Y, supposed to be random and real, is recorded simultaneously with some covariate in-
formation X. To this aim, we focus on the case where the conditional distribution of Y
given X AXx is “heavy-tailed”. Two situations are considered. First, when the covariate is
deterministic and nite-dimensional or in nite-dimensional (i.e functional covariate),

we propose to estimate the extreme quantiles by the “moving window approach”. The
asymptotic distribution of the proposed estimators is given in the case where the quan-
tile is in the range of data or near and even beyond the sample. Next, when the covariate
is random and nite-dimensional, we show that under some conditions, it is possible

to estimate these extreme quantiles using a kernel estimator of the conditional survival
function. As a consequence, this result allows us to introduce two smooth versions of
the conditional tail index estimator necessary to extrapolate. Asymptotic distributions
of these estimators are established. Furthermore, we also considered the case without
covariate. When the underlying, the cumulative distribution function is “heavy-tailed”.

A new unconditional extreme quantile estimator is introduced and studied. To assess
the behavior of all our new statistical tools, numerical experiments on simulated data
are provided and illustrations on real datasets are presented.
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