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In tro duction

R�egression et mo d�elisation comp ortemen tale

La pr�ediction lin�eaire de processusal�eatoiresest une m�ethode de r�egressionutilisable avecdes
donn�ees�echantillonn �eesirr �eguli�erement. Elle est couramment utilis �eeen g�eostatistique sousl'ap-
pellation krigeagepour mod�eliserdesph�enom�enesphysiquesd�e�nis spatialement (Matheron, 1963,
1973 ; Cressie, 1993 ; Stein, 1999). En dehorsde la g�eostatistique, l'utilisation de processusal�ea-
toires commeoutil de r�egressionnon-lin�eaire a �et�e abord�eedans la th�eorie dessplines(Kimeldorf
et Wahba, 1970a; Wahba, 1990), en automatique (Bastin et Gevers, 1985) et dans le domaine de
la mod�elisation de simulations informatiques (Sacks et al., 1989), mais est toutefois rest�eecon�n �ee.
L'une des raisons possiblesde cette situation est que sa mise en �uvre n�ecessitedes op�erations
matricielles dont le coût algorithmique crô�t proportionnellement au cube du nombre desdonn�ees
manipul�ees.Si cela a pu constituer un frein �a son utilisation dans le pass�e, la puissancede calcul
disponible depuis quelquesann�eespermet de consid�erer des probl�emesavec plusieurs milliers de
donn�ees.Si on les compare �a d'autres m�ethodes comme les r�eseauxde neuronesarti�ciels, les
mod�elespar processusgaussienso�ren t desavantagesde simplicit �e conceptuelleet de 
exibilit �e,
et sont susceptiblesde produire desapproximations de fonction d'une qualit �e sup�erieure pour un
coût algorithmique plus bas.Dans la secondemoiti �e desann�ees1990,on constatedeux �evolutions.
La premi�ereest l'apparition desm�ethodesde r�egression�a vecteursde support (Vapnik et al., 1997;
Smola, 1998) dont le principe reposesur la th�eorie desespaceshilbertiens �a noyau reproduisant.
Les m�ethodes de r�egression�a noyaux reproduisants, dont les splines mentionn�eesci-dessus,pos-
s�edent desliens �etroits avecla th�eoriedesprocessusal�eatoiresgaussiens,dont certains sont �etablis
depuis les ann�ees1960(Parzen, 1962, 1963; Kimeldorf et Wahba, 1970a,b). La seconde�evolution
est la r�eapparition du krigeagesousune formulation bay�esienne(Williams , 1997; Neal, 1997), sans
r�ef�erenced'ailleurs �a la g�eostatistique. Ces m�ethodes commencent �a être di�us �eeset appliqu�ees
dans desdomainestels que l'identi�cation de syst�emesdynamiques�a temps discret (Girard et al.,
2003).

La th�esepr�esent�eedanscem�emoireporte sur l'utilisation du krigeageet desm�ethodes�a noyaux
pour la mod�elisation deprocessusou desyst�emesarti�ciels, par exemplepour dest âchesdeconcep-
tion, de commandeou de diagnostic1. L' �etape de mod�elisation d'un processusou d'un syst�eme
est fondamentale mais souvent d�elicate. Les connaissancesa priori ne permettent pas toujours
d'�etablir un mod�elephysique.Mêmequand cesconnaissancessont disponibles, on renonceparfois
�a �etablir desliens directs avec la physiquecar lesprobl�emespos�essont de trop grandecomplexit�e.

1(Sacks et al., 1989) a largement contribu �e �a notre r�e
exion initiale.



2 In tro duction

Cette complexit�e peut tenir �a la dimension de l'espaced'�etat, �a la nature du couplageentre les
variables, �a la nature desnon-lin�earit�es,et au coût algorithmique qui peut s'av�erer incompatible
avecl'usagepr�evu. On peut alors essayer destechniquesanalysant la d�ependanceentre lesentr �ees
(que nous appellerons facteurs) et des variables de sortie pertinentes, sanss'appuyer sur les lois
de la physique gouvernant le syst�eme �a mod�eliser. On parle alors de mod�elescomportementaux
ou bô�te noire. Ces mod�eles permettent d'e�ectuer des pr�edictions sur des caract�eristiques non
mesur�eesdu syst�eme,commela valeur de la sortie ou de sesd�eriv�eesen un point de l'espacedes
facteurs o�u aucuneexp�eriencen'a �et�e conduite.

La mod�elisation comportementale des syst�emesstatiques est un probl�eme d'in terpolation ou
d'approximation de fonctions �a partir de donn�eesnon n�ecessairement uniform�ement �echantillon-
n�ees.Les syst�emesdynamiques, qui ne sont pas abord�es dans ce m�emoire, peuvent être trait �es
par desmod�elescomportementaux �a temps discret autor�egressifsdans lesquelsintervient le même
probl�emed'in terpolation ou d'approximation de fonction. Dans ce travail, nous nous int�eressons
aux m�ethodesd'in terpolation et d'approximation par pr�ediction lin�eairede processusal�eatoireset
par r�egressionr�egularis�eedans desespaceshilbertiens �a noyau reproduisant. Cesdeux m�ethodes,
dont nous verrons qu'elles sont pour l'essentiel identiques, permettent de construire des mod�eles
comportementaux poss�edant plusieurs entr �eeset plusieurs sorties, �eventuellement corr�el�ees.

Ob jectifs et organisation du m�emoire

Nous proposonsici une synth�esesur la mod�elisation bô�te noire par processusgaussienset par
r�egressionr�egularis�eepar desnormesd'espaces�a noyau reproduisant. Cette synth�esefait appel �a
desr�esultatsobtenusdansdesdomainestr �esvari�es.Notre pr�esentation s'inspire de la g�eostatistique
(Matheron, 1971b, 1973 ; Chil �es et Del�ner , 1999), de la th�eorie des processusal�eatoires (Doob,
1953 ; Rozanov, 1967 ; Ibragimov et Rozanov, 1978 ; Brockwell et Davis, 1987), des statistiques
(Huber, 1981 ; Stein, 1999), de la th�eorie des splines (Wahba, 1990), de l'analyse fonctionnelle
(Mallat , 1999; Aubin , 2000), de la th�eorie de l'apprentissage(Vapnik, 1995; Sch•olkopf et Smola,
2002), etc. Un de nosobjectifs est de faciliter l'acc�es�a cesconnaissancesen lespr�esentant dansun
cadreuni� �e.Le sujet �etant bien ŝur tr �esvaste,denombreux points int�eressants nepourront pasêtre
mentionn�es.Par exemple,lesd�eveloppements r�ecents dans la th�eoriestatistique de l'apprentissage
sur les bornesd'erreur de g�en�eralisation ne seront pas du tout mentionn�es(Vapnik, 1995; Smola,
1998).

Nous pla�cons le krigeageau centre de notre pr�esentation pour deux raisons.D'une part parce
que c'est l'une des premi�eresutilisations de la th�eorie de la pr�ediction lin�eaire en r�eponse�a des
probl�emesr�eelset en cela, l'apport de la g�eostatistique au probl�eme de mod�elisation comporte-
mentale est essentiel. D'autre part, le point de vue probabiliste ainsi adopt�e est tr �es utile pour
comprendre en quoi le choix du noyau est important. Trop souvent, en e�et, les noyaux sont
choisis a priori, de type radial gaussienpar exemple, ind�ependamment de la nature des donn�ees
observ�ees.En g�eostatistiqueau contraire, la phasede pr�ediction est toujours pr�ec�ed�eed'une phase
d'analyse des donn�eesobserv�eesdont l'ob jectif est de choisir une covariance aussi adapt�ee que
possible�a la physique du ph�enom�ene �etudi�e. Cependant, nous nous �eloignonsde la pr�esentation
traditionnelle de la g�eostatistique a�n de pr�esenter les m�ethodes �a noyaux dans un cadre uni� �e.
Notre �etude s'attache aux principaux aspectsmath�ematiquesde cesm�ethodeset aux questionsde
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mise en �uvre, avec notamment les probl�emesli �es aux choix du noyau reproduisant. Une place
non n�egligeableest �egalement consacr�ee�a l'illustration de cesm�ethodespar desapplications �a des
probl�emesr�eels.

Le chapitre 1 constitue une intro duction �a la mod�elisation de type bô�te noire, destin�ee �a
faciliter la lecture du m�emoire. Le principe de r�egressionr�egularis�ee dans les espaces�a noyau
reproduisant y est rappel�e, ainsi que desnotions classiquesconcernant la th�eorie du krigeage.

La litt �erature consacr�eeaux processusal�eatoireset �a leur pr�ediction est tr �es riche. Au cours
du chapitre 2, nous rappelonsquelquespropri �et�esmath�ematiquesde cesprocessus,puis le prin-
cipe de pr�ediction lin�eaire que nous pr�esentons d'abord soussa forme la plus �el�ementaire, c'est-�a-
dire lorsque la structure du secondordre desprocessusal�eatoiresest suppos�eeconnue. L'ob jectif
de cechapitre est de donner les�el�ements essentiels �a une bonnecompr�ehensiondu krigeage,cequi
demandeparfois de rentrer dansdesaspectsmath�ematiquesrelativement avanc�es.Nous rappelons
�egalement la notion de variables al�eatoires�a valeurs dans un espacehilbertien. Ceci permettra de
d�e�nir au chapitre 3 des processusal�eatoires �a tra jectoires dans des espaceshilbertiens �a noyau
reproduisant.

Le chapitre 3 couvre lesnotions importantes sur lesespaceshilbertiens �a noyau reproduisant,
dont le rôle est central dans la th�eorie de l'approximation de fonctions. Nous abordons ensuite
la r�egressionr�egularis�eedans cesespaceset rappelons le th�eor�emefondamental du repr�esentant.
La r�egression�a vecteursde support (�a plusieurs facteurs et une seulesortie) est une application
d�esormaisbien connue de ce th�eor�eme.Nous rappelonsrapidement ce type de r�egressionavant de
proposerune extensionau casde plusieurs sorties corr�el�ees.

Dans les applications, il n'est g�en�eralement pas r�ealiste de supposer connue la moyenne du
processusal�eatoire qui mod�elise un syst�eme. Pour cette raison, nous consacronsle chapitre 4
aux processusal�eatoires intrins�eques,qui s'�ecrivent de mani�ere informelle commela sommed'un
processusal�eatoire de moyenne nulle et d'une fonction lin�eairement param�etr�ee inconnue. Nous
rappelons la formulation du krigeageintrins�equepour pr�edire de tels processusal�eatoires intrin-
s�eques.Une caract�eristique importante de cette pr�ediction est que la partie param�etrique du
processusal�eatoire intrins�eque n'est pas r�egularis�ee. Cette propri �et�e fournit un moyen e�cace
d'incorporer de l'information a priori dans un mod�ele bô�te noire. Nous �etendonsle krigeagein-
trins�eque�a la pr�ediction de d�eriv�ees,dont il nous semble que la formalisation n'avait jamais �et�e
publi�ee.

Le chapitre 5 aborde le probl�eme du choix de noyau. Notre objectif est d'abord de mieux
comprendre quels sont les param�etres d'un noyau qui in
uen t sur la qualit �e d'une pr�ediction.
L'enjeu est important puisqu'un choix de noyau inadapt�e peut conduire �a des pr�edicteurs inef-
�caces, comme cela sera constat�e dans le chapitre 6. D'un point de vue th�eorique, cette partie
utilise principalement des r�esultats de statistique de la litt �erature, que nous illustrerons par des
exp�eriencesnum�eriques.Le choix d'une structure de covariance adapt�eeaux donn�eesest g�en�era-
lement suivi d'une phased'estimation de param�etres.Nous passonsen revue di� �erentes m�ethodes
d'estimation utilisables en pratique, en accordant une placeprivil �egi�ee�a la m�ethode du maximum
de vraisemblance.

Le chapitre 6 pr�esente desapplications. Ce chapitre constitue une partie importante de notre
travail dans laquelle nous tentons d'�evaluer la pertinence pratique des m�ethodes �etudi�ees.Nous
avons choisi d'insister sur les aspects m�ethodologiques,ce qui nous conduit �a ne pas rentrer dans
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les d�etails desprobl�emesr�eelstrait �es.Nous essayons en�n de d�egagerles points communs de ces
applications et soulignonslesdi�cult �esfr�equemment rencontr �eestout en sugg�erant desapproches
pour y faire face.



Chapitre 1

Mo d�eles statiques bô�te noire

R�esum�e | Ce chapitre pr�esente une intro duction �el�ementaire �a la mod�elisation de type
bô�te noire dessyst�emes�a plusieurs entr �eeset plusieurs sorties. Il rappelle et utilise la notion de
r�egressionr�egularis�eedans les espaces�a noyau reproduisant. Une place particuli �ere est accord�ee
�a la th�eorie du krigeage, qui nous semble occuper un rôle fondamental parmi les m�ethodes de
r�egressionr�egularis�eeet faciliter le choix d'un noyau pour un syst�emedonn�e. Dans la th�eorie du
krigeage, en e�et, le noyau reproduisant est vu comme une fonction de covariance qui d�ecrit le
comportement de ce syst�eme.

1.1 Mo d�elisation bô�te noire d'un syst �eme

La pr�esentation propos�eedans ce chapitre intro ductif seveut simple et didactique, et adopte
le point de vue de l'identi�cation de syst�emesstatiques. Les syst�emesdynamiques, qui ne sont
pas abord�esdans ce m�emoire, peuvent être trait �esen consid�erant par exempledesmod�elesauto-
r�egressifs�a temps discret du type yt +1 = f (yt ; yt � 1; : : : ; yt � m +1 ; ut ; ut � 1; : : : ; ut � p+1 ) o�u yt est la
sortie du syst�emeau temps t et ut est la commandedu syst�emeau temps t. Ce type de mod�eleest
formellement identique �a un syst�emestatique comportant une sortie et m + p entr �ees.Nous pen-
sonstoutefois que l'utilisation de tels mod�elesdans desapplications r�eellesn�ecessiteune r�e
exion
th�eorique suppl�ementaire (par exemple,(Girard et al., 2003) s'int�eresse�a la propagation des in-
certitudes dans lesmod�elesdynamiques�a temps discret) qui pourra être envisag�eecommeune des
perspectivesde continuation de ce travail. Nous commen�conspar desnotions de r�egressionr�egu-
laris�eeet d'espacede Hilb ert �a noyau reproduisant, point de d�epart essentiel. Nous accordonsune
place particuli �ere �a la th�eorie du krigeagequi o�re desavantagessur lesquelsnous insisterons et
dont l'utilisation s'av�ere particuli �erement simple. Les g�eostatisticiensutilisent couramment cette
m�ethode pour mod�eliser des ph�enom�enesde nature spatiale (Cressie, 1993 ; Chil �es et Del�ner ,
1999). Rappelons que le nom de la m�ethode a �et�e choisi par le math�ematicien fran�cais Georges
Matheron (Matheron, 1963) qui a repris et formalis�e dans lesann�eessoixante les travaux de Krige
(Krige, 1951). (La traduction anglaisede krigeageest Kriging .)
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Nous consid�ereronsun syst�eme sousforme d'une fonction vectorielle multiv ariable f � : Rd !
Rq. Dans un premier temps, nous supposeronsque ce syst�emen'a qu'une seulesortie (q = 1). Le
terme facteur seraemploy�e pour d�esignerune entr �eequelconquedu syst�eme,un facteur pouvant
être n'imp orte quelle grandeur caract�erisant sesconditions d'op�eration. Nous noterons x 2 Rd

le vecteur des facteurs. L'ob jectif de la mod�elisation est d'approximer de mani�ere pertinente la
ou les sorties f � (x ) du syst�eme. Lorsque celui-ci est complexe, et que son analyse �a partir des
�equationsde la physiqueser�ev�eletrop compliqu�eepour aboutir �a un mod�elede connaissance,une
solution est d'en �etablir un mod�ele bô�te noire. Celui-ci est construit �a partir d'un ensemble de
donn�eescorrespondant �a desobservations dessorties f obs

x i
associ�ees�a un ensemble de vecteursde

facteursconnus x i , i = 1; : : : ; n. Notons qu'en raison du bruit d'observation g�en�eralement pr�esent,
f obs

x i
6= f � (x i ).

Une approche des plus simples de la mod�elisation bô�te noire est l'approximation lin�eaire du
syst�emedansuner�egionde l'espacedesfacteurs,par exempleautour d'un point de fonctionnement.
Dansle casq = 1, on cherchealorsuneapproximation du type f (x ) = bT x + b0. Cette d�emarcheest
justi� �eepar la possibilit�ed'approximer localement une fonction non-lin�eairepar un d�eveloppement
de Taylor �a l'ordre 1. Le vecteur b et le scalaire b0 constituent les param�etres du mod�ele et
doivent être estim�es �a partir desdonn�eesobserv�ees.Plusieurs m�ethodespeuvent être envisag�ees,
la m�ethode desmoindres carr�es�etant sansaucun doute la plus utilis �ee.Elle minimise le coût

J (b; b0) =
nX

i =1

(f obs
x i

� bT x i � b0)2 :

Il est possibled'�etendre cette formulation en incorporant des fonctions non-lin�eairesen x dans le
mod�ele, habituellement des termes polynomiaux. L'approximation aura alors la forme

f (x ) = bT r (x ) : (1.1)

On peut ainsi rendre compte de comportements non-lin�eairesautour d'un point de fonctionnement
ou mod�eliser les tendancesglobalesdu syst�eme.

1.2 Pr �ediction par r �egression r �egularis �ee

Le nombre de param�etres du mod�ele (1.1) crô�t rapidement avec la dimension d de l'espace
des facteurs (un polynôme complet de degr�e l �a d ind�etermin�eescomporte Cd

d+ l termes). Or un
grand nombre de termes param�etriques conduit la plupart du temps �a un probl�emed'estimation
mal pos�e et �a desinstabilit �esnum�eriques.Dans la m�ethode desmoindrescarr�es,calculer le condi-
tionnement de la matrice R = (r (x 1) � � � r (x n )) permet de le v�eri�er. Si le probl�emeest mal pos�e,
la solution classiqueconsiste�a adapter la m�ethode des moindres carr�esen incorporant un terme
de r�egularisation �a la fonction coût. Le probl�emer�egularis�e peut par exempleêtre formul�e comme

Minimiser le crit �ere r�egularis�e

J (b) = Ckbk2
2 +

nX

i =1

(f obs
x i

� bT r (x i ))2 ;
(1.2)
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qui p�enalise les grandes valeurs des composantes de b et o�u la constante positive C permet de
contr ôler le compromis entre r�egularisation et attache aux donn�ees.

Dans cetype de mod�eleparam�etrique, la di� �erenceentre lesdonn�eesobserv�eeset l'approxima-
tion n'est pas n�ecessairement li �eeau bruit d'observation, car imposerune structure param�etrique
de faible dimensionpour le mod�eleconduit n�ecessairement �a unecapacit�ed'approximation limit �ee.
Ainsi, si la dimension de b est faible, mêmesi le bruit d'observation est n�egligeable,le mod�ele ne
redonnepas les valeurs observ�eespour les sorties du syst�ememais les approxime. Il est de même
souvent di�cile d'obtenir un mod�ele param�etrique capablede suivre les principales tendancesdu
syst�emetout en rendant localement compte desvariations autour d'un point de fonctionnement.
Une solution th�eoriquement envisageableserait d'augmenter la dimensionde b en ajoutant autant
de termes param�etriques que n�ecessaire.Cette solution conduit cependant �a des approximations
tr �esirr �eguli�eres,avecdesvariations non d�esir�eesentre les points observ�es.Pour contr ôler la r�egu-
larit �e de l'approximation, il est possiblede p�enaliserlescomportements irr �eguliers.Ceci complique
la mise en �uvre, et on serestreint donc �a desmod�elesde taille limit �ee.Il est cependant possible,
commenous le verrons dans la section qui suit, de construire desmod�elesmieux adapt�esen par-
tant de (1.1) et (1.2) grâceau concept de noyaux reproduisants. La r�egularit�e de l'approximation
seraalors contr ôl�eepar le choix du noyau.

1.3 R�egression r �egularis �ee dans les espaces de Hilb ert �a
noyau repro duisan t

1.3.1 Mise en place du formalisme

Remarquonsque la solution du probl�emed'optimisation sanscontrain te (1.2) doit satisfaire la
condition @J

@b = 0, ce qui implique

bb =
1
C

nX

i =1

(f obs
x i

� bbT r (x i )) r (x i ) :

Il existe par cons�equent desscalairesbai tels que

bb =
nX

i =1

bai r (x i ) :

La formulation (1.1), (1.2) est �equivalente �a chercher f̂ sousla forme f (x ) =
P

i ai (r (x i ); r (x )),
o�u (:; :) est le produit scalairedans Rl , en minimisant

J (ai ; i = 1; : : : ; n) = C










nX

i =1

ai r (x i )










2

+
nX

i =1

(f obs
x i

� f (x i ))2 :

Comme le probl�emeest quadratique, les bai optimaux s'obtiennent simplement. De plus,










nX

i =1

ai r (x i )










2

=
X

i;j

ai (r (x i ); r (x j ))aj ;
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de sorte que le nouveau probl�emer�egularis�e s'exprime uniquement en fonction des produits sca-
laires k(x i ; x j ) = (r (x i ); r (x j )), o�u k(:; :) est une fonction appel�eepar la suite noyau reproduisant.
Cette remarqueest fondamentale parcequ'il devient possiblede sedonner a priori un produit sca-
laire sousla forme k(x ; y ) sansavoir �a �evaluer les objets r (x i ).

La famille de vecteurs f r (x ) 2 Rl ; x 2 Rdg g�en�ere un espaceF � Rl auquel bb appartient.
Cet espaceF est appel�e l' espace descaract�eristiques (feature space en anglais). Si F est de petite
dimension, la capacit�e d'approximation du mod�ele est limit �ee.Toute la suite va être consacr�ee �a
voir comment on peut ais�ement augmenter la dimensionde F . Remarquonsquel'on peut identi�er
F �a un espacede fonctions puisqu'�a tout �el�ement b =

P n
i =1 ai r (x i ) 2 F correspond une fonction

d�e�nie par

8x 2 Rd; f (x ) = (r (x );
nX

i =1

ai r (x i )) :

(Nous utilisons par la suite la notation f � b pour rappeler la propri �et�e d'identi�cation.) Dans F ,
on d�e�nit une norme par

kf k2
F = kbk2

2 =
nX

i;j =1

ai (r (x i ); r (x j ))aj :

Remarquons aussi le rôle particulier jou�e par r (x ) qui permet d'�evaluer toute fonction de F
en un point x en formant le produit scalaire f (x ) = (r (x ); b). Il est donc possible d'identi�er
r (x ) �a l'op�erateur d'�evaluation f 7! f (x ), que nous noterons � x par la suite. Cet op�erateur
d'�evaluation ponctuelle est lin�eaire et continu en raison despropri �et�esdu produit scalaire.Le fait
que (r (y ); r (x )) = (r (x ); r (y )) = k(x ; y ), 8y , entra �̂ne que l'on peut identi�er r (x ) et la fonction
k(x ; :) et que k(x ; :) 2 F .

L'ob jectif �x �e peut maintenant être atteint, puisqu'il est possible de se donner a priori un
produit scalairek(x ; y ) et que le vecteur descaract�eristiquesr (x ) � k(x ; :) n'a pas besoind'être
�evalu�e lors de la minimisation de (1.2), ce qui est particuli �erement int�eressant s'il s'agit d'un
vecteur de tr �esgrandedimension.Par la suite, r (x ) serad'ailleurs vu non plus commeun vecteur
de dimension�ni, mais commeune fonction (en tant quevecteur de dimensionin�ni). L'espacedes
caract�eristiques F , engendr�e par les combinaisons lin�eairesf =

P
i ai k(x i ; :), sera alors lui aussi

de dimension in�nie. Les fonctions de F seront �evalu�eesen un point x en formant leur produit
scalaireavec k(x ; :).

1.3.2 Principales propri �et �es des espaces �a noyau repro duisan t

Dans cette section, lesprincipaux r�esultats concernant lesespacesde Hilb ert �a noyau reprodui-
sant sont rappel�esde mani�ereinformelle. Cesr�esultats sont tr �esclassiqueset le lecteur lestrouvera
dans de nombreux ouvragesconsacr�es�a l'analyse fonctionnelle (par exemple(Yosida, 1980)). Par
d�e�nition, une fonction k : X � X ! R est dite noyau reproduisant d'un espacehilbertien F de
fonctions sur X � Rd, muni du produit scalaire(�; �)F , si toute fonction f de F v�eri�e la propri �et�e

f (x ) = (k(x ; :); f )F : (1.3)

Cette d�e�nition supposeimplicitement quela fonction k(x ; :) appartient �a F . Elle explique l'emploi
�a la section pr�ec�edente du terme noyau reproduisant de F pour k(x ; :) � r (x ).
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Si k est un noyau reproduisant, en prenant f = k(y ; :), et par sym�etrie du produit scalaireon
obtient une premi�ere propri �et�e importante :

k(y ; x ) = (k(x ; :); k(y ; :)F = k(x ; y ) :

Puisque k(x ; y ) est un produit scalaire, c'est une fonction de type positif, c'est-�a-dire que si
f =

P n
i =1 ai k(x i ; :) alors

P
i;j ai aj k(x i ; x j ) = kf k2

F � 0. La deuxi�eme propri �et�e importante est
que l'espacevectoriel ~F engendr�e par les fonctions k(x ; :) lorsquex parcourt X est densedans F .

Il est naturel de sedemander�a quellesconditions un espacehilbertien de fonctions sur X admet
un noyau reproduisant. Le r�esultat classiqueest qu'un espaceF de fonctions f : X ! R admet un
noyau reproduisant si et seulement si

8x 2 X; 9M x � 0 tel que jf (x )j � M x kf kF ; 8f 2 F : (1.4)

Rappelons que � x d�esigne la forme lin�eaire f 7! f (x ). La condition (1.4) exprime que cette
forme lin�eaire est continue sur F . Cette condition est assezforte, mais souvent le probl�eme de
savoir si elle est v�eri� �ee ne se pose pas. On choisit en e�et fr�equemment d'abord un noyau, ce
qui d�etermine implicitement l'espacede fonctions engendr�e. (Dans le cas des splines, cependant,
l'espacede fonctions est construit en premier.)

Le dernier r�esultat important que nous mentionnerons est le th�eor�eme de repr�esentation (Ki-
meldorf et Wahba, 1971). Ce th�eor�eme fondamental explicite la forme du minimiseur pour une
version g�en�eralis�ee du probl�eme (1.2). Soit F un espacehilbertien �a noyau reproduisant, on
cherche f̂ 2 F qui minimise

Ckf k2
F +

nX

i =1

l (f obs
x i

; f (x i )) ; (1.5)

o�u l est convexeen f . Alors f̂ admet la repr�esentation

f̂ (:) =
nX

i =1

bai k(x i ; :) ; (1.6)

et (1.6) substitu�e dans (1.5) permet de calculer la fonction optimale par optimisation num�erique
dansun espacede dimension�nie. Ce th�eor�ememontre quemêmesi F est un espacede dimension
in�nie, la solution est toujours dans l'espacevectoriel de dimension �nie engendr�e par les k(x i ; :),
i = 1; : : : ; n et peut donc être explicit �ee.

Les applications de ce th�eor�eme concernent non seulement le probl�eme de r�egressionen di-
mension�nie vu plus haut, mais aussi les splines(Schoenberg, 1964; Wahba, 1990; Kybic et al.,
2002), qui sont les solutions d'un probl�emer�egularis�e, l'approximation par fonctions de basera-
diales(Micchelli, 1986; Powell, 1987), ainsi quelesm�ethodes�a vecteursdesupport plus r�ecemment
d�evelopp�ees(Vapnik, 1995; Sch•olkopf et Smola, 2002). Dans tout probl�emede r�egressionr�egulari-
s�ee,le choix du noyau reproduisant caract�erisel'espaceF et donc lespropri �et�esde l'approximation
ou du mod�ele bô�te noire. Il est donc important de choisir ce noyau correctement. Nous pensons
que ce choix est facilit �e en adoptant le point de vue de la mod�elisation par processusal�eatoires,
o�u le noyau est vu commeune fonction de covariance.
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1.4 Mo d�elisation par pro cessus al�eatoires

1.4.1 Pro cessus al�eatoires et krigeage

Lesprincipesde la pr�ediction lin�eairede processusal�eatoires(ou krigeage)sont tr �essommaire-
ment pr�esent�esdans cette section, et nous montrerons dans la suivante que cette pr�ediction peut
être vue commeune r�egressionr�egularis�ee.Le syst�eme(suppos�e d�eterministe) est maintenant mo-
d�elis�e par un processusal�eatoire not�e F (x ). Ainsi, lesdonn�eesobserv�eesseront consid�er�eescomme
desr�ealisationsdesvariables al�eatoiresF (x i ). Si en outre la sortie est corrompue par un bruit de
mesureadditif, cebruit est mod�elis�e par desvariablesal�eatoiresind�ependantes N i . Pour simpli�er
la pr�esentation, noussupposeronsici le bruit n�egligeable.La variable al�eatoire F (x ) mod�elisedonc
l'incertitude sur la sortie qui n'a pas �et�e observ�ee.Cependant la connaissanced'observations au
voisinagede x est susceptiblede faire diminuer cette incertitude. En e�et, si on a e�ectu �e une
observation au point x i , on s'attend �a ce que la valeur de la sortie ne changepas brusquement si
le vecteur des facteurs reste au voisinagede x i . Cette hypoth�esese traduit par l'existence d'une
corr�elation entre les variables al�eatoiresF (x ) et F (x i ), i = 1; : : : ; n. Si cette corr�elation peut être
d�etermin�ee, soit par analyse des donn�ees,soit d'apr�es une connaissancea priori, il est possible
de pr�edire F (x ) en fonction des F (x i ). Pour e�ectuer cette pr�ediction, les hypoth�esessur F (x )
doivent être pr�ecis�ees.

Nous supposeronsque F (x ) est un processusdu secondordre, c'est-�a-dire que la variance de
F (x ) est �nie pour tout x . Noussupposeronsaussiconnuesla moyennede F (x ), ainsi quesafonc-
tion de covariance. (L'h ypoth�esede connaissancede la moyenneseraassouplieplus loin.) Puisque
la moyenne est suppos�ee connue, elle peut être soustraite, et il est donc possible de consid�erer
uniquement desprocessusF (x ) �a moyennenulle. F (x ) est alors essentiellement caract�eris�e par sa
fonction de covariance k(x ; y ) = Cov[F (x ); F (y )] = E[F (x )F (y )]. Rappelons que E[X Y] d�e�nit
un produit scalaire dans l'espacedes variables al�eatoires de variance �nie L 2(
 ; A ; P) ; k(x ; y )
seradonc vu plus loin commeun produit scalaire.

La m�ethode la plus simple pour pr�edire F (x ) est de calculer la meilleure projection lin�eaire
bF (x ) de F (x ) sur l'espaceH S g�en�er�e par les variables al�eatoires observ�eesF (x i ), i = 1; : : : ; n.
Ceci correspond �a la formulation du krigeage,et signi�e que l'on cherche un pr�edicteur lin�eaire
bF (x ) =

P
i
b� i; x F (x i ) tel que Var( bF (x ) � F (x)) = k bF (x ) � F (x)k2 soit minimum ou, de mani�ere

�equivalente puisque la meilleure pr�ediction lin�eaire est la projection orthogonale sur H S , tel que

( bF (x ) � F (x ); F (x i )) = Cov[ bF (x ) � F (x); F (x i )]

= 0 ; 8i 2 f 1; : : : ; ng :
(1.7)

En rempla�cant bF (x ) par son expressionen fonction des F (x i ), on v�eri�e que le vecteur b� x =
(b� 1;x ; : : : ; b� n; x )T est solution du syst�emelin�eaire

K b� x = kx ; (1.8)

o�u K est la matrice des covariancesk(x i ; x j ) et kx est le vecteur des covariancesk(x ; x i ). La
matrice K est en principe de rang plein. Cependant, notamment lorsque certaines observations
sont tr �es rapproch�ees,cette matrice devient en g�en�eral mal conditionn�ee et le calcul de b� x doit
être fait avecpr�ecaution, par exemple�a partir d'une d�ecomposition en valeurssinguli�erestronqu�ee
de K .
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Notons que le pr�edicteur obtenu est sansbiais, puisque la moyennede F (x ) est connue. Lors-
qu'il existe i tel que x = x i , la meilleure pr�ediction lin�eaire en l'absencede bruit de mesureest
naturellement bF (x i ) = F (x i ). Par cons�equent, si on observe une sortie en un point de l'espacedes
facteurs,alors la pr�ediction est �egale�a cette observation. Le krigeager�ealisedonc une interpolation
dessortiesmesur�eessur le syst�eme,utilisable commemod�elebô�te noire construit, commedans la
section 1.1, �a partir d'observations ant�erieures.Nous verrons plus loin que la pr�ediction obtenue
par krigeage�equivaut en fait �a une r�egressionr�egularis�ee.On peut �egalement calculer la variance
de l'erreur de pr�ediction, obtenue simplement par la relation de Pythagore

Var(F̂ (x ) � F (x )) = Var F (x ) � Var F̂ (x )

= k(x ; x ) � b� T
x K b� x

= k(x ; x ) � k x
T K � 1kx :

(1.9)

Il estainsi possibled'�evaluer l'incertitude associ�ee�a la pr�ediction obtenueen x . Une illustration est
pr�esent�eesur la �gure 1.1, qui repr�esente l'in terpolation de donn�eesen dimension1 et pour laquelle
on donnedesintervallesdecon�ancescalcul�es�a partir de la variancede l'erreur depr�ediction. Dans
cecadreprobabiliste, une autre approche pourrait en principe être envisag�eepour pr�edire la sortie
du syst�eme.Il serait en e�et possiblede simuler F (x ) conditionnellement aux donn�eesobserv�ees,
ce qui est �egalement montr �e sur la �gure 3.1. Il existe �evidemment une in�nit �e de tra jectoires
possibles,ce qui justi�e le calcul de la meilleure pr�ediction lin�eaire. Cependant, les simulations
conditionnelles restent parfois utiles, notamment lorsque l'on s'int�eresse�a des traitements non-
lin�eaires,commela pr�ediction d'un seuillage.

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Fig. 1.1 { Exemple en dimension 1. Les observations mat�erialis�eespar les carr�essont interpol�ees
par la courbe en trait grascontinu obtenue par krigeage.Les courbesen pointill �esrepr�esentent les
intervalles de con�ance �a 95% pour la pr�ediction. L'incertitude augmente loin des observations.
Les courbes en traits �ns continus sont des simulations conditionnelles, qui sont �egalement des
interpolations. Le krigeager�ealiseune moyennede cestra jectoires.

Avant de conclure cette section, remarquonsque la pr�ediction lin�eaire est construite unique-
ment �a partir des propri �et�es du secondordre de F (x ). Rappelons que si F (x ) est un processus
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al�eatoire gaussien,c'est-�a-dire lorsque8n 2 N, 8f x 1; : : : ; x n g et 8f � 1; : : : ; � n g,
P n

i =1 � i F (x i ) est
une variable al�eatoire de distribution gaussienne,alors la pr�ediction lin�eaire est optimale (il s'agit
de l'esp�erancede F (x ) conditionnellement aux variables al�eatoiresobserv�ees).Si le processusest
loin d'être gaussien,la pr�ediction lin�eaire peut ne pas être adapt�ee,et des m�ethodes sp�eci�ques
peuvent alors être utilis �ees(voir le krigeagenon-lin�eaire dans (Chil �eset Del�ner , 1999)).

1.4.2 Liens avec la r �egression r �egularis �ee

Des analogiesentre r�egressionr�egularis�eeet krigeagesont peut-être d�ej�a apparuesau lecteur
dans la section pr�ec�edente. Nous pr�ecisonsmaintenant ces analogies et rappelons un r�esultat
classiquesur l' �equivalenceentre krigeageet r�egressionr�egularis�ee.Il estpossibled'aller directement
�a la conclusionde cette section en premi�ere lecture.

Les analogiesentre cesm�ethodesproviennent essentiellement du fait qu'elles utilisent des es-
pacesde structure identique. Trois espacesisom�etriques peuvent ainsi être consid�er�es.

Soit d'abord le processusal�eatoire �a moyennenulle F (x ) : Rd ! L 2(
 ; A ; P). Soit H , l'espace
compl�et�e du sous-espacede L 2(
 ; A ; P) engendr�e par F (x ), x 2 Rd, muni du produit scalaire
(X ; Y)H = E[X Y]. La fonction k(x ; y ), d�e�nie commela covariance de F (x ) et F (y ), permet de
calculer les produits scalairesdes�el�ements de H puisque

(
X

i

� i F (x i );
X

j

� j F (x j ))H =
X

i;j

� i k(x i ; x j )� j :

Consid�eronsensuite ~� l'espacevectoriel desmesures�a support �ni sur Rd. Les �el�ements de ~�
seront not�es � =

P
i � i � x i . On prolonge F (x ) sur ~� en d�e�nissant l'application lin�eaire

F : ~� ! H
� =

P
i � i � x i 7! F (� ) =

P
i � i F (x i ) :

(1.10)

Cette application est injective si et seulement si la fonction k(:; :) est d�e�nie positive, ce que nous
supposerons.Dans ~�, on consid�ere le produit scalaire (�; � ) ~� = (F (� ); F (� ))H . En particulier,
(� x ; � y ) ~� = k(x ; y ). Notons � le compl�et�e de ~� par rapport �a ce produit scalaire.F est alors une
isom�etrie bijective entre � et H .

Consid�eronsen�n � commele dual topologiqued'un espacehilbertien de fonctions F , c'est-�a-
dire commel'ensemble desformeslin�eairescontinuessur F . Puisque� x 2 �, F estpar construction
un espacede Hilb ert �a noyau reproduisant car (1.4) est v�eri� �ee. On sait alors, d'apr�es ce qui
pr�ec�ede,que le noyau de F est k(x ; y ), la fonction de covariance de F (x ), et que F est engendr�e
par ce noyau. En conclusion,�, F et H poss�edent le mêmeproduit scalaireet on peut s'attendre
�a ce que, pour une fonction de covariancedonn�eek(x ; y ), la pr�ediction par krigeagedu processus
al�eatoire F (x ) et la r�egressionr�egularis�ee�a noyau k(x ; y ) soient �equivalentes.

Cesr�esultats d'�equivalenceont �et�e d�emontr �esdans (Kimeldorf et Wahba, 1970a,b) et (Mathe-
ron, 1981). En l'absencede bruit d'observation, le crit �ere de r�egressionr�egularis�eecorrespondant
�a (1.5) peut être modi� �e pour obtenir une interpolation �equivalente au krigeage, en disant que
l'on minimise kf k2

F sousles contrain tes

f (x i ) = f obs
x i

; 8i 2 f 1; : : : ; ng : (1.11)
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Sansdonner ici la preuve de cette �equivalence,remarquons simplement comme point de d�epart
que les contrain tes (1.11) peuvent être r�e�ecrites

(k(x i ; :); f � f obs)F = 0; 8i ;

o�u f obs 2 F est la fonction g�en�erant les donn�eesobserv�ees.C'est donc l'orthogonalit �e de f � f obs

avecl'espaceF S = vectf k(x 1; :); : : : ; k(x n ; :)g qui ressemble �a la condition bF (x ) � F (x ) ? H S vue
plus haut. Nous pr�esenterons �a la section suivante le casdu krigeageavec bruit et verrons que la
pr�ediction obtenue est alors �equivalente �a la solution du probl�eme(1.5).

Quel quesoit le point de vue adopt�e, le conceptde noyau reproduisant occupe un rôle essentiel.
Il est possiblede partir d'un espacehilbertien de fonctions, par exempleen sp�eci�an t une norme,
ou en explicitant un vecteur de caract�eristiquesr (x ), et d'en d�eduire le noyau reproduisant corres-
pondant. Il est aussipossiblede sedonner arbitrairement un noyau. Cependant, choisir un noyau
adapt�e �a desdonn�eesobserv�eespeut s'av�erer d�elicat. Nouspensonsque l'avantage du point de vue
probabiliste est qu'il donne desoutils statistiques pour choisir un noyau �a partir desobservations
(voir la section 1.5).

1.4.3 Autres formes de krigeage

Dans cette section nous rappelons comment on peut adapter le krigeage pour obtenir des
mod�elesde typebô�te noire lorsquelesobservations sont bruit �ees.Nousmontrons ensuitecomment
mod�eliserdessyst�emes�a plusieurssortiescorr�el�ees.Nous indiquons en�n cequ'il faut faire lorsque
la moyennedu processusest inconnue.

Prise en compte du bruit d'observ ation

Nousavonsvu que le krigeageest une pr�ediction lin�eaireoptimale, c'est �a dire quel'on projette
F (x ) (toujours suppos�e �a moyennenulle pour l'instan t) sur l'espaceH S des variables al�eatoires
F (x i ). Il est naturel d'�etendre cette formulation au cas o�u l'on projette sur d'autres variables
al�eatoiresque les F (x i ). Par exemple,si la sortie est corrompue par un bruit blanc additif centr �e
N de variance � 2

N , les variables al�eatoiresobserv�eessont F obs(x i ) = F (x i ) + N . On cherche alors
le pr�edicteur bF (x ) =

P n
i =1 � i; x F obs(x i ) tel que ( bF (x ) � F (x ); F obs(x i )) = 0, 8i 2 f 1; : : : ; ng. La

covariance de F obs(x i ) et F obs(x j ) est k(x i ; x j ) + � 2
N si x i = x j , et k(x i ; x j ) sinon. Le syst�eme

lin�eaire �a r�esoudredevient
(K + � 2

N I n )b� x = kx ;

o�u I n est la matrice identit �e.

Syst �eme �a plusieurs sorties corr �el�ees

Consid�ereronsmaintenant un syst�eme �a plusieurs sorties. Soit F� (x ), un processusal�eatoire
mod�elisant la sortie indic�ee � du syst�eme. Connaissant les covariances et inter-covariancesdes
processusal�eatoires

k�;� (x ; y ) = Cov[F� (x ); F� (y )] ;

on peut pr�edire par projection orthogonale n'imp orte quelle sortie ou combinaison lin�eaire de ces
sorties en fonction d'observations F� i (x i ). Les m�ethodespermettant de choisir les covarianceset
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les inter-covariancessont les mêmesque pour descovariancessimples(voir la section 1.5). Notons
que l'on peut �ecrire formellement k�;� (x ; y ) = k([� x ]; [� y ]), ce qui revient �a consid�erer que
l'on ajoute un facteur suppl�ementaire dont la valeur indice la sortie du syst�eme.En cons�equence,
l'ensemble descovarianceset inter-covariancespeut être consid�er�e commeun noyau reproduisant
unique (en ajoutant un facteur suppl�ementaire) et cenoyau peut être utilis �e sanschangement dans
le cadre de la r�egressionr�egularis�ee (voir par exemple(Vazquezet Walter, 2003b)). Le point de
vue probabiliste du krigeagepermet donc tr �essimplement de construire desr�egressions�a plusieurs
entr �eeset plusieurs sorties, en tenant compte des�eventuelles corr�elations entre sorties.

Mo yenne du pro cessus inconn ue

Supposonsmaintenant queE[F (x )] = b, avecb 2 R inconnu. On remarquequelescombinaisons
lin�eairestelles que

P
i � i F (x i ) avec

P
i � i = 0 �ltren t la moyenneinconnue de F (x ) dans le sens

o�u E[
P

i � i F (x i )] = 0. L'id �ee est donc de se ramener au cas �a moyennenulle en utilisant de tels
accroissements. On consid�ere plus g�en�eralement desaccroissements d'ordre r de F (x ) d�e�nis par
les variables al�eatoires

F (� ) =
nX

i =1

� i F (x i ) (1.12)

telles que pour tout l = (l1 : : : ld)T , 0 � l1 + : : : + ld � r ,

nX

i =1

� i x l
i = 0; (1.13)

o�u, pour x = (x [1] � � � x [d])T , x l est le monôme x l 1
[1] � � � x l d

[d]. Cette derni�ere propri �et�e peut être vue
comme l'orthogonalit �e des mesures� 2 � avec les monômes x l . Par cons�equent, ces mesures
�ltren t toute moyenne polynomiale de F (x ) (d'ordre inf�erieur ou �egal �a r ). Sur l'ensemble de
cesaccroissements d'ordre r , on consid�ere descovariancesg�en�eralis�eesk(x ; y ) qui permettent de
calculer les covariances:

Cov[F (� ); F (� )] =
X

i;j

� i k(x i ; x j )� j : (1.14)

Les covariancesg�en�eralis�eessont de type conditionnellement positif , c'est-�a-dire qu'elles doivent
garantir Var[ ~F (� )] � 0 pour tout accroissement F (� ) d'ordre r . La classedescovariancesest donc
incluse dans celle descovariancesg�en�eralis�ees.

Le krigeagedit intrins �eque(Matheron, 1973) construit un pr�edicteur F̂ (x ) =
P n

i =1
b� i; x F (x i )

minimisant Var[ bF (x ) � F (x )] sousla contrain te que bF (x ) � F (x ) soit un accroissement d'ordre r .
On est ainsi amen�e a r�esoudrele syst�emelin�eaire :

 
K P T

P 0

!  
� x

� x

!

=

 
kx

px

!

; (1.15)

o�u P est une matrice m � n dont les �el�ements sont les x l
i (m �etant le nombre de monômesde d

variables de degr�e inf�erieur ou �egal �a r ), � x est un vecteur de coe�cien ts de Lagrange et px est
le vecteur desmonômesx l .

La th�eorie du krigeageintrins�equeet desfonctions conditionnellement positivesest math�ema-
tiquement plus di�cile que celle du krigeagedesprocessusal�eatoires �a moyenneconnue. Sa mise
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en �uvre reste toutefois d'un niveau de simplicit �e �elementaire et, outre le fait qu'il est possible
de traiter les processusal�eatoires�a moyenneinconnue, le krigeageintrins�equepermet de consid�e-
rer une classede covariancesplus vaste (notons, par exemple,que les splines de type ®plaques
minces¯ (Wahba, 1990) sont fond�eessur desnoyaux conditionnellement positifs). Le krigeagein-
trins�equepermet �egalement d'inclure de l'information a priori dont on ne souhaitepasqu'elle soit
r�egularis�ee(l'id �ee�etant alors d'inclure desfonctions particuli �eresen plus desmonômesconsid�er�es
plus haut Vazquezet Walter (2005)). Retenonsque la th�eoriedu krigeage,avecle point de vue des
processusal�eatoires, o�re de larges possibilit�es pour construire des mod�elesde type bô�te noire
dans dessituations vari�ees.

1.5 Choix d'un noyau

Le choix d'un noyau pour une application donn�eeest un probl�emed�elicat, plus ou moins dif-
�cile selon la dimension de l'espacedes facteurs et les propri �et�es du syst�eme �etudi�e. Il est bien
ŝur possiblede choisir un noyau a priori et d'esp�erer des r�esultats satisfaisants. Ce proc�ed�e peut
�eventuellement être am�elior�e par une phasede validation crois�ee.Cependant, l'analyse des don-
n�eesobserv�eesainsi que les connaissancesa priori sur le syst�eme peuvent orienter le choix. Le
point de vue du krigeagepermet comme nous l'avons mentionn�e de consid�erer un noyau comme
une covariance et les m�ethodesd'estimation statistique deviennent alors applicables.Les g�eosta-
tisticiens consid�erent que la phased'analysedesdonn�ees(qu'ils appellent analysestructurelle) est
beaucoupplus importante et d�elicate que la phasede pr�ediction proprement dite. Cette analyse
porte d'abord sur la nature desobservations : type des facteurs (valeurs num�eriques,cat�egories),
pr�esencede bruit dans les observations, incertitudes sur les facteurs, informations disponibles a
priori, etc. Le choix re
 �ete ensuite la structure de la corr�elation : nature descorr�elations courte et
longue port �ee,ph�enom�enesnon stationnaires, non gaussiens(m�ethodes de pr�ediction sp�eci�ques
�a employer), etc.

Choisir une covariance comporte en fait deux aspects : le choix d'une famille param�etr�ee de
fonctions de covarianced'une part, en favorisant si possiblelescovariancesayant un nombre faible
de param�etres, et l'estimation desparam�etres de cette famille d'autre part.

1.5.1 Classes de fonctions de covariances

Traditionnellement, une covariance est choisie sousla forme d'une fonction param�etr�ee,mais
cette forme est souvent quelquepeu arbitraire. Le choix peut toutefois être orient�e par lesconnais-
sancesa priori ou l'analyse desdonn�ees.L'hypoth�esela plus classiqueest de supposerla covariance
invariante par translation (Cov[F (x ); F (y )] = k(x � y )) ce qui implique un mod�ele stationnaire.
Notons cependant qu'il n'est g�en�eralement pas possibleen pratique de tester la stationnarit �e �a
partir d'un ensemble �ni de donn�ees,observ�eessur un horizon born�e. On peut tout au plus tester
la pr�esencede certainesformesde non stationnarit �e, commepar exemplela pr�esencede tendances
polynomiales dans les donn�ees.Mais, même dans ce cas, des ambigu•�t �es demeurent car on peut
interpr�eter une tendance comme moyenne du processusal�eatoire ou bien comme des variations
dues�a descorr�elations �a longueport �eepar rapport �a l'horizon d'observation. Lesmod�elesstation-
naires permettent surtout de simpli�er la mise en �uvre. Si les donn�eespr�esentent destendances
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(polynomiales ou autres), on consid�erera des accroissements du processuspour �ltrer ces ten-
dances,et on utilisera des covariancesg�en�eralis�eesstationnaires. Une autre hypoth�eseclassique
est l'isotropie des donn�ees,et dans ce cas la covariance d�epend seulement de la distance eucli-
dienne entre les facteurs. Ceci n'est pas du tout requis et peut s'av�erer maladroit, notamment
quand les facteurs sont de natures diverses.On choisit alors souvent une covariance du type k(h)
avec h =

p
(x � y )T A (x � y ), o�u A est une matrice d�e�nie positive �a choisir.

Une fonction de covariance �etant de type positif, on la choisira parmi les familles classiques,
donn�eespar exempledans (Yaglom, 1986), (Stein, 1999) ou la litt �erature g�eostatistique. Les cova-
riances classiquessont par exemple les covariancesgaussiennes(k(h) = � 2e� 1=2(h=� )2

), exponen-
tielles (k(h) = � 2e� ( j h j=� ) �

), cubiques,etc. Il est possiblede r�egler deux comportements principa-
lement. Le premier est la port�ee de la corr �elation entre les donn�ees (r�egl�ee ci-dessuspar � ). Le
deuxi�emecomportement est la r�egularit�e de la covariance. Comme (Stein, 1999) le montre dans
un cadre asymptotique, si l'on consid�eredeux covarianceset que l'on utilise l'une pour pr�edire un
processusayant en r�ealit�e l'autre covariance, on obtient les mêmesvariancesd'erreur que si on
avait utilis �e cette derni�ere, �a condition que les covariancesaient la même r�egularit�e. La r�egula-
rit �e d'une covariance correspond par exemple�a sa d�erivabilit �e �a l'origine. Elle correspond aussi �a
la d�ecroissancede la densit�e spectrale du processusal�eatoire en hautes fr�equences.(Stein, 1999)
pr�econisel'utilisation de la fonction de Mat �ern qui est caract�eris�eepar trois param�etres servant
�a ajuster ind�ependamment la variance, la port �ee et la r�egularit�e. La densit�e spectrale g(u) cor-
respondante est du type g(u) = 
 (1 + (u=u0)2)� � � 1=2, o�u le r�eel positif � permet de r�egler la
d�ecroissance�a l'in�ni. La fonction de Mat �ern peut s'�ecrire

k(h) =
�

2� � 1�( � )

�
2� 1=2h

�

� �

K �

�
2� 1=2h

�

�
; (1.16)

o�u K � est la fonction de Besselmodi� �eede secondeesp�ece.Num�eriquement, il faut �eviter destrop
grandesvaleurs de � (t ypiquement, on choisit � < 5).

1.5.2 Estimation des param �etres

En g�eostatistique, cette �etape consiste traditionnellement �a estimer de mani�ere empirique la
covariance du processus�a partir desdonn�eeset �a ajuster ensuite le vecteur � desparam�etres du
mod�ele de covariance pour se rapprocher de cette covariance empirique. Estimer la covariance �a
partir des donn�eesest en fait une �etape importante car elle permet aussi de v�eri�er dans une
certaine mesure les hypoth�esessur F (x ). Pour cette estimation, les g�eostatisticiens utilisent un
variogramme qui correspond �a la variancedesdi� �erencesF (x i ) � F (x j ) en fonction de la distance
entre les points x i et x j dans l'espacedes facteurs. La variance desdi� �erencesest g�en�eralement
petite pour desdistancesfaibles et augmente avec la distance.

Si le processusal�eatoire est gaussienet le nombre desdonn�eesmodeste, la m�ethode du maxi-
mum de vraisemblance nous semble pr�ef�erable. Rappelons que la log{vraisemblance d'une r�eali-
sation f obs 2 Rn d'un vecteur al�eatoire gaussiende moyennenulle F obs = (F (x 1) � � � F (x n ))T est
donn�eepar

L (f obs ; � ) = �
n
2

log(2� ) �
1
2

logdet K (� ) �
1
2

f obsT
K (� ) � 1f obs ; (1.17)
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o�u la matrice de covarianced�epend de � . La maximisation de la log{vraisemblance(1.17) peut être
conduite avec desm�ethodesde type gradient conjugu�e, par exemple.Pour desvecteursal�eatoires
gaussiensde moyenneinconnue, il est possibled'utiliser la m�ethode du maximum de vraisemblance
restreint (REML ).

1.6 Conclusions

Ce chapitre a rapidement pr�esent�e lesfondements de la r�egressionr�egularis�ee,en accordant une
place particuli �ereau krigeage,qui nous semble o�rir un cadre adapt�e pour le choix du noyau. Les
m�ethodes �a noyau, parfois appel�eesm�ethodesnon param�etriques, peuvent être obtenues �a partir
des m�ethodes dites param�etriques plus r�epandues.Les chapitres 2 et 3 reviennent plus en d�etail
sur cesnotions. Soulignonsque les mod�elesbô�te noire obtenus sont particuli �erement simples �a
obtenir et �a utiliser. Lesapplications potentielles de cesm�ethodesde r�egressionsont innombrables.
Le chapitre 6 illustrera leur mise en �uvre dans desdomainestr �esvari�espour desdimensionsde
l'espacedesfacteurs allant jusqu'�a plusieurs dizaines.
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Chapitre 2

Pr �ediction lin �eaire des pro cessus
al�eatoires stationnaires �a moyenne
nulle

R�esum�e | Cechapitre rappelledesnotions sur lesprocessusal�eatoiresqui sont tr �esclassiques
mais n�ecessairespour la mise en place de mod�eles bô�te noire par krigeage. Le cadre formel
adopt�e permet d'�evoquer les propri �et�es des tra jectoires d'un processusal�eatoire et de soulever
les probl�emesli �es �a la continuit �e des facteurs. Il pr�esente le principe de pr�ediction lin�eaire et les
�equations du krigeagepour les processusal�eatoires�a moyennenulle ou connue.

Les mod�eles par processusal�eatoires constituent un outil fondamental pour traiter des sys-
t�emesincertains de type entr �ees{sortiesstatiques. Dans le cadre de la mod�elisation de type bô�te
noire, un syst�emepeut être incertain, par exempleparce qu'il n'est pas possibled'expliciter ana-
lytiquement les relations entre entr �eeset sorties du syst�eme, ou parce que le processusa �et�e
observ�e partiellement ou encore parce que les observations sont entach�eesd'erreurs de mesure.
Un processusal�eatoire est un mod�ele du syst�eme�etudi�e. La sortie du syst�emer�eel correspond �a
une tra jectoire particuli �ere(inconnue) du processusal�eatoire. L'utilisation de mod�elespar proces-
sus al�eatoirespermet de quanti�er l'incertitude sur les tra jectoires du syst�emeet d'e�ectuer des
pr�edictions de nature probabiliste sur celles-ci.

L'ob jectif de la section 2.1 est de d�e�nir les termes utilis �esci-dessuset de rappeler de mani�ere
formelle la construction d'un processusal�eatoire, telle qu'on la trouve dansde nombreux ouvrages
mais dans des contextes di� �erents de celui de la mod�elisation bô�te noire de syst�emes.La sec-
tion 2.2 est consacr�eeaux processusgaussiensqui seront lesmod�elesutilis �espar la suite. Cesbrefs
rappels nous semblent justi� �es, car parler de processus�a param�etres continus n�ecessitequelques
pr�ecautions. La section 2.3 pr�esente des notions plus avanc�eesqui seront utilis �eesau chapitre 3.
Dans cestrois premi�eressections, il s'agit surtout de donner les concepts fondamentaux qui se-
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ront n�ecessairespar exemple lorsque nous nous int�eresserons�a la pr�ediction lin�eaire et au choix
de mod�ele. Les sections 2.4 et 2.5 forment la partie essentielle de ce chapitre, o�u les propri �et�es
importantes desmod�elesbô�te noire par krigeagesont pr�esent�ees.

2.1 Notions �el�ementaires sur les pro cessus al�eatoires

Cette section rappelle quelquesnotions tr �es classiquessur les processusal�eatoires. L'un des
points de vue classiquesest celui des processusal�eatoires index�es par le temps. Dans ce cas, les
questionsportent naturellement sur les propri �et�es spectrales, sur la pr�ediction des ph�enom�enes,
etc. Lorsque l'on s'int�eresse�a desph�enom�enes�a temps discret, on parle de s�eries chronologiques.
Une pr�esentation tr �es compl�ete de la th�eorie des s�eries chronologiquesest donn�ee par exemple
dans (Brockwell et Davis, 1987). Les probl�emesde pr�ediction n�ecessitant un traitement �a temps
continu sont moins fr�equents en pratique mais l'utilisation de processusal�eatoires�a temps continu
reste indispensablepour la mod�elisation de nombreux ph�enom�enes.Il existe bien ŝur une quantit �e
tr �es importante de publications traitan t des processusal�eatoires �a temps continu. Pour donner
quelquesrep�eres,citons (Doob, 1953; Cram�er et Leadbetter, 1967; Gikhman et Skorohod, 1974)
qui peuvent être lus commepremi�eresintro ductions. Les casparticuliers desprocessusal�eatoires
r�egis par des �equations di� �erentielles stochastiques, ou des processusARMA �a temps continu,
appel�es CARMA (voir par exemple (Durbin , 1961)), constituent des domainestr �es �etudi�es. Des
travaux sur lesprocessusCARMA comme(Jones, 1981; Joneset Vecchia, 1993) sont utiles pour le
probl�emedu choix de mod�ele, qui seraabord�e au chapitre 5. Notons que les propri �et�esth�eoriques
de tels processus�a temps continu sont aussiplus di�ciles �a �etudier et plus subtiles que dans le cas
discret. Dans le cas de la mod�elisation de syst�emes,nous consid�ereronsdes processusal�eatoires
ayant commeparam�etreslesfacteursdu mod�ele.On aura doncessentiellement besoinde traiter des
processus�a plusieurs param�etres continus. La plupart desconceptset desr�esultats valablesdans
le cadre temporel restent vrais dansdescasplus g�en�eraux. Les aspectsprobabilistes desprocessus
du secondordre sont trait �es par de nombreux auteurs. Par exemple, (Doob, 1953 ; Rozanov,
1967 ; Cram�er et Leadbetter, 1967 ; Yaglom, 1973 ; Billingsley, 1995) constituent des r�ef�erences
importantes. (Ibragimov et Rozanov, 1978) aborde en d�etails la th�eoriedesprocessusgaussiens.Il
peut �egalement être int�eressant de consulter (Adler, 1981) pour les questionsrelatives�a la nature
destra jectoires.Les ouvragesde g�eostatistiquecomme(Cressie, 1993; Wackernagel, 1995; Chil �es
et Del�ner , 1999) sont aussi des r�ef�erencestr �es importantes pour cette �etude. En g�eostatistique,
les processusal�eatoires sont index�es sur un espacephysique de type g�eographique,typiquement
un espacecontinu de dimension deux ou trois. Les probl�emesque nous traiterons dans le cadre
de la mod�elisation de syst�emessont de mêmenature que ceux rencontr �esen g�eostatistique, mais
avec des espacesde facteurs de dimension parfois bien sup�erieure. Nous souhaitons insister sur
l'in t�er̂et desouvragesde G. Matheron, publi�es par l' �Ecole des Mines de Paris, qui gardent toute
leur pertinence dans ce contexte �elargi.

2.1.1 D�e�nitions �el�ementaires, construction

Soit un espacede probabilit �e (
 ; A ; P). Il s'agit d'un ensemble d'�el�ements ! 2 
, sur lequelon
d�e�nit une � -alg�ebre (ou tribu) A , que l'on interpr�ete comme un ensemble d'�ev�enements. Cette
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� -alg�ebre est constitu�ee d'ensembles mesurablesA � 
, et l'on munit (
 ; A ) d'une mesure de
probabilit �e P. Les ensembles mesurablesde 
 sont les ensembles auxquels on peut assignerune
probabilit �e (voir par exemple(Rudin, 1987) pour une pr�esentation de la th�eorie de la mesure).

Les fonctions mesurablesX (! ) : 
 ! R sont appel�eesvariables al�eatoires.Rappelonsqu'une
fonction X de 
 vers R est mesurablesi pour tout ouvert B de R, X � 1(B ) 2 A. La plus petite
� -alg�ebre g�en�er�eepar les ouverts de R s'appelle � -alg�ebre desbor�eliens,et senotera B(R). Nous
noterons�egalement B(Rn ) la � -alg�ebreg�en�er�eepar lesouverts deRn . Soit X unevariable al�eatoire.
On note � (X ), et on appelle � -alg�ebre g�en�er�eepar X , la plus petite � -alg�ebre sur 
 rendant X
mesurable.On a donc

� (X ) = f X � 1(B ); B 2 B(R)g:

L'application
PX : B(R) ! [0; 1]

B 7! PX (B ) = Pf X 2 B g
(2.1)

est une probabilit �e sur (R; B(R)). Cette application est la loi de probabilit �e de X .

D �e�nition 1. Un ensemble de variables al�eatoires F (! ; x ), lorsque x parcourt l'ensemble X,
constitue une fonction al�eatoire de param�etre x .

En pratique, l'espacedesparam�etresX, quenousappelleronsespace desfacteurs dans le cadre
de la mod�elisation bô�te noire1, est un espaceRd tout entier. L'espaced'�etude est en g�en�eral plus
petit, puisqu'il s'agit quasiment toujours d'un domaineborn�e de Rd, souvent un pav�e born�e ferm�e.
Une telle fonction al�eatoire sur un domaine de Rd s'appelle encoreprocessusal�eatoire, ou champ
al�eatoire, pour insister sur le fait que la dimensionde l'espacedesparam�etresest sup�erieure �a un.
Lesvaleursde cette fonction al�eatoire sont donc lesvariablesal�eatoiresnot�eesF (x ). Nous�ecrirons
aussiF (x ) pour d�esignerla fonction al�eatoire (F (! ; x ); x 2 X). Si ! 2 
 est �x �e, la fonction r�eelle
F (! ; :) de x 2 X est appel�eer�ealisation de la fonction al�eatoire, ou encoretrajectoire.

Il est donc naturel de consid�erer un espaceF de fonctions r�eellessur X qui contient toutes les
tra jectoires possiblesde la fonction al�eatoire F (x ). Un tel espacepeut correspondre simplement �a
l'ensemble detoutes lesfonctions r�eellesRX . On se�xe l'ob jectif deconstruire uneloi deprobabilit �e
pour F (x ). Ceci passepar le choix desensembles mesurablessur RX .

D �e�nition 2. Soient les ensembles de fonctions UB � RX qui sont de la forme

f f 2 RX ; (f (x 1); : : : ; f (x n )) 2 B g;

o�u B 2 B(Rn ), n � 1. Ces ensembles �el�ementaires UB sont appel�es ensemblescylindriques et
g�en�erent une � -alg�ebre sur RX , not�e C(RX).

Prop osition 1. Avec ce choix d'ensemblesmesurables de RX , l'application de (
 ; A ; P) dans
(RX ; C(RX)) , qui �a tout ! 2 
 associe une trajectoire F (! ; :) 2 RX , est mesurable.

1La sortie d'un mod�ele d�epend typiquement de deux typesde param�etres. Les premiers permetten t un ajustement
du mod�ele car nous consid�erons en fait une famille de mod�eles. En ce sens, nous parlons de mod�ele param�etr �e. Les
param�etres du second type sont les entr �ees du mod�ele, qui caract�erisent l' �etat d'op�eration du syst�eme mod�elis�e.
Nous appelons ces param�etres facteurs pour les distinguer des premiers.
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D�emonstration. Soit UB 2 C(RX). L'image r�eciproque de UB par F (! ; x ),

f ! 2 
; F (! ; :) 2 UB g = f ! 2 
; (F (! ; x 1); : : : ; F (! ; x n )) 2 B g; B 2 B(Rn ) ;

est bien un ensemble de A (d'apr �es,par exemple,le th�eor�eme1.8 de (Rudin, 1987)).

D �e�nition 3. La probabilit �e sur l'espacemesurable(RX ; C(RX)) d�e�nie par

PF (U) = Pf F (! ; :) 2 Ug; U 2 C(RX) (2.2)

estappel�eeloi deprobabilit�e dela fonction al�eatoireF (x ). (Lesensemblesf F (! ; :) 2 Ug contiennent
les �el�ements ! 2 
 tels que (F (! ; x 1); : : : ; F (! ; x n )) 2 B , o�u B 2 B(Rn ).)

En r�esum�e, �a une collection de fonctions mesurablessur (
 ; A ; P) param�etr�eespar x 2 X, on
peut associer une loi de probabilit �e PF sur l'espacemesurablede fonctions (RX ; C(RX)).

Remarque. Les probl�emesque l'on se pose en pratique pour la mod�elisation bô�te noire de
syst�emesfont g�en�eralement intervenir un nombre au plus d�enombrable et le plus souvent �ni de
coordonn�eesde fonctions de RX , et donc une suite �nie ou d�enombrable de variables al�eatoires
F (x i ). Ainsi, la plupart des questions sur le mod�ele (notamment les questions de pr�ediction)
peuvent recevoir une r�eponseprobabiliste. En e�et, avecle choix desensemblesmesurablese�ectu �e
ci-dessus,lesfonctions mesurablesd'une variable al�eatoire F (x ), voire d'un ensemble d�enombrable
de variables al�eatoires F (x i ) sont des fonctions mesurables.Cependant, l'examen de propri �et�es
faisant intervenir un ensemble in�ni non d�enombrable de coordonn�eesde RX poseprobl�eme car
une r�eunion ou une intersection non d�enombrable d'ensemblesmesurablesn'est pasmesurable.De
telles propri �et�esne peuvent donc pas recevoir de r�eponseprobabiliste (ou de mani�ere �equivalente,
être mesur�ees).On pourrait penserque cesprobl�emesn'ont pas d'in t�er̂et pratique. Pourtant, les
propri �et�es de continuit �e des tra jectoires, de d�erivabilit �e, etc., font intervenir un ensemble non
d�enombrable de variables al�eatoires. Il semble donc gênant de vouloir mod�eliser un syst�eme en
utilisant un concept qui ne permet pas de r�epondre �a des questionsaussi simples que celle de la
continuit �e. Cespoints seront revus plus bas.

Si l'on se donne une fonction F (! ; x ) �a valeurs r�eelleset une mesurede probabilit �e PF sur
(RX ; C(RX)), on peut d�e�nir une � -alg�ebre sur 
 ainsi qu'une mesurede probabilit �e. La notation
� (F (x )) intro duite plus haut pour une variable al�eatoire F (x ), peut être �etendue�a un ensemble
�ni de variablesal�eatoiresde telle sorte que � (F (x 1); : : : ; F (x n )) d�esignela � -alg�ebreg�en�er�eepar
F (x 1); : : : ; F (x n ). Plus g�en�eralement, la � -alg�ebre sur 
 d�e�nie par � (F (X)) = f F � 1(U); U 2
C(RX)g est dite g�en�er�ee par F (! ; :). Il s'agit de la plus petite � -alg�ebre contenant les ensembles
de 
 de la forme f (F (x 1); : : : ; F (x n )) 2 B g, o�u B 2 B(Rn ). La relation Pf F (! ; :) 2 Ug = PF (U),
U 2 C(RX), d�e�nit bien une probabilit �e sur � (F (X)), et est telle que F (x ) soit une fonction
al�eatoire sur l'espace(
 ; � (F (X)) ; P) admettant la loi de probabilit �e PF .

En pratique, il est fondamental de pouvoir d�e�nir la loi d'un processusal�eatoire en sp�eci�an t
une famille de probabilit �es sur des ensembles mesurablesd�e�nis en consid�erant seulement un
nombre �ni de variables al�eatoiresF (x i ), i = 1; : : : ; n.

D �e�nition 4. Les r�epartitions �nies Px 1 ;::: ;x n d'un processusal�eatoire F (x ) sont les probabilit �es
sur les espacesvectoriels Rn telles que

Px 1 ;::: ;x n (B ) = Pf (F (x 1); : : : ; F (x n )) 2 B g B 2 B(Rn )
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Prop osition 2. Si deux processusal�eatoires ont les mêmesr�epartitions �nies, ils ont les mêmes
lois de probabilit�e (on dit qu'ils sont �equivalents).

D�emonstration. Les r�epartitions �nies d�eterminent les probabilit �essur les ensembles cylindriques
de mani�ereunique. Ce r�esultat provient du fait que lesensemblescylindriques forment une alg�ebre
de RX (ensembles stablespar passageau compl�ementaire et par union et intersection �nie) et de
l'utilisation du th�eor�emedeCarath�eodory : soit � unemesuresur unealg�ebreA, alors � seprolonge
en une mesuresur � (A ). Si de plus � est � -�nie, ce prolongement est unique (voir par exemple
(Billingsley, 1995), section 3).

Les r�epartitions �nies satisfont une notion de coh�erencepuisquepour m < n, B 2 B(Rm ),

Px 1 ;::: ;x n (B � Rn � m ) = Px 1 ;::: ;x m (B )

Th �eor �eme 1 (d'extension de Kolmogoro v). �Etant donn�ee une famil le de r�epartitions �nies
coh�erentes, Px 1 ;::: ;x n , sur les espaces de dimension �nie (Rn ; B(Rn )) , il existe une mesure de
probabilit�e P sur (
 ; � (F (X))) unique satisfaisant

Px 1 ;::: ;x n (B ) = Pf (F (x 1); : : : ; F (x n )) 2 B g

D�emonstration. La preuve (d�elicate) de ce th�eor�emese trouve dans certains ouvragesde proba-
bilit �e (Tucker, 1967; Billingsley, 1995). Le r�esultat est parfois attribu �e �a (Daniell, 1919).

Ce th�eor�emefondamental indique que la loi d'un processusal�eatoire est enti �erement caract�eri-
s�eepar l'ensemble deslois desvecteursal�eatoiresextraits de taille �nie, cequi permet de construire
desprocessusal�eatoires�a partir d'un choix de r�epartitions de dimension �nie coh�erentes.

Cependant, comme indiqu�e plus haut, la donn�ee de r�epartitions �nies ne caract�erise pas en-
ti �erement les propri �et�esdu processusal�eatoire. En e�et, l'in tersection d'un nombre �ni ou in�ni
d�enombrable d'ensembles mesurablesest un ensemble mesurable, de sorte qu'une grandeur qui
d�epend d'un nombre �ni ou même in�ni d�enombrable de variables al�eatoires est en g�en�eral une
fonction mesurable.Dans le casd'un processusal�eatoire �a param�etres continus, qui est donc une
famille non d�enombrable de variables al�eatoires, les r�epartitions �nies ne contiennent donc pas
toutes lescaract�eristiquessur le processus.Par exemplelesquestionsportant sur la continuit �e des
tra jectoires, la d�erivabilit �e du processus,ou desbornes,ne peuvent pas être caract�eris�eespar des
fonctions mesurables.

Exemple (Do ob, 1953). Soit 
 = [0; 1], muni de la � -alg�ebre des bor�eliens de [0; 1] et de la
mesurede Lebesgue.Soient les processusal�eatoiresF1(! ; x) et F2(! ; x), x 2 R tels que

F1(! ; x) = 0; 8! ; 8x

F2(! ; x) =

(
1 si x = ! ;

0 sinon:

Remarquonsd'abord quelesr�epartitions �nies desdeuxprocessussont �egalespuisquePf F1=2(! ; x) =
0g = 1, 8x 2 R. Il s'agit donc de deux processus�equivalents. On a mêmePf F1(! ; x) = F2(! ; x)g =
1, 8x 2 R et F2(x) est donc une modi�cation de F1(x). Mais

Pf x 7! F1(! ; x) est continue sur Rg = 1
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Pf x 7! F2(! ; x) est continue sur Rg = 0

De même

Pf sup
x 2 [0;1]

F1(! ; x) <
1
2

g = 1

Pf sup
x 2 [0;1]

F2(! ; x) <
1
2

g = 0

Le comportement que l'on voudrait privil �egier est celui auquel on s'attend plus naturellement,
c'est-�a-dire celui du processusF1. Cet exemple illustre le fait qu'un mod�ele al�eatoire d�e�ni �a
partir de r�epartitions �nies est insu�san t pour r�epondre �a des questionsdu type : est-ceque le
syst�eme d�epasseun certain seuil? Consid�erer un processusal�eatoire �a param�etres continus est
donc d�elicat.

Il nous semble donc pertinent de rappeler rapidement dans cette pr�esentation la notion de
s�eparabilit �e intro duite par (Doob, 1953), qui permet d'exclure certains cas pathologiques en re-
qu�erant un comportement r�egulier des processusal�eatoires consid�er�es. On souhaite notamment
emp̂echer qu'un processusait des propri �et�es di� �erentes selon que l'on consid�ere des ensembles
d�enombrable ou non d�enombrable de coordonn�ees.En e�et, l'hypoth�esede s�eparabilit �e permet de
d�eterminer les propri �et�esdestra jectoires du processusal�eatoires�a partir d'un ensemble �eventuel-
lement densemais au plus d�enombrable de l'espacedes facteurs. La d�e�nition de la s�eparabilit �e
permet notamment d'exclure le processusal�eatoire F2 d�e�ni plus haut.

D �e�nition 5 (s�eparabilit �e). Soit I F la classedesintervallesferm�esde R. Un processusal�eatoire
F (! ; x ) est dit s�eparable (sous-entendu, relativement �a la classedesintervalles ferm�es), s'il existe
une suite (x j ) de param�etres de X, telle que pour tout intervalle I 2 I F et tout ouvert O de X,
les ensembles de 


f F (! ; x ) 2 I ; 8x 2 Og; f F (! ; x j ) 2 I ; 8x j 2 Og

di� �erent au plus d'un ensemble n�egligeableN � 
 (N est de mesure nulle car on suppose la
mesurede probabilit �e compl�ete).

Une mani�ere�equivalente de caract�eriserun processusal�eatoire s�eparableest de dire qu'il existe
une suite au plus d�enombrable (x j ) d'�el�ements de X et un ensemble N � 
 n�egligeabletels que si
! 62N

inf
x 2 O

F (! ; x ) = inf
x j 2 O

F (! ; x j )

sup
x 2 O

F (! ; x ) = sup
x j 2 O

F (! ; x j )

pour tout ouvert O � X. Si F (x ) est s�eparable �a l'aide d'une suite (x j ), il est s�eparable �a l'aide
de toute s�equenceplus grande.

Ainsi, dans l'exemple intro duit ci-dessus,F2(x) n'est pas s�eparablepuisque

Pf 0 � F2(x) �
1
2

; 8x 2 ]0; 1[ g = 0

alors que

Pf 0 � F2(x) �
1
2

; 8x 2 ]0; 1[ \ J g = 1 � P(J ) = 1;
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o�u J est tout ensemble au plus d�enombrable d'�el�ements de 
 = [0; 1]. Plus g�en�eralement, si F est
un processusal�eatoire tel que Pf F (x ) = 0g = 1, 8x 2 X, alors, pour toute suite (x j ), Pf F (x j ) =
0; j � 1g = 1. Si le processusest de plus s�eparable,alors on a Pf F (x ) = 0; x 2 Xg = 1.

Si F (x ) est s�eparableet si B est un ouvert de X, inf x 2 B F (x ), supx 2 B F (x ), lim inf x ! y F (x ) et
lim supx ! y F (x ) sont desvariables al�eatoires.Une autre propri �et�e importante est que si F (x ) est
s�eparable�a l'aide d'une suite (x j ) dense,on peut trouver deux sous-suitesy1 < y2 < � � � < yn " x
et y 0

1 > y 0
2 > � � � > y 0

n # x telles que, avec probabilit �e 1,

lim inf
n !1

F (yn ) = lim inf
y " x

F (y ) � lim inf
y #x

F (y ) = lim inf
n !1

F (y 0
n ) :

Par suite, si F (x ) est presqueŝurement continu (voir section 2.4.4) sur la suite (x j ), il est presque
ŝurement continu sur X.

Le th�eor�eme d'existence suivant est tr �es important, car il permet de s'assurer qu'�a partir
de r�epartitions �nies coh�erentes quelconques,il est toujours possiblede construire un processus
al�eatoire s�eparable.

Th �eor �eme 2 (Existence de pro cessus s�eparables). Soit F (! ; x ), avec ! 2 
 , x 2 X, o�u X
est un ensemblede param�etres continu. Il existe un processusal�eatoire s�eparable ~F (x ), d�e�ni sur
le même espace 
 , et tel que

Pf ~F (x ) = F (x )g = 1; 8x 2 X :

(On dit que ~F (x ) est une modi�cation de F (x ).)

D�emonstration. Voir (Doob, 1953).

Si ~F (x ) est une modi�cation de F (x ), lesr�epartitions �nies de F (x ) et ~F (x ) sont identiques et
F (x ) et ~F (x ) sont doncaussidesprocessus�equivalents d'apr�esla proposition 2. En d'autres termes,
pour tout processusal�eatoire F (x ), on peut trouver un processus�equivalent ~F (x ) s�eparable.Dans
la suite, les processusal�eatoiresseront toujours implicitement suppos�ess�eparables.

En r�esum�e, le th�eor�emed'extensiondeKolmogorov garantit l'existenced'un processusal�eatoire
�a partir de la donn�eede r�epartitions �nies coh�erentes et le th�eor�emed'existencede processuss�epa-
rables nous dit que l'on peut trouver desprocessusal�eatoiresavecun comportement raisonnable;
plus pr�ecis�ement, que l'on peut trouver un processusal�eatoire pour lequel il existe un ensemble
d�enombrable de coordonn�eesdu processusqui caract�erise le processussur tout son ensemble de
d�e�nition. Cesdeux th�eor�emesr�eunissont fondamentaux pour construire rigoureusement un pro-
cessusal�eatoire servant �a la mod�elisation d'un syst�eme.

Nous avons rappel�e ci-dessusles �el�ements permettant de d�e�nir un processusal�eatoire para-
m�etr�e par un ensemble de facteurs pour mod�eliser une sortie particuli �ere d'un syst�eme. Le cas
d'un syst�eme �a plusieurs sorties se traite en consid�erant plusieurs processusal�eatoires. Il n'y a
pas de di�cult �es �a �etendre la d�e�nition d'un processusal�eatoire �a valeurs dans R �a un processus
al�eatoire �a valeurs dans un espacevectoriel Rq. Nous utilisons la notation F� (x ), � 2 f 1; : : : ; qg
pour d�esignerun �el�ement du vecteur al�eatoire F (! ; x ), param�etr�e par x .

D �e�nition 6. Un processusal�eatoire �a valeurs vectoriel les F (! ; x ) = (F1(! ; x ); : : : ; Fq(! ; x ))T

est une collection de variables al�eatoiresF� (! ; x ), 8� 2 f 1; : : : ; qg, 8x 2 X
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Au vu de cette d�e�nition, on seram�eneimm�ediatement au casd'un processusal�eatoire �a valeur
dans R en consid�erant l'indice � comme un param�etre suppl�ementaire et en posant F (�; x ) =
F� (x ). Nous utiliserons fr�equemment ce changement de notation pour mod�eliser les syst�emes�a
plusieurs sorties.

2.1.2 Momen ts, fonction de covariance

La fonction de covariance d'un processusal�eatoire occupera une place importante par la suite.
En e�et, la r�esolution desprobl�emesde pr�ediction lin�eaire que nous traiterons est essentiellement
fond�ee sur la connaissancede celle-ci. Pour parler d'un processusal�eatoire, nous ne nous int�e-
resseronsainsi g�en�eralement qu'�a sa moyenne et �a sa fonction de covariance, sans pr�eciser les
r�epartitions �nies du processus,susceptiblesde faire intervenir des moments d'ordres sup�erieurs.
Cette section rappelle les notions �el�ementaires sur les fonctions de covariances.

Une variable al�eatoireX estdu second ordre si E[X 2] =
R


 X (! )2dP(! ) estd�e�nie. L'espacedes
variablesal�eatoiresdu secondordre est not�e usuellement L 2(
 ; A ; P), puisqu'il s'agit desvariables
al�eatoiresde carr�e int�egrablesur 
 pour la mesureP (�a une �equivalencepr�es). Muni du produit
scalaire(X ; Y) = E[X Y], L 2(
 ; A ; P) est un espacede Hilb ert. CommeL 2(
 ; A ; P) � L 1(
 ; A ; P),
E[X 2] < 1 implique E[jX j] < 1 et E[X ] est donc bien d�e�ni.

Par la suite, les processusconsid�er�es seront toujours du secondordre, c'est-�a-dire 8x 2 X,
F (x ) 2 L 2(
 ; A ; P). De plus, nous dirons souvent qu'un processusest du second ordre sans
pr�eciser l'espace L 2(
 ; A ; P). Notons m(x ) = E[F (x )], la moyenne du processusal�eatoire, et
k(x ; y ) = Cov(F (x ); F (y )) = E[(F (x ) � m(x ))( F (y ) � m(y))] = E[F (x )F (y )] � m(x )m(y ), la
fonction appel�eeautocovariance, ou plus simplement covariance du processusal�eatoire F (x ). Pour
un processusdu secondordre, la moyenneexiste, de même que la covariance (d'apr �es l'in �egalit�e
de Schwarz). La covariance est sym�etrique : k(x ; y ) = k(y ; x ). On d�e�nit �egalement la fonction
de corr �elation par

� (x ; y ) =
k(x ; y )

p
k(x ; x )k(y ; y )

:

Elle est telle que j� (x ; y )j � 1.
Lorsque la fonction de covariance est invariante par translation (ce qui est le cas lorsque le

processusest stationnaire, voir la section 2.4.1) c'est-�a-dire lorsque k(x + � ; y + � ) = k(x ; y ),
8� , nous utiliserons souvent la notation k(h), avec h = x � y . Quand la covariance est de plus
invariante par rotation (ce qui est le cas lorsque le processusest isotrope), nous noterons aussi
k(khk) ou k(h) avec h = kx � yk.

Quelques propri �et�es fondamentales des covariances sont rappel�ees ci-dessous(le chapitre 5
reviendra sur les fonctions de covariancesdu point de vue du choix de mod�ele).

D �e�nition 7. Une fonction r (x ; y ) est de type positif (non-n�egatif ), si

8n 2 N; 8x 1; : : : ; x n 2 X; 8� 1; : : : ; � n 2 R;
nX

i;j =1

� i � j r (x i ; x j ) � 0 :

Une fonction de covariance est donc de type positif puisque

Var[
nX

i =1

� i F (x i )] = E[(
nX

i =1

� i F (x i ) �
nX

i =1

� i m(x i ))2] =
nX

i;j =1

� i � j k(x i ; x j ) � 0 :
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Toute matrice de covarianceK d'�el�ements ki;j = k(x i ; x j ) est donc sym�etrique non-n�egative. Les
fonctions de type positif peuvent être caract�eris�eespar le th�eor�emede Bochner (rappel�e dans la
section2.4.2). En pratique, lescovariancessont choisiesdansdesfamilles de fonctions param�etr�ees
admissibles(voir le chapitre 5).

Prop osition 3. Soient m une fonction de Rd dans R et k une fonction de Rd � Rd dans R,
sym�etrique et positive. Alors il existe un processusF (x ) admettant m(x ) comme moyenne et
k(x ; y ) comme covariance.

D�emonstration. Par construction d'un processusgaussienF (x ) (voir la section 2.2.2) grâce�a une
application imm�ediate du th�eor�eme de Kolmogorov (Chonavel, 2002). (La loi de probabilit �e PF

de F (x ) d�e�nie sur l'espace(RX ; C(RX)) est unique.)

R�ep�etonsquela donn�eed'une moyenneet d'une fonction decovariancened�e�nit pasdemani�ere
unique un processusal�eatoire. Voir un exempledans la section 2.1.3.

Lorsque l'on consid�ere plusieurs processusal�eatoires F1(x ); : : : ; Fq(x ) d�e�nis sur un même
espacede probabilit �e et un même espacede param�etres, on consid�ere les moyennesm � (x ) =
E[F� (x )], ainsi que les covariances et inter-covariances d�e�nies par k�;� (x ; y ) = E[(F� (x ) �
m� (x ))( F� (y ) � m� (y))], �; � 2 f 1; : : : ; qg.

Pour les fonctions d'in ter-covariance,remarquonsquek�;� (x ; y ) = k� ;� (y ; x ). En revanche, on
a g�en�eralement k�;� (x ; y ) 6= k�;� (y ; x ).

Exemple 1. Soit k(h), h 2 Rd, une covarianceadmissible(voir la section2.4.2et le chapitre 5) ;
le mod�ele dit proportionnel est donn�e par

k1;1(h) = k2;2(h) = k(h) = k(� h) ; h 2 Rd ;

k1;2(h) = k2;1(h) = 
 k(h) ;
(2.3)

o�u le scalaire 
 doit être choisi dans [� 1; 1] pour satisfaire l'in �egalit�e de Schwarz

jk�;� (h)j �
q

k�;� (0)k� ;� (0) : (2.4)

Exemple 2. Soient les processusF1(x), F2(x) et F3(x) d�e�nis sur X = R par

F2(x) = F1(x � � ) + F3(x) ;

o�u F1(x) et F3(x) ne sont pas corr�el�es et o�u Cov[F1(x); F1(y)] = k1;1(jx � yj). Ces processus
sont caract�eris�espar desinter-covariancesnon sym�etriques en raison du retard � . Dans ce cas,les
inter-covariancesentre F1(x ) et F2(x ) sont telles que k1;2(x; y) = k1;1(jx � y + � j) 6= k1;2(y; x) =
k1;1(jx � y � � j).

Il nous arrivera par la suite de consid�erer l'indice � comme un param�etre suppl�ementaire du
processusal�eatoire (d'apr �es une remarque faite dans la section pr�ec�edente), et nous utiliserons
dans ce cas la notation k([�; x ]; [� ; y ]). C'est un moyen commode pour se ramener formellement
�a une seulefonction de covariance.
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2.1.3 Exemples de pro cessus al�eatoires

Pro cessus al�eatoire d�e�ni �a partir de la donn �ee d'une s�equence al�eatoire. Une mani�ere
explicite de d�e�nir une probabilit �e sur l'espacedes tra jectoires est de se donner la collection des
variablesal�eatoiresd�e�nissant le processus.En transmissionsnum�eriques,on consid�erepar exemple
desprocessusindic�espar le temps t 2 R, sousla forme

F (t) =
X

k2
�

Ak
�

[0;T [(t � kT)

o�u les Ak sont des variables al�eatoires ind�ependantes qui constituent des symboles transmis et
�

[0;T [(t) d�esignela fonction indicatrice de l'in tervalle [0; T [, valant un si t 2 [0; T [, et z�ero ailleurs.
LesvariablesAk sont �a valeursdansun alphabet �ni f a1; : : : ; am g, avecdesprobabilit �esp1; : : : ; pm

pour l'apparition dessymboles.La loi du processusestenti �erement caract�eris�eepar lesr�epartitions
�nies, en particulier par les probabilit �esdes �ev�enements B = f F (t1) � b1; : : : ; F (tn ) � bn g, tels
que P(B ) = E[

�

B ], o�u
�

B est la variable al�eatoire indicatrice de l' �ev�enement B . La loi du n-uplet
(F (t1); : : : ; F (tn )) est en particulier la mêmeque celle de (F (t1 + kT); : : : ; F (tn + kT)) (il s'agit
d'un processuscyclostationnaire). Dans le cadrede cem�emoire,une telle construction de processus
al�eatoire ne sera jamais utilis �ee.

D �e�nition �a partir de la donn �ee de momen ts. Nous d�e�nirons plut ôt un processusal�ea-
toire �a partir de sa loi et en g�en�eral, nous nous contenterons de sp�eci�er les moments d'ordre
un et deux. Le type de processusqui sera sans doute le plus int�eressant pour la mod�elisation
bô�te noire est le processusgaussien,dont la loi est uniquement d�etermin�ee par la donn�ee des
moments d'ordre un et deux (la d�e�nition pr�eciseest rappel�ee dans la section 2.2). De mani�ere
informelle, un processusgaussienest caract�eris�e par une moyenneet une fonction de corr�elation
qui indique comment la valeur du processusen un point in
uence lesvaleursen despoints voisins.
Typiquement, cette fonction de corr�elation d�epend de la distance entre les points de l'espacedes
facteurs et d�ecrô�t lorsque cette distance augmente. Un processusdu secondordre de moyenne
nulle, sp�eci� �e uniquement par la corr�elation entre lespoints, permet de construire de fa�con simple
et relativement e�cace des mod�elesde type bô�te noire. La pr�ediction d'un processusal�eatoire
gaussienest abord�eedans la section 2.5.1 et s'av�ere tr �essimple �a mettre en �uvre. La �gure 2.1
repr�esente des tra jectoires possiblesd'un processusgaussienpour deux fonctions de covariance.
La diversit�e destra jectoiresainsi obtenuesjusti�e l'in t�er̂et de la mod�elisation de syst�emespar des
processusal�eatoiresgaussiens.

Nous pr�esentons maintenant plus sp�eci�quement l' exempledesbandestournantes (Matheron,
1973 ; Stein, 1999), intro duit ici pour illustrer les di�cult �es li �eesau fait de ne sp�eci�er que les
moments d'ordre un et deux d'un processusal�eatoire. G. Matheron proposela proc�eduresuivante
pour simuler un processusal�eatoiresur Rd. Soit Fs(! ; x) un processusal�eatoiredu secondordre d�e-
�ni sur (
 ; A ; P), param�etr�epar x 2 R, de moyennenulle et admettant une covariancestationnaire
ks(x � y). Soit de plus un vecteur al�eatoire U (! ) 2 Rd, d�e�ni �egalement sur (
 ; A ; P), de norme 1
pour tout ! , avec une loi admettant une densit�e uniforme sur la sph�ere unit �e; � (U ) et � (Fs(R))
sont suppos�ees ind�ependantes. Consid�erons alors la fonction al�eatoire Fd(x ) = Fs( (x ; U )Rd ),
x 2 Rd, o�u (:; :)Rd d�esignele produit scalairedans Rd. La moyennede Fd(x ) est nulle puisque

E[Fd(x )] = E[E[Fs( (x ; U )Rd ) j U ]] = 0;
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Fig. 2.1 { Trajectoires de processusgaussiensstationnaires de moyennenulle simul�eessur [0; 1].
Le comportement de la covariance �a l'origine in
uence la r�egularit�e des tra jectoires (voir la sec-
tion 2.4.4). �A gauche, les tra jectoires sont simul�eesen prenant une covariance continue mais non
d�erivable �a l'origine. �A droite, la covarianceutilis �eeest deux fois contin ûment d�erivable �a l'origine.

o�u E[X j Y ] d�esignel'esp�eranceconditionnelle de X sachant Y (quelquesrappels sont pr�esent�es
dans la section 2.5.1). La covariance de Fd(x ) s'�ecrit

kd(x ; y ) = Cov[Fd(x ); Fd(y )] = E
�

E
�
Fs

�
(x ; U )Rd

�
Fs

�
(y ; U )Rd

�
j U

��

= E [k( (x � y ; U )Rd )]

=
Z

@B (0;1)
k( (x � y ; u )Rd )dP@B (0;1) (u )

o�u P@B (0;1) est la probabilit �e concentr �eesur la sph�ere unit �e, invariante par rotation.
Pour des raisonsde sym�etries, kd ne d�epend que de h = kx � yk. (Matheron, 1973) donne la

forme analytique de la covariance kd en fonction de la covariance ks
2 :

kd(h) =
2�( 1

2 d)

�
1
2 �( 1

2 (d � 1))

Z 1

0
ks(vh)(1 � v2)

1
2 (d� 3) dv :

La covarianceest donc isotrope mais les r�ealisationsdu processusne re
 �etent pascette caract�eris-
tique puisqu'�a ! �x �e, la tra jectoire Fd(! ; x ) est constante le long deshyperplanstels que (x ; U )Rd

soit constant. Cet exempleillustre donc le fait que les moments d'ordre deux d'un processusal�ea-
toire sont loin de d�eterminer toutes sescaract�eristiques.En pratique, il est n�ecessairede faire des
hypoth�esessuppl�ementaires sur le processusal�eatoire. Dans de nombreux cas, il est pertinent de
mod�eliser la sortie d'un syst�eme par un processusal�eatoire gaussien,dont la loi est caract�eris�ee
uniquement par les moments d'ordre deux. Dans ce cas, les tra jectoires poss�edent despropri �et�es
sp�eci�ques (voir la section 2.4.4) et les proc�eduresde pr�ediction lin�eaire que nous pr�esenterons
dans la section 2.5.1 sont optimales. Si l'hypoth�esegaussiennen'est pas adapt�ee, il est possible
dans certains cas de trouver des transformations permettant de s'y ramener (voir par exemple
Chil�eset Del�ner (1999)). Nous ne pr�esenterons pas de telles m�ethodesdans ce m�emoire.

2Cette formule est imp ortan te d'un point de vue th �eorique car toute covariance isotrop e en dimension d s'exprime
en fonction d'une covariance admissible en dimension un sous cette forme.
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Un pro cessus fondamen tal : le mouv ement bro wnien. Le mouvement brownien W (t),
t 2 R+ (aussi appel�e processusde Wiener) est un processusextrêmement important en proba-
bilit �es.Sestra jectoires sont continues,sesaccroissement sont ind�ependants et c'est un processus
markovien. Il est par exempled'utilisation constante dans la th�eorie des �equations di� �erentielles
stochastiques.Rappelonssa d�e�nition.

D �e�nition 8. Un processusal�eatoire W (t), t 2 R+ est un mouvement brownien si :

1. W (t) est un processusgaussien

2. E[W (t)] = 0, E[W (t)W (s)] = min(t; s)

3. Pour presquetout ! , les tra jectoires t 7! W (! ; t) sont continues

Notons que les points 1 et 2 dans la d�e�nition pr�ec�edente caract�erisent compl�etement les
r�epartitions �nies du mouvement brownien. L'a jout de la condition 3 permet de sp�eci�er la nature
destra jectoires.

W (t) est �a accroissement orthogonaux puisque,pour t � s � 0, h > 0,

Cov[W (s); W (t + h) � W (t)] =

E[W (s)(W (t + h) � W (t))] = E[W (s)W (t + h)] � E[W (s)W (t)] = s � s = 0

Une telle propri �et�e serapar exempleutilis �eeau chapitre 4.

Bruit blanc. Nous terminons cette section sur la notion de bruit blanc �a temps ou param�etres
continus. Il est bien connu que la d�e�nition d'un bruit blanc �a temps continu est d�elicate. Le cas
du bruit blanc �a temps discret ne posepas de probl�emepuisqu'il s'agit d'une suite de variables
al�eatoires ind�ependantes, de même moyenne et de même variance. Le bruit blanc, stationnaire,
admet alors une mesurespectrale absolument continue par rapport �a la mesurede Lebesguesur
] � � ; � ], avecune densit�e spectrale constante. Dans le casdu temps continu, si l'on consid�ereune
densit�e spectrale constante sur ] � 1 ; 1 [, il n'existe pas de processusal�eatoire du secondordre
admettant cette densit�e. La d�e�nition rigoureused'un bruit blanc n�ecessitedesoutils th�eoriques
suppl�ementaires pour être correctement �etablie. Dans les paragraphessuivants, nous pr�esentons
bri �evement une d�e�nition possiblede bruit blanc d�e�ni sur X = Rd.

Consid�eronsune mesure� � -�nie sur B(Rd). Soit une fonction al�eatoire W (! ; B ) param�etr�ee
par lesensemblesB de mesure�nie de B(Rd), �a valeursdansR, admettant la propri �et�ed'additivit �e
suivante : quelsque soient B1 et B2 disjoints, W (B1 [ B2) = W (B1) + W (B2) avecprobabilit �e 1.
Supposonsde plus E[W (B )] = 0, 8B 2 B(Rd), et

Cov[W (B1); W (B2)] = � (B1 \ B2) ; 8B1; B2 2 B(Rd) :

Une telle fonction d'ensemblesW s'appelleunemesure al�eatoire. Nousen rappelleronsla d�e�nition
pr�ecisedans la section 2.4.2. Les expressionsint�egralesdu type

U =
Z

X
' (x )dW(x ) ; (2.5)

o�u ' (x ) est une fonction de L 2(Rd; B(Rd); � ), sont des int �egrales stochastiques (Doob, 1953 ;
Rozanov, 1967) dont le senspr�ecisserarevu dans la section 2.4.2. Les variables al�eatoiresU ainsi
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d�e�nies forment un espacecomplet, lorsque ' parcourt L 2(Rd; B(Rd); � ). Formellement, nous
pouvons consid�erer la d�eriv�eeN (x ) = (dW=d� )x et �ecrire (2.5) sousla forme

R
' (x )N (x )d� (x ).

De mêmenouspouvons�ecrire l'expressionCov[N (x ); U] �a la placede dCov[W (B ); U]=d� . L'ob jet
N (x ) ainsi construit s'appelle bruit blanc.

�A moins que le point x n'ait une mesurepositive, N (x ) n'a pas de signi�cation propre. Seules
les expressionsint�egrales

R
'N d� , ' 2 L 2(Rd; B(Rd); � ), et les covariancesCov[N (x ); U], x 2 Rd

ont un senscorrectement d�e�ni commeci-dessus.Nous n'entrerons pas davantage dans les d�etails
de la th�eorie des distributions al�eatoires.Pour r�esumer,le bruit blanc �a param�etres continus est
un processusal�eatoire qui ne peut pas être �evalu�e en un point x . Pour cette raison, nous�eviterons
l'emploi de tels bruits blancs dans les mod�eles al�eatoires que nous consid�ererons. Toutefois, la
notion de bruit blanc joue un rôle important dans la mod�elisation de perturbations, en particulier
lorsque l'on commet des erreurs sur les observations de la sortie du syst�eme.Nous distinguerons
principalement deux cas.

Le casd'erreurs d'observation seramod�elis�e par desvariablesal�eatoiresN j , j = 1; : : : ; n, ind�e-
pendantes. Il n'y a pas de raisonsen e�et de mod�eliser deserreurs d'observations, n�ecessairement
en nombre �ni, par un processusal�eatoire �a param�etres continus.

S'il existe desraisonssp�eci�ques de mod�eliser le syst�eme�a l'aide d'un processusal�eatoire com-
portant une composante de type bruit blanc, nous adopteronsle point de vue desg�eostatisticiens
qui utilisent dans ce cas la notion d'®e�et de p�epites¯ . Un processusal�eatoire comportant une
composante dite de ®p�epites ¯ est un processuspr�esentant des variations �a tr �es petite �echelle.
Ces variations �a tr �es petite �echelle se caract�erisent donc par une fonction de corr�elation � (x ; y )
qui d�ecrô�t rapidement d�esque kx � yk augmente au voisinagede z�ero. Cela signi�e qu'�a l' �echelle
du domaine d'�etude, la structure de corr�elation est caract�eris�eepar un saut �a l'origine mais il ne
s'agit pas d'une discontinuit �e th�eorique. D'un point de vue num�erique uniquement, un ®e�et de
p�epite ¯ se traduit par une discontinuit �e de la fonction de covariance �a l'origine.

2.2 Pro cessus gaussiens

2.2.1 Rôle des pro cessus gaussiens

De multiples raisons expliquent le rôle central des processusgaussiensdans les mod�elesque
nous consid�erons.Tout d'abord, l'utilisation de variables al�eatoiresgaussiennespeut souvent être
justi� �ee par le principe du maximum d'entropie. En e�et, lorsque nous mod�elisonsla sortie d'un
syst�emepar un processusal�eatoire, les connaissancesa priori dont nous disposonsne permettent
pasen g�en�eral de d�eterminer la loi du processus.Tout au plus, pouvons-nousestimer sesmoments
d'ordre un et deux. Parmi tous les processusal�eatoiresde moyenneet de covariance donn�ees,le
principe du maximum d'entropie sugg�erealors de choisir ceux comportant le moins d'information
suppl�ementaire (au sensde la th�eorie de l'information ). L'information estmesur�eepar l' entropie et
il s'agit donc de choisir un processusal�eatoire tel quesonentropie soit la plus grandepossible.Or,
parmi toutes les lois de moyenneet de covariancedonn�ees,la loi normale est celle qui a l'entropie
maximale. Le principe du maximum d'entropie peut être vu commeun principe de simplicit �e.

D'autre part, les processusgaussiensposs�edent des propri �et�es th�eoriquessp�eci�ques aujour-
d'hui tr �esbien comprises(il existedes�etudesd�etaill �eescommepar exempleIbragimov et Rozanov
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(1978) ; Adler (1990)). En�n, la forme tr �essimple desr�epartitions �nies d'un processusgaussien,
enti �erement caract�eris�eespar desmoments d'ordre un et deux seulement, permet d'obtenir facile-
ment dessolutions analytiques exactespour nombre de probl�emesth�eoriqueset appliqu�es,comme
par exemple celui de la pr�ediction. Ainsi, les op�erations de conditionnement et de marginalisa-
tion sur des variables al�eatoires gaussiennesredonnent des variables al�eatoires gaussienneset il
su�t souvent d'e�ectuer desop�erations simplesd'alg�ebre matricielle pour trouver les param�etres
correspondants.

2.2.2 D�e�nitions

Rappelons,sansd�emonstrations, lesnotions bien connuessur lesprocessusgaussiensqui seront
n�ecessairesdans cette pr�esentation. Une variable al�eatoire X r�eelle est gaussiennesi sa fonction
caract�eristique

� X (u) =
Z

R
e{ux dPX (x) ;

est de la forme

� X (u) = exp
�

{um �
1
2

� 2u2
�

:

On montre que m = E[X ] et � 2 = Var[X ]. La loi de X admet alors la densit�e

p(x) =
1

p
2� � 2

exp
�

�
1
2

(x � m)2

� 2

�
:

D �e�nition 9. Un vecteur al�eatoire (X 1; : : : ; X n )T est gaussiensi toute combinaison lin�eaire de
sescomposantes X 1; : : : ; X n est une variable al�eatoire gaussienne(avec la convention X = 0 est
une variable al�eatoire gaussienne).

Si (X 1; : : : ; X n )T est un vecteur al�eatoire du secondordre, rappelonsque K = (ki;j ) i;j =1 ;:::;n ,
o�u ki;j = Cov(X i ; X j ), i; j = 1 : : : n, est la matrice de covariance de ce vecteur al�eatoire.

Prop osition 4. Un vecteur al�eatoire du second ordre X , de moyennem et de matrice de cova-
riance K est gaussiensi et seulementsi sa fonction caract�eristique

� X (u ) =
Z

Rn
exp({(u ; x ))dPX (x ) ;

o�u (u ; x ) d�esignele produit scalaire canonique de Rn , s'�ecrit

� X (u ) = exp
�

{(u ; m ) �
1
2

(K u ; u )
�

: (2.6)

D�emonstration. Voir par exemple(Ibragimov et Rozanov, 1978).

La moyenneest telle que 8u 2 Rn ,

(u ; m ) =
Z

Rn
(u ; x )dPX (x ) :

La matrice de covariance est telle que, 8u ; v 2 Rn ,

(K u ; v) =
Z

Rn
[(u ; x ) � (u ; m )][(v; x ) � (v; m )]dPX (x ) :
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Remarque. On dit qu'une probabilit �e sur Rn est gaussiennesi elle est la loi d'un vecteur al�ea-
toire gaussien.

Prop osition 5. Une probabilit�e gaussiennesur Rn admet une densit�e sur Rn

p(x ) =
1

(2� )n= 2 det(K )1=2
exp

�
�

1
2

(K � 1(x � m ); (x � m ))
�

;

si et seulementsi K est non-d�eg�en�er�ee.

D�emonstration. Voir (Ibragimov et Rozanov, 1978).

Si X est un vecteur al�eatoire gaussienet K n'est pas inversible, il existe u 6= 0 2 Rn , tel que
K u = 0. La variable al�eatoireY = (u ; X ), demoyenne(u ; m ) et devariance(K u ; u ) = 0, est telle
que Pf Y = (u ; m )g = 1. Donc X est presqueŝurement dans l'hyperplan a�ne (x ; u ) = (u ; m )
orthogonal �a u . Autrement dit, la probabilit �e gaussiennePX est port �eepar le plan P = m + K Rn ,
de dimension p � n, p �etant le rang de K . On a donc PX (Rn nP) = 0.

Si X 1 et X 2 sont deux variables al�eatoires ind�ependantes de fonctions caract�eristiques � X 1 et
� X 2 , la fonction caract�eristique de la sommeest donn�eepar � X 1 + X 2 = � X 1 � X 2 . Toute combinaison
lin�eairede variablesal�eatoiresgaussiennesind�ependantes est donc gaussienne.De même,la limite
d'une suite devariablesal�eatoiresgaussiennes(X n )n 2 N convergente en loi estunevariable al�eatoire
gaussienne.Pour s'en assurer,on peut utiliser le th�eor�emeg�en�eral de L�evy suivant.

Th �eor �eme 3. Soit une suite (X n )n 2 N de variablesal�eatoires �a valeurs dans Rd.

1. Si la suite (X n ) converge en loi vers X , alors � X n converge simplement vers � X .

2. Si les � X n convergent simplement vers une fonction complexe� sur Rd, et si cette fonction
est continue en 0, alors c'est la fonction caract�eristique d'une variable al�eatoire X et (X n )
converge en loi vers X .

D�emonstration. Voir (Billingsley, 1995), section 26.

D �e�nition 10. Un processusal�eatoire est gaussiensi toutes ses r�epartitions �nies sont gaus-
siennes.Chacune des r�epartitions �nies Px 1 ;::: ;x n du processusal�eatoire est caract�eris�ee par sa
moyenne (m(x 1); : : : ; m(x n )), o�u m(x ), x 2 X, est la moyenne de F (x ), et par sa matrice de
covariance K = (k(x i ; x j )) i;j =1 ::: n , o�u k(x ; y ), x ; y 2 X, est la covariance de F (x ).

Par cons�equent, la loi d'un processusal�eatoire gaussienest d�e�nie de mani�ere unique par la
donn�eede sa moyennem(x ) et de sa covariance k(x ; y ).

2.3 Variables al�eatoires �a valeurs dans un espace hilb ertien

Dans les sectionspr�ec�edentes, nous avons rappel�e les d�e�nitions desvariables, vecteurset pro-
cessusal�eatoires.Noussouhaitonsmaintenant g�en�eralisercesnotions et pr�esenter cellede variables
al�eatoires �a valeurs dans desespaces hilbertiens, telle que d�e�nie par exempledans (Ibragimov et
Rozanov, 1978). La notion de variable al�eatoire �a valeurs dans un espacede fonctions permet de
construire un processusal�eatoire d'une autre mani�ere que celle consid�er�eeci-dessus.Dans les pa-
ragraphespr�ec�edents, un processusal�eatoire avait �et�e construit commeune collection de variables
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al�eatoires �a valeurs r�eelles,en mettant l'accent sur les r�epartitions �nies. Ici, nous consid�erons
directement une application de 
 dans un espacede fonctions F . Le cas o�u F est un espacede
fonctions hilbertien pr�esente un aspect th�eoriqueint�eressant. L'in t�er̂et de ceformalismeapparâ�tra
plus pr�ecis�ement au chapitre 3, lorsque nous verrons les espaceshilbertiens de fonctions �a noyau
reproduisant.

La notion de variables al�eatoires �a valeurs dans un espacehilbertien s'apparente �a celle de
vecteur al�eatoire gaussien; rappelons qu'un vecteur al�eatoire X est gaussiensi et seulement si
X (u ) = (X ; u ) est une variable al�eatoire gaussienne,pour tout u 2 Rn . Soit F un espacede
Hilb ert et F (! ) une fonction d�e�nie sur un espaceprobabilis�e (
 ; A ; P) �a valeurs dans F .

D �e�nition 11. F : 
 ! F est une variable al�eatoire �a valeursdansF , si 8u 2 F , F (u) = (F; u)F

est une fonction mesurablesur (
 ; A ; P).

F d�e�nit ainsi un processusal�eatoire F (u), u 2 F , �a valeurs r�eelles.Par d�e�nition, F est une
variable al�eatoire gaussiennesi la variable al�eatoire F (u) est gaussiennepour tout u. Si F est
s�eparable,on dit que F est �a valeurs s�eparables.

Prop osition 6. Les deux a�rmations qui suivent sont �equivalentes:
{ la variable al�eatoire F est gaussienne,
{ le processusal�eatoire F (u) est gaussien.

D�emonstration. SupposonsF gaussienne.Alors pour tous � 1; : : : ; � n 2 Rn et u1; : : : ; un 2 F , la
combinaison lin�eaire

nX

i =1

� i F (ui ) = (
nX

i =1

� i ui ; F )F

est gaussienne.Donc le vecteur al�eatoire (F (u1); : : : ; F (un )) est gaussience qui montre que F (u)
est un processusgaussien.La r�eciproque est �evidente.

D �e�nition 12. Soit F un espacehilbertien. Un ensemble U � F est dit cylindrique s'il est de la
forme

U = f f 2 F ; ((u1; f )F ; : : : ; (un ; f )F ) 2 B g

o�u l'on choisit n � 1, u1; : : : ; un 2 F , et un ensemble bor�elien B � Rn . Les ensemblescylindriques
g�en�erent sur F une � -alg�ebre, que l'on note C(F ).

Remarquonsque si C(F ) d�esignela � -alg�ebre cylindrique sur F , alors C(F ) � B(F ), o�u B(F )
d�esignela � -alg�ebre bor�eliennede F pour la topologie de la norme de l'espacehilbertien F (en
e�et, on peut montrer que tout ensemble cylindrique est ouvert).

Prop osition 7. Soit F une variable al�eatoire dansl'espace hilbertien F . Avec le choix d'ensembles
mesurablesC(F ) de F , l'application F de (
 ; A ; P) dans (F ; C(F )) est mesurable.

D�emonstration. Ce r�esultat a d�ej�a �et�e rencontr �e dans la section 2.1.1.

D �e�nition 13. Si F est une variable al�eatoire sur (
 ; A ; P) �a valeurs dans l'espacehilbertien F ,
la probabilit �e sur (F ; C(F )) d�e�nie par

PF (U) = Pf F � 1(U)g ; U 2 C(F ) ;

est la loi de F .
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Lesnotions de moyenneet de covariances'�etendent �egalement aux variablesal�eatoiresdansun
espacehilbertien. Une mesure� sur (F ; C(F )) est dite d'ordre p au sensfaible si

Z

F
j(u; f )F jpd� (f ) < 1

pour tout u 2 F . Une variable al�eatoireF estd'ordre p (au sensfaible) si saloi poss�edela propri �et�e
correspondante.

Prop osition 8. Soit (
 ; A ; P) un espace de probabilit�es, F un espace hilbertien, et F : 
 ! F
une variable al�eatoire d'ordre un au sensfaible. Alors il existe un �el�ement E[F ] 2 F tel que

Z



(F (! ); u)F dP(! ) =

Z

F
(f ; u)F dPF (f ) = (E[F ]; u)F (2.7)

pour tout u 2 F .

D�emonstration. Voir (Ibragimov et Rozanov, 1978).

L' �el�ement E[F ] d�e�ni dans la proposition 8 est appel�e moyennede F (il s'agit d'une int�egrale
dite de Pettis). Remarquonsque (2.7) peut être r�e�ecrite

E[(F; u)F ] = (E[F ]; u)F :

La moyenne de F (u) est not�ee

m(u) = E[F (u)] = (E[F ]; u)F ; u 2 F :

L'application m(u) est lin�eaire et continue sur F (Ibragimov et Rozanov, 1978).

Prop osition 9. Soit F un espace hilbertien de fonctions et � une mesure du second ordre au sens
faible d�e�nie sur C(F ). La forme bilin�eaire d�e�nie sur F � F par

A � (u; v) =
Z

F
(f ; u)( f ; v)d� (f ) �

Z

F
(f ; u)d� (f )

Z

F
(f ; v)d� (f )

pour tous u; v 2 F , est continue pour la topologie de la norme de F . L'op�erateur lin�eaire K d�e�ni
par

(K u; v)F = A � (u; v) (2.8)

est auto-adjoint, positif et continu sur F .

D�emonstration. Voir (Ibragimov et Rozanov, 1978).

D �e�nition 14. K d�e�ni par (2.8) est appel�e op�erateur de covariance. L'op�erateur de covariance
d'une variable al�eatoire F du secondordre, caract�eris�eepar sa loi PF , est donc d�e�ni par

(K u; v) = E[(u; F )(v; F )] � E[(u; F )] E[(v; F )]

= E[((u; F ) � (E[F ]; u))(( v; F ) � (E[F ]; v))] :

Soit F du secondordre, K son op�erateur de covariance et k(u; v) la fonction de covariance de
F (u). Alors

(K u; v) = k(u; v) :
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Le r�esultat suivant r�ecapitule les relations vuesci-dessusentre l'ordre d'une variable al�eatoire
F et l'ordre du processusal�eatoire F (u) qu'elle d�e�nit.

Prop osition 10. Soit F une variable al�eatoire �a valeurs dans F et F (u) le processusal�eatoire
d�e�ni par F .

1. Si F est du premier ordre, alors F (u) est du premier ordre.

2. Si F est du second ordre, alors F (u) est du second ordre.

D�emonstration. Si F est du premier ordre, chaqueF (u) est int�egrablecar

E[jF (u)j] = E[j(F; u)j] < 1 :

De même,si F est du secondordre, F (u) est du secondordre pour tout u car

E[F (u)2] = E[(F; u)2] < 1

Les propri �et�es r�eciproquesde la proposition pr�ec�edente sont fausses: l'ordre d'un processus
al�eatoire F (u) ne d�etermine pas l'ordre de la variable al�eatoire F correspondante. (Lukic et Be-
der, 2001) en donne un exemple tr �es instructif dans un contexte d'espaceshilbertiens �a noyau
reproduisant. Nous reproduisonsci-dessousune partie de cet exemple.

Exemple. Consid�erons l'espaceF = `2(a) des suites de carr�e sommableavec poids an = n2,
muni du produit scalaire(u; v) =

P 1
n =1 n2un vn . Soit la fonction F : N ! F , d�e�nie par

F (n) = en ; 8n 2 N ;

o�u en = (0; : : : ; 1
n ; 0; : : :), n = 1; 2; : : :, forme une baseorthonorm�eede F . En choisissant l'espace

mesur�e (N; P(N); P) avec

P(n) = pn ; pn > 0
X

n

pn = 1;

F est une variable al�eatoire �a valeurs dans F . Clairement, F (en ) = (F; en )F , n 2 N, est un
processusal�eatoire �a tra jectoires dans F , du secondordre, avec E[F (en )] = E[F (en )2] = pn et
E[F (en )F (em )] = 0, si n 6= m (remarquer que F (i; en ) vaut 1 si et seulement si i = n). Pour tout
u 2 F , F (u) = (F; u)F =

P
nF (en )un et

E[F (u)2] = E[(F; u)2
F ] =

X

n

E[F (en )2]n2u2
n � kuk2 < 1 ;

ce qui montre que F (u) est du secondordre pour tout u 2 F .
La loi de probabilit �ePF de F est uneprobabilit �esur (`2(a); C), o�u Cest la � -alg�ebrecylindrique

de `2(a). PF est port �ee par l'ensemble f ei g et telle que PF (en ) = P(n) = pn . En choisissant par
exemple pn = C=n

3
2 , o�u C est un coe�cien t de normalisation, m = E[F ] = (C=n

3
2 )n n'est pas

un �el�ement de l'espacehilbertien F = `2(a). Par cons�equent F n'est pas une variable al�eatoire du
premier ordre, contrairement �a F (u).
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2.4 Propri �et�es d'un pro cessus al�eatoire

Rappelonsquelquesnotions fondamentales utilis �eesdans le cadre de la pr�ediction lin�eaire.

2.4.1 Stationnarit �e

D�e�nition 15. Un processusal�eatoire F (x ), x 2 Rd, est stationnaire (au sensstrict) si ses
r�epartitions �nies sont invariantes par translation.

La stationnarit �e d'un processusal�eatoire implique que sesmoments, s'ils existent, sont inva-
riants par translation.

D �e�nition 16. Un processusal�eatoire du secondordre est stationnaire au second ordre si ses
moments d'ordre deux sont invariants par translation. Danscecasm(x ) = m et k(x ; y ) = k(x � y ),
avec l'abus de notation usuel. On parle alors de covariance stationnaire.

Dans le casdesprocessusgaussiens,la stationnarit �e au secondordre implique la stationnarit �e
au sensstrict. Dans la litt �erature, on trouve aussi le terme de champ al�eatoire homog�ene pour
d�esignerun processusal�eatoire stationnaire sur Rd.

Remarques sur la forme des covariances stationnaires. Une covariance stationnaire est
telle que jk(h)j � k(0) 8h 2 Rd, d'apr�es l'in �egalit�e de Schwarz. La covariance �a l'origine k(0)
est la variance du processus.Les propri �et�es d'un processusal�eatoire gaussienstationnaire sont
d�etermin�eespar la forme de la corr�elation. Ceci expliquequedansle casde processusstationnaires,
certains ouvragesne font pas la distinction entre fonction de corr�elation et de covariance.

Nous supposonsdans la suite de ce chapitre que les processussont stationnaires, et ceci pour
deux raisons.La premi�ere est que l'in variance despropri �et�esdu mod�ele al�eatoire par translation
dans l'espacedes facteurs est importante dans l' �etape de l'estimation du mod�ele (choix de la co-
variance,voir le chapitre 5). En e�et, lesobservations de la sortie du syst�emecorrespondent �a une
seuler�ealisation du processusal�eatoire. Or l'inf �erencestatistique des param�etres du mod�ele n�e-
cessiteen principe une r�ep�etition desr�ealisations.On esp�ere donc pouvoir remplacer la r�ep�etition
desr�ealisations par une r�ep�etition dans l'espace desfacteurs. La seconderaison fondamentale qui
justi�e l'hypoth�esede stationnarit �e est que les processusstationnaires admettent une repr�esenta-
tion spectrale (voir la section 2.4.2). Au chapitre 4, le casde processusal�eatoires �a moyennenon
stationnaires seratrait �e en seramenant �a desprocessusstationnaires.

Quand plusieurs processusal�eatoiressont consid�er�essimultan�ement, on peut donner la d�e�ni-
tion suivante.

D �e�nition 17. Les processusal�eatoires F� (x ), � = 1; : : : ; q, x 2 Rd sont stationnairement
corr �el�es si leur moyenneest constante, c'est-�a-dire, E[F � (x )] = m� , � = 1; : : : ; q, et si lesfonctions
de covariance et d'in ter-covariancessont invariantes par translation :

k�;� (x + h; y + h) = k�;� (x ; y ) ; 8h :
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2.4.2 �El �ements de repr �esentation spectrale des pro cessus stationnaires

Cette section rappelle lesquelquesnotions de repr�esentation spectrale qui seront utilis �eesdans
la section 2.4.3 et au chapitre 5.

Th �eor �eme 4 (Bo chner). Une fonction r�eelle k(h), h 2 Rd est de type positif si et seulementsi
elle peut être repr�esent�ee sous la forme

k(h) =
Z

Rd
e{(u ;h )d� (u ) ;

o�u � (u ) est une mesure positive born�ee sur Rd.

D�emonstration. Voir par exemple(Gikhman et Skorohod, 1974).

Soit F (x ), x 2 Rd, un processusal�eatoire stationnaire de moyennenulle et de covariancek(h).
La mesure � correspondant �a une covariance est appel�ee mesure spectrale de F (x ). Lorsque la
mesure spectrale admet une densit�e, on parle de densit�e spectrale. Les propri �et�es de la densit�e
spectrale sont utiles pour caract�eriser un processusal�eatoire du secondordre. Par exemple, on
peut relier la densit�e spectrale �a la r�egularit�e du processus(voir la section 2.4.4) ou �etablir la
forme descovariancesisotropesen dimension d (voir le chapitre 5).

En vue d'obtenir une repr�esentation spectrale d'un processusal�eatoire du secondordre sta-
tionnaire, il est classiquede d�e�nir la notion de processus�a accroissement orthogonaux, puis la
notion d'in t�egralestochastique. Nous nous limiterons �a quelquesrappels de d�e�nitions. Pour plus
de d�etails, voir (Rozanov, 1967 ; Brockwell et Davis, 1987) ou des trait �esd'analyse fonctionnelle
comme(Rieszet Nagy-Sz., 1965), qui traite desrepr�esentations spectralesde mani�ere g�en�erale.

D �e�nition 18 (Mesure al�eatoire). Une fonction � d�e�nie sur la tribu bor�elienne B(Rd), �a
valeurs dans L 2(
 ; A ; P), est une mesure al�eatoire si elle poss�edela propri �et�e d'additivit �e d�enom-
brable :

8(B j ) j 2 N 2 B(Rd) tel que B j \ Bk = ; pour j 6= k ; �( [ j 2 NB j ) =
X

j 2 N

�( B j ) ;

et la propri �et�e d'orthogonalit �e :

8B1; B2 2 B(Rd) tel que B1 \ B2 = ; E[�( B1)�( B2)] = 0 :

�A une mesureal�eatoire, on associe une mesurepositive d�e�nie par

� � (B ) = k�( B )k2 :

Pour construire desint�egralesstochastiques,on consid�ere d'abord le casdesfonctions �etag�ees
�a support compact de la forme

P
j 2J aj

�

B j , avec (B j ) j 2J une partition �nie d'un compact,
auxquelles on associe les grandeurs

P
j aj �( B j ). Par un crit �ere de densit�e, on d�e�nit ensuite

l'in t�egralestochastique d'une fonction f 2 L 2(Rd; B(Rd); � � ) not�ee
Z

Rd
f (u )d�( u ) ;
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et telle que 








Z

Rd
f (u )d�( u )










2

=
Z

Rd
jf (u )j2d� � (u ) :

(Une fonction f sur Rd est donc int�egrablepar rapport �a une mesureal�eatoire � si et seulement
si f 2 L 2(Rd; B(Rd); � � ).)

Th �eor �eme 5 (Repr �esentation spectrale). Soit F (x ), x 2 Rd, un processusal�eatoire du second
ordre de moyennenulle, stationnaire et �a covariance continue. (F (x ) est donc continu en moyenne
quadratique, voir la section 2.4.4.) Il existe une mesure al�eatoire � F unique (�a une �equivalence
pr�es) telle que

F (x ) =
Z

Rd
e{(u ;x )d� F (u ) :

D�emonstration. Voir (Rozanov, 1967).

Remarque. Le th�eor�emede Stone (Riesz et Nagy-Sz., 1965; Yosida, 1980) est un outil fonda-
mental pour �etablir le th�eor�emede repr�esentation spectrale dans le casde processus�a param�etres
continus. Son utilisation supposela continuit �e de la covariance.

2.4.3 L'espace H

Nous nous int�eressonsmaintenant �a l'espaceg�en�er�e par un processusF (x ), x 2 Rd, du second
ordre et de moyenne nulle. Notons ~� l'espacevectoriel des mesures�a support �ni sur Rd. Les
�el�ements de ~� sont de la forme � =

P n
i =1 � i � x i , avec � i 2 R, 8i , et � x i la mesuretelle que � x i (B )

vaut un si x i 2 B , et z�ero sinon. Consid�eronsaussi ~H le sous-espacevectoriel de L 2(
 ; A ; P) g�en�er�e
par les combinaisonslin�eairesde variables al�eatoiresF (x ), x 2 Rd.

Le processusal�eatoire F (x ), vu plus haut commeune fonction Rd ! ~H , est �etendu en consi-
d�erant l'application lin�eaire

F : ~� ! ~H
� =

P n
i =1 � i � x i 7! F (� ) =

P n
i =1 � i F (x i ) :

(2.9)

Les�el�ements de ~H sont donc des�el�ements F (� ), � 2 ~�. RemarquonsqueF (� ) peut être vu comme
une int�egralestochastique.

La covariance de F (x ) est �etendueau processusF (� ), � 2 ~� :

k : ~� � ~� ! R
(�; � ) 7! k(�; � ) =

P n;m
i;j =1 � i � j k(x i ; y j ) :

L'op�erateur k(�; � ) est bilin �eaire, sym�etrique et positif sur ~� � ~�. On peut encoreconsid�erer la
covariance commeun op�erateur sur ~H � ~H en posant k(F (� ); F (� )) = k(�; � ). Si l'on requiert de
plus que la covariance k(x ; y ) soit d�e�nie positive, alors kF (� )k = 0 implique � = 0 et F (� ) = 0.
Dans ce cas, l'op�erateur de covariance d�e�nit un produit scalairesur ~H.

Moyennant cette condition, ~H est pr�ehilbertien. Soit H un compl�et�e de ~H pour le produit
scalaire d�e�ni par k. H est un espacehilbertien appel�e espaceg�en�er�e par F (x ), x 2 Rd. De
même, l'espace ~�, muni du produit scalaire k(�; � ), est pr�ehilbertien. Soit � un compl�et�e de ~�.
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L'application lin�eaireF seprolonge sur � par continuit �e. Les espacesH et � ainsi construits sont
isom�etriques.

Dans les paragraphessuivants, nous regardonsles propri �et�esde H lorsque l'on supposeF (x )
stationnaire. Au processusal�eatoire F (x ) correspond alors une mesurespectrale � F , ainsi qu'une
mesureal�eatoire � F telle que F (x ) admet la repr�esentation spectrale

F (x ) =
Z

Rd
e{(u ;x )d� F (u ) :

La proposition suivante permet d'�etablir une correspondanceentre les �el�ements de H et la repr�e-
sentation spectrale de F (x ).

Th �eor �eme 6. L'op�erateur lin�eaire

%:
P n

i =1 � i e{(u ;x i ) 7! F (� ) ; � =
P n

i =1 � i � x i

se prolongeen un isomorphismede L 2(Rd; B(Rd); � F ) dans H

D�emonstration. Voir (Rozanov, 1967). La preuve utilise le fait que l'ensemble des combinaisons
lin�eaires

P n
i =1 � i e{(u ;x i ) est un sous-ensemble densede L 2(Rd; B(Rd); � F ).

Grâce �a ce r�esultat, on sait qu'�a tout �el�ement X 2 H correspond une fonction ' X (u ) 2
L 2(Rd; B(Rd); � F ). Notons que L 2(Rd; B(Rd); � F ) est muni du produit scalaire

(' X ; ' Y )L 2 ( � F ) = (X ; Y )H =
Z

Rd
' X (u )' Y (u ) � d� F (u) :

De plus (Rozanov, 1967), X et ' X sont li �espar

X =
Z

Rd
' X (u )d� F (u ) : (2.10)

La formule (2.10) nous donne par cons�equent une repr�esentation spectrale de tout �el�ement appar-
tenant �a l'espaceH. La fonction ' X dans (2.10) est appel�eecaract�eristique spectrale de X .

Soit T un op�erateur lin�eaire sur H , alors l' �equation

Y = TX =
Z

Rd
' Y (u )d� F (u ) = T

hZ

Rd
' X (u )d� F (u )

i
=

Z

Rd
[T 0' X ](u )d� F (u )

d�e�nit un op�erateur lin�eaire T 0 sur L 2(Rd; B(Rd); � F ). Inversement, tout op�erateur lin�eaire T 0

sur L 2(Rd; B(Rd); � F ) correspond �a un op�erateur lin�eaire T sur H . Par exemple, l'op�erateur de
translation � h dans H correspond �a l'op�erateur de multiplication par e{(h ;u ) .

Nous nous int�eressonsplus sp�eci�quement maintenant aux op�erations de �ltrage lin�eaire.

D �e�nition 19 (Filtrage lin �eaire). Un processusF1(x ) x 2 Rd est un �ltr agelin�eaire de F (x )
s'il peut être repr�esent�e sousla forme

F1(x ) =
Z

Rd
e{(u ;x ) ' 1(u )d� F (u ) ;

o�u ' 1(u ) est une fonction de L 2(Rd; B(Rd); � F ). Par cons�equent, F1(x ) 2 H , 8x 2 Rd.
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Remarque. Il est important de se limiter aux fonctions de L 2(Rd; B(Rd); � F ) a�n que le pro-
cessusF1(x ) soit du secondordre, car

kF1(x )k2 =
Z

Rd
j' 1(u )j2d� F (u ) :

Prop osition 11. F (x ) et F1(x ) sont stationnairement corr �el�es.

D�emonstration.

(F1(x ); F (y ))H =
Z

Rd
e{(u ;x ) ' 1(u )e� {(u ;y ) d� F (u ) =

Z

Rd
e{(u ;x � y ) ' 1(u )d� F (u )

ne d�epend que de x � y .

Remarquonsqu'un processusal�eatoire F1(x ) stationnairement corr�el�e avecF (x ) est issu d'un
�ltrage lin�eaire de F (x ) si et seulement si il existe un x 0 2 Rd tel que F1(x 0) 2 H ; on a F1(x ) =
� (x � x 0 ) F1(x 0), 8x .

Par la suite, nous devrons d�eterminer la covariance du processus�ltr �e ainsi que les inter-
covariances entre F (x ) et F1(x ). On obtient classiquement les relations appel�ees formules des
interf �erences (rappel�eespar exempledans (Chonavel, 2002)).

Exemple : d�eriv �ee de F (x). Consid�eronsun processusal�eatoire du secondordre F (x), x 2 R.
F (x) est d�erivable en moyennequadratique si la limite de kh� 1(F (x + h) � F (x))kH existe quand
h tend vers 0 (voir la section 2.4.4). Comme

h� 1(F (x + h) � F (x)) =
Z

R
h� 1(e{u (x + h) � e{ux )d� F (u) ;

F (x) est d�erivable en moyennequadratique si la fonction

h 7! h� 1(e{u (x + h) � e{ux )

convergedans L 2(R; B(R); � F ). La d�eriv�eede F (x) admet alors la repr�esentation

F 0(x) =
Z

R
{ue{ux d� F (u) :

2.4.4 Propri �et �es sur des tra jectoires

Di� �eren tes notions de contin uit �e

Si la sortie e�ectiv e du syst�eme �a mod�eliser est continue en fonction des facteurs, il est bien
ŝur pertinent de choisir un mod�eleal�eatoire ayant aussidestra jectoirescontinues.En pratique, on
voudrait donc savoir si un mod�ele al�eatoire donn�e par sa loi ou par sesmoments a despropri �et�es
de continuit �e. La notion de continuit �e pour un processusal�eatoire peut toutefois être d�e�nie en
plusieurs sens.Rappelons les di� �erentes notions de continuit �e utilis �eesainsi que leurs relations.

D �e�nition 20 (Con tin uit �e des tra jectoires). F (x ) poss�ede des trajectoires continues avec
probabilit�e 1 si

Pf lim
x ! x 0

F (x ) � F (x 0) = 0; 8x 0 2 Xg = 1
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La continuit �e des tra jectoires est souvent la propri �et�e d�esir�ee pour un mod�ele de type bô�te
noire. Cependant, il s'agit d'une propri �et�e forte. Des notions de continuit �e plus faibles existent.

D �e�nition 21 (Con tin uit �e en probabilit �e). Un processusal�eatoire F (x ) est dit continu en
probabilit�e en x 0 si F (x ) convergeen probabilit �e vers F (x 0) quand x tend vers x 0, c'est �a dire si

lim
x ! x 0

Pfj F (x ) � F (x 0)j > "g = 0 8" > 0:

D �e�nition 22 (Con tin uit �e presque sûre). Un processusal�eatoire F (x ) est dit continu presque
ŝurement en x 0 si F (x ) convergepresqueŝurement vers F (x 0) quand x tend vers x 0, c'est �a dire
si

Pf lim
x ! x 0

F (x ) = F (x 0)g = 1

D �e�nition 23 (Con tin uit �e en moyenne quadratique). Un processusal�eatoire F (x ) est dit
continu en moyenne quadratique en x 0 si F (x ) converge en moyenne quadratique vers F (x 0)
quand x tend vers x 0, c'est �a dire si

lim
x ! x 0

E[(F (x ) � F (x 0))2] = 0

Pour chacunedesd�e�nitions 21 �a 23, un processusest continu sur X s'il est continu pour tout
x 2 X. Les d�e�nitions 21 �a 23 correspondent bien �a desnotions plus faibles que la d�e�nition 20,
et qui ne garantissent pas la continuit �e des tra jectoires. Ainsi dans l'exemple de la section 2.1.1,
le processusF2(x ) est continu en probabilit �e sur [0; 1], puisque

Pfj F (x) � F (x0)j > "g = Pf w = xg + Pf w = x0g = 0;

alors que les tra jectoires de F2(x) ne sont pas continues. On peut v�eri�er que F2(x) est encore
continu presqueŝurement et en moyennequadratique.

Lesrelations bien connuesentre convergencesimpliquent lesrelations correspondantesentre les
continuit �es. Ainsi, la continuit �e en moyennequadratique n'implique pas en g�en�eral la continuit �e
presqueŝure et r�eciproquement. Par contre, lescontinuit �espresqueŝure et enmoyennequadratique
impliquent la continuit �e en probabilit �e.

Lorsque l'on disposed'hypoth�esessuppl�ementaires sur le processusal�eatoire consid�er�e, il est
possiblede trouver desrelations suppl�ementaires entre lescontinuit �es.Nous souhaitonsavant tout
pr�esenter l'in
uence des moments d'ordre deux sur les continuit �es. Ce point est important, car
dansle cadrede la pr�ediction lin�eaire,cesont lesmoments d'ordre deux quenousaurons �a choisir.

Prop osition 12. Soit F (x ) un processusal�eatoire du second ordre �a moyenne continue. Alors
F (x ) est continu en moyenne quadratique en x 0 si et seulement si sa covariance k(x ; y ) est
continue en (x ; y ) = (x 0; x 0). Si k(x ; y ) est continue sur sa diagonale x = y , alors elle est
continue partout.

D�emonstration. Apr �esavoir soustrait la moyenne:

jk(x ; y ) � k(x 0; x 0)j = E[F (x )F (y ) � F (x 0)2]

= E[(F (x ) � F (x 0))( F (y ) � F (x 0)]

� E[F (x 0)(F (x 0) � F (y ))] + E[F (x 0)(F (x ) � F (x 0))] :
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Si F (x ) est continu en moyenne quadratique en x 0, les trois termes de droite tendent vers 0
lorsque(x ; y ) ! (x 0; x 0), d'apr�esl'in �egalit�e de Schwarz, et donc k(x ; y ) est continue en (x 0; x 0).
La r�eciproque est imm�ediate.

Nous ne donnonspas la preuve de la deuxi�emepartie de la proposition. Voir (Stein, 1999) dans
le casstationnaire et (Adler, 1981) pour le casg�en�eral.

Dans le casde processusstationnaires, une relation tr �es importante existe entre la continuit �e
en moyenne quadratique et la mesurespectrale. On peut en e�et utiliser le fait qu'il existe une
d�ependanceentre la r�egularit�e d'une fonction f : R ! R et la d�ecroissancede sa transform�eede
Fourier ~f (u) quand u tend vers l'in�ni pour obtenir la proposition suivante.

Prop osition 13 (R �egularit �e et d�ecroissance (en dimension 1)). Une fonction int �egrable
f : R ! R est born�ee avec sesd�eriv�eesjusqu'�a l'ordre p continues et born�eessi

Z

R
j ~f (u)j(1 + jujp)du < + 1 : (2.11)

D�emonstration. Si ~f (u) 2 L 1(R), alors on v�eri�e �a l'aide de la formule de Fourier inverseque f
est continue et born�ee:

jf (x)j �
1

2�

Z

R
je{ux ~f (u) jdu =

1
2�

Z

R
j ~f (u) jdu (2.12)

et
jf (x) � f (y)j �

1
2�

Z

R
j(e{ux � e{uy ) ~f (u) jdu

x ! y
� ! 0

d'apr�es le th�eor�emede convergencedomin�ee.
La transform�eede Fourier de la d�eriv�ee de f �a l'ordre k est ({u)k ~f (u). D'apr �es (2.11) et (2.12),
R

Rj ~f (u)jjujk du < + 1 pour tout k � p, ce qui montre que f (k ) (x) est continue et born�ee.

Ainsi, si la densit�e spectrale d� F (u)=du de F (x), x 2 R, est telle que l'on ait

jd� F (u)=duj �
K

1 + juj1+ "

avec K et " > 0, alors F (x) est continue en moyennequadratique. Le r�esultat se g�en�eralise aux
ordres sup�erieurs (voir le paragrapheDi� �erentiabilit �e, page45).

Th �eor �emes g�en�eraux impliquan t la contin uit �e des tra jectoires

Nous avons mentionn�e plus haut que la continuit �e en moyenne quadratique n'implique pas
en g�en�eral la continuit �e des tra jectoires. Il existe de nombreux r�esultats permettant de garantir
la continuit �e des tra jectoires �a partir de conditions sur les lois des processusou même sur les
moments (nous avons vu pr�ec�edemment que de telles propri �et�es, qui impliquent des ensembles
non d�enombrables de variables al�eatoires, ne peuvent être �etablies qu'�a une modi�cation pr�es
des processusal�eatoires, ce que nous sous-entendrons par la suite). Les approches modernesde
ces questions fournissent des r�esultats �ns mais dont les preuves sont souvent tr �es techniques
(Dudley, 1973 ; Talagrand, 1987 ; Adler, 1990). Pour �etablir la continuit �e des tra jectoires, on
cherche souvent �a majorer des queuesde distribution de probabilit �e. Nous rappelons seulement
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ci-dessousquelquesconditions su�san tes de continuit �e des tra jectoires qui sont les plus utiles en
pratique. Desd�emonstrations peuvent par exempleêtre trouv �eesdans (Belyaev, 1961; Cram�er et
Leadbetter, 1967; Adler, 1981).

Prop osition 14 (pro cessus sur R). S'il existe des constantesC > 0 et � > � > 0, telles que
pour h > 0 su�samment petit,

E
�
jF (x + h) � F (x)j �

�
�

Cjhj
jlogjhjj1+ � ;

alors il existe une modi�c ation (d�e�nition page25) de F (x) qui poss�ededestrajectoires continues
avec probabilit�e 1. Notons quede nombreux processussatisfont une in�egalit�e plus forte du type

E
�
jF (x + h) � F (x)j �

�
� Cjhj1+ �

avec � > 0 et � > 0.

D�emonstration. Sansdonner la d�emonstration (Cram�er et Leadbetter, 1967), il peut être int�eres-
sant d'indiquer de mani�ere informelle que l'on commencepar obtenir une condition su�san te de
continuit �e destra jectoires en majorant desqueuesde probabilit �e : il existe deux fonctions " (h) et
g(h) satisfaisant certainesconditions telle que, pour tout h tel que khk � h,

Pfj F (x + h) � F (x )j > " (h)g � g(h):

On applique ensuite l'in �egalit�e de Markov

Pfj F (x + h) � F (x )j > " (khk)g �
E[jF (x + h) � F (x )j � ]

j" (khk)j �

avec une fonction " (h) correctement choisie.

Prop osition 15 (pro cessus sur Rd). Soit F (x ), x 2 Rd un processusal�eatoire. S'il existe des
constantesC > 0 et � > � > 0 telles quedans un voisinagede khk = 0,

E
�
jF (x + h) � F (x )j �

�
�

Ckhk2d

jlogkhkj1+ � ;

alors F (x ) poss�ededestrajectoires continues sur tout interval le compact de Rd avec probabilit�e 1.

D�emonstration. Ce r�esultat (plus faible pour d = 1 que la proposition 14) est donn�e sanspreuve
dans Adler (1981) d'apr�esBelyaev (1972).

Exemple. On sait que le mouvement brownien poss�ede des tra jectoires continues avec proba-
bilit �e 1. Les incr�ements W (t + h) � W (t) sont des variables al�eatoires gaussiennescentr �eesde
variance h. Par cons�equent, E[jW (t + h) � W (t)jp] = Cp jhjp=2, o�u Cp est le moment d'ordre p
d'une variable al�eatoire de loi gaussiennecentr �eede variance unit �e. On peut v�eri�er que, pour h
su�sammen t petit,

E
�
jW (t + h) � W (t)j4

�
= C4 jhj2 < C4jhj=jlog(jhj)j6
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et donc la condition su�san te de la proposition 14 est v�eri� �eepour � = 4.
Cette condition su�san te est toutefois restrictiv esi on neconnâ�t quedesmoments d'ordre deux

d'un processusal�eatoire.Pour un processusstationnaire avec� = 2, par exemple,le comportement
de la borne imposeune fonction de covariance avec une pente tendant relativement rapidement
vers 0 au voisinagede l'origine (en jhj2=jlog(jhj)j � ). Pour les processusal�eatoiresgaussiens,il est
possibled'obtenir une condition su�san te beaucoupmoins restrictiv e donn�ee par la proposition
suivante.

Prop osition 16. Si F (x ) est un processusal�eatoire gaussiendu second ordre, de moyennenulle
et admettant une covariance continue, et s'il existe desconstantesC > 0 et " > 0, telles quepour
kx � yk < 1

E[jF (x ) � F (y )j2] �
C

jlogkx � yk j1+ " ; (2.13)

alors F (x ) admet des trajectoires continues avec probabilit�e 1.

D�emonstration. Voir (Adler, 1981) pour une preuve asseztechnique.

(D'autres r�esultats concernant le casgaussienpourront être trouv �esdans (Cram�er et Leadbet-
ter, 1967 ; Belyaev, 1972 ; Dudley, 1973).) Si l'on supposede plus F (x ) stationnaire, la condi-
tion (2.13) peut se r�e�ecrire simplement �a l'aide de la fonction de corr�elation � (h) de F (x ) : s'il
existe C > 0 et " > 0, telle que pour khk < 1

1 � � (h) �
C

jlogkhkj1+ " ; (2.14)

alors F (x ) admet destra jectoirescontinuesavecprobabilit �eun. La bornede(2.14) estune fonction
croissante en khk tendant versz�ero �a l'origine et versl'in�ni lorsquekhk tend versun. Remarquons
qu'un changement d'�echelle n'a pasd'in
uence sur les propri �et�esde continuit �e et que la condition
khk < 1 pourrait �eventuellement être remplac�ee par khk < � , avec � arbitrairement petit (0 <
� < 1). Par cons�equent, la condition (2.14) porte sur la vitessede convergencede la corr�elation �a
l'origine. La �gure 2.2 repr�esente la borne jloghj � (1+ " ) pour di� �erentes valeurs de " . Cette �gure
sugg�ere que la pente de la borne crô�t tr �es rapidement quand h se rapproche de z�ero et on peut
v�eri�er par le calcul que la d�eriv�eetend vers l'in�ni quand h tend vers z�ero.

En se fondant sur cette observation, (Abrahamsen, 1997) a�rme que toutes les fonctions de
covariancescontinuesutilis �eesenpratique respectent cette borne.En pratique, il estpar cons�equent
possible de consid�erer qu'un processusal�eatoire gaussien�a moyenne et �a covariance continue
poss�ededestra jectoires continuesavec probabilit �e un.

D �eriv abilit �e

Nous nous int�eressonsdans cette section aux propri �et�es des d�eriv�ees des tra jectoires d'un
processusal�eatoire. En automatique, par exemple,il est fr�equent de devoir utiliser lesd�eriv�eesdes
sorties d'un syst�eme.Un mod�ele bô�te noire de ce syst�emedoit donc permettre une estimation de
cesd�eriv�ees.Dans la th�eorie des processusal�eatoires, les notions de d�erivabilit �e se traiten t de la
même fa�con que les notions de continuit �e. Les notions les plus int�eressantes �a d�e�nir sont celles
de la d�erivabilit �e en moyennequadratique et d�erivabilit �e destra jectoires avec probabilit �e un.
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Fig. 2.2 { Fonction jloghj � (1+ " ) trac�eepour plusieurs valeurs de " (0:01, 0:25, 0:5 et 1). La �gure
de droite est un agrandissement autour de l'origine de la �gure de gauche.

Soit F (x ), x 2 Rd, un processusal�eatoire du secondordre. Consid�erons le processusFh ;t (x ),
h 2 Rd, t 2 R, d�e�ni par

Fh ;t (x ) =
F (x + th) � F (x )

t

Le processusF (x ) est d�erivable en moyenne quadratique en x 0 dans la direction h si Fh ;t (x 0)
converge en moyenne quadratique lorsque t tend vers z�ero. Si la limite existe quelle que soit la
direction h, on dira que le processusest d�erivable en moyennequadratique. De même,on dira que
F (x ) poss�ededes tra jectoires d�erivables en x 0 avec probabilit �e un, s'il existe un ensemble N de
mesuren�egligeabletelle pour tout ! 2 
 nN et 8h 2 Rd, la limite de Fh ;t (! ; x 0) existe lorsque t
tend versz�ero. On montre ais�ement quesi les limites lim t ! 0 Fh ;t (x 0) existent �a la fois en moyenne
quadratique et avec probabilit �e un, alors les deux limites sont �egales.

Si F (x ) est d�erivable en x 0, nous notons r F (x ) le processusal�eatoire gradient �a valeurs
vectoriellesdans Rd tel que, 8h,

lim
t ! 0

Fh ;t (x 0) = (r F (x 0); h) :

Dans le casd'un processusd�e�ni sur R, le processusd�eriv�e seranot�e F 0(x) ou F (1) (x).
Les moments du secondordre du processusgradient r F (x ) (sous condition d'existence de

celui-ci) sed�eduisent simplement desmoments de F (x ). Si l'on posem(x ) = E[F (x )], alors

E[r F (x )] = r m(x ) :

Le vecteur d'in ter-covariancesentre F (x ) et r F (x ) est tel que

Cov[F (x ); r F (y )] = r y k(x ; y ) ;

et les �el�ements de la matrice d'in ter-covariancesK (2) entre les composantes de r F (x ) valent

k(2)
i;j =

@2

@x [i ]@y[j ]
k(x ; y ) :
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Nous ne d�emontrons pas cesexpressionsmais dans le cas o�u x 2 R et F (x) est stationnaire,
on peut noter que le processusFt (x) = (F (x + t) � F (x))=t a pour fonction de covariance

kt (h) =
1
h2 (2k(h) � k(h + t) � k(h � t)) ;

et que l'on a bien lim t ! 0 kt (h) = � k(2) (h).
Les conditions de d�erivabilit �e des tra jectoires de F (x ) avec probabilit �e 1 s'obtiennent de la

mêmemani�ere que les conditions de continuit �e des tra jectoires, en transposant les r�esultats pr�e-
c�edents aux composantes du vecteur gradient r F (x ). Il n'est pas n�ecessaired'expliciter cette
g�en�eralisation.

Une condition su�san te de d�erivabilit �e en moyennequadratique est rappel�eedans la proposi-
tion suivante.

Prop osition 17. Soit F (x ), x 2 Rd, un processusal�eatoire du second ordre admettant la fonction
de covariance k(x ; y ). Si les d�eriv�eespartiel les @2k(x ; y )=@x [i ]@y[i ], i = 1; : : : ; d, existent et sont
�nies en (x 0; x 0), alors F (x ) est d�erivable en moyennequadratique en x 0.

D�emonstration. Voir (Cram�er et Leadbetter, 1967) par exemple.

Dans le cas x 2 R, on peut remarquer le lien entre d�erivabilit �e (�a l'ordre p) en moyenne
quadratique et la d�ecroissancede la densit�e spectrale. D'apr �es la proposition 13, si

�
�
�
d� F (u)

du

�
�
� �

K
1 + juj2p+ "

avec K et " > 0, alors F (x) est d�erivable �a l'ordre p en moyennequadratique.

2.5 Pr �ediction lin �eaire des pro cessus du second ordre de
moyenne nulle, krigeage

Dans les sectionspr�ec�edentes, nous avons pr�esent�e une synth�esedes�el�ements classiquesde la
th�eorie desprocessusal�eatoires.Par la suite, nous allons mod�eliser la sortie d'un syst�emepar un
processusal�eatoire param�etr�e par un ensemble de facteurs caract�erisant l' �etat du syst�eme.Pour le
moment, nous traitons le casd'un processus�a moyennenulle ou connue (le casg�en�eral seravu au
chapitre 4). Ceci nous permet de sp�eci�er les propri �et�esdestra jectoires du processusal�eatoire en
choisissant essentiellement une fonction de covariance. Dans ce type de mod�ele, nous supposons
que la sortie du syst�eme correspond �a une tra jectoire particuli �ere du processusal�eatoire. Cette
tra jectoire, qui n'est g�en�eralement observ�eequepartiellement, doit donc être pr�edite a�n d'utiliser
le mod�ele quellesque soient les valeurs desfacteurs.

La pr�ediction lin�eaire est une m�ethode des plus simples mais se r�ev�ele satisfaisante dans la
plupart descasrencontr �es.Le krigeage,qui est en soit une pr�ediction lin�eaire, a �et�e d�evelopp�e en
g�eostatistique avecun point de vue tr �esproche du probl�emede mod�elisation de syst�emeque nous
nousposons.Nous pr�esentons dansun premier temps lesaspects�el�ementaires du krigeage,puis les
notions permettant de mod�eliser dessyst�emes�a plusieurs sorties observ�eesen pr�esencede bruit.
Nous pr�esentons en�n di� �erentes misesen �uvre de la m�ethode, commele krigeagedual ou une
m�ethode r�ecursive inspir�eed'un algorithme de pr�ediction de s�erie chronologique.
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2.5.1 Krigeage

Pr �ediction

Dans cette section, nous intro duisons le principe de la pr�ediction lin�eaire du point de vue
de la projection de meilleure approximation sur le sous-espacevectoriel g�en�er�e par les variables
al�eatoiresobserv�ees.Il s'agit donc de s'int�eresseraux estimateurs lin�eairesoptimaux en moyenne
quadratique. Il existed'autres points du vue permettant de retrouver les�equationsde la pr�ediction
lin�eaireoptimale. En particulier, si l'on consid�eredesprocessusgaussiens,le point de vue bay�esien
et le point de vue du maximum de vraisemblance conduisent aux mêmes�equations (Williams et
Rasmussen, 1996 ; Williams , 1997). Plusieurs approches d�eterministes sont aussi envisageables.
Mentionnons l'approche d'optimisation directe des poids (Roll et al., 2003) et l'approche de la
r�egressionlin�eaire r�egularis�ee (Nashed et Wahba, 1974 ; Nashed, 1976 ; Tikhonov et Arsenin,
1977). Le point de vue de la r�egressionlin�eairer�egularis�eefournit une interpr�etation fondamentale
�etudi�eeau chapitre 3.

Soit (
 ; A ; P) un espacedeprobabilit �e.On observeun processusal�eatoiredu secondordre F (x ).
Supposonsde plus que le processussoit �a moyennem(x ) connue. Dans ce cas,il revient au même
de s'int�eresseruniquement aux processus�a moyennenulle, puisque l'on peut toujours soustraire
la moyenne�a F (x ) et raisonner sur le processuscentr �e. Soient x 1; : : : ; x n despoints du domaine
X correspondant �a desobservations du processusal�eatoire F (! ; x 1) = f obs

1 ; : : : ; F (! ; x n ) = f obs
n ,

pour ! �x �e. On souhaite pr�edire la valeur du processusen un point x du domaine X. Pr�edire
revient �a chercher une fonction desvariablesal�eatoiresF (x 1); : : : ; F (x n ) pour approximer F (! ; x ),
! �etant inconnu. Nous utiliserons le terme de pr�edicteur pour d�esignerla variable al�eatoire d�e�nie
sur (
 ; A ; P), fonction de F (x 1); : : : ; F (x n ) et not�eeF̂ (x ), qui approxime F (x ). La valeur pr�edite
est la r�ealisation de F̂ (x ) pour ! 2 
 correspondant aux observations f obs

1 ; : : : ; f obs
n (la valeur

pr�edite est d�eterministe mais ! reste inconnu).

Esp�erance conditionnelle

Il est naturel de chercher un pr�edicteur qui minimise l'erreur F (x ) � F̂ (x ) en un certain sens.
Un crit �ere classiqued'optimalit �e est la minimisation de la moyenne quadratique de l'erreur de
pr�ediction. On cherche alors une fonction mesurable F̂ (x ) = ĥ(F (x 1); : : : ; F (x n )), du second
ordre et telle que

E[(F (x ) � F̂ (x ))2] =
Z



(F (x ) � F̂ (x ))2dP(! )

soit la plus petite possible. Comme le processusest de moyenne nulle, E[(F (x ) � F̂ (x ))2] =
Var[(F (x ) � F̂ (x ))], et le pr�edicteur cherch�e est aussi �a variance minimale.

Notons S = � (F (x 1); : : : ; F (x n )), la � -alg�ebre g�en�er�eepar les variables al�eatoiresF (x 1); : : :,
F (x n ) 3. Chercher h(F (x 1); : : : ; F (x n )) dans L 2(
 ; A ; P), mesurable,revient �a chercher une va-
riable al�eatoire de L 2(
 ; A ; P), S-mesurableet la plus proche possiblede F (x ) en norme L 2. Il
est bien connu que la solution est donn�ee par l'esp�erancede F (x ) conditionnellement �a S dans

3S porte l'information des variables al�eatoires F (x 1 ); : : : ; F (x n ), puisqu'il s'agit de l'ensemble des �ev�enements
dont l'observation de ces variables permet de savoir s'ils ont eu lieu.
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L 2(
 ; A ; P), not�eeE[F (x ) j S] 4. Autrement dit,

ĥ(F (x 1); : : : ; F (x n )) = E[F (x ) j S]

est la meilleure approximation dans L 2(
 ; A ; P) de F (x ) par une fonction de F (x 1); : : : ; F (x n ).
L'op�erateur F (x ) 7! E[F (x ) j S] est donc le projecteur orthogonal dans L 2(
 ; A ; P) sur le

sous-espacevectoriel L 2(
 ; S; PS ), o�u PS est la restriction de P �a S.
Malheureusement, il n'existe pas d'algorithme e�cace permettant de calculer cette esp�erance

conditionnelle pour un processusal�eatoire dans le cas g�en�eral. On peut en revanche restreindre
la classedes fonctions h pour obtenir des expressionsanalytiques simples. Par la suite, nous
consid�erons le cas du krigeage, o�u l'on se restreint �a la classedes combinaisons lin�eaires des
F (x i ) 5.

Pr �edicteur lin �eaire

Consid�eronsla classedespr�edicteurs lin�eaires,en notant bien que cette restriction n'implique
pasque le mod�elebô�te noire obtenu soit lin�eaireen lesfacteurs.La classedespr�edicteurs lin�eaires
est d'ailleurs su�sammen t riche pour la plupart des applications usuelleset poss�ede l'avantage
d'être extrêmement simple �a mettre en �uvre (voir le chapitre 6 pour desexemplesd'application
du krigeage).Parfois, la classedespr�edicteurs lin�eairesest encoretrop vaste, notamment lorsque
l'on disposede beaucoupde donn�eeset que l'on souhaite obtenir dessolutions dites creuses(voir
la section 6.8 pour quelquesd�eveloppements sur ce sujet).

Puisque le pr�edicteur cherch�e est lin�eaire, il est de la forme

F̂ (x ) =
nX

i =1

b� i; x F (x i ) :

Le meilleure pr�edicteur F̂ (x ) est le projet�e orthogonal sur le sous-espacevectoriel

H S = vectf F (x i ); i = 1; : : : ; ng ;

et on constate que les conditions d'orthogonalit �e s'expriment en fonction des moments d'ordre
deux seulement. En e�et,

(F (x ) � F̂ (x ); F (x i )) = 0 ) k(x ; x i ) �
nX

j =1

b� j; x k(x j ; x i ) = 0;

4Pour m�emoire (Gikhman et Skorohod, 1974), l'esp�erance conditionnelle E[F (x ) j S] dans L 1 (
 ; A ; P), o�u S
est une sous-� -alg�ebre de A , est par d�e�nition l'unique variable al�eatoire de L 1 (
 ; A ; P), S-mesurable, telle que
8B 2 S, Z

B
F (x )dP =

Z

B
E[F (x ) j S]dP :

Si de plus F (x ) 2 L 2 (
 ; A ; P), pour toute variable al�eatoire Y 2 L 2 (
 ; A ; P) S-mesurable, on a

E[Y F (x)] = E
�
Y E[F (x ) j S]

�
:

5Nous excluons ici la pr�esentation d'autres classesde pr�edicteurs. Deux raisons expliquent ce choix. D'une part,
la classe des pr�edicteurs lin �eaires se r�ev�ele satisfaisante dans la plupart des applications �a traiter. D'autre part,
l' �etape essentielle qui conditionne la qualit �e d'un mod�ele est le choix correct la structure du second ordre du
processusF (x ). Le recours �a des pr�edicteurs non-lin �eaires est toutefois envisageable pour des besoins sp�eci�ques
(par exemple, des probl �emes de seuillages). Une approche prop os�ee en g�eostatistique consiste �a transformer les
donn�eesa�n d'utiliser des pr�edicteurs lin �eaires (technique d'anamorphose, voir Chil �es et Del�ner (1999)).
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pour i = 1; : : : ; n. Par cons�equent, on obtient un syst�emed'�equationslin�eairesen b� j; x , j = 1; : : : ; n.

�Equations du krigeage

En r�e�ecrivant ce syst�eme lin�eaire sous une forme matricielle, on reconnâ�t les �equations du
krigeage(dit simple dans la litt �erature g�eostatistique).

Prop osition 18 (krigeage). Soit F (x ) un processusal�eatoire du second-ordre, de moyenne
nulle, admettant la fonction de covariance k(x ; y ). La meilleure pr�ediction lin�eaire de F (x ) �a
partir des variables al�eatoires F (x i ), i = 1; : : : ; n, est la projection orthogonale F̂ (x ) sur H S =
vectf F (x i ); i = 1; : : : ; ng, qui s'�ecrit

F̂ (x ) =
nX

i =1

b� i; x F (x i ) : (2.15)

Les b� i; x s'obtiennent en r�esolvant le syst�eme lin�eaire

K S
b� S;x = kS;x ; (2.16)

o�u K S est la matrice de covariance de tail le n � n du vecteur al�eatoire des observationsFS =
(F (x 1); : : : ; F (x n ))T , b� S;x = (b� 1;x ; : : : ; b� n; x )T est le vecteur de Rn descoe�cients du krigeage,et
kS;x = (k(x ; x 1); : : : ; k(x ; x n ))T est le vecteur de Rn descovariances entre les variablesobserv�ees
et la variable al�eatoire �a pr�edire.

Nous omettrons g�en�eralement l'indice S par la suite et noterons K b� x = kx quand il n'y a pas
d'ambigu•�t �e.

La solution en b� x de (2.16) est unique tant que la matrice de covariance K est de rang plein
(ce qui est normalement le cas), et elle s'�ecrit analytiquement b� x = K � 1kx . Insistons sur le fait
que les m�ethodesnum�eriquespour calculer b� x n'utilisent pas cesformes analytiques. En e�et, la
matrice de covarianceK est sym�etrique d�e�nie positive, cequi appelle destechniquesparticuli �eres
pour la r�esolution du syst�emelin�eaire (2.16) (voir la section6.8). Lorsquela matrice de covariance
n'est pas de rang plein alors que la covariance est d�e�nie positive, cela signi�e qu'une donn�ee
apparâ�t plusieurs fois et il est normalement possibled'�eviter une telle situation. Toutefois, il se
peut aussi que la matrice de covariance soit mal conditionn�ee,notamment lorsque deux donn�ees
sont tr �es proches dans l'espacedes facteurs, avec une corr�elation proche de un. Dans ce cas, on
cherche �a r�eduire la dimension (le rang) de la matrice en supprimant des donn�eesou �a partir de
factorisations de la matrice K . La section 6.8 revient sur cesprobl�emesplus en d�etail.

Propri �et �es d'in terp olation

Puisque le pr�edicteur est une projection sur H S , on a F̂ (x i ) = F (x i ), 8i = 1; : : : ; n, ce qui
implique que pour tout ! , la valeur pr�edite en x i est la valeur observ�ee f obs

i en ce point. Par
cons�equent, le krigeager�ealisetoujours une interpolation (dans le caso�u aucun bruit d'observation
n'est pris en compte). Cependant, rien n'indique pour le moment que l'in terpolation obtenue soit
n�ecessairement une fonction continue. Une mani�eredirecte d'obtenir la continuit �e de la pr�ediction
F̂ (! ; x ) �a ! �x �e, est de s'int�eresser�a la forme duale du krigeage(voir la section 2.5.3).
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Exemple graphique

La �gure 2.3 illustre de la propri �et�e d'in terpolation. Des exemplessimilaires seront pr�esent�es
au chapitre 6. Contrairement �a d'autres m�ethodesplus classiquesde r�egression(r�egressionlin�eaire
sur une basede polynômesou r�eseaude neuronesarti�ciels, voir par exemple(Bishop, 1995)), le
krigeagefournit un mod�elepassant pr�ecis�ement par lesdonn�eesobserv�ees.L'in terpolation obtenue
par krigeageconstitue donc un mod�ele comportemental pertinent lorsque la sortie du syst�emeest
observ�ee sansbruit. Le choix de la fonction de covariance permet de garder le contr ôle du type
d'in terpolation, commecelaseravu plus pr�ecis�ement au chapitre 5. Remarquonsque la pr�ediction
obtenue n'a pas d'®oscillations ¯ parasites comme on en rencontre avec une interpolation poly-
nomiale. Nous verrons en e�et au chapitre 3 que le krigeageconstitue une m�ethode de r�egression
r�egularis�ee.D'apr �es la �gure 2.3, la pr�ediction est meilleure lorsqu'elle est r�ealis�ee�a proximit �e de
donn�eesobserv�ees.En g�en�eral, le mod�ele est meilleur si le nombre de donn�eesest important sur
le domaine d'�etude6. Cette a�rmation sera justi� �eeau chapitre 5.
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Fig. 2.3 { Exemple de pr�ediction par krigeage. (Les conventions graphiques sont celles de la
�gure 1.1.)

Cas des pro cessus gaussiens

Supposonsmaintenant F (x ) gaussien.Dans cecasil est bien connu que l'esp�erancecondition-
nelle peut être calcul�eeanalytiquement.

Prop osition 19. Soit (X ; Y ) un vecteur gaussien�a valeursdansRn + q. On supposedet(K X ) 6= 0.
Alors, pour toute f 2 L 1,

E[f (Y ) j X ] = � f (X )] p.s., avec � f (x ) = E[f (Ax + Z )] ;

6Si l'on poss�edait un nombre su�san t de donn�ees observ�ees sans bruit, il serait �equivalent d'un point de vue
op�erationnel de d�ecrire le syst�eme par un mod�ele bô�te noire ou par un mod�ele physique. Le mod�ele bô�te noire
pourrait même s'av�erer meilleur que le mod�ele physique car ce dernier est souvent obtenu �a partir d'appro ximations.
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o�u A = K Y ;X K � 1
X , Z suit une loi normale N (E[Y ] � A E[X ]; K Y � AK X ;Y ) et K Y ;X =

E[(Y � E[Y ])(X � E[X ])T ]. En particulier,

E[Y j X ] � E[Y ] = K Y ;X K � 1
X (X � E[X ]) p.s.

D�emonstration. Voir par exemple(Chonavel, 2002).

Par cons�equent, dans le cas des processusgaussiens,le pr�edicteur lin�eaire est optimal parmi
tous les pr�edicteurs minimisant l'erreur en moyennequadratique. Pour cette raison, la pr�ediction
lin�eaire est bien adapt�ee dans le cas des processusgaussienset on peut supposer que cela reste
vrai si le processusn'est pas trop loin d'être gaussien.Dans le cadre de mod�elesbô�te noire, il est
en g�en�eral pertinent de se restreindre aux processusgaussiens.Cependant, comme le note Stein
(1999), il est relativement facile de construire desprocessusal�eatoiresnon gaussienspour lesquels
la pr�ediction lin�eaire n'est plus du tout adapt�ee. Lorsque le mod�ele gaussienn'est pas tenable,
on pourra recourir �a des pr�edictions non-lin�eairesparmi cellespropos�eespar les g�eostatisticiens
(Chil �eset Del�ner , 1999).

Erreur de pr �ediction

Dansle casd'un processusal�eatoiredemoyenneconnue, le pr�edicteur du krigeageestsansbiais.
D'autre part, l'un des avantages du cadre probabiliste retenu est que l'on caract�erise facilement
l'incertitude de la pr�ediction. La variance de l'erreur de pr�ediction est en e�et donn�eepar

Var[F (x ) � F̂ (x )] = E[(F (x ) � F̂ (x ))2]

= k(x ; x ) � 2b� T
x kx + b� T

x K b� x

= E[F (x )2] � E[F̂ (x )2] (relation de Pythagore) (2.17)

= k(x ; x ) � b� T
x K b� x

La variance de l'erreur de pr�ediction est typiquement utilis �ee pour d�eterminer la qualit �e de la
pr�ediction en donnant des intervalles de con�ance. Ainsi dans le cas gaussien,un intervalle de
largeur 2a fois l' �ecart typede l'erreur depr�ediction centr �esur la valeur pr�edite contient unefraction
�egale�a erf(a=

p
2) des tra jectoires possiblesdu processus(pour a = 1:96, erf(1:96=

p
2) � 0:95).

Dans la section6.6, nousdonnonsun exempled'utilisation de la variancede l'erreur de pr�ediction
pour d�eterminer un plan d'exp�eriences(il s'agit de choisir lesobservations pour minimiser l'erreur
de pr�ediction).

Remarquonsd'apr�es (2.17), que la variance du pr�edicteur est n�ecessairement plus petite que
la variance du processusal�eatoire. On dit ainsi parfois que la pr�ediction ®lisse¯ . On peut encore
interpr�eter cette propri �et�e comme le fait que la pr�ediction op�ere un moyennagedes tra jectoires
possiblesdu processusal�eatoire, conditionnellement aux observations. Nous reviendrons sur ce
point dans la section 2.6 pour parler du rôle dessimulations conditionnelles.

Une autre possibilit�e pour caract�eriser l'erreur de pr�ediction est d'utiliser la proposition sui-
vante, classiqueen alg�ebre lin�eaire (Hirsch et Lacombes, 1999).

Prop osition 20. Soit f x 1; : : : ; x n g une famil le libre d'un espace pr�ehilbertien r�eel E et F le
sous-espace g�en�er�e par cette famil le. Pour tout x 2 E

d2(x ; F ) =
det[G(x ; x 1; : : : ; x n )]
det[G(x 1; : : : ; x n )]

;
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o�u on note G(: : :) la matrice de Gram d'une famil le de vecteurs, et d(x ; F ), la distance euclidienne
de x �a F . (Par d�e�nition, la matrice de Gram d'une famil le de vecteurs x i , i = 1; : : : ; n, est la
matrice n � n desproduits scalaires (x i ; x j ).)

D�emonstration. (Indications) Consid�erer y le projet�e orthogonal de x sur F . Dans le calcul de
det[G(x ; x 1; : : : ; x n )], remplacer x par (x � y ) + y et utiliser la lin�earit�e du d�eterminant par
rapport �a la premi�ere colonne.

Cette formule est directement exploitable car la matrice de covarianceest une matrice de pro-
duits scalaires,puisquel'on supposeF (x ) de moyennenulle. Elle fournit deux interpr�etations int�e-
ressantes. Nous pouvons tout d'abord constater de mani�ere heuristique que l'erreur de pr�ediction
est de l'ordre de la plus petite valeur propre de la matrice de covariance.Cette remarqueest impor-
tante dansle cadrede la r�esolutionnum�eriquedu syst�eme(2.16). La th�eoriede l'information fournit
une secondeinterpr�etation. En e�et, un vecteur al�eatoire gaussiende dimensiond et de matrice de
covarianceK poss�edeune entropie s'�ecrivant sousla forme 1

2 log2[det K ]+ log2[(2� e)d=2]+ C. Ceci
permet d'in terpr�eter l'erreur de pr�ediction commeapproximativ ement la di� �erenced'information
entre le vecteur al�eatoire FS et le vecteur (F (x ); FS )T .

Avant de conclure cette section, nous souhaitonsdiscuter le comportement de l'erreur lorsque
le nombre d'observations devient dense sur un domaine d'�etude. Cette question sera reprise
plus en d�etails dans la section 5.3. Pour e�ectuer la pr�ediction en un point x du domaine
d'�etude, consid�erons une suite d'observations aux points x i 6= x , i 2 N, telle que x soit un
point d'adh�erencede la suite (x n ). Appelons PH S n

, l'op�erateur de projection orthogonale sur
H Sn = vectf F (x 1); : : : ; F (x n )g, et PF (x t n ) l'op�erateur de projection sur le sous-espaceg�en�er�e par
F (x t n ), avec tn = argmini � n kx � x i k2. Alors, pour tout n 2 N, il est clair que

Var[F (x ) � PH S n
F (x )] � Var[F (x ) � PF (x t n ) F (x )] ; (2.18)

� k(x ; x ) �
k(x ; x t n )2

k(x ; x )
: (2.19)

Supposonsk(x ; y ) continue, stationnaire. Si la densit�e de points augmente dansun voisinagede x ,
x � x t n tend versz�ero et la variancede l'erreur tend �egalement versz�ero. La vitessede convergence
est li �ee �a la r�egularit�e de la covariance �a l'origine. Nous verrons dans la section 5.3 que l'on peut
trouver l > 0 et C � 0 tel que,

Var[F (x ) � PH S n
F (x )] � Ckx � x t n kl ; 8n :

Notons que les bornesd'erreur optimales lorsquel' �echantillonnage est non uniforme sont di�ciles
�a obtenir en g�en�eral. Tr�es peu de r�esultats sont �etablis si l'on supposede plus que la covariance
utilis �ee pour la pr�ediction lin�eaire di� �ere de la covariance du processus(ce qui est en pratique
toujours le cas,voir la section 5.3).

2.5.2 Pr �ediction dans le cas de plusieurs pro cessus al�eatoires

La m�ethode appel�eecokrigeage(voir par exemple(Chil �eset Del�ner , 1999)) permet d'e�ectuer
une pr�ediction lorsque l'on observe plusieurs processusal�eatoires F � (x ), � = 1; : : : ; q. On peut,
par exemple,vouloir pr�edire F1(x ) en fonction d'observations F� i (x i ), i = 1; : : : ; n. Le principe
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reste le mêmeque dans le casd'un seul processusal�eatoire. On cherche la projection orthogonale
F̂1(x ) de F1(x ) sur H S = vectf F� i (x i ); i = 1; : : : ; ng qui s'�ecrit

F̂1(x ) =
nX

i =1

b� i; x F� i (x i ) :

Les b� i; x s'obtiennent, comme dans le cas du krigeage,par la r�esolution d'un syst�emed'�equa-
tions lin�eaires.Ce syst�emes'obtient en fonction descovarianceset des inter-covariancesentre les
processusal�eatoires,et peut s'�ecrire sousforme matricielle :

0

B
B
B
B
B
B
@

k� 1 ;� 1 (x 1; x 1) k� 1 ;� 2 (x 1; x 2) � � � k� 1 ;� n (x 1; x n )

k� 2 ;� 1 (x 2; x 1) k� 2 ;� 2 (x 2; x 2)
...

...
. . .

...
... k� n ;� n (x n ; x n )

1

C
C
C
C
C
C
A

b� S;x =

0

B
B
@

k1;� 1 (x ; x 1)
...

k1;� n (x ; x n )

1

C
C
A

Remarquonsque l'on seram�enetr �essimplement au casdu krigeage.Pour un processusF � (x ),
l'indice � peut ene�et être interpr�et�ecommeun param�etre suppl�ementaire (voir la mêmeremarque
dans la section 2.1.1). Formellement, le casde plusieurs processusal�eatoiresdevient identique au
cas de la pr�ediction d'un seul processuset peut se traiter au moyen d'une seule fonction de
covariance k([�; x ]; [� ; y ]).

Dans le contexte de la mod�elisation de type bô�te noire, l'utilisation de ce type de pr�ediction
est naturellement int�eressante quand le syst�eme comporte plusieurs sorties et que l'on souhaite
exploiter les corr�elations �eventuelles entre elles.

Observ ations bruit �ees. Un exemple d'application important de cette m�ethode se pr�esente
lorsque l'on a un syst�eme dont la sortie observ�ee est perturb�ee par un bruit additif gaussien.
Chaqueobservation est alors mod�elis�eepar une variable al�eatoire

F obs
x i

= F (x i ) + N i ;

o�u F (x ) mod�elise la sortie du syst�emesansbruit. Pour calculer le pr�edicteur lin�eaire optimal au
sensdu krigeagede F (x ),

F̂ (x ) =
nX

i =1

b� i; x F obs
x i

;

on calculela projection orthogonaledeF (x ) sur vectf F obs
x i

; i = 1; : : : ; ng, cequi conduit �a r�esoudre
le syst�emelin�eaire

(K + � 2
N I n )b� x = kx ;

o�u � 2
N est la variance du bruit d'observation, suppos�ee identique pour chaque observation. La

pr�ediction obtenue est une approximation de la sortie du syst�eme.Nous n'avons plus dans ce cas
la propri �et�e d'in terpolation et la variance de l'erreur de pr�ediction en un point x est minor�eepar
la variance du bruit d'observation. Notons que la m�ethode seg�en�eraliseais�ement au casde bruits
d'observation corr�el�es.
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Pr �ediction de la d�eriv �ee d'une sortie. Formellement, nous pouvons consid�erer un syst�eme
�a deux sorties, l'une �etant la sortie e�ectiv e du syst�eme, l'autre �etant la d�eriv�eede celle-ci. Pour
simpli�er la pr�esentation, supposonsque le mod�ele ne d�epende que d'un seul facteur x 2 R. La
sortie est alors mod�elis�eepar le processusal�eatoire F (x), suppos�e stationnaire (pour simpli�er en-
coredavantage), de moyennenulle (le casd'une moyennenon nulle est trait �e dansla section 4.6.2)
et de covariance k(h). La pr�ediction de la d�eriv�ee de F (x) n�ecessiteque F (x) soit d�erivable en
moyennequadratique, cequi imposel'existencede la d�eriv�eesecondede la covarianceavecnotam-
ment k(2) (0) < 1 . Le pr�edicteur lin�eaire cF 0(x) de F 0(x) �a partir de F obs

x 1
; : : : ; F obs

x n
s'�ecrit sousla

forme

cF 0(x) =
nX

i =1

b� i;x F obs
x i

;

o�u les b� i;x s'obtiennent commesolution du syst�eme

(K + � 2
N I n )b� x = k 0

x ;

avec � 2
N la variance du bruit et

k 0
x = (sgn(x � x1)k0(jx � x1j); : : : ; sgn(x � xn )k0(jx � xn j))T :

Terminonspar quelquesremarques�a proposde la pr�ediction desd�eriv�ees.Tout d'abord, notons
que la m�ethode permet de d�eriver dessignauxbruit �es,cequi est g�en�eralement consid�er�ecommeun
probl�emed�elicat de traitement du signal. La section6.1.2montre sur desexemplesque la m�ethode
est tr �essatisfaisante. La g�en�eralisation �a la pr�ediction desd�eriv�eesd'ordre sup�erieur ne posepas
de probl�eme particulier, �a condition de choisir des covariancessu�sammen t d�erivables. Dans le
caso�u x 2 Rd, on doit naturellement s'int�eresser�a la pr�ediction descomposantes du gradient de
F (x ). En�n, il peut être int�eressant dans certaines situations de supposer des d�eriv�eespartielles
(ou le gradient) connues en des points de l'espace des facteurs. Par exemple, on peut vouloir
prendre en compte des connaissancesa priori sur la physique du syst�eme,comme desconditions
aux limites. Dans ce cas, nous pouvons consid�erer cesconnaissancescomme les observations des
vecteurs al�eatoires r F (y j ), j = 1; : : : ; m, et calculer alors le pr�edicteur optimal en projetant
orthogonalement les composantes de r F (x ) sur

vectf F (x i ); i = 1; : : : ; ng � vectfr F (y j ); j = 1; : : : ; mg:

La section 6.1.2 proposedes exemplesde prise en compte d'information a priori sur les d�eriv�ees
et d'in t�egration.

2.5.3 Krigeage dual

Le krigeage dual (Chil �es et Del�ner , 1999) permet d'�eviter de calculer les coe�cien ts b� i; x de
la combinaison lin�eaire pour tous les x o�u la pr�ediction doit être faite. Ceci pr�esente un int�er̂et
non n�egligeableen pratique. Le terme ®dual ¯ vient de l'analyse de l' �equivalenceentre krigeage
et r�egressionr�egularis�ee(historiquement, il s'agissait en fait de splines (Matheron, 1981)).
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Si la matrice de covariance du vecteur al�eatoire des observations est de rang plein, pour tout
x 2 X, le pr�edicteur s'�ecrit

F̂ (x ) = (b� x ; FS )

= (K � 1kx ; FS )

= (kx ; K � 1FS ) :

Le terme ®dual ¯ vient de l'op�eration e�ectu �eedans la derni�ere�equation, qui utilise le fait que la
matrice K � 1 est sym�etrique (auto-adjointe).

Notons A S = (A1; : : : ; An )T le vecteur al�eatoire K � 1FS . Pour ! �x �e, le pr�edicteur s'exprime
donc commeune combinaison lin�eaire descovariances:

F̂ (x ) =
nX

i =1

A i k(x i ; x ) ;

avec les variables al�eatoiresA i donn�eespar la solution du syst�emed'�equations lin�eaires�a coe�-
cients al�eatoires

K A S = FS : (2.20)

Autrement dit, il n'est pas n�ecessairede r�esoudreun nouveau syst�emelin�eaire pour chaqueF (x )
�a pr�edire et il su�t d'avoir r�esoluune fois pour toute le syst�emelin�eaire(2.20). La proposition qui
suit permet d'a�rmer que le krigeager�ealiseune interpolation continue desdonn�eesobserv�ees.

Prop osition 21. Soit F (x ) un processusal�eatoire du second ordre, de moyenne nulle et de
covariance continue. Si la matrice de covariance du vecteur al�eatoire des observations F (x i ),
i = 1; : : : ; n, est de rang plein, alors les valeurs pr�edites F̂ (! ; x ) �a partir desobservationsconsti-
tuent, �a ! �x �e, une fonction continue qui interpole les observationsF (! ; x i ).

D�emonstration. Nous avons d�ej�a vu la propri �et�e F̂ (! ; x i ) = F (! ; x i ), 8i 2 f 1; : : : ; ng et 8! 2 
.
Comme F̂ (x ) est une combinaison lin�eaire (al�eatoire) de fonctions continues, F̂ (! ; x ) est une
fonction continue �a ! �x �e.

2.5.4 Une m�etho de r �ecursiv e de pr �ediction lin �eaire

La m�ethode propos�ee dans cette section est une formulation de l' algorithme des innovations
(voir par exempleBrockwell et Davis, 1987) pour la pr�ediction d'un processusal�eatoire param�e-
tr �e par un espacede facteurs quelconque.Elle exploite de mani�ere int�eressante la propri �et�e de
projection orthogonale pour calculer de mani�ere r�ecursive la solution du syst�eme (2.16), ce qui
pr�esente un int�er̂et dans les applications o�u desdonn�eessont susceptiblesd'être rajout �eesau fur
et �a mesure.Nous pr�esentons cet algorithme et nous �evaluons sa complexit�e.

Prop osition 22 (Algorithme des inno vations). Soit F (x ) un processusal�eatoire du second
ordre, de moyenne nulle et de covariance k(x ; y ). Soit F̂Sn (x n +1 ), la projection orthogonale de
F (x n +1 ) sur

H Sn = vectf F (x 1); : : : ; F (x n )g :
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On a

F̂Sn (x n +1 ) =

(
0 si n = 1;
P n

j =1 � n +1 ;j (F (x j ) � F̂Sj � 1 (x j )) si n � 2 ;
(2.21)

avec

� n +1 ;m = v� 1
m

2

4k(x n +1 ; x m ) �
m � 1X

j =1

� m;j � n +1 ;j vj

3

5 ; m = 1; : : : ; n ;

v1 = k(x 1; x 1) ;

vn = k(x n ; x n ) �
n � 1X

j =1

� 2
n;j vj :

On peut calculer r�ecursivementv1, � 2;1, v2, � 3;1, � 3;2, v3, etc.

D�emonstration. La famille f F (x 1) � F̂S1 (x 1); : : : ; F (x n ) � F̂Sn � 1 (x n )g est orthogonale puisque
pour i < j ,

F (x i ) � F̂Si � 1 (x i ) 2 H Sj � 1 ;

et
F (x j ) � F̂Sj � 1 (x j ) ? H Sj � 1 :

Posons
vn = kF (x n ) � F̂Sn � 1 (x n ) k2 :

Formons le produit scalairedesdeux côt�esde l' �egalit�e (2.21) avec F (x m ) � F̂Sm � 1 (x m ). Il vient

(F̂Sn (x n +1 ); F (x m ) � F̂Sm � 1 (x m )) = � n +1 ;m vm ; 8m 2 f 1; : : : ; ng

La propri �et�e d'orthogonalit �e implique alors :

� n +1 ;m = v� 1
m (F̂Sn (x n +1 ); F (x m ) � F̂Sm � 1 (x m ))

= v� 1
m (F (x n +1 ); F (x m ) � F̂Sm � 1 (x m ))

= v� 1
m

2

4k(x n +1 ; x m ) �
m � 1X

j =1

� m;j (F (x n +1 ); F (x j ) � F̂Sj � 1 (x j ))

3

5

= v� 1
m

2

4k(x n +1 ; x m ) �
m � 1X

j =1

� m;j � n +1 ;j vj

3

5

Remarque. Cet algorithme s'applique traditionnellement dans le casdess�erieschronologiques,
o�u les observations, mod�elis�eespar desvariables al�eatoiresX n , sont espac�eesr�eguli�erement dans
le temps. Il permet de calculer les pr�edictions en fonction des innovations X n � X̂ n , alors que
l'algorithme r�ecursif de Durbin{Levinson calcule les pr�edictions directement en fonction desX n .
Ce dernier algorithme exploite la structure Toeplitz de la matrice de covariance et n'est pas
utilisable pour le krigeagesi l' �echantillonnage est non uniforme.
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�Evaluons la complexit�e num�erique de cet algorithme. Le nombre des op�erations impliqu�ees�a
l' �etape n est de n2 + 3n � 2 multiplications et 0:5n2 + 3:5n additions. Notons que

P n
k=1 k2 =

1
6 n(n + 1)(2n + 1). L'ordre de grandeur du nombre total desop�erations pour le calcul r�ecursif de
F̂Sn (x n +1 ) �gure dans la table 2.1, o�u l'on voit que la complexit�e de la m�ethode des innovations
est comparable�a celle desm�ethodesclassiquesde r�esolution de syst�emeslin�eaires.

Algorithme additions multiplications

Gauss n 3

3
n 3

3

Cholesky n 3

6
n 3

6

Innovations n 3

6
n 3

3

Tab. 2.1 { Ordre de grandeur du nombre total d'op�erations pour di� �erentes m�ethodes de calcul
de F̂ (x n +1 )

2.5.5 Limites de la pr �ediction lin �eaire

Un int�er̂et fondamental du krigeageestsasimplicit �ealgorithmique. Cette simplicit �eestd'ailleurs
li �ee �a celle des hypoth�esessur la loi du processusF (x ), consid�er�e comme approximativ ement
gaussien.L'inf �erencedes param�etres de F (x ) �a partir des donn�eesobserv�eesest ainsi facilit �ee.
D'autres hypoth�esessimpli�catrices sont utilis �eesen pratique, commecelle de l'existence de pro-
pri �et�esd'invariance dans l'espacedes facteurs, notamment celle de stationnarit �e. Le krigeageest
une pr�ediction optimale seulement dans le casgaussien(section 2.5.1) mais nous pouvons encore
utiliser une pr�ediction lin�eaire mêmelorsque le mod�ele gaussienn'est pas adapt�e (si les moments
d'ordre un et deux du processusal�eatoire sont connus). Commele note Stein (1999), section1.4, la
pr�ediction lin�eaire peut devenir largement sous-optimalepour certains processusal�eatoires,mais
de tels processussont assezpeu r�ealistescommemod�elesde syst�eme.

L'une des limitations de la pr�ediction lin�eaire est qu'il n'est pas possiblede garantir la posi-
tivit �e de la pr�ediction. Des solutions ont toutefois �et�e propos�eesen utilisant des algorithmes de
programmation quadratique et des contrain tes de positivit �e sur les coe�cien ts b� i; x du krigeage
(Barnes et Johnson, 1984 ; Chil �es et Del�ner , 1999). La classedes pr�edicteurs est restreinte aux
combinaisonslin�eaires�a coe�cien ts positifs (la solution d'un tel probl�emeest unique car il s'agit
de trouver la meilleure projection sur un sous-ensemble convexe ferm�e de H S � H ). Il est �egale-
ment possibled'imp oserdescontrain tes d'in �egalit�e quelconquessur la pr�ediction (Langlais, 1990;
Chil �eset Del�ner , 1999).

Les m�ethodesde krigeagenon-lin�eairepermettent de s'a�ranc hir de la limitation du caract�ere
gaussiendu processusmod�elisant le syst�eme.Ces techniques permettent par exemplede pr�edire
desd�epassements de seuils.Si desraisonssp�eci�ques motivent le choix d'un processusnon-gaussien
commemod�ele du syst�eme,une analyseplus d�etaill �eedesdonn�eesest g�en�eralement n�ecessaire.

En�n, mentionnons une limitation de la pr�ediction lin�eaire li �ee au nombre de donn�ees.Si le
nombre n de donn�eesest important, le coût algorithmique de la m�ethode en O(n3) peut s'av�erer
incompatible avecl'usagepr�evu du mod�ele.La solution la plus simple pour rem�edier �a ceprobl�eme
est alors d'e�ectuer une pr�ediction en un point donn�e de l'espacedesfacteursen ne gardant que les
donn�eessitu�eesdans un voisinagede ce point. Toutefois, cette solution ne permet par d'�eliminer
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les donn�eesredondantes. A�n d'obtenir desmod�elescreux, les m�ethodesde r�egression�a vecteurs
de support sont envisageables(voir la section 3.6.4), au prix d'une complexit�e num�erique accrue.

2.6 �El �ements sur la simulation de pro cessus al�eatoires

Dans de nombreux cas, il est utile de g�en�erer des tra jectoires d'un processusal�eatoire. On
parle alors de simulations de tra jectoires. Nous pr�esentons tr �esbri �evement les principesg�en�eraux
que nous avonsutilis �es.On pourra consulter (Chil �eset Del�ner , 1999) pour une pr�esentation tr �es
compl�ete desm�ethodesde simulation dansun cadreg�eostatistique. (Robert et Casella, 1999; Lan-
tuejoul, 2002) constituent desr�ef�erencesclassiquessur les m�ethodesde simulation en statistiques.

2.6.1 D�ecomp osition de la matrice covariance

Soit F (x ) un processusal�eatoire de moyennenulle et de covariance k(x ; y ). Nous souhaitons
obtenir des r�ealisationsdu vecteur FS = (F (x 1); : : : ; F (x n ))T . Nous nous restreignonsici au cas
o�u F (x ) est gaussien,pour lequel lesm�ethodesde g�en�eration de r�ealisationssont simples�a mettre
en �uvre. (Lorsque F (x ) n'est pas gaussien,il est possiblede se contenter d'approximations au
secondordre et de g�en�erer des r�ealisationsau sensfaible, en ne tenant compte que desmoments
d'ordre un et deux.) Les m�ethodesde simulation les plus simplesreposent sur desd�ecompositions
de la matrice de covariance. On calcule ainsi la factorisation de Cholesky C C T de la matrice
de covariance K S de FS , o�u C est une matrice triangulaire inf�erieure (une telle d�ecomposition
existe si la matrice de covariance est positive (Ciarlet , 1998)). Si X est un vecteur de n variables
al�eatoires gaussiennesind�ependantes de variance unit �e, alors le vecteur al�eatoire C X admet la
mêmeloi que FS .

Il su�t donc de g�en�erer desr�ealisationsde X pour obtenir desr�ealisationsde FS . En revanche,
la factorisation de Choleskycomporte O(n3) op�erations, cequi restreint en pratique cette m�ethode
�a la simulation de vecteurs �a quelquescentaines d'�el�ements. Il est parfois possiblede tirer avan-
tage de la structure de la matrice de covariance lorsque les points de l'espacedes facteurs sont
r�eguli�erement dispos�essur une grille (Zimmerman, 1989). D'autres possibilit�esexistent, commela
s�eparation du domaine de simulation en plusieurs sous-domaines(Vecchia, 1988).

2.6.2 Simulations conditionnelles

On peut vouloir g�en�erer des r�ealisationsd'un processusal�eatoire qui prennent la valeur de la
sortie aux points observ�es.On parle alors de simulation conditionnelle.

Soit FS0 = (F (y1); : : : ; F (ym )) et FS1 = (F (x 1); : : : ; F (x n )) deux vecteursgaussiensextraits
du processusal�eatoire F (x ). La loi conditionnelle de FS1 sachant FS0 = f S0 s'�ecrit d'apr�esla r�egle
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de Bayes

Pf F (x 1) 2 [f x 1 ; f x 1 + df x 1 ]; : : : ; F (x n ) 2 [f x n ; f x n + df x n ] j f S0 g

= Pf F (x n ) 2 [f x n ; f x n + df x n ] j f S0 ; f x 1 ; : : : ; f x n � 1 g

� Pf F (x n � 1) 2 [f x n � 1 ; f x n � 1 + df x n � 1 ] j f S0 ; f x 1 ; : : : ; f x n � 2 g

...

� Pf F (x 1) 2 [f x 1 ; f x 1 + df x 1 ] j f S0 g

Par cons�equent, la simulation de FS1 conditionnellement �a FS0 = f S0 peut être abord�ee par
une approche s�equentielle en g�en�erant successivement desr�ealisationsselonles lois conditionnelles
Pf F (x i ) 2 [f x i ; f x i + df x i ] j f S0 ; f x 1 ; : : : ; f x i � 1 g, i = 1; : : : ; n. Cette approche tr �esg�en�erale n�eces-
site toutefois d'être capablede d�eterminer les lois conditionnelles, ce qui ne posepas de probl�eme
dans le cas d'un processusgaussien(on peut par exemple d�eterminer les param�etres de la loi
conditionnelle en utilisant la moyenneet la variance du pr�edicteur par krigeage).

Une secondem�ethode ais�ement mise en �uvre est le conditionnement par krigeage. Soit F (x )
un processusal�eatoire gaussienet F̂ (x ) le meilleur pr�edicteur lin�eaire de F (x ) �a partir desobser-
vations en x 1; : : : ; x n . Pour tout ! 2 
, F (! ; x i ) � F̂ (! ; x i ) = 0, i = 1; : : : ; n. Si l'on supposeque
les sorties observ�eesdu syst�emecorrespondent �a un certain ! 0, le processusal�eatoire d�e�ni par

F̂ (! 0; x ) + (F (! ; x ) � F̂ (! ; x )) (2.22)

est tel que sesr�ealisations passent toutes par les observations. On peut v�eri�er que le proces-
sus (2.22) admet la loi de F (x ) conditionnellement aux observations (Chil �es et Del�ner , 1999).
Par cons�equent, la m�ethode de simulation conditionnelle par krigeageconsiste�a

{ calculer par krigeagel'in terpolation F̂ (! 0; x ) desobservations F (! 0; x i ),
{ g�en�erer dessimulations non conditionnellesde F (! ; x ) en utilisant par exempleune factori-

sation de Cholesky de la matrice de covariance,
{ calculer par krigeageles interpolations de cessimulations �echantillonn �eesaux points x i ,
{ appliquer la formule (2.22).

Notons que les coe�cien ts b� i du krigeageobtenus pour interpoler les observations sont r�eutilis�ees
lorsque l'on e�ectue les interpolations dessimulations non conditionnelles.

2.6.3 Autres techniques

La simulation de processusal�eatoiresest un sujet tr �esclassiquedans la litt �erature desproba-
bilit �es et des statistiques (Lantuejoul, 2002). Les di�cult �es principales sont de deux types. Tout
d'abord, simuler desprocessusnon gaussiensest souvent di�cile parcequ'il n'est pasfacile d'obte-
nir les lois conditionnelles.Par ailleurs si le nombre de points d'�echantillonnage est important, peu
de m�ethodese�caces existent. La technique desbandestournantes, �evoqu�eedans la section 2.1.3,
ne permet de simuler que des processusal�eatoires gaussiensisotropes d�e�nis sur des espacesde
facteurs de dimension d. Une di�cult �e suppl�ementaire est la d�etermination de la covariance en
dimension un �a partir de la donn�ee de celle en dimension d. Les techniques de simulation par
châ�nes de Markov sont sansdoute les plus connueset les plus conseill�ees(algorithmes de Gibbs
et de Metropolis-Hastings).
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2.7 Conclusions

Ce chapitre a fait une pr�esentation �el�ementaire de la th�eorie desprocessusal�eatoires,en com-
men�cant par leur construction. Ces �el�ements sont extrêmement classiquesmais nous avons jug�e
pertinent de les rappeler. En e�et, la notion de processusal�eatoires �a param�etres continus fait
appel �a desnotions parfois subtiles. Les deux points qui nous paraissent importants �a consid�erer
sont les propri �et�es de continuit �e des tra jectoires induites par la structure du secondordre et la
notion de variables al�eatoires �a valeurs dans des espaceshilbertiens. Cependant, notre objectif
n'�etait pas de rentrer dans des consid�erations avanc�eesque l'on peut trouver dans des ouvrages
comme(Ibragimov et Rozanov, 1978) ou (Adler, 1981).

Nousavons�egalement rappel�e le principe de pr�ediction lin�eairequi correspond �a la formulation
�el�ementaire du krigeage.Il s'agit l�a encorede notions tr �esclassiques,notamment en g�eostatistique,
mais notre pr�esentation a �et�e orient�eeici vers la mod�elisation bô�te noire dessyst�emes.Pour cette
raison, nous avons trait �e plus sp�eci�quement le casdesobservations bruit �ees,celui dessyst�emes�a
plusieurssorties,la pr�ediction de d�eriv�ees,etc. Nousavonsmontr �equel'algorithme desinnovations
(qui appartient traditionnellement �a la litt �erature des s�eries chronologiques)pouvait être utilis �e
dans notre contexte pour e�ectuer despr�edictions en ligne.

Au chapitre suivant, dans lequel nous aborderons la mod�elisation bô�te noire par m�ethodes
�a noyaux, nous rappellerons l' �equivalence entre m�ethodes �a noyaux et la pr�ediction lin�eaire de
processusal�eatoires.
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Chapitre 3

R�egression r �egularis �ee dans les
espaces hilb ertiens �a noyau
repro duisan t

R�esum�e | La notion d'espacehilbertien �a noyau reproduisant est fondamentale pour la
mod�elisation bô�te noire. Dans un premier temps, le concept d'espacehilbertien �a noyau repro-
duisant est rappel�e et illustr �e. Nous d�ecrivonsensuite l'utilisation de tels espacesdans le cadrede
la r�egressionr�egularis�ee et examinons les liens entre r�egressionr�egularis�ee et pr�ediction lin�eaire
dans un cadre probabiliste.

3.1 Espaces hilb ertiens �a noyau repro duisan t

La th�eorie desespaceshilbertiens �a noyau reproduisant est tr �esclassiqueen analysefonction-
nelle. Les premi�eres�etudes ont �et�e e�ectu �eesavant 1950 et l'article (Aronszajn, 1950) constitue
une synth�esede r�ef�erence.Nous commen�conspar donner les d�e�nitions et les principales propri �e-
t�es.Dans la section 3.2, nous pr�esenterons desexemplestir �esde la litt �erature qui nous paraissent
pertinents pour la construction de mod�elesbô�tes noires.

NousnoteronsF un espacevectoriel de fonctions x 7! f (x ) d�e�nies sur X, muni d'une structure
d'espacehilbertien avec le produit scalaire(:; :)F .

D �e�nition 24. Une fonction k(x ; y ) : X� X ! R estun noyau reproduisant d'un espacehilbertien
F de fonctions sur X, si toute fonction f de F v�eri�e la propri�et�e de reproduction

f (x ) = (k(x ; :); f )F : (3.1)

Cette d�e�nition supposeimplicitement que les fonctions k(x ; :) appartiennent �a F , pour tout x
appartenant �a X.
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Les propri �et�esfondamentales d'un noyau reproduisant sont rappel�eesdans la proposition sui-
vante.

Prop osition 23 (Propri �et �es d'un noyau repro duisan t). Si k est un noyau reproduisant d'un
espace hilbertien F , alors

1. k(x ; y ) est unique,

2. 8x ; y 2 X, k(x ; y ) = k(y ; x ),

3.
P n

i;j =1 � i � j k(x i ; x j ) � 0, pour toute suite �nie de points x i 2 X et de scalaires � i ,

4. (k(x ; :); k(y ; :))F = k(x ; y ).

D�emonstration. Ces propri �et�es se d�emontrent sansdi�cult �e. Si k et k0 sont deux noyaux repro-
duisants, on a 8x 2 X

kk(x ; :) � k0(x ; :)k2
F = (k(x ; :) � k0(x ; :); k(x ; :))F � (k(x ; :) � k0(x ; :); k0(x ; :))F = 0;

ce qui montre l'unicit �e. En prenant f = k(y ; :) dans (3.1), on montre que k(x ; y ) = k(y ; x ).
En prenant f =

P n
i =1 � i k(x i ; :), et en exprimant kf kF , on prouve la propri �et�e de positivit �e. La

quatri �emepropri �et�e r�esulte de la propri �et�e de reproduction.

Notons que les noyaux reproduisants sont des fonctions sym�etriques et de type positif. Le
fait qu'un noyau reproduisant poss�ede ainsi les mêmespropri �et�es qu'une fonction de covariance
constitue un point essentiel (voir la section 3.5).

Prop osition 24. Si F admet k(x ; y ) comme noyau reproduisant, l'espace vectoriel ~F engendr�e
par les fonctions k(x ; :), lorsquex parcourt X, est densedans F .

D�emonstration. Notons F � le dual topologique de F , c'est-�a-dire l'ensemble des formes lin�eaires
continuessur F . Pour montrer que ~F = vectf k(x ; :); x 2 Xg est densedans F , il su�t de montrer
que toute forme lin�eaire � 2 F � s'annulant sur ~F est identiquement nulle. Notons %l'op�erateur de
dualit �e de F (rappelonsqu'il s'agit d'une isom�etrie surjectivede F sur F � ). Soit � 2 F � s'annulant
sur ~F et f 2 F telle que � = %f. Pour tout x 2 X,

f (x ) = (f ; k(x ; :))F = h%f; k(x; :)i F � ;F = h�; k(x; :)i F � ;F = 0;

o�u h�; �i d�esignele produit de dualit �e. Donc f = 0 et par suite, � = %f = 0.

Prop osition 25. Si F admet k(x ; :) comme noyau reproduisant, 8f 2 F et 8x 2 X,

jf (x )j �
p

k(x ; x )kf kF :

La convergence forte (en norme) d'une suite de fonction (f n ) vers f , ainsi quela convergence faible
(convergence des produits scalaires (f n ; g) vers (f ; g) pour tout g 2 F ), implique la convergence
simple de f n vers f .

D�emonstration. Cespropri �et�esd�ecoulent de l'in �egalit�e de Schwarz.
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Un espacehilbertien �a noyau reproduisant F est un espacede fonctions d�e�nies en tout point
de X. Ceci exclut en particulier le cas de L 2(X) qui n'est pas �a proprement parl�e un espacede
fonctions, mais plus exactement un espacede classesd'�equivalencede fonctions. La proposition 25
peut être reformul�eeen disant que si deux fonctions de F sont prochespour la topologie induite
par k�kF , alors les valeurs de cesfonctions en tout point de X sont �egalement proches. Il s'agit
d'une propri �et�e importante.

Th �eor �eme 7. Soit k : X � X ! R, une fonction sym�etrique de type positif. Alors il existe un
espace hilbertien F de fonctions sur X admettant k comme noyau reproduisant.

D�emonstration par construction explicite de F . (D'apr �esunepreuvepr�esent�eedans(Aubin , 2000).)
Soit ~� le sous-espacevectoriel de RX� g�en�er�e par les formes lin�eaires

� x : f 2 RX 7! f (x ) 2 R :

La premi�ere �etape consiste�a remarquer que RX , l'espacede toutes les fonctions sur X, s'identi�e
au dual alg�ebriquede ~� . En e�et, si � est une forme lin�eaire ~� ! R, d�e�nissons la fonction � 2 RX

par � (x ) = �( � x ) pour tout x 2 X. Alors � peut être identi� �ee�a � car 8� =
P n

i =1 � i � x i 2 ~� ,

�( � ) =
nX

i =1

� i �( � x i ) =
nX

i =1

� i � (x i ) :

La fonction k : X � X ! R permet de d�e�nir sur ~� � ~� la forme bilin �eaire

(�; � ) ~� =
X

i;j

� i � j k(x i ; y j ) ;

avec � =
P n

i =1 � i � x i et � =
P m

j =1 � j � y j . La forme (:; :) ~� est sym�etrique et positive car k est
sym�etrique et de type positif. Il s'agit donc d'un semi-produit scalaire.

Muni du semi-produit scalaire(:; :) ~� , ~� est un espacepr�ehilbertien non s�epar�e. Rappelonsque
le s�epar�e d'un espacepr�ehilbertien non s�epar�e ~E est par d�e�nition l'espacepr�ehilbertien quotient
~E=K, o�u K est le sous-espacevectoriel K = f f 2 ~E; tels que (f ; g) ~E = 0; 8g 2 ~Eg. Notons � le
s�epar�e compl�et�e de ~� et F son dual. F est un espacede Hilb ert (en tant que dual de �). Puisque
toute forme lin�eaire sur ~� s'identi�e �a une fonction de RX , F s'identi�e �a un espacehilbertien de
fonctions.

Montrons �nalement que k est le noyau reproduisant de F . Soit # l'injection canoniquede ~�
dans son s�epar�e compl�et�e �. Soit %� 1 l'isom�etrie bijective de � sur F . Alors, 8f 2 F ,

f (x ) = h#� x ; f i � ;F = (%� 1#� x ; f )F ; (3.2)

o�u h�; �i d�esignele produit de dualit �e. Pour montrer que k est un noyau reproduisant, il su�t
d'�etablir, d'apr�es(3.2), que k(x ; :) = %� 1#� x . Or d'apr�esla d�e�nition du semi-produit scalairesur
~�,

k(x ; y ) = (� x ; � y ) ~� = (#� x ; #� y )� = h#� y ; %� 1#� x i � ;F :



66 R�egression r �egularis �ee dans les espaces hilb ertiens �a noyau repro duisan t

Ce th�eor�eme est d'utilisation constante pour �etablir des mod�elesde type bô�te noire par r�e-
gressionr�egularis�ee dans des espaceshilbertiens �a noyau reproduisant. En pratique, on choisit
une fonction sym�etrique de type positif et le th�eor�emegarantit l'existence d'un espacehilbertien
admettant cette fonction comme noyau reproduisant. L'in t�er̂et principal de l'espacehilbertien �a
noyau reproduisant ainsi construit est la simplicit �e des calculs de produits scalaires.En e�et, si
f =

P n
i =1 � i k(x i ; :) et g =

P m
i =1 � i k(y i ; :) alors

(f ; g)F =
n;mX

i;j =1

� i � j k(x i ; y j ) :

Un cas important d'application de ce th�eor�emeapparâ�t lorsque l'on choisit un noyau repro-
duisant sousla forme d'une fonction de covariance.Nous verronsdans la section 3.5.5 l'utilisation
pratique de cette possibilit�e.

R�eciproquement, est-il possible d'associer �a tout espacehilbertien F de fonctions sur X un
noyau reproduisant k tel que F soit engendr�e par les fonctions k(x ; :) lorsquex parcourt X ?

Th �eor �eme 8. Soit F un espace hilbertien de fonctions f : X ! R v�eri�ant

8x 2 X; 9M x > 0; tel que jf (x)j � M x kf kF ; 8f 2 F : (3.3)

Alors F poss�edeun noyau reproduisant k.

D�emonstration. La condition (3.3) exprime que la forme lin�eaire� x : f 7! f (x ) est continue sur F ,
donc qu'elle est �el�ement de F � . Si %est l'op�erateur de dualit �e de F sur F � , posons~k(x ) = %� 1� x

et k(x ; y ) = ~k(x )(y ). Alors k est bien le noyau reproduisant de F , puisque 8f 2 F , f (x ) =
h� x ; f i F � ;F = (%� 1� x ; f )F = (k(x ; :); f )F .

Remarquons que le th�eor�eme 8 �etablit la r�eciproque de la proposition 25. Il est d'ailleurs
fr�equent de donner la d�e�nition d'un espace�a noyau reproduisant �a partir de l'hypoth�ese(3.3) qui
requiert la continuit �e de la forme lin�eaire d'�evaluation ponctuelle.

3.2 Constructions d'espaces hilb ertiens �a noyau repro dui-
sant

3.2.1 Exemples en dimension �nie

Consid�erons un espacevectoriel F de dimension �nie l . Tout �el�ement f 2 F peut s'�ecrire �a
l'aide d'une baseB = f r 1; : : : ; r l g de F

f =
lX

i =1

bi r i :

Notons b = (b1; : : : ; bl )T le vecteur repr�esentant f dansla baseB . Soit K = (ki;j ) l
i;j =1 une matrice

sym�etrique d�e�nie positive (une telle matrice peut correspondre �a une matrice de covariance). K
est inversible et son inverseest not�e Q = (qi;j ) l

i;j =1 . Muni du produit scalaire

(f 1; f 2)F = bT
1 K � 1b2 = bT

1 Qb2 ;

F est un espacehilbertien. Q est la matrice de produit scalairedans B telle que qi;j = (r i ; r j )F .
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Exemple 1

Soit F un espacevectoriel de fonctions admettant unebasede fonctions r 1(x ); : : : ; r l (x ), x 2 X.
Toute fonction de F peut s'�ecrire f (x ) =

P
i bi r i (x ). Alors F admet le noyau reproduisant

k(x ; y ) = r (x )T K r (y ) ; (3.4)

o�u 8x 2 X, r (x ) = (r 1(x ); : : : ; r l (x ))T . En e�et, commefonction de y , k(x ; y ) d�e�ni par (3.4) est
repr�esent�e par le vecteur K r (x ) dans la baser 1(x ); : : : ; r l (x ) et par cons�equent

(f ; k(x ; :))F = bT K � 1K r (x ) = f (x ) :

Le cas particulier K = I l correspond au choix de la norme kf k2
F =

P l
i =1 b2

i (voir aussi la sec-
tion 3.4.1).

Exemple 2

Soit F un espacevectoriel de fonctions r�eellessur un ensemble �ni X = f x 1; : : : ; x l g (F = Rl ).
Tout �el�ement de F est repr�esent�e par sescoordonn�eesf (x 1); : : : ; f (x l ) dans la basecanonique
f r1; : : : ; r l g. Le produit scalaire dans F s'�ecrit (f 1; f 2)F =

P l
i;j =1 f (x i )qi;j f (x j ). Alors F admet

le noyau reproduisant k(x i ; x j ) = ki;j . On v�eri�e en e�et que

(f ; k(x l ; :))F =
lX

i;j =1

f (x i )qi;j k(x l ; x j ) =
lX

i;j =1

f (x i )qi;j kl;j = f (x l ) :

Ces deux exemplessont construits de la même mani�ere. Dans le premier, on utilise une base
�nie de fonctions. Dans l'autre cas,on utilise le fait que la fonction est d�etermin�eepar un nombre
�ni de sescoordonn�eesde X. Un casint�eressant apparâ�t lorsqu'un nombre �ni de coordonn�eesde
X d�etermine de mani�ere unique les coordonn�eesdans une basede fonctions (par exemple,quand
cette basede fonctions est une basede polynômesde degr�e �ni).

3.2.2 Exemples en dimension in�nie

Exemple 1

Pour cet exemple(d'apr �esHirsch et Lacombes, 1999), on se �xe une mesurebor�elienne� sur
R. Si h 2 L 2(� ), on note f h la fonction sur R d�e�nie par

f h (x) =
Z

e{tx h(t)d� (t):

L'application h 7! f h est injective. En e�et, si 8x
R

e{tx h(t)d� (t) = 0, alors h est nulle � -presque
partout (voir par exemple (Hirsch et Lacombes, 1999)). Soit alors F = f f h ; avec h 2 L 2(� )g.
Pour h1; h2 2 L 2(� ), on pose

(f h1 ; f h2 )F =
Z

h1h2d�:

On v�eri�e alors ais�ement que F est un espacede Hilb ert. De plus, F admet le noyau reproduisant

k(x; y) =
Z

e{t (x � y ) d� (t)

car t 7! e� {ty 2 L 2(� ) et (f h ; k(:; y))F =
R

he{ty d� = f h (y). (Cet exemple sera revu dans la
section 3.3.3 consacr�ee�a la repr�esentation spectrale desnoyaux.)
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Exemple 2

Nouspr�esentons maintenant un exempleinspir�e de (Adler, 1990) o�u une fonction de covariance
est utilis �eecommenoyau reproduisant. Soit W (t) un mouvement brownien d�e�ni 8t 2 T = [0; 1].
La covariance de W (t) est donc k(t; s) = min(s; t). On s'int�eresse�a la nature de l'espace de
Hilb ert F admettant la fonction k(t; s) comme noyau reproduisant. Consid�erons deux fonctions
de F , f 1(:) =

P n
i =1 � i k(t i ; :) et f 2(:) =

P m
j =1 � j k(sj ; :). Leur produit scalairedans F s'�ecrit

(f 1; f 2)F =
n;mX

i;j =1

� i � j min(t i ; sj ) :

En remarquant que la d�eriv�ee de k(t; s) par rapport �a t peut s'�ecrire
�

[0;s](t), on obtient une
nouvelle expressiondu produit scalairesousla forme :

(f 1; f 2)F =
n;mX

i;j =1

� i � j

Z 1

0

�

[0;t i ](t)
�

[0;s j ](t)dt

=
Z 1

0

0

@
X

i

� i
�

[0;t i ](t)
X

j

� j
�

[0;s j ](t)

1

A dt

=
Z 1

0
f (1)

1 (t)f (1)
2 (t)dt :

Par cons�equent, F est constitu�e de l'ensemble de fonctions
�

f 2 RT ; telle que f (t) =
Z t

0
f (1) (s)ds et

Z 1

0
(f (1) (t))2dt < 1

�
; (3.5)

muni du produit scalaire

(f 1; f 2)F =
Z 1

0
f (1)

1 (t)f (1)
2 (t)dt :

En e�et, il est imm�ediat de v�eri�er que k(s; t) est dans l'ensemble d�e�ni par (3.5) et que de plus,
8t 2 T ,

(f ; k(t; :))F =
Z 1

0
f (1) (s)

�

[0;t ](s)ds = f (t) :

F est constitu�e de fonctions presquepartout d�erivables. Cet exemple illustre une caract�eris-
tique importante : l'espacehilbertien engendr�e par une fonction de covariance k est un espace
de fonctions poss�edant despropri �et�escomparables �a cellesdes tra jectoires du processusal�eatoire
gaussienadmettant k commecovariance.

Cet exempleest �egalement important parcequ'il est �a la basede la th�eoriede nombreux types
de splines. Les splinessont en e�et dessolutions dans un espacehilbertien �a noyau reproduisant
d'un probl�emed'approximation r�egularis�e (par la norme de l'espacehilbertien). Ainsi, l'espaceF
construit ci-dessuscorrespond �a des splines lin�eaires en dimension 1. Les solutions r�egularis�ees
d'un probl�eme d'approximation seront dans ce cas des fonctions lin�eaires par morceaux. Nous
n'abordons pas explicitement la th�eorie dessplinesdans cette pr�esentation (un point de vue plus
g�en�eral est celui de la r�egressionr�egularis�ee dans des espaceshilbertiens �a noyau reproduisant,
pr�esent�e dans la section 3.4). Notons que la th�eorie dessplinesn�ecessiteen principe d'in tro duire
la notion de noyau conditionnellement positif, qui sera pr�esent�ee au chapitre 4. ((Wahba, 1990)
constitue une r�ef�erenceclassiquesur le sujet.)
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3.2.3 Notion d'espace des caract �eristiques

Cette sectionexpliquedemani�ereinformelle le rôle fondamental desnoyaux reproduisants dans
la th�eoriede l'apprentissage(Vapnik, 1995). La fonction principale d'une proc�edured'apprentissage
est de classerdes donn�eesde mani�ere automatique. Ces donn�eescorrespondent �a des cat�egories
d�ependant decertains facteurs,repr�esent�escommedansle casde la mod�elisation bô�te noire par un
vecteur x 2 X. On met en correspondancel'ensemble descat�egoriesavecun ensemble d'�etiquettes
num�eriques L (par exemple, s'il y a deux cat�egories,on associe un ensemble d'�etiquettes L =
f +1 ; � 1g). Les donn�eessont descouples(x i ; f obs

x i
) 2 X � L , i = 1; : : : ; n.

Un probl�eme �a deux cat�egoriesest dit lin�eairement s�eparable s'il existe un hyperplan dans
l'espacedes facteurs X, tel que les donn�eesavec des �etiquettes di� �erentes se trouvent de part et
d'autre decet hyperplan. On cherchedoncunefonction lin�eairex 7! f (x ) telle que,8i 2 f 1; : : : ; ng,
f (x i )f obs

x i
> 0. Il existe pour cela plusieurs m�ethodes (r�eseauxde neuronesformels, d�etection li-

n�eaire �a partir des moments d'ordre deux, machines �a vecteurs de support) et dans la plupart
descas, il est facile de montrer (voir (Vapnik, 1995) et la section 3.4.2) que l'on obtient despro-
bl�emesd'approximation lin�eairepouvant s'exprimer uniquement en fonction desproduits scalaires
(x ; y )Rd , x ; y 2 X. Lorsque le probl�emen'est plus lin�eairement s�eparabledans X, l'approche uti-
lis�ee dans la plupart des ouvragesde la litt �erature de la th�eorie de l'apprentissage est connue
sousle nom d'astuce du noyau, traduction du terme anglais kernel trick (Aizerman et al., 1964),
popularis�eedans le cadre de la classi�cation de donn�eespar (Boser et al., 1992).

Cette approche passepar l'in tro duction d'une fonction � : x 2 X 7! � (x ) 2 F qui transforme
l'espacedesfacteurs initial X en un espacedans lequel la s�eparation lin�eaire redevient possible.F
estappel�eespace descaract�eristiques (feature space en anglais)et peut être un espacede dimension
in�nie, typiquement un espacede fonctions elles-m̂emesd�e�nies sur X. Le probl�emede s�eparation
lin�eairedansF fait alors intervenir desproduits scalaires(� (x ); � (y )) F . L' astuce du noyau consiste
�a ne jamais expliciter les transformations � (x ) puisque seulela fonction k(x ; y ) = (� (x ); � (y )) F

a besoin d'être �evalu�ee. Or dans un espacede Hilb ert �a noyau reproduisant, on a la propri �et�e
k(x ; y ) = (k(x ; :); k(y ; :))F . L'id �eeest donc de poser� (x ) = k(x ; :) et l'espacedescaract�eristiques
est donc un espacehilbertien �a noyau reproduisant. R�ecemment, de nombreux probl�emesont
b�en�e�ci �e de ce point de vue. Parmi ces m�ethodes, les machines �a vecteurs de support (Vapnik,
1995 ; Sch•olkopf et Smola, 2002) connaissent un succ�es ind�eniable de même que les m�ethodes
d'analyse en composantes principales �a noyau, kernel principal component analysis (KPCA ) en
anglais(Sch•olkopf et al., 1998; Mika et al., 1999; M•uller et al., 2001). La th�eoriede l'apprentissage
a donc jou�e un rôle important dans le d�eveloppement desm�ethodes�a noyau1.

3.3 Quelques repr �esentations d'un noyau repro duisan t

Nouspr�esentons danslesparagraphessuivants desnotions sur lesrepr�esentations possiblesd'un
noyau reproduisant. Ceci facilitera la compr�ehensiondu rôle de la norme d'un espacehilbertien
�a noyau reproduisant donn�e (dans la section 3.4, nous utiliserons des normes d'espaces�a noyau
reproduisant pour r�egulariserdesprobl�emesde r�egression).

1On peut regretter cependant que certaines m�ethodes classiques, notamment les m�ethodes de r�egressionr�egula-
ris�eeavec attache aux donn�eesquadratique aient �et�e r�einvent�ees.Par exemple, les m�ethodes dites ®proximal vector
machines ¯ , ou ® least square SVM ¯ sont clairement de simples reformulations de m�ethodes bien connues.
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3.3.1 Repr �esentation de Mercer sur des domaines compacts

Lorsquele domainede d�e�nition X desfonctions de F est compact, il existeune repr�esentation
desnoyaux reproduisants utilisant le th�eor�emede Mercer que nous souhaitons rappeler. Dans la
litt �erature cette repr�esentation est souvent mentionn�eemalgr�e le caract�ererestrictif de l'hypoth�ese
de compacit�e de X 2. Nousadoptonsle point de vue formel de la th�eoriedesop�erateursde Hilb ert{
Schmidt, telle qu'elle est expos�ee dans la plupart des ouvragesd'analyse fonctionnelle (voir par
exemple(Rieszet Nagy-Sz., 1965; Hirsch et Lacombes, 1999; Aubin , 2000)).

D �e�nition 25 (Op �erateur de Hilb ert{Sc hmidt). Soit E un espacede Hilb ert, s�eparable,de
dimension in�nie. L (E) d�esignel'ensemble desop�erateurs lin�eairessur E. Si (en )n 2 N est une base
hilbertienne de E, on dit qu'un op�erateur T 2 L(E) est un op�erateur de Hilbert{Schmidt lorsque
la s�erie num�erique

P 1
n =0 kTen k2 est convergente. On d�emontre (voir par exemple(Aubin , 2000))

que cette d�e�nition est ind�ependante de la basehilbertienne consid�er�ee.

Prop osition 26. Les op�erateurs de Hilbert{Schmidt sont compacts.

D�emonstration. Il s'agit d'un r�esultat classique(Hirsch et Lacombes, 1999; Aubin , 2000).

D �e�nition 26 (Op �erateur in t �egral). Soit X un domaine compact de Rd et k : X � X ! R
une fonction continue de carr�e sommablesur X � X. On d�e�nit l'op�erateur lin�eaire int�egral Tk :
L 2(X) ! L 2(X) par la relation,

Tk f (x ) =
Z

X
k(x ; y )f (y )dy ; 8x 2 X:

La fonction k est appel�eenoyau de l'op�erateur int�egral Tk .

Th �eor �eme 9 (du noyau). Soit X un compact de Rd. (L 2(X) est donc s�eparable.) Un op�erateur
T 2 L(L 2(X)) est de Hilbert{Schmidt si et seulementsi il est associ�e �a un op�erateur int �egral �a
noyau k 2 L 2(X � X).

D�emonstration. Voir Aubin (2000).

Prop osition 27. Si k 2 L 2(X � X) est sym�etrique, Tk est un op�erateur auto-adjoint. Si de plus
k est une fonction de type positif, alors Tk est un op�erateur positif (c'est-�a-dire (Tk f ; f )L 2 (X) � 0,
8f 2 L 2(X)).

D�emonstration. Il s'agit encore de r�esultats classiquessur les op�erateurs de Hilb ert{Schmidt
(Hirsch et Lacombes, 1999).

Rappelonsensuite les propri �et�esdesvaleurs propres d'un op�erateur auto-adjoint compact.

Th �eor �eme 10 (V aleurs propres des op�erateurs auto-adjoin ts compacts). Soit T un op�era-
teur auto-adjoint compact quelconquesur un espace hilbertien E et vp(T) l'ensemblede sesvaleurs
propres. Pour chaquevaleur propre � 2 vp(T), on note E� l'espace propre associ�e.

{ L'ensemble vp(T) est une partie in�nie, d�enombrable et born�ee de R, dont le seul point
d'accumulation est 0.

2 (Courant et Hilb ert , 1965) traite �a un niveau �el�ementaire des op�erateurs int �egraux et du th �eor�eme de Mercer.
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{ Si T est positif, alors toutes sesvaleurs propres sont positives ou nulles.
{ Tous les sous-espaces propres de T correspondant �a des valeurs propres non nulles sont de

dimension �nie.
{ Deux sous-espaces propres de T correspondant �a desvaleurs propres di� �erentes sont ortho-

gonaux
{ Soit, pour chaquevaleur propre non nulle � de T, P� le projecteur orthogonal sur E� . Alors

T =
P

� 2 vp( T )0 �P � , au sensdes famil les sommablesdans L(E).

D�emonstration. Voir (Hirsch et Lacombes, 1999).

Corollaire 1. L'espace Im T admetune basehilbertienne d�enombrable(' n )n 2 N form�eedevecteurs
propres de T correspondant �a desvaleurs propres non nulles. Pour tout f 2 Im T,

f =
X

n 2 N

(f ; ' n )' n :

Nous supposeronspar la suite que k est sym�etrique et que Tk n'est pas de rang �ni. Soit
(' n )n 2 N une basehilbertienne de Im Tk form�e de vecteurspropres de Tk et (� n )n 2 N la suite des
valeurs propres non nulles correspondantes. Si k est continu, sym�etrique et de type positif, k
d�e�nit un noyau reproduisant. Le th�eor�emede Mercer est fond�e sur la repr�esentation spectrale de
l'op�erateur Tk et permet donc d'�etablir une repr�esentation d'un noyau reproduisant k 2 L 2(X � X)
lorsqueX est compact.

Th �eor �eme 11 (Mercer). Soit Tk un op�erateur de Hilbert{Schmidt sur L 2(X) avec X compact.
Avec les notations et hypoth�esesci-dessus,

ZZ
jk(x ; y )j2dx dy =

+ 1X

n =0

� 2
n

et

k(x ; y ) =
+ 1X

n =0

� n ' n (x )' n (y ) : (3.6)

Ces s�eries convergent absolumentet uniform�ement sur L 2(X; X).

D�emonstration. Voir (Rieszet Nagy-Sz., 1965; Aubin , 2000).

La repr�esentation (3.6) peut être vue commeune g�en�eralisation de (3.4). On peut montrer de
plus que F peut être caract�eris�e �a l'aide desvaleurs et desvecteurspropres de Tk (voir Cucker et
Smale(2001) par exemple).En e�et, F s'identi�e �a l'espace

(

f 2 L 2(X) telles que f =
1X

n =0

cn ' n ;
�

cnp
� n

�
2 `2(N)

)

avec la norme

kf k2
F = (

1X

n =0

cn ' n ;
1X

m =0

cm ' m )F =
1X

n =0

c2
n

� n
< + 1 :

Par cons�equent, les fonctions de l'espacehilbertien F �a noyau reproduisant k peuvent être re-
pr�esent�eesdans une base(' n )n 2 N. De plus, les coe�cien t cn de cette repr�esentation d�ecroissent
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d'autant plus vite que les valeurs propres � n tendent rapidement vers z�ero. La repr�esentation de
Mercer permet donc de mettre en relation un noyau et la r�egularit�e desfonctions g�en�er�eespar ce
noyau.

3.3.2 Utilisation de frames

La th�eorie des frames (Du�n et Schae�er , 1952 ; Daubechies, 1992 ; Mallat , 1999) a �et�e
intro duite dans le cadre desprobl�emesde reconstruction de fonctions �a partir d'�echantillonnages
r�eguliersou irr �eguliers.Il n'est donc passurprenant que l'on puisse�etablir desliens entre la th�eorie
des frames et celle des noyaux reproduisants qui est �egalement utilis �ee pour l'approximation de
fonctions (ce que nous verrons dans la section 3.4). Ces liens ont par exemple�et�e explicit �esdans
(Gao et al., 2001; Rakotomamonjy et Canu, 2002). Dans lesparagraphessuivants, nousrappelons
quelques�el�ements de la th�eoriedesframes(Mallat , 1999) et la d�emarche permettant de construire
un noyau reproduisant �a partir de la donn�eed'une frame.

Une frame d'un espacehilbertien F de fonctions d�e�nies sur X est une suite (� j ) j 2J d'�el�ements
de F , o�u J est un ensemble �ni ou d�enombrable, telle que toute fonction f 2 F est caract�eris�ee
enti �erement par les produits scalaires(( f ; � j )F ) j 2J . Les �el�ements de la frame ne sont pas n�eces-
sairement lin�eairement ind�ependants. La d�e�nition pr�ecised'une frame est rappel�eeci-dessous.

D �e�nition 27. Une suite de fonctions (� j ) j 2J est une frame de F s'il existe deux constantes
0 < A � B < 1 telles que

8f 2 F Akf k2
F �

X

j 2J

j(f ; � j )F j2 � B kf k2
F : (3.7)

Une frame ajust�ee est telle que A = B . A et B sont les bornes de frame.

La relation (3.7) est une condition de stabilit �e. Comme (( f ; � j )F ) j 2J 2 `2(J ), il est licite de
d�e�nir l'op�erateur de frame U par

U : F ! `2(J )
f 7! (( f ; � j )F ) j 2J :

On d�e�nit �egalement U � , l'adjoin t de U tel que (Uf ; x)` 2 (J ) = (f ; U � x)F .
Exemple. Une base orthonormale d'un espacehilbertien F est un cas particulier de frame

avec A = B = 1. Par exemple,la famille f T � 1hT (tn T); n 2 Ng o�u hT (t) = sin (� t=T)=(� t=T) est
une frame de l'espacedes fonctions de L 2(R) dont la transform�eede Fourier est �a support dans
[� � =T; � =T]. Dans ce casUf = (f (nT )) n 2 N.

Th �eor �eme 12. Soit (� j ) j 2J une frame de F , avec desbornes A et B . On d�e�nit la frame duale
( ~� j ) j 2J de F par

~� j = (U � U) � 1� j :

Alors 8f 2 F ,
1
B

kf k2
F �

X

j 2J

j(f ; ~� j )F j2 �
1
A

kf k2
F

et
f =

X

j 2J

(f ; ~� j )F � j =
X

j 2J

(f ; � j )F
~� j :
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D�emonstration. Voir par exemple(Mallat , 1999).

Th �eor �eme 13. Soit F un espace de Hilbert et (� j ) j 2J une frame de F . Si 8x 2 X,








X

j 2J

� j (x ) ~� j (:)







F
< 1 ;

alors F est un espace hilbertien �a noyau reproduisant.

D�emonstration. Soit f 2 F . Alors 8x 2 X,

jf (x )j =
�
�
�

X

j 2J

(f ; ~� j )F � j (x )
�
�
� ;

et par suite,

jf (x )j =
�
�
�(f ;

X

j 2J

� j (x ) ~� j )F

�
�
�

� kf kF










X

j 2J

� j (x ) ~� j










F

Donc F est un espacehilbertien �a noyau reproduisant.

Le th�eor�eme suivant (voir par exemple Rakotomamonjy et Canu (2002)) donne la forme du
noyau reproduisant en fonction des�el�ements de la frame.

Th �eor �eme 14. Soit F un espace hilbertien s�eparable �a noyau reproduisant. S'il existe une frame
(� j ) j 2J de F , alors le noyau reproduisant admet la repr�esentation

k(x ; y ) =
X

j 2J

~� j (x )� j (y ) : (3.8)

D�emonstration. Pour toute fonction f 2 F , et pour tout x 2 X

f (x ) =
X

j 2J

(f ; ~� j )F � j (x )

= (f ;
X

i 2J

� j (x ) ~� j )F :

Ceci montre que le noyau reproduisant de F peut bien semettre sousla forme (3.8).

Les th�eor�emespr�ec�edents permettent par cons�equent des repr�esentations plus g�en�eralesque
celle obtenue avec le th�eor�emede Mercer, puisque la famille de fonctions � j ne constitue pas n�e-
cessairement une basede l'espaceF . Remarquons�egalement que lorsquela frame est de dimension
�nie (par suite, F est de dimension �nie), on retrouve les r�esultats �etablis dans la section 3.2.1, et
en particulier la relation (3.4).
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3.3.3 Repr �esentation spectrale pour les noyaux invarian ts par transla-
tion

La repr�esentation vue dans la section 3.3.1, valable pour des espacesX compacts, n'est pas
adapt�eelorsque l'on utilise les noyaux classiquesd�e�nis sur Rd � Rd, ce qui est habituellement le
cas.Si le noyau est invariant par translation sur Rd � Rd, le th�eor�emede Bochner, rappel�e dans la
section2.4.2, peut être utilis �e pour �etablir une repr�esentation du noyau dansle domainede Fourier.
L'hypoth�esed'invariance par translation permet d'�ecrire k(x ; y ) = k(kx � yk). Si k(h) 2 L 2(Rd),
ce que nous supposeronspar la suite, alors

k(x � y ) =
1

(2� )d

Z

Rd
e{(u ;x � y ) ~k(u)du ;

o�u ~k(u ) est la transform�eede Fourier de k(h).

Prop osition 28. Soit k : Rd � Rd ! R un noyau reproduisant invariant par translation et F
l'espace hilbertien engendr�e par ce noyau. Si k(h) 2 L 2(Rd), alors F � L 2(Rd) et de plus, 8f 2 F ,

kf k2
F =

1
(2� )d

Z

Rd
j ~f (u )j2~k(u ) � 1 du : (3.9)

D�emonstration. (Inspir �eede (Aubin , 2000).) Rappelonsque ~F est l'espacevectoriel descombinai-
sonslin�eairesde k. Si k(h) 2 L 2(Rd), alors ~F � L 2(Rd) et 8f 2 ~F , la transform�eede Fourier de
f s'�ecrit

~f (u ) =
nX

i =1

� i e� {(u ;x i ) ~k(u ) :

Par suite, on v�eri�e tr �essimplement que 8f 2 ~F

kf k2
F =

1
(2� )d

Z

Rd
j ~f (u )j2~k(u ) � 1du :

Comme ~k(u ) est born�e et positif, il existe c > 0 tel que ~k(u ) � 1 � c, 8u 2 Rd. Si f 2 ~F ,

jj f jj2
2 =

1
(2� )d

Z
j ~f (u )j2du �

1
c(2� )d

Z
j ~f (u )j2~k(u ) � 1 =

1
c

kf k2
F

montre que l'injection # de ~F dans L 2(Rd) est continue. Notons alors %l'isom�etrie de ~F dans le
compl�et�e F et �# l'unique application de F dans L 2(Rd) prolongeant (par continuit �e) # au senso�u
# = �#%. Montrer queF � L 2(Rd) consiste�a montrer que �# est injective.Soit f 2 F telle que �#(f ) =
0. Par d�e�nition du compl�et�e F , il existe une suite (f n )n 2 N de ~F telle que f = lim n !1 %(f n ). La
suite (f n ) est de Cauchy dans ~F et donc (#(f n )) est une suite de Cauchy dans L 2(Rd) puisque#
est continue.Notons u la limite de #(f n ) dansL 2(Rd). Comme8n, �#%(f n ) = #(f n ), #(f n ) converge
vers u = 0. Donc (f n ) convergevers 0, f = 0 et �# est injective.

On a donc montr �e que �#(F ) est un compl�et�e de ~F qui est contenu dans L 2(Rd) ( �#(F ) est
un espacehilbertien pour le produit scalaire ( �#(f ); �#(g)) �# (F ) = (f ; g)F , isom�etrique �a F ). En
identi�an t �#(F ) et F , on peut �ecrire F � L 2(Rd). L'espace F est constitu�e de l'ensemble de
fonctions �

f 2 L 2(Rd); t.q.
Z

Rd
j ~f (u )j2~k(u ) � 1du < + 1

�
;
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muni du produit scalaire

(f ; g) =
1

(2� )d

Z
~f (u )~g(u )~k(u ) � 1du :

On v�eri�e que 8f 2 F , 8x 2 Rd,

(k(� � x ); f ) =
1

(2� )d

Z
(~k(u )e� {(u ;x ) ) ~f (u )~k(u ) � 1du = f (x ) :

La norme de F �ecrite sousla forme (3.9) permet une interpr�etation int�eressante en terme de
propri �et�e de r�egularit�e. Remarquonsen e�et que la transform�eede Fourier ~k intervient avec une
puissancen�egative dans la norme. Or ~k d�ecrô�t lorsque les fr�equencesaugmentent. Ceci montre
que la norme de F p�enaliselescomposantes hautesfr�equencesdesfonctions de F . Cette propri �et�e
fondamentale est �a l'origine de la r�egressionr�egularis�eequi serapr�esent�eedans la section 3.4.

Remarquonsen�n que l'expressiondu noyau

k(x � y ) =
1

(2� )d

Z
e{(x � y ;u ) ~k(u )du =

1
(2� )d

Z
e{(x ;u ) e� {(y ;u ) ~k(u )du (3.10)

permet une analogieavec la repr�esentation de Mercer (3.6).

3.4 R�egression r �egularis �ee

3.4.1 G�en�eralit �es sur la r �egression r �egularis �ee en dimension �nie

Dans cette section, nous reprenons le point de vue adopt�e au chapitre 1. Nous souhaitons
montrer comment la notion de noyau reproduisant peut être mise en place naturellement dans le
cadre de la r�egressionr�egularis�eepour la construction de mod�elesbô�te noire.

Consid�erons une fonction de plusieurs variables f � : X � Rd ! R, qui peut par exemple
repr�esenter la sortie d'un syst�eme d�ependant d'un ensemble de facteurs caract�erisant son point
de fonctionnement. L'ob jectif est d'approximer f � (x ) �a partir d'un ensemble �ni d'observations
S = f (x i ; f obs

x i
); i = 1; � � � ; ng. Lesobservations peuvent être bruit �ees,et danscecasf obs

x i
6= f � (x i ).

Une approximation de la fonction f � : X � Rd ! R peut correspondre �a un simple mod�ele
lin�eaire d�e�ni sur un domaine de l'espacedes facteurs, par exemple autour d'un point de fonc-
tionnement du syst�eme.Cette approximation lin�eaire peut s'�ecrire f (x ) = bT x + b0, o�u le vecteur
b 2 Rd et le scalaire b0 sont des param�etres �a estimer �a partir des donn�eeset de l'information
a priori sur le syst�eme�eventuellement disponible. La m�ethode la plus classiquepour estimer ces
param�etres est sansdoute la m�ethode desmoindres carr�es.Elle correspond �a minimiser le crit �ere
d'erreur d'approximation quadratique

J (b; b0) =
nX

i =1

(f obs
x i

� bT x i � b0)2 :

On peut g�en�eraliser tr �es facilement cette r�egressionlin�eaire en incorporant dans le mod�ele des
termes non-lin�eairesen x , tels que desmonômesou desfonctions exponentielles. L'approximation
s'�ecrit alors sousla forme

f (x ) = bT r (x ) ; (3.11)
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o�u b = (b[1] � � � b[l ])T et r (x ) = (r [1] (x ) � � � r [l ](x ))T . Ce type d'approximation permet par exemple
la prise en compte de non-lin�earit�es localesde f � (x ), ou bien la mod�elisation de tendancespoly-
nomialessur le domaine d'�etude X.

Le nombre de termes param�etriques dans (3.11) crô�t potentiellement tr �es rapidement avec le
nombre de facteurs consid�er�es. Par exemple, dans le cas d'approximations de type polynomial,
on peut noter qu'un polynôme complet de degr�e m �a d variables comporte

� d+ m
d

�
monômes.Or

l'estimation d'un grand nombre de param�etres peut conduire �a un probl�ememal conditionn�e (ou
mal pos�e) et �a desinstabilit �esnum�eriques.(Pour d�etectercessituations dansle cadrede la m�ethode
des moindres carr�es, il est pr�ef�erable de calculer le conditionnement de la matrice de r�egression
R = (r (x 1) � � � r (x n )). Une solution classiquepour un probl�ememal conditionn�econsiste�a ajouter
un terme de r�egularisation dansle crit �ered'erreur d'approximation. Par exemple,on peut chercher
�a minimiser

J (b) = Ckbk2
2 +

nX

i =1

(f obs
x i

� bT r (x i ))2 : (3.12)

Dans ce cas, on p�enalise les grandes valeurs des �el�ements de b. Le param�etre C 2 R+ permet
de r�egler le compromis entre r�egularisation et attache aux donn�ees.Ce type de r�egularisation est
connu sousle nom de r�egularisationde Tikhonov et poss�edeune th�eoriemath�ematiquebien �etablie
(Tikhonov et Arsenin, 1977). En particulier, il est possibled'�etablir desconditions su�san tes pour
obtenir un probl�emebien pos�e, c'est-�a-dire telles que les solutions existent de mani�ere unique et
soient stables. De mani�ere informelle, on peut dire que le terme de r�egularisation dans (3.12)
permet de restreindre l'espacede recherche des fonctions optimales pour retrouver un probl�eme
bien pos�e.

Toutefois, le principe de r�egularisation intro duit dans (3.12) ne garantit pas pour autant une
approximation dequalit �esatisfaisante. Tout d'abord, la capacit�e d'approximation du mod�ele(3.11)
ne permet pas forc�ement une description pertinente desdonn�ees.Cette capacit�e d'approximation
est li �ee, entre autres, �a la dimension de l'espacedes fonctions dans lequel on recherche le mini-
miseur de (3.12), c'est-�a-dire au nombre de termes param�etriques dans le mod�ele. Si la capacit�e
d'approximation est su�san te, le mod�ele est capabled'in terpoler les donn�ees,ce qui est utile par
exemplesi l'on sait que le bruit d'observation du syst�eme est n�egligeable.On peut �evidemment
chercher �a augmenter cette capacit�e d'approximation en ajoutant autant de termesparam�etriques
que n�ecessaire.Mais ce faisant, on risque d'obtenir une approximation tr �esirr �eguli�ere(en anglais,
ceph�enom�enecorrespond �a l' over�tting ) si quelquespr�ecautionsne sont pasprises.Ce ph�enom�ene
est illustr �e par la �gure 3.1, o�u l'on utilise un mod�ele comprenant 201 termes param�etriques, ob-
tenus en minimisant (3.12) (avec une petite valeur de C pour obtenir une quasi interpolation des
donn�ees,repr�esent�eespar les carr�es).Cet exemplemontre qu'il est n�ecessaired'utiliser un sch�ema
de r�egularisation ad�equat. Nous nous int�eressons�a cette question dans la section suivante.

3.4.2 Choix d'un sch�ema de r �egularisation par utilisation d'un noyau

Soit bb le minimiseur du crit �ere (3.12). Nous souhaitons montrer que le mod�ele bbT r (x ) peut
être vu comme le r�esultat d'une r�egression�a noyau reproduisant. Puisque bb satisfait @J

@b (bb) = 0,
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Fig. 3.1 { Exemple d'in terpolation de donn�eesavecune r�egressionmal r�egularis�ee.Le vecteur de
r�egressionest r (x) = [1 cos(! 0x) sin(! 0x) � � � cos(m! 0x) sin(m! 0x)]T , o�u m = 100

on peut �ecrire

bb =
1
C

nX

i =1

(f obs
x i

� bbT r (x i )) r (x i ) :

Par cons�equent, il existe desscalairesbai tels que

bb =
nX

i =1

bai r (x i ) :

Le probl�eme de r�egressioninitial peut alors être reformul�e comme celui de la recherche d'une
fonction bf (x ) =

P
i bai (r (x i ); r (x )), o�u (:; :) est le produit scalaire canoniquede Rl , et o�u les bai

minimisent le crit �ere

J (ai ; i = 1; � � � ; n) =










nX

i =1

ai r (x i )










2

+
1
C

nX

i =1

(f obs
x i

� bf (x i ))2 :

Ce probl�eme,exprim�e sousune forme dite duale,est �evidemment de type moindrescarr�eset admet
une solution num�erique qui s'obtient en r�esolvant un syst�emed'�equations lin�eairesen bai . Puisque










nX

i =1

ai r (x i )










2

=
X

i;j

ai (r (x i ); r (x j ))aj ;

le probl�eme r�egularis�e fait intervenir uniquement des produits scalairesde la forme k(x i ; x j ) �=
(r (x i ); r (x j )). Cela signi�e que les objets r (x i ) n'ont pas besoin d'être �evalu�es directement, si
l'expressionanalytique de k est connue.

Appelons F l' espace des caract�eristiques d�e�ni par vectf r (x ) 2 Rl ; x 2 Xg � Rl . Tout b =
P n

i =1 ai r (x i ) 2 F peut être identi� �e �a une fonction f de la forme

8x 2 X; f (x ) = (r (x );
nX

i =1

ai r (x i )) :
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Ainsi, F peut être identi� �e �a un espacede fonctions, cesfonctions �etant principalement caract�eri-
s�eespar les objets r (x ). (Nous utilisons par la suite la notation f � b pour rappeler la propri �et�e
d'identi�cation.) On peut ensuite d�e�nir la norme de f � b 2 F par

kf k2
F =

nX

i;j =1

ai (r (x i ); r (x j ))aj :

Dans F , r (x ) est identi�able �a l'op�erateur d'�evaluation ponctuelle. En e�et, toute fonction f � b
de F peut être �evalu�eeen un point x en formant le produit scalairef (x ) = (r (x ); b) (voir (3.11)).
L'op�erateur r (x ) d'�evaluation en x est continu puisquejf (x )j � kr (x )k kf kF . Par cons�equent, F
est un espacehilbertien �a noyau reproduisant ; son noyau reproduisant est k(x ; y ), puisque l'on
peut identi�er la fonction k(x ; :) 2 F �a l'op�erateur d'�evaluation r (x ) (k(x ; :) � r (x ) en utilisant
le fait que k(x ; y ) = (r (y ); r (x )), 8 y ).

Si l'on consid�ere une fonction f � b 2 F , on a kf k2
F =

P l
i =1 b2

[i ] , et donc l'espacedescaract�e-
ristiques F est muni d'une norme qui p�enalisede la mêmemani�ere tous les termes param�etriques
r [i ](x ) de r (x ). Comme on l'a vu plus haut ceci n'est pas forc�ement d�esirable. Pour �eviter les
comportements irr �eguliers de f , il faut pouvoir p�enaliser davantage les termes �a l'origine des
variations importantes. Typiquement, cestermes correspondent aux hautes fr�equences.Une exp�e-
rience num�erique simple, pr�esent�eedans la �gure 3.2, con�rme que la notion de choix du sch�ema
de r�egularisation est essentielle.

La r�egularisation peut être choisiea priori, par exemple,commecelaa �et�e fait dans le casde la
�gure 3.2, en multiplian t r (x ) �el�ement par �el�ement par descoe�cien ts choisisarbitrairement mais
de telle fa�con que cescoe�cien ts d�ecroissent lorsque la fr�equenceaugmente. Cette approche n'est
toutefois pas tr �es �el�egante et di�cile �a g�en�eraliser dans le cas d'espacede facteurs de dimension
sup�erieure �a un3.

L'approche probablement la plus simple consiste�a choisir le sch�ema de r�egularisation en utili-
sant la normed'un espacehilbertien �a noyau reproduisant o�ran t debonnespropri �et�esder�egularit�e
(sans n�ecessairement se restreindre �a des dimensions�nies comme ci-dessus).Cette id�ee permet
d'e�ectuer desr�egressionsr�egularis�eesdansdesespacesde fonctions de dimension in�nie (grandes
capacit�es d'approximation possibles)en veillant �a ce que les probl�emesd'approximation restent
bien pos�es.En e�et, nous avons vu dans la section 3.3 que les noyaux reproduisants, ainsi que les
�el�ements d'un espace�a noyau, admettent desrepr�esentations spectralessouscertainesconditions.
Typiquement (par exemplecommedans (3.9)), la norme d'un espace�a noyau p�enaliseles hautes
fr�equences.Par suite, il est int�eressant d'utiliser cette norme commeterme de r�egularisation. La
r�egressionr�egularis�eedans desespaces�a noyau est d�etaill �eedans la section suivante.

En�n, notons que le sch�ema de r�egularisation (même �a noyau reproduisant) doit r�esulter en
pratique d'une proc�edure d'adaptation aux donn�ees.En e�et, le fait d'utiliser un noyau repro-
duisant arbitraire parmi les familles connuesde fonctions sym�etriques positivesne garantit pas la
qualit �e de l'approximation. Ce point seraabord�e au chapitre 5.

3Nous pr�esentons cependant dans les sections 5.6 et 6.5 des approches conceptuellement tr �es proches, o�u le
sch�ema de r�egularisation est adapt �e automatiquemen t aux donn�ees observ�ees en optimisan t un crit �ere de qualit �e
d'appro ximation.
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Fig. 3.2 { Les donn�ees et la structure du mod�ele sont les mêmes que dans la �gure 3.1,
mais le sch�ema de r�egularisation a �et�e adapt�e, en utilisant le vecteur de r�egressionr (x) =
[1 cos(! 0 x )

1+ ! 1: 3
0

sin( ! 0 x )
1+ ! 1: 3

0
� � � cos(m! 0 x )

1+( m! 0 )1: 3
sin(m! 0 x )

1+( m! 0 )1: 3 ]T

3.4.3 Probl �eme r �egularis �e et forme des solutions

La forme g�en�erale d'un probl�eme de r�egressiondans un espace�a noyau, r�egularis�ee par une
approche de Tikhonov (Tikhonov et Arsenin, 1977) est maintenant rappel�ee.

Consid�eronsun syst�emestatique �a plusieursentr �eeset uneseulesortie, c'est-�a-dire une fonction
f � : X ! R, ainsi qu'un ensemble �ni d'observations S = f (x i ; f obs

x i
) 2 X � R, i = 1; : : : ; ng. Si

le syst�emeest observ�e sansbruit, on a f � (x i ) = f obs
x i

, 8i . L'ob jectif est de chercher une fonction
f̂ dans un ensemble de fonctions F minimisant un crit �ere quanti�an t l'erreur d'approximation de
f � , not�e Jf � (f ).

Soit une fonction l(x ; s; t) 2 R+ [ + 1 , x 2 Rd, s; t 2 R satisfaisant l (x ; s; s) = 0, 8x 2 X,
8s 2 R. La fonction x 7! l (x ; f (x ); f � (x )) sert �a assignerun coût lorsquef (x ) s'�ecartede la vraie
valeur f � (x ). l est donc appel�eeune fonction de coût (en anglais, loss function ). En g�en�eral, l ne
d�epend pas de son premier param�etre x et la notation simpli� �ee l (s; t) sera utilis �ee par la suite.
Par exemple, l (s; t) = (s � t)2 est la fonction de coût dite quadratique (ou L 2) et l (t; s) = js � t j
est la fonction de coût dite L 1.

Le crit �ered'erreur d'approximation que l'on souhaite minimiser, form�e �a partir desdonn�eeset
de la fonction de coût, peut s'�ecrire

Jf � (f ) =
nX

i =1

l (f (x i ); f obs
x i

) : (3.13)

Selon l'espaceF choisi, les solutions optimales f̂ = argmin f 2F Jf � (f ) poss�edent des comporte-
ments tr �esdi� �erents. Si F est su�sammen t large, il est mêmepossiblede trouver une in�nit �e de
fonctions qui annulent exactement le crit �ere. En g�en�eral, l'unicit �e de la solution n'est donc que
rarement v�eri� �eeet la minimisation de J f � est un probl�ememal pos�e. Pour garantir l'unicit �e de
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la solution ainsi que sa stabilit �e, il est n�ecessairede s'assurerque F est su�sammen t petit ou
de modi�er le crit �ere d'erreur d'approximation. L'utilisation de la norme de F comme terme de
r�egularisation ob�eit en quelquesorte �a cesdeux principes(on modi�e le crit �erepour s'assurerque
f 2 F ne ®s'�eloignepas trop ¯ de la fonction nulle).

Le th�eor�emedu repr�esentant (prouv�e dans (Kimeldorf et Wahba, 1970a) dans le cas quadra-
tique, et dans (Sch•olkopf et al., 2001) dans le casg�en�eral) permet d'�etablir la forme dessolutions.

Th �eor �eme 15 (dit du repr �esentan t). Soit F un espace hilbertien �a noyau reproduisant et soit
le crit �ere d'erreur d'approximation r�egularis�ee de Tikhonov, d�e�ni sur F par

Jf � ;reg (f ) =
nX

i =1

l (f (x i ); f obs
x i

) + Ckf k2
F ; (3.14)

o�u C > 0. Alors, si l (s; t) est convexeen s, le minimiseur de J f � ;reg dans F est unique et peut
s'�ecrire sousla forme

f̂ (x ) =
nX

i =1

ai k(x ; x i ) :

o�u a = (a1; : : : ; an )T est la solution d'un probl�eme bien pos�e.

D�emonstration. Voir (Sch•olkopf et al., 2001).

Prop osition 29 (Cas d'une fonction de coût quadratique). Si l (s; t) = (s � t)2, le minimi-
seur de Jf � ;reg (f ) s'obtient en r�esolvant le syst�emed'�equationslin�eaires

(CI n + K )a = f obs ; (3.15)

o�u K est la matrice n � n d'�el�ementski;j = k(x i ; x j ) et o�u f obs = (f obs
x 1

; : : : ; f obs
x n

)T .

On constate que (3.15) est le syst�eme obtenu dans la m�ethode du krigeage dual avec bruit
d'observation. On peut donc interpr�eter C commela variance du bruit d'observation. Il est main-
tenant important de s'interroger sur les liens pr�ecisqui existent entre la r�egressionr�egularis�eepar
une norme d'espace�a noyau reproduisant et le krigeage (ou la pr�ediction lin�eaire). Les sections
suivantes montrent que les m�ethodessont �equivalentes, ce qui est en fait peu surprenant.

3.5 Espaces hilb ertiens �a noyau repro duisan t et pro cessus
al�eatoires

LesconstructionsdesespacesH et F e�ectu �eesdanslessections2.4.3et 3.1 sont tr �essimilaires.
Nous souhaitonspr�esenter plus pr�ecis�ement les liens entre cesdeux espaces,ainsi que le rôle jou�e
par l'espace� obtenu commele compl�et�e de l'espacevectoriel desmesures�a support �ni pour la
topologie induite par le noyau. Les premiers travaux qui �etudient pr�ecis�ement le rôle desespaces
�a noyau reproduisant dans le domainedesprocessusal�eatoiressont �a notre connaissance(Parzen,
1962, 1963, 1970), ainsi que (Hajek, 1962) qui ne recourt toutefois pas explicitement �a la notion
de noyau reproduisant. En sefondant sur cespremi�eres�etudes4, Kimeldorf et Wahba (1970b) ont
�etabli un r�esultat important concernant l' �equivalenceentre la r�egressionr�egularis�eepar une norme
d'espace�a noyau reproduisant et la pr�ediction lin�eaire,quenouspr�esenteronsdansla section3.5.5.

4Anecdote : E. Parzen �etait directeur de la th �esede G. Wahba.
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3.5.1 Trois espaces ayant la même structure

Soit F (x ), x 2 X, un processusal�eatoire du secondordre, de moyennenulle et de covariance
k(x ; y ). Consid�erons ~H l'espace engendr�e par les combinaisons lin�eaires de F (x ) et soit H un
compl�et�e de ~H pour la norme de L 2(
 ; A ; P). Rappelons que ~� d�esignel'espacedes mesures�a
support �ni sur X. Ainsi, si � 2 ~�, cette mesurepeut s'�ecrire � =

P n
i =1 � i � x i . On munit ~� du

produit scalaire

(�; � ) ~� =
n;mX

i;j =1

� i � j k(x i ; y j ) ;

et on d�esignepar � un compl�et�e de ~� pour ce produit scalaire.L'application lin�eaire F : � ! H ,
telle que F (� ) =

P n
i =1 � i F (x i ) pour � 2 ~�, et qui se prolonge par continuit �e sur �, d�e�nit une

isom�etrie bijective entre � et H . Nous avons�egalement vu plus haut que � est le dual d'un espace
hilbertien de fonctions F admettant le noyau reproduisant k(x ; y ). Il existe donc une isom�etrie
bijective entre � et F .

Par cons�equent, �, H et F ont la même structure et sont isomorphes. Les topologies sur
ces espacessont toutes li �eesau noyau k(x ; y ). Dans H, k(x ; y ) caract�erise la corr�elation entre
deux variables al�eatoires F (x ) et F (y ) qui augmente lorsque les facteurs x et y sont proches.
Les propri �et�esdes tra jectoires de F (x ) (notamment l' �echelle caract�eristique desvariations de ces
tra jectoires, la r�egularit�e, etc.) d�ependent de la forme de k(x ; y ). Dans F , toute fonction peut
être reconstruite ou approxim�eepar des combinaisons lin�eairesde k(x ; y ). Donc les fonctions de
F sont �egalement caract�eris�eespar la forme de k(x ; y ).

3.5.2 Espace hilb ertien engendr �e par une fonction de covariance

Nousavonsvu pr�ec�edemment que toute fonction de covariancek(x ; y ) d'un processusal�eatoire
F (x ) est admissible comme noyau reproduisant. Les paragraphessuivants explicitent l'isomor-
phisme entre l'espaceH et l'espacehilbertien F �a noyau reproduisant k.

Soit H l'espace hilbertien engendr�e par un processusal�eatoire F (x ) du second ordre, de
moyenne nulle et de covariance k(x ; y ). Consid�erons l'application lin�eaire %: H ! RX d�e�nie
par

(%X)(x ) = (F (x ); X )H ; 8x 2 X :

Soit F = Im � , l'image de H par cette application, c'est-�a-dire l'espacevectoriel des fonctions f
telles que f = %X, lorsque X parcourt H . Si f = %X 2 F , pour un certain X 2 H, on a donc la
relation fondamentale (Parzen, 1962, 1963, 1970)

f (x ) = (F (x ); X )H ; 8x 2 X:

Supposonsde plus k(x ; y ) d�e�nie positive. Alors %X1 = %X2, X 1; X 2 2 H, implique X 1 = X 2, si
bien que %: H ! F est inversible. Le produit scalairesur F d�e�ni par

(f ; g)F = (%� 1f ; %� 1g)H ;

dote F d'une structure d'espacehilbertien et nous constatons que %est une isom�etrie bijective
entre H et F (parfois appel�eeisom�etrie de Lo�eve (Lukic et Beder, 2001)).
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L'espaceF ainsi construit est-il un espace�a noyau reproduisant ? On montre facilement que
k(x ; :) 2 F , que %� 1k(x ; :) = F (x ) et

(k(x ; :); k(y ; :))F = (F (x ); F (y ))H = k(x ; y ) ; 8x ; y 2 X :

De même,si f = %X 2 F , pour un X 2 H, on a

f (x ) = (F (x ); X )H = (k(x ; :); f )F ; 8x 2 X:

Par cons�equent, F admet le noyau reproduisant k(x ; y ). Notons que F est engendr�e par les fonc-
tions k(x ; :), lorsquex parcourt X ; les fonctions k(x ; :) sont identi�ables aux �el�ements F (x ), qui
engendrent H . Par la suite, nous dirons simplement que F est engendr�e par la covariance k(x ; y )
et il serasous-entendu que F est muni d'une structure d'espacehilbertien avec le produit scalaire
d�erivant de k(x ; y ).

Dans la section 2.4.3, nous avons rappel�e qu'un �ltrage lin�eaire de F (x ) g�en�ere un processus
al�eatoire appartenant �a H . Nous verrons dans les paragraphessuivants que l'espacedesfonctions
engendr�eespar la covariancedu processus�ltr �e est un sous-espacede F . Consid�eronsun op�erateur
lin�eairecontinu T : H ! H et notons F 1 l'espacevectoriel engendr�e par la covariancek1(x ; y ) du
processusF1(x ) = TF (x ). L'espaceF 1 est donc constitu�e de l'ensemble desfonctions s'exprimant
sousla forme

f 1(x ) = (F1(x ); X )H 1 = (F1(x ); X )H = (%1X )(x ) ; X 2 H 1 ;

o�u H 1 est l'espacehilbertien de variables al�eatoires g�en�er�e par F1(x ), x 2 X, et %1 : H 1 ! F1

est une application bijective. Muni du produit scalaire (f 1; g1)F 1 = (%� 1
1 f 1; %� 1

1 g1)H 1 , F1 est un
espacehilbertien �a noyau reproduisant k1(x ; y ).

�A tout op�erateur lin�eaire continu T : H ! H nous faisonscorrespondre un op�erateur lin�eaire
F ! F , not�e (abusivement) T , tel que pour f 2 F ,

(T f )(x ) = (TF (x ); %� 1f )H ; 8x 2 X :

On a donc, en notant T � l'op�erateur adjoint de T, T f = %T� %� 1f , ce qui montre que T : F ! F
est continu.

Th �eor �eme 16. On a F 1 � F et plus pr�ecis�ement, les relations suivantes:

F1 = f TT � f ; f 2 F g; (3.16)

k1(x ; :) = TT � k(x ; :) ; 8x 2 X ; (3.17)

(TT � f ; TT � g)F 1 = (TT � f ; g)F ; 8f ; g 2 F : (3.18)

D�emonstration. Soit f 1 2 F1, alors 9X 2 H tel que 8x 2 X,

f 1(x ) = (TF (x ); TX )H = (T � TF (x ); X )H = (TT � f )(x ) ;

avec f 2 F (en utilisant la relation AB f = %(B A) � %� 1f ). R�eciproquement, si f = %X 2 F , alors

(TT � f )(x ) = (T � TF (x ); X )H = (TF (x ); TX ) 2 F1 :
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D'autre part 8x ; y 2 X,

k1(x ; y ) = (TF (y ); TF (x ))H = (T � TF (y ); F (x )) = (TT � k(x ; :))( y ) ;

ce qui �etablit la relation (3.17) entre les noyaux reproduisants k et k1.
En�n, 8f ; g 2 F , (TT � f ; TT � g)F 1 est une forme bilin �eaire continue dans F . En particulier, �a

f �x �e, il existe ~f 2 F telle que 8g 2 F ,

(TT � f ; TT � g)F 1 = ( ~f ; g)F :

En prenant g = k(x ; :), on a 8x 2 X

~f (x ) = ( ~f ; k(x ; :))F = (TT � f ; TT � k(x ; :))F 1 = (TT � f ; k1(x ; :))F 1 = (TT � f )(x ) ;

ce qui d�emontre (3.18).

3.5.3 Op�erateur de domination

Dans les paragraphessuivants, nous rappelons la notion de domination entre normes et les
relations connuesdans le casdesespaceshilbertiens �a noyau reproduisant (Aronszajn, 1950).

D �e�nition 28. Soient k:k0 et k:k1 deux normesd�e�nies sur un espacevectoriel ~F . On dit que la
norme k:k0 domine la norme k:k1 lorsque

kf k0 � kf k1 8f 2 ~F :

Par suite, le compl�et�e F 1 de ~F pour la norme k:k1 est un sous-espacevectoriel du compl�et�e F 0 de
F pour la norme k:k0 (F1 � F0).

Soient k0 et k1 deux noyaux reproduisants, et F 0 et F1 les espaceshilbertiens �a noyau repro-
duisant correspondant.

D �e�nition 29. On dit que le noyau k0 domine le noyau k1, ceque l'on �ecrit k0 � k1, si F1 � F0.
(F1 est un sous-espacevectoriel de F 0 mais poss�edeun produit scalaire di� �erent de celui de F 0.
F1 n'est donc pas un sous-espacehilbertien de F 0.)

Th �eor �eme 17. Soient k0 et k1 tels quek0 � k1. Alors

kf kF 0 � kf kF 1 ; 8f 2 F1 :

De plus, il existe un op�erateur unique L : F 0 ! F0 dont l'image est contenue dans F 1, et tel que

(f ; g)F 0 = (Lf ; g)F 1 ; 8f 2 F0 ; 8g 2 F1 :

En particulier,
Lk 0(x ; :) = k1(x ; :) ; 8x 2 X :

L'op�erateur L est continu, positif et auto-adjoint.
R�eciproquement,soit L : F 0 ! F0 un op�erateur continu, positif et auto-adjoint. Alors

k1(x ; y ) = (Lk 0(x ; :); k0(y ; :))F 0 ; x ; y 2 X ;

d�e�nit un noyau reproduisant tel quek1 � k0.
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D�emonstration. Ce th�eor�emerassemble un certain nombre de r�esultats prouv�esdans (Aronszajn,
1950).

L'op�erateur L du th�eor�eme17 est appel�e op�erateur de domination de k1 par k0. On dit que la
domination est nucl�eaire si L est un op�erateur nucl�eaire (voir par exempleIbragimov et Rozanov,
1978; Yosida, 1980; Lukic et Beder, 2001). Nous notons alors k0 � k1 la relation de domination
nucl�eaire.

3.5.4 Pro cessus al�eatoires �a tra jectoires dans un espace �a noyau repro-
duisan t

Cette section �enonceles conditions pour que les tra jectoires d'un processusal�eatoire de cova-
riance k1 appartiennent �a un espacehilbertien �a noyau k0 (Hajek, 1962 ; Driscoll, 1973 ; Lukic
et Beder, 2001). Rappelons que nous avons vu dans la section 2.3 la notion de variable al�eatoire
dans un espacede Hilb ert F . Nous pr�esentons maintenant plus pr�ecis�ement les propri �et�esde ces
objets lorsqueF est un espacehilbertien �a noyau reproduisant.

Prop osition 30. Soit F un espace hilbertien �a noyau reproduisant k, (
 ; A ; P) un espace de
probabilit�eset F (! ; x ) un processusal�eatoire tel quesestrajectoiressont dansF avec probabilit�e un.
Alors

F (! ) = F (! ; :) ; ! 2 
 ; (3.19)

d�e�nit une variable al�eatoire �a valeurs dans F et l'on a

F (x ) = (F; k(x ; :))F 8x 2 X: (3.20)

R�eciproquement,soit F une variable al�eatoire d�e�nie sur (
 ; A ; P) �a valeurs dans F , alors (3.20)
d�e�nit un processusal�eatoire sur (
 ; A ; P) et (3.19) est v�eri� �ee.

D�emonstration. Voir (Lukic et Beder, 2001).

Par la suite, F0 d�esigneun espacehilbertien �a noyau reproduisant k0 et F (x ) un processus
al�eatoire, du secondordre, de covariance k1. L'espace hilbertien engendr�e par le noyau k1 est
not�e F1. Lorsque les tra jectoires de F (x ) sont dans F 0 avec probabilit �e un, il existe d'apr�es la
proposition 30 une variable al�eatoire F �a valeursdans F 0, telle que F (x ) = (F; k(x ; :))F 0 , 8x 2 X.
Nous avons vu dans la section 2.3 que si F (x ) n'est pas du secondordre alors F ne peut pas être
du secondordre. Supposonsque F soit du secondordre et notons K l'op�erateur de covariance
associ�e (voir la section 2.3), tel que

k1(x ; y ) = (K k0(x ; :); k0(y ; :))F 0 :

On a alors k0 � k1 et F1 � F0. Notons que K est un op�erateur de domination.
Le r�esultat suivant permet d'�etablir la r�eciproque.

Th �eor �eme 18.
{ k0 � k1 si et seulementsi F est du second ordre.
{ k0 � k1 si et seulementsi F est du second ordre et il existeune modi�c ation de F �a valeurs

s�eparables.
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D�emonstration. Voir (Lukic et Beder, 2001).

Nous examinonsdans lesparagraphessuivants lesconditions souslesquellesun processusal�ea-
toire de covariancek1 poss�ededestra jectoiresdansun espace�a noyau reproduisant k0. Cescondi-
tions ont �et�e explicit �eesdans (Lukic et Beder, 2001). On trouve toutefois dans (Hajek, 1962 ;
Driscoll, 1973) les pr�emicesde la plupart de cesr�esultats. Nous pouvons r�esumerle r�esultat es-
sentiel sousla forme

Pf F (! ; :) 2 F0g = 0 ou 1;

selon la relation de domination entre k0 et k1. Nous rappelons plus pr�ecis�ement ci-dessousles
principales conclusionsde Lukic et Beder (2001) (sansd�emonstration).

Le premier r�esultat montre que la relation de domination nucl�eairegarantit l'appartenancedes
tra jectoires d'un processusal�eatoire �a un espace�a noyau reproduisant.

Th �eor �eme 19. Soit F (x ), x 2 X, un processusal�eatoire du second ordre, de covariance k1, et soit
k0 le noyau reproduisant d'un espace hilbertien F 0 tel quek0 � k1. Si de plus la moyennem(x ) =
E[F (x )] appartient �a F 0, alors il existe une modi�c ation de F dont les trajectoires appartiennent
�a F0 avec probabilit�e un.

Dans le casg�en�eral, la condition de domination nucl�eaire n'est pas n�ecessaire.

Th �eor �eme 20. Soient k0 et k1 les noyaux reproduisants desespaces hilbertiens F 0 et F1 tels que
F1 soit un sous-ensembles�eparable de F 0. Alors il existe un processusal�eatoire F (x ), x 2 X, du
second ordre et de covariance k1 avec sestrajectoires dans F 0.

Dans le casdesprocessusgaussiens,la condition de domination nucl�eaireest cependant n�eces-
saire (ce r�esultat est connu depuis assezlongtemps, voir par exemple(Hajek, 1962; Ibragimov et
Rozanov, 1978)). On a en e�et le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 21. Soit F (x ), x 2 X, un processusal�eatoire gaussiende moyenne m(x ) et de co-
variance k1(x ; y ). Soit F0 un espace hilbertien �a noyau reproduisant k0 tel que m(:) 2 F0. Si les
trajectoires de F (x ) appartiennent �a F 0 avec probabilit�e un, alors la variable al�eatoire F d�e�nie
par le processusF (x ) est gaussienneet k0 � k1.

3.5.5 �Equiv alence entre r �egression r �egularis �ee et pr �ediction lin �eaire

Nous commenceronspar envisagerle casdesobservations non bruit �ees,avant de voir lescons�e-
quencesde la prise en compte d'un bruit de mesure.

Observ ations non bruit �ees

Si la capacit�ed'approximation du mod�eleest su�san te, on peut toujours imposerlesconditions

f̂ (x i ) = f obs
x i

; 8i = 1; : : : ; n :

(Ceci est pertinent si les observations ne sont pas entach�eespar deserreurs de mesure.)Consid�e-
rons alors le probl�emede r�egressionsouscontrain tes, r�egularis�e par une norme d'espace�a noyau
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reproduisant k :

minimiser kf k2
F ; f 2 F (3.21)

sousles contrain tes f (x i ) = f obs
x i

; 8i = 1; : : : ; n : (3.22)

Prop osition 31. Soient f̂ la solution du probl�eme (3.21){( 3.22) et F (x ) un processusal�eatoire
du second ordre, de moyennenulle et de covariance k. Alors 8x 2 X, f̂ (x ) = F̂ (! 0; x ), o�u F̂ (x )
est le pr�edicteur par krigeage de F (x ) �a partir des variables F (x i ), i = 1; : : : n, et ! 0 tel que
F (! 0; x i ) = f obs

x i
, pour tout i = 1; : : : ; n.

La preuve pr�esent�ee ci-dessousnous semble sensiblement plus simple que les d�emonstrations
tr �esformelles de Kimeldorf et Wahba (1970a) ou Matheron (1981)5.

D�emonstration. Soit f � 2 F (F est l'espacede recherche des solutions) telle que f � (x i ) = f obs
x i

,
i = 1; : : : ; n. Si F est un espacehilbertien �a noyau reproduisant, (3.22) peut être exprim�eepar la
condition d'orthogonalit �e

(k(x i ; :); f � f � )F = 0; (3.23)

Si FS est le sous-espacevectoriel de F d�e�ni par vectf k(x i ; :); i = 1; : : : ; ng, (3.23) exprime la
condition

f � f � ? FS : (3.24)

Comme on souhaite minimiser kf kF , on a n�ecessairement f 2 F S , et donc

f =
nX

i =1

ai k(x i ; :) : (3.25)

On reconnâ�t le r�esultat du th�eor�eme de repr�esentation, qui vient donc d'être d�emontr �e dans le
cas de l'in terpolation. D'un point de vue g�eom�etrique, il est �equivalent de chercher �a minimiser
l'erreur kf � f � k sousla contrain te f 2 F S .

Puisque la fonction k(x i ; :) s'identi�e �a la variable al�eatoire F (! ; x i ) (d'apr �esla section 3.5.1),
l'espaceFS s'identi�e au sous-espacevectoriel

H S = vectf F (! ; x 1); : : : ; F (! ; x n )g:

Notons que F̂ (x ) =
P n

i =1 � i; x F (x i ), la meilleure pr�ediction lin�eaire de F (x ), s'identi�e �a la
projection orthogonalek̂(x ; :) de k(x ; :) sur F S (et non pasau minimiseur f̂ du probl�emer�egularis�e
souscontrain tes). On �etablit que la meilleure pr�ediction lin�eaire et la r�egressionr�egularis�eesont
�equivalentes en remarquant que l' �evaluation de f̂ au point x et la valeur estim�eeF̂ (! 0; x ) sachant
F (! 0; x i ) = f obs

x i
, 8i = 1; : : : ; n co•�ncident. En e�et, l' �evaluation de f̂ 2 FS au point x peut s'�ecrire

f̂ (x ) = (k(x ; :); f̂ )F

= (k(x ; :) � k̂(x ; :); f̂ )F + (k̂(x ; :); f̂ )F

= (k̂(x ; :); f̂ )F (3.26)

(= (k̂(x ; :); f � )F )

5 Il n'existe pas d'autre d�emonstration �a notre connaissance dans la litt �erature.
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(Remarquonsque d'apr�es(3.26), k̂ est le noyau reproduisant de F S .)
Concluons en notant que des variables al�eatoires observ�eesF (! 0; x i ) 2 R, i = 1; : : : ; n, s'ex-

priment comme

F (! 0; x i ) = f obs
x i

= (k(x i ; :); f � )F = (k(x i ; :); f̂ )F :

Donc,

F̂ (! 0; x ) =

 
nX

i =1

�̂ i; x k(x i ; :); f̂

!

F

= (k̂(x ; :); f̂ )F = f̂ (x ) :

En r�esum�e, desconsid�erations g�eom�etriquessimplespermettent de montrer l' �equivalenceentre
l'in terpolation r�egularis�eedans un espace�a noyau reproduisant et la pr�ediction lin�eairesansbruit
d'observation.

Observ ations bruit �ees

Si les observations sont bruit �ees, ou si la capacit�e d'approximation du mod�ele est limit �ee,
nous pouvons consid�erer le probl�emede r�egressionr�egularis�eesuivant avec une fonction de coût
quadratique :

minimiser kf k2
F +

1
C

nX

i =1

(f (x i ) � f obs
x i

)2 ; f 2 F (3.27)

Prop osition 32. Soit f̂ la solution du probl�eme (3.27) et soit F (x ) un processusal�eatoire du
second ordre, de moyennenulle et de covariance k. Consid�erons les variablesal�eatoires

F obs
x i

= F (x i ) + N i ; i = 1; : : : ; n;

o�u les N i sont desvariablesal�eatoires ind�ependantes,gaussiennes,centr�ees,de variance � 2
N = C.

Alors 8x 2 X, f̂ (x ) = F̂ (! 0; x ), o�u F̂ (! ; x ) est le pr�edicteur par krigeage de F (x ) �a partir des
variables F obs

x i
, i = 1; : : : ; n, et ! 0 est tel que F obs

x i
(! 0) = f obs

x i
, pour tout i = 1; : : : ; n.

La d�emonstration que nous proposonss'av�ere tr �es similaire �a celle du cas non bruit �e (nous
adaptonsla d�emonstration deKimeldorf et Wahba (1970a) pour la rendreplus lisible). Intro duisons
quelquesnotations avant de traduire le probl�eme(3.27) sousforme g�eom�etrique.

Soit FN = vectf ei (x ); i = 1; : : : ; ng, l'espacevectoriel dedimensionn engendr�epar lesfonctions
ei : X ! R d�e�nies par ei (x ) = C si x = x i et 0 partout ailleurs. Remarquonsque tout v 2 F N

est repr�esent�e dans la base(ei ) par le vecteur

v =
�

v(x 1)
C

; : : : ;
v(x n )

C

� T

:

MunissonsFN du produit scalaire

(v; w)F N = C � 1
nX

i =1

v(x i )w(x j ) = CvT w:
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D'apr �esla section 3.2.1, kN (x ; y ) = C � 1e(x )T e(y ), avece(x ) = (e1(x ); : : : ; en (x ))T , est le noyau
reproduisant de FN . De plus, FN est isomorphe�a l'espacede variables al�eatoires

H N = vectf N i ; i = 1; : : : ; ng ;

avec la correspondanceei � N i .
Soit F 0 = F � FN (cette d�ecomposition est unique). Consid�erons le produit scalaire sur F 0

d�e�ni pour f 0; g0 2 F 0 par
(f 0; g0)F 0 = (f ; g)F + (v; w)F N ;

avec f 0 = f + v, g0 = g + w, o�u f et g appartiennent �a F , et v et w appartiennent �a F N . Sousce
produit scalaire,F et F N sont deux espacesorthogonaux. D�e�nissons �egalement l'espacevectoriel

F 0
S = vectf k(x i ; :) + kN (x i ; :); i = 1; : : : ; ng � FS + FN ;

qui est de dimensionn. Supposonsen�n lesobservations g�en�er�eespar une fonction f � 0
= f � + v� 2

F 0, avec f � 2 F et v� 2 FN .

Lemme 1. Sousles hypoth�eseset avec lesnotations pr�ec�edentes,le probl�eme(3.27) est �equivalent
au probl�eme suivant

minimiser kf 0k2
F 0 ; f 0 2 F 0 (3.28)

sousla contrainte f � 0
� f 0 ? F 0

S : (3.29)

D�emonstration. Si f 0 = f + v, f 2 F , v 2 F N , satisfait (3.29), on a

(f � + v� � f � v; k(x i ; :) + kN (x i ; :))F 0 = 0; 8i 2 f 1; : : : ; ng :

Donc 8i 2 f 1; : : : ; ng,

(v; kN (x i ; :))F 0 = v(x i )

= (f � + v� � f ; k(x i ; :) + kN (x i ; :))F 0

= f � 0
(x i ) � f (x i ) :

Ceci permet d'�ecrire

kvk2
F 0 = kvk2

F N
=

1
C

nX

i =1

(f � 0
(x i ) � f (x i ))2 :

Puisque kf 0k2
F 0 = kf k2

F + kvk2
F N

, la fonction f̂ = f̂ 0 � v̂, o�u f̂ 0 est solution du probl�eme(3.28){
(3.29), est bien le minimiseur de (3.27).

D�emonstration de la proposition 32. Commepr�ec�edemment, on obtient une d�emonstration imm�e-
diate du th�eor�emede repr�esentation dans le cas d'une fonction de coût quadratique. En e�et, la
solution f̂ 0 du probl�eme(3.28){( 3.29) satisfait n�ecessairement f̂ 0 = f̂ + v̂ 2 F 0

S et par suite, f̂ 2 FS .
Soit k̂(x ; :) le projet�e orthogonal de k(x ; :) sur F 0

S , isomorphe�a F̂ (x ).

f̂ (x ) = (k(x ; :) � k̂(x ; :); f̂ + v̂)F 0 � (k(x ; :) � k̂(x ; :); v̂)F 0 + (k̂(x ; :); f̂ )F 0

= (k̂(x ; :); f̂ + v̂)F 0 � (k(x ; :); v̂)F 0

= (k̂(x ; :); f̂ 0)F 0 :
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De plus,
F (! 0; x j ) + N j (! 0) = f � 0

(x j ) = (k(x j ; :) + kN (x j ; :); f̂ 0)F 0 ;

implique

F̂ (! 0; x ) =

 
nX

i =1

� i; x (k(x i ; :) + kN (x i ; :)) ; f̂ 0

!

F 0

= (k̂(x ; :); f̂ 0)F 0 = f̂ (x ) :

Des consid�erations g�eom�etriques simples permettent donc de traduire le probl�emed'approxi-
mation aveccoût quadratique, r�egularis�eepar une norme d'espace�a noyau reproduisant, en termes
de pr�ediction lin�eaired'un processusal�eatoire. Dans le cadrede la mod�elisation bô�te noire de sys-
t�eme, il n'y a donc pas de di� �erenceentre cesdeux approches.Seul le cadre interpr�etatif change.
Toutefois, cette interpr�etation double conduit �a di� �erentes m�ethodes pour le choix du noyau,
comme nous le verrons au chapitre 5. Dans les sectionssuivantes, nous g�en�eralisonsl'in terpr�eta-
tion probabiliste lorsque l'on utilise d'autres fonctions coût que la fonction quadratique.

3.6 Fonctions d'attac he aux donn �ees

3.6.1 G�en�eralit �es

Le choix d'une fonction de coût est n�ecessairement li �e �a la possibilit�e d'optimiser ensuite le
crit �ere correspondant. Le cas de la fonction coût quadratique est particuli �erement simple de ce
point de vue, ce qui la rend int�eressante malgr�e sesd�efauts de robustessevis-�a-vis des donn�ees
aberrantes. La fonction de coût " {insensible utilis �ee dans les m�ethodes �a vecteurs de support
(Vapnik, 1995 ; Vapnik et al., 1997 ; Sch•olkopf et Smola, 2002) est aussi un choix pertinent,
comme nous le verrons dans les sections3.6.3 et 3.6.4. Dans cette section, le probl�emedu choix
du terme d'attache aux donn�eesest discut�e en intro duisant la notion de risque.

Fonction d'attac he aux donn �ees et fonction de coût

Une fonction d'attache aux donn�ees,not�ee

c
�
(x 1; : : : ; x n ); (f obs

x 1
; : : : ; f obs

x n
); (f (x 1); : : : ; f (x n ))

�

est une fonction �a valeurs dans R+ [ + 1 des vecteurs de facteurs x i , des observations f obs
x i

et
des valeurs pr�edites f (x i ) correspondantes. En g�en�eral, les fonctions retenues ne prennent pas
en compte la d�ependance�eventuelle entre les observations, si bien que l'on consid�ere en fait des
fonctions d'attache aux donn�eessousla forme

c
�
(x 1; : : : ; x n ); (f obs

x 1
; : : : ; f obs

x n
); (f (x 1); : : : ; f (x n ))

�
=

nX

j =1

l (x j ; f obs
x j

; f (x j ))

La fonction l(x ; s; t) : X � R � R ! R+ est une fonction de coût, qui doit satisfaire l (x ; s; s) =
0, 8x 2 X et 8s 2 R. On souhaite g�en�eralement que le coût d'une pr�ediction augmente avec
l' �ecart jf obs

x � f (x )j. Par ailleurs, il est souhaitable que l soit convexeen t pour garantir l'unicit �e
des solutions du probl�eme r�egularis�e. Une simpli�cation suppl�ementaire consiste �a omettre la
d�ependancede l en x , ce qui conduit �a consid�erer la fonction d'attache aux donn�ees(3.13).
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Risque en esp�erance

Dans la th�eorie de l'apprentissage,voir (Vapnik, 1995 ; Sch•olkopf et Smola, 2002), il est clas-
siquede relier la fonction d'attache aux donn�ees�a la notion de risque empirique. Dans cecontexte,
on supposequelesdonn�eesobserv�eessont desr�ealisationsd'un vecteural�eatoire (X ; F obs) 2 X� R
admettant une loi deprobabilit �ePX ;F obs . �Etant donn�eunefonction decoût l , le risqueen esp�erance
d'une fonction f , d�e�ni par

R[f ] = E[l (X ; F obs; f (X ))] =
Z

X;R
l (x ; f obs

x ; f (x ))dPX ;F obs (x ; f obs
x ) ;

quanti�e la qualit �e de l'approximation.

Risque empirique

Si la probabilit �e PX ;F obs est inconnue, R[f ] n'est pas calculable.PX ;F obs peut dans cecasêtre
approxim�eepar la mesurede probabilit �e empirique obtenue �a partir desdonn�ees

Pemp =
1
n

nX

j =1

� x i (x )� f obs
x i

(f obs
x ) :

Le risque empirique Remp [f ] s'obtient en rempla�cant la vraie probabilit �e des observations par la
probabilit �e empirique dans le risque en esp�erance:

Remp [f ] =
1
n

nX

j =1

l (x i ; f obs
x i

; f (x i )) : (3.30)

Le risque empirique correspond donc �a une fonction classiqued'attache aux donn�ees6. Cependant,
intro duire la notion de risque empirique ne fournit aucun crit �erepermettant de choisir la fonction
de coût. Dans les sectionssuivantes, cette question est abord�eeen utilisant deux points de vue.

3.6.2 Maxim um a posteriori

La loi des observations est ici suppos�ee connue. Plus pr�ecis�ement, on consid�ere un processus
al�eatoireF (x ), suppos�e gaussien,de moyennenulle et de covariancek(x ; y ), et N1; : : : ; Nn , desva-
riables al�eatoires�a valeursdansR, ind�ependantes, admettant une densit�e de probabilit �e not�eepN .
Lesvariablesal�eatoiresF obs

x i
= F (x i ) + N i , x 1; : : : ; x n 2 X, mod�elisent lesobservations. On d�e�nit

les vecteursal�eatoiresFS = (F (x 1); : : : ; F (x n ))T , N = (N1; : : : ; Nn )T , F obs = (F obs
x 1

; : : : ; F obs
x n

)T .
On souhaite d�ecomposer le probl�emede pr�ediction de F (x ) en deux sousprobl�emesdistincts.

Le premier probl�emeconsiste�a pr�edire le vecteur FS �a partir de F obs . De mani�ere �equivalente, il
s'agit d'estimer les variablesal�eatoiresN i . Le secondprobl�emeconsiste�a pr�edire F (x ) �a partir de
FS . Il s'agit d'un probl�emed'in terpolation que l'on sait bien traiter. Nous nous int�eressonsdonc
au premier probl�emeet choisissonsl'approche du maximum a posteriori , qui conduit �a calculer

argmax
f

p(f j f obs) = argmax
f

p(f obs j f )p(f )
p(f obs)

= argmax
f

p(f obs j f )p(f ) :

6Dans la litt �erature de la th �eorie de l'appren tissage, le discours usuel consiste �a remarquer que, contrairemen t au
risque en esp�erance, le risque empirique n'est pas un crit �ere d'appro ximation satisfaisant (il peut toujours être annul�e
si on consid�ere une classede fonctions su�sammen t large), ce qui justi�e l'utilisation d'un terme de r�egularisation.
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La loi de probabilit �e du couple de vecteursal�eatoires(F obs ; FS ) admet la densit�e

p(f obs ; f ) =
1

(det 2� K )1=2
exp

�
�

1
2

f T K � 1f
� nY

i =1

pN
�
f obs

x i
� f [i ]

�
:

Le logarithme de cette densit�e s'�ecrit

logp(f ; f obs) = �
n
2

log2� �
n
2

logdet K �
1
2

f T K � 1f +
nX

i =1

logpN
�
f obs

x i
� f [i ]

�
:

Estimer FS par la m�ethode du maximum a posteriori conduit par cons�equent �a minimiser la
quantit �e

L (f ) =
1
2

f T K � 1f �
nX

i =1

logpN
�
f obs

x i
� f [i ]

�
: (3.31)

Prop osition 33. Soit la fonction de coût

l (s; t) = � 2 logpN (t � s) :

Avec ce choix, le probl�emede r�egressionr�egularis�ee qui consiste �a minimiser (3.14) est �equivalent
au probl�eme suivant, lui-mêmeconstitu�e de deux sousprobl�emesdistincts :

i. Estimer F par la m�ethode du maximum a posteriori, c'est-�a-dire minimiser (3.31) pour
obtenir ^f .

ii. Chercher f̂ 2 F telle que kf̂ kF soit minimale souscontrainte f̂ (x i ) = f̂ [i ] (probl�eme d'in-
terpolation).

D�emonstration. Soit F l'espace hilbertien admettant le noyau reproduisant k. Supposons que
f̂ 2 F minimise (3.14). D'apr �es le th�eor�emedu repr�esentant, 9a1; : : : ; an tels que

f̂ (x ) =
nX

i =1

ai k(x i ; x ) :

Donc ^f = (f̂ (x 1); : : : ; f̂ (x n ))T est tel que ^f = K a, avec a = (a1; : : : ; an )T et par suite,

kf̂ k2
F = aT K a = ^f T K � 1 ^f :

Par cons�equent, ^f est solution du probl�eme (i). D'autre part, f̂ est solution du probl�eme (ii )
puisque elle est d�etermin�eede mani�ere unique par ^f .

R�eciproquement, supposons ^f = (f̂ [1] ; : : : ; f̂ [n ])T solution du probl�eme (i) et soit f̂ 2 F la
fonction de norme minimale, v�eri�an t f̂ (x i ) = f̂ [i ], i = 1; : : : ; n. Comme kf̂ k2

F = ^f T K � 1 ^f , on
identi�e le premier terme de (3.31) au terme de r�egularisation de (3.14). Le secondterme de (3.31)
correspond au terme d'attache aux donn�eesde (3.14), � 2

P n
i =1 logpN (f obs

x i
� f̂ (x i )). Donc f̂ est

bien la solution du probl�eme(3.14).

Exemple | Si le bruit d'observation est gaussien,centr �e et de variance � 2
N , (3.31) s'exprime

sousla forme d�ej�a rencontr �ee

L (f ) =
1
2

�
kf k2

F +
1

� 2
N

nX

i =1

(f obs
x i

� f (x i ))2
�

:
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Dans le cas d'une fonction de coût l (s; t) = � (s � t), la proposition 33 montre donc que le
probl�eme(3.14) seram�ene�a un probl�emede pr�ediction d'un processusal�eatoire gaussienobserv�e
avec un bruit additif, bruit dont la loi s'exprime en fonction de � sousla forme

pN (s) =
1
Z

exp
�

�
1
2

� (s)
�

; Z 2 R:

Nous constatons�egalement que le terme d'attache aux donn�eespeut être choisi de fa�con �a obtenir
une reconstruction de f � optimale au sensdu maximum a posteriori, �a condition de connâ�tre la
loi du bruit d'observation.

En pratique cependant, la loi du bruit d'observation est inconnue. Notons d'ailleurs que nous
avons choisi d'attribuer le rôle de bruit d'observation aux variables N i , mais que cela est arbi-
traire, dans la mesureo�u il existe une in�nit �e de mod�elespossiblespour la sortie du syst�eme.Les
variables al�eatoiresN i pourraient aussimod�eliser une erreur structurelle, commiseen choisissant
un processusal�eatoire particulier plut ôt qu'un autre.

Choisir les variables de bruit avec une loi normale conduit �a une solution simple du probl�eme
de r�egression,commenous l'avonsvu pr�ec�edemment (d'un point de vue analytique et num�erique).
Dans la plupart descas,nous utiliserons ce type de mod�ele. Cependant, cette approche pr�esente
l'inconv�enient d'être relativement sensibleaux erreurs de mod�elisation du bruit d'observation,
notamment s'il existe des donn�eesdites aberrantes. Dans la section suivante, nous rappelons la
notion d'estimation robuste. Nous parlerons ensuite de la m�ethode de r�egression �a vecteurs de
support .

3.6.3 Estimation robuste

Le coût quadratique est optimal lorsque le mod�ele du bruit d'observation est gaussienet �a
variance connue, comme nous l'avons vu ci-dessus.Il est cependant bien connu que l'estimation
par moindre carr�es peut conduire �a des r�esultats insatisfaisants lorsque la loi du bruit s'�eloigne
de la normalit �e (notamment si cette loi poss�ede une densit�e d�ecroissant lentement loin de la
moyenne). L'une des solutions pour rendre un estimateur robuste �a la loi du bruit consiste �a
enlever les observations extrêmes(cellesqui correspondent par exemple�a desvaleurs aberrantes)
avant d'e�ectuer la r�egressionpar moindre carr�es.Une autre approche consiste�a utiliser un coût
moins vuln�erable aux r�ealisationsextrêmesdu bruit que le coût quadratique. Les M -estimateurs
(estimateurs au sensdu maximum de vraisemblance), intro duits par Huber (1964), constituent
une famille tr �esclassiquede m�ethodesde r�egressionrobuste.

Cesestimateurssont traditionnellement utilis �esdansle casde mod�eleslin�eairement param�etr�es
f b(x ) = bT r (x ), o�u b 2 Rl est un vecteur de param�etres. Plus pr�ecis�ement, supposonsle mod�ele
g�en�erant les donn�eesobserv�eesde la forme

F obs
x i

= f b� (x i ) + N i ; i = 1; : : : ; n ;

o�u les variables al�eatoires N i , suppos�eesind�ependantes et identiquement distribu �ees,mod�elisent
le bruit d'observation.

Consid�eronsalors le probl�emede r�egressionnon r�egularis�eesuivant : minimiser le risque em-
pirique (3.13) dans la classede fonctions lin�eairement param�etr�eesf f b : x 7! bT r (x ); b 2 Rl g.
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Notons ei = f b̂(x i )� f obs
x i

lesr�esidusdu mod�ele(lesdi� �erencesentre lessortiesdu mod�eleet lesdon-
n�eesexp�erimentales). Par d�e�nition, un M -estimateur de b� minimise le risque empirique (3.13),
o�u l'on consid�ere une fonction de coût l (s; t) = � (s � t), avec la fonction � : R ! R+ telle que

{ � (0) = 0,
{ � (e) = � (� e),
{ � (ei ) � � (ej ) si jei j � jej j.

Le risque empirique s'�ecrit donc explicitement sousla forme

Jf b � (f b) =
nX

i =1

� (f b(x i ) � f obs
x i

) (3.32)

Notons  la d�eriv�eepremi�ere de � . En di� �erenciant (3.32) par rapport �a b, et en annulant le
gradient, nous obtenonsun syst�emed'�equationsque nous pouvons�ecrire sousla forme matricielle

nX

i =1

 (ei )r (x i ) = 0 : (3.33)

A�n de comprendre de mani�ere heuristique la notion de robustesse,il est pratique de d�e�nir la
fonction poids w(e) =  (e)=e. (Cette fonction n'est pas n�ecessairement bien d�e�nie pour tout e,
mais il s'agit d'une pr�esentation informelle.) Le syst�eme(3.33) peut alors ser�e�ecrire sousla forme

nX

i =1

w(ei )ei r (x i ) = 0 :

R�esoudrece dernier syst�emeest �equivalent �a un probl�emede moindre carr�espond�er�es(Walter et
Pronzato, 1997), o�u le crit �ere �a minimiser est

P
(w(ei )ei )2.

Dans le cas de l'estimateur des moindres carr�es, w(e) = 1 pour tout e. A�n de minimiser
l'in
uence desvaleursextrêmes,l'id �eede la r�egressionrobusteestdeprendredespoids d�ecroissants
lorsquejej augmente. Notons quel'on peut �egalement voir le probl�emeder�egressionrobustecomme
celui de choisir des fonctions  croissant moins vite que la fonction lin�eaire. La �gure 3.3 montre
desfonctions  et w correspondant �a desfonctions coût classiques.Dans le casdu coût " -insensible
(voir la section 3.6.4), intro duire la fonction poids n'a pas vraiment de sens.(Remarquons que
prendre un coût constant au voisinagede 0 est un choix tr �essingulier.) Cela permet toutefois de
constater la ressemblance de ce coût avec celui de Huber. L'analyse rigoureusede la robustesse
n�ecessiterait l'in tro duction les fonctions d'in
uence (Huber, 1981) que nous ne pr�esenterons pas
ici7.

La notion d'e�c acit�e d'estimation permet de quanti�er la qualit �e d'un M -estimateur en pr�e-
senced'un bruit de loi donn�ee(pour un bruit gaussien,nous verrons que le coût quadratique est
optimal au sensde l'e�cacit �e d'estimation). Dans les paragraphessuivants, nous nous int�eressons
plus sp�eci�quement au choix du param�etre " intro duit dans les coûts du table 3.6.3. Remarquons
que les M -estimateurs de b� ne sont pas invariants par rapport �a des changements d'�echelle des
r�esidus(quanti� �ee par exemplepar leur �ecart type � e). On constate, en regardant par exemple

7Remarque : la solution num�erique d'un probl �eme de r�egression avec poids peut être obtenue par exemple �a
l'aide de l'algorithme it �eratif IRLS (iter atively reweighted least-squares). Dans le casdu coût " -insensible, la solution
s'obtien t par programmation quadratique, et correspond aux m�ethodes �a vecteurs de support, qui seront vues dans
la section 3.6.4.
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Fig. 3.3 { Fonctions coût � , d�eriv�ee et poids w pour l'estimateur desmoindrescarr�es(premi�ere
ligne), de Huber (deuxi�eme ligne), bicarr�e (troisi �eme ligne) et " -insensible (derni�ere ligne). Sur
cesgraphes,nous avons choisi " = 1:345 pour l'estimateur de Huber, " = 4:685 pour l'estimateur
bicarr�e et " = 0:61 pour l'estimateur " -insensible.
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Estimateur fonction coût fonction poids
Moindres carr�es � (e) = e2 w(e) = 1

Huber � (e) =

(
1
2 e2 pour jej � "

" jej � 1
2 e2 pour jej > "

w(e) =

(
1 pour jej � "

"=jej pour jej > "

Bicarr �e � (e) =

8
<

:

" 2

6

�
1 �

h
1 �

�
e
"

� 2
i 3

�
; jej � "

" 2

6 ; jej > "
w(e) =

8
<

:

h
1 �

�
e
"

� 2
i 2

; jej � "

0; jej > "

" -insensible � (e) =

(
0 pour jej � "

jej � " pour jej > "
w(e) =

(
+ 1 pour jej � "

1
jej� " pour jej > "

Tab. 3.1 { Fonctions coût et poids correspondant aux estimateurs desmoindrescarr�es,de Huber,
bicarr�eset " -insensible.

le coût de Huber, que prendre " petit rend l'estimateur moins vuln�erable aux valeurs extrêmes.
Toutefois, l'estimateur devient alors moins performant au sensde l'e�cacit �e, dont nous rappelons
la d�e�nition ci-dessous.

Notons b̂ un estimateur non biais�edeb� . L'in �egalit�edeCram�er-Raofournit uneborne inf�erieure
de la matrice de covarianceB b̂ du vecteur al�eatoire b̂, �egale�a l'in versede la matrice d'information
de Fisher I b� d'�el�ements

I b� ;[i;j ] = Ep( f obs j b� )

�
@b�

[ i ] logp(F obs j b� ) � @b�
[ j ] logp(F obs j b� )

�
:

(Le rôle de l'information de Fisher sera revu plus en d�etails dans la section 5.4.3.) On d�e�nit
l' e�c acit�e par e = 1=(det I b� B b̂). On dit qu'un estimateur est e�cace s'il atteint la borne de
Cram�er-Rao (e = 1).

Prop osition 34. Pour un estimateur du type

b̂ = argmin
b

c(F obs ; f b) ;

o�u c est une fonction d'attache aux donn�eesdeux fois di� �erentiable par rapport b, on a asympto-
tiquement B b̂ = Q � 1GQ � 1, avec Q = (qi;j ) l

i;j =1 , G = (gi;j ) l
i;j =1 , et

gi;j = Covp( f obs j b� ) [@b[ i ] c(F obs ; f b� ); @b[ j ] c(F obs ; f b� )]

qi;j = Ep( f obs j b� ) [@
2
b[ i ] ;b[ j ]

c(F obs; f b� )]:

D�emonstration. Voir par exempleMurata et al. (1994), lemme 3.

D'apr �es la proposition pr�ec�edente e = (det Q)2=(det I b� G). L'estimateur du maximum de
vraisemblance b̂ = argminb logp(F obs j b) est asymptotiquement e�cace 8 (dans ce cas en e�et,
I b� = G = � Q).

La notion d'e�cacit �e rappel�ee ci-dessuspermet d'�etablir un crit �ere de choix du param�etre
d'�echelle " des M -estimateurs pr�ec�edents. G�en�eralement, on ajuste " en fonction de l' �ecart type
� N du bruit d'observation de mani�ere �a obtenir une e�cacit �e (asymptotique) relativement �elev�ee
lorsque le bruit d'observation poss�edeune loi gaussienneN (0; � 2

N ).

8Atten tion aux conditions suppl�ementaires �a v�eri�er pour que l'estimateur du maxim um de vraisemblance soit
asymptotiquemen t e�cace (Monfort , 1997).
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Prop osition 35. La matrice de covariance B b̂ d'un M -estimateur est asymptotiquement�egale�a

E[ (N )2]
E[ 0(N )]2 K � 1 ;

o�u N est une variable al�eatoire de bruit d'observation9 et K =
P n

i =1 r (x i )r (x i )T .

D�emonstration. Calculons la matrice G correspondant �a la fonction d'attache aux donn�ees

c(F obs ; f b) =
nX

i =1

� (f b(x i ) � F obs
x i

):

On a

@bc(F obs ; f b� ) =
nX

i =1

 (f b� (x i ) � F obs
x i

)r (x i )

= �
nX

i =1

 (N i )r (x i ) :

De plus, E[ (N i )] = 0, i = 1; 2 : : :, car  est impaire et les variables N i sont de moyennenulle et
ont desdensit�espaires. Par cons�equent,

G = E

2

4

 
X

i

 (N i )r (x i )

! 0

@
X

j

 (N j )r (x j )T

1

A

3

5

=
X

i

E[ (N i )2]r (x i )r (x i )T

= E[ (N )2]K ;

avec K =
P n

i =1 r (x i )r (x i )T . En utilisant

@2
b;bc(F obs ; f b� ) =

X

i;j

 0(N i )r (x i )r (x i )T ;

nous obtenonsQ = E[ 0(N )]K .

D'apr �es les �el�ements de la preuve pr�ec�edente, la matrice d'information de Fisher correspon-
dant �a un bruit d'observation gaussiende variance � 2

N est � � 2
N K . Par cons�equent, l'e�cacit �e

asymptotique d'un M -estimateur pour un bruit d'observation gaussienest

E[ 0(N )]2

E[ (N )2]
� 2

N :

Par exemple,pour l'estimateur de Huber, " = 1:345� N conduit �a une e�cacit �e de 0:95 lorsque
le bruit d'observation est gaussien,en o�ran t de plus une protection contre les valeurs observ�ees
extrêmes.Pour l'estimateur bicarr�e, la mêmee�cacit �e est obtenue lorsque" = 4:685� N . D�etaillons
le calcul pour le coût " -insensible(Smola et al., 1998). On a

E[ (N )2] = 2
Z 1

"
pN (s)ds = 1 � erf

 
"

p
2� 2

N

!

;

9Rappelons que le bruit d'observation correspond �a des variables al�eatoires N i ind �ependantes, de loi sym�etrique
et de variance �nie.
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et

E[ 0(N )] = 2pN (" ) =

s
2

� � 2
N

exp
�

�
"

2� 2
N

�
:

Par cons�equent,

e =
2
�

exp
�

�
"2

� 2
N

�  

1 � erf

 
"

p
2� 2

N

!! � 1

:

Nous constatons que l'e�cacit �e de l'estimateur " -insensible pour un bruit gaussienest une
fonction du rapport "=� N . L'e�cacit �e atteint un maximum d'environ 0:81 pour " � 0:61� N (voir
la �gure 3.4). On constate que l'estimateur " -insensibleposs�ede une e�cacit �e sup�erieure �a celle
d'un estimateur L 1 (d'e�cacit �e 0:63). Il y a donc avantage �a utiliser un estimateur " -insensibleau
lieu de d'un estimateur L 1. Cependant, l'estimation correctede la variancedu bruit d'observation
est essentielle car l'e�cacit �e de l'estimateur " -insensiblechute signi�cativ ement si " est choisi trop
grand.
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Fig. 3.4 { E�cacit �e de l'estimateur " -insensiblepour un bruit gaussienen fonction logarithmique
du rapport entre le param�etre " et l' �ecart-type du bruit

Notons cependant que la pr�esentation e�ectu �ee ci-dessuss'applique seulement �a l'estimation
non r�egularis�eedesparam�etresd'un mod�elelin�eaire.Nousn'avonspascherch�e �a �etendrelesconclu-
sionssur la robustessedesM -estimateurs au casg�en�eral de la r�egressionr�egularis�ee.
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3.6.4 Application �a la r �egression �a vecteurs de supp ort

M �etho des �a vecteurs de supp ort

Lesm�ethodes�a vecteursde supports, support vector machines(SVM) en anglais,ont �et�e intro-
duites par Vapnik dansle cadrede la classi�cation, (Vapnik, 1995). Dans le casde deux classes(ou
cat�egories) lin�eairement s�eparables,une proc�edure de classi�cation consiste �a trouver un hyper-
plan tel que les donn�eesavec des�etiquettes di� �erentes soient de part et d'autre de cet hyperplan
(voir la section 3.2.3). L'id �eenaturelle de Vapnik est de trouver l'hyperplan s�eparateur Ĥ de telle
sorte que la distance d entre les donn�eeset l'hyperplan soit maximale. Chercher Ĥ maximisant
d est un probl�emevariationnel admettant une solution simple. Parmi tous les hyperplans s�epara-
teurs parall�eles�a Ĥ , il existe n�ecessairement deux hyperplans, appel�esmarges,portant au moins
une donn�ee.Les donn�eesport �eespar cesmargess'appellent vecteurs de support . L'un desaspects
rendant lesSVM populairesest que lesvecteursde support constituent en quelquesorte une repr�e-
sentation creusedesdonn�ees(sparse representation) puisquele probl�emede classi�cation lin�eaire
ne n�ecessiteque la connaissancede cesvecteursde support.

La m�ethode SVM d�evelopp�eepour la classi�cation a donn�e naissance�a une m�ethode similaire
dans le casde la r�egression.La r�egression�a vecteursde support, support vector regression (SVR)
en anglais, intro duite par Vapnik et al. (1997) et Smola (1998), poss�ede ainsi une propri �et�e de
repr�esentation creusedesdonn�ees.Toutefois, son int�er̂et principal est sansdoute qu'il s'agit d'une
m�ethode de r�egressionrobuste (au sensde la section 3.6.3) pour laquelle il existe des misesen
�uvre e�caces. Lesm�ethodes�a vecteursde support sont tr �esbien comprisesaujourd'hui et ont �et�e
trait �eesde mani�ereextensivedansla litt �erature (voir par exemple(Sch•olkopf et Smola, 2002) et les
nombreux articles consacr�esau sujet). Les paragraphessuivants sont consacr�es�a une pr�esentation
plus d�etaill �eede la m�ethode.

Form ulation de la SVR

Soit F un espace�a noyau reproduisant k. Une SVR construit une fonction f̂ sousla forme

f : Rd ! R
x 7! (f 0; k(x ; :))F + b

(3.34)

minimisant le crit �ere r�egularis�e

1
2

kf 0k2
F + C

nX

i =1

[f obs
x i

� f (x i )]" : (3.35)

Dans ces�equations, b est un terme de biais facultatif et C 2 R+ � permet d'ajuster le compromis
entre r�egularisation et attache aux donn�ees.Remarquonsque f 0 2 F s'identi�e �a f en l'absence
de b. L'originalit �e d'une SVR tient au choix du terme d'attache aux donn�ees,form�e �a partir de la
fonction coût [�]" d�e�nie par

[s]" = max(0; js � " j) ;

appel�eefonction de coût " -insensible de Vapnik. La fonction de coût [�]" , qu'on peut voir comme
une variante d'une fonction de coût L 1 ou de la fonction de coût de Huber, o�re deux avantages.
D'une part, la minimisation de (3.35) s'e�ectue facilement d'un point de vue num�erique et d'autre
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part, l'approximation �a vecteursde support est robuste vis-�a-vis desdonn�eesaberrantes, comme
nous l'avons vu plus haut.

Solution num �erique

En intro duisant desvariables auxiliaires � i ; � �
i , on peut reformuler (3.35) sousla forme

minimiser
1
2

kf 0k2
F + C

nX

i =1

(� i + � �
i )

sousles contrain tes

8
><

>:

f obs
x i

� (f 0; k(x i ; :))F � b � " + � i

(f 0; k(x i ; :))F + b� f obs
x i

� " + � �
i

� i ; � �
i � 0

Le lagrangien de ce probl�emepeut s'�ecrire

L (f 0; b;� i ; � �
i ; � i ; � �

i ; � i ; � �
i ) =

1
2

kf 0k2
F + C

nX

i =1

(� i + � �
i )

�
nX

i =1

� i (" + � i � f obs
x i

+ (f 0; k(x i ; :))F + b)

�
nX

i =1

� �
i (" + � �

i + f obs
x i

� (f 0; k(x i ; :))F � b)

�
nX

i =1

(� i � i + � �
i � �

i ) ;

avec � i ; � �
i ; � i ; � �

i � 0, 8i 2 f 1; : : : ; ng. En utilisant le th�eor�emede repr�esentation, qui montre que
f̂ 0 semet sousla forme

f̂ 0(x ) =
nX

i =1

âi k(x i ; x ) ;

et le fait que les d�eriv�eespartielles de L par rapport aux variables ai , b, � et � � s'annulent �a
l'optim um, on trouve que f̂ ser�e�ecrit sousla forme

f̂ (x ) =
nX

i =1

(�̂ i � �̂ �
i )k(x i ; x ) + b̂;

o�u les �̂ i et �̂ �
i , sont solutions du probl�emed'optimisation quadratique

maximiser � "
nX

i =1

(� i + � �
i ) +

nX

i =1

f obs
x i

(� i � � �
i ) �

1
2

nX

i;j =1

(� i � � �
i )( � j � � �

j )k(x i ; x j )

sousles contrain tes

8
><

>:

nX

i =1

(� i � � �
i ) = 0;

0 � � �
i ; � i � C; i = 1; : : : ; n:

Une caract�eristique importante de la solution de ce probl�emed'optimisation est que les (�̂ i �
�̂ �

i ) sont nuls pour certains i . Les donn�eespour lesquellesles (�̂ i � �̂ �
i ) di� �erent de z�ero sont
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appel�ees les vecteurs de support , par r�ef�erenceau cas de la classi�cation. Pour expliquer cette
propri �et�e plus pr�ecis�ement, on �ecrit les conditions de Karush{Kuhn{T ucker (KKT) qui indiquent
que pour la solution optimale, les produits entre les variables dualeset les contrain tes s'annulent.
Par cons�equent,

�̂ i (" + �̂ i � f obs
x i

+ f̂ (x i )) = 0;

�̂ �
i (" + �̂ i + f obs

x i
� f̂ (x i )) = 0:

Seulsles indices i correspondant aux donn�eespour lesquellesj f̂ (x i ) � f obs
x i

j � " sont tels que les �̂ i

ou �̂ �
i di� �erent de z�ero. Les donn�eesqui sont �a l'in t�erieur d'un tube de largeur " autour de f̂ (x ),

sont donc telles que �̂ i = �̂ �
i = 0.

3.6.5 SVR multi-sorties

Cette sectionmontre uneapplication de l'utilisation d'une fonction de covariancecommenoyau
reproduisant. Nous pr�esentons une extension de la r�egression�a vecteurs de support pour traiter
le cas de syst�emes�a plusieurs sorties. L'approche traditionnelle qui consiste �a pr�edire ind�epen-
damment chaque sortie du syst�eme est sous-optimalesi les sorties sont corr�el�eesentre elles, ou
autrement dit, si lesdonn�eesobserv�eessur une sortie d'un syst�emesont susceptiblesde contenir de
l'information sur d'autres sorties de ce syst�eme.Dans la section 2.5.2, le passagede la pr�ediction
lin�eaire dans le casd'un seul processusal�eatoire �a celui de plusieurs processusa �et�e e�ectu �e tr �es
simplement en intro duisant les covarianceset inter-covariancesdesprocessus.L'utilisation de ces
covariancessousla forme

k[(�; x ); (� ; y )] ;

o�u � et � , consid�er�es comme des facteurs suppl�ementaires, servent �a indicer la sortie du sys-
t�eme, permet de se ramener formellement au cas d'un seul processusal�eatoire. Si l'on choisit
k[(�; x ); (� ; y )] commenoyau reproduisant de F , il devient trivial d'utiliser la r�egression�a vecteur
de support pour mod�eliser plusieurs sorties corr�el�ees.

Biais iden tiques sur chaque sortie

S'il est possible de consid�erer que le terme de biais b est identique, pour chaque sortie du
syst�eme,alors une SVR multi-sortie s'obtient en cherchant une fonction sousla forme

f : f 1; : : : ; qg � Rd ! R
�; x 7! (f 0; k([�; x ]; [�; �]))F + b

minimisant le crit �ere
1
2

kf 0k2
F + C

X

i;�

[f obs
�; x i

� f (�; x i )]" (3.36)

Notons que

f 0 =
X

� ;i

a� ;i k([� ; x i ]; [�; �])
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et que le produit scalairedans (3.36) s'�ecrit

(f 0; k([�; x ]; [�; �]))F =
X

� ;i

a� ;i k([� ; x i ]; [�; x ]) :

En r�esum�e, le seul changement �a e�ectuer dans le cas d'une SVR multi-sortie et d'ajouter un
param�etre � pour s�electionner la sortie du mod�ele f̂ . Cette formulation ne n�ecessiteaucunemo-
di�cation desalgorithmes d'optimisation quadratique utilis �eshabituellement pour les machines �a
vecteursde support. La di�cult �e principale consiste�a choisir un noyau k([�; x ]; [� ; y ]), c'est-�a-dire
�a d�eterminer les covarianceset inter-covariancesdesprocessusal�eatoiresmod�elisant le syst�eme.

Remarquonsquel'on peut pr�edire �egalement tr �esfacilement le r�esultat de toute transformation
lin�eaire sur les sorties. Par exemple,

f (1; x ) � f (2; x ) = (f 0; k([1; x ]; [�; �]) � k([2; x ]; [�; �]))F :

Biais di� �eren ts sur chaque sortie

Pour traiter des moyennesinconnues et �eventuellement di� �erentes sur chaque sortie, il de-
vient n�ecessairede consid�erer desformulations semi-param�etriques desSVR (Smola et al., 1999).
Nous reviendrons plus g�en�eralement sur les formulations semi-param�etriques dans le chapitre 4.
Notons qu'une SVR qui comporte un biais b peut d�ej�a être consid�er�e comme une formulation
semi-param�etrique. Nous n'expliquerons pas la fa�con dont on calcule les param�etres d'une SVR
semi-param�etrique. L'approche de Smola et al. (1999) utilise les conditions K K T. Pour simpli�er
la pr�esentation, commen�cons par le cas o�u les di� �erentes moyennessont suppos�eesne pas être
corr�el�eesentre elles. Alors, la SVR est �etendue en consid�erant des termes param�etriques dans f
sousla forme

f : f 1; : : : ; qg � Rd ! R
�; x 7! (f 0; k([�; x ]; [�; �]))F +

P
� b� � � (� )

o�u � � (� ) vaut un si � = � et z�ero sinon.
Si les moyennessont corr�el�ees,la formulation pr�ec�edente peut encore être utilis �ee. Dans la

plupart des cas en e�et, on disposede su�sammen t de donn�eespour permettre une estimation
ind�ependante desmoyennesde chaquesortie du syst�eme.Il serait en principe possiblede prendre
en compte explicitement cescorr�elations au prix d'une complication (peu justi� �ee) de la mise en
�uvre.

Pour �nir, il arrive fr�equemment que dansun syst�eme�a plusieurs sorties le bruit d'observation
soit di� �erent sur chaque sortie. Pour tenir compte de cette caract�eristique, la solution consiste�a
envisager des termes d'attaches aux donn�eesdi� �erents pour chaque sortie dans le crit �ere (3.36).
Plus pr�ecis�ement, nous sugg�eronsd'utiliser un terme d'attache aux donn�eessousla forme

X

i;�

C� [f obs
�; x i

� f (�; x i )]" � :

Cette solution peut notamment être utilis �eepour la pr�ediction robuste de d�eriv�eespar SVR (Vaz-
quez et Walter, 2003b).
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3.7 Conclusions

Ce chapitre a expos�e la th�eoriedesespaceshilbertiens �a noyaux reproduisant en partant d'�el�e-
ments classiqueset en allant jusqu'�a sesd�eveloppements r�ecents commepar exemplela repr�esenta-
tion desnoyaux dansdesframes.Nous avons�et�e conduit �a r�e�ecrire les d�emonstrationsde certains
r�esultats a�n de les pr�esenter dans un cadre uni� �e et facilement accessible.

Ce chapitre a �egalement e�ectu �e une synth�esesur l' �equivalence entre pr�ediction lin�eaire de
processusal�eatoireset r�egressionr�egularis�eepar noyaux reproduisants. En r�esum�e,cesdeux points
de vue sont desinterpr�etations di� �erentes et compl�ementaires de la mêmem�ethode. Par exemple,
le point de vue al�eatoire permet de comprendre comment formuler le probl�eme de r�egression
r�egularis�eepour l'approximation de fonctions �a valeurs vectoriellespour mod�eliser dessyst�emes�a
plusieurssortiescorr�el�ees(Vazquezet Walter, 2003b). Nousavons�egalement rappel�e l'in t�er̂et de la
r�egression�a vecteursde support dans le cadrede l'estimation robuste. Le point de vue fonctionnel
nouspermet de mieux comprendrele probl�emede la r�egularisation et son importance. Nous avons
rappel�e desr�esultats sur lesprocessusal�eatoires�a tra jectoiresdansdesespaceshilbertiens �a noyau
reproduisant. Nous esp�eronsavoir ainsi �ecrit un document de travail utile pour de futurs travaux.

Au chapitre suivant, nousintro duirons la notion d'espacehilbertien �a noyau conditionnellement
positif et sa relation avec les processusal�eatoires intrins�eques.



Chapitre 4

Pro cessus al�eatoires in trins �eques

R�esum�e | Ce chapitre pr�esente quelques aspects essentiels de la th�eorie des fonctions
al�eatoiresintrins�equeset du krigeageintrins�eque(Matheron, 1971a, 1973). L'ob jectif estd'e�ectuer
despr�edictions lin�eaireslorsque la moyenned'un processusal�eatoire est inconnue. Les moyennes
consid�er�eessont desfonctions lin�eairement param�etr�ees.Nous verrons�egalement comment utiliser
le krigeage intrins�eque pour prendre en compte dans des mod�eles bô�te noire certaines formes
d'a priori sur les syst�emes.Dans la m�ethode ainsi sugg�er�ee, l'erreur de pr�ediction est en un sens
orthogonale �a l'a priori que l'on souhaite intro duire. Cette m�ethode permet donc de passertr �es
facilement de la notion de mod�ele bô�te noire �a celle de mod�ele bô�te grise.

4.1 Ob jectifs

Ce chapitre concernela mod�elisation de syst�emesdont la sortie tend �a �evoluer autour d'une
valeur constante ou même,plus g�en�eralement, autour d'une fonction sur X. Il s'agit donc de mod�e-
liser la sortie du syst�emeen distinguant deux e�ets. L'un constitue une tendanceet mod�elisedes
variations lentes de la sortie ; l'autre mod�elise les variations locales,plus rapides. Cette question,
qui correspond au probl�emedu choix de mod�ele, est laiss�ee�a l'appr �eciation de l'utilisateur. Nous
verronspar la suite qu'elle est aussili �eeaux connaissancesdisponiblesa priori sur le syst�eme.L'ap-
proche retenue consiste �a mod�eliser le syst�eme par un processusal�eatoire �a moyenne inconnue.
Cette moyennepeut par exempleêtre une constante ou une fonction polynomiale desfacteurs.

En g�eostatistique, le krigeagedit universel est le point de vue souvent utilis �e pour construire
un pr�edicteur lin�eaire dans le casd'un processusal�eatoire de moyenneinconnue. Le krigeageuni-
verselob�eit au principe de meilleure pr�ediction lin�eairenon biais�ee,best linear unbiased prediction
(BLUP ) en anglais. Comme le montre la proposition suivante, le caract�erenon biais�e du meilleur
pr�edicteur lin�eaire s'obtient en ajoutant une contrain te sur les coe�cien ts de la combinaison li-
n�eaire qui le constitue.

Prop osition 36. Soit F (x ), x 2 X, un processusal�eatoire du second ordre de moyenneb et de
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covariance k(x ; y ). Le meilleur pr�edicteur lin�eaire non biais�e de F (x ) s'�ecrit sous la forme

F̂ (x ) =
nX

i =1

b� i; x F (x i ) ;

o�u les � i;x sont les solutions du syst�emed'�equations lin�eaires
 

K 1
1 0

!  
b� x

�

!

=

 
kx

1

!

; (4.1)

avec les notations usuelles (de la section 2.5.1) et � 2 R, un coe�cient de Lagrange.

D�emonstration. Consid�erons un pr�edicteur a�ne F̂ (x ) de F (x ) �a partir des variables al�eatoires
F (x 1); : : : ; F (x n ) sousla forme

F̂ (x ) =
nX

i =1

� i; x F (x i ) + � 0;x :

La moyennequadratique de l'erreur de pr�ediction s'�ecrit dans ce cas

E[(F (x ) � F̂ (x ))2] = Var[F (x ) � F̂ (x )] +
�
b
�

1 �
nX

i =1

� i; x

�
� � 0;x

� 2

(4.2)

La moyenneb�etant inconnue, la seulefa�con de minimiser cette erreur est d'annuler la contribution
de b en imposant la condition

nX

i =1

� i; x = 1; (4.3)

et par suite, � 0;x = 0 puisque � 0;x n'apparâ�t que dans le terme de biais. Dans ce cas, E[F (x ) �
F̂ (x )] = 0 et F̂ (x ) est un pr�edicteur non biais�e. La minimisation de (4.2) sousla contrain te (4.3)
s'e�ectue par la m�ethode du lagrangien et conduit �a r�esoudrele syst�eme(4.1).

Remarque 1. On peut ais�ement g�en�eraliser le principe BLUP �a desmoyennesnon constantes.

Remarque 2. La proc�edurequi consisterait �a estimer la moyennedansune premi�ere�etape, puis
�a ajuster un mod�elepar krigeageaux r�esidusest �a �eviter. Pour illustrer cette a�rmation, supposons
que l'on observe sans bruit des donn�eessur le domaine X = [0; 1], telles que f obs

x i
= b1x i + b0,

8i = 1; : : : ; n, avec b1; b0 2 R. Dans ce cas tr �es simple, on constate qu'estimer une droite de
r�egression̂b1x + b̂0 par moindres carr�esn'est pas du tout �equivalent au fait d'estimer la moyenne
des donn�ees�b0 puis de d�eterminer une droite de r�egression�b1x ajust�ee aux r�esidusf obs

x i
� �b0. Il

est donc tr �esimportant de ne pas traiter les termes param�etriques s�epar�ement. Plus pr�ecis�ement,
il est possiblede montrer que la m�ethode des r�esidusne se justi�e que dans le cas o�u les termes
param�etriques sont orthogonaux.

Le krigeageintrins �eque�etend et formalise le principe de pr�ediction par krigeageuniversel,et
par la suite nous utiliserons essentiellement ce point de vue. Le krigeage intrins�eque permet de
traiter le casde processusal�eatoires�a moyenneinconnue pouvant être exprim�eesousforme d'une
fonction lin�eairement param�etr�ee (dans le cas pr�esent�e ci-dessus,le terme param�etrique est une
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constante). Le point de d�epart de la th�eoriedu krigeageintrins�equeest de traduire (4.3) en terme
de relation d'orthogonalit �e. En e�et, (4.3) implique la propri �et�e

E[(F (x ) � F̂ (x ))1] = (F (x ) � F̂ (x );
�


 )L 2 (
 ;A ;P) = 0:

Le principe fondamental est donc le suivant : on imposeque l'erreur de pr�ediction soit minimale au
sensquadratique, tout en requ�erant qu'elle soit orthogonaleen un certain sens�a l'espaceengendr�e
par les termes param�etriques constituant la moyennedu processus.La condition d'orthogonalit �e
est justi� �eepar le principe de meilleure approximation, au senso�u il n'est paspossibled'am�eliorer
l'erreur de pr�ediction en ajoutant au pr�edicteur toute combinaison lin�eaire de termes param�e-
triques. Dans la section 4.6.1, nous utiliserons ce principe pour montrer que l'on peut intro duire
de l' information a priori dansun mod�elebô�te noire de mani�ere�el�egante. Notons en�n qu'un autre
int�er̂et de la th�eorie desfonctions al�eatoiresintrins�equesest d'in tro duire la notion de covariances
g�en�eralis�ees et qu'il est ainsi possibled'enrichir la classedesmod�elesconsid�er�es.

4.2 D�e�nitions et construction des fonctions al�eatoires in-
trins �eques

4.2.1 Pro cessus g�en�eralis �es, covariances g�en�eralis �ees

On souhaite mod�eliser un syst�emedont la sortie �evolue autour d'une fonction inconnue m(x )
pouvant s'�ecrire sous une forme lin�eairement param�etr�ee m(x ) = bT r (x ), o�u b et r (x ) appar-
tiennent �a Rl . Pour cefaire, on consid�ereun processusal�eatoire du secondordre F (x ) de moyenne
m(x ) inconnue. F (x ) admet donc la d�ecomposition

F (x ) = F0(x ) + bT r (x )

o�u F0(x ) est un processusal�eatoire du secondordre, de moyenne nulle. Une approche naturelle
pour mod�eliser l'incertitude sur le vecteur des param�etres b serait de consid�erer b comme la
r�ealisation d'un vecteur al�eatoire B (! ). Cette d�emarche n�ecessiterait toutefois d'in tro duire des
hypoth�esessuppl�ementaires pour sp�eci�er la loi de B . Ce n'est pas la voie retenue par la suite.
L'ob jectif poursuivi est d'�eviter d'in tro duire deshypoth�esessur b �a l'aide d'un mod�eledu syst�eme
ne faisant pas ®apparâ�tre ¯ m(x ). Plus pr�ecis�ement, l'id �eedesprocessusal�eatoires intrins�eques
est de trouver des transformations simples de F (x ) qui �ltr ent m(x ). Nous verrons que pour
des moyennespolynomiales ces transformations sont des accroissements, ou des accroissements
g�en�eralis�es, et qu'il est possible de calculer les moments du secondordre de ces accroissements
�a l'aide de fonctions de covariance g�en�eralis�ee. En quelque sorte, il s'agit d'obtenir un nouveau
mod�ele du syst�eme.Commen�conspar intro duire une notion de processusg�en�eralis�e.

Soient l'espacevectoriel de fonctions

N =
�

bT r (x ); b 2 Rl 	 ; dim N = l

et le sous-espacevectoriel ~� N ? � ~� desmesures�a support �ni qui s'annulent sur N , c'est-�a-dire
l'espacedesmesures� 2 ~� telles que

h�; f i =
nX

i =1

� i f (x i ) = 0; 8f 2 N :
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(Par la suite, nous utiliserons la notation h�; f i =
R

X f d� )

D �e�nition 30. Une fonction k : X � X ! R, sym�etrique, est conditionnellement positive par
rapport �a N si pour toute mesure� 2 ~� N ? , la valeur de la forme quadratique k(�; � ) est positive,
o�u k(�; � ), �; � 2 ~� N ? , est d�e�nie par

k(�; � ) =
n;mX

i;j =1

� i � j k(x i ; y j ) :

Si de plus k(�; � ) = 0 implique � = 0, pour tout � 2 ~� N ? , k(x ; y ) est dite conditionnellement
d�e�nie positive.

Soit une application lin�eaire FG (� ), d�e�nie sur ~� N ? , �a valeurs dans un espacede variables
al�eatoiresdu secondordre L 2(
 ; A ; P). Pour tout � , nous supposons�egalement que FG (� ) est de
moyennenulle et que la covariance Cov[FG (� ); FG (� )] = k(�; � ) est d�etermin�eepar une fonction
conditionnellement d�e�nie positive k(x ; y ). Ainsi, l'application FG (� ) est un processusal�eatoire
g�en�eralis�e, non plus d�e�ni sur l'espacedesfacteurs X, mais sur un espacede mesures.La fonction
k(x ; y ) s'appelle dans ce cas une covariance g�en�eralis�ee. Soit ~H N ? le sous-espacevectoriel de
L 2(
 ; A ; P) g�en�er�e par les �el�ements FG (� ), � 2 ~� N ? . Les �el�ements de ~H N ? sont de moyenne
nulle. Par cons�equent, le produit scalaire L 2(
 ; A ; P) sur ~H N ? s'exprime en fonction de k(x ; y )
sousla forme

(FG (� ); FG (� )) ~H N ?
= k(�; � ) =

X

i;j

� i � j k(x i ; y j ) ;

o�u � =
P

i � i � x i et � =
P

j � j � y j appartiennent �a ~� N ? . Remarquonsque la covariance g�en�era-
lis�ee k(x ; y ) sert �a calculer le produit scalaire, comme la fonction de covariance dans le cas des
processus�a moyennenulle. Munissons ~� N ? du produit scalairek(�; � ) et consid�eronsles compl�e-
t�es H N ? et � N ? de ~H N ? et ~� N ? respectivement. Les espacesainsi construits sont isomorphes.
FG (� ) seprolongepar continuit �e sur � N ? . Par la suite, le processusal�eatoire g�en�eralis�e FG (� ) est
utilis �e commemod�ele du syst�eme.Deshypoth�esessimpli�catrices sont intro duites dans la section
suivante.

Remarque. Si, pour tout � 2 � N ? , les variables al�eatoiresFG (� ) sont gaussiennes,toute com-
binaison lin�eaire de telles variables al�eatoiresest gaussienne.Dans ce cas,FG (� ) est un processus
al�eatoire g�en�eralis�e gaussien.

4.2.2 Fonctions al�eatoires in trins �eques

L'ob jectif suivant est d'in tro duire des propri �et�es de stationnarit �e sur les processusal�eatoires
g�en�eralis�espour obtenir la notion de fonctions (ou processus)al�eatoires intrins �eques. Lesfonctions
al�eatoires intrins�eques,caract�eris�eesessentiellement par une covariance g�en�eralis�ee stationnaire,
constituent desmod�elesde syst�emessimples.L'hypoth�esede stationnarit �e permet de plus l'inf �e-
rencedesparam�etresde la covariance�a partir desdonn�ees(voir le chapitre 5). Soit � h : ~� N ? ! ~� ,
l'op�erateur lin�eaire de translation tel que pour � =

P
i � i � x i 2 ~� N ? , � h � =

P
i � i � x i + h . ~� N ?

est suppos�e stable par translation. Cette hypoth�eseimplique que N doit lui-mêmeêtre un espace
stable par translation. Par la suite, noussupposeronsen outre quela covarianceg�en�eralis�eek(x ; y )
est invariante par translations. Alors � h est continu et seprolonge de mani�ere unique sur � N ? .
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D�e�nition 31. Soit FG (� ), un processusal�eatoire g�en�eralis�e d�e�ni sur � N ? , de moyennenulle et
de covariance g�en�eralis�eek(x ; y ). Si k(x ; y ) est invariante par translation, le processusal�eatoire
h 7! F (� h � ), � 2 � N ? , est stationnaire au secondordre. Dans cecas,on dit queFG (� ), � 2 � N ? ,
est un processusal�eatoire intrins �eque, ou intrinsic random function (IRF) en anglais.

N est de dimension�nie . La condition de stabilit �e par le groupe destranslations implique alors
queN est un espacevectoriel de fonctions de type exponentielle{polynôme (Matheron, 1971a). Un
tel espaceest g�en�er�e par une famille de fonctions de la forme x l e(a ;x ) , o�u a est r�eel ou complexe,
l repr�esente le multi-indice (l1; : : : ; ld) et x l = x l 1

[1] � � � x l d
[d]. (Pour un multi-indice l , on notera

�egalement jl j = l1+ � � �+ lq.) A�n degarantir la stabilit �e desfonctions de N par combinaison linaire
et par translation, lesmonômesx l doivent former une basepolynomiale compl�ete. Dans la th�eorie
classiquedesprocessusal�eatoiresintrins�eques,on serestreint au caso�u N est un espacevectoriel
de polynômesde degr�e inf�erieur ou �egal �a l . On prend donc N l = vectf x l ; 8l tels que jl j � lg.
Posonsalors ~� l = ~� N ?

l
et notons � l le compl�et�e de ~� l pour le produit scalairek(�; � ). Nousdirons

qu'une IRF FG (� ) d�e�nie sur � l est une IRF d'ordre l , ou simplement une IRF(l ).

Prop osition 37. Une fonction al�eatoire intrins �equed'ordre l est encore une fonction al�eatoire
intrins �equed'ordre l + 1.

D�emonstration. Les espaces� l sont embô�t �es :

� l +1 � � l :

Toute fonction al�eatoire intrins�equeFG (� ) sur � l sera�egalement stationnaire sur � l +1 .

Une remarque importante est que les mesuresde � l sont des op�erateurs de di� �erences�nies
(accroissements ou accroissements g�en�eralis�es). Pour l = 0, la condition pour qu'une mesure� =
P n

i =1 � i � x i soit dans � 0 est que
P n

i =1 � i = 0. Donc � =
P n

i =1 � i (� x i � � x 1 ) et par cons�equent, �
est une combinaison lin�eaire de mesuresd'accroissements, ou d'op�erateurs de di� �erences�nies du
type � x i � � x 1 . Pour l > 0, on obtient naturellement desaccroissements g�en�eralis�es,correspondant
�a desop�erateurs de di� �erences�nies d'ordre sup�erieur. Comme en dimension d l'espacevectoriel
despolynômesde degr�e inf�erieur �a l est de dimension

� d+ l
l

�
, le nombre de points n�ecessairespour

sp�eci�er une mesurede � l grandit rapidement avec la dimension de l'espacedes facteurs.

4.2.3 Repr �esentan ts des IRF

Une fonction al�eatoire g�en�eralis�eepeut être vue commeune classed'�equivalencede processus
al�eatoires �a moyenne dans N . Si F (x ), x 2 X, est un processusal�eatoire du secondordre, �a
moyennedansN et de fonction de covariancek(x ; y ), il peut être �etendu sur ~� N ? en consid�erant
l'application lin�eaire

F : ~� N ? ! H
� =

P n
i =1 � i � x i 7! F (� ) =

P n
i =1 � i F (x i ) ;

o�u H est l'espacehilbertien g�en�er�epar F (x ), x 2 X. CommeF (x ) est �a moyennedansN , F (� ), � 2
� N ? , est de moyennenulle puisque � �ltre, ou annule, toute fonction de N . Si k(x ; y ) est d�e�nie
positive, alors la forme bilin �eaire (�; � ) ~� N ?

= (F (� ); F (� ))H est un produit scalaire sur ~� N ? et
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F seprolonge par continuit �e sur le compl�et�e � N ? de ~� N ? . Par cons�equent, F : � N ? ! H est un
processusal�eatoire g�en�eralis�e (de covarianceg�en�eralis�eek(x ; y )). R�eciproquement, �etant donn�e un
processusal�eatoire g�en�eralis�e FG (� ), quels sont les processusal�eatoiresF (x ) qui co•�ncident avec
FG (� ) sur � N ? ?

D�e�nition 32. Soit FG (� ) une fonction al�eatoire g�en�eralis�ee d�e�nie sur � N ? . Un processus
al�eatoire du secondordre F (x ), x 2 X, est un repr�esentant de FG (� ) si

FG (� ) = F (� ); 8� 2 � N ? :

Par la suite, nous nous int�eressons�a la nature des repr�esentants des IRF(l ). De chaque
IRF(l ) FG (� ), il est possiblede construire un repr�esentant. En e�et, il existe un ensemble Sq =
f z1; : : : ; zqg de points de X tel que toute fonction f de N l est d�etermin�ee de mani�ere unique
par sesvaleurs aux points de cet ensemble. Sq est dit unisolvant. Soit f pz 1 ; : : : ; pz q g une basede
polynômesde Lagrangede N l , tels que 8f 2 N l

f (x ) =
qX

i =1

pz i (x )f (z i ) :

Soit � (x ) la mesure�a support �ni d�e�nie par

� (x ) = � x �
qX

i =1

pz i (x )� z i :

Notons que � (z i ) = 0, i = 1; : : : ; q. La mesure� (x ) , param�etr�ee par x , est telle que � (x ) 2 � N ? ,
8x 2 X.

Prop osition 38.
F0(x ) = FG (� (x ) ) (4.4)

est un repr�esentantde FG (� ), de moyennenulle, et F0(z i ) = 0 presqueŝurement, 8i 2 f 1; : : : ; qg.

D�emonstration. Soit l'application lin�eaire

# : ~� N ? ! � N ?

� =
P n

i =1 � i � x i 7!
P n

i =1 � i � (x i ) :

8� 2 ~� N ? ,

#(� ) =
nX

i =1

� i � x i �
nX

i =1

� i

qX

j =1

pz j (x i )� z j

= � �
qX

j =1

h�; pz j i � z j = � :

Par cons�equent, 8� 2 ~� N ? ,

F0(� ) =
nX

i =1

� i F0(x i ) =
nX

i =1

� i FG (� (x i ) ) = FG (#(� )) = FG (� ) : (4.5)

Comme# est continue sur ~� N ? , elle seprolongede mani�ereunique sur � N ? , et les relations (4.5)
seprolongent par continuit �e sur � N ? .
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Prop osition 39. Si F0(x ) est le repr�esentant d�e�ni par (4.4), on obtient d'autres repr�esentants
de FG (� ) sousla forme

F (x ) = F0(x ) +
qX

i =1

B i pz i (x ) ; (4.6)

o�u les B i sont desvariablesal�eatoires du second ordre quelconques(ind�ependantesou non).

D�emonstration. Sansdi�cult �e.

Dans le cadre de la mod�elisation bô�te noire, la notion d'IRF est utilis �ee comme mod�ele du
syst�emeau mêmetitre qu'un processusal�eatoire du secondordre. Les tra jectoires ou r�ealisations
possiblesd'une IRF correspondent aux tra jectoires de l'ensemble desrepr�esentants.

Remarque. Dans le cas particulier o�u les variables al�eatoires B i sont constantes presqueŝu-
rement, le processusobtenu est d�eterministe aux points de l'ensemble unisolvant Sq. On peut
interpr�eter ce cas comme lorsque l'on �xe des conditions initiales dans une �equation di� �eren-
tielle. Dans la section suivante, nous montrons par exempleque le mouvement brownien est un
repr�esentant d'une IRF . Dans ce cas, le processusest nul presqueŝurement �a l'origine.

Mentionnons en�n le lien entre lesprocessusal�eatoiresintrins�equeset lesmod�elesauto-regressive
integrated moving average (ARIMA ) de s�erieschronologiques(Brockwell et Davis, 1987).

D �e�nition 33. Une suite de variables al�eatoires (X t )t 2 N est un processusARIMA (p;d;q) (avec
p, d et q entiers positifs) si le processus(Yt )t 2 N d�e�ni par

Yt = (1 � B )dX t ; (4.7)

o�u B : X t 7! X t � 1 est l'op�erateur retard, est un processusARMA (p;q) causal.

La transformation (1 � B )d est un op�erateur de di� �erences�nies d'ordre d. Une propri �et�e
importante est que si on ajoute �a (X t ) un polynôme en t quelconquede degr�e inf�erieur ou �egal �a
d � 1 on ne changepas l' �equation (4.7). Un processusARIMA (p;d;q) peut donc être vu comme
une IRF(d � 1) �a temps discret. Le processus(X t ) est stationnaire si et seulement si d = 0. Le
mod�eleARIMA est en fait bien adapt�e aux s�erieschronologiquesnon stationnaires qui comportent
une tendancede type polynomiale.

4.3 Covariances g�en�eralis �ees

4.3.1 Caract �eristiques g�en�erales

Cette section rappelle tr �es bri �evement les principaux r�esultats sur les fonctions sym�etriques,
conditionnellement positives lorsque N est un espacede polynômesde degr�e � l . Il s'agit donc
de s'int�eresseraux covariancesg�en�eralis�eesk(h), h 2 X, d'ordre l (Matheron, 1973), telles que si
FG (� ) est une IRF(l ), on a pour tout �; � 2 � l

E[FG (� )FG (� )] =
ZZ

k(x � y )d� (x )d� (y ) :
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Classes d' �equiv alences de covariance g�en�eralis �ees

Toute fonction de covariance est une covariance g�en�eralis�ee. La proposition suivante montre
que les covariancesg�en�eralis�eesforment desclassesd'�equivalences.

Prop osition 40. Si k(h) est une covariance g�en�eralis�ee d'une IRF(l ) FG (� ), toute fonction de
la forme k(h) + p(h), o�u p(h) est un polynôme pair de degr�e � 2l , est �egalementune covariance
g�en�eralis�ee de FG (� ). R�eciproquement, toute covariance g�en�eralis�ee de FG (� ) est de la forme
k(h) + p(h).

Cette proposition est importante pour le choix descovariancesg�en�eralis�eesen pratique. Nous
donnons quelques�el�ements de d�emonstration que nous pensonsutiles pour comprendre l'origine
du r�esultat. La d�emonstration compl�ete (Matheron, 1971a) est relativement longueet d'un int�er̂et
limit �e dans le contexte de cette pr�esentation.

Lemme 2. Pour qu'une fonction k(x ; y ) continue et sym�etrique sur Rd � Rd v�eri�e la relation
ZZ

k(x ; y )d� (x )d� (y ) = 0; 8� 2 � l

il faut et il su�t quek(x ; y ) soit de la forme :

k(x ; y ) =
qX

i =1

ai (y )x l i +
qX

i =1

ai (x )y l i �
X

i;j

bi;j x l i y l j ; (4.8)

o�u les ai (:), i = 1; : : : ; q, sont des fonctions continues sur Rd, o�u les bi;j , i; j = 1; : : : ; q, sont des
constantes,et o�u 8i 2 f 1; : : : ; qg, jl i j � l .

D�emonstration. Voir (Matheron, 1971a).

D�emonstration partiel le de la proposition. Toute fonction de la forme k(h) + k0(h) est une cova-
riance g�en�eralis�eede FG (� ) si et seulement si, 8�; � 2 � l ,

ZZ
k0(x � y )d� (x )d� (y ) = 0;

ou, ce qui revient au même,8� 2 � l ,
ZZ

k0(x � y )d� (x )d� (y ) = 0: (4.9)

Il faut identi�er parmi les fonctions continuessym�etriques k(x ; y ) s'�ecrivant sousla forme (4.8),
cellesqui se mettent sous la forme k0(x � y ). Remarquonsque l'on doit avoir k0(� h) = k0(h).
Soient k0(h) v�eri�an t (4.9) et k(x ; y ) de la forme (4.8), telle que k(x ; y ) = k0 � � (x ; y ), o�u
� : (x ; y ) 7! x � y . On supposek d�erivable l + 1 fois par rapport �a chacunede ses2d variables.
D'apr �es (4.8), si D est un op�erateur de d�erivation d'ordre l + 1 par rapport �a l'une desvariables
de x et de y , Dk = 0. Ceci signi�e que les d�eriv�eesd'ordre 2l + 2 par rapport �a chacune des
d variables de la fonction k0(h) sont nulles. Par cons�equent, k0(h) est un polynôme pair de d
variablesde degr�e au plus 2l . R�eciproquement, tout polynômep(h) pair, de degr�e � 2l est tel que
p(x � y ) semet sousla forme X

i;j t.q j l i j + j l j j� 2l

ci;j x l i y l j :
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p(h) v�eri�e (4.9) puisque qu'il y a toujours un facteur dans la somme de degr�e � l . Nous ne
d�emontrons pas le r�esultat dans le caso�u k n'est pas d�erivable (Matheron, 1971a, page24).

Lien entre covariance g�en�eralis �ees et covariance des repr �esentan ts

On souhaite �etablir la forme analytique descovariancesdesrepr�esentants d'une IRF(l ) FG (� ).
Soit le repr�esentant de moyennenulle F0(x ) = F (� (x ) ). Alors

Cov[F0(x ); F0(y )] = k(x ; y ) �
qX

i =1

pz i (x )k(z i ; x ) �
qX

i =1

pz i (y )k(z i ; y )

+
qX

i;j =1

pz i (x )pz j (y )k(z i ; z j )

Pour les repr�esentants sousla forme (4.6), la covariance s'�ecrit

Cov[F (x ); F (y )] = Cov[F0(x ); F0(y )] +
qX

i =1

pz i (x ) Cov[B i ; F0(y )]

+
qX

i =1

pz i (y ) Cov[B i ; F0(x )] +
qX

i;j =1

pz i (x )pz j (y ) Cov[B i ; B j ] :

Plus g�en�eralement, on a la proposition suivante.

Prop osition 41. Si FG (� ) est une IRF(l ) de covariance g�en�eralis�ee k(x ; y ), les covariances
kr (x ; y ) desrepr�esentantsde cette IRF s'expriment sous la forme

kr (x ; y ) = k(x ; y ) +
qX

i =1

ai (y )x l i +
qX

i =1

ai (x )y l i +
qX

i;j =1

bi;j x l i y l j ; (4.10)

o�u les ai (:) sont des fonctions continues, o�u les bi;j sont des coe�cients r�eels tels que la matrice
B = (bi;j ) i;j soit sym�etrique d�e�nie positive, et o�u 8i 2 f 1; : : : ; qg, jl i j � l .

D�emonstration. Soit F (x ) un repr�esentant de FG (� ) sousla forme (4.6), et soit kr sa fonction de
covariance. Remarquonsque pour tout � 2 � l , Var[F (� )] = Var[FG (� )], donc kr (x ; y ) � k(x ; y )
v�eri�e n�ecessairement les conditions du lemme 2. La covariance de F (x ) s'�ecrit

kr (x ; y ) = Cov[F (x ); F (y )] = E[FG (� (x ) )FG (� (y ) )]

+
qX

i =1

Cov[B i ; FG (� (y ) )]x
l i +

qX

i =1

Cov[B i ; FG (� (x ) )]y
l i

+
qX

i;j =1

Cov[B i ; B j ]x l i y l j :

Donc kr est bien de la forme (4.10).
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Comp ortemen ts des covariances g�en�eralis �ees

Les covariancesclassiquescontinueset stationnaires k(h) sont des fonctions born�ees(d'apr �es
l'in �egalit�e de Schwarz) et tendent g�en�eralement vers 0 quand khk tend vers l'in�ni (lemme de
Riemann-Lebesgue).Pour une covariance g�en�eralis�eed'ordre l , on a un comportement du type

lim
kh k! + 1

k(h)
khk2l+2 = 0:

Par exemple,la fonction
k(x; y) = jx � yj3 :

est une covariance g�en�eralis�eed'ordre 1 associ�ee�a N 1 = vectf 1; xg.
Le r�esultat pr�ec�edent peut être �etabli �a partir de la th�eoriespectraledescovariancesg�en�eralis�ees

(voir (Matheron, 1973)) mais aussi �a partir de la formule (4.10) liant une covariance g�en�eralis�ee
aux covariancesdesrepr�esentants.

4.3.2 IRF (0), variogrammes

Ce paragraphe pr�esente le cas important des covariances g�en�eralis�eesd�e�nies �a partir d'un
variogramme. Plus sp�eci�quement, on s'int�eresseau cas�el�ementaire o�u N est constitu�e desfonc-
tions constantes sur X. Ce cas correspond aux IRF(0). Toutes les repr�esentations d'une IRF(0)
FG (� ) sont par cons�equent de la forme F0(x ) + b, o�u F0(x ) est un processusal�eatoire �a moyenne
nulle, nul presqueŝurement en un point z1 2 X, le choix de l'origine z1 �etant arbitraire. Les fonc-
tions al�eatoiresintrins�equesd'ordre 0 permettent donc de traiter desprocessusal�eatoiresdont la
moyenneest inconnue mais constante. Les fonctions al�eatoiresd'ordres sup�erieurs permettent de
traiter desprocessusdont la moyennen'est pasconstante. De tels mod�elessont pertinents lorsque
l'on souhaitemod�eliserun syst�emequi pr�esente destendances�a crô�tre ou �a d�ecrô�tre par exemple.

D �e�nition 34. Soit F (x ) un processusal�eatoire du secondordre, stationnaire, de moyennenon
n�ecessairement nulle, son variogramme 
 (h), d�e�ni �a partir de la variance desaccroissements de
F (x ), est donn�e par


 (h) =
1
2

Var[F (x ) � F (x + h)] :

Le variogramme est une fonction paire. Il v�eri�e la relation 
 (h) = k(0) � k(h), o�u k(h) est la
covariance de F (x ). Un variogramme est toujours nul �a l'origine. Si � 2 � 0, la variance de F (� )
est donn�eepar

Var

"
nX

i =1

� i F (x i )

#

= �
X

i;j

� i � j 
 (x i � x j ) : (4.11)

Par cons�equent, � 
 (h) est une covariance g�en�eralis�eed'ordre 0, c'est-�a-dire, une fonction condi-
tionnellement positive par rapport �a N0. On peut donc utiliser � 
 (h) pour caract�eriser les mo-
ments du secondordre d'une IRF(0) FG (� ). On voit une fois encore que les IRF(0) sont des
mod�elesportant sur desaccroissements de la sortie du syst�eme.

Lorsquele processusF (x ) est stationnaire, sonvariogrammeest born�e mais la d�e�nition d'une
IRF imposela stationnarit �edesaccroissements et non celledesrepr�esentants. Il est en fait possible
d'utiliser un variogramme pour caract�eriser un repr�esentant non stationnaire. Dans ce cas, la
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croissancedu variogramme est major�ee par la relation j
 (h)j = o(khk2). ( �A partir de l'analyse
du comportement de variogrammesempiriques calcul�es�a partir de donn�eesexp�erimentales, cette
propri �et�e peut servir �a tester le caract�ere stationnaire d'un syst�eme.)

Notons en�n que dans le casdesrepr�esentants stationnaires admettant une covariancek(x ; y ),
la relation

k(x ; y ) = � 
 (x � y ) +
1
2

(k(x ; x ) + k(y ; y ))

est un casparticulier de la formule (4.10), avec q = 1, a1(x ) = k(x ; x ), l 1 = 0, b1;1 = 0.

Exemple. Le mouvement brownien est un exemplefondamental de repr�esentant d'une IRF(0).
Soit FG (� ) une IRF(0) gaussiennede covariance g�en�eralis�ee

k(x; y) = � 
 (x � y) = �
1
2

jx � yj ; x; y 2 R+ :

Consid�erons le repr�esentant W (x) = FG (� x � � 0). C'est un processusal�eatoire de moyennenulle,
nul presqueŝurement en 0. Pour x; y 2 R+ , sa covariance est d�e�nie par

kW (x; y) = E[W (x)W (y)] = E[FG (� x � � 0)FG (� y � � 0)] =
1
2

(�j x � yj + jxj + jyj) :

On v�eri�e quekW (x; y) = min(x; y). Le repr�esentant ainsi construit estun mouvement brownien tel
que d�e�ni dans la section 2.1.3. Par ailleurs, desint�egrations successivesdu mouvement brownien
partant de 0 d�e�nissent desprocessusal�eatoires

Wk (x) =
Z x

0

(x � t)k � 1

(k � 1)!
W (t)dt ;

et l'on peut montrer que les Wk sont desrepr�esentants d'IRF(k) (Matheron, 1973).

4.4 Espaces hilb ertiens �a noyau conditionnellemen t positif

Dans cette section nous montrons, en utilisant la d�emarche utilis �eepar (Schaback, 1999), que
l'on peut g�en�eraliser la notion d'espacehilbertien �a noyau reproduisant au caso�u l'on utilise des
noyaux sym�etriquesconditionnellement positifs. Cette g�en�eralisation nouspermettra d'in terpr�eter
le krigeageintrins�equequi seravu dans la section 4.5 en terme de r�egressionr�egularis�eeavec des
semi-normes.

Soit k(x ; y ) une fonction sym�etrique conditionnellement d�e�nie positive par rapport �a l'espace
vectoriel N l despolynômesde degr�e au plus l . Rappelonsque le produit scalairesur � l est d�e�ni
par

(�; � ) � l = k(�; � ) =
n;mX

i;j =1

� i � j k(x i ; y j ) :

� l est un espacehilbertien de mesuressur X mais il n'est pas possiblepour le moment de d�e�nir
par dualit �e desfonctions sur X, parceque la forme lin�eaired'�evaluation ponctuelle � x n'appartient
pas �a � l . Une solution consiste �a construire, pour tout x 2 X, un substitut de la forme lin�eaire
� x . Comme pr�ec�edemment, consid�eronsun ensemble unisolvant Sq = f z1; : : : ; zqg de points de X
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tel que toute fonction f de N l soit d�etermin�ee de mani�ere unique par sesvaleurs aux points de
cet ensemble. Soit f pz 1 ; : : : ; pz q g une basede N l de polynômesde Lagrange.Alors, 8f 2 N l

f (x ) =
qX

i =1

pz i (x )f (z i ) :

La mesure�a support �ni � (x ) 2 � l d�e�nie par

� (x ) = � x �
qX

i =1

pz i (x )� z i ; (4.12)

est telle que � (z i ) = 0, i = 1; : : : ; q, et annule toute composante polynomiale de degr�e inf�erieur �a l .
La suite de ce paragrapheest consacr�ee�a expliciter la nature de l'espacede fonctions g�en�er�e par
(� (x ) ; � ) � l , lorsque� parcourt � l . Soit ~FSq l'espacevectoriel vectf f = (� ( :) ; � ) � l ; � 2 ~� l g. Notons
que les �el�ements de ~FSq s'annulent sur Sq.

Si � =
P n

i =1 � i � x i 2 ~� l , alors

(� (x ) ; � ) � l =
X

i =1

� i

0

@k(x ; x i ) �
qX

j =1

pz j (x )k(z j ; x i )

1

A

= h�; k(x ; :)i �
qX

j =1

pz j (x )h�; k(z j ; :)i : (4.13)

Par suite, si � est un autre �el�ement de ~� l , on obtient la relation

h�; (� ( :) ; � )i = (�; � ) � l : (4.14)

Ceci montre que l'application � 7! (� ( :) ; � ) � l est injective sur ~� l . Par cons�equent, l'application
bilin �eaire

(f ; g) ~F S q
= (�; � ) � l ;

o�u f (x ) = (� (x ) ; � ) � l et g(x ) = (� (x ) ; � ) � l , pour tout x 2 X, d�e�nit un produit scalaire sur ~FSq .
Le compl�et�e de ~FSq , not�e FSq , s'identi�e �a � l et nous noterons %l'isom�etrie bijective F Sq ! � l .
La relation (4.14) seprolonge par continuit �e sur les compl�et�eset montre par cons�equent que h:; :i
met en dualit �e � l et FSq .

Prop osition 42. Notons kSq (x ; y ), la fonction X � X ! R telle que kSq (x ; y ) = (� (x ) ; � (y ) )� l .
Alors kSq est sym�etrique et de type positif.

D�emonstration. kSq (x ; y ) est bien sym�etrique (par sym�etrie du produit scalaire)et de type positif
car pour toutes suites �nies (x 1; : : : ; x n ) 2 Xn et (� 1; : : : ; � n ) 2 Rn ,

nX

i;j =1

� i � j kSq (x i ; x j ) =
nX

i;j =1

� i � j (� (x i ) ; � (x j ) )� l =










nX

i =1

� i � (x i )










2

� l

� 0 :

Prop osition 43. kF S q
est le noyau reproduisant de F Sq .
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D�emonstration. 8f 2 F Sq , 9� 2 � l telle que f = (� (x ) ; � ) � l et donc,

(kF S q
(x ; :); f )F S q

= (� (x ) ; � ) � l = f (x ) :

L'espaceFSq poss�ede la propri �et�e assezfaible que ses�el�ements s'annulent sur Sq. L'ob jectif
�nal est d'�etablir, dans le cas des fonctions conditionnellement positives, la construction d'un
espacede fonctions ind�ependant du choix de Sq, avecdespropri �et�essimilaires �a cellesdesespaces
hilbertiens �a noyau reproduisant. Commen�conspar remarquer que F Sq et N l forment une somme
directe d'espacesvectoriels de fonctions. En e�et, si f 2 F Sq \ N l , f (x ) =

P q
i =1 f (zq)pz q (x ) et

9� 2 � l tel que f = (� ( :) ; � ) � l . Pour tout � 2 � l , h�; f i = (�; � ) � l = 0 et donc, f = 0. L'op�erateur
lin�eaire PN l ;Sq : FSq � N l ! N l d�e�ni par

PN l ;Sq f (x ) =
qX

i =1

pz i (x )f (z i ) ; 8f 2 F ; x 2 X

est une projection sur N l . On a �egalement le fait que f � PN l ;Sq f s'annule aux points de Sq et que
I d � PN l ;Sq est une projection sur F Sq . Pour toute fonction f 2 F Sq � N l , il existe � 2 � l telle
que f � PN l ;Sq f = (� ( :) ; � ) � l .

Prop osition 44. Soit f 2 F Sq � N l . Alors 8x 2 X,

f (x ) = (PN l ;Sq f )(x ) + (kSq (x ; :); f � PN l ;Sq f )F S q
: (4.15)

D�emonstration. D'apr �esles remarquespr�ec�edentes.

L' �equation (4.15) peut être vue commeuneg�en�eralisation de la propri �et�ede reproduction (3.1).
Notons quesonutilisation requiert le choix pr�eliminaire d'un ensemble unisolvant Sq et d'un noyau
kF S q

correspondant.

Prop osition 45. Soient S1
q et S2

q deux ensemblestels que toute fonction de N l soit d�etermin�ee
de mani�ere unique par sesvaleurs aux points de S1

q ou de S2
q . Alors FS1

q
� N l = FS2

q
� N l .

D�emonstration. Notons � 1
(x ) et � 2

(x ) les substituts de la forme d'�evaluation ponctuelle (4.12) pour
S1

q et S2
q respectivement. D'apr �es(4.13), 8� 2 � l , il existe un polynôme p1;2;� (x ) 2 N l , tel que,

(� 1
(x ) ; � ) � l = (� 2

(x ) ; � ) � l + p1;2;� (x ) :

Soit f 2 FS1
q

� N l . Il existe � 2 � l telle que (� 1
(x ) ; � ) � l = (f � PN l ;S 1

q
f )(x ). Donc, 8x 2 X,

f (x ) = (PN l ;S 1
q
f )(x ) + (� 1

(x ) ; � )

= (PN l ;S 1
q
f )(x ) + p1;2;� (x ) + (� 2

(x ) ; � ) � l ;

ce qui montre que f 2 F S2
q

� N l .

D �e�nition 35. Un espace F de fonctions sur X �a noyau k(x ; y ) sym�etrique conditionnellement
d�e�ni positif par rapport �a N l est la sommede N l et d'un espaceFSq . F est ind�ependant du choix
de Sq. Par la suite, une tel espaceseradot�e du semi-produit scalaired�e�ni par

(f ; g)F = (f � PN l ;Sq f ; g � PN l ;Sq g)F S q
:

Ce semi-produit scalaireest ind�ependant du choix de Sq. L'espaceF �a noyau k est semi-hilbertien.
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Exemples. Dans la section 3.2.2, nous avions mentionn�e un exemple �a la base de la th�eorie
dessplinesconstruit en utilisant la fonction de covariancedu mouvement brownien commenoyau
reproduisant. Dans la plupart descas,lessplinessont construites �a partir de noyaux conditionnel-
lement positifs. Donnons quelquesexemples.Les splinescubiques1-D (polynômesde degr�e 3 par
morceaux), sont tr �escouramment utilis �ees.Elles correspondent au choix de l'espacedesfonctions
d�e�nies sur [0; 1], une fois contin ûment d�erivable, et de d�eriv�eesecondede carr�e sommable,muni
de la semi-norme

kf k2
F =

Z 1

0
jf (2) (t)j2dt :

Dans ce cas,N est constitu�e desfonctions polynomialesde degr�e au plus un. Le noyau condition-
nellement positif associ�e est (Chil �eset Del�ner , 1999, page273)

k(t; s) = jt � sj3 :

On peut g�en�eralisercet exemplepour obtenir dessplines®plaquesminces¯ . En deux dimensions,
on choisit la semi-norme(Wahba, 1990)

kf k2
F =

ZZ
dx[1] dx[2]

0

@

 
@2f
@x2

[1]

! 2

+ 2
�

@2f
@x [1] @x [2]

� 2

+

 
@2f
@x2

[2]

! 2
1

A ;

Le noyau associ�e est (Chil �eset Del�ner , 1999, page273)

k(x ; y ) = kx � yk2 logkx � yk ;

et l'espaceN correspondant est l'espacedespolynômesde deux variablesde degr�e � 1, c'est-�a-dire
N = vectf 1; x [1] ; x [2] g.

4.5 Pr �ediction lin �eaire avec des pro cessus al�eatoires in trin-
s�eques

Cette section pr�esente le krigeage intrins �eque, c'est-�a-dire la pr�ediction lin�eaire dans le casde
processusal�eatoires intrins�eques.Consid�erons un syst�eme mod�elis�e par une IRF(l ) FG (� ), dont
on observe la sortie du syst�emepour un nombre �ni de valeursx 1; : : : ; x n du vecteur desfacteurs.
Cesobservations sont mod�elis�eespar les r�ealisationsdesvariablesal�eatoiresF (x 1); : : : ; F (x n ), o�u
F (x ) est un repr�esentant inconnu de FG (� ). Pour pr�edire la sortie du syst�emecorrespondant au
vecteur des facteurs x , on approxime F (x ) par le pr�edicteur F̂ (x ) obtenu comme combinaison
lin�eaire desF (x i ),

F̂ (x ) =
nX

i =1

b� i; x F (x i ) :

Notons que F̂ (x ) ne poss�ede pas explicitement de terme de N l . Comme dans les cas pr�ec�e-
dents de pr�ediction lin�eaire, on cherche �a minimiser la variance de l'erreur de pr�ediction F (x ) �
P n

i =1
b� i; x F (x i ) = F (� x �

P n
i =1

b� i; x � x i ). Cependant, le repr�esentant F (x ) est inconnu et il n'est
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