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In tro duction

Regression et modelisation comp ortemen tale

La prediction lineaire de processusaleatoiresest une methode de regressiorutilisable avecdes
donneesedantillonn eesirr egulieremert. Elle est courammert utilis ee en geostatistique sousl'ap-
pellation krigeage pour modeliserdesphenomenesphysiquesde nis spatialemert (Matheron, 1963
1973; Cressie 1993; Stein, 1999. En dehorsde la geostatistique, I'utilisation de processusalea-
toires commeoutil de regressionnon-lineaire a ete abordeedans la theorie des splines (Kimeldorf
et Wahba, 1970a; Wahba, 1990, en automatique (Bastin et Gevers, 1985 et dansle domainede
la modelisation de simulations informatiques (Sads et al., 1989, mais est toutefois resteecon n ee.
L'une desraisons possiblesde cette situation est que samise en uvre necessitedes operations
matricielles dont le colt algorithmique crot proportionnellement au cube du nombre desdonnees
manipulees.Si celaa pu constituer un frein a son utilisation dansle pass, la puissancede calcul
disponible depuis quelqguesanneespermet de considerer des problemesavec plusieurs milliers de
donnees. Si on les compare a d'autres methodes comme les reseauxde neuronesarti ciels, les
modelespar processusgaussienso rent desavantagesde simplicite conceptuelleet de exibilit e,
et sort susceptiblesde produire desapproximations de fonction d'une qualite superieure pour un
coOt algorithmique plus bas. Dansla secondemoiti e desannees1990, 0n constate deux evolutions.
La premiereestl'apparition desmethodesde regressiorma vecteursde support (Vapnik et al., 1997;
Smola, 1998 dont le princip e reposesur la theorie des espaceshilb ertiens a noyau reproduisart.
Les methodes de regressiona noyaux reproduisarnts, dont les splines merntionneesci-dessus,pos-
sedert desliens etroits avecla theorie desprocessusaleatoiresgaussiensdont certains sort etablis
depuisles annees1960 (Parzen, 1962 1963; Kimeldorf et Wahba, 1970ab). La secondeewolution
estla reapparition du krigeagesousune formulation bayesienng(Williams, 1997; Neal, 1997), sans
referenced'ailleurs a la geostatistique. Ces methodes commencen a etre di us eeset appliqguees
dans desdomainestels que l'identi cation de systemesdynamiquesa temps discret (Girard et al.,
2003.

La thesepresereedanscememoireporte sur l'utilisation du krigeageet desmethodesa noyaux
pour la modelisation de processuou de systemesarti ciels, par exemplepour destachesde concep-
tion, de commandeou de diagnostict. L' etape de modelisation d'un processusou d'un systeme
est fondamertale mais souvent delicate. Les connaissancesa priori ne permettent pas toujours
d'etablir un modele physique. M&me quand cesconnaissancesort disponibles, on renonceparfois
a etablir desliens directs avecla physique car les problemesposessort de trop grande complexite.

1(Sacks et al., 1989) a largement contribu e a notre re exion initiale.



2 In tro duction

Cette complexite peut tenir a la dimension de l'espaced'etat, a la nature du couplageentre les
variables, a la nature desnon-linearites, et au co0t algorithmique qui peut s'averer incompatible
avecl'usageprevu. On peut alors essger destechniquesanalysart la dependanceertre lesertrees
(que nous appellerons facteurs) et des variables de sortie pertinentes, sanss'appuyer sur les lois
de la physique gouvernart le systeme a modeliser. On parle alors de modeles comportementaux
ou bote noire. Ces modelespermettent d'e ectuer des predictions sur des caracteristiques non
mesureesdu systeme,commela valeur de la sortie ou de sesderiveesen un point de I'espacedes
facteurs ou aucune experiencen'a ete conduite.

La modelisation comportemertale des systemesstatiques est un probleme d'interpolation ou
d'approximation de fonctions a partir de donneesnon necessairemenuniformemert ecantillon-
nees.Les systemesdynamiques, qui ne sort pas abordes dans ce memoire, peuvent &tre trait es
par desmodelescomportementaux a temps discret autoregressifsdanslesquelsintervient le méme
problemed'interpolation ou d'approximation de fonction. Dans ce travail, nous nous interessons
aux methodesd'interpolation et d'approximation par prediction lineaire de processusleatoireset
par regressionregulariseedans desespacesilb ertiens a noyau reproduisant. Cesdeux methodes,
dont nous verrons qu'elles sort pour l'esseriel identiques, permettent de construire des modeles
comportementaux possdart plusieurs entr eeset plusieurs sorties, evertuellement correlees.

Ob jectifs et organisation du memoire

Nous proposonsici une synthesesur la modelisation bo'te noire par processuggaussienset par
regressionregularisese par desnormesd'espacesa noyau reproduisant. Cette synthesefait appel a
desresultats obtenus dansdesdomainestr esvaries.Notre presertation s'inspire de la geostatistique
(Matheron, 1971h 1973; Chileset Del ner, 1999, de la theorie des processusaleatoires (Doob,
1953; Rozanov, 1967 ; Ibragimov et Rozanov, 1978; Brockwell et Davis, 1987), des statistiques
(Huber, 1981 ; Stein, 1999, de la theorie des splines (Wahba, 1990, de l'analyse fonctionnelle
(Mallat, 1999; Aubin, 2000, de la theorie de I'apprentissage(Vapnik, 1995; Scelkopf et Smola,
2002, etc. Un de nosobjectifs est de faciliter I'accesa cesconnaissancen les presenant dansun
cadreuni e.Le sujet etant bien s0r tr esvaste,de nombreux points interessats ne pourront pasetre
mertionnes.Par exemple,les developpemerts recerts dansla theorie statistique de l'apprentissage
sur lesbornesd'erreur de generalisation ne serort pasdu tout mentionnes(Vapnik, 1995; Smola,
1998.

Nous placonsle krigeageau certre de notre preseration pour deux raisons.D'une part parce
que c'est l'une des premieres utilisations de la theorie de la prediction lineaire en reponsea des
problemesreelset en cela, I'apport de la geostatistique au probleme de modelisation comporte-
mentale est essetiel. D'autre part, le point de vue probabiliste ainsi adopte est tres utile pour
comprendre en quoi le choix du noyau est important. Trop souvert, en e et, les noyaux sort
choisis a priori, de type radial gaussienpar exemple,independammern de la nature desdonnees
obsenees.En geostatistique au cortraire, la phasede prediction esttoujours precdeed'une phase
d'analyse des donneesobserneesdont l'objectif est de choisir une covariance aussi adaptee que
possiblea la physique du phenonmene etudie. Cependart, nous nous eloignonsde la presertation
traditionnelle de la geostatistique a n de preserer les methodesa noyaux dans un cadre uni e.
Notre etude s'attache aux principaux aspects mathematiquesde cesmethodeset aux questionsde



mise en uvre, avecnotammernt les problemesliesaux choix du noyau reproduisart. Une place
non negligeableest egalemen consaceea l'illustration de cesmethodespar desapplications a des
problemesreels.

Le chapitre 1 constitue une introduction a la modelisation de type bote noire, destinee a
faciliter la lecture du memoire. Le principe de regressionregularisee dans les espacesa noyau
reproduisant y est rappele, ainsi que desnotions classiquesconcernart la theorie du krigeage.

La litt erature consacee aux processusaleatoireset a leur prediction est tresriche. Au cours
du chapitre 2, nousrappelonsquelquesproprietesmathematiquesde cesprocessuspuis le prin-
cipe de prediction lineaire que nous presertons d'abord soussa forme la plus elemertaire, c'est-a-
dire lorsquela structure du secondordre desprocessusaleatoires est supposee connue. L'ob jectif
de cechapitre estde donner les elemerts essetiels a une bonne comprehensiondu krigeage,ce qui
demandeparfois de rentrer dans desaspects mathematiquesrelativemer avances.Nousrappelons
egalemen la notion de variables aleatoiresa valeurs dansun espacehilb ertien. Ceci permettra de
de nir au chapitre 3 des processusaleatoiresa trajectoires dans des espaceshilb ertiens a noyau
reproduisart.

Le chapitre 3 couvre lesnotions importantes sur les espaceshilb ertiens a noyau reproduisart,
dont le role est certral dans la theorie de I'approximation de fonctions. Nous abordons ensuite
la regressionregularisee dans cesespacest rappelonsle theoremefondamenrtal du represenant.
La regressiona vecteursde support (a plusieurs facteurs et une seulesortie) est une application
desormaisbien connue de ce theoreme.Nous rappelonsrapidemert cetype de regressionavant de
proposerune extensionau casde plusieurs sorties correlees.

Dans les applications, il n'est generalemen pas realiste de supposer connue la moyenne du
processusaleatoire qui modelise un systeme. Pour cette raison, nous consacronsle chapitre 4
aux processusaleatoiresintrinseques,qui s'ecrivernt de maniere informelle commela sommed'un
processusaleatoire de moyenne nulle et d'une fonction lineairemert parametree inconnue. Nous
rappelonsla formulation du krigeageintrinseque pour predire de tels processusaleatoires intrin-
seques. Une caracteristique importante de cette prediction est que la partie parametrique du
processusaleatoire intrinseque n'est pas regularisee. Cette propriete fournit un moyen e cace
d'incorporer de l'information a priori dans un modele ba'te noire. Nous etendonsle krigeagein-
trinsequea la prediction de derivees,dont il nous senble que la formalisation n'avait jamais ete
publiee.

Le chapitre 5 aborde le probleme du choix de noyau. Notre objectif est d'abord de mieux
comprendre quels sort les parametres d'un noyau qui inuent sur la qualite d'une prediction.
L'enjeu est important puisqu'un choix de noyau inadapte peut conduire a des predicteurs inef-
caces, comme cela sera constate dans le chapitre 6. D'un point de vue theorigue, cette partie
utilise principalement desresultats de statistique de la litt erature, que nous illustrerons par des
experiencesnumeriques. Le choix d'une structure de covariance adaptee aux donneesest genera-
lemert suivi d'une phased'estimation de parametres. Nous passonsenrevue di erertes methodes
d'estimation utilisables en pratique, en accordart une place privil egieea la methode du maximum
de vraisenmblance.

Le chapitre 6 presette desapplications. Ce chapitre constitue une partie importante de notre
travail dans laquelle nous tentons d'evaluer la pertinence pratique des methodes etudiees.Nous
avons choisi d'insister sur les aspects methodologiques,ce qui nous conduit a ne pas rentrer dans
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les details des problemesreelstrait es.Nous essgons en n de degagerles points communs de ces

applications et soulignonslesdi cult esfrequemmen rencortr eestout en suggerant desapproches
pour y faire face.



Chapitre 1

Mo deles statiques bote noire

Resume | Ce chapitre preserte une introduction elemenaire a la modelisation de type
bo'te noire dessystemesa plusieurs entr eeset plusieurs sorties. Il rappelle et utilise la notion de
regressionregularisee dans les espacesa noyau reproduisant. Une place particuli ere est accordee
a la theorie du krigeage, qui nous senble occuper un rple fondamertal parmi les methodes de
regressionregularisee et faciliter le choix d'un noyau pour un systemedonne. Dans la theorie du
krigeage, en e et, le noyau reproduisant est vu comme une fonction de covariance qui decrit le
comportemert de ce systeme.

1.1 Mo delisation bote noire d'un systeme

La presenation proposeedans ce chapitre introductif seveut simple et didactique, et adopte
le point de vue de l'identi cation de systemesstatiques Les systemesdynamiques, qui ne sort
pas abordesdans ce memoire, peuvent &tre trait esen considerant par exempledes modelesauto-

sortie du systemeau tempst et u; estla commandedu systemeau tempst. Cetype de modele est
formellemert identique a un systeme statique comportant une sortie et m + p entr ees.Nous pen-
sonstoutefois que l'utilisation de tels modelesdans desapplications reellesnecessiteune re exion

theorique supplemertaire (par exemple, (Girard et al., 2003 s'interessea la propagation desin-

certitudes dansles modelesdynamiquesa temps discret) qui pourra &tre envisageecommeune des
perspectivesde corntinuation de ce travail. Nous commercons par desnotions de regressionregu-
lariseeet d'espacede Hilb ert a noyau reproduisant, point de depart essetiel. Nous accordonsune
place particuli ere a la theorie du krigeagequi o re desavantagessur lesquelsnous insisterons et

dont l'utilisation s'avere particuli eremen simple. Les geostatisticiens utilisent courammernt cette

methode pour modeliser des phenonmenesde nature spatiale (Cressie 1993 ; Chiles et Del ner,

1999. Rappelons que le nom de la methode a ete choisi par le mathematicien francais Georges
Matheron (Matheron, 1963 qui a repris et formalise dansles anneessoixarte lestravaux de Krige

(Krige, 1951). (La traduction anglaisede krigeageest Kriging .)
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Nous considereronsun systeme sousforme d'une fonction vectorielle multiv ariable f : RY !
RY. Dans un premier temps, nous supposeronsque ce systemen'a qu'une seulesortie (q= 1). Le
terme facteur seraemploye pour designerune entr ee quelconquedu systeme,un facteur pouvant
etre n'importe quelle grandeur caracterisart sesconditions d'operation. Nous noterons x 2 RY
le vecteur des facteurs. L'objectif de la modelisation est d'approximer de maniere pertinente la
ou les sorties f (x) du systeme. Lorsque celui-ci est complexe, et que son analysea partir des
equationsde la physique sereveletrop compliqgueepour aboutir a un modele de connaissanceune
solution est d'en etablir un modele bote noire. Celui-ci est construit a partir d'un ensenble de
donneescorrespondart a desobsenations dessorties f 2P assaieesa un ensenble de vecteursde

fos 6 f (x).

Une approche des plus simplesde la modelisation bo'te noire est I'approximation lineaire du
systemedansuneregionde I'espacedesfacteurs, par exempleautour d'un point de fonctionnemert.
Dansle casq = 1, on cherche alors une approximation du typef (x) = b"x + by. Cette demarche est
justi eepar la possibilite d'approximer localemert une fonction non-lineaire par un developpemen
de Taylor a l'ordre 1. Le vecteur b et le scalaire by constituent les parametres du modele et
doivent &tre estimesa partir desdonneesobsenees.Plusieurs methodespeuvent &tre ervisagees,
la methode des moindres carresetant sansaucun doute la plus utilis ee. Elle minimise le co0t
X

(f obs bTXi tb)Z :

Xi

J(b; bo) =
i=1
Il est possibled'etendre cette formulation enincorporant desfonctions non-lineairesen x dansle
modele, habituellement destermes polynomiaux. L'approximation aura alors la forme

f(x)=b'r(x): (1.2)

On peut ainsi rendre compte de comportements non-lineairesautour d'un point de fonctionnemert
ou modeliser les tendancesglobalesdu systeme.

1.2 Prediction par regression regularis ee

Le nombre de parametres du modele (1.1) crot rapidemert avec la dimension d de l'espace
desfacteurs (un polyntme complet de degre | a d indetermineescomporte Cg,, termes). Or un
grand nombre de termes parametriques conduit la plupart du temps a un problemed'estimation
mal pose et a desinstabilit esnumeriques.Dans la methode desmoindres carres, calculer le condi-
tionnement dela matrice R = (r(x1) r(xy,)) permetdele verier. Sile problemeestmal pose,
la solution classiqueconsistea adapter la methode des moindres carresen incorporant un terme
de regularisation a la fonction colt. Le problemeregularise peut par exempleétre formule comme

Minimiser le critereregularise

X
J(b) = CKbkG+ (& br(xi)?; (12)
i=1
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qui penaliseles grandesvaleurs des composartes de b et ou la constarte positive C permet de
cortrdler le compromis entre regularisation et attache aux donnees.

Dans cetype de modele parametrique, la di erenceentre lesdonneesobseneeset I'approxima-
tion n'est pas necessairemenlieeau bruit d'obsenation, car imposerune structure parametrique
de faible dimensionpour le modele conduit necessairemeina une capacite d'approximation limit ee.
Ainsi, sila dimensionde b est faible, mémesi le bruit d'obsernation est negligeable,le modele ne
redonne pas les valeurs obsereespour les sorties du systeme mais les approxime. Il est de méme
souwert dicile d'obtenir un modele parametrique capable de suivre les principales tendancesdu
systemetout enrendant localemen compte desvariations autour d'un point de fonctionnemert.
Une solution theoriquemert envisageableserait d'augmenter la dimensionde b en ajoutant autant
de termes parametriques que necessaire Cette solution conduit cependart a desapproximations
tresirr egulieres,avec desvariations non desireesertre les points obsenes.Pour cortrdler la regu-
larit e de I'approximation, il est possiblede penaliserlescomportemerts irr eguliers.Ceci complique
la miseen uvre, et on serestreint donc a desmodelesde taille limit ee.ll estcependart possible,
comme nous le verrons dans la section qui suit, de construire des modelesmieux adaptesen par-
tant de (1.1) et (1.2) graceau concept de noyaux reproduisants. La regularite de lI'approximation
seraalors contrdlee par le choix du noyau.

1.3 Regression regularis ee dans les espaces de Hilb ert a
noyau repro duisant

1.3.1 Mise en place du formalisme

Remarquonsque la solution du problemed'optimisation sanscontrainte (1.2) doit satisfaire la
condition % = 0, cequi implique

(o> BT oa)rx):

i=1
Il existe par conequert desscalairesh; tels que
X
B= Bir(x;):
i=1

P
La formulation (1.1), (1.2) est equivalente a chercher f* sousla forme f (x) = cai(r(xi);r(x)),
ou (:;:) estle produit scalairedansR', en minimisant
X 2 X
J(a;i=1:::;n)=C ar(x;) + (Fo f(x)?:
1

Xi
i=1 i=
Comme le problemeest quadratique, les b; optimaux s'obtiennert simplemert. De plus,
X 2 X
ar(xi) = a(r(xi);rx;)a;

i=1 8]
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de sorte que le nouveau problemeregularise s'exprime uniquemert en fonction desproduits sca-
lairesk(xi;x;) = (r(xi);r(x;)), ouk(:;:) estunefonction appeleepar la suite noyau reproduisant.
Cette remarque est fondamertale parce qu'il deviernt possiblede sedonner a priori un produit sca-
laire sousla forme k(x;y) sansavoir a evaluer les objets r (x;).

La famille de vecteursfr(x) 2 R';x 2 RYg genere un espaceF  R! auquel B appartient.
Cet espaceF estappele I'esmce des caracteristiques (feature space en anglais). Si F est de petite
dimension, la capacite d'approximation du modele est limit ee. Toute la suite va &tre consaceea
Voir commern on peut aissmert augmerter la dimensiorlt_gde F . Remarquonsquel'on peut identi er
F a un espacede fonctions puisqu'a tout elemert b = in:l air (x;) 2 F correspond une fonction
de nie par

X0
8x 2R f(x)= (r(x); ar(xi):
i=1
(Nous utilisons par la suite la notation f b pour rappeler la propriete d'identi cation.) DansF,
on de nit une norme par

X
kf k2 = kbk3 = a(r(xi)rx)a :

ij =1
Remarquons aussi le rdle particulier joue par r(x) qui permet d'evaluer toute fonction de F
en un point x en formant le produit scalairef (x) = (r(x);b). Il est donc possible d'identi er
r(x) a l'operateur d'evaluation f 7! f(x), que nous noterons x par la suite. Cet operateur
d'evaluation ponctuelle estlineaire et continu en raison des proprietesdu produit scalaire.Le fait
que(r(y);r(x)) = (r(x);r(y)) = k(x;y), 8y, ertra™e quel'on peut identi er r(x) et la fonction
k(x;:) et quek(x;:) 2 F.

L'objectif x e peut maintenant etre atteint, puisqu'il est possible de se donner a priori un
produit scalairek(x;y) et que le vecteur descaracteristiquesr (x)  k(x;:) n'a pasbesoind'étre
evalue lors de la minimisation de (1.2), ce qui est particuli eremen interessam s'il s'agit d'un
vecteur de tr esgrande dimension. Par la suite, r (x) serad'ailleurs vu non plus commeun vecteur
de dimension ni, mais commeune fonction (en tant quevecteurc&gdimensionin ni). L'espacedes
caracteristiques F, engende par les cormbinaisonslineairesf = ; a;k(x;;:), seraalors lui aussi
de dimensionin nie. Les fonctions de F serort evalueesen un point x en formant leur produit
scalaireaveck(x;:).

1.3.2 Principales propri etes des espaces a noyau repro duisant

Dans cette section, lesprincipaux resultats concernart les espacegle Hilb ert a noyau reprodui-
sant sort rappelesde maniereinformelle. Cesresultats sort tr esclassique<t le lecteur lestrouvera
dans de nombreux ouvragesconsacesa l'analyse fonctionnelle (par exemple(Yosida 1980). Par
de nition, une fonction k : X X I R estdite noyau reproduisant d'un espacehilbertien F de
fonctionssur X RY, muni du produit scalaire( ; )r, si toute fonction f de F verie la propriete

f(x) = (k(x;:);f)e: (1.3)

Cette de nition supposeimplicitement quela fonction k(x ; :) appartient aF . Elle explique I'emploi
a la section precederte du terme noyau reproduisant de F pour k(x;:)  r(x).
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Si k est un noyau reproduisant, en prenant f = k(y;:), et par symetrie du produit scalaireon
obtient une premiere propriete importante :

k(y:x) = (k(x;2)k(y:)r = k(x;y):

Pwsc&ye k(x;y) estun p[:g)dun scalaire, c'est une fonction de type positif, c'est-a-dire que si
f = . ak(x;;:) alors ij @8y k(xi;xj) = kf k& 0. La deuxieme propriete importante est
gue l'espacevectoriel F engende par lesfonctions k(x;:) lorsquex parcourt X est densedansF .

Il estnaturel de sedemandera quellesconditions un espacehilb ertien de fonctions sur X admet
un noyau reproduisarnt. Le resultat classiqueest qu'un espaceF defonctionsf : X! R admetun
noyau reproduisart si et seulemer si

8x 2 X;9M, Otel quejf (x)] Mxkfkg; 8f 2 F: (1.4)

Rappelons que 4 designela forme lineaire f 7! f(x). La condition (1.4) exprime que cette
forme lineaire est continue sur F. Cette condition est assezforte, mais souvert le probleme de
savoir si elle est veri ee ne se pose pas. On choisit en e et frequemmen d'abord un noyau, ce
qui determine implicitement I'espacede fonctions engende. (Dans le cas des splines, cependart,
I'espacede fonctions est construit en premier.)

Le dernier resultat important que nous mentionnerons est le theoreme de representation (Ki-
meldorf et Wahba, 1971). Ce theoreme fondamertal explicite la forme du minimiseur pour une
version generalisee du probleme (1.2). Soit F un espacehilbertien a noyau reproduisant, on
cherchef 2 F gui minimise

X0
CkikZ +  I(f2P%;f (xi)); (1.5)
i=1

ou | estconvexeenf . Alors f* admet la represenation

) = X Bik(Xi;); (1.6)

i=1

et (1.6) substitue dans (1.5) permet de calculer la fonction optimale par optimisation numerique
dansun espacede dimension nie. Cetheorememontre que mémesi F estun espacede dimension
in nie, la solution esttoujours dans|'espacevectoriel de dimension nie engende par lesk(x;;:),
i = 1;:::;n et peut donc etre explicitee.

Les appllcat|ons de ce theoreme concerner non seulemen le probleme de regressionen di-
mension nie vu plus haut, mais aussiles splines (Scoerberg, 1964; Wahba, 1990; Kybic et al.,
2002, qui sort les solutions d'un problemeregularise, I'approximation par fonctions de basera-
diales(Micchelli, 1986; Powell, 1987), ainsi quelesmethodesa vecteursde support plus recemmen
developpees(Vapnik, 1995; Scelkopf et Smola 2002). Danstout problemede regressiorregulari-
see,le choix du noyau reproduisant caracterisel'espaceF et donclesproprietesde l'approximation
ou du modele bate noire. Il est donc important de choisir ce noyau correctemert. Nous pensons
gue ce choix est facilite en adoptant le point de vue de la modelisation par processusaleatoires,
ou le noyau est vu comme une fonction de covariance.
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1.4 Mo delisation par pro cessus aleatoires

1.4.1 Pro cessus aleatoires et krigeage

Les principesde la prediction lineaire de processusaleatoires(ou krigeage)sort tr essommaire-
ment presenesdans cette section, et nous montrerons dans la suivante que cette prediction peut
&tre vue commeune regressiornregularisee.Le systeme(suppose deterministe) est maintenant mo-
delise par un processusleatoire note F (x). Ainsi, lesdonneesobsereesserort considereescomme
desrealisationsdesvariables aleatoiresF (x). Si en outre la sortie est corrompue par un bruit de
mesureadditif, cebruit est modelise par desvariablesaleatoiresindependartes N;. Pour simpli er
la presertation, noussupposeronsici le bruit negligeable.La variable aleatoire F (x) modelisedonc
I'incertitude sur la sortie qui n'a pas ete obsernee.Cependart la connaissanced'observations au
voisinagede x est susceptible de faire diminuer cette incertitude. En e et, si on a e ectue une
obsenation au point x;, on s'attend a ce que la valeur de la sortie ne change pas brusquemert si
le vecteur desfacteurs reste au voisinagede x;. Cette hypothesesetraduit par l'existence d'une

determinee, soit par analyse des donnees,soit d'apres une connaissancea priori, il est possible
de predire F (x) en fonction desF (x;). Pour e ectuer cette prediction, les hypothesessur F (x)
doivent &tre precises.

Nous supposeronsque F (x) est un processusdu secondordre, c'est-a-dire que la variance de
F (x) est nie pour tout x. Nous supposeronsaussiconnuesla moyennede F (x), ainsi que safonc-
tion de covariance. (L'h ypothesede connaissanceale la moyenneseraassouplieplus loin.) Puisque
la moyenne est supposee connue, elle peut etre soustraite, et il est donc possible de considerer
uniguemert desprocessud- (x) a moyennenulle. F (x) estalors essetiellement caracterise par sa
fonction de covariance k(x;y) = Cov[F (x);F(y)] = E[F (X)F (y)]. Rappelonsque E[X Y] de nit
un produit scalaire dans I'espace des variables aleatoires de variance nie L2( ;A;P); k(x;y)
seradonc vu plus loin commeun produit scalaire.

La methode la plus simple pour predire F(x) est de calculer la meilleure projection lineaire

Ceci corlgespond a la formulation du krigeage, et signi e que I'on cherche un predicteur lineaire

Ib(x) = bi;x F(x;) tel que Var(@(x) F(x)) = klb(x) F (x)k? soit minimum ou, de maniere

equivalente puisque la meilleure prediction lineaire est la projection orthogonale sur Hs, tel que
(P(x) FX);F(xi) = CovP(x) F(x);F(xi)]

0; 8i2f1:::;ng:

(1.7)

En remplacant @(x) par son expressionen fonction desF (x;), on verie que le vecteur b, =

Kb, =ky; (1.8)

ou K est la matrice des covariancesk(x;X;j) et ky est le vecteur des covariancesk(x;x;). La
matrice K est en principe de rang plein. Cependant, notamment lorsque certaines obsenations
sont tresrapprochees,cette matrice deviert en general mal conditionneeet le calcul de b, doit
etre fait avecprecaution, par exemplea partir d'une decomposition en valeurssingulierestronquee
deK.
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Notons que le predicteur obtenu est sansbiais, puisquela moyennede F (x) est connue. Lors-
gu'il existei tel que x = Xxj, la meilleure prediction lineaire en lI'absencede bruit de mesureest
naturellement Ib(xi) = F(x;). Par consquen, si on obsene une sortie en un point de I'espacedes
facteurs, alorsla prediction estegalea cette obsenation. Le krigeagerealisedonc une interpolation
dessorties mesureessur le systeme, utilisable commemodele bote noire construit, commedansia
section 1.1, a partir d'observations anterieures.Nous verrons plus loin que la prediction obtenue
par krigeageequivaut en fait a une regressionregularisee.On peut egalemen calculer la variance
de I'erreur de prediction, obtenue simplemert par la relation de Pythagore

Var(F(x) F(x)) = VarF(x) VarF(x)
k(x;x)  BIK by (1.9)
k(x;x) ke K Tky:

Il estainsi possibled'evaluer l'incertitude assaieea la prediction obtenue enx. Une illustration est
preserneesurla gure 1.1, qui represere l'interpolation de donneesendimensionl et pour laquelle
on donnedesintervallesde con ancescalculesa partir dela variancedel'erreur de prediction. Dans
ce cadre probabiliste, une autre approche pourrait en princip e etre ervisageepour predire la sortie
du systeme. |l serait en e et possiblede simuler F(x) conditionnellement aux donneesobsenees,
ce qui est egalemem montre sur la gure 3.1 Il existe evidemmen une in nit e de trajectoires
possibles,ce qui justie le calcul de la meilleure prediction lineaire. Cependart, les simulations
conditionnelles restert parfois utiles, notammert lorsque I'on s'interessea des traitements non-
lineaires,commela prediction d'un seuillage.

3 T T T T

25

15

0.5 1 1 1 1

Fig. 1.1{ Exemple en dimension 1. Les obsenations materialiseespar les carressort interpolees
par la courbe entrait grascortinu obtenue par krigeage.Les courbesen pointill esrepresenent les
intervalles de con ance a 95% pour la prediction. L'incertitude augmerte loin desobsenations.
Les courbes en traits ns continus sort des simulations conditionnelles, qui sort egalemen des
interpolations. Le krigeagerealiseune moyennede cestra jectoires.

Avant de conclure cette section, remarquonsque la prediction lineaire est construite unique-
ment a partir des proprietesdu secondordre de F(x). Rappelonsque si F(x) est un processus
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aleatoire gaussien,c'est-a-dire lorsque8n 2 N, 8fx;:::;xnget 8f 1;:::; ngQ, P {‘:1 iF(x;) est
une variable aleatoire de distribution gaussiennealors la prediction lineaire est optimale (il s'agit
de l'esperancede F (x) conditionnellemernt aux variables aleatoires obserees).Si le processusest
loin d'étre gaussien,la prediction lineaire peut ne pas etre adaptee, et des methodes speci ques
peuvert alors @tre utilis ees(voir le krigeagenon-lineaire dans (Chileset Del ner, 1999).

1.4.2 Liens avec la regression regularis ee

Des analogieserntre regressionregulariseeet krigeage sort peut-etre deja apparuesau lecteur
dans la section precederte. Nous precisonsmaintenant ces analogieset rappelons un resultat
classiquesur I'equivalenceertre krigeageet regressiorregularisee.ll estpossibled'aller directemert
a la conclusionde cette section en premiere lecture.

Les analogieserntre cesmethodes proviennert essetiellement du fait qu'elles utilisent deses-
pacesde structure identique. Trois espacedsometriques peuvert ainsi &tre consideres.

Soit d'abord le processusaleatoire a moyennenulle F(x) : R4 ! L2?( ;A;P). Soit H, I'espace
complete du sous-espacale L?( ;A;P) engende par F(x), x 2 RY, muni du produit scalaire
(X;Y)u = E[XY]. La fonction k(x;y), de nie commela covariancede F (x) et F(y), permet de
calculer les produits scalairesdeselemerts de H puisque

X X X
(  iF(Xxi); iF&X)n = ik(xiixj) -
i ] I3

Consideronse[gsuite ~ l'espacevectoriel desmesuresa support ni sur RY. Les elemerts de ~

serort notes = , ; x;. On prolongeF (x) sur ~ ende nissant I'application lineaire

F: = p ! pH
= L ix TF()= ., iF(xi):

(1.10)

Cette application estinjective si et seulemen si la fonction k(:;:) est de nie positive, ce que nous
supposerons.Dans 7 on considere le produit scalaire (; )- = (F( );F( ))n. En particulier,
( x; y)~ = k(x;y). Notons le complete de ~ par rapport a ce produit scalaire.F est alors une
isometrie bijective entre et H.

Consideronsenn  commele dual topologiqued'un espacehilbertien de fonctions F, c'est-a-
dire commel'ensenble desformeslineairescontinuessur F . Puisque x 2 , F estpar construction
un espacede Hilbert a noyau reproduisant car (1.4) est veri ee.On sait alors, d'apres ce qui
precede,que le noyau de F estk(x;y), la fonction de covariance de F (x), et que F est engende
par cenoyau. En conclusion, , F et H possdert le m&me produit scalaireet on peut s'attendre
a ce que, pour une fonction de covariance donneek(x;y), la prediction par krigeagedu processus
aleatoire F (x) et la regressionregulariseea noyau k(x;y) soiernt equivalentes.

Cesresultats d'equivalenceont ete demortr esdans (Kimeldorf et Wahba, 1970ab) et (Mathe-
ron, 1981). En l'absencede bruit d'obsenation, le critere de regressionregularisee correspondart
a (1.5 peut etre modi e pour obtenir une interpolation equivalente au krigeage, en disant que
I'on minimise kf k2 sousles contraintes

f(xi)="fP; 8i2f1:::;ng: (1.11)
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Sansdonner ici la preuve de cette equivalence,remargquons simplemert comme point de depart
gue lescortraintes (1.11) peuvent &tre reecrites

(k(xi::):f £°°%) = 0; 8i;

ou f %S 2 F estla fonction gererart les donneesobserees.C'est donc l'orthogonalitede f ~ f °bs
avecl'espaceFs = vectfk(x1;:);:::;Kk(Xn;:)g qui ressenble a la condition Ib(x) F(x) ? Hs vue
plus haut. Nous preserterons a la section suivante le casdu krigeageavecbruit et verrons que la
prediction obtenue est alors equivalente a la solution du probleme(1.5).

Quel que soit le point de vue adopte, le conceptde noyau reproduisant occupe un role essetiel.
Il est possiblede partir d'un espacehilbertien de fonctions, par exempleen speci ant une norme,
ou en explicitant un vecteur de caracteristiquesr (x), et d'en deduire le noyau reproduisant corres-
pondart. Il est aussipossiblede sedonner arbitrairement un noyau. Cependart, choisir un noyau
adapte a desdonneesobseneespeut s'averer delicat. Nous pensonsque 'avantage du point de vue
probabiliste est qu'il donne desoutils statistiques pour choisir un noyau a partir desobsenations
(voir la section 1.5).

1.4.3 Autres formes de krigeage

Dans cette section nous rappelons commert on peut adapter le krigeage pour obtenir des
modelesde type bote noire lorsquelesobsenations sort bruit ees.Nous montrons ensuitecommert
modeliser dessystemesa plusieurs sorties correlees.Nousindiqguons en n cequ'il faut faire lorsque
la moyennedu processusest inconnue.

Prise en compte du bruit d'observ ation

Nousavonsvu que le krigeageest une prediction lineaire optimale, c'est a dire quel'on projette
F (x) (toujours suppose a moyennenulle pour l'instant) sur I'espaceH s desvariables aleatoires
F(xi). Il est naturel d'etendre cette formulation au cas ou l'on projette sur d'autres variables
aleatoiresque les F (x). Par exemple,si la sortie est corrompue par un bruit blanc additif certre
N devariance 3, Ies'yariablesaleatoiresobser\eessort Fobs(x;) = F(x;)+ N. On cherche alors
le predicteur B(x) = T ix FOPS(x) tel que (P(x) F(x);F°S(x;)) = 0,8 2 f1:::;ng. La
covariance de F°S(x;) et F°PS(x;) estk(xi;xj)+ 2 sixi = Xxj, et k(xi;x;j) sinon. Le systeme
lineaire a resoudredeviert

(K + {1n)by = ky;

ou |, estla matrice identit e.

Systeme a plusieurs sorties corr elees

Considererons maintenant un systeme a plusieurs sorties. Soit F (x), un processusaleatoire
modelisart la sortie indicee du systeme. Connaissar les covariances et inter-covariancesdes
processusaleatoires

k: (x;y) = Cov[F (x);F (¥)I;

on peut predire par projection orthogonale n'imp orte quelle sortie ou combinaison lineaire de ces
sorties en fonction d'obsenations F | (x;). Les methodes permettant de choisir les covarianceset
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lesinter-covariancessort les mémesque pour descovariancessimples(voir la section 1.5). Notons
gue l'on peut ecrire formellemert k. (x;y) = k(I x];[ y]), cequi revient a considerer que
I'on ajoute un facteur supplemertaire dont la valeur indice la sortie du systeme.En consquence,
I'ensenble des covarianceset inter-covariancespeut €tre considere commeun noyau reproduisant

unigue (en ajoutant un facteur supplemertaire) et ce noyau peut &tre utilis e sanschangemen dans
le cadre de la regressionregularisee (voir par exemple (Vazquezet Walter, 2003b). Le point de
vue probabiliste du krigeagepermet donctr essimplemert de construire desregressions plusieurs
entr eeset plusieurs sorties, en tenant compte desevertuelles correlations entre sorties.

Mo yenne du pro cessus inconn ue

Supposonsmain'genant queE[F (xry = b, avecb 2 R inconnu. On remarquequelescombinaisons
Iineailgestelles que ; iF(x;)avec , ;= 0 ltrent la moyenneinconnue de F(x) dansle sens
ou E[ ; iF(x;)] = 0.L'id eeestdonc de seramener au casa moyennenulle en utilisant de tels
accroissemets. On considere plus generalemert desaccroissemets d'ordre r de F (x) de nis par
les variables aleatoires

X
F()= iF(xi) (1.12)
i=1
tellesquepour tout | = (Iy:::1g)T, 0 Ig+ i+ 1g T,
X
ixl = 0; (1.13)

ou, pour X = (X Xpap)", x' estle monome x'[i] x'[g]. Cette derniere propriete peut étre vue
comme l'orthogonalit e des mesures 2 avec les monémesx'. Par consquen, cesmesures
Itren t toute moyenne polynomiale de F(x) (d'ordre inferieur ou egal a r). Sur I'ensenble de
cesaccroissemets d'ordre r, on consicere des covariancesgeneraliseesk(x;y) qui permettent de
calculer les covariances: X
Cov[F( );F( )] = ikK(Xi;%j) j: (1.14)
]

Les covariancesgeneraliseessort de type conditionnellement positif, c'est-a-dire qu'elles doivert
garantir Var[F( )] 0 pour tout accroissemenF ( ) d'ordre r. La classedescovariancesest donc
incluse dans celle des covariancesgeneralisees. p

Le krigeagedit intrins eque (Matheron, 1973 construit un predicteur F(x) = v bi;x F(xi)
minimisant Var[P(x) F(x)] sousla contrainte que B(x) F(x) soit un accroissemendordre r.

On est ainsi amere a resoudrele systemelineaire :
! ! !
K PT k
o= o (1.15)
P 0 X Px

ou P estune matrice m n dont les elemerts sort lesx! (m etant le nombre de monémesde d
variables de degre inferieur ou egalar), « estun vecteur de coe cien ts de Lagrangeet px est
le vecteur desmonémesx'.

La theorie du krigeageintrinsequeet desfonctions conditionnellemert positivesest mathema-
tiguemert plus dicile que celle du krigeagedes processusaleatoiresa moyenne connue. Sa mise
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en uvre reste toutefois d'un niveau de simplicite elemernaire et, outre le fait qu'il est possible
de traiter les processusaleatoiresa moyenneinconnue, le krigeageintrinsequepermet de conside-
rer une classede covariancesplus vaste (notons, par exemple, que les splines de type ®plaques
minces (Wahba, 1990 sort fondeessur desnoyaux conditionnellemert positifs). Le krigeagein-
trinsequepermet egalemen d'inclure de l'information a priori dont on ne souhaite pas qu'elle soit
regularisee(l'id eeetant alors d'inclure desfonctions particuli eresen plus desmonémesconsideres
plus haut Vazquezet Walter (2005). Retenonsque la theorie du krigeage,avecle point de vue des
processusaleatoires, o re de larges possibilites pour construire des modelesde type bote noire
dans dessituations variees.

1.5 Choix d'un noyau

Le choix d'un noyau pour une application donneeest un problemedelicat, plus ou moins dif-
cile selonla dimension de I'espacedes facteurs et les proprietes du systeme etudie. Il est bien
sr possiblede choisir un noyau a priori et d'esperer desresultats satisfaisarts. Ce procede peut
evertuellement etre ameliore par une phasede validation croisee.Cependart, I'analyse desdon-
neesobsereesainsi que les connaissances priori sur le systeme peuvent orienter le choix. Le
point de vue du krigeage permet comme nous l'avons mertionne de considerer un noyau comme
une covariance et les methodes d'estimation statistique deviennert alors applicables. Les geosta-
tisticiens considerert que la phased'analyse desdonnees(qu'ils appellent analysestructurelle) est
beaucoupplus importante et delicate que la phasede prediction propremen dite. Cette analyse
porte d'abord sur la nature desobsenations : type desfacteurs (valeurs numeriques, categories),
presencede bruit dans les obsenations, incertitudes sur les facteurs, informations disponibles a
priori, etc. Le choix re ete ensuitela structure de la correlation : nature descorrelations courte et
longue portee, phenomenesnon stationnaires, non gaussiengmethodes de prediction speci ques
a employer), etc.

Choisir une covariance comporte en fait deux aspects : le choix d'une famille parametree de
fonctions de covarianced'une part, en favorisant si possiblelescaovariancesayant un nombre faible
de parametres, et I'estimation desparametres de cette famille d'autre part.

1.5.1 Classes de fonctions de covariances

Traditionnellement, une covariance est choisie sousla forme d'une fonction parametree, mais
cette forme est souvent quelquepeu arbitraire. Le choix peut toutefois &tre oriente par les connais-
sancesa priori ou I'analyse desdonnees.L'hypothesela plus classiqueest de supposerla covariance
invariante par translation (Cov[F (x);F(y)] = k(x y)) cequi impligue un modele stationnaire.
Notons cependart qu'il n'est generalemert pas possibleen pratique de tester la stationnarite a
partir d'un ensenble ni de donnees,obsereessur un horizon borne. On peut tout au plus tester
la presencale certainesformesde non stationnarit e, commepar exemplela presencede tendances
polynomiales dans les donnees.Mais, m&me dans ce cas, des ambigu-tes demeurert car on peut
interpreter une tendance comme moyenne du processusaleatoire ou bien comme des variations
duesa descorrelations a longue porteepar rapport a I'horizon d'observation. Les modelesstation-
naires permettent surtout de simpli er la miseen uvre. Silesdonneespresertent destendances
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(polynomiales ou autres), on considerera des accroissemets du processuspour lItrer cesten-
dances, et on utilisera des covariances generaliseesstationnaires. Une autre hypotheseclassique
est l'isotropie des donnees, et dans ce casla covariance depend seulemen de la distance eucli-
dienne entre les facteurs. Ceci n'est pas du tout requis et peut s'averer maladroit, hotammernt
quand Iespfacteurs sort de natures diverses.On choisit alors souvent une covariance du type k(h)
avech=" (x y)TA(x y), ouA estune matrice de nie positive a choisir.

Une fonction de covariance etant de type positif, on la choisira parmi les familles classiques,
donneespar exempledans (Yaglom, 1986), (Stein, 1999 ou la litt erature geostatistique. Les cova-
riances classiquessort par exempleles covariancesgaussiennegk(h) = 2e 172(h= )2), exponen-
tielles (k(h) = 2e (M=) ) cubiques,etc. Il estpossiblede regler deux comportemerts principa-
lemert. Le premier est la portee de la correlation entre les donnees (reglee ci-dessuspar ). Le
deuxieme comportement est la regularite de la covariance. Comme (Stein, 1999 le montre dans
un cadre asymptotique, si I'on considere deux covarianceset que l'on utilise I'une pour predire un
processusayant en realite l'autre covariance, on obtient les m&mesvariancesd'erreur que si on
avait utilis e cette derniere, a condition que les covariancesaient la méme regularite. La regula-
rit e d'une covariance correspond par exemplea sa derivabilit e a I'origine. Elle correspond aussia
la decroissanceade la densite spectrale du processusaleatoire en hautes frequences(Stein, 1999
preconisel'utilisation de la fonction de Matern qui est caracterisee par trois parametres senant
a ajuster independammen la variance, la porteeet la regularite. La densite spectrale g(u) cor-
respondante est du type g(u) = (1 + (u=upg)?) 2, ou le reel positif ~ permet de regler la
decroissancea I'in ni. La fonction de Matern peut s'ecrire

2 ¥2h 2 ¥2h
1 K ;
()
ou K estla fonction de Besselmodi eede secondeespece.Numeriquemert, il faut eviter destrop
grandesvaleursde (typiquemert, on choisit < 5).

k(h) = 3 (1.16)

1.5.2 Estimation des param etres

En geostatistique, cette etape consiste traditionnellement a estimer de maniere empirique la
covariance du processusa partir desdonneeset a ajuster ensuite le vecteur des parametres du
modele de covariance pour serapprocher de cette covariance empirique. Estimer la covariance a
partir des donneesest en fait une etape importante car elle permet aussi de veri er dans une
certaine mesureles hypothesessur F (x). Pour cette estimation, les geostatisticiens utilisent un
variogramme qui correspond a la variancedesdi erencesF (x;) F(x;) enfonction de la distance
entre les points x; et X; dans |'espacedesfacteurs. La variance desdi erencesest generalemen
petite pour desdistancesfaibles et augmerte avecla distance.

Si le processusaleatoire est gaussienet le nombre desdonneesmodeste, la methode du maxi-
mum de vraisemblance nous senble preferable. Rappelons que la log{vraisemblance d'une reali-
sation f % 2 R" d'un vecteur aleatoire gaussiende moyennenulle F°®S = (F(x1) F(xn))T est
donnee par

L(f °%s; )= %Iog(z ) %IogdetK( ) %f obsTIC () 1f b, (1.17)
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ou la matrice de covariancedependde . La maximisation dela log{vraisemblance(1.17) peut &tre
conduite avec desmethodesde type gradient conjugue, par exemple.Pour desvecteursaleatoires
gaussiengde moyenneinconnue, il estpossibled'utiliser la methode du maximum de vraisenblance
restreint (REML).

1.6 Conclusions

Cechapitre arapidemert preserte lesfondemerts de la regressiorregularisee,en accordart une
place particuli ere au krigeage,qui nous senble o rir un cadre adapte pour le choix du noyau. Les
methodes a noyau, parfois appeleesmethodes non parametriques, peuvent tre obtenuesa partir
des methodes dites parametriques plus repandues.Les chapitres 2 et 3 reviennert plus en detail
sur cesnotions. Soulignonsque les modelesbote noire obtenus sort particuli eremert simples a
obtenir et a utiliser. Lesapplications potentielles de cesmethodesde regressiornsort innombrables.
Le chapitre 6 illustrera leur mise en uvre dansdesdomainestresvariespour desdimensionsde
l'espacedesfacteurs allant jusqu'a plusieurs dizaines.
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Chapitre 2

Pr ediction lin eaire des pro cessus
aleatoires stationnaires a moyenne
nulle

Resume | Ce chapitre rappelledesnotions sur lesprocessusaleatoiresqui sort tr esclassiques
mais necessairegpour la mise en place de modeles bo'te noire par krigeage. Le cadre formel

adopte permet d'evoquer les proprietes des tra jectoires d'un processusaleatoire et de soulewer

les problemesliesa la continuite desfacteurs. Il presere le principe de prediction lineaire et les
equations du krigeagepour les processusaleatoiresa moyennenulle ou conrue.

Les modeles par processusaleatoires constituent un outil fondamertal pour traiter des sys-
temesincertains de type entr ees{sortiesstatiques. Dans le cadre de la modelisation de type bote
noire, un systeme peut etre incertain, par exempleparce qu'il n'est pas possibled'expliciter ana-
lytiguement les relations ertre ertreeset sorties du systeme, ou parce que le processusa ete
obsene partiellement ou encore parce que les obsenations sort entacheesd'erreurs de mesure.
Un processusaleatoire est un modele du systeme etudie. La sortie du systemereel correspond a
une trajectoire particuli ere (inconnue) du processusaleatoire. L'utilisation de modelespar proces-
sus aleatoires permet de quanti er l'incertitude sur les trajectoires du systemeet d'e ectuer des
predictions de nature probabiliste sur celles-ci.

L'objectif de la section 2.1 est de de nir lestermes utilis esci-dessuset de rappeler de maniere
formelle la construction d'un processusaleatoire, telle qu'on la trouv e dans de nombreux ouvrages
mais dans des contextes di erernts de celui de la modelisation bate noire de systemes.La sec-
tion 2.2 est consaceeaux processugjaussiengqui serort lesmodelesutilis espar la suite. Cesbrefs
rappels nous senblent justi es, car parler de processusa parametres cortin us necessitequelques
precautions. La section 2.3 presette desnotions plus avanceesqui serort utilis eesau chapitre 3.
Dans cestrois premieressections,il s'agit surtout de donner les conceptsfondamertaux qui se-
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ront necessairepar exemplelorsque nous nous interesseronsa la prediction lineaire et au choix
de modele. Les sections 2.4 et 2.5 forment la partie essetielle de ce chapitre, ou les proprietes
importantes desmodelesbote noire par krigeagesort presenees.

2.1 Notions elementaires sur les pro cessus aleatoires

Cette section rappelle quelquesnotions tres classiquessur les processusaleatoires. L'un des
points de vue classiquesest celui des processusaleatoiresindexes par le temps. Dans ce cas, les
questions portent naturellement sur les proprietes spectrales, sur la prediction des phenonmenes,
etc. Lorsque I'on s'interessea desphenomenesa temps discret, on parle de series chronolagiques
Une preseration tres complete de la theorie des series chronologiques est donnee par exemple
dans (Brockwell et Davis, 1987). Les problemesde prediction necessita un traitement a temps
continu sont moins frequerts en pratiqgue mais 'utilisation de processusaleatoiresa temps cortinu
resteindispensablepour la modelisation de nombreux phenomenes.ll existe bien s0r une quartit e
tresimportante de publications traitant des processusaleatoires a temps continu. Pour donner
quelquesreperes,citons (Doob, 1953; Cramer et Leadbetter, 1967 ; Gikhman et Skorohod, 1974
qui peuvert etre lus comme premieresintro ductions. Les cas particuliers desprocessusaleatoires
regis par des equations di erertielles stochastiques, ou des processusARMA a temps cortinu,
appeles CARMA (voir par exemple (Durbin, 1961)), constituent des domainestr es etudies. Des
travaux sur lesprocessusCARMA comme(Jones 1981; Joneset Vecdia, 1993 sort utiles pour le
problemedu choix de modele, qui seraaborde au chapitre 5. Notons que les proprietestheoriques
de tels processusa temps contin u sort aussiplus di ciles a etudier et plus subtiles que dansle cas
discret. Dans le cas de la modelisation de systemes,nous considererons des processusaleatoires
ayant commeparametreslesfacteursdu modele.On aura doncessetiellement besoinde traiter des
processusa plusieurs parametres continus. La plupart desconceptset desresultats valablesdans
le cadretemporel restert vrais dansdescasplus generaux. Les aspects probabilistes desprocessus
du secondordre sort trait es par de nombreux auteurs. Par exemple, (Doob, 1953 ; Rozanov,
1967 ; Cramer et Leadbetter, 1967 ; Yaglom, 1973; Billingsley, 1995 constituent desreferences
importantes. (Ibragimov et Rozanov, 1978 aborde en details la theorie desprocessugjaussiensli
peut egalemen etre interessam de consulter (Adler, 1981) pour les questionsrelativesa la nature
destra jectoires. Les ouvragesde geostatistique comme(Cressig 1993; Wadkernagel 1995; Chiles
et Del ner, 1999 sort aussidesreferencestr esimportantes pour cette etude. En geostatistique,
les processusaleatoires sort indexes sur un espacephysique de type geographique,typiquemert
un espacecortinu de dimension deux ou trois. Les problemesque nous traiterons dans le cadre
de la modelisation de systemessort de m&me nature que ceux rencortr esen geostatistique, mais
avec des espacedde facteurs de dimension parfois bien superieure. Nous souhaitons insister sur
l'interet desouvragesde G. Matheron, publiespar I'Ecole des Mines de Paris, qui gardert toute
leur pertinence dans ce contexte elargi.

2.1.1 Denitions elementaires, construction

Soit un espacede probabilite ( ; A; P). Il s'agit d'un ensenble d'elemerts! 2 , surlequelon
de nit une -algebre (ou tribu) A, que I'on interprete commeun ensenble d'evenemerts. Cette
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-algebre est constituee d'ensenbles mesurablesA , et l'on munit ( ;A) d'une mesurede
probabilit e P. Les ensenbles mesurablesde sont les ensenbles auxquels on peut assignerune
probabilit e (voir par exemple(Rudin, 1987 pour une presenation de la theorie de la mesure).

Les fonctions mesurablesX (! ) : ! R sont appeleesvariables aleatoires. Rappelons qu'une
fonction X de versR est mesurablesi pour tout ouvert B de R, X 1(B) 2 A. La plus petite

-algebre generee par les ouverts de R s'appelle -algebre desboreliens, et senotera B(R). Nous
noteronsegalemen B(R") la -algebregenereepar lesouverts de R". Soit X une variable aleatoire.
On note (X), et on appelle -algebre genereepar X, la plus petite -algebresur rendant X
mesurable.On a donc

(X)=fX (B): B 2 B(R)g:

L'application
Px : B(R) ! [0; 1]

B 7! Px(B)= PfX 2 Bg 2.1)

est une probabilit e sur (R; B(R)). Cette application estla loi de probabilite de X .

Denition 1. Un ensenble de variables aleatoires F (! ;x), lorsque x parcourt I'ensenble X,
constitue une fonction aleatoire de parametre x.

En pratique, I'espacedesparametres X, que nous appelleronsesgace desfacteurs dansle cadre
de la modelisation bo'te noire?!, estun espaceR? tout ertier. L'espaced'etude est en general plus
petit, puisqu'il s'agit quasimert toujours d'un domaineborne de RY, souvert un pave borne ferme.
Une telle fonction aleatoire sur un domaine de RY s'appelle encoreprocessusaleatoire, ou champ
aleatoire, pour insister sur le fait que la dimension de I'espacedesparametres est superieure a un.
Lesvaleursde cette fonction aleatoire sort donclesvariablesaleatoiresnoteesF (x). Nous ecrirons
aussiF (x) pour designerla fonction aleatoire (F (! ;x);x 2 X). Si! 2 est x e, la fonction reelle
F(!;:) dex 2 X estappeleerealisation de la fonction aleatoire, ou encoretrajectoire.

Il estdonc naturel de considerer un espaceF de fonctions reellessur X qui cortient toutes les
tra jectoires possiblesde la fonction aleatoire F (x). Un tel espacepeut correspondre simplemert a
I'ensenble de toutes lesfonctions reellesR*. On se xe l'objectif de construire uneloi de probabilit e
pour F(x). Ceci passepar le choix desensenbles mesurablessur RX.

De nition 2. Soiert les ensenblesde fonctions Ug  RX qui sort de la forme

ou B 2 B(R"), n 1. Ces ensenbles elemertaires Ug sort appeles ensemblescylindriques et
gererert une -algebre sur RX, note C(RX).

Prop osition 1. Avec ce choix d'ensemblesmesumbles de RX, l'application de ( ;A;P) dans
(RX;C(RX)), quiatout ! 2 assaie une trajectoire F(! ;:) 2 RX, est mesumble.

1La sortie d'un modele depend typiquement de deux typesde parametres. Les premiers permettent un ajustement
du modele car nous considerons en fait une famille de modeles. En ce sens, nous parlons de modele parametre. Les
parametres du second type sont les entrees du modele, qui caracterisent I'etat d'operation du systeme modelise.
Nous appelons ces parametres facteurs pour les distinguer des premiers.
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Demonstration. Soit Ug 2 C(RX). L'image reciproque de Ug par F (! ;x),
fl 2; F(;)2Usg="f!2; (F(';xa);::5;F(;xn))2Bg; B 2B(R");
est bien un ensenble de A (d'apres, par exemple,le theoreme 1.8 de (Rudin, 1987). O
De nition 3. La probabilit e sur I'espacemesurable (R*; C(R*)) de nie par
Pe(U) = PEF(! ;)2 Ug, U2 QRY) (2.2)

estappeleeloi de protabilite dela fonction aleatoire F (x). (Lesensenblesf F (! ;:) 2 Ug contiennent
leselemenrts ! 2 telsque(F(!;x1);:::;F(!;xpn)) 2 B, ouB 2 B(R").)

En resune, a une collection de fonctions mesurablessur ( ;A;P) parametreespar x 2 X, on
peut assaier une loi de probabilit e P sur I'espacemesurablede fonctions (RX; C(RX)).

Remarque. Les problemesque lI'on se pose en pratique pour la modelisation bote noire de
systemesfont generalemen intervenir un nombre au plus denonbrable et le plus souvent ni de
coordonneesde fonctions de RX, et donc une suite nie ou denonbrable de variables aleatoires
F (xi). Ainsi, la plupart des questions sur le modele (hotamment les questions de prediction)
peuvert recewir unereponseprobabiliste. En e et, avecle choix desensenblesmesurablese ectue
ci-dessusjesfonctions mesurablesd'une variable aleatoire F (x), voire d'un ensenble denontbrable
de variables aleatoires F (x;) sort des fonctions mesurables.Cependart, I'examen de proprietes
faisart intervenir un ensenble in ni non denonbrable de coordonneesde R* pose probleme car
une reunion ou une intersection non denontbrable d'ensenbles mesurablesn'est pas mesurable.De
telles proprietesne peuvent donc pasrecewir de reponseprobabiliste (ou de maniere equivalerte,
etre mesurees).On pourrait penserque cesproblemesn'ont pas d'intert pratique. Pourtant, les
proprietes de cortinuite des trajectoires, de derivabilit e, etc., font intervenir un ensenble non
denonbrable de variables aleatoires. Il senble donc génart de vouloir modeliser un systeme en
utilisant un concept qui ne permet pas de repondre a des questionsaussi simples que celle de la
continuite. Cespoints serort revus plus bas.
Si I'on se donne une fonction F(! ;x) a valeurs reelleset une mesure de probabilite P sur
(RX; C(R*)), on peut de nir une -algebresur ainsi qu'une mesurede probabilit e. La notation
(F (x)) introduite plus haut pour une variable aleatoire F (x), peut &tre etenduea un ensenble

F(x1);:::;F(Xxn). Plus gereralemen, la -algebre sur denie par (F(X)) = fF Y(U); U 2
C(RX)g est dite gerereepar F(! ;:). Il s'agit de la plus petite -algebre cortenant les ensenbles
de delaformef(F(x1);:::;F(Xxn)) 2 Bg,ouB 2 B(R"). La relation PfF(! ;:) 2 Ug= Pg (U),
U 2 C(RX), denit bien une probabilite sur (F (X)), et est telle que F(x) soit une fonction
aleatoire sur l'espace( ; (F(X));P) admettant la loi de probabilite Pg.

En pratique, il est fondamertal de pouvoir de nir la loi d'un processusaleatoire en speci ant
une famille de probabilit es sur des ensenbles mesurablesde nis en considerant seulemen un

e

e
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Prop osition 2. Si deuxprocessusaleatoires ont les mémesrepartitions nies, ils ont les mémes
lois de prohkabilite (on dit qu'ils sont equivalents).

Demonstration. Lesrepartitions nies determinent les probabilit essur les ensenbles cylindriques
de maniereunique. Ce resultat provient du fait quelesensenblescylindriques forment une algebre
de R* (ensenbles stables par passageau complemertaire et par union et intersection nie) et de
l'utilisation du theoremede Caratheodory : soit une mesuresur unealgebreA, alors seprolonge
en une mesuresur (A). Sideplus est -nie, ceprolongemen est unique (voir par exemple
(Billingsley, 1995, section 3). O

Lesrepartitions nies satisfornt une notion de coherencepuisquepour m < n, B 2 B(R™),

Peiiixa (B R M) = Py, (B)

Th eoreme 1 (d'extension de Kolmogoro v). Etant donnee une famille de repartitions nies

e

een

Demonstration. La preuve (delicate) de ce theoreme se trouv e dans certains ouvragesde proba-
bilit e (Tucker, 1967; Billingsley, 1995. Le resultat est parfois attribu e a (Daniell, 1919. O

Cetheoremefondamertal indique que la loi d'un processusaleatoire est enti eremen caracteri-
seepar lI'ensenble deslois desvecteursaleatoiresextraits detaille nie, cequi permetde construire
desprocessusaleatoiresa partir d'un choix de repartitions de dimension nie coherentes.

Cependart, comme indique plus haut, la donnee de repartitions nies ne caracterise pas en-
tieremert les proprietesdu processusaleatoire. En e et, l'intersection d'un nombre ni ou in ni
denonbrable d'ensenbles mesurablesest un ensenible mesurable, de sorte qu'une grandeur qui
depend d'un nombre ni ou mémein ni denonmbrable de variables aleatoires est en general une
fonction mesurable.Dans le casd'un processusaleatoire a parametres cortinus, qui est donc une
famille non denonbrable de variables aleatoires, les repartitions nies ne cortiennent donc pas
toutes les caracteristiquessur le processusPar exempleles questionsportant sur la continuite des
tra jectoires, la derivabilit e du processuspu desbornes, ne peuvent pas etre caracteriseespar des
fonctions mesurables.

Exemple (Doob, 1953). Soit = [0;1], muni dela -algebre desboreliensde [0;1] et de la
mesurede Lebesgue.Soiert les processusaleatoiresF1(! ;x) et F(! ;x), x 2 R tels que
Fi(!;x) = 0; 8! ;8x
1 six=1;
Fa(! ;x) = _
0 sinon:

Remarquonsd'abord quelesrepartitions nies desdeux processusort egalespuisquePf F-,(! ;x) =
O0g= 1,8x 2 R. Il s'agit doncde deux processusquivalents. On ameémePfF(! ;x) = F(! ;x)g =
1, 8x 2 R et F»(x) estdonc une modi cation de F1(x). Mais

Pfx 7! F1(! ;x) estcontinuesur Rg= 1
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Pfx 7! Fo(! ;x) estcontinue sur Rg= 0

De méme

1
Pf sup Fi(!;x)< zg=1
x2[0;1] 2

Pf sup Fz(!;x) < }g= 0
x2[0;1] 2
Le comportement que I'on voudrait privil egier est celui auquel on s'attend plus naturellemert,
c'est-a-dire celui du processusF;. Cet exempleillustre le fait qu'un modele aleatoire de ni a
partir de repartitions nies estinsu san t pour repondre a des questionsdu type : est-ceque le
systeme depasseun certain seuil? Considerer un processusaleatoire a parametres cortinus est
donc delicat.

Il nous senble donc pertinent de rappeler rapidemert dans cette presenation la notion de
separabilite introduite par (Doob, 1953, qui permet d'exclure certains cas pathologiquesen re-
querant un comportement regulier des processusaleatoires consideres. On souhaite notammert
emp@der qu'un processusait des proprietes di erertes selon que I'on considere des ensenbles
denonbrable ou non denonbrable de coordonnees.En e et, I'hypothesede separabilite permet de
determiner les proprietesdestra jectoires du processusaleatoiresa partir d'un ensenble evertuel-
lemert densemais au plus denonbrable de I'espacedes facteurs. La de nition de la separabilite
permet notammernt d'exclure le processusaleatoire F, de ni plus haut.

De nition 5 (separabilit e). Soitl ¢ la classedesintervallesfermesde R. Un processusleatoire
F (! ;x) estdit semrable (sous-ertendu, relativemert a la classedesintervalles fermes), s'il existe
une suite (x;) de parametres de X, telle que pour tout intervalle | 2 1 ¢ et tout ouvert O de X,
les ensenbles de

fE(;x)21;8x20g; fF(;xj)21;8x; 2 Og

di erent au plus d'un ensenble negligeableN (N est de mesure nulle car on suppose la
mesurede probabilit e complete).

Une maniere equivalente de caracteriserun processusaleatoire separableestde dire qu'il existe
une suite au plus denorrbrable (x;) d'elemerts de X et un ensenble N negligeabletels que si
I 62N

inf F(!;x)= inf F(!;x;

x20 (%) Xj20 (5x5)

supF(!;x)= sup F(!;xj)

x20 Xxj20
pour tout ouvert O  X. Si F(x) est separablea |'aide d'une suite (x;), il estseparablea l'aide
de toute sequenceplus grande.

Ainsi, dansl'exemple introduit ci-dessus,F,(x) n'est pas separable puisque

PfO  Fa(x) 8x210;1[g=0

1
>
alors que

PfO  Fa(x) %; 8x210;1[\J g=1 P@U)=1;
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ou J esttout ensenble au plus denombrable d'elemerts de = [0; 1]. Plus generalemen, si F est
un processusaleatoire tel que PfF(x) = 0g= 1, 8x 2 X, alors, pour toute suite (x;), PfF(xj) =
0; j 1g= 1. Sile processusest de plus separable,alorsona PfF(x) = 0; x 2 Xg= 1.

SiF (x) estseparableet siB estun ouvert de X, infy2g F(X), sup,,g F(X), liminfy: y F(x) et
lim sup,, , F(x) sort desvariables aleatoires.Une autre propriete importante est que si F (x) est
separablea |'aide d'une suite (x;) dense,on peut trouv er deux sous-suitesy; < y», < <yn"X
ety?>vy9> > y0#x telles que, avec probabilite 1,

lim inf F(yn) = liminf F(y) liminf F(y) = lim inf F(yQ):
n!l y"x y #x n'l

Par suite, si F (x) estpresquesiremert continu (voir section2.4.4) sur la suite (x;), il estpresque
sGremert cortinu sur X.

Le theoreme d'existence suivant est tres important, car il permet de s'assurer qu'a partir
de repartitions nies coherertes quelconques,il est toujours possiblede construire un processus
aleatoire separable.

Th eoreme 2 (Existence de pro cessus separables). Soit F(! ;x), avee! 2 |, x 2 X, ou X
est un ensemblede parametres continu. Il existe un processusaleatoire separable F(x), de ni sur
le mémeesmee |, et tel que

PfF(x) = F(x)g=1; 8x2X:
(On dit que F(x) estune modi cation de F(x).)
Demonstration. Voir (Doob, 1953. O

Si F(x) estune modi cation deF (x), lesrepartitions nies de F (x) et F(x) sort identiques et
F (x) et F(x) sort doncaussidesprocessusquivalents d'apresla proposition 2. En d'autres termes,
pour tout processusaleatoire F (x), on peut trouver un processusequivalent F(x) separable.Dans
la suite, les processusaleatoiresserort toujours implicitement supposes separables.

En resune, le theoremed'extension de Kolmogorov garartit I'existenced'un processusaleatoire
a partir dela donneede repartitions nies coherertes et le theoremed'existencede processussepa-
rables nous dit que l'on peut trouver desprocessusaleatoiresavec un comportement raisonnable;
plus preciemert, que lI'on peut trouver un processusaleatoire pour lequel il existe un ensentble
denonbrable de coordonneesdu processusqui caracterise le processussur tout son ensenble de
de nition. Cesdeux theoremesreunissort fondamertaux pour construire rigoureusemeth un pro-
cessusaleatoire senant a la modelisation d'un systeme.

Nous avons rappele ci-dessusles elements permettant de de nir un processusaleatoire para-
metre par un ensenble de facteurs pour modeliser une sortie particuli ere d'un systeme. Le cas
d'un systeme a plusieurs sorties se traite en considerant plusieurs processusaleatoires. Il n'y a
pasde dicult esa etendrela de nition d'un processusaleatoire a valeursdansR a un processus
aleatoire a valeurs dans un espacevectoriel R9. Nous utilisons la notation F (x), 2 f1;:::;q9
pour designerun elemen du vecteur aleatoire F (! ;x), parametre par X.
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Au vu de cette de nition, on serameneimmediatemert au casd'un processusaleatoire a valeur
dans R en considerant l'indice  comme un parametre supplemertaire et en posart F(; x) =
F (x). Nous utiliserons frequemmen ce changemen de notation pour modeliser les systemesa
plusieurs sorties.

2.1.2 Momen ts, fonction de covariance

La fonction de covariance d'un processusaleatoire occupera une placeimportante par la suite.
En e et, la resolution desproblemesde prediction lineaire que nous traiterons est essetiellement
fondee sur la connaissancede celle-ci. Pour parler d'un processusaleatoire, nous ne nous inte-
resseronsainsi generalemert qu'a sa moyenne et a sa fonction de covariance, sans preciser les
repartitions nies du processussusceptiblesde faire intervenir des momerts d'ordres superieurs.
Cette sectionrappelle les notions elemertaires sur les fonc't_ions de covariances.

Une variable aleatoire X estdu secondordre siE[X 2] = X (! )?dP(! ) estde nie. L'espacedes
variables aleatoiresdu secondordre est note usuellemen L?( ;A;P), puisqu'il s'agit desvariables
aleatoiresde carre integrablesur  pour la mesureP (a une equivalencepres). Muni du produit
scalaire(X;Y) = E[X Y], L?( ;A;P) estun espacede Hilbert. CommeL?( ;A;P) L( ;A;P),
E[X?] < 1 implique E[jXj]< 1 et E[X] estdonc bien de ni.

Par la suite, les processusconsideres serort toujours du secondordre, c'est-a-dire 8x 2 X,
F(x) 2 L?( ;A;P). De plus, nous dirons souvert qu'un processusest du secondordre sans
preciser I'espace L?( ;A;P). Notons m(x) = E[F(x)], la moyenne du processusaleatoire, et
k(x;y) = Cov(F(x);F(y)) = E[(F(x) m()(F(y) m(y)] = E[F(X)F(y)] m(x)m(y), la
fonction appeleeautocovariance, ou plus simplemen covariance du processusaleatoire F (x). Pour
un processusdu secondordre, la moyenne existe, de méme que la covariance (d'apres!'in egalite
de Schwarz). La covariance est symetrique : k(x;y) = k(y;x). On de nit egalemen la fonction
de correlation par
(iy) = poi)___,
k(x;x)k(y;y)

Elle esttelle quej (x;y)j 1.

Lorsque la fonction de covariance est invariante par translation (ce qui est le cas lorsque le
processusest stationnaire, voir la section 2.4.1) c'est-a-dire lorsque k(x + ;y + ) = k(X;y),
8 , nous utiliserons souvert la notation k(h), avech = x y. Quand la covariance est de plus
invariante par rotation (ce qui est le caslorsque le processusest isotrope), nous noterons aussi
k(khk) ou k(h) avech = kx yk.

Quelques proprietes fondamertales des covariances sort rappelees ci-dessous(le chapitre 5
reviendra sur les fonctions de covariancesdu point de vue du choix de modele).

De nition 7. Une fonction r(x;y) estde type positif (non-negatif), si
8N 2 N;8xyq;::5;Xxn 2 X;8 1511, n 2R i jr(xi;xj) 0:
ij =1
Une fonction de covariance est donc de type positif puisque

X X X X
Var[  iF(xi)]=E[( iF(xi) im(x;))?] = i jk(xi;x;) O:
i=1 i=1 i=1 i =1
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Toute matrice de covariance K d'elemerts ki; = k(xi;x;) estdonc symetriqgue non-negative. Les
fonctions de type positif peuvent etre caracteriseespar le theoreme de Bochner (rappele dans la
section2.4.2). En pratique, lescovariancessort choisiesdansdesfamilles de fonctions parametrees
admissibles(voir le chapitre 5).

Prop osition 3. Soient m une fonction de R® dans R et k une fonction de R RY dans R,
symetrique et positive. Alors il existe un processusF (x) admettant m(x) comme moyenne et
k(x;y) comme covariance.

Demonstration. Par construction d'un processusggaussienF (x) (voir la section 2.2.2) gracea une
application immediate du theoreme de Kolmogorov (Chonavel, 2002. (La loi de probabilit e Pg
de F (x) de nie sur I'espace(R*; C(RX)) est unique.) O

Repetonsquela donneed'une moyenneet d'une fonction de covariancene de nit pasde maniere
unique un processusaleatoire. Voir un exempledansla section2.1.3

espacede probabilite et un méme espacede parametres, on consicere les moyennesm (x) =
E[F (x)], ainsi que les covariances et inter-covariances de nies par k. (x;y) = E[(F (x)
m )F (y) m ) ; 2fL:::ag.

Pour lesfonctions d'inter-covariance,remarquonsquek . (x;y) = k . (y;x). En revanche,on
agereralement k. (x;y) 6 k. (y;x).

Exemple 1. Soitk(h), h 2 RY, une covariance admissible(voir la section2.4.2 et le chapitre 5);
le modele dit proportionnel est donne par

ki:1(h) = ka.2(h) = k(h) = k( h); h2RY;

(2.3)
ki2(h) = kaza(h) = k(h);
ou le scalaire doit @tre choisi dans[ 1;1] pour satisfaire I'in egalite de Schwarz
- . q NN
jk; (M) k; (O)k ; (0): (2.4)

Exemple 2. Soiert lesprocessus-1(x), F2(x) et F3(x) de nis sur X = R par
Fa(x) = Fu(x )+ Fs(X);

ou F1(x) et Fz(x) ne sort pas correleset ou Cov[F1(x); F1(y)] = ki.1(jx yj). Ces processus
sont caracterisespar desinter-covariancesnon symetriques en raison du retard . Dans ce cas, les
inter-covariancesertre F1(x) et Fo(x) sort telles que ki-2(X;y) = ki:1(jXx  y+ j) 6 kia(y; x) =
kia(x y ).

Il nous arrivera par la suite de consicerer I'indice  comme un parametre supplemenaire du
processusaleatoire (d'apres une remarque faite dans la section precederte), et nous utiliserons
dans ce casla notation k([ ; x];[ ;y]). C'est un moyen commode pour seramener formellemert
a une seulefonction de covariance.
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2.1.3 Exemples de pro cessus aleatoires

Pro cessus aleatoire deni a partir de la donn ee d'une sequence aleatoire. Une maniere
explicite de de nir une probabilit e sur I'espacedestra jectoires est de se donner la collection des
variablesaleatoiresde nissant le processusEn transmissionsnumeriques,on considerepar exemple
desprocessusndicespar le tempst 2 R, sousla forme

X
F()= Ax pr(t KkT)

k2
ou les Ag sort des variables aleatoires independartes qui constituent des symboles transmis et
(o;7[(t) designela fonction indicatrice de l'intervalle [0; T[, valant un sit 2 [0; T[, et zero ailleurs.
LesvariablesAg sort avaleursdansun alphabet ni fay;:::;amg, avecdesprobabilitesps;:::;pm
pour I'apparition dessymboles.La loi du processusestenti eremen caracteriseepar lesrepartitions
nies, en particulier par les probabilitesdesevenements B = fF(t1) by;:::;F(ty) bhg, tels
queP(B) = E[ g], ou g estla variable aleatoire indicatrice de I'evenemen B. La loi du n-uplet

d'un processugyclostationnaire). Dans le cadrede ce memoire, unetelle construction de processus
aleatoire ne serajamais utilis ee.

De nition a partir de la donn ee de moments. Nous de nirons plut®dt un processusalea-
toire a partir de saloi et en general, nous nous contenterons de speci er les momenrts d'ordre
un et deux. Le type de processusqui sera sansdoute le plus interessan pour la modelisation
bo'te noire est le processusgaussien,dont la loi est uniquemert determinee par la donnee des
momerts d'ordre un et deux (la de nition preciseest rappelee dans la section 2.2). De maniere
informelle, un processusgaussienest caracterise par une moyenne et une fonction de correlation
qui indigue commert la valeur du processusen un point in uence lesvaleursen despoints voisins.
Typiquemert, cette fonction de correlation depend de la distance ertre les points de I'espacedes
facteurs et decradt lorsque cette distance augmerte. Un processusdu secondordre de moyenne
nulle, speci e uniquemert par la correlation entre les points, permet de construire de facon simple
et relativemen e cace des modelesde type bate noire. La prediction d'un processusaleatoire
gaussienest abordeedans la section 2.5.1 et s'averetressimple a mettre en uvre. La gure 2.1
represerte destrajectoires possiblesd'un processusgaussienpour deux fonctions de covariance.
La diversite destra jectoires ainsi obtenuesjusti e l'interet de la modelisation de systemespar des
processusaleatoires gaussiens.

Nous presernons maintenant plus speci quement I'exempledes bandestournantes (Matheron,
1973; Stein, 1999, introduit ici pour illustrer les dicult eslieesau fait de ne specier que les
momerts d'ordre un et deux d'un processusaleatoire. G. Matheron proposela procedure suivante
pour simuler un processusaleatoire sur RY. Soit F¢(! ; x) un processusaleatoire du secondordre de-
ni sur( ;A;P), parametrepar x 2 R, de moyennenulle et admettant une covariance stationnaire
ks(x y). Soit de plus un vecteur aleatoireU (! ) 2 RY, de ni egalemen sur( ;A;P), denorme1
pour tout ! , avec une loi admettant une densite uniforme sur la sphereunite; (U) et (Fs(R))
sont supposeesindependartes. Considerons alors la fonction aleatoire Fg(x) = Fs((X;U)ge ),
x 2 RY, ou (:;:)re designele produit scalairedansRY. La moyennede Fq4(x) est nulle puisque

E[Fa(x)] = E[E[Fs((x;U)ra) j U] = 0;
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Fig. 2.1{ Trajectoires de processusgaussiensstationnaires de moyenne nulle simuleessur [0; 1].
Le comportement de la covariance a I'origine in uence la regularite destra jectoires (voir la sec-
tion 2.4.4). A gaude, lestrajectoires sort simuleesen prenant une covariance cortin ue mais non
derivable a l'origine. A droite, la covariance utilis eeest deux fois contin 0ment derivable a l'origine.

ou E[X j Y] designel'esperanceconditionnelle de X sadant Y (quelquesrappels sort preseries
dansla section2.5.1). La covariance de Fq4(Xx) s'ecrit

ka(x;y) = CoM[Fg(x):Fa(y)] = E E Fs (x;U)rs Fs (y;U)ms jU
(X yiU)ro)]

k((x y;u)re)dPgs (0;1)(U)
@ (0;1)

ou Pggs (0:1) estla probabilit e concerir eesur la sphere unite, invariante par rotation.
Pour desraisonsde symetries, kg ne depend quede h = kx  yk. (Matheron, 1973 donnela
forme analytique de la covariance kq en fonction de la covariance ks? :

z
2(3d !
15—2) ks(vh)(L v3)z(@ 3gy:

2(3(d 1) o

La covariance est donc isotrope mais lesrealisationsdu processuse re etent pascette caracteris-
tique puisqu'a! x e, la trajectoire Fq4(! ;x) estconstarte le long deshyperplanstels que (X ; U)ga

soit constart. Cet exempleillustre donc le fait que les momerts d'ordre deux d'un processusalea-
toire sort loin de determiner toutes sescaracteristiques. En pratique, il est necessairale faire des
hypothesessupplemertaires sur le processusaleatoire. Dans de nombreux cas, il est pertinent de
modeliser la sortie d'un systeme par un processusaleatoire gaussien,dont la loi est caracterisee
uniguemert par les momerts d'ordre deux. Dans ce cas, les tra jectoires possdert desproprietes
speci ques (voir la section 2.4.4) et les proceduresde prediction lineaire que nous preserterons
dans la section 2.5.1 sort optimales. Si I'nypothesegaussiennen'est pas adaptee, il est possible
dans certains cas de trouver des transformations permettant de s'y ramener (voir par exemple
Chileset Del ner (1999). Nous ne presetterons pas de telles methodes dans ce memoire.

ka(h) =

2Cette formule estimp ortante d'un point de vue th eorique car toute covariance isotrop e en dimension d s'exprime
en fonction d'une covariance admissible en dimension un sous cette forme.
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Un pro cessus fondamen tal : le mouv ement brownien. Le mouvemert brownien W (t),

t 2 R* (aussi appele processusde Wiener) est un processusextr&memer important en proba-

bilit es. Sestra jectoires sort contin ues, sesaccroissemen sort independarts et c'est un processus
markovien. Il est par exempled'utilisation constarte dans la theorie desequationsdi erenrtielles

stochastiques. Rappelonssa de nition.

De nition 8. Un processusaleatoire W (t), t 2 R* est un mouvemert brownien si :
1. W(t) estun processuggaussien
2. E[W(t)] = 0, E[W ()W (S)] = min(t; s)
3. Pour presquetout !, lestrajectoirest 7! W (! ;t) sort cortinues

Notons que les points 1 et 2 dans la de nition precederte caracterisert completemert les
repartitions nies du mouvemert brownien. L'a jout de la condition 3 permet de speci er la nature
destra jectoires.

W (t) est a accroissemeh orthogonaux puisque,pourt s 0,h> 0,

Cov[W(s);W(t+ h) W(t)] =
E[W(S)(W(t+ h) W(t)] = EW(S)W(t+ h)] EW(S)W()]=s s=0

Une telle propriete serapar exempleutilis ee au chapitre 4.

Bruit blanc. Nousterminons cette section sur la notion de bruit blanc a temps ou parametres
continus. Il est bien connu que la de nition d'un bruit blanc a temps cortinu est delicate. Le cas
du bruit blanc a temps discret ne pose pas de probleme puisqu'il s'agit d'une suite de variables
aleatoires independartes, de m&me moyenne et de m&me variance. Le bruit blanc, stationnaire,
admet alors une mesurespectrale absolumen cortinue par rapport a la mesurede Lebesguesur
| ; ], avecune densite spectrale constarte. Dans le casdu temps cortinu, sil'on considere une
densite spectrale constarte sur] 1 ;1 [, il n'existe pas de processusaleatoire du secondordre
admettant cette densite. La de nition rigoureused'un bruit blanc necessitedes outils theoriques
supplemenaires pour &tre correctemen etablie. Dans les paragraphessuivants, nous presenons
brievemert une de nition possiblede bruit blanc de ni sur X = R¢Y.

Consideronsune mesure - nie sur B(RY). Soit une fonction aleatoire W (! ;B) parametree
par lesensenblesB de mesure nie de B(RY), avaleursdansR, admettant la propriete d'additivit e
suivante : quelsque soiert B; et B, disjoints, W(B1[ B2) = W(B1) + W(B>) avecprobabilite 1.
Supposonsde plus E[W (B)] = 0, 8B 2 B(RY), et

COV[W(Bl),W(Bz)] = (Bl\ Bz); 8B1;B> 2 B(Rd)

Une telle fonction d'ensenblesW s'appelle une mesure aleatoire. Nous enrappelleronsla de nition

precisedansla section 2.4.2. Les expressionsintegralesdu type
z

U= " (x)dW (x); (2.5)
X

ou ' (x) est une fonction de L?(RY;B(RY); ), sort des integrales stochastiques (Doob, 1953 ;
Rozanov, 1967) dont le sensprecisserarevu dansla section 2.4.2 Lesvariables aleatoiresU ainsi
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de nies forment un espacecomplet, lorsque ' parcourt L2(RY;B(RY); ). Ff_){mellemert, nous
pouvons consicerer la deriveeN (x) = (dW=d )x et ecrire (2.5) sousla forme ' (X)N (x)d (x).
De meémenous pouvonsecrire I'expressionCov[N (x); U] ala placede d Cov[W (B); U]=d . L'objet
N (x) ainsi construit s'appelle bruit blanc

A moins que le point >hn'ait une mesurepositive, N (x) n'a pasde signi cation propre. Seules
les expressionsintegrales 'N d ,' 2 L?(RY;B(RY); ), et les covariancesCov[N (x); U], x 2 R
ont un senscorrectemen de ni commeci-dessus.Nous n'entrerons pas davantage dans les details
de la theorie desdistributions aleatoires. Pour resumer,le bruit blanc a parametres cortin us est
un processusaleatoire qui ne peut pasetre evalue en un point x. Pour cette raison, nous eviterons
I'emploi de tels bruits blancs dans les modeles aleatoires que nous considererons. Toutefois, la
notion de bruit blanc joue un rdle important dansla modelisation de perturbations, en particulier
lorsque I'on commet des erreurs sur les obsenations de la sortie du systeme. Nous distinguerons
principalement deux cas.

pendartes. Il n'y a pasderaisonsen e et de modeliserdeserreurs d'obsenations, necessairemen
ennombre ni, par un processusaleatoire a parametres contin us.

S'il existe desraisonsspeci ques de modeliserle systemea l'aide d'un processusaleatoire com-
portant une composarte de type bruit blanc, nous adopteronsle point de vue desgeostatisticiens
qui utilisent dans ce casla notion d'®e et de pepites . Un processusaleatoire comportant une
composarte dite de ®pepites est un processuspresenant des variations a tres petite edelle.
Cesvariations a tres petite edelle se caracterisert donc par une fonction de correlation (x;y)
qui decrdt rapidemert desque kx yk augmerte au voisinagede zero. Cela signi e qu'a l'echelle
du domaine d'etude, la structure de correlation est caracteriseepar un saut a l'origine mais il ne
s'agit pas d'une discortin uite theorique. D'un point de vue numerique uniqguement un ®e et de
pepite  setraduit par une discortin uite de la fonction de covariance a l'origine.

2.2 Pro cessus gaussiens

2.2.1 R%le des pro cessus gaussiens

De multiples raisons expliquernt le role certral des processusgaussiensdans les modelesque
nous considerons. Tout d'abord, I'utilisation de variables aleatoiresgaussiennegpeut souvert étre
justi eepar le principe du maximum d'entropie. En e et, lorsque nous modelisonsla sortie d'un
systeme par un processusaleatoire, les connaissances priori dont nous disposonsne permettent
pasen general de determiner la loi du processusTout au plus, pouvons-nousestimer sesmomerts
d'ordre un et deux. Parmi tous les processusaleatoires de moyenne et de covariance donnees,le
principe du maximum d'entropie suggere alors de choisir ceux comportant le moins d'information
supplemenaire (au sensde la theorie de l'information ). L'information estmesureepar I'entropie et
il s'agit donc de choisir un processusaleatoire tel que sonentropie soit la plus grande possible.Or,
parmi toutes leslois de moyenneet de covariance donnees,la loi normale est celle qui a I'entropie
maximale. Le principe du maximum d'entropie peut &tre vu comme un princip e de simplicit e.

D'autre part, les processusgaussienspossedert des proprietes theoriquesspeci ques aujour-
d'hui tresbien comprises(il existe desetudesdetailleescommepar exemplelbragimov et Rozanos
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(1978 ; Adler (1990). En n, la forme tressimple desrepartitions nies d'un processusgaussien,
entieremen caracteriseespar desmomerts d'ordre un et deux seulemen, permet d'obtenir facile-
ment dessolutions analytiques exactespour nombre de problemesth eoriqueset appliques,comme
par exemple celui de la prediction. Ainsi, les operations de conditionnemernt et de marginalisa-
tion sur desvariables aleatoires gaussiennegedonnert des variables aleatoires gaussienne<t il

sut souwert d'e ectuer desoperations simplesd'algebre matricielle pour trouver les parametres
correspondarnts.

2.2.2 Denitions

Rappelons,sansdemonstrations, les notions bien connuessur les processugjaussiengjui serort
necessaireglans cette presenation. Une variable aleatoire X reelle est gaussiennesi sa fonction
caracteristique 7

x(u)= e dPyx (x);
R

estde la forme

x (U) = exp {um % 2y

On montre quem = E[X] et 2= Var[X]. La loi de X admet alors la densite

2

1 1(x m)?
p(x) = pﬁ &xp ST

De nition 9. Un vecteur aleatoire (X 1;:::;X,)T est gaussiensi toute combinaison lineaire de
sescomposartes X 1;:::; X, estune variable aleatoire gaussienne(avec la corverntion X = 0 est
une variable aleatoire gaussienne).

Si (X1;:::;X,)T estun vecteur aleatoire du secondordre, rappelonsque K = (Kij )i =10 s
ou kij = Cov(X;;X;j), i;j = 1:::n, estla matrice de covariance de ce vecteur aleatoire.

Prop osition 4. Un vecteur aleatoire du second ordre X , de moyennem et de matrice de cova-

riance K est gaussiensi et seulementsi sa fonction caracteristique
z

x ()= exp{(u;x))dPx (x);
Rn
ou (u;x) designele produit salaire canonique de R", s'ecrit
1
x (u)=exp {(uim) S(Kuju) : (2.6)

Demonstration. Voir par exemple (Ibragimov et Rozanos, 1978). O

La moyenneesttelle que8u 2 R",
Y4

(u;m) = (u;x)dPx (x):
Rn

La matrice de covariance est telle que, 8u;v 2 R",
Y4

(Ku;v) = Rn[(U;X) (usm)I[(v;x)  (vim)ldPx (x):
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Remarque. On dit qu'une probabilit e sur R" est gaussiennesi elle est la loi d'un vecteur alea-
toire gaussien.

Prop osition 5. Une prokabilite gaussiennesur R" admet une densite sur R"

1
2 )2 det(K )1=2 ©

p(x) = o S(K Mx myx m)

si et seulementsi K est non-degeneree.
Demonstration. Voir (Ibragimov et Rozanos, 1978). O

Si X estun vecteur aleatoire gaussienet K n'est pasinversible, il existeu 6 02 R", tel que
K u = 0.Lavariable aleatoireY = (u; X ), demoyenne(u; m) et devariance(K u;u) = 0, esttelle
que PfY = (u;m)g = 1. Donc X est presquesirement dans I'hyperplanane (x;u) = (u;m)
orthogonal a u. Autrement dit, la probabilit e gaussiennePy estporteeparleplanP = m + K R",
de dimensionp n, p etant le rang de K . On a donc Px (R"nP) = 0.
Si X1 et X, sort deux variables aleatoiresindependartes de fonctions caracteristiques x, et
x ,, la fonction caracteristique dela sommeestdonneepar x,+x, = x,; x,. loutecombinaison
lineaire de variables aleatoiresgaussiennesndependartes est donc gaussienneDe m&me,la limite
d'une suite devariablesaleatoiresgaussiennegX ,, )n2 n corvergerte enloi estune variable aleatoire
gaussiennePour s'en assurer,on peut utiliser le theoremegeneral de Levy suivant.

Th eoreme 3. Soit une suite (X, )n2n de variables aleatoires a valeurs dans RY.

1. Sila suite (X,) converge en loi vers X, alors x, converge simplementvers x .

2. Siles x, convergent simplementvers une fonction complexe sur RY, et si cette fonction
est continue en 0, alors c'est la fonction caracteristiqgue d'une variable aleatoire X et (X )
converge en loi vers X .

Demonstration. Voir (Billingsley, 1995, section 26. O

Denition 10. Un processusaleatoire est gaussiensi toutes sesrepartitions nies sort gaus-
siennes.Chacune des repartitions nies Py, .-y, du processusaleatoire est caracterisee par sa

covariance K = (K(Xi; Xj))ij =1::n, OU K(X;Y), X;y 2 X, estla covariance de F (x).

Par conequen, la loi d'un processusaleatoire gaussienest de nie de maniere unique par la
donnee de samoyennem(x) et de sacovariancek(x;y).

2.3 Variables aleatoires a valeurs dans un espace hilb ertien

Dans les sectionsprecedertes, nous avonsrappele lesde nitions desvariables, vecteurset pro-
cessusleatoires.Nous souhaitonsmaintenant generalisercesnotions et preserter cellede variables
aleatoires a valeurs dans des esgces hilbertiens, telle que de nie par exempledans (lbragimov et
Rozanov, 1978. La notion de variable aleatoire a valeurs dans un espacede fonctions permet de
construire un processusaleatoire d'une autre maniere que celle consideree ci-dessus.Dans les pa-
ragraphesprecederts, un processusaleatoire avait ete construit commeune collection de variables
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aleatoires a valeurs reelles,en mettant l'accernt sur les repartitions nies. Ici, nous considerons
directement une application de  dans un espacede fonctions F. Le casou F est un espacede
fonctions hilb ertien preserte un aspecttheoriqueinteressan L'interét de ceformalisme apparatra
plus preciemert au chapitre 3, lorsque nous verrons les espaceshilb ertiens de fonctions a noyau
reproduisart.

La notion de variables aleatoires a valeurs dans un espacehilbertien s'apparerte a celle de
vecteur aleatoire gaussien rappelons qu'un vecteur aleatoire X est gaussiensi et seulemen si
X (u) = (X ;u) estune variable aleatoire gaussienne,pour tout u 2 R". Soit F un espacede
Hilbert et F (! ) une fonction de nie sur un espaceprobabilise ( ;A;P) avaleursdansF.

Denition 11. F: ! F estunevariable aleatoire a valeursdansF,si8u2 F, F(u) = (F;u)g
est une fonction mesurablesur ( ;A;P).

F denit ainsi un processusaleatoire F (u), u 2 F, a valeursreelles.Par de nition, F estune
variable aleatoire gaussiennesi la variable aleatoire F (u) est gaussiennepour tout u. Si F est
separable,on dit que F est a valeurs separables.

Prop osition 6. Lesdeuxarmations qui suivent sont equivalentes:
{ la variable aleatoire F est gaussienne,
{ le processusaleatoire F (u) est gaussien.

Demonstration. SupposonsF gaussienneAlors pour tous 1;:::; n 2 R" etug;:::;;un 2 F, la
combinaison lineaire

X
iF(u)=( iui;F)e

i=1 i=1
est gaussienneDonc le vecteur aleatoire (F (u1);:::; F(un)) est gaussience qui montre que F (u)
est un processusgaussien.La reciproque est eviderte. O

Denition 12. Soit F un espacehilbertien. Un ensenble U F estdit cylindrique s'il estde la
forme

ou l'on choisitn  1,u;;:::;uy 2 F, et un ensenble borelienB  R". Lesensenblescylindriques
gererent sur F une -algebre, que l'on note C(F).

Remarquonsque si C(F ) designela -algebrecylindrique sur F, alors C(F) B(F), ou B(F)
designela -algebre boreliennede F pour la topologie de la norme de I'espacehilbertien F (en
e et, on peut montrer que tout ensenble cylindrique est ouvert).

Prop osition 7. Soit F une variable aleatoire dansl'espace hilbertien F . Avec le choix d'ensembles
mesurblesC(F) de F, I'application F de ( ;A;P) dans(F;C(F)) est mesurable.

Demonstration. Ce resultat a deja ete rencorir e dansla section 2.1.1 O

Denition 13. SiF estune variable aleatoire sur ( ; A; P) avaleursdans|'espacehilbertien F,
la probabilit e sur (F; C(F)) de nie par

Pe(U) = PfF '(U)g; U2 CF);

estlaloi deF.
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Lesnotions de moyenneet de covariance s'etendert egalemer aux variables aleatoiresdansun

espacehilbertien. Une mesure sur (F; C(F)) estdite d'ordre p au sensfaible si
Y4

j(uf)ejPd (f) <1
F

pour tout u 2 F. Une variable aleatoire F estd'ordre p (au sensfaible) si saloi possdela propriete
correspondarte.

Prop osition 8. Soit ( ;A;P) un esm@ace de prokabilites, F un esm@ce hilbertien, et F : ! F
une variable aleatoire d'ordre un au sensfaible. Alors il existe un element E[F] 2 F tel que
z z
(F(*);uwedP(t) = (f;u)edPe(f) = (E[F];u)r (2.7)
F

pour tout u 2 F.
Demonstration. Voir (Ibragimov et Rozanos, 1978). O

L'element E[F] de ni dansla proposition 8 est appele moyennede F (il s'agit d'une integrale
dite de Pettis). Remarquonsque (2.7) peut &tre reecrite

E[(F;u)e]= (E[F];u)r :
La moyennede F (u) est notee
m(u) = E[F ()] = (E[FLu)r; u2F:
L'application m(u) estlineaire et cortinue sur F (lbragimov et Rozanors, 1978).

Prop osition 9. Soit F un esm@ce hilbertien de fonctions et  une mesure du second ordre au sens

faible de nie sur C(F). La forme bilineaire de nie sur F F par
z z Y4

A (uv) = F(f;U)(f;V)d (f) F(f;U)d (f) F(f;V)d (f)

pour tous u; v 2 F, estcontinue pour la topologie de la norme de F . L'operateur lineaire K de ni
par
(Ku;v)e = A (u;v) (2.8)

est auto-adjoint, positif et continu sur F.

Demonstration. Voir (Ibragimov et Rozanos, 1978). O

Denition 14. K de ni par (2.8) est appele operateur de covariance. L'op erateur de covariance
d'une variable aleatoire F du secondordre, caracteriseepar saloi Pg, estdonc de ni par

(Ku;v) E[(u; F)(viF)]  E[(u; F)IE[(v;F)]
E[((u;F) (E[FLu((v:iF) (E[F];V))]:

Soit F du secondordre, K son operateur de covariance et k(u;v) la fonction de covariance de
F (u). Alors

(Ku;v) = k(u;v):



36 Pr ediction lin eaire des pro cessus aleatoires stationnaires a moyenne nulle

Le resultat suivant recapitule les relations vues ci-dessusertre I'ordre d'une variable aleatoire
F et l'ordre du processusaleatoire F (u) qu'elle de nit.

Prop osition 10. Soit F une variable aleatoire a valeurs dans F et F(u) le processusaleatoire
deni par F.

1. Si F estdu premier ordre, alors F (u) estdu premier ordre.

2. Si F estdu second ordre, alors F (u) est du second ordre.

Demonstration. Si F estdu premier ordre, chaque F (u) estintegrablecar
EfF(wjl= E[(F;uwjl< 1 :
De méme,si F estdu secondordre, F (u) estdu secondordre pour tout u car
E[F (u)’] = E[(F;u)®]< 1
|

Les proprietesreciproquesde la proposition precedene sort fausses: l'ordre d'un processus
aleatoire F (u) ne determine pas l'ordre de la variable aleatoire F correspondante. (Lukic et Be-
der, 2001) en donne un exemple tres instructif dans un contexte d'espaceshilbertiens a noyau
reproduisant. Nous reproduisons ci-dessousune partie de cet exemple.

Exemple. Considerons|'espac = “?(a) des suites de carre sommable avec poids a, = n?,
muni du produit scalaire (u;v) = ,11:1 nunVy. Soit la fonction F : N! F, de nie par

F(n)=e; 8n2N;

oue, = (0;:::;%:0:::7), n= 1;,2;:::, forme une baseorthonormeede F . En choisissarn |'espace
mesure (N; P(N); P) avec X
P(N)=pn; pn>0 pn = 1;
n

F est une variable aleatoire a valeurs dans F. Clairement, F(e,) = (F;en)r, n 2 N, estun
processusaleatoire a trajectoires dans F, du secondordre, avec E[F (e,)] = E[F(e,)?] = pn et
E[F (en)F(em)] = 0, sin %m (remarquer que F (i; e,) vaut 1 si et seulemen sii = n). Pour tout
u2F,Fu)=(F;ur = nF(e))u, et

E[F (u)?] = E[(F;u)Z] = X E[F (en)?In%u?  kuk®< 1 ;
n
ce qui montre que F (u) estdu secondordre pour tout u2 F.

La loi de probabilit e P de F estune probabilit e sur (*2(a); C), ou Cestla -algebrecylindrique
de “2(a). P est porteepar I'ensenble fe g et telle que Pr (e,) = P(n) = p,. En choisissarn par
exemplep, = C=n?, ou C estun coe cien t de normalisation, m = E[F] = (C=n%)n n'est pas
un elemert de I'espacehilbertien F = “2(a). Par consequert F n'est pas une variable aleatoire du
premier ordre, corntrairement a F (u).
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2.4 Propri etes d'un pro cessus aleatoire

Rappelons quelquesnotions fondamertales utilis eesdans le cadre de la prediction lineaire.

2.4.1 Stationnarit e

Denition 15. Un processusaleatoire F(x), x 2 RY, est stationnaire (au sensstrict) si ses
repartitions nies sort invariantes par translation.

La stationnarit e d'un processusaleatoire implique que sesmomerts, s'ils existert, sort inva-
riants par translation.

De nition 16. Un processusaleatoire du secondordre est stationnaire au second ordre si ses
momerts d'ordre deux sort invariants par translation. Danscecasm(x) = m etk(x;y) = k(x y),
avecl'abus de notation usuel. On parle alors de covariance stationnaire.

Dans le casdesprocessugjaussiens/a stationnarit e au secondordre implique la stationnarit e
au sensstrict. Dans la litt erature, on trouve aussile terme de champ aleatoire homagene pour
designerun processusaleatoire stationnaire sur RY.

Remarques sur la forme des covariances stationnaires. Une covariance stationnaire est
telle que jk(h)j  k(0) 8h 2 RY, d'apres!inegalite de Schwarz. La covariance a l'origine k(0)
est la variance du processus.Les proprietes d'un processusaleatoire gaussienstationnaire sort
determineespar la forme dela correlation. Ceciexplique que dansle casde processusstationnaires,
certains ouvragesne font pas la distinction erntre fonction de correlation et de covariance.

Nous supposonsdans la suite de ce chapitre que les processussort stationnaires, et ceci pour
deux raisons. La premiere est que I'in variance des proprietesdu modele aleatoire par translation
dans I'espacedesfacteurs est importante dans|'etape de l'estimation du modele (choix de la co-
variance, voir le chapitre 5). En e et, lesobsenations de la sortie du systemecorrespondert a une
seulerealisation du processusaleatoire. Or I'inf erencestatistique des parametres du modele ne-
cessiteen princip e une repetition desrealisations.On espere donc pouvoir remplacer la repetition
desrealisations par une repetition dansl'espace desfacteurs. La seconderaison fondamertale qui
justie I'hypothesede stationnarit e est que les processusstationnaires admettent une representa-
tion spectrale (voir la section 2.4.2). Au chapitre 4, le casde processusaleatoiresa moyennenon
stationnaires seratrait e en seramenart a desprocessusstationnaires.

Quand plusieurs processusaleatoiressort consideressimultanemert, on peut donner la de ni-
tion suivante.

Denition 17. Les processusaleatoires F (x), = 1;:::;9, x 2 RY sort stationnairement
correles si leur moyenneest constarte, c'est-a-dire, E[F (x)]= m , = 1;:::;q, etsilesfonctions
de covariance et d'inter-covariancessort invariantes par translation :

k. (x+h;y+h)=k. (x;y); 8h:



38 Pr ediction lin eaire des pro cessus aleatoires stationnaires a moyenne nulle

2.4.2 Elements de repr esentation spectrale des pro cessus stationnaires

Cette sectionrappelle les quelquesnotions de represenation spectrale qui serort utilis eesdans
la section 2.4.3 et au chapitre 5.

Th eoreme 4 (Bo chner). Une fonction reele k(h), h 2 RY est de type positif si et seulementsi
elle peut etre represenee sousla forme
z
k(hy=  @Md (u);
Rd

ou (u) estune mesur positive bornee sur RY.
Demonstration. Voir par exemple (Gikhman et Skorohod, 1974). O

Soit F(x), x 2 RY, un processusaleatoire stationnaire de moyennenulle et de covariancek(h).
La mesure correspondant a une covariance est appelee mesure spectrale de F(x). Lorsque la
mesure spectrale admet une densite, on parle de densite spectrale. Les proprietes de la densite
spectrale sort utiles pour caracteriser un processusaleatoire du secondordre. Par exemple, on
peut relier la densite spectrale a la regularite du processus(voir la section 2.4.4) ou etablir la
forme des covariancesisotropesen dimensiond (voir le chapitre 5).

En vue d'obtenir une represenation spectrale d'un processusaleatoire du secondordre sta-
tionnaire, il est classiquede de nir la notion de processusa accroissemeh orthogonaux, puis la
notion d'integrale stochastique. Nous nous limiterons a quelquesrappels de de nitions. Pour plus
de details, voir (Rozanov, 1967 ; Brockwell et Davis, 1987 ou destrait esd'analyse fonctionnelle
comme (Rieszet Nagy-Sz, 1965, qui traite desrepreserations spectralesde maniere generale.

Denition 18 (Mesure aleatoire). Une fonction de nie sur la tribu borelienne B(RY), a
valeursdansL?( ;A;P), estune mesur aleatoire si elle possdela propriete d'additivit e denom-
brable :

X
8(Bj)jan 2 B(RY) tel queBj \ Bk =; pourj 6 k; ([j2nBj)=  ( Bj);
i2N
et la propriete d'orthogonalit e :
8B1;B, 2 B(RY) tel queB1\ B, =; E[( B1)( By)]= 0:

A une mesurealeatoire, on assaie une mesurepositive de nie par
(B) = k( B)k?:

Pour construire desintegralethochastiques,on considere d'abord le casdesfonctions etagees
a support compact de la forme 2 g B;, avec (Bj)j2; une partition nie d'un compact,
auxquelleson assaie les grandeurs ; g ( Bj). Par un critere de densite, on de nit ensuite
I'in tegrale stochastique d'une fonction f 2 L?(RY;B(RY); ) notee
Z

f(u)d(u);
Rd
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et telle que 7 , Z

fwd(u) = jf(wjd (u):
Rd Rd

(Une fonction f sur RY est donc integrable par rapport a une mesurealeatoire  si et seulemen
sif 2 L2(RY;B(RY); ).)

Th eoreme 5 (Repr esentation spectrale). Soit F(x), x 2 RY, un processusaleatoire du second
ordre de moyennenulle, stationnaire et a covariance continue. (F (x) estdonc continu en moyenne
guadmtique, voir la section 2.4.4) Il existe une mesure aleatoire ¢ unique (a une equivalene
pres) telle que 7

Fix)=  eXd £(u):
Rd

Demonstration. Voir (Rozanov, 1967). O

Remarque. Le theoremede Stone (Riesz et Nagy-Sz, 1965; Yosida 1980 est un outil fonda-
mental pour etablir le theoremede represenation spectrale dansle casde processusa parametres
cortinus. Son utilisation supposela cortinuite de la covariance.

243 L'espace H

Nous nousinteressonsnaintenant a l'espacegenere par un processus- (x), x 2 RY, du second
ordre et de moyenne nulle. NotonsP~ I'espace vectoriel des mesuresa support ni sur RY. Les
elemerts de ~ sort delaforme = [, | 4, avec ; 2R, 8i, et 4, la mesuretelle que y, (B)
vaut un six; 2 B, et zerosinon. ConsideronsaussiH le sous-espaceectorieldeL?( ;A;P) gerere
par les combinaisonslineairesde variables aleatoiresF (x), x 2 RY.

Le processusaleatoire F (x), vu plus haut commeune fonction RY | H, est etendu en consi-
derart l'application lineaire

F: - I H
n P, (2.9)
= =1 i X 7! F( )= i=1 iF(Xi)Z
Leselemerts de H sort doncdeselemerts F( ), 2 7 RemarquonsqueF ( ) peut &tre vu comme
une integrale stochastique.
La covariancede F (x) estetendueau processus=( ), 2 ~:

k: — ~ 1 R P
G T okGo) =L k)

L'operateur k(; ) estbilineaire, symetrique et positif sur = 7T On peut encoreconsiderer la
covariance commeun operateur sur B H enposart k(F( );F( )) = k(; ). Sil'on requiert de
plus que la covariance k(x;y) soit de nie positive, alors kF( )k = O implique =0etF( )= 0.

Dans ce cas, 'operateur de covariance de nit un produit scalairesur H.

Moyennart cette condition, H est prehilbertien. Soit H un complete de H pour le produit
scalaire de ni par k. H est un espacehilbertien appele espacegerere par F(x), x 2 RY. De
meéme, 'espace 7 muni du produit scalairek(; ), estprehilbertien. Soit un complete de ~
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L'application lineaire F seprolongesur par cortinuite. LesespacedH et ainsi construits sont
isometriques.

Dans les paragraphessuivants, nous regardonsles proprietesde H lorsque I'on supposeF (x)
stationnaire. Au processusaleatoire F (x) correspond alors une mesurespectrale ¢, ainsi qu'une
mesurealeatoire ¢ telle que F (x) admet la represeration spectrale

Z
Fix)=  eXd £ (u):
Rd
La proposition suivante permet d'etablir une correspondanceertre les elemens de H et la repre-
sertation spectrale de F (x).

Th eoreme 6. L'operateur lineaire

PI"I

% i e T R S i i

se prolonge en un isomorphismede L?(RY; B(RY); ) dansH

Demonst@tion. Voir (Rozanov, 1967). La preuve utilise le fait que I'ensemble des combinaisons
lineaires [, ;el(“xi) estun sous-enserble densede L?(RY; B(RY); F). a

Grace a ce resultat, on sait qu'a tout elemert X 2 H correspond une fonction ' x (u) 2
L2(RY; B(RY); ¢). Notons que L2(RY; B(RY); ) est muni du produit scalaire
Z
(x3 Yz e)y = (X5Y)w = Rd' x(U)' y(u) dg(u):

De plus (Rozanov, 1967, X et' x sort liespar
z
X = Rd' x (u)d g(u): (2.10)

La formule (2.10) nousdonne par consquert une representation spectrale de tout elemert appar-
tenant a l'espaceH. La fonction ' x dans(2.10) est appelee caracteristique spectrale de X .

Soit T un operateur lineaire sur H, alors I'equation

4 hZ i Z
Y=TX= "y(u)d g(U)=T "x(u)d g(u) = [T%x](u)d e(u)
Rd Rd Rd

de nit un operateur lineaire T sur L2(RY;B(RY); ). Inversemen, tout operateur lineaire T°
sur L2(RY; B(RY); ¢) correspond a un operateur lineaire T sur H. Par exemple, l'operateur de
translation ,, dansH correspond a l'operateur de multiplication par et(":4),

Nous nous interessonslus speci quement maintenant aux operations de ltrage lineaire.

De nition 19 (Filtrage lin eaire). Un processusFi(x) x 2 RY estun ltr agelineaire de F (x)
s'il peut etre represerte sousla forme
z
Fix)= ") 1 (u)d £ (u);
R

ou ' 1(u) estune fonction de L2(R%; B(RY); ¢). Par consequen, Fi(x) 2 H, 8x 2 RY.
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Remarque. |l estimportant de selimiter aux fonctions de L2(R%;B(RY); ¢) an que le pro-

cessug-1(x) soit du secondordre, car
Z

kF1(x)k? = Rdj' 1(u)j?d g (u):

Prop osition 11. F(x) et F1(x) sont stationnairement corr eles.

Demonstration.
Z Z

(Fix);F(yDu = e yu)e W pu)= @ ¥ 4(u)d ¢ (u)
Rd d

R

ne depend quedex . O

Remarquonsqu'un processusaleatoire F1(x) stationnairement correle avecF (x) estissud'un
ltrage lineaire de F (x) si et seulemen si il existeun xo 2 RY tel que F1(xo) 2 H; onaFy(x) =
(x xo)F1(Xo0), 8X.

Par la suite, nous devrons determiner la covariance du processus ltr e ainsi que les inter-
covariancesentre F(x) et F1(x). On obtient classiquemen les relations appeleesformules des
interf erences (rappeleespar exempledans (Chonavel, 2002).

Exemple : derivee de F(x). Consideronsun processusaleatoire du secondordre F(x), X 2 R.
F (x) estderivable en moyennequadratique si la limite dekh (F(x+ h) F(x))ky existe quand

h tend vers 0 (voir la section 2.4.4). Comme
z

h *(F(x+h) Fx)= h YN ) ¢(u);
R

F (x) est derivable en moyenne quadratique si la fonction
h7'h l(e{u(x+ h) e{UX)

convergedans L?(R; B(R); ). La deriveede F (x) admet alors la represenation
Y4

FOUx)=  {ue™d g(u):
R

2.4.4 Propri etes sur des tra jectoires
Di erentes notions de contin uit e

Si la sortie e ectiv e du systeme a modeliser est continue en fonction des facteurs, il est bien
sQr pertinent de choisir un modele aleatoire ayant aussidestra jectoires continues.En pratique, on
voudrait donc savoir si un modele aleatoire donne par saloi ou par sesmomerts a desproprietes
de continuite. La notion de continuite pour un processusaleatoire peut toutefois &tre de nie en
plusieurs sens.Rappelonslesdi erertes notions de cortin uit e utilis eesainsi que leurs relations.

De nition 20 (Con tin uit e des tra jectoires). F(x) pos®de des trajectoires continues avec
prokabilite 1 si
Pf Ilim F(x) F(xp)=0; 8xp2Xg=1
X! Xo
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La cortinuite des tra jectoires est souvert la propriete desiree pour un modele de type bote
noire. Cependart, il s'agit d'une propriete forte. Des notions de cortin uit e plus faibles existert.

De nition 21 (Contin uit e en probabilit €). Un processusaleatoire F(x) est dit continu en
prokabilite en x o si F(x) cornvergeen probabilit e vers F (x o) quand x tend versxg, c'est a dire si

lim PfiF(x) F(xo)j>"g=0 8">0:
X! Xo

De nition 22 (Con tin uit e presque sOre). Un processusaleatoire F (x) estdit continu presque
sGrement en x o si F (x) cornvergepresquesirement versF (Xo) quand x tend versxg, c'est a dire
Si
Pf lim F(x) = F(xo)g=1
x! Xo

De nition 23 (Con tin uit e en moyenne quadratique). Un processusaleatoire F (x) est dit
continu en moyenne quadratique en X si F(x) corverge en moyenne quadratique vers F (X o)
quand x tend versXxy, c'est a dire si

Jm EF () F(xo)?1= 0

Pour chacunedesde nitions 21 a 23, un processusest continu sur X s'il est cortinu pour tout
X 2 X. Lesde nitions 21 a 23 correspondert bien a desnotions plus faibles que la de nition 20,
et qui ne garartissert pas la continuite destrajectoires. Ainsi dans I'exemple de la section 2.1.1,
le processus-2(x) est cortinu en probabilit e sur [0; 1], puisque

PfiF(x) F(xo)j> "g= Pfw= xg+ Pfw= x0g= 0;

alors que les tra jectoires de F»(x) ne sort pas cortinues. On peut verier que F,(x) est encore
continu presquesrement et en moyennequadratique.

Lesrelations bien connuesertre convergencesmpliquent lesrelations correspondantes ertre les
contin uites. Ainsi, la cortinuite en moyenne quadratique n'implique pas en general la continuite
presquesQre et reciproquemert. Par cortre, lescontin uit espresquesire et en moyennequadratique
impliquent la continuite en probabilit e.

Lorsque I'on disposed’hypothesessupplemertaires sur le processusaleatoire consicere, il est
possiblede trouv er desrelations supplemertaires ertre les contin uit es.Nous souhaitonsavant tout
preserter I'in uence des momerts d'ordre deux sur les cortinuites. Ce point est important, car
dansle cadrede la prediction lineaire, ce sort lesmomerts d'ordre deux que nous auronsa choisir.

Prop osition 12. Soit F(x) un processusaleatoire du second ordre a moyenne continue. Alors
F (x) est continu en moyenne quadratique en X, sSi et seulementsi sa covariance k(x;y) est
continue en (x;y) = (Xo;Xo). Si k(x;y) est continue sur sa diagonale x = vy, alors elle est
continue partout.

Demonstration. Apresavoir soustrait la moyenne:
E[F(X)F(y) F(x0)’]

E[(F(x) FXo)(F(y) F(xo)l
E[F (x0)(F(xo0) F(y))] + E[F(xo)(F(x) F(xo)):

jk(x;y)  Kk(Xo;X0)j
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Si F(x) est continu en moyenne quadratique en X, les trois termes de droite tendent vers 0
lorsque(x;y) ! (Xo;Xo), d'apreslinegalite de Schwarz, et donc k(x;y) estcontinue en (X o; Xo).
La reciproque estimmediate.

Nous ne donnonspasla preuve de la deuxiemepartie de la proposition. Voir (Stein, 1999 dans
le casstationnaire et (Adler, 1981) pour le casgeneral. O

Dans le casde processusstationnaires, une relation tresimportante existe entre la corntinuite
en moyenne quadratique et la mesure spectrale. On peut en e et utiliser le fait qu'il existe une
dependanceertre la regularite d'une fonction f : R! R et la decroissancale sa transformeede
Fourier f{u) quand u tend verslin ni pour obtenir la proposition suivante.

Prop osition 13 (R egularit e et decroissance (en dimension 1)). Une fonction integrable
f :R! R esthornee ave sesderiveesjusqu'a l'ordre p continues et borneessi
Z
Wi + jujiP)du< +1 (2.11)
R

Demonstration. Si f{u) 2 LY(R), alors on verie a l'aide de la formule de Fourier inverseque f

est cortinue et bornee:
4 Z

if ()] 1 je{“xf"(u)jdu=i jf(u) jdu (2.12)
2 R 2 R

et .

d'apresle theoremede cornvergencedominee.
transformee de Fourier de la deriveede f a l'ordre k est ({u)¥f{u). D'apres(2.11) et (2.12),
cif(Wjjujkdu < +1 pourtout k p, cequi montre que f (X)(x) est continue et bornee. O

Ainsi, sila densite spectraled g (u)=du de F(x), x 2 R, esttelle que I'on ait

K

jd £ (u)=duj W

avecK et" > 0, alors F(x) est cortinue en moyenne quadratique. Le resultat se generalise aux
ordres superieurs (voir le paragraphe Di erentiabilite, page 45).

Th eoremes generaux impliquan t la contin uit e des tra jectoires

Nous avons mertionne plus haut que la continuite en moyenne quadratique n'implique pas
en general la continuite destrajectoires. Il existe de nombreux resultats permettant de garantir
la cortinuite des trajectoires a partir de conditions sur les lois des processusou méme sur les
momerts (nous avons vu precedemmen que de telles proprietes, qui impliquent des ensenbles
non denombrables de variables aleatoires, ne peuvernt &tre etablies qu'a une modi cation pres
des processusaleatoires, ce que nous sous-etendrons par la suite). Les approches modernesde
ces questions fournissert des resultats ns mais dont les preuves sort souvert tres techniques
(Dudley, 1973 ; Talagrand, 1987 ; Adler, 1990. Pour etablir la continuite des trajectoires, on
cherche souwvent a majorer des queuesde distribution de probabilit e. Nous rappelons seulemen
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ci-dessougguelquesconditions su san tes de contin uite destra jectoires qui sort les plus utiles en
pratique. Desdemonstrations peuvent par exemplegtre trouv eesdans (Belyaev, 1961; Cramer et
Leadbetter, 1967 ; Adler, 1981).

Prop osition 14 (pro cessus sur R). S'il existe desconstantesC > 0et > > 0, telles que
pour h > 0 susamment petit,

Cijhj
jlogjhjj**

E jF(x+ h) F(x)j

alors il existeune madi ¢ ation (de nition page25) de F(x) qui possdedestrajectoires continues
avec prokabilite 1. Notons que de nombreux processussatisfont une inegalite plus forte du type

E jF(x+h) F(X)j Cjhj**
avee > 0et > 0.

Demonstration. Sansdonner la demonstration (Cramer et Leadbetter, 1967), il peut @tre interes-
sant d'indiquer de maniere informelle que I'on commencepar obtenir une condition su san te de
contin uit e destra jectoires en majorant desqueuesde probabilit e : il existe deux fonctions "(h) et
g(h) satisfaisant certainesconditions telle que, pour tout h tel que khk h,

PiF(x + h) FX)j>"(h)g g(h):

On appligue ensuite I'in egalite de Mark ov

E[[F(x + h) F(x)j ]
J"(khk)j

PliF(x + h) F(x)j> "(khk)g

avec une fonction " (h) correctemen choisie. O

Prop osition 15 (pro cessus sur RY). Soit F(x), x 2 RY un processusaleatoire. S'il existe des
constantesC > O et > > 0 telles quedansun voisinagede khk = 0,

Ckhk?d

E jF(x+h) FX)j W

alors F (x) possededestrajectoires continues sur tout intervalle compact de RY avec prokabilite 1.

Demonstration. Ce resultat (plus faible pour d = 1 que la proposition 14) est donne sanspreuve
dans Adler (1981) d'apresBelyaev (1972. O

Exemple. On sait que le mouvemert brownien possede destra jectoires continues avec proba-
bilite 1. Les increments W(t + h)  W(t) sort des variables aleatoires gaussiennescertr eesde
variance h. Par consquert, E[jW(t + h)  W(t)jP] = CyjhjP=2, ou C, est le momert d'ordre p
d'une variable aleatoire de loi gaussiennecertr eede variance unite. On peut veri er que, pour h
su samment petit,

E jW(t+h) W(t)j* = Cajhj* < CajhjSjlog(ihj)j®
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et donc la condition su san te de la proposition 14 estveri eepour = 4.

Cette condition su san te esttoutefois restrictiv e si on ne conndt quedesmomerts d'ordre deux
d'un processusaleatoire. Pour un processusstationnaire avec = 2, par exemple,le comportemernt
de la borne imposeune fonction de covariance avec une pente tendant relativemert rapidemert
vers 0 au voisinagede l'origine (en jhj?5jlog(jhj)j ). Pour les processusaleatoires gaussiensjl est
possibled'obtenir une condition su san te beaucoupmoins restrictive donnee par la proposition
suivante.

Prop osition 16. Si F(x) estun processusaleatoire gaussiendu second ordre, de moyennenulle
et admettant une covariance continue, et s'il existe desconstantesC > 0 et" > 0, telles que pour

kx yk<1
C

; i2 .
ElF(x)  F(y)i] Togkx yKjT (2.13)

alors F (x) admet destrajectoires continues avec prokabilite 1.
Demonstration. Voir (Adler, 1981) pour une preuve asseztechnique. O

(D'autres resultats concernart le casgaussienpourront @tre trouv esdans (Cramer et Leadbet-
ter, 1967 ; Belyaev, 1972 ; Dudley, 1973.) Si I'on supposede plus F(x) stationnaire, la condi-
tion (2.13 peut sereecrire simplemert a l'aide de la fonction de correlation (h) de F(x) : s'il
existeC > Oet" > 0, telle que pour khk < 1

C

P gk

(2.14)
alors F (x) admet destra jectoirescortin uesavecprobabilit eun. La borne de (2.14) estune fonction
croissarte enkhk tendant verszeroal'origine et verslin ni lorsquekhk tend versun. Remarquons
gu'un changemern d'edelle n‘a pasd'in uence sur les proprietesde cortinuite et que la condition
khk < 1 pourrait evertuellement etre remplacee par khk < , avec arbitrairement petit (0 <

< 1). Par consquen, la condition (2.14) porte sur la vitessede corvergencede la correlation a
l'origine. La gure 2.2 represerte la borne jloghj *") pour di erertesvaleursde". Cette gure
sugeere que la pente de la borne crot tresrapidemernt quand h serapproche de zero et on peut
verier par le calcul que la deriveetend verslin ni quand h tend vers zero.

En sefondant sur cette obsenation, (Abrahamsen 1997) arme que toutes les fonctions de
covariancescortin uesutilis eesen pratique respectert cette borne. En pratique, il estpar conequert
possible de considerer qu'un processusaleatoire gaussiena moyenne et a covariance cortinue
pos®dedestra jectoires cortin uesavec probabilit e un.

Deriv abilit e

Nous nous interessonsdans cette section aux proprietes des deriveesdes trajectoires d'un
processusaleatoire. En automatique, par exemple,il estfrequent de dewoir utiliser les deriveesdes
sortiesd'un systeme.Un modele bate noire de ce systemedoit donc permettre une estimation de
cesderivees.Dans la theorie des processusaleatoires, les notions de derivabilit e setraitent de la
meéme facon que les notions de continuite. Les notions les plus interessates a de nir sort celles
de la derivabilit e en moyenne quadratique et derivabilit e destra jectoires avec probabilit e un.
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Fig. 2.2{ Fonction jloghj @*") traceepour plusieursvaleursde” (0:01,0:25,0:5 et 1). La gure
de droite est un agrandissemenh autour de l'origine de la gure de gaude.

Soit F(x), x 2 RY, un processusaleatoire du secondordre. Consideronsle processusFp ¢ (x),
h2RY t2R,deni par
F(x +th) F(x)

t

Le processusF (x) est derivable en moyenne quadratique en xo dans la direction h si F(Xo)
cornverge en moyenne quadratique lorsquet tend vers zero. Si la limite existe quelle que soit la
direction h, on dira que le processusest derivable en moyennequadratique. De m&me,on dira que
F (x) possdedestra jectoires derivablesen x o avec probabilit e un, s'il existe un ensenble N de
mesurenegligeabletelle pour tout ! 2 nN et 8h 2 RY, la limite de Fp (! ;Xo) existe lorsquet
tend verszero. On montre aisemen quesi leslimites lim o Fn.t (Xo) existert a la fois en moyenne
quadratique et avec probabilit e un, alors les deux limites sort egales.

Si F(x) est derivable en xg, nous notons r F(x) le processusaleatoire gradient a valeurs
vectoriellesdans RY tel que, 8h,

Fri(x) =

lim Fhit(xo0) = (r F(xo);h):

Dans le casd'un processusde ni sur R, le processusderive seranote F (x) ou F @ (x).
Les momerts du secondordre du processusgradient r F(x) (sous condition d'existence de
celui-ci) sededuisert simplemert desmomerts de F (x). Sil'on posem(x) = E[F (x)], alors

E[r F(xX)]=r m(x):
Le vecteur d'inter-covariancesentre F(x) et r F(x) esttel que
Cov[F(x);r F(y)l = r yk(x;y);
et les elemerts de la matrice d'inter-covariancesK @ ertre les composartesder F(x) valent

@_ @

o= ———Kk(X:y):
Y @[i]@[j]( Y)

0.00012
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Nous ne demortrons pas cesexpressionsmais dansle casou x 2 R et F(x) est stationnaire,
on peut noter que le processusF;(x) = (F(x + t) F(x))=t a pour fonction de covariance

ki(h) = h_12(2k(h) k(h+t) k(h t));

et quel'on a bien limy oki(h) = k@ (h).

Les conditions de derivabilit e des tra jectoires de F (x) avec probabilite 1 s'obtiennert de la
me&me maniere que les conditions de cortin uit e destrajectoires, en transposart les resultats pre-
cederts aux composartes du vecteur gradient r F(x). Il n'est pas necessaired'expliciter cette
generalisation.

Une condition su san te de derivabilit e en moyenne quadratique est rappeleedansla proposi-
tion suivante.

Prop osition 17. Soit F(x), x 2 RY, un processusaleatoire du second ordre admettant la fonction

nies en (Xo;Xp), alors F(x) est derivable en moyenne quadmatique en X g.

Demonstration. Voir (Cramer et Leadbetter, 1967) par exemple. O
Dans le casx 2 R, on peut remarquer le lien entre derivabilite (a l'ordre p) en moyenne
guadratique et la decroissanceale la densite spectrale. D'apresla proposition 13, si

d e () K
du 1+ jujze*”

avecK et" > 0, alors F (x) estderivable a I'ordre p en moyenne quadratique.

2.5 Prediction lineaire des processus du second ordre de
moyenne nulle, krigeage

Dans les sectionsprecedertes, nous avons preserte une synthesedes elemerts classiquesde la
theorie des processusaleatoires. Par la suite, nous allons modeliser la sortie d'un systemepar un
processusaleatoire parametre par un ensenble de facteurs caracterisart |' etat du systeme.Pour le
momert, noustraitons le casd'un processusa moyennenulle ou connue (le casgeneral seravu au
chapitre 4). Cecinous permet de speci er les proprietesdestrajectoires du processusaleatoire en
choisissart essetiellement une fonction de covariance. Dans ce type de modele, nous supposons
gue la sortie du systeme correspond a une trajectoire particuli ere du processusaleatoire. Cette
trajectoire, qui n'est generalemert obserneeque partiellement, doit doncetre predite a n d'utiliser
le modele quellesque soiert les valeurs desfacteurs.

La prediction lineaire est une methode des plus simples mais se revele satisfaisarte dans la
plupart descasrencorires.Le krigeage,qui est en soit une prediction lineaire, a ete developpe en
geostatistique avecun point de vue tr esproche du problemede modelisation de systeme que nous
nous posons.Nous presertons dansun premier temps les aspects elemertaires du krigeage,puis les
notions permettant de modeliser des systemesa plusieurs sorties obseneesen presencede bruit.
Nous presertons enn di erertes misesen uvre de la methode, commele krigeage dual ou une
methode recursive inspireed'un algorithme de prediction de serie chronologique.
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2.5.1 Krigeage
Pr ediction

Dans cette section, nous intro duisons le principe de la prediction lineaire du point de vue
de la projection de meilleure approximation sur le sous-espacevectoriel genere par les variables
aleatoiresobsenees.|l s'agit donc de s'interesseraux estimateurs lineairesoptimaux en moyenne
quadratique. Il existe d'autres points du vue permettant de retrouver lesequationsde la prediction
lineaire optimale. En particulier, sil'on considere desprocessugjaussiens)e point de vue bayesien
et le point de vue du maximum de vraisemblance conduisert aux mémesequations (Williams et
Rasmussen 1996 ; Williams, 1997). Plusieurs approches deterministes sort aussi envisageables.
Mentionnons l'appro che d'optimisation directe des poids (Roll et al., 2003 et I'approche de la
regressionlineaire regularisese (Nashed et Wahba, 1974 ; Nashed 1976 ; Tikhonov et Arsenin,
1977). Le point de vue de la regressioniineaireregulariseefournit une interpr etation fondamertale
etudieeau chapitre 3.

Soit ( ;A;P) un espacede probabilit e.On obseneun processusaleatoire du secondordre F ().
Supposonsde plus que le processussoit a moyennem(x) connue. Dans cecas, il revient au méme
de s'interesseruniquemert aux processusa moyennenulle, puisque lI'on peut toujours soustraire

est la realisation de F(x) pour ! 2  correspondant aux obsenations f s:::::f %S (la valeur
predite est deterministe mais! resteinconnu).

Esperance conditionnelle

Il est naturel de chercher un predicteur qui minimise I'erreur F(x) F(x) enun certain sens.
Un critere classiqued'optimalit e est la minimisation de la moyenne quadratique de I'erreur de

ordre et telle que 7

E[(F(x) F)’=  (F(x) F(x)*dP()

soit la plus petite possible. Comme le processusest de moyenne nulle, E[(F(x) F(x))?] =
var[(F(x) F(x))], et le predicteur cherche est aussia variance minimale.
Notons S = (F(x1);:::;F(Xyn)), la -algebre generee par les variables aleatoiresF (x1);:::,

riable aleatoire de L?( ;A;P), S-mesurableet la plus proche possiblede F(x) en norme L2. Il
est bien connu que la solution est donnee par I'esperancede F (x) conditionnellemert a S dans

3S porte linformation des variables aleatoires F (x1);:::;F (xn), puisquil s'agit de I'ensemble des evenemerts
dont I'observation de cesvariables permet de savoir s'ils ont eu lieu.
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L2( ;A;P), noteeE[F (x)j S] 4. Autrement dit,

L'operateur F(x) 7! E[F(x) j S] est donc le projecteur orthogonal dans L?( ;A;P) sur le
sous-espaceectoriel L?( ;S;Ps), ou Ps estla restriction deP a S.

Malheureusemetn, il n'existe pas d'algorithme e cace permettant de calculer cette esperance
conditionnelle pour un processusaleatoire dans le cas general. On peut en revanche restreindre
la classedes fonctions h pour obtenir des expressionsanalytiques simples. Par la suite, nous
considerons le cas du krigeage, ou I'on se restreint a la classedes combinaisons lineaires des
F(Xi) 5,

Pr edicteur lin eaire

Consideronsla classedespredicteurslineaires,en notant bien que cette restriction n'implique
pasque le modele bote noire obtenu soit lineaireen lesfacteurs. La classedespredicteurslineaires
est d'ailleurs susamment riche pour la plupart des applications usuelleset pos®de I'avantage
d'étre extrémemen simple a mettre en uvre (voir le chapitre 6 pour desexemplesd'application
du krigeage). Parfois, la classedespredicteurs lineairesest encoretrop vaste, notamment lorsque
I'on disposede beaucoupde donneeset que I'on souhaite obtenir dessolutions dites creuses(voir
la section 6.8 pour quelquesdeveloppemernts sur ce sujet).

Puisque le predicteur cherche est lineaire, il est de la forme

X0
PFx)= b F(xi):

i=1

Le meilleure predicteur F(x) est le projete orthogonal sur le sous-espacectoriel

et on constate que les conditions d'orthogonalit e s'expriment en fonction des momerts d'ordre
deux seulemen. En e et,

xXo
(F(x) Fx);F(xi)=0) k(x;xi) by k(X ;xi) = 0;
j=1

4Pour memoire (Gikhman et Skorohod, 1974), l'esperance conditionnelle E[F (x) j S] dans L1( ;A;P), ou S
est une sous- -algebre de A, est par de nition l'unique variable aleatoire de L1( ;A;P), S-mesurable, telle que
8B 2 S, Z Z

F(x)dP=  E[F(x)jS]dP:
B B

Si de plus F(x) 2 L2( ;A;P), pour toute variable aleatoire Y 2 L2( ;A;P) S-mesurable, on a
E[YF(x)] = E Y E[F(x)]S] :

5Nous excluons ici la presertation d'autres classesde predicteurs. Deux raisons expliquent ce choix. D'une part,
la classe des predicteurs lin eaires se revele satisfaisante dans la plupart des applications a traiter. D'autre part,
I'etape essetielle qui conditionne la qualite d'un modele est le choix correct la structure du second ordre du
processusF (x). Le recours a des predicteurs non-lin eaires est toutefois envisageable pour des besoins speci ques
(par exemple, des problemes de seuillages). Une approche proposee en geostatistique consiste a transformer les
donneesan d'utiliser des predicteurs lin eaires (technique d'anamorphose, voir Chil eset Del ner (1999)).
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Equations du krigeage

En reecrivant ce systeme lineaire sous une forme matricielle, on reconndt les equations du
krigeage (dit simple dans la litt erature geostatistique).

Prop osition 18 (krigeage). Soit F(x) un processusaleatoire du second-ordre, de moyenne
nulle, admettant la fonction de covariance k(x;y). La meilleure prediction lineaire de F(x) a

X
B0 =" BF(x): @2.15)

i=1
Les bi;x s'obtiennent en resolvantle systemelineaire
K SbS;x = ksix ; (2.16)

ou K g estla matrice de covariance de taille n n du vecteur aleatoire des observationsFg =

et la variable aleatoire a predire.

Nous omettrons generalemert l'indice S par la suite et noterons K b, =k, guandil n'y a pas
d'ambiguste.

La solution en P, de (2.16) est unique tant que la matrice de covariance K est de rang plein
(ce qui est normalemert le cas), et elle s'ecrit analytiquement b, = K k. Insistons sur le fait
que les methodes numeriquespour calculer b, n'utilisent pas cesformes analytiques. En e et, la
matrice de covarianceK estsymetrique de nie positive, ce qui appelle destechniquesparticuli eres
pour la resolution du systemelineaire (2.16) (voir la section6.8). Lorsquela matrice de covariance
n'est pas de rang plein alors que la covariance est de nie positive, cela signi e qu'une donnee
apparat plusieurs fois et il est normalemert possibled'eviter une telle situation. Toutefois, il se
peut aussique la matrice de covariance soit mal conditionnee, notamment lorsque deux donnees
sont tres proches dans lI'espacedes facteurs, avec une correlation proche de un. Dans ce cas, on
cherche a reduire la dimension (le rang) de la matrice en supprimant desdonneesou a partir de
factorisations de la matrice K . La section 6.8 revient sur cesproblemesplus en detalil.

Propri etes d'in terp olation

implique que pour tout !, la valeur predite en x; est la valeur obsenee f °°S en ce point. Par
consequen, le krigeagerealisetoujours uneinterpolation (dansle casou aucun bruit d'observation
n'est pris en compte). Cependart, rien n'indique pour le momert que l'interpolation obtenue soit
necessairemenune fonction contin ue. Une maniere directe d'obtenir la contin uite de la prediction
F(l:;x)a! xe,estdes'interessera la forme duale du krigeage (voir la section 2.5.3).
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Exemple graphique

La gure 2.3 illustre de la propriete d'interpolation. Des exemplessimilaires serort presernes
au chapitre 6. Contrairement a d'autres methodesplus classiquesde regression(r egressionlineaire
sur une basede polyndmesou reseaude neuronesarti ciels, voir par exemple(Bishop, 1995), le
krigeagefournit un modele passar precisemert par lesdonneesobsenees.L'in terpolation obtenue
par krigeageconstitue donc un modele comportemental pertinent lorsquela sortie du systemeest
obsenee sansbruit. Le choix de la fonction de covariance permet de garder le contrdle du type
d'interpolation, commecelaseravu plus preci:mert au chapitre 5. Remarquonsque la prediction
obtenue n'a pas d'®oscillations ™ parasites comme on en rencortre avec une interpolation poly-
nomiale. Nous verrons en e et au chapitre 3 que le krigeage constitue une methode de regression
regularisese.D'apresla gure 2.3, la prediction est meilleure lorsqu'elle est realissea proximit e de
donneesobsenees.En genreral, le modele est meilleur si le nombre de donneesest important sur
le domaine d'etude®. Cette a rmation serajusti eeau chapitre 5.

1.5 T T T T T T T T

Fig. 2.3 { Exemple de prediction par krigeage. (Les convertions graphiques sort cellesde la
gure 1.1)

Cas des pro cessus gaussiens

Supposonsmaintenant F (x) gaussien.Dans ce casil est bien connu que I'esperancecondition-
nelle peut etre calculee analytiquemert.

Prop osition 19. Soit (X ;Y ) un vecteur gaussiena valeursdansR"* 9. On supmsedet(K x ) 6 0.
Alors, pour toute f 2 L1,

E[f(Y)jX]= ¢(X)] p.s.,ave ¢(x)= E[f (Ax + Z)];

6Si I'on possedait un nombre susan t de donnees observees sans bruit, il serait equivalent d'un point de vue
operationnel de decrire le systeme par un modele bote noire ou par un modele physique. Le modele bote noire
pourrait meéme s'averer meilleur que le modele physique car ce dernier est souvent obtenu a partir d'appro ximations.
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ou A = Ky x le, Z suit une loi normale N(E[Y] AEXLKy AKx.y)etKy.x =
E[(Y E[YD(X E[XD']. En particulier,

E[Y | X] E[Y]=KyxKy'X EX] ps.
Demonstration. Voir par exemple (Chonavel, 2002. O

Par conequen, dans le casdes processusgaussiens e predicteur lineaire est optimal parmi
tous les predicteurs minimisant l'erreur en moyenne quadratique. Pour cette raison, la prediction
lineaire est bien adaptee dans le cas des processusgaussienset on peut supposer que cela reste
vrai sile processum'est pastrop loin d'étre gaussien.Dans le cadre de modelesbote noire, il est
en genreral pertinent de se restreindre aux processusgaussiens.Cependart, comme le note Stein
(1999, il estrelativemert facile de construire desprocessusaleatoiresnon gaussiengour lesquels
la prediction lineaire n'est plus du tout adaptee. Lorsque le modele gaussienn'est pas tenable,
on pourra recourir a des predictions non-lineairesparmi cellesproposeespar les geostatisticiens
(Chileset Del ner, 1999.

Erreur de prediction

Dansle casd'un processusaleatoire de moyenneconnue, le predicteur du krigeageest sansbiais.
D'autre part, I'un desavantagesdu cadre probabiliste retenu est que lI'on caracterise facilemert
l'incertitude de la prediction. La variance de I'erreur de prediction esten e et donnee par

Var[F (x)  F(x)] E[(F(x) F(x)?
= k(x;x) 2PTk,+ bTK b,
= E[F(x)?] E[F(x)?] (relation de Pythagore) (2.17)
= k(x;x) PIK Db,

La variance de I'erreur de prediction est typiquemert utilis ee pour determiner la qualite de la
prediction en donnant des intervalles de con ance. Ainsi dans le cas gaussien,un intervalle de
largeur 2a fois |' ecart type del'erreur de prediction certr e sur la valeur predite cortient_unefraction
egalea erf(a= 2) destrajectoires possiblesdu processus(pour a = 1:96, erf(1:96= 2)  0:95).
Dans la section 6.6, nousdonnonsun exempled'utilisation de la variance de I'erreur de prediction
pour determiner un plan d'experiences(il s'agit de choisir les obsenations pour minimiser I'erreur
de prediction).

Remarquonsd'apres(2.17), que la variance du predicteur est necessairemenplus petite que
la variance du processusaleatoire. On dit ainsi parfois que la prediction ®lisse . On peut encore
interpreter cette propriete comme le fait que la prediction opere un moyennagedes tra jectoires
possiblesdu processusaleatoire, conditionnellemert aux obsenations. Nous reviendrons sur ce
point dansla section 2.6 pour parler du role dessimulations conditionnelles.

Une autre possibilite pour caracteriser I'erreur de prediction est d'utiliser la proposition sui-
vante, classigueen algebrelineaire (Hirsch et Lacombes 1999.
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ou on note G(:::) la matrice de Gram d'une famille de vecteurs, et d(x ; F), la distance euclidienne
de x a F. (Par de nition, la matrice de Gram d'une famille de vecteurs xi, i = 1;:::;n, estla
matrice n  n desproduits salaires (Xi; X;).)

Demonstration. (Indications) Considerer y le projete orthogonal de x sur F. Dans le calcul de
det[G(x;X1;:::;Xn)], remplacer x par (x y)+ y et utiliser la linearite du determinant par
rapport ala premiere colonne. O

Cette formule est directemert exploitable car la matrice de covariance est une matrice de pro-
duits scalaires,puisquel'on supposeF (x) de moyennenulle. Elle fournit deux interpretations inte-
ressartes. Nous pouvonstout d'abord constater de maniere heuristique que I'erreur de prediction
estdel'ordre dela plus petite valeur propre de la matrice de covariance.Cette remarqueestimpor-
tante dansle cadredela resolutionnumerique du systeme(2.16). La theoriede l'information fournit
une secondenterpretation. En e et, un vecteur aleatoire gaussiende dimensiond et de matrice de
covarianceK possdeune entropie s'ecrivant sousla forme % log,[detK ]+ log,[(2 €)%?]+ C. Ceci
permet d'interpreter l'erreur de prediction commeapproximativemen la di erenced'information
ertre le vecteur aleatoire Fs et le vecteur (F (x);Fs)T.

Avant de conclure cette section, nous souhaitonsdiscuter le comportement de I'erreur lorsque
le nombre d'obsenations deviert dense sur un domaine d'etude. Cette question sera reprise
plus en details dans la section 5.3. Pour e ectuer la prediction en un point x du domaine
d'etude, considerons une suite d'observations aux points x; 6 x, i 2 N, telle que x soit un
point d'adherencede la suite (x,). Appelons Py , l'operateur de projection orthogonale sur

F(xt,), avect, = argmin; ,kx xjkz. Alors, pour tout n 2 N, il estclair que

Var[F (x)  Pug, F(X)] Var[F(x) P (x,,)F(X)I; (2.18)
K(X:X) kf(x(xix;))z (2.19)

Supposonsk(x;y) cortin ue, stationnaire. Sila densite de points augmerte dansun voisinagede x,

X X, tend verszeroet la variancede I'erreur tend egalemen verszero. La vitessede corvergence
estlieea la regularite de la covariance a l'origine. Nous verrons dans la section 5.3 que I'on peut

trouverl > 0et C O tel que,

Var[F(x) Pug, F(x)] Ckx xik'; 8n:

Notons que les bornesd'erreur optimales lorsquel' echantillonnage est non uniforme sort di ciles
a obtenir en general. Tres peu de resultats sort etablis si I'on supposede plus que la covariance
utilisee pour la prediction lineaire di ere de la covariance du processus(ce qui est en pratique
toujours le cas, voir la section 5.3).

2.5.2 Prediction dans le cas de plusieurs pro cessus aleatoires

La methode appeleecokrigeage (voir par exemple(Chileset Del ner, 1999) permet d'e ectuer
une prediction lorsque I'on obsene plusieurs processusaleatoiresF (x), = 1;:::;0. On peut,
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reste le mémeque dansle casd'un seul processusaleatoire. On cherche la projection orthogonale

xo
Fix) = BiyF (xi):

i=1

Les bi;x s'obtiennert, comme dans le casdu krigeage, par la resolution d'un systemed'equa-
tions lineaires.Ce systeme s'obtient en fonction descovarianceset desinter-covariancesertre les
processusaleatoires, et peut s'ecrire sousforme matricielle :

0 1
ko o(Xaixa) ko, (X1iX2) Ko o (X15Xn)

0 1
K 2; 1(X2;X1) k 2; z(XZ;XZ) b %
. . . Six —

ki, (X;X1)
ki, , (X;Xn)
k.. . (Xn;Xn)

Remarquonsque I'on seramenetr essimplemert au casdu krigeage.Pour un processus (x),
l'indice peutene et &treinterpretecommeun parametre supplemertaire (voir la mémeremarque
dansla section 2.1.1). Formellemert, le casde plusieurs processusaleatoiresdevient identique au
cas de la prediction d'un seul processuset peut se traiter au moyen d'une seule fonction de
covariance k([ ; xI;[ ;¥D-

Dans le contexte de la modelisation de type baote noire, I'utilisation de cetype de prediction
est naturellement interessate quand le systeme comporte plusieurs sorties et que lI'on souhaite
exploiter les correlations evertuelles entre elles.

Observ ations bruit ees. Un exemple d'application important de cette methode se preserte
lorsque I'on a un systeme dont la sortie obseree est perturbee par un bruit additif gaussien.
Chaque obsenation est alors modelisee par une variable aleatoire

FOP = F(x;)+ Ni;

ou F(x) modelisela sortie du systeme sansbruit. Pour calculer le predicteur lineaire optimal au
sensdu krigeagede F (x),

X
r_“(x): bi;foibs;
i=1

le systemelineaire
(K + A1n)be = ky;

ou 32 estla variance du bruit d'obsenation, supposee identique pour chaque obsenation. La
prediction obtenue est une approximation de la sortie du systeme.Nous n'avons plus dans ce cas
la propriete d'interpolation et la variance de I'erreur de prediction en un point X est minoree par
la variance du bruit d'observation. Notons que la methode se generaliseaisemert au casde bruits
d'obsenation correles.
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Pr ediction de la deriv ee d'une sortie. Formellemert, nous pouvons considerer un systeme
a deux sorties, l'une etant la sortie e ectiv e du systeme, l'autre etant la deriveede celle-ci. Pour
simpli er la presenation, supposonsque le modele ne depende que d'un seul facteur x 2 R. La
sortie est alors modeliseepar le processusaleatoire F (x), suppose stationnaire (pour simpli er en-
core davantage), de moyennenulle (le casd'une moyennenon nulle esttrait e dansla section4.6.2)
et de covariance k(h). La prediction de la derivee de F (x) necessiteque F (x) soit derivable en
moyennequadratique, ce qui imposel'existence de la deriveesecondede la covariance avec notam-

forme

X
FYx) = by RS,

i=1

ou les bi;x s'obtiennernt comme solution du systeme
(K + Z1)Py=k?;
avec Z la variancedu bruit et
kP = (sgn(x  x1)k¥ix  xaj);iisisgni xn)kAx xaj)T:

Terminonspar quelquesremarquesa proposde la prediction desderivees.Tout d'abord, notons
gue la methode permet de deriver dessignauxbruit es,ce qui estgeneralemen considere commeun
problemedelicat de traitement du signal. La section6.1.2montre sur desexemplesque la methode
est tr essatisfaisarte. La generalisation a la prediction desderiveesd'ordre superieur ne posepas
de probleme particulier, a condition de choisir des covariancessu samment derivables. Dans le
casou x 2 RY, on doit naturellemert s'interessera la prediction descomposartes du gradient de
F(x). Enn, il peut etre interessamn dans certaines situations de supposer des deriveespartielles
(ou le gradient) connues en des points de l'espace des facteurs. Par exemple, on peut vouloir
prendre en compte des connaissances priori sur la physique du systeme,comme des conditions
aux limites. Dans ce cas, nous pouvons considerer cesconnaissancesomme les obsenations des

La section 6.1.2 propose des exemplesde prise en compte d'information a priori sur les derivees
et d'integration.

2.5.3 Krigeage dual

Le krigeage dual (Chileset Del ner, 1999 permet d'eviter de calculer les coe cien ts bi;x de
la combinaison lineaire pour tous les X ou la prediction doit &tre faite. Ceci presene un interét
non negligeableen pratique. Le terme ®dual  vient de I'analyse de I'equivalenceentre krigeage
et regressionregularisee (historiquemert, il s'agissaiten fait de splines(Matheron, 1981)).
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Si la matrice de covariance du vecteur aleatoire des obsenations est de rang plein, pour tout
x 2 X, le predicteur s'ecrit

Fx) = (PyiFs)
(K ky;Fs)
(kx;K lFS):

Le terme ®dual  vient de l'operation e ectu eedansla derniere equation, qui utilise le fait que la
matrice K ! est symetrique (auto-adjointe).

Notons As = (A1;:::;An)" le vecteur aleatoire K 'Fs. Pour ! x e, le predicteur s'exprime
donc commeune combinaison lineaire des covariances:

X
F(x)=  Ak(Xi;x);
i=1
avec les variables aleatoires A; donneespar la solution du systemed'equations lineairesa coe -
cients aleatoires

KAs= Fs: (2.20)

Autrement dit, il n'est pasnecessairede resoudreun nouveau systemelineaire pour chaque F (x)
apredireetil sut davoir resoluune fois pour toute le systemelineaire (2.20). La proposition qui
suit permet d'armer que le krigeagerealiseune interpolation contin ue desdonneesobsenees.

Prop osition 21. Soit F(x) un processusaleatoire du second ordre, de moyenne nulle et de
covariance continue. Si la matrice de covariance du vecteur aleatoire des observations F (x),

tuent, a! x e, une fonction continue qui interpole les observationsF (! ; x;).

Comme F(x) est une combinaison lineaire (aleatoire) de fonctions continues, F(! ;x) est une
fonction cortinuea! xe. O

2.5.4 Une metho de recursiv e de prediction lin eaire

La methode proposee dans cette section est une formulation de I'algorithme desinnovations
(voir par exemple Brockwell et Davis, 1987 pour la prediction d'un processusaleatoire parame-
tre par un espacede facteurs quelconque.Elle exploite de maniere interessate la propriete de
projection orthogonale pour calculer de maniere recursive la solution du systeme (2.16), ce qui
preserte un interét dans les applications ou desdonneessort susceptiblesd'etre rajouteesau fur
et a mesure.Nous presertons cet algorithme et nous evaluons sa complexite.

Prop osition 22 (Algorithme des inno vations). Soit F(x) un processusaleatoire du second
ordre, de moyenne nulle et de covariance k(x;y). Soit F—ASH (Xn+1), la projection orthogonale de
F(Xn+1) sur
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On a (
0 sin=1,
Fs,(xnn1) = P, . (2.21)
=1 ey (F(X5) Fs, .(x;)) sin 2;
avec
2 3
¢ 1
n+lim = le4k(xn+1;Xm) m;j n+1;jVj5 ym=1::0n;
j=1
Vi = K(X1iX1);
D4 1
Vo = Kk(Xn;Xn) ﬁ;j v
j=1
On peut calculer recursivementvy, 2.1, V2, 31, 3;2, V3, efc.
Demonstration. La famille fF (x 1) F—“Sl(xl);:::;F(xn) I‘—“sn .(Xn)g est orthogonale puisque
pouri < j,
F(xi) Fs ,(Xi)2Hs ,;
et
F(xj) PFs ,(xj)?Hs ,:
Posons

Vo = kF(xn) Fs, ,(Xn) K?:

Formons le produit scalairedesdeux cotesde I'egalite (2.21) avecF (Xm) F—“Sm (Xm). I vient
(Fs, Xn+1);F(Xm) PFs, ,(Xm)) = n+1:mVm; 8m2fl;:::;ng
La propriete d'orthogonalit e implique alors :

Vi !(Fs, (Xn+1)iF(Xm)  Fs, ,(Xm))

n+l;m
= le(ZF(Xn+1)iF(Xm) Fs, .(Xm)) 3
X 1
= le4k(Xn+1;Xm) mj (F(Xn+1), F(Xj) r‘ASj 1(Xj))5
-
2 : 3
1 Xt
= V' 4K(Xn+1iXm) m;j n+1;iVj5

j=1

O

Remarque. Cet algorithme s'applique traditionnellement dansle casdes serieschronologiques,
ou les obsenations, modeliseespar desvariables aleatoires X ,,, sort espaeesregulieremern dans
le temps. Il permet de calculer les predictions en fonction desinnovations X, X, alors que
l'algorithme recursif de Durbin{Levinson calcule les predictions directemert en fonction desX,,.
Ce dernier algorithme exploite la structure Toeplitz de la matrice de covariance et n'est pas
utilisable pour le krigeagesi I'echantillonnage est non uniforme.
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Evaluons la complexite numerique de cet algorithme. Le nombre des operations irEpquu eesa
I'etape n estde n? + 3n 2 multiplications et 0:5n2 + 3:5n additions. Notons que  _, k? =
%n(n + 1)(2n + 1). L'ordre de grandeur du nombre total desoperations pour le calcul recursif de
Fs, (Xn+1) gure dansla table 2.1, ou I'on voit que la complexite de la methode desinnovations
est comparablea celle desmethodes classiquesde resolution de systemeslineaires.

Algorithme | additions | multiplications
n® n®
Gauss 3 3
n n
Cholesky & &
Innovations o &

Tab. 2.1 { Ordre de grandeur du nombre total d'operations pour di erertes methodes de calcul
de F(Xn+1)

2.5.5 Limites de la prediction lineaire

Un interet fondamertal du krigeageestsasimplicit e algorithmique. Cette simplicit e estd'ailleurs
liee a celle des hypothesessur la loi du processusF (x), considere comme approximativemert
gaussien.L'inf erencedes parametres de F (x) a partir des donneesobseneesest ainsi facilitee.
D'autres hypothesessimpli catrices sort utilis eesen pratique, comme celle de I'existence de pro-
prietesd'invariance dans I'espacedes facteurs, notammert celle de stationnarit e. Le krigeage est
une prediction optimale seulemen dans le cas gaussien(section 2.5.1) mais nous pouvons encore
utiliser une prediction lineaire mémelorsque le modele gaussienn'est pas adapte (si les momerts
d'ordre un et deux du processusaleatoire sort connus). Commele note Stein (1999, section1.4,la
prediction lineaire peut devenir largemernt sous-optimalepour certains processusaleatoires, mais
de tels processussort assezpeu realistescomme modelesde systeme.

L'une deslimitations de la prediction lineaire est qu'il n'est pas possiblede garantir la posi-
tivit e de la prediction. Des solutions ont toutefois ete proposeesen utilisant des algorithmes de
programmation quadratique et des cortraintes de positivit e sur les coe cien ts bi;x du krigeage
(Barnes et Johnson 1984 ; Chileset Del ner, 1999. La classedes predicteurs est restreinte aux
combinaisonslineairesa coe cien ts positifs (la solution d'un tel problemeest unique car il s'agit
de trouver la meilleure projection sur un sous-enserble corvexefermede Hs  H). Il est egale-
mernt possibled'imp oserdescortrain tes d'in egalite quelconquessur la prediction (Langlais, 1990;
Chileset Del ner, 1999.

Les methodesde krigeagenon-lineaire permettent de s'a ranc hir de la limitation du caractere
gaussiendu processusmodelisart le systeme. Cestechniques permettent par exemple de predire
desdepassemets de seuils.Si desraisonsspeci ques motivert le choix d'un processusion-gaussien
comme modele du systeme, une analyse plus detaillee desdonneesest generalemen necessaire.

Enn, mentionnons une limitation de la prediction lineaire liee au nombre de donnees.Si le
nombre n de donneesest important, le co0t algorithmique de la methode en O(n3) peut s'averer
incompatible avecl'usageprevu du modele.La solution la plus simple pour remedier a ce probleme
estalorsd'e ectuer une prediction enun point donne de l'espacedesfacteursen ne gardant queles
donneessitueesdans un voisinagede ce point. Toutefois, cette solution ne permet par d'eliminer
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les donneesredondartes. A n d'obtenir desmodelescreux, les methodesde regressiona vecteurs
de support sort ervisageableg(voir la section 3.6.4), au prix d'une complexite numerique accrue.

2.6 Elements sur la simulation de pro cessus aleatoires

Dans de nombreux cas, il est utile de generer des tra jectoires d'un processusaleatoire. On
parle alors de simulations de tra jectoires. Nous presenons tr esbrievemert les princip esgeneraux
gue nous avons utilis es. On pourra consulter (Chileset Del ner, 1999 pour une presettation tres
complete desmethodesde simulation dansun cadre geostatistique. (Robert et Casella 1999; Lan-
tuejoul, 2002 constituent desreferencesclassiquessur les methodesde simulation en statistiques.

2.6.1 Decomposition de la matrice covariance
Soit F(x) un processusaleatoire de moyennenulle et de covariance k(x;y). Nous souhaitons

ou F (x) estgaussienpour lequelles methodesde generation de realisationssort simplesa mettre
en uvre. (Lorsque F(x) n'est pas gaussien,il est possiblede se contenter d'approximations au
secondordre et de generer desrealisationsau sensfaible, en ne tenant compte que des momerts
d'ordre un et deux.) Les methodesde simulation les plus simplesreposert sur desdecompositions
de la matrice de covariance. On calcule ainsi la factorisation de Cholesky CCT de la matrice
de covariance K s de Fs, ou C est une matrice triangulaire inferieure (une telle decomposition
existe si la matrice de covariance est positive (Ciarlet, 1998). Si X estun vecteur de n variables
aleatoires gaussiennesndependartes de variance unite, alors le vecteur aleatoire CX admet la
meémeloi que Fs.

I sut doncdegenererdesrealisationsde X pour obtenir desrealisationsde Fs. En revanche,
la factorisation de Cholesky comporte O(n?) operations, cequi restreint en pratique cette methode
a la simulation de vecteursa quelquescertaines d'elemerts. Il est parfois possiblede tirer avan-
tage de la structure de la matrice de covariance lorsque les points de I'espacedes facteurs sort
regulieremen disposessur une grille (Zimmerman, 1989. D'autres possibilitesexistert, commela
separation du domaine de simulation en plusieurs sous-domainegVecdia, 1988.

2.6.2 Simulations conditionnelles

On peut vouloir generer desrealisationsd'un processusaleatoire qui prennert la valeur de la
sortie aux points obsenes.On parle alors de simulation conditionnelle.

du processusaleatoire F (x). La loi conditionnelle deFgs, sadant Fs, = f s, s'ecrit d'apresla regle
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de Bayes

PfF(Xl) 2 [fxl;fxl + Xm]j fSog

Par consquer, la simulation de Fs, conditionnellemert a Fs, = fs, peut &tre abordee par
une approche sequentiele en generant successiemert desrealisationsselonleslois conditionnelles

site toutefois d'etre capablede determiner leslois conditionnelles, ce qui ne posepas de probleme
dans le cas d'un processusgaussien(on peut par exemple determiner les parametres de la loi
conditionnelle en utilisant la moyenneet la variance du predicteur par krigeage).

Une secondemethode aisemert miseen uvre estle conditionnement par krigeage Soit F (x)
un processusaleatoire gaussienet (x) le meilleur predicteur lineaire de F (x) a partir desobser-
vationsenxy;::::Xn. Pourtout | 2 , F(1:x;) F(!:x;)=0,i=1;::::n. Sil'on supposeque
les sorties obseneesdu systemecorrespondert a un certain ! o, le processusaleatoire de ni par

F(o:x)+ (F(1:x) F(:x)) (2.22)

est tel que sesrealisations passen toutes par les obsenations. On peut veri er que le proces-
sus (2.22) admet la loi de F(x) conditionnellemert aux obsenations (Chiles et Del ner, 1999.
Par conequert, la methode de simulation conditionnelle par krigeageconsistea

{ calculer par krigeagelinterpolation F(! o;x) desobsenations F (! ¢;X;),

{ gererer dessimulations non conditionnellesde F (! ;x) en utilisant par exempleune factori-

sation de Cholesky de la matrice de covariance,

{ calculer par krigeagelesinterpolations de cessimulations ecantillonn eesaux points x;,

{ appliquer la formule (2.22).
Notons que les coe cien ts b, du krigeageobtenus pour interpoler les obsenations sort reutilisees
lorsquel'on e ectue lesinterpolations dessimulations non conditionnelles.

2.6.3 Autres techniques

La simulation de processusaleatoiresest un sujet tr esclassiquedans la litt erature desproba-
bilit es et des statistiques (Lantuejoul, 2002). Les di cult es principales sort de deux types. Tout
d'abord, simuler desprocessusion gaussiensestsouwvert di cile parcequ'il n'est pasfacile d'obte-
nir leslois conditionnelles. Par ailleurs si le nombre de points d'echantillonnage estimportant, peu
de methodese caces existert. La technique desbandestournantes, evoqueedansla section2.1.3
ne permet de simuler que des processusaleatoires gaussiensisotropes de nis sur des espacesde
facteurs de dimension d. Une di cult e supplemertaire est la determination de la covariance en
dimension un a partir de la donnee de celle en dimension d. Les techniques de simulation par
chanesde Markov sort sansdoute les plus conrueset les plus conseilees(algorithmes de Gibbs
et de Metrop olis-Hastings).
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2.7 Conclusions

Ce chapitre a fait une presenation elemenaire de la theorie desprocessusaleatoires,en com-
mencant par leur construction. Ceselemerts sort extrémemern classiqguesmais nous avons juge
pertinent de les rappeler. En e et, la notion de processusaleatoires a parametres contin us fait
appel a des notions parfois subtiles. Les deux points qui nous paraissen importants a considerer
sont les proprietes de cortinuite destrajectoires induites par la structure du secondordre et la
notion de variables aleatoires a valeurs dans des espaceshilbertiens. Cependart, notre objectif
n'etait pas de rentrer dans des considerations avanceesque l'on peut trouver dans des ouvrages
comme (Ibragimov et Rozanov, 1978 ou (Adler, 1981).

Nous avonsegalemen rappele le princip e de prediction lineaire qui correspond a la formulation
elemertaire du krigeage.ll s'agit la encorede notions tr esclassiqguesnotamment en geostatistique,
mais notre preseration a ete orienteeici versla modelisation bo'te noire dessystemes.Pour cette
raison, nous avonstrait e plus speci quement le casdesobsenations bruit ees,celui dessystemesa
plusieurssorties, la prediction de derivees,etc. Nousavonsmontr e quel'algorithme desinnovations
(qui appartient traditionnellement a la litt erature des series chronologiques) pouvait &tre utilis e
dans notre contexte pour e ectuer despredictions en ligne.

Au chapitre suivant, dans lequel nous aborderons la modelisation bo'te noire par methodes
a noyaux, nous rappellerons I'equivalence entre methodes a noyaux et la prediction lineaire de
processusaleatoires.
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Chapitre 3

Regression regularis ee dans les
espaces hilb ertiens a noyau
repro duisant

Resume | La notion d'espacehilbertien a noyau reproduisant est fondamertale pour la
modelisation bote noire. Dans un premier temps, le concept d'espacehilb ertien a noyau repro-
duisant estrappele et illustr e. Nous decrivons ensuite I'utilisation de tels espaceslansle cadre de
la regressionregularisee et examinonsles liens erntre regressionregularisee et prediction lineaire
dans un cadre probabiliste.

3.1 Espaces hilb ertiens a noyau repro duisant

La theorie desespacesilbertiens a noyau reproduisant est tr esclassiqueen analysefonction-
nelle. Les premieresetudes ont ete e ectueesavant 1950et l'article (Aronszajn, 1950 constitue
une synthesede reference.Nous commerconspar donner les de nitions et les principales proprie-
tes.Dans la section 3.2, nous preserterons desexemplestir esde la litt erature qui nous paraissert
pertinents pour la construction de modelesbates noires.

NousnoteronsF un espacevectoriel defonctionsx 7! f (x) de nies sur X, muni d'une structure
d'espacehilbertien avecle produit scalaire (:;:)F .

De nition 24. Unefonction k(x;y) : X X! R estun noyaureproduisant d'un espacehilb ertien
F de fonctions sur X, si toute fonction f de F veri e la propriete de reproduction

f(x) = (k(x;:);f)e: (3.1)

Cette de nition supposeimplicitement que les fonctions k(x;:) appartiennent a F, pour tout X
appartenant a X.
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Les proprietesfondamertales d'un noyau reproduisant sort rappeleesdans la proposition sui-
vante.

Prop osition 23 (Propri etesd'un noyau repro duisant). Sik estun noyaureproduisant d'un
espace hilbertien F, alors

1. k(x;y) estunique,

2. 8x;y 2 X, k(x;y) = k(y;x),

3. :’] -1 i jk(xi;xj) O, pour toute suite nie de points x; 2 X et de salaires j,

4. (K52 k(Y D) e = k(x;y).

Demonstration. Ces proprietes se demortrent sansdi cult e. Si k et k® sort deux noyaux repro-
duisarts, on a 8x 2 X

Kk(x;)  KIx; k2 = (k(x;:) KOG kOG)E (k(x;:) KIxG ) KA ))e =0

ce qui montre I'L|:r)1icite. En prenant f = k(y;:) dans (3.1), on montre que k(x;y) = Kk(y;Xx).
En prenant f = i":l ik(xi;:), et en exprimant kf ke, on prouve la propriete de positivit e. La

quatrieme propriete resulte de la propriete de reproduction. O

Notons que les noyaux reproduisants sort des fonctions symetriques et de type positif. Le
fait qu'un noyau reproduisant posede ainsi les mémesproprietes qu'une fonction de covariance
constitue un point essetiel (voir la section 3.5).

Prop osition 24. Si F admet k(x;y) comme noyau reproduisant, l'espace vectoriel F engende
par les fonctions k(x;:), lorsquex parcourt X, estdensedansF .

Demonstration. Notons F le dual topologique de F, c'est-a-dire I'ensenble desformeslineaires
continuessur F. Pour montrer que F = vectf k(x;:);x 2 Xg estdensedansF, il sut de montrer
quetoute formelineaire 2 F s'annulant sur F estidentiquement nulle. Notons %l'operateur de
dualitedeF (rappelonsqu'il s'agit d'une isometrie surjectivedeF surF ). Soit 2 F s'annulant
surF etf 2 F telle que = %f. Pour tout x 2 X,

f(x) = (Fik(x:))e = WAL K(X; i ;r = h; k(X )i ¢ = 0;
ou h; i designele produit de dualite. Doncf = 0 et par suite, = %f= 0. O
Prop osition 25. SiF admetk(x;:) comme noyau reproduisant, 8f 2 F et 8x 2 X,
001 KOOKS ke

La convergene forte (en norme) d'une suite de fonction (f ,) versf, ainsi quela convegene faible
(convergene des produits salaires (f;g) vers (f;g) pour tout g 2 F), implique la convergene
simple def, versf.

Demonstration. Cesproprietesdecoulert de I'in egalite de Schwarz. O
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Un espacehilbertien a noyau reproduisant F est un espacede fonctions de nies entout point
de X. Ceci exclut en particulier le casde L?(X) qui n'est pas a propremert parle un espacede
fonctions, mais plus exactemern un espacede classed'equivalencede fonctions. La proposition 25
peut etre reformuleeen disant que si deux fonctions de F sort prochespour la topologie induite
par k kg, alors les valeurs de cesfonctions en tout point de X sort egalemen proches. |l s'agit
d'une propriete importante.

Theoreme 7. Soit k : X X ! R, une fonction symetrique de type positif. Alors il existe un
espace hilbertien F de fonctions sur X admettant k comme noyau reproduisant.

Demonstration par construction explicite de F. (D'apr esune preuve presereedans(Aubin, 2000.)
Soit ~ le sous-espaceectoriel de RX gerere par les formeslineaires

« f2RX71f(x)2R:

La premiere etape consistea remarquer que RX, I'espacede toutes les fonctions sur X, s'identi e
au dual algebriquede ~. En e et, si estuneformelineaire ~! R, de nisson]gla fonction 2 RX

par (x) = ( x) pourtout x 2 X. Alors peut etreidenti eea car8 = [, 4 2 7,
X0 X0
()= i(oxi)= i (Xi):
i=1 i=1
La fonction k : X X! R permetdede nir sur = ~ la forme bilin eaire
X
(i )-= i k(Xisyj);
5]
P
avec = 1, jx et = jm:l j y;- La forme (:;:)- est symetrique et positive car k est
symetrique et de type positif. Il s'agit donc d'un semi-produit scalaire.
Muni du semi-produit scalaire(:;:)~, ~ estun espaceprehilbertien non separe. Rappelonsque

le separe d'un espaceprehilbertien non separe E est par de nition I'espaceprehilbertien quotient
E=K, ou K est le sous-espacevectoriel K = ff 2 E; tels que (f;g)e = O; 8g 2 Eg. Notons e
separe complete de ~ et F sondual. F estun espacede Hilb ert (en tant que dual de ). Puisque
toute forme lineaire sur ~ s'identie a une fonction de RX, F s'identie a un espacehilbertien de
fonctions.

Montrons nalement que k est le noyau reproduisant de F. Soit # l'injection canoniquede ~
dans son separe complete . Soit % ! lisometrie bijectivede sur F. Alors, 8f 2 F,

f(x)= W ,;fi g = (%M f)F; (3.2)

ou h; i designele produit de dualite. Pour montrer que k est un noyau reproduisart, il sut
d'etablir, d'apres(3.2), quek(x;:) = % # . Or d'apresla de nition du semi-produit scalairesur

KOGY) = (xs y)-= #xo#y) =y %% 0
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Ce theoreme est d'utilisation constarte pour etablir des modelesde type bote noire par re-
gressionregularisee dans des espaceshilb ertiens a noyau reproduisant. En pratique, on choisit
une fonction symetrique de type positif et le theoremegarartit I'existence d'un espacehilb ertien
admettant cette fonction comme noyau reproduisant. L'interét principal de I'espacehilbertien a
noyay reproduisant ainsi cgnstruit est la simplicite des calculs de produits scalaires.En e et, si
f=" 1 ik(xi;)etg= T, ik(yi;:) alors

Xm
(f;0)r = i jk(Xivyp):
i =1
Un casimportant d'application de ce theoreme apparat lorsque l'on choisit un noyau repro-
duisant sousla forme d'une fonction de covariance. Nous verrons dansla section 3.5.5 I'utilisation
pratique de cette possibilite.
Reciproquemen, est-il possibled'assaier a tout espacehilbertien F de fonctions sur X un
noyau reproduisant k tel que F soit engendee par lesfonctions k(x;:) lorsque x parcourt X ?

Th eoreme 8. Soit F un esmce hilbertien de fonctions f : X! R veri ant
8x 2 X;9My > 0; tel quejf (x)] Mxkfke; 8f 2 F: 3.3)
Alors F possdeun noyau reproduisant k.

Demonstration. La condition (3.3) exprime quela formelineaire « : f 7! f (x) estcontinuesur F,
donc qu'elle est elemert de F . Si %est I'operateur de dualite de F sur F , posonsk(x) = %!
et k(x;y) = R(x)(y). Alors k est bien le noyau reproduisarnt de F, puisque 8f 2 F, f(x) =
hysfie 5= (%1 i f)e = (k(x;2):f)e.

O

Remarquons que le theoreme 8 etablit la reciproque de la proposition 25. Il est d'ailleurs
frequent de donner la de nition d'un espacea noyau reproduisant a partir del'hypothese(3.3) qui
requiert la cortinuite de la forme lineaire d'evaluation ponctuelle.

3.2 Constructions d'espaces hilb ertiens a noyau repro dui-
sant

3.2.1 Exemples en dimension nie

Considerons un espacevectoriel F de dimension nie I. Tout elemert f 2 F peut s'ecrire a

symetrique de nie positive (une telle matrice peut correspondre a une matrice de covariance). K
estinversible et soninverseest note Q = (g )};j -1 - Muni du produit scalaire

(f1;f2)F = bK b, = b{Qby;

F estun espacehilbertien. Q estla matrice de produit scalairedansB telle que g = (ri;rj)r.
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Exemple 1
Soit F un espacevectoriel de fonctions i_l,dmettant unebasedefonctionsri(x);:::;r(x), x 2 X.
Toute fonction de F peut s'ecriref (x) = ; birij(x). Alors F admet le noyau reproduisarnt
k(x;y) = r(x)TK r(y); (3.4)
ou8x 2 X, r(x)=(ri(x);:::;r(x))". En e et, commefonction dey, k(x;y) de ni par (3.4) est
represerne par le vecteur K r (x) dansla baser(x);:::;ri(x) et par conequert
(fFik(x;)E = b'K Kr(x)=f(x):
P
Le cas particulier K = 1, correspond au choix de la norme kf kZ = ::1 k¥ (voir aussila sec-
tion 3.4.1).
Exemple 2
Soit F un espacevectoriel de fonctions reellessur un ensenble ni X = fxq;:::;x1g (F = R").
Tout elemert de F est represene par sescoordonneesf (3y);:::;f (X;) dans la basecanonique
frqi;:::;r9. Le produit scalairedans F s'ecrit (f1;f2)r = :;j -, T (xi)g; f(x;). Alors F admet
le noyau reproduisant k(xi;X;) = kij . On verie ene et que
X X
(FikOas e = FOa)ag keasxg) = Fx)a ky = F(x):
ij =1 ij =1

Cesdeux exemplessort construits de la m&me maniere. Dans le premier, on utilise une base
nie de fonctions. Dans l'autre cas,on utilise le fait que la fonction est determineepar un nombre
ni de sescoordonneesde X. Un casinteressam apparat lorsqu'un nombre ni de coordonneesde
X determine de maniere unique les coordonneesdans une basede fonctions (par exemple, quand
cette basede fonctions est une basede polyndmesde degre ni).

3.2.2 Exemples en dimension in nie
Exemple 1

Pour cet exemple (d'apresHirsch et Lacombes 1999, on se xe une mesureborelienne sur
R. Sih 2 L?( ), onnote fy, la fonction sur dee nie par

fn(x) = e™h)d (t):

R
L'application h 7! f,, estinjective. En eet, si8x e™h(t)d (t) = 0, alors h estnulle -presque
partout (voir par exemple (Hirsch et Lacombes 1999). Soit alors F = ff,; avech 2 L?( )g.
Pour hy;h, 2 L?( ), on pose 7

(fhy:fn,)r = hihod:
On veri e alorsaisemer que F estun espace%e Hilb ert. De plus, F admet le noyau reproduisant
kogy) = et Vd ()

R
cart 7' e ™ 2 L2( ) et (fn;k(;y)e = hed = f,(y). (Cet exemple serarevu dans la
section 3.3.3 consaceea la represenation spectrale desnoyaux.)
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Exemple 2

Nous presertons maintenant un exempleinspire de (Adler, 1990 ou une fonction de covariance
est utilis ee comme noyau reproduisant. Soit W (t) un mouvemen browniende ni 8t 2 T = [0; 1].
La covariance de W (t) est donc k(t; s) = min(s;t). On s'interessea la nature de l'espacede
Hilbert F adrBettant la fonction k(t; s) comme noyau reproduisart. Considerons deux fonctions
deF, fi(:) = 1 k(i) etfa(l) = 1 =1 jK(sj;:). Leur produit scalairedansF s'ecrit

i=
g(m
(f1;f2)e = i min(ti;sj):
i =1
En remarquant que la derivee de k(t; s) par rapport a t peut s'ecrire [o(t), on obtient une
nouvelle expressiondu produit scalaire sousla forme :

xXm Z,
(fi;f2)r = i :t:1(t) [o;s;1(t)dt
ij =1 0
0 1
Z, X X
= @ i ot:1(t) i [O;Sj](t)A dt
0 ; j
Z,

f D f P (tdt:

Par conequert, F est constitue de I'ensenble de fonctions
z t V4 1
f 2R"; telle quef(t)= f®(s)dset (FD(t)2dt<1 ; (3.5)
0 0

muni du produit scalaire 7
1

(Fufa)e = 17 OF (dt:
0

En e et, il estimmediat de veri er quek(s;t) estdansl'ensenble de ni par (3.5) et que de plus,
8t2T, 7
1

(fik(t; e = ; fO(s) poy(s)ds= f(1):

F est constitue de fonctions presquepartout derivables. Cet exempleillustre une caracteris-
tigue importante : I'espace hilbertien engende par une fonction de covariance k est un espace
de fonctions possdart des proprietescomparablesa cellesdestrajectoires du processusaleatoire
gaussienadmettant k comme covariance.

Cet exempleest egalemen important parcequ'il esta la basede la theorie de nombreux types
de splines Les splinessort en e et dessolutions dans un espacehilb ertien a noyau reproduisant
d'un problemed'approximation regularise (par la norme de l'espacehilb ertien). Ainsi, lI'espaceF
construit ci-dessuscorrespond a des splines lineaires en dimension 1. Les solutions regularisees
d'un probleme d'approximation serort dans ce cas des fonctions lineaires par morceaux. Nous
n'abordons pas explicitemert la theorie des splinesdans cette preseration (un point de vue plus
general est celui de la regressionregularisee dans des espaceshilb ertiens a noyau reproduisart,
preserte dansla section 3.4). Notons que la theorie des splines necessiteen princip e d'intro duire
la notion de noyau conditionnellement positif, qui serapresernee au chapitre 4. ((Wahba, 1990
constitue une referenceclassiquesur le sujet.)
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3.2.3 Notion d'espace des caract eristiques

Cette sectionexplique de maniereinformelle le rdle fondamertal desnoyaux reproduisants dans
la theoriedel'apprentissage(Vapnik, 1995. La fonction principale d'une procedured'apprentissage
est de classerdes donneesde maniere automatique. Ces donneescorrespondernt a des categories
dependart de certains facteurs, represenescommedansle casde la modelisation bote noire par un
vecteurx 2 X. On met en correspondancel'ensenble descategoriesavec un ensenble d'etiquettes
numeriques L (par exemple, s'il y a deux categories,on asscie un ensenble d'etiquettes L =
f+1; 1g). Lesdonneessort descouples(xi;f)?ibs) 2X L,i=1;::0n.

Un probleme a deux categoriesest dit lineairemern separable s'il existe un hyperplan dans
l'espacedesfacteurs X, tel que les donneesavec des etiquettes di erertes setrouven de part et

f (xi)f)?ibs > 0. Il existe pour cela plusieurs methodes (reseauxde neuronesformels, detection li-
neaire a partir des momerts d'ordre deux, machines a vecteurs de support) et dans la plupart
descas, il estfacile de montrer (voir (Vapnik, 1995 et la section 3.4.2) que I'on obtient despro-
blemesd'approximation lineaire pouvant s'exprimer uniquemert enfonction desproduits scalaires
(X;¥)re, X;¥ 2 X. Lorsque le problemen'est plus lineairemen separabledans X, I'approche uti-
lisee dans la plupart des ouvragesde la litt erature de la theorie de I'apprentissage est connue
sousle nom d'astuce du noyau, traduction du terme anglais kernel trick (Aizerman et al., 1964,
populariseedans le cadre de la classi cation de donneespar (Boseret al., 1992).

Cette approche passepar l'introduction d'une fonction :x 2 X 7! (x) 2 F qui transforme
I'espacedesfacteursinitial X enun espacedanslequella separation lineaire redeviert possible.F
estappele esce descaracteristiques (feature space en anglais) et peut &tre un espaceade dimension
in nie, typiquemert un espacede fonctions elles-ntmesde nies sur X. Le problemede separation
lineairedansF fait alorsintervenir desproduits scalaires( (x); (y))r . L'astue du noyau consiste
a ne jamais expliciter les transformations (x) puisque seulela fonction k(x;y) = ( (x); (¥))r
a besoin d'etre evaluee. Or dans un espacede Hilbert a noyau reproduisant, on a la propriete
k(x;y) = (k(x;);k(y;))e . L'id eeestdoncde poser (x) = k(x;:) et I'espacedescaracteristiques
est donc un espacehilbertien a noyau reproduisant. Recemmen, de nombreux problemesont
bere cie de ce point de vue. Parmi ces methodes, les machines a vecteurs de supprt (Vapnik,
1995 ; Schelkopf et Smola, 2002 connaisseh un suces indeniable de m&éme que les methodes
d'analyse en composartes principales a noyau, kernel principal component analysis (KPCA) en
anglais (Sdelkopf et al., 1998; Mika et al., 1999; Mulller et al., 2001). La theoriede I'apprentissage
a donc joue un rdle important dans le developpemert des methodesa noyau?.

3.3 Quelques repr esentations d'un noyau repro duisant

Nous presenons danslesparagraphessuivants desnotions sur lesrepresettations possiblesd'un
noyau reproduisart. Ceci facilitera la comprehensiondu role de la norme d'un espacehilb ertien
a noyau reproduisant donne (dans la section 3.4, nous utiliserons des normes d'espacesa noyau
reproduisant pour regulariserdesproblemesde regression).

10n peut regretter cependant que certaines methodes classiques, notamment les methodes de regressionregula-
riseeavec attac he aux donneesquadratique aient ete reinventees.Par exemple, les methodes dites ®proximal vector
machines , ou ®least square SVM ~ sont clairement de simples reformulations de methodes bien connues.
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3.3.1 Representation de Mercer sur des domaines compacts

Lorsquele domainede de nition X desfonctions de F estcompact, il existe une represenation
desnoyaux reproduisants utilisant le theoreme de Mercer que nous souhaitonsrappeler. Dans la
litt erature cette represernation estsouvent mentionneemalgre le caractererestrictif del'hypothese
de compacite de X 2. Nous adoptonsle point de vue formel de la theorie desoperateursde Hilb ert{
Scmidt, telle qu'elle est exposee dans la plupart des ouvragesd'analyse fonctionnelle (voir par
exemple (Riesz et Nagy-Sz, 1965; Hirsch et Lacombes 1999; Aubin, 2000).

De nition 25 (Op erateur de Hilb ert{Sc hmidt). Soit E un espacede Hilb ert, separable,de
dimensionin nie. L(E) designel'ensenble desoperateurslineairessur E. Si (e,)n2n €St une base
hilb ertienne de E, dit qu'un operateur T 2 L(E) est un operateur de Hilbert{Schmidt lorsque
la serie numerique LO kT e k? est corvergerte. On demortre (voir par exemple (Aubin, 2000)
que cette de nition estindependarte de la basehilb ertienne consideree.

Prop osition 26. Les operateurs de Hilbert{Schmidt sont compacts.
Demonstration. Il s'agit d'un resultat classique(Hirsch et Lacombes 1999; Aubin, 2000. O

Deniton 26 (Op erateur integral). Soit X un domaine compactde RY etk : X X! R
une fonction continue de carre sommablesur X  X. On de nit l'operateur lineaire integral Ty :
L2(X) ! L2?(X) par la relation,
z
Tf(x) = k(x;y)f (y)dy; 8x 2X:
X

La fonction k est appelee noyau de l'operateur integral T.

Th eoreme 9 (du noyau). Soit X un compact de RY. (L2(X) estdonc separable.) Un operateur
T 2 L(L?(X)) estde Hilbert{Schmidt si et seulementsi il est ass@ie a un operateur integral a
noyauk 2 L?2(X  X).

Demonstration. Voir Aubin (2000. O

Prop osition 27. Sik 2 L?(X X) estsymetrique, T¢ est un operateur auto-adjoint. Si de plus
k estune fonction de type positif, alors Ty estun operateur positif (c'est-a-dire (Txf;f) 2(xy O,
8f 2 L2(X)).

Demonstration. Il s'agit encore de resultats classiquessur les operateurs de Hilb ert{Schmidt
(Hirsch et Lacombes 1999. O

Rappelons ensuite les proprietesdesvaleurs propres d'un operateur auto-adjoint compact.

Th eoreme 10 (V aleurs propres des operateurs auto-adjoin ts compacts). Soit T un opera-
teur auto-adjoint compact quelonquesur un esgce hilbertien E et vp(T) I'ensemblede sesvaleurs
propres. Pour chaquevaleur propre 2 vp(T), on note E I'espace propre assie.
{ L'ensemblevp(T) est une partie in nie, denombmble et bornee de R, dont le seul point
d'accumulation est 0.

2(Courant et Hilb ert, 1965) traite a un niveau elementaire des operateurs integraux et du th eoreme de Mercer.
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{ Si T estpositif, alors toutes sesvaleurs propres sont positives ou nulles.

{ Tous les sous-espces propres de T correspndant a des valeurs propres non nulles sont de
dimension nie.

{ Deux sous-espces propresde T correspndant a desvaleurs propres di erentes sont ortho-

gonaux

{ Soit,Fpour chaquevaleur propre non nulle deT, P le projecteur orthogonal sur E . Alors
T= 2vp(Tyo P+ au sensdesfamilles sommablesdans L (E).

Demonstration. Voir (Hirsch et Lacombes 1999. O

Corollaire 1. L'espace Im T admetune basehilbertienne denombmble(' ,)n2n formeede vecteurs
propres de T correspndant a desvaleurs propres non nulles. Pour tout f 2 Im T,

X

f = (f;"n) n:
n2N
Nous supposeronspar la suite que k est symetrique et que Ty n'est pas de rang ni. Soit

(' n)n2n Une basehilbertienne de Im T forme de vecteurs propres de Ty et ( )n2n la suite des
valeurs propres non nulles correspondantes. Si k est corntinu, symetrique et de type positif, k
de nit un noyau reproduisart. Le theoremede Mercer est fonde sur la represeration spectrale de
l'operateur T et permet donc d'etablir une representation d'un noyau reproduisarnt k 2 L2(X X)
lorsque X est compact.

Th eoreme 11 (Mercer). Soit T un operateur de Hilbert{Schmidt sur L2(X) avec X compact.
Avec les notations et hypothesesci-dessus,

7 X1
jk(x;y)jdxdy = A
n=0
et
Xl
k(x;y) = n'n(X) n(y): (3.6)
n=0

Ces series convergent absolumentet uniformement sur L2(X; X).
Demonstration. Voir (Rieszet Nagy-Sz, 1965; Aubin, 2000. O

La represettation (3.6) peut etre vue comme une generalisation de (3.4). On peut montrer de
plus que F peut &tre caracterise a l'aide desvaleurs et desvecteurspropresde Ty (voir Cucker et
Smale (2001 par exemple).En e et, F s'identie al'espace

( % )
Cn N
f 2 L%(X) tellesquef = Ch'n: P=— 2 %(N)
n=0 n
avecla norme 92 2 2 2
KfkE=( c'ni  Cn'm)E=  —<+1:
n=0 m=0 n=0 "

Par consquert, les fonctions de I'espace hilbertien F a noyau reproduisant k peuvert étre re-
preserieesdans une base(' n)n2n- De plus, les coe cien t ¢, de cette represertation decroissem



72 R egression regularis ee dans les espaces hilb ertiens a noyau repro duisan t

d'autant plus vite que les valeurs propres , tendernt rapidement vers zero. La represettation de
Mercer permet donc de mettre enrelation un noyau et la regularite desfonctions genereespar ce
noyau.

3.3.2 Utilisation de frames

La theorie des frames (Dun et Schae er, 1952 ; Daubechies 1992 ; Mallat, 1999 a ete
intro duite dans le cadre des problemesde reconstruction de fonctions a partir d'ecantillonnages
reguliersouirr eguliers.ll n‘est donc passurprenart quel'on puisseetablir desliens entre la theorie
desframes et celle des noyaux reproduisants qui est egalemen utilis ee pour l'approximation de
fonctions (ce que nous verrons dans la section 3.4). Cesliens ont par exemple ete explicitesdans
(Gaoet al., 2001; Rakotomamonjy et Canu, 2002. Dans les paragraphessuivants, nousrappelons
quelqueselemerts de la theoriedesframes(Mallat, 1999 et la demarche permettant de construire
un noyau reproduisant a partir de la donneed'une frame.

Une frame d'un espacehilbertien F de fonctions de nies sur X estune suite ( j)j2; d'elemerts
de F, ouJ estun ensenble ni ou denonbrable, telle que toute fonction f 2 F est caracterisee
entieremert par les produits scalaires((f; j)r)j2s . Les elemeris de la frame ne sort pas neces-
sairemen lineairemert independarts. La de nition precised'une frame est rappelee ci-dessous.

Denition  27. Une suite de fonctions ( j)j2; estune frame de F s'il existe deux constartes
0<A B<1 tellesque

X
8f 2 F Akf k2 j(f; j)Fj® BKkfk2: (3.7)
j2J
Une frame ajustee est telle que A = B. A et B sort lesbornes de frame

La relation (3.7) est une condition de stabilite. Comme ((f; j)e)j2s 2 “?(J3), il estlicite de
de nir l'operateur de frame U par

Uu: F | "2)
fo7 ((f; j)F)jas -

On de nit egalemen U , l'adjoint de U tel que (Uf;x)-2¢5y = (f;U X)r.

Exemple. Une baseorthonormale d'un espacehilbertien F est un cas particulier de frame
avecA = B = 1. Par exemple,la famille f T ht(t,T);n 2 Ng ou hy (t) = sin( t=T)=( t=T) est
une frame de I'espacedes fonctions de L?(R) dont la transformee de Fourier est a support dans
[ =T; =T]. DanscecasUf = (f (nNT))n2n-

Th eoreme 12. Soit ( j)j2s uneframedeF, avec desbornes A et B. On de nit la frame duale
(—-j)jz.] deF par

IRECAYEE
Alors 8f 2 F,
1 2 X H .~ 2 1 2
gkfkp i 5)e] kakp
j2J
f= (5= )5

j23 j23
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Demonstration. Voir par exemple(Mallat, 1999. O

Th eoreme 13. Soit F un es@ce de Hilbert et ( j);2; uneframedeF. Si8x 2 X,

X ~ . .
o i (x)750) c <1

alors F estun esmce hilbertien a noyau reproduisant.

Demonstration. Soitf 2 F. Alors 8x 2 X,

X
JF(x)i= (F:5)F ()5

j23

et par suite,
e = i) 75)F
j2J
X
kf ke i (X)7
j23 F
Donc F estun espacehilbertien a noyau reproduisart. O

Le theoreme suivant (voir par exemple Rakotomamonjy et Canu (2002) donne la forme du
noyau reproduisant en fonction deselemerts de la frame.

Th eoreme 14. Soit F un esmce hilbertien separable a noyau reproduisant. S'il existe une frame
( j)j2s deF, alors le noyau reproduisant admet la representation

X
kCay)= 50 jy): (3:8)

j23

Demonstration. Pour toute fonction f 2 F, et pour tout x 2 X

f(x) = (F;:5)F 1 (x)
j2J
= (f; i (X))
i2J
Ceci montre que le noyau reproduisant de F peut bien semettre sousla forme (3.8). O

Les theoremesprecedents permettent par consquert des represerations plus generalesque
celle obtenue avec le theoreme de Mercer, puisque la famille de fonctions ; ne constitue pas ne-
cessairemehune basede I'espaceF . Remarquonsegalemen que lorsquela frame estde dimension
nie (par suite, F estde dimension nie), on retrouve lesresultats etablis dansla section 3.2.1, et
en particulier la relation (3.4).
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3.3.3 Representation spectrale pour les noyaux invariants par transla-
tion

La represertation vue dans la section 3.3.1, valable pour des espacesX compacts, n'est pas
adapteelorsquel'on utilise les noyaux classiquesde nis sur RY RY, ce qui est habituellemert le
cas.Si le noyau estinvariant par translation sur R RY, le theoremede Bochner, rappele dans la
section2.4.2, peut etre utilis e pour etablir une represenation du noyau dansle domainede Fourier.
L'hypothesed'invariance par translation permet d'ecrire k(x;y) = k(kx  yk). Sik(h) 2 L2(R%),
ce que nous supposeronspar la suite, alors
Z

gl(usx y)k(u)du :

Rd

k(X y) = (21)d

ou R(u) estla transformeede Fourier de k(h).

Prop osition 28. Soit k : RY RY! R un noyau reproduisant invariant par translation et F
I'espace hilbertien engende par ce noyau. Sik(h) 2 L2(RY), alorsF  L?(RY) et deplus, 8f 2 F,
z

kf k2 = (Zl)d Rdjf"(u)jzk(u) Ldu: (3.9)

Demonstration. (Inspireede (Aubin, 2000.) Rappelonsque F est I'espacevectoriel descombinai-
sonslineairesde k. Si k(h) 2 L2(RY), alors F L2?(RY) et 8f 2 F, la transformee de Fourier de
f s'ecrit

X] .

fu) = ie (UXDR(u):

i=1

Par suite, on veri e tressimplemen que 8f 2 F
Z

1
2 _ H 2 1 .
kf kg = —(2 E RdJf"(u)J R(u) “du:
CommeR(u) est borne et positif, il existec> 0tel queR(u) * ¢ 8u2RY. Sif 2 F,
e oL e L k) = b
20 @) 2 )¢ c "

montre que l'injection # de F~ dans L?(RY) est cortinue. Notons alors %l'isometrie de F~ dans le
complete F et # l'unique application de F dansL?(RY) prolongeart (par cortinuite) # au sensou
# = #% Montrer queF  L2?(RY) consisteamontrer que# estinjective. Soitf 2 F telle que#(f) =

0. Par de nition du complete F, il existe une suite (f,)n2n de F telle quef = lim,n  %f,). La
suite (f,,) est de Cauchy dans F et donc (#(f,)) est une suite de Cauchy dans L2(RY) puisque #
estcortinue. Notons u la limite de#(f ,) dansL?(RY). Comme8n, #%f ) = #(f ), #(f,) corverge
versu = 0. Donc (f,) corvergeversO,f = 0 et # estinjective.

On a donc montre que #(F) est un complete de F qui est contenu dans L2(RY) (#(F) est
un espacehilbertien pour le produit scalaire (#(f);#(9))«) = (f;9)r, isometrique a F). En
identian t #(F) et F, on peut ecrire F L2(RY). L'espaceF est constitue de I'ensenble de
fonctions d

f 2L2RY; tg.  jfu)j’R(u) *du< +1 ;
Rd
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muni du produit scalaire 7
. — 1 1 .
(f;0) = —(2 E fu)e(u)R(u) “du:

On verie que8f 2 F, 8x 2 RY,

1

a7 RWe LODIRW) du = f(x):

k(. x)if)=

O

La norme de F ecrite sousla forme (3.9) permet une interpretation interessate en terme de
propriete de regularite. Remarquonsen e et que la transformeede Fourier K intervient avec une
puissancenegative dans la norme. Or K decrdt lorsque les frequencesaugmertent. Ceci montre
guela norme de F penaliseles composartes hautesfrequenceslesfonctions de F . Cette propriete
fondamertale est a I'origine de la regressionregulariseequi serapreseneedansla section 3.4.

Remarquonsen n que I'expressiondu noyau
z

k(x y)= el YWR(u)du = elwe {:WR(U)du (3.10)

@) @)

permet une analogieavec la represettation de Mercer (3.6).

3.4 Regression regularis ee

3.4.1 Generalit es sur la regression regularis ee en dimension nie

Dans cette section, nous reprenons le point de vue adopte au chapitre 1. Nous souhaitons
montrer commert la notion de noyau reproduisant peut &tre mise en place naturellemert dansle
cadre de la regressionregularisee pour la construction de modelesbote noire.

Considerons une fonction de plusieurs variablesf : X RY ! R, qui peut par exemple
represerter la sortie d'un systeme dependart d'un ensenble de facteurs caracterisart son point
de fonctionnemert. L'objectif est d'approximer f (x) a partir d'un ensenble ni d'obsenations
S=f(x;;f); i=1; ;ng. Lesobsenationspeuvert etre bruit ees et danscecasf 25 6 f (x;).

Une approximation de la fonction f : X RY! R peut correspondre a un simple modele
lineaire de ni sur un domaine de I'espacedes facteurs, par exemple autour d'un point de fonc-
tionnement du systeme. Cette approximation lineaire peut s'ecrire f (x) = b"x + by, ou le vecteur
b 2 RY et le scalaire by sort des parametres a estimer a partir des donneeset de l'information
a priori sur le systeme evertuellement disponible. La methode la plus classiquepour estimer ces
parametres est sansdoute la methode des moindres carres.Elle correspond a minimiser le critere
d'erreur d'approximation quadratique
X

(F2° b'xi  by)?:

Xi

J(b; o) =
i=1
On peut genreraliser tres facilement cette regressionlineaire en incorporant dans le modele des
termes non-lineairesen x, tels que desmondmesou desfonctions exponertielles. L'approximation
s'ecrit alors sousla forme
f(x)=Db'r(x); (3.11)
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ou b= (by b“])T etr(x)= (rgy(x) r“](x))T. Ce type d'approximation permet par exemple
la prise en compte de non-lineariteslocalesde f (x), ou bien la modelisation de tendancespoly-
nomialessur le domaine d'etude X.

Le nombre de termes parametriques dans (3.11) crot potentiellement tresrapidemert avecle
nombre de facteurs considceres. Par exemple, dans le cas d'approximations de type polynomial,
on peut noter qu'un polyndtme complet de degre m a d variables comporte d+dm monoémes. Or
I'estimation d'un grand nombre de parametres peut conduire a un probleme mal conditionne (ou
mal pose) et a desinstabilit esnumeriques.(Pour detecter cessituations dansle cadrede la methode
des moindres carres, il est preferable de calculer le conditionnement de la matrice de regression
R = (r(x1) r(xn)). Unesolution classiquepour un problememal conditionne consistea ajouter
un terme de regularisation dansle crit ered'erreur d'approximation. Par exemple,on peut chercher

a minimiser

X
J(b)= Ckbk3+  (FP  bTr(xi)?: (3.12)
i=1

Dans ce cas, on penalise les grandes valeurs des elemerts de b. Le parametre C 2 R* permet
de reglerle compromis erntre regularisation et attache aux donnees.Ce type de regularisation est
connu sousle nom de regularisation de Tikhonov et posedeune th eorie mathematique bien etablie
(Tikhonov et Arsenin, 1977). En particulier, il estpossibled'etablir desconditions su san tes pour
obtenir un problemebien pose, c'est-a-dire telles que les solutions existert de maniere unique et
soiert stables. De maniere informelle, on peut dire que le terme de regularisation dans (3.12)
permet de restreindre I'espacede recherche des fonctions optimales pour retrouver un probleme
bien pose.

Toutefois, le princip e de regularisation intro duit dans (3.12) ne garantit pas pour autant une
approximation de qualite satisfaisarte. Tout d'abord, la capacite d'approximation du modele(3.11)
ne permet pas forcemert une description pertinente desdonnees.Cette capacite d'approximation
est liee, entre autres, a la dimension de I'espacedes fonctions dans lequel on recherche le mini-
miseur de (3.12), c'est-a-dire au nombre de termes parametriques dans le modele. Si la capacite
d'approximation est su san te, le modele est capabled'interpoler les donnees,ce qui est utile par
exemplesi I'on sait que le bruit d'obsenation du systeme est negligeable.On peut evidemmert
chercher a augmerter cette capacite d'approximation en ajoutant autant de termes parametriques
gue necessaireMais ce faisart, on risque d'obtenir une approximation tr esirr eguliere (en anglais,
cephenomenecorrespond a I'over tting ) si quelquesprecautionsne sort pasprises.Ce phenonene
estillustr e par la gure 3.1, ou I'on utilise un modele comprenart 201 termes parametriques, ob-
tenus en minimisant (3.12) (avecune petite valeur de C pour obtenir une quasiinterpolation des
donnees,represerneespar les carres). Cet exemplemontre qu'il est necessaired'utiliser un schema
de regularisation adequat. Nous nous interessonsa cette question dans la section suivante.

3.4.2 Choix d'un schema de regularisation par utilisation d'un noyau

Soit B le minimiseur du critere (3.12). Nous souhaitons montrer gque le modele BTy (x) peut
etre vu commele resultat d'une regressiona noyau reproduisart. PuisqueB satisfait %(B) = 0,
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approximation

observations [
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 3.1{ Exemple d'interpolation de donneesavec une regressionmal regularisee.Le vecteur de
regressionestr (x) = [1 cos( ox) sin(! ox) cogm! ox) sin(m! ¢ox)]", ou m = 100

on peut ecrire

Xi

xXn
B:é (fo0s BT (xi)r(xi):
i=1

Par consquert, il existe desscalairesh; tels que

X
B= Bir(x):
i=1
Le probleme de Ifjegressioninitial peut alors etre reformule comme celui de la recherche d'une
fonction fﬂ(x) = Bi(r(xi);r(x)), ou (:;:) estle produit scalairecanoniquede R', et ou les b
minimisent le critere
X 2 9
J(a;i=1 ;n)= air(xi) +E
i=1 i=1

xXo
(FPs M(x))2:

Ce probleme,exprime sousune forme dite duale, estevidemmert de type moindrescarreset admet
une solution numerique qui s'obtient en resohant un systemed'equationslineairesen b;. Puisque
X 2 X
ar(xi) = a(rxi)rx)a;
i=1 i5j

le probleme regularise fait intervenir uniqguemert des produits scalairesde la forme k(x;;x;) =
(r(xi);r(x;)). Celasignie que les objets r(x;) n'ont pas besoind'etre evalues directemert, si
I'expressionanalytique de k est connue.

AppelonsF ['espce des caracteristiques de ni par vectfr(x) 2 R';x 2 Xg R'. Tout b =
inzl air (xi) 2 F peut etre identi e a une fonction f de la forme

X0
8x 2 X; f(x)=(r(x); ar(xi):
i=1
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Ainsi, F peut etre identi e a un espacede fonctions, cesfonctions etant principalement caracteri-
seespar les objets r (x). (Nous utilisons par la suite la notation f b pour rappeler la propriete
d'identi cation.) On peut ensuitede nir la normedef b2 F par

X
KfkE = a(r(xi)ir(x;)a:
ijj =1

Dans F, r (x) estidenti able al'operateur d'evaluation ponctuelle. En e et, toute fonctionf b
de F peut &tre evalueeen un point x enformant le produit scalairef (x) = (r (x); b) (voir (3.12)).
L'operateur r (x) d'evaluation enx estcontinu puisquejf (x)j  kr (x)kkf kg . Par consequer, F
est un espacehilbertien a noyau reproduisant ; son noyau reproduisant est k(x;y), puisque I'on
peut identi er la fonction k(x;:) 2 F a l'operateur d'evaluation r (x) (k(x;:) r(x) en utilisant
le fait que k(x;y) = (r(y);r(x)), 8y).

Si l'on considereune fonction f b2 F, onakf k2 = P ::1 i, et donc I'espacedescaracte-
ristiques F est muni d'une norme qui penalisede la m&memaniere tous les termes parametriques
rij(x) der(x). Comme on l'a vu plus haut cecin'est pas forcemert desirable. Pour eviter les
comportemerts irreguliers de f, il faut pouvoir penaliser davantage les termes a l'origine des
variations importantes. Typiqguemern, cestermes correspondert aux hautesfrequencesUne expe-
rience numerique simple, preseteedansla gure 3.2, con rme que la notion de choix du schema
de regularisation est essetielle.

La regularisation peut &tre choisie a priori, par exemple,commecelaa ete fait dansle casde la
gure 3.2, enmultipliant r (x) elemert par elemen par descoe cien ts choisisarbitrairement mais
de telle facon que cescoe cien ts decroissem lorsque la frequenceaugmerte. Cette approche n'est
toutefois pas tr es elegarte et di cile a generaliser dans le cas d'espacede facteurs de dimension
superieure a un.

L'appro che probablemert la plus simple consistea choisir le schemade regularisation en utili-
sart la normed'un espacehilb ertien a noyau reproduisant o ran t de bonnesproprietesderegularite
(sans necessairemense restreindre a des dimensions nies comme ci-dessus).Cette idee permet
d'e ectuer desregressiongegularissesdans desespacesle fonctions de dimensionin nie (grandes
capacites d'approximation possibles)en veillant a ce que les problemesd'approximation restert
bien poses.En e et, nousavonsvu dans la section 3.3 que les noyaux reproduisarts, ainsi que les
elemerts d'un espacea noyau, admettent desrepresenations spectralessouscertainesconditions.
Typiquemert (par exemplecommedans (3.9)), la norme d'un espacea noyau penaliseles hautes
frequencesPar suite, il estinteressamn d'utiliser cette norme commeterme de regularisation. La
regressionregulariseedans des espaces noyau est detaillee dans la section suivante.

Enn, notons que le schema de regularisation (m&me a noyau reproduisant) doit resulter en
pratique d'une procedure d'adaptation aux donnees.En e et, le fait d'utiliser un noyau repro-
duisant arbitraire parmi lesfamilles connuesde fonctions symetriques positivesne garartit pasla
qualite de I'approximation. Ce point seraaborde au chapitre 5.

3Nous presertons cependant dans les sections 5.6 et 6.5 des approches conceptuellement tres proches, ou le
schema de regularisation est adapte automatiquement aux donnees observeesen optimisant un crit ere de qualit e
d'appro ximation.
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approximation

observations  []
-2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 3.2 { Les donneeset la structure du modele sort les mémes que dans la gure 3.1,

mais le schema de regularisation a ete adapte, en utilisant le vecteur de regressionr (x) =
1 cos(! ox) sin(! gx) cos(m! ox) sin(m! gx) 1T
[ 1+133 1+ 33 1+H(m! )13 1+(m! 0)113]

3.4.3 Probl eme regularis e et forme des solutions

La forme generale d'un probleme de regressiondans un espacea noyau, regularisee par une
approche de Tikhonov (Tikhonov et Arsenin, 1977 est maintenant rappelee.

Consideronsun systemestatique a plusieursertr eeset une seulesortie, c'est-a-dire une fonction
f : X! R, ainsiqu'un ensenble ni d'obsenations S = f(xi;f)?ibs) 2X R,i=1:::;ng. Si
le systeme est obsene sansbruit, onaf (x;) = f)?ibs, 8i. L'objectif estde chercher une fonction
f* dansun ensenble de fonctions F minimisant un critere quanti an t I'erreur d'approximation de
f , noteJs (f).

Soit une fonction I(x;s;t) 2 R* [ +1, x 2 RY, s;t 2 R satisfaisart I(x;s;s) = 0, 8x 2 X,
8s 2 R. La fonction x 7! I(x;f (x);f (x)) sert aassignerun co(t lorsquef (x) s'ecartede la vraie
valeur f (x). | estdonc appeleeune fonction de co0t (en anglais, loss function). En general, | ne
depend pas de son premier parametre x et la notation simpli eel(s;t) serautilis eepar la suite.
Par exemple,l(s;t) = (s t)? estla fonction de co0t dite quadratique (ou L?) et I(t;s) = js tj
est la fonction de co0t dite L 2.

Le critered'erreur d'approximation que I'on souhaite minimiser, forme a partir desdonneeset
de la fonction de colt, peut s'ecrire

W= CORPE (3.13)

i=1
Selon I'espaceF choisi, les solutions optimales f* = argmin; ¢ J; (f) pos®dert descomporte-
ments tresdi ererts. Si F estsusamment large, il est méme possiblede trouver une in nit e de
fonctions qui annulent exactemer le critere. En general, I'unicit e de la solution n'est donc que
raremert veri eeet la minimisation de J¢ estun problememal pose. Pour garartir I'unicit e de
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la solution ainsi que sa stabilite, il est necessairede s'assurerque F est susamment petit ou
de modi er le critere d'erreur d'approximation. L'utilisation de la norme de F commeterme de
regularisation obeit en quelquesorte a cesdeux principes(on modi e le critere pour s'assurerque
f 2 F ne®s'eloignepastrop ~ de la fonction nulle).

Le theoreme du represenant (prouve dans (Kimeldorf et Wahba, 19709 dans le cas quadra-
tique, et dans (Scelkopf et al., 200]) dansle casgeneral) permet d'etablir la forme dessolutions.

Th eoreme 15 (dit du repr esentant). Soit F un esmce hilbertien a noyau reproduisant et soit
le critere d'erreur d'approximation regularisee de Tikhonov, de ni sur F par

xo
i reg(f) = I(f (xi);f)?ibs) + Ckf k2 : (3.14)
i=1
ou C > 0. Alors, si I(s;t) estconvexeen s, le minimiseur de J; ;;¢g dans F est unique et peut
s'ecrire sousla forme
X
f(x)= ak(x;xi):

i=1

Demonstration. Voir (Schelkopf et al., 2001). O

Prop osition 29 (Cas d'une fonction de co0t quadratique). Sil(s;t) = (s t)2, le minimi-
seurde Jr .g(f) s'obtient en resolvantle sysieme d'equationslineaires

(Cl, + K)a= fobs; (3.15)
ou K estla matricen n d'elementski; = k(Xi;x;) etou f oS = (f 9s;:::;f 0bs)T,

On constate que (3.15 est le systeme obtenu dans la methode du krigeage dual avec bruit
d'obsenation. On peut donc interpreter C commela variance du bruit d'obsenation. Il est main-
tenant important de s'interroger sur lesliens precisqui existert entre la regressiorregulariseepar
une norme d'espacea noyau reproduisant et le krigeage (ou la prediction lineaire). Les sections
suivantes montrent que les methodessort equivalentes, ce qui est en fait peu surprenarn.

3.5 Espaces hilb ertiens a noyau repro duisant et pro cessus
aleatoires

Lesconstructionsdesespacedd et F e ectu eesdanslessections2.4.3et 3.1sort tr essimilaires.
Nous souhaitons preserter plus precisemert lesliens ertre cesdeux espacesainsi que le rdle joue
par I'espace obtenu commele complete de I'espacevectoriel des mesuresa support ni pour la
topologie induite par le noyau. Les premiers travaux qui etudient preciemert le rdle desespaces
a noyau reproduisart dansle domaine desprocessusaleatoiressort a notre connaissanceg Parzen,
1962 1963 1970, ainsi que (Hajek, 1962 qui ne recourt toutefois pas explicitement a la notion
de noyau reproduisant. En sefondant sur cespremieresetudes*, Kimeldorf et Wahba (19700 ont
etabli un resultat important concernar I'equivalenceertre la regressiorregularissepar une norme
d'espacea noyau reproduisart et la prediction lineaire,que nous presenerons dansla section 3.5.5.

4Anecdote : E. Parzen etait directeur de la thesede G. Wahba.
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3.5.1 Trois espaces ayant la m&me structure

Soit F(x), x 2 X, un processusaleatoire du secondordre, de moyenne nulle et de covariance
k(x;y). Considerons H l'espace engende par les combinaisons lineairesde F(x) et soit H un
complete de H pour la norme de L2( ;A;P). Rappelonsque ~ delglgnelespacedes mesuresa
support ni sur X. Ainsi, si 2 7 cette mesurepeut s'ecrire = ,_; i x;,. On munit T du
produit scalaire

Xm

(; )-= i K(Xisyp),

ij =1
et on designepar _ un complete de ~ pour ce produit scalaire.L'application lineaireF : ! H,
telle que F( )= [, iF(xi) pour 2 7 etqui seprolonge par continuite sur , denit une
isometrie bijective ertre et H. Nous avonsegalemem vu plus haut que estle dual d'un espace
hilbertien de fonctions F admettant le noyau reproduisant k(x;y). Il existe donc une isometrie
bijective entre et F.

Par conequen, , H et F ont la méme structure et sort isomorphes. Les topologies sur
cesespacessort toutes lieesau noyau k(x;y). Dans H, k(x;y) caracterise la correlation ertre
deux variables aleatoires F (x) et F(y) qui augmernte lorsque les facteurs x et y sort proches.
Les proprietesdestra jectoires de F (x) (notamment |'echelle caracteristique desvariations de ces
trajectoires, la regularite, etc.) dependert de la forme de k(x;y). Dans F, toute fonction peut
&tre reconstruite ou approximee par des combinaisonslineairesde k(x;y). Donc les fonctions de
F sort egalemen caracteriseespar la forme de k(x;y).

3.5.2 Espace hilb ertien engendr e par une fonction de covariance

Nousavonsvu precedemmern que toute fonction de covariancek(x;y) d'un processusaleatoire
F (x) est admissible comme noyau reproduisart. Les paragraphessuivants explicitent l'isomor-
phisme entre 'espaceH et I'espacehilbertien F a noyau reproduisant k.

Soit H I'espace hilbertien engende par un processusaleatoire F(x) du second ordre, de
moyenne nulle et de covariance k(x;y). Considerons l'application lineaire %: H ! R* de nie
par

(%X)(x) = (F(x); X)n; 8x2X:

Soit F = Im , lI'image de H par cette application, c'est-a-dire I'espacevectoriel desfonctions f
telles quef = %X lorsque X parcourt H. Sif = %X2 F, pour un certain X 2 H, on a donc la
relation fondamertale (Parzen, 1962 1963 1970

f(x)=(F(x);X)q; 8x2X:

Supposonsde plus k(x;y) de nie positive. Alors %X = %X, X1;X2 2 H, implique X1 = Xy, si
bien que %: H! F estinversible.Le produit scalairesur F de ni par

(fF;0)r = (% ';% g ;

dote F d'une structure d'espacehilbertien et nous constatons que %est une isometrie bijective
entre H et F (parfois appeleeisometrie de Loeve (Lukic et Beder, 2001)).



82 R egression regularis ee dans les espaces hilb ertiens a noyau repro duisan t

L'espaceF ainsi construit est-il un espacea noyau reproduisant ? On montre facilemert que
k(x;:) 2 F, que % 'Kk(x;:) = F(x) et

(kx5 k(y; D)e = (F(x); R = k(x;y); 8xjy 2 X:
De méme,sif = %X2 F, pourun X 2 H,ona
f(x)= (F(x); X))y = (k(x;);f)e; 8x 2 X:

Par conequert, F admet le noyau reproduisant k(x;y). Notons que F est engende par les fonc-
tions k(x;:), lorsquex parcourt X ; les fonctions k(x;:) sort identi ables aux elemerts F(x), qui
engendrent H. Par la suite, nous dirons simplemen que F est engendee par la covariance k(x;y)
et il serasous-etendu que F est muni d'une structure d'espacehilb ertien avecle produit scalaire
derivant de k(x;y).

Dans la section 2.4.3 nous avons rappele qu'un Itrage lineaire de F(x) genere un processus
aleatoire appartenant a H. Nous verrons dans les paragraphessuivants que I'espacedesfonctions
engendeespar la covariancedu processusltr e estun sous-espaceée F . Consideronsun operateur
lineairecontinu T : H! H et notons F l'espacevectoriel engende par la covariance ki (x;y) du
processud;(x) = TF(x). L'espaceF; estdonc constitue de I'ensenble desfonctions s'exprimant
sousla forme

f1(x) = (Fa(X); X)u, = (Fa(x); X)u = (%X )(x); X 2 Hy;

ou H; est l'espacehilbertien de variables aleatoires genere par F1(x), x 2 X, et% : H1 ! F;
est une application bijective. Muni du produit scalaire (f1;o1)r, = (% 1f1;%zlgl)Hl, F1 estun
espacehilbertien a noyau reproduisant ki (x;y).

A tout operateur lineairecontinu T : H! H nousfaisonscorrespondre un operateur lineaire
F ! F, note (abusivemen) T, tel que pour f 2 F,

(TF)(x)= (TF(X);% )y ; 8x 2 X:

On a donc, ennotant T l'operateur adjoint de T, Tf = %T % f , cequi montre queT :F ! F
est continu.

Theoreme 16. OnaF; F et plus precissment, les relations suivantes:

Fi=fTT f;f 2Fg; (3.16)
ki(x;:)=TT k(x;:); 8x2X; (3.17)
(TT F;TT 9, = (TT f;9)r; 8f;g2F: (3.18)

Demonstration. Soit f; 2 F;, alors 9X 2 H tel que 8x 2 X,
f1(x) = (TF(X); TX)n = (T TE(X); X)) = (TT £)(X);
avecf 2 F (en utilisant la relation ABf = %BA) % f ). Reciprogquemert, sif = %X2 F, alors

(TT )X)=(T TF(X); X))y = (TF(X);TX)2 Fq:
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D'autre part 8x;y 2 X,

ki(x;y) = (TR, TR = (T TR@Y);F (X)) = (TT k(X;))(Y);

ce qui etablit la relation (3.17) entre les noyaux reproduisarts k et kj.
Enn, 8f;g2 F, (TT f;TT g)r, estune forme bilin eaire continue dans F. En particulier, a
f xe,il existef"2 F telle que8g2 F,

(TT £:7T g)r, = (FFO)F
En prenant g = k(x;:),ona8x 2 X
fx) = (CkOGDe = (TT £5TT KG))e, = (TT fika(x;))e, = (TT £)(%);

ce qui demortre (3.18). O

3.5.3 Operateur de domination

Dans les paragraphessuivants, nous rappelonsla notion de domination ertre normes et les
relations connuesdans le cas des espacedilb ertiens a noyau reproduisant (Aronszajn, 1950).

De nition 28. Soien kikg et k:k; deux normesde nies sur un espacevectoriel F. On dit quela
norme k:kg domine la norme k:k; lorsque

kf ko kfky 8f 2 F

Par suite, le complete F1 de F pour la nhorme k:k; estun sous-espaceectoriel du complete F, de
F pour la normek:kg (F1  Fo).

Soiert ko et k; deux noyaux reproduisants, et Fq et F; les espacesilb ertiens a noyau repro-
duisant correspondart.

De nition 29. On dit quele noyau kg domine le noyau k;, cequel'on ecrit kg ki, siF;  Fo.
(F1 estun sous-espacerectoriel de Fy mais possde un produit scalairedi erert de celui de Fy.
F1 n'est donc pas un sous-espacéilb ertien de Fq.)

Th eoreme 17. Soientkg et k; tels queky  ki. Alors
kf ke, kfkg,; 8f 2 F;p:
De plus, il existeun operateur uniquel : Fo! Fo dont I'image est contenue dansFq, et tel que
(f;9)F, = (Lf;Q)F,; 8f 2F0;892Fy:

En particulier,
Lko(x;:) = ki(x;:); 8x 2 X:

L'operateur L est continu, positif et auto-adjoint.
Reciproguement,soit L : Fg! Fq un operateur continu, positif et auto-adjoint. Alors

ki(x;y) = (Lko(x;2)iko(Y:)res X3y 2 X

de nit un noyau reproduisant tel quek; K.
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Demonstration. Ce theoremerassenble un certain nombre de resultats prouvesdans (Aronszajn,
1950. O

L'operateur L du theoreme17 est appele operateur de domination de k; par ko. On dit quela
domination est nucleaire si L estun operateur nucleaire (voir par exemplelbragimov et Rozanov,
1978; Yosida 1980; Lukic et Beder, 200]). Nous notons alorsko  kj la relation de domination
nucleaire.

3.5.4 Pro cessus aleatoires a tra jectoires dans un espace a noyau repro-
duisant

Cette section enonceles conditions pour que les tra jectoires d'un processusaleatoire de cova-
riance k; appartiennent a un espacehilbertien a noyau ko (Hajek, 1962 ; Driscoll, 1973; Lukic
et Beder, 2001). Rappelons que nous avons vu dans la section 2.3 la notion de variable aleatoire
dansun espacede Hilbert F. Nous preserions maintenant plus preciemert les proprietesde ces
objets lorsque F est un espacehilbertien a noyau reproduisarnt.

Prop osition 30. Soit F un esmce hilbertien a noyau reproduisant k, ( ;A;P) un esmce de
prokabiliteset F (! ; x) un processusaleatoire tel quesestrajectoiressontdansF avec prokabilite un.
Alors

FU)=F(;); 2 (3.19)

de nit une variable aleatoire a valeursdansF et l'on a
F(x)= (Fik(x;))F  8x 2 X: (3.20)

Reciproguement, soit F une variable aleatoire de nie sur ( ;A;P) avaleursdansF, alors (3.20)
de nit un processusaleatoire sur ( ;A;P) et (3.19 estveri ee.

Demonstration. Voir (Lukic et Beder, 2007). O

Par la suite, Fo designeun espacehilbertien a noyau reproduisant ko et F(x) un processus
aleatoire, du secondordre, de covariance k;. L'espace hilbertien engende par le noyau k; est
note F;. Lorsque les tra jectoires de F (x) sort dans F( avec probabilit e un, il existe d'apresla
proposition 30 une variable aleatoire F a valeursdansFy, telle que F (x) = (F; k(X;:)r,, 8x 2 X.
Nous avonsvu dansla section 2.3 que si F (x) n'est pasdu secondordre alors F ne peut pasétre
du secondordre. Supposonsque F soit du secondordre et notons K I'operateur de covariance
assaie (voir la section 2.3), tel que

ki(x;y) = (Kko(x;:);ko(y; ), :

On aalorsky kj etF; Fp. Notons queK estun operateur de domination.
Le resultat suivant permet d'etablir la reciproque.

Th eoreme 18.
{ ko ki si et seulementsi F estdu second ordre.
{ ko ki sietseulementsi F estdu second ordre et il existeune modi ¢ ation de F a valeurs
separables.
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Demonstration. Voir (Lukic et Beder, 2007). O

Nous examinonsdansles paragraphessuivants les conditions souslesquellesun processusalea-
toire de covariancek; pos®dedestrajectoires dansun espacea noyau reproduisant kq. Cescondi-
tions ont ete expliciteesdans (Lukic et Beder, 2001). On trouve toutefois dans (Hajek, 1962 ;
Driscoll, 1973 les premicesde la plupart de cesresultats. Nous pouvons resumerle resultat es-
sertiel sousla forme

PfF(' ;)2 Fog=0o0u1l;

selon la relation de domination entre ko et ky. Nous rappelons plus precissmen ci-dessousles
principales conclusionsde Lukic et Beder (2001) (sansdemonstration).

Le premier resultat montre que la relation de domination nucleaire garartit I'appartenance des
trajectoires d'un processusaleatoire a un espacea noyau reproduisart.

Th eoreme 19. Soit F(x), x 2 X, un processusaleatoire du second ordre, de covariance k1, et soit
ko le noyau reproduisant d'un esgce hilbertien Fq tel queky  ki. Si de plusla moyennem(x) =
E[F (x)] appartient a Fg, alors il existe une modi ¢ ation de F dont les trajectoires appartiennent
a Fo avec prokabilite un.

Dans le casgereral, la condition de domination nucleaire n'est pas necessaire.

Th eoreme 20. Soient kg et k; les noyaux reproduisants desesgaces hilbertiens F et F; tels que
F1 soit un sous-ensembleseparable de F(. Alors il existe un processusaleatoire F(x), x 2 X, du
second ordre et de covariance k; avec sestrajectoires dans Fg.

Dans le casdesprocessugjaussiensja condition de domination nucleaire est cependart neces-
saire (ce resultat est connu depuis assezlongtemps, voir par exemple (Hajek, 1962; Ibragimov et
Rozanov, 1978). On a en e et le theoremesuivant.

Th eoreme 21. Soit F(x), x 2 X, un processusaleatoire gaussiende moyenne m(x) et de co-
variance ki(x;y). Soit Fo un esmce hilbertien a noyau reproduisant ko tel quem(:) 2 Fo. Si les
trajectoires de F (x) appartiennent a Fo avec probabilite un, alors la variable aleatoire F de nie
par le processusF (x) est gaussienneet kg Kkj.

3.5.5 Equiv alence entre regression regularis ee et prediction lin eaire
Nous commencerongar ervisagerle casdesobsenations non bruit ees,avant de voir lesconse-

guencesde la prise en compte d'un bruit de mesure.

Observ ations non bruit ees

Sila capacite d'approximation du modeleestsu san te, on peut toujours imposerlesconditions

f(x;j)=f%: 8i=1:::;n:

Xi

(Ceci est pertinent si les obsenations ne sort pas entacheespar deserreurs de mesure.) Conside-
rons alors le probleme de regressionsouscortrain tes, regularise par une norme d'espacea noyau
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reproduisart Kk :

minimiser kfk2; f2F (3.21)

sousles contraintes f(xj)=f%: 8i=1:::;n: (3.22)

Xi ’

Prop osition 31. Soient f* la solution du probleme (3.2D){( 3.22) et F(x) un processusaleatoire
du second ordre, de moyenne nulle et de covariance k. Alors 8x 2 X, f'\(x) = F(! 0;:x), ou F(x)
est le predicteur par krigeage de F(x) a partir desvariables F(x;), i = 1;:::n, et ! tel que

La preuve presenee ci-dessousnous senble sensiblemen plus simple que les demonstrations
tr esformelles de Kimeldorf et Wahba (19709 ou Matheron (1981)°.

Demonstration. Soit f 2 F (F est I'espacede recherche dessolutions) telle que f (x;) = f2o°s

Xij !

(k(xi;:;f o f ) =05 (3.23)

Si Fs est le sous-espacevectoriel de F de ni par vectfk(x;;:);i = 1;:::;ng, (3.23 exprime la
condition

f f ?Fs: (3.24)

Comme on souhaite minimiser kf kg, on a necessairemenf 2 Fg, et donc

X
f = aik(xi;:): (3.25)
i=1

On reconndt le resultat du theoreme de represenation, qui vient donc d'étre demortr e dans le
casde linterpolation. D'un point de vue geometrique, il est equivalent de chercher a minimiser
l'erreur kf f k sousla contrainte f 2 Fs.

Puisquela fonction k(x;;:) s'identi e a la variable aleatoire F (! ;x;) (d'apresla section3.5.1),
I'espaceFs s'identie au sous-espaceectoriel

Hs = vectf F(! ;xq1);::5 F( ; xn)g:
Notons que F(x) = i":l i-x F(Xi), la meilleure prediction lineaire de F(x), s'identie a la
projection orthogonaleK(x; ;) dek(x::) sur Fs (et non pasau minimiseur f* du problemeregularise
souscontraintes). On etablit que la meilleure prediction lineaire et la regressionregularisee sort
equivalentes en remarquarnt que I'evaluation def" au point x et la valeur estimeeF (! o; x) sachant

f(x) = (k(x;):f)e
= (k(x;) RGO DE + (Rx; o) P)e
= (R(x;0: e (3.26)
(= (RO )E)

51l n'existe pas d'autre demonstration a notre connaissance dans la litt erature.




3.5 Espaces hilb ertiens a noyau repro duisant et pro cessus aleatoires 87

(Remarquonsque d'apres(3.26), K est le noyau reproduisant de Fs.)

priment comme
F(1oixi) = £2°% = (k(xi;2);f )e = (k(xi;2): e :
Donc, 1
x '
F(loix) = k(i) = (R0 M)e = (%)
i=1 E
|

En resume, desconsiderations geonmetriques simplespermettent de montrer I'equivalenceentre
l'interpolation regularissedans un espacea noyau reproduisant et la prediction lineaire sansbruit
d'obsenation.

Observ ations bruit ees

Si les obsenations sort bruit ees, ou si la capacite d'approximation du modele est limit ee,
nous pouvons considerer le probleme de regressionregularisee suivant avec une fonction de co(t
guadratique :

X
minimiser kf k2 + é (f (xi) f)?ibs)z; f2F (3.27)
i=1

Prop osition 32. Soit " la solution du probleme (3.27) et soit F(x) un processusaleatoire du
second ordre, de moyennenulle et de covariance k. Considerons les variables aleatoires

FOPS = F(xi)+ Ni; i= 1L

ou les N; sont desvariablesaleatoires independantes,gaussiennesgentrees,de variance 2 = C.
Alors 8x 2 X, f’\(x) = F(! 0;x), ou F(! ;x) estle predicteur par krigeage de F(x) a partir des

La demonstration que nous proposonss'avere tr es similaire a celle du cas non bruit e (hous
adaptonsla demonstration de Kimeldorf et Wahba (19709 pour la rendre plus lisible). Intro duisons
guelguesnotations avant de traduire le probleme(3.27) sousforme geometrique.

e : X! Rdenies par g(x) = C six = x; et 0 partout ailleurs. Remarquonsque tout v 2 Fy
est represene dans la base(g) par le vecteur

V(X1) ... ..
s g

MunissonsFy du produit scalaire

Lov(xi)w(x;) = Cvw:

i=1

(Viw)e, = C



88 R egression regularis ee dans les espaces hilb ertiens a noyau repro duisan t

avecla correspopndancee;  N;.
Soit FO= F  Fy (cette decomposition est unique). Considerons le produit scalaire sur F©
de ni pour f%g°2 FOpar
(F%d0ro= (Fi)F + (ViW)E, ;

avecf®=f + v, g°= g+ w, ouf et gappartiennent aF, et v et w appartiennent a Fy . Sousce
produit scalaire,F et Fy sort deux espace®orthogonaux. De nissons egalemen |'espacevectoriel

qui estde dimensionn. Supposonsen n lesobsenations genereespar une fonction f ‘=f +v 2
FO avecf 2F etv 2 Fy.

Lemme 1. Sousleshypotheseset avec les notations precedentes,le probleme(3.27) estequivalent
au probleme suivant

minimiser kf %2,; f02 F° (3.28)

sousla contrainte f° §02 FQ: (3.29)
Demonstrtion. Sif°=f + v, f 2 F, v2 Fy, satisfait (3.29), on a
f +v f  vik(Xi;)+ kn(Xi;))po=0; 8i2fl;:::;ng:

Donc8i 2 f1;:::;ng,

(Vikn (Xi3 )0 = v(X;)
= (f +v f;kXi;)+ kn(Xi;))go
= ) f(xi):
Cecipermet d'ecrire
1 X

kvkgo= kvkg, = = (f “xi) f(xi))?:
i=1
Puisque kf %Z, = kf k& + kvkZ , la fonction f* = f° ¢, ou f'° est solution du probleme (3.28){
(3.29), est bien le minimiseur de (3.27). O

Demonstration de la proposition 32. Commeprecdemmert, on obtient une demonstration imme-

diate du theoremede represertation dansle casd'une fonction de co0t quadratique. En e et, la

solution 2 du probleme(3.28){( 3.29) satisfait necessairemenf 0= '+ ¢ 2 FQ et par suite, 2 Fs.
Soit R(x;:) le projete orthogonal de k(x;:) sur F2, isomorphea F(x).

f(x) (k(x;:)  ROG) P+ 0r0 (k) RO 0)ro+ (R F)eo
RO+ Oro (K(X;2);0)Fo

(R(x;2); fOgo:
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De plus,
F(oix)+ Nj(ho) = f°(x;) = (KOxj52) + ke ()3 T 9o
implique |
X
F(lo;x) = i (KX + kn (X3 0):F0 = (R(x;2):F9r0= F(X):
i=1 FoO
O

Des considerations geometriques simples permettent donc de traduire le probleme d'approxi-
mation avecco(t quadratique, regulariseepar une norme d'espacea noyau reproduisant, entermes
de prediction lineaired'un processusaleatoire. Dans le cadre de la modelisation bo'te noire de sys-
teme,il n'y a donc pasde di erenceentre cesdeux approches. Seul le cadre interpr etatif change.
Toutefois, cette interpretation double conduit a di erertes methodes pour le choix du noyau,
comme nous le verrons au chapitre 5. Dans les sectionssuivantes, nous generalisonsl'interpreta-
tion probabiliste lorsqueI'on utilise d'autres fonctions cot que la fonction quadratique.

3.6 Fonctions d'attac he aux donn ees

3.6.1 Generalit es

Le choix d'une fonction de co0t est necessairemehlie a la possibilite d'optimiser ensuite le
critere correspondart. Le cas de la fonction co0t quadratique est particuli eremen simple de ce
point de vue, ce qui la rend interessate malgre sesdefauts de robustessevis-a-vis des donnees
aberrantes. La fonction de co(t "{insensible utilis ee dans les methodes a vecteurs de support
(Vapnik, 1995 ; Vapnik et al., 1997 ; Schelkopf et Smola, 2002 est aussi un choix pertinent,
comme nous le verrons dans les sections3.6.3 et 3.6.4. Dans cette section, le probleme du choix
du terme d'attac he aux donneesest discute en introduisant la notion de risque.

Fonction d'attac he aux donn ees et fonction de co(t
Une fonction d'attache aux donnees,notee
C (X131 Xn)s (29850 £ 299)0 (F (xa); 2015 (X))
est une fonction a valeursdans R* [ +1 desvecteurs de facteurs x;, des obsenations f)‘(’ibS et
des valeurs predites f (x;) correspondantes. En general, les fonctions retenues ne prennert pas
en compte la dependanceevertuelle entre les obsenations, si bien que I'on considere en fait des

fonctions d'attac he aux donneessousla forme

X

C (XariinXa)i(F0% i 2% (F(xa)i i (xn)) = 105 £ (X))

j=1
La fonction I(x;s;t) : X R R! R" estune fonction de co0t, qui doit satisfaire [(x;s;s) =
0, 8x 2 X et 8s 2 R. On souhaite generalemert que le co0t d'une prediction augmerte avec
I'ecart jf 2°S  f (x)j. Par ailleurs, il estsouhaitable que| soit corvexeent pour garantir I'unicit e
des solutions du probleme regularise. Une simpli cation supplemenraire consiste a omettre la
dependancede | en x, ce qui conduit a consicerer la fonction d'attac he aux donnees(3.13).
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Risque en esperance

Dans la theorie de I'apprentissage,voir (Vapnik, 1995; Schelkopf et Smola 2002, il est clas-
siquederelier la fonction d'attac he aux donneesa la notion de risque empirique. Dans ce contexte,
on supposeque lesdonneesobseneessort desrealisationsd'un vecteuraleatoire (X ;F°) 2 X R
admettant uneloi de probabilit e Py .r s . Etant donne unefonction de colt |, le risque en esgerance

d'une fonction f, de ni par
Z

RIF]1= EN(XFOF (X)) = 10T (X)) APy e s (X F2%) ;
X;R
guanti e la qualite de I'approximation.

Risque empirique

Si la probabilit e Py . s estinconnue, R[f ] n'est pas calculable. Py .c os peut dansce casétre
approximeepar la mesurede probabilit e empirique obtenue a partir desdonnees
1 X obsy .
Pemp = n x; (X) f gbs (F>°):
=1
Le risque empirique Remp[f ] S'obtient en remplacart la vraie probabilit e des obsenations par la
probabilit e empirique dans le risque en esperance:

1 X b

Remp[f]= — 1 £, f (xi)) : (3.30)
j=1

Le risque empirique correspond donc a une fonction classiqued'attac he aux donnee$. Cependart,

intro duire la notion de risque empirique ne fournit aucun crit ere permettant de choisir la fonction

de colt. Dans les sectionssuivantes, cette question est abordeeen utilisant deux points de vue.

3.6.2 Maxim um a posteriori

La loi desobsenations est ici supposee connue. Plus precissmen, on consicere un processus

On souhaite decompserle problemede prediction de F (x) en deux sousproblemesdistincts.
Le premier problemeconsistea predire le vecteur Fs a partir de F °°S. De maniere equivalente, il
s'agit d'estimer lesvariables aleatoiresN;. Le secondproblemeconsistea predire F (x) a partir de
Fs. Il s'agit d'un problemed'interpolation que I'on sait bien traiter. Nous nous interessonsdonc
au premier problemeet choisissonsl'appro che du maximum a posteriori, qui conduit a calculer

obs ;
argmaxp(f | f obsy = arg max P DR _ argmaxp(f obs i £ )p(f ) :

obs
p(f °°%)

6Dans la litt erature de la th eorie de I'appren tissage, le discours usuel consiste a remarquer que, contrairement au
risque en esperance, le risque empirique n'est pas un crit ere d'appro ximation satisfaisant (il peut toujours etre annule
si on considere une classede fonctions su sammen t large), ce qui justie I'utilisation d'un terme de regularisation.
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La loi de probabilit e du couple de vecteursaleatoires (F °°S; Fs) admet la densite

pESif)= I exp  tTK If Y pv Fo fpp
"7 (det 2 K22 2 e

Le logarithme de cette densite s'ecrit
obs n n 1 T 1 X obs
logp(f ;f °*°) = §|092 ElogdetK Ef K *f + logpn fy! friy -
i=1
Estimer Fs par la methode du maximum a posteriori conduit par conequert a minimiser la
guarntit e
1 T 1 X obs .
L(f)= Ef K °f logpn fy frip - (3.31)
i=1

Prop osition 33. Soit la fonction de co(t
[(s;t) = 2logpn(t 9):

Avec ce choix, le probleme de regressionregularisee qui consiste a minimiser (3.14) est equivalent
au probleme suivant, lui-m&me constitue de deux sous problemesdistincts :
i. Estimer F par la methade du maximum a posteriori, c'est-a-dire minimiser (3.31) pour
obtenir ",
i. Chercherf 2 F telle que kf'ke soit minimale sous contrainte f’\(xi) = f'\[i] (probleme d'in-
terpolation).

Demonstration. Soit F I'espace hilbertien admettant le noyau reproduisant k. Supposons que

X
f(x)=  ak(xi;x):

i=1

kfk2 = a'K a=fTK "

Par consquert, f* est solution du probleme (i). D'autre part, f* est solution du probleme (ii)
puisque elle est determinee de maniere unique par ™,

identi e le premier terme de (3.31) au terme de regularisatiBn de (3.14). Le secondterme de (3.31)
correspond au terme d'attache aux donneesde (3.14), 2 i":l logpn (f )‘(’ibs f’\(xi)). Donc f" est
bien la solution du probleme(3.14). O

Exemple | Sile bruit d'obsenation estgaussien,certre et de variance %, (3.31) s'exprime
sousla forme deja rencortr ee
1 1 X
L) = 5 kTG + = (95 f(xi))?
i=1
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Dans le cas d'une fonction de co0t I(s;t) = (s t), la proposition 33 montre donc que le
probleme(3.14) seramenea un problemede prediction d'un processusaleatoire gaussienobsene
avecun bruit additif, bruit dont la loi s'exprime en fonction de sousla forme

1 1
pN(S)—Zexp E(S) . Z2R:

Nous constatonsegalemen que le terme d'attac he aux donneespeut etre choisi de facon a obtenir
une reconstruction de f optimale au sensdu maximum a posteriori, a condition de conndtre la
loi du bruit d'observation.

En pratique cependart, la loi du bruit d'observation estinconnue. Notons d'ailleurs que nous
avons choisi d'attribuer le rple de bruit d'observation aux variables N;, mais que cela est arbi-
traire, dansla mesureou il existe unein nit e de modelespossiblespour la sortie du systeme.Les
variables aleatoiresN; pourraient aussimodeliser une erreur structurelle, commiseen choisissan
un processusaleatoire particulier plutdt qu'un autre.

Choisir les variables de bruit avec une loi hormale conduit a une solution simple du probleme
de regressioncommenousl'avonsvu precedemmett (d'un point de vue analytique et numerique).
Dans la plupart descas, nous utiliserons ce type de modele. Cependart, cette approche presene
l'inconveniert d'etre relativemert sensibleaux erreurs de modelisation du bruit d'obsenation,
notammert s'il existe des donneesdites aberrantes. Dans la section suivante, nous rappelonsla
notion d'estimation robuste Nous parlerons ensuite de la methode de regression a vecteurs de
support.

3.6.3 Estimation robuste

Le cot quadratique est optimal lorsque le modele du bruit d'obsenation est gaussienet a
variance connue, comme nous l'avons vu ci-dessus.ll est cependart bien connu que I'estimation
par moindre carres peut conduire a des resultats insatisfaisarts lorsque la loi du bruit s'eloigne
de la normalite (notamment si cette loi possde une densite decroissat lentemert loin de la
moyenne). L'une des solutions pour rendre un estimateur robuste a la loi du bruit consiste a
enlewer les obsenations extrémes(cellesqui correspondert par exemplea desvaleurs aberrantes)
avant d'e ectuer la regressionpar moindre carres.Une autre approche consistea utiliser un colt
moins vulnerable aux realisations extr@mesdu bruit que le co0t quadratique. Les M -estimateurs
(estimateurs au sensdu maximum de vraisemblance), introduits par Huber (1964, constituent
une famille tr esclassiquede methodes de regressionrobuste.

Cesestimateurssort traditionnellement utilis esdansle casde modeleslineairemen parametres
fp(x) = b'r(x), ou b 2 R' estun vecteur de parametres. Plus precismert, supposonsle modele
generant les donneesobseneesde la forme

FOPS = fp (xi)+ Nij; i=1::5;n;

ou les variables aleatoires N;, supposeesindependartes et identiquement distribu ees,modelisert
le bruit d'observation.

Consideronsalors le probleme de regressionnon regularisee suivant : minimiser le risque em-
pirique (3.13) dans la classede fonctions lineairemeri parametreesff, : x 7! b'r(x);b 2 R'g.
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Notonse = f4(x;) f2P lesresidusdu modele(lesdi erencesrtre lessortiesdu modeleet lesdon-
neesexperimentales). Par de nition, un M -estimateur de b minimise le risque empirique (3.13),
ou I'on consicere une fonction de codt I(s;t) = (s t), avecla fonction :R! R* telle que

{ ©0=0,

{ &= (o9,

{ (&) (&)sijej jgj
Le risque empirique s'ecrit donc explicitement sousla forme

X
Ji, (fo) = (fo(xi) £ (3.32)

i=1
Notons la deriveepremierede . En di erenciart (3.32) par rapport a b, et en annulant le
gradient, nous obtenonsun systemed'equations que nous pouvons ecrire sousla forme matricielle

(e)r(xi)=0: (3.33)

i=1
An de comprendre de maniere heuristique la notion de robustesse,il est pratique de de nir la
fonction poids w(e) = (e)=e (Cette fonction n'est pas necessairemenbien de nie pour tout e,
mais il s'agit d'une preseration informelle.) Le systeme(3.33) peut alors sereecrire sousla forme

X0
w(e)er(xi) = 0:
i=1
Resoudrece dernier systemeest equivalent a yn problemede moindre carresponderes (Walter et
Pronzato, 1997), ou le critere a minimiser est  (w(g)e)?.

Dans le cas de l'estimateur des moindres carres, w(e) = 1 pour tout e. An de minimiser
I'in uence desvaleursextrémes|'id eede la regressiorrobuste estde prendre despoids decroissans
lorsquejej augmerte. Notons quel'on peut egalemen voir le problemede regressiorrobuste comme
celui de choisir desfonctions croissart moins vite que la fonction lineaire.La gure 3.3 montre
desfonctions et w correspondart a desfonctions co0t classiquesDansle casdu co(t "-insensible
(voir la section 3.6.4), introduire la fonction poids n'a pas vraiment de sens.(Remarquons que
prendre un co0t constart au voisinagede 0 est un choix tr essingulier.) Cela permet toutefois de
constater la ressenblance de ce colt avec celui de Huber. L'analyse rigoureusede la robustesse
necessiteraitl'in troduction les fonctions d'in uence (Huber, 1981) que nous ne preserierons pas
ici”.

La notion d'e c acite d'estimation permet de quarnti er la qualite d'un M -estimateur en pre-
senced'un bruit de loi donnee (pour un bruit gaussien,nous verrons que le co0t quadratique est
optimal au sensde I'e cacit e d'estimation). Dans les paragraphessuivants, nous nous interessons
plus speci quement au choix du parametre " introduit danslescolts du table 3.6.3 Remarquons
gue les M -estimateurs de b ne sort pasinvariants par rapport a deschangemerts d'ecelle des
residus (quanti ee par exemplepar leur ecart type ). On constate, en regardarnt par exemple

"Remarque : la solution numerique d'un probleme de regression avec poids peut etre obtenue par exemple a
l'aide de l'algorithme iteratif IRLS (iter atively reweighted least-squares). Dans le casdu co(t "-insensible, la solution
s'obtient par programmation quadratique, et correspond aux methodes a vecteurs de support, qui seront vues dans
la section 3.6.4.
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Fig. 3.3{ Fonctionsco0t , derivee et poidsw pour I'estimateur desmoindres carres(premiere
ligne), de Huber (deuxieme ligne), bicarre (troisiemeligne) et "-insensible (derniere ligne). Sur
cesgraphes,nous avons choisi " = 1:345 pour l'estimateur de Huber, " = 4:685 pour I'estimateur
bicarreet " = 0:61 pour I'estimateur "-insensible.
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Estimateur fonction co(t fonction poids
Moindres carres | (e) = ¢° w(e) = 1
A l 101 n N .. n
Huber ©= -2e21 pour jej " we = 1 ~ pour jgj "
o 'le 3¢ pourjg > o '=iei pour jej >
< 2oy "1 0 23 . c 12
3 = ; " e T
Bicarre (= 6 2 " 1€ w(e) = 1 € : j-ej-
( 5 j§ > " ? 0; e > "
— 1 ——
“-insensible = O Pourid we = 1, P
19 pour e > & bourjej >

Tab. 3.1{ Fonctions colt et poids correspondant aux estimateurs desmoindres carres,de Huber,
bicarreset "-insensible.

le co0t de Huber, que prendre " petit rend I'estimateur moins vulnerable aux valeurs extrémes.
Toutefois, I'estimateur devient alors moins performant au sensde I'e cacit e, dont nousrappelons
la de nition ci-dessous.

Notons B un estimateur non biaisede b . L'in egalite de Cramer-Raofournit une borneinferieure
de la matrice de covariance B y du vecteur aleatoire B, egalea I'in versede la matrice d'information
de Fisher |, d'elemerts

Ib i 1= Epirosjp )y @, l0ogp(F®®jb) @, logp(F®™jb)

(Le rdle de linformation de Fisher serarevu plus en details dans la section 5.4.3) On de nit
I'e c acite par e = 1=(detlp By). On dit qu'un estimateur est e cace s'il atteint la borne de
Cramer-Rao (e = 1).

Prop osition 34. Pour un estimateur du type
B=arg mtjn o(F °%S; fp);

ou c estune fonction d'attache aux donneesdeux fois di erentiable par rapport b, on a asympto-
tiguementBy = Q *GQ ', ave Q = (G )iy =1, G = (G )iy =1, et

Gy = COVpasjp ) [@, C(F % fp ); @, C(F °;fp )]
Gi = Eposio)l@ i, c(F i f6 )l
Demonstration. Voir par exempleMurata et al. (1994, lemme 3. O

D'apres la proposition precederte e = (det Q)?=(detl, G). L'estimateur du maximum de
vraisemblance B = argminy, logp(F °°S j b) est asymptotiquemert e cace ® (dans ce casen e et,
Ip =G = Q)

La notion d'e cacit e rappelee ci-dessuspermet d'etablir un critere de choix du parametre
d'echelle " des M -estimateurs precederts. Generalemert, on ajuste " en fonction de I'ecart type

n du bruit d'obsenation de maniere a obtenir une e cacit e (asymptotique) relativemert elevee
lorsque le bruit d'obsenation posedeune loi gaussienneN (0; 2).

8Attention aux conditions supplementaires a verier pour que I'estimateur du maximum de vraisemblance soit
asymptotiguement e cace (Monfort , 1997).
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Prop osition 35. La matrice de covariance B d'un M -estimateur est asymptotiquementegalea

B (N2, o
SR

. . . . P
ou N estune variable aleatoire de bruit d'observatior® et K = r(x;)r(x;)".
Demonstration. Calculonsla matrice G correspondant a la fonction d'attac he aux donnees

obs.f — X f i obsy.
c(F > fp) = (fo(xi) F):
i=1

Ona
@c(F**;fp ) = (fo (xi)  F)r(xi)
i=1
= (Ni)r(xi):
i=1
Deplus, E[ (Nj)]=0,i=1;2:::, car estimpaire et lesvariables N; sort de moyennenulle et
ont desdensites paires. Par consequert,
1 0 13

X X

G E4 (NDr(xi) @ (Nj)r(x;)TAS
i j
E[ (Ni)2Ir (xi)r (xi)T

E[ (N)’IK ;

_Pn _ AT ili
avecK = L, r(xi)r(x;)". En utilisant

X
@.pc(F;fp ) = AN (xi)r (xi)T;

nous obtenonsQ = E[ qN)]K . O

D'apresles elemerts de la preuve precederte, la matrice d'information de Fisher correspon-
dant a un bruit d'obsenation gaussiende variance 2 est NZK. Par conequert, l'e cacit e
asymptotique d'un M -estimateur pour un bruit d'observation gaussienest

EL AN 5.
E[ (N2 ™
Par exemple,pour l'estimateur de Huber, " = 1:345 § conduit a une e cacit e de 0:95 lorsque
le bruit d'observation est gaussien,en orant de plus une protection cortre les valeurs obsenees
extrémes.Pour l'estimateur bicarre,la mémee cacit e estobtenuelorsque" = 4:685 \ . Detaillons
le calcul pour le co0t "-insensible(Smolaet al., 1998. On a
Z, !
E[ (N)?]=2 pn(S)ds= 1 erf pﬁ :
N

9Rappelons que le bruit d'observation correspond a des variables aleatoires N; ind ependantes, de loi symetrique
et de variance nie.
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et
s

ELAN) = 200 () = 25 exp

Par consquern,

w2 "

2
e= —exp — 1 erf =

Nous constatons que I'e cacit e de I'estimateur "-insensible pour un bruit gaussienest une
fonction du rapport "= . L'e cacit e atteint un maximum d'environ 0:81 pour " 0:61 y (voir
la gure 3.4). On constate que I'estimateur "-insensible posede une e cacit e superieure a celle
d'un estimateur L? (d'e cacit e 0:63). Il y a donc avantage a utiliser un estimateur "-insensibleau
lieu de d'un estimateur L. Cependart, I'estimation correctede la variance du bruit d'obsenation
estessetielle car I'e cacit e de I'estimateur "-insensiblechute signi cativ emen si " est choisi trop
grand.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

e cacit e

0.4

0.3

0.2

0.1

0.01 0.1 1

Fig. 3.4{ E cacit e del'estimateur "-insensiblepour un bruit gaussienen fonction logarithmique
du rapport entre le parametre " et I'ecart-type du bruit

Notons cependart que la presenation e ectu ee ci-dessuss'applique seulemen a l'estimation
non regularissedesparametresd'un modelelineaire. Nousn'avonspascherche a etendrelesconclu-
sionssur la robustessedesM -estimateurs au casgeneral de la regressionregularisee.
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3.6.4 Application a la regression a vecteurs de supp ort

M etho des a vecteurs de supp ort

Les methodesa vecteursde supports, supprt vector machines (SVM) en anglais,ont ete intro-
duites par Vapnik dansle cadrede la classi cation, (Vapnik, 1995. Dansle casde deux classeqou
categories)lineairemen separables,une procedure de classi cation consistea trouver un hyper-
plan tel que les donneesavec desetiquettes di erertes soiert de part et d'autre de cet hyperplan
(voir la section3.2.3). L'id eenaturelle de Vapnik est de trouver I'hyperplan separateur ¥ de telle
sorte que la distance d entre les donneeset I'hyperplan soit maximale. Chercher 1 maximisant
d est un problemevariationnel admettant une solution simple. Parmi tous les hyperplans separa-
teurs parallelesa H, il existe necessairemendeux hyperplans, appeles marges, portant au moins
une donnee.Les donneesporteespar cesmargess'appellent vecteurs de supprt. L'un desaspects
rendant lesSVM populairesest que lesvecteursde support constituent en quelquesorte une repre-
sentation creusedesdonnees(sparse representation) puisquele problemede classi cation lineaire
ne necessiteque la connaissancele cesvecteursde support.

La methode SVM deweloppeepour la classi cation a donne naissancea une methode similaire
dansle casde la regression.La regressiona vecteursde support, support vector regression (SVR)
en anglais, introduite par Vapnik et al. (1997 et Smola (1999, possde ainsi une propriete de
represertation creusedesdonnees.Toutefois, soninterét principal est sansdoute qu'il s'agit d'une
methode de regressionrobuste (au sensde la section 3.6.3) pour laquelle il existe des misesen
uvre e caces. Lesmethodesa vecteursde support sort tr esbien comprisesaujourd'hui et ont ete
trait eesde maniereextensive dansla litt erature (voir par exemple(Sdelkopf et Smola 2002 et les
nombreux articles consacesau sujet). Les paragraphessuivants sort consacesa une presertation
plus detailleede la methode.

Form ulation de la SVR

Soit F un espacea noyau reproduisant k. Une SVR construit une fonction f* sousla forme

f: RO I R
3.34
x 70 (fo;k(x;)r + Db ( )
minimisant le crit ere regularise
1 2 X obs .
EkfokF +C  [fJ f(xi)]-: (3.35)
i=1

Dans cesequations, b est un terme de biais facultatif et C 2 R* permet d'ajuster le compromis
erntre regularisation et attache aux donnees.Remarquonsquefo 2 F s'identie af enl'absence
de b. L'originalit e d'une SVR tient au choix du terme d'attac he aux donnees,forme a partir de la
fonction co0t [ ]+ de nie par

[s]- = max(0;js  "j);

appeleefonction de co0t "-insensible de Vapnik. La fonction de colt []-, qu'on peut voir comme
une variante d'une fonction de co0t L! ou de la fonction de co0t de Huber, o re deux avantages.
D'une part, la minimisation de (3.35) s'e ectue facilemert d'un point de vue numerique et d'autre
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part, lI'approximation a vecteursde support est robuste vis-a-vis des donneesaberrantes, comme
nous l'avons vu plus haut.

Solution num erique

En introduisart desvariables auxiliaires ;; ;, on peut reformuler (3.35 sousla forme
L 1. X
minimiser EkfokF +C (it ;)
8 i=1
2 FP (Fok(xii)e b "+
sousles cortrain tes o (fok(xi;))F +b f obs "+
Iy

Le lagrangien de ce probleme peut s'ecrire

1. 5 X
L(foibiis is i iv i 4) = Skfoke +C (i+ )
i=1
X b:
(" T H (Fork(xis))e + b)
i=1
(B (fok(i)E D)
i=1
Ciit i)
i=1
avec i; i, i, ; 0,8i2f1;:::;ng. En utilisant le theoremede represertation, qui montre que

f’\o semet sousla forme

X
f'\o(x): ak(xi;x);
i=1
et le fait que les deriveespartielles de L par rapport aux variables a;, b, et  s'annulent a
I'optim um, on trouve que f* sereecrit sousla forme

X0
fi(x)= (N MNOk(xirx) + B;
i=1

ou les”; et #,, sort solutions du problemed'optimisation quadratique

X X
maximiser TG or BRG0G0 kX))

sousles contrain tes

[y

Vv

Une caracteristique importante de la solution de ce problemed'optimisation est que les (*
A ) sort nuls pour certains i. Les donneespour lesquellesles (*;  ~;) di erert de zero sort
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appeleesles vecteurs de supprt, par referenceau cas de la classi cation. Pour expliquer cette
propriete plus precissmen, on ecrit les conditions de Karush{Kuhn{T ucker (KKT) qui indiquent
que pour la solution optimale, les produits ertre lesvariables dualeset les cortrain tes s'annulent.
Par conequen,

NS =0

MO+ TR X))

Seulslesindicesi correspondart aux donneespour lesquellesif(x;) f)?ibsj " sort tels queles ]
ou A, di erert de zero. Les donneesqui sort a l'interieur d'un tube de largeur " autour de f’\(x),
sort donc telles que # = ~; = 0.

3.6.5 SVR multi-sorties

Cette sectionmontre une application de l'utilisation d'une fonction de covariancecommenoyau
reproduisant. Nous presernions une extension de la regressiona vecteurs de support pour traiter
le cas de systemesa plusieurs sorties. L'appro che traditionnelle qui consistea predire indepen-
dammernt chaque sortie du systeme est sous-optimale si les sorties sort correleesentre elles, ou
autrement dit, silesdonneesobseneessur une sortie d'un systemesort susceptiblesde cortenir de
I'information sur d'autres sorties de ce systeme.Dans la section 2.5.2, le passagede la prediction
lineaire dans le casd'un seul processusaleatoire a celui de plusieurs processusa ete e ectue tres
simplement en introduisant les covarianceset inter-covariancesdes processusL utilisation de ces
covariancessousla forme

KIC; x); 5yl

ou et , consideres comme des facteurs supplemertaires, servert a indicer la sortie du sys-
teme, permet de se ramener formellemert au cas d'un seul processusaleatoire. Si lI'on choisit
K[(; x);( ;y)] commenoyau reproduisant de F, il deviert trivial d'utiliser la regressiora vecteur
de support pour modeliser plusieurs sorties correlees.

Biais identiques sur chaque sortie

S'il est possible de consicerer que le terme de biais b est identique, pour chaque sortie du
systeme, alors une SVR multi-sortie s'obtient en cherchant une fonction sousla forme

f: fl:::;09 RY 1 R
;X 70 (fosk(; XL D)e + b
minimisant le critere
1 2 X obs .
SKfokE + C [P 1 x)]: (3.36)

Notons que X
fo= a k([ ;xiL[;D
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et que le produit scalairedans (3.36) s'ecrit

X
(fork(: XEL: De = @ k(x5 XD

En resune, le seul changemen a e ectuer dans le cas d'une SVR multi-sortie et d'ajouter un
parametre pour selectionnerla sortie du modele f*. Cette formulation ne necessiteaucune mo-
di cation desalgorithmes d'optimisation quadratique utilis es habituellemert pour les machines a
vecteursde support. La di cult e principale consistea choisir un noyau k([ ; x];[ ;y]), c'est-a-dire
a determiner les covarianceset inter-covariancesdes processusaleatoires modelisart le systeme.

Remarquonsquel'on peut predire egalemen tr esfacilemert le resultat de toute transformation
lineaire sur les sorties. Par exemple,

f(L,x) f(2;x)= (fo;k((L,xL[: D k2L DF -

Biais di erents sur chaque sortie

Pour traiter des moyennesinconnues et everntuellement di erertes sur chaque sortie, il de-
vient necessairede considerer desformulations semi-parametriques desSVR (Smolaet al., 1999.
Nous reviendrons plus generalemen sur les formulations semi-paranmetriques dans le chapitre 4.
Notons qu'une SVR qui comporte un biais b peut deja &tre considere comme une formulation
semi-parametrique. Nous n'expliquerons pas la facon dont on calcule les parametres d'une SVR
semi-paranmetrique. L'approche de Smolaet al. (1999 utilise lesconditions K K T. Pour simpli er
la presenation, commercons par le casou les di erentes moyennessort supposeesne pas étre
correleesentre elles. Alors, la SVR est etendue en considerant destermes parametriques dans f
sousla forme

f: fl:::;09 RY ! R 5
;X 7 (fok(@; xBLDe+ b ()

ou ( )vautunsi = etzerosinon.

Si les moyennessort correlees,la formulation precederte peut encoreetre utilis ee. Dans la
plupart descasen e et, on disposede susamment de donneespour permettre une estimation
independarte desmoyennesde chaque sortie du systeme. |l serait en princip e possiblede prendre
en compte explicitement cescorrelations au prix d'une complication (peu justi ee)de la mise en
uvre.

Pour nir, il arrivefrequemmen que dansun systemea plusieurs sortiesle bruit d'observation
soit di erert sur chaque sortie. Pour tenir compte de cette caracteristique, la solution consistea
ervisager des termes d'attac hesaux donneesdi ererts pour chaque sortie dans le critere (3.36).
Plus preciemert, nous suggeronsdutiliser un terme d'attac he aux donneessousla forme

C o f( xk

Cette solution peut notammernt @tre utilis eepour la prediction robuste de deriveespar SVR (Vaz-
guez et Walter, 2003D).
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3.7 Conclusions

Ce chapitre a expose la theorie desespacedilb ertiens a noyaux reproduisart en partant d'ele-
mernts classiqueset en allant jusqu'a sesdeveloppemerts receris commepar exemplela represerta-
tion desnoyaux dans desframes. Nous avons ete conduit a reecrire les demonstrations de certains
resultatsan de lespreserter dansun cadreuni e et facilemert accessible.

Ce chapitre a egalemenm e ectue une synthesesur I'equivalence entre prediction lineaire de
processusleatoireset regressiorregulariseepar noyaux reproduisants. En resune, cesdeux points
de vue sort desinterpretations di erertes et complemertaires de la m&émemethode. Par exemple,
le point de vue aleatoire permet de comprendre commert formuler le probleme de regression
regulariseepour I'approximation de fonctions a valeurs vectoriellespour modeliser des systemesa
plusieurssorties correlees(Vazquezet Walter, 2003h). Nous avonsegalemen rappelel'interét dela
regressioma vecteursde support dansle cadrede I'estimation robuste. Le point de vue fonctionnel
nous permet de mieux comprendrele problemede la regularisation et sonimportance. Nous avons
rappele desresultats sur les processusaleatoiresa tra jectoires dans desespacesilb ertiens a noyau
reproduisant. Nous esperonsavoir ainsi ecrit un documert de travail utile pour de futurs travaux.

Au chapitre suivant, nousintro duirons la notion d'espacehilb ertien a noyau conditionnellemert
positif et sarelation avecles processusaleatoiresintrinseques.



Chapitre 4

Pro cessus aleatoires intrins eques

Resume | Ce chapitre preserte quelquesaspects essetiels de la theorie des fonctions
aleatoiresintrins equeset du krigeageintrins eque(Matheron, 19718 1973. L'ob jectif estd'e ectuer

despredictions lineaireslorsque la moyenned'un processusaleatoire est inconnue. Les moyennes
considereessort desfonctions lineairemen parametrees.Nous verrons egalememn commert utiliser

le krigeage intrinseque pour prendre en compte dans des modeles bote noire certaines formes
d'a priori sur les systemes.Dans la methode ainsi suggeree, I'erreur de prediction est en un sens
orthogonale a I'a priori que I'on souhaite intro duire. Cette methode permet donc de passertres
facilemert de la notion de modele bo'te noire a celle de modele bo'te grise.

4.1 Objectifs

Ce chapitre concernela modelisation de systemesdont la sortie tend a ewoluer autour d'une
valeur constarte ou méme, plus generalemen, autour d'une fonction sur X. Il s'agit donc de mode-
liser la sortie du systemeen distinguant deux e ets. L'un constitue une tendance et modelise des
variations lentes de la sortie; l'autre modelise les variations locales,plus rapides. Cette question,
qui correspond au problemedu choix de modele, est laisseea I'appr eciation de I'utilisateur. Nous
verronspar la suite qu'elle est aussilieeaux connaissanceslisponiblesa priori sur le systeme.L'ap-
proche retenue consiste a modeliser le systeme par un processusaleatoire a moyenne inconnue.
Cette moyennepeut par exemple@tre une constarte ou une fonction polynomiale desfacteurs.

En geostatistique, le krigeagedit universel est le point de vue souvert utilis e pour construire
un predicteur lineaire dansle casd'un processusaleatoire de moyenneinconnue. Le krigeageuni-
verselobeit au princip e de meilleure prediction lineaire non biaisee,best linear unbiasel prediction
(BLUP) en anglais. Comme le montre la proposition suivante, le caractere non biaise du meilleur
predicteur lineaire s'obtient en ajoutant une cortrainte sur les coe cien ts de la combinaison li-
neaire qui le constitue.

Prop osition 36. Soit F(x), x 2 X, un processusaleatoire du second ordre de moyenneb et de



104 Pro cessus aleatoires intrins eques

covariance k(x;y). Le meilleur predicteur lineaire non biaise de F (x) s'ecrit sousla forme

x
F(x) = bi;xF(Xi);

i=1

ou les x sont les solutions du systeme d'equationslineaires

10 D 4.1)

avee les notations usueles (de la section 2.5.1) et 2 R, un coe cient de Lagrange.

Demonstration. Consideronsun predicteur ane F(x) de F(x) a partir des variables aleatoires

xXn
F(x) = ix F(Xi)+ ox:
i=1

La moyennequadratique de 'erreur de prediction s'ecrit dans ce cas

X
E[(F(x) F(x))?]=VarlF(x) FX)]+ b1 i x 0:x (4.2)
i=1
La moyenneb etant inconnue, la seulefacon de minimiser cette erreur estd'annuler la contribution

de benimposart la condition
X
ix = 1; (4.3)
i=1
et par suite, o.x = O puisque ox N'apparat que dansle terme de biais. Dans ce cas, E[F (x)
F(x)] = 0 et F(x) estun predicteur non biaise. La minimisation de (4.2) sousla cortrainte (4.3)

s'e ectue par la methode du lagrangien et conduit a resoudrele systeme (4.1). O
Remarque 1. On peut aisemert generaliserle principe BLUP a desmoyennesnon constartes.

Remarque 2. La procedurequi consisteraita estimerla moyennedansune premiere etape, puis
a ajuster un modelepar krigeageaux residusesta eviter. Pour illustrer cette a rmation, supposons
que l'on obsene sansbruit des donneessur le domaine X = [0; 1], telles que f)?ibs = bxi + by,
8 = 1;:::;n, avec by;ly 2 R. Dans ce cas tres simple, on constate qu'estimer une droite de
regression‘[\)lx + By par moindres carresn'est pas du tout equivalent au fait d'estimer la moyenne
desdonneeshy puis de determiner une droite de regressionb;x ajustee aux residusf)‘(’ibS by. Il
estdonc tresimportant de ne pastraiter lestermesparametriques separemen. Plus precisemert,
il est possiblede montrer que la methode desresidusne sejustie que dansle casou lestermes
parametriques sort orthogonaux.

Le krigeageintrins eque etend et formalise le princip e de prediction par krigeage universel, et
par la suite nous utiliserons essetiellement ce point de vue. Le krigeage intrinseque permet de
traiter le casde processusaleatoiresa moyenneinconnue pouvant etre exprimeesousforme d'une
fonction lineairemen parametree (dans le cas presere ci-dessus,le terme parametrique est une
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constarte). Le point de depart de la theorie du krigeageintrins equeest de traduire (4.3) enterme
de relation d'orthogonalite. En e et, (4.3) implique la propriete

E[(F(x) FOO)= (F(x) F(X); iz am = 0:

Le princip e fondamertal estdoncle suivant : on imposeque I'erreur de prediction soit minimale au
sensquadratique, tout enrequerant qu'elle soit orthogonale en un certain sensa I'espaceengende
par les termes parametriques constituant la moyennedu processusLa condition d'orthogonalit e
estjusti eepar le princip e de meilleure approximation, au sensou il n'‘est pas possibled'ameliorer
l'erreur de prediction en ajoutant au predicteur toute combinaison lineaire de termes parame-
trigues. Dans la section 4.6.1, nous utiliserons ce principe pour montrer que I'on peut intro duire
del'information a priori dansun modeleba'te noire de maniereelegarte. Notons en n qu'un autre
interet de la theorie desfonctions aleatoiresintrins equesest d'intro duire la notion de covariances
generalisees et qu'il est ainsi possibled'enrichir la classedes modelesconsideres.

4.2 Denitions et construction des fonctions aleatoires in-
trins eques

4.2.1 Pro cessus generalis es, covariances generalis ees

On souhaite modeliser un systemedont la sortie evolue autour d'une fonction inconnue m(x)
pouvant s'ecrire sous une forme lineairemert parametreem(x) = b'r(x), ou b et r(x) appar-
tiennent a R'. Pour cefaire, on considere un processusaleatoire du secondordre F (x) de moyenne
m(x) inconnue. F (x) admet donc la decomposition

F(x) = Fo(x) + b'r(x)

ou Fo(x) est un processusaleatoire du secondordre, de moyenne nulle. Une approche naturelle
pour modeliser l'incertitude sur le vecteur des parametres b serait de considerer b comme la
realisation d'un vecteur aleatoire B (! ). Cette demarche necessiteraittoutefois d'introduire des
hypothesessupplementaires pour speci er la loi de B. Ce n'est pas la voie retenue par la suite.
L'ob jectif poursuivi estd'eviter d'introduire deshypothesessur b a l'aide d'un modele du systeme
ne faisarnt pas ®apparatre m(x). Plus preciemert, I'id ee des processusaleatoiresintrinseques
est de trouver des transformations simples de F(x) qui Itr ent m(x). Nous verrons que pour
des moyennespolynomiales ces transformations sort des accroissemets, ou des accroissemets
generalises, et qu'il est possible de calculer les momerts du secondordre de cesaccroissemets
a l'aide de fonctions de covariance generalisee. En quelque sorte, il s'agit d'obtenir un nouveau
modele du systeme.Commenconspar introduire une notion de processusgeneralise.
Soiert I'espacevectoriel de fonctions

N= b'r(x);b2R" ; dmN =1

et le sous-espaceectoriel -  ~ desmesuresa support ni qui s'annulent sur N, c'est-a-dire
'espacedesmesures 2 ~ telles que

h; fi= if(xij)=0; 8f 2N:



106 Pro cessus aleatoires intrins eques

R
(Par la suite, nous utiliserons la notation h; fi = ,fd)

Denition 30. Une fonction k : X X ! R, symetrique, est conditionnellement positive par
rapport a N si pour toute mesure 2 Ty -, la valeur de la forme quadratique k(; ) estpositive,
ouk(; ), ; 2 T\-,estdenie par

Xm
k(; )= i jk(Xiyj):
i =1
Sideplus k(; ) = Oimplique = 0, pourtout 2 ~y-, k(x;y) estdite conditionnellement
de nie positive.

Soit une application lineaire Fg( ), de nie sur ~y-, a valeurs dans un espacede variables
aleatoiresdu secondordre L2( ;A;P). Pour tout , nous supposonsegalemen que Fg( ) estde
moyennenulle et que la covariance Cov[Fg( );Fc( )] = k(; ) estdetermineepar une fonction
conditionnellemert de nie positive k(x;y). Ainsi, l'application Fg( ) est un processusaleatoire
generalise, non plus de ni sur I'espacedesfacteurs X, mais sur un espacede mesures.La fonction
k(x;y) s'appelle dans ce cas une covariance generalisee Soit Hy - le sous-espacevectoriel de
L2( ;A;P) gerere par les elemerts Fg( ), 2 ~\-. Leselemerts de Hy» sort de moyenne
nulle. Par consequert, le produit scalaireL?( ;A;P) sur Hy - s'exprime en fonction de k(x;y)
sousla forme X
(Fe( )iFe( Ny, , = k(5 )= i jk(Xizyi);

]

ou = ,; jx et = P i iy, appartiennent a ~y- . Remarquonsque la covariance genera-
liseek(x;y) sert a calculer le produit scalaire,comme la fonction de covariance dans le cas des
processusa moyennenulle. Munissons ~y » du produit scalairek(; ) et consideronslescomple-
tesHy- et y- deHy- et Ty respectivemen. Les espacesainsi construits sort isomorphes.
Fc( ) seprolongepar cortinuite sur - . Par la suite, le processusaleatoire generalise Fg ( ) est
utilis e commemodele du systeme.Des hypothesessimpli catrices sort intro duites dansla section
suivante.

Remarque. Si, pourtout 2 -, lesvariablesaleatoiresFg( ) sort gaussiennesioute com-
binaison lineaire de telles variables aleatoires est gaussienne Dans ce cas,Fg( ) estun processus
aleatoire generalise gaussien.

4.2.2 Fonctions aleatoires intrins eques

L'objectif suivant est d'introduire des proprietes de stationnarit e sur les processusaleatoires
generalisespour obtenir la notion de fonctions (ou processushleatoiresintrins equesLesfonctions
aleatoires intrins eques,caracteriseesessetiellement par une covariance generalisee stationnaire,
constituent desmodelesde systemessimples. L'hypothesede stationnarit e permet de plus l'inf e-
rencedesparametresde la covariancea partir desdonrlyees(voir le chapitre 5). Sgt h: N b T
l'operateur lineaire de translation tel que pour = | i x;, 2 "N?, h = i xi+h. N7
est suppose stable par translation. Cette hypotheseimplique que N doit lui-m&meetre un espace
stable par translation. Par la suite, noussupposeronsen outre quela covariance generaliseek(x;y)

estinvariante par translations. Alors y est continu et se prolonge de maniere unique sur - .
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De nition 31. Soit Fg( ), un processusaleatoire generalisede ni sur -, de moyennenulle et
de covariance generaliseek(x;y). Si k(x;y) estinvariante par translation, le processusaleatoire
h7"F(n ), 2 y-,eststationnaire au secondordre. Danscecas,ondit queFg( ), 2 -,
est un processusaleatoire intrins eque ou intrinsic random function (IRF) en anglais.

N estdedimension nie . La condition de stabilit e par le groupe destranslations implique alors
gue N estun espacevectoriel de fonctions de type expnentielle{polynéme (Matheron, 19713. Un
tel espaceest genere par une famille de fonctions de la forme x'e(@X) ou a estreelou complexe,
| represerte le multi-indice (I1;:::;1q) et x' = x'[i] [d] (Pour un multi-indice I, on notera
egalemenjlj=1,+ +14.) An degarantir la stabilit e desfonctionsde N par combinaison linaire
et par translation, lesmondmesx' doivert former une basepolynomiale complete. Dans la theorie
classiquedes processusaleatoiresintrins eques,on serestreint au casou N est un espacevectoriel
de polyndmesde degre inferieur ou egala |. On prend donc N| = vectfx'; 8l tels quejlj Ig.
Posonsalors 7| = “np etnotons le complete de ~| pour le produit scalairek(; ). Nousdirons
gu'une IRF Fg( ) de nie sur | estuneIRF d'ordre I, ou simplemert une IRF(1).

Prop osition 37. Une fonction aleatoire intrins equed'ordre | est enare une fonction aleatoire
intrins equed'ordre | + 1.

Demonstration. Les espaces | sort embaotes:

1+1 |-
Toute fonction aleatoire intrinsequeFg( ) sur | seraegalemen stationnaire sur |41 . O

Une remarque importante est que les mesuresde | sort des operateurs de di erences nies
@ccrmssemets ou accrmssemetB generalises). Pour | = IQ la condition pour qu'une mesure =
iz1 i x; soitdans g estque ,” ; i=0.Donc = ., i(x x,) et par conequer,
est une combinaison lineaire de mesuresd'accroissemets, ou d'operateursde di erencesnies du
type x, «x,- Pourl > 0, on obtient naturellement desaccroissemets generalises,correspondart
a desoperateursde di erencesnies d'ordre superieur. Comme en dimension d I'espacevectoriel
despolynbmesde degre inferieur a | est de dimension df' , le nombre de points necessairepour

speci er une mesurede | grandit rapidement avecla dimensionde I'espacedesfacteurs.

4.2.3 Representants des IRF

Une fonction aleatoire generalisee peut &tre vue comme une classed'equivalencede processus
aleatoires a moyenne dans N. Si F(x), x 2 X, est un processusaleatoire du secondordre, a
moyennedansN et de fonction de covariancek(x;y), il peut &tre etendu sur ~ - enconsiderant
I'application lineaire

F: “n- ! H

n | — P n .

i1 ix; M F()= o iF(xi);

ou H estl'espacehilbertien generepar F (x), x 2 X. CommeF (x) estamoyennedansN ,F( ), 2

, estde moyennenulle puisque Itre, ou annule, toute fonction de N . Si k(x;y) estde nie
positive, alors la forme bilineaire (; )~ = = (F( );F( ))n estun produit scalairesur ~y- et
N
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F seprolonge par cortinuite sur le complete - de ~y- . Par conequert, F : - ! H estun
processusaleatoire generalise (de covariance generaliseek(x ;y)). Reciproquemert, etant donneun
processusaleatoire generalise Fg( ), quelssort les processusaleatoiresF (x) qui concident avec
Fe( )sur y-»?

Denition 32. Soit Fg( ) une fonction aleatoire generalisee de nie sur - . Un processus
aleatoire du secondordre F (x), x 2 X, estun representantde Fg( ) si

Fe()=F(); 8 2 y»:

Par la suite, nous nous interessonsa la nature des represetiants des IRF(l). De chaque
IRF(l) Fe( ), il estpossiblede construire un represetant. En e et, il existe un ensenble Sy =

polyndmesde Lagrangede N, tels que 8f 2 N;

X
fx)= p ()f(zi):

i=1

Soit () la mesurea support ni de nie par

xa
(x) = x Pz (X) 2 :
i=1
Notons que () = 0,i = 1;:::;0. La mesure (), parametreepar X, esttelle que ) 2 -,
8x 2 X.
Prop osition 38.

Fo(x) = Fa( (x)) (4.4)
estun representantde Fg( ), de moyennenulle, et Fo(z;) = 0 presquesirement, 8i 2 f1;:::;qg
Demonstration. Soit I'application lineaire

. N 2 | 2
# . N— P N . PNn .
= = ixi i=1 1 (xi) -
8 2 ~N ?
X X X
#( ) = X i Pz; (Xi) Z;
i=1 i=1 j=1
W .
= h! ijI Zj
j=1
Par conequert, 8 2 Ty~ ,
X X
Fo( )= iFo(Xi) = iFe( (xi)) = Fe(#( )) = Fa( ): (4.5)
i=1 i=1

Comme# estcorntinue sur ~ - , elle seprolonge de maniere unique sur - , et lesrelations (4.5)
seprolongert par cortinuite sur - . O



4.3 Covariances generalis ees 109

Prop osition 39. Si Fo(x) estle representantde ni par (4.4), on obtient d'autres representants

de Fg( ) sousla forme

xa
F(x) = Fo(x)+  Bipz (X); (4.6)
i=1

ou les B; sont desvariables aleatoires du second ordre quelonques(ind ependantesou non).

Demonstration. Sansdi cult e. O

Dans le cadre de la modelisation bo'te noire, la notion d'IRF est utilisee comme modele du
systemeau mémetitre qu'un processusaleatoire du secondordre. Les tra jectoires ou realisations
possiblesd'une IRF correspondert aux trajectoires de I'ensenble desrepresertants.

Remarque. Dans le cas particulier ou les variables aleatoires B; sort constartes presque s-
remert, le processusobtenu est deterministe aux points de I'ensenble unisolvant Sq. On peut
interpreter ce cas comme lorsque I'on xe des conditions initiales dans une equation di eren-
tielle. Dans la section suivante, nhous montrons par exemple que le mouvemert brownien est un
represernant d'une IRF. Dans ce cas,le processusest nul presquesiremert a l'origine.
Mentionnons en n le lien entre lesprocessusaleatoiresintrins equeset lesmodelesauto-regressive
integrated moving average (ARIMA ) de serieschronologiques(Brockwell et Davis, 1987).

De nition  33. Une suite de variables aleatoires (X)i2n €St un processusARIMA (p;d;q) (avec
p, d et g entiers positifs) si le processuyY:)i2n de ni par

Y. = (1 B)X:; (4.7)
ou B : X 7! X 1 estl'operateur retard, estun processusARMA (p;q) causal.

La transformation (1 B)Y est un operateur de di erences nies d'ordre d. Une propriete
importante est que si on ajoute a (X) un polyndbme ent quelconquede degre inferieur ou egal a
d 1 on ne changepasI'equation (4.7). Un processusARIMA (p;d;q) peut donc &tre vu comme
une IRF(d 1) a temps discret. Le processus(X) est stationnaire si et seulemen si d = 0. Le
modele ARIMA esten fait bien adapte aux serieschronologiquesnon stationnaires qui comportent
une tendancede type polynomiale.

4.3 Covariances generalis ees

4.3.1 Caract eristiques generales

Cette section rappelle tres brievemert les principaux resultats sur les fonctions symetriques,

conditionnellemert positiveslorsque N est un espacede polyndbmesde degre I. Il s'agit donc
de s'interesseraux covariancesgeneraliseesk(h), h 2 X, d'ordre | (Matheron, 1973, telles que si
Fc( ) estuneIRF(l), onapourtout ; 2

YA

E[Fc( )Fe( )=  k(x y)d (x)d (y):
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Classes d' equiv alences de covariance generalis ees

Toute fonction de covariance est une covariance generalisee. La proposition suivante montre
que les covariancesgeneraliseesforment desclassedd'equivalences.

Prop osition 40. Si k(h) est une covariance generalisee d'une IRF(l) Fg( ), toute fonction de
la forme k(h) + p(h), ou p(h) estun polyndbme pair de degre  2I, est egalementune covariance
generalisee de Fg( ). Reciproquement, toute covariance generalisee de Fg( ) est de la forme

k(h) + p(h).

Cette proposition estimportante pour le choix descovariancesgeneraliseesen pratique. Nous
donnons quelqueselemerts de demonstration que nous pensonsutiles pour comprendre I'origine
du resultat. La demonstration complete (Matheron, 19719 est relativemert longue et d'un interét
limit e dans le contexte de cette presertation.

Lemme 2. Pour qu'une fonction k(x;y) continue et symetrique sur RY RY verie la relation
k(x;y)d (x)d (y) =0; 8 2

il faut etil sut quek(x;y) soit dela forme :

X li X li X liyli
k(x;y) = a(y)x' +  a(x)y” by Xy (4.8)
i=1 i=1 i
oulesa(:), i = 1;:::;q, sont desfonctions continues sur RY, ou leshy , i;j = 1;:::;q, sont des
constantes,etou 8i 2 f1;:::;qg, jlij |
Demonstration. Voir (Matheron, 197139. O

Demonstration partiel le de la proposition. Toute fonction de la forme k(h) + k%h) est une cova-

riance gereraliseede Fg( ) si et seulemen si,8; 2 |,
ZZ

k0 y)d (x)d (y) = 0;

ou, cequi revient au méme,8 2 |,
ZZ

kK9x y)d (x)d (y) = 0: (4.9)

Il faut identi er parmi les fonctions continues symetriques k(x;y) s'ecrivant sousla forme (4.8),
cellesqui se mettent sousla forme k%x y). Remarquonsque l'on doit avoir kX h) = k%h).
Soiert kqh) veriant (4.9) et k(x;y) de la forme (4.8), telle que k(x;y) = k° (x;y), ou

((x;y) 7' x y. On supposek derivable | + 1 fois par rapport a chacunede ses2d variables.
D'apres(4.8), si D estun operateur de derivation d'ordre | + 1 par rapport a l'une desvariables
de x et dey, Dk = 0. Ceci signi e que les deriveesd'ordre 2| + 2 par rapport a chacune des
d variables de la fonction k9h) sort nulles. Par consquen, k%h) est un polyndme pair de d
variables de degre au plus 2|. Reciproquemert, tout polyndbmep(h) pair, dedegre 2| esttel que
p(x y) semet sousla forme X

Gy X'yl
i g jlij+ilyi 2
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p(h) verie (4.9) puisque qu'il y a toujours un facteur dans la sommede degre |. Nous ne
demortrons pas le resultat dansle casou k n'est pas derivable (Matheron, 19713 page24). O

Lien entre covariance generalis ees et covariance des repr esentan ts

On souhaite etablir la forme analytique descovariancesdesrepresertants d'une IRF (1) Fg( ).
Soit le represertant de moyennenulle Fo(x) = F( (x)). Alors

xa xa
Cov[Fo(x);Fo(y)] = k(x;y) Pz, (X)Kk(zi;x) Pz (Y)K(ziry)
i=1 i=1

xd
+ Pz, (X)pz; (Y)K(zi;2))
i =1

Pour les represertants sousla forme (4.6), la covariance s'ecrit
xa
Cov[F(x);F(y)] = Cov[Fo(x);Fo(y)l+  pz (x) Cov[Bi;Fo(y)]
i=1

xd xd
+ pZi(y)COV[Bi;FO(X)]"" Pz (X)pz (y) Cov[Bi;Bj]:

i=1 ij =1
Plus generalemen, on a la proposition suivante.

Prop osition 41. Si Fg( ) est une IRF(l) de covariance generalisee k(x;y), les covariances
k: (x;y) desrepresentantsde cette IRF s'expriment sousla forme

Xa Xxa X
ke(iy) = kOy)+ay)x+ a0y + by xyl; (4.10)
i=1 i=1 ij =1

ou les & (:) sont desfonctions continues, ou les bj sont descoe cients reelstels quela matrice
B = (b )i; soit symetrique de nie positive, etou 8i 2 f1;:::;qg, jlij .

Demonstration. Soit F(x) un represettant de Fg( ) sousla forme (4.6), et soit k, safonction de
covariance. Remarquonsque pour tout 2 |, Var[F( )] = Var[Fg( )], donck; (x;y) k(X;y)
veri e necessairemenles conditions du lemme 2. La covariance de F (x) s'ecrit

ke (x;y) = Cov[F (x);F(y)] = E[Fc( ())Fa( ()]

xa . xa )
+  Cov[Bi;Fa( (y))Ix" +  Cov[Bi;Fa( (x))ly"
i=1 i=1

xd
+ Cov[B;;B;Ix'"'y" :
i =1

Donc k; est bien de la forme (4.10). O
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Comp ortemen ts des covariances generalis ees

Les covariancesclassiquescortin ues et stationnaires k(h) sort desfonctions bornees(d'apres
I'in egalite de Schwarz) et tendent generalemen vers 0 quand khk tend vers I'in ni  (lemme de
Riemann-Lebesgue).Pour une covariance generaliseed'ordre |, on a un comportemert du type

k(h)

khk!m+1 khk2!+2 =0

Par exemple,la fonction
k(y) = jx yj®:
est une covariance gereraliseed'ordre 1 ass@ieea N1 = vectf 1; xg.
Le resultat precedert peut etre etabli a partir dela theoriespectrale descovariancesgeneralisees
(voir (Matheron, 1973) mais aussia partir de la formule (4.10) liant une covariance generalisee
aux covariancesdesrepresenants.

4.3.2 IRF (0), variogrammes

Ce paragraphe presette le casimportant des covariances generaliseesde nies a partir d'un
variogramme. Plus speci quement, on s'interesseau caselemenaire ou N est constitue desfonc-
tions constantes sur X. Ce cas correspond aux IRF(0). Toutes les represenations d'une IRF (0)
Fc( ) sort par consequen de la forme Fo(x) + b, ou Fo(x) estun processusaleatoire a moyenne
nulle, nul presquesiremert en un point z; 2 X, le choix de l'origine z; etant arbitraire. Les fonc-
tions aleatoiresintrins equesd'ordre 0 permettent donc de traiter desprocessusaleatoiresdont la
moyenne est inconnue mais constarte. Les fonctions aleatoires d'ordres superieurs permettent de
traiter desprocessugont la moyennen'est pas constarte. De tels modelessornt pertinents lorsque
I'on souhaite modeliserun systemequi preserte destendancesa cro'tre ou a decrdtre par exemple.

De nition 34. Soit F(x) un processusaleatoire du secondordre, stationnaire, de moyennenon
necessairemennulle, sonvariogramme (h), de ni a partir de la variance desaccroissemets de
F (x), estdonne par

(h) = %Var[F(x) F(x+ h)]:

Le variogramme est une fonction paire. Il verie larelation (h) = k(0) k(h), ou k(h) estla
covariance de F (x). Un variogramme est toujours nul a l'origine. Si 2 ¢, la variancede F( )
est donnee par " #

X X
Var iF(xi) = i (X X)) (4.11)
i=1 B]
Par consquen, (h) est une covariance generaliseed'ordre 0, c'est-a-dire, une fonction condi-
tionnellement positive par rapport a Ng. On peut donc utiliser (h) pour caracteriser les mo-
ments du secondordre d'une IRF(0) Fg( ). On voit une fois encore que les IRF(0) sort des
modelesportant sur desaccroissemets de la sortie du systeme.

Lorsquele processud- (x) est stationnaire, sonvariogramme est borne mais la de nition d'une
IRF imposela stationnarit e desaccroissemets et non celledesrepresettants. Il estenfait possible
d'utiliser un variogramme pour caracteriser un represernant non stationnaire. Dans ce cas, la
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croissancedu variogramme est majoree par la relation j (h)j = o(khk?). (A partir de l'analyse
du comportement de variogrammesempiriques calculesa partir de donneesexperimentales, cette
propriete peut servir a tester le caractere stationnaire d'un systeme.)

Notons en n que dansle casdesrepresernants stationnaires admettant une covariancek(x;y),
la relation

k(x;y) = (x y)+%(k(><:><)+k(y:y))

est un casparticulier dela formule (4.10), avecg= 1, a;(x) = k(x;x), 1= 0, b;.1 = 0.

Exemple. Le mouvemen brownien est un exemplefondamertal de represenant d'une IRF (0).
Soit Fg( ) une IRF(0) gaussiennede covariance generalisee

1 . +
k(x;y) = (x y)= SVl X;y2 R

Consideronsle represertant W(x) = Fg( x o). C'est un processusaleatoire de moyennenulle,
nul presquesiremert en 0. Pour x;y 2 R*, sacovariance est de nie par

kw (X y) = EIWOW ()] = E[Fe(x  o)Fc(y o)l = %(J X yj+xj+ i)

On veri e quekyw (X; y) = min(x;y). Le represerant ainsi construit estun mouvemert brownientel
gue de ni dansla section2.1.3 Par ailleurs, desintegrations successiesdu mouvemen brownien
partant de O de nissent desprocessusaleatoires

Z

X k 1
Wk(x) = &

oo W

et I'on peut montrer que les Wy sort desrepresenants d'IRF (k) (Matheron, 1973.

4.4 Espaces hilb ertiens a noyau conditionnellemen t positif

Dans cette section nous montrons, en utilisant la demarde utilis ee par (Schabad, 1999, que
I'on peut generaliser la notion d'espacehilb ertien a noyau reproduisant au casou I'on utilise des
noyaux symetriques conditionnellemert positifs. Cette generalisation nouspermettra d'interpr eter
le krigeageintrinsequequi seravu dansla section 4.5 en terme de regressionregulariseseavec des
semi-normes.

Soit k(x;y) une fonction symetrique conditionnellemert de nie positive par rapport a l'espace
vectoriel N| despolyndmesde degre au plus |. Rappelonsque le produit scalairesur | estde ni
par

Xm
G ) =k )= i jk(xiyj):
i =1
| estun espacehilbertien de mesuressur X mais il n'est pas possiblepour le momert de de nir
par dualit e desfonctions sur X, parce quela forme lineaire d'evaluation ponctuelle  n'appartient
pasa . Une solution consistea construire, pour tout x 2 X, un substitut de la forme lineaire
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tel que toute fonction f de N, soit determinee de maniere unique par sesvaleurs aux points de

X
fO= p(X¥)f(z):

i=1

La mesurea support ni () 2 | de nie par

xa
(x) = x Pz, (X) 2 ; (4.12)
i=1
esttelle que () = 0,i = 1;:::;q, et annule toute composarte polynomiale de degre inferieur a I.
La suite de ce paragraphe est consaceea expliciter la nature de I'espacede fonctions genere par
( x); ) ,,lorsque parcourt . Soit Fs, I'espacevectoriel vectff = ( (; ) ,; 2 7ig. Notons
queles eleg1erts de Fs, s'annulent sur Sg.
Si = 1, i« 27, alors
0 1
xa
() = i @K(x; i) Pz, (})k(zj;xi)A
i=1 j=1
xa
= h; k(x;?)i pz; (x)h; k(zj ;)i (4.13)

i=1
Par suite, si estun autre elemert de |, on obtient la relation
hy (s D=0 ) (4.14)

Ceci montre que l'application 7! ( (); ) , estinjective sur ~|. Par consquen, l'application
bilin eaire
(e, =G )03

ouf(x)=( () ), etgx)=( () ), pourtout x 2 X, denit un produit scalairesur Fs,.
Le complete de Fs,, note Fs_, s'identie a | et nous noterons %l'isometrie bijective Fs, ! .
La relation (4.14) seprolonge par cortinuit e sur les completeset montre par consequern que h; :i
met en dualite | et Fs,.

Prop osition 42. Notons ks, (x;y), la fonction X X! R telle queks,(X;y) = ( (x); ¢)) -
Alors ks, estsymetrique et de type positif.

Demonstrtion. Ks,(X;y) esthien symetrique (par symetrie du produit scalaire) et de type positif

X X X 2
i jKsg(Xi;xj) = i G o)) = i (i) 0:
ij =1 ij =1 i=1 |

Prop osition 43. kFSq est le noyau reproduisant de Fs, .
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Demonstration. 8f 2 Fs,, 9 2 | telle quef = ( (), ) , etdonc,

(Keey (3 0: s, = Cooi )\ = F(X):
O

L'espaceFs, possdela propriete assezfaible que seselemerts s'annulent sur Sq. L'ob jectif
nal est d'etablir, dans le cas des fonctions conditionnellemert positives, la construction d'un
espacede fonctions independart du choix de Sy, avec desproprietessimilaires a cellesdesespaces
hilb ertiens a noyau reproduisant. Commenconspar remarquer que Fs, et N; forment une somme
directe d'espacesvectoriels de fonctions. En eet, sif 2 Fs, \ N, f(x) = iq:l f(zq)pz,(X) et
9 2 telquef =(¢, ), ,.Pourtout 2 |, h;fi=(; ), =0etdonc,f = 0.Loperateur
lineairePy,;s, : Fs, N;! N; deni par

xa
Pnyssef (X) = pz, (X)f(zi); 8 2F;x2X
i=1
estune projection sur N;. On a egalemen le fait quef Py,;s,f s'annule aux points de S, et que
Id Pn,;s, €stune projection sur Fs . Pour toute fonction f 2 Fs, N, il existe 2 | telle
quef  Pnis,f=(¢ ) -

Prop osition 44. Soitf 2 Fs, Nj. Alors 8x 2 X,
F(X) = (PnyisF)(X) + (ksy (X35 Pryisgf e, (4.15)
Demonstration. D'apreslesremarquesprecedenes. O

L'equation (4.15) peut &tre vue commeune generalisation de la propri ete de reproduction (3.1).
Notons que sonutilisation requiert le choix preliminaire d'un ensenble unisolvant Sy et d'un noyau
K sq correspondart.

Prop osition 45. Soient S& et Sg deux ensemblegels que toute fonction de N; soit determinee
de maniere unique par sesvaleurs aux points de S& ou de Sg. Alors Fsé N, = Fsé N;.

Demonstration. Notons (1X) et (ZX) les substituts de la forme d'evaluation ponctuelle (4.12) pour
S; et Si respectivemert. D'apres(4.13), 8 2 |, il existe un polyndme py2; (x) 2 Ny, tel que,

( (lx); ) = (2x); ) Pz (X):
Soit f 2 Fsé N,. Il existe 2 | telle que( (1x); ), = (f PNI;S&f)(x). Donc, 8x 2 X,
f(x) (Pnysaf)X) + (G )
(Prys2f)(X) + Pz () + (3 ) 1

ce qui montre quef 2 Fsg N;. O

Denition 35. Un esm@ce F de fonctions sur X a noyau k(x;y) symetrique conditionnellement
de ni positif par rapport a N, estla sommede N, et d'un espaceFs,. F estindependart du choix
de Sy. Par la suite, une tel espaceseradote du semi-produit scalairede ni par

(f;9)F = (f Pnisefig PnisiO)rs, !

Ce semi-produit scalaireestindependart du choix de Sy. L'espaceF a noyau k estsemi-hilbertien.
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Exemples. Dans la section 3.2.2 nous avions mertionne un exemple a la base de la theorie
dessplinesconstruit en utilisant la fonction de covariance du mouvemert brownien comme noyau
reproduisant. Dans la plupart descas,lessplinessort construites a partir de noyaux conditionnel-
lemert positifs. Donnons quelquesexemples.Les splinescubiques1-D (polyndmesde degre 3 par
morceaux), sort trescourammert utilis ees.Elles correspondert au choix de I'espacedesfonctions
de nies sur [0; 1], une fois contin 0ment derivable, et de derivee secondede carre sommable,muni
de la semi-norme z,

kfk2 = jf @ (t)j2dt:
0

Dans cecas,N estconstitue desfonctions polynomialesde degre au plus un. Le noyau condition-
nellemert positif assaie est (Chileset Del ner, 1999 page273)

k(t;s) = jt sj%:

On peut generaliser cet exemplepour obtenir dessplines®plaguesminces . En deux dimensions,
on choisit la semi-norme(Wahba, 1990
0 ', , 1,1
@O ", @ * o
[1 @[1] @[2] @[2]

Y4
kf k|2: = dX[l] dX[2]

Le noyau assa@ie est (Chileset Del ner, 1999 page273)
k(x;y) = kx yk?logkx yk;

et I'espaceN correspondant estl'espacedespolyndmesde deux variablesdedegre 1, c'est-a-dire
N = vectf 1; X[1]; X219

4.5 Prediction lin eaire avec des pro cessus aleatoires intrin-
seques

Cette section presette le krigeage intrins eque c'est-a-dire la prediction lineaire dansle casde
processusaleatoires intrins eques.Considerons un systeme modelise par une IRF(l) Fg( ), dont
on obsene la sortie du systemepour un nombre ni devaleursx;:::;Xn du vecteurdesfacteurs.
Cesobsenations sort modeliseespar lesrealisationsdesvariables aleatoiresF (x 1);:::;F(Xn), ou
F (x) estun represeriant inconnu de Fg( ). Pour predire la sortie du systeme correspondart au
vecteur des facteurs x, on approxime F(x) par le predicteur F(x) obtenu comme combinaison
lineairedesF (x;),

X0
F(x)= b, Fxi):
i=1

Notons que F(x) ne pos®de pas explicitement de terme de N;. Comme dans les cas prece-
Berts de prediction lin ealrg on cherche a minimiser la variance de I'erreur de prediction F (x)
iz1 IxF(x )= F(« iz1 b. x x;)- Cependart, le represenant F(x) estinconnu et il n'est
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