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Apercu

Ce travail a pour objectif premier d’introduire la notion de présentation d’opérade
comme cadre formel pour la réécriture sur des objets de dimension 2, c’est-a-dire possé-
dant deux lois de composition, 'une horizontale, I’autre verticale.

Nous étudions la catégorie des opérades, dans une version généralisée, ainsi que les
ingrédients essentiels permettant de calculer & 1’aide de tels objets. En particulier, le
théoréme 3.17 donne une technique d’interprétation pour prouver la terminaison de pré-
sentations d’opérades. Ce résultat nous permet d’obtenir le théoréme 3.18 qui démontre
la conjecture de Yves Lafont concernant la terminaison de sa présentation de L(Zs). En
conséquence, on en déduit le théoréme 5.47, qui assure la convergence de L(Zs) et donne
ainsi la premiére présentation convergente d’opérade pour une théorie équationnelle com-
mutative.

Ces systémes de calcul possédent de forts liens avec les systémes de réécriture plus clas-
siques : les théorémes 3.11 et 4.5 montrent que les présentations d’opérades généralisent
les présentations de monoides, ou systémes de réécriture de mots, et les présentations de
monoides commutatifs, ou réseaux de Petri; le théoréme 5.40 prouve que I'on peut asso-
cier, a tout systéme de réécriture de termes linéaire a gauche, une présentation d’opérade
qui le simule, c’est-a-dire qui le contient et rend explicites les opérations de gestion des
ressources, duplication et effacement, sans changer ses propriétés de terminaison et de
confluence.

Enfin, les présentations d’opérades sont confrontées & une limitation, la simulation
du A-calcul, qu’elles ne semblent pas pouvoir réaliser sans passer encore en dimension
supérieure.






Introduction

Qu’est-ce que la réécriture ?

La réécriture est a la fois une méthode de calcul effectif et un modéle pour les systémes
a évolutions discrétes et locales. On peut la voir apparaitre & de nombreux endroits, mais
I’arithmétique élémentaire reste le théme le plus classique pour une introduction.

En effet, I’addition d’entiers naturels fournit un bon exemple de la nécessité de passer
de I’égalité au calcul. Considérons :

2+2=4.

Bien que cette équation soit, parfois encore, contestée par quelques iconoclastes, tels
Alphonse Allais, [All89], ou Houston Euler, [Eul98]|, elle est, de nos jours, généralement
admise. En revanche, il est moins connu que :

14+37+1524+17+23+65+41 4+ 21 + 87+ 99+ 55+ 875+ 7+ 56 + 102 = 1638.

A moins que ce ne soit 1622 ? Le manque de réponse immédiate montre que, dans ce
cas, on est plutot enclin a dire que la partie droite de I’équation est le résultat d’un calcul
effectué a partir de la partie gauche.

Le fait est que, pour la premiére équation, le cerveau humain fait immédiatement le
calcul ou, mieux encore, reconnait un graphisme connu : ainsi, on oublie qu’il peut exister
un calcul partant de 2 4+ 2 et donnant 4. En revanche, dans le second cas, on est obligé
de recourir a I'utilisation d’instruments de calculs, comme un papier et un stylo ou, plus
moderne, une machine, qu’elle soit a calculer ou encore un ordinateur.

Pour un tel automate, les deux cas sont similaires : les parties gauches des égalités sont
ce que l'utilisateur lui donne comme valeurs en entrée, les parties droites, ce que la ma-
chine répond comme résultat. On préfére alors remplacer 1’égalité par un autre symbole,
non symétrique, pour traduire cette différence de statut. Ainsi, on écrit 2 + 2 — 4 plutot
que 2 + 2 = 4, pour montrer le sens du calcul et, souvent, son caractére irréversible; on
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parle alors de réductions plutot que d’égalités.

Les deux parties de ces réductions ne sont pas exprimées dans le méme langage : les
données sont des sommes formelles d’entiers, c’est-a-dire des suites finies d’entiers séparés
par des symboles +, les résultats sont des entiers. Les sommes formelles sont les termes
du calcul, construits a partir d’éléments atomiques ou générateurs, les entiers, selon une
certaine grammaire ou structure : si u et v sont deux termes, alors u + v est un terme.

En réalité, le langage des résultats est contenu dans celui des entrées : en effet, on
peut trés bien donner 2 comme entrée a la machine. Dans ce dernier cas, elle répondra
d’ailleurs 2 : la machine ne sait pas faire d’opération sur 2, on dit que c’est une forme
normale ou irréductible du calcul. Le but de notre machine est donc de transformer tout
élément de son langage (toute somme formelle d’entiers) en une forme irréductible (un
entier), de sorte que les régles élémentaires de Parithmétique soient vérifiées : on désire
que le résultat obtenu soit effectivement la somme des entiers qui lui ont été donnés.

Cette derniére exigence dépend ensuite de la maniére dont la machine effectue les
calculs. Etant donné qu'il serait déraisonnable d’espérer entrer dans sa mémoire le ré-
sultat de toutes les additions possibles de n’importe quel nombre d’entiers, on est obligé
de trouver des étapes dans le calcul qui, mises bout a bout, donneront le résultat escompté.

Par exemple, on peut supposer que la machine effectue, a chaque fois, la somme des
deux premiers entiers de la liste : 1437 — 38, puis 38 + 152 — 190, etc. A chaque fois, on
obtient le résultat de 'opération en remplagant, dans le terme, le membre de gauche de la
réduction par le membre de droite, sans modifier le reste du terme. Ainsi, les applications
successives de 1 + 37 — 38 puis de 38 + 152 — 190 donnent :

14+37+152 +17+234+654+414+21+87+99+ 554875+ 7+ 56 + 102
— 384152 417423465+ 41+21 487499+ 55+ 875+ 7+ 56 + 102
— 190 +17+ 23465+ 41 + 21 + 87 + 99 + 55 + 875 + 7 + 56 + 102.

Avec ces spécifications, le nombre d’entiers dans la somme diminue de 1 & chaque
opération ; on est donc assuré qu’aprés un nombre fini de telles additions, on aura notre
résultat : on dit que le calcul termine, c’est-a-dire qu’il n’existe aucune somme formelle
d’entiers a partir de laquelle on peut enchainer une infinité de calculs élémentaires.

On peut éventuellement étre moins directif et dire que chaque étape de calcul consiste
en 'addition de deux entiers adjacents de la liste, quels qu’ils soient. Ainsi, lorsque I'on a
plus de deux entiers a additionner, on a un choix a faire : est-ce que 'on commence par
1437 — 38 ou par 99 + 55 — 154 ? Ce choix n’a aucune conséquence sur le résultat final,

10
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car I’addition des entiers est associative :
(m+n)+p=m+(n+p).
On peut le voir sous la forme d’un graphe de réduction :

14+37+u+99+55+w

\

38 +u+99+ 55+ w 1+37+u+154+v

/

38+ u+ 154+ v

avec !

u=152+17+23 + 65+ 41 + 21 + 87
v =875+ 7+ 56+ 102.

On dit que le calcul que ’on a spécifié est confluent : les choix effectués au cours du
calcul n’ont pas d’incidence sur le résultat final.

On a ainsi exhibé les principales notions de la réécriture, a savoir que 1’on s’intéresse
a des systémes permettant de calculer des formes normales & partir de termes, selon des
régles de calcul local ou de réécriture. L’une des principales activités est alors de montrer
que le calcul est convergent, c’est-a-dire & la fois qu’il termine et qu’il est confluent.
Le chapitre 1 est dédié a des définitions et des résultats fondamentaux concernant la
réécriture, dans toute sa généralité.

Quelques exemples de systémes de réécriture

Nous allons voir, de maniére succincte, quelques exemples de systémes de réécriture
classiques.

La réécriture de mots

Les systémes de réécriture de mots forment ’exemple le plus simple et le plus classique
de systémes de réécriture. Les générateurs sont les lettres d’'un alphabet X et les termes
sont tous les mots que ’on peut former avec ces lettres. Les régles sont de la forme u — v,
ol u et v sont des mots. Une telle régle peut s’appliquer & un mot a dés que a contient u
comme sous-mot ; le résultat est, dans ce cas, le mot b, obtenu en remplagant, dans a, le
sous-mot u par v.

11
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Par exemple, si X contient deux lettres, = et y, les termes peuvent étre z, zy, yy,
rxrzry, yryyre, etc. Sil’on se donne une seule régle, yr — zy, on obtient un calcul qui,
dans tous les mots, va progressivement ranger tous les  a gauche et les y a droite. Par
exemple, on donne toutes les réductions possibles & partir de zzyxyx :

TTYTYL —> TTTYYT

| |

TLYTTY — TTTYTY — TTTTYY.

Le calcul est, ici, convergent, mais c’est loin d’étre toujours le cas. Nous étudierons, au
chapitre 2, les systémes de réécriture de mots ou présentations de monoides. On pourra
consulter [BO93| pour une référence compléte.

Les réseaux de Petri

Les réseaux de Petri sont le premier exemple de réécriture graphique. A priori, ils
semblent relativement différents de ce qui a été présenté jusqu’alors, car les termes n’ont
pas de structure apparente. Mais nous verrons, au chapitre 4, qu’ils s’insérent au contraire
parfaitement bien dans ce qui a été exposé jusqu’ici.

F1G. 1 — Un réseau de Petri.

Comme le montre la figure 1, un réseau de Petri est un graphe possédant des sommets
de deux types : des places (les ronds) et des transitions (les doubles barres). Chaque aréte
posséde, de plus, un entier qui lui est attaché, son poids.

Le réseau posséde des états, matérialisés par des jetons disposés dans les places, et
ses évolutions se font, au coup par coup, en activant une transition. Ceci se déroule de la
maniére suivante :

- pour chaque place d’otl part une fléche arrivant sur la transition choisie, on retire
autant de jetons que Ientier associé a cette fleche (on ne peut activer la transition
que §'il y a suffisamment de jetons);

12
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- pour chaque place ou arrive une fléche qui part de la transition choisie, on rajoute
autant de jetons que I’entier associé a cette fléche.

La figure 2 montre les évolutions possibles d’un réseau de Petri a partir d’'un état
donné. On pourra se référer a [Mur89| pour une introduction détaillée aux réseaux de
Petri, a leurs diverses variantes ainsi qu’a divers problémes de décision qui se posent lors
de leur étude.

A AN
S N

A A
S N

A U N
Sl N N

FI1G. 2 — Les évolutions possibles d’un état du réseau.
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La réécriture de termes

Ce domaine est I’'un des sujets majeurs de la réécriture. On spécifie les termes a ’aide
de constructeurs, qui sont des applications abstraites avec un certain nombre d’entrées,
ainsi que des variables. Par exemple, si A est un constructeur avec 2 entrées, S en est un
autre, avec 1 entrée, et Z un dernier, avec 0 entrée, on construit des termes comme z,
A(z,y), A(S(x),z), S(S(y)) et S(A(z,x)), avec x et y des variables.

Les régles sont des couples de termes soumis a certaines restrictions dont, notamment,
le fait que les variables apparaissant dans le terme de droite doivent étre dans celui de
gauche. Par exemple, A(z,S(y)) — S(A(z,y)) et A(x,Z) —x sont des régles valides.

Nous allons seulement esquisser ici le processus d’application des régles; le chapitre 5
contient des définitions formelles, que I'on pourra trouver détaillées dans |[BN98|. En ce
qui concerne notre exemple, la premiére régle peut s’appliquer a un terme u s’il contient,
dans son écriture, un sous-terme de la forme A(v, S(w)), ot v et w sont des termes.

Cet exemple de systéme de réécriture de termes permet d’ailleurs, une fois complété,
d’effectuer ’addition des entiers. De plus, il est utilisable en pratique, contrairement a
la procédure décrite au début de cette introduction : en effet, on en était resté a devoir
disposer d’une machine qui connait, d’avance, le résultat de ’addition de tout couple
d’entiers. Ce n’est pas possible avec une machine concreéte, c’est-a-dire ne disposant que
d’une mémoire finie. On va donc préférer coder les entiers de telle sorte que ’on puisse
calculer toute somme de deux entiers.

Ici, on utilise le codage suivant : Z désigne 'entier 0, S(Z) l'entier 1, S?(Z) = S(S(Z))
I’entier 2, etc. Le constructeur A est 14 pour coder la somme formelle de deux entiers.
Donnons, a titre d’exemple, ’ensemble des régles du systéme :

La premiére régle dit que n + 0 = n, la seconde que m + (n +p) = (m+n) + p et
la derniére que m + (n+ 1) = (m + n) + 1. Notons que la commutativité de I’addition,
m-—+n = n+m, n’est pas forcément vraie sur tous les termes; par contre, elle I’est sur les
termes qui correspondent a des entiers : pour tous m et n, on aura bien A(S™(Z), S"(Z))
et A(S™(Z),S™(Z)) qui se réduisent tous deux en S™*"(7).

14
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Vérifions tout de méme que ce systéme donne 2+ 2 =4 et non 5 :

A(S*(2),5%(2)) = S(A(S*(2),5(2)))
— S*(A(S*(2), 2))
— S%(S*(2)) = S*(2).

Le A-calcul

Le A-calcul est, historiquement, un des premiers systémes de réécriture et, certaine-
ment, le plus célébre. Il fut créé par Alonzo Church en 1936, voir [Chu4l], et décrit
I’application de fonctions explicites.

Cependant, il est d’'une nature algébrique extrémement complexe, surtout dans sa
version d’origine, non typée. A premiére vue, les A-termes sont construits de maniére
similaire & des termes classiques : on a deux constructeurs A et pu, et les A-termes sont
définis, formellement, de maniére inductive, en disant que :

- toute variable est un A-terme;
- si z est une variable et f est un A-terme, alors A(z, f) est un A-terme, noté A\z.f ;

- si f et g sont des A-termes, alors u(f,g) est un A-terme, noté fg.

Le A-terme fg désigne ’application formelle d’une fonction f & un argument g, avant
toute évaluation, tandis que Az.f désigne ’abstraction de f selon z, c’est-a-dire la fonc-
tion qui & tout argument g associe le A\-terme f[z := g], obtenu en remplagant (presque')
tous les x de f par g, un peu a la maniére d’une fonction polynéme.

La premiére difficulté vient du fait que = est une variable liée ou muette dans Az.f,
comme on en trouve dans une somme, une intégrale, un quantificateur Vv ou 3 ou, encore,
une fonction polynéme; on pourra consulter [Bou39| pour de plus amples informations
sur ces notions. Résumons en disant que ’on peut remplacer la variable muette x par
(presque) toute autre variable y, sans changer le terme; on appelle a-conversion cette
opération.

Le A-calcul posséde deux régles, appelées respectivement S-réduction et n-réduction :

(Ax.f)g =4 flz = g]
Me.(fz) —, f sif ne contient pas la variable z.

Nous reparlerons plus formellement du A-calcul au chapitre 6. On pourra se référer a
[Bar84] pour plus de détails.

! Les limitations seront expliquées au chapitre 6 ; leur exposé est trop technique et n’est pas nécessaire
ici.
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Elimination et bases de Grobner

Les bases de Grobner permettent de spécifier des calculs convergents sur des anneaux
de polynémes. On pourra se référer & [Buc79| pour un complément d’information.

Si k est un corps commutatif et X une famille finie d’indéterminées, on note k[X]
Panneau des polynomes correspondant. Toute famille ' = (fi,..., f,,) de polynomes
engendre un idéal, noté (F') et défini comme 'ensemble des sommes :

> Xipi-fis
i=1

avec les \; dans k et les p; dans k[X]. Si l’on veut résoudre le probléme de ’apparte-
nance a (F), c’est-a-dire de savoir décider si un polynéme donné f est dans (F') ou non,
on crée un calcul & partir de F'; pour I'idée, on pose f — g si g est obtenu & partir de f
ainsi, pour un certain ¢ :

- f=f 4+ ApT(f;), ou T(f;) est le plus grand monoéme de f; pour un ordre bien
choisi ;
-g=f—=XC(f;)) Lp.fi, ou C(f;) est le coefficient de T(f;) dans f;.

On procéde donc par élimination successive des polynémes de F' dans f : cette procé-
dure ressemble beaucoup a un pivot de Gauss.

Si f se réduit a 0 par ce calcul, on est sir que f € (F). Malheureusement, la réci-
proque n’est pas vraie en général ; autrement dit, le calcul —5 n’est pas toujours confluent
(en revanche, il termine toujours) : il est possible que f € (F) mais que, selon les choix
effectués au cours du calcul, on obtienne & la fin une forme normale distincte de 0.

C’est le principal intérét des bases de Grébner : le calcul — 5 est confluent (et donc
convergent) si et seulement si F' est une base de Grébner.

La réécriture topologique : les mouvements de Reidemeister

Jusqu’a présent, nous n’avons montré que des exemples de systémes de réécriture
syntaxiques ; méme les réseaux de Petri, qui paraissent différents, sont de tels systémes
déguisés, voir chapitre 4. Or, la topologie fournit un exemple majeur de réécriture non
syntaxique : les mouvements de Reidemeister sur les noeuds et entrelacs.

Rappelons qu'un entrelacs est une famille de boucles qui s’enchevétrent éventuelle-

ment, le tout vu dans I'espace euclidien a 3 dimensions. On les représente souvent, par
commodité, comme des boucles dans le plan, avec une indication supplémentaire pour
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chaque croisement de deux brins : quel brin passe au-dessus de 'autre.

Cependant, chaque entrelacs posséde plusieurs représentations de ce type. On défi-
nit une relation d’équivalence permettant d’identifier les diagrammes qui représentent le
méme entrelacs : cette relation = est engendrée par trois familles de relations locales bien
connues, les mouvements de Reidemeister, montrés dans la figure 3. La figure 4 montre

une suite d’équivalences engendrées par ces mouvements, permettant de prouver qu’un
diagramme représente 'entrelacs trivial & une composante (une boucle sans noeud).

e O o= =%
X X
N = X

F1G. 3 — Les trois types de mouvements de Reidemeister.

@@&“m@

F1G. 4 — Equivalences de diagrammes d’entrelacs.

Une des questions fondamentales qui se posent est de résoudre le probléme suivant :
étant donnés deux diagrammes D et D' d’entrelacs, a-t-on D = D' ou non ? C’est-a-dire
est-ce que D et D' représentent le méme entrelacs ou non ?

Cette question n’est que partiellement résolue : on sait construire des objets algé-
briques P(D) et P(D'), en général des polynomes, tels que, si D et D’ représentent le
méme entrelacs, ¢’est-a-dire si D = D', alors P(D) = P(D'). En pratique, on utilise plutot
la réciproque : on calcule P(D) et P(D') : si P(D) # P(D'), on est sir que D et D' ne
représentent pas le méme entrelacs; sinon, on ne peut rien dire.
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La recherche d’un invariant complet, c’est-a-dire vérifiant P(D) = P(D') si et seule-
ment si D = D', est toujours en cours. Notons que cet invariant pourrait venir de la
réécriture : si on trouve une présentation convergente équivalente aux mouvements de
Reidemeister, ’application qui associerait a chaque diagramme son unique forme nor-
male serait un invariant complet. Cependant, il est fort possible qu’une telle présentation
n’existe pas. On consultera [Ada94| pour plus de détails sur les nceuds et entrelacs.

Catégorification et réécriture

L’obtention d’un systéme de réécriture, comme nous ’avons fait pour ’addition pré-
cédemment, est un processus de catégorification, comme décrit par John Baez et James
Dolan dans [BD98b|. Si cette opération n’est pas encore bien formalisée, elle permet déja
de donner l'intuition de la démarche que nous avons suivie pour ’addition des entiers.

Baez et Dolan plaident le fait qu’en mathématiques, nous utilisons trop d’ensembles
et pas assez de catégories. Ou, plus précisément, que nous manipulons des ensembles qui
sont en fait des composantes connexes de catégories que nous avons oubliées. Plus concré-
tement, au lieu de considérer les « vrais » objets, on les identifie par paquets, de maniére
trop brutale, ce qui coflite, entre autres, la possibilité de calculer de maniére effective.

Baez illustre ceci grace a une métaphore parlant d’'un Eden du calcul, a redécouvrir :
dans des temps anciens, lorsque deux bergers voulaient savoir qui avait le plus de moutons,
ils les alignaient les uns en face des autres, en formant des paires - des isomorphismes.
S’il restait des moutons dans un des troupeaux aprés cette opération, c’est évidemment
qu’il en contenait plus. Puis, un jour, un berger a utilisé des mots qui n’avaient pas de
sens : un, deuz, trois, . ... Dés lors, on avait délaissé la catégorie des ensembles finis pour
lui préférer ’ensemble des entiers naturels.

Nous avons déja vu un exemple de ce phénoméne, en étudiant ’addition au début de
cette introduction : au lieu de manipuler des termes formés & partir des entiers, on les
identifie tous aux entiers correspondant & leurs formes normales, en perdant la notion du
calcul qui méne, par exemple, de 242 & 4. Ainsi, Baez et Dolan rappellent que I’ensemble
des entiers n’est que I’ensemble des classes d’isomorphismes de la catégorie des ensembles
finis qui contient, elle, beaucoup plus d’informations.

Un autre exemple, toujours tiré de [BD98b], est celui du travail d’Emmy Noether qui,
bien que la notion de catégorie n’existat pas a son époque, a montré que l'on pouvait
retirer bien plus d’informations du n° groupe d’homologie rationnelle, un foncteur défini
sur la catégorie des espaces topologiques, que du n® nombre de Betti, une application
sur I’ensemble des classes d’isomorphismes d’espaces topologique. En effet, le n® nombre
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Catégorifions encore

de Betti ne donne que la dimension de sa version catégorifiée, le n® groupe d’homologie
rationnelle.

Ce processus de catégorification est souvent utilisé pour produire des systémes de ré-
écriture a partir de présentations équationnelles. Au lieu de regarder des relations non
orientées et de quotienter par la relation d’équivalence, donc symeétrique, qu’elles en-
gendrent, on remplace toutes les égalités par des fleches. On utilise alors une relation
non symétrique et, donc, une version catégorifiée de la présentation de départ. Ainsi, on
obtient un calcul correspondant a la relation d’équivalence de départ : celui-ci permet
de manipuler plus facilement les éléments, notamment sur une machine, avec laquelle il
est difficile d’utiliser des classes d’équivalence. Il ne reste plus qu’a trouver une version
convergente de ce calcul pour savoir déterminer des représentants canoniques des classes
d’équivalence de la relation de départ.

Catégorifions encore

Lorsque 1'on catégorifie une présentation équationnelle, on remplace un ensemble par
un graphe : on est ainsi passé d’un objet formé de 0O-cellules (un ensemble) a un objet
contenant a la fois des 0-cellules et des 1-cellules (un graphe). Les 0-cellules de ’ensemble
de départ sont en bijection avec les composantes connexes du graphe obtenu qui contient
donc plus d’informations.

Comme exemple de ce procédé de catégorification, considérons le groupe commutatif
libre a deux générateurs, notés x et y. Ce groupe, noté A(z,y), admet la présentation
suivante (en tant que groupe) :

Az, y) ~G(z,y)/ =,

ou G(z,y) est le groupe libre & deux générateurs et =, la relation d’équivalence en-
gendrée par la relation xy = yx. On peut catégorifier A(x,y) pour obtenir le groupe libre
(non commutatif) & deux éléments G(z,y), muni de la relation yz — zy.

Mais tout groupe est aussi un monoide et, en particulier, G(z, y) admet la présentation,
en tant que monoide :

G(z,y) = (z, 2", y,y")/ =,

ou (x,x* y,y*) est le monoide libre & quatre générateurs, dont 1’élément neutre est
noté 1, et =, est engendrée par les relations :
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On catégorifie encore pour arriver a {(x, z* *Y, muni des huit régles :
b b b b

*

yr — xy y'r — xy
zr* — 1 *r — 1
yy* — 1 y'y — 1.

On a donc un ensemble de termes facilement manipulables, particuliérement par une
machine, puisque les éléments d’un monoide libre sont des listes, une des structures de don-
nées de base; on dispose aussi d'un calcul, dont on pourrait montrer qu’il est convergent,
permettant de donner des formes normales pour tous les éléments et donc d’avoir une
représentation fidéle du groupe de départ.

Un autre exemple de double catégorification sera donné au chapitre 5, ot I'on verra
que, si un systéme de réécriture de termes est déja une présentation équationnelle catégori-
fiée, les termes sont encore des classes d’équivalence de fléches d’une catégorie monoidale.
La relation citée est engendrée par le produit cartésien de la catégorie des ensembles et
nous verrons qu’il est possible de la catégorifier encore, de maniére convergente.

Pour finir, remarquons que, si ’on a une relation d’équivalence présentée de maniére
équationnelle sur les fléches d’une catégorie, le calcul que ’on obtient en ’orientant sera
donné par des 2-fleches (des fleches entre des fléches). Si ces mémes 2-fléches sont encore
munies d’une relation d’équivalence, on continue & monter en dimension, en catégorifiant
a chaque fois les fleches de dimension n, ce qui en crée en dimension n + 1. C’est une
des justifications & I’étude de la réécriture en dimension supérieure, c’est-a-dire dans des
n-catégories, comme Albert Burroni et Yves Lafont I'ont initié avec [Bur93|, [Laf95] et
|Laf03].

Ici, nous allons nous contenter de cas particuliers de 2-catégories, les opérades, dans
une version généralisée.
Organisation

Le chapitre 1 contient des rappels sur les relations binaires ou systémes de réécriture
abstraits. Nous y rappelons les principales notions, ainsi que les principaux résultats de la
réécriture abstraite qui sont nécessaires pour la suite.

Dans le chapitre 2, nous donnons une approche axée sur les structures algébriques

mises en jeu pour I’étude des systémes de réécriture de mots, que nous appelons présenta-
tions de monoides. Les principales notions et les résultats classiques y sont rappelés, mais
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Organisation

sous cet éclairage alternatif.

Les présentations d’opérades, comme cadre formel pour la réécriture portant sur des
fléches de dimension 2, sont étudiées au chapitre 3. On y démontre aussi le théoréme 3.11,
faisant le lien avec les présentations de monoides. Le théoréme 3.17 donne une technique
de preuve de terminaison pour les présentations d’opérades ainsi qu’'un premier exemple
d’utilisation : le théoréme 3.18 assure que la présentation L(Zs) termine, comme Yves
Lafont I’avait conjecturé dans [Laf03].

Au cours du chapitre 4, nous rappelons les notions de réseaux de Petri et de présen-
tations de monoides commutatifs, puis nous montrons qu’elles sont équivalentes. Enfin, le
théoréme 4.5 nous dit qu’il s’agit de cas particuliers de présentations d’opérades.

Le chapitre 5 est dédié a la démonstration du théoréme 5.40, qui nous assure que
I’on peut plonger, dans un sens qui est défini & la fin du chapitre 1, tout systéme de
réécriture de termes linéaire & gauche dans une présentation d’opérade. Pour ce faire,
nous étudions, au cours de ce chapitre, les opérades cartésiennes et, plus précisément,
diverses présentations de ’opérade cartésienne initiale ainsi que de celle qui est librement
engendrée par une signature algébrique. Nous donnons une présentation convergente de
chacune d’elles. Enfin, nous discutons des possibilités nouvelles offertes par les présen-
tations d’opérades, relativement aux systémes de réécriture de termes : par exemple, on
peut obtenir des présentations convergentes pour des théories commutatives, comme le
prouve le théoréme 5.47 avec L(Zy).

Le chapitre 6 contient des rappels concernant différentes pistes explorées dans le but
d’obtenir une présentation finie simulant le A-calcul : la logique combinatoire, les calculs de
substitutions explicites, ainsi que divers calculs graphiques, comme le calcul de Lamping
et les réseaur de preuve et d’interaction. Nous y donnons aussi une limitation théorique
forte a l'interprétation du A-calcul grace & une présentation d’opérade.

L’annexe A est consacrée a la comparaison de différentes structures algébriques ser-
vant a abstraire les structures : opérades classiques, PRO, PROP, théories algébriques,
toutes vues comme des cas particuliers d’opérades.

Enfin, 'annexe B étudie une présentation du C-monoide initial donnant un calcul

de substitutions exrplicites pour le A-calcul ; nous montrons notamment qu’il ne convient
toujours pas au cahier des charges imposé a ce genre de calculs.
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Chapitre 1

Relations binaires ou systémes de
réécriture abstraits

Nous allons rappeler ici ce qu’est un systéeme de réécriture abstrait. Géométriquement,
il s’agit d’un graphe qui, en ce qui nous concerne, est spécifié par un systéme de réécriture
ou une présentation d’objet par générateurs et relations : ses sommets sont les données
sur lesquelles le calcul porte et ses fleches, les différentes étapes élémentaires du calcul.
On s’intéresse aux propriétés géométriques des chemins de ce graphe, principalement la
terminaison, qui décrit le fait que tout calcul s’achéve, et la confluence, qui nous dit si les
choix effectués lors du calcul ont une importance ou non.

Il n’y a aucune nouveauté dans ce chapitre qui ne sert qu’a fixer, pour la suite de ce
document, le vocabulaire et les notations, qui peuvent varier d’un auteur & ’autre, ainsi
que les résultats fondamentaux de la réécriture qui nous seront utiles. Pour de plus amples
informations, on pourra se référer a [DJ90|, |BN98|, [K1090] ou [Ter03].

Les éléments de théorie des catégories nécessaires a la lecture et non exposés ici peuvent
étre trouvés dans [ML98|, [Sch72] ou [Bor94].

1.1 Définitions

Une relation binaire sur un ensemble X est une partie R de X x X. Si un couple (z, y)
est dans R, on note souvent xRy. Un systéeme de réécriture abstrait, ou ARS, est un
couple (X, R) ou X est un ensemble et R est une relation binaire sur X. Par exemple,
I’ensemble N des entiers naturels muni de 'ordre < usuel est un ARS; de méme, tout
graphe induit un ARS, formé de I'’ensemble des sommets du graphe et de la relation R
définie par xRy s’il existe une fleche de = & y dans le graphe.
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1. Relations binaires ou systémes de réécriture abstraits

En réécriture, on note — les relations binaires pour insister sur leur caractére d’étapes
de calcul : ainsi, dans un ARS (X, —), les éléments de X représentent les états d’un sys-
téme et les couples (z,y) tels que x — y le fait que le systéme peut passer de x a y en une
opération élémentaire. On peut, éventuellement, étiqueter ces étapes : on considére alors
une relation binaire — qui est la réunion de relations —,, ol ¢ parcoure ’ensemble des
étiquettes; c’est le cas, en particulier, lorsque ’ARS est issu d’un systéme de réécriture :
les étiquettes sont les régles, ce qui permet de spécifier laquelle est utilisée lors d’un calcul.

A chaque ARS (X,—) est associé¢ un graphe dit de réduction : ses objets sont les
éléments de X et il posséde une aréte de = a y si et seulement si x — y. Ce sont les pro-
priétés des chemins de ce graphe qui nous intéressent, : en effet, ces chemins sont les calculs,
¢’est-a-dire les enchainements d’opérations élémentaires menant d’un état & un autre état.

Nous allons définir ces propriétés en termes de relations sur un ensemble et, paral-
lélement, en termes de chemins du graphe de réduction, afin de donner une intuition
géométrique. Avant tout, rappelons :

Définition. Soit X un ensemble. On appelle diagonale de X la relation binaire :
Ax ={(z,x),z € X}.
Si R est une relation binaire sur X, la relation opposée a R est :
R° = {(z,y) € X*: yRz}.
Enfin, si R et S sont deux relations binaires sur X, leur composée S o R est :

SoR={(r,y) € X*:3z € X,2Rz, 2Sy}.

Note : le symbole ¢ marque la fin d’'une définition.

Autrement dit, on a zR%y si et seulement si y Rz. De plus, z(S o R)y si et seulement si
on a zRz et zSy pour un certain z : en particulier, si R = S, on note R2 = R o R. Cette
opération de composition étant associative et d’unité Ay, on note R™ la composée de n
copies de R, définie par :

R°=Ax, R'=R, R""'=R'oR=RoR"
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1.1. Définitions

Définition. Une relation binaire R sur X est dite :
- réflerive si Ay C R, c’est-a-dire si xRz pour tout z € X ;
- antirélexive si Ax N R = (), c’est-a-dire s’il n’existe pas de z € X tel que Rz ;
- symétrique si R° C R, c’est-a-dire si yRx dés que =Ry ;
- antisymétrique si RN R° = Ax, c’est-a-dire si z = y dés que zRy et yRx
- transitive si Ro R C R, c’est-a-dire si xRz dés que xRy et yRz.

¢

Exemples. Un ordre sur un ensemble X est une relation binaire réflexive, antisymétrique
et transitive ; un ordre strict est une relation binaire antiréflexive et transitive ; un préordre
est une relation binaire réflexive et transitive; une équivalence est une relation binaire
réflexive, symétrique et transitive.

Définition. Soit (X, R) un ARS. On définit les clétures suivantes :

- la cloture réflexive de R est la relation R" = RU Ax ;
- la cloture symétrique de R est la relation R®* = RU R°;

- la cléture transitive de R est la relation
400
R =JR"
n=1

¢

Par construction, la cloture réflexive (resp. symétrique, resp. transitive) d’une rela-
tion R est la plus petite relation réflexive (resp. symétrique, resp. transitive) contenant R.
De plus, les opérations de cloture vérifient :

Lemme 1.1. Soit R une relation binaire sur un ensemble X. On a :
(Rr)s — (Rs)r’ (Rr)t — (Rt)r, (Rt)s g (Rs)t.

Démonstration. On remarque que, pour deux relations binaires S et T quelconques sur
un méme ensemble Y, on a :

(SuT)'=851tuT?,
ainsi que, pour tout ensemble Y :

At = Ay.
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1. Relations binaires ou systémes de réécriture abstraits

Par suite :

(R")*=(RUAx)U(RUAx)*
=RUAxURTUAY
=RUR 'UAx
=RUAx
= (R

Pour toute relation binaire S sur un ensemble Y et pour tout entier n :
(SUAy)" U Sk,

Par conséquent :

(R")" = (R UAx)
U (RUAx)"
=Uf® Ul RF
— U+O%Rn
= (Rt)r.

Par définition, on a :
(R")" = (2R U (U21R™),
en notant R~" la relation (R!)". Toujours par définition :
(R*) = U (RURTH™
Or, pour tout entier n non nul, R" et R™™ sont contenues dans (R U R™')", donc

dans (R®)!. Donc R! et (R™')! sont elles aussi contenues dans (R*)!. Ce qui donne bien,
au final :

(Rt)s g (Rs)t'

¢

Note : les énoncés sont numérotés m.n, ou m est le numéro du chapitre en cours et n
le rang de 1’énoncé dans le chapitre ; le symbole ) marque la fin d’'une démonstration.
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1.1. Définitions

On en déduit :

Corollaire 1.2. Pour toute relation binaire R sur un ensemble X, la relation R™! est la
plus petite relation d’équivalence sur X contenant R.

Par suite, la relation R™! est appelée équivalence engendrée par R.

Notation. Si R est notée —, on utilise les écritures alternatives et plus imagées : —» ™
pour —!, — pour =" et = pour —"!. On écrit aussi < au lieu de (—)°, «— au lieu de (—)°
et « pour (—7)°. Enfin, la composée de deux relations —, et —, est notée —, —, au
lieu de —,0 —,.

Si I’on regarde le graphe de réduction associé & un ARS (X, R), on a :

- ¢ — y s’il existe une fléche de z & y;
- z —»"1 y §'il existe un chemin (orienté) de longueur non nulle de z a y;
- = —» y sl existe un chemin (orienté) de z a y;

- ¢ =y §’il existe une promenade de z a y, c’est-a-dire si I’on peut passer de x a y en
parcourant un nombre fini de fléches sans forcément respecter leur orientation.

Venons-en a la premiére propriété géométrique essentielle d’'un ARS :

Définition. On dit qu'un ARS (X, R) termine ou qu’il est neethérien s’il n’existe aucune
suite (x)nen d’éléments de X vérifiant x, — x,,1 pour tout n. On dit aussi, indifférem-
ment, que la relation binaire — termine ou qu’elle est ncethérienne. ¢

De maniére équivalente, un ARS (X, R) termine si et seulement si le graphe de réduc-
tion de (X, —) ne contient pas de chemin infini.

Exemples. On remarque aisément que si (X, —) est un ARS tel qu'il existe un z € X
avec x — x, alors il ne termine pas. En particulier, tout ARS dont la relation est réflexive
ne termine pas : c’est le cas de (N, >). En revanche, ’ARS (N, >) termine.

Remarque. Soit X un ensemble muni d’une relation d’ordre > dont on note > la partie
stricte, donnée par z > y si x > y et z # y. Alors (X, >) termine si et seulement si
toute suite décroissante (pour >) d’éléments de X est stationnaire. Or, un ordre > pour
lequel toute suite croissante (resp. décroissante) est stationnaire est dit neethérien (resp.
artinien). Il y a donc une ambiguité dans la terminologie : 1'ordre > est artinien si et
seulement si sa partie stricte > est noethérienne. C’est pour éviter toute confusion que
nous employons ici « terminaison » et non « ncethérianité ».

Si un ARS termine, cela signifie qu’il est impossible, partant d’un certain élément,
d’effectuer une infinité d’opérations : quel que soit le point de départ, on arrivera, apreés
un nombre fini d’opérations, a un élément sur lequel on ne peut plus agir, c’est-a-dire un
élément x € X tel qu’il n’existe pas de y € X vérifiant x — .
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Définition. Soit (X,— ) un ARS. On appelle R-forme normale (ou seulement forme
normale) tout élément x de X pour lequel il n’existe aucun y dans X vérifiant z — y.
Si z et y sont deux éléments de X, on dit que y est une (R-)forme normale de x si y est
une (R-)forme normale et si z — y. ¢

La terminaison implique que tout élément posséde au moins une forme normale : on
dit que (X, R) est normalisant ou, indistinctement, que R normalise. La normalisation
est une propriété plus faible que la terminaison, méme dans le cas ot la forme normale
de chaque élément est unique : considérons un ensemble réduit & deux éléments, notés x
et y, que I’on munit de la relation

R ={(z,2), (z,y)}.

Alors y est 'unique forme normale de x et de y; cependant, comme nous ’avons déja
remarqué, le fait que x vérifie zRx empéche R de terminer.

De plus, il n’y aucune raison pour que ’on ait unicité des formes normales. D’un point
de vue opérationnel, cela veut dire que, partant d’'une méme valeur initiale, il est possible
d’arriver & des résultats différents suivant certains choix effectués. Or, les seuls choix que
I’on peut faire sont entre deux opérations partant d’un méme élément. On arrive ainsi a
la notion de branchement :

Définition. Soit (X,— ) un ARS. Un branchement de (X,— ) est un triplet (z,y,2)
d’éléments de X tels que x — y et x — 2z ; = est appelé la source d’'un tel branchement.
On dit qu’un branchement (z,y, 2) est local si x — y et  — z. Un branchement (z,y, 2)
est dit confluent s’il existe un t € X tel que y -t et z — ¢; on dit d’un tel ¢ qu’il ferme
le branchement (z,y, 2). ¢

La notion de confluence d’'un ARS porte sur celle de ses branchements :

Définition. On dit qu'un ARS (X, —) est confluent (resp. localement confluent) si tous
ses branchements (resp. branchements locauz) sont confluents. On dit aussi que la relation
binaire — est (localement) confluente. ¢

Alternativement, un tel ARS est confluent si et seulement si
4 —» C» «

et localement confluent si et seulement si
— = C— «,

Ainsi, dans un ARS confluent, les choix effectués n’ont pas d’importance. Cela assure
que, partant d’une situation donnée, on ne peut pas arriver a des résultats différents, quels
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que soient les chemins de réduction empruntés : tout élément d’'un ARS confluent posséde
au plus une forme normale. On comprend alors pourquoi la réécriture accorde autant
d’importance aux ARS qui possédent conjointement les deux propriétés de terminaison
et de confluence :

Définition. Un ARS est dit convergent ou grébnerien s’il termine et s’il est confluent.
On dit aussi que la relation binaire de ’ARS est convergente. ¢

Remarque. Dans la littérature, on trouve d’autres adjectifs, comme complet ou cano-
nique, utilisés différemment selon les auteurs : il s’agit, dans certains travaux, de syno-
nymes de convergent, alors que, dans d’autres, ils désignent des propriétés plus fortes que
la convergence.

On peut aussi définir les notions de terminaison et de confluence en un point : par
exemple, si (X, —) est un ARS et si z € X, on dit que (X, —) termine en x s’il ne contient
pas de chemin de réduction infini partant de z. On a alors : un ARS (X, —) termine si et
seulement s’il termine en tout x € X.

1.2 Principaux critéres de terminaison et de confluence

Nous allons présenter ici deux critéres classiques concernant la terminaison et la

confluence des ARS. Avant d’aborder le critére de terminaison, définissons les morphismes
d’ARS :

Définition. Soient (X, —x) et (Y, —,) deux ARS. Un morphisme d’ARS de X vers Y
est une application ¢ : X — Y qui est faiblement compatible avec les relations de
réduction, c’est-a-dire telle que ¢(—x) C —», ou encore telle que, pour tous z,z’ € X
vérifiant © —x 2, on a p(z) —y ¢(z’). Un tel morphisme est dit :

- non contractant si p(—x) C =, c’est-a-dire si p(x) = p(2') dés que z —y 2';
- strict si o(—x) C =y, cest-a-dire si p(z) =y p(z') dés que xz — 2.

Le résultat suivant est essentiel pour prouver la terminaison d’un ARS :

Théoréme 1.3. Soit (X,—) un ARS. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’ARS (X, —) termine.

2. Il existe un ordre strict > sur X tel que (X,>) termine et tel que x > z' dés que
x—a.

3. Il existe un ARS (Y, —y) qui termine ainsi qu’un morphisme d’ARS non contractant
(X, =) — (Y, —5y).
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Démonstration.

1= 2.

2=3.

3= 1.

On va montrer que —»" est un ordre strict qui termine sur X.

Pour Pantiréflexivité, on suppose qu’il existe z € X tel que + —* x : par définition,
il existe un chemin de longueur non nul de z a = dans (X, —); en mettant bout a
bout une infinité de copies de ce chemin, on obtient un chemin infini dans (X, —),
ce qui contredit I'hypothése.

Pour la transitivité, on suppose que z, y, et z sont trois éléments de X tels que z —1y
et y —71 z : il existe donc un chemin de longueur non nulle dans (X,—) de z a y
et un autre de y a z; en les recollant, on obtient un chemin de longueur non nulle
de z & z dans (X, —), ce qui donne z -7 2.

Enfin, pour la terminaison, on suppose qu’il existe une suite (2, ),en d’éléments de X
tels que x,, - z,,41 pour tout n : il existe donc, pour tout n, un chemin de longueur
non nulle de =, & z,41 dans (X, —); mis bout a bout, tous ces chemins donnent un
chemin infini partant de xy dans (X, —), ce qui contredit encore 1’hypothése.

I1 ne reste plus qu’a montrer que z —* 2’ dés que x — ', ce qui est, par définition
de la cloture transitive —* de —, le cas.

On prend Y = X, —, = > et f = idx. Par hypothése, (X, >) termine et f est un
morphisme strict, donc non contractant, de (X, —) vers (X, >).

Supposons qu’il existe une suite (z,),en d’éléments de X tels que x,, — z,41 pour
tout n. Alors, le morphisme f nous donne une suite (f(x,))nen d’éléments de Y tels
que f(zn) =7 f(zne1) pour tout n. Or, comme (Y, —) termine, en appliquant 1 = 2,
on a la terminaison de (Y, —), ce qui contredit I'existence d’une telle suite.

¢

Remarque. On retiendra, en particulier, que, si (X, —) termine, alors —* est un ordre
strict qui termine. En pratique, ce résultat est souvent utilisé dans le sens 3 = 1, en
prenant Y = N et —, la relation d’ordre strict >.

Nous avons ainsi un critére de terminaison utilisable. En revanche, en ce qui concerne
la confluence, elle est presque invérifiable avec la définition donnée : en effet, dans la
plupart des cas, un ARS posséde une infinité de branchements. Cependant, lorqu’un ARS
termine, le lemme de Newman simplifie la tAche. Avant de I’énoncer, rappelons la définition
du principe de récurrence :
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Définition. Soit (X, R) un ARS. On dit que le principe de récurrence est vrai dans (X, —)
si, pour toute propriété P portant sur les éléments de x, on a :

si pour tout x € X, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € X tels
que z —71 y implique que P(z) est vraie, alors P(z) est vraie pour tout z € X.

¢

Remarque. Dans le cas de (N, >), il s’agit du principe de récurrence usuel : pour toute
propriété P portant sur les entiers, si on a P(0) et P(k) = P(n + 1) pour tout n et
tout k < n, alors P(n) est vraie pour tout n.

On a le résultat suivant qui relie ce principe a la terminaison :

Théoréme 1.4 (Principe de récurrence). Un ARS (X, —) termine si et seulement si
le principe de récurrence est vrai dans (X, —).

Démonstration. Supposons que (X, —) termine mais que le principe de récurrence n’est
pas vrai dans (X, —). Alors il existe une propriété P telle que :

- pour tout x € X, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € X tels que z —T y
implique que P(z) est vraie;

- il existe zo dans X tel que P(zg) est fausse.

Alors, il existe un x; dans X tel que zy — ™ 21 et P(x;) est fausse : sinon, on
aurait P(zp). On recommence a partir de z; : il existe forcément un z, dans X tel
que z; -1 x9 et P(zy) est fausse. On peut donc construire un chemin de réduction infini
dans (X, —") qui ne termine pas, ce qui contredit le fait que (X, —) termine.

Réciproquement, supposons que le principe de récurrence est vrai dans (X, —). On
note P(z) la forme propositionnelle :

P(z) = « Il n’existe pas de chemin de réduction infini partant de = dans (X, —) ».

Soit € X et supposons que P(y) est vraie pour tous les y € X tels que z - y : en
particulier, il n’existe aucun chemin infini partant d’un y tel que = — y, ce qui exclut la
possibilité d’avoir un chemin infini partant de z. Donc (X, —) termine. &

On peut & présent démontrer le résultat suivant [New42] :

Théoréme 1.5 (« Lemme » de Newman). Un ARS est convergent si et seulement
s’il termine et s’il est localement confluent.
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Démonstration. Supposons que (X, —) est un ARS convergent : par définition, il termine
et est confluent. Or, il est évident que la confluence implique la confluence locale puisque
les branchements locaux sont aussi des branchements.

Réciproquement, supposons que (X, — ) termine et qu’il est localement confluent.
Comme (X, —) termine, on peut utiliser le principe de récurrence pour montrer que tout
branchement est confluent. Plus précisément, on pose P(z) la forme propositionnelle :

P(z) = « Tout branchement de source z est confluent ».

Si z est une forme normale, alors le seul branchement de source x est (z,x,z) qui est
toujours confluent : on a x — = pour tout z.

A présent, considérons un z dans X et supposons que P(y) est vraie pour tous lesy € X
tels que © —* y. Soit (z,y, z) un branchement. Distinguons deux cas :

1. Siz =y (ou z = z), le branchement est confluent car y =z — z et z — 2.

2. Sinon, il existe y’ et 2z’ dans X tels que x+ =y —» yet x —2' — 2z :on a un
branchement local (z,%, 2") done, comme (X, —) est localement confluent, il existe
t tel que 3y — ¢ et 2/ — .

On obtient un branchement (y’;y,t) : comme x — 3, on peut appliquer ’hypothése
de récurrence a 7' et en déduire qu’il existe u € X tel que y — u et t — u. Puisque
x — Z', on applique de nouveau ’hypothése de récurrence a z’ pour conclure que le
branchement (2',u, z) est confluent, c’est-a-dire qu’il existe v € X tel que u — v et
Z —» 0.

On a donc le graphe de réduction suivant :
z
v.

Le branchement (z,y, z) est donc confluent et P(x) est vérifiée.
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1.3 Comparaison de systémes de réécriture

Les ARS seront utilisés dans la suite pour comparer des systémes de réécriture. Nous
associerons & chaque systéme de réécriture rencontré un ARS et ce sont ces ARS que nous
comparerons. Nous montrerons notamment qu’il existe deux types de liens : le premier,
I’isomorphisme, est utilisé pour montrer que deux ARS sont essentiellement identiques.

Définition. Un isomorphisme entre deur ARS (A, R) et (B, S) est une application bijec-
tive f : A — B telle que f et f~! sont des morphismes stricts d’ARS. ¢

Pour définir la notion de simulation, nous devons parler de quotient : si X est un
ensemble et ~ une relation d’équivalence sur X, on définit X/~ comme ’ensemble des
classes d’équivalences d’éléments de X pour la relation ~. Par exemple, si X = Z et si o~
désigne la relation =, de congruence modulo 2, alors Z/ =, est ’ensemble Z /27 constitué
de deux éléments : I'un est I’ensemble des entiers pairs, noté 0, et ’autre est ’ensemble
des entiers impairs, noté 1.

Si X est un ensemble et R une relation binaire, on note X/R le quotient de X par R"*,
la relation d’équivalence engendrée par R. Si S est une autre relation binaire, on définit
la relation quotient de S par R comme la relation binaire S/R sur X/R ainsi : deux
éléments a et b de X/R vérifient a(S/R)b s'il existe € a C X et y € b C X tels que zSy.
On définit alors :

Définition. Soit (4, R) un ARS. Une simulation de (A, R) est une donnée (B, S, ®) formé
d’un ARS (B, S) et d’'un morphisme non contractant d’ARS @ : (A4, R) — (B, S) tel
que :

1. le morphisme ® induit un morphisme strict d’ARS :
(4, R) — (B/®(R), S/®(R)) ;

2. les éléments de ®(A) sont des formes normales pour Sy = S*\ ®(R);
3. 'ARS (B, Sp) est convergent.

On dit qu’une telle simulation est compléte si, de plus :

4. VARS (A4, R) termine si et seulement si (B, S) termine;
5. PARS (A, R) est confluent si et seulement si (B, S) est confluent.
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Le fait qu’il existe une simulation (B, S, ®) de (A, R) signifie que (B, S) est une ver-
sion catégorifiée, au sens de [BD98b]|, de (A4, R). En d’autres termes, les éléments de A
sont obtenus par quotient de B par une sous-relation Sy de S et R est le quotient de S
par Syp. De plus, Sy est convergente et ’on connait une section ® du quotient, qui associe
a toute classe d’équivalence a € A son unique représentant ®(a) € B qui est une Sy-forme
normale.

Ainsi, au lieu de travailler modulo certaines relations dans A (par exemple les rela-
tions de gestion des ressources ou de substitution de variables), ce qui oblige a faire des
opérations externes au calcul (test d’égalité, « collecte des déchets », a-conversion), on
les oriente de maniére convergente, ce qui permet de les inclure dans le calcul. De plus, si
la simulation est compléte, ces nouvelles opérations s’intégrent au calcul sans en changer
les propriétés de confluence et de terminaison.

Citons, par exemple, le probléme 88 de « Liste de problémes ouverts », maintenue sur
la page de RTA, voir [RTA] : il pose la question de l’existence d’une simulation compléte
du A-calcul non typé par un systéme de réécriture de termes.

Une autre vision de la simulation est que ’ARS A se "plonge" dans 'ARS B et ce,
d’un point de vue topologique : B est une somme amalgammeée de ’ARS A et d’'un ARS
correspondant au quotient. Il semble qu’il existe une structure de modéles sur la catégorie
des ARS (ou une catégorie qui la contient) telle que les simulations complétes soient des
cofibrations (triviales), mais ceci reste a explorer.

1.4 Réécriture abstraite et langage des catégories

Lorsque I’on étudie des systémes de réécriture plus complexes, comme ceux de mots ou
de termes, les ARS semblent & part, comme nous I'avons déja remarqué : ce ne sont que
des objets associés a ces systémes de réécriture pour définir leurs propriétés géométriques.
Pourtant, ils décrivent eux aussi une réécriture dans une certaine structure algébrique. En
effet, la relation de réduction d’'un ARS est nécessairement compatible avec la structure
algébrique des états du systéme, celle-ci étant triviale.

Il semble ainsi qu’il existe, exprimée dans le langage des catégories, une structure de
systeme de réécriture, dans le sens suivant : il parait envisageable de définir un systéme de
réécriture pour (C,D, L,U) avec C et D deux catégories, (L,U) une adjonction (de type
libre-oubli) de C a D.
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Avec ces données, les (C,D, L,U)-systémes de réécriture seraient alors :

1. Les systémes de réécriture abstraits, si C = D = Ens (la catégorie des ensembles) et
L=U=id.

2. Les systémes de réécriture de mots ou présentations de monoides, si C = Ens,
D = Mon (la catégorie des monoides), £ le foncteur monoide libre engendré par un
ensemble et U le foncteur oubli - voir le chapitre 2.

3. Les réseaux de Petri ou présentations de monoides commutatifs, si C = Ens, D =
Com (la catégorie des monoides commutatifs), £ le foncteur monoide commutatif
libre engendré par un ensemble et U/ le foncteur oubli - voir le chapitre 4.

4. Les présentations d’opérades, si C = Sav (la catégorie des signatures), D = Op (la
catégorie des opérades), L le foncteur opérade libre engendrée par une signature et
U le foncteur oubli - voir le chapitre 3.

Ceci reste encore a formaliser, mais c’est dans cet esprit que nous étudierons les pré-
sentations de monoides, de monoides commutatifs et d’opérades dans ce qui suit. Nous
pourrons ainsi calquer les notions et résultats intervenant dans le chapitre 3 sur celles du
chapitre 2, en substituant seulement ’adjonction (monoide libre - oubli) par I’adjonction
(opérade libre - oubli).

Il faut toutefois mentionner qu’il existe d’autres travaux exprimant les notions de la
réécriture dans le langage des catégories. Parmi ces études, citons celles-ci :

- Albert Burroni considére, dans [Bur93|, la réécriture dans des n-catégories. Une
partie du travail qu’il a initié dans cet article est poursuivie ici, dans le chapitre
5 : on y montre qu'un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche peut étre
simulé complétement par une présentation d’opérade, qui n’est autre qu’un systéme
de réécriture dans une 2-catégorie particuliére.

- Marcelo Fiore, Gordon Plotkin et Daniele Turi ont développé, dans [FPT99|, un
modeéle des systémes de réécriture avec ou sans lieurs, en étudiant la structure de la
catégorie des préfaisceaux covariants sur la catégorie ' des ensembles finis.

- Paul-André Melliés a développé, dans une série d’articles, une théorie axiomatique
de la réécriture, en extrayant les propriétés vérifiées par les espaces de réduction de
nombreux types de systémes de réécriture. Cette théorie, présentée dans [Mel02],
considére des catégories possédant de telles propriétés et il en découle de nombreux
résultats concernant, par exemple, la standardisation et la factorisation des chemins
de réduction.
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Chapitre 2

Présentations de monoides ou systémes
de réécriture de mots

Nous allons voir le cas le plus classique de systéme de réécriture concret, celui des
mots. Nous donnons une présentation algébrique de la théorie classique de [BO93|, en
mettant ’accent sur les structures mises en jeu; le choix de la terminologie présentations
de monoides au lieu de systémes de réécriture de mots témoigne de cette volonté. Le but
est ici d’exhiber les ingrédients essentiels de tout systéme de réécriture, vu comme un
objet algébrique, et ce, & deux fins : la premiére, a court terme, est de pouvoir introduire
les présentations d’opérades au chapitre 3, en calquant ce qui aura été fait ici; la seconde,
a plus long terme, est de mieux appréhender ce que peut étre un systéme de réécriture en
théorie des catégories.

2.1 La catégorie des monoides et le foncteur monoide
libre

Commencons par la structure de monoide :

Définition. Un monoide est une donnée (M, -, x) formée d’un ensemble M muni d’une
loi de composition interne - ainsi que d’un élément distingué * de M, le tout soumis aux
relations suivantes :

1. Laloi - est associative : pour tous z,y,z € M, (x-y)-z=x-(y- 2).
2. L’élément * est neutre a gauche pour - : pour tout x € M, * - x = .
3. L’élément * est neutre a droite pour - : pour tout © € M, x - x = x.

L’opération - est généralement appelée produit du monoide et I’élément * son neutre.
L’ensemble M est dit sous-jacent au monoide ; lorsqu’il ne peut y avoir de confusion, on
désigne abusivement un monoide et son ensemble sous-jacent de la méme fagon. ¢
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On peut citer, par exemple, ’ensemble N des entiers naturels muni de ’addition, avec 0
comme neutre; ou encore, ’ensemble des nombres complexes de module 1, muni du pro-
duit des nombres complexes, avec 1 pour neutre. De méme, I’ensemble des matrices 2 x 2
posséde une structure de monoide pour le produit des matrices, avec I'identité comme
neutre.

En général, on omet la notation du produit : ainsi, x - y est souvent noté xy. Comme,
pour tous z,¥, z, on a (xy)z = x(yz), on note ce double produit zyz ; de méme le produit
de n éléments xz4,...,x, est noté x,...x,.

Définition. Soient M et N deux monoides. Un morphisme de monoides de M wvers N
est une application ¢ : M — N qui vérifie les égalités suivantes :

1. Pour tous z,y € M, p(zy) = o(z)p(y).

2. (%) = *.

Attention, dans la premiére relation, le produit du membre de gauche est celui de M
et celui du membre de droite est celui de N. De méme, dans la seconde relation, le neutre

du membre de gauche est celui de M et celui du membre de droite est celui de N. Les
monoides et leurs morphismes s’organisent en une catégorie notée Mon. ¢

Pour la suite, I'exemple essentiel de monoide est celui du monoide libre engendré par un
ensemble. On note U : Mon — Ens le foncteur oubli, c’est-a-dire le foncteur qui associe
a tout monoide son ensemble sous-jacent et & tout morphisme I’application sous-jacente.

Définition. Soit X un ensemble. On appelle monoide libre engendré par X tout
couple (M,i) composé d’'un monoide M et d’une application i : X — UM tels que :
pour tout monoide N et toute application ¢ : X — U N, il existe un unique morphisme
de monoides v : M — N tel que le diagramme

X —>uUM

©
ENNE
UN

commute. ¢

Comme dans tout probléme universel, toute solution éventuelle est unique & un unique
isomorphisme prés : ’abus consistant & la considérer unique n’en est donc pas vraiment
un. Nous allons construire une solution et, en conséquence, I'appeler le monoide libre
engendré par I’ensemble considéré.

Si l’on fixe un ensemble X, on construit ce monoide, noté ici (X), de la fagon suivante :
I’ensemble sous-jacent est composé d’'un élément noté * et de toutes les familles finies
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non vides d’éléments de X, c’est-a-dire de tous les (z1,...,2,) pour n entier non nul
et r1,...,%, parcourant X. On définit le produit de deux éléments de (X) de la maniére
suivante :

* - % = %

%+ (T1,...,Tp) = (21, .., Tp)

(T1,. .., Tp) « * = (Z1,---,Tp)

(xla :xn)'(yla ,yp) :(xla-"amn:yla"'ayp)'

Proposition 2.1. Le triplet ((X),-, %) est un monoide. De plus, en notant i : X — (X)
Uapplication qui associe a tout élément x de X la famille a un élément formée par x, le
couple ({(X),1) est solution du probléme universel de monoide libre engendré par X .

Démonstration. Par construction, (X) est un monoide. Soient M un monoide
et ¢ : X — UM une application. On définit 1 : (X) — M en posant (%) = *
et,six,...,x, € X :

V(X .. .xn) = p(1) ... 0(xh).

Cette définition nous assure que 1t est un morphisme de monoides (X) — M
qui coincide avec ¢ sur les éléments de X. Réciproquement, tout morphisme de
monoides w : (X) — M qui coincide avec @ sur les éléments de X vérifie nécessai-
rement :

wx)=+* et w(m...zy) = (1) ... 0(xn)-

Le morphisme 9 est donc bien I'unique morphisme qui fait commuter le diagramme
de I’énoncé. O

On peut formuler ce résultat autrement : 'application (-) : X —— (X) s’étend en
un foncteur Ens — Mon qui est adjoint & gauche du foncteur oubli ¢/ : Mon — Ens.
Les foncteurs « oubli » permettent de formuler les problémes universels d’objets libres.
Cependant, afin d’alléger les notations et sauf risque de confusion, ils seront parfois omis,
une fois I’objet libre construit. De plus, on notera toujours U les foncteurs libres, mémes
s’ils sont tous distincts.

Définition. On dit qu'un monoide M est libre s’il existe un ensemble X tel que M = (X).
Les éléments de (X) sont souvent appelés mots sur I'alphabet X ; le mot * est qualifié
de vide et le produit de (X) appelé concaténation ; les éléments de X sont les lettres de
I’alphabet. ¢

Exemples. Si X = {z}, on a (X) = {2"|n € N}. Si X = {a,b}, les éléments de (X)
seront * ainsi que toutes les suites finies de a et de b, comme a, ba, abba, bababb, etc.
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2. Présentations de monoides ou systémes de réécriture de mots

2.2 Modules, idéaux et relations de réduction sur un
monoide

Ce paragraphe débute par la définition classique de relation de réduction sur un mo-
noide. Puis nous verrons comment caractériser difféeremment ces relations, et comment en
construire a partir de régles de réécriture.

Définition. Soient M un monoide et R une relation binaire sur M. On dit que R est
compatible avec la structure de monoide de M ou que R est une relation de réduction
sur M si elle vérifie, pour tous z,y,z de M :

zRy — {(

¢

Il existe de nombreux exemples de relations de réduction : la relation < sur N est
compatible avec ’addition, la relation de divisibilité sur 'ensemble Z* des entiers relatifs
non nuls est compatible avec le produit, la congruence modulo n est compatible avec
I’addition et le produit sur Z, etc.

En réécriture, on s’intéresse a la relation de réduction engendrée par une famille de
regles de réécriture. Mais, avant d’aborder cela, nous allons donner une autre interprétation
des relations de réduction sur un monoide, grace a la notion de module :

Définition. Soit (M,-,*) un monoide. Un M-module ou module sur M est un
triplet (X, -4, -4¢) constitué d’un ensemble X et d’applications -y : M x X — X
et -g: X x M — X, appelées respectivement actions a gauche et a droite de M sur X
et vérifiant :

1. L’action -, est compatible avec - : a -4 (b-gz) = (a-b) -g , pour tous a et b dans M
et x dans X.

2. L’action -4 est compatible avec - : (x -qa)-4b=x -4 (a-b), pour tous a et b dans M
et z dans X.

3. Les actions -, et -4 sont compatibles : (a -y x) -qb = a -4 (x -q b), pour tous a et b
dans M et z dans X.

4. L’élément * est neutre a gauche pour -4 : * -y x = x, pour tout x dans X.

5. L’élément * est neutre a droite pour -4 : x -4 * = x, pour tout z dans X.

Comme pour les monoides, on identifie le M-module et son ensemble sous-jacent ; les
relations nous autorisent & omettre les -4 et -4, ainsi que les parenthéses. ¢
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2.2. Modules, idéaux et relations de réduction sur un monoide

Exemples. Le M-module le plus simple est (M, -, ) ; les relations sont alors données par
Passociativité (les trois premiéres, ici identiques) et par le fait que * est neutre a gauche
et a droite pour le produit (les deux derniéres, respectivement).

Un autre exemple, plus important ici, est donné par M x M muni des actions diagonales :
on pose T4 (y,2) = (x-y,x-2) et, similairement, (x,y)-q2 = (-2,y-2); les cinq relations
de la définition de M-module sont bien vérifiées : les trois premiéres sont données par
I’associativité de - et les deux derniéres par le fait que * est neutre & gauche et a droite
pour *. Ce M-module, noté M?, est appelé le M-module diagonal.

Définition. Soient M un monoide et X un M-module. Un sous-M -module de X est une
partie de X stable pour les actions a gauche et a droite de M sur X. Un idéal de M est
un sous-M-module du M-module diagonal M?2. ¢

On remarque que tout sous-M-module, et donc tout idéal de M, est un M-module.
On a une nouvelle interprétation des relations de réduction sur un monoide :

Proposition 2.2. Soit M un monoide. Les relations de réductions sur M sont les idéaux
de M.

Démonstration. Soit R une relation de réduction sur M. Montrons que R est un idéal
de M, c’est-a-dire que R est une partie de M? qui est stable pour les actions diagonales
de M sur M?. Soient z,y,z € M tels que yRz : alors z(y, z) = (zy,z2); or R est une
relation de réduction sur M, et donc xyRzz. De maniére similaire, yzRzz. Donc R est
bien un idéal de M.

Réciproquement, soit I un idéal de M. Comme I est stable par actions diagonales,
on a, pour tous x € M et (y,2) € I, (zvy,z22) = z(y,2) € I et (yx,z2x) = (y,2)x € I.
Donc I est une relation de réduction sur M. &

Cette équivalence nous permettra de jongler avec les deux notions pour parler tantot
de relation de réduction et tantot d’idéal. On va voir maintenant que la donnée d’une fa-
mille de relations ou de régles de réécriture sur un monoide libre (X) permet de construire
une relation de réduction sur (X). Avant tout, une relation ou égalité ou régle de réécri-
ture sur un monoide M est un élément du M-module diagonal M x M. Pour une telle
relation oo = (z,y), on appelle x la source de a, notée s(a), et y son but, noté ().

Etant donnée une partie R de M?, on peut construire un idéal noté (R) ou —, comme
suit : si a et b sont des éléments de M, on a a —; b si et seulement s’il existe o € R
et u,v € M tels que (a,b) = uav. Par construction, (R) est bien un idéal de M. On a
alors :

Proposition 2.3. Si M est un monoide et R une partie de M2, l’idéal (R) de M? est le
plus petit idéal de M contenant R.
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2. Présentations de monoides ou systémes de réécriture de mots

Démonstration. Supposons que I est un idéal de M contenant R et que a — b : il
existe u,v € M et o € R tels que (a,b) = uav; comme o € R C I et que I est un idéal,
on a bien (a,b) € I. ¢

Pour une partie R du module diagonal, on appelle (R) 1'idéal de M engendré par l’en-
semble R de relations ou la relation de réduction engendrée par la famille R de régles de
réécriture.

On peut a présent donner les définitions suivantes :

Définition. Une présentation de monoides ou systéme de réécriture de mots est un
couple (X, R) composé d’un ensemble X et d’une partie R du module diagonal du monoide
libre (X) engendré par X (c’est-a-dire que R est une famille de relations sur (X)). L’ARS
associé & (X, R) est ((X),(R)) ou (R) est l'idéal de (X) engendré par R (c’est-a-dire
que — est la relation de réduction sur (X) engendrée par R). ¢

En fait, on devrait plutot dire que ’ARS associé & un systéme de réécriture de mots
est (U(X),U(R)) : on ne regarde que les ensembles sous-jacents et on oublie les struc-
tures de monoide et d’idéal. Pour alléger les notations, on choisira cependant celle de la
définition. ’ARS associé permet de rapatrier les notions de terminaison, confluence et
convergence :

Définition. On dit qu’un systéme de réécriture de mots termine si son ARS associé
termine. On procéde de la méme facon pour les autres notions définies sur les ARS, y
compris les formes normales. Dans le cas ou (X, R) est convergent, on note R(z) 'unique
forme normale de z € (X). ¢

Remarque. La terminologie employée mérite quelques explications.

1. La notion de module utilisée est plus souvent qualifiée de bimodule, puisque 1’on
a une opération a gauche et une a droite; cependant, cette derniére appellation
dépend fortement de la structure algébrique étudiée (ici celle de monoide). Ainsi,
dans le chapitre 3, nous étudierons une structure, celle d’opérade, ayant deux lois
binaires ; ce qui donnerait, pour I’équivalent des bimodules, des quadrimodules. Nous
préférons employer le terme de module pour un objet sur lequel un monoide ou
une opérade (ou n’importe quel autre objet algébrique) agit, de toutes les maniéres
possibles et avec toute la compatibilité envisageable ; ce choix est préférable dans une
optique d’unification en vue de réutiliser, plus loin, les définitions avec un minimum
de changements puis, & terme, de dégager une structure commune de systéme de
réécriture.

2. Nous avons parlé d’idéal pour un monoide. Lorsque 1'on parle d’un anneau, un
idéal (bilatére) est une partie de ’anneau, alors qu’ici on considére des couples
d’éléments du monoide. Pourtant, la terminologie choisie est cohérente : la premiére
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étape pour s’en apercevoir est de considérer qu’un élément z d’un anneau peut étre
vu comme un couple (z,0) et, réciproquement, & un couple (z,y), on peut associer
I’élément  — y; si on voit les couples comme des égalités, il est équivalent de dire
que x = y ou que x — y = 0. Ceci méne a la seconde observation : on veut définir,
autant pour un anneau que pour un monoide, un objet par lequel on peut quotienter
celui de départ, tout en conservant sa structure ; dans le cas des anneaux, il s’agit
d’un idéal (bilatére), ce qui méne & appeler aussi idéal ’objet correspondant pour
un monoide.

3. Nous confondons les termes égalité, relation et régle de réécriture. Les deux premiers,
plutot utilisés en algébre, désignent des objets de la forme =z = y, utilisés pour
engendrer des relations d’équivalence ; le troisiéme qualifie des objets x — y, utilisés
pour engendrer des relations de réduction. Cependant, du point de vue algébrique,
il n’y a aucune différence : ce sont tous des couples (z,y), qu'on les note z = y
ou r —y. La différence de notation a pour seul but de rappeler que leur utilisation
est différente : dans le premier cas, on considére des relations d’équivalence, donc
symétriques, ce qui est matérialisé par le fait que r = y et y = x engendrent la
méme relation. En revanche, en réécriture, on note plutéot x — y pour rappeler
qu’on s’intéresse a la cloture réflexive-transitive et non symétrique : x -y et y —x
n’engendrent pas la méme relation —.

2.3 Contextes sur un monoide

Les contextes fournissent une autre interprétation des relations de réduction, plus
classique en réécriture. De maniére informelle, ils sont construits comme les éléments sur
lesquels portent la réécriture, mais en remplagant un générateur par un symbole spécial,
en général noté [] et représentant un emplacement libre. Un contexte agit sur un élément
en remplacant [ par I’élément en question.

Notons que cela ressemble a une notion d’application linéaire, c’est-a-dire utilisant
exactement une copie de son argument. En effet, une application linéaire d’'un espace
vectoriel dans un autre est de la forme z —— ax, oll a est un scalaire : elle doit utili-
ser une fois son argument pour produire le résultat et ne peut pas disposer de plus de
copies, contrairement, par exemple, a une application quadratique qui utilise deux fois
son argument. De méme, 'implication linéaire est une implication logique qui utilise une
fois et une seule son hypothése pour produire sa conclusion, contrairement & I'implication
classique qui peut disposer d’une infinité de copies de cette hypothése.
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L’intérét principal de I'introduction des contextes est d’éliminer encore plus ’utilisa-
tion de la structure de monoide dans les constructions que nous faisons : il sera d’autant
plus facile de remplacer ’adjonction (monoide libre - oubli) par I’adjonction (opérade
libre - oubli).

Avant de donner une définition plus formelle des contextes sur un monoide, voyons ce
que sont les morphismes de M-modules :

Définition. Soient M un monoide ainsi que X et Y deux M-modules. Un morphisme
de M-modules de X wers Y est une application ¢ : X — Y telle que, pour
tous a € M et ©z € X, p(ax) = ap(x) et p(ra) = @(x)a. Les M-modules et leurs
morphismes s’organisent en une catégorie notée M-Mob. ¢

Nous avons besoin de la notion de module libre sur un monoide. On note ¥ le foncteur
oubli qui, a tout M-module, associe son ensemble sous-jacent.

Définition. Soient M un monoide et X un ensemble. On appelle M -module libre engendré
par X tout couple (L,4) composé d'un M-module L et d’une application ¢ : X — UL
vérifiant : pour tout M-module A et toute application f : X — A, il existe un unique
morphisme de M-modules f : L — L tel que le diagramme

X —tsyL

W

UL
commute. ¢

Pour tout ensemble X, le module libre qu’il engendre existe; nous allons en donner
une construction.

On définit son ensemble sous-jacent M X comme ’ensemble des triplets (a,z,b)
avec © € X et a,b € M, puis les actions a gauche et a droite par a(b,z,c) = (ab,z,c)
et (a,z,b)c = (a,x,bc). Dans le cas ot M = (Y), on peut aussi interpréter M X comme
Pensemble des éléments de (X IT'Y) contenant dans leur décomposition un et un seul
élément de X.

L’application i : X — UM X est donnée par i(z) = (*,z,*). En général, on enléve
les parenthéses, de sorte que (a,z,b) est noté azb et (x,z,*), tout simplement z.

Proposition 2.4. Soient M un monoide et X un ensemble. Alors le couple (M X, 1) est
solution du probléeme de M-module libre engendré par X .
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Démonstration. On vérifie que M X est un M-module : les deux premiéres et deux der-
niéres relations proviennent des relations d’associativité et d’unité de M ; la troisiéme est
vérifiée par les deux actions définies sur M X, puisqu’elles n’agissent pas au méme endroit
du triplet.

Maintenant, soient A un M-module et f : X — UA une application. On définit
f:MX — A par f(a,z,b) = af(x)b, ce qui donne bien un morphisme de M-modules.
De plus, tout morphisme de M-modules g : MX — A doit vérifier g(a,z,b) = ag(z)b
car (a,z,b) = a(x,x, *)b, il est donc entiérement déterminé par ses valeurs sur les éléments
de X, d’ot I'unicité de f. &

Définition. Soit M un monoide. Un contexte sur M est un élément du M-module libre
engendré par {{J}, un ensemble réduit a un seul élément, noté 0. Le M-module des
contextes sur M est noté CM. ¢

D’aprés la construction du module libre engendré par {{J}, les éléments de CM sont
tous de la forme x[y, avec x,y € M. Les contextes agissent sur les éléments de M de la
maniére suivante : si C' € CM et a € M, on note Cla] I’élément zay, si C = z[y.

On peut, de la méme facon, définir I'action d’un contexte sur un autre contexte :
pour C;D € CM, on note C o D = zz[Oty, si C = z0y et D = z[Ot. Ainsi, pour
tous C,D € CM et a € M, on a: (CoD)la] = C[D]al]]. De plus, I'opération o est associa-
tive et admet [ = «[Jx comme élément neutre & gauche et a droite - tout cela est donné
par la structure de monoide de M.

Les contextes forment donc un monoide CM qui agit a gauche sur 1’ensemble UM
sous-jacent & M. Ce monoide est isomorphe au monoide M x M°, d’ensemble sous-
jacent M x M et de produit (z,y).(z,t) = (xz, ty).

Remarque. Regardons les choses d’un point de vue un peu plus global. Les contextes
sont des éléments de M avec un symbole [1; on peut imaginer des 2-contextes, avec
deux symboles [, puis des n-contextes pour tout n > 1. Les éléments de M ont, eux, zéro
symbole [ : ce sont des 0-contextes. En remarquant que ’on peut composer un n-contexte
avec un m-contexte de n fagons différentes (selon le OJ du n-contexte que 1’on remplace par
le m-contexte) et que toutes ces compositions vérifient des propriétés d’associativité et
d’unité, on arrive au constat suivant : la réunion de tous les n-contextes, pour tout n € N,
posséde une structure d’opérade classique qui rappelle fortemement celle dite des petits
cubes. Cette approche est un des candidats pour décrire I’essence de la réécriture.

Si cette remarque n’a pas encore de conséquence, en revanche, les (1-)contextes donnent
une nouvelle interprétation des idéaux de M. Notons que I'action de CM sur M s’étend
a M? en une action diagonale : C[(a,b)] = (C|a], C[b]).
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Proposition 2.5. Soient M un monoide et R une partie de M?. Les éléments de l’idéal
de M engendré par R sont exactement les éléments de M? de la forme C|a] pour o € R
et C € CM.

Démonstration. Soient a,b € M tels que a — ; b. Alors, par définition de — g, il
existe &« € R et u,v € M tels que (a,b) = uav. En posant C = ullv, on a bien
(a,b) = Cla]. Réciproquement, soient o € R et C € CM. Comme C est un élément du
M-module libre engendré par {1}, il existe u,v € M tels que C' = uv. Donc Cla] = uaw
et ¢’est donc un élément de 'idéal — . &

2.4 Présentation d’un monoide et probléme de mots

Nous allons aborder ici I'un des principaux champs d’application de la réécriture de
mots. Nous verrons ensuite comment la réécriture fournit une réponse (partielle) a ce
probléme.

Nous avons vu la notion de monoides libres. Cependant, ils ne le sont pas tous : un
groupe, méme libre, ne I'est pas en tant que monoide, sauf s’il est trivial. Cependant
les monoides libres fournissent une maniére pratique de décrire tous les autres, en leur
adjoignant des relations.

On fixe un monoide libre M et R une famille de relations sur M, c’est-a-dire d’élé-
ments de M?. Cette famille induit une congruence =5 sur M, qui n’est autre que (R)"*.
En effet, rappelons qu'une congruence sur M est une relation binaire réflexive, symétrique,
transitive et qui est compatible avec la structure de monoide de M : c¢’est donc un idéal
de M qui est aussi une relation d’équivalence.

Donnons une version explicite de cette congruence. On sait déja que (R) = — est
'idéal de M engendré par R. De plus, (R)™ = — est la cloture réflexive-transitive de
(R) =—. Il faut alors prendre les clotures symétrique puis transitive de (R)™ = —»5 pour

obtenir (R)"" = (R)™' = =,. Ainsi, on a a =z b si et seulement §’il existe cy,...,c, € M
tels que :
@ —»C] 4—RCy —»p -+ * «—pCy —gb.

Les congruences ont une propriété particuliére que I’on peut présenter de maniére in-
formelle comme suit : étant donné un objet X possédant une structure algébrique, on
peut effectuer son quotient par une congruence, sans perdre la structure.

Plus formellement, dans le cas des monoides : étant donnés un monoide M et une
congruence = sur M, on peut construire un monoide, appelé quotient de M par =, dont
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les éléments sont exactement ceux de M modulo la relation =, ou encore les classes de
=-équivalence des éléments de M. Par exemple, sur le monoide N muni de I’addition, la
relation =, donnée par x = y si et seulement si x et y ont méme parité, est une congruence;
le quotient de N par cette relation donne un monoide comprenant deux éléments, notés 0
et 1 et correspondant respectivement aux entiers pairs et impairs.

Donnons tout de méme une définition de monoide quotient :

Définition. Soient M un monoide et = une congruence sur M. On appelle quotient
de M par = tout couple (N, ) composé d’'un monoide N et d’un morphisme de monoides
m: M — N vérifiant 7(z) = n(y) pour tous z,y € M tels que z = y et universels
pour cette propriété, c’est-a-dire : pour tout monoide N’ et tout morphisme de monoides
7+ M — N' tel que 7'(z) = 7'(y) dés que = = y, il existe un unique morphisme de
monoides ¢ : N — N’ tel que le diagramme

commute. ¢

On trouve une solution, notée M/ = ainsi : comme la relation = est une relation
d’équivalence, on peut considérer le quotient de M par =, le tout dans Ens ; on note 7 la
surjection canonique.

Le fait que = soit aussi un idéal (c’est-a-dire une relation compatible avec la struc-
ture) assure que ’on peut transporter par 7 a I’ensemble M/ = des classes d’équivalence
la structure de monoide de M ; I’application 7 est alors automatiquement un morphisme
de monoides.

De plus, tout morphisme de monoides 7’ : M — N qui identifie deux éléments d’une
méme classe d’équivalence se factorise de maniére unique par 7 : si, pour tout élément
a € M/ =, on pose p(a) = 7'(z), avec £ un représentant quelconque de a dans M, on
obtient 7’ = pom; enfin, par construction, ’application ¢ est un morphisme de monoides.

Exemple. Etant donnée une présentation (X, R) de monoide, on lui associe le monoide
quotient de (X) par =g, noté aussi (X)/R.
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On arrive ainsi a la notion essentielle du paragraphe :

Définition. Un monoide M admet une présentation (X, R) s’il est isomorphe au monoide
associé a (X, R) :

M ~ (X)/R.

On dit aussi que (X, R) est une présentation de M. Une présentation (X, R) est finie
si X et R sont des ensembles finis. Deux présentations de monoides (X, R) et (Y,.S) sont
équivalentes si elles présentent le méme monoide, c¢’est-a-dire si :

(X)/R~(Y)/S.

Le résultat suivant est essentiel :
Proposition 2.6. Tout monoide admet une présentation.

Démonstration. Soit M un monoide; on note /M son ensemble sous-jacent. Alors M
est isomorphe au monoide admettant la présentation (({M), R) ou R est I'ensemble des
relations :

{(a-b,a-M b) pour tous a et b dans M ;

(%, %1)-

On a noté -ys et xy, la multiplication et 'unité de M et - et * celles de ({M). Notons
que la premiére famille de relations est la table de multiplication de M : la partie gauche
du couple est le mot formé par les lettres a et b (donc un mot de deux lettres dans (UM))
et la partie droite est le résultat du produit dans M des éléments a et b de M (donc
un élément de M vu comme mot de une lettre dans ({M)). Pour conclure, il suffit de
montrer que M est solution du probléme universel de quotient du monoide (/M) par la
congruence engendrée par la partie R de (UM)?, ce qui ne pose aucune difficulté. &

Exemple. Soit {a,b} un ensemble a deux éléments. On construit un monoide, noté [a, b],
ainsi : ses éléments sont tous les a™b"™ pour m et n entiers; le produit est donné par
(@™b"™)(aPb?) = a™*Pb"*T7, On montre aisément que [a,b] admet la présentation finie
(a,b)/(ab,ba). Attention cependant : dans le cas général, un monoide admet plusieurs
présentations et il n’y a aucune raison pour que I'une d’entre elles soit finie.

Possédant une présentation (X, R) de M, on sait que 1’on peut écrire tout élément a
de M comme un mot sur l'alphabet X, c’est-a-dire un élément du monoide libre (X).
Cependant, une telle écriture n’est pas unique : en effet, avec ce point de vue, les éléments
de M sont des classes d’équivalence de mots. Ainsi, en choisissant un mot de (X) pour
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écrire un élément a de M, on a seulement sélectionné un représentant parmi d’autres de
la classe d’équivalence a.

Le probléme qui se pose alors est lié a ce choix : il s’agit de décider si deux éléments
de (X) représentent le méme élément de M. C’est ce que l'on appelle le probléme de mots
de M. On dit que M a un probléme de mots décidable s’il existe une présentation (X, R)
de M ainsi qu'un algorithme qui dise si deux éléments quelconques de (X) représentent
ou non le méme élément de M.

2.5 Probléme de mots et réécriture

La réécriture peut apporter une réponse partielle au probléme de mots d’un monoide :
on utilise ici le fait que la réécriture est un calcul de formes normales. En effet, supposons
que (X, R) soit une présentation convergente. Alors, pour tout u € (X), u posséde une
unique forme normale R(u); comme tout enchainement de réductions partant de u et
arrivant a une forme normale aboutit forcément & R(u) en un nombre fini d’étapes, on a
un algorithme de calcul de R(u) pour tout u. Il faut cependant ajouter I’hypothése "R
est fini", afin de s’assurer que I'on est arrivé & une forme normale : on passe en revue
toutes les régles afin de voir si 'une d’entre elles peut s’appliquer a ’élément considéré.
Le résultat suivant nous assure que cet algorithme fonctionne :

Proposition 2.7. Soient u et v deuzx éléments d’une présentation (X, R) convergente.
Alors u =gv si et seulement si R(u) = R(v).

Démonstration. Comme (X, R) est convergente, si u — v, alors R(u) = R(v); on en
déduit que, si u — v, alors R(u) = R(v); puis que, si u = v, alors R(u) = R(v).
Réciproquement, si R(u) = R(v), alors u —» R(u) = R(v) «— v et donc u = v. &

Dans le cas d’'une présentation finie et convergente, on obtient donc un critére pour
décider si u =5 v, c’est-a-dire si u et v sont identifiés dans (X)/R : on calcule les formes
normales de u et v et on les compare - la finitude est nécessaire pour vérifier si un mot
est une forme normale ou non.

Donc, si M est un monoide et que ’on peut trouver une présentation convergente
finie d’'un monoide, on est stir de pouvoir résoudre son probléme de mots. Cependant, ce
n’est pas un critére complet : certains monoides ont un probléme de mots décidable mais
n’admettent pas de présentation convergente finie, comme ’a montré Squier dans [Squ87|.

Malgré cela, la recherche d’une présentation convergente pour un monoide est intéres-

sante : elle donne quand méme une condition suffisante a la décidabilité du probléme de
mots. Parmi les outils permettant d’en trouver, nous allons nous intéresser aux procédures
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de complétion. Pour simplifier, disons qu’une telle procédure prend, en entrée, une pré-
sentation (X, R) et livre une famille R’ de relations sur (X) de sorte que (X, R) et (X, R')
soient équivalentes, c’est-a-dire que = = =g/, et que (X, R') soit convergente. Ainsi, si
I’on connait une présentation d’un monoide M, le but d’une procédure de complétion est
de produire une présentation convergente de ce méme monoide M.

Soit (X, R) une présentation finie. Une procédure de complétion construit progressi-
vement une suite croissante, pour l'inclusion, (R,),en de familles de régles de réécriture
de telle sorte que —,, termine et que =;, = =; pour tout n; de plus, on veut que cette
suite converge vers une limite R' telle que —  soit confluente. Idéalement, on souhaite-

rait que (R,)nen soit stationnaire. A la fin, on a donc une présentation convergente du
monoide (X)/ =;.

On a besoin de plusieurs outils pour faciliter la construction d’un telle procédure. En
premier lieu, il est souhaitable de disposer d’un condition suffisante (et vérifiable) pour
que RU {«} termine si R termine : ceci sera fait en vérifiant que la source de « est plus
grande que son but, pour une relation d’ordre sur (X) ayant des propriétés bien choisies.

Deuxiémement, on ne va pas vérifier que tous les branchements sont joignables : cela
conduirait & une infinité d’opérations. En fait, il existe un critére simple pour qu’une
présentation ncethérienne soit confluente : que toutes les paires critiques engendrées par
ses régles soient confluentes. Nous y reviendrons, mais disons que les paires critiques sont
les branchements locaux minimaux et non triviauzr de la présentation.

2.6 Terminaison et ordres de réduction

Rappelons qu’un ordre strict sur un ensemble X est une relation binaire > sur X qui
posséde les propriétés suivantes :

- antiréflexivité : pour tout x € X, © # x;
- transitivité : pour tous z,y,z € X,six >y et y > z, alors x > z.

L’idée est la suivante : supposons que I’on dispose d’un ordre strict > sur (X) qui
soit compatible avec la structure de monoide et tel que, pour toute régle o de R, on ait
s(a) > t(a). Sia —x b, c’est qu’il existe deux mots ¢ et d ainsi qu’une régle « tels que
(a,b) = cad; or s(a) > t(«) et > est compatible avec le produit, donc ¢ > b. Dans ce cas,
tout chemin de réduction est strictement décroissant pour >. Si, de plus, 'ARS ((X), >)
termine, on sera assuré que (X, R) termine, en appliquant 1.3.

Définition. Un ordre de réduction sur un monoide M est un idéal > de M qui est aussi
un ordre strict sur (I’ensemble sous-jacent &) M et tel que (M, >) termine. ¢
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On a donc, en reformulant le théoréme 1.3 :

Corollaire 2.8. Une présentation (X, R) termine si et seulement s’il existe un ordre de
réduction sur (X) contenant R.

Donnons un exemple courant d’ordre de réduction : 'ordre deglez. Pour le définir,
introduisons d’abord 1'ordre lexicographique.

On suppose que X est un ensemble muni d’un ordre strict > qui termine ; on 1’étend
a (X) en posant T1...Z, >iex Y1---Ym (OU les z; et les y; sont dans X)) si I'on est dans
I’'un des deux cas suivants :

1. n>m et x; = y; pour tout ¢ € {1...m};

2. il existe un ¢ € {1...m} tel que z; = y; pour tous les j € {1...7 — 1} et x; > y;.

On a donc aussi que x <jx u pour tout mot u. Si, par exemple, X = {z,y}, l'ordre
lexicographique associé & x < y vérifie :

* Lex T <lex TT <lex Ty <lex Ty <lex Yy <lex yx <lex yy.

Notons que cet ordre posséde la propriété d’étre total si 'ordre sur X est total;
remarquons que c’est celui utilisé dans le dictionnaire pour classer les mots (avec X =
{a < b<ec<---<z}). Cependant, cet ordre strict ne termine pas en général. En effet,
avec le méme exemple, on a le chemin de réduction infini suivant :

Yy >lex Y >lex :c2y >lex :c3y Slex " Zlex xny >lex xn-i—ly Slex - - -

Pour corriger ce défaut, on construit I’ordre deglex & partir de I'ordre lexicographique,
mais en prenant d’abord en compte la longueur des mots. On commence toujours avec un
ordre strict > qui termine sur X. Puis on pose Ti ...Z, >deglex Y1 ---Ym Si 7 > m ou si
n=met Ti...Typ >ex Y1---Yn- On a alors, avec le méme exemple :

* <deglex x <deglex Yy <deglex Tr <deglex zy <deglex yr <deglex vy <deglex Trxx <deglex R

C’est aussi un ordre total si > ’est sur X. Mais c’est en plus un ordre de réduction
sur (X). Notons que ces ordres possédent des duaux : on commence par comparer les
derniéres lettres puis on remonte : ils sont en général notés >reviex €t >degreviex-

Proposition 2.9. Pour tout ensemble X muni d’un ordre strict > qui termine, la rela-
0N > gegies €St un ordre de réduction sur (X).

Démonstration. On doit montrer que > gegrex €St un ordre strict sur (X) et que c’est un
idéal de (X') qui termine.
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1. Idéal de (X) : soient a,b € (X) tels que a >gegiex b €t u,v € (X). Comme (X) est

libre, on a, en notant |a| la longueur de a :

luav| = [u| + [a] + [v]

[ubv| = [u| + |b] + v]
On a donc |uav| > |ubv| si |a| > |b|. Supposons alors que |a| = |b|. Alors |uav| =
lubv|; comme on a a > b, I'inégalité uav >, ubv est vérifiee. Dans tous les cas,
on a bien uav >geglex UbV.

. Antiréflexivité : supposons qu’il existe a € (X)) tel que @ >geglex a. Soient zy,..., 2,

les éléments de X tels que @ = x1...x,. On a nécessairement |a| = |a| et donc
a >1ex a. Ce qui implique qu’il existe un ¢ tel que x; > x;, ce qui est impossible car
> est un ordre strict.

. Transitivité : soient a,b,c € (X) tels que @ >geglex b €t b >geglex €. Quatre cas sont

possibles selon que |a| > |b] ou |a| = |b] et que |b] > |c| ou |b] = |¢|. Si |a|] > [b] ou
1b] > |c|, on a |a| > |c| et donc a > geglex €. Regardons le cas ot |a| = |b] = |¢] : soient
T1.- Ty, Y1---Yn €6 21 ... 2, les décompositions respectives de a, b et ¢ en éléments
de X. Hlexisteuni € {1...n}etun j€ {1...n} tels que :

Ti...Ti1=Y1... Y1 et x;>
Y. Yj—1 = 21...2j-1 et Yj > Zj

En posant k& = min{s,j}, on a bien z1... 25,1 = 21...2k_1 €t Tx > 2z et donc
4 >1ex C-

. Terminaison : on va montrer, par récurrence sur la longueur, qu’il n’existe pas de

suite strictement décroissante pour >gegiex dans (X). Soit a € (X)) tel que |a| =0 :
alors ¢ = % qui est le plus petit élément de (X). Maintenant, soit a € (X) tel que
la| > 0; on suppose que I'on a montré que 'ordre termine en tout b tel que |b| < |a|.

Par labsurde, supposons qu’il existe une suite (a,)n,en d’éléments de (X) tels que
a = ag et a, >deglex Gn41 pour tout n. Par définition, on a une suite décroissante
(lan|)n dans N : elle est donc stationnaire. Pour simplifier, supposons qu’elle est
constante. Toujours par définition, il existe donc des suites (by)n, (cn)n €t (dn)n
d’éléments de (X) tels que, pour tout m, on ait a, = byc, et apy1 = bpd, avec
d, = * ou ¢, = x,C, et d, = ynd,, avec T, > yy.

' )n tels que
)n est un chemin de réduction infini dans

Si, pour tout m, on a b, # *, alors il existe un z € X et une suite (a

a, = xa, pour tout n. Ainsi, la suite (al,
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({X), >deglex) avec |ag| < |al, ce qui est impossible par hypothése de récurrence. Il
existe donc un ng tel que a,, = (b et an,+1 = yych : on peut recommencer a partir
de ng afin d’extraire de (a,), une sous-suite (ag, ), vérifiant, pour tout n :

g, = Tpby,

T, +1 = Yy

Tn > Yn

avec les !, et y/ dans X et les b, et ¢, dans (X). Or, par liberté de (X), on a
nécessairement y,, = ;. : on a donc obtenu une suite (z;,), d’éléments de X,
strictement décroissante pour >, ce qui est impossible puisque ’ordre strict de X a

été supposé terminant.
¢

Pour terminer sur les ordres, rappelons qu’il existe une généralisation de I'ordre deglez :
I’ordre lexicographique pondéré. On suppose donnés un ordre strict > sur X ainsi qu’'une

application poids | - | : X — N, associant a chaque lettre un entier non nul. On étend
cette application en un morphisme de monoides |- | : (X) — N* et on définit 'ordre
lexicographique pondéré >, engendré par > et |- | sur (X) par a >, b si 'on est dans

I'un des deux cas suivants :
1. |a] > |b];
2. |a] = [b] et @ >1ex b.

Cet ordre >y, est aussi un ordre de réduction sur (X) dés que > est un ordre qui
termine sur X. De plus, c’est aussi un ordre total si > 'est sur X. Enfin, il s’agit bien
d’une généralisation de 1’ordre degler, puisque ce dernier est un ordre lexicographique
pondéré engendré par une fonction poids constante : par exemple, la longueur, qui associe
le méme entier, 1, & chaque lettre de X.

2.7 Confluence et paires critiques

Comme nous I’avons dit précédemment, les paires critiques correspondent aux bran-
chements locaux, minimaux et non triviaux. C’est au niveau de ces branchements que se
décide la confluence locale s’un systéme de réécriture : c’est ce que dit le théoréme des
paires critiques.

Nous allons, dans un premier temps, donner la vision classique des paires critiques : on

étudie toutes les formes possibles des branchements locaux, que I’on peut classer alors en
deux familles, dont une correspond aux paires critiques. Puis, nous verrons une approche
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algébrique qui, si elle ne donne pas la forme des paires critiques, est en revanche trans-
posable & d’autres types de réécriture oul I’étude des formes des branchements locaux est
trés complexe, voire impossible, comme dans le cas des présentations d’opérades.

2.7.1 La présentation classique

Par définition, on a confluence d’une présentation (X, R) si tous ses branchements sont
confluents. On a déja vu que, grace au lemme de Newman, on peut se limiter a I’étude des
branchements locauz dans le cas ou (X, R) termine. Cependant, une présentation non tri-
viale posséde toujours une infinité de branchements locaux. Il faut essayer de restreindre
I’étude & une plus petite classe de branchements locaux.

Pour donner I'intuition, remarquons que, si (a, b, c) est un branchement local, alors,
pour tous u,v € (X), le triplet (uav, ubv, ucv) est aussi un branchement local. De plus, si
(a, b, c) est confluent alors (uav, ubv, ucv) ’est aussi : si d ferme (a, b, ¢), alors (udv) ferme
(uav, ubv,ucv). Ainsi, on a envie de factoriser au maximum les branchements locaux pour
en obtenir des minimaux : la confluence locale sera alors équivalente a celle de ces bran-
chements minimaux.

Cependant, ces branchements minimaux sont toujours en nombre infini. Il faut en-
core restreindre cette famille. C’est en suivant cette idée que ’on distingue deux sortes
de branchements locaux, selon la forme du branchement minimal contenu dans chacun
d’eux. Une des familles est composée de branchements locaux qui sont toujours confluents.
L’autre est celle qui nous intéresse.

Soit, (a, by, be) un branchement local. Par définition, il existe des régles a;,ay € R et
des mots uy, vy, ug, vy € (X) tels que :

(a'a bl) = U101
(a, bz) = U2(2V2

Or, (X) est le monoide libre engendré par ’ensemble X . Donc, il existe z1,...,2, € X
tels que a = z1 ...z, ; de plus, cette décomposition est unique. On en déduit qu’il existe
des entiers 0 < i; < j1 < net 0 <iy < jo <n vérifiant :

U =21 ...T4,
s(og) = Tjp 41 - - - Tj,
Vg = Tj41---Tn

pour k € {1,2} et avec la convention uy = * si iy, = 0 et vy = * si jp = n. Toujours
par liberté de (X), on a aussi :

bk =21... $ikt(ak)l‘jk+1 PR
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On va distinguer des cas selon les positions relatives de i1, j1, t2, J2-

1. Sii; < ji <ig < jo : dans ce cas, les s(ay) et s(ap) sont séparés dans a. C’est-a-dire :

a = us(a)ws(ag)vy
by = urt(on)ws(as)vy

by = uys(q)wt(ag)vy

avec W = Zj41...%;, (et w = % si j; = 43). Le « ceceur » du branchement est le
triplet (a', b, b%) :

Ce branchement est toujours confluent (et (a, by, by) aussi) :

//s(ozl)ws(ozz)
t(ap)ws (o) A/s(al)wt(aQ)
t(ap)wt(aw)

Ainsi, tout branchement de ce type est confluent : on les appelle branchements
triviau.

2. Sid; < iy < j; < jo : on a un chevauchement entre les s(ay) et s(as) dans a.
Formellement :

a = u1s()wive = ugwas(e)ve
b1 = ult(al)wva

bg = ulwgt(ag)vg

avec Wy = Tj4+1...%j, €t Wy = Tj 41 ... T;y. Alors (a, by, be) est confluent si le bran-
chement suivant 1'est :

s(ar)w; = wos(ay)

T

t(al)wl w2t(a’2)
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La confluence de ce branchement minimal dépend de la forme des régles de R. On
dit qu’il est #ssu d’une paire critique ; nous verrons la définition plus loin.

3. Sid; <ig < jp < 41 :on aune inclusion de s(aq) dans s(a;). C'est-a-dire :

a = us(o) v, = vyws(ag)w'vy
bl = ult(al)vl

by = uywt(ag)w'v;

La confluence de (a, by, bs) dépend donc de celle de :

s(ay) = ws(ag)w'

T

t(ay) wt(ag)w'

Encore une fois, la confluence de ce branchement dépend de la forme des régles de
R. Ce branchement est lui aussi issu d’une paire critique.

Les autres cas se raménent aux précédents en regardant le branchement local (a, by, by )
au lieu de (a, by, b2). Nous avons donc vu que les branchements locaux se rangeaient en
deux sortes :

- les branchements triviaux, dans lesquels les deux régles agissent sur deux parties
distinctes du mot de départ ;

- les branchements issus de paires critiques, dans lesquels les zones d’action des deux
régles s’intersectent.

Nous allons a présent définir ’objet d’étude essentiel pour la confluence d’une présen-
tation :

Définition. Une paire critique d’une présentation (X, R) est une donnée :
(a, (u1,v1), a1, (U2, v), 0) € (X) x (X)*x Rx (X)*x R

vérifiant :

a = us(aq)vr = uss(ag)ve;
Uy = * OU U = *

V1 = % 0U Vg = %

il n’existe pas de w dans (X) tel que u; = s(az)w ou us = s(ay)w;

AN I

(a1 # ) ou (I'un des uq, ug, vy, vy est différent de ).
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On dit d’une telle paire critique qu’elle est engendrée par les régles (a1, as) et qu’elle
est de source a. Le branchement local associé & une telle paire critique est :

(a, urt(aq)vr, ust(ag)vs).

Une paire critique est dite confluente si son branchement local associé ’est. Enfin, on
note c¢p(X, R), ou simplement cp(R), ’ensemble des paires critiques de (X, R). ¢
Remarque. D’aprés les conditions & vérifier, le branchement engendré par une paire
critique posséde I'une des formes suivantes :

- (a,t(aq),t(e)) avec oy et ay deux régles distinctes ayant méme source ;
(a,ut(cr),t(az)v) avec u # x, v # *, s(ag) = wv et s(ap) = uw pour un certain
w € (X);

- (a,t(aq)v, ut(an)) avec u # *, v # *, s(ay) = uw et s(ay) = wv pour un certain
w € (X);

(a, ut(oq)v, t(an)) avec u ou v distinct de *;

(a,t(c1), ut(az)v) avec u ou v distinct de .

On remarque aussi que, si p = (a, (u1, v1), a1, (ug, v2), a2) est une paire critique engen-
drée par (a1, ay), alors p~! = (a, (ug, v2), o, (u1,v1), 1) est une paire critique engendrée
par (az,a1). On constate qu’une paire critique p est confluente si et seulement si p=!
I’est : si le branchement associé a p est fermé par un élément d, alors d convient aussi
pour fermer le branchement associé a p~!.

L’étude de cas menée aboutit a :

Lemme 2.10 (des paires critiques). Si b est un branchement local d’une présentation
(X, R) de monoide, alors au moins l'une des deuz assertions suivantes est vraie :

1. le branchement local b est confluent ;

2. il existe un branchement local g de (X, R) ainsi que ¢,d € (X) tels que b = ugv avec
g le branchement local associé & une paire critique de (X, R).

On a utilisé la notation u(a, b, c)v = (uav, ubv, ucv). On en déduit :

Théoréme 2.11 (des paires critiques). Un présentation de monoide est localement
confluente si et seulement si toutes ses paires critiques sont confluentes.

Démonstration. Soit (X, R) une présentation que l’on suppose localement confluente.
Alors, par définition, tous ses branchements locaux sont confluents, y compris ceux qui
sont associés a des paires critiques. Réciproquement, si toutes les paires critiques de (X, R)
sont confluentes et que b est un branchement local : d’aprés le lemme des paires critiques,
le seul cas a étudier est celui oti b = ugv avec g le branchement local associé & une paire
critique p. Comme p est confluente, c’est que, par définition, g I’est. Or, on a remarqué
que si g était confluent, le branchement b = ugv I’était aussi. &
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Puis, en utilisant le lemme de Newman :

Corollaire 2.12. Un présentation est convergente si et seulement si elle termine et si
toutes ses paires critiques sont confluentes.

Remarque. En utilisant les contextes, on peut donner une autre définition (totalement
équivalente) de paire critique. Une paire critique d’une présentation (X, R) est une donnée

(CL,Cl,Odl,CQ,CUQ) € <X> X C<X> X R X C(X) X R

vérifiant les conditions suivantes :

1. a = Ci[s(aq)] = Co[s(a2)];

2. C1 ou Cy est de la forme ud avec u € (X);

3. C} ou O est de la forme v avec v € (X);

4. il n’existe pas de w € (X) tel que C; = s(az)w ou Cy = s(a;)wl
5. a3 # ap ou Cy # O ou Cy # [

2.7.2 Une approche algébrique des paires critiques

Commengons par examiner la structure algébrique des branchements locaux. On fixe
une présentation de monoide (X, R).

Définition. On note B(X, R) l’ensemble des branchements locaux de (X, R). On dit
qu’un branchement local (a, b, c) de (X, R) est engendré par le couple de régles (o, 8) s'il
existe des contextes C et D tels que (a,b) = C[a] et (a,¢) = D[f]. On note B(X, «, )
I’ensemble formés de tels branchements locaux de (X, R). ¢

On a vu, dans le paragraphe précédent, que, si b est un branchement local, alors, pour
tout contexte C, C[b] est un branchement local. De plus, si b est engendré par («, 3),
alors C[b] l'est aussi (en étendant diagonalement I’action de C'). Autrement dit :

Lemme 2.13. Pour tout couple («, ) de régles de R, l’ensemble B(X,«, ) est un
sous-(X)-module du (X)-module (X)3, défini comme [’ensemble des triplets d’éléments
de (X)) avec les actions diagonales u(a,b,c) = (ua,ub,uc) et (a,b, c)u = (au,bu, cu). De
méme, B(X, R) est un sous-(X)-module de (X)3.

On va maintenant montrer que B(X, a, 3) est engendré par une famille G de branche-
ments minimauz, c’est-a-dire qu’il existe une partie G de B(X, «, ) telle que, pour tout
branchement b engendré par (o, ), il existe un g € G et un C' € C(X) tels que b = C[g].
On va, en fait, démontrer un résultat plus général :
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Proposition 2.14. Soit n > 1 un entier; on note (X)" le (X)-module des n-uplets
d’éléments de (X), muni des actions diagonales de (X). Alors tout sous-(X)-module A
de (X)" posséde une unique famille génératrice minimale (c’est-a-dire que, si on lui enléve
un élément, la famille obtenue n’est plus génératrice).

Démonstration. On définit la relation binaire 7 sur A par a 3 b s’il existe un contexte
C € C(X) différent de O et tel que a = C[b]. On va montrer que I’ARS (A, 1) termine.

On associe a tout élément a de (X)™ un entier |a| égal a la longueur de la premiére
composante de a : si a = (a',...,a") avec tous les a’ dans (X), on pose |a| la longueur
de a', c’est-a-dire le nombre d’éléments de X apparaissant dans son écriture (ce nombre

est bien défini car (X) est libre).

Alors, si a,b € A sont tels que a 1 b, on a |a| > |b|. En effet, par définition de 7, il
existe C' # O tel que a = C[b]. Comme C # O, on a C' = udv avec u,v € (X), 'un des
deux devant étre différent de *x. On en conclut que les premiéres composantes de a et b
sont reliées par a' = ub'v et donc que |a| > |b|, toujours parce que (X) est libre.

On a donc un morphisme strict d’ARS |.| : (4,3) — (N, >). Or (N, >) termine et
donc (A, ) aussi. On pose G l'ensemble des formes normales de (A, J). Comme (A4, 1)
termine, tout élément de A posséde (au moins) une forme normale pour J, donc G est
bien une famille génératrice de A.

Supposons que G n’est pas minimale : il existe un g € G tel que G\ {g} est génératrice.
En particulier, il existe ¢’ € G tel que ¢’ # g et g = C[¢] pour un certain contexte C.
Comme ¢’ # ¢, on a forcément C' # [ et donc g 1 ¢', ce qui est impossible puisque g est
une forme normale de (A4, 7).

Il reste & voir que G est unique. Soit H une autre famille génératrice. Alors, H contient
forcément les formes normales de (A, ) : soit g une telle forme normale; comme H est
génératrice, il existe h € H et C € C(X) tels que ¢ = C[h]. Comme g est une forme
normale de (A, 1), on en déduit C = OJ; par suite, g =h et g € H. O

En appliquant ce résultat & B(X, «, ), on en déduit qu’il existe une unique famille
génératrice minimale de B(X,a, 3) : ses éléments sont appelés les branchements mini-
mauz de (X, R) engendrés par (o, §). On appelle branchement minimal de (X, R) tout
branchement local qui est un branchement minimal de (X, R) engendré par un certain
couple («, ) de régles. On obtient :

Proposition 2.15. Une présentation est localement confluente si et seulement si tous ses
branchements minimaux sont confluents.
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Parmi ceux-ci, il y en a qui n’interviennent pas dans la confluence locale car ils sont
toujours confluents. En effet, soient « et 8 deux éléments de 'idéal de (X) engendré par
R. On peut construire deux branchements locaux :

S(Oé)f(ﬁ) —t()s(f) et S(Oé)f‘(ﬁ) — s(@)t(B)
s(@)t(B) t(a)s(B)

Ces deux branchements sont confluents puisque :

t(a)s(B) = t(a)t(B) et s(a)t(B) = t(a)t(B)-

Or il peut s’agir de branchements minimaux : c’est le cas si «, 8 € R. On peut donc les
retirer des branchements minimaux sans conséquence pour I’étude de la confluence locale.
On définit alors :

Définition. Un branchement local de (X, R) est dit trivial s’il est d’une des formes :
(s(@)s(B), t(@)s(B), s(@)t(B)) ou  (s()s(B), s()t(B),t(a)s(8))

avec « et [ dans l'idéal de (X) engendré par R. Un branchement minimal non trivial
de (X, R) est appelé branchement critique. ¢

Par suite :

Proposition 2.16. Une présentation est localement confluente si et seulement si tous ses
branchements critiques sont confluents.

Reste & faire le lien avec les paires critiques :
Proposition 2.17. Les paires critiques d’une présentation (X, R) sont les
(a,C,a,D, ) € (X) x C{X) x RxC(X) x R
tels que :

- Les trois éléments a, C[s(a)] et D[s(B)] sont égau.

]
- Le branchement local (a, Clt(c)], D[t(B)]) est un branchement critique de (X, R).
- Sia =, alors a # s(«).

Cette approche ne donne pas la forme des paires critiques. En revanche, elle permet
d’extraire la structure de monoide des définitions : elle se préte donc bien & une transpo-
sition vers un autre cadre, comme celui des opérades, que nous étudierons au chapitre 3.
Il serait intéressant d’étudier si cette approche permet de retrouver la forme explicite des
paires critiques, mais cela reste a explorer.
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2.8 Procédures de complétion pour les présentation de
monoides

2.8.1 La procédure basique

Nous allons présenter un premiére procédure de complétion, dite basique. Notons
qu’elle posséde de nombreuses variantes ainsi que de nombreux raffinements, y compris
des transpositions & d’autres cadres comme, par exemple, la procédure de complétion de
Huet pour la réécriture de termes, voir [Hue81|. Historiquement, la procédure basique fut
exposée dans [KB70]; on peut aussi la trouver dans [BN98]|, ainsi que la plupart de ce qui
est présenté ici. Mentionnons aussi des évolutions permettant, dans le cas des termes, d’ef-
fectuer une complétion modulo certaines équations, c’est-a-dire dans un quotient, comme
exposé dans [JK86].

Il est & noter que la procédure suivie est la méme que pour I'algorithme de Buchberger,
servant & calculer une base de Grobner pour un idéal dans une algebre de polynomes :
il s’agit aussi d’une procédure de complétion, mais ou 'on a remplacé la catégorie des
monoides par celle des k-algébres, les paires critiques se nommant alors S-polyndmes -
voir [BucT9|.

La procédure 1 est I'une des formes possibles de la procédure basique. Elle prend, en
entrée, une présentation (X, R) finie et munie d’un ordre de réduction > contenant R.
Trois comportements sont possibles : 1) L’algorithme termine avec sortie Echec. 2) L’al-
gorithme termine avec sortie une famille finie R’ de régles de réécriture. 3) L’algorithme
ne termine pas.

Cette procédure fonctionne ainsi : & chaque passage dans la boucle, on calcule toutes
les paires critiques de la présentation courante. Pour chacune d’entre elles, on détermine
des formes normales des deux "cotés" du branchement. Si elles sont distinctes mais com-
parables pour l'ordre choisi, on rajoute formellement la régle correspondante, de telle
sorte que la nouvelle présentation termine toujours et que la paire critique d’origine soit
maintenant confluente.

Remarque. La condition de compatibilité entre I’ordre de réduction et les régles peut
étre reportée a I’initialisation de la procédure. On commencera alors avec une présentation
(X, R) et un ordre de réduction > qui ne contient pas R a priori, puis on testera, au début,
si chaque régle « de R vérifie : s(a) > t(a) ou () > s(«) ; dans le premier cas, on laisse «
inchangée, dans le second, on lui substitue ™! = (¢(a), s()). Si I'une des régles ne vérifie
pas I'une des deux inégalités, on termine sur un échec. Dans le cas contraire, on oriente
toutes les régles comme décrit : on obtient une nouvelle famille R de régles telles que >
contienne R et que =z = =pg.

61



2. Présentations de monoides ou systémes de réécriture de mots

Procédure 1 La procédure basique de complétion.
Ry + R,
14 0;
Répéter
R+ Ry
P« cp(Ry);
Tant que (P; # () faire
Choisir p = (a,C, o, D, B) dans P;;
P P\ {p,p'};
Calculer des R;-formes normales b et ¢ de Clt(a)] et de D[t(5)];
Si (b # c) alors
Selon que
b>c: Ry < Riy1U(bc);
b<c:Riy < Riy1U(c,b);
Sinon : Terminer avec sortie Echec;
Fin Selon que
141+ 1;
Fin Si
Fin Tant que
Jusqu’a ce que (R; = R; 1)

R+ R;;
Terminer avec sortie R'.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.18. Si la procédure basique de complétion termine et donne une famille
finie R' de regles, alors (X, R') est convergente et =y = =g. Si la procédure ne termine
pas, on a une présentation convergente (X, R') telle que = = =5, avec :

+00
1=0

Démonstration. Supposons qu’il n’y pas d’échec dans ’exécution. Il est clair qu’a chaque
passage de la boucle, on part d’une famille R; de régles telles que (X, R;) termine et
=g, = =z ; on rajoute a I; une famille S; de régles telles que :

— la présentation (X, R; I1 S;) termine;

— toutes les paires critiques de (X, R;) sont confluentes dans (X, R; I1 S;);

— on a les égalités =5 15, = =5, = =;.

Si la procédure termine, c’est qu’il existe un 7 tel que S; = 0 : on a alors (X, R;)
convergente et =, = =;.

62



2.8. Procédures de complétion pour les présentation de monoides

Si la procédure ne termine pas, la seule difficulté est de vérifier que (X, R') est
confluente avec :

!/ et .
R =R
1=0

Soit p une paire critique de R’ engendrée par deux régles a et 8 de R'. Soient 7 et j
deux indices tels que o € R; et § € R;. Comme (Rj)ken est une suite croissante pour

I'inclusion, en prenant n = max{i,j}, on a a, f € R,. Donc p est confluente dans R,
et donc dans R'. &

2.8.2 Limitations de la procédure basique

Notons que si I'ordre de réduction choisi est total, alors il n’y a jamais d’échec lors de
Pexécution de la procédure : en effet, dans ce cas, pour deux éléments b et ¢ de (X) tels
que b # ¢, on a toujours b > ¢ ou b < ¢. Dans le cas d’un monoide libre (X), il est aisé
d’obtenir un ordre de réduction total : par exemple, 'ordre degler engendré par un ordre
total > sur X. En revanche, dans des situations plus complexes, comme pour les termes
ou les opérades, il n’y a pas de méthode connue pour obtenir un ordre de réduction total
dans le cas général. Cependant, ce n’est pas le défaut majeur de cette procédure : nous
allons en évoquer deux.

1. Le premier défaut concerne toutes les procédures de complétion : en effet, indépen-
damment de la procédure, le choix de l'ordre de réduction est trés important, car deux
ordres différents peuvent produire deux comportements différents d’une méme procédure
sur une méme présentation. Illustrons I'impact du choix de I'ordre de réduction a 'aide
d’un exemple bien connu. On considére la présentation (X, R) ou :

X ={a,b,c,d, e}
R = {(ab, ), (ba, e), (bbbb, d)}

On applique la procédure basique avec 'ordre degler > engendré par a < b < ¢ <
d < e. On remarque que > contient 2. Le premier passage dans la boucle produit, entre
autre :

La régle ca — ae, issue de la paire critique de sommet aba créée par un conflit entre
ab —c et ba — e.

La régle cbbb — ad, produite par un conflit entre ab — c et bbbb — d en abbbb.

La regle bbbe — da, provenant de la superposition des sources de ba — e et bbbb — d
en bbbba.

La régle dbbb — bbbd, qui est créée par la régle bbbb — d en bbbbbbb.
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Au second passage dans la boucle, on obtient les deux régles supplémentaires suivantes,
parmi d’autres :

- En cbbe, les régles cbbb — ad et bbbe — da produisent cda — ade.
- En dbbe, les régles dbbb — bbbd et bbbe — da créent bbbde — dda.

Notons qu’il faut avoir toutes les régles produites par le premier passage pour étre
siir que ces deux régles sont bien ajoutées a la présentation par la procédure. On montre
ensuite, par récurrence sur n > 1, que la procédure ajoute, au (n + 1)¢ passage dans la
boucle, les deux régles suivantes :

- La régle cd"a — ad"e, produite en cb*d" e par cb® — ad et b3d"~le — d"a.
- La régle b*d"e — d""'a, produite en db3d" ‘e par db® — b3d et b3d"'e — d"a.

La procédure ne termine donc pas en (X, R) muni de 'ordre deglez engendré par
a<b<cec<d<e.

Cependant, considérons I'ordre lexicographique pondéré >’ engendré par a < b < ¢ <
d < e et par les poids |a| = |b] =1, |¢| = |e] = 3 et |d| = 5. Alors, R doit étre remplacé
par R~! pour que >’ contienne les régles. Pour (X, R~!) muni de >, la procédure s’arréte
dés le premier passage : les régles de R™! ne créent pas de paire critique. On a donc une
présentation convergente équivalente a celle de départ : le choix de I'ordre de réduction
est donc trés important.

2. Le deuxiéme défaut est, quant & lui, inhérent a la procédure basique. C’est d’ailleurs
a cause de lui qu’elle n’est jamais utilisée en pratique. On peut s’en convaincre en la
comparant a la méme procédure a laquelle on a ajouté une fonction : & I'initialisation et
a chaque création de régle, on réduit toutes les régles entre elles. Considérons I’exemple
du monoide libre a deux générateurs, a et b, muni de ’ordre degler engendré par b > a
et des trois régles :

abb —, ba, bb —, b, abba —, aba.

Lors du premier passage dans la boucle de la procédure basique, les régles 1 et 2 forment
deux paires critiques : I'une est de sommet abb et engendre la régle ba —, ab. La seconde
est de sommet abbb et crée, selon les choix effectués, 'une ou 'autre des régles bab — ba
et bab —y ab. Enfin, les régles 1 et 3 ont un conflit en abba, qui engendre baa — 4 aba.
Le deuxiéme passage vérifie que la présentation & 6 relations ainsi obtenue est convergente.

Cependant, on s’apercoit que quatre régles sont inutiles, car dérivables a partir des
deux autres : ainsi 2 et 4 suffisent. Or, une procédure étendues avec simplification des
régles aurait, tout d’abord, éliminé la régle 3 comme conséquence de 2. Puis, elle aurait
remplacé 1 par le couple (ab,ba), réorienté en ba — ab. Le premier passage de boucle
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aurait alors confirmé que cette présentation & deux régles est convergente.

Deux limitations majeures aparaissent donc :

- Sans simplification des régles, on multiplie inutilement leur nombre et donc celui
des paires critiques & examiner : ¢’est un probléme d’efficacité.

- Comme nous 'avons vu dans ’exemple, les régles obtenues aprés complétion dé-
pendent de choix effectués durant I'exécution de la procédure (les régles 5 et 5').
Avec la simplification des régles, ces choix n’ont aucune influence sur le résultat
final, dont I'unicité est assurée.

Si la simplication des régles apparait comme une amélioration indispensable de la pro-
cédure de complétion, sa correction est beaucoup plus difficile & prouer : il faut montrer
que la nouvelle procédure produit bien des présentations convergentes équivalentes a la
présentation de départ. Le paragraphe suivant est une courte synthese des travaux axio-
matisant la notion de procédure de complétion et fournissant des outils pour démontrer
qu’elles fonctionnent bien.

2.8.3 Procédures de complétion abstraites et preuves

Une description axiomatique des procédures de complétion a été introduite dans
[BDHS86]. Ce paragraphe rappelle ces travaux; on pourra aussi se référer a [DJ90]| ou
a [BN9g.

L’idée est de décrire les opérations élémentaires que peut utiliser une procédure de
complétion, puis de définir une procédure de complétion comme une composée de telles
opérations.

Définition. On fixe un ensemble X ainsi quun ordre de réduction > sur (X). On définit
la relation b sur I'ensemble des couples de parties de (X)? en posant (E1, R;) F (Es, Ry)
si 'on peut appliquer I'une des régles d’inférence suivantes :

1. Effacer : (E1L{(s,s)},R) - (E, R).

2. Composer : (E,R11{(s,t)}) F (E,RII{(s,u)}) si (t,u) € (R).

3. Simplifier : (E11{(s,t)},R) F (E1T{(u,v)},R)si (s=vet (t,u) € (R)) ou (t =v
et (s,u) € (R)).

4. Orienter : (E11{(s,t)},R) F (E,RII {(u,v)}) si ((s,t) = (u,v) ou (s,t) = (v,u))
et u >wv.

5. Comprimer : (E,RII {(s,t)}) + (EII {(u,t)}, R) sl existe (I,r) € R tel que
(s,u) =CJ(l,7)] et (C #0O out > u).

6. Déduire : (E,R) + (EII{(s,t)}, R) si R posséde un branchement critique de la
forme s <5 u —, t. ¢
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L’idée est la suivante : chaque couple (E, R) représente un ensemble E d’égalités a
orienter et un ensemble R de régles déja construites. Chacune des régles d’inférence peut
transformer un tel couple (E, R) en produisant (E’, R') de telle sorte que le résultat suivant
soit vrai :

Lemme 2.19. Soient X un ensemble, > un ordre de réduction sur (X) et E, E', R et R’
des parties de (X)? telles que (E, R) + (E', R'). Alors :

- Les congruences =gnp et =pmp coincident sur (X).

- Si > contient R, alors il contient aussi R'.

Une preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [BN9S§].

Le but d’une procédure de complétion est alors, étant donnée une entrée (E, R) ou R
termine (éventuellement R = ()), de produire une suite (E,, R,), de telle sorte que
(En, Ry) b (Eny1, Ryy1) pour tout n < N, la suite étant constante avec E, = () et R,

convergent pour n > N. Ce but n’étant bien siir pas accessible pour toute entrée, on
définit :

Définition. Une procédure de complétion (sur X muni d’un ordre de réduction >) est une
application qui, & tout couple (E, R) formé de deux marties de (X)? avec > contenant R,
associe une famille (E,, R,)ner, avec I = {0...N} ou I =N, telle que :

- chaque FE,, et chaque R, est une partie de (X)?, avec Ey = E et Ry = R;
- pour tout n > 1 dans I, (E,—1, Ry—1) F (En, Ry).-

Une telle famille (E,, R,), s’appelle une ezécution de la procédure. Etant fixée une telle
exécution, on définit ses ensembles E,, d’égalités persitantes et R, de régles persistantes
ainsi :

E,=|JEe et Ro=J[)Rw

nel k>n nel k>n

On dit d’une exécution (E,, R,) qu’elle :
- réussit si B, = () et si (X, R,) est convergent et équivalent a (X, F Il R);
- échoue si E, #0;

- est équitable si pour tout branchement critique (a,b,c) de R, I'un des E,, n € I,
contient (b, c) ou (c,b).

Une procédure est correcte si toute exécution réussit ou échoue et équitable si chacune
de ses exécutions ’est. ¢
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D’aprés la définition, ce sont les procédures de complétion correctes qui nous inté-
ressent. Le résultat suivant donne un condition suffisante pour cela :

Théoréme 2.20. Toute procédure de complétion équitable est correcte.

Pour démontrer ce résultat, nous rappelons les étapes utilisées dans |[BN9§|, sans
entrer dans les détails : ceci permet de parler des preuves d’égalités. Avant tout, on fixe
un ensemble X muni d’un ordre de réduction >, une procédure de complétion et son
exécution (E,, R,)ner sur (E, R) avec R contenu dans >. On note :

EOO=UEn et ROO:URn.

nel nel
On définit alors :

Définition. Soient u et v deux éléments de (X). Une preuve de u = v dans Fo, U Ry
est une famille finie (ug, ..., u,) d’éléments de (X) tels que uy = u, u, = v et, pour tout
ke{0...n—1}:

(uk,ukH) € (EOOHROO)S.

Autrement dit, pour tout £ € {0...n — 1}, on est dans l'un des cas uy — 5 Ugt1,
Uk g Ukt1y Uk —>roUk+1, Uk <—nro, Ug+1. Chacun des couples (uy,ugt1) est appelé étape
de preuve. Deux preuves d'une méme égalité sont dites équivalentes. Une preuve est dite
par réécriture dans R, s’il existe un k € {0...n} tel que, pour | < k, les étapes sont
toutes de la forme u; — ;11 et, pour tout | > £, on a u; <—g,_ U41.

¢

Le but est de montrer que toute preuve dans F, U R, est équivalente & une preuve
par réécriture dans R,. Pour ce faire, on commence par définir une notion de cott des
preuves. Notons que ces définitions nécessitent les notions de monoide commutatif libre
et de multiordre qui seront présentées au chapitre 4.

Définition. Soient s et t deux éléments de (X) tels que (s,t) € (Ey II Ry)®. On associe
au couple (s,t) son coidt, un triplet (a,u,v) formé d’un élément a du monoide commuta-
tif [(X)] librement engendré par (X) et de deux éléments u et v de (X)), définis ainsi :

1. si s =g tousis <y, t, on pose c(s,t) = (s+t,*,%);
2. si (s,t) = C[(l,7)], (I,7) € R, on pose c(s,t) = (s,1,1);
3. si(t,8) =C[(l,r)], (I,r) € Ry, on pose c(s,t) = c(t,s) = (¢,1,s).

Le codt d’une preuve P = (uy,...,u,) dans Fy U Ry, est I’élément ¢(P) du monoide
commutatif libre engendré par [(X)] x (X)? donné par :

c(P)=") c(ug,upys1)-
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Deux remarques s’'imposent :

- Le cotit des étapes de réduction est bien défini. En effet, il n’y a pas de conflit entre
les cas (2) et (3) puisque, pour tout n, on sait que R,, est contenu dans ’ordre de
réduction >. Donc, chaque régle (I,7) de Ry, vérifie [ > r, il est donc impossible
d’avoir, a la fois, s =5t et t =5 s.

- Dans le premier cas, on a fixé c(s,t) = (s + ¢, *, %), mais on aurait pu remplacer
chaque * par n’importe quelle autre élément de (X).

Il faut a présent décrire comment comparer deux preuves.
Définition. On définit la relation = sur [(X)] x (X)? en posant (a,u,v) = (a',u',v') si
I’'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. a > d' ou > est le multiordre engendré sur [(X)] par 'ordre de réduction fixé sur
(X);

2.a=d etu=Cl],C#0;
3. a=d,u=1u et v >, pour 'ordre de réduction sur (X).

On étend > en son multiordre sur [[{X)] x (X)?], toujours noté =, et on pose, pour
deux preuves P et P', P >~ P'si ¢(P) > c¢(P'). ¢

On trouvera, dans [BN98|, la preuve du résultat suivant :

Proposition 2.21. La relation > définie sur les preuves est un ordre strict qui termine.
De plus, pour toute preuve P dans Eo U Ry qui n'est pas une preuve par réécriture
dans R,,, il existe une preuve équivalente P’ dans F, U Ry, telle que P = P'.

Cette proposition a les conséquences suivantes :

Corollaire 2.22. Soit (E,, R,)ner une exécution équitable et qui n’échoue pas d’une pro-
cédure de complétion. Alors :

1. Toute preuve dans Eo, U Ry est équivalente o une preuve par réécriture dans R, .
2. Les présentations (X, R,,) et (X, E'II R) sont équivalentes.

3. La présentation (X, R,) est convergente.

Le théoréeme 2.20 est une conséquence de ce dernier résultat.
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Chapitre 3

Présentations d’opérades

Cette partie a pour but de définir et d’étudier ce qui peut étre vu comme une géné-
ralisation de la notion de présentation de monoide que nous venons de rappeler. Il s’agit
des présentations d’opérades' pour lesquelles nous allons développer exactement la méme
théorie que dans le cas des monoides. En fait, le seul travail consiste a remplacer :

1. La catégorie Ens des ensembles par la catégorie Sav des signatures.

2. La catégorie Mon des monoides par la catégorie Op des opérades.
S () p . L

3. Le foncteur monoide libre Ens — Mon par le foncteur opérade libre Sanv — Qp.

Nous verrons que ces présentations généralisent les présentations de monoides (sys-
témes de réécriture de mots) et de monoides commutatifs (réseaux de Petri). De plus,
elles ont de forts liens avec les systémes de réécriture de termes : il sera démontré, au
chapitre 5, qu’un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche peut étre simulé par
une présentation d’opérade. Enfin, comme il sera discuté au chapitre 6, on peut espérer
qu’un équivalent en dimension supérieure de cette structure pourra simuler des systémes
de réécriture d’ordre supérieur comme, par exemple, le A-calcul.

Ce travail s’inscrit dans le programme annoncé par Albert Burroni dans [Bur93] : les
présentations de monoides spécifient des calculs de dimension 2 sur des 1-catégories par-
ticuliéres et les présentations d’opérades, des calculs de dimension 3 sur des 2-catégories
particuliéres ; I’étude des présentations en dimension supérieure peut permettre d’inclure
le A-calcul dans cette classification.

Mais commencons par étudier ce que sont les opérades et en quoi les monoides en sont
des cas particuliers.

Comme nous le verrons plus loin, la notion d’opérade introduite ici est une version généralisée des
opérades planaires ensemblistes que ’on peut trouver dans la littérature.
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3. Présentations d'opérades

3.1 Des mots aux opérateurs

La structure de monoide peut étre vue comme I’archétype des structures associatives
et unitaires. Une généralisation naturelle est celle de (petite) catégorie : un monoide est
une catégorie avec un seul objet. On pourrait donc envisager de généraliser les présen-
tations de monoides par celles de monoides avec plusieurs objets, c’est-a-dire de petites
catégories. Cependant, on va considérer des catégories munies d’une structure supplémen-
taire, dite monoidale et, plus précisément, celles que ’on appelle opérades.

Essayons d’amener la structure. Considérons une présentation de monoide (X, R),
mais ol les éléments qui nous intéressent sont, non pas des mots seuls, mais des familles
finies de mots, dans lesquelles on peut, a chaque étape de réduction, réécrire un mot et un
seul. On est dans la situation d’une machine qui doit effectuer des opérations de réécriture
sur une famille finie de mots, mais qui ne peut en faire qu’une a la fois.

D’un point de vue algébrique, on travaille dans (X)", ol n est le nombre de mots.
Cet ensemble peut étre muni d’une structure de monoide induite par celle de (X) : si

(a1,...,a,) et (by,...,b,) en sont des éléments, leur produit est effectué composante par
composante, ce qui donne (a1b, ..., a,b,). Le neutre de (X)™ est (x,...,*).
Alors, on considére comme régles de réécriture les couples ((ay,...,an), (b1,...,b,))

tels que a; = b; pour tous les ¢ sauf pour un j tel que (a;,b;) est dans R. Notons que ’on
n’a pas pris comme régles tous les éléments de R™ puisque I'on ne peut effectuer qu’une
opération a la fois.

Modifions les notations : a; ® - -- ® a, pour (ay,...,a,), aob pour ab si a et b sont
des n-uplets de mots, n pour le neutre de (X)". Remarquons que (X)' = (X) et que
(X)% = {0}, le monoide trivial. Soit X la réunion de tous les (X)" : examinons la struc-
ture dont on peut la munir.

Comme on vient de le voir, on peut multiplier deux éléments de X pourvu qu’ils soient
dans le méme (X)"; de plus cette multiplication est associative et admet un élément
neutre a gauche et a droite : I’élément neutre n de (X)™. On pose Ob X = N et, pour tout
couple (m,n) d’entiers :

(X)™ sim=n

1] sinon.

X(m,n) = {

On reconnait en X une petite catégorie, dont nous rappelons la définition.
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3.1. Des mots aux opérateurs

Définition. Une petite catégorie C est la donnée :

1. d’un ensemble Ob C dont les éléments sont les objets de C;

2. d’un ensemble C(z,y), pour tout couple (x,y) d’objets, dont les éléments sont les
fleches de C de source x et de but y;

3. d’une application ¢, , : C(z,y) x C(y,2) — C(z, z), pour tout triplet (z,y, 2)
d’objets, appelée composition ;

4. d’une fleche 1, € C(z,x), pour tout objet x, appelée I'identité de .

On demande & la composition d’étre associative et d’admettre les identités comme
éléments neutres locaux, a gauche et a droite. On utilise indifféeremment les notations
f € C(z,y) et f: 2z — y; pour une telle fléche, on pose s(f) = z et t(f) = y : ainsi,
en notant F1C pour ’ensemble de toutes les fleches de C, on obtient deux applications
source et but s,t : FIC — ObC. On pratique aussi les abus suivants si aucune confusion
n’est possible :

- on note g o f au lieu de ¢z (f,9);

- les identités sont notées comme leurs objets.

Ainsi, avec ces notations, les relations imposées a la composition et aux identités
s’écrivent :

- Associativité : pour toutes fléches f, g et h de C telles que t(f) = s(g) et t(g) = s(h),

on a l’égalité ho (go f) = (hog)o f.
- Unité : pour toute fleche f de C, ona fos(f)=1t(f)o f=f.
Dans une catégorie, les fléeches ayant mémes source et but sont aussi appelées des

endomorphismes de ’objet source et but. Deux fleches d’une catégorie sont dites paralléles
si elles ont méme source et méme but. ¢

Exemples. L’exemple type de petite catégorie est celui des chemins d’un graphe. On
peut aussi définir des (grandes) catégories, comme Ens, Mon ou Car, les catégories des
ensembles, des monoides et des petites catégories.

Dans X, on peut construire, pour tous m et n, un produit :

(X)™ x (X)" — (X))
(0® QU1 @ ®by) — G ® Ry @b @by

On vérifie que, pour toute fléche a de X on a a ® 0 = 0 ® a = a et que, pour toutes
fléches a et b, la relation dite d’échange est valide :

(t(a) ®b) o (a®@s(b)) = (a ®@1(b)) o (s(a) ®D) =a®D.

Ainsi, la catégorie X est munie d’une structure monoidale (stricte) :
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3. Présentations d'opérades

Définition. Une structure monoidale stricte sur une catégorie C est une donnée (®,I)
ol ® : C x C — C est un foncteur et I est un objet de C, tels que ® est associatif et 1
est neutre a gauche et a droite pour ®. Une catégorie munie d’une structure monoidale
(stricte) est une catégorie monoidale (stricte). Le foncteur ® est appelé produit monoidal
de C et 'objet I 1'unité du produit monoidal. Si (C,®, I) est une petite catégorie monoi-
dale, alors I'ensemble Ob C des objets de C, muni de la restriction du produit monoidal
et de 'unité, est un monoide, dit monoide des objets de C. ¢

Remarquons que cette donnée est équivalente a celle d’applications :
ObCxObC — ObC et FIC x FIC — FIC,

toutes deux notées ®, ainsi que d’un objet I, le tout soumis aux relations suivantes :

s(f@g)=s(f)®slg), Hf@g9)=t(f)etly), Ief=fel=],

ainsi que la relation d’échange déja citée :
(t(a) ®b) o (a® s(b)) = (a®t(b)) o(s(a) ®bD) =a®b.

Nous allons voir & présent que la catégorie monoidale X est engendrée par une signa-
ture : celle-ci joue le role de ’ensemble des générateurs d’un monoide.

Définition. Rappelons qu’un graphe G est donné par un ensemble ObG d’objets, un
ensemble FIG de fleches ainsi que deux applications source et but s,t: F1G — ObG@.

Soit I' un ensemble. Une signature I'-colorée est un graphe dont les objets sont les
éléments du monoide libre (I'). Les éléments de I' sont appelés couleurs.

Dans le cas ou I' = {x}, et donc ou (I') = N, le monoide additif des entiers naturels,
on parle de signatures monochromes ou méme, par abus, de signatures. La valence d’une
fléche est le couple formé par sa source et son but ; quant aux fleches n — 1, dans le cas
monochrome, on dit qu’elles sont d’arité n. ¢

Pour presque toute la suite, on ne s’intéressera qu’au cas monochrome. Pour ce cha-
pitre, on ne traitera donc que ce cas; cependant, les versions colorées s’en déduisent
aisément.

Une signature ¥ peut étre vue, en premiére approximation, comme un ensemble
d’opérateurs abstraits : la source d’une fléche est alors le nombre de ses entrées et son but
le nombre de ses sorties; par exemple, une fleche 0 — 1 représente une constante, alors
qu’'une fleche 1 — 0 est un effaceur. Attention, cette intuition n’est pas forcément juste :
dans la suite, on pourra avoir des fléches & deux entrées et zéro sortie qui ne représentent
pas forcément 1'effacement simultané de deux éléments.
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3.1. Des mots aux opérateurs

Une maniére de se représenter ces opérateurs est de les voir comme des « bouts de
cicuits » ayant autant de « fils » en entrée que leur source et en sortie que leur but. De ma-
niére pratique, on les dessine sous la forme de diagrammes dits de Penrose, couramment
utilisés en physique ou en théorie des nceuds; la figure 3.1 montre des exemples de ces
représentations, la convention utilisée étant de placer les entrées en haut et les sorties en
bas. Notons que ces diagrammes sont aussi utilisables dans le cas I'-coloré, en étiquetant
chaque fil avec I’élément correspondant de I', d’oul le terme de couleurs.

Toujours avec cette méme image de circuits, on regarde les fléches d’une signature
comme des briques élémentaires permettant de construire des circuits plus complexes;
comme avec les n-uplets de mots, on peut faire deux opérations : appliquer un opérateur
a n entrées & un opérateur a n sorties (les brancher I'un a I'autre), ainsi que juxtaposer
deux opérateurs, I'un de valence (m,n) et 'autre de valence (p, ¢) pour obtenir un nouvel
opérateur de valence (m + p,n + q) (placer deux bouts de circuits 'un a coté de I'autre).
La figure 3.1 montre des exemples de ces opérations.

u v Xy
X
Xy u
v O ®|
z v
t z
F1G. 3.1 — Exemples de diagrammes associés & des fleches d’une signature et d’opérations sur de telles
fleches. De gauche & droite et de haut en bas : une fleche f : zyz — ww, l'identité de zy, le produit

pRY:xyu — 2zvde g : xy — z et Y : u —> v, la composée (B z)oa:x — tzde a:x — yz et
(B®2):yz —> tz.

Ces deux opérations sont exactement la composition et le produit d’une catégorie
monoidale. Ainsi, on cherche la catégorie monoidale obtenue en considérant toutes les
compositions et juxtapositions des opérateurs de X : c’est la catégorie monoidale (stricte)
librement engendrée par la signature 3.

Avant d’en venir a cela, nous allons définir I’objet central de cette étude.
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3. Présentations d'opérades

Définition. Etant donné un ensemble I', on appelle opérade I'-colorée toute catégorie
monoidale stricte (C,®,*) dont le monoide des objets est le monoide libre ((T'),-, )
engendré par ['.

Comme pour les signatures, on parle d’opérades (monochromes) si I' = {x}. ¢

Nous verrons toujours les fléches d’une opérade comme des circuits, avec la représen-
tation diagrammatique mentionnée. Il convient de noter qu’il s’agit d’'une image fidéle. En
effet, les opérations de composition et de produit vérifient certaines propriétés de cohérence
que les diagrammes traduisent bien : les fléches correspondent aux classes d’équivalence de
circuits modulo certaines déformations (appelées isotopies) consistant & pouvoir déplacer
des bouts de circuits les uns par rapport aux autres sans créer de croisement de fils ainsi
qu’a allonger ou raccourcir des fils (c’est-a-dire toutes les déformations raisonnables de
ces diagrammes).

Nous allons a présent ouvrir une parenthése afin de discuter sur la terminologie choisie.
En effet, la notion d’opérade existe déja; cependant, ce conflit apparent n’en est pas vrai-
ment un, dans la mesure oil la définition donnée ici est une généralisation de I'existante.
On pourrait alors parler d’opérades généralisées, mais ce n’est pas le choix effectué et nous
allons le justifier. Avant cela, donnons certains exemples d’opérades qui nous donnerons
quelques arguments.

Le premier exemple d’opérade est donné par Oper X, o X est un ensemble : on I’ap-
pelle opérade des opérations sur X et elle est définie comme la sous-catégorie pleine de la
catégorie Ens des ensembles dont les objets sont tous les produits X™ de X, y compris le
produit vide (le singleton). Plus simplement, Oper X (m, n) est défini comme 1’ensemble
des applications de X™ dans X". Notons que I’on peut aisément remplacer Ens par n’im-
porte quelle catégorie monoidale.

Les structures algébriques abstraites constituent la majorité des exemples : étant don-
née une structure, celle de monoide par exemple, 'opérade correspondante, notée A,
contient toutes les opérations que 1'on peut effectuer dans tout monoide, comme le pro-
duit (de source 2 et de but 1), 'unité (source 0, but 1) ou encore des opérations composites
comme le produit de trois éléments (source 3, but 1), qui est unique en vertu de la relation
d’associativité. Cette opérade est donnée plus loin de maniére explicite.

Ajoutons qu’il existe aussi des opérades décrivant des objets géométriques : ’'opérade
des monoides pour les ensembles simpliciaux (augmentés), I’opérade des treillis (booléens)
pour les ensembles cubiques (avec connections), mais aussi I'opérade tressée initiale pour
les tresses et l'opérade tressée souveraine initiale pour les enchevétrements (orientés).
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3.1. Des mots aux opérateurs

Donnons, a présent, quelques exemples formels :

Exemples. 1) L’opérade des permutations &. On pose, pour m,n € N :

G, sim=n

S(m,n) :{

0 sinon

ou G, est le groupe des permutations d’un ensemble a n éléments avec, comme
convention, &y = {0}. Le produit est défini de la fagon suivante, pour o € &(m, m),
T€B(n,n)etie{l...m+n}:

0®T(i):{0(’i) site{l...m}

T(i—m)+m siie{m+1...m+n}.

2) L’opérade B des tresses est construite comme & mais en remplagant les groupes de
permutations &,, par les groupes de tresses B,,.

3) L’opérade (co)simpliciale ou des monoides A. On pose :

[n]:{(l) sin=0

{1...n} sin>1

et A(m, n) ensemble des applications croissantes de [m| dans [n]. Le produit monoi-
dal est induit par le coproduit de la catégorie des ensembles; de maniére explicite,
si f€A(m,n), g€ Ap,q) et i € [m+p]:

f@@) sii € [n]
g(i—m)+n si(i—n) € [p|

f®g('i)={

3.1.1 Discussion

Les exemples algébriques donnés précédemment montrent que, outre les opérades
usuelles, la notion d’opérade donnée ici rentre aussi en conflit avec les structures classiques
de l'algébre universelle : les théories algébriques, les PRO, les PROP et les 2-monoides.

Nous allons examiner une a une les cinq structures conflictuelles, par ordre croissant
de généralité, comme le montre le diagramme d’inclusion ci-dessous :

Opérades classiques C Théories algébriques C PROP C PRO C Opérades C 2-monoides.

75



3. Présentations d'opérades

Le principal objectif de cette discussion est de justifier que la notion d’opérade utilisée
ici n’est pas suffisamment différente de la notion classique pour mériter un nouveau nom
et, en outre, que c’est le nom d’opérade qui décrit le mieux la nature profonde ainsi que
la raison d’étre de ces objets.

Commencons par 'utilisation qui est faite de ces objets. Comme esquissé précédem-
ment, leur but est d’abstraire la structure algébrique d’objets - qu’il s’agisse d’ensembles,
d’espaces vectoriels, de modules, de graphes, etc. - pourvus d’opérations qui satisfont cer-
taines équations. Les algebres associées sont alors exactement les objets dont on a abstrait
la structure.

Par exemple, un monoide est un ensemble muni d’une opération binaire m et d’une
constante e qui satisfont trois équations, I’'une exprimant le fait que m est associative et
les deux autres que e est une unité bilatére pour m. On abstrait ces informations en disant
que l'essence de la structure de monoide est indépendante de I’ensemble sous-jacent et
réside dans la donnée d’opérateurs abstraits p et 7, prenant respectivement deux et zéro
arguments, rendant tous deux une valeur et satisfaisant les relations d’associativité et
d’unité précédemment mentionnées.

Cette démarche permet alors de percevoir des objets aussi divers que les monoides,
les algébres associatives et unitaires, les monades, etc. comme étant essentiellement iden-
tiques, c’est-a-dire que ce sont tous des algeébres sur l'opérade des monoides, la seule
différence étant la catégorie dans laquelle elles sont réalisées.

A présent, examinons les différents objets conflictuels avec ce point de vue, c’est-a-dire
en regardant quelles structures chacune d’entre elles peut ou ne peut pas abstraire.

Les opérades classiques, introduites par Peter May dans [May72|, sont destinées &
décrire des structures algébriques ayant des opérations prenant n’importe quel nombre
d’arguments mais ne rendant qu’une valeur, et qui satisfont seulement des équations li-
néaires : il ne peut pas y avoir d’équation oul certaines entrées sont supposées égales ou
encore ol 'un des membres ne contient pas autant d’entrées que 'autre. Ainsi, les opé-
rades classiques fonctionnent trés bien en ce qui concerne les monoides dans une catégorie
monoidales quelconque (ou les comonoides en prenant des algébres contravariantes), mais
échouent dans ’abstraction de structures plus complexes, comme les groupes classiques
et les anneaux (qui contiennent des équations non linéaires), ou encore les groupes quan-
tiques et les algeébres de Hopf (qui contiennent des opérations & la fois algébriques et
coalgébriques, c’est-a-dire que certaines prennent plusieurs arguments et rendent une va-
leur, tandis que d’autres font I'inverse).
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3.1. Des mots aux opérateurs

Puis, nous passons aux théories algébriques, introduites par William Lawvere dans
[Law63], qui modifient les opérades classiques de deux facons. La premiére est une amé-
lioration : leur définition est bien plus simple que celle des opérades classiques, bien que
ce ne soit pas vraiment ce qui nous intéresse ici. La seconde est une généralisation : les
théories algébriques ne sont pas limitées aux équations linéaires, ce qui permet d’en défi-
nir pour les groupes classiques ou les anneaux. Cependant, elles ne peuvent toujours pas
décrire les structures de groupe quantique ni d’algébre de Hopf, ainsi que n’importe quelle
autre structure qui n’est pas purement algébrique ou coalgébrique. Avant de continuer,
disons qu’une théorie algébrique est une opérade monochrome, comme nous les avons dé-
finies, dont le produit monoidal est en fait cartésien.

En franchissant un nouveau palier de généralité, nous arrivons aux PRO et aux PROP,
définis par Saunders MacLane dans [ML65|. Afin de les comparer aux théories algébriques,
un PRO est une opérade monochrome et un PROP une opérade monochrome symétrique.
S’il 'on ne s’intéresse qu’a I'abstraction de structures algébriques, les PROP - quitte a
les colorier - feraient parfaitement 1’affaire, puisqu’ils lévent la derniére restriction sur les
opérations : en effet, il existe un PROP pour les groupes quantiques et pour les algébres
de Hopf (notons en passant que c’est le méme). Cependant, en généralisant a peine pour
arriver au monde non symétrique des PRO, on peut décrire des objets issus de la géo-
métrie : il existe en effet un PRO dont les fléches sont exactement les tresses et un PRO
bicolore dont les fléches sont les enchevétrements orientés.

A ce stade, nous voyons que la notion de PRO (coloré) conviendrait parfaitement
puisqu’elle coincide avec nos opérades. Avant d’en discuter, parlons des 2-monoides : ils
furent introduits par Albert Burroni dans [Bur93| et sont des petites catégories monoidales
strictes. Ainsi, ils permettent 1’abstraction de toute structure avec n’importe quel type
d’opération et d’équation, tout en donnant la possibilité supplémentaire d’avoir certaines
relations entre les sortes (les couleurs). Cependant, n’ayant pas besoin de cette caracté-
ristique additionnelle pour I'instant, nous resterons un niveau de généralité en retrait.

Il existe une derniére raison pour ne pas considérer des 2-monoides ni utiliser le terme
PRO : ils ne véhiculent pas I'intuition selon laquelle les opérades sont des structures abs-
traites. En effet, PRO est une abréviation de « product category », ce qui ne décrit que
la structure interne de cet objet; quant au nom de « 2-monoide », il rappelle seulement
qu’il s’agit d’une 2-catégorie avec un seul objet, tout comme les (1-)monoides sont des
(1-)catégories avec un seul objet. Il nous reste alors « théorie algébrique » ; cependant,
comme nous ’avons fait remarquer précédemment, nous sommes arrivés a un niveau de
généralité permettant aussi d’abstraire des structures géométriques : cela nous conduirait
a abandonner 'adjectif « algébrique », mais appeler « théories » des objets mathéma-
tiques serait une trop grande source de confusion.
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3. Présentations d'opérades

Nous n’avons évoqué ici que des arguments informels, mais ils motivent I’extension
du nom « opérade » a l'usage qui en est fait ici. Soyons pourtant équitables et disons
que cette structure est loin d’étre parfaite : il manque encore la possibilité d’abstraire
des structures possédant des opérations qui ne sont définies que partiellement, comme
les corps - l'inverse est défini partout sauf en 0. Pire encore, et bien que cette situation
ironique soit fréquente, il n’existe pas d’opérade pour la structure d’opérade, qui posséde
une opération, la composition, définie seulement en certains points. Nous étudierons ce
probléme dans un prochain travail, notamment en examinant comment la théorie des opé-
rades prend place dans celle des algébres graphiques d’Albert Burroni [Bur81|. Mais, pour
I'instant, la définition d’opérade (colorée) donnée ici convient.

Enfin, citons d’autres objets dont 'objectif est aussi d’abstraire des structures, parmi
lesquels les PACT [ML65|, les opétopes [BD98al, les computades [Str76], les structades
[Lam] ou encore les catérades [May98|. Il faudrait étudier plus en détails les liens entre les
opérades et ces derniers objets, afin d’établir une classification ainsi qu’une harmonisation
de la terminologie.

Dans la suite, nous appellerons donc opérades les catégories monoidales particuliéres
utilisées ici, opérades classiques celles que I’on rencontre dans la littérature, opérades mo-
nochromes cartésiennes les théories algébriques, opérades monochromes symétriques les
PROP et opérades monochromes les PRO. Les liens entre ces divers types d’opérades sont
étudiés dans I'appendice A.

Le paragraphe suivant décrit la construction de I'opérade librement engendrée par une
signature, ainsi que le quotient d’une telle catégorie par des relations, pour aboutir a
la notion de présentation d’opérade. Les constructions effectuées sont parfois techniques
et peuvent faire appel & des notions qui ne sont pas détaillées; cependant, il n’est pas
nécessaire d’assimiler les détails pour comprendre la suite.

3.2 Opérades libres et quotients

3.2.1 Présentation d’une petite catégorie par graphe et relations

Notons Grm la catégorie des graphes et de leurs morphismes. On rappelle que Car
désigne celle des petites catégories et des foncteurs entre elles. Il existe un foncteur oubli
Car — GpPm qui, a toute petite catégorie, associe son graphe sous-jacent, c’est-a-dire le
graphe ayant mémes objets et fléches que la catégorie, mais en oubliant que 1’on peut les
composer - et donc que certaines sont des identités pour la composition.
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Ce foncteur posséde un adjoint & gauche Gpm — CaT qui associe a tout graphe G
la catégorie libre qu’il engendre, appelée aussi catégorie des chemins dans G. Les objets
de cette catégorie sont ceux de G et ses fleches sont les chemins dans le graphe; la com-
position est donnée par la concaténation des chemins et les identités par les chemins vides.

Etant donnée une (petite) catégorie C, on peut effectuer son quotient par une fa-
mille R de régles, c’est-a-dire de couples de fleches paralléles dans C'. On considére =, la
congruence sur C engendrée par R, c’est-a-dire la plus petite relation d’équivalence sur
les fléches paralléles de C' qui est compatible avec la structure de catégorie, c¢’est-a-dire
avec la composition ; on aurait pu tout aussi bien parler de la cloture réflexive-symétrique-
transitive de I'idéal (R) de C engendré par R.

On définit alors le quotient de C' par =, comme la catégorie C'/ =5 possédant les mémes
objets que C et dont les fléches sont données par (C/ =;)(z,y) = (C(z,y))/(==r(z,y))
ol =g(z,y) est la restriction a C(x,y) de = et ou le quotient du membre de droite est
effectué dans la catégorie Ens des ensembles. Autrement dit, C'// =5 est la catégorie dont
les fléches sont les classes d’équivalence des fléches de C' pour =;.

Remarquons que ’on peut transporter la structure de catégorie de C' vers le quotient
car =g est compatible avec la structure (c’est un idéal de C).

3.2.2 Opérade librement engendrée par une signature

Un morphisme d’opérades est un foncteur monoidal strict qui induit I'identité sur les
objets. Les opérades et les morphismes d’opérades s’organisent en une catégorie notée
Op. De méme, un morphisme de signatures est un morphisme de graphes qui préserve les
objets; les signatures et leurs morphismes forment une catégorie notée San. Il existe un
foncteur oubli U : Op — Say qui, a toute opérade C, associe la signature FIC = N. On
va construire un foncteur £ : Sav — Qp, adjoint a gauche du précédent.

Etant fixée une signature ¥, on procéde par étapes. Intuitivement, les éléments de
Y(m, n) contiennent les opérateurs de base de la catégorie cherchée, celle-ci étant compo-
sée de tous les opérateurs que 1’on peut obtenir par compositions et juxtapositions finies de
ces briques élémentaires. On peut toujours garder a I'esprit la vision diagrammes/circuits
et, ainsi, considérer les fleches de ¥ comme des composants éléctroniques, chacun ayant
un certain nombre d’entrées et de sorties; on suppose que I'on dispose d’un stock inépui-
sable de ces derniers ; les fléches de 'opérade libre sont alors tous les circuits que ’on peut
construire avec ces composants élémentaires, dans le plan et sans chevauchement de fil.

Revenons & une approche plus formelle. On commence par associer 4 ¥ la signature
dont les fleches sont tous les triplets (p, ¢, ¢), ot p et ¢ sont des entiers naturels et ¢ est
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une fléche de X. Les applications source et but y sont définies par :

s(p, e, q) =p+s(p)+q et tp,,9) =p+tle)+gq.

On note, plus simplement, pRp®q au lieu de (p, ¢, ¢) avec les conventions ¢ = 0Q¢R0,
PR pPp=pR¢eR0et p®q=0Q ¢ q. Cette signature contient tous les diagrammes
obtenus en rajoutant des fils verticaux de chaque coté des diagrammes élémentaires de ..

Ayant construit cette signature ¥, on pose LY la catégorie présentée par le graphe
générateur X et soumise aux relations élémentaires d’échange :

(k+n+i@yel)o(k®@pe(i+p+l)) = (k®pe(i+q+i))o((k+m+1) @Y ®I),

pour tous entiers m,n,p,q, k,l,i et toutes fleches ¢ € X(m,n) et ¥ € X(p, q). Cette
relation, qui va engendrer celle d’échange, nous permet de déplacer, verticalement et
I’'un par rapport a ’autre, deux composants élémentaires qui ne sont pas branchés I'un
al’autre : la figure 3.2 montre cette opération, effectuée sur les diagrammes correspondant.

F1G. 3.2 — Relation d’échange, illustrée par des diagrammes.

I1 ne reste plus qu’a définir le produit ® sur toutes les fléeches de LY. Si f € L3(m, n)
telle que

=k ®@er®@qr)o---0(p1 ®@p1 @q)

avec les ¢; dans X et les p; et ¢; dans N, alors, pour tous m,n € N, on pose :

{m®f=((m+pk)®s0k®qk)o---°((m+p1)®<ﬂ1®ql)
fON=pr®wr @ (gr+n))o---0(p1®p1 ®(q1 +n))

Alors, pour f € LX(m,n) et g € LX(p,q), on définit f ® g comme la fleche de
L(m + p,n + ¢) donnée par :

f®g=n®g)o(f®p).

On vérifie la proposition suivante :
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Proposition 3.1. Pour toute signature X2, LY. est une opérade et [’application L s’étend
en un foncteur San — Qp qui est adjoint a gauche du foncteur oubli U : Qp — San. De
maniére équivalente, st i est le monomorphisme de signatures canonique de ¥ dans ULY,
le couple (LX,1) est solution du probléme universel d’opérade libre engendrée par X :

pour tout couple (C, F') ot C est une opérade et F' : ¥ —» UC est un mor-
phisme de signatures, il existe un unique morphisme d’opérades F : LY — C
tel que le diagramme

St yYLy

58 Jur

uc

commaute.

Démonstration. 11 faut, dans un premier temps, vérifier que £ est une opérade. Par
construction, il s’agit d'une petite catégorie dont les objets sont les entiers naturels. Il
faut vérifier que m ® f ® n ne dépend pas de la décomposition de f en fléches de 3,
c’est-a-dire que, pour tous entiers m,n,p,q,k,l,i,7,s et toutes fleches ¢ € ¥(m,n) et
Y €X(pq) :

re ((k+n+iepelo(kops(i+p+l))®s
= 10 (k@po(+g+D))o(k+m+) @Y L)) ®s

Cela ne pose aucun probléme : on commence par distribuer 7 et s dans chaque membre
de ’égalité & vérifier, qui devient équivalente a la relation élémentaire d’échange, dans la-
quelle on a remplacé k par r + k et [ par [ + s.

On doit voir que le produit ® défini sur les fleches de LY est (issu d’)un produit
monoidal sur LY. On étend ® aux objets en posant m®n = m+n. Alors, si f € LY (m,n)
et g € LX(p, q) :

s(f®g)=s((n®g)o(f®@p))
=s(f®p)
=m-+p
= s(f) ®@s(g)-

On vérifie de méme que ¢(f ® g) = t(f) ® t(g). De plus, pour toute fleche f de L3,
fe0=0® f="f.
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Il ne reste plus qu’a vérifier la relation d’échange. Prenons deux fléches :

{f:(ki®€0i®li)o"'°(k1®g01®11) m—n
g=(rj®yP;®sj)o -0 (n@YP:®@s1):p—¢
On pose, pour tout u, m, = k,+5(y) +1y €t ¢, = ry+t(1y) + $y. On a, par récurrence
sur ¢ et j :
(n®g)o(f®p) =((n+7;)@¢P; ®s5)0---o((n+71) @Y1 ®s1)
o(ki®pi®(li+p))o-o(ki®p1®(l+p))
=((n+7;))®@1; ®@sj)0---0((n+72) @1h @ s2)
o (ki ® i ® (Ii + q1)) o ((mi +11) ® Y1 ® 51)
o(ki1®@pi1®(li1+p))o---0(ki®p1® (L +p))

=ki®pi®(li+q))o---o(ki®p1® (I +q))
o((m+r)®@¢Y;®sj)o---o((m+71) QY Q s1)
=(f®q)o(m®yg).
Ensuite, on doit construire, pour toute opérade C et tout morphisme de signatures
F ¥ — UC, une extension F': LY — C qui est un morphisme d’opérades et montrer
qu’il est entiérement déterminé par ses valeurs sur les fléches de . Soit f une fléche

de LY avec f = f, 0---0 f; une décomposition en fleches de 3. Si G : LY — C est un
morphisme d’opérades, il doit vérifier :

G(f) =G(fe) o--- 0 G(f1).

Or son comportement sur les fléches de 3 est lui aussi imposé; si f est une fleche de &
avec f = p® ¢ ® g, on a nécessairement :

G(f)=pr®G(p) ®q.

Donc un tel morphisme G, s’il existe, est entiérement déterminé par ses valeurs sur les
fléches de . On étend alors F' en F': LY — C par étapes. On commence par :

FpRe®q =p®F(p) ®q

pour toute fleche p ® p ® ¢ de Y. Puis, si f = fyo0---0 f; est une fleche de LY
décomposée en fléches de X, on pose :

F(f)=F(fx)o---0F(f).

Il ne reste plus qu’a montrer que F est un morphisme d’opérades, ce qui ne pose pas
de probléme. &

En vertu de ce résultat et pour toute signature ., on appelle LY ’opérade libre en-
gendrée par ..
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3.2.3 Limites et colimites dans les catégories des signatures et
des opérades

Le but de ce paragraphe est de montrer que Sav et OQp sont finiement complétes et
cocomplétes, c’est-a-dire qu’elles possédent toutes les limites et colimites finies. 1l s’agit
juste de s’assurer que les constructions a venir son bien définies; & ce titre, ce paragraphe
n’est pas indispensable & la compréhension et ne rappelle pas les notions utilisées : on
renvoie a [ML98| pour un complément d’information. Les vérifications sont longues mais
ne posent aucun probléme et sont donc omises.

On utilise les critéres suivants :

Proposition 3.2. Une catégorie est finiement compléte (resp. cocompléte) si et seule-
ment si elle posséde tous les produits (resp. coproduits) finis et tous les égalisateurs (resp.
coégalisateurs). De plus, une catégorie posséde tous les produits (resp. coproduits) finis
si et seulement si elle posséde un objet terminal (resp. initial) et tous les produits (resp.
coproduits) binaires.

Commencons par la catégorie des signatures. De maniére équivalente, on peut la voir
comme la catégorie des familles d’ensembles indexées par un couple d’entiers ou comme
la catégorie des foncteurs allant de la catégorie discréte N x N vers celle des ensembles.
A ce titre, les limites et colimites de la catégorie des signatures sont calculées point par
point & partir de celles de la catégorie des ensembles.

On obtient ainsi que 'objet terminal de San est la signature [ possédant une et une
seule flecche m — n pour tous m,n € N. Son objet initial est la signature () n’ayant
aucune fléche.

Le produit dans Sav est défini comme suit. Soient 3 et (2 deux signatures. Leur produit
est la signature 3 x ) définie par :

Y x Q(m,n) = X(m,n) x Q(m,n).

En d’autres termes, les fleches m — n de ¥ x Q sont les couples (f, g) on f € 3(m,n)
et g € Q(m,n). Les projections sont les morphismes de signatures donnés par :

(frg)—f et (f,9)r—g.

Le coproduit de deux signatures X et 2 est donné par :
LI Q(m,n) = X(m,n) L Q(m,n).

Les morphismes associés sont les inclusions de chaque ensemble ¥(m,n) et Q(m,n)
dans la réunion disjointe ¥(m,n) I1Q(m,n). Ainsi, une fleche de LI Q(m, n) est soit une
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fleche de X(m, n), soit une fléche de Q(m,n).

Soient X et 2 deux signatures et F,G : ¥ — ) deux morphismes. L’égalisateur de F’
et G est le couple (O, H) ou © est la signature donnée par :

O(m,n) ={f € X(m,n) : F(f) = G(f)}

et H est induit par les inclusions de chaque ©(m,n) dans ¥(m,n).

Enfin, avec les mémes notations, le coégalisateur de F' et G est donné comme le couple
(2, K) ou = est la signature donnée par :

E(m,n) = Q(m,n)/ ~ (m,n).

On a noté ~ (m,n) la relation d’équivalence sur 1’ensemble Q(m,n) engendrée par
la partie {(F(f),G(f)) : f € X(m,n)}. Le morphisme H : Q@ — = est induit par les
projections canoniques de 2(m,n) sur Z(m, n).

On a ainsi obtenu :

Proposition 3.3. La catégorie San des signatures est finiement compléte et cocompléte.

Pour la catégorie des opérades, si les limites sont faciles & construire, les colimites le

sont moins.

L’objet terminal de la catégorie des opérades est la signature [] contenant une unique
fleche OO : m — n pour chaque couple (m,n) d’entiers, que ’on munit de la structure
suivante :

Doy =07, Ore=0r n=0.

L’opérade initiale est celle qui ne contient que des identités : il s’agit de L), avec ()
la signature initiale, c’est-a-dire la signature ne possédant aucune fleche. Il n’y a aucune
autre composition possible dans £ que celle d’une identité n avec elle-méme, qui vérifie
nécessairement n on = n. Le produit de m et de n, quant a lui, doit étre m ® n = m + n,
par définition de la structure d’opérade.

Le produit de deux opérades C et D est encore défini composante par composante :
C x D(m,n) = C(m,n) x D(m,n).
La structure d’opérade de C x I est donnée par :

(h,k)o(f,9) = (ho fkog), (f,g9)®(hk)=(f®h,g®k), n=(nn).
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Enfin, les projections sont (f,g) — f et (f,g) — ¢, qui sont, par construction,
compatibles avec la structure d’opérade.

Le coproduit de deux opérades C et D est plus complexe : on cherche la plus petite
opérade qui contienne a la fois C et D. Pour I'obtenir, on consideére les signatures UC et YD
sous-jacentes a C et a D. On construit le coproduit UCLLUD de ces deux signatures puis on
applique a ce coproduit le foncteur opérade libre. On oublie alors la structure monoidale
de LIUCIIUD) pour la voir comme une petite catégorie. Sur cette derniére, on construit
la congruence ~ engendré par les familles suivantes de relations, indexées par les couples
(h, k) de fléches de LUCIIUD) :

gof)®k~h® (goc f)®k pour toutes fléches composables f et g de C;
gof)®k~h® (gop f)®k pour toutes fléches composables f et g de D ;
fR®)Rk~h® (f®cg)®k  pour toutes fleches f et g de C;
h@(fRg)k~h® (fRpg) @k pour toutes fléches f et g de D ;
(h®n®k>~h®nc®k>~h®np®Fk pour tout entier n.

h® (
he (
S h®(

On a noté o¢, ®¢ et nc les opérations et unités de C, op, Rp et np celles de D et o, ®
et n celles de L(IUC ITUD). On définit alors la petite catégorie C II D comme le quotient
suivant, pris dans la catégorie Cat des petites catégories :

CID = LUCIUD)/ ~ .

I1 faut encore montrer que le foncteur ® obtenu sur L(UC ITUD) passe au quotient
par ~, ce qui découle de la construction de cette relation : la catégorie CIID est donc une
opérade. Il ne reste plus qu’a définir les morphismes associés au coproduit : par construc-
tion, chaque fleche de C et chaque fleche de D est une fleche de L(UC I D). Le quotient
par =~ nous assure que ces inclusions sont des morphismes d’opérades.

On notera que, dans le cas ot C = LY et D = L) sont deux opérades libres, leur
coproduit est isomorphe a £L(X II Q).

Soient C et D des opérades et F,G : C — D des morphismes d’opérades. On cherche
I’égalisateur de F' et G. On définit une sous-signature £ de /C en posant, pour chaque
couple (m,n) d’entiers :

E(m,n) = {f € Cm,n) : F(f) = G(f)}.
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On veut montrer que E est une sous-opérade de C, c’est-a-dire que la signature E
contient les identités de C et qu’elle est stable par composition et produit. Comme F' et G
sont des morphismes d’opérades, on a les relations suivantes :

- Pour tout entier n, F(n) = n = G(n).
- Si f € E(m,n) et g € E(n,p), alors :

F(go f)=F(g)o F(f) =G(g9) o G(f) =G(gof).
- Si f € E(m,n) et g € E(p, q), alors :
F(f®g)=F(f)®F(9) =G(f) ®G(9) =G(f ®9).

Ainsi, E est une opérade. On pose alors H l'inclusion de E dans C qui est nécessai-
rement un morphisme d’opérades. On peut alors vérifier que le couple (E, H) est bien
I’égalisateur de F' et G.

On considére toujours deux opérades C et I, ainsi que deux morphismes d’opérades
F,G : C — D. On cherche a présent le coégalisateur de F' et G. On commence par
oublier la structure monoidale de ’opérade D afin de la voir comme une petite categorie.
On définit ensuite, sur les fléeches de cette derniére, la congruence ~ engendrée par la
famille suivante de relations, indexée par les couples (h, k) de fleches de D :

h@F(f)©k>~h®G(f)®F,

pour toute fleche f de C. On définit la petite catégorie F comme le quotient dans Cat
de D par ~. On vérifie que, par construction de ~, le foncteur ® passe au quotient et
munit ainsi F d’une structure d’opérades. De plus, le quotient dans Cat nous donne un
foncteur K : D — T qui, toujours par définition de ~, est compatible avec le produit
monoidal. Le coégalisateur de F' et G est le couple (F, K).

On a donc obtenu :

Proposition 3.4. La catégorie Op des opérades est finiement compléte et cocompléte.

3.2.4 Opérade quotient.

Ici, on va décrire le pendant opéradique du quotient d’un monoide par des relations :
on se donne des régles, c’est-a-dire des couples de fléeches paralléles, que 'on veut éga-
liser dans 1’opérade choisie. Comme pour les monoides, il faut construire la congruence
engendrée par ces relations, pour que le quotient ait toujours une structure de catégorie
monoidale.
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Soient C une opérade et R une famille de couples de fléches paralléles de C, c’est-a-dire
que ’on se donne, pour tout couple (m,n) d’entiers, une partie R(m,n) de C(m,n)? : en
particulier, R est une signature.

Les fleches de R étant des couples de fleches de C, on a les projections canoniques
m,Te : R — UC. En utilisant la propriété universelle de l'opérade libre engendrée par
la signature R, on en déduit des morphismes d’opérades, 7,75 : LR — C qui étendent
de maniére unique 7 et Ty & LR.

On appelle alors opérade quotient de C par R, et on note (C/R, ), le coégalisateur
de 1 et 9.

Dans une formulation plus constructive, 'opérade C/R posséde comme fléches de m
dans n les classes d’équivalence de fléches de C(m,n) modulo =z .., = (R(m,n))"".

On vérifie la proposition suivante :

Proposition 3.5. Soient C une opérade et R un ensemble de relations sur les fleches
paralléles de C. Alors C/R est une opérade et, pour tout couple (f,g) de R, on a w(f) =
7(g) ; de plus, le couple (C/R, ) est universel pour ces propriétés, c’est-a-dire que [’on
a:

pour toute opérade I et tout morphisme d’opérades ® : C — D tel que, pour
tout couple (f,g) de R, on a ®(f) = ®(g), il ezriste une unique morphisme
d’opérades ¥ : C/R — D tel que le diagramme

C—~C/R

& Jus

D

commaute.
Donnons quelques exemples de présentations :

Exemples.

1) Ona A ~ L{u:2—1;7:0 — 1}/R, ou R est composée des trois relations :

po(p®1l)=po(l®u)
po(n®1l)=1
po(l®n)=1.
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88

En effet, on sait que A est engendrée, en tant que catégorie, par les familles de faces
0 :mn—n+1,n>0et1l<3<n+1, et de dégénérescences o} : n+1 — n,
n>1et 1 <i<n, avec les définitions suivantes :

i sig<i i sij<i
51'(]):{. R . ¢ Uz‘(J):{. L

j+1 sij>i j—1 sij>u.

Ces opérations sont soumises aux relations suivantes :

(67t ogn =60t odh  sii <

Jj+1
oy oo"“-a oa;zjfll sit<j
<ooan:5nloa;f sii<j
orodl=n sit=jout=7j+1

o7 od" ="t oo} losii> g+ 1.

Si on pose n = Y et = of, on vérifie facilement que :
P =(-1)@n@n+1—19) et of=(G-1)@u® [n—i.

Donc A est engendrée par n: 0 — 1 et p: 2 — 1. Quant aux relations, elles sont
presque toutes automatiques, sauf les trois familles suivantes :

0. Oo.n—H _0_ oo_:z_|:|—11

n
olod=n

n n J—
oo 0y = n.
Enfin, ces trois familles sont respectivement équivalentes aux trois relations :

po(p®1)=po(l®u)
po(n®1l)y=1
po(l®n)=1.

L’opérade A est donc a la fois celle des monoides et celle des objets simpliciaux
(augmentés) :

- Les A-algébres d’une catégorie monoidale C sont les monoides de la catégorie C
- comme nous le verrons plus loin, si C est une opérade, une C-algébre dans C
est un foncteur C — C qui préserve les produits. Par exemple, les A-algébres
de Ens sont les monoides, celles de kVEcT sont les k-algébres, celles de Az (la
catégorie des groupes abéliens) sont les anneaux.
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- Les foncteurs contravariants de A dans une catégorie C sont les objets simpli-
ciaux (augmentés) de C. En particulier, les préfaisceaux de A sont les ensembles
simpliciaux (augmentés) - un préfaisceau d’une petite catégorie A est un fonc-
teur A? — Ens.

Nous verrons, au chapitre 5 la version symétrique de A, a savoir 'opérade F dont
la catégorie duale, F°, est souvent appelée opérade des ensembles finis.

On peut effectuer exactement le méme traitement avec I'opérade des objets cu-
biques avec connections, comme définis dans [BH81|, pour montrer qu’elle coincide
avec 'opérade des treillis booléens. Ces liens pour le moins surprenant entre objets
algébriques et objets cubiques devront étre explorés dans des travaux futurs; en
particulier, celui entre les objets cubiques et les treillis pourrait permettre un ana-
logue cubique & la construction par Burroni des orientaux de Street par application
successive d’une monade particuliére (un cone) sur la catégorie des w-catégorie, en
commencant avec le vide : en effet, la structure simpliciale des objets est donnée
par la structure de monoide (dans une catégorie d’endomorphismes) de la monade;;
on obtiendrait une structure cubique en remplacant la monade par une "treillade",
c’est-a-dire un treillis (booléen) dans la méme catégorie d’endomorphismes.

Toute structure équationnelle, c’est-a-dire toute structure donnée par opérations
(définies partout) et relations donne lieu & une présentation d’opérade. Par exemple,
lopérade des groupes quantiques/algebres de Hopf est présentée par la signature :

g

n 1
0—<€_>1<_6—>23T

Et les relations :
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(0®1)o7=(1Q7T)o(T®1)0(1R);
(e®@1l)oT=1Q®¢;
(s) To(o®1l)=(1®0c)or.

Les générateurs s’interprétent comme suit : p est le produit,  son unité, § le copro-
duit, € sa colinité, o I’antipode ou inverse et 7 est un opérateur de symétrie. Quant
aux relations, elles nous assurent que : (i, 7n) est un(e structure de) monoide (rela-
tions a, b et ¢), (d,¢) est un comonoide (d, e et f), u et n sont des morphismes de
comonoides et § et £ des morphismes de monoides (g, h, i et j) et o est un antipode

(k et 1). Les relations m a s assurent seulement que 'opérade est symétrique, ce qui
est nécessaire pour écrire la relation g.

Notons que cette opérade contient le produit de Kronecker (voir [Sch72|) des opé-
rades symétriques A et A’; c’est d’ailleurs de cette construction que proviennent les
relations de compatibilité g a j.

On peut aussi présenter I'opérade symétrique & avec un générateur 7 : 2 — 2, qui
représente la transposition de deux éléments, et deux relations :

(a) ToT =2;

(b) (T®1)o(1®7)o(t®1)=(1®7)0o(T®1)0(1®7).
Pour I'opérade *B des tresses, on prend deux générateurs o,0* : 2 — 2, représentant
les deux croisements possibles de deux brins, soumis aux relations :

(a) o* o0 =2;

(b) coo* =2;

(c) (6®1)o(1®0)o(c®1)=(1®0c)o(c®1)o(1®0);
On peut aussi décrire des structures algébriques & plusieurs sortes; pour exemple,
l'opérade des actions de monoides : ses algébres dans Ens sont les couples (M, X)

ou M est un monoide et X un ensemble sur lequel M agit & gauche. Cette opérade
posséde deux couleurs, notées m et x, est engendrée par trois opérateurs :

pimxXm—m
Nk —m
a:mXxXx— .
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Le produit du monoide est y, 7 son unité et o son action. Le tout est soumis aux
relations suivantes, les trois premiéres exprimant que (u,7) est un monoide et les
deux autres que « est bien une action compatible avec (i, 7) :

(@) po(p®m)=po(meu);

(b) po(n®@m)=m;
(c) po(m®n)=m;
(d) ao(m®a)=ac(p@);
(€) ac(n®a) =

Notons que les algébres sur cette opérades réalisées dans la catégorie des groupes
abéliens sont les couples constitués d’'un anneau et d’'un module sur cet anneau.
Notons aussi que cette opérade contient A : on a une injection donnée par 1 — m
et u— u, n—n.

7) Terminons avec 'opérade dont les fleches sont exactement les enchevétrements orien-
tés (monochromes, mais on peut généraliser sans probléme). Cette opérade, bicolore
de couleurs notées 1 et 1*, est engendrée par les douze générateurs suivants, ot ’on
utilise la notation (1*)* =1 :

Toy Toy - T®Y —> y®x  pour tous z,y € {1,1*}
Ne:x*®@x — 0 pour tout z € {1,1*}
Yo: 00—z ®z* pour tout z € {1,1*}.

Les relations sont au nombre de 32 :

a) 72 o7l =1 ®y pour tous z,y € {1,1*};
yz © Tay

b) 7t o712 =2 ®vy pour tous z,y € {1,1*};
yz © Tay

(€) (2@ Tyy) o (r, ®Yy)o(z®7y,) = (1,, ®2) 0 (y @ T,,) © (75, ® 2) pour tous
z,y,z € {1,1*};
(d) (x ®ng)o (1, ®x) =z pour tout z € {1,1*};
(e) (nx ® z*) o (z* ® v,) = «* pour tout z € {1,1*};
) n - = Mg+ pour tout x € {1,1*};
(g) Tl 09z = Yu~ pour tout x € {1,1*};
(h) (. ®@y) o (z @ 7ype) © (7, ® ) = y ® N, pour tous z,y € {1,1°};
(i) (r, ®2*) 0 (z®Tpy) 0 (1 ®Y) =y ® 7 pour tous z,y € {1,1*}.
Notons que cette présentation n’est pas minimale : par exemple, les relations (f) et

(g) nous assurent que les générateurs 7+ et y;« sont superflus. Le paragraphe suivant
introduit les notions de la réécriture sur les opérades; cependant, en imaginant ce
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que peut étre la convergence d’une telle présentation, une des questions majeures
concernant les entrelacs est de résoudre le probléme de mots pour de tels objets :
en particulier, on ne sait pas s’il existe ou non une présentation convergente de
I'opérade des enchevétrements orientés. On ne sait d’ailleurs pas non plus répondre
a la méme question concernant l'opérade B des tresses, pourtant plus simple.

3.3 Présentations d’opérades

On vient de voir une approche algébrique traditionnelle de ce que peuvent étre des
relations sur une opérade : on les voit comme des égalités entre fleches sans se préoccu-
per d’une quelconque orientation des égalités. On va maintenant imiter ce qui a été fait
précédemment sur les monoides pour définir toutes les notions de la réécriture dans ce
cadre.

3.3.1 Modules sur une opérade

Comme dans le cas des monoides, on introduit une notion de modules sur une opérade
permettant de définir ce que sont les relations de réduction sur une opérade. Notons que
la structure retenue parait arbitraire ; cependant il est impossible d’en choisir une autre :
un cadre unifié pour la réécriture apportera certainement une explication a ce fait.

Un monoide est un ensemble muni d’une opération binaire, le produit, vérifiant cer-
taines relations; on a vu qu’un module sur un monoide est un ensemble muni d’actions
dérivées du produit et vérifiant des relations issues de l’associativité et des neutralités
a gauche et a droite. Une opérade est une signature munie de deux opérations, la com-
position et le produit, toutes deux vérifiant des relations d’associativité et d’unité. Un
module sur une telle catégorie sera donc une signature munie d’actions dérivées de ces
deux opérations et vérifiant des relations similaires.

Définition. Soit C une opérade. Un C-module est une signature ¥ munie de quatre
familles d’applications :

1. précompositions :

C(m,n) x X(n,p) — X(m, p)
(f,9) —rgof

2. postcompositions :

Y(m,n) x C(n,p) — X(m, p)
(f,9)—rgof
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3. produits a gauche :

C(m,n) x X(p,q) — L(m +p,n+q)
(f,o)— f®g

4. produits a droite :

Y(m,n) x C(p,q) — Z(m+ p,n+q)
(f,9)— f®yg

vérifiant les relations suivantes :

- associativité des compositions : (hog)o f = ho(go f) pour toutes fléches h de ¥
et f,gde Coug,hde Cet fdeX et possédant des sources et buts compatibles ;

- unités pour les compositions : no f = f om = f pour toute fleche f € X(m,n);

- associativité des produits : (f ® g) ® h = f ® (¢ ® h) pour toutes fleches f,g de C
et hde Y ou f de ¥ et g, h de C;

- unités pour les produits : 0® f = f ® 0 = f pour toute fléeche f de X.

Un morphisme de C-modules est un morphisme de signatures qui est compatible avec
la structure. Les C-modules et leurs morphismes forment une catégorie notée C-Mon. ¢

L’exemple essentiel ici est celui du C-module diagonal, noté C?. Ses fléches sont les
couples de fleches paralléles de C :

C?(m,n) = C(m,n) x C(m,n).

93



3. Présentations d'opérades

Les quatre actions de C sur C? sont :

1. précomposition : si f € C(m,n) et (g, h) € C*(n,p), on pose
(g;h)o f=(g0 f,hof);

2. postcomposition : si (g, h) € C*(m,n) et f € C(n,p), on pose
folgh)=(fog,foh);

3. produit & gauche : si f € C(m,n) et (g,h) € C*(p,q), on pose
f®(g,h)=(f®g,f@h);

4. produit a droite : si (g,h) € C*(m,n) et f € C(p,q), on pose
(ghef=(®f,hef)

Ce module diagonal nous permet de définir les notions de relation/régle de réécriture
et d’idéal /relation de réduction sur une opérade :

Définition. Soit C une opérade. Une relation ou régle de réécriture sur C est un élément
du C-module diagonal, c’est-a-dire un couple de fleches paralléles de C. Si M est un C-
module, un sous-C-module de M est une sous-signature de la signature (sous-jacente a) M
qui est stable pour les quatre opérations de C-module de M. Un sous-C-module du module
diagonal est appelé idéal de C ou relation de réduction sur C. ¢

3.3.2 Idéal engendré par une famille de relations

Dans une opérade C, on veut associer un idéal (R) =—, a une famille R de relations.
Une premiére possibilité est de considérer R comme une relation binaire sur les fléches
paralléles de C. On définit alors —; comme la plus petite relation binaire sur C qui est
compatible avec la structure d’opérade, c’est-a-dire avec la composition (des deux cotés)
et avec le produit (des deux cotés). Cependant, on préférera, comme pour les monoides,
construire I’idéal engendré par une sous-signature du C-module diagonal ; la construction
est identique en essence, c’est le point de vue adopté qui différe.

Soient C une opérade et R une sous-signature du C-module diagonal C?. Intuitive-
ment, 'idéal de C engendré par R, noté (R) ou —5 est obtenu ainsi : ses fleches sont
toutes celles que ’on peut construire en partant d’une fleche de R (c’est-a-dire un couple

de fleches de C) et en lui superposant (composition) et juxtaposant (produit) un nombre
fini de fléches de C.
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On définit (R)(m,n) comme ’ensemble des couples (f, g) de fleches de C(m,n) telles
qu'il existe p,q,4,7,7,7' € N, a € R(p,q), v € Clm,i +p + j), ha € C(i' +q + j'),
ki1 € C(i,i") et ko € C(4, ;') qui satisfont :

(f,9) = hoo (k1 @ a® ks) o hy.
On vérifie :
Proposition 3.6. La sous-signature (R) de C? est le plus petit idéal de C contenant R.

Démonstration. On vérifie d’abord que (R) est un idéal de C, c’est-a-dire que (R) est
stable pour les quatre actions diagonales de C sur C?. Pour les compositions, c’est évident
pour les produits, par exemple a gauche :

k®<h20(k1®a®k2)oh1) — (t(k) @ h) o (k@ ki ® a® ky) o (5(k) ® ha).

Supposons que I soit un idéal de C contenant R et que (f,g) € (R). La décomposition
de (f, g) donnée par la définition de (R) dit que (f,g) est obtenu & partir d’une fleche «
de R par produits et compositions avec des fléches de C. Le fait que I soit un idéal de C
contenant R nous assure alors que (f,g) € 1. O

On appelle (R) =—x 'idéal de C engendré par R ou la relation de réduction sur C
engendrée par R. On peut alors définir la notion essentielle de ce travail :

Définition. Une présentation d’opérade est un couple (X, R) composé d’une signature X
et d’'une sous-signature R du module diagonal associé & ’opérade libre £Y engendrée
par Y.

L’ARS associé a une telle présentation est le couple (F1 LY, FI(R)) formé de ’ensemble
des fleches de £ et de la relation binaire sous-jacente a 1’'idéal de £ engendré par R.

On dit qu’'une présentation d’opérade termine, qu’elle est confluente, etc. si son ARS
associé posséde la méme propriété. Dans le cas ou (X, R) est convergente, on note R(f)
I’'unique forme normale d’une fléche f de C. ¢

3.4 Contextes et construction alternative de I’'idéal en-
gendré par des relations

Dans le cas des monoides, les contextes sont des éléments du module libre engendré
par un singleton. Nous allons calquer cette construction pour définir les contextes sur
une opérade. Dans un premier temps, nous allons construire le module libre engendré
par une signature, puis nous verrons quelle signature prendre comme génératrice pour les
contextes, ainsi que l'interprétation des relations de réduction que ’on peut en déduire.
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3.4.1 Module libre engendré par une signature

Soient C une opérade et > une signature. Intuitivement, les fleches du C-module
libre engendré par X vont étre obtenues en partant d’une fléche de ¥ et en rajoutant
formellement des fléches de C par produit et composition. Cependant, les relations de
compatibilité que ’on va exiger entre les actions de C font que I'on peut se contenter de
ne faire le produit que par des identités.

On définit C¥ comme la signature suivante :
csmn) = (] Clmi+p+i)xSp,0) x Cli+a+in) /=~
P,¢56,j €N

dont un élément (g, f,h) est noté ho (i ® f ® j) o g avec les 7,5 adéquats et ou ~
est la relation d’équivalence engendrée par les relations élémentaires d’échanges pour les
modules :

ho(j®f@) o ((kepek)og)
:(ho(k@q@k’)) o(i®f®i)og

pour tous m, n,p,q, 1,7, j,j' €N, f € X(p,q), g € C(m,i +p+1'), h € C(j + ¢+ j'),
k € C(i,j) et k' € C(i,5"). La figure 3.3 illustre I'opération correspondante a I’aide de
diagrammes.

F1G. 3.3 — Relation d’échange pour les modules, illustrée par des diagrammes.

On munit cette signature des opérations désirées :

1. précomposition : si k € C(m,n) et (ho (i® f ® j) o g) € CE(n,p), on pose

(ho(i® f®j)og)ok=ho(i® f®])o(gok);
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2. postcomposition : si (ho (i® f ® j) o g) € CE(m,n) et k € C(n, p), on pose
ko(ho(i® f®j)og)=(koh)o(i® f®j)og;

3. produit & gauche : si k € C(m,n) et (ho(i@f@j)og) € CX(p,q), on pose
k@ (ho(i®@f®j)og)=(n®h)o((n+i)®f®j)o(k®g);

4. produit & droite : si (ho (i ® f ® j) o g) € CE(m,n) et k € C(p,q), on pose
(ho(i®f®j)og)@k=(h@q)o(i®f®(i+0)o(g®Hk).

On doit vérifier que :

Proposition 3.7. La signature C¥X munie de ces opérations est un C-module. De plus,
Papplication X —— CX s’étend en un foncteur Sav — C-Maobp qui est adjoint & gauche
du foncteur oubli U : C-Mobp — San. Autrement dit, pour toute signature X, le couple
(CX,4), oui: X — UCKE est Uapplication qui envoie f € X(m,n) surno(0® fQ0)om,
est solution du probléme universel suivant :

pour tout C-module M et tout morphisme de signatures ¢ : ¥ — UM, il existe
un unique morphisme de C-modules 1 : C¥ — M tel que le diagramme

> — > UCY

L

UM

commute.

Démonstration. Pour vérifier que CY est un C-module, on constate facilement que les
quatre actions définies passent au quotient par la relation d’équivalence ~ utilisée lors
de la construction de CX. Maintenant, soient M un C-module et ¢ : ¥ — UM un
morphisme de signatures. On définit 1 par :

P(ho(i® f®j)og)=ho(i®p(f)®j)oy.

Il est clair que ’on construit ainsi un morphisme de CG-modules 9 : C¥ — M qui
étend . Or, tout morphisme w : C¥ — M est entiérement déterminé par ses valeurs sur
les fleches de X puisqu’il vérifie forcément :

who(i® f®j)og)=ho(i®uw(f)®j)og.

Ceci prouve que 1) est unique. &
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3.4.2 Contextes sur une opérade

Pour un monoide M (un ensemble avec structure), nous avons défini les contextes
comme les éléments du M-module libre engendré par {{J}, un ensemble réduit a un élé-
ment. Or, un tel ensemble est un objet terminal de la catégorie des ensembles, c’est-a-dire
que, pour tout ensemble X, il existe une unique application X — {J}.

Ceci donne l'intuition pour définir les contextes sur une opérade - une signature avec
structure. Tout d’abord, rappelons quel est 'objet terminal de la catégorie des signatures,
c’est-a-dire la signature [ telle que, pour toute signature 3, il existe un unique morphisme
de signatures > — [ :

Rappel. On appelle signature terminale la signature notée O et définie par : O(m, n) est
un ensemble & un élément pour tous m et n. Cet élément est noté [17".

On peut alors définir les contextes :

Définition. Soit C une opérade. Un contexte sur C est une fleche du C-module libre
engendré par [1. Sa walence externe est le couple formé par sa source et son but. On
note CC le C-module des contextes sur C. ¢

En considérant la construction de CC, on voit que tout contexte est obtenu a partir
d’'un O, unique pour chaque contexte. Pour un contexte obtenu a partir de LI, on
appelle valence interne le couple (m,n). On note CC(m, n;p, q) 'ensemble des contextes
de valence interne (m,n) et de valence externe (p,q). D’aprés la construction de CC, un

tel contexte C est de la forme :
ho(ix O™ x j)og,

avec g € C(p,i + m+j) et h € C(i + n + 7,q). Notons que les fleches g et h ne sont
déterminées qu’aux relations d’échange pres.

Ceci étant noté, on peut définir ’action d’un contexte C' € CC(m, n;p, q) sur les fléches
de C. Cette action n’est toutefois pas définie partout; on choisit g et h des fléches de C

ainsi que 7 et j des entiers tels que C' = ho (i x O X j) o g et on pose :

C[-] : €(m,n) — C(p,q)
f—Clf]=hyo(i® f®])o0hi.
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On doit tout de méme vérifier que c’est bien défini, ¢’est-a-dire que la valeur de C[f]
est indépendante des g, h, 7, j choisis. Cela revient a constater que :

Wo(i®f®j)og =ho(i®f®j)og
deés que :
ho('@0®j')og ~ho(1®@O®j)og.
Or, d’aprés la définition de ~, il est équivalent de voir que :

Lemme 3.8. Pour tous m,n,p,q,i,7,5,7 € N, f € C(p,q), g € Clm,i + p + j),
heC@' +q+j,n), ki € C(i,i') et ko € C(4,5'), on a :

ho(l® f®)o ((h @pek)og)
= (ho(k1®q®k2))o(i®f®j)°g-

Démonstration. C’est une conséquence de la relation de compatibilité entre le produit et
la composition sur C :

(h®@k)o(f®g)=(hof)®(kog)
pour toutes fléches f, g, h, k de C vérifiant t(f) = s(h) et t(g) = s(k). &

On garde la méme intuition que pour 'action d’un contexte sur un monoide : on
obtient bien C[f] en remplagant, dans C, le symbole 0" par f. On remarque aussi que
les contextes se composent, a condition de vérifier certaines conditions de valence : si C
et D sont deux contextes, on peut définir C' o D si la valence externe de D et la valence
interne de C' sont égales. Cette composition munit CC d’une structure de catégorie qui
agit a gauche sur la signature sous-jacente a C.

Remarque. Comme dans le cas des monoides, on pourrait définir des n-contextes pour
tout n. On s’apercevrait que tous ces contextes s’organisent en une structure qui rappelle
encore l'opérade (classique) des petits cubes.

Les C-contextes fournissent encore une autre interprétation des idéaux de C, en notant
que l'action d’un contexte C' de valence interne (m,n) s’étend diagonalement a C*(m, n)

par C(a) = (C(s(e)), C(t(a))) :

Proposition 3.9. Soient C une opérade et R une partie de C?. Les flecches m — n de
lidéal de C engendré par R sont exactement les fleches de la forme Cla] ot o € R(p, q)
et C € CC(p,q;m,n).
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Démonstration. Soit (f,g) € C(m,n) telles que (f,g) € (R). Par construction de (R), il
existe des entiers p et ¢, une régle o € R(p, q) et des fleches hy, hy, k1, ko de C telles que :

(fag):hQO(]ﬁ@a@kg)Ohl.

hoo (k1 ® a® ks) o hy = hy o (t(k1) ® at(ks)) o ((k1 ® p® ks) 0 hy).

Donc, en posant C' = hyo (¢(k1) @ O®1(k2)) o (k1 ®p®ks) o h1), on a bien (f, g) = Cla].
L’inclusion réciproque est évidente. &

3.5 Retour aux présentations de monoides

A partir d’un ensemble X de lettres, on a construit, au chapitre 2, un monoide libre (X)
et défini la relation de réduction —; engendrée par une famille R de regles de réécriture.
D’autre part, au début du chapitre 3, on a construit une opérade X dont les fleches n — n
sont les n-uplets de mots de (X). On se pose la question de savoir si X est I'opérade li-
brement engendrée par une signature obtenue a partir de X.

Soit f : n — n une fléche de X. Alors f = a1 ® --- ® a,, ou les a; sont des mots
de (X); de plus, chaque a;, en tant qu’élément du monoide libre engendré par X, s’écrit
a; = ;1 0--- 0y, Ainsi, toute fleche de X est obtenue par produit de composées d’élé-
ments de X. Réciproquement, tout élément de X étant aussi un mot de (X), les composées
et les produits de lettres de X sont des fléeches de X. Les éléments de X, vus comme des
fleches 1 — 1 sont donc des générateurs des fléches de C, en tant que catégorie monoidale.

Ceci conduit a associer a tout ensemble X, la signature X x donnée par :

X sim=n=1

Fx(m,n) = {Q) sinon.

Alors, on vérifie que :
Proposition 3.10. L’opérade X est l’opérade librement engendrée par la signature ¥ x.

Démonstration. On constate que (X,4), ol ¢ est 'application qui envoie tout élément x
de X sur la fleche z € X(1,1), est solution du probléme universel d’opérade libre en-
gendrée par Xx. Tout morphisme ¢ : X — C, ou C est une opérade quelconque, est
entiérement déterminé par ses valeurs sur les éléments de X, puisque toutes les fléches
de X se décomposent comme produit de composées de fleches de Y x, c’est-a-dire d’élé-
ments de X. Comme ces valeurs peuvent étre choisies librement, on a bien, pour toute
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application f : Xx — UC, une unique extension comme morphisme X — C. Donc X
et LY x sont toutes deux solutions du probléme d’opérade libre engendrée par X x et sont
donc, a ce titre, isomorphes & un unique isomorphisme prés : on peut donc dire qu’elles
sont identiques. O

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.11. Soit (X, R) une présentation de monoide. En voyant R comme une
sous-signature R de (LXx)? ne contenant que des fleches 1 — 1, ’ARS (F1LXx,FI(R))
associé a la présentation (Xx, R) contient 'ARS ((X), (R)) associé a (X, R). Plus préci-
sément, il existe un isomorphisme d’ARS :

(£Ex(1,1), (R)(1,1)) =~ ({X), (R)).

Démonstration. On constate tout d’abord que les fleches de £LX x(1,1) sont les fléches
de LY x de la forme z; o - - - 0 x,, avec tous les z; dans X x(1,1) = X. En d’autres termes,
LY x(1,1) = (X). Il reste a voir que les deux relations de réductions — et —x coincident.
Sia,b € (X) sont tels que a —zb alors il existe a € R et u,v € (X) tels que (a,b) = uawv.
Si on voit a, b, u,v comme des fleches de £3x(1,1) et o comme une fléche de £3%(1,1),
ona: (a,b) =uoaov et donc a —yb.

Réciproquement, si f et g sont des fleches de L3 x(1,1) telles que f — g, il existe
a € FIR et hy,ho, ki, ke € FILYx tels que (f,g9) = hyo (k1 ® a ® ky) o hy. Or,
comme FIR = R(1,1) et que f,g € L3x(1,1), on a ki, ks € LXx(0,0) = {0} et donc
(f,9) = hooaohy avec hy, hy € LY x(1,1). On peut donc voir « comme un élément de R
et f, g, h1, ha comme des éléments de (X) avec (f, g) = hoahy, d’olt on conclut que f —xg.

Les deux ARS (LXx(1,1),(R)(1,1)) et ((X),(R)) sont donc isomorphes (ils sont
mémes égaux). &

Il apparait donc que les présentations d’opérades sont des généralisations des présenta-
tions de monoides ou systémes de réécriture de mots. Nous verrons au chapitre 4 qu’elles
englobent aussi les présentations de monoides commutatifs, c’est-a-dire les réseaux de
Petri.

3.6 Présentation d’une opérade et probléme de mots

Au chapitre 2, nous avons vu que tout monoide admet une présentation : pour tout
monoide M, il existe un ensemble X et une partie R de (X)?, tels que M ~ (X)/ =,
ol = est la congruence sur (X) engendrée par R. On a déja vu les notions d’opérade
libre engendrée par une signature et de quotient d’une opérade par une famille de régles.
En combinant les deux, on a :
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Définition. Une opérade C admet une présentation (X, R) si C ~ £LX/R. On dit aussi,
dans ce cas, que (X, R) présente C. On dit qu'une présentation (X, R) est finie si F1X
et FI'R sont finis. Deux présentations sont dites équivalentes si elles présentent la méme
opérade. ¢

Comme pour les monoides, on a :
Proposition 3.12. Toute opérade admet une présentation.

Démonstration. Soient C une opérade et UC sa signature sous-jacente. Alors C est iso-
morphe au quotient de LUC par la congruence engendrée par la réunion des familles
suivantes de relations :

(go f,goc f)  pour toutes fleches composables f et g de C;
(f®g,f®cg) pour toutes fleches f et g de C;

(n,nc) pour tout entier n.

On a noté oc, ®c et nc les opérations et identités de C et o, ® et n celles de LUC.

On a alors un probléme de mots (ou d’opérateurs) : étant données une opérade C et une
présentation (X,R) de C, existe-t-il un algorithme qui décide si deux fléches paralléles f
et g de LY représentent la méme fleche de C? Encore une fois, si la présentation est
convergente et finie, on a un tel algorithme :

Proposition 3.13. Soient (X, R) une présentation convergente d’opérade et f et g deux
fleches paralléles de LY. Alors, on a f =g si et seulement si R(f) = R(g).

Ceci motive encore une fois la recherche d’une présentation convergente pour une opé-
rade donnée. L’examen des procédures de complétion définies au chapitre 2, concernant
les présentations de monoides, nous indique que la théorie se transpose immédiatement
au cas des présentations d’opérades : en effet, les définitions, résultats et preuves sont
indépendants de la structure algébrique.

En revanche, dans le cas des présentations d’opérades, il existe deux obstacles majeurs
au fonctionnement de telles procédures de complétion : d’une part, définir et construire
des ordres de réduction et, d’autre part, définir et calculer les paires critiques d’une pré-
sentation donnée. Nous allons a présent nous intéresser a ces deux problémes.

3.7 Terminaison d’une présentation d’opérade
Nous allons définir ce qu’est un ordre de réduction, puis développer une technique

d’interprétation permettant d’en construire et, éventuellement, de montrer qu’'une preé-
sentation d’opérade termine.
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3.7.1 Ordres de réduction sur une opérade

Les ordres de réduction fournissent, comme pour les monoides, un critére de terminai-
son.

Définition. Soit C une opérade. Un ordre de réduction sur C est un idéal > de C tel
que chaque > (m,n) est un ordre strict sur ’ensemble C(m,n) et tel que chaque ARS
(C(m,n),> (m,n)) termine. ¢

Théoréme 3.14. Une présentation (¥, R) termine si et seulement s’il existe un ordre de
réduction sur LY contenant R.

Démonstration. Supposons que (X,R) termine. Alors, la relation —} sur £X convient.
En effet, on sait déja que — est transitive et que c’est un idéal de £X qui contient R.
Le reste vient du fait que (X, R) termine : —} est forcément antiréflexive, car sinon on
pourrait construire un chemin de réduction infini; le méme argument donne la terminaison
de —f.

Réciproquement, supposons qu’il existe un ordre de réduction > sur £X qui contienne
les relations R. Alors, l'identité de £X induit un morphisme d’ARS (FILY, —»z) —
(F1£%,>). Comme > termine, ’ARS (F1 LY, —%) termine et donc (3, R) aussi. &

Malgré ce résultat, nous n’avons pas encore de technique générale pour prouver qu'une
présentation termine. On peut espérer trouver une méthode pour chaque exemple qui
nous intéresse, par exemple en généralisant certaines techniques issues de la réécriture
de termes. Ceci fonctionne pour des présentations particuliéres comme celle de ’opérade
cartésienne initiale F° que nous rencontrerons plus loin : celle-ci ne posséde aucune fléche
de source 0 (autre que Iidentité 0), ce qui permet d’utiliser une interprétation classique
(contravariante), comme ’a fait Yves Lafont dans [Laf03].

Cependant, presque toutes les présentations d’opérades qui nous intéressent ici pos-
sédent a la fois des opérateurs de source 0 et des opérateurs de but 0 (la plupart du temps,
il s’agit respectivement d’une constante et de l’effacement). C’est le cas, par exemple, de
la présentation de la théorie algébrique libre (que nous étudierons au chapitre 5), dés
que la théorie équationnelle correspondante posséde une constante. C’est aussi le cas de
la présentation de l'opérade des Z/2Z-espaces vectoriels donnée dans [Laf03] et rappelée
en 3.7.7. Dans ces situations, les techniques issues de la réécriture de termes ne fonc-
tionnent plus, ce qui a empéché, jusqu’alors, de prouver la terminaison des présentations
citées. Pour combler ce manque, nous allons développer ici une technique d’interprétation
adaptée a la structure algébrique d’opérade et permettant de vérifier la terminaison de
nombreuses présentations.
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3.7.2 Une technique classique d’interprétation en réécriture de
termes

Nous y reviendrons plus loin mais disons, pour I'instant, qu’un systéme de réécriture
de termes est une présentation d’opérade dont la signature ne contient que des fléches de
but 1.

L’idée de la technique classique d’interprétation est d’associer a chaque opérateur
f :n —> 1 une application f, : N* — N, de telle sorte que, si f —g¢g alors f, > ¢
I’ordre sur les applications est donné point par point par celui de N. Notons que N peut-
étre remplacé par tout autre ensemble muni d’une relation d’ordre qui termine ; d’ailleurs,
c’est souvent ’ensemble N* des entiers naturels non nuls qui est utilisé, pour des raisons
de simplicité des expressions.

Supposons que 1’on a construit une telle interprétation : on a alors un morphisme
d’ARS dont le but termine, ce qui prouve bien la terminaison du systéme de réécriture
d’origine. Une méthode simple pour construire (-), est d’associer a chaque opérateur
@ : n — 1 de la signature une application strictement croissante ¢, : N* — N; on
I’étend par propriété universelle & tous les opérateurs de 'opérade libre. On aura alors
une interprétation satisfaisante si, pour toute régle o, on a s(a), > t(«).. Le fait que
tous les @, soient strictement croissants nous permet en effet de conclure que f, > g, dés

que f —,g.

Or, il n’est pas toujours possible d’associer une application strictement croissante &
chaque générateur. Par suite, et méme si s(a), > t(«), pour toute régle o, on n’a pas
forcément f, > g, dés que f —,g.

En effet, considérons une présentation (X, R) telle que la signature ¥ contient a la fois
une constante v : 0 — 1 et une coconstante ¢ : 1 — 0. Notons que c’est le cas pour la
présentation L(Zs), pour la présentation de 'opérade des groupes quantiques/algébres de

Hopf, ainsi que pour la plupart des présentations associées a des systémes de réécriture
de termes (voir chapitre 5).

A présent, supposons que 1’on a construit un morphisme d’opérades :
(1)« : LY — OperN

de telle sorte que, pour toute régle a de R(m,n), on ait s(a), > t(a).. On voudrait
alors pouvoir montrer que f, > g, dés que f —.g. Cependant :

(e" o s(a) 0oy™). = (" o t(a) 0 y™)s,
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bien que :

e" o s(a) oy™ —xe" o t(a) o™
En effet, ces deux opérateurs sont envoyés par (-), sur des applications N° — N°; or,
il n’existe qu'une seule application de ce type, donc les deux images doivent coincider.

On pourrait construire de nombreux autres contre-exemples, mais celui-ci suffit pour
dire que 'on n’a pas forcément f, > g, quand f —,g, méme si s(a), > t(a), ; autrement
dit, 'ordre > n’est pas compatible avec la structure d’opérade. On ne peut donc pas
utiliser cette technique d’interprétation dans un cas général. Notons que le contre-exemple
fonctionne aussi pour une interprétation contravariante (-)* qui associerait ¢* : N* — N™
agp:m—n.

3.7.3 Un rapide apercu de la technique améliorée

On vient donc de voir que la comparaison des entrées/sorties d’applications f./f*
et g./g* associées a des fleches paralléles ne fonctionnait pas comme on le voudrait ; nous
allons donc compléter cette construction.

Notons que le probléme provient de la catégorie dans laquelle sont faites les inter-
prétations, celle des ensembles. Cette catégorie étant cartésienne, 1’élément neutre du
produit est un objet terminal, ce qui confond toutes les applications arrivant en ce point.
On pourrait envisager de remplacer Ens par une catégorie plus appropriée au contexte,
c’est-a-dire monoidale mais pas cartésienne. La premiére qui vient a 1’esprit est celle des
espaces vectoriels sur un corps donné k, de caractéristique 0; cependant, I'intuition des
applications a associer aux générateurs devient difficile, tandis que les calculs explosent.
Nous allons donc nous en tenir & la catégorie des ensembles en contournant les difficultés
évoquées, mais cette piste reste ouverte.

L’idée que nous allons développer se comprend bien en voyant les fléches d’une opérade
comme des circuits, image que nous utilisons déja pour les représentations diagramma-
tiques. La technique fonctionne ainsi : on imagine que I'on fait rentrer un courant d’une
certaine intensité par chaque entrée et chaque sortie du circuit (la fleche étudiée) ; chaque
élément du circuit (générateurs de l'opérade) réagit a ces courants en dégageant de la
chaleur : on additionne la chaleur produite par chaque composant pour obtenir celle dé-
gagée par ’ensemble du circuit; c’est cette valeur que nous retenons pour comparer les
fleches. Ainsi, au lieu de lire une variation dans le courant entre les entrées et les sorties
d’un circuit (ce qui n’est pas possible s’il n’en posséde pas), on considére une valeur qui
existe toujours, méme si le circuit ne posséde ni entrée ni sortie.
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Regardons quels sont les ingrédients dont on a besoin. Supposons que f soit une fléche
de source m et de but n. On doit connaitre trois informations :

1. Etant donnée D'intensité du courant arrivant dans chacune des m entrées de f, on
doit pouvoir déterminer la valeur du courant induit dans chacune des n sorties
de f; ceci se traduit par la donnée d’une application f, : X™ — X", ou X est un
ensemble dans lequel sont prises les intensités du courant arrivant dans les entrées.

2. De la méme facon, connaissant les intensités des courants arrivant dans les sorties
de f, on doit pouvoir calculer celles des courants induits dans les entrées ; on utilise
une application f* : Y™ — Y™ pour cette opération, Y étant I’ensemble des valeurs
possibles des courants arrivant dans les sorties.

3. Enfin, si on a des valeurs pour les intensités des courants arrivant dans les entrées
et les sorties de f, on veut calculer la chaleur dégagée par f; ce sera grace a une
application [f] : X™xY™ — M, ou M est I’ensemble dans lequel vivent les mesures
de chaleur.

Ces données doivent vérifier un certain nombre de propriétes, afin d’étre utilisables en
pratique :

- Les applications f,, f* et [f] doivent pouvoir se calculer a partir des ., ¢* et [¢]
pour chaque générateur ¢ apparaissant dans f. On demandera alors a (-), et (-)*
d’étre des foncteurs monoidaux et on donnera une formule pour calculer [f] & partir
des @., ¢* et [p]. On a déja mentionné le fait que les chaleurs vont s’obtenir en
ajoutant celles dégagées par les composants élémentaire : on va demander a M
d’étre un monoide commutatif.

- On veut aussi que, si on remplace dans f un sous-circuit g par un sous-circuit h, tels
que g dégage plus de chaleur que A pour des courants identiques, alors f en dégage
aussi plus que le circuit obtenu aprés remplacement. Nous verrons que c’est le cas si
I’on munit X, Y et M de relations d’ordre et que I’on demande a chacune des trois
applications dérivées d’un générateur ¢ d’étre croissante.

3.7.4 L’opérade O(X,Y, M)

On considére deux ensembles ordonnés (non vides) X et Y ainsi qu'un monoide com-
mutatif M muni d’un ordre strict compatible avec sa structure, c’est-a-dire vérifiant
xr+ 2z >y -+ z pour tous z,y,z € M tels que x > y.

A partir de ces données, on construit une opérade O(X,Y, M) qui contient les infor-
mations dont nous avons besoin pour interpréter les fléeches d’une opérade.

On pose, pour tous m et n entiers :

O(X,Y, M) = Orp(X™, X") x Orp(Y"™, V™) x Orp(X™ x Y™, M).
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Une fleche f : m — n dans O(X,Y, M) est donc un triplet (f,, f*,[f]) d’applications
croissantes : on a bien sir muni X™, Y” et X™ X Y des ordres produits induits par
ceux de X et Y. Pour I'instant, O(X,Y, M) n’est qu’une signature (enrichie). Nous allons
définir des opérations de produit et de composition qui en feront une opérade.

Pour le produit, supposons que f : m — n et g : p — ¢ sont deux fléches de
O(X,Y, M). On définit f ® g comme la fleche m +p — n + ¢ de O(X,Y, M) définie,
composante par composante, par :

- (f®g)* = fe X Ga;

- (f®g) =[f"xyg";

- [f ® g] est donnée par le diagramme commutatif suivant :

XMHP o Y —=> X™ x Y™ x XP x Y4
[f®g]l l[f]X[g}

M T M x M

Autrement dit, pour tous 7 € X™, 7 € XP, e Y ety € Y7 :

[f @ gl(&, 7, 4,7") = [/1(&, ) + [g](@, 7).

Pour la composition, supposons que f : m — n et g : n —> p sont deux fléches de
O(X,Y, M). On définit go f comme la fleche m — p de O(X, Y, M) définie, composante
par composante, par :

- (gof)*:g*of*;

- (go f) =f"0oyg";

- [g o f] est donnée par le diagramme commutatif suivant :

X™ x VP d X™ x VP x X™ x VP
[gof}l/ lexg*xf*xYP

- - Ym n n P

M n MXme[g]X XY"x X" xY

De maniére explicite, si# € X™ et y€ Y?P :
Yy

lg o FUZ, §) = [f1(Z, g°(9)) + [9](f:(2), D).

Pour tout entier n, I'identité de n est le triplet formé de I'identité de X™, de I'identité
de Y™ et de 'application qui envoie tous les éléments de X™ x Y sur 0, ’élément neutre
de M. Alors :

Proposition 3.15. Munie des opérations ainsi définies, la signature O(X,Y, M) est une
opérade.
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Démonstration. Nous devons vérifier les assertions suivantes :

- la composition et le produit sont bien définis, c’est-a-dire que 1’on obtient bien des
applications croissantes ;

- la composition est associative et admet les identités comme éléments neutres locaux ;
- le produit est associatif et admet I'identité de 0 comme élément neutre bilatére ;

- le produit est fonctoriel, c’est-a-dire qu’il vérifie la relation d’échange relativement
a la composition.

Etant donné que les composées et produits d’applications croissantes sont des applica-
tions croissantes - c¢’est-a-dire que Orp, munie de son produit cartésien est une catégorie
monoidale -, il faut seulement vérifier que [f ® g] et, le cas échéant, [go f] sont des appli-
cations croissantes dés que f et g sont des fleches de O(X,Y, M).

On suppose que f: m — n et g : p —> ¢ sont des ﬂeches de (’)(X, Y, M).
montrer que [f ® g] est croissante; soient £ > &' € X™, ¢ eymr 7>
ett>t ey

F ®9l(7,2,9.0) = [/1@ 9 + 92, D).

Comme [f] et [g] sont croissantes, on a :

{[f]( ) > (1@, 7)
[9]( l9](Z, ).

On conclut alors en utilisant le fait que > est compatible avec 4+ sur M.

On veut
7 e XP

8y
<y

7

>
>

8y
o~
!

A présent, supposons que f :m — n et g : n — p sont des fleches de O(X,Y, M).
On va montrer que [g o f] est croissante; soient 7 > 7' € X™ et § > ¢ € Y? :

l9 0 F1(Z,9) = [fI(Z, g°(7)) + [9](f(Z), 9)-

Comme [f], [g], f« et g* sont croissantes, on a :

{m( 7 (@) > @, (@)
9)(£. (@), 9) > [)(£.@), 7).

On conclut encore en utilisant le fait que > est compatible avec + sur M.

Pour D'associativité de la composition, on suppose que f : m — n, g : n — p
et h : p — ¢ sont trois fleches de O(X,Y, M) et que ¥ € X™ et § € Y9. En utilisant le
fait que la composition dans Ens est associative, on montre que :

(ho(gof))s=((hog)of). et (ho(gof)) = ((hog)of)"
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Puis :

[ho[go fII(Z,§)
=[g o f1(Z, b ()
=[f1(Z, 9" o h* (¥
D’autre part :
[[Fog]o f1(Z,9)
=[f1(Z, (h o g)* (7)) + [k o g](f+(Z), )
=[/1(Z, 9" o B*(§)) + [9](f:(Z), h* () + [A](gs 0 f:(Z), ).

Ce qui donne, au final :
ho(gof)=(hog)of.

Gardons f : m — n. Comme p, = idx» et p* = idy» pour tout entier p, on a :

(Fom),=(nof).=f et (fom) =(nof) =/

En utilisant ces derniéres égalités et le fait que, pour tout entier p, 'application [p] est
constamment égale a 0, on obtient :

[fom] = [no f]=I[f].

Par suite :

fom=nof=f.

On a ainsi : O(X,Y, M) est une catégorie. A présent, regardons le produit : soient
f:m —mn g:p— qet h: k — [ trois flecches de O(X,Y, M). En utilisant
I’associativité du produit cartésien de la catégorie des ensembles, on obtient les égalités
suivantes :

(feg)®h).,=(fR(@®h), et (RO =(f® (g h))"

Puis, supposons que ¥ € X™, 7' € XP, " € Xk, e Y™, f € Yet §' € Y'; alors :

) +[h]((g 0 f)+(Z), )
7)) + [91(fe(2), K () + [h](gx © £:(Z), D)

®h](f,f',f”,?i, 7,9
+ [h](Z", §")
J) + [P, §")
h)(Z

= =
x

7y
L)

—,
,‘7" ,y’

Y ?
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Et donc :

(f®9)®h=f®(g®h).

En utilisant le fait que 0, = 0* est I'unique application, dans Ens, du singleton dans
lui-méme, c’est-a-dire I’élément neutre bilatére du produit cartésien de la catégorie des
ensembles, on obtient :

(f®0).,=0&f)=f et (fR0) =(01/[)=/f"

De plus, puisque [0] est 1’application qui envoie I'unique élément du singleton sur 0,
I’élément neutre de M, on a :

[f®0]=[0 f]=[f]
D’ou :
fR’O=0 f="f.

Il reste a vérifier la relation d’échange : soient f : m — n et g : p — ¢ deux fléches
de O(X,Y, M). Le fait que

((t(f) @ g) o (f @ s(9))« = ((f ®@1(g)) 0 (s(f) @ 9))x = (f ® 9)-

provient du fait que la catégorie Ens, munie de son produit cartésien, est monoidale,
et de méme pour :

(t(f) @ g)o(f®s(9)) = ((f@g))o(s(f)®9)" = (f®9)"

Puis,sif e X™, ' € XP, jeY ety € Y9

[(t(f) ® g) o (f ® s(a))](&, 7,7, 7
=[t(f) @ gl((f ® 5(9):(Z, ), 5, 7') + [f ® s(9)|(&, &, (¢(f) © 9)"(¥, 7))
=[t(NI(E), 9) + [9](s(9)+(@), ) + [FUE 1) (D) + [s(9)](@, 97(7))
=[gl(@, 7) + [f1(Z, %)

Notons que I'on a utilisé, pour ’avant-derniére égalité, la commutativité de M. La
seconde partie de la relation d’échange,

[(f®t(g))o(s(f)®g)]=I[f®dl]

est traitée de maniére similaire. On a donc le résultat.
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3.7.5 Un ordre de réduction sur O(X,Y, M)

Montrons & présent que I’on peut munir O(X,Y, M) d’un ordre > de réduction. Soient
m et n deux entiers; on définit des relations d’ordre, stricts ou non, sur Orn(X™, X™),
Orp(Y",Y™) et Orp(X™ x Y™, M) en rappatriant, point par point, ’ordre du but, c’est-
a-dire, si f et g sont deux éléments de I'un de ces trois ensembles d’applications et si >
est > ou >, en posant f > g si:

pour tout &, f(Z) > g(Z).

On pose alors, si f et g sont deux fléches paralléles de O(X,Y, M), f > g si les trois
conditions suivantes sont remplies :

[ =90, [F29, [f]>[g]
Alors :

Proposition 3.16. La relation > ainsi définie sur les fleches paralléles de O(X,Y, M)

est un ordre strict et un idéal de O(X,Y, M). De plus, si > termine sur M, alors > est
un ordre de réduction sur O(X,Y, M).

Démonstration. On doit montrer, dans un premier temps, que > est un ordre strict com-
patible avec la structure de catégorie monoidale de O(X,Y, M).

Pour Dantiréflexivité : supposons qu’il existe une fleche f : m — n de O(X,Y, M)
telle que f > f. Alors, en particulier, [f] > [f]. Si on choisit un élément # dans X™ x Y,
on obtient ainsi un élément [f](Z) de M vérifiant [f](Z) > [f](Z), situation exclue par
I’antiréflexivité de > sur M.

Pour la transitivité : supposons que f, g et h sont trois fleches paralléles de O(X, Y, M)
vérifiant f > g et ¢ > h. Alors, pour tous 7 € X™ et € Y™, on a :

fo(@) 2 g.(Z) = hy(Z)
(@) = g7 = h* ()
[F1(Z,9) > [9](Z, §) > [R](Z, §)-

En utilisant la transitivité des relations d’ordre > sur X™ et Y" et de la relation
d’ordre strict > sur M, on conclut que f > h.

Montrons & présent que > est un idéal de O(X,Y, M), c’est-a-dire que, pour toute

fleche h, les applications de F1O(X,Y, M) dans lui-méme h ® -, - ® h, ho - et - o h sont
strictement croissantes.
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Pour le produit : soient f,g:m — n et h : p —> ¢ trois fleches de O(X,Y, M) ainsi
que 7€ X™ JeY™ 7€ XPetie Y On suppose que f > g. Alors :

(f ® h)«(Z, 9) = (f+(Z), ha
h

De méme, on obtient que (f ® h)* > (g ® h)*. Puis, en utilisant que > est compatible
avec + sur M :

[f ® hl(@, 2,§.2) = [1(,9) + [P(Z, )
> [9)(,9) + [h](Z,2)

D’ou f ® h > g ® h. On démontre de méme que h® f > h ® g.

Pour la composition : soient f,g:m — n et h: n —> p trois fleches de O(X,Y, M)
et € X™, € YP. On suppose que f >g¢g. On a :

Cette fois, on n’a pas eu besoin du fait que A* est croissante. Enfin :
[ho fI(Z,9) = [f1(Z, b™(7)) + [B](f-(), 9).
Comme [f] > [g], par hypothése, on a :

[F1(@ 7 (4)) > [91(&, (7))

D’autre part, on a supposé que f, > g., donc, du fait que [h] est croissante, on a :

[h(f:(Z),9) = [P)(9+(%), §)-
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Il ne reste plus qu’a rappeler que > est compatible avec + sur M (et donc > Vest
aussi), pour conclure que :

[ho f]> [hod],

et donc que :
hof>hog.

Avec les mémes f et g et si h : p —> m, on montre de facon similaire que :
foh>goh,

mais en utilisant cette fois que h* et [h] sont croissantes. On a donc : > est un idéal
de O(X,Y, M).

Supposons & présent que > termine sur M et montrons que > termine sur O(X,Y, M),
ce qui constitue la derniére condition & vérifier pour prouver que > est un ordre de réduc-
tion. Supposons qu’il existe une suite strictement décroissante (f,,)nen de fleches m — n
de O(X,Y, M). Alors, en particulier, ([f,])nen est une suite strictement décroissante d’ap-
plications de X™ x Y" dans M. Si l’on choisit un élément ¥ dans X™ x Y”, on obtient une
suite strictement décroissante ([f,](Z))neny d’éléments de M : cette situation est exclue
par I'hypothése de terminaison de > sur M. Donc > termine sur O(X,Y, M).

¢

3.7.6 Le résultat

On peut alors formuler le résultat donnant la technique d’interprétation annoncée :

Théoréme 3.17. Une présentation d’opérade (X, R) termine s’il existe deux ensembles X
et Y, munis d’ordres qui terminent, un monoide commutatif M, muni d’un ordre de
réduction, ainsi qu’un morphisme d’opérades F : LY — O(X,Y, M) tels que, pour toute
régle a de R, on ait F(s(a)) > F(t(a)).

Démonstration. Puisque > termine sur O(X,Y, M) et d’aprés le théoréme 1.3, il suffit de
montrer que F' induit un morphisme d’ARS de (F1LX, F1(R)) vers (F1O0(X,Y, M), F1>),
c'est-a-dire que F'(f) > F(g) dés que f —g.

Supposons donc que f et g sont deux fleches paralléles de LY telles que f —rg. Par
définition de (R), il existe donc une régle a de R ainsi qu’un contexte C' de LY tels que :

f=Cls(a)] et g=C[t(a)].
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3. Présentations d'opérades

De plus, comme C' est un contexte de £Y, il existe deux fléches h et k£ de £ ainsi que
deux entiers 7 et j tels que :

C=ko(i®O®j)oh.
D’ou :
F(f)=F(k)o (i® F(s(a)) ® j) o F(h)

puisque F' est un morphisme d’opérades. Or, par hypothése, F'(s(a)) > F(t(«)) et >
est compatible avec les produits et compositions sur O(X, Y, M), ce qui donne :

F(f)y>F(k)o(i® F(t(a)) ® j) o F(h)
= F(g).

¢

Voyons comment utiliser ce résultat. Le fait que F' soit un morphisme d’opérades,
conjugué a la liberté de £, impose que F' est entiérement déterminé par ses valeurs sur
les fleches de Y. Ainsi, pour appliquer le résultat, il suffit de fixer X, Y et M et d’asso-
cier, a chaque générateur ¢ de 3, trois applications croissantes ., ¢* et [¢] de telle sorte
que, pour toute régle o de R, on ait F(s(a)) > F(t()), c’est-a-dire que s(a), > t(a).,
s(a)* > t(a)* et [s(a)] > [t()].

Le paragraphe suivant donne un exemple d’utilisation.

3.7.7 Un premier exemple : la présentation L(Z,)

Nous allons utiliser la technique décrite précédemment pour démontrer la terminaison
de la présentation d’opérades L(Zs), donnée par Yves Lafont dans |Laf03|. L’opérade ainsi
présentée est celle des Z/2Z-espaces vectoriels, c’est-a-dire que ses algébres dans la ca-
tégorie des ensembles sont exactement les Z /2Z-espaces vectoriels, ou encore les groupes
qui sont isomorphes a des sommes de copies de Z/2Z, ou encore les groupes dans lesquels
tout élément est son propre inverse.

Comme nous le verrons plus loin, la terminaison de L(Z,), qui n’était que conjectu-

rée jusqu’alors, en fait le premier exemple de présentation convergente d’opérades pour
laquelle il n’existe pas de systéme de réécriture de termes convergent équivalent.
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Avant tout, rappelons la présentation L(Z,). Sa signature X est constituée de 6 géné-
rateurs :

On trouvera des représentations graphiques pour ces six fleches dans la figure 3.4. Don-
nons, pour l'intuition, ce que représentent ces générateurs : le but est que 'opérade LY /R
admette, pour algébres dans la catégorie des ensembles, les Z/27Z-espaces vectoriels. Ces
objets possédent les opérations suivantes :

- une addition pu(z,y) = = + y qui admet un élément neutre 7;

- une duplication é(x) = (z,z) admettant une coiinité £(z) = * (effaceur), hérités de
la structure cartésienne de Ens ;

- une permutation 7(z,y) = (y,z), elle aussi héritée de la structure cartésienne de
Ens.

A ces cinq opérations, on en ajoute une sixiéme, notée x et correspondant a s (z,y) =
(x + y, ). Elle n’est présente qu’a des fins de convergence de la présentation ; elle est, en
effet, superflue, car, si z et y sont des éléments d’un Z/2Z-espace vectoriel :

la,y) = (p@1) o (1®7)o (6@ 1)(z,y).

Ces opérations vérifient un certain nombre de relations, données ci-aprés. Nous y trou-
vons, par exemple, I'associativité et la commutativité de u, mais aussi le fait que, dans un
7./ 27-espace vectoriel, chaque élément est son propre inverse, c’est-a-dire que =z + z = 0,
ou encore que pod = noe. Citons encore, pour finir, la relation donnant la décomposition
de k en fonction de p, 7 et 6. On définit donc ’ensemble R des 67 régles de L(Zs), que
nous donnons seulement de maniére graphique dans la figure 3.5, issue de |Laf03].

Une remarque sur les régles : chaque régle n posséde une symétrique haut-bas n?,
obtenue en renversant les diagrammes, avec, éventuellement, n = n°.

On va utiliser la technique d’interprétation que nous avons construite en 3.7 pour
démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.18. La présentation L(Zsy) = (X, R) termine.

Démonstration. Nous allons utiliser la technique décrite avec X = Y = N*, ’ensemble des
entiers naturels non nuls, muni de son ordre usuel, et M = [N*], le monoide commutatif
libre engendré par N* : cette structure sera examinée au chapitre 4 mais, pour 'instant,
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nous n’avons pas besoin de détails formels ; disons, pour l'instant, que les éléments de [N*]
sont des sommes finies de la forme :

p
1=0

ou les k; et les n; sont des entiers naturels non nuls. On note n 'entier n vu comme un
générateur de [N*] et 0 la somme vide. L’addition est définie en ajoutant les coefficients;
par exemple :

(2+25)+(3.2+3) =42+ 3+ 2.5.

On munit [N*] du multiordre engendré par > sur N* : nous étudierons plus en détail
cette construction au chapitre 4 et rappellerons en 4.5 que c’est un ordre de réduction
sur [N*], car > termine sur N*. Disons, pour le moment, qu’il vérifie a > b si ’on est dans
un des trois cas suivants :

-a#0etb=0;

-a=netb=ki.n+---+ kp.np, avec n > n; pour tout ¢ € {1...p};

-a=d+cetb=0V0+caveca >V.

Par exemple, 147.1 < 2 < 2.2.

Pour simplifier, notons O(N) = O(N*, N*, [N*]). Nous allons constuire un morphisme
d’opérades F : LY — O(N), en commencant par donner ses valeurs sur les fléches de ¥ :

- (2, 9) = 67(4, J) =i+ 7, p(2) = 0.(d) = (4,9) et [u](s, 5, k) = [0](k,4,7) = i + k;

- u(x) =€7(x) = 1, 0" (i) = (i) = = et [n](2) = [e] (1) = ¢;

- (i,5) = 70, §) = k(i ) = £ (0, 5) = (i+4,9) et [7](3, 5, k. ) = [K]G, J, k1) = i+E.

La premiére constatation est que ces valeurs sont symétriques haut-bas, tout comme
les régles, de telle sorte que, si a est une régle de R et a° sa régle symétrique, on ait
F(s(a)) > F(t()) si et seulement si F'(s(a®)) > F(t(a®)). Ainsi, il ne reste plus que 39
vérifications & effectuer.

Mais on peut aller plus loin : en effet, on a envoyé 7 et x sur la méme fléche de O(N*) ;
ainsi, de nombreuses régles se retrouvent identifiées via F' : les régles 1 et 3; 16 a 21;
22 4 25; 26 et 27; 28 et 29; 30 et 31; 34 et 35; 36 et 37. Ainsi, il ne reste que 25 vérifi-
cations, au lieu des 67 de départ.

La premiére chose a vérifier est que les applications g, ¢* et [¢] prennent bien leurs

valeurs dans les bons ensembles et sont croissantes : ce dernier point est dii au fait qu’il
s’agit d’applications polyndémiales & coefficients entiers positifs. On peut donc les étendre

117



3. Présentations d'opérades

en un morphisme d’opérades F' : LY. — O(N). Puis, pour chacune des régles « restantes,
on doit vérifier que s(a), > t(a),, s(a)* > t(a)* et [s(a)] > [t(a)]. Notons que si a® = «,
on a s(a)* > t(a)* si et seulement si s(a). > t(a)., ce qui simplifie encore les calculs pour
les régles 8, 9, 11, 14, 15, 16 et 34.

(To(e®@1)).() =(+1,1) > (1) = (1®¢).(2)
(To(e®1))(i,g) = =( €)* (4, )
[ro(e®@D)](i,j, k) =j+k+j+1

[1®¢€|(i, 5, k) =k.

Comme j > 1, j+k > k et donc j+k > k; de plus, j +1 > 0, ce qui permet de
conclure.

5 =Mm®1)"(,]
e (t@n), 4, k) =i+2.§

(n®1](, 5, k) =3

(ko (1®n)).(1) = (i +1,4) > (4,3) = 9.(4)
4 (ko (1®n)*(5,7) =i+ j=0"(4,5)

(ko (L®@n)(i,j,k)=i+2.j
([ ®1](i, 4, k) =

((6on)«(+x) =(1,1) = (n®n).(x)
7 4 (6om)*(4,j) =+ = (n®@n)*(i,4)
) Bonl(g) =it+i+i+1
G
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—~
\]
o
3

\_/

A
.

.

~—
l\D

(Tok).(iyg) = i+4,i+7) > (ii+7) = (1©pu) o (0 &1)).(i )
(Tor)"(i,5) = i+ 4,i+4) > (1 +7,1) = (1@ p) o (6 ®1))"(1,])

jit+i)=((1epoe(rel)e(1®7)).3 )

On utilise ici, pour conclure, le fait que 2 +j > i + j, pour tous ¢ et j non nuls.

(mot)(i,j) =2i+j>i+j = pi,j)
1. (MOT)*(Z') = 22}%’) > (i,4) = p*(3)

[ o 7|(1, jH+i+2k

(1] (4, 7, k

N— h
|I >~
N—

(Lok)u(i,j) =2i+7> 7= (e6®1).(3,7)
(por) (i) = (24,9) > (1,9) = (e ®1)*(2)
[orl(i,j k) =i+j+i+2.k

[e ®1](4, 4, k) = i.

13.

[wodl(i,j) =20+2j

{(uo 0)«(1) = 20 > 1= (noe).(i)
[noel(i,j) =i+J.
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15.

7

16. <

22. <

26. { \"°

28. <

30. <

120

)«(3,5, k) = (20 + 5+ k,i+ j,1)
)u(i,5, k) =(G+Jj+k, i+ j,10)
1G4, kyl,mym) =i+ j + 24+ L+ m+ 2.1
16,4,k l,m,n) =20+ j+ 21+ m.

T T S/~
—_
\]

~—_ ~—

T®1)
1®T)

(p©1)o(1®7) o (T®1)).(i,5,k) = (20 + 5 + k,1)

> (i+j+k i) = (1o (1@ n).(7,k)
(p@1)o(leT)o(r®1)) (i,7) = (20 +J,4,9)

> (i +7,1,4) = (T o (1@ p))*(3, )
(L@ 1) o(1®7) o0 (T ®1)|(4,j,k,l,m) =i+j+2.i+3l
[T o (1® w)](G, 5, k,L,m) =i+ j +2.I.

)o(i:5, k) = (i +j +k,i+j) = (1@p)o(r®1) 0 (1®7)).(7, k)
) (6,7) = (i +4i+4,0) = (1@ p) o (r®1) 0 (1&7))"(4,5)
16,4,k l,m) =i+j+i+1+m+1

)o(1®7)|(i, 4,k l,m) =244 7+ 2.0+ m.

((To(n®1)
(To(u®1)
[ro(n®l)
([A@p)o(r® L

(To(1®@u)o (T®1)).(3,5,k) = (2i +j +k,i+7)
>(+j+k ) =((r®1)o(1®T))(45,k)
o(1@u)o(r®@1)*(4,7) = (20 +Jj,i+ J,%)

> (60 +5,4) = (k®1) o (1®7))*(4,4)
[To(l1®@u)o(r@1)](4, 4,k l,m) =i4+j+20+1+m+2.1

[(n@1) o (1@T)](i 4, k,l,m) =i+ ]+ 2L

(1

(To(1®@u)o (k®1)),(4,5,k) = (2i+ 7 +k,i+j)
>(i+j+ki+)=((10u)o(k®1)o(1®7)).(44,k)
o(l®@u)o(k®1)*(i,7) = (20 + 4,3+ j, 1)
>(@+7i+750)=((10uo(k®1)o(1®T))" (i)

[To(l®u)o (k@) j,k,I,m)=i+j+2i+1+m+21

(T

]
([Q®p)o(k@1)o(1@T)](i 4k l,m)=2.i+j+2l+m



3.7. Terminaison d'une présentation d'opérade

(mo(l®@p) o(r®1))(l,5,k)=2i+j+k>i+j+k=(no(l1®pn))(4k)
g9, ) o (@ p)o(T@1)) (1) = (20,4,1) > (1,4,49) = (o (1@ 1)) ()
o (l@u) o (r@1)](i, 4, k1) =i+35+24+31

(o (L@ w)](i, g, k1) =i+j+2

(Bo(l@p) o (k®1)(i,4,k) =2i+j+k>j+k=(e®p).(ijk)
g3 ) o (l@p)o(k®1))(i) = (2i,4,7) > (1,4,9) = (¢ ® u)"(3)
NreQ®p) o (k®@1)](i,j, k1) =i+ j+2i+3.1

[e® pl(i,j,k, 1) =i+ j+1

1® i) > (i+74,1) = ki(i,7)
34. §[(h®1)o(1®7) k

((p®1) 0 (1®0) 07).(i,5) = (2i+j,4) > (i +5,1) = K (i, )
o, L (O D108 0n) (1) = (2i+i.) > 1+ 1,0) = (i)

(L®1)o(1®6)oT](i, 5,k 1) =i+j+2.0+3k

(K] (6 g, ki 1) =i+ K

(po(1®@p)o(B®1)).(i,j)=2i+j>j=(®1).(i,7)
3g, J (Lo (1@ p) o (0@ 1))"() = (2i,7) > (1,9) = (£ ®1)*(i, )
o (t®p) o (6@ D)0, j,k) =3i+3k

((po(p®1).(i, 4, k) =i+j+k=(no(l®pu)@,jk)
39. 1 (ko (p®1)) (i) = (4,4,7) = (o (1® p))"(3)

o (p®1)|(i,7, k1) =di+j+i+2.1

(o (L@ w)](i,j, k1) =i+j+2.L

D’ou la terminaison de L(Zs), en appliquant le théoréme 3.17.
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3.8 Confluence locale d’une présentation d’opérade

Le but de ce paragraphe est de définir ce que sont les paires critiques d’une présentation
d’opérade, de telle sorte que ’on obtienne un résultat nous assurant qu’une présentation
d’opérade est confluente si et seulement si toutes ses paires critiques sont joignables. Puis,
nous esquisserons une méthode pour les calculer explicitement.

3.8.1 Paires critiques d’une présentation d’opérade

Dans le cas des présentations de monoides, nous avons développé deux approches des
paires critiques : 'une, directe, consiste & examiner toutes les formes possibles de branche-
ments locaux ; ’autre, non constructive, caractérise les paires critiques selon des propriétés
algébriques des branchements qui leur sont associés. Cependant, en raison de la structure
algébrique plus complexe des opérades, ’approche directe est presque impossible.

On va donc privilégier la description alternative des paires critiques donnée dans le
cas des mots. Soit (X, R) une présentation. Afin d’alléger les notations, on pose C = LX.

On note C? le C-module dont les fléches sont les triplets de fléches paralléles de C et
muni des actions diagonales de C. On note B(X, R) ’ensemble des branchements locaux
de (3, R). Parmi ceux-ci et pour tout couple («, 3) de régles de R, on note B(%, «, 5)
I’ensemble des branchements locaux (f, g, h) pour lesquels il existe des contextes C' et D
vérifiant (f,g) = Cla] et (f,h) = D[B]. On a, comme dans le cas des présentations de
monoides :

Lemme 3.19. L’ensemble B(X,R) est un sous-C-module de C*. De méme, pour chaque
couple (v, B) de régles de R, l’ensemble B(X, o, B) est un sous-C-module de C*.

On va alors prouver que chaque B(X, «, ) posséde une unique famille génératrice
minimale, afin de définir les branchements minimaux de (X,R) :

Proposition 3.20. Soient n > 1 et A un sous-C-module de C". Alors A posséde une
unique famille génératrice minimale.

Démonstration. La démonstration fonctionne exactement comme dans le cas des mo-
noides. On définit une relation binaire 1 sur A (ou plutét F1 A) en posant f J ¢ si 'on
a f = C[g] pour un certain contexte C' # [0 sur C. On montre alors que (A4, 1) termine
et tout découle de la.

La seule difficulté pour montrer la terminaison est de construire l’application

|-]: A — N. Ici, on ne travaille pas sur des mots mais sur des fléches. Cependant,
le fait que C soit librement engendrée par ¥ nous permet de construire une application
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qui compte le nombre d’opérateurs de ¥ dans une fléche de C : c’est le pendant, pour les
opérateurs, de ’application qui associe sa longueur & un élément d’un monoide libre.

D’apreés la construction de C, toute fleche f de C s’écrit comme une composée f,o---of;
avec chaque f; qui est un produit p; ® ¢; ® ¢; ol ¢; est une fleche de X et p; et g; sont
des entiers. On pose alors |f| = g.

Il faut cependant vérifier que c’est bien défini, c’est-a-dire que la valeur de |f| ne
dépend pas de la décomposition choisie, ou encore que |- | est compatible avec les relations
utilisées pendant la construction de C. Principalement, on doit vérifier que, pour tous
m,n,p,q €N, f € LY(m,n) et g € LX(p,q) :

(n®g)e(fep)|=|(f@qec(meg)

On note que les fleches de X qui interviennent de part et d’autre de 1’égalité sont les
mémes : c’est juste leur place qui change éventuellement. En particulier, le nombre de ces
fleches est constant. Donc | - | est bien définie. O

Définition. Pour « et 3 deux régles fixées, on appelle branchement minimal de (3, R)
engendré par (c, 3) tout élément de la famille génératrice minimale de B(X, o, ). On
appelle branchement minimal de (3, R) tout branchement local qui est engendré par un
couple («, 3) de régles. ¢

Pour définir les branchements triviaux, il faut prendre en compte la structure addi-
tionnelle des opérateurs par rapport aux monoides. Ainsi, si «, § sont des fléches de I'idéal
engendré par R, les triplets suivants sont des branchements :

Comme les deux premiéres formes sont des cas particuliers des deux derniéres (on
le montre grace aux relations d’échange), on appelle branchement trivial de (X,R) tout
branchement local de (£, R) qui posséde I'une des deux derniéres formes décrites, pour
un certain o et un certain § dans I'idéal de C engendré par R. Un branchement minimal
non trivial de (3, R) est appelé branchement critique. Enfin, on définit :
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Définition. Soit (3, R) une présentation. Une paire critique de (X, R) est une donnée
(f,C,a, D, 3) ot @ et 8 sont deux régles de R, f est une fleche de LY et C' et D sont
deux contextes, le tout vérifiant :

- Les deux notations C[s(«)] et D[s(3)] ont un sens et sont toutes deux égales a f.
- Le triplet (f, C[t(«)], D[t(5)]) est un branchement critique de (3, R).

- Si a = B, alors f # s(a).

Le branchement local (f, C[t(«)], D[t(B)]) est appelé branchement associé & la paire
critique (f,C,a, D, ). On dit qu’'une paire critique est confluente si son branchement
associé ’est. Une paire critique de la forme (f, C, a, D, 3) est dite engendrée par le couple
de régles (o, §). L’ensemble des paires critiques de (X, R) est noté cp(X,R) ou simple-
ment cp(R). ¢

Remarque. Dans la définition, la troisiéme condition a pour but d’éliminer des paires
critiques les éléments de la forme (s(a), 0, o, 0, ). En effet, le branchement associé a un
tel élément est (s(«), t(a), t(e)) : il est donc toujours confluent.

On montre le résultat suivant :

Lemme 3.21 (des paires critiques). Pour tout branchement local b de (¥, R), au
moins l'une de ces deux assertions est vraie :
— b est confluent;
— b est de la forme b = C[g] avec C € CC et g est le branchement associé a une paire
critique de (X, R).

Démonstration. Soit b un branchement local de (3, R). Alors, il existe un branchement
minimal g ainsi quun contexte C' tels que b = Clg|. Si g est trivial, alors g est confluent et
b = Clg| aussi. Supposons que g est un branchement critique. Comme g est un branche-
ment local, on a g = (f,g,h) avec (f,g) = Dla] et (f, h) = E[B] pour certains o, § € R
et D,E € CC. La donnée (f,D,«, E, () vérifie donc f = D[s(«)] = E[s(B)] ainsi que
g = (f, D[t(a)], E[t(B)]) est un branchement critique. C’est donc une paire critique et g
est le branchement qui lui est associé. &

On en déduit :

Théoréme 3.22 (des paires critiques). Une présentation est localement confluente si
et seulement si toutes ses paires critiques sont confluentes.

Démonstration. Soit (3, R) une présentation. Supposons qu’elle est localement confluente.
Alors, par définition, tous ses branchements locaux sont confluents, y compris les branche-
ments critiques ; donc toutes les paires critiques de (3, R) sont confluentes. Réciproque-
ment, supposons que toutes les paires critiques de (X, R) sont confluentes et que b est un
branchement local quelconque : d’aprés le lemme des paires critiques, b est confluent ou
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il est de la forme b = C[g] avec C' € CC et g le branchement associé a une paire critique p
de (3,R). Or p est confluente donc, par définition, g est confluent et C|g] aussi. Dans
tous les cas, b est confluent et (X, R) est localement confluente. O

D’ou, en appliquant le lemme de Newman :

Corollaire 3.23. Un présentation est convergente si et seulement si elle termine et toutes
ses paires critiques sont confluentes.

3.8.2 Calcul des paires critiques

Nous venons de donner une définition des paires critiques adaptée a la démonstration
du lemme et du théoréme du méme nom. Cependant, nous n’avons pas de caractérisation
explicite de ces objets. Nous allons démontrer ici une définition alternative, plus syn-
taxique, des paires critiques, qui ouvrira une piste vers une méthode pour les calculer.
Cependant, cette caractérisation n’est valable que pour certaines présentations, bien que
la restriction ne concerne aucune de celles qui seront étudiées par la suite.

Théoréme 3.24. Soient (X, R) une présentation d’opérade et o et § deux régles de R
vérifiant :

Pour tous contextes C et D applicables a v (v € {«, B}), si C[s(7)] = D[s(v)]
et C[t(vy)] = DIt(v)], alors C = D.

Soient f une fleche de LY et C et D des contextes tels que f = C[s(a)] = D[s(5)].
Alors (f,C,a, D, 3) est une paire critique de (X, R) si et seulement si les conditions
sutvantes sont remplies :

- La fleche f est différente de s(a) dans le cas ot o = 3.

- 1l existe une fleche ¢ de X, ainsi que des contextes Cy et Dy vérifiant Co[p] = s(«)
et Dy[gp] = s(B).

- Le couple (C, D) vérifie CoCy = Do Dy et il est minimal pour cette propriété, dans
le sens suivant : pour tout couple de contextes (C', D') et tout contexte E vérifiant
C'oCy=D' oDy, C=FEoC"etD=FEoD' onaFE =L01.

Démonstration. Soit (f,C,«, D, §) une paire critique de (X, R). Comme le branchement
(f, Clt(a)], D[t(B)]) est non trivial, il existe une fleche ¢ de ¥ ainsi que des contextes Cj
et Dy tels que Cylp| = s(a) et Do[p] = s(f) : sinon, les fléches s(a) et s(5) ne peuvent
pas se chevaucher dans f. De plus, le ¢ isolé dans la factorisation s(a) = Cyly] et celui
de s(8) = Dy|p] sont les mémes dans f : ils apparaissent dans le méme contexte, ce qui
se traduit par C' o Cy = D o D.
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Maintenant, supposons que C’, D' et E sont trois contextes tels que : C'oCy = Do D,
C=FEo(C' et D= FEoD' Alors, le triplet (f',C'[t(c)], D'[t(8)]) est un branchement
local de (3, R), en posant f' = C’'[s(«)] = D'[s(B)]. De plus, ce branchement vérifie :

(f, Clt(a)], DE(B)]) = E[(f', C'[t()], D'TH(B)]-

Or le branchement (f, C[t(«)], D[t(8)]) a été supposé minimal, donc E = 1.

Réciproquement, supposons que 1’on a une donnée (f, C, a, D, 3) vérifiant les proprié-
tés du théoreme 3.24. Le triplet (f, C[t(«)], D[t(B)]) est un branchement local, puisque
f = C[s(a)] = D[s(B)], par hypothése. D’aprés la condition Cylp] = s(«) et Dy[p] = s(B),
pour ¢ une fléche de X, on sait que ce branchement local est non trivial : les sources des
deux régles o et 8 se chevauchent bien dans f.

Enfin, montrons que (f,C[t(a)], D[t(B)]) est un branchement minimal de (c, ). A
cette fin, supposons qu’il existe un branchement local (f’,¢’,h') de (X,R) ainsi qu'un
contexte F tels que :

(f; Clt(@)], D[t(a)]) = E[(f', ', )]
(f', ") = C'le]

(f', 1) = D'[B].

On en déduit que :
Eo C's(a)] = Cls(a)]
Eo C't(a)] = Ct()]
Eo D'[s(B)] = D[s(8)]
Eo D'[t(8)] = D[t(B)].

Par hypothése sur les régles « et 3, on obtient EoC’' = C et Fo D' = D. D’autre part,
par liberté de £X, la fleche f' contient le méme chevauchement de s(«) et s(f) en ¢ :
les contextes C' et D' vérifient ’égalité C' o Cy = D’ o Dy. Par hypothése de minimalité
du couple (C,D), on a E = O. Donc (f,C[t(«)], D[t(5)]) est un branchement minimal
associé a (a, B).

¢

Ce critére, plus syntaxique que la définition d’origine, donne une premiére méthode
de calcul de paires critiques. Soit (X, R) une présentation d’opérade vérifiant : pour toute
régle o de R et tous contextes C' et D applicables & «, si on a, a la fois, C[s(a)] = D[s(a)]
et C[t(a)] = D[t(a)], alors C = D.
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On fixe deux régles o et  dans R et on procéde comme suit :

1. On détermine tous les triplets (¢, Cy, Dy) composés d’une fleche ¢ de X et de deux
contextes C et D, tels que Cop[p] = s(a) et Dylg] = s(8); on exclut, dans le cas ou
l'on a a = B, les triplets (¢, Co, Co).

2. Pour chaque triplet (¢, Co, Dy) ainsi obtenu, on résout I’équation C o Cy = D o D,
d’indéterminées C' et D.

3. Parmi les solutions de chacune de ces équations, on élimine tous les couples (C, D)
pour lesquels il existe une autre solution (C’, D') de la méme équation, ainsi qu’un
contexte £ avec C = FEo(C'et D=FEo D'

Alors, d’aprés le théoréme 3.24, pour chaque triplet (¢, Cy, Dy) et chaque couple so-
lution (C, D) ainsi obtenus, on a une paire critique (f,C,a, D, ), ou f est la fléche
Cls(a)] = D[s(B)]. De plus, on obtient toutes les paires critiques de (3, R) en effectuant
ces opérations sur chaque couple («, 3) de régles.

Cette méthode n’est pas encore implantable en 1’état, notamment en raison de la
seconde opération concernant la résolution d’équations du type C' o Cy = D o Dy : 'auto-
matisation de ces calculs fait partie des prochains travaux envisagés.

Malgré cela, nous illustrerons son fonctionnement au chapitre 5, lors du calcul des
paires critiques de la présentation de I'opérade dite des ensembles finis. En effet, les pré-
sentations étudiées dans ce document sont simples : les sources de leurs régles contiennent
toutes deux ou trois générateurs. Ainsi, les contextes Cy et D, sont, quant a eux, formés
de un ou deux générateurs. Nous verrons que la recherche de solutions minimales pour
I’équation C' o Cy = D o Dy est, dans ce cas, suffisamment simple pour étre effectuée a la
main.

3.9 Structures de données pour les opérades libres

Ce paragraphe a pour but de présenter des pistes pour combler le fossé existant entre
la théorie des opérades et I'implantation de calculs. Si ce qui est décrit ici n’est encore
qu’a I’état embryonnaire, il faudra absolument développer, dans un travail ultérieur, des
moyens pour calculer effectivement sur les fléches d’une opérade libre.

Deux points sur lesquels il serait souhaitable d’automatiser les calculs sont les sui-
vants : la vérification de la terminaison en utilisant la technique développée en 3.7 et le
calcul des paires critiques d’une présentation d’opérade finie, par exemple a 'aide de la
méthode de 3.8.2.
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La premiére étape dans ce programme est d’exhiber une structure de donnée dans
laquelle on puisse coder les fléches d’une opérade libre. Si I’on a différentes possibilités, on
choisira le codage simplifiant le plus les calculs a effectuer. Nous proposons ici deux idées
de structures de données : la premiére est directement issue de la structure algébrique; la
seconde, plus graphique, s’en éloigne mais est certainement plus prometteuse.

3.9.1 Premiére structure

On utilise ici la structure algébrique d’une opérade libre. Soit ¥ une signature; on va
définir un ensemble LY de termes représentant des fléches formelles. Avant cela, définis-
sons : les types sont les m — n pour tout couple (m,n) d’entiers. Puis, 'ensemble LY
des termes est défini de maniére inductive par :

- Pour tout entier n, LY contient un terme n de type n — n.
- Si @ est un élément de ¥(m,n), alors ¢ est un terme de type m — n.

-Sif:m— netg:p— qsont deux termes, alors f ® g est un terme de type
m-+p—p-+4q.

-Sif:m—netg:n — psont deux termes, alors g o f est un terme de type
m — p.

On définit ensuite une relation = sur LY, toujours de maniére inductive :

- Pour tout terme f :
fei=0x f=/.
- Pour tout terme f:m — n :
nof=fom=/f.
- Pour tous termes f, g et h :
(fe®g)@h=fo(9®h).
- Pour tous termes f:m —n,g:n—peth:p—q:
(hog)of=ho(gof).

Enfin, on étend = par compatibilité avec la structure :

- Si f, g et h sont des termes tels que f =g :

fOh=g®h et hQf=hQ®g.
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- Sif,g:m — net h:n— psont des termes tels que f =g :
hof=hog.

-Si f,g:n — pet h: m — n sont des termes tels que f =g :
foh=goh.

Remarque. Les termes de type m — n de LY sont exactement les graphes décorés
par les éléments de Y. Sans entrer dans les détails, un graphe planaire descendant est un
graphe topologique (orienté) G dans le plan R? tel que chacune de ses arétes est donnée par
un chemin a(t) = (z(t), y(t)), ot z,y : [0,1] — R sont des applications continues et y est
strictement décroissante, et tel que deux arétes ne peuvent se couper qu’en un sommet.
Pour un tel graphe, chaque sommet posséde des entrées et des sorties, respectivement
représentées par les arétes entrantes et sortantes. Alors, un graphe décoré par les éléments
de X est un graphe planaire descendant muni d’'une application associant, & chacun de ses
sommets ayant m entrées et n sorties, une fleche ¢ € ¥(m,n). On définit sur ces graphes
une relation dite d’isotopie consistant a identifier deux graphes qui ne différent que par
des déformations continues, sans croisement ni coupure dans les arétes : cette relation
d’isotopie correspond & la relation = définie ci-dessus.

Par construction de LY et de =, on a :

Proposition 3.25. Si f et g sont deuz termes tels que f = g alors f et g ont méme type.
De plus, I’ensemble des classes d’équivalence de termes de LY modulo la relation = est
solution du probléeme d’opérade libre engendrée par X.

Ainsi, on a un langage dans lequel s’expriment les fléches de £Y : chaque fleche de £X
correspond a une classe d’équivalence de LY./ =. Le principal inconvénient de cette re-
présentation est qu’elle impose de calculer modulo =, tout comme la réécriture de termes
avec un opérateur binaire associatif et commutatif impose de calculer modulo les relations
dites (AC) d’associativité et de commutativité.

Il est envisageable que, pour certaines présentations (X, R), on puisse catégorifier =
pour l'intégrer a R sans changer les propriétés de cette derniére : ainsi, on obtiendrait
un calcul avec isotopies explicites pour (X, R). Cependant, cette technique risque de ne
fonctionner que dans des cas trés particuliers.

3.9.2 Deuxiéme structure

On considére toujours une signature 3. En s’inspirant de la représentation des fléches
de £ comme classes d’équivalence de graphes décorés, on peut envisager un autre codage,
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moins algébrique mais certainement plus utile. Cependant, il n’est adapté qu’au cas ou X
ne contient aucune flecche 0 — 0 : cela ne fonctionnera donc pas avec les présentations
de monoides commutatifs (voir le chapitre 4) mais, dans tous les autres cas étudiés ici,
on évite ce probléme.

On suppose donc que (0, 0) est vide. Ainsi, la seule fleche 0 — 0 de £X(0, 0) est 0. Le
codage proposé consiste a voir chaque fléeche de £Y comme un tableau indiquant comment
les générateurs intervenant dans son écriture sont reliés.

Représentation des diagrammes

Soit f : m — n une fleche de £X. On associe a f un entier §f qui est le nombre de
générateurs de X utilisés pour écrire f : ce nombre est constant, quelle que soit 1’écriture
choisie, et généralise la longueur des mots. Par construction de £, on sait qu’il existe
des fleches fi,..., fiy de X ainsi que des entiers 41, ...,%; et j1,..., jir tels que :

f =iy ® fir ®jgr) o0 (i1 @ f1 ® jin).

Ces fléches et entiers ne sont pas uniques, mais définis modulo la relation d’échange :

(t(g) @ h) o (g ®@ s(h)) = (g @ t(h)) o (s(g) ® h).

On suppose que 'on a effectué un choix parmi toutes les écritures possibles de f. On
considére alors un ensemble X (f) dont les éléments sont notés xi,...,zy; ainsi qu'une
application Iy : X — F13 telle que l;(z;) = fi, pour tout 7 € [ff]. Pour simplifier les
notations, on pose s(z;) = s(lf(x;)) et t(z;) = t(lf(x;)). On a ainsi associé a la fleche f
I’ensemble des sommets du diagramme de Penrose qui la représente, ainsi que la décora-
tion de chacun d’entre eux - cette donnée est unique a une permutation des indices des
sommets pres.

Maintenant, décrivons les arétes du diagramme. On construit deux ensembles S(f)
et T(f), qui contiennent respectivement toutes les entrées et sorties des sommets du
diagramme, y compris les sommets libres que sont les entrées et sorties de f, que ’on note
respectivement sq,..., S, et t1,...,t,. On pose :

{&() {(:,7) = € [£f], € [s(z)]}
S(f) = So(f)U{ts, ..., ta}.

Et :

{%U)={@u)16Wﬂ( — s(z:)) € [t(z:)]}
T(f) = To(f) U {s1,..., sm}
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Notons que les ensembles S(f) et T'(f) contiennent nécessairement le méme nombre
d’éléments :

La donnée qui manque encore pour décrire les arétes du diagramme est une corres-
pondance bijective Ry entre S(f) et T(f), telle que :

- Si (2i,7) € T(f) et (x,5") € S(f), alors (x;,7) Ry (zs, ') si et seulement s’il existe
une aréte allant de la (j — s(z;))® sortie du sommet z; vers la (j')¢ entrée du sommet
€T

- Si(z4,5) € T(f) et k € [n], alors (x;, j) Ryty si et seulement si la j¢ sortie du sommet
x; est aussi la k° sortie de la fleche f.

- Sik € [m]et (z;,5) € S(f), alors sgRy (x;,7) si et seulement si la j° entrée du
sommet x; est aussi la k° entrée de la fléche f.

- Sik € [m]etl € [n], alors spRst; si et seulement si la k° entrée de f est directement
connectée a sa [® sortie, c’est-a-dire si f = g1 ®h,avec g : k—1 — [ —1 et
h:m—-—k—n-—1L

On associe donc, & chaque fleche f : m — n, une donnée (X(f),ls,S(f),T(f), Ry),
qui est unique aux permutations d’indices des sommets prés. Donnons un exemple :

Exemple. On suppose que X est composée de deux fleches py:2 — 1 et ;0 — 1. On
considére la fleche f : 2 — 1 suivante :

f=po(l®@puo(len®1l).

On a ff = 3. Il n’y a aucun autre choix possible concernant la numérotation des
sommets que celle donnée par la décoration :

Wz1) =n, Uzz)=p, Uzs)=p.

On obtient les ensembles suivants :

{S(f) = {(22, 1), (22,2), (3,1), (23, 2), t:}
T(f) = {(z1,1), (x9,3), (23,3), $1, S2 }-

Enfin, la relation R est :
SlRf (x3a1)a SZRf (x2a2)a (371,1)Rf (anl), ($2,3)Rf (.’1'3,2), ($3,3)Rf t1.
Toute ces données sont résumées par celle de [ sur chaque z; et par le tableau :

$1 Sy | (x1,1) | (xe,3) | (x3,3)
(23,1) | (72,2) | (22,1) | (23,2) |
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Calcul des produits et des composées

Examinons a présent la possibilité de calculer a ’aide de ces représentations. Supposons
que f : m — n et g : p — ¢ sont deux fleches de £X : on peut déterminer la
représentation de f ® g a partir de celles de f et g. En effet, on peut vérifier que, a la
renumérotation des sommets prés :

(X(f®g)=X(f)uX(g)
Lo () = { fla)  siie 3]

? ly(wigy) si(i—1f) € [tg]
S(f®g)=S5(f)uS(g)
T(f®g)=T(f)UT(g)

\Rf®g = Rf U R£

ou l'action de f est donnée par x{ = Titif, s{ = Sitm €t t; = t;1,. Notons que
lon peut aussi calculer directement avec les tableaux : le tableau associé a (f ® g) est,
a la renumérotation des sommets pres, la juxtaposition du tableau associé a f et de ce-

lui associé a g dans lequel on a remplacé chaque z;, s; et t; par, respectivement, acz ) S; ! et tf

Pour la composition, supposons que f : m — n et g : n —> p sont deux fléches
de L£3. Toujours a renumérotation des variables prés, on a :

= X(f)u
{lﬂxz si i € [2/]
ly(mimgy) si(i—1tf) € [ty
of)=So(f)USe(g)f U{ts,...,t,}
(f®9) =To(f)UTo(g) U{st,-..,Sm}
(Riag = (Rylts == Ry(sx)]) U (RI[s, == R (t)])

ol Ry[ty == Ry(sk)] est obtenu & partir de R; en remplagant chaque ¢, par I'unique
élément y de S(g) vérifiant sy R,y et [s; := R;l(tk)] est obtenu a partir de R, en rempla-
cant chaque ¢; par I'unique élément z de T'(f) vérifiant 2R, sy.

Encore une fois, on peut calculer ce résultat directement avec les tableaux. Celui
de g o f est, & la renumérotation des sommets preés, le tableau obtenu a partir de ceux
de f et g de la maniére suivante :

1. On extrait du tableau de f les colonnes dont la deuxiéme ligne est un des tx, k € [n].
]

2. On extrait du tableau de g les colonnes dont la premiére ligne est un des sy, k& € [n
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3.9. Structures de données pour les opérades libres

3. On concaténe les colonnes restant dans chacun des deux tableaux, en faisant opé-
rer (+)/ sur celui de g.

4. On rajoute au résultat les n colonnes obtenues par composition deux & deux de
celles mises de coté : pour chaque k € [n], la paire (y;,t;) issue du tableau de f et
la paire (s;, 2;) issue de celui de g donnent (y;, sz ).

Exemple. On considére toujours la méme signature X contenant deux fleches p:2 — 1

etn:0— 1.

1. Commencons par effectuer le produit des deux fléeches f:3 — letg:1 — 1
suivantes :

f=po(l®pu) et g=po(e®1),

On va utiliser directement les tableaux. Pour f, on a lf(z1) = lf(z2) = p et :

S1 S S3 (21,3) | (z2,3)
(x9,1) | (z1,1) | (21,2) | (22,2) t

Pour g, on a l,(z1) = n et lj(z2) = p, ainsi que :

s1 | (z1,1) | (z9,3)
(.TQ,?) (Ig,l) tl

On décale tous les indices dans les données de g et on rassemble, ce qui donne
l(z1) = l(z2) = l(z4) = p et I(z3) = n, ainsi que le tableau suivant :

$1 S9 S3 (21,3) | (22,3) | 84 (x3,1) | (x4, 3)
(29, 1) | (1,1) | (21,2) | (22,2) | t1 | (24,2) | (24,1) | o

On vérifie alors que, au renumérotage des sommets prés, ces données sont bien celles
associées & f ® g.

2. Calculons a présent la composée de f:2 — 2et g:2 — 1, avec :
f=u®e et g=p.
Pour f, onalp(z1) = p, lf(z2) =net:

S1 S9 (.T1,3) (332,].)‘
(z1,1) | (z1,2) | ty |

Quant a g, on obtient l,(z;) = p et :

S1 52 ($1,3)
(331, 1) ($1,2) tl
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On procéde, comme décrit précédemment, en isolant certaines colonnes, en effectuant
les décalages et recollement de colonnes nécessaires, et on obtient I(z1) = I(z3) = u,

l(ze) =met:

S1 S92 (£E3,3) (1'1,3) (l‘g,l)
(.Tl,l) (.1'1,2) tl ($3,1) (333,2)

La double barre sépare les colonnes qui sont restées telles qu’elles ou qui ont éventuel-
lement subi un décalage d’indices (a gauche) des colonnes obtenues par composition (a
droite). On vérifie que, & renumérotation des sommets prés, on a bien obtenu la décoration
et le tableau associés & g o f.

Fléches associées aux représentations de diagrammes

Nous allons & présent examiner s’il est possible de récupérer une fléche a partir des don-
nées que nous venons de définir. Pour tout couple (m, n) d’entiers, définissons S¥(m,n)
comme ’ensemble des triplets (X, [, R) ou X est un ensemble fini, dont les éléments sont
notés i, ..., Tk, [ est une application de X dans F1X et R est une correspondance bijec-
tive entre les ensembles Sx et Tx, construits comme S(f) et 7'(f) précédemment.

On définit le produit et, le cas échéant, la composée de deux éléments de S comme
dans le cas ou ils sont associés & des fleches de L£X. On peut vérifier que S est une
opérade. La question qui se pose est la suivante :

Quels éléments de §X(m, n) correspondent & des fleches de LX?

Tout d’abord, rappelons que si deux éléments de SX sont obtenus & partir de fléches
de £Y, leur produit et, si elle est définie, leur composée correspondent & une fléche de £X.
Cependant, tous les éléments de SY ne vérifient pas cette propriété.

Exemples. 1. Le premier exemple est donné par ’élément de SX(2,2) tel que X = ()
avec s1 Ris et soRt;. Sil'on essaie de tracer le diagramme associé, on se rend compte
que I’on est obligé de croiser les arétes si I’on veut que les deux soient descendantes.
Or on l’a interdit lorsque 'on a évoqué les graphes planaires descendants. Nous
n’avons pas précisé quelle était la signature X utilisée car cet élément est présent
dans tous les S, quelle que soit X.

2. Pour le deuxiéme exemple, fixons la signature ¥ : on la choisit avec une seule
fleche, notée 0. Dans §3(0,0), on trouve ’élément suivant : X = {z1}, l(z1) = 0
et (z1,2)R(z1,1). Sil’on trace le diagramme associé, on obtient un sommet décoré
par o dont la sortie est reliée & ’entrée : encore une fois, cette situation est prohibée
par le fait que les arétes doivent étre descendantes.
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Afin d’éviter ces situations, on peut définir des critéres caractérisant les éléments
de 8X qui sont des fleches de L£X. Pour l'instant, nous n’avons que des pistes concernant
ces criteres.

Définition. Soient ¥ une signature et (X,/, R) un élément de SX(m,n). On note X
I’ensemble :

X = XU {sy,...,8m} I {ts,...,ta}.

Un chemin descendant élémentaire de (X,1, R) est un couple (a,b) d’¢léments de X

vérifiant 'une des conditions suivantes :

- il existe ¢ € [m] et j € [n] tels que a = s;, b =t; et s;Ri;;

- il existe ¢ € [m], z € X et j € [s(x)] tels que a = s;, b=z et s;R(z,j);

- il existe x € X, s(z) < i < s(z) +t(x) et j € [n] tels que a =z, b =t; et (x,7)Rt;;

- il existe z,y € X, s(z) < i < s(z) + t(x) et 7 € [s(y)] tels que a = z, b = y et
(@, 1) R(y, j)-

Un chemin descendant de (X, [, R) est une famille (z1, ..., ;) telle que chaque couple

(x4, Tg+1) est un chemin descendant élémentaire de (X, 1, R); un tel chemin est dit allant
de x1 G Tp.

On définit sur X la relation est plus d gauche que, notée >, en posant a > b si ’'on est
dans un des cas suivants :
- il existe 4,5 € [m], tels que ¢ > j, ainsi que des chemins descendants allant de s; a
a et des; ab;
- il existe i,j € [n], tels que 7 > j, ainsi que des chemins descendants allant de a a ;
et de b a t;.

¢

On formule une conjecture. Un élément (X, 1, R) de SX(m,n) correspond a une fleche
de L£LX(m,n) si et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :

L. Il n’y a aucun chemin descendant de longueur non nulle dans (X, , R) allant d’un
sommet x € X vers lui-méme.

2. La cloture transitive de > est un ordre strict sur X.

Remarque. La seconde condition a pour but d’interdire les croisements entre les arétes,
la premiére les rebroussements. Il semble que si ’on n’impose que la premiére condition, on
obtienne une représentation fidéle des fléches de I’'opérade symétrique librement engendrée
par ¥. Si 'on n’impose aucun des deux critéres, &Y parait étre 'opérade souveraine
librement engendrée par X..

Comme nous 'avons dit précédemment, cette section devra étre développée dans le but
d’implanter, en particulier, la méthode de calcul des paires critiques d’une présentation
d’opérade de 3.8.2, mais aussi d’automatiser la technique d’interprétation de 3.7.
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Chapitre 4

Présentations de monoides commutatifs
ou réseaux de Petri

Nous allons rappeler le formalisme usuel des réseaux de Petri. Notons que, selon les
auteurs, la présentation peut varier; de plus, il existe de nombreuses généralisations; on
pourra se référer & [Mur89| pour plus de détails.

Apreés ces rappels, nous verrons qu’'un réseau de Petri est équivalent a une présentation
de monoide commutatif; enfin, nous montrerons comment plonger un tel objet dans une
présentation d’opérade.

4.1 Une description succincte des réseaux de Petri

Un réseau de Petri est une donnée R = (X,7,w) ou X et T sont des ensembles
finis dont les éléments sont respectivement appelés places et transitions, et w est une
application :

w: (X xT)OI(TxX) — N

Un réseau de Petri est représenté graphiquement de la maniére suivante : on associe un
sommet & chaque place et & chaque transition, avec des formes différentes (classiquement
un cercle pour une place et une double barre pour une transition). Puis, pour chaque
couple (z,t) de X x T, on trace une aréte de x a t si et seulement si w(zx,t) > 0 et une
de t & z si et seulement si w(t,z) > 0. Enfin, chaque aréte est étiquetée par I'entier w(x,t)
ou w(t, z) selon qu’elle va de x & ¢t ou de ¢ & z.
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Exemple. On considére le réseau de Petri R = (X, T, w) ou X = x1, %, 23, T = t1,15 €t

’U)(,’El,tl) = ’ll](t1,$2) = w(tl,.’L'g,) = ’LU(tg,.Ig) =1
’(U(.??z, tg) =2
w(z,t) = 0 partout ailleurs.

On peut le représenter comme dans la figure 4.1.

F1G. 4.1 — Un exemple de représentation graphique associée 4 un réseau de Petri.

Dans toute la suite, on fixe un réseau de Petri R = (X, T, w). On appelle marquage
de R toute application g : X — N. On note M(R) 'ensemble des marquages de R. Un
marquage est représenté graphiquement par des jetons placés dans les cercles correspon-
dant aux places.

On définit, pour toute transition ¢ € T, une relation binaire —, sur M(R) de la
maniére suivante : si u et v sont des marquages, on a y —,v si et seulement si

p(z) = w(z, )

pour tout =z € X, {M(x) +w(t,z) =v(z) +w(x,t)

La premiére condition impose qu’il y ait au moins autant de jetons (pour le mar-
quage ) dans chaque place x que la valeur de w(z,t). Si c’est le cas, on obtient v ainsi :

1. On ote w(z,t) jetons de chaque place x.

2. On rajoute w(t, x) jetons dans chaque place z.

Remarquons que, si toutes les inégalités u(x) > w(z,t), € X, sont vraies, il y a un
et un seul marquage v tel que pu —,v.

On définit alors —, comme la réunion de toutes les relations —,, t € T'. L’ARS associé
au réseau de Petri R = (X, T, w) est (M(R), —1). Si p et v sont des marquages, on dit
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que v est atteignable a partir de u si yu —»,v.

De nombreux problémes se posent concernant un réseau de Petri. L’un des plus courant
est celui dit d’atteignabilité. On peut le décrire ainsi :

Données : un réseau de Petri R = (X, T, w) et deux marquages p et v de R.
Question : est-ce que v est atteignable & partir de p?

Cela ressemble & un probléme de mots : on voudrait exhiber la structure algébrique
dans laquelle le formuler. En fait, la résolution du probléme de mots ne fournit qu’une
procédure de semi-décision pour celui de I'atteignabilité, c’est-a-dire que ’on n’obtient
qu'une condition nécessaire pour répondre de maniére affirmative a la question. Cette
procédure est cependant compléte dans le cas des réseaux de Petri réversibles, c’est-a-dire
ceux pour lesquels —;, et =, coincident. Autrement dit, le probléme de mots est équivalent
au probléme suivant :

Données : un réseau de Petri R = (X, T, w) et deux marquages u et v de R.
Question : est-ce que u et v sont égaux modulo la relation d’équivalence =, 7

Comme p —» v donne y =;v, on a bien une condition nécessaire pour le probléme

d’atteignabilité.

Exemple. En reprenant I’exemple précédent, étudions les transitions possibles a partir
du marquage p(z1) = 2, u(xe) = 2 et pu(x3) = 0. On a représenté les différentes évolutions
dans la figure 4.2.

4.2 Un survol des présentations de monoides commu-
tatifs

On va imiter ce qui a été fait précédemment pour les monoides, mais en ajoutant
partout commutatif aprés monoide. Rappelons tout d’abord ceci :

Définition. Un monoide M est dit commutalif si xy = yx pour tous z,y € M. On
note Com la sous-catégorie pleine de Mon formée par les monoides commutatifs. ¢

On peut écrire un probléme universel de monoide commutatif libre engendré par un
ensemble. On va plutdt directement donner sa solution :

Définition. Soit X un ensemble. Le monoide commutatif libre engendré par X est le

monoide noté [X] admettant la présentation (X, E) ot E est 1’ensemble des couples
(zy,yx) pour tous z,y € X. ¢
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IR Y
S N

J J

AN St
Sd N

J J

IOV SV U]
Sl Sl Nl

F1G. 4.2 — Evolutions possibles d’un marquage d’un réseau de Petri.
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Il se trouve que, si I'on fixe un ordre total sur X, on obtient une présentation conver-
gente de X en remplacant F par R définit ainsi :

R = {(yz,zy)|r,y € X,z < y}.

Par suite, tout élément de [X] posséde une unique forme normale dans (X, R). Cela
revient & constater qu’un élément de [X| est entiérement déterminé par le nombre d’occu-
rences de chaque élément de X dans son écriture, nombre qui est nul pour tous les z € X
sauf un nombre fini. On note deg(z, a) le nombre d’occurences de x € X dans a € [X],
aussi appelé degré de x dans a.

On obtient ainsi une autre définition équivalente de [X] comme ’ensemble des appli-
cations f : X — N telles que f(z) = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments. Le produit
est défini ainsi : fg(z) = f(z) + g(z). Le fait que I’on obtienne un monoide commutatif
provient du fait que N en est un.

Dans le cas oit X est fini, on pose X = {zy,...,z,}. Alors, les éléments de [X] sont
exactement les xzf ...z pour iy,...,4, parcourant N. C’est exactement 1’ensemble des
formes normales de la présentation de monoide (X, R), les régles R étant obtenues comme
précédemment avec l'ordre total 1 < --- < x,,.

Comme [X] est aussi un monoide, on peut se rattacher a I’étude de cette structure pour
définir les notions de [X]-modules et d’idéaux de [X]. Un M-module aura exactement la
méme définition que dans le cas non commutatif. Cependant, la commutativité a certaines
conséquences sur le M -module diagonal. En effet, M? est muni des deux actions diagonales
de M, I'une a gauche, 'autre a droite; en utilisant la commutativité du produit de M,
on obtient :

a(z,y) = (az, ay) = (va,ya) = (z,y)a.

Ainsi, les deux actions diagonales coincident. On a quand méme les définitions sui-
vantes :

Définition. Soit M un monoide commutatif. Les éléments de M? sont appelés relations
ou regles de réécriture sur M. Un idéal de M ou relation de réduction sur M est un
sous-M-module du module diagonal. ¢

On peut encore donner plusieurs constructions de I'idéal (R) =—, engendré par une
partie R de M?. La premiére est directe : les éléments de (R) sont exactement les éléments
de M? de la forme za avec x € M et o € R. La seconde version revient au méme mais
passe par les contextes :

Définition. Soit M un monoide commutatif. Un contezrte sur M est un élément de CM,
le M-module libre engendré par le singleton {(J}. ¢

141



4. Présentations de monoides commutatifs ou réseaux de Petri

Les contextes de M sont munis d’une structure de monoide commutatif (pour la
composition), ils sont tous de la forme z0J, pour x € M, et agissent sur les éléments de M
par (z00)[a] = za. Ainsi, I'idéal (R) de M engendré par une partie R de M? posséde
la description suivante : les éléments de (R) sont exactement les éléments de M? de la
forme Cla] pour C € CM et a € R. Pour conclure :

Définition. Une présentation de monoide commutatif est un couple (X, R) constitué
d’un ensemble X et d’une partie R de [X]%. L’ARS associé a (X, R) est ([X],(R)). ¢

4.3 Les réseaux de Petri sont des présentations de mo-
noides commutatifs

On considére toujours un réseau de Petri R = (X, 7, w). On va montrer que I’on peut
construire une présentation de monoide commutatif dont I’ARS est isomorphe a celui
de R. L’idée sous-jacente est qu’un réseau de Petri spécifie les lettres de ’alphabet ainsi
que les régles de réécriture, les marquages de ce réseau étant les termes de la réécriture.

L’ensemble M(R) des marquages de R posséde une structure de monoide commutatif,
donnée par I'addition des jetons dans chaque place. De plus, ce monoide est isomorphe
a [X], comme nous allons le voir.

On se donne un marquage p de R ; on lui associe un élément ¢(u) de [X] de la fagon
suivante :

o(p) = T .

reX

Réciproquement, si @ € [X], on définit un marquage (a) ainsi sur un élément z € X :

¥(a)(z) = deg(z, a).
Ces deux applications sont des morphismes de monoides (commutatifs) et inverses

Pune de Pautre.

Pour les transitions, on commence par associer a chaque ¢ € T' un couple (g(t), d(t))
de marquages en posant :

gt) =w(-,t) et d(t) =w(t,-).
On étend alors ¢ : M(R) — [X] en ¢ : T — [X]? en posant :

(1) = (p(9(1), p(d(?)))-

On a donc ¢(T) une partie de [X]? et on note (p(T)) =—, 1 I'idéal de [X] qu’elle
engendre.
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Lemme 4.1. Soient yu et v deur marquages et t une transition. Alors p —,v si et seule-
ment s’il existe un élément de q de [X] tel que :

(p(u), (V) = q.-0(2).
Démonstration. Supposons que p —v. On a alors, pour tout z dans X :
u(x) > w(z,t).
Donc ¢(g(t)) divise ¢(p) et, par suite, il existe ¢ vérifiant :
e(p) = q-p(g(t))-

Il s’agit de :
q = H xu(:ﬂ)*w(w,t).
zeX

De plus, pour tout = dans X :
p(z) +w(t, ) = v(z) + w(x,t).
Donc :
e(p)-p(d(t) = (v).0(g(t)).
Par suite et puisque [X] est libre :
2-9(g(t)-0(d(t)) = o(v)-p(g(t)) et @(v) = qp(d(t)).
Enfin :
() o(v)) = g9 (t).

Réciproquement, supposons qu'il existe ¢ tel que (¢(u), p(v)) = g.¢(t). On a, d’une
part, pour tout z dans X :

w(x) > w(z,t).
Et d’autre part, pour tout x de X :

w(x) =w(z,t) +deg(x,q) et v(z)=w(t,x)+ deg(z,q).
Ce qui donne, pour tout x dans X :

u(z) +w(t, ) = v(z) + w(x,t).

On en conclut que pu —,v.
¢

Corollaire 4.2. Soient y et v deuxr marquages de R. Alors u — v si et seulement si
o) = (V). En d’autres termes, les ARS (M(R),— 1) et ([X],— ,ux)) sont iso-
morphes.
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4.4 Présentation d’opérade associée a une présentation
de monoide commutatif

Comme pour les présentations de monoides, on cherche une opérade interprétant le
cadre commutatif. Soit X un ensemble; la premiére idée est de prendre la méme si-
gnature X x que pour les mots : tous les éléments de X sont vus comme des fléches
1 — 1. Puis on quotiente I'opérade LY x par l'idéal engendré par ’ensemble E des
couples (zoy,yox), pour tous les z,y € X. Ainsi, on reproduit, au niveau des catégories,
la présentation par générateurs et relations du monoide [X].

Dans ce cas, les éléments de [X| seront exactement les fleches 1 — 1 de LY x/E.
Etant donnée une famille R de régles sur [X], on a alors un choix & faire. La premiére
possibilité est de travailler modulo E. C’est-a-dire que les éléments sur lesquels portent la
réécriture sont des classes d’équivalence de fléches de £X : on rentre ici dans le domaine
périlleux de la réécriture modulo (ici modulo commutativité).

La seconde piste est de rajouter les régles de E a celles de R : on reste ainsi dans le
monde de la réécriture de mots (classiques), en espérant que 'ajout de régles ne modifie
pas les propriétés de terminaison et de confluence de — . Cependant, ce n’est pas toujours
le cas; pire, il est possible que le monoide (X)/ =, posséde une présentation convergente
mais que (X)/ =z, n’en ait pas.

Ce probléme se posera de nouveau pour la réécriture de termes. Nous y reviendrons
alors. Ici, les opérades fournissent une troisiéme voie pour éviter ces questions.

En effet, du point de vue des opérades, les structures de monoides et de monoides
commutatifs sont essentiellement différentes. Dans une telle catégorie C, comme dans
toutes les autres, tout ensemble d’endomorphismes C(n,n) hérite de C d’une structure
de monoide : ainsi, pour £Xx(1,1), on retrouve le monoide libre (X). Cependant, la
structure monoidale d’'une opérade a un effet étonnant sur I’'un de ces monoides : il est
naturellement commutatif. Il s’agit de 1’ensemble des scalaires de C, C(0,0).

Cet ensemble d’endomorphismes posséde deux structures de monoide avec des relations
entre elles. Or, un résultat d’algébre générale nous indique que :

Proposition 4.3. Soit M un ensemble muni de deux lois de composition interne - et *
vérifiant la relation suivante :

(x-y)x(zt)=(x*2) (yxt)

et admettant chacune un élément neutre a gauche et a droite. Alors ces deux lois coincident
et sont commutatives.
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Démonstration. On note e I’élément neutre de - et £ celui de *. On va commencer par
montrer que e = £. On applique la relation avec x =t = e et y = 2z = ¢. D’une part :

(e-e)x(e-e)=cxe=¢.

La premiére égalité est donnée en appliquant la neutralité a gauche et a droite de e
pour -; la seconde en appliquant le neutralité a gauche ou a droite de € pour *. D’autre
part, on a :

(exe)-(exe)=e-e=e.
Or la relation entre - et * nous dit que :
(e-e)x(e-e)=(exe)-(exe)
et donc que e = €. Maintenant, si x et y sont deux éléments de M quelconques, on a :
zxy=(x-e)*x(e-y)=(rxe)-(exy)=x-y.
Par suite, les deux opérations coincident. Pour finir :
zxy=(e-x)*x(y-e)=(exy)  (r*xe)=y-x.
Puisque les deux opérations coincident, elles sont de plus commutatives. &
On l'applique a C(0,0) en prenant - =oc et * = ® :

Corollaire 4.4. Dans toute opérade C, les restrictions a C(0,0) de la composition et du
produit coincident et sont commutatives.

Ainsi, ensemble C(0,0) des scalaires de C, muni de la composition (ou du produit),
est un monoide commutatif. Si on veut retrouver les éléments de [X] comme fléches
d’une opérade, on définit la signature ¥4 en posant :

X sim=n=0

() sinon.

st = {
Une partie R de [X]? est vue comme une partie R de (LX%)?, avec seulement des

fleches 0 — 0. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.5. Soit (X, R) une présentation de monoide commutatif. Alors, ’ARS as-
socié a la présentation d’opérade (LX%, (R)) contient ’ARS ([X], (R)) associé a (X, R).
Plus précisément, on a un isomorphisme d’ARS :

([X], (R)) = (£3%(0,0), (R)(0,0)).

La preuve est la méme que pour le théoréme 3.11 concernant les monoides.
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4. Présentations de monoides commutatifs ou réseaux de Petri

4.5 Un ordre de réduction particulier

Avant de passer a la réécriture de termes, nous allons définir un ordre de réduction
particulier sur les monoides commutatifs libres : le multiordre. Nous ’avons déja utilisé
au chapitre 3, pour démontrer la terminaison de la présentation L(Z,), comme exemple
d’utilisation du théoréme 3.17.

On fixe un ensemble X que I’on suppose muni d’un ordre strict > qui termine. On veut
étendre cet ordre au monoide commutatif libre [X] afin d’obtenir un ordre de réduction.
Remarquons que nous n’avons pas défini cette notion pour les monoides commutatifs ;
cependant, comme précédemment, il suffit de reprendre celle des monoides et de ’adap-
ter : un ordre de réduction sur un monoide commutatif M est & la fois un ordre strict qui
termine et un idéal de M.

Donnons l'intuition de la construction. Un élément de [X] s’écrit comme une somme
formelle d’éléments de X : c’est d’ailleurs pour cela qu’on appelle parfois multiensembles
sur X les éléments de [X]. L’ordre que nous allons construire est aussi connu sous le nom
ordre des multiensembles sur X associé a > et noté >, ; nous I’appellerons le multiordre
engendré par > et nous le noterons encore >. De maniére informelle, on dira qu’un élé-
ment a de [X] est plus grand qu’un autre élément b si tout élément de X intervenant dans
I’écriture de b est majoré par un élément de X intervenant dans I’écriture de a.

Précisons maintenant la construction. On commence par étendre 'ordre > de X en
une partie de X x [X], toujours notée > :siz € X et a € [X] on pose que z >asia=0
ou si tout élément y de X intervenant dans 1’écriture de a vérifie x > y. Puis, on étend
cette relation en une relation binaire > sur [X| par cloture relativement aux opérations :

Définition. Soit X un ensemble muni d’un ordre strict noté >. On appelle multiordre
engendré par > la relation binaire sur [X] donnée par a > b s'il existe a/, b’ et ¢ dans [X]
vérifiant les conditions suivantes :

(a=d +c¢

b=b+c

Sad =x1+ 42y, m>0,2,...,0;, €X
bV=pi++yp, n>0,uy1,...,yn€X

| pour tout j € [n], il existe un i € [m], tel que z; > y;.
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4.5. Un ordre de réduction particulier

On a le résultat suivant :

Proposition 4.6. S > est un ordre strict qui termine sur un ensemble X, alors le
multiordre > engendré est un ordre de réduction sur [X].

On trouvera une preuve de ce résultat dans [BN98]. Comme nous I’avons déja fait
pour L(Zy), nous utiliserons & plusieurs reprise le multiordre engendré sur [N] (ou [N*])
par l'ordre usuel de N (ou N*) afin de prouver la terminaison de diverses présentations
d’opérades en utilisant 3.17.
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Chapitre 5

Réécriture de termes et présentations
d’opérades

Le but de cette partie est de prouver que I’on peut associer, a tout systéme de réécri-
ture de termes linéaire a gauche, une présentation d’opérade qui le simule complétement.

Apreés avoir rappelé les notions essentielles de la réécriture de termes, nous verrons
que I’ensemble des termes construits & partir d’une signature algébrique X est une partie
de 'opérade cartésienne libre engendrée par Y. Puis, nous donnerons une présentation
convergente de cette opérade cartésienne. Enfin, nous démontrerons le théoréme 5.40 qui
nous dit que, dans le cas linéaire & gauche, la présentation obtenue, munie d’une interpré-
tation des régles R du systéme de réécriture de termes, simule complétement (X, R).

5.1 Systémes de réécriture de termes

La réécriture de termes s’intéresse aux calculs effectués dans des algébres quelconques :
un tel objet est un ensemble muni d’opérations de différentes arités qui vérifient un certain
nombre de relations. Cette approche générale des structures algébriques permet de décrire
aussi bien des structures classiques comme des monoides ou des groupes que des struc-
tures complétement exotiques. Ici, la réécriture opére sur des termes qui représentent les
opérateurs abstraits de la structure considérée ; les régles de réécriture sont des versions
orientées des relations, dont le but est de permettre le calcul de formes normales pour les
opérateurs abstraits de la structure.

5.1.1 Termes et régles de réécriture

Soit Y une signature algébrique, c’est-a-dire une signature dont toutes les fléches ont 1
pour but. On fixe un ensemble dénombrable V', dont les éléments sont appelés variables.
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5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

Par opposition, les fleches de X(0,1) sont appelées constantes. L’ensemble Ts(V') des
termes associés a Y est construit par induction a partir des éléments de V' de la maniére
suivante. On pose Tx (V) = VIIX(0, 1). Puis, si Tx(V), est construit, on définit T (V)11
ainsi :

To(V)nn = [] S(k,1) x (V)P
keN*

ol TE(V)%]C) est 'ensemble des (¢y,...,%) tels que, pour tout i, ¢; est dans Tx(V),,

avec p; < m pour tout i et p; = n pour au moins un ¢. Enfin, on prend pour Tx(V) la
réunion disjointe de tous les Tx(V),,.

Un élément (¢, 11,...,t) de Tx(V), est noté ¢(t1,...,t); on dit qu’il est de degré n.
Pour un terme ¢, on définit 'ensemble V (t) des variables de t, toujours par induction :
pour commencer, on pose V(z) = {z} siz € V et V(y) = 0 si v € £(0,1). Puis, si
t = @(t1,...,t) est un terme de degré n + 1, on pose V(t) = V() U--- UV (t). Ceci
permet de définir la notion de régle de réécriture sur Ty (V) :

Définition. Une régle de réécriture sur Tx(V) est un couple (u,v) de termes tels

que u ¢ Vet V(v) C V(u). ¢

On verra dans la suite que, d’un point de vue théorique limité aux termes, la premiére
condition n’est pas obligatoire ; cependant, une régle de réécriture dont le premier membre
est une variable donnerait obligatoirement une relation de réduction qui ne termine pas.
De plus, nous aurons besoin de cette condition pour démontrer le théoréme 5.40.

Définition. Un systéme de réécriture de termes est un couple (3, R) composé d'une
signature algébrique et d’une famille de régles de réécriture sur 7% (V). ¢

Notons que I’ensemble des variables n’est pas donné dans le systéme de réécriture : on
peut le remplacer par n’importe quel autre ensemble dénombrable. En effet, si V' est un
autre ensemble dénombrable, il existe une bijection o : V' — V'. On envoie chaque terme
de Tx (V') sur un terme de Tx(V"') en remplagant toutes ses variables par leur image par o.
On opére de méme sur les régles. Il est évident que 1’on obtient un systéme de réécriture
« équivalent ». Le fait que ’on puisse remplacer V' par tout autre ensemble dénombrable
sera expliqué lorsque nous aurons vu que 'utilisation des variables correspond a celle des
opérateurs de 'opérade cartésienne initiale : on peut donc remplacer les variables par
toute autre version de cette opérade comme, par exemple, un autre ensemble de variables.

5.1.2 Contextes, substitutions et relations de réduction

Avant de définir la notion de relation de réduction associée a une famille de régles de
réécriture, on doit définir celles de contextes et de substitutions. De maniére informelle,
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5.1. Systémes de réécriture de termes

un contexte est un terme avec exactement un emplacement de libre. Plus formellement,
on construit l’ensemble Cx (V') des contextes sur X par induction : on commence par
Cs(V)o = {0}, un ensemble réduit a un élément noté [1; puis, si 'on a construit Cx(V),,
on définit Cx (V)41 comme :

CoWanr = I Bk 1) x (Tu(V)™! x Co(V)a x (Tn(V))* .

keN*, ic[k]

On pose enfin Cx (V) la réunion disjointe des Cx(V'),,. Un contexte est donc un terme
dans lequel on a remplacé exactement une variable par le symbole [l.

Comme pour les termes, on note ¢(t1,...,C,... 1) un élément (p,t1,...,C, ... tg)
de Cg(V),. Tout contexte C' définit une application C[.] : (V) — Tx(V) en posant
Ot =tet,siC =p(t,...,D,...,t), Clu] = o(t1,...,Dlu],...,t) : application de C
a u revient a remplacer, dans C, le symbole [J par u.

Les substitutions sont les applications 7% (V) — Tx (V') qui remplacent les variables
des termes par d’autres termes. On définit ’ensemble Sx(V') des substitutions sur ¥ comme
I’ensemble des applications o : Tx(V) — Tx(V') vérifiant :

o(p(ty,. .., t) = plo(tr),---,0(tk))

pour tout ¢ € X(k,1) et tous ty,...,t dans Tx(V). On voit qu’une substitution est
entiérement déterminée par ses valeurs sur les variables : les substitutions sont en corres-
pondance bijective avec les applications V — T (V).

La composition des applications munit Sx(V') d’une structure de monoide qui, de plus,
agit a droite sur ’ensemble T (V') des termes, c¢’est-a-dire que pour tout terme ¢ et toutes
substitutions o et o’ :

{(t-a)-o’:t-(aoa’)

t-ly =t
On note [z := t] la substitution qui envoie x sur ¢ et laisse inchangées les autres
variables. L’action d’une substitution ¢ sur un terme ¢ est notée t - o ou t[z = t'] si

o = [z :=t']. On montre que :

Lemme 5.1. Pour tout terme t et toute substitution o, il existe des variables x+, ..., x,
et des termes tq,...,t, tels que :

t-o = tlxg = t][zy :==1to] ... [z, = t,].

Cette décomposition n’est pas unique et dépend a priori du terme t.
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5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

Démonstration. On note yi,. .., Yy, les variables de ¢ et, pour chaque i € [p], Yi1,-- -, Yip;
celles de o(y;). Pour chaque couple (7, ), avec i € [k—1] et j € [p;], on choisit une variable
z;; de telle sorte que :

- les z;; sont deux a deux distincts;
- aucun z;; n’est égal & un y; ni a un y .

On a alors :

t-o=t([y:=oy)]opolys :=a(ya)]opro---0p, 10[y, == a(yy)|0p), 10---0py),

ou, pour i € [p — 1], p; et p sont les substitutions suivantes :

Pi = [yz',l = Zi,l] 6---0 [yi,ki = szl]
,02 = [Zi,1 = yi,l] 0---0 [szl = yzkl]

On conclut en rappelant que Sx (V') est un monoide qui agit a droite sur Tx(V), de
sorte que, en renommant toutes les substitutions obtenues, on ait bien :

t-o = tlxg = t][zy :==1to] ... [z, = t,].

¢

On peut maintenant définir la notion de relation de réduction associée a une famille R
de régles de réécriture. On pose t —yt' §'il existe une régle (u,v) de R ainsi qu’un contexte
C' et une substitution o tels que t = Clu - o] et t' = Clv - o).

Comme pour les présentations vues précédemment, on définit :

Définition. L’ARS associé & un systéme de réécriture de termes (3, R) est le couple
(Tx(V), —r). On définit les notions de terminaison, confluence et convergence d’un sys-
téme de réécriture de termes & partir de celles de ’ARS associé. ¢

5.1.3 Ordres de réduction sur un ensemble de termes

Comme pour les autres systémes de réécriture rencontrés, un moyen pratique de mon-
trer la terminaison d’un systéme de réécriture de termes est d’exhiber un ordre de réduc-
tion qui contienne les régles.

Définition. Soit ¥ une signature algébrique. Un ordre de réduction sur Tx (V') est un
ordre strict > qui termine et qui est compatible avec la structure, c’est-a-dire qui vérifie,
pour tout couple (¢,u) de termes tels que ¢t > u :

— C[t] > C[u] pour tout contexte C';

— t-0 > u-o pour toute substitution o.
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5.2. Interprétation algébrique des termes

On a, comme précédemment, le résultat suivant :

Proposition 5.2. Un systéme de réécriture de termes (X, R) termine si et seulement s’il
existe un ordre de réduction > sur Tx,(V') qui contient R.

Il existe plusieurs fagons de construire des ordres de réduction, notamment & partir
d’un ordre strict donné sur F13.. Nous allons détailler ’exemple de 1’ordre lexicographique
des chemins ou ordre Ipo.

Supposons que 1’on s’est donné un ordre strict > sur F1¥X. On définit la relation >,
sur Ty (V') en posant que ¢ >, u si I'on est dans une des situations suivantes :

L.ueV(t)ett¢V;

2. t=(t,...,t,) et il existe i € {1...n} tel que t; >0 u;

3. t=p(t1, .- tm), u =1Y(u1,...,u,) avec ¢ > ¢ et t > u; pour tout i € {1...n};
4.t =(t1,---,tn), u = ©(u1,-..,uy,) et il existe un ¢ € {1...n} tel que :

t; = u; pour 1 <j7<75—-1
t; >1po Us

t>potu; pouri+1<7<n

On a le résultat suivant, dont [BN98| contient une démonstration :

Proposition 5.3. La relation >y, ainsi construite a partir d’un ordre strict > sur F1X
est un ordre de réduction sur Ts (V).

5.2 Interprétation algébrique des termes

Nous allons, dans un premier temps, interpréter I’ensemble des termes comme 1’algébre
libre sur ¥ engendrée par V. Cela permettra de définir facilement bien que rigoureusement
les notions de linéarité a gauche et de terme normalisé.

5.2.1 Algebre sur une opérade

De la méme fagon que ’on définit des algébres sur une opérade classique ou une opérade
cartésienne, on peut introduire cette notion pour les opérades. Cette derniére définition
englobe d’ailleurs les précédentes, puisque les opérades classiques et cartésiennes sont
des cas particuliers d’opérades. Afin de définir ces algébres, donnons un nouvel exemple
d’opérades :
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5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

Exemple. Soit X un ensemble. En notant Oper X (m,n) 'ensemble des applications
de X™ dans X", on définit une opérade, dite des opérations sur X et notée Oper X. On
ne se servira que de telles algébres, mais on peut poser la méme définition en remplagant
la catégorie des ensembles par une autre catégorie monoidale comme, par exemple, la
catégorie des espaces vectoriels sur un corps k.

Remarque. En fait, Oper X est un peu plus qu’une opérade : c’est une opérade car-
tésienne. En effet, le produit cartésien de la catégorie Ens des ensembles fournit des
opérations € : X — {x},d: X — X? et 7: X? — X? définies par :

(@) =+ o) = (v,2) 7(z,9) = (y,2).

Ces opérations vérifient les relations qui font de Oper X une opérade cartésienne. Nous
les verrons plus loin.

Cette opérade Oper X nous permet de donner une définition d’algébre sur une opé-
rade :

Définition. Soit C une opérade. Une algébre sur C ou C-algébre est un couple (X, F)
ol X est un ensemble et F' : C — Oper X est un morphisme d’opérades. Parfois, on
omet le foncteur et on dit simplement que X est une C-algébre.

Si (X, F) et (Y,G) sont des C-algébres, un morphisme de C-algébres de X vers Y est
une famille d’applications (ay, : X™ — Y™),cn telles que, pour tout ¢ € C(m,n), le
diagramme

xm MX"

aml © lan
Y G(p) Y
commute. On note C-ALc la catégorie des C-algebres. ¢

En fait, il existe une caractérisation équivalente des C-algébres :

Proposition 5.4. Il existe une équivalence de catégories entre les catégories C-ALc des
C-algebres et [C,Ens|g des foncteurs monoidauz stricts de C vers Ens - munie du produit
cartésien.

Démonstration. Soit (X, F) une C-algébre. On définit un foncteur monoidal strict
Fx : C — Ens en posant Fx(n) = X™ et Fx(f) = F(f).

Réciproquement, si G : C — Ens est un foncteur monoidal strict, on lui associe
la C-algébre (G(1),F) ou F est la restriction de G a la sous-catégorie pleine Oper G(1)
de Ens.
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5.2. Interprétation algébrique des termes

On vérifie que cette correspondance est bijective. On remarque aussi que les mor-
phismes de C-algébres et les transformations naturelles entre foncteurs monoidaux stricts
de C dans Ens sont en correspondance bijective. Enfin, la bijection

(C—AILG(X, F; Y', G) ~ [C, ENS]@(F)(, Gy)
est fonctorielle en chacun de ses arguments. &

A Tavenir, nous utiliserons celle des deux notions qui est la plus adaptée au cas traité.

Il existe une notion de C-algebre libre engendrée par un ensemble. Pour la donner,
remarquons l'existence d’un foncteur oubli &/ : C-ALc — Ens qui associe & toute
C-algebre son ensemble sous-jacent : U(X,F) = X ou U(X) = X(1) selon la forme
choisie.

Définition. Soit X un ensemble. On appelle C-algebre libre engendrée par X tout
couple (A, i) formé d’'une C-algébre A et d’une application 7 : X — UA = A(1) telles
que :

pour toute C-algébre B et toute application f : X — B(1), il existe un
unique morphisme F': A — B de C-algebres tel que le diagramme

X —= A1)
R

f
B(1)

commute.
¢

L’algébre libre engendrée par un ensemble donné n’existe pas toujours. Cependant,
dans le cas qui nous intéresse - celui d’'une opérade libre engendrée par une signature
algébrique -, 'algébre libre existe et sa construction est particuliérement simple. Soient 3
une signature algébrique, C 'opérade libre qu’elle engendre et X un ensemble. On définit
I’ensemble sous-jacent a 1’algébre cherchée par :

CX = []Cn,1) x X"

neN
Un élément (¢, 1, ..., x,) dans la composante d’indice n du coproduit est noté :
O(T1y .oy Ty).
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5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

Le foncteur, encore noté CX, est alors défini par CX (n) = (CX)" et, si ¢ € C(m,n) :
(CX(SO) ((@17 T1,1y-- -xl,kn)a ey (Spm; Tmy---s xm,k:m))

= (QOO(Qpl®"'®Q0m))($1,1:"'7xm,k:m)-

On note 7 I'application X — UCX qui envoie chaque z € X sur z = 1(z) = (1, ).
On vérifie que :

Proposition 5.5. Soient C = LY avec X une signature algébrique et X un ensemble.
Alors le couple (CX, 1) est solution du probléme de C-algébre libre engendrée par X .

Démonstration. Par construction, CX est une C-algébre. Soient A une C-algébre
et f: X — UA(1) une application. On définit F': CX — A par :

F((paxla e 7$n) = A(@)(f(xl)v t 7f($n))

Ainsi défini, F' est un morphisme de C-algébres. De plus, si G : CX — A est un
morphisme, il vérifie :

G(p, 1, ..., xn) = A(p)(G(x1), ..., G(xn))

puisque (¢, x1,...,2,) = @(n,x1,...,%,). Ainsi, G est entiérement déterminé par ses
valeurs sur les éléments de X, ce qui prouve que F' est unique. &

Pour la suite, ce que nous retiendrons de ce paragraphe est :

Corollaire 5.6. Si X est une signature algébrique et X est un ensemble, alors tout élé-
ment a de LYX est de la forme a = ¢(x1,...,2,) avec ¢ € LY(n,1) et T1,...,2, € X
déterminés de maniére unique.

5.2.2 L’ensemble des termes vu comme une algébre

Revenons a la réécriture de termes ou, tout du moins, a la structure des termes. On a
vu comment construire ’ensemble 7% (V') des termes, pour X une signature algébrique et V/
un ensemble dénombrable. On peut aussi associer & ¥ une opérade libre £X. La notion
d’algébre permet de faire la jonction entre ces deux constructions; le résultat suivant est
une conséquence directe du corollaire 5.6 :

Proposition 5.7. L’ensemble Tx(V) des termes est l’ensemble sous-jacent a la
LY-algébre libre engendrée par V.
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Démonstration. 1l suffit en effet de vérifier que 75 (V'), muni des opérations suivantes, est
solution du probléme universel de £X-algébre libre engendrée par V. Pour toute fléche
¢ € X(n, 1), on définit Papplication :

YT - TE(V)H — Tz(V)
(U1, .y tp) — @(Ur, ..., Uy)-

On étend ensuite cette définition a toutes les fléeches de £X en utilisant leur décompo-
sition en fléches de X. &

Ainsi, I’ensemble des termes est isomorphe, & un unique isomorphisme prés, a LXV :
comme précédemment, on commet I’abus minime de les identifier.

Corollaire 5.8. Pour tout terme t € Tx(V), il eriste un unique entier n, une unique
fleche ty € LX(n,1) et une unique famille ty = (x1,...,2,) de variables de V tels que
t= tz) (tv)

On a ainsi une décomposition bien utile des termes; cependant, ce n’est pas encore
suffisant. On cherche maintenant & décomposer les éléments de V™. Avant cela, donnons
encore un peu de vocabulaire.

5.2.3 Reégles linéaires & gauche et uniformisation

Nous avons déja défini la notion de substitution sur ’ensemble Tx (V') des termes
associés a une signature algébrique et vu que ’ensemble Sy (V') était en correspondance
bijective avec I’ensemble des applications V' — T (V). Ainsi, on peut distinguer, parmi
les substitutions :

Définition. Soit ¥ une signature algébrique. Un renommage des termes de Tx(V) est
une substitution o € Sx(V) qui, vue en tant qu’application V. — Tx(V), induit une
bijection sur V. ¢

Autrement dit, I’ensemble des renommages de Tx (V') est 'ensemble &y des permuta-
tions de I’ensemble V. Les renommages possédent la propriété suivante :

Lemme 5.9. Soit ¥ une signature algébrique et « une régle de réécriture sur T (V). Alors,
pour tout renommage p € Sy et tous termes u,v € Tx(V), on a f —,g si et seulement
si f —..,9, ou p agit diagonalement sur «, c’est-a-dire par o - p = (s(a) - p,t(c) - p).

Démonstration. Supposons que f —,g. Par définition, il existe un contexte C ainsi qu’une
substitution o tels que f = C[s(a) - o] et ¢ = C[t(a) - 0]. Comme p est bijective, on a
aussi :
f=Cls(a)-(poptoa)]
=Cl[s(a-p)-(p" 00)].
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5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

De méme, g = C[t(a - p) - (p~' o 0)] et donc f —,.,g. Réciproquement, si f —,.,9,
alors il existe un contexte C' ainsi qu’une substitution o vérifiant f = C[s(a - p) - 0]
et g=Clt(a-p)-o]. Dou f = C[s(a) - (poo)], g = Cli(a) - (poo)] et [ —.g. &

Rappelons que I'ensemble V' est supposé dénombrable, c’est-a-dire qu’il existe une bi-
jection entre V et N. On suppose désormais que I’on choisit systématiquement une telle
bijection, ce qui revient & numéroter les variables z1, xs, x3, etc.

Comme nous venons de le voir dans le paragraphe précédent, le corollaire 5.8 nous
dit que tout terme v admet une unique écriture u = f(y1,...,y,) avec f € LX(p,1) et
Y1,---,Yp € V. En particulier, si « est une régle de réécriture sur Tx(V), sa source admet
une telle décomposition, ce qui nous conduit a :

Définition. Une régle de réécriture « sur 7% (V') est dite uniformisée si sa source s’écrit
s(a) = f(y1,---,yp) avec les y; vérifiant la condition suivante : pour tout ¢ € {1...p},
siy; = alors {y1,...,yic1} ={z1,...,zj_1} ou{zy,...,z;}. On dit qu'un renommage p
uniformise une régle « si - p est uniformisée. Un systéme de réécriture de termes (2, R)
est dit uniformisé si toutes ses régles le sont. ¢

Proposition 5.10. Toute régle de réécriture o sur T (V') admet un renommage qui ['uni-
formise.

Démonstration. Soit f(yi,...,yp) la décomposition de s(a). On utilise I’algorithme sui-
vant pour construire un renommage p : on commence par poser p(y;) = x; et on initialise
un compteur £ & 1. Pour ¢ variant de 2 a p, on teste si y; € {y1,...,y;_1} : si c’est le cas, on
a déja défini p sur y;, sinon on pose p(y;) = Txy1 et on incrémente k de 1. Il suffit ensuite
de compléter p en posant, par exemple, pour chaque zj tel que p(y;) = z, p(zx) = y; et,
pour tous les autres z;, p(z;) = z;. Il est alors clair que ’on a bien défini un renommage p
qui uniformise o. &

Certaines régles de réécriture sont plus faciles & manipuler que d’autres, comme nous
le verrons par la suite :

Définition. Une régle de réécriture o sur 7x(V') est dite linéaire & gauche si sa source
s’écrit s(a) = f(y1,-..,¥p) avec les y; deux a deux distincts. Un systéme de réécriture de
termes (X, R) est dit linéaire 4 gauche si toutes ses régles le sont. ¢

Proposition 5.11. Une regle de réécriture o est a la fois linéaire 6 gauche et uniformisée
si et seulement si sa source s’écrit s(a) = f(x1,...,%m). De plus, si a est linéaire & gauche
et que p est un renommage qui uniformise o, alors a - p est linéaire & gauche.

En réunissant tous les résultats de ce paragraphe, on obtient :
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Corollaire 5.12. Pour tout systéme de réécriture (3, R), il existe une famille R' de régles
uniformisées sur Ts(V'), en correspondance bijective avec celles de R telles que (R) = (R').
De plus, si @ est une régle de R linéaire & gauche, la régle o qui lui correspond dans R
est linéaire G gauche; par conséquent, si (X, R) est linéaire & gauche, alors (X, R') est
ausst.

Le but de la suite de ce chapitre est de prouver qu’étant donnée une signature algé-
brique X, ’ensemble des termes 75 (V') est une partie des fleches de I’opérade cartésienne
libre engendrée par X et que, si R est une famille de régles de réécriture linéaires a gauche
sur Ty, on peut construire une présentation (¢, R°) qui simule complétement (X, R).

5.3 Opérades cartésiennes et signatures algébriques

5.3.1 Opérades cartésiennes : définition et exemple fondamental

Soit C une catégorie; on note C? le produit de deux copies de C et * la catégorie avec
un seul objet et une seule fléche. Alors, on peut définir deux foncteurs éc : C — C?
et ¢ : C — {*} en posant d¢(z) = (z,z) et ec(r) = *, 'unique élément de *.

Rappelons qu’une structure monoidale stricte sur C est la donnée de foncteurs
® :C? — Cet x : x — C vérifiant des relations d’associativité et de neutralité,
ainsi que nous ’avons vu au chapitre 3.

Si ces quatre foncteurs satisfont certaines propriétés supplémentaires :

Définition. Une catégorie monoidale stricte (C,®,*) est dite cartésienne si les deux
conditions suivantes sont remplies :

1. le foncteur ® : C?2 — C est adjoint & droite du foncteur é¢ : C — C?;

2. le foncteur * : x — C est adjoint & droite du foncteur e¢ : C — .
Une opérade est dite cartésienne si elle I’est en tant que catégorie monoidale stricte. ¢

Cette définition n’est cependant pas constructive; pour remédier a ce défaut, nous
avons, grace aux travaux d’Albert Burroni, la caractérisation équationnelle suivante :

Théoréme 5.13 (|[Bur93]). Une catégorie monoidale stricte (C,®, *) est cartésienne si
et seulement si elle contient deuz familles de fleches

(0 12— TR T)geobe €t (Ez:T — *)zecobe

vérifiant les relations suivantes, pour tous objets x et y et toute fleche f € C(x,y) :

1. g, =%,
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2. (@€ @€, ®Y)0lzgy =TQY;

3. eyof=¢e4;

4. Syo f=(f®[)ods.

Ainsi, plutét que de caractériser la présence de produits cartésiens par des problémes
universels ou des adjonctions, on préfére vérifier la présence de certaines fléches satisfaisant
certaines équations, ce qui, nous le verrons plus loin, est bien plus pratique pour construire

des opérades cartésiennes libres. En attendant, dans le cas des opérades cartésiennes, on
peut encore franchir un palier.

Corollaire 5.14. Une opérade I'-colorée (C, ®,*) est cartésienne si et seulement si elle
contient trois familles de fléches :

(Toy 1 2QY — Y®T)gyer, (0p:T —>TQT)ger, (€4:T — *)ger,

satisfatsant les équations suivantes, pour tous x, y et z éléments de I' et toute fleche

fel(zy) -
1;. (2®6;)00, = (0, ®x)00d,;
2;. (6, @x)00, =2x;
4y. Tp 00, =0z ;
Opy. TyzOTay =T RY;
Oy (z® Tx,y) © (Tm,z Ry)o(z® Ty,Z) = (Ty,z ®r)o(y® Tx,Z) © (Tx,y ® z);
Toy. (Y® ) 0Tay = (Toy ®T) 0 (T @ Tuy) 0 (62 ®Y)
9y. (Y®ez)0Ty=6,QY;
fe. eyof=¢4;
fé. byof=(f®f)ody;
frl 7o (f®2)=(2® f) 0Ty
Ainsi, dans le cas d’une opérade, les familles de fléches ne sont plus indexées par tous
les objets mais seulement par les couleurs. Alors, si I est fini de cardinal n, on aura n?+2n

fleches pour la structure; la numérotation des relations laisse la place pour des relations
complémentaires que nous définirons plus loin.

Lorsque I' est réduit & un élément, c’est-a-dire dans le cas des opérades monochromes,
le critére se simplifie encore en :

Corollaire 5.15. Une opérade monochrome C est cartésienne si et seulement si elle
contient trois fleches

T:2—2, 0:1—2, £:1—0

qui vérifient les équations suivantes :
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(1®d§)od=(0Q@1)0d;
(e®1)od=1;
Tod=90;

ToT=2;

1®@7)o(r®1)o(1®7)=(T®@1)o(1®T)o(T®1);
1®d§or=(1T®1)o(1®T)0(d®1);
(1®e)oT=e®1;

ainsi que, pour tout n € N et toute fleche f € C(n,1) :
fo6. 00 f=(f®f)obn;
fe.eof=¢";
frl. 7o(f®1)=(1® f)oTpn-

On a utilisé les notations suivantes :

© N e o =

- Pn i 2n —> 2n est la fleche définie par récurrence sur n par pg = 0, puis par :
P =(1®p®1)0 (1T ®1);

- 0p 1 m — 2n est donnée par p, o O" ;

-pour T,y in+1—n+1letmn,:n+1— n+1, on procéde de nouvveau par
récurrence Surm @ Toq = Tio9 = 1 puis

Tn+1,1 = (7' X n) e} (1 ® Tn,l)
Tin1 =(N®T)o (11, ®1)

On trouvera, dans 'annexe A, plus de détails sur tous ces résultats.

Examinons a présent ’exemple fondamental d’opérade monochrome cartésienne : la
catégorie F°. Le moyen le plus simple de la définir, en tant que catégorie, est de dire que F
est la sous-catégorie pleine de Ens dont les objets sont les ensembles [n] = {1...n}, pour
tout n € N, avec la convention [0] = (). Alors :

Proposition 5.16. La catégorie F° est une opérade cartésienne.

Démonstration. Montrons, pour commencer, que F° est une opérade. On note que ses
objets sont (indexés par) les entiers naturels et on pose [n]® [m] = [n+ m]. Définissons le
produit sur les fléches ; par commodité, on travaille sur les fléches de IF : si f : m — n est
une fléche de F°, on note f* : n — m la fléche de T qui lui correspond et, réciproquement,
si f : m — n est une fleche de F°, on note f* : n — m la fléche de F° qui lui correspond.
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Soient f : m — n et g : p — ¢ deux fléches de F°. Alors, leur produit
f®g:m+p— n+qest donné par (f* Q@ ¢g*)*, ou f*®g* : n+qg — m+ p est
la fleche de F définie par :

@) sii € [n]
g (i—n)+m si(i—n)€|q]

ff®g (i) = {

On vérifie que ® admet 0 comme unité a gauche et a droite et satisfait la relation
d’échange :

t(f)®@g)o(fes(g) =(f@ty))o(s(f)®g)=f®g

pour toutes fleches f et g de F°. Ainsi, F° est une opérade monochrome (et F aussi).

Vérifions & présent que F° contient bien les trois fléches 7, § et ¢ et que celles-ci sa-
tisfont aux relations de 5.15. On note 7 : [2] — [2] I'application qui envoie 1 sur 2 et 2
sur 1, §* : [2] — [1] celle qui envoie 1 et 2 sur 1, €* : [0] —> [1] 'unique application de ()
vers {1}.

A présent, vérifions les relations (ou plutét les relations duales, obtenues en remplacant
les fleches par leurs versions étoilées et en renversant le sens des compositions). Pour
plus de commodité, on note f* : m — n sous la forme du m-uplet (f*(1),..., f*(m))
d’éléments de [n]. Ainsi, si f*:m —net g :n—p:

groff=g"o(f(A),....f"(m) = (g" o f*(1),...,9" 0 f*(m)),
et,si f*:m—netg*:p—rq:

F®g = (1), Fm),g" (1) + 1, ..., g% (p) + ).
Alors :
1. Détaillons, pour cette premiére relation :

5o (1®6%) =% o (1,6%(1) +1,6%(2) + 1)
=6*0(1,2,2)
=(1,1,1).

D’autre part :

o (8" ®1) =00 (6%(1),6"(2),1+1)
=6"0(1,1,2)
=(1,1,1).
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£5.

AR AN Sl

do(e*®1)=0*0(2)=(1)=1
ot =6"0(2,1)=(1,1) =6*
TFor*=7"0(2,1)=(1,2) =2
On a
1@ o(T"®@1)o(1®7)=(1®7)o(T"®1)0(1,3,2)
=(1®7%)0(2,3,1)
= (3,2,1).
Et :
(T"®1)o (1T )o(T"®1)=(T"®1)o(1®7%)0(2,1,3)
= (" ®1)0(3,1,2)
= (3,2,1).
On a:
"o (1®6") =71"0(1,2,2)
= (2,1,1).
Et :
(0"®1)o(1®@7)o(7"®1)=("®1)o(1®7)0(2,1,3)
=(0"®1)0(3,1,2)
= (2,1,1)
.Tro(1®e*)=71"0(1)=(2) =" ® 1.

Soient n € N et f € C(n,1). Alors :
frod* = f*o(1,1)
= (f7(1), f7(1)).
Et :
dpo (f* @ f7) =0, 0(f (1), 7 (1) +n)
= (f7(1), /(1))

On utilise la relation 6™ = (1,...,n,1,...,n) que 'on démontre en rappelant que
0% = (d™)* o p’ et en vérifiant, par récurrence sur n, que :

pr=(0n+1,2,n+2,...,n,2n).
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fe. Soient n € Net f € C(n,1). Alors f*oe* et (€")* sont deux applications de [0] = ()
vers [n], or il n’existe qu’une telle application, donc f* o e* = (")*.

fr1. Soient n € Net f € C(n,1).
(ff®@or"=(f"®1)0(2,1)
=(n+1,/7(1)).

Et :
T 0 (1® f*) =750 (1, f5(1) +1)
= (n+1, f*(1)).
En utilisant 7, | = (n+1,1,2,...,n) que 'on démontre par récurrence sur n.

¢

Remarque. En fait, on a démontré que [ est une opérade cocartésienne, ce qui se définit
en dualisant : les adjoints a droite deviennent des adjoints a gauche, les fleches et les
relations sont renversées.

On va a présent montrer que cette opérade cartésienne F° posséde une propriété par-
ticuliére relativement aux autres opérades cartésiennes; mais avant cela :

Notation. On note A la signature comprenant trois fléches :

On note Ea la signature composée des relations 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9. On peut représenter
ces fléches et ces relations de maniére graphique comme dans les figures 5.1 et 5.2.

S A

€ o) T

F1G. 5.1 — La signature A.

Rappelons le résultat suivant, dont la formulation duale est due & Albert Burroni :
Proposition 5.17 ([Bur93]). L’opérade F° admet la présentation (A, EA).

On trouvera deux preuves différentes, 'une dans [Bur93|, 'autre dans [Laf95]. L’idée
générale est de montrer que toute fléche de F° se décompose en produits et composées des
trois fléches 7, § et € puis que deux telles décompositions d’'une méme fléche sont égales
modulo En.
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ATAl AT RTA RS
dely Rty s

F1G. 5.2 — Les relations de Ea.

© ||

Définition. Soient C et D deux opérades cartésiennes (monochromes). Un morphisme
d’opérades cartésiennes de C wvers D est un morphisme d’opérades F' : C — D qui
préserve les produits cartésiens, c¢’est-a-dire qui envoie les trois fleches 7, § et € de C sur
leurs homologues de D. Les opérades cartésiennes et leurs morphismes s’organisent en une

sous-catégorie Qp™ de Qp. ¢
En vertu de ce qui précéde, on a :

Proposition 5.18. La catégorie F° est l'opérade cartésienne initiale. Autrement dit :
pour toute opérade cartésienne C, il existe un unique morphisme d’opérades cartésiennes

de F° dans C.

5.3.2 Opérade cartésienne libre engendrée par une signature al-
gébrique

Rappelons qu'une signature algébrique est une signature dont toutes les fléches sont
de but 1. On note San™ la sous-catégorie pleine de Sav dont les objets sont les signatures
algébriques. En remarquant qu’il existe un foncteur oubli ¢/ de la catégorie des opérades
cartésiennes vers les signatures algébriques, défini en ne considérant que les fléches de
but 1 et en oubliant la structure, on définit :

Définition. Soit X une signature algébrique. On appelle opérade cartésienne libre engen-
drée par 3 tout couple (C,7) o C est une opérade cartésienne et i : ¥ — UC est un
morphisme de signatures vérifiant :

pour toute opérade cartésienne D et tout morphisme de signatures F' de ¥
dans UD, il existe un unique morphisme d’opérades cartésiennes F': C — D
qui fait commuter le diagramme

> —=uc ¢

N

UD.
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Nous allons voir comment construire un tel objet. Soit ¥ une signature algébrique;
on note X¢ la signature obtenue comme coproduit de X et de la signature A. Puis on
pose Ey/a la signature formée des relations suivantes, données pour chaque ¢ € 3(n, 1) :

pe. Eop =¢€"y
pb. bop=(p®p)oby;
orl. To(p®1) = (1®¢)oTy.

On peut aussi utiliser des représentations graphiques, comme dans les figures 5.3, 5.4
et 5.5. Enfin, on pose Exx la réunion de Ex et de Ex)a.

F1G. 5.3 — Les fléches 8,, 7,1 et 71, de LA.

F1G. 5.4 — De gauche & droite et de haut en bas, diagrammes représentant : dp & d3 et 791 & 73,1.

Vo= 4,5 m

FI1G. 5.5 — Les relations e, ¢4 et 71 de Ex A pour un ¢ € %(n, 1).
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Alors, on vérifie que :

Proposition 5.19. L’opérade quotient LY/ Ea 5, est solution du probléeme d’opérade car-
tésienne libre engendrée par 3.

Démonstration. La premiére étape est de vérifier que £X¢/Ea » est une opérade carté-
sienne. D’aprés 5.15, il suffit de vérifier que L3¢/ Ea » contient trois fleches 7, § et € (ce
qui est le cas puisque X¢ contient A) qui vérifient les relations de EA (ce qui est le cas
puisque Ea x contient EA) ainsi que les trois (familles de) relations, indexées par n € N
et f € LXn,1) :

f6. 6o f=(f®f)obn;
fe. eo f=¢€";
frl. 7o (f®1)=(1® f) oTy.

On sait déja que ces relations sont vraies pour les fléches de ¥. On en déduit, par
récurrence sur la taille des fléches de LY, qu’elles sont aussi vraies pour toute fléche
de LY. Ainsi, on sait que toute fleche f € (LX¢/Ea 5)(m,1) se factorise en :

f=Jcofa

avec fx € LX(n,1) et fa € F°(m,n). Il ne reste donc plus qu’a vérifier que, pour
toute fleche f € F°(m,n), on a :

6nof:(f®f)o(5m

1o (f®1)=(1Q f)oTm

Cela provient du fait que F° est cartésienne. Pour s’en convaincre :

f6. En reprenant les notations déja utilisées pour les fléches de F :

ffodr=f"o(l,...,n,1,...,n)
=(f"(1),.... f*(n), f7(1),..., f*(n)).

Et :

O 0 (f* @ f7) =05 0 (f* (1), f7(n), f*(1) + m, ..., f*(n) + m)
= (@), (), £ (1), -, 1 ().

fe. Les applications f* o (¢")* et (¢™)* sont forcément égales puisqu’il n’existe qu’une
seule application de [0] = () vers [m].
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fr1. On a:

(ffel)orm,=(f"®@)o(m+1,1,...,n)
=(m+1, f*(1),...,f*(n).

Et :

Tma 0 (1® ) =1p,0(1, ff(1)+1,..., f(n) +1)
= (m+1,f(1),..., f*(n)).

Supposons a présent que C est une opérade cartésienne et que F' : ¥ — UC est un
morphisme de signatures : on veut prouver qu’il existe un unique morphisme d’opérades
cartésiennes F : LY/Eny — C tel que F = UF o1 ol i est 'injection évidente de &
dans LX¢/En 5.

Comme C est cartésienne, elle contient A et ses fleches satisfont, en particulier, les re-
lations de Ez . On définit donc F' en donnant ses valeurs sur les fleches de ¥ : F(7) = 7,
F(6) =0, F(g) = ¢ et, pour toute fleche ¢ de 3, F(¢) = F(¢).

Le foncteur induit sur £3¢ passe bien au quotient par Fx 5 puisque C est cartésienne
et c’est bien un morphisme d’opérades cartésiennes puisqu’il envoie A sur A.

De plus, il factorise F' via LX¢/Ea x, et il est 'unique morphisme a le faire puisqu’il
est entiérement déterminé par ses valeurs sur les fléches de X.

¢

5.3.3 Une présentation convergente de ’opérade cartésienne libre

On remarque assez facilement que la présentation (X¢, Ea »;) n’est pas confluente. On
compléte alors les relations Ea en Ra et Ex/a en Rsja, afin d’obtenir une nouvelle
présentation (3¢, Ra x). Ainsi, Ea est remplacé par Ra :

1. 1®d)od — (6®1)0d;

(e®1)o0d — 1;

(1®e)od — 1;

Tod —0;

TOT — 2;
(l@r)e(r@eo(1@7) = (T®@1)c(1®7)0(r®1);
(1®d6)or = (T®1)o(1®7)0 (R 1);
1®7T)o(T®1)o(1®6) — (§®1)oT;

N o ke W
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9. (I1®e)oT 2 e®1;

10. (e®1)oT = 1Qc¢;

11. (1®7)o(0®1)0d = (0®1)0d;

12. (1®7)o(0®1)o7 = (T®1) 0 (1 Q).

Et Ry/a remplace Ey;)a, comprenant quatre régles pour chaque ¢ € X(n,1) :
we. eop =™y
pb. bop = (¢ ®¢p)odn;
orl. To(p®1) = (1®p)oTn1;
0r2. To(1Q@¢) = (@ 1) 0T,

Les figures 5.6 et 5.7 montrent ces nouvelles relations représentées graphiquement.

-]

by bl
|| K ot
Hol] Hell Qe

11
F1G. 5.6 — Les douze régles de Ra.

-]

5|

:
]
A

Enfin, on pose Ra x la réunion de Ra et de Ry a. On vérifie que :

Lemme 5.20. Le couple (X3¢, Rax) est une présentation de l'opérade LY/ Ex x.

:
3
4

Démonstration. 11 suffit de s’assurer que les relations =5, . et =5, .. Comme on a les
inclusions Ea C Ra et Ex/a C Ry/a, il suffit de vérifier que les régles que 'on a rajoutées

sont dérivables & partir des relations de départ.
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7l %

FIG. 5.7 — Les quatre familles de régles de Ry;/a.

4/

%

Pour 3 :

(1®e)od+4(l1®e)oTod

—(e®1)0d
— 1.
Pour 8 :
1®7)o(T®1)0(1®6) +(1®T)o(7®1)o(1®)oTo0T
= (1®7)o(T®1)o(T®1)o(1®T)0(0®1)oT
—5(1®@7)o(1®T)0(6®@1)o0T
—s(0®1)orT

Pour 10 :

(e®1)oT+(1®e)oTorT
—+1Qe.

Pour 11 :

—4(1®d)o

1®@7)o(6®1)0d <+ (1®@7)0(1®F)o0d
)
—(0®1)0d
Pour 12 :

1®7)o(0®@1)oT<+(T®1)o(T®1)o(1®@7T)0(d@1)oT
+—(T®1)o(1®d)oToT
—(7®1) o (1®9).
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Enfin, pour ¢72, aprés avoir remarqué que, pour tout n, 7,10 Ti, 1 @ n :

To(1®¢) «To(1®@)oT,1 0TIy,
—,mTOoTO(Pp®1)oTy
—(p®1) o1y

¢

Le reste du paragraphe a pour finalité de prouver que (X° Ra x) est une présentation
convergente.

5.3.4 Terminaison de (3¢ Rax)

Nous allons utiliser la technique décrite en 3.7. Cela va consister, ici, en la construction
d’un morphisme d’opérades F' de £X¢ dans O(N*, N*| [N*]), noté O(N), tel que, pour toute
régle o de Ra y, on ait F(s(a)) > F(t(c)). En fait, il y a deux étapes : dans un premier
temps, on montre que la terminaison de Ray est équivalente & celle de {6} ; puis, on
vérifie que {6} termine.

Remarque. Au vu des régles de Ra 5, on constate que celles de R agissent en « dépla-
cant » des fleches ¢, § et 7 de la gauche vers la droite. En revanche, les régles de Ry a
déplacent les fleches de ¥ vers le bas et celles de A vers le haut.

Il n’est donc pas trés surprenant que la technique d’interprétation, qui utilise fortement
le fait que ce type de « déplacement » se fait toujours dans la méme direction, peine a
montrer en une fois la terminaison de Ra 5 tout entier.

Si nous avons choisi, ici, de réduire au maximum le nombre de régles restant a la fin de
la premiére interprétation, notons, cependant, qu’il est tout & fait possible qu’une inter-
prétation mieux pensée fonctionne en une fois.

Enfin, disons qu’il aurait certainement été possible et, peut-étre, plus simple, de montrer
dans un premier temps, que la terminaison de Ry, est équivalente a celle de Ra, puis de
montrer que cette derniére termine, grace a une nouvelle interprétation inspirée de celle
utilisée dans [Laf03].

On définit un premier morphisme d’opérades F' en donnant ses valeurs sur les fléches
de ¢ :
=%, e*(x) =1 et [¢](i) = 0;
) = (i,4), 6" (i,5) = i+ j + 1 et [8](i, 5,k) = i + k;
i,7) = (4, 2), 7°(6,9) = (5,9) et [7](, 4, k, 1) = ijL + 1.(i + 5) 5
- Y (%) =1, v*(7) = * et [7](¢) = i pour toute constante v € X(0,1);

- 0ull1, e yin) =014 i+ 1, 0%(8) = (4,...,9) et [¢](i1, ..., i, J) = j pour tout
opérateur non constant ¢ € 3(n,1), n > 1.
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Afin d’étre stir que ces données s’étendent bien en un morphisme d’opérades F' de £X¢
vers O(N), la seule chose a vérifier est que chaque générateur est bien envoyé sur des
applications croissantes, ce qui ne pose aucun probléme. Alors :

Proposition 5.21. Le morphisme d’opérades F : LY¢ — O(N) wvérifie, pour toute
régle a de Ra s, s(@). > t(a)., s(a)* > t(a)* et [s(a)] > [t(e)], sauf pour o =6, ot l'on
a égalité entre [s(a)] et [t(a)].

Démonstration.

1. On a trois vérifications a faire : s(1), > ¢(1)., s(1)* > ¢(1)* et [s(1)] > [t(1)]- Pour
les deux premiéres inégalités :

{((1 ®6) 08).(i) = (1® 6).(i,4) = (i,4,9)
(6®1)006).(6) = (6®1).(6,8) = (i, 1, 9).

—~

(1®6)00)*(i,7,k) =) (G, +k+1)=i+j+k+2
(6®1)0d) (i,5,k)=(0)*(G+j+1,k)=i+j+k+2.

Pour [.] :

[(1® 6) 0 8](i, 5, ky 1) = [6](i, j, b + L+ 2) + [8] (i, by 1) = 25+ (k+1+1) +1
[(6®1)068](i, 4, k1) = [6](i, 5 + k + 1,1) + [0](G, 5, k) = 2+ k + L.

On conclut en remarquant que k+1+1 > k41 > k. Pour les régles suivantes,
nous irons plus vite.

2.
(e®1)0d).()) =1=L()
(e®1)0d) (i) =i+2>i=1*(3)
[(e®@1)0d](i,j) =i+j>0=[1(7)
3.
(1@e)0d).(i) =1=1.(
(1®e)od)i=1i4+2>1i=1(i)
[(1®e)0d](i,5) =i+1>0=[1](,j)
4.
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Et :

[T06](i,j, k) =i+j+i®k+k2i
[0](1,5, k) = i + k.

Comme 32 > 1, on a i2.k > k. Le fait que J > 0 permet alors de conclure.

Et :
[(1®7)o(Tr®1)o (1®7)|(%,4,k,1,m,n)
= jkm4+mj+k+i(j+Ek)n+n(G+j+it+k)
= [(1®71)o(t®1)o(1®7)|(3,7J,k,1,m,n).

Comme annoncé, on a seulement [s(6)] = [t(6)].

{((1 ®8) 07).(i,§) = (j,i,0) = (T®1) 0 (1®7) 0 (6 ® 1)) (i, 5)
(1®6)or)(6,j,k)=G+k+1,i)=(r®1)o(1®7) 0 (®1))(i,j k).

—~

Et :

[(1®06)o7](4,7,k,l,m)=i+m+(+m)i+j+ijl+m+1
(T®1)o(1®7)0(0@1)](4 4,k l,m) =i+m~+ (I+m).i+j+ij(l+m).

Comme i5 > 1,onajl+m+1>145.04+1>14j5let,de méme, 15.0 + m+1 > 15.m,
d’ou :

ijl+m+1>45.(l+m),

ce qui permet de conclure.

173



5. Réécriture de termes et présentations d'opérades

(1®@71)o(1®1)0(1®6)).(4,5) = (j,4,1) = (0 ®1) 0 7).(4, )
(1®7)o(T®1)o(1®8))*(4,5,k) = (k,i+7+1)= (0 ®1)o7)*(i, 5, k).

(1®7)o(T®1)o(1®0)](, 4,k l,m) =j+1+2ijm+2m.i+j
[(6®@1)o7](i,j,k,l,m) =j+1+ijm+m.i+t].

Comme 75 > 0 et m > 0, on a bien 2i5.m > 1j.m et 2m.i+ j > m.i + j.
9.

10.
(e ®1)07).(i,j) =i = (1®¢).(,5)
S ((e®1)or)*(i) = (4,1) = (1 ®@e)*(4)
([(e®1)o7](i,5,k) =ijk+ki+j>0=[1®c](,7,k).
11.
(1®@7)o(0®1)06).(i) = (4,4,1) = (6 ®1) 00).(3)
(187)0(B®1)08) (ijk) = i+j+k+2=((6®1)0d) (i), k).
Et :

(1®7)o(6®1)06|(i,j,k, 1) =24+k+1+°1+1.2
(0®1)0d](i,j,k, 1) =240 +k+L

On conclut en notant que 2 > 0 et [ > 0 et donc 2.1 +1.2i > 0.
12.

(I®@r)o(d@1)oT).(i5) = (4,4,5) = (T @1) o (1®6)).(s, j)
(1®7)o(d®@1)or) (i,4,k) =i+ k+1)=(r®1) o (1®6)*(i, ], k).

Et :

[(1®T)o(6®1)o7](i, ],k l,m) =7 +m+ij.(l+m)+ (+m)it]
[(T®1)o(1®0)](i 4,k l,m) =j+m+ijl+1i+3.

Comme ij > 0 et m > 0, on a bien i5.m + m.i + j > 0.

174



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

On va a présent regarder les régles e, v, y71 et y72 pour une constante v de X (si X2
ne contient pas de constante, ces quatre régles n’apparaissent pas dans Rx;a ).

YE.
(e07).(%) = % = 0.(¥)
(e07)* (%) = % = 0°(¥)
Eor](¥) =1 > 0=[0](x)
0.
{(507*(*)=(1,1 = (7®7)u(%)
(6o7)*(4,5) =*=(v®7)*(4,7)
Et :

{[507](i,j)=i+j+1+1+1
Y@, 7) =i+].

On conclut en notant que 1 + 5+ 1+ 1 > 4.

y71l.
{ 7o (y®1)).(5) = (i,1) = (1 ®7).(i)
To(y® 1) (4,75) =i=(1®7)*(47)
Et :
{[To (Y®1)](i,j, k) = (i + 1)k + ki + 1
[1®7](4, 4, k) = k.
Pour conclure : (i +1).k > 2.k > k.
yT2.

{(m(l@v))*m = (L,i) = (y® 1).(d)
o ) "

Et :

{[To (L@ (5. k) = j +ik+ki+1
ly @ 1), 5, k) = 4.

On conclut avec : 2.k +ki+1>k+i1+1>0.
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Avant d’étudier les derniéres relations, on doit calculer les valeurs de F' en d,, 7,1
et 71,. On montre, par récurrence sur n, que, pour tout n > 1, on a :

- pour 9, :

(00)w(i1y -y 8n) = (B1y e e vy Bny 01y ey Bn)
ity eyt g1y ydn) =1 +71+ 1, o yin+Jn+ 1)
0n] (11, -y ny J1s v oy Ty K1y ooy ki)

= Z1§u§n(i_u + ko) + Zlgu@gn(iuiv-ﬂ + by iy + 0y)-

- pour T, :

(Tn,l)*(ilg e ,’L'n,j) = (], ’L'1, .. ,’Ln)

Tn,l(i’jla cee ;]n) = (jla s 7jnai)
[Tn,l](il, .. .,in,j,k,ll, .. ,ln) = Zlgugn(ZUjl_U+ lulu +])

- pour 7y, :

(Tl,n)*(iajla e 7.771) = (jl: fee 7jn7i)
Tf,n(il, eyt ) = (Jyt1y ey in)
[len](i,jl, . ,jn,kl, ey kn,l) = leusn(lju£+ ll +]u)

On peut alors étudier les régles e, @b, o7l et T2 pour une fléche ¢ € X(n, 1) fixée.

PE.
(€0 0)ulit, . yip) =x=€M(i1,...,105)
(o) (x)=(1,...,1) = (g")*(*)
[eo|(ity...,in) =1>0=1[e"](41,--,0pn)-

©d.

{(50@*(@'1,...,@'”):(z‘1+---+z‘n+1,z‘1+---+z‘n+1):((<p®<p)o(5n)*
(Go@)'(,j)=(+j+1....i+i+1)=((p®p)od,)"
Et pour [.] :

[0 0¢|(i1y... in, 75, k)
—jtk+l4+i 4t +1+k
[(p ® @) 0 bal(in, . - in, j; k)
=]+ M+ 1+ chcpcn tuto) b+ D1 cucn tu + K- D1 cpcpn bu T o
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On conclut en notant les inégalités suivantes :

Jtk+1>5+1>5

J+k+1>k+1>k

Bttt 1 >0, + 1>, pour tout v € {1...n}
G4ty + 1> 0y 4+ +1 >4, +14, pourtous u,v € {l...n}, u#v.

pTl.
(TO (90® 1))*(21’ . ’Zna.]) = (j’il +n + 1) = ((1 ®Q0) OT"J)*
(To(e®1))*(6,4) = (-, 4,8) = (1@ ) oTyy)".
Et pour [.] :
(70 (e @ D)(i1, ... ,in, j, k, 1)
=1+ +--Fin+ il L+ +i,+5+1
<
[(1®Q0)oTn,l](ila"'ain7j7kal)
=1+ (4 Fin)dl+ L+ 4+ i+ )
Comme j > 0, on a j.I > 0 et, comme [ > 0, on a, pour tout u :
Liy+ - Fig+j4+1>Liy+j.
pT2.

{(TO (1 ®90))*(27]1a7]n) = (.71 ++]n+ 1,2) = (((‘0®1) OTl,n)*
(To (1 ®Q0))*(Za]) = (jai""’i) = (((‘0® 1) OTl,n)*'

Et pour [.] :

[To(1®g0)](i:jla"'ajnakla"'aknal)
=k+i(i+ A+ DIl gt
[(Q0®1)OTl,n](i;jla---;jn;kla---,kn;l)
=k+i(ji+- -+ )L+ LG+ g+ it ).

Comme pour 71, on note que ¢.l > 0 et que l.i + j; +---+ j, + 1 > l.i + j, pour
tout u.
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On a donc vu que, pour toute régle & € Rayx, on a s(a), > t(a)., s(a)* > t(a)*
et [s(a)] > [t(«)], sauf si @ = 6, auquel cas [s(6)] = [¢t(6)].
¢

On en déduit :
Corollaire 5.22. La présentation (X¢, Rax) termine si et seulement si (X¢,6) termine.

Démonstration. L’implication gauche-droite est évidente. Pour la réciproque, supposons
que (3¢ Rayx) ne termine pas. Il existe donc un chemin de réduction infini (f,),
dans (X¢ Rayx). On en déduit donc une suite ([f,]), décroissante dans ([N*],>) : ce
dernier ARS termine, donc ([f,]), est stationnaire, c’est-a-dire qu’a partir d’un certain
rang N, tous les [f,] sont égaux. D’aprés le résultat précédent, on en déduit qu’a partir
du rang N, toutes les réductions effectuées sont issues de la régle 6. On a donc un chemin
de réduction infini dans (X¢,6), qui ne termine donc pas. &

Il ne reste plus qu’a montrer que 6 termine. On va donc construire un nouveau mor-

phisme d’opérades G : LY — O(N,N,N) :
- (i, 7) = (4,3 + 1), 7(4,5) = (4,9), [7](4, 4, k, 1) =i+ 7;
- 6.(d) = (4,4), 6" (¢,5) = i+ j, [0](4, 4, k) = 0;
- g.(i) =%, *(x) =1, [€](1) = 0;
- () =1, 77() == [11(i) = 0;
- Qi1 yin) =01 F o F i, ©*(0) = (4, ..., %), [©](i1, .-, 0n,7) = 0.
On vérifie que cela fonctionne pour 6 :
(1®7)o(r®1)o(1®7)):(4, 4, k) = (k, j+1,i+2) = (T®1)o (1®T)o(T®1)).(1, j, k).
Et :
(I®@7)o(r®1)0(1®7))"(4,4,k) = (k,5,i) = G(r®1) o (1®T) 0 (T ®1))(3, ], k).
Puis, pour [.] :
(1®T)o(T®1)o(1®7)](4,7,k,I,m,n) =2i+ 25 + 2k + 2
[(T®1)o(1®T)o(r®1)](4,7,k l,m,n) =2i+ 25 + 2k + 1.
On a bien [s(6)] > [t(6)], ce qui permet de conclure que :
Proposition 5.23. La présentation d’opérade (3¢, Rax) termine.

Remarque. En particulier, la présentation (A, Ra), qui n’est autre que celle de F° don-
née par Yves Lafont dans [Laf03], termine, ce qui était déja prouvé mais grace a une
interprétation classique qui ne peut pas s’étendre a (3¢, Rax) dés que ¥ contient une
constante.
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5.3.5 Confluence de (3¢, Ray)

Comme on a déja prouvé que cette présentation termine, il ne reste plus, d’aprés le
lemme de Newmann, qu’a vérifier sa confluence locale, et donc, d’aprés le théoréme des
paires critiques, que toutes ses paires critiques sont confluentes. Cependant, on touche
ici une nouvelle difficulté inhérente aux présentations d’opérades et a leur nature 2-
dimensionnelle : en effet, bien qu’ayant un nombre fini de relations, la présentation étudiée
posséde une infinité de paires critiques. Pourtant, il suffit d’en étudier un nombre fini,
comme c’était déja le cas dans [Laf03] au sujet de (A, Ra).

Nous allons commencer par examiner les paires critiques de (A, Ra).

Confluence de (A, Rp)

Nous utilisons la méthode décrite en 3.8.2 pour produire la liste des paires critiques
de cette présentation. Nous n’allons détailler que certains cas, montrant qu’il existe deux
types de paires critiques : la présentation (A, Ra) posséde cinquante paires critiques que
nous pourrions qualifier de réguliéres; mais on trouve aussi six familles infinies de paires
critiques, chacune étant produite par un couple donné de régles : (1,8), (6,6), (6,8),
(6,11), (6,12) et (7,8).

Il faut commencer par vérifier que la présentation (A, Ran) est bien conforme aux
hypothése du théoréeme 3.24, c’est-a-dire que pour toute régle a de Ra et pour tous
contextes C' et D applicables & o, on a C = D dés que Cla] = D[a]. Nous allons, par
exemple, traiter le cas ol « est la régle numéro 1 :

(1®d§)od— (d®1)o04.
Supposons que C' et D sont deux contextes tels que :
Cl(1®0d)od] =D[(1®7)0d].

Alors trois cas sont possibles :

a. Les occurrences de s(1) mises en valeur dans chaque membre de 1’égalité sont les
mémes. Dans ce cas, les deux contextes C' et D sont égaux.

b. Les deux occurrences de s(1) se chevauchent mais sont distinctes. Alors, il existe un
contexte F tel que, quitte a échanger C et D :

C=E[(1®0;) o4
D= E[(2946) o0l
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c. Les deux occurrences de s(1) sont disjointes. Alors, il existe deux contextes E et F'
tels que, quitte encore a échanger C' et D :

C=FE[|oF[(1®0)o/]
D =E[(1®§)od]o F[].

A présent, supposons que C et D vérifient aussi :
Cl(0®1)od]=D[(6®1)0d].

Alors, si 'on est dans le cas (b) :
E1®di®1)o(1®d)od] = E[(0®06) o],

ce qui est impossible. Si ’on est dans le cas (c) :
E[(60®1)0d]oF[(1®d)o0d]=FE[(1®§)odlo F[(§®1) 0],

ce qui est aussi exclu. On est donc bien dans le cas (a), c’est-a-dire que C' = D.
Le reste des vérifications, pour les onze autres régles, se fait de maniére similaire avec,
éventuellement, plus de cas a distinguer. On arrive ainsi a :

Lemme 5.24. Pour toute régle o de Ra et tous contextes C et D tels que Cla] = D[a],
ona:C=D.

Ainsi, la méthode de 3.8.2 est applicable ici. Nous allons en détailler ’application dans
quatre cas, pour les couples de régles (1,1), (1,2), (2,4) et (6,6).

Paires critiques de (1,1). Il faut, dans un premier temps, déterminer tous les tri-
plets (¢, Co, Do) formés d’une fleche ¢ de X et de deux contextes Cy et Dy applicables
a ¢ et tels que Colp] = Dyglp] = s(1). En constatant que ¢ est 'unique fléche de ¥ qui
apparait dans s(1), on obtient les quatre triplets suivants :

,1®5)OD§,
1®0j) o

1®(5)0D%,
,(1® ;) 04,

1®0)o0)
5,(1®6§) o]
1@ od
1®05) 04

Y

(9, (
(4 (
(4 (
(4 (

A~ o~~~

)
)
)
)-

Comme on est dans le cas & = 3, on enléve les premier et dernier triplets. De plus, toute
paire critique éventuellement calculée & partir du troisiéme triplet sera de la forme p—!
avec p une paire critique calculée a partir du deuxiéme triplet. Il ne reste donc plus qu’a
considérer le cas ou :

p=0, Co=(1®0O)0s D= (1®4)oOl).
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A présent, supposons que C et D sont deux contextes vérifiant C o Cy = D o Dy. On
commence par écrire C' et D sous la forme :

C=go(i®i3®j)of et D=go('@O3®75)of,
avec 1, j, i’ et 7' des entiers et f, g, f' et ¢’ des fleches de LA. On a, par hypothése :
go(i®1®0;®j)o(i®d®j)of=¢0(l'®1®i0 )0 ®1;® )0 f'.

Si, de plus, le couple (C, D) est une solution minimale, on doit avoir i = j = j' = 0,
i'=i4+1=1,=4,9g=90(2®0) =2®04, f=1et f'=00 f=4¢. Cest-a-dire :

C=02®0o; et D=(1®0) 00

Réciproquement, on vérifie que ce couple (C, D) est bien solution de C'o Cy = D o D,
ce qui est bien le cas puisque :

CoCy=DoDy=(2®6)o(1®0)) 00

On en déduit ainsi I'unique paire critique (& inversion prés) formée par la régle 1 avec
elle-méme :

(2@8)o(1038)0d,(206) 0T, (1), (1o T} 06, (1)).

Le branchement associé a cette paire critique est donné par les deux réductions sui-
vantes :

2®0)o(1®JI)od —, (0®5)o0d
2®6)o(1®d)od =+ (1®I®1)o(1®F)0d.

Paires critiques de (1,2). Pour ces deux régles, la seule fleche de ¥ apparaissant
dans les deux sources est 6. On en déduit deux triplets (4, Cp, Dy) tels que Cy[d] = s(1)
et Do[é] = 8(2) :

(0,(1®0d) o0, (e®1) 0})
(0,(1®O}) 06, (e ®1)o[3).

La résolution de C o Cy = D o Dy est immédiate dans les deux cas. On obtient, pour
le premier triplet, la solution minimale suivante :

C=(E®2)o0; et D=4§o0].
Quant au deuxiéme triplet, il donne :

C=(1®e®1)o; et D= (1®0)o0d.
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Les deux régles 1 et 2 créent donc, a inversion pres, deux paires critiques :
(c®6)06 (e @2) 00, (1),5004,(2))
et :
((1®e®1)o(1@5)05,(1®e®1)o|:|§,(1),(1®[1})05,(2)).
Paires critiques de (2,4). Encore une fois, la seule fleche de ¥ qui apparait a la fois
dans s(2) et s(4) est 6. On obtient un seul triplet (6, Co, Dy) tel que Cy[d] = Dy|d] :
(6, (e ®1) o0, 70 [0).

Supposons a présent que C' et D sont deux contextes qui sont des solutions minimales
de I’équation C o Cy = D o Dy. On écrit :

C=go(i®0®j)of et D=go(i @O;®j)o f.
Par hypothése, on a :
go(i®e®1®j)o(i®h®j)of=go(®T7®])o (' ®0® )0 f
Comme (C, D) est une solution minimale,on ai=4=j=35"=0,f=f' =1et:
go(e®l)=gor.

Or, cette derniére équation ne posséde aucune solution, puisque LA est libre. Donc
les régles 2 et 4 ne forment aucune paire critique.

Paires critiques de (6,6). Ici, 7 est 'unique fléche de LA qui apparait dans s(6). On
calcule les triplets (7, Cy, Dy) tels que Cy[r] = Dy[r] = s(6), on retire ceux qui vérifient
Co = Dy (car a = (3 ici), ainsi que tous les autres qui sont symétriques en Cy et Dy (il
produiraient seulement des paires critiques inverses de celles qui auront été calculées). 11
en reste alors trois :

(A®r)o(r®1)o(1003),(1®7)o(;®1) o (1®T))
(r,(1®7)o(r®1)o(1®03),1®HE)o(r®l)o(1®7))
(1,1@7)o(12®1)o(1®7),(1®7)o(T®1) 0 (1®0O32)).

Or, a partir d’une symétrie haut-bas, on peut récupérer les paires critiques associées

au troisiéme triplet a partir de celles qui sont associées au premier. Il ne reste donc plus
que les deux premiers triplets & étudier.
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En ce qui concerne le premier, la résolution de I’équation C' o Cy = D o Dy aboutit, en
particulier, a celle de :

go(l®7)o(t®1)=¢'0o(1Q7).

Or cette derniére équation n’admet pas de solution dans une opérade libre. Le premier
triplet ne crée donc pas de paire critique (et donc le troisiéme non plus).

Regardons a présent le cas du deuxiéme. Supposons que C' et D sont des contextes
qui sont des solutions minimales de I’équation C' o Cy = D o Dy. On écrit :

C=go(i®®j)of et D=go(@@O3®;)of.
Alors :

go(i®1®7®7)o(i®T®1®j)o(i®l®2®j)of
= ¢go(i'®1®0;®5)o((®@Te1l®j)o(®1leT® ) o f.
On écrit maintenant f = (h®2® j) o h’, ce qui est toujours possible, quitte a prendre
h = feth=i+1. Ainsi:
go(i®1078{)o(i®T@1®j)o(h®@2® ) ok
= do(@®100e5)o(@®Te10 ) o(@®1eT®j)o f.

Comme C' et D sont des solutions minimales, on doit avoir j = j' = 0, f' =i + 3,
g=1+3et:

F=>0{®T®1)o('®1Q®T7)
F=>0®1®7)o(i®T®1)o(h®2).

Ainsi :
Ch=(®B)o(h®2)o(’®T®1)o(I'®1Q7T)
Dp=3i®1®7)o(i®T®1)o(h®2)o (i ®3).

De plus, pour avoir (C, Dj) solution minimale, on doit imposer que la fléche h ne se

factorise d’aucune des facons suivantes :

-enh=h; ®hg,avec hy :m+1—n+1et hy #0;

- en h=hyo(hy ®1), avec hy différente d’une identité;

- en h = (h; ® 1) o hy, avec h; différente d’une identité.
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On note, temporairement, H ’ensemble des fléches h : p4+1 — g+ 1 qui n’admettent
aucune de ces factorisations. On vérifie alors que, pour toute fléche h de H, le couple
(Ch, Dy) est une solution minimale de ’équation C' o Cy = D o Dy.

Ainsi, la régle 6 crée, avec elle-méme, une infinité de paires critiques pp, indexées par
les fleaches h de H. Cependant, nous allons rappeler & présent comment Yves Lafont a
montré, dans [Laf03|, que la confluence de toutes ces paires critiques pp, h dans H, est
équivalente a celle de quatre d’entre elles.

Le premier ingrédient utilisé est la terminaison de la présentation : elle nous permet
de démontrer, par récurrence, que la confluence des paires critiques d’une famille donnée
est équivalente a celle de sa sous-famille indexée seulement sur les fléches irréductibles
de LA. En effet, comme Ra termine, on peut appliquer le principe de récurrence pour
montrer, comme dans la figure 5.8, que 'on peut se limiter aux cas ol la paire critique
considérée est indexée par une fléche en Ra-forme normale.

Ainsi :
Lemme 5.25. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Pour toute fleche h dans H, la paire critique p, est confluente.
1. Pour toute fleche h dans H en Ra-forme normale, la paire critique py, est confluente.

Le second ingrédient est 'examen de toutes les formes que peuvent avoir les fléches
h:m+1— n+ 1 irréductibles pour Ra. Yves Lafont a montré, toujours dans [Laf03] :

Lemme 5.26. Si h: m+ 1 — n+1 est une Ra-forme normale, alors h posséde 'une
des formes suivantes :

- il existe une fleche h' telle que h=h'®1;

- il existe une fleche h' telle que h = (K’ ® 1) o (M ® 9J) ;

- il existe une fleche h' telle que h=h' Q@ ¢;

il existe un entier p ainsi que deux fleches hy et ho tels que :
h=(h,®1)o(p®T)o(h ®1).
On en déduit que :

Corollaire 5.27. Les seules fleches de H qui sont des Ra-formes normales sont 1, §, T
et 1 ® €. Par suite, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour toute fleche h dans H, la paire critique py est confluente.

1. Les quatre paires critiques p1, ps, pr et D1ge sont confluentes.

Ainsi, il ne reste plus que quatre paires critiques engendrées par (6,6) a étudier.
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F1G. 5.8 — Reduction de la paire critique entre 6 et 6 indexée par h en la paire critique entre 6 et 6

indexée par h' dans le cas ou h —, h'.
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Confluence des paires critiques de (A, Ra). Avec la méme démarche, on calcule
toutes les paires critiques engendrées par les autres couples de régles. La plupart en pro-
duisent un nombre fini. Seuls les couples (1, 8), (6, 8), (6,11), (6,12) et (7, 8) se comportent
comme (6,6) en créant des familles infinies de paires critiques (pp)rem- On montre, exac-
tement de la méme facon, qu’il suffit de considérer les py, ol h est une Ra-forme normale :
par suite, il suffit de considérer les paires critiques indexées par 1, 6, 7 et 1 ® &.

On conclut donc que la confluence locale de (A, Ra) est équivalente & la confluence des
soixante-quatorze paires critiques que nous allons examiner maintenant. Pour la premiére,
nous donnons, en plus du calcul littéral, une version en diagrammes de Penrose du graphe
de réduction.

cp(1,1). On peut appliquer 1 & deux endroits différents dans (2® §) o (1 ®J) 06 :

200)o0(1®§od—>(1®iQ1)o(1®J)od
+(1®5®1)o(d®1)0d
—(0®2)o(d®1)0d;

2®5)o(1®J)od—>(0®J)od
—(0®2)o(0®1)04.

La figure 5.9 donne une version diagrammatique de ces réductions.

FIG. 5.9 — Graphe de réduction montrant la confluence du branchement associé & la paire critique créée
par (1,1).
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cp(1,2). Il y a deux paires critiques, 1'une de source (¢ ® ) o 0 et lautre de source
(1®e®1)o(1®4)o04.

(e®0)od —+(e®2)0(0®1)0d

—0 ;

(E®0) 06 —,0.

1®e®1)o(1®6)od +»(1®e®1)o(d®1)0d
—30 ;
(1®e®1)o(1®46) 0 —0.
cp(1,3). Une paire critique qui commence en (2®¢)o (1®4d) o4 :
2®Re)o(1®§)od—>(0Qe)od
—30 ;
(2®¢)o(1®3)o0d —0.
cp(1,4). Une paire critique en (1@ 7)o (1®4d) 04 :
(1®7)o(1®d)0d —(1®T)o(d®1)od
—,(0®1)0d;
(1®7)o(1®d)0d —4(1®F)od
—(0®1)o00.
cp(1,7). Une paire critique en (2® ) o (1®46) o7 :

200)o(1®§)or—(1®5®1)o(1®d)oT
—=+(1®6®1)o(t®1)o(1®T)0(I®1)
—(T®2)0(1®7®1)0(6®T)0(0®1);

2R§)o(l1®§)orT —(TRJINo(1®T)o (6 1)

—(7T®2)0o(1®87®1)0(2@7)0(1®I®1)0(6®1)
> (T®2)0o(1®7Q®1)0(0Q@T)0(§R1).
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cp(1,8). Quatre paires critiques :

(1®71)o(t®1)o(1®4)0d
= (1®7)o(T®1)0(6®1)04
—(1®7)o(6®@1)00d
—3(0®1)0d;

(1®7)o(T®1)o(1®d)0d
—s(0®1)oT04d
—,(0®1) 0.

1®T®1)o(d®d)0d
1®7T®1)o(0®2)o(0®1)0d
d®1)od

d®1)od;

N~~~

271)o(1®@7Q®1)o(0®0)o
1®@0®1)o(1®7)o(0®1)0
1@0®1)o(0®@1)0d
d®2)o(0®1)o0.

s
_)11

(
(
(
(

—

2®T)o0

(2®T)
—s(0 ®7)
—5(0®2) o0

17®1)o(T®0d) o (1®4)
1®7®1)o(T®2)o(1®I®1)0(1®0)
T®1)o(1®Y9)
d®1)orT;

(@)

/\AA/—\

2eT)oc(1®T®1)o(T®d)o(1®4)
1®6®1)o(1®@T)o(T®1)0(1®)
—(1®J®1)o (5®1)o7’
—+1(0®2)0(0®1)o0

s
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—_
b2y
\]
O
—~

T®1)o(1®e®d)o(l1®J)
T®1)o(1®e®2)o(1®I®1)0(1R)
T®1)o(1®56)

O o
—_

1@ o(r®1)o(1®e®d)o(1® )
—(0®@1)oT0o(l®e®1)o(1®50)
—(0®1)oT.

cp(1,11). Une paire critiqueen (2® 7)o (1®0® 1)o(1®@4§) 04 :

207)o(1®5®1)o(1®4)0d —>(207T)0(1®IRL)0(d®1)0d
= (0®@T7)o(6®1)0d
—1(0®2)o(6®1)0d;

207)o(1®5®1)o(1®d6)0d —=,;,(1R®®1)0(1®F)0d
—(1®6®1)o(d®1)0d
—(6®2)o(d®1) 0.

cp(2,3). Une paire critique en (¢ ® €) o §. Que I'on applique 2 ou 3, on arrive a «.
cp(2,7). Une paire critique en (1@ e ®1)o(1®4d) o7 :
(1®e®1)o(1®0) 0T —,7;
(1®e®l)o(1®d)orT >(1®ec®1)o(1®T7T)0(§®1)

—(e®T)o(6®1)
—>,T.

cp(2,11). Une paire critique en (e ® 7)o (§® 1) 04 :
(e®@T)o(6®1)0d =700

—540 5

(E®T)o(6®1)0b +u(e®2)0(§®1)06
—,0.
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cp(2,12). Une paire critique en (e ®2)o(1® 7)o (6@ 1)o7 :

(e®2)o(1®T)o(d®1)oT —ToOT
—52;

(e®2)o(1®T)o(d®1)oT —=,(e®2)0(T®1) 0 (1®J)
—10(l®e®1)o(1®4)
—,2.

cp(3,7). Une paire critique en (2Q@¢)o (1@ 4§) o7 :
(2®e)o(1®0d) 0T —T;

2®e)o(1®6)oT —(T®e)o(1®T7)0(6®1)
=70 (l®e®1)o(®1)
—55T.

cp(4,5). Une paire critique en To7 04 :

TOTOd —,700

—40;

ToTod —0.
cp(4,6). Une paire critique en (1@ 7)o (7®1)o (1®7) 0 (1®9) :
1®7)o(T®1)o(1®7)0(1®JI) = (1®7)0o(T®1)0(1®J)

—(0®1)oT;
1®7)o(T®1)o(1®@7T)0(1®J) 2(T®1)o(1®7T)0(T®1)0(1®J)

—(T®1)o(d®@1)oT

—(0®1)orT

cp(4,7). Deux paires critiques :

(1®d§)oTo0d —=4(1®H)o0d
—(0®1)0d;

(1®d§)oT0d —=>(TR®1)o(1RQT)o(d®1)0d

—,(T®1)o(®1)0d
—4(0 ®1) 0.
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(1®71)o(1®d)oT —,(1®0)oT
—(T®1)o(1®7)0(d®1);

1®7)o(1®d§)oT —(1®@T)o(T®1)o(1®7)0(§®1)
—(T®1)o(1®7)o (T®1) o (§®1)
—(T®1)o(1®7)0(6®1).

cp(4,9). Une paire critique en (1 ®¢) o700 :

(1®e)oTod —=(1®e)od
—1;

(1®e)oTo0d —4(c6®1)0d
— 1.

cp(4,10). Une paire critique en (e® 1) o700 :

(e®1)oTo0d —(Ee®1)od
—1;

(e®1)oTo0d —=,(1®e)0d
—1.

cp(4,12). Une paire critique en (1@ 7)o (6®1)oT04 :

(1®7)o(d®@1)oT0d =(1R@T)o(0®@1)0d
—(0®1)0d;

1®7T)o(6®1)oT706 =,(T®1)o(1®6)o0d
= (T®1)o(d®1)0d
—, (0 ® 1) 00.

cp(5,5). On peut appliquer la régle 5 & deux endroits différents de 7 o 7 o 7 mais les deux
réductions donnent 7.
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cp(5,6). Ces deux régles forment deux paires critiques :
1®7)o(T®1)o(1®@T)o(1®7T) >(1®T)o(T®1);
1®7)o(7®1)o(1®@T)0(1®7T) 2(T®1)o(1®7T)o(T®1)0o(1®7)

—(T®1)o(T®1)o(1®T)0(T®1)
—(1Q@71)o(T®1).

1®7)o(1®T)o(T®1)0(1®7) >(T®1)0(1®7);

1®7)o(1®7T)o(T®1)o(1®7T) 2(1®@T)o(T®1)o(1®T7)0(T®1)
—6(T®1)o(1®7)o(T®1)o(T®1)
—(7®1) o (1®71).

cp(5,7). Une paire critique en (1®d) o7 o7 :
(1®d8)oToT —+1®4;
(1®§)oToT = (T®1)o(1®@T)0(d®1)0T

—=p(T®1)o(T®1)o (1®4)
—1® 0.

cp(5,8). Une paire critique en (1@ 7)o (1® 7)o (T®1)0 (1®4) :

(1@r)o(1®7)o(T®@1)o(1®J) 2(T@1)0(186);

1®@7)o(1®@7T)o(T®1)0(1®F) =(1®@T)0(0®1)oT
—,(7®1) o (1®9).

cp(5,9). Une paire critique en (1®¢)oT o7 :

(1®e)oToT —%1Q®¢;

(1®e)oToT —(e®1)oT
—0l ® €.

192



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

cp(5,10). Une paire critique en (e® 1)o7 o7 :
(e®1)oToT —:®1;

(e®1)oToT =(lQ®e)oT
—e ® 1.

cp(5,11). Une paire critique en (1® 7)o (1® 7)o (6 ®1) 04 :
1®7)o(1®T)o(®1)0d =,(d®1)0d;
1®7)o(1®7T)0o(d®1)0d =, (1®T)0(d®1)0d
(0 ®1) 0.
cp(5,12). Deux paires critiques :
(1®7)o(d®@1)oToT =;(1Q7)0 (®1);

(1®7)o(d®@1)oToT =,(T®1)o(1®F)orT

—(T®1)o(T®1)o(1®7)0 (1)
—(1®7)o (®1).

1®71)o(1®@T)o(d®1)oT —5(0®@1)oT;

(1®7)o(1®@7T)0o(d®1)oT =»,(1®T)o(T®1)0(1R®)

—s(0®@1)oT.
cp(6,6). Quatre paires critiques :
(1®T)o(t®1)o(1®7)0( Jo(l®T)
—6(1®7T)o(T®1)o(T®1)0(1®@T7T)0(T®1)
—:(1®7)oo(l1®T)o(T®1)

—>T®1;

1®71)o(t®1)o(1®T)0o(T®1)0(1®7)
—(T®1)o(1®7T)o(T®1)o(T®1)0(1®7)
—(7®1)o(1®7)0(1®7)
—7T® 1.
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2®7)o(1®7Q®1)o(6®@T)o(T®1)o(1Q7T)
—6207) 0 (1®7®1)0o(0®2)o(T®1)o(1®7)0(T®1)
—=(T®T)o(1®I®1)o(1®7)o(T®1)
=(T®2)o(1®7Q®1)o0 (T®J);

2®7)o(1®7®1)o(6®@T)o(T®1)0o(1®T)
—2(1®7®1)0(2®@7)0(1®7®1)0(d®2)o(T®1)o (1®7)
—,(1®7T®1)o(T®T)o(1®6®1)o (1®T)
—(1®7T®1)o(T®2)o(1®7®1)0(2®4)
(T®2)o(1®7®1)0 (TR®5H).

2er)o(l®r®l)o(Te@T)o(1®7®1)0(2®7)
—62®7)o(1®7®1)o(T®2)0o(1®T7T®1)0c(20T)0 (1®T7®1)
—2(7T®7T)o(1®7®1)o(TR®T)0o(1RTR1)
—6(7®2)0(1®7TQ1)0(2®7)0(1®7®1)o(T®2)0 (1QT®1)
—6(T®2)0(17®1)o(T®T)0(1®T®1)o(T®2);

2@7)0(1®@7T®1)o(T®T)0(1®T7T®1)0(2Q7)
—(1®7®1)0(2®@7)0(1®T®1)o(T®2)0(1®T®1)0(2®7)

—4(1®7®1)o(T®2)0(1®7®1)0(2®@T7T)o(1®T7®1)0(T®2)

( )o( )o(

( )o( )o(
—(17®1)o0(2Q7T)0(T®2)0(17Q®1)o(TRT)

( )o( )o(

(T®2)o(17R1)o(T®T)0o(1®7®1)0(T®2).

194



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

(1®7)o(T®1)o(1®e®T)0o(1®T®1)0(2®T)
—(1®7)o(T®1)o(1®e®2)0(1®7®1)0o(2®@ 7)o (1®7T®1)
—(1®7)o(T®e®1)o(2@7)0(1Q7®1)
—10(1®@T)o(T®1)0 (1R T®¢)
—(T®1)o(1®7)o (TR®1R¢);

1@7)o(T®1)o(1®e®T)o(1®7®1)0(2®7)
—6(7T®1)o(1®@7)o(T®1)0(1®e®2)o(17R®1)0(2Q7)
—10(T®1)o(1®@T)0o(TR®e®1)0(2®7T)
=(T®1)o(1®7)o (TR1R®¢).

cp(6,7). Une paire critique en (2@ ) o (1® 7)o (7®1)o (1®7) :
2es)o(1er)o(ral)o(ler)
—(2®0)o(T®1)o(1®T)o(T®1)
—(T®2)0o(1®7®1)0(207T)0(l®I®R1)o(T®1)
—(T®2)0o(1®7T®1)o(T®7T)o(1®T7T®1)0(0®2);
2®d)o(l@T)o(T®1)o(1®T)
=+ (17®1)o0(2®@7)0 (1@ 1)o(T®1)0 (1®7T)
—2(107®@1)o(T®@7)oc(1®T7T®1)0 (0 T)
—6(7T®2)0o(1®@7T®1)o(7®T)0o(1®7®1)o0 (§®2).
cp(6,8). Quatre paires critiques :
1®71)o(t®1)o(1®T7)0o(T®1)0(1®J)
—(7T®1)o(1®@T)o(T®1)o(T®1)0(1R® )
—5(7®1)o(1®7)0(1®4)
—(T®1)o(1®9);
1®7)o(t®1)o(1®T)0o(T®1)0(1®J)
—(1®@7T)o(T®1)0(6®1)o0T
—(1®7)o(d®1)oT
—(T®1)0(1®94).
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2R71)o(1®7T®1)
—(1®7T®1)o(2QT)
—,(1®7®1)o (T®7)
—;(1®7T®1)o(T®2)
—(0®2)o(7®1)0(1

0(0®@T)o(T®1)0(1®4)
0(1®7®1)o0(0®2)o(T®1)0(1®9)
0(1®d®1)o(1®V9)
0(1®5®1)o(1®50)

®9);
17®1)o(d®@7)o(T®1)0(1®9)
1@T®1)o(0®2)o(d®1)oT

d®1)or

T®1)o(1®54).

27)o(1®@7®1)
—(1®7®1)0 (2®7)
)

( TRT)o(l®T®1)0(2® )

( )o
=171 o (T®T

( )o

(

1®7®1)o(T®2)o(1®7®1)0(2®4)

1®7®1)o(T®9)

1®0Q@1)o(1®7)o(T®1)
T)o(r®1);

/-\AAA

—(1®7®1)0(T® 2)
(0®2)o(T®1)0 (1

1

o
o
o
o
X

20T
2QT

1®7Q®1)o(7®7T)o(1®7®1)0(2Q0)
17®1)o(7®2)0(1®6®1)0(1®7)

T1o(1®T)

T1)o(1®7)0(T®1).

(
—(
—(
—6(0 ® 2
1e®m)o(1®7®1)0(2®9)

T®1)o(1®e®2)o(1®7®1)0(2®4)
TRe®1)o(2Q4)

1e®m)o(1®7T®1)0(2®9)
®e®2) 186®1)o(1®7)
® )
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cp(6,9). Une paire critique en (2®¢)o (1®7)o (7®1)o(1®7) :
2®e)o(1®T)o(T®1)0(1R®7T) 2:(2®e)o(T®1)o(1®T)0 (T®1)
=70 (l®e®1)o(T®1)
e QT

20e)o(1®@T)o(T®1)0(1R®7T) 3(1®e®1)o(T®1)0(1®7)
—9E @ T.

cp(6,10). Deux paires critiques :

(E®@T)o(T®1)o(1®T) 2(e®2)o(T®1)o(1®7T)0(T®1)
—=(1®e®1)o(1®7)0(T®1)
—10T X €

(e®T)o(T®1)o(1®7T) =270 (1QRe®1)o(1®7)
—10T Q€.

(1®e®1)o(1®@7)o(T®1)0(1®7T) 2(1®e®1)o(T®1)o(1®T)0(T®1)
—(e®2)o(1®7)o(T®1)
=70 (1®e®1);

1®e®1)o(1®@7)o(7T®1)0(1®7T) »,(2®¢e)o(T®1)0(1®7)
—To(l®e®1).

cp(6,11). Quatre paires critiques :

1®7)o(t®1)o(1®T)0(0®1)o0
—(T®1)o(1®7)o(T®1)0(6®1)0
—(T®1)o(1®@7T)0o(®1)04
= (T®1)o(d®1)0d
—(0®1)o0d;
(1®7)o(t®1)o(1®T)0(d®1)0d
—3(1®@7)o(T®1)o(®1)0d
—(1®7)o(6®1)0d
—1(0®1) 0.
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20T7)o(1®7®1)
—(1®7Q®1)0(2®7)
)
)

( 5@ o(6®1)0d
(
_>11(1®7'®1)0(2®T
(
(

(
(1®7®1)o(0®2)o0(f®1)
(6®2)o0 (5@1)05
(d®1)o

O

@)

O
—3(l®7®1)o(®2)0
—1,(0®2)o(0®1)0d;

2®7)o(1®7T®1)o(6®@T)0(0®1)0d
=120 7)o(1®7®1)0(0®2)0(6®@1)0d
—=,(0®@7T)o(6®1)0d
—1(0®2)o(®1)0d

2@71)o(1®@T7®1)
—(1®7®1)0(2®7)
)
)

( TRT)o(1®I®1)o (1R 0)
(
—(17®1)o (6@ T
(
(

o (

o (

o(r®1)o (1®5)
—:(1®7®1)o(d®2)o(6®1)0

—1(0®2)o(6®@1)oT;

2®7)o(1®7T®1)o(T®T)o(1®6®1)0(1®0)
=12®7)o(1®7Q®1)o(T®2)0(1®I®1)o (1)
—(0@ 7)o (T®1)0(1®9)
—:(0®2)0(0®1)oT.
1®7)o(T®1)o(1®e®@T)o(1®IRQ1)0(1®9I)
—=6(7T®1)o(1®7)0o(T®1)0o(l®e®2)o(1®I®1)0
—(T®1)o(1®7)o(T®1)0(1®J)
—s(T®1)o(d®@1)oT
—(0®1)oT;
1®7)o(T®1)o(1Qe®7)0(1®6®1)0(1®6)
=1(1®@7)o(T®1)o(1®e®2)0(1®I®1)o(1QT)
—+(1®7)o(T®1)0(1®4)
—s(0®1)oT.
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cp(6,12). Cinq paires critiques :

207)0(1®6®1)o(1®@T)o(T®1)0(1®7T)
—(2®7)o(1®0®1)o(r®1)o(1®T)0(T®1)
—(T®7)o(1®7T®1)o(d®@T)0(T®1)
—5(T®2)0(17®1)0(2Q7)0o(1®7T®1)o(6®2)0(T®1)
=(T®2)0o(17R®1)o(TRT)0 (1R 1);

207)0o(1®6®1)o(1®T)o(T®1)o(1®7)
—,(1®7®1)0(2®0)o(T®1)o(1®7)
—+(17Q®1)o(T®2)0(1®7®1)0(2®@ 7)o (1®IRQ1)
—(7T®2)0(1®@7®@1)o(TQ7)0 (1®0®1).

1®7)o(T®1)o(1®T)0o(®1)o0
—6(7T®1)o(1®@7)0o(T®1)0(6®1
—(7®1)o(1®T)0o(6®@1)o0T
—(T®1)o(T®1)0 (1®4)
—:1®90;

1®7)o(T®1)o(1®7T)0 l)orT
—L(l®7T)o(T®1)o(T®1)0 )

—5(1®7) 0 (1®90)
—+1® 6.

2T)o(1®@7®1
—(17®1)o(2® T

( Jo(0®T)o(0®1)oT
( ) o
—;(1®7®1)0(2®@7)0
( )o
( )o

(
17®1)o(6®2)o(d®1)oT
(0®2)o(6®@1)oT

=,(l®7T®1)o(I®2)o(T®1)0(1®4)

—(T®2)o(1I®1)o0(1®0);
2®7)o(1®7®1)o(d®@T)o(0®1)oT

=520 7)0(1®@7T®1)0(0®2)o(T®1)0(1®0)

—,(TQT)o(1®0®1)o0(1®9)

=1 (7®2)0o(1®@6®1)0(1®9).
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2®@71)o(1®7®1)o(T®T)0(1®6®1)0 (1R 7T)
—(1®7®1)o(2®T7)o(1®7®1)o(T®2)0o(1®i®1)o(1®T)
—(1®@7®1)o(6®@T)o(T®1) o (1®T)
—(187®1)0o(0®2)o(T®1)o(1®7)0(r®1)
—5(T®2)0(1®0R®1)o(1®7)0(T®1);

2®7)o(1®7T®1)o(T®T)0o(1®IR®1)o(1®T)
=,207)0(1®7®1)o(T®2)0(1®7®1)0(2®4)
—(TR7)o(1®7®1)0(T® )
—(T®2)0(1®I®1)o(1®7)0(T®1).

1®7)o(T®1)o(1®e®T)0(1®I®1)o(1®T)
—(T®1)o(1®@7T)o(T®1)0(1®e®2)o(1®6R®1)o(1®7)
—(T®1)o(1®7)o(T®1)0(1®7)
—(7®1)o(T®1)o(1®7)0(T®1)
—(1®7)o(T®1);

1®7)o(T®1)o(1®e®T)0o(1®IR®1)o(1®T)
=,(1®7T)o(T®1)o(1®e®2)0(1®T®1)0 (2 0)
—10(1®T)o(T®e®1)0 (2R )
—,(1®7)o(r®1).

cp(7,8). Cing paires critiques :

1l®T)o(t®1)o(1®6)oT
—(1®7)o(T®1)o(T®1)o(1®T)0 (1)
—:(1®7)o(1®T7)0(d®1)
—0®1;

(1®T)o(t®1)o(1®4d)oT

—s(0®1)oToT
—0 ® 1.
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2es)o(1er)o(ral)o(les)
—+(137®1)o(2®7)0(1®I®1)o(T®1)0 (1®4)
—+(1®7Q1)o(T®T)o(1®7®1)0(§®I)
—2(1®7R1)o(T®2)0(1®i®1)o(1®T)0(d®1)
—5(0®2)o(T®1)o(1®7)0 (d®1);

2®6)o(1®T)o(T®1)0(1®4)
—s(0®6)oT
—(0®2)o(7®1)o(1®7)0 (6®1).

2®T)o(1®@T®1)o(d®F)orT
—207)0(1®7T®1)0(0®2)o(T®1)o(1®T)0(d®1)
—p(T®T)o(1®i®1)o(1®7)o (®1)
=(T®2)o(1®7Q®1)0 (6®J);
2®71)o(1®7®1)o(d®F)orT
—2:(1®0®1)o(1®T)o(d®@1)oT
—-,(1®6®1)o(T®1)0(1®4)
—(7®2)o(1®7®1)0 (0 ®J).
2@7)o(1®@7T®1)o(T®0)o(1®7)
—+2®7)0(1®7R®1)o(T®2)0(1®7R®1)0(28®7)0 (15 1)
—(T®T)0o(1®7®1)o(T®T)0(1®6® 1)
—(T®2)0(1®7®1)0(207)0(1®7®1)0(T®2)0 (15 1)
—5(T®2)o(1®7Q®1)0(0Q@T)0(T®1);
2®71)o(1®7TQ®1)o(T®)o(1®7)
(18001 o(1@7)o(r@1)o(1®T)
—(1®0®1)o(7T®1)o(1®7)0(T®1)
= (T®2)o(1®7Q®1)0(0®T)o(T®1).
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T®1)o(1®e®d)o(1Q7)
T®1)o(1®e®2)o(1®7T®1)0(2®@7)0(1Q6®1)
TRe®1)o(2® 7)o (1R 1)

T®1)o(1®i®e)

—(0®1)o(T®e);

(
(
(
(

1®7)o(T®1)o(1®e®d)o(1®T)
—(0®1)oT0(l®e®1)o(1®7)
—,(0®1)o (T®¢).

cp(7,10). Une paire critique en (¢ ® §) o T

(e®d)oT —(e®2)o(TR®1o(1RT)0(0®1)
—0(1®e®1)o(1®7)0(6®1)
_)10(5®8;

(E®6)oT =0 Re.

cp(7,11). Deux paires critiques :

1d®1)o(l®@d)orT

1@ 1)o(T®1)o(1®T7)0(6®1)
1®6®1)o(0®T)o(I®1)
1@7T®1)o(2@7)oc(17®1)0(0®2)0(6®1)
1@T®1)o(0®T7)0(®1);

<
N SN SN S/
=
\‘
— — N ~—
@)
AA/—\/—\A

207)o(1®6®1)o(1®46)o0
1i®1)o(l1®d)or
10®1)o(T®1)o(1®7T)0(d®1)
T®2)o(1®7®1)0(0Q®T)0(d®1).

—11 o

7

(
(
(
(

7
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2®60)o(1®T)o(6®1)0d
—4(1®781)o(2Q7)0(1®I®1)o(d®1)0d
—+(1®7®1)o(6®@T)o(0®1)0d
—3(1®7®1)o0(6®2)o(d®1)0d
—=,(0®2)o(0®1)0d;

2®0)o(l1®T)0o(d®1)0d
—;(0®6) 0o
5 (0®2)o(0®1)04.

cp(7,12). Une paire critique en (2®6)o (1® 7)o (d® 1)o7 :

2®0)o(1®T)o(d@1)oT +(1®T7T®1)o(2®T)0(1®6®1)o(6®1)oT
—+(1®7®1)o(0®@T)o(0®@1)oT
—,(1®7®1)o(0®2)o(T®1)0(1®4)
—,(T®2)0(1®6®1)o(1®0);

2®0)o(1®@T)o(0®1)oT =, (T®J) o (1®0)
—(7®2)0(1®6®1)0(1®56).
cp(8,9). Une paire critique en (2®¢)o (1@ 7)o (T®1)0 (1 ®J) :
2®e)o(1®@T)o(T®1)0(1®6) =(d®ec)oT
—E R0 ;
2Re)o(1®@T)o (TR0 (1®J) »(1®ec®1)o(T®1)0(1Q4)
—E ® 0.
cp(8,10). Deux paires critiques :
(e®2)o(1®T)0(1®6) =:(e®2)0(0@1)oT

9T

(e®2)0(1®T7T)0(1®F) 2,0 (1Re®1)o(1R®4)
—25T.
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1Re®1)o(1®@7T)o(T®1)0(1®J) 2(1®e®1)0o(6@1)oT
3T ;

1Re®1)o(1®@7T)o(T®1)0(1®J) =(T®e) o (1RI)
—23T.

cp(8,12). Une paire critique en (2@ 7)o (1®®1)o(1® 7)o (7T®1)0 (1®9) :

1®80@1)o(1®7)o(T®1)0(1®4)
1d®1)o(d®@1)oT

d®1)or

T®1)o(1®4);

2®7)o(1®5®1)o(1®T)o(T®1)0(1®J)
(1e7®1)o(T®4J)o(l®J)

=+ (1®7®1)o(T®2)o0o(1®i®1)o(1®4H)
—(0®2)o(T®1)0 (1®4).

_)12

cp(9,10). On peut appliquer les deux régles 9 et 10 en (¢ ® €) o 7 pour obtenir, dans les deux
cas, EQe.

cp(9,11). Une paire critique en (2®¢)o(1®@ 7)o (6®@1)0d :
2Re)o(1®@T)o(0®1)0d —(1R®e®1)o(d®1)0d
=30 ;
2Re)o(1®T7T)o(d®1)0d —,,(2Re)o(0®1)0d
—30.
cp(9,12). Une paire critique en (2®@¢)o(1®@ 7)o (6@ 1)o7 :
2®e)o(1®@T)o(d®1)oT >(1®e®1)o(0®1)oT

—3T

2Re)o(1®T)o(d®1)oT —=,(T®e)o (1®H)
—,T.
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¢p(10,11). Une paire critique en (1® e ®1)o (1@ 7)o (§®@1)0d :

1®e®1)o(1®@7)0(d®1)0d —,(d®c)0d
=30 ;

1Re®1l)o(1®7T)0(6®1)0d =, (1®c®1)0(6®1)0d
—30.
¢p(10,12). Une paire critique en (1@ e®1)o(1® 7)o (d® 1)o7 :

1Re®1l)o(1®T)o(d®1)oT —=,(d®@¢e)oT
—ER O ;

1®e®1l)o(1®7T)o(d®1)oT —=,(1®e®1)o(T®1)0(1®)
—E ® 0.
cp(11,12). Une paire critique en (2@ 7)o (1®06Q® 1)o (1® 7)o (0 ®@1)0d :
2@7)0(1®6®1)o(1®T)0o(0®1)0d—=,207T)0(1®IR1)o0(d®@1)0d
= (0®@T7)o(6®1)0§
—1,(0®2)0(0®1)0d;

207)o(1®6®1)o(1®@T)0(0®1)0d =,(1®T®1)o(I®F)0d
—(1®7®1)0(0®2)c(6®@1)0d
_>11(6®2)0(5®1)05.
cp(12,12). Une paire critique en (2Q 7)o (1 Q@ 1)o (1@ 7)o (0@ 1)o7 :
2®7)o(1®6®1)o(1®T)0o(0®1)oT
—5,207)0(1®6®1)o(T®1)0(1® )
—(T®7)0o(1®7®1)0 (6 ®4)
—5(7T®2)0(1®06@1)o(1®T)0(0®1);
2®7)o(1®6®1)o(1®T)0(®1)oT
—,(1®7®1)o(6®@J)orT
—(1®7®1)0(0®2)o(T®1)o(1®7)0 (§®1)
—(T®2)o(1J®1)o(1®T7)0(6®1).
On a donc la confluence locale de (A, Ra) et, a’aide du lemme de Newman, le résultat :

Proposition 5.28. La présentation (A, Ra) est convergente.
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L’opérade [’ et ses algébres

Nous allons faire une digression sur la présentation (A, Ra), qui nous sera utile pour
prouver la confluence de (X¢, Ra x). Il s’agit de rappeler le résultat suivant, démontré par
Albert Burroni dans [Bur93| :

Proposition 5.29. Le couple (A, Ra) est une présentation de l’opérade F° dite des en-
sembles et définie par :

F(m,n) = Ens([m], [n]).
Son nom est dii au résultat suivant :

Proposition 5.30. Tout ensemble X est une F°-algébre libre.

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que ’on peut bien associer a €, § et 7 des opérations
sur X qui vérifient les relations de Ra. Les images nous sont données par le produit
cartésien de Ens. En effet, il induit des applications ex : X — {*}, 0x : X — X?
et 7x : X? — X? définies par :

ex(@) =+ Ox(z) = (z,7) 7x(z,9) = (y,2).

En envoyant chacune des trois fleches de A sur la fléche correspondante ci-dessus et
en appliquant la propriété universelle d’opérade libre engendrée par A, on obtient un
morphisme d’opérades LA — Oper X, c’est-a-dire une structure de LA-algébre sur X.
Il faut alors vérifier que ce morphisme passe au quotient par Ra, ce qui ne pose aucune
difficulté. Il est tout aussi aisé de se convaincre que ce morphisme est la F°-algébre libre
engendrée par X. &

Ainsi, on en conclut que :

Corollaire 5.31. Deux fleches f,g € LA(m,n) vérifient f =x,g si et seulement si,
pour tout ensemble X possédant au moins m éléments et pour tous x1,...,T, € X,
ona: f(xi,. .., Tm)=9g(T1,...,Tm).

Confluence de (X¢ Ra x)

On doit maintenant examiner les paires critiques de (X¢ Ra ). Elles sont de trois
types : celles associées a deux régles de Ry/a, celles associées a une régle de Ry et une
régle de Ry /A et celles associées a deux régles de Ra. Parmi ces derniéres, nous en avons
déja exploré une grande partie; cependant, la présence de nouveaux générateurs fait que
les six familles infinies déja mentionnées grossissent encore ; mais, comme précédemment,
on peut conclure que la confluence de ces nouvelles paires critiques est équivalente a celle
de paires critiques déja examinées.

206



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

En effet, comme (X¢, Ra ») termine, on peut démontrer, en appliquant le principe de
récurrence, que l'on peut se limiter, pour chacune des six familles, aux paires critiques
indexées par une forme normale de R x. Si ces derniéres sont toujours en quantité infinie,
il est toutefois possible de réduire encore le nombre de paires critiques a étudier. Il est
aisé de se convaincre que toutes les formes normales f de R x sont de la forme :

f=(h® - ®hy)oy,

ou chaque h; € LX(ny,1) et g € LA(p,n1 + -+ + nyy,) est une Ra-forme normale.
La figure 5.10 montre comment on peut ne considérer que le cas ou f est elleeméme une
Ra-forme normale de LA.

. (I)Tl

F1G. 5.10 — Réduction d’une paire critique indexée par une R x-forme normale f & une qui est indexée
par une Ra-forme normale g de LA.

Ainsi, on se raméne aux quatre cas déja étudiés pour chaque famille : les paires cri-
tiques indexées par 1, 6, 7 et 1 ® ¢.

Nous allons, dans un premier temps, regarder les paires critiques du deuxiéme type, les
paires miztes. On fixe un entier n et une fléche f € 3(n,1). Remarquons que les preuves
seront faites dans le cas ol n est strictement positif; cependant, on peut aisément les
transposer au cas n = 0, pour lequel nous rappelons que :

g = O, 50 = 0, 71,0 = To,1 = 1.

On applique de nouveau la méthode de 3.8.2, qui donne la liste des paires critiques
mixtes : il y en a vingt pour chaque fléche de .
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cp(fd,1). Une paire critique de sommet (1® d§)odo [ :

(1®d)odof—4,(1®@5)o(f®f)od,
—(f®f® f)o(n®d,)odn;

(1®d6)odof—(0Q®1)odo f

=0 ®@1)o(f® f)od,

—s(f @ f® f)o (6 ®n) o0y
Ici, deux choix s’offrent & nous : la premiére possibilité est de démontrer, par récur-
rence sur n, que (n® d,) oo, et (6, ® n) o J, se réduisent, selon les régles de R, en
une méme fléche. Cependant, on a montré que deux fleches paralléles ¢ et ¢ de LA
vérifiaient ¢ =5, 9 si et seulement si leurs réalisations en tant que fleches de Oper X
coincidaient, pour un ensemble X assez grand ; a cette fin, on fixera pour la suite de

I’étude un ensemble X dénombrable. Ainsi, si on montre que, pour tous zi,...,,
de X, on a:

(n®d,) 0, (z1,...,2n) = (0, ®N) 00y (x1,...,Ty,)

on pourra en conlure que (n®4,)0d, =z, (0, ®n)0d,. En utilisant le fait que la pré-
sentation (A, Ra) est convergente, on aura ’existence d’une fleche ¢ de LA(n,3n)
telle que :

(n ® 5n) 0 Op PR P
(0n @) 06y =5, .

Et donc :

(f®f®f)o(n®dn)ody »r,(f®F®[f)op
(f®f®f)o(bn®n)odn —»p,(f®f® f)oe.

Ainsi, on aura prouvé que la paire critique étudiée est confluente. Regardons donc :

(M® ) 0bn(T1,. -y Zn) = (M@0 (X1, -y Ty L1y vy Ty)

= (Z1, .y Ty 1y e ey Ty L1y e e oy Tpy)

(0p, ®@n) 00 (x1,. -y Zn) = (O @ N)(X1, .- o, Ty T1y oy Ty)

= (ZT1, ey Ty @1y e ey Ty Ty e oy L)

Cette technique va étre utilisée dans la plupart des autres cas étudiés, sans justifi-
cation supplémentaire.

208



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

cp(f0,2). Une paire critique de sommet (¢ ® 1)odo f :

(e®1)odof —4Ee®@1)o(f®f)od,
—("® f) o by ;

(e®1)odo f—nf.

(E"®n)obp(x1,. .., xn) = (E"®N)(T1, ..., Ty T1,y. .., Tn)
= (T, - 7-7;71)
:n(.Tl, :xn)

cp(f9,3). Une paire critique de sommet (1 ®¢e)odo [ :

(1®e)odof—4(1®e)o(f® f)ody,
_>f€(f®5n)05n§

(1®e)odo f—f.

N®e™) 0dp(x1,...,Tn) = (M) (T1y.. ., Tn, X1y .., Ty)
= (Z1,...,Tp)
=n(x1, ..., Tp).

cp(fd,4). Une paire critique en 70 o f. Cependant, avant de 1’étudier, on montre, par récur-
rence sur un entier m que l’on a :

Tm,1 © (m ® f) _»fr2(f ® m) O Tm,n-

En effet, si m = 0, on doit vérifier que f —,,,f, ce qui est toujours vrai. Puis, si on
suppose que c’est vrai pour un entier m fixé, on a :

Tmt1p0 (M+1)@f)=(T@mM)o(1Q@Tym1)o(1@mM®Q f)
—a(T®@m)o (1® f@m)o (1® Tmy)
—a(f®1®@m)o (Tin ®m) o (1® Tm,n)
=(f®(mMm+1))oTniin.
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Regardons a présent le branchement critique :

Tobo f—=yTo(f®f)odn
—m(1® f)ompio(n® f)od
_»f'r2(f®f)o7-n,n05n;

Todof—=00f

—5(f®f)od
Tom OO (T, oy 2n) = T (T1, .o, Ty, T1y oo, T)
= (1, Ty T1ye ey Tyy)
= 6n($1, P ,$n).

cp(f0,8). Une paire critique de sommet (1® 7)o (7®1)0o(1®J) o (1® f) :
1@T)o(T®1)o(1®§)o(1® f)
—,(1®7)o(T®1)o(1® f® f)o(1®6)
([ ®T) 0 (11, ® f) o (1®dy)
—2(fOf®1) 0o (n®Tiu) 0 (T1n®n)o(1®d,);

(1®7)o(r®1)o(1®6)o(1® f)
—(0®1)oT0(1® f)
(0 ®@1) 0 (f®1) 0Ty
—(fRf®1)0 (0, ®@1) 0T,

M®Tipn)o(T,®n)o(1®0,)(y,z1--.,2Ty,)
=n®Tin) o (Tin ®@n)(Y, 1y .., Tny T1y- -, Tn)
=N @ T1n) (@15 oy Tny Yy L1y« -, Tpy)
=(T1y ey Ty X1y - -, Ty Y)

(0, ®@1) 0T (Y, 21-..,20)
(0@ 1)(x1...,T0,Y)

:(xla"'anaxla-"axnay)'

210



5.3. Opérades cartésiennes et signatures algébriques

cp(fd,11). Une paire critique de sommet (1®@ 7)o (6@ 1)odo [ :

1®7)o(0®1)odof—4,(1@T)0(0®@1)o(f® f)ody
—u(f®T)o(n® f®1)0 (6 ® f)odn
—=(fRI® flo(n®Tp1)o (6, ® f)od,
([ @ f® f)o(n®Tyn) o (6, ®n)ody;

(1®7)o(d@1)odof—u(d®1)odof
—(0®@1)o (f® f)ody
—5(fRf® f)o(6n @n) o dy.

(N ® Tun) 0 (0p ®@N) 0 0p(T1...,20) = (N® Tnp) o (0 @N)(T1 ..., T, Ty - ..

=N®Tun)(T1. o, TnyT1 .., Ty, 21 -

= (L1 Ty L1 e ey Ty T -+ oy L)

(0p®@n)ody(x1...,2,) = (6 ®N)(T1 .., T, Ty -+, Tp)

= (1. Ty Ty ooy Ty T+ vy L)

cp(f71,5). Une paire critique de sommet 7® 7® (f ® 1) :

7070 (f®1) =70 (1® f)oT,
—a(f®1) 0T 0Thy;

ToTo(f®1) = f®1.

Ti,n o Tn,l(xla s axnay) = Tl,n(yaxla tee ,xn)
= (‘Tla"'axnvy)
=n+1)(z1,...,%0,Y)-
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cp(f71,6). Deux paires critiques. La premiére est de sommet (1Q7)o(7®1)0(1®7)o(1® f®1) :

(1®r)o(r®1)o(1®7)0(1®f®1)
—=(1®@7T) o (T® f) o (1® Tpa)
=1 fR®1)o(1®@myu)o(T®N)o (1@ 71);

1@T)o(T®1)o(1®7)0(1® f®1)
T®1Do(1®@T)o(T®1)o(1® f®1)
TLo(f®T)o(na®1)

1@ f®1)o (1 ®1)o(n®T)o (11, ®1).

6
_)f'r2

—~ o~ o~ o~

_)le

1®Tu)o(T®n)o(1Q71)(Y,2Z1,...,Tn, 2)
=(1®n,)o(r®n)(y,z 21,...,2,)
=(1Q7mu)(29,21,...,%n)

=(2,%1,. T, Y) ;

(Th1®1)o(n@7)o (11, ®L)(y, 21, .., Tn, 2)
=(Tp1 ®1) o (n®7)(z1,...,Zn,Y, 2)
=(Tpn1 @ 1) (21, ..., Zpn, 2,Y)
=(2,%1,- s Tns Y)

La seconde paire critique a pour sommet (1Q@ 7)o (T1®1)o (fQ7) :

1®7r)o(t®1)o(fRT)
—=(1®7T)o(1®@f®1)o (1,1 ®1) 0 (n®T)
=1 2® f)o(1®@m1) o (Th1®1)o (R®T);

(ler)o(r®1)o(f®T)
—(T®1)o(l®7)o(r®1)0(f®2)
—=m(T®1)o(1®7)0o(1® f®1)0 (1,1 ®1)
=n(T® f)o(1®7y1) 0 (Th,1 ®1).
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1®m1)o (a1 ®1)o(n®T)(x1,...,%n, Y, 2)
(1®7p1)0 (Th1 @ 1)(21,..., %0, 2,Y)
(
=(

1Q Tni1)(2, Tty -y Ty Y)

<, y7x1a"'7xn);

(7— ® n) © (1 ® Tn,l) © (Tn,l ® 1)(371’ .- ':xnayaz)
=(1®n)o (1@ 71)(y,Z1,. .., Ty, 2)
:(T & n)(yazaxla s axn)
=(

2y Yy L1y e ey Tpy).
cp(f71,7). Une paire critique de sommet (1@ d)oTo (f® 1) :

(l®d)oTo(f®1)
—m1(1®60)o(1® f)oTtn,l
=1 f®f)o(1®d,)0Th1;

(1®d)oTo(f®1)
—(1@1)o(1®7)0(6®1)o(f®1)
—u(T®1)o(1@7)o(f@®f®1)0 (6, ®1)
=@ f)o(f®@Tp1)0 (6 ®1)

—(1® f® f)o (T ®n)o (n®Ty1)o (0, ®1).

(1 X 671,) oTn,l(xla e amnay)
=(1® 0n)(y,Z1,---,Tn)

:(y:xla' <y Ty Ty - "amn) 3

(T"ql ® n) © (n® Tnyl) o (671 b2 1)($1a e 7$nay)
:(Tn,l ® n) o (n® Tn,l)(xla ey Ty X1y - 'axnay)
:(Tn,l ® ’I’L)(.Tl, vy Ty Y, L1y e - - 7xn)
=(Y,T1,. -y Ty X1y« -, Tpy)-
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cp(f71,8). Une paire critique de sommet (1® 7)o (T® 1) o (f ®9) :

1®7T)o(7®1)o(fR®F) »;m(1®T)0o(1® fR1)o (1,1 ®1)0(nQ )
—=1(2Q flo(1®@Tp1) o (Th1®1) 0 (n®);

(1®7)o(T®1)o(f®F) =:(0@1)oTo(f®1)
_)f'rl(5®f) O Tp,1.

1®711)0(Th1 ®1) o (n® ) (@1, Tn,Y)
(1®Tn1) 0 (Ta1 @ V)(@1, .+, Tny ¥, Y)

1@ Tm1)(Y, 21, .. Tn,Y)
=(Y,y,T1,---,Tn);

(0@n)oTmi(x1,...,Tn,y) = (0@ n)(y,T1,...,Tp)
= (yayaxla"-axn)-

cp(f71,9). Une paire critique de sommet (1®¢e)o7o(f®1):

1®e)oTo(f®1) =;m(1®e)o(1® f)oTh
—.(1®e") oTpy;

(I@e)oro(f®1) =(e@1)o(f@1)
—E"® 1.

1®e")ompi(z1, ..., 20, y) = (1 Q™) (y,21,...,2%n)
Y
=(E"®@1)(1,...,ZTn,Y).
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cp(f71,10). Une paire critique de sommet (e ® 1)o7o (f ®1) :

(el oTo(f®1) =,1(e® f)oTny;

(e®1)oTo(f®1) = f®e.

(e®@n)oTu1(T1,...,T0,y) = (ERN)(y,1,...,Zn)
= (Z1,...,%n)

=ne)(@1y .., Tn,Y)-
cp(f71,12). Une paire critique de sommet (1@ 7)o (§® 1)o7o0 (f®1):

1®7)o(0®1)oTo(f®1) = (1®T)0(d® f)oTh1
(1@ f®1)o(1®T1,)0(0@n)oT,;

1®7)o(d®1)oTo(f®1) =,(T®1)o(f ®I)
(1@ f®1)o (1,1 ®1) 0 (n®YI).

1®@7n)o(d®@n)oTyi(T1,. . Zn,y) = (1@ T1n) 0 (§QN)(y,21,...,2,)
=170 (Y, Y, T1,...,%n)
= (yaxla"'amn:y);

(Tn,l ® ]-) o (TL b2 5)(*7:1, fe axnay) = (Tn,l ® 1)(x17 .. axnay:y)
= (yaxla"'axnay)'

cp(f72,5). Une paire critique de sommet 7070 (1 ® f) :

T0T70(1® f) 2o (f®1)om,
_>le(1 ®f) O Tp19Tin;

ToTo(1® f) =:1® f.
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Tn,1© 7'1,n(y,331, ce 7$n) = Tn,l(xla ey xnay)
= (ywrla"'vxﬂ)
=n+1)(y,z1,...,2,).

cp(f72,6). Une paire critique de sommet (1@ 7)o (7®1)o(1®7)0(2® f) :

(1®71)o(t®1)o(1®7)0(2® f)
—(1®7)o(T®@1)o(1®f®1)o(1®T1,)
—a(fRT)0 (M1, ®1) 0 (1®T1p);

1@7)o(T®1)o(1®7)0(2® f)
T®1)o(1®T)o (T® f)

TR o(1®f®1)o(1®7,) o (T®n)
f®2)o(rn®l)o(1®@myu)o(TOn).

6

~ Y~ N

n@T)o(Mn®1)o (1@ (y, 2 21,...,%0)
=n@T1)o (T, ®1)(y,21,-..,%n, 2)
=nQT)(T1,...,Tn, Y, 2)

=(T1y -y Tn, 2, Y) ;

(M ®1)o(1®7,) 0 (T®n)(Yy, 2,1, .., Tp)
=M, ®1)o(1®7,)(2Y,T1,...,Zn)

=(T1n, ®1)(2,21, ..., Tn,Y)
=(T1,. -, %n, 2, Y)-

cp(f72,7). Une paire critique de sommet (1® §)oTo (1 ® f) :

(1®0)oT0o(1® f) =a(f®5)0Tiy;

(1®6)oTo(1®f) »(T®1)o(1®T)0(d® f)
—(T®1) o (1@ f®1)o(1®@71,) 0 (0 ®@n)
—a(f®2) 0 (11, ®1)0 (1@ 71,)0 (0 @n).
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n®0)oTin(y,z1,...,Tn) = (N@I)(@1,...,ZTn, V)
= (xla--'axnayay);

(Tl,n ® 1) © (]‘ ® 7-1;”) © (6 ® n)(yaxla e 7'/'Cn)
:(Tl,n b2 1) © (1 02y Tl,n(y, Yy Ty axn))
(Tl,n ® 1)(ya T1yeeeyTn, y)

(

Ty y Ty Y, y)
cp(f72,9). Une paire critique de sommet (1 ®¢)o70(1Q® f) :

(1®e)oT0o(1Qf) =a(f@e)oTiy;
(1®e)oTo(1®f) —e® f.

n®e)oTin(y,z1,...,2,) = (Nn@e)(@1,...,ZTn,Y)
= (T1,...,%p)

=(e®n)(y,z1,...,Tn).
cp(f72,10). Une paire critique de sommet (e ® 1)o7 0 (1 ® f) :

(e®1)oT0(1Qf) =a(e®1)o(f®1) 0Ty
—.(e"®1) oy

(e®1)oT0o(1®f) =51(1®e)o(1Q f)
—l®e".

(" @1)omp(y,21,...,2n) = (€"® 1)(21,.. ., Tn,Y)

=(1®e")(y,z1,...,Ty).
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cp(f72,12). Une paire critique de sommet (1@ 7)o (§® 1)o70 (1Q® f):
1®7)o(0®1)o70(1Q®f) =/(1®7)0 (@ 1)o(f®1)oT,
_>f5(f®7')O(n®f®1)0(5n®1)07'1’n
_>f'rl(f ® 1 ® f) o (n®7—n,1) o (6n ® 1) oTl,n ;

1®7)o(0®1)oT70(1® f) 2(T®1)o (1R o(1® f)
—55(T® f)o(1® f@n)o(1Qd,)
—a(fO®L® f)o(mn®n)o(1®d,).

(7’L® Tn,l) o (571 ® 1) Olen(y,l'l, .- -;-Tn) = (n ® Tn,l) o (511. ® 1)(1'1, s ,xn,y)
= (n®7—n,1)(x1a'"axn,xla"'axnay)

= (T1y ey Ty Yy Ty e e ey Ty)

(11, ®@n) o (1@ 6n)(y, T1, .- Tp) = (T1n @) (Y, 1, .., Tpy Ty - ., Tpy)

= (ZT1y ey Ty Yy L1y v ey Tpy)-

Toutes les paires critiques mixtes, c’est-a-dire engendrées par une régle de R et
une régle de Ry a, sont donc confluentes. Il ne reste plus qu’a regarder celles qui sont
engendrées par deux régles de Ry /A : il y en a autant que le carré du nombre de fléches
de X. En effet, on a une paire critique pour chaque couple (f, g) de fleches de ¥ entre les
régles fr1 et gr2. Supposons que f € 3(m,1) et que g € X(n,1) pour m et n entiers.
Alors :

cp(f71,972). Une paire critique de sommet 7 o (f ® g). Rappelons que ’on a montré que :
Tm,1 © (M ® g) —=4,2(9 ® M) 0 Ty .
Une démonstration similaire aboutit a :
Tino (f®N) 4 (n® f)o Tyn.
Etudions a présent le branchement critique :

To(f®g) 2m(1® f)oTmio(m®g)
—»972(g®f) S Tm,n ;

T0o(f®¢g) ,2(9®@1)oT0(f@n)
_»fﬂ(g@ f) O Trm,n-
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On a donc montré que :
Proposition 5.32. La présentation (X¢, Rax) est localement confluente.
On en déduit, a ’aide du lemme de Newman :

Corollaire 5.33. Le couple (X% Rax) est une présentation convergente de l’opérade car-
tésienne libre engendrée par la signature algébrique X.

5.4 Une autre version de 'opérade cartésienne libre en-
gendrée par une signature algébrique

Notre but, ici, est de construire, a partir de I’ensemble Tx (V') des termes une opérade
cartésienne TY qui est aussi une opérade cartésienne libre engendrée par ¥. On aura
alors un isomorphisme d’opérades cartésiennes entre TY et £X¢/Ra 5 qui, comme Ra 5
est convergent, se reléve en un morphisme d’opérades de TX vers £3¢. Nous verrons que
les termes de 7% (V) se plongent dans les fleches de T, ce qui permettra d’associer a
chaque terme une fléeche de £33 en Ra s-forme normale. Nous verrons que ’on peut aussi
traduire des régles de rééciture de telle sorte que, si ces derniéres sont linéaires a gauche
et uniformisées, la présentation d’opérade obtenue simule complétement le systéme de
réécriture de termes de départ.

5.4.1 Construction de TY

Commencons par définir T ; cette construction avait déja été signalée dans |Laf95].
Avant tout, précisons quelques notations qui nous seront utiles par la suite :

Notation. On suppose désormais que 1’on a fixé une bijection entre les ensembles V' des
variables et N* des entiers naturels non nuls, ce qui est toujours possible puisque 1'on a
supposé V' dénombrable : cela revient & numéroter les variables x1, x2, x3, etc. Pour tout
terme u de Tx(V'), on note fu le plus petit des entiers n vérifiant V' (u) C {x1,..., 2z, }

On note, pour tous m € N et n € N*, T(m,n) l'ensemble des n-uplets (u1, ..., uy)
d’éléments de Tx (V') tels que, pour tout ¢ € [n], on ait fu; < m. Dans le cas ou n = 0, on
note, pour tout m € N, T(m, 0) ’ensemble réduit a la famille vide vue comme terme en
les variables zi, ..., z,, et notée x(m).

Ainsi, une fleche f : m — n de TYX est un n-uplet de termes dont les variables

sont contenues dans {z1,...,Z,}. De plus, T(m, 1) est ’ensemble des termes u tels que
fu < m; ainsi, tout terme u peut étre vu comme une fléche de T(m, 1) pour tout m > fu.
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Nous devons encore définir la composition et le produit dans TX. Supposons que

f=(u,...,up) :m — n et que g = (vy,...,v,) : n —> p soient deux fléches de TX;
leur composée go f : m — p est donnée par go f = (wy,...,w,) ou chaque w; est défini
par :
Wi = Vi[T1 1= U, ey Ty 2= Uy
L’identité de n est (z1,...,2,). Quant au produit, si f = (u1,...,u,) : m —> n et

que g = (v1,...,74) : p —> ¢ sont deux fléches de TX, on définit f ® g = (w1, ..., Wpig)
en posant :

U; siie{l...m}
w; =
’ Vien|Z1 = g1y - - Tp 1= Tppip] sii € {m+1,...m+ p}.

Le neutre pour le produit, qui est aussi I'identité de 0, est donc la famille vide x = *(0)
vue comme une constante. On vérifie alors que :

Proposition 5.34. Munie de la composition, du produit et des identités ainsi définis, la
catégorie TY est une opérade.
Démonstration. On doit vérifier que :
- la composition est associative et admet les identités comme éléments neutres locaux ;
- le produit est associatif et admet 0 comme élément neutre a gauche et & droite;

- le produit et la composition vérifient la relation d’échange.

Pour la composition : soient f = (u1,...,u,) :m —n, g = (v1,...,0,) : N —> p et
h = (wi,...,wy) : p — q trois fleches de TX. On définit les substitutions suivantes :
u; sit € |n v; sii€
U(xi):{ posiiel T(xi):{ o siielp
x; sinon x; sinon

Alors, d’une part :
ho(gof)=(wy-(oo7),...,w,-(00T))

et, d’autre part :
(hog)of=((wr-7)-0,...,(wy-7) - 0).

On conclut en remarquant que, pour tout ¢ € [p|, (x; - 7) -0 =v;-0 =xz;- (0 o7). De
plus :
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Et aussi :
t(fof=(x1,.--,2n) 0 (Uty---,Upn)
=(x1-0,...,2Zy-0)
= (U1, .-, Up)
~ f.
Pour le produit, supposons que f = (u1,...,U,) :m — n, g : (v1,...,0,) : p —> ¢
et h:(wy,...,ws: 7 —> s) sont trois fleches de TE. On note, pour tout entier k£ € N, 7,

la substitution qui envoie chaque x; sur x; 5. Alors :

(f®g)®h=(U1,...,Un, V1" Ty Vg Tim) @I

= (Ul e ey Uns V1 Trny - -3 Ug * Trns W1 * Tt -+ - > Ws = Trnp)

Et :

f®GRR)=[fQ (v1,.-., Vg W1 - Tpy..., Ws"Tp)

= (Utyeey Un, V1 Ty e v oy Vg * Ty (W1 Tp) * Trny e -, (W * Tp) * Tin)

On conclut en remarquant que Ty, (%) = Titmip = Tp © T (). On a :
fel=7=0®/,

la premiére égalité étant donnée par construction et la seconde provenant du fait
que 79 = id.

Enfin, pour la relation d’échange, conservons les mémes fléches f et g; on définit la
substitution suivante :

o (1) = {uz sii € [n]

Ti—p+m SIDON

de telle sorte que o’ o7, = 7,,,. Alors :

(t(f)®g)o(f®s(g))
=(T1, .0y Ty V1 iy e e o3 Vg = Tn) © (Uty oo vy Uny Tt 1y« -+ 5 Tinp)
=(z1-0,...,xp-0 (v1-T) -0 (v T) - O)
=(Uty ey Un, V1 - Trmy - -« Vg * Tn)
=f®y.
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Enfin :
(f®tlg))o(s(f)®g)
=(Uy ey Uny Tt 1s - -y Tintg) © (T1y o s Tony V1 * Tomy « -+ 5 Vg * Tr)
=(Uty ey Un, V1 T e vy Vg * Tin)
=f®g.

¢

En fait, TY est méme cartésienne mais, avant de prouver cela, nous allons montrer
que TY contient (une copie de) F°. Définissons V, la sous-opérade des variables de TY,
en posant, pour m € N et n € N, V(m,n) 'ensemble des n-uplets (yi,...,y,) de va-
riables vérifiant, pour tout i € [n], fy; < m. Dans le cas n = 0 et pour tout entier m, on

pose V(m,0) = {x(m)}.

Pour résumer en d’autres termes, V(m, n) est 'ensemble des familles a n éléments pris
dans {zy,...,%m,}. Alors :

Proposition 5.35. L’opérade des variables V est isomorphe a l’opérade F° des ensembles.

Démonstration. Pour construire un morphisme F' : V — F°  on commence par remar-
quer que, pour tout n-uplet ¢ = (yi, ..., y,) de variables prises dans {z1, ...,z }, il existe
une unique application f € F(n, m) vérifiant y; = ;). On pose alors F(¢) = f*. On doit
vérifier que F' est un morphisme d’opérades.

Soient ¢ = (zf1y, ..., Tfm)) : M —> n et Y = (Tyq), ..., Tqep)) : n — p deux fléches
de V. On a donc F(p) = f* € F(m,n) et F(¢) = g* € F(p,q). Alors :
PYop= (-73g(1)a e ,l'g(p)) o (xf(l), ... ,xf(n))
= (T fog(1), - - -1 Tfog(p))-
Ainsi, par définition de F, on a F(¢op) = (fog)* = g*o f* = F(¢)) o F(¢). De plus,

onan=(x,...,2,) et donc F(n) =n. Donc F est un foncteur.
Soient ¢ = (Tf(1y,---,Tfm)) 1 M —> n et Y = (Tg1),---,Ty(q)) : P — ¢ deux fleches
de V:
@Y = (z; () ® (Zg(1); -+ -+ Tg(q))

(1)s )
Tf(1)s -+ Lf(n)s Tg(1)4ms - -+ Ty(q)+m)
= (Z5o9(1), -+ » Tf@g(nta))-
Alors F(op®¢) = (f®g)" = f*®g" = F(¢) ® F(¢). Comme on a, par construction,

I’égalité F'(0) = 0, on en déduit que F' est bien un morphisme d’opérades de V vers F°.
De plus, la restriction de F' aux fléches est bijective, ce qui fait de F' un isomorphisme. {

= (
= (
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On en déduit que :
Proposition 5.36. L’opérade TX est cartésienne.

Démonstration. 11 suffit d’exhiber des fléeches e : 1 — 0,0 : 1 — 2 et 7: 2 — 2 qui
vérifient les relations de Ea 5. Or, I'isomorphisme entre V et I nous donne les candidats
suivants :

e =x(1)
§ = (z1,21) = (T5+(1), To+(2))
T = (22, 1) = (Trr1), Tre(2))

Ce méme isomorphisme nous assure de plus que ces fléches vérifient bien les relations
de E,. il ne nous reste plus qu’a vérifier les relations de Ex;/a. Soit u € TX(n, 1). Alors :

ud. On a, d’'une part :
dou= (r1,21)0u

= (z1[z1 := u], z1[z1 := u])

= (u, u).
On note 7_,, la substitution qui envoie z,,,,; sur x; pour tout ¢z > 1 et laisse inchangés
les z,...,x,; de plus, on a :
On = (Tg5(1) - - > Toz2m)) = (T1, -0, T, 1, -0, Tp).

Ce qui donne :

(u@u)ody, = (Uyu-Tp) O (T1y.eeyTpy T1yeenyTy)
= (u'T—nv(u'Tn)'T—n)
= (u,u).

ue. Ona:eou = x(1)ou=x(n) =",
url. Ona:7o(u®1) = (z2,21) 0 (U, Tpy1) = (Tpy1,u). Or:

Tat = (Tr2 (1) -+ - Trz (n41)) = (Tnt1, T1y - -+, T
Ainsi :
(1®u)oTuy = (z1,u-T1) 0 (Tng1, 1y -y Tn)
= (xn+1; (u : Tl) : 7_—1)
= (xn-l—lau)'

¢

Par conséquent, on a une opérade cartésienne TY contenant X et rappelant trés for-
tement l'opérade cartésienne libre engendrée par X déja construite. Nous allons montrer
que ce sont, en réalité, les mémes.
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5.4.2 L’opérade cartésienne TY est librement engendrée par X
Montrons que :
Proposition 5.37. Les opérades cartésiennes TE et LXC/Ra s, sont isomorphes.

Démonstration. Puisque TY est une opérade cartésienne contenant X, on sait qu’il existe
un unique morphisme d’opérades cartésiennes

F:LY°/Ray —> TX.

Ce morphisme est Iidentité sur les fleches de LY et associe a toute f € F°(m,n) la
fleche (.’Ef*(l), . ,.Tf*(n)) de V(m, n)

Si l’on fixe une fléche f = (uy,...,u,) € TX(m,n), on a déja vu que chaque u; s’écrit
de maniére unique sous la forme fi(yi,...,yt.) avec f; dans LX(k;, 1), pour un certain
entier k;, et les y;- dans {z1,...,2,}. D’ou la décomposition unique de f :

f=/co/fa

avec fx = f1 ® ---® f, dans LX(k,1) et fa dans V(m, k), en notant k£ la somme de
tous les k;, i € [n]. Le fait que cette décomposition soit unique nous assure que F' est un
isomorphisme. &

On a donc, comme corollaire :
Corollaire 5.38. L’opérade TY admet la présentation convergente (3¢, Ray).
Le fait que cette présentation soit convergente nous assure que :

Corollaire 5.39. Il existe un morphisme d’opérades ® : TS — L3 tel que, pour toute
fleche f de TE, ®(f) soit une Ra x-forme normale et qui fait commuter le diagramme
suivant :

TS —2

LY
3
~ s
LY¢/Rax
ou ™ désigne le morphisme canonique associé au quotient.

Notation. Soit u un terme de Tx(V'). Pour tout n > fu, on peut voir 4 comme une
fleche u,, de TX(n, 1) et on pose ®"(u) = ®(u,); en particulier, on note ®(u) = ®(u).
De méme, si « est une régle de réécriture de termes uniformisée, on pose :

() = (2(s(a)), 2 (t(a))).
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Pour tout terme u de Tx (V') et tout n > fu, la fléeche ®"(u) de LXC est une R s-forme
normale ; en particulier, ®(u) est une R y-forme normale.

De méme, pour toute régle de réécriture «, le couple ®(«a) est formé de deux fléches
paralléles : c’est ici que sert I'hypothése V (¢(a)) € V(s()). De plus, comme nous I’avons
déja vu, si « est linéaire & gauche et uniformisée, ®(s(c)) est une fleche de LY et ne
contient donc pas de 7, § ou &.

Exemples. On suppose que X contient deux générateurs, I'un, u, d’arité 2 et 'autre, 7,
d’arité 0. Déterminons ®(u) pour :

u = pp(xs, ©1), p(z1,m))-

On cherche donc une fleche ®(u) : 3 — 1 de LX€ qui soit une R p-forme normale et
vérifie ®(u) o (x1, 29, x3) = u. Par exemple, on peut procéder ainsi :

®(u)

p(p(xs, 21), u(z1,1m))

(u(zs, z1), w(x1,m))

(L® p) o (xs,x1,21,M)

(L@ u)o(1®5®n)o (r3,21)
o(p®@u)o(1®5®n)oro (r,z3)
o(u@po(l®s®n) oro(l®e®1)o (v1,79,13).

@)

(¢]

o

J
1
I
1
I

o~~~ o~

On a donc obtenu une décomposition de u en générateurs de L£3¢; cependant, les
égalités écrites ne sont vraies que lorsque 'on quotiente par Ra x. Pour obtenir ®(u), il
faut encore mettre cette fleche de £3¢ en R y-forme normale, ce qui revient a mettre la
fléche

(I1®doTo(1®e®1)
en Ra-forme normale, ce qui donne, au final :

O(u) =po(p@po(rT®1@noc(l@7)o(f@e®1).

La figure 5.11 montre cette méme fléche, ainsi que les exemples suivants, sous forme
graphique.

De la méme fagon, on obtiendrait, si v = u(xq, x2) :

O(v) = po(e®9I).
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o9
F1G. 5.11 — Les traductions ®(u), ®(v) et ®*(v).

Mais :
d'(v) = po(e®RI®e®e).

Donnons aussi des exemples de traduction de régles avec la logique combinatoire. Ce
systéme de réécriture posséde quatre constructeurs, un d’arité 2 noté p et trois d’arité 0
notés I, K et S, ainsi que trois régles :

/,I,(I, iL‘) — X
p(W(K,2),y) =« o
p(pu(p(S, x),9), 2) —s plp(w, 2), uy, 2))-
Ces reégles sont ainsi traduites (on les suppose uniformisées avec © = 1,y = o et z = 3) :
/,[/O (I® 1) _><I>(I) ].
po(p®1)o(K®2) —eu 1®¢
po(p®1)o(p®2) —awypo(p@p)o(1®7®1)0(2®4).

La figure 5.12 montre ces regles sous forme graphique.

4 9-4

F1G. 5.12 — Les régles de la logique combinatoire sous forme opéradique.

Définition. Si (X, R) est un systéme de réécriture de termes, on note R° = ®(R) Il Ra »
et on appelle (3¢, R°) la présentation d’opérades associée o (X, R). ¢

226



5.5. Liens entre un systéme de réécriture de termes et sa présentation associée

5.5 Liens entre un systéme de réécriture de termes et
sa présentation associée

Le but de ce paragraphe est de prouver le résultat suivant :

Théoréme 5.40. Soit (X, R) un systéme de réécriture de termes (uniformisé). Alors,
si (X, R) termine en un terme u, sa présentation associée (X¢, R°) termine en toute
fleche f wvérifiant f =5, . ®"(u), pour tout n > fu. De plus, si (X, R) est linéaire a
gauche, alors la présentation (33¢, R¢; @) est une simulation compléte de (X, R).

On sait déja que ® envoie tout terme u sur une Ra y-forme normale qui est aussi
une R} y-forme normale. De plus, on a déja vu que (X¢ Rayx), et donc (X R} 5) est
convergent. Il reste les autres points a vérifier.

5.5.1 Simulation des étapes de réduction

On va démontrer ici que ® induit un morphisme strict allant de (Tx(V),— ) vers
(FITY, = 4(ry). Etant donné que, pour tout u, ®(u) est une Ra y-forme normale, cela
revient a montrer que :

Proposition 5.41. Si « est une regle linéaire a gauche de R, alors on a linclusion :
2((@)) C (Bas)" o (2(a)),

ot (o) désigne la relation de réduction sur Tx,(V') engendrée par la régle . Autrement
dit, st u et v sont deux termes tels que u —,v, alors il existe une fleche f de L€ telle
que :

@(U) _)Q(a)f _»RA,E@ﬂu (U) .

Supposons que u et v sont deux termes de Tx (V') et que « est une régle uniformisée
et linéaire a gauche de R, le tout tel que u —,(v). Par définition, il existe un contexte C
et une substitution o tels que u = C[s(a) - o] et v = C[t() - o]. On a besoin de définir un
certain nombre de notations.

- La régle « est uniformisée et linéaire a gauche, c’est-a-dire qu’il existe un n tel que :

{s(a) = px(s(a)) o (x1,...,2n)
O(s()) = s(a)x € LX(n, 1).

- Puisque « est une régle de réécriture sur Tx(V), on a V(t(«)) C V(s(«)). D’ou :

{t(a) =t(a)s o (Tp(a)s--r Tpe(n))
®(t(a)) = t(a)s o t(a)a

avec t(a)h = f.
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- On peut aussi associer au contexte C' une décomposition similaire, ou les y; sont
des variables :

C:OEO(yl:"'ayi)Dayi+1)"'ayi+j)'
Ainsi, pour tout terme ¢ =ty o (ay,...,q;), on a :
C[t] :Czo(i®t2®j)o(yla'-'ayiaala"'aalayi+1a"'>yi+j)'

- La subsitution o est entiérement déterminée par ses valeurs sur V' et, pour ce qui
nous intéresse ici, sur les x1,...,2,. On note alors :

ol =(z4-0)x et (af,...,7} )= (T4 0)a,

ce qui donne :
o =90 (79 q
zq 0 =0 (af,...,z{ )
- On obtient donc ®(u) = uy, 0 ua ou :

uy =Cx 0 (i®35(0)s®j)o (iR @ - ®c"®j)

et un = (21,...,%p) est la Ra-forme normale des fleches de F° ayant pour fléche
duale dans F l'application g : [i + ki + - - - + k,, + j] — [p] telle que

(Zg(1)7 cee Zg(i+k1+'--+kn+j))
= (21,...,2p)
_ 1 1 n n
- (yla' s Yy Ty Ty e Ty 5 T s Yid 1 - - ayi—|—j)'

- De méme, ®#(v) = vy 0 v% ol :

Ug=CEO(i®t(0z)g®j)0(i®0f(1)®"'®0f(m)®j)

et v%‘ est la Ra-forme normale des fleches de I’ ayant pour fleche duale dans F

I'application b : [i + kpqy + -+ + kpm) + j] — [p] vérifiant :

(Zh(l): R Zh(i+kf(1)+---+kf(m)+j))
fu
1 1
= (yl,...,yi,x{( ),...xﬁf ),...,x{(m),...,x,ﬁ::z),yiﬂ, ey Yitg)-
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Une fois traduite via @, la régle o devient :

S(CM)E —)q,(a) t(Oz)E [¢) t(a)A.

D(u) 2emCro (1 Rt(a)g ®j)o (i @t(a)a ® F) 0(i®® - ®0c"®j)oun.

Il reste & voir que cette derniére fléche se réduit en un nombre quelconque d’étapes
de Ra s en ®%(v). Comme cette derniére fléche est une R s-forme normale, il suffit de
voir que ces deux fléches sont Ra y-équivalentes, c’est-a-dire que leurs images dans V
coincident.

(iRpRj)o(i®Rc®@ - Qd" ®j)oua
= (IQp®j)o(i®c' ® - Q0" ®j) o (Tg1)s-- - s Tg(ithrtthnts))-

On pose alors :

1 1 n n —
(bl, . ,bi, Clyenvy Ck(l)’ ey Cryen ey Ck("), bi+1, e b’H—]) = ('/L‘g(l)a e ,$g(i+k1+...+kn+]’)).

D’ou :

(i®p®j)o(i®o' @ - ®"®j)oua
= (i®@®j)o(b1,-.-,bi,alo(C%,...,Ci(l)),...,ano(C?,...,Cz(n)),bi+1,...bi+‘j).

On pose a présent :
tg=0%0(c,...,cy)-
Ainsi :

((Qp®j)o(i®c @ ---®c"®j)oua
(/[;®g0®j)O(bla"'abiatla"':t’n:bi-i-l)"'bi-f-j)
= (bla---abiatf(l)a---atf(m)abi+17---bi+j)-

D’autre part :

((®c/V @ /™ @ j)o vk

- ('L ® Uf(l) K- Uf(m) ® j) © (xh(1)7 teey xi-i—kf(l)-i-"'-i-kf(m)-l-j)
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En regardant de plus preés les définitions de g et h, on constate que :

(xh(l)a cee 7$i+kf(1)+"'+kf(m)+j)
f( f( f f
= (bl, ey bi, Cl( ), ey Ck;)(c(z)’ ey Cl(n), PP ck;?z)’bi‘H’ ey bi—l—j)-

D’ou :

(Ii®0-f(1)®...®o'f(m)®j)olu%
= (®@cWg...@™gj)

f( f( f f
@) (bl,...,bi,cl( ),..., k:)(c(z)""’ 1(n)7"'ack§:2)7bi+17"'7bi+j)

= (buy- -5 bistrays - - o5 tpms bigts - - - bigj)-
On a donc bien le résultat : il existe une fleche v de T telle que
@(u) _><I>(a)’y _»RA,E(bﬂu('U).

En fait, il est aisé de se convaincre que la méme démonstration permet de montrer
que, pour toute régle a linéaire & gauche et uniformisée, pour tous termes u et v tels
que u —,v et tout entier n > fu, il existe une fleche v de T telle que :

@n (u) _><I>(a)’y _»RA,E @n (U) .

5.5.2 Terminaison

On va ici prouver le point 2 du théoréme 5.40. On veut d’abord montrer que, si (3, R)
est un systéme de réécriture de termes qui termine, alors (3¢, R) termine. On va utiliser
la technique d’interprétation développée en 3.7, mais avec d’autres valeurs que seulement
des entiers. En effet, ne connaissant pas les régles R, il est impossible de fixer des valeurs
comme nous 'avons fait jusqu’a présent.

On va plutot construire un morphisme d’opérades L3¢ — O(T x N*, {x}, [N*]). Afin
d’alléger les notations, on a noté 7' I’ensemble des termes. Pour les méme raisons, on note

O lopérade O(T x N*, {x}, [N*]).

Notons que, pour l'instant, cette derniére notation n’a aucun sens dans la mesure
ot I'on n’a pas défini les ordres que nous allons utiliser. Pour [N*], ce sera le multiordre
engendré par I'ordre usuel des entiers. Il faut encore définir une relation d’ordre sur 7" x N*.
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On utilise le résultat classique suivant :

Théoréme 5.42. Un systéme de réécriture de termes (3, R) termine si et seulement s’il

eriste une application |- | : X — N telle que |u| > |v| dés que u — v. Si tel est le cas,
on peut de plus choisir | - | de telle sorte que |u| > |v| si v est un sous-terme de u. On
peut aussi choisir | - | & valeurs dans tout ensemble dénombrable.

Démonstration. Si R termine, on pose |u| la longueur du plus long chemin de réduction
partant de u ; cela donne bien une application ayant les propriétés recherchées. Récipro-
quement, si une telle application existe, alors R termine. De plus, si I'on dispose d’une
telle application, il suffit de la composer avec un isomorphisme pour I’avoir a valeurs dans
un autre ensemble dénombrable, par exemple avec n — n + 1 pour arriver dans N*. ¢

Considérons une telle application |- |: 7 — N* telle que :
- |u| > |v| dés que u —xv;
- u > v si v est un sous-terme de wu.

On se sert de cette application pour définir la relation suivante sur 7" : on pose u > v
si, pour tout contexte ¢, on a |c[u]| > |c[v]|. Alors :

Lemme 5.43. La relation > ainsi définie sur T est un ordre strict qui termine.

Démonstration. La relation > est un ordre strict sur 7', car > en est un sur N*. Quant
a la terminaison : si > ne terminait pas, il existerait une suite (u,)nen de termes tels
que u, > Upy; pour tout n et donc, en particulier, une suite (|u,|),en d’entiers tels
que |uy| > |uny1| ce qui est impossible puisque > termine sur N. &

Puis, on prend comme ordre sur 7' x N* un ordre lexicographique produit : on
pose (u,i) > (v,j) siu>vousiu=wveti>j Alors:

Lemme 5.44. La relation > ainst définie sur T X N* est une relation d’ordre. De plus,
Uordre strict > qui lut est associé termaine.

Démonstration. La réflexivité est évidente. Pour l’antisymétrie, supposons que (u, i)
et (v, ) vérifient a la fois (u,7) > (v,J) et (v,5) > (u,1). Il est impossible d’avoir u > v
ouwv > u;donc u = wveti>jetj > i cequi donne bien (u,i) = (v,7). Pour
la transitivité, on se donne trois couples (u,7), (v,7) et (w, k) tels que (u,i) > (v,7)
et (v,7) > (w, k). Alors, quatre situations sont possibles :
—u>wvetv>w:alors u > w par transitivité de > sur 7';
—u>v,v=wetj>k:alorsu>w;
—u=v,1>jetv>w:alorsu>w;
—u=v,v=w,1>jetj>k:alors,u=weti>k.
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Dans tous les cas, on a bien (u,7) > (w, k). Pour la terminaison, on suppose qu’il existe
une suite (Up,in)nen strictement décroissante. Tout d’abord, il existe une suite (kn)nen
strictement croissante d’entiers tels que, pour tout n, ug, > ug,,,; en effet, si ce n’est
pas le cas, a partir d’un certain rang ng, tous les u, sont égaux. On en déduit que la
suite (ik,.,)n>n, d’entiers est strictement décroissante, ce qui est impossible. On a donc
une suite (ug,)nen Strictement décroissante de termes : le fait que l'ordre que l'on a
construit sur 7' termine nie cette éventualité. &

On considére donc 'opérade O avec les relations d’ordre ainsi définies. On construit
maintenant le foncteur F : £3X¢ — O en donnant ses valeurs sur les fléches de X¢;
notons que les applications f* sont toutes triviales. Pour des raisons de clarté, on notera
parfois (uy,...,up;%1,...,0,) Vélément ((u1,41),..., (Un,i,)) de (T x N*)" en utilisant
I’isomorphisme canonique :

(T x N )" — T™ x (N*)™.
On pose :
- 0x(u, 1) = (u,u;4,1) et [0](u,i) = i.u;
- ex(u,i) = * et [¢](u,4) = 0;
- Tu(u, 034, 7) = (v, 454, 1) et [7](u, 034, 7) = 0;

- siy € 8(0,1), %(x) = (1, 1) et [v](x) = |7/;
- sip € ¥(n,1), n > 1 alors :

(p*(ula .. 'aun;ila o azn) = (‘P(Ula .. 'aun):Q-(il + e +Zn))
(O] (U« ey U1y eyin) = (B0 4 - 4 1) (U1, - oy up)|-

On doit vérifier, dans un premier temps, que toutes ces applications sont croissantes.
Regardons les cas de @, et de [g], pour une fléche ¢ € ¥(n, 1) fixée, n € N.

Supposons que uq,...,Uu, et v1,...,v, sont des termes et iy,...,%, et ji,...,J, des
entiers non nuls tels que (ug,ix) > (vg, jx) pour tout k. On veut montrer que :
O(Uty e aytpn) > @V, V) OU Gy 4oty > G4 F G

Soit ¢ un contexte; puisque ur > vy et que ¢ o @(vq,..., Vg1, Ug, ..., u,) est un
contexte pour tout k :

s, ]| > lelivn, s - )]
>
> |efp(viy - vy Vg1, Uk, - - -, Un)]|
> |e[p(viy - vy Uky Uk 1y - - -y Un)]|
> |elip (o, vl
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De plus, si ux > v pour au moins un k£, au moins 'une de ces inégalités est stricte et
donc @(uy, ..., uy) > @(v1,...,0,). Sinon, on a @(u1,...,u,) = @(vV1,--.,0,) €t ix > Ji
pour chaque k, ce qui donne %1 + ---+ 14, > j; + - -+ + j,. Dans tous les cas, on a donc :

(U, ey tin),2.(11 + - +1n) > (@(v1, .., 00),2.(J1 + - - - + Jn))-

On en conclut que ¢, est croissante. Pour [p], on procéde par récurrence sur un
compteur k € [n], en distinguant a chaque fois deux cas. Pour £k =1 :

- Si uy > vy, alors, comme ([0, us, ..., u,) est un contexte, on a :
lo(Uy -y un)| > |@(vr, ug, -« un)l.
D’ou :

(i1 4 F i) Jo(Ury - -y un)| > (G F o2 + -+ i) @(v1, U, - - Uy

- Sinon, u; = vy et 71 > 71, ce qui donne :
) )

(il +“‘+in)-|§0(u1a---aun)| 2 (.71 +'i2 +"‘+in)"§0(vlau2a---aun)|'

On répéte 'opération pour k£ quelconque, pour obtenir, dans tous les cas :

(i 4+ in)Jo(ur, - un) [ > (o4 -+ dn)-Jo(01, - - 0n)]-

Ainsi :
[(P](ul""’un;i17"'7in) 2 [()0](/01’"')’UTL;jla""jn)'
Par suite, [¢] est croissante.

On va, & présent, montrer que, pour toute régle o de Rax, on a F(s(a)) > F(t(«))
et que, pour toute régle o de ®(R), on a F(s(a)) > F(t(a)).

Pour les régles de Ra, on a égalité entre F'(s(a)) et F(t(a)), sauf pour les régles 2
et 3, ot [s(a)] > [t(c)]; regardons, par exemple, la régle 2, Pautre étant similaire :

(e ®1)o00](u,i) =iu
1*(u,7) = 0.
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Pour les régles de Ry /A, on fixe une constante v € ¥(0,1) et une fleche ¢ € X(n, 1),
avec n > 1. Avant tout, on vérifie, par récurrence sur n > 1 que :

- (5 0) = *;

- (60)(@;7) = (@, T;3,1) et [6,](T;7) = iUy + -+ Gntp s
- () (033, §) = (v, 154, 7) ;

- (Tim)e(u, T3, ) = (F,u; 7,)

Puis

~ve. On a nécessairement :
(£ 07)2(x) = 0.(%) = x.
Puis :

[e 0 7](x) = [el(v, 1) + [7](%)
=1l
>0

= [0](%).
~v§. D’une part :

(607)e(¥) = (1,1 1,1) = (Y ® 7)«(¥)-

~y7l.

(To(v®1))u(u, 1) = (u,734,1) = (1 @ 7)«(u,1).

[ro(y@D](u,d) = |y =1 ©v](u, ).

~72. Similaire & y71.
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@d. Pour commencer :

(60 9).(@,7) = (@(@), P(@); 2.(i1 + -+ + 1), 2.(i1 + - +45))
= (¢ ® @) © 6,).(i, 7).

Et :
16 0 ] (i, 7)
=[0](p(@), 2-(ir + - - - + in)) + [0 (i, 1)
=3.(41 4+ +in)-|o(@)].
Or:
[(p ® @) 0 6,](i7,7)
=2.[p)(1, ) + [8,) (. 7)
=2.(t1 + -+ +in)Jo(@)| + i1 U1 + - -+ in Un.
Comme u; est un sous-terme de (@) pour tout i et par hypothése sur |- |, on a

I'inégalité |p()| > |u;| pour tout 7. On en conclut donc que :

[6 0 @](,7) > [(p ® ¢) 0 &,] (i, 4)-

o7l. En premier lieu :

(70 (¢ ® 1)):(@, v37, j)
=(v, o(%); 3,2-(i1 + - - - +in))
=((1 ® ¢) 0 T0,1): (i, v; 7, 5).
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Et :

= (i1 + -+ 1p)- ()]
=[1®¢|(v,i,j,1)
= [(1® @) o 1n1](@, v, 1, 7).

©712. On proceéde de maniére similaire a ¢71.

Il reste & voir le cas des régles de ®(R). Supposons que « est une régle de R et mon-
trons que F(s(®(a))) > F(t(®(w))).

On commence par montrer, par récurrence sur le degré des termes de 7" :

Lemme 5.45. Pour tout terme u de T, tout entier n vérifiant n > fu, tout ¥ € T™ et
tout 1+ € (N*)", on a, en notant o la substitution définie par o(xy) = vy si k € [n] et zy,
sinon :

1. (®"(w)).(7,7) = (u-0,1) pour un certain | € N* ;
2. [@"(u))(7,7) < |u-o|+1;

3. si, de plus, u n'est pas une variable, [®"(u)](7,7) > |u - o|.

Rappelons que s(®(a)) = ¥ (s(a)) et que t(®(a)) = ®¥(s(r)). D’ot, si uy, ..., Uy,
sont des termes et i,...,1%, sont des entiers :

S(P())s (U, - vy Unj i, ---y0n) = (s(a) - 0, k),

ol o est la substitution définie par o(x;) = u; pour tout ¢ € {1...n} et o(z;) = z,
si j > 1 et ou k est un entier. De méme :

H(D())w(tir, ..oy un; iy, ... i) = () -0, '),

avec k' un entier. Maintenant, soit ¢ un contexte. Par définition de la relation de
réduction —,, on a :

c[s(@) - o] =, c[t(a) - o].
Ce qui donne :
cls(a) - a]| > |c[t(e) - o]|.

Ce qui prouve bien que s(). > t(®)..
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Pour [-] : comme « est une régle de réécriture, s(a) n’est pas une variable et donc :

[5(2()))(T7) 2 |s(e) - 0-

D’autre part :

-

[t(®())](U; 7)) < [t(e) - o] + 1.
Or, par hypothése sur | - | :
s(a) - of > [t(a) - o],
Donc :

[s(®(a))] > [H(2())]-

On vient donc de montrer que (X°, R°) termine si et seulement si (X¢, Ra x) termine,
ce que 'on sait déja.

Maintenant, supposons que (3, R) est linéaire & gauche et que (X¢, R¢) termine. S’il
existait une suite (un)nen de termes tels que wu, — U,y pour tout n alors, d’aprés la
proposition 5.41, on aurait une suite

B (ug) ke D (ur) g+ P (un) SF P (Ung1) e -

dans F1£X¢, ce qui est impossible par hypothése ; donc (X, R) termine.

5.5.3 Confluence

On note 7 le foncteur associé au quotient de £3° par Ray : ainsi m : £X¢ — TX
associe a toute fleche f € £3¢ un n-uplet 7(f) = (f1,..., fn)- Il est aisé de se convaincre
de :

Lemme 5.46. 57 f et g sont deuz fleches paralléles de LY telles que f —r, g alors
7(f) = m(g). Si f et g sont deuzx fleches paralléles de but n de LXC telles que f —ron)g,
alors, pour tout i € [n], fi »rgi. Dans tous les cas, si f —peg alors f; —rg; pour tout i.

Nous allons & présent démontrer le troisiéme point du théoréme 5.40 : on suppose donc
que (3, R) est un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche et uniformisé.

Dans un premier temps, supposons que (X, R) est confluent et que 1’on a un branche-
ment (f, g, h) dans (3¢ R°) : f, g et h sont trois fleches de £LX¢(m,n) et vérifient f —peg
et f —greh. On en déduit trois n-uplets de termes 7(f), 7(g) et 7w(h). D’aprés le lemme
précédent, ’hypothése (f, g, h) est un branchement nous donne que, pour tout 4, (f;, g;, h;)
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est un branchement de (X, R) ; comme ce dernier est confluent, on définit k = (k1,...,ky,)
de telle sorte que chaque k; ferme le branchement (f;, g;, h;). Comme (X, R) est linéaire a
gauche, d’aprés le point 1 du théoréme, la fleche @™ (k) ferme bien le branchement (f, g, h).

Réciproquement, supposons que (X¢, R) est confluent et que (u,v,w) est un bran-
chement dans (3, R). Comme ce dernier est linéaire & gauche, ce triplet se reléve en un
branchement (®(u), ®*(v), ®*(w)) de (X¢, R°), lequel est confluent. On choisit alors une
fleche t de £X¢ qui ferme ce dernier branchement ; de plus, ¢ a pour but 1 : alors, 7(t) est
un terme qui ferme le branchement (u,v,w) de départ.

5.6 Et les systémes non linéaires a gauche ?

Dans le cas d’un systéme de réécriture de termes linéaire a gauche, on peut donc
simuler la réécriture dans une opérade libre. Sinon, on est obligé de travailler dans un
quotient, et donc modulo des relations : il faut explorer des classes d’équivalence. On
retrouve donc a ce niveau toutes les difficultés provenant des systémes de réécriture non
linéaires a gauche comme, par exemple, les tests d’égalité pour vérifier si on peut appli-
quer une régle ayant une variable doublée dans son membre de gauche (cela correspond a
explorer une classe d’équivalence).

Le théoréme précédent semble prouver que le relévement des systémes de réécriture de
termes dans une opérade crée des problémes 1a ou il n’y en avait pas. On peut cependant
voir les choses autrement et méme montrer que I'on peut résoudre des difficultés.

Pour commencer, le fait que les opérations de gestion des variables soient extérieures
au calcul renvoie les problémes qu’elles créent a I'implantation : par exemple, la présence
d’une régle non linéaire a gauche oblige le calculateur a effectuer des tests d’égalité pour
vérifier si cette régle est applicable & un terme donné. Le fait d’inclure les opérations de
gestion des variables dans le systéme de réécriture permet de ramener dans la théorie ces
difficultés pratiques et permet donc de mieux les étudier.

Nous allons évoquer a présent deux voies a explorer prouvant, pour l'une, que la
réécriture en dimension supérieure peut réussir la ou la réécriture de termes échoue et
laissant espérer, pour ’autre, que la limitation aux régles linéaires & gauche pourrait étre
contournée.

5.6.1 Reéécriture de termes modulo commutativité

La réécriture de termes est trés sérieusement limitée dans I’étude de la plupart des
structures algébriques. C’est en particulier le cas pour des algébres possédant des opéra-

238



5.6. Et les systémes non linéaires a gauche ?

teurs commutatifs. La plus simple d’entre elle, celle des magmas commutatifs, ne termine
jamais : on a seulement un opérateur p d’arité 2 et ’équation pu(x,y) = p(y,x). Il est clair
que 'on a un chemin de réduction infini :

w(z,y) =y, ) = (2, y) =, (y,7) =

Cependant, le fait que les opérateurs cartésiens soient explicites permet de construire
une présentation convergente de I'opérade des magmas commutatifs. Comme cette struc-
ture algébrique n’est pas véritablement intéressante, on en regarde une autre qui la
contient - la terminaison de la plus grande donnera celle de la plus petite.

On considére 'opérade des espaces vectoriels sur le corps Z/27Z. La présentation de
cette opérade, issue de |Laf03], a déja été donnée en 3.7.7. Nous y avons montré sa ter-
minaison. Comme la confluence locale était déja connue, on obtient :

Théoréme 5.47. Le couple (X, R) est une présentation convergente de l'opérade des
espaces vectoriels sur Z/27.

Analysons ce résultat. La premiére des choses que 1’on constate est que la traduction
n’est pas celle qui a été décrite précédemment. En effet, on aurait :

®(u(z,y) =p(y, ) = p—por

qui donnerait évidemment un systéme qui ne termine pas. Il est clair que cette relation
doit étre prise dans ’autre sens. Ceci provoque alors I’apparition d’une régle non linéaire
a gauche. Il faut réaménager les régles de Ry A pour conserver la confluence. Cependant,
le fait que p soit exactement le symétrique de §, tant au niveau des sources et buts que
du comportement, permet de réutiliser les relations de A en les renversant.

Ainsi, on est en présence d'un exemple justifiant a lui seul I’étude de la réécriture en
dimension supérieure et, plus particuliérement, des présentations d’opérades : en effet,
la structure de Z/2Z-espace vectoriel ne peut pas étre décrite par un systéme de réécri-
ture de termes (en une dimension) convergent & cause de la relation de commutativité.
Cependant, il existe une présentation convergente de 'opérade dont les algébres dans la
catégorie des ensembles sont ces mémes Z/2Z-espaces vectoriels. De plus, on a ainsi un
premier exemple de présentation convergente malgré la présence de régles non-linéaires a
gauche dans le systéme de réécriture de termes correspondant.

Cet exemple devrait étre suivi par bien d’autres, inaccessibles aux termes : on peut

espérer obtenir, prochainement, une présentation convergente de 'opérade des groupes
quantiques/algébres de Hopf; cette voie de recherche posséde de forts liens avec la théorie
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des circuits classiques et quantiques, comme évoqué dans [Laf03].

D’autre part, la possibilité de décrire les enchevétrements, ce qui est tout autant in-
accessible aux théories équationnelles, est intéressante : elle ouvre la voie a 1’étude de
présentations d’objets utilisés dans la théorie tanakienne, reliant, d’une part, des struc-
tures sur les groupes quantiques et les algébres de Hopf et, d’autres part, des structures
tressées et en rubans sur les catégories monoidales.

5.6.2 Le cas des systémes non linéaires

Nous allons rapidement discuter du cas laissé de coté, celui des régles non linéaires
a gauche. Nous venons de voir qu’il existait au moins un cas de présentation d’opérades
convergente malgré la présence de régles non linéaires a gauche dans le systéme de réécri-
ture de termes correspondant. Ceci justifie que ’on explore un peu plus la possibilité de
traduire de maniére automatique un systéme de réécriture non linéaire.

Avec la traduction ® utilisée pour le théoréme 5.40, on crée des défauts de confluence
pour toute régle non linéaire a gauche. Par exemple, fixons une signature 3 contenant un
opérateur binaire ¢ ainsi qu'un opérateur unaire . Nous allons utiliser la représentation
graphique de la figure 5.13.

Y o

FIG. 5.13 — Représentation graphique des deux fleches de la signature X.

Fixons aussi une régle « :
o(z,7) = P(z).
Cette régle donne ®(«) sur LX€ :
Q00 —gm.
La figure 5.14 montre la représentation graphique de ®(«).

En rajoutant ®(«) a la famille Ra x, on obtient, entre autres, la paire critique mon-
trée par la figure 5.15. Cette paire critique, engendrée par les régles ®(a) et 4, est non
confluente, car les deux réductions possibles aboutissent & des R°-formes normales, clai-
rement distinctes.
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v -

F1G. 5.14 — Représentation graphique de la régle ®(a).
%

7

F1G. 5.15 — Un exemple de paire critique créée par une régle non linéaire & gauche.

On montre aisément que le systéme de réécriture de termes (3, R) est convergent :
pour la terminaison, I’ordre >y, engendré par ¢ > 1 fonctionne trés bien, tandis que la
confluence locale est donnée par le fait que a ne crée pas de paire critique avec elle-méme
(le systéme de réécriture est orthogonal). Cependant, sa traduction (3¢, R) n’est méme
pas confluente. On se demande alors s'il existe une présentation convergente (X, R'), ou
éventuellement (X', R'), équivalente a (3¢, R°).

La premiére piste consiste & appliquer un algorithme de complétion a la présenta-
tion (X¢, R%); ici, on obtiendra aisément une présentation convergente en renversant ®(«).
Dans le cas de L(Z), cela fonctionne aussi, quitte a introduire un nouvel opérateur dans
la signature. Cependant, la réussite de la complétion semble trés dépendante de la pré-
sentation étudiée.

Pour les cas ou la complétion échoue, on cherche une solution de remplacement : la
seconde piste est alors d’implanter dans le calcul les opérations qui manquent pour savoir
si une régle non linéaire est applicable ou non & une fléche; il s’agit, principalement, de
coder les tests d’égalité. Cela pourrait se faire, par exemple, en introduisant un nouvel
opérateur ¢6°: 2 — 1, ainsi que des régles 7" du type :

6?0 (p® @) =z, 000,
6°oT —p, 0°
6°0 0 —ps 1.
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La premiére relation est en fait une famille indexée par les fléches ¢ de X et 67 est
défini par récurrence de maniére duale a ¢,,. Notons qu’il faut aussi ajouter a 7" des régles
de cohérence, comme 7’5 et 16, qui sont exactement les mémes que les régles 5 et 6 de Ra.

On pose ¥ = X¢ 11 {§°}. Deux fleches f, g € £LX(n, 1) sont alors égales modulo R x
si et seulement si la forme normale de 6° o (f ® g) est une fleche de £X¢; dans ce cas, la
forme normale obtenue est d’ailleurs f = g.

Ainsi, une régle du type ¢(z,x) — 1(x) pourrait étre traduite sous la forme d’une
régle conditionnelle ®'(«) engendrant la relation :

o (f®g) =a@(h) sih=T(°0(f®g)) € FILE"

L’étude de telles régles nécessite cependant de définir un cadre pour la réécriture condi-
tionnelle d’ordre supérieur. Cela mérite d’étre exploré, puisque la paire critique de la figure
5.15 est a présent confluente, grace a une application conditionnée de la régle ®'(«), comme
la montre la figure 5.16.

Puisque
— — —
@ To @ T5 To v
Alors:

—
®(a)

F1G. 5.16 — Exemple d’application conditionnée de la régle &' ().
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Chapitre 6

Vers une présentation diagrammatique
du A-calcul ?

Ce chapitre a pour objet d’examiner les diverses possibilités qui s’offrent & nous, dans
le but d’obtenir une présentation finie simulant le A-calcul. De nombreuses pistes ont déja
été explorées, mais aucune n’est, a ce jour, totalement satisfaisante.

Avant tout, rappelons ce qu’est le A-calcul (non typé et avec (3 et n réductions), dont
on trouvera une description bien plus compléte dans [Bar84].

6.1 Le A-calcul

6.1.1 Ensemble des \-termes formels

On commence par construire ’ensemble A des A-termes formels, c’est-a-dire ’ensemble
des termes du A-calcul non typé avant quotient par la relation d’a-conversion.

On fixe un ensemble V' dénombrable, dont les éléments sont appelés variables. Cet
ensemble sera supposé fixé dans toute la suite. On construit alors ’ensemble A de la facon
suivante :

1. on pose A’ =V ;
2. supposons que 1'on a construit A¥ pour 0 < k < n oil n est un entier fixé; on pose
alors :

AT =V x A”,

dont un élément (x, f) est noté Az.f, ainsi que :

Aptt = T (A% x A) TT (A" x A%),

0<k<n
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dont un élément (f, g) est noté u(f,g). Alors, on définit :
]\n+1 — ]\;ﬁl H [_\n+1
A

Enfin, on pose A = [en A",

Exemples. Si z,y,z sont des variables, alors =, A\x.u(z,y), A\z.u(Az.xz, \y.y) et u(z,x)
sont des A-termes formels.

Cette construction, plus technique qu’a ’accoutumée, a pour but de définir un degré
pour les A\-termes formels : pour f € A, on appelle degré de f et on note |f| I'entier n tel
que f € A™

Exemples. [z = 0, |\z.ju(z,y)| = 2, [Az.p(\2.2, Ay, 1) = 4 et (2, 2)| = 1.
Enfin, on définit I’ensemble des variables libres d’un A-terme formel f, noté V(f) ainsi :
1. si f € Valors V(f) ={f};

2. si f = Az.g alors V(f) =V(g) \ {z};
3. si f = ul(g,h) alors V(f) = V(g) UV(h).

Exemples.

V(z) = {z},

V(Az.u(z,y)) = {y}

V(Az.u(Az.z, Ay.pu(y, v))) = 0,
V(u(z, z)) ={z,2}.

On peut aussi avoir besoin de la notion de A-termes formels enrichis de constantes,

comme dans I’appendice B. Soit I" un ensemble dont les éléments sont appelés constantes.

On définit ’ensemble Ar des A-termes formels avec constantes dans I', ou Ar-termes, de
la méme facon que A mais en posant A% = V IIT" au lieu de V.

Y

Attention, on ne remplace V par V IIT que pour le degré 0 : si c € I' et f € Ar alors
I’expression Ac.f n’est pas un Ar-terme formel.

On définit exactement comme pour A les notions de degré et de variables libres d’un
Ap-terme.

Exemple. Dans I'appendice B, nous rencontrerons le cas ou I' = N, 'ensemble des entiers
naturels non nuls. Par exemple, si x et y sont des variables, A\x.u(y, 4) est dans Ay.

Remarque. L’ensemble /_X_ est donc égal & Ay. Pour tout ensemble I, il existe donc une
inclusion naturelle : A < Ap. On la note 7 dans le cas ou I' = N*.
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6.1.2 Ensemble des \-contextes

On poursuit en définissant la notion de contextes sur les A-termes formels. Ce sont des
applications "linéaires" de A sur lui-méme. On construit ’ensemble C(A) des A-contextes
de la facon suivante :

1. on pose C(A)? = {{J} un ensemble réduit & un élément, noté O et appelé contexte
vide ;
2. on suppose que l'on a construit C(A)* pour 0 < k < n oli n est un entier fixé; on
définit :
C(A)i*™" =V x C(A)", dont un élément (x, C) est noté A\z.C';
C(A)pt = C(A)" x A, dont un élément (C, f) est noté u(C, f);
C( )"+1 A x C(A)™, dont un élément (f,C) est noté u(f,C);

on pose alors :

C(/_\)n-f-l — C(/_\)T;+1 HC n+1 H C n+1.
Enfin :

=[Jecm)"

neN

En d’autres termes, un A-contexte est un A-terme formel contenant, & la place d’une
et une seule variable, un caractére spécial noté 1.

Exemples. Par exemple, si et y sont des variables, Az.00, p(Ay.0, u(y, z)) et p(z,0)
sont des \-contextes.

Si I' est un ensemble de constantes, on définit Qe meéme I’ensemble C (/_\p) des contextes
sur les Ap-termes formels en remplacant partout A par Ar. Les constructions qui suivent
se généralisent de la méme facon.

Tout comme pour les A-termes formels, on définit une notion de degré pour les A-
contextes : si C' est un A-contexte, alors on pose |C| = n avec n tel que C' € C(A)". On
définit aussi un ensemble de variables libres noté V(C) en fixant V(O) = 0.

Exemples. Avec les mémes exemples que précédemment :

AzO) =1, [p(y.0,pu(y,z)=2, |p0) =
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Tout A-contexte définit une application A — A. Si f est un A-terme formel et C
est un A-contexte, on note C[f] 'image de f par cette application, que I'on définit par
récurrence sur le degré du contexte C - le A-terme formel f est supposé fixé :

1. si C =0, on pose C[f] = f;

2. si C = A\z.D, on pose C[f] = Az.D|f];

3. si C = p(D, g), on pose C[f] = u(D[f], 9);
4. si C = pu(g, D), on pose C[f] = pu(yg, D[f]).

Autrement dit, C[f] est le A-terme formel obtenu en remplacant dans C' le caractére
spécial [J par f. De maniére assez évidente, on peut définir I'action d’un A-contexte C'
sur un A-contexte D, notée C'o D, comme le contexte obtenu en remplacant le symbole [J
de C par D. La notation o est due au fait que, pour tout A-terme formel f, (C o D)[f] est
exactement C[D[f]].

Pour tout A-contexte C, on définit des notions de degré sur A, noté |C|y, et d’ensemble
de variables liées, noté L£(C), de la fagon suivante :

1. |O=0et £(O)=0;
2. p(C, f)Ix = |u(f, O)[x = |Clx et L(u(C, f)) = L(u(f, C)) = L(C);
3. |)\1L‘C|)\ = |C‘,\ +1et E()\SL'C) = ,C(C) U {SL‘}

Si f et g sont deux A-termes formels, on dit que g est un sous-terme de f s’il existe un
A-contexte C' tel que f = Clg]. Si z est une variable, on appelle occurrence de z dans f
tout sous-terme x de f. Par exemple, le terme x est une occurrence de la variable z
dans \y.z, mais pas dans Az.y. Une occurrence de = dans f (avec f = Clz]) est dite lice
s’il existe des A-contextes D et E tels que C' = D o (\x.E); elle est dite libre sinon. Par
exemple, x posséde une occurence libre dans p(z,y), liée dans Az.z et une occurence de
chaque type dans p(Az.xz,z). On notera qu’une variable z posséde une occurrence libre
dans un terme f si et seulement si x € V(f).

6.1.3 Relation d’a-conversion et \-termes

L’étape suivante consiste a définir la relation dite d’a-conversion sur les A-termes
formels. En A-calcul, on ne travaille que modulo cette régle. Son sens est le suivant : ’ap-
plication du A-contexte Az.[J & un terme f renvoie une fonction de x. D’un point de vue
mathématique, x devient une variable muette (ou liée) dans Az.f, c’est-a-dire que z peut
étre remplacé par une autre variable sans changer ce que représente A\z.f. Cependant,
cette transformation ne doit pas changer le statut libre ou lié de chaque occurrence de
variable. Il suffit de choisir la nouvelle variable dans le complémentaire de V(f); c’est
d’ailleurs en partie pour que ce soit toujours possible que V' a été supposé dénombrable.
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On va donc définir, pour tous z et y dans V, une application notée [z := y|, associant,
a tout \-terme formel f, le A-terme formel noté f[z := y], obtenu en remplagant toute les
occurences [ibres de x par y, le tout sans provoquer de conflit de nom de variables comme
évoqué précédemment.

Derniére remarque. Si on cherche a définir [z := y] de la maniére classique sur les
A-termes formels, on va avoir un probléme de choix de variable; pour I'instant, on sup-
pose que l'on a fixé, pour tout terme f et toute variable z, une variable notée v(f,z) qui
n’est pas dans V(f)U{z}. Nous verrons par la suite que, sur les A\-termes, un autre choix
de v(f, x) ne change rien.

Soient z et y deux variables et f un A-terme formel. On définit f[z := y| par récurrence
sur le degré de f :

1. si f =z, alors flx :=y] =vy;

2.si feVet f#z, alors flx :=y]=f;

3. 8i [ = (g, ), alors [z 1= 4] = p(gle = yl, hl = yl)

4. si f = Ax.g alors flz:=y] = f;

5. si f = Ay.g et x # y, alors flz :=y| = )\V.((g[y =vl)[x = y]) avec v =v(g,9);
6. si f = Az.g avec z ¢ {x,y}, alors f[z :=y] = Az.(g]z := y]).

Remarque. Cette définition s’étend aux Ar-termes en posant c[z := y] = ¢ pour toute
constante ¢ € I'. On peut aussi définir 'action de [z := y] sur les A-contextes en po-
sant O[z :=y| = 0.

Les résultats suivants sont immédiats :

Lemme 6.1. 1. Pour tout x € V, Uapplication [x := x| est l'identité.
2. Pour tousz,y €V et f €A, on a V(flz :=y]) = V(f) \{z}) U{y}.
3. Pour tousz,y €V, C €C(A) et fEA, ona :

(Cla == y))[f] six € L(C)

(Dl =yl = {(C’[x = y])[f[z := y]] sinon.
4. Pour tous x,y €V, C € C(A) et f € A tels quey ¢ V(f) ety ¢ V(C), on a :

flo=ylly:=a]=f et Clz:=ylly:=2]=C.

Exemple. On peut calculer (Ay.u(z,y))[z := 2] qui donne Ay.u(z,y). Par contre [y := 2]
appliqué au méme terme ne change rien puisque celui-ci ne contient pas de y libre.
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On peut maintenant définir la relation d’a-réduction comme la relation binaire —,
sur A suivante : pour tous f et g dans A, f —.g si il existe un A-contexte C, un A-terme
formel h et deux variables x et y vérifiant f = C[Az.h] et g = C[A\y.(h[z := y])].

On remarque que —, est réflexive ; ainsi, on peut définir la relation d’a-conversion (ou
a-équivalence), notée =, comme la cloture symétrique et transitive de —,. En d’autres
termes, deux A-termes formels f et ¢ vérifient f =, g si et seulement si il exite des
A-termes formels f1, ..., fx vérifiant :

f _>af1 <_mfZ ot _>afk: g

On définit un A-terme comme une classe d’a-équivalence de A-termes formels. L’en-
semble des \-termes est noté A.

Remarques.

1. Modulo a-conversion, le choix de v(f, z) précédemment fait n’a plus d’importance.
De plus, pour toutes variables z et y, 'application [z := y] passe au quotient. On a
donc une application canonique de substitution de variables sur les A-termes.

2. La classe d’équivalence d’une variable = est {z}, car il n’existe pas de contexte C
tel que z soit de la forme C[Ay.f].

3. 1l est assez évident que 1’a-conversion ne change pas le degré des A-termes formels.
Ainsi, on pourra parler du degré d’un A-terme. De plus, par définition, I’a-conversion
est compatible avec la structure des A-termes formels; par exemple, si f =, g, alors,
pour tout x € V, Ax.f =, Azr.g. On a donc : les A-termes de degré 0 sont les
ensembles {z} pour z € V, et les A-termes f de degré n + 1 sont d’une des formes
suivantes :

- f est la classe de Azx.g avec g un A-terme formel de degré n;

- [ est la classe de u(g, h) avec g et h deux A-termes formels, g de degré n et h
de degré < n ou inversement.

4. Dans la suite, on va commettre I’abus suivant : on notera f = g pour f est la classe
de g ou g est un représentant de f.

6.1.4 Les deux régles de réécriture du A-calcul
Relation de S-réduction

La relation de S-réduction permet de calculer avec les A-termes. On doit d’abord défi-
nir le remplacement d’une variable x par un A-terme g dans un \-terme f, opération que
I'on note [z := g] et dont le résultat est écrit flx := g].
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On définit, toujours par récurrence sur le degré de f :

si f =, alors flz:=g|=g;

sifeVetf#ua alors flr:=g|=f;

si f = u(h, k), alors f[z := g] = p(h[z = g, k[z := g]);

si f = Az.h, alors flx :=g¢g] = f;

si f = Ay.h avec y € V choisi tel que y # z et y ¢ V(g), alors :

flz == gl = My.(h[z := g]).

On définit alors la relation —, de B-réduction comme la relation binaire sur A sui-
vante : si f et g sont deux A-termes, alors f — ;g si il existe un A-contexte C, deux
A-termes h et k et une variable x vérifiant f = Clu(A\x.h, k)] et g = C[h[z := k]].

AN

On appelle Ag-calcul (non typé) le couple (A, —;).

Relation d’n-réduction

La relation d’n-réduction est une égalité fonctionnelle : si un A-terme f évalué - via
B-réduction - en chaque terme a donne toujours (g, a), out g est un terme indépendant
de a, alors f et g devraient étre identifiés. C’est le role de I'n-réduction.

On définit la relation d’n-réduction —, comme la relation binaire sur A donnée par
f —,g s’il existe un A-contexte C', une variable x et un terme h tels que :

z ¢ V(h)
f=Cz.pu(h, )]
g =CIh]

On définit alors sur A la relation —,, =—;U —, et on appelle g, -calcul (non typé)
le couple (A, —4,).

6.2 Le premier modéle : la logique combinatoire
La logique combinatoire est un systéme de réécriture de termes, au sens classique,
c’est-a-dire comme défini au chapitre 5. Elle est définie par la signature ¥ possédant une

fleche p: 2 — 1 et trois constantes S, K, I : 0 —» 1, ainsi que par I’ensemble R de trois
régles :
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Intuitivement, il s’agit, comme le A-calcul, de décrire comment une fonction explicite
s’applique & un argument : [ est I'identité, K est un effaceur et S un duplicateur. On a
une traduction ¥ des termes de la logique linéaire vers les A-termes donnée par :

- U(z) =

- U(p(u,v) = p(¥(u), ¥(v));
-U(I) = dzx;

- U(K) = \xy.z;

On a aussi une traduction ® dans l'autre sens. On doit d’abord définir, pour tout

x € V, une application ¢, : T (V) — Tx(V), ce que l'on fait par récurrence sur le degré
des termes :

- @z( ) =1I;
- @o(u) = p(K,u) siz ¢ V(u);
- @a(p(u,v)) = p(p(S, ¢s(u)), ¢s(v)) sinon.

Notons que, si u est un terme tel que u # z et € V(u), alors u est forcément de
degré au moins 1, ce qui nous assure que, dans le troisiéme cas, u est bien de la forme
w(v,w). On définit & :

- (I)( ) z;
(u(f, 9)) = w(@(f), 2(9));
- ®(Az.f) = @a((f))-
Cependant, ces traductions de termes n’induisent pas des morphismes d’ARS. Par

exemple, si ’'on considére le A-terme représenté par f = Az.u(\y.y, ), sa traduction en
logique combinatoire est :

S(Az.p(Ay.y, ) = o 2(u(Ay-y, 7))
= %u(‘b(ky y), @(z))
= p(p(S, 020y 2(Y)), ()
= (S, euiy (), I)
= p(u(S, (1)), 1)
= p(p(S, WK, 1)), I).

Or ce dernier terme est une R-forme normale, alors que f se [-réduit en A\z.z, dont
I'image par ® est I. On a donc deux A-termes f et g tels que f —;, ¢ mais on n’a pas

O(f) —= ®(g).
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Dans la littérature, ce probléme est connu sous le nom de non préservation de la régle &,
c’est-a-dire ® ne vérifie pas :

B(f) =2 Blg) = DO.f) =, D(Aa.g).
Pour une étude plus approfondie, on pourra se référer a [Sel02].

Donnons un autre inconvénient de cette traduction : elle apparait plus comme un
accident lié & la nature du A-calcul que comme une maniére profonde d’interpréter les
termes. Ainsi, il est loin d’étre évident de trouver une traduction du méme type pour
d’autres systémes de réécriture d’ordre supérieur, tels que le w-calcul [MPW92] ou le
calcul des Ambients [CGO00).

6.3 D’autres termes : les calculs de substitutions expli-
cites

L’objectif de cette piste, trés active, peut étre résumé par le probléme 88 de la liste
RTA de problémes ouverts, voir [RTA] : est-ce qu’il existe une simulation compléte du
A-calcul par un systéme de réécriture de termes de présentation finie qui inclut, dans ses
regles, des opérations simulant la substitution du A-calcul.

En effet, cette opération est externe au calcul. Pourtant, afin d’implanter le méca-
nisme de S-réduction, on doit étre capable de décrire explicitement son fonctionnement :
il faut pouvoir calculer le terme f[z := g| pour toute variable z et tous termes f et g, afin
d’obtenir le résultat de la S-réduction appliquée a (Az.f)g.

Les calculs de substitutions explicites décrivent plus fidélement de telles implanta-
tions : ils étendent la signature du calcul de telle sorte que f[zx := g] corresponde a un
terme du calcul et non plus au résultat de ’évaluation ; puis, a la régle de S-réduction
ainsi affaiblie, est adjoint un calcul convergent dont le but est de faire disparaitre les
substitutions introduites. Ainsi, I’évaluation a été catégorifiée, en remplacant les A-termes
par des composantes connexes d’un ARS plus grand. C’est cette méme idée qui a déja été
utilisée au chapitre 5 pour expliciter les opérations de gestion des ressources d’un systéme
de réécriture de termes linéaire a gauche.

Il existe a présent de nombreux calculs de substitutions explicites, divers, dont nous
allons citer les plus connus.

Le premier calcul de substitutions explicites est dit & Nicolaas de Bruijn, [dB78|, et
est directement lié & son travail sur les indices, dans [dB72]. En effet, en développant une
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alternative a 'utilisation des variables dans le A-calcul, les indices de de Bruijn, cet auteur
a obtenu des relations algébriques vérifiées par les substitutions. C’est en orientant ces
relations qu’il a obtenu le calcul appelé C' .

Puis, en 1991, vint le Ao-calcul de Martin Abadi, Luca Cardelli, Pierre-Louis Curien
et Jean-Jacques Lévy [ACCLOI1|. Il s’agit d’un systéme de réécriture de termes avec deux
sortes t et s, la premiére correspondant aux termes et la seconde aux substitutions. Il est
donné par la signature X & deux couleurs, ¢ et s :

7
0—=s=<~—

q
tQt—>t<*t®s

@)

A

SR s

Les notations utilisées ne sont pas les mémes que celles de [ACCL91|, mais permettront
de passer plus rapidement a celles de I’appendice B. Les régles de ce calcul sont au nombre
de 11 (a et b sont des variables de type ¢ et s; et s, de type s) :

pu(Aa, b) — a * (b, 1)
p*xi—p
pxy(a,s1) —a
w(a,b) x sy — p(a*s,b*sp)
Aa * 51— Ma *v(p,s104q))
(a % s1) * Sg — ax*(s1089)
1081 — 81
got—q
goy(a,s1) — s1
v(a, s1) 0 s9 = y(a * s9, $1 0 S9)
(s1089) 083 —$10(s9083).

Les A-termes sont traduits en termes du Ao-calcul de la méme facon que pour C'Aéy,
c’est-a-dire en remplagant les variables par les indices de de Bruijn. Avec cette traduc-
tion, le sous-ensemble des Ao-termes clos, c’est-a-dire des termes sans variable, simule
complétement le A-calcul. Cependant, 1’utilisation des A-termes comme modéles pour les
preuves nécessite d’avoir aussi cette propriété pour les termes non clos, qui représentent
les preuves partielles. Or, le Ao-calcul ne posséde pas cette propriété : il n’est pas confluent

sur les termes ouverts et, comme I’a montré Paul-André Melliés [Mel95|, il peut ne pas
terminer sur des A-termes ou la S-réduction termine, y compris des termes typables.
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Une variante du Ao-calcul, le Aoy-calcul de Pierre-Louis Curien, Thérése Hardin et
Jean-Jacques Lévy [CHL96], corrige 'un de ces défauts en obtenant la confluence sur les
termes ouverts.

Un autre calcul, Av, dii & Pierre Lescanne [Les94|, posséde, quant a lui, la propriété de
préserver la terminaison, c’est-a-dire qu’il termine sur tout élément correspondant a un
A-terme sur lequel la S-réduction termine. Ce calcul est étudié en détails par Zine-El-
Abidine Benaissa, Daniel Briaud, Pierre Lescanne et Jocelyne Rouyer-Degli [BBLRI6|.
Notons que ce méme article contient une version modernisée du calcul C'A&yp de Nicolaas
de Bruijn, ainsi qu’une variante, le A{p-calcul, elle aussi due & Pierre Lescanne.

D’autres calculs ont aussi vu le jour en essayant de concilier ces deux propriétés ainsi
que celle de préserver les étapes de p-réduction. Citons Axgc de Roel Bloo et Kristof-
fer Rose [BR95|, As de Fairouz Kamareddine et Alejandro Rios [KR95], A\( de César
Muifioz [Mun96| et Aws de René David et Bruno Guillaume [DGO01|. Notons que, contrai-
rement aux trois derniers qui utilisent, eux aussi, des indices de de Bruijn, le premier
contient des variables. Parmi les calculs qui n’utilisent pas non plus les indices, citons
aussi A\x de Pierre Lescanne et Jocelyne Rouyer-Degli [LR95]|, qui est construit a I’aide
des niveaur de de Bruijn.

Enfin, citons des avancées récentes dans le domaine des substitutions explicites.
Dans |[KL], Delia Kesner et Stéphane Lengrand introduisent Mzr et développent un lien
avec les réseaux de preuve, dont nous parlerons plus loin. Dans [Kes00|, Delia Kesner
commence une axiomatisation de la notion de calcul de substitutions explicites, permet-
tant d’initier un rapprochement entre différents calculs existant. Enfin, dans [LLDDB04|,
Stéphane Lengrand, Pierre Lescanne, Dan Dougherty, Mariangiola Dezani-Ciancaglini et
Steffen van Bakel décrivent un systéme de types d’intersection pour un calcul de substi-
tutions explicites, caractérisant les termes sur lesquels le calcul termine.

Malgré de nombreuses tentatives, il n’existe pas, a ce jour, de systéme de réécriture de
termes de présentation finie (c’est-a-dire avec un nombre fini de sortes, de générateurs et
de régles) simulant complétement la S-réduction du A-calcul. On pourra consulter [BonO1]
pour une synthése bien plus compléte concernant certains des calculs mentionnés ici.

Avant de passer au paragraphe suivant, mentionnons ’appendice B : on y montre que,
si 'on part de la signature du Ao-calcul et que 1'on quotiente par ¢ = s (on identifie les
sortes) et * = o (on identifie application et la composition), la traduction en indices
de de Bruijn donne une injection de A/ =,, dans le C-monoide initial. Cette structure
contient en effet tout le nécessaire pour construire des calculs de substitutions explicites :
trouver une simulation compléte du A-calcul a I'aide de cette structure consiste alors a
trouver une présentation convergente de la structure du C-monoide initial (ou au moins
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d’une partie de celle-ci). On trouvera, toujours dans I’appendice B, une étude de I'une de
ces présentations, finie, qui est une simulation (non compléte) du A-calcul muni seulement
de la SB-réduction.

6.4 Troisiéme voie : divers calculs graphiques

Ce paragraphe présente succinctement trois modéles graphiques, en dimension 2, du
A-calcul.

6.4.1 Le calcul de Lamping

Ce modéle graphique du A-calcul a pour but d’optimiser la réduction, grace a une
notion de partage. La référence initiale est [Lam90|, mais on trouvera une version plus
lisible et plus détaillée dans [AG9S|.

Pour faire le lien avec les présentations d’opérades, disons que les termes sont traduits
comme des fléeches d’une opérade, mais qui n’est pas libre. Cette opérade posséde, comme
signature, des fléches A et u correspondant aux opérateurs du A-calcul, plus des opérateurs
ressemblant fortement a ceux d’une opérade souveraine, en particulier une évaluation et
une coévaluation ; nous reviendrons sur cette notion d’opérade souveraine plus loin. On
ajoute encore des opérateurs ressemblant aux fléeches de A, qui vont permettre la gestion
des ressources, mais dans des versions numérotées.

Le tout est quotienté par un certain nombre de relations, ressemblant a celles de 1'opé-
rade des enchevétrements et correspondant & des isotopies en trois dimension des circuits
représentant les fléches, c’est-a-dire que 1'on peut faire se croiser les fils et que ’on consi-
dére I’évaluation et la coévaluation comme des fils et non comme des fléches.

Le probléme de ce calcul est qu’il nécessite une quantité infinie de générateurs et de
relations. Nous verrons pourquoi, si I’on essaye de se restreindre & une présentation finie,
le calcul s’effondre.

6.4.2 Les réseaux d’interaction

Les réseaux d’interaction sont des systémes de calcul 2-dimensionnels et intrinséque-
ment paralléles créés par Yves Lafont, voir [Laf90|. A ce titre, ils ressemblent trés fortement
a des quotients de présentations d’opérades, avec des conditions imposées sur les régles.

Frédéric Lang a étudié, dans sa thése [Lan98|, une implantation de la S-réduction
dans des réseaux d’interaction, inspirée du calcul de Lamping, mais en éliminant des com-
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plications nécessaires a l’optimalité. Il obtient ainsi un algorithme, appelé RINO pour
Réseau d’Interaction Non Optimal, qui permet d’effectuer des -réductions dans des ré-
seaux d’interaction. Le méme probléme que pour ’algorithme de Lamping apparait alors :
il est nécessaire d’avoir un nombre infini de générateurs.

Sylvain Lippi a proposé, dans [Lip02], une traduction du A-calcul en termes de ré-
seaux d’interaction. En fait, il s’agit plutot de deux traductions, chacune simulant un
type de stratégies de réduction sur les A-termes. Ainsi, on est obligé d’utiliser des opé-
rateurs annexes, l’encodage et le décodage, ainsi que des régles décrivant leur compor-
tement vis-a-vis des autres opérateurs, pour passer d’'une traduction a l'autre. On n’a
donc pas de simulation, puisque 1’on n’est pas stir de pouvoir obtenir ®(f) — ®(g) dés
que f — ;9. Cependant, ce calcul est de présentation finie et I'idée sous-jacente parait
décrire plus la nature des variables liées et des substitutions que le A-calcul lui-méme,
ce qui est intéressant en vue de l'utiliser pour traduire d’autres systémes de réécriture
d’ordre supérieur.

6.4.3 Les réseaux de preuves

Les réseaux de preuves associés au fragment multiplicatif exponentiel de la logique
linéaire (MELL) fournissent un autre moyen de traduire le A-calcul sous forme graphique,
assez similaire aux deux précédentes traductions. Nous n’allons pas nous étendre sur le
sujet, tres vaste et complexe, de la logique linéaire.

L’intérét principal de cette traduction est qu’elle fournit une simulation compléte du
A-calcul. Pourtant, elle posséde plusieurs inconvénients.

Le premier est qu’elle nécessite encore de la structure externe au calcul : la boite. Il
s’agit d’'une opération agissant formellement sur les réseaux, de sorte que, pour chaque
réseau m, on a autre réseau [lr qui est différent du précédent. On n’a donc pas une
structure décrite de maniére équationnelle, similaire & celle de Burroni pour les opérades
cartésiennes.

Le deuxiéme inconvénient provient de la forme des régles : la boite est utilisée pour
en définir certaines, comme celle donnant 'action de la contraction (qui correspond a
un duplicateur). Ainsi, on a une quantité infinie de régles, dont certaines sont, qui plus
est, globales, c’est-a-dire qu’elles ne sont pas définies seulement sur une partie limitée du
réseau mais sur tout le réseau. C’est le cas de la régle de duplication, ce qui oblige & avoir
une opération de duplication globale des réseaux, comme dans le cas de la réécriture de
termes. Ce dernier probléme est un frein conséquent a I'utilisation du parallélisme dans
la réduction des réseaux de preuves.
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6. Vers une présentation diagrammatique du A-calcul ?

Un moyen de remédier a cela consiste a réutiliser le calcul de Lamping pour supprimer
les boites. Ceci a été fait dans [AGL92|. Cependant, on en revient & une présentation
ayant une infinité de générateurs et de relations.

Une piste intéressante est celle du calcul des structures, développé par Alessio Gu-
glielmi, voir [GSO01]. Son principal intérét est que 'on peut décomposer des régles non
locales de MELL en régles atomiques. Ceci, combiné a la définition de réseaux de preuves
pour le calcul des structures, pourrait permettre de se restreindre a4 une présentation finie,
sans boite.

6.5 Une présentation d’opérades associée au )\-calcul ?
P p

Nous allons évaluer ici la possibilité de simuler complétement le A-calcul a I’aide une
présentation d’opérade. On veut expliciter deux types d’opérations externes au calcul : la
gestion des ressources et la substitution.

6.5.1 Une opérade souveraine pour le A-calcul linéaire

Regardons, dans un premier temps, le cas du A-calcul linéaire : ces termes n’ont pas
besoin de gestion des ressources pour étre réduits, ce qui permet de se concentrer sur les
opérations de substitution.

Commencons par définir ce qu’est le A-calcul linéaire. On limite I’ensemble des -
termes a ceux qui sont dits linéaires et définis comme suit :

Définition. Un A-terme f est dit linéaire si les deux conditions suivantes sont remplies :

1. pour tout sous-terme de f de la forme u(g, h), les variables libres de g et de h sont
distinctes;

2. pour tout sous-terme de f de la forme Az.g, le terme ¢ contient une et une seule
occurence libre de la variable z.

On note Ay 'ensemble des termes linéaires du A-calcul. ¢
On démontre aisément que :

Lemme 6.2. Si f est un A-terme linéaire et que g est un A-terme tel que f —4,9, alors
g est linéaire.

Notre but est alors de simuler ’ARS (A7, —;,) a4 ’aide d’une présentation d’opérade
(A, R). Comme ’ont montré les travaux de Burroni et de Lafont dans d’autres cas, la pre-
miére étape de cette démarche est de trouver une présentation équationnelle du A-calcul
linéaire, c’est-a-dire une présentation d’opérade (A, R) ainsi qu’une injection de A;/=,,
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dans LA/ =g. L’étape suivante consistera a essayer de trouver une présentation conver-
gente de LA/ =;.

Pour I'instant, nous allons nous contenter de proposer un candidat pour (A, R) et de
discuter de la possibilité de lui trouver une présentation convergente.

Dans le A-calcul, on a deux opérations : 'application u et I'abstraction A. L’applica-
tion semble se comporter comme un opérateur classique de la réécriture de termes : par
exemple, les substitutions se propagent dans ses sous-termes sans étre modifiées; on va
lui associer un opérateur u: 2 — 1 classique.

En revanche, ’abstraction est essentiellement différente : d’une part, une de ses en-
trées recoit uniquement des variables; d’autre part, les substitutions ne se propagent pas
normalement & travers une abstraction. Pour le premier probléme, on va colorier avec
des couleurs différentes 'entrée "termes" et ’entrée "variables" de ’abstraction. Pour le
second, on va propager les substitutions par un autre chemin, via des opérateurs non al-
gébriques spéciaux : ’évaluation et la coévaluation, données par une structure souveraine.

Pour une étude trés compléte des catégories munies de structures similaires, on pourra
se référer a [Mal95|. Pour la suite, il nous suffit cependant de donner la définition suivante :

Définition. Une catégorie monoidale stricte (C,®,*) est dite souveraine (stricte) si,
pour tout objet z de C, il existe un objet z° dans C, appelé le dual de x, ainsi que deux
fleches 1, : 2° @ x — x et v, : x —> = ® x°, vérifiant :

- (29)° =;

-k =xet N, =Y. = %]

(T®n) 0 (Ve ®x) =z}
- (7 ® 2°) 0 (2° ® ) = 2°.

¢

On propose alors comme candidat ’opérade symétrique souveraine librement engen-
drée par la signature réduite & deux fléeches p : t® ¢t — tet A : t® 1 — t, avec
la dualité engendrée par t° = [. Cette opérade admet une présentation (A, R) que nous
allons donner. La signature A est constituée de douze fléches :

A° ue

[ A I l®l)7'll

w(t®t t t®l
A

0=t
e
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6. Vers une présentation diagrammatique du A-calcul ?

Les deux opérateurs A et p correspondent aux constructeurs de l’ensemble des A-
termes (formels) : p a l’application et A a 1’abstraction. Notons que les deux arguments
de )\ sont ici inversés et ce pour des raisons de simplification de la relation correspondant
a la B-réduction. Les opérateurs 7, et -, jouent respectivement le role d’une évaluation
et d’'une coévaluation. Les fléeches duales A\° et p° peuvent étre vues comme des termes
en cours d’évaluation. La figure 6.1 donne une représentation graphique des fléches de la
signature A.

C
D
X

T
Xy

F1G. 6.1 — Représentations graphiques des douze fleches de la signature A.

Les relations ressemblent a celles de I’opérade des enchevétrements orientés, bien qu’en
nombre inférieur étant donné que 1’on ne considére qu’un type de croisement entre deux
brins donnés. On définit R comme ’ensemble des 35 relations :

B. po(AQ1)=tQmn;
E. do(p®l)o(t®@v) =t;
Y- oy =0;
Yellz- (T @ My) o (7, ® x) = x pour tout z € {t,(};
NeVe- (e ® 2°) 0 (2° ® 1) = x° pour tout = € {t,1};
TTe Mt © Tie = s
VT T OVt = Vs
STY. Tyz © Ty = T @ y pour tous z,y € {t,{};
62yz. (2QTgy)0 (T4, ®Y)0(2®Ty,) = (T4, ®T) 0 (Y@ Ty, ) 0 (Tay ® 2) pour tous z,y, z € {t,1};
pa. Tz o (p®x) = (@ p) o (Tiy ® 1) o (t ® 7yy) pour tout x € {t,l};
M. Tz 0 (A®1z) = (@A) o (1, ® 1) o (t ® 7y) pour tout x € {t,1};
pn. no(l@p)=mo(l®@m®t)o (L ®t®1);
A o (I@AN) =no(l@n®t) o (N ®IRT);
Nay- (e ®Y) o (2°® Ty) = (Y ® Nx) © (Taoy ® x) pour tous z,y € {t,1};
Yo (T ® Tyoy) 0 (V2 @ Y) = (Tyz ® 2°) 0 (y ® 7,) pour tous z,y € {¢t,1}.
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U N | oo

B E

|
i
=

—
E—

O
2

=5

TR
ﬂﬁﬂdﬁ%

o 20C
|

{j J — @
FI1G. 6.2 — Les 35 relations de R sont obtenus en coloriant de toutes les maniéres possibles ces dia-
grammes.

La figure 6.2 montre une version graphique de ces relations. Notons que la présen-
tation n’est pas minimale puisque, par exemple, 1° est définissable a partir des autres
générateurs.

Il semble possible de traduire les A-termes comme des fléches de LA. La figure 6.3
montre des exemples de traductions et la figure 6.4 comment 1’équivalence

(Azy.zy)(Nz.2) =5, Az

se traduit sous forme d’égalité entre des fleches paralléles de LA/R. Cependant, avant
de chercher une présentation convergente de cette opérade, ou méme de formaliser ces
traductions, nous allons discuter de deux problémes majeurs qui seront rencontrés.

259



6. Vers une présentation diagrammatique du A-calcul ?

s @

F1G. 6.3 — Exemples de traduction de Az.x, & gauche, u(z2, 1), au milieu, et Azy.yz, a droite.

Pl -

F1G. 6.4 — Exemple de traduction d’une Bn-équivalence dans LA/R.

6.5.2 Un premier probléme : les fléches inutiles

Le premier inconvénient d’une telle traduction est la quantité de fleches de LA/R qui
ne correspondent pas & des A-termes linéaires. Il y avait déja de nombreuses fléches, dans
Popérade présentée par (3¢, R¢), ou (X, R) est un systéme de réécriture de termes, qui
ne correspondaient pas a des termes mais a des familles de termes : pour toute fleche f
dans £Y¢(m,n), son image dans T est un n-uplet de termes :

(filxe, o Tm)y e fal(T1y -y Tm))-

Cependant, ici, la situation est bien pire, puisque ’on obtient des fléches qui n’ont au-
cune interprétation possible relativement aux A-termes. La figure 6.5 montre deux telles
fléches, parmi celles qui sont les moins éloignées de A-termes.

M _ = 3

FIG. 6.5 — Deux fleches de £A qui ne sont pas des A-termes.
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6.5. Une présentation d'opérades associée au A-calcul ?

La premiére fleche semble correspondre au A-terme (Az.z1)(xzo); par contre, au lieu
de se réduire en x1, on obtient une fleche que I'on peut difficilement interpréter : en ef-
fet, le A lie le x présent dans l'argument, ce qui fait que l'application de A\z.z; & xzo
donne (zx9)[z := xx,].

La seconde fléche est un peu moins étonnante, dans le sens ou elle est plus proche
d’un A-terme, bien que l'on retrouve le méme phénoméne : elle semble correspondre
a z((Az.x1)xe) mais on, encore une fois, le A lie la variable z qui est a I'extérieur du
terme. Cette fois, il n’y a plus d’application en boucle, et on obtient, aprés réduction,
lexpression zox; (et non pas zx; comme aurait di se réduire le A-terme de départ).

On peut considérer que I’on obtient une extension du A-calcul linéaire, ¢’est-a-dire une
version 2-dimensionnelle pouvant décrire des termes que le A-calcul ne peut appréhen-
der. Cependant, dans le but d’obtenir une représentation fidéle du A-calcul, ot 'on peut
comprendre sa nature algébrique, ce n’est pas satisfaisant.

6.5.3 Le probléme majeur : I’extension au A-calcul

L’autre probléme que nous soulevons est bien plus grave que celui du paragraphe pré-
cédent. En effet, si 'on décrit la substitution a l'aide d’une structure souveraine, on va
vouloir, pour obtenir le A-calcul tout entier, la mélanger avec les opérateurs de gestion
des ressources que nous avons déja étudié.

On s’achemine donc vers la recherche d’une présentation convergente d’une opérade
cartésienne souveraine :
Définition. Une opérade est dite cartésienne souveraine si elle posséde a la fois une
structure souveraine et une structure cartésienne. ¢
Cependant, on arrive rapidement & :
Proposition 6.3. La seule opérade cartésienne et souveraine est l'opérade terminale, qui

posséde exactement une fleche entre chaque couple d’objets.

Démonstration. Soit C une opérade I'-colorée cartésienne souveraine. Soit f une fléche
de z vers y, avec x,y € (I'). Alors :

f=Wen)o(rn®f).
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6. Vers une présentation diagrammatique du A-calcul ?

Or n, est une fleche de y° ® y vers 0. Cependant, comme C est cartésienne, il n’existe
qu’une telle fleche : €40 ® £,. On obtient donc :

f=Wemn)o(r®f)
:(y®5y"®5y)o(7y®f)
=€, @ €.

Donc toutes les fléches © — y sont égales. &

Ainsi, toute interprétation des A-termes dans une telle opérade les identifierait tous.

Il est cependant certainement possible de trouver une présentation qui n’est pas une
simulation compléte, pour la raison que nous venons de donner, mais dans laquelle on peut
traduire les termes et les réduire a ’aide d’une stratégie bien choisie, qui évite les écueils
liés & des problémes de confluence. Par exemple, les figures 6.6 et 6.7 donnent un candidat.

TEYNno A Y1y

vl A n Y T 0 € 0 € 0° €2 d° ¢g°

Xy t t | | t t | |

F1G. 6.6 — Une signature a 16 générateurs.

Cette présentation posséde des défauts de confluence, comme celui qui est décrit par
la figure 6.8.

Ce défaut n’a pas été choisi au hasard : il s’agit du probléme, déja noté par Lamping,
de savoir si deux duplicateurs se correspondent ou non. Si I'on compléte la présentation
pour faire disparaitre ce défaut, toutes les fléches paralléles deviendront alors équivalentes.
Donc deux A-termes ayant les mémes variables libres seront identifiés par la traduction.

Dans les calculs déja mentionnés, ce probléme est résolu par divers moyens :

- dans le calcul de Lamping, les duplicateurs sont indexés, mais ’on crée ainsi une
infinité de générateurs et de régles;

- dans les réseaux de preuves, on introduit la boite et on duplique chaque boite d’un
coup, mais on n’a plus de régle de duplication atomique;

- dans les réseaux d’interaction, on code ou on décode les termes pour éviter ce pro-
bléme, mais on perd la possibilité de simuler toutes les réductions possibles.
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6. Vers une présentation diagrammatique du A-calcul ?

FI1G. 6.8 — Le défaut de confluence majeur de la présentation.

Proposons ici aussi un palliatif. On peut séparer les régles en deux groupes que ’on
fait agir 'un apres ’autre : I’'un s’occupe des duplications, l'autre de la normalisation des
termes. Les deux régles qui crée le probléme de confluence sont alors séparées, de sorte
que ’on ne peut jamais appliquer les deux au méme moment. Notons ici l'intérét d’étre
dans une catégorie monoidale et non dans un graphe : les opérateurs ¢ et 6° sont distincts,
de sorte qu’ils peuvent réagir a des régles différentes.

Nous avons déja remarqué que cette solution est peu satisfaisante dans le but de fournir
un modéle algébrique pour le A-calcul. Il faut ajouter a cela que, méme si ’on résout les
problémes de confluence en conditionnant ’application des régles, la terminaison est loin
d’étre évidente a prouver. Par exemple, les régles impliquant les opérateurs 7 et y rendent,
pour la plupart, impossible I'utilisation de la technique élaborée en 3.7.
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6.6 Vers une dimension supérieure

Il semble que l'interprétation du A-calcul a I’aide d’une présentation d’opérades, c’est-
a-dire avec des termes de dimension 2 et des relations de dimension 3, soit vouée a 1’échec.
On peut cependant se poser la méme question en dimension supérieure.

A ce jour, I'interprétation la plus fidéle du A-calcul reste celle de Lambek et Scott, que
lon trouve dans [LS86]. Il y est montré une équivalence entre les A-calculs typés (avec
structure additionnelle) et les catégories cartésiennes fermées, structure qui traduit par-
faitement I’application et ’abstraction du A-calcul. Dans le cas non typé, le A-calcul (avec
structure additionnelle) s’identifie au C-monoide initial. Notons que ce n’est pas la méme
interprétation que celle utilisée pour les calculs de substitutions explicites, notamment
celui de annexe B.

Cependant, comme dans le cas d’une catégorie cartésienne, il est loin d’étre évident
d’obtenir une représentation graphique des fleches d’une catégorie cartésienne fermée.
Ainsi, un programme de recherche intéressant consiste & obtenir un résultat similaire
a celui de [Bur93] pour les catégories cartésiennes fermées, c’est-a-dire une caractérisa-
tion équationnelle de la structure. Ce serait en effet le premier pas vers une présentation
convergente de la structure de catégorie cartésienne fermée. Il reste a déterminer quel type
d’objets ces présentations définieraient.

On peut donner un début de réponse en faisant une constatation. Les problémes que
nous avons rencontrés sont liés au fait que I'opérateur \ était interprété comme un opéra-
teur du méme type que les autres : de dimension 2, & 2 entrées - éventuellement colorées
- et 1 sortie. Or, il serait certainement plus fidéle de le considérer comme un opérateur
prenant une 2-fléeche avec une entrée et une sortie et en rendant une avec 0 entrée et 1
sortie. Ainsi, ce nouvel opérateur A ne vivrait plus en dimension 2 mais 3.

Cette constatation n’est cependant que le début d’une longue piste a explorer. *
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Annexe A

Opérades et autres structures de
I’algébre universelle

A.1 Opérades et opérades classiques

Nous allons examiner plus précisément en quoi les opérades généralisent les opérades
classiques. Commencons par rappeler la définition de ces derniéres, telle que donnée par
Peter May dans [May72|.

Définition. Une opérade (ensembliste unitaire) classique P est la donnée :

1) d’une famille (P,),en- d’ensembles;
2) pour tout n € N*| d’une action a droite de &,, sur P, ;

3) pour tout n € N* et tous i; ...4, € N*, d’une application
C:Pn X Py X X Py — Pyt

qui vérifient les axiomes suivants :

Associativité : pour tous n, i;...%,, Ji,1---J14; ---Jn,1---Jni, dans N*, le diagramme
suivant commute :

cxid
Pr X Py X - X Py, X Pjp X=X P Piygogin X Pjyy X oo X Pj

n,in

n,in

tdxc” @ c

Pp, X Pj1,1+"'+j1,i1 Xoeee X Pjn,l+"'+jn,in c Pj1,1+---+jn,in ;
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Identité : il existe un élément 1 € P; tel que, pour tout f € P,, on a :

1of:fo(1,...,1)=f;

n fois

Equivariance : pour tous f € P, g1 € Pi,...gn € P;,, 0n a:

—pouroc € G,, f7o (g(,(l),...,gg(n)) =fo (gl,...,gn)a , ol 0* € G; 1.y, agit
par permutation des blocs;
01...0n, .
—pouro; €6;,...0,€6,,, fo (g"l,...,g””) :fo(gl,...,gn) P ot oy ... op
est ’élément de &;, +...4;, obtenu par juxtaposition des permutations oy, ..., o,.

Les opérades classiques et leurs morphismes, définis de facon évidente, forment une
catégorie notée Q. Nous allons montrer qu’il s’agit d’une sous-catégorie pleine de la caté-
gorie P des PROP, elle-méme étant une sous-catégorie de celle des opérades, comme nous
le verrons plus loin .

¢

Proposition A.1. La catégorie Q est isomorphe a une sous-catégorie pleine de P. Plus
précisément, il existe des foncteurs L: QO — P et : P — O tels que U o L = idyp.

Cette proposition signifie que les PROP, et par conséquent les opérades, sont bien
une généralisation des opérades classiques. On peut s’en persuader ainsi : une opérade
classique ne contient que des opérateurs de valence (n, 1), alors que ceux des PROP et
des opérades peuvent avoir n’importe quelle valence (m,n).

Démonstration. Soit P une opérade classique. On pose LP(n,1) = P, et :

LPn,m)=( J[ (Pux %P, )x6Gn.

ni+--+nm=n

On définit la composition dans LP ainsi : si fi € P,y -y fin € Prs 91 € Prngs - - -
9p € Py, 0 € Gy, T € G,

(91---9p37) © (f1--. fm;0)
= (gl © (ftf—l(l) s ftf_l(m1)) ---GpO (fo_l(m—mp—i—l) < ftf—l(m)) ; T) .

Le produit de LP est donné par : pour (f;...fn;0) dans LP(n,m) et (g1 ...947)
dans LP(p, q),

(fioo fm;0)®(g1---957) = (fr--- fms91--.94507).

Enfin, lidentité de n est (1...1;ids, ).

n fois
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Réciproquement, soit C un PROP. On pose UC, = C(n,1). L’unité de l'opérade
classique est id;. Ensuite, la composition est donnée par : si f € UC,, ¢ € UC,,, ...,
gn € UC;, alors :

folg--gn)=fo(01® - ®gn).
L’action de &,, est donnée par : f7 = f o X¢(0). O

A.2 Opérades, PRO et PROP

Nous allons examiner ici des critéres caractérisant les opérades qui sont des PRO ou
des PROP. Rappelons la définition de [ML65] :

Définition. Un PRO est une petite catégorie monoidale dont les objets sont les entiers
naturels et telle que la restriction aux objets du produit mononidal coincide avec I’addition
des entiers. Un PROP est un PRO qui est symétrique en tant que catégorie monoidale. ¢

On déduit de la définition :

Proposition A.2. Les PRO sont les opérades monochromes et les PROP sont les opé-
rades monochromes symétriques.

Il n’y a donc pas besoin de critére pour les PRO. En ce qui concerne les PROP, on les
caractérise de maniére équationnelle. On note, pour toute catégorie C, o ’endofoncteur
de symétrie C?> — C? associé au produit cartésien des catégories, c’est-a-dire qui est
défini par oc(z,y) = (y,z). Si, de plus, C est monoidale, on note ®” la composée du
produit tensoriel avec o¢, c’est-a-dire que  @”P y =y ® x.

On démontre le résultat général suivant :

Proposition A.3. Soit C une catégorie monoidale stricte. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) La catégorie C est symétrique.

2) Il existe un morphisme fonctoriel T : @ — ®° dont les composantes vérifient :
~ Tya O Tay = T ® Y, pour tous x et y objets de C ;
~ (14, @) 0 (Y® Ty ) 0 (T y @ 2) = (2@ Ty) © (Tw, ®Y) 0 (x ® Ty ,), pour tous x,
y et z objets de C;

3) La catégorie C contient une fleche
Ty " TQY — Y

pour tous x et y objets de C, de telle sorte que les relations suivantes soient satis-
faites :
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~ Tyx O Tay = T @Y, pour tous x et y objets de C ;

~ (1, ®92) 0 (YR Tz) 0 (Tay @ 2) = (2@ Tay) © (T, ®Y) 0 (T @ Ty,,), pour tous ,
y et z objets de C ;

-~ Ty, 0 (f®2) = (2® f) o Tps, pour tous x, y et z objets de C et toute fleche

fel(x,y).

Démonstration. L’équivalence entre les deux premiéres assertions est donnée par la défi-
nition d’une symétrie. L’équivalence entre les deux derniéres est donnée par la définition
d’un morphisme fonctoriel. &

D’ou :

Corollaire A.4. Une opérade monochrome C est symétrique si et seulement si elle
contient une fleche T : 2 — 2 vérifiant les relations suivantes :

5. ToT =2,
6. (T®1)o(1@T)o(t®1)=(1®@7)0o(T®1)0o(1®7);
ainsi que, pour tous entiers m et n et toute fleche f € C(m,n) :

frl. 710 (f®1)=(1® f) o (Tm1)-

Les fléches 1,1 sont définies par récurrence sur n, en posant o1 =1 et 711 =T puis :
Tnt1,l = (T, 1 ® 1) 0 (R ® 7).

Démonstration. Si C est symétrique, on obtient, en utilisant le 3 de la proposition A.3,
une fléche

n-m@n-—nem,

pour tous entiers m et n. On vérifie alors que l'on a bien 75; = 1 et, qu'en
posant 7 = 7 1, on obtient, par récurrence sur n :

Tot11 = (Th,1 ® 1) 0 (R ® 7).

Les relations 5, 6 ainsi que les f71, pour f fléeche de C, sont des cas particuliers de
celles données dans le point 3 de la proposition A.3.

Réciproquement, si C contient une fléeche 7 vérifiant les relations 5, 6 et f71 pour
toute fleche f de C, on définit les fleches 7,,,,, par récurrence sur m et n. On commence
par To0 = 0, puis 1o =791 = 1, 711 = 7, puis :

Totin = (Tmpn @ 1) 0 (M @ 715)
T+l = (1 @ Trmn) © (Tin1 @ 1).
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La vérification des relations du point 3 de la proposition A.3 se fait ainsi :

~ POUT Ty O Ty, = M @ N @ par récurrence sur m et n;

— pour (7, ®m) 0 (N Q Tinp) © (T ®P) = (P Timn) © (Trnp @n) 0 (M Q T,,) : par
récurrence sur m, n et p;

— pour 7,0 (f®p) = (p® f) © Ty : par récurrence sur m, n et p.

¢

A.3 Opérades et théories algébriques

Ici, nous allons rappeler un résultat de [Bur93|. Commencons par la définition suivante,
issue de |Law63] :

Définition. Une théorie algébrique est une petite catégorie cartésienne dont les objets
sont les entiers naturels et telle que la restriction aux objets de la partie fonctorielle du
produit cartésien coincide avec ’addition des entiers. ¢

On en déduit immédiatement que :
Proposition A.5. Les théories algébriques sont les opérades monochromes cartésiennes.

On note, pour toute catégorie monoidale C, As : C — C la composante en C de
la diagonale associée au produit cartésien de catégories, composée avec le produit de C,
c’est-a-dire que A est défini par A¢(x) = z ® z. On pose aussi ¢ : C — C la fléche
terminale C — *, ol * est la catégorie avec un seul objet et une seule fléche, composée
avec I'unité de C, c’est-a-dire que *¢ est défini par *¢(x) = *, oul * est 'unité de C. Nous
avons le résultat général suivant :

Proposition A.6. Soit C une catégorie monoidale stricte. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) La catégorie C est cartésienne.

2) Il existe des morphismes fonctoriels 0 : ide — Ac et € : ide — *¢ dont les
composantes vérifient les équations suivantes :
— & =%,
- (2®eyQe; @Y) 0y =2 ® Y, pour tous x et y objets de C.
3) La catégorie C contient des fleches &, et e, pour chaque objet x de C, de telle sorte
que les équations suivantes soient vérifiées :
Py
- (2Q®eyQe; ®Y) 09y = @Y, pour tous x et y objets de C ;
~(Y®z) 0Tay = (Tuy ®x) 0 (X @ Tyy) © (0 ® Y), pour tous = ety objets de C ;
-~ (Y®ey) 0Tyy =€, ® Y, pour tous & et y objets de C.
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4) Il existe des morphismes fonctoriels T : @ — Q% § : ide —> Ac et € : ide — *¢

dont les composantes vérifient les équations suivantes :

- (6, ®2x) 0 () = (x ® ) 0 Iy, pour tout objet x de C ;

~ (e, ® x) 0§ = x, pour tout objet x de C ;

— 75 00, = 0, pour tout objet x de C;

~ Tya O Tay = T ® Y, pour tous x et y objets de C ;

~ (14, @) 0 (Y® Ty ) 0 (Tpy @ 2) = (2@ Tyy) © (Tw, ®Y) 0 (x ® Ty ), pour tous x,
y et z objets de C;

~ (Y ®0;) 0 Tay = (Tuy @ T) 0 (T ® Tyy) 0 (6, ® y), pour tous x et y objets de C ;

~ (Y®ey) 0Tyy =€, @Y, pour tous = et y objets de C.

5) La catégorie C contient des fléches T,,, pour tous x et y objets de C, et (0) et (g4),
pour tout objet x de C, de telle sorte que les équations suivantes soient satisfaites :
- (0, ®x) 0 () = (z ® d) 0 Iy, pour tout objet x de C ;
~ (e, ® ) 09, =z, pour tout objet x de C ;

— T4 00, = 0, pour tout objet x de C;

~ Tyz O Tay = T @Y, pour tous v et y objets de C;

~ (14, @) 0 (Y® Ty ) 0 (Tpy @ 2) = (2@ Tyy) © (7w, ®Y) 0 (x ® Ty ), pour tous x,
y et z objets de C ;

~(Y®0z) 0Tyy = (Tay ® ) 0 (T @ Tyy) © (6 @ Y), pour tous x et y objets de C ;

- (Y ®ey) oTyy =€, ® Y, pour tous x et y objets de C;

— gy 0 f = ¢y, pour tous x et y objets de C et toute fleche f € C(x,y) ;

—d0yo f=(f®f)ody, pour tous x ety objets de C et toute fleche f € C(z,y);

-~ Ty, 0(f®2) = (2® f) o Tyys, pour tous z, y et z objets de C et toute fleche
fel(z,y).

Remarque. Dans [Bur93|, Albert Burroni avait déja montré ’équivalence entre les as-
sertions 1, 2 et 3.

Démonstration. 1’équivalence entre les assertions 1 et 2 est donnée par la définition de
catégorie monoidale cartésienne : il suffit d’expliciter les morphismes fonctoriels corres-
pondant aux adjonctions entre le produit et le foncteur diagonal, d’une part, et 'unité et
le foncteur terminal, d’autre part. L’équivalence entre 2 et 3 est, par suite, donnée par les
diagrammes associés a ces morphismes fonctoriels.

Puis, on montre I'équivalence entre 2 et 4 : dans le sens 2 implique 4, on définit le
morphisme 7 en donnant ses composantes :

Toy = (€2 QYR T ®Y) 0 bzgy.

Le fait ces fléches soient les composantes d’un morphisme fonctoriel découle de cette
définition, de méme que les relations & vérifier. Réciproquement, on obtient les relations
de 2 en manipulant celles de 4. Enfin, ’équivalence entre 4 et 5 est donnée par la définition
de morphisme fonctoriel. O
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On déduit de ce résultat :

Corollaire A.7. Une opérade monochrome C est cartésienne si et seulement si elle
contient trois fleches 7 : 2 — 2, 0 : 1 — 2 et ¢ : 1 —> 0 qui vérifient les équations
suivantes :

1. (6®1)od=(1®0d)0d;

(e®1)od=1;
Tod=90;
TOT =2

(T®1)o(1®T)o(t®1)=(1Q7)o(t®1)0o(1®7);
1®d0)or=(T®1o(1RT)0(0®1);
(1®e)oT=e®1;

© RS &

ainsi que, pour tout entier n et toute fleche f € C(n,1) :

fo. b0 f=(f®f)odn;
fe.eof=¢";

frl. 7o (f®1) =>(1® f)oTp:.

On a utilisé les notations suivantes :
~ pn :2n — 2n est la fleche définie, par récurrence sur n, par pg = 0, puis

pri1=(1®p,®1)o(1@T"®1);
— 0p :m — 2n est la fleche p, o 6™ ;
— pour T, :n+1 — n+1, on procéde de nouveau par récurrence sur n : Toq = 1
puLs
Tn+1,1 = (7' ® ’fl) e} (1 X Tn,l)

Démonstration. Si C est cartésienne, on utilise le point 5 de la proposition A.6, spécialisé
dans le cas d’une opérade monochrome. On définit les trois fléches par :

T =T1,1, 5:51, £ =¢£1.

On vérifie que 69 = 0, 190 = 0 et 719 = 1 puis, par récurrence sur n, que :

677, :pn05"
Tn—|—1,1 = (T ® ’I’L) O (1 ® Tn,l)-
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Les relations du corollaire sont alors des cas particuliers de celles du point 5 de la
proposition A.6.

Réciproquement, on construit les trois familles de fléches du point 5 de la proposi-
tion A.6. On pose, pour tout n, £, = ", ainsi que :

50 = 0, 61 = 6, To,0 = 0, T1,0 = To,1 = ]., T, =T.

Puis, on définit d,, et 75, 1, par récurrence sur n, comme dans I’énoncé du corollaire A.7.
Toujours par récurrence sur n, on pose :

Tins1 = (M®T)o0 (11, ®1).

Enfin, par récurrence sur m et n :

Tmtin = (Tmpn @ 1) 0 (M @ T1.)
Tmnt1 = (1 @ Trmn) © (Tin,1 @ 1).

Les relations du point 5 de la proposition A.6 s’obtiennent par des récurrences sur les
entiers apparaissant en indice des fléches 7,5, ,,, 0, €t €, utilisées dans I’écriture de chaque
équation.

¢
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Annexe B

Présentation du (-monoide initial et
A-calcul avec substitutions explicites

L’objectif de cette voie est d’associer au A-calcul un systéme de réécriture de termes,
éventuellement avec plusieurs sortes, qui explicite, au niveau du calcul, les subtitutions. Il
existe de nombreux systémes de réécriture construits dans ce but ; citons principalement
le tout premier d’entre eux : le Ao-calcul.

En général, les termes de ces systémes de réécriture sont les A-termes en notations
de de Bruijn : on remplace les variables par des entiers - nous verrons comment dans la
suite. L’intérét principal est que chaque classe d’a-équivalence posséde une seule écriture
en notations de de Bruijn : on évite ainsi tous les problémes provenant de la notion de
variable liée.

Mais cette notation posséde un autre avantage : grace a elle, on peut exprimer les
substitutions (d’une variable par un terme) de maniére simple. Ainsi, le Ao-calcul a pro-
posé d’inclure les substitutions dans le calcul : elles deviennent ainsi des termes du calcul
et leur propagation dans les A\-termes est décrite par des régles de réécriture, adjointes a
la -réduction.

Dans ces calculs, les substitutions apparaissent clairement et leur action n’est plus
décrite de maniére externe au calcul, d’otl le nom générique de calculs de substitutions
explicites. Nous allons voir que le Ag,-calcul est un fragment du C-monoide initial, propo-
ser un systéme de réécriture de termes (avec une sorte) pour (une partie de) la structure
de C-monoide et montrer que ce calcul ne posséde malheureusement pas toutes les pro-
priétés que 'on souhaite.
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B.1 La structure de C-monoide

L’ensemble A/ =3, des A-termes modulo la congruence engendrée par les relations de
et d’n-conversion posséde une transcription algébrique : il est inclus dans le C'-monoide
initial.

Définition. Un C'-monoide est un ensemble M avec trois éléments distingués p, ¢, 1,
muni d’applications A\ : M — M et x,v,u : M? — M vérifiant les égalités suivantes,
pour tous x,y,z € M :

A. x est associative : (z*xy) x 2z =2 * (Y * 2) ;

et

17 neutre & gauche pour * : i xr = x;

17 neutre a droite pour * : x x7 = x;

p est la premiére projection pour 7 : px y(x,y) = x;

q est la seconde projection pour vy : ¢ *y(z,y) = y;

cohérence de v avec les projections p et ¢ : y(p,q) = i;

 est distributive a droite relativement a v : y(z,y) *x 2 = y(T * 2,y * 2) ;
* est distributive a droite relativement & p : u(x,y) x z = u(x * 2,y x 2) ;
. régle de commutation de A et * : A(z) xy = Az *v(p,y *q)) ;

. B-conversion : u(A(z),y) =z xy(y,i);

. m-conversion : A(u(z * ¢,p)) = x.

MW s 20 Ty

¢

Il existe une notion de C-monoide librement engendré par un ensemble X. Dans le
cas ou X = (), il existe une injection de I’ensemble A/ =g, dans le C-monoide initial ; ce
sera évident plus loin. Cependant, 1'existence d’une présentation par signature et régles de
réécriture, possédant les mémes propriétés que le A-calcul, de ce C-monoide initial reste
une question ouverte ; en fait, il est conjecturé qu’il n’en existe pas. On ne peut donc pas
trop espérer de cette voie pour associer une présentation d’opérade au A-calcul.

B.2 Le systéme de réécriture K

B.2.1 Signature et régles de réécriture de K

La signature ¥ de K contient sept éléments : trois en degré 0, ¥(0,1) = {p,q,i}, un
en degré 1, ¥(1,1) = {\}, et trois en degré 2, ¥(2,1) = {x,, u}.
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On construit ’ensemble 7" des termes de maniére classique :
1. On commence avec T° = V 11 {p, q,1}.
2. Si tous les T*, k < n, sont construits, on pose :
- T)\"Jrl =T", dont les éléments sont notés A(a) ou juste Aa.
- Tt = ( Ho<k<n T 1 T’“) 11 ( Ho<k<n TF 11 T"), dont les éléments sont
notés a * b.
- T;LH = ( Mo<p<n, T 1 T’“) 1T ( Mo<p<n TF 1T T"), dont les éléments sont
notés y(a, b).
- T = ( Mo<p<n, T 1 T’“) 11 ( Mo<k<n TF 1T T"), dont les éléments sont
notés u(a,b).
Puis : Tn—l—l — T;H—l 11 Tn—l—l 11 Tn+1 11 Tn—l—l
: * % oo
3. On pose T = I,,eNT™.

On définit le degré d’un élément, les contextes, les substitutions, etc. comme habituel-
lement en réécriture de termes.

Les régles de réécriture sont données ainsi, avec a, b, c des variables arbitrairement
choisies (deux & deux distinctes cependant) :

(axb)xc —, ax(bxc)
1kQ — Q
axt —, a
pxvy(a,b) —p a
g*vy(a,b) —g b

<.

v(p,a) —
v(p*xa,gxa) —x a
v(a,b) xc —, y(a*xec,bxc)
pla,b) xc —y  u(a*c,bx*c)
AMa)xb —, Aaxvy(p,bxq))
p(A(a),b) —p axv(b,i)

Cette présentation est obtenue a partir de celle du Ao-calcul, en identifiant les deux
sortes, t = s, et deux opérateurs, * = o. Pour référence ultérieure, on notera Ky la réunion
de toutes ces relations a I'exclusion de L et B, K = Ky U{L} et KB = K U {B}. On
note K = (X, KB). On va montrer que K termine et que K B est confluente.
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Cependant, ces régles ne permettent pas ’application des méthodes usuelles :

- la régle L empéche d’utiliser un ordre lexicographique ou une interprétation poly-
nomiale pour prouver que K termine; on va donc montrer que K, termine avec
un ordre lexicographique, puis utiliser une variante de la technique des couples de
dépendance pour obtenir la terminaison de K ;

- la réunion K B ne termine pas : il n’est donc pas possible de prouver sa confluence
grace a la confluence locale et au lemme de Newman; on ne peut pas non plus
utiliser directement la technique d’interprétation de Hardin, voir [Har89|, ni le lemme
de [HY90|, a cause de la régle X, non linéaire & gauche; on va procéder ainsi :
montrer que K termine et est localement confluente (et donc convergente via le
lemme de Newman) puis prouver une technique d’interprétation légérement modifiée
applicable ici et en conclure que K B est confluente.

B.2.2 La relation K; termine

On va munir K d’un ordre lexicographique et montrer que les régles de K sont stric-
tement décroissantes pour cet ordre. On utilisera les résultats suivants - que l'on peut
retrouver, par exemple, dans [BN9§| - pour conclure :

- un ordre lexicographique est un ordre de simplification ;

- un ordre de simplification sur les termes associés a une signature finie est un ordre
de réduction;

- un systéme de réécriture de termes termine si et seulement si on peut le munir d’un
ordre de réduction pour lequel toute régle de réécriture est strictement décroissante.

On munit la signature ¥ de K de l'ordre strict > donné par * > u, * > v et p > 1.
L’ordre lexicographique des chemins induit sur 7', toujours noté >, est alors donné par
récurrence sur le degré des termes. Pour deux éléments a et b de T, on a a > b si et
seulement si 'une de ces conditions est remplie :

a contient un sous-terme strict ¢ tel que ¢ > b;

a=petb=1;

a=ay*ag, b= (b, bs) avec ¢ € {u,v}, a > by et a > by;

a = (a1, as) et b= @(by,by) avec @ € {*,v,u}, a > by et a; > by;

A e

a = (a1, as) et b= @(by,by) avec ¢ € {*,7v,u}, a1 = by et ag > by.

On vérifie :

Proposition B.1. Pour toute régle (I,7) de Ko, on a : 1 > r.
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Démonstration.

A. (a*b)xc > ax(bxc) d’aprés le cas 4. D’une part, (a * b) x ¢ > b* ¢ d’aprés 4 :
(axb)xc>c (1) et axb>b(1). D’autre part, a xb > a (1).

1%a > apar 1.

a*1>a par 1.

p*y(a,b) > a par 1.

g *v(a,b) > b par 1.

v(p,q) >4 par 1 avec p > i (2).
v(p * a,q *a) > a par 1.

Orx QO T =~

v(a,b) * ¢ > y(a *c,bxc) par 3. En effet, y(a,b) * ¢ > a * ¢ avec 4, en notant que
v(a,b) x ¢ > ¢ (1) et que y(a,b) > a (1). Pour les mémes raisons, y(a, b) * ¢ > b * c.
w(a,b

.Z

a,b) xcx > p(axc,bxc) par 3. En effet, u(a,b) xc > ax*c par 4 avec u(a,b) xc > ¢
(1) et p(a, )>a().Dememe,,u(a,b)*c>b*c.
¢

On conclut donc :

Proposition B.2. La relation K, termine sur T.

B.2.3 La relation K termine

On va utiliser les méthodes fournies par la notion de couples de dépendance, introduite
dans [AG00]. Rappelons quelques notions et résultats.

Définition. Soit (X, R) un systéme de réécriture de termes. On appelle racine d’un terme
a 1’élément ¢ de X tel que a = ¢(ay, ..., a,). Un élément de X est appelé symbole défini
s’il est la racine d’au moins une régle de R.

Un couple de dépendance (associé a une régle (s,t)) de R est un couple (s,u) tel qu’il
existe un contexte C vérifiant ¢ = C[u] et tel que la racine de u est un symbole défini.

Une R-chaine est une famille (s;,%;)ier, ou I = {1...n} ou I = N, telle qu'il existe
une substitution f € Sy avec f(t;) —rf(si+1) pour tout i.

¢
Toujours dans [AGO0] :

Théoréme B.3. Un systéme de réécriture (X, R) termine si et seulement si il n’existe
pas de R-chaine infinie.
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Aprés ces rappels, nous allons démontrer une variante d’un résultat de [AGOO] :

Proposition B.4. Soient (X, R) un systéme de réécriture de termes qui termine et (a,b)
une régle de réécriture supplémentaire. On note (a,by), ..., (a,by) les couples de dé-
pendance associés a (a,b) et R = R U {(a,b)}. Supposons qu’il existe une application
|- | : Ty — N vérifiant :

- pour toute régle ou paire de dépendance (s,t) de R et toute substitution f € Sx, on
a|f(s)] > |f()];

- pour toute substitution f € Sy, on a |f(a)| > |f(D)|;

- pour tout i € {1...k} et toute substitution f € Ss, on a |f(a)| > |f(b)];

- pour tout contexte C € Cyx, et tous a,b € Ty, tels que |a| > |b|, on a |C[a]| > |Cb]|.

Alors R termine.

Démonstration. On va montrer qu’il n’existe pas de R-chaine infinie. Remarquons tout

d’abord que, comme les contextes et les substitutions préservent I’ordre, on a, pour tous a
et b dans Ty, :

a —»zb = |a| > |b].
Maintenant supposons qu’il existe une R-chaine infinie (sp,%n)nen : les (Sn,t,) sont

des couples de dépendance de R et il existe une substitution f telle que f(t,) —zf(Sni1)
pour tout n.

En particulier, |f(s,)| > [f(t.)| par hypothése et |f(t,)| > |f(sns1)| d’aprés la re-
marque précédente. Comme R termine, il n’existe pas de R-chaine infinie.

Il existe donc une sous-suite (s, , tk, Jnen de (S, tn)nen telle que s, = a et tg, = b
On a donc :

in "

sk | = lal > by, | = [te,| = -+ = |8k, | = [a].

C’est impossible : il n’existe donc pas de R-chaine infinie, ce qui implique que R
termine.

¢

On va appliquer ce résultat avec R = Kj et (a,b) = L. Reste a construire ’applica-
tion | - | : T — N. Intuitivement, |a| est le nombre de symboles A potentiels dans a.
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On commence par définir une application auxiliaire m : T — N par récurrence sur le
degré des termes :

- m(p) = m(q) = m(i) = m(z) = 1;

- m(A(a)) = m(a);

- m(p(a, b)) = m(a) + m(b);

- m(y(a, b)) = max(m(a), m(b)) ;
- m(a xb) = m(a) x m(b).

La valeur de m(a) est un multiplicateur du nombre de A potentiels dans un terme b
placé dans le contexte a * O0. Pour | - | :

- Il =lg| = |i| = |z[ = 0;

- [Ma) = la[ +1;

- |p(a, b)[ = laf +[b];

- |v(a,b)| = max(|al, |b]);

- laxb| = |a| + m(a).|b|.

On remarque immédiatement que m et | - | sont des applications a valeurs dans N et
que m(a) > 1 pour tout a de T. De plus, il est évident que, si |a| > |b|] et m(a) > m(b),
alors, pour tout contexte C, |C[a]| > |C[b]|. Enfin, si C' est un contexte, alors, pour tout
terme a, |C[a]| > |a| et m(Cla]) > m(a).

Les symboles définis de K sont v (régles G et X) et * (toutes les autres). Déterminons
les couples de dépendance de K :

A. (axb)xcavec ax(bxc)etbxc.
LLJ,P,Q,G,X. Aucune, les membres de droite de ces régles ne contenant pas de symbole * ni ~.
D. v(a,b) *x c avec y(a*c,bxc), a*cet bxc.
M. p(a,b) * c avec a * ¢, b * c.
L. A(a) * b avec a * y(p,b*q), v(p,b* q) et b*q.

En vertu des remarques faites précédemment, il suffit maintenant de prouver que, pour
toute substitution f, les inégalités suivantes sont satisfaites :

- m(f(a)) > m(f(b)) et |f(a)| > |f(b)| pour toute régle (a,b) de Ky;
- m(f(Aa) * b)) = m(f(Ala xv(p,b+q)))) et |f(A(a) xb)| = | f(A(a*v(p,bxq)))|;
- [F(Aa) % b)| > | f(axv(p, b+ q))l.

Lemme B.5. Pour toute régle (a,b) de K et toute substitution f, on a :

m(f(a)) > m(f(b)).
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Démonstration. Remarquons, tout d’abord, que montrer le résultat pour (A) revient a
montrer que m((a * b) * y(c,d)) > m(a * (b * y(c,d))) pour tous a,b,c,d € T, de méme
pour les autres régles et pour les futures preuves.

A. m((a*b) *c) =m(a).m(b).m(c) = m(a* (b*c)).

I. m(i xa) = m(a)

J. m(ax1) = m(a)

P. m(p * y(a, b)) = max(m(a), m(b)) > m(a).

Q. m(g *7v(a,b)) = max(m(a), m(b)) > m(b).

G. m(y(p,q)) =1 =m(i)

X. m(y(p * a,q * a)) = m(a)

D. m(vy(a,b) * ¢) = max(m(a), m(b)).m(c) = m(y(a x ¢,b * c)).
L. m(

(
p(a, b) x c) = (m(a) + m(b)).m(c) = m(u(a *c,bx*c)).
A(a) x b) = m(a).m(b) = m(Aa*y(p,b*q))).

Il ne reste plus qu’a montrer :

Proposition B.6. Pour toute régle (a,b) dans K et toute substitution f, on a :

|f(a)| > £ (D).
De plus, pour tous termes a, b et ¢ et pour toute substitution f, on a :
[f(Aa) % (b, ¢))| > [f(a*~(p,7(bxq)))l.

Démonstration. On fixe a,b,c € T.

A. |(a xb) xc| = |a| + m(a).|b| + m(a).m(b).|c| = |a* (b*c)|.

L. |ixa| =|al.

J. laxi| =al.

P. |p*v(a,b)| = max([al, [b]) > |al.

Q. |g*7(a,b)| = max(|al, [b]) > [b].

G. |y(p,a)| =0=il.

X. |[y(p*a,q*a)| = la|.

D {|fy(a, b) * c| = max(|al, |b|) + max(m(a), m(b)).|c|
|7(a * ¢,b* c)| = max(|a| + m(a).|c|, |b| + m(b).|c|)

Dot |y(a,b) * c| > |y(a * ¢, b*c)|.
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M. |p(a,b) x c| = [a| + |b] + (m(a) + m(b)).c| = [u(a * ¢, b c)].

[A(a) * 0] = 1+ a[ + m(a).[b] = [A(a * v(p, b * q))]
jax(p, bxq)| = [a] + m(a).]b|
D’ott [A(a) *b| — |a*v(p,b*xq)| =1> 0.

On en conclut donc :

Théoréme B.7. La relation K termine sur T.

B.2.4 La relation K est confluente

Puisque la relation K termine et, en vertu du lemme de Newman, il suffit de montrer
que K est localement confluent. C’est le cas si toutes les paires critiques de K peuvent
étre fermées, c’est-a-dire que, pour tout branchement critique b < xa — xc dans 7T, il

existe d € T tel que b —»xd «—c.

La relation K posséde vingt-deux paires critiques ; nous allons voir qu’elles sont toutes

confluentes.

A/A. D’une part :

((a*b) *c) *xd—4(ax*b)* (c*xd)
—aa% (b (cxd)).

D’autre part :

((axb)xc)*xd—4(ax(bxc))*d
—aa % ((bxc) xd)
—aa% (b (cxd)).

A/I. On a:

(1xa)*xb—,ix (axb)
—a *b.

Et :

(1% a)*xb—axb.
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A/J-1. On a:
(a*1)xb—,ax(ixb)
—,a * b.
Et :
(a*1i)*b—,a*b.
A/J-2. On a:
(a*b)*xi—,a* (bx1i)
—,a % b.
Et :
(a*b)*xi —a%b.
A/P. On a:
(p*v(a, b)) * c —=4p ((a,b) x )
—ppxy(a*cb*c)
—p0 % C.
Et :

(p*v(a,b)) x c =pa *c.
A/Q. On a:

(g v(a,b)) x ¢ =aq* (y(a,b) xc)
—pq*y(a*c,bxc)
—ob*c.

Et :
(g *v(a,b)) x c =ob*c.
A/D. On a:

(v(a,b) *c) x d =,v(a,b) * (c* d)
—py(ax*(cxd),bx* (c*d)).

Et :

(v(a,b) x¢) xd =py(a*xe,bxc) xd
—pY((a*c)*d, (b*c)*d)
—27(ax (cxd),bx* (cxd)).
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A/M.

A/L.

1/J.
J/X.

J/D.

On a:

(u(a,b) * ¢) x d —,pu(a,b) * (c* d)
—up(a* (cxd),bx* (c*d)).

Et :
(u(a,b) x ) xd —=yp(a*xc,bxc)*d
—ui((a*c)xd, (bxc)*d)
—ap(ax (cxd),bx (cxd)).
On a:
(A(a) xb) x ¢ =4 A(a) * (b*c)
=LA (a*(p, (b*c) *q))
—a(@*v(p,b* (c*q))).
Et :
(A(a) xb) xc = A (a*y(p,bxq)) *c
—.A((@*y(p, b* q)) *v(p, c* q))
—aX(a* (v(p, b q) *v(p, c % q)))
—>D/\(a *7(pxy(p,cxq), (b*q) xv(p,cxq)))
pA(@xy(p, (b*q) *v(p, c* q)))
aA(a*y(p,b* (¢ x7(p,cxq))))
oMaxy(p, b* (c*xq))).
Ona:i<1ix1—,1.
On a:
V(P *i,q % i) =,7(p,q)
—al.
Et :
Y(p*i,q % 1) —yi.
On a:
v(a,b) *xi —py(a*1i,b i)
—,;7(a, b).
Et :

7(a7 b) * 7’ _)JfY(av b)
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J/M. On a :
p(a,b) x i —pp(a*i,bx1i)
—;p(a, b).
Et :
w(a,b) xi —,u(a,b).
J/L. On a :
Aa) %1 = (a*y(p,i*q))
=A@ x7(p, )
—eAa * 1)
—,A(a)
Et :
Aa) %1 —,\(a).
P/G. On a:

p*Y(p,q) =ap*i
—;P.

Et :
p*v(p, q) —»p-

P/X-1. pxa <—pp*y(p*a,q*a) —xp*a.
P/X-2. On a:

v(p * v(a,b),q *(a,b)) —=ry(a,q*v(a,b))
—oY(a, b).
Et :
v(p *v(a,b),q *v(a,b)) —xv(a,b).
Q/G. On a:

g*xv(p,q) =eq*i
—q.

Et :

q*v(p,q) =g
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Q/X-1. g*a<oq*v(p*a,q*a) —xq *a.

Q/X-2. On a:
Y(p * v(a,b),q *y(a,b)) =ov(p*(a,b),b)
—py(a, b).
Et :
Y(p * v(a,b),qxv(a,b)) =x7(a,b).
G/D. On a:
Y(p,q) xa —gi*a
—,aq.
Et :
Y(p,q) *a —=pY(p*a,q*a)
—x Q.
X/D. On a:
Y(p*a,q*xa)*xb—,y((p*a)*b,(q*a)*b)
—,Y(p* (axb),q* (axb))
—5xQ * b.
Et :

v(p*a,q*a)*xb—xax*b.

M/B. Il n’est pas nécessaire d’étudier cette paire critique pour la confluence de K, mais
on en aura besoin plus tard. On a :

w(A(a),d) * ¢ =y u(A(a) * ¢,b*c)
= i(Aa xy(p,c*q)),b*c)
—p(a*y(p,c*q)) *v(b*c,i)
—aa % (y(p,c* q) xy(b*c,i))
—pa*xy(p*y(b*c, i), (c*xq)*y(bx*c,i))

—paxy(bxc,(cxq)*v(b*c,i))
—aaxy(bxc,ex (gxy(bxc,i)))
—oa*Y(b*c,c*1)
—,a*xy(bxc,c).
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Et :

w(A(a),b) * ¢ —5(a*y(b,7)) xc
—aa % (y(b,1) * c)
—pa*xy(b*c,i*c)
—a*xy(bx*c,c).

Puisque K termine, on en conclut :

Proposition B.8. La relation K est confluente sur T.

B.2.5 La relation KB est confluente
On commence par :
Lemme B.9. La relation B est convergente sur T'.

Démonstration. Pour la confluence, il suffit de noter que B est linéaire a gauche et ne
crée pas de paire critique avec elle-méme. C’est donc une relation orthogonale et, en par-
ticulier, confluente.

Pour la terminaison, on munit > de l'ordre strict u >x *, 4 >y 7y et p >y 7, puis on
construit > lordre lexicographique sur 7" associé a >y. On a alors u(A(a),b) > a*y(b, ).
En effet, comme p >y *, il suffit de vérifier que p(A(a),b) > a et u(A(a),b) > v(b,7). La
premiére inégalité est donnée par le fait que a est un sous-terme strict de u(A(a), b) et la
seconde par p >y v, p(A(a),b) > b (car b sous-terme strict de u(A(a), b)) et u(A(a),b) > i
(car p >yx 7). O

On a donc deux relations convergentes K et B sur 7'. Tout élément a de 7" a donc
une unique forme normale K(a) pour K et une unique forme normale B(a) pour B.
On note K(T) l'ensemble des K-formes normales de 7. Rappelons quelques notions et
résultats :

Rappels. Soient X un ensemble et R, S deux relations binaires sur X. On dit que S est
un raffinement de R si R C 5* et que ce raffinement est compatible si :

pour tous a,b,c € X, si a —sb —zc alors il existe un d € X, tel que a —xd «—jc.

Si S est un raffinement compatible de R alors : R est confluente si et seulement si S
est confluente.

On va montrer :

Lemme B.10. La relation KB est confluente sur K(T).
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Démonstration. On définit les relations K™ et B™ par a — xeob (resp. a — p=b)
si b = K(a) (resp. b = B(a)). De plus, on définit B® - K comme la composée de
ces deux relations, c’est-a-dire que a —z~. b si il existe ¢ € 1" vérifiant a —pocc —>xeob :
en d’autres termes, ¢ = B(a) et b = K(c) = K(B(a)).

On va montrer que K B est un raffinement compatible de B*® - K*° sur K(T') et que
cette relation est confluente. On a : B® C B* et K® C K* donc B® - K® C (KB)* et
donc K B est un raffinement de B® - K*°. Soient a, b, c € K(T) vérifiant :

0 > pb g .

Il est impossible que a — b car a € K(T) donc a —zb. Si b = ¢, on a a — ¢
donc B(a) = B(c) et donc K(B(a)) = K(B(c)). On a donc bien, en posant d = K(B(a)) :

a —)-)Boo_Kood &—poo_ gooC.

Si b # c alors la réduction de b & ¢ commence par au moins un B* et donc B(b) = B(a),
d’oll @ — . g et donc d = ¢ convient. On a donc montré que KB est un raffinement
compatible de B® - K* sur K(T). Il reste a voir que B® - K* est confluente.

Soient a,b,c € T tels que a —» go.xoob €t @ — oo xooc. Alors il existe m,n € N tels
que b= (K oB)™(a) et ¢ = (K o B)"(a). Si m = n alors b = c¢. Sinon, on suppose que 1’on
am >n:alors b= (K o B)™ "(c). Dans les deux cas b —» . ¢ (si n > m, la réduction
est dans I’autre sens).

On en conclut que B*® - K* est confluente et donc que K B est confluente sur K (7).

¢

On définit & présent une relation B dérivée de B. Cette réduction agit comme B, sauf
qu’elle réduit tous les B-redexes identiques d’un terme; pour des raisons techniques, on
va aussi demander a B d’étre réflexive. Formellement, a —3b si a = b ou si il existe n > 1
et ag,...,a,,c,d € T tels que a = ag et b = b, ainsi que des contextes Cy, . . ., C, vérifiant :

- pour tout k € {0,...,n— 1}, ar = Cx[u(A(c),d)] et agy1 = Cri1[c*vy(d,9)];
- il n’existe pas de contexte D tel que b = D[u(A(c), d)].

Par exemple :

Y(p * u(A(c),d), g * p(A(c),d)) —s7(p * (c*¥(d, 7)), q * (c x y(d,7))).

La relation B est une composée particuliére de B-réductions. Cependant, il est clair
que, B étant orthogonale, 'ordre dans lequel on effectue les B-réductions n’a pas d’im-
portance.
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On vérifie :
Lemme B.11. On a les inclusions : B C Bt et B*® C B,
Le lemme suivant précise la forme des diagrammes de commutation entre B et K.

Lemme B.12. Si a,b,c sont des éléments de T tels que a — zb et a — xc alors il
eriste dy, do, et d3 dans T tels que :

S
[so

Démonstration. Si a = b, on prend d; = dy = d3 = ¢. On suppose donc que a # b.

Soit x = u(A(y),2) le B-redex réduit lors de @ — 3b. On va procéder en examinant
quelle régle intervient lors de a —c et la position du K-redex par rapport aux positions
de c dans a.

Tout d’abord, on observe que seule la régle M induit une paire critique avec B : toutes
les autres lui sont orthogonales. De plus, parmi les autres régles, D et X sont les seules a
ne pas étre linéaires et P et () sont les seules a ne pas avoir les mémes variables a gauche

et a droite. Cependant, tout B-redex x de a est soit préservé, soit dupliqué, soit effacé.

L’application de la régle B (contractant le redex z) a c est donc possible, et on obtient
un diagramme :

a b
c d

Remarquons que, méme si le B-redex = n’est plus dans ¢, on a ¢ —3c.

B
e

_—

B

Il reste a traiter le cas ou @ —,,c. Si le redex réduit par M ne celui réduit par B, on
est dans le cas précédent (comme avec D). Sinon, il existe exactement un redex x dans a
tel que a = C[z * t]. On a déja vu que, dans un tel cas, si on note a’ = C[(y * y(z,1)) *t],
il existe e, ey et e3 tels que :

B !

a a
Ml/ iK

e e e

C—=C6l—5>C—>6€
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De plus, la régle M n’apparait pas dans les a' —»xe3, ¢ ey, ea —»xe3. Ainsi, toute
autre B-réduction effectuée sur a commute avec toutes ces K-réductions. Ainsi, on obtient
bien un diagramme :

Q
o

Démonstration. Comme K termine on peut appliquer le principe de récurrence pour dé-
montrer le résultat. Soit a € T. Si a € K(T), alors K(a) = a, donc K(a) — zb et
donc K(a) —x5K (b). Maintenant, supposons que a ¢ K(T) et que, pour tout ¢ dans T
tel que a —tec, on a P(c). Comme a ¢ K(T), il existe ¢ € T tel que a —xc — K (a).
D’aprés le lemme précédent, il existe di, ds, d3 tels que :

Q
s}

a d1 —)f;dg :

ol

X
-~
sol
=
-~
-~
X
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Comme a —»xd; et que K est convergente, on a K(a) = K(d;). De méme, b — rds
et d2 —»Kdg, donc K(dg) = K(dg) = K(b) d’ou :

(8o}

KB
On a donc prouvé le lemme. &

Lemme B.14. Pour tout a de T, on a K(a) »xsK(B(a)) :

Démonstration. On va procéder par récurrence, en utilisant cette fois le fait que B est
convergente. Si a = B(a), alors K(a) = KB(a). Maintenant, supposons que a # B(a).
On a vu que B*® C B*. Comme a — z=B(a), il existe ay,...,a, tels que a — za,
a, —5B(a) et, pour tout i, a; —5a;,1; de plus, il y a au moins un i tel que a; # a;41 car
sinon ¢ = B(a). On peut supposer que a # a; puisque l'ordre des réductions est indifférent
(B est orthogonale). On applique alors le lemme précédent pour obtenir :

=]
[oof]
=)
=
5]
&
—
Q
s

Comme a —3a; et que B C B', on a B(a) = B(ay); de plus, a # ay, donc on peut
appliquer ’hypothése de récurrence & a; ce qui donne :

=
~
~
=
oy RS
~

K (@)~ K (1) —5 K

(a))

Ce qui conclut la preuve. &
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Corollaire B.15. Pour tous a,b € T tels que a —5b, il existe c € K(T) tel que :
K(a) —»gp ¢ x5 K(b).

Démonstration. On commence par appliquer le lemme précédent a a et b. On en déduit

que K(a) »xsK(B(a)) et K(b) »xsK(B(b)). Or a — b et donc, comme B est conver-

gente, B(a) = B(b). D’ott K(a) - xpc «—«pK(b) avec ¢c = K(B(a)) = K(B(b)) € K(T).
¢

On va maintenant démontrer une variante de la technique d’interprétation de Hardin
qui permettra de conclure.

Proposition B.16. Soit X un ensemble muni de deux relations binaires R et S avec R
convergente. On note R(x) la R-forme normale d’un élément x de X et R(X) ’ensemble
des R-formes normales de X . Supposons qu’il existe U C (RUS)?R(X) vérifiant la condition
suivante :

Pour tous z et y dans X tels que x —s y, il existe un z € R(X), vérifiant
R(z) »uz < R(y).
Alors, la confluence de U entraine celle de RU S.

Démonstration. On va montrer que R U S est semi-confluente, ce qui suffit a prouver sa
confluence. Tout d’abord, notons que x — 5,5y si et seulement si il existe z1,...,z, tels
que :

T —»rX1 —7sT2 —»rT3 —7s " —rsTn —PrY.

Soient x et y tels que x — 5 sy. Deux cas sont possibles : z —zy et x —4y. Supposons
que 'on est dans le premier cas. Maintenant soient x4, ..., z, tels que :

T —pT1 25X —PpT3 —>s - —PrIn.

On va montrer par récurrence que, pour tout i € {1,...,n}, il existe y; € R(X) tel
que R(y) —,y; «yR(z;). Pour i = 1, on a x —,x; et £ —,y; donc, par convergence
de R, R(y) = R(z1) et donc y; = R(y) convient. Supposons que 'on a construit un tel y;
pour i € {1,...,n — 1} fixé. Construisons y;,; selon la parité de i. Si 7 est pair, on a :

Ri iR
R(z;) R(;41)

y

R(y) — Vi
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Comme R est convergente et que x; —»rZ;y1, on a R(x;) = R(z;41) et donc y; 11 = y;
convient.

Maintenant, supposons que ¢ est impair :

5
Ti ——— Tit1

Ri iR
R(z;) R(z11)
.
R(y) — Vi
Par hypothése, il existe z € R(X), tel que :
R(x;) =y 2y R(xi41)-

On a donc :R(z;) —yz et R(x;) —yy;- Comme on a supposé U confluente, il existe
yi+1 € R(X) tel que :

Y >uYi »uYiv1 et R($i+1) —PuR Puliti-
On a donc construit une famille (y1, ..., y,). En particulier, y,, vérifie :
RUS 2,

n v

8

On conclut en rappelant que U C (R U S)TR(X).

Examinons & présent le cas x —sy. Soient z1,...,x, tels que :
T —»r¥1 —2sX2 X3 —7s5°°* PrIp.

On va montrer par récurrence que, pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe y; € R(X)
tel que R(y) —,y; «yR(x;). Pour ¢ = 1 : par hypothése, il existe y; € R(X) tel que
R(y) —yy1 «—yR(x). Or R est convergente et x —,z; donc R(z) = R(x;). La suite de la
récurrence est identique au cas précédent.

¢

On applique alors ce résultat avec X =T, R=K, S =Bet U = (KB)fK(T) pour
obtenir :

Théoréme B.17. La relation KB est confluente sur T'.
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B.3 Définition du déliement

B.3.1 Définition du déliement sur les \-termes formels

On définit ici ’application ® : A — T, qui n’est rien d’autre que la transcription des
A-termes en notation de de Bruijn, telle qu’elle est définie dans [dB72|, composée avec
I’application n — p * ¢".

Pour commencer, on définit, pour tout x € V et tout n € N*, une application o7
de An- dans lui-méme, qui remplace chaque occurrence de z par n+ k ot k est le nombre
de A rencontrés jusqu’a elle. Plus formellement, si f est un A\n«-terme formel, et toujours
par récurrence sur son degré :

. si f =z, alors o”(f) =n;

1
2.si feVet f#uz alors ol(f) = f;

3. si f e N alors 02 (f) = f;

4. si f = p(g,h), alors o7 (f) = p(oz(g), 07 (h));

5. si f = Az.g, alors o2 (f) = f;

6. si f = A\y.g avec y # x, alors o”(f) = Ay.(o™"(g)).

On commence par démontrer :
Lemme B.18. Pour tousn € N*, z € V et f € Ay tels que x ¢ V(f), on a o?(f) = f.

Démonstration. Par récurrence sur le degré de f. Si f € V, alors on a forcément f # x
puisque z ¢ V(f) et donc o?(f) = f, par définition de ¢? ; de méme pour f € N*.

Maintenant, supposons que la propriété est vraie pour les termes de degré au
plus k£ € N* fixé et que |f| = k + 1. On distingue les cas suivants.

- Si f = up(g,h) avec g et h de degré au plus k. On a V(f) = V(g9) U V(h),
donc y ¢ V(g) et y ¢ V(h). Alors :

g,h) (HR)

- Si f = Az.g : la définition de o7 donne directement le résultat.
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B. Présentation du C-monoide initial et A-calcul avec substitutions explicites

-Sif=Mygavecy #getl|g| <k. OnaV(f)=V(g)\{y} donc z ¢ V(g). Alors :

oz (f) = 05 (Ay.g)
= Ay.(077(9))
= \y.g (HR)

= f.

On vérifie :

Lemme B.19. 1. Pourtousn € N*, x € V et f € A+, on a V(o?(f)) = V(f) \ {z}.
2. Pour tous n,m € N*, x,y € V tels que x # y on a 0y 00, = 0,' 0 0.
3. Pour tousn € N*, z,y,z € V tels que z ¢ {z,y}, on a 0% o[z :=y|] =[x :=y|] o o?.
Fixons maintenant deux notations. L’ensemble V' des variables est dénombrable; on

choisit une bijection x : V' — N*. De plus, pour tout n € N*, on pose ¢"*! = ¢ x ¢",
avec ¢ = q.

Maintenant, on peut définir, pour tout n € N, une application ®" : Ay» — T comme
suit. Si f est un An--terme formel, et toujours par récurrence sur son degré :

. P sin=0et x(f)=1;
1. si f €V, alors ®"(f) =
/ (/) {p* ¢xH+n=1 ginon;
p sif=1;

2. si f € N* alors @"(f) = {

pxgf~! sinon:
3. si f = p(g, h), alors ®"(f) = pu(®"(g), ®"(h));
4. si f = Az.g, alors ®"(f) = A\(®"*!(0l(g)))-

Enfin, on appelle déliement I'application @ : A — T obtenue par composition
dei: A — An avec ®°: Ay — T

Remarque. Cette application donne, comme nous le verrons plus loin, une injection de
I’ensemble des classes des A-termes modulo afSn-équivalence dans le C-monoide initial. Ce
n’est pas la méme construction que celle de [LS86| qui établit une équivalence de catégories
entre celle des A-calculs non typés avec couplage surjectif et celle des C'-monoides.
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Exemples. 1. On suppose que z,v, 2,t sont des variables deux a deux distinctes et
que x(t) = 1. Alors :

DAz Ay pu(Az.pu(2, 1), p(z,y)))
=Bz Ay p(Az.u(z, 1), p(z, y))
=A@ (o, (Ay-p(Az.p(z, 1),
=M@ Ny (u(Az-pu(2, 1),
=A\(@%(a, (s (Az.pu(z, t
=\ (®*(u(o 1(/\z 03(u(z,t
=M ®*(Az.0](u(03(2), 0
=M (@ (o, ((a} p
=Au(A(@° (u(o, (2 ),0 (), u(p * ¢, p))
=AM (@ (1), @3(t)), u(p * 4, p))
=\\u(Ae(p, p* ¢°), n(p * ¢, p))-

2. Si x # y et en allant plus vite :

S (A Ay.p(Az.y, ) = AAp(A(p * q), p* q)-

B.3.2 Définition du déliement sur les \-contextes

On va étendre les définitions précédentes aux A-contextes. Ainsi, on va définir :

- Pour tous z € V, n € N*, C € C(A), une application 67 (C) : Ay- — Ay vérifiant,
pour tout f € An-, 03 (C[f]) = o3 (C)(f).

- Pour tous n € N" et C € C (A), une application ®"(C) : Ayw — K vérifiant, pour
tout f € An-, @"(C[f]) = 2"(C) (/)

On fixe € V, n € N* et C € C(A). On définit o7(C) par récurrence sur le degré
de C':

si C =0, alors 07(C) = o7 ;
si C = u(D, f), alors o%(C) = u(c?(D),o™(f));
si C = p(f, D), alors 03(C) = p(oz(f), 03(D));

si C = Az.D, alors 62(C) = C;
si C = \y.D avec y # x, alors o(C) = A\y.(¢"T(D)).

L’action de o?(C) sur un A-terme formel f est définie par récurrence sur le degré de C
de maniére similaire. Par exemple, si C' = u(D, g), on pose :

A
Q
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Pour des besoins techniques, on définit, & partir de ¢, une application 77 de C(A) vers
lui-méme. En fait, on ne modifie la définition de ¢? que pour OJ, en posant : 7(0J) = .

Exemple. On a :

7y (Ay.p(z,0)) = Ay.(u(n + 1,0))

alors que :

oy (Ay-p(z,0)) = My (p(n + 1,0571)).
Pour tout A-contexte C, 77/(C) est un A-contexte vérifiant les égalités :

I (C) =1C], [ (C)x=IClx,  L(77(C)) = £(C).

T

De plus, les applications o et 7 sont reliées par le résultat suivant :

Lemme B.20. Soient n € N*, z € V et C € C(A). Alors :

() ™ (C) sixz e L(C)
o =
’ T(C) oo™ siz ¢ L(C) et si|C|y = k.

Si n est un entier et C' un contexte, on définit ®"(C) ainsi :
1. si C =0, alors ®"(C) = O ;
2. si C = pu(D, f), alors ®"(C) = u(®™(D), "(f));
3. si C = u(f, D), alors @"(C) = pu(@"(f), 2" (D)) ;
4. si C = A\z.D, alors ®"(C) = M\(®""!(cL(D))).

On va maintenant vérifier que I'on a bien ce que ’on voulait.

Proposition B.21. Soient n € N*, C € C(A) et f € A. Alors :
1. Pour tout x € V, on a o (C[f]) = o2 (C)(f) ;
2. On a ®°(C[f)) = 3*(C)()).

Démonstration. Dans les deux cas, on va procéder par récurrence sur le degré
du A-contexte.

1. Soient n € N*, z € V et f € A. Alors :

oy Q1) = o7 (f)
= oy (O)(f)-

Maintenant, supposons que l’on a démontré le résultat pour tout contexte de
degré k € N fixé. Soit C' un contexte de degré k+ 1. Alors, on a quatre cas possibles.
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- Si C = u(D, g) avec |D| = k, alors :

a5 (CLf]) =03( (D[f1,9))
(o7 (DIf1), 07(9))
oz (D)(f), 07(9))
( 2 (D), a7(9))(f)
w(D;, 9))(f)
( )(f)-
- Si C = u(g, D) avec |D| = k, on procéde de méme.
- Si C = Az.D avec |D| = k, alors :
a5 (Clf]) = oz (A\z.D[f])
= \z.D|[f]
= (Az.D)(f)
= oy (Az.D)(f)
= o7 (C)(f)-
- Si C = A\y.D avec |D| =k et y # z, alors :

oz (C[f1) = o7 (Ay.DIf])
= y.(o7 ™ (DLf]))
= y.(o7 7 (D)(f))
= y.(o7 " (D))(f)
=0, (Ay-D)(f)
= 0 (C)(f)-
Dans tous les cas, on a bien o7 (C[f]) = o2(C)(f).

2. On procéde exactement comme pour o. En distinguant les cas C' = [, pour initier
la récurrence, puis C' = u(D, g), C = u(g, D) et C = Az.D. Les trois premiers cas
se traitent aisément. Pour le cas C' = Az.D, on a :

o"(Clf]) = @*(Az.D[f])
= Az.(®" T (o l(
= Az.(®" T (ak(

= Mz.(®" " (ol(D
)

\—/VA,—\

) d’aprés le 1
() (HR)
)

— (\z.(3" (o
— " (\e.D)(f
= ®"(C) (/)
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B.4 Le systéme de réécriture K ne simule pas complé-
tement le A\-calcul

On montre ici que (K, @) est une simulation de (A, —;), mais que K ne termine pas
en certains termes de la forme ®(f) ou f est un A-terme sur lequel 5 termine.

B.4.1 Le déliement est compatible avec I’a-conversion

On va donc démontrer, dans ce paragraphe, que si f et g sont deux A-termes formels
qui sont dans la méme classe d’a-équivalence, alors ®(f) = ®(g). Or, deux termes f et g
sont a-équivalents si et seulement si on peut trouver une famille finie de A-termes formels

fiy---, fr tels que :
[ =alt afo 2o s 2afi <oy
Ainsi, pour montrer le résulat annoncé, il suffit de démontrer la proposition suivante.

Proposition B.22. Soient f et g deux \-termes formels tels que f —.g, alors ®(f) =
2(g).

On va démontrer la proposition en plusieurs temps.
Lemme B.23. Pour tousm € N, n e N, z,y € V et f € A tels quey ¢ V(f), on a :
™ (07 (f)) = @™oy (fz == y]))-

Démonstration. On suppose que y # x, le cas d’égalité étant trivial. On procéde encore
par récurrence sur le degré de f. Tout d’abord, supposons que |f| = 0. Alors deux cas
sont possibles.

- Si f =, alors 03 (f) = n et o} (flz :==y]) = 0y (y) =

- Si f # =, alors o7 (f) = f et o} (flv :=y]) = 05, (f) = [f; en effet, on a forcément
f # y puisqu’on a supposé que y ¢ V(f).

Supposons maintenant que I’on a démontré le résultat pour tous les A-termes formels
de degré au plus k, ol k est un entier fixé. Soit f un terme de degré k£ + 1. On a quatre
cas possibles.
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- Si f = pu(g,h) avec g et h deux A-termes formels de degré au plus &, I'un des
deux étant de degré k. Remarquons tout d’abord que V(f) = V(g) U V(h) et donc
que y ¢ V(g) et y ¢ V(h). On a donc :

0™(07(f)) = @™ (07 (u(g; h)))
= u(®"(07(9)), @™ (07 (h)))
= w(®" (o (gl := y])), @™ (ay (hlz := y]))) (HR)
= ®"(0, (u(gle := yl, hlz := y])))
= & (ay ((u(g, 1))z := y]))
= @"(0y (flz :=y])).

- Si f = Az.g avec g un A-terme formel de degré k. On a V(f) = V(g) \ {z},
d’ott y ¢ V(g) (on a supposé y # z). Alors :

O™ (07 (f)) = @™ (07 (Az.9))
= 0®"(\z.g).

D’autre part :

@™ (0, (flz :=y])) = @™ (0, (Az.9)[z :=y]))

Az.g) car y ¢ V(g).
- Si f = My.g avec |g| = k. Alors :

™(0;(f)) = ®"(0;(Ay-9))
= " (\y.(03(9))) puisque y # x
=M™ (0, (077 (9))))

D’autre part,

™ (0 (flz :=y])) = 2" (0 ((Ay.g)[z == y]))
= &" (o, ((A\v.(gly := v][z := y])))) en posant v = v(g,y)
= O™ (\v.(ay " (gly := ][z == y]))) puisque v #y
= O™ (Av.(o7 " (gly == v]))) (HR)
= M2™* (0, (07 (gly := v]))))
=M™ (0, (0 (9)) [y == ¥])))
= M@ (g, (057 (9)))) (HR).
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- Si f=Mz.gavec |g| =k et z¢ {x,y}. Alors:

" (07 (f)) = @™ (07 (Az.9))
= ®"(Az.(c"(g))) puisque z #
= 0" (\z.(0y " (g[z == y]))) (HR)
— (o7 (gl 1= D) puisque 2 # &
= 0"(oy((Az.g)[z := y])) puisque 2 # z
= ™ (o, (flz :==y]))

¢

Remarque. La présence de ®™ n’est utile que pour I’avant-dernier cas, celui o f = Ay.g.
Sans application de ®™, c’est faux. Par exemple, si ¢ = y, on a o%(\y.y) = Ay.y mais,
comme (\y.y)[x := y] = Ay, avec v = v(y,y) (et donc v # y), on a oy (A\v.v) = Av.v.

Corollaire B.24. Pour tousn € N, z,y € V et f € Ay tels que y ¢ V(f), on a :

(M. f) = " O\ (flz 1= o).
Démonstration. On a :
" (Az.f) = M2" (0,(f)))
= XN@" (o, (f[z :==y]))) d’aprés le résultat précédent
= " (\y.(flz := y]))-

¢

Lemme B.25. Soient C € C(An-), n €N, 2,y €V et f € Ay tels que y ¢ V(f). Alors :

"(C)(Az.f) = @ (C)(Ay-(flz := y])).

Démonstration. On va procéder par récurrence sur le degré de C' et toujours dans le cas
ou y # z. Pour C = [, c’est le résultat précédent. Maintenant, supposons que la proposi-
tion est vraie pour tout contexte de degré k et que |C| = k+1. Trois cas sont possibles. Les
deux premiers cas, C = u(D, g) et C = u(g, D), se traitent sans difficulté. Le troisiéme
casest C' = Az.D :

" (C)(Az.f) = ®"(A2.D)(\z.f)
= ®"(Az.D[\z.f])
= A\(®"(0,(D[Az-1)))
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On doit distinguer deux sous-cas, selon que z € £(D) ou non. Si z € L(D) :

"(C)(Az.f) = A(@"F (7, (D) (\z.[)))
= M@""(7;(D))(\z.f))
= M@" (7, (D) (\y-(fz = y]))) (HR)
MA@ (a5 (D[y-(flz = y])])))
" (Az.D[Ay.(f[z = y])])
= d"(C)(Ay-(f[z == y])).

Si z ¢ L(D), on pose I = |D|y. Alors : ®"(C)(A\z.f) = M@ (r}(D)(ctF(Nz.f)))).
Maintenant, si z =z :

" (C)(Az.f) = M@ (7, (D) (Az-f)))
= AN@" " (7, (D)) (\y-(fla = y]))) (HR)
= N@" (75 (D)) (05" (My-(flz :=y)))) puisque = ¢ V(Ay.(flz := y]))
= XN@"" (oo (Dy-(flz = y])])))
= 0" (C)(My-(flz == y]))
Sizé{r,y}:
" (C)(Az.f) = (@™ (7, (D) (A\z.03"*(f))))
= XN(@"(7; (D) My (072 (f)) [z = y))))
= M@ (r;(D) (0" (N flz = y])))) puisque z ¢ {z,y}
= \(@" (0, (DPy. flz = y]])))

" (C)(Ay-flz == yl)-

Enfin, si z = y; on choisit ¢t € V tel que t ¢ V(D[f]) U {x,y} et on se raméne au cas
précédent :

" (C)(Az.f)

®"(Ay.D[Az. f])
=" (At.(D[Az. f])[y ==1])
=" (At.(D[y == t])(Az.f[y :=1])) puisque y ¢ £(D)
=0"(At.(Dly := t])(Az.f)) puisque y ¢ V(f)
=0"(At.(D[y :=t])(\y.(flz :=y]))) en appliquant ce qui précéde
=0"(At.(Dly = t)((\y.(flz = y]))ly==1]))  puisque y ¢ V(Ay.(f[z :=y]))
=2" (Ay.(D)(Ay.(fz = y])))
=0"(C)(Ay-(f[z = y]))
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On a donc démontré la proposition annoncée, d’ou le théoréme :

Théoréme B.26. L’application ® induit une application ® : A — T, c’est-a-dire que
pour tous A-termes formels f et g tels que f =, g, on a ®(f) = ®(g).

B.4.2 Le déliement préserve les étapes de S-réduction

On va montrer le résultat suivant :
Théoréme B.27. Soient f et g deux A\-termes. Si f —5g, alors ®(f) —,sP(g).

On va commencer par poser quelques notations, permises par le theoreme B.26. Tout
d’abord, on définit une variante de ®, ¥ : C(A) — C(T'). On procéde comme pour &,
mis a part ¥(O) = 0.

Pour alléger les calculs ultérieurs, on va poser, si n € N* et si x1,...,z, sont des
variables deux & deux distinctes :

n

- 3 () 1
Dpzn =P 00 O o0y .

T

En particulier, on a, pour x € V :

p six =x
Dy () =L prg? stz =z, 0>2
px gX@+n=1 ginon.

Le théoréme B.26 nous assure que, pour un A-terme f fixé : pour tout A-contexte C,
on peut supposer que §£(C) = |C|, pour calculer ®(C|[f]). En effet, si ce n’est pas le cas,
il existe une variable x et trois A-contextes D, E et F' tels que :

C=Do(MAx.0)oFo(Az.0)o F.
Or, si on choisit une variable y qui n’est ni dans V(C'), ni dans £(C), ni dans V(f) on a :
O(C[f]) = ®(Do (\y.O)o (E[z :=y]) o (Az.0) o F[f]).

De plus, L(C) est totalement ordonnable avec "I'ordre dans lequel on rencontre les Az en
partant de (0" ; sans rentrer dans les détails, dans le cas précédent, on aura x < y. Tout
ceci permet d’obtenir le résultat suivant :

Proposition B.28. Soient C' un A-contexte et f un A-terme. On suppose que L(C) est
lensemble totalement ordonné {x, < --- < x,} avec n = |C|y. Alors :

O(Cf]) = ¥(O)[®ay,...an (/)]
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Enfin, on va utiliser les notations suivantes dans 7. On pose ¢' = q et ¢"*! = ¢ * ¢".

On définit le contexte @ = g * [, avec Q" l'itéré n fois de @ ; en particulier, Q"[i] —,¢",
Q" 'q] = q" et Q"[v(a,b)] —oQ"'[b] pour tout n € N*. Enfin, on définit le contexte
A € C(K) comme A = ~(p,0% q). Enfin, si C est un contexte, on note C° =0, C' = C
et C"M1 =C"oC =CoC"

Lemme B.29. Soient n et m deuzx entiers naturels et a € K. Alors :

P sim>n=>0
I p*q" sim>n2>1
px* Q" [A™[a]] -« n .
p* Q"[al sim=0

pxQ" ™axqg™] sin>m>1.

Démonstration. Par récurrence sur m. Si m = 0, c’est évident. Supposons que la propriété
est vraie pour un m fixé. Alors :

P sim>n=0
nAm+1 _ nrAm . p*qn Slm>n21
pe QA el =p+ QIAMA) e 4V I

p* Q" ™[Ala] ¥ ¢™] sin>m > 1.
Dans le cas m = 0, on a deux possibilités. Sin =0 :
px Ala] = p*xy(p,a*q) —=pp.
Sin>1:
p* Q"[Ald]] = p* Q" Mg *v(p,a* q)] —ep* Q" 'ax q].
Maintenant, sin=m > 1:
p* (Ala] x¢") =p = (y(p,a*q) *q")

—op*Y(p* ¢, (a*q) *q")
—pp * q".

Enfin,sin>m>1:
p* Q"™ [Ala] ¥ ¢™ = p * Q"™ Vg x (Ala] * ¢™)]
—pp * Q"™ gk y(p x g™, (a * q) * ¢™)]

—op * Q"D [(a x q) x ¢™]
AP * Qn—(m—f—l)[a * qm—{—l]‘
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Corollaire B.30. Soient i, j, m des entiers naturels. Alors :
P si1>7=0
px QI[A[q"]] >k AP sii>j>1
px g™t sij >l
Proposition B.31. Soient m,n € N*, i € {0,...,n}, z1,...,Zn, Y1, - ., Ym des variables
deuz & deuz distinctes et f € A, avec y1,...,ym & V(f). Alors :

le,...,.’ﬂn (f) * AZ [qm] _»K(I);cl,...,wi,yl,...,ym,le,...,xn (f)'

Démonstration. Par récurrence sur le degré de f.

- Si f =X :
. . pxq™ sii=0
D,z (21) % A'[q7] = p x A'[q7] > { .
p siz > 1.
D’autre part :
pxqg™ sii=0
(pml7--'7mizy15"'aymami+la---:mn ('/'Cl) = {p si 7/ 2 1.
-Sif=uz;,j€{2,...,n}:
Dy, (27) % A'q™] = (p+ 1) % A'[g™]
= QA g™]]
prgt sii> ]
—» )
px g™t s>l
D’autre part :
_pxg? sij<i
(Dl'lv--:mizyl5-'-aymami+la---7$n ("'E]) - {p % qm+]_1 Si ] > 7/

-Sif=zeV\{x1, -, Tn, Y1, Ym} :

Dy, (2) * A[q™] = (p + XD 5 Al[g™]

AP * Qx(z)-{—n—l[Ai [qm]]

e * qx(m)—f—n—l—m—l

=

L1500y TisYLyeresYmsTi 415y T (.”E) .
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- Si f = plg,h):
By.oon (f) % A'g™]
Dyy...on (1(g, b)) * A'[q™]
(9

( son(9)s Pay,zn (h)) % A'[g™]
_)M:u(cbxl,...,a:n( )*N[q |, Poy,.wn () % A'[g™])
=i (P os91 ot it s (9)s Pt it iy it sn (1) (HR)
=@, . iyt esgmsmistszn (G 1))
=@y, . wiy1sgm@isisan ()

- Si f = Az.g, ou on suppose z & {x1,...,ZTn, Yy} :

Doy, (f) * A'[g™]
=@, . 2. (N2.g) * A[g"™]
=MD 01,00 (9)) * A'[q"]

=AM @s01,0, (9) * A [g™])

_»K)‘((I)z,wl,...,wi,yl,...,ym,:c¢+1,...,wn(g)) (HR)
:@:El,---,wiyyl,---7ym7$i+1,---,$n()\z'g)
:(D:cl ..... Ty Y1 geeesYm s Ti1 y-ees wn(f)

¢

On démontre de la méme facon :

Proposition B.32. Soient m € N*, y1,...,ym € V et f € A avec y1,...,ym ¢ V(f).
Alors :

O(f) * g™ >k Py ym (f).

Proposition B.33. Soient n € N*, i € {1,...,n}, z1,...,x, des variables deuzr & deuz
distinctes et f,g € A, avec x1,...,x; 1 ¢ V(g). Alors :

Démonstration. Par récurrence sur le degré de f .
- Si f =X :
Dy, iz (1) * Ai_l[’)’(q)wwrl,---,wn (9),)]

P*Y(Puy . 2,(9),7) =pPsy 2. () sii=1
K ..
p sii > 2.

307



B. Présentation du C-monoide initial et A-calcul avec substitutions explicites

D’autre part :

Dy, zn (9 sit=1
CI:'an,...,zm—1,:6;'4—1,...,:%(33'1[371' = g]) = { s ( )

(le,---,wi—l,wi+1,---,$n (.731) =p sii>2.
-Sif=uz;,j€{2,...,n}:

q)zvl,---,wn (.73]) * Ai_l [7(©$i+1;---;$n (g)’ Z)]
=(p ¢ ) * AT (Ruyys,0 (9), )]
PP * jSl[Aiil[’Y(q)le,---,wn (9),9)]]

(D QY(Payys,.00 (9),8)] =P * i —,p sij=2eti=1
P QI Y (Payyrywn (9), )] —op % QT[] =yp P2 sii=1letj>2
_»K<p*qj—1 sig > g
P (V(®@arpren(9),0) ¥ 1) 4Py an(9) ¥ sii=
(P * Q7 Y (Paya (9),1) % 471 uep + 72 sij>i>2.

D’autre part :

cbwl,---,wi—1,$¢+1,---,wn (xj [33, = g])
.

Dpy.. 3, (T2) =D sit=1etj=2
Dy, zn () =P x 72 sit=1etj>2
= Py, it wigtyon (L) =D P71 sl 0>
D i 1Tt 1y (9) siit =7
Py vicr @it yotjpen (Tj) = DX G2 81 j >0 > 2.

Il reste & voir que, si ¢ > 2 :

i—1 ( )
_»K(Dml,...,Ii,1,1i+1,...,zn g .

¢mi+la---51‘n (g) * q

Ce qui découle la proposition précédente.
-Sif=xeV\{z,...,z,}:

Doy () % AT Y (Ray 2 (9),8)] = (o @) s AT (P (9),9)]
—ap & QXOIPTUAT (@, (g),9)]
—ep x QT (@ (9),4) * ¢
—sep x @B F=2
= (Dl'la---azi—l;mi+ly---7xn (x)

= (le,---,wi—l,wi+1,---,wn (x[xz = g])
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B.4. Le systéme de réécriture K ne simule pas complétement le A-calcul

- Si f=ulhk):

Doy e (R k) % ATy (D (9)59)]
=1(Pay,...on (1), Pay,oon (k) % AT Y (Payy2n (9),9)]
—art(Pay - (B) % AT Y (Ray s 00 (9), )]s Payoon (F) % AT (P2 (9), 7))
b ( Py ozi 1,011y (P[Zi 7= G))s Pay,osi s mi41,n (K2 = g]))  (HR)
=@y i1 wii,mn (H(R[Ts == g], k[ := g]))
=@y, wi_1,i1,mn (1R K)[T5 2= g]))
=@, zi 1 wiit,zn (T = g]).

- Sif=Myhavecy ¢ V(g)U{x1,...,2,}:

Qs m (Ay.h) * Ai_1[7(¢$i+l;---;1‘n (9),1)]
=A(® YsT1 e an(R)) * Ai_l[’Y(@mi-i-l;---,mn(g)’Z.)]
(R) * A [Y(Paiys,ezn (9)59)])

—>L ( YsT1seeesTy

_»K)‘(be,m,---,mi_l,mi+1,---,mn (hlz; := g])) (HR)
:(p.:cl,...,wi_1,$i+1,...,wn(Ay'(h[xi = ]))
:(I)m1,---,z¢_1,m¢+1,---,xn(()‘y-h) [z == g]) puisque y ¢ V(g) U {z;}.
¢
Corollaire B.34. Soient n un entier, x,x1,...,x, des variables deux a deuxr distinctes

et f et g deur \-termes. Alors :

Do zy,zn (f) ¥V (Pay,20 (9)5 1) = 5Pay 2 (f7 = g])-

Remarque. On démontre exactement de la méme facon que, si x est une variable et f
et g deux A-termes, alors :

Do (f) x(R(g),7) »x2(flz := g]).
On peut & présent démontrer le théoréme B.27.
Démonstration du théoréme B.27. Soient f et g deux A-termes tels que f —,g. Alors,

par définition de la S-réduction, il existe un A-contexte C, deux A-termes h et k et une
variable z tels que :

f =C[u(A\z.h, k)] et g = C[hlz := k]|
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B. Présentation du C-monoide initial et A-calcul avec substitutions explicites

On note L(C) = {z; < --- < z,} (dans le cas L(C) = (), c’est pareil). Alors :

o(f)

@(Clu(Aa.h, k)])
V(O ®ar,...zn (W(A2-h, K))]

= U (O)[p(A ( 231, (1) Py ez (K)))]

=5V (O)[@a01,...20 (h) * V(Pay,... 0 (), )]

= U(C)[Pyy ... zn (h[x := K])] d’aprés le corollaire précédent
= ©(Clhlz := K]])

= (g).

B.4.3 Le déliement préserve seulement la S-normalisation

On commence par montrer :

Proposition B.35. Soit f un A-terme possédant une 5-forme normale. Alors ®(f) pos-
séde une K B-forme normale.

Démonstration. Notons B(f) 'unique S-forme normale de f.

Alors ®(3(f)) ne contient que des opérateurs p, ¢, A, et u par construction de ®. C’est
donc une K-forme normale.

De plus, B(f) ne contient pas de S-redex : ®(5(f)) ne peut donc pas contenir de B-
redex, c’est donc aussi une B-forme normale et donc une K B-forme normale.

Comme f —,5(f), on a bien ®(f) —»xzP(B(f)), ce qui prouve que ®(F(f)) est une
K B-forme normale de ®(f). &

Cependant, on a le résultat négatif suivant :

Proposition B.36. Le déliement ne préserve pas la B-terminaison. Autrement dit, il
existe un A-terme f tel que B termine en f mais KB ne termine pas en ®(f).

Démonstration. 11 suffit de traduire le contre-exemple de Melliés [Mel95] dans K, ce qui
donne :

= p(Au(Ap, p(Ap,p)), n(Ap, p)).

On vérifie alors que K B ne termine pas en m de la méme facon que dans [Mel95].

¢
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B.4. Le systéme de réécriture K ne simule pas complétement le A-calcul

En revanche, on a le résultat opérationnel suivant :

Proposition B.37. La stratégie S définie par a —sb si a —zc et b = K(c) termine en
tout ®(f) pour un A-terme f possédant une B-forme normale.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite infinie de S-réductions issue de ®(f).
Alors on peut 1'écrire :

O(f) a1 > K(a1) »pag > K(ay) =5 ...

Le B-redex réduit lors de ®(f) —pa; correspond a un S-redex de f. On en déduit que,
si fi est le A-terme obtenu a partir de f par contraction de ce S-redex, on a K(a;) = ®(f1).

Par récurrence, on construit alors une suite infinie de S-réductions issue de f, ce qui
contredit le fait que [ termine en f.

¢
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