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Introduction

Les �evolutions des soci�et�es dans lesquelles nous vivonset de nos modes de vie ont fait
crô�tre durant ce dernier si�ecle nos besoins en pr�evision aussi bien de l'�etat de l'atmosph�ere
que de l'�etat de l'oc�ean. Ces besoins sont de natures vari�ees et portent sur des �echelles spatio-
temporelles multiples. La n�ecessit�e d'obtenir des pr�evisions �a court terme pr�ecises a entrain�e
dans un premier temps le d�eveloppement de la m�et�eorologie op�erationnelle dont nous voyons
tous les jours une application (le bulletin m�et�eorologiq ue du journal t�el�e), puis celui relativement
r�ecent de l'oc�eanographie op�erationnelle. L'exemple des zones côti�eres, o�u l'activit�e humaine est
intense aussi bien en mer que sur terre, illustre �a merveille les enjeux de soci�et�e auxquels nous
sommes confront�es et pour lesquels il est important de d�evelopper notre capacit�e �a comprendre
et pr�evoir la fa�con dont notre milieu naturel �evolue. Ces enjeux sont notamment de nature
�economique (pêche, navigation, champs p�etrolif�eres o�-shore, tourisme, etc..) ou bien li�es �a des
aspects de s�ecurit�e civile (ouragans, pollutions li�ees aux naufrages de super tanker, etc,..).

Parall�element �a cela, durant ce dernier quart de si�ecle, nous avons pris conscience de l'im-
pact que nous avions sur le climat, cr�eant ainsi de nouveauxbesoins en terme de pr�evision.
Les probl�emes li�es au r�echau�ement climatique n�ecessitent, en e�et, des pr�evisions �a long terme
pr�ecises, a�n de pouvoir anticiper et pr�evenir au mieux le s catastrophes humaines potentielles
qui en d�ecouleraient. Nos modes de vie d�ependant ainsi tr�es fortement des al�eas climatiques, �a
court et �a long terme, il semble n�ecessaire de pouvoir pr�evoir avec pr�ecision l'�etat de l'atmosph�ere
et des oc�eans.

Pour cela, une premi�ere source d'information est l'utilisation des mod�eles num�eriques du
syst�eme dont on cherche �a pr�evoir les �etats. Les progr�e s constants r�ealis�es dans les domaines
de l'oc�eanographie ou de la m�et�eorologie font que nous disposons actuellement de mod�eles so-
phistiqu�es et relativement pr�ecis. N�eanmoins, ceux-ci comportent encore de multiples erreurs.
Celles-ci peuvent être li�ees aux approximations de la th�eorie physique qui sont r�ealis�ees dans
ces mod�eles (par exemple en oc�eanographie l'approximation de Boussinesq ou bien l'approxima-
tion hydrostatique). Elles viennent �egalement du fait que les mod�eles num�eriques sont discrets.
Leurs erreurs de troncature d�ependent �a la fois des sch�emas num�eriques utilis�es, ainsi que de
la r�esolution du mod�ele. L'augmentation de celle-ci permettra naturellement de r�eduire ces er-
reurs de troncature. N�eanmoins, les coûts de calculs pourront s'av�erer prohibitifs. En�n, il existe
�egalement des erreurs aux niveaux des for�cages des mod�eles. Dans le cas des mod�eles d'oc�eans,
de nombreuses erreurs subsitent au niveau de la connaissance du vent, des ux de chaleur, de
la bathym�etrie, etc.. Ainsi, suivant l'utilisation de ces mod�eles, les pr�evisions obtenues pourront
pr�esenter des erreurs importantes. Cette seule source d'information ne peut donc su�re.

Une seconde source d'information de l'�etat de l'oc�ean ou de l'atmosph�ere r�eside dans les
mesures. L'utilisation de satellites (Topex-Poseidon, Jason I, ENVISAT, etc..) ou la mise en
�uvre de campagnes en mer (bou�ees XBT, balises ARGO, mooring, etc..) ont permis �a la com-
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munaut�e oc�eanographique de collecter une quantit�e importante d'informations sur l'�etat de la
mer. Toutefois, ces informations sont r�eparties dans le monde de fa�con h�et�erog�ene en espace
et en temps. Certaines zones des oc�eans sont toujours inexplor�ees. Il faut ajouter �a cela le fait
que les observations pr�esentent des erreurs li�ees aux instruments de mesure employ�es. Elles ne
su�sent donc pas �a elles seules �a la d�e�nition d'un �etat i nitial en vue d'une pr�evision de l'oc�ean.

Il est donc n�ecessaire de pouvoir combiner les informations provenant des mod�eles et celles
provenant des observations dont nous disposons. C'est le but de l'assimilation de donn�ees. Ce
terme englobe l'ensemble des techniques qui permettent de combiner, de la meilleure des fa�cons
possibles (dans un sens �a d�e�nir), l'information math�em atique contenue dans les �equations et
l'information physique provenant des observations en vue de reconstituer l'�etat d'un syst�eme. Ces
m�ethodes sont utilis�ees maintenant depuis un certain nombre d'ann�ees aussi bien en m�et�eorologie
qu'en oc�eanographie, disciplines dans lesquelles elles ont fait leurs preuves.

Par ailleurs, nos besoins croissants en pr�evisions les plus pr�ecises possibles rendent n�ecessaire
l'utilisation de mod�eles �a tr�es haute r�esolution et ce n otamment en oc�eanographie dans les zones
côti�eres, o�u l'activit�e humaine y est la plus intense. L a r�esolution des mod�eles de bassins n'�etant
pas adapt�ee aux �echelles des ph�enom�enes physiques qui nous int�eressent dans ces zones, il est
n�ecessaire d'augmenter la r�esolution des mod�eles sur ces zones d'int�erêt. En e�et, même si les
capacit�es informatiques des centres op�erationnels croissent de mani�ere importante, il n'est pas
encore envisageable d'utiliser des mod�eles de bassins �a tr�es haute r�esolution. Il apparait donc
n�ecessaire de pouvoir e�ectuer des ra�nements de maillages locaux. C'est ce que font les syst�emes
de pr�evision op�erationnels (FOAM 1, MOON 2, etc). La n�ecessit�e d'am�eliorer les pr�evisions sur
ces zooms locaux am�ene alors naturellement �a s'int�eresser �a la faisablilit�e de l'assimilation de
donn�ees dans ces mod�eles d̂�ts embô�t�es, ce qui a �et�e tr�es peu �etudi�ee jusqu'�a pr�esent.

Dans ces syst�emes op�erationnels, les observations sont g�en�eralement assimil�ees dans chaque
mod�ele de fa�cons ind�ependantes. Les e�ets de l'assimilation dans un mod�ele se font alors sen-
tir dans tout l'embô�tement selon la nature des interactions entre les mod�eles. Dans le cas
d'interaction one-way, les conditions aux fronti�eres pour la grille haute r�esolution proviennent
d'une interpolation de la solution obtenue sur la grille �a plus faible r�esolution. Ces interactions
sont d̂�tes passives et peuvent être r�ealis�ees de mani�ere o�-line , l'int�egration du mod�ele basse
r�esolution �etant ind�ependante du mod�ele haute r�esolu tion. Dans le cas d'interaction two-way, une
r�etroaction de la grille haute r�esolution vers la grille b asse r�esolution est ajout�ee. Ces interactions
sont d̂�tes actives. Il faut cependant remarquer que les corrections apport�ees par l'assimilation
dans chacun des mod�eles de l'embô�tement peuvent s'av�erer incoh�erentes entre elles. Ceci est dû
notamment au fait que les domaines sur lesquels s'appuient les mod�eles sont de di��erentes tailles
et r�esolutions, et que les �echelles physiques repr�esent�ees par ces mod�eles sont di��erentes. Peu
de travaux ont abord�e �a l'heure actuelle ce probl�eme d'un e assimilation de donn�ees coh�erente
simultan�ement sur plusieurs grilles embô�t�ees. Citons toutefois l'approche novatrice de Barth et
al [2], [3] d�evelopp�ee dans le cadre de m�ethodes stochastiques d'assimilation de donn�ees (�ltre de
Kalman), qui introduit un vecteur d'�etat "g�en�eralis�e" , regroupant les di��erents vecteurs d'�etat
pr�esents dans l'embô�tement. Une �etude bibliographique des travaux sur cette th�ematique est
faite au chapitre 1. Dans le contexte des m�ethodes variationnelles d'assimilation de donn�ees
toutefois, aucune �etude n'a encore �et�e r�ealis�ee �a not re connaissance sur leur application �a des
syst�emes de mod�eles embô�t�es. C'est pr�ecisement sur ce sujet que va porter notre travail, qui

1http ://www-unix.mcs.anl.gov/foam/index.html
2http ://www.moon-oceanforecasting.eu/
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va consister �a mettre en place des algorithmes d'assimilation variationnelle de donn�ees pour des
mod�eles embô�t�es.

Nos objectifs sont multiples. Ainsi, un premier int�erêt d es ra�nements de maillages est
l'am�elioration de la solution d'un mod�ele basse r�esolut ion, en e�ectuant des zooms l�a o�u la
physique le n�ecessite. La question de la formulation de l'assimilation de donn�ees dans de tels
mod�eles se pose alors, sachant que ceux-ci pr�esentent plusieurs grilles interagissant les unes avec
les autres. De plus, il faut noter qu'il serait int�eressant en terme d'assimilation de pouvoir adapter
localement la r�esolution des mod�eles �a celles des observations. Dans le cas de l'oc�eanographie,
les campagnes en mer permettent d'obtenir une quantit�e importante d'observations sur une zone
g�eographique souvent tr�es localis�ee. Il serait ainsi judicieux de pouvoir e�ectuer des zooms sur
ces zones a�n d'exploiter au mieux toute l'information dont nous disposons.

Comme dit plus haut, dans de nombreux centres oc�eanographiques de pr�evisions op�erationnelles,
un mod�ele global est utilis�e pour sp�eci�er les condition s aux limites de mod�eles côtiers locaux
haute r�esolution. L'assimilation variationnelle de donn�ees est r�ealis�ee localement et de fa�con
ind�ependante dans chaque mod�ele. La question qui se pose �a nous est de savoir s'il serait pos-
sible d'am�eliorer les pr�evisions locales �a haute r�esolution en appliquant l'assimilation de donn�ees
au syst�eme embô�t�e vu dans sa globalit�e. L'algorithme m is en place devra �egalement respecter
les contraintes mat�erielles de la pr�evision op�erationnelle.

Le plan de cette �etude est le suivant. Dans un premier temps,nous pr�esentons les m�ethodes
classiques d'assimilation de donn�ees et nous donnons une formulation de l'embô�tement de
mod�eles. Nous posons �egalement le probl�eme de l'assimilation variationnelle de donn�ees pour le
cas g�en�eral d'un embô�tement bi-grille. Nous posons ensuite les �equations du mod�ele adjoint bi-
grille pour le cas d'interaction one-wayet two-way et nous �etudions la structure de la matrice de
covariance d'erreur d'�ebauche (chapitre 2). Nous pr�esentons ensuite le cadre de nos exp�eriences
num�eriques (chapitre 3) ainsi que les r�esultats obtenus par nos algorithmes d'assimilation bi-
grilles (chapitre 4). En�n, nous proposons des pistes pour la mise en oeuvre d'un algorithme
d'assimilation variationnelle de donn�ees bas�e sur les m�ethodes d'optimisation multi-grilles (cha-
pitre 5).
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Embô�tement de mod�eles et
assimilation de donn�ees
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Le but de ce chapitre est d'introduire d'une part les outils relatifs �a l'assimilation de donn�ees
et aux th�eories de l'embô�tement de mod�eles, et d'autre part de pr�esenter l'�etat de l'art associ�e.
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Dans un premier temps, nous introduisons dans ce chapitre leconcept d'assimilation de
donn�ees. Nous pr�esentons les grandes classes de m�ethodes qui lui sont associ�ees.

Dans un second temps, nous nous int�eresons aux probl�emes d'embô�tement de mod�eles (ou
nesting). Nous introduisons les notations usuelles et nous pr�esentons di��erentes approches.

En�n, nous posons le probl�eme de l'assimilation variationnelle pour le cas g�en�eral d'un mod�ele
bi-grille.

1.1 L'assimilation de donn�ees

Soit un syst�eme physique, sur lequel on dispose de di��erentes sources d'informations :
mod�elisations math�ematiques, observations, etc. Le terme "assimilation de donn�ees" d�esigne
l'ensemble des techniques qui permettent de combiner, de lameilleure des fa�cons possibles (dans
un sens �a d�e�nir), l'information math�ematique contenue dans les �equations et l'information phy-
sique provenant des observations, en vue de reconstituer l'�etat d'un syst�eme. De telles m�ethodes
sont couramment introduites dans des domaines tels que l'oc�eanographie ou la m�et�eorologie. En
e�et, pour les uides g�eophysiques, chaque situation est unique ; il est donc n�ecessaire d'intro-
duire des donn�ees d'observation dans la mod�elisation. Ainsi que ce soit dans le but d'analyser
historiquement un ph�enom�ene climatique ou oc�eanique, ou bien que ce soit dans le but de faire
de la pr�evision (recherche de la meilleure condition initiale pour le mod�ele), des m�ethodes d'as-
similation de donn�ees sont employ�ees.

Ces m�ethodes peuvent être class�ees suivant deux cat�egories : l'approche stochastique bas�ee
sur la th�eorie de l'estimation statistique (�ltre de Kalma n,..) et l'approche variationnelle bas�ee
sur la th�eorie du contrôle optimal.

1.2 Notations

Nous allons par la suite d�e�nir les di��erents intervenant s de l'assimilation de donn�ees. Le
formalisme des notations correspond �a celui introduit par Ide et al. (1997) [31]. Ainsi, pour
être succint, les minuscules italiques repr�esenteront des valeurs scalaires, les majusculesM; H; ::
d�esigneront des op�erateurs non lin�eaires. Des minuscules "grasses", par exempley , seront uti-
lis�ees pour repr�esenter des vecteurs tandis que les majuscules "grasses" repr�esenteront des ma-
trices ou des op�erateurs lin�eaires.

Certaines variables seront not�ees avec des exposantsa; f; b; t : l'exposant a repr�esentera l'�etat
analys�e (produit par l'assimilation), le f repr�esentera les di��erentes pr�evisions (forecast), le b
l'�ebauche (premier it�er�e ou background) et en�n le t repr�esentera l'�etat "vrai" (true).

Le mod�ele M

Le mod�ele d�ecrit l'�evolution du uide. Il s'�ecrit sous l a forme d'un syst�eme continu d'�equations
aux d�eriv�ees partielles non lin�eaires, M repr�esente alors le mod�ele discret.

Il peut être �ecrit de fa�con semi-discretis�ee en espace :

8
><

>:

@x(t)
@t

= M (x(t)) sur 


x(0) = x0

(1.1)
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avecx vecteur d'�etat du syst�eme.

Le mod�ele M peut être lin�earis�e au voisinage de x0 et on pose :

M =
@M
@x

(x0) (1.2)

Le vecteur d'�etat x

Ce vecteur repr�esente l'ensemble des variables du mod�ele. Ainsi x i correspond �a l'�etat au
temps t i . Il est obtenu par propagation via le mod�ele M depuis l'�etat initial.

Le vecteur d'observation y

Ce vecteur repr�esente les observations disponibles pendant l'intervalle de temps correspon-
dant au cycle d'assimilation. Celles-ci sont de natures tr�es diverses et proviennent de sources
multiples (satellites, donn�ees in-situ)

L'op�erateur d'observation discret H

Cet op�erateur permet de faire le lien entre le vecteur d'�etat du mod�ele et les observations
disponibles. En e�et celles-ci ne sont pas n�ecessairement localis�ees sur les di��erents points de
grille du mod�ele, ou ne sont pas de même nature que les variables du mod�ele.

Notons y i lesn observations pr�esentes au tempst i : y i 2 Rn . Elles sont reli�ees �a l'�etat continu
xc par :

y i = H c
i (xc

i ) + � m
i (1.3)

avecH c
i l'op�erateur d'observation continu au temps t i et � m

i les erreurs de mesure �a ce même
instant. Nous supposons que ces erreurs sont ind�ependantes de l'�etat continu.

Notons x t l'�etat vrai. Il correspond �a la projection de l'�etat cont inu xc sur l'espace du vecteur
d'�etat :

x t
i = �x c

i (1.4)

Il repr�esente ainsi la r�ealit�e discr�etis�ee.
Nous introduisons alors l'op�erateur d'observation discret H i au temps t i . L'observation y i

s'exprime alors
y i = H i (x t

i ) + � i (1.5)

avec � i l'erreur d'observation. Elle est d�e�nie comme la somme de l'erreur de mesure� m
i et

d'une erreur d̂�te de repr�esentativit�e [36] not�ee � r
i correspondant aux erreurs engendr�ees par la

repr�esentation dans un espace discret de la r�ealit�e continue. Elle s'�ecrit :

� r
i = H c

i (xc
i ) � H i (x t

i ) (1.6)

Cet op�erateur peut être lin�earis�e autour de la trajecto ire via la formule :

H i =
@Hi

@x
(x i ) (1.7)
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La matrice de covariance d'erreur d'observation R i

La matrice de covariance de l'erreur d'observationR i �a l'instant t i est d�e�nie par

R i = E[� i � T
i ] (1.8)

avec � i l'erreur d'observation �a l'instant t i .
Nous d�e�nissons alors la norme k:ko, associ�ee au produit scalaire< :; : > o sur l'espace des

observationsO par :
8(u; v ) 2 O 2; < u; v > o= < u; R � 1v >

o�u < :; : > est le produit scalaire euclidien surO et R est la matrice de covariance d'erreur
d'observation, suppos�ee fonction du temps.

La matrice de covariance d'erreur d'�ebauche B

Nous appelons l'�ebauchexb la condition intiale de notre probl�eme d'assimilation que l'on a
a priori. L'erreur d'�ebauche � b se d�e�nit alors par :

� b = xb � x t (1.9)

o�u x t correspond �a "l'�etat vrai".
La matrice de convariance d'erreur d'�ebauche vaut

B = E[� b� bT ] (1.10)

Nous d�e�nissons alors la norme k:kB associ�ee au produit scalaire< :; : > B sur l'espace du
vecteur d'�etat par :

8(u; v ); < u; v > B = < u; B � 1v >

1.3 Approche stochastique

Nous pr�esentons succintement dans cette partie les m�ethodes li�ees �a l'approche statistique
de l'assimilation de donn�ees. Le but n'est pas d'être exhaustif, mais simplement de pr�esenter les
principales notions, que nous reprendrons plus loin lorsque nous pr�esenterons l'�etat de l'art sur
l'assimilation de donn�ees dans un cadre multi-grille (cfx1.7.1). Les m�ethodes stochastiques d'assi-
milation de donn�ees reposent essentiellement sur le �ltrede Kalman [33], qui est un �ltre optimal
pour des probl�emes lin�eaires. Le terme "�ltrage" signi�e que seules les observations pass�ees et
pr�esentes sont prises en compte pour l'estimation de l'�etat le plus probable du syst�eme (contrai-
rement par exemple �a un "lissage" qui prend aussi en compte les observations futures). Pour
une description d�etaill�ee de l'approche statistique de l'assimilation de donn�ees et des di��erentes
variantes du �ltrage de Kalman, on pourra consulter par exemple Evensen (2007) [23] ou Bertino
et al (2003) [4].

1.3.1 Le �ltre de Kalman

Le principe du �ltre de Kalman repose sur la recherche du B.L.U.E. (Best Linear Unbiased
Estimator). Il s'agit d'ajuster l'�etat du mod�ele a�n qu'i l co•�ncide le mieux possible avec les
observations pr�esentes. Celles-ci sont disponibles �a divers instants tk , l'indice k permettant ainsi
par la suite de rep�erer au niveau de quelle observation se situe l'algorithme. L'assimilation
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Fig. 1.1 { Principe du �ltrage en assimilation de donn�ees

de donn�ees via le �ltre de Kalman se d�eroule en deux phases :une phase d'analyse et une
de pr�evision. L'�etape de pr�evision permet de fournir, co mme son nom l'indique, une pr�evision
de l'�etat courant du syst�eme. Elle va n�ecessiter l'emplo i du mod�ele : l'�etat courant va être
obtenu apr�es int�egration des �equations du mod�ele depui s l'�etat analys�e pr�ec�edent du syst�eme
(1.11). Cette phase va fournir �egalement la matrice de covariance des erreurs de pr�evision,P f ,
correspondant �a la propagation de l'erreur d'analyse pr�ec�edente via le mod�ele, �a laquelle on
ajoute une estimation Q de l'erreur de mod�ele (1.11).

L'�etape d'analyse va r�ealiser une estimation de l'�etat d u syst�eme en corrigeant l'�etat courant
�a partir des �ecarts aux observations, et va fournir la matr ice de covariance des erreurs d'analyse,
Pa. Cela va n�ecessiter la connaissance de la matrice de covariance de l'erreur d'observation,R ,
regroupant les erreurs de mesure et de repr�esentativit�e par la grille spatio-temporelle du mod�ele.

Le mod�ele M ainsi que l'op�erateur d'observation H sont, dans ce cas de �gure, suppos�es
lin�eaires.

D'o�u l'algorithme du �ltre de Kalman :

Pr�evision

x f
k+1 = M k;k +1 xa

k

P f
k+1 = M k;k +1 Pa

kM T
k;k +1 + Qk

(1.11)

Analyse

K k+1 = P f
k+1 H T

k+1 (H k+1 P f
k+1 H T

k+1 + R k+1 ) � 1

xa
k+1 = x f

k+1 + K k+1 (yk+1 � H k+1 x f
k+1 )

Pa
k+1 = ( I � K k+1 H k+1 )P f

k+1

(1.12)

o�u K est appel�ee la matrice de gain de l'analyse statistique. C'est la matrice de gain optimale
qui minimise la variance de l'erreur d'analyse.

Le principe de l'assimilation via un �ltre de Kalman est repr �esent�e �gure 1.1
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1.3.2 Le probl�eme des non-lin�earit�es : le �ltre de Kalman � etendu

Dans la pratique, le mod�ele dynamiqueM n'est pas lin�eaire, de même que l'op�erateur d'ob-
servation H . Il est donc n�ecessaire dans ce cas d'adapter le �ltre de Kalman.

Pour les mod�eles faiblement non-lin�eaires, on g�en�eralise l'algorithme du �ltre de Kalman en
faisant intervenir le mod�ele lin�eaire tangent M , ainsi que le lin�eaire tangent H de l'op�erateur
d'observation (Jazwinski [32]). On obtient ainsi M et H par :

M k;k +1 =
@Mk;k +1

@x
(xa

k )

H k+1 =
@Hk+1

@x
(x f

k+1 )
(1.13)

Le vecteur d'�etat analys�e xa sera alors propag�e par le mod�ele non lin�eaire, tandis queles ma-
trices de covariance d'erreur de pr�evisionP f et d'analyse Pa le seront par les di��erents mod�eles
lin�eaires tangents. On obtient alors le syst�eme suivant :

Pr�evision

x f
k+1 = M k;k +1 (xa

k )
P f

k+1 = M k;k +1 Pa
kM T

k;k +1 + Qk
(1.14)

Analyse

K k+1 = P f
k+1 H T

k+1 (H k+1 P f
k+1 H T

k+1 + R k+1 ) � 1

xa
k+1 = x f

k+1 + K k+1 (yk+1 � H k+1 (x f
k+1 ))

Pa
k+1 = ( I � K k+1 H k+1 )P f

k+1

(1.15)

On n'obtient plus alors la solution optimale (au sens o�u la variance de l'erreur d'analyse ne
sera plus minimale) mais une solution approch�ee.

1.3.3 Impl�ementation r�ealiste : les �ltres de rang r�edui t

Outre les probl�emes li�es �a la non optimalit�e du �ltre de K alman �etendu et �a la m�econnaissance
des matricesP0, Q et R qui peuvent entrâ�ner une certaine ine�cacit�e du �ltre, l e probl�eme li�e �a
la taille du vecteur d'�etat pour des mod�eles r�ealistes (d e l'ordre de 106-107) rend impossible son
impl�ementation compl�ete. L'id�ee est alors d'approcher l'espace complet des covariances d'erreur
par un sous-espace de dimension r�eduite. Il est en e�et fr�equent que la quasi-totalit�e de la
dynamique du mod�ele puisse être d�etermin�ee, �a chaque instant, par la donn�ee d'un nombre limit�e
de variables, ou de combinaisons lin�eaires de variables (appel�es modes dominants). Nous faisons
alors l'hypoth�ese que la plus grande part des statistiquesd'erreur est due �a ces modes. Notonsp
le nombre de modes retenus. Les di��erents �ltres de rang r�eduits vont d�ependre essentiellement
de la fa�con dont on approche ces modes. De plus, les matricesde covariance d'erreur �etant
sym�etriques d�e�nies positives, elles peuvent s'�ecrire 8k, P f

k = Sf
k SfT

k , Pa
k = Sa

kSaT
k et Qk =

� k � T
k . Ces m�ethodes de rang r�eduites ne vont plus faire intervenir directement ces matrices,

mais leur racine carr�ee.
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1.3.3.1 Le �ltre RRSQRT

Pour le Reduced Rank Square Root Filterde Verlaan et Heemink [54], les modes sont directe-
ment d�e�nis �a partir de la matrice Sa

kSaT
k . Ils vont correspondre auxp vecteurs propres associ�es

aux valeurs propres les plus importantes de cette matrice.
L'algorithme se base de nouveau sur le �ltre de Kalman �etendu. Posons	 k = H kSf

k , il s'�ecrit
alors :

Pr�evision

x f
k+1 = M k;k +1 (xa

k )
Sf

k+1 = [ M k;k +1 Sa
k+1 ; � k ]

P f
k+1 = Sf

k+1 SfT
k+1

(1.16)

Analyse

K k+1 = Sf
k+1 	 T

k+1 (	 k+1 	 T
k+1 + R k+1 ) � 1

xa
k+1 = x f

k+1 + K k+1 (yk+1 � H k+1 (x f
k+1 ))

Sa
k+1 = Sf

k+1

�
I � 	 T

k+1 (	 k+1 	 T
k+1 + R k+1 ) � 1	 k+1

� 1
2

Pa
k+1 = Sa

k+1 SaT
k+1

(1.17)

En faisant intervenir des troncatures des racines carr�eesdes matrices de covariance d'erreur,
les coûts de calcul de l'algorithme peuvent devenir acceptables dans le cas d'applications r�ealistes.

1.3.3.2 Le �ltre SEEK

Pour le Singular Evolutive Extended Kalman Filter propos�e par Pham et al [43], le choix des
modes se fait via une analyse EOF (Empirical Orthogonal Functions), ou analyse en composantes
principales, d'une trajectoire pr�ec�edente du mod�ele.

L'algorithme se base de nouveau sur le �ltre de Kalman �etendu. Il faut noter que durant la
phase de pr�evision, lesp modes d'erreur �evoluent num�eriquement avec le mod�ele. Nous avons
ainsi

8i 2 Np [Sf
k+1 ]i = M k;k +1 (xa

k + [ Sa
k ]i ) � M k;k +1 (xa

k )
� M k;k +1 [Sa

k ]i
(1.18)

De plus, le probl�eme de l'estimation de l'erreur mod�ele �etant tr�es complexe, un arti�ce assez
simple consiste �a utiliser un poids num�erique � 2]0; 1] appel�e "facteur d'oubli", que l'on applique
au calcul de la matrice de covariance des erreurs de pr�evision. Ainsi on a

P f
k+1 =

1
�

Sf
k+1 SfT

k+1 (1.19)

Au �nal, l'algorithme s'�ecrit :

Initialisation

xk=0 = x0

P f
k=0 = Sf

0SfT
0

(1.20)

Pr�evision
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x f
k+1 = M k;k +1 (xa

k )
8i 2 Np [Sf

k+1 ]i = M k;k +1 (xa
k + [ Sa

k ]i ) � M k;k +1 (xa
k )

P f
k+1 =

1
�

Sf
k+1 SfT

k+1

(1.21)

Analyse

P f
k+1 = Sf

k+1 SfT
k+1

K k+1 = Sf
k+1 (I + ( H k+1 Sf

k+1 )T R � 1
k+1 (H k+1 Sf

k+1 )) � 1(H k+1 Sf
k+1 )T R � 1

k+1

xa
k+1 = x f

k+1 + K k+1 (yk+1 � H k+1 x f
k+1 )

Pa
k+1 = Sf

k+1 (I + ( H k+1 Sf
k+1 )T R � 1

k+1 (H k+1 Sf
k+1 )) � 1SfT

k+1

(1.22)

1.3.3.3 Le �ltre de Kalman d'ensemble

Le �ltre de Kalman d'ensemble (Evensen [21],[22]) est bas�esur une m�ethode de Monte Carlo.
Il consiste �a remplacer la propagation explicite des matrices de covariance par des estimations
obtenues en g�en�erant plusieurs analyses et pr�evisions,�a partir de perturbations des observations,
du mod�ele et de l'�ebauche.

Notons N la taille de notre ensemble.

Initialisation

Nous perturbons l'�ebauche par une erreur� b de moyenne nulle et de distribution gaussienne

8j 2 NN xb;j = xb + � b;j

Pb =
1

N � 1

NX

j =1

� b;j T
� b;j (1.23)

Pr�evision

Notons 8j 2 NN M j
k;k +1 des perturbations du mod�ele M k;k +1 (perturbation sur les for�cages

par exemple). Elles vont permettre de simuler le comportement de l'erreur mod�ele (suppos�ee de
moyenne nulle et de covarianceQk ).

8j 2 NN x f;j
k+1 = M j

k;k +1 (xa;j
k )

x f
k+1 =

1
N

NX

j =1

x f;j
k+1

P f
k+1 =

1
N � 1

NX

j =1

(x f;j
k+1 � x f

k+1 )T (x f;j
k+1 � x f

k+1 )

(1.24)

Analyse

Nous perturbons les observations par une erreur� o de moyenne nulle et de covarianceR k+1 .

8j 2 NN y j
k+1 = yk+1 + � o;j (1.25)
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L'analyse suit les �equations du �ltre de Kalman �etendu.

K k+1 = P f
k+1 H T

k+1 (H k+1 P f
k+1 H T

k+1 + R k+1 ) � 1

8j 2 NN xa;j
k+1 = x f;j

k+1 + K k+1 (y j
k+1 � H k+1 (x f;j

k+1 ))

xa
k+1 =

1
N

NX

j =1

xa;j
k+1

Pa
k+1 =

1
N � 1

NX

j =1

(xa;j
k+1 � xa

k+1 )T (xa;j
k+1 � xa

k+1 )

(1.26)

Nous constatons que ce �ltre permet de prendre en compte implicitement les non-lin�earit�es
du mod�ele. Son principal d�efaut r�eside dans le nombre N relativement grand de simulations �a
r�ealiser. N�eanmoins, ce �ltre peut être appliqu�e en pra tique pour des mod�eles r�ealistes, ce qui
n'est pas le cas du �ltre de Kalman, du fait de la taille des matrices de covariance d'erreur (cf
x1.3.3).

1.4 Approche variationnelle

Introduites par Sasaki d�es 1955 [47], les m�ethodes variationnelles sont bas�ees sur la minimi-
sation d'une fonction coût J mesurant les �ecarts entre l'�etat estim�e et les donn�ees disponibles.
Alors que dans le cadre du �ltrage stochastique les observations n'�etaient utilis�ees qu'une seule
fois et n'inuaient pas sur les calculs des divers estim�es qui leurs �etaient ant�erieurs, l'approche
variationnelle va op�erer globalement sur l'ensemble des observations disponibles dans la fenêtre
d'assimilation pour r�ealiser la minimisation. Ainsi cett e approche permet de calculer la trajec-
toire optimale du syst�eme et non plus la meilleure estimation de l'�etat �un instant d'observation.

1.4.1 4D-Var

La m�ethode du 4D-Var a pour but d'obtenir la trajectoire opti male sur une fenêtre de temps
donn�ee, la p�eriode d'assimilation. Pour cela il est n�ecessaire de prendre en compte toutes les
observations contenues dans cette fenêtre. Nous supposons que ces observations sont localis�ees
temporellement auxN instants (t i )1� i � N . A partir d'une �ebauche xb de la condition initiale pour
la phase d'assimilation sur une fenêtre donn�ee, l'algorithme 4D-Var va fournir une condition
initiale optimis�ee (ou �etat analys�e) xa, qui sera int�egr�e par le mod�ele a�n d'obtenir la trajecto ire
optimale. Cet �etat analys�e est obtenu en minimisant la fonction coût

J (x0) =
1
2

(x0 � xb)T B � 1(x0 � xb) +
1
2

NX

i =0

(H i [M 0;i (x0)] � y i )T R � 1
i (H i [M 0;i (x0)] � y i ) (1.27)

B repr�esente la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche.Elle correspond �a la matrice P f
0

pr�esente dans le cadre du �ltre de Kalman. Nous verrons dansle paragraphe 1.4.4 l'importance
du rôle jou�e par cette matrice dans l'obtention de l'�etat analys�e. Comme pr�ec�edemment, les
matrices R i repr�esentent les covariances d'erreur d'observation auxtemps t i et les op�erateurs
H i correspondent aux op�erateurs d'observation aux instantst i .

La condition initiale optimale xa(t0) est obtenue en r�esolvant l'�equation :



1.4 Approche variationnelle 20

Xa2

Xa1

X01=Xb1

Xb2
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apres analyse

Trajectoire du modele

apres analyse
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Fig. 1.2 { Assimilation par le 4D-Var

r J (xa(t0)) = 0 (1.28)

Ce gradient sera obtenu par la m�ethode de l'adjoint d�ecrit e au x1.4.3.

Si les op�erateursH i et M sont lin�eaires, J est alors quadratique, d'o�u l'unicit�e de la solution.
De plus si le mod�ele est parfait, il existe une certaine �equivalence entre les solutions trouv�ees par
le 4D-Var et le �ltre de Kalman : il est possible de montrer qu'en partant des mêmes donn�ees
l'analyse 4D-Var �a la �n de la p�eriode d'assimilation est �e gale �a celle du �ltre de Kalman au
même instant. Dans le cadre de l'oc�eanographie ou de la m�et�eorologie, ces op�erateurs ne sont
pas lin�eaires : on utilisera alors leurs lin�eaires tangents.

L'assimilation par le 4D-Var est sch�ematis�ee �gure 1.2

1.4.2 4D-Var incr�emental

Le probl�eme de la non lin�earit�e des di��erents op�erateu rs entrâ�ne un surcoût de calcul de la
m�ethode ainsi que l'apparition de nombreux minima locaux pouvant alt�erer les performances du
minimiseur. Une alternative consiste �a modi�er la fonctio n coût a�n de la rendre quadratique :
c'est la version incr�ementale du 4D-Var propos�e par Courtier et al [13].

La fonction coût ne va plus être minimis�ee par rapport �a l '�etat x0, mais par rapport �a un
incr�ement � x0 d�e�ni par x0 = xb + � x0. Les op�erateurs H i et M sont de plus lin�earis�es au
voisinage dexb :

M 0;i (xb + � x0) � M 0;i (xb) + M 0;i � x0 8i (1.29)

H i (xb + � x0) � H i (xb) + H i � x0 8i (1.30)

D'o�u la nouvelle fonction coût :

J (� x0) =
1
2

� xT
0 B � 1� x0 +

1
2

NX

i =0

(H i M 0;i � x0 � d i )T R � 1
i (H i M 0;i � x0 � d i ) (1.31)
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avecd i = y i � H i (M 0;i (xb)) vecteur d'innovation.

L�a encore, on recherche l'incr�ement minimisant cette fonction coût. On fera naturellement
appel �a la m�ethode de l'adjoint pour obtenir la valeur du gr adient.

Il existe �egalement des variantes bas�ees sur les notions de "boucle externe" et "boucle in-
terne". La notion de "boucle interne" correspond �a la minim isation de la fonction coût via le
calcul de l'incr�ement optimal (typiquement les boucles pr�esentes dans le gradient conjugu�e). En
pratique, cette minimisation ne sera pas men�ee jusqu'�a l'obtention de l'optimum : seul un certain
nombre pr�ed�e�ni d'it�erations seront r�ealis�ees. A�n d e prendre en compte les non-lin�earit�es du
mod�ele et des op�erateurs d'observations, une boucle dite"externe" est ajout�ee au processus.
Les vecteurs d'innovation sont r�eguli�erement recalcul�es en utilisant la dynamique compl�ete non-
lin�eaire. Ceci permet de s'approcher de la minimisation de(1.27). Ce qui donne l'algorithme :

{ Initialisation : x0
0 = xb

{ Tant que k � kmax ou k� xa;k k < " ! ! boucle externe
* dk

i = y obs
i � H i (M 0;i (xk

0))
* Chercher l'incr�ement d'analyse simpli��e � xa;k minimisant ! ! boucle interne

J (� xk ) =
1
2

� xkT B � 1� xk

+
1
2

NX

i =0

(H i M 0;i � xk � dk
i )T R � 1

i (H i M 0;i � xk � dk
i )

* xk+1
0 = xk

0 + � xa;k

1.4.3 M�ethode adjointe

Consid�erons un mod�ele d'�evolution semi-discretis�e d'u n syst�eme quelconque (par exemple un
uide) :

8
><

>:

@x(t)
@t

= M (x(t)) sur 


x(0) = x0

(1.32)

avecx vecteur d'�etat du syst�eme. La variable de contrôle dans le cas pr�esent sera la condition
initiale x0. Par souci de clart�e, seule cette variable de contrôle estchoisie ici ; il est cependant
possible d'en contrôler d'autres, par exemple certains param�etres mal connus.

La fonction coût J s'exprime alors comme la somme d'un terme de r�egularisation Jb mesu-
rant l'�ecart �a l'�ebauche et d'un terme mesurant l'�ecart aux observationsJ0 :

J (x0) =
1
2

Z T

0
kHx (t) � y (t)k2

o dt +
1
2

kx0 � xbk2
B

= J0(x0) + Jb(x0)
(1.33)

Rechercher le minimum de cette fonction va n�ecessiter l'�etude de ses points critiques,ie re-
chercher les pointsx �

0 v�eri�ant :
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r J (x �
0) = 0 = r Jb(x �

0) + r J0(x �
0) (1.34)

Le gradient du terme Jb �etant simple �a calculer, int�eressons-nous �a celui du term e J0. La
fonction J0 ne d�ependant pas explicitement de la variable de contrôlex0, le calcul direct du
gradient s'av�ere ardu voire impossible. Cependant, ce calcul est r�ealisable via la m�ethode de
l'adjoint propos�ee par Lions en 1968 [35] et appliqu�ee pour la premi�ere fois en m�et�eorologie par
Le Dimet (1982) [18], et Le Dimet et Talagrand (1986) [20]. Envoici une description sommaire.

Consid�erons bx la d�eriv�ee de Gâteaux de x dans la direction h, et bJ celle deJ . Il vient alors

8
><

>:

@bx(t)
@t

=
@M
@x

(x(t)) :bx(t)

bx(0) = h

(1.35)

bJ (x0; h) =
Z T

0
< Hx (t) � y (t); H bx(t) > dt (1.36)

Introduisons p la variable adjointe. On multiplie alors l'�equation pr�ec �edente par p et on
int�egre sur [0; T] :

Z T

0
<

@bx(t)
@t

; p > dt =
Z T

0
<

@M
@x

(x(t)) bx(t); p > dt (1.37)

Apr�es une int�egration par parties, il vient :

< bx(T); p(T) > � < bx(0); p(0) > =
Z T

0
< bx(t);

�
@M
@x

(x(t))
� T

p(t) +
@p(t)

@t
> dt (1.38)

Si l'on d�e�nit p comme la solution du mod�ele adjoint suivant :

8
<

:

@p(t)
@t

+
�

@M
@x

(x(t))
� T

p(t) = H T (Hx (t) � y (t))

p(T) = 0
(1.39)

l'�equation (1.38) devient alors :

� < bx(0); p(0) > =
Z T

0
< Hx (t) � y (t); H bx(t) > dt (1.40)

Il ne reste plus qu'�a identi�er avec l'�equation (1.36) de bJ (x0; h), sachant que
bJ (x0; h) = < r J (x0); h > pour obtenir :

r J (x0) = � p(0) (1.41)

En int�egrant de mani�ere r�etrograde le mod�ele adjoint (1 .39), il est donc possible d'avoir acc�es
au gradient de la fonction coût. On peut donc minimiserJ par une m�ethode de gradient.
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Le syst�eme d'optimalit�e s'�ecrit :
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

@x(t)
@t

= M (x(t))

x(0) = x0

@p(t)
@t

+
�

@M
@x

(x(t))
� T

p(t) = H T (Hx (t) � y (t))

p(T) = 0

r J (x0) = � p(0) = 0

(1.42)

Remarque : il faut noter que cette m�ethode permet d'obtenir le gradient de J de fa�con
exacte, et ce pour des coûts de calcul assez faibles : seulesdeux simulations (une pour le mod�ele
direct et une pour le mod�ele adjoint) sont n�ecessaires. Une autre approche "simpliste", o�u l'on

�evaluerait le gradient par des taux d'accroissement
@J
@x i

(x0) �
J (x0 + � ei ) � J (x0)

�
n�ecessiterait

un nombre de simulations du mod�ele direct de l'ordre de la dimension de l'espace de contrôle et
ne fournirait pas un r�esultat exact.

1.4.4 Le rôle de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauc he B

Dans un souci de lisibilit�e des calculs, pla�cons-nous dansle cas simpli��e d'un algorithme
4D-Var incr�emental o�u le mod�ele et les op�erateurs d'observations sont lin�eaires. La fonctionnelle
�a minimiser s'�ecrit :

J (� x0) =
1
2

� xT
0 B � 1� x0 +

1
2

NX

i =0

(H i M 0;i � x0 � d i )T R � 1
i (H i M 0;i � x0 � d i ) (1.43)

avecd i = y i � H i M 0;i xb vecteur d'innovation.

Son gradient vaut :

r J (� x0) = B � 1� x0 +
NX

i =0

M T
0;i H

T
i R � 1

i (H i M 0;i � x0 � d i ) (1.44)

L'incr�ement optimal � xa
0 vaut alors :

� xa
0 =

"

B � 1 +
NX

i =0

M T
0;i H

T
i R � 1

i H i M 0;i

#� 1 NX

i =0

M T
0;i H

T
i R � 1

i d i (1.45)

Posonsd =

2

6
4

d0
...
dN

3

7
5, M =

2

6
4

M 0;1
...
M 0;N

3

7
5, H =

2

6
6
6
6
4

H 0 (O) : : : (O)

(O)
. . . . . .

...
...

. . . . . . (O)
(O) : : : (O) H N

3

7
7
7
7
5

et
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R =

2

6
6
6
6
4

R 0 (O) : : : (O)

(O)
. . . . . .

...
...

. . . . . . (O)
(O) : : : (O) R N

3

7
7
7
7
5

.

L'�equation (1.45) s'�ecrit alors

� xa
0 =

�
B � 1 + M T H T R � 1HM

� � 1
M T H T R � 1d (1.46)

En utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woddbury [44],

�
A � 1 + B T C � 1B

� � 1
B T C � 1 = AB T �

C + BAB T � � 1
(1.47)

il vient :
� xa

0 = BM T H T �
R + HMBM T H T � � 1

d (1.48)

Posons~d =
�
R + HMBM T H T

� � 1 d. Cette correction dans l'espace des observations appa-
rait donc comme une pond�eration de l'�ecart du mod�ele aux d onn�ees par les covariances d'erreur
d'observation et d'erreur d'�ebauche.

L'incr�ement d'analyse s'�ecrit alors

� xa
0 = B

NX

i =0

M T
0;i H

T
i

~d i (1.49)

L'int�egration r�etrograde du mod�ele adjoint permet alor s de ramener ces corrections tem-
porellement localis�ees jusqu'�a l'instant initial, la ph ysique du mod�ele permettant une di�usion
spatiale et temporelle de l'information aux di��erentes va riables d'�etats. L'incr�ement d'analyse
apparait �nalement comme l'image par B de la somme des ces di��erentes corrections. Cette
matrice B va donc permettre de nouveau une di�usion spatiale de la correction aux di��erentes
variables du mod�ele �a l'instant initial.

La correction apport�ee par l'algorithme 4D-Var �etant �a "l 'image" de la matrice de covariance
d'erreur d'�ebauche B , le rôle de celle-ci est donc essentiel. Une mauvaise mod�elisation de celle-
ci entrainera une "mauvaise" correction de la condition initiale, la solution optimale obtenue
pouvant, par exemple, ne plus être acceptable physiquement.

1.4.5 Un pr�econditionnement remarquable

Nous pouvons remarquer que le calcul de la fonction coûtJ fait intervenir B � 1, l'inverse de
la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche. Pour des syst�emes de grandes tailles, cette inversion
s'av�ere probl�ematique. Or la matrice B est sym�etrique d�e�nie positive. Il existe donc une matric e
carr�ee d�e�nie positive S, appel�ee racine carr�ee deB , telle que

B = SST (1.50)

E�ectuons le changement de variables comme propos�e par Courtier [12]

� = S� 1� x0 (1.51)

Le probl�eme d'optimisation devient

min
�

~J (� ) (1.52)
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avec ~J (� ) = J (� x0) :

~J (� ) =
1
2

� T � +
1
2

NX

i =0

(H i M 0;i S� � d i )T R � 1
i (H i M 0;i S� � d i ) (1.53)

La fonction coût dans ce nouvel espace de contrôle ne fait plus intervenir l'inverse de B .
Int�eressons-nous au calcul de la hessienne de~J que nous noteronsH. Nous avons ainsi :

~J (� ) =
1
2

� T � +
1
2

NX

i =0

(H i M 0;i S� � d i )T R � 1
i (H i M 0;i S� � d i )

r ~J = � +
NX

i =0

ST M T
0;i H

T
i R � 1

i (H i M 0;i S� � d i )

H = I + ST

 
NX

i =0

M T
0;i H

T
i R � 1

i H i M 0;i

!

S

(1.54)

La hessienne dans l'espace pr�econditionn�e apparait donccomme la somme de l'identit�e et
d'une matrice sym�etrique positive. De fait, sa plus petite valeur propre est sup�erieure ou �egale
�a 1. Dans l'espace non pr�econditionn�e, la pr�esence possible de valeurs propres proches de 0 peut
d�egrader le conditionnement de la hessienne, et peut ainsidiminuer de fa�con signi�cative les per-
formances du minimiseur. Ce changement de variables, en nous assurant de l'absence de petites
valeurs propres, permet d'envisager de meilleures performances des routines de minimisation (cf
Lorenc [37]).

1.5 Embô�tement de mod�eles : d�e�nitions et notations

Nous introduisons dans cette partie les outils math�ematiques et les notations n�ecessaires �a
la mod�elisation des mod�eles multi-grilles.

1.5.1 Grilles et fonctions de grille

Soit 
 notre domaine d'�etude : 
 � Rd, avec d = 2 ou d = 3. Soit 
 H un maillage de 
 de
pas d'espaceH constant dans toutes les directions.

Soit ! un sous-domaine de 
. Soit ! H un maillage r�egulier de taille de maille H , et soit
! h un autre maillage de ! de pas d'espaceh, avec H = p:h; p 2 N. Nous avons ainsi r�ealis�e
un ra�nement de maillage localement (sur ! ). Par la suite, 
 H sera appel�e le maillage basse
r�esolution ou encore la grille grossi�ere, et ! h le maillage haute r�esolution ou la grille �ne. La
hi�erarchie de grilles obtenue est illustr�ee �gure 1.3.

PosonsF
 H (respectivement F
 h ) l'ensemble des fonctions de grilles d�e�nies sur 
H (res-
pectivement 
 h) : c'est l'ensemble des vecteurs d�e�nis sur la grille 
 H (respectivement 
 h). De
la même mani�ere, nous d�e�nissons F! h comme l'ensemble des fonctions de grilles d�e�nies sur
! h , F! H l'ensemble des fonctions de grilles d�e�nies sur! H et en�n F@!h l'espace des fonctions
de grilles d�e�nies sur la fronti�ere du domaine haute r�eso lution @!h
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1.5.2 Produit scalaire L2 discret sur un maillage

Nous d�e�nissons le produit scalaire L 2 sur le maillage 
 h par :

8(uh ; vh) 2 F 2

 h

; < u h ; vh > h = hd
X

x2 
 h

uh(x)vh(x) (1.55)

La norme euclidienne associ�ee est d�e�nie par

8uh 2 F
 h ; kuhkh =

2

4hd
X

x2 
 h

uh(x)2

3

5

1
2

(1.56)

Nous munissons de la même mani�ereF
 H de < :; : > H , le produit scalaire L 2 discret sur 
 H .

1.5.3 Op�erateurs inter-grilles et d�ecomposition d'�ech elles

Soit I h
H un op�erateur lin�eaire d'interpolation de F
 H dansF
 h . PosonsI H

h l'op�erateur adjoint
de I h

H . C'est un op�erateur de restriction. Par d�e�nition, il v�e ri�e

8(uh ; vH ) 2 F
 h � F
 H ; < I H
h uh ; vH > H = < u h ; I h

H vH > h (1.57)

Notons I h
H et I H

h les repr�esentations matricielles deI h
H et I H

h . Il vient alors

I H
h =

�
h
H

� d

(I h
H )T (1.58)

I H
h �etant une application lin�eaire et F
 h �etant de dimension �nie, F
 h se d�ecompose de la

mani�ere suivante :
F
 h = Ker( I H

h ) � Im( I H
h )T (1.59)

Soit en utilisant (1.58),

F
 h = Ker( I H
h ) � Im( I h

H ) (1.60)

Donc
8xh 2 F
 h ; 9(uh ; vH ) 2 Ker( I H

h ) � F
 H ; xh = uh + I h
H vH : (1.61)

uh 2 Ker( I H
h ). Donc I H

h uh = 0. Ceci signi�e que uh n'est pas visible sur la grille basse
r�esolution : uh ne contient que des hautes fr�equences.

Ainsi, xh s'�ecrit comme la somme d'un terme repr�esentable par une fonction de la grille
basse r�esolution et d'un terme traduisant les hautes fr�equences invisibles pour la grille basse
r�esolution. Nous obtenons ainsi une s�eparation des petites et des grandes �echelles d'une grille
de r�esolution h. Cette d�ecomposition d'�echelles interviendra au x1.7.2.4 lors de la d�e�nition des
variables de contrôle du probl�eme d'assimilation bi-grille.

1.6 Formulations de l'embô�tement de mod�eles

Soit un premier mod�ele �evoluant dans le temps sur un maillage 
 H (uniforme de pas d'espace
horizontal H ) du domaine 
. Nous r�ealisons un ra�nement local de maillag e sur le domaine
! . Nous obtenons ainsi un second mod�ele, dit haute r�esolution, �evoluant dans le temps sur un
maillage ! h (uniforme de pas d'espace horizontalh). Le mod�ele global est alors appel�e mod�ele
basse r�esolution. L'embô�tement des deux mod�eles est illustr�e �gure 1.3. Nous pr�esentons par la
suite deux types d'interactions entre ces deux mod�eles.
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1.6.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interactionone-way, la solution du mod�ele basse r�esolution procure les condi-
tions aux limites du mod�ele local �a haute r�esolution via u n op�erateur d'interpolation I h

H . Ces
interactions sont dites passives : le mod�ele local haute r�esolution attend "passivement" que la
solution basse r�esolution lui procure les conditions aux fronti�eres et n'a aucune incidence sur
celle-ci. Les �equations semi-discr�etis�ees du syst�eme embô�t�e sont les suivantes :

Domaine 
 H Domaine ! h

( @xH

@t
= F (xH ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) sur @!h � [0; T]

(1.62)

avec I h
H un op�erateur d'interpolation de F
 H dans F@!h . x@! est donc l'interpol�e du vecteur

d'�etat basse r�esolution xh sur les fronti�eres du domaine.

Une fois la discr�etisation spatiale r�ealis�ee, il est �eg alement possible de ra�ner temporellement
nos mod�eles (c'est d'ailleurs ce qui est fait en g�en�eral dans la pratique). N�eanmoins, dans un
souci de lisibilit�e, dans toute notre �etude, nous supposons que les di��erents mod�eles ont le même
pas de temps. Cette hypoth�ese ne s'av�ere pas restrictive dans la mesure o�u nous aurions alors
�a remplacer les interpolations spatiales par des interpolations spatio-temporelles. Les �equations
discr�etes deviennent :

Domaine 
 H

8
<

:

xH (t i +1 ) = M i +1 ;i
H (xH (t i )) sur 
 H � f t0; : : : ; tN g

xH (x; t 0) = x0
H

Domaine ! h

8
>>>><

>>>>:

xh(t i +1 ) = M i +1 ;i
h (xh(t i ); x@!(t i +1 )) sur ! h � f t0; : : : ; tN g

xh(x; t 0) = x0
h

x@!(t i +1 ) = I h
H (xH (t i +1 )) sur @!h � f t1; : : : ; tN g

(1.63)

o�u M i +1 ;i
H est le mod�ele basse r�esolution correspondant au passage du pas de tempsi au pas

de tempsi + 1.
M i +1 ;i

H : F
 H ! F
 H

xH 7! M i +1 ;i
H (xH )

(1.64)

et M i +1 ;i
h le mod�ele local haute r�esolution correspondant au passage du pas de tempsi au

pas de tempsi + 1.
M i +1 ;i

h : F! h � F@!h ! F! h

(xh ; x@! ) 7! M i +1 ;i
h (xh ; x@! )

(1.65)
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Les notations choisies pour les mod�eles semblent sugg�erer l'utilisation de sch�emas num�eriques
explicites (x(t i +1 ) est obtenu connaissantx(t i )). Ceci est bien �evidemment un abus de langage
de notre part dans le but, l�a encore, de simpli�er les notations.

1.6.2 Interaction two-way

Dans le cas d'interaction two-way, une r�etroaction (ou feedback) du mod�ele haute r�esolution
vers le mod�ele grossier est ajout�ee. La solution du mod�ele basse r�esolution est r�eactualis�ee
localement par la solution haute r�esolution via un op�erat eur de restriction GH

h . Ces interactions
sont dites actives : les deux mod�eles communiquent constamment entre eux. Les �equations semi-
discr�etis�ees du syst�eme embô�t�e sont les suivantes :

Domaine 
 H Domaine ! h

8
><

>:

@xH

@t
= F (xH ; x ! ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

x ! = GH
h (xh) sur �! H � [0; T]

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) sur @!h � [0; T]

(1.66)

Une fois la discr�etisation temporelle r�ealis�ee, il vien t :

Domaine 
 H

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

xH (t i +1 ) = J �! H M i +1 ;i
H (xH (t i )) + �J �! H x ! (t i +1 ) sur 
 H � f t0; : : : ; tN g

xH (x; t 0) = x0
H

x �
H (t i +1 ) = M i +1 ;i

H (xH (t i )) sur 
 H � f t0; : : : ; tN g

x ! (t i +1 ) = GH
h (xh(t i +1 )) sur �! H � f t1; : : : ; tN g

Domaine ! h

8
>>>><

>>>>:

xh(t i +1 ) = M i +1 ;i
h (xh(t i ); x@!(t i +1 )) sur ! h � f t0; : : : ; tN g

xh(x; t 0) = x0
h

x@!(t i +1 ) = I h
H (x �

H (t i +1 )) sur @!h � f t1; : : : ; tN g

(1.67)

o�u J �! H est un op�erateur lin�eaire de F
 H dans F
 H (indicatrice de 
 H n�! H ).

J �! H : F
 H ! F
 H

xH 7!
�

xH sur 
 H n�! H

0 sur �! H

(1.68)

et �J �! H est un op�erateur lin�eaire de F! H dans F
 H (indicatrice de �! H et prolongement par
z�ero).

�J �! H : F! H ! F
 H

xH 7!
�

0 sur 
 H n�! H

xH sur �! H

(1.69)
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x h

x !


 H

x H

! h x @!

! H

{ xH correspond au vecteur
d'�etat sur 
 H .

{ xh correspond au vecteur
d'�etat sur ! h .

{ x@! correspond �a l'interpo-
lation de xH sur les limites
de ! .

{ x ! correspond, dans le cas
d'interactions two-way, �a
la restriction de la solu-
tion haute r�esolution sur le
mod�ele grossier. Il est d�e�ni
localement sur ! H .

Fig. 1.3 { Notations de l'embô�tement

Notons que contrairement �a l'interaction one-way, l'interaction two-wayn�ecessite, sur le plan
informatique, l'int�egration simultan�ee des mod�eles.

Remarque : soit dH le nombre de variables d'�etat du mod�ele basse r�esolution (par exemple
la temp�erature, la salinit�e, les vitesses), dh celui du mod�ele haute r�esolution. Alors, xH 2 F dH


 H

et xh 2 F dh
! h

. Par la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous commettrons un abus de
langage en appelantF
 H (resp. F! h ) F dH


 H
(resp. F dh

! h
). Nous nous placerons ainsi dans le cas o�u

chacun des mod�eles n'aurait qu'une variable d'�etat.

1.7 L'assimilation de donn�ees bi-grille

Dans un premier temps, nous pr�esentons tr�es succintementquelques r�esultats importants sur
l'assimilation de donn�ees pour des mod�eles multi-grilles. Ces travaux sont r�ealis�es essentiellement
avec une approche stochastique (�ltre de Kalman).

Dans un second temps, �a l'aide des notations introduites pr�ec�edemment, nous posons le
probl�eme de l'assimilation variationnelle de donn�ees dite 4D-Var pour le cas g�en�erique d'un
embô�tement bi-grille. Pour cela, nous red�e�nissons au pr�ealable quelques notions fondamen-
tales dans ce contexte multi-grille.

1.7.1 Etat de l'art de l'assimilation multi-grille

Comme nous l'avons vu en introduction, les syst�emes op�erationnels d'assimilation de donn�ees
utilisent de nos jours de fa�con courante des mod�eles embô�t�es. Cependant, les observations sont
g�en�eralement assimil�ees dans chaque mod�ele de fa�consind�ependantes. C'est le cas par exemple
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pour les syst�emes FOAM 1 (Argonne National Laboratory), ADRICOSM 2 (mer Adriatique),
MFSTEP et son successeur MOON3 (mer M�editerran�ee). Les e�ets de l'assimilation dans un
mod�ele se font sentir dans tout l'embô�tement selon la nature des interactions entre les mod�eles.
Ainsi, les r�esultats de l'assimilation dans le mod�ele global basse r�esolution sont perceptibles
dans les mod�eles locaux haute r�esolution via leurs conditions aux limites. Inversement, dans le
cas d'interaction two-way, les e�ets de l'assimilation dans un mod�ele haute r�esolution sont per-
ceptibles dans les mod�eles �a plus basse r�esolution via lar�etroaction. Cependant, les corrections
apport�ees dans chacun des mod�eles peuvent s'av�erer incoh�erentes entre elles, essentiellement au
niveau des fronti�eres. Ceci est dû notamment au fait que les domaines sur lesquels s'appuient
les mod�eles sont de di��erentes tailles et que les �echelles physiques repr�esent�ees par ces mod�eles
sont di��erentes.

Barth et al [2], [3] ont propos�e une nouvelle approche permettant de r�esoudre ce probl�eme
dans ce type de syst�eme. Elle est bas�ee sur une m�ethode d'assimilation stochastique (un �ltre
SEEK) pour laquelle on utilise un vecteur d'�etat "g�en�era lis�e" regroupant les di��erents vecteurs
d'�etat pr�esents dans l'embô�tement ( x = [ xH ; xh ] dans un cas bi-grille). Cette approche permet
de bien prendre en compte les corr�elations entre les di��erents mod�eles. L'assimilation d'observa-
tions dans un seul mod�ele permet alors une correction coh�erente sur l'ensemble des mod�eles de
l'embô�tement. Les tests r�ealis�es dans une con�guration r�ealiste dans la mer Ligure ont montr�e
l'int�erêt d'une telle m�ethode. Dans le cadre d'exp�erie nces jumelles dans le Golfe du Lion, Van-
denbulcke etal [52] ont compar�e les r�esultats de cette approche dans le cas d'interaction two-way
avec ceux issus d'assimilations r�ealis�ees de fa�con ind�ependantes sur les di��erents mod�eles dans le
cas d'interactions one-wayet two-way. Ils ont constat�e que l'utilisation d'embô�tement two-way
permettait d'obtenir les meilleurs r�esultats, et que dans ce cas, l'approche utilisant le vecteur
d'�etat multi-grille obtenait des r�esultats �equivalents �a une assimilation "ind�ependante" dans le
mod�ele haute r�esolution. Ce r�esultat semble plutot d�ec evant mais peut s'expliquer par la con�-
guration de l'embô�tement (erreur de la solution basse r�esolution relativement faible, interaction
two-way).

A notre connaissance, l'approche variationnelle pour des mod�eles embô�t�es a peu �et�e �etudi�ee.
Gebbie et al [26] ont propos�e une approche multi-grille s�equentielle d'estimation des conditions
aux fronti�eres d'un mod�ele r�egional eddy-resolvingpar assimilation variationnelle de donn�ees.
Ils proposent ainsi d'am�eliorer leur premier estim�e via une phase d'assimilation �a plus basse
r�esolution, celle-ci ayant des coût de calculs beaucoup plus faibles.

Les algorithmes 4D-Var incr�emental �a simple troncature et �a multiples troncatures propos�es
par Courtier et al [13] et repris notament par Veers�e dans sa th�ese [53] apparaissent �egalement
comme des m�ethodes d'assimilation variationnelles multi-grilles. Ils reprennent la formulation de
l'algorithme 4D-Var incr�emental (cf x1.4.2), mais remplacent le mod�ele lin�eaire par des approxi-
mations obtenues via un op�erateur de simpli�cation, qui tr aduit g�en�eralement un changement de
r�esolution spatiale. L'innovation est alors calcul�ee �a haute r�esolution via le mod�ele non-lin�eaire.
La minimisation de l'�ecart �a l'innovation se fait en utili sant le mod�ele simpli��e �a basse r�esolution.
Bien �evidemment, ces algorithmes ne permettent pas de faire de l'assimilation variationnelle de
donn�ees dans des mod�eles embô�t�es. Ils doivent plutôtêtre vus comme des versions du 4D-Var

1http ://www-unix.mcs.anl.gov/foam/index.html
2http ://www.bo.ingv.it/adricosm-partnership/
3http ://www.moon-oceanforecasting.eu/
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incr�emental avec une phase d'optimisation multi-grille.

1.7.2 D�e�nitions

1.7.2.1 Observations et op�erateur d'observation

Supposons disposer d'observations sur le domaine 
. La pr�esence des di��erentes grilles �a
di��erentes r�esolution fait que certaines de ces observations seront plus adapt�ees �a une grille
qu'�a une autre. Nous souhaitons donc pouvoir choisir les observations que nous assimilons sur
chacune des grilles 
H et ! h . Pour cela, nous d�e�nissonsOH et Oh les espaces des observations
assimil�ees sur la grille 
 H et sur la grille ! h . Nous avons ainsi

OH = f yH est assimil�ee sur 
 H g

Oh = f yh est assimil�ee sur ! hg
(1.70)

Cette formulation, qui a�ecte un espace d'observation �a une grille, permet une grande libert�e
dans le choix des observations qui seront assimil�ees sur chaque niveau de grilles. De plus, une
même observation pourra être assimil�ee sur la grille haute r�esolution ! h et le sous-domaine! H

de la grille basse r�esolution 
 H , ce qui pourra s'av�erer int�eressant comme nous le verronsau
x4.7

Faute de temps, la question du choix optimal des observations pour chacune des grilles n'a
pas �et�e abord�ee dans ce manuscrit. Une telle �etude sera apriori fortement d�ependante de la
con�guration du mod�ele et de la nature des observations assimil�ees, et les r�esultats obtenus
sur une con�guration donn�ees seront sans doute di�cilement g�en�eralisables �a l'ensemble des
syst�emes d'assimilation. De fait, elle nous apparait vraiment int�eressante lors de la mise en
place par exemple d'un syst�eme d'assimilation (sc�enarii satellitaires, campagnes de mesures en
mer, etc) ou lors des phases d'optimisation des performances de ce syst�eme d'assimilation (choix
des observations).

Nous d�e�nissons les op�erateurs d'observation discrets ainsi que les matrices de covariance
d'erreur d'observation sur la grille basse r�esolution (HH et R i

H ) et sur la grille haute r�esolution
(Hh et R i

h) exactement de la même mani�ere qu'aux1.1.

1.7.2.2 Vecteur d'�etat

Soit x le vecteur d'�etat de notre mod�ele bi-grille. Il est compos�e des vecteurs d'�etat de
chacune des deux grilles. Il s'�ecrit ainsi :

x =
�

xH

xh

�

o�u xH correspond au vecteur d'�etat basse r�esolution etxh au vecteur d'�etat haute r�esolution.

1.7.2.3 Condition initiale

Soit x0 la condition initiale de notre mod�ele. Elle correspond aux conditions initiales sur
chacune des grilles. Elle s'�ecrit :
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x0 =
�

x0
H

x0
h

�

o�u x0
H correspond �a la condition initiale sur la grille grossi�er e et x0

h �a celle sur la grille �ne.
A priori, nous supposons quex0

H et x0
h sont ind�ependants �a l'int�erieur de ! .

1.7.2.4 Contrôle

Condition initiale

Nous avons vu dans la partie 1.4.1 que la m�ethode 4D-Var reposait sur la minimisation, par
rapport �a une variable de contrôle, d'une fonctionnelle mesurant notamment l'�ecart du mod�ele
aux observations. Cette variable de contrôle s'av�ere être, le plus souvent, la condition initiale
du mod�ele. Notons ~x la variable de contrôle bi-grille. De la même mani�ere, la minimisation de
notre fonctionnelle 4D-Var bi-grille se fera en g�en�eral selon la condition initiale bi-grille x0.

Correction des transferts inter-grilles

La solution du mod�ele basse r�esolution n'�etant pas la solution exacte, elle introduit des er-
reurs dans la solution haute r�esolution via les conditionsaux fronti�eres du mod�ele local haute
r�esolution. De plus, les op�erateurs d'interpolation uti lis�es ne sont pas parfaits, les erreurs in-
troduites sur la grille haute r�esolution via les termes de conditions aux limites peuvent ainsi
crô�tre sous l'e�et des erreurs d'interpolation. Il serait donc int�eressant d'introduire une variable
de contrôle � @! au niveau des conditions aux limites a�n de minimiser les erreurs li�ees aux
transferts inter-grilles.

De plus, même si la solution basse r�esolution �etait exacte, la formulation actuelle des trans-
ferts inter-grilles (�equation sur x@! dans (1.62) et (1.66)) ne permet pas d'obtenir de petites
�echelles. Nous avons ainsi vu aux1.5.3 que toute fonction de grille haute r�esolution pouvait
s'�ecrire comme la somme de l'image par une interpolation lin�eaire d'une fonction de grille basse
r�esolution et d'un terme haute fr�equence invisible �a bas se r�esolution (�equation (1.61)). Même si
nous ne sommes plus dans le cadre lin�eaire, l'ajout du terme� @! va nous permettre d'introduire
certaines petites �echelles manquantes.

Les conditions aux limites du mod�ele haute r�esolution s'�ecrivent alors

x@! = I h
H (xH ) + � @! sur @!h � [0; T]

De même, dans le but de r�eduire les erreurs introduites surla grille basse r�esolution par la
r�etroaction two-way, nous ajoutons �egalement un terme correctif � ! �a la restriction provenant
de la grille haute r�esolution. Nous �ecrivons

x ! = GH
h (xh) + � ! sur �! H � [0; T]

Nous obtenons alors le vecteur� bc :

� bc =

8
>><

>>:

� @! en one-way

�
� !

� @!

�
en two-way
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Nous ajoutons ce terme �a la condition initiale bi-grille dans notre variable de contrôle. Ceci va
nous permettre d'obtenir un contrôle au niveau des transferts inter-grilles et ainsi de minimiser
l'erreur introduite par les interpolations/restrictions en introduisant sur chaque grille les �echelles
invisibles pour celle qui lui transmet l'information.

En e�et, si � @! 2 Ker( I H
h ) et � ! 2 Ker(G h

H ) o�u I H
h et G h

H sont les adjoints des op�erateurs
lin�earis�es I h

H et G H
h , ce terme correspond alors aux �echelles "invisibles" sur chacune des deux

grilles. L'introduction d'une telle contrainte au probl�e me d'optimisation nous renseigne sur ce
que pourraient être les termes de r�egularisation portant sur � bc �a ajouter dans la fonction coût
(cf x1.7.3).

Bilan

Pour r�esumer, nous �etudierons deux contrôles possibles~x :
{ la condition initiale bi-grille :

~x = x0

{ la condition initiale bi-grille et le contrôle au niveau de s transferts inter-grilles � bc :

~x =
�

x0

� bc

�

On d�esignera dans la suite parwic (pour " with interaction control ") les algorithmes utili-
sant cette variable de contrôle �etendue.

1.7.2.5 Ebauche

Nous d�e�nissons l'�ebauche xb de notre probl�eme d'assimilation bi-grille comme �etant le s
conditions initiales non optimis�ees des mod�eles embô�t�es. Ainsi

xb =
�

xb
H

xb
h

�

o�u xb
H correspond �a l'�ebauche sur la grille grossi�ere et xb

h �a celle sur la grille �ne.

L'erreur d'�ebauche � b se d�e�nit alors par :

� b =
�

� b
H

� b
h

�
=

�
xb

H � x t
H

xb
h � x t

h

�

o�u x t
H correspond �a "l'�etat vrai" sur la grille grossi�ere et x t

h �a celui sur la grille �ne. Ce que nous
appelons "�etat vrai" pour une grille donn�ee est la project ion de l'�etat continu x t sur l'espace
des fonctions de cette grille (F
 H et F! H ). Ainsi

�
x t

H = � H x t

x t
h = � hx t

j!

avec � H (respectivement � h) op�erateur de projection sur F
 H (resp. F! H ).
L'�etude de la structure de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche B est r�ealis�ee au x2.2.
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1.7.3 Formulations

Avec les notations introduites au x1.1, nous retrouvons pour le cas bi-grille une formulation
analogue au 4D-Var mono-grille. D�e�nissons les di��erentes fonctionnelles dans le cas o�u l'on
contrôle uniquement la condition initiale bi-grille

J b =
1
2

(x0 � xb)T B � 1(x0 � xb) �ecart �a l'�ebauche

J obs
H =

1
2

NX

i =0

[H i
H (x i

H (x0)) � y i
H ]T R i

H
� 1

[H i
H (x i

H (x0)) � y i
H ] �ecart aux observations sur la grille grossi�ere

J obs
h =

1
2

NX

i =0

[H i
h(x i

h(x0)) � y i
h ]T R i

h
� 1

[H i
h(x i

h(x0)) � y i
h ] �ecart aux observations sur la grille �ne

(1.71)
Le probl�eme de l'assimilation de donn�ees s'�ecrit :

min
x 0

J (x0) = J b(x0) + J obs
H (x0) + J obs

h (x0)

=
1
2

(x0 � xb)T B � 1(x0 � xb)

+
1
2

NX

i =0

[H i
H (x i

H (x0)) � y i
H ]T R i

H
� 1

[H i
H (x i

H (x0)) � y i
H ]

+
1
2

NX

i =0

[H i
h(x i

h(x0)) � y i
h ]T R i

h
� 1

[H i
h(x i

h(x0)) � y i
h ]

Ajoutons le contrôle sur les transferts inter-grilles (algorithmes wic). Nous d�e�nissons les
di��erentes fonctionnelles :

J obs
H =

1
2

NX

i =0

[H i
H (x i

H (x0; � bc)) � y i
H ]T R i

H
� 1

[H i
H (x i

H (x0; � bc)) � y i
H ]

J obs
h =

1
2

NX

i =0

[H i
h(x i

h(x0; � bc)) � y i
h ]T R i

h
� 1

[H i
h(x i

h(x0; � bc)) � y i
h ]

J � bc
=

1
2

kK � bck2 norme du terme correctif aux fronti�eres

(1.72)

Le terme de p�enalisation J � bc
s'apparente �a une contrainte faible portant sur le vecteur � bc.

Ce terme ayant pour but de repr�esenter les �echelles invisibles sur chacune des grilles lors des
interactions, nous cherchons �a faire en sorte que� bc appartienne aux noyaux des adjoints des
op�erateurs d'interactions lin�earis�es. Ainsi, dans le c as d'interaction two-way, K s'�ecrit :

K =
�

G h
H (0)

(0) I H
h

�

Le probl�eme de minimisation devient :
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min
(x 0 ;� bc )

J (x0; � bc) = J b(x0) + J � bc
(� bc) + J obs

H (x0; � bc) + J obs
h (x0; � bc)

=
1
2

(x0 � xb)T B � 1(x0 � xb) +
1
2

kK � bck2

+
1
2

NX

i =0

[H i
H (x i

H (x0; � bc)) � y i
H ]T R i

H
� 1

[H i
H (x i

H (x0; � bc)) � y i
H ]

+
1
2

NX

i =0

[H i
h(x i

h(x0; � bc)) � y i
h ]T R i

h
� 1

[H i
h(x i

h(x0; � bc)) � y i
h ]

1.7.4 Vers le couplage de mod�eles

Revenons plus en d�etail sur les formulationswic de l'assimilation bi-grille et notamment sur
le terme J � bc

pr�esent dans la fonction coût. Nous montrons dans cette partie que le contrôle des
transferts inter-grilles initialement introduit pour am�e liorer les interactions entre les solutions
des deux mod�eles peut aussi être interpr�et�e comme un couplage faible entre ces mod�eles.

1.7.4.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interactionone-way, ce terme de p�enalisation s'�ecrit :

2J � bc
= kK � bck2

= kI H
h � @!k2

H
= < I H

h � @!; I H
h � @! > H

= < � @!; I h
H I H

h � @! > h

(1.73)

I h
H I H

h �etant sym�etrique de F@!h dans F@!h , il vient 4

F@!h = Ker( I h
H I H

h ) � Im( I h
H I H

h ) (1.74)

De plus ces espaces suppl�ementaires sont orthogonaux.5

Notons � la projection orthogonale sur Im( I h
H I H

h ) parall�element �a Ker( I h
H I H

h ).
Alors

2J � bc
= < � � @!; I h

H I H
h � � @! > h (1.75)

Nous d�e�nissons alors la norme sur Im(I h
H I H

h ), sous-espace deF@!h , par :

8uh 2 Im( I h
H I H

h ); kuhk2
I h

H I H
h

= < uh ; I h
H I H

h uh > h (1.76)

Il vient alors
4 I h

H I H
h �etant lin�eaire, F@! h se d�ecompose en

F@! h = Ker( I h
H I H

h ) � Im( I h
H I H

h )T

5Soit (u; v ) 2 Ker( I h
H I H

h ) � Im( I h
H I H

h ). Alors 9w 2 F G(@!h ); v = I h
H I H

h w .

< u; v > h = < u; I h
H I H

h w > h

= < (I h
H I H

h )T u; w > h

= < I h
H I H

h u; w > h

= 0 car u 2 Ker( I h
H I H

h )



1.7 L'assimilation de donn�ees bi-grille 36

J � bc
=

1
2

k� � @!k2
I h

H I H
h

(1.77)

Or xh = I h
H (xH ) + � @! sur @!h � [0; T].

D'o�u

J � bc
=

1
2

k�( xh � I h
H (xH )) j@!h k2

I h
H I H

h

En pratique, l'interpolation I h
H est injective, d'o�u Ker( I h

H I H
h ) = Ker( I H

h ). � est alors la pro-
jection orthogonale sur Im(I h

H I H
h ) parall�element �a Ker( I H

h ).

Minimiser J � bc
revient alors �a minimiser, dans l'espace orthogonal au noyau de l'adjoint de

l'op�erateur d'interpolation, la di��erence entre les sol utions des deux mod�eles sur la fronti�ere du
domaine local haute r�esolution.

Ce terme introduit ainsi un couplage faible sur l'espace [Ker( I H
h )]? , c'est �a dire un espace

de basses fr�equences, entre les projections des solutionsdes deux mod�eles au niveau de cette
fronti�ere. Notons, que ce couplage est r�ealis�e de fa�con incr�ementale : nous ne contrôlons pas
directement la valeur des solutions aux interfaces mais un incr�ement que nous ajoutons �a la
solution haute r�esolution.

1.7.4.2 Interaction two-way

Dans le cas d'interaction two-way, la minimisation de la fonctionnelle J � bc
apparait de la

même mani�ere comme un couplage faible entre les deux solutions, non plus sur la fronti�ere du
domaine haute r�esolution mais sur ! tout entier.

Ainsi,
2J � bc

= < I H
h � @!; I H

h � @! > H + < G h
H � ! ; G h

H � ! > h

= k� � @!k2
I h

H I H
h

+ < G h
H � ! ; G h

H � ! > h
(1.78)

SupposonsG h
H injectif. En utilisant la relation (1.60), nous pouvons montrer que G H

h G h
H est

inversible et donc d�e�nie positive. Nous d�e�nissons alor s la norme surF�! H l'espace des fonctions
de grilles d�e�nies sur �! H par

8uH 2 F�! H ; kuH k2
G H

h G h
H

= < uH ; G H
h G h

H uH > H (1.79)

Il vient alors

2J � bc
= k� � @!k2

I h
H I H

h
+ k� ! k2

G H
h G h

H
(1.80)

Par d�e�nition de � bc, nous obtenons

J � bc
=

1
2

k�( xh � I h
H (xH )) j@!h k2

I h
H I H

h
+

1
2

k(xH � GH
h (xh)) j�! H

k2
G H

h G h
H

Nous retrouvons ainsi le couplage faible entre les deux solutions �evoqu�e dans le cas d'inter-
actions one-way. Ce couplage a lieu sur! tout entier :
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{ �a haute r�esolution sur @!h via un incr�ement ajout�e �a la solution haute r�esolution c orrigeant
sa composante orthogonale au noyau deI H

h (basses fr�equences).
{ �a basse r�esolution sur �! H via un incr�ement correctif ajout�e �a la solution basse r�e solution.
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Chapitre 2

Syst�emes d'optimalit�e et matrice de
covariance d'erreur d'�ebauche pour
une con�guration bi-grille
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2.1 Les syst�emes d'optimalit�e

Nous pr�esentons dans cette partie les syst�emes d'optimalit�e du probl�eme d'optimisation in-
troduit au x1.7. Dans un premier temps, nous �etudions le cas o�u la variable de contrôle est la
condition initiale seule pour le cas d'interactions one-way et two-way. Puis nous rajoutons le
contrôle sur les transferts inter-grilles.

Nous nous int�eressons uniquement au gradient deJ obs, ceux deJ b et J � bc
�etant triviaux.
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2.1.1 Interaction one-way

Nous contrôlons dans cette partie uniquement les conditions initiales sur les deux grilles
(x0

H ; x0
h). � bc reste donc nul durant le processus de minimisation. De ce fait, il n'apparait pas

dans les �equations du mod�ele.
Le mod�ele est en interaction one-way. Il s'�ecrit :

Domaine 
 H Domaine ! h

( @xH

@t
= F (xH ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) sur @!h � [0; T]

(2.1)

En introduisant, comme au x1.4.3, une perturbation (uH ; vh) des variables de contrôle
(x0

H ; x0
h), on obtient le syst�eme suivant pour cxH et cxh , d�eriv�ees au sens de Gâteaux dexH

et xh

Domaine 
 H Domaine ! h

8
<

:

@cxH

@t
=

@F
@xH

: cxH sur 
 H � [0; T]

cxH (0) = uH

8
>><

>>:

@cxh

@t
=

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:dx@! sur ! h � [0; T]

cxh(0) = vh

dx@! = I h
H cxH sur @!h � [0; T]

(2.2)
o�u I h

H symboliseI h
H (xH ), c'est �a dire le lin�earis�e de I h

H en xH .

Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossi�ere et Q sur la grille �ne. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les �equations lin�earis�ees
pr�ec�edentes et en int�egrant sur toute la fenêtre d'assimilation, il vient :

sur 
 H :

Une int�egration par parties nous donne :

Z T

0
<

@cxH

@t
; P > H dt = < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H �

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

> H dt

(2.3)
D'autre part,

<
@cxH

@t
; P > H = <

@F
@xH

: cxH ; P > H

= < cxH ;
�

@F
@xH

� �

:P > H

(2.4)

D'o�u :

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P > H dt = < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H (2.5)
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sur ! h :

De la même mani�ere, nous avons

Z T

0
<

@cxh

@t
; Q > h dt = < cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h �

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

> h dt

(2.6)
et

<
@cxh

@t
; Q > h = <

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:I h

H cxH ; Q > h

= < cxh ;
�

@F
@xh

� �

:Q > h + < cxH ; I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H

(2.7)

D'o�u :

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q > h dt +
Z T

0
< cxH ; I H

h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H dt =

< cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h
(2.8)

La fonction coût J obs mesurant l'�ecart aux observations s'�ecrit comme la somme de deux
termes : l'un mesurant l'�ecart entre la solution basse r�esolution et les observations pr�esentes
sur cette grille, l'autre mesurant l'�ecart entre la soluti on haute r�esolution et les observations
pr�esentes sur la grille �ne. Soit,

J obs =
1
2

Z T

0
kH H xH (t) � yH (t)k2

o dt +
1
2

Z T

0
kH hxh(t) � yh(t)k2

o dt (2.9)

Sa d�eriv�ee de Gâteaux Ĵ obs dans la direction (x0
H ; x0

h) s'�ecrit

Ĵ obs =
Z T

0
< x̂H (t); H �

H (H H xH (t) � yH (t)) > H dt +
Z T

0
< x̂h(t); H �

h(H hxh(t) � yh(t)) > h dt

(2.10)
Sommons (2.5) et (2.8). Il vient :

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q > h dt +
Z T

0
< cxH ;

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H dt =

< cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h + < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H

(2.11)
D�e�nissons les variables adjointes comme suit :

Domaine 
 H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

Domaine ! h

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

(2.12)
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Si aucune observation n'est pr�esente sur une des grilles, la partie de la fonction J obs correspon-
dant �a cette grille sera nulle, donc aussi son gradient vis-�a-vis de la variable d'�etat de cette grille.

Finalement, il vient :
(

r x 0
H

J obs = � P(0)
r x 0

h
J obs = � Q(0)

(2.13)

D'o�u :

Syst�eme d'optimalit�e one-way

Domaine 
 H

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

( @xH

@t
= F (xH ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

r x 0
H

J obs = � P(0)

Domaine ! h

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH )

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

r x 0
h
J obs = � Q(0)

Nous observons ainsi au travers du termeI H
h

h
@F

@x @!

i �
:Q une r�etroaction du mod�ele adjoint

haute r�esolution vers celui basse r�esolution, �a l'oppos�e de celle pr�esente dans le mod�ele direct.

2.1.2 Interaction two-way

Nous contrôlons l�a encore uniquement les conditions initiales sur les deux grilles (x0
H ; x0

h).
De même, � bc reste nul durant le processus de minimisation. De ce fait, iln'apparait pas dans
les �equations du mod�ele.

Le mod�ele est en interaction two-way. Il s'�ecrit :

Domaine 
 H Domaine ! h

8
><

>:

@xH

@t
= F (xH ; x ! ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

x ! = GH
h (xh) sur �! H � [0; T]

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) sur @!h � [0; T]

(2.14)
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En introduisant une perturbation ( uH ; vh) de (x0
H ; x0

h), on obtient le syst�eme suivant pour
cxH et cxh , d�eriv�ees au sens de Gâteaux dexH et xh

Domaine 
 H Domaine ! h

8
>><

>>:

@cxH

@t
=

@F
@xH

: cxH +
@F
@x !

cx ! sur 
 H � [0; T]

cxH (0) = uH

cx ! = G H
h cxh sur �! H � [0; T]

8
>><

>>:

@cxh

@t
=

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:dx@! sur ! h � [0; T]

cxh(0) = vh

dx@! = I h
H cxH sur @!h � [0; T]

(2.15)
o�u G H

h symboliseG H
h (xh), le lin�earis�e de GH

h en xh .

Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossi�ere et Q sur la grille �ne. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les �equations lin�earis�ees
pr�ec�edentes et en int�egrant temporellement, il vient :

sur 
 H :

En int�egrant par parties, nous obtenons

Z T

0
<

@cxH

@t
; P > H dt = < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H �

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

> H dt

(2.16)
Par ailleurs

<
@cxH

@t
; P > H = <

@F
@xH

: cxH ; P > H + <
@F
@x !

:cx ! ; P > H

= < cxH ;
�

@F
@xH

� �

:P > H + < cxh ; G h
H

�
@F
@x !

� �

:P > h

(2.17)

D'o�u :

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P > H dt +
Z T

0
< cxh ; G h

H

�
@F
@x !

� �

:P > h dt =

< cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H

(2.18)
sur ! h :

De la même mani�ere, nous avons

Z T

0
<

@cxh

@t
; Q > h dt = < cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h �

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

> h dt

(2.19)
et

<
@cxh

@t
; Q > h = <

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:I h

H cxH ; Q > h

= < cxh ;
�

@F
@xh

� �

:Q > h + < cxH ; I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H

(2.20)
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D'o�u :

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q > h dt +
Z T

0
< cxH ; I H

h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H dt =

< cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h
(2.21)

D�e�nissons les variables adjointes comme suit :

Domaine 
 H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

Domaine ! h

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q + G h
H

�
@F
@x !

� �

:P = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

(2.22)

En sommant (2.18) et (2.21), il vient :
(

r x 0
H

J obs = � P(0)
r x 0

h
J obs = � Q(0)

(2.23)

D'o�u :

Syst�eme d'optimalit�e two-way

Domaine 
 H

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xH

@t
= F (xH ; x ! ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

x ! = GH
h (xh) sur �! H � [0; T]

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

r x 0
H

J obs = � P(0)

Domaine ! h

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH )

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q + G h
H

�
@F
@x !

� �

:P = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

r x 0
h
J obs = � Q(0)
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2.1.3 Ajout du contrôle des erreurs de transfert inter-gri lles

Dans cette partie, nous introduisons un terme de contrôle� bc au niveau des transferts inter-
grilles comme expliqu�e au x1.7. Suivant le type d'interactions envisag�e, ce vecteur aura une
composante sur la grille grossi�ere ou non. Nous contrôlons �egalement les conditions initiales sur
chacune des grilles.

2.1.3.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interactions one-way, les variables de contrôle sont les conditions initiales
sur chacune des grilles ainsi que le terme de petite �echelle� @! pr�esent dans les conditions aux
fronti�eres du mod�ele haute r�esolution.

Le mod�ele s'�ecrit :

Domaine 
 H Domaine ! h

( @xH

@t
= F (xH ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) + � @! sur @!h � [0; T]

(2.24)

En introduisant une perturbation ( uH ; vh ; � @!) des variables de contrôle (x0
H ; x0

h ; � @!), on
obtient le syst�eme suivant pour cxH et cxh , d�eriv�ees au sens de Gâteaux dexH et xh

Domaine 
 H Domaine ! h

8
<

:

@cxH

@t
=

@F
@xH

: cxH sur 
 H � [0; T]

cxH (0) = uH

8
>><

>>:

@cxh

@t
=

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:dx@! sur ! h � [0; T]

cxh(0) = vh

dx@! = I h
H cxH + � @! sur @!h � [0; T]

(2.25)
Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossi�ere et Q sur la grille �ne. En prenant

les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les �equations lin�earis�ees
pr�ec�edentes et en int�egrant temporellement, il vient :

sur 
 H :

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P > H dt = < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H (2.26)

sur ! h :

Z T

0
<

@cxh

@t
; Q > h dt = < cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h �

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

> h dt

(2.27)
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et

<
@cxh

@t
; Q > h = <

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:(I h

H cxH + � @!); Q > h

= < cxh ;
�

@F
@xh

� �

:Q > h + < cxH ; I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H + <
�

@F
@x@!

� �

:� @!; Q > h

(2.28)
D'o�u :

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q > h dt +
Z T

0
< cxH ; I H

h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H dt +
Z T

0
<

�
@F

@x@!

� �

:� @!; Q > h dt

= < cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h
(2.29)

Nous d�e�nissons les variables adjointes de la même mani�ere que dans le casone-way. Ainsi,

Domaine 
 H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

Domaine ! h

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

(2.30)

En sommant (2.26) et (2.29), il vient :

8
>><

>>:

r x 0
H

J obs = � P(0)
r x 0

h
J obs = � Q(0)

r � @! (t )J
obs = �

�
@F

@x@!

� �

:Q(t)
(2.31)

Le syst�eme d'optimalit�e s'�ecrit ainsi
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Syst�eme d'optimalit�e one-way wic

Domaine 
 H

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

( @xH

@t
= F (xH ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

r x 0
H

J obs = � P(0)

Domaine ! h

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) + � @! sur @!h � [0; T]

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

8
<

:

r x 0
h
J obs = � Q(0)

r � @! (t )J
obs = �

�
@F

@x@!

� �

:Q(t)

Nous retrouvons un syst�eme proche de celui duone-way avec contrôle des conditions ini-
tiales seul. Le contrôle sur les transferts inter-grilles (ici de la grille grossi�ere vers la grille �ne)
apparait uniquement dans le syst�eme d'�equations concernant les gradients deJ obs. Ceci s'av�ere
particuli�erement int�eressant pour la programmation inf ormatique d'un tel syst�eme. En e�et,
une fois le syst�eme d'optimalit�e dans le cas du seul contrôle des conditions initiales mis en
place, il ne sera pas n�ecessaire de modi�er le syst�eme adjoint (ce qui est g�en�eralement le plus
probl�ematique).

2.1.3.2 Interaction two-way

Dans cette partie, nous rajoutons au cas pr�ec�edent un contrôle � ! dans la mise �a jour de la
solution de la grille grossi�ere xH sur ! H par la solution de la grille �ne xh .

Le mod�ele s'�ecrit alors

Domaine 
 Domaine !

8
><

>:

@xH

@t
= F (xH ; x ! ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

x ! = GH
h (xh) + � ! sur �! H � [0; T]

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH ) + � @! sur @!h � [0; T]

(2.32)
En introduisant une perturbation ( uH ; vh ; � ! ; � @!) des variables de contrôle (x0

H ; x0
h ; � ! ; � @!),

on obtient le syst�eme suivant pour cxH et cxh , d�eriv�ees au sens de Gâteaux dexH et xh :
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Domaine 
 H Domaine ! h

8
>><

>>:

@cxH

@t
=

@F
@xH

: cxH +
@F
@x !

cx ! sur 
 H � [0; T]

cxH (0) = uH

cx ! = G H
h cxh + � ! sur �! H � [0; T]

8
>><

>>:

@cxh

@t
=

@F
@xh

:cxh +
@F

@x@!
:dx@! sur ! h � [0; T]

cxh(0) = vh

dx@! = I h
H cxH + � @! sur @!h � [0; T]

(2.33)
Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossi�ere et Q sur la grille �ne. En prenant

les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les �equations lin�earis�ees
pr�ec�edentes et en int�egrant temporellement, il vient :

sur 
 H :

En int�egrant par parties, nous obtenons

Z T

0
<

@cxH

@t
; P > H dt = < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H �

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

> H dt

(2.34)
Par ailleurs

<
@cxH

@t
; P > H = <

@F
@xH

: cxH ; P > H + <
@F

@x@!
:(G H

h cxh + � ! ); P > H

= < cxH ;
�

@F
@xH

� �

:P > H + < cxh ; G h
H

�
@F
@x !

� �

:P > h + < � ! ;
�

@F
@x !

� �

:P > H

(2.35)
D'o�u :

Z T

0
< cxH ;

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P > H dt +
Z T

0
< cxh ; G h

H

�
@F
@x !

� �

:P > h dt +
Z T

0
< � ! ;

�
@F
@x !

� �

:P > H dt

= < cxH (T); P(T) > H � < cxH (0); P(0) > H

(2.36)
sur ! h :

De la même mani�ere, nous avons

Z T

0
< cxh ;

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q > h dt +
Z T

0
< cxH ; I H

h

�
@F

@x@!

� �

:Q > H dt +
Z T

0
< � @!;

�
@F

@x@!

� �

:Q > h dt

= < cxh(T); Q(T) > h � < cxh(0); Q(0) > h
(2.37)

Nous d�e�nissons les variables adjointes comme les solutions du syst�eme suivant
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Domaine 
 H

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

Domaine ! h

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q + G h
H

�
@F
@x !

� �

:P = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

(2.38)

Il vient en sommant (2.36) et (2.37) :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

r x 0
H

J obs = � P(0)

r � ! (t )J
obs = �

�
@F
@x !

� �

:P(t)

r x 0
h
J obs = � Q(0)

r � @! (t )J
obs = �

�
@F

@x@!

� �

:Q(t)

(2.39)

Le syst�eme d'optimalit�e s'�ecrit ainsi

Syst�eme d'optimalit�e two-way wic

Domaine 
 H

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xH

@t
= F (xH ; x ! ) sur 
 H � [0; T]

xH (x; 0) = x0
H

x ! = GH
h (xh) + � ! sur �! H � [0; T]

8
<

:

@P
@t

+
�

@F
@xH

� �

:P + I H
h

�
@F

@x@!

� �

:Q = H �
H (H H xH (t) � yH (t))

P(T) = 0

8
<

:

r x 0
H

J obs = � P(0)

r � ! (t )J
obs = �

�
@F
@x !

� �

:P(t)

Domaine ! h

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8
><

>:

@xh

@t
= F (xh ; x@!) sur ! h � [0; T]

xh(x; 0) = x0
h

x@! = I h
H (xH )

8
<

:

@Q
@t

+
�

@F
@xh

� �

:Q + G h
H

�
@F
@x !

� �

:P = H �
h(H hxh(t) � yh(t))

Q(T) = 0

8
<

:

r x 0
h
J obs = � Q(0)

r � @! (t )J
obs = �

�
@F

@x@!

� �

:Q(t)
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De même que pr�ec�edemment, ce nouveau terme de contrôle apparait uniquement dans le
syst�eme d'�equations concernant les gradients deJ obs. De ce fait, comme pour le casone-way,
la mise en place d'un tel syst�eme sera assez simple depuis lesyst�eme two-way avec contrôle des
conditions initiales uniquement.

2.1.4 Passage d'un adjoint mono-grille �a un adjoint bi-gri lle

L'�ecriture du mod�ele adjoint constitue une di�cult�e imp ortante pour la mise en pratique des
m�ethodes d'assimilation variationnelle de donn�ees. Comme son nom l'indique, le mod�ele adjoint
est l'op�erateur adjoint du mod�ele lin�eaire tangent du mo d�ele physique direct. Dans le cas de
mod�eles r�ealistes, cela n�ecessite un travail consid�erable, puisque cela revient �a r�e�ecrire un code
d'une complexit�e aussi importante que celle du mod�ele direct. Le passage d'un algorithme d'as-
similation mono-grille �a un algorithme bi-grille entrainan t la modi�cation des mod�eles adjoints,
son coût en terme de d�eveloppements informatiques peut être e�rayant �a premi�ere vue. Il n'en
est rien. Une comparaison des syst�emes adjoints semi-discr�etis�es montre en fait que tr�es peu de
modi�cations sont n�ecessaires pour obtenir les mod�eles adjoints sur les di��erentes grilles.

En e�et, le syst�eme d'optimalit�e pour un algorithme 4D-Var mono-grille avec contrôle de la
condition initiale s'�ecrit (cf x1.4.3)

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

( @x
@t

= F (x)

x(x; 0) = x0

8
<

:

@Z
@t

+
�

@F
@x

� �

:Z = H � (Hx (t) � y (t))

Z(T) = 0

r x 0 J obs = � Z(0)

(2.40)

Ce syst�eme est tr�es proche de ceux pr�esents sur chacune des grilles dans le cas d'interac-
tions one-way et two-way. La di��erence avec le mod�ele adjoint bi-grille correspond �a l'ajout

des adjoints des transferts inter-grilles pr�esents dans lemod�ele direct, soit I H
h

h
@F

@x @!

i �
Q et

G h
H

h
@F
@x !

i �
P selon le type d'interaction envisag�ee et la grille o�u l'on se situe. Pour des mod�eles

simples, l'ajout de ces termes n�ecessite uniquement l'�ecriture des adjoints d'op�erateurs d'inter-
polation et de restriction. Une fois en possession du mod�ele adjoint mono-grille, l'�ecriture des
mod�eles adjoints multi-grilles demande donc relativementpeu de travail.
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2.2 Structure de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Nous nous int�eressons dans cette partie �aB , la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche.
Comme nous avons pu le voir aux1.4.4 dans le cas mono-grille, cette matrice joue un rôle impor-
tant dans l'analyse 4D-Var. Nous nous proposons d'�etudier cette matrice dans le cas bi-grille. Il
faut tout d'abord rappeler que la mod�elisation des covariances d'erreur d'�ebauche est quelque
chose de di�cile (�etat vrai inaccessible pour des exp�eriences r�ealistes). De nombreux travaux de
recherche (en cours pour certains) portent exclusivement sur ce sujet. Ce n'est pas le but de cette
�etude. Nous supposons ici disposer de m�ethodes e�caces pour mod�eliser cette matrice B dans
un cadre mono-grille . Nous nous int�eressons alors au passage d'une mod�elisation mono-grille
�a une mod�elisation bi-grille.

Dans un premier temps, nous �etudions le cas simpli��e o�u l' �ebauche haute r�esolution est
obtenue par interpolation lin�eaire de l'�ebauche basse r�esolution. Dans un second temps, nous
�etudions le cas o�u l'�ebauche est obtenue apr�es propagation du mod�ele bi-grille en interaction
one-way et en�n nous �etudions le cas o�u l'�ebauche est obtenue apr�es propagation du mod�ele
bi-grille en interaction two-way

La matrice de covariance d'erreur d'�ebauche bi-grille est de la forme :

B =
�

B HH B Hh

B hH B hh

�
(2.41)

Le bloc B HH correspond aux covariances d'erreur d'�ebauche des variables d'�etat de la grille
grossi�ere, le bloc B hh �a celles des variables d'�etats de la grille �ne, et les blocs B Hh et B hH

aux covariances entre les deux grilles. Nous notons dans toute la suite de ce documentNH la
taille du vecteur d'�etat sur la grille grossi�ere et Nh celle du vecteur d'�etat sur la grille �ne.
Nous avons alorsB 2 M NH + Nh (R), B HH 2 M NH (R), B hh 2 M Nh (R), B Hh 2 M NH ;N h (R) et
B hH 2 M Nh ;N H (R).

2.2.1 Cadre simpli��e : l'�ebauche haute r�esolution est ob tenue par interpola-
tion de l'�ebauche basse r�esolution

Dans un premier temps nous faisons l'hypoth�ese simpli�catrice suivante :

xb
h = I h

H xb
H

o�u I h
H est un op�erateur d'interpolation lin�eaire, de F
 H dans F! h . Nous supposons ainsi que le

vecteur d'�ebauche de la grille �ne est obtenu par interpolation de la composante! H du vecteur
d'�ebauche de la grille basse r�esolution. Cette situation est fr�equente en pratique : lors de la
mise en place de l'embô�tement de mod�eles, la solution haute r�esolution peut être obtenue en
interpolant la solution basse r�esolution.

2.2.1.1 Erreur d'�ebauche

L'erreur d'�ebauche sur la grille �ne � b
h devient :

� b
h = I h

H xb
H � x t

h
= I h

H (xb
H � x t

H ) + I h
H x t

H � x t
h

(2.42)

Posons� I;t = I h
H x t

H � x t
h . Ce terme correspond �a l'erreur commise par l'interpolation sur la

grille �ne de la solution vraie sur la grille grossi�ere. Il v ient :
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� b
h = I h

H � b
H + � I;t

2.2.1.2 Matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Int�eressons-nous maintenant au calcul deB .

� Calcul de B hH :

B hH = Cov( � b
h ; � b

H )
= Cov( I h

H � b
H ; � b

H ) + Cov( � I;t ; � b
H )

(2.43)

Nous faisons l'hypoth�ese suivante :

hyp : � I;t et � b
H sont ind�ependants.

Nous supposons ainsi que les erreurs d'�ebauche sur la grille grossi�ere et les erreurs commises
en approximant "l'�etat vrai" de la grille �ne par une interp olation de "l'�etat vrai" de la grille
grossi�ere sont ind�ependantes. Cette hypoth�ese parait naturelle, le choix de l'�ebauche �etant �a
priori ind�ependant du choix de l'op�erateur d'interpolat ion.

D'o�u
B hH = Cov( I h

H � b
H ; � b

H ) = I h
H Cov(� b

H ; � b
H ) (2.44)

Soit

B hH = I h
H B HH

� Calcul de B Hh :

B �etant sym�etrique, il vient B Hh = B T
hH . D'o�u :

B Hh = B HH I hT
H

� Calcul de B hh :

B hh = Cov( � b
h ; � b

h)
= Cov( I h

H � b
H ; I h

H � b
H ) + Cov( I h

H � b
H ; � I;t )

+Cov( � I;t ; I h
H � b

H ) + Cov( � I;t ; � I;t )
= I h

H B HH I hT
H + I h

H Cov(� b
H ; � I;t )

+Cov( � I;t ; � b
H )I hT

H + B � I;t

(2.45)

Toujours sous l'hypoth�ese que� I;t et � b
H sont ind�ependantes, il vient

B hh = I h
H B HH I hT

H + B � I;t

Finalement, B s'�ecrit sous la forme :
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B =
�

B HH B HH I hT
H

I h
H B HH I h

H B HH I hT
H + B � I;t

�

Remarque 1 : Comme mentionn�e au x1.4.5, une d�ecomposition deB sous la formeB = SST

�evite, en e�ectuant le changement de variable � x = Sv, d'avoir �a faire intervenir B � 1 dans l'al-
gorithme d'assimilation. Il nous faut donc calculer S.

B HH et B � I;t �etant sym�etriques d�e�nies positives, il existe SHH et S� I;t telles queB HH =
SHH ST

HH et B � I;t = S� I;t ST
� I;t . Ce qui donne :

B =
�

SHH ST
HH SHH (I h

H SHH )T

(I h
H SHH )ST

HH (I h
H SHH )( I h

H SHH )T + S� I;t ST
� I;t

�
(2.46)

Il vient

S =
�

SHH (0)
I h

H SHH S� I;t

�

Remarque 2 : La matrice B � I;t correspond �a la matrice de covariance de l'erreur que l'on
commet en interpolant "l'�etat vrai" basse r�esolution vis -�a-vis de "l'�etat vrai" haute r�esolution.
Par d�e�nition, n'ayant pas acc�es �a "l'�etat vrai" nous ne pouvons la calculer explicitement. Une
hypoth�ese grossi�ere consisterait �a consid�erer les coe�cients de cette matrice comme n�egligeables
devant ceux deI h

H B HH I hT
H . La matrice B hh serait donc �egale �a I h

H B HH I hT
H . Ainsi, nous aurions :

B =
�

B HH B HH I hT
H

I h
H B HH I h

H B HH I hT
H

�
(2.47)

On peut noter que cette matrice n'est pas inversible puisque

B =
�

I (0)
(0) I h

H

� �
B HH B HH

B HH B HH

� �
I (0)
(0) I h

H

� T

(2.48)

et que le noyau deI hT
H , n'est pas nul.

Il est toutefois possible d'�ecrire B = ~S~ST , avec

~S =
�

SHH

I h
H SHH

�
(2.49)

On est donc dans le cas d'une approximation de rang r�eduit deB , ce qui n'est pas a priori
g�enant (voir par exemple les m�ethodes de rang r�eduit d�ec rites au x1.3.3).

Cependant le changement de variables� x = ~Sv pose probl�eme : v correspond �a un vecteur
basse r�esolution. De fait, la variable de contrôle ne seradonc plus en mesure d'apporter �a la
solution haute r�esolution les �echelles invisibles sur lagrille grossi�ere (cf x1.5.3). Ceci nous am�ene
�a penser que les performances de l'assimilation pourraient être d�egrad�ees.

De ce fait, il n'est pas souhaitable de n�egliger la matriceB � I;t , même si en pratique, on peut
s'attendre �a ce que k� I;t k � k � b

H k. Au contraire, c'est elle qui permet d'obtenir un contrôle sur
toutes les �echelles pr�esentes sur la grille haute r�esolution. Il est donc indispensable de pouvoir
l'approximer correctement �a d�efaut de pouvoir la calcule r explicitement. Pour cela, les m�ethodes
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statistiques d'estimation de matrices de covariance semblent les plus appropri�ees.

Remarque 3 : Dans le cas d'un op�erateur d'interpolation non-lin�eaire I h
H , nous trouvons

que B peut être approch�ee par la même matriceB que celle obtenue dans cette partie,I h
H �etant

dans ce cas l'op�erateurI h
H lin�earis�e (cf annexe A.1).

2.2.2 Cadre g�en�eral : l'�ebauche est obtenue apr�es int�e gration d'un mod�ele
bi-grille

Nous nous int�eressons dans cette partie et dans les suivantes au cas o�u l'�ebauche serait
obtenue apr�es int�egration d'un mod�ele bi-grille. Ce cas s'av�ere pertinent pour une con�guration
o�u la fenêtre d'assimilation suit une phase de pr�evision du mod�ele, par exemple unspin-up ou
bien une succession de fenêtres d'assimilation. L'�ebauche est alors l'�etat �nal de la pr�evision (ou
de l'analyse) r�ealis�ee sur la fenêtre temporelle pr�ec�edente.

Une telle situation est banale en assimilation variationnelle de donn�ees. L'assimilation sur
de longues p�eriodes temporelles pose de nombreux probl�emes, tant d'un point de vue tech-
nique (place m�emoire des calculateurs limit�ee) que d'un point de vue th�eorique. En e�et, le
caract�ere chaotique des �ecoulements oc�eaniques (ou atmosph�eriques) fait qu'au del�a d'un cer-
tain temps le mod�ele s'av�ere peu sensible aux variations de la condition initiale, entrainant ainsi
une perte d'e�cacit�e de l'assimilation de donn�ees. Il fau t donc plutôt r�ealiser l'assimilation sur
une succession de fenêtres temporelles relativement courtes (de l'ordre d'un mois par exemple
en oc�eanographie). L'�ebauche sur chaque fenêtre correspond alors �a l'�etat �nal obtenue par
int�egration du mod�ele sur la fenêtre pr�ec�edente.

La matrice de covariance d'erreur d'�ebaucheB que nous cherchons �a calculer peut �egalement
être vue comme une matrice de covariance d'erreur de pr�evision. C'est sur cette id�ee que repose
par exemple la m�ethode NMC d�evelopp�ee par Parrish et Derber (1992) [41]. Elle estime ainsi
les statistiques d'erreur d'�ebauche via les di��erences entre deux pr�evisions de dur�ees di��erentes
valides aux mêmes instants. Notons~B la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche obtenue sur
la fenêtre ant�erieure, et notons �egalement avec un "tilde" les variables de la fenêtre ant�erieure.

Dans le cas usuel d'un mod�ele mono-grille, on montre ais�ement que B = M ~BM T + Q, o�u
M est le mod�ele lin�eaire tangent et Q la matrice de covariance d'erreur mod�ele. C'est d'ailleurs
l'�equation de propagation usuelle des erreurs (1.11) du �ltre de Kalman.

Dans le cas bi-grille, nous montrons que la matriceB v�eri�e le même type de loi. Nous avons
ainsi

B = M ~BM T + Q

avec M le mod�ele lin�eaire tangent bi-grille en interaction one-way ou two-way et Q une
matrice pouvant être interpr�et�ee comme la matrice de covariance d'erreur mod�ele bi-grille.

Pour cela, nous montrons (les calculs sont d�etaill�es auxx2.2.3 et x2.2.4) que dans le cas
d'une �ebauche obtenue apr�es int�egration sur un pas de temps d'un mod�ele bi-grille M , et sous
certaines hypoth�eses d'ind�ependance sur les erreurs, lamatrice de covariance d'erreur d'�ebauche
B s'�ecrit comme la somme d'un terme correspondant �a la propagation de la matrice ~B par
le mod�ele lin�eaire tangent M et d'un autre terme correspondant �a une matrice de covariance
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d'erreur mod�ele bi-grille Q. Cette �etape est n�ecessaire a�n de pouvoir prendre en compte les
covariances d'erreur issues des interactions entre le grilles.

Puis, grâce �a la formule obtenue sur un pas de temps, il est possible de calculer le lien entreB
et ~B pour le cas g�en�eral d'une fenêtre contenantn pas de temps. Ainsi les matrices de covariance
d'erreur d'�ebauche aux temps t i et t i � 1 sont reli�ees par :

B i = M i;i � 1B i � 1M T
i;i � 1 + Q i;i � 1 (2.50)

avec les matricesM i;i � 1 et Q i;i � 1 correspondant �a celles d�e�nies dans les casone-way et
two-way entre les instants t i � 1 et t i .

De cette relation de r�ecurrence entre les instantst i et t i � 1, nous obtenons la matrice de
covariance d'erreur d'�ebauche au tempstn en fonction de celle au tempst0. Ainsi,

B n = (
nY

i =1

M n+1 � i;n � i )B 0(
nY

i =1

M T
i;i � 1)

+
n� 1X

i =1

(
nY

j = i

M n+1 � j;n � j )Q i;i � 1(
nY

j = i

M T
j;j � 1) + Qn;n � 1

(2.51)

Or, B 0 = ~B et B n = B . Il vient alors,

B = (
nY

i =1

M n+1 � i;n � i ) ~B (
nY

i =1

M T
i;i � 1)

+
n� 1X

i =1

(
nY

j = i

M n+1 � j;n � j )Q i;i � 1(
nY

j = i

M T
j;j � 1) + Qn;n � 1

(2.52)

ce qui se r�e�ecrit
B = M n;0 ~BM T

n;0 + Q (2.53)

En pratique, les techniques de calculs de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche d�ej�a
existantes dans le cas mono-grille seront directement applicables aux cas bi-grilles en rempla�cant
les variables mono-grilles par celles bi-grilles correspondantes.

Les calculs permettant d'aboutir aux relations pr�ec�edentes sont d�etaill�es dans les deux para-
graphes qui suivent. Dans un premier temps, nous nous int�eresserons au cas d'un mod�ele bi-grille
en interaction one-way. Les calculs seront pr�esent�es dans un cas lin�eaire, puisles r�esultats se-
ront expos�es dans un cas g�en�eral. Puis nous nous int�eresserons au cas d'un mod�ele en interaction
two-way, pour lequel nous distinguerons de nouveau les cas lin�eaires et non-lin�eaires. Le lecteur
ne s'int�eressant pas aux d�etails des calculs pourra directement passer aux2.2.5

2.2.3 D�etails des calculs dans le cas d'interaction one-wa y

Nous supposons que notre �ebauchexb est obtenue apr�es int�egration par notre mod�ele en
con�guration one-way, durant un pas de temps, d'une �ebauche calcul�ee sur la fen^etre ant�erieure.
Nous avons vu que l'extension �an pas de temps ne posait pas de di�cult�e.
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2.2.3.1 Cas lin�eaire

Nous nous pla�cons dans un cas lin�eaire : le mod�ele et les di��erents op�erateurs sont suppos�es
lin�eaires.

Nous rappelons les �equations discr�etis�ees du mod�ele bi-grille en interaction one-way (cf
x1.6.1).

�
xb

H = M H ~xb
H

xb
h = M h(~xb

h ; I h
H xb

H )
(2.54)

Erreur d'�ebauche

Grille grossi�ere

L'erreur d'�ebauche sur la grille grossi�ere � b
H s'�ecrit :

� b
H = M H ~xb

H � x t
H

= M H (~xb
H � ~x t

H ) + M H ~x t
H � x t

H
(2.55)

Posons� M
H = x t

H � M H ~x t
H . Ce terme correspond �a l'erreur mod�ele du mod�ele basse r�esolution.

Notons ~� b
H = ~xb

H � ~x t
H l'erreur d'�ebauche sur la grille grossi�ere sur la fenêtre pr�ec�edente.

Nous obtenons alors :

� b
H = M H ~� b

H � � M
H

Grille �ne

L'erreur d'�ebauche sur la grille �ne s'�ecrit :

� b
h = M h(~xb

h ; I h
H M H ~xb

H ) � x t
h

= M h(~xb
h � ~x t

h ; I h
H M H (~xb

H � ~x t
H )) + M h(~x t

h ; I h
H M H ~x t

H ) � x t
h

(2.56)

Posons� M
h = x t

h � M h(~x t
h ; I h

H M H ~x t
H ). Ce terme correspond �a l'erreur mod�ele haute r�esolution.

Notons de nouveau ~� b
h = ~xb

h � ~x t
h . Il vient

� b
h = M h(~� b

h ; I h
H M H ~� b

H ) � � M
h

M h �etant une application lin�eaire de F! h � F@!h dans F! h , sa matrice s'�ecrit
[M h ] =

�
M h

h M @!
h

�
Nous confondrons par la suite l'op�erateur M h et sa matrice.

Il vient

� b
h = M h

h~� b
h + M @!

h I h
H M H ~� b

H � � M
h
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Matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Int�eressons-nous maintenant au calcul deB .

� Calcul de B HH :

B HH = Cov( � b
H ; � b

H )
= Cov( M H ~� b

H � � M
H ; M H ~� b

H � � M
H )

= M H ~B HH M T
H � M H Cov(~� b

H ; � M
H )

� Cov(� M
H ; ~� b

H )M T
H + QH

(2.57)

avecQH la matrice de covariance d'erreur mod�ele basse r�esolution.

Nous faisons l'hypoth�ese suivante :

hyp : � M
H et ~� b

H sont ind�ependants.

Nous supposons ainsi que le choix de l'�ebauche est ind�ependant de l'erreur mod�ele basse
r�esolution. Cette hypoth�ese est �evidemment discutable si l'�ebauche est issue d'une pr�evision
du mod�ele. N�eanmoins, dans le cas mono-grille, cette hypoth�ese est �egalement faite : l'erreur
mod�ele est ainsi suppos�ee ne pas d�ependre de l'�etat du mod�ele. Elle permet notamment d'obtenir
l'�equation (1 :11) du �ltre de Kalman. Nous restons donc dans la "l�egalit�e " vis-�a-vis des r�egles
usuelles de l'assimilation de donn�ees.

Il vient

B HH = M H ~B HH M T
H + QH

� Calcul de B hH :

B hH = Cov( � b
h ; � b

H )
= Cov( M h

h~� b
h + M @!

h I h
H M H ~� b

H � � M
h ; M H ~� b

H � � M
H )

(2.58)

hyp : ~� b
H et � M

h d'une part, et ~� b
h et � M

H sont ind�ependantes d'autre part

Nous supposons ainsi que l'erreur d'�ebauche ant�erieure sur une grille et l'erreur mod�ele sur
l'autre grille sont ind�ependantes. Nous prolongeons au cas bi-grille l'hypoth�ese que les erreurs
mod�eles sur chacune des grilles sont ind�ependantes des �etats de ces mod�eles.

Il vient en d�eveloppant :

B hH = M h
h

~B hH M T
H + M @!

h I h
H M H ~B HH M T

H + Cov( � M
h ; � M

H )

� Calcul de B Hh :

B �etant sym�etrique, il vient B Hh = B T
hH . D'o�u :
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B Hh = M H ~B Hh M hT
h + M H ~B HH M T

H I hT
H M @!T

h + Cov( � M
H ; � M

h )

� Calcul de B hh :

B hh = Cov( � b
h ; � b

h)
= Cov( M h

h~� b
h + M @!

h I h
H M H ~� b

H � � M
h ; M h

h~� b
h + M @!

h I h
H M H ~� b

H � � M
h )

(2.59)

hyp : ~� b
h et � M

h sont ind�ependantes

Il vient en d�eveloppant :

B hh = M h
h

~B hh M hT
H + M h

h
~B hH M T

H I hT
H M @!T

h
+ M @!

h I h
H M H ~B Hh M hT

h + M @!
h I h

H M H ~B HH M T
H I hT

H M @!T
h

+ Qh

avecQh la matrice de covariance d'erreur mod�ele haute r�esolution.

Posons

M =
�

M H (0)
M @!

h I h
H M H M h

h

�
, Q =

�
QH Cov(� M

H ; � M
h )

Cov(� M
h ; � M

H ) Qh

�

Alors, il vient :

B = M ~BM T + Q

La matrice de covariance d'erreur d'�ebaucheB s'�ecrit ainsi comme la somme d'un terme
correspondant �a la propagation par le mod�ele bi-grille M de la matrice de covariance d'erreur
d'�ebauche initiale ~B et d'un terme d'erreur mod�ele Q. Nous retrouvons ainsi une formulation
�equivalente �a celle d'une erreur de pr�evision dans un casmono-grille.

2.2.3.2 Cas non-lin�eaire

Nous supposons cette fois-ci que l'�ebauche initiale est propag�ee par un mod�ele non-lin�eaire
en con�guration one-waydurant un unique pas de temps.

Ceci s'�ecrit : �
xb

H = M H (~xb
H )

xb
h = M h(~xb

h ; I h
H (M H (~xb

H )))
(2.60)

Nous faisons les hypoth�eses suivantes en ce qui concerne lemod�ele :
{ M H est di��erentiable en ~xb

H . Nous pouvons ainsi lin�eariser le mod�ele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation M H pour repr�esenter M H (~xb

H ).
{ M h admet des d�eriv�ees partielles suivant xh en (~xb

h ; I h
H (M H (~xb

H ))) et suivant x@! en

(~x t
h ; I h

H (M H (~xb
H ))). Nous les noterons

@Mh

@xh
et

@Mh

@x@!

.

Nous indiquons ici les r�esultats obtenus, sans le d�etail des calculs que l'on peut trouver en
annexe A.2.
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Erreur d'�ebauche

Grille grossi�ere

L'erreur d'�ebauche sur la grille grossi�ere � b
H s'�ecrit :

� b
H = M H (~xb

H ) � x t
H (2.61)

Posons � M
H = x t

H � M H (~x t
H ). Ce terme correspond �a l'erreur mod�ele du mod�ele basse

r�esolution.
Nous obtenons alors :

� b
H = M H ~� b

H � � M
H + o(k~� b

H k)

Grille �ne

L'erreur d'�ebauche sur la grille �ne s'�ecrit :

� b
h = M h(~xb

h ; I h
H (M H (~xb

H ))) � x t
h (2.62)

Posons � M
h = x t

h � M h(~x t
h ; I h

H (M H (~x t
H ))). Ce terme correspond �a l'erreur mod�ele haute

r�esolution.
Il vient

� b
h =

@Mh

@xh
~� b
h +

@Mh

@x@!

I h
H M H ~� b

H � � M
h + o(k~� b

hk) + o(k~� b
H k)

L'erreur d'�ebauche apparait comme la somme de la propagation par le mod�ele lin�eaire tan-
gent haute r�esolution de l'erreur d'�ebauche ant�erieure , de l'erreur mod�ele haute r�esolution et de
termes n�egligeables devant l'erreur d'�ebauche bi-grille de la fenêtre pr�ec�edente.

Nous supposons, comme dans le cas lin�eaire, que les erreursd'�ebauche sont ind�ependantes
des erreurs mod�eles.

Matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Int�eressons-nous maintenant au calcul deB . Notons QH et Qh les matrices de covariance
d'erreur mod�ele basse et haute r�esolution.

Nous supposons de plus que les erreurs d'�ebauche de la fenêtre temporelle pr�ec�edente sont
du même ordre de grandeur. Nous posons :" = o(k~� b

hk) = o(k~� b
H k)

B s'�ecrit alors sous la forme :

B = B (0) + "B (1) + "2B (2) .
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Approximation de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauc he

Etudions l'ordre 0 de B , c'est �a dire la matrice B (0) .

B (0) =

"
B (0)

HH B (0)
Hh

B (0)
hH B (0)

hh

#

(2.63)

avec
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B (0)
HH = M H ~B HH M T

H + QH

B (0)
hH =

@Mh

@xh

~B hH M T
H +

@Mh

@x@!

I h
H M H ~B HH M T

H

+Cov( � M
h ; � M

H )

B (0)
Hh = M H ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

+ M H ~B HH M T
H I hT

H

�
@Mh

@x@!

� T

+Cov( � M
H ; � M

h )

B (0)
hh =

@Mh

@xh

~B hh

�
@Mh

@xh

� T

+
@Mh

@xh

~B hH M T
H I hT

H

�
@Mh

@x@!

� T

+
@Mh

@x@!

I h
H M H ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

+
@Mh

@x@!

I h
H M H ~B HH M T

H I hT
H

�
@Mh

@x@!

� T

+ Qh

(2.64)

Posons

M =

2

4
M H 0
@Mh

@x@!

I h
H M H

@Mh

@xh

3

5, Q =
�

QH Cov(� M
H ; � M

h )
Cov(� M

h ; � M
H ) Qh

�

Alors, il vient :

B (0) = M ~BM T + Q.

La matrice de covariance d'erreur d'�ebaucheB (0) s'�ecrit ainsi comme la somme d'un terme
correspondant �a la propagation par le mod�ele lin�eaire ta ngent M du mod�ele bi-grille M de la
matrice de covariance d'erreur d'�ebauche initiale ~B et d'un terme d'erreur mod�ele Q. Nous re-
trouvons ainsi �a nouveau une formulation �equivalente �a c elle d'une erreur de pr�evision dans un
cas mono-grille.

2.2.4 D�etails des calculs dans le cas d'interaction two-wa y

Nous supposons cette fois-ci que l'�ebauche initiale est int�egr�ee par un mod�ele en con�guration
two-way durant un pas de temps. Nous avons vu que l'extension �an pas de temps ne posait pas
de di�cult�e.
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2.2.4.1 Cas lin�eaire

Nous nous pla�cons dans un cas lin�eaire : le mod�ele et les di��erents op�erateurs sont suppos�es
lin�eaires.

Nous rappelons les �equations discr�etis�ees du mod�ele bi-grille en interaction two-way (cf
x1.6.2). �

xb
H = J �! H M H ~xb

H + �J �! H G H
h M h(~xb

h ; I h
H M H ~xb

H )
xb

h = M h(~xb
h ; I h

H M H ~xb
H )

(2.65)

Erreur d'�ebauche

Grille grossi�ere

L'erreur d'�ebauche sur la grille grossi�ere � b
H devient :

� b
H = xb

H � x t
H

= J �! H M H ~xb
H + �J �! H G H

h M h(~xb
h ; I h

H M H ~xb
H ) � x t

H
(2.66)

Notons K �! H la restriction de xH �a l'int�erieur de ! H

K �! H : F
 H ! F! H

xH 7!
�

0 sur @!H
xH sur �! H

(2.67)

Nous avons ainsi :J �! H + �J �! H K �! H = I F 
 H
.

D'o�u

� b
H = J �! H (M H ~xb

H � x t
H ) + �J �! H (G H

h M h(~xb
h ; I h

H M H ~xb
H ) � K �! H x t

H ) (2.68)

De la même mani�ere que pour le cas d'interactionone-way, posonsM h =
�

M h
h M @!

h

�

Il vient

� b
H = J �! H (M H ~xb

H � x t
H ) + �J �! H (G H

h M h
h ~xb

h + G H
h M @!

h I h
H M H ~xb

H � K �! H x t
H ) (2.69)

Posons� M
H = x t

H � M H ~x t
H . Ce terme correspond �a l'erreur mod�ele basse r�esolution. Alors,

M H ~xb
H � x t

H = M H ~� b
H � � M

H .

Posons� M
h = x t

h � M h(~x t
h ; I h

H M H ~x t
H ) l'erreur mod�ele haute r�esolution.

Notons en�n � G;t = GH
h x t

h � K �! H x t
H . Ce terme correspond �a l'erreur commise par la res-

triction de la solution vraie �a haute r�esolution vis-�a-vis de la restriction de la solution vraie �a �! H .

Quelques calculs (cf annexe A.3 dans le cas non lin�eaire) nous am�enent �a :

� b
H = [ J �! H M H + �J �! H G H

h M @!
h I h

H M H ]~� b
H + �J �! H G H

h M h
h~� b

h
� J �! H � M

H � �J �! H G H
h � M

h + �J �! H � G;t
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Par la suite, nous noteronsPH l'op�erateur J �! H M H + �J �! H G H
h M @!

h I h
H M H .

L'erreur d'�ebauche basse r�esolution apparait comme la somme de di��erents termes. Le pre-
mier, [J �! H M H + �J �! H G H

h M @!
h I h

H M H ]~� b
H + �J �! H G H

h M h
h~� b

h , correspond �a l'int�egration de l'erreur
d'�ebauche ant�erieure par la composante basse r�esolution du mod�ele bi-grille en interaction
two-way. Le r�esultat obtenu correspond sur l'int�erieur de ! H �a la restriction de l'int�egration
de l'erreur initiale bi-grille par le mod�ele haute r�esolut ion, et correspond partout ailleurs �a
l'int�egration par le mod�ele basse r�esolution de l'erreu r initiale basse r�esolution. Le second,
� (J �! H � M

H + �J �! H G H
h � M

h ) apparait comme une erreur mod�ele. Elle est �egale �a la restriction de l'er-
reur mod�ele haute r�esolution sur l'int�erieur de ! H et �a l'erreur mod�ele basse r�esolution partout
ailleurs. En�n, le troisi�eme terme correspond �a la restri ction �a l'int�erieur de ! H de l'erreur d̂�te
de restriction. C'est la somme de ces deux derniers termes qui est la composante basse r�esolution
de l'erreur mod�ele bi-grille.

Grille �ne

L'erreur d'�ebauche sur la grille �ne s'�ecrit (cf calculs one-way) :

� b
h = M h

h~� b
h + M @!

h I h
H M H ~� b

H � � M
h

Matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Int�eressons-nous maintenant au calcul deB .

Nous faisons ici de nouvelles hypoth�eses :

hyp :
{ ~� b

H et � M
H sont ind�ependants

{ ~� b
H et � M

h sont ind�ependants
{ ~� b

h et � M
H sont ind�ependants

{ ~� b
h et � M

h sont ind�ependants

Nous supposons que les erreurs d'�ebauche sur la fenêtre pr�ec�edente sont ind�ependantes des
erreurs mod�eles sur cette fenêtre. Ces hypoth�eses sont les mêmes que celles faites dans le
cas en interactionone-way.

{ ~� b
H et � G;t sont ind�ependants

{ ~� b
h et � G;t sont ind�ependants

Nous supposons que les erreurs d'�ebauche sur la fenêtre pr�ec�edente sont ind�ependantes
des erreurs commises par la restriction de la solution vraiehaute r�esolution vis-�a-vis de
la composante sur �! H de la solution vraie basse r�esolution. Cette hypoth�ese est de même
nature que celle portant sur l'ind�ependance de l'erreur mod�ele et de l'�ebauche.

{ � M
H et � G;t sont ind�ependants

{ � M
h et � G;t sont ind�ependants
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Nous supposons que les erreurs mod�eles et les erreurs de restriction sont ind�ependantes.
Cette hypoth�ese parait naturelle, le choix de G H

h �etant ind�ependant des mod�eles M H et
M h .

� Calcul de B HH :

En injectant l'expression de � b
H il vient

B HH = PH ~B HH PH
T + PH ~B Hh M hT

h G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H G H
h M h

h
~B hH PT

H + �J �! H G H
h M h

h
~B hh M hT

h G HT
h

�JT
�! H

+ J �! H QH JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Qh ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H B � G;t �JT
�! H

+ J �! H Cov(� M
H ; � M

h ) ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Cov(� M
h ; � M

H )JT
�! H

avecQH et Qh les matrice de covariance d'erreur mod�ele basse et haute r�esolution.

� Calcul de B hH :

En injectant les expressions de� b
H et � b

h il vient

B hH = M h
h

~B hH PT
H + M @!

h I h
H M H ~B HH PT

H + M h
h

~B hh M hT
h G HT

h
�JT

�! H

+ M @!
h I h

H M H ~B Hh M hT
h G HT

h
�JT

�! H
+ Cov( � M

h ; � M
H )JT

�! H
+ QhG HT

h
�JT

�! H

� Calcul de B Hh :

Par sym�etrie de B , il vient B Hh = B T
hH

B Hh = PH ~B Hh M hT
h + PH ~B HH M T

H I hT
H M @!T

h + �J �! H G H
h M h

h
~B hh M hT

h
+ �J �! H G H

h M h
h

~B hH M T
H I hT

H M @!T
h + J �! H Cov(� M

H ; � M
h ) + �J �! H G H

h Qh

� Calcul de B hh :

D'apr�es les calculs fait dans la partie one-way, nous avons

B hh = M h
h

~B hh M hT
H + M h

h
~B hH M T

H I hT
H M @!T

h
+ M @!

h I h
H M H ~B Hh M hT

h + M @!
h I h

H M H ~B HH M T
H I hT

H M @!T
h

+ Qh

Posons

M =
�

J �! H M H + �J �! H G H
h M @!

h I h
H M H �J �! H G H

h M h
h

M @!
h I h

H M H M h
h

�

Q =

2

6
6
6
6
6
4

J �! H QH JT
�! H

+ �J �! H G H
h QhG HT

h
�JT

�! H

+ �J �! H B � G;t �JT
�! H

+ J �! H Cov(� M
H ; � M

h )G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Cov(� M
h ; � M

H )JT
�! H

�J �! H G H
h Qh + J �! H Cov(� M

H ; � M
h )

QhG HT
h

�JT
�! H

+ Cov( � M
h ; � M

H )JT
�! H

Qh

3

7
7
7
7
7
5

Alors, il vient :
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B = M ~BM T + Q.

La matrice de covariance d'erreur d'�ebaucheB s'�ecrit de nouveau comme la somme d'un
terme correspondant �a la propagation par le mod�ele lin�eaire tangent M du mod�ele bi-grille M
de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche ant�erieure ~B et d'un terme d'erreur mod�ele Q.
Nous retrouvons ainsi �a nouveau une formulation �equivalente �a celle d'une erreur de pr�evision
dans un cas mono-grille.

2.2.4.2 Cas non-lin�eaire

Nous supposons maintenant que l'�ebauche initiale est propag�ee par un mod�ele non-lin�eaire
en con�guration two-way durant un unique pas de temps.

Ceci s'�ecrit :
�

xb
H = J �! H M H (~xb

H ) + �J �! H GH
h (M h(~xb

h ; I h
H (M H (~xb

H ))))
xb

h = M h(~xb
h ; I h

H (M H (~xb
H )))

Nous faisons les hypoth�eses suivantes en ce qui concerne lemod�ele :
{ M H est di��erentiable en ~xb

H . Nous pouvons ainsi lin�eariser le mod�ele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation M H pour repr�esenter M H (~xb

H ).
{ M h admet des d�eriv�ees partielles suivant xh en (~xb

h ; I h
H (K @! H

M H (~xb
H ))) et suivant x@! en

(~x t
h ; I h

H (K @! H
M H (~xb

H ))). Nous les noterons
@Mh

@xh
et

@Mh

@x@!

.

{ GH
h est di��erentiable sur F! h . Nous noterons

8
<

:

G H
h = G H

h (M h(~xb
h ; I h

H (M H (~xb
H ))))

�G H
h = G H

h (M h(~x t
h ; I h

H (M H (~xb
H ))))

~G H
h = G H

h (M h(~x t
h ; I h

H (M H (~x t
H ))))

(2.70)

Nous indiquons ici les r�esultats obtenus, sans le d�etail des calculs que l'on peut trouver en
annexe A.3.

Erreur d'�ebauche

Grille grossi�ere

L'erreur d'�ebauche sur la grille grossi�ere � b
H devient :

� b
H = xb

H � x t
H (2.71)

Posons� M
H = x t

H � M H (~x t
H ) et � G;t = GH

h (x t
h) � K �! H x t

H . Ce terme correspond �a l'erreur
commise par la restriction de la solution vraie �a haute r�esolution vis-�a-vis de la restriction de la
solution vraie �a �! H .

Quelques calculs nous am�enent �a :

� b
H = [ J �! H M H + �J �! H

�G H
h

@Mh

@x@!

I h
H M H ]~� b

H + �J �! H G H
h

@Mh

@xh
~� b
h

� J �! H � M
H � �J �! H

~G H
h � M

h + �J �! H � G;t + o(k~� b
H k) + o(k~� b

hk) + o(k� M
h k)
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Par la suite, nous noteronsPH l'op�erateur J �! H M H + �J �! H
�G H

h
@Mh

@x@!

I h
H M H .

Fixons " 2 R; " > 0 et � 2 R; � > 0. E�ectuons les changements de variables ~� H = " ~aH ,
~� H = " ~bH et  H = � dH .

L'erreur d'�ebauche basse r�esolution devient

� b
H = PH ~� b

H + �J �! H G H
h

@Mh

@xh
~� b
h

� J �! H � M
H � �J �! H

~G H
h � M

h + �J �! H � G;t + o(k~� b
H k) + o(k~� b

hk) + o(k� M
h k)

Grille �ne

D'apr�es les calculs r�ealis�es dans le cas d'interactionone-way, l'erreur d'�ebauche sur la grille
�ne s'�ecrit :

� b
h =

@Mh

@xh
~� b
h +

@Mh

@x@!

I h
H M H ~� b

H � � M
h + o(k~� b

hk) + o(k~� b
H k)

Matrice de covariance d'erreur d'�ebauche

Int�eressons-nous maintenant au calcul deB .

Nous supposons que les erreurs d'�ebauche de la fenêtre temporelle pr�ec�edente sont du même
ordre de grandeur. Nous posons :" = o(k~� b

hk) = o(k~� b
H k) et � = o(k� M

H k)

Sous les mêmes hypoth�eses d'ind�ependance des erreurs faites dans le cas lin�eaire, il vient

B = B (0) + "B (1;0) + � B (0;1) + "2B (2;0) + "� B (1;1) + � 2B (0;2) .

Approximation de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauc he

Etudions l'ordre 0 de B , c'est �a dire B (0) .

B (0) =

"
B (0)

HH B (0)
Hh

B (0)
hH B (0)

hh

#

(2.72)
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avec
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B (0)
HH = PH ~B HH PT

H + PH ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H G H
h

@Mh

@xh

~B hH PT
H + �J �! H G H

h
@Mh

@xh

~B hh

�
@Mh

@xh

� T

G HT
h

�JT
�! H

+ J �! H QH JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Qh ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H B � G;t �JT
�! H

J �! H Cov(� M
H ; � M

h ) ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Cov(� M
h ; � M

H )JT
�! H

B (0)
hH =

@Mh

@xh

~B hH PT
H +

@Mh

@x@!

I h
H M H ~B HH PT

H +
@Mh

@xh

~B hh

�
@Mh

@xh

� T

G HT
h

�JT
�! H

+
@Mh

@x@!

I h
H M H ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

G HT
h

�JT
�! H

+ Qh ~G HT
h

�JT
�! H

+ Cov( � M
h ; � M

H )JT
�! H

B (0)
Hh = PH ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

+ PH ~B HH M T
H I hT

H

�
@Mh

@x@!

� T

+ �J �! H G H
h

@Mh

@xh

~B hh

�
@Mh

@xh

� T

+ �J �! H G H
h

@Mh

@xh

~B hH M T
H I hT

H

�
@Mh

@x@!

� T

+ �J �! H
~G H

h Qh + J �! H Cov(� M
H ; � M

h )

B (0)
hh =

@Mh

@xh

~B hh

�
@Mh

@xh

� T

+
@Mh

@xh

~B hH M T
H I hT

H

�
@Mh

@x@!

� T

+
@Mh

@x@!

I h
H M H ~B Hh

�
@Mh

@xh

� T

+
@Mh

@x@!

I h
H M H ~B HH M T

H I hT
H

�
@Mh

@x@!

� T

+ Qh
(2.73)

Posons

M =

2

6
4

J �! H M H + �J �! H
�G H

h
@Mh

@x@!

I h
H M H �J �! H G H

h
@Mh

@xh
@Mh

@x@!

I h
H M H

@Mh

@xh

3

7
5

Q =

2

6
6
6
6
6
4

J �! H QH JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Qh ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H B � G;t �JT
�! H

+ J �! H Cov(� M
H ; � M

h ) ~G HT
h

�JT
�! H

+ �J �! H
~G H

h Cov(� M
h ; � M

H )JT
�! H

�J �! H
~G H

h Qh + J �! H Cov(� M
H ; � M

h )

Qh ~G HT
h

�JT
�! H

+ Cov( � M
h ; � M

H )JT
�! H

Qh

3

7
7
7
7
7
5

alors, il vient :

B (0) = M ~BM T + Q.

La matrice de covariance d'erreur d'�ebaucheB (0) s'�ecrit de nouveau comme la somme d'un
terme correspondant �a la propagation par le mod�ele lin�eaire tangent M du mod�ele bi-grille M
de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche initiale ~B et d'un terme d'erreur mod�ele Q. Nous
retrouvons ainsi �a nouveau une formulation �equivalente �a celle d'une erreur de pr�evision dans
un cas mono-grille.
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2.2.5 Conclusion

Nous avons �etudi�e dans cette partie la structure de la matrice de covariance d'erreur d'�ebauche
dans le cas d'un embô�tement bi-grille. Cette �etude a �et�e men�ee telle une r�ecurrence. Notre �etape
d'initialisation a concern�e le cas particulier d'une �ebauche haute r�esolution obtenue par inter-
polation de l'�ebauche basse r�esolution. Cette situation est celle que l'on peut observer lors de
la mise en place d'un embô�tement de mod�eles : l'initialisation de la solution du mod�ele haute
r�esolution se fait en interpolant la solution basse r�esolution d�ej�a existante.

Nous avons montr�e ensuite que dans le cas o�u notre �ebauche�etait obtenue par int�egration
par un mod�ele bi-grille d'une �ebauche ant�erieure, il �eta it possible d'approcher la matrice de
covariance d'erreur d'�ebauche par l'int�egration de la matrice d'erreur d'�ebauche ant�erieure par
le lin�eaire tangent du mod�ele bi-grille auquel s'ajoutent des termes d'erreur mod�ele. Nous avons
obtenu ainsi une relation de r�ecurrence entre les matricesde covariance d'erreur d'�ebauche de
deux fenêtres d'assimilation cons�ecutives. Cette relation s'av�ere être la même que dans le cas
mono-grille. D�es lors, il va être possible d'appliquer au cas bi-grille les m�ethodes de calcul de la
matrice B d�ej�a existantes pour le cas mono-grille.
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Nous introduisons dans ce chapitre le mod�ele utilis�e pourmettre en oeuvre les algorithmes
d'assimilation multi-grilles pr�esent�es dans les parties pr�ec�edentes. Nous d�ecrivons �egalement la
con�guration des tests num�eriques r�ealis�es.
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3.1 Le mod�ele

Consid�erons un uide homog�ene pr�esent dans un domaine sur la Terre en rotation. La conser-
vation de la masse de ce uide s'�ecrit :

D�
Dt

+ � div ~U = 0 (3.1)

o�u � est la densit�e du uide, ~U son champ de vitesse, et
D
Dt

est la d�eriv�ee particulaire :

D
Dt

=
@
@t

+ ~U:r .

Pla�cons-nous dans un rep�ere li�e �a la Terre, qui tourne �a l a vitesse angulaire~
. La conservation
de la quantit�e de mouvement s'�ecrit alors dans ce rep�ere :

�
D ~U
Dt

= �r P + � ~f � 2� ~
 ^ ~U + �
�

4 ~U +
1
3

r ( div ~U)
�

(3.2)

o�u ~f repr�esente les forces volumiques ext�erieures (par exemple la force de gravitation), P la
pression, et � la viscosit�e dynamique du uide. Le terme 4 ~U + 1

3r ( div ~U) correspond aux
forces non conservatives. Ces deux �equations forment le mod�ele de Navier-Stokes.

Pla�cons-nous maintenant dans le cas d'un uide, v�eri�ant l 'approximation hydrostatique et
de densit�e constante � 0. Supposons de plus que les �echelles verticales de l'�ecoulement soient
n�egligeables devant les �echelles horizontales. Ceci revient �a consid�erer le uide comme une �ne
couche d'eau �a la surface de la Terre. En int�egrant sur la verticale les �equations pr�ec�edentes (en
n�egligeant le terme � 1

3r ( div ~U)), nous obtenons alors le syst�eme de Saint-Venant (ou shallow
water). Les variables d'�etat sont uniquement la hauteur d'eau h et les deux composantes (u; v)
de la vitesse horizontale. Les �equations mod�elisant la dynamique du uide sont alors (e.g. Gill
[28], Pedloski [42]), en coordonn�ees cart�esiennes :

8
>>>>>><

>>>>>>:

@h
@t

+
@(hu)

@x
+

@(hv)
@y

= 0

@u
@t

+ u
@u
@x

+ v
@u
@y

� fv + g
@h
@x

+ ru � � 4 u =
� x

� 0h
@v
@t

+ u
@v
@x

+ v
@v
@y

+ fu + g
@h
@y

+ rv � � 4 v =
� y

� 0h

(3.3)

g repr�esente la gravit�e. f est le param�etre de Coriolis. Il vaut f = 2
 sin �, o�u � est la la-
titude. � est le coe�cient de viscosit�e (permettant de param�etrer l a dissipation due aux petites
�echelles) et r est le coe�cient de frottement de fond (mod�elisation de la f riction du uide sur
le fond). � = ( � x ; � y) est la tension du vent agissant sur le uide. Des conditionsaux limites de
type adh�erence (u = v = 0) sont impos�ees sur les bords du domaine.

Le domaine est choisi rectangulaire [0; L x ] � [y0 �
L y

2
; y0 +

L y

2
], o�u y0 est donc la valeur dey

au centre du bassin. On applique de plus l'approximation du� -plan, c'est �a dire que l'on �ecrira

f (y) � f (y0) + � (y � y0), avec � =
@f
@y

(y0).
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La tension du vent est choisie constante dans le temps, et vaut

� = � 0 cos
�

2� (y � y0)
L y

�
~i (3.4)

Ce choix entraine une circulation en "double gyre" dans le domaine.

!

"

# $"

$!

!#

#

Domaine de calcul
et circulation typique

Tension du vent

Les valeurs num�eriques des param�etres sont les suivantes: L x = L y = 2000km, f (y0) =
0:7 � 10� 4s� 1, � = 2 � 10� 11m� 1s� 1, r = 1 :10� 7s� 1, � 0 = 1000kgm� 3,g = 0 :02ms� 2,� 0 =
0:015Nm � 2. Ces valeurs correspondent �a celles utilis�ees par Adcroft et Marshall (1998) [1] et
par Vidard (2001) [55] pour leur mod�ele shallow water. On peut noter que la valeur deg corres-
pond non pas �a la valeur usuelle de la gravit�e terrestre (g0 = 9 :8ms� 2), mais �a une valeur dite

de "gravit�e r�eduite" g = g0
� 0 � � ref

� ref
. Ceci signi�e que l'on mod�elise en fait une couche d'eau de

densit�e � 0 en mouvement sur une couche d'eau immobile de densit�e� ref (amplitude de la force
d'Archim�ede).

Un sch�ema aux di��erences �nies de type Pr�edicteur-Correc teur �a l'ordre trois en temps et en
espace est utilis�e pour discr�etiser ce mod�ele sur une grille d�ecal�ee, de type C dans la classi�cation
d'Arakawa (�gure 3.1).

Ce sch�ema correspond �a celui utilis�e pour l'�ecoulement barotrope dans le mod�ele num�erique
d'oc�ean ROMS-AGRIF d�evelopp�e par UCLA et l'IRD, et int�eg rant, comme son nom l'indique
l'outil AGRIF 1 de ra�nement de maillage d�evelopp�e par Debreu [14], [15]. De plus amples
informations sur ce sch�ema peuvent être trouv�ees dans Shchepetkin et McWilliams (2005) [48].

1http ://www-lmc.imag.fr/IDOPT/AGRIF/index.html
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Fig. 3.1 { Grille C d'Arakawa : la hauteur d'eau h est localis�ee au centre de la maille, les
composantes de la vitesse sont centr�ees sur les arêtes.

3.2 Simulation de r�ef�erence

Nous d�ecrivons dans cette partie la simulation de r�ef�erence qui nous servira de "v�erit�e" pour
toutes les exp�eriences d'assimilation de donn�ees qui seront d�ecrites par la suite.

Initialement, un spin-up haute r�esolution de cinq ans est r�ealis�e en partant du mod�ele au
repos (h = h0 = 500m, u = v = 0ms� 1). Le pas d'espace� x = � y est de 25

3 km dans les deux
directions horizontales. Le coe�cient de di�usion vaut � = 33:33m2:s� 1.

Cette simulation correspond �a la mont�ee en puissance du mod�ele jusqu'�a l'obtention d'un
�ecoulement stabilis�e. Durant cette p�eriode, dans un premier temps, l'oc�ean va se mettre en
mouvement sous l'action du vent. Puis, les courants sur le bord Ouest vont s'intensi�er sous
l'action de la rotation de la Terre (e�et � ) entrainant une d�estabilisation du jet et la formation
de tourbillons (cf �gure 3.2).

Une fois ce spin-up r�ealis�e, le mod�ele atteint un �etat "st abilis�e" d'un point de vue �energ�etique.
La trajectoire du mod�ele pourra alors nous servir de r�ef�erence, et sera l'�etat "vrai" de nos
exp�eriences d'assimilation.

Les �gures 3.4, 3.5 repr�esentent l'�evolution de la surface libre et du champ de vitesse de la
solution vraie au cours du temps. La �gure 3.6 repr�esente l'�evolution du champ de vorticit�e.
Nous constatons la pr�esence de deux masses tourbillonnaires sur ce domaine haute r�esolution :
la premi�ere au Sud (anticyclone) caract�eris�ee par une �el�evation de la surface libre et des vitesses
de rotation relativement importantes, et la seconde (cyclone) au Nord, plus petite, pr�esentant
une d�epression et des vitesses de rotation plus faibles. Entre ces deux structures, nous trouvons
une zone o�u les vitesses essentiellement zonales sont importantes. C'est le jet central. En�n, un
tourbillon se situant initialement dans le coin Nord-Est se d�eplace vers l'Ouest le long de la
fronti�ere Nord.
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Fig. 3.2 { Hauteur d'eau (isolignes) et vitesses (vecteurs) apr�es 5 ans d'int�egration du mod�ele
haute r�esolution. En trait rouge : domaine d'�etude ! pour les exp�eriences d'assimilation de
donn�ees.
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Fig. 3.3 { Zoom sur ! durant la fenêtre d'assimilation : d�e�nitions des struct ures remarquables
































































































































































































































































































