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Introduction

Les evolutions des socets dans lesquelles nous vivongt de nos modes de vie ont fait
crotre durant ce dernier secle nos besoins en pevisio aussi bien de letat de I'atmosplere
que de letat de l'oean. Ces besoins sont de natures vages et portent sur desechelles spatio-
temporelles multiples. La recessie d'obtenir des pevisionsa court terme pecises a entraire
dans un premier temps le developpement de la netorologe operationnelle dont nous voyons
tous les jours une application (le bulletin meeorologiq ue du journal €€), puis celui relativement
ecent de 'o@anographie ogerationnelle. L'exemple des zones coteres, al I'activie humaine est
intense aussi bien en mer que sur terre, illustrea merveilt les enjeux de socee auxquels nous
sommes confrones et pour lesquels il est important de deelopper notre capaciea comprendre
et pevoir la facon dont notre milieu naturel evolue. Ces enjeux sont notamment de nature
economique (péche, navigation, champs getrolieres o-shore, tourisme, etc..) ou bien lesa des
aspects de scurie civile (ouragans, pollutions lees aux naufrages de super tanker, etc,..).

Paralelementa cela, durant ce dernier quart de secle, nous avons pris conscience de ['im-
pact que nous avions sur le climat, ceant ainsi de nouveauxbesoins en terme de pevision.
Les probemes les au echau ement climatique recessitent, en e et, des pevisionsa long terme
pecises, an de pouvoir anticiper et pevenir au mieux le s catastrophes humaines potentielles
qui en cecouleraient. Nos modes de vie cependant ainsi tes fortement des akas climatiques, a
court eta long terme, il semble recessaire de pouvoir pevoir avec pecision letat de I'atmosptere
et des oeans.

Pour cela, une premere source d'information est I'utilisation des mocdtles nuneriques du
syseme dont on cherchea pevoir lesetats. Les proge s constants ealies dans les domaines
de l'oeanographie ou de la netorologie font que nous dsposons actuellement de moctles so-
phistiques et relativement pecis. Neanmoins, ceux-ci comportent encore de multiples erreurs.
Celles-ci peuvent etre lees aux approximations de la theorie physique qui sont eali®es dans
ces moctles (par exemple en oeanographie I'approximatin de Boussinesq ou bien I'approxima-
tion hydrostatique). Elles viennentegalement du fait que les modeles nurnreriques sont discrets.
Leurs erreurs de troncature cependenta la fois des sclenas nuneriques utilies, ainsi que de
la esolution du moctle. L'augmentation de celle-ci permettra naturellement de eduire ces er-
reurs de troncature. Neanmoins, les codts de calculs poupnt s'aerer prohibitifs. En n, il existe
egalement des erreurs aux niveaux des forcages des mod=s. Dans le cas des moctles d'o®ans,
de nombreuses erreurs subsitent au niveau de la connaissandu vent, des ux de chaleur, de
la bathyrretrie, etc.. Ainsi, suivant l'utilisation de ces mockles, les pevisions obtenues pourront
pesenter des erreurs importantes. Cette seule source diformation ne peut donc su re.

Une seconde source d'information de letat de I'oean ou ¢ I'atmosptere eside dans les
mesures. L'utilisation de satellites (Topex-Poseidon, Jasn |, ENVISAT, etc..) ou la mise en
uvre de campagnes en mer (bowees XBT, balises ARGO, moorirg, etc..) ont permisa la com-



Introduction 8

munaue ocecanographique de collecter une quantie importante d'informations sur letat de la
mer. Toutefois, ces informations sont eparties dans le made de fecon hkeerogene en espace
et en temps. Certaines zones des o®ans sont toujours inekpees. Il faut ajoutera cela le fait
gue les observations pesentent des erreurs lees aux itigsiments de mesure employes. Elles ne
su sent donc pasa elles seulesa la c nition d'unetat i nitial en vue d'une pevision de l'o@an.

Il est donc recessaire de pouvoir combiner les informatios provenant des moceles et celles
provenant des observations dont nous disposons. C'est le bule I'assimilation de donrees. Ce
terme englobe I'ensemble des techniques qui permettent dembiner, de la meilleure des facons
possibles (dans un sensa c nir), l'information matlkem atique contenue dans lesequations et
l'information physigue provenant des observations en vue d reconstituer letat d'un syseme. Ces
nmethodes sont utilisees maintenant depuis un certain nombre d'anrees aussi bien en nmeteorologie
gu'en oeanographie, disciplines dans lesquelles ellestofait leurs preuves.

Par ailleurs, nos besoins croissants en pevisions les pdupecises possibles rendent recessaire
l'utilisation de moctlesa tes haute esolution et ce n otamment en o@anographie dans les zones
coteres, al I'activie humaine y est la plus intense. L a esolution des moceles de bassins nétant
pas adapee auxechelles des ptenonenes physiques qui @us ineressent dans ces zones, il est
recessaire d'augmenter la esolution des moctles sur cg zones d'inerét. En e et, m&éme si les
capacies informatiques des centres operationnels crasent de manere importante, il n'est pas
encore envisageable d'utiliser des moctles de bassinsas$ haute esolution. Il apparait donc
recessaire de pouvoir e ectuer des ra nements de maillages locaux. C'est ce que font les sysemes
de pevision ogerationnels (FOAM 1, MOON 2, etc). La recessie d'aneliorer les pevisions sur
ces zooms locaux arene alors naturellementa s'ineresera la faisablilie de I'assimilation de
donrees dans ces moctles dts emboes, ce qui aet s peuetudee jusqua pesent.

Dans ces sysemes operationnels, les observations songmgralement assimiees dans chaque
moctle de facons inependantes. Les e ets de l'assimildion dans un moctle se font alors sen-
tir dans tout I'emboement selon la nature des interactions entre les mocdtles. Dans le cas
d'interaction one-way, les conditions aux fronteres pour la grille haute esolution proviennent
d'une interpolation de la solution obtenue sur la grillea plus faible esolution. Ces interactions
sont d'tes passives et peuvent étre ealies de manee o -line , l'inegration du mocele basse
esolutionetant incependante du mocele haute esolu tion. Dans le cas d'interaction two-way, une
etroaction de la grille haute esolution vers la grille b asse esolution est ajoute. Ces interactions
sont d'tes actives. Il faut cependant remarquer que les coections apporees par l'assimilation
dans chacun des moctles de I'embotement peuvent s'avar incoterentes entre elles. Ceci est di
notamment au fait que les domaines sur lesquels s'appuienet moceles sont de dierentes tailles
et esolutions, et que lesechelles physiques repeseaes par ces mocles sont dierentes. Peu
de travaux ont aborcea I'heure actuelle ce probeme d'un e assimilation de donrees colerente
simultarement sur plusieurs grilles emboes. Citons toutefois I'approche novatrice de Barth et
al [2], [3] ceveloppee dans le cadre de nethodes stochastiges d'assimilation de donrees ( ltre de
Kalman), qui introduit un vecteur detat "gererali®" |, regroupant les dierents vecteurs detat
pesents dans I'embotement. Une etude bibliographique des travaux sur cette ttematique est
faite au chapitre 1. Dans le contexte des methodes variationelles d'assimilation de donrees
toutefois, aucune etude n'a encore et eali®ea not re connaissance sur leur applicationa des
sysemes de moctles emboes. C'est pecisement sur e sujet que va porter notre travail, qui

thttp ://iwww-unix.mes.anl.gov/foam/index.html
Zhttp ://lwww.moon-oceanforecasting.eu/
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va consistera mettre en place des algorithmes d'assimildbn variationnelle de donrees pour des
moctles embo'es.

Nos objectifs sont multiples. Ainsi, un premier inerét d es ra nements de maillages est
l'anelioration de la solution d'un mockle basse esolution, en e ectuant des zooms & al la
physique le recessite. La question de la formulation de lI'asimilation de donrees dans de tels
modeles se pose alors, sachant que ceux-ci pesentent pliesrs grilles interagissant les unes avec
les autres. De plus, il faut noter qu'il serait ineressant en terme d'assimilation de pouvoir adapter
localement la esolution des moctlesa celles des obseations. Dans le cas de I'o@anographie,
les campagnes en mer permettent d'obtenir une quantie imprtante d'observations sur une zone
geographique souvent tes localige. Il serait ainsi judicieux de pouvoir e ectuer des zooms sur
ces zones a n d'exploiter au mieux toute l'information dont nous disposons.

Comme dit plus haut, dans de nombreux centres o@anograplgues de pevisions ogerationnelles,
un moctle global est utili pour sgeci er les condition s aux limites de mockles coétiers locaux
haute esolution. L'assimilation variationnelle de donnees est eali®e localement et de facon
incependante dans chaque mockle. La question qui se posa nous est de savoir s'il serait pos-
sible d'anreliorer les pevisions localesa haute esolution en appliquant I'assimilation de donrees
au syseme embo®t vu dans sa globalie. L'algorithme mis en place devraegalement respecter
les contraintes matrielles de la pevision ogerationnelle.

Le plan de cetteetude est le suivant. Dans un premier tempsnous pesentons les nethodes
classiques d'assimilation de donrees et nous donnons unerfmulation de lI'embotement de
mockles. Nous posonsegalement le probeme de l'assinmétion variationnelle de donrees pour le
cas eereral d'un embo'tement bi-grille. Nous posons ensiie lesequations du moctle adjoint bi-
grille pour le cas d'interaction one-wayet two-way et nousetudions la structure de la matrice de
covariance d'erreur debauche (chapitre 2). Nous peserons ensuite le cadre de nos experiences
nuneriques (chapitre 3) ainsi que les esultats obtenus par nos algorithmes d'assimilation bi-
grilles (chapitre 4). En n, nous proposons des pistes pourd mise en oeuvre d'un algorithme
d'assimilation variationnelle de donrees bas sur les nethodes d'optimisation multi-grilles (cha-
pitre 5).
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Chapitre 1

Embotement de moakles et
assimilation de donrees
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Le but de ce chapitre est d'introduire d'une part les outils relatifsa I'assimilation de donrees
et aux theories de I'embotement de moctles, et d'autre part de pesenter letat de I'art assoce.
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Dans un premier temps, nous introduisons dans ce chapitre leoncept d'assimilation de
donrees. Nous pesentons les grandes classes de nmethoglg@ui lui sont assocees.

Dans un second temps, nous nous ineresons aux probemes'embotement de moctles (ou
nesting). Nous introduisons les notations usuelles et nous pesdons dierentes approches.

En n, nous posons le probeme de 'assimilation variationnelle pour le cas gereral d'un mocele
bi-grille.

1.1 L'assimilation de donrees

Soit un syseme physique, sur lequel on dispose de dieretes sources d'informations :
mocklisations mattematiques, observations, etc. Le teme "assimilation de donrees” designe
I'ensemble des techniques qui permettent de combiner, de laeilleure des facons possibles (dans
un sensa e nir), lI'information matrematique contenue dans lesequations et l'information phy-
sique provenant des observations, en vue de reconstitueetat d'un syseme. De telles nethodes
sont couramment introduites dans des domaines tels que I'eanographie ou la metorologie. En
e et, pour les uides geophysiques, chaque situation est wique; il est donc recessaire d'intro-
duire des donrees d'observation dans la mocklisation. Ansi que ce soit dans le but d'analyser
historiguement un prenonene climatigue ou o@anique, ou bien que ce soit dans le but de faire
de la pevision (recherche de la meilleure condition initiale pour le moctle), des nethodes d'as-
similation de donrees sont employees.

Ces nethodes peuvent étre clasees suivant deux caegtes : I'approche stochastique base
sur la theorie de I'estimation statistique ( Itre de Kalma n,..) et I'approche variationnelle base
sur la treorie du contréle optimal.

1.2 Notations

Nous allons par la suite & nir les dierents intervenant s de l'assimilation de donrees. Le
formalisme des notations corresponda celui introduit par Ide et al. (1997) [31]. Ainsi, pour
@tre succint, les minuscules italiques repesenteront @s valeurs scalaires, les majusculéd; H; ::
cesigneront des ogerateurs non lireaires. Des minuscués "grasses”, par exempley/, seront uti-
lies pour repesenter des vecteurs tandis que les majusiles "grasses” repesenteront des ma-
trices ou des ogerateurs lireaires.

Certaines variables seront noees avec des exposangsf; b;t : I'exposant a repesentera letat
analy® (produit par l'assimilation), le f repesentera les dierentes pevisions (forecast), le b
lebauche (premier iee ou background) et enn le t repesentera letat "vrai" (true).

Le mocle M

Le mockle cecrit levolution du uide. Il secrit sous| aforme d'un syseme continu dequations
aux cerivees partielles non lireaires, M repesente alors le moctle discret.
Il peut etreecrit de facon semi-discretiee en espace :

8
2 @O _ k) sur

t
N @ (1.1)
x(0) = xoq
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avecx vecteur detat du syseme.

Le moctle M peut étre lireariee au voisinage de X et on pose :
@M
M = @(XO) (1.2)

Le vecteur détat x

Ce vecteur repesente I'ensemble des variables du moceleAinsi x; corresponda letat au
temps t;. Il est obtenu par propagation via le modle M depuis letat initial.

Le vecteur d'observation y

Ce vecteur repesente les observations disponibles pendalintervalle de temps correspon-
dant au cycle d'assimilation. Celles-ci sont de natures tes diverses et proviennent de sources
multiples (satellites, donrees in-situ)

L'operateur d'observation discret H

Cet ogerateur permet de faire le lien entre le vecteur detat du moctle et les observations
disponibles. En e et celles-ci ne sont pas recessairemenbtaliees sur les dierents points de
grille du mocele, ou ne sont pas de méme nature que les varides du moctle.

Notonsy; lesn observations pesentes au tempg; : y; 2 R". Elles sont releesa letat continu
x¢ par :

yi = HE(x®)+ " (1.3)

avecH l'ogerateur d'observation continu au temps t; et " les erreurs de mesurea ce méme
instant. Nous supposons que ces erreurs sont incependargede letat continu.

Notons x! letat vrai. Il corresponda la projection de letat cont  inu x© sur I'espace du vecteur
detat :
t —
i

xt=x ¢ (1.4)

Il repesente ainsi la ealie discetise.
Nous introduisons alors l'ogerateur d'observation discret H; au temps t;. L'observation y;
s'exprime alors
yi = Hi(x)) + i (1.5)

avec ; l'erreur d'observation. Elle est de nie comme la somme de lerreur de mesure " et
d'une erreur d'te de repesentativie [36] noee | correspondant aux erreurs engendees par la
repesentation dans un espace discret de la ealie coninue. Elle sécrit :

= HA(xP)  Hi(x)) (1.6)
Cet operateur peut étre lireariee autour de la trajecto ire via la formule :

%”(xi) 1.7)

Hi=
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La matrice de covariance d'erreur d'observation R i

La matrice de covariance de I'erreur d'observationR; a l'instant t; est ce nie par
Ri=E[i]] (1.8)

avec i l'erreur d'observationa l'instant t;.
Nous ¢ nissons alors la norme k:k,, assocee au produit scalaire< :;: > , sur l'espace des
observationsO par :
8(u;v) 20%, < u;v>o=< u;R v>

al < ::> estle produit scalaire euclidien surO et R est la matrice de covariance d'erreur
d'observation, suppose fonction du temps.

La matrice de covariance d'erreur debauche B

Nous appelons lebauchex® la condition intiale de notre probeme d'assimilation que I'on a
a priori. L'erreur debauche P se ¢ nit alors par :

b= xb xt (1.9)

al x' corresponda "letat vrai".
La matrice de convariance d'erreur debauche vaut

B=E["PT (1.10)

Nous c nissons alors la normek:kg assocee au produit scalaire< :;: > g sur l'espace du
vecteur detat par :

1

8(u;v); <u;v>p=<u;B ‘v>

1.3 Approche stochastique

Nous pesentons succintement dans cette partie les nethdes leesa I'approche statistique
de l'assimilation de donrees. Le but n'est pas d'eétre exhastif, mais simplement de pesenter les
principales notions, que nous reprendrons plus loin lorsgel nous pesenterons letat de I'art sur
I'assimilation de donrees dans un cadre multi-grille (cfx1.7.1). Les nethodes stochastiques d'assi-
milation de donrees reposent essentiellement sur le ltrede Kalman [33], qui est un lItre optimal
pour des probemes lireaires. Le terme " Itrage" signie que seules les observations passes et
pesentes sont prises en compte pour l'estimation de letat le plus probable du syseme (contrai-
rement par exemplea un "lissage" qui prend aussi en compteds observations futures). Pour
une description cetailee de I'approche statistique de I'assimilation de donrees et des dierentes
variantes du ltrage de Kalman, on pourra consulter par exenple Evensen (2007) [23] ou Bertino
et al (2003) [4].

1.3.1 Le ltre de Kalman

Le principe du Itre de Kalman repose sur la recherche du B.LU.E. (Best Linear Unbiased
Estimator). Il s'agit d'ajuster letat du mocetle an qu'i | concide le mieux possible avec les
observations pesentes. Celles-ci sont disponiblesa diers instantsty, I'indice k permettant ainsi
par la suite de reperer au niveau de quelle observation se tie I'algorithme. L'assimilation
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xaz P ~ ﬁi\

X01=Xb1

TO T1 T2 T3

Fig. 1.1 { Principe du Itrage en assimilation de donrees

de donrees via le Itre de Kalman se ceroule en deux phases une phase danalyse et une
de pevision. Letape de pevision permet de fournir, co mme son nom l'indique, une pevision
de letat courant du syseme. Elle va recessiter I'emploi du mockle : letat courant va étre
obtenu apes inegration desequations du mockele depuis letat analye peedent du syseme
(1.11). Cette phase va fourniregalement la matrice de covaiance des erreurs de pevisionP',
correspondant a la propagation de l'erreur d'analyse peedente via le mocele, a laquelle on
ajoute une estimation Q de I'erreur de mocele (1.11).

Letape d'analyse va ealiser une estimation de letat d u syseme en corrigeant letat courant
a partir desecarts aux observations, et va fournir la matr ice de covariance des erreurs d'analyse,
P2, Cela va recessiter la connaissance de la matrice de covarice de I'erreur d'observation,R,
regroupant les erreurs de mesure et de repesentativie @r la grille spatio-temporelle du mocele.

Le moctle M ainsi que l'operateur d'observation H sont, dans ce cas de gure, supposs
lireaires.

D'as l'algorithme du Itre de Kalman :

Pevision

f
Xirq1 = Micksr X2

|%+l kik+1 ka . (1.11)
Pk+1 =M k;k+1PkNI k:k+1 + Qk

Analyse

K1 = I:)If<+1 H I+1 (His1 F)fk+1 H I+1 + Rys1) !
XGe1 = ka+1 + Kys1 (Yesr  Hiksaa X|f<+1) (1.12)
Py =(1 K His1)Ply

a K est appeke la matrice de gain de l'analyse statistique. st la matrice de gain optimale

qui minimise la variance de l'erreur d'analyse.
Le principe de l'assimilation via un Itre de Kalman est represene gure 1.1
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1.3.2 Le probéme des non-lirearies : le Itre de Kalman etendu

Dans la pratique, le mocele dynamiqueM n'est pas lireaire, de méme que l'operateur d'ob-
servation H. Il est donc recessaire dans ce cas d'adapter le ltre de Kahan.

Pour les mockles faiblement non-lireaires, on gereralise l'algorithme du Itre de Kalman en
faisant intervenir le moctle lireaire tangent M, ainsi que le lireaire tangent H de l'ogerateur
d'observation (Jazwinski [32]). On obtient ainsiM et H par :

M k1 = %(xﬁ)

S a1
k+l = W(Xk+1)

Le vecteur detat analye x2 sera alors propage par le mockle non lireaire, tandis queles ma-
trices de covariance d'erreur de pevisionP’ et d'analyse P2 le seront par les dierents mockles
lireaires tangents. On obtient alors le syseme suivant :

Pevision

f
Xis1 = Mik+1 (X§)

(1.14)
I:)]Ic<+1 =M k;k+lPEM -l[;k+l + Qk

Analyse

f f
K1 = F:k+1HI+1(Hk+1Pk+1HI+1 ;’ Ris1)
XPe1 = Xpor + Kirn (Yier Hira (Xiep)) (1.15)
I:>£|2+1 :(I Kk+lHk+1)P|f(+1

On n'obtient plus alors la solution optimale (au sens au la variance de I'erreur d'analyse ne
sera plus minimale) mais une solution approctee.

1.3.3 Impémentation ealiste : les Itres de rang edui t

Outre les probemes lesa la non optimalie du Itre de K almanetendu eta la meconnaissance
des matricesP g, Q et R qui peuvent entramer une certaine ine cacie du ltre, | e probeme lea
la taille du vecteur detat pour des moceles ealistes (d e I'ordre de 1#-107) rend impossible son
impementation compkte. L'icke est alors d'approcher I'espace complet des covariances d'erreur
par un sous-espace de dimension eduite. Il est en e et fegent que la quasi-totalie de la
dynamique du mockle puisse etre cetermiree,a chaque instant, par la donree d'un nombre limie
de variables, ou de combinaisons lireaires de variables fpees modes dominants). Nous faisons
alors I'hypottese que la plus grande part des statistiquesd'erreur est duea ces modes. Notong
le nombre de modes retenus. Les dierents lItres de rang eduits vont cependre essentiellement
de la facon dont on approche ces modes. De plus, les matricede covariance d'erreur etant
synetrigues ck nies positives, elles peuvent skcrire 8Kk, PL = SLSLT, P2 = S2S8T et Qy =

k . Ces nethodes de rang eduites ne vont plus faire interverir directement ces matrices,
mais leur racine caree.
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1.3.3.1 Le Itre RRSQRT

Pour le Reduced Rank Square Root Filtede Verlaan et Heemink [54], les modes sont directe-
ment ¢k nisa partir de la matrice SﬁSﬁT. lls vont correspondre auxp vecteurs propres assoces
aux valeurs propres les plus importantes de cette matrice.

L'algorithme se base de nouveau sur le ltre de Kalmanetendi. Posons ¢ = H kSL, il secrit
alors :

Pevision
er<+1 = lvlk;k+1 (XE)
Ski1 = [Mik+1 SRiq s «l (1.16)
fo o f fT
F)k+1 - Sk+1 Sk+1
Analyse

— of T T 1
Kk = ka+1 k+1( k+1  k+1 + Rk+f1)
a —
Xgs1 = Xpa1 + Kks1 (Yk+1  His1 (Xk+1 )

f T T 1 1 (2.17)
Ske1 = Syan | ket (ko1 ger + Risn) k+l 2
a - ga gqgafl
k+1 k+1 “k+1

En faisant intervenir des troncatures des racines careesles matrices de covariance d'erreur,
les coots de calcul de I'algorithme peuvent devenir accepibles dans le cas d'applications ealistes.

1.3.3.2 Le ltre SEEK

Pour le Singular Evolutive Extended Kalman Filter propos par Pham et al [43], le choix des
modes se fait via une analyse EOF (Empirical Orthogonal Funtions), ou analyse en composantes
principales, d'une trajectoire peedente du mocele.

L'algorithme se base de nouveau sur le ltre de Kalmanetendu. Il faut noter que durant la
phase de pevision, lesp modes d'erreurevoluent nuneriguement avec le mocle. Nous avons
ainsi

8i2Np [Sirli = Mkt E+ISE)  Mikas ()
M kik+1 [Sﬁ]i
De plus, le probeEme de l'estimation de I'erreur moceleetant tes complexe, un arti ce assez

simple consistea utiliser un poids nuneriqgue 2]0; 1] appeék "facteur d'oubli”, que I'on applique
au calcul de la matrice de covariance des erreurs de pevign. Ainsi on a

1 of
= —Skn SkT+1 (1.19)

(1.18)

f
I:)k+1
Au nal, l'algorithme sécrit :

Initialisation

Xk=0 = Xo

f_ of ofT (1.20)
Pr=o = S0So

Pevision
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Kt = Migers (X)
8i 2 Np [Sk+l ]i = Mk;k+1 (Xﬁ+ [Sﬁ]i) Mk;k+1 (Xﬁ) (1_21)
£ _ Ll ofr
I3k+l - 7Sk+1 Sk+1
Analyse
f f o fT
P =S,.,S
Kkﬂ—s%+1 Ik:-lH SR, L (Her S YHye1 SH)TR, 2
k+l = f|<+1( ( k+1 k+1) k+1f( k+1 Sk+1 )) ( k+1 k+1) K+1 (1.22)
Xje1 = ka+1 + K1 (Yk+1f Hk+1i<k+1) f .
Rer = Sk (1 (Hie S ) TR (Hie Syag ) Sy

1.3.3.3 Le ltre de Kalman d'ensemble

Le ltre de Kalman d'ensemble (Evensen [21],[22]) est bassur une rmrethode de Monte Carlo.
Il consistea remplacer la propagation explicite des matrces de covariance par des estimations

obtenues en gererant plusieurs analyses et pevisionsa partir de perturbations des observations,
du mockle et de lebauche.

Notons N la taille de notre ensemble.

Initialisation

Nous perturbons lebauche par une erreur ® de moyenne nulle et de distribution gaussienne

8j 2 Ny xPJ = xb+ bi

1 X\I b;j T b;j (123)

j=1
Pevision

Notons8j 2 Ny M Ij<;k+1 des perturbations du mocele M.k +1 (perturbation sur les focages

par exemple). Elles vont permettre de simuler le comportemiat de I'erreur moctle (suppose de
moyenne nulle et de covariancey).

' G ;
8] 2 Nn ij+1 = M|J<;k+1(xek”)

dam
+1 +1
N =1 (1.24)
XN . .
i 1 f: f f: f
Prer = N 1 (Xihe Xk+1)T(XkJ+1 Xy1)

j=1
Analyse

Nous perturbons les observations par une erreur® de moyenne nulle et de covariance y+; .

8j 2 Ny y{(ﬂ = Vi1 + O (1.25)
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L'analyse suit lesequations du Itre de Kalmanetendu.

f f
K1 = P|<+1_,H K+l (:f,' k+1Pk+1HL1 + Ris1) 1f__
8] 2 Nn Xiil = X|£+1 + Kk (YL+1 Hy+1 (ij+1))

a _ 1 X aj
Xk+1 = W . X1 (1-26)
J:
1 X i

; T(ya
N 1 (Xhr XRer) (Kt XRer)
i=1

Nous constatons que ce ltre permet de prendre en compte imptitement les non-lirearies
du mockle. Son principal defaut eside dans le nombre N relativement grand de simulationsa
ealiser. Neanmoins, ce Itre peut &tre appligqe en pra tique pour des moctles ealistes, ce qui
n'est pas le cas du Itre de Kalman, du fait de la taille des matrices de covariance d'erreur (cf
x1.3.3).

1.4 Approche variationnelle

Introduites par Sasaki ces 1955 [47], les nmethodes variabnnelles sont bases sur la minimi-
sation d'une fonction codt J mesurant lesecarts entre letat estine et les donrees disponibles.
Alors que dans le cadre du ltrage stochastique les observains nétaient utilies qu'une seule
fois et n'in uaient pas sur les calculs des divers estines gi leursetaient anerieurs, I'approche
variationnelle va ogerer globalement sur I'ensemble des lbservations disponibles dans la fenétre
d'assimilation pour ealiser la minimisation. Ainsi cett e approche permet de calculer la trajec-
toire optimale du syseme et non plus la meilleure estimation de letatun instant d'observation.

141 A4D-Var

La methode du 4D-Var a pour but d'obtenir la trajectoire opti male sur une fenétre de temps
donree, la periode d'assimilation. Pour cela il est recessaire de prendre en compte toutes les
observations contenues dans cette fenétre. Nous supposogue ces observations sont localises
temporellement auxN instants (t;)1 i n.A partir duneebauche x° de la condition initiale pour
la phase d'assimilation sur une fenétre donree, l'algotthme 4D-Var va fournir une condition
initiale optimiee (ouetat analye) x2, qui sera inege par le mocele a n d'obtenir la trajecto ire
optimale. Cetetat analys est obtenu en minimisant la fonction co0t

X
Ix0)= S0 X)TB Yxo )+ 5 (HilMoixol YR, H(HilMai (o)l vi) (1.27)
i=0

B repesente la matrice de covariance d'erreur debauche.Elle corresponda la matrice Pg
pesente dans le cadre du Itre de Kalman. Nous verrons dande paragraphe 1.4.4 l'importance
du r6le joe par cette matrice dans l'obtention de letat analye. Comme peedemment, les
matrices R; repesentent les covariances d'erreur d'observation auxtemps t; et les operateurs
H; correspondent aux operateurs d'observation aux instantst;.

La condition initiale optimale x2(tp) est obtenue en esolvant lequation :
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Variables
de controle

X01=Xb1 ‘
‘ Assimilation Assimilation
=
Periode 1 : Periode 2

Temﬁs

TO T1 T2 T3

Fig. 1.2 { Assimilation par le 4D-Var

r J(x%(tg)) =0 (1.28)

Ce gradient sera obtenu par la methode de I'adjoint decrite aux1.4.3.

Si les operateursH; et M sont lireaires, J est alors quadratique, d'ai I'unicie de la solution.
De plus si le moctle est parfait, il existe une certaineequvalence entre les solutions trouwees par
le 4D-Var et le Itre de Kalman : il est possible de montrer qu'en partant des mémes donrees
l'analyse 4D-Vara la n de la periode d'assimilation este galea celle du Itre de Kalman au
meéme instant. Dans le cadre de l'o@anographie ou de la neorologie, ces ogerateurs ne sont
pas lireaires : on utilisera alors leurs lireaires tangens.

L'assimilation par le 4D-Var est sctematise gure 1.2

1.4.2 4D-Var incemental

Le probkme de la non lirearie des dierents operateu rs entrane un surcodt de calcul de la
nmethode ainsi que I'apparition de nombreux minima locaux pouvant alerer les performances du
minimiseur. Une alternative consistea modi er la fonctio n co0t a n de la rendre quadratique :
c'est la version incementale du 4D-Var propos par Courtier et al [13].

La fonction colt ne va plus étre minimisee par rapporta | etat X, mais par rapporta un
incement X ceni par xg = x?+ Xg. Les operateurs H; et M sont de plus lireari®es au
voisinage dex” :

Moi (X°+ Xo) Moi(x®)+ Moj Xo 8i (1.29)

Hi(x+ xo) Hi(x")+ Hi xo 8i (1.30)

D'as la nouvelle fonction coot :

1 X
J( Xo) = > x0B 1 xo+ > (HiMoi xo di)TR; Y(HiMq;j xo dj) (1.31)
i=0
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avecd; = y; Hi(Mg;(xP) vecteur d'innovation.

la encore, on recherche l'incement minimisant cette fonction codt. On fera naturellement
appela la methode de I'adjoint pour obtenir la valeur du gr adient.

Il existe egalement des variantes bases sur les notions & "boucle externe" et "boucle in-
terne". La notion de "boucle interne" corresponda la minimisation de la fonction coot via le
calcul de I'incement optimal (typiguement les boucles pesentes dans le gradient conjugie). En
pratique, cette minimisation ne sera pas meree jusqua l'obtention de I'optimum : seul un certain
nombre pect ni d'ierations seront ealiees. And e prendre en compte les non-lirearies du
mocele et des operateurs d'observations, une boucle dite"externe" est ajoute au processus.
Les vecteurs d'innovation sont egulerement recalcules en utilisant la dynamique compéte non-
lireaire. Ceci permet de s'approcher de la minimisation de(1.27). Ce qui donne l'algorithme :

{ Initialisation : x3 = xP

{ Tant que Kk Kmax Ouk x®Kk <" I'l boucle externe
*di€ =y Hi(Moj(x§))
* Chercher lincement d'analyse simplie  x®K minimisant I'l boucle interne
Ky = L kT 1 .k
J( x¥) = > x“B * X
X

1
*5  (HiMy; x di)TR; Y(HiMo; x* dfY)
i=0

* K+l — k ak
Xg = X§+ X

1.4.3 Methode adjointe

Consicerons un mocele devolution semi-discretie d'u n syseme quelconque (par exemple un
uide) :

8

2 @) _ M (x(t)) sur

N @t (1.32)
x(0) = xoq

avecx vecteur detat du syseme. La variable de contréle dans le cas pesent sera la condition
initiale Xxq. Par souci de clarke, seule cette variable de contréle esthoisie ici; il est cependant
possible d'en contréler d'autres, par exemple certains pametres mal connus.
La fonction colt J s'exprime alors comme la somme d'un terme de egularisatin J, mesu-
rant lecarta lebauche et d'un terme mesurant lecart aux observationsJg :
Zy

1 1
Jxo) = 5 KHX() y(OKsdt+ Skxo  Xpkd (1.33)

Jo(xo0) + Jb(X0)
Rechercher le minimum de cette fonction va recessiter ldude de ses points critiques,e re-
chercher les pointsx \eri ant :
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rI(Xe) =0= 1 Jo(Xg) + 1 Jo(Xg) (1.34)

Le gradient du terme Jyetant simple a calculer, ineressons-nousa celui du terme Jg. La
fonction Jg ne cependant pas explicitement de la variable de contrblexg, le calcul direct du
gradient s'awere ardu voire impossible. Cependant, ce calul est ealisable via la methode de
I'adjoint propose par Lions en 1968 [35] et appliguee pou la premere fois en netorologie par
Le Dimet (1982) [18], et Le Dimet et Talagrand (1986) [20]. Envoici une description sommaire.

Consickrons k la cerivee de Gateaux de x dans la direction h, et Y celle deJ. 1l vient alors
8

@(t) _ @M
2 = ——(x(1)) (1)
N @t & (1.35)
" ®0)=h
Zq
P(xorh) = < Hx (t) y(t);HR(t) > dt (1.36)
0

Introduisons p la variable adjointe. On multiplie alors lequation pec edente par p et on
inegre sur [0;T] :
z Z

T @), _ @M .
< Tguiprdt= < & XO)RM;p > dt (1.37)

Apes une inegration par parties, il vient :

z T
<BMipM> <hOp@>=  <bt); Dy po+r Vs a @39
0 (@ @t
Sil'on e nit p comme la solution du mockle adjoint suivant :
8
<@, @M .
“ar T @ O pM=HTHX®) yO) (1.39)
p(T)=0
l[equation (1.38) devient alors :
Z
< ®(0);p(0) >= ! < Hx (t) y(t);HRk(t) > dt (1.40)
0

Il ne reste plus qua identi er avec lequation (1.36) de JJ(xo; h), sachant que
j)(Xo; h) =< r J(xo);h > pour obtenir :

r J(xo)= p(0) (1.41)

En inegrant de manere etrograde le moctle adjoint (1 .39), il est donc possible d'avoir aces
au gradient de la fonction coat. On peut donc minimiserJ par une nmethode de gradient.
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Le syseme d'optimalie sécrit :

@) _
@t

x(0) = Xoq

= M (x(1))

@1 @M T (1.42)
"ot @ W) p(t)= HT(Hx (1) y(1)

p(T)=0

rJ(xo)= p0)=0

Remarque : il faut noter que cette nmethode permet d'obtenir le gradient de J de facon
exacte, et ce pour des colts de calcul assez faibles : seuliesix simulations (une pour le moctle

direct et une pour le mockle adjoint) sont recessaires. Ure autre approche "simpliste”, ai I'on

: . . J J + g) J
evaluerait le gradient par des taux d'accrmssement@_(xo) (Xo ) (o)

|
un nombre de simulations du mocktle direct de I'ordre de la dimension de I'espace de contrble et
ne fournirait pas un esultat exact.

recessiterait

1.4.4 Le r6le de la matrice de covariance d'erreur debauc he B

Dans un souci de lisibilie des calculs, placons-nous dande cas simplie d'un algorithme
4D-Var incemental al le moctle et les operateurs d'obse rvations sont lireaires. La fonctionnelle
a minimiser secrit :

1 X
J( Xo) = > xoB 1 xo+ > (HiMoi xo di)'R; *(HiMgj xo dj) (1.43)
i=0

avecd; = y; H;M g;xP? vecteur d'innovation.

Son gradient vaut :

XN
rJ(xo)=B *xo+ MEHIR *(HiMogi xo dj) (1.44)
i=0

L'incement optimal  x§ vaut alors :

" #
X I
X3= B T+  MgHIR; "HiMg; MgiHTR; *di (1.45)
i=0 i=0
2 3
2 3 2 o (0)
do . . .
Posonsd = § : Z;,M:QE gH_g(O) co T %et
dn - (0)

(O) Hy
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3
Ro (O) ::: (0)

rR=g © 3
3 (0)
(0) i (0) Ry

Lequation (1.45) skcrit alors
x2= B 1+ MTHTR HM 'MTHTR (1.46)

En utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woddbury [44],

Al+BTCc 1B 'BTCc '=ABT Cc+BAB T (1.47)

il vient :
x3=BM THT R+ HMBM THT 'd (1.48)
Posonsd = R+ HMBM THT 'd. Cette correction dans I'espace des observations appa-
rait donc comme une ponceration de lecart du mocele aux donrees par les covariances d'erreur
d'observation et d'erreur debauche.
L'incement d'analyse skcrit alors

x§=B MH g (1.49)
i=0

L'inegration etrograde du mockle adjoint permet alor s de ramener ces corrections tem-
porellement localiges jusqua l'instant initial, la ph ysique du moctle permettant une di usion
spatiale et temporelle de l'information aux dierentes va riables detats. L'incement d'analyse
apparait nalement comme l'image par B de la somme des ces dierentes corrections. Cette
matrice B va donc permettre de nouveau une di usion spatiale de la comction aux dierentes
variables du moctlea l'instant initial.

La correction apporee par l'algorithme 4D-Varetanta "l ‘image" de la matrice de covariance
d'erreur debauche B, le r6le de celle-ci est donc essentiel. Une mauvaise moightion de celle-
ci entrainera une "mauvaise" correction de la condition intiale, la solution optimale obtenue
pouvant, par exemple, ne plus étre acceptable physiquemeén

1.4.5 Un peconditionnement remarquable

Nous pouvons remarquer que le calcul de la fonction codd fait intervenir B 1, l'inverse de
la matrice de covariance d'erreur debauche. Pour des sysines de grandes tailles, cette inversion
s'awere probematique. Or la matrice B est synetrique ce nie positive. Il existe donc une matric e
caree b nie positive S, appeke racine caree deB, telle que

B = SST (1.50)
E ectuons le changement de variables comme propos par Catier [12]

=S 1 xg (1.51)
Le probeme d'optimisation devient

min J( ) (1.52)
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avecJ( )= J( Xp):

1 1 X
J)= 3 T+ 5 (HiMg;S d)'R; {(HiMgiS  di) (1.53)
i=0
La fonction codt dans ce nouvel espace de controle ne faitlps intervenir l'inverse de B.
Ineressons-nous au calcul de la hessienne d& que nous noteronsH. Nous avons ainsi :

1+ 1 X Tp 1
J) = > *5 (HiMo;iS  di)'R; "(HiMo;iS  dj)
i=0
X
ry = + SIM{HIR; Y(HiMgiS d)) (1.54)
i=0
!
X
H = |+9T MgHIR, *HiMg; S

i=0

La hessienne dans l'espace peconditionre apparait donccomme la somme de l'identie et
d'une matrice synetrique positive. De fait, sa plus petite valeur propre est sugerieure ouegale
a 1. Dans l'espace non peconditionre, la pesence posible de valeurs propres proches de 0 peut
cegrader le conditionnement de la hessienne, et peut aingliminuer de fecon signi cative les per-
formances du minimiseur. Ce changement de variables, en newassurant de l'absence de petites

valeurs propres, permet d'envisager de meilleures perforamces des routines de minimisation (cf
Lorenc [37]).

1.5 Embotement de moakles : @& nitions et notations

Nous introduisons dans cette partie les outils matlrematiques et les notations recessairesa
la mocklisation des mockles multi-grilles.

1.5.1 Grilles et fonctions de grille

Soit notre domaine detude : RY, avecd=2 ou d = 3. Soit y un maillage de de
pas d'espaceH constant dans toutes les directions.

Soit ! un sous-domaine de . Soit! 4 un maillage egulier de taille de maille H, et soit
I L un autre maillage de! de pas d'espacéh, avecH = p:h; p2 N. Nous avons ainsi eali®
un ra nement de maillage localement (sur ! ). Par la suite,  sera appek le maillage basse
esolution ou encore la grille grossere, et! , le maillage haute esolution ou la grille ne. La
herarchie de grilles obtenue est illustee gure 1.3.

PosonsF , (respectivementF ) I'ensemble des fonctions de grilles & nies sur  (res-
pectivement ) : c'est I'ensemble des vecteurs e nis sur la grille y (respectivement ). De
la méme manere, nous e nissons F;, comme I'ensemble des fonctions de grilles & nies sur
'n, Fr,, I'ensemble des fonctions de grilles & nies surt y et enn Fg, l'espace des fonctions
de grilles &k nies sur la frontere du domaine haute eso lution @4
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1.5.2 Produit scalaire L2 discret sur un maillage

Nous ¢k nissons le produit scalaire L2 sur le maillage 1, par :
X

8(univp) 2 F2;  SUnivh>n = h%un()va(x) (1.55)
X2 h
La norme euclidienne assocee est & nie par
2 31
X 2
8up 2 F ,; kupky = 4hd Un(x)25 (1.56)
X2 p

Nous munissons de la méme manerd , de<::> y, le produit scalaire L2 discret sur .

1.5.3 Ogperateurs inter-grilles et ceccomposition déch elles

Soitlf_} un operateur lireaire d'interpolation de F ,, dansF . Posonsl ! I'operateur adjoint
del ,*_} C'est un ogerateur de restriction. Par ce nition, il v rie

8(un;vu)2F ., F i <IfHupve>n = <unlfivy >y (1.57)
Notons If} et I! les repesentations matricielles del /} et I [!. Il vient alors
h d
= g )7 (1.58)

IE‘ etant une application lireaire et F , etant de dimension nie, F , se ceccompose de la
manere suivante :

F . =Ker(I{) Im(hHT (1.59)
Soit en utilisant (1.58),
F . =Ker(Iy 1m(I) (1.60)
Donc
8xn 2 F ;9un;vh) 2 Ker(Il) F ; xp=un+ INvy: (1.61)

Up 2 Ker(lﬂ). Donc I,ﬁ'uh = 0. Ceci signie que un n'est pas visible sur la grille basse
esolution : u, ne contient que des hautes fequences.

Ainsi, xp skcrit comme la somme d'un terme repesentable par une faction de la grille
basse esolution et d'un terme traduisant les hautes fequences invisibles pour la grille basse
esolution. Nous obtenons ainsi une sparation des peties et des grandesechelles d'une grille
de esolution h. Cette cecomposition dechelles interviendra au x1.7.2.4 lors de la ¢ nition des
variables de contréle du probkeme d'assimilation bi-grille.

1.6 Formulations de I'embotement de moctles

Soit un premier moceleevoluant dans le temps sur un maillage y (uniforme de pas d'espace
horizontal H) du domaine . Nous ealisons un ra nement local de maillag e sur le domaine
I . Nous obtenons ainsi un second moctle, dit haute esolutbn, evoluant dans le temps sur un
maillage ! , (uniforme de pas d'espace horizontah). Le mocele global est alors appek mocele
basse esolution. L'embotement des deux moceles est iuste gure 1.3. Nous pesentons par la
suite deux types d'interactions entre ces deux mockles.
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1.6.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interaction one-way, la solution du mocele basse esolution procure les condi
tions aux limites du mockle locala haute esolution via u n ogerateur d'interpolation IL‘. Ces
interactions sont dites passives : le mockle local haute @solution attend "passivement" que la
solution basse esolution lui procure les conditions aux fonteres et n'a aucune incidence sur
celle-ci. Lesequations semi-discetiees du syseme erhoe sont les suivantes :

Domaine H Domaine !

8

Caw

@n _ _ _
h - F(XH) sur H [O,T] 71: = F(Xh,X@!) sur Iy [O,T] (162)

on > Xp(X; 0) = X}
X1 (x:0) = X§ " xer= Ih0w) sur @b [0T]

avecl !l un operateur d'interpolation de F ,, dansFg, . X@: est donc l'interpok du vecteur
detat basse esolution xp sur les fronteres du domaine.

Une fois la discetisation spatiale eali®e, il esteg alement possible de ra ner temporellement
nos moctles (c'est d'ailleurs ce qui est fait en gereral dans la pratique). Neanmoins, dans un
souci de lisibilie, dans toute notreetude, nous supposms que les dierents mockles ont le méme
pas de temps. Cette hypotlese ne s'awere pas restrictive dns la mesure al nous aurions alors
a remplacer les interpolations spatiales par des interpchtions spatio-temporelles. Lesequations
discetes deviennent :

Domaine n

8 ) — i+1i I S

< XH(tivz) = My (XH (L)) sur  y f to;iiitng
Xn (X to) = x{

Domaine !y (1.63)

i+1;i

8
% Xh(ti+z) = My 7 (Xn(ti); X@i(ti+1)) sur !y f to;:::tng

Xn(X;to) = X9

al M,ifl;i est le mockle basse esolution correspondant au passagaidhas de tempsi au pas
de tempsi + 1. o
Myttt R R, (1.64)
xu 70 M (xk) '
et Mrifl;i le mockle local haute esolution correspondant au passag du pas de temps au
pas de tempsi + 1.
i+1;i . |
Mo P Few 2o (1L.65)
XniX@) 7P My (Xnix@)
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Les notations choisies pour les moceles semblent suggerdutilisation de scremas nuneriques
explicites (x(tj+1) est obtenu connaissantx(t;)). Ceci est bienevidemment un abus de langage
de notre part dans le but, b encore, de simpli er les notations.

1.6.2 Interaction two-way

Dans le cas d'interactiontwo-way, une etroaction (ou feedback du moctle haute esolution
vers le mockle grossier est ajoukte. La solution du modeke basse esolution est eactualiee
localement par la solution haute esolution via un ogerat eur de restriction Gﬂ . Ces interactions
sont dites actives : les deux mocdeles communiquent constament entre eux. Lesequations semi-
discetiees du syseme embo® sont les suivantes :

Domaine n Domaine !y
8 8
2 G Euix) s ow [0T] 2 Eh= Faixa) st (0T] (L66)
> Xp (X 0) = x9 > Xn(X;0) = X}
x; = GH(xp) sur 'y [0;T] " Xx@ = 1l (xy) sur @y [0;T]

Une fois la discetisation temporelle ealise, il vient :

Domaine H

S Xh(tisn) = I M (X (6)) + 3y, X (tisr) sur w f to)iiiitng
% X (X;to) = XY

% Xy (tisn) = M (X (1)) sur w f o to;iiiitng

© X (tisr) = GH (Xn(tisr)) sur !y f ti;iiiitng (1.67)

Domaine !

Xn(X;to) = X

:

@ J;,, estun operateur lireaire de F , dansF , (indicatrice de n n!y).

i, F, ' F, w68
Xy Sur Hnly 1.68
Xw 7 0 sur 'y

et J,, est un operateur lireaire de F,, dansF , (indicatrice de ! 4 et prolongement par
Z£r0).
J!H . F!H ! F H
0 sur gynly (1.69)

X 7!
H Xy Ssur !y



1.7 L'assimilation de donrees bi-grille

29

A\

A
7

e ==
/177777 -~
777777

v ST T
yasssemss, o

Xy correspond au vecteur
detat sur 4.

Xn correspond au vecteur
detat sur !p.

X@! corresponda linterpo-
lation de xy sur les limites
de!.

X1 correspond, dans le cas
d'interactions two-way, a
la restriction de la solu-
tion haute esolution sur le
mockle grossier. Il est ce ni
localement sur! {.

Xh

Fig. 1.3 { Notations de I'embotement

Notons que contrairementa l'interaction one-way; l'interaction two-way recessite, sur le plan
informatique, l'inegration simultaree des mockles.

Remarque : soit dy le nombre de variables detat du mocele basse esolution (par exemple
la temperature, la salinie, les vitesses), d, celui du moctle haute esolution. Alors, Xy 2 Fd:

et x, 2 F!d;;. Par la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous comnitrons un abus de

langage en appelant , (resp.F:,) Fd: (resp. F!dg). Nous nous placerons ainsi dans le cas a
chacun des moceles n'aurait qu'une variable détat.

1.7 L'assimilation de donrees bi-grille

Dans un premier temps, nous pesentons tes succintemenguelques esultats importants sur
I'assimilation de donrees pour des moctles multi-grilles Ces travaux sont ealies essentiellement
avec une approche stochastique (Itre de Kalman).

Dans un second temps, a l'aide des notations introduites gredemment, nous posons le
probeme de l'assimilation variationnelle de donrees dite 4D-Var pour le cas greriqgue d'un
embotement bi-grille. Pour cela, nous rece nissons au pealable quelques notions fondamen-
tales dans ce contexte multi-grille.

1.7.1 Etat de l'art de I'assimilation multi-grille

Comme nous l'avons vu en introduction, les sysemes oper¢éionnels d'assimilation de donrees
utilisent de nos jours de fecon courante des moctles emb&s. Cependant, les observations sont
cereralement assimiees dans chaque mockle de facondnependantes. C'est le cas par exemple
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pour les sysemes FOAM ! (Argonne National Laboratory), ADRICOSM 2 (mer Adriatique),
MFSTEP et son successeur MOON® (mer Mediterraree). Les e ets de I'assimilation dans un
moctle se font sentir dans tout 'embotement selon la naure des interactions entre les mockles.
Ainsi, les esultats de l'assimilation dans le mockle global basse esolution sont perceptibles
dans les mockles locaux haute esolution via leurs condiibns aux limites. Inversement, dans le
cas d'interaction two-way, les e ets de l'assimilation dans un moctle haute esolution sont per-
ceptibles dans les moctlesa plus basse esolution via laetroaction. Cependant, les corrections
apporees dans chacun des moctles peuvent s'awerer inderentes entre elles, essentiellement au
niveau des fronteres. Ceci est dd notamment au fait que le domaines sur lesquels s'appuient
les mockles sont de dierentes tailles et que lesechelles physigues repesentes par ces mockeles
sont dierentes.

Barth et al [2], [3] ont propo%® une nouvelle approche permettant de @soudre ce probeme
dans ce type de syseme. Elle est bage sur une nmethode dssimilation stochastique (un ltre
SEEK) pour laquelle on utilise un vecteur detat "gerera li®" regroupant les dierents vecteurs
déetat pesents dans I'embotement ( X = [Xy;Xp] dans un cas bi-grille). Cette approche permet
de bien prendre en compte les corelations entre les dierents mockles. L'assimilation d'observa-
tions dans un seul modtle permet alors une correction cohente sur I'ensemble des moctles de
I'embotement. Les tests eali®s dans une con guration ealiste dans la mer Ligure ont monte
l'ineret d'une telle methode. Dans le cadre d'experie nces jumelles dans le Golfe du Lion, Van-
denbulcke etal [52] ont compae les esultats de cette approche dans le cad'interaction two-way
avec ceux issus d'assimilations ealiees de facon indpendantes sur les dierents mockles dans le
cas d'interactions one-way et two-way. lls ont constae que l'utilisation d'embotement two-way
permettait d'obtenir les meilleurs esultats, et que dans ce cas, I'approche utilisant le vecteur
detat multi-grille obtenait des esultatsequivalents a une assimilation "inckependante” dans le
mocele haute esolution. Ce esultat semble plutot cec evant mais peut s'expliquer par la con -
guration de I'embotement (erreur de la solution basse esolution relativement faible, interaction
two-way).

A notre connaissance, I'approche variationnelle pour des wckles emboes a peuetetudee.
Gebbie etal [26] ont propos une approche multi-grille quentielle destimation des conditions
aux fronteres d'un moctle egional eddy-resolvingpar assimilation variationnelle de donrees.
lls proposent ainsi d'aneliorer leur premier estime via une phase d'assimilationa plus basse
esolution, celle-ci ayant des colt de calculs beaucoup pis faibles.

Les algorithmes 4D-Var incementala simple troncature et a multiples troncatures proposes
par Courtier et al [13] et repris notament par Veerse dans sa these [53] appatissentegalement
comme des nethodes d'assimilation variationnelles multigrilles. Ils reprennent la formulation de
l'algorithme 4D-Var incemental (cf x1.4.2), mais remplacent le mockle lireaire par des approx
mations obtenues via un ogerateur de simpli cation, qui tr aduit gereralement un changement de
esolution spatiale. L'innovation est alors calcueea haute esolution via le mocle non-lireaire.
La minimisation de lecarta l'innovation se fait en utili sant le modkle simpliea basse esolution.
Bienevidemment, ces algorithmes ne permettent pas de fai de I'assimilation variationnelle de
donrees dans des modles embao'es. lls doivent plutététre vus comme des versions du 4D-Var

Thttp ://iwww-unix.mes.anl.gov/foam/index.html
2hitp ://www.bo.ingv.it/adricosm-partnership/
Shitp ://www.moon-oceanforecasting.eu/
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incemental avec une phase d'optimisation multi-grille.

1.7.2 [enitions
1.7.2.1 Observations et ograteur d'observation

Supposons disposer d'observations sur le domaine . La psence des dierentes grillesa
dierentes esolution fait que certaines de ces observaions seront plus adapeesa une grille
gua une autre. Nous souhaitons donc pouvoir choisir les obervations que nous assimilons sur
chacune des grilles y et! . Pour cela, nous & nissonsOy et Oy, les espaces des observations
assimiees sur la grille y et sur la grille ! . Nous avons ainsi

Oy = fyy est assimiee sur g
(1.70)
On = fyp est assimiee sur! g

Cette formulation, qui a ecte un espace d'observationa une grille, permet une grande libere
dans le choix des observations qui seront assimiees sur aique niveau de grilles. De plus, une
méme observation pourra étre assimiee sur la grille hate esolution !, et le sous-domainé y
de la grille basse esolution , ce qui pourra s'awrer ineressant comme nous le verronsau
x4.7

Faute de temps, la question du choix optimal des observatios pour chacune des grilles n'a
pas et aborcee dans ce manuscrit. Une telle etude sera apriori fortement cependante de la
con guration du moctle et de la nature des observations asinikes, et les esultats obtenus
sur une con guration donrees seront sans doute di cilement gereralisables a I'ensemble des
sysemes d'assimilation. De fait, elle nous apparait vrament ineressante lors de la mise en
place par exemple d'un syseme d'assimilation (senarii satellitaires, campagnes de mesures en
mer, etc) ou lors des phases d'optimisation des performanseale ce syseme d'assimilation (choix
des observations).

Nous ¢k nissons les operateurs d'observation discrets @nsi que les matrices de covariance
d'erreur d'observation sur la grille basse esolution (Hy et R},) et sur la grille haute esolution
(Hnh et R},) exactement de la méme manere qu'auxl.1.

1.7.2.2 Vecteur détat

Soit x le vecteur detat de notre mocele bi-grille. Il est compose des vecteurs detat de
chacune des deux grilles. Il secrit ainsi :

XH
Xh

X =

@ Xy correspond au vecteur detat basse esolution etxy, au vecteur detat haute esolution.

1.7.2.3 Condition initiale

Soit x° la condition initiale de notre mocele. Elle correspond aux conditions initiales sur
chacune des grilles. Elle sécrit :
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X
X

x0 =

ToTo

al xE| corresponda la condition initiale sur la grille grossere etxﬁa celle sur la grille ne.
A priori, hous supposons quexE| et xﬂ sont incependantsa l'inerieur de ! .

1.7.2.4 Contrdle

Condition initiale

Nous avons vu dans la partie 1.4.1 que la methode 4D-Var repast sur la minimisation, par
rapporta une variable de contréle, d'une fonctionnelle mesurant notamment lecart du moctle
aux observations. Cette variable de contrble s'awere éte, le plus souvent, la condition initiale
du moctle. Notons x la variable de contréle bi-grille. De la m&me manére, la ninimisation de
notre fonctionnelle 4D-Var bi-grille se fera en gereral sebn la condition initiale bi-grille x°.

Correction des transferts inter-grilles

La solution du mocele basse esolution netant pas la solution exacte, elle introduit des er-
reurs dans la solution haute esolution via les conditionsaux fronteres du moctle local haute
esolution. De plus, les operateurs d'interpolation uti lises ne sont pas parfaits, les erreurs in-
troduites sur la grille haute esolution via les termes de onditions aux limites peuvent ainsi
cro'tre sous l'e et des erreurs d'interpolation. Il serait donc ineressant d'introduire une variable
de contrble @ au niveau des conditions aux limites an de minimiser les ereurs lees aux
transferts inter-grilles.

De plus, méme si la solution basse esolutionetait exace, la formulation actuelle des trans-
ferts inter-grilles equation sur xg: dans (1.62) et (1.66)) ne permet pas d'obtenir de petites
echelles. Nous avons ainsi vu aux1.5.3 que toute fonction de grille haute esolution pouvat
skcrire comme la somme de l'image par une interpolation lieaire d'une fonction de grille basse
esolution et d'un terme haute fequence invisiblea bas se esolution gquation (1.61)). M&me si
nous ne sommes plus dans le cadre lireaire, I'ajout du termeg; va nous permettre d'introduire
certaines petitesechelles manquantes.

Les conditions aux limites du mockle haute esolution s'ecrivent alors

X@ = I (xu)+ @ sur @h% [0;T]

De méme, dans le but de eduire les erreurs introduites sutda grille basse esolution par la
etroaction two-way, nous ajoutonsegalement un terme correctif |, a la restriction provenant
de la grille haute esolution. Nousecrivons

xi = Gl (xp)+ 1+ sur Iy [0;T]

Nous obtenons alors le vecteur?° :

bc —

Q
o
5 @! enone-way
3

en two-way

@!
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Nous ajoutons ce termea la condition initiale bi-grille dans notre variable de contr6le. Ceci va
nous permettre d'obtenir un contréle au niveau des transfets inter-grilles et ainsi de minimiser
I'erreur introduite par les interpolations/restrictions en introduisant sur chaque grille lesechelles
invisibles pour celle qui lui transmet l'information.

Eneet, si @ 2 Ker(I') et | 2 Ker(Gl}) ar Il et G} sont les adjoints des operateurs
lireariees 1, et GH', ce terme correspond alors auxechelles "invisibles" sur ltacune des deux
grilles. L'introduction d'une telle contrainte au probe me d'optimisation nous renseigne sur ce
que pourraient étre les termes de egularisation portantsur P¢a ajouter dans la fonction coot
(cf x1.7.3).

Bilan

Pour esumer, nousetudierons deux contrbles possiblest :

{ la condition initiale bi-grille :
{ la condition initiale bi-grille et le contr6le au niveau de s transferts inter-grilles °:

X = bc

On designera dans la suite parwic (pour " with interaction control ") les algorithmes utili-
sant cette variable de contrleetendue.

1.7.2.5 Ebauche

Nous ¢k nissons lebauche xP de notre probeme d'assimilation bi-grille comme etant les
conditions initiales non optimiees des moctles embods. Ainsi

X
xP =
X

SoTOo

al xﬂ corresponda lebauche sur la grille grossere etxﬁa celle sur la grille ne.

L'erreur debauche P se d nit alors par :

t
XH

t
Xh
@ X}, corresponda "letat vrai” sur la grille grossere et x}a celui sur la grille ne. Ce que nous
appelons ‘etat vrai" pour une grille donree est la projection de letat continu x' sur I'espace
des fonctions de cette grille £ ,, et Fi ). Ainsi

t — t

avec y (respectivement ) ogerateur de projection sur F , (resp. Fi ).
Letude de la structure de la matrice de covariance d'erreu debauche B est ealisse au x2.2.
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1.7.3 Formulations

Avec les notations introduites au x1.1, nous retrouvons pour le cas bi-grille une formulation
analogue au 4D-Var mono-grille. De nissons les dierentes fonctionnelles dans le cas ai l'on
contréle uniquement la condition initiale bi-grille

Jb= %(x0 x)TB 1(x° xP) ecarta lebauche

Jops = > HL (X (x9)  yLITTRE ‘[H (xh (x%)  yi4] ecart aux observations sur la grille grossere
=0

Jobs = 5 [Hi(xh(x9)  yhITRE ‘[Hi(xh(x%) yh] ecart aux observations sur la grille ne
=0

(1.72)
Le probeme de l'assimilation de donrees sécrit :

min J(x%) = J(x%)+ JP(x0) + JS(xO)
X

%(XO Xb)TB 1(X0 Xb)

5

5 Hu(xu (X)) Yul Ry THa(x(x%) il
i=0
R

*5  HaGRKD)  yal Ry TTHA(R(XT) il

i=0

Ajoutons le contréle sur les transferts inter-grilles (algorithmes wic). Nous ¢ nissons les
dierentes fonctionnelles :

X

1 o . o .
IP= 5 HEGHES ") YWITRE HE W% ") yi]
i=0
1 S . R T . 1.72
3= 57 AR ) YRR THAGRGS: P vk (.72
i=0
J = %kK b%?2  norme du terme correctif aux fronteres

Le terme de penalisation J ” s'apparentea une contrainte faible portant sur le vecteur °C.
Ce terme ayant pour but de repesenter lesechelles invidbles sur chacune des grilles lors des
interactions, nous cherchonsa faire en sorte queP®® appartienne aux noyaux des adjoints des
operateurs d'interactions lireariges. Ainsi, dans le cas d'interaction two-way, K sécrit :

Gl (0)

“= o

Le probeme de minimisation devient :
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min J(XO; bC) Jb(XO)+ J bc( bC)+ JﬁbS(XO; bC)+ J'?bS(XO; bC)

(XO; bc)

1 1
E(XO Xb)TB 1(X0 Xb)+ EkK bCkZ

#27 Hh L OO ™) YRTTRE B % ™) vk
i=0

#37 HROGOS ™) YRITRE GRS ™) vl
i=0

1.7.4 \Vers le couplage de mockles

Revenons plus en cetail sur les formulationswic de I'assimilation bi-grille et notamment sur
bc . .
le termeJ — pesent dans la fonction cot. Nous montrons dans cette péatie que le controle des
transferts inter-grilles initialement introduit pour arre liorer les interactions entre les solutions
des deux mockles peut aussi étre interpet comme un coylage faible entre ces mockles.

1.7.4.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interaction one-way, ce terme de penalisation sécrit :

bc

2]

kK bCk2
KIE @ik}

H _ .H
< Iy @;]hgi @' >H
= < aulply @>n

IT, It etant symetrique de Fg), dansFgy,, il vient 4

Fay, =Ker( 101y im(liH

De plus ces espaces suppementaires sont orthogonauX.
Notons la projection orthogonale sur Im( I',}IE') paralelementa Ker( Iﬂ IE).

Alors
bc

2]

H
< h

aulhl @' >h

Nous ¢ nissons alors la norme sur Im( ﬂ Ir'j), sous-espace d& g, , par :
8up 2 Im(1%1H); kuhkfw =< up N1 up >4

Il vient alors

4|h
H

It etant lireaire, Fgi, se decompose en

Far, =Ker(IH 1) Im(I517)T

®Soit (u;v) 2 Ker(1%1H)  Im(I 1), Alors 9w 2 FG(@h);v = I} 1H w.

< UV >y

IHu;w >y

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)
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bc

— 1 2
J - ék @!kln Irl;' (177)
Or xp = I} (xu)+ @ sur @% [O;T]

D'a

bc

1 h
J = ék( Xh IH(XH))j@!thZEIE

En pratique, l'nterpolation 1, est injective, d'as Ker( I} 1H) =Ker( I}). est alors la pro-
jection orthogonale sur Im(l E' I E) paralelementa Ker( IE).

S b . S , T

Minimiser J  revient alorsa minimiser, dans |'espace orthogonal au nogu de l'adjoint de

l'oerateur d'interpolation, la dierence entre les sol utions des deux moctles sur la frontere du
domaine local haute esolution.

Ce terme introduit ainsi un couplage faible sur I'espace [Kg(I}!)]?, c'esta dire un espace
de basses fequences, entre les projections des solutiodes deux moctles au niveau de cette
frontere. Notons, que ce couplage est eali® de faconincementale : nous ne contrélons pas
directement la valeur des solutions aux interfaces mais unnicement que nous ajoutonsa la
solution haute esolution.

1.7.4.2 Interaction two-way

Dans le cas d'interaction two-way, la minimisation de la fonctionnelle J * apparait de la
méme manere comme un couplage faible entre les deux solains, non plus sur la frontere du
domaine haute esolution mais sur! tout entier.

Ainsi,

b
20" = <1 @il @>u + <Gl GR >y,

K @i, i+ < Gl Gl 1 > (1.78)
H'h

SupposonsGﬂ injectif. En utilisant la relation (1.60), nous pouvons montrer que G ! G*,}l est
inversible et donc c nie positive. Nous & nissons alor s la norme surF, , l'espace des fonctions
de grilles c& nies sur ! y par

8uy 2 Fy kquéEGE = <up;GHGluy >y (1.79)
Il vient alors
bc
207 = k@it kikgugn (1.80)

Par ce nition de P, nous obtenons

bc

_ 1 h 2 1 H 2
J = ék(xh |H(XH))j@!hk|p||Fu+§k(XH Gh(Xh))j!HkGFan

Nous retrouvons ainsi le couplage faible entre les deux sdionsevoqie dans le cas d'inter-
actions one-way Ce couplage a lieu suft tout entier :
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{a haute esolution sur @}, via un incement ajouta la solution haute esolution ¢ orrigeant
sa composante orthogonale au noyau dlel;| (basses fequences).
{a basse esolution sur !  via un incement correctif ajouta la solution basse e solution.
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Chapitre 2

Sysemes d'optimalie et matrice de
covariance d'erreur debauche pour
une con guration bi-grille
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2.1 Les sysemes d'optimalie

Nous pesentons dans cette partie les sysemes d'optimae du probeme d'optimisation in-
troduit au x1.7. Dans un premier temps, nousetudions le cas ai la varible de controle est la
condition initiale seule pour le cas d'interactions one-way et two-way. Puis nous rajoutons le
contréle sur les transferts inter-grilles.

. . . b ..
Nous nous ineressons uniquement au gradient del °PS, ceux deJP et J ™ etant triviaux.



2.1 Les sysemes d'optimalie 40

2.1.1 Interaction one-way

Nous contrélons dans cette partie uniquement les conditios initiales sur les deux grilles
(xﬂ ;xﬂ). b reste donc nul durant le processus de minimisation. De ce faiil n‘apparait pas
dans lesequations du mockle.

Le mockle est en interaction one-way. Il sécrit :

Domaine H Domaine !
8
( @n _ : :
@n by sur w [O0T] 2 @i FXnixe) sur th 0TI @D
X (tX' 0) = x > Xn(x0) = X
A H x@ = Ifi(xn) sur @% [0;T]

En introduisant, comme au x1.4.3, une perturbation (uy;vy) des variables de controle
(xE| ;xﬂ), on obtient le syseme suivant pour xy et &n, derivves au sens de Gateaux dexy
et Xp

Domaine H Domaine !

8 @n _ @F @F :

<@ OF . s [0; T] @ @ " @(@!.xi@! sur tn [0
@t @« 32 En(0) = vy

i (0) = un dg = Iixy sur @4 [0;T]

(2.2)
a Ify symboliself, (xy), c'esta dire le lirearie de 1]} enxy.

Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossere et Q sur la grille ne. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deuxcteurs par lesequations lirearises
peedentes et en inegrant sur toute la fenétre d'assimilation, il vient :

sur

Une inegration par parties nous donne :

Z+ Z
<@&Hpsidt = <wTPM>n <wmOPO>n <o D>y dt
0 @t 0 @t
(2.3)
D'autre part,
<@;P>H = <gi>¢H;P>H
@t @H (24)
@F P> .
= < XH, —
Y @ H
D'as :
Zy
<o+ B8 bt = <xuMiPM>n <xu@PO>n  (25)

0 @t @H
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sur !y

De la m&me mangere, nous avons

Z Z
. <@@ht;Q>hdt = < &n(T);Q(T) >n < &n(0); Q(0) > . <1&h:@@?t>ho'(t |
2.6
et
<@; >, = < @F:gh+ @F:Irl_")cH;Q>h
@t @h @@! (27)
= <Eh'@: Q>h+ < xy;If @F Q >y .
T @n ' X e
D'ai :
Z Z
<rch;@@at+ g(': Q >y dt + < xy;If @((?F Q> dt =
h @!
i i <E(T)Q(T) >n < £4(0):Q0) >
(2.8)

La fonction co0t J°°S mesurant lecart aux observations secrit comme la somme de deux
termes : l'un mesurant lecart entre la solution basse esolution et les observations pesentes
sur cette grille, l'autre mesurant lecart entre la soluti on haute esolution et les observations
pesentes sur la grille ne. Soit,

Z+ Z

Jobs = % KHpxu (t)  yw(DK3dt + % KHnxn(t)  yn(t)k3dt (2.9)
0 0
Sa cerivee de Gateaux J°PS dans la direction (x{; x() secrit
Z Z;
Jobs = <Ru();Hy(Huxu () yu(t) >p dt+ < Rp(t);Hp(Hpxn(t)  yn(t) >n dt
0 0
(2.10)
Sommons (2.5) et (2.8). Il vient :
@ @F @ @F H @F
< Ep,—+ — Q>pdt+ <Xy;,—+ — P+ Q>ydt =
T THI R L C TR - ¥ " Ee 2N
< &n(T);Q(T)>n < &n(0);Q(0) >n + < xu(T);P(T)>n < xu(0);P(0) >H
(2.11)
e nissons les variables adjointes comme suit :
g @ @F @F
< @ @r H ©€F ~_
Domaine y . @t+ &n Py @ Q=HyHuxu(t) yu(t)
© P(T)=0
8 (2.12)
< @ @F . _
Domaine !4, . @t"‘ &n :Q = Hy(Hnxn(t) yn(t))

Q(T)=0



2.1 Les sysemes d'optimalie 42

Si aucune observation n'est pesente sur une des grillesalpartie de la fonction J °PS correspon-
danta cette grille sera nulle, donc aussi son gradient visa-vis de la variable detat de cette grille.

Finalement, il vient :

(
Mo %= P(0)

r xﬁ‘]ObS: Q(O) (2-13)

Syseme d'optimalie one-way

Xn (X; 0) = x¥

<@, @F 4 @F

Domaine y P+ L

o @ Q=HyHuxu®) yu()
P(T)=0

8 (

% @C;;[zF(xH) sur o [0;T]
8

% @@

=

XaJObS: P(O)

%ht=F(xh;x@!) sur 'y [0;T]

Xn(X; 0) = X0

X@ = 15 (xn)

INRRXRKXXRAXIAN/ CO
'V NV

N 00

Domaine !y @ @F
—+ —— Q=H(Hnxnp(t t
at’ @ © h(HnXn(t)  yn(t)
Q(M)=0
r Xﬂ‘]ObS = Q(0)
h i
Nous observons ainsi au travers du terme ! @@@F, :Q une etroaction du mockle adjoint

haute esolution vers celui basse esolution,a l'oppog de celle pesente dans le moctle direct.

2.1.2 Interaction two-way

Nous contrélons & encore uniquement les conditions initales sur les deux grilles X% ; x?).
De méme, °C reste nul durant le processus de minimisation. De ce fait, ih'apparait pas dans
lesequations du moctle.

Le moctle est en interaction two-way. Il secrit :

Domaine H Domaine !4
8 8
2 B Eeix) s w071 2 B s Faixe) sur 1y 071 @19)

> Xp (X 0) = x2 > Xp(x;0) = x?
xi = G/(xn) sur !'n [O;T] " x@ = Ij(xu) sur @h [0;T]
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En introduisant une perturbation (up;vs) de (x%;

x?), on obtient le syseme suivant pour
Xy et kp, cerivves au sens de Gateaux dexy et Xp

Domaine H Domaine !y

5 S g:>c + @Fx. r T 5 @n _ @F:E @in | rol
TR PR TN G @t @ " @g e U 'h
3 XH (0) = uy 2 £h(0) = vp
& =GHgy sur 'y [0;T] " de@r = Iixs sur @y [0;T]
(2.15)

a Gl symboliseGE (xp), le lirearie de G} enxy.

Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossere etQ sur la grille ne. En prenant

les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deuxcteurs par lesequations lirearises
peedentes et en inegrant temporellement, il vient :

sur

En inkegrant par parties, nous obtenons

Z:

ZT
<& psidt = <wTPM>n <wmOPO>n <o S sy dt
0 ot 0 @t
(2.16)
Par ailleurs
< @b, = < O Pyt < P >y
@t @H @! 217
= <xn: OF psLi<mnah ©F b @40
H » @H H h» H @I . h
D'a
Z A
T @ @F . T @

F
<Xy —+ — P>y dt+ <gpGh =~ P>,dt =
o @t @ 4 N "

<X (T)iP(T) >n < x4 (0);P(0) >

(2.18)
sur !y
De la m&éme manere, nous avons
< @;Q >pdt = < gp(T);Q(T)>n < &n(0);Q(0) >4 < Eh;@>h dt
0 @t 0 @t
(2.19)
et . .
<@h;Q>h = @E+ @ 1en;Q >
@t @h @ (2.20)
@F :
= <Ry — Q>p+ <xy;lf

@ " @ Q>

[0;T]
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D'ai :
Z; Z
F F
. < xh;%at+ gh :Q >y dt + i < xy; 1M @@(@! Q> dt =
< kn(T);Q(T)>n < &p(0);Q(0) >4
(2.21)
e nissons les variables adjointes comme suit :
2 @ @F @F
< . H A =
Domaine 9y . 6t+ @7H P+ Ih @@! Q=H H (HHXH (t) YH (t))
" P(M)=0
8 @ oF oF (2.22)
<
omaine 1n  @t" @ QTGN g, P = HnHwxn® ya)
- Q(M=0
En sommant (2.18) et (2.21), il vient :
( r o JoPS="P(0)
H (2.23)

r XﬂJObS: Q(O)

D'au :

Syseme d'optimalie two-way

@7Ht=F(XH;X!) sur y  [0;T]

N 00

Xn (X; 0) = x§

8
% " oxi = GH(xp) sur 'y [0;T]

\

N 0O

Domaine H

@, OF o, I QF
@t @ X!
P(T)=0

Q=HyHuxu(t) yu()

ryo %= P(0)

8 8

2 @:F(Xh;X@!) sur 1y [0;T]
@t

> Xn(x;0) = X

" Xar = 1] (Xn)

Domaine !y E @ @F h Q@F

@t-'- @ Q+ Gy & P =Hu(Hrxn(t) yn(t))
Q(T)=0

r xﬂJObsz Q(O)
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2.1.3 Ajout du contréle des erreurs de transfert inter-gri lles

Dans cette partie, nous introduisons un terme de contréle P° au niveau des transferts inter-
grilles comme explige au x1.7. Suivant le type d'interactions envisage, ce vecteur ara une
composante sur la grille grossere ou non. Nous contrélogegalement les conditions initiales sur
chacune des grilles.

2.1.3.1 Interaction one-way

Dans le cas d'interactions one-way, les variables de contrble sont les conditions initiales
sur chacune des grilles ainsi que le terme de petite echelleg, pesent dans les conditions aux
fronteres du moctle haute esolution.

Le moctle sécrit :

Domaine H Domaine !
8
( @ _ . .
@H_ by sur 4 [0T] 2 @ts F*nixe) sur tn [0T] (2.24)
at > Xn(X; 0) = x)

. O) = 3O
XH (X; 0) = Xy X@ = I (xn)+ @ sur @4 [0;T]

En introduisant une perturbation (un;Vh; @) des variables de controle ((ﬂ ;xﬂ; @!), on
obtient le syseme suivant pour xy et gy, cerivees au sens de Gateaux dexy et Xp

Domaine H Domaine !
8 S @ @F @F
h _ . . .
<@ _ OF . 0] 3 Sl @(@!.m@! sur 'n  [0;T]
@t @n x> %h(0) = vy
xH (0) = uy .

e = Ixy + @ sur @y [0;T]
(2.25)
Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossere et Q sur la grille ne. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deuxcteurs par lesequations lireariees
peedentes et en inegrant temporellement, il vient :

sur y
27 @ @F
<XH;—+ —— P>ydt = <xq(T)P(T)>4 < xq(0);P(0)>y (2.26)
0 @t @H
sur 'y
Z+ Z
<@nosid = <nMiQM) >n < &n(0:;Q0) >n < kn R > dt
0 @t 0 @t

(2.27)
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et
@n @F @F
< —:0> = < —gp+ (1Y xy + Q>
@tQ h @ @@!(H HT @) Q@; o
= <gp — Q>p+ < xy;IH Q>y + < C @0 >
& Q>n Hilh @& Q>n @a @:Q >n
(2.28)
D'ai :
Z Z+ Z+
@ @F n @F @F
<ERp —+ — Q>,dt+ <xy;l, — Q>ydt+ < D@ Q>pdt
. h @t @th , Hh@@!QH . @ o @:Q >n
= < En(T);Q(T) >n < En(0);Q(0) >y
(2.29)
Nous ck nissons les variables adjointes de la m&me mang que dans le ca®ne-way Ainsi,
2 @ @F @F
< . H A =
Domaine v+ = @t @mn P+ 14 @or Q=Hy(Huxu(t) yH (1)
" P(M)=0
8 (2.30)
< @ @F o _
Domaine !, . @"‘ @n Q = Hp(Hnxn(t) yn(1)
- Q(M=0
En sommant (2.26) et (2.29), il vient :
g ran°;S= P (0)
0obs —
; Fxgd ™= Q(O)@F (2.31)
T amd™= & Q1)

Le syseme d'optimalie secrit ainsi
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Syseme d'optimalie one-way wic

Xn (x; 0) = x§

8
<@+ @F

Domaine H

P+ Y @F

@t @n & @!
P(T)=0

8 (
% @C;;[ =F(Xxn) sur n [O;T]
§ Q=HyHuxu(t) yu(t)

ryo %= P(0)
8 8
2 @:F(xh;x@!) sur !'n [O;T]
@t 0
> Xn(X; 0) = X
" X@ = i(xn)+ @ sur @% [0;T]
h

8
F
Domaine ! < @@Dt““ @@(h :Q = Hp(Hnxn(t) yn(t))
Q(T)=0
8 b
< rxﬂ‘JO °= Q(0)
ops — @F .
M eI = @o: Q1)

Nous retrouvons un syseme proche de celui duwne-way avec contréle des conditions ini-
tiales seul. Le controle sur les transferts inter-grilles ici de la grille grossere vers la grille ne)
apparait uniqguement dans le syseme dequations concerrant les gradients deJ°PS. Ceci s'aere
particulerement ineressant pour la programmation inf ormatique d'un tel syseme. En e et,
une fois le syseme d'optimalie dans le cas du seul contgle des conditions initiales mis en
place, il ne sera pas recessaire de modi er le syseme adjot (ce qui est gereralement le plus
probematique).

2.1.3.2 Interaction two-way

Dans cette partie, nous rajoutons au cas pe@dent un contble | dans la misea jour de la
solution de la grille grossere xy sur ! i par la solution de la grille ne x.
Le mockle secrit alors

Domaine Domaine !
8 8
2 & Eix) s [0T] 2 = Fonixe) sur th [O0T)
> Xp (X 0) = x{ > Xn(X;0) = x?
i =G (xp)+ 1 sur 'y [0T] ° x@=Ii(xu)+ @ sur @4 [0;T]
(2.32)
En introduisant une perturbation (uy;Vn; 1, @) des variables de controle 4 ;xﬁ; L @)

on obtient le syseme suivant pour xy et xy, derivees au sens de Gateaux dexy et xp, :
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Domaine H Domaine !y

8 8

E %: g: + @F | oT 5 @h = @F + @in ] ! 0T
@(E)) @ XCH & X sur 4 [O;T] @(6) @ Eh @o @ sur !y [0;T]

2 XH = Uy 2 En = Vp

X = GF{Eh'F osur 'y [0;T] ) Xi@! = IEX:H + @' sur @Y% [O;T]

(2.33)

Introduisons les variables adjointesP sur la grille grossere etQ sur la grille ne. En prenant

les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deuxcteurs par lesequations lirearises
peedentes et en inegrant temporellement, il vient :

sur y

En inkegrant par parties, nous obtenons

< =H.psydt = <xy(T);P(T)>n < x4(0);P(0) >y < Xy, —,>n dt
0 @t 0 @t
(2.34)
Par ailleurs
@y @F @F . H
< —:P> = < —xxy; P>y +< (GLEr+ )P >
at H @n C:DF H @(@!( h h@F') H o
= <Xy, — P>y +<gp Gl = P> +< P>
H @ H hGH g, h D a H
(2.35)
D'au
Z. z z
@ @F T hn @F T @F
<Xy, —+ — P>y dt+ <kp; Gl —=— P> dt+ < 0 P>y dt
0 et @ ; 0 mER @& " 0 e 4
=< xy(T)P(T)>n < x4(0);P(0) >4
(2.36)
sur Iy :
De la m&me manere, nous avons
@ @F y @F @F
<Ry -S4+ — Q>pdt+ <xylfl =— Q>4 dt+ < @b = — ‘Q>pdt
. et @& Q>n . Hilh &g Q>n ' @& Q>n

0 !
= < kn(T);Q(T) >n < &n(0);Q(0) >y,

(2.37)
Nous e nissons les variables adjointes comme les solutits du syseme suivant
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8
< @ @F @F
Domaine y . @f‘ @n P+ Iy @ar Q=HyHuxu(t) yu(t)
© P(T)=0
8 (2.38)
F F
Domaine ! < %D'(Jr & Q + G} gu P = Hp(Hnxn(t) yn(t))
- Q(M=0
Il vient en sommant (2.36) et (2.37) :
8
% My J%°= P(0)
LI o PO
g ngJObS= Q(O) ' (239)
obs — @F .
M ad®®= @a 1Q(t)

Le syseme d'optimalie skcrit ainsi

Syseme d'optimalie two-way wic

@C;P"'t: F(Xu;x1) sur  y  [0;T]

Xn (X; 0) = x§

8
3 X, = Gl (xp)+ 1 sur 'y [0;T]
@ @F Q@F

N 0

"V

8
Domaine v _ ot @y T g @ HuHuXu® yu()
P(T)=0 '
8 b
< 1= P(0)
CLIE or PO

8
3 2 @zp(xh;X@!) sur 'y [0;T]
@t
> Xn(x;0) = X}

X@1 = 1} (Xn)

N 0

F F
D+ o QEGh 2 P = HyHO ()
QM) =0

Domaine !

N

r0d=Q(0)
@F
r Jobsz
@ (1) @

Q)
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De méme que peedemment, ce nouveau terme de controle @parait uniguement dans le
syseme dequations concernant les gradients deJ°PS. De ce fait, comme pour le cane-way;
la mise en place d'un tel syseme sera assez simple depuis dgseme two-way avec controle des
conditions initiales uniquement.

2.1.4 Passage d'un adjoint mono-grillea un adjoint bi-gri lle

Lecriture du mockle adjoint constitue une di cule imp  ortante pour la mise en pratique des
nmethodes d'assimilation variationnelle de donrees. Conme son nom l'indique, le mockle adjoint
est l'operateur adjoint du moctle lireaire tangent du mo cele physique direct. Dans le cas de
mockles ealistes, cela recessite un travail consicerable, puisque cela revienta eecrire un code
d'une complexit aussi importante que celle du moctle direct. Le passage d'un algorithme d'as-
similation mono-grillea un algorithme bi-grille entrainan t la modi cation des moceles adjoints,
son colt en terme de ceveloppements informatiques peut tite e rayanta premere vue. Il n'en
est rien. Une comparaison des sysemes adjoints semi-digstiees montre en fait que tes peu de
modi cations sont recessaires pour obtenir les mockles djoints sur les dierentes grilles.

En e et, le syseme d'optimalie pour un algorithme 4D-Var mono-grille avec contréle de la
condition initiale secrit (cf x1.4.3)

8 (
& - F
t
x(x; 0) = x°
i@ er (2.40)
° . 2.40
@t+ & Z=H (Hx(t) y()
Z(T)=0

r 0Jos=7(0)
Ce syseme est tes proche de ceux pesents sur chacune degrilles dans le cas d'interac-
tions one-way et two-way. La dierence avec le mocele adjoint bi-grille correspgnd a jI'ajout

des hadjo_ints des transferts inter-grilles pesents dans lemockle direct, soit IE @@—@f’ Q et
i !

Gﬂ % P selon le type d'interaction envisagee et la grille a1 I'on se situe. Pour des mockles

simples, l'ajout de ces termes recessite uniquement legture des adjoints d'operateurs d'inter-
polation et de restriction. Une fois en possession du model adjoint mono-grille, lecriture des
moctles adjoints multi-grilles demande donc relativementpeu de travail.
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2.2 Structure de la matrice de covariance d'erreur debauche

Nous nous ineressons dans cette partieaB, la matrice de covariance d'erreur debauche.
Comme nous avons pu le voir aw1.4.4 dans le cas mono-grille, cette matrice joue un réle inqr-
tant dans 'analyse 4D-Var. Nous nous proposons detudier ette matrice dans le cas bi-grille. Il
faut tout d'abord rappeler que la moctlisation des covariances d'erreur debauche est quelque
chose de di cile gtat vrai inaccessible pour des experiences ealistes). De nombreux travaux de
recherche (en cours pour certains) portent exclusivementis ce sujet. Ce n'est pas le but de cette
etude. Nous supposons ici disposer de nethodes e caces par moctliser cette matrice B dans
un cadre mono-grille . Nous nous ineressons alors au passage d'une moctlisatt mono-grille
a une mocelisation bi-grille.

Dans un premier temps, nous etudions le cas simplie ai I'ebauche haute esolution est
obtenue par interpolation lireaire de lebauche basse resolution. Dans un second temps, nous
etudions le cas ai lebauche est obtenue apes propagaion du moctle bi-grille en interaction
one-way et en n nous etudions le cas ai lebauche est obtenue apres propagation du moctle
bi-grille en interaction two-way

La matrice de covariance d'erreur debauche bi-grille est & la forme :

Bun  Bmun
Bhv  Bhn (2.41)

Le bloc By correspond aux covariances d'erreur debauche des varidbs detat de la grille
grossere, le bloc By, a celles des variables detats de la grille ne, et les blos Byn et Byy
aux covariances entre les deux grilles. Nous notons dans ttila suite de ce documentNy la
taille du vecteur detat sur la grille grossere et Ny celle du vecteur detat sur la grille ne.
Nous avons alorsB 2 M n,, +n, (R), Bun 2 M N, (R), Bhh 2 M N, (R), Bun 2 M N, N, (R) €t
Bhi 2M npong (R).

2.2.1 Cadre simplie : Ebauche haute esolution est ob tenue par interpola-
tion de kbauche basse esolution

Dans un premier temps nous faisons I'hnypottese simpli catice suivante :

xP =10 xb
al I',}I est un ogerateur d'interpolation lireaire, de F , dansF;, . Nous supposons ainsi que le
vecteur debauche de la grille ne est obtenu par interpolation de la composante! y du vecteur
debauche de la grille basse esolution. Cette situation est fequente en pratique : lors de la
mise en place de I'embotement de mockles, la solution hae esolution peut étre obtenue en
interpolant la solution basse esolution.

2.2.1.1 Erreur débauche

L'erreur debauche sur la grille ne P devient :
b — jhyb t
L s A AR (2.42)
= TR X))+ IExy X,
Posons 't = IﬂxtH X},. Ce terme corresponda l'erreur commise par l'interpolation sur la
grille ne de la solution vraie sur la grille grossere. Il vient :
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2.2.1.2 Matrice de covariance d'erreur débauche

Ineressons-nous maintenant au calcul deB .

Calcul de By :

BhH

11
00
Q O
< <
—~
I=5o

) 2.43
: ﬂ)+Cov( Lt ﬂ) ( )
Nous faisons I'hypottese suivante :

hyp : 't et a sont incependants.

Nous supposons ainsi que les erreurs debauche sur la geligrossere et les erreurs commises
en approximant "letat vrai" de la grille ne par une interp olation de "letat vrai" de la grille
grossere sont incependantes. Cette hypotrese parait raturelle, le choix de lebauche etanta
priori incependant du choix de I'ogerateur d'interpolat ion.

D'au
Bri = Cov(1y B B)= IR Cov( j; ) (2.44)
Soit

Bri = If,Bhn

Calcul de By :

B etant synetrique, il vient Byp = B[, . D'ai:

_ hT
Buh = Brr 1§

Calcul de Bp :

Bah = Cov( p; p)
= Cov(Ify %1l B)y+Cov(Ify B; "™
+Cov( "I By +Cov( 1t Y (2.45)
= INBun INT + 10 Cov( B M)
+Cov( "t; PHINT + B 1

Toujours sous I'hypotrese que 't et ﬂ sont incependantes, il vient

Bwh = IEBHHIET'FB'?I

Finalement, B sécrit sous la forme
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B = DHH Byn I

IDBpy INBun I + B

Remarque 1 : Comme mentionre au x1.4.5, une cecomposition deB sous la formeB = SST
evite, en e ectuant le changement de variable x = Sv, d'avoira faire intervenir B ! dans l'al-
gorithme d'assimilation. Il nous faut donc calculer S.

Byn et B ix etant synetriques e nies positives, il existe Syy et S telles queByny =

Shn Sy €tB i« = S ST, . Ce qui donne :
Shu ST Shn (1R Shp )T
B = HH H 2.46
(1 Sun)Shy (R SHH )T SR )T + S ST, (2.46)
Il vient

g= ShH (0)
|r|1|SHH S

Remarque 2 : La matrice B i corresponda la matrice de covariance de l'erreur que I'on

commet en interpolant "letat vrai" basse esolution vis a-vis de "letat vrai" haute esolution.

Par ce nition, n'ayant pas acesa "letat vrai" nous ne  pouvons la calculer explicitement. Une
hypothese grossere consisteraita consicerer les coecients de cette matrice comme regligeables
devant ceux del !} By 117 . La matrice By, serait doncegalea I, By 117 . Ainsi, nous aurions :

_  Bnn Buu I
B = Wby 1N B T (2.47)

On peut noter que cette matrice n'est pas inversible puisque

T
_ (0 BuH Bhn I (0)
5= @ 1, B Bw  (0) I} (2.48)
et que le noyau del E'T, n'est pas nul.
Il est toutefois possible decrire B = SST, avec

SHH
S= 2.49
IESHH ( )

On est donc dans le cas d'une approximation de rang eduit deB, ce qui n'‘est pas a priori
genant (voir par exemple les nethodes de rang eduit cecrites au x1.3.3).

Cependant le changement de variablesx = Sv pose probeme :v corresponda un vecteur
basse esolution. De fait, la variable de contrble ne seradonc plus en mesure d'apportera la
solution haute esolution lesechelles invisibles sur lagrille grossere (cf x1.5.3). Ceci nous anene
a penser gque les performances de 'assimilation pourraidrétre cegracees.

De ce fait, il n'est pas souhaitable de regliger la matriceB : , m&éme si en pratique, on peut
s'attendrea ce quek "'k k ﬂk. Au contraire, c'est elle qui permet d'obtenir un contréle sur
toutes lesechelles pesentes sur la grille haute esoltion. 1l est donc indispensable de pouvoir
I'approximer correctementa cefaut de pouvoir la calculer explicitement. Pour cela, les nethodes
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statistiques d'estimation de matrices de covariance sembht les plus approprees.

Remarque 3 : Dans le cas d'un operateur d'interpolation non-lireaire 1!, nous trouvons
que B peut eétre approctee par la méme matriceB que celle obtenue dans cette partiel,E| etant
dans ce cas l'operateurl [} lireari (cf annexe A.1).

2.2.2 Cadre greral : Ebauche est obtenue apes ine gration d'un moctle
bi-grille

Nous nous ineressons dans cette partie et dans les suivaes au cas ai lebauche serait
obtenue apes inegration d'un mockle bi-grille. Ce cas s'awere pertinent pour une con guration
al la fenétre d'assimilation suit une phase de pevision du moctle, par exemple unspin-up ou
bien une succession de fenétres d'assimilation. Lebaudme est alors letat nal de la pevision (ou
de l'analyse) ealiee sur la fenétre temporelle pecedente.

Une telle situation est banale en assimilation variationndle de donrees. L'assimilation sur
de longues periodes temporelles pose de nombreux probkes, tant d'un point de vue tech-
nique (place memoire des calculateurs limiee) que d'un point de vue treorique. En e et, le
caracere chaotique desecoulements o®aniques (ou atrospteriques) fait qu'au deh d'un cer-
tain temps le mockle s'awere peu sensible aux variations @ la condition initiale, entrainant ainsi
une perte d'e cacie de l'assimilation de donrees. Il fau t donc plutét ealiser I'assimilation sur
une succession de fenétres temporelles relativement cdes (de I'ordre d'un mois par exemple
en ocecanographie). Lebauche sur chaque fenétre corrgmnd alors a letat nal obtenue par
inegration du mockle sur la fenétre peedente.

La matrice de covariance d'erreur debaucheB que nous cherchonsa calculer peutegalement
étre vue comme une matrice de covariance d'erreur de pewion. C'est sur cette icee que repose
par exemple la nethode NMC ceveloppee par Parrish et Derber (1992) [41]. Elle estime ainsi
les statistiques d'erreur debauche via les dierences entre deux pevisions de duees dierentes
valides aux mémes instants. NotonsB' la matrice de covariance d'erreur debauche obtenue sur
la fenétre antrieure, et notonsegalement avec un "tilde" les variables de la fenétre antrieure.

Dans le cas usuel d'un mocle mono-grille, on montre aiemet que B = M BM T+Q, a
M est le mockle lireaire tangent et Q la matrice de covariance d'erreur mocele. C'est d'ailleurs
lequation de propagation usuelle des erreurs (1.11) du kre de Kalman.

Dans le cas bi-grille, nous montrons que la matricd3 \eri e le m&éme type de loi. Nous avons
ainsi

B=MBMT+Q

avec M le moctle lireaire tangent bi-grille en interaction one-way ou two-way et Q une
matrice pouvant étre interpete comme la matrice de covariance d'erreur mockle bi-grille.

Pour cela, nous montrons (les calculs sont cetailes auxx2.2.3 et x2.2.4) que dans le cas
d'uneebauche obtenue apes inegration sur un pas de temps d'un mocele bi-grille M, et sous
certaines hypotteses d'independance sur les erreurs, lanatrice de covariance d'erreur debauche
B secrit comme la somme d'un terme correspondanta la propagation de la matrice B par
le mockele lireaire tangent M et d'un autre terme correspondanta une matrice de covariarce
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d'erreur moctle bi-grille Q. Cette etape est recessaire an de pouvoir prendre en comge les
covariances d'erreur issues des interactions entre le glels.

Puis, gracea la formule obtenue sur un pas de temps, il est pssible de calculer le lien entrd3
et B pour le cas gereral d'une fenétre contenantn pas de temps. Ainsi les matrices de covariance
d'erreur debauche aux tempst; et t; 1 sont relees par :

Bi=Mi 1Bi 1M} 1+ Qij 1 (2.50)

avec les matricesM j; 1 et Qi 1 correspondanta celles e nies dans les casone-way et
two-way entre les instantst; ; et t;.

De cette relation de ecurrence entre les instantst; et tj 1, nous obtenons la matrice de
covariance d'erreur debauche au tempst, en fonction de celle au tempgg. Ainsi,

Y Y T
Bn = ( Mn+1 in i)Bo( M ; 1)
K1y =1 Yo (2.51)
+ ( Mna g ))Qii 2( My 1)+ Qnn 2
i=1 j=i j=i

Or, Bog= B et B, = B. Il vient alors,

Y Y T

( M n+1 in i)B( M i 1)
i=1 i=1

+ ( Mnu jin j)Qi;i i M 18] 1)+ Qnn 1
i=1 j=i j=i

B

ce qui se eecrit
B = MpuoBM [o+ Q (2.53)

En pratique, les techniques de calculs de la matrice de coviance d'erreur debauche cep
existantes dans le cas mono-grille seront directement apmables aux cas bi-grilles en remplacant
les variables mono-grilles par celles bi-grilles correspomaites.

Les calculs permettant d'aboutir aux relations pe@dentes sont cetailes dans les deux para-
graphes qui suivent. Dans un premier temps, nous nous inegsserons au cas d'un mocele bi-grille
en interaction one-way Les calculs seront pesenes dans un cas lireaire, puides esultats se-
ront exposes dans un cas gereral. Puis nous nous inereserons au cas d'un mocele en interaction
two-way, pour lequel nous distinguerons de nouveau les cas lireas et non-lireaires. Le lecteur
ne s'ineressant pas aux cetails des calculs pourra diretement passer aux2.2.5

2.2.3 [etails des calculs dans le cas d'interaction one-wa y

Nous supposons que notre ebauche® est obtenue apes inegration par notre mocele en
con guration one-way, durant un pas de temps, d'uneebauche calcuke sur la feefre anerieure.
Nous avons vu que I'extensionan pas de temps ne posait pas de di cule.
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2.2.3.1 Cas liraire

Nous nous placons dans un cas lireaire : le mocele et les dirents operateurs sont suppoes
lireaires.

Nous rappelons les equations disceties du moctle bigrille en interaction one-way (cf
x1.6.1).

b — b
iE = |\’>|/IhH(::§I 10 xP) (2.54)
Erreur debauche
Grille grossére
L'erreur debauche sur la grille grossere P, sécrit :
R (2.55)

= Myu( X))+ Mgxh,  xk

Posons M
Notons -,

X}, M ux},.Ceterme corresponda I'erreur mockle du mockle basse esolution.

x~E| x}, I'erreur debauche sur la grille grossere sur la fenétre peedente.

Nous obtenons alors :

<

Grille _ne

L'erreur debauche sur la grille ne skcrit :

g Mh(XE;IE‘MHhXE') thh h (2.56)
Ma(R X IEM O xh )+ MOl Mg xh) x|

Posons M = xt M (%,; 1T, M 1 x},). Ce terme corresponda I'erreur mockle haute esolution.

Notons de nouveau = xP  x!. Il vient

P = MaChithMa )

My etant une application lireaire de F,, Fg, dansF;,, sa matrice sécrit
Mpl= M ﬂ M h@! Nous confondrons par la suite I'ogerateur M , et sa matrice.

Il vient
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Matrice de covariance d'erreur debauche

Ineressons-nous maintenant au calcul deB.

Calcul de BHn :

Cov( P; ®)

COV(MH'{' M;MH"E' M)
MHBHHML MHCOV("E';M
Cov( MM, + Qn

avecQy la matrice de covariance d'erreur mockle basse esolutio.

(2.57)

Nous faisons I'hypottese suivante :

hyp: M et - sont incependants.

Nous supposons ainsi que le choix de lebauche est incepelant de I'erreur mockle basse
esolution. Cette hypottese estevidemment discutable si lebauche est issue d'une pevision
du moctle. Neanmoins, dans le cas mono-grille, cette hypdtese estegalement faite : I'erreur
moctle est ainsi suppose ne pas cependre de letat du makle. Elle permet notamment d'obtenir
lequation (1 :11) du ltre de Kalman. Nous restons donc dans la "egalie " visa-vis des egles
usuelles de I'assimilation de donrees.

Il vient

Bih = MuBuu M| + Qn

Calcul de By :

B = Cov( E; E|) (2.58)
= Cov(M{q+MPUIAMu My ) '

hyp : J,'q et r'YI d'une part, et Jﬁ et M sont inckependantes d'autre part

Nous supposons ainsi que I'erreur debauche antrieure gr une grille et I'erreur mockle sur
l'autre grille sont incependantes. Nous prolongeons au ca bi-grille I'nypottese que les erreurs
moceles sur chacune des grilles sont independantes dedats de ces moctles.

Il vient en developpant :

Bhy = MIBpuM |, + M@IEM By M|, +Cov( M M)

Calcul de By :

B etant synetrique, il vient Byp = B, . D'ai:
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Bunh = MuBunMIT + MyBuy MLIETM @' T +Cov( M M)

Calcul de By :

Bhn

Cov( B; By (259)
= Compbrm@iMug  PmpRemenmeg W) @

hyp : ~ﬁ et ,'\1" sont incependantes

Il vient en developpant :

Bhh = MIBmM + MIBpu ML ITM@T
MM UBunM T + M@NEM By M | IRTM @17
+Qh

avec Qp la matrice de covariance d'erreur mockle haute esolution.

Posons

M H (0) o= M Cov( ;1)
M@IOMy MR Cov( M; M) Qn

Alors, il vient :

M =

B=MBMT+Q

La matrice de covariance d'erreur debaucheB skcrit ainsi comme la somme d'un terme
correspondanta la propagation par le mocele bi-grille M de la matrice de covariance d'erreur
debauche initiale B et d'un terme d'erreur moctle Q. Nous retrouvons ainsi une formulation
equivalentea celle d'une erreur de pevision dans un casmono-grille.

2.2.3.2 Cas non-liraire

Nous supposons cette fois-ci que lebauche initiale est pgoagee par un mocele non-lireaire
en con guration one-waydurant un unique pas de temps.

Ceci skcrit : M)
xP,
=M h}_éx'b | h (M H (X'H ))) (260)
Nous faisons les hypotleses suivantes en ce qui concernenfecele :
{ My est dierentiable en xﬂ . Nous pouvons ainsi lireariser le moctle autour de ce veatur.
Par la suite, nous utiliserons la notation M iy pour repesenter M  (xP).
{ My admet des cerivees partielles suivant x, en ()fh;l,ﬁ(MH(be| ))) et suivant xg en
Oebs IR (M (%R))). Nous les noterons@—M‘ et oM

@ @@

Nous indiquons ici les esultats obtenus, sans le cetail gs calculs que I'on peut trouver en
annexe A.2.
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Erreur débauche
Grille grossere
L'erreur debauche sur la grille grossere ﬂ secrit :
b= My (xP ! 2.61
H HOH) Xy (2.61)

Posons ¥ = x}, Mp(x}). Ce terme correspond a l'erreur mockle du moctle basse
esolution.
Nous obtenons alors :

b = Muh H v okBi

Grille ne
L'erreur debauche sur la grille ne skcrit :

b= MaGR IR (MU (xR)) x4} (2.62)

M = oyt t.rh t ;

Po;ons N = Xy MnpCei 1 (Mu(%y))). Ce terme correspond a l'erreur mocele haute
esolution.
Il vient

b - %’\ngrggmeg M+ o(k-Dk) + o(k- k)

L'erreur debauche apparait comme la somme de la propagatin par le moctle lireaire tan-
gent haute esolution de I'erreur debauche anerieure, de I'erreur mocele haute esolution et de
termes regligeables devant I'erreur debauche bi-grille de la fenétre peedente.

Nous supposons, comme dans le cas lireaire, que les erreudsbauche sont independantes
des erreurs mockles.

Matrice de covariance d'erreur débauche

Ineressons-nous maintenant au calcul deB. Notons Qy et Qn les matrices de covariance
d'erreur mockle basse et haute esolution.

Nous supposons de plus que les erreurs debauche de la fér@temporelle peedente sont
du méme ordre de grandeur. Nous posons": = o(k-2k) = o(k- k)
B skcrit alors sous la forme :

B=BO+"BO + --25(2),\
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Approximation de la matrice de covariance d'erreur debauc he
Etudions l'ordre O de B, c'esta dire la matrice B© .
' (0) (0) #
go_- B i B Hr (2.63)
Bon B
avec
8 (0) T
o _ T h
B = —BnpMy + IbMyB M
hH @n HMg @o HMyBruu My
+Cov( ;M)
@ @M '
BO = MuBu @M + MpyBuy M oM
@h @@ (2 64)
+Cov( ;M) '
@M @M ' @M @M '
BE]?]) = th + BhHMLIIT— b
@ @n @n ; @&e .
@M h @Ml @Ml h T.,hT @Ml
+ ItMyB + IPMyBuypy M4l —_—
: @@HHHh @h @@HHHH HH@@
+Qn
Posons
2 M 0 3
H M. M
M=% @M, @M 5 Q= Somimy o)
@q " @n ho HJ7eh

Alors, il vient :

BO=MBM T+ Q.

La matrice de covariance d'erreur debaucheB (@ sécrit ainsi comme la somme d'un terme
correspondanta la propagation par le mockle lireaire tangent M du mockle bi-grile M de la
matrice de covariance d'erreur debauche initiale B et d'un terme d'erreur mocele Q. Nous re-
trouvons ainsia nouveau une formulationequivalentea celle d'une erreur de pevision dans un

cas mono-grille.

2.2.4 Details des calculs dans le cas d'interaction two-wa

y

Nous supposons cette fois-ci que [ebauche initiale est iagee par un mockle en con guration
two-way durant un pas de temps. Nous avons vu que I'extensionan pas de temps ne posait pas

de di cule.
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2.2.41 Cas liraire

Nous nous placons dans un cas lireaire : le mocele et les dirents operateurs sont suppoes
lireaires.

Nous rappelons les equations discetises du mockle bigrille en interaction two-way (cf
x1.6.2).

XP =3 Mpxb + 3, GHMn 025 1M 5 %P)) (2.65)
xP = Mp(R; 10 My xP)
Erreur débauche
Grille grossere
L'erreur debauche sur la grille grossere ﬂ devient :
b — b t
H = X Xy
= B MuxP + 3, GHEM a0 1M %Py X} (2.66)
Notons K , la restriction de xy a l'inerieur de !y
Ki,: F, ' F
|
sy 7! 0 sur @4 (2.67)
Xy Ssur !y
Nous avons ainsi :J;,, + Ji K1, = If y
D'as
b= J,(Mpxl xI)+ 3, (GHMAR IR M %) Ky, xb) (2.68)
De la m&me mangere que pour le cas d'interactionone-way, posonsM = M ﬂ M h@’
Il vient
b= J,(Mpxl xi)+ 3, (GHMDIx+ GHM @I M %P Ky, xh) (2.69)

Posons M = x{;, Myx!,. Ce terme corresponda I'erreur moctle basse esolution Alors,
M H X‘a X}_| =M H “E' M .

Posons M = xt Mnu(¢; 11 M xk,) I'erreur mockle haute esolution.

Notons enn Gt = GHx! K, x! . Ce terme corresponda I'erreur commise par la res-
triction de la solution vraiea haute esolution visa-vis de la restriction de la solution vraiea ! .

Quelgues calculs (cf annexe A.3 dans le cas non lireaire) ms anenenta :

b= [BuMu+ 3, GEMEIAMuIP + 31, GIM
J

M H M
SARTRIVIR TEVRC A A U
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Par la suite, nous noteronsPy l'operateur J; My + J,, GHEM @10 M.

L'erreur debauche basse esolution apparait comme la sonme de dierents termes. Le pre-
mier, [Jy, My + 31, GEM @AM K1E + 31, GEM PP, corresponda l'inegration de I'erreur
debauche anerieure par la composante basse esolutim du mockle bi-grille en interaction
two-way. Le esultat obtenu correspond sur l'inerieur de ! y a la restriction de l'inegration
de l'erreur initiale bi-grille par le mocdkle haute esolut ion, et correspond partout ailleurs a
l'inegration par le mockle basse esolution de l'erreur initiale basse esolution. Le second,

(I, M +Jr, GE h'\" ) apparait comme une erreur mocele. Elle estegalea la regriction de l'er-
reur mockle haute esolution sur l'inerieur de ! i eta I'erreur mocele basse esolution partout
ailleurs. En n, le troiseme terme corresponda la restri ctiona l'inerieur de ! i de l'erreur dte
de restriction. C'est la somme de ces deux derniers termes gest la composante basse esolution
de I'erreur mockle bi-grille.

Grille ne

L'erreur debauche sur la grille ne sécrit (cf calculs one-way) :

b — MbD Ih M
po= MR+ M@IEMyR

Matrice de covariance d'erreur debauche

Ineressons-nous maintenant au calcul deB.

Nous faisons ici de nouvelles hypotheses :

hyp :

{ ~P et M sont incependants
~2 e sont incependants
b et M sontincependant

{ 2 et M sont incependants
~ e sont incependants
P et M sontindependant

Nous supposons que les erreurs debauche sur la fenétreegrdente sont incependantes des
erreurs mockeles sur cette fenétre. Ces hypotreses sonek mémes que celles faites dans le
cas en interaction one-way.

{ ~P et G sont inependants
~P et St sont incependants

Nous supposons que les erreurs debauche sur la fenétreegedente sont independantes
des erreurs commises par la restriction de la solution vraidnaute esolution visa-vis de
la composante sur! y de la solution vraie basse esolution. Cette hypottese esde méme
nature que celle portant sur l'inckependance de I'erreur makle et de lebauche.

et Gt sont incependants

{
{ M et St sontinkpendants
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Nous supposons que les erreurs moctles et les erreurs detrision sont incependantes.
Cette hypothese parait naturelle, le choix de GE etant incependant des mocles My et
M p.

Calcul de By :

En injectant I'expression de ﬂ il vient

Bui = PuBuuPu' + PyBunMTGHT I
+J.HGHMhBhHPL+J.HGHMhthMhTGHTJT
+J|HQHJ +J|HG QhGHTJT +J|HB GtJ H
+J.HCOV(M, h"")GHTJT +J|HG Cov( M; H)J

avecQy et Qp les matrice de covariance d'erreur moctle basse et hauteesolution.
Calcul de By :

En injectant les expressions de P, et P il vient

B = MpBw Pl + M@IEMyBuy PL + MABmMTGHT I
+M@IEM B MATGHTIT +Cov( 5 N)IT + QuGHTI

Calcul de By :

Par synetrie de B, il vient Byp = B,

Buh = PuBunMIT + PuByyMLITM@'T + 3, GHEM By M [T
+J,,, GHMIB M LITTM@T + 3, Cov( M; M)+ J,,GHQn

Calcul de By :

D'apes les calculs fait dans la partie one-way, hous avons

Bih = MIBmM[ + MIBpu M ITM@T
+M @My BunMIT + M@ My Byg M LI M @7
+Qn

Posons

M = J!%)ll\/thu!HG;'Mh@!lnMH J!HGEME
2
J1,Qudl, + 31, GHQnGT I
+J,,B G;[J?-H +J,, Cov( M; M)GETJ!TH Ji,GHQn+ 3/, Cov( ;M)
Q +J1, GH Cov( M M)IT
QnGRT I, +Cov( 5 M), Qn

Alors, il vient :
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B=MBMT+ Q.

La matrice de covariance d'erreur debaucheB skcrit de nouveau comme la somme d'un
terme correspondanta la propagation par le moctle lireaire tangent M du mocele bi-grille M
de la matrice de covariance d'erreur debauche anerieure B et d'un terme d'erreur moctle Q.
Nous retrouvons ainsia nouveau une formulation equivalentea celle d'une erreur de pevision
dans un cas mono-grille.

2.2.4.2 Cas non-liraire

Nous supposons maintenant que lebauche initiale est propgee par un mocele non-lireaire
en con guration two-way durant un unigue pas de temps.

Ceci secrit ;

I My (xP) + 31, GH (MaOeR; 1R (M (x2))))
= MpOeR; 1 (My (%2)))

Nous faisons les hypotheses suivantes en ce qui concernerfectle :

{ My estdierentiable en xP,. Nous pouvons ainsi lireariser le mockle autour de ce veatur.
Par la suite, nous utiliserons la notation M y pour repesenter M 4 ()eE| ).

{ My admet des cerivees partielles suivant xn en (xp; 1} (K @, Mn (x7}))) et suivant xg en

@M @M

xL 1N (Kg My (¢2))). Nous les noterons—— et ——.
Ochi 10 (K@, Mi (x2))) o g

{ G} est dierentiable sur F,,. Nous noterons

8

< GH = GH(Mu0eR: 1R (M (2)))
GH = GH(Mn(x; 1 (Mu (x2))) (2.70)
GH = G (Mn(xh: 1 (Mu (x1,)))

Nous indiquons ici les esultats obtenus, sans le cetail es calculs que I'on peut trouver en
annexe A.3.

Erreur debauche

Grille grossere

L'erreur debauche sur la grille grossere ﬂ devient :

b — b t

b= xP xi (2.71)

Posons M = xl, Mpy(xh) et St = GH(x}) K,,xl. Ce terme corresponda l'erreur

commise par la restriction de la solution vraiea haute esolution visa-vis de la restriction de la
solution vraiea ! y.

Quelques calculs nous anenenta :

b = 3 Mp+ 3, GHEM iy g0 g, o @M
@ @n

@
3, GH M+, Sty okP k) + o(k-Pk)+ o(k Mk)

M
Jiy
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Par la suite, nous noteronsPy l'ogerateur J, My + Ji GH

Fixons"2 R; "> 0et 2R; > 0.Eectuons les changements de variables - = "ay,
-...H = HBH et H - dH )
L'erreur debauche basse esolution devient

@M
by = P9, 08 Dy
iy M 3, GH M+, G+ ok k) + okPk) + ok Mk)

Grille ne

D'apes les calculs ealises dans le cas d'interactionone-way; I'erreur debauche sur la grille
ne secrit :

b - @@'\fjpg'\;mmwg M 4+ o(k-Pk) + o(k-D k)

Matrice de covariance d'erreur debauche

Ineressons-nous maintenant au calcul deB.

Nous supposons que les erreurs debauche de la fenétre tgmrelle peedente sont du méme
ordre de grandeur. Nous posons " = o(kk) = ok, k) et = ok Mk)

Sous les mémes hypotheses d'incependance des erreursitess dans le cas lireaire, il vient

B=BO 4+"g0) 4+ pg01) 4 v2g(2:0) 4 » gil) 4+ 2g(0:2)

Approximation de la matrice de covariance d'erreur debauc he

Etudions I'ordre 0 de B, c'esta dire B©,

n #

© RO

o= Suy B (2.72)
B hH B hh
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avec

8
BO = P.BuuPl +PuBun @M GHTIT
.
+J!HGH%MBhHPT+J.HGh%:\A'B %{T GHTIT
+J|HQH | +J|HG QGHTJT +J1,B GtJ
J.H00v(M, MGHTIT + 3., GH Cov(h,H)J.
@M @M n @M. @M "
BO = @hBHPT @(@IHM:BHHPT+@(hB @Th GHTIT,
+gMIEMHBHh DM GHTIT, + QuGHTIT, +Cou( ' T,
B = PnBun g\f + PuBuy M1 g'\@g T
+J!HGH%MBh %\“ +J!HGH@@(MBhHMHIhT g{M
h @
+J,, GH Qh+J!HCov(M; M)
5O - @M. @M ' @M’B M T @m '
hh @h @n @p, ™ @@ .
@ @ @ @
+@(M|EMHBHh @'\f +@(|\£IhMHB pM LR @('\(3
+Qn
(2.73)
Posons
3
J!HMH+J!HGHgM|hMH J!HGE@@M'
M :9 @Mllth % h %
@g " " @n

2
I, Qudl, + 3, G QrGHT I
+31, B ] + 3, Cov( M MGHTI 31, GHQn+ 31, Cov(}; )
Q=8 +J,G{Cov( ; N)JJ,

QnGHT T +Cov( M; M)af Qn

‘H
alors, il vient :

BO=MBMT+Q.

La matrice de covariance d'erreur debaucheB© secrit de nouveau comme la somme d'un
terme correspondanta la propagation par le mockle lireaire tangent M du moctle bi-grille M
de la matrice de covariance d'erreur debauche initialeB et d'un terme d'erreur mocele Q. Nous
retrouvons ainsia nouveau une formulation equivalente a celle d'une erreur de pevision dans
un cas mono-grille.
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2.2.5 Conclusion

Nous avonsetude dans cette partie la structure de la matrice de covariance d'erreur debauche
dans le cas d'un embotement bi-grille. Cetteetude aee meree telle une ecurrence. Notreetape
d'initialisation a concerre le cas particulier d'une ebauche haute esoldion obtenue par inter-
polation de lebauche basse esolution. Cette situation est celle que I'on peut observer lors de
la mise en place d'un embotement de moceles : linitiali@tion de la solution du moctle haute
esolution se fait en interpolant la solution basse esolution cep existante.

Nous avons monte ensuite que dans le cas ai notre ebauchetait obtenue par inegration
par un moctle bi-grille d'une ebauche antrieure, il eta it possible d'approcher la matrice de
covariance d'erreur debauche par l'inegration de la matrice d'erreur debauche anterieure par
le lireaire tangent du mocktle bi-grille auquel s'ajoutent des termes d'erreur mockle. Nous avons
obtenu ainsi une relation de ecurrence entre les matricesle covariance d'erreur debauche de
deux fenétres d'assimilation conscutives. Cette relaion s'awere étre la méme que dans le cas
mono-grille. Des lors, il va étre possible d'appliquer au @s bi-grille les methodes de calcul de la
matrice B dep existantes pour le cas mono-grille.
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Nous introduisons dans ce chapitre le mocele utili pourmettre en oeuvre les algorithmes

d'assimilation multi-grilles pesenes dans les parties peedentes. Nous cecrivonsegalement la
con guration des tests nuneriques ealies.
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3.1 Le mocle

Consicerons un uide homogene pesent dans un domaine su la Terre en rotation. La conser-
vation de la masse de ce uide skcrit :

D
—+ divO=0 3.1
Dt v 3.1)

, . . D . . :
al est la densie du uide, O son champ de vitesse, etﬁ est la cerivee particulaire :
D _ @

= —+0r.
Dt~ @t

Plecons-nous dans un regere lea la Terre, qui tournea | a vitesse angulaire™ La conservation
de la quantie de mouvement secrit alors dans ce regere :

%zr P+ f 2~-~0+ 4U+%r(divU) (3.2)

al T~ repesente les forces volumiques exerieures (par exemnlp la force de gravitation), P la
pression, et la viscosie dynamique du uide. Le terme 4 U + %r (div O) correspond aux
forces non conservatives. Ces deuxequations forment le ntble de Navier-Stokes.

Placons-nous maintenant dans le cas d'un uide, \eri ant | 'approximation hydrostatique et
de densie constante . Supposons de plus que les echelles verticales de lecarhent soient
regligeables devant lesechelles horizontales. Ceci régnta consicerer le uide comme une ne
couche d'eaua la surface de la Terre. En inegrant sur la veaticale lesequations peedentes (en
regligeant le terme %r (div O)), nous obtenons alors le syseme de Saint-Venant (ou shatiw
water). Les variables detat sont uniquement la hauteur d'eau h et les deux composantesy; v)
de la vitesse horizontale. Lesequations moctlisant la dynamique du uide sont alors (e.g. Gill
[28], Pedloski [42]), en coordonrees caresiennes :

8
% @h, @) , @v) _,

@t @x @y

@u @u @u @h _ X
% @t+ u@x+ V@y fv + g@x+ ru 4u= ~h (3.3)
g\t/+ ugZ+ vg;+ fu + gg:} v 4v= ﬁ

g repesente la gravie. f est le paranetre de Coriolis. Il vaut f =2 sin , ar  est la la-
titude. est le coe cient de viscosie (permettant de paranetrer | a dissipation due aux petites
echelles) et r est le coe cient de frottement de fond (modcklisation de la friction du uide sur
le fond). =( x; y) estlatension du vent agissant sur le uide. Des conditionsaux limites de
type adkerence (u = v = 0) sont imposes sur les bords du domaine.

. - . L L
Le domaine est choisi rectangulaire [0Lx] [yo —2;Yo+ — ], a1 yo est donc la valeur dey
au centre du bassin. On applique de plus I'approximation du -plan, c'esta dire que I'onecrira

fy) T+ (v yo) avec = @BYO)-
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La tension du vent est choisie constante dans le temps, et vdu

= ocCos 20 ) T (3.4)
Ly

Ce choix entraine une circulation en "double gyre" dans le dmaine.

—p
——
>
>
—»>

() —

Domaine de calcul Tension du vent
et circulation typique

Les valeurs nuneriques des paranetres sont les suivantes Ly = Ly = 2000km, f (yo) =
07 1041 =2 10"™m s ! r=1:107s 1 o =1000kgm 3g=0:02ms 2, o =
0:015Nm 2. Ces valeurs correspondenta celles utilises par Adcrdfet Marshall (1998) [1] et
par Vidard (2001) [55] pour leur moctle shallow water. On peut noter que la valeur de g corres-
pond non pasa la valeur usuelle de la gravie terrestre (go = 9:8ms 2), maisa une valeur dite

de "gravie eduite" g= gooird. Ceci signi e que I'on mocelise en fait une couche d'eau de

ref
densie o en mouvement sur une couche d'eau immobile de densie g (@mplitude de la force

d'Archinede).

Un schema aux dierences nies de type Pedicteur-Correc teura l'ordre trois en temps et en
espace est utilie pour discetiser ce mocele sur une gtie cecake, de type C dans la classi cation
d'Arakawa (gure 3.1).

Ce sclema corresponda celui utilise pour lecoulement barotrope dans le mocele nunerique
d'oean ROMS-AGRIF ceveloppe par UCLA et I'IRD, et ineg rant, comme son nom lindique
l'outii AGRIF ! de ranement de maillage cevelopge par Debreu [14], [15]. De plus amples
informations sur ce sctema peuvent &tre trouvees dans Sbhepetkin et McWilliams (2005) [48].

Yhttp :/ww-Imc.imag.fr/IDOPT/AGRIF/index.html
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Fig. 3.1 { Grille C d'Arakawa : la hauteur d'eau h est locali®e au centre de la malille, les
composantes de la vitesse sont centees sur les arétes.

3.2 Simulation de eérence

Nous cecrivons dans cette partie la simulation de etrence qui nous servira de "\erie" pour
toutes les experiences d'assimilation de donrees qui sent decrites par la suite.

Initialement, un spin-up haute esolution de cing ans est realie en partant du moctle au
repos (h = hp = 500m, u = v=0ms 1). Le pas d'espace y = y est de %km dans les deux
directions horizontales. Le coe cient de diusion vaut = 33:33m?%s 1.

Cette simulation corresponda la monee en puissance du mekle jusqua l'obtention d'un
ecoulement stabili. Durant cette geriode, dans un premier temps, l'o@an va se mettre en
mouvement sous l'action du vent. Puis, les courants sur le bal Ouest vont s'intensi er sous
l'action de la rotation de la Terre (e et ) entrainant une cestabilisation du jet et la formation
de tourbillons (cf gure 3.2).

Une fois ce spin-up eali, le mockle atteint unetat "st abilie" d'un point de vueenergetique.
La trajectoire du mockle pourra alors nous servir de ekrence, et sera letat "vrai" de nos
experiences d'assimilation.

Les gures 3.4, 3.5 repesentent levolution de la surface libre et du champ de vitesse de la
solution vraie au cours du temps. La gure 3.6 repesente Bvolution du champ de vorticie.
Nous constatons la pesence de deux masses tourbillonnas sur ce domaine haute esolution :
la premere au Sud (anticyclone) caraceriee par uneeévation de la surface libre et des vitesses
de rotation relativement importantes, et la seconde (cyclme) au Nord, plus petite, pesentant
une cepression et des vitesses de rotation plus faibles. Ere ces deux structures, nous trouvons
une zone aJ les vitesses essentiellement zonales sont intpantes. C'est le jet central. En n, un
tourbillon se situant initialement dans le coin Nord-Est se @place vers [I'Ouest le long de la
frontere Nord.
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20

20 60 100 140 180 220
Rt e 0.500

Fig. 3.2 { Hauteur d'eau (isolignes) et vitesses (vecteurs) aps 5 ans d'inegration du moctle
haute esolution. En trait rouge : domaine detude ! pour les experiences d'assimilation de
donrees.

1"HSY08. H#( -

556 —

45 —

35 —

URePAETETLE T 0.200

I"H#8%)*(

Fig. 3.3 {Zoom sur! durant la fenétre d'assimilation : ce nitions des struct ures remarquables
















































































































































































































































































































































































































































