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Introduction

Les problémes d’optimisation déterministes sont utilisés pour modéliser et analyser
un grand nombre de systémes pour lesquels on recherche une stratégie optimale (vis a
vis d'un certain critére appelé encore fonction objectif) satisfaisant un certain nombre de
contraintes. Dans ces problémes, les paramétres définissant les contraintes et la fonction
objectif sont supposés connus. Cependant, un grand nombre de problémes d’optimisation
sont des problémes d’optimisation stochastique dont les paramétres ne sont pas tous connus
avec certitude lorsque la décision doit étre prise. Par exemple, le probléme de gestion de
portefeuilles financiers consiste & choisir dans quels actifs investir pour un certain nombre
de dates fixées & ’avance, de facon & maximiser sa richesse. Lorsqu’un rebalancement de
portefeuille est opéré, le choix des actifs financiers doit se faire sans connaitre les rende-
ments exacts des différents actifs sur la période d’investissement & venir. Le probléme de
gestion d’'un parc de production d’électricité consiste a prévoir les quantités d’électricité
& produire par chacune des usines du parc de production pour chaque pas de temps sur
une période donnée, sans connaitre a 1’avance les consommations électriques effectives, les
apports en eau des réserves des centrales hydrauliques ainsi que les taux d’indisponibilité
des usines. L’objet de cette thése est de modéliser et analyser des problémes d’optimisation
stochastique et de proposer des méthodes de résolution pour ces problémes. En particulier,
nous étudierons en détail les deux problémes que nous venons d’évoquer. Un intérét tout
particulier sera porté sur 'interfagage entre les statistiques et ’optimisation. Autrement
dit, les objets statistiques intervenant dans les problémes d’optimisation que ’on considére
seront étudiés en tenant compte de leur utilisation ultérieure pour résoudre ces problémes
d’optimisation. Le plan de la thése est le suivant.

Le premier chapitre est un chapitre introductif dans lequel nous présentons différentes
maniéres de prendre en compte l'incertitude des paramétres d’un probléme d’optimisa-
tion stochastique. On présente successivement les problémes d’optimisation stochastique
multi-étapes, l'introduction de contraintes probabilistes dans le modele et les modélisations
robustes. La partie consacrée aux méthodologies robustes se termine par la présentation
des contreparties robustes ajustées étudiées dans [11] dans le cas de problémes linéaires.
Nous étendons certains de leurs résultats pour des problémes quadratiques et coniques
quadratiques. Nous terminons ce chapitre en précisant quels sont les apports et les spécifi-
cités des méthodes développées dans cette thése. La thése se scinde ensuite en deux parties.

La premiére partie, regroupée dans les chapitres 2 et 3, est consacrée & ’étude de pro-
blémes de gestion de portefeuilles.

Dans le chapitre 2, l'objectif principal est d’analyser le modéle de gestion de portefeuilles
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Value-at-Risk (VaR) et le modeéle de Markowitz. Une étude statistique est faite afin de
déterminer des estimations des paramétres de ces modéles : les rendements moyens et la
matrice de covariance des rendements sur la période d’investissement. On montre ensuite
comment se servir de ces estimations statistiques afin de mettre en oeuvre les modéles VaR
et de Markowitz. Plus précisément, le chapitre 2 aborde les problémes suivants.

Apreés avoir précisé les hypothéses faites sur le processus des rendements et présenté
le modéle Value-at-Risk et le modéle de Markowitz, on propose des mises en oeuvre de
ces modeéles dont on controle la qualité d'un point de vue théorique. Les mises en oeuvre
proposées reviennent a se servir d’estimations adaptatives des paramétres de ces modéles.
La qualité de ces mises en oeuvre est aussi mesurée d’un point de vue expérimental, sur
des données réelles (en utilisant les actifs du Dow Jones) et simulées.

On présente alors un algorithme adaptatif dans la section 2.3 permettant de déterminer
ces estimations adaptatives. Il s’agit de généraliser I’étude menée dans [70] (faite dans un
cadre Gaussien unidimensionnel) & un contexte non paramétrique et multidimensionnel. On
suppose qu’il existe un intervalle dit d’homogénéité temporelle locale tel que les moyennes,
variances et covariances varient peu sur cet intervalle. On présente un algorithme adap-
tatif permettant de déterminer une estimation de cet intervalle d’homogénéité temporelle
locale. Une fois cette estimation obtenue, les données de cet intervalle sont alors utilisées
pour construire des estimateurs simples de la moyenne et de la matrice de covariance (par
exemple les estimateurs empiriques). On étudie ensuite la qualité des estimations adapta-
tives d'un point de vue théorique. Cette étude est I’occasion d’obtenir des résultats sur la
qualité de divers estimateurs de la moyenne et de la matrice de covariance utilisant un ho-
rizon d’estimation fixe dans le cas stationnaire. Les performances de ’algorithme adaptatif
sont aussi mesurées d’un point de vue pratique a travers des simulations numériques.

Nous utilisons alors cet algorithme adaptatif afin de déterminer l'instant de la rupture
dans un modéle & saut (rupture dans la moyenne et/ou la matrice de covariance). On
fournit ensuite dans la section 2.3.4 des bornes sur les erreurs de premiére et deuxiéme
espece.

Dans la section 2.4, nous présentons une autre méthode afin de déterminer l'instant
de la rupture dans un modeéle & saut. La qualité de I'estimateur de 'instant de la rupture
alors obtenu est examinée d’un point de vue théorique et numérique.

Dans le chapitre 3, on s’attache & étudier plus en profondeur le modéle de Markowitz
en essayant de rechercher une calibration de la matrice de covariance qui stabiliserait
les solutions du probléme par rapport & des perturbations de ses paramétres sans pour
autant trop affecter les performances des portefeuilles. On étudie enfin un moyen simple
de robustifier ce modeéle. Plus précisément, le plan du chapitre 3 est le suivant.

Dans la section 3.2.2 quelques propriétés du modéle sont tout d’abord données.

Dans la section 3.3, on s’intéresse ensuite & une analyse de sensibilité du modéle de
Markowitz qui est I'occasion de proposer une analyse de sensibilité pour une classe de
problémes quadratiques particuliers.

A partir de cette analyse de sensibilité et en utilisant les résultats du chapitre précé-
dent, on propose dans la section 3.4, deux calibrations originales de la matrice de covariance
devant permettre de rendre les solutions du probléme plus stables par rapport & des pertur-
bations de ses paramétres. L’efficacité de I'une de ces calibrations est illustrée en effectuant
des tests sur des données réelles. Dans cette méme section, nous nous servons aussi des
estimations adaptatives des paramétres du modéle de Markowitz et des erreurs sur ces
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estimations (quantifiées au chapitre 2) afin de proposer des contreparties robustes simples
du probléme de Markowitz.

On présente enfin, dans la section 3.5, d’autres calibrations de la matrice de covariance.
Le chapitre se termine par des simulations numériques pour comparer les comportements
des différentes calibrations présentées dans le chapitre 3.

La deuxiéme partie correspond au chapitre 4 et est consacrée & 1’étude de problémes de
gestion de production. Le probléme de gestion de production électrique & I’horizon annuel
est étudié en détail dans les sections 4.1 & 4.8. La deuxiéme partie se termine par la section
4.9 dans laquelle on présente le probléme de transport et de distribution du gaz. Nous
donnons une propriété des solutions de ce probléme et nous montrons comment robustifier
ce probléme en utilisant des techniques présentées dans le chapitre 1. L’étude du probléme
de gestion de production électrique est découpée de la fagon suivante.

La section 4.1 est consacrée & la présentation du probléme et & la modélisation des
unités de production. Lorsque tous les paramétres du probléme sont connus, le probléme
revient & résoudre un probléme d’optimisation linéaire. On donne des conditions assurant
la faisabilité de ce probléme. En pratique, les paramétres sont incertains sur la période
d’étude et on a donc a résoudre un probléme d’optimisation stochastique.

Dans la section 4.3.2, on montre comment ce probléme d’optimisation stochastique
peut se résoudre par programmation stochastique multi-étapes. Contrairement aux ap-
proches employées en général pour traiter le probléme de gestion de production électrique,
I’approche que ’on présente dans la section 4.3.2 permet de fournir des stratégies de ges-
tion et non des plans de production. Un certain nombre de limitations de cette approche
est cependant mentionné. Les stratégies de gestion sont testées sur un certain nombre de
scénarios pour les paramétres incertains. On constate qu’avec cette approche, on obtient
d’une part des colits trés importants sur certains scénarios et d’autre part, un écart type
des cotits de gestion simulés assez élevé. Notre objectif est alors de proposer des méthodes
permettant de réduire cet écart type tout en fournissant des méthodes dont le cotit moyen
sur ’ensemble des scénarios est raisonnable.

Dans la section 4.4.1, on montre comment une stabilisation de la fonction duale permet
de satisfaire ces contraintes. On montre ensuite dans les sections 4.4.2 et 4.4.3, comment
appliquer la méthodologie de 'optimisation robuste (présentée dans le chapitre 1) au pro-
bléme de gestion de production électrique. Un des atouts de ces méthodes est de ne pas
reposer sur un arbre de scénarios, ce qui permet de résoudre le probléme plus rapidement et
ne nécessite pas, pour la méthode de stabilisation de la fonction duale, d’étude statistique
approfondie.

Les contreparties robustes proposées sont des contreparties robustes ajustées (CRA) et
des contreparties robustes ajustées affinement (CRAA) du probléme de gestion de produc-
tion électrique. Les commandes de la CRA ne peuvent pas étre utilisées directement d’un
point de vue pratique car la dépendance de ces commandes en fonction des paramétres
incertains passés n’est pas connue explicitement. Pour utiliser la méthodologie de la CRA,
nous proposons alors, pour déterminer les commandes au pas de temps ¢, de résoudre la
CRA du probléme de gestion de production électrique correspondant aux T'—t+ 1 derniers
pas de temps (si T est le nombre de pas de temps sur ’année). Nous appellerons cette
méthode CRA glissante. Les commandes correspondant au premier pas de temps de ce
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probléme sont alors les commandes appliquées au pas de temps t. Dans ce contexte, on
reste bien préoccupé par la recherche d’un plan de production optimal sur ’année. D’autre
part, l'intérét de cette approche est d’intégrer les informations accumulées jusqu’au pas de
temps ¢ lorsqu’on cherche a déterminer les commandes pour ce pas de temps. En particu-
lier, lorsqu’on cherche & déterminer les commandes au pas de temps ¢, les commandes et
états du systéme sont connus de fagon exacte pour tous les pas de temps précédents. On
connait notamment les niveaux des réserves. Cette approche sera testée sur des données
simulées.

La section 4.5 porte sur les aspects algorithmiques liés & la résolution des problémes
introduits dans les sections 4.2, 4.3.2 et 4.4. On explique comment la version déterministe
du probléme et le probléme introduit en section 4.3.2 sont en général résolus en utilisant
une méthode de décomposition par les prix revenant a dualiser les contraintes couplantes
du probléme. On présente ensuite une méthode efficace de résolution par programmation
dynamique de la version déterministe du probléme de gestion de production électrique
lorsqu’on ne considére que des centrales thermiques et une centrale hydraulique. On montre
alors comment en déduire une méthode de résolution efficace du sous-probléme hydraulique
et du sous-probléme EJP pour calculer la fonction duale introduite en section 4.5.1.

La section 4.6 est dédiée a une étude statistique de la série chronologique des consom-
mations électriques en France de 1996 & 2003. Ces données sont utilisées dans la section
4.7.2 pour comparer les différentes méthodes de gestion de production électrique présen-
tées dans cette thése sur des données réelles. Enfin dans la section 4.7.1, ces méthodes sont
comparées sur des données simulées.
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Notations et abbréviations

M, ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n,
S, ensemble des matrice symétriques de M,,,
Li(R) ensemble des fonctions réelles intégrables,
Ls(R) ensemble des fonctions réelles de carré intégrables,
I, matrice identité d’ordre n,
< A,B >=Tr(A*B) produit scalaire usuel des deux matrices A et B de Sy,
I Al norme de Frobeniiis de la matrice A € S,, associée
au produit scalaire usuel défini ci-dessus,
1A]| 0o si A e My, ||Allo =max A(i,j), i=1,...,n, j=1,...,n,
A0 signifie que la matrice A € S,, est semidéfinie positive,
A-0 signifie que la matrice A € S,, est définie positive,
Amin(A4) plus petite valeur propre de A,
Amax(A) plus grande valeur propre de A,
Ci(A) i-éme colonne de la matrice A,
AT transposée de la matrice A,
a>Kb signifie que a — b appartient & ’ensemble K,
si K = R"”, on notera simplement a > b,

n
[E3[R siz €R™, [lofly =) i,

i=1
e (en gras) vecteur de 1,
(e1,...,6n) base canonique de R",,
a4 sia € R", ay(i) = max(a(i),0), i =1,...,n,
a— sia € R", a_(i) = min(a(¢),0), i=1,...,n,

b

in si a < b, on pose que cette somme est nulle,
1=a
() fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,
E(X) si X est une variable aléatoire désigne ’espérance de X,
Var(X) si X est une variable aléatoire désigne la variance de X,
o(X) si X est une variable aléatoire désigne I’écart type de X,
Elz] si z est un réel désigne la partie entiére de z,
A, simplexe unité de R" : A, = {z € R"*, >0, z’e <1},
VaR Value-at-Risk,
CR contrepartie robuste,
CRA contrepartie robuste ajustée,

CRAA contrepartie robuste ajustée affinement.
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Chapitre 1

Modélisations en optimisation
stochastique

1.1 Introduction

Dans un probléme d’optimisation stochastique, un certain nombre de parameétres peuvent
étre considérés comme inconnus et sont modélisés par des variables aléatoires. Plus géné-
ralement, 'incertitude est représentée par des expériences aléatoires dont l'issue est notée
w. L’ensemble de toutes les issues possibles est ’espace fondamental 2. On choisit une
collection d’événements A et une mesure de probabilité P telle que le triplet (€,.4, P) soit
un espace probabilisé. Par exemple, si les éléments de €2 sont les conditions climatiques, ils
permettent de décrire des variables aléatoires telles que la consommation électrique.

Dans un probléme d’optimisation stochastique, on cherche souvent & prendre une déci-
sion avant que les valeurs des réalisations des variables aléatoires ne soient observées. La
formulation générale de tels problémes d’optimisation stochastique s’écrit alors :

min Efo(z,w)

Efi(r,w) <0, i=1,...,k (1.1)
Efi(z,w)=0, i=k+1,...,m, '
e X,

avec w € , F = Ep l'espérance associée a la mesure de probabilité P, X un ensemble
fermé non vide et, fo: R" x Q — RU {400}, fi : R" x Q@ — R, 1 < i < m, des fonctions
données.

La formulation ci-dessus couvre une large variété de problémes d’optimisation stochastique
y compris les problémes incluant des contraintes probabilistes (chance-constraints en an-
glais) et les modeéles avec recours, introduits dans le cas linéaire par Beale and Dantzig
([3],[33]). Pour s’assurer que (1.1) est bien défini, on suppose que (i) a la fois I’espérance
dans la fonction objectif et les contraintes sont finies pour tout = € X, (ii) I’ensemble de
faisabilité de (1.1) est non vide et (iii) un minimum de (1.1) est atteint sur son ensemble
de faisabilité.

La formulation (1.1) d’un probléme d’optimisation stochastique s’écrit sous la forme d’un
probléme d’optimisation déterministe dont la fonction objectif et les contraintes se pré-
sentent sous la forme d’espérances. Le calcul de ces espérances, pour un point x € X,
nécessite de calculer une intégrale multidimensionnelle des fonctions mises en jeu dans la
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fonction objectif et les contraintes, ces fonctions elles-mémes n’étant pas forcément définies
explicitement. Pour surmonter ce probléme, différentes solutions approchées a la fois sto-
chastiques et déterministes ont été proposées. On peut remplacer les fonctions f; par des
fonctions plus simples ou approcher la distribution de probabilité P. Le but étant d’obtenir
un probléme d’optimisation traitable dont la solution soit une solution approchée du pro-
bléme posé. Si P est une distribution de probabilité unidimensionnelle, on peut I’approcher
par des distributions uniformes par morceaux, utiliser un estimateur & noyau de la densité
([50], [51]) ou choisir d’approcher P par une mesure de probabilité discréte. Dans le cas
multidimensionnel, on approche le plus souvent la distribution de probabilité P par une
distribution de probabilité discréte concentrée en un certain nombre de points wy, ..., ws
appelés scénarios. On peut aussi utiliser des méthodes d’échantillonnage de Monte Carlo
pour approcher la fonction objectif qui est une intégrale multidimensionnelle.

L’objet de ce chapitre est de présenter différents choix de modélisation et de traitement des
paramétres incertains d’un probléme d’optimisation. Ces choix induisent des méthodes de
résolution propres a chaque modélisation qui seront briévement évoquées. En particulier,
nous insisterons sur les aspects de modélisation que nous privilégions dans cette thése en
soulignant leurs originalités.

On commencera par présenter les problémes d’optimisation stochastique bi-étapes avec
recours puis leur généralisation & travers les problémes d’optimisation stochastique multi-
étapes. Pour la mise en oeuvre de ces méthodes, on soulignera 'importance de la construc-
tion d’un arbre de scénarios pour les paramétres incertains. Différentes méthodes de construc-
tion de ces arbres seront présentées. Dans le chapitre 4, nous étudions le probléme de gestion
de production électrique. L'une des méthodes proposées pour résoudre ce probléme sera
d’effectuer une optimisation multi-étapes sur un arbre de scénarios modélisant 1’évolution
des parameétres incertains sur la période de gestion (la consommation électrique, les apports
en eau des réserves hydrauliques ainsi que les taux d’indisponibilité des usines). Un autre
choix de modélisation consiste & inclure des contraintes probabilistes dans le probléme. Les
principaux résultats dans ce domaine ont trait a la forme des équivalents déterministes des
problémes d’optimisation avec contraintes probabilistes étudiés. Ces équivalents détermi-
nistes pourront étre exploités si des méthodes exactes et efficaces de résolution existent
pour ces équivalents. On présentera différentes situations (reprises dans le chapitre 2) pour
lesquelles les équivalents déterministes sont des problémes convexes et donc solubles, en
théorie, de fagon exacte en temps polynomial. On présente ensuite une modélisation alter-
native (de l'incertitude des paramétres d’un probléme d’optimisation stochastique) basée
sur 'optimisation robuste. On trouve les premiéres traces de cette modélisation dans [86],
[87], [88], [43] et elle a été récemment activement étudiée par Ben-Tal et Nemirovski (]6],
[7], [8], [9], [10], [5], [38], [11]). Dans ce contexte, on suppose que les paramétres incertains
appartiennent & un certain ensemble d’incertitude Z. Une optimisation pire cas est alors
envisagée, visant a prendre une décision qui sera optimale si le pire scénario se produit
et qui satisfera les contraintes du probléme quelles que soient les réalisations des para-
meétres incertains dans ’ensemble Z. Pour des problémes d’optimisation linéaires, coniques
et semidéfinis positifs, on peut obtenir des contreparties robustes traitables ou des ap-
proximations de ces contreparties robustes traitables pour des ensembles d’incertitude Z
que nous rappellerons. On s’intéresse ensuite aux contreparties robustes ajustées et aux
contreparties robustes ajustées affinement qui peuvent étre vue comme un prolongement
des contreparties robustes classiques présentées dans la section 1.5. Les méthodes d’optimi-
sation robustes présentées dans ce chapitre seront utilisées pour deux problémes de gestion
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de production et notamment le probléme de gestion de production électrique dans le cha-
pitre 4. Enfin, on termine ce chapitre en spécifiant les caractéristiques des modélisations
développées dans cette thése.

1.2 Modéle bi-étapes avec recours

Dans cette section et dans la suivante, lorsqu’interviendront des réalisations de variables

aléatoires représentées par des lettres grecques, les variables aléatoires correspondantes se-
ront notées avec la méme lettre surmontée d’une tilde.
Dans un probléme d’optimisation stochastique bi-étapes avec recours, une premiére déci-
sion doit étre prise avant la réalisation des paramétres incertains (modélisés par un vecteur
aléatoire). Lorsqu’une réalisation de ce vecteur aléatoire est connue, une décision de re-
cours doit étre mise en place (’second stage decision’ en anglais). Les deux décisions sont
soumises & des contraintes et un cofit est associé a chacune de ces décisions. Il s’agit alors
de prendre une décision a la premiére étape (avant que ne soient connus les paramétres
incertains du probléme) telle que la valeur moyenne du cott global (cott di aux deux
prises de décision) soit optimisée. Nous donnons un exemple classique ([17]) d’optimisa-
tion stochastique bi-étapes avec recours afin d’illustrer ce processus. Dans cet exemple,
un vendeur de journaux achéte chaque jour & I’éditeur x journaux au prix unitaire c. La
quantité maximale de journaux qu’il peut acheter est limitée par son pouvoir d’achat et
par les quantités maximales que 1’éditeur s’autorise & vendre & chaque client. On désignera
par u un majorant du nombre x de journaux pouvant étre achetés. Autant de journaux
que possible sont vendus dans la journée au prix unitaire ¢. Les journaux non vendus en
fin de journée peuvent étre revendus & ’éditeur au prix r < c¢. Dans ce probléme, c’est
le nombre de clients qui achéteront effectivement un journal au vendeur qui est inconnu.
Ce nombre est modélisé par une variable aléatoire £. Soit alors y le nombre de journaux
effectivement vendus dans la journée et w le nombre de journaux retournés a l’éditeur en
fin de journée. Le nombre x de journaux & acheter & I’éditeur en début de journée est
une décision qui doit étre prise avant que ne soit connu le nombre exact de clients qui
seront intéressés pour acheter un journal. Lorsque le nombre effectif de clients intéressés
est connu, une décision de recours peut étre prise dans une deuxiéme étape. Si la demande
en journaux & était connue, alors pour z journaux achetés, y*(§) = min(§,x) journaux
seront vendus et w*(£) = max(x — £, 0) seront retournés a I’éditeur induisant ainsi un coit
Q(z,€) = —gmin(&, z) — rmax(x — £,0) (ou un profit —Q(z,)). Le nombre de journaux
x acheté devra permettre de minimiser le colit moyen global qui est la somme du cotit
d’achat cx et du cotit moyen di aux ventes de journaux Q(x) = EéQ(x,é). Le probléme
revient donc & trouver x solution du probléme :

{ min cz + 9(x) (12)

0<x<u.

Q est une fonction convexe, continue et différentiable lorsque ¢ est une variable aléatoire
continue. Soit F' la fonction de répartition de £. Notons que F(0) = 0. La solution du
N 2 _ : g—cC _ —17q9—c .
probléme (1.2) est alors donnée par z* = u si I== > F(u) et par 2" = F""({=]) sinon.
On voit donc qu’une information d’ordre statistique (évaluation de la fonction de répar-
tition de ) est nécessaire pour résoudre le probléme. Nous insisterons dans cette thése

sur le développement d’outils statistiques tant pour estimer des paramétres incertains d’un



18

probléme d’optimisation stochastique que pour calibrer des ensembles d’incertitude d’une
contrepartie robuste du probléme étudié.
D’une maniére plus générale, un probléme d’optimisation stochastique bi-étapes avec re-
cours consiste & minimiser fo(z) + EzQ(x, €) sur un ensemble convexe fermé X C R™ ; le
colt de la décision de recours pour un x fixé et une réalisation £ des paramétres incertains
étant donné par :

_ J min fi(z,9,¢)

2.9 ={ y ) (1.3
avec fo : R™ — R, f; : R™ x R™ x Q — R, des fonctions données et X’ un ensemble
dépendant de z et de la réalisation £ des paramétres incertains. Initialement, ce sont les
problémes d’optimisation stochastique bi-étapes linéaires avec recours qui ont été étudiés
(par Beale [3] et Dantzig [33]). Il permettent, en pratique, de modéliser une grande variété
de problémes d’optimisation stochastique bi-étapes réels et consistent & minimiser :

Eé(ch + Q(x,€)), sur l'ensemble {z € R | Az = b}; (1.4)

la fonction de recours Q(z,&) étant définie pour = et & fixés par la valeur optimale du
probléme d’optimisation auxiliaire de la deuxiéme étape :

[ min ¢(&)Ty

ou W est la matrice de recours. En pratique, on considére que les paramétres incertains
prennent un ensemble de valeurs décrit par les scénarios : {5 = [qs, Ts, Ws, hs|, 1 <s< S,
S

ou le scénario s est de probabilité 0 < p, <1 (Z ps = 1). On cherchera alors a résoudre :

s=1
S
min "z 4+ ps ¢l ys (1.6)
s=1
sous les contraintes Az = b
Tix + Wiyp = h
Toxr + Waya = ho (1.7)
Tsx + R + Wsys = hg

x>0, ys >0, s=1,...,85.

La résolution de ce probléme d’optimisation fournit la décision x & prendre avant la réalisa-
tion des parametres incertains et donne ensuite, lorsque se réalise le scénario s, (1 < s < 5),
une décision de recours ys.

1.3 Modéle multi-étapes avec recours

Le probléme d’optimisation stochastique bi-étapes avec recours se généralise naturelle-
ment en un probléme d’optimisation multi-étapes pour prendre en compte la dynamique
temporelle d’un processus de prises de décisions complexes dans un environnement incer-
tain. Dans ce cas, l'incertitude est modélisée par une suite de vecteurs aléatoires formant
un processus stochastique.
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1.3.1 Formulation du modéle

Considérons a présent le cas d’un probléme d’optimisation stochastique & T étapes
pour lequel une suite de décisions (x;)]_; doit étre prise dans un environnement incer-
tain représenté par un processus stochastique (ét)thl. A Tétape t, la décision z; € R™
est prise en ayant seulement connaissance des décisions passées x1,...,r;—1 et des réalisa-
tions (&1,...,&) des vecteurs aléatoires. Il s’agit alors, pour déterminer x;, de minimiser
I’espérance conditionnelle d’une fonction objectif fi(z1,. ..,z &1, .., &+41) au vu des réa-
lisations (&1,...,&) de (€1,...,&). La décision x; est soumise & des contraintes dépendant
des décisions passées (z1,...,2,_1) et des réalisations (£1,...,&). On suppose que &; est
un vecteur aléatoire dégénéré prenant la valeur &; avec la probabilité 1 et que la loi de
probabilité gouvernant 1'évolution de (&)7_; est connue et ne dépend pas de (z;)L_;. Re-
prenant notamment les notations de [44], soit &' = (&, ..., &) historique des paramétres
incertains jusqu’au pas de temps ¢, et 2! = (x1,...,2;) I'historique des décisions jusqu’au
pas de temps t. Un probléme d’optimisation stochastique & T" étapes se formule alors ainsi :

min E[f(21,£%)[¢}]
{ T € Xll(ﬁlia (18)

oupourt=2,...,T—1:

t—1 £ty IginE[ft(xtil’xt,gtJrl”gt = gt]
feo1 (2,8 = { e X,(a1.¢"), (1.9)
¢t T-1 T
T—1 T\ _ H$1;~n fT(m B 7'%'T7§ )]
froa(e® 7,80 = { € Xp(aT1 €T), (1.10)

Les fonctions f¢, ¢t = 1,...,T sont des fonctions a valeurs réelles. L’ensemble de contraintes
X; dépend a la fois de I’histoire de 2!~! et de £'. On trouvera dans [30] des conditions
assurant que (1.8)-(1.10) est bien défini.

1.3.2 Meéthodes de résolution

En général, I’évolution des paramétres incertains est représenté par un arbre de scé-
narios. Comme nous ’avons fait pour les problémes d’optimisation stochastique bi-étapes
linéaires, nous donnons alors 1’équivalent déterministe d’un probléme d’optimisation sto-

. .. - T
chastique multi-étapes linéaire lorsque les réalisations de (§),_, forment un arbre de scé-

narios représentant toutes les évolutions possibles de (g})tT:l. On se limite & des arbres de
scénarios finis i.e que pour tout ¢ = 1,..., 7T, les réalisations de £ prennent un nombre
fini de valeurs (¢b1,....¢5%). Au pas de temps t, I'arbre de scénarios comprend alors k;
noeuds et pour ce pas de temps, le scénario pére du scénario £4° (pour 1 < s < k;) est noté
¢1=1P(s) Sous ces hypotheses, pour ¢t = 1,...,T, en notant p{ = P(&f = £0%), 1 < s < ki,
on peut alors exprimer un probléme d’optimisation stochastique multi-étapes linéaire sous
la forme du probléme déterministe équivalent suivant :

T ke
min >N pi gt a3
Pl s=1 (1.11)
Tl s Weas =hg, s=1,.. ky, t=1,...,T

x>0, s=1,...,k, t=1,...,T,
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avec Tllxéj 1) — 0 et mfﬁ (18) est le vecteur de décision au pas de temps ¢ — 1 pour le noeud
pére de la feuille associée au scénario £&°. Si le nombre d’étapes et de scénarios intervenant
dans le probléme (1.11) n’est pas trop grand, ce probléme pourra étre résolu de maniére
exacte en utilisant des méthodes de points intérieurs efficaces par exemple.

Pour des problémes d’optimisation stochastique multi-étapes de petites tailles, il peut
aussi exister une solution analytique (comme pour le probléme présenté dans la section
précédente pour illustrer le fonctionnement d’un probléme d’optimisation stochastique bi-
étapes). D’autres problémes de petite taille contenant peu de variables et des contraintes
simples peuvent étre résolus par programmation dynamique ([4],[12]). Dans le chapitre
4, nous présentons une méthode de résolution d’un probléme d’optimisation stochastique
multi-étapes de grande taille par programmation dynamique. Lorsque le nombre d’étapes
et de scénarios conduit & un équivalent déterministe de trés grande taille, des méthodes
prenant efficacement en compte la structure particuliére du probléme étudié ont été dé-
veloppées afin de le résoudre. 11 s’agit essentiellement de méthodes de décomposition. Les
premiéres de ces méthodes décomposent le probléme par étape et un ensemble de sous
problémes d’optimisation est ensuite & résoudre en chaque noeud de ’arbre de scéna-
rios. La méthode L-shaped ([91]) visant & approcher la partie non linéaire de la fonction
objectif d’un probléme d’optimisation stochastique bi-étapes ou multi-étapes, entre dans
cette catégorie. D’autres méthodes décomposent le probléme par scénarios en utilisant, par
exemple, une relaxation lagrangienne des contraintes non anticipatives, ce qui revient a ré-
soudre un probléme déterministe pour chaque scénario de ’arbre. Le probléeme de gestion
de production électrique étudié dans le chapitre 4, sera en particulier résolu par relaxation
lagrangienne.

La génération d’arbre de scénarios est donc une étape importante dans le processus de réso-
lution d’un probléme d’optimisation stochastique multi-étapes. Nous abordons ce probléme
dans la section suivante.

1.3.3 Génération d’arbres de scénarios

Nous indiquons ici les grands axes utilisés pour la génération d’arbres de scénarios
(pour un développement de ces notions voir par exemple [36], [78]). Dans le cas ou la dis-
tribution de probabilité P du probléme (1.1) est connue, les scénarios peuvent étre obtenus
par échantillonnage suivant la distribution de probabilité P (voir [23] ou [92] dans le cas
normal, [74] dans le cas uniforme).

On peut aussi choisir entre différentes distributions de probabilité, différents modéles para-
meétriques, celui qui parait le plus vraissemblable. Pour chaque modéle testé, on recherche la
distribution de probabilité parmi une famille de lois P paramétrées par 6 : P = {Py, 0 € O}.
Une étude statistique doit permettre alors d’estimer dans un premier temps le paramétre
f du modéle par une valeur 6 en utilisant les historiques disponibles donnant 1’ évolution
passée des paramétres incertains. Typiquement ce parameétre est obtenu par maximisation
de la vraissemblance. On pourra ensuite choisir le modéle permettant d’assurer le meilleur
compromis entre complexité et explication de I’évolution des paramétres passés. Dans cet
objectif différents critéres tels que les critéres AIC ou BIC pourront étre utilisés afin de
choisir un des modéles. Une fois le modéle choisi, les noeuds fils d’'un noeud donné sont
obtenus par échantillonnage suivant la distribution de probabilité correspondant au mo-
deéle retenu (voir [85] par exemple). Typiquement, le modeéle reliera la variable aléatoire
a l'instant ¢, X; a des observations passées Xfl = (X¢—1,...,X¢—k,) et & des réalisations
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e¥ — (¢y,e11,...,61_p,) d’un bruit & de loi connue :
Xe = f(X]") + g(e?). (1.12)

En un noeud donné, les valeurs X; de X pour les noeuds fils seront obtenues en détermi-
nant un échantillon de valeurs pour la valeur &; du bruit & U'instant ¢, et en appliquant le
modéle paramétrique (1.12) pour lequel les fonctions f et g sont remplacées par les estima-
tions obtenues lors de phase d’estimation des paramétres du modéle. On assigne dans ces
conditions la méme probabilité de transition vers chacun des fils. L’utilisation de quantiles
de la distribution estimée pour X; permet d’obtenir éventuellement des probabilités de
transition différentes.

On peut aussi, en chaque noeud de ’arbre de scénarios, choisir les descendants en déter-
minant, pour les noeuds fils, un échantillon de valeurs ayant méme moments jusqu’a un
certain ordre (disons 4) que les moments empiriques estimés a ’aide des historiques dispo-
nibles. Une mise en oeuvre de cette démarche est proposée dans [60]. Plus généralement,
les historiques disponibles, peuvent étre utilisés afin de déterminer une distribution de pro-
babilité empirique.

Enfin dans le cas ol peu ou pas d’historiques sont disponibles, on peut recourir & des
prévisions données par des experts ayant une connaissance fine des données susceptibles
d’expliquer les valeurs futures des paramétres que ’on cherche & estimer. On trouve une
utilisation d’informations fournies par des experts en finance pour construire des scénarios
pour un modeéle financier dans [83]. Des experts économiques peuvent étre utilisés pour
fournir des prévisions sur la demande pour des problémes de gestion de production ([68],
[42]).

Si I’arbre de scénarios, obtenu & 1’aide d’une premiére analyse, est de trop grande taille, on
peut utiliser des techniques de réduction du nombre de scénarios ([37],[58]) en agrégeant
les scénarios proches. L’idée est de comparer la distance entre les distributions de proba-
bilité de ’arbre initial et de ’arbre réduit, et de supprimer les scénarios si ’arbre réduit
est encore assez proche de ’arbre initial. Actuellement, en optimisation stochastique, un
intérét croissant est porté sur la construction de modéles appropriés pour la distribution
des consommations électriques. Nous apporterons une contribution dans ce domaine en
étudiant la série chronologique des consommations hebdomadaires d’électricité en France
de 1996 & 2003 inclus.

1.4 Contraintes probabilistes

Nous nous intéressons dans cette section aux problémes d’optimisation pour lesquels les
contraintes doivent étre satisfaites avec une probabilité fixée a ’avance. Ceci suppose que
les contraintes peuvent étre violées pour certains événements élémentaires w. La méthode
de résolution de tels problémes consiste en général & déterminer un équivalent déterministe
du probléme initial. Avant de donner les équivalents déterministes de différents types de
contraintes probabilistes, nous présentons la forme des fonctions objectifs et contraintes
que 'on rencontre typiquement dans ce genre de situations.

1.4.1 Différents types de contraintes probabilistes et de fonction cott

Un probléme d’optimisation avec contraintes probabilistes consiste & minimiser une
fonction f sous les contraintes P(f;(z,w) < 0) > a4, ¢ = 1,...,m, avec pour i =
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1,...,my, 0 < o < 1et fi(r,w): R" x Q — R des fonctions données. La fonction
objectif & minimiser appartiendra typiquement & 1’une des trois classes suivantes :
— la classe des E-modéles (la fonction objectif est une espérance) : f(z) = E(c(w)z);
— la classe des V-modéles (la fonction objectif est une caractéristique de dispersion
comme la variance) : f(z) = E((c(w) — Ec(w))Tz)? ou f(z) = E(c(w)Tx — ¢l x0)?
avec en général c(w)Tx # cfwo;
— la classe des P-modéles (la fonction objectif est une probabilité) : f(z) = P(c(w)Tz >
Co).
Une variante du P-modéle (présentée dans [62]) consiste a minimiser v de telle sorte que
la contrainte P(c(w)Tz <v) =1—¢ou Plc(w)Tz <v) >1—¢ (¢ < 1) soit satisfaite et
soit donc rajoutée aux autres contraintes que doit satisfaire la solution. Dans les problémes
d’optimisation avec contraintes probabilistes les parameétres ne sont donc pas connus avec
exactitude. Cette approche nécessite d’émettre des hypothéses sur la distribution de pro-
babilité des variables aléatoires associées aux parameétres.

1.4.2 Equivalents déterministes

Nous allons préciser différents ensembles de contraintes probabilistes conduisant & des
problémes d’optimisation convexes. Un probléme d’optimisation convexe est un cas parti-
culier de probléme d’optimisation soluble en temps polynomial. La classe des problémes
d’optimisation convexes a été largement étudiée et une large gamme d’algorithmes effi-
caces existe pour la résolution de tels problémes, différentiables ou non. Certains, comme
la méthode des faisceaux ([65]) ou ’ACCPM, peuvent résoudre n’importe quel type de
probléme convexe non différentiable (pourvu que la valeur de la fonction objectif ainsi
qu’un sous-gradient soient connus en chaque point). Enfin d’autres méthodes sont dédiées
a la résolution de problémes convexes bien spécifiques : le simplexe pour la programima-
tion linéaire ou les méthodes de points intérieurs utilisant des fonctions barriéres adaptées
au probléme qu’elles permettent de résoudre par exemple. Par conséquent, d’un point de
vue pratique, un équivalent déterministe ou une approximation de cet équivalent sera ex-
ploitable s’il définit un probléme convexe (ou quasi-convexe). Notons que si Fj ;(.) est la
fonction de répartition de f;(z,w) et si pour p € [0, 1],

F(p) = inf{y | Fi.(y) > p},

alors la contrainte P(f;(x,w) < 0) > «a; peut se réécrire fol (a;) < 0. Quand bien méme la
fonction Fj, est connue, ’ensemble de faisabilité ainsi défini n’est pas forcément convexe.
Nous donnons quelques cas ol ’ensemble de contraintes est convexe. Commengons par
considérer un ensemble de contraintes définies par :

{z| PO aij(w)z; > bi(w)) > i, 0< oy <1, 1< i <mb. (1.13)
j=1

L’ensemble défini par ces contraintes n’est pas nécessairement convexe (voir [17] p.104).
Dans le cas ou la matrice A(w) = (a;j(w))ij = (aij)i; est fixe, et si F; est la fonction de
répartition de b; alors les contraintes énoncées en (1.13) se réécrivent sous la forme compacte
Az > b* (et définissent donc un ensemble convexe) avec b*(i) = F; '(a;). Dans le cas ou
les contraintes (1.13) doivent étre satisfaites conjointement et si la matrice A(w) = A est

fixe, nous pouvons les écrire sous la forme K(a) = P(Az > b(w)) > a o 0 < a < 1. Dans
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ce cas, il existe un vaste ensemble de mesures de probabilité sur b(w) qui définissent un
ensemble K (a) convexe.

Définition 1.4.1 Nous dirons qu’une mesure de probabilité P est une mesure quasi-concave
si pour tous ensembles mesurables U et V' et pour tout 0 < A <1,

P((1 =AU+ AV) > min{P(U),P(V)}. (1.14)
On trouve alors dans [17], le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 [17] Si A est fize et si la mesure de probabilité associée a b est quasi-
concave alors K(a) est un ensemble fermé et convexe pour 0 < o < 1.

Prékopa a étudié une classe de mesure de probabilité plus restreinte conduisant néanmoins
a un ensemble K (a) convexe. C’est la classe des mesures de probabilité logarithmiquement
concaves.

Définition 1.4.2 Une mesure de probabilité P est une mesure logarithmiguement concave
si pour tous boréliens U et V et pour tout 0 < A <1,

P((1 = \U +A\V) > P(U)*P(V)}A (1.15)

Les distributions de Weibull, Normale multivariée, beta et de Dirichlet, trés utilisées en
pratique, sont logarithmiquement concaves.

Théoréme 1.4.2 [17] p.105. Si A est fize, si les composantes b; de b sont des variables
aléatoires indépendantes de fonction de répartition F;(x) et dont les mesures de probabilité

m
associées P; sont logarithmiquement concaves alors K (o) = {x | Z In(F;(ATz)) > Ina}
i=1

est conveze.

Dans [71], un cas particulier de ce résultat a été présenté. Il s’agissait de rajouter au systéme
de contraintes Az < b,z > 0, la contrainte P(b > b*) > a qui définit un ensemble convexe
d’apreés ce qui précéde.

Considérons les contraintes (1.13) dans lesquelles les coefficients a;; de la matrice des
contraintes et du second membre b; sont gaussiens :

aij ~ N(pij, 035), et by ~ N (i, 07).

On suppose que 0.5 < a; < 1 et on définit les corrélations v;; = E(b;(w) —n;)(aij(w) — i)
et vijr = F(ajj(w) — pij)(aix(w) — pix). Notons que la variance J?j de a;j(w) est alors
Vijj = afj. Dans ce contexte, [61] montre alors que les contraintes (1.13) s’écrivent

2

n
(I)il(al') Z VijkT; Tk + QZvijxj + 922 < —n; + Z WifZ g, t1=1,...,m. (116)
Jk J Jj=1

Puisque la forme quadratique est définie positive, I’ensemble de contraintes (1.16) est bien
convexe. Au jeu de contraintes qui vient d’étre étudié, Charnes et Cooper dans [27], [28] et
[29] ajoutent le jeu de contraintes Db(w) = =, = > 0 (ot D est une matrice connue de taille
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(n,m)) et fournissent des équivalents déterministes convexes dans le cas d’'un E-modéle,
d’un V-modéle et d'un P-modele.

Nous terminons ces développements sur les problémes incluant des contraintes probabilistes
par un jeu de contraintes qui sera réutilisé dans le chapitre 2 pour une application en
finance. Dans la situation qui nous préoccupe ici, le coiit induit par le choix d’un vecteur x
est linéaire et aléatoire et vaut : c(w)” z, lorsque la réalisation du vecteur des cotits est c¢(w).
On se fixe alors un niveau de confiance € qui sera typiquement petit et que nous supposons
compris entre 0 et 0.5 au sens large. Nous cherchons alors & déterminer un vecteur x € X,
X étant un ensemble convexe fermé, et une valeur v* de sorte que v* soit la plus petite
valeur telle que l'on s’assure avec une probabilité 1 — ¢ (ou au moins 1 — €) que le coiit
obtenu en choisissant le vecteur x est inférieur & v*. Ainsi, on a de grandes chances que
le cotit réel soit effectivement inférieur a v*. Mathématiquement nous cherchons donc ici a
résoudre le probléme suivant :

min -y
Plc(w)Tz<vy)>1—¢, (1.17)
z e X.

Dans le cas ou ¢(w) est un vecteur Gaussien de moyenne ¢ et de matrice de covariance @,
Kataoka ([62]) a alors montré que ’équivalent déterministe de ce probléme est convexe.

Théoréme 1.4.3 [62] Si 0 < e < 0.5, et c(w) ~ N(¢,Q), alors l'équivalent déterministe
du probléme (1.17) est :

min ¢’z + &1 —)\/2TQx (1.18)
z e X. '

Le probléme ci-dessus est bien convexe puisque pour 0 < ¢ < 0.5, on a ®~1(1 —¢) > 0
et () étant une matrice de variance covariance est semidéfinie positive. Notons que dans
la modélisation ci-dessus, I'objectif est de minimiser le coiit lié au choix d’un vecteur .
On peut reprendre la modélisation ci-dessus en supposant que notre objectif est plutot
de déterminer un vecteur x maximisant un certain profit. Dans ce cas le vecteur c(w) est
un vecteur de gain. On cherche alors naturellement & trouver la valeur maximale de gain
7 telle que la probabilité que le gain c(w)?'z soit supérieure & v est supérieure & 1 — ¢ :
max 7, | P(c(w)Tz > 7) > 1—e. Mathématiquement, on passe aisément d’une formulation
a lautre par changement de signe, puisque maximiser un gain c¢(w)”x revient & minimiser
les pertes —c(w)Tm. Bien qu’ancienne, cette modélisation a connu un regain d’intérét dans
les années 1990 dans le domaine financier. Nous reviendrons sur cette modélisation a la
fois pour ’analyser, préciser son implémentation et la tester sur des problémes de gestion
de portefeuilles dans le chapitre 2.

1.5 Contreparties robustes

1.5.1 Présentation

L’optimisation robuste est un choix de modélisation (voir notamment [87], [6], [7], [8],
[40]) doté d’outils pour le mettre en oeuvre, afin de résoudre des problémes d’optimisation
dont une partie des données est incertaine. On suppose que ces données peuvent prendre
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n’'importe quelle valeur dans un ensemble d’incertitude Z. Plus précisément, un probléme
d’optimisation incertain peut étre défini comme une famille

Pz = {min fo(xz,&) : F(z,§) €K, z¢€ X} , (1.19)
TeR™ ccz

de problémes d’optimisation usuels (appelés instances) paramétrés par le vecteur £ ¢ RM
variant dans un ensemble d’incertitude donné Z C RM (les M paramétres sont inconnus
a l'avance mais prennent des valeurs finies). Par la suite, nous supposons que Z est un
ensemble non vide, convexe et compact et que pour tout £ € Z, fo(z, ) est convexe en .
Nous faisons également les hypothéses suivantes :

Hypothése A :
— K C R™ est un cone convexe fermé, d’intérieur non vide;
— X C R"™ est un ensemble convexe fermé, d’intérieur non vide;
— F(z,8) : X x Z — R™ est une application continuement différentiable sur X x Z, K
concave en x, i.e :

V(zy,20 € X, £€ Z) V(A€ [0,1]): F(Ax1+(1-N)z2,&) >x AF(21,8)+(1-X) F(x2,&);
et K-concave en € i.e :
V(w €X, &,6 € Z) V()\ € [O, 1]) : F(m,)\§1+(1—)\)§2) >K )\F(.%',fl)—i-(l—)\) F(m‘,fg).

Ce contexte couvre le cas (traité par la programmation multi-étapes par arbre de scénarios)
ol les paramétres incertains sont, par nature, la réalisation de variables aléatoires comme
la demande future, les prix de vente futurs. Il couvre aussi le cas ou les paramétres, bien
qu’incertains, ne sont pas aléatoires par nature. Citons ’exemple d’un paramétre corres-
pondant & une mesure physique (température, pression, etc,....) obtenue par un appareil
fournissant la mesure de fagon approchée. Dans le cadre de la programmation robuste, afin
de s’immuniser contre les variations des paramétres dans l’ensemble Z, on recherche une
solution x satisfaisant les contraintes :

re X, F(z,) e K, Y€ Z. (1.20)

Ceci sous entend que l'on considére que les contraintes du probléme sont dures et qu’on
ne peut pas tolérer leurs violations. On dira qu’un vecteur x € R" est robuste faisable s’il
satisfait les contraintes (1.20) ci-dessus. Si x est robuste faisable, le critére ne pourra pas
dépasser une valeur dite garantie définie par :

sup fo(,§).

ez

On définira alors une solution robuste du probléme Pz comme un vecteur robuste faisable
fournissant la plus petite valeur garantie et qui est donc une solution du probléme suivant :

(CR) min{sup fo(z, &) : zeX, F(x,§) €K, Ve Z}. (1.21)
ez

Ce probléme est la contrepartie robuste du probléme d’optimisation Pz. On est donc cer-
tain, en choisissant une solution robuste, que la valeur du critére qui sera effectivement
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obtenue pour la valeur exacte de &, sera inférieure a la valeur optimale de la contrepartie
robuste (1.21). Remarquons, que le modeéle (1.21) correspond au cas ou le vecteur déci-
sionnel x doit étre complétement spécifié avant que les vraies valeurs des paramétres ne
soient connues. D’autre part, cette modélisation est particuliérement adaptée aux situa-
tions ou l'on ne peut pas tolérer de violations des contraintes. C’est le cas par exemple de
contraintes de satisfaction de la demande, ou de contraintes de charge pour la construction
d’un pont.

Les principaux problémes posés en optimisation robuste consistent d’une part a déterminer
des ensembles d’incertitude raisonnables et adaptés aux problémes étudiés et d’autre part
a reformuler la contrepartie robuste (1.21) (ou & défaut une approximation de cette contre-
partie robuste) par un probléme d’optimisation traitable. Les premiers travaux portant sur
ces méthodes d’optimisation robuste sont ceux de Soyster (|86], [87], [88]) et Falk ([43]).
Dans ces articles, Soyster étudie notamment un probléme du type sup inf ¢!z, sous les

contraintes x > 0 et
n
> mia; <b, a; € K, (1.22)
i=1
ot b € R™ et les ensembles C' et K; C R™ sont convexes. En notant a; = (a;(1),...,a;(m))T
avec a;(i) = sup a;(i), i = 1,...,m, et si A est la matrice A = (ai,...,a,) alors les

a; €K
contraintes (1.22) se réécrivent sous la forme Az < b et définissent donc un ensemble
convexe. Dans [87], Soyster montre comment une solution optimale du probléme dual du
probléme robuste ci-dessus peut étre utilisée pour construire un programme linéaire dont
une solution est la solution optimale du probléme robuste. [43] a prolongé cette étude pour
montrer comment déterminer, d’'un point de vue algorithmique, la solution robuste opti-
male. Notons que si a;(i) = +o00, on doit avoir z; = 0 (remarquons que cette situation ne
se produit pas si K; est un convexe, fermé). Néanmoins, en général, ce sont plutot les para-
meétres d’'une méme contrainte et non d’'une méme colonne dans la matrice des contraintes
qui sont liés entre eux. La robustification d’un probléme d’optimisation linéaire telle qu’elle
vient d’étre présentée est trés conservative dans le sens ou elle revient & remplacer chaque
paramétre par la pire valeur qu’il puisse prendre. Dans le cas ou les paramétres sont de
nature stochastique, il est trés improbable qu’ils prennent tous simultanément leur pire
valeur.

Depuis ces premiers travaux dans le domaine de ’optimisation robuste, des contreparties
robustes traitables ou des approximations traitables de contreparties robustes de problémes
d’optimisation incertains ont été obtenues pour des problémes d’optimisation linéaires, co-
niques et semidéfinis positifs et en utilisant différents ensembles d’incertitude. La métho-
dologie robuste a été par ailleurs appliquée avec succés pour un bon nombre de problémes
pratiques, allant de la construction d’antenne ([5]), la gestion de portefeuilles ([10], [39]),
I’étude de systémes dynamiques incertains ([5]) ou la construction mécanique ([9], [81]).
Dans la suite de cette section, nous développons quelques résultats importants concernant
la traitabilité de contreparties robustes de problémes d’optimisation. Les contraintes (1.20)
conduisent & un probléme d’optimisation semi infini. De tels problémes, méme convexes,
sont rarement solubles efficacement d’'un point de vue numérique, et en particulier ne
permettent pas l'utilisation d’outils d’optimisation récents comme les méthodes de points
intérieurs. Par conséquent, comme dans le cas de probléemes contenant des contraintes
probabilistes, un objectif de premier plan en matiére d’optimisation robuste, est de trans-
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former (si possible) les contreparties robustes de problémes convexes incertains (ou a défaut
des approximations de ces contreparties robustes) en problémes d’optimisation convexes
formulés explicitement. La difficulté de cette tache dépendra d’une part de la structure
analytique du probléme incertain étudié, et d’autre part de la géométrie de 1’ensemble
d’incertitude Z.

1.5.2 Différents ensembles d’incertitude

Ayant supposé (Hypothése A) que F'(x,&) est K-concave en &, il n’est pas restrictif de
supposer que l’ensemble d’incertitude est un ensemble convexe fermé. En effet, si F'(z, &) est
K-concave en ¢ alors la contrepartie robuste du probléme d’optimisation incertain (1.19)
(ot Z est un ensemble quelconque) est identique & la contrepartie robuste du probléme
obtenu & partir de (1.19) en remplagant ’ensemble Z par son enveloppe convexe ([7]). Si
on suppose que les fonctions fo(x,&) et F(z,£) sont des fonctions affines des paramétres &
(ce qui est le cas dans de nombreuses applications), et si Z est 'enveloppe convexe d'un
ensemble de scénarios (§1,...,&s), alors la contrepartie robuste de Pz est le probléme :

min{7r : 7> fo(z,&), : z€ X, F(x,§)<0,i=1,...,5}.

La structure analytique de ce probléme est exactement la méme que celle des instances
et ce probléme sera donc traitable si les instances le sont. Ce sera en particulier le cas si
les instances sont des problémes d’optimisation linéaires, coniques ou semidéfinis positifs.
Lorsque les paramétres incertains sont de nature stochastique, I’enveloppe convexe des
réalisations disponibles des paramétres incertains peut étre utilisée comme une estimation
du support de la distribution de ces paramétres (Moore [72], Ripley et Rasson [80]). Afin de
rendre ’approche un peu moins conservative, on peut utiliser comme ensemble d’incertitude

Z un polytope (une enveloppe convexe de scénarios (£, ...,{s)) obtenu par contraction
de l’enveloppe convexe des scénarios (1, ...,&s) . Plus précisément, si g est Iisobarycentre
des points ¢, ..., &g alors les scénarios & sont définis par &, = g+ (& —g), ou 0 < o < 1.

La contrepartie robuste utilisant ce polytope a ainsi la méme forme analytique et est
moins conservative que la contrepartie robuste utilisant I’enveloppe convexe des historiques
des paramétres. Néanmoins les ensembles d’incertitude les plus couramment utilisés en
optimisation robuste sont les ellipsoides et les intersections d’un nombre fini d’ellipsoides.
Comme le souligne |7] 'utilisation de tels ensembles d’incertitude est motivée par un certain
nombre de facteurs :

— Les ellipsoides ont une représentation paramétrique simple.

— Des intersections d’ellipsoides bien choisis permettent d’approximer des ensembles
d’incertitude plus complexes.

— Dans certains cas ol les paramétres incertains sont de nature stochastique, des argu-
ments d’ordre probabiliste permettent d’interpréter 1’utilisation d’un ensemble d’in-
certitude ellipsoidal. Prenons 1’exemple d’un probléme de programmation linéaire
dont les coefficients de la matrice des contraintes sont aléatoires. Remarquons, qu’en
utilisant une variable slack, ce cas peut facilement se généraliser au cas ol l'incerti-
tude porte aussi sur la fonction objectif et le second membre des contraintes. Soit alors
ajTa: < b; la j-éme contrainte du probléme. Si a; = Fa; est la moyenne du vecteur a;

T

R = L= T . . . T =
et Qj = E(aj —aj)(a;j —a;)” sa matrice de variance covariance alors Eajz = a;

et Var(a;fpx) = xTij. Si K est un parameétre positif, dans le cas ot le vecteur a; est



28

. ez T . . 4 N TO .
gaussien, la ];;robablhte que aj  soit supérieur ou égal a a;xr + Ky/x Qjr est ma-
jorée par e " /2. Autrement dit, en prenant s suffisamment grand (disons supérieur

ou égal & 2) et si a; est gaussien, alors si « satisfait la contrainte :

d?x + Ky /2T Qjz < by, (1.23)

T
J

1— e/ 2). Dans le cas ol a?x a de faibles queues de distribution, ’approche ci-

dessus reste valide et l’on peut considérer que la contrainte (1.23) est une version
stire, robuste, de la contrainte a?x < b;. De plus, remarquons que la contrainte (1.23)
est exactement la contrepartie robuste

alors il satisfait la contrainte a;a < b; avec une grande probabilité (supérieure a

T
a; x < bj, Vaj S Zj,

de la contrainte initiale a;rx < bj, si 'on choisit comme ensemble d’incertitude Z;
I’ellipsoide
Zi={a | (a-a))"Q; ' (a—a;) <K’}

Un ensemble d’incertitude ellipsoidal permet donc de prendre en compte les cor-

rélations possibles entre les paramétres et fournit des contreparties robustes moins

conservatives que celles initialement étudiées par Soyster dans [86]. En contrepartie,

la mise en oeuvre de ce procédé nécessite de calibrer la moyenne et la matrice de

variance covariance du vecteur a;. Ce probleme sera étudié dans les chapitres 2 et 3.
Notons enfin que les ensembles définis par des contraintes de boite, sont des ellipsoides
particuliers couramment utilisés comme ensemble d’incertitude en optimisation robuste. En
effet, des procédures statistiques permettent d’obtenir facilement, sous certaines hypothéses
sur les parameétres incertains, de telles régions de confiance avec un niveau de confiance
donné (cf section 4.6).

1.5.3 Contreparties robustes de problémes convexes incertains

L’ensemble de faisabilité de la contrepartie robuste (CR) est un ensemble convexe fermé,
donc la contrepartie robuste (CR) du probléme d’optimisation incertain convexe Pz est
un probléme convexe. Si la contrepartie robuste (CR) est faisable, alors toutes les ins-
tances du probléme d’optimisation incertain Pz sont faisables, et la valeur optimale de la
contrepartie robuste est supérieure ou égale aux valeurs optimales de toutes les instances.
Cependant, a 'inverse, il se peut trés bien que toutes les instances du probléme Pz soient
faisables sans que pour autant la contrepartie robuste le soit ou que la valeur optimale de
la contrepartie robuste soit “pire” que celles de toutes les instances. Afin que, notamment,
la valeur optimale de la pire des instances et la valeur optimale de la contrepartie robuste
soient les mémes nous introduisons I’hypothése supplémentaire suivante.

Hypothése B. K = R et pour tout i = 1,...,m, la i-éme composante de F', ne dé-
pend que de x et d’une portion & du vecteur des paramétres incertains £. L’ensemble
d’incertitude Z est alors le produit cartésien d’ensembles d’incertitude convexes Z; dans
I’espace des &;, i =1,...,m.

Sous I'hypothése B, le vecteur & peut étre partitionné en (&i,...,&y,), o & regroupe
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les données incertaines de la i-éme contrainte et la contrepartie robuste (CR) est le pro-
gramme :

(CR) min {2z : z€X, fi(z,&) >0, Vi=1,...,m, V&€ Z;}, (1.24)

ol c¢ est un vecteur fixé. Dans [7] on montre que si les hypothéses A et B explicitées ci-
dessus sont satisfaites et si X est compact, alors la contrepartie robuste (CR) du probléme
Pz (1.19) est faisable si et seulement si toutes les instances de ce probléme sont faisables.
De plus, la valeur optimale de la contrepartie robuste est le supremum des valeurs opti-
males des instances. Nous faisons cette hypothése dans la suite de cette section ol nous
présentons des contreparties robustes de problémes d’optimisation linéaires, coniques et se-
midéfini positifs (SDP). Les ensembles d’incertitude retenus sont en général des ellipsoides
ou des intersections d’ellipsoides. Puisqu’on peut toujours se ramener au cas ou la fonction
objectif est connue, les résultats seront présentés dans ce cadre.

Programmation linéaire robuste

La contrepartie robuste d’un probléme d’optimisation linéaire incertain :
{min {c"x : Az >b} | (A,b) € Z CR™" x Rm}, (1.25)
x

est équivalente & un probléme traitable défini explicitement en fonction des paramétres du
probléme, & condition que ’ensemble d’incertitude Z soit lui méme traitable.

Théoréme 1.5.1 [6] Supposons que l'ensemble d’incertitude Z dans (1.25) soit l’image af-
fine d’un ensemble borné Z' C RN et que Z' soit donné par : (i) un systéme de contraintes
d’inégalités PE < p ou (ii) un systéme d’inégalités coniques quadratiques ||P;§ — pill2 <
dim ¢
qlé—rii=1,..., M ou (ii) un systéeme d’inégalités matricielles linéaires P+ Z &P -
i=1
0. Dans les cas (ii), (iii), supposons que le systéme de contraintes définissant Z soit stric-
tement faisable. Alors la contrepartie robuste du programme linéaire (1.25) est équivalente
a un probléme linéaire dans le cas (i), un probléme conique quadratique dans le cas (i) et
un probléme semidéfini positif dans le cas (i1i).

Le probléeme de gestion de production étudié dans le chapitre 4 est un probléme linéaire
pour lequel la méthodologie de ’optimisation robuste sera appliquée.

Programmation conique robuste
Considérons un probléme d’optimisation convexe avec contraintes quadratiques :
{min {Ta + oA <26z + ¢, i=1,....m} | {(Ai,bi,ci) )y € Z} . (1.26)
T
Si ’ensemble d’incertitude Z est une intersection d’ellipsoides :
k m
Z= {{(Ai,bi,co = (A2, 00, )+ & <Af,bff,cff>} 1€7Q6 <1, j=1,..., k}
i=1

/=1
(1.27)
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k
ou@; =0, j=1,...,k et Z Q; » 0; alors [5] fournit un probléme d’optimisation SDP
j=1

dépendant explicitement des paramétres du probléme qui, si &k = 1, (un seul ellipsoide)
est la contrepartie robuste du probléme (1.26),(1.27) et qui dans le cas ou k£ > 1 est une
approximation de cette contrepartie robuste. Un probléme d’optimisation quadratique sera
robustifié dans le chapitre 3 en utilisant un ensemble d’incertitude simple défini par des
contraintes de boite.

Considérons a présent le cas plus général d’un probléme d’optimisation conique quadratique
qui s’exprime sous la forme :

{mljn {ch A+ bille < ofr+ B, i=1,. .. ;m} | {(Ais by, 0, Bi) iy € Z}

(1.28)

On se place ici aussi dans le contexte ol ’ensemble
Z=Z1X...X 2y (1.29)
est le produit cartésien d’ensembles Z;; ’ensemble Z; = V; x W;, associé a la i-éme

contrainte, étant lui méme le produit cartésien de deux ellipsoides V; et W :
k;
Vi = [Aibi] = [A% 09 + ) wi[AT; 0] +Zv] S u e <1y
7=1

1971 1771

/

Wi = { lai; 8] = [ 57 +Z“J ol B+ vilglshl] [uu <1

j=1 7j=1

Q
&

La contrepartie robuste du probléme conique quadratique (1.28) correspondant & 1l’en-
semble d’incertitude (1.29) défini ci-dessus, est alors équivalente & un probléme SDP ([7]).

Programmation SDP robuste

La programmation SDP robuste a été essentiellement étudiée dans [38] et [40] ainsi que
dans les articles [7] et [5] synthétisant les résultants importants en optimisation robuste.
La contrepartie robuste d’un probléme d’optimisation semidéfini positif incertain

min ¢’z A(z)=Ag+ Y ;A5 =00 | (Ao,..., An) € Z . (1.30)
j=1

(dans lequel les matrices A; sont des matrices M x M symétriques) est déja NP-difficile
pour un ensemble d’incertitude Z ellipsoidal. Dans le cas ou ’ensemble d’incertitude est
une enveloppe convexe :

Z = Conv{(A}, AL,... ALY, ... (AL AL ALY,

la contrepartie robuste du probléme (1.30) est le probléme semidéfini positif :

. T V4 _
Irgn cx —i—Zx]A {=1,....L
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On peut donner un autre ensemble d’incertitude conduisant & une contrepartie robuste
équivalente a un probléme SDP. Soit d un vecteur fixe non nul de dimension M. On
appelle perturbation de rang 2 de A(.) associée & d, une perturbation de la forme A(x) +
b(z)d" + db(z)T, ot b(x) est une fonction affine de = a valeur dans RM. On considére
alors le probléme d’optimisation semidéfini positif incertain obtenu & partir de (1.30) en
envisageant toutes les perturbations de rang 2 associées & un vecteur d non nul fixe et b(.)
variant dans un ellipsoide :

L L
{min {ch D A@) + D ub(2)]dT +d)> ] ueh ()] = 0} | uTu < 1} . (1.31)
/=1

x
(=1

ot b'(z) sont des fonctions affines de z & valeur dans RM. La contrepartie robuste du
probléme d’optimisation semidéfini positif (1.31) est alors un probléme d’optimisation se-
midéfini positif explicite (voir [5]).

Dans le cas ou ’ensemble d’incertitude Z intervenant dans (1.30) est défini par :

L

zZ= {(Ao,...,An) = Aoy Aa) + 3 & AS, . AL |5ez'}, (1.32)

(=1

avec Z' = {£ € RY | [|€]|oo < 1} ou 2/ = {¢€ € R | ||¢||l2 < 1}, alors on peut définir
un probléme d’optimisation semidéfini positif ([5]) dont la solution fournit une solution
approchée de la contrepartie robuste du probléme (1.30) associé a l'ensemble d’incertitude
Z (1.32) défini ci-dessus.

Citons un dernier cas, ou 1’on connait une approximation traitable de la contrepartie ro-
buste d’un probléme d’optimisation SDP de la forme :

{min {"z : Ai(z)=0,i=1,...,m} A()eAN)+v, i=1,...,m}, (1.33)

oit A;(.) et AY(.) sont des applications de R dans Sy, et oil v; est un ensemble convexe
dans l’espace des applications de ce type.

Hypothése C. [7] Pour tout ¢ < m, I’ensemble v; peut étre approchée a un facteur ~; pres
par un ellipsoide, c’est a dire que I’on peut trouver k; applications affines A/(.) : R” — S,
j=1,...,k;, de sorte que v;, Cv; C v, , 0ol :

k;
v =4 uAl() [uTu<1
j=1

Sous I’hypotheése C, on peut définir un programme SDP ([7]) qui est une approximation de
la contrepartie robuste du probléme (1.33). La qualité des approximations des contreparties
robustes mentionnées dans cette section est définie et précisée dans [5] et [7].

1.5.4 L’optimisation robuste a I’épreuve

L’optimisation robuste a été utilisée dans de nombreuses applications pratiques ([5],
[10], [39], [9], [81]). Dans [8], Ben-Tal et Nemirovski montrent sur des exemples tirés de
la librairie NETLIB, en quoi, dans le cadre de la programmation linéaire, I’optimisation
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robuste est particuliérement intéressante pour obtenir une solution stable, i.e une solution
qui soit pratiquement optimale pour toute une gamme d’instances obtenues en perturbant
légérement les parameétres d’un probléme nominal. L’analyse de sensibilité permet de quan-
tifier I’écart entre la solution d’un probléme nominal et la solution d’un probléme perturbé.
D’autre part une analyse de sensibilité permet de quantifier localement (en général) la sta-
bilité de la solution nominale pour de petites perturbations des paramétres. Cette étude
renseigne rarement sur les méthodes a utiliser pour ameéliorer la stabilité des solutions si
nécessaire. Dans [8], on montre qu’une solution nominale d’un probléme d’optimisation
linéaire peut fortement violer les contraintes de problémes d’optimisation linéaire obtenus
& partir du probléme nominal par de petites perturbations des paramétres. Pour I'un des
problémes étudiés par exemple, les coefficients d’une seule contrainte sont perturbés aléa-
toirement et uniformément, le niveau de perturbation étant de 0.01%. La plus importante
violation de la contrainte en utilisant la solution nominale sur les problémes perturbés a
représenté 450% du second membre. D’autre part, en général, sur les exemples étudiés,
une petite correction de la solution nominale ne permet pas d’obtenir une solution robuste
conduisant & une valeur optimale proche de celle du probléme nominal. En revanche, en
envisageant des perturbations uniformes d’ordre 0.1%, pour 23 problémes d’optimisation
de la librairie NETLIB, et en appliquant la méthodologie de 1'optimisation robuste & ces
problémes, la valeur optimale robuste était au plus a 1% de la valeur optimale du probléme
perturbé. D’autre part, par définition de la contrepartie robuste, la solution robuste était
évidemment faisable pour chacun des problémes perturbés.

1.6 Contreparties robustes ajustées

1.6.1 Présentation

Dans le probléme robuste (CR) défini par (1.24) dans la section 1.5, on suppose que
toutes les variables de décision, regroupées dans le vecteur x, doivent étre déterminées
avant que les réalisations des parameétres incertains soient connues. Si c’est le cas, une telle
modélisation parait réellement adéquate. Cependant, dans la majorité des problémes d’op-
timisation incertains, seule une partie des variables de décision doit étre déterminée avant
la réalisation des paramétres incertains. Les autres variables, quant & elles, pourront s’ajus-
ter aux données incertaines, lorsque celles ci seront connues. Ces variables ajustables sont
de deux types. D’une part, elles regroupent les variables auxiliaires, telles que les variables
de surplus ou celles introduites pour présenter le modéle sous une forme de programme
linéaire (en éliminant des fonctions linéaires par morceaux comme |x;| ou max(z;,0)).
D’autre part, elles regroupent les variables qui peuvent étre déterminées lorsqu’une partie
des données incertaines (incertaines au moment de la prise de décision initiale) devient
connue (variables dénommées "wait and see” en anglais). Pour illustrer ce partitionnement
des variables, reprenons ’exemple du probléme du vendeur de journaux détaillé dans la sec-
tion 1.2. Dans ce probléme, trois variables de décision interviennent. D’une part le nombre
x de journaux que le vendeur de journaux achéte & I’éditeur chaque matin, d’autre part le
nombre y de journaux vendus et enfin le nombre w de journaux revendus a 1’éditeur en fin
de journée. Le vendeur de journaux doit décider du montant x de journaux & acheter le
matin, avant de savoir le nombre de clients qu’il aura. Par conséquent, cette variable x n’est
pas ajustable aux données incertaines et doit étre déterminée avant de connaitre le nombre
de journaux qu’il vendra effectivement dans la journée. En revanche, en fin de journée, le
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nombre de journaux vendus £ est connu (c’était le paramétre incertain du probléme) et
les variables y et w peuvent s’ajuster & cette valeur £ et étre déterminées & partir de cette
valeur ¢ puisque y = min(§,z) et w = max(z — &,0). Nous venons donc de partitionner
les variables en deux groupes : les variables qui doivent étre déterminées avant la réalisa-
tion des paramétres incertains (variables de décisions "here and now” en anglais) et celles
qui peuvent s’ajuster a tout ou partie des données incertaines (variables "wait and see”
en anglais). Nous appellerons ces derniéres variables des variables ajustables. En général,
chaque variable ajustable peut avoir sa propre base d’information, c’est & dire dépendre
d’une partie des données incertaines qui lui est propre. Afin de simplifier les notations
et la présentation des résultats qui suivent, nous supposons qu’une partie des variables,
regroupée dans un vecteur u, n’est pas ajustable, et I’autre partie, regroupée dans un vec-
teur v, peut s’ajuster & toutes les données incertaines. Les résultats que nous énoncerons
peuvent étre facilement généralisés au cas ou chaque variable ajustable a sa propre base
d’information. Par conséquent le vecteur de décision x est partitionné en x = (u”,v?)7. On
peut, alors, sous les hypothéses A et B (introduites dans la section 1.5) et sans perdre de
généralité, (quitte & introduire une variable de “surplus” si nécessaire), écrire un probléme
d’optimisation générique incertain sous la forme :

Pz:{min {cTu 2 (uyv) € X, fi(u,v,&) >0, i=1,...,m}} .
" (€150 rm)E(Z1X.. X Zm)
(1.34)

Sa contrepartie robuste peut alors s’écrire :

(CR) min {CTU : (u,v) € X, ging filu,v,6) >0, i=1,... ,m} ;
€24

ol ce qui revient au méme :
(CR) min {c"u :3v|(u,0) €X, Vi=1,...,m,¥(& € Z) fi(u,v,&) >0}. (1.35)

Si Z2=2; x...x 2, on définit alors la contrepartie robuste ajustée du probléme d’opti-
misation incertain (1.34) par :

(CRA) rrhin {cTu VE=(&,....&m) € Z, v | (wv) €X, Vi=1,...,m, fi(u,v,§)>0}.

(1.36)
La contrepartie robuste ajustée (1.36), introduite récemment dans [11], fournit donc une
politique robuste plus flexible que la contrepartie robuste définie par (1.35). En effet, 1’en-
semble de faisabilité de la contrepartie robuste ajustée est plus vaste, ce qui permet d’obte-
nir une meilleure valeur optimale tout en obtenant une solution satisfaisant les contraintes
quelle que soit la réalisation des paramétres aléatoires. Prenons I’exemple d’une contrainte
linéaire d’égalité incertaine u + v = a, ’ensemble d’incertitude étant Z = {a | a € [0,1]}.
L’ensemble de faisabilité de la contrepartie robuste est vide alors que I’ensemble de faisa-
bilité de la contrepartie robuste ajustée est R (pour tout v € R, pour tout 0 < a < 1,
v = a— u satisfait la contrainte). Par contre, les contreparties robustes ajustées conduisent
en général & des problémes beaucoup plus durs & résoudre que les contreparties robustes
pour lesquelles il existe des traitements numériques efficaces pour une large gamme de
problémes et d’ensembles d’incertitude (cf section 1.5). Dans la section suivante, nous
nous intéressons aux contreparties robustes ajustées de problémes d’optimisation linéaires
incertains.



34

1.6.2 Problémes linéaires

Adoptant donc un partitionnement du vecteur décisionnnel en x = (u’,v?)T comme il

a été précisé ci-dessus, nous écrivons un probléme d’optimisation linéaire incertain sous la
forme :

LPz {min {Tu : Uu+Vo< b}} , (1.37)

w e=[U,V,pleZ

ol Z est un ensemble convexe compact non vide. Reprenant la terminologie de la program-

mation stochastique muti-étapes, nous appellerons la matrice V, la matrice de recours. La

contrepartie robuste ajustée (notée CRA par la suite) d’un tel probléme est alors donnée

par :
(CRA) mgn{cTu Y (E=[U,V,b € 2)3v :Uu+ Vo < b}, (1.38)

et sa contrepartie robuste (notée CR par la suite) est :
(CR) min{c"u : vV (E=[U,V,b] € Z) : Uu+ Vv < b}. (1.39)

Sous certaines hypotheéses assez restrictives, la CR et la CRA d’un probléme d’optimisation
linéaire incertain sont équivalentes [11|. L'une de ces hypothéses est I’hypothése B don-
née en section 1.5, & savoir que 'incertitude affectant une contrainte est indépendante de
I'incertitude affectant les autres contraintes. On peut néanmoins facilement construire des
exemples montrant que la CRA est plus flexible que la CR. Au dela du cas de contraintes
d’égalités incertaines déja évoqué, prenons un exemple avec deux contraintes d’inégalités
incertaines pour illustrer ce phénomeéne. Considérons le probléme d’optimisation incertain :
rgiglu cu>—1, v<(E-1u+1l, v>&u+1,

ou ¢ € [—1,1] est un paramétre incertain. Le seul point faisable pour la CR est (u,v) =
(0,1) et la valeur optimale de la CR est donc 0. La valeur optimale de la CRA est meilleure
puisqu’elle vaut -1. En effet, ’ensemble de faisabilité de la CRA est [-1,0] : pour tout
u € [—1,0] et tout & € [—1,1], le point v = {u = 1 (par exemple) est faisable. On remarque
d’ailleurs que ’hypothése B n’est pas satisfaite. Dans le cas d’un probléme d’optimisation
linéaire incertain, la contrepartie robuste est un probléme traitable dés que 1’ensemble
d’incertitude est traitable. Un cas simple ou la CRA (1.38) du probléme (1.37) est traitable
(et est en fait un probléme linéaire) est le cas ou la matrice de recours V est fixe et
I’ensemble d’incertitude Z est ’enveloppe convexe d’un ensemble de scénarios :

Z:COnV{[Ul,V,bl],...,[Us,v,bs]}. (140)
Dans ce cas, la CRA est donnée par le programme linéaire :

min  fu: U+ Vo <by, £=1,...,85.
U,V .., VS

Dans le cas ol la matrice de recours n’est pas fixe et ou Z est aussi donné par une enve-
loppe convexe de scénarios : Z = Conv{[Uy, V1,b1],...,[Us, Vs, bs]}, la CRA peut étre NP
difficile. De méme, dans le cas ol la matrice de recours est fixe, si Z est un polytope défini
par une liste d’inégalités linéaires, la CRA peut étre NP difficile. On doit alors chercher
des approximations de la CRA traitables pour une plus large gamme d’ensembles d’in-
certitude. C’est ce qui motive I'introduction de contreparties robustes ajustées affinement
décrites dans la section suivante.
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1.6.3 Contreparties robustes ajustées affinement

Dans de nombreuses applications de la théorie de la commande, on cherche des controles
optimaux qui sont des fonctions linéaires des observations de 1’état du systéme. Cette
restriction sur la liaison entre les variables de décision et I’état du systéme permet souvent
le calcul efficace de la commande. Dans la méme veine, on peut imposer, pour u fixé, que
la variable ajustable v du probléme L Pz soit une fonction affine des données :

v=w+WE, ou £=[U,V,b.

Dans ce contexte, un vecteur non ajustable u peut étre complété en une solution (u,w, W)
robuste si et seulement si Uu+ V(w+W¢) <b V({ = [U,V,b] € Z). On définit alors la
contrepartie robuste ajustée affinement (CRAA) comme le programme :

(CRAA) min {cTu : Uu+V(w+WE) <b V(¢ = [UV,b] € Z)}. (1.41)

u,w,

Notons que ’ensemble de faisabilité de la CR est contenu dans I’ensemble de faisabilité de
la CRAA, lui méme contenu dans ’ensemble de faisabilité de la CRA. Par conséquent, la
CRAA est un peu plus conservative que la CRA mais moins conservative que la CR.

Si la matrice de recours V' est fixe et si ’ensemble d’incertitude Z est traitable alors la
CRAA (1.41) du probléme LPz est traitable ([11]). Afin de fournir, dans ce cas, des équi-
valents explicites de la CRAA pour divers ensembles d’incertitude, nous paramétrons affi-
nement ’ensemble Z par un vecteur de perturbations { variant dans un ensemble convexe
compact non vide x C R? :

p
Z = {[U, Vo] = [U°, V0,00 + > ¢, [U°, VA1, ¢ € x} :
/=1

On peut alors exprimer les variables ajustables v sous la forme :

P
v=10"+ Z Cgvé.
(=1

La CRAA du probléme LPz est alors :

T

min ¢ u
(CRAA) { Ve ex ailw) + 2T Biw) + CTTi(@)C > 0, i=1,...,m, (1.42)
ot a;(w), B;(w) et T;(x) sont des fonctions affines de x = [u,v?, ..., vP] définies dans [11].

Dans le cas ou la matrice de recours V est fixe, on a pour tout 1 < i < m, I';(x) = 0,
o;(z) = —[UPu+ VP00 — b0, et B (z) = =2 (Ufu+ Vo' —bf), £=1,....p.

Incertitude polytopique. On suppose que X est ’enveloppe convexe de ({1, . . ., ;). Dans
ce cas, puisque rcnin Tpi(z) = 1I<11i£1kﬂi(x)TCj, la CRAA de LPz avec matrice de recours
€x <<
fixe est :
min ¢’u

al(x)—i_’ﬁzga izla"'ama
v <28i(x)T¢, i=1,...,m, j=1,...,k
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Contraintes de boite sur (. Soit y défini par des contraintes de boite :

X = {C ’ Gnf < ¢ < Csup}7 (143)

et soient
91 = Cinf + Csupa 92 = Cinf - Csup-

Comme Icnin 2¢76;(x) = 67 Bi(x) + 0%|5:(x)|, la CRAA de LPz avec matrice de recours
€X

fixe et ensemble d’incertitude (1.43) pour x est alors :
min c’u
i(z) + 07 Bi(x) + 0T~ >0, i=1,...,m,
—i < Bi(x) <5y, i=1,...,m.

Incertitude ellipsoidale. Soit x ’ellipsoide suivant :
= ~OFQ (¢ - 0) < K2 1.44
x={C1((=¢) QT ((—¢) <rw} (1.44)

Comme rcnin TBi(x) = CTBi(x) — ky/Bi(x)T QB;i(x), la CRAA de LPz avec matrice de
€X

recours fixe et ensemble d’incertitude (1.44) pour x s’écrit :

min ¢’y
{ a;(x) + 267 Bi(w) = 25/ Bi(@) T QBi(2) 2 0, i=1,...,m. (1.45)

Dans le cas ou la matrice de recours V est fixe, en supposant que les variables ajustables
sont des fonctions affines des parameétres incertains, on obtient donc des contreparties ro-
bustes ajustées affinement qui sont traitables si ’ensemble d’incertitude Z est traitable.
Cette hypothése de linéarité peut donner matiére a discussion. La dépendance des variables
ajustables en fonction des données incertaines peut trés bien ne pas étre affine. Cependant,
dans certains cas, on peut penser que cette dépendance peut étre approchée par une fonc-
tion affine. Prenons le cas d’un probléme dans lequel on doit produire chaque jour une
entité afin de satisfaire une certaine demande. Si la demande, aléatoire, suit un modéle AR
(autorégressif), alors une estimation de la demande moyenne un jour donné sera fonction
des demandes passées. La production devant suivre la demande, envisager une dépendance
linéaire de la production d’un jour en fonction des productions des jours passées fait donc
sens dans ce contexte. Par ailleurs, cette démarche sera justifiée si elle fournit des solutions
robustes satisfaisantes (en particulier bien meilleures que celles obtenues par application
de la contrepartie robuste (1.39)) sur le probléme étudié.

Si la matrice de recours n’est pas fixe, et si I’ensemble d’incertitude x est défini par

X:{C‘CTSZCS/Pa6:17"'7[’}7

avec p > 0,5, = 0,> Sy > 0, i.e si 'ensemble d’incertitude est défini comme une intersec-
tion d’un nombre fini d’ellipsoides concentriques, alors si L = 1 la CRAA est équivalente
a un probléme SDP et si L > 1, on peut concevoir un probléme SDP qui est une bonne
approximation de la CRAA ([11]).
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1.6.4 Problémes quadratiques et coniques

Considérons & présent un probléme d’optimisation incertain avec objectif et contraintes
quadratiques. Comme il a été précisé ci-dessus, ce probléme est équivalent & un probléme
dont les contraintes sont quadratiques et dont 1’objectif est & la fois linéaire et indépendant
des données incertaines et des variables ajustables v. On s’intéresse plus précisément & un
probléme du type :

QPz {min {Tu : UG, u+V (i, v +ul A+ 0" Boo+ul'Coo < b}, i=1,... ,m} ;
u,v cez
(1.46)

ou ¢ = [U,V,A;,B;,C;,b], Z est un ensemble non vide convexe compact et U(i,:) et
V (i,:) désignent les i-émes lignes des matrices U et V. Supposons les matrices B; connues
et reparamétrons comme précédemment le probléme en écrivant les autres parameétres
incertains sous la forme :

p
[Ua VY, Ai, Ci, b] = [UO’ Voa Aga C?a bo] + Z Cﬁa [UZ, Vza Af’ Cfa bz]’
(=1

le paramétre ( appartenant & un ensemble convexe compact non vide y. On peut alors
P

écrire les variables ajustables sous la forme v = v0 + Z & v’. Dans ce contexte, en notant
=1
x = [u,v%,...,vP], les contraintes de la CRAA du probléme QPz peuvent s’écrire :

V¢ e x ai(x) +2¢" Bi(x) + (TTi(x)¢ >0, i=1,...,m,

ol maintenant, pour tout i =1,...,m:

— ai(z) = —U%u — V20 —uT Adu — W2 Bi® — uTCPv° + b9,

- Bix) = %(—Ufu — Vi — Vo0 — T A — 20°" Biv! — uTCo* —uTC0 4+ 08, £=1,...,p,

- ka(ac) = —%(Vikvz + ViR + uTClv* + T Ok + QUZTBZ'UIC) Lk=1,...,p.

Dans les notations ci-dessus, U*(i,:) et V*(i,:) ont été abrégés en U/ et V;*. Le schéma
de la preuve du théoréme 4.2 [11]| peut alors étre appliqué pour prouver le résultat suivant.

Lemme 1.6.1 Soient QQ = 0 et p > 0. La CRAA formulée par le probléme quadratique
incertain (QPz avec ensemble d’incertitude x :

x={¢1¢"Q¢<p}
est le probléme semidéfini positif :

min ¢fu

( Li(z) + 5Q  filx) \ > =0, i

Al() i) -
A>0.

=1,...,m, (1.47)

Lemme 1.6.2 En partitionnant toujours le vecteur x en x = (uT,vT)T, envisageons a
présent un probléme conique quadratique du type :

minclu ;A +billa <plu+q¢iv+d, i=1,...,m, (1.48)
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pour lequel, pour tout i =1,...,m, les vecteurs (p;;d;) sont incertains, et appartiennent @
Uenveloppe conveze de S scénarios ((p};d}),.. ., (pf, dZS)) Dans ces conditions, la robusti-
fication du probléme (1.48) est le probléme :

min  clu o ||Au 4+ bl §pru+qiTvg+df, i=1,...,m, £=1,...,5  (1.49)

UyV15..,US

Preuve. Soit u appartenant & l’ensemble de faisabilité de la CRA du probléme (1.48).
Pour tout a tel que a >0, a’e =1, Jv(a) |

S S
|A;u + b2 < Z ajulpl + gl v(a) + Z ajdl, i=1,...,m. (1.50)
j=1 j=1
Pour ¢ = 1,...,S, en choisissant o = ey, on voit que u est faisable pour le probléme

(1.49) (en prenant vy = v(ey)). Inversement, si u est faisable pour (1.49), alors pour tout
a tel que o > 0, a’le =1, et pour tout 1 < i < m, en multipliant membre & membre

.T .
|Aju + billa < pl” u+ qlvj + d par o (pour 1 < j < S) et en additionnant membre &

S
membre ces S inégalités on voit qu’il existe v(a) = Z a; v; tel que (u,v(e)) satisfait les
j=1
contraintes (1.50) et u est donc faisable pour la CRA de (1.48).

1.7 Spécificité des méthodes développées dans cette thése

Nous venons de passer en revue diverses maniéres de traiter un probléme d’optimisa-
tion stochastique. Nous étudions dans cette thése des problémes d’optimisation stochas-
tique dans le domaine de la gestion de portefeuilles et dans le domaine de la gestion de
production.

Aspects de modélisation.

Du point de vue de la modélisation, les différentes approches présentées précédemment
ont été utilisées dans le domaine de la gestion de portefeuilles. Le probléme de gestion de
portefeuilles peut étre modélisé sous la forme d’un probléme d’optimisation stochastique
multi-étapes ou d’un probléme d’optimisation robuste ([10]). Notre contribution dans ce
domaine est de proposer des méthodes de calibration des paramétres de deux probléemes
de gestion de portefeuilles.

Concernant les problémes de gestion de production, la modélisation qui prévaut (dans
le cas des problémes de gestion de production électrique en particulier). est celle de la pro-
grammation stochastique bi-étapes ou multi-étapes. En utilisant ces approches, on obtient
une solution indexée par les noeuds de ’arbre de scénarios. Lorsqu’il y a un saut de dualité
(ce qui est le cas lorsqu’on s’intéresse au probléme de mise en route/arrét des centrales) se
pose le probléme supplémentaire de reconstruction d’une solution primale faisable. Cette
méthode ne fournit donc pas de stratégie de gestion quelle que soit la réalisation de la de-
mande. D’autre part, les variables de recours de la deuxiéme étape (lorsque le probléme est
modélisé sous la forme d’un probléme d’optimisation stochastique bi-étapes) ne peuvent
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étre mises en place qu'une fois les consommations électriques connues! Enfin, la construc-
tion des arbres de scénarios est une étape délicate. Le nombre de scénarios doit étre choisi
de telle sorte que 'on obtienne une approximation de la distribution de la consommation
électrique relativement bonne mais sans que la vitesse de la phase d’optimisation en soit
affectée. En effet, le temps de résolution du probléme croit rapidement avec le nombre de
scénarios.

Nous proposons différentes méthodes pour pallier certains de ces défauts. Dans un premier
temps, bien que modélisant le probléme sous la forme d’un probléme d’optimisation sur un
arbre de scénarios, nous présentons une modélisation du probléme permettant de proposer
des stratégies de gestion (quelles que soient les consommations) et non un plan de produc-
tion fixé a I’avance. Diverses variantes de ce modéle sont ensuite détaillées dans le chapitre
4 afin de diminuer la variance des colits de gestion simulés sur un ensemble de scénarios
tests. Enfin, nous montrons comment s’affranchir de I'utilisation d’arbres de scénarios. On
propose dans cet optique :

— d’une part, une méthode de stabilisation de la fonction duale dont le but est de
stabiliser les multiplicateurs de Lagrange et réduire la variance des cotlts de gestion
sur un ensemble de scénarios tests;

— d’autre part, diverses variantes robustes et en particulier les CRA et CRAA intro-
duites dans ce chapitre.

Afin d’élargir la discussion autour des choix de modélisations d’un probléme d’optimisation
stochastique, mentionnons une derniére méthode utilisée en pratique. Il s’agit de résoudre
une version simplifiée du probléme d’optimisation stochastique posé. Cette méthode (que
nous testerons dans le chapitre 4) consiste & résoudre un probléme déterministe obtenu en
remplacant toutes les variables aléatoires par une estimation de leurs espérances. La solu-
tion obtenue de cette fagon et appliquée en situation réelle peut violer certaines contraintes
du probléme (ce qui n’est pas le cas d’une solution robuste si ’ensemble d’incertitude est
choisi suffisamment grand). De plus, dans le cas d’un probléme linéaire, on connait 'insta-
bilité des solutions face & de petites perturbations des paramétres. Cette caractéristique,
rend pratiquement inutilisable une telle solution dans le cadre d’un probléme d’optimisa-
tion stochastique linéaire.

Mesures de la qualité des modéles.

Afin de mesurer la qualité d’une solution obtenue avec une méthode donnée, et de comparer
différentes méthodes de résolution entre elles, divers critéres ont été introduits pour étudier
les problémes d’optimisation stochastique. Le premier, appelé EVPI (initiales de Expected
Value of Perfect Information en anglais) mesure I’écart entre la solution optimale et la
solution du probléme (1.8). Le second appelé VSS (pour Value of the Stochastic Solution
en anglais) mesure I’écart entre la solution optimale et la solution obtenue en remplagant
toutes les variables aléatoires par leurs espérances. Afin de donner quelques bornes sur
ces critéres, nous notons RP la valeur optimale d’'un probléme d’optimisation avec recours
bi-étapes sous la forme : RP = ;%1)1(1 E¢fi (z,€) et WS (Wait and See en anglais) la va-

leur WS = E¢f1 (Z(£),€), o Z(&), est la solution optimale du probléme min fi(x, ) sous
contraintes * € X. On peut alors définir le critére EV PI par EVPI = RP — WS. La
valeur optimale obtenue en remplacant toutes les variables aléatoires par leurs espérances
est notée EV = irélg(l fi(z, EE). On définit alors la valeur moyenne obtenue en utilisant
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la solution Z(E€) par EEV = Eg f (Z(E€),€). Le critére V.SS peut alors étre défini par
VSS = EFEV — RP. Madansky a montré que :

WS < RP<FEEV.

D’autre part, pour tout probléme d’optimisation stochastique ([17]), EVPI > 0et V.SS >
0. Enfin, pour tout probléme d’optimisation stochastique dont la matrice de recours est
fixe et dont les coefficients de la fonction objectif sont fixes, nous avons :

EVPI<FEEV —-FEV, VSS<FEEV —EV.

L’EVPI représente donc la somme maximale qu'un gestionnaire est prét a dépenser afin
qu’on lui fournisse & I’avance les valeurs des paramétres incertains du probléme. VSS mesure
la valeur pouvant étre attribuée a la connaissance et & l'utilisation de la distribution des
parameétres. Il existe des cas ou EVPI est nul alors que VSS est strictement positif (et
vice versa, voir [17]). Ces résultats sont théoriques et en pratique, on ne connait ni la
distribution de probabilité des paramétres incertains, ni leurs espérances, ni la solution
optimale.

Nous mesurerons alors la qualité des méthodes que nous développons dans cette thése de
la fagon suivante :

— Concernant les problémes d’allocations d’actifs on commence par mesurer la perti-
nence de la méthode de calibration des parameétres proposée sur des données simulées.
La qualité des implémentations des modéles d’allocation d’actifs est ensuite étudiée a
la fois sur des données réelles et simulées. On s’attachera ici a observer les rendements
réels des portefeuilles et leur volatilité sur la période d’investissement.

— Concernant les problémes de gestion de production électrique, nous commencgons par
utiliser un ensemble de 456 scénarios. Ces scénarios sont vus comme des historiques
des paramétres incertains sur 456 années différentes. Chacune des méthodes de ges-
tion proposées tire un certain nombre d’informations de ces scénarios (moyenne et
écart type des parameétres chaque jour,...) et les utilise pour mettre en place un plan
de production ou une stratégie de gestion. On applique alors ces différents plans de
production ou stratégies de gestion sur l’ensemble des 456 scénarios et 'on com-
pare les colts moyens et I’écart type de ces colits sur I’ensemble des scénarios pour
les différentes méthodes de gestion. On compare ensuite les différentes méthodes de
gestion sur des données réelles en observant le cotit de ces méthodes de gestion sur
différentes années successives (en utilisant donc a chaque fois une année d’historique
supplémentaire).

1.8 Conclusion

Les différents choix de modélisation qui viennent d’étre présentés ne s’excluent pas mu-
tuellement. On peut par exemple adapter au cadre robuste la problématique des problémes
avec recours. Pour un probléme nominal avec recours de la forme

min f(z,y,w),
'T7y
le probléme robuste correspondant sera

min sup inf f(z,y,w).
r weq Y
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D’un point de vue pratique, un gestionnaire optera ou non pour solution robuste en fonc-
tion, essentiellement, de trois facteurs.

— D’une part son aversion au risque : dans le cas d’'un gestionnaire de portefeuilles
financiers par exemple, un gestionnaire trés conservateur décidera de placer I’essentiel
de ses liquidités dans des opérations dont le rendement est connu & l’avance (emprunts
d’état par exemple).

— D’autre part, ’estimation du volume de I’ensemble d’incertitude Z. En effet, si 1’en-
semble d’incertitude est de volume important, un grand nombre de scénarios (et
en particulier des scénarios peu favorables) pourront se produire. Il sera donc plus
important, dans une telle situation de s’immuniser contre les paramétres incertains.

— Enfin, les conséquences des variations envisagées pour les parameétres incertains du
probléme sont a prendre en compte. En particulier, si aucun parameétre dans 1’en-
semble Z ne conduit & de scénarios difficiles, une solution robuste n’est pas justifiée.
Cependant, méme dans de telles situations, une solution robuste peut étre rechercheée
pour avoir au moins une idée du pire cotit auquel elle conduirait. Dans de nombreux
cas pratiques (voir [8],[9],[10] par exemple) la mise en oeuvre d’une solution robuste
se fait & peu de frais. Par contre, si certains scénarios dans I’ensemble Z ont de graves
conséquences telles qu’une faillite, une solution robuste semble indispensable. Néan-
moins, le choix d’un ensemble d’incertitude Z de volume trop important conduira
alors & une solution trés conservative. Par conséquent, une fois la décision prise de
rechercher une solution robuste, un compromis devra étre trouvé afin de s’'immuniser
contre les pires scénarios sans que la solution soit trop conservative.

L’utilisation de 'optimisation stochastique multi-étapes sur un arbre de scénarios se limite
aux cas ol U'incertitude est de nature stochastique (ce qui n’est pas toujours le cas) et ot 'on
est capable d’estimer les distributions de probabilité sous-jacentes, (ce qui est encore plus
problématique, tout particuliérement en grande dimension). D’autre part, la plupart des
modéles de programmation stochastique autorise qu’une solution viole les contraintes dont
les paramétres sont incertains, ce qui n’est pas le cas de ’optimisation robuste. Cependant,
le grief majeur qui est en général porté envers l'utilisation de méthodes robustes pour
résoudre des problémes réels est leur conservatisme.

Nous utiliserons certains modeéles présentés dans ce chapitre et nous en développerons
de nouveaux afin de résoudre des problémes d’allocation d’actifs dans le chapitre 2 et de
gestion de production dans le chapitre 4. Nous verrons notamment en quoi la calibration des
ensembles d’incertitude est une étape déterminante pour mettre en place une contrepartie
robuste.
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Chapitre 2

Inférence statistique pour la gestion
portefeuilles

Nota Bene : Deuz articles utilisant et généralisant les résultats de ce chapitre sont en

cours ([56] et [57]).

La contribution majeure de ce chapitre est de montrer comment définir des problémes
de Markowitz et VaR approchés dont on peut controler la qualité. On détermine pour cela,
de bonnes estimations des paramétres des modéles de Markowitz et Value-at-Risk & savoir
de la moyenne et de la matrice de covariance entre les rendements d’un certain nombre
d’actifs risqués sur une période d’investissement donnée. L’étude est conduite dans un
contexte non paramétrique pour le processus des rendements. On suppose simplement que
la moyenne et la matrice de covariance varient lentement sur un certain intervalle passé.
Notre principale tache est alors de déterminer cet intervalle d’homogénéité temporelle
locale. On utilise pour cela un algorithme adaptatif dont le comportement théorique est
étudié. Les estimations de la moyenne et de la matrice de covariance peuvent ensuite étre
données en utilisant plusieurs techniques, par moyennage local par exemple. On montre
alors comment utiliser ces estimations pour déterminer des problémes de Markowitz et
Value-at-Risk approchés (en tenant compte des frais de transactions). Des simulations
numériques mettent les procédures développées dans ce chapitre a ’épreuve sur des données
réelles et simulées.

2.1 Introduction

La plan de ce chapitre est le suivant. Dans cette section, nous présentons la modélisation
du processus des rendements et nous rappelons briévement en quoi consistent les modéles
de Markowitz et Value-at-Risk qui tiennent compte des frais de transactions. Nous souli-
gnons le probléme d’estimation des parameétres de ces modéles. Dans la section suivante, on
définit des problémes de Markowitz et Value-at-Risk approchés qui consistent & utiliser des
estimations spécifiques des paramétres des problémes. Nous définissons également la préci-
sion de ces problémes approchés et nous montrons que la précision des problémes approchés
est controlée. On considére ensuite deux cas particuliers pour le processus des rendements
et deux procédures d’estimations associées. Le premier cas est le cas stationnaire ou des
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méthodes non adaptatives peuvent étre utilisées afin d’estimer la moyenne, les variances
et les covariances. Nous montrons comment choisir la taille de ’échantillon de maniére a
controler la précision des problémes approchés. Le second cas est le cas ou la moyenne, les
variances et covariances varient lentement dans le temps. Aprés avoir expliqué ce que ’on
entend par variation lente, nous supposons qu’on dispose d’un oracle capable de donner
avec une bonne précision le plus grand intervalle passé tel que la moyenne, les variances
et les covariances varient lentement sur cet intervalle. Nous donnons ensuite la précision
de la procédure d’optimisation utilisant cet oracle. La troisiéme section montre comment
construire cet oracle & partir d’un algorithme d’estimation adaptative. Cet algorithme a été
utilisé dans un contexte similaire dans [70] (pour un processus unidimensionnel Gaussien).
Contrairement a [70], notre étude est conduite dans un contexte multidimensionnel et non
paramétrique et nous nous intéressons & deux objets : la moyenne et la matrice de cova-
riance. Ainsi, au lieu d’avoir seulement un seul intervalle d’homogénéité temporelle locale
comme dans [70] nous avons deux intervalles d’homogénéité : un pour la moyenne et l’autre
pour les variances et covariances. Nous donnons ensuite quelques propriétés théoriques de
I’algorithme. Nous envisageons aussi 'utilisation de cet algorithme afin de détecter la der-
niére rupture dans un modéle a sauts. La détection d’une rupture dans un modéle & sauts
ayant une seule rupture, peut aussi étre faite en utilisant une autre méthode non paramé-
trique utilisant une fenétre glissante. Cette méthode est aussi étudiée. Nous terminons par
quelques simulations numériques. Les preuves sont consignées & la fin du chapitre.

2.1.1 Modélisation du processus des rendements

Soit M I’horizon d’investissement, 7 la date de I'investissement et soit s; = (s¢(1),. ..,
st(n)) le processus a temps discret du prix des actifs, t = 1,...,7, ol n est le nombre d’actifs
risqués, dont les cours au temps ¢ sont regroupés dans le vecteur s; de taille n. Nous définis-
sons le rendement ¥ & M pas de temps au pas de temps ¢ par r}/ = ‘o’ts;tM, t=1,...,7—M,

N e e . N . . s 1 .
ol la division doit étre comprise composante par composante : 7 (i) = %g)(), 1=1,...,n.

Remarquons qu’au pas de temps 7, les données (T{W )t=r—M-+1,...~ e sont pas disponibles.
Cependant, les rendements qui nous intéressent sont les rendements (7 (1));<;<,, sur la pé-
riode d’investissement. Ainsi, afin d’obtenir une estimation raisonnable de ces rendements,
nous supposons qu’il y a un intervalle passé d’extrémité droite 7 tel que les rendements
varient lentement sur cet intervalle. Nous supposons aussi que cet intervalle est de lon-
gueur supérieure ou égale & M + k ol k est le nombre minimal de données demandées pour
mettre en oeuvre une estimation. Sans perdre de généralité, et afin d’alléger les notations,
nous supposerons que 1’horizon d’investissement M = 1 et ’on notera r; les rendements
au temps t. On suppose ensuite que le processus r; satisfait I’hypothése 1 ci-dessous.

Hypothése 1. Le processus r; est généré par le modéle :
re=pi+G, avec Erp=p and BEGG =Q =0, t=1,...,7—1, (2.1)

otl les (; sont des vecteurs aléatoires indépendants de moyennes nulles. Egalement, pour
un certain o > 0, on suppose que E||r|%, < ot

Nous considérerons deux cas particuliers : le cas stationnaire ou p; et (); ne varient pas
dans le temps et le cas ou ils varient lentement. Nous présentons maintenant briévement le
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probléme d’allocation d’actifs et ’on rappelle en particulier en quoi consistent les modéles
de Markowitz et Value-at-Risk. Nous supposons par la suite, sauf mention contraire, que
les rendements des actifs risqués suivent le modeéle (2.1).

2.1.2 Problémes d’allocation d’actifs

Soit 7 la date de I'investissement. Nous considérons n actifs risqués (n > 1), un actif
sans risque, et I’on tient compte des frais de transactions. On s’intéresse & une seule période
d’investissement. Les quantités se rapportant & l’actif sans risque seront indexés par n + 1.
Dans ce contexte, un probléme simplifié de gestion de portefeuilles ([34]) se présente de la
fagon suivante. Soit x; le montant de I'actif ¢ dans le portefeuille au début de la période
d’investissement. Les équations de conservation reliant les montants x; sont données par :

T; = T; — Y —L—L z;, pour les ac;tifs risqués, 1 <1 < n,
Tpp1 = T+ Z (1 — pi) y; — Z (1 +v4)2;, pour actif sans risque,
i=1 i=1

aprés avoir défini :
— x; :le montant initial détenu en actif ¢ avant le rebalancement du portefeuille;
— 9; : le montant vendu en actif ¢ au début de la période d’investissement, p; étant le
colit de transaction unitaire correspondant ;
— z; : le montant acheté en actif ¢ au début de la période d’investissement, avec le cotlit
de transaction unitaire correspondant v;.
Le but est de maximiser la valeur finale totale du portefeuille :

n+1

Z 77 (4) i,

i=1
ou 7,(7) est le rendement du i-éme actif sur la période d’investissement fournissant indi-
rectement la valeur du cours du i-éme actif & la fin de la période d’investissement. Dans ce
qui suit, un portefeuille est donc un vecteur x = (x1,... ,xn)T de n montants correspon-
dant aux sommes investies dans les différents actifs risqués auquel s’ajoute la somme ;41
investie dans ’actif sans risque et 7, = (r-(1),...,7,(n))T est le vecteur des rendements
des actifs risqués sur la période d’investissement. Remarquons que le rendement de I’actif
sans risque r-(n + 1) = r(n + 1) est indépendant du temps.

Information compléte. Sil’on connaissait les rendements r et les frais de transactions,
on pourrait résoudre le probléme d’optimisation linéaire suivant :

(

max w
n+1
w < Z?}(i) Zi,
=1
ALLOCY =, = z; —yi+zi, i=1,..n,
n n
Tpi1 = Tpyq+ Z (1 — i) yi — Z (1+ ) 2,
i=1 i=1
>0, £p41 20, y>0, z>0.

\

On notera X (p, v, 2~) l'ensemble des portefeuilles admissibles défini par les équations de
conservation des montants et les contraintes de positivité sur =, z,11,y et z.
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Le probléme de l’incertitude des paramétres. En fait, les parameétres qui sont
connus au moment du choix du portefeuille, sont les vecteurs des frais de transactions
i et v et le rendement r(n + 1) de l'actif sans risque. Comme 7, est un vecteur aléatoire,
on doit résoudre un probléme d’optimisation stochastique. Afin de résoudre ce probléme
d’allocation d’actifs, on pourrait estimer les rendements sur la période d’investissement (en
utilisant des estimations de leurs moyennes par exemple) et reporter ces valeurs dans le
probléeme ALLOC. La réelle efficacité du portefeuille optimal obtenu de cette facon dépen-
dra grandement de notre procédure d’estimation. Cette approche ne permet en particulier
pas d’assurer un rendement cible fixé avec une grande probabilité. Nous n’avons aucun
contréle sur nos gains étant donné que nous pouvons, par exemple, estimer le rendement
d’un actif par une grande valeur qui ne sera que rarement atteinte. Cela signifie que 1’on
doit prendre en compte le risque de 'investissement. Les deux paragraphes suivants rap-
pellent briévement les modéles d’allocation d’actifs Value-at-Risk et de Markowitz. Ces
modeéles proposent deux différentes définitions du risque d’un investissement. Ce chapitre
est consacré a I’étude de ces modéles et en particulier & la calibration des paramétres de
ces modéles (la moyenne et la matrice de covariance entre les rendements des actifs risqués
sur la période d’investissement). Nous montrerons comment utiliser ces estimations pour
résoudre les problémes Value-at-Risk et de Markowitz.

2.1.2.1 Modéle Value-at-Risk (VaR)

Dans le modéle Value-at-Risk, on considérera qu’un investissement n’est pas risqué si
son rendement a de grandes chances de dépasser une certaine valeur raisonnable fixé a
I’avance. Plus précisément, étant donné la distribution des rendements, si I’on se fixe un
niveau de confiance 0 < € < %, le rendement maximum que l'on peut obtenir avec une
probabilité supérieure ou égale & 1 — ¢, pour un portefeuille admissible (z1,...,Zy41), est
la valeur & risque de niveau e, V.(z1,..., %, t1), de ce portefeuille :

Vo(2,2n11) = max v sous contraintes P(rl z +r(n+ Dxpp >7) >1—¢.

Un portefeuille (x,x,11) sera d’autant plus intéressant que sa Value-at-Risk, V.(z, zp41),
sera élevée. Un probléme d’allocation d’actif VaR revient ainsi & résoudre :

max V.(x,x,41) sous contraintes (z,zn4+1,Y,2) € X(p,v,27). (2.2)

Si la distribution des rendements des actifs risqués 7 est Gaussienne de moyenne E[r;| = p,
et de matrice de covariance E[(rr — p;)(rr — pr)'] = Q- alors V.(x, zn41) est donnée par
prlx+r(n+ 1) 20 — @11 —¢)v/2TQ,z. En utilisant la version exacte de la borne
de Chebyschev (voir [13],[84]) on peut montrer que si les rendements sont Gaussiens, une
solution prudente de (2.2) (en fait une borne supérieure sur la valeur optimale) est donnée
en résolvant :

W) { max E(rlz+rn+ Daap1) — sE)olrlz +r(n+ 1D)z,q) (2.3)

(xaxn-i-laya Z) € X(M7 v, xi)a

oll maintenant k(e) = \/17: . Ainsi, dans tous les cas, le probléme de maximisation de la
Value-at-Risk sur ’ensemble des portefeuilles admissibles revient & résoudre (2.3) ou k()
est un facteur de risque dépendant des hypothéses sur la distribution des rendements :

— k() = ®71(1 — &) > 0 pour des rendements Gaussiens,
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— k(g) = /== pour des rendements aléatoires dans L1 (R) N Lo(R).

Comme le remarque [6], le probléme d’optimisation (V) ci-dessus est une contrepartie
robuste du probléme d’allocation d’actifs ALLOC en utilisant Iellipsoide suivant comme
ensemble d’incertitude auquel les rendements des actifs risqués appartiennent avec une
grande probabilité :

E(r(E) = fa € B" | (= p)TQ; @ - pr) < K(e)). (2.4)

Par exemple, x(¢) sera tel que - € £(k(g)) avec une probabilité supérieure ou égale & 1 —«.
Dans [6], on remarque aussi que (V) revient a proposer une ”version ingénieur stre” de la
contrainte w < rXx + r(n + 1)z,41 du probléme ALLOC. En fait, pour un ingénieur, la
valeur de la variable aléatoire ! x ne descendra pas en dessous de sa moyenne p! z moins
6 (disons entre 1 et 2) fois son écart type \/xT @, z. Bien sir, le facteur 6 dépend de la
distribution des rendements. Ainsi, une approche ingénieur orientée pire cas, consisterait
4 maximiser la pire valeur possible pL z + r(n + 1) z,41 — 0/27 Q2 d'un portefeuille
sur I’ensemble des portefeuilles admissibles, ce qui est en fait une approche VaR. Ainsi, le
probléme d’allocation d’actifs Value-at-Risk s’exprime sous la forme :

max pf @+ r(n+ Dan — w(e)y/aTQre
V) { (x, Tnt1,9,2) € X(u,v, ;*)’ (2.5)

ol k() a été défini ci-dessus.

2.1.2.2 Modéle moyenne variance de Markowitz

Dans le modéle moyenne variance de Markowitz ([69]), le risque d’un investissement
est la variance (ou 'écart type) du rendement du portefeuille X 2 + r(n + 1)z,41. Nous
imposons par ailleurs que le rendement du portefeuille soit supérieur & une certaine valeur
cible ¢ (disons ¢ = 1.1). Nous minimisons ensuite la variance du portefeuille sous une
contrainte de rendement :

min % 2T Qrx
(M) pLz+r(n+ Doy >Llel o, (2.6)
(x7xn+17y7 Z) € X(I[,L’V’in).

2.1.3 Probléme d’estimation des paramétres

Si T'on investit au temps 7, afin d’implémenter le modéle ALLOC, on a besoin des
rendements (7-(i))1<i<n des actifs risqués. Cependant, on voit que I'implémentation des
modeles VaR et de Markowitz nécessitent seulement 1’estimation des rendements moyens p,
ainsi que la matrice de covariance @), entre ces rendements sur la période d’investissement.
En pratique, ces paramétres doivent étre obtenus & partir des données disponibles. Ce
probléme a été abondamment étudié. Notre contribution est de montrer que si ’on utilise
des estimations p. et Q, de respectivement p; et Q telles que |pr — prllco €t |]QT — Qo
sont petites avec une grande probabilité, alors on peut définir des problémes approchés
de bonne qualité & partir de ces estimations. Nous détaillons ensuite la calibration d’un
tel vecteur p, et d’une telle matrice Q.. Dans le cas particulier ot la moyenne pr = p et
la matrice de covariance (Q; = () ne varient pas dans le temps, les estimations p, et Q,
utilisent autant de données r; que possible. Etant données des observations (re)1<t<r—1, si
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N = 7 — 1 est le nombre de données disponibles, on choisit pour p, et () la moyenne et
matrice de covariance d'un processus «; obtenu & partir du processus r; par seuillage :

1 N

N

. 1 A R R

Pr=7 E o, et Qr = N E (or = pr) (e — fpr), (2.7)
t=1 t=1

oupouri=1,...,n,

1 4

(i) = 1) (0] < Ko) + Kor S 10| > o). Ko =0 ()

(2.8)

A est un parameétre positif & choisir et o est la constante intervenant dans I’hypothése 1.

Dans le cas plus général ou les parameétres p; et (Q; varient lentement (sous ’hypothése

d’homogénéité temporelle locale), la mise en place d'une procédure adaptative se trouve

justifiée. Ceci signifie que 'on doit déterminer une estimation I du meilleur intervalle

& utiliser pour l’estimation des paramétres. Cette question est traitée dans la troisiéme

section. Une fois le meilleur intervalle [ trouvé, les estimations p, et QT de p; et @, sont
données par p; et Q j ot pour tout intervalle I, on définit py et Qr par :

. 1 A 1 . A
pr=g2_ el et Q=1 (of =i —pr)", (2.9)
‘ ‘ tel ’ ’ tel
avec pour ¢ =1,...,n,
1
. I| 4
1) = (i ) < KDk ) > KD, K = | .
Qy (’L) Tt(l) 1(|Tt(z)| = 0)+ 0 |Tt(2)| (|Tt(l)| > O)a 0 o lnn(n—i— 1) —{—)\ID|I|
(2.10)

Remarquons que cela signifie que ’on accorde plus ou moins de crédit aux données pas-

sées pour expliquer le futur. En ayant ce méme souci en téte, [67] affecte des poids aux

données. Si wy est le poids appliqué aux données au temps ¢, la moyenne, sur un inter-

valle donné I, est alors donnée par pr(w) = ﬁz wyry et la matrice de covariance par
tel

I_}lz wy(ry — pr(w))(re — pr(w))T. Plus une donnée est éloignée dans le passé, plus son

tel
poids est faible. On accorde ainsi plus de crédit aux données les plus récentes. Les poids

constituent une suite géométrique et sont déterminés par maximisation de la vraisem-
blance en choisissant une loi mixture pour les rendements. D’un point de vue théorique,
si les corrélations des rendements des actifs financiers varient lentement, les variances des
rendements sont plus instables (les rendements étant souvent modélisés par un processus
ARCH). Ainsi, le processus des rendements ne peut pas étre considéré comme stationnaire.
Notre approche tient compte de cette constatation, mais contrairement aux modéles que
I’on vient de mentionner, nous utilisons une approche non paramétrique qui repose sur un
modéle simple pour les rendements.

2.2 Controle de la précision des problémes approchés

2.2.1 Hypothéses sur la moyenne, les variances et covariances

Sous I’hypothése d’homogénéité, on suppose qu’il existe un intervalle passé d’extré-
mité droite 7 tel que la moyenne, les variances et covariances varient lentement ou sont
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presque constantes sur cet intervalle. La procédure adaptative que ’on décrit dans la sec-
tion suivante, vise & déterminer le plus grand intervalle satisfaisant cette hypothése. Pour
un intervalle passé donné d’extrémité droite 7, nous devons donc étre capable de décider,
d’un point de vue théorique, si 'on peut considérer que la moyenne, les variances et co-
variances varient lentement sur cet intervalle ou non. Si p; et Q; varient lentement sur
lintervalle I = [r —m, 7] ou m € N*, alors les quantités :

Af(p) mZHpt prlli, et AF(Q ,I,Zuczt Q-l1%

tel tel

doivent étre petites. De fagon similaire, on s’attend a ce que A(p) et A;(Q) soient petits
pour tout sous-intervalle J de l'intervalle I. En particulier, si Z(/) est un ensemble fini de
sous-intervalles tests de U'intervalle I, (le choix de Z(I) est discuté plus loin) alors A;(p)
et Ay(Q) doivent étre petits pour tout intervalle J € Z(I). Mais afin de tenir compte des
variances des composantes, on définit pour tout intervalle I :

Vi(p) = Ellpr = Epilloo:  Vi(Q) = EllQr — EQr|lco-
En fin de compte, nous dirons que p; et (); varient lentement sur l'intervalle I si :
Aj(p) < DVy(p), As(Q) < DVy(Q), pour J =Tet JeZI(Il), (2.11)

ol D est une constante fixe. Remarquons que si I’on considére un modéle a sauts ou la
moyenne et la matrice de covariance sont constantes par morceaux alors D = 0. L’intervalle
idéal T d’homogénéité temporelle locale que ’oracle que I’on construit en section 2.3 vise
a estimer est ensuite le plus grand intervalle (parmi une famille Z d’intervalles candidats)
tel que (2.11) ait lieu :

I=argmax{|I| | I €Z, As(p) <DVj(p), Asj(Q) < DV;(Q), pour J =TITet JeZ(I)}.

(2.12)
Remarquons que notre définition d’intervalle idéal d’homogénéité temporelle locale différe
de celle de [70]. Dans [70], la condition (2.11) doit étre satisfaite seulement pour J = I.
Cependant, supposons qu’un intervalle suffisamment grand I est tel que Q; = @ pour
tout ¢ dans I et que p; varie beaucoup seulement sur la gauche de l'intervalle. En utili-
sant la définition d'un intervalle d’homogénéité temporelle locale donnée dans |70], nous
accepterions probablement I comme un intervalle d’homogénéité temporelle locale alors
que notre définition conclurait probablement le contraire, ce qui est plus raisonnable dans
ce contexte.

2.2.2 Précision des problémes approchés

Notre objectif est de construire des problémes approchés, (V) et (M\) pour (V) et
(M) respectivement qui consisteront & utiliser des estimations spécifiques p, et Q, de la
moyenne et de la matrice de covariance sur la période d’investissement afin de résoudre
(V) et (M). Nous commencons par définir la notion de précision des problémes approchés.
Pour alléger les notations, la fonction objectif des problémes (2.5) et (2.6) sera notée f,
le contexte permettant de lever I’ambiguité. Les précisions de nos problémes d’allocation
d’actifs sont définies comme suit :
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— pour le probléme VaR, soient (7,¥,z) une solution optimale du probléme approché
(V) et (z*,y*, z*) une solution de (V). La précision du probléme approché est :

— pour le probléme de Markowitz, soient (Z,%,Z) une solution optimale du probléme
approché (M) et (z*, y*, z*) une solution optimale de (M). La précision du probléme
approché est :

(M) = max | f(2) — f(z*), (L eTa™ — plF —r(n+ 1)£n+1)+} :

Remarquons que si f(#) < f(x*), le risque du portefeuille & est inférieur au risque du
portefeuille optimal et I’erreur correspond seulement & la violation de la contrainte
de rendement.

2.2.2.1 Définition des problémes approchés

L’idée la plus naturelle pour construire des problémes Value-at-Risk et de Markowitz
approchés est alors probablement d’utiliser les estimations p, et QT mentionnées ci-dessus
pour les paramétres des problémes (voir section 2.1.3). En substituant ces estimations dans
le probléme (V) (resp. le probléme (M)), on peut s’attendre & obtenir une approximation
"assez bonne" de la solution du probléme (V) (resp. du probléme (M)). C’est en effet
vrai pour le modeéle de gestion de portefeuilles VaR. Cependant, ce n’est pas vrai pour le
modéle de Markowitz. Remarquons, par exemple, que l'utilisation directe de I’estimation
de la moyenne dans la contrainte de performance du probléme (2.6) peut méme changer le
statut de faisabilité du probleme. Pour le modele Value-at-Risk (), on définit le probleme
approché (V) suivant :

) { max 2! pr +r(n+ Dap — k(e) \/ 2T Qrx , (2.13)

(xaxn-i-laya Z) € X(M7 v, xi)a

ol les définitions de p, et QT sont données en section 2.1.3 et leur calcul est détaillé en
section 2.3. Le probléme (M\), approximation du probléme (M), est alors défini comme le
probléme quadratique suivant :
e min %xT@Tx
(M) § (pr+npe)Tz+r(n+ Doy > lela, (2.14)
(x,nt1,Y,2) € X(u,v,27),

ou 1), est tel que ||pr — prllec < 1, avec une grande probabilité. Dans le cas ol la moyenne,
les variances et covariances sont constantes, on choisit :

7 Inn(n+1)+AlnN s In2n+AIn N
77p:0'<§( N )4+\/§\/T),

ol A > 0 est le parameétre utilisé pour calculer les estimations des paramétres (voir (2.8)),
N =7 — 1 est le nombre d’observations et dans le cas de paramétres variant lentement

1 1) + Aln|l
np:(7+3\/§+6\/%D)a\/nn(n+|H)|+)‘ allly
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Remarquons que cela revient & utiliser une estimation optimiste ("meilleur cas”) de la
moyenne p,. D’autre part, avec une grande probabilité, ’ensemble de faisabilité de (M\)
contient 1’ensemble de faisabilité de (M).

Dans ce qui suit, nous supposons que ’hypothése de stationnarité ou d’homogénéité tem-
porelle locale est satisfaite pour le processus des rendements. Dans chacun de ces cas, nous
donnons la précision des problémes de Markowitz et VaR approchés (M) et (V) définis
ci-dessus. Dans le cas ou les parametres varient lentement, la définition donnée ci-dessus du
probléme (M) fait intervenir U'intervalle I qui est inconnu. D’un point de vue pratique, cet
intervalle sera remplacé par son estimation I obtenue en utilisant I’algorithme adaptatif

décrit en section 2.3.

2.2.2.2 Le cas stationnaire

Nous considérons tout d’abord le cas ou les moyennes, variances et covariances sont
constantes. On suppose que N rendements (r;);<;<n satisfaisant I’hypothése 1 sont dispo-
nibles afin de calculer les estimations empiriques p, et QT de la moyenne et de la matrice
de covariance du processus «; défini dans la section 2.1.3.

Définition 2.2.1 Pour toute matrice symétrique Q, soit 3(Q) tel que la fonction quadra-
tique x7 Qx soit 3(Q)-fortement conveze par rapport a ||.||1, i.e :

V(z,y) (z—1)"Qx—y) > BQ) |z —yl3.

Remarquons que 5(Q) > Amin(Q) ot pour Q = I, B(Q) = Amin(Q) % Le théoréme suivant

n n
donne la précision du probléme (V) lorsque les estimations empiriques p, et @), de p; et

Q- sont utilisées dans le cas stationnaire.

Théoréme 2.2.1 Supposons les moyennes py = p et matrices de covariances Q; = Q
constantes et soient (pr, Q.) les estimations de (py,Q,) données dans (2.7). Soit A > 0 le
parameétre intervenant dans (2.8). Silnn(n+1)+AIn N < N, alors il existe des constantes
k1 et ko et un ensemble S C ) de probabilité au moins 1 — % tel que pour tout w € S, la

précision du probléme (9) est magjorée de la fagcon suivante :

1
-~ 1 1)+ AInN\4
(V) < (ky + 26(e)V k)l |1 ( nn(n + JGJ“ . > . (2.15)
De plus, si la matrice Q est non dégénérée, i.e min|,,— zTQxz = B(Q) > 0, alors
~ 1 InN
D) < (b 4+ R0 ou:c||1\/ o+l + AN (2.16)
VB(Q) N

Remarquons la décroissance rapide des majorants en fonction de N. D’autre part, puisque
Innn+1)+AlnN < N, si §(Q) est suffisamment grand alors la majoration (2.16) est
effectivement meilleure que la majoration (2.15). La précision du probléme approché (V)
peut aussi étre donnée sans la condition Inn(n+ 1)+ Aln N < N. Dans le cas général, on
obtient des seconds membres compliqués dans les inégalités ci-dessus (2.15) et (2.16) (voir
la preuve de ce théoréme).

Il se trouve que la précision du probléme (./T/(\) peut aussi étre controlée grace au théoréme
suivant.
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Théoréme 2.2.2 Supposons que les moyennes py = p et les matrices de covariances Qs =
Q soient constantes et soient (pr, QT) les estimations de (pr,Q;) données dans (2.7). Soit
A > 0 le paramétre intervenant dans (2.8) et tel que Inn(n + 1) + A\In N < N. Il existe
alors des constantes ki et ko et un ensemble S C Q) de probabilité au moins 1 — % tel que

—

pour tout w € S, (M) est faisable et

= _ _ Innn+1)+AIn N
(M) < max (kl, koo ||x Hl) ollx Hl\/ ( ]\)[ ; (2.17)
et si Q est définie positive,
= o _ Innn+1)4+AIn N
(M) < max (k‘l, koo ||x ||1€) ollx ||1\/ ( ]\)7 : (2.18)

ot

ko0 \/lnn(n +1)+ )\lnN)
B(Q) N '
On peut faire les mémes remarques que pour le théoréme précédent. Les constantes ki
et ko ci-dessus (dans les théorémes 2.2.1 et 2.2.2) sont données par ki = 2(v2 + ) et
ke = 22+ 189, Remarquons que dans le cas ot Inn(n + 1) + AlIn N < N, le théoréme
2.2.2 est valide avec la version simplifiée suivante de 7, utilisé pour définir le probléme

—

approché (M) :

€ = min(1,

ki \/lnn(n—i—l) +AIn N
=50 N '

Remarquons que l'on a plus précisément, concernant la satisfaction de la contrainte de
rendement :

1 )+ AN 1
P <p%+r(n+1)@n+1 e > —/m\/n”(”* ) FAln Hx”1> >1-

N NY
avec ki = 2(v2+ 1).

2.2.2.3 Paramétres variant lentement

Dans le cas oil les paramétres varient lentement, la précision des problémes approchés
est obtenue grossiérement en remplacant dans les résultats donnés dans le cas stationnaire,
le nombre d’observations N par la longueur|I| de 'intervalle idéal d’homogénéité temporelle
locale. Ceci tient au fait que les estimations p; et Q 7 obtenues dans le cas ou les parameétres
varient lentement, utilisent les données de l'intervalle I et on peut montrer que p; et Q i
sont proches de pr et QH (voir les théorémes 2.3.2 et 2.3.3). Nous donnons maintenant la
précision des problémes (V) et (M\) sous I’hypothése d’homogénéité temporelle locale.
Pour mettre en oeuvre l’algorithme adaptatif, différents choix de sous intervalles Z(I)
peuvent étre envisagés. Si l’on utilise les sous intervalles définis dans [70], on définit :

T.(I) = {{I’ [ I'eznr' cy|J{J|Te(I)nT eImI’gI}}. (2.19)

Lorsque 'on choisit d’autres stratégies pour le choix des sous intervalles tests (voir section

—~

2.3.2), les résultats donnés dans cette section sur la précision des problémes (]A/) et (M)
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sont valables en redéfinissant Z, (I) (voir section 2.3.2).

Modéle VaR

Théoréme 2.2.3 Soient (p,,Q,) les estimations de (p,, Q) données dans la section 2.1.3
dans le cas ot les parameétres varient lentement. Soit A > 0 le paramétre intervenant dans
(2.10) et tel que Inn(n + 1) + XIn[I| < [I|. Il existe alors des constantes ki, kb et un

3
ensemble S C Q de probabilité au moins 1 — Z W tel que pour tout w € S,
JEI, ()

1
1 1 In|T| \ 4
nn(n+1)+ An| ])4 (2.20)

(V) < (K +25(e)y /K)o la ( i

De plus, si la matrice Q- est non dégénérée, i.e min|,,—, 2TQ.x = B(Q,) > 0, alors

e(V) < (k:i + %) a”x—ul\/ln"(” ks ’111)’ AT (2.21)

Modéle de Markowitz. La précision du probléme (M\) est donnée par le théoréme
suivant.

Théoréme 2.2.4 Soient (p,, QT) les estimations de (pr,Q,) données en section 2.1.8 dans
le cas ot les paramétres varient lentement. Soit A > 0 le paramétre intervenant dans (2.10)
et tel que lnn(n+ 1) + AIn [I| < [I|. Il existe alors des constantes ki, kfy et un ensemble

3 —
S C Q de probabilité au moins 1 — Z —— tel que pour tout w € S, le probléme (M)

T2
JET(I)
est faisable et
— _ _ Inn(n+1) + An |
€M) < max( 1, kol ”1) oz Hl\/ I : (2.22)
et si Q; est définie positive alors
] o _ Inn(n+1)+ Aln|l
e(M) < max( 1, kho||lz H1€) ollx ||1\/ ( |]I)| | |; (2.23)
ot
2kho?  [Inn(n+1) + An|I|
£ = min(1, =2 )-
B(QT)\/ 1]

On constate dans les deux théorémes 2.2.3 et 2.2.4, la décroissance rapide des majorants en
fonction de [I|. D’autre part, puisque Inn(n+ 1) + Aln [I] < [I], si 8(Q) est suffisamment
grand alors la majoration (2.23) est effectivement meilleure que la majoration (2.22). Enfin,
il est intéressant de remarquer que les majorations obtenues augmentent faiblement avec
le nombre de composantes n du processus r;. Ainsi, si I est suffisamment long, on peut
construire un probléme approché (17) ou (M\ ) de bonne qualité méme lorsque le nombre
d’actifs n est tres élevé.
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2.3 Meéthode adaptative

Nous supposons que la moyenne p; du processus 7 et la matrice de covariance @
sont dépendantes du temps. Sur la base des observations (7:)1<¢<;—1 d'un processus (7)
satisfaisant 'hypothése 1, le but est d’estimer p, et @), sous 'hypothése d’homogénéité
temporelle locale. Sous cette hypothése d’homogénéité temporelle locale, nous supposons
qu'il existe des intervalles I, = [T—m,, 7] et Ig = [T—m, 7], tels que la moyenne p; ne varie
pas beaucoup sur [, et Q; ne varie pas beaucoup sur Ip. D'un point de vue théorique, il peut
y avoir un changement dans la moyenne, les variances et covariances restant constantes.
Cependant, dans ce cas, nous devrions tenir compte du changement dans la moyenne pour
estimer la matrice de covariance et le choix d'un bon intervalle adaptatif I serait plus
difficile. Nous rechercherons donc le plus grand intervalle [ (une estimation de I) tel qu’a
la fois les moyennes, les variances et les covariances varient lentement sur I ; ce qui revient
a déterminer une estimation de l'intersection de I, et I. Une méthode alternative consiste
a déterminer tout d’abord une estimation I [, de I, et de déterminer ensuite une estimation
Ig du plus grand intervalle contenu dans I, tel que (); varie lentement sur cet intervalle.
Nous donnons la précision théorique des estimateurs obtenus en utilisant un intervalle
d’homogénéité. Les preuves peuvent s’adapter directement au cas ol I’on recherche deux
intervalles d’homogénéité afin de montrer la précision des estimations ﬁfp et Q io lorsque

deux intervalles d’homogénéité fp et fQ sont déterminés. Pour illustration, nous donnons
la précision de ’estimation de la moyenne par ﬁfp quand des intervalles d’homogénéité
séparés sont déterminés pour estimer, d’une part, la moyenne et d’autre part, les variances
et covariances. Les deux méthodes seront testées numériquement. Dans la section suivante,
nous décrivons un algorithme adaptatif qui permet de déterminer une estimation I de L.
La question centrale sera de décider, & la fois d’un point de vue théorique et pratique, si
sur un intervalle donné, on peut considérer que les fonctions p; et @y varient lentement ou
non.

2.3.1 Description de I’algorithme

Le choix de I'intervalle adaptatif d’homogénéité temporelle locale est effectué de la fagon
suivante. Soit Z une famille d’intervalles candidats ordonnés de la forme [T —m, 7[,m € N*,
et pour tout I € Z, soit Z(I) une famille de sous-intervalles (de l'intervalle I) tests J. On
suppose que ’on dispose d’'une régle permettant de savoir si on peut considérer que sur
un intervalle candidat I donné, la moyenne, les variances et covariances varient lentement
sur cet intervalle I ou non (ce probléme est abordé plus loin). L’intervalle d’homogénéité
temporelle sélectionné I est alors tel que pour tout [ € 7 satisfaisant I C I I est accepté
et le plus petit intervalle I € 7 tel que I G I est rejeté. Une fois l'intervalle I déterminé,
les estimations adaptatives p, et @ sont données par p; et Q - Le choix adaptatif de
I’intervalle d’homogénéité est ainsi effectué en utilisant la procédure représentée par la
figure 2.1 ci-apres.
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Choisir le plus petit e 1. L
. . Initialisation
intervalle I € 7
Choisir I'intervalle suivant
- ITeTetVJeI(l)
calculer ﬁ[,Q[, ﬁJ, QJ.
I=1 Boucle
I intervalle d’homogénéité ?
; g

Oui
Non

\
I intervalle optimal

~
~

Pr = ﬁfa Q’T = Qf'

FiG. 2.1 — Représentation schématique de ’algorithme adaptatif

Nous devons alors étre capable de décider, d’un point de vue théorique et pratique, si
sur un intervalle I donné , la moyenne p; et la matrice de covariance @J; varient lentement
ou non. Si sur I = [ —m,T[, p; ne varie "pas beaucoup", alors la valeur moyenne de p;
sur I est proche de la valeur moyenne de p; sur tout sous-intervalle J € Z(I). Mais la
valeur moyenne de p; sur I est proche de la valeur moyenne de r; sur I qui est proche de
la valeur moyenne de oy sur 1. Ainsi, si p; ne varie "pas beaucoup" sur I, alors pour tout
sous-intervalle J € Z(I), ps est proche de pr ou pr est défini en (2.9). De maniére analogue,
si Q¢ est pratiquement constante sur I, alors pour tout sous-intervalle J € Z(I), Q J est
proche de Q;. En fait, décider si un intervalle donné I est d’homogénéité temporelle ou
non, revient & faire un test. Par exemple, dans le cas particulier de fonctions constantes
par morceaux p; et (Q¢, on doit faire le test :

Hy V() el pp=pr,Q=Qy  Hi: At,t)eI* | p#py ou Qi # Qu.

Nous avons alors besoin du théoréme suivant qui quantifie la proxnmte entre deux esti-
mations de la moyenne pr et p; ou de la matrice de covariance Qr et Q faites sur des
intervalles d’homogénéité temporelle locale I et J.

Théoréme 2.3.1 Supposons que r, satisfasse l’hypothése 1. Soient I et J deuz intervalles
d’homogénéité temporelle locale. Soient pr et Qr les estimateurs définis par (2.9). Alors
pour tout A > 0 tel que Inn(n+1)+An|[I| < |I] et Inn(n+1)+ Al |J| < |J|, nous avons :

1 1
P (lpr = plloo = 7p (1], [7], ) < TR (2.24)

A A 1 1
P (I@r = @sllee 2 2011, 171,0)) < 25 + 7575): (2:25)
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avec (|11, 171, A) = 2v2eDar (/B2 + /B¢ ) + G+ vV2)o (F(111,2) + (171, 2)),
Q1,11 0) = (kgD + kg)o®(F(I11.A) + (11, 2),

oo f(|I|,\) = w, et kq et kg sont des constantes fournies dans la preuve
du théoréme.

Remarque 2.3.1 Les conditions Inn(n+ 1) + Aln|I| < |I| et Inn(n+ 1) + Aln|J| < |J|
dans le théoréme ci-dessus 2.3.1 peuvent étre supprimées. Dans ce cas, on obtient des
expressions plus compliquées de vy, et vg. Ce cas plus général est traité dans la preuve de
ce théoréme.

D’aprés le théoréme 2.3.1, nous accepterons I en tant qu’intervalle d’homogénéité si pour
tout sous-intervalle J € Z(I) :

1pr = palloe < (1,171, A) et 1Qr = Qulloe < 7011, 171, N, (2.26)

ou \ est le parametre positif intervenant dans (2.10), et rejetterons [ sinon. Ainsi, si I est
effectivement un intervalle d’homogénéité temporelle locale, alors la probabilité que (2.26)
ait lieu peut étre contrdlée par un choix approprié de A. Notons que lorsque les longueurs
de I et J croissent, alors les membres droits de (2.26) tendent rapidement vers 0, comme
on s’y attendait. Nous allons maintenant discuter du choix des ensembles Z, Z(I) et du
parameétre .

2.3.2 Choix des ensembles 7, Z(/) et du paramétre A

Le moyen le plus simple de choisir les ensembles Z et Z(I) pour un tel algorithme
adaptatif est décrit dans [70]. Nous rappelons briévement ce choix. On se fixe une grille
G ={tr =mok, ke N*}oumy e N*est le pas de la grille et on pose ty = 1. Soit 7 > 2my),
un point pour lequel on veut mettre en oeuvre ’algorithme adaptatif pour déterminer des
estimations de pr et Q.. Si k* = E[;-], on peut choisir pour Z 'ensemble des intervalles :

= {[tk,tk*[, 0<k< /{7*}

Pour chaque I, = [tg,tx+[€ Z, I'ensemble Z(I}) des sous-intervalles de tests de 'intervalle
I}, est alors I’ensemble de tous les intervalles plus petits dont les extrémités appartiennent
a G et avec soit la méme extrémité gauche soit la méme extrémité droite que l'intervalle
I :

Z(Ik) = {[tk,tk/[U[tk/,tk*[, avec k < k' < k*}

On pourrait aussi utiliser une grille dynamique adaptée au temps 7 de ’estimation. Dans
ce cas, les intervalles de I’ensemble Z sont du type [T — mok, 7] ou k € N*.
Quelques modifications de ces choix peuvent améliorer la performance ou la rapidité de
I’algorithme.
— Pour commencer, on peut introduire plus de flexibilité dans le choix de 1’ensemble
7. En effet, la différence de longueur de deux intervalles successifs de Z n’est pas né-
cessairement mg, ol mg est la longueur du plus petit sous-intervalle de test. D’autre
part, si on décide de déterminer deux intervalles d’homogénéité I p et fQ, afin d’esti-
mer respectivement la moyenne et la matrice de covariance, la longueur mg(p) du plus
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petit sous-intervalle de test choisi pour déterminer I o et la longueur mo(Q) du plus
petit sous-intervalle de test choisi pour déterminer fQ ne sont pas nécessairement les
mémes. Cependant, les choix de mg(p) et mo(Q) doivent étre tels que les estimateurs
de la moyenne et de la matrice de covariance utilisant respectivement mg(p) et mo(Q)
données aient de petites variances. Ces valeurs, bien str, dépendent de la variance des
composantes sur I, et I. Nous avons besoin de moins de données pour obtenir une
bonne estimation de la moyenne. Dans un contexte financier, au vu de la volatilité
des rendements, 1'algorithme adaptatif peut étre implémenté avec disons mg(p) = 15
pour déterminer une estimation de I,. Cependant, pour déterminer une estimation
de Ig, on doit prendre des valeurs de m(Q) plus grande, disons au moins n ou n
est le nombre de composantes (si mo(Q) est inférieur au nombre de composantes
alors l'estimation adaptative de la matrice de covariance n’est pas inversible). Cela
signifie que I’on aura une estimation trés grossiére de I si le pas my(Q)) est grand.
Le méme phénomeéne se produit pour I, si le pas mg(p) est grand. On trouvera, au
mieux, 'intervalle optimal [y avec une probabilité m Dans ce qui suit, on 6met
la dépendance de mg en fonction de p et @ (toutes les remarques qui suivent sur my
seront alors valides pour mg(p) et mo(@)). Une modification simple de ’ensemble 7
permet de déterminer les intervalles d’homogénéité optimaux avec une plus grande
probabilité si 'amplitude des changements est suffisamment importante. Pour un
choix fixé de my, supposons que le plus petit intervalle de ’ensemble Z soit constitué
des mg derniéres observations. Nous sommes alors seulement capables d’identifier
des ruptures s’étant produites il y a plus de mg pas de temps. Si I = [t;, 7| est un
intervalle de ’ensemble 7, le successeur de I dans 7 peut étre obtenu en ajoutant k
données au lieu de mo conduisant ainsi a U'intervalle I = [t; — k, 7[ o0 k € N*. Méme
des valeurs de k aussi petites que 1 (le successeur d’un intervalle de I’ensemble 7 a
la longueur de son pére plus un) peut donner des améliorations spectaculaires (voir
la section 2.5).

On peut aussi modifier les sous-intervalles de tests sans changer beaucoup la per-
formance de l'algorithme tout en améliorant sa rapidité. Pour une itération donnée
de Dalgorithme, si on a accepté un intervalle I = [t;, 7[ comme un intervalle d’ho-
mogénéité, les données de l'intervalle successeur I’ = [ty — k, 7[ les plus susceptibles
d’étre avant la rupture (s’il y en a une) dans I’ sont les k données les plus a gauche.
C’est pourquoi une modification simple des sous-intervalles de tests consiste & choisir
un seul sous-intervalle J = [ty — k,t; — k + mg[ de Uintervalle I’. Si un intervalle
est d’homogénéité, alors cette procédure ’acceptera avec une plus grande probabilité
que ’algorithme adaptatif tel qu'’il est présenté dans [70] puisque le test effectué pour
savoir si cet intervalle est accepté est un des tests effectués par ’algorithme adaptatif
utilisé dans [70]. De plus, s’il y a une rupture dans I’, puisque I'intervalle précédent
1 était accepté, la rupture se situe certainement sur la gauche de l'intervalle. Les mg
données se trouvant sur la gauche de 'intervalle I’ sont alors les mg données les plus
susceptibles de fournir des estimations éloignées de celles obtenues en utilisant toutes
les données de l'intervalle I’. Ce choix d’implémentation sera noté (a) par la suite.
Par ailleurs, au lieu de s’intéresser a la différence des estimations sur I’ = [t; — k, 7]
et J = [ty — k,ty — k + myg|, on peut tester la différence des estimations sur J et
J'" = [t — mg, 7|, qui est donc un intervalle fixe (choix d’implémentation (b)). De
cette fagon, la moyenne et la matrice de covariance varient lentement sur ’ensemble
d’au moins un des deux intervalles (I'intervalle J'). Ayant le méme objectif en téte,
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on peut aussi tester la différence entre les estimations sur J et J' = [T — mg, 7[ si la
longueur de I’ est inférieure ou égale & 2my et sur J et J' = [t; — k 4+ myg, 7[ sinon
(choix d’implémentation (c)). Ainsi, & chaque itération de l’algorithme, nous devons
mettre en place un seul test, dans lequel on aura confiance si mg(p) et mo(Q) ne sont
pas trop petits.
Nous montrerons, & la fois d’'un point de vue théorique et pratique, les comportements
proches de ces variantes de ’algorithme adaptatif. Par ailleurs, nous calibrerons A en utili-
sant différentes techniques. On peut, par exemple, déterminer A de telle sorte que ’erreur
de type I soit contr6lée dans un modéle & sauts. A peut aussi étre choisi en utilisant des
simulations de Monte Carlo.

Enfin, précisons que si les choix d’implémentation (b) et (c) sont retenus alors Z, (I) n’est
plus défini par (2.19) mais regroupe simplement 1’ensemble des sous-intervalles de tests de
tous les intervalles candidats I’ C I.

2.3.3 Qualité de ’estimation

La question centrale que nous traitons maintenant est de déterminer la qualité de
I'approximation de p, et ; par les estimations adaptatives p; et ;. Rappelons que
I'intervalle idéal I est 'intervalle qui satisfait :

I=argmax{|I| | I €Z, Aj(p) <DVj(p), As(Q) < DVy(Q), pourJ =TIet JeI(I)},

(2.27)
ol D est une constante fixée. On donne maintenant les qualités des estimations pr et Q1
qui seraient utilisées si l'intervalle idéal d’homogénéité temporelle locale était connu.

Théoréme 2.3.2 Soit A > 0 tel que Inn(n+ 1) + AIn |I| < |I|, alors

7 1 1 Aln (T 1
P(Hm—mnwz<g+ﬁ+2@D>o\/“”(”+ )+ “”)z— (229)

i L
- Inn(n+ 1)+ Aln [ 2
P (”QH - Q’THOO > (k?QD + kég)oj\/ |H| < W, (2.29)

ot kg =2 (1+4ve(V2+2ve +2)) etk = 100 + 2/2 4+ 41/2eD.
Le théoréme suivant donne ensuite la précision des estimations adaptatives.

Théoréme 2.3.3 Soit I lintervalle sélectionné par Ualgorithme adaptatif et A le paramétre
intervenant dans (2.10). On suppose que Inn(n + 1) + Alnmg < myg, alors

P <(|ﬁfprlloo > (7+3\/§+6x/%D)g\/1nn(n+|1H)|+A1n|11|) U

(1Q; — Q+lloe > (koD + kb)g\/lnn(n +1) + Aln 1| )>

3
<y 2 (2.30)
i 77

JeT, ()

ol kq et k¢ sont définis dans le théoreme 2.3.2.
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FiG. 2.2 — Evolution de la valeur maximale admissible pour A en fonction du nombre de
composantes n si mg = n.

Le théoréme 2.3.3 montre en fait que la qualité des estimations adaptatives est proche
de la qualité des estimations pr et QH qui seraient utilisées si l'intervalle idéal 1 était
connu. [’algorithme adaptatif peut étre vu comme une oracle qui, & partir d’une série
d’observations (rt)tzl,...,Tfl d’un processus satisfaisant I’hypothése 1, donne des estimations
de p; et @, qui sont proches des vraies valeurs inconnues. Si on détermine deux intervalles
d’homogénéité I p et fQ pour respectivement la moyenne p et la matrice de covariance @,
alors les définitions des intervalles optimaux d’homogénéité se déduisent facilement de la
définition (2.27) de l'intervalle intersection de I, et Ig. Par exemple, l'intervalle optimal
d’homogénéité temporelle locale I, pour p satisfait :

I, =argmax{|I| | T €Z, Aj(p) <DVy(p), pourJ=1IetJecI(I)}. (2.31)

Une estimation adaptative I, de I, peut ensuite étre déterminée en utilisant la méme régle
d’acceptation concernant la moyenne que pour la détermination de I. En suivant la preuve
du théoreme ci-dessus, on peut ensuite obtenir la précision de p; suivante :

P

. Inn(n+1)+ An|L,| 1
P (H/Ofp = prlloc > ka\/ ) 2] < Z LS
p

JeT(Ip)

ol la constante k = 7 + 3v/2 4+ 61/2eD. Un résultat similaire peut étre obtenu pour la
précision de l’estimation de @), par QfQ en utilisant les données de l'intervalle Ig. La

condition Inn(n+ 1) + Alnmy < mg dans le théoréme ci-dessus peut étre supprimée mais
cela conduit & des seconds membres plus compliqués. Cependant, cette condition n’est
pas trop restrictive (voir figure 2.2). Par exemple, pour n = 40, si on choisit my = n,
on peut alors prendre des valeurs de A aussi grande que 8.84. Si on choisit A = 1 et
mo = n, alors il suffit que (r;) ait plus de 6 composantes (n > 6) pour avoir Inn(n + 1) +
Anmgy < mg. Remarquons qu’en suivant la preuve du théoréme 2.3.3, on peut borner la
précision des estimations adaptatives obtenues en utilisant les différentes implémentations
de l'algorithme adaptatif décrites en section 2.3.2.
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Théoréme 2.3.4 Soit 1, = [T —mo— k1, 7] (k1 € N) Uintervalle d’homogénéité temporelle
pour p, soit A > 0 tel que Inn(n + 1) + XNlnmg < my et soit

. Inn(n+1)+Aln |l
f%:P<w¢—pmm>ka¢ o ’“>,
P

avec k = 7+ 32+ 6v/2eD . Différents choiz de sous-intervalles de tests ont été envisagés
en section 2.3.2. Si on veut tester [’homogénéité sur I = [T — k,7[, on peut contréler la
différence des estimations sur I et J = [T — k,7 — k + mg — 1] (choiz (a)), sur J et
J' = [t —mo, 7| (choiz (b)), ou sur J et (J' = [r—mgo, 7] sik < 2mg et J = [r—k+mg, 7]
sinon)(choiz (c)). Pour ces différents choix d’implémentation, nous avons :

kr—mo

1

1
P<tipy L ) p ekl (g <kl L
@ Byt L Gy @ BESE @RS ) G

Ce théoréme se prouve de maniére analogue au théoréme 2.3.3. Un résultat similaire peut
étre donné sur la précision de Q io"

Nous appliquons maintenant cet algorithme adaptatif pour détecter les ruptures dans un
modeéle & sauts.

2.3.4 Modéle a sauts

Un cas particulier intéressant est celui ol p; et (J; sont des fonctions constantes par
morceaux. Pour une date fixée 7, on cherche ainsi & déterminer la derniére rupture c’est
a dire le plus grand intervalle d’extrémité droite 7 sans rupture dans la moyenne ni dans
les variances et covariances. Cela revient a résoudre un probléme de tests multiples. Afin
d’obtenir une faible erreur de premiére espéce (faite lorsqu'un intervalle d’homogénéité
est rejeté), chaque test devrait étre conduit avec une faible erreur de premiére espéce. Le
théoréme suivant fournit une borne supérieure pour l'erreur de premiére espéce si on utilise
notre algorithme adaptatif pour détecter la derniére rupture d’'un modéle & sauts.

Théoréme 2.3.5 Soit I un intervalle d’homogénéité temporelle locale tel que pour tout
(t,t') € I?, py = p} et Qy = Q. Si A > 0 est le paramétre intervenant dans la relation
(2.10) alors

6 Card(Z(1))

P(I est rejeté ) < —
0

(2.32)

Si Inn(n + 1) + AMlnmg < myg, la plus petite erreur de premiére espéce est obtenue en
remplacant A\ par %ﬁ:f:m; la plus grande de ses valeurs admissibles. La précision de
lalgorithme adaptatif peut étre obtenue sans cette restriction (en utilisant d’autres regles
d’acceptation que (2.26), comme on peut le voir dans les preuves fournies a la fin de ce
chapitre). Par ailleurs, méme si la borne supérieure fournie par le théoréme 2.3.5 est trés
grossiére, elle donne, au moins d’un point de vue théorique, une maniére de choisir A, &

savoir
ln( 6Card(Z(I)) )

«

>

In mg
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telle que l'erreur de premiére espéce soit au plus a. Nous aimerions aussi que notre algo-
rithme détecte des ruptures dans la moyenne, les variances et les covariances, si ces chan-
gements sont suffisamment importants. Le théoréme suivant précise que si sur un intervalle
donné I, il y a une importante rupture dans la moyenne, les variances ou les covariances
au temps T¢, € I, alors il y a peu de chances que notre algorithme adaptatif accepte cet
intervalle en tant qu’intervalle d’homogénéité temporelle locale (i.e que ’algorithme fasse
une erreur de deuxiéme espéce).

Théoréme 2.3.6 Soit m € N* multiple de mg et I = m T[ un intervalle ou une
rupture intervient au temps I, a la fois dans les moyennes fes variances et les covariances.
Sur J = [T, — m,Tepl, pr = p2, Qr = Q2 et sur [Ty, [, pr = p1, Q¢ = Q1. Soit X le

paramétre de hssage de Ualgorithme adaptatif. On suppose que Inn(n+ 1)+ Xlnmg < my.
Si les changements dans les moyennes, les variances et les covariances sont suffisamment
importants i.e si

m+m' , Inn Inn
— p1lloe > 2 ) 2 ) 2v2eD — — )
lpz = pillee > — (nl(m+m A) + 201 (m, A) 4 22 a(,/m+m,+,/ —) (2.33)
et

! !
w%Qmmz”ﬁj“@%+k¢nﬁ<¢MM”+”+”W”+¢m“”+”+”“m+m)>@3@

m m+m’

oum =1 —Ty et ;(|I|,\) = (£+V2)o %}r)‘lnm et kq et kg sont définis dans

le théoréeme 2.8.2, alors

P(I accepté ) <3 ( 1)\ + %) )
m (m+m/)
On a supposé m multiple de mg afin de simplifier la présentation du résultat mais ’erreur
de deuxiéme espéce peut étre controlée sans cette condition. La borne supérieure dans le
théoréme ci-dessus peut par ailleurs étre améliorée (comme on peut le voir en suivant la
preuve de ce théoréme) si les moyennes sont constantes et seules les variances et covariances
varient ou, de maniére symétrique, si les variances et covariances sont constantes et que les
moyennes changent au temps 7;,. Dans le théoréme ci-dessus, la condition Inn(n + 1) +
Anmy < mg a été introduite afin d’obtenir des contraintes plus simples sur l'amplitude
minimale des changements permettant une bonne détection de rupture. On peut enfin,
de facon analogue, controler le pouvoir de détection lorsque la régle d’acceptation d’un
intervalle I = [r — k, 7[, consiste & mesurer la différence des estimations sur J = [ —k, 7 —
k+mo—1] et (J' = [r—mg,7[si k < 2mg et J' = [r—k+myg, 7] sinon) (régle d’acceptation

(c))-

Théoréme 2.3.7 Soit (r¢) un processus satisfaisant Uhypothése 1 et soit I = [Tpp,—m, 7—1]
un intervalle sur lequel une rupture dans les moyennes se produit au temps T, : pour
t = Tcp_ma---aTcp_l (m > mO): pt = p2 et pour t = Tcpa---aT_ 1L, pt =m (m/ =
T —Tep > my). Soit A > 0 tel que Inn(n+ 1)+ Anmg < myg. Si les changements dans les
moyennes sont suffisamment importants, i.e si

1 1
wrmmm_m*m Gm@m”+mﬂm+mmm A) + 2v2eDo M“" Y L )
m+m’ — mo
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ot m (I, = (3 +V2)o w, alors la probabilité que lintervalle I soit
considéré comme un intervalle d’homogénéité en utilisant la régle d’acceptation (c) rappelée

ci-dessus est majorée de la fagon suivante :

1
(m+m' —mg)*

P(I accepté ) < +

1

mg

2.3.5 L’algorithme adaptatif utilisant les estimations empiriques de la
moyenne et de la matrice de covariance

Au lieu d’utiliser les estimations de la moyenne et de la matrice de covariance données
par (2.9), nous aurions pu utiliser les estimations empiriques plus naturelles. Une des rai-
sons de notre choix est qu’il permet de fournir un majorant simple (en tant que fonction
du parametre \) sur les erreurs de premiére et deuxiéme espéce (théorémes 2.3.5, 2.3.6 et
2.3.7), fournissant ainsi une estimation grossiére de \ permettant de controler les erreurs
de premiére et deuxiéme espéce. D’autre part, dans ce cadre, nous controlons plus finement
et sous des hypothéses moins restrictives sur le processus ¢, la précision des problémes (]A/)
et (/\//T) Cependant, si les estimations empiriques sont utilisées & la place des estimations
données par (2.9), on peut encore donner la précision des estimations empiriques adap-
tatives p, et QT qui en résultent, majorer les erreurs de premiére et deuxiéme espéce, et
controler la précision des problémes Value-at-Risk et de Markowitz approchés qui utilisent
ces estimations p, et Q.. Pour obtenir ces résultats, nous faisons I’hypothése suivante sur
le processus des rendements.

Hypothése 2. Les rendements r; sont générés par le modéle
ri=pi+¢G, i1=1,..,71—1, (2.35)

ou (¢;) sont des vecteurs aléatoires indépendants de moyenne nulle, £ (; = 0 et tels que
E||¢]|5% < o pour un certain p > 4 et pour o > 0. Enfin on suppose que pour tout i,

llpilloo <o’y quen >1,7—1>1 et on pose v = ln%ifl).

Dans ce qui suit, les estimations de la moyenne et de la matrice de covariance obtenues
en utilisant 1’algorithme adaptatif et, & chaque itération de 1’algorithme, les estimations
empiriques de la moyenne et de la matrice de covariance au lieu de (2.9), seront appelées les
estimations empiriques adaptatives. Rappelons que 'estimation empirique de la moyenne

1
utilisant les données de l'intervalle non vide I est donnée par p; = il Z r, et estimation
| | kel
. . . A 1 . A NT Tt
empirique de la matrice de covariance par Q)7 = Il Z(rk — pr)(re — pr)” - L'utilisation

kel
des estimations empiriques introduit cependant un degré de liberté additionnel. En effet,

I’algorithme adaptatif qui en résulte a alors deux paramétres A et p qui contrdlent respec-
tivement la calibration de la moyenne (pour \) et la calibration de la matrice de covariance
(pour u). Plus précisément, supposons que les paramétres de lissage A > 0, u > 0 de 'al-
gorithme adaptatif vérifient 10(Inn+ A1lnmg) < 3mg et 10(Inn(n+1)+ plnmg) < 3myg et
supposons que les estimations empiriques de la moyenne et de la matrice de covariance sont
utilisées a la place de (2.9). Dans cette version de l’algorithme adaptatif, un intervalle I
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sera alors accepté comme intervalle d’homogénéité pour la moyenne si pour tout intervalle
JeI()

161 = pslloe < 1(T1N) + f2(l ], A) + VeDo (Mﬂ‘}” \/T}”) (2.36)

ot une forme simplifiée de f; (si 10(Inn + Alnmg) < 3myg) est donnée par

Inn+Anl|l
fi(I], ) —2” 1] ‘ ‘ (2.37)

Cet intervalle I sera accepté comme intervalle d’homogénéité pour les variances et cova-
riances si pour tout intervalle J € Z(I)

1Qr — Qilloo < 211, 12) + f2(| ], 1) + (4e0” + 2¢/ec”)D </1|I}n /lr}n> (2.38)

avec 0" = 2(20'+0)? et ol une forme simplifiée pour f5 (si 10(Inn(n-+1)+uInmg) < 3myg)
est donnée par

f2(|I|nu’) =2

10, /10 , ,,)\/lnn(n+1)+,uln|l|' 2.39)

(94 ] =
32z te 7] ’

avec 0" = 0% 4+ (20’ + 0)?. En suivant la preuve du théoréme 2.3.3, on peut borner la
précision des estimations empiriques adaptatives. On définit tout d’abord :
515
J2y+A) 2
] —2-2)) '

K =2+ (%) et Ka(A) =1+ <31?]§[[

Théoréme 2.3.8 Soient ﬁfp et QfQ les estimations empiriques adaptatives de la moyenne

N3

(2.40)

o3

et de la matrice de covariance. Soient (A, ) les paramétres de algorithme adaptatif tels
que E[5] > 2(14+ X), 10(Inn + Anmg) < 3mg et 10(Inn(n + 1) + plnmg) < 3mg. Alors

~ /1 Inn+AIn|I Kl()‘)
P <”pr _pTHoo 6 +3\/—D er ‘ ‘p‘> < Z ‘J‘)‘ )

JET (1)

P(1Q;, - @l > flo,0') /O < 3 Kl £ K00,

Mol | J |
JeT(lg)

avec f(o,0') = 64/%(2y/20* + 0”) + 3D(4ec® + 2\/ec”), " = 0% + (20’ + 0)* et
" =2(20"+0)%

Ce théoréme 2.3.8 et les lemmes 2.7.1 et 2.7.2 (donnés en fin de ce chapitre) peuvent ensuite
étre utilisés afin de majorer la précision des problémes VaR et de Markowitz approchés
qui utilisent les estimations empiriques adaptatives de la moyenne et de la matrice de
covariance.
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2.3.5.1 Précision des problémes VaR et de Markowitz approchés

En utilisant les lemmes 2.7.1 et 2.7.2 (donnés en fin de ce chapitre), on peut montrer
que dans le cas stationnaire, la précision des problémes VaR et de Markowitz approchés
qui utilisent les estimations empiriques de p, et Q) est encore donnée par les théorémes

2.2.1 et 2.2.2, les constantes k; et ko étant & présent données par k; = 4\/% et ko =
40 1 (2P6] 4+ 1), /2. Le parametre \ > 0 vérifie a présent 28(lnn(n + 1) + Aln N) < 3N,

ZENEEEN) avee KY(N) = 1+

I’ensemble S étant maintenant de probabilité au moins 1- e

B8]
g1 28 E[2](2v+0) \ 2
2 [2}<36(E[§}7272)\))

Théoréme 2.3.9 Soient (p;, QT) les estimations empiriques adaptatives de (pr,Q;) obte-
nues en utilisant les données de l'intersection des intervalles d’homogénéité. Soient \ >
0, w > 0 les paramétres de l’algorithme adaptatif tels que 10(Inn + Alnmg) < 3mg et
10(Inn(n + 1) + plnmg) < 3mg. Si ¥ = max(\, ), alors il eriste des constantes ki,
ky(o,0") = f(o,0") (défini dans le théoréme 2.3.8) et un ensemble S C Q de probabilité au
. Ki(A) | Ki(p) + Ka(p)
moins 1 — Z L + BiC

tel que pour tout w € S,
JET4(I)

1
1 D +vIn|I\*
nn(n + )—i—’ynH) . (2.41)

D) < (o -+ 20 oDl (=

De plus, si la matrice Q- est non dégénérée, i.e min |, -, 2TQ.x = B(Q,) > 0, alors

(V) < <kia + %) HCC_Hl\/lnn(n ki ?H)’ ol (2.42)

Théoréme 2.3.10 Soient (p-, QT) les estimations empiriques adaptatives de (p;, Q) obte-
nues en utilisant les données de l'intersection des intervalles d’homogénéité. Soient A\ > 0,
w > 0 les parameétres de [l'algorithme adaptatif tels que 10(lnn + Alnmg) < 3mg et
10(Inn(n + 1) + plnmg) < 3mg. Si ¥ = max(\, ), alors il erxiste des constantes ki,
ky = f(o,0’) (défini dans le théoréeme 2.3.8) et un ensemble S C Q de probabilité au moins
-y Ki(\) | Ki(u)+ Ka(p)

tel que pour tout w € S, le probléeme (M\) est faisable

| JI» | J|#
JETL(I)
et
— _ _ Innn+1)4+4In|l
(M) < mas (Ko k(0. o') [~ 1) [ \\1\/ e e )
et si Q, est définie positive alors
— L - Inn(n+1) +~In|l
e(M) < max (ki 0, kb (0,0")||z7]1€) ||z ”1\/ ( UI)‘ Yln] ’; (2.44)
ot
s . 2kh(o,0") |Inn(n+1) +41In|I|
= 1 .
£ = min(1, 500 0 )
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La constante k] dans les théorémes 2.3.9 et 2.3.10 ci-dessus est donnée par kf = 2(6,/1 +

3\/%D). Remarquons que le probléme de Markowitz approché défini dans ce contexte
(lorsque l'on cherche & déterminer les estimations empiriques adaptatives) est aussi diffé-
rent. On constate néanmoins que les majorants sur la précision des problémes approchés
sont des fonctions de n et |I| du méme type que celles rencontrées en section 2.2.2.

2.3.5.2 Erreurs de premiére et deuxiéme espéce

Les erreurs de premiére et deuxiéme espéce sont controlées de la facon suivante.

Théoréme 2.3.11 Soit I un intervalle d’homogénéité temporelle tel que pour tout (t,t') €
I?, pr = p, et Qr = Q). Alors si (\, ) sont les paramétres de lissage de l’algorithme
adaptatif,

2.45
my mh (2.45)

P(I est rejeté ) < 2Card(Z(I)) (Kl(A) RESIOES K2(M)> .

Théoréme 2.3.12 Soit (r;) un processus satisfaisant Uhypothése 2 et soit I = [T, —
m,T — 1] un intervalle ot une rupture dans les moyennes intervient au temps Ty, : pour
t=Tp—m,...,Tep — 1 (m > my est multiple de mg), py = p2 et pour t =Tpp,..., 7 —1,
pr = p1 (M =717 —Typ > mg). Soit A > 0 tel que 10(Inn + Alnmgy) < 3mg. Si les
changements dans les moyennes sont suffisamment importants, c’est a dire si

m+m’ , Inn Inn
P2 = p1lloo > o <2f1(m+m s A) +2f1(m, A) + VQGDU(\/m+m, + \/W) ;
avec f1 défini en (2.37), alors la probabilité que l'intervalle I soit accepté comme un inter-
valle d’homogénéité est majorée comme suit :

1 1

P(I accepté ) < Ki()) (W + m) )

Un résultat similaire peut étre énoncé si I’on s’intéresse a la détection de ruptures dans les
variances et les covariances.

2.4 Détection de rupture en utilisant une fenétre glissante

L’algorithme adaptatif décrit dans la section précédente peut étre utilisé pour détecter
la derniére rupture dans un processus & sauts si les variations de moyennes, de variances ou
de covariances sont suffisamment importantes. En utilisant le méme cadre statistique, plus
précisément pour un processus satisfaisant I’hypotheése 1 ou ’hypothése 2 (introduites dans
les sections 2.1.1 et 2.3.5), nous pourrions utiliser une autre méthode non paramétrique
afin de détecter la rupture d’un processus & sauts ayant une rupture (ou d’une maniére
plus générale la rupture la plus importante s’il y en a plusieurs). Le but de cette section
est de décrire cette méthode et de donner des résultats théoriques sur cette méthode. Nous
terminons cette section en présentant des résultats numeériques illustrant les performances
de cette méthode sur des données simulées.

Soient (7¢)¢=1,...N, N observations indépendantes d’un processus n dimensionnel vérifiant
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I’hypothése 1 ou 'hypothése 2. Nous allons nous intéresser & deux processus a sauts parti-
culiers. Dans le premier de ces modeéles, on suppose que la matrice de covariance ); = () est
constante et que la moyenne change brutalement entre les instants ¢t = T,,, et t = T, + 1.
Plus précisément, pourt = 1,...,T¢p, py = p1 et pour t = Tep+1,..., N, ps = po. Le second
modéle étudie la cas symétrique ol la moyenne p; est constante et la matrice de covariance
Q¢ change brutalement entre les instants T¢, € [1,...,N] et Tp, + 1 (pour t = 1,..., T,
Qr=Qretpourt =T +1,...,N, Q = Q2). Le cas général (rupture a la fois dans la
moyenne et les covariances/variances) peut étre étudié de la méme fagon.

2.4.1 Description de 1’algorithme

Pour détecter la rupture, nous procédons de la facon suivante. Soit A € N* la largeur
de la fenétre. Pour h <t < N — h+ 1, s’il y a une rupture dans la matrice de covariance
au temps t, la moyenne restant constante, alors l’estimation de la matrice de covariance
sur une fenétre de largeur h dont l'extrémité droite est ¢ (utilisant ainsi les observations
(rk)t—h+1<k<t) et U'estimation de la matrice de covariance sur une fenétre de largeur h
dont I'extrémité gauche est ¢ (utilisant ainsi les observations (74 )i<k<t+n—1) devraient étre
assez différentes (si la rupture est suffisamment importante). D'un autre coté, si pour
k=t—h+1,...,t4+h—1, Qr = Q est constante alors les estimations gauches et droites
au temps ¢ devraient étre proches. Ainsi, pour tout h < t < N — h 4+ 1, nous calculons
Pestimation gauche Q},(h) et estimation droite Q}(h) de la matrice de covariance au temps
t par :

t t+h—1
1 1
Q(h) = 7 > (e —ph(W) (e — ph()T, Qly(R) = 7 > (re = () (ri — ph(h)T,
k=t—h+1 k=t
(2.46)
avec pi(h) et plj(h) les estimations gauches et droites de la moyenne :
L LR
tony tony —
PO SEE TSI S (2.47)
k=t—h+1 k=t

L’estimation 7T,,(h) de linstant de la rupture lorsqu’on utilise une fenétre de largeur h
est alors I'instant ou les estimations de la matrice de covariance sur les fenétres gauche et
droite de largeur h sont les plus éloignées :

Tep(h) = Argmax 1Q5(h) — Qa(R) |- (248)
h<t<N-h+1

Dans les cas ol les variances et covariances sont constantes, afin de détecter la plus impor-
tante rupture dans la moyenne, on utilise ’estimateur suivant :

Tep(h) = Argmax 1105 (R) = ply(R) |- (2.49)
h<t<N-—h+1
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Fig. 2.3 — Illustration de la méthode. Pour la figure de gauche, les 50 premiéres obser-
vations sont issues d’une loi normale N (0,100) et les 50 derniéres observations d’une loi
normale N'(0,1). On utilise une fenétre glissante de longueur h = 11. Pour ¢t = 70, la
fenétre de gauche utilise les observations (r¢)i=60,... 70 et la fenétre de droite les observa-
tions (7¢)¢=70,... 80- La figure de droite illustre la méthode lorsque seule une rupture dans
la moyenne se produit.

2.4.2 Résultats théoriques

Dans cette section, K1(\) et Ko(\) désignent les quantités définies par (2.40) dans la
section précédente.

2.4.2.1 Cas ou la matrice de covariance est constante

Si le changement dans les moyennes est suffisamment important, Tcp(h) a de grandes
chances d’appartenir & [T, — h + 1, T, + h — 1]. Plus précisément, nous pouvons énoncer
le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1 Supposons Uhypothése 2 vérifiée. Soient A > 0 et h € N*\{1} tels que
10(Inn + Alnh) < 3h. Si ||p2 — p1llco > % fi(h,\) ot f1 est défini par (2.37) alors

[ 2(N — 4h 4+ 5) K1 (A
P(Tcp(h)e[Tcp_h+17Tcp+h—1])Zl— ( h)\ ) 1( )

(2.50)
Remarquons que f; est une fonction croissante de n (le nombre de composantes), A et o
et une fonction décroissante de h comme on s’y attendait. Egalement, lorsque h tend vers
I'infini, alors fi(h, ) tend vers 0. Si h n’est pas trop grand et si A suffisamment grand, alors
ce théoréme montre que l’estimateur Tcp(h) est de bonne qualité. Mais lorsque A croit, f;
aussi. Ceci signifie que ’estimateur sera bien str d’autant plus précis que la rupture dans la
moyenne est importante. Par exemple, si le nombre de composantes n = 30, et si on choisit
A = 0.5, alors la condition ci-dessus implique que h > 16. Cette condition n’est pas trop
restrictive puisque les simulations numériques faites dans cette section, tendent & montrer
que les "bonnes” valeurs de h sont plutdt élevées. Par la suite, pour h <t < N —h—+1, on
notera I = [t — h+1,t] I'intervalle de longueur h d’extrémité droite ¢ et I}, = [t,t + h — 1]
Pintervalle de longueur h d’extrémité gauche ¢.
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Remarque 2.4.1 Sous Uhypothése 1, supposons que l'on utilise les estimations gauche
(resp. droite) de la matrice de covariance et de la moyenne obtenues en remplacant i par

t t
ai“’ (resp. ai‘i} dans les expressions de Q' (h) et pj(h) (resp. QY(h) et ply(h)) données dans
(2.46) et (2.47). Soient A >0 et h € N*\{1}. Si [|p2 — p1lloc > 722 m1(h, A) avec

m(hA) = o <z <lnn(n+1)+)\lnh>4 _i_\/5\/11&71(71—{—2)—|—)\lmh>7 (2.51)

3 h

alors
[ 2N —4h+5
P(Tp(h) € [Toy —h+1,Top+h—1]) > 1 — (h—/\);
une ezxpression simplifiée de n1(h,\) (lorsque Inn(n + 1) + Alnh < h), étant n1(h,\) =

(’g + \/5)0_ lnn(nJr}L)Jr)\lnh.

(2.52)

En utilisant une condition plus restrictive sur I’amplitude des changements dans la moyenne,
on peut aussi borner inférieurement la probabilité que cet algorithme fournisse effective-
ment la vraie valeur T, ou Trp+1 (rappelons que la rupture intervient entre les observations
aux temps T¢, et Tpp + 1).

Théoréme 2.4.2 Supposons [’hypothése 2 vérifiée. Soient A > 0 et h € N* tels que
10(Inn + Alnh) < 3h. Si ||p2 — pilles > 4h fi(h, A) avec f1 défini par (2.37) alors

2N — 2h + 2)K1(\)

P({Tcp(h) = TCP} U {TCp(h) =Tep+ 1})=>1- A

(2.53)

Remarque 2.4.2 Sous l’hypothése 1, supposons que l'on utilise les estimations gauche

(resp. droite) de la matrice de covariance et de la moyenne obtenues en remplacant i par
t t

ai" (resp. aid) dans les expressions de Q(h) et pl,(h) (resp. Q4(h) et ply(h)) données dans

(2.46) et (2.47). Soient A > 0 et h € N*\{1}. Si ||p2 — p1llcc > 4hn1(h, A), avec n1 donné

en (2.51) alors :

2N — 2h +2)

P({Tcp(h) = TCP} U {TCp(h) =Tep+ 1})=>1- hA

. (2.54)

2.4.2.2 Cas ou la moyenne est constante
Théoréme 2.4.3 Supposons Uhypothése 2 vérifiée. Soient A > 0 et h € N*\{1} tels que
10(Inn(n+1)+Anh) < h. 8i[|Q2 — Qill > 72 fo(h, A) ot fo est défini par (2.39) alors

P(Top(h) € [Top—h+ 1, Ty + h— 1)) > 1~ 2V =40 5)551@) + Ka(N)

(2.55)

Théoréme 2.4.4 Sous les hypothéses du théoréme 2.4.3, si ||Q2— Q1lloc > 4h fa(h,\) ou
fa est défini par (2.39) alors

2N — 2h + 2)(K1(\) + Ka(\))
A '

P({Tcz)(h) = Tcp} U {Tcz)(h) =Tep + 1}) >1- (2-56)
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Remarque 2.4.3 Sous Uhypothése 1, supposons que l'on utilise les estimations gauche

(resp. droite) de la matrice de covariance et de la moyenne obtenues en remplacant i par
t t

ozi“’ (resp. ozid) dans les expressions de Q' (h) et pj(h) (resp. QY(h) et ply(h)) données dans

(2.46) et (2.47). Soient A > 0 et h € N*\{1} tels que lnn(n+ 1) + Alnh < h. Alors si

/

Ak
1Q2 = Qillow > =% 0 Vi (lun(n + 1) + Aln )

(0w k:/Q est défini dans le théoréme 2.3.2) la probabilité que l’estimation Tcp(h) soit dans

(Tep —h+1,T,, + h — 1] est supérieure a 1 — AN—4h+5)

X et st

1Q2 — Qillso > 4k 0 /h (Inn(n + 1) + AIn h),

alors la probabilité que lestimation Tcp(h) soit égale a T, ou Toy + 1 est supérieure a
1 _ 2AN—2h+2)
hA :

2.4.3 Illustration numérique

Cas unidimensionnel. Pour observer le comportement de I’algorithme ainsi que l'in-
fluence du choix de la largeur de fenétre h, nous commencons par étudier un processus Gaus-
sien S; ou pour 1 <t < T, = 250, Sy ~ N(my,1), 251 <t < T, = 750, Sy ~ N(mg,1).
Pour ce processus, la moyenne change brutalement aprés I'instant T¢,, = 250 alors que la
variance reste constante. La méthode du maximum de vraisemblance est traditionnelle-
ment utilisée pour déterminer, dans un contexte paramétrique, un certain nombre (fixé)
de ruptures. On se propose ici d’utiliser I’approche non paramétrique présentée dans la
section précédente. On s’intéresse A trois cas : m; = 0,my = 1(cas 1), m; = 0,my = 5
(cas 2) et m; = 0, mg = 10 (cas 3). Dans chacun de ces cas, on génére 400 réalisations du
processus et pour des valeurs de h allant de 2 & T, = 250, on calcule la moyenne et I’écart
type empiriques de l'estimateur Tcp(h) de l'instant de la rupture, ainsi que la probabilité
de détecter correctement la rupture. Puisque cette rupture a lieu entre les instants 7¢,, et
Tp + 1, cette probabilité est la probabilité que Tcp(h) = T,p, ou T, + 1. Les résultats sont
représentés sur la figure 2.4 ci-aprés.

—Cas1
08 Cas2

(] 50 100 150 200 250 (] 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
h h h

F1G. 2.4 — De gauche & droite, la moyenne et I’écart type empiriques de ’estimateur de
I'instant de la rupture ainsi que la probabilité empirique de détecter correctement la rupture
sont représentés pour des valeurs de h allant de 2 & T, et en utilisant 400 réalisations d'un
processus Gaussien ayant un changement dans la moyenne entre les instants T;,, = 250 et
Tep + 1 =251.
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Dans les deuxiémes et troisiémes cas, (ou les amplitudes des changements sont les plus
importantes) la probabilité de détecter le véritable instant de la rupture est proche de 1
pour toutes les valeurs de A > 3. Dans le deuxiéme cas, la probabilité empirique de détec-
tion de l'instant de la rupture est 0.8 pour h = 2 et est supérieure a 0.97 pour toutes les
autres valeurs de h testées. Dans le troisiéme cas, toutes les valeurs de h permettent de
toujours trouver l'instant de la rupture. Dans le premier cas, nous devons prendre h > 50
pour avoir de bons résultats en moyenne et un faible écart type pour I'estimateur de I’ins-
tant de la rupture.

En utilisant cette méthode, nous pouvons aussi détecter un changement dans la variance
d’un processus si la moyenne est constante. Considérons alors & présent un processus Gaus-
sien S; ot pour 1 <t < To, = 250, S; ~ N(0,0%) et pour 251 <t < 750, S; ~ N(0,03).
Pour ce processus, la variance change brutalement apres 'instant 7, = 250, alors que la
moyenne reste constante. On considére trois cas comme précédemment correspondant &
des ruptures de plus en plus importantes : 02 = 1,05 = 2.25 (cas 1), 03 = 1,05 = 5 (cas
2), et 0’% =1, 0% = 10 (cas 3). On s’intéresse aux mémes quantités que précédemment. Les
résultats sont représentés ci-aprés sur la figure 2.5.
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Fi1G. 2.5 — De gauche a droite, la moyenne et 1’écart type empiriques de ’estimateur de
I’instant de la rupture ainsi que la probabilité empirique de détecter correctement la rupture
sont représentés pour des valeurs de h allant de 2 & T, et en utilisant 400 réalisations d'un
processus Gaussien ayant un changement dans la variance entre les instants 7¢, = 250 et
T, +1=251.

Dans les deuxiémes et troisiémes cas, si la valeur de h est suffisamment grande (disons
h > 100) on obtient de bons résultats en moyenne et un écart type faible. Cependant, la
probabilité de détecter I'instant de la rupture n’est pas grande (au mieux 0.5) méme dans
la troisiéme cas. Au vu de ces simulations, il semble plus difficile de détecter un changement
dans la variance que dans la moyenne.

Pour chacune des situations considérées, on peut définir un choix optimal de la largeur
de fenétre h, qui serait la valeur i minimisant |E(T,,(h)) — Tep| + 6(Tep(h)) ot E(Tpp(h))
et 6(Tcp(h)) sont les estimations empiriques de la moyenne et de ’écart type de ’estima-
teur de I'instant de la rupture pour une largeur de fenétre h. On obtient les valeurs de h

données dans le tableau 2.1 ci-aprés.
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Sortie mi=0 | m =0 my =0 o?=1 of=1 o?=1
mo =1 me =5 may = 10 03 =225 03=5 03 =10

h 246 129 132 198 204 204

E(T.,(h)) | 251.25 250.43 250.43 262.72 255.10 253.90

6(T.p(h)) 4.49 0.51 0.50 32.67 9.11 5.78

P (T, (h)) 0.36 0.99 1 0.13 0.28 0.48

TAB. 2.1 — Meilleure valeur i de h et pour cette valeur de h, moyenne et écart type
empiriques de l'estimateur de l'instant de la rupture ainsi que la probabilité empirique de
détecter correctement l’instant de la rupture.

Cas multidimensionnel. Nous testons maintenant la méthode sur un vecteur Gaus-
sien de taille n = 30. Les observations S;, 1 <t < T,,, = 250 sont issues d’une distribution
normale N (m;, Qj) et les observations restantes S;, 251 < t < 750 sont issues d’une dis-
tribution normale N (m;/, Q) pour différentes combinaisons du couple (m;, @;) ot m; et
(; sont des moyennes et des matrices de covariance définies de la maniere suivante. Si
0= %, les moyennes m; sont donnés pour 1 < i < n par : my(z) = 1.15 4+ id, ma(i) =
1.2 + 0, mg(i) = 1.4 + 49, et ma(i) = 1.7 + id. Les matrices de covariance ); sont
des matrices diagonales telles que pour 1 < i < n : Qq(i,i) = %52, Q2(i,1) =
%52, Qs(i,i) = M(V et Qq(i,7) = W(p. On obtient les matrices Qo, @3
et Q4 en multipliant les écarts types donnés dans la matrice (1 par respectivement 1.5,
2 et 3. Ces données peuvent étre vues comme des moyennes et matrices de covariance de
rendements indépendants d’actifs financiers risqués (et sont proches des données utilisées
dans les simulations de [6]). En effet, plus la moyenne d’un rendement est élevée, plus sa
variance est forte. Nous considérons alors dans un premier temps un processus de matrice
de covariance ()1 constante et dont la moyenne change. On mesure la qualité de la détec-
tion de la rupture lorsque I’amplitude de cette rupture augmente. Le premier cas (Cas 1
sur la figure 2.6 ci-aprés) correspond & un processus ayant une moyenne m; jusqu’a Ty, et
my ensuite. Dans le deuxiéme cas (noté Cas 2) la moyenne passe de my & ms a l'instant
Tep + 1 et dans le dernier cas (noté Cas 3) de my & my. Le cas o la matrice de covariance
change et ol la moyenne est fixée a la valeur m, est ensuite traitée. Le premier cas étudié
(Cas 1) correspond & un processus ayant une matrice de covariance Q1 jusqu’a T¢, et Q2
aprés. Dans le deuxiéme cas (Cas 2) la matrice de covariance passe de 1 & @3 a l'instant
Tep + 1 et dans le dernier cas (Cas 3) de Q1 & Q4. Les résultats sont représentés sur la
figure 2.6 ci-apres.

Comme dans le cas unidimensionnel, on peut déterminer la meilleure valeur h de h dans
chacun des cas considérés. Les résultats sont donnés dans le tableau 2.2 ci-aprés. La pre-
miére ligne de ce tableau se lit de la fagon suivante. Par exemple, la premiére colonne
correspond & un processus ayant une matrice de covariance (), fixe et une moyenne chan-
geante : la moyenne est my jusqu’a Ti, et mgo aprés.

Cette méthode détecte donc trés bien les ruptures dans la moyenne (méme dans le cas
multidimensionnel). Les ruptures dans les variances/covariances doivent étre importantes
afin d’obtenir un bon estimateur de l'instant de la rupture, tout particuliérement dans le
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F1G. 2.6 — Cadres supérieurs, de gauche a droite, la moyenne et 1’écart type empiriques de
I’estimateur de I'instant de la rupture ainsi que la probabilité empirique de détecter correc-
tement la rupture sont représentés pour des valeurs de h allant de 2 & 260 en utilisant 400
réalisations de trois processus Gaussiens ayant trois différentes ruptures dans la moyenne.
Les trois figures du cadre inférieur correspondent au cas ot la matrice de covariance change.

Sortie my,mo, Q1 | my,mg, Q1 | my,my, Q1 | m1,Q1,Q2 | my,Q1,Q3 | m1,Q1,Q4
h 37 3 150 162 202 134
E(T.,(h)) | 250.17 250.47 250.43 257.86 254.5 253.7
&(Tup(h)) 4.27 0.50 0.49 15.9 9.4 5.8
P(T,»(h)) 0.38 0.9975 1 0.14 0.3 0.38

TAB. 2.2 — Meilleure valeur h de h et pour cette valeur de h, moyenne et écart type
empiriques de l’estimateur de l'instant de la rupture ainsi que la probabilité empirique de

détecter correctement la rupture.

2.4.4 Discussion

La méthode utilisant une fenétre glissante permet de détecter la rupture la plus impor-
tante dans la moyenne ou dans les variances/covariances sur une période d’étude donnée.
Pour que cette méthode soit efficace, elle devrait étre utilisée dans le cas ot il n’y a qu'une
seule rupture et ol au moins quelques données sont issues des deux distributions. L’algo-
rithme adaptatif ne nécessite aucune hypothése sur le nombre de ruptures sur la période
d’étude. Il vise & déterminer ’instant de la derniére rupture importante. La performance des
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deux algorithmes dépend du choix de leurs paramétres (le couple (A, ) pour l'algorithme
adaptatif et la largeur de fenétre h pour lautre).

2.5 Simulations numériques

Le but de cette section est de tester I'efficacité de I'algorithme adaptatif présenté dans
la section 2.3 & la fois sur des données simulées et sur des données réelles. Pour plus de
flexibilité, nous utiliserons les estimations empiriques adaptatives de la moyenne et de la
matrice de covariance. De la sorte, I’algorithme adaptatif dépendra de deux paramétres
positifs A et pu. A partir de I’étude théorique conduite en section 2.3, on voit que I’on
peut choisir la régle d’acceptation suivante pour un intervalle I donné. Nous accepterons
I'intervalle I comme intervalle d’homogénéité temporelle locale si pour tout J € Z(I),

9 = pslleo < ko (y/ Rl 4 RS ot Q1 — Qe < hao(y/Bnlet il 1
lnn(n+1)+uln|J\)
1]

ott (A, , k1, ko) sont des constantes positives. Etant donné que I’on uti-

lise les estimations empiriques adaptatives, o (introduit dans ’hypothése 2) est lié & 'am-
plitude du bruit. Puisque la moyenne p; peut étre arbitrairement petite, nous estimerons
o (ce qui est assez conservatif) par le plus grand des rendements (i) disponibles parmi
tous les pas de temps t et tous les actifs i. Pour (I,.J) fixés et pour des valeurs de A et
u suffisamment grandes, 1’étude théorique effectuée en section 2.3 fournit des constantes
ki et ko (indépendantes de A et p) telles que les probabilités que les inégalités ci-dessus
sont vérifiées sont arbitrairement petites. Bien siir, les mémes inégalités seront vérifiées
avec au moins la méme probabilité pour des valeurs plus grandes de k; et ko. Cependant,
le choix des constantes ki et ko issues de notre étude théorique pourrait étre conservatif.
Plus ces constantes sont élevées, plus on aura de chances de considérer qu’un intervalle ou
la moyenne, les variances/covariances sont constantes est un intervalle d’homogénéité mais
moins on sera capable de détecter des ruptures. Nous essaierons donc de déterminer les
plus petites valeurs des constantes k; et ko telles que les inégalités ci-dessus sont vérifiées
avec un niveau de confiance donné pour un processus donné. Dans le cas particulier d’un
processus unidimensionnel constant, pour tout I, J, pf = p et Ql = Q J ce qui signifie
que 'on peut prendre k; = ko = 0. Afin de ne pas choisir de trop grandes valeurs de ky et
ko tout en détectant ’absence de ruptures avec une grande probabilité, nous devrions avoir
une bonne estimation de ¢. Nous allons ainsi introduire deux degrés de liberté supplémen-
taires et considérer k; et ko comme des paramétres de notre algorithme. Supposons que 1’on
cherche a calibrer les parameétres (A, i, k1, k2) de l'algorithme adaptatif dans un contexte
paramétrique, pour un processus Gaussien par exemple. Choisissons une valeur ppi, de
telle sorte que 1'on s’attende & ce que la moyenne p; > pmin et une matrice @@ = 0 telle que
les variances dans la matrice () sont des bornes supérieures sur les variances attendues des
composantes. On peut ensuite choisir les valeurs (\, u, k1, k2) des paramétres de telle sorte
que l'on puisse détecter avec une grande probabilité ’absence de ruptures pour un vecteur
Gaussien 1’ de loi N (pmin, Q). Intuitivement, cette estimation conservative des parameétres
devrait aussi permettre de détecter ’absence de ruptures pour des processus r ayant des
moyennes suffisamment plus grandes que pui, €t des variances 02(2’)2 inférieures ou égales
aux variances dans (). En effet, pour un tel processus, les membres de gauche dans les
inégalités testant s’il y a homogénéité ou non devraient étre inférieurs et la plus grande
réalisation des rendements sera certainement supérieure si pour tout temps ¢, il y a une

composante i; telle que p¢(it) + Bop(it) > pmin(it) + B/ Q(it,1¢) ; avec § = 2 par exemple
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(en fait 3 est tel qu’avec une grande probabilité le rendement 7.(i;) de la i;-éme composante
au temps t est majoré par p;(i¢) + Bo}(iz) et ry(i;) est majoré par pmin(ic) + 81/ Q(it, it))-
D’autres calibrations des paramétres de 1’algorithme seront présentées par la suite. Elles
sont basées sur 'utilisation de l’erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error ou MSE
en anglais) et ’erreur absolue moyenne (Mean Absolute Error ou MAE en anglais) pour des
données simulées et l'erreur de prédiction quadratique moyenne (Mean Squared Forecast
Error ou MSFE en anglais) ou l'erreur de prédiction absolue moyenne (Mean Absolute Fo-
recast Error ou MAFE en anglais) pour des données réelles. La section suivante s’intéresse
aux simulations dans le cas Gaussien qui est fréquemment rencontré. La derniére section
se focalisera sur 'utilisation de la méthode sur des données réelles, en utilisant les cours
des actifs du Dow Jones de janvier 1992 & juin 2004. Pour cette application, nous présen-
tons des méthodes supplémentaires de calibration des parameétres (\, u, k1, ko). Dans ce
contexte, I’algorithme adaptatif est utilisé pour déterminer des estimations des paramétres
des modeéles VaR et de Markowitz dont on se sert pour gérer un portefeuille d’actifs de
janvier 1995 & juin 2004.

2.5.1 Simulations de Monte Carlo dans le cas Gaussien

Dans cette partie, nous testons 'efficacité de ’algorithme sur des exemples simulés, ce
qui nous donne une idée des valeurs & choisir pour les parameétres (A, u, k1, k2) dans le cas
Gaussien. Nous commencons par étudier un processus Gaussien homogéne. On envisage
ensuite un modéle & sauts avec différentes amplitudes de la rupture dans la moyenne ou la
matrice de covariance et I’on étudie la sensibilité de I’algorithme par rapport & ’amplitude
de la rupture. On montre que, pour des valeurs bien choisies de ses paramétres, ’algorithme
adaptatif peut détecter I’absence de changements dans un modéle ou la moyenne et la
matrice de covariance sont constantes et peut rapidement détecter une rupture dans les
moyennes et/ou les variances/covariances si cette rupture est suffisamment importante.

2.5.1.1 Erreur de premiére espéce

Afin de choisir des valeurs des moyennes et des variances qui soient proches de celles
d’actifs financiers, on calcule, le 2 janvier 2002, la moyenne empirique p et la matrice de
covariance empirique () des rendements & 3 mois, en utilisant 3 ans d’historiques pour
les cours des actifs du Dow Jones. La valeur maximale des rendements moyens (valeur
maximale de p) est 1.1 correspondant & une variance de 0.08. Nous considérons alors
que les moyennes ne peuvent pas descendre en dessous de 0.5p et que les variances des
rendements doivent étre inférieures a 2.25 fois les variances dans Q (ou que les écarts types
des rendements sont moins de 1.5 fois les écarts types dans ). On considére ensuite le
modéle Gaussien homogene N (0.5p,2.25Q). On se fixe un niveau de risque o = 5%, et on
s’intéresse aux valeurs des paramétres (\, i, k1, k2) telles que la probabilité de rejeter un
intervalle d’homogénéité de longueur donnée est au plus «. Dans ce modéle, a la fois la
moyenne p; et la matrice de covariance @Q; sont donc indépendantes du temps. Le bruit
(¢ est Gaussien. On simule ainsi trois ensembles de séries chronologiques gaussiennes (i.i.d
N(0.5p,2.25Q)), ot n = 30 est la dimension de (;) de longueurs L = 120,240, 360. Chacun
de ces ensembles contient 400 réalisations. Les ensembles Z(I) sont définis en utilisant une
grille dynamique (voir section 2.3.2), mg étant le pas de la grille. On choisit pour mg les
valeurs 15, 30, 40 et 60. Remarquons que si mg < n = 30, on calcule des estimations
dégénérées de la matrice de covariance. Les valeurs de \ et p constituent une grille dont les
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extrémités gauches et droites sont 0.1 et 2.9 et dont le pas est 0.4. Les valeurs de ky et ko
testées sont 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 1 et 2. On retient ensuite les valeurs des paramétres donnant
une erreur de premiére espéce d’au plus 5%. Parmi les 2304 valeurs des combinaisons des
parameétres testées, le nombre de combinaison des parameétres (A, u, k1, k2) qui fournit une
telle erreur de premiére espéce pour différentes valeurs du couple (L,m) est donné dans
le tableau suivant :

(L,mo) | (120,15) | (120,30) | (120,40) | (120,60)
Nombre | 1282 1604 1675 1890
(L, mo) | (240,15) | (240,30) | (240,40) | (240,60)
Nombre | 1185 1443 1467 1658
(L, mo) | (360,15) | (360,30) | (360,40) | (360,60)
Nombre | 1185 1387 1444 1557

TAB. 2.3 — Nombre de quadruplets fournissant une erreur de premiére espéce d’au plus 5%.

Les observations faites dans ces simulations sont conformes & nos attentes. Bien sur,
la probabilité de rejeter un intervalle d’homogénéité temporelle locale augmente avec la
longueur L de cet intervalle. Cette probabilité est par ailleurs une fonction décroissante
du pas de la grille mg. En effet, pour de petites valeurs du pas de la grille, les tests
d’homogénéité sont effectués trés souvent. Finalement, pour L, mg, k1, k2 et \ fixés (resp.
i), la probabilité de rejeter un intervalle homogene est une fonction décroissante de p (resp.
A). Nous allons maintenant chercher, parmi les valeurs des parameétres qui fournissent une
erreur de premiére espéce d’au plus 5%, ceux qui fournissent aussi une erreur de deuxiéme
espéce raisonnable.

2.5.1.2 Erreur de deuxiéme espéce

Considérons une suite d’intervalles (I;) de longueur T} +t, ou T} est fixé et t = kmg avec
1<k< E[%], mg > 0 et T > mg. Sur chaque intervalle Iy, on génére 400 réalisations du
processus suivant. Les T} premiéres observations sont issues d’une loi normale n dimen-
sionnelle (n = 30) N (B1p, 52Q) ou p et @ sont respectivement les moyennes et matrices
de covariance empiriques des rendements d’actifs financiers utilisées dans le paragraphe
précédent (calculées en utilisant des données réelles). Les ¢ derniéres observations sont is-
sues d’une loi normale N(3]p,55Q). Pour chaque valeur ¢t = kmg avec 1 < k < E[%],
on s’intéresse a ’erreur de deuxiéme espéce, i.e la probabilité d’accepter l'intervalle I; qui
ne devrait pas étre considéré comme un intervalle d’homogénéité pour des valeurs suffi-
samment grandes de |51 — 3| et |32 — B5]. Pour chaque intervalle I;, et chaque réalisation
du processus, on utilise donc ’algorithme adaptatif pour savoir, si, étant donné cette réa-
lisation du processus, 'intervalle peut étre considéré comme un intervalle d’homogénéité
ou non. Le pas de la grille de l'algorithme est mg. L’algorithme adaptatif est implémenté
en utilisant un sous-ensemble des parameétres (L,mg, A, i, k1, k2) determinés dans le pa-
ragraphe précédent et qui fournissent une erreur de premiére espéce d’au plus 5%. Afin
de réduire le temps de calcul, on choisit les plus petites valeurs de ces paramétres qui
devraient étre les meilleures pour obtenir une erreur de deuxiéme espéce raisonnable. Plus
précisément, on choisit k; = 0.1 et ko < 0.3. Pour chaque combinaison (L, mg, A, p, k1, k2)
des parameétres et chaque instant ¢ = kmg < 15, on peut calculer une estimation empirique
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P(L,mg, \, p, k1, ko) de la puissance du test :
HE . I; est d’homogénéité temporelle locale, H: : ﬁé.

— Dans une premiére série d’expérience, on choisit 77 = T = 360, /1 = o = 05 =1
(on considére seulement un changement dans la moyenne). Pour 3] = 1.1,1.2 (et
en théorie pour des valeurs de (3] supérieures), on a pu trouver des valeurs des
paramétres telles que l'intervalle I; était toujours rejeté pour toutes les valeurs de
t. Pour ] = 1.05, les meilleurs parameétres ont donné les puissances empiriques
suivantes :

t 60 | 120 | 180 | 240 | 300 | 360
P 1024 1033031029031 0.31

en utilisant les parameétres (L*, m{, \*, u*, kT, k3) = (240,60,0.1,1.7,0.1,0.2).

— On considére maintenant un changement dans la matrice de covariance seulement
(81 = B] = 1). On pose Ty = 60 et To = 300. Si les intervalles I; étaient d’ho-
mogénéité, nous aimerions que notre algorithme les retienne comme intervalle d’ho-
mogénéité. Pour obtenir une erreur de deuxiéme espéce raisonnable, si on consi-
dére des changements dans les variances/covariances, nous devons choisir des va-
leurs & tester supplémentaires pour les paramétres. En procédant par dichotomie,
on essaie déterminer de petites valeurs des paramétres tels que l'erreur de pre-
miére espéce (en simulant 400 réalisations d’un vecteur Gaussien N(0.5p,2.25Q)
de longueur 360) soit au plus 5%. Parmi ces paramétres, l’ensemble des valeurs
(L*, m§, X, w*, kY, k3) = (360,60,0.4,0.8,0.15,0.016) est optimal pour 'erreur de
deuxiéme espéce et donne les puissances suivantes :

t 60 | 120 | 180 | 240 | 300
P, (Q,2Q) 0.1 | 0.32 | 057 0.68 | 0.77
P, (0.5Q,2Q) | 041 | 0.92 | 0.99 | 1 1
P, (02Q,2Q) | 0.73 [ 0.99 | 1 1 1

On considére maintenant un modéle & sauts Gaussien comme précédemment mais on §’in-
téresse aux erreurs faites sur les estimations de la moyenne et de la matrice de covariance
ainsi qu’a I’évaluation de la vitesse de détection de la rupture. On fixe T3 et T5 tels que les
T premiéres observations sont issues d’une loi normale N(B1p, 52Q) (p et @ sont définis
au début de cette section) et les Th derniéres observations d’une loi normale N (/3] p, 5Q).
On considére ensuite une grille de valeurs pour les paramétres (mg, A, i, k1, k2) de 1’algo-
rithme adaptatif et pour chaque combinaison des paramétres, on effectue 100 simulations
de ce processus. Pour chaque simulation, et pour chaque instant ¢ = ¢p,...,77 + 75 (ou
to est supérieur o égal & la longueur du plus petit intervalle de I’ensemble 7Z), on calcule
les estimations de l'intervalle adaptatif, de la moyenne et de la matrice de covariance des
rendements. Si T' =T} + 15 — tg + 1, on définit les quatre critéres d’erreur suivants :

T T

T
_ 1 ~ 2 1 o 2 _ 1 ~ 2
MSE = BZ3 I pile + 132 1~ Qifes MSFE = BFS I—nil

T T T
1 . 1 A 1 .
MAE = B3 v = piloo + 53 IQc = Qelloe, MAFE = B3 [l = rill



7

On choisit ensuite les valeurs (mg, A, i, k1, ko) des paramétres qui fournissent les meilleures
MSE, MSFE, MAE ou MAFE. Par la suite, nous considérons des changements dans la
moyenne, dans la matrice de covariance ou dans les deux.

On compare tout d’abord les différents choix d’implémentation de ’algorithme adaptatif
présentés dans le paragraphe 2.3.2, en considérant un changement dans la moyenne. Soit
By =15, 01 =0 =p,=1,T) =120, Th = 240 et ty = 60. On choisit tout d’abord pour
Pensemble 7, des intervalles de la forme [7 — kmyg, 7], ot mg = 15 et k € N*. On représente
ci-aprés, sur la figure 2.7, 'erreur d’estimation de la moyenne (i.e la moyenne E||p; — ptllo
et le premier et le troisiéme quartile pour chaque instant t), lerreur d’estimation de la
matrice de covariance (i.e la moyenne E||Q; — Q| et le premier et le troisiéme quartile
pour chaque instant ¢) et la longueur moyenne de intervalle adaptatif, si on utilise les
parameétres fournissant la meilleure valeur de la MAE. Dans les figures de cette section,
le premier et le troisiéme quartile seront notés ()1 et 3, la moyenne 'Moy’ et la méthode
adaptative ’Adapt’.

(] 50 100 150 200 250 0 350 0 50 100 150 200 250 200 350 0 50 100 150 20 250 30 350
Temps. Temps Temps.

FiG. 2.7 — De gauche a droite, erreur d’estimation de la moyenne, erreur d’estimation de
la matrice de covariance et comparaison entre l'intervalle optimal et 'intervalle adaptatif
pour un processus Gaussien ayant une rupture dans la moyenne.

L’erreur dans ’estimation de la moyenne et de la matrice de covariance décroit rapide-
ment aprés la rupture, pour retrouver le niveau d’erreur avant la rupture. Le changement
dans la moyenne est rapidement détecté. En effet, en moyenne, le premier instant ¢ pour
lequel l'intervalle d’homogénéité n’est pas [1,¢] est t = 122, c.a.d deux pas de temps aprés
la rupture. En moyenne, 15 pas de temps sont nécessaires pour obtenir un intervalle adap-
tatif dont I'extrémité gauche est t = 121. Par définition de Z, la longueur de l'intervalle
adaptatif est au moins mg. Cela signifie que ¢t = 135 était le meilleur instant de détection
de la rupture que notre algorithme pouvait fournir.

Nous prenons maintenant, pour I’ensemble Z, des intervalles de la forme [T —mo—k, 7,
k € N* et on illustre le fait que les quatre différents choix des sous-intervalles de tests
détaillés en section 2.3.2 donnent des résultats similaires. Le choix de cet ensemble Z fournit
des temps de détection beaucoup plus courts et il sera donc dorénavant adopté dans toutes
les simulations de ce chapitre. On considére un changement dans la moyenne (en utilisant
les mémes valeurs des parameétres que ci-dessus, sauf pour 3] qui vaut maintenant 1.3)
et on représente les estimations de la longueur moyenne de l'intervalle adaptatif ainsi que
la longueur de l'intervalle optimal, en utilisant les différentes méthodes adaptatives. Les
paramétres sont choisis de facon & minimiser la MAE. Les résultats sont représentés sur la
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figure ci-dessous.

150

Longueur dintervalle

Temps

Choix (c)

La méthode nominale consiste & choisir comme sous-intervalles, tous les intervalles de
longueur proportionnelle & mg et ayant la méme extrémité gauche ou la méme extrémité
droite que l'intervalle I. Les autres choix de sous-intervalles de tests (choix (a), (b) et
(c)) sont détaillés dans le théoréeme 2.3.4. Les différents choix d’implémentation donnent
en effet des estimations proches de l'intervalle adaptatif d’homogénéité. La variance de
Pestimateur est trés petite dans tous les cas (I’amplitude de la rupture étant suffisamment
importante pour permettre une bonne détection de I'instant de la rupture).

Les simulations restantes de ce paragraphe seront effectuées en utilisant le choix nominal
pour les sous-intervalles de tests. Nous étudions alors 3 modeéles & sauts. Pour le premier
de ces modeles, on choisit 77 = 120, T, = 240, tp = 60, f; = 1.3 et f1 = P2 = 55 =1
(changement dans la moyenne). Le deuxiéme modele se focalise sur un changement dans
la matrice de covariance seulement et est décrit par les valeurs suivantes des paramétres :
Ty = 300, Ty = 250, tg = 201, /1 = 8] = 1 et B = 0.5, 85 = 2. On considére enfin une rup-
ture dans la moyenne et la matrice de covariance en prenant 77 = 120, T, = 240, ty = 60,
B1=1, 8] = 1.3, 2 = 0.5 et B2 = 2. Pour ces modéles, I’erreur d’estimation de la moyenne
(moyenne et quartiles), 'erreur d’estimation de la matrice de covariance (moyenne et quar-
tiles) ainsi que la longueur de l'intervalle adaptatif (moyenne et quartiles) sont représentés
sur la figure 2.8 ci-dessous. Les paramétres choisis pour implémenter 1’algorithme adaptatif
et qui minimisent la MAE, sont donnés dans le tableau 2.4 ci-dessous.
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Nature de la rupture A 7 k1 ko mo
Rupture moyenne 03 | 05 (009 0.5 70
Rupture matrice cov. 1 0.25 | 0.5 | 0.025 | 70
Rupture mixte 0.09 | 0.08 | 0.08 | 0.014 | 70

TAB. 2.4 — Valeurs des paramétres minimisant la MAE.

Signalons que les valeurs des paramétres minimisant les différents critéres d’erreur sont
proches les unes des autres.
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F1G. 2.8 — De haut en bas rupture dans la moyenne, dans la matrice de covariance et dans
les deux. De gauche & droite, erreur d’estimation de la moyenne, erreur d’estimation de
la matrice de covariance et comparaison entre la longueur de l'intervalle adaptatif et la
longueur de intervalle optimal.

Notre algorithme peut sélectionner différents intervalles d’homogénéité pour la moyenne
et les variances/covariances si la derniére rupture importante dans la moyenne s’est pro-
duite avant la derniére rupture importante dans la matrice de covariance. Nous illustrons

cela en prenant un modéle Gaussien & sauts. Les 77 = 140 premiéres observations sont



80

issues d’une loi normale N (p, 0.2Q)), les T = 200 observations suivantes d’une loi normale
N(1.3p,0.2Q), et les T5 = 300 derniéres observations d’une loi normale N (1.3p,2Q). En
choisissant la méme grille de valeurs pour les paramétres de ’algorithme adaptatif, on si-
mule pour chaque combinaison des valeurs des parameétres 100 réalisations de ce processus.
Les intervalles adaptatifs sont estimés pour chaque pas de temps ¢ > 80. Les valeurs des pa-
ramétres fournissant la meilleure MAE sont (A, i, k1, k2, mo) = (0.09,0.08,0.08,0.014, 70)
et donnent les longueurs moyennes d’intervalles représentées sur la figure 2.9 ci-dessous.
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Fi1G. 2.9 — De gauche a droite, longueur moyenne de l'intervalle adaptatif pour respective-
ment la moyenne, la matrice de covariance et leur intersection comparée & la longueur de
I'intervalle optimal.

Nous voyons qu’ ici aussi notre algorithme détecte plus facilement des ruptures dans
la moyenne que dans la matrice de covariance, le temps de détection étant raisonnable et
décroissant avec I’amplitude de la rupture.

2.5.2 Simulations sur des données réelles

Nous voulons comparer 1’évolution des portefeuilles obtenus en utilisant les modéles
VaR et de Markowitz en rebalancant les portefeuilles & différentes dates et en utilisant les
deux méthodes (adaptatives/non adaptatives) de calibration des paramétres des modéles.
On s’intéressera en particulier au rendement du portefeuille et & sa volatilité. Nous utilise-
rons deux stratégies de calibration non adaptatives des paramétres. La premiére consiste a
déterminer les estimations empiriques des parameétres obtenues en utilisant toutes les don-
nées disponibles le jour de l'investissement. La seconde calcule les estimations empiriques
en utilisant un horizon d’estimation fixe de 100 jours. La méthode adaptative, on I’a vu,
détermine les estimations empiriques obtenues en utilisant les données de l'intervalle adap-
tatif. Les différentes techniques de calibration différent donc quant au choix de I’horizon
d’estimation.

Les actifs des portefeuilles sont les 30 actifs du DOW Jones. On connait les cours de
ces actifs du 2 janvier 1992 au 30 juin 2004. Précisons qu’il s’agit de cours corrigés qui
prennent en compte les fusions et augmentations de capital. On investit 1000$ (ce argent
est initialement détenu dans l'actif sans risque) le 2 janvier 1995. On choisit un horizon
d’investissement M. Différentes valeurs de M seront testées : M = 90 jours ouvrables
(approximativement 4 mois et demi calendaires), M = 60, 30 et M = 15. Le portefeuille
est ensuite réguliérement rebalancé tous les M jours ouvrables, en utilisant soit le modéle
Value-at-Risk (2.5) soit le modele de Markowitz (2.6). Les frais de transactions s’élévent
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a 0.5%. Le rendement cible ¢ dans le modeéle de Markowitz et le rendement de I’actif sans
risque sur la période d’'investissement dépendent de la valeur M et de I'estimation des ren-
dements moyens. Ils sont choisis de maniére & ce que le probléme soit faisable. On impose
de plus que le rendement cible soit supérieur au rendement de I’actif sans risque (afin de ne
pas tout investir dans cet actif sans risque). Par ailleurs, les rendements moyens de certains
actifs doivent étre supérieurs au rendement cible. On choisit x(g) = 0.5 ou k(g) = 0.3. Ceci
conduit & des portefeuilles assez risqués, mais les simulations ont montré, qu’en utilisant
nos données, des valeurs de x(¢) supérieures & 0.6 donnent généralement des portefeuilles
ou tout le capital (ou la plupart du capital) est investi dans l’actif sans risque.

On s’intéressera aussi & la moyenne et a 1’écart type de la longueur des estimations d’ho-
rizon d’investissement obtenues pour les différentes dates de rebalancement en utilisant
I’algorithme adaptatif. Les ruptures dans la moyenne pourraient, dans une premiére ap-
proximation, étre visuellement déterminées en observant 1’évolution des rendements des
actifs. Cependant, la détermination des ruptures dans les variances/covariances doit passer
par une étape calculatoire. D’autre part, afin de réduire le temps de calcul, nous utiliserons
le choix des sous-intervalles de tests noté choix (c) dans le théoréme 2.3.4. Les intervalles
de I’ensemble 7 sont de la forme I}, = [T —mo—k, 7[ ou k € N. Nous expliquons maintenant
comment les parameétres de ’algorithme adaptatif sont choisis.

Choix a postériori des paramétres.

Les paramétres de ’algorithme adaptatif sont tout d’abord déterminés a posteriori afin
de montrer 'influence de I'horizon d’estimation sur la performance des portefeuilles. Nous
déterminerons un intervalle d’homogénéité I I'intersection de I et IQ Une grille de va-
leurs est choisie pour les paramétres ky et ko. Les valeurs A et p sont fixées (afin de réduire
le temps de calcul) & 0.5 et on fixe mgy(p) = mp(Q) = 15. On envisage ensuite toutes les
combinaisons possibles des valeurs des paramétres ki et ko et on choisit la combinaison
donnant le rendement maximum sur la période d’investissement (on suppose que tous les
cours sont connus sur ’ensemble de la période d’investissement). Remarquons que pour
une expérience donnée, les mémes valeurs des parameétres sont utilisées & chaque rebalan-
cement. Un choix dynamique des parameétres pourrait encore améliorer les résultats. On
donne les valeurs suivantes pour les paramétres fixés :

Horizon l rin+1) | k(e)
M=90| 1.1 1.02 0.5
M =60 | 1.05 1.015 0.5
M =30 | 1.015 1.007 0.5
M =15 1.007 1.003 0.3

TAB. 2.5 — Valeurs fixées pour les parameétres des modéles VaR et de Markowitz.

On notera E(I) et 6(I) la moyenne et 'écart type de la longueur de Uintervalle d’homo-
généité temporelle locale. Les résultats, pour le modéle de Markowitz, sont résumés dans
le tableau 2.6 ci-apreés :
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Horizon k‘l k‘g RAd R,Ad O Ad REmp Rj_‘?mp OEmp E(I) 5‘(1)
M =90 1 1 |4.625 | 1.068 | 0.142 | 4.625 | 1.068 | 0.142 | 1863 | 714
M=60| 04 | 0.1]3.867| 1.039 | 0.091 | 3.071 | 1.031 | 0.084 | 1074 | 545
M=30|031]0.1]2444 | 1.011 | 0.027 | 2.345 | 1.011 | 0.026 | 997 | 560
M=15]0.24 | 0.1 | 2.467 | 1.0056 | 0.0182 | 2.197 | 1.005 | 0.017 | 1058 | 630

TAB. 2.6 — Comparaison des méthodes empiriques et adaptatives sur des données réelles.
Modéle de Markowitz. Choix statique, & posteriori des paramétres.

Dans le tableau ci-dessus, (et dans ce qui suit) R4q est le rendement du portefeuille
obtenu avec la méthode adaptative sur I’ensemble de la période d’investissement (de 1995
a 2004). Rgmp est le rendement du portefeuille obtenu en utilisant la méthode empirique
sur la méme période. Connaissant 1’évolution de la valeur du portefeuille sur la période
d’investissement, on peut calculer I’échantillon des rendements & M jours du portefeuille.
La moyenne empirique de cet échantillon (le rendement moyen & M jours) est Ry, (si la
méthode adaptative est utilisée) ou Rj,,  (si la méthode empirique est utilisée) et son
écart type empirique (qui mesure la volatilité du rendement du portefeuille) est 044 pour
la méthode adaptative et o g, pour la méthode empirique. Les résultats, pour le modéle
VaR, sont donnés dans le tableau 2.7 ci-dessous.

Horizon | ki | ko | Rag | Ry | 0aa | Remp | Rigpy | o8mp | E(D) | 6(1)
M =90015]0.1]4430 | 1.075 | 0.188 | 3.937 | 1.064 | 0.159 | 60 | 30
M =60 [0.28 [ 0.1]3.934 ] 1.042 | 0.115 | 3.202 | 1.035 | 0.114 | 440 | 330
M =300.35]0.1]3739] 1.018 [ 0.056 | 3.678 | 1.018 | 0.059 | 1251 | 510
M =15]0.24]0.1]528 [ 1.0115 | 0.051 | 2.554 | 1.007 | 0.056 | 1058 | 630

TAB. 2.7 — Comparaison des méthodes adaptatives et empiriques sur des données réelles,
modéle VaR. Choix statique & posteriori des paramétres.

A part pour le modéle de Markowitz et ’horizon M = 90 jours, on peut toujours trou-
ver des valeurs des paramétres fournissant un portefeuille ayant un rendement supérieur
& celui du portefeuille empirique sur la période d’investissement. Il semble que plus les
durées de détention sont courtes et plus ’algorithme adaptatif est intéressant. Ceci signi-
fierait que plus M est faible, et plus les moyennes et les variances des rendements varient.
En particulier, pour M = 15 jours et le modéle VaR, on obtient une amélioration notoire
en utilisant la méthode adaptative, le rendement du portefeuille passant de 2.554 & 5.289.

Choix a priori des paramétres.

Cependant, d’'un point de vue pratique, on doit déterminer une politique de choix des
paramétres en utilisant seulement l'information disponible le jour de I'investissement. On
utilisera la méme grille de valeurs admissibles pour les parametres de ’algorithme adap-
tatif que celle utilisée précédemment pour la détermination & posteriori des paramétres.
Les paramétres seront choisis de maniére & optimiser un certain critére d’erreur. Nous
proposons quatre différentes techniques dynamiques (les valeurs des paramétres peuvent
changer d’un rebalancement & l’autre) pour résoudre ce probléme. Tout d’abord, les ren-
dements moyens peuvent étre déterminés dans le passé (le nombre de données disponibles
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variant d’un rebalancement & l’autre, rendant ainsi la méthode dynamique) a différentes
dates en utilisant ’algorithme adaptatif. On peut ensuite déterminer les valeurs des pa-
rameétres donnant la plus petite erreur absolue moyenne de prédiction (Mean Absolute
Forecast Error ou MAFE en anglais) ou la plus petite erreur quadratique moyenne de
prédiction (Mean Squared Forecast Error ou MSFE en anglais). Les dates choisies sont les
15 derniéres dates pour lesquelles les rendements des actifs sont connus. Si ’on cherche
a déterminer deux différents intervalles I p et Ig, cette méthode permet une calibration
de k1 et A. Afin d’éviter toute ambiguité, cette méthode sera utilisée si on détermine un
seul intervalle d’homogénéité. Dans ce cas, les valeurs de kg et p influencent aussi l'esti-
mation de l'intervalle d’homogénéité et par conséquent l’estimation de la moyenne. Une
deuxiéme maniére de calibrer les paramétres de ’algorithme adaptatif, consiste & simuler
différentes dates d’investissement dans la passé. On choisit 5 (arbitrairement) différentes
dates d’investissement précédant le jour du rebalancement (pour lequel on veut calibrer les
parameétres) et telles que les cours des actifs soient connus pour les M jours suivants ces
différentes dates d’investissement. Ceci permet de calculer les portefeuilles optimaux pour
chaque valeur des paramétres et d’observer 1’évolution réelle des différents portefeuilles.
On choisit ensuite les valeurs des parameétres donnant le rendement moyen maximal sur
I’ensemble des dates testées. On obtient alors deux ensembles de parameétres étant donné
que l'on teste a la fois la méthode donnant un intervalle d’homogénéité (méthode notée
Rdt, I = I, N Iy dans les tableaux ci-dessous) et la méthode fournissant deux intervalles
d’homogénéité (méthode notée Rdt, I,, I dans les tableaux ci-dessous). Les résultats pour
I’horizon M = 60 jours sont résumés dans les tableaux 2.8 et 2.9 ci-apreés.

Méthode kjl kjg RAd i4d O Ad E(Ip) 5(Ip) E(IQ) 5(IQ)
MSFE 0.358 | 0.1 | 3.30 | 1.033 | 0.071 | 1001 866 1001 866
MAFE 0.358 | 0.1 | 3.25 | 1.032 | 0.072 | 1003 864 1003 864

Rdt, I=1,NnIp |0.362 | 0.1 |2.21|1.022|0.074 | 991 810 991 810
Rdt, I,,1g 0.362 | 0.1 | 1.88 | 1.018 | 0.076 | 922 768 922 768

TAB. 2.8 — Méthode adaptative sur des données réelles, modéle de Markowitz. Choix dy-
namique, & priori, des paramétres. Horizon M = 60 jours.

Méthode ki | ke | Raa | Ry | oaa | E(L,) | 6(1,) | E(lg) | (1)
MSFE 0.358 [ 0.1 | 3.39 | 1.037 | 0.118 | 1001 | 866 | 1001 | 866
MAFE 0.358 [ 0.1 [ 3.10 | 1.036 | 0.123 | 1003 | 864 | 1003 | 864

Rdt, I=1,NIp | 0.344 | 0.1 | 3.98 | 1.041 | 0.112 | 890 710 890 710
Rdt, I,,1g 0.371 | 0.1 | 4.01 | 1.041 | 0.111 | 893 705 893 705

TAB. 2.9 — Méthode adaptative sur des données réelles, modéle VaR. Choix dynamique, a
priori, des paramétres. Horizon M = 60 jours.

Le rendement de la méthode utilisant un horizon d’estimation fixe de 100 jours est
1.88. Le méme test a été effectué avec les autres horizons d’investissement M = 15 et
M = 90. La méthode adaptative permet d’améliorer le rendement du portefeuille ou le
ratio de Sharpe (le quotient du rendement du portefeuille R4 par son risque o44) sur la
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période d’investissement. Avec le modeéle VaR, pour M = 15, trois méthodes de calibration
des paramétres sur quatre fournissent des portefeuilles ayant un rendement supérieur et
pour M = 90, deux méthodes sur quatre. Pour M = 90 et M = 15 et en utilisant le
modéle de Markowitz, le rendement du portefeuille adaptatif est inférieur au rendement
du portefeuille empirique mais on peut réduire de facon consequente le ratio de Sharpe.
En effet, pour M = 90 on obtient Em” = 7.54 alors que ;’j‘j = 18.32 avec les méthodes
MAFE et MSFE. La méthode utlhsant un horizon d’estimation de 100 jours est battue
(en terme de rendements moyens) par toutes les autres méthodes. Dans le cas o M = 60
jours, I’évolution de la valeur des portefeuilles empirique et adaptatif est représentée sur la
figure 2.10 ci-dessous. On représente aussi l’évolution d’un portefeuille ayant méme valeur
initiale et dont les rendements suivraient ceux de l'indice Dow Jones. Pour la méthode
adaptative, on ne retient que le portefeuille ayant le meilleur rendement sur la période
d’investissement.
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FiG. 2.10 — Comparaison entre le portefeuille adaptatif, le portefeuille empirique et un
portefeuille indicé sur l'indice Dow Jones.

Le rendement du portefeuille adaptatif est supérieur au rendement du portefeuille em-
pirique & la fois pour les modéles Value-at-Risk et de Markowitz, la volatilité du portefeuille
adaptatif étant légérement inférieure (voir les tableaux ci-dessus). Les portefeuilles adap-
tatifs et empiriques sont meilleurs, en terme de performance, que le portefeuille indicé sur
le Dow Jones. Le comportement linéaire de la valeur du portefeuille & la fin de la période
d’investissement pour le modéle VaR provient du fait tout est investi dans ’actif sans risque
pendant cette période. D’autres choix & priori des parameétres pourraient étre envisagés,
en tenant compte notamment de la variabilité du rendement du portefeuille. Au lieu de
ne s’intéresser qu’au rendement du portefeuille et rechercher les paramétres donnant le
meilleur rendement en utilisant des données passées, on pourrait rechercher les parameétres
donnant la plus petite variabilité du portefeuille (mesurée par o 44) ou la plus grande valeur
du quotient du rendement du portefeuille par la variabilité du rendement du portefeuille.
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2.6 Conclusion sur l’'inférence statistique pour la gestion de
portefeuilles

La moyenne et la matrice de covariance entre les rendements d’actifs financiers (in-
tervenant en particulier dans les modéles VaR et de Markowitz) sont en général calculées
sous I’hypothése de stationnarité du processus des rendements, mais cette hypothése n’est
pas vérifiée en pratique, tout particuliérement & cause des variances des rendements. Ce-
pendant, le processus peut étre considéré localement stationnaire. Cela signifie qu'il existe
un intervalle passé, appelé intervalle d’homogénéité temporelle locale tel que la moyenne
et la matrice de covariance entre les rendements sont presque constants sur cet intervalle.
Ce chapitre a montré, & la fois d’un point de vue théorique et pratique, que des gains
substantiels pouvaient étre obtenus si on essaie de déterminer cet intervalle d’homogénéité
temporelle locale pour trouver des estimations adaptatives de la moyenne et de la ma-
trice de covariance. Cette étude a été conduite dans un cadre général, sans hypothéses
paramétriques sur le processus des rendements.

Nous avons ensuite montré comment utiliser ces estimations pour définir des pro-
blémes VaR et de Markowitz approchés dont la précision a été étudiée. Dans le cas forte-
ment convexe, la qualité de 'approximation est contrélée par l'inverse de la constante de
convexité forte §(Q;) par rapport a la norme L;.

Nous avons aussi appliqué l’algorithme adaptatif & des processus a sauts Gaussiens.
Nous avons montré I'efficacité de cette méthode dans ce contexte et en quoi des simulations
de Monte Carlo ou d’autres techniques de calibration des paramétres pourraient nous aider
& détecter les ruptures importantes pour un processus Gaussien multidimensionnel. Cette
méthode de détection de rupture pourrait en fait étre appliquée dans d’autres contextes
paramétriques multidimensionnels. Cependant, dans ce cas, le contexte paramétrique de-
vrait permettre, moyennant une étude théorique spécifique et inspirée de celle effectuée
dans ce chapitre dans un contexte non paramétrique, d’obtenir de meilleures valeurs pour
les parameétres ki et ko. Ces valeurs pourraient méme étre directement utilisées d’un point
de vue pratique.

On a supposé, dans le cadre de I’étude théorique, que le paramétre o était connu. D’un
point de vue pratique nous devons I’estimer. Nous avons relativement confiance en cette es-
timation dans notre contexte financier étant donné que ’on a un grand nombre de données
disponibles. L’obtention de résultats théoriques sur la précision de l’algorithme adaptatif
lorsque o est estimé constitue une perspective de poursuite des travaux effectués dans ce
chapitre.

Par ailleurs, remarquons que ’algorithme adaptatif pourrait étre utilisé de maniére ré-
cursive de facon & déterminer la suite des derniéres ruptures importantes dans un processus
(ruptures dans la moyenne ou les variances).

Enfin, 'estimation empirique adaptative de la matrice de covariance n’est pas néces-
sairement inversible. L’objet du chapitre suivant est de proposer comment améliorer les
estimations adaptatives des paramétres des modéles VaR et de Markowitz fournies dans ce
chapitre. En particulier, nous chercherons & déterminer des calibrations stables et robustes
(ces concepts sont précisés dans le chapitre suivant) de la matrice de covariance. D’un point
de vue mathématique, cette étude passera par une analyse de sensibilité.
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2.7 Preuves

Nous commencgons par montrer un certain nombre de lemmes qui seront utilisés pour
prouver les théorémes de ce chapitre. Ces lemmes donnent, dans le cas stationnaire, des
bornes non asymptotiques sur la précision des estimateurs empiriques de la moyenne et de
la matrice de covariance ainsi que sur la précision d’autres estimateurs de la moyenne et
de la matrice de covariance.

On travaille sur un processus r; satisfaisant ’hypothése 1 ou I’hypothése 2 (introduites
dans ce chapitre). Nous introduisons 1’hypothése supplémentaire suivante.

Hypothése 3. Les (; sont bornés : ||(i|lcc < M et M est choisi suffisamment grand
(M > o).
Lemme 2.7.1 Supposons que pour tout t, p; = p, Qy = Q, que Uhypothese 2 soit vérifiée

pour T—1 = N, p=4 et fitons X > 0. Soient 6 = In2n+AIn N et do =Inn(n+1)+A1In N.
Si de plus Uhypothése 3 est vérifiée, les estimateurs py, Q?V et Qn définis par :

N N N
.1 1 L1 ) )
o= Q= D= )=o) Q= (i )i — )T (257)
=1 =1 =1
satisfont :
Ellpn — plloe < V3eq |22, (2.58)
R Mé, Méy |2 51 1
P<||PNP||002 sy TV G +202N> < (2.59)
BIQk ~ Qllw < 4veo? |/, Bli@y — Qll < 2V | AR (2 4 vy [B0), (2.60)
b (M? + 0%)52 (M2 + 02)52\° 23 1
P (lQN - QHoo Z T + T + 20’4N S N)\, (2.61)
- (M? + 62)5; (M2 + 02)85 2 b 2
P (|QN Qlles > 2 ( v Sy ) teMrel <ae (262

Remarquons que comme n = N7, si N est suffisamment grand, % <1, %2 < 1 et les
résultats ci-dessus se simplifient :

) In2n + Aln N 1 M M?
— OO> - <—7 U = — 2 2 —_—,
P(IpN plloc = M 4/ N ) < o o My = -+ [207 + 5
et

A 2 2 M2 2 2
P(IQNQllszz \/ln”(”HHMnN)<loﬁM2—2<M +o +\/( 90y L amze? ).

N - N> 3 3

Si par contre les ¢; (et les 7;) ne sont pas bornés et sous I’hypothése 2, on obtient les
propriétés suivantes des estimateurs empiriques py et Qn de p et Q.

Lemme 2.7.2 Supposons que pour tout t, p; = p, Q¢ = Q. Fizons X\ > 0 et supposons
Uhypothése 2 vérifiée avec T —1 = N, et E[5] > 2+ 2)\. On définit

KW:“(%)Q, Ké(A):qu@(gifﬁff[[

]mw+x>>”5
[—2—2)\)

o3

NS
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Si N est assez grand i.e 3N > 28(Inn(n + 1) + AIn N), alors les estimateurs py, Q% et
QN définis par (2.57) satisfont :

, [10  [mn+ AN\ _ Ki())
— 0l > = < , .
p <||mv Pllee 224/ 50 I ) < s (2.63)

" (HQ?V - QI > @8 1)y B [l D AM) <E0, (2:64)
P (IlQN —Qllee > (? +(2518) 4 ) §)02\/lnn("+ }V)Jr MnN) < KI(A);AKQ(A)A(Z%)

Les inégalités (2.58) et (2.60) restent valides.

La condition 3N > 28(Inn(n + 1) + Aln V) dans le lemme ci-dessus peut étre supprimée
mais cela conduit & des seconds membres plus complexes. Dans ce qui suit, afin d’alléger
les notations, les premiers membres des inégalités du type (2.59), (2.61) et (2.62) seront

écrits sous la forme P(||pr — plloo = m), P(1Q% = Qlloe = 5) et P(|Qr — Qlloo = 12).

n(n+1)

Preuve du lemme 2.7.1. Soit svec 'application de S,, dans R™ 2 qui associe & une
matrice symétrique A sa représentation vectorielle (Ajq,..., Ain, A2, ..., Ao,y App).
Nous commengons par prouver (2.58). Pour n > 2, soit ¢ = 2Inn et soit W (z) = [|z2/2.
Alors pour z € R",

|zllos < ll2lly < 1!/l < Vellzoo, (2.66)

et ||z||%, < 2W(z). La preuve est basée sur le lemme suivant.

Lemme 2.7.3 Soit n > 2, et soit ¢ = 2Inn. Alors la fonction
Lo w2 . mon
W) = =l R~ R
satisfait pour tout z,d € R™, la relation
W(z+d) <W(2)+d'VW(2) + ¢ (n)|d|%, ¢ (n) =elnn.
Preuve. Remarquons que pour z # 0, V;W (z) = sign(z;)| 2] |z||277 et

diag(|zi|""?)

Vzw(x) = _(q - Q)XXT + (q - 1) H Hq—2

)

avec
il tsign(a;)

X =X,.. X)), X; pa
[zl

Alors pour tout h € R™ tel que ||hl|; < 0o, pour un certain 0 < o <1 et z =z + ah,

W(x+h) = W)+h"VIW(z)+ %hTVQW(z)h

< W)+ BTIW ) + SRIE < W) + BTV (@) + 2| Al
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Montrons maintenant (2.58). Pour (; = r; — p, nous avons, en utilisant le lemme 2.7.3,
pour 1 <k<N-1:

k+1

k
ZQ ) < W( ZQ (Gre)" Z )1kt 565

ainsi, en prenant ’espérance, et comme les (; sont indépendants et de moyennes nulles,

k+1
Z(t | <EW th)]+c*(n)02.
t=1
Il s’ensuit que
N
Z ] < Nc*(n)o?,

et comme W(z) > 3| z[|%

N
E[Y_¢l5] <2e0” N lnn, (2.67)
t=1

ce qui achéve la preuve de (2.58). Nous prouvons maintenant (2.59).

N
P(lpn = plloc 2m) = PIY_ Gilloo = Nm),

< >
< nlrgjagnPIZCz i)l = Nm).

Pour tout 1 < j < n les variables ((;(j));<;<y sont indépendantes, de moyennes nulles et
vérifient
G < M et EG()) < E|Gl% < o®

Ainsi, en utilisant 1'inégalité de Bernstein, on obtient :

Nn? 1
P(lan = plle = m) <2nexp | ———d— | = —,
(Ion = plloc =m) < p ( 207 + 200, 2

i (n +1) . . .
ce qui est (2.59). Soit svec I’application de S, dans R™ 2 — qui associe & une matrice symé-

trique A sa représentation vectorielle (A1, ..., A1y, A2, ..., Aon, ..., Apy). Nous avons :

R . 1 X
1Q% — Qllso = ||svec(Q%) — svec(Q)|loo = Il > &lloo
t=1

avec

E(2n—k+1)

2 )=Gk+1) GG +k) -Q(E+1Lj+k), 0<k<n-1 1<j<n-—k (268)

&(j+
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Puisque les (&); sont indépendants de moyenne nulle et que E| &%, < E(||Gl% +
1Qlls0)? < E(||C:||% + 02)? < 40*, pour prouver la premiére inégalité dans (2.60), il suffit

n(n+1)
2

ensuite de suivre le schéma de la preuve de (2.58) en changeant n en et o2 en 404,

Nous avons ensuite :

E[Qn = Qlloo < EQn — Q¥ lloc + E Q% — Qllo

avec
1Q% — Qnlloo = 11(p = n) (0 = 8) oo = llp = Anl|%, (2.69)

ce qui donne la seconde inégalité dans (2.60) en utilisant (2.67) et le majorant de E||Q% —
Q||oo fourni précédemment. Nous prouvons maintenant (2.61). Pour tout i € [1, "("; 1)],
les variables (£;(i)); <<y définies par (2.68) sont indépendantes de moyenne nulle et telles

que

€ellso < 1ICelI%0 + [1Qlloe < M? +0°,  E&(i) < E||Gl5 < 0.

(2.61) peut ainsi étre prouvé comme (2.59) en changeant o2 en o, M en M? + o2 et n en
w. La derniére inégalité (2.62) ne peut pas se montrer de la méme facon en utilisant
I'inégalité de Bernstein, puisque les statistiques associées aux estimations des covariances
ne s’expriment pas directement sous la forme d’une somme de variables indépendantes.

Cependant,

P(|lQ} — Qnlloe + Q% — Qlloo > 12)

P(IQk = Qnlle = ) + P(IQk = Qlle = 2). (2.70)

P(lQn — Qlloo = 172)

IN

IN

D’aprés (2.69), |Q% — Qnlloo < M||pn — plloo, et en utilisant (2.70), on obtient :

P(IQx = Qllse 2 m2) < P(lpn = pllso 2 557) + PUIQK — Qllw = ).

Si M > o, le choix de 7, donne 5% > ny, & > 1) et

. ) . 2
P(|Qn = Qlloo = m2) < P([lin = plloe = m) + P(|Q% — Qllcc > 1) < 28

Preuve du lemme 2.7.2. Puisque 3N > 10(Inn+ AInN) et p > 2,

10 Inn+AInN _ _ oP
mEA TN 2t
_ \/ﬁ Inn+ Aln N ¢ A \/E N
m=9\ 3 N TNV AN

On définit ensuite ¢; = ¢;1(||¢¢]lo < A). Nous avons :

N N
1 1 _
P (|N > Gl 2 771) < P <|N > Gl > m> 7 (a1l > 4)

=p1+Dp2 (2.71)

avec
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Nous avons pour ps :

E P /10(y+ M)\ % (In V)3
Do < ZP ||CtHoo > A < Z ||Ct|| Aap < ( (73 )) (N%_)l )
Puisque N > 2 A >0,et p>2(1+ \) :
PYEUCEIRLE (2.72)
P2=\3ep—2-27) N& '

Estimons maintenant p;. Remarquons tout d’abord que

oP

1EG oo = 1EGA(IIGt oo > A)lloo <~

et

p < (H— D G = Ellloo > i+ A ||ECtHoo)

< P (H th — EGloo > Nﬁl) . (2.73)

t=1

Remarquons ensuite que les variables aléatoires &(i) = (;(i) — EC,(i) satisfont
E&(i) = 0, E&(i)" < o® et [&(i)] < 2 A.

Puisque pour tout i € [1,n] les variables (£;(i)),<,<, sont indépendantes, en utilisant
I’inégalité de Bernstein, nous avons

N -
1 Nqﬁ 2
g 0 = N7 <2 —_— | = —. 2.74

t=1

1 suffit alors d’injecter (2.74) dans (2.73) et (2 73) et (2.72) dans (2.71) pour achever la
preuve de (2.63). Nous prouvons maintenant (2.64). Rappelons que

R . 1 &
1Q% — Qllso = ||svec(Q%) — svec(Q)|loo = HN Z&Hooa
t=1

ol & est défini dans (2.68). Pour tout i € [1, —n(n; 1)], les variables (& ()<< sont indé-
pendantes et pour 1 < k < E[f],

k

3 3 k
Ell&llt, < E(1G)% + o) <> Clo¥e?* D = (207)".
=0

11 suffit ensuite de suivre le schéma de la preuve (2.63) pour prouver (2.64). Enfin, pour
montrer (2.65), on remarque que :

P(||Qx = Qlloo = m2) < P(Ipn = plloc = m) + P(IQ% = Qlloo > 112)- (2.75)
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Lemme 2.7.4 Soient ri, t = 1,...,7 — 1 = N les réalisations d’un vecteur aléatoire de
dimension n vérifiant ’hypothése 1 ot pr = p et Q: = Q sont constants. Fizons A >

0 et Ky = a(W)Z. On suppose que N est suffisamment grand pour avoir

In(n(n+1)) + AIn N < N. On définit les statistiques suivantes :

1 1 1 Y
AT:NZ ty Q?—:NZ (at_P)(at_P)T7 QT:NZ (at_ﬁ’r)(at_ﬁ’r)T7
—1 =1 t=1

avec oy = 1 1(||relle < Ko). Alors il eziste des constantes my = £ + V2, my = 2 +
4\/5, msg = m% + mg telles que :

Inn(n+1)+AlnN 1

[ Epr = plloe < o( ~ ) (2.76)
P <||f>r — plloe > mac \/ln"(n + }\)[’L MnN) NL (2.77)
1EQ - Qe SSUQ\/IH”(”?@*MM? (2.78)
1EQ- - Qllos S402\/1n”(”+2+MHN+%2, (2.79)
p<||c>2@|oo zmga2\/1“”(”+jv)“1“N) <L (280
P<IIQTQ|oo 2m302\/ln"("+2+MnN) < % (2.81)

Lemme 2.7.5 Sous les hypothéses et notations du lemme 2.7.4, on définit les statistiques
suivantes :

1 N

b
== Q=+
Nt:1 N

o pourt=1,...,n:

H
1M

N
o Q=D (o= P — i)
t=1

ri (1)
[ (4)]

Les estimateurs pr, Q¥ et Q. satisfont (2.76),(2.77),(2.80),(2.81) (avec m; = T+ V2,
mo = %+4\/§, m3 =m? +my) et :

o (i) = (i) 1 (9)] < Ko) + Ko

L(|rg (1) > Ko). (2.82)

A Inn(n+1)+AIn N A Innn+1)+AlnN o2
Q! — @l < 50/ 2ln D G, Qe < 7oty 2nnt ) + 7 (289)

Preuve du lemme 2.7.4. Remarquons tout d’abord que pour tout k € [1,n] :

[Epr(k)=p(F)| = [Ear(k)=Eri(k)| = [Eri(F)1([r1lle > Ko)| < Ellri[loc1(l[r1llec > Ko) < =5

Ceci prouve (2.76). Si 61 =In2n+ AIn N et é2 = Inn(n+1) + AIn NV, nous allons montrer

que :
4

. 1
P (o=l = m = T3 1) < v (284
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avec
16, 4 & /1 4K051
=20 + 04— = V20 ,
N '3 54N*

ce qui prouvera (2.77) avec m; = % + /2. Nous avons :

Pllfr = plloo = m) < 1 max P(5,(k) ~ Bpo(k)| = m ~ |Epr (1) ~ p(B))

< > .
< nlréllggnPQZ a;(k) — Eoy( )I_N?71>

Remarquons que

3 N 3N) N’

Si X = ai(k) — Ea;(k), pour tout k fixé, les variables (X}), ;. sont indépendantes,
centrées et telles que -

’>77”:2K051 +\/(2KL51 24 201

E(X,i)2 < Bay(k)* < 0% et |X}| < 2 K.
Ainsi, en utilisant l'inégalité de Bernstein, on obtient (2.77) :

1 Aﬁfﬁ > - 1

P(||pr — > <2nexp | — —
(17 = pllcc = m) < p ( 207 4 2 Kol

N

Ensuite, pour tout 1 < j,k < n,

|EQ7(j, k) — QULK)| < Elri(G)ri(k) — ex(d)ea (k)| + |p(k) || Eex (5) = p(5)| + |p(5)|| Ear (k) — p(k))| (2.85)
< Elri(g)ri(B)1(|Irillee > Ko)| + p(k)||Er1(5)1([|r1llee > Ko)l + [p()] |Eri(k)1(||rillsc > Ko)
< ;‘(—42 +2;, (2.86)

ce qui montre (2.78). Nous montrons maintenant que :

4 5
A 1
P(|Q7 = Qlloe = nhy = 75 + 2—=5 +115) < (2.87)
K02 K3 N
ol )
4(K0+O') 0 0o
v =2 T 2 L AV20% ) == 2.88
v = FEED0 502 [, (2.88)

ce qui prouvera (2.80). En raisonnant comme ci-dessus,

A n(n+1 N N
PO - Qe 2 ) < M o PUQLGE) — BQUGH) 2 a8)
n(n+1) al
— AR _ B ATK) > N7
< T e PU)A = Ni)

avec

N 2 (KO + 0’)252 2 (Ko + 0')252 2 0
—_ ZA7Y L T 7e Y L F) re 204 =L < pl
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et A7" = (ai(j)—p(5)) (i (k) —p(k)). Si X]* = AIF— EATF les (X*); sont indépendantes,
centrées et vérifient | X7*| < 2(Kq + 0)2, E(X?")? < E(||ai]ls0 + 0)* < 160, On applique
alors l'inégalité de Bernstein pour terminer la preuve de (2.80). Si p n’est pas connu,
EQ:(j,k) = %(Eal(k)al(j) — Faj(k)Eay(j)) et donc :

1BQ-(.k) ~ QUK < i Bon (B0 () — Bon (k) Ban () — QG k)| + BB (9 59)

2

< |Bar(G)aa(k) = ri(G)ri(k) + [Ear(f) Ear (k) — Eri(5) Eri (k)| + UN

Remarquons que |E (a1 (j)aq (k) —ri(j)ri(k)) | < —;'(42 et si 6" = 1(||r1]|oo < Kp) et 61 =
0
L(llr1]loe > Ko),

4
|Ear(j) Bar (k)—=Er1(j)Eri(k)| < Elri(7)16” Elri(k)|8 " +Elri(5)|67 Elri (k)8 +Elri(7)|67 Blri (k)5 < 3;(—37

ce qui montre (2.79). Ensuite, comme
A A . o A
1Q% = Q-lloo = ll(p = Ar)(p = pr) " lloo = llp = pr % (2.90)

nous avons :
A R 2 9 o [02 Ab 9 |02
P(|Qr = Qlloc = 1m2) < P(|lpr — pllZe = mio N)JrP(HQT—QHoo > mao N)(2-91)

Comme %2 > %, (2.77) permet de majorer le premier terme du membre droit par ﬁ et
le deuxiéme terme par % également (en utilisant (2.80)).

O
Preuve du lemme 2.7.5. Si 'on remarque que |a;(k)| < |ri(k)| on voit (en suivant la
preuve du lemme 2.7.4) que (2.76),(2.77),(2.80) et (2.81) restent valables pour le lemme
2.7.5 & condition que les constantes mi,ms et ms soient mises & jour. Par exemple, pour
1<k<n:

B4l = o] = 1B~ (L] > Ko)
0.4
< Bn@n ) > K) < 7

Majorons ||EQY — Qlls et |EQ+ — Q|loo. Notons kT (k™) les quantités 1(|r1 (k)| > Ko)
(1(|r1 (k)| < Ko)) et 57 (57), 1(|r1(4)] > Ko) (1(|r1(j)| < Kp)). Tout d’abord, remarquons
que (2.85) est veérifiée. Ensuite, pour tout 1 < j, k <n:

4
\p(k)||Er1(j) — a1(j)| < oE|ri(j)|5+ < %;
0
et
Eloa(j)ai (k) —ri(f)ri(k)] < EVI(k)Hh(ﬁHh‘fﬁ — 1)k 57 + Elr1 (k)| ()] |T§2)| Akt
K

4
. g

+E|7‘1(j)rl(k)||m 0
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La premiére inégalité de (2.83) s’ensuit. Finalement, (2.89) est vérifiée et
|Ean (j)Eon (k) — Eri(j)Eri (k)] < E|7"1(J')|J'7E|A = 1fra (R)[ET + E|7"1(’€)|"~‘7E|L0. = 1)1
Ir1 (k)] 1 (5)]

. k) N
K2ET1(]) +B Tl( + E +E <4
+ Ol |T'1(])|j |1"1(k))|k | +| Tl(])] Tl(k)k | —

4
g

K2’

Le lemme suivant sera aussi utile par la suite. Méme si Vi(p) et V7(Q) sont inconnus,
ce lemme permet d’avoir un majorant (non asymptotique) de ces quantités : Vi(p) <

2\/%0,/1?7? et Vi(Q) < kgo? w, pour une certaine constante kg. Si I est
un intervalle d’homogénéité temporelle locale, ce lemme fournira aussi un majorant pour
Az(p) et A7(Q). Dans ce qui suit, p; et 7, représenteront respectivement les quantités
ﬁz pt et ﬁz Qt.

tel tel
Lemme 2.7.6 Soit I un intervalle non vide. Soit A > 0 tel que Inn(n+ 1)+ Aln|I] < |I|
et soient pr et Q les estimateurs définis par (2.9). Il existe alors une constante kg =

2 (14 4ye(V2+2y/e +2)) telle que

R R Inn
Ellpr — Eprll% < 8eo? (W) , (2.92)

Inn(n+1)+ Aln|!|
1| '

E|lQr — EQ1ll« < kQ02\/ (2.93)
Preuve du lemme 2.7.6. Remarquons que les variables (Xj) = (o — Fayg), pour k € 1,
sont des variables aléatoires indépendantes centrées et vérifiant :

Bl < E(larls + Ellarls) < E(lrelle +0)? < 40°.

11 suffit ensuite de suivre la preuve de (2.58), lemme 2.7.1 pour prouver (2.92). Maintenant,
soit Ql} = |—}| Z (o — pr) (g — ﬁI)T. Nous montrons tout d’abord que :
tel

Inn

QY — EQY||oo < 16v/ec? [ — (2.94)

E .
| 1

En effet, E|Q} — EQYlle = 1 EIY_ Gllos: avec & = (o = pr)(ew — pr)" = Eay —
tel

pr)(a; — pr)T. Les variables (;)icr sont indépendantes centrées et E||C )% < E((||7t oo +

0)? + 40%)? < 640*. En suivant & nouveau la preuve de (2.58), lemme 2.7.1, on obtient

(2.94). Maintenant,

E|Qr — EQille < EBlQr - Qill + BllQ} — EQ} |l + | EQT — EQ1lloo

A ~ Inn
2E|Qr — QYoo + 16v/e0™ | I (2.95)

De plus, |Qr — Q% = |51 — p1]|% et

IN

Inn(n+1)+ Aln |/

2
i i

Elpr—prllze < E(|p1—Eb1llsc+|Epr—prlloo)® < E(llﬁI—Eﬁllloo+0\/
(2.96)
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On utilise ensuite (2.92), (2.95) et (2.96) pour prouver (2.93).

Preuve du théoréme 2.3.1
Supposons que 7; satisfasse I’hypothése 1. Nous avons :
161 = Pl < o1 = P1lloc + o1 = Pilloc + 1127 = P oo (2.97)

Ensuite ||pr — pJlloc < ||p1 — prlloo + ||pr — prllco €t d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz
o1 —prlloo < Ar(p) et ||pr—pilloo < Ay(p). SiI est un intervalle d’homogénéité temporelle
locale, alors A(p) < DVi(p) et Aj(p) < DVjy(p). Grace au lemme 2.7.6, on obtient alors :

N /
151 — 7]l < 2v/2eDo < % + %) . (2.98)

On peut ensuite facilement adapter la preuve de (2.77) pour montrer que pour tout inter-
valle I non vide et pour tout A > 0 :

L 1
P(llpr = prllec = m(I],A)) < IS (2.99)
avec
ot In2n + AIn|I| 4 Ko(I)(In2n + A1n|I|)

I = —— + V2 - 2.100
m(lZ;A) S(I)J”/—U i +3 7 : (2.100)

1
ou Ko(I) = o <m)4. Remarquons que si Inn(n + 1) + Aln|I| < |I|, alors
(2.99) est verifie avec n (7], A) = myoy /DL Si Inn(n + 1) + A [1] < |1] et

Inn(n+1)+ Aln|J| < |J| alors on montre (2.24) en utilisant (2.97), (2.98) et (2.99). Nous
avons maintenant besoin du lemme suivant pour prouver (2.25).

Lemme 2.7.7 Soit I un intervalle d’homogénéité temporelle locale non vide, alors pour
tout A > 0,

P <||@, Qi = (T1N) = 2(TLN) + (11N + (5+4@D>a2\/ln”(”+ D, “ln'”> <2

1] T
(2.101)
ou les fonctions m et 1l sont définies dans (2.100) et (2.88).

Preuve du lemme 2.7.7. Remarquons tout d’abord que :

A — . N 1 _ N
1Qr = Qrllss < llA1 = p1ll3 + mHZ(at — o) = pr)" = Qi
tel
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Nous devons alors majorer : [|A|lo = ‘—}‘HZ E(oy — pr)(ey — pr)t — Qil|oe- Nous avons,

tel
pour tout 1 < 4,k <n:

2GRN = 0 S 1Baiar®) — rr ]+ ZENS 1) - Bt
tel tel
ﬁz )l (k) — Boy (k)| + ﬁz Bau(®)|oe(7) — p1)|
tel tel
504 o . . 504
< @mt (Z (ot — o) ()] + |(pr — pﬂ(])\) < o + 20000
<

1 1)+ Aln|l 1

< (5+4\/2—6D)02\/1nn(n+1)+)\lnm.

1|

On suit ensuite la preuve de (2.80) pour conclure.

Remarque 2.7.1 Lorsque Inn(n + 1) + An[I| < |I] et si kg = 150 4+ 26,/2 + 4V2eD,
alors le lemme précédent est vérifié avec

w111, = K, 2 \/lnn(n+ 1) + )\lnm. (2.102)

1|
Comme précédemment nous avons :
1Qr = Qslloe < Q1 = Qilloo + Q1 = Qulloe + 1@ = Qulloo- (2.103)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, le lemme 2.7.6 et puisque I est un intervalle
d’homogénéité temporelle locale, nous obtenons :

1Qr = Qille < DVIQ)+ Vs(Q))

ko Do <\/lnn(n+|1}|+ Aln|J| +\/1nn(n+|11)|+ Aln|]|>2-104)

IN

On conclut en utilisant (2.103), (2.104) et la remarque 2.7.1.
O
On peut remarquer que si au lieu d’utiliser les estimateurs définis par (2.9), on utilise les es-
timteurs empiriques (revenant a remplacer oy par r;) alors on peut obtenir des expressions
plus fines de v,(|1], |J|,A) et vq(|1],]J], ). Pour cela, il suffit d’écrire pour la moyenne :
N . 1 1 _ 1
o1 = pulloo < (m - m)H Z e = Pilloo + {11 = Pulloo + mH Z 7t = ptlloo;
teJ tel\J

et pour la matrice de covariance :

1Q1 — Qulloo < Q1 — Qullos + A(I,J) + B(I,J) + C(I,J) + D(1, J);
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ou

—Jl . ~
A(I,J) = |J| Il HZ (re— )" = Qtllsos B(LJ):THQI\J_QI\JHOOa

teJ

1 I —1[J], . .
il 161 = psll2 et D(I,J) = THP! — prlle-

On conclut ensuite en suivant la preuve du théoréme 2.3.1.

C(I,J) =

Preuve du théoréme 2.3.2
Tout d’abord,
A1 = prleo < ‘Z loe = oo + ,Z e = prlloc
tel tel

Ensuite, en utilisant 1'inégalité de Cauchy Schwartz, la définition de I et le lemme 2.7.6 :

Inn

UUZ Hpt pr”oo < A]I( ) < DWI( ) < 2\/_D0' UH

tel

et (2.28) en résulte. De méme, pour la matrice de covariance :

1Q1 — Qrlloo < 1Q1 — Q1lloo + AL(Q),

avec Ar(Q) < DVi(Q). On conclut en utilisant les lemmes 2.7.6 et 2.7.7.

Preuve du théoréme 2.3.3

On montre que 'union de événement :

{Ilﬁf — prlloo > 3m ([T, ) +4@Da,/lw + Ar(p )}

et de I’événement :

{w%—me>wmm»+amD¥¢m“"+m+Amm+Amw}

implique I’événement :

U {lps = pslles > m(I1.0) U 1Qs = Qullos > (71N}
JEeTL(I)

ow i (|1],) = (§ + V) [BHEEEL e (|1, 0) = Kpo? /R, ce qui

prouvera le théoréme. Supposons que pour tout J dans Z,(I), [ — psllee < m(|J],A)

et |Qs — Qslle < 1(]J],\). Nous cherchons & montrer que 16 — prlloo < 3ne(JI], A) +

4v2eDo /Bt + Ax(p) et [|Q; — Qrlloo < ([T, A) + 2kgDo? [ HEHIRARI 4 Ay (Q).
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Tout d’abord, remarquons que I n’est pas rejeté. En effet, pour tout I € Z tel que I C T et
pour tout J € Z(I) :

161 = pillc + 11 = prllco + llor = Pilloc + 197 = Pilloo

161 — pslle <
< (I, ) +m(|J], A) + Ar(p) + As(p).

Par ailleurs, par définition de I, Ar(p) < DVi(p), As(p) < DVy(p) et en utilisant le lemme
2.7.6 on obtient :

R N Inn Inn
161 = pslloe < (I, A) +n1(|T], A) + 2v/2e Do (\/ Il T4 m) :

De méme on montre que :

1010 lloo < 1(11], A)+17(J], \)-+kg Do <\/1“"(" - %* Alnlf] | \/ln"(" i B,* Aln “”) .

Donc pour tout I € Z tel que I C I, nous avons, pour tout J € Z(I), ||pr — pilloc <
Yo I, [T, A) et [|Qr — Qilloe < Y@ (|I],]J],A). Donc I est accepté et I est accepté et donc

I C I. Ceci implique
1 |
m (I, A) +m (1], ) +2v2eDo <\/ o+ ,“f‘)
/1

puisque 7 (|I|, ) est une fonction décroissante de |I|. De plus,

IN

161 = Al

IN

197 = prllc < 1197 — P1lloo + o1 — Pilloc + 121 = prlloos

3m([1], \) +4\/%Da,/1m + Ar(p).

Comme n(]I], \) est aussi une fonction décroissante de |I|, on peut montrer de la méme
maniére que

IN

~ 1 +1)+ Aln|I
||Qf—QT||oos3n<|ﬂ|,x>+2kQDUQ\/ i e ]

ce qui achéve la preuve.

Preuve des théorémes 2.2.1 et 2.2.3

Dans le cas stationnaire, soit A > 0 tel que Inn(n+1)+AIn N < N et dans le cas ou les
parameétres varient lentement soit A le parameétre de lissage de ’algorithme adaptatif tel que
Inn(n + 1) + Alnmgy < mg. Dans le cas stationnaire (resp. dans le cas ol les paramétres
varient lentement), d’apres le lemme 2.7.5 (resp. le théoréme 2.3.3) on peut trouver un
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3

ensemble aléatoire S de probabilité au moins 1 — % (resp. au moins 1 — Z W) et
JeT(I)
des fonctions 1), et ng dépendant de A\, o,n et N (resp. A, o,n et |I|) telles que si w € S :
H/A)T - pTHOO S np’ et HQT - QTHOO S 77Q' (2105)

Soit f la fonction objectif du probléme (17) et f la fonction objectif du probléme (V).
Remarquons que

f@) = f@) = f@@)—f(z")

IN
[\
w0
=i
T
=
&
|
~
—~
8
=

X(M7V7$ )
< 2 Sup ’(ﬁfr - PT)Tx‘ + 2’%(6) sSup ’ \/ xT@T Y xTQTx’
X (p,v,x™) X(pr,x™)

ngQ, et comme ||z||; < ||z~ pour tout x € X(u,v,27), nous avons sur S la majoration :

D’autre part, puisque sur 'ensemble .S C Q, nous avons ||p; — pr|lec < 7, €t |Qr —Qrllcc <

01 < 2[[pr = prllcollz™ I < 2mp [l |1

Si QT # @, alors pour tout 6 > 0 nous avons par ailleurs :

V2T Qrx —\/2TQ 2| < ' Qrz — 21 Qe 1 <max(\/xT@Tx, ValQ,z) > 9)

0

+01 <max(\/xT@Tx, VT Qrz) < 9) .

En choisissant 6 = 1/[|Qr — Q+|lco||z~||1, on obtient :

5 < 26(e) /1@ = Qrlloellz™ I
< 2n() yiiglla~ Il

sur S. En substituant les majorants ci-dessus dans (2.106) on obtient les majorations
(2.15) et (2.20). De plus, si Q) est définie positive, on peut améliorer la majoration de ds.
En effet, dans ce cas, \/27Q,z > /B(Q,) ||z|]1 et

2T Qrx —xT@ T 1 ~ 1 ~
- = < =@ = Qrllcllzlh £ ——==I1Qr = Qrllocllz™[I1-
IOz +\/2TO B(Qr-) B(Q-)
On obtient alors sur S la majoration suivante pour ds :
2k(e) | A _ 2r(€) _
by < ——=|Qr — Qrllcllz” [h £ —=—==mnqllz" |1,
B(Qr) 8(Qr)

ce qui prouve les majorations (2.16) et (2.21).
Remarquons que pour le théoréme 2.2.3, les constantes k] et k) sont données par kj =
6(% + V24 2v2eD) et ky = 3(kqD + kfy).

O
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Preuve des théorémes 2.2.2 et 2.2.4

Soit S I'ensemble aléatoire défini dans la preuve du théoréme 2.2.1 tel que les inégalités
(2.105) soient vérifiées sur S. Sur S si le probléme (M) est faisable, alors (M) le sera aussi.
En effet, pour w € S, si z est faisable pour (M) alors z > 0 et EeTx:\g pLetr(ntDa, 1 <
(pr + npe)Tx + 7(n+ 1)z,41. De plus, la solution (Z,Z,4+1) de (M) satisfait la contrainte

(Pr +mpe) T+ r(n+ )Ty > lela™,

et ainsi sur S,

prE+r(n+DEnn > Le'z” + (pr — (Pr + )7
> e’z = (lpr = Prlloo + 1) 171 (2.107)
> telz™ — 2,z . (2.108)

D’autre part, si f est la fonction objectif du probléme (M\), alors

f@ - f@) < f@)-f@)
+/(@) = f(z")
+f(@*) = f(z")
< 2 s |f(@) = f@)] <0 - Qllcllz”IF. (2.109)
X(pv,z™)

Cette derniére quantité est majorée sur S par 7g ||z~ ||?, ce qui prouve (2.17) et (2.22).
Pour prouver (2.18) et (2.23), nous allons montrer, sur ’ensemble S, comment raffiner la
majoration f(Z) — f(z*). Notons Z la solution optimale du probléme

min %xTQTx
(M) L (pr+mpe)Tz+r(n+Dap > lela, (2.110)
Ty Tnt1,Y,2) € X(u,v,x7).
+

Remarquons que sur S, ensemble de faisabilité de (M) est contenu dans celui de (M),
et donc f(z) < f(«*) sur S. Considérons la fonction :

A
z QT - QT X

g(x) = il el 5 L4

Evidemment, g est Lipschitzienne sur la boule B; = {x € R" : |jz||; < ||~ |1} avec la

constante de Lipschitz

Ly < sup  [[(@r — @r)zllc <[|Qr — Qrllollzl1-

llzllr <[lz= 1

On peut majorer L, sur S comme suit : Ly < ng ||z7||1. Comme Z et T appartiennent a la
boule Bi,

f(@) = (@) <19(@) — 9(2)| < Lyllz — z[]1. (2.111)

D’autre part, on peut écrire f(Z) sous la forme f(z)+(z — E)TVf(i)+%(3§ . N )
Puisque & est dans I’ensemble de faisabilité de (M), (& — i)TVf(:E) > 0. De plus, par dé-
finition de (@),
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ce qui donne

B(Qr)

51T =7l < f(@) = £(7) < Lyll@ = 2],

et
2L, _ 21q |

17 =2l =305 = —h@)

En utilisant & nouveau la majoration (2.111) on obtient :

f@ - f@") < f@)-f@)
25 =~ |13

ST

Remarquons que pour le théoréme 2.2.4, les constantes k| et k) sont données par k} =
6( + V24 2v2eD) et ky = 3(kqD + kfy).

O
Preuve du théoréme 2.3.5
En utilisant les notations introduites dans la section 2.3.1, on cherche & majorer :
p="P (37 €2 1ps~ prllse > 70111171, 3) U 195 = Qrlle > (11,171, 0))
Nous avons :
p < > Plps = prllee > (11171 N) + PUIQs = Q1llss > vo(lIl, 171, ))
JeZ(I)
3 3 6 Card(Z(I))
< )< ==
S L GErtuE s T
JeZ(I)
O

Preuve du théoréme 2.3.6

Si l'intervalle I est accepté comme intervalle d’homogénéité temporelle, alors on peut
considérer que les moyennes et variances/covariances sont proches sur J et I. Ainsi, la
probabilité p que I soit accepté est majorée par :

p="P (155 = prllee <UL 1TLN) () 1Qs = Qillee <7011, 11, 1))
qui est majorée par la somme des probabilités. Par ailleurs,
165 = p1lloe = 151 = plloc —l1ps — s+ b1 = prllse;  1Qs—Qrlloe = 1Q1 = Qlloe — Qs — Qu+Qr — Qrlls-

(2.112)
Remarquons que (2.112), (2.33) et (2.34) donnent

P(llps = s+ pr = prllee = m (71, A) +m (1], 2) + PIQs = Qs + Q1 = Qullso = n(|J], X) +n(I1], 7)),
Pl = pilloe 2m(|J12) + P(lpr — prlle 2 mi (1], A))
+ P([Qs = Qulloe = n(1J1, 1) + P(IQr = Q1llee = n(I1], 1)),

3<%+m)‘

p

INIA

IN
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Preuve du théoréme 2.3.7

Sihy = [Ty —m+mo,7—1] et Iy = [Tp, — m,Te, — m + mo — 1], la probabilité que
I soit accepté est la probabilité que ||pr, — pr,llo0 < Vp(|11]; [Z2], A). Nous avons pr, = po
et pr, = #%(pl — p2). Il suffit ensuite de suivre la preuve du théoréme 2.3.6 (en
remplacant [ et J par I; et I3) pour conclure.

Preuve du théoréme 2.3.8

D’aprés les lemmes 2.7.1 et 2.7.2, nous avons, pour tout intervalle I non vide, et pour
tout A > 0 tel que 10(Inn + Aln |I|) < 3|I] :

P <||ﬁz il 2 (10 = 2y g 2 A ') <o, (2.113)
Ellpr — Eprlloe < V2e0 llnﬂn (2.114)

D’autre part, nous avons
101 = Qilloo < 1151 = prll3 + 1QF = Q1o (2.115)

avec maintenant Q4 = ﬁz (re — p1)(re — pr)T. On peut écrire ||QY — Q1l|oo sous la forme
tel
H‘—}‘ th”oo avec & = (ry — pr)(re — pr)7 — Qi En remarquant que V1 < k < E[&],
tel

2 2 3|I
E|&]E < 0" avec 0" = 0 + (0 4+ 20")?, on peut, en posant A = U”\/1o(1nn(n+|1)|+,\1n|1|)’

suivre la preuve de (2.63) pour montrer que si 10(lnn(n+ 1) + Aln|I]) < 3|I] :

1 An |1 Ko (A
(HQ[_QIHooZQ\/» //\/nn n—|—|1]|+ Il| |> < |§|()\) (2.116)

%1

avec Ko(\) = 1+ (31602[ S ) . En utilisant (2.113), (2.115) et (2.116) on obtient :

P(IQI Qtlloe > f mx_zf f o \/m"("“)“ln'”)<K1<A>+K2<A>
= 2 fal 1] = -

(2.117)

Enfin
2B)Qr — QYo + EHQ? EQY /oo,

281 = il + Iy 3 &l (2118)
tel

E|Qr - EQrll

IN

IN

en posant & = (r, — pr)(re — pr)" — E(ry — pr)(ry — pr)”. Puisque E|§]|2, < 0’ avec
" = 2(o + 20')?, en suivant la preuve de (2.58) on montre que

Inn

T (2.119)

E|QY} — EQ}||oo < 2V/e0”
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En utilisant (2.114), (2.118) et (2.119) on obtient :

5 3 1
E||Qr — EQ1lle < (4e0? +2y/e0”) /%.

Ceci justifie les régles d’acceptation données en (2.36) et (2.38). Notons que (2.36) est

vérifiée avec une probabilité supérieure a 1 — K‘}‘(A)‘) - IT}]T;\) et (2.38) avec une probabilité

supérieure & 1 — (K7 (u) + KQ(M))(ﬁ + W) Si Ialgorithme adaptatif est implémenté en
utilisant les estimations empiriques de la moyenne et de la matrice de covariance, on peut
donc utiliser les régles d’acceptation (2.36) et (2.38). Le théoréme 2.3.8 se prouve ensuite
comme le théoréme 2.3.3 et en utilisant (2.113) et (2.117).

Preuve du théoréme 2.4.1

Nous montrons le résultat lorsque I’hypothése 1 est vérifiée (ce qui justifiera la remarque
2.4.1 faisant suite au théoréme 2.4.1). Si ’hypothése 2 est vérifiée, on montre le théoréme
2.4.1 de fagon analogue.

D’apreés (2.100), pour tout A > 0 et pour tout intervalle non vide I et de longueur h :

1

P(lpr = prlloc = m(h X)) < 55 (2.120)

On considére quatre cas.
=~ Sih<t<Ty—h+1,p(h) = py(h) = p1 et

P(lp5(h) = pa(R)llse > 2m(h,A)) < P(llpg(h) = py()llso + [lpa(h) — pa(R)llse > 2 (h, A)
< Pllpg(h) = pg(M)lee > m(h, N) + P(llpa(h) — pa(h) | > m(h, X))
2
< =
< 3

Ainsi, il y a un ensemble S; C €2 de probabilité au moins 1 — h% tel que pour w € Sy,
165(h) — p(R)lloo < 201 (R, N).

— De méme, pour Ty, +h <t < N —h+1ily aun ensemble S; C € de probabilité au
moins 1 — h% tel que pour w € Sy, ||} (h) = p4(h)llee < 2m (R, N).

— Pour T, +1 <t <T,, + h — 1, nous avons

(t—Tep)p2+ (h =t +Tep)p1
Y .

ph(h) = pa, et ply(h) =
Remarquons que

_ _ h—t+1T,
1) = 1) > N h) = 0) = -+ ) o+ (=5 ) =

et que P(llph(h) — 7 (h) — ph(h) + Ah()llow > 2m(R,N)) < . Ainsi, il y a un
ensemble S; C 2 de probabilité au moins 1 — h% tel que pour w € S,

h—t+1T,
o) = )1 = =20 + (“=52 ) I = e
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— De méme, pour T,,, — h + 2 < t < Ty, on peut trouver un ensemble S; C € de
probabilité au moins 1 — h% tel que pour w € S,

h+t—T.,—1
o) = i)l = =2m (1,0 + (T2 s = e

Ainsi, si w € St,, et [|p2 — pillo > 72mi(h, A) alors ||py” (h) — po (B) oo > 2 (B, A).
Finalement, si w € <ﬂTC”_h+1 t) N (ﬂi}?;&h St> N St,, alors T.y(h) € [Ty — h +
1,T,p + h — 1]. On obtient donc :

Tep—h+1 N—h+1
P(Tep(h) € [Tep—h+1, Tep+h—1]) > P (w € ( N st> N ( ﬂ+ st> N STCP> > 1_W4

t=h t=Tep+h

Preuve du théoréme 2.4.2

Nous montrons le résultat lorsque I'hypotheése 1 est vérifiée (ce qui justifiera la remarque
2.4.2 faisant suite au théoréme 2.4.2). Si ’hypothése 2 est vérifiée, on peut montrer le
théoréme 2.4.2 de fagon analogue.

En suivant la preuve du théoréme 2.4.1, on peut trouver des ensembles S; tels que :
~Sih<t<Typ—h+louTy+h<t<N-h+letwe S, alors ||p)(h)—ph(h)lle <
2m1 (R, A).
Sch,,+2§t op+h—1louT,y, —h+2<t< Ty, —1etw e 5, alors
10t (h) mnsmw»#%M—mw
- Slt—Tcpout Tep +1etwe Sy,

h—1 h—2
log(h) = pa()lloe = =2m1 (A, A) + —=—llp2 = prlloc > 2m (R X) + ——1lp2 = p1lloe:
Ainsi, si w € ﬂt hhH S et [lp2 — pillee > 4hmi(h, ) alors Toy(h) € {Tup} U {T,p +
1}.

Preuve des théorémes 2.4.3 et 2.4.4

Les théoremes 2.4.3 et 2.4.4 se montrent respectivement en suivant les preuves des
théorémes 2.4.1 et 2.4.2.
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité et calibration
stable et robuste de matrices de
covariances

Nota Bene : Les résultats de ce chapitre seront consignés dans un rapport de recherche

en cours ([54]).

Dans ce chapitre, nous présentons une mise en oeuvre du probléme de Markowitz
conduisant & des portefeuilles stables par rapport aux perturbations des paramétres, ainsi
que des contreparties robustes de ce probléme. Pour obtenir la stabilité des portefeuilles,
une nouvelle calibration de la matrice de covariance entre les rendements est proposée.
Cette calibration est la solution d’un probléme d’optimisation semidéfini positif et nous la
comparons avec d’autres méthodes de calibration de la matrice de covariance. Pour justi-
fier notre calibration, on détermine deux propriétés que la matrice de covariance devrait
vérifier. Tout d’abord, une analyse de sensibilité du modéle de Markowitz montre le role
joué par la plus petite valeur propre de cette matrice. Cette étude passe par une ana-
lyse de sensibilité des solutions d’un probléme quadratique. Par ailleurs, en utilisant les
résultats du chapitre précédent, on peut localiser la matrice de covariance et la moyenne
dans des ensembles bornés. Pour ce qui est de la robustification du modéle, on utilise aussi
les résultats du chapitre précédent qui permettent de mettre en oeuvre facilement diffé-
rentes contreparties robustes du modéle de Markowitz. Les contreparties robustes sont des
problémes résolus aussi efficacement que le probléme nominal.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous penchons donc sur la stabilité des portefeuilles solutions
du probléme de Markowitz ([69]). Le modeéle de Markowitz (que nous présenterons dans ce
chapitre sous deux formes légérement différentes de celle présentée au chapitre précédent)
reste aujourd’hui le modéle de gestion de portefeuilles & la fois le plus simple et le plus
général. Cependant, ce modéle est difficile & utiliser en pratique car, comme nous ’avons
souligné au chapitre précédent, il intervient aprés une analyse statistique délicate : la pré-
diction des paramétres du modele (le vecteur des rendements moyens p, et la matrice de



106

covariance (), entre ces rendements sur la période d’investissement). De plus, comme le
soulignent [15] et [14], si on utilise les estimations empiriques des paramétres, la compo-
sition des portefeuilles est typiquement trés sensible aux variations des rendements. Le
controle de la stabilité de la composition des portefeuilles nécessite donc une estimation
adéquate des parameétres du modéle. Dans ce chapitre, nous montrons en fait qu’il existe
une mise en oeuvre simple et automatique du modéle de Markowitz, qui permet d’obtenir
les propriétés de stabilité recherchées. Pour cela, nous devons tenir compte du risque nu-
mérique lié & la premiére étape de prédiction des grandeurs statistiques. Notre approche
introduit une étape intermédiaire entre la premiére étape d’estimation et la deuxiéme étape
de sélection, étape intermédiaire pouvant étre vue comme un filtre ou une régularisation
numérique des prédictions statistiques. La régularisation correspond & une nouvelle cali-
bration de la matrice de covariance.

Plus précisément, le plan du chapitre est le suivant. Nous commencons par introduire dans
la deuxiéme section les deux variantes du modéle de Markowitz que nous étudions dans ce
chapitre. Nous en profitons pour donner quelques propriétés du modéle de Markowitz qui
seront utilisées par la suite. Afin de controler la stabilité des portefeuilles, étant donnés
deux portefeuilles 1 et x5 obtenus pour les valeurs (p1, Q1) et (p2,Q2) des paramétres du
modéle, nous cherchons & majorer ||x2 — z1|; en fonction de ||Q2 — Q1lloo €t ||p2 — p1l/co-
Ainsi, la troisiéme section est consacrée i une analyse de sensibilité des solutions opti-
males. Deux différentes versions du modeéle de Markowitz sont étudiées. Puisqu’elles sont
toutes des problémes d’optimisation quadratique satisfaisant I’hypothése de Slater, on sait
([32]) que les solutions sont radialement lipschitziennes. Ceci nous garantit 1’existence d’une
constante de lipschitz mais pour (p1, Q1) fixés, ne dit rien sur sa dépendance en fonction de
(p1,@1)- Ainsi, notre analyse de sensibilité vise & déterminer des bornes précises et globales.
Pour la version du probléme ol la contrainte de rendement est agrégée dans la fonction
objectif, on montre que les solutions sont lipschitz radiales par rapport aux parameétres. La
constante de lipschitz obtenue est plus simple que celle de [14] et résulte de 'application de
la proposition 3.8.1 donnée en fin de ce chapitre [[18]]. On étudie ensuite une autre version
du probléme intégrant une contrainte de rendement. Notre analyse de sensibilité tend a
montrer que les portefeuilles générés en utilisant le modéle de Markowitz seront stables si
la plus petite valeur propre de la matrice de covariance estimée est suffisamment grande.
On donne enfin une analyse de sensibilité des solutions du modeéle de Markowitz général
(2.6) introduit dans le chapitre précédent et tenant compte des frais de transactions.
Dans la quatriéme section, on utilise les résultats du chapitre précédent et on propose
des contreparties robustes du probléme de Markowitz. Le modéle statistique utilisé pour
les rendements est plus général et conduit & des contreparties robustes plus simples que
[46]. Dans cette méme section, nous proposons deux calibrations stables de la matrice de
covariance. D’autres calibrations existantes de la matrice de covariance préoccupées par la
stabilité des portefeuilles sont ensuite présentées. La derniére section est consacrée a des
simulations numériques.

3.2 Modéle de Markowitz et sources d’instabilité

3.2.1 Modéle moyenne variance de Markowitz

Nous présentons deux déclinaisons du modéle de Markowitz introduit dans le chapitre
précédent. Nous ne tenons pas compte, dans un premier temps et afin de simplifier la pré-



107

sentation des résultats de ce chapitre, des frais de transaction. Le cas plus général présenté
dans le chapitre précédent sera ensuite brievement traité. Nous désignerons toujours par n
le nombre d’actifs risqués, 7 la date de l'investissement, M 1’horizon d’investissement, p, le
vecteur des rendements moyens des actifs risqués sur la période d’investissement et @) la
matrice de covariance entre les rendements de ces actifs sur la période d’investissement. Le
rendement de ’actif sans risque sera noté r(n + 1). Dans ce chapitre, un portefeuille = sera
un vecteur x = (x1,...,2,) donnant les poids des actifs risqués. Le poids de 'actif sans
risque est alors zg = 1 — 2T e. Une premiére approche consiste & rechercher le portefeuille
solution du probléme P(k, p;, Q) suivant paramétré par k, p, et Q; :

min 3 27Q.x — k2T (pr —r(n+1)e)

T € Ay (3.1)

Plkpr@0) |
ou k > 0 dépend de 'aversion au risque de ’'investisseur. On essaie alors simultanément de
minimiser la variance du rendement du portefeuille et de maximiser le rendement moyen du
portefeuille sur la période d’investissement. L’investisseur peut aussi se fixer un rendement
cible. Dans ce cas on cherche on portefeuille dont le rendement moyen p,”x + 7(n + 1)zg
est supérieur a une valeur cible donnée ¢ et dont le risque 27 Q,x est minimum parmi tous
les portefeuilles admissibles. Si ’on n’autorise pas la vente & découvert, on cherchera alors
a résoudre le probléeme P'(¢, p., Q) :

. 1.7
min 5z Q.

2 (pr —r(n+1)e) > L —r(n+1), z€A,. (3.2)

P'(¢,pr,Qr) {

Hypothéses de travail sur les problémes P(k,p,,Q.) et P'({,p;,Q-).

Nous ferons, dans tout ce chapitre, les hypothéses suivantes :
— H1. En tant que matrice de covariance, (), est semidéfinie positive. Cependant, nous
supposerons qu’elle est définie positive. Ceci est cohérent avec I’hypothése de non
arbitrage des marchés. En effet, si ), avait une valeur propre nulle, nous pourrions

T
vecteur z est un portefeuille s'il satisfait la contrainte 27e = 1) a partir du vecteur
propre v associé & cette valeur propre. Nous aurions ainsi 'illusion de pouvoir investir
sans risque dans des actifs risqués.

— H2. Le rendement cible pour le probléme P’ noté ¢, est supérieur & r(n + 1). En
effet, le cas r(n + 1) > /£ est résolu immédiatement (avec la solution correspondante
xf =0 pour i > 1 : on investit tout dans ’actif sans risque).

— H3. Pour que le probléeme P’ soit faisable, il existe un actif ¢ dont le rendement
moyen est supérieur ou égal & £. On suppose qu’il existe un actif ¢ dont le rendement
moyen p,(i) vérifie p-(i) > ¢. Enfin, le vecteur des rendements moyens p. et e ne
sont pas colinéaires.

Par la suite, nous dirons que le probléme P(k, p1,Q1) (ou P'(¢, p1, Q1)) satisfait les hypo-
théses H1, H2 et H3 si les hypothéses de travail ci-dessus sont satisfaites en remplacant

pr par p1 et Q- par Q1.

construire un portefeuille sans risque * = —— (rappelons qu’en toute généralité un
vle

3.2.2 Quelques propriétés du modéle de Markowitz

Nous allons donner quelques propriétés du probléme de Markowitz que nous utiliserons
par la suite. Tout d’abord, remarquons que la fonction objectif du probléme P’'(¢, p,, Q)
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étant minorée sur I’ensemble de faisabilité de P’ qui est défini par des contraintes linéaires,
le probléme primal P’ et son dual sont équivalents. Nous pourrons ainsi faire un voyage
dans 'espace dual pour étudier le probléme P’. On trouvera en annexe du chapitre 3 la
preuve du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Si une contrainte d’un probléme strictement convexre n’est pas active, on
peut Uenlever sans changer la solution optimale.

Proposition 3.2.1 La contrainte (p; —r(n+ 1) e) @ > 0 —r(n+ 1) est active pour P

Preuve. En utilisant le lemme 3.2.1, si la contrainte de rendement (p, — r(n+1) €)'z >
¢ —r(n+1) n’était pas active, on pourrait ’enlever et la solution du probléme serait = = 0
qui ne satisfait pas la contrainte de rendement. Ainsi, la contrainte de rendement est bien
active.
O

Remarquons que si la solution optimale z* de P’'(, p, () satisfait f > 0 pour 1 <i <n
alors il suffit d’appliquer le théoréme de KKT (p.305-306 de [64]) pour obtenir une expres-
sion explicite de la solution z*.

Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses H1, H2, H3, I’hypothése de Slater est vérifiée pour
P'(L pr, Qr).

Preuve. Puisqu'’il y a un actif ¢ de rendement moyen p,(i) > ¢, alors il existe ¢ > 0 et 1 <
l+¢ €
i < n, tels que p;(i) > £+ 2¢. Soit x défini par x; = —— et xp =
’ 0 @ T I - Dmax(lo D)
pour k # i. Nous avons x > 0. De plus, en choisissant € inférieur ou égal & 1— g, nous avons
z; <1-5.Doncale < 1-£ < 1. Enfin, 27 (p, —r(n+1) €) > (+3 —r(n+1) > (—r(n+1)
donc aucune contrainte n’est active en x.

O

On conclut cette section en soulignant les sources d’instabilité de la composition, du ren-
dement et de la variance des portefeuilles.

3.2.3 Sources d’instabilité

Les sources d’instabilité sont les paramétres du modéle : le vecteur des rendements
moyens p, et la matrice de covariance Q.
A partir de I'observation de rendements (ri)i:L..., N, calculables & partir des cours des ac-
tifs disponibles, on peut calculer les estimations empiriques et empiriques adaptatives du
vecteur des rendements moyens comme nous l'avons expliqué au chapitre précédent. Ce-
pendant, la prédiction des rendements moyens, devrait, si possible, non seulement tenir
compte des historiques des cours des actifs, mais aussi de données exogénes. Des infor-
mations telles que l'attente d’une reprise ou d’un coup dur pour une certaine compagnie,
doivent étre prises en compte. Ainsi, ’estimation des rendements moyens ne devrait pas
étre uniquement traitée par une procédure mathématique et automatique. Au contraire,
les gestionnaires ont une contribution & apporter dans cette étape. Nous verrons dans la
section consacrée & la robustification du modéle de Markowitz, une maniére d’allier ces
deux outils. Par contre, les variances et covariances peuvent uniquement étre calculées par
des outils statistiques. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous nous pencherons plus parti-
culiérement sur la calibration de la matrice de covariance et en particulier sur des méthodes
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de correction de la matrice de covariance empirique adaptative. Nous utiliserons comme
estimation des rendements moyens, l'estimation empirique adaptative.

L’utilisation de la matrice de covariance empirique ou méme de la matrice de covariance
empirique adaptative ne semble pas propice & générer des portefeuilles stables et, d’autre
part, peut poser des problémes numériques puisque ces matrices peuvent étre dégénérées.
Nous développerons ces questions en section 3.4 et nous expliquerons comment on pourrait
corriger les estimations empiriques et empiriques adaptatives de la matrice de covariance.
I’objet de la section suivante est d’effectuer une analyse de sensibilité du probléme de
Markowitz.

3.3 Analyse de sensibilité du modéle de Markowitz

On fixe des valeurs nominales ¢ (ou k) et (p1, Q1) pour les paramétres du probléme de
Markowitz. Nous appellerons alors probléme d’optimisation non perturbé, le probléme de
Markowitz associé a ces valeurs des paramétres. Soit x1 la solution de ce probléme. On
considére ensuite une perturbation (p2, @2) du couple de paramétres (p1, Q1) ; le paramétre
¢ (ou k) étant fixé. On appellera probléme perturbé le probléme de Markowitz associé
aux valeurs perturbées des paramétres. Soit zo la solution du probléme perturbé. Les
fonctions objectifs des problémes non perturbés et perturbés sont notées f et g (dont les
expressions peuvent différer, en fonction du probléme de Markowitz étudié). On pose enfin
pr=pr—r(n+1)e pp=py—r(n+1)e et L =0—r(n+1).

3.3.1 Quelques résultats connus
3.3.1.1 Sur la sensibilité des changements de p pour P

Dans [15], Best et Grauer étudient une formulation du probléme de Markowitz du
type P(k,p,Q). Plus précisément, ils travaillent sur le probléme quadratique paramétré
(Parametric Quadratic Programming ou PQP en anglais) suivant :

1
max { T(p+tq) = — §xTQx | Az <b},

T étant un paramétre d’aversion au risque, p et g sont des vecteurs de taille n fixée
et la parameétre t varie entre des bornes inférieures et supérieures données. Le principal
résultat qu'ils présentent et commentent dans [15] est qu’il existe un ensemble d’intervalles
[to,t1], -, [tm—1,tm] et des vecteurs hg;, his, goi €t g1; tels que les portefeuilles optimaux
x;(t) et les multiplicateurs de Lagrange \;(t) vérifient

zi(t) = hoi +t h1i et N(t) = goi + ¢ 914,

pour tout t; <t < t;11, 0 <7 < m — 1. Chaque intervalle correspond & un ensemble
de contraintes actives différent. Le probléme est que les quantités ¢;, hj;, gj; ne sont pas
spécifiées. Cependant, dans [14| un majorant sur hj; est donné. Dans la section suivante,
nous étudions 'impact de perturbations & la fois dans le vecteur p et dans la matrice ) sur
la composition des portefeuilles optimaux pour le probléme P. L’approche différe de celle
utilisée dans [14]. Néanmoins, comme dans [14], on montre le role joué par la plus petite
valeur propre de la matrice ()1 lorsqu’on cherche & majorer ||za — x1||2.
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3.3.1.2 Sur la sensibilité liée 4 des perturbations générales

[32] montre que les solutions d’un probléme d’optimisation quadratique sont localement
lipschitz radiales sous I’hypothése de Slater. Dans la suite de cette section, on cherche a
proposer une analyse de sensibilité plus précise et globale pour un type de problémes
quadratiques particuliers et pour les deux versions du probléeme de Markowitz présentées
dans l’introduction. Les bornes sont globales et explicites en fonction des parameétres du
probléme.

3.3.2 Sensibilité de la valeur optimale du probléme P

Proposition 3.3.1 Soit x; la solution de P(k,p;, Q;) alors

1Q2 = Qilleo + Kllp2 = p1llo

DO =

lg(z2) — f(z1)] <

Preuve. On suppose que g(x2) > f(z1) (I'autre cas est symétrique). Dans ce cas, |g(x2) —
f(z1)] = g(x2)— f(z1) = g(x2) —g(x1)+9(x1) — f(21). Mais comme z1 € A,,, par définition
de x9, g(z2) — g(z1) < 0. Ainsi,

1 1
lg(z2)—f(z1)] < 5901T(Q2—Q1)961—/€(p2 —p) < 5HxlH%HQQ—Q1Hoo+kHP2—PlHoonlHl-

avec |z1; < 1.

O
D’un point de vue pratique, la valeur optimale du probléme P n’est pas trés sensible aux
variations des parameétres de ce probléme.

3.3.3 Analyse de sensibilité des solutions de P(k,p, Q)

L’ensemble de faisabilité du probléme P est fixé quand @ et p varient. Comme f satisfait
une condition de croissance du second ordre sur A,, il suffit d’appliquer la proposition
3.8.1 rappelée en fin de ce chapitre, pour obtenir une analyse de sensibilité des solutions
du probléme P. Rappelons que pour une matrice symétrique @, 5(Q) a été introduit dans
la définition 2.2.1.

Théoréme 3.3.1 Soit x; la solution de P(k,p;, Q;). Alors si P(k,p1,Q1) et P(k, p2,Q2)
satisfont les hypothéses H1, H2 et H3 :

2
2 = 211 < 5= (1Q2 — Q1lloo + Ellp2 — p1lloo)- (33)
(@)
Preuve. Tout d’abord, remarquons que la fonction objectif f du probléme de Markowitz
P(k, p1,Q1) satisfait une condition de croissance du second ordre sur A,, :

B(Q1)
>

3 e>0, Ve e, f(x)>f(z)+c|z—x1|3 avec c= (3.4)

En effet, pour tout x € A,,, un développement de Taylor au second ordre de f en x; donne :

f(@) = fla1) + (@ — 1)V f(21) + %(90 —21)" V2 f (1) (2 — 1), (3-5)
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ott Vf(z1) = Qizy — kpy et V2f(x1) = Q1. Les conditions d’optimalité du premier ordre
donnent (z — xl)TVf(xl) > 0 pour tout x € A,,. D’autre part, pour tout x € A, :

(x —21) V2 f(21) (@ — 21) > B(Q1)||lx — 217 (3.6)

Ainsi, (3.4) est veérifiée et ¢ > 0 puisque @1 > 0. Il reste & montrer que la fonction
h(.) = g(.) — f(.) est lipschitzienne sur A, de module 3 ce qui est immédiat. En effet,
comme h est continue et différentiable, on peut utiliser le théoréme des accroissements
finis pour obtenir :

V(z,y) € An, [h(z) — h(y)| < sup ([[VA(z)|o)llz —yll1-

TEAN

Et pour tout z € A, :

IVA(z)]loo = [[(Q2 = @)z = k(p2 = p1)lleo < |Q2 — Qulloo + Kllp2 = p1llec = 6. (3.7)

Il suffit ensuite d’appliquer la proposition 3.8.1 rappelée en fin de ce chapitre.
O

Dans le cadre de I’analyse de sensibilité des solutions des problémes P et P’, la norme ||.||1
a plus de sens que les autres puisqu’elle représente ici la variation de la composition du
portefeuille et les frais de transactions dépendent de cette variation. Cependant, d’un point
de vue de l'analyse de sensibilité, d’autres normes pourraient étre utilisées. Si on utilise
la norme ||.||2, on voit que ||zo — z1|]2 peut étre majoré par une quantité dépendant de
Amin(@1). Certaines calibrations de la matrice de covariance en finance ([76],[63]) essaient
précisément de corriger le spectre de la matrice de covariance empirique qui est mal condi-
tionnée ([63]) afin de stabiliser le comportement des portefeuilles dans le temps. Typique-
ment, ces calibrations essaient d’élever les plus petites valeurs propres de la matrice de
covariance empirique et de réduire les plus grandes. Les majorations que ’on peut donner

pour ||zg — x1||2 font intervenir des termes du type ————. Ces majorations pourraient
)\min(Ql)

ainsi apporter une justification & de telles calibrations. C’est pourquoi nous les donnerons,
tout en donnant les majorations pour ||z —x1||;. Enfin, 'utilisation de la norme ||.||; donne
typiquement des majorations faisant intervenir 3(Q;) au lieu de Apin(Q;) qui est calculé
facilement. Par exemple, pour le probléme P :

|22 — 21]]2 < (max {|C(Q2 — Qu)ll2 + Kllp2 — prll2). (3.8)

2
)\min(Ql)

ou C;(Q) est la i-eme colonne de la matrice Q). Pour vérifier ce résultat, il suffit de suivre
la preuve du théoréme 3.3.1 et d’appliquer le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Soit Q € S, alors sup,ea, ||Qx]2 = max; [|[Ci(Q)l2-
Preuve. Soient §;; les éléments de la matrice Q7 Q. Nous avons §;; = P g2 = ||Ci(Q)]I3-

Ainsi :

sup [|Qzll2 = sup (27 QT Qx)
:DEAn xEAn

1 1
? = max (7 QTQe;)? = max (Gis)? = max | Cy(Q)]2-

La deuxiéme égalité vient de la convexité du probléme : le maximum est atteint en un
point extrémal du domaine.

O
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3.3.4 Analyse de sensibilité d’un probléme quadratique et de P’

On trouvera la preuve des théorémes de cette section & la fin de ce chapitre. Considérons
la classe suivante de problémes d’optimisation :

min %xTQ:U—i—CTx
el fi=b;, 1<j<m, (3.9)
e X,

ou X est un ensemble non vide, fermé, convexe et les éléments (f;)1<j<m,, ¢ € R, b € R™
et @ > 0 des paramétres des problémes de cette classe. On suppose que ’ensemble X peut
étre décrit par un ensemble d’inégalités du type h;(z) < 0, 1 < j < my ou les fonctions
h; sont des fonctions différentiables données . On suppose aussi qu’il existe M > 0 tel
que pour tout z € X, ||Vh;(x)||cc < M. L’ensemble X n’est décrit par aucune contrainte
d’égalité. Le théoréme suivant donne une analyse de sensibilité des solutions d’un probléme
de la classe ci-dessus.

Théoréme 3.3.2 Soient P, et Py deuz problémes appartenant a la classe décrite ci-dessus
et correspondant auz paramétres (Q1, c1, (fjl)1§j§m1, bh) et (Q2, ca, (fj2)1§j§m17 b%). Suppo-
sons que l’hypothése de Slater soit vérifiée pour Py et Py ce qui signifie que pour i = (1,2)
les (f;)lgjgml sont indépendants et qu’il eziste z}) € int(X) tels que ijxé = b; pour tout
1 < 35 < my. Pour le probleme P;, la somme des multiplicateurs de Lagrange ,ué» associés
auz contraintes hj(x) < 0 est alors majorée par :

5 Qilloo DT (X) + [leilloo D1 (X) — f*

M; = A
’ min(—h;(zf),j =1,...,ma)

)

ot f; est une borne inférieure sur la valeur optimale du probléme P; et D1(X) = maxex ||z
Pour i = 1,2, soit U; la matrice définie par U;(j,k) = fj’fo,i, 1< 4.k, < mq. Alors si x;
est la solution du probléme P; :

B2 +48(Q1)D1(X) (A + A2) 11£7 = £}l
j=1

|22 — 21[)1 + (3.10)

5
= 35(Q0) 26(Q1)

ot

B=llc2—cilloo + |Q2 — QillwD1(X) et A’ = (lcilloo + D1(X)|Qilloo + M M;),

1
1fillo

s’il y a une contrainte d’égalité et

A= U7 oo (leilloo + Di(X)|1Qilloo + M M) Y | filli sinon.
k

L’idée de la preuve est de dualiser certaines contraintes de sorte que le sous probléme de
minimisation interne résolu pour calculer la fonction duale ait un ensemble de faisabilité
fixe. On écrit les conditions d’optimalité du premier ordre pour ce probléme et on majore
les multiplicateurs de Lagrange. Remarquons que ’hypothése de Slater pour le probléme
P; (voir théoréme 2.3.2 p.312 de [64]) est une condition nécessaire et suffisante pour que
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I’ensemble des multiplicateurs de Lagrange soit borné. Le théoréme ci-dessus peut ensuite
étre appliqué au probléme de Markowitz P’ puisque la contrainte de rendement est active
pour P’, mais cela fournit des bornes compliquées et x% n’est pas nécessairement explicite.
De plus, 'hypothése de Slater n’a pas & priori d’interprétation financiére. Par contre,
I’hypothése H3, spécifiant qu’il existe un actif ¢ dont le rendement est strictement supérieur
a ¢, permet de donner une majoration plus simple pour ||z3 — 21]|; que celle fournie par
le théoréme 3.3.2. De plus, elle assure aussi que I’hypothése de Slater sera satisfaite pour
le probléme P’ (pour lequel la contrainte de rendement est écrite comme une contrainte
d’inégalité). Remarquons que si tous les actifs ont des rendements moyens strictement
supérieurs a ¢, alors on investit forcément dans 1’actif sans risque.

Définissons & présent B = 2(B! + B?) avec

?

B~ g Qi04)

D) Li=1,2, 3.11
pi)>t pi(j) =€ prQi 'p; (3.11)

un majorant du multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte de rendement pour
P'(¢, p;,Q;) (ce résultat est prouvé dans la derniére section de ce chapitre).

Théoréme 3.3.3 Si P'(¢,p1,Q1) et P'(¢, p2,Q2) satisfont les hypothéses H1, H2 et H3
et si x; est l'unique solution de P'((, p;, Q;), la sensibilité des solutions P’ est donnée par :

s — a1l < Q2 — Q1| " VIIQ2 — Q1% + B B(Q1)llp2 — pl”oo.

26(Q1) 26(Q1)

(3.12)

Une majoration pour ||x2 — z1||2 peut s’obtenir en utilisant la majoration précédente de

|2 — @1][1 et en remplagant 3(Q1) par Amin(Q1) et [|Q2 — Q1ll par Q2 — Q1l2. De
plus, pour fixer les idées, si ¢ est tel que min(||p1]/co, [|P2]lcc) — ¢ > €, on peut remplacer
B par w La proposition 4.37, p.291 de [18] donne une analyse de sensibi-
lité locale pour un probléme d’optimisation générique ou & la fois la fonction objectif et
I’ensemble de faisabilité varient. Si C(¢, p) est I’ensemble de faisabilité de P'(¢, p, @), la
majoration fournie pour ||zy — 1| par cette proposition dépend de la distance de Haus-
dorff Haus(C(¢, p1),C (£, p1)NC (¢, p2)). En utilisant la borne de Hoffman ([59]), on obtient
alors une majoration du type 7(p1, p2)|/p2 — p1|| pour la distance de Hausdorff mais comme
7(p1, p2) est inconnu, la majoration est locale et non explicite. Pour le probléeme P’ I’hy-
pothése de Slater implique la condition de qualification de Robinson. La proposition 4.41
de [18] peut ainsi étre appliquée pour obtenir :

K >0, | Haus(C(L,p1),C(L,p1) N C(L, p2)) < Kl[p2 — pa;

mais K n’est toujours pas explicite et I’analyse locale.

Nous donnons maintenant une analyse de sensibilité des solutions du probléme de Marko-
witz (2.6) (introduit au chapitre précédent) tenant compte des frais de transactions. Nous
considérons alors un probléme (M) (resp. (Mz2)) du type (2.6) associé aux valeurs p;
(resp. p2) de la moyenne et @1 (resp. QQ2) de la matrice de covariance. Pour chacun de ces
problémes (M, = 1,2), nous faisons les hypothéses suivantes :

— H1’. Puisque le cas r(n 4+ 1) > £ = —* elr”  egt résolu immeédiatement (la
elz™ =311, miw;

solution est alors y; = x; et z; = 0) on supposera que r(n + 1) < /.
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— H2’. Pour que le probléme de Markowitz soit faisable, un actif doit avoir un rende-
ment moyen supérieur ou égal & £. Nous supposerons en fait qu’il y a au moins un

(14v;) el z~

vj J:j_—l—eT x*—zk¢j Bk Ty
Si les frais de transaction sont nuls, il suffit qu’il existe un actif dont le rendement
moyen soit strictement supérieur & 4.

— H3’. Finalement, nous supposerons que ); > 0.
Pour 1 < < n, posons

actif j dont le rendement moyen est strictement supérieur a

Tt T Dokpi T — Dok M kxk
1+

1) =7 +

J@) ={ke{1,...,n} | f(k) p;i(k) > el 2=} (# 0 d’aprés H2’), et A = 2(A; + As3) avec
A — min £G)? Qi)
Cogeam fG)pils) — el 2

Théoréme 3.3.4 Si (M) et (Ms) satisfont les hypothéses H1’, H2’, et H3’ et si x; est
lunique solution de (M;) alors :

< Q2 — Qifloe ll27h VIQ2 — Q1llo [lz~[IF + ABQ1)lp2 — prlloc 12~ 11
- 26(Q1) 26(Q1) '

|22 — 21]]1

3.4 Contreparties robustes et stables

3.4.1 Pourquoi corriger les estimations adaptatives

Dans le chapitre précédent, nous avons montré, qu’on peut déterminer des estimations
pr et Qr de pr et Qr et des fonctions 7,(X\,n, N) et ng(A,n, N) (N est le nombre données
utilisées pour déterminer les estimations) telles que :

lor — prlloo < 77p()\7naN)a HQ’T —Qrlloo < 77Q()‘7n7N)7 (3.13)

avec des probabilités fonction de A. En particulier, on sait choisir A de telle sorte que
les inégalités (3.13) soient vérifiées avec une probabilité arbitrairement grande. De plus,
on a aussi montré dans le chapitre précédent que la solution du probléeme P’'(¢,p, +
np(A,n, N)e, @T) fournit une bonne approximation de la solution du probléme P’'(¢, p,, Q).
Néanmoins, on peut émettre quelques griefs contre 1'utilisation des estimateurs empiriques
(dans le cas stationnaire) ou des estimateurs empiriques adaptatifs (dans le cas général).
En effet, le rang de Q. est inférieur ou égal & N et donc si n > N + 1, Q, est dégénérée.
En pratique, on réalise que méme si le nombre de données utilisées est bien supérieur au
nombre d’actifs, ’estimation empirique Q. utilisant ces données est mal conditionnée. En
effet, nous avons conduit des expériences sur 28 actifs du Dow Jones (en utilisant des cours
d’actifs de janvier 1999 & janvier 2002) et dans la plupart des cas, la moitié des valeurs
propres de la matrice de covariance empirique (calculée en utilisant différents jeux de don-
nées) était presque nulle et le conditionnement autour de 10”. Cependant, si les estimations
empiriques ou empiriques adaptatives ont des défauts, elles contiennent de I'information et
permettent, non seulement d’obtenir des majorations sur les erreurs faites en les utilisant,
mais aussi d’obtenir une estimation raisonnable de la solution. L’objet de cette section est
donc de proposer des méthodes de correction des estimations empiriques ou empiriques
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adaptatives de la moyenne et de la matrice de covariance. Tout d’abord, les estimations
empiriques étant sujettes & des erreurs, des contreparties robustes sont envisagées. Ensuite,
nous présenterons une maniére de déterminer une estimation de la matrice de covariance
conduisant & des portefeuilles plus stables.

3.4.2 Contreparties robustes du probléme de Markowitz
3.4.2.1 Formulation générale du probléme

On cherche a déterminer des contreparties robustes du probléme de Markowitz P’. Une
étude similaire pourrait étre faite pour P. Remarquons que, pour des raisons techniques,
dans la section précédente, la fonction objectif du probléme de Markowitz P’ était %xTQTx.
Dans cette section seulement, pour alléger les notations, nous utiliserons z7 Q,z comme
fonction objectif du probléeme P’, ce qui ne change pas le probléme. Les estimations sta-
tistiques que 1’on peut proposer pour les paramétres du modeéle de Markowitz (comme les
estimations empiriques adaptatives) sont sujettes a des erreurs. Cependant, des procédures
statistiques, comme celle présentée dans le chapitre précédent, permettent d’obtenir des
régions de confiance sur la moyenne et la matrice de covariance. Les contreparties robustes
visent & utiliser cette information. Elles permettent au gestionnaire de voir 'influence de
changements continus dans les paramétres. Ainsi, on n’utilise pas une estimation ponctuelle
(pr,Qr) des paramétres du modéle mais on suppose qu’ils appartiennent & un ensemble
convexe donné U de R™ x S,,. En supposant que U est le produit direct de deux ensembles :
U=U,*xUgoul, CR" et Uy C Sy, la contrepartie robuste du probléme de Markowitz
est :

min fye(z)
(pr —r(n+1)e) 'z >l—r(n+1), Vo, €U, (3.14)
T €A,
ou
fuwe(z) = max z7Q.x sous la contrainte Q, € Ug, (3.15)

est la fonction objectif pire cas de la contrepartie robuste. Nous allons maintenant nous
concentrer sur différents ensembles d’incertitude U.

3.4.2.2 Contraintes de boite sur la moyenne et la matrice de covariance

Pour un choix approprié de A > 0, et sous I’hypothése 1 sur les rendements faite dans
le chapitre précédent, nous avons une grande probabilité que :

67 = prlloe < MMy N) et [|Qr — Qrlloo < no(A, 1, N).

En utilisant cette information, on peut calculer le portefeuille de Markowitz pire cas mini-
misant f..(z) sous les contraintes :

x €A, et min (pr —r(n+1)e) x>0 —r(n+1),
llor—prlloc< np

avec fl.(z) = max 27Q.x sous contrainte |Q; — Qrllc < nQ(X\,n, N). Si E est une
matrice de 1, alors fl.(7) = 27 Q 2 avec Q. = Qr + ng(\,n, N)E. On peut ainsi voir Q,

comme une matrice de covariance "robuste” calculée facilement 3 partir de Q, (la matrice
Q- est en fait une variable dans (3.15)).
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La contrainte de rendement, initialement donnée par =7 (p, —r(n+1)e) > £ —r(n+1) (si
on utilise les estimations empiriques adaptatives de la moyenne) devient maintenant :

2 (pr — (r(n+1) +n,(\,n, N))e) > £ —r(n +1).

Ainsi, cela revient & réduire ’estimation du rendement moyen de chaque actif risqué d’une
quantité 7,(\, n, N).

3.4.2.3 Incertitude polytopique

On se focalise & présent sur le cas ou 'on sait simplement que (p;, Q) appartient &
un polytope U défini par ses sommets. Plus précisément, (p,,Q,) appartient a ’enveloppe
convexe des sommets (p;, Q;) 1 < i < m (sans perte de généralité, nous avons supposé, par
souci de simplicité, que le nombre de sommets de chaque polytope est le méme) :

U=Co{(p1,Q1),---,(Pm:Qm)}-

Les sommets (p;, ;) pourraient étre différentes estimations des rendements moyens et de
la matrice de covariance. Ainsi, Q); = 0. Par exemple, parmi les matrices (); nous pourrions
choisir la matrice de covariance empirique adaptative, une estimation multi-facteurs de la
matrice de covariance ou une matrice de covariance expliquée par un seul index en utilisant
un modéle CAPM (Roll,1977). De plus, (p-, @Q;) € U si et seulement si il existe « tel que :

m
(pTaQT) = Z ai(pi,Qi)’ aTe =1, a=0.
i=1
Pour entrer dans le cadre de travail spécifié en (3.14), on considére la cas d’incertitude
polytopique indépendante. Les polytopes U, et Ug sont ainsi définis par

U, =Co{pi,...,pm}, Ug=Co{Q1,...,Qm}.

Nous pourrions faire un paralléle entre cette approche robuste et la méthode développée
dans [16] et [66] pour décrire le modéle de gestion de portefeuilles de Black Littermann.
L’estimation finale des rendements moyens p, se fait & partir d'un ensemble d’estimations
p; de ces rendements moyens. Un certain nombre de ces ’vues’ sont données par des ex-
perts, chacun d’entre eux ayant une perception particuliére de I’évolution des rendements
sur la période d’investissement. L’idée est ensuite d’assigner & la i-éme ’vue’ p; un niveau de
confiance a; > 0. L’estimation des rendements moyens est alors ) ", «;p; qui appartient
all,.

1
Comme ;Ielzljflj (p—rin+1)e) z= 1£rl1ignm (pi —r(n+1)e) zet &%’; 2T Qx = max Qi2z|3,
le modéle de Markowitz pire cas avec incertitude polytopique revient a résoudre le probléme
conique du second ordre suivant :

mint : t>|Qi2zls, € An, (pi—r(n+1)e)Tz>l—r(n+1), 1<i<m.

Ce résultat est utilisable si le nombre de scénarios n’est pas trop élevé.

3.4.3 Calibration stable de la matrice de covariance

Les idées de cette section font suite & 1’étude faite dans la section 3.3 et aux remarques
du paragraphe 3.4.1. Nous commencons par expliquer ce que l'on entend par calibration
'stable’.
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3.4.3.1 Motivations

Nous pouvons voir I'étape du choix du portefeuille comme une boite noire dont les
entrées sont la prédiction des rendements moyens sur la période d’investissement et la
prédiction de la matrice de covariance, et fournissant en sortie un portefeuille. La compo-
sition du portefeuille sera stable par rapport aux entrées, si de faibles perturbations des
rendements et donc des entrées produisent de faibles changements dans la composition du
portefeuille. Un tel comportement est souhaitable pour essentiellement trois raisons :

— Tout d’abord, c’est intéressant en soi, puisque les gestionnaires de portefeuilles pré-
férent les portefeuilles stables.

— D’autre part, lorsque les portefeuilles sont rebalancés, plus ils sont stables, moins
il y a de frais de transactions. Bien siir, un compromis doit étre trouvé entre effi-
cacité et stabilité. Lorsque les portefeuilles sont rebalancés réguliérement, si x; est
le portefeuille déterminé pour la i-éme période, une idée simple serait d’ajouter la
contrainte ||x; 41 — x;|| < € pour déterminer x;4;. Cependant cette approche n’est
pas automatique et pose un autre probléme : celui du choix de €. De plus, elle rend
le modéle trop rigide.

— Enfin, si les entrées que l'on utilise sont proches des vraies entrées inconnues et si
I’étape de sélection est stable, la composition du portefeuille produit devrait étre
proche du portefeuille optimal correspondant aux vraies entrées.

On cherche donc & obtenir une telle stabilité tout en déterminant une matrice de covariance
'raisonnable’. D’autre part, il serait souhaitable que le probléme de Markowitz approché
soit alors faisable.

3.4.3.2 Maximisation de la plus petite valeur propre

D’apres (3.8), la plus petite valeur propre de la matrice de covariance utilisée pour
résoudre P devrait avoir une valeur significative afin de générer des portefeuilles dont la
composition soit stable. On peut aussi adapter les preuves des théorémes 3.3.3 et 3.3.4 pour
majorer ||zo — x1||2 par des quantités du type %{%{?2) ou f(p1,p2,Q1,Q2) est borné.
En particulier, la stabilité n’est pas garantie si I’estimation de la matrice de covariance est
dégénérée. Dans le but de corriger la dégénérescence de la matrice de covariance empirique,
[63] propose d’'imposer un seuil @ > 0 devenant la valeur de la plus petite valeur propre de
la matrice de covariance empirique corrigée. Cependant, la calibration de cet « est difficile.
Notre idée, est de maximiser la plus petite valeur propre de la matrice de covariance, tout
en imposant des contraintes de boite sur les composantes de la matrice recherchée. Nous
choisirons les contraintes de boite obtenues dans le chapitre 2, centrées sur la matrice de
covariance empirique adaptative, et rappelées dans les inégalités (3.13). Comme @) est une
matrice de covariance, on impose aussi () > 0. Ainsi, la matrice de covariance ) que I'on
recherche est solution du probléme suivant :

{ max)\rPin(Q) (3.16)
C’est un probléme d’optimisation convexe non différentiable. Ce probléme est équivalent
au probléme SDP (3.17) suivant qui peut étre efficacement résolu par des méthodes de
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points intérieurs :

min —u
vij + udij + Yig = nq + Q@ (4, 5), (3.17)

() est ensuite donnée par Y* + u*I avec Y* et u* les valeurs optimales de Y et u dans
(3.17).

3.4.3.3 Optimisation du conditionnement

Si la vente & découvert est autorisée, on a une expression explicite des solutions o (ptl—
males et on peut alors majorer ||z2—x1||2 par une quantité du type f(p1, p2, Q1, Q2) )“r’;"l‘:

ou f(p1,p2,Q1,Q2) est borné. De plus, on sait que la matrice de covariance empirique des
rendements d’actifs financiers a tendance a surestimer les plus grandes valeurs propres et
sous-estimer les plus petites ([63]). On peut alors essayer de trouver le meilleur condition-
nement possible pour la matrice de covariance, tout en imposant les mémes contraintes de
boite que précédemment sur les composantes de cette matrice. La matrice de covariance

est alors solution du probléme :

Amax(Q)
1Q — Qrlls < mo(A,n,N), Q=0.

min

C’est un probléme quasi convexe. Il est équivalent de résoudre :

mint

s < Amln(Q)

U > Amax (@) (3.19)
v <ts

On peut alors trouver une solution de ce probléme par dichotomie.

3.5 Autres calibrations de la matrice de covariance

Nous donnons ici d’autres méthodes de calibration de la matrice de covariance basées
sur des techniques de moindres carrés semidéfinis positifs et préoccupées par la stabi-
lité des portefeuilles. L’idée commune & ces approches consiste & rechercher la matrice
la plus proche de la matrice de covariance empirique adaptative satisfaisant un certain
nombre de contraintes, assurant en particulier, que la matrice résultante soit définie po-
sitive. Nous considérons les contraintes suivantes. Tout d’abord, nous introduisons une
contrainte de conservation de la trace de la matrice de covariance empirique adaptative
Q, : < X,I >=< Q,,I >. Cette contrainte est introduite et commentée dans [63]. En-
suite, on utilise m portefeuilles (g;)i=1,...m- On peut estimer la variance [7 du rendement
du portefeuille ¢; et imposer que l’estlmatlon q; T'X ¢; de la variance du rendement du porte-
feuille g;, obtenue en utilisant la matrice de covariance X, soit égale & 62. Si on suppose le
processus des rendements stationnaire, toutes les données seront utilisées pour calculer 622.



119

Sous ’hypothése d’homogénéité temporelle locale, seules les données de l'intervalle d’ho-
mogénéité temporelle locale sont utilisées pour calculer 63. La variance &12 du portefeuille
q; devrait alors étre calculée en utilisant les rendements des actifs sur 'intervalle d’homo-
généité. Finalement, on impose une derniére contrainte précisant que la matrice solution
X doit vérifier X > al. Cela conduit au probléme suivant :

min X - O,

<X, I>=<Qr, 1>, (a) (3.20)
<X,qiqf >=62, 1<i<m, (b) ’

X = al. (c)

Dans ce qui suit, cette méthode de correction de la matrice Q, sera désignée par C;. On peut
aussi s'intéresser a des cas particuliers de cette méthode. Si les contraintes (a) et (b) sont

n
otées (calibration C5) et si la décomposition spectrale de Q, sécrit Q, = Z )\i(QT)viv;‘F ,
i=1

ol v; est le i-éme vecteur propre de la matrice @) associé  la valeur propre \;(Q), alors la

n
solution du probléme (3.20) s’écrit X = Z max(\;(Qr), a)v;vl . Un autre cas particulier
i=1
pour lequel nous avons une solution explicite est le cas ou (a) est 6tée, a = 0 et les
portefeuilles choisis pour les contraintes (c) constituent une base orthonormale de vecteurs

propres de la matrice Q. (calibration Cj).

Proposition 3.5.1 Considérons le probléme d’optimisation (3.20) ou (a) est dtée, m =n
est la dimension de la matrice Q,, o = 0 et les vecteurs q; constituent une base ortho-
normale de vecteurs propres de la matrice Q.. Alors la solution de (3.20) est donnée par :

n
X* = Z 62 qiql .
i=1

Preuve. L’hypothése de Slater étant satisfaite, (X*, Z*, (uf)1<i<n) constituent une solu-
tion primale-duale du probléme (3.20) si et seulement si :

X*=0, Z*=0, <X*Z*>=0, (d)

< X*, qiql >= 62, b
szql "n ®) (3.21)
X* :QT—i—Z*—Z,ufqiqiT. ()
i—1

Les conditions (a’) donnent X*Z* = 0 et comme X* > 0, nous avons Z* = 0. La condition
(¢’) est ainsi satisfaite avec pf = \;(Qr) — 62 ot A;(Q;) est la valeur propre de la matrice
Q- associée au vecteur propre ¢;. Finalement, (b’) est vérifiée :

n n
< X*,qiq] >= 67Tr(qiq] aial) =D _6365Tr(qia]) = 67Tr(wia)) = 67 |aill3 = 67.
j=1 j=1
0.
Nous pourrions aussi enlever les contraintes (b) de (3.20) (calibration Cy).
Nous présentons une derniére calibration utilisant la théorie des groupes de Kato. Les va-
leurs propres ()\i(QT))lgign (triées par ordre croissant) de la matrice de covariance empi-
rique adaptative Q. peuvent se concevoir comme des niveaux de risque. Si ¢ est la distance
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minimale entre deux niveaux de risque, on peut partitionner les valeurs propres en différents
groupes appelés groupes de Kato. Ces groupes de Kato GG sont définis de la facon suivante :

Initialisation. i = j = 1, G; = {\:(Q,)}.

Tant que (i<n)
si (\i(@r)-Ai+1(Qr)> €) alors j=j+1, Fin si,
1f1+1, )\,(QT) € Gy,
Fin tant que

On associe ensuite au groupe de Kato Gj le risque :

ZAQT

ZEG

ol n; est le nombre d’éléments dans le groupe Gj. Soit qj le vecteur propre normé de
la matrice Q, associé & la valeur propre A; (QT) et soit P; (QT) le projecteur sur ’espace
engendré par les vecteurs propres du groupe de Kato G;

= aq.

i€Gj

L’opérateur P; est lipschitzien. En utilisant les notations ci-dessus, une correction possible
de la matrice de covariance consiste 3 déterminer la matrice semidéfinie positive X la plus
proche de la matrice QT et telle que la somme des risques (estimés avec la matrice de
covariance X) des portefeuilles du groupe G soit la somme des risques de ces portefeuilles
estimés avec la matrice de covariance QT :

min | X -Q-
<Pj(QT),X >:nj)\j, j=1...,K, (3.22)
X =0,

s'il y a K groupes de Kato. Cette calibration sera notée Cs. Dans le méme esprit, une
n

facon simple de procéder (calibration Cg), revient a remplager Q, = Z \i(Q7)qiq! par

Z )\ QT qqu ,ou N\ = 5\» si < € Gj. Nous noterons enfin C7 la premiére calibration

de la matrlce de covariance présentée en section 3.4.3.

3.6 Résultats numériques

Les simulations numériques seront effectuées en utilisant des données réelles (les cours
des actifs du Dow Jones utilisés dans le chapitre 2) et des données simulées.

3.6.1 Tests de stabilité

Le but de cette section est d’illustrer, via des simulations sur les données réelles, 1’in-
fluence de 'augmentation de la plus petite des valeurs propres de la matrice de covariance
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empirique Q n sur la sensibilité de la composition du portefeuille optimal aux perturbations
des données. Nous confronterons les comportements des portefeuilles optimaux obtenus en
utilisant la matrice de covariance empirique Q) et ses corrections Cs, Cg et Cr.

3.6.1.1 Reéduction du conditionnement

Nous commencons par illustrer dans quelle mesure le conditionnement de Q, est réduit
en utilisant les calibrations de () proposées en section 3.4.3. Nous prenons une matrice de
covariance empirique dont le conditionnement est 1.1078x 105. Nous calculerons ensuite le
conditionnement de différentes matrices () obtenues a partir de cette matrice de covariance
empirique en résolvant (3.17) et (3.19) (notée 'Min Cond’ par la suite) pour les valeurs
suivantes de 7q : né? = 0.0\ max (@), né = 0.05Amax (Qr), 77% = 0.1\ max (Q7). Les résultats
sont donnés dans le tableau 3.1 ci-apreés.

Meéthode 77&2 772Q 17‘22
Cy 80.24 | 16.25 | 6.91
Min Cond | 70.85 | 9.06 | 2.29

TAB. 3.1 — Influence des corrections (3.17) et (3.19) sur le conditionnement.

Le conditionnement diminue donc fortement méme si on n’autorise que de petites va-
riations des entrées de Q.

3.6.1.2 Evolution de la composition du portefeuille dans le temps

Afin d’observer I'influence de I'augmentation de )\min(Q ~) sur la composition des por-
tefeuilles, nous faisons ’expérience suivante. Un premier investissement est fait en date du
2 janvier 1999 (nous notons cette date tp); I’horizon d’investissement est de 60 jours (ce
qui correspond approximativement & 3 mois calendaires), le taux sans risque annuel est
5% et le rendement cible pour ces 60 jours est 2.5%. On analyse 'influence du paramétre
«a de la méthode Cy sur la stabilité de la composition des portefeuilles. On donne & «
les valeurs a(i) = 10% Apax(Qn) pour —6 < i < —1 et pour chaque valeur a(i) de o on
détermine les portefeuilles optimaux xfx (i) AUX dates tg + 607, 0 < j < 11, et on calcule

10
p(i) = %Z fo;(j — xfl(i)Hl. L’évolution de p(i) en fonction de i est représentée sur la
=0

figure 3.1 ci-aprés. On constate ainsi que 'augmentation de Apin(Q) tend a stabiliser la
composition des portefeuilles. Cela a été observé en utilisant différentes dates initiales ¢y,
différents rendements cibles et différents taux sans risque. Cependant, nous avons remarqué
que si on utilise des valeurs trop grandes de a (disons plus grandes que AmaX(Q ~N)) il est
possible, pour certaines valeurs des paramétres, que la variation moyenne de la composi-
tion des portefeuilles (en tant que fonction de ) augmente légérement avant de se stabiliser.

Nous comparons maintenant les méthodes ’empiriques’, Cy,Cq, et C7. On choisit o =
0.01)\max(Q ~)- En outre, on choisit € = a pour le paramétre € de la méthode Cgs. On choi-
sit aussi g = «. La date du premier investissement est le 2 janvier 1999 (date que nous
notons tg), I’horizon d’investissement est toujours 60 jours, le rendement cible 4% et le taux
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oyenne de la composition du portefeuile

F1G. 3.1 — Sensibilité de la variation moyenne de la composition du portefeuille (ordonnée)
en fonction de a (abscisse).

Variation de la composition du portefeille

Fi1G. 3.2 — Variation de la composition du portefeuille dans le temps pour 4 différentes
méthodes.

sans risque annuel 5%. Les portefeuilles sont réguliérement rebalancés tous les 60 jours a
partir de la date ty. Pour le i-éme rebalancement, on détermine un portefeuille %, pour
chaque méthode M. La figure 3.2 ci-dessus représente I’évolution de (||z%, — xé\lel)i»
en fonction de ¢ et pour chaque méthode. Ceci tend aussi & montrer que ’augmentation
de Amin(Q ~) permet de stabiliser la composition des portefeuilles. Les méthodes Cs et
C'7 semblent particuliérement stables dans cet exemple. Pour ces méthodes, la modifica-
tion de la composition du portefeuille est toujours moins importante que pour la méthode
"Empirique’. La méthode Cg est aussi plus stable que la méthode 'Empirique’. La méme
expérience a été conduite en utilisant différentes valeurs pour les parameétres du modéle de
Markowitz. On a en particulier utilisé différentes dates initiales ¢y (du 2 janvier 1999 au
2 janvier 2000 par pas de 10 jours), différents horizons d’investissement (40 et 60 jours)
et différents rendements cibles (2, 3 et 4%). Dans toutes les simulations, les méthodes Cs
et C;y étaient les plus stables, conduisant toujours & des modifications de la composition
des portefeuilles moins importantes que la méthode 'Empirique’. En terme de stabilité, la
méthode Cj se place troisiéme en moyenne.
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3.6.1.3 Influence de la perturbation des moyennes sur la composition du por-
tefeuille optimal

On se fixe une date ¢ (le 2 janvier 1999) et pour chaque méthode M, on estime le couple
(p, Q) par (ﬁN,Q M) |pn est la moyenne empirique des rendements et Qv la correction
de la matrice de covariance empirique par la méthode M]. A partir de ces estimations, on
peut calculer le portefeuille optimal ), associé a la méthode M. On fait ensuite n (i.e 30)
itérations. A I'itération 7, on envisage 4 perturbations qui consistent & remplacer py (i) par
AN (4) £0.05|pn (4)], pn (1) £0.1]pn (i)| . Chaque perturbation j produit un portefeuille z?,
pour la méthode M. Une comparaison de 30%4 i e — z%;|l1 peut ensuite étre effectuée
pour toutes les méthodes M. Cette expérience a été répétée 400 fois et a donné les résultats
moyens suivants :

Empirique | C» Cr Cs
0.0119 0.0060 | 0.0058 | 0.0085

Nous avons observé que dans ces expériences, la perturbation de p n’avait pas d’impact
significatif sur la composition du portefeuille. Une fois de plus, la méthode C; semble la
plus stable par rapport aux perturbations du vecteur des rendements moyens.

3.6.2 Comparaison des précisions

On s’intéresse maintenant a la qualité des problémes Value-At-Risk et de Markowitz
approchés (définis par (2.13) et (2.14) dans la chapitre précédent) en utilisant des don-
nées simulées. On observera également l'apport des corrections de la matrice de covariance
adaptative présentées dans les sections 3.4 et 3.5. On choisit la méme grille de valeurs
que dans le chapitre précédent pour les parameétres de ’algorithme adaptatif. On suppose
que les rendements sont Gaussiens et on simule, pour chaque combinaison des valeurs des
paramétres de l'algorithme adaptatif, NV = 400 réalisations d’un processus Gaussien ayant
une rupture dans la moyenne et/ou la matrice de covariance (chaque réalisation corres-
pond & un ensemble de valeurs possibles pour les rendements passés jusqu’a la date de
I'investissement). Les rendements ne sont pas Gaussiens par morceaux en pratique (méme
si certains modéles font cette hypothése) mais cela nous permettra de contréler & nouveau
le comportement de ’algorithme adaptatif, de mesurer la précision des problémes appro-
chés et d’observer la qualité des calibrations de la matrice de covariance présentées dans
les sections 3.4 et 3.5. Les 17 = 360 premiéres observations sont issues d’une loi normale
N (p1,Q1) et les T} derniéres observations d'une loi normale A/ (p2, Q2). La moyenne et la
matrice de covariance sur la période d’investissement sont supposées prendre les valeurs ps
et (2. On connait ainsi les portefeuilles théoriques x* obtenus en résolvant les problémes
Value-At-Risk et de Markowitz avec les valeurs (p2, Q2) des paramétres. Pour chaque réa-
lisation ¢ d’un tel processus, on peut calculer, pour chaque méthode M de calibration des
paramétres, le portefeuille optimal mZM . On peut ensuite mesurer la précision des différentes
méthodes (la précision est définie dans le chapitre précédent en section 2.2). On donne le
quantile d’ordre 0.9 de la précision de chaque méthode (noté Agg). Notre définition de la
précision ne tient pas compte de la proximité entre le portefeuille estimé et le portefeuille
optimal x*. C’est pourquoi, nous considérons aussi le critére d’erreur :

1 N
= Sl =,
=1
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Mtheo Otheo m o A9\/[ A AO.Q
Method | (M) | (V) | (M) (V) | (V) | (M) (V) | (M) (V) | (M) (V) | (M) (V)
Emp 1.033] 2.32 | 1.62| 88 1.94| 85 | 395 | 34 1010] 6.62 | 295 | 1.68| 40.1

Adap 1.025] 2.30 | 0.67 |59 |23 | 0.7 |57 |3 320 | 1.23] 120 | 0.35| 2.5

Emp C; | 1.034] 2.283| 1.56 | 73 1901 1.9 |8 | 31 1 0.07] 6 1.42 | 42

Adap C; | 1.025] 2.30 | 1.07| 82 | 231|103 |26 |22 | 1100 0.06| 101 | 0.85| 45.2

Emp Cy | 1.034] 2.296| 1.53| 74 | 1.91|8.6 | 393 | 31 | 1100{ 0.94| 44 | 1.5 | 33.7

Adap Cy | 1.025] 2.299| 0.70 | 59 | 2.30| 0.8 |61 |9 450 | 0.85| 77 | 0.35] 4.14

Emp C3 | 1.034| 2.27 | 1.57| 70 | 1.89|1.6 |70 |31 | 1380] 0.08| 3 1.42| 46.4

Adap C3 | 1.025 2.30 | 1.18| 93 | 2.30] 0.3 |26 |24 | 1370 0.54| 63 | 1.02| 59.7

Emp C4 | 1.034] 2.283| 1.56| 73 |[190|19 |8 |31 |1 0.07] 6 1.42 | 42

Adap Cy | 1.025] 2.297] 0.74| 60 | 2.30] 0.7 | 55 |10 | 540 | 0.95| 82 | 0.38| 7.41

Emp C5 | 1.033] 2.323| 1.62| 89 | 1.94| 85 | 395 | 33 | 1010f 6.62| 295 | 1.7 | 40.1

Adap C5 | 1.025| 2.299| 0.67| 59 | 2.30( 0.7 | 57 | 3 320 | 1.23| 120 | 0.35| 2.47

Emp Cg | 1.033| 2.325| 1.78 | 102 | 1.94| 84 | 396 | 32 | 1150| 6.64 | 312 | 2.12| 76

Adap Cg | 1.025] 2.294| 0.78| 60 | 2.30| 0.7 |53 |11 |620 | 1.19| 96 | 0.45| 12.9

Emp C7 | 1.034| 2.275] 1.50| 69 | 1.90| 3.1 | 140 | 30 | 1340| 0.38| 19 | 1.37| 43.3

Adap C7 | 1.025| 2.292| 0.78 | 59 | 2.29| 0.7 |52 |13 | 730 | 0.55| 50 | 0.42| 10.5

TaB. 3.2 — Comparaison des calibrations sur des données simulées. Rupture dans la
moyenne.

Comme on s’y attendait, nous verrons que la méthode adaptative fournit aussi des por-
tefeuilles plus proches du portefeuille optimal (i.e donnant une valeur de A’ plus petite)
que les portefeuilles obtenus en utilisant la méthode empirique. On calcule ensuite une
estimation de la moyenne théorique mype, (I’espérance empirique EpzTi de pl'2) du porte-
feuille, de ’écart type théorique oype, du portefeuille (I’estimation empirique E VT Qo)
ainsi qu’une estimation 7 de la moyenne (I'espérance empirique EpT#) et 6 de lécart

type (I’espérance empirique E\/iTQ@) du portefeuille. Finalement, nous mesurerons la
variation de la composition des portefeuilles par :

1 _ _
AP = S Tr(X = X)(X - X)T, (3.23)
ou X = [x1,...,xN] est la matrice stockant les portefeuilles obtenus pour une méthode don-

née, X = T e, ol e est un vecteur de 1 de taille N et Z est la barycentre des portefeuilles. A?
est ainsi la somme des variances des composantes. Les estimations des paramétres utilisées
seront les estimations empiriques (utilisant les 27} données disponibles), les estimations
empiriques adaptatives et leurs corrections définies en sections 3.4.3 et 3.5. On choisit 3
portefeuilles aléatoirement pour les contraintes (b) dans (3.20) et o = ¢ (pour définir les
groupes de Kato) = 79 = 0.05 Amax(Q-). On considére tout d’abord une rupture dans la
moyenne : Q1 = Q2 = Q et p1 = 1.5p, po = 2.25p (p et Q sont respectivement la moyenne
et la matrice de covariance empirique des rendements en date du 2 janvier 1999). Le rende-
ment cible pour le modéle de Markowitz est ¢ = 1.025, le taux sans risque 7(n+1) = 1.005,
les frais de transactions pu = v = 0.005 et k(e) = 1.64. L’argent est initialement détenu
dans l'actif sans risque.
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Method Mtheo Otheo m o A/]W A AO.Q
Method | (M)| (V) |(M)| (V) | (V) | (M)| (V) | (M)] (V) | (M)| (V) | (M)] (V)
Emp 1.025] 1.47| 11.8 | 277 | 1.48| 11.3| 267 | 20.3| 477 | 3.98| 151 | 6.2 | 63

Adap 1.024| 147|104 | 259 | 1.48| 9.8 | 243 | 125|246 | 3.8 |90 | 3.1 | 37

Emp C7 | 1.025] 1.49| 13,5 | 334 | 1.49| 3.5 |8 | 30.0| 700 | 1.1 | 34.5| 9.0 | 142

Adap C7 | 1.024] 1.49| 12.9 | 338 | 1.50| 4.1 | 108 | 31.4| 709 | 1.8 | 55.9| 8.5 | 154

Emp Cy | 1.025] 1.47| 11.8 | 277 | 1.48| 11.3| 267 | 20.3| 477 | 3.98| 151 | 6.2 | 63

Adap Cy | 1.024| 1.47| 10.4 | 260 | 1.48 | 9.8 | 245 | 12.5| 244 | 3.7 | 87.3| 3.1 | 37

Emp C3 | 1.025| 1.49| 13.6 | 329 | 1.49| 8.2 | 197 | 29.0| 652 | 5.7 | 133 | 10.9| 189

Adap C5 | 1.024] 1.48| 12.0 | 303 | 1.48 | 7.7 | 194 | 23.6| 513 | 6.0 | 147 | 8.1 | 140

Emp Cy | 1.025] 1.47| 11.8 | 278 | 1.48 | 11.3| 266 | 20.3 | 477 | 2.0 | 150 | 6.2 | 63

Adap Cy | 1.024| 1.47| 104 | 260 | 1.48| 9.8 | 245 | 12.5| 244 | 3.7 | 87.3| 3.1 | 37

Emp C5 | 1.025] 1.47| 11.8 | 278 | 1.48| 11.3| 266 | 20.2| 477 | 2.0 | 150 | 6.2 | 63

Adap Cs | 1.024| 1.47| 104 | 260 | 1.48| 9.8 | 243 | 12.5| 246 | 3.8 | 90.2| 3.1 | 37

Emp Cg | 1.025] 1.47| 11.9 | 280 | 1.48| 11.3| 267 | 20.9| 492 | 2.1 | 152 | 6.3 | 65

Adap Cg | 1.024] 1.47| 10.5 | 265 | 1.48| 9.9 | 247 | 14.7| 297 | 4.5 | 106 | 3.5 | 53

Emp C7 | 1.025] 1.46 | 12.0 | 276 | 1.47| 11.6| 267 | 21.9| 545 | 1.7 | 206 | 6.5 | 65

Adap C7 | 1.024]| 1.46| 10.6 | 257 | 1.47| 10.7| 258 | 16.0| 385 | 2.9 | 214 | 3.9 | 51

TaB. 3.3 — Comparaison des calibrations sur des données simulées. Rupture dans la matrice
de covariance.

Dans le tableau 3.2 ci-avant oll sont consignés les résultats de cette expérience, Emp
désigne la méthode empirique et Adap la méthode adaptative. La valeur m de la moyenne
estimée en utilisant le modeéle de Markowitz n’est pas fournie. En effet, comme r(n+1) < ¢,
la contrainte de rendement est active et la moyenne estimée est ¢ = 1.025 pour toutes les
méthodes. La moyenne théorique obtenue en utilisant la méthode empirique est légérement
supérieure & la moyenne obtenue en utilisant la méthode adaptative. Cependant, le vrai
risque o¢peo du portefeuille est bien supérieur a la fois pour le modéle VaR et le modéle
de Markowitz. La précision de la méthode adaptative est, comme prévu, bien meilleure
que la précision de la méthode empirique. La méthode adaptative fournit une meilleure
estimation des parameétres et des portefeuilles plus proches du portefeuille optimal z*. Les
rendements des portefeuilles obtenus en utilisant les différentes corrections de la matrice
de covariance sont proches du rendement du portefeuille obtenu avec la méthode nominale.
D’autre part, I’écart type du rendement de ce portefeuille est en général plus petit si on
corrige ’estimation empirique et plus grand si on corrige ’estimation adaptative. Finale-
ment, on observe une variation de la composition des portefeuilles moins importante (A
est en général plus petit) si on utilise les différentes corrections de la matrice de covariance
empirique (ou adaptative).

On considére ensuite une rupture dans la matrice de covariance : Q1 = I15, Q2 = diag([0.2 :
0.2:3]) et p1 = p2 = 1.5 p(1 : 15). Les autres parameétres ont les mémes valeurs que dans
I’expérience conduite précédemment ol ’on a envisagé une rupture dans la moyenne. Les
résultats sont représentés dans le tableau 3.3 ci-dessus. Enfin, on considére une rupture a
la fois dans la moyenne et la matrice de covariance : p; = 1.5 p, po = 2.25 p, Q1 = Q et la
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Method Mtheo Otheo m o A/]W A A(]_g
Method | (M) | (V) | (M) (V) | (V) | (M) (V) | (M) V) | (M) (V) | M) (V)
Emp 1.034] 2.3 |26 | 128 | 1.9 | 86 | 393 | 26.4| 849 | 3.4 | 123 | 24 | 45

Adap 1.025] 2.28| 1.38| 95 | 2.28| 1.26| 88 | 4.9 356 | 1.1 |8 | 042]11

Emp 4 | 1.034] 228 2.2 | 103 | 1.9 | 2.0 | 89 19 | 594 |01 |24 |18 |22

Adap C; | 1.025| 2.28 | 1.5 | 111 | 2.29| 0.43| 33 | 9.7 | 667 | 0.08| 76 | 0.76 | 41

Emp Cy | 1.040[ 2.29( 2.3 | 111 | 1.9 |87 | 393 | 19.6|552 | 1.4 |54 |19 |24

Adap Cy | 1.025] 2.28 | 1.38| 95 |2.28| 13 |8 |49 |35 |11 [8 |04 |11

Emp Cs | 1.034| 2.27{ 2.2 | 100 [ 1.9 | 1.6 |71 | 19.3| 606 | 0.15| 6 1.8 | 22

Adap C5 | 1.025] 2.29| 1.8 | 130 | 2.29| 0.8 | 52.3| 12.8| 857 | 1.4 | 92 |14 |78

Emp C4 | 1.034] 2.29| 2.23| 109 | 1.91| 3.0 | 137 | 18.8| 591 | 0.13| 17 |18 | 24

Adap Cy | 1.025] 2.28 |14 |95 |2.28|13 |8 |49 |35 |11 [8 |04 |11

Emp C5 | 1.034 23 |26 | 128 |19 |86 |[393 |26 |849 |34 | 123 |24 |45

Adap C5 | 1.025/ 2.28| 14 |95 |23 |13 |8 |49 356 |11 |8 |04 |11

Emp Cg | 1.034| 2.30| 257|132 | 1.9 |86 | 394 |24 | 781 |29 | 113 | 2.4 | 58

Adap Cg | 1.025] 2.28 | 1.4 | 100 | 2.28| 1.3 |91 |73 |498 |09 |72 |06 |17

Emp C7 | 1.034] 227 1.99| 89 | 1.89|4.3 | 194 | 149|356 | 0.7 [ 28 |15 |9

Adap C7 | 1.032] 2.28 | 1.36| 94 | 2.28| 1.3 |87 |41 |301 |0.74|63 |039]|8

TaB. 3.4 — Comparaison des calibrations sur des données simulées. Rupture dans la
moyenne et dans la matrice de covariance.

matrice ()2 a les mémes covariances que ()1 et des variances 9 fois supérieures. Les autres
parameétres ont la méme valeur que pour ’expérience conduite précédemment ot 'on a
envisagé une rupture dans la moyenne. Les résultats sont représentés dans le tableau 3.4
ci-dessus. Les remarques faites sur la premiére simulation restent valables pour ces deux
derniers exemples.

3.6.3 Comparaison de la diversification des portefeuilles

Nous avons remarqué que 'utilisation des matrices de covariance corrigées tend & di-
versifier notablement plus les portefeuilles que si les matrices de covariance empiriques ou
empiriques adaptatives étaient utilisées. Ce phénoméne est le plus spectaculaire pour les
corrections C et C3. Pour illustrer cela, on choisit quatre dates d’investissement. Pour
chaque date, le portefeuille optimal est calculé en utilisant le modeéle de Markowitz (2.6)
avec ¢ = 1.025, le modeéle Value-At-Risk (2.3) avec k(g) = 0.5 et toutes les calibrations de
la matrice de covariance présentées dans les sections 3.4.3 et 3.5. L’horizon d’investissement
est M = 60 jours, le taux sans risque 1.01 et les frais de transaction 0.5%. On représente
ci-aprés, sur les figures 3.3 et 3.4 ci-aprés la composition des quatre différents portefeuilles
en utilisant ’estimation empirique de la matrice de covariance et les corrections Cq, C3 et
C7. Nous voyons tout spécialement 1’effet de la diversification en utilisant les corrections
C4 et C3. De nombreuses simulations du méme type ont été effectuées, conduisant aux
mémes conclusions. Pour obtenir des portefeuilles diversifiés, les gestionnaires de porte-
feuilles introduisent traditionnellement des contraintes de boite sur certaines composantes
du portefeuille. Il est intéressant de remarquer que les corrections C'y et C'3 tendent & donner
naturellement des portefeuilles diversifiés sans changer les contraintes du probléme.
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FiG. 3.3 — De gauche a droite, méthode empirique et calibrations C7, C; et C3. Les porte-
feuilles ont été obtenus en utilisant le modéle de Markowitz, quatre dates d’investissement
(différentes pour les courbes du haut et du bas), £ = 1.03 (quatre courbes du haut) et
¢ =1.02 (quatre courbes du bas).

0]

M| qm | 1.

’ iﬂmll.s"nm WM |!\5M“m

sy

Fi1G. 3.4 — De gauche & droite, méthode empirique et calibrations Cr7, Cy et Cs. De haut
en bas, portefeuilles obtenus en utilisant le modéle VaR, et deux différents ensembles de
quatre dates d’investissement.
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3.6.4 Comparaison des calibrations de la matrice de covariance sur des
données réelles

On utilise les valeurs des paramétres utilisés dans la section 3.6.3 ci-dessus pour calculer
les portefeuilles optimaux obtenus en investissant dans les actifs du Dow Jones du 2 janvier
1995 au 30 juin 2004. On rebalance le portefeuille tous les M jours. On mesure l'influence
des corrections de la matrice de covariance adaptative introduites dans les sections 3.4.3
et 3.5. Les paramétres de la méthode adaptative sont choisis a posteriori. Dans le tableaux
3.5 3 3.8 on appellera Rdt le rendement de chaque méthode sur la période d’investissement.
Enfin, R et o désignent la moyenne et I’écart type empiriques de I’échantillon des rende-
ments & M jours du portefeuille sur la période d’investissement. Finalement, on s’intéresse
a la variabilité A de la composition des portefeuilles (voir (3.23)). Les résultats de ces
expériences, conduites en utilisant les modéles VaR et de Markowitz et différentes valeurs
de M, sont donnés dans les tableaux 3.5 & 3.8 ci-aprés.

M =15 jours M = 30 jours
Méthode | Rdt | R o A Rdt | R o A
Adaptative | 2.47 1.0057 | 0.0184 | 0.4876 | 2.4444 | 1.0113 | 0.0253 | 0.5629
Ch 2.63 1.0061 | 0.0210 | 0.6128 | 2.8044 | 1.0131 | 0.0304 | 0.5821
Co 2.50 1.0057 | 0.0184 | 0.4888 | 2.5363 | 1.0117 | 0.0257 | 0.5149
Cs 2.64 1.0062 | 0.0257 | 0.7105 | 2.7134 | 1.0130 | 0.0387 | 0.7237
Cy 2.52 1.0058 | 0.0183 | 0.4891 | 2.5591 | 1.0118 | 0.0257 | 0.5173
Cs 2.47 1.0057 | 0.0184 | 0.4876 | 2.4444 | 1.0113 | 0.0253 | 0.5629
Cs 2.52 1.0058 | 0.0185 | 0.4927 | 2.5855 | 1.0120 | 0.0256 | 0.5434
Cy 2.58 1.0059 | 0.0185 | 0.4975 | 2.6058 | 1.0121 | 0.0262 | 0.5258

TAB. 3.5 — Comparaison des différentes calibrations de la matrice de covariance en utilisant
les actifs du Dow Jones (de janvier 1995 & juin 2004) et un actif sans risque en utilisant le
modéle de Markowitz.

M =60 jours
Méthode | Rdt R o A
Adaptative | 3.8672 | 1.0386 | 0.1082 | 1.1957
Ch 4.1250 | 1.0409 | 0.1138 | 1.1219
Co 4.0898 | 1.0398 | 0.1045 | 1.2525
Cs 4.1549 | 1.0414 | 0.1152 | 1.2634
Cy 4.1487 | 1.0401 | 0.1044 | 1.2726
Cs 3.8672 | 1.0386 | 0.1082 | 1.1957
Cs 4.1805 | 1.0404 | 0.1054 | 1.3096
Cr 4.4440 | 1.0421 | 0.1075 | 1.2899

TAB. 3.6 — Comparaison des différentes calibrations de la matrice de covariance en utilisant
les actifs du Dow Jones (de janvier 1995 a juin 2004) et un actif sans risque en utilisant le
modeéle de Markowitz.
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M =15 jours M = 30 jours
Méthode | Rdt | R o A Rdt | R o A
Adaptative | 5.288 | 1.0115| 0.0526 | 2.70 3.7388 | 1.0177 | 0.0544 | 1.7128
Ch 5.714 | 1.0119 | 0.0502 | 2.68 3.910 | 1.0185 | 0.0581 | 1.7468
Cy 5.429 | 1.0116 | 0.0511 | 2.56 3.8310 | 1.0180 | 0.0555 | 1.7417
Cs 3.749 | 1.0087 | 0.0369 | 1.70 3.601 | 1.0168 | 0.0463 | 1.5439
Cy 5.071 | 1.0113 | 0.0534 | 2.53 3.823 | 1.0180 | 0.0561 | 1.7494
Cs 5.289 | 1.0115| 0.0526 | 2.69 3.739 | 1.0177 | 0.0544 | 1.7128
Cs 5.208 | 1.0114 | 0.0531 | 2.5822 | 4.0425 | 1.0189 | 0.0591 | 1.8710
Cr 4.736 | 1.0109| 0.0534 | 2.28 4.2956 | 1.0195 | 0.0573 | 1.9400

TaB. 3.7 — Comparaison des différentes calibrations de la matrice de covariance en utilisant
les actifs du Dow Jones (de janvier 1995 a juin 2004) et un actif sans risque en utilisant le
modeéle Value-At-Risk.

M =60 jours M =90 jours

Méthode | Rdt | R o A Rdt | R o A

Adaptive | 3.9341 | 1.0404 | 0.1169 | 2.0874 | 4.4297 | 1.0722 | 0.1887 | 3.56
Ch 5.3755 | 1.0471 | 0.1067 | 2.4992 | 3.6837 | 1.0652 | 0.1902 | 3.02
Cy 4.2586 | 1.0421 | 0.1138 | 2.0720 | 3.9766 | 1.0682 | 0.1902 | 3.18
Cs 3.4632 | 1.0348 | 0.0909 | 1.5025 | 4.9669 | 1.0746 | 0.1756 | 3.38
Cy 3.5040 | 1.0384 | 0.1248 | 2.0743 | 3.5209 | 1.0642 | 0.1937 | 3.03
Cs 3.9351 | 1.0404 | 0.1169 | 2.0879 | 4.4297 | 1.0722 | 0.1887 | 3.56
Cs 4.3873 | 1.0433 | 0.1180 | 2.2423 | 4.1713 | 1.0697 | 0.1881 | 3.36
Cr 3.7474 | 1.0387| 0.1120 | 1.7759 | 3.8967 | 1.0676 | 0.1909 | 3.10

TaB. 3.8 — Comparaison des différentes calibrations de la matrice de covariance en utilisant
les actifs du Dow Jones (de janvier 1995 a juin 2004) et un actif sans risque en utilisant le
modeéle Value-At-Risk.

On remarque que les corrections de la méthode adaptative tendent & fournir des porte-
feuilles dont les rendements sont plus élevés et un écart type voisin. Cependant, la variabi-
lité de la composition du portefeuille n’est pas nécessairement plus petite si on utilise les
différentes corrections de la matrice de covariance comme c’était le cas pour les expériences
conduites sur les données simulées de la section 3.6.2.

3.7 Conclusion sur la calibration stable et robuste de la ma-
trice de covariance

Pour conclure, ce chapitre visait, dans la veine du modeéle de Black et Litterman, &
donner un second souffle au modéle de Markowitz. Nous avons tout d’abord présenté une
analyse de sensibilité pour différentes versions du modéle de Markowitz. En utilisant un
modeéle assez général pour les rendements, nous avons proposé des stratégies pour calculer
des portefeuilles stables ou robustes en utilisant le modéle de Markowitz.
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La calibration de la matrice de covariance proposée en section 3.4.3 a montré son efficacité
d’un point de vue numérique, en battant toutes les autres méthodes dans la plupart des
tests de stabilité effectués. Nous pensons que cela montre ’attention qui doit étre portée
au conditionnement de la matrice de covariance estimée. En effet, une plus petite valeur
propre de la matrice de covariance trés proche de zéro (comme c’est le cas pour la matrice
de covariance empirique) est d’un point de vue financier absurde et pose des problémes
numériques pour résoudre le probléeme de Markowitz. Finalement, notre matrice de co-
variance est bien une matrice semidéfinie (et méme en fait une matrice définie positive)
puisque les contraintes I'imposent naturellement. Les méthodes robustes n’ont pas été in-
tégrées aux tests de stabilité. En fait, les méthodes robustes ont aussi tendance & produire
des portefeuilles stables mais c’est parce qu’elles investissent une bonne partie de ’argent
dans l'actif sans risque.

3.8 Preuves

Preuve du lemme 3.2.1

Ecrivons le probléme strictement convexe sous la forme :
min h(x
(F1) { ‘ )

Notons X7 ’ensemble de faisabilité de P;, z; le minimum de h sur X; et hy la valeur
optimale de Pj. Soit ig € J tel que g;,(x) < 0, soit une contrainte non active. On a donc
gio (1) < 0. On montre alors que le probléme P; est équivalent au probléme consistant a
minimiser A sur 'ensemble Xy = {z € R" g;(x) <0 i€ J\ip}.

Comme X; C Xs, le minimum hy de h sur X5 est clairement inférieur ou égal a h;. On
montre qu’en fait, pour tout x € X, h(z) > hy (donc he > hq, et les deux problémes ont
les mémes valeurs optimales atteintes au méme point). Soit x € Xs. Si g;,(x) < 0, alors
x € X; et h(z) > hy par définition de z;. Par contre, si g;,(x) > 0, comme g;,(z1) < 0
et comme g;, est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donne l’existence de
t* €]0,1] tel que g;,(t*z1 + (1 — t*)x) = 0. En outre, par convexité de l’ensemble Xy, il
s’ensuit que xg = t*x1+ (1 —t*)z € Xo (comme x; et = appartiennent & X»). Donc zp € X3
et h(zg) > hi. On conclut par convexité de h, ce qui donne h; < h(zg) < t*h;+(1—t*)h(x).

O

Preuve des théorémes 3.3.2 et 3.3.3

Nous commengons par prouver le théoréme 3.3.2. Soit A € R™!, soit la fonction duale

mi
. 1 T ri 7
=4 ™2 o Qutalet ) Allf; - b)) (3.24)

j=1
e X,
du probléme P; et soit \' = argmax,cgm, 0;()\) le probléme dual. Comme I'hypothése

de Slater est vérifiée pour le probléme convexe P;, le probléme P; et son probléme dual
sont équivalents et ont la méme valeur optimale. Puisque @); est définie positive, si A" est
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une solution optimale du probléme dual et si 2(\) est la solution optimale de (3.35), alors
x; = x(A")). En écrivant les conditions d’optimalité du premier ordre pour z;, nous avons :

mi
Vee X, (z— wi)T(Qz‘ﬂJz‘ +c¢+ Z)‘;f;) > 0.
7j=1

Comme 1 et z9 sont dans X, on peut utiliser I'inégalité précédente avec x = z9,7 = 1 et
T =u1x1,i =2, ce qui donne :

(w2 — 1) (Quar +er + Y AL >0
T (3.25)

mi
(1 — $2)T(Q23€2 +c2+ Z )\?sz) 2 0.
j=1

En ajoutant les inégalités (3.25) et en réarrangeant les termes, on obtient :

(12 —21)" Qi(zz —71) < (v2—21)" (Qur2 — Qaza+c1—c2) + R (3.26)

mi
avec R = (w3 — xl)TZ()\}fjl — A3f7). Comme pour 1 < j < my et i =1,2, z] fi = b,
j=1
nous avons (zg — azl)T()\]lfj1 - )\?sz) = (f]2 - f})T()\?xl - )\}$2). En injectant ce résultat
dans (3.36) on a :

B w2 — z1lh® < Bllwz — z1llt + D7 — £l (INF] + [ATND1(X), (3.27)
7j=1

avec 3 = ||Q2—Q1]|coD1(X)+]|c1 — 2]/ 0- Il reste & majorer les multiplicateurs de Lagrange
A%. Comme I'hypothése de Slater est vérifiée pour P, si uj est le multiplicateur de Lagrange

ma2

associé a la contrainte hj(x) < 0 pour le probléeme P; alors (voir [64] ) Z,u; < M; ou M;
j=1

est défini dans le théoréme 3.3.2. Puisque

mi m2
Z)\;f; = —Qir; — ¢ — Zﬂzvxh]’(l’i) =, (3.28)
Jj=1 j=1

'l y a une contrainte d’égalité (m; = 1), on obtient immédiatement |X{| < A? =

W(Hcle + || QillooD1(X) + M M;). Si my > 1, alors on multiplie (3.28) par f,iT pour

e

1 < k < myq, ce qui donne UX = 1; ot w;(k) = winli. Comme les (f{)1<k<m, sont
mi

indépendants, U’ est inversible et || A[|o < ||Ui*1||oo||wi\|ooZ||f;||1 < A'. En injectant ces

j=1
majorations de )\; dans (3.37) on a P(||Jxa—x1]|1) < 0, P étant le polyndéme du second degré

m2

P(z) = B(Q1)2* — Bz — (A + A2)Dy (X)) |1f} — f}lloo- Ainsi, |2 — 1|1 est majorée par
j=1

la plus grande des racines de P, ce qui achéve la preuve du théoréme 3.3.2. Pour montrer
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le théoreme 3.3.3, il suffit de suivre la preuve du théoréme 3.3.2 et de montrer que pour
le probléme P'(¢, p;, Q;), % est en effet une majoration du multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte de rendement (ou B® est défini dans (3.11)). On peut minorer la

1
valeur optimale de P’'(¢, p;,Q;) par 3 v’ Q,y; ou y; est la solution du probléme relaché

.1 4
{ oY @iy (3.29)
piy ="~

suivant :

Ainsi, si 6;()\) est la fonction duale du probléme P’(Z, p;, Q;) ou seulement la contrainte de
rendement a été dualisée, nous avons :

1
0:(X) = 5 i Qi (3.30)

Par définition de la fonction duale, nous avons pour tout j tel que p;(j) > ¢ :
1 _
YA 0i(A) < Sei Qiej + M= p]'e) (3.31)

En utilisant (3.30) et (3.38) avec A = A\’ on a :

-1 1
MN<Z ming ————(Qi(4,7) — v’ Qiyi). 3.32
=9 >t pi(j) —E(QZU J) —vi Qivi) ( )
. ) ‘ e o .
La solution de (3.29) est donnée par y; = _,1—,62771_ Qi " p;- En injectant cette expression
Pi &i " pPi ‘
de y; dans (3.39), on obtient la majoration suivante pour A’ :
. B 1 (4,7 7?
N Bl Qb ey (3.33)
2 2pG)> pi(§) =€ prQi'pi

Preuve du théoréme 3.3.4

On prouve le résultat en utilisant la formulation (M) suivante du probléeme (M) :

min %xTQTx
| et D (@ e - )Ty — (et r)Tz) 2 L2 +ay) 6530
M z4+y—z=2a", 3.34
(e+v)Tz—(e—p Ty <z,
z>0,y>0, z2>0;

donnant le montant des actifs risqués dans le portefeuille. Le montant détenu dans I'actif
sans risque est alors :

Tnp1 =2, + (e — )Ty — (e +1)"2",

si y* et z* sont les valeurs optimales de y et z pour le probléme (3.34). L’ensemble de
faisabilité de (M) est I'intersection de ’hyperplan défini par la contrainte de rendement
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et d’un ensemble défini par les contraintes restantes et que nous noterons Y (u, v, x ™). Soit
T

(=/0(eTs™ + T, 1) —Tny1%, ., W= | y |, levecteur de variables de décision, W; la
z

solution de (M) pour les valeurs (p;, Q;) de ses parameétres, A € R et soit

inf 3 27Qiz+ A (0 — 2" pi —rp1 (e — )y + rpg (e + 1) 2)

0i(A) = { W = (z,y,2)T € Y(u,v,27), (3.35)

la fonction duale du probléme (M’)(pour les valeurs (p;, Q;) de ses paramétres) o seule
la contrainte de rendement a été dualisée. On définit aussi A; une solution du probléme
dual \; = argmax,~ 6;(\). Le probléme primal (M’) et son dual sont équivalents et ont la
méme valeur optimale atteinte au méme point (si W (\) est la solution optimale de (3.35)
alors W; = W (\;)). Par optimalité de W; nous avons :

Qiz — Aip;
VW = (z,9,2)" € Y(u,vyz7), W —=W)" [ Nrnsa(u—e) | >0.
Aitny1(v +€)

En utilisant 1'inégalité précédente pour W = Ws, i =1 et W = W1,i = 2, on obtient :

{ (2 —2)"(Qrar =M p) + Mg (2 —v)" (—e)+(v+e) (z2—21)) >0
(z1 — 22)T(Qaz2 — A2 p2) + Xarni1 (W1 —y2)T (n—e)+ (v +e)T (21— 2)) > 0.

En additionnant les deux inégalités précédentes et en réarrangeant les termes on a :
(21— 22)" Q1 (w1 — 22) < (22 — 21)" (Q1 — Q2) 2 + (w2 — 21)" (A2p2 — A1) + M(3.36)
avec
M =rp1(0 = 22) (12 —y1)" (n—e) + (22— 21) (v + e)).
Comme la contrainte de rendement est active, nous avons, pour ¢ = {1, 2},
w pitrn (@ +e—p)yi—(+e)l z)=telz.
Ainsi, M = (A — \2) (2 pa — 2T p1). En injectant ce résultat dans (3.36), nous avons :

B(Q1)|x2 — z1]1? < |lw2 — z1 )1 |Q2 — Qilloo 27 [l1 + (A1 + X2) [|p2 — pillo 127 |11 (3.37)

Il reste & majorer les multiplicateurs A;. On peut minorer la valeur optimale du probléme
de Markowitz par 0. Ainsi, nous avons 6;()\;) > 0. Par définition de la fonction duale, pour
tout i = {1, 2} et pour chaque j € J(i), 6;(\) est inférieur & la valeur de la fonction objectif
(3.35) en W = (z,y,2)T tel que z; = 0,y; = x; ,z; = 0 pour i # j et

v = FG)y =0, %= [G)— ;.
Ainsi, pour chaque j € J(i) :

YA G0 <5 QuG) SO AL 5 1) mil)) (3:38)
En utilisant (3.38) avec A = \; et comme 6;(\;) >0 on a:
L fOrQiG,g) A
N R T ) — LT 2 (3.39)
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Si A = 2(A; + Ay), d’apres (3.37), nous avons P(||xy — x1]j1) < 0, P étant le polynéme
du second degré P(z) = 3(Q1)2* — [|Q2 — Qilloo [l 12 — § Allp2 = p1llo [l [|1- Ainsi,
|lxa — 1]|1 est majoré par la plus grande racine de P, ce qui achéve la preuve de (3.3.3).

Proposition 3.8.1 (proposition 4.32, p.287 de [18]) Considérons deux problémes d’opti-

misation
min f(z)
rzeX

et
min g(x)
rzeX

ot f,g: X — R. Soit Sy l’ensemble des solutions du premier probléme associé a la fonction
objectif f et xo une solution du deuxiéme probléme.

Supposons que (i) la fonction f satisfasse une condition de croissance du second ordre sur
X (3¢ >0 tel que pour tout x € X et x1 € Sp, f(x) > f(x1) + cl|lz — x1||%) et que (i) la
fonction différence g(.) — f(.) est Lipschitz continue, Lipschitzienne, de module 3 sur X,
alors

diSt(.%’g,So) < g

(3.40)



135

Chapitre 4

Analyse de problémes de gestion de
production

Nota Bene : Les résultats présentés dans ce chapitre pourront se retrouver dans l’article
[65] soumis & IEEE Transaction on Automatic and Control et dans deuz articles en cours

(/53] et [52].)

L’objet de ce chapitre est de proposer de nouvelles modélisations pour deux problémes
de gestion de deux grands systémes industriels : d'une part la gestion du parc de production
d’électricité en France et d’autre part la gestion d’un réseau de transport et de distribution
du gaz. On étudie également les aspects liés & la résolution de ces problémes.

Nous nous intéressons dans une premiére partie & des problémes d’optimisation permettant
d’assister la gestion du parc de production d’électricité en France. Etant donné un certain
nombre de centrales électriques (centrales nucléaires, thermiques et hydroélectriques ainsi
que des contrats de gestion des pics de demande modélisés par une unité de production
virtuelle baptisée EJP), il s’agit de minimiser les cotts de production sur la période de
gestion, tout en satisfaisant des contraintes opérationnelles liées aux unités de production
et en assurant l'équilibre entre la production et la demande & chaque pas de temps. En
pratique, la modélisation dépend grandement de I’horizon de gestion du probléme d’optimi-
sation : pour de courtes périodes de gestion, typiquement jounaliéres voire hebdomadaires,
on considére en général que le probléme est déterministe (cf. [2],[31]), alors que pour des
périodes de gestion plus longues, une attention toute particuliére est portée sur la nature
stochastique des paramétres du probléme et des décisions & prendre. En particulier, pour
un horizon de gestion annuel (qui est celui que ’on considére dans ce chapitre), on ne peut
pas considérer que les apports hydrauliques des réservoirs des centrales hydrauliques, la
consommation électrique, la disponibilité des usines ainsi que les prix de ’électricité sont
connus a l’avance. En France, par exemple, a cause du chauffage électrique, une baisse d’un
degré Celsius de la température moyenne conduit & une croissance de consommation de
plus de 1GW, alors que les pics de consommation sont autour de 80GW. Les problémes
de gestion de production (et tout particuliérement les problémes de gestion de produc-
tion électrique) ont fait l'objet de nombreuses études s’intéressant a la fois aux aspects de
modélisation et de résolution de ces probleémes ([22],[35],[25],[79],[48] [1],[49],[89],[77],[21]).
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En général, ’évolution des paramétres incertains sur la période de gestion est modélisée
par un arbre de scénarios et le but est de minimiser le cotit moyen de production sur cet
ensemble de scénarios. Les méthodes de résolution proposées récemment (dans les papiers
[1],[49],[89] par exemple), envisagent une résolution du probléme par relaxation lagran-
gienne. Les méthodes de résolution présentées dans ces articles différent par les méthodes
d’optimisation non différentiables utilisées et les outils de résolution des sous-problémes.

D’un point de vue de la modélisation, nous présenterons différentes alternatives a la
modélisation du probléme sous la forme d’un probléme d’optimisation sur un arbre de scé-
narios. Notre objectif sera de mettre en oeuvre des méthodes de gestion stables ou robustes.
Nous dirons qu’une méthode de gestion est stable si elle fournit des solutions relativement
stables en terme de colt (face aux variations de la consommation mais aussi des apports
hydrauliques et des taux de disponibilité) sans que ces cotits ne soient prohibitifs. Les mo-
délisations retenues jusqu’a présent ne se sont pas intéressées a l’obtention de méthodes
stables. D’autre part, & ’exception de [22], elles ne proposent pas (& notre connaissance)
de méthodes de gestion robustes et pourraient conduire & des pertes importantes si des
scénarios difficiles se produisent. Dans [22] on propose une approche consistant a classer
les scénarios de ’arbre des scénarios afin de trouver ceux qui sont les plus défavorables. Le
probléme d’optimisation déterministe correspondant au pire scénario Sy est alors résolu
et on note Cge; le colit minimal sur ce scénario. Une optimisation stochastique sur ’arbre
de scénario est ensuite effectuée en ajoutant une contrainte spécifiant que le cotit sur le
scénario Sy doit étre proche de Cye, ce qui s’écrit :

Csto < Cdet + &,

ol Cgto est le colt sur le scénario Sye; résultant de 'optimisation globale sur I’arbre de
scénarios et € est un niveau de tolérance.

Ce chapitre est précisément dédié a la présentation de méthodes de résolution robustes
ou stables du probléme de gestion de production d’électricité a 1’horizon annuel. Notre
contribution est de montrer comment des régularisations de la fonction duale, permettent
de mettre en place des méthodes stables et d’apporter les avantages suivants : (i) dimi-
nution significative de la variance des coiits simulés - variance divisée par 4 pour la plus
performante des méthodes pour un cotit moyen comparable sur les scénarios difficiles -;
(ii) utilisation parcimonieuse de la plus grosse des réserves hydrauliques; (iii) diminution
du nombre de scénarios de cofit trés élevé. De plus, nous montrerons que ces modifications
du probléme dual préservent le schéma de décomposition par les prix. On construit ensuite
des contreparties robustes ajustées du probléme de gestion de production électrique four-
nissant des solutions robustes et adaptatives.

Du point de vue de la résolution des problémes induits par ces modélisations, nous
utilisons soit des méthodes de résolution directe soit la méthode de décomposition par
les prix revenant & dualiser les contraintes couplantes du probléme. On propose aussi une
méthode originale de résolution du probléme de gestion de production électrique par pro-
grammation dynamique dans le cas ol I'on dispose d'une seule centrale hydraulique et
d’un nombre arbitraire de centrales thermiques. On montre ensuite comment utiliser cette
méthode pour calculer efficacement la valeur optimale de la fonction duale dans la méthode
de décomposition par les prix.
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Afin de tester 'application des méthodes de gestion de production électrique présentées
dans ce chapitre sur des données de consommation électrique réelles, une analyse statis-
tique des courbes de consommations d’électricité en France sur la période 1996-2003 est
mise en oeuvre dans la section 4.6.

La section 4.7.1 met ensuite les méthodes de gestion proposées dans ce chapitre &
I’épreuve sur des données réelles et simulées.

La deuxiéme partie, beaucoup plus succinte, et regroupée dans la section 4.9, propose
des outils de modélisation robustes pour le probléme de transport et de distribution du gaz.

Nous commencons par présenter le probléme de gestion de production électrique.

4.1 Modélisation du probléme de gestion de production élec-
trique

L’objectif est de décider des instants de mise en route/arrét des usines et de leurs ni-
veaux de production & chaque pas de temps de fagon & satisfaire la consommation électrique
& chaque pas de temps tout en minimisant les colits de production. Le modéele physique
considéré est un systéme dynamique stochastique pour lequel les paramétres incertains
sont la consommation électrique, la disponibilité des centrales thermiques et la quantité de
précipitation recue par les différents réservoirs des centrales hydroélectriques. La modéli-
sation retenue reprend certains aspects de [35] et [48] et introduit des taux de disponibilité
pour les centrales thermiques, des fonctions de valorisation des réserves hydrauliques et
des contrats EJP. Soit T le nombre de sous-intervalles obtenus par discrétisation de ’hori-
zon de gestion. Cette discrétisation peut étre choisie uniforme (journaliére, hebdomadaire,
mensuelle) ou non. Les variables de décision repéreront soit les états x soit les commandes
u du systéme. Soit £ = L7 ULy ULy, une partition de ’ensemble des unités de production
dans laquelle L7 regroupe ’ensemble des centrales thermiques, £ ’ensemble des centrales
hydrauliques et £ I’ensemble des contrats EJP. Par ailleurs on notera Duree(t), la durée
du pas de temps t.

4.1.1 Modélisation du fonctionnement des centrales thermiques

Pour toute centrale thermique ¢ € L7, nous désignons par (uf) = (yf, 2f) la commande

de la centrale thermique ¢ au pas de temps ¢, ot yf € {0,1} et zf correspondent respective-
ment & la décision de mise en route/arrét et au niveau de production (en MWh) de 'usine
¢ au pas de temps t. Ainsi, yf = 0 (resp. yf = 1) signifie que la centrale thermique £ est
arrétée (resp. fonctionne) au pas de temps t. Les puissances minimales et maximales (en
MW) de production de la centrale thermique ¢ sont respectivement P‘. et P¢_ .. Chaque
centrale thermique est constituée d’un certain nombre de groupes thermiques dont certains
peuvent ne pas fonctionner au pas de temps t. Ainsi, pour chaque pas de temps ¢ et chaque
centrale thermique ¢, les puissances théoriques minimales Pém et maximales Pflax doivent

étre corrigées en tenant compte du taux de disponibilité 7/ de la centrale thermique ¢ au
pas de temps t. Les puissances réelles minimales et maximales au pas de temps ¢ pour la
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centrale thermique ¢ sont donc respectivement 7/ P¢. et 7/ P.. . Les contraintes fixées sur

les niveaux de production des centrales thermiques s’expriment donc par :
¢ pt
Tt Pmin

Duree(t)yr <zt < 1f P, Duree(t)ys, yf € {0,1}, L€ Ly, t=1,...,T. (4.1)

max

On prendra par la suite me = 0. D’autre part, en général, lorsqu’une centrale thermique
est mise en route, elle doit fonctionner pendant au moins ¢, pas de temps. De méme,
lorsqu’une centrale est arrétée, on ne peut pas la faire redémarrer avant ¢; pas de temps.

Ces contraintes s’expriment sous la forme :

Yyl —yi<l—vyt, k=t+1,...min{t+¢-1,T}, t=1,...,T,

yf—yfﬁlgyﬁ, E=t+1,... min{t+t,-1,T}, t=1,...,T. (4.2)

Les cotlits de fonctionnement des centrales thermiques sont de deux types : les colts de
mise en route de ces centrales et les cotlits de production. Une description simple des coftits
de démarrage ([35], [79], [25]) consiste & supposer que le colt de mise en route de chaque
centrale thermique ¢ est fixe et vaut C’lf - Sioye(t) = (yi,...,u)), le cotit de mise en route
de la centrale thermique ¢ au pas de temps ¢ s’exprime alors par :

CMyi(ye(t)) = Cf max(yf —y{_1,0), t =2,...,T.

Cependant, cette modélisation ne refléte pas le fait que le colit de démarrage dépend du
temps pendant lequel la centrale a été arrétée. Afin de prendre en compte le fait que le
colt de démarrage est d’autant plus élevé que la centrale a été arrétée longtemps d’autres
modélisations ont été proposées (voir [35]).

Quant aux coflits de production, ce sont des fonctions linéaires des niveaux de production :
le colit de production de la centrale thermique £ au pas de temps t est donc :

CPi(yis2t) = o 2,

ou ¢y est un cott fixe (en Euros/MWh).

4.1.2 Modélisation du fonctionnement des centrales hydrauliques

Le complexe hydroélectrique est constitué d’un ensemble de centrales hydrauliques et
de réservoirs interconnectés comme le montre la figure 4.1. Chaque usine peut comporter
une ou plusieurs turbines, chaque turbine pouvant recevoir de I’eau provenant de différents
réservoirs. Nous ferons cependant I’hypothése que chaque réservoir alimente une seule cen-
trale hydraulique (le cas général peut aussi étre facilement modélisé). Pour toute centrale
hydraulique ¢ € Ly, soit (uf) = (v}, wyf,devy), la commande de la centrale hydraulique /
au pas de temps t, ou v désigne la production (en MWh) de la centrale hydraulique ¢
au pas de temps t, wf le pompage (en MWh) effectué par cette centrale au pas de temps
t et devf I’eau éventuellement déversée du réservoir alimentant la centrale ¢ (s’il y a un
débordement). Les commandes de pompage permettent, notamment dans les périodes de
creux de consommation comme la nuit, de faire remonter de I’eau pour alimenter un ré-
servoir situé au dessus de la centrale hydraulique effectuant le pompage. Cette eau pourra
ensuite étre utilisée lorsque la consommation sera plus importante. L’état xf de la centrale
hydraulique ¢ au pas de temps ¢ correspond au volume d’eau (exprimé en MWh) de la
réserve alimentant cette centrale hydraulique au début de ce pas de temps. En dehors du
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Xxj : volume x4
us

Fi1G. 4.1 — Représentation d'un complexe hydroélectrique.

pompage, deux types d’apports hydrauliques contribuent & accroitre le volume des réser-
voirs. D’une part les apports hydrauliques naturels diis aux précipitations : on notera af
Papport naturel (en MWh) du réservoir ¢ au pas de temps t. D’autre part, pour chaque
réservoir ¢, de I’eau peut provenir des centrales hydrauliques situées en amont. Pour toute
centrale hydraulique ¢ € Ly, on désignera par f(¢) I'indice du réservoir situé au dessous
de la centrale hydraulique ¢ (si une telle centrale existe) ; I’eau mettant un temps d(¢, f(¢))
pour parcourir le trajet séparant la centrale hydraulique ¢ du réservoir f(¢). On suppose
par ailleurs que les centrales hydrauliques sont toujours disponibles et que le cotlit de mise
en fonctionnement d’une centrale hydraulique est négligeable. Les contraintes liées au fonc-
tionnement des centrales hydrauliques sont de deux types : (i) des contraintes de boite sur
les variables de commandes et le volume des réservoirs; (ii) des équations de conservation
de I’énergie pour chaque réservoir. Ces contraintes s’expriment sous la forme :

xf—i—l:xf—i_af—i_ngwf_vf"i_ Z ’U?id(m,f(m))—de’l)f, V@EEH, Vtel,...,T,

m | f(m)=¢
0 < vf < Duree(t) Py, 0<wf < whax Vie Ly, YVtel,...,T,
ol <af <ol Vée Ly, Vtel,...,T,
(4.3)
ot #¢, et x¢,.. sont les niveaux minimum et maximum (en MWh) du volume du réservoir

¢; Pt estla puissance maximale de la centrale hydraulique ¢, 1, est 'efficacité du pompage
et w} ;™™ est ’énergie de pompage maximale possible pour la centrale ¢ au pas de temps ¢. Le
stock initial de chacune des réserves hydrauliques est connu. Afin d’utiliser 1’eau de fagon
parsimonieuse (plus on aura d’eau en fin de période de gestion et plus on pourra s’en servir
sur la période & venir), deux stratégies sont couramment employées. La premiére ([35], [48],
[25]) consiste & imposer que le niveau des réservoirs a la fin de la période de gestion soit
supérieur ou égal & ce qu’il était au début de la période de gestion. Une alternative consiste
& associer & chaque réservoir ¢, une fonction Vfl(.) de valorisation de son stock d’eau au
dernier pas de temps. Cette fonction associe a chaque valeur admissible du stock d’eau une
valeur en Euros. C’est une fonction croissante, qui est supposée quadratique dans [22] et
linéaire dans [79]. Nous la considérerons concave, linéaire par morceaux. On représente ci-
aprés, sur la figure 4.2, un exemple d’une telle fonction. On s’intéressera alors pour chaque
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Vu(x) (valorisation) i-1

x (stock)

F1G. 4.2 — Fonction de valorisation d’un stock d’eau.

réservoir £, a la valeur Vi (z4 +1) de son stock d’énergie en fin de jeu (induisant un cott
L (L
—Via(xr4))-

4.1.3 Modélisation du fonctionnement des contrats EJP

Les contrats EJP peuvent étre vus comme des réserves indépendantes, disposant d’une
capacité de production limitée, ne pouvant pas étre utilisées plus d’un certain nombre de pas
de temps fixés par le contrat et telles que pour chaque pas de temps, soit la capacité totale
de production est utilisée, soit cette capacité n’est pas utilisée du tout. La modélisation de
ces contrats EJP est alors la suivante. Pour tout contrat EJP ¢ € £, soit uf la commande
appliquée & ce contrat ¢ au pas de temps t. Si la puissance attachée au contrat £ est PL, .,

alors si le contrat EJP est utilisé au pas de temps ¢, uf = Duree(t) P, et sinon uf = 0.

L’état du contrat EJP ¢ au pas de temps ¢ est repéré par la variable xf fournissant le stock
d’énergie encore disponible sur ce contrat au début du pas de temps t. Le stock d’énergie x{
disponible sur chaque contrat ¢ pour la période d’étude est connue. Les équations régissant

I’évolution des commandes et des états sont donc :

(uf — Duree(t) Pl ) uf =0, =zt =af—uf, zf>0, €Ly, 1<t<T. (4.4)

max

D’autre part, comme pour les réserves hydrauliques, on associe & chaque contrat £ une fonc-
tion V(.) de valorisation de son stock d’énergie en fin de jeu. Cette fonction est concave
linéaire par morceaux. On s’intéressera alors pour chaque contrat £ & la valeur Vf (24 +1)
de son stock d’énergie en fin de jeu (induisant un cotit —V (x5, )).

Pour étre complet, il reste & tenir compte des centrales nucléaires ; dont la modélisation des
colts de gestion peut étre calquée sur celle des cotts de gestion des centrales thermiques
[voir [21]].
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4.2 Formulation déterministe du probléme

Il s’agit ensuite d’utiliser ces unités de production de fagon a satisfaire la demande. Si
dy est la consommation électrique au pas de temps ¢, les contraintes de satisfaction de la
demande s’écrivent :

Zzt+2ut—i—z Cw)>dy, t=1,...,T. (4.5)

LeLr LeL LeLyr

Dans le but de pouvoir pallier des pics de consommation, on peut aussi imposer ([35])
que la capacité totale du systéme thermique & chaque pas de temps soit suffisamment plus
grande que la somme des productions thermiques :

Z (tf Pt Duree(t) yf —z0) >ry >0, t=1,...,T, (4.6)
leLy

les paramétres r; étant fixés arbitrairement. Le probléme de gestion de production élec-
trique consiste alors 4 minimiser :

Z Z Cy Ut + C My (ye(t Z VH 33T+1 - Z Vf(l"fiml)a (4.7)

tely t=1 leLy leLly

sous les contraintes (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) (4.5), (4.6). La fonction V}3(.) peut s’exprimer

sous la forme : V() min  ff; (), ot les fonctions f () sont des fonctions
0<k<mb,—1 " ’
affines. Plus précisément, entre des valeurs que nous noterons gg . et g% w1 (0 <k <

mY; — 1), la fonction V5 (x) coincide avec la fonction fﬁ (). Ainsi, on peut remplacer la

contribution — Z Vfl(mKT 1) des centrales hydrauliques & la fonction objectif par — Z ay

tely lely
en ajoutant les contraintes :

ar < fip(@fi), L€ Ly, 0<k<mpy—1 (4.8)
Si on définit
Vfl(gﬁr k1) — Vf](g% %)
C%,k = 7 7 —, de = Vf](g%,k) - C%,k g%,k’ (4.9)

Iak+1 — 9H K
(4.8) se réécrit :
ar < Sy p iy H i, €Ly, 0<k<mly—1. (4.10)

Pour chaque contrat EJP ¢ € L, la fonction Vf( ) est également concave et linéaire par
morceaux et peut s’écrire sous la forme, V#(z) = min  f4,(x), ot les fonctions f, (z)

0<k<mf—1"" ’
sont des fonctions affines. On peut alors introduire les quantités cﬁk et df},k (définies en
remplagant H par J dans (4.9)). Le probléme de gestion de production électrique revient
alors & minimiser :

Z Z Cy ut—i—CMgt yz Z ag — Z bf’

eLp t=1 leLy lely
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sous les contraintes (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) (4.5), (4.6), (4.10) et
be < pafpyy +diy, €Ly, 0<k<mb—1.

Par la suite nous ferons les hypothéses suivantes :
— Le complexe hydroélectrique est constitué d’un ensemble de couples centrales-réser-
voirs non reliés entre eux. On suppose également qu’il n'y a pas de pompage; les
équations de conservation de 1’énergie pour les réservoirs s’écrivent donc :

xf+1:xf+af—devf—vf, Viée Ly, Yiel,...,T. (4.11)

— Les unités thermiques fonctionnent toutes au début de la période de gestion et restent
en fonctionnement pendant toute la période de gestion (yf =1, Vt=1,...,T, Vi€
Lr). Par contre, certains groupes thermiques peuvent tomber en panne et étre répa-
rés ensuite, ce qui a motivé l'introduction de taux de disponibilité. La modélisation
du comportement de ces taux de disponibilité est expliquée plus loin. Enfin, on ne
tiendra pas compte des contraintes (4.6).

Les équations (4.4) et (4.11) de conservation de 1’énergie des réserves hydrauliques et des
contrats EJP peuvent alors se réécrire :

t t
Vi=1,...,T, le—x{—}—Z (at, — vk —devt), £ € Ly, forl:x{—Zui, t el
k=1 k=1

Sous les hypothéses ci-dessus, si tous les parameétres du probléme étaient connus, en in-

jeﬁctant ces contraintes d’égalité dans les contraintes z‘, < zf < zf.., ¢ € Ly, et

xy > 0, £ € Ly, sur les états des réserves, on pourrait alors exprimer le probléme de
gestion de production électrique sous la forme :

min Z Z coup — Z ag — Z be

t=1¢eLp teLy teLy
T

T
a+ chp Yy (v +devy) < cip (i + Y ar) +di, €€ L, 0<k<mpy—1,
t=1 t=1

be+ el Y uf < chpul +diy, € Ly,0<k<my -1,
t=1

t t t

B3 0l € S0k 4 denh <243 0~ ab, L€ L2 S LT,
k=1 k=1 k=1

0 < of §Duree(t)Pf,ax, le Ly, 1<t<T,

0<devf, £ Ly, 1<t<T,

uf e {O7 Duree(t)Ph.}, €€ L5, 1<t<T,

0<uf< Duree(t )7',5€P§,aX7 LeLr,1<t<T,

(4.12)

de S Zut—i— Z:v,g—f—z:uf7 1<t<T.

LeLy LeELE LeL g

Dans ce probléme, notons que la contrainte de satisfaction de la demande est active. Néan-
moins, afin de mettre en place des CR, CRA et CRAA de ce probléme, nous garderons les
contraintes de satisfaction de la demande écrites sous la forme de contraintes d’inégalités.
Les variables de déversement dev ont été introduites pour assurer que le probléme soit fai-
sable (sous réserve que le parc de production soit de capacité suffisante) quelles que soient
les valeurs des apports hydrauliques.
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Proposition 4.2.1 Si pour tout réservoir hydraulique { € Ly, x5 € [2f ;2% ..] et si
Z 7t Duree(t) Pl >dy, t=1,...,T, (4.13)

LeLp
alors le probléme de gestion de production qui vient d’étre présenté est faisable.

Preuve. On vérifie immédiatement que le plan de production consistant & utiliser les
moyens de production thermique par ordre croissant de leur cotit de fonctionnement jus-
qu’a satisfaction de la demande est faisable. Les contraintes sur les variables de commande
d’'un tel plan de production sont satisfaites. D’autre part, on vérifie par récurrence, que
pour tout réservoir hydraulique ¢ et pour tout pas de temps ¢, zf € [v%, , 2% .x). Soit £
un réservoir hydraulique. Par hypothése, la relation est bien vérifiée pour ce réservoir ¢ et
pour ¢ = 1. Supposons maintenant que pour 1 < ¢t < T — 1, on ait z} € [z, 2% ,.]. Si

min’
zf +af > x', . alors on définit devf = x} + af — 2 ,.. On a bien devf > 0, et puisque

max-*
vy - 0, zt,, = af —}; af — dzevf - xfnazx € [xzfnin,:cfnazx]. Si?on si 7f +af < ., on définit
dev; = 0, et donc x| = xy + ay > x7, et Ty 1 € [Tin, Trpaxl-

On pourrait donner d’autres conditions moins restrictives mais plus compliquées & énoncer
sur la faisabilité du probléme. Notons cependant que la condition (4.13) revient & dire
que 'on peut satisfaire la demande en utilisant les unités de production thermiques et nu-
cléaires (rappelons que les centrales nucléaires sont en général modélisées, du point de vue
des contraintes de fonctionnement, comme des centrales thermiques), ce qui est en général
le cas.

La modélisation qui vient d’étre présentée suppose par ailleurs que tous les paramétres
incertains du systéme (les taux de disponibilité, les apports hydrauliques des réservoirs et
les consommations électriques) sont connus. Auquel cas, le probléme d’optimisation déter-
ministe (4.12) que l'on vient de présenter fournit effectivement un planning de production
optimal. Cependant, en pratique, ces paramétres sont incertains. L’objectif est alors de
déterminer des stratégies de gestion c’est a dire des plans de productions adaptatifs (qui
s’adapteront aux réalisations des paramétres) et permettant, en suivant cette stratégie, de
satisfaire la consommation quelle que soit cette consommation. Ces stratégies de gestion
dépendront des hypothéses faites sur les parameétres incertains du modéle. Nous présente-
rons 3 approches différentes pour tenir compte de l'incertitude des parameétres du modéle.
Nous montrerons ensuite, comment, dans chaque cas, mettre en place des stratégies de
gestion stables ou robustes.

4.3 Modélisation des paramétres incertains

Dans cette section, et dans la suite de ce chapitre, on notera les variables aléatoires
avec les mémes lettres que leur réalisation, mais surmontée d’une tilde.

4.3.1 Modélisation des taux de disponibilité

Soit ¢, une centrale thermique comportant n, groupes thermiques. Soit o +(t) la pro-
babilité que le groupe j de la centrale thermique ¢ fonctionne au pas de temps ¢ et U;,z la
variable aléatoire telle que U; , = lsile groupe j fonctionne au pas de temps ¢ et U; ;= 0si-
non. On suppose que les groupes thermiques sont réguliérement controlés et, le cas échéant
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réparés tous les mg pas de temps. Entre deux controles consécutifs, on suppose que les
taux de disponibilité des centrales ne changent pas. Cela signifie qu’entre deux controles
consécutifs, un groupe donné va soit fonctionner soit étre hors d’état de fonctionnement
durant toute la période. Si tg = 1 et t;, = mok pour k € N*, alors les probabilités a; (1),
pour ¢t = ty,...,t,+1 — 1 sont les mémes et on a seulement besoin d’évaluer «; ¢(t;), k > 0.
Cette probabilité o ¢(tr) qu’un groupe j de la centrale ¢ fonctionne au pas de temps mok
dépendra de ’évolution passée de la disponibilité de ce groupe. Si au pas de temps tx_1, le
groupe ne fonctionnait pas, il y a une grande probabilité (disons 1 — 3{ avec (3{ petit) qu'il
fonctionne au pas de temps tx, et une petite probabilité Bf qu’il soit encore hors d’état
de fonctionnement au pas de temps t;. Par contre, si le groupe fonctionnait pour les m
derniéres périodes délimitées par les m + 1 derniéres dates de contrdle, on peut supposer
que plus il a fonctionné sans avoir de panne (plus m est grand) et plus il a de chances de
tomber en panne au pas de temps t;. Ainsi, il existe une fonction décroissante de m, 85(m)
telle que pour tout groupe j de l'unité ¢ :

P(U;”“g = 1[le groupe j fonctionnait de t,_,, & ty_1) = B5(m).

Un cas particulier est le cas ol le processus des états d’un groupe donné est une chaine
de Markov homogeéne ou 'espace d’état est {P,F'} ou P représente 1’état de panne et F
I’état de fonctionnement. Dans ce cas, 35(m) = (35 est fixé et correspond & la probabilité
qu’un groupe de la centrale ¢ fonctionne sur une période donnée sachant qu’il fonctionnait
la période précédente. La matrice de transition pour les groupes de la centrale £ est donnée

par: , ,
_( B 1-p
(22 )

La probabilité a;¢(t;) est alors donnée pour k > 1 par :
aje(tr) = pr()PF(1,2) + piy () PF(2,2);

ol ph(j) = 1—p%(j) et ph(j) est la probabilité que le groupe j de la centrale £ fonctionne
au premier pas de temps. Afin de simplifier la présentation du modéle, nous supposons
que pour une centrale ¢ donnée, au premier pas de temps soit tous les groupes thermiques
fonctionnent soit tous les groupes sont en panne. Ainsi, «;(t;) est indépendant de j et
ay(ty) représentera la probabilité qu'un groupe de la centrale ¢ fonctionne au pas de temps
ti. Soit Pflax la puissance maximale d'un groupe de la centrale /. La puissance théorique
maximale disponible de la centrale thermique £ est alors donnée par P’ = n,P!,.. La
puissance maximale disponible pour l'unité ¢ au pas de temps tj est alors :

N e _ LUt

Pl = 3 Ul Pl = Pl L P k)
j=1
Sous les hypothéses ci-dessus, la variable aléatoire n,7,(k) suit une loi binomiale B(ng, ap(tx)).
De plus, E[7y(k)] = ay(ty) et la variance de 7y(k), Var(7(k)) = aete)(1=oe(te))

ne

Nous ne faisons pas d’hypothéses paramétriques sur les lois des autres paramétres
incertains du probléme. Afin tenir compte de l'incertitude des paramétres sur la période
de gestion, 3 voies différentes, que nous détaillons maintenant, peuvent étre empruntées.
Chacune d’entre elles se préte & une résolution particuliére du probléme de gestion de
production électrique a I’horizon annuel.
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T Temps
F1G. 4.3 — Arbre de scénarios.

4.3.2 Modélisation par arbre de scénarios

L’approche couramment utilisée pour résoudre le probléme de gestion de production
électrique consiste a modéliser I’évolution des parameétres incertains sur la période de ges-
tion par un arbre de scénarios (figure 4.3). A chaque noeud n de I'arbre de scénarios sont
attachées les réalisations des parameétres suivants :

— la consommation électrique d(n) au noeud n;
— pour tout £ € Ly, 'apport afl du réservoir /;
— pour toute centrale thermique £ € L, le taux de disponibilité 7.

Le noeud racine correspond au premier pas de temps et les noeuds feuilles (les noeuds
n’ayant pas de successeurs) aux derniers pas de temps. Plus généralement, chaque noeud n
est associé & un pas de temps 7(n). On désignera par O, I’ensemble des noeuds de I’arbre
et par O l'ensemble des feuilles de I'arbre. Le nombre de scénarios représenté par cet
arbre de scénarios est donc le nombre de feuilles |Or|, chaque scénario correspondant &
un chemin dans l'arbre allant du noeud racine & une feuille. On utilisera également les
notations suivantes :

— F(n) est ensemble des noeuds fils du noeud n, et P(n) le noeud pére du noeud n.
— m, est la probabilité de se trouver en un noeud n de I’arbre ( Z ™ =1, Vit=
T(n)=t
1,...,T,) et mp(n) est la probabilité de transition entre les noeuds P(n) et n.

Adoptant une telle représentation des paramétres incertains sous la forme d’un arbre de
scénarios, nous pouvons naturellement formuler le probléme d’optimisation comme un pro-
bléme de contréle stochastique & temps discret et horizon fini sur cet arbre de scénarios
représentant le comportement des états et entrées aléatoires. On chercher alors & minimiser
le cotit de production moyen sur ’arbre de scénarios. Les états et commandes qui étaient
définis pour chaque pas de temps dans la version déterministe du probléme de gestion de
production électrique sont maintenant indexés par les noeuds n de ’arbre. En particulier,
les commandes de la centrale hydraulique £ au noeud n sont u% = (v!, dev?,), ot v¢ et dev,
sont respectivement les productions électriques de 1'usine £ et la quantité d’eau déversée du
réservoir £ pour ce noeud. Pour toute centrale hydraulique ¢, soit z¢ le volume du réservoir
¢ au noeud n (au début du pas de temps 7(n)). Les contraintes liées au fonctionnement
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des centrales hydrauliques s’expriment alors sous la forme :

xfl = xfj(n) + afj(n) - vfp(n) — devf;.(n) VneO, VI €Ly,

af o <l +al — vl —devt <a2f,. VY neOr,

0 <ot < P! .. Duree(r(n)) vV (n,?), (4.14)
0 < dev’, vV (n,{),

xﬁnn S xfl S xﬁ’bax v (n7 6)'

Pour chaque contrat EJP ¢, 2!, est le stock d’énergie encore disponible au noeud n (au
début du pas de temps 7(n)). On connait la valeur z{, du stock d’énergie disponible sur le
contrat £ au début de la période de gestion. Les contraintes portant sur les contrats EJP
sont alors :

u%(ufl - ]Zflax Duzee(T(n))) =0 VneO, Vel
Tpin) = Up(m) = Tn VneO, WYlely, (4.15)
x>0 Vne®, Ylelcly,
zl —ul >0 VneOp, YleLly.
Le cott de production de la centrale thermique ¢ au noeud n est donné par ¢, u’, ot u,

est la production thermique de la centrale thermique ¢ au noeud n. Les contraintes sur les
niveaux de production des centrales thermiques sont données par :

0§u,€§7’£PZ

n max

Duree(t(n)), Vne O, Yle L.

Les contraintes de satisfaction de la demande s’écrivent alors :

d(n) < Z ul, + Z vfﬂ—z ul, Vn e O;

eLr leELy LeLy

et la fonction objectif & minimiser est :

Z Z Wanufl— Z Z Wan(xfl—qu) — Z Z Tn, Vé(xfl—}—afl—vfl—}—devfl).

lteLr neOr LeL yneOr teLy neO

Pour un scénario répertorié dans I’arbre de scénarios, on dispose donc d’un planning de pro-
duction. Pour un scénario non représenté dans ’arbre, nous expliquerons plus loin comment
exploiter une solution du probléme dual obtenu en dualisant les contraintes couplantes du
probléme.

Des variantes pourraient étre introduites dans cette modélisation du probléme sous la forme
d’un probléme d’optimisation sur un arbre de scénarios. Dans [35], par exemple, un dé-
doublement de toutes les variables de commandes est introduit de fagon & présenter le pro-
bléme sous la forme d’un probléme d’optimisation stochastique bi-étapes avec recours; les
variables de dédoublement introduites étant des variables de recours permettant d’ajuster
les commandes réelles finales aux réalisations des paramétres. Un probléme d’optimisation
stochastique bi-étapes est également formulé dans [25]. Dans ce probléme, les variables
de décision de la premiére étape correspondent aux décisions de mise en route/arrét de
certaines centrales et les variables de décision de la deuxiéme étape aux décisions de mise
en route/arrét des centrales restantes et aux niveaux de production des usines.
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4.3.3 Modéle statistique pour la demande et les apports

Une premiére facon de s’affranchir de 'utilisation d’arbre de scénarios est de supposer
que la demande et les apports pour chaque réservoir sur la période de gestion sont des
vecteurs aléatoires pour lesquels on supposera que la moyenne et la matrice de covariance
sont connues. Il s’agit ici d’un modéle minimaliste, se proposant d’utiliser seulement ces
deux caractéristiques alors que 'utilisation des arbres de scénarios nécessite d’estimer des
distributions de probabilité. Ainsi, nous écrirons 'apport @ de la réserve £ € Ly :

ab=at+ef, t=1,...,T,
oil @/ est 'apport moyen pour le réservoir £ au pas de temps ¢ et e’ = (¢f)7_; est un bruit
centré de matrice de covariance I'y.
De méme, nous écrirons la demande d; au pas de temps ¢ :

Czt:Czt—i-Elt, t:L...,T,

.7 T . .
ol d; est la demande moyenne au pas de temps ¢ et ¢ = (¢/4),_, est un bruit centré de
matrice de covariance I'.

4.3.4 Ensembles d’incertitude

Une autre maniére de tenir compte de l'incertitude sur les parameétres du probléme
est de considérer que bien qu’inconnus, ces paramétres appartiennent & un ensemble d’in-
certitude Z convexe compact et non vide qui lui est connu. Aucune hypothése statistique
n’est faite sur ces parameétres. On retrouve ici le contexte décrit dans la section 1.5 grace
auquel nous pourrons proposer des CR, des CRA et des CRAA du probléme de gestion
de production électrique. Remarquons que d’un point de vue pratique, I’ensemble Z sera
estimé et I'’hypothése faite dans cette section ne sera pas forcément vérifiée; a savoir que
les valeurs des paramétres sur la période de gestion n’appartiendront pas nécessairement
& ’ensemble Z.

4.4 Contreparties robustes et stables

Nous avons proposé, dans l'article [55] deux méthodes stables de régularisation de la
fonction duale que nous comparerons, dans la section 4.7, avec les méthodes de gestion
développées dans cette section. La premiére approche proposée dans cet article (que nous
noterons VaRc4) revient a envisager une relaxation primale de la demande : comment
controler le chiffre d’affaire des ventes avec une demande incertaine ? La seconde approche
présentée dans cet article (que nous noterons VaRpener), provient d'une relaxation duale :
comment contréler les cotlits de production alors que la disponibilité des centrales ther-
miques est aléatoire ? Les deux approches proposées dans 'article [55] supposent que ’évo-
lution des paramétres incertains est modélisée par un arbre de scénarios.

Dans cette section, nous travaillons sur une relaxation convexe du probléme de gestion
de production électrique. Les contraintes uf € {0, Duree(t) P.,.} sur les commandes

appliquées au pas de temps t au contrat EJP ¢ € L;, seront remplacées par

0 < uf < Duree(t) Pt,., (€ L. (4.16)
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Cela signifie que pour chaque contrat EJP, on dispose d’une certaine réserve d’énergie,
qui, chaque jour, et tant que cette réserve n’est pas épuisée, peut étre utilisée tout ou
partie de la journée. Cette modélisation revient & considérer qu’un contrat EJP est une
réserve hydraulique particuliére sans apports. Cette relaxation permettra notamment de
se placer dans le cadre de travail de la section 1.6 pour pouvoir mettre en place des CRA
et des CRAA. D’autre part, le probléme dual du probléme (4.12) (utilisé dans la méthode
de régularisation de la fonction duale présentée en section 4.4.1) est alors équivalent au
probléme primal.

4.4.1 Régularisation de la fonction duale

Dans cette section, les hypothéses faites sur les paramétres incertains sont celles de la
section 4.3.3. Nous présentons une derniére méthode de régularisation de la fonction duale
permettant de stabiliser les solutions duales et de réduire 1’écart type des colits de gestion
simulés (par rapport aux méthodes VaRc4 et VaRpenes). Nous ne tenons pas compte dans
ce nouveau modele de l'incertitude sur les apports hydrauliques. Soit (A, 7, d) (on insiste
dans cette écriture sur la dépendance de cette fonction par rapport aux taux de disponibilité
7 et & la demande d), la fonction duale obtenue en ayant dualisé les contraintes couplantes
de satisfaction de la demande (A est donc le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés
a cette dualisation) du probléme de gestion de production électrique. Si la demande et les
taux de disponibilité étaient connus, on aurait a résoudre :

O\, 7, d). 417
max §(), 7, d) (4.17)

Une maniére simple de tenir compte de 'incertitude serait de remplacer chaque parameétre
incertain par une estimation de sa moyenne sur la période de gestion. Cette approche

revient a résoudre le probleme dual max E [O(\,7,d)]. Afin de tenir compte de la variance
AeR

de d et 7, on propose de remplacer ce probléme par le probléme :

max E[O(\,7,d)] — k(e) \/ Var(0(\, 7,d)), (4.18)

ol k(e) > 0 est un facteur de risque fixé. Il s’agit de pénaliser la fonction objectif par

I’écart type de G(A,?,J). Une autre maniére de limiter cet écart type est d’ajouter une

contrainte du type {/Var(6(\,7,d)) < a. Le multiplicateur de Lagrange optimal associé a
la dualisation de cette contrainte peut fournir une estimation de x(¢). On peut remarquer
aussi que ’approche que nous proposons ici revient & mettre en place une approche Value-
at-Risk sur le probléme dual (pour lequel d et 7 sont aléatoires). Cette remarque permet de

choisir k(g) = \/% (voir section 2.1.2.1). La fonction duale #(\, 7, d) peut se décomposer

ainsi :
O\, 7,d) = NTd+0p(\,7) + 0 (\) + 05(N),
ot (), 7) est la contribution des centrales thermiques au probléme dual, 6 (\) la contri-

bution des centrales hydrauliques au probléme dual et 6;()\) la contribution des contrats
EJP (les centrales nucléaires sont modélisées comme des centrales thermiques). La fonction
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01 (X, T) est explicite et est la seule & dépendre des taux de disponibilité :

T/m() kmg
Z Z Duree(t) Z Fo(k)PE o (co — Ap).
k=1 t= (k 1 m0+1 Cg<)\t

La fonction 6z(\) ne dépend ni de la demande ni des taux de disponibilité et se calcule
facilement en résolvant £y problémes linéaires de taille 27" + 1 (le i-éme probléme linéaire
correspondant a la i-éme centrale hydraulique). De fagon similaire, la fonction 6 ;()\) asso-
ciée aux sous-problémes EJP ne dépend ni de la demande ni des taux de disponibilité et
se calcule en résolvant £; problémes linéaires de taille 7' 4 1 (le i-éme probléme linéaire
correspondant au i-éme contrat EJP). Rappelons que I’on considére dans cette section que
d est un vecteur aléatoire de moyenne d et de matrice de covariance Cov(d) = I'. Nous
avons alors :

T
B0\ 7, d)] = 0u(A) + 6,0 + ATd+ )~ > Duree(t)ay(cs — M) P

t=1 Cg<)\t

et

; S (1= )

Var(0(\,7,d)) = N'TA+ 3" D (frePha)* ———2,

k=1 teLy e
ou
Jre = Z Duree(t)(ce — A\t).
(k—l)m0+1§t§kmo

ce < M

Les solutions d’un probléme linéaire sont instables. L’intérét de la modélisation présentée
dans cette section est d’introduire un terme permettant de régulariser le probléme et de
stabiliser les solutions duales. Lorsque seule la demande est incertaine, le nouveau pro-
bléme dual correspond & une robustification du probléme dual (4.17) en choisissant comme
ensemble d’incertitude pour les consommations ’ellipsoide :

E={deR", (d—d)T71(d—-d) < r(e)}.

Ce nouveau probléme dual correspond au probléme primal initial auquel on a rajouté la
contrainte d € £.

Dans les deux sections suivantes, on suppose que les paramétres incertains suivent les
hypothéses de la section 4.3.4.

4.4.2 Contreparties robustes ajustées

L’objectif de ce cette section est d’expliquer comment mettre en place des contreparties
robustes ajustées du probléme de gestion de production électrique (4.12) pour lequel les
contraintes sur les commandes EJP ont été relachées et remplacées par (4.16).

Il s’agit ensuite de déterminer dans ce probléme, les variables qui sont ajustables et celles
qui ne le sont pas. Cette décision est un choix de modélisation et différentes réponses
peuvent étre apportées & ce probléme. On peut voir les variables de commandes comme
des variables non ajustables et les variables restantes (en particulier les variables d’état)
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comme des variables ajustables. Néanmoins, au début de I'horizon de gestion, aucun des
paramétres incertains n’a été observé et donc seules les commandes a prendre le premier
jour (ou au premier pas de temps) ne sont réellement pas ajustables. Nous allons alors
adopter le choix de modélisation suivant : nous considérons que les variables de commande
du premier jour de la période de gestion sont non ajustables et que toutes les autres va-
riables sont ajustables. Si I’ensemble d’incertitude des paramétres incertains est I’enveloppe
convexe de S scénarios (di(s),af(s), 7{(s))5_,, alors si S’ = {1,2,...,5}, la contrepartie
robuste ajustée du probléme de gestion de production électrique étudié est alors le pro-
bléme (4.53) donné & la fin de ce chapitre.

On peut se demander si la contrepartie robuste ajustée est équivalente & la contre-
partie robuste du probléme (4.12) obtenue en choisissant le méme ensemble d’incertitude
polytopique ou si la contrepartie robuste ajustée permet de fournir de meilleurs résultats.
Remarquons tout d’abord, que du fait des apports hydrauliques, ’hypothése B de la section
1.5 n’est pas satisfaite. Par conséquent, les hypothéses du théoréme [11] fournissant des
conditions sous lesquelles la CRA et la CR sont équivalentes, ne sont pas satisfaites. En
fait, si ’ensemble d’incertitude est polytopique, on peut donner des exemples de problémes
de gestion de production électrique pour lesquels la CR et la CRA sont équivalentes (méme
lorsque ce n’est pas le méme scénario qui pour chaque pas de temps a recu le moins de pré-
cipitations depuis le début de la période de gestion). Par exemple, considérons une centrale
thermique, une centrale hydraulique et 3 pas de temps. La demande vaut d = (1,3,2)7 et
les apports sont dans I’enveloppe convexe des 2 scénarios d’apports (1,3,2) et (1,2,1)7. Le
colit unitaire de production thermique est de 1 et la fonction de valorisation du stock d’eau
I'identité. Dans ce cas, la CR et la CRA sont équivalentes. Nous montrerons aussi, dans
la section 4.7, & travers divers exemples, que la CRA peut fournir de meilleurs résultats.
Cependant, méme lorsque les valeurs optimales de la CR et de la CRA sont les mémes, la
solution de la CRA fournit une solution, qui, en moyenne, sera trés certainement meilleure
que la solution robuste qui n’est pas adaptative. Si I’ensemble d’incertitude est une enve-
loppe convexe de scénarios (£1,...,&s), et si 'on note (u,v1,...,vg) la solution de la CRA,

S

alors lorsque se produit le scénario Z a; &;, la solution de la CRA nous fournit un point

i=1
S

(u, Z «; v;) faisable et dont le colt associé est inférieur ou égal & la valeur optimale de

i=1
la CRA. La valeur optimale de la CRA permet de connaitre le pire cotit que l’on pourrait
obtenir en utilisant la solution de la CRA (et ainsi avoir une idée des budgets maximums
qu’il faudra débloquer sur la période de gestion).

Par contre, 'utilisation de cette méthode d’un point de vue pratique pose un probléme.
En effet, pour un pas de temps donné, la dépendance des commandes en fonction des
réalisations passées des paramétres n’est pas connue. Afin de connaitre les commandes

préconisées par la CRA, il faudrait connaitre les valeurs (aq,...,ag), telles que le vecteur
S
des paramétres sur la période de gestion est Z «; &. Auquel cas on peut utiliser les
i=1
S

commandes (u, Z a; v;). Cependant, tant que tous les pas de temps ne sont pas écoulés,

i=1
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on ne peut pas déterminer ces coefficients «;. Un moyen d’utiliser, d’'un point de vue pra-
tique, la méthodologie de la CRA, pour robustifier le probléme (4.12), consiste & mettre
en place cette CRA & chaque pas de temps avec un horizon de gestion de plus en plus
court. Nous appelerons cette méthode la CRA glissante. Plus précisément, au début de la
période de gestion, afin de connaitre les commandes & appliquer pour le premier pas de
temps, on met en place une CRA avec ensemble d’incertitude polytopique en prenant un
horizon de gestion de 7" pas de temps. Les variables non ajustables (et donc connues au
début de la période de gestion) de cette CRA correspondent aux commandes & appliquer
au premier pas de temps. Plus généralement, pour déterminer les commandes au pas de
temps t < T, on résoud la CRA avec ensemble d’incertitude polytopique pour le probléme
(4.12) correspondant aux T — ¢t + 1 derniers pas de temps. Les variables non ajustables de
ce probléme correspondent aux commandes & appliquer au pas de temps t. Cette méthode
sera testée sur un probléme réel de grande taille en section 4.7.1.

4.4.3 Contreparties robustes ajustées affinement

Afin de connaitre la dépendance des variables ajustables en fonction des réalisations
passées des parameétres un moyen simple consiste & choisir une forme paramétrique parti-
culiére pour cette dépendance. Lorsque les variables ajustables sont des fonctions linéaires
des parameétres incertains on aboutit a la notion de CRAA présentée dans la section 1.6.
Potentiellement, tous les parameétres incertains sont susceptibles d’influencer les variables
ajustables. Néanmoins, afin d’éviter une explosion de la taille de la CRAA, on cherche,
pour une variable ajustable donnée, les paramétres incertains les plus susceptibles de 1’in-
fluencer. Cette étape fait partie intégrante de la modélisation et des tests seront nécessaires
pour savoir si un choix donné conduit & une amélioration significative par rapport a l'uti-
lisation d’'une CR classique. Les parameétres influencant le plus les commandes sont les
consommations électriques d; aux différents pas de temps t. Au pas de temps t, on peut
donc raisonnablement supposer que les commandes thermiques uf,/ € L7, hydrauliques
vf,f € Ly, et les commandes des contrats EJP, uf,f € L, dépendent linéairement de
consommations électriques d; observées a des pas de temps j € I;, ou I; est un sous-
ensemble donné de {1,...,t}:

7,0 0.5 2,0 0,5
uf =p° + > pldy, CeLly, uf=q°+Y q¢7d;, €Ly,
jele el 4.19
Uf:?“f’o—i-zrf’jdj, {teLy. ( )
jel;

Les nouvelles variables non ajustables sont maintenant pf’j , qf A ,et rf . On va donc chercher
les meilleures combinaisons linéaires définies par (4.19) en choisissant différents ensembles
d’incertitude pour la demande. Il semble aussi raisonnable de penser que les commandes
appliquées & une centrale hydraulique ¢ dépendent des apports hydrauliques du réservoir
alimentant cette centrale. On pourra donc aussi, si cela conduit & une CRAA soluble en
temps raisonnable, enrichir I'information & partir de laquelle les commandes hydrauliques
seront calculées sous la forme :

0 ¢ tj
vf =70 + Z i dj+ Z oY) a?, te L. (4.20)
JEIt JjEI

On peut bien évidemment combiner ces schémas de dépendance. On peut décider que
certaines variables de commande (par exemple les variables des problémes thermiques et
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hydrauliques) sont ajustables et gouvernées par les équations (4.19) ou (4.20) et que les
autres variables sont non ajustables.

L’ensemble I; dépend de l'information disponible & la date t. En pratique, on connait,
pour chaque pas de temps, toutes les réalisations passées des parameétres du probléme et
donc le choix le plus naturel pour I est I; = {1,...,t — 1}. Si l'information sur les va-
leurs des paramétres arrive avec un décalage de m pas de temps, on a alors au mieux,
I; = {1,...,t —m}. Afin de réduire la taille des CRAA et afin de privilégier les informa-
tions récentes, on peut choisir de ne s’intéresser qu’aux valeurs des parameétres pour les m
derniers pas de temps en prenant I, = {t—1,...,t—m}. On peut imaginer aussi des choix
dynamiques du sous-ensemble I; dont la taille dépende du pas de temps ¢ et des données
récoltées jusqu’a la date t. Par la suite, nous fixons 1 < m < T — 1, et sit > m + 1 alors
on choisit Iy = {1,...,t —m} et sinon I; = ().

Contrairement & la CRA présentée précédemment, la CRAA fournit une solution exploi-
table directement d’un point de vue pratique. En effet, au pas de temps ¢, les valeurs
des paramétres incertains pour tous les pas de temps j € I; sont connus. On peut donc
utiliser la solution de la CRAA et les équations (4.19) et/ou (4.20) afin de déterminer les
commandes ((uf)eecruc,, (Vf)eec,, ) fournies par la CRAA. Une question qui se pose en-
suite naturellement est de savoir si une CRAA donnée (obtenue avec un choix particulier
pour ’ensemble d’incertitude des paramétres incertains et une politique donnée de dépen-
dance des variables ajustables en fonction de ces paramétres incertains) et la CR utilisant
le méme ensemble d’incertitude pour les paramétres incertains sont équivalentes. En fait,
méme dans le cas ol les valeurs optimales de la CRAA et de la CR sont les mémes, 1'utilisa-
tion des commandes données par (4.19) et/ou (4.20) (et donc 'utilisation de la solution de
la CRAA) sera a privilégier car elle a de grandes chances de fournir une meilleure solution
en moyenne (méme si les pires scénarios pour la CR et la CRAA ont les mémes cofits).

4.4.3.1 Ensemble d’incertitude polytopique

Supposons que toutes les variables de commande sont ajustables et déterminées par
les équations (4.19) pour les commandes thermiques et EJP et (4.20) pour les commandes
hydrauliques. L’ensemble d’incertitude le plus simple que 'on peut calibrer est un en-
semble polytopique. Supposons que ce polytope soit l’enveloppe convexe des scénarios
((d¢(s),ab(s), 7 (s))5_;, et notons S’ = {1,...,S}. La CRAA du probléme (4.12) est alors,

s=1»
sous ces choix, le probléme d’optimisation linéaire (4.54) donné a la fin de ce chapitre.

4.4.3.2 Contraintes de boite sur les paramétres incertains

On traite maintenant le cas ou les commandes thermiques et EJP sont déterminées par
les équations (4.19) ; les commandes hydrauliques par les équations (4.20) et les ensembles
d’incertitude sont définis par des contraintes de boite. Plus précisément on suppose qu’il

existe des vecteurs d™?, dmax, (ag’min)gegH, (a&max)gegﬁ,, (Tf’min)geLT, (Tg’max)geLT, tels
que :
Vi=1,...,T, d"n<d, < dmex, ay™™ < af <al™™ Vle Ly,

- 4.21

Vi=1,...,T, 7™ <7l < 7™ vie Ly, (4.21)
Ce cas présente un grand intérét pratique puisque de "bons” ensembles d’incertitude de
ce type peuvent étre obtenus en utilisant des procédures statistiques (voir par exemple la
section 4.6).
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Remarque 4.4.1 Soit n € N* et soient (=, Ymin, Ymax) € R" xR} xR} alors :

: T & _ T + T —. T, . T + T —
min Y = Ymin® + YmaxT 3 max T Y = YmaxT + YminT -
ye[yminvymax} ye[yminyymax]

Nous supposerons que m # 0; la CRAA du probléme (4.12) pouvant aussi se calculer
facilement lorsque m = 0. En injectant les schémas de dépendance (4.19) et (4.20) dans
(4.12) et en utilisant la remarque 4.4.1, on peut montrer que la CRAA du probléme (4.12)
en choisissant pour ensemble d’incertitude l’ensemble défini par (4.21), est le probléme
linéaire (4.52) fourni a la fin de ce chapitre. En pratique, cette approche conduit a des
CRAA de grande taille; le nombre de contraintes et le nombre de variables étant de I’ordre
de O(T?L). Plus précisément le nombre de variables est :

(T—m)(T =m+1)(3+43|Lr|+ 12[Lu| + |L,])

1+|Ln|+|Ls|+3mA+|Ls)+T (B+m~+3|Ls|+2|Lu])+ 2 .

4.4.3.3 Ensemble d’incertitude ellipsoidal sur les consommations

Nous mettons ici en place la CRAA du probléme (4.12) lorsque les commandes ther-
miques sont des fonctions de la demande explicitées en (4.19), les commandes hydrauliques
suivent le schéma général donné en (4.20) et enfin, les ensembles d’incertitude sont ellip-
soidaux pour la demande, et définis par les contraintes de boite (4.21) pour les apports
et les taux de disponibilité. Par contre, afin de simplifier la présentation des résultats, les
commandes EJP ne sont pas considérées ajustables. Le vecteur des demandes peut donc
étre n’importe quel point de 'ellipsoide suivant :

E={deR”, | (d—d)TTY(d-d) < x>}

otl le vecteur d représente la demande moyenne aux différents pas de temps de la période
de gestion; I' est une matrice définie positive et k un niveau de confiance dont dépend la
taille de D’ellipsoide. Dans ces conditions, aprés quelques calculs élémentaires, on montre
que la CRAA du probléme (4.12) est le probléme conique du second ordre (4.55) donné en
fin de ce chapitre.

On pourrait aussi envisager de choisir comme ensemble d’incertitude pour les apports
hydrauliques de la réserve ¢ € Ly, un ellipsoide & centré sur le vecteur a’ des apports
moyens aux différents pas de temps et défini par :

& =1{a" eR”, (" —a")T; a" —a") < k}},
ou I'y est une matrice définie positive et xy > 0 un facteur de risque.

Finalement, les CRAA du probléme (4.12) obtenues en utilisant :

1. des ensembles d’incertitude polytopiques, définis par des contraintes de boite ou
ellipsoidaux pour les paramétres incertains;

2. les schémas de dépendance (4.19) (ou éventuellement (4.20) pour les commandes
hydrauliques) pour les variables ajustables;

ont une formulation explicite traitable qui est un probléme d’optimisation linéaire ou co-
nique du deuxiéme ordre.
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4.5 Méthodes de résolution

Les CRA et CRAA présentées dans les sections 4.4.2 et 4.4.3 sont des problémes li-

néaires ou coniques du deuxiéme ordre que nous résolvons directement par des méthodes
de points intérieurs.
Nous allons montrer comment le probléme d’optimisation déterministe (4.12) peut se ré-
soudre par la technique de la décomposition par les prix en utilisant la relaxation lagran-
gienne (en dualisant les contraintes couplantes de satisfaction de la demande). La méme
méthodologie pourra ensuite étre appliquée afin de résoudre le probléme d’optimisation
stochastique multi-étapes présenté dans la section 4.3.2 lorsque 1’évolution des paramétres
incertains sur la période de gestion est représentée par un arbre de scénarios. Des précisions
sur les spécificités de I'implémentation de la méthode dans ce contexte seront données. Ce
schéma de décomposition qui pourrait étre comparé & la méthode de Programmation Dyna-
mique Stochastique Duale [77] revient & adapter [26] au probléme de gestion de production
électrique annuelle.

4.5.1 Meéthodologie

Nous noterons (z,u) le vecteur des variables de décision du probléme (4.12), x étant
’ensemble des variables d’état et u ’ensemble des variables de commandes. Soit A € R”
soit d € R le vecteur des consommations électriques et soit L le Lagrangien obtenu en
dualisant les contraintes couplantes de satisfaction de la demande :

T
L, \) = Md+ > ) (o= Muf+ > fhrl@u )+ > falzu ),

el t=1 el y leLy
avec
T
¢ ¢
falz,u,\) = —ap — Z A v, L€ Ly,
t=1
et

T
F5(x,u, ) = —by — Z Moub, €Ly
t=1

En notant y lensemble de faisabilité du probléme (4.12), afin de résoudre le probléme

d’optimisation primal (4.12), on doit résoudre (mi)n max L(z,u,\). Ce probléme revient
x,u)ex

a résoudre le probléme dual max O(\) avec O(\) = (mi)n L(x,u, \), si seules des unités
T, u)ex

thermiques, nucléaires et hydrauliques sont prises en compte. En effet, dans ce cas, (4.12)
est un probléme d’optimisation linéaire sur un ensemble borné et dans ce cas le probléme
primal et le probléme dual sont équivalents (dans le sens ou ils ont méme valeur optimale).
Si l'on tient compte des contrats EJP, I’ensemble des contraintes n’est plus convexe et le
saut de dualité est strictement positif. Néanmoins le théoréme de la dualité faible nous
donne :

min max L(z,u, \) > max 0(\). (4.22)

(zw)ex A A

De plus, des simulations numériques faites sur le probléme de gestion de production élec-
trique tenant compte des contrats EJP, montrent que le saut de dualité est faible. Le
probléme dual nous permet alors d’approximer la valeur optimale primale.
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On remarque que la fonction duale 6 est non différentiable, concave et séparable par
rapport aux unités de production. En effet, si y, est ’ensemble des contraintes portant
sur les commandes et les états de 1'unité de production ¢, la fonction duale s’écrit :
(N = \Td + Z 0(\) avec

lel
0°(N) = min  fh(ze,up, N), sil e Ly, (4.23)
(we,ue)Exe
0N = min  fh(xzpupN), sile Ly, (4.24)
(Te,ue)Exe
et
T
0‘(\) = min (cg— M) ul, sile L. (4.25)
ugEXe =1

Cette méthode est particuliérement intéressante pour traiter des problémes de grande taille
tel que celui auquel nous nous intéressons. Pour maximiser 6 (ou ce qui revient au méme
pour minimiser la fonction convexe —#) nous utilisons une méthode de faisceaux décrite
dans [65]. Ceci nécessite la construction d’une boite noire, qui, pour tout A € R”, est
capable de calculer —0(\) et de donner un sous-gradient arbitraire s(\) € 9(—6(\)). Soit
L, le Lagrangien partiel associé & la fonction duale partielle correspondant au moyen de
production ¢. Le calcul de —6(\) est effectué en résolvant les différents problémes d’opti-
misation associés aux différentes unités de production. A chaque itération de la méthode
des faisceaux, on doit donc résoudre £ sous-problémes : le nombre de variables d’un sous-
probléme étant de l'ordre du nombre de variables de commandes et d’états de 1'unité
de production associée & ce sous-probléme. Concernant le calcul d’'un sous-gradient, si
(z7(A),uz(N)) = argming, .y, Le(z,u, A), alors

s(\) =—d+ Y uj(A) € A(—0(N)).

el

Plus précisément, en se référant a [19], une résolution globale a I’aide d’un schéma itératif
peut se décrire en 4 étapes en partant d’un prix de référence A utilisé pour initialiser
I’algorithme avec l'index k =1et Ay = X :

1. A Diteration k, décomposition en sous-problémes et calcul de la solution locale du
sous-probléme £ : (x}(Ag), uj; (Ax));

2. Evaluation de la fonction duale 6 au point Ay et calcul d'un sous-gradient s(\x);

3. Mise a jour des multiplicateurs de Lagrange par le coordinateur en utilisant une boite
noire (i.e calcul de \gy1);

4. Mise a jour de l'index k : k < k + 1 et retour & ’étape 1.

4.5.2 Résolution directe des différents sous-problémes

Nous décrivons briévement la premiére étape de 1’algorithme de décomposition par les
prix que l'on vient de présenter. Les sous-problémes thermiques duaux ont des solutions
évidentes et les sous-problémes hydrauliques duaux sont des problémes d’optimisation li-
néaires résolus en utilisant une méthode de points intérieurs. Nous verrons dans la section
suivante, une méthode efficace de résolution de ces sous-problémes par programmation dy-
namique. Le sous-probléme EJP associé au contrat EJP £ consistant & calculer #¢(\) est un
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probléme d’optimisation NP complet, non convexe résolu par programmation dynamique
stochastique. Soit A la valeur courante du multiplicateur de Lagrange. On connait, au pas
de temps T+ 1, pour chaque contrat EJP ¢, et pour chaque pas de stock x, les valeurs
de Bellman Vf (x,T 4 1) de la réserve EJP /. Entre deux pas de stocks, rappelons que la
fonction de Bellman est linéaire. On en déduit, en utilisant les équations de HJB, (phase
arriére) les valeurs de Bellman V¢(x,t) pour tout contrat £, tout pas de temps ¢, et tout
pas de stock = en utilisant les formules de récurrence :

uf(uf — Duree(t) PL,.) =0, x—uf>0. (4.26)

max

{ Vi(z,t) = max Vi(x —uf,t + 1)+ X\ uf

En connaissant le stock d’énergie sur chaque contrat ¢ au début de la période de gestion,
la phase avant consiste ensuite & déduire les commandes EJP optimales uj(\) & appliquer
& chaque pas de temps en utilisant les valeurs de Bellman calculées dans la phase arriére.
Lorsque la méthode de décomposition par les prix est utilisée pour résoudre le probléme
d’optimisation stochastique multi-étapes sur un arbre de scénarios décrit en section 4.3.2,
les sous-problémes EJP se résolvent aussi par programmation dynamique de la fagon sui-
vante. On modifie I’arbre de scénarios de facon & ajouter a chaque feuille de ’arbre un
noeud fils qui est une duplication de son pére. Les valeurs de Bellman sont dans un pre-
mier temps indexées par le pas de stock x et le noeud n. Pour chaque contrat EJP ¢, on
connait les valeurs de Bellman V*(x,n) pour tous les pas de stock x et toutes les feuilles
n du nouvel arbre construit. On en déduit, pour toute réserve EJP £, la valeur de Bellman
Vz(x, n) au pas de stock = et au noeud n par :

max (3 e pgy 77 (m) (Vi@ — gy, m) + A uy))

¢ —
Vilz,n) = { r—ub >0, ub € {0, Duree(r(n)) Pt} (4.27)

Une phase avant permet ensuite d’utiliser ces valeurs de Bellman pour calculer les com-
mandes EJP en chaque noeud de larbre. Les deux types de méthodes utilisées (program-
mation dynamique et méthodes de points intérieurs) ont une complexité dépendant de la
dimension de I’espace dual. Un défaut reconnu de la programmation dynamique est que sa
complexité croit exponentiellement avec la dimension de I’espace d’état.

4.5.3 Résolution des sous-problémes hydrauliques et EJP par program-
mation dynamique

L’objet de cette section est de présenter une méthode originale de résolution du pro-
bléme de gestion de production électrique par programmation dynamique lorsqu’on ne
dispose que d’une centrale hydraulique et de centrales thermiques. On applique ensuite
cette méthodologie pour calculer efficacement les contributions §()\) (définies par (4.23)
et (4.24)) de chaque centrale hydraulique ¢ et chaque contrat EJP ¢ a la fonction duale
6()\) définie dans la section 4.5.1.

4.5.3.1 Préliminaires

Supposons dans un premier temps que nous ne disposions que de centrales thermiques.
Notons alors pour tout £ € Lr, M* = (r{ Duree(1) Pl ..., TwDuree(T)P.,.)T, le vecteur
spécifiant les capacités de production maximales de la centrale £ aux différents pas de temps

et Mj le vecteur spécifiant les quantités maximales de production au pas de temps j pour
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les différents moyens de production. On suppose aussi que la derniére centrale thermique
a une capacité de production infinie et donc que P~Z = 400 ou encore que M7 = 4oce.

Quitte a réordonner les moyens de production, on suppose enfin que les composantes du
vecteur cotit thermique ¢ = (cy,...,cz,)T, sont ordonnées :

0<ca<c<...<cgp.

Ainsi, au pas de temps j, si on n’utilise que des centrales thermiques, le cotit de production
optimal permettant de satisfaire une demande de t MWh, revient & calculer le colit optimal
Y, (t) suivant :

¢Mj(t):min{cTu :0<u < My, szt}.

Ainsi, pour tout 1 < j < T, 95y, (t) est une fonction linéaire par morceaux, convexe et telle
que 9z, (0) = 0. Elle a des kinks’ aux points :

k
te(M;) = Mj, k=0,...,Lr—1.
/=1

Pour tout 1 < j < T, posons naturellement tz, (M;) = 4o0. Les fonctions (wMj(.))};l
sont différentiables en tout point différent des ’kinks’ :

Ua, () = 0, <0,

/ 4.28
TJZ)MJ-(t) = Ck+1, tg(Mj) <7f<7fg+1(Mj) £=0,....Lr—1. ( )

Dans ce qui suit, nous utiliserons les fonctions duales :
Wiy, (1) = max a7 — g, (0)].

Remarquons que dom ¢y, = [0, ¢z, ]. Cette fonction est linéaire par morceaux. Un calcul

simple fournit :
Lp—1

i, (7) = Z Mf(T —¢f)4- (4.29)
(=1

Nous allons montrer comment le probléme de gestion de production électrique peut se
résoudre par programmation dynamique lorsque ’on rajoute un moyen de production hy-
1

droélectrique. On notera v; = v; la production de la centrale hydroélectrique au pas de

temps j et les contraintes sur les commandes hydrauliques s’écrivent :
0<v; <V;, 7=1,...,T; (4.30)

si pour tout j = 1,...,T, V; = Duree(j)Pmax, 0l Pnax est la puissance maximale de la
centrale hydraulique. Nous supposerons que la consommation électrique d; est supérieure
ou égale & V;. Le colit de production pour satisfaire la demande d; au pas de temps j est
Y, (dj — vj). Afin de tenir compte de la valorisation du stock d’eau, au lieu d’introduire
une fonction de valorisation de ce stock d’eau, nous imposons les contraintes suivantes sur
les niveaux x; du réservoir hydraulique au début des différents pas de temps j :
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Nous notons x1 le volume initial du réservoir de la centrale hydraulique et pour tout 1 <
t < T, a; = a;, 'apport hydraulique de ce réservoir au pas de temps t. Si les consommations
d; et les apports a; sont connus, nous devons résoudre le probléme d’optimisation suivant :

z,vERT = (431)
Tj+1 = T; + a; — vy, j:1,...,T}.

T
C* = min { ZwMj(dj—vj): 0<ov<V, z>z
j=1

Nous envisageons alors une formulation duale de ce probléme en introduisant les multipli-
cateurs de Lagrange A € Ri pour les contraintes d’inégalité = > z :

L i T(p _ I
cr = x,rz?el]gT;rel%{ Mz x)—i—Zl/JMj(dj vj) 1 0<v <V,

xj+1:xj+aj—vj,jzl,...,T},
T

= max min Mz —x)+ (di—v;) : 0<0v<V,
AeRT x,veRT{ (z ) ;1/%( J ;) <v<

Tjt1=xj +a; —vj, j= 1,...,T}.
On exprime ensuite, comme nous ’avons fait dans la section 4.4.2, les variables x en
k
fonction des variables v : g1 = x1 + Z a; —vj, k=1,...,T. Ainsi nous avons :
j=1
T k
M-z = Z)\k gkﬂ—xl—i-z (vj
k=1 j=1
T T k
SR S E'D S

7j=1

= )\Tg—xlz )\k—{—z (Uj —aj)z Ak
k=1 Jj=1 k=j

Si pour tout j =1,...,T, on note s; = Z i, alors :

Aj=8;—8j+1, j=1...., T =1, Ar=sr.

Ainsi,
T-1 T-1 T
T
Nz = spzpg+ Y (55— 80T = S0Zrp+ Y, 8T — Y Sz,
i=1 =1 =2
T
= S1Zy+ E s (@51 — ).
j=2
Soit d; =z —xj, j=1,...,T, avec z; = x1. 1l vient :

Mz —2)=sTd+ s (v—a).
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Remarquons que s; > so > ..., > sp > 0. Par conséquent nous obtenons la représentation
suivante :
T
C* = min max sT(c_i—l—v—a)—i—Zsz.(dj—vj)
0<v<V 0<sr<...<s1 i J
]:
T
T .
= max s (d—a)+ min A (di —vi) +vis;
ez, | =)+ 30 s [, (4 =) + 053]

Soit
¢;(1) = min [aT + Yy (dj —a) 1 0<a <V, j=1,...,T.

Le probléme a résoudre est alors :
. < s . (432)

La complexité du probléme (4.32) dépend de la structure des fonctions concaves ¢;(.).
Puisque
¢i(1) = moin l%a —{—Q,Z)M].(dj —a) 1 0<a <<V,

pour T > w;wj(dj), (o1 w;uj(dj) représente la dérivée a gauche de ¢y, en d;), la solution
optimale «(7) du probléme ci-dessus est zéro. Ainsi,

’

¢i(7) =, (dj), T > Py (dy).

J

De facon similaire,
63(7) = Vim +ur; (d; = Vi), 7 < g, (d; = V5,

N / P . . s . ’ N .
ol Py (dj — V;) représente ici la dérivée & droite de ¢5;, en d; — V;. Pour des valeurs
intermédiaires de T,

Yo, (dj = Vi) < 7 < iy, (dy),

nous avons 7 = 1/1;%, (d; — a(7)). Ainsi, en utilisant (4.29), nous avons,

Lr—1
oi(1) = djT—wj‘V[j(T) = d;T — Z Mf(T—Cg)+.
/=1

Les dérivées directionnelles & droite et & gauche introduites ci-dessus sont données par :

Uag(dj = V) = max {eppr : t(My) <dj = Vil

YRCH) = min{eppr ¢t (M) 2 dj)

Ainsi, on peut en conclure que toutes les fonctions (qﬁj(.))JT:l, appartiennent a S(c), la

classe des fonctions réelles concaves linéaires par morceaux, et pouvant avoir des ’kinks’
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uniquement aux points ¢y, £ = 1,...,Lp. L’ensemble S(c¢) est un cone convexe. Introdui-
sons les fonctions ( fj(.))]T:1 définies par :

fi(r) = (d; —aj)T + ¢j(7), j=1....T.

Définissons enfin récursivement les deux suites de fonctions univariées ®;(.) et ¥;(.) sui-

vantes :
q)T—l—l(T) = 0,
V(1) = Ppia(7) + fil7), (4.33)
Op(r) = Jmax Up(a), k=1T,...,1

Théoréme 4.5.1 Pour tout k=T,...,1, nous avons

T
®r(r) = max ij(sj):OgsTS...gskgT ,
S —
T (4.34)
max Up(r) = max Zk fi(sj) : 0<sp < ... < s
]:

Preuve. Montrons la premiére égalité dans (4.34) par induction. Pour £ = T, elle est
valide par définition. Supposons qu’elle soit vraie pour un certain k, 2 < k < T. Alors :

Pea(r) = max [@(a) + fr-1(a)]

T
= Orgno?%(q_ fk,l(oz)—i—m?x Zkfj(sj) : OSSTS... SSkSO&
]:

T
= i(si) : 0<Z <...< <sp1 <
max _Zk: fi(sj) 1 0<sp<...<sp<sp-1 <7

7 1

Ainsi, la premiére égalité dans (4.34) est valable pour tout &k = 1,...,T. Par conséquent
max W(7) = max [Cp1(7) + fi(7)]
i T
= max fk(T)—Fm?X Azk:lfj(Sj) c0<sp <. <1 <7
j=k+

T
= max ij(sj) c0<sp<...<spp1 < sg
=k

En utilisant le théoréme 4.5.1, nous avons C* = max Uy (7). Soit
T_

7 =min {7 : Ui(r) > ¥i(a),YVa e R}, k=1,...,T.

Un algorithme de calcul de C* = ¥ (77) peut alors étre déduit du lemme suivant.
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Lemme 4.5.1 Toutes les fonctions Yy, et @, k= 1,...,T, appartiennent ¢ S(c).

Preuve. Remarquons que f;(7) € S(¢), j = 1,...,T. Nous allons prouver le lemme par
induction. En effet, &7, € S(c¢). Supposons que i1 € S(c) pour un certain k£ < 7. Alors,
de facon immeédiate, W), € S(c). Ainsi, 7 coincide avec l'une des valeurs ¢;, £ =1,..., L.
Puisque

_ _ ) W(r), 1T,
i(r) = jpax. Tile) = { T(rt), >,

nous concluons que &5 € S(c).
Nous pouvons ainsi mettre & jour de maniére récursive et explicite les fonctions &y et Wy.
D’autre part, chacune des opérations suivantes se fait en O(|Lr|) opérations :

— addition de deux fonctions de S(c);

— calcul de la valeur maximale d’une fonction de S(c);

— calcul d’une représentation explicite de la fonction ®; a partir d’'une représentation

explicite de la fonction Wy.
Nous arrivons alors a la conclusion suivante.

Théoréme 4.5.2 La valeur optimale C* du probléme (4.32) peut se calculer par program-
mation dynamique en O(|Lr|T) opérations arithmétiques.

Nous montrons maintenant comment générer des solutions explicites pour les problémes

(4.31) et (4.32).
Lemme 4.5.2 Définissons la suite suivante :
si=7, sp=min{s;_;,7}, k=2,...,T.
Alors le vecteur s* = (s7,...,s}) fournit une solution optimale pour le probléme (4.32).
Preuve. Montrons par induction que
k
C* =Py (si) + > fi(s)), k=1,...,T. (4.35)
j=1
D’apres le théoréeme 4.5.1, nous avons

C" = max Wy(7) = f1s1) + Pa(s7).

Ainsi, (4.35) est vérifiee pour k& = 1. Supposons qu’elle soit vérifiée pour un certain k,
1<k<T-—1. Alors:

0<sp41<s},

k
C* =" fi(s) + _max Wi (sip).
j=1

Par conséquent,

\Ilk+1(7'* ) siTf < s¥
m — 1 1=
ax  Wpii(sp+1) = Brah Lkt w
0<sk+1<5] Wpy1(sy),  sinon,

= Wry1(spe1) = Yera(spir) + frri(sia)-
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Ainsi, nous avons prouvé (4.35) pour tout £ = 1,...,7. Remarquons que &7 = 0.
Puisque s* est faisable pour le probléme (4.32), nous concluons que c’est une solution op-
timale de ce probléme.
O

Nous venons donc de montrer comment résoudre le probléme de gestion de production élec-
trique par programmation dynamique lorsqu’on prend en compte un nombre quelconque de
centrales thermiques et une centrale hydraulique et lorsque ’on suppose que les demandes,
les apports et les taux de disponibilité sont connus.

4.5.3.2 Application pour résoudre les sous-problémes hydrauliques et EJP

La méthode que ’on vient d’exposer peut en particulier étre utilisée pour résoudre les
sous-problémes hydrauliques duaux obtenus en dualisant la contrainte de satisfaction de
la demande du probléme de gestion de production électrique (pour lequel on remplace la
fonction de valorisation du stock d’eau par une contrainte du type xr41 > zp, ). Cette
méthode permet de traiter des problémes comportant un grand nombre de pas de temps,
et fournit la valeur optimale plus rapidement que les méthodes (telles que les méthodes de
points intérieurs) qui ont été utilisées (& notre connaissance) jusqu’a présent pour résoudre
ces sous-problémes hydrauliques. Plus précisément, le /-éme sous-probléme hydraulique
revient, pour A fixé, & calculer la fonction duale partielle associée au ¢-éme sous-probléme
hydraulique en résolvant :

T
min — M\ vt
J 77

j=1

0<vf <V, (4.36)

(

J
V4 V4 V4 _ A E l V4 s .
X ZQ, $j+1—$1+ Q. — U, J_l,"'aTa
k=1

\

ou encore, en reprenant les calculs qui viennent d’étre faits :

T
AN
max (s7); 4.37
0<sb<...<s Z 15(55) (437)
7j=1
avec ff(T) = (c_lf - af)T — (N — 7')+Vf, ol df = gfﬂ - gﬁ, j =1,...,T. Les relations

de récurrence (4.33) peuvent ensuite étre utilisées pour résoudre le probléme (4.37) par
programmation dynamique. Si on envisage de mettre en place une relaxation convexe
(définie en section 4.4) des contraintes EJP, le sous-probléme EJP dual peut aussi se
résoudre par programmation dynamique. D’autre part, puisque le sous-probléme thermique
dual a une solution explicite, on sait déterminer de maniére trés efficace la valeur de la
fonction duale 6(\) en tout point .

Remarquons que ’on obtient ainsi la valeur optimale et une solution duale du probléme
(4.36). Il reste ensuite & déterminer une solution primale pour pouvoir exploiter cette
méthode de résolution des sous-problémes hydrauliques duaux afin de résoudre le probléme
de gestion de production électrique par un schéma de décomposition par les prix. En
effet, pour résoudre le probléme de gestion de production électrique par une méthode de
décomposition par les prix, nous avons vu que 1’on doit étre capable de fournir, & chaque
étape k, une valeur 6(\;) de la fonction duale en )\, et un sous-gradient s; € 90(\g)
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de 6 en Ap; A\, étant ’estimation de la solution duale a ’é¢tape k. La contribution du
¢-éme sous-probléme hydraulique a la valeur 6()\) est fournie par la valeur optimale du
probléme (4.36) en prenant \ = A, cette valeur pouvant donc étre obtenue par le schéma

de programmation dynamique qui vient d’étre décrit. Par contre, la contribution de ce
T

sous-probléme & un sous-gradient s € 90(\y) est —Z Ak(5) v*4(j) ot v** est une solution
j=1

optimale du probléme (4.36).

En pratique, les contraintes sur les niveaux des lacs sont x§ >0, 5=1,...,T, xgﬂ 112
ggﬂ 41 > 0; et les apports a§ pour chaque pas de temps j et chaque réservoir £ sont inférieurs
a la capacité de production Vf de la centrale hydraulique ¢ au pas de temps j. D’autre
part, les apports sur la période de gestion sont en général inférieurs au volume initial du
réservoir, & savoir que pour tout réservoir £ :

T
x> dl.
j=1

Sous ces hypothéses nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Lemme 4.5.3 Pour toute centrale hydraulique ¢ € Ly et pour tout pas de temps t tel que
2<t<T:
— Y1 > 0,W4(1) = ®L(7); les fonctions Vi et ®F sont linéaires par morceauz, concaves

et ont des ’kinks’ auz points (Ae, Aeg1,- .-, A7).
T
— Si 7 >max(A, Mt 1, ..., A7), alors Wi(T) = (2§ — Z af)T.
j=t
- Si7 <min(Ag, A1, - - -5 A7), \Iff est une droite de pente supérieure ou égale G x{ > 0.

Preuve. Fixons ¢/ € Ly et montrons ce résultat par induction. Pour t = T, ®%(7) =
fa(r) = (2 —as)r — O — 7)1 VE Si T < Ap, ®4(7) est donc une droite de pente
o + Vi —al > x5 et si T > Mg, alors (1) = (2% — af)7. Donc ¥ est concave, linéaire
par morceaux, croissante et a un ’kink’ au point Ar. Par conséquent, ®%.(7) = W4 (1), pour
tout 7 > 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain ¢ tel que 3 < ¢ < T. Nous avons :

Vi (1) = ®r) + fia(7)
= (1) — a7 — (N1 —7)3 Vi

T

Donc si 7 > max(\r_1, A, . .., Ar) alors puisque ®4(7) = (2§ — Z aﬁ)T, on a bien ¥¥(7) =
j=t

T
(zf — Z aﬁ)T (U4(.) est une droite de pente positive). Si 7 < min(A;, Aey1, ..., Ar), alors
j=t—1
WY | est une droite de pente supérieure ou égale a z§ —af_; + VX | > x4, W/ |(.) est donc
linéaire par morceaux, croissante, concave et a des kinks aux points (A¢—1, A¢, ..., Ar). Par

conséquent, par définition de ®¢_,, alors pour tout 7 > 0, & (1) = ¥t _ (7).
O
I1 en découle alors le résultat suivant.
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Théoréme 4.5.3 On suppose, pour le probléme (4.36), que pour tout 1 < j < T, a? < Vf,
g? =0s11<j<T et zf}_ﬂ > 0. La solution optimale du probléme (4.37) vérifie alors :

H=si=...=sh,
et 77 est U'un des T scalaires (A1, ..., 7).
Preuve. Pour tout 7 > 0,

Uy(1) = Po(1) — (2] +af)7 — (M — 7)1 VY. (4.38)
En utilisant le lemme 4.5. 3 sio<71< min()\l, ..., A7), alors ¥y est une droite de pente
supérieure ou égale ari—af—al+V{ >Vi—al > 0 D’autre part, si 7 > max(Ag, ..., A7),
alors U (7 Z a;T, et Uy (.) coincide avec une droite de pente négative. La fonction

Uy(.) est donc hnealre par morceaux, concave, les changements de pentes intervenant aux
points (A, ..., Ar). Par conséquent 77 est I'un de ces scalaires (A1,...,Ar). On conclut en
utilisant le lemme 4.5.2.

O
Pour résoudre le probléme d’optimisation (4.37) il suffit donc d’évaluer la fonction cott du
probléme (4.37) pour les T vecteurs candidats fournis par ce théoréme.

Il semble plus délicat d’arriver & résoudre le probléme de gestion de production électrique
par programmation dynamique en utilisant la méthodologie développée dans la section
4.5.3.1 lorsqu’on introduit des majorants sur les niveaux des lacs aux différents pas de
temps et que l'on considére un nombre quelconque de centrales hydrauliques.
Dans le cas ou les consommations électriques sont aléatoires, on est amené & définir de
nouvelles fonctions ¢;(.) par :

¢;(1) = o laT + Eva, (dj — o). (4.39)
Lorsque la consommation électrique au pas de temps t suit une loi exponentielle ou une
loi de Laplace de paramétre A\;, on peut obtenir des expressions explicites des fonctions
®i(.), fj() et W;(.) et calculer les 7 par dichotomie.

Par ailleurs, pour conclure cette section consacrée aux méthodes de résolution des pro-
blémes d’optimisation issus de nos modélisations, rappelons que le modéle proposé dans
la section 4.4.1 consiste a régulariser la fonction duale (introduite en section 4.4.1) du
probléme de gestion de production électrique pour lequel les parameétres incertains sont
remplacés par leur moyenne. La nouvelle fonction duale reste séparable par rapport aux
différents moyens de production et peut étre maximisée par une méthode de faisceaux. La
t-éme composante d’un sous-gradient (on ne redonne pas les contributions de I’hydraulique
et de 'EJP qui ne sont pas modifiées par rapport a la méthode nominale) est donnée par :
k(e)

Duree(t anglaX — (TA)(t) +
ZCZZ<>\t Var(@(\, 1,d))

Duree(t) Z (Pt.2) 2001~ @) Z Duree(m)(Ap, — cr)),

lcp<At melf
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oupourtoutEGET, 1m—€NalorsI£ {m|(——1)m0+1<m<t et A > ot et
sinon If = {m | E[-L- ]m0+1<m<(E[m0]+1)mo, et Am > cr}

4.5.4 Stratégies de gestion

Une fois le probléme résolu, il s’agit de mettre en place une stratégie de gestion afin de
satisfaire les consommations électriques quelles que soient leurs valeurs sur cette période
de gestion.

Si la méthodologie de la CRA est utilisée, nous avons vu en quoi une méthode glissante
permet de déterminer les commandes de facon a satisfaire les demandes pour chaque pas
de temps.

Si la méthodologie de la CRAA est utilisée, et si les réalisations des consommations élec-
triques sont bien dans les ensembles d’incertitude prévus, alors on obtient les commandes
en fonction des réalisations passées des consommations.

Si on utilise une méthode de décomposition par les prix, on obtient une solution duale A*.
Le probléme de reconstruction d’une solution primale approchée & partir d’une solution du
probléme dual pour le probléme de gestion de production électrique a été étudié notam-
ment dans [49] et [75].

La solution duale A* est indexée par les pas de temps si on met en place la régularisation de
la fonction duale proposée dans la section 4.4.1 et par les noeuds de ’arbre de scénarios si
on résoud le probléme d’optimisation sur un arbre de scénarios défini dans la section 4.3.2
ou si on résoud ses variantes VaRca et VaRpe,.r décrites dans 'article [55]. La stratégie
mise en place prend alors la forme de fonctions de Bellman en chaque pas de temps de la
période de gestion ; ces fonctions étant calculées en utilisant la version suivante du principe
de Bellman. Deux cas se présentent.

Le premier cas est celui ol la solution duale est indexée par les noeuds de I'arbre de scéna-
rios. On modifie encore ’arbre de scénarios de fagon a ajouter & chaque feuille de ’arbre un
noeud fils qui est une duplication de son pére. Soit alors £ une réserve hydraulique ou un
contrat EJP. Pour I'unité de production ¢, les fonction de Bellman V*(z,n) sont connues
pour chaque niveau de stock x d’'un maillage de ’ensemble des stocks admissibles et pour
chaque feuille n de I’arbre de scénarios. Entre deux points du maillage, la fonction de Bell-
man est supposée linéaire. On a en fait pour toute feuille n et tout point = du maillage de
la réserve £ : Vi(z,n) = Vj(z), si £ est une réserve hydraulique et V¥(z,n) = Vi(z), si
¢ est un contrat EJP. Les valeurs de Bellman V*(z,n) pour tous les noeuds n de 'arbre
de scénarios et tous les pas de stock x sont ensuite calculées en utilisant les formules de
récurrence suivantes :

Vi(x,n) = max( Z mr(m)(Vi(z + ab — vt + devt,,m)
meF(n)
v n)) (4.40)
T+ al, — 2l < b+ devt <z +d
0 < v’ < Duree(r(n)) Pt 0< devﬁ;

max>’

si £ est un réservoir hydraulique et

VE(x,m) = max( wr(m)(VE (@ = up,m) + Auy,)

(
ul (uf; — Duree(1(n)) Péax) = T — uf; >0,

n
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si £ est un contrat EJP. La fonction de Bellman pour le pas de temps ¢ est alors donnée
par : Vi(z,t) =3, c, m(n) Vi(z,n) pour le pas de stock x et 1'unité de production ¢. Cet
algorithme est simplement une programmation dynamique stochastique (PDS) effectuée
sur les valeurs marginales.

Le deuxiéme cas est celui ol la solution duale est indexée par les pas de temps. On procéde
de la méme facon mais en calculant cette fois ci directement les valeurs V*(z,t). Si £ est
une réserve hydraulique, la valeur de la fonction de Bellman V*(z,t) au pas de stock z et
pas de temps t est donnée par :

Vi(z,t) = max V(z +af — vl —devi,t + 1)+ \f vf

x+af — b, <vf +devf <z + al (4.42)
0 < vf < Duree(t) Pt,., 0 <dev!;

et si £ est une réserve EJP par (les contraintes de 'EJP ayant été relachées pour le probléme
étudié en section 4.4.1) :

{ Vi(x,t) = max Vi(x —uf,t +1) 4+ X uf (4.43)

t
0 < uf < Duree(t) P& x —uf > 0.

max)’

Les fonctions de Bellman sont calculées ici exactement & partir de la solution optimale
A* du probléme dual et non approximées comme précédemment. Une fois ces fonctions de
Bellman calculées, il est possible d’effectuer une simulation de Monte-Carlo des plans de
production, en utilisant §,V*(x,t) comme un cott de production de ’énergie stockée dans
la réserve £ et en utilisant les moyens de production par ordre croissant de leur cotlt de
production.

4.6 Calibration des ensembles d’incertitude

Les méthodes robustes développées dans la section 4.4.2 et 4.4.3 nécessitent de déter-
miner des ensembles d’incertitude pour :

1. les apports en eau des réservoirs des centrales hydrauliques;
2. la consommation électrique aux différents pas de temps;;
3. les taux de disponibilité des usines.

On utilisera les lois sur les taux de disponibilité des centrales thermiques afin de déterminer
des ensembles d’incertitude sur ces taux. D’autre part, les ensembles d’incertitude sur les
apports seront posés & priori. Notons cependant que le probléme de I’étude statistique des
apports hydrauliques pour des réservoirs d’usines hydrauliques a été abondamment étudié
(|90] par exemple). Les séries de consommations électriques ont quant a elles été moins
largement étudiées.

Afin de tester les méthodes robustes de gestion de production électrique des sections 4.4.2
et 4.4.3 en utilisant les historiques des consommations journaliéres d’électricité en France
de 1996 & 2003 inclus, nous allons conduire, dans cette section, une analyse statistique de
la série chronologique correspondant & ces données. Ces données, disponibles sur le site
internet de RTE fournissent donc 8 années d’historiques de consommations électriques.
Les méthodes robustes seront mises en place pour déterminer des stratégies de gestion
sur 'année = + 1 (pour 3 < x < 7) en utilisant les x premiéres années d’historiques.
Notre objectif est donc de déterminer des ensembles d’incertitude pour les consommations
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FiG. 4.4 — Courbes des consommations électriques (en MWh) journaliéres (& gauche) et
hebdomadaires (& droite) en France de 1996 & 2003 inclus.

électriques de ’année z+1 (pour 3 < x < 7) en utilisant les = premiéres années d’historiques
de la série étudiée.

Notons qu’en optimisation robuste, lorsqu’on détermine des ensembles d’incertitude, on
ne cherche pas en général des estimations du support des variables ou vecteurs aléatoires
sous-jacents. On cherche plutot & déterminer des intervalles de prédiction. D’une maniére
générale, si les paramétres incertains du probléme étudié sont associés a un vecteur aléatoire
X de taille n, alors on cherchera idéalement un ensemble F tel que P(X € F) > 1—¢, ou,
a défaut, des ensembles F;, 1 < i < n, tels que P(X; € E;) > 1 — ¢, € étant un niveau de
confiance donné. Remarquons que la méthodologie robuste a été jusqu’a présent appliquée
dans trois contextes (relativement aux ensembles d’incertitude) :

— le cas ot les lois des variables aléatoires X; sous-jacentes sont connues (des ensembles
d’incertitude simples tels que des ensembles d’incertitude définis par des contraintes
de boite étant alors souvent choisis) ;

— le cas ou I’ensemble d’incertitude est posé & priori;

— enfin le cas ol ’ensemble d’incertitude est déterminé & partir d’historiques des pa-
ramétres incertains mais sans effectuer une véritable étude statistique (utilisation de
Penveloppe convexe des scénarios en général).

En revanche, si on souhaite déterminer les ensembles d’incertitude & partir de données
réelles et si 'on choisit de ne pas prendre ’enveloppe convexe des scénarios disponibles,
mais des ensembles d’incertitude fournissant des contreparties robustes moins conserva-
tives, une étude statistique s’impose. Cet aspect a souvent été occulté dans la littérature
jusqu’a présent. Pourtant, une méthode robuste sera d’autant plus intéressante que les en-
sembles d’incertitude sont calibrés finement. Nous disposons des données de consommation
journaliéres ; cependant nous étudierons la série correspondant aux consommations heb-
domadaires. D’une part car cette série est plus facile & étudier (on obtient de meilleures
prévisions) mais aussi et surtout car la gestion de production électrique & ’horizon annuel
ne nécessite pas un maillage aussi fin que le maillage journalier. Nous reviendrons sur ce
probléme dans la section 4.7. La figure 4.4 représente ces consommations électriques jour-
naliéres et hebdomadaires. Notre objectif sera plus précisément d’utiliser les z premiéres
années de ces historiques (3 < x < 7), afin de déterminer un ensemble d’incertitude défini
par des contraintes de boite pour la consommation électrique des 8 — x derniéres années.
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Autrement dit, on fournira des bornes inférieures di** et supérieures d*** pour la consom-
mation électrique en France pour chacune des semaines des 8 — x années & venir. Les
ensembles d’incertitude seront des intervalles de prédiction au niveau 95% pour chacune
des demandes dy, i.e satisfaisant P(d; € [d*™, d"®*]) > 0.95. Différentes méthodes statis-
tiques seront envisagées et comparées. En particulier, on comparera, pour chaque méthode,
les prédictions faites par les différents modéles avec les demandes réelles.

On observe d’une part une tendance & la croissance de la consommation au cours du temps
(et ce phénomene aurait été stirement plus marqué si une période plus longue était étudiée)
et d’autre part un aspect cyclique annuel (forte consommation en hiver avec une pointe en
général en janvier et faible consommation en été notamment). On constate qu’il existe aussi
un cycle hebdomadaire (consommation relativement stable les 5 jours ouvrables et le week-
end ou la consommation diminue). Notons qu’il existe enfin aussi un cycle journalier. Les
différents modeéles que nous proposons pour expliquer cette série chronologique intégrent
ces deux aspects de tendance & la croissance et de saisonnalité annuelle. Le premier de ces
modeles étudie ’effet sur la consommation de facteurs contrdlés qualitatifs et quantitatifs.
Un modéle SARIMA est ensuite testé. Enfin les résidus d’un modéle saisonnier simple avec
tendance linéaire sont analysés.

4.6.1 Meéthode de régression

La consommation électrique est influencée essentiellement par les facteurs suivants :

— La consommation d’électricité destinée a 1’éclairage est liée & la nébulosité qui mesure
le taux de couverture nuageuse. Cette grandeur se mesure en octa et varie de 0 & 8.
0 correspond & un ciel complétement dégagé et 8 & un ciel couvert.

— La consommation d’électricité destinée au chauffage en hiver et & la climatisation en

été dépend de la température extérieure.

Une partie de la consommation d’électricité est aussi liée & l'activité économique, ce qui
explique les baisses de consommation le week-end, les jours fériés et au moment des vacances
d’été par exemple. La tendance a la croissance de la consommation électrique peut aussi
en partie étre expliquée par le développement de l’activité économique. Pour expliquer
la demande d; la semaine ¢, nous modélisons la tendance & la croissance par une droite
d’équation o't + (3 et effet saisonnier par un processus S; rigoureusement périodique de
période p = 52. On note o > 0 le gradient de température lié au chauffage et on suppose
que le chauffage électrique est utilisé en dessous d’'une température seuil de Tp°C. De
méme, on note 3 > 0 le gradient de température 1ié & la climatisation et on suppose que
la climatisation est utilisée en dessus d’une température seuil de 77°C. On désignera par
ap, 0 < k < s, la valeur moyenne de la consommation électrique lorsque la nébulosité
prend la valeur k. Enfin, on note NV; la valeur moyenne de la nébulosité pour la période ¢ et
T; la température moyenne sur la période t. Si g; capture le bruit résiduel correspondant a
la partie de la consommation électrique non expliquée par les facteurs qui viennent d’étre
présentés, le modéle que 'on vient de construire pour la consommation électrique d; la
semaine t s’écrit sous la forme :

th = Z ag I(Nt = k)—l—a (To—Tt)l(Tt S To)-l—ﬁ (Tt—Tl)l(Tt 2 T1)+a/t+,6/+St+5t7 St = St+p7 (444)
k=0

pour tout t = 1,..., 7T, T étant le nombre d’observations successives des triplets (d;, N¢, T;)
disponibles. Dans ce qui suit on choisira Ty = 15°C et T7 = 30°C'. Un tel modéle sera d’au-
tant plus pertinent que les consommations électriques, les températures et les nébulosités
correspondent & une zone géographique de petite taille ol la température et la nébulosité
influencent directement la consommation électrique locale. Les consommations électriques
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que nous étudions étant relatives & la France, les températures moyennes qui devraient
intervenir dans le modeéle (4.44) sont les températures moyennes en France pour les dif-
férentes semaines considérées. Néanmoins, il est difficile d’obtenir une telle température
moyenne, dont l'utilisation (si tant est que l’on puisse déterminer une valeur pour cette
température moyenne) serait discutable. Pour la nébulosité, une valeur nationale a en-
core moins de sens. Cependant, pour montrer que le modéle fait sens, nous le testons de
la facon suivante. Les températures et nébulosités dont nous disposons sont les tempéra-
tures et nébulosités journaliéres relevées de 1996 & 2002 inclus a la station Météo France
de Montsouris & Paris. Ces températures et nébulosités permettent donc d’expliquer la
consommation d’électricité de la région parisienne. Or d’une part, la région parisienne est
celle qui contribue le plus & la consommation nationale, et d’autre part on peut suppo-
ser que la consommation d’électricité de la région parisienne s’obtient par homothétie a
partir de la consommation nationale (pour cette consommation, il y a aussi une tendance
a la croissance et la méme saisonnalité |[jours fériés en méme temps,...]). Sous, cette hy-
potheése, les coefficients obtenus, en calant le modeéle (4.44) en utilisant les données dont
nous disposons, fournissent, & un facteur d’homothétie prés, les coefficients que 'on ob-
tiendrait si 'on cherchait & expliquer la consommation électrique de la région parisienne.
A T’inverse, sous cette méme hypothése, 1'utilisation du modéle (4.44) permet bien d’ex-
pliquer la consommation d’électricité en France et 1’on verra qu’il permet d’obtenir des
prévisions de bonnes qualités. Les estimations ((ax)o<k<s, &, B,d, 3, (S’t)lgtgp) des para-
meétres ((ag)o<k<s, @, B,a/, 3, (St)1<i<p) du modele (4.44) sont obtenues par une méthode
de moindres carrés et en utilisant ’algorithme BFGS de quasi-newton. Un test d’adéqua-
tion du x2a la loi normale (obtenu en prenant 12 classes) permet d’accepter I'hypothése
de normalité des résidus. En effet, la statistique de test du x? vaut 0.238 et la p-valeur
du test est donc voisine de 1. L’estimation de la moyenne du bruit étant 0, la prévision d;
faite par un tel modéle pour la demande en électricité a la date ¢ est :

dy =Y ap LNy = k) + & (T — T)UT; < To) + B (T — )Ty > Ty) + &'t + F' + S,
k=0

Connaissant les températures et nébulosités moyennes T} et Ny, un intervalle de prédiction
de niveau 1 — a% pour la demande d; est alors estimé par :

dy +

—
I’estimation empirique de I’écart type du bruit. La construction de tels intervalles nécessite

donc de connaitre les températures et nébulosités moyennes sur la période de prévision. Afin
de montrer 'efficacité du modéle dans un tel contexte, nous avons mesuré (voir la section
4.6.4) la qualité des prédictions et des constructions d’intervalles de prédiction pour la
consommation électrique en supposant connues températures et nébulosités sur la période
de prévision. Cette méthode conduirait certainement a des résultats encore meilleurs si les
consommations, tout comme les températures et les nébulosités, correspondaient & une zone
géographique de petite taille. D’un point de vue pratique, pour appliquer cette méthode
afin de prédire la consommation électrique sur un territoire de grande taille, il convient de
découper ce territoire en petites zones et d’appliquer le modeéle (4.44) dans chaque zone.
Afin de calibrer le modeéle (4.44) dans une zone donnée, des historiques de températures,

ol tfﬁl /o €8t le quantile d’ordre 1-a/2 de la loi de Student & 7' — 1 degrés de liberté et &
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nébulosités et consommations électriques doivent étre disponibles dans cette zone. D’autre
part, d'un point de vue pratique, Météo France peut fournir de bonnes prévisions sur la
température et la nébulosité pour un horizon de quelques jours dans une zone géographique
de petite taille. Ce modéle peut donc étre utilisé pour obtenir des prédictions fines de la
demande sur un horizon de quelques jours. Cependant, dans le cas ou des prévisions de la
température et de la nébulosité ne sont pas disponibles, il convient de construire un modéle
permettant d’expliquer la consommation électrique en utilisant uniquement les historiques
de cette consommation. Nous étudions dans ce qui suit deux modéles allant dans ce sens.

4.6.2 Modéle SARIMA

Dans [48], un modéle SARIMA est utilisé pour expliquer une série chronologique de
consommations électriques relevées toutes les 1/2 heure sur une semaine. Nous allons aussi
chercher, dans cette section, a caler un modéle SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)gs (voir par
exemple [20] pour une présentation des modéles SARIMA) sur nos données de consom-
mations hebdomadaires. Afin d’identifier un modéle SARIMA adéquat pour la série d;
des consommations électriques hebdomadaires étudiée, les ordres de différentiation d et D,
les ordres p, P,q et ) du modéle et la durée S de la composante saisonniére doivent étre
identifiés. La saisonnalité S est ici connue, elle vaut S = 52 semaines. Soit B 'opérateur
de retard défini par B*X; = X,_, pour t,¢ € Z. Par exemple, pour expliquer la série des
consommations électriques sur les 7 premiéres années, en suivant la méthodologie présen-
tée dans [20], le modéle finalement retenu, parmi ’ensemble des modéles de la classe des
modeéles SARIMA est un modéle s’écrivant sous la forme :

(I - B) (I — B*) d; = 0,(B) (I — ©B*?) a,

4
otl {at}tez est un bruit blanc gaussien de variance o2, 0,(2) = 1 — Z 0;2" et © € R. Les
i=1
coefficients 6; et © du modéle et la variance du bruit blanc o2 sont estimés par maximisation
de la vraissemblance conditionnelle. On peut alors ([47], p.202) construire des intervalles
de prédiction au niveau 1 — a = 95%, pour chacune des consommations de la derniére
année.

4.6.3 Modéle saisonnier simple

Dans la veine de la méthode proposée en section 4.6.1, nous modélisons la tendance a la
croissance par une droite et 1’effet saisonnier par un processus périodique de période p = 52
connue. Néanmoins, nous ne supposons pas connaitre les températures et les nébulosités
sur la période de prédiction. La consommation électrique la semaine t s’exprime alors par :

di=at+ 0+ S +e, Si=Smp t=1,...,T, (4.45)

pour les T' observations dont on dispose. Supposons que la série est observée pendant n
années de p semaines. Notons alors d;; la consommation électrique ’année ¢ la semaine j,
et introduisons les quantités suivantes :

. - 1& T .
d.=— ) dy, di.=5§ dij,t=1,...,n, d.jzﬁg dij;j =1,...,p.
0 =1 i=1
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F1G. 4.5 — Série des consommations hebdomadaires, tendance et série ajustée par le modéle
(4.45).

d_ est donc la consommation moyenne, d; la consommation moyenne ’année i et d 7
la consommation moyenne la semaine j. Les estimations des coefficients de ce modéle
s’obtiennent par la méthode des moindres carrés. On obtient les valeurs explicites suivantes :

.12 ~ - nn+1) 5 oo omp+1
a—m(EZdz.—Td.)’ B=d. — 5 «,

et
p+1, .

Sj :d_j—d__—(j—T)Oé, jzl,...,p.
Nous représentons sur la figure 4.5, la série initiale des consommations hebdomadaires,
la droite associée a la tendance, et la série ajustée par le modéle (4.45) (la série des
(&t + 3+ Sy);). Pour illustrer la qualité de la prévision obtenue avec le modele (4.45)
(lorsque d; est estimée par &t + B + S't), nous comparons, sur la figure 4.6 ci-aprés, les pré-
visions des consommations hebdomadaires de la 6-éme année obtenues avec ce modéle (en
utilisant donc 5 ans d’historique de données pour calibrer le modéle) et les consommations
hebdomadaires réelles. Les taux d’erreur (de prédiction) relatifs en utilisant différentes lon-
gueurs d’historiques sont donnés en section 4.6.4. Afin de raffiner ce modéle, il conviendrait
d’étudier les résidus. Il semblerait que le comportement du bruit présente des périodes ho-
mogenes liées aux saisons. On s’attend a ce que les fluctuations (et donc la moyenne du
bruit) soient plus importantes en hiver qu’en été. On a donc cherché & modéliser le compor-
tement des résidus par une chaine de Markov cachée. Au vu de la distribution de probabilité
empirique des résidus, une loi de mélange gaussienne semble plausible pour ces résidus. Par
conséquent, nous avons choisi des lois d’émission gaussiennes. Afin, dans la mesure du pos-
sible, d'interpréter les états cachés, leur nombre K ne doit pas étre choisi trop grand. Nous
choisissons, parmi un nombre d’états cachés candidats K = 3,...,7, ceux qui maximisent
le BIC. Rappelons que le BIC est défini par BIC' = In L—% InT, o L est la vraissemblance
du modéle choisi et d le nombre de paramétres indépendants du modéle. Nous prenons ici
d = K? + K et le nombre d’états cachés maximisant le BIC est 3. Les 3 états cachés se dis-
tinguent par la valeur de la moyenne et de la variance des lois conditionnelles gaussiennes.
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FiG. 4.6 — Consommations hebdomadaires de la 6-éme année et leurs prévisions obtenue
en utilisant le modeéle (4.45) en fin de 5-éme année.

Les moyennes estimées dans chacun des 3 états sont (u1, 2, 3) = (—2,5.5,—0.09)x 10° et
les variances (02,03, U%) = (13.04,15.5,1.8)x 10'°. Les états cachés les plus probables sont
restaurés par l'algorithme de Viterbi. Cet algorithme détermine les états cachés maximisant
la probabilité conditionnelle de la chaine cachée entiére, sachant les observations. Sur la
figure 4.7 ci-aprés, on peut observer (cadre de gauche) les résidus et les états cachés. Pour
chaque observation on repére la moyenne de 1'état caché, la moyenne plus I’écart type et
la moyenne moins 1’écart type. Le processus caché est une chaine de Markov irréductible,
stationnaire (de distribution stationnaire 7) et homogene. Les variables cachées discrétes
sont associées & un processus C' et on a pour tout 1 < k < K, m, = P(C; = k). Par

ailleurs, le nombre d’états cachés s’interpréte comme le nombre de composantes de la loi
K

marginale de &,. On dispose de Pestimation f.,(y) = Z 7 féj (y) de cette densité on
j=1

féj (y) est l'estimation de la loi d’émission gaussienne dans 1'état j et 7; l'estimation de
mj. Sur la figure 4.7, cette densité est superposée a 'histogramme des résidus observés (e)
(cadre de droite).

On constate que la moyenne et la variance sont bien plus faibles dans I’état 3. La moyenne
est plus de 20 fois inférieure (en valeur absolue) a ce qu’elle est dans les deux autres états
et la variance plus de 7 fois inférieure. Cet état correspond aux périodes ol la consom-
mation est moins importante telles que 1’été. En revanche dans les deux autres états, les
variances sont fortes et prennent des valeurs voisines. Ces deux états se distinguent plutdt
par leur moyenne. Dans ’état 1, cette moyenne est fortement négative et dans 1’état 2,
elle est fortement positive et plus de deux fois plus élevée en valeur absolue. On constate
que ces deux états correspondent plutét a des périodes ot la consommation est assez forte
et notamment I’hiver. L’état 2 est beaucoup moins fréquent ; il pourrait correspondre a
des pics de consommation exceptionnels (la valeur de la moyenne de la loi d’émission dans
cet état est fortement positive). L’erreur relative globale entre la série ajustée et la série
initiale diminue logiquement en prenant en compte la modélisation venant d’étre spécifiée
pour les résidus ; cette erreur passant de 3% a 2.3%.
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daires. Cadre de gauche : restauration des états cachés. Cadre de droite : densité marginale
théorique et empirique des résidus.

4.6.4 Comparaison des méthodes

Nous commencons par comparer, pour les différentes méthodes qui viennent d’étre
présentées, la moyenne des erreurs relatives (en %) entre les consommations prédites et les
consommations réelles. Si d; est la prédiction faite sur la demande au pas de temps ¢, on
définit erreur relative de prédiction (en %) sur les semaines de l’ensemble I par :

100 3 |dy — d|

Il 5 e .
Pour diverses valeurs du nombre x d’années d’historiques de consommations électriques
utilisé, les prédictions de la consommation électrique sont effectuées pour les 8 — x années
restantes. Nous comparons aussi ces méthodes a une méthode dite ’simple’ par la suite,
qui consiste & estimer les consommations pour une semaine donnée par la moyenne des
consommations électriques des années passées relatives a la méme semaine (repérée par sa
position dans I’année). Dans le tableau ci-dessous 'Régression 1’ désigne le modéle présenté
en section 4.6.3 et 'Régression 2’ le modéle présenté en section 4.6.1 utilisant les données
météorologiques.

Nombre d’.:‘:Lnnees v utll\lsees Simple | 'Régression 1’ | SARIMA | 'Régression 2’
pour calibrer le modéle
3 6.9 3.0 4.5 2.5
4 7.0 3.2 4.0 2.8
5 7.1 3.6 5.4 24
6 6.9 3.8 5.6 2.7
7 7.9 4.2 5.5 -

TAB. 4.1 — Erreurs relatives de prédictions (en %) des consommations hebdomadaires sur
les 8 — x années & venir, en utilisant différentes valeurs du nombre z d’années utilisé pour
calibrer le modéle.
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Notons que pour la méthode 'Régression 2’, pour certaines semaines, l’erreur de pré-
diction est quasi nulle (elle est descendue jusqu’a 0.02% sur l’ensemble des semaines pour
lesquelles des prévisions ont été calculées). On observe en particulier les performances bien
supérieures des méthodes 'Régression 1’, 'SARIMA’ et 'Régression 2’ sur la méthode dite
'simple’, ce qui justifie nos efforts de modélisation.

Nous comparons aussi la précision des intervalles de prédiction au niveau 95% fournis
par les méthodes SARIMA et 'Régression 2’. Les pourcentages des consommations réelles
en dehors des intervalles de prédiction (sur ’ensemble des intervalles de prédiction déter-
minés lorsque le nombre d’années d’historiques utilisé varie de z = 3 & x = 7) sont les
suivants : 4.6% pour la méthode SARIMA et 3.5% pour la méthode 'Régression 2’.

4.6.5 D’autres méthodes de calibration

On peut aussi proposer d’utiliser des méthodes non paramétriques afin de déterminer
les ensembles d’incertitude. Etant donné un échantillon de taille 7', (Xi,...,Xr) d’'un
vecteur aléatoire X, on peut choisir comme ensemble d’incertitude pour le vecteur X,
Dellipsoide de plus petit volume (ou la sphére de plus petit volume) qui contient tous les
points (Xi,...,X7), ce qui est un probléme SDP. On peut aussi rechercher Dellipsoide ou
la sphére la plus proche (en un sens a préciser) du nuage de points (X,..., X7). Dans ce
but, on peut mesurer ’éloignement entre ellipsoide (ou la sphére) et le nuage de points
par le carré de la différence entre la distance des points au centre et la distance entre le
centre et la projection des points sur lellipsoide (ou la spheére) [voir [24]]. De nombreuses
études ont été menées sur la recherche d’ellipsoides approchant un nuage de points. Dans
[73], par exemple, on présente une méthode efficace pour la recherche d’ellipsoides inscrits
et circonscrits & un ensemble convexe C et 'proches’ 'un de l'autre. Typiquement, dans
I'optique de la calibration d’un ensemble d’incertitude pour des paramétres incertains, on
prendra alors comme ensemble C' I’enveloppe convexe des scénarios disponibles (voir aussi
[24] pour des résultats récents a ce sujet).

4.6.6 Conclusion sur la calibration des ensembles d’incertitude

Méme si des méthodes non paramétriques comme celles qui viennent d’étre décrites

peuvent étre envisagées pour calibrer les ensembles d’incertitude (utilisation de ’enveloppe
convexe de scénarios, plus petit ellipsoide contenant les données), seule une étude fine des
variables aléatoires mises en jeu permet d’obtenir des ensembles d’incertitude de bonne
qualité. Les méthodes mises en jeu dans une telle étude dépendront donc des situations
pratiques étudiées.
Dans le cas de la prévision des consommations électriques qui nous intéressait ici, diverses
méthodes prenant en compte certaines spécificités de la série étudiée (sa tendance, sa
saisonnalité, I'influence de facteurs extérieurs) ont été mises en compétition. Au final, les
prévisions des consommations électriques devront étre un compromis entre les prévisions
données par le modéle et 1'utilisation d’autres informations non prises en compte par le
modéle. Ces informations peuvent étre de natures diverses et seront d’autant plus fournies
que les prédictions sont & faire pour un horizon de courte durée.
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4.7 Comparaison des méthodes de gestion

Dans cette section, nous comparons les différentes politiques de gestion qui viennent
d’étre présentées dans ce chapitre. L’horizon de gestion est I’année. Deux jeux de données
sont utilisés.

D’une part un ensemble de 456 scénarios simulés fournis par EDF, qui peuvent étre vus
comme des historiques donnant 1’évolution des paramétres incertains au cours de diffé-
rentes années. Ces scénarios sont utilisés pour construire trois arbres de scénarios de taille
raisonnable (et correspondant & des constructions de ’arbre plus ou moins ’optimistes’)
utilisés pour résoudre le probléme de gestion de production électrique par programmation
stochastique multi-étapes. On pourra se référer a [26] pour plus de détails sur la construc-
tion de ces arbres. Nous appellerons ces arbres, arbre facile, arbre médian et arbre dur
avec d’évidentes interprétations des prédictions des paramétres incertains sur ces arbres.
Les arbres de scénarios sont des arbres de profondeur 364 et comportant 5227 noeuds.
Chaque noeud est donc associé a une journée.

Nous comparons ensuite de facon détaillée les résultats obtenus en appliquant cette mé-
thode et les régularisations VaRca et VaRpener de cette méthode que nous avons présen-
tées dans ’article [55]. En particulier, on s’intéressera au coit moyen et a 1’écart type des
cotits obtenus sur les 456 scénarios utilisés pour construire ’arbre. Plus généralement, les
distributions empiriques des cofits de gestion simulés seront fournies pour chaque méthode.
On comparera aussi ’évolution de la plus grosse des réserves hydrauliques en utilisant ces
différentes méthodes.

On présentera ensuite la moyenne et ’écart type des cotits de ces 456 scénarios en utilisant :

— la méthode de régularisation de la fonction duale présentée en section 4.4.1;

— la contrepartie robuste ajustée (définie en section 4.4.2) en choisissant pour ensemble
d’incertitude I’enveloppe convexe des 456 scénarios disponibles;

— les contreparties robustes ajustées affinement (définies en section 4.4.3) en choisis-
sant successivement comme ensemble d’incertitude ’enveloppe convexe des scénarios
disponibles et un ensemble défini par des contraintes de boite;

— la contrepartie robuste du probléme étudié en choisissant comme ensemble d’incer-
titude ’enveloppe convexe des scénarios disponibles.

Pour les CRAA, nous nous intéresserons aussi a 'influence du choix de l'intervalle I; et
& l'influence de la complexité des dépendances des variables ajustables en fonction des
paramétres incertains sur la qualité des solutions fournies.

D’autre part, nous comparons les méthodes de gestion sur des données réelles en utili-
sant la série chronologique des consommations électriques en France de 1996 a 2003 inclus.

Enfin, signalons que nous utiliserons, pour chaque jeu de données, les unités de production
suivantes :

— Onze centrales thermiques. Chaque unité de production thermique ¢ est décrite par
son colit de production unitaire, ses puissances maximale et minimale, le nombre de
groupes thermiques et la probabilité ay qu’un groupe thermique fonctionne.

— Deux usines hydroélectriques indépendantes. Chaque centrale hydroélectrique est
connectée & un réservoir différent. On connait le stock maximal (en GWh) et le stock
initial de chaque réservoir et la puissance maximale (en MW) de chaque centrale
hydraulique. Le stock maximal du plus grand des réservoirs est environ 30 fois su-
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périeur & celui de 'autre réservoir. Ceci explique pourquoi nous serons en particulier
intéressés par 1’évolution du stock du plus gros réservoir sur ’année.
— Un contrat EJP de 22 jours.

4.7.1 Simulations de scénarios
4.7.1.1 Optimisation sur un arbre de scénarios

Dans cette section, nous testons 3 méthodes d’optimisation sur un arbre de scénarios :
la premiére (que nous appellerons ‘Nominale’) est définie en section 4.3.2; les deux autres
sont les méthodes VaRca et VaRpepes.

Caractéristiques centrales et de dispersion des cotts

Afin d’étudier des caractéristiques centrales et de dispersion de la distribution empirique
des cotits des 456 scénarios, nous fournissons la moyenne et ’écart type empiriques de ces
cotits simulés. Nous donnons aussi les quantiles empiriques d’ordre 0.95 (noté VaR 5%) et
d’ordre 0.99 (noté VaR 1%) de la distribution de ces cotits. Nous donnons les résultats en
utilisant les trois différents arbres de scénarios géneérés (facile, médian et dur). Nous men-
tionnons aussi les résultats de la méthode (que 1’on appellera mixte) consistant & cumuler
les deux modifications proposées par les deux approches VaRca et VaRpepey-

Sortie Nominale VaRca VaRyenes Mixte
Moyenne 467 529 291 488 271 561 459 515 733 459 991 109
Ecart type 47 864 238 46 609 492 31 750 330 30 597 481
VaR 1% 671 599 214 672 311 733 557 798 070 558 719 609
VaR 5% 543 786 128 574 245 712 517 836 912 518 856 055

TAB. 4.2 — Caractéristiques centrales et de dispersion de la distribution empirique des cotits

simulés sur l’arbre facile (horizon de gestion d’une année)

Sortie Nominale VaRca VaRyenes Mixte
Moyenne 466 498 435 486 587 235 462 184 762 462 334 138
Ecart type 46 540 234 47 075 591 29 154 061 28 857 445
VaR 1% 689 406 053 679 536 989 557 838 702 554 297 141
VaR 5% 548 912 439 573 426 666 516 533 109 515 210 039

TAB. 4.3 — Caractéristiques centrales et de dispersion de la distribution empirique des cotits

simulés sur l’arbre médian (horizon de gestion d’une année)
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Sortie Nominale VaRca VaRyenes Mixte
Moyenne 464 712 495 479 773 359 465 886 909 465 097 476
Ecart type 44 615 708 47 172 746 28 146 821 28 272 953
VaR 1% 667 480 170 693 735 355 556 573 568 556 464 708
VaR 5% 543 728 341 562 040 194 517 110 690 518 142 699

TAB. 4.4 — Caractéristiques centrales et de dispersion de la distribution empirique des cotits
simulés sur l’arbre dur (horizon de gestion d'une année)

Nous remarquons essentiellement les points suivants.

— Les coflits de gestion moyens sur l’ensemble des scénarios et pour chacun des trois
arbres sont assez proches pour chacune des 4 méthodes considérées. Pour la méthode
VaRc 4, les colits moyens sont entre 3.2% et 4.4% supérieurs & ceux de la méthode
nominale. Pour les méthodes VaRpe,.r et Mixte, les cotlits peuvent étre supérieurs ou
inférieurs & ceux du modéle nominal. Néanmoins, ces cotlits varient seulement entre
0.08% et 1.7% par rapport aux colits du modéle nominal.

— La méthode VaRc4 ne va pas vraiment dans le bon sens puisque 1’écart type des
colts ainsi que les VaR d’ordre 1% et 5% sont plus grandes que les mémes quantités
calculées pour le modeéle nominal. En ce qui concerne les méthodes VaRpener et
Mixte, elles conduisent dans tous les cas & une réduction de I'écart type des cofits
(jusqu’a 38% de réduction sur larbre difficile) et des VaR a 1% et 5%.

Etude des trajectoires du plus gros réservoir.

200 20 00
vvvvvvvvvvvvv

Arbre difficile

Arbre facile

Arbre médian

FIG. 4.8 — Evolution du stock moyen (en MWh et sur I’ensemble des scénarios) du plus
gros réservoir au cours de I’année pour toutes les méthodes et en utilisant les arbres faciles,
médians et durs comme support du probléme d’optimisation. Pour chaque jour, on repére
le niveau du réservoir & 3 instants de la journée.

Pour une méthode donnée, la stratégie de gestion du plus gros réservoir ne varie que 1é-
gérement lorsqu’on change d’arbre de scénarios. Les méthodes nominales et VaR¢ 4 tendent
a vider plus le réservoir dont le niveau remonte en fin d’année. Les méthodes VaRpenes
et Mixte n’utilisent pas ou que trés peu le réservoir au début de I’année. Globalement, le
réservoir a un niveau plus élevé avec ces méthodes et est presque plein (son stock maximal
est 3500 GWh) en fin d’année. Dans ce qui suit, nous dirons que le plus gros réservoir at-
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teint un niveau bas s’il contient au plus 5% de son stock maximal. Nous dirons par ailleurs
qu’un réservoir atteint un niveau élevé si son volume est supérieur ou égal & son volume au
début de ’année moins 5% de son stock maximal. Le tableau ci-aprés permet de préciser
des tendances déja observées sur les courbes ci-dessus.

# semaines Réservoir au niveau haut Réservoir au niveau bas
Nominal VaRcas VaRpener Mixte | Nominal VaRca VaRpeney Mixte
1 437 405 456 456 426 456 5 9
2 421 387 456 456 423 456 4 4
3 408 377 456 456 423 456 3 3
4 390 344 456 456 417 456 3 2
5 375 312 456 456 412 456 3 2
10 201 64 456 449 365 456 0 0
15 69 0 449 410 256 456 0 0
20 29 0 438 373 92 453 0 0
25 10 0 414 329 14 257 0 0
30 5 0 371 268 0 25 0 0

TAB. 4.5 — Nombre de scénarios parmi 456 pour lesquels le gros réservoir est au moins X
semaines au niveau haut ou au niveau bas ('optimiseur ayant été lancé sur ’arbre difficile
et avec toutes les méthodes)

Comparaison de la distribution des cofits.

Les densités empiriques des coiits de gestion (représentées sur la figure 4.9 ci-aprés) pour
les méthodes nominales et VaRc 4 ont des queues de distribution plus grosse que celles des
méthodes VaRpene s et Mixte. Quelques scénarios sont de cofit trés élevé pour les méthodes
nominale et VaRc4. Par contre, la dispersion des cotits est inférieure pour les modéles
VaRpenes et Mixte. On peut illustrer ces propos par quelques chiffres :

— Le scénario de coiit le plus élevé correspond & un cott de 7.448x 108, 8.232x 108,
5.738x 108 et 5.753x 10® pour respectivement les méthodes nominale, VaRca, VaRpene ¥
et Mixte.

— Les scénarios de colit minimum pour chacun des modéles ont des coflits voisins qui
s’élevent & 3.822x10%, 3.868x 108, 3.997x10% et 3.991x10% pour respectivement les
méthodes nominale, VaRca, VaRpener et Mixte.

L’allure de la fonction de répartition empirique des cotits de gestion (représentée sur la
figure 4.10 ci-aprés) confirme cette tendance. La méthode nominale a un plus grand nombre
de scénarios dont le cott est inférieur & 4.7x108. En outre, un nombre non négligeable de
scénarios est de colit élevé pour cette méthode. Pour la méthode VaR¢c 4, c’est encore pire
puisque le nombre de scénarios dont le colt est inférieur & 4.7x10% est faible.
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Fi1G. 4.9 — Densités empiriques des coiits de gestion sur I’arbre dur et pour chaque méthode
(horizon de gestion : 1 an).
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Dans ce qui suit, nous testons les autres méthodes de gestion introduites dans ce cha-
pitre et les 456 scénarios sont agrégés de maniére & fournir 456 scénarios de taille 12 (on
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détermine alors des plans de production mensuels) ou 24 (on détermine dans ce cas des
plans de production bimensuels). Ceci permettra en particulier de fournir des CRA et des
CRAA de taille raisonnable.

4.7.1.2 Reégularisation de la fonction duale

Les scénarios sont ici agrégés sous la forme de 456 scénarios de taille 24 pour tester la
méthode de régularisation de la fonction duale présentée en section 4.4.1. Nous supposons
ici que les scénarios d’apports sont connus. Deux calibrations de la matrice I" sont essayées.
Une premiére (notée C1 dans le tableau ci-dessous), consiste & estimer I' par la matrice
de covariance empirique de la demande obtenue & partir des 456 scénarios de demande
disponibles. Une seconde (notée C2 dans le tableau ci-dessous), consiste a choisir une
matrice diagonale dont la diagonale est celle de la matrice de covariance empirique (cette
estimation étant inversible permet d’éviter tout probléme numeérique de résolution). On
choisit naturellement pour d la moyenne empirique des demandes sur les 456 scénarios. La
moyenne et 'écart type des colts de gestion simulés obtenus en choisissant «(¢) = 1 et
k(g) = 2 sont alors donnés dans le tableau ci-dessous.

Calibration | C1-k(e) =1 | C2-k(e)=1|Cl-k(e)=2| C2-k(e) =2
Moyenne 4.268x 103 4.198x 108 4.237x103 4.219x108
Ecart type 12 239 392 13 207 628 12 081 557 12 603 941

TAB. 4.6 — Moyenne et écart type des colts de gestion simulés en ayant régularisé la
fonction duale comme en section 4.4.1.

La calibration 2 a tendance & fournir un cofit moyen un peu inférieur mais un écart
type un peu supérieur par rapport a la calibration 1. On observe néanmoins, quelle que soit
la calibration de I' utilisée, et pour les valeurs de k testées, une réduction significative (par
rapport aux méthodes VaRc4 et VaRpene f) du colit moyen de gestion et une réduction
trés importante de 1'écart type des colits de gestion. Méme si la réduction de variance
peut en partie dépendre de la réduction du nombre de pas temps utilisé pour résoudre le
probléme, cette méthode s’avére tres efficace. En effet, les colits moyens obtenus avec cette
méthode sur ces simulations sont entre 1.9% et 3.6% du colit moyen optimal qui est de
4.12x108. D’un point de vue pratique, la calibration de la matrice I' devra soigneusement
étre étudiée.

4.7.1.3 Contrepartie robuste ajustée

Les scénarios sont toujours agrégés sous la forme de 456 scénarios de taille 24. Nous
mettons en place la CRA du probléme (4.12) (présentée en section 4.4.2) avec 24 pas de
temps et en choisissant pour ensemble d’incertitude I’enveloppe convexe des 456 scénarios
ou un sous ensemble de ces scénarios.

Commencons par illustrer, sur un exemple, que la CRA et la CR ne sont pas nécessaire-
ment équivalentes. On choisit comme ensemble d’incertitude 1’enveloppe convexe des 20
premiers scénarios. La valeur optimale de la CR est alors 4.67x 108 contre 4.38x10% pour
la CRA et dans cet exemple, la CRA et la CR ne sont donc pas équivalentes.

Nous montrons & présent, que plus le nombre de scénarios augmente et plus la solution de
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la CRA devient intéressante par rapport a la solution de la CR. Dans ce but, nous calculons
les solutions de la CR et de la CRA obtenues en choisissant pour ensemble d’incertitude
Penveloppe convexe des x premiers scénarios (z prenant successivement les valeurs 5, 200
et 456). Le nombre de variables de décision de la CRA augmente linéairement avec le
nombre de scénarios et s’éléve & 74 615 lorsqu’on considére 200 scénarios et a 170 103
lorsqu’on considére 456 scénarios. La CRA fournit, pour chaque scénario &, une solution
(u,vy) adaptée & ce scénario. Dans le tableau ci-dessous, 'CoutCRA’ désigne le coiit moyen
(sur I’ensemble des x premiers scénarios) obtenu en utilisant ces solutions adaptatives et
'etCRA’ désigne 1’écart type de ces cotlts. Nous indiquons aussi les cotits moyens 'CoutR’,
"CoutS’, ’CoutOpt’ et les écarts types ’etR’, 'etS’ et ’etOpt’, liés respectivement & 1'utili-
sation de la solution de la CR, la solution du probléme ot chaque paramétre incertain est
remplacé par sa moyenne sur l’ensemble des x scénarios et enfin la solution optimale.

X CoutCRA etCRA CoutS etS CoutR etR CoutOpt etOpt

5 4.23%x10% | 1.11x10° | 4.17x10% | 1.41x10° | 4.54x10% | 2.65x10° | 4.15%x10% | 5.53x10°
200 | 4.40x10% | 1.17x10°% | 4.14x10% | 1.70x10° | 7.02x10% | 3.4x10° | 4.12x10% | 12.1x10°
456 | 4.54x10% | 1.01x10° | 4.14x10% | 1.80x10° | 8.14x10% | 3.5x10° | 4.12x10% | 12.7x10°

TaB. 4.7 — Colit moyen et écart type des coflits sur un ensemble de scénarios pour les
paramétres incertains en utilisant la technique de la contrepartie robuste ajustée.

Les cotits obtenus en remplacant chaque paramétre incertain par une estimation de sa
moyenne sur l’ensemble des scénarios sont trés proches des cotits optimaux. Néanmoins,
cette politique ne peut pas étre utilisée en pratique car pour un bon nombre de pas de
temps, la contrainte de satisfaction de la demande (qui est une contrainte dure) n’est pas
satisfaite. Les colits moyens de gestion obtenus en utilisant la CRA sont, comme on s’y
attendait, inférieurs & ceux obtenus en utilisant la CR. Lorsque le nombre de scénarios
augmente, 1'utilisation d’une solution robuste conduit naturellement & une solution trés
éloignée de la solution optimale (pratiquement deux fois plus cotiteuse lorsqu’on utilise 456
scénarios).

La solution robuste utilisée est la méme quelle que soit le scénario choisi. Si les apports
étaient fixés, ’écart type des coilits de gestion obtenus en utilisant la CR seraient nuls.
Cependant, les différences entre les apports des réservoirs d’un scénario a l'autre font que,
méme en utilisant la solution de la CR, les niveaux des réserves en fin de période de gestion
ne sont pas les mémes sur tous les scénarios. Ainsi, il est bien normal d’obtenir un écart
type des colits de gestion strictement positif en utilisant la CR. On remarque méme ici
que les écarts types des cotits de gestion obtenus en utilisant la CR sont supérieurs & ceux
obtenus en utilisant la CRA. La CRA satisfait donc doublement nos objectifs : réduction
du colit moyen et réduction de 1’écart type des colits par rapport & l'utilisation de la CR.
En ayant choisi comme seules variables non ajustables les commandes du premier pas de
temps, on aurait néanmoins pu s’attendre a ce que le cotit ’'CoutCRA’ soit plus proche du
colit optimal "CoutOpt’. Le grand nombre de scénarios et la présence de certains scénarios
durs sont a l'origine de cet écart.

Ces résultats sur l'utilisation de la CRA restent malgré tout théoriques. En pratique, afin de
déterminer les commandes au pas de temps ¢, on utilisera les commandes non ajustables de
la CRA correspondant au probléme de gestion de production électrique associé aux T —t+1
derniers pas de temps. En utilisant cette approche et comme ensemble d’incertitude les 5
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premiers scénarios, le colit moyen est de 4.30x10% et I’écart type des cotts de 1.75x106.
On se trouve donc, déja pour 5 scénarios, assez éloigné du colit moyen optimal.

4.7.1.4 Contrepartie robuste ajustée affinement

Nous illustrons & présent les résultats obtenus en utilisant la CRAA du probléme de
gestion de production électrique. Afin de réduire la taille des CRAA, les 456 scénarios sont
ici agrégés sous la forme de 456 scénarios de taille 12 (on détermine donc maintenant des
plans de production mensuels).

Ensemble d’incertitude polytopique

Commencons par mettre en place la CRAA (donnée par (4.54) en annexe du chapitre
4) obtenue en choisissant pour ensemble d’incertitude 1’enveloppe convexe d’un sous en-
semble des 456 scénarios. Tout d’abord, remarquons que la CRAA et la CR ne sont pas
forcément équivalentes. Par exemple, la valeur optimale de la CRAA obtenue en choisis-
sant les schémas de dépendance (4.19) (pour les commandes thermiques et EJP) et (4.20)
pour les productions des centrales hydrauliques ; et pour ensemble d’incertitude ’enveloppe
convexe des 6 premiers scénarios est de 4.254x10% contre 4.57x10% pour la CR obtenue
avec le méme ensemble d’incertitude.

La CRAA obtenue en utilisant les 456 scénarios est de trop grande taille pour pouvoir
étre résolue par les moyens dont on dispose. Nous nous contentons donc dans cette section
de choisir un nombre restreint de scénarios (6 et 20) afin de montrer I'influence du choix
de lintervalle I; et des schémas de dépendance des variables ajustables en fonction des
parameétres incertains sur la qualité des solutions de la CRAA.

Dans un premier temps, on suppose que ’ensemble d’incertitude est ’enveloppe convexe
des 6 premiers scénarios et que les variables ajustables sont données par (4.19). Pour chaque
pas de temps, l'utilisation de la solution de la CRAA et des équations (4.19) fournit les
commandes préconisées par la CRAA & ce pas de temps. On fait alors varier la taille de
Uintervalle I; = {1,...,t —m}, et 'on mesure, pour chaque choix de l'intervalle I;, le coiit
moyen et ’écart type des cotlts sur 'ensemble des 6 scénarios.

Valeur de m m=1 m =2 m =4 m==6 m =12
Moyenne | 4.26x10% | 4.261x10% | 4.288x10% | 4.33x10° | 4.57x 108
Ecart type | 1.04x10° | 3.95x10* | 7.66x10* | 1.71x10° | 4.05x10°

TAB. 4.8 — Influence de la quantité d’information utilisée sur les performances de la CRAA.

Comme prévu, les colits moyens sont une fonction croissante de m. En effet, plus m
augmente et moins on utilise d’information pour expliquer les commandes ajustables et
donc plus ’ensemble de faisabilité est petit. Lorsque m vaut 12 (le nombre de pas de
temps), on retrouve la solution de la CR.

Nous fixons maintenant I; = {1,...,¢— 1}, et on observe 'influence du choix des variables
explicatives sur les performances de la CRAA. On envisage quatre schémas de dépendance
pour les variables ajustables en fonction des paramétres incertains :

— Pour la premiére méthode, dite méthode 1, les commandes thermiques, hydrauliques

et EJP sont ajustables et données par (4.19). Pour la deuxiéme méthode, dite mé-
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thode 2, les commandes thermiques et hydrauliques sont ajustables et données par
(4.19). Les commandes EJP ne sont pas ajustables.

— Pour la troisiéme méthode, dite méthode 3, toutes les commandes sont ajustables;
les commandes thermiques et EJP étant données par (4.19) et les commandes hy-
drauliques étant données par (4.20). Pour la derniére méthode, dite méthode 4, les
commandes thermiques et hydrauliques sont ajustables et données par respective-
ment (4.19) et (4.20). Les commandes EJP ne sont pas ajustables.

En choisissant comme ensemble d’incertitude I’enveloppe convexe des 6 puis des 20 premiers
scénarios nous obtenons les résultats suivants.

Meéthode | Méthode 1 | Méthode 2 | Méthode 3
Moyenne | 4.26x10% | 4.26x10% | 4.254x108
Ecart type | 1.04x10° | 9.00x10* | 6.87x10*

TAB. 4.9 — Influence du choix des variables explicatives sur les performances de la CRAA.
6 premiers scénarios.

Méthode | Méthode 1 | Méthode 2 | Méthode 3 | Méthode 4
Moyenne | 4.471x10% | 4.472x10% | 4.456x10% | 4.456x10%
Ecart type | 2.391x10° | 2.387x10% | 6.223x10* | 6.394x10*

TAB. 4.10 — Influence du choix des variables explicatives sur les performances de la CRAA.
20 premiers scénarios.

Comme prévu, plus 'information utilisée est riche et plus le colit moyen diminue. I1
semble intéressant d’utiliser & la fois les consommations électriques et les apports afin
d’expliquer les commandes hydrauliques. Par contre, il n’apparait pas nécessaire, au vu
de ces simulations, de considérer que les variables EJP sont ajustables. Enfin, ’évolution
des résultats lorsqu’on passe de 6 & 20 scénarios laisse penser que le cofit moyen que l'on
obtiendrait sur les 456 scénarios avec la solution de la CRAA doit étre assez élevé.

Ensemble d’incertitude défini par des contraintes de boite

Nous terminons cette section en choisissant un ensemble d’incertitude défini par des contraintes
de boite du type (4.21). On obtient alors la CRAA (4.52) donnée en annexe de ce chapitre.
On calibre tout simplement d™" et d™®* en estimant pour tout pas de temps ¢, di™™ et
di"®* par les valeurs minimales et maximales des consommations au pas de temps ¢ sur
’ensemble des scénarios. Les vecteurs qt™in, gfmax plmin of rfmax gont calibrés de facon
similaire. On choisit pour Iy, Uintervalle I, = {1,...,t — 1}. Deux CRAA sont mises en
place. Les variables ajustables sont des fonctions des paramétres incertains données par
(4.19) pour la premiére (notée CRAA;). Pour la seconde (notée CRAA5), les commandes
thermiques et EJP sont données par (4.19) et les commandes hydrauliques par (4.20). On
notera CRAA), la méthode CRAA; glissante. Les colits moyens et 1'écart type des coits
sur ’ensemble des scénarios sont donnés, pour ces différentes C'RAA, dans le tableau 4.11
ci-apres.
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Cout optimal | CRAA; | CRAA, | CRAA,
Moyenne 4.12x10% | 5.01x10% | 4.70x10% | 4.75x10%
Ecart type | 1.27x107 2.4x10% | 3.57x10% | 1.2x107

TAB. 4.11 — Performances des CRAA. Ensemble d’incertitude défini par des contraintes de
boite.

L’utilisation des apports pour expliquer les variables de commandes hydrauliques s’avére
ici particuliérement intéressant. Les cotlits moyens de C RAAs et C RAA), sont meilleurs que
le cotit moyen obtenu avec la méthode VaRc 4 mais moins bons que ceux obtenus avec les
autres méthodes de gestion.

Notons d = 1 (d™"+dm¥), le centre de I’ensemble d’incertitude sur les consommations élec-
triques. Afin de souligner I'importance de la finesse de la calibration de ’ensemble d’incerti-
tude, précisons que si on avait utilisé 'ensemble d’incertitude [d— g (d—d™™), d+ & (d™™—d)]
pour les consommations électriques, et en remplacant les scénarios de demande par des scé-
narios tirés uniformément dans [d— £ (d—d™"), d+ §(d™* —d)], on aurait vu le cotit moyen
lié a I'utilisation de la CRAA CRAA, diminuer fortement, passant de 4.7x10% & 4.51x10%.

4.7.1.5 Tableau comparatif des méthodes de gestion

Nous récapitulons, dans le tableau ci-dessous, le colit moyen et 1’écart type des cotts de
gestion simulés pour les différentes méthodes de gestion. Pour chaque méthode, on choisit
la calibration des paramétres de la méthode conduisant & la valeur la plus faible de la
somme moyenne plus écart type des cotits. On notera 'Arbre’ la méthode décrite en section
4.3.2 et 'Stab. Duale’ la méthode de stabilisation de la fonction duale présentée en section
4.4.1. Enfin CRAA; et CRAA) sont les méthodes définies dans le paragraphe précédent.
Les méthodes sont classées en fonction de la valeur de la somme moyenne plus écart type.

Stab. Duale CRA CRAA> CRAA, VaRbenes Arbre VaRca
Moyenne 4.22x10° | 4.54x10% | 4.70x10% | 4.75x10° | 4.60x10® | 4.65x10% | 4.80x10°
Ecart type | 1.04x10° | 1.01x10° | 3.57x10° | 1.2x107 | 3.18x10" | 4.46x10” | 4.72x10"
Rang 1 2 3 4 5 6 7

TAB. 4.12 — Tableau comparatif des méthodes de gestion.

4.7.2 Simulations sur des données réelles

Nous terminons cette section consacrée a la comparaison des méthodes de gestion en
les testant sur des données réelles. A partir de I’historique des consommations d’électricité
en France de 1996 a 2003 inclus (étudié dans la section 4.6), 'objectif est d’utiliser les
x premiéres années de cet historique (pour 2 < x < 7) afin de déterminer un plan de
production pour ’année = + 1. Nous utilisons le méme parc de production que dans la
section précédente. Les apports des deux réservoirs sont fixés et on suppose que tous les
groupes thermiques de toutes les centrales thermiques sont disponibles pour tous les pas de
temps. Nous testerons 3 CRAA et 3 CR obtenues en prenant des ensembles d’incertitude
définis par des contraintes de boite et calibrés dans la section 4.6.



185

— On notera CRAA; et CR; les CRAA et CR obtenues en prenant comme ensemble
d’incertitude sur les consommations I'ensemble déterminé en utilisant la méthode
détaillée en section 4.6.1. On utilise donc pour expliquer la consommation l’année
x + 1, les températures et nébulosités de cette méme année. Le niveau de confiance
sur l'intervalle de prédiction de chaque consommation est 95%.

— On notera CRAAs et C Ry les CRAA et CR obtenues lorsque I'ensemble d’incertitude
sur les consommations est déterminé en utilisant la méthode détaillée en section 4.6.2
(méthode SARIMA).

— On notera enfin CRAA3 et CR3 les CRAA et CR obtenues lorsque ’ensemble d’in-
certitude [d™", d™] sur les consommations est tel que di™™ est la plus petite des
consommations au pas de temps ¢ sur les x premiéres années et d;"** la plus grande
des consommations au pas de temps ¢ sur les x premiéres années.

On notera respectivement CS1, CSs, CSs3, les méthodes consistant & remplacer les consom-
mations incertaines par leurs prévisions en utilisant respectivement les méthodes de prévi-
sion détaillées aux sections 4.6.1, 4.6.2 et les consommations moyennes sur les x premiéres
années. Pour la mise en place des CRAA, on choisit au pas de temps ¢, I; = {1,...,t—1};
et on suppose que les variables ajustables sont des fonctions des consommations données
par (4.19). Les résultats sont les suivants (la premiére ligne du tableau donne les coiits
optimaux).

X 3 4 5 6 7 8 m

Opt 3.80x10% | 3.86x10% | 3.98x10% | 4.12x10% | 4.27x10% | 4.42x10% | 4.07x 108
CRAA; | 3.98x10% | 4.13x10% | 4.17x10% | 4.18x10% | 4.44x10% | 4.49x10° | 4.23x10®
CRAA, - 4.50x10% | 4.53x10% | 4.64x10% | 4.77x10% | 4.89x 108 | 4.67x 108
CRAA;3 | 4.05x10% | 4.12x10% | 4.25%x10% | 4.39x10% | 4.47x108 - 4.26x10°
CR; | 4.32x10% | 4.39x10% | 4.52x10% | 4.67x10% | 4.75x108 - 4.53%10°%
CR» - 4.75%10% | 4.78x10% | 4.83x10% | 5.03x10% | 5.15x10% | 4.91x 108
CR3 | 4.25x10% | 4.39x10% | 4.43x10% | 4.55x10% | 4.69x10% | 4.74x10% | 4.51x10°®
CS, | 4.69x10% | 4.54x10% | 4.56x10% | 4.62x10% | 4.69%x10% | 4.71x10% | 4.63x10%
CS, - 4.70x10% | 4.79%x10% | 4.89%x10% | 5.08x10% | 5.19x10% | 4.93x 108
CS; | 4.65x10% | 4.72x10% | 4.84x10% | 5.00x10% | 5.07x10% - 4.86x108

TAB. 4.13 — Utilisation de 8 ans d’historiques des consommations d’électricité en France
de 1996 & 2003 inclus. Cotlits des CRAA et CR du probléme de gestion de production
électrique (4.12) mises en place les années 3, 4, 5, 6, 7 et 8 en utilisant ces historiques.

Les CRAA donnent ici les résultats les plus satisfaisants. Pour CRAAq, en particulier,
le colit moyen est & un peu moins de 4.5% du coit moyen optimal. Les résultats de la
CRAA utilisant un ensemble d’incertitude polytopique sont trés mauvais en moyenne et
ne sont pas présentés ici. Ceci peut s’expliquer par le fait que cet ensemble d’incertitude ne
refléte pas du tout la dynamique de la demande (notamment sa tendance a la croissance).
Par conséquent, le vecteur des consommations électriques ’année = + 1 n’appartient pas
forcément & I’enveloppe convexe des scénarios des x premiéres années. Dans ces conditions,
aucune garantie n’est donnée sur la qualité de la solution de la CRAA ou de la CR.
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4.8 Conclusion sur les problémes de gestion de production
électrique

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes stables ou robustes pour le pro-

bléme de gestion de production électrique que nous avons comparées sur des données réelles
et simulées. Notre but était d’améliorer le modéle décrit en section 4.3.2 consistant a ré-
soudre le probléme par programmation stochastique multi-étapes sur un arbre de scénarios.
En effet, une telle approche conduit & un écart type des cotits de gestion simulés assez élevé
et a tendance & trop vider le plus gros des réservoirs.
Trois modeéles visant & régulariser la fonction duale ont tout d’abord été proposés afin
de pallier ces défauts. Si le premier modéle VaRc 4 ne s’est pas révélé concluant en pra-
tique, les deux autres modeéles se sont avérés adaptés & nos objectifs. Concernant le modéle
VaRpenef, d'une part ce modeéle conduit a une diminution de I’écart type des cofits de
gestion simulés et d’autre part il tend & vider moins le plus gros des réservoirs. La derniére
méthode de stabilisation de la fonction duale est celle introduite dans la section 4.4.1.
L’intérét de cette approche est de tenir a la fois compte de 'incertitude sur la demande
et sur les taux de disponibilité. Parmi toutes les méthodes testées, cette méthode est celle
qui fournit les meilleurs résultats en moyenne (son coiit moyen pouvant étre [en fonction
de la calibration de I' et de k] & environ 0.08% du cotit moyen optimal). D’autre part,
I’écart type des cotits de gestion simulés en utilisant cette méthode est environ 4 fois in-
férieur & celui obtenu en utilisant la méthode VaRpe,er. Enfin, cette méthode conserve le
schéma de décomposition par les prix. Aucun arbre de scénario n’est utilisé et la taille des
sous-problémes duaux est de ’ordre du nombre de pas de temps. Par conséquent, cette
méthode permet de résoudre des problémes de gestion de production comportant un trés
grand nombre de pas de temps et d’unités de production. Apportons un bémol aux résul-
tats encourageant de cette méthode. Les simulations ont été conduites pour cette méthode
sur 24 pas de temps au lieu de 364 comme pour les méthodes VaRca et VaRpenes €t on
supposait connaitre les apports. Il conviendrait de tester les résultats de cette méthode
pour diverses agrégations des pas de temps afin d’observer si la qualité de la solution dé-
pend beaucoup ou non de cette politique d’agrégation des pas de temps.

Dans un deuxiéme temps, nous avons proposé des CR, CRA et CRAA du probléme de
gestion de production électrique. Plusieurs problémes ont alors été abordés et notamment :

1. le choix des variables ajustables;

2. le choix de l’intervalle I; et des schémas de dépendance des variables ajustables en
fonction des paramétres incertains;

3. la calibration des ensembles d’incertitude.

Pour ces CR, CRA et CRAA, I'ensemble d’incertitude le plus simple auquel on peut pen-
ser est ’enveloppe convexe des scénarios disponibles. Cependant, cette approche conduit
a des résultats assez conservatifs, comme on a pu le voir sur les CRAA avec ensemble
d’incertitude polytopique qui ont été testées. D’un point de vue statistique, des ensembles
d’incertitude définis par des contraintes de boite semblent les plus aisés a calibrer finement.
Il s’agit alors d’étudier les processus stochastiques mis en jeu et c’est ce qui a été fait dans
la section 4.6 afin d’étudier la série chronologique des consommations électriques pour tes-
ter les méthodes de gestion en utilisant cette série. On a pu voir, en utilisant ces données
réelles, l'intérét de la CRAA par rapport a la CR.
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Les tests effectués sur des données simulées ont montré que les CRAA offrent un meilleur
compromis colit moyen/écart type des colts que la méthode VaRpene ¢ mais un cotlit moyen
supérieur. Cependant, il faut noter que les ensembles d’incertitude retenus pour mettre en
place les CRAA sur ces données simulées étaient assez conservatifs.

Quant & la CRA, elle fournit en théorie de meilleurs résultats que la CRAA. Cependant, le
schéma de dépendance des variables ajustables en fonction des paramétres incertains étant
inconnu, une adaptation de la CRA a été proposée mais elle ne s’est pas avérée concluante.

4.9 Le probléme de gestion du transport et de la distribution
du gaz

L’objet de cette section est d’étudier le probléme de la gestion du transport et de
la distribution du gaz en France. Dans un premier temps le probléme est présenté puis
exprimé sous la forme d’un probléme d’optimisation linéaire stochastique. Cette section est
ensuite I’occasion de revenir sur le concept de CRA. Afin de tenir compte de 'incertitude
sur certains parameétres du probléme, nous proposons deux maniéres pour robustifier ce
probléme, par CRA puis par CRAA. En particulier, I'utilisation des CRA et CRAA prend
ici tout son sens puisque la CR du probléme est infaisable.

4.9.1 Présentation du probléme

Afin de satisfaire la demande en gaz en un certain nombre de villes ou plus généralement
de points d’alimentation i(i = 1,...,n), et pour des pas de temps ¢(t = 1,...,7T), la France
dispose d’un certain nombre de contrats (disons C') d’approvisionnement en gaz. Au pas de
temps ¢, un certain nombre de contrats sont en activité (les contrats u tels que tpin(u) <t <
tmax(u)). Chaque contrat permet de faire venir, via des gazoducs haute pression (70 bars) du
gaz d’un site de production gazier vers le réseau de gazoducs francgais. Le transport du gaz
dans les gazoducs haute pression est assuré par des stations de compression régulierement
espacées (tous les 100 ou 200 kilometres) sur les gazoducs. Les gazoducs convergent d'une
part vers des points d’alimentation espacés sur tout le territoire et d’autre part vers un
réseau de gazoducs moyenne pression. Le gaz est fourni aux utilisateurs soit directement
a partir de gazoducs moyenne pression (si les utilisateurs ont un régulateur) ou a partir
d’un réseau basse pression relié au réseau moyenne pression.

Concernant les cotits d’approvisionnement, plus le site de production est éloigné et plus
les cotits sont élevés. Le colt dépend aussi de la quantité de gaz acheté au fournisseur. Le
prix du gaz sera d’autant plus faible qu'une grande quantité de gaz est achetée. Un autre
élément influengant le prix du gaz est la capacité du client & commander des quantités
constantes et régulierement au cours de I’année. Si le client adopte une telle politique (ce
qui est le cas de la France), il doit mettre en place des moyens de stockage du gaz dans des
réservoirs afin, ensuite, de faire face aux pics de consommation hivernaux. La construction
de ces réservoirs a un coiit dépendant de la taille du réservoir et de la configuration du
terrain. Le colt de stockage dépend ensuite de la quantité de gaz injecté ou soutiré de
la réserve. Les cotits de transport et de distribution du gaz dépendent quant a eux de la
distance parcourue par le gaz dans les pipelines et des types de pipelines empruntés.
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4.9.2 Modélisation

L’objectif est de maximiser le bénéfice sur I’horizon de gestion (du pas de temps t = 1
au pas de temps t = T') tout en satisfaisant la demande aux différents points d’approvi-
sionnement. Le probléme peut étre modélisé sous la forme d’un graphe E dont les arétes
matérialisent le réseau de transport et de distribution et dont les sommets sont de quatre
types :

— Les sommets sources. Chaque sommet source est associé & un site de production. S,
est 'ensemble des sommets sources.

— Les sommets puits (sans arcs sortant) en lesquels une certaine quantité de gaz doit
étre transportée & chaque pas de temps. P est I’ensemble des puits du graphe.

— Des sommets neutres, correspondant & des points de connection de différents pipe-
lines. N est ’ensemble des sommets neutres.

— Des sommets correspondant & des lieux de stockage. S est ’ensemble de ces sommets.

Nous utilisons les notations suivantes :

— ! est la quantité de gaz fournie par le contrat u au pas de temps t et pour le
prix unitaire p!, (qui inclue le coit d’achat et de transport). Les prix (p!,), + ne sont
pas fixés a ’avance et sont donc des paramétres incertains du systéme au début de
I’horizon de gestion.

- y; ; est la quantité de gaz allant du sommet ¢ au sommet j au pas de temps ¢ (i n’est
pas un sommet source). Le cotlit de transport (ou de distribution) est linéaire, le coiit
unitaire de transport entre les sommets ¢ et j au pas de temps ¢ étant q; ;> 0.

— d! est la demande au puits i et au pas de temps ¢. Toutes les demandes doivent étre
satisfaites. Ces demandes sont inconnues au début de la période de gestion. Au pas
de temps t, et en un puits i, le gaz est vendu au prix unitaire Al. L’effacement n!
correspond & la demande non satisfaite au puits 4, et au pas de temps t. Par ailleurs,
en un puits 7, on ne peut pas effacer plus d’une quantité P; et 'effacement doit étre
limité en chaque puits et pour chaque pas de temps, a savoir 0 < n! < g;d!, ot ¢; est
une constante fixée.

— st est le stock de gaz au noeud de stockage i, au début du pas de temps ¢ + 1. Le
stock s? de la réserve ¢ au début de la période de gestion est connu. Par ailleurs, le
colit de stockage unitaire est 7! pour le stock ¢ au pas de temps t.

Les sommets neutres correspondent soit a des points du réseau ou le colit unitaire change
(typiquement la taille du gazoduc change en ce point du réseau) ou & un point de rencontre
entre au moins trois gazoducs. On représente, sur la figure 4.11 ci-aprés, un exemple de
graphe E d’un réseau simple de transport et de distribution du gaz.

Soit F(u) le sommet du graphe alimenté par le contrat u et soit A’ ’ensemble des contrats
fournissant du gaz au sommet ¢ au pas de temps ¢ :

Al={u | 1<u<C, tyinw) <t < tmax(u), Fu) =i}

Les équations de conservation du flot s’écrivent :
S+ > whi= > oy, Vt=1,...,T,i€N, (4.46)
u€ Al ilGHeE Jil.g)EE

pour les noeuds neutres et

Sg_l—{— Z xi%— Z y}tﬂ:sﬁ‘{‘ Z y;ja vt:la---aTa ,L'GS’ (447)
u€ Al ilGAeEE JlG5)eE
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F1G. 4.11 — Réseau de transport et de distribution du gaz.

pour les noeuds de stockage. Le chiffre d’affaire des ventes de gaz s’exprime au pas de
temps ¢ par : Z Aodii(nt = 0) + Z A (dE - nb)1(nt > 0), ou encore Z A (db —nh).
icP icP icP
Il va s’agir alors, pour tous les pas de temps, de déterminer les quantités de gaz & acheter
sur les différents contrats (en respectant les quantités minimales et maximales & acheter
qu’exigent ces contrats) ainsi que les quantités de gaz & faire transiter sur le réseau, de
facon & maximiser les bénéfices. Ainsi, si tous les parameétres du probléme étaient connus &
I’avance, la maximisation, sur I’horizon de gestion, du bénéfice li¢ au probléme de transport
et de distribution du gaz, conduirait au probléme :

(

C

min 3 Y, plelt 3| D dyui ) risi ) Nl
u=1 tpin(u) <t<tmax(u) 1<t<T \(i,j)€E i€S ieP

Soab+ > yhi= > oyl Vt=1,...,T,i€N,

ue Al ilGaeE il(ig)eE

8271—1— Z x4 Z yﬁ»,izsf—k Z yij, Vt=1,...,T, i €S,
u€ Al ilG)eE il(i.g)ekE

Z yli,i+n§:d§= ViepbPVi=1,...,T,

k|(ki)€E

T

ZU:SPZ, Oﬁﬁfﬁ&dﬁ, ViGP, \V/tzl,...,T,

t=1

0<si<sm Vies, t=1,... T,

ah™t < gt < B vy =1,...,C t=1,...,T,

0<yi; <y, Vt=1,...,T,ie NUS.

(4.48)
On montre facilement que pour chaque unité de temps, dans un pipeline donné, le gaz ne
circulera que dans une seule direction.

Lemme 4.9.1 Soit (Z,y,5,7), une solution optimale du probléme d’optimisation (4.48).
Pour tout t =1,...,T, et pour tout sommet i et j du graphe, si ﬂgj > 0, alors ﬂ;i = 0.
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Preuve Soit 1 <t < T, et soient ¢ et j deux sommets du graphe. Supposons que yZ >0
et yﬂ > 0. Définissons § par 7., = 4. pour tout sommet m et n du graphe dlfferent de
tetjet:

yz] - gz] - y]z? y]z - 0’ Sl g’fj > ggz? (449)

y” =0, yﬂ = yﬂ yw, sinon.
On montre ensuite que le quadruplet (Z,9,5,7), avec & = Z,5 = §,7 = 7] est faisable et
conduit & une meilleure solution que (Z, 7, §,7), ce qui est absurde.
On vérifie tout d’abord la faisabilité de (z,7,$,7). On a bien 0 < yw < yw < ™, et
0< y]Z < y5;**. Il suffit ensuite de vérifier la conservation du flot aux sommets i et j (qui
ne peuvent etre des puits). Nous avons, pour tout pas de temps t et au sommet i :

Do > T = Y Uk Y. Ukt

(k)eE (i,k)eF (k)EE, k#i (i,k)EE, k#i
= Z Uri — Z Uiy
(ki)eE (i,k)eE

On montre de méme la conservation du flot au sommet j. De plus, les cotits des politiques
(z,9,5,7) et (Z,9,35,n) different seulement par les cotts de transport entre les sommets 4
et j. Si gfj > g;i, pour le choix des quantités transportées g, ce colit est qu (gfj — g;z) qui
est strictement inférieur (puisque g}, > 0) au cott de transport g, (y;; + 9};) du gaz entre
1 et 7 pour la politique 4. L’autre cas est symétrique.

4.9.3 Contrepartie robuste ajustée

Afin de robustifier le probléme (4.48), diverses voies peuvent étre empruntées. On peut

pénaliser 1'objectif par un terme du type —Va? Pz, avec x le vecteur donnant les quan-
tités achetées sur chaque contrat et P une matrice définie positive. Nous allons montrer
comment robustifier ce probléme de gestion en utilisant la méthodologie de la contrepartie
robuste ajustée présentée dans le chapitre 1. Remarquons tout de suite que la contre-
partie robuste du probléme (4.48) est infaisable puisque les contraintes de satisfaction de
la demande (laquelle est incertaine) sont des contraintes d’égalité. Pour déterminer une
contrepartie robuste ajustée, il convient dans un premier temps de déterminer les variables
non ajustables. On peut chercher & fixer les quantités de gaz & acheter & I'avance et ajus-
ter ensuite les quantités de gaz a faire transiter sur le réseau et gérer les stocks afin de
satisfaire la demande. Dans cette modélisation, les variables non ajustables sont donc les
variables (z%,), +, les variables restantes (y, s,n) étant ajustables. Cette politique permettra
de pouvoir avoir une meilleure idée des prix du gaz (le fournisseur connaissant les quanti-
tés exactes qui seront prises). Néanmoins, ces prix ne sont pas connus de facon exacte au
début de la période de gestion. De méme, les demandes en gaz d! pour les puits i et les
différents pas de temps t ne sont pas connues & ’avance. Nous supposons en outre que les
prix de vente du gaz A! sont quant a eux fixés sur la période de gestion (c’est le cas en
pratique) et que la demande et les prix d’achat du gaz appartiennent a I’enveloppe convexe
des S’ scénarios ((pl,(s),dL(s))uit)1<s<s- En utilisant, le théoréme 2.2 de [11] et en intro-

duisant des variables de décision (y;(s), sf(s),n;(s)) s/ 1 associées aux différents scénarios,
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la contrepartie robuste ajustée du probléme (4.48) est alors le probléme linéaire suivant :

min F
C
> > pu(k)zl + > ( > oaii vl k) + Y risi(k)+ YA nf('@) <FVk=1,..,8,
u=1 tpin(w)<t<tmax(u) 1<t<T (i,j)€EE i€S i€P
Sal+ >yl = > ylk), Vi=1,... T, ieN, k=1,...5,
ueAt JlGA)ER JlG)EE
s+ Dt Y k) =sik)+ > wigk), Vi=1,...,T, i€ S k=1,...,5,
uc At ilGHeE ilg)er
S yhak) (k) =dik), Yie P, Vi=1,...,T,Vk=1,...,5
k|(k,i)EE
T
STnik) < P, 0<pi(k) <eidi(k), Yie P,Vt=1,....,T,Vk=1,...,5"
(t);sﬁ(k) <smx o VieS t=1,....T, k=1,...,5,
ghmid < gt < gtmex vy =1 ....C t=1,...,T,
0<yl;(k)<yr®™, Vt=1,...,T,ie NUS, k=1,...,5"

i,

(4.50)
Afin d’illustrer les résultats de cette méthode, nous considérons un réseau de petite taille
comportant 6 puits, deux sites de stockage (de capacités maximales 5000) et dont les
contenances initiales sont de 50. On dispose de deux contrats permettant d’acheter entre
0 et 4000 & chaque pas de temps, le colit unitaire de stockage étant de 2, le prix de
vente 5, et la demande et les prix sont dans l'enveloppe convexe des scénarios (p,d) =
((5e, 5e), (10e, 10e), (15e, 20e), (20e, 50e), (40e, 100e)). On choisit £; = 1 pour tout puits
et 12 pas de temps. Le cotit moyen sur l'ensemble des scénarios est de 1.5.10% en utilisant la
solution fournie par la contrepartie robuste ajustée alors que le colit optimal sur ’ensemble
de ces scénarios est 1.43.10%. Cet exemple montre que la contrepartie robuste ajustée peut
fournir une solution dont le cotit moyen est proche du colit moyen optimal.

On peut aussi proposer une contrepartie robuste ajustée affinement. On considére que
les seuls paramétres incertains sont les prix d’achat p!, du gaz. La modélisation est ici
complétement différente de I'approche précédente quant au choix des variables ajustables
et non ajustables. Il semble ici plus simple d’essayer d’expliquer les achats z, de gaz sur le
contrat u au pas de temps ¢ par les demandes passées des puits du sous-graphe du graphe
FE dont la racine est le sommet alimenté par le contrat u. On peut alors proposer le schéma,
de dépendance suivant pour les commandes z, :

rt = Z aZ’TD%(u) avec Dj = Z dy., (4.51)
rel; kGS]'

ou S; est ’ensemble des puits du sous-graphe du graphe E dont la racine est le sommet j
et Iy = {1,...,t — 1}. Les termes en x dans la premiére contrainte de (4.48) peuvent alors

T
s’écrire sous la forme : E E B, dy., avec
r=1keP

Bi="> Y pal,

u | kESF(u) teBY

ou
B ={t| rel tmn(u) <t <tmax(u)}.
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En utilisant le théoréme 4.2 donné dans [11], on peut alors résoudre un probléme semidéfini
positif qui donnera la solution optimale de cette CRAA correspondant & un ensemble

d’incertitude ellipsoidal pour les prix pf,.
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4.10 CRA et CRAA du probléme de gestion de production

Nous donnons dans cette derniére section, les CRA présentées dans ce chapitre (les
notations utiles a la présentation de ces CRA sont données a la fin de cette section).

CRAA-Contraintes de boite

La CRAA introduite en section 4.4.3.2 est le probléme linéaire suivant :

min F
T T—m
2,0 ma. min
E ceqy + E (v dP™ + Vi d™) — E ag — E be < F,
LeLpt=1 t=1 LeLlpy LeLl y

uifo <0, ui>§;k, vi < G ui+v§k—£;, k=1,..,T—m,
1>0 ﬁk<0 aZk tl:5t1_'Ytlveatl+5t,€1k*7t17t>m+1 k€ I,
0%2 >0, ﬂt2<0 at2>'Yt2 1, ﬂmf V2 — 1, @y +ﬁt2 —%2_1 t>m+1, k€L,
T
al"'cf'{k <Z (devt +Tt + Z OCT L max_"_ﬁg1 tldnrnn_"_oégt2 fmax_i_ﬁég fmln)>

t=1

<CHk(-'E1+ Z me)+de, EEEH,kEMﬁl,

t=T—m-+1
t t t
‘, ¢ ¢, 0,0 ¢ ¢, mi ¢
x5+ E a; "™ = Tmax < E devj +ry" <y + E a; ™™ = Toin, L€ Lu, 1 <t <m,
j= Jj=1 J 1
t
Y4 Zma 2,0 ¢, k jmin k jma: ¢,k £, min ¢,k £, ma:
1+ E * l’max<§ devi + 770 + E ap YR+ BT AR + oy yay ™ 4 By ap ™, L€ Lu,t>m,
j=t—m+1 j=1 k=1
2,0 0k k 0k 0, 0k 0, z ¢
E devj+r + E oy’ d}?aerﬂt 1dm'"+at gay "+ By ay min gty E iy L€ Lyt >m,

j=t—m+1
:f_ gr“,t>m+1 kel teLln,
;550 5“§rf§,t2m+1,keh,£e£1{,
o<r“+z 6ffd"""+5ffdm”+5‘ BT by Fap ™), 1<t < T, L€ L,
kel
04 Z(5f:fdrknax + 5f fdmm + 6f gai max Sf”fai’mm) < Duree(t)Pé,aX, 1<t<T, L€ L,
kel
0k 0k 0,k Lk 4k 0k 0k
Pt1+l’t2—qt 7Pt1207l)t2<qt s P S0, p7 2q " t>2m+ 1 kel L€ Lr,
OﬁqfOJrZ pt 1dmln+plkdmax)7 £6£T71<t<T
kEIt
O+Z pt 1dmax+pt R < Duree(t) 1™ Pl 0€ L, 1<t<T,
kel
V§1+V§2=§f7 V51>0 V§1>§f7 Vf,2§07 v§z§£f7t2m+1,kelu

lk 20k Zk 0,k a0 20k
6ek 6€1frt1,5%}€20 5t12rt1 (EE 0,
0y +52frt2,5 >0, 5t2>rt2 5t

T
be + Z P’ + Z Gea AP + gl d™™) < chpal +d5g, L€ Ly k € M),

9k120 ﬁ > ff, 9k2<07 gk:2<fk:7 gk1+gk2—fk7 teLl;,1<k<T-m,

LY et <o L

t=1
hf;’; ht1 >ptk hys <0, his <pp®, hY + ok =pp*, (e Ly, t>m+1, ke
0<p+ Z hy YdR™ + hy ’“dm", lel;, 1<t<T,
kel
O+ D7 hpTdE™ + hy5dPt < Duree(t)Phax, €€ Ly, 1<t <T,
kel

dr < 3T pt+ Y @+ D Y i d T v dE DD S ap ™ 46,8 ap ™, 1<t < T

LeL g LeLp LeLpy kel LeLpkely
0<dev, te Ly, 1<t<T.

(4.52)



194

CRA et CRAA. Incertitude polytopique

La CRA introduite en section 4.4.2 est le probléme linéaire suivant :

min F

T
D oc(ui 4D ui(s) = D> acls)— > bi(s) < F, s€S
el t=2 leﬁH el y

az(s)—&—c%’k (v + devi(s +Z vt +devt( ))<ch xl—&—Zat —l—dH,m LeLy,0<k<my—1,s€8,

t=1

b()+CJk u1+Zut <chx1+dJk7€€[,J7O<k<mJ—1 SGS
t=2
Z81+Zak - maxsvf+devl +ka +d61}k <xl+zak 7xfnin7 £E£H71§t§T7SES,7
O<v1<Duree( Y P, 0<vi(s )<Du7‘ee()P§,M7 KEEH,2<t<T se s,
Ogdevt(s)7 leLly,1<t<T,s€s,
OSufSDur@e( )TfPIflax, 0§uf(s)§Dur€e() fPl s, LELr,2<t<T, ses,

0<af—uf— Zuks, LelL;,2<t<T,se€8,

di(s) < Z uf(s) + Z v (s) + Z up(s), 2<t<T,ses,

LeLr LeLy LeLl y
max di(s) < Z ul + Z vt o+ Zu‘i
""" LeLp teLy teLy
(4.53)
La CRAA introduite en section 4.4.3.1 est le probléme linéaire suivant :
min F
T T )
DD eq®+d DD adds) - Y a- Y h<FseS,
t=14cLy t=1(cLy jel; teLy teLy
T
ac + cir i (Z( O devy + ) (rpdi(s) +rybaj(s )))) < Chri x1+2at ) +dig e, L€ Lu, k€ My, s€S,
t=1 Jjelt t=1
T T—m
be+ ¢ pf’OJrZ( )di(s) | <l +d5y, LELy, ke My, seS,
t=1 t=1 j\te]
t t —m ) )
2+ a5(s) — Thnax < Y (7 O+ dev)) + Z (rid di(s) +rphal(s), L€ Lu, 1 <t<T,s€8,
i=1 =1 =1 uelk
t t—m
Z(rf’ O 4 devl) + Z (rijl d;(s) + ﬁ ) <zl + Za] —zhi, lEeLy, 1<t<T,sed,
j=1 J=1k<t | j€Il}
0<pi®+ Z Pt ¥ di(s) < Duree(t) Phox, L€ Ly, 1<t<T,se S,
kel
0<qr’+ Z q- " dy(s) < Duree(t) Pho m(s), L€ Lr, 1 <t<T,se S,
kel
0< Tf’o + Z (rf:’fdk(s) + rf:’;ai(s)) < Duree(t) Pf,ax, lely,1<t<T,sef,
kel
T T—m
PO+ S ptdis) <afeelsse s,
t=1 t=1 k| tel,
0<devf, e Ly,1<t<T,
; , ¢, LRy €
< D @t Y Y Qo pt D at D rde(s) + (D ri)ai(s) | Vs,
teLy teLy teLy kel \ teLy teLy teLy teLy

(4.54)
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CRA A-Incertitude ellipsoidale

La CRAA introduite en section 4.4.3.3 est le probléme conique suivant :

min F
T
S>> g + Z Gy + k[ ETTr €= > ap— > by < F,
teLpt=1 teLy teL,
zk
§k—z ZC@(] s k:L...,T—m,
EeLTt\keIt
0k
ayy 2> 0, ﬁtz <0, at2 >%2 -1, BtQ <%2 -1, O‘tz +Bt2 _%2 -1, t>m, kel €Ly,
T—m
l,t ¢, max Zmin
ag+ iy (Z(devt“‘rt ) + Z (’YT1dt+O‘T2at * +ﬁT2 £)
=1 =1
L )TT £y <, (2t bminy 4 gt 0 e Ly, ke M
+ry/ () Tr—myry) < g plai + Z a; ") +dyy, L€ Ly, k€ My,
t=T— m+1
¢
of + Z A" =l <3 devt 4 +Zmdk+af§aimm+ﬁf§ ap
j=t—m+1 =

- \/(’Ytel)TFt m’Ych €€£H7t2m+17

4,k 0, max 0,k z
Zdev + 7" 04 Z Ve, 1dk +tagqay L 5 Mk (7571)Trt—m'7t€,1

<az{+ Z ab™r gl e Lyt >mA1,

j=t—m+1
t t t
l, 4,0 L,
' —xfnaX—FZajmaxg er +dev§ §x§—xfnin+2ajmm, teLpg,1<t<m,
j:1 j=1 Jj=1
z, e Ok 0,k Ok o0k Lk Lk

)

ZO 0,k L,k f fk £,
0<r "+ Z V"Mdk — ﬂ\/(rﬁl)TFt_mrfJ + Z 5t7’2akm + 0,50y M0 e Lg,m<t,

kel ]CEIt
O 3 i ()Tt + 3 0 K™ G e
kel kel
< Duree(t)Pl ., L € Ly, m+1<t,

0< rf’o < Duree(t )Péax, teLly, 1<t<m,

YA (k7
0< g7+ > " di — s/ () TTiomaf, L € Ly, t>m,
kel

4+ Z qf’kcik + 8/ (g) T T4 pmaf < Duree(t)Tf’mm P, L€ Lp, t>m,

]CEIt
0< qt 0 < Duree( )T fmin pt

max’

tely, 1<t<m,

bg—!-chZutgcxl—i—de, tely, ke My,

Ve e Ly, 0 <uf < Duree(t)Pl,, t , 7T, Z uf < af,

Vm+1<t<T, mt(kz)zgt"“sikelt, z(t) = —1, etxt(kz)—O, sik<tetk¢l,

dy < Z e’ + Z g+ erﬁ*‘zgtdk—“\/ of Ty

LeLy LeLr eLy kel
0k ¢ Sk 0
YD Sy Sy ™t = m At 1,
leLykel;

<> '+ D @+ D lt<m

leLy eLr LeLyr

(4.55)
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Les notations suivantes sont utilisées pour présenter les CRA et CRAA de ce chapitre.
On notera My = {0,...,mb —1} et Mf} = {0,... ,mf}— 1}. Nous introduisons, par ailleurs
pour tout t > m + 1 et pour tout k € I;, les quantités suivantes :

SN wai<i<Tom =3 Y o+ > ot

t|jel LeLr lely ZGET lelLy
Lk _ ler Ok ver (4.56)
% Z Jl’ €L, T2 = Z J2’ € Lu;
J<t|kel; J<t|kel;

et enfin f,f: Z pﬁ’k, pourfe Lyet 1 <k<T—m.
j ‘ k‘EIj
On note %{ 1 (resp. %ﬁ 5) le vecteur dont les composantes sont yf:f ,r €l (resp Wf 0, T E Iy)

et g/ (resp. rﬁ 1) le vecteur dont les composantes sont qf " r € I (resp. ’I“t !, j € I). Enfin,
pour 1 < ¢ < T, la sous-matrice I'(1 : ¢,1: ¢) de la matrice I" est notée Ft

On peut remarquer que pour le probléme (4.52), les variables hf’f, hf l;, gk 1> gk 9 pt 1,

Gk Ok Gk bk bk 0k 0k
pt2’at1’at2?ﬂt1’ 120 0415 0¢las 0g1s Oy
la solution optimale :

’o sont des variables slack et on aura, pour

Lk 0,k 4k . 0,k
ht,l = max(p; ", 0), ht,2 = min(p, ", 0), gi,l = max( Ig70)7 92,2 = mln(flf 0),
0k 0k 0k . Uk 0k 0k 0k 0,k
Pté1 = max(g;",0), Ptz2 = min(g,”,0), oy’ =max(y,7,0), apy =max(y,’s —1,0),
k . bk k 0k 0k ok 0k ok

ﬁm = mm(%,po)a ﬁt,Z = mln('Yt,Q 1,0), 5t,1 = max(?“t’l,O), 5t,2 = max(r Ty 2 0),
k. Ok ok ok

.1 =min(r,’7,0), 6,5 = mlD(Tt,2,0)

)
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Conclusion générale et perspectives

Cette thése est consacrée a 1’étude de problémes d’optimisation stochastique. Dans ce
mémoire, nous avons examiné plusieurs problémes liés & la modélisation, ’analyse et la ré-
solution de problémes d’optimisation stochastique. Les contributions dans chaque domaine
sont les suivantes.

Dans le premier chapitre, nous avons étendu certains résultats de [11] pour déterminer
les contreparties robustes ajustées de deux classes de problémes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons proposé un algorithme adaptatif afin de construire
des estimateurs de la moyenne et de la matrice de covariance d'un processus & un instant
donné sous I’hypothése d’homogénéité temporelle locale. Les qualités théoriques de ces esti-
mateurs ont été étudiées. D’autre part, cet algorithme adaptatif a été utilisé pour un modéle
a saut (dans la moyenne ou la matrice de covariance) afin de déterminer un estimateur
de l'instant de la rupture. Dans ce contexte, des bornes ont été données sur les erreurs de
premiére et de deuxiéme espéce pour tester si un intervalle donné est d’homogénéité ou non.

Dans un modéle a saut, afin de déterminer ’instant de la rupture, un autre algorithme
non paramétrique a été étudié d’un point de vue théorique et numérique dans la section 2.4.

Les estimations adaptatives des parameétres des modéles VaR et de Markowitz sont en-
suite utilisées pour proposer des mises en oeuvre de ces modeéles dont on controle la qualité.
Les qualités des estimations adaptatives et des mises en oeuvre des modéles proposées sont
mesurées en utilisant des données réelles et simulées.

La chapitre 3 propose une analyse de sensibilité du modele de Markowitz et d’une classe
particuliére de problémes d’optimisation quadratiques. Cette étude, combinée aux résultats
du chapitre 2, motive deux calibrations de la matrice de covariance que nous proposons
dans la section 3.4 dont le but est de stabiliser la composition des portefeuilles de Marko-
witz par rapport & des perturbations des paramétres du modéle. L'une de ces calibrations
est testée en détail en utilisant des données réelles et simulées. Nous proposons également
dans le chapitre 3 des contreparties robustes simples du modéle de Markowitz utilisant les
résultats du chapitre 2.

Dans la deuxiéme partie de cette thése (le chapitre 4), nous étudions deux problémes
de gestion de production : le probléme de gestion de production électrique et le probléme
du transport et de la distribution du gaz. Pour ce dernier probléme, nous appliquons la
méthodologie de la CRA et de la CRAA. Pour le probléme de gestion de production élec-
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trique, divers aspects ont été examinés.

Apres avoir présenté la modélisation des unités de production, on explique comment le
probléme est en général traité par programmation stochastique multi-étapes.

Du point de vue de la modélisation, diverses méthodes sont ensuite proposées afin d’as-
surer un meilleur compromis colit moyen/écart type des cotits sur un ensemble de scénarios
tests. Un premier groupe de méthodes s’attache a régulariser la fonction duale obtenue en
dualisant les contraintes couplantes du probléme. Un deuxiéme groupe de méthodes repose
sur l'utilisation des CRA et des CRAA.

D’un point de vue algorithmique, nous montrons ensuite comment le probléme de ges-
tion de production électrique peut dans certains cas se résoudre directement par program-
mation dynamique. Cette étude est utilisée pour montrer comment on peut résoudre les
problémes hydrauliques et EJP duaux de facon efficace.

Les différentes méthodes de gestion sont ensuite testées sur des données simulées puis
sur des données réelles. A cette fin, on présente dans la section 4.6 une étude détaillée de
la série des consommations électriques en France de 1996 a 2003.

Ces travaux offrent un certain nombre de perspectives.

Le premier chapitre présente un certain nombre d’équivalents déterministes de cer-
taines contreparties robustes ajustées et ajustées affinement. Il serait intéressant d’étudier
les contreparties robustes ajustées de problémes d’optimisation coniques et semidéfinis po-
sitifs.

Nous sommes en train d’utiliser et généraliser les résultats du chapitre 2 dans deux
articles en préparation ([56] et [57]). Il s’agit de présenter une méthode de traitement de
I'incertitude pour résoudre un probléme d’optimisation stochastique du type mi)r(l fo(z,0)

jAS]

sous les contraintes fj(x,6) < 0. Le paramétre 6, incertain, a une forme particuliére et les
fonctions f; satisfont |f;(z,0)— f;(x,8")] < Col|0—0"||20 [|z]|7°, avec 0 < ap < 2, 0 < py < 2
et Cy < 0co. Dans [57], on traite le cas ou 'incertitude intervient seulement dans la fonction
objectif. Le cas général sera traité dans [56].

Le chapitre 2 permet de déterminer des estimateurs adaptatifs de la matrice de co-
variance et de la moyenne dont on controdle la qualité dans un cadre multidimensionnel
et non paramétrique. Le méme travail pourrait étre fait dans un cadre paramétrique. On
pourrait alors slirement obtenir des bornes plus fines. Dans le contexte financier, un cadre
paramétrique d’intérét pour la modélisation des rentabilités est le modéle log-normal.

Dans le chapitre 4, les CRA et CRAA glissantes testées sur des données simulées se
sont révélées moins performantes que leur homologue non glissant. Ces méthodes devraient
cependant fournir de meilleurs résultats en pratique, en utilisant des données réelles. En
effet, les scénarios que nous avons utilisés pour tester les méthodes non glissantes sont
ceux ayant servi & calibrer ces méthodes. Ainsi, les CRA et CRAA non glissantes ont été
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mises en place au mieux en tenant compte de ces scénarios et sont performantes sur ces
scénarios. D’un coté, les commandes utilisées par les CRA glissantes sont les commandes
non ajustables de la CRA utilisant des horizons de plus en plus courts et on n’utilise
pas les variables ajustables. D’un autre coté, d’'un point de vue pratique, lorsque les mé-
thodes glissantes sont utilisées, pour déterminer les commandes d’un pas de temps, on
tient compte (contrairement au cas o les CRA et CRAA sont utilisées) de 1’état réel du
systéme. D’autre part, plus on avance dans I’année, moins on a d’intervalles de prévision
a calculer et plus les informations sur les processus mis en jeu s’enrichissent.

La modélisation présentée en section 4.5.3 pourrait étre robustifiée en remplacant les
fonctions ¢;(7) par :

¢;(7) = min [aT + ma%c E, [y, (dj —a)] + 0 <a <V,
« ve
ol P est un ensemble de distributions de probabilité.

La recherche de stratégies de gestion assurant un bon compromis colit moyen/écart
type des cotts reste a faire dans le cas plus général ol l'on autorise la mise en route et
I’arrét de centrales sur la période de gestion.

Pour les problémes d’optimisation stochastique, afin de tenir compte du fait que les
prévisions que ’on peut faire pour les parameétres incertains sont d’autant plus précises et
les ensembles d’incertitude sur ces prévisions (pour un niveau de confiance fixé) d’autant
plus petits que 'horizon de prévision est faible, on peut choisir une discrétisation non ho-
mogene de I’horizon de gestion. On pourrait choisir une résolution fine (grain journalier)
pour les k; premiéres variables, une résolution plus grossiére pour les ko variables suivantes
et ainsi de suite.

Nous pourrions en particulier appliquer cette technique au probléme de gestion de pro-
duction électrique étudié dans le chapitre 4. Cette technique permettrait de réduire de
fagon significative la dimension du probléme de gestion de production électrique (4.12)
correspondant et les CRA et CRAA présentées dans les sections 4.4.2 et 4.4.3 deviennent
alors traitables en temps raisonnable méme dans le cas ol la contrepartie robuste ajustée
affinement comprend des contraintes coniques. Une autre propriété intéressante de cette
technique d’agrégation multi-résolution des paramétres incertains est la réduction de la

taille des ensembles d’incertitudes. En effet, en supposant les demandes d; aléatoires et de
i=t+k—1

méme variance, l'écart type de la demande agrégée Z d; augmente seulement comme
i=t

Vk, (au lieu de k pour l’écart type de la demande d;) alors que sa valeur moyenne croit

comme k. Les variations de la demande agrégée autour de sa moyenne étant plus faible,

les contreparties robustes ajustées sont moins conservatives.

Le travail restant & faire pour rendre 'approche par contrepartie robuste affinement
ajustable avec agrégation d’état opérationnelle, est d’une part de définir des méthodes pour
choisir la granularité de la partition et d’autre part d’estimer les ensembles d’incertitude
des paramétres agrégés. Si les pas de temps de ’horizon de gestion sont partitionnés en P;U
...UP,, ={1,...,T}, les variables de commande au pas temps agrégé k du probléme d’op-
timisation obtenu aprés agrégation des états sont les sommes des variables de commandes
pour les pas de temps élémentaires de I’ensemble Py. D’autre part, au lieu d’avoir a étudier
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le processus aléatoire & = (dy, (af)sery, (7 )eecy )iy pour déterminer les ensembles d’in-

certitude, on doit étudier le processus (Z dy, ((Z al)oes s ((Z Duree(t) ) eery )iy

teE Py teE Py te Py
Les ensembles d’incertitude ne doivent pas étre trop conservatifs mais pour autant per-
1% 1% p 1%

mettre de déterminer des commandes pour chaque pas de temps élémentaire contenu dans
les partitions.

Enfin, les méthodes que nous avons utilisées dans cette thése pour résoudre le pro-
bléme de gestion de production électrique (en particulier la régularisation de la fonction
duale et les CRA glissantes) pourraient étre utilement appliquées a d’autres problémes
d’optimisation stochastique.
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Contributions logicielles

Les contributions logicielles suivantes ont été apportées par cette thése.

Un premier module en finance a été développé en Matlab (en utilisant les librairies
mosek et SDPPack pour résoudre les problémes d’optimisation). Ce module fournit
une implémentation de l’algorithme adaptatif, les calibrations de la matrice de cova-
riance présentées dans les sections 3.4.3 et 3.5 et diverses fonctions de tests nécessaires
pour les simulations proposées dans les chapitres 2 et 3.

Un module de gestion de production électrique codé en Scilab, C et Fortran per-
mettant de résoudre le probléme de gestion de production électrique sur un arbre de
scénarios et d’effectuer une simulation de la stratégie de gestion qui en résulte sur
un ensemble de scénarios de tests. Ce module propose aussi une implémentation des
méthodes VaRcoa et VaRpe,er. Une documentation technique détaillée a été écrite
sur ce module. Ce module utilise mosek pour résoudre les problémes linéaires et la
méthode de faisceaux proxmyqn (en Fortran) [[65]].

Un module, codé en C, utilisant ’API de mosek et la méthode de faisceaux proxmyqn
[[65]], implémentant la méthode de stabilisation de la fonction duale présentée dans
la section 4.4.1.

Un dernier module de gestion de production électrique en Matlab et R, utilisant la
librairie mosek (pour résoudre les problémes linéaires et coniques) permettant d'une
part d’étudier la série des consommations électriques en France de 1996 & 2003 et
d’autre part de fournir des CRA et CRAA du probléme de gestion de production
électrique. Les CRAA proposées se servent d’ensembles d’incertitude polytopiques,
d’ensembles définis par des contraintes de boite ou d’ensembles d’incertitude ellipsoi-
daux pour la demande. Diverses variantes de ces CRAA, utilisant différents schémas
de dépendance des variables ajustables en fonction des parameétres incertains ont été
envisagées.

Un module en Matlab (utilisant la librairie mosek) pour résoudre le probléme de
gestion du transport et de la distribution du gaz ainsi que sa CRA.
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Résumé : L’objet de cette thése est de modéliser et analyser des problémes d’optimisation
stochastique et de proposer des méthodes de résolution pour ces problémes.
Dans une premiére partie, on considére des problémes d’allocation d’actifs se formulant comme des
problémes d’optimisation convexes. La fonction cott et les contraintes dépendent d’un paramétre
multidimensionnel inconnu. On montre, sous des hypothéses assez générales sur le processus des
rendements et notamment s’il y a homogénéité temporelle locale, que ’on peut construire des ap-
proximations du probléme original se servant d’une estimation adaptative du paramétre inconnu.

max(Inn,ln N)

La précision du probléme approché est O < N

) , ou n est la dimension du probléme

et N le nombre d’observations disponibles. Cette méthode a été appliquée sur les probléme VaR
et de Markowitz et I’on présente les résultats de simulations numériques sur des données réelles et
simulées. On propose ensuite une analyse de sensibilité pour une classe de problémes quadratiques
dont on déduit une analyse de sensibilité du probléme de Markowitz. Pour ce probléme, on propose
alors une calibration stable de la matrice de covariance et des contreparties robustes.

La deuxiéme partie porte sur ’analyse de problémes de gestion de production. On s’intéresse
essentiellement au probléme de gestion de production électrique. Nous proposons de nouvelles mo-
délisations pour ce probléme et des moyens pour les mettre en oeuvre. L’un des modéles conduit &
une résolution par décomposition par les prix. Dans ce cas, on montre comment calculer la fonction
duale par programmation dynamique. On explique enfin comment dans chaque cas, une stratégie
de gestion est mise en place. Les différentes méthodes de gestion sont comparées sur des données
réelles et simulées.

Mots clés : Optimisation stochastique et robuste, analyse de sensibilité, calibration de matrice
de covariance, optimisation semidéfinie, estimation adaptative, séries chronologiques.

Abstract : In this thesis, stochastic optimization problems are modelized and analyzed and we
propose ways to solve these problems.

In the first part, we consider asset allocation problems formulated as convex optimization problems.
The cost function and the constraints depend on an unknwon multi-dimensional parameter. We
show, under quite general assumptions on the return process, and in particular under local time
homogeneity, that we can construct a data-driven approximation of the original problem using
an adaptive estimation of the unknown parameter. The accuracy of the approximate problem is

O 4/ w) , where n is the problem dimension and N the number of available observa-

tions. This method has been applied on the VaR and Markowitz problems and we present the
results of numerical experiments with simulated and real-world data. We then propose a sensiti-
vity analysis for a class of quadratic problems which is used to propose a sensitivity analysis of
the Markowitz problem. For this problem, we finally propose a stable calibration of the covariance
matrix and robust counterparts.

In the second part, we analyse production management problems. We mainly deal with the pro-
blem of electricity production generation. We propose new modelings for this problem and ways
of implementing them. One of the models we propose is solved using price decomposition. In this
case, we show how to efficiently compute, by dynammic programming, the dual function. We fi-
nally explain, in each case, how a management strategy is determined. The different management
methods are compared using real and simulated data.

Keywords : Stochastic optimization, robust optimization, sensitivity analysis, covariance matrix
calibration, semidefinite optimization, adaptive estimation, time series.



