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�0� �1� p
� ��0 �� 0�1���� ^ p� � ���0 ��.0�����0 ��� ����� / .�s��� ��� �� �.���/ ���� � 	��0����

�� �� ������� ���0 �� / ����� 
 0��� p 3� O�����. �� � 	�0��/ ����� �� � 	��0���� �� �� �������
����0 ������ �0� ���/ ��.� � 	�� ����� �� ��� �s.���O�� �� ��/ .��O�� p
� ��0 �� 1s������ [ � �� 0 	����1s� 
 .������ ���0 �� ���
������ �� / ����� �� 4 ��y�� ���

�� �00�r��� �� ��1s��1s�� ��� 1���������� �� �� / ����1� �� 1�������1� O�� 0������0�����
��0 0�������0 �� ������/ � ��� ���� ��� 
 ��0 � �����������0 �� 0�0 ����/ ����0 0��0 � ���
������ ���� �� �1��� ��0 � ��
��/ ��1�0 ��0 � ����
������0 p �� .����� ���� �� /�r�� 0�/���
�� ����0����� 1� / ����� p v ��0 ��.1�0./ ��� � �� � ��� �� 1s������ [ �0� �� 0������ p
� ��0 �� 0�1���� [ p^ p^ O���O��0 ������.�.0 �� / ����� 0��� ���� � 	�� ��� ����.�0 p
� ��0 �� 0�1���� [ p[ � �� 0 	���.��00� ��0���� 
 ��� ����r0� �� 0��0�� ����. �� / ����� ��

4 ��y�� ��� O�� �0� � 	� 11�0��� �� ���� �0�� ��� ����r0� �� 0��0�� ����. � ��� ��� 1��00� ��
������/ �0 O�������O��0 �����1�����0 p

� ������ �� 1���� ����r0� �� 0��0�� ����. �� �� �����0��� ��0 �.0�����0 �� 1s������ ��.1.�
���� � �� ���� �0� ���0 �� 0�1���� [ p� � ���� 1����������0 ���������0 �� �� / ����1� �� 1�������1�
������ � ��/ ����� �� ������ ��0 0�������0 �� ������/ � ���0 0�����0 ��� ���� ��� 
 ��0 � ������
������0 �� 0�0 ����/ ����0 p 3 	�� 1�1��. �� � 	��� �� 1�0 1����������0 �0� ����0��.� �� ���1�����
��0 ��0�0 0�� ��0 ����.�0 �.����0 p � ��0 1���� / �/� 0�1���� � ���0 ���0 0�����0 ��00� ��0
�0��/ �����0 ����������0 ��0 ����/ ����0 �� / ����� �� 4 ��y�� ��� �� ��0 ������0 0�� 1�0



��

�0��/ �����0 2O������.�0 �� 1s������ ^6 ��� �� ���� �0�� ��0 1�����������0 ����0��0 0�/���0
�� ������/ � �� 4 ��y�� ��� p
�� ��.0���� ���� � ���0 �� 0�1���� [ p_ � � 	�����0 1����������0 �� �� / ����1� �� 1�������1� p

3� 1s������ 0� ���/ ��� ��� ��0 0�/�������0 ��/ .��O��0 � ��� 1�/����� ��0 1�/� ����/ ���0
��0 ��� .�����0 1����������0 ��.0���.�0 ���0 �� 1s������ [ p

3� ���� ��/ � ������ 1����0� ��� �� 1s������ � �� �0� 1��0�1�.� 
 � 	.���� �� ������/ �0 ��
��0���� �� �����1���� p 3� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� 
 � 	s������ ������
�0� .����. �� �.���� ���0 ��0 0�1����0 � p� 
 � p� p 3� ���� ��/ � ������ 0� ���/ ��� ��� �� 0�1����
� p� ���0 ��O����� �� ��.0���� �� ������/ � �� ����0� ��� �� �� ��0��������� �� ��� p u ��0
������0 ��� ������.�. ��0 0�������0 �� 1� ������/ � �� ���0 / ������0 1�//��� ����0�����
1� ������/ � �� �����0��� ��0 ��1s��O��0 ��.0���.�0 ���0 �� 1s������ � p 3 	.���� �� ������/ �
�� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� �0� �.1��� .� �� �� 
���� 0������� p
3� 0�1���� � p� �0� 1��0�1�.� 
 �� ��.0�������� �� ������/ � �� 
 �� / ��.��0����� ��0

����.0 �� �����1���� p 3��0O�� ���0 ��0 ����/ ����0 �� ������/ � 0��� 1����0 � �� ������/ �
������� 
 �.0����� �� ������/ � � 	����/ �0����� ���.���� p �� ����� ��0 1��������0 �00�����
�� 
��0������. �� 1� ������/ � p t� �����O�� � ��0 ����/ ����0 0��� ��1������0 0�� �� � .�����
� 	.���� �� �� � ���1 
 �.0����� �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� p
� ��0 �� 0�1���� � p[ p^ � �� / ����� 1�//��� 1� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O��

� ��� 0� �.0����� ��� ������// ����� 0�� 1s�0��O�� /�����.��� �0 p 5��������/ ��� ��� ���
��� 1s�0 �/���r.�0 �� �.�.��� � ��� ������� �� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� �
� 	����� 1s� O�� � 	�� ��.0���� ���0 �� 0�1���� � p[ p^ � ��/ �� �� 
������ ��0 0����.���0 �� ��0�
���� �� ��� ��0 ����0 �� �����1���� p �� 1������ ��/��� �� ��/ �������0 �� 1���� �����1s�
�0� 1�� ������ / �������. p 3�0 0����.���0 �� ��0���� 0��� ��0�.�0 0�� �� 1������ ��/��� ��
01.�����0 � ��� ��0 ����/ ����0 ��1������0 p �� 1��0���� O� 	���1 1���� ����� 1s� � �� �������
� 	��� ���� ��0 1���0 ���0 �/�������0 0�� 1������0 01.�����0 �� � 	����� ���� � �� .1��� �r� �
��0 1���0 �� ��0���� 0�/��.0 �00�� .���. p u���� ��] �1��
 �0� ����0 �� ���� �0�� ��0 / .�s���0
� ��/ ������ �� �.����� 1�� .1��� �r� � ���� �� 
�����00��� ��0 / .�s���0 ���� �� 1��� / �r��
0�� � 	��0�/��� ��0 01.�����0 �0� ���0������� p
� ��0 �� 0�1���� � p� p� � �� / ����� 1�//��� ��� 0������0����� �� �� 
��1���� ����� � ��/ ��

�� 0���0
���� 1�0 1���������0 p �� /����� ��0���� ���0 ��0 0�1����0 � p� p^ �� � p� p[ � 1�//���
�����O��� �� / .�s�������� �� � 	����/ �0����� ����0�� 2��.0���.� ���0 �� 1s������ �6 �� ����
���/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� p �� ��0 �����0 �� 1�0 / .�s���0 �0� �� �� ��0
��� �0�� 0�� �� ����� �� 01.�����0 � 1� O�� � ��/ �� �� �.0����� �� ������/ � ���0 ������/ ��� ��
�� �.1�00��� ��0 � � ��� �� / .�s��� �� 0������0����� �� �� 
��1���� ����� � � 	.���� 0����0��O��
�����
����� p
3�0 1�����������0 ����0��0 ���� �0.�0 0��� ��0 1�����������0 ����0��0 �] �0�.�0 25~| 6 ��

��0 1�����������0 ����0��0 �] �0�.�0 �� ��/ ��� 25~||6 �� ������/ � �� ��0���� �� �����1�
���� .��1���O�� p 3�0 1�// ����0 �� �� 5~| �� � ������ ��0 ���� �����0.�0 ����1��/ ��� � 	��
� ���� �� ��� �����O�� 1�� �� �.� �����1� �� 1�0 1�// ����0 �� 
��1���� ��0 ����/ ����0
��1������0 ��00.0 � 	�0� ��0 1����� �����1���/ ��� p v��� �����0�� �� / .�s�������� �� �� 5~| �
���0 ���� �0��0 ����0 � ���� �.���/ ���� ��0 1�// ����0 �� ��0 �� ��/�0 t, �� �.0����� ��5~| �� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� 1����0� ������ ��� T − t+1 �������0��0 �� ��/�0 20� T �0� �� ��/��� �� ��0 �� ��/�0 0�� � 	���.�6 p u��0 ��� �������0 1����
/ .�s��� 5~| ���00���� p 3�0 1�// ����0 1����0� ������ �� ���/ ��� ��0 �� ��/�0 �� 1�



�^

������/ � 0��� ����0 ��0 1�// ����0 �����O�.�0 �� ��0 �� ��/�0 t. ���0 1� 1������� � ����0�� ���� ��.� 11�� . ��� �� ��1s��1s� � 	�� ���� �� �����1���� ����/ �� 0�� � 	���.� p � 	�����
���� � � 	���.��� �� 1���� ����� 1s� �0� � 	���.���� ��0 �� 
��/ �����0 �11�/��.�0 ] �0O� 	�� ��0 ��
��/�0 t ���0O� 	�� 1s��1s� 
 �.���/ ���� ��0 1�// ����0 � ��� 1� ��0 �� ��/�0 p t� �����1������ � ���0O� 	�� 1s��1s� 
 �.���/ ���� ��0 1�// ����0 �� ��0 �� ��/�0 t, ��0 1�// ����0 ��.���0 �� 0r0��/ � 0��� 1����0 �� 
���� ���1�� � ��� ���0 ��0 ��0 �� ��/�0 ��.1.����0 p ��
1������ ����//��� ��0 ������� ��0 �.0����0 p 5���� �����1s� 0��� ��0�.� 0�� ��0 ����.�0
0�/��.�0 p
3� 0�1���� � p_ � ���� 0�� ��0 �0� �1�0 �������s/ �O��0 ��.0 
 �� �.0������� ��0 ������/ �0

���������0 ���0 ��0 0�1����0 � p^ � � p[ p^ �� � p� p �� �����O�� 1�//��� �� ���0��� �.���/ ���0��
�� ������/ � �� �� ������/ � ��������� �� 0�1���� � p[ p^ 0��� �� �.�.��� �.0���0 �� �����0���
��� / .�s��� �� �.1�/� �0����� ��� ��0 ���� �������� 
 �����0�� ��0 1���������0 1��������0
�� ������/ � p �� ��.0���� ��0���� ��� / .�s��� �� 1�1� �� �.0������� ��� ������// �����
�r��/ �O�� �� �� ���0��� �.���/ ���0�� �� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O��
���0O� 	�� �� 1��0����� O�� ��0 1�������0 �s��/ �O��0 �� ��� 1������� sr������O�� p �� /�����
����0 1�// ��� �� �.����� ��� / .�s��� �� �.0������� �� 1�1� �� 0��0�������/ � sr������O��
�� �� 0��0�������/ � t�v � ��� 1��1���� �� 
��1���� ����� ���������� �� 0�1���� � p_ p� p
3 � 0�1���� � p� �0� �.��.� 
 ��� .���� 0����0��O�� �� �� 0.��� 1s��������O�� ��0 1��0�/ �

/ �����0 .��1���O��0 �� ����1� �� ���� 
 ^\\[ p 5�0 ����.�0 0��� �����0.�0 ���0 �� 0�1����
� p� p^ � ��� 1�/����� ��0 ��� .�����0 / .�s���0 �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� ��.0���
�.�0 ���0 1���� �s�0� 0�� ��0 ����.�0 �.����0 p t��� ���0 �� 0�1���� � p� p� � 1�0 / .�s���0 0���
1�/���.�0 0�� ��0 ����.�0 0�/��.�0 p
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� �������� �� ������ �������

Mn
��0�/��� ��0 / ����1�0 1���.�0 �.����0 � 	����� n,

Sn
��0�/��� ��0 / ����1� 0r/ .���O��0 �� Mn,

L1(R) ��0�/��� ��0 
��1����0 �.����0 ���.������0 �
L2(R) ��0�/��� ��0 
��1����0 �.����0 �� 1���. ���.������0 �
In

/����1� �������. � 	����� n,
< A,B >��� 2A∗B 6 ������� 01������ �0��� ��0 ���� / ����1�0 A �� B �� Sn,
‖A‖ ���/ � �� ���� ���� 0 �� �� / ����1� A ∈ Sn

�00�1�.�
�� ������� 01������ �0��� �.��� 1����00�0 �

‖A‖∞ 0� A ∈Mn, ‖A‖∞ = maxA(i, j), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n,
A � 0 0������ O�� �� / ����1� A ∈ Sn

�0� 0�/ ��.���� � �0����� �
A � 0 0������ O�� �� / ����1� A ∈ Sn

�0� �.���� � �0����� �
λmin(A) ���0 � ����� ������ ������ �� A �

λmax(A) ���0 ������ ������ ������ �� A �

Ci(A) i��/ � 1������ �� �� / ����1� A �

AT ����0� �0.� �� �� / ����1� A �

a ≥K b 0������ O�� a− b ���������� 
 � 	��0�/��� K,0� K = Rn, �� ������ 0�/���/ ��� a ≥ b,
‖x‖1 0� x ∈ Rn, ‖x‖1 =

n∑

i=1

xi
�

e
2�� ���06 ��1���� �� � �

e exp(0) �

(e1, . . . , en) ��0� 1�����O�� �� Rn, �

a+
0� a ∈ Rn, a+(i) = max(a(i), 0), i = 1, . . . , n �

a−
0� a ∈ Rn, a−(i) = min(a(i), 0), i = 1, . . . , n �

b∑

i=a

xi
0� a < b, �� � �0� O�� 1���� 0�// � �0� ����� �

Φ(.) 
��1���� �� �.��������� �� �� ��� ���/ ��� 1����.� �.����� �
E(X) 0� X �0� ��� �������� ��.������ �.0���� � 	�0� .���1� �� X,
V ar(X) 0� X �0� ��� �������� ��.������ �.0���� �� ������1� �� X,
σ(X) 0� X �0� ��� �������� ��.������ �.0���� � 	.1��� �r� � �� X,
E[x] 0� x �0� �� �.�� �.0���� �� ������ ������� �� x,
∆n

0�/����� ����. �� Rn � ∆n = {x ∈ Rn, x ≥ 0, xT
e ≤ 1},�@� w��������~ �0y �

�� 1����������� ����0�� �
��� 1����������� ����0�� �] �0�.� �
���� 1����������� ����0�� �] �0�.� �� ��/ ��� p
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��� ��������� �� �	��� �������
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�
� ������������
���0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� � �� 1������ ��/��� �� ����/ ����0 � ���������� 1��0��.�.0 1�//� ��1����0 �� 0��� / ��.��0.0 ��� ��0 ��������0 ��.������0 p v ��0 �.�.�

����/ ��� � � 	��1�������� �0� ����.0���.� ��� ��0 ��� .����1�0 ��.������0 ���� � 	�00�� �0� ���.�
ω p 3 	��0�/��� �� �����0 ��0 �00��0 � �00�� ��0 �0� � 	�0��1� 
����/ ����� Ω p �� 1s��0�� ���1����1���� � 	.����/ ���0 A �� ��� / �0��� �� ����������. P ����� O�� �� ���� ��� (Ω,A, P ) 0����� �0��1� ���������0. p v�� ���/��� � 0� ��0 .�./ ���0 �� Ω 0��� ��0 1��������0 1��/ ���O��0 � ��0� ��/ ������ �� �.1���� ��0 ��������0 ��.������0 �����0 O�� �� 1��0�// ����� .��1���O�� p
� ��0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� � �� 1s��1s� 0������ 
 ������� ��� �.1��
0��� ����� O�� ��0 ������0 ��0 �.���0�����0 ��0 ��������0 ��.������0 �� 0����� ��0���.�0 p 3�

��/������� �.�.���� �� ���0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� 0 	.1��� ����0 �






min Ef0(x, ω)
Efi(x, ω) ≤ 0, i = 1, . . . , k
Efi(x, ω) = 0, i = k + 1, . . . ,m,
x ∈ X,

2� p�6

���1 ω ∈ Ω � E = EP
� 	�0� .���1� �00�1�.� 
 �� / �0��� �� ����������. P � X �� ��0�/���


��/ . ��� ���� �� � f0 : Rn × Ω → R ∪ {+∞} � fi : Rn × Ω → R, 1 ≤ i ≤ m, ��0 
��1����0����.�0 p
3� 
��/������� 1����00�0 1����� ��� ����� ����.�. �� ������/ �0 � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O��
r 1�/���0 ��0 ������/ �0 ��1����� ��0 1���������0 ���������0��0 21s��1��1��0������0 �� ���
����06 �� ��0 / �����0 ���1 ��1���0 � ���������0 ���0 �� 1�0 ���.���� ��� }���� ��� ����� ��
2�[� ��[[�6 p v��� 0 	�00���� O�� 2� p�6 �0� ���� �.��� � �� 0����0� O�� 2�6 
 �� 
��0 � 	�0� .���1�
���0 �� 
��1���� ��] �1��
 �� ��0 1���������0 0��� ����0 � ��� ���� x ∈ X � 2��6 � 	��0�/��� ��

��0������. �� 2� p�6 �0� ��� ���� �� 2���6 �� / ���/�/ �� 2� p�6 �0� ������� 0�� 0�� ��0�/���
�� 
��0������. p
3� 
��/������� 2� p�6 � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� 0 	.1��� 0��0 �� 
��/ � � 	��
������/ � � 	����/ �0����� �.���/ ���0�� ���� �� 
��1���� ��] �1��
 �� ��0 1���������0 0� ��.�
0������ 0��0 �� 
��/ � � 	�0� .���1�0 p 3� 1��1�� �� 1�0 �0� .���1�0 � � ��� �� ����� x ∈ X �
�.1�00��� �� 1��1���� ��� ���.����� /������/ ��0�������� ��0 
��1����0 / �0�0 �� ] �� ���0 ��



��


��1���� ��] �1��
 �� ��0 1���������0 � 1�0 
��1����0 ����0�/ �/�0 � 	.���� ��0 
��1./ ��� �.����0
�����1���/ ��� p v��� 0��/ ����� 1� ������/ � � ��� .�����0 0�������0 ����� 1s.�0 
 �� 
��0 0���
1s�0��O��0 �� �.���/ ���0��0 ��� .�. ���� �0.�0 p �� � ��� ��/���1�� ��0 
��1����0 fi

��� ��0

��1����0 ���0 0�/���0 �� ����� 1s�� �� ��0��������� �� ����������. P p 3� ��� .���� � 	��������� ������/ � � 	����/ �0����� ��������� ���� �� 0������� 0��� ��� 0������� ����� 1s.� �� ����
���/ � � �0. p x� P �0� ��� ��0��������� �� ����������. �����/ ��0�������� � �� � ��� � 	�����1s����� ��0 ��0���������0 ���
��/ �0 ��� / ��1���� � �����0�� �� �0��/ ����� 
 ��r�� �� �� ���0��.
2�_\� � �_ ��6 �� 1s��0�� � 	����� 1s�� P ��� ��� / �0��� �� ����������. ��01���� p � ��0 �� 1�0
/������/ ��0������ � �� �����1s� �� ���0 0������ �� ��0��������� �� ����������. P ��� ���
��0��������� �� ����������. ��01���� 1��1����.� �� �� 1������ ��/��� �� � ����0 ω1, . . . , ωs��� ��.0 01.�����0 p �� � ��� ��00� �����0�� ��0 / .�s���0 � 	.1s������������ �� 4���� 5����
� ��� ����� 1s�� �� 
��1���� ��] �1��
 O�� �0� ��� ���.����� /������/ ��0�������� p
3 	��] �� �� 1� 1s������ �0� �� ��.0����� ���.����0 1s��� �� / ��.��0����� �� �� ������/ ��� ��0
����/ ����0 ��1������0 � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� p 5�0 1s��� �����0��� ��0 / .�s���0 ��
�.0������� ������0 
 1s�O�� / ��.��0����� O�� 0����� ������/ ��� .��O�.�0 p t� �����1����� �
���0 ��0�0�����0 0�� ��0 �0� �1�0 �� / ��.��0����� O�� ���0 ���� ��.����0 ���0 1���� �s�0� ��
0��������� ����0 ����������.0 p
�� 1�//��1��� ��� ��.0����� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �0 ���1
��1���0 ���0 ���� �.�.����0����� 
 ������0 ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� /�����
.��� �0 p v��� �� / �0� �� � ����� �� 1�0 / .�s���0 � �� 0��������� � 	�/������1� �� �� 1��0���1�
���� � 	�� ����� �� 01.�����0 � ��� ��0 ����/ ����0 ��1������0 p � �� .�����0 / .�s���0 �� 1��0���1�
���� �� 1�0 �����0 0����� ��.0���.�0 p � ��0 �� 1s������ � � ���0 .������0 �� ������/ � �� ��0����
�� �����1���� .��1���O�� p 3 	��� ��0 / .�s���0 ���� �0.�0 � ��� �.0����� 1� ������/ � 0���
� 	�� �1���� ��� ����/ �0����� /�����.��� �0 0�� �� ����� �� 01.�����0 / ��.��0��� � 	.��������
��0 ����/ ����0 ��1������0 0�� �� � .����� �� ��0���� 2�� 1��0�// ����� .��1���O�� � ��0 ��� ���0
�� ��� ��0 �.0����0 sr������O��0 ���0� O�� ��0 ���� � 	����0� ��������. ��0 �0���06 p �� �����
1s��� �� / ��.��0����� 1��0�0�� 
 ��1���� ��0 1���������0 ���������0��0 ���0 �� ������/ � p 3�0
����1����� �.0�����0 ���0 1� ��/ ���� ��� ����� 
 �� 
��/ � ��0 .O��������0 �.���/ ���0��0 ��0
������/ �0 � 	����/ �0����� ���1 1���������0 ���������0��0 .����.0 p 5�0 .O��������0 �.���/ ��
��0��0 � ������� ���� �������.0 0� ��0 / .�s���0 ���1��0 �� �� 1�1�0 �� �.0������� ���0����
� ��� 1�0 .O��������0 p �� ��.0������ ��� .�����0 0��������0 2�����0�0 ���0 �� 1s������ ^6 � ���
��0O�����0 ��0 .O��������0 �.���/ ���0��0 0��� ��0 ������/ �0 1������0 �� ���1 0������0 � ��
�s.���� � �� 
���� ���1�� �� ��/�0 � ��r��/ ��� p �� ��.0���� ��0���� ��� / ��.��0����� ������
������ 2�� � 	��1�������� ��0 ����/ ����0 � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O��6 ��0.�
0�� � 	����/ �0����� ����0�� p �� ������ ��0 ���/ ����0 ���1�0 �� 1���� / ��.��0����� ���0 ���� �
���� � ���� � ��[� �� ���� � .�. �.1�// ��� �1����/ ��� .����.� ��� }������ �� u�/ ����0y� 2��� �
��� � ��� � ��� � ��\� � �_� � �[�� � ����6 p � ��0 1� 1������� � �� 0����0� O�� ��0 ����/ ����0 ��1������0
������������� 
 �� 1������ ��0�/��� � 	��1�������� Z p ��� ����/ �0����� ���� 1�0 �0� ����0����0��.� � ��0��� 
 ������� ��� �.1�0��� O�� 0��� ����/ ��� 0� �� ���� 01.����� 0� �������
�� O�� 0���0
��� ��0 1���������0 �� ������/ � O�����0 O�� 0����� ��0 �.���0�����0 ��0 �����
/ ����0 ��1������0 ���0 � 	��0�/��� Z p v��� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.����0 � 1���O��0�� 0�/ ��.���0 � �0���
0 � �� � ��� ������� ��0 1�����������0 ����0��0 ���������0 �� ��0 ���
�����/ �����0 �� 1�0 1�����������0 ����0��0 ���������0 � ��� ��0 ��0�/���0 � 	��1�������� ZO�� ���0 ���� �������0 p �� 0 	���.��00� ��0���� ��� 1�����������0 ����0��0 �] �0�.�0 �� ���
1�����������0 ����0��0 �]�0�.�0 �� ��/ ��� O�� � ������ ���� ��� 1�//� �� ��������/ ���
��0 1�����������0 ����0��0 1��00�O��0 ��.0���.�0 ���0 �� 0�1���� � p_ p 3�0 / .�s���0 � 	����/ ��
0����� ����0��0 ��.0���.�0 ���0 1� 1s������ 0����� �����0.�0 � ��� ���� ������/ �0 �� ��0����



��

�� �����1���� �� ����//��� �� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� ���0 �� 1s��
����� � p t��� � �� ���/ ��� 1� 1s������ �� 0� .1����� ��0 1���1�.��0��O��0 ��0 / ��.��0�����0
�.������ .�0 ���0 1���� �s�0� p

�
� � ����� � �����	 �
 ���� ������

���0 1���� 0�1���� �� ���0 �� 0������� � ���0O� 	�������������� ��0 �.���0�����0 �� ��������0

��.������0 ����.0���.�0 ��� ��0 ������0 ���1O��0 � ��0 ��������0 ��.������0 1����0� �������0 0��
���� ���.�0 ���1 �� / �/� ������ 0��/ ���.� � 	��� ����� p
� ��0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� ���.��� �0 ���1 ��1���0 � ��� ���/ ���� �.1��
0��� ���� ���� ���0� ����� �� �.���0����� ��0 ����/ ����0 ��1������0 2/ ��.��0.0 ��� �� ��1����
��.������6 p 3��0O� 	��� �.���0����� �� 1� ��1���� ��.������ �0� 1����� � ��� �.1�0��� �� ���
1���0 ���� ���� / �0� �� ���1� 2	0�1��� 0���� ��1�0��� 	 �� ������06 p 3�0 ���� �.1�0���0 0���
0��/ �0�0 
 ��0 1���������0 �� �� 1��� �0� �00� 1�. 
 1s�1��� �� 1�0 �.1�0���0 p {� 0 	���� ����0
�� ������� ��� �.1�0��� 
 �� ���/ �.�� .��� � 2����� O�� �� 0����� 1����0 ��0 ����/ ����0
��1������0 �� ������/ �6 ����� O�� �� ������ / �r���� �� 1��� ������ 21��� �� ��� ����
���0�0 �� �.1�0��� 6 0��� ����/ �0.� p u��0 ������0 �� ���/��� 1��00�O�� 2����6 � 	����/ �0��
���� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �0 ���1 ��1���0 ��� � 	����0���� 1� ��� 1�00�0 p � ��0 1�� ���/��� �
�� ������� �� ] ������� �1s��� 1s�O�� ] ��� 
 � 	.������ x ] ������� �� ���� �������� c p 3�O������. / ���/ ��� �� ] ������� O� 	�� � ��� �1s���� �0� ��/ ��.� ��� 0�� � ������ � 	�1s�� ��
��� ��0 O������.0 / ���/ ���0 O�� � 	.������ 0 	������0� 
 ������ 
 1s�O�� 1����� p �� �.0������
��� u �� / �] ����� �� ��/��� x �� ] ������� � ������ ���� �1s��.0 p |����� �� ] �������O�� � �00�� �� 0��� �����0 ���0 �� ] ����.� �� ���� �������� q p 3�0 ] ������� ��� �����0 ��
�� �� ] ����.� � ������ ���� �������0 
 � 	.������ �� ���� r < c p � ��0 1� ������/ � � 1 	�0��� ��/��� �� 1�����0 O�� �1s������� �� �1����/ ��� �� ] ������ �� ������� O�� �0� ��1���� p
5� ��/��� �0� / ��.��0. ��� ��� �������� ��.������ ξ̃ p x��� ����0 y �� ��/��� �� ] ��������� �1����/ ��� �����0 ���0 �� ] ����.� �� w �� ��/��� �� ] ������� �������.0 
 � 	.������ ��
�� �� ] ����.� p 3� ��/��� x �� ] ������� 
 �1s���� 
 � 	.������ �� �.��� �� ] ����.� �0���� �.1�0��� O�� ���� ���� ���0� ����� O�� �� 0��� 1���� �� ��/��� ���1� �� 1�����0 O��
0����� ���.��00.0 � ��� �1s���� �� ] ������ p 3��0O�� �� ��/��� ���1��
 �� 1�����0 ���.��00.0
�0� 1���� � ��� �.1�0��� �� ��1���0 � ��� ���� ���0� ���0 ��� ���� ��/ � .��� � p x� �� ��/ ����
�� ] ������� ξ .���� 1����� � ����0 � ��� x ] ������� �1s��.0 � y∗(ξ) = min(ξ, x) ] �������0����� �����0 �� w∗(ξ) = max(x− ξ, 0) 0����� �������.0 
 � 	.������ �����0��� ���0� �� 1���
Q(x, ξ) = −qmin(ξ, x) − rmax(x− ξ, 0) 2�� �� ���� � −Q(x, ξ)6 p 3� ��/��� �� ] �������
x �1s��. ����� � ��/ ����� �� / ���/ �0�� �� 1��� / �r�� ������ O�� �0� �� 0�// � �� 1���� 	�1s�� cx �� �� 1��� / �r�� �� ��� �����0 �� ] ������� Q(x) = Eξ̃Q(x, ξ̃) p 3� ������/ �������� ���1 
 ������� x 0������� �� ������/ � �

{
min cx+Q(x)
0 ≤ x ≤ u.

2� p^6

Q �0� ��� 
��1���� 1������ � 1������� �� ��� .��������� ���0O�� ξ̃ �0� ��� �������� ��.������1������� p x��� F �� 
��1���� �� �.��������� �� ξ̃ p u����0 O�� F (0) = 0 p 3� 0������� ��������/ � 2� p^6 �0� ����0 ����.� ��� x∗ = u 0� q−c
q−r > F (u) �� ��� x∗ = F−1( q−c

q−r ) 0���� p�� ���� ���1 O� 	��� �� 
��/ ����� � 	����� 0����0��O�� 2� 	.��������� �� �� 
��1���� �� �.����
������ �� ξ̃6 �0� �.1�00���� � ��� �.0����� �� ������/ � p u��0 ��0�0�����0 ���0 1���� �s�0�0�� �� �.������ �/ ��� � 	�����0 0����0��O��0 ���� � ��� �0��/ �� ��0 ����/ ����0 ��1������0 � 	��



��

������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� O�� � ��� 1������� ��0 ��0�/���0 � 	��1�������� � 	���
1����������� ����0�� �� ������/ � .����. p
� 	��� / ������ ���0 �.�.���� � �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� ���.��� �0 ���1 ���
1���0 1��0�0�� 
 /���/ �0�� f0(x) + Eξ̃Q(x, ξ̃) 0�� �� ��0�/��� 1������ 
��/ . X ⊆ Rn1 � ��
1��� �� �� �.1�0��� �� ��1���0 � ��� �� x ��. �� ��� �.���0����� ξ ��0 ����/ ����0 ��1������0.���� ����. ��� �

Q(x, ξ) =

{
min f1(x, y, ξ)
y ∈ X ′(x, ξ), y ∈ Rn2

+ ;
2� p[6

���1 f0 : Rn1 → R, f1 : Rn1 × Rn2 × Ω → R, ��0 
��1����0 ����.�0 �� X ′ �� ��0�/���
�.� ������ �� x �� �� �� �.���0����� ξ ��0 ����/ ����0 ��1������0 p {� ������/ ��� � 1� 0��� ��0������/ �0 � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �0 ���.����0 ���1 ��1���0 O�� ��� .�. .����.0
2��� }���� �[� �� � ���� �� �[[ �6 p {� � ��/ ������ � �� �����O�� � �� / ��.��0�� ��� ������ ����.�.
�� ������/ �0 � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� ���.��� �0 �.��0 �� 1��0�0���� 
 /���/ �0�� �

Eξ̃(c
Tx+Q(x, ξ̃)), 0�� � 	��0�/��� {x ∈ Rn1

+ | Ax = b}; 2� p� 6
�� 
��1���� �� ��1���0 Q(x, ξ) .���� �.���� � ��� x �� ξ ��.0 ��� �� ������ ����/ ��� ��
������/ � � 	����/ �0����� ��� ������� �� �� ���� ��/ � .��� � �

Q(x, ξ) =

{
min q(ξ)T y
W (ξ)y + T (ξ)x = h(ξ), y ∈ Rn2

+ ,
2� p_6

�� W �0� �� / ����1� �� ��1���0 p t� �����O�� � �� 1��0����� O�� ��0 ����/ ����0 ��1������0
�������� �� ��0�/��� �� ������0 �.1��� ��� ��0 01.�����0 � ξs = [qs, Ts,Ws, hs], 1 ≤ s ≤ S,
�� �� 01.����� s �0� �� ����������. 0 ≤ ps ≤ 1 2

S∑

s=1

ps = 16 p �� 1s��1s��� ����0 
 �.0����� �

min cTx+

S∑

s=1

ps q
T
s ys

2� p�6

0��0 ��0 1���������0 Ax = b
T1x + W1y1 = h1

T2x + W2y2 = h2ppp · · ·
ppp

TSx + . . . + WSyS = hS

2� p�6

x ≥ 0, ys ≥ 0, s = 1, . . . , S.

3� �.0������� �� 1� ������/ � � 	����/ �0����� 
������ �� �.1�0��� x 
 ������� ����� �� �.���0������ ��0 ����/ ����0 ��1������0 �� ����� ��0���� � ���0O�� 0� �.���0� �� 01.����� s, 21 ≤ s ≤ S 6 ���� �.1�0��� �� ��1���0 ys
p

�
� � ����� �� �������	 �
 ���� ������

3� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� ���.��� �0 ���1 ��1���0 0� �.�.����0� ����������

/ ��� �� �� ������/ � � 	����/ �0����� /�����.��� �0 � ��� ������� �� 1�/��� �� �r��/ �O��
��/� ������ � 	�� ��� 1�00�0 �� ���0�0 �� �.1�0���0 1�/�����0 ���0 �� ���������/ ��� ��1���
���� p � ��0 1� 1�0 � � 	��1�������� �0� / ��.��0.� ��� ��� 0���� �� ��1����0 ��.������0 
��/ ���
�� ��� 1�00�0 0��1s�0��O�� p



��

��� �� 

�+�('��
� e� +
ef(�

5��0��.���0 
 ��.0��� �� 1�0 � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� 
 T .��� �0
� ��� ��O��� ��� 0���� �� �.1�0���0 (xt)

T
t=1

���� ���� ���0� ���0 �� ���������/ ��� ��1���
���� ����.0���. ��� �� ��� 1�00�0 0��1s�0��O�� (ξ̃t)

T
t=1
p | � 	.��� � t � �� �.1�0��� xt ∈ Rnt

�0� ���0� �� �r��� 0����/ ��� 1�����00��1� ��0 �.1�0���0 ��00.�0 x1, . . . , xt−1
�� ��0 �.���0��

����0 (ξ1, . . . , ξt)
��0 ��1����0 ��.������0 p {� 0 	���� ����0 � ���� �.���/ ���� xt,

�� / ���/ �0��
� 	�0� .���1� 1������������� � 	��� 
��1���� ��] �1��
 ft(x1, . . . , xt, ξ̃1, . . . , ξ̃t+1)

�� �� ��0 �.��
��0�����0 (ξ1, . . . , ξt)

�� (ξ̃1, . . . , ξ̃t)
p 3� �.1�0��� xt

�0� 0��/ �0� 
 ��0 1���������0 �.� ������
��0 �.1�0���0 ��00.�0 (x1, . . . , xt−1)

�� ��0 �.���0�����0 (ξ1, . . . , ξt)
p �� 0��� �0� O�� ξ̃1 �0��� ��1���� ��.������ �.�.�.�. ������� �� ������ ξ1 ���1 �� ����������. � �� O�� �� ��� ������������. ���������� � 	.�������� �� (ξ̃t)

T
t=1

�0� 1����� �� �� �.� ��� ��0 �� (xt)
T
t=1
p ~ ��

������� ����//��� ��0 ��������0 �� ��� � � 0��� ξt = (ξ1, . . . , ξt)
� 	s�0����O�� ��0 ����/ ����0

��1������0 ]�0O� 	�� ��0 �� ��/�0 t � �� xt = (x1, . . . , xt)
� 	s�0����O�� ��0 �.1�0���0 ]�0O� 	��

��0 �� ��/�0 t p �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� 
 T .��� �0 0� 
��/��� ����0 ���0� �
{

minE[f1(x1, ξ̃
2)|ξ1]

x1 ∈ X1(ξ
1),

2� p�6
�� � ��� t = 2, . . . , T − 1 �

ft−1(x
t−1, ξt) =

{
min
xt

E[ft(x
t−1, xt, ξ̃

t+1)|ξ̃t = ξt]

xt ∈ Xt(x
t−1, ξt),

2� p�6
�� �

fT−1(x
T−1, ξT ) =

{
min
xT

fT (xT−1, xT , ξ
T )]

xT ∈ XT (xT−1, ξT ).

2� p�\6
3�0 
��1����0 ft, t = 1, . . . , T 0��� ��0 
��1����0 
 ������0 �.����0 p 3 	��0�/��� �� 1���������0
Xt

�.� ��� 
 �� 
��0 �� � 	s�0����� �� xt−1 �� �� ξ̃t. �� �������� ���0 �[\� ��0 1��������0�00����� O�� 2� p�6� 2� p�\6 �0� ���� �.��� p
��� �� � ���
e�� e� ���
(���
�

t� �.�.��� � � 	.�������� ��0 ����/ ����0 ��1������0 �0� ����.0���. ��� �� ����� �� 01.�
�����0 p 5�//� ���0 � 	����0 
��� � ��� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �0
���.����0 � ���0 ������0 ����0 � 	.O�������� �.���/ ���0�� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0���
1s�0��O�� /�����.��� �0 ���.���� ���0O�� ��0 �.���0�����0 �� (ξ̃t)

T

t=1

��/ ��� �� ����� �� 01.�

�����0 ����.0������ �����0 ��0 .��������0 � �00�� ��0 �� (ξ̃t)
T

t=1.
�� 0� ��/ ��� 
 ��0 �����0 ��

01.�����0 ���0 � p� O�� � ��� ���� t = 1, . . . , T, ��0 �.���0�����0 �� ξ̃t �������� �� ��/���
��� �� ������0 (ξt,1, . . . .ξt,kt). |� ��0 �� ��/�0 t, � 	����� �� 01.�����0 1�/����� ����0 kt�����0 �� � ��� 1� ��0 �� ��/�0 � �� 01.����� � ��� �� 01.����� ξt,s 2� ��� 1 ≤ s ≤ kt

6 �0� ���.
ξt−1,Pt(s). x��0 1�0 sr� ��s�0�0 � � ��� t = 1, . . . , T, �� ������ ps

t = P (ξ̃t = ξt,s), 1 ≤ s ≤ kt,�� � ��� ����0 �����/ �� �� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� /�����.��� �0 ���.���� 0��0
�� 
��/ � �� ������/ � �.���/ ���0�� .O�������� 0������ �






min

T∑

t=1

kt∑

s=1

ps
t q

s
t
T xs

t

T s
t x

Pt(s)
t−1 +W s

t x
s
t = hs

t , s = 1, . . . , kt, t = 1, . . . , T
xs

t ≥ 0, s = 1, . . . , kt, t = 1, . . . , T,

2� p��6



^\

���1 T 1
1 x

P1(1)
0 = 0 �� xPt(s)

t−1
�0� �� ��1���� �� �.1�0��� �� ��0 �� ��/�0 t− 1 � ��� �� �� ���� ��� �� �� 
������ �00�1�.� �� 01.����� ξt,s. x� �� ��/��� � 	.��� �0 �� �� 01.�����0 ��������������0 �� ������/ � 2� p��6 � 	�0� ��0 ���� ����� � 1� ������/ � � ����� ���� �.0��� �� / ������

���1�� �� �����0��� ��0 / .�s���0 �� � ����0 ���.�����0 �� 1�1�0 ��� ���/��� p
v��� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� /�����.��� �0 �� � �����0 ������0 � �� � ���
��00� �� �0��� ��� 0������� ����r��O�� 21�//� � ��� �� ������/ � ��.0���. ���0 �� 0�1����
��.1.����� � ��� ����0���� �� 
��1������/ ��� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���
.��� �06 p � 	�����0 ������/ �0 �� � ����� ������ 1�������� � �� �� ��������0 �� ��0 1���������0
0�/���0 � ������ ���� �.0���0 ��� ������// ����� �r��/ �O�� 2�� � ���^�6 p � ��0 �� 1s������
� � ���0 ��.0�����0 ��� / .�s��� �� �.0������� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O��
/�����.��� �0 �� ������ ������ ��� ������// ����� �r��/ �O�� p 3��0O�� �� ��/��� � 	.��� �0
�� �� 01.�����0 1������ 
 �� .O�������� �.���/ ���0�� �� ���0 ������ ������ � ��0 / .�s���0
������� �� 1�1�/ ��� �� 1�/��� �� 0���1���� �����1������ �� ������/ � .����. ��� .�. �.�
������ .�0 ��� �� �� �.0����� p {� 0 	���� �00��������/ ��� �� / .�s���0 �� �.1�/� �0����� p 3�0
���/ ����0 �� 1�0 / .�s���0 �.1�/��0��� �� ������/ � ��� .��� � �� �� ��0�/��� �� 0��0
������/ �0 � 	����/ �0����� �0� ��0���� 
 �.0����� �� 1s�O�� ����� �� � 	����� �� 01.���
���0 p 3� / .�s��� L�0s�� �� 2�� ��6 ��0��� 
 �����1s�� �� ������ ��� ���.���� �� �� 
��1������] �1��
 � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� ���.��� �0 �� /�����.��� �0 � ����� ���0
1���� 1��.����� p � 	�����0 / .�s���0 �.1�/� �0��� �� ������/ � ��� 01.�����0 �� �����0��� � ���
���/��� � ��� ���������� ������������ ��0 1���������0 ��� ����1�������0 � 1� O�� ������� 
 �.�
0����� �� ������/ � �.���/ ���0�� � ��� 1s�O�� 01.����� �� � 	����� p 3� ������/ � �� ��0����
�� �����1���� .��1���O�� .����. ���0 �� 1s������ � � 0��� �� �����1����� �.0��� ��� ����������
������������ p
3� �.�.������ � 	����� �� 01.�����0 �0� ���1 ��� .��� � �/�������� ���0 �� ��� 1�00�0 �� �.0��
������ � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� /�����.��� �0 p u��0 �� �����0 1� ������/ �
���0 �� 0�1���� 0������� p

��� �� �����'��
� e %'����� e� �&��'��
�

u��0 ����O���0 �1� ��0 �����0 ���0 �����0.0 � ��� �� �.�.������ � 	�����0 �� 01.�����0
2� ��� �� �.������ �/ ��� �� 1�0 ������0 ���� ��� ���/��� �[�� � ����6 p � ��0 �� 1�0 �� �� ��0�
��������� �� ����������. P �� ������/ � 2� p�6 �0� 1����� � ��0 01.�����0 � ������ ���� ������0��� .1s������������ 0������ �� ��0��������� �� ����������. P 2���� �^[� �� ��^� ���0 �� 1�0
���/ �� � ��� � ���0 �� 1�0 ���
��/ �6 p
�� � ��� ��00� 1s��0�� ����� ���.�����0 ��0���������0 �� ����������. � ��� .����0 / �����0 �����
/ .���O��0 � 1��� � O�� ������ �� ���0 ����00�/������ p v��� 1s�O�� / ����� ��0�. � �� ��1s��1s� ��
��0��������� �� ����������. ���/ � ��� 
�/ ���� �� ���0 P ����/ .��.�0 ��� θ �P = {Pθ, θ ∈ Θ} p��� .���� 0����0��O�� ���� � ��/ ����� ����0 � 	�0��/ �� ���0 �� ���/ ��� ��/�0 �� ����/ ����
θ �� /����� ��� ��� ������ θ̂ �� �����0��� ��0 s�0����O��0 ��0� ������0 ������� � 	 .����������00.� ��0 ����/ ����0 ��1������0 p �r��O��/ ��� 1� ����/ ���� �0� ������ ��� / ���/ �0�����
�� �� ����00�/����1� p �� � ����� ��0���� 1s��0�� �� / ����� � ��/ ������ � 	�00���� �� / �������
1�/���/ �0 ����� 1�/������. �� �����1����� �� � 	.�������� ��0 ����/ ����0 ��00.0 p ���0 1��
��] �1��
 ���.����0 1������0 ���0 O�� ��0 1������0 | {5 �� }{5 �������� ���� �����0.0 ��� ��
1s��0�� �� ��0 / �����0 p ��� 
��0 �� / ����� 1s��0� � ��0 �����0 � �0 � 	�� ����� ����. 0���
������0 ��� .1s������������ 0������ �� ��0��������� �� ����������. 1����0� ������ �� / ��
���� ������ 2���� ��_� ��� ���/���6 p �r��O��/ ��� � �� / ����� ������� �� �������� ��.������

 � 	��0���� t � Xt


 ��0 ��0��������0 ��00.�0 Xk1
t = (Xt−1, . . . ,Xt−k1)

�� 
 ��0 �.���0�����0



^ �

εk2
t = (εt, εt−1, . . . , εt−k2)

� 	�� ����� εt �� ��� 1����� �
Xt = f(Xk1

t ) + g(εk2
t ). 2� p�^6

t� �� ����� ����. � ��0 ������0 Xt
�� � ���� ��0 �� ���0 � �0 0����� �������0 �� �.���/ ��

���� �� .1s�������� �� ������0 � ��� �� ������ εt �� ����� 
 � 	��0���� t � �� �� �����O���� ��/ ����� ����/ .���O�� 2� p�^6 � ��� ��O��� ��0 
��1����0 f �� g 0��� ��/���1.�0 ��� ��0 �0��/ ������0 �������0 ���0 �� �s�0� � 	�0��/ ����� ��0 ����/ ����0 �� / ����� p �� �00���� ���0 1�0
1��������0 �� / �/� ����������. �� ����0����� ���0 1s�1�� ��0 � �0 p 3 	�����0����� �� O�������0
�� �� ��0��������� �0��/ .� � ��� Xt

� ��/ �� � 	������� .���������/ ��� ��0 ����������.0 ��
����0����� ���.�����0 p
�� � ��� ��00� � �� 1s�O�� �� ��� �� � 	����� �� 01.�����0 � 1s��0�� ��0 ��01������0 �� �.����
/ ����� � � ��� ��0 �����0 � �0 � �� .1s�������� �� ������0 �r��� / �/� /�/ ���0 ] �0O� 	
 ��
1������ ����� 2��0��0 � 6 O�� ��0 / �/ ���0 �/����O��0 �0��/ .0 
 � 	���� ��0 s�0����O��0 ��0� ��
�����0 p ��� / �0� �� � ����� �� 1���� �./ ��1s� �0� ���� �0.� ���0 ��\� p v ��0 �.�.����/ ��� �
��0 s�0����O��0 ��0� ������0 � � ������ ���� �����0.0 ��� �� �.���/ ���� ��� ��0��������� �� ����
�������. �/����O�� p
t��� ���0 �� 1�0 �� � �� �� ��0 � 	s�0����O��0 0��� ��0� ������0 � �� � ��� ��1����� 
 ��0
��.��0���0 ����.�0 ��� ��0 ��� ���0 �r��� ��� 1�����00��1� ��� ��0 ����.�0 0�01����� ��0
� 	�����O��� ��0 ������0 
�����0 ��0 ����/ ����0 O�� � 	�� 1s��1s� 
 �0��/ �� p �� ������ ���
�����0����� � 	�� 
��/ �����0 
������0 ��� ��0 ��� ���0 �� ����1� � ��� 1��0������ ��0 01.�����0
� ��� �� / ����� ����1��� ���0 ��[� p � �0 ��� ���0 .1���/ �O��0 � ������ ���� �����0.0 � ���

������ ��0 ��.��0���0 0�� �� ��/ ���� � ��� ��0 ������/ �0 �� ��0���� �� �����1���� 2���� �
��^�6 p
x� � 	����� �� 01.�����0 � ������ 
 � 	���� � 	��� ���/ ���� ����r0� � �0� �� ���� ������ ������ � ��
� ��� �����0�� ��0 ��1s��O��0 �� �.��1���� �� ��/��� �� 01.�����0 2�[�� ��_��6 �� ���.�����
��0 01.�����0 ��� 1s�0 p 3 	��.� �0� �� 1�/����� �� ��0���1� ����� ��0 ��0���������0 �� ������
�����. �� � 	����� �� ����� �� �� � 	����� �.���� � �� �� 0�����/ �� ��0 01.�����0 0� � 	����� �.����
�0� ��1��� �00�� ���1s� �� � 	����� �� ����� p |1������/ ��� � �� ����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� � ��
���.��� 1���00��� �0� � ���. 0�� �� 1��0���1���� �� / �����0 ��������.0 � ��� �� ��0���������
��0 1��0�// �����0 .��1���O��0 p u��0 ����������0 ��� 1����������� ���0 1� ��/ ���� ��
.������� �� 0.��� 1s��������O�� ��0 1��0�// �����0 s�� ��/ ������0 � 	.��1���1��. �� ����1�
�� ���� 
 ^\\[ ��1��0 p

�
� ������ ����
 	����� ���
��

u��0 ���0 ���.��00��0 ���0 1���� 0�1���� ��� ������/ �0 � 	����/ �0����� � ��� ��0O���0 ��0

1���������0 ������� ���� 0���0
����0 ���1 ��� ����������. ��.� 
 � 	����1� p 5�1� 0��� �0� O��
��0 1���������0 � ������ ���� ����.�0 � ��� 1������0 .����/ ���0 .�./ �������0 ω p 3� / .�s����� �.0������� �� ���0 ������/ �0 1��0�0�� �� �.�.��� 
 �.���/ ���� �� .O�������� �.���/ ���0��
�� ������/ � ������� p |���� �� ������ ��0 .O��������0 �.���/ ���0��0 �� ��� .����0 �r� �0 ��
1���������0 ���������0��0 � ���0 ��.0�����0 �� 
��/ � ��0 
��1����0 ��] �1��
0 �� 1���������0
O�� � 	�� ���1����� �r��O��/ ��� ���0 1� ����� �� 0��������0 p
��� ��  �������� ����� e� &
���'����� ��
�'� �(����� �� e� a
�&��
� &
��

�� ������/ � � 	����/ �0����� ���1 1���������0 ���������0��0 1��0�0�� 
 /���/ �0�� ���

��1���� f 0��0 ��0 1���������0 P (fi(x, ω) ≤ 0) ≥ αi, i = 1, . . . ,m � ���1 � ��� i =



^^

1, . . . ,m, 0 ≤ αi ≤ 1 �� fi(x, ω) : Rn × Ω → R ��0 
��1����0 ����.�0 p 3� 
��1����
��] �1��
 
 /���/ �0�� ������������ �r��O��/ ��� 
 � 	��� ��0 ����0 1��00�0 0�������0 �

�

�� 1��00� ��0 t�/ �����0 2�� 
��1���� ��] �1��
 �0� ��� �0� .���1�6 � f(x) = E(c(ω)T x) �
�

�� 1��00� ��0 w�/ �����0 2�� 
��1���� ��] �1��
 �0� ��� 1���1�.��0��O�� �� ��0� ��0���
1�//� �� ������1�6 � f(x) = E((c(ω) − Ec(ω))T x)2 �� f(x) = E(c(ω)T x − cT0 x0)

2

���1 �� �.�.��� c(ω)Tx 6= cT0 x0
�

�

�� 1��00� ��0 v�/ �����0 2�� 
��1���� ��] �1��
 �0� ��� ����������.6 � f(x) = P (c(ω)T x ≥
c0)
p

��� �������� �� v�/ ����� 2��.0���.� ���0 ��^�6 1��0�0�� 
 /���/ �0�� γ �� ����� 0���� O���� 1��������� P (c(ω)Tx ≤ γ) = 1 − ε �� P (c(ω)Tx ≤ γ) ≥ 1 − ε 2ε ≤ 1
2
6 0��� 0���0
���� ��

0��� ���1 ��] ���.� ��� �����0 1���������0 O�� ���� 0���0
���� �� 0������� p � ��0 ��0 ������/ �0
� 	����/ �0����� ���1 1���������0 ���������0��0 ��0 ����/ ����0 �� 0��� ���1 ��0 1����0 ���1
���1������ p 5���� ����� 1s� �.1�00��� � 	./ ����� ��0 sr� ��s�0�0 0�� �� ��0��������� �� ����
�������. ��0 ��������0 ��.������0 �00�1�.�0 ��� ����/ ����0 p

��� �� �,���'(���� e����+ �������

u��0 �����0 ��.1�0�� ��� .����0 ��0�/���0 �� 1���������0 ���������0��0 1�����0��� 
 ��0
������/ �0 � 	����/ �0����� 1������0 p �� ������/ � � 	����/ �0����� 1������ �0� �� 1�0 ������
1����� �� ������/ � � 	����/ �0����� 0������ �� ��/�0 � ��r��/ ��� p 3� 1��00� ��0 ������/ �0
� 	����/ �0����� 1������0 � .�. �����/ ��� .����.� �� ��� ����� ��//� � 	�������s/ �0 �� �
1�1�0 ���0�� � ��� �� �.0������� �� ���0 ������/ �0 � ��� .���������0 �� ��� p 5������0 � 1�//�
�� / .�s��� ��0 
��01���� 2��_ �6 �� � 	|55v4 � � ������ �.0����� � 	�/� ���� O��� �r� � ��
������/ � 1������ ��� ���.��������� 2� ����� O�� �� ������ �� �� 
��1���� ��] �1��
 ���0�
O� 	�� 0��0��������� 0����� 1����0 �� 1s�O�� � ����6 p t��� � 	�����0 / .�s���0 0��� �.��.�0

 �� �.0������� �� ������/ �0 1������0 ���� 0� .1��O��0 � �� 0�/����� � ��� �� ������// ��
���� ���.���� �� ��0 / .�s���0 �� � ����0 ���.�����0 �����0��� ��0 
��1����0 ��������0 �����.�0
�� ������/ � O� 	����0 � ��/ ������ �� �.0����� ��� ���/��� p v�� 1��0.O���� � � 	�� � ���� ��
��� �����O�� � �� .O�������� �.���/ ���0�� �� ��� �������/ ����� �� 1�� .O�������� 0��� ���
��������� 0 	�� �.���� �� ������/ � 1������ 2�� O��0��1������6 p u����0 O�� 0� Fi,x(.) �0� ��
��1���� �� �.��������� �� fi(x, ω) �� 0� � ��� p ∈ [0, 1],

F−1
i,x (p) = inf{y | Fi,x(y) ≥ p},

����0 �� 1��������� P (fi(x, ω) ≤ 0) ≥ αi
� ��� 0� �..1���� F−1

i,x (αi) ≤ 0 p ����� ���� / �/� ��
��1���� Fi,x
�0� 1����� � � 	��0�/��� �� 
��0������. ���0� �.��� � 	�0� ��0 
��1./ ��� 1������ p

u��0 ������0 O���O��0 1�0 �� � 	��0�/��� �� 1���������0 �0� 1������ p 5�//�����0 ���
1��0��.��� �� ��0�/��� �� 1���������0 �.����0 ��� �

{x | P (

n∑

j=1

aij(ω)xj ≥ bi(ω)) ≥ αi, 0 ≤ αi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ m}. 2� p�[6

3 	��0�/��� �.��� ��� 1�0 1���������0 � 	�0� ��0 �.1�00����/ ��� 1������ 2���� ���� � p�\� 6 p
� ��0 �� 1�0 �� �� / ����1� A(ω) = (aij(ω))ij = (aij)ij

�0� ��� � �� 0� Fi
�0� �� 
��1���� ��

�.��������� �� bi ����0 ��0 1���������0 .���1.�0 �� 2� p�[6 0� �..1������ 0��0 �� 
��/ � 1�/��1��
Ax ≥ b∗ 2�� �.���00��� ���1 �� ��0�/��� 1������6 ���1 b∗(i) = F−1

i (αi)
p � ��0 �� 1�0 ��

��0 1���������0 2� p�[6 ������� ���� 0���0
����0 1��] �����/ ��� �� 0� �� / ����1� A(ω) = A �0�
��� � ���0 � �����0 ��0 .1���� 0��0 �� 
��/ � K(α) = P (Ax ≥ b(ω)) ≥ α �� 0 ≤ α ≤ 1 p � ��0
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1� 1�0 � �� �� �0�� �� ��0�� ��0�/��� �� / �0���0 �� ����������. 0�� b(ω) O�� �.���00��� ����0�/��� K(α) 1������ p

= D�JE>E;J � �� �� � ��� ����	� 
� ��	� 
 ����� �� � ���������� P ��� �	 � 
 ����� 
�������	����
�� � ��� ���� �	��
 ���� 
 ��������� U �� V �� ���� ���� 0 ≤ λ ≤ 1�

P ((1 − λ)U + λV ) ≥ min{P (U), P (V )}. 2� p�� 6
�� ������ ����0 ���0 ���� � �� �s.���/ � 0������ �
�CD;?�B< � �� �� � � �� � � � ��� �  � �� �� �� 
 ����� �� � ���������� �������� ! b ��� 
�����
��	���� ����� K(α) ��� �	 �	��
 ��� " ��
 � �� ��	�� � ���� 0 ≤ α ≤ 1 #
v�.y��� � .����. ��� 1��00� �� / �0��� �� ����������. ���0 ��0������� 1�����0��� �.��/ ���0

 �� ��0�/��� K(α) 1������ p 5 	�0� �� 1��00� ��0 / �0���0 �� ����������. �������s/ �O��/ ���1��1���0 p
= D�JE>E;J � �� �� $	� 
 ����� �� � ���������� P ��� �	� 
 ����� ��% ����&
 �
��
 �	� ��	����
�� � ��� ���� �������	� U �� V �� ���� ���� 0 ≤ λ ≤ 1�

P ((1 − λ)U + λV ) ≥ P (U)λP (V )1−λ. 2� p�_6
3�0 ��0���������0 �� z������ � u��/ ��� /��������.� � � ��� �� �� � ���1s��� � ��.0 �����0.�0 ��
�����O�� � 0��� �������s/ �O��/ ��� 1��1���0 p
�CD;?�B< � �� �� � � �� � #�'(# � � A ��� �  �� �� ��� ��
����	��� bi �� b ��	� ��� ���������
���������� �	��� �	��	��� �� " �	����	 �� ����������	 Fi(x)

�� ��	 � ��� 
 ������ �� � ����������
��������� Pi

��	� ��% ����&
 �
� �
 �	� ��	����� ����� K(α) = {x |
m∑

i=1

ln(Fi(A
T
i x)) ≥ lnα}

��� ��	�� �#
���0 ���� � �� 1�0 �����1����� �� 1� �.0����� � .�. ��.0���. p {� 0 	���00��� �� ��] ����� �� 0r0��/ �
�� 1���������0 Ax ≤ b, x ≥ 0 � �� 1��������� P (b > b∗) ≥ α O�� �.���� �� ��0�/��� 1������� 	����0 1� O�� ��.1��� p
5��0��.���0 ��0 1���������0 2� p�[6 ���0 ��0O�����0 ��0 1��� 1����0 aij

�� �� / ����1� ��0
1���������0 �� �� 0�1��� / �/��� bi 0��� ���00���0 �

aij ∼ N (µij, σ
2
ij),

�� bi ∼ N (ηi, θ
2
i ).

�� 0��� �0� O�� 0.5 ≤ αi ≤ 1 �� �� �.���� ��0 1���.������0 vij = E(bi(ω)− ηi)(aij(ω)−µij)�� vijk = E(aij(ω) − µij)(aik(ω) − µik)
p u����0 O�� �� ������1� σ2

ij
�� aij(ω) �0� ����0

vijj = σ2
ij
p � ��0 1� 1������� � �� �� /����� ����0 O�� ��0 1���������0 2� p�[6 0 	.1������

Φ−1(αi)




∑

j,k

vijkxjxk + 2
∑

j

vijxj + θ2
i





1
2

≤ −ηi +

n∑

j=1

µijxj, i = 1, . . . ,m. 2� p��6

v��0O�� �� 
��/ � O�������O�� �0� �.���� � �0����� � � 	��0�/��� �� 1���������0 2� p��6 �0� ����
1������ p |� ] �� �� 1���������0 O�� ����� � 	���� .����. � 5s����0 �� 5��� �� ���0 �^�� � �^� � ��
�^�� �] ������ �� ] �� �� 1���������0 Db(ω) = x, x ≥ 0 2�� D �0� ��� / ����1� 1����� �� ������



^�

(n,m)6 �� 
�����00��� ��0 .O��������0 �.���/ ���0��0 1������0 ���0 �� 1�0 � 	�� E�/ ����� �� 	�� V �/ ����� �� � 	�� P �/ ����� pu��0 ���/ ����0 1�0 �.������ �/ ���0 0�� ��0 ������/ �0 ��1����� ��0 1���������0 ���������0��0
��� �� ] �� �� 1���������0 O�� 0��� �.�����0. ���0 �� 1s������ ^ � ��� ��� �����1����� ��
����1� p � ��0 �� 0�������� O�� ���0 ��.� 11�� � �1� � �� 1��� ������ ��� �� 1s��� � 	�� ��1���� x�0� ���.���� �� ��.������ �� ���� � c(ω)Tx � ���0O�� �� �.���0����� �� ��1���� ��0 1���0 �0� c(ω) p�� 0� ��� ����0 �� ������ �� 1�����1� ε O�� 0��� �r��O��/ ��� � ���� �� O�� ���0 0��� �0��01�/���0 ����� \ �� \ p_ �� 0��0 ����� p u��0 1s��1s��0 ����0 
 �.���/ ���� �� ��1���� x ∈ X �

X .���� �� ��0�/��� 1������ 
��/ . � �� ��� ������ γ∗ �� 0���� O�� γ∗ 0��� �� ���0 � ����������� ����� O�� � 	�� 0 	�00��� ���1 ��� ����������. 1 − ε 2�� �� / ���0 1 − ε6 O�� �� 1��������� �� 1s��0�00��� �� ��1���� x �0� �� 
.����� 
 γ∗ p | ��0� � �� � �� ������0 1s��1�0 O���� 1��� �.�� 0��� �� �1����/ ��� �� 
.����� 
 γ∗ p 4 ��s./ ���O��/ ��� ���0 1s��1s��0 ���1 �1� 
�.0����� �� ������/ � 0������ �





min γ
P (c(ω)T x ≤ γ) ≥ 1− ε,
x ∈ X.

2� p��6

� ��0 �� 1�0 �� c(ω) �0� �� ��1���� q��00��� �� / �r���� c̄ �� �� / ����1� �� 1�������1� Q �
� ����y� 2��^�6 � ����0 / ����. O�� � 	.O�������� �.���/ ���0�� �� 1� ������/ � �0� 1������ p
�CD;?�B< � �� �� ���� � � 0 ≤ ε ≤ 0.5� �� c(ω) ∼ N (c̄, Q)� ����� � ��
������	� �����
 �	����
�� � �����
� 2� p��6 ��� �

{
min c̄Tx+ Φ−1(1− ε)

√
xTQx

x ∈ X.
2� p��6

3� ������/ � 1����00�0 �0� ���� 1������ ���0O�� � ��� 0 ≤ ε ≤ 0.5, �� � Φ−1(1 − ε) ≥ 0�� Q .���� ��� / ����1� �� ������1� 1�������1� �0� 0�/ ��.���� � �0����� p u����0 O�� ���0
�� / ��.��0����� 1����00�0 � � 	��] �1��
 �0� �� / ���/ �0�� �� 1��� ��. �� 1s��� � 	�� ��1���� x p�� � ��� ��������� �� / ��.��0����� 1����00�0 �� 0����0��� O�� ����� ��] �1��
 �0� ������
�� �.���/ ���� �� ��1���� x /���/ �0��� �� 1������ ���� � p � ��0 1� 1�0 �� ��1���� c(ω) �0��� ��1���� �� ���� p �� 1s��1s� ����0 ���������/ ��� 
 ������� �� ������ / ���/ ��� �� ����
γ ����� O�� �� ����������. O�� �� ���� c(ω)Tx 0��� 0�� .������ 
 γ �0� 0�� .������ 
 1 − ε �
max γ, | P (c(ω)Tx ≥ γ) ≥ 1−ε p 4 ��s./ ���O��/ ��� � �� ��00� ��0./ ��� � 	��� 
��/�������
 � 	����� ��� 1s����/ ��� �� 0���� � ���0O�� / ���/ �0�� �� ���� c(ω)Tx ������� 
 /���/ �0����0 � ����0 −c(ω)Tx p } ��� O� 	��1����� � 1���� / ��.��0����� � 1���� �� ������ � 	���.��� ���0��0 ���.�0 ���\ ���0 �� ��/ ���� ����1��� p u��0 ����������0 0�� 1���� / ��.��0����� 
 ��

��0 � ��� � 	����r0�� � ��.1�0�� 0�� �/��./ �������� �� �� ��0��� 0�� ��0 ������/ �0 �� ��0����
�� � ����
������0 ���0 �� 1s������ ^ p

�
� ������	�����
 ����
��

��� �� � ������'��
�

3 	����/ �0����� ����0�� �0� �� 1s��� �� / ��.��0����� 2���� ����//��� ���� � ��� � ��� � ��� �
��\�6 ���. � 	�����0 � ��� �� / ����� �� ������ � ��� �� �.0����� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0�����
���� ��� ������ ��0 ����.�0 �0� ��1������� p �� 0����0� O�� 1�0 ����.�0 � ������ �������



^_

� 	�/� ���� O����� ������ ���0 �� ��0�/��� � 	��1�������� Z p v ��0 ��.1�0./ ��� � �� ������/ �� 	����/ �0����� ��1������ � ��� ���� �.��� 1�//� ��� 
�/ ����

PZ =

{
min
x∈Rn

f0(x, ξ) : F (x, ξ) ∈ K, x ∈ X
}

ξ∈Z

, 2� p��6

�� ������/ �0 � 	����/ �0����� �0���0 2��� ��.0 ��0���1�06 ����/ .��.0 ��� �� ��1���� ξ ⊂ RM

������� ���0 �� ��0�/��� � 	��1�������� ����. Z ⊂ RM 2��0 M ����/ ����0 0��� ��1����0

 � 	����1� / ��0 �������� ��0 ������0 ����06 p v�� �� 0���� � ���0 0��� �0��0 O�� Z �0� ��
��0�/��� ��� ���� � 1������ �� 1�/��1� �� O�� � ��� ���� ξ ∈ Z, f0(x, ξ)

�0� 1������ �� x pu ��0 
��0��0 .����/ ��� ��0 sr� ��s�0�0 0�������0 �
��� ;>C�H< � �

� K ⊂ Rm �0� �� 1��� 1������ 
��/ . � � 	���.����� ��� ���� �
� X ⊂ Rn �0� �� ��0�/��� 1������ 
��/ . � � 	���.����� ��� ���� �
� F (x, ξ) : X ×Z → Rm �0� ��� �����1����� 1�������/ ��� ��� .��������� 0�� X ×Z � �
1��1��� �� x � � p� �
∀(x1, x2 ∈ X, ξ ∈ Z) ∀(λ ∈ [0, 1]) : F (λx1+(1−λ)x2, ξ) ≥K λF (x1, ξ)+(1−λ)F (x2, ξ);

�� K�1��1��� �� ξ � p� �
∀(x ∈ X, ξ1, ξ2 ∈ Z) ∀(λ ∈ [0, 1]) : F (x, λξ1+(1−λ)ξ2) ≥K λF (x, ξ1)+(1−λ)F (x, ξ2).

5� 1������� 1����� �� 1�0 2�����. ��� �� ������// ����� /�����.��� �0 ��� ����� �� 01.�����06
�� ��0 ����/ ����0 ��1������0 0��� � ��� ������ � �� �.���0����� �� ��������0 ��.������0 1�// �
�� ��/ ���� 
����� � ��0 ���� �� ����� 
����0 p {� 1����� ��00� �� 1�0 �� ��0 ����/ ����0 � ����
O� 	��1������0 � �� 0��� ��0 ��.������0 ��� ������ p 5����0 � 	���/��� � 	�� ����/ ���� 1����0�
� ������ 
 ��� / �0��� �sr0�O�� 2��/� .������ � ���00��� � ��1 �pppp6 ������� ��� �� ��������

�����00��� �� / �0��� �� 
���� �����1s.� p � ��0 �� 1���� �� �� ������// ����� ����0�� � ���
�� 0 	�//���0�� 1����� ��0 ���������0 ��0 ����/ ����0 ���0 � 	��0�/��� Z � �� ��1s��1s� ���
0������� x 0���0
��0��� ��0 1���������0 �

x ∈ X, F (x, ξ) ∈ K, ∀ξ ∈ Z. 2� p^\6
5�1� 0��0 ������ O�� � 	�� 1��0����� O�� ��0 1���������0 �� ������/ � 0��� ����0 �� O� 	��
�� � ��� ��0 ���.��� ����0 ���������0 p �� ���� O� 	�� ��1���� x ∈ Rn �0� ����0�� 
��0���� 0 	��
0���0
��� ��0 1���������0 2� p^\6 1����00�0 p x� x �0� ����0�� 
��0���� � �� 1������ �� � ����� ��0�.��00�� ��� ������ ���� �������� �.���� ��� �

sup
ξ∈Z

f0(x, ξ).

�� �.����� ����0 ��� 0������� ����0�� �� ������/ � PZ 1�//� �� ��1���� ����0�� 
��0����
�����00��� �� ���0 � ����� ������ �������� �� O�� �0� ���1 ��� 0������� �� ������/ � 0������ �

(CR) min

{
sup
ξ∈Z

f0(x, ξ) : x ∈ X, F (x, ξ) ∈ K, ∀ξ ∈ Z
}
. 2� p^ �6

5� ������/ � �0� �� 1����������� ����0�� �� ������/ � � 	����/ �0����� PZ p �� �0� ���1 1������� � �� 1s��0�00��� ��� 0������� ����0�� � O�� �� ������ �� 1������ O�� 0��� �� �1����/ ���



^�

������� � ��� �� ������ ���1�� �� ξ � 0��� �� 
.������ 
 �� ������ ����/ ��� �� �� 1���������������0�� 2� p^ �6 p ~�/ ��O���0 � O�� �� / ����� 2� p^ �6 1����0� ��� �� 1�0 �� �� ��1���� �.1��
0������ x ���� ���� 1�/�����/ ��� 0� .1��. ����� O�� ��0 �����0 ������0 ��0 ����/ ����0 ��0����� 1�����0 p � 	����� ���� � 1���� / ��.��0����� �0� �����1������/ ��� �����.� ��� 0�����
����0 �� � 	�� �� � ��� ��0 ���.��� �� ���������0 ��0 1���������0 p 5 	�0� �� 1�0 ��� ���/��� ��
1���������0 �� 0���0
�1���� �� �� ��/ ���� � �� �� 1���������0 �� 1s���� � ��� �� 1��0���1����
� 	�� � ��� p
3�0 ����1����� ������/ �0 � �0.0 �� ����/ �0����� ����0�� 1��0�0���� � 	��� ���� 
 �.���/ ����
��0 ��0�/���0 � 	��1�������� ���0�������0 �� �����.0 ��� ������/ �0 .����.0 �� � 	����� ����

 ��
��/���� �� 1����������� ����0�� 2� p^ �6 2�� 
 �.
��� ��� �������/ ����� �� 1���� 1������
������ ����0��6 ��� �� ������/ � � 	����/ �0����� ��������� p 3�0 ���/ ���0 ������� � ������ 0��
1�0 / .�s���0 � 	����/ �0����� ����0�� 0��� 1��� �� x�r0��� 2���� � ���� � ����6 �� ���y 2��[�6 p
� ��0 1�0 ����1��0 � x�r0��� .����� ����//��� �� ������/ � �� �r� � sup

x∈Rn

inf
c∈C

cTx � 0��0 ��0
1���������0 x ≥ 0 ��

n∑

i=1

xiai ≤ b, ai ∈ Ki,
2� p^^6

�� b ∈ Rm �� ��0 ��0�/���0 C �� Ki ⊂ Rm 0��� 1������0 p t� ������ āj = (āj(1), . . . , āj(m))T���1 āj(i) = sup
aj∈Kj

aj(i), i = 1, . . . ,m, �� 0� Ā �0� �� / ����1� Ā = (ā1, . . . , ān) ����0 ��0

1���������0 2� p^^6 0� �..1������ 0��0 �� 
��/ � Āx ≤ b �� �.���00��� ���1 �� ��0�/���1������ p � ��0 ���� � x�r0��� / ����� 1�//��� ��� 0������� ����/ ��� �� ������/ � ���� ��
������/ � ����0�� 1����00�0 � ��� ���� �����0.� � ��� 1��0������ �� ������//� ���.���� ����
��� 0������� �0� �� 0������� ����/ ��� �� ������/ � ����0�� p ��[� � �������. 1���� .���� � ���
/ ������ 1�//��� �.���/ ���� � � 	�� ����� �� ��� �������s/ �O�� � �� 0������� ����0�� �����
/ ��� p u����0 O�� 0� āj(i) = +∞ � �� ���� ����� xj = 0 2��/ ��O���0 O�� 1���� 0�������� ��0� ������� ��0 0� Kj

�0� �� 1������ � 
��/ .6 p u .��/ ���0 � �� �.�.��� � 1� 0��� ������ ��0 �����
/ ����0 � 	��� / �/� 1��������� �� ��� � 	��� / �/� 1������ ���0 �� / ����1� ��0 1���������0
O�� 0��� ��.0 ����� ��� p 3� ����0���1����� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� ���.���� ����� O� 	����
� ���� � 	���� ��.0���.� �0� ���0 1��0�������� ���0 �� 0��0 �� ���� ������� 
 ��/���1�� 1s�O��
����/ ���� ��� �� ���� ������ O� 	�� ���00� ������� p ���0 �� 1�0 �� ��0 ����/ ����0 0��� ��
������ 0�� 1s�0��O�� � �� �0� ���0 �/�������� O� 	��0 �������� ���0 0�/�����./ ��� ���� ����
������ p
� ����0 1�0 ���/ ���0 ������� ���0 �� ��/ ���� �� � 	����/ �0����� ����0�� � ��0 1�����������0
����0��0 ���������0 �� ��0 ������ �/ �����0 ���������0 �� 1�����������0 ����0��0 �� ������/ �0
� 	����/ �0����� ��1������0 ��� .�. �������0 � ��� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.����0 � 1��
��O��0 �� 0�/ ��.���0 � �0���
0 �� �� �����0��� ��� .����0 ��0�/���0 � 	��1�������� p 3� / .�s��
������� ����0�� � .�. ��� �������0 �����O�.� ���1 0�11�0 � ��� �� ��� ��/��� �� ������/ �0
�����O��0 � ������ �� �� 1��0���1���� � 	������� 2�_�6 � �� ��0���� �� � ����
������0 2��\� � �[��6 �
� 	.���� �� 0r0��/ �0 �r��/ �O��0 ��1������0 2�_�6 �� �� 1��0���1���� / .1���O�� 2��� � �� ��6 p
� ��0 �� 0���� �� 1���� 0�1���� � ���0 �.������ ��0 O���O��0 �.0�����0 �/�������0 1��1������
�� �����������. �� 1�����������0 ����0��0 �� ������/ �0 � 	����/ �0����� p 3�0 1���������0 2� p^\6
1�����0��� 
 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0�/ � ����� p � � ���0 ������/ �0 � / �/� 1������0 �
0��� ����/ ��� 0������0 �� 1�1�/ ��� � 	�� � ���� �� ��� ��/ .��O�� � �� �� �����1����� ��
� ��/ ������ ��0 � 	�����0����� � 	�����0 � 	����/ �0����� �.1���0 1�//� ��0 / .�s���0 �� � ����0
���.�����0 p v�� 1��0.O���� � 1�//� ���0 �� 1�0 �� ������/ �0 1�������� ��0 1���������0
���������0��0 � �� ��] �1��
 �� ���/ ��� ���� �� / ������ � 	����/ �0����� ����0�� � �0� �� ����0�



^�


��/ �� 20� � �00�� ��6 ��0 1�����������0 ����0��0 �� ������/ �0 1������0 ��1������0 2�� 
 �.
���
��0 ������ �/ �����0 �� 1�0 1�����������0 ����0��06 �� ������/ �0 � 	����/ �0����� 1������0

��/��.0 �����1���/ ��� p 3� ��� 1���. �� 1���� ��1s� �.� ����� � 	��� ���� �� �� 0���1����
����r��O�� �� ������/ � ��1������ .����. � �� � 	����� ���� �� �� �.�/ .���� �� � 	��0�/���
� 	��1�������� Z p

��� ��  �������� ����+� (�� e %��&������e�

|r��� 0��� �0. 2�r� ��s�0� | 6 O�� F (x, ξ) �0� K �1��1��� �� ξ � �� � 	�0� ��0 ��0���1��
 ��0��� �0�� O�� � 	��0�/��� � 	��1�������� �0� �� ��0�/��� 1������ 
��/ . p t� �� �� � 0� F (x, ξ) �0�
K �1��1��� �� ξ ����0 �� 1����������� ����0�� �� ������/ � � 	����/ �0����� ��1������ 2� p��62�� Z �0� �� ��0�/��� O���1��O��6 �0� ������O�� 
 �� 1����������� ����0�� �� ������/ �
������ 
 ������ �� 2� p��6 �� ��/������� � 	��0�/��� Z ��� 0�� �������� � 1������ 2���6 p x��� 0��� �0� O�� ��0 
��1����0 f0(x, ξ)

�� F (x, ξ) 0��� ��0 
��1����0 �� ��0 ��0 ����/ ����0 ξ21� O�� �0� �� 1�0 ���0 �� ��/����0�0 �����1�����06 � �� 0� Z �0� � 	�������� � 1������ � 	����0�/��� �� 01.�����0 (ξ1, . . . , ξS) � ����0 �� 1����������� ����0�� �� PZ �0� �� ������/ � �

min {τ : τ ≥ f0(x, ξi), : x ∈ X, F (x, ξi) ≤ 0, i = 1, . . . , S} .

3� 0���1���� ����r��O�� �� 1� ������/ � �0� ���1��/ ��� �� / �/� O�� 1���� ��0 ��0���1�0
�� 1� ������/ � 0��� ���1 ��������� 0� ��0 ��0���1�0 �� 0��� p 5� 0��� �� �����1����� �� 1�0 0�
��0 ��0���1�0 0��� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.����0 � 1���O��0 �� 0�/ ��.���0 � �0���
0 p
3��0O�� ��0 ����/ ����0 ��1������0 0��� �� ������ 0��1s�0��O�� � � 	�������� � 1������ ��0
�.���0�����0 ��0� ������0 ��0 ����/ ����0 ��1������0 � ��� ���� �����0.� 1�//� ��� �0��/ �����
�� 0��� ��� �� �� ��0��������� �� 1�0 ����/ ����0 24 ���� ��^� � ~����r �� ~ �00�� ��\�6 p |�� ��
������ � 	�����1s� �� � �� / ���0 1��0�������� � �� � ��� �����0�� 1�// � ��0�/��� � 	��1��������
Z �� � ��r��� � 2��� �������� � 1������ �� 01.�����0 (ξ′1, . . . , ξ

′
S)6 ������ ��� 1�����1������ � 	�������� � 1������ ��0 01.�����0 (ξ1, . . . , ξS) p v ��0 ��.1�0./ ��� � 0� g �0� � 	�0����r1�������0 � ����0 ξ1, . . . , ξS ����0 ��0 01.�����0 ξ′i 0��� �.���0 ��� ξ′i = g+α(ξi− g) � �� 0 < α < 1 p3� 1����������� ����0�� �����0��� 1� � ��r��� � � ���0� �� / �/� 
��/ � ����r��O�� �� �0�

/ ���0 1��0�������� O�� �� 1����������� ����0�� �����0��� � 	�������� � 1������ ��0 s�0����O��0
��0 ����/ ����0 p u .��/ ���0 ��0 ��0�/���0 � 	��1�������� ��0 ���0 1����//��� �����0.0 ��
����/ �0����� ����0�� 0��� ��0 �����0����0 �� ��0 �����0�1����0 � 	�� ��/��� ��� � 	�����0����0 p
5�//� �� 0������� ��� � 	�����0����� �� ���0 ��0�/���0 � 	��1�������� �0� / ����.� ��� �� 1������
��/��� �� 
�1����0 �

�

3�0 �����0����0 ��� ��� ����.0�������� ����/ .���O�� 0�/��� p
�

��0 �����0�1����0 � 	�����0����0 ���� 1s��0�0 � ��/ ������ � 	������ �/ �� ��0 ��0�/���0
� 	��1�������� ���0 1�/�����0 p

�

���0 1������0 1�0 �� ��0 ����/ ����0 ��1������0 0��� �� ������ 0�� 1s�0��O�� � ��0 �����
/ ���0 � 	����� ���������0�� � ��/ ������ � 	�������.��� � 	�����0����� � 	�� ��0�/��� � 	���
1�������� �����0����� p v�����0 � 	���/��� � 	�� ������/ � �� ������// ����� ���.����
���� ��0 1� �� 1����0 �� �� / ����1� ��0 1���������0 0��� ��.������0 p ~ �/ ��O���0 � O� 	��
�����0��� ��� �������� 0��1y � 1� 1�0 � ��� 
�1���/ ��� 0� �.�.����0�� �� 1�0 �� � 	��1�����
���� � ���� ��00� 0�� �� 
��1���� ��] �1��
 �� �� 0�1��� / �/��� ��0 1���������0 p x��� ����0
aT

j x ≤ bj �� j��/ � 1��������� �� ������/ � p x� āj = Eaj
�0� �� / �r���� �� ��1���� aj�� Qj = E(aj − āj)(aj − āj)

T 0� / ����1� �� ������1� 1�������1� ����0 EaT
j x = āT

j x�� V ar(aT
j x) = xTQjx

p x� κ �0� �� ����/ ���� � �0���
 � ���0 �� 1�0 �� �� ��1���� aj
�0�



^�

���00��� � �� ����������. O�� aT
j x

0��� 0�� .����� �� .��� 
 āT
j x + κ

√
xTQjx

�0� / ��
] ��.� ��� e−κ2/2 p |����/ ��� ��� � �� ������� κ 0�� 0�// ��� ����� 2��0��0 0�� .������� .��� 
 ^6 �� 0� aj

�0� ���00��� � ����0 0� x 0���0
��� �� 1��������� �

āT
j x+ κ

√
xTQjx ≤ bj , 2� p^[6

����0 �� 0���0
��� �� 1��������� aT
j x ≤ bj

���1 ��� ������ ����������. 20�� .������ 

1 − e−κ2/2 6 p � ��0 �� 1�0 �� aT

j x
� �� 
�����0 O����0 �� ��0��������� � � 	����� 1s� 1��

��00�0 ��0�� ������ �� � 	�� � ��� 1��0��.��� O�� �� 1��������� 2� p^[6 �0� ��� ���0���
0��� � ����0�� � �� �� 1��������� aT

j x ≤ bj p � � ���0 � ��/ ��O���0 O�� �� 1��������� 2
� p^[6

�0� ���1��/ ��� �� 1����������� ����0��

aT
j x ≤ bj , ∀aj ∈ Zj,

�� �� 1��������� �� ������ aT
j x ≤ bj

� 0� � 	�� 1s��0�� 1�// � ��0�/��� � 	��1�������� Zj� 	�����0����
Zj = {a | (a− āj)

TQ−1
j (a− āj) ≤ κ2}.

�� ��0�/��� � 	��1�������� �����0����� � ��/ �� ���1 �� ������� �� 1�/��� ��0 1���
�.������0 � �00�� ��0 ����� ��0 ����/ ����0 �� 
������ ��0 1�����������0 ����0��0 / ���0
1��0��������0 O�� 1����0 �� ������/ ��� .����.�0 ��� x�r0��� ���0 ���� p t� 1����������� �
�� / �0� �� ������ �� 1� ��� 1.�. �.1�00��� �� 1������� �� / �r���� �� �� / ����1� ��
������1� 1�������1� �� ��1���� aj

p 5� ������/ � 0��� .����. ���0 ��0 1s������0 ^ �� [ p
u����0 ���� O�� ��0 ��0�/���0 �.���0 ��� ��0 1���������0 �� � ���� � 0��� ��0 �����0����0
�����1�����0 1����//��� �����0.0 1�// � ��0�/��� � 	��1�������� �� ����/ �0����� ����0�� p t�
�� �� � ��0 ���1.����0 0����0��O��0 � ��/ ������ � 	������� 
�1���/ ��� � 0��0 1�������0 sr� ��s�0�0
0�� ��0 ����/ ����0 ��1������0 � �� �����0 �.����0 �� 1�����1� ���1 �� ������ �� 1�����1�
����. 21
 0�1���� � p�6 p
��� �� "
�����'����� �
������ e� ��
� (f+ �� &
������ ��&���'���

3 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 1����������� ����0�� 25~ 6 �0� �� ��0�/��� 1������ 
��/ . �
���1 �� 1����������� ����0�� 25~ 6 �� ������/ � � 	����/ �0����� ��1������ 1������ PZ

�0�
�� ������/ � 1������ p x� �� 1����������� ����0�� 25~ 6 �0� 
��0���� � ����0 �����0 ��0 ��0�
���1�0 �� ������/ � � 	����/ �0����� ��1������ PZ

0��� 
��0����0 � �� �� ������ ����/ ��� �� ��
1����������� ����0�� �0� 0�� .������ �� .���� ��� ������0 ����/ ���0 �� �����0 ��0 ��0���1�0 p
5�� ������ � 
 � 	�����0� � �� 0� � ��� ���0 ���� O�� �����0 ��0 ��0���1�0 �� ������/ � PZ

0�����

��0����0 0��0 O�� � ��� ������ �� 1����������� ����0�� �� 0��� �� O�� �� ������ ����/ ��� ��
�� 1����������� ����0�� 0��� ������ O�� 1����0 �� �����0 ��0 ��0���1�0 p |�� O�� � ����//��� �
�� ������ ����/ ��� �� �� ���� ��0 ��0���1�0 �� �� ������ ����/ ��� �� �� 1����������� ����0��
0����� ��0 / �/�0 ���0 ��������0��0 � 	sr���s�0� 0����./ ������� 0������� p
��� ;>C�H< � � K = Rn

+
�� � ��� ���� i = 1, . . . ,m, �� i��/ � 1�/��0���� �� F � �� �.�

� ��� O�� �� x �� � 	��� � ������ ξi �� ��1���� ��0 ����/ ����0 ��1������0 ξ p 3 	��0�/���� 	��1�������� Z �0� ����0 �� ������� 1���.0��� � 	��0�/���0 � 	��1�������� 1������0 Zi
���0

� 	�0��1� ��0 ξi � i = 1, . . . ,m p

x��0 � 	sr���s�0� } � �� ��1���� ξ � ��� ���� ����������. �� (ξ1, . . . , ξm) � �� ξi
������� �



^�

��0 ����.�0 ��1�������0 �� �� i��/ � 1��������� �� �� 1����������� ����0�� (CR) �0� �� �������// � �
(CR) min

{
cTx : x ∈ X, fi(x, ξi) ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,m, ∀ξi ∈ Zi

}
, 2� p^� 6

�� c �0� �� ��1���� ��. p � ��0 ��� �� / ����� O�� 0� ��0 sr� ��s�0�0 | �� } �����1��.�0 1��
��00�0 0��� 0���0
����0 �� 0� X �0� 1�/��1� � ����0 �� 1����������� ����0�� 25~ 6 �� ������/ �
PZ 2� p��6 �0� 
��0���� 0� �� 0����/ ��� 0� �����0 ��0 ��0���1�0 �� 1� ������/ � 0��� 
��0����0 p
� � ���0 � �� ������ ����/ ��� �� �� 1����������� ����0�� �0� �� 0����/�/ ��0 ������0 �����
/ ���0 ��0 ��0���1�0 p u��0 
��0��0 1���� sr� ��s�0� ���0 �� 0���� �� 1���� 0�1���� �� ���0
��.0�����0 ��0 1�����������0 ����0��0 �� ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.����0 � 1���O��0 �� 0��
/ ��.��� � �0���
0 2x�v6 p 3�0 ��0�/���0 � 	��1�������� ������0 0��� �� �.�.��� ��0 �����0����0
�� ��0 �����0�1����0 � 	�����0����0 p v��0O� 	�� � ��� ���] ���0 0� ��/ ���� �� 1�0 �� �� 
��1����
��] �1��
 �0� 1����� � ��0 �.0�����0 0����� ��.0���.0 ���0 1� 1���� p
� ?;K?@BB@>E;J 7EJD@E?< ?;	GH><
3� 1����������� ����0�� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� ���.���� ��1������ �

{
min

x

{
cTx : Ax ≥ b

}
| (A, b) ∈ Z ⊂ Rm×n ×Rm

}
, 2� p^_6

�0� .O��������� 
 �� ������/ � ��������� �.��� �����1���/ ��� �� 
��1���� ��0 ����/ ����0 ��
������/ � � 
 1�������� O�� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z 0��� �� � / �/� ��������� p
�CD;?�B< � �� �� ��� �������	� 
�� � ��	��
 ��� � ��	��������� Z ��	� 2� p^_6 ���� � ��
 �% � �" �
� 	 � � ��	 �	��
 ��� ���	� Z ′ ⊂ RN � �� 
�� Z ′ ���� ��		� ��� � ��� �	 �����
 � �� ��	 ����	 ���
� ��	 �% ������ Pξ ≤ p �� ���� �	 �����
 � � ��	 �% ������ ��	�
� �� 
�������
� �� ‖Piξ − pi‖2 ≤

qT
i ξ−ri, i = 1, . . . ,M �� ����� �	 �����
 � � ��	 �% ������ 
 �������� ��� ��	 ������ P0+

��

ξ∑

i=1

ξiPi �

0 # � �	� ��� ��� ���� � ����� � �������	� 
�� �� �����
 � �� ��	����	 ��� ��� 	����	 � Z ���� ������
��
 �	 � " �������# � ���� �� ��	��������� ������� �� � ��%��

 � ��	 ����� 2� p^_6 ��� �
������	��
! �	 � �����
 � ��	 ����� ��	� �� ��� ��� � �	 � �����
� ��	�
� � 
�������
� � ��	� �� ��� ���� ��
�	 � �����
� ��
 ���� 	� ������" ��	� �� ��� ����� #
3� ������/ � �� ��0���� �� �����1���� .����. ���0 �� 1s������ � �0� �� ������/ � ���.����
� ��� ��O��� �� / .�s�������� �� � 	����/ �0����� ����0�� 0��� �����O�.� p
� ?;K?@BB@>E;J :;JEFG< ?;	GH><
5��0��.���0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 1������ ���1 1���������0 O�������O��0 �

{
min

x

{
cTx : xTAix ≤ 2bTi x+ ci, i = 1, . . . ,m

}
| {(Ai, bi, ci)}mi=1 ∈ Z

}
. 2� p^�6

x� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z �0� ��� �����0�1���� � 	�����0����0 �

Z =

{{
(Ai, bi, ci) = (A0

i , b
0
i , c

0
i ) +

k∑

`=1

ξ` (A`
i , b

`
i , c

`
i)

}m

i=1

| ξTQjξ ≤ 1, j = 1, . . . , k

}

2� p^�6



[\

�� Qj � 0, j = 1, . . . , k, ��
k∑

j=1

Qj � 0 � ����0 �_� 
������ �� ������/ � � 	����/ �0����� x�v
�.� ������ �����1���/ ��� ��0 ����/ ����0 �� ������/ � O�� � 0� k = 1 � 2�� 0��� �����0����6�0� �� 1����������� ����0�� �� ������/ � 2� p^�6 �2� p^�6 �� O�� ���0 �� 1�0 �� k > 1 �0� ����������/ ����� �� 1���� 1����������� ����0�� p �� ������/ � � 	����/ �0����� O�������O�� 0���
����0���. ���0 �� 1s������ [ �� �����0��� �� ��0�/��� � 	��1�������� 0�/��� �.��� ��� ��0
1���������0 �� � ���� p
5��0��.���0 
 ��.0��� �� 1�0 ���0 �.�.��� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 1���O�� O�������O��
O�� 0 	�����/ � 0��0 �� 
��/ � �

{
min

x

{
cTx : ‖Aix+ bi‖2 ≤ αT

i x+ βi, i = 1, . . . ,m
}
| {(Ai, bi, αi, βi)}mi=1 ∈ Z

}
.
2� p^�6

�� 0� ���1� �1� ��00� ���0 �� 1������� �� � 	��0�/���
Z = Z1 × . . . ×Zm

2� p^�6
�0� �� ������� 1���.0��� � 	��0�/���0 Zi

� � 	��0�/��� Zi = Vi × Wi
� �00�1�. 
 �� i��/ �1��������� � .���� �� � / �/� �� ������� 1���.0��� �� ���� �����0����0 Vi
�� Wi

�

Vi =




[Ai; bi] = [A0
i ; b

0
i ] +

ki∑

j=1

uj [A
j
i ; b

j
i ] +

qi∑

j=1

vj[E
j
i ; f

j
i ] | uTu ≤ 1




 ;

Wi =




[αi;βi] = [α0
i ;β

0
i ] +

k′
i∑

j=1

uj [α
j
i ;β

j
i ] +

q′i∑

j=1

vj [g
j
i ;h

j
i ] | uTu ≤ 1




 .

3� 1����������� ����0�� �� ������/ � 1���O�� O�������O�� 2� p^�6 1����0� ������ 
 � 	���
0�/��� � 	��1�������� 2� p^�6 �.��� 1����00�0 � �0� ����0 .O��������� 
 �� ������/ � x�v 2���6 p
� ?;K?@BB@>E;J �=� ?;	GH><
3� ������// ����� x�v ����0�� � .�. �00��������/ ��� .����.� ���0 �[�� �� ��\� ���0� O��
���0 ��0 ����1��0 ��� �� �_� 0r��s.��0��� ��0 �.0������0 �/�������0 �� ����/ �0����� ����0�� p
3� 1����������� ����0�� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�/ ��.��� � �0���
 ��1������




min
x




c
Tx : A(x) = A0 +

n∑

j=1

xjAj � 0




 | (A0, . . . , An) ∈ Z




 . 2� p[\6

2���0 ��O��� ��0 / ����1�0 Aj
0��� ��0 / ����1�0 M ×M 0r/ .���O��06 �0� �.] 
 uv���� 1���

� ��� �� ��0�/��� � 	��1�������� Z �����0����� p � ��0 �� 1�0 �� � 	��0�/��� � 	��1�������� �0���� �������� � 1������ �
Z = 5���{(A1

0, A
1
1, . . . , A

1
n), . . . , (AL

0 , A
L
1 , . . . , A

L
n)};

�� 1����������� ����0�� �� ������/ � 2� p[\6 �0� �� ������/ � 0�/ ��.��� � �0���
 �

min
x




c
Tx : A`

0 +

n∑

j=1

xjA
`
j , ` = 1, . . . , L




 .



[ �

�� � ��� ������ �� ����� ��0�/��� � 	��1�������� 1�����0��� 
 ��� 1����������� ����0��
.O��������� 
 �� ������/ � x�vp x��� d �� ��1���� ��� ��� ��� �� ��/ ��0��� M p ��
��� ���� � ����������� �� ���� ^ �� A(.) �00� 1�.� 
 d � ��� � ����������� �� �� 
��/ � A(x) +
b(x)dT + db(x)T , �� b(x) �0� ��� 
��1���� �� �� �� x 
 ������ ���0 RM p �� 1��0�����
����0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0�/ ��.��� � �0���
 ��1������ ������ 
 ������ �� 2� p[\6 ��
����0������ �����0 ��0 � �����������0 �� ���� ^ �00� 1�.�0 
 �� ��1���� d ��� ��� ��� �� b(.)������� ���0 �� �����0���� �

{
min

x

{
cTx : A(x) + [

L∑

`=1

u`b
`(x)]dT + d[

L∑

`=1

u`b
`(x)]T � 0

}
| uTu ≤ 1

}
, 2� p[ �6

�� b`(x) 0��� ��0 
��1����0 �� ��0 �� x 
 ������ ���0 RM p 3� 1����������� ����0�� ��
������/ � � 	����/ �0����� 0�/ ��.��� � �0���
 2� p[ �6 �0� ����0 �� ������/ � � 	����/ �0����� 0��
/ ��.��� � �0���
 �����1��� 2���� �_�6 p
� ��0 �� 1�0 �� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z ����������� ���0 2� p[\6 �0� �.��� ��� �

Z =

{
(A0, . . . , An) = (A0, . . . , An) +

L∑

`=1

ξ`(A
`
0, . . . , A

`
n) | ξ ∈ Z ′

}
, 2� p[^6

���1 Z ′ = {ξ ∈ RL | ‖ξ‖∞ ≤ 1} �� Z ′ = {ξ ∈ RL | ‖ξ‖2 ≤ 1} � ����0 �� � ��� �.������ ������/ � � 	����/ �0����� 0�/ ��.��� � �0���
 2�_�6 ���� �� 0������� 
������ ��� 0�������
����� 1s.� �� �� 1����������� ����0�� �� ������/ � 2� p[\6 �00� 1�. 
 � 	��0�/��� � 	��1��������
Z 2� p[^6 �.��� 1����00�0 p5����0 �� ������� 1�0 � �� � 	�� 1������ ��� �������/ ����� ��������� �� �� 1����������� ���
��0�� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� x�v �� �� 
��/ � �

{
min {cTx : Ai(x) � 0, i = 1, . . . ,m} Ai(.) ∈ A0

i (.) + νi, i = 1, . . . ,m
}
, 2� p[[6

�� Ai(.)
�� A0

i (.)
0��� ��0 �����1�����0 �� Rn ���0 S`i

�� �� νi
�0� �� ��0�/��� 1������

���0 � 	�0��1� ��0 �����1�����0 �� 1� �r� � p
��� ;>C�H< � � ��� v��� ���� i ≤ m, � 	��0�/��� νi

� ��� ���� �����1s.� 
 �� 
�1���� γi
���0

��� �� �����0���� � 1 	�0� 
 ���� O�� � 	�� � ��� ������� ki
�����1�����0 �� ��0 Aj

i (.) : Rn → S`i

�

j = 1, . . . , ki
� �� 0���� O�� ν−i ⊆ νi ⊆ γiν

−
i
� �� �

ν−i =






ki∑

j=1

ujAj
i (.) |uTu ≤ 1




 .

x��0 � 	sr���s�0� 5 � �� � ��� �.���� �� ������//� x�v 2���6 O�� �0� ��� ������ �/ ����� ��
�� 1����������� ����0�� �� ������/ � 2� p[[6 p 3� O�����. ��0 ������ �/ �����0 ��0 1�����������0
����0��0 / �������.�0 ���0 1���� 0�1���� �0� �.���� �� ��.1�0.� ���0 �_� �� ��� p
��� �� $ %
���+ ��'��
� �
����� � ( %�������

3 	����/ �0����� ����0�� � .�. �����0.� ���0 �� ��/����0�0 �����1�����0 �����O��0 2�_� �
��\� � �[�� � ��� � �� ��6 p � ��0 ��� � }������ �� u �/ ����0y� / ������� 0�� ��0 ���/���0 ���.0 ��
�� ��������� ut�3{} � �� O��� � ���0 �� 1���� �� �� ������// ����� ���.���� � � 	����/ �0�����
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����0�� �0� �����1������/ ��� ���.��00���� � ��� ������� ��� 0������� 0����� � � p� ��� 0�������
O�� 0��� �����O��/ ��� ����/ ��� � ��� ����� ��� ��//� � 	��0���1�0 �������0 �� � ���������
�.����/ ��� ��0 ����/ ����0 � 	�� ������/ � ��/ ���� p 3 	����r0� �� 0��0�� ����. � ��/ �� �� O����
����� � 	.1��� ����� �� 0������� � 	�� ������/ � ��/ ���� �� �� 0������� � 	�� ������/ � � ������ . p
� 	����� ���� ��� ����r0� �� 0��0�� ����. � ��/ �� �� O�������� �� 1���/ ��� 2�� �.�.���6 �� 0���
�����. �� �� 0������� ��/ ����� � ��� �� � �����0 � �����������0 ��0 ����/ ����0 p 5���� .����
���0����� ����/ ��� 0�� ��0 / .�s���0 
 �����0�� � ��� �/ .������ �� 0�������. ��0 0�������0 0�
�.1�00���� p � ��0 ��� � �� / ����� O� 	��� 0������� ��/ ����� � 	�� ������/ � � 	����/ �0�����
���.���� � ��� 
����/ ��� ������ ��0 1���������0 �� ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.���� ������0

 ������ �� ������/ � ��/ ���� ��� �� � �����0 � �����������0 ��0 ����/ ����0 p v��� � 	�� ��0
������/ �0 .����.0 ��� ���/��� � ��0 1��� 1����0 � 	��� 0���� 1��������� 0��� � ������ .0 ��.��
�����/ ��� �� ���
��/ ./ ��� � �� � ����� �� � ����������� .���� �� \ p\ �� p 3� ���0 �/��������
��������� �� �� 1��������� �� �����0��� �� 0������� ��/ ����� 0�� ��0 ������/ �0 � ������ .0 �
����.0���. �_\� �� 0�1��� / �/��� p � 	����� ���� � �� �.�.��� � 0�� ��0 ���/���0 .����.0 �
��� � ����� 1����1���� �� �� 0������� ��/ ����� �� � ��/ �� ��0 � 	������� ��� 0������� ����0��
1�����0��� 
 ��� ������ ����/ ��� ���1s� �� 1���� �� ������/ � ��/ ���� p t� �����1s� � ��
����0������ ��0 � �����������0 ���
��/ �0 � 	����� \ p�� � ���� ^[ ������/ �0 � 	����/ �0�����
�� �� ��������� ut�3{} � �� �� �����O���� �� / .�s�������� �� � 	����/ �0����� ����0�� 
 1�0
������/ �0 � �� ������ ����/ ��� ����0�� .���� �� ���0 
 �� �� �� ������ ����/ ��� �� ������/ �
� ������ . p � 	����� ���� � ��� �.������� �� �� 1����������� ����0�� � �� 0������� ����0�� .����
.����// ��� 
��0���� � ��� 1s�1�� ��0 ������/ �0 � ������ .0 p

�
� ������	�����
 ����
��
 ���
���

��� �� � ������'��
�

���0 �� ������/ � ����0�� 25~ 6 �.��� ��� 2� p^� 6 ���0 �� 0�1���� � p_ � �� 0��� �0� O��
�����0 ��0 ��������0 �� �.1�0��� � ������� .�0 ���0 �� ��1���� x � ������� ���� �.���/ ��.�0����� O�� ��0 �.���0�����0 ��0 ����/ ����0 ��1������0 0����� 1�����0 p x� 1 	�0� �� 1�0 � ��� �����
/ ��.��0����� ������ �.����/ ��� ��.O���� p 5�� ������ � ���0 �� / �] ����. ��0 ������/ �0 � 	���
��/ �0����� ��1������0 � 0���� ��� ������ ��0 ��������0 �� �.1�0��� ���� ���� �.���/ ��.� �����
�� �.���0����� ��0 ����/ ����0 ��1������0 p 3�0 �����0 ��������0 � O���� 
 ����0 � �������� � ��� ���
��� ��� ����.�0 ��1�������0 � ���0O�� 1����0 1� 0����� 1�����0 p 5�0 ��������0 �] �0�����0 0���
�� ���� �r� �0 p � 	��� ���� � ����0 ������� ��� ��0 ��������0 ��� �������0 � �����0 O�� ��0 ��������0
�� 0�����0 �� 1����0 ����������0 � ��� ��.0����� �� / ����� 0��0 ��� 
��/ � �� ������//�
���.���� 2�� .��/ ����� ��0 
��1����0 ���.����0 ��� / ��1���� 1�//� |xi| �� max(xi, 0)

6 p
� 	����� ���� � ����0 ������� ��� ��0 ��������0 O�� � ������ ���� �.���/ ��.�0 ���0O� 	��� ������
��0 ����.�0 ��1�������0 2��1�������0 �� / �/ ��� �� �� ���0� �� �.1�0��� ��������6 �������
1����� 2��������0 �.��//.�0 ����� ��� 0��� �� ������06 p v��� ����0���� 1� �����������/ ���
��0 ��������0 � ��������0 � 	���/��� �� ������/ � �� ������� �� ] ������� �.�����. ���0 �� 0�1�
���� � p^ p � ��0 1� ������/ � � ����0 ��������0 �� �.1�0��� ������������� p � 	��� ���� �� ��/���
x �� ] ������� O�� �� ������� �� ] ������� �1s��� 
 � 	.������ 1s�O�� / ���� � � 	����� ���� ����/��� y �� ] ������� �����0 �� ���� �� ��/��� w �� ] ������� �������0 
 � 	.������ �� ��
�� ] ����.� p 3� ������� �� ] ������� ���� �.1���� �� / ������ x �� ] ������� 
 �1s���� ��/ ���� � ����� �� 0����� �� ��/��� �� 1�����0 O� 	�� ���� p v�� 1��0.O���� � 1���� �������� x � 	�0���0 �]�0����� ��� ����.�0 ��1�������0 �� ���� ���� �.���/ ��.� ����� �� 1�������� �� ��/���
�� ] ������� O� 	�� ������ ���1����/ ��� ���0 �� ] ����.� p t� �����1s� � �� �� �� ] ����.� � ��



[[

��/��� �� ] ������� �����0 ξ �0� 1���� 21 	.���� �� ����/ ���� ��1������ �� ������/ �6 ����0 ��������0 y �� w � ������ � ��� ����� 
 1���� ������ ξ �� ���� �.���/ ��.�0 
 ������ �� 1���������� ξ ���0O�� y = min(ξ, x) �� w = max(x − ξ, 0) p u��0 �����0 ���1 �� ��������������0 ��������0 �� ���� ����� �0 � ��0 ��������0 O�� ������� ���� �.���/ ��.�0 ����� �� �.���0��
���� ��0 ����/ ����0 ��1������0 2��������0 �� �.1�0���0 �s��� ��� ��� � �� ������06 �� 1����0
O�� � ������ 0 	�]�0��� 
 ���� �� ������ ��0 ����.�0 ��1�������0 2��������0 ����� ��� 0���
�� ������06 p u��0 ��� �������0 1�0 ��������0 ��������0 ��0 ��������0 �] �0�����0 p t� �.�.��� �
1s�O�� �������� �]�0����� � ��� ����� 0� ������ ���� � ��	" ��
 ����	 � 1 	�0� 
 ���� �.� �����
� 	��� ������ ��0 ����.�0 ��1�������0 O�� �� � �0� ������ p |�� �� 0�/������ ��0 ��������0
�� �� ��.0�������� ��0 �.0�����0 O�� 0������ � ���0 0��� �0��0 O� 	��� ������ ��0 ��������0 �
������� .� ���0 �� ��1���� u � � 	�0� ��0 �]�0����� � �� � 	����� ������ � ������� .� ���0 �� ��1����� v � � ��� 0 	�] �0��� 
 �����0 ��0 ����.�0 ��1�������0 p 3�0 �.0�����0 O�� ���0 .���1����0� ������ ���� 
�1���/ ��� �.�.����0.0 �� 1�0 �� 1s�O�� �������� �] �0����� � 0� ������ ��0�
� 	�� 
��/ ����� p v�� 1��0.O���� �� ��1���� �� �.1�0��� x �0� ����������. �� x = (uT , vT )T p ��� ��� � ����0 � 0��0 ��0 sr� ��s�0�0 | �� } 2����������0 ���0 �� 0�1���� � p_6 �� 0��0 � ����� ��
�.�.�����. � 2O����� 
 ���������� ��� �������� �� �0�����0� 0� �.1�00����6 � .1���� �� ������/ �
� 	����/ �0����� �.�.��O�� ��1������ 0��0 �� 
��/ � �

PZ =

{
min
(u,v)
{cTu : (u, v) ∈ X, fi(u, v, ξi) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}

}

(ξ1,...,ξm)∈(Z1×...×Zm)

.

2� p[� 6
x� 1����������� ����0�� � ��� ����0 0 	.1���� �

(CR) min
u,v

{
cTu : (u, v) ∈ X, inf

ξi∈Zi

fi(u, v, ξi) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

}
;

�� 1� O�� ������� �� / �/� �
(CR) min

u

{
cTu : ∃ v | (u, v) ∈ X, ∀i = 1, . . . ,m, ∀(ξi ∈ Zi) fi(u, v, ξi) ≥ 0

}
. 2� p[_6

x� Z = Z1 × . . .×Zm
� �� �.���� ����0 �� 1����������� ����0�� �] �0�.� �� ������/ � � 	�����

/ �0����� ��1������ 2� p[� 6 ��� �
(CRA) min

u

{
cTu : ∀ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Z, ∃ v | (u, v) ∈ X, ∀i = 1, . . . ,m, fi(u, v, ξi) ≥ 0

}
.

2� p[�6
3� 1����������� ����0�� �] �0�.� 2� p[�6 � ���������� �.1�// ��� ���0 ���� � 
������ ���1 ���
� �����O�� ����0�� ���0 ��� ���� O�� �� 1����������� ����0�� �.���� ��� 2� p[_6 p t� �� �� � � 	���
0�/��� �� 
��0������. �� �� 1����������� ����0�� �] �0�.� �0� ���0 ��0�� � 1� O�� � ��/ �� � 	�����
��� ��� / �������� ������ ����/ ��� ���� �� �������� ��� 0������� 0���0
��0��� ��0 1���������0
O����� O�� 0��� �� �.���0����� ��0 ����/ ����0 ��.������0 p v�����0 � 	���/��� � 	��� 1���������
���.���� � 	.�����. ��1������� u + v = a � � 	��0�/��� � 	��1�������� .���� Z = {a | a ∈ [0, 1]} p3 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 1����������� ����0�� �0� ���� ����0 O�� � 	��0�/��� �� 
��0��
�����. �� �� 1����������� ����0�� �]�0�.� �0� R 2� ��� ���� u ∈ R � ���� ���� 0 ≤ a ≤ 1 �

v = a−u 0���0
��� �� 1���������6 p v�� 1����� � ��0 1�����������0 ����0��0 �]�0�.�0 1�����0����� �.�.��� 
 ��0 ������/ �0 � ���1��� ���0 ���0 
 �.0����� O�� ��0 1�����������0 ����0��0
� ��� ��0O�����0 �� �� �0�� ��0 ������/ ���0 ��/ .��O��0 �� 1�1�0 � ��� ��� ����� ��//� ��
������/ �0 �� � 	��0�/���0 � 	��1�������� 21
 0�1���� � p_6 p � ��0 �� 0�1���� 0������� � ���0
���0 ���.��00��0 ��� 1�����������0 ����0��0 �] �0�.�0 �� ������/ �0 � 	����/ �0����� ���.����0
��1������0 p



[�

��� �� � �
� (f+�� (���'����

|������� ���1 �� �����������/ ��� �� ��1���� �.1�0������� �� x = (uT , vT )T 1�//� ��� .�. ��.1�0. 1����00�0 � ���0 .1�����0 �� ������/ � � 	����/ �0����� ���.���� ��1������ 0��0 ��

��/ � �

LPZ

{
min
u,v
{cTu : Uu+ V v ≤ b}

}

ξ=[U,V,b]∈Z

, 2� p[�6
�� Z �0� �� ��0�/��� 1������ 1�/��1� ��� ���� p ~�������� �� ���/ �������� �� �� ������/ �/ ����� 0��1s�0��O�� /����.��� �0 � ���0 ��� �������0 �� / ����1� V, �� / ����1� �� ��1���0 p 3�1����������� ����0�� �] �0�.� 2���.� 5~| ��� �� 0����6 � 	�� ��� ������/ � �0� ����0 ����.�
��� �

(CRA) min
u
{cTu : ∀ (ξ = [U, V, b] ∈ Z) ∃ v : Uu+ V v ≤ b}, 2� p[�6

�� 0� 1����������� ����0�� 2���.� 5~ ��� �� 0����6 �0� �
(CR) min

u
{cTu : ∃v ∀ (ξ = [U, V, b] ∈ Z) : Uu+ V v ≤ b}. 2� p[�6

x��0 1�������0 sr� ��s�0�0 �00�� ��0���1����0 � �� 5~ �� �� 5~| � 	�� ������/ � � 	����/ �0�����
���.���� ��1������ 0��� .O���������0 ���� p 3 	��� �� 1�0 sr� ��s�0�0 �0� � 	sr� ��s�0� } ����
�.� �� 0�1���� � p_ � 
 0����� O�� � 	��1�������� ���1���� ��� 1��������� �0� ���.� ������� ��
� 	��1�������� �� �1���� ��0 �����0 1���������0 p �� � ��� �.��/ ���0 
�1���/ ��� 1��0������ ��0
���/���0 / ������� O�� �� 5~| �0� ���0 ��� ���� O�� �� 5~ p |� ���
 �� 1�0 �� 1���������0
� 	.�����.0 ��1�������0 �.] 
 .��O�. � ������0 �� ���/��� ���1 ���� 1���������0 � 	��.�����.0
��1�������0 � ��� ����0���� 1� �s.��/ ��� p 5��0��.���0 �� ������/ � � 	����/ �0����� ��1������ �

min
u,v

u : u ≥ −1, v ≤ (ξ − 1)u+ 1, v ≥ ξu+ 1,

�� ξ ∈ [−1, 1] �0� �� ����/ ���� ��1������ p 3� 0��� � ���� 
��0���� � ��� �� 5~ �0� (u, v) =
(0, 1) �� �� ������ ����/ ��� �� �� 5~ �0� ���1 \ p 3� ������ ����/ ��� �� �� 5~| �0� / �����������0O� 	���� ���� � � p t� �� �� � � 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 5~| �0� �� � �\� � ���� ����
u ∈ [−1, 0] �� ���� ξ ∈ [−1, 1] � �� � ���� v = ξu = 1 2��� ���/���6 �0� 
��0���� p �� ��/ ��O��� 	�������0 O�� � 	sr� ��s�0� } � 	�0� ��0 0���0
���� p � ��0 �� 1�0 � 	�� ������/ � � 	����/ �0�����
���.���� ��1������ � �� 1����������� ����0�� �0� �� ������/ � ��������� ��0 O�� � 	��0�/���
� 	��1�������� �0� ��������� p �� 1�0 0�/��� �� �� 5~| 2� p[�6 �� ������/ � 2� p[�6 �0� ���������
2�� �0� �� 
��� �� ������/ � ���.����6 �0� �� 1�0 �� �� / ����1� �� ��1���0 V �0� ��� ��
� 	��0�/��� � 	��1�������� Z �0� � 	�������� � 1������ � 	�� ��0�/��� �� 01.�����0 �

Z = 5���{[U1, V, b1], . . . , [US , V, bS ]}. 2� p�\6
� ��0 1� 1�0 � �� 5~| �0� ����.� ��� �� ������//� ���.���� �

min
u,v1,...,vS

cTu : U`u+ V v` ≤ b`, ` = 1, . . . , S.

���0 �� 1�0 �� �� / ����1� �� ��1���0 � 	�0� ��0 ��� �� �� Z �0� ��00� ����. ��� ��� ��������� � 1������ �� 01.�����0 � Z = 5���{[U1, V1, b1], . . . , [US , VS , bS ]} � �� 5~| ���� ���� uv��� 1��� p � � / �/� � ���0 �� 1�0 �� �� / ����1� �� ��1���0 �0� ��� � 0� Z �0� �� � ��r��� � �.������ ��� ��0�� � 	��.�����.0 ���.����0 � �� 5~| � ��� ���� uv ��� 1��� p �� ���� ����0 1s��1s��
��0 �������/ �����0 �� �� 5~| ���������0 � ��� ��� ���0 ����� ��//� � 	��0�/���0 � 	���
1�������� p 5 	�0� 1� O�� / ����� � 	�������1���� �� 1�����������0 ����0��0 �] �0�.�0 �� ��/ ���
�.1����0 ���0 �� 0�1���� 0������� p



[_

��� �� "
�����'����� �
������ '� ������ '� ��+���

���0 �� ��/����0�0 �����1�����0 �� �� �s.���� �� �� 1�// ���� � �� 1s��1s� ��0 1����� ��0
����/ ��� O�� 0��� ��0 
��1����0 ���.����0 ��0 ��0��������0 �� � 	.��� �� 0r0��/ � p 5����
��0���1���� 0�� �� ����0�� ����� ��0 ��������0 �� �.1�0��� �� � 	.��� �� 0r0��/ � � ��/ �� 0������
�� 1��1�� �� 1�1� �� �� 1�// ���� p � ��0 �� / �/� ����� � �� � ��� �/� �0�� � � ��� u ��. � O��
�� �������� �] �0����� v �� ������/ � LPZ

0��� ��� 
��1���� �� �� ��0 ����.�0 �

v = w +Wξ, �� ξ = [U, V, b].

���0 1� 1������� � �� ��1���� ��� �]�0����� u � ��� ���� 1�/��.�. �� ��� 0������� (u,w,W )����0�� 0� �� 0����/ ��� 0� Uu+ V (w+Wξ) ≤ b ∀ (ξ = [U, V, b] ∈ Z) p �� �.���� ����0 ��1����������� ����0�� �]�0�.� �� ��/ ��� 25~|| 6 1�//� �� ������//� �

(CRAA) min
u,w,W

{cTu : Uu+ V (w +Wξ) ≤ b ∀(ξ = [U, V, b] ∈ Z)}. 2� p� �6

u����0 O�� � 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 5~ �0� 1������ ���0 � 	��0�/��� �� 
��0������. ��
�� 5~|| � �� � / �/� 1������ ���0 � 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 5~| p v�� 1��0.O���� � ��
5~|| �0� �� � �� ���0 1��0�������� O�� �� 5~| /��0 / ���0 1��0�������� O�� �� 5~ p
x� �� / ����1� �� ��1���0 V �0� ��� �� 0� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z �0� ��������� ����0 ��5~|| 2� p� �6 �� ������/ � LPZ

�0� ��������� 2����6 p |�� �� 
������ � ���0 1� 1�0 � ��0 .O���
������0 �����1���0 �� �� 5~|| ���� �����0 ��0�/���0 � 	��1�������� � ���0 ����/ .����0 �� �
��/ ��� � 	��0�/��� Z ��� �� ��1���� �� � �����������0 ζ ������� ���0 �� ��0�/��� 1������1�/��1� ��� ���� χ ⊂ Rp �

Z =

{
[U, V, b] = [U0, V 0, b0] +

p∑

`=1

ζ`, [U
`, V `, b`], ζ ∈ χ

}
.

�� � ��� ����0 �����/ �� ��0 ��������0 �] �0�����0 v 0��0 �� 
��/ � �

v = v0 +

p∑

`=1

ζ` v
`.

3� 5~|| �� ������/ � LPZ
�0� ����0 �

(CRAA)

{
min cTu
∀ ζ ∈ χ αi(x) + 2ζTβi(x) + ζT Γi(x)ζ ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

2� p�^6

�� αi(x), βi(x)
�� Γi(x)

0��� ��0 
��1����0 �� ��0 �� x = [u, v0, . . . , vp] �.����0 ���0 ���� p� ��0 �� 1�0 �� �� / ����1� �� ��1���0 V �0� ��� � �� � � ��� ���� 1 ≤ i ≤ m, Γi(x) = 0 �

αi(x) = −[U0
i u+ V 0

i v
0 − b0i ] � �� β`

i (x) = −1
2(U `

i u+ V 0
i v

` − b`i), ` = 1, . . . , p p

�J:<?>E>GL< � ;7�>;� EFG< � �� 0��� �0� O�� χ �0� � 	�������� � 1������ �� (ζ̄1, . . . , ζ̄k)
p � ��0

1� 1�0 � ���0O�� min
ζ∈χ

ζTβi(x) = min
1≤j≤k

βi(x)
T ζ̄j

� �� 5~|| �� LPZ
���1 / ����1� �� ��1���0

��� �0� � 




min cTu
αi(x) + γi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,
γi ≤ 2βi(x)

T ζ̄j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k.



[�

�;J>?@EJ><H L< 	;�>< HG? ζ � x��� χ �.��� ��� ��0 1���������0 �� � ���� �

χ = {ζ | ζinf ≤ ζ ≤ ζsup}, 2� p�[6
�� 0�����

θ1 = ζinf + ζsup, θ2 = ζinf − ζsup.

5�//� min
ζ∈χ

2 ζTβi(x) = θT
1 βi(x) + θT

2 |βi(x)| � �� 5~|| �� LPZ
���1 / ����1� �� ��1���0

��� �� ��0�/��� � 	��1�������� 2� p�[6 � ��� χ �0� ����0 �





min cTu
αi(x) + θT

1 βi(x) + θT
2 γi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

−γi ≤ βi(x) ≤ γi, i = 1, . . . ,m.

�J:<?>E>GL< <77E�H;�L@7< � x��� χ � 	�����0���� 0������ �

χ = {ζ | (ζ − ζ̄)TQ−1(ζ − ζ̄) ≤ κ2}. 2� p�� 6

5�//� min
ζ∈χ

ζTβi(x) = ζ̄Tβi(x) − κ
√
βi(x)

TQβi(x)
� �� 5~|| �� LPZ

���1 / ����1� ��
��1���0 ��� �� ��0�/��� � 	��1�������� 2� p�� 6 � ��� χ 0 	.1��� �

{
min cTu

αi(x) + 2ξ̄Tβi(x)− 2κ

√
βi(x)

TQβi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m.
2� p�_6

� ��0 �� 1�0 �� �� / ����1� �� ��1���0 V �0� ��� � �� 0��� �0��� O�� ��0 ��������0 �]�0�����0
0��� ��0 
��1����0 �� ��0 ��0 ����/ ����0 ��1������0 � �� ������� ���1 ��0 1�����������0 ���
��0��0 �] �0�.�0 �� ��/ ��� O�� 0��� ���������0 0� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z �0� ��������� p
5���� sr� ��s�0� �� ���.����. � ��� ������ / ������ 
 ��01�00��� p 3� �.� �����1� ��0 ��������0
�] �0�����0 �� 
��1���� ��0 ����.�0 ��1�������0 � ��� ���0 ���� �� ��0 ���� �� �� p 5�� ������ �
���0 1������0 1�0 � �� � ��� � ��0�� O�� 1���� �.� �����1� � ��� ���� ����� 1s.� ��� ��� 
��1�
���� �� �� p v�����0 �� 1�0 � 	�� ������/ � ���0 ��O��� �� ���� �������� 1s�O�� ] ��� ���
�����. ��� �� 0���0
���� ��� 1������� ��/ ���� p x� �� ��/ ���� � ��.������ � 0��� �� / ����� |~
2�����.���00�
 6 � ����0 ��� �0��/ ����� �� �� ��/ ���� / �r���� �� ] ��� ����. 0��� 
��1����
��0 ��/ ����0 ��00.�0 p 3� �����1���� ������ 0����� �� ��/ ���� � ����0���� ��� �.� �����1�
���.���� �� �� �����1���� � 	�� ] ��� �� 
��1���� ��0 �����1����0 ��0 ] ���0 ��00.�0 
��� ���1
0��0 ���0 1� 1������� p v�� �������0 � 1���� �./ ��1s� 0��� ]�0���.� 0� ���� 
������ ��0 0�������0
����0��0 0���0
��0����0 2�� �����1����� ���� / ��������0 O�� 1����0 �������0 ��� �����1�����
�� �� 1����������� ����0�� 2� p[�66 0�� �� ������/ � .����. p
x� �� / ����1� �� ��1���0 � 	�0� ��0 ��� � �� 0� � 	��0�/��� � 	��1�������� χ �0� �.��� ���

χ = {ζ | ζT S` ζ ≤ ρ2, ` = 1, . . . , L},

���1 ρ > 0, S` � 0,
∑
S` � 0 � � p� 0� � 	��0�/��� � 	��1�������� �0� �.��� 1�//� ��� �����0�1����� � 	�� ��/��� ��� � 	�����0����0 1��1�����O��0 � ����0 0� L = 1 �� 5~|| �0� .O���������
 �� ������/ � x�v �� 0� L > 1 � �� � ��� 1��1����� �� ������/ � x�v O�� �0� ��� � �����������/ ����� �� �� 5~|| 2����6 p



[�

��� �� � �
� (f+�� ,�'e�'��,��� �� &
��,���

5��0��.���0 
 ��.0��� �� ������/ � � 	����/ �0����� ��1������ ���1 ��] �1��
 �� 1���������0
O�������O��0 p 5�//� �� � .�. ��.1�0. 1����00�0 � 1� ������/ � �0� .O�������� 
 �� ������/ �
���� ��0 1���������0 0��� O�������O��0 �� ���� � 	��] �1��
 �0� 
 �� 
��0 ���.���� �� ���.� ������
��0 ����.�0 ��1�������0 �� ��0 ��������0 �]�0�����0 v p �� 0 	���.��00� ���0 ��.1�0./ ��� 
 ��������/ � �� �r� � �

QPZ

{
min
u,v
{cTu : U(i, :)u + V (i, :)v + uTAiu+ vTBiv + uTCiv ≤ bi}, i = 1, . . . ,m

}

ζ ∈Z

;

2� p��6
�� ζ = [U, V,Ai, Bi, Ci, b]

� Z �0� �� ��0�/��� ��� ���� 1������ 1�/��1� �� U(i, :) ��
V (i, :) �.0������ ��0 ���/ �0 �����0 ��0 / ����1�0 U �� V p x����0��0 ��0 / ����1�0 Bi

1�����0
�� ������/ .����0 1�//� ��.1.��//��� �� ������/ � �� .1������ ��0 �����0 ����/ ����0
��1������0 0��0 �� 
��/ � �

[U, V,Ai, Ci, b] = [U0, V 0, A0
i , C

0
i , b

0] +

p∑

`=1

ζ`, [U
`, V `, A`

i , C
`
i , b

`],

�� ����/ ���� ζ ����������� 
 �� ��0�/��� 1������ 1�/��1� ��� ���� χ p �� � ��� ����0
.1���� ��0 ��������0 �] �0�����0 0��0 �� 
��/ � v = v0 +

p∑

`=1

ξ` v
`. ���0 1� 1������� � �� ������

x = [u, v0, . . . , vp] � ��0 1���������0 �� �� 5~|| �� ������/ � QPZ
� ������ 0 	.1���� �

∀ζ ∈ χ αi(x) + 2ζTβi(x) + ζT Γi(x)ζ ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

�� /��������� � ���� ���� i = 1, . . . ,m �
� αi(x) = −U0

i u − V 0
i v0 − uT A0

i u − v0T
Biv

0 − uT C0
i v0 + b0

i ,
� β`

i (x) = 1
2
(−U `

i u − V `
i v0 − V 0

i v` − uT A`
iu − 2v0T

Biv
` − uT C0

i v` − uT C`
i v0 + b`

i), ` = 1, . . . , p,

� Γ`,k
i (x) = − 1

2
(V k

i v` + V `
i vk + uT Ck

i v` + uT C`
i v

k + 2v`T
Biv

k) `, k = 1, . . . , p.���0 ��0 ��������0 1����00�0 � U `(i, :) �� V `(i, :) ��� .�. ���.�.0 �� U `
i
�� V `

i .
3� 01s./ �

�� �� ������ �� �s.���/ � � p^ ���� � ��� ����0 ���� �����O�. � ��� ������� �� �.0����� 0������ p
�<BB< � �� �� ����	� Q � 0 �� ρ > 0. �� ���� " ��
���� ��� �� � �����
� 
�������
��
�	������	 QPZ

���� �	��
 ��� � ��	��������� χ �

χ = {ζ | ζTQζ ≤ ρ2}
��� �� � �����
 � ��
 ���� 	� � �����" �






min cTu(
Γi(x) + λ

ρ2Q βi(x)

βT
i (x) αi(x)− λ

)
� 0, i = 1, . . . ,m,

λ ≥ 0.

2� p��6

�<BB< � �� �� �	 ��������		�	� ���� ���� �� ������� x �	 x = (uT , vT )T � �	����% ��	� !
� ����	� �	 � �����
 � ��	�
� � 
�������
�� �� ��� � �

min cTu : ‖Aiu+ bi‖2 ≤ pT
i u+ qT

i v + di, i = 1, . . . ,m, 2� p��6



[�

���� ��
� ��� � ��� ���� i = 1, . . . ,m, ��� �������� (pi; di)
��	� �	������	�� �� ��������		�	� !

� ��	������ � ��	�� � �� S ���	����� ((p1
i ; d

1
i ), . . . , (p

S
i , d

S
i )) # � �	� ��� ��	�����	�� �� ��������

� �����	 �� � �����
� 2� p��6 ��� �� � �����
 � �

min
u,v1,...,vS

cTu : ‖Aiu+ bi‖2 ≤ p`
i
T
u+ qT

i v` + d`
i , i = 1, . . . ,m, ` = 1, . . . , S. 2� p��6

� ?<G
< � x��� u ����������� 
 � 	��0�/��� �� 
��0������. �� �� 5~| �� ������/ � 2� p��6 pv��� ���� α ��� O�� α ≥ 0, αT
e = 1, ∃ v(α) |

‖Aiu+ bi‖2 ≤
S∑

j=1

αju
T pj

i + qT
i v(α) +

S∑

j=1

αj d
j
i , i = 1, . . . ,m. 2� p_\6

v��� ` = 1, . . . , S, �� 1s��0�00��� α = e`,
�� ���� O�� u �0� 
��0���� � ��� �� ������/ �2� p��6 2�� ������� v` = v(e`)

6 p {����0�/ ��� � 0� u �0� 
��0���� � ��� 2� p��6 � ����0 � ��� ����
α ��� O�� α ≥ 0, αT

e = 1, �� � ��� ���� 1 ≤ i ≤ m, �� /����� ����� / �/��� 
 /�/���
‖Aiu + bi‖2 ≤ pj

i

T
u + qT

i vj + dj
i
��� αj

2� ��� 1 ≤ j ≤ S 6 �� �� ������������ / �/��� 

/�/��� 1�0 S ��.�����.0 �� ���� O� 	�� �� �0�� v(α) =

S∑

j=1

αj vj
��� O�� (u, v(α)) 0���0
��� ��0

1���������0 2� p_\6 �� u �0� ���1 
��0���� � ��� �� 5~| �� 2� p��6 p
�

�
� �	 �������� ��
 � ������
 ������		 ��
 ���
 ����� ���
�
u��0 �����0 �� ��00�� �� ����� �����0�0 / ������0 �� ������� �� ������/ � � 	����/ �0��

���� 0��1s�0��O�� p u��0 .������0 ���0 1���� �s�0� ��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0��1s�0�
��O�� ���0 �� ��/ ���� �� �� ��0���� �� � ����
������0 �� ���0 �� ��/ ���� �� �� ��0���� ��
�����1���� p

� H� <:>H L< B;LD7EH@>E;J �

�� � ���� �� ��� �� �� / ��.��0����� � ��0 ��� .�����0 ����� 1s�0 ��.0���.�0 ��.1.��//���
��� .�. �����0.�0 ���0 �� ��/ ���� �� �� ��0���� �� � ����
������0 p 3� ������/ � �� ��0���� ��
� ����
������0 � ��� ���� / ��.��0. 0��0 �� 
��/ � � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O��
/�����.��� �0 �� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� ����0�� 2��\�6 p u���� 1����������� ���0 1�
��/ ���� �0� �� ���� �0�� ��0 / .�s���0 �� 1���������� ��0 ����/ ����0 �� ���� ������/ �0
�� ��0���� �� � ����
������0 p
5��1������ ��0 ������/ �0 �� ��0���� �� �����1���� � �� / ��.��0����� O�� ��.���� 2���0

�� 1�0 ��0 ������/ �0 �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� �� �����1�����6 p �0� 1���� �� �� ����
���// ����� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �0 �� /�����.��� �0 p t� �����0��� 1�0 �����1s�0 � �� �������
��� 0������� �����.� ��� ��0 �� ���0 �� � 	����� �� 01.�����0 p 3��0O� 	�� r � �� 0��� �� ������.
21� O�� �0� �� 1�0 ���0O� 	�� 0 	���.��00� �� ������/ � �� / �0� �� ����������� ��0 1�������06 0�
� �0� �� ������/ � 0����./ ������� �� ��1��0���1���� � 	��� 0������� ���/ ��� 
��0���� p 5����
/ .�s��� �� 
������ ���1 ��0 �� 0����.��� �� ��0���� O����� O�� 0��� �� �.���0����� �� �� ���
/ ���� p � 	����� ���� � ��0 ��������0 �� ��1���0 �� �� ������/ � .��� � 2���0O�� �� ������/ � �0�
/ ��.��0. 0��0 �� 
��/ � � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���.��� �06 �� � ������



[�

���� / �0�0 �� ���1� O� 	��� 
��0 ��0 1��0�// �����0 .��1���O��0 1�����0 � t��� � �� 1��0���1�
���� ��0 �����0 �� 01.�����0 �0� ��� .��� � �.��1��� p 3� ��/��� �� 01.�����0 ���� ���� 1s��0�
�� ����� 0���� O�� � 	�� �������� ��� �������/ ����� �� �� ��0��������� �� �� 1��0�// �����
.��1���O�� ��������/ ��� � ���� / ��0 0��0 O�� �� ����00� �� �� �s�0� � 	����/ �0����� �� 0���
�� �1�.� p t� ���� � �� ��/�0 �� �.0������� �� ������/ � 1���� ������/ ��� ���1 �� ��/��� ��
01.�����0 p
u��0 ���� �0��0 ���.�����0 / .�s���0 � ��� ������� 1������0 �� 1�0 �.
���0 p � ��0 �� ���/ ���
��/�0 � ���� O�� / ��.��0��� �� ������/ � 0��0 �� 
��/ � � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� ��
����� �� 01.�����0 � ���0 ��.0�����0 ��� / ��.��0����� �� ������/ � � ��/ ������ �� ���� �0��
��0 0����.���0 �� ��0���� 2O�����0 O�� 0����� ��0 1��0�// �����06 �� ��� �� ���� �� �����1�
���� ��. 
 � 	����1� p � ����0�0 ��������0 �� 1� / ����� 0��� ��0���� �.�����.�0 ���0 �� 1s������
� ��� �� ��/ ����� �� ������1� ��0 1���0 �� ��0���� 0�/��.0 0�� �� ��0�/��� �� 01.�����0
��0�0 p t��� � ���0 / ������0 1�//��� 0 	�� ���1s�� �� � 	�����0����� � 	�����0 �� 01.�����0 p ��
���� �0� ���0 1�� ����O�� �

�

� 	��� ���� � ��� / .�s��� �� 0������0����� �� �� 
��1���� ����� ���� �� ��� �0� ��
0������0�� ��0 /����� ��1�����0 �� 3������� �� �.����� �� ������1� ��0 1���0 �� ��0����
0�� �� ��0�/��� �� 01.�����0 ��0�0 �

�

� 	����� ���� � �����0�0 ��������0 ����0��0 �� �� �����1����� ��0 5~| �� 5~|| ������
�����0 ���0 1� 1s������ p

|�� � 	.������ �� ��01�00��� ������ ��0 1s��� �� / ��.��0�����0 � 	�� ������/ � � 	����/ �0�����
0�� 1s�0��O�� � /���������0 ��� �������� / .�s��� �����0.� �� �����O�� p {� 0 	���� �� �.0�����
��� ���0��� 0�/����.� �� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� � �0. p 5���� / .�s��� 2O��
���0 ��0�����0 ���0 �� 1s������ � 6 1��0�0�� 
 �.0����� �� ������/ � �.���/ ���0�� ������ ��
��/������� �����0 ��0 ��������0 ��.������0 ��� ��� �0��/ ����� �� ����0 �0� .���1�0 p 3� 0����
���� ������� �� 1���� 
���� �� �����O�.� �� 0�������� �.���� � ��� ������ 1�������0 1���������0
�� ������/ � 21� O�� � 	�0� ��0 �� 1�0 � 	��� 0������� ����0�� 0� � 	��0�/��� � 	��1�������� �0�
1s��0� 0�� 0�// ��� �����6 p �� ���0 � ���0 �� 1�0 � 	�� ������/ � ���.���� � �� 1������ � 	��0���
�����. ��0 0�������0 
�1� 
 �� � �����0 � �����������0 ��0 ����/ ����0 p 5���� 1���1�.��0��O�� �
���� �����O��/ ��� �������0���� ��� ����� 0������� ���0 �� 1���� � 	�� ������/ � � 	����/ �0��
���� 0��1s�0��O�� ���.���� p


 <HG?<H L< 7@ FG@7E>D L<H B;L� 7<H �
|�� �� / �0���� �� O�����. � 	��� 0������� ������� ���1 ��� / .�s��� ����.� � �� �� 1�/�����
��� .�����0 / .�s���0 �� �.0������� ����� ����0 � �����0 1������0 ��� .�. ���������0 � ��� .������
��0 ������/ �0 � 	����/ �0����� 0��1s�0��O�� p 3� ���/ ��� � ��� ��. twv{ 2�� ������0 �� t�� �1���
w���� �
 v��
�1� {� 
��/ ����� �� ������06 / �0��� � 	.1��� ����� �� 0������� ����/ ��� �� ��
0������� �� ������/ � 2� p�6 p 3� 0�1��� ��� ��. w xx 2� ��� w���� �
 �s� x��1s�0��1 x�������
�� ������06 / �0��� � 	.1��� ����� �� 0������� ����/ ��� �� �� 0������� ������� �� ��/�������
�����0 ��0 ��������0 ��.������0 ��� ����0 �0� .���1�0 p |�� �� ������ O���O��0 � ����0 0��
1�0 1������0 � ���0 �����0 RP �� ������ ����/ ��� � 	�� ������/ � � 	����/ �0����� ���1 ��1���0���.��� �0 0��0 �� 
��/ � � RP = min

x∈X
Eξ̃f1(x, ξ̃)

�� WS 2z��� ��� x�� �� ������06 �� ���
���� WS = Eξ̃f1(x̄(ξ̃), ξ̃),

�� x̄(ξ), �0� �� 0������� ����/ ��� �� ������/ � min f1(x, ξ)
0��0

1���������0 x ∈ X p �� � ��� ����0 �.���� �� 1������ EV PI ��� EV PI = RP −WS p 3������� ����/ ��� ������� �� ��/������� �����0 ��0 ��������0 ��.������0 ��� ����0 �0� .���1�0
�0� ���.� EV = min

x∈X
f1(x,Eξ̃)

p �� �.���� ����0 �� ������ / �r���� ������� �� �����0���



�\

�� 0������� x̄(Eξ̃) ��� EEV = Eξ̃ f1(x̄(Eξ̃), ξ̃)
p 3� 1������ V SS � ��� ����0 ���� �.��� ���

V SS = EEV −RP p 4 ����0yr � / ����. O�� �
WS ≤ RP ≤ EEV.

� 	����� ���� � ���� ���� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� 2����6 � EV PI ≥ 0 �� V SS ≥
0 p t��� � ���� ���� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� ���� �� / ����1� �� ��1���0 �0�
��� �� ���� ��0 1��� 1����0 �� �� 
��1���� ��] �1��
 0��� ���0 � ���0 ����0 �

EV PI ≤ EEV − EV, V SS ≤ EEV − EV.
3 	twv{ ����.0���� ���1 �� 0�// � / ���/ ��� O� 	�� ��0��������� �0� ���� 
 �.� ��0�� ���
O� 	�� ��� 
�����00� 
 � 	����1� ��0 ������0 ��0 ����/ ����0 ��1������0 �� ������/ � p w xx / �0���
�� ������ � ������ ���� �������.� 
 �� 1�����00��1� �� 
 � 	�����0����� �� �� ��0��������� ��0
����/ ����0 p {� �� �0�� ��0 1�0 �� twv{ �0� ��� ����0 O�� w xx �0� 0���1��/ ��� � �0���
 2��
��1� ���0� � ���� ����6 p 5�0 �.0�����0 0��� �s.���O��0 �� �� �����O�� � �� �� 1������ �� ��
��0��������� �� ����������. ��0 ����/ ����0 ��1������0 � �� ����0 �0� .���1�0 � �� �� 0�������
����/ ��� p
u��0 / �0������0 ����0 �� O�����. ��0 / .�s���0 O�� ���0 �.������ ��0 ���0 1���� �s�0� ��
�� 
���� 0������� �

�

5��1������ ��0 ������/ �0 � 	���� 1�����0 � 	�1��
0 �� 1�//��1� ��� / �0���� �� � �����
���1� �� �� / .�s��� �� 1���������� ��0 ����/ ����0 ���� �0.� 0�� ��0 ����.�0 0�/��.�0 p
3� O�����. ��0 �/��./ ��������0 ��0 / �����0 � 	���� 1����� � 	�1��
0 �0� ��0���� .����.� 

�� 
��0 0�� ��0 ����.�0 �.����0 �� 0�/��.�0 p �� 0 	����1s��� �1� 
 ��0����� ��0 �����/ ���0
�.��0 ��0 � ����
������0 �� ���� ���������. 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� p

�

5��1������ ��0 ������/ �0 �� ��0���� �� �����1���� .��1���O�� � ���0 1�//�����0 ���
�����0�� �� ��0�/��� �� �_� 01.�����0 p 5�0 01.�����0 0��� ��0 1�//� ��0 s�0����O��0
��0 ����/ ����0 ��1������0 0�� �_� ���.�0 ��� .�����0 p 5s�1��� ��0 / .�s���0 �� ��0�
���� ���� �0.�0 ���� �� 1������ ��/��� � 	�� 
��/ �����0 �� 1�0 01.�����0 2/ �r���� ��
.1��� �r� � ��0 ����/ ����0 1s�O�� ] ��� �ppp6 �� ��0 �����0� � ��� / ����� �� ���1� �� ����
�� �����1���� �� ��� 0����.��� �� ��0���� p �� �����O�� ����0 1�0 ��� .����0 ����0 ��
�����1���� �� 0����.���0 �� ��0���� 0�� � 	��0�/��� ��0 �_� 01.�����0 �� � 	�� 1�/ �
���� ��0 1���0 / �r��0 �� � 	.1��� �r� � �� 1�0 1���0 0�� � 	��0�/��� ��0 01.�����0 � ���
��0 ��� .�����0 / .�s���0 �� ��0���� p �� 1�/���� ��0���� ��0 ��� .�����0 / .�s���0 ��
��0���� 0�� ��0 ����.�0 �.����0 �� ��0������ �� 1��� �� 1�0 / .�s���0 �� ��0���� 0��
���.�����0 ���.�0 0�11�00���0 2�� �����0��� ���1 
 1s�O�� 
��0 ��� ���.� � 	s�0����O��
0����./ �������6 p

�
� ���� ��
 ���
3�0 ��� .����0 1s��� �� / ��.��0����� O�� �������� � 	���� ��.0���.0 �� 0 	��1����� ��0 /��

������/ ��� p �� � ��� ��� ���/��� ������� �� 1���� ����0�� �� �����./ ���O�� ��0 ������/ �0
���1 ��1���0 p v��� �� ������/ � ��/ ���� ���1 ��1���0 �� �� 
��/ �

min
x,y

f(x, y, ω),

�� ������/ � ����0�� 1����0� ������ 0���

min
x

sup
ω∈Ω

inf
y
f(x, y, ω).



� �

� 	�� � ���� �� ��� �����O�� � �� ��0��������� ������ �� ��� ���� 0������� ����0�� �� 
��1�
���� � �00��������/ ��� � �� ����0 
�1����0 p

�

� 	��� ���� 0�� ����0��� �� ��0O�� � ���0 �� 1�0 � 	�� ��0��������� �� � ����
������0
����1���0 ��� ���/��� � �� ��0��������� ���0 1��0�������� �.1����� �� ���1�� � 	�00������
�� 0�0 ��O�����.0 ���0 ��0 �� .������0 ���� �� �����/ ��� �0� 1���� 
 � 	����1� 2�/�����0
� 	.��� ��� ���/���6 p

�

� 	����� ���� � � 	�0��/ ����� �� ����/ � �� � 	��0�/��� � 	��1�������� Z p t� �� �� � 0� � 	���0�/��� � 	��1�������� �0� �� ����/ � �/������� � �� ����� ��/��� �� 01.�����0 2��
�� �����1����� ��0 01.�����0 � �� 
��������06 � ������� 0� �������� p {� 0��� ���1 ���0
�/������� � ���0 ��� ����� 0�������� �� 0 	�//���0�� 1����� ��0 ����/ ����0 ��1������0 p

�

t��� � ��0 1��0.O���1�0 ��0 ���������0 ����0��.�0 � ��� ��0 ����/ ����0 ��1������0 ��
������/ � 0��� 
 ������� �� 1�/��� p t� �����1����� � 0� ��1�� ����/ ���� ���0 � 	���
0�/��� Z �� 1������ 
 �� 01.�����0 ��� 1���0 � ��� 0������� ����0�� � 	�0� ��0 ] �0���.� p5�� ������ � / �/� ���0 �� �����0 0��������0 � ��� 0������� ����0�� � ��� ���� ��1s��1s�.�
� ��� ����� �� / ���0 ��� ��.� �� ���� 1��� ��O��� ���� 1��������� p � ��0 �� ��/�����
1�0 �����O��0 2���� ��� ���� ���\� ��� ���/���6 �� / �0� �� � ����� � 	��� 0������� ����0��
0� 
��� 
 � �� �� 
���0 p v�� 1����� � 0� 1������0 01.�����0 ���0 � 	��0�/��� Z ��� �� �����01��0.O���1�0 �����0 O� 	��� 
������� � ��� 0������� ����0�� 0�/��� ����0� ��0���� p u .���
/ ���0 � �� 1s��� � 	�� ��0�/��� � 	��1�������� Z �� ����/ � ���� �/� ������ 1�������
����0 
 ��� 0������� ���0 1��0�������� p v�� 1��0.O���� � ��� 
��0 �� �.1�0��� ���0� ��
��1s��1s�� ��� 0������� ����0�� � �� 1�/���/ �0 ����� ���� �����. ��� �� 0 	�//���0��
1����� ��0 ����0 01.�����0 0��0 O�� �� 0������� 0��� ���� 1��0�������� p

3 	�����0����� �� � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� /�����.��� �0 0�� �� ����� �� 01.�����0 0� ��/ ���
��� 1�0 �� � 	��1�������� �0� �� ������ 0��1s�0��O�� 21� O�� � 	�0� ��0 ���] ���0 �� 1�06 �� �� � 	��
�0� 1������ � 	�0��/ �� ��0 ��0���������0 �� ����������. 0��0�] �1����0 � 21� O�� �0� ��1��� ���0
�����./ ���O�� � ���� �����1������/ ��� �� ������ ��/ ��0��� 6 p � 	����� ���� � �� ������� ��0
/ �����0 �� ������// ����� 0��1s�0��O�� ������0� O� 	��� 0������� ����� ��0 1���������0 ����
��0 ����/ ����0 0��� ��1������0 � 1� O�� � 	�0� ��0 �� 1�0 �� � 	����/ �0����� ����0�� p 5�� ������ �
�� ����
 /�] ��� O�� �0� �� �.�.��� � ���. �����0 � 	�����0����� �� / .�s���0 ����0��0 � ���
�.0����� ��0 ������/ �0 �.��0 �0� ���� 1��0������0/ � p
u��0 �����0����0 1������0 / �����0 ��.0���.0 ���0 1� 1s������ �� ���0 �� �.������ ����0
�� �������� ��� �� �.0����� ��0 ������/ �0 � 	���� 1����� � 	�1��
0 ���0 �� 1s������ ^ �� ��
��0���� �� �����1���� ���0 �� 1s������ � p u��0 ������0 ����//��� �� O��� �� 1���������� ��0
��0�/���0 � 	��1�������� �0� ��� .��� � �.���/ ������ � ��� / ����� �� ���1� ��� 1�����������
����0�� p
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�[

�������� �

�� ������� ����������� 	��� �� �������

	���� ��� �����

� ��� � �	� � � �� �������� � ������	 � �� % �	 �������	� ��� ��������� �� �� �&�� ���� ��	 � �	
����� �� (�� �� � ( ��� #

3� 1����������� / �] ���� �� 1� 1s������ �0� �� / ������ 1�//��� �.���� ��0 ������/ �0
�� 4 ��y�� ��� �� w�~ �����1s.0 ���� �� � ��� 1����� ��� �� O�����. p �� �.���/ ��� � ��� 1��� �
�� � ����0 �0��/ �����0 ��0 ����/ ����0 ��0 / �����0 �� 4 ��y�� ��� �� w��������~ �0y 
 0�����
�� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� ����� ��0 �����/ ���0 � 	�� 1������ ��/���
� 	�1��
0 ��0O�.0 0�� ��� � .����� � 	����0��00�/ ��� ����.� p 3 	.���� �0� 1������� ���0 ��
1������� ��� ����/ .���O�� � ��� �� ���1�00�0 ��0 �����/ ���0 p �� 0����0� 0�/���/ ��� O��
�� / �r���� �� �� / ����1� �� 1�������1� ������� �����/ ��� 0�� �� 1������ ���������� ��00. p
u���� ����1����� ��1s� �0� ����0 �� �.���/ ���� 1�� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������
�� 1��� p �� �����0� � ��� 1��� �� �������s/ � ��������
 ���� �� 1�/� ����/ ��� �s.���O�� �0�
.����. p 3�0 �0��/ �����0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� � ������ ��0���� ����
����.�0 �� �����0��� ���0����0 ��1s��O��0 � ��� / �r������ �� 1�� ��� ���/��� p �� /�����
����0 1�// ��� �����0�� 1�0 �0��/ �����0 � ��� �.���/ ���� ��0 ������/ �0 �� 4 ��y�� ��� ��
w��������~ �0y ����� 1s.0 2�� ������ 1�/��� ��0 
���0 �� ����0�1����06 p � �0 0�/�������0
��/ .��O��0 / ������ ��0 ���1.����0 �.������ .�0 ���0 1� 1s������ 
 � 	.������ 0�� ��0 ����.�0
�.����0 �� 0�/��.�0 p

� 
� ������������
3� ���� �� 1� 1s������ �0� �� 0������ p � ��0 1���� 0�1���� � ���0 ��.0�����0 �� / ��.��0�����

�� ��� 1�00�0 ��0 �����/ ���0 �� ���0 ���� ����0 ������/ ��� �� O��� 1��0�0���� ��0 / �����0
�� 4 ��y�� ��� �� w��������~ �0y O�� �������� 1�/��� ��0 
���0 �� ����0�1����0 p u��0 0�����
����0 �� ������/ � � 	�0��/ ����� ��0 ����/ ����0 �� 1�0 / �����0 p � ��0 �� 0�1���� 0������� � ��
�.���� ��0 ������/ �0 �� 4 ��y�� ��� �� w��������~ �0y ����� 1s.0 O�� 1��0�0���� 
 �����0�� ��0
�0��/ �����0 0� .1��O��0 ��0 ����/ ����0 ��0 ������/ �0 p u��0 �.���00��0 .����/ ��� �� ��.1��
0��� �� 1�0 ������/ �0 ����� 1s.0 �� ���0 / ������0 O�� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0
�0� 1����� �.� p �� 1��0����� ��0���� ���� 1�0 �����1�����0 � ��� �� ��� 1�00�0 ��0 �����/ ���0
�� ���� ��� 1.����0 � 	�0��/ �����0 �00� 1�.�0 p 3� ���/ ��� 1�0 �0� �� 1�0 0����������� �� ��0



��

/.�s���0 ��� ����������0 � ������ ���� �����0.�0 ��� � 	�0��/ �� �� / �r���� � ��0 ������1�0
�� ��0 1�������1�0 p u��0 / ������0 1�//��� 1s��0�� �� ������ �� � 	.1s�������� �� / ������ 

1����� ��� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0 p 3� 0�1��� 1�0 �0� �� 1�0 �� �� / �r���� � ��0
������1�0 �� 1�������1�0 ������� �����/ ��� ���0 �� ��/�0 p |���0 ����� �����O�. 1� O�� � 	��
������ ��� ��������� ����� � ���0 0��� �0��0 O� 	�� ��0� �0� � 	�� ���1�� 1������ �� ������
���1 ��� � ���� ��.1�0��� �� ���0 ����� ���������� ��00. ��� O�� �� / �r���� � ��0 ������1�0
�� ��0 1�������1�0 ������� �����/ ��� 0�� 1�� ���������� p u��0 ������0 ��0���� �� ��.1�0���
�� �� ���1.���� � 	����/ �0����� �����0��� 1�� ���1�� p 3� ����0��/ � 0�1���� / ����� 1�//���
1��0������ 1�� ���1�� 
 ������ � 	�� �������s/ � � 	�0��/ ����� ���������� p 5�� �������s/ � � .�.
�����0. ���0 �� 1������� 0�/ ������ ���0 ��\ � 2� ��� �� ���1�00�0 �����/ ��0������ q��00��� 6 p
5��������/ ��� 
 ��\� � ����� .���� �0� 1������� ���0 �� 1������� /������/ ��0������ �� ���
����/ .���O�� �� ���0 ���0 ���.��00��0 
 ���� ��] ��0 � �� / �r���� �� �� / ����1� �� 1����
����1� p | ��0� � �� ���� � 	����� 0����/ ��� �� 0��� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1���
1�//� ���0 ��\� ���0 ����0 ���� ����������0 � 	s�/ ��.�.��. � �� ���� �� / �r���� �� � 	�����
� ��� ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 p u��0 ������0 ��0���� O���O��0 ������.�.0 �s.���O��0 ��
� 	�������s/ � p u��0 ����0�����0 ��00� � 	�����0����� �� 1�� �������s/ � ��� �� �.��1��� �� ����
����� ������� ���0 �� / ����� 
 0���0 p 3� �.��1���� � 	��� ������� ���0 �� / ����� 
 0���0
�r��� ��� 0���� ������� � � ��� ��00� ���� 
���� �� �����0��� ��� ����� / .�s��� ��� ����/ .�
���O�� �����0��� ��� 
������ ���00���� p 5���� / .�s��� �0� ��00� .����.� p u��0 ���/ ����0 ���
O���O��0 0�/�������0 ��/ .��O��0 p 3�0 ������0 0��� 1��0���.�0 
 �� �� �� 1s������ p

� ���� � 
e�(��'��
� e� ��
 &����� e�� ���e�+����

x��� M � 	s������ � 	����0��00�/ ��� � τ �� ���� �� � 	����0��00�/ ��� �� 0��� st = (st(1), . . . ,
st(n)) �� ��� 1�00�0 
 ��/�0 ��01��� �� ���� ��0 �1��
0 � t = 1, . . . , τ � �� n �0� �� ��/��� � 	�1��
0��0O�.0 � ���� ��0 1���0 �� ��/�0 t 0��� ������� .0 ���0 �� ��1���� st

�� ������ n. u��0 �.���0�0��0 �� �����/ ��� rM
t

M ��0 �� ��/�0 �� ��0 �� ��/�0 t ��� rM

t =
st+M

st

� t = 1, . . . , τ−M �

�� �� ����0��� ���� ���� 1�/���0� 1�/� �0���� ��� 1�/� �0���� � rM
t (i) =

st+M (i)
st(i)

, i = 1, . . . , n p
~ �/ ��O���0 O� 	�� ��0 �� ��/�0 τ � ��0 ����.�0 (rM

t )t=τ−M+1,...,τ
�� 0��� ��0 ��0� ������0 p

5�� ������ � ��0 �����/ ���0 O�� ���0 ���.��00��� 0��� ��0 �����/ ���0 (rM
τ (i))1≤i≤n

0�� �� � .�
����� � 	����0��00�/ ��� p | ��0� � ��� � 	������� ��� �0��/ ����� ���0������� �� 1�0 �����/ ���0 �
���0 0��� �0��0 O� 	�� r � �� ���������� ��00. � 	����./ ��. ������ τ ��� O�� ��0 �����/ ���0������� �����/ ��� 0�� 1�� ���������� p u��0 0��� �0��0 ��00� O�� 1�� ���������� �0� �� ����
����� 0�� .������ �� .���� 
 M +k �� k �0� �� ��/��� / ���/ �� �� ����.�0 ��/ ���.�0 � ���/ ����� �� � ����� ��� �0��/ ����� p x��0 � ����� �� �.�.�����. � �� ��� � 	���.��� ��0 ��������0 �
���0 0����0����0 O�� � 	s������ � 	����0��00�/ ��� M = 1 �� � 	�� ������ rt ��0 �����/ ���0�� ��/�0 t p �� 0����0� ��0���� O�� �� ���1�00�0 rt 0���0
��� � 	sr���s�0� � 1����00��0 p
��� ;>C�H< � p 3� ��� 1�00�0 rt �0� �.�.�. ��� �� / ����� �

rt = ρt + ζt,
���1 Ert = ρt

��� Eζtζ
T
t = Qt � 0, t = 1, . . . , τ − 1, 2^ p�6

�� ��0 ζt 0��� ��0 ��1����0 ��.������0 ���.� ������0 �� / �r����0 �����0 p �����/ ��� � � ����� 1������ σ > 0 � �� 0��� �0� O�� E‖rt‖4∞ ≤ σ4 p

u ��0 1��0��.�����0 ���� 1�0 �����1�����0 � �� 1�0 0����������� �� ρt
�� Qt

�� ������� ��0
���0 �� ��/�0 �� �� 1�0 �� ��0 ������� �����/ ��� p u��0 ��.0�����0 / ��������� ������/ ��� ��



�_

������/ � � 	���� 1����� � 	�1��
0 �� � 	�� ���� ���� �� �����1����� �� O��� 1��0�0���� ��0 / �����0
�� 4 ��y�� ��� �� w��������~ �0y p u��0 0��� �0��0 ��� �� 0���� � 0�� 
 /������ 1�������� � O��
��0 �����/ ���0 ��0 �1��
0 ��0O�.0 0������ �� / ����� 2^ p�6 p
� ���� � �
� (f+�� e %'((
 &'��
� e %'&��a�

x��� τ �� ���� �� � 	����0��00�/ ��� p u��0 1��0��.���0 n �1��
0 ��0O�.0 2n ≥ 1) � �� �1��
0��0 ��0O�� � �� � 	�� ����� 1�/��� ��0 
���0 �� ����0�1����0 p �� 0 	���.��00� 
 ��� 0���� � .�����
� 	����0��00�/ ��� p 3�0 O������.0 0� ���� ������ 
 � 	�1��
 0��0 ��0O�� 0����� �����.0 ��� n+ 1.���0 1� 1������� � �� ������/ � 0�/����. �� ��0���� �� � ����
������0 2�[� �6 0� ��.0���� �� ��

���� 0������� p x��� xi

�� / ������ �� � 	�1��
 i ���0 �� � ����
������ �� �.��� �� �� � .������ 	����0��00�/ ��� p 3�0 .O������0 �� 1��0�������� ������� ��0 / ������0 xi
0��� ����.�0 ��� �






xi = x−i − yi + zi,
� ��� ��0 �1��
0 ��0O�.0 � 1 ≤ i ≤ n,

xn+1 = x−n+1 +

n∑

i=1

(1− µi) yi −
n∑

i=1

(1 + νi) zi,
���� � 	�1��
 0��0 ��0O�� �

����0 ����� �.��� �
� x−i

� �� / ������ �� ����� �.���� �� �1��
 i ����� �� �������1�/ ��� �� � ����
������ �
� yi

� �� / ������ ����� �� �1��
 i �� �.��� �� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� � µi
.���� ��

1��� �� ����0�1���� �������� 1����0� ������ �
� zi

� �� / ������ �1s��. �� �1��
 i �� �.��� �� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� � ���1 �� 1����� ����0�1���� �������� 1����0� ������ νi
p

3� ��� �0� �� / ���/ �0�� �� ������ ����� ������ �� � ����
������ �
n+1∑

i=1

rτ (i)xi,

�� rτ (i) �0� �� �����/ ��� �� i��/ � �1��
 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� 
�����00��� �������1��/ ��� �� ������ �� 1���0 �� ���/ � �1��
 
 �� �� �� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� p � ��0 1�
O�� 0��� � �� � ����
������ �0� ���1 �� ��1���� x = (x1, . . . , xn)T �� n /������0 1����0� ������� ��� 0�//�0 ����0���0 ���0 ��0 ���.����0 �1��
0 ��0O�.0 ��O��� 0 	�] ���� �� 0�// � xn+1����0��� ���0 � 	�1��
 0��0 ��0O�� �� rτ = (rτ (1), . . . , rτ (n))T �0� �� ��1���� ��0 �����/ ���0��0 �1��
0 ��0O�.0 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� p ~�/ ��O���0 O�� �� �����/ ��� �� � 	�1��

0��0 ��0O�� rτ (n + 1) = r(n+ 1) �0� ���.� ������ �� ��/�0 p

�JM;?B@>E;J :;B� 7�>< � x� � 	�� 1�����00��� ��0 �����/ ���0 rτ �� ��0 
���0 �� ����0�1����0 ��� � ������� �.0����� �� ������/ � � 	����/ �0����� ���.���� 0������ �

ALLOC






max w

w ≤
n+1∑

i=1

rτ (i)xi,

xi = x−i − yi + zi, i = 1, ..., n,

xn+1 = x−n+1 +
n∑

i=1

(1− µi) yi −
n∑

i=1

(1 + νi) zi,

x ≥ 0, xn+1 ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

�� ������ X(µ, ν, x−) � 	��0�/��� ��0 � ����
������0 ��/ �00�� ��0 �.��� ��� ��0 .O������0 ��1��0�������� ��0 / ������0 �� ��0 1���������0 �� � �0������. 0�� x, xn+1, y
�� z p



��

�< �?;	 7�B< L< 78EJ:<?>E>GL< L<H �@?@B �>?<H � t� 
��� � ��0 ����/ ����0 O�� 0���
1����0 �� / �/ ��� �� 1s��� �� �����
������ � 0��� ��0 ��1����0 ��0 
���0 �� ����0�1����0
µ �� ν �� �� �����/ ��� r(n+ 1) �� � 	�1��
 0��0 ��0O�� p 5�//� rτ �0� �� ��1���� ��.������ ��� ���� �.0����� �� ������/ � � 	����/ �0����� 0�� 1s�0��O�� p |�� �� �.0����� 1� ������/ �
� 	���� 1����� � 	�1��
0 � �� �������� �0��/ �� ��0 �����/ ���0 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� 2��
�����0��� ��0 �0��/ �����0 �� ����0 / �r����0 ��� ���/���6 �� ��� ����� 1�0 ������0 ���0 ��
������/ � ALLOC p 3 � �.���� �� 1�1��. �� � ����
������ ����/ �� ������ �� 1���� 
���� �.� ������ ������/ ��� �� ����� ��� 1.���� � 	�0��/ ����� p 5���� �����1s� �� � ��/ �� �� �����1�����
��0 � 	�00���� �� �����/ ��� 1�� �� ��. ���1 ��� ������ ����������. p u��0 � 	����0 ��1��
1����� �� 0�� ��0 ����0 .���� ����. O�� ���0 � �����0 � ��� ���/��� � �0��/ �� �� �����/ ���
� 	�� �1��
 ��� ��� ������ ������ O�� �� 0��� O�� ����/ ��� �������� p 5��� 0������ O�� � 	��
���� ������� �� 1�/��� �� ��0O�� �� � 	����0��00�/ ��� p 3�0 ���� ��������s�0 0������0 ����
� ������ ������/ ��� ��0 / �����0 � 	���� 1����� � 	�1��
0 w��������~ �0y �� �� 4 ��y�� ��� p 5�0
/ �����0 ���� �0��� ���� ��� .�����0 �.�������0 �� ��0O�� � 	�� ����0��00�/ ��� p 5� 1s������
�0� 1��0�1�. 
 � 	.���� �� 1�0 / �����0 �� �� �����1����� 
 �� 1���������� ��0 ����/ ����0 ��
1�0 / �����0 2�� / �r���� �� �� / ����1� �� 1�������1� ����� ��0 �����/ ���0 ��0 �1��
0 ��0O�.0
0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ���6 p u��0 / ��������0 1�//��� �����0�� 1�0 �0��/ �����0 � ���
�.0����� ��0 ������/ �0 w��������~ �0y �� �� 4 ��y�� ��� p
� �� �� �� 
 ;L� 7< �@7G<�@>�� EH� ��@� �

���0 �� / ����� w��������~ �0y � �� 1��0��.���� O� 	�� ����0��00�/ ��� � 	�0� ��0 ��0O�. 0�
0�� �����/ ��� � �� ������0 1s��1�0 �� �.��00�� ��� 1������� ������ ���0������� ��. 

� 	����1� p v ��0 ��.1�0./ ��� � .���� ����. �� ��0��������� ��0 �����/ ���0 � 0� � 	�� 0� ��� ��
������ �� 1�����1� 0 < ε < 1

2
� �� �����/ ��� / ���/�/ O�� � 	�� � ��� ������� ���1 ���

����������. 0�� .������ �� .���� 
 1− ε � � ��� �� � ����
������ ��/ �00�� �� (x1, . . . , xn+1)
� �0�

�� ������ 
 ��0O�� �� ������ ε � Vε(x1, . . . , xn+1)
� �� 1� � ����
������ �

Vε(x, xn+1) = max γ 0��0 1���������0 P (rT
τ x+ r(n+ 1)xn+1 ≥ γ) ≥ 1− ε.

�� � ����
������ (x, xn+1)
0��� � 	������ ���0 ���.��00��� O�� 0� w��������~ �0y � Vε(x, xn+1)

�
0��� .���.� p �� ������/ � � 	���� 1����� � 	�1��
 w�~ ������� ���0� 
 �.0����� �

max Vε(x, xn+1)
0��0 1���������0 (x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−). 2^ p^6

x� �� ��0��������� ��0 �����/ ���0 ��0 �1��
0 ��0O�.0 rτ �0� q��00����� �� / �r���� E[rτ ] = ρτ�� �� / ����1� �� 1�������1� E[(rτ − ρτ )(rτ − ρτ )
T ] = Qτ

����0 Vε(x, xn+1)
�0� ����.� ���

ρτ
T x + r(n + 1)xn+1 − Φ−1(1 − ε)

√
xTQτx.

t� �����0��� �� ���0��� ���1�� �� �� � ����
�� 5s��r01s�� 2���� ��[� ���� �6 �� � ��� / ������ O�� 0� ��0 �����/ ���0 0��� q��00���0 � ���
0������� �������� �� 2^ p^6 2�� 
��� ��� � ���� 0�� .������ 0�� �� ������ ����/ ���6 �0� ����.�
�� �.0������ �

(V)

{
max E(rT

τ x+ r(n+ 1)xn+1)− κ(ε)σ(rT
τ x+ r(n+ 1)xn+1)

(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−),
2^ p[6

�� /��������� κ(ε) =
√

1−ε
ε
p | ��0� � ���0 ���0 ��0 1�0 � �� ������/ � �� / ���/ �0����� �� ��

w��������~ �0y 0�� � 	��0�/��� ��0 � ����
������0 ��/ �00�� ��0 ������� 
 �.0����� 2^ p[6 �� κ(ε)�0� �� 
�1���� �� ��0O�� �.� ������ ��0 sr� ��s�0�0 0�� �� ��0��������� ��0 �����/ ���0 �
� κ(ε) = Φ−1(1− ε) > 0 � ��� ��0 �����/ ���0 q��00���0 �



��

� κ(ε) =
√

1−ε
ε
���� ��0 �����/ ���0 ��.������0 ���0 L1(R) ∩ L2(R) p

5�//� �� ��/ ��O�� ��� � �� ������/ � � 	����/ �0����� (V) 1����00�0 �0� ��� 1���������������0�� �� ������/ � � 	���� 1����� � 	�1��
0 ALLOC �� �����0��� � 	�����0���� 0������ 1�//���0�/��� � 	��1�������� ��O��� ��0 �����/ ���0 ��0 �1��
0 ��0O�.0 ������������� ���1 ���
������ ����������. �

E(κ(ε)) = {x ∈ Rn | (x− ρτ )
TQ−1

τ (x− ρτ ) ≤ κ(ε)2}. 2^ p� 6
v�� ���/��� � κ(ε) 0��� ��� O�� rτ ∈ E(κ(ε)) ���1 ��� ����������. 0�� .������ �� .���� 
 1−ε p� ��0 ��� � �� ��/ ��O�� ��00� O�� (V) ������� 
 ���� �0�� ��� ����0��� ���.����� 0���� �� ��
1��������� w ≤ rT

τ x + r(n + 1)xn+1
�� ������/ � ALLOC p t� 
��� � ���� �� ���.����� � �������� �� �� �������� ��.������ rT

τ x �� ��01����� ��0 �� ��00��0 �� 0� / �r���� ρT
τ x

/���0
θ 2��0��0 ����� � �� ^6 
��0 0�� .1��� �r� � √xT Qτ x

p } ��� 0�� � �� 
�1���� θ �.� ��� �� ����0��������� ��0 �����/ ���0 p | ��0� � ��� �����1s� ���.����� ������.� ���� 1�0 � 1��0�0������

 /���/ �0�� �� ���� ������ � �00�� �� ρT

τ x + r(n + 1)xn+1 − θ
√
xTQτx

� 	�� �����
������
0�� � 	��0�/��� ��0 � ����
������0 ��/ �00�� ��0 � 1� O�� �0� �� 
��� ��� ����� 1s� w�~ p | ��0� � ��
������/ � � 	���� 1����� � 	�1��
0 w��������~ �0y 0 	�����/ � 0��0 �� 
��/ � �

(V)

{
max ρT

τ x+ r(n+ 1)xn+1 − κ(ε)
√
xTQτx

(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−),
2^ p_6

�� κ(ε) � .�. �.��� 1����00�0 p

� �� �� �� 
 ;L� 7< B;�<JJ< 
@?E@J:< L< 
 @?�;� E>�
���0 �� / ����� / �r���� ������1� �� 4 ��y�� ��� 2����6 � �� ��0O�� � 	�� ����0��00�/ ���

�0� �� ������1� 2�� � 	.1��� �r� �6 �� �����/ ��� �� � ����
������ rT
τ x + r(n + 1)xn+1

p u ��0
�/� �0��0 ��� �������0 O�� �� �����/ ��� �� �����
������ 0��� 0�� .����� 
 ��� 1������� ������
1�� �� ` 2��0��0 ` = 1.16 p u��0 / ���/ �0��0 ��0���� �� ������1� �� � ����
������ 0��0 ���1��������� �� �����/ ��� �

(M)






min 1
2 x

TQτx
ρT

τ x+ r(n+ 1)xn+1 ≥ ` e
T x−,

(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−).

2^ p�6

� ���� � �
� (f+� e %����+'��
� e�� �'�'+f����

x� � 	�� ����0��� �� ��/�0 τ � ��� � 	�/��./ ����� �� / ����� ALLOC � �� � � �0��� ��0�����/ ���0 (rτ (i))1≤i≤n
��0 �1��
0 ��0O�.0 p 5�� ������ � �� ���� O�� � 	�/��./ �������� ��0

/ �����0 w�~ �� �� 4 ��y�� ��� �.1�00����� 0����/ ��� � 	�0��/ ����� ��0 �����/ ���0 / �r��0 ρτ���0� O�� �� / ����1� �� 1�������1� Qτ
����� 1�0 �����/ ���0 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� p

t� �����O�� � 1�0 ����/ ����0 ������� ���� ������0 
 ������ ��0 ����.�0 ��0� ������0 p 5�
������/ � � .�. �� ����//��� .����. p u���� 1����������� �0� �� / ������ O�� 0� � 	�� �����0�
��0 �0��/ �����0 ρ̂τ

�� Q̂τ
�� ��0� �1����/ ��� ρτ

�� Qτ
�����0 O�� ‖ρ̂τ − ρτ‖∞ �� ‖Q̂τ −Qτ‖∞0��� � �����0 ���1 ��� ������ ����������. � ����0 �� � ��� �.���� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0

�� � ���� O�����. 
 ������ �� 1�0 �0��/ �����0 p u��0 �.�������0 ��0���� �� 1���������� � 	��
��� ��1���� ρ̂τ

�� � 	��� ����� / ����1� Q̂τ
p � ��0 �� 1�0 �����1����� �� �� / �r���� ρt = ρ ���� / ����1� �� 1�������1� Qt = Q �� ������� ��0 ���0 �� ��/�0 � ��0 �0��/ �����0 ρ̂τ

�� Q̂τ�����0��� ������ �� ����.�0 rt O�� � �00�� �� p � ���� ����.�0 ��0 ��0��������0 (rt)1≤t≤τ−1
� 0�



��

N = τ − 1 �0� �� ��/��� �� ����.�0 ��0� ������0 � �� 1s��0�� � ��� ρ̂τ
�� Q̂τ

�� / �r���� ��
/ ����1� �� 1�������1� � 	�� ��� 1�00�0 αt

������ 
 ������ �� ��� 1�00�0 rt ��� 0�������� �

ρ̂τ =
1

N

N∑

t=1

αt,
�� Q̂τ =

1

N

N∑

t=1

(αt − ρ̂τ )(αt − ρ̂τ )T , 2^ p�6
�� � ��� i = 1, . . . , n �

αt(i) = rt(i) 1(|rt(i)| ≤ K0) +K0
rt(i)

|rt(i)|
1(|rt(i)| > K0), K0 = σ

(
N

lnn(n+ 1) + λ lnN

) 1
4

,

2^ p�6
λ �0� �� ����/ ���� � �0���
 
 1s��0�� �� σ �0� �� 1��0����� ����������� ���0 � 	sr� ��s�0� � p� ��0 �� 1�0 ���0 �.�.��� �� ��0 ����/ ����0 ρt

�� Qt
������� �����/ ��� 20��0 � 	sr� ��s�0�

� 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1���6 � �� / �0� �� ���1� � 	��� ��� 1.���� ���������� 0� ������
] �0���.� p 5�1� 0������ O�� � 	�� ���� �.���/ ���� ��� �0��/ ����� Î �� / ������� ����������
 �����0�� � ��� � 	�0��/ ����� ��0 ����/ ����0 p 5���� O��0���� �0� �����.� ���0 �� ����0��/ �
0�1���� p ��� 
��0 �� / ������� ���������� Î �����. � ��0 �0��/ �����0 ρ̂τ

�� Q̂τ
�� ρτ

�� Qτ
0���

����.�0 ��� ρ̂Î
�� Q̂Î

�� ���� ���� ���������� I, �� �.���� ρ̂I
�� Q̂I

��� �

ρ̂I =
1

|I|
∑

t∈I

αI
t ,
�� Q̂I =

1

|I|
∑

t∈I

(αI
t − ρ̂I)(α

I
t − ρ̂I)

T , 2^ p�6

���1 � ��� i = 1, . . . , n,

αI
t (i) = rt(i) 1(|rt(i)| ≤ KI

0 )+KI
0

rt(i)

|rt(i)|
1(|rt(i)| > KI

0 ), KI
0 = σ

( |I|
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

) 1
4

.

2^ p�\6
~�/ ��O���0 O�� 1��� 0������ O�� � 	�� �11���� ���0 �� / ���0 �� 1�.��� ��� ����.�0 ��0�
0.�0 � ��� �����O��� �� 
���� p t� �r��� 1� / �/� 0��1� �� ���� � ���� ���1�� ��0 � ���0 ���
����.�0 p x� wt

�0� �� � ���0 �����O�. ��� ����.�0 �� ��/�0 t, �� / �r���� � 0�� �� ������
����� ����. I � �0� ����0 ����.� ��� ρ̂I(w) = 1

|I|

∑

t∈I

wtrt
�� �� / ����1� �� 1�������1� ���

1
|I|

∑

t∈I

wt(rt − ρ̂I(w))(rt − ρ̂I(w))T p v ��0 ��� ����.� �0� .�����.� ���0 �� ��00. � ���0 0��

� ���0 �0� 
����� p �� �11���� ���0� � ��0 �� 1�.��� ��� ����.�0 ��0 ���0 �.1����0 p 3�0 � ���0
1��0������� ��� 0���� �.�/ .���O�� �� 0��� �.���/ ��.0 ��� / ���/ �0����� �� �� ����0�/ �
����1� �� 1s��0�00��� ��� ��� / ������ � ��� ��0 �����/ ���0 p � 	�� � ���� �� ��� �s.���O�� �
0� ��0 1���.������0 ��0 �����/ ���0 ��0 �1��
0 ����1���0 ������� �����/ ��� � ��0 ������1�0 ��0
�����/ ���0 0��� ���0 ��0�����0 2��0 �����/ ���0 .���� 0������ / ��.��0.0 ��� �� ���1�00�0
|~5� 6 p | ��0� � �� ��� 1�00�0 ��0 �����/ ���0 �� � ��� ��0 ���� 1��0��.�. 1�//� 0����������� p
u���� �����1s� ����� 1�/��� �� 1���� 1��0�������� � /��0 1��������/ ��� ��� / �����0 O��
� 	�� ����� �� / ��������� � ���0 �����0��0 ��� ����� 1s� ��� ����/ .���O�� O�� ��� �0� 0�� ��
/ ����� 0�/��� � ��� ��0 �����/ ���0 p

� 
� ������ �� �� �� 	����
��� ��
 	������ �
 �		�� ���

� �� �� ���
��f��� ��� (' +
����� � (�� �'��'�&�� �� &
�'��'�&��

x��0 � 	sr���s�0� � 	s�/ ��.�.��. � �� 0��� �0� O� 	�� �� �0�� �� ���������� ��00. � 	����.�
/ ��. ������ τ ��� O�� �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 ������� �����/ ��� �� 0���



��

���0O�� 1��0�����0 0�� 1�� ���������� p 3� ���1.���� ���������� O�� � 	�� �.1��� ���0 �� 0�1�
���� 0������� � ��0� 
 �.���/ ���� �� ���0 ����� ���������� 0���0
��0��� 1���� sr� ��s�0� p v���
�� ���������� ��00. ����. � 	����./ ��. ������ τ � ���0 �����0 ���1 ���� 1������ �� �.1���� �� 	�� � ���� �� ��� �s.���O�� � 0� � 	�� � ��� 1��0��.��� O�� �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� 1��
������1�0 ������� �����/ ��� 0�� 1�� ���������� �� ��� p x� ρt

�� Qt
������� �����/ ��� 0��

� 	���������� I = [τ −m, τ ] �� m ∈ N∗ � ����0 ��0 O������.0 �

∆2
I(ρ) =

1

|I|
∑

t∈I

‖ρt − ρτ‖2∞, �� ∆2
I(Q) =

1

|I|
∑

t∈I

‖Qt −Qτ‖2∞,

������� ���� � �����0 p � � 
���� 0�/ ������ � �� 0 	������ 
 1� O�� ∆J(ρ) �� ∆J(Q) 0����� � ����0� ��� ���� 0��0����������� J �� � 	���������� I p t� �����1����� � 0� I(I) �0� �� ��0�/��� ��� ��0��0�����������0 ��0�0 �� � 	���������� I, 2�� 1s��� �� I(I) �0� ��01��. ���0 ���� 6 ����0 ∆J(ρ)�� ∆J(Q) ������� ���� � ����0 � ��� ���� ���������� J ∈ I(I) p 4 ��0 ��� �� ����� 1�/��� ��0������1�0 ��0 1�/� �0����0 � �� �.���� � ��� ���� ���������� I �

VI(ρ) = E‖ρ̂I −Eρ̂I‖∞, VI(Q) = E‖Q̂I −EQ̂I‖∞.
t� �� �� 1�/��� � ���0 �����0 O�� ρt

�� Qt
������� �����/ ��� 0�� � 	���������� I 0� �

∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ), ∆J(Q) ≤ DVJ(Q), ���� J = I �� J ∈ I(I), 2^ p��6
�� D �0� ��� 1��0����� ��� p ~�/ ��O���0 O�� 0� � 	�� 1��0����� �� / ����� 
 0���0 �� ��
/ �r���� �� �� / ����1� �� 1�������1� 0��� 1��0�����0 ��� / ��1���� ����0 D = 0 p 3 	������������.�� I � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� O�� � 	���1�� O�� � 	�� 1��0����� �� 0�1���� ^ p[ ��0�
 �0��/ �� �0� ��0���� �� ���0 ����� ���������� 2���/ � ��� 
�/ ���� I � 	����������0 1�������06��� O�� 2^ p��6 ��� ���� �

I = ���/ �� {|I| | I ∈ I, ∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ), ∆J(Q) ≤ DVJ(Q), � ��� J = I �� J ∈ I(I)}.2^ p�^6
~�/ ��O���0 O�� ����� �.������� � 	���������� ��.�� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� ��� ���
�� 1���� �� ��\� p � ��0 ��\� � �� 1�������� 2^ p��6 ���� ���� 0���0
���� 0����/ ��� � ��� J = I p5�� ������ � 0��� �0��0 O� 	�� ���������� 0�� 0�// ��� ����� I �0� ��� O�� Qt = Q � ���
���� t ���0 I �� O�� ρt

����� � ���1��� 0����/ ��� 0�� �� ���1s� �� � 	���������� p t� ������
0��� �� �.������� � 	�� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� ����.� ���0 ��\ � � ���0
�11��������0 ��������/ ��� I 1�//� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� ����0O�� ����� �.������� 1��1������ ��������/ ��� �� 1�������� � 1� O�� �0� ���0 ���0������� ���0
1� 1������� p

� �� �� � ��&���
� e�� ��
� (f+�� '���
 &���

u���� ��] �1��
 �0� �� 1��0������ ��0 ������/ �0 �����1s.0 � (V̂) �� (M̂) � ��� (V) ��
(M) ��0� �1����/ ��� O�� 1��0�0������ 
 �����0�� ��0 �0��/ �����0 0� .1��O��0 ρ̂τ

�� Q̂τ
�� ��

/ �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� 0�� �� � .����� � 	����0��00�/ ��� ��� �� �.0�����
(V) �� (M) p u ��0 1�//�����0 ��� �.���� �� ������ �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0 pv��� ���.��� ��0 ��������0 � �� 
��1���� ��] �1��
 ��0 ������/ �0 2^ p_6 �� 2^ p�6 0��� ���.� f ��� 1������� � ��/ ������ �� ����� � 	�/������. p 3�0 ��.1�0���0 �� ��0 ������/ �0 � 	���� 1�����
� 	�1��
0 0��� �.����0 1�//� 0��� �



_\

�

���� �� ������/ � w�~ � 0����� (x̂, ŷ, ẑ) ��� 0������� ����/ ��� �� ������/ � �����1s.
(V̂) �� (x∗, y∗, z∗) ��� 0������� �� (V) p 3� ��.1�0��� �� ������/ � ����� 1s. �0� �

ε(V̂) ≡ f(x∗)− f(x̂).

�

���� �� ������/ � �� 4 ��y�� ��� � 0����� (x̂, ŷ, ẑ) ��� 0������� ����/ ��� �� ������/ �
�����1s. (M̂) �� (x∗, y∗, z∗) ��� 0������� ����/ ��� �� (M) p 3� ��.1�0��� �� ������/ ������1s. �0� �

ε(M̂) ≡ max
[
f(x̂)− f(x∗),

(
` e

Tx− − ρT
τ x̂− r(n+ 1)x̂n+1

)
+

]
,

~�/ ��O���0 O�� 0� f(x̂) ≤ f(x∗) � �� ��0O�� �� �����
������ x̂ �0� �� 
.����� �� ��0O�� �������
������ ����/ �� �� � 	������ 1����0� ��� 0����/ ��� 
 �� � �������� �� �� 1���������
�� �����/ ��� p

� �� �� �� =D�JE>E;J L<H �?;	 7�B<H @��?;:CDH
3 	��.� �� ���0 ��������� � ��� 1��0������ ��0 ������/ �0 w��������~ �0y �� �� 4 ��y�� ���

����� 1s.0 �0� ����0 ��������/ ��� � 	�����0�� ��0 �0��/ �����0 ρ̂τ
�� Q̂τ

/�������.�0 1����00�0
� ��� ��0 ����/ ����0 ��0 ������/ �0 2���� 0�1���� ^ p� p[6 p t� 0��0������� 1�0 �0��/ �����0 ���0
�� ������/ � (V) 2��0� p �� ������/ � (M)6 � �� � ��� 0 	�������� 
 ������� ��� �������/ �����
��00�� ����� � �� �� 0������� �� ������/ � (V) 2��0� p �� ������/ � (M)) p 5 	�0� �� �� ������ � ��� �� / ����� �� ��0���� �� � ����
������0 w�~ p 5�� ������ � 1� � 	�0� ��0 ���� � ��� ��
/ ����� �� 4 ��y�� ��� p ~ �/ ��O���0 � ��� ���/��� � O�� � 	�����0����� ����1�� �� � 	�0��/ �����
�� �� / �r���� ���0 �� 1��������� �� � ��
��/ ��1� �� ������/ � 2^ p�6 � ��� / �/� 1s����� ��
0����� �� 
��0������. �� ������/ � p v��� �� / ����� w��������~ �0y (V) � �� �.���� �� ������/ ������ 1s. (V̂) 0������ �

(V̂)

{
max xT ρ̂τ + r(n+ 1)xn+1 − κ(ε)

√
xT Q̂τx

(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−),
, 2^ p�[6

�� ��0 �.�������0 �� ρ̂τ
�� Q̂τ

0��� ����.�0 �� 0�1���� ^ p� p[ �� ���� 1��1�� �0� �.�����. ��
0�1���� ^ p[ p 3� ������/ � (M̂), ������ �/ ����� �� ������/ � (M), �0� ����0 �.��� 1�//� ��������/ � O�������O�� 0������ �

(M̂)






min 1
2 x

T Q̂τx
(ρ̂τ + ηρ

<)Tx+ r(n+ 1)xn+1 ≥ ` <Tx−,
(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−),

2^ p�� 6

�� ηρ
�0� ��� O�� ‖ρ̂τ − ρτ‖∞ ≤ ηρ

���1 ��� ������ ����������. p � ��0 �� 1�0 �� �� / �r���� �
��0 ������1�0 �� 1�������1�0 0��� 1��0�����0 � �� 1s��0�� �

ηρ = σ

(
7

3
(
ln n(n+ 1) + λ lnN

N
)

3
4 +
√

2

√
ln 2n+ λ lnN

N

)
,

�� λ > 0 �0� �� ����/ ���� �����0. � ��� 1��1���� ��0 �0��/ �����0 ��0 ����/ ����0 2���� 2^ p�66 �
N = τ − 1 �0� �� ��/��� � 	��0��������0 �� ���0 �� 1�0 �� ����/ ����0 ������� �����/ ���

ηρ = (7 + 3
√

2 + 6
√

2eD)σ

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| .



_ �

~�/ ��O���0 O�� 1��� ������� 
 �����0�� ��� �0��/ ����� ����/ �0�� 2�/������� 1�0�6 �� ��
/ �r���� ρτ

p � 	����� ���� � ���1 ��� ������ ����������. � � 	��0�/��� �� 
��0������. �� (M̂)1������� � 	��0�/��� �� 
��0������. �� (M) p� ��0 1� O�� 0��� � ���0 0��� �0��0 O�� � 	sr� ��s�0� �� 0�����������. �� � 	s�/ ��.�.��. ��/ �
� ������ �� 1��� �0� 0���0
���� � ��� �� ��� 1�00�0 ��0 �����/ ���0 p � ��0 1s�1�� �� 1�0 1�0 � ���0
������0 �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 �� 4 ��y�� ��� �� w�~ ����� 1s.0 (M̂) �� (V̂) �.���01����00�0 p ���0 �� 1�0 �� ��0 ����/ ����0 ������� �����/ ��� � �� �.������� ����.� 1����00�0 ��
������/ � (M̂) 
��� ���������� � 	���������� I O�� �0� ��1���� p � 	�� ����� �� ��� �����O�� � 1������������ 0��� ��/���1. ��� 0�� �0��/ ����� Î ������� �� �����0��� � 	�������s/ � ��������
�.1��� �� 0�1���� ^ p[ p

� �� �� �� �< :@H H>@>E;JJ@E?<
u��0 1��0��.���0 ���� � 	�� ��� �� 1�0 �� ��0 / �r����0 � ������1�0 �� 1�������1�0 0���

1��0�����0 p �� 0����0� O�� N �����/ ���0 (ri)1≤i≤N
0���0
��0��� � 	sr� ��s�0� � 0��� ��0� ��

�����0 ��� �� 1��1���� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ρ̂τ
�� Q̂τ

�� �� / �r���� �� �� �� / ����1�
�� 1�������1� �� ���1�00�0 αt

�.��� ���0 �� 0�1���� ^ p� p[ p
= D�JE>E;J � �� �� � ��� ����� 
 ������ ��
 ����
� � Q� ���� β(Q) ��� 
� � �� " �	����	 
������
��
� � xTQx ���� β(Q)�" ����
 �	 � ��	�� � ��� ������� ! ‖ . ‖1 � �#� �

∀(x, y) (x− y)TQ(x− y) ≥ β(Q) ‖x − y‖21.
~�/ ��O���0 O�� β(Q) ≥ λmin(Q)

n
�� � ��� Q = In, β(Q) = λmin(Q)

n = 1
n .
3� �s.���/ � 0������

����� �� ��.1�0��� �� ������/ � (V̂) ���0O�� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ρ̂τ
�� Q̂τ

�� ρτ
��

Qτ
0��� �����0.�0 ���0 �� 1�0 0����������� p

�CD;?�B< � �� �� �������	� ��� 
 ���		�� ρt = ρ �� 
 ������� �� �������	��� Qt = Q
��	���	 ��� �� ����	� (ρ̂τ , Q̂τ )

��� ����
 ����	� �� (ρτ , Qτ ) ��		��� ��	� 2^ p�6 # � ��� λ > 0 ��
� ���
 ���� �	 �����	�	� ��	� 2^ p�6 # � � lnn(n+1)+λ lnN ≤ N � ����� �� � �� �� ��� ��	���	���
k1

�� k2
�� �	 �	��
 ��� S ⊆ Ω �� � ���������� �� 
 ��	� 1− 3

Nλ
��� 
�� ���� ���� ω ∈ S, ��

� �������	 �� � �����
 � (V̂) ��� 
 �� ���� �� �� " ���	 �����	�� �

ε(V̂) ≤ (k1 + 2κ(ε)
√
k2)σ‖x−‖1

(
lnn(n+ 1) + λ lnN

N

) 1
4

. 2^ p�_6

� � � ���� �� �� 
 ������ Q ��� 	�	 ��% �	����� � #� min‖x‖1=1 x
TQx = β(Q) > 0, �����

ε(V̂) ≤
(
k1 +

2κ(ε)k2σ√
β(Q)

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
. 2^ p��6

~ �/ ��O���0 �� �.1���00��1� ������ ��0 / �] �����0 �� 
��1���� �� N. � 	����� ���� � ���0O��
lnn(n + 1) + λ lnN ≤ N, 0� β(Q) �0� 0�� 0�// ��� ����� ����0 �� / �] ������� 2^ p��6 �0��� �1����/ ��� / �������� O�� �� / �] ������� 2^ p�_6 p 3� ��.1�0��� �� ������/ � ����� 1s. (V̂)� ��� ��00� ���� ����.� 0��0 �� 1�������� lnn(n+ 1) + λ lnN ≤ N p � ��0 �� 1�0 �.�.��� � ��������� ��0 0�1���0 / �/���0 1�/���O�.0 ���0 ��0 ��.�����.0 1����00�0 2^ p�_6 �� 2^ p��6 2����
�� ������ �� 1� �s.���/ �6 p
{� 0� ������ O�� �� ��.1�0��� �� ������/ � (M̂) � ��� ��00� ���� 1����� �.� ���1� �� �s.���/ �0������ p



_^

�CD;?�B< � �� �� �������	� 
� � ��� 
 ���		�� ρt = ρ �� ��� 
 ������� �� �������	��� Qt =
Q ����	� ��	���	��� �� ����	 � (ρ̂τ , Q̂τ )

��� ����
 ����	� �� (ρτ , Qτ )
��		 ��� ��	� 2^ p�6 # � ���

λ > 0 �� � ���
 ���� �	 �����	�	� ��	� 2^ p�6 �� ��� 
�� lnn(n + 1) + λ lnN ≤ N # � � � �� ��
����� ��� ��	���	��� k1

�� k2
�� �	 �	��
 ��� S ⊆ Ω �� � ���������� �� 
 ��	� 1− 3

Nλ
��� 
��

���� ���� ω ∈ S � (M̂) ��� " ������� ��

ε(M̂) ≤ max
(
k1, k2σ‖x−‖1

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
; 2^ p��6

�� �� Q ��� ��� 	�� � ������ ��

ε(M̂) ≤ max
(
k1, k2σ‖x−‖1ε̃

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
; 2^ p��6

��

ε̃ = min(1,
2k2σ

2

β(Q)

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
).

�� � ��� 
���� ��0 / �/�0 ��/ ��O��0 O�� � ��� �� �s.���/ � ��.1.���� p 3�0 1��0�����0 k1�� k2
1����00�0 2���0 ��0 �s.���/ �0 ^ p^ p� �� ^ p^ p^6 0��� ����.�0 ��� k1 = 2(

√
2 + 7

3) ��
k2 = 26

3

√
2 + 160

9
p ~ �/ ��O���0 O�� ���0 �� 1�0 �� lnn(n + 1) + λ lnN ≤ N � �� �s.���/ �

^ p^ p^ �0� ������ ���1 �� ���0��� 0�/����.� 0������� �� ηρ
�����0. � ��� �.���� �� ������/ �

����� 1s. (M̂) �
ηρ =

k1

2
σ

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
.

~�/ ��O���0 O�� � 	�� � ���0 ��.1�0./ ��� � 1��1������ �� 0���0
�1���� �� �� 1��������� ��
�����/ ��� �

P

(
ρT x̂+ r(n+ 1)x̂n+1 − ` eT x− > −k1σ

√
lnn(n+ 1) + λ lnN

N
‖x−‖1

)
≥ 1− 1

Nλ
;

���1 k1 = 2(
√

2 + 7
3).

� �� �� �� �@?@B �>?<H 
@?E@J> 7<J><B<J>
���0 �� 1�0 �� ��0 ����/ ����0 ������� �����/ ��� � �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0

�0� ������� ���00����/ ��� �� ��/������� ���0 ��0 �.0�����0 ����.0 ���0 �� 1�0 0����������� �
�� ��/��� � 	��0��������0 N ��� �� ��������|I| �� � 	���������� ��.�� � 	s�/ ��.�.��. ��/� �������� 1��� p 5�1� ����� �� 
��� O�� ��0 �0��/ �����0 ρ̂Î

�� Q̂Î
�������0 ���0 �� 1�0 �� ��0 ����/ ����0

������� �����/ ��� � �����0��� ��0 ����.�0 �� � 	���������� Î �� �� � ��� / ������ O�� ρ̂Î
�� Q̂Î0��� ���1s�0 �� ρ̂I

�� Q̂I
2���� ��0 �s.���/ �0 ^ p[ p^ �� ^ p[ p[6 p u��0 ������0 / ��������� ��

��.1�0��� ��0 ������/ �0 (V̂) �� (M̂) 0��0 � 	sr���s�0� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� pv��� / ����� �� � ����� � 	�������s/ � ��������
 � ��� .����0 1s��� �� 0��0 ����������0 I(I)� ������ ���� ����0��.0 p x� � 	�� �����0� ��0 0��0 ����������0 �.���0 ���0 ��\� � �� �.���� �

I+(I) =
{
{I ′ | I ′ ∈ I ∩ I ′ ⊆ I}

⋃
{J | J ∈ I(I ′) ∩ I ′ ∈ I ∩ I ′ ⊆ I}

}
. 2^ p��6

3��0O�� � 	�� 1s��0�� � 	�����0 0����.���0 � ��� �� 1s��� ��0 0��0 ����������0 ��0�0 2���� 0�1����
^ p[ p^6 � ��0 �.0�����0 ����.0 ���0 1���� 0�1���� 0�� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 (V̂) �� (M̂)



_[

0��� �������0 �� ���.���00��� I+(I) 2���� 0�1���� ^ p[ p^6 p


 ;L� 7< �@�
�CD;?�B< � �� �� ����	� (ρ̂τ , Q̂τ ) ��� ����
 ����	� �� (ρτ , Qτ )

��		 ��� ��	� �� ������	 � #�#���	� �� ��� �� ��� � ���
 ����� �����	� ��	 ��
 �	�# ���� λ > 0 �� � ���
 ���� �	 �����	�	� ��	�
2^ p�\6 �� ��� 
�� lnn(n + 1) + λ ln |I| ≤ |I| # � � � ���� ����� ��� ��	���	��� k′1 � k′2 �� �	
�	��
 ��� S ⊆ Ω �� � ���������� �� 
 ��	� 1−

∑

J∈I+(I)

3

|J |λ
��� 
�� � ��� ���� ω ∈ S �

ε(V̂) ≤ (k′1 + 2κ(ε)
√
k′2)σ‖x−‖1

(
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I|

)1
4

. 2^ p^\6

� � � ���� �� �� 
 ������ Qτ
��� 	�	 ��% �	����� �#� min‖x‖1=1 xTQτx = β(Qτ ) > 0, �����

ε(V̂) ≤
(
k′1 +

2κ(ε)k′2σ√
β(Qτ )

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| . 2^ p^ �6


 ;L� 7< L< 
 @?�;� E>� � 3� ��.1�0��� �� ������/ � (M̂) �0� ����.� ��� �� �s.���/ �0������ p
�CD;?�B< � �� �� ����	� (ρ̂τ , Q̂τ )

��� ����
 ����	� �� (ρτ , Qτ ) ��		��� �	 ������	 � #�#� ��	�
�� ��� �� ��� � ���
 ����� �����	� ��	 ��
 �	�# ���� λ > 0 �� � ���
 ���� �	 �����	�	� ��	� 2^ p�\6
�� ��� 
� � lnn(n + 1) + λ ln |I| ≤ |I|. � � � ���� ����� ��� ��	���	��� k′1 � k′2 �� �	 �	��
 ���

S ⊆ Ω �� � ���������� �� 
 ��	� 1 −
∑

J∈I+(I)

3

|J |λ
��� 
� � ���� ���� ω ∈ S � �� � �����
� (M̂)

��� " ������� ��

ε(M̂) ≤ max
(
k′1, k

′
2σ‖x−‖1

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| ; 2^ p^^6

�� �� Qτ
��� ��� 	�� �������� �����

ε(M̂) ≤ max
(
k′1, k

′
2σ‖x−‖1ε̃

)
σ‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| ; 2^ p^[6

��

ε̃ = min(1,
2k′2σ

2

β(Qτ )

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| ).

�� 1��0���� ���0 ��0 ���� �s.���/ �0 ^ p^ p[ �� ^ p^ p� � �� �.1���00��1� ������ ��0 / �] �����0 ��

��1���� �� |I|. � 	����� ���� � ���0O�� lnn(n+ 1) + λ ln |I| ≤ |I|, 0� β(Qτ ) �0� 0�� 0�// �������� ����0 �� / �] ������� 2^ p^[6 �0� �� �1����/ ��� / �������� O�� �� / �] ������� 2^ p^^6 p t��� �
�� �0� ���.��00��� �� ��/ ��O��� O�� ��0 / �] �������0 �������0 ���/ ������ 
�����/ ��� ���1
�� ��/��� �� 1�/� �0����0 n �� ��� 1�00�0 rt. |��0� � 0� I �0� 0�� 0�// ��� ���� � �� � ���1��0������ �� ������/ � ����� 1s. (V̂) �� (M̂) �� � ���� O�����. / �/� ���0O�� �� ��/���� 	�1��
0 n �0� ���0 .���. p



_�

� 
� ������� ���	������

u��0 0����0��0 O�� �� / �r���� ρt
�� ��� 1�00�0 rt �� �� / ����1� �� 1�������1� Qt0��� �.� �������0 �� ��/�0 p x�� �� ��0� ��0 ��0��������0 (rt)1≤t≤τ−1

� 	�� ���1�00�0 (rt)0���0
��0��� � 	sr���s�0� � � �� ��� �0� � 	�0��/ �� ρτ
�� Qτ

0��0 � 	sr���s�0� � 	s�/ ��.�.��.
��/� ������ �� 1��� p x��0 1���� sr� ��s�0� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� � ���0 0��� �0��0
O� 	�� �� �0�� ��0 ����������0 Iρ = [τ−mρ, τ ]

�� IQ = [τ−mQ, τ ]
� ���0 O�� �� / �r���� ρt

�� �����
��0 � ���1��� 0�� Iρ �� Qt

�� ����� ��0 � ���1��� 0�� IQ p � 	�� � ���� �� ��� �s.���O�� � �� � ���r ����� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 ��0���� 1��0�����0 p
5�� ������ � ���0 1� 1�0 � ���0 �������0 ����� 1�/��� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r���� � ���
�0��/ �� �� / ����1� �� 1�������1� �� �� 1s��� � 	�� ��� ���������� ��������
 IQ 0����� ���0
��� 1��� p u��0 ��1s��1s����0 ���1 �� ���0 ����� ���������� Î 2��� �0��/ ����� �� I6 ��� O� 	
�� 
��0 ��0 / �r����0 � ��0 ������1�0 �� ��0 1�������1�0 ������� �����/ ��� 0�� Î � 1� O�� �������
 �.���/ ���� ��� �0��/ ����� �� � 	�����0�1���� �� Iρ �� IQ p ��� / .�s��� ����������� 1��0�0��
 �.���/ ���� ���� � 	�� ��� ��� �0��/ ����� Îρ �� Iρ �� �� �.���/ ���� ��0���� ��� �0��/ �����
ÎQ
�� ���0 ����� ���������� 1������ ���0 Îρ ��� O�� Qt

����� �����/ ��� 0�� 1�� ���������� p
u��0 ������0 �� ��.1�0��� �s.���O�� ��0 �0��/ �����0 ������0 �� �����0��� �� ����������
� 	s�/ ��.�.��. p 3�0 ������0 � ������ 0 	������� ����1��/ ��� �� 1�0 �� � 	�� ��1s��1s� ����
����������0 � 	s�/ ��.�.��. ��� �� / ������ �� ��.1�0��� ��0 �0��/ �����0 ρ̂Îρ

�� Q̂ÎQ

���0O��
���� ����������0 � 	s�/ ��.�.��. Îρ �� ÎQ 0��� �.���/ ��.0 p v��� ����0������� � ���0 ������0
�� ��.1�0��� �� � 	�0��/ ����� �� �� / �r���� ��� ρ̂Îρ

O���� ��0 ����������0 � 	s�/ ��.�.��.
0.���.0 0��� �.���/ ��.0 � ��� �0��/ �� � � 	��� ���� � �� / �r���� �� � 	����� ���� � ��0 ������1�0
�� 1�������1�0 p 3�0 ���� / .�s���0 0����� ��0�.�0 ��/ .��O��/ ��� p � ��0 �� 0�1���� 0������� �
���0 �.1�����0 �� �������s/ � ��������
 O�� � ��/ �� �� �.���/ ���� ��� �0��/ ����� Î �� I p3� O��0���� 1������� 0��� �� �.1���� � 
 �� 
��0 � 	�� � ���� �� ��� �s.���O�� �� �����O�� � 0�
0�� �� ���������� ����. � �� � ��� 1��0��.��� O�� ��0 
��1����0 ρt

�� Qt
������� �����/ ��� ��

��� p

� �� ��  ��&�����
� e� (%'(d
����+�

3� 1s��� �� � 	���������� ��������
 � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� �0� ���1��. �� �� 
����
0������� p x��� I ��� 
�/ ���� � 	����������0 1�������0 ������.0 �� �� 
��/ � [τ−m, τ [,m ∈ N∗ �
�� � ��� ���� I ∈ I � 0��� I(I) ��� 
�/ ���� �� 0��0�����������0 2�� � 	���������� I 6 ��0�0 J p ��0��� �0� O�� � 	�� ��0� �0� � 	��� ����� � ��/ ������ �� 0����� 0� �� � ��� 1��0��.��� O�� 0��
�� ���������� 1������� I ����. � �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 ������� �����/ ���0�� 1�� ���������� I �� ��� 21� ������/ � �0� �� ���. ���0 ���� 6 p 3 	���������� � 	s�/ ��.�.��.��/� ������ 0.��1�����. Î �0� ����0 ��� O�� � ��� ���� I ∈ I 0���0
��0��� I ⊆ Î � I �0� �11���.�� �� ���0 � ���� ���������� I ∈ I ��� O�� Î  I �0� ��] ��. p ��� 
��0 � 	���������� Î �.���/ ��. ���0 �0��/ �����0 ����������0 ρτ

�� Qτ
0��� ����.�0 ��� ρ̂Î

�� Q̂Î
p 3� 1s��� ��������
 ��

� 	���������� � 	s�/ ��.�.��. �0� ���0� ���1��. �� �����0��� �� ��� 1.���� ����.0���.� ��� ��
����� ^ p� 1������0 p



__

Î = I
������

�� �	�
���
	���

k� Q

Î
QRUT
�hjjT i�UQ� hj

ρ̂τ = ρ̂Î , Q̂τ = Q̂Î .

X QRUT
�hjjT � ��i� i��R�QU� �

��iQ�Q
 jT � j�� � TUQU

�iR

QRUT
�hjjT
Î ∈ I

��iQ�Q
 j �QRUT
�hjjT �� Q�hRU
I ∈ I TU ∀J ∈ I(I)ShjS� jT


ρ̂I ,Q̂I , ρ̂J , Q̂J .

��� � ^ p�
�

~���.0�������� 01s./ ���O�� �� � 	�������s/ � ��������


u��0 �����0 ����0 ���� 1������ �� �.1���� � � 	�� ����� �� ��� �s.���O�� �� �����O�� � 0�
0�� �� ���������� I ����. � �� / �r���� ρt

�� �� / ����1� �� 1�������1� Qt
������� �����/ ���

�� ��� p x� 0�� I = [τ −m, τ [ � ρt
�� ����� ���0 � ���1��� � � ����0 �� ������ / �r���� �� ρt0�� I �0� ���1s� �� �� ������ / �r���� �� ρt

0�� ���� 0��0����������� J ∈ I(I) p 4 ��0 �������� / �r���� �� ρt
0�� I �0� ���1s� �� �� ������ / �r���� �� rt 0�� I O�� �0� ��� 1s� ���� ������ / �r���� �� αt
0�� I p | ��0� � 0� ρt

�� ����� ���0 � ���1��� � 0�� { � ����0 � ��� ����
0��0����������� J ∈ I(I) � ρ̂J

�0� ���1s� �� ρ̂I
�� ρ̂I

�0� �.��� �� 2^ p�6 p �� / ������ �������� �
0� Qt

�0� �����O��/ ��� 1��0����� 0�� I � ����0 � ��� ���� 0��0����������� J ∈ I(I) � Q̂J
�0�

��� 1s� �� Q̂I
p t� 
��� � �.1���� 0� �� ���������� ����. I �0� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� ����� � ������� 
 
���� �� ��0� p v�� ���/��� � ���0 �� 1�0 �����1����� �� 
��1����0 1��0�����0

��� / ��1���� ρt
�� Qt

� �� ���� 
���� �� ��0� �

HI
0 : ∀(t, t′) ∈ I2, ρt = ρt′ , Qt = Qt′ HI

1 : ∃(t, t′) ∈ I2, | ρt 6= ρt′
�� Qt 6= Qt′ .

u��0 ����0 ����0 � �0��� �� �s.���/ � 0������ O�� O������� �� ���� �/ ��. ����� ���� �0���
/ �����0 �� �� / �r���� ρ̂I

�� ρ̂J
�� �� �� / ����1� �� 1�������1� Q̂I

�� Q̂J

����0 0�� ��0

����������0 � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� I �� J p
�CD;?�B< � �� �� �������	� 
� � rt �����" ���� � �&�� ��& �� � �# ����	� I �� J ��� �	������ ���
� �&�
 �% �	���� ��
����� �� ������# ����	� ρ̂I

�� Q̂I
��� ����
 ������ ��� 	�� ��� 2^ p�6 # � ����

���� ���� λ > 0 ��� 
�� lnn(n+1)+λ ln |I| ≤ |I| �� lnn(n+1)+λ ln |J | ≤ |J |� 	��� ���	� �

P (‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≥ γρ(|I|, |J |, λ)) ≤ 1

|I|λ +
1

|J |λ ,
2^ p^� 6

P
(
‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≥ γQ(|I|, |J |, λ)

)
≤ 2(

1

|I|λ +
1

|J |λ ), 2^ p^_6



_�

���� γρ(|I|, |J |, λ) = 2
√

2eDσ
(√

ln n
|I| +

√
lnn
|J |

)
+ (7

3 +
√

2)σ (f(|I|, λ) + f(|J |, λ)) ,

γQ(|I|, |J |, λ) = (kQD + k′Q)σ2(f(|I|, λ) + f(|J |, λ)),

�� f(|I|, λ) =
√

ln n(n+1)+λ ln |I|
|I| , �� kQ

�� k′Q ��	 � ��� ��	���	��� " ���	��� ��	� �� � �����
�� �& ����
 �#
� <B@?FG< � �� �� ��� ��	�����	� lnn(n+ 1) + λ ln |I| ≤ |I| �� lnn(n+ 1) + λ ln |J | ≤ |J |��	� �� �& ����
� ��������� � #� #� � ����	� ���� ���� ��
 ��� # � �	� �� ���� �	 �����	� ���
� � ������	� � ��� ��
� ��
� ��� �� γρ

�� γQ # �� ��� � ��� % �	���� ��� ������ ��	� �� � ����� ��
�� �& ����
 �#
� 	����0 �� �s.���/ � ^ p[ p� � ���0 �11�������0 I �� ���� O� 	���������� � 	s�/ ��.�.��. 0� � ������� 0��0����������� J ∈ I(I) :

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ γρ(|I|, |J |, λ) �� ‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ γQ(|I|, |J |, λ), 2^ p^�6
�� λ �0� �� ����/ ���� � �0���
 ����������� ���0 2^ p�\6 � �� ��] �������0 I 0���� p | ��0� � 0� I �0��� �1����/ ��� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� � ����0 �� ����������. O�� 2^ p^�6
��� ���� � ��� ���� 1����� �.� ��� �� 1s��� ��������. �� λ. u����0 O�� ���0O�� ��0 ��������0�� I �� J 1���00��� � ����0 ��0 / �/���0 �����0 �� 2^ p^�6 ������� ������/ ��� ���0 \ � 1�//��� 0 	r ��������� p u��0 �����0 / ��������� ��01���� �� 1s��� ��0 ��0�/���0 I � I(I) �� ������/ ���� λ p

� �� �� "�
�� e�� ����+� (�� I � I(I)
�� e� �'�'+f���

λ

3� / �r�� �� ���0 0�/��� �� 1s��0�� ��0 ��0�/���0 I �� I(I) ���� �� ��� �������s/ ���������
 �0� �.1��� ���0 ��\� p u ��0 ���� ����0 ������/ ��� 1� 1s��� p �� 0� ��� ��� ������
G = {tk = m0 k, k ∈ N∗} �� m0 ∈ N∗ �0� �� ��0 �� �� ������ �� �� � �0� t0 = 1 p x��� τ ≥ 2m0

�
�� � ���� � ��� ��O��� �� ���� / ����� �� � ����� � 	�������s/ � ��������
 � ��� �.���/ ���� ��0
�0��/ �����0 �� ρτ

�� Qτ
p x� k∗ = E[ τ

m0
] � �� � ��� 1s��0�� � ��� I � 	��0�/��� ��0 ����������0 �

I = {[tk, tk∗ [, 0 ≤ k < k∗}.
v��� 1s�O�� Ik = [tk, tk∗ [∈ I � � 	��0�/��� I(Ik) ��0 0��0�����������0 �� ��0�0 �� � 	����������
Ik
�0� ����0 � 	��0�/��� �� ���0 ��0 ����������0 ���0 � ����0 ���� ��0 ����./ ��.0 �������������


 G �� ���1 0��� �� / �/� ����./ ��. ���1s� 0��� �� / �/� ����./ ��. ������ O�� � 	����������
Ik

�
I(Ik) = {[tk, tk′ [∪[tk′ , tk∗ [, ���1 k < k′ < k∗}.

�� �������� ��00� �����0�� ��� ������ �r��/ �O�� �����.� �� ��/�0 τ �� � 	�0��/ ����� p � ��01� 1�0 � ��0 ����������0 �� � 	��0�/��� I 0��� �� �r� � [τ −m0k, τ [
�� k ∈ N∗ p

����O��0 / ����1�����0 �� 1�0 1s��� � ������ �/ .������ �� � ��
��/ ��1� �� �� �������. ��
� 	�������s/ � p

�

v��� 1�//��1�� � �� � ��� ���������� ���0 �� ��� ������. ���0 �� 1s��� �� � 	��0�/���
I p t� �� �� � �� ��� .���1� �� �������� �� ���� ����������0 0�11�00�
0 �� I � 	�0� ��0 �.�1�00����/ ��� m0

� �� m0
�0� �� �������� �� ���0 � ���� 0��0����������� �� ��0� p � 	�����

���� � 0� �� �.1��� �� �.���/ ���� ���� ����������0 � 	s�/ ��.�.��. Îρ �� ÎQ � ��� � 	�0���
/ �� ��0� �1����/ ��� �� / �r���� �� �� / ����1� �� 1�������1� � �� �������� m0(ρ)

�� ���0



_�

� ���� 0��0����������� �� ��0� 1s��0� � ��� �.���/ ���� Îρ �� �� �������� m0(Q) �� ���0� ���� 0��0����������� �� ��0� 1s��0� � ��� �.���/ ���� ÎQ �� 0��� ��0 �.1�00����/ ��� ��0/ �/�0 p 5�� ������ � ��0 1s��� �� m0(ρ)
�� m0(Q) ������� ���� ���0 O�� ��0 �0��/ �����0�� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� �����0��� ��0� �1����/ ��� m0(ρ)

�� m0(Q)����.�0 ����� �� � �����0 ������1�0 p 5�0 ������0 � ���� 0�� � �.� ������ �� �� ������1� ��0
1�/��0����0 0�� Iρ �� IQ p u ��0 ����0 � �0��� �� / ���0 �� ����.�0 � ��� ������� ���� ���� �0��/ ����� �� �� / �r���� p � ��0 �� 1������� ����1��� � �� �� �� �� ���������.
��0 �����/ ���0 � � 	�������s/ � ��������
 � ��� ���� �/��./ ���. ���1 ��0��0 m0(ρ) = 15���� �.���/ ���� ��� �0��/ ����� �� Iρ p 5�� ������ � ���� �.���/ ���� ��� �0��/ ������� IQ � �� ���� ������� ��0 ������0 �� m0(Q) ���0 ������ � ��0��0 �� / ���0 n �� n�0� �� ��/��� �� 1�/��0����0 20� m0(Q) �0� �� 
.����� �� ��/��� �� 1�/� �0����0����0 � 	�0��/ ����� ���������� �� �� / ����1� �� 1�������1� � 	�0� ��0 �����0�� ��6 p 5���
0������ O�� � 	�� ���� ��� �0��/ ����� ���0 ���00���� �� IQ 0� �� ��0 m0(Q) �0� ����� p3� / �/� �s.��/ ��� 0� ������� � ��� Iρ 0� �� ��0 m0(ρ)

�0� ����� p �� �������� � ��
/ ���� � � 	���������� ����/ �� IQ ���1 ��� ����������. 1

m0(Q)
p � ��0 1� O�� 0��� � �� �/��

�� �.� �����1� �� m0
�� 
��1���� �� ρ �� Q 2�����0 ��0 ��/ ��O��0 O�� 0������ 0�� m00����� ����0 ������0 � ��� m0(ρ)

�� m0(Q)6 p ��� / ����1����� 0�/��� �� � 	��0�/��� I� ��/ �� �� �.���/ ���� ��0 ����������0 � 	s�/ ��.�.��. ����/ ��� ���1 ��� ���0 ������
����������. 0� � 	�/������� ��0 1s����/ ���0 �0� 0�� 0�// ��� �/� ������� p v��� ��
1s��� ��. �� m0,

0��� �0��0 O�� �� ���0 � ���� ���������� �� � 	��0�/��� I 0��� 1��0����.��0 m0
��������0 ��0��������0 p u��0 0�//�0 ����0 0����/ ��� 1������0 � 	���������

��0 �������0 0 	.���� ��������0 �� r � ���0 �� m0
��0 �� ��/�0 p x� I = [t`, τ [

�0� ��
���������� �� � 	��0�/��� I � �� 0�11�00��� �� I ���0 I � ��� ���� ������ �� �] ������ k����.�0 �� ���� �� m0

1�����0��� ���0� 
 � 	���������� I = [t`− k, τ [ �� k ∈ N∗ p 4 �/�
��0 ������0 �� k ��00� � �����0 O�� � 2�� 0�11�00��� � 	�� ���������� �� � 	��0�/��� I ��� �������� �� 0�� � ��� ���0 �� 6 � ��� ������ ��0 �/ .���������0 0� �1��1������0 2����
�� 0�1���� ^ p_6 p

�

�� � ��� ��00� / ������ ��0 0��0�����������0 �� ��0�0 0��0 1s����� � ���1��� �� � ���

��/ ��1� �� � 	�������s/ � ���� �� �/ .������� 0� �������. p v��� ��� ��.������ ����.�
�� � 	�������s/ � � 0� �� � �11���. �� ���������� I = [t`, τ [

1�//� �� ���������� � 	s��
/ ��.�.��. � ��0 ����.�0 �� � 	���������� 0�11�00��� I ′ = [t` − k, τ [ ��0 ���0 0�01����� ��0� 	���� ����� �� ������� 20 	�� r �� � ���6 ���0 I ′ 0��� ��0 k ����.�0 ��0 ���0 
 ���1s� p5 	�0� � ���O��� ��� / ����1����� 0�/��� ��0 0��0�����������0 �� ��0�0 1��0�0�� 
 1s��0��
�� 0��� 0��0����������� J = [t` − k, t` − k + m0[

�� � 	���������� I ′ p x� �� �����������0� � 	s�/ ��.�.��. � ����0 1���� ��� 1.���� � 	�11������ ���1 ��� ���0 ������ ����������.
O�� � 	�������s/ � ��������
 ��� O� 	�� �0� ��.0���. ���0 ��\� ���0O�� �� ��0� ���1��. � ���
0����� 0� 1�� ���������� �0� �11���. �0� �� ��0 ��0�0 ���1��.0 ��� � 	�������s/ � ��������

�����0. ���0 ��\� p �� ���0 � 0 	�� r � ��� ������� ���0 I ′ � ���0O�� � 	���������� ��.1.����
I .���� �11���. � �� ������� 0� 0���� 1�������/ ��� 0�� �� ���1s� �� � 	���������� p 3�0 m0����.�0 0� �������� 0�� �� ���1s� �� � 	���������� I ′ 0��� ����0 ��0 m0

����.�0 ��0 ���0
0�01����� ��0 �� 
������ ��0 �0��/ �����0 .�����.�0 �� 1����0 �������0 �� �����0��� �����0
��0 ����.�0 �� � 	���������� I ′ p 5� 1s��� � 	�/��./ �������� 0��� ���. 2�6 ��� �� 0���� pv�� �������0 � �� ���� �� 0 	���.��00�� 
 �� ���.���1� ��0 �0��/ �����0 0�� I ′ = [t` − k, τ [�� J = [t` − k, t` − k + m0[

� �� � ��� ��0��� �� ���.���1� ��0 �0��/ �����0 0�� J ��
J ′ = [τ − m0, τ [,

O�� �0� ���1 �� ���������� ��� 21s��� � 	�/��./ �������� 2� 66 p � �
1���� 
���� � �� / �r���� �� �� / ����1� �� 1�������1� ������� �����/ ��� 0�� � 	��0�/���
� 	�� / ���0 �� ��0 ���� ����������0 2� 	���������� J ′6 p |r��� �� / �/� ��] �1��
 �� ���� �
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�� � ��� ��00� ��0��� �� ��� .���1� ����� ��0 �0��/ �����0 0�� J �� J ′ = [τ −m0, τ [
0� ��

�������� �� I ′ �0� �� 
.������ �� .���� 
 2m0
�� 0�� J �� J ′ = [t` − k +m0, τ [

0����
21s��� � 	�/��./ �������� 2166 p | ��0� � 
 1s�O�� ��.������ �� � 	�������s/ � � ���0 �����0
/ ����� �� ���1� �� 0��� ��0� � ���0 ��O��� �� ���� 1�����1� 0� m0(ρ)

�� m0(Q) �� 0�����0 ���� � ����0 p
u��0 / ��������0 � 
 �� 
��0 � 	�� � ���� �� ��� �s.���O�� �� �����O�� � ��0 1�/� ����/ ���0
��� 1s�0 �� 1�0 ��������0 �� � 	�������s/ � ��������
 p v�� �������0 � ���0 1���������0 λ �� ������0��� ��� .�����0 ��1s��O��0 p �� � ��� � ��� ���/��� � �.���/ ���� λ �� ����� 0���� O�� � 	�������� �r� � { 0��� 1����� �.� ���0 �� / ����� 
 0���0 p λ � ��� ��00� ���� 1s��0� �� �����0��� ��00�/�������0 �� 4 ���� 5���� p

t��� � ��.1�0��0 O�� 0� ��0 1s��� � 	�/��./ �������� 2� 6 �� 216 0��� ������0 ����0 I+(I) � 	�0����0 �.��� ��� 2^ p��6 / ��0 ������� � 0�/���/ ��� � 	��0�/��� ��0 0��0�����������0 �� ��0�0 ��
���0 ��0 ����������0 1�������0 I ′ ⊆ I.

� �� �� ��'(��� e� ( %����+ '��
�

3� O��0���� 1������� O�� ���0 �������0 / ��������� �0� �� �.���/ ���� �� O�����. ��
� 	�������/ ����� �� ρτ

�� Qτ
��� ��0 �0��/ �����0 ����������0 ρ̂Î

�� Q̂Î
p ~ ��� ����0 O��

� 	���������� ��.�� I �0� � 	���������� O�� 0���0
��� �

I = ���/ �� {|I| | I ∈ I, ∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ), ∆J(Q) ≤ DVJ(Q), � ��� J = I �� J ∈ I(I)},2^ p^�6
�� D �0� ��� 1��0����� ��.� p �� ����� / ��������� ��0 O�����.0 ��0 �0��/ �����0 ρ̂I

�� Q̂IO�� 0������� �����0.�0 0� � 	���������� ��.�� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� .���� 1���� p
�CD;?�B< � �� �� ���� λ > 0 ��� 
� � lnn(n+ 1) + λ ln |I| ≤ |I|� �����

P

(
‖ρ̂I − ρτ‖∞ ≥ (

7

3
+
√

2 + 2
√

2eD)σ

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I|

)
≤ 1

|I|λ ,
2^ p^�6

P

(
‖Q̂I −Qτ‖∞ ≥ (kQD + k′Q)σ2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I|

)
≤ 2

|I|λ ,
2^ p^�6

�� kQ = 2
(
1 + 4

√
e(
√

2 + 2
√
e+ 2)

) �� k′Q = 160
9 + 26

3

√
2 + 4

√
2eD #

3� �s.���/ � 0������ ����� ��0���� �� ��.1�0��� ��0 �0��/ �����0 ����������0 p

�CD;?�B< � �� �� ���� Î � ��	 ������ �� ��������		 � ��� � ���% ����&
 � ���� ����" �� λ �� � ���
 ����
�	 �����	�	� ��	� 2^ p�\6 # �	 ������� 
� � lnn(n+ 1) + λ lnm0 ≤ m0 � �����

P

 
(‖ρ̂Î − ρτ‖∞ > (7 + 3

√
2 + 6

√
2eD)σ

s
ln n(n + 1) + λ ln |I|

|I| )
[

(‖Q̂Î − Qτ‖∞ > 3(kQD + k
′
Q)σ2

s
lnn(n + 1) + λ ln |I|

|I| )

!
≤

X

J∈I+(I)

3

|J |λ , �� ����

�� kQ
�� k′Q ��	� ��� 	�� ��	� �� �& ����
 � � #� #� #
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��������� �� �� ������ / ���/ ��� ��/ �00�� �� � ��� λ �� 
��1���� �� ��/��� ��1�/� �0����0 n 0� m0 = n p

3� �s.���/ � ^ p[ p[ / ����� �� 
��� O�� �� O�����. ��0 �0��/ �����0 ����������0 �0� ���1s�
�� �� O�����. ��0 �0��/ �����0 ρ̂I

�� Q̂I
O�� 0������� �����0.�0 0� � 	���������� ��.�� I .����1���� p 3 	�������s/ � ��������
 � ��� ���� �� 1�//� ��� ���1�� O�� � 
 ������ � 	��� 0.���

� 	��0��������0 (rt)t=1,...,τ−1
� 	�� ���1�00�0 0���0
��0��� � 	sr���s�0� � � ����� ��0 �0��/ �����0

�� ρτ
�� Qτ

O�� 0��� ��� 1s�0 ��0 �����0 ������0 ��1�����0 p x� �� �.���/ ��� ���� ����������0
� 	s�/ ��.�.��. Îρ �� ÎQ ���� ��0� �1����/ ��� �� / �r���� ρ �� �� / ����1� �� 1�������1� Q �
����0 ��0 �.�������0 ��0 ����������0 ����/ ��� � 	s�/ ��.�.��. 0� �.���0��� 
�1���/ ��� �� ��
�.������� 2^ p^�6 �� � 	���������� �����0�1���� �� Iρ �� IQ p v�� ���/��� � � 	���������� ����/ ��� 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� Iρ ���� ρ 0���0
��� �

Iρ = ���/ �� {|I| | I ∈ I, ∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ), ���� J = I �� J ∈ I(I)}. 2^ p[ �6
��� �0��/ ����� ���������� Îρ �� Iρ � ��� ��0���� ���� �.���/ ��.� �� �����0��� �� / �/� ������ 	�11�������� 1��1������ �� / �r���� O�� � ��� �� �.���/ ������� �� Î p t� 0������ �� �������� �s.���/ � 1����00�0 � �� � ��� ��0���� ������� �� ��.1�0��� �� ρ̂Îρ

0������� �

P

(
‖ρ̂Îρ

− ρτ‖∞ > k σ

√
lnn(n+ 1) + λ ln |Iρ|

|Iρ|

)
≤

∑

J∈I+(Iρ)

1

|J |λ ,

�� �� 1��0����� k = 7 + 3
√

2 + 6
√

2eD p �� �.0����� 0�/ ������ � ��� ���� ������ � ��� ����.1�0��� �� � 	�0��/ ����� �� Qτ
��� Q̂ÎQ

�� �����0��� ��0 ����.�0 �� � 	���������� ÎQ p 3�
1�������� lnn(n+ 1) + λ lnm0 ≤ m0

���0 �� �s.���/ � 1����00�0 � ��� ���� 0�����/ .� / ��0
1��� 1������ 
 ��0 0�1���0 / �/���0 ���0 1�/���O�.0 p 5�� ������ � 1���� 1�������� � 	�0�
��0 ���� ��0���1���� 2���� ����� ^ p^6 p v�� ���/��� � � ��� n = 40 � 0� �� 1s��0�� m0 = n ��� � ��� ����0 ������� ��0 ������0 �� λ ��00� ������ O�� 8.84 p x� �� 1s��0�� λ = 1 ��
m0 = n � ����0 �� 0�� � O�� (rt)

��� ���0 �� � 1�/��0����0 2n ≥ 66 � ��� ����� lnn(n+ 1) +
λ lnm0 ≤ m0

p ~ �/ ��O���0 O� 	�� 0������ �� ������ �� �s.���/ � ^ p[ p[ � �� � ��� � ����� ��
��.1�0��� ��0 �0��/ �����0 ����������0 �������0 �� �����0��� ��0 ���.�����0 �/��./ ��������0
�� � 	�������s/ � ��������
 �.1����0 �� 0�1���� ^ p[ p^ p
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�CD;?�B< � �� �� ���� Iρ = [τ −m0− kI, τ [
�kI ∈ N

� � ��	 ������ �� � �&�
 �% �	 ���� ��
����� ��
� ��� ρ� ���� λ > 0 ��� 
� � lnn(n+ 1) + λ lnm0 ≤ m0

�� ����

Pρ = P

(
‖ρ̂Îρ

− ρτ‖∞ > k σ

√
lnn(n+ 1) + λ ln |Iρ|

|Iρ|

)
,

���� k = 7+ 3
√

2 + 6
√

2eD # � �� ���	�� �&�� �� ������	 ������ ��� �� ����� �	 � ��� �	����% ��
�	 ������	 � #� #� # � � �	 ���� ������ � �&�
 �% �	 ���� ��� I = [τ − k, τ [� �	 � ��� ��	��� ��� ��
��� ���	�� ��� ����
 ����	� ��� I �� J = [τ − k, τ − k + m0 − 1] ��&�� ���� � ��� J ��
J ′ = [τ −m0, τ [

��&�� ���� � �� ��� J �� �J ′ = [τ −m0, τ [
�� k ≤ 2m0

�� J ′ = [τ −k+m0, τ [��	�	� ��&�� ���� # � ��� ��� ��� ���	 �� �&�� � ��
� ��
 �	�����	� 	��� ���	� �

(a) Pρ ≤ kI

mλ
0

+

kI∑

k=1

1

(m0 + k)λ
, (b) Pρ ≤ kI+1

mλ
0
, (c) Pρ ≤ kI+1

mλ
0

+

kI−m0∑

k=1

1

(m0 + k)λ
.

5� �s.���/ � 0� ������ �� / ������ �������� �� �s.���/ � ^ p[ p[ p �� �.0����� 0�/ ������ � ������� ����. 0�� �� ��.1�0��� �� Q̂ÎQ

p
u ��0 �����O���0 / ��������� 1�� �������s/ � ��������
 � ��� �.��1��� ��0 �������0 ���0 ��
/ ����� 
 0���0 p

� �� �� � 
ef(� � �'���

�� 1�0 �����1����� ���.��00��� �0� 1��� � �� ρt
�� Qt

0��� ��0 
��1����0 1��0�����0 ���
/ ��1���� p v��� ��� ���� ��.� τ � �� 1s��1s� ���0� 
 �.���/ ���� �� �������� ������� 1 	�0�
 ���� �� ���0 ����� ���������� � 	����./ ��. ������ τ 0��0 ������� ���0 �� / �r���� �� ���0��0 ������1�0 �� 1�������1�0 p 5��� ������� 
 �.0����� �� ������/ � �� ��0�0 /����� ��0 p |��
� 	������� ��� 
����� ������ �� ���/ ���� �0� �1� 2
���� ���0O� 	�� ���������� � 	s�/ ��.�.��.
�0� ��] ��.6 � 1s�O�� ��0� ������� ���� 1������ ���1 ��� 
����� ������ �� ���/ ���� �0� �1� p 3�
�s.���/ � 0������ 
������ ��� � ���� 0�� .������ � ��� � 	������ �� ���/ ���� �0� �1� 0� �� �����0�
����� �������s/ � ��������
 ���� �.��1��� �� �������� ������� � 	�� /����� 
 0���0 p
�CD;?�B< � �� �� ���� I �	 �	������ �� � �&�
 �% �	 ���� ��
����� �� ������ ��� 
�� ���� ����
(t, t′) ∈ I2 � ρt = ρ′t

�� Qt = Q′
t #

� � λ > 0 ��� �� � ���
 ���� �	 �����	�	� ��	� �� �������	
2^ p�\6 �����

P (I ��� ��� ��� ) ≤ 6Card(I(I))
mλ

0

. 2^ p[^6

x� lnn(n + 1) + λ lnm0 ≤ m0
� �� ���0 � ����� ������ �� ���/ ���� �0� �1� �0� ������� ��

��/������� λ ��� m0−lnn(n+1)
lnm0

; �� ���0 ������ �� 0�0 ������0 ��/ �00�� ��0 p 3� ��.1�0��� ��� 	�������s/ � ��������
 � ��� ���� ������� 0��0 1���� ��0���1���� 2�� �����0��� � 	�����0 �����0
� 	�11�������� O�� 2^ p^�6 � 1�//� �� � ��� �� ���� ���0 ��0 ������0 
������0 
 �� �� �� 1�
1s������6 p v�� �������0 � / �/� 0� �� � ���� 0�� .������ 
������ ��� �� �s.���/ � ^ p[ p_ �0� ���0
���00���� � ���� ����� � �� / ���0 � 	�� ����� �� ��� �s.���O�� � ��� / ������ �� 1s��0�� λ � 
0�����

λ ≥ ln(6Card(I(I))
α )

lnm0
,
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����� O�� � 	������ �� ���/ ���� �0� �1� 0��� �� ���0 α p u��0 ��/ �����0 ��00� O�� ����� ��������s/ � �.��1�� ��0 �������0 ���0 �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� ��0 1�������1�0 � 0� 1�0 1s���
��/ ���0 0��� 0�� 0�// ��� �/� ������0 p 3� �s.���/ � 0������ ��.1�0� O�� 0� 0�� �� ����������
����. I � �� r � ��� �/� ������� ������� ���0 �� / �r���� � ��0 ������1�0 �� ��0 1�������1�0�� ��/�0 Tcp ∈ I � ����0 �� r � � �� �� 1s��1�0 O�� ����� �������s/ � ��������
 �11���� 1������������ �� ���� O� 	���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� 2� p� O�� � 	�������s/ � 
�00�
��� ������ �� ������/ � �0� �1�6 p

�CD;?�B< � �� �� ���� m ∈ N∗ 
����� �� �� m0
�� I = [Tcp − m, τ [ �	 �	������ �� �� �	 �

��� ���� �	 ������	� �� ��
� � Tcp
! �� " ��� ��	� ��� 
 ���		��� ��� �����	��� �� ��� �������	��� #��� J = [Tcp − m,Tcp[� ρt = ρ2 � Qt = Q2

�� ��� [Tcp, τ [� ρt = ρ1 � Qt = Q1 #
� ��� λ ��

� ���
 ���� �� �����% � �� � ���% ����&
 � ���� ����" # �	 ������� 
� � lnn(n+ 1) + λ lnm0 ≤ m0 #� � ��� �&�	% �
 �	�� ��	� ��� 
 ���		��� ��� �����	��� �� ��� �������	��� ��	� ��� ��

 �	�
�
�����	�� �#� ��

‖ρ2 − ρ1‖∞ ≥ m + m′

m′

 
2η1(m + m

′
, λ) + 2η1(m, λ) + 2

√
2eDσ(

r
ln n

m + m′
+

r
ln n

m
)

!
�� ����

��

‖Q2 − Q1‖∞ ≥ m + m′

m′
(2k

′
Q + kQD)σ2

 r
ln n(n + 1) + λ ln m

m
+

r
ln n(n + 1) + λ ln(m + m′)

m + m′

!
,�� ��� �

�� m′ = τ − Tcp
�� η1(|I|, λ) = (7

3 +
√

2)σ
√

lnn(n+1)+λ ln |I|
|I|

�� kQ
�� k′Q ��	� ��� 	�� ��	�

�� �& ����
 � � #� #�� �����

P (I ����� �� ) ≤ 3

(
1

mλ
+

1

(m+m′)λ

)
.

�� � 0��� �0. m /����� �� �� m0
��� �� 0�/������ �� ��.0�������� �� �.0����� / ��0 � 	������

�� ������/ � �0� �1� � ��� ���� 1����� �.� 0��0 1���� 1�������� p 3� � ���� 0�� .������ ���0 ��
�s.���/ � 1����00�0 � ��� ��� �������0 ���� �/ .����.� 21�//� �� � ��� �� ���� �� 0������ ��
������ �� 1� �s.���/ �6 0� ��0 / �r����0 0��� 1��0�����0 �� 0����0 ��0 ������1�0 �� 1�������1�0
������� �� � �� / ������ 0r/ .���O�� � 0� ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 0��� 1��0�����0 �� O�� ��0
/ �r����0 1s������ �� ��/�0 Tcp

p � ��0 �� �s.���/ � 1����00�0 � �� 1�������� lnn(n + 1) +
λ lnm0 ≤ m0

� .�. ���������� ��� � 	������� ��0 1���������0 ���0 0�/���0 0�� � 	�/�������
/ ���/ ��� ��0 1s����/ ���0 � ��/ ������ ��� � ���� �.��1���� �� ������� p �� � ��� ���� �
�� 
���� �������� � 1����� ��� �� � ������ �� �.��1���� ���0O�� �� ����� � 	�11�������� � 	��
���������� I = [τ −k, τ [ � 1��0�0�� 
 /�0���� �� ��� .���1� ��0 �0��/ �����0 0�� J = [τ −k, τ −
k+m0−1] �� 2J ′ = [τ−m0, τ [

0� k ≤ 2m0
�� J ′ = [τ−k+m0, τ [

0���� 6 2����� � 	�11��������
2166 p

�CD;?�B< � �� �� ���� (rt) �	 � �������� �����" ����	� � �&����& ��� � �� ���� I = [Tcp−m, τ−1]�	 �	������ �� ��� ��
� �� �	 � ��� ���� ��	� ��� 
 ���		�� � � � ������ �� ��
� � Tcp
� ����

t = Tcp − m, . . . , Tcp − 1 �m ≥ m0
� � ρt = ρ2

�� ���� t = Tcp, . . . , τ − 1� ρt = ρ1
�m′ =

τ − Tcp ≥ m0
� # � ��� λ > 0 ��� 
�� lnn(n+ 1) + λ lnm0 ≤ m0 # � � ��� �&�	% �
 �	�� ��	� ���


 ���		 �� ��	� ��� ��

 �	� �
�����	 ��� � #� ��

‖ρ2 − ρ1‖∞ ≥ m + m′ − m0

m′

 
2η1(m0, λ) + 2η1(m + m

′ − m0, λ) + 2
√

2eDσ(

r
lnn

m0
+

r
lnn

m + m′ − m0
)

!
,



�^

�� η1(|I|, λ) = (7
3 +
√

2)σ
√

lnn(n+1)+λ ln |I|
|I| , ����� �� � ���������� 
� � � ��	 ������ �� I ����

��	������ ��

 � �	 �	������ �� � �&�
 �% �	���� �	 �������	� �� ��% �� � ������ �����	 ��� ���� ����
��������� ��� 
 �� ���� �� �� " ���	 �����	�� �

P (I ����� �� ) ≤ 1

mλ
0

+
1

(m+m′ −m0)λ
.

� �� �� $ %'(d
����+� 'e'��'��a ���(��'�� (�� ����+'��
�� �+����,��� e� ('
+
����� �� e� (' +'���&� e� &
�'��'�&�

|� ���� � 	�����0�� ��0 �0��/ �����0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� ����.�0
��� 2^ p�6 � ���0 ������0 �� �����0�� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ���0 ���������0 p ��� ��0 ����
0��0 �� ����� 1s��� �0� O� 	�� � ��/ �� �� 
������ �� / �] ����� 0�/��� 2�� ���� O�� 
��1����
�� ����/ ���� λ6 0�� ��0 ������0 �� ���/ ���� �� ������/ � �0� �1� 2�s.���/ �0 ^ p[ p_ � ^ p[ p� ��^ p[ p�6 � 
�����00��� ���0� ��� �0��/ ����� ���00���� �� λ � ��/ ������ �� 1����� ��� ��0 ������0�� ���/ ���� �� ���� ��/ � �0� �1� p � 	����� ���� � ���0 1� 1���� � ���0 1����� ���0 ���0 ���/ ���
�� 0��0 ��0 sr� ��s�0�0 / ���0 ��0���1����0 0�� �� ��� 1�00�0 rt � �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 (V̂)
�� (M̂) p 5�� ������ � 0� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 0��� �����0.�0 
 �� ���1� ��0 �0��/ �����0����.�0 ��� 2^ p�6 � �� � ��� ��1��� ������ �� ��.1�0��� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 �����
������0 ρ̂τ

�� Q̂τ
O�� �� �.0������ � /�] ���� ��0 ������0 �� ���/ ���� �� ������/ � �0� �1� � ��

1����� ��� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 w��������~ �0y �� �� 4 ��y�� ��� ����� 1s.0 O�� �����0���
1�0 �0��/ �����0 ρ̂τ

�� Q̂τ
p v��� ������� 1�0 �.0�����0 � ���0 
��0��0 � 	sr� ��s�0� 0������� 0��

�� ��� 1�00�0 ��0 �����/ ���0 p

��� ;>C�H< � � 3�0 �����/ ���0 ri 0��� �.�.�.0 ��� �� / �����

ri = ρi + ζi, i = 1, ..., τ − 1, 2^ p[_6

�� (ζi)
0��� ��0 ��1����0 ��.������0 ���.� ������0 �� / �r���� ����� � E ζi = 0 �� ���0 O��

E‖ζi‖p∞ ≤ σp ���� �� 1������ p ≥ 4 �� � ��� σ > 0 p t��� �� 0����0� O�� � ��� ���� i,
‖ρi‖∞ ≤ σ′, O�� n > 1, τ − 1 > 1 �� �� � �0� γ = ln n

ln(τ−1)
p

� ��0 1� O�� 0��� � ��0 �0��/ �����0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� �������0
�� �����0��� � 	�������s/ � ��������
 �� � 
 1s�O�� ��.������ �� � 	�������s/ � � ��0 �0��/ �����0
�/����O��0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� �� ���� �� 2^ p�6 � 0����� ��� ��.�0 ��0
�0��/ �����0 �/����O��0 ����������0 p ~ ��� ����0 O�� � 	�0��/ ����� �/����O�� �� �� / �r����
�����0��� ��0 ����.�0 �� � 	���������� ��� ���� I �0� ����.� ��� ρ̂I =

1

|I|
∑

k∈I

rk
�� � 	�0��/ �����

�/����O�� �� �� / ����1� �� 1�������1� ��� Q̂I =
1

|I|
∑

k∈I

(rk − ρ̂I)(rk − ρ̂I)
T p 3 	�����0�����

��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ��������� 1�� ������ �� ����. �� ��� ���. ����������� p t� �� �� �
� 	�������s/ � ��������
 O�� �� �.0���� � ����0 ���� ����/ ����0 λ �� µ O�� 1����� ���� ��0� �1�����/ ��� �� 1���������� �� �� / �r���� 2� ��� λ6 �� �� 1���������� �� �� / ����1� �� 1�������1�2� ��� µ6 p v ��0 ��.1�0./ ��� � 0��� �0��0 O�� ��0 ����/ ����0 �� ��00��� λ > 0, µ > 0 �� � 	��������s/ � ��������
 �.������ 10(ln n+λ lnm0) ≤ 3m0

�� 10(ln n(n+1)+µ lnm0) ≤ 3m0
��

0��� �0��0 O�� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� 0���
�����0.�0 
 �� ���1� �� 2^ p�6 p � ��0 1���� ���0��� �� � 	�������s/ � ��������
 � �� ���������� I



�[

0��� ����0 �11���. 1�//� ���������� � 	s�/ ��.�.��. � ��� �� / �r���� 0� � ��� ���� ����������
J ∈ I(I)

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ f1(|I|, λ) + f1(|J |, λ) +
√

2eDσ

(√
lnn

|I| +

√
lnn

|J |

)
, 2^ p[�6

�� ��� 
��/ � 0�/����.� �� f1
20� 10(ln n+ λ lnm0) ≤ 3m0

6 �0� ����.� ���

f1(|I|, λ) = 2

√
10

3
σ

√
lnn+ λ ln |I|

|I| . 2^ p[�6

5�� ���������� I 0��� �11���. 1�//� ���������� � 	s�/ ��.�.��. � ��� ��0 ������1�0 �� 1��������1�0 0� � ��� ���� ���������� J ∈ I(I)

‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ f2(|I|, µ) + f2(|J |, µ) + (4eσ2 + 2
√
eσ′′′)D

(√
lnn

|I| +

√
lnn

|J |

)
, 2^ p[�6

���1 σ′′′ = 2(2σ′+σ)2 �� �� ��� 
��/ � 0�/����.� � ��� f2
20� 10(ln n(n+1)+µ lnm0) ≤ 3m0

6
�0� ����.� ���

f2(|I|, µ) = 2

√
10

3
(2

√
10

3
σ2 + σ′′)

√
lnn(n+ 1) + µ ln |I|

|I| ; 2^ p[�6

���1 σ′′ = σ2 + (2σ′ + σ)2 p t� 0������ �� ������ �� �s.���/ � ^ p[ p[ � �� � ��� � ����� ����.1�0��� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ����������0 p �� �.���� ���� � 	�� ��� �

K1(λ) = 2 +

(
10 p(γ + λ)

3e(p − 2− 2λ)

) p
2 �� K2(λ) = 1 +

(
10E[p2 ](2γ + λ)

3 e(E[p2 ]− 2− 2λ)

)E[
p
2 ]

2

. 2^ p�\6

�CD;?�B< � �� �� ����	� ρ̂Îρ

�� Q̂ÎQ

��� ����
 ����	� �
� ���
� �� ���� ������� �� �� 
 ���		 �
�� �� �� 
 ������ �� �������	��# ����	� (λ, µ) ��� � ���
 ����� �� � ���% ����&
 � ���� ����" ����

� � E[p2 ] > 2(1 + λ), 10(ln n+ λ lnm0) ≤ 3m0

�� 10(ln n(n+ 1) + µ lnm0) ≤ 3m0 # � ����

P
(
‖ρ̂Îρ

− ρτ‖∞ > (6
√

10
3 + 3

√
2eD)σ

√
lnn+λ ln |Iρ|

|Iρ|

)
≤

∑

J∈I+(Iρ)

K1(λ)

|J |λ ,

P
(
‖Q̂ÎQ

−Qτ‖∞ > f(σ, σ′)
√

lnn(n+1)+µ ln |IQ|
|IQ|

)
≤

∑

J∈I+(IQ)

K1(µ) +K2(µ)

|J |µ ,

���� f(σ, σ′) = 6
√

10
3 (2
√

10
3 σ

2 + σ′′) + 3D(4eσ2 + 2
√
eσ′′′), σ′′ = σ2 + (2σ′ + σ)2 ��

σ′′′ = 2(2σ′ + σ)2 #
5� �s.���/ � ^ p[ p� �� ��0 ��// �0 ^ p� p� �� ^ p� p^ 2����.0 �� �� �� 1� 1s������6 � ������ ��0�������� �����0.0 ��� �� / �] ���� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 w�~ �� �� 4 ��y�� ��� ����� 1s.0
O�� �����0��� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ����������0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� ��
1�������1� p
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� �� �� �� � ?D:EHE;J L<H �?;	 7�B<H �@� <> L< 
 @?�;� E>� @��?;:CDH
t� �����0��� ��0 ��// �0 ^ p� p� �� ^ p� p^ 2����.0 �� �� �� 1� 1s������6 � �� � ��� / ������

O�� ���0 �� 1�0 0����������� � �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 w�~ �� �� 4 ��y�� ��� ����� 1s.0
O�� �����0��� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 �� ρτ

�� Qτ
�0� ��1��� ����.� ��� ��0 �s.���/ �0

^ p^ p� �� ^ p^ p^ � ��0 1��0�����0 k1
�� k2

.���� 
 ��.0��� ����.�0 ��� k1 = 4
√

10
3
�� k2 =

40
3 + (2E[ p

2
] + 1)

√
28
3 .
3� ����/ ���� λ > 0 �.���� 
 ��.0��� 28(ln n(n+ 1) + λ lnN) ≤ 3N,

� 	��0�/��� S .���� / ��������� �� ����������. �� / ���0 �� 2K1(λ)+K ′
2(λ)

Nλ
���1 K ′

2(λ) = 1 +

2E[ p
2
]
(

28 E[ p
2
](2γ+λ)

3 e(E[ p
2
]−2−2λ)

)E[
p
2 ]

2 p

�CD;?�B< � �� �� ����	� (ρ̂τ , Q̂τ )
��� ����
 ����	� �
� ���
� �� ���� ������� �� (ρτ , Qτ )

�����
	� �� �	 �������	� ��� ��		��� �� � ��	 ���� �����	 ��� �	 ������ ��� � �&�
 �% �	����# ����	� λ >
0� µ > 0 ��� � ���
 ����� �� � ���% ����&
 � ���� ����" ���� 
� � 10(ln n + λ lnm0) ≤ 3m0

��
10(ln n(n + 1) + µ lnm0) ≤ 3m0 #

� � γ̃ = max(λ, µ)� ����� �� � ���� ��� ��	���	��� k′1 �
k′2(σ, σ

′) = f(σ, σ′) ���� 	� ��	� �� �& ����
 � � #� #�� �� �	 �	��
 ��� S ⊆ Ω �� � ���������� ��

 ��	� 1−

∑

J∈I+(I)

K1(λ)

|J |λ +
K1(µ) +K2(µ)

|J |µ
��� 
�� � ��� ���� ω ∈ S �

ε(V̂) ≤ (k′1σ + 2κ(ε)
√
k′2(σ, σ

′))‖x−‖1
(

lnn(n+ 1) + γ̃ ln |I|
|I|

) 1
4

. 2^ p� �6

� � � ���� �� �� 
 ������ Qτ
��� 	�	 ��% �	����� �#� min‖x‖1=1 xTQτx = β(Qτ ) > 0, �����

ε(V̂) ≤
(
k′1σ +

2κ(ε)k′2(σ, σ
′)√

β(Qτ )

)
‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + γ̃ ln |I|

|I| . 2^ p�^6

�CD;?�B< � �� ��� ����	� (ρ̂τ , Q̂τ ) ��� ����
 ����	� �
� ���
� �� ���� ������� �� (ρτ , Qτ )
�����

	� �� �	 �������	� ��� ��		��� �� � ��	 ���������	 ��� �	 ������ ��� � �&�
 �% �	����# ����	� λ > 0�
µ > 0 ��� � ���
 ����� �� � ���% ����&
 � ���� ����" ���� 
�� 10(ln n + λ lnm0) ≤ 3m0

��
10(ln n(n + 1) + µ lnm0) ≤ 3m0 #

� � γ̃ = max(λ, µ)� ����� �� � ���� ��� ��	���	��� k′1 �
k′2 = f(σ, σ′) ���� 	� ��	� �� �& ����
 � � #� #�� �� �	 �	��
 ��� S ⊆ Ω �� � ���������� �� 
 ��	�

1−
∑

J∈I+(I)

K1(λ)

|J |λ +
K1(µ) +K2(µ)

|J |µ
��� 
� � ���� ���� ω ∈ S � �� � �����
 � (M̂) ��� " �������

��

ε(M̂) ≤ max
(
k′1σ, k

′
2(σ, σ

′)‖x−‖1
)
‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + γ̃ ln |I|

|I| ; 2^ p�[6
�� �� Qτ

��� ��� 	�� �������� �����

ε(M̂) ≤ max
(
k′1 σ, k

′
2(σ, σ

′)‖x−‖1ε̃
)
‖x−‖1

√
lnn(n+ 1) + γ̃ ln |I|

|I| ; 2^ p�� 6

��

ε̃ = min(1,
2k′2(σ, σ

′)

β(Qτ )

√
lnn(n+ 1) + γ̃ ln |I|

|I| ).
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3� 1��0����� k′1 ���0 ��0 �s.���/ �0 ^ p[ p
� �� ^ p[ p�\ 1����00�0 �0� ����.� ��� k′1 = 2(6

√
10
3 +

3
√

2eD). ~�/ ��O���0 O�� �� ������/ � �� 4 ��y�� ��� �����1s. �.��� ���0 1� 1�������2���0O�� � 	�� 1s��1s� 
 �.���/ ���� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ����������06 �0� ��00� ��� .�
���� p �� 1��0���� �.��/ ���0 O�� ��0 / �] �����0 0�� �� ��.1�0��� ��0 ������/ �0 ����� 1s.0
0��� ��0 
��1����0 �� n �� |I| �� / �/� �r� � O�� 1����0 ���1����.�0 �� 0�1���� ^ p^ p^ p
� �� �� �� 9??<G?H L< �?<B E�?< <> L<G� E�B< <H� �:<
3�0 ������0 �� ���/ ���� �� ������/ � �0� �1� 0��� 1����� �.�0 �� �� 
���� 0������� p

�CD;?�B< � �� ��� ���� I �	 �	������ �� � �&�
 �% �	���� ��
����� �� ��� 
� � ���� ���� (t, t′) ∈
I2 � ρt = ρ′t

�� Qt = Q′
t # � ���� �� (λ, µ) ��	� ��� ����
 ����� �� �����% � �� � ���% ����&
 �

���� ����" �

P (I ��� ��� ��� ) ≤ 2Card(I(I))
(
K1(λ)

mλ
0

+
K1(µ) +K2(µ)

mµ
0

)
. 2^ p�_6

�CD;?�B< � �� ��� ���� (rt)
�	 � �������� �����" ����	� � �&����& ��� � �� ���� I = [Tcp −

m, τ − 1] �	 �	������ �� �� �	 � ��� ���� ��	� ��� 
 ���		 �� �	 ������	� �� ��
� � Tcp
� ����

t = Tcp −m, . . . , Tcp − 1 �m ≥ m0
��� 
����� �� �� m0

� � ρt = ρ2
�� ���� t = Tcp, . . . , τ − 1�

ρt = ρ1
�m′ = τ − Tcp ≥ m0

� # � ��� λ > 0 ��� 
�� 10(ln n + λ lnm0) ≤ 3m0.
�� ���

�&�	% �
 �	�� ��	� ��� 
 ���		�� ��	� ��� ��

 �	� �
�����	��� � ���� ! ���� ��

‖ρ2 − ρ1‖∞ ≥
m+m′

m′

(
2f1(m+m′, λ) + 2f1(m,λ) +

√
2eDσ(

√
lnn

m+m′
+

√
lnn

m
)

)
,

���� f1
��� 	� �	 2^ p[�6 � ����� �� � ���������� 
� � � ��	 ������ �� I ���� ����� �� ��

 � �	 �	 ����

��� �� � �& �
 �% �	���� ��� 
 �� ���� ��

 � ���� �

P (I ����� �� ) ≤ K1(λ)

(
1

mλ
+

1

(m+m′)λ

)
.

�� �.0����� 0�/ ������ � ��� ���� .���1. 0� � 	�� 0 	���.��00� 
 �� �.��1���� �� �������0 ���0 ��0
������1�0 �� ��0 1�������1�0 p

� 
� � �������� �� ��	���� �� �����
��� ��� ������� � ��

����
3 	�������s/ � ��������
 �.1��� ���0 �� 0�1���� ��.1.����� � ��� ���� �����0. � ��� �.��1���

�� �������� ������� ���0 �� ��� 1�00�0 
 0���0 0� ��0 ���������0 �� / �r����0 � �� ������1�0 ��
�� 1�������1�0 0��� 0�� 0�// ��� �/� �������0 p t� �����0��� �� / �/� 1���� 0����0��O�� � ���0
��.1�0./ ��� � ��� �� ��� 1�00�0 0���0
��0��� � 	sr� ��s�0� � �� � 	sr���s�0� ^ 2����������0 ���0
��0 0�1����0 ^ p� p� �� ^ p[ p_6 � ���0 � �������0 �����0�� ��� ����� / .�s��� ��� ����/ .���O��
��� �� �.��1��� �� ������� � 	�� ���1�00�0 
 0���0 �r��� ��� ������� 2�� � 	��� / ������
���0 �.�.���� �� ������� �� ���0 �/�������� 0 	�� r �� � ���0����06 p 3� ��� �� 1���� 0�1����
�0� �� �.1���� 1���� / .�s��� �� �� ������ ��0 �.0�����0 �s.���O��0 0�� 1���� / .�s��� p u��0
���/ ����0 1���� 0�1���� �� ��.0������ ��0 �.0�����0 ��/ .��O��0 ����0����� ��0 � ��
��/ ��1�0
�� 1���� / .�s��� 0�� ��0 ����.�0 0�/��.�0 p
x����� (rt)t=1,...,N , N

��0��������0 ���.� �������0 � 	�� ���1�00�0 n ��/ ��0������ �.������



��

� 	sr� ��s�0� � �� � 	sr� ��s�0� ^ p u��0 �����0 ���0 ���.��00�� 
 ���� ��� 1�00�0 
 0���0 ������
1�����0 p � ��0 �� ���/ ��� �� 1�0 / �����0 � �� 0����0� O�� �� / ����1� �� 1�������1� Qt = Q �0�1��0����� �� O�� �� / �r���� 1s���� �������/ ��� ����� ��0 ��0����0 t = Tcp

�� t = Tcp + 1 pv ��0 ��.1�0./ ��� � ���� t = 1, . . . , Tcp
� ρt = ρ1

�� � ��� t = Tcp+1, . . . , N � ρt = ρ2
p 3� 0�1���

/ ����� .����� �� 1�0 0r/ .���O�� �� �� / �r���� ρt
�0� 1��0����� �� �� / ����1� �� 1�������1�

Qt
1s���� �������/ ��� ����� ��0 ��0����0 Tcp ∈ [1, . . . , N ] �� Tcp + 1 2� ��� t = 1, . . . , Tcp

�

Qt = Q1
�� � ��� t = Tcp + 1, . . . , N � Qt = Q2

6 p 3� 1�0 �.�.��� 2������� 
 �� 
��0 ���0 ��
/ �r���� �� ��0 1�������1�0�������1�06 � ��� ���� .����. �� �� / �/� 
���� p

� �� ��  ��&�����
� e� (%'(d
����+�

v��� �.��1��� �� ������� � ���0 ��� 1.���0 �� �� 
���� 0������� p x��� h ∈ N∗ �� �������
�� �� 
������ p v��� h ≤ t ≤ N − h+ 1 � 0 	�� r � ��� ������� ���0 �� / ����1� �� 1�������1��� ��/�0 t � �� / �r���� ��0���� 1��0����� � ����0 � 	�0��/ ����� �� �� / ����1� �� 1�������1�0�� ��� 
������ �� ������� h ���� � 	����./ ��. ������ �0� t 2�����0��� ���0� ��0 ��0��������0
(rk)t−h+1≤k≤t

6 �� � 	�0��/ ����� �� �� / ����1� �� 1�������1� 0�� ��� 
������ �� ������� h���� � 	����./ ��. ���1s� �0� t 2�����0��� ���0� ��0 ��0��������0 (rk)t≤k≤t+h−1
6 ��������� ����

�00�� ��� .�����0 20� �� ������� �0� 0�� 0�// ��� �/� �������6 p � 	�� ����� 1��. � 0� � ���
k = t− h+ 1, . . . , t+ h− 1 � Qk = Q �0� 1��0����� ����0 ��0 �0��/ �����0 ���1s�0 �� ������0�� ��/�0 t ��������� ���� ��� 1s�0 p | ��0� � � ��� ���� h ≤ t ≤ N − h + 1 � ���0 1��1����0� 	�0��/ ����� ���1s� Qt

g(h)
�� � 	�0��/ ����� ������ Qt

d(h)
�� �� / ����1� �� 1�������1� �� ��/�0

t ��� �

Qt
g(h) =

1

h

t∑

k=t−h+1

(rk − ρt
g(h))(rk − ρt

g(h))
T , Qt

d(h) =
1

h

t+h−1∑

k=t

(rk − ρt
d(h))(rk − ρt

d(h))
T ,

2^ p��6
���1 ρt

g(h)
�� ρt

d(h)
��0 �0��/ �����0 ���1s�0 �� ������0 �� �� / �r���� �

ρt
g(h) =

1

h

t∑

k=t−h+1

rk, ρt
d(h) =

1

h

t+h−1∑

k=t

rk.
2^ p��6

3 	�0��/ ����� T̂cp(h)
�� � 	��0���� �� �� ������� ���0O� 	�� �����0� ��� 
������ �� ������� h�0� ����0 � 	��0���� �� ��0 �0��/ �����0 �� �� / ����1� �� 1�������1� 0�� ��0 
������0 ���1s� ��

������ �� ������� h 0��� ��0 ���0 .�����.�0 �

T̂cp(h) = |��/ ��
h ≤ t ≤ N − h+ 1

‖Qt
g(h)−Qt

d(h)‖∞. 2^ p��6

� ��0 ��0 1�0 �� ��0 ������1�0 �� 1�������1�0 0��� 1��0�����0 � ��� �� �.��1��� �� ���0 �/� ���
����� ������� ���0 �� / �r���� � �� �����0� � 	�0��/ ����� 0������ �

T̂cp(h) = |��/ ��
h ≤ t ≤ N − h+ 1

‖ρt
g(h)− ρt

d(h)‖∞. 2^ p��6
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� �� ��
��� � 	�� �� �
�� ��
�� � ��
!
"������ ���� ���
�� � #
�� 	�� ��
� �	� N (0, 100)

�� 	�� �� ��
���
�� � ��
"������ � #
�� 	��
��
� �	� N (0, 1)

� $� 
��	��� 
�� %��&�
� �	������� �� 	���
�


h = 11

� ��


t = 70

� 	�
%��&�
� �� ��
��� 
��	��� 	�� � ��
"������ (rt)t=60,...,70

�� 	� %��&�
� �� �
���� 	�� � ��
"�!
�����

(rt)t=70,...,80
� ' � ��

� �� �
���� �		
��
� 	� � ������ 	�
�(
� ��
	� 
�� 

��

� ����

	� � �)���� �� �
��
�� �

* +, +* -./01232/ 24.567809/
:��� ����� ������� �

K1(λ)
��
K2(λ)

��������� 	�� (
������� ������� ��
 ;� �<�= ���� 	�
������� �
�������� �

> ?@ ?> ?A BCD EF GC HCIJKLM NM LEOCJKCPLM MDI LEPDICPIM
Q� 	� ������� ��� ���� 	�� � �)����� ��� �
R ������� ��� �
���� �

T̂cp(h)
� �� �
�����

������� � #����
����
 S
[Tcp − h+ 1, Tcp + h− 1]

� � 	
� �
������ ��� � ��
� � �
"��� ������

	� 
��
	��� �
�"��� �

TUVEJWHM >?@ ?A XYZZ[\[]\ ^ _̀ aZ [b` c\d e fghij gdk X[id]b
λ > 0

db
h ∈ N∗\{1} bd^\ lY d

10(ln n+ λ lnh) ≤ 3h
k X i ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4h

h−1 f1(h, λ)
[m

f1
d\b ngj ]i Zoh ;� ��p= o^[h\

P (T̂cp(h) ∈ [Tcp − h+ 1, Tcp + h− 1]) ≥ 1− 2(N − 4h+ 5)K1(λ)

hλ
.

;� ���=

q �� �
(
��� (
�
f1

��� 
�� %������� �
�������� ��
n

;	� ��� 
� �� ���� �������= �
λ

��
σ�� 
�� %������� ���
�������� ��

h
����� �� � #) ��������� � r��	�� ��� � 	�
�(
�

h
���� "�
�

	 #����� � �	�
�
f1(h, λ)

���� "�
� � � Q� h � #��� ��� �
�� �
��� �� ��
λ
�
R ������� �
��� � �	�
�

�� ����
�� � ����
� (
� 	 #����� ���


T̂cp(h)

��� ��  ���� (
�	��� � s ��� 	�
�(
�
λ

�
�t� �
f1�
��� � u��� ������� (
� 	 #����� ���

 ��
�  ��� �v
 � #�
���� �	
� �
���� (
� 	� 

��

� ���� 	�

� �)���� ��� ��� �
����� � ��
 �w���	� � �� 	� ��� 
� �� ���� �������
n = 30

� �� �� �� �������
λ = 0.5

� �	�
� 	� ��������� ��!����
� ���	�(
� (
�
h ≥ 16

� u���� ��������� � #��� ��� �
��

���
����"� �
��(
� 	�� ���
	������ �
� �
�(
�� %����� ���� ����� ������� � ������� S � ���
�

(
� 	�� x �����x "�	�

� ��

h
���� �	
�y� �	�"��� � ��
 	� �
��� � � �



h ≤ t ≤ N − h+ 1,
��

����
�
It
g = [t− h+ 1, t]

	 #����
"�		� �� 	���
�


h
� #�w�
�� ��� �
����

t
��
It
d = [t, t+ h− 1]	 #����
"�		� �� 	���
�



h
� #�w�
�� ��� ��
���

t.
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� <B@?FG< � �� �� ���� � �&����& ��� �� �������	� 
� � � ��	 ������� ��� ����
 ����	� % ���& �
����� # ������� �� �� 
 ������ �� �������	�� �� �� �� 
 ���		� ����	��� �	 ��
� ����	� rk ���

α
It
g

k
����� # αIt

d

k

� ��	� ��� � � ������	� �� Qt
g(h)

�� ρt
g(h)

����� # Qt
d(h)

�� ρt
d(h)

� ��		��� ��	�
2^ p��6 �� 2^ p��6 # � ���	� λ > 0 �� h ∈ N∗\{1}. �� ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4h

h−1 η1(h, λ) ����

η1(h, λ) = σ

(
7

3

(
lnn(n+ 1) + λ ln h

h

) 3
4

+
√

2

√
lnn(n+ 1) + λ lnh

h

)
, 2^ p_ �6

�����

P (T̂cp(h) ∈ [Tcp − h+ 1, Tcp + h− 1]) ≥ 1− 2(N − 4h+ 5)

hλ
; 2^ p_^6

�	� � � ������	 ��
� ��� �� �� η1(h, λ) �����
�� lnn(n + 1) + λ lnh ≤ h
� � ���	� η1(h, λ) =

(7
3 +
√

2)σ

√
lnn(n+1)+λ lnh

h #
t� �����0��� ��� 1�������� ���0 ��0���1���� 0�� � 	�/������� ��0 1s����/ ���0 ���0 �� / �r���� �
�� � ��� ��00� � ����� �� 
.������/ ��� �� ����������. O�� 1�� �������s/ � 
�����00� �� �1�����
/ ��� �� ����� ������ Tcp

�� Tcp+1 2���� ����0 O�� �� ������� ���������� ����� ��0 ��0��������0��� ��/�0 Tcp
�� Tcp + 16 p

�CD;?�B< � �� �� �������	� � �&����& ��� � ����� ��# ����	� λ > 0 �� h ∈ N∗ ���� 
��
10(ln n+ λ lnh) ≤ 3h.

� � ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4h f1(h, λ) ���� f1
��� 	� ��� 2^ p[�6 �����

P ({T̂cp(h) = Tcp} ∪ {T̂cp(h) = Tcp + 1}) ≥ 1− 2(N − 2h+ 2)K1(λ)

hλ
. 2^ p_[6

� <B@?FG< � �� �� ���� � �&����& ��� �� �������	� 
� � � ��	 ������� ��� ����
 ����	� % ���& �
����� # ������� �� �� 
 ������ �� �������	�� �� �� �� 
 ���		� ����	��� �	 ��
� ����	� rk ���

α
It
g

k
����� # αIt

d

k

� ��	� ��� � � ������	� �� Qt
g(h)

�� ρt
g(h)

����� # Qt
d(h)

�� ρt
d(h)

� ��		��� ��	�
2^ p��6 �� 2^ p��6 # � ���	� λ > 0 �� h ∈ N∗\{1}. �� ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4hη1(h, λ)� ���� η1

��		 �
�	 2^ p_ �6 ����� �

P ({T̂cp(h) = Tcp} ∪ {T̂cp(h) = Tcp + 1}) ≥ 1− 2(N − 2h+ 2)

hλ
. 2^ p_� 6

� �� �� �� �@H ;� 7@ B;�<JJ< <H> :;JH>@J><
�CD;?�B< � �� �� �������	� � �&����& ��� � ����� ��# ����	� λ > 0 �� h ∈ N∗\{1} ���� 
��
10(ln n(n+1)+λ lnh) ≤ h # � � ‖Q2−Q1‖∞ > 4h

h−1 f2(h, λ) �� f2
��� ��� 	� ��� 2^ p[�6 �����

P (T̂cp(h) ∈ [Tcp − h+ 1, Tcp + h− 1]) ≥ 1− 2(N − 4h+ 5)(K1(λ) +K2(λ))

hλ
. 2^ p__6

�CD;?�B< � �� �� ���� ��� &����& ���� �� �& ����
� � #� #�� �� ‖Q2−Q1‖∞ > 4h f2(h, λ) ��
f2

��� ��� 	� � �� 2^ p[�6 �����

P ({T̂cp(h) = Tcp} ∪ {T̂cp(h) = Tcp + 1}) ≥ 1− 2(N − 2h+ 2)(K1(λ) +K2(λ))

hλ
. 2^ p_�6



��

� <B@?FG< � �� �� ���� � �&����& ��� �� �������	� 
� � � ��	 ������� ��� ����
 ����	� % ���& �
����� # ������� �� �� 
 ������ �� �������	�� �� �� �� 
 ���		� ����	��� �	 ��
� ����	� rk ���

α
It
g

k
����� # αIt

d

k

� ��	� ��� � � ������	� �� Qt
g(h)

�� ρt
g(h)

����� # Qt
d(h)

�� ρt
d(h)

� ��		��� ��	�
2^ p��6 �� 2^ p��6 # � ���	� λ > 0 �� h ∈ N∗\{1} ���� 
� � lnn(n+ 1) + λ lnh ≤ h. � ���� ��

‖Q2 −Q1‖∞ >
4k′Q
h− 1

σ2
√
h (ln n(n+ 1) + λ lnh)

��� k′Q ��� ��� 	� ��	� �� �& ����
 � � #� #�� �� � ���������� 
� � � ��� ��
 ����	 T̂cp(h)
���� ��	�

[Tcp − h+ 1, Tcp + h− 1] ��� ��� ������� ! 1− 2(N−4h+5)
hλ

�� ��

‖Q2 −Q1‖∞ > 4k′Q σ
2
√
h (lnn(n+ 1) + λ lnh),

����� �� � ���������� 
� � � ��� ��
 ����	 T̂cp(h)
���� �% ��� ! Tcp

�� Tcp + 1 ��� ��� ������� !
1− 2(N−2h+2)

hλ #
� �� �� `((����'��
� ��+���,��

�@H GJEL EB<JHE;JJ<7 � v��� ��0����� �� 1�/� ����/ ��� �� � 	�������s/ � ���0� O�� � 	���
����1� �� 1s��� �� �� ������� �� 
������ h � ���0 1�//�����0 ��� .������ �� ��� 1�00�0 q��0�0��� St

�� ���� 1 ≤ t ≤ Tcp = 250, St ∼ N (m1, 1), 251 ≤ t ≤ Tcp = 750, St ∼ N (m2, 1)
p

v��� 1� ���1�00�0 � �� / �r���� 1s���� �������/ ��� ����0 � 	��0���� Tcp = 250 ����0 O�� ��������1� ��0�� 1��0����� p 3� / .�s��� �� / ���/�/ �� ����0�/����1� �0� ���������������
/ ��� �����0.� � ��� �.���/ ���� � ���0 �� 1������� ����/ .���O�� � �� 1������ ��/��� 2��.6
�� �������0 p �� 0� ���� �0� �1� � 	�����0�� � 	�����1s� ��� ����/ .���O�� ��.0���.� ���0 ��
0�1���� ��.1.����� p �� 0 	���.��00� 
 ����0 1�0 � m1 = 0,m2 = 121�0 �6 � m1 = 0,m2 = 521�0 ^6 �� m1 = 0,m2 = 10 21�0 [6 p ���0 1s�1�� �� 1�0 1�0 � �� �.���� �\\ �.���0�����0 ����� 1�00�0 �� � ��� ��0 ������0 �� h ������ �� ^ 
 Tcp = 250 � �� 1��1��� �� / �r���� �� � 	.1����r� � �/����O��0 �� � 	�0��/ ����� T̂cp(h)

�� � 	��0���� �� �� ������� � ���0� O�� �� ����������.
�� �.��1��� 1����1��/ ��� �� ������� p v��0O�� 1���� ������� � ���� ����� ��0 ��0����0 Tcp

��
Tcp + 1 � 1���� ����������. �0� �� ����������. O�� T̂cp(h) = Tcp,

�� Tcp + 1 p 3�0 �.0�����0 0�������.0���.0 0�� �� ����� ^ p� 1������0 p
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�

�� ���1s� 
 ������ � �� / �r���� �� � 	.1��� �r� � �/����O��0 �� � 	�0��/ ����� ��
� 	��0���� �� �� ������� ���0� O�� �� ����������. �/����O�� �� �.��1��� 1����1��/ ��� �� �������
0��� ����.0���.0 � ��� ��0 ������0 �� h ������ �� ^ 
 Tcp

�� �� �����0��� �\\ �.���0�����0 � 	��
��� 1�00�0 q��00��� �r��� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r���� ����� ��0 ��0����0 Tcp = 250 ��
Tcp + 1 = 251 p



�\

���0 ��0 ������/ �0 �� ����0��/ �0 1�0 � 2�� ��0 �/�������0 ��0 1s����/ ���0 0��� ��0 ���0
�/� �������06 �� ����������. �� �.��1��� �� �.������� ��0���� �� �� ������� �0� ���1s� �� �
� ��� �����0 ��0 ������0 �� h ≥ 3 p � ��0 �� ������/ � 1�0 � �� ����������. �/����O�� �� �.��1����� �� � 	��0���� �� �� ������� �0� \ p� � ��� h = 2 �� �0� 0�� .������ 
 \ p�� ���� �����0 ��0�����0 ������0 �� h ��0�.�0 p ���0 �� ����0��/ � 1�0 � �����0 ��0 ������0 �� h � ��/ ������ �����] ���0 ������� � 	��0���� �� �� ������� p � ��0 �� ���/ ��� 1�0 � ���0 �����0 ������� h ≥ 50� ��� ����� �� � ��0 �.0�����0 �� / �r���� �� �� 
����� .1��� �r� � � ��� � 	�0��/ ����� �� � 	��0�
���� �� �� ������� p

t� �����0��� 1���� / .�s��� � ���0 � �����0 ��00� �.��1��� �� 1s����/ ��� ���0 �� ������1�
� 	�� ��� 1�00�0 0� �� / �r���� �0� 1��0����� p 5��0��.���0 ����0 
 ��.0��� �� ���1�00�0 q��0�
0��� St

�� ���� 1 ≤ t ≤ Tcp = 250, St ∼ N (0, σ2
1) �� � ��� 251 ≤ t ≤ 750, St ∼ N (0, σ2

2) pv��� 1� ��� 1�00�0 � �� ������1� 1s���� �������/ ��� ����0 � 	��0���� Tcp = 250 � ����0 O�� ��/ �r���� ��0�� 1��0����� p �� 1��0����� ����0 1�0 1�//� ��.1.��//��� 1����0� ������ 

��0 �������0 �� ���0 �� ���0 �/��������0 � σ2

1 = 1, σ2
2 = 2.25 21�0 �6 � σ2

1 = 1, σ2
2 = 5 21�0^6 � �� σ2

1 = 1, σ2
2 = 10 21�0 [6 p �� 0 	���.��00� ��� / �/�0 O������.0 O�� ��.1.��//��� p 3�0�.0�����0 0��� ����.0���.0 1������0 0�� �� ����� ^ p_ p
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��� � ^ p_
�

�� ���1s� 
 ������ � �� / �r���� �� � 	.1��� �r� � �/����O��0 �� � 	�0��/ ����� ��
� 	��0���� �� �� ������� ���0� O�� �� ����������. �/����O�� �� �.��1��� 1����1��/ ��� �� �������
0��� ����.0���.0 � ��� ��0 ������0 �� h ������ �� ^ 
 Tcp

�� �� �����0��� �\\ �.���0�����0 � 	��
��� 1�00�0 q��00��� �r��� �� 1s����/ ��� ���0 �� ������1� ����� ��0 ��0����0 Tcp = 250 ��
Tcp + 1 = 251 p

� ��0 ��0 ���� ��/ �0 �� ����0��/ �0 1�0 � 0� �� ������ �� h �0� 0�� 0�// ��� ������ 2��0��0
h ≥ 1006 �� ������� �� � ��0 �.0�����0 �� / �r���� �� �� .1��� �r� � 
����� p 5�� ������ � ������������. �� �.��1��� � 	��0���� �� �� ������� � 	�0� ��0 ������ 2�� / ���� \ p_6 / �/� ���0
�� ����0��/ � 1�0 p |� �� �� 1�0 0�/�������0 � �� 0�/��� ���0 ��� 1��� �� �.��1��� �� 1s����/ ���
���0 �� ������1� O�� ���0 �� / �r���� p

v��� 1s�1��� ��0 0��������0 1��0��.�.�0 � �� � ��� �.���� �� 1s��� ����/ �� �� �� �������
�� 
������ h, O�� 0����� �� ������ ĥ /���/ �0��� |Ê(T̂cp(h))− Tcp|+ σ̂(T̂cp(h))

�� Ê(T̂cp(h))�� σ̂(T̂cp(h))
0��� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 �� �� / �r���� �� �� � 	.1��� �r� � �� � 	�0��/ ��

���� �� � 	��0���� �� �� ������� � ��� ��� ������� �� 
������ h. �� ������� ��0 ������0 �� ĥ����.�0 ���0 �� ������� ^ p� 1������0 p



��

x����� m1 = 0
m2 = 1

m1 = 0
m2 = 5

m1 = 0
m2 = 10

σ2
1 = 1

σ2
2 = 2.25

σ2
1 = 1
σ2

2 = 5
σ2

1 = 1
σ2

2 = 10

ĥ ^�� �^� �[^ ��� ^\� ^\�
Ê(T̂cp(ĥ)) ^_ � p^_ ^_\ p�[ ^_\ p�[ ^�^ p�^ ^__ p�\ ^_[ p�\
σ̂(T̂cp(ĥ)) � p�� \ p_ � \ p_\ [^ p�� � p�� _ p��
P̂ (T̂cp(ĥ))

\ p[� \ p�� � \ p�[ \ p^� \ p��

��� � ^ p�
�

4�������� ������ ĥ �� h �� � ��� 1���� ������ �� h � /�r���� �� .1��� �r� ��/����O��0 �� � 	�0��/ ����� �� � 	��0���� �� �� ������� ���0� O�� �� ����������. �/����O�� ��
�.��1��� 1����1��/ ��� � 	��0���� �� �� ������� p

�@H BG7>EL EB<JHE;JJ<7 � u��0 ��0���0 / ��������� �� / .�s��� 0�� �� ��1���� q��0�
0��� �� ������ n = 30 p 3�0 ��0��������0 St

� 1 ≤ t ≤ Tcp = 250 0��� �00��0 � 	��� ��0������������/ ��� N (mi, Qj)
�� ��0 ��0��������0 ��0�����0 St

� 251 ≤ t ≤ 750 0��� �00��0 � 	��� ��0���������� ���/ ��� N (mi′ , Qj′)
� ��� ��� .�����0 1�/�����0��0 �� 1����� 2mi, Qj

6 �� mi
��

Qj
0��� ��0 / �r����0 �� ��0 / ����1�0 �� 1�������1� �.����0 �� �� / ������ 0������� p x�

δ = 0.05
n

� ��0 / �r����0 mj
0��� ����.0 � ��� 1 ≤ i ≤ n ��� � m1(i) = 1.15 + iδ, m2(i) =

1.2 + iδ, m3(i) = 1.4 + iδ, �� m4(i) = 1.7 + iδ. 3�0 / ����1�0 �� 1�������1� Qj
0���

��0 / ����1�0 ���������0 �����0 O�� � ��� 1 ≤ i ≤ n � Q1(i, i) = in(n+1)
18 δ2, Q2(i, i) =

5in(n+1)
36 δ2, Q3(i, i) = 2in(n+1)

9 δ2 �� Q4(i, i) = in(n+1)
2 δ2. �� ������� ��0 / ����1�0 Q2, Q3�� Q4

�� /����� ����� ��0 .1���0 �r� �0 ����.0 ���0 �� / ����1� Q1
��� ��0� �1����/ ��� � p_ �

^ �� [ p 5�0 ����.�0 � ������ ���� ���0 1�//� ��0 / �r����0 �� / ����1�0 �� 1�������1� ��
�����/ ���0 ���.� ������0 � 	�1��
0 ����1���0 ��0O�.0 2�� 0��� ��� 1s�0 ��0 ����.�0 �����0.�0
���0 ��0 0�/�������0 �� ���6 p t� ���� � ���0 �� / �r���� � 	�� �����/ ��� �0� .���.� � ���0 0�
������1� �0� 
���� p u��0 1��0��.���0 ����0 ���0 �� ���/ ��� ��/�0 �� ���1�00�0 �� / ����1�
�� 1�������1� Q1

1��0����� �� ���� �� / �r���� 1s���� p �� / �0��� �� O�����. �� �� �.��1�
���� �� �� ������� ���0O�� � 	�/������� �� 1���� ������� ���/ ���� p 3� ���/ ��� 1�0 25�0 �
0�� �� ����� ^ p� 1������06 1����0� ��� 
 �� ��� 1�00�0 �r��� ��� / �r���� m1

] �0O� 	
 Tcp
��

m2
��0���� p � ��0 �� ���� ��/ � 1�0 2���. 5�0 ^6 �� / �r���� ��00� �� m1


 m3

 � 	��0����

Tcp + 1 �� ���0 �� ������� 1�0 2���. 5�0 [6 �� m1

 m4

p 3� 1�0 �� �� / ����1� �� 1�������1�
1s���� �� �� �� / �r���� �0� ��.� 
 �� ������ m1

�0� ��0���� �����.� p 3� ���/ ��� 1�0 .����.
25�0 �6 1����0� ��� 
 �� ���1�00�0 �r��� ��� / ����1� �� 1�������1� Q1

] �0O� 	
 Tcp
�� Q2����0 p � ��0 �� ���� ��/ � 1�0 25�0 ^6 �� / ����1� �� 1�������1� ��00� �� Q1


 Q3

 � 	��0����

Tcp + 1 �� ���0 �� ������� 1�0 25�0 [6 �� Q1

 Q4

p 3�0 �.0�����0 0��� ����.0���.0 0�� ��
����� ^ p� 1������0 p
5�//� ���0 �� 1�0 �����/ ��0������ � �� � ��� �.���/ ���� �� / �������� ������ ĥ �� h ���01s�1�� ��0 1�0 1��0��.�.0 p 3�0 �.0�����0 0��� ����.0 ���0 �� ������� ^ p^ 1������0 p 3� ����
/ ���� ����� �� 1� ������� 0� ��� �� �� 
���� 0������� p v�� ���/��� � �� ���/ ���� 1������
1����0� ��� 
 �� ���1�00�0 �r��� ��� / ����1� �� 1�������1� Q1

��� �� ��� / �r���� 1s���
������ � �� / �r���� �0� m1

] �0O� 	
 Tcp
�� m2

����0 p

5���� / .�s��� �.��1�� ���1 ���0 ���� ��0 �������0 ���0 �� / �r���� 2/ �/� ���0 �� 1�0
/������/ ��0������6 p 3�0 �������0 ���0 ��0 ������1�0�1�������1�0 ������� ���� �/� �������0
��� � 	������� �� � �� �0��/ ����� �� � 	��0���� �� �� ������� � ���� �����1������/ ��� ���0 ��



�^

1�0 /������/ ��0������ p
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 ��

��� ������ �
 ��� �� 	� � ��
��� �� ��"�
����� ������ �

Q�
���
m1,m2, Q1 m1,m3, Q1 m1,m4, Q1 m1, Q1, Q2 m1, Q1, Q3 m1, Q1, Q4

ĥ
�p � ��� ��� ��� ��<

Ê(T̂cp(ĥ))
��� ��p ��� �< p ��� �<� ��p ��� ��< �� ��� �p

σ̂(T̂cp(ĥ))
< ��p � ��� � �<� �� �� � �< � ��

P̂ (T̂cp(ĥ))
� ��� � ���p� � � ��< � �� � ���

��	 � � �� � s ��		�

� "�	�

 ĥ ��
h
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 ����� "�	�

 ��
h
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���� �������s/ �0 �.� ��� �� 1s��� �� ����0 ����/ ����0 2�� 1����� (λ, µ) ���� � 	�������s/ ���������
 �� �� ������� �� 
������ h � ��� � 	�����6 p
� 
� � ��� ������
 ��� ������

3� ��� �� 1���� 0�1���� �0� �� ��0��� � 	�� 1�1��. �� � 	�������s/ � ��������
 ��.0���. ���0

�� 0�1���� ^ p[ 
 �� 
��0 0�� ��0 ����.�0 0�/��.�0 �� 0�� ��0 ����.�0 �.����0 p v��� ���0 ��
��� ������. � ���0 �����0����0 ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ����������0 �� �� / �r���� �� �� ��
/ ����1� �� 1�������1� p � � �� 0���� � � 	�������s/ � ��������
 �.� ����� �� ���� ����/ ����0
� �0���
0 λ �� µ p � ������ �� � 	.���� �s.���O�� 1������� �� 0�1���� ^ p[ � �� ���� O�� � 	��
� ��� 1s��0�� �� ����� � 	�11�������� 0������� � ��� �� ���������� I ����. p u��0 �11�������0� 	���������� I 1�//� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� 0� � ��� ���� J ∈ I(I) �
‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ k1σ(

√
lnn+λ ln |I|

|I| +
√

lnn+λ ln |J |
|J | ) �� ‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ k2σ

2(
√

ln n(n+1)+µ ln |I|
|I| +

√
ln n(n+1)+µ ln |J |

|J | ) �� (λ, µ, k1, k2)
0��� ��0 1��0�����0 � �0�����0 p � ���� ����. O�� � 	�� ����

��0� ��0 �0��/ �����0 �/����O��0 ����������0 � σ 2��������� ���0 � 	sr���s�0� ^6 �0� ��. 
 � 	�/ �������� �� ����� p v��0O�� �� / �r���� ρt
� ��� ���� ����������/ ��� � ����� � ���0 �0��/ ����0

σ 21� O�� �0� �00�� 1��0������
 6 ��� �� ���0 ����� ��0 �����/ ���0 rt(i) ��0� ������0 ���/ ����0 ��0 ��0 �� ��/�0 t �� ���0 ��0 �1��
0 i p v��� (I, J) ��.0 �� � ��� ��0 ������0 �� λ ��
µ 0�� 0�// ��� ������0 � � 	.���� �s.���O�� �� �1��.� �� 0�1���� ^ p[ 
������ ��0 1��0�����0
k1
�� k2

2���.� �������0 �� λ �� µ6 �����0 O�� ��0 ����������.0 O�� ��0 ��.�����.0 1����00�00��� �.���.�0 0��� ����������/ ��� � �����0 p } ��� 0�� � ��0 / �/�0 ��.�����.0 0����� �.���.�0
���1 �� / ���0 �� / �/� ����������. � ��� ��0 ������0 ���0 ������0 �� k1

�� k2
p 5�� ������ �

�� 1s��� ��0 1��0�����0 k1
�� k2

�00��0 �� ����� .���� �s.���O�� � ������� ���� 1��0������
 p
v ��0 1�0 1��0�����0 0��� .���.�0 � ���0 �� ���� �� 1s��1�0 �� 1��0��.��� O� 	�� ���������� ��
�� / �r���� � ��0 ������1�0�1�������1�0 0��� 1��0�����0 �0� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��. / ��0
/ ���0 �� 0��� 1������ �� �.��1��� ��0 �������0 p u��0 �00������0 ���1 �� �.���/ ���� ��0
���0 � �����0 ������0 ��0 1��0�����0 k1

�� k2
�����0 O�� ��0 ��.�����.0 1����00�0 0��� �.���.�0

���1 �� ������ �� 1�����1� ����. � ��� �� ���1�00�0 ����. p ���0 �� 1�0 �����1����� � 	��
��� 1�00�0 �����/ ��0������ 1��0���� � � ��� ���� I � J � ρ̂I = ρ̂J

�� Q̂I = Q̂J
1� O�� 0������

O�� � 	�� � ��� ������� k1 = k2 = 0 p |�� �� �� ��0 1s��0�� �� ���� ������0 ������0 �� k1
��

k2
���� �� �.��1���� � 	��0��1� �� �������0 ���1 ��� ������ ����������. � ���0 �������0 �����

��� � ���� �0��/ ����� �� σ p u ��0 �����0 ���0� ���������� ���� ����.0 �� ��� ���. 0����./ ��������0 �� 1��0��.��� k1
�� k2

1�//� ��0 ����/ ����0 �� ����� �������s/ � p x����0��0 O�� � 	��
1s��1s� 
 1������� ��0 ����/ ����0 (λ, µ, k1, k2)

�� � 	�������s/ � ��������
 ���0 �� 1�������
����/ .���O�� � � ��� �� ��� 1�00�0 q��00��� ��� ���/��� p 5s��0�00��0 ��� ������ ρmin

��
����� 0���� O�� � 	�� 0 	������� 
 1� O�� �� / �r���� ρt > ρmin

�� ��� / ����1� Q � 0 ����� O����0 ������1�0 ���0 �� / ����1� Q 0��� ��0 � ����0 0�� .������0 0�� ��0 ������1�0 ��������0 ��01�/� �0����0 p �� � ��� ��0���� 1s��0�� ��0 ������0 (λ, µ, k1, k2)
��0 ����/ ����0 �� ����� 0����

O�� � 	�� ���00� �.��1��� ���1 ��� ������ ����������. � 	��0��1� �� �������0 � ��� �� ��1����
q��00��� r′ �� ��� N (ρmin, Q) p {��������/ ��� � 1���� �0��/ ����� 1��0�������� ��0 ����/ ����0������� ��00� � ��/ ����� �� �.��1��� � 	��0��1� �� �������0 � ��� ��0 ���1�00�0 r �r��� ��0/ �r����0 0�� 0�// ��� ���0 ������0 O�� ρmin

�� ��0 ������1�0 σ′t(i)2 �� 
.������0 �� .����0��� ������1�0 ���0 Q p t� ���� � � ��� �� ��� ���1�00�0 � ��0 / �/���0 �� ���1s� ���0 ��0��.�����.0 ��0���� 0 	�� r � s�/ ��.�.��. �� ��� ��������� ���� �� 
.�����0 �� �� ���0 ������
�.���0����� ��0 �����/ ���0 0��� 1�������/ ��� 0�� .������ 0� � ��� ���� ��/�0 t � �� r � ���1�/� �0���� it ����� O�� ρt(it) + βσ′t(it) > ρmin(it) + β

√
Q(it, it) �

���1 β = 2 ��� ���/���



��

2�� 
��� β �0� ��� O� 	���1 ��� ������ ����������. �� �����/ ��� rt(it) �� �� it��/ � 1�/� �0������ ��/�0 t �0� / �] ��. ��� ρt(it) + βσ′t(it)
�� r′t(it) �0� / �] ��. ��� ρmin(it) + β

√
Q(it, it)

6 p
� 	�����0 1����������0 ��0 ����/ ����0 �� � 	�������s/ � 0����� ��.0���.�0 ��� �� 0���� p t ���0
0��� ��0.�0 0�� � 	�����0����� �� � 	������ O�������O�� / �r���� 24 ��� xO����� t���� �� 4 xt
�� ������06 �� � 	������ ��0���� / �r���� 24 ��� |�0����� t���� �� 4|t �� ������06 � ��� ��0
����.�0 0�/��.�0 �� � 	������ �� ��.��1���� O�������O�� / �r���� 24 ��� xO����� ����1�0�
t���� �� 4 x�t �� ������06 �� � 	������ �� ��.��1���� ��0���� / �r���� 24 ��� |�0����� ���
��1�0� t���� �� 4|�t �� ������06 � ��� ��0 ����.�0 �.����0 p 3� 0�1���� 0������� 0 	���.��00�
��� 0�/�������0 ���0 �� 1�0 q��00��� O�� �0� 
�.O��//��� ���1����. p 3� �������� 0�1����
0� 
� 1���0��� 0�� � 	�����0����� �� �� / .�s��� 0�� ��0 ����.�0 �.����0 � �� �����0��� ��0 1���0
��0 �1��
0 �� ��� ����0 �� ] ������ ���^ 
 ] � �� ^\\� p v��� 1���� �����1����� � ���0 ��.0���
���0 ��0 / .�s���0 0����./ �������0 �� 1���������� ��0 ����/ ����0 (λ, µ, k1, k2)

p � ��0 1�
1������� � � 	�������s/ � ��������
 �0� �����0. � ��� �.���/ ���� ��0 �0��/ �����0 ��0 ����/ ����0
��0 / �����0 w�~ �� �� 4 ��y�� ��� ���� �� 0� 0��� � ��� �.��� �� �����
������ � 	�1��
0 ��
] ������ ���_ 
 ] � �� ^\\� p
� �� �� ��+�('��
�� e� � 
��� "'�(
 e'�� (� &'� �'������

���0 1���� ������ � ���0 ��0���0 � 	�� 1�1��. �� � 	�������s/ � 0�� ��0 ���/���0 0�/��.0 � 1�
O�� ���0 ����� ��� ��.� ��0 ������0 
 1s��0�� � ��� ��0 ����/ ����0 (λ, µ, k1, k2)

���0 �� 1�0
q��00��� p u��0 1�//�����0 ��� .������ �� ��� 1�00�0 q��00��� s�/ ����� p �� ����0���
��0���� �� / ����� 
 0���0 ���1 ��� .�����0 �/�������0 �� �� ������� ���0 �� / �r���� �� ��
/ ����1� �� 1�������1� �� � 	�� .����� �� 0��0�� ����. �� � 	�������s/ � ��� ���� ��� 
 � 	�/�������
�� �� ������� p �� /����� O�� � � ��� ��0 ������0 ���� 1s��0��0 �� 0�0 ����/ ����0 � � 	�������s/ �
��������
 � ��� �.��1��� � 	��0��1� �� 1s����/ ���0 ���0 �� / ����� �� �� / �r���� �� ��
/ ����1� �� 1�������1� 0��� 1��0�����0 �� � ��� ������/ ��� �.��1��� ��� ������� ���0 ��0
/ �r����0 ����� ��0 ������1�0�1�������1�0 0� 1���� ������� �0� 0�� 0�// ��� �/� ������� p
� �� �� �� 9??<G? L< �?<B E�?< <H� �:<
|�� �� 1s��0�� ��0 ������0 ��0 / �r����0 �� ��0 ������1�0 O�� 0����� ���1s�0 �� 1����0

� 	�1��
0 ����1���0 � �� 1��1��� � �� ^ ] ������ ^\\^ � �� / �r���� �/����O�� ρ �� �� / ����1� ��1�������1� �/����O�� Q ��0 �����/ ���0 
 [ / ��0 � �� �����0��� [ ��0 � 	s�0����O��0 � ���
��0 1���0 ��0 �1��
0 �� ��� ����0 p 3� ������ / ���/ ��� ��0 �����/ ���0 / �r��0 2������
/ ���/ ��� �� ρ6 �0� � p� 1����0� ������ 
 ��� ������1� �� \ p\� p u ��0 1��0��.���0 ����0O�� ��0 / �r����0 �� � ������ ��0 ��01����� �� ��00��0 �� 0.5ρ �� O�� ��0 ������1�0 ��0�����/ ���0 ������� ���� �� 
.������0 
 ^ p^_ 
��0 ��0 ������1�0 ���0 � 2�� O�� ��0 .1���0 �r� �0
��0 �����/ ���0 0��� / ���0 �� � p_ 
��0 ��0 .1���0 �r� �0 ���0 Q6 p �� 1��0����� ��0���� ��/ ����� q��00��� s�/ ����� N (0.5ρ, 2.25Q) p �� 0� ��� �� ������ �� ��0O�� α = 5% � �� ��
0 	���.��00� ��� ������0 ��0 ����/ ����0 (λ, µ, k1, k2)

�����0 O�� �� ����������. �� ��] ���� ��
���������� � 	s�/ ��.�.��. �� �������� ����.� �0� �� ���0 α p � ��0 1� / ����� � 
 �� 
��0 ��/ �r���� ρt

�� �� / ����1� �� 1�������1� Qt
0��� ���1 ���.� �������0 �� ��/�0 p 3� �����

ζt
�0� q��00��� p �� 0�/��� ���0� ����0 ��0�/���0 �� 0.���0 1s��������O��0 ���00�����0 2� p� p�

N (0.5ρ, 2.25Q) � �� n = 30 �0� �� ��/ ��0��� �� ζt6 �� ��������0 L = 120, 240, 360 p 5s�1���� 1�0 ��0�/���0 1������� �\\ �.���0�����0 p 3�0 ��0�/���0 I(I) 0��� �.���0 �� �����0��� ��������� �r��/ �O�� 2���� 0�1���� ^ p[ p^6 � m0
.���� �� ��0 �� �� ������ p �� 1s��0�� � ��� m0

��0
������0 �_ � [\ � �\ �� �\ p ~ �/ ��O���0 O�� 0� m0 < n = 30 � �� 1��1��� ��0 �0��/ �����0�.�.�.�.�0 �� �� / ����1� �� 1�������1� p 3�0 ������0 �� λ �� µ 1��0������� ��� ������ ���� ��0



�_

����./ ��.0 ���1s�0 �� ������0 0��� \ p� �� ^ p� �� ���� �� ��0 �0� \ p� p 3�0 ������0 �� k1
�� k2��0�.�0 0��� \ p� � \ p^ � \ p[ � \ p_ � � �� ^ p �� ������� ��0���� ��0 ������0 ��0 ����/ ����0 �������

��� ������ �� ���/ ���� �0� �1� � 	�� ���0 _� p v��/ � ��0 ^[\� ������0 ��0 1�/�����0��0 ��0
����/ ����0 ��0�.�0 � �� ��/��� �� 1�/�����0�� ��0 ����/ ����0 (λ, µ, k1, k2)

O�� 
������ ���
����� ������ �� ���/ ���� �0� �1� � ��� ��� .�����0 ������0 �� 1����� (L,m0)

�0� ����. ���0
�� ������� 0������ �

(L,m0)
2�^\ ��_6 2�^\ �[\6 2�^\ ��\6 2�^\ ��\6

u�/��� �^�^ ��\� ���_ ���\
(L,m0)

2^�\ ��_6 2^�\ �[\6 2^�\ ��\6 2^�\ ��\6
u�/��� ���_ ���[ ���� ��_�
(L,m0)

2[�\ ��_6 2[�\ �[\6 2[�\ ��\6 2[�\ ��\6
u�/��� ���_ �[�� ���� �__�

��� � ^ p[
�

u�/��� �� O���������0 
�����00��� ��� ������ �� ���/ ���� �0� �1� � 	�� ���0 _� p
3�0 ��0��������0 
����0 ���0 1�0 0�/�������0 0��� 1�� 
��/ �0 
 ��0 �������0 p } ��� 0�� �

�� ����������. �� ��] ���� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��. ��/� ������ �� 1��� ���/ ���� ���1 ��
�������� L �� 1�� ���������� p 5���� ����������. �0� ��� �������0 ��� 
��1���� �.1���00������ ��0 �� �� ������ m0

p t� �� �� � ���� �� � �����0 ������0 �� ��0 �� �� ������ � ��0 ��0�0
� 	s�/ ��.�.��. 0��� �� �1��.0 ���0 0������ p � �����/ ��� � � ��� L,m0, k1, k2

�� λ ��.0 2��0� p
µ6 � �� ����������. �� ��] ���� �� ���������� s�/ ����� �0� ��� 
��1���� �.1���00���� �� µ 2��0� p
λ6 p u��0 �����0 / ��������� 1s��1s�� � ���/ � ��0 ������0 ��0 ����/ ����0 O�� 
�����00��� ��������� �� ���/ ���� �0� �1� � 	�� ���0 _� � 1��� O�� 
�����00��� ��00� ��� ������ �� ���� ��/ �
�0� �1� ���0������� p

� �� �� �� 9??<G? L< L<G� E�B< <H� �:<
5��0��.���0 ��� 0���� � 	����������0 (It)

�� �������� T1+t � �� T1
�0� ��. �� t = km0

���1
1 ≤ k ≤ E[ T2

m0
] � m0 > 0 �� T2 ≥ m0

p x�� 1s�O�� ���������� It � �� �.���� �\\ �.���0�����0 ����� 1�00�0 0������ p 3�0 T1
���/ ����0 ��0��������0 0��� �00��0 � 	��� ��� ���/ ��� n ��/ ���0�������� 2n = 306 N (β1ρ, β2Q) �� ρ �� Q 0��� ��0� �1����/ ��� ��0 / �r����0 �� / ����1�0

�� 1�������1� �/����O��0 ��0 �����/ ���0 � 	�1��
0 ����1���0 �����0.�0 ���0 �� ��������s�
��.1.���� 21��1��.�0 �� �����0��� ��0 ����.�0 �.����06 p 3�0 t ��������0 ��0��������0 0��� �0�0��0 � 	��� ��� ���/ ��� N(β′1ρ, β

′
2Q) p v��� 1s�O�� ������ t = km0

���1 1 ≤ k ≤ E[ T2
m0

] ��� 0 	���.��00� 
 � 	������ �� ���� ��/ � �0� �1� � � p� �� ����������. � 	�11����� � 	���������� It O���� ������� ��0 ���� 1��0��.�. 1�//� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��. � ��� ��0 ������0 0�� �
0�// ��� ������0 �� |β1 − β′1| �� |β2 − β′2| p v��� 1s�O�� ���������� It, �� 1s�O�� �.���0������� ��� 1�00�0 � �� �����0� ���1 � 	�������s/ � ��������
 ���� 0����� � 0� � .���� ����. 1���� �.��
��0����� �� ���1�00�0 � � 	���������� � ��� ���� 1��0��.�. 1�//� �� ���������� � 	s�/ ��.�.��.
�� ��� p 3� ��0 �� �� ������ �� � 	�������s/ � �0� m0

p 3 	�������s/ � ��������
 �0� �/��./ ���.
�� �����0��� �� 0��0���0�/��� ��0 ����/ ����0 (L,m0, λ, µ, k1, k2)

�����/ ��.0 ���0 �� ���
������s� ��.1.���� �� O�� 
�����00��� ��� ������ �� ���/ ���� �0� �1� � 	�� ���0 _� p |��
�� �.����� �� ��/�0 �� 1��1�� � �� 1s��0�� ��0 ���0 � �����0 ������0 �� 1�0 ����/ ����0 O��
��������� ���� ��0 / ��������0 � ��� ������� ��� ������ �� ���� ��/ � �0� �1� ���0������� p v ��0
��.1�0./ ��� � �� 1s��0�� k1 = 0.1 �� k2 ≤ 0.3 p v��� 1s�O�� 1�/�����0�� (L,m0, λ, µ, k1, k2)��0 ����/ ����0 �� 1s�O�� ��0���� t = km0 ≤ T2

� �� � ��� 1��1���� ��� �0��/ ����� �/����O��



��

Pt(L,m0, λ, µ, k1, k2)
�� �� ���00��1� �� ��0� �

Ht
0 : It

�0� � 	s�/ ��.�.��. ��/������� �� 1��� � Ht
1 : H̄t

0.

�

���0 ��� ���/ ���� 0.��� � 	��� .����1� � �� 1s��0�� T1 = T2 = 360 � β1 = β2 = β′2 = 12�� 1��0����� 0����/ ��� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r����6 p v��� β′1 = 1.1, 1.2 2���� �s.���� � ��� ��0 ������0 �� β′1 0�� .������06 � �� � �� ������� ��0 ������0 ��0����/ ����0 �����0 O�� � 	���������� It .���� ���] ���0 ��] ��. � ��� �����0 ��0 ������0 ��
t p v��� β′1 = 1.05 � ��0 / �������0 ����/ ����0 ��� ����. ��0 ���00��1�0 �/����O��00�������0 �

� �\ �^\ ��\ ^�\ [\\ [�\
Pt

\ p^� \ p[[ \ p[ � \ p^� \ p[ � \ p[ �

�� �����0��� ��0 ����/ ����0 (L∗,m∗
0, λ

∗, µ∗, k∗1 , k
∗
2) = (240, 60, 0.1, 1.7, 0.1, 0.2) p

�

�� 1��0����� / ��������� �� 1s����/ ��� ���0 �� / ����1� �� 1�������1� 0����/ ���
2β1 = β′1 = 1) p �� ��0� T1 = 60 �� T2 = 300 p x� ��0 ����������0 It .������ � 	s��/ ��.�.��. � ���0 ��/ �����0 O�� ����� �������s/ � ��0 �������� 1�//� ���������� � 	s��
/ ��.�.��. p v��� ������� ��� ������ �� ������/ � �0� �1� ���0������� � 0� �� 1��0��
���� ��0 1s����/ ���0 ���0 ��0 ������1�0�1�������1�0 � ���0 �����0 1s��0�� ��0 ���
����0 
 ��0��� 0����./ �������0 � ��� ��0 ����/ ����0 p t� ���1.���� ��� ��1s���/ �� �
�� �00��� �.���/ ���� �� � �����0 ������0 ��0 ����/ ����0 ���0 O�� � 	������ �� ����
/ ���� �0� �1� 2�� 0�/����� �\\ �.���0�����0 � 	�� ��1���� q��00��� N (0.5ρ, 2.25Q)�� �������� [�\6 0��� �� ���0 5% p v��/ � 1�0 ����/ ����0 � � 	��0�/��� ��0 ������0
(L∗,m∗

0, λ
∗, µ∗, k∗1 , k

∗
2) = (360, 60, 0.4, 0.8, 0.15, 0.016) �0� ����/ �� � ��� � 	������ ��������/ � �0� �1� �� ����� ��0 ���00��1�0 0�������0 �

� �\ �^\ ��\ ^�\ [\\
Pt (Q, 2Q) \ p� \ p[^ \ p_� \ p�� \ p��
Pt (0.5Q, 2Q) \ p� � \ p�^ \ p�� � �
Pt (0.2Q, 2Q) \ p�[ \ p�� � � �

�� 1��0����� / ��������� �� / ����� 
 0���0 q��00��� 1�//� ��.1.��//��� / ��0 �� 0 	���
�.��00� ��� ������0 
����0 0�� ��0 �0��/ �����0 �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1�
���0� O� 	
 � 	.��������� �� �� ����00� �� �.��1���� �� �� ������� p �� ��� T1

�� T2
���0 O�� ��0

T1
���/ ����0 ��0��������0 0��� �00��0 � 	��� ��� ���/ ��� N (β1ρ, β2Q) 2ρ �� Q 0��� �.���0

�� �.��� �� 1���� 0�1���� 6 �� ��0 T2
��������0 ��0��������0 � 	��� ��� ���/ ��� N (β′1ρ, β

′
2Q) p�� 1��0����� ��0���� ��� ������ �� ������0 � ��� ��0 ����/ ����0 (m0, λ, µ, k1, k2)

�� � 	�����
���s/ � ��������
 �� � ��� 1s�O�� 1�/�����0�� ��0 ����/ ����0 � �� �� �1��� �\\ 0�/�������0
�� 1� ���1�00�0 p v��� 1s�O�� 0�/������� � �� � ��� 1s�O�� ��0���� t = t0, . . . , T1 + T2

2��
t0
�0� 0�� .����� �� .��� 
 �� �������� �� ���0 � ���� ���������� �� � 	��0�/��� I 6 � �� 1��1�����0 �0��/ �����0 �� � 	���������� ��������
 � �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� ��0

�����/ ���0 p x� T = T1 + T2 − t0 + 1 � �� �.���� ��0 O����� 1������0 � 	������ 0������0 �

MSE = E
1

T

T∑

t=1

‖ρ̂t − ρt‖2∞ +
1

T

T∑

t=1

‖Q̂t −Qt‖2∞, MSFE = E 1
T

T∑

t=1

‖ρ̂t − rt‖2∞,

MAE = E
1

T

T∑

t=1

‖ρ̂t − ρt‖∞ +
1

T

T∑

t=1

‖Q̂t −Qt‖∞, MAFE = E 1
T

T∑

t=1

‖ρ̂t − rt‖∞.



��

�� 1s��0�� ��0���� ��0 ������0 (m0, λ, µ, k1, k2)
��0 ����/ ����0 O�� 
�����00��� ��0 / ��������0

4 xt � 4x�t � 4|t �� 4|�t p v�� �� 0���� � ���0 1��0��.���0 ��0 1s����/ ���0 ���0 ��
/ �r���� � ���0 �� / ����1� �� 1�������1� �� ���0 ��0 ���� p
�� 1�/���� ���� � 	�� ��� ��0 ���.����0 1s��� � 	�/��./ �������� �� � 	�������s/ � ��������

��.0���.0 ���0 �� ��������s� ^ p[ p^ � �� 1��0��.���� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r���� p x���
β′1 = 1.5 � β1 = β2 = β′2 = 1 � T1 = 120 � T2 = 240 �� t0 = 60 p �� 1s��0�� ���� � 	�� ��� � ���� 	��0�/��� I � ��0 ����������0 �� �� 
��/ � [τ − km0, τ [

� �� m0 = 15 �� k ∈ N∗ p �� ����.0����
1������0 � 0�� �� ����� ^ p� � � 	������ � 	�0��/ ����� �� �� / �r���� 2� p� �� / �r���� E‖ρ̂t− ρt‖∞�� �� ���/ ��� �� �� ����0��/ � O������� � ��� 1s�O�� ��0���� t6 � � 	������ � 	�0��/ ����� �� ��/ ����1� �� 1�������1� 2� p� �� / �r���� E‖Q̂t −Qt‖∞ �� �� ���/ ��� �� �� ����0��/ � O�������
� ��� 1s�O�� ��0���� t6 �� �� �������� / �r���� �� � 	���������� ��������
 � 0� �� �����0� ��0����/ ����0 
�����00��� �� / �������� ������ �� �� 4|t p ���0 ��0 �����0 �� 1���� 0�1���� �
�� ���/ ��� �� �� ����0��/ � O������� 0����� ���.0 Q1

�� Q3
� �� / �r���� 	4�r 	 �� �� / .�s���

���������� 	|���� 	p
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�

�� ���1s� 
 ������ � ������ � 	�0��/ ����� �� �� / �r���� � ������ � 	�0��/ ����� ��
�� / ����1� �� 1�������1� �� 1�/�����0�� ����� � 	���������� ����/ �� �� � 	���������� ��������

� ��� �� ��� 1�00�0 q��00��� �r��� ��� ������� ���0 �� / �r���� p

3 	������ ���0 � 	�0��/ ����� �� �� / �r���� �� �� �� / ����1� �� 1�������1� �.1���� �������
/ ��� ����0 �� ������� � � ��� ��������� �� ������ � 	������ ����� �� ������� p 3� 1s����/ ���
���0 �� / �r���� �0� ������/ ��� �.��1�. p t� ���� � �� / �r���� � �� ���/ ��� ��0���� t � �����O��� � 	���������� � 	s�/ ��.�.��. � 	�0� ��0 [1, t] �0� t = 122 � 1 p
 p� ���� ��0 �� ��/�0 ����0�� ������� p t� /�r���� � �_ ��0 �� ��/�0 0��� �.1�00����0 � ��� ������� �� ���������� �����
����
 ���� � 	����./ ��. ���1s� �0� t = 121 p v�� �.������� �� I � �� �������� �� � 	������������������
 �0� �� / ���0 m0

p 5��� 0������ O�� t = 135 .���� �� / ������� ��0���� �� �.��1������ �� ������� O�� ����� �������s/ � � ������ 
������ p
u��0 ������0 / ��������� � � ��� � 	��0�/��� I � ��0 ����������0 �� �� 
��/ � [τ−m0−k, τ [ �

k ∈ N∗ �� �� ����0��� �� 
��� O�� ��0 O����� ��� .����0 1s��� ��0 0��0�����������0 �� ��0�0
�.�����.0 �� 0�1���� ^ p[ p^ ������� ��0 �.0�����0 0�/ ������0 p 3� 1s��� �� 1�� ��0�/��� I 
��������0 ��/�0 �� �.��1���� � ���1��� ���0 1����0 �� �� 0��� ���1 ���.������ �����. ���0 �����0
��0 0�/�������0 �� 1� 1s������ p �� 1��0����� �� 1s����/ ��� ���0 �� / �r���� 2�� �����0���
��0 / �/�0 ������0 ��0 ����/ ����0 O�� 1����00�0 � 0�� 
 � ��� β′1 O�� ���� / ��������� � p[6�� �� ����.0���� ��0 �0��/ �����0 �� �� �������� / �r���� �� � 	���������� ��������
 ���0� O��
�� �������� �� � 	���������� ����/ �� � �� �����0��� ��0 ���.�����0 / .�s���0 ����������0 p 3�0
����/ ����0 0��� 1s��0�0 �� 
���� 
 /���/ �0�� �� 4|t p 3�0 �.0�����0 0��� ����.0���.0 0�� ��
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�	��
 �
 � �	��
 ���

� � � ��	� �� ��� ����� �������� � �	����� ��� � � ���������������� � ���� ��� ����������� ��
�������� ���� ����������� �

m0
�� ����� �� � �� � �
���� ��� ����	� �� �� � �� � �
���� ���

������ ��� � �����������
I  ��� ������ �	��
 �� ���������������� �� ����� ��	��
 ��� � �
 � ��

���� ���� ��������� ���� �� �	���!� � "  #  $  ��� ��%������ �	��
 � ��� ���� �������� �������
�� �% �� ��� ����� ������ ��� �	�� �� � ����������� ��������& � �	�� ��������  �� �������� ��
� ������ ����� ��� ��!� � ����� ���� ���� ��� ��� �� ��� ������� �� �� ������� ����� ��' ��� � ���
�� � ������� � ��� � ��� ����� ��� 
 ���� ��������� �� � �������� �� �� ��������  
��� ����������� ��������� �� �� ��������	� ������ �% ������� �� ��������� �� �	��
 ��� ����
� ��� ��� ���������������� �� �����  � ��� �������� ����� # � � �!��� � �����  (��� �� ���� ���
�� ��� � � �!��� � �� �	�����

T1 = 120
�
T2 = 240

�
t0 = 60

�
β′1 = 1.3

��
β1 = β2 = β′2 = 1��	����� ��� ���� �� � �������  �� ���
 �!� � � ��!�� �� &� ������ ��� �� �	����� ��� ����

�� � ������ �� ���������� ������ ��� �� ��� ������ ��� ��� ������� ��������� ��� ����� !���� )
T1 = 300

�
T2 = 250

�
t0 = 201

�
β1 = β′1 = 1

��
β2 = 0.5

�
β′2 = 2  *� ������!�� ��+� ��� ����

���� ���� �� � ������ �� �� � ������ �� ���������� �� �������
T1 = 120

�
T2 = 240

�
t0 = 60

�
β1 = 1

�
β′1 = 1.3

�
β2 = 0.5

��
β2 = 2  (��� ��� � � �!��� � � ������� � ������ ����� �� �� � ������

�� ������ �� ���������� � � ������� � ������ ����� �� �� � ������ �� ���������� �� ������ �� �����
������ ����� ��� �� �������� �� � ����������� ��������& �� ������ �� ���������� ���� �����������
��� �� +���� "  , ����������  ��� ����� !���� �	����� � ��� �� ���� ����� � ��������	� � ��������&
�� ��� � ���� ����� �� - . / � ���� ������ ���� �� ��
���� "  $ ����������  



��
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�		� � �	���� � ��� �	 ��� 
�
����	����� k1

�	 λ � �"� � ����	�� 	��	� ����)� �	� % 
�		� � �	���� ���� �	�
���� �� �� ��	��� ��� �����
 ��	����

� � ���� �)����	� � , ��� 
� 
�� % 
�� ��
���� �� k2
�	 µ ��@���
��	 ����� 
 ���	��

� �	��� �� 
 ���	����

� � ���� �)����	� �	 ��� 
��������	 
 ���	�� �	��� �� 
� � ������ � A��
���+ ��� � � ������ �� 
�
����� 
�� ����� �	��� �� 
 ��
)���	�� � ����	�	�� % 
�����	� � ����
��
��* ����	�� ��	�� � ������	����� ��	 ���� 
� ����� �  � 
�����	 � !����	������ ��	# ��* ����	��
��	�� � ������	����� ��	 ���
����	 
� ���� �� ����
��
�� ��	 !� ��� 
����
 �� ���	 
�
����� 
��
����� �	���# �	 	�

�� ��� 
�� 
���� ��� �
	��� �����	 
����� � ��� 
�� � ����� ������	� 
��
��* ����	�� ��	�� � ������	����� ��	 � '�
� � ��� �	 �� 
�

�
�� 
�� � ��	�����

�� ��	�� ��+ � ���

����� ��
��� ��� ����� �	��� �	 � ��������� 
 ����
�	��� ���

� ��� ��* ����	� � ��	�����

�� �
 � 
�����	 �����	� 
�� ��
���� ��� ����� �	��� ������	 
� ������ ��	 � ���� � �+�� �
 ���

 �������
� ��� ��	�� 	��	��� �  � ��	���	 �
��� ���+ ������
�� �� ����� �	��� �	��	 �����
��� 
 ��� 	��	� � 
� ���� 
� � �	���� ������	 �� ��	����

� � ���� �)����	� !� �	���� ��	��
B�	 % I = Iρ ∩ IQ ���� 
�� 	��
���+ 
���������# �	 
� � �	���� ����������	 ���+ ��	����

��
� ���� �)����	� !� �	���� ��	�� B�	 % Iρ, IQ ���� 
�� 	��
���+ 
���������# � ��� ����
	�	� � ���

 �����(�� M = 60 ����� ���	 ����� �� ���� 
�� 	��
���+ - �� �	 - �� 
������� �

� �	���� k1 k2 RAd R′
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���� � , ���� ���	 �� ��� ���	���� ���� ������ 
 ���	�� �� � 0��� ����� ��
�	���� ��	 
��"��
� �� 
�		� ���
	�� �	��� ���� ��	�� 
��	�+	� "���
��� �	��	 ����� ��� 
 ��� � �� )���� ������ �� �������
���� ����
�� � � ���	��	��� �� ����
	�	� 	��������� ��� 
� ���
����� �� 
 ��
)���	�� � ����	�	��

������ σ ��	 ��	�� � 
���	�	�� ��� � ���� �
	��� �� � ������	� ��� 	�����+ �*�
	��� ���� 
�

����	�� �

$�� ��

���� % ��� ������� ��� 
 ��
)���	�� � ����	�	�� � ������	 &	�� �	�
��� �� � ������ ���

������ �� ����� � ��	��� ���� 
� ���	� ��� ��������� ���	���� �����	��	�� ���� �� ���
�����
!���	���� ���� 
� � ������ �� 
�� ������
��# �

��"� % 
 ���	�� �	��� ��������� ����	�	��� �� 
� � �	��
� �� 
�������
� � ���	 ��� ��
���
������ ��	 �������� 
� � � ��� � �	 �� 
����	�� ������	 ��	 �� ���� ���� 
�����	 �� �
����� 
��
��	�� �	���� ����	�	���� ��� ����� �	��� ��� � ���
�� G�B �	 �� � ����H �	( �������� ���� 
�

����	�� � �� ���	�
�
��� % ���� 
���
������ � ��	��� ���� ��� 
�
����	���� �	��
�� �	 �����	��
!
�� 
��
��	� ���	 ���
���� ���� 
� 
����	�� ������	# �� 
� � �	��
� �� 
�������
� � , ��� ����	
�� ��� � �	��� �	���� % 
�		� �	��� ������� ��� ��� ���
��� �� ������ �
�	� �



�I

� �� �������
0��� 
��������� ��� � ��	��� �� 
��	��� ������ �� 
��� �� ��� �����	 �	�
���� � ���

������� 
�� 	������ �� �� 
� 
����	�� � '�� 
��� �� ������	 % ���� 
� 
�� �	�	�������� % ���
� ����� ��� �����	�	����� ��� 
� ���
����� ��� ��	�� �	���� ���������� �� 
� � ������ �	 ��

� � �	��
� �� 
�������
� ����� ��� ��� 
� ���
����� � ���	��� ��	�� �	���� �� 
� � ������ �	
�� 
� � �	��
� �� 
�������
� �
 � 	�����

� ��� �� ��� 
����� ri ��	��������	 
 ���� �	���� E �� 
 ���� �	���� - !��	�����	��
���� 
� 
����	��# � 0��� ��	��������� 
 ���� �	���� ����
�� ��	���� ������	� �

�	6382?7< 
 � ��� ζi ���	 � ����� C ‖ζi‖∞ ≤ M �	 M ��	 
����� ��� ���� ��	 )����
!M ≥ σ# ��<>>< 
 �� �� ��������� ��� ���� ����

t, ρt = ρ, Qt = Q� �� � � ������� ���  ��!� " #�!$ #�
����

τ−1 = N,
� %& �� $ ' ���

λ > 0.
��!���

δ1 = ln 2n+λ lnN
��
δ2 = lnn(n+1)+λ lnN (� ! )� � ��� � ������� ��� * ��� "#�!$ #�� ��� ���!+ ,�����

ρ̂N � Q̂b
N

��
Q̂N

)#$ �!� �,� -

ρ̂N =
1

N

N∑

i=1

ri, Q̂b
N =

1

N

N∑

i=1

(ri − ρ)(ri − ρ)T , Q̂N =
1

N

N∑

i=1

(ri − ρ̂N )(ri − ρ̂N )T . !- ��F#

�,�!�. ��� -

E‖bρN − ρ‖∞ ≤
√

2 eσ

r
ln n

N
, /0 1234

P

 
‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ Mδ1

3N
+

r
(
Mδ1

3N
)
2

+ 2σ2
δ1

N

!
≤ 1

Nλ
, /0 1254

E‖ bQb
N − Q‖∞ ≤ 4

√
eσ

2

r
lnn

N
, E‖ bQN − Q‖∞ ≤ 2

√
eσ

2

r
lnn

N
(2 +

√
e

r
ln n

N
), /0 1674

P

0
@‖Q̂b

N − Q‖∞ ≥ (M2 + σ2)δ2

3N
+

s„
(M2 + σ2)δ2

3N

«2

+ 2σ4
δ2

N

1
A ≤ 1

Nλ
, /0 16 84

P

0
@‖Q̂N − Q‖∞ ≥ 2

0
@ (M2 + σ2)δ2

3N
+

s

(
(M2 + σ2)δ2

3N
)
2

+ 2M2σ2
δ2

N

1
A
1
A ≤ 2

Nλ
. /0 1604

B�� ������� ��� 
���� n = Nγ % �� N ��	 ��� ���� ��	 )���� % δ1
N ≤ 1 % δ2

N ≤ 1 �	 
��
����
	�	� 
�������� �� ����
�"��	 C

P

 
‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ M1

r
ln 2n + λ ln N

N

!
≤ 1

Nλ
, 9: M1 =

M

3
+

r
2σ2 +

M2

9
,

�	

P

 
‖Q̂N − Q‖∞ ≥ M2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ 2

Nλ
9: M2 = 2

 
M2 + σ2

3
+

r
(
M2 + σ2

3
)
2

+ 2M2σ2

!
.

�� ��� 
��	�� 
�� ζi !�	 
�� ri # �� ���	 ��� � ����� �	 ���� 
 ���� �	���� - % �� ��	���	 
��
�������	�� ������	�� ��� ��	�� �	���� ���������� ρ̂N

�	 Q̂N
�� ρ �	 Q �

�<>>< 
 �� �
 ��������� ��� ���� ����
t, ρt = ρ, Qt = Q ( ; !' ���

λ > 0
�� ���������

� ���� ��� ���  "#�!$ #� ,"�<
τ − 1 = N,

��
E[p2 ] > 2 + 2λ ( =� )#$ �!�

K1(λ) = 2 +

(
10 p(γ + λ)

3e(p − 2− 2λ)

) p
2

, K ′
2(λ) = 1 + 2E[ p

2
]

(
28E[p2 ](2γ + λ)

3 e(E[p2 ]− 2− 2λ)

)E[
p
2 ]

2

.



�F

�!
N

��� ,���� � �,�) !(� 3N ≥ 28(ln n(n + 1) + λ lnN)� ,���� ��� ���!+ ,�����
ρ̂N � Q̂b

N

��
Q̂N

)#$ �!� �,� !- ��F# �,�!�. ��� -

P

 
‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ 2

r
10

3
σ

r
lnn + λ ln N

N

!
≤ K1(λ)

Nλ
, /0 16�4

P

 
‖Q̂b

N − Q‖∞ ≥ (2E[
p
2
] + 1)

r
28

3
σ

2

r
lnn(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ K′

2(λ)

Nλ
, /0 16� 4

P

 
‖Q̂N − Q‖∞ ≥ (

40

3
+ (2E[ p

2
] + 1)

r
28

3
)σ2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ K1(λ) + K′

2(λ)

Nλ
./0 1624

��� !� #� ,�!�#� !- ���# �� !- �I�# ������� ",�!)�� (
�� 
����	��� 3N ≥ 28(ln n(n + 1) + λ lnN) ���� 
� 
��� � 
�������� � ��	 &	�� ������� ��� ��� 
�
� 
�����	 � ��� ��
���� � ������ �
�� 
���
�+�� � , ��� 
� ��� ���	 % �"� � ��

�)��

�� ��	�	���� % 
�� ���� ���� � ������ ��� ���)�
�	�� �� 	�� � !- ���# % !- �I E# �	 !- �I-# �����	�
��	� ���� 
� ���� � P (‖ρ̂τ − ρ‖∞ ≥ η1)

% P (‖Q̂b
τ −Q‖∞ ≥ η′2) �	 P (‖Q̂τ −Q‖∞ ≥ η2)

�

� :<��< ;� �<>>< 
 ����� ���	 svec 
 ����
�
�	��� �� Sn
���� Rn(n+1)

2
��� ���� 
�� � ���

� �	��
� ��� �	����� A �� ��������	�	��� ��
	����

� (A11, . . . , A1n, A22, . . . , A2n, . . . , Ann) �0 ��� 
��������� ��� ������� !- ���# � $��� n > 2 % ���	 q = 2 ln n �	 ���	 W (x) = ‖x‖2q/2 �
� 
��� � ��� x ∈ Rn %

‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ n1/q‖x‖∞ ≤
√�‖x‖∞, !- �II#

�	 ‖x‖2∞ ≤ 2W (x) � � � ������ ��	 ����� ��� 
� 
��� � ������	 �
�<>>< 
 �� �
 ��!�

n > 2� �� ��!�
q = 2 lnn ( 	 ���� �, . �� <�!��

W (z) =
1

2
‖z‖2q : Rn → R

�,�!�. ,!� � ��� ����
z, d ∈ Rn � �, ���,�!��

W (z + d) ≤W (z) + dT∇W (z) + c∗(n)‖d‖2∞, c∗(n) =
�
lnn.

� :<��< � B�� ������� ��� � ��� x 6= 0 % ∇iW (x) = ��)�(xi)|xi|q−1‖x‖2−q
q

�	

∇2W (x) = −(q − 2)XXT + (q − 1)
diag(|xi|q−2)

‖x‖q−2
q

,

���


X = (X1, ...,Xn)T , Xi =
|xi|q−1��)�(xi)

‖x‖q−1
q

.

� 
��� � ��� 	��	 h ∈ Rn 	�
 ��� ‖h‖q <∞ % � ��� �� 
��	��� 0 ≤ α ≤ 1 �	 z = x+ αh %

W (x+ h) = W (x) + hT∇W (x) +
1

2
hT∇2W (z)h

≤ W (x) + hT∇W (x) +
q

2
‖h‖2q ≤W (x) + hT∇W (x) +

q�
2
‖h‖2∞.



��

����	���� � ���	����	 !- ���# � $��� ζt = rt − ρ % ���� ����� % �� �	�
����	 
� 
��� � - �F �. %� ��� 1 ≤ k ≤ N − 1 C

W (
k+1∑

t=1

ζt) ≤W (
k∑

t=1

ζt) + (ζk+1)
T∇W (

k∑

t=1

ζt) + c∗(n)‖ζk+1‖2∞,

����� % �� ������	 
 ���� ����
� % �	 
��� � 
�� ζt ���	 ����� �����	� �	 �� � ������� ��

�� %

E [W (
k+1∑

t=1

ζt) ] ≤ E [W (
k∑

t=1

ζt) ] + c∗(n)σ2.

�
 � ������	 ���

E [W (

N∑

t=1

ζt) ] ≤ N c∗(n)σ2,

�	 
���� W (z) ≥ 1
2‖z‖2∞

%

E [‖
N∑

t=1

ζt‖2∞ ] ≤ 2 � σ2N lnn, !- �IF#


� ��� �
���� 
� ������ �� !- ���# � 0��� �������� � ���	����	 !- ���# �

P (‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ η1) = P (‖
N∑

i=1

ζi‖∞ ≥ Nη1),

≤ n max
1≤j≤n

P (|
N∑

i=1

ζi(j)| ≥ Nη1).

$��� 	��	 1 ≤ j ≤ n 
�� ������
�� (ζi(j))1≤i≤N
���	 ����� �����	�� % �� � ������� ��

�� �	

����"��	
|ζi(j)| ≤M �	 Eζ2

i (j) ≤ E‖ζi‖2∞ ≤ σ2.

� ���� % �� �	�
����	 
 ����)�
�	� �� �����	��� % �� ��	���	 C

P (‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ η1) ≤ 2n exp

(
− Nη2

1

2σ2 + 2
3Mη1

)
=

1

Nλ
,


� ��� ��	 !- ���# � ���	 svec 
 ����
�
�	��� �� Sn
���� Rn(n+1)

2
��� ����
�� � ��� � �	��
� ��� ��

	����� A �� ��������	�	��� ��
	����

� (A11, . . . , A1n, A22, . . . , A2n, . . . , Ann) � 0��� ����� C

‖Q̂b
N −Q‖∞ = ‖svec(Q̂b

N )− svec(Q)‖∞ = ‖ 1

N

N∑

t=1

ξt‖∞

���


ξt(j +
k(2n − k + 1)

2
) = ζt(k + 1) ζt(j + k) − Q(k + 1, j + k), 0 ≤ k ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ n − k. /0 1634



��

$������ 
�� (ξt)t
���	 ����� �����	� �� � ������ ��

� �	 ��� E‖ξt‖2∞ ≤ E(‖ζt‖2∞ +

‖Q‖∞)2 ≤ E(‖ζt‖2∞ + σ2)2 ≤ 4σ4 % � ��� ������� 
� ���� ���� ���)�
�	� ���� !- �I�# % �
 ��� 	
�����	� �� ������ 
� �
��� � �� 
� ������ �� !- ���# �� 
���)���	 n �� n(n+1)

2
�	 σ2 �� 4σ4 �

0 ��� ����� �����	� C

E‖Q̂N −Q‖∞ ≤ E‖Q̂N − Q̂b
N‖∞ + E‖Q̂b

N −Q‖∞
���


‖Q̂b
N − Q̂N‖∞ = ‖(ρ− ρ̂N )(ρ− ρ̂N )T ‖∞ = ‖ρ− ρ̂N‖2∞, !- �I�#


� ��� ����� 
� ��
���� ���)�
�	� ���� !- �I�# �� �	�
����	 !- �IF# �	 
� � �� ����	 �� E‖Q̂b
N −

Q‖∞ ������ ���
�������	 � 0��� �������� � ���	����	 !- �I E# � $��� 	��	 i ∈ [1, n(n+1)
2 ] %
�� ������
�� (ξt(i))1≤t≤N

��"���� ��� !- �I�# ���	 ����� �����	�� �� � ������ ��

� �	 	�

��
���

‖ξt‖∞ ≤ ‖ζt‖2∞ + ‖Q‖∞ ≤M2 + σ2, Eξ2t (i) ≤ E‖ζt‖4∞ ≤ σ4.

!- �I E# � ��	 ����� &	�� ������ 
���� !- ���# �� 
���)���	 σ2 �� σ4 %M �� M2 + σ2 �	 n ��
n(n+1)

2
� �� �������� ���)�
�	� !- �I-# �� � ��	 ��� �� � ��	��� �� 
� � &� � ����� �� �	�
����	


 ����)�
�	� �� � ����	��� % ������� 
�� �	�	��	����� ����
���� ��+ ��	�� �	���� ��� 
�������
��
�� � ��+���� ��	 ��� ����
	�� ��	 ���� 
� ���� � � ���� ����� �� ������
�� ����� �����	�� �
'�� �����	 %

P (‖Q̂N −Q‖∞ ≥ η2) ≤ P (‖Q̂b
N − Q̂N‖∞ + ‖Q̂b

N −Q‖∞ ≥ η2)

≤ P (‖Q̂b
N − Q̂N‖∞ ≥

η2

2
) + P (‖Q̂b

N −Q‖∞ ≥
η2

2
). !- �F�#

, ������ !- �I�# % ‖Q̂b
N − Q̂N‖∞ ≤M‖ρ̂N − ρ‖∞ % �	 �� �	�
����	 !- �F�# % �� ��	���	 C

P (‖Q̂N −Q‖∞ ≥ η2) ≤ P (‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥
η2

2M
) + P (‖Q̂b

N −Q‖∞ ≥
η2

2
).

�� M ≥ σ % 
� 
���+ �� η2
����� η2

2M ≥ η1
% η2

2 ≥ η′2
�	

P (‖Q̂N −Q‖∞ ≥ η2) ≤ P (‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ η1) + P (‖Q̂b
N −Q‖∞ ≥ η′2) ≤

2

Nλ
.

�� :<��< ;� �<>>< 
 �� �
 � $������ 3N ≥ 10(ln n+ λ lnN) �	 p ≥ 2 %

η1 = 2

√
10

3
σ

√
lnn+ λ lnN

N
≥ η̃1 +

σp

Ap−1
,

���


η̃1 = σ

√
10

3

√
lnn+ λ lnN

N
, �	 A = σ

√
3

10

√
N

lnn+ λ lnN
.

 � ��"��	 �����	� ζ̄t = ζt1(‖ζt‖∞ ≤ A) � 0 ��� ����� C

P

(
‖ 1

N

N∑

t=1

ζt‖∞ ≥ η1
)
≤ P

(
‖ 1

N

N∑

t=1

ζ̄t‖∞ ≥ η1
)

+ P

(
max

1≤t≤N
‖ζt‖∞ > A

)

= p1 + p2 �� ����



��

0��� ����� � ��� p2
C

p2 ≤
N∑

t=1

P (‖ζt‖∞ > A) ≤
N∑

t=1

E‖ζt‖p∞
Ap

≤ Nσp

Ap
≤
(

10(γ + λ)

3

) p
2 (lnN)

p

2

N
p

2
−1

.

$������ N ≥ 2 % λ > 0 % �	 p > 2(1 + λ) C

p2 ≤
(

10 p(γ + λ)

3e(p − 2− 2λ)

) p
2 1

Nλ
. !- �F-#

� �	�� ��� � ���	����	 p1
� B �� ������� 	��	 � ��� ��� ���

‖Eζ̄t‖∞ = ‖Eζt1(‖ζt‖∞ > A)‖∞ ≤
σp

Ap−1
,

�	

p1 ≤ P

(
‖ 1

N

N∑

t=1

ζ̄t − Eζ̄t‖∞ ≥ η̃1 +
σp

Ap−1
− ‖Eζ̄t‖∞

)

≤ P

(
‖

N∑

t=1

ζ̄t − Eζ̄t‖∞ ≥ Nη̃1

)
. !- �F.#

B �� ������� �����	� ��� 
�� ������
�� �
��	����� ξ̃t(i) = ζ̄t(i)− Eζ̄t(i) ��	�����	

Eξ̃t(i) = 0, Eξ̃t(i)
2 ≤ σ2 �	 |ξ̃t(i)| ≤ 2A.

$������ � ��� 	��	 i ∈ [1, n] 
�� ������
�� (ξ̃t(i))1≤t≤N
���	 ����� �����	�� % �� �	�
����	


 ����)�
�	� �� � ����	��� % ���� �����

P

(
‖

N∑

t=1

ξ̃t‖∞ ≥ Nη̃1

)
≤ 2n exp

(
−1

2

Nη̃2
1

σ2 + 2
3Aη̃1

)
=

2

Nλ
. !- �F/ #

�
 ��� 	 �
��� � ���� �
	�� !- �F/ # ���� !- �F.# �	 !- �F.# �	 !- �F-# ���� !- �F E# � ��� �
����� 
������� �� !- �I.# � 0��� �������� � ���	����	 !- �I/ # � B��� �
��� ���

‖Q̂b
N −Q‖∞ = ‖svec(Q̂b

N )− svec(Q)‖∞ = ‖ 1

N

N∑

t=1

ξt‖∞,

�� ξt ��	 ��"�� ���� !- �I�# � $��� 	��	 i ∈ [1, n(n+1)
2 ] % 
�� ������
�� (ξt(i))1≤t≤N

���	 �����
� �����	�� �	 � ��� 1 ≤ k ≤ E[p2 ] %

E‖ξt‖k∞ ≤ E
(
‖ζt‖2∞ + σ2

)k ≤
k∑

i=0

Ci
k σ

2iσ2(k−i) = (2σ2)
k
.

�
 ��� 	 �����	� �� ������ 
� �
��� � �� 
� ������ !- �I.# � ��� ������� !- �I/ # � ��"� % � ���
� ��	��� !- �I�# % �� ��� ����� ��� C

P (‖Q̂N −Q‖∞ ≥ η2) ≤ P (‖ρ̂N − ρ‖∞ ≥ η1) + P (‖Q̂b
N −Q‖∞ ≥ η′2). !- �F�#

�
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 �� �� ��!���
rt, t = 1, . . . , τ − 1 = N

��� �#,�!�,�!��� ) ��� "�<���� ,�#,��!�� )�
)!+ ���!��

n
"#�!$ ,�� � ������� ��� � ��

ρt = ρ
��
Qt = Q

���� <����,��� ( ; !' ���
λ >

0
��
K0 = σ

(
N

ln n(n+1)+λ ln N

) 1
4 ( =� ���� ��� ���

N
��� ��� �,++ ��� � �,�) � ��� ,"�!�

ln(n(n+ 1)) + λ lnN ≤ N ( =� )#$ �!� ��� � �,�!� �!���� ��!",� ��� -

ρ̂τ =
1

N

N∑

t=1

αt, Q̂b
τ =

1

N

N∑

t=1

(αt − ρ)(αt − ρ)T , Q̂τ =
1

N

N∑

t=1

(αt − ρ̂τ )(αt − ρ̂τ )
T ,

,"�<
αt = rt 1(‖rt‖∞ ≤ K0) ( 	 ���� !� �' !��� )�� <����,����

m1 = 7
3 +
√

2, m2 = 25
3 +

4
√

2, m3 = m2
1 +m2

��� ��� �� � -

‖Ebρτ − ρ‖∞ ≤ σ(
lnn(n + 1) + λ ln N

N
)

3
4

, /0 1�64
P

 
‖ρ̂τ − ρ‖∞ ≥ m1σ

r
lnn(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ 1

Nλ
, /0 1��4

‖E bQb
τ − Q‖∞ ≤ 3σ

2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N
, /0 1�34

‖E bQτ − Q‖∞ ≤ 4σ
2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N
+

σ2

N
, /0 1�54

P

 
‖Q̂b

τ − Q‖∞ ≥ m2σ
2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ 1

Nλ
, /0 1374

P

 
‖Q̂τ − Q‖∞ ≥ m3σ

2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N

!
≤ 2

Nλ
. /0 13 84
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 �� �� ���� ��� ������ ���� �� ���,�!��� )� ��++ �  (�(& � �� )#$ �!� ��� � �,�!� �!����
��!",���� -

ρ̂τ =
1

N

N∑

t=1

αt, Q̂b
τ =

1

N

N∑

t=1

(αt − ρ)(αt − ρ)T , Q̂τ =
1

N

N∑

t=1

(αt − ρ̂τ )(αt − ρ̂τ )
T

�� ����
i = 1, . . . , n

-

αk(i) = rk(i) 1(|rk(i)| ≤ K0) +K0
rk(i)

|rk(i)|
1(|rk(i)| > K0).

!- ��-#

��� ���!+ ,�����
ρ̂τ � Q̂b

τ

��
Q̂τ

�,�!�. ��� !- �FI# �!- �FF# �!- ���# �!- �� E# �,"�< m1 = 7
3 +
√

2�
m2 = 31

3 + 4
√

2� m3 = m2
1 +m2� �� -

‖EQ̂
b
τ − Q‖∞ ≤ 5σ

2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N
, ‖EQ̂τ − Q‖∞ ≤ 7σ

2

r
ln n(n + 1) + λ ln N

N
+

σ2

N
. /0 13�4

� :<��< ;� �<>>< 
 �� �� � B�� ������� 	��	 � ��� ��� ��� � ��� 	��	 k ∈ [1, n] C

|Eρ̂τ (k)−ρ(k)| = |Eα1(k)−Er1(k)| = |Er1(k)1(‖r1‖∞ > K0)| ≤ E‖r1‖∞1(‖r1‖∞ > K0) ≤
σ4

K3
0

.

'�
� ������ !- �FI# � �� δ1 = ln 2n+ λ lnN �	 δ2 = lnn(n+ 1) + λ lnN % ���� �

��� � ��	���
��� C

P

(
‖ρ̂τ − ρ‖∞ ≥ η1 =

σ4

K3
0

+ η′1

)
≤ 1

Nλ
, !- ��/#



�-

���


η′1 =
√

2σ

√
δ1
N

+
4

3
σ

δ1

δ
1
4
2 N

3
4

=
√

2σ

√
δ1
N

+
4

3

K0δ1
N

,


� ��� �������� !- �FF# ���
 m1 = 7
3 +
√

2 � 0��� ����� C

P (‖ρ̂τ − ρ‖∞ ≥ η1) ≤ n max
1≤k≤n

P (|ρ̂τ (k)− Eρ̂τ (k)| ≥ η1 − |Eρ̂τ (k)− ρ(k)|)

≤ n max
1≤k≤n

P

(
|

N∑

i=1

αi(k)− Eαi(k)| ≥ Nη′1

)
.

B�� ������� ���

η′1 ≥ η′′1 =
2

3

K0δ1
N

+

√
(
2

3

K0δ1
N

)2 + 2σ2
δ1
N
.

�� Xi
k = αi(k) − Eαi(k)

% � ��� 	��	 � "+� % 
�� ������
�� (Xi
k)1≤i≤N

���	 ����� �����	�� %

��	���� �	 	�

�� ���

E(Xi
k)

2 ≤ Eαi(k)
2 ≤ σ2 �	 |Xi

k| ≤ 2K0.

� ���� % �� �	�
����	 
 ����)�
�	� �� �����	��� % �� ��	���	 !- �FF# C

P (‖ρ̂τ − ρ‖∞ ≥ η1) ≤ 2n exp

(
−1

2

Nη′′21

σ2 + 2
3K0η′′1

)
=

1

Nλ
.

�����	� % � ��� 	��	 1 ≤ j, k ≤ n %

|E bQb
τ (j, k) − Q(j, k)| ≤ E|r1(j)r1(k) − α1(j)α1(k)| + |ρ(k)||Eα1(j) − ρ(j)| + |ρ(j)||Eα1(k) − ρ(k)| /0 1324

≤ E|r1(j)r1(k)1(‖r1‖∞ > K0)| + |ρ(k)||Er1(j)1(‖r1‖∞ > K0)| + |ρ(j)| |Er1(k)1(‖r1‖∞ > K0)|

≤ σ4

K2
0

+ 2
σ5

K3
0

; /0 1364

� ��� � ��	�� !- �F�# � 0��� � ��	���� � ���	����	 ��� C

P (‖Q̂b
τ −Q‖∞ ≥ η′2 =

σ4

K2
0

+ 2
σ5

K3
0

+ η′′2 ) ≤ 1

Nλ
, !- ��F#

��

η′′2 (N,λ) =
4

3

(K0 + σ)2δ2
N

+ 4
√

2σ2

√
δ2
N

; !- ���#


� ��� �������� !- ���# � �� ���������	 
���� 
�������� %

P (‖Q̂b
τ −Q‖∞ ≥ η′2) ≤

n(n+ 1)

2
max

1≤j≤k≤n
P (|Q̂b

τ (j, k) − EQ̂b
τ (j, k)| ≥ η′′2 ),

≤ n(n+ 1)

2
max

1≤j≤k≤n
P (|

N∑

i=1

Aj,k
i − EA

j,k
i | ≥ Nη̃)

���


η̃ =
2

3

(K0 + σ)2δ2
N

+

√

(
2

3

(K0 + σ)2δ2
N

)
2

+ 32σ4
δ2
N
≤ η′′2 ,



�.

�	 Aj,k
i = (αi(j)−ρ(j))(αi(k)−ρ(k)) � �� Xj,k

i = Aj,k
i −EA

j,k
i
% 
�� (Xj,k

i )i
���	 ����� �����	�� %


��	���� �	 ����"��	 |Xj,k
i | ≤ 2(K0 + σ)2 % E(Xj,k

i )2 ≤ E(‖αi‖∞ + σ)4 ≤ 16σ4 �  � ���
����
�
��� 
 ����)�
�	� �� � ����	��� � ��� 	��� ���� 
� ������ �� !- ���# � �� ρ � ���	 ��� 
���� %
EQ̂τ (j, k) = N−1

N (Eα1(k)α1(j)− Eα1(k)Eα1(j))
�	 ���
 C

|EQ̂τ (j, k) − Q(j, k)| ≤ N − 1

N
|Eα1(k)α1(j) − Eα1(k)Eα1(j) − Q(j, k)| + |Q(j, k)|

N
/0 1354

≤ |Eα1(j)α1(k) − r1(j)r1(k)| + |Eα1(j)Eα1(k) − Er1(j)Er1(k)| + σ2

N
.

B�� ������� ��� |E (α1(j)α1(k)− r1(j)r1(k)) | ≤ σ4

K2
0

�	 �� δ− = 1(‖r1‖∞ ≤ K0)
�	 δ+ =

1(‖r1‖∞ > K0)
%

|Eα1(j)Eα1(k)−Er1(j)Er1(k)| ≤ E|r1(j)|δ−E|r1(k)|δ++E|r1(j)|δ+
E|r1(k)|δ−+E|r1(j)|δ+

E|r1(k)|δ+ ≤ 3
σ4

K2
0

,


� ��� � ��	�� !- �F�# � �����	� % 
��� �

‖Q̂b
τ − Q̂τ‖∞ = ‖(ρ− ρ̂τ )(ρ− ρ̂τ )

T ‖∞ = ‖ρ− ρ̂τ‖2∞, !- ���#

���� ����� C

P (‖Q̂τ −Q‖∞ ≥ η2) ≤ P (‖ρ̂τ − ρ‖2∞ ≥ m2
1σ

2

√
δ2
N

) + P (‖Q̂b
τ −Q‖∞ ≥ m2σ

2

√
δ2
N

).!- �� E#

'���� √ δ2
N ≥ δ2

N
% !- �FF# � ��� �	 �� � ������ 
� ���� ��� 	��� � �� � ����� ����	 ��� 1

Nλ
�	


� ���+ ��� � 	��� � ��� 1
Nλ

�)�
�� ��	 !�� �	�
����	 !- ���## �
�� :<��< ;� �<>>< 
 �� �� � �� 
 ��� ��� ����� ��� |αi(k)| ≤ |ri(k)| �� ���	 !�� ������	 
������� �� 
��� � - �F �/ # ��� !- �FI# %!- �FF# %!- ���# �	 !- �� E# ���	��	 ��
��
�� � ��� 
� 
��� �- �F �� � 
����	��� ��� 
�� 
���	��	�� m1,m2

�	 m3
�����	 � ���� � � ��� � $�� �+���
� % � ���

1 ≤ k ≤ n C

|Eρ̂τ (k)− ρ(k)| = |E[K0
r1(k)

|r1(k)|
− r1(k)]1(|r1(k)| > K0)|

≤ E|r1(k)|1(|r1(k)| > K0) ≤
σ4

K3
0

.

�������� ‖EQ̂b
τ − Q‖∞ �	 ‖EQ̂τ − Q‖∞ � 0 �	��� k+ !k− # 
�� ����	�	�� 1(|r1(k)| > K0)!1(|r1(k)| ≤ K0)
# �	 j+ !j− # % 1(|r1(j)| > K0)

!1(|r1(j)| ≤ K0)
# � ���	 � ��� ��� % ��� �������

��� !- ���# ��	 ����"�� � �����	� % � ��� 	��	 1 ≤ j, k ≤ n C

|ρ(k)||Er1(j)− α1(j)| ≤ σE|r1(j)|j+ ≤
σ4

K2
0

;

�	

E|α1(j)α1(k) − r1(j)r1(k)| ≤ E|r1(k)||r1(j)|| K0

|r1(j)|
− 1|k−

j
+ + E|r1(k)||r1(j)|| K0

|r1(k)| − 1|k+
j
−

+E|r1(j)r1(k)|| K2
0

|r1(j)r1(k)| − 1|k+
j
+ ≤ 3

σ4

K2
0

.



�/

�� ���� ���� ���)�
�	� �� !- ��.# � ������	 � � ���
�� ��	 % !- ���# ��	 ����"�� �	

|Eα1(j)Eα1(k) − Er1(j)Er1(k)| ≤ E|r1(j)|j−E| K0

|r1(k)| − 1||r1(k)|k+ + E|r1(k)|k−
E| K0

|r1(j)|
− 1||r1(j)|j+

+K
2
0 |E

r1(j)

|r1(j)|
j
+

E
r1(k)

|r1(k)|k
+| + |Er1(j)j

+
Er1(k)k+| ≤ 4

σ4

K2
0

.

��� 
��� � ������	 ���� ����� �	�
� ��� 
� ���	� � � &� � �� VI(ρ)
�	 VI(Q) ���	 ��
����� %
� 
��� � � ��� �	 � ������ �� � ������	 !��� �����	�	����# �� 
�� ����	�	�� C VI(ρ) ≤

2
√

2eσ
√

ln n
|I|

�	 VI(Q) ≤ kQσ
2
√

ln n(n+1)+λ ln |I|
|I| , � ��� ��� 
��	���� 
���	��	� kQ

� �� I ��	
�� ��	����

� � ���� �)����	� 	��� ���

� 
� 
�
� % 
� 
��� � �������� ����� �� � �� ����	 � ���
∆I(ρ)

�	 ∆I(Q) � , ��� 
� ��� ���	 % ρ̄I
�	 Q̄I

% ��������	����	 ���� �
	���� ��	 
�� ����	�	��
1
|I|

∑

t∈I

ρt
�	 1

|I|

∑

t∈I

Qt
�

�<>>< 
 �� �� ��!�
I

�� !����",� �� ��� "!)�( ��!� λ > 0
��� �� �

lnn(n+ 1) + λ ln |I| ≤ |I|�� ��!���
ρ̂I

��
Q̂I

��� ���!+ ,����� )#$ �!� �,� !- ��# ( � � �' !� �� ,���� ��� <����,���
kQ =

2
(
1 + 4

√
e(
√

2 + 2
√
e+ 2)

) ��� �� ���

E‖ρ̂I − Eρ̂I‖2∞ ≤ 8eσ2

(
lnn

|I|

)
, !- ��-#

E‖Q̂I − EQ̂I‖∞ ≤ kQσ
2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| . !- ��.#

� :<��< ;� �<>>< 
 ���� � B�� ������� ��� 
�� ������
�� (Xk) = (αk −Eαk) % � ��� k ∈ I %���	 ��� ������
�� �
��	����� ����� �����	�� 
��	���� �	 ����" ��	 C

E‖Xk‖2∞ ≤ E(‖αk‖∞ + E‖αk‖∞)2 ≤ E(‖rk‖∞ + σ)2 ≤ 4σ2.

�
 ��� 	 �����	� �� ������ 
� ������ �� !- ���# % 
��� � - �F �E � ��� ������� !- ��-# � � ���	����	 %
���	 Q̃b

I = 1
|I|

∑

t∈I

(αt − ρ̄I)(αt − ρ̄I)
T . 0��� � ��	���� 	��	 � ��� ��� ��� C

E‖Q̃b
I − EQ̃b

I‖∞ ≤ 16
√
eσ2

√
lnn

|I| .
!- ��/#

�� �*�	 % E‖Q̃b
I − EQ̃b

I‖∞ = 1
|I| E‖

∑

t∈I

ζ̃t‖∞, ���
 ζ̃t = (αt − ρ̄I)(αt − ρ̄I)
T − E(αt −

ρ̄I)(αt − ρ̄I)
T � ��� ������
�� (ζ̃t)t∈I

���	 ����� �����	�� 
��	���� �	 E‖ζ̃t‖2∞ ≤ E((‖rt‖∞ +
σ)2 + 4σ2)2 ≤ 64σ4.

�� ������	 � ������� 
� ������ �� !- ���# % 
��� � - �F �E% �� ��	���	!- ��/# � � ���	����	 %

E‖Q̂I − EQ̂I‖∞ ≤ E‖Q̂I − Q̃b
I‖∞ + E‖Q̃b

I − EQ̃b
I‖∞ + ‖EQ̃b

I − EQ̂I‖∞

≤ 2E‖Q̂I − Q̃b
I‖∞ + 16

√
eσ2

√
lnn

|I| .
!- ���#

,� �
�� % ‖Q̂I − Q̃b
I‖∞ = ‖ρ̂I − ρ̄I‖2∞ �	

E‖ρ̂I−ρ̄I‖2∞ ≤ E(‖ρ̂I−Eρ̂I‖∞+‖Eρ̂I−ρ̄I‖∞)2 ≤ E(‖ρ̂I−Eρ̂I‖∞+σ

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| )2.

!- ��I#
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 � �	�
��� �����	� !- ��-# % !- ���# �	 !- ��I# � ��� ������� !- ��.# �
�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

���� ����� ��� rt ��	������� 
 ���� �	���� E� 0��� ����� C

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ ‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ + ‖ρ̄I − ρ̄J‖∞ + ‖ρ̄J − ρ̂J‖∞. !- ��F#

�����	� ‖ρ̄I − ρ̄J‖∞ ≤ ‖ρ̄I − ρτ‖∞ + ‖ρτ − ρ̄J‖∞ �	 � ������ 
 ����)�
�	� �� '��
����
�H��	(
‖ρ̄I−ρτ‖∞ ≤ ∆I(ρ)

�	 ‖ρτ−ρ̄J‖∞ ≤ ∆J(ρ) � �� I ��	 �� ��	����

� � ���� �)����	� 	��� ���

�
� 
�
� % �
��� ∆I(ρ) ≤ DVI(ρ)
�	 ∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ) � � ��
� �� 
��� � - �F �I % �� ��	���	 �
��� C

‖ρ̄I − ρ̄J‖∞ ≤ 2
√

2eDσ

(√
lnn

|I| +

√
lnn

|J |

)
. !- ���#

 � � ��	 �����	� ��
�
�� ��	 ����	�� 
� ������ �� !- �FF# � ��� � ��	��� ��� � ��� 	��	 ��	���
��

� I ��� ���� �	 � ��� 	��	 λ > 0 C

P (‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ ≥ η1(|I|, λ)) ≤ 1

|I|λ ,
!- ���#

���


η1(|I|, λ) =
σ4

K3
0 (I)

+
√

2σ

√
ln 2n+ λ ln |I|

|I| +
4

3

K0(I)(ln 2n+ λ ln |I|)
|I| , !- �E��#

�� K0(I) = σ
(

|I|
ln n(n+1)+λ ln |I|

) 1
4 � B �� ������� ��� �� lnn(n + 1) + λ ln |I| ≤ |I| % �
���

!- ���# ��	 ����"� ���
 η1(|I|, λ) = m1σ
√

lnn(n+1)+λ ln |I|
|I|

� �� lnn(n + 1) + λ ln |I| ≤ |I| �	
lnn(n+ 1)+λ ln |J | ≤ |J | �
��� �� � ��	�� !- �-/ # �� �	�
����	 !- ��F# % !- ���# �	 !- ���# � 0�������� � ���	����	 � ����� �� 
��� � ������	 � ��� ������� !- �-�# �

�<>>< 
 �� �� ��!�
I

�� !����",� �� ) �� �+ �� #�#!�# ��+����� �� ��<,�� ��� "!)�� ,���� ��������
λ > 0�

P

 
‖Q̂I − Q̄I‖∞ ≥ η(|I |, λ) = η

2
1(|I |, λ) + η

′′
2 (|I |, λ) + (5 + 4

√
2eD)σ2

s
ln n(n + 1) + λ ln |I |

|I |

!
≤ 2

|I |λ ,

/0 187 84�� ��� . ��<�!���
η1

��
η′′2

���� )#$ �!�� ),�� !- �E��# �� !- ���# (
� :<��< ;� �<>>< 
 �� �� � B�� ������� 	��	 � ��� ��� ��� C

‖Q̂I − Q̄I‖∞ ≤ ‖ρ̂I − ρ̄I‖2∞ +
1

|I| ‖
∑

t∈I

(αt − ρ̄I)(αt − ρ̄I)
T −Qt‖∞.



�I

0��� ������ �
��� � �� ���� C ‖∆‖∞ = 1
|I|‖
∑

t∈I

E(αt − ρ̄I)(αt − ρ̄I)
T − Qt‖∞ � 0��� ����� %

� ��� 	��	 1 ≤ j, k ≤ n C

|∆(j, k)| ≤ 1

|I|
∑

t∈I

|Eαt(j)αt(k)− rt(j)rt(k)|+
|ρ̄I(k)|
|I|

∑

t∈I

|ρt(j) −Eαt(j)|

+
1

|I|
∑

t∈I

|ρt(j)||ρt(k)− Eαt(k)|+
1

|I|
∑

t∈I

|Eαt(k)||ρt(j)− ρ̄I(j)|

≤ 5σ4

K2
0 (I)

+
σ

|I|

(
∑

t∈I

|(ρt − ρτ )(j)| + |(ρτ − ρ̄I)(j)|
)
≤ 5σ4

K2
0 (I)

+ 2σ∆I(ρ)

≤ 5σ2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| + 4
√

2eDσ2

√
lnn

|I|

≤ (5 + 4
√

2eD)σ2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| .

 � ���	 �����	� 
� ������ �� !- ���# � ��� 
��

��� �
�

� <>=:��< 
 �� �� �������
lnn(n + 1) + λ ln |I| ≤ |I| �� �!

k′Q = 160
9 + 26

3

√
2 + 4

√
2eD �,���� �� ��++ � � �#<#)��� ��� "#�!$ # ,"�<

η(|I|, λ) = k′Q σ
2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| . !- �E�-#

'���� ���
�������	 ���� ����� C

‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ ‖Q̂I − Q̄I‖∞ + ‖Q̄I − Q̄J‖∞ + ‖Q̄J − Q̂J‖∞. !- �E�.#
�� �	�
����	 
 ����)�
�	� �� '��
����
�H��	( % 
� 
��� � - �F �I �	 ������� � ��	 �� ��	����

�
� ���� �)����	� 	������

� 
� 
�
� % ���� ��	����� C

‖Q̄I − Q̄J‖∞ ≤ D(VI(Q) + VJ(Q))

≤ kQDσ
2

(√
lnn(n+ 1) + λ ln |J |

|J | +

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I|

)
.!- �E�/ #

 � 
��

�	 �� �	�
����	 !- �E�.# % !- �E�/ # �	 
� ��� ����� - �F �E�
� � � ��	 ��� ������ ��� �� �� 
��� � ��	�
���� 
�� ��	�� �	���� ��"��� ��� !- ��# % �� �	�
��� 
�� ���

	��	���� ���������� !�������	 � ����
�
�� αt
��� rt# �
��� �� � ��	 ��	���� ��� �+����������
�� "��� �� γρ(|I|, |J |, λ) �	 γQ(|I|, |J |, λ). $��� 
�
� % �
 ��� 	 � ��
���� � ��� 
� � ������ C

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ (
1

|J | −
1

|I| )‖
∑

t∈J

rt − ρt‖∞ + ‖ρ̄I − ρ̄J‖∞ +
1

|I|‖
∑

t∈I\J

rt − ρt‖∞;

�	 � ��� 
� � �	��
� �� 
�������
� C

‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ ‖Q̄I − Q̄J‖∞ +A(I, J) +B(I, J) + C(I, J) +D(I, J);



�F

��

A(I, J) = (
1

|J | −
1

|I|)‖
∑

t∈J

(rt− ρ̂J)(rt− ρ̂J)T −Qt‖∞, B(I, J) =
|I| − |J |
|I| ‖Q̂I\J − Q̄I\J‖∞,

C(I, J) =
|J |
|I| ‖ρ̂I − ρ̂J‖2∞ �	 D(I, J) =

|I| − |J |
|I| ‖ρ̂I − ρ̂I\J‖2∞.

 � 
��

�	 �����	� �� ������	 
� ������ �� 	������ � - �. �E�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

���	 � ��� ��� %

‖ρ̂I − ρτ‖∞ ≤
1

|I|
∑

t∈I

‖αt − ρt‖∞ +
1

|I|
∑

t∈I

‖ρt − ρτ‖∞

�����	� % �� �	�
����	 
 ����)�
�	� �� '��
�� �
�H��	( % 
� ��"��	��� �� I �	 
� 
��� � - �F �I C

1

|I|
∑

t∈I

‖ρt − ρτ‖∞ ≤ ∆I(ρ) ≤ DVI(ρ) ≤ 2
√

2eDσ

√
lnn

|I| ,

�	 !- �-�# �� ����
	� � , � � &� � % � ��� 
� � �	��
� �� 
�������
� C

‖Q̂I −Qτ‖∞ ≤ ‖Q̂I − Q̄I‖∞ + ∆I(Q),

���
 ∆I(Q) ≤ DVI(Q) �  � 
��

�	 �� �	�
����	 
�� 
��� �� - �F �I �	 - �F �F �
�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

 � ���	�� ��� 
 ������ �� ������ ��	 C
{
‖ρ̂Î − ρτ‖∞ > 3η1(|I|, λ) + 4

√
2eDσ

√
lnn

|I| + ∆I(ρ)

}

�	 �� 
 ������� ��	 C
{
‖Q̂Î −Qτ‖∞ > 3η(|I|, λ) + 2kQDσ

2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| + ∆I(Q)

}

���
���� 
 ������� ��	 C
⋃

J∈I+(I)

{
‖ρ̂J − ρ̄J‖∞ > η1(|J |, λ) ∪ ‖Q̂J − Q̄J‖∞ > η(|J |, λ)

}
,

�� η1(|I|, λ) = (7
3 +
√

2)σ
√

ln n(n+1)+λ ln |I|
|I|

�	 η(|I|, λ) = k′Qσ
2
√

ln n(n+1)+λ ln |I|
|I| , 
� ���

�������� 
� 	������ � � ��������� ��� � ��� 	��	 J ���� I+(I) % ‖ρ̂J − ρ̄J‖∞ ≤ η1(|J |, λ)�	 ‖Q̂J − Q̄J‖∞ ≤ η(|J |, λ) � 0 ��� 
���
���� � � ��	��� ��� ‖ρ̂Î − ρτ‖∞ ≤ 3η1(|I|, λ) +

4
√

2eDσ
√

ln n
|I| + ∆I(ρ)

�	 ‖Q̂Î − Qτ‖∞ ≤ 3η(|I|, λ) + 2kQDσ
2
√

lnn(n+1)+λ ln |I|
|I| + ∆I(Q) �



��

���	 � ��� ��� % ��� ������� ��� I � ���	 ��� ��� �	� � �� �*�	 % � ��� 	��	 I ∈ I 	�
 ��� I ⊆ I �	� ��� 	��	 J ∈ I(I) C

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ ‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ + ‖ρ̄I − ρτ‖∞ + ‖ρτ − ρ̄J‖∞ + ‖ρ̄J − ρ̂J‖∞
≤ η1(|I|, λ) + η1(|J |, λ) + ∆I(ρ) + ∆J(ρ).

$�� ��

���� % ��� ��"��	��� �� I % ∆I(ρ) ≤ DVI(ρ)
% ∆J(ρ) ≤ DVJ(ρ) �	 �� �	�
����	 
� 
��� �- �F �I �� ��	���	 C

‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤ η1(|I|, λ) + η1(|J |, λ) + 2
√

2eDσ

(√
lnn

|I| +

√
lnn

|J |

)
.

,� � &� � �� ���	�� ��� C

‖Q̂I−Q̂J‖∞ ≤ η(|I|, λ)+η(|J |, λ)+kQDσ
2

(√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| +

√
lnn(n+ 1) + λ ln |J |

|J |

)
.

,��
 � ��� 	��	 I ∈ I 	�
 ��� I ⊆ I % ���� ����� % � ��� 	��	 J ∈ I(I), ‖ρ̂I − ρ̂J‖∞ ≤
γρ(|I|, |J |, λ) �	 ‖Q̂I − Q̂J‖∞ ≤ γQ(|I|, |J |, λ). ,��
 I ��	 �

��	� �	 I ��	 �

��	� �	 ���

I ⊆ Î � '�
� ���
����

‖ρ̂I − ρ̂Î‖∞ ≤ η1(|I|, λ) + η1(|Î |, λ) + 2
√

2eDσ

(√
lnn

|I| +

√
lnn

|Î |

)
,

≤ 2η1(|I|, λ) + 4
√

2eDσ

√
lnn

|I| ,

������� η1(|I|, λ) ��	 ��� ���
	��� ��
�������	� �� |I| � , � �
�� %

‖ρ̂Î − ρτ‖∞ ≤ ‖ρ̂Î − ρ̂I‖∞ + ‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ + ‖ρ̄I − ρτ‖∞,

≤ 3η1(|I|, λ) + 4
√

2eDσ

√
lnn

|I| + ∆I(ρ).

'���� η(|I|, λ) ��	 ����� ��� ���
	��� ��
�������	� �� |I| % �� � ��	 � ��	��� �� 
� � &� �� ������ ���

‖Q̂Î −Qτ‖∞ ≤ 3η(|I|, λ) + 2kQDσ
2

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I| + ∆I(Q),


� ��� �
���� 
� ������ �
�

������ ��� ���	�
��� � 
� 
� �� � 
� 
�

,��� 
� 
�� �	�	�������� % ���	 λ > 0 	�
 ��� lnn(n+1)+λ lnN ≤ N �	 ���� 
� 
�� �� 
��
����� �	��� ������	 
��	�� ��	 ���	 λ 
� ����� �	�� �� 
����)� �� 
 ��
)���	�� � ����	�	�� 	�
 ���
lnn(n + 1) + λ lnm0 ≤ m0

� , ��� 
� 
�� �	�	�������� !���� � ���� 
� 
�� �� 
�� ����� �	���
������	 
��	�� ��	# % � ������ 
� 
��� � - �F �� !���� � 
� 	������ � - �. �.# �� � ��	 	������ ��



��

������
� �
��	���� S �� �������
�	� �� � ���� 1 − 3
Nλ

!���� � �� � ���� 1 −
∑

J∈I+(I)

3

|J |λ
# �	

��� ���
	���� ηρ
�	 ηQ

��� �����	 �� λ, σ, n �	 N !���� � λ, σ, n �	 |I|# 	�

�� ��� �� ω ∈ S C

‖ρ̂τ − ρτ‖∞ ≤ ηρ,
�	 ‖Q̂τ −Qτ‖∞ ≤ ηQ.

!- �E��#
���	 f̂ 
� ���
	��� �� � �
	�� �� ����
�� � (V̂) �	 f 
� ���
	��� �� � �
	�� �� ����
�� � (V) �B �� ������� ���

f(x∗)− f(x̂) = f(x∗)− f̂(x∗)

+f̂(x∗)− f̂(x̂)

+f̂(x̂)− f(x̂)

≤ 2 sup
X(µ,ν,x−)

|f̂(x)− f(x)|

≤ 2 sup
X(µ,ν,x−)

|(ρ̂τ − ρτ )
Tx|+ 2κ(ε) sup

X(µ,ν,x−)

|
√
xT Q̂τx−

√
xTQτx|

= δ1 + δ2.
!- �E�I#

, ���	�� ���	 % ������� ��� 
 �������
� S ⊆ Ω % ���� ����� ‖ρ̂τ −ρτ‖∞ ≤ ηρ
�	 ‖Q̂τ −Qτ‖∞ ≤

ηQ,
�	 
���� ‖x‖1 ≤ ‖x−‖1 ���� 	��	 x ∈ X(µ, ν, x−) % ���� ����� ��� S 
� � �� ���	��� C

δ1 ≤ 2‖ρ̂τ − ρτ‖∞‖x−‖1 ≤ 2 ηρ ‖x−‖1.
�� Q̂τ 6= Qτ

�
��� � ��� 	��	 θ > 0 ���� ����� ��� ��

���� C

|
√
xTQτx−

√
xT Q̂τx| ≤

∣∣∣∣∣
xT Q̂τx− xTQτx

θ

∣∣∣∣∣ 1
(

max(

√
xT Q̂τx,

√
xTQτx) ≥ θ

)

+θ 1

(
max(

√
xT Q̂τx,

√
xTQτx) < θ

)
.

�� 
���������	 θ =

√
‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖1, �� ��	���	 C

δ2 ≤ 2κ(ε)

√
‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖1

≤ 2κ(ε)
√
ηQ‖x−‖1,

��� S � �� ����	�	���	 
�� � �� ����	� 
�������� ���� !- �E�I# �� ��	���	 
�� � �����	����
!- �E�# �	 !- �-�# � , � �
�� % �� Qτ

��	 ��"��� � ���	��� % �� � ��	 �� �
����� 
� � �� ���	��� �� δ2 ��� �*�	 % ���� 
� 
�� %√xTQτx ≥
√
β(Qτ ) ‖x‖1 �	

∣∣∣∣∣∣
xTQτx− xT Q̂τx

√
xTQτx+

√
xT Q̂τx

∣∣∣∣∣∣
≤ 1√

β(Qτ )
‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x‖1 ≤

1√
β(Qτ )

‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖1.

 � ��	���	 �
��� ��� S 
� � �� ���	��� ������	� � ��� δ2 C

δ2 ≤
2κ(ε)√
β(Qτ )

‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖1 ≤
2κ(ε)√
β(Qτ )

ηQ‖x−‖1,


� ��� ������ 
�� � �� ���	���� !- �EI# �	 !- �- E# �B �� ������� ��� � ��� 
� 	������ � - �- �. % 
�� 
���	��	�� k′1 �	 k′2 ���	 ������� ��� k′1 =
6(7

3 +
√

2 + 2
√

2eD) �	 k′2 = 3(kQD + k′Q) �
�



E��

������ ��� ���	�
��� � 
� 
� �� � 
� 
�

���	 S 
 �������
� �
��	���� ��"�� ���� 
� ������ �� 	������ � - �- �E 	�
 ��� 
�� ���)�
�	��!- �E��# �����	 ����"��� ��� S � ��� S �� 
� ����
�� � (M) ��	 ������
� % �
��� (M̂) 
� ���� ����� ��� �*�	 % � ��� ω ∈ S % �� x ��	 ������
� � ��� (M) �
��� x ≥ 0 �	 `eTx− ≤ ρT
τ x+r(n+1)xn+1 ≤

(ρ̂τ + ηρ
<
)Tx+ r(n+ 1)xn+1

� , � �
�� % 
� ��
�	��� (x̂, x̂n+1)
�� (M̂) ��	�����	 
� 
��	����	�

(ρ̂τ + ηρ
<
)T x̂+ r(n+ 1)x̂n+1 ≥ `

<Tx−,

�	 ����� ��� S %

ρT
τ x̂+ r(n+ 1)x̂n+1 ≥ `

<Tx− + (ρτ − (ρ̂τ + ηρ
<
))T x̂

≥ `
<Tx− − (‖ρτ − ρ̂τ‖∞ + ηρ)‖x̂‖1 !- �E�F#

≥ `
<Tx− − 2ηρ‖x−‖1. !- �E��#

, ���	�� ���	 % �� f̂ ��	 
� ���
	��� �� � �
	�� �� ����
�� � (M̂), �
���

f(x̂)− f(x∗) ≤ f(x̂)− f̂(x̂)

+f̂(x̂)− f̂(x∗)

+f̂(x∗)− f(x∗)

≤ 2 sup
X(µ,ν,x−)

|f(x)− f̂(x)| ≤ ‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖21. !- �E��#

'�		� �������� ����	�	� ��	 � �� ���� ��� S ��� ηQ ‖x−‖21 % 
� ��� ������ !- �EF# �	 !- �--# �$��� ������� !- �E�# �	 !- �-.# % ���� �

��� � ��	��� % ��� 
 �������
� S % 
��� ��	 ��� ��� 
�� �� ���	��� f(x̂)− f(x∗) � 0 �	��� x̄ 
� ��
�	��� ��	�� �
� �� ����
�� �

(M′)






min 1
2 x

TQτx
(ρ̂τ + ηρe)Tx+ r(n+ 1)xn+1 ≥ ` eTx−,
(x, xn+1, y, z) ∈ X(µ, ν, x−).

!- �EE�#

B �� ������� ��� ��� S, 
 �������
� �� �������
�	� �� (M) ��	 
��	��� ���� 
�
� � �� (M′) %�	 ���
 f(x̄) ≤ f(x∗) ��� S � '���������� 
� ���
	��� C

g(x) =
xT (Q̂τ −Qτ )x

2
.

������� ��	 % g ��	 ����
��	(����� ��� 
� � ��
� B1 = {x ∈ Rn : ‖x‖1 ≤ ‖x−‖1} ���
 
�
���	��	� �� ����
��	(

Lg ≤ sup
‖x‖1≤‖x−‖1

‖(Q̂τ −Qτ )x‖∞ ≤ ‖Q̂τ −Qτ‖∞‖x−‖1.

 � � ��	 � �� ���� Lg
��� S 
���� ���	 C Lg ≤ ηQ ‖x−‖1. '���� x̂ �	 x̄ �����	������	 � 
�� ��
� B1

%

f(x̂)− f(x̄) ≤ |g(x̂)− g(x̄)| ≤ Lg‖x̂− x̄‖1. !- �EEE#
, ���	�� ���	 % �� � ��	 �
���� f(x̂) ���� 
� ���� � f(x̄)+(x̂− x̄)T∇f(x̄)+1

2(x̂− x̄)T f ′′(x̄)(x̂− x̄).
$������ x̂ ��	 ���� 
 �������
� �� �������
�	� �� (M′) % (x̂− x̄)T∇f(x̄) ≥ 0 � , � �
�� % ��� ���"��	��� �� β(Qτ ) %

1

2
(x̂− x̄)T f ′′(x̄)(x̂− x̄) =

1

2
(x̂− x̄)TQτ (x̂− x̄) ≥

β(Qτ )

2
‖x̂− x̄‖21,



E� E


� ��� �����

β(Qτ )

2
‖x̂− x̄‖21 ≤ f(x̂)− f(x̄) ≤ Lg‖x̂− x̄‖1,

�	
‖x̂− x̄‖1 ≤

2Lg

β(Qτ )
≤ 2 ηQ ‖x−‖1

β(Qτ )
.

�� �	�
����	 � ������� 
� � �� ���	��� !- �EEE# �� ��	���	 C

f(x̂)− f(x∗) ≤ f(x̂)− f(x̄)

≤
2 η2

Q ‖x−‖21
β(Qτ )

.

B�� ������� ��� � ��� 
� 	������ � - �- �/ % 
�� 
���	��	�� k′1 �	 k′2 ���	 ������� ��� k′1 =
6(7

3 +
√

2 + 2
√

2eD) �	 k′2 = 3(kQD + k′Q).
�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�
�� �	�
����	 
�� ��	�	���� ��	�����	�� ���� 
� ��
	��� - �. �E% �� 
���
�� � � �� ���� C

p = P
“
∃ J ∈ I(I) | ‖ρ̂J − ρ̂I‖∞ > γρ(|I |, |J |, λ)

[
‖Q̂J − Q̂I‖∞ > γQ(|I |, |J |, λ)

”
.

0��� ����� C
p ≤

X

J∈I(I)

P (‖ρ̂J − ρ̂I‖∞ > γρ(|I |, |J |, λ)) + P (‖Q̂J − Q̂I‖∞ > γQ(|I |, |J |, λ))

≤
X

J∈I(I)

(
3

|I |λ +
3

|J |λ ) ≤ 6 Card(I(I))

mλ
0

.

�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

�� 
 ���	����

� I ��	 �

��	� 
���� ��	����

� � ���� �)����	� 	��� ���

� % �
��� �� � ��	
��������� ��� 
�� � ������� �	 ������
���
�������
�� ���	 ��� 
��� ��� J �	 I � � ���� % 
��������
�	� p ��� I ���	 �

��	� ��	 � ������ ��� C

p = P
“
‖ρ̂J − ρ̂I‖∞ ≤ γρ(|I |, |J |, λ)

\
‖Q̂J − Q̂I‖∞ ≤ γQ(|I |, |J |, λ)

”

��� ��	 � �� ���� ��� 
� ���� � ��� �������
�	�� � $�� ��

���� %
‖ρ̂J − ρ̂I‖∞ ≥ ‖ρ̄I − ρ̄J‖∞−‖ρ̂J − ρ̄J + ρ̄I − ρ̂I‖∞, ‖Q̂J − Q̂I‖∞ ≥ ‖Q̄I − Q̄J‖∞−‖Q̂J − Q̄J + Q̄I − Q̂I‖∞./0 18804B�� ������� ��� !- �EE-# % !- �..# �	 !- �./ # ������	

p ≤ P (‖ρ̂J − ρ̄J + ρ̄I − ρ̂I‖∞ ≥ η1(|J |, λ) + η1(|I |, λ)) + P (‖Q̂J − Q̄J + Q̄I − Q̂I‖∞ ≥ η(|J |, λ) + η(|I |, λ)),

≤ P (‖ρ̂J − ρ̄J‖∞ ≥ η1(|J |, λ)) + P (‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ ≥ η1(|I |, λ))

+ P (‖Q̂J − Q̄J‖∞ ≥ η(|J |, λ)) + P (‖Q̂I − Q̄I‖∞ ≥ η(|I |, λ)),

≤ 3

„
1

mλ
+

1

(m + m′)λ

«
.

�



E�-

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

�� I1 = [Tcp −m +m0, τ − 1] �	 I2 = [Tcp −m,Tcp −m +m0 − 1], 
� �������
�	� ���
I ���	 �

��	� ��	 
� �������
�	� ��� ‖ρ̂I1 − ρ̂I2‖∞ ≤ γρ(|I1|, |I2|, λ) � 0��� ����� ρ̄I2 = ρ2�	 ρ̄I1 = m′

m+m′−m0
(ρ1 − ρ2)

� �
 ��� 	 �����	� �� ������ 
� ������ �� 	������ � - �. �I !��
����
����	 I �	 J ��� I1 �	 I2# � ��� 
��

��� �

�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

, ������ 
�� 
��� �� - �F �E �	 - �F �- % ���� ����� % � ��� 	��	 ��	����

� I ��� ���� % �	 � ���	��	 λ > 0 	�
 ��� 10(ln n+ λ ln |I|) ≤ 3|I| C

P

 
‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ ≥ f1(|I |, λ) = 2

r
10

3
σ

s
ln n + λ ln |I |

|I |

!
≤ K1(λ)

|I |λ , /0 188�4

E‖ρ̂I − Eρ̂I‖∞ ≤
√

2eσ

s
lnn

|I | . /0 188� 4
, ���	�� ���	 % ���� �����

‖Q̂I − Q̄I‖∞ ≤ ‖ρ̂I − ρ̄I‖2∞ + ‖Q̃b
I − Q̄I‖∞, !- �EE�#

���
 � ���	����	 Q̃b
I = 1

|I|

∑

t∈I

(rt− ρ̄I)(rt− ρ̄I)
T .  � � ��	 �
���� ‖Q̃b

I − Q̄I‖∞ ���� 
� ���� �

‖ 1
|I|

∑

t∈I

ξt‖∞ ���
 ξt = (rt − ρ̄I)(rt − ρ̄I)
T − Qt.

�� ��� ������	 ��� ∀1 ≤ k ≤ E[p2 ],

E‖ξt‖k∞ ≤ σ′′k ���
 σ′′ = σ2 + (σ + 2σ′)2, �� � ��	 % �� � ����	 A = σ′′
√

3|I|
10(ln n(n+1)+λ ln |I|) ,������ 
� ������ �� !- �I.# � ��� � ��	��� ��� �� 10(ln n(n+ 1) + λ ln |I|) ≤ 3|I| C

P

(
‖Q̃b

I − Q̄I‖∞ ≥ 2

√
10

3
σ′′

√
lnn(n+ 1) + λ ln |I|

|I|

)
≤ K2(λ)

|I|λ
!- �EEI#

���
 K2(λ) = 1+
(

10 E[ p
2
](2γ+λ)

3 e(E[ p
2
]−2−2λ)

)E[
p
2 ]

2
.
�� �	�
����	 !- �EE.# % !- �EE�# �	 !- �EEI# �� ��	���	 C

P

 
‖Q̂I − Q̄I‖∞ ≥ f2(|I |, λ) = 2

r
10

3
(2

r
10

3
σ

2 + σ
′′)

s
ln n(n + 1) + λ ln |I |

|I |

!
≤ K1(λ) + K2(λ)

|I |λ .

/0 188�4��"�

E‖Q̂I − EQ̂I‖∞ ≤ 2E‖Q̂I − Q̃b
I‖∞ + E‖Q̃b

I − EQ̃b
I‖∞,

≤ 2E‖ρ̂I − ρ̄I‖2∞ + ‖ 1

|I|
∑

t∈I

ξ̃t‖∞, !- �EE�#

�� � ����	 ξ̃t = (rt − ρ̄I)(rt − ρ̄I)
T − E(rt − ρ̄I)(rt − ρ̄I)

T . $������ E‖ξ̃t‖2∞ ≤ σ′′′2 ���

σ′′′ = 2(σ + 2σ′)2, �� ������	 
� ������ �� !- ���# �� � ��	�� ���

E‖Q̃b
I − EQ̃b

I‖∞ ≤ 2
√
eσ′′′

√
lnn

|I| .
!- �EE�#



E�.

�� �	�
����	 !- �EE/ # % !- �EE�# �	 !- �EE�# �� ��	���	 C

E‖Q̂I − EQ̂I‖∞ ≤ (4eσ2 + 2
√
eσ′′′)

√
lnn

|I| .

'�
� ���	�"� 
�� ��)
�� � ��

��	�	��� ������� �� !- �.I# �	 !- �.�# � 0�	��� ��� !- �.I# ��	
����"�� ���
 ��� �������
�	� ��� ������� � 1− K1(λ)

|I|λ
− K1(λ)

|J |λ
�	 !- �.�# ���
 ��� �������
�	�

��� ������� � 1− (K1(µ) +K2(µ))( 1
|I|µ + 1

|J |µ ) � �� 
 ��
)���	�� � ����	�	�� ��	 ���
�� ��	� ���	�
����	 
�� ��	�� �	���� ���������� �� 
� � ������ �	 �� 
� � �	��
� �� 
�������
� % �� � ��	
���
 �	�
���� 
�� ��)
�� � ��

��	�	��� !- �.I# �	 !- �.�# � �� 	������ � - �. �� �� ������ �����	�

���� 
� 	������ � - �. �. �	 �� �	�
����	 !- �EE.# �	 !- �EEF# �

�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

0��� � ��	���� 
� ����
	�	 
������ 
 ���� �	���� E ��	 ����"�� !
� ��� ���	�"��� 
� ��� �����- �/ �E ������	 ���	� �� 	������ � - �/ �E# � �� 
 ���� �	���� - ��	 ����"�� % �� � ��	�� 
� 	������ �- �/ �E �� ����� ���
�)�� �, ������ !- �E��# % � ��� 	��	 λ > 0 �	 � ��� 	��	 ��	����

� ��� ���� I �	 �� 
��)���� h :

P (‖ρ̂I − ρ̄I‖∞ ≥ η1(h, λ)) ≤ 1

hλ
. !- �E-�#

 � 
�������� ���	�� 
�� �
�

�� h ≤ t ≤ Tcp − h+ 1 % ρ̄t
g(h) = ρ̄t

d(h) = ρ1
�	

P (‖ρt
g(h) − ρ

t
d(h)‖∞ > 2η1(h, λ)) ≤ P (‖ρt

g(h) − ρ̄
t
g(h)‖∞ + ‖ρt

d(h) − ρ̄
t
d(h)‖∞ > 2η1(h, λ))

≤ P (‖ρt
g(h) − ρ̄

t
g(h)‖∞ > η1(h, λ)) + P (‖ρt

d(h) − ρ̄
t
d(h)‖∞ > η1(h, λ))

≤ 2

hλ
.

� ���� % �
 � � �� ������
� St ⊂ Ω �� �������
�	� �� � ���� 1− 2
hλ

	�
 ��� � ��� ω ∈ St,
‖ρt

g(h)− ρt
d(h)‖∞ ≤ 2η1(h, λ) �

�

,� � &� � % � ��� Tcp + h ≤ t ≤ N − h+ 1 �
 � � �� ������
� St ⊂ Ω �� �������
�	� ��
� ���� 1− 2

hλ

	�
 ��� � ��� ω ∈ St, ‖ρt
g(h)− ρt

d(h)‖∞ ≤ 2η1(h, λ) �
�

$��� Tcp + 1 ≤ t ≤ Tcp + h− 1 % ���� �����

ρ̄t
d(h) = ρ2,

�	 ρ̄t
g(h) =

(t− Tcp)ρ2 + (h− t+ Tcp)ρ1

h
.

B�� ������� ���

‖ρt
g(h)−ρt

d(h)‖∞ ≥ −‖ρt
g(h)− ρ̄t

g(h)−ρt
d(h)+ ρ̄t

d(h)‖∞ +

(
h− t+ Tcp

h

)
‖ρ2−ρ1‖∞,

�	 ��� P (‖ρt
g(h) − ρ̄t

g(h) − ρt
d(h) + ρ̄t

d(h)‖∞ > 2η1(h, λ)) ≤ 2
hλ
� � ���� % �
 � � ��

������
� St ⊂ Ω �� �������
�	� �� � ���� 1− 2
hλ

	�
 ��� � ��� ω ∈ St,

‖ρt
g(h)− ρt

d(h)‖∞ ≥ −2η1(h, λ) +

(
h− t+ Tcp

h

)
‖ρ2 − ρ1‖∞.



E�/

�

,� � &� � % � ��� Tcp − h + 2 ≤ t ≤ Tcp
% �� � ��	 	������ �� ������
� St ⊂ Ω ��

�������
�	� �� � ���� 1− 2
hλ

	�
 ��� � ��� ω ∈ St,

‖ρt
g(h) − ρt

d(h)‖∞ ≥ −2η1(h, λ) +

(
h+ t− Tcp − 1

h

)
‖ρ2 − ρ1‖∞.

� ���� % �� w ∈ STcp

�	 ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4h
h−1η1(h, λ) �
��� ‖ρTcp

g (h) − ρTcp

d (h)‖∞ > 2η1(h, λ).
� ���
�� ��	 % �� w ∈

(⋂Tcp−h+1
t=h St

)⋂(⋂N−h+1
t=Tcp+h St

)⋂
STcp

�
��� T̂cp(h) ∈ [Tcp − h +

1, Tcp + h− 1].  � ��	���	 ���
 C

P (T̂cp(h) ∈ [Tcp−h+1, Tcp+h−1]) ≥ P

0
@w ∈

0
@

Tcp−h+1\

t=h

St

1
A\

0
@

N−h+1\

t=Tcp+h

St

1
A\ STcp

1
A ≥ 1−2(N − 4h + 5)

hλ
.

�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

0��� � ��	���� 
� ����
	�	 
������ 
 ���� �	���� E ��	 ����"�� !
� ��� ���	�"��� 
� ��� �����- �/ �- ������	 ���	� �� 	������ � - �/ �-# � �� 
 ���� �	���� - ��	 ����"�� % �� � ��	 � ��	��� 
�
	������ � - �/ �- �� ����� ���
�)�� �
�� ������	 
� ������ �� 	������ � - �/ �E% �� � ��	 	������ ��� ������
�� St

	�
� ��� C
�

�� h ≤ t ≤ Tcp−h+1 �� Tcp +h ≤ t ≤ N−h+1 �	 ω ∈ St
% �
��� ‖ρt

g(h)−ρt
d(h)‖∞ ≤

2η1(h, λ) �
�

�� Tcp + 2 ≤ t ≤ Tcp + h − 1 �� Tcp − h + 2 ≤ t ≤ Tcp − 1 �	 ω ∈ St
% �
���

‖ρt
g(h)− ρt

d(h)‖∞ ≤ 2η1(h, λ) + h−2
h ‖ρ2 − ρ1‖∞ �

�

�� t = Tcp
�� t = Tcp + 1 �	 ω ∈ St

%

‖ρt
g(h) − ρt

d(h)‖∞ ≥ −2η1(h, λ) +
h− 1

h
‖ρ2 − ρ1‖∞ > 2η1(h, λ) +

h− 2

h
‖ρ2 − ρ1‖∞.

� ���� % �� ω ∈ ⋂N−h+1
t=h St

�	 ‖ρ2 − ρ1‖∞ > 4hη1(h, λ) �
��� T̂cp(h) ∈ {Tcp} ∪ {Tcp +
1} � �

������ ��� ���	�
��� � 
� 
� �� � 
� 
�

��� 	������ �� - �/ �. �	 - �/ �/ �� � ��	���	 ���� �
	���� ��	 �� ������	 
�� ������� ���
	������ �� - �/ �E �	 - �/ �- �

�
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!1.;-!)% 1%# '!*!/ 4)*%# 1- / ,143% <  !"# $% $&!'()*% + ",-# / ,")*,"# %" 9!() ;- ?(3 %: (#)%-"% / (#% %" , %-0*% #(/'3% %) !-),/ !)(;-% 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 + ;-( ' %*/ %) 1 ?,2)%"(*3%# '*,'*(.).# 1% #)!2(3(). *%$&%*$&.%# < =,-* $%3! + ",-# 1%0,"# )%"(* $,/')% 1- *(#;-% "-A/ .*(;-% 3(. 8 3! '*%/ (4*% .)!' % 1% '*.1($)(," 1%# U*!"1%-*# #)!)(#)(;-%# < � ,)*% !''*,$&%(")*,1-() -"% .)!' % (")%*/ .1(!(*% %")*% 3! '*%/ (4*% .)!' % 1 ?%#)(/ !)(," %) 3! 1%-:(4/ % .)!' %
1% #.3%$)(," + .)!' % (")%*/ .1(!(*% ' ,-0!") �)*% 0-% $,//% -" @3)*% ,- -"% *.U-3!*(#!)(,"
"-/ .*(;-% 1%# '*.1($)(,"# #)!)(#)(;-%# < D! *.U-3!*(#!)(," $,**%#' ,"1 8 -"% ",-0%33% $!3(A
2*!)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% <
= 3-# '*.$(#./ %") + 3% '3!" 1- $&!'()*% %#) 3% #-(0!") < �,-# $,//%"�,"# '!* (")*,1-(*% 1!"#
3! 1%-: (4/ % #%$)(," 3%# 1%-: 0!*(!")%# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 ;-% ",-# .)-1(,"# 1!"# $%$&!'()*% < � ,-# %" '*,@),"# ' ,-* 1,""%* ;-%3;-%# '*,'*(.).# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 ;-(#%*,") -)(3(#.%# '!* 3! #-()% < �@" 1% $,")*� 3%* 3! #)!2(3(). 1%# ' ,*)%9%-(33%# + .)!") 1,"".#
1%-: ',*)%9%-(33%#

x1
%)
x2

,2)%"-# ' ,-* 3%# 0!3%-*#
(ρ1, Q1)

%)
(ρ2, Q2)

1%# '!*!/ 4)*%# 1-
/ ,143% + ",-# $&%*$&,"# 8 / !V ,*%* ‖x2 − x1‖1

%" 9,"$)(," 1% ‖Q2 −Q1‖∞
%) ‖ρ2 − ρ1‖∞

<
� ("#( + 3! )*,(#(4/ % #%$)(," %#) $,"#!$*.% 8 -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"# ,')(A
/ !3%# <  %-: 1(C .*%")%# 0%*#(,"# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 #,") .)-1(.%# < =-(#;- ?%33%# #,")),-)%# 1%# '*,234/ %# 1 ?,')(/ (#!)(," ;-!1*!)(;-% #!)(#9!(#!") 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* + ," #!()OP
�ST ;-% 3%# #,3-)(,"# #,") *!1(!3%/ %") 3('#$&()7(%""%# < >%$( ",-# U!*!")() 3 ?%: (#)%"$% 1 ?-"%$,"#)!")% 1% 3('#$&()7 / !(# ' ,-*

(ρ1, Q1)
@:.# + "% 1() *(%" #-* #! 1.' %"1!"$% %" 9,"$)(," 1%

(ρ1, Q1)
< � ("#( + ",)*% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 0(#% 8 1.)%*/ ("%* 1%# 2 ,*"%# '*.$(#%# %) U3,2!3%# <

=,-* 3! 0%*#(," 1- '*,234/ % ,� 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") %#) !U*.U.% 1!"# 3! 9,"$)(,"
,2V %$)(9 + ," / ,")*% ;-% 3%# #,3-)(,"# #,") 3('#$&()7 *!1(!3%# '!* *!'' ,*) !-: '!*!/ 4)*%# < D!$,"#)!")% 1% 3('#$&()7 ,2)%"-% %#) '3-# #(/'3% ;-% $%33% 1% P�� S %) *.#-3)% 1% 3 ?!''3($!)(," 1%3! '*,' ,#()(," 
 <
 <� 1,"".% %" @" 1% $% $&!'()*% PP�
SS < �" .)-1(% %"#-()% -"% !-)*% 0%*#(,"
1- '*,234/ % (").U*!") -"% $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") < � ,)*% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). )%"1 8
/ ,")*%* ;-% 3%# ' ,*)%9%-(33%# U.".*.# %" -)(3(#!") 3% / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 #%*,") #)!23%# #(3! '3-# ' %)()% 0!3%-* '*,'*% 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %#)(/ .% %#) #-� #!// %") U*!"1% <
�" 1,""% %"@" -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 U.".*!3
O� <QT (")*,1-() 1!"# 3% $&!'()*% '*.$.1%") %) )%"!") $,/')% 1%# 9*!(# 1% )*!"#!$)(,"# <
 !"# 3! ;-!)*(4/ % #%$)(," + ," -)(3(#% 3%# *.#-3)!)# 1- $&!'()*% '*.$.1%") %) ," '*,' ,#%
1%# $,")*%'!*)(%# *,2-#)%# 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 < D% / ,143% #)!)(#)(;-% -)(3(#. ' ,-*3%# *%"1%/ %")# %#) '3-# U.".*!3 %) $,"1-() 8 1%# $,")*%'!*)(%# *,2-#)%# '3-# #(/'3%# ;-%P�QS <  !"# $%))% / �/% #%$)(," + ",-# '*,' ,#,"# 1%-: $!3(2*!)(,"# #)!23%# 1% 3! / !)*($% 1%
$,0!*(!"$% <  ?!-)*%# $!3(2*!)(,"# %:(#)!")%# 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% '*., $$-' .%# '!* 3!
#)!2(3(). 1%# ' ,*)%9%-(33%# #,") %"#-()% '*.#%").%# < D! 1%*"(4*% #%$)(," %#) $,"#!$*.% 8 1%#
#(/-3!)(,"# "-/ .*(;-%# <

E �� � JK��� K� ����J� MI� �I �J��L�� K �MH�I�� M�MI�
� 
� 
� � 	�
 �� �	����� ��� ����� �� ��� 	! ��"

� ,-# '*.#%"),"# 1%-: 1.$3("!(#,"# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 (")*,1-() 1!"# 3% $&!'()*%
'*.$.1%") < �,-# "% )%","# '!# $,/')% + 1!"# -" '*%/ (%* )%/'# %) !@" 1% #(/'3(@%* 3! '*.A
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#%")!)(," 1%# *.#-3)!)# 1% $% $&!'()*% + 1%# 9*!(# 1% )*!"#!$)(," < D% $!# '3-# U.".*!3 '*.#%").
1!"# 3% $&!'()*% '*.$.1%") #%*! %"#-()% 2*(40%/ %") )*!(). < �,-# 1.#(U"%*,"# ),-V ,-*# '!*

n3% ",/2*% 1 ?!$)(9# *(#;-.# + τ 3! 1!)% 1% 3 ?("0%#)(##%/ %") +M 3 ?&,*(7," 1 ?("0%#)(##%/ %") +
ρτ

3%
0%$)%-* 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# 1%# !$)(9# *(#;-.# #-* 3! ' .*(,1% 1 ?("0%#)(##%/ %") %) Qτ

3!
/ !)*($% 1% $,0!*(!"$% %")*% 3%# *%"1%/ %")# 1% $%# !$)(9# #-* 3! ' .*(,1% 1 ?("0%#)(##%/ %") < D%
*%"1%/ %") 1% 3 ?!$)(9 #!"# *(#;-% #%*! ",). r(n+1).

 !"# $% $&!'()*% + -" ' ,*)%9%-(33%
x
#%*!

-" 0%$)%-*
x = (x1, . . . , xn)

1,""!") 3%# ' ,(1# 1%# !$)(9# *(#;-.# < D% ' ,(1# 1% 3 ?!$)(9 #!"#*(#;-% %#) !3,*# x0 = 1− xT
e

< �"% '*%/ (4*% !''*, $&% $,"#(#)% 8 *%$&%*$&%* 3% ' ,*)%9%-(33%
#,3-)(," 1- '*,234/ %

P (k, ρτ , Qτ )
#-(0!") '!*!/ .)*. '!*

k
+
ρτ

%)
Qτ

W

P (k, ρτ , Qτ )

{
min 1

2 x
TQτx− k xT (ρτ − r(n+ 1)e)

x ∈ ∆n;

O
 <�T
,�

k ≥ 0
1.' %"1 1% 3 ?!0%*#(," !- *(#;-% 1% 3 ?("0%#)(##%-* < �" %##!(% !3,*# #(/-3)!"./ %") 1%/ ("(/ (#%* 3! 0!*(!"$% 1- *%"1%/ %") 1- ' ,*)%9%-(33% %) 1% / !:(/ (#%* 3% *%"1%/ %") / ,B%" 1-

' ,*)%9%-(33% #-* 3! ' .*(,1% 1 ?("0%#)(##%/ %") < D ?("0%#)(##%-* ' %-) !-##( #% @:%* -" *%"1%/ %")
$(2 3% <  !"# $% $!# ," $&%*$&% ," ',*)%9%-(33% 1,") 3% *%"1%/ %") / ,B%"

ρτ
Tx+ r(n+ 1)x0%#) #-' .*(%-* 8 -"% 0!3%-* $(2 3% 1,"".%

`
%) 1,") 3% *(#;-% xTQτx

%#) / ("(/-/ '!*/ ( ),-#
3%# ' ,*)%9%-(33%# !1/ (##(2 3%# < 	( 3 ?," " ?!-),*(#% '!# 3! 0%")% 8 1.$,-0%*) + ," $&%*$&%*! !3,*#
8 *.#,-1*% 3% '*,234/ %

P ′(`, ρτ , Qτ )
W

P ′(`, ρτ , Qτ )

{
min 1

2 x
TQτx

xT (ρτ − r(n+ 1)e) ≥ `− r(n+ 1), x ∈ ∆n.

O
 <�T
�	�������� 	� �
����� ��
 ��� �
�
 �����

P (k, ρτ , Qτ )
��

P ′(`, ρτ , Qτ )
�

� ,-# 9%*,"# + 1!"# ),-) $% $&!'()*% + 3%# &B' ,)&4#%# #-(0!")%# W
�

� �� �" )!") ;-% / !)*($% 1% $,0!*(!"$% + Qτ
%#) #%/ (1.@"(% ' ,#()(0% < >%' %"1!") + ",-#

#-'',#%*,"# ;- ?%33% %#) 1.@"(% ' ,#()(0% < >%$( %#) $,&.*%") !0%$ 3 ?&B' ,)&4#% 1% ","!*2()*!U% 1%# / !*$&.# < �" %C%) + #(
Qτ

!0!() -"% 0!3%-* '*,'*% "-33% + ",-# ' ,-**(,"#
$,"#)*-(*% -" ' ,*)%9%-(33% #!"# *(#;-% x =

v

vT
e

O*!'' %3,"# ;- ?%" ),-)% U.".*!3(). -"
0%$)%-*

x
%#) -" ' ,*)%9%-(33% # ?(3 #!)(#9!() 3! $,")*!(")%

xT
e = 1

T 8 '!*)(* 1- 0%$)%-*
'*,'*%

v
!##, $(. 8 $%))% 0!3%-* '*,'*% < � ,-# !-*(,"# !("#( 3 ?(33-#(," 1% ' ,-0,(* ("0%#)(*

#!"# *(#;-% 1!"# 1%# !$)(9# *(#;-.# <
�

�
� D% *%"1%/ %") $(2 3% ' ,-* 3% '*,234/ %
P ′ + ",). `, %#) #-' .*(%-* 8 r(n + 1)

< �"
%C%) + 3% $!#

r(n+ 1) ≥ `
%#) *.#,3- (// .1(!)%/ %") O!0%$ 3! #,3-)(," $,**%#' ,"1!")%

x∗i = 0
' ,-*

i ≥ 1
W ," ("0%#)() ),-) 1!"# 3 ?!$)(9 #!"# *(#;-%T <

�

�
� =,-* ;-% 3% '*,234/ % P ′ #,() 9!(#!23% + (3 %: (#)% -" !$)(9
i
1,") 3% *%"1%/ %")

/ ,B%" %#) #-' .*(%-* ,- .U!3 8
`
< �" #-'',#% ;- ?(3 %: (#)% -" !$)(9 i 1,") 3% *%"1%/ %")/ ,B%"

ρτ (i)
0.*(@%

ρτ (i) > `
< �"@" + 3% 0%$)%-* 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"#

ρτ
%) � "%

#,") '!# $,3(".!(*%# <
=!* 3! #-()% + ",-# 1(*,"# ;-% 3% '*,234/ % P (k, ρ1, Q1)

O,-
P ′(`, ρ1, Q1)

T #!)(#9!() 3%# &B' ,A
)&4#%# � � + �
 %) �
 #( 3%# &B' ,)&4#%# 1% )*!0!(3 $(A1%##-# #,") #!)(#9!()%# %" *%/'3!�!")
ρτ

'!*
ρ1

%)
Qτ

'!*
Q1.

� 
� 
� ��� ����� ��	�� ����� �� �	�
 �� �� ��� 	! ��"

� ,-# !33,"# 1,""%* ;-%3;-%# '*,'*(.).# 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 ;-% ",-# -)(3(#%*,"#'!* 3! #-()% < �,-) 1 ?!2 ,*1 + *%/ !*;-,"# ;-% 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 1- '*,234/ % P ′(`, ρτ , Qτ )
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.)!") / (",*.% #-* 3 ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 1%
P ′ ;-( %#) 1.@"( '!* 1%# $,")*!(")%# 3(".!(*%# +3% '*,234/ % '*(/ !3

P ′ %) #," 1-!3 #,") .;-(0!3%")# < � ,-# ' ,-**,"# !("#( 9!(*% -" 0,B!U%1!"# 3 ?%#'!$% 1-!3 ' ,-* .)-1(%* 3% '*,234/ %
P ′ < �" )*,-0%*! %" !""%:% 1- $&!'()*% 
 3!

'*%-0% 1- 3%// % #-(0!") <
����� 
 �
 �� �! ��� <����,!� �� ) ��� � �����+ � ���!<��+ ��� <��"�' � � ���� � ,� ,<�!"�� ��
� ��� � ��� ��"�� �,�� <�,�� �� �, �����!�� �� �!+ ,��(
� 
�� ������� 
 �
 �� �, <����,!� ��

(ρτ − r(n+ 1) e)Tx ≥ `− r(n+ 1)
��� ,<�!"� ����

P ′.

� 
���� � �" -)(3(#!") 3% 3%// % 
 <� <� + #( 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %")
(ρτ − r(n+ 1) e)Tx ≥

`− r(n+1)
" ?.)!() '!# !$)(0% + ," ' ,-**!() 3 ?%"3%0%* %) 3! #,3-)(," 1- '*,234/ % #%*!()

x = 0;-( "% #!)(#9!() '!# 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") < � ("#( + 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") %#) 2(%"!$)(0% <
�

� %/ !*;-,"# ;-% #( 3! #,3-)(," ,')(/ !3% x∗ 1% P ′(`, ρ,Q)
#!)(#9!()

x∗i > 0
' ,-*

1 ≤ i ≤ n!3,*# (3 #-� ) 1 ?!''3(;-%* 3% )&.,*4/ % 1% ��� O' <
��A
�Q 1% PQ� ST ' ,-* ,2)%"(* -"% %:'*%#A
#(," %:'3($()% 1% 3! #,3-)(,"

x∗.

����� 
 �
 �
 ���� ��� ������ ���� � �� �� � � �� � ������� ��� )� � �,��� ��� "#�!$ #� ����
P ′(`, ρτ , Qτ ) (
� 
���� � =-(#;- ?(3 B ! -" !$)(9 i 1% *%"1%/ %") / ,B%" ρτ (i) > `

+ !3,*# (3 %: (#)%
ε > 0

%)
1 ≤

i ≤ n + )%3# ;-% ρτ (i) ≥ `+2ε
< 	,()

x
1.@"( '!*

xi =
`+ ε

ρτ (i)

%)
xk =

ε

4(n− 1)max(‖ρτ‖∞, 1)' ,-*
k 6= i

< � ,-# !0,"#
x > 0

<  % '3-# + %" $&,(#(##!")
ε
("9.*(%-* ,- .U!3 8

1− `
2 ,
",-# !0,"#

xi ≤ 1− ε
2

<  ,"$
xT

e ≤ 1− ε
4 < 1

< �"@" +
xT (ρτ−r(n+1) e) ≥ `+ 3ε

4 −r(n+1) > `−r(n+1)1,"$ !-$-"% $,")*!(")% " ?%#) !$)(0% %"
x
<

��" $,"$3-) $%))% #%$)(," %" #,-3(U"!") 3%# #,-*$%# 1 ?("#)!2(3(). 1% 3! $,/' ,#()(," + 1- *%"A
1%/ %") %) 1% 3! 0!*(!"$% 1%# ' ,*)%9%-(33%# <
� 
� 
� 		����� � 
������ �����

D%# #,-*$%# 1 ?("#)!2(3(). #,") 3%# '!*!/ 4)*%# 1- / ,143% W 3% 0%$)%-* 1%# *%"1%/ %")#
/ ,B%"#

ρτ
%) 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$%

Qτ .� '!*)(* 1% 3 ?,2#%*0!)(," 1% *%"1%/ %")#
(ri)i=1,...,N ,

$!3$-3!23%# 8 '!*)(* 1%# $,-*# 1%# !$A
)(9# 1(#' ,"(23%# + ," ' %-) $!3$-3%* 3%# %#)(/ !)(,"# %/'(*(;-%# %) %/'(*(;-%# !1!')!)(0%# 1-0%$)%-* 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# $,//% ",-# 3 ?!0,"# %:'3(;-. !- $&!'()*% '*.$.1%") < >%A
' %"1!") + 3! '*.1($)(," 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# + 1%0*!() + #( ' ,##(2 3% + "," #%-3%/ %") )%"(*
$,/')% 1%# &(#),*(;-%# 1%# $,-*# 1%# !$)(9# + / !(# !-##( 1% 1,"".%# %:,U4"%# <  %# ("9,*A/ !)(,"# )%33%# ;-% 3 ?!))%")% 1 ?-"% *%'*(#% ,- 1 ?-" $,-' 1-* ' ,-* -"% $%*)!("% $,/'!U"(% +1,(0%") �)*% '*(#%# %" $,/')% < � ("#( + 3 ?%#)(/ !)(," 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# "% 1%0*!() '!#
�)*% -"(;-%/ %") )*!().% '!* -"% '*, $.1-*% / !)&./ !)(;-% %) !-),/ !)(;-% < �- $,")*!(*% +
3%# U%#)(,""!(*%# ,") -"% $,")*(2-)(," 8 !'' ,*)%* 1!"# $%))% .)!' % < �,-# 0%**,"# 1!"# 3!
#%$)(," $,"#!$*.% 8 3! *,2-#)(@$!)(," 1- /,143% 1% 5 !*6,N ()7 + -"% / !"(4*% 1 ?!33(%* $%#
1%-: ,-)(3# < =!* $,")*% + 3%# 0!*(!"$%# %) $,0!*(!"$%# ' %-0%") -"(;-%/ %") �)*% $!3$-3.%# '!*1%# ,-)(3# #)!)(#)(;-%# < > ?%#) ' ,-*;-,( + 1!"# $% $&!'()*% + ",-# ",-# ' %"$&%*,"# '3-# '!*)(A$-3(4*%/ %") #-* 3! $!3(2*!)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %) %" '!*)($-3(%* #-* 1%# / .)&,1%#
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1% $,**%$)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %/'(*(;-% !1!')!)(0% < �,-# -)(3(#%*,"# $,//%%#)(/ !)(," 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# + 3 ?%#)(/ !)(," %/'(*(;-% !1!')!)(0% <D ?-)(3(#!)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %/'(*(;-% ,- / �/% 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$%
%/'(*(;-% !1!')!)(0% "% #%/23% '!# '*,'($% 8 U.".*%* 1%# ' ,*)%9%-(33%# #)!23%# %) + 1 ?!-)*%'!*) + ' %-) ' ,#%* 1%# '*,234/ %# "-/ .*(;-%# '-(#;-% $%# / !)*($%# ' %-0%") �)*% 1.U.".*.%# <
� ,-# 1.0%3,'' %*,"# $%# ;-%#)(,"# %" #%$)(," 
 <� %) ",-# %:'3(;-%*,"# $,//%") ," ' ,-**!()$,**(U%* 3%# %#)(/ !)(,"# %/'(*(;-%# %) %/'(*(;-%# !1!')!)(0%# 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% <D ?,2V %) 1% 3! #%$)(," #-(0!")% %#) 1 ?%C%$)-%* -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1- '*,234/ % 1%
5 !*6,N ()7 <

E �E �H����� K� ��H� M� M�MI� K� � JK��� K� ����J� MI�
�" @:% 1%# 0!3%-*# ",/ ("!3%#

`
O,-

k
T %)

(ρ1, Q1)
',-* 3%# '!*!/ 4)*%# 1- '*,234/ % 1%

5 !*6,N ()7 < �,-# !'' %33%*,"# !3,*# '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," "," ' %*)-*2 . + 3% '*,234/ % 1%
5 !*6,N ()7 !##,$(. 8 $%# 0!3%-*# 1%# '!*!/ 4)*%# < 	,()

x1
3! #,3-)(," 1% $% '*,234/ % < �"

$,"#(14*% %"#-()% -"% ' %*)-*2!)(,"
(ρ2, Q2)

1- $,-'3% 1% '!*!/ 4)*%#
(ρ1, Q1) � 3% '!*!/ 4)*%

`
O,-

k
T .)!") @:. < �" !'' %33%*! '*,234/ % ' %*)-*2 . 3% '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 !##, $(.

!-: 0!3%-*# ' %*)-*2 .%# 1%# '!*!/ 4)*%# < 	,()
x2

3! #,3-)(," 1- '*,234/ % ' %*)-*2 . < D%#
9,"$)(,"# ,2V %$)(9# 1%# '*,234/ %# "," ' %*)-*2 .# %) ' %*)-*2 .# #,") ",).%#

f
%)
g
O1,") 3%#

%:'*%##(,"# ' %-0%") 1(C .*%* + %" 9,"$)(," 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 .)-1(.T < �" ',#% %"@"
ρ̄1 = ρ1 − r(n+ 1) e, ρ̄2 = ρ2 − r(n+ 1) e,

%) ¯̀= `− r(n+ 1)
<
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� ��� ����� ���� ����� �	����
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P

 !"# P��S + � %#) %) 	 *!-%* .)-1(%") -"% 9,*/-3!)(," 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 1-
)B' %

P (k, ρ,Q).
=3-# '*.$(#./ %") + (3# )*!0!(33%") #-* 3% '*,234/ % ;-!1*!)(;-% '!*!/ .)*.O=!*!/ %)*($ 
-!1*!)($ =*,U*!// ("U ,- =
= %" !"U3!(#T #-(0!") W

max { T (µ+ tq)Tx− 1

2
xTQx | Ax ≤ b },

� .)!") -" '!*!/ 4)*% 1 ?!0%*#(," !- *(#;-% + µ %)
q
#,") 1%# 0%$)%-*# 1% )!(33%

n
@:.%

%) 3! '!*!/ 4)*%
t
0!*(% %")*% 1%# 2 ,*"%# ("9.*(%-*%# %) #-' .*(%-*%# 1,"".%# < D% '*("$('!3

*.#-3)!) ;- ?(3# '*.#%")%") %) $,//%")%") 1!"# P��S %#) ;- ?(3 %: (#)% -" %"#%/23% 1 ?(")%*0!33%#
[t0, t1], . . . , [tm−1, tm]

%) 1%# 0%$)%-*#
h0i, h1i, g0i

%)
g1i

)%3# ;-% 3%# ' ,*)%9%-(33%# ,')(/ !-:
xi(t)

%) 3%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U%
λi(t)

0.*(@%")

xi(t) = h0i + t h1i
%)

λi(t) = g0i + t g1i,

' ,-* ),-)
ti ≤ t ≤ ti+1, 0 ≤ i ≤ m − 1

< >&!;-% (")%*0!33% $,**%#' ,"1 8 -" %"#%/23%
1% $,")*!(")%# !$)(0%# 1(C.*%") < D% '*,234/ % %#) ;-% 3%# ;-!")().# ti, hji, gji

"% #,") '!#
#' .$(@.%# < >%' %"1!") + 1!"# P�� S -" / !V ,*!") #-*

hji
%#) 1,"". <  !"# 3! #%$)(," #-(0!")% +

",-# .)-1(,"# 3 ?(/'!$) 1% ' %*)-*2!)(,"# 8 3! 9,(# 1!"# 3% 0%$)%-*
ρ
%) 1!"# 3! / !)*($%

Q
#-*

3! $,/' ,#()(," 1%# ' ,*)%9%-(33%# ,')(/ !-: ',-* 3% '*,234/ %
P
< D ?!''*, $&% 1(C4*% 1% $%33%

-)(3(#.% 1!"# P�� S < � .!"/ ,("# + $,// % 1!"# P�� S + ," / ,")*% 3% *� 3% V ,-. '!* 3! '3-# ' %)()%
0!3%-* '*,'*% 1% 3! / !)*($%

Q1
3,*#;- ?," $&%*$&% 8 / !V ,*%* ‖x2 − x1‖2.
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� S / ,")*% ;-% 3%# #,3-)(,"# 1 ?-" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," ;-!1*!)(;-% #,") 3, $!3%/ %")3('#$&()7 *!1(!3%# #,-# 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* <  !"# 3! #-()% 1% $%))% #%$)(," + ," $&%*$&% 8

'*,' ,#%* -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). '3-# '*.$(#% %) U3,2!3% ' ,-* -" )B' % 1% '*,234/ %#
;-!1*!)(;-%# '!*)($-3(%*# %) ' ,-* 3%# 1%-: 0%*#(,"# 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 '*.#%").%#1!"# 3 ?(")*,1-$)(," < D%# 2 ,*"%# #,") U3,2!3%# %) %:'3($()%# %" 9,"$)(," 1%# '!*!/ 4)*%# 1-
'*,234/ % <
� 
� 
� 	����� ����� �� �� ������ 	�� �� ��� �� ��	� �
��

P
� 
�� ������� 
 �
 �� ��!�

xi
�, �����!�� )�

P (k, ρi, Qi)
,����

|g(x2)− f(x1)| ≤
1

2
‖Q2 −Q1‖∞ + k‖ρ2 − ρ1‖∞

� 
���� � �" #-'',#% ;-% g(x2) ≥ f(x1)
O3 ?!-)*% $!# %#) #B/ .)*(;-%T <  !"# $% $!# + |g(x2)−

f(x1)| = g(x2)−f(x1) = g(x2)−g(x1)+g(x1)−f(x1)
< 5 !(# $,// %

x1 ∈ ∆n
+ '!* 1.@"()(,"

1%
x2
+
g(x2)− g(x1) ≤ 0

< � ("#( +

|g(x2)−f(x1)| ≤
1

2
xT

1 (Q2−Q1)x1−k(ρ2 − ρ1)
Tx1 ≤

1

2
‖x1‖21‖Q2−Q1‖∞+k‖ρ2−ρ1‖∞‖x1‖1.

!0%$ ‖x1‖1 ≤ 1
<

� ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!)(;-% + 3! 0!3%-* ,')(/ !3% 1- '*,234/ % P " ?%#) '!# )*4# #%"#(2 3% !-:
0!*(!)(,"# 1%# '!*!/ 4)*%# 1% $% '*,234/ % <
� 
� 
� ����� �� �� ������ ����� ��� �	 ��� �	�� ��

P (k, ρ, Q)
D ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 1- '*,234/ %

P
%#) @:. ;-!"1 Q %)

ρ
0!*(%") < >,//%

f
#!)(#9!()

-"% $,"1()(," 1% $*,(##!"$% 1- #%$,"1 ,*1*% #-*
∆n

+ (3 #-� ) 1 ?!''3(;-%* 3! '*,' ,#()(,"

 <
 <� *!'' %3.% %" @" 1% $% $&!'()*% + ' ,-* ,2)%"(* -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"#
1- '*,234/ %

P
< � !'' %3,"# ;-% ' ,-* -"% / !)*($% #B/ .)*(;-% Q + β(Q)

! .). (")*,1-() 1!"#
3! 1.@"()(," � <� <� <
����
��� 
 �
 �� ��!�

xi
�, �����!�� )�

P (k, ρi, Qi) ( 	 ���� �!
P (k, ρ1, Q1)

��
P (k, ρ2, Q2)�,�!�. ��� ��� ������ ���� � �� �� �� �� -

‖x2 − x1‖1 ≤
2

β(Q1)
(‖Q2 −Q1‖∞ + k‖ρ2 − ρ1‖∞).

O
 <
T

� 
���� � �,-) 1 ?!2 ,*1 + *%/ !*;-,"# ;-% 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 f 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7
P (k, ρ1, Q1)

#!)(#9!() -"% $,"1()(," 1% $*,(##!"$% 1- #%$,"1 ,*1*% #-*
∆n

W

∃ c > 0, ∀x ∈ ∆n, f(x) ≥ f(x1) + c‖x− x1‖21,
!0%$

c =
β(Q1)

2
.

O
 <� T
�" %C%) + ' ,-* ),-)

x ∈ ∆n,
-" 1.0%3,'' %/ %") 1% �!B3,* !- #%$,"1 ,*1*% 1%

f
%"
x1

1,""% W

f(x) = f(x1) + (x− x1)
T∇f(x1) +

1

2
(x− x1)

T∇2f(x1)(x− x1),
O
 <�T



���

,� ∇f(x1) = Q1x1 − kρ̄1
%) ∇2f(x1) = Q1

< D%# $,"1()(,"# 1 ?,')(/ !3(). 1- '*%/ (%* ,*1*%
1,""%")

(x− x1)
T∇f(x1) ≥ 0

',-* ),-)
x ∈ ∆n

<  ?!-)*% '!*) + ' ,-* ),-)
x ∈ ∆n

W

(x− x1)
T∇2f(x1)(x− x1) ≥ β(Q1)‖x− x1‖21.

O
 <QT
� ("#( + O
 <� T %#) 0.*(@.% %)

c > 0
'-(#;-% Q1 � 0

< �3 *%#)% 8 / ,")*%* ;-% 3! 9,"$)(,"
h(.) = g(.) − f(.)

%#) 3('#$&()7(%""% #-*
∆n

1% / ,1-3%
β
$% ;-( %#) (// .1(!) < �" %C%) +

$,// %
h
%#) $,")("-% %) 1(C.*%")(!23% + ," ' %-) -)(3(#%* 3% )&.,*4/ % 1%# !$$*,(##%/ %")#

@"(# ' ,-* ,2)%"(* W

∀ (x, y) ∈ ∆n, |h(x) − h(y)| ≤ sup
x∈∆n

(‖∇h(x)‖∞)‖x− y‖1.

� ) ' ,-* ),-)
x ∈ ∆n

W

‖∇h(x)‖∞ = ‖(Q2 −Q1)x− k(ρ2 − ρ1)‖∞ ≤ ‖Q2 −Q1‖∞ + k‖ρ2 − ρ1‖∞ = β.
O
 <�T

�3 #-� ) %"#-()% 1 ?!''3(;-%* 3! '*,' ,#()(," 
 <
 <� *!'' %3.% %" @" 1% $% $&!'()*% <
� !"# 3% $!1*% 1% 3 ?!"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"# 1%# '*,234/ %#

P
%)
P ′,

3! ",*/ % ‖.‖1! '3-# 1% #%"# ;-% 3%# !-)*%# '-(#;- ?%33% *%'*.#%")% ($( 3! 0!*(!)(," 1% 3! $,/',#()(," 1-
' ,*)%9%-(33% %) 3%# 9*!(# 1% )*!"#!$)(,"# 1.' %"1%") 1% $%))% 0!*(!)(," < >%' %"1!") + 1 ?-" ' ,(")
1% 0-% 1% 3 ?!"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). + 1 ?!-)*%# ",*/ %# ' ,-**!(%") �)*% -)(3(#.%# < 	( ," -)(3(#%
3! ",*/ % ‖.‖2 + ," 0,() ;-% ‖x2 − x1‖2

' %-) �)*% / !V ,*. '!* -"% ;-!")(). 1.' %"1!") 1%
λmin(Q1)

< >%*)!("%# $!3(2*!)(,"# 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %" @"!"$% OP�QS +PQ
ST %##!(%")
'*.$(#./ %") 1% $,**(U%* 3% #' %$)*% 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %/'(*(;-% ;-( %#) / !3 $,"1(A)(,"".% OPQ
 ST !@" 1% #)!2(3(#%* 3% $,/' ,*)%/ %") 1%# ' ,*)%9%-(33%# 1!"# 3% )%/'# < �B'(;-%A/ %") + $%# $!3(2*!)(,"# %##!(%") 1 ?.3%0%* 3%# '3-# ' %)()%# 0!3%-*# '*,'*%# 1% 3! / !)*($% 1%
$,0!*(!"$% %/'(*(;-% %) 1% *.1-(*% 3%# '3-# U*!"1%# < D%# / !V ,*!)(,"# ;-% 3 ?," ' %-) 1,""%*
' ,-* ‖x2 − x1‖2

9,") (")%*0%"(* 1%# )%*/ %# 1- )B' % 1

λmin(Q1)
.
>%# / !V ,*!)(,"# ' ,-**!(%")

!("#( !'' ,*)%* -"% V -#)(@$!)(," 8 1% )%33%# $!3(2*!)(,"# < > ?%#) ' ,-*;-,( ",-# 3%# 1,""%*,"# +),-) %" 1,""!") 3%# / !V ,*!)(,"# ' ,-* ‖x2−x1‖1
< �"@" + 3 ?-)(3(#!)(," 1% 3! ",*/ % ‖.‖1 1,""%)B'(;-%/ %") 1%# / !V ,*!)(,"# 9!(#!") (")%*0%"(* β(Qi)

!- 3(%- 1%
λmin(Qi)

;-( %#) $!3$-3.9!$(3%/ %") < =!* %:%/'3% + ' ,-* 3% '*,234/ %
P
W

‖x2 − x1‖2 ≤
2

λmin(Q1)
(max

i
‖Ci(Q2 −Q1)‖2 + k‖ρ2 − ρ1‖2),

O
 <
T
,�

Ci(Q)
%#) 3! (A4/ % $,3,""% 1% 3! / !)*($%

Q.
=,-* 0.*(@%* $% *.#-3)!) + (3 #-� ) 1% #-(0*%

3! '*%-0% 1- )&.,*4/ % 
 <
 <� %) 1 ?!''3(;-%* 3% 3%// % #-(0!") <
����� 
 �
 �� ��!�

Q ∈ Sn � ,����
supx∈∆n

‖Qx‖2 = maxi ‖Ci(Q)‖2.
� 
���� � 	,(%")

q̃ij
3%# .3./ %")# 1% 3! / !)*($%

QTQ
< � ,-# !0,"#

q̃ii =
∑

j qji
2 = ‖Ci(Q)‖22.� ("#( W

sup
x∈∆n

‖Qx‖2 = sup
x∈∆n

(xTQTQx)
1
2 = max

i
(eTi Q

TQei)
1
2 = max

i
(q̃ii)

1
2 = max

i
‖Ci(Q)‖2.

D! 1%-: (4/ % .U!3(). 0(%") 1% 3! $,"0%: (). 1- '*,234/ % W 3% / !:(/-/ %#) !))%(") %" -"
' ,(") %:)*./ !3 1- 1,/ !("% <

�
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�� ��	� �
�� ������� ���� �� ��
P ′

�" )*,-0%*! 3! '*%-0% 1%# )&.,*4/ %# 1% $%))% #%$)(," 8 3! @" 1% $% $&!'()*% < >,"#(1.*,"#
3! $3!##% #-(0!")% 1% '*,234/ %# 1 ?,')(/ (#!)(," W






min 1
2 x

TQx+ cT x
xT fj = bj , 1 ≤ j ≤ m1,
x ∈ X,

O
 <RT

,�
X
%#) -" %"#%/23% "," 0(1% + 9%*/ . + $,"0%:% %) 3%# .3./ %")#

(fj)1≤j≤m1 , c ∈ Rn + b ∈ Rm1%)
Q � 0

1%# '!*!/ 4)*%# 1%# '*,234/ %# 1% $%))% $3!##% < �" #-'',#% ;-% 3 ?%"#%/23% X ' %-)
�)*% 1.$*() '!* -" %"#%/23% 1 ?(".U!3().# 1- )B' %

hj(x) ≤ 0
+
1 ≤ j ≤ m2

,� 3%# 9,"$)(,"#
hj

#,") 1%# 9,"$)(,"# 1(C .*%")(!23%# 1,"".%# < �" #-'' ,#% !-##( ;- ?(3 %: (#)% M > 0
)%3

;-% ' ,-* ),-) x ∈ X, ‖∇hj(x)‖∞ ≤ M
< D ?%"#%/23%

X
" ?%#) 1.$*() '!* !-$-"% $,")*!(")%

1 ?.U!3(). < D% )&.,*4/ % #-(0!") 1,""% -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"# 1 ?-" '*,234/ %
1% 3! $3!##% $(A1%##-# <
����
��� 
 �
 �
 ��!���

P1
��
P2

)��' � �����+ �� ,��,����,�� � �, <�,�� � )#<�!�� <!�)�����
�� <������ ��),� � ,�' � ,�,+ �����

(Q1, c1, (f
1
j )1≤j≤m1 , b

1)
��

(Q2, c2, (f
2
j )1≤j≤m1, b

2) ( ���������� �� � � ������� ��� )� � �,��� ��!� "#�!$ #� ����
P1

��
P2

<� ��! �!��!$ � �� � ����
i = (1, 2)���

(f i
j)1≤j≤m1

���� !�)#� ��),��� �� �� �!� �' !���
xi

0 ∈ int(X)
���� �� �

fT
j x

i
0 = bij

� ��� ����
1 ≤ j ≤ m1 ( � ��� �� � �����+ �

Pi � �, ��++ � )�� +���!� �!<,����� )� �,� �,�� �
µi

j

,���<!#�
,�' <����,!� ���

hj(x) ≤ 0
��� ,���� + ,� ��#� �,� -

Mi =
1
2‖Qi‖∞D2

1(X) + ‖ci‖∞D1(X)− f̄ i

min(−hj(xi
0), j = 1, . . . ,m2)

,

��
f̄i

��� ��� ����� !�. #�!���� ��� �, ",���� �� �!+ ,�� )� � �����+ �
Pi

��
D1(X) = maxx∈X ‖x‖1 (

� ���
i = 1, 2,

��!�
Ui

�, + ,��!<� )#$ �!� � ,�
Ui(j, k) = f i

j
T
f i

k � 1 ≤ j, k,≤ m1 ( 	 ���� �!
xi��� �, �����!�� )� � �����+ �

Pi
-

‖x2 − x1‖1 ≤
β

2β(Q1)
+

√√√√β2 + 4β(Q1)D1(X)(A1 +A2)

m1∑

j=1

‖f2
j − f1

j ‖∞

2β(Q1)

O
 <��T
��

β = ‖c2 − c1‖∞ + ‖Q2 −Q1‖∞D1(X) et Ai =
1

‖f i
1‖∞

(‖ci‖∞ +D1(X)‖Qi‖∞ +MMi) ,

� �!� � , ��� <����,!� �� ) �#� ,�!�# ��

Ai = ‖U−1
i ‖∞ (‖ci‖∞ +D1(X)‖Qi‖∞ +MMi)

∑

k

‖f i
k‖1 sinon.

D ?(1.% 1% 3! '*%-0% %#) 1% 1-!3(#%* $%*)!("%# $,")*!(")%# 1% #,*)% ;-% 3% #,-# '*,234/ % 1%/ ("(/ (#!)(," (")%*"% *.#,3- ' ,-* $!3$-3%* 3! 9,"$)(," 1-!3% !() -" %"#%/23% 1% 9!(#!2(3().
@:% < �" .$*() 3%# $,"1()(,"# 1 ?,')(/ !3(). 1- '*%/ (%* ,*1*% ' ,-* $% '*,234/ % %) ," / !V ,*%
3%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U% < � %/ !*;-,"# ;-% 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* ' ,-* 3% '*,234/ %
Pi

O0,(* )&.,*4/ % � <
 <� ' <
 �� 1% PQ� ST %#) -"% $,"1()(," ".$%##!(*% %) #-� #!")% ' ,-* ;-%
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3 ?%"#%/23% 1%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U% #,() 2 ,*". < D% )&.,*4/ % $(A1%##-# ' %-) %"#-()%
�)*% !''3(;-. !- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 P ′ '-(#;-% 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") %#) !$)(0%' ,-*

P ′ + / !(# $%3! 9,-*"() 1%# 2 ,*"%# $,/'3(;-.%# %) xi
0

" ?%#) '!# ".$%##!(*%/ %") %:'3($()% <
 % '3-# + 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* " ?! '!# 8 '*(,*( 1 ?(")%*'*.)!)(," @"!"$(4*% < =!* $,")*% +
3 ?&B' ,)&4#% �
 + #' .$(@ !") ;- ?(3 %: (#)% -" !$)(9 i 1,") 3% *%"1%/ %") %#) #)*($)%/ %") #-' .*(%-*8
`
+ ' %*/ %) 1% 1,""%* -"% / !V ,*!)(," '3-# #(/'3% ' ,-* ‖x2 − x1‖1 ;-% $%33% 9,-*"(% '!*3% )&.,*4/ % 
 <
 <� <  % '3-# + %33% !##-*% !-##( ;-% 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* #%*! #!)(#9!()% ' ,-*3% '*,234/ %

P ′ O' ,-* 3%;-%3 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") %#) .$*()% $,// % -"% $,")*!(")%1 ?(".U!3().T < � %/ !*;-,"# ;-% #( ),-# 3%# !$)(9# ,") 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# #)*($)%/ %")#-' .*(%-*# 8
`,
!3,*# ," ("0%#)() 9,*$./ %") 1!"# 3 ?!$)(9 #!"# *(#;-% < .@"(##,"# 8 '*.#%")

B = 2(B1 +B2)
!0%$

Bi = min
ρi(j)>`

Qi(j, j)

ρi(j)− `
−

¯̀2

ρ̄T
i Qi

−1ρ̄i
, i = 1, 2,

O
 <��T

-" / !V ,*!") 1- /-3)(' 3($!)%-* 1% D!U*!"U% !##, $(. 8 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") ' ,-*
P ′(`, ρi, Qi)

O$% *.#-3)!) %#) '*,-0. 1!"# 3! 1%*"(4*% #%$)(," 1% $% $&!'()*%T <
����
��� 
 �
 �
 �!

P ′(`, ρ1, Q1)
��
P ′(`, ρ2, Q2)

�,�!�. ��� ��� ������ ���� � �� �� �� ��
�� �!

xi
��� � ���!��� ���� �!�� )�

P ′(`, ρi, Qi),
�, ����!�!�!�# )�� �����!���

P ′ ��� )���#� �,� -

‖x2 − x1‖1 ≤ ‖Q2 −Q1‖∞
2β(Q1)

+

√
‖Q2 −Q1‖2∞ +B β(Q1)‖ρ2 − ρ1‖∞

2β(Q1)
.

O
 <��T

�"% / !V ,*!)(," ' ,-* ‖x2 − x1‖2
' %-) # ?,2)%"(* %" -)(3(#!") 3! / !V ,*!)(," '*.$.1%")% 1%

‖x2 − x1‖1
%) %" *%/'3!�!")

β(Q1)
'!*

λmin(Q1)
%) ‖Q2 − Q1‖∞

'!* ‖Q2 − Q1‖2
<  %

'3-# + ' ,-* @:%* 3%# (1.%# + #(
ε
%#) )%3 ;-% min(‖ρ1‖∞, ‖ρ2‖∞) − ` > ε

+ ," ' %-) *%/'3!$%*
B
'!* 2(‖Q1‖∞+‖Q2‖∞)

ε

< D! '*,' ,#()(," � <
� + ' <�R � 1% P�
S 1,""% -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (A
3(). 3, $!3% ' ,-* -" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," U.".*(;-% ,� 8 3! 9,(# 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 %)
3 ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 0!*(%") < 	(

C(`, ρ)
%#) 3 ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 1%

P ′(`, ρ,Q)
+ 3!

/ !V ,*!)(," 9,-*"(% ' ,-* ‖x2 − x1‖
'!* $%))% '*,' ,#()(," 1.' %"1 1% 3! 1(#)!"$% 1% � !-#A

1,*C
Haus(C(`, ρ1), C(`, ρ1)∩C(`, ρ2))

< �" -)(3(#!") 3! 2 ,*"% 1% � ,C/ !" OP�RST + ," ,2)(%")
!3,*# -"% / !V ,*!)(," 1- )B' %

τ(ρ1, ρ2)‖ρ2−ρ1‖
',-* 3! 1(#)!"$% 1% � !-#1,*C / !(# $,//%

τ(ρ1, ρ2)
%#) ("$,""- + 3! / !V ,*!)(," %#) 3, $!3% %) "," %:'3($()% < =,-* 3% '*,234/ %

P ′ + 3 ?&BA' ,)&4#% 1% 	3!)%* (/'3(;-% 3! $,"1()(," 1% ;-!3(@$!)(," 1% �,2("#," < D! '*,' ,#()(," � <� �
1% P�
S ' %-) !("#( �)*% !''3(;-.% ' ,-* ,2)%"(* W

∃K > 0, | Haus(C(`, ρ1), C(`, ρ1) ∩ C(`, ρ2)) ≤ K‖ρ2 − ρ1‖,
/!(#

K
" ?%#) ),-V ,-*# '!# %:'3($()% %) 3 ?!"!3B#% 3, $!3% <

� ,-# 1,"","# / !(")%"!") -"% !"!3B#% 1% #%"#(2 (3(). 1%# #,3-)(,"# 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,A
N ()7 O� <QT O(")*,1-() !- $&!'()*% '*.$.1%")T )%"!") $,/')% 1%# 9*!(# 1% )*!"#!$)(,"# < � ,-#
$,"#(1.*,"# !3,*# -" '*,234/ %

(M1)
O*%#' <

(M2)
T 1- )B' % O� <QT !##, $(. !-: 0!3%-*#

ρ1O*%#' <
ρ2
T 1% 3! / ,B%""% %)

Q1
O*%#' <

Q2
T 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% < =,-* $&!$-" 1% $%#

'*,234/ %#
(Mi, i = 1, 2),

",-# 9!(#,"# 3%# &B' ,)&4#%# #-(0!")%# W
�

� � �� =-(#;-% 3% $!# r(n + 1) ≥ ˜̀ = ` e
T x−

e
T x− −

Pn
i=1 µi x−

i

%#) *.#,3- (// .1(!)%/ %") O3!
#,3-)(," %#) !3,*#

yi = x−i
%)
zi = 0

T ," #-'' ,#%*! ;-% r(n+ 1) < ˜̀<



���

�

�
 �� =,-* ;-% 3% '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7 #,() 9!(#!23% + -" !$)(9 1,() !0,(* -" *%"1%A/ %") / ,B%" #-' .*(%-* ,- .U!3 8
`
< � ,-# #-'' ,#%*,"# %" 9!() ;- ?(3 B ! !- / ,("# -"

!$)(9
j
1,") 3% *%"1%/ %") / ,B%" %#) #)*($)%/ %") #-' .*(%-* 8 (1+νj) `e

T x−

νj x−
j +e

T x−−
P

k 6=j µk x−
k

<
	( 3%# 9*!(# 1% )*!"#!$)(," #,") "-3# + (3 #-� ) ;- ?(3 %: (#)% -" !$)(9 1,") 3% *%"1%/ %")/ ,B%" #,() #)*($)%/ %") #-' .*(%-* 8

`
<

�

�
 �� � ("!3%/ %") + ",-# #-'' ,#%*,"# ;-% Qi � 0.=,-*
1 ≤ i ≤ n, ' ,#,"#

f(i) = x−i +
x−n+1 +

∑
k 6=i x

−
k −

∑
k 6=i µk x

−
k

1 + νi
,

J(i) = {k ∈ {1, . . . , n} | f(k) ρi(k) > ` e
T x−} O6= ∅ 1 ?!'*4# �
 �T + %)

A = 2(A1 +A2)
!0%$

Ai = min
j ∈ J(i)

f(j)2Qi(j, j)

f(j) ρi(j) − ` e
T x−

.

����
��� 
 �
 �� �!
(M1)

��
(M2)

�,�!�. �� � ��� ������ ���� � � �� �� �� �� �� � �� �!
xi

���
� ���!�� � �����!�� )�

(Mi)
,���� -

‖x2 − x1‖1 ≤ ‖Q2 −Q1‖∞ ‖x−‖1
2β(Q1)

+

√
‖Q2 −Q1‖∞ ‖x−‖21 +Aβ(Q1)‖ρ2 − ρ1‖∞ ‖x−‖1

2β(Q1)
.

E �� �JHI�����IM�� �J���I�� �I �I�����
� 
� 
� �	����	 � �	�� ���� ��� ��� �� �� �	�� ������� ����

 !"# 3% $&!'()*% '*.$.1%") + ",-# !0,"# / ,")*. + ;- ?," ' %-) 1.)%*/ ("%* 1%# %#)(/ !)(,"#
ρ̂τ

%)
Q̂τ

1%
ρτ

%)
Qτ

%) 1%# 9,"$)(,"#
ηρ(λ, n,N)

%)
ηQ(λ, n,N)

O
N
%#) 3% ",/2*% 1,"".%#

-)(3(#.%# ' ,-* 1.)%*/ ("%* 3%# %#)(/ !)(,"#T )%33%# ;-% W

‖ρ̂τ − ρτ‖∞ ≤ ηρ(λ, n,N), ‖Q̂τ −Qτ‖∞ ≤ ηQ(λ, n,N),
O
 <�
T

!0%$ 1%# '*,2!2(3().# 9,"$)(," 1%
λ.

�" '!*)($-3(%* + ," #!() $&,(#(*
λ
1% )%33% #,*)% ;-%3%# (".U!3().# O
 <�
T #,(%") 0.*(@.%# !0%$ -"% '*,2!2(3(). !*2()*!(*%/ %") U*!"1% <  % '3-# +

," ! !-##( / ,")*. 1!"# 3% $&!'()*% '*.$.1%") ;-% 3! #,3-)(," 1- '*,234/ %
P ′(`, ρ̂τ +

ηρ(λ, n,N)
�
, Q̂τ )

9,-*"() -"% 2 ,""% !''*,: (/ !)(," 1% 3! #,3-)(," 1- '*,234/ %
P ′(`, ρτ , Qτ )

<
� .!"/ ,("# + ," ' %-) ./ %))*% ;-%3;-%# U*(%9# $,")*% 3 ?-)(3(#!)(," 1%# %#)(/ !)%-*# %/'(*(;-%#O1!"# 3% $!# #)!)(,""!(*%T ,- 1%# %#)(/ !)%-*# %/'(*(;-%# !1!')!)(9# O1!"# 3% $!# U.".*!3T <
�" %C%) + 3% *!"U 1%

Q̂τ
%#) ("9.*(%-* ,- .U!3 8

N
%) 1,"$ #(

n ≥ N + 1
+
Q̂τ

%#) 1.U.".*.% <
�" '*!)(;-% + ," *.!3(#% ;-% / �/% #( 3% ",/2*% 1% 1,"".%# -)(3(#.%# %#) 2(%" #-' .*(%-* !-
",/2*% 1 ?!$)(9# + 3 ?%#)(/ !)(," %/'(*(;-% Q̂τ

-)(3(#!") $%# 1,"".%# %#) / !3 $,"1()(,"".% < �"
%C%) + ",-# !0,"# $,"1-() 1%# %:' .*(%"$%# #-* �
 !$)(9# 1-  ,N �,"%# O%" -)(3(#!") 1%# $,-*#
1 ?!$)(9# 1% V !"0(%* �RRR 8 V !"0(%* ����T %) 1!"# 3! '3-'!*) 1%# $!# + 3! / ,()(. 1%# 0!3%-*#
'*,'*%# 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %/'(*(;-% O$!3$-3.% %" -)(3(#!") 1(C.*%")# V %-: 1% 1,"A".%#T .)!() '*%#;-% "-33% %) 3% $,"1()(,""%/ %") !-),-* 1% 107 < >%' %"1!") + #( 3%# %#)(/ !)(,"#%/'(*(;-%# ,- %/'(*(;-%# !1!')!)(0%# ,") 1%# 1.9!-)# + %33%# $,")(%""%") 1% 3 ?("9,*/ !)(," %)' %*/ %))%") + "," #%-3%/ %") 1 ?,2)%"(* 1%# / !V ,*!)(,"# #-* 3%# %**%-*# 9!()%# %" 3%# -)(3(#!") +
/ !(# !-##( 1 ?,2)%"(* -"% %#)(/ !)(," *!(#,""!23% 1% 3! #,3-)(," < D ?,2V %) 1% $%))% #%$)(," %#)
1,"$ 1% '*,' ,#%* 1%# / .)&,1%# 1% $,**%$)(," 1%# %#)(/ !)(,"# %/'(*(;-%# ,- %/'(*(;-%#



���

!1!')!)(0%# 1% 3! / ,B%""% %) 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% < �,-) 1 ?!2 ,*1 + 3%# %#)(/ !)(,"#
%/'(*(;-%# .)!") #-V %))%# 8 1%# %**%-*# + 1%# $,")*%'!*)(%# *,2-#)%# #,") %"0(#!U.%# < �"#-()% +",-# '*.#%")%*,"# -"% / !"(4*% 1% 1.)%*/ ("%* -"% %#)(/ !)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$%
$,"1-(#!") 8 1%# ' ,*)%9%-(33%# '3-# #)!23%# <
� 
� 
� �	�������� ��� �	������ �� ��	� �
�� �� ��� 	! ��"


 �� �
 �� ��
�������� ����
� �� 	� �
�
 ����

�" $&%*$&% 8 1.)%*/ ("%* 1%# $,")*%'!*)(%# *,2-#)%# 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7
P ′ < �"%.)-1% #(/ (3!(*% ' ,-**!() �)*% 9!()% ' ,-*

P
< � %/ !*;-,"# ;-% + ' ,-* 1%# *!(#,"# )%$&"(;-%# +1!"# 3! #%$)(," '*.$.1%")% + 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7

P ′ .)!() 1
2x

TQτx
<

 !"# $%))% #%$)(," #%-3%/ %") + ' ,-* !33.U%* 3%# ",)!)(,"# + ",-# -)(3(#%*,"#
xTQτx

$,//%
9,"$)(," ,2V %$)(9 1- '*,234/ %

P ′ + $% ;-( "% $&!"U% '!# 3% '*,234/ % < D%# %#)(/ !)(,"# #)!A)(#)(;-%# ;-% 3 ?," ' %-) '*,' ,#%* ' ,-* 3%# '!*!/ 4)*%# 1- / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 O$,//% 3%#%#)(/ !)(,"# %/'(*(;-%# !1!')!)(0%#T #,") #-V %))%# 8 1%# %**%-*# < >%' %"1!") + 1%# '*, $.1-*%##)!)(#)(;-%# + $,// % $%33% '*.#%").% 1!"# 3% $&!'()*% '*.$.1%") + ' %*/ %))%") 1 ?,2)%"(* 1%#*.U(,"# 1% $,"@!"$% #-* 3! / ,B%""% %) 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% < D%# $,")*%'!*)(%# *,2-#)%#
0(#%") 8 -)(3(#%* $%))% ("9,*/ !)(," < � 33%# ' %*/ %))%") !- U%#)(,""!(*% 1% 0,(* 3 ?("�-%"$% 1%
$&!"U%/ %")# $,")("-# 1!"# 3%# '!*!/ 4)*%# < � ("#( + ," " ?-)(3(#% '!# -"% %#)(/ !)(," ' ,"$)-%33%
(ρτ , Qτ )

1%# '!*!/ 4)*%# 1- / ,143% / !(# ," #-'',#% ;- ?(3# !''!*)(%""%") 8 -" %"#%/23%
$,"0%:% 1,"". U 1% Rn×Sn

< �" #-'',#!") ;-% U %#) 3% '*,1-() 1(*%$) 1% 1%-: %"#%/23%# W
U = Uρ × UQ

,� Uρ ⊆ Rn %) UQ ⊆ Sn,
3! $,")*%'!*)(% *,2-#)% 1- '*,234/ % 1% 5 !*6,N ()7

%#) W





min fwc(x)

(ρτ − r(n+ 1)e)Tx ≥ `− r(n+ 1), ∀ ρτ ∈ Uρ

x ∈ ∆n,

O
 <�� T

,�
fwc(x) = max xTQτx

#,-# 3! $,")*!(")%
Qτ ∈ UQ,

O
 <��T
%#) 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 ' (*% $!# 1% 3! $,")*%'!*)(% *,2-#)% < �,-# !33,"# / !(")%"!") ",-#
$,"$%")*%* #-* 1(C .*%")# %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% U <

 �� �
 �
 ����
������ 	� 
� ��� ��
 �� ��	���� �� �� ���
��� 	� ����
�����

=,-* -" $&,(: !''*,'*(. 1%
λ > 0

+ %) #,-# 3 ?&B' ,)&4#% � #-* 3%# *%"1%/ %")# 9!()% 1!"#
3% $&!'()*% '*.$.1%") + ",-# !0,"# -"% U*!"1% '*,2!2(3(). ;-% W

‖ρ̂τ − ρτ‖∞ ≤ ηρ(λ, n,N)
%) ‖Q̂τ −Qτ‖∞ ≤ ηQ(λ, n,N).

�" -)(3(#!") $%))% ("9,*/ !)(," + ," ' %-) $!3$-3%* 3% ' ,*)%9%-(33% 1% 5 !*6,N ()7 '(*% $!# / ("(A
/ (#!")

f1
wc(x)

#,-# 3%# $,")*!(")%# W

x ∈ ∆n
%)

min
‖ρτ−ρ̂τ‖∞≤ ηρ

(ρτ − r(n+ 1)e)Tx ≥ `− r(n+ 1),

!0%$
f1

wc(x) = max xTQτx
#,-# $,")*!(")% ‖Qτ − Q̂τ‖∞ ≤ ηQ(λ, n,N)

< 	(
E
%#) -"%

/ !)*($% 1% � + !3,*#
f1

wc(x) = xT Q̃τx
!0%$

Q̃τ = Q̂τ + ηQ(λ, n,N)E.
�" ' %-) !("#( 0,(*

Q̃τ$,//% -"% / !)*($% 1% $,0!*(!"$% �*,2-#)%� $!3$-3.% 9!$(3%/ %") 8 '!*)(* 1%
Q̂τ

O3! / !)*($%
Qτ

%#) %" 9!() -"% 0!*(!23% 1!"# O
 <��TT <



��Q

D! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") + (" ()(!3%/ %") 1,"".% '!*
xT (ρ̂τ − r(n+ 1)e) ≥ `− r(n+ 1)

O#(
," -)(3(#% 3%# %#)(/ !)(,"# %/'(*(;-%# !1!')!)(0%# 1% 3! / ,B%""%T 1%0(%") / !(")%"!") W

xT (ρ̂τ − (r(n+ 1) + ηρ(λ, n,N))e) ≥ `− r(n+ 1).
� ("#( + $%3! *%0(%") 8 *.1-(*% 3 ?%#)(/ !)(," 1- *%"1%/ %") / ,B%" 1% $&!;-% !$)(9 *(#;-. 1 ?-"%
;-!")(). ηρ(λ, n,N)

<

 �� �
 �
 ����
����	� �� �	�������

�" #% 9, $!3(#% 8 '*.#%") #-* 3% $!# ,� 3 ?," #!() #(/'3%/ %") ;-% (ρτ , Qτ )
!''!*)(%") 8

-" ' ,3B),' % U 1.@"( '!* #%# #,// %)# < = 3-# '*.$(#./ %") +
(ρτ , Qτ )

!''!*)(%") 8 3 ?%"0%3,'' %
$,"0%:% 1%# #,// %)#

(ρi, Qi) 1 ≤ i ≤ m O#!"# ' %*)% 1% U.".*!3(). + ",-# !0,"# #-'',#. + '!*
#,-$( 1% #(/'3($(). + ;-% 3% ",/2*% 1% #,//%)# 1% $&!;-% ' ,3B),' % %#) 3% / �/%T W

U =
��{(ρ1, Q1), . . . , (ρm, Qm)}.

D%# #,//%)#
(ρi, Qi)

' ,-**!(%") �)*% 1(C.*%")%# %#)(/ !)(,"# 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# %) 1%
3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% < � ("#( +

Qi � 0
< =!* %:%/'3% + '!*/ ( 3%# / !)*($%#

Qi
",-# ' ,-**(,"#

$&,(#(* 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %/'(*(;-% !1!')!)(0% + -"% %#)(/ !)(," /-3)(A9!$)%-*# 1% 3!/ !)*($% 1% $,0!*(!"$% ,- -"% / !)*($% 1% $,0!*(!"$% %:'3(;-.% '!* -" #%-3 ("1%: %" -)(3(#!")-" / ,143% >�=5 O� ,33 +�R��T <  % '3-# +
(ρτ , Qτ ) ∈ U #( %) #%-3%/ %") #( (3 %: (#)%

α
)%3 ;-% W

(ρτ , Qτ ) =

m∑

i=1

αi(ρi, Qi), αT
e = 1, α ≥ 0.

=,-* %")*%* 1!"# 3% $!1*% 1% )*!0!(3 #' .$(@. %" O
 <�� T + ," $,"#(14*% 3! $!# 1 ?("$%*)()-1%
' ,3B),'(;-% ("1.' %"1!")% < D%# ' ,3B),' %# Uρ

%) UQ
#,") !("#( 1.@"(# '!*

Uρ =
��{ρ1, . . . , ρm}, UQ =

��{Q1, . . . , Qm}.
� ,-# ' ,-**(,"# 9!(*% -" '!*!3343% %")*% $%))% !''*, $&% *,2-#)% %) 3! / .)&,1% 1.0%3,'' .%
1!"# P�QS %) PQQS ' ,-* 1.$*(*% 3% / ,143% 1% U%#)(," 1% ' ,*)%9%-(33%# 1% � 3!$6 D())%*/ !"" <D ?%#)(/ !)(," @"!3% 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"#

ρτ
#% 9!() 8 '!*)(* 1 ?-" %"#%/23% 1 ?%#)(/ !)(,"#

ρi
1% $%# *%"1%/ %")# / ,B%"# < �" $%*)!(" ",/2*% 1% $%# ?0-%# ? #,") 1,"".%# '!* 1%# %:A

' %*)# + $&!$-" 1 ?%")*% %-: !B!") -"% ' %*$%')(," '!*)($-3(4*% 1% 3 ?.0,3-)(," 1%# *%"1%/ %")#
#-* 3! ' .*(,1% 1 ?("0%#)(##%/ %") < D ?(1.% %#) %"#-()% 1 ?!##(U"%* 8 3! (A4/ % ?0-% ?

ρi
-" "(0%!- 1%

$,"@!"$%
αi ≥ 0

< D ?%#)(/ !)(," 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# %#) !3,*# ∑m
i=1 αiρi

;-( !''!*)(%")8 Uρ.>,//%
min
ρ∈Uρ

(ρ− r(n+ 1)e)Tx = min
1≤i≤m

(ρi − r(n+ 1)e)Tx
%)

max
Q∈UQ

xTQx = max
1≤i≤m

‖Qi
1
2x‖22,3% / ,143% 1% 5 !*6,N ()7 '(*% $!# !0%$ ("$%*)()-1% ' ,3B),'(;-% *%0(%") 8 *.#,-1*% 3% '*,234/ %$,"(;-% 1- #%$,"1 ,*1*% #-(0!") W

min t : t ≥ ‖Qi
1
2x‖2, x ∈ ∆n, (ρi − r(n+ 1)e)Tx ≥ `− r(n+ 1), 1 ≤ i ≤ m.

>% *.#-3)!) %#) -)(3(#!23% #( 3% ",/2*% 1% #$."!*(,# " ?%#) '!# )*,' .3%0. <
� 
� 
� �������� �	� ���� �� �� �� � ��� ��� �� �	��� �����

D%# (1.%# 1% $%))% #%$)(," 9,") #-()% 8 3 ?.)-1% 9!()% 1!"# 3! #%$)(," 
 <
 %) !-: *%/ !*;-%#1- '!*!U*!'&% 
 <� <� < � ,-# $,//%"�,"# '!* %:'3(;-%* $% ;-% 3 ?," %")%"1 '!* $!3(2*!)(,"
?#)!23% ?<



���


 �� �
 �� � ����������

� ,-# ' ,-0,"# 0,(* 3 ?.)!' % 1- $&,(: 1- ' ,*)%9%-(33% $,// % -"% 2 ,�)% ",(*% 1,") 3%#
%")*.%# #,") 3! '*.1($)(," 1%# *%"1%/ %")# / ,B%"# #-* 3! ' .*(,1% 1 ?("0%#)(##%/ %") %) 3!
'*.1($)(," 1% 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$% + %) 9,-*"(##!") %" #,*)(% -" ' ,*)%9%-(33% < D! $,/' ,A
#()(," 1- ',*)%9%-(33% #%*! #)!23% '!* *!'' ,*) !-: %")*.%# + #( 1% 9!(2 3%# ' %*)-*2!)(,"# 1%#
*%"1%/ %")# %) 1,"$ 1%# %")*.%# '*,1-(#%") 1% 9!(2 3%# $&!"U%/ %")# 1!"# 3! $,/' ,#()(," 1-
' ,*)%9%-(33% < �" )%3 $,/' ,*)%/ %") %#) #,-&!()!23% ' ,-* %##%")(%33%/ %") )*,(# *!(#,"# W

�

�,-) 1 ?!2 ,*1 + $ ?%#) (").*%##!") %" #,( + '-(#;-% 3%# U%#)(,""!(*%# 1% ' ,*)%9%-(33%# '*.A94*%") 3%# ' ,*)%9%-(33%# #)!23%# <
�

 ?!-)*% '!*) + 3,*#;-% 3%# ' ,*)%9%-(33%# #,") *%2!3!"$.# + ' 3-# (3# #,") #)!23%# + / ,("#(3 B ! 1% 9*!(# 1% )*!"#!$)(,"# < � (%" #�* + -" $,/'*,/ (# 1,() �)*% )*,-0. %")*% %� A
$!$(). %) #)!2(3(). < D,*#;-% 3%# ' ,*)%9%-(33%# #,") *%2!3!"$.# *.U-3(4*%/ %") + #( xi

%#)
3% ' ,*)%9%-(33% 1.)%*/ (". ' ,-* 3!

i
A4/ % ' .*(,1% + -"% (1.% #(/'3% #%*!() 1 ?!V ,-)%* 3!

$,")*!(")% ‖xi+1 − xi‖ ≤ ε
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2 x̂

1%
ρT
2 x̂
T 1- ' ,*)%A

9%-(33% + 1% 3 ?.$!*) )B' % )&.,*(;-% σtheo
1- ' ,*)%9%-(33% O3 ?%#)(/ !)(," %/'(*(;-% Ê√x̂TQ2x̂
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� $*(0,"# 3% '*,234/ % #)*($)%/ %") $,"0%:% #,-# 3! 9,*/ % W

(P1)

{
min h(x)
gi(x) ≤ 0, i ∈ J.

� ,),"#
X1

3 ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 1%
P1
+
x1

3% / ("(/-/ 1%
h
#-*

X1
%)
h1

3! 0!3%-*
,')(/ !3% 1%

P1
< 	,()

i0 ∈ J
)%3 ;-% gi0(x) ≤ 0,

#,() -"% $,")*!(")% "," !$)(0% < �" ! 1,"$
gi0(x1) < 0.

�" /,")*% !3,*# ;-% 3% '*,234/ % P1
%#) .;-(0!3%") !- '*,234/ % $,"#(#)!") 8/ ("(/ (#%*

h
#-* 3 ?%"#%/23%

X2 = {x ∈ Rn gi(x) ≤ 0 i ∈ J\i0}.>,//%
X1 ⊆ X2,

3% / ("(/-/
h2

1%
h
#-*

X2
%#) $3!(*%/ %") ("9.*(%-* ,- .U!3 8

h1
< �"

/,")*% ;- ?%" 9!() + ' ,-* ),-) x ∈ X2, h(x) ≥ h1
O1,"$

h2 ≥ h1
+ %) 3%# 1%-: '*,234/ %# ,")

3%# / �/%# 0!3%-*# ,')(/ !3%# !))%(")%# !- / �/% ' ,(")T < 	,()
x ∈ X2

< 	(
gi0(x) ≤ 0,

!3,*#
x ∈ X1

%)
h(x) ≥ h1

'!* 1.@"()(," 1%
x1
< =!* $,")*% + #(

gi0(x) > 0
+ $,// %

gi0(x1) < 0%) $,//%
gi0

%#) $,")("-% + 3% )&.,*4/ % 1%# 0!3%-*# (")%*/ .1(!(*%# 1,""% 3 ?%: (#)%"$% 1%
t∗ ∈]0, 1[

)%3 ;-% gi0(t
∗x1 + (1 − t∗)x) = 0

< �" ,-)*% + '!* $,"0%: (). 1% 3 ?%"#%/23%
X2,

(3
# ?%"#-() ;-% x0 = t∗x1+(1−t∗)x ∈ X2

O$,// %
x1

%)
x
!''!*)(%""%") 8

X2
T <  ,"$

x0 ∈ X1%)
h(x0) ≥ h1

< �" $,"$3-) '!* $,"0%: (). 1%
h,
$% ;-( 1,""% h1 ≤ h(x0) ≤ t∗h1+(1−t∗)h(x) <

�

������ ��� ���	�
��� � 
� 
� �� � 
� 
�

� ,-# $,//%"�,"# '!* '*,-0%* 3% )&.,*4/ % 
 <
 <� < 	,()
λ ∈ Rm1

+ #,() 3! 9,"$)(," 1-!3%

θi(λ) =





inf 1

2 x
TQix+ xT ci +

m1∑

j=1

λj(x
T f i

j − bij)

x ∈ X,

O
 <�� T

1- '*,234/ %
Pi

%) #,()
λi =

!*U/ !:
λ∈Rm1 θi(λ)

3% '*,234/ % 1-!3 < >,//% 3 ?&B' ,)&4#%
1% 	3!)%* %#) 0.*(@.% ' ,-* 3% '*,234/ % $,"0%:%

Pi,
3% '*,234/ %

Pi
%) #," '*,234/ % 1-!3

#,") .;-(0!3%")# %) ,") 3! / �/% 0!3%-* ,')(/ !3% < =-(#;-% Qi
%#) 1.@"(% ' ,#()(0% + #(

λi %#)



�
 �

-"% #,3-)(," ,')(/ !3% 1- '*,234/ % 1-!3 %) #(
x(λ)

%#) 3! #,3-)(," ,')(/ !3% 1% O
 <
�T + !3,*#
xi = x(λi))

< �" .$*(0!") 3%# $,"1()(,"# 1 ?,')(/ !3(). 1- '*%/ (%* ,*1*% ' ,-*
xi,

",-# !0,"# W

∀x ∈ X, (x− xi)
T (Qixi + ci +

m1∑

j=1

λi
jf

i
j) ≥ 0.

>,//%
x1

%)
x2

#,") 1!"#
X,

," ' %-) -)(3(#%* 3 ?(".U!3(). '*.$.1%")% !0%$
x = x2, i = 1

%)
x = x1, i = 2,

$% ;-( 1,""% W





(x2 − x1)
T (Q1x1 + c1 +

m1∑

j=1

λ1
jf

1
j ) ≥ 0

(x1 − x2)
T (Q2x2 + c2 +

m1∑

j=1

λ2
jf

2
j ) ≥ 0.

O
 <��T

�" !V ,-)!") 3%# (".U!3().# O
 <��T %) %" *.!**!"U%!") 3%# )%*/ %# + ," ,2)(%") W

(x2 − x1)
TQ1(x2 − x1) ≤ (x2 − x1)

T (Q1x2 −Q2x2 + c1 − c2) +R
O
 <�QT

!0%$
R = (x2 − x1)

T
m1∑

j=1

(λ1
jf

1
j − λ2

jf
2
j )
< >,//% ' ,-*

1 ≤ j ≤ m1
%)
i = 1, 2

+
xT

i f
i
j = bij,

",-# !0,"#
(x2 − x1)

T (λ1
jf

1
j − λ2

jf
2
j ) = (f2

j − f1
j )T (λ2

jx1 − λ1
jx2).

�" ("V %$)!") $% *.#-3)!)
1!"# O
 <
QT ," ! W

β(Q1)‖x2 − x1‖12 ≤ β ‖x2 − x1‖1 +

m1∑

j=1

‖f2
j − f1

j ‖∞(|λ2
j |+ |λ1

j |)D1(X),
O
 <��T

!0%$
β = ‖Q2−Q1‖∞D1(X)+‖c1−c2‖∞

< �3 *%#)% 8 / !V ,*%* 3%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U%
λi

j

< >,//% 3 ?&B' ,)&4#% 1% 	3!)%* %#) 0.*(@.% ' ,-*
Pi
+ #(

µi
j

%#) 3% /-3)(' 3($!)%-* 1% D!U*!"U%
!##,$(. 8 3! $,")*!(")%

hj(x) ≤ 0
',-* 3% '*,234/ %

Pi
!3,*# O0,(* PQ� S T m2∑

j=1

µi
j ≤Mi

,�
Mi

%#) 1.@"( 1!"# 3% )&.,*4/ % 
 <
 <� < =-(#;-%
m1∑

j=1

λi
jf

i
j = −Qixi − ci −

m2∑

j=1

µi
j∇xhj(xi) = wi,

O
 <�
T

# ?(3 B ! -"% $,")*!(")% 1 ?.U!3(). O
m1 = 1

T + ," ,2)(%") (// .1(!)%/ %") |λi
1| ≤ Ai =

1
‖f i

1‖∞
(‖ci‖∞ + ‖Qi‖∞D1(X) +MMi)

< 	(
m1 > 1,

!3,*# ," /-3)(' 3(% O
 <�
T '!*
f i

k
T ' ,-*

1 ≤ k ≤ m1,
$% ;-( 1,""% U iλi = w̃i

,�
w̃i(k) = wiT f i

k

< >,//% 3%#
(f i

k)1≤k≤m1

#,")
("1.' %"1!")# +

U i %#) ("0%*#(2 3% %) ‖λi‖∞ ≤ ‖U−1
i ‖∞‖wi‖∞

m1∑

j=1

‖f i
j‖1 ≤ Ai < �" ("V %$)!") $%#

/ !V ,*!)(,"# 1%
λi

j

1!"# O
 <
�T ," !
P (‖x2−x1‖1) ≤ 0

+
P
.)!") 3% ' ,3B"�/% 1- #%$,"1 1%U*.

P (x) = β(Q1)x
2−βx− (A1 +A2)D1(X)

m2∑

j=1

‖f2
j − f1

j ‖∞
< � ("#( + ‖x2−x1‖1

%#) / !V ,*.% '!*
3! '3-# U*!"1% 1%# *!$("%# 1%

P,
$% ;-( !$&40% 3! '*%-0% 1- )&.,*4/ % 
 <
 <� < =,-* / ,")*%*
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3% )&.,*4/ % 
 <
 <
 + (3 #-� ) 1% #-(0*% 3! '*%-0% 1- )&.,*4/ % 
 <
 <� %) 1% / ,")*%* ;-% ' ,-*3% '*,234/ %
P ′(`, ρi, Qi)

+ Bi

2

%#) %" %C%) -"% / !V ,*!)(," 1- /-3)(' 3($!)%-* 1% D!U*!"U%
!##,$(. 8 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") O,�

Bi %#) 1.@"( 1!"# O
 <��TT < �" ' %-) / (",*%* 3!
0!3%-* ,')(/ !3% 1%

P ′(`, ρi, Qi)
'!* 1

2
yi

TQiyi
,�

yi
%#) 3! #,3-)(," 1- '*,234/ % *%3�$&.

#-(0!") W
{

min
1

2
yTQiy

ρ̄T
i y = ¯̀.

O
 <�RT

� ("#( + #(
θi(λ)

%#) 3! 9,"$)(," 1-!3% 1- '*,234/ %
P ′(`, ρi, Qi)

,� #%-3%/ %") 3! $,")*!(")% 1%
*%"1%/ %") ! .). 1-!3(#.% + ",-# !0,"# W

θi(λi) ≥
1

2
yT

i Qiyi.
O
 <
�T

=!* 1.@"()(," 1% 3! 9,"$)(," 1-!3% + ",-# !0,"# ' ,-* ),-)
j
)%3 ;-% ρ̄i(j) > ¯̀ W

∀λ θi(λ) ≤ 1

2
ej

TQiej + λ(¯̀− ρ̄T
i ej)

O
 <
 �T
�" -)(3(#!") O
 <
�T %) O
 <

T !0%$

λ = λi ," ! W

λi ≤ 1

2
min

ρi(j)>`

1

ρi(j)− `
(Qi(j, j) − yi

TQiyi).
O
 <
�T

D! #,3-)(," 1% O
 <�RT %#) 1,"".% '!*
yi =

¯̀

ρ̄T
i Qi

−1ρ̄i
Qi

−1ρ̄i
< �" ("V %$)!") $%))% %:'*%##(,"

1%
yi
1!"# O
 <
RT + ," ,2)(%") 3! / !V ,*!)(," #-(0!")% ' ,-*

λi W

λi ≤ Bi

2
=

1

2
min

ρi(j)>`

Qi(j, j)

ρi(j)− `
−

¯̀2

ρ̄T
i Qi

−1ρ̄i
.

O
 <

T

�

������ �� ���	�
�� � 
� 
�

�" '*,-0% 3% *.#-3)!) %" -)(3(#!") 3! 9,*/-3!)(,"
(M′)

#-(0!")% 1- '*,234/ %
(M)

W

(M′)






min 1
2 x

TQτx
ρT

τ x+ r(n+ 1)
(
x−n+1 + (e− µ)T y − (e + ν)T z

)
≥ ` (eT x− + x−n+1)

x+ y − z = x−,
(e + ν)T z − (e− µ)T y ≤ x−n+1,
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

O
 <
� T

1,""!") 3% / ,")!") 1%# !$)(9# *(#;-.# 1!"# 3% ' ,*)%9%-(33% < D% / ,")!") 1.)%"- 1!"# 3 ?!$)(9#!"# *(#;-% %#) !3,*# W

xn+1 = x−n+1 + (e− µ)T y∗ − (e + ν)T z∗,

#(
y∗

%)
z∗

#,") 3%# 0!3%-*# ,')(/ !3%# 1%
y
%)
z
' ,-* 3% '*,234/ % O
 <
� T < D ?%"#%/23% 1%

9!(#!2(3(). 1%
(M′)

%#) 3 ?(")%*#%$)(," 1% 3 ?&B' %*'3!" 1.@"( '!* 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %")
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%) 1 ?-" %"#%/23% 1.@"( '!* 3%# $,")*!(")%# *%#)!")%# %) ;-% ",-# ",)%*,"# Y (µ, ν, x−)
< 	,()

¯̀= ` (eTx− + x−n+1)− rn+1 x
−
n+1

+
W =




x
y
z



 + 3% 0%$)%-* 1% 0!*(!23%# 1% 1.$(#(," + Wi
3!

#,3-)(," 1%
(M′)

' ,-* 3%# 0!3%-*#
(ρi, Qi)

1% #%# '!*!/ 4)*%# +
λ ∈ R %) #,()

θi(λ) =

{
inf 1

2 x
TQix+ λ

(
¯̀− xT ρi − rn+1 (e− µ)T y + rn+1 (e + ν)T z

)

W = (x, y, z)T ∈ Y (µ, ν, x−),

O
 <
�T
3! 9,"$)(," 1-!3% 1- '*,234/ %

(M′)
O' ,-* 3%# 0!3%-*#

(ρi, Qi)
1% #%# '!*!/ 4)*%#T ,� #%-3%

3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") ! .). 1-!3(#.% < �" 1.@"() !-##(
λi

-"% #,3-)(," 1- '*,234/ %
1-!3

λi =
!*U/ !:

λ≥0 θi(λ)
< D% '*,234/ % '*(/ !3

(M′)
%) #," 1-!3 #,") .;-(0!3%")# %) ,") 3!/ �/% 0!3%-* ,')(/ !3% !))%(")% !- / �/% ',(") O#(

W (λ)
%#) 3! #,3-)(," ,')(/ !3% 1% O
 <
�T

!3,*#
Wi = W (λi))

< =!* ,')(/ !3(). 1%
Wi

",-# !0,"# W

∀W = (x, y, z)T ∈ Y (µ, ν, x−), (W −Wi)
T




Qi x− λiρi

λirn+1(µ− e)
λirn+1(ν + e)



 ≥ 0.

�" -)(3(#!") 3 ?(".U!3(). '*.$.1%")% ' ,-*
W = W2, i = 1

%)
W = W1, i = 2,

," ,2)(%") W
{

(x2 − x1)
T (Q1 x1 − λ1 ρ1) + λ1 rn+1

(
(y2 − y1)

T (µ− e) + (ν + e)T (z2 − z1)
)
≥ 0

(x1 − x2)
T (Q2 x2 − λ2 ρ2) + λ2 rn+1

(
(y1 − y2)

T (µ− e) + (ν + e)T (z1 − z2)
)
≥ 0.

�" !11()(,""!") 3%# 1%-: (".U!3().# '*.$.1%")%# %) %" *.!**!"U%!") 3%# )%*/ %# ," ! W
(x1 − x2)

T Q1 (x1 − x2) ≤ (x2 − x1)
T (Q1 −Q2)x2 + (x2 − x1)

T (λ2ρ2 − λ1ρ1) +M
O
 <
QT

!0%$
M = rn+1(λ1 − λ2)

(
(y2 − y1)

T (µ− e) + (z2 − z1)T (ν + e)
)
.>,//% 3! $,")*!(")% 1% *%"1%/ %") %#) !$)(0% + ",-# !0,"# + ' ,-*

i = {1, 2} +
xT

i ρi + rn+1

(
x−n+1 + (e− µ)T yi − (ν + e)T zi

)
= ` eTx−.

� ("#( +
M = (λ1 − λ2) (xT

2 ρ2 − xT
1 ρ1)

< �" ("V %$)!") $% *.#-3)!) 1!"# O
 <
QT + ",-# !0,"# W
β(Q1)‖x2 − x1‖12 ≤ ‖x2 − x1‖1 ‖Q2 −Q1‖∞ ‖x−‖1 + (λ1 + λ2) ‖ρ2 − ρ1‖∞ ‖x−‖1.

O
 <
�T
�3 *%#)% 8 / !V ,*%* 3%# /-3)(' 3($!)%-*#

λi
< �" ' %-) / (",*%* 3! 0!3%-* ,')(/ !3% 1- '*,234/ %
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W = (x, y, z)T
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i 6= j

%)
xj = f(j), yj = 0, zj = f(j)− x−j .
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W
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1- #%$,"1 1%U*.
P (x) = β(Q1)x

2 − ‖Q2 − Q1‖∞ ‖x−‖1 x − 1
4 A ‖ρ2 − ρ1‖∞ ‖x−‖1

< � ("#( +
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min f(x)
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min g(x)
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X �∃ c > 0

��� �� � ���� ����
x ∈ X ��

x1 ∈ S0 � f(x) ≥ f(x1) + c‖x − x1‖2� �� ��� �!!� �,
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k, k = t+ 1, . . . ,min {t+ t̄i − 1, T}, t = 1, . . . , T,

y`
t − y`

t−1 ≤ y`
k, k = t+ 1, . . . ,min {t+ ti − 1, T}, t = 1, . . . , T.

O� <�T

D%# $,�)# 1% 9,"$)(,""%/ %") 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%# #,") 1% 1%-: )B' %# W 3%# $,�)# 1%
/ (#% %" *,-)% 1% $%# $%")*!3%# %) 3%# $,�)# 1% '*,1-$)(," < �"% 1%#$*(')(," #(/'3% 1%# $,�)#
1% 1./ !**!U% OP
�S + P�RS + P��ST $,"#(#)% 8 #-'',#%* ;-% 3% $,�) 1% / (#% %" *,-)% 1% $&!;-%$%")*!3% )&%*/ (;-% ` %#) @:% %) 0!-) Cf

`

< 	(
y`(t) = (y`

1, . . . , y
`
t )
+ 3% $,�) 1% / (#% %" *,-)%

1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` !- '!# 1% )%/'# t # ?%:'*(/ % !3,*# '!* W

CM` t(y`(t)) = Cf
` max(y`

t − y`
t−1, 0), t = 2, . . . , T.

>%' %"1!") + $%))% / ,1.3(#!)(," "% *%�4)% '!# 3% 9!() ;-% 3% $,�) 1% 1./ !**!U% 1.' %"1 1-)%/'# ' %"1!") 3%;-%3 3! $%")*!3% ! .). !**�).% < �@" 1% '*%"1*% %" $,/')% 3% 9!() ;-% 3%$,�) 1% 1./ !**!U% %#) 1 ?!-)!") '3-# .3%0. ;-% 3! $%")*!3% ! .). !**�).% 3,"U)%/'# 1 ?!-)*%#/ ,1.3(#!)(,"# ,") .). '*,' ,#.%# O0,(* P
� ST <

-!") !-: $,�)# 1% '*,1-$)(," + $% #,") 1%# 9,"$)(,"# 3(".!(*%# 1%# "(0%!-: 1% '*,1-$)(," W
3% $,�) 1% '*,1-$)(," 1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` !- '!# 1% )%/'# t %#) 1,"$ W

CP` t(y
`
t , z

`
t ) = c` z

`
t ,

,�
c`
%#) -" $,�) @:% O%" �-*,#�5� & T <

� 
�
� � 	�� ����� �	� �� �	��� �	������� ��� ��������� ������ ������

D% $,/'3%:% &B1*,.3%$)*(;-% %#) $,"#)()-. 1 ?-" %"#%/23% 1% $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# %)1% *.#%*0,(*# (")%*$,""%$).# $,//% 3% / ,")*% 3! @U-*% � <� < >&!;-% -#("% ' %-) $,/' ,*)%*-"% ,- '3-#(%-*# )-*2("%# + $&!;-% )-*2("% ' ,-0!") *%$%0,(* 1% 3 ?%!- '*,0%"!") 1% 1(C .*%")#*.#%*0,(*# < � ,-# 9%*,"# $%' %"1!") 3 ?&B' ,)&4#% ;-% $&!;-% *.#%*0,(* !3(/ %")% -"% #%-3% $%"A)*!3% &B1*!-3(;-% O3% $!# U.".*!3 ' %-) !-##( �)*% 9!$(3%/ %") / ,1.3(#.T < =,-* ),-)% $%")*!3%&B1*!-3(;-% ` ∈ LH ,
#,()

(u`
t) = (v`

t , w
`
t , dev

`
t )
+ 3! $,// !"1% 1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% `!- '!# 1% )%/'#

t
+ ,�

v`
t

1.#(U"% 3! '*,1-$)(," O%" 5� & T 1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% `!- '!# 1% )%/'#
t
+
w`

t

3% ' ,/'!U% O%" 5� & T %C%$)-. '!* $%))% $%")*!3% !- '!# 1% )%/'#
t
%)
dev`

t

3 ?%!- .0%")-%33%/ %") 1.0%*#.% 1- *.#%*0,(* !3(/ %")!") 3! $%")*!3%
`
O# ?(3 B ! -"

1.2 ,*1%/ %")T < D%# $,// !"1%# 1% ' ,/'!U% ' %*/ %))%") + ",)!//%") 1!"# 3%# ' .*(,1%# 1%
$*%-: 1% $,"#,// !)(," $,//% 3! "-() + 1% 9!(*% *%/ ,")%* 1% 3 ?%!- ' ,-* !3(/ %")%* -" *.A
#%*0,(* #()-. !- 1%##-# 1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% %C%$)-!") 3% ' ,/'!U% < >%))% %!- ' ,-**!%"#-()% �)*% -)(3(#.% 3,*#;-% 3! $,"#,// !)(," #%*! '3-# (/' ,*)!")% < D ?.)!) x`

t

1% 3! $%")*!3%
&B1*!-3(;-% ` !- '!# 1% )%/'#

t
$,**%#' ,"1 !- 0,3-/ % 1 ?%!- O%:'*(/ . %" 5� & T 1% 3!

*.#%*0% !3(/ %")!") $%))% $%")*!3% &B1*!-3(;-% !- 1.2-) 1% $% '!# 1% )%/'# < �" 1%&,*# 1-
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! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !

" " "" " "" " "" " "" " "" " "" " "" " "" " "" " "

# ## ## ## ## ## ## ## ## ## #

$ $$ $$ $$ $$ $$ $

% %% %% %% %% %% %

& && && && && && &

' '' '' '' '' '' '

( ( (( ( (( ( (( ( (( ( (

) )) )) )) )) )

**
**
**

++
++
++

,,
,,
,,
,,
,

--
--
--
--
-

. .. ./ // /0 00 00 00 0

1 11 11 11 1

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

3 33 33 33 33 3

4 4 44 4 44 4 44 4 44 4 44 4 4

5 5 55 5 55 5 55 5 55 5 55 5 5

6 6 66 6 66 6 66 6 66 6 66 6 66 6 6

7 7 77 7 77 7 77 7 77 7 77 7 77 7 7

8 88 88 8
9 99 99 9: :: :; ;; ;

< << << <
= == == =

Apports

x1

u2

u4

u5

x3

u1

x2

 u3

x4

Reservoir j

xj : volume

uk : turbinage

Centrale k

��� � � <�
�

� %'*.#%")!)(," 1 ?-" $,/'3%:% &B1*,.3%$)*(;-% <

' ,/'!U% + 1%-: )B' %# 1 ?!'' ,*)# &B1*!-3(;-%# $,")*(2-%") 8 !$$*,�)*% 3% 0,3-/ % 1%# *.#%*A0,(*# <  ?-"% '!*) 3%# !'' ,*)# &B1*!-3(;-%# "!)-*%3# 1� # !-: '*.$(' ()!)(,"# W ," ",)%*! a`
t3 ?!'' ,*) "!)-*%3 O%" 5� & T 1- *.#%*0,(*

`
!- '!# 1% )%/'#

t
<  ?!-)*% '!*) + ' ,-* $&!;-%*.#%*0,(*

`,
1% 3 ?%!- ' %-) '*,0%"(* 1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# #()-.%# %" !/ ,") < =,-* ),-)%$%")*!3% &B1*!-3(;-% ` ∈ LH ,

," 1.#(U"%*! '!*
f(`)

3 ?("1($% 1- *.#%*0,(* #()-. !- 1%##,-#
1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` O#( -"% )%33% $%")*!3% %:(#)%T � 3 ?%!- / %))!") -" )%/'# d(`, f(`))' ,-* '!*$,-*(* 3% )*!V %) #.'!*!") 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` 1- *.#%*0,(* f(`)

< �" #-'' ,#%
'!* !(33%-*# ;-% 3%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# #,") ),-V ,-*# 1(#' ,"(23%# %) ;-% 3% $,�) 1% / (#%%" 9,"$)(,""%/ %") 1 ?-"% $%")*!3% &B1*!-3(;-% %#) ".U3(U%!23% < D%# $,")*!(")%# 3(.%# !- 9,"$A)(,""%/ %") 1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# #,") 1% 1%-: )B' %# W O(T 1%# $,")*!(")%# 1% 2 ,�)% #-*3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%# %) 3% 0,3-/ % 1%# *.#%*0,(*# � O((T 1%# .;-!)(,"# 1% $,"#%*0!)(,"1% 3 ?."%*U(% ' ,-* $&!;-% *.#%*0,(* < >%# $,")*!(")%# # ?%:'*(/ %") #,-# 3! 9,*/ % W

x`
t+1 = x`

t + a`
t + η` w

`
t − v`

t +
∑

m | f(m)=`

vm
t−d(m,f(m)) − dev`

t , ∀ ` ∈ LH , ∀ t ∈ 1, . . . , T,

0 ≤ v`
t ≤ Duree(t)P `

max, 0 ≤ w`
t ≤ wmax

t ` , ∀ ` ∈ LH , ∀ t ∈ 1, . . . , T,
x`

min ≤ x`
t ≤ x`

max, ∀ ` ∈ LH , ∀ t ∈ 1, . . . , T,O� <
T
,�

x`
min

%)
x`

max

#,") 3%# "(0%!-: / ("(/-/ %) / !:(/-/ O%" 5� & T 1- 0,3-/ % 1- *.#%*0,(*
` �P `

max

%#) 3! '-(##!"$% / !:(/ !3% 1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` + η`
%#) 3 ?%� $!$(). 1- ' ,/'!U%

%)
wmax

t `

%#) 3 ?."%*U(% 1% ' ,/'!U% / !:(/ !3% ' ,##(2 3% ' ,-* 3! $%")*!3%
`
!- '!# 1% )%/'#

t
< D%

#), $6 ("()(!3 1% $&!$-"% 1%# *.#%*0%# &B1*!-3(;-%# %#) $,""- < �@" 1 ?-)(3(#%* 3 ?%!- 1% 9!�,"'!*#(/ ,"(%-#% O'3-# ," !-*! 1 ?%!- %" @" 1% ' .*(,1% 1% U%#)(," %) '3-# ," ' ,-**! # ?%" #%*0(*
#-* 3! ' .*(,1% 8 0%"(*T + 1%-: #)*!).U(%# #,") $,-*!//%") %/'3,B.%# < D! '*%/ (4*% OP
�S + P�
S +
P��ST $,"#(#)% 8 (/' ,#%* ;-% 3% "(0%!- 1%# *.#%*0,(*# 8 3! @" 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," #,()#-' .*(%-* ,- .U!3 8 $% ;- ?(3 .)!() !- 1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," < �"% !3)%*"!)(0% $,"#(#)%8 !##,$(%* 8 $&!;-% *.#%*0,(* `, -"% 9,"$)(," V `

H(.)
1% 0!3,*(#!)(," 1% #," #), $6 1 ?%!- !-

1%*"(%* '!# 1% )%/'# < >%))% 9,"$)(," !##, $(% 8 $&!;-% 0!3%-* !1/ (##(2 3% 1- #),$6 1 ?%!- -"%0!3%-* %" �-*,# < > ?%#) -"% 9,"$)(," $*,(##!")% + ;-( %#) #-'' ,#.% ;-!1*!)(;-% 1!"# P��S %)3(".!(*% 1!"# P�RS < � ,-# 3! $,"#(1.*%*,"# $,"$!0% + 3(".!(*% '!* / ,*$%!-: < �" *%'*.#%")% $(A
!'*4# + #-* 3! @U-*% � <� + -" %:%/'3% 1 ?-"% )%33% 9,"$)(," < �" # ?(").*%##%*! !3,*# ' ,-* $&!;-%
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0

VH(x) (valorisation)

x
1 j+1

x0

VH

j

(x
j
)

f (x)

x

f (x)
j−1

j+1

jf (x)

x (stock)

��� � � <�
�

�,"$)(," 1% 0!3,*(#!)(," 1 ?-" #), $6 1 ?%!- <

*.#%*0,(*
`
+ 8 3! 0!3%-*

VH(x`
T+1)

1% #," #),$6 1 ?."%*U(% %" @" 1% V %- O("1-(#!") -" $,�)
−V `

H(x`
T+1)

T <

� 
�
� � 	�� ����� �	� �� �	��� �	������� ��� �	������ ���

D%# $,")*!)# ��= ' %-0%") �)*% 0-# $,//% 1%# *.#%*0%# ("1.' %"1!")%# + 1(#' ,#!") 1 ?-"%
$!'!$(). 1% '*,1-$)(," 3(/ ().% + "% ' ,-0!") '!# �)*% -)(3(#.%# '3-# 1 ?-" $%*)!(" ",/2*% 1% '!#
1% )%/'# @:.# '!* 3% $,")*!) %) )%33%# ;-% ' ,-* $&!;-% '!# 1% )%/'# + #,() 3! $!'!$(). ),)!3%1% '*,1-$)(," %#) -)(3(#.% + #,() $%))% $!'!$(). " ?%#) '!# -)(3(#.% 1- ),-) < D! / ,1.3(#!)(," 1%
$%# $,")*!)# ��= %#) !3,*# 3! #-(0!")% < =,-* ),-) $,")*!) ��=

` ∈ LJ ,
#,()

u`
t

3! $,// !"1%
!''3(;-.% 8 $% $,")*!) ` !- '!# 1% )%/'# t < 	( 3! '-(##!"$% !))!$&.% !- $,")*!) ` %#) P `

max,!3,*# #( 3% $,")*!) ��= %#) -)(3(#. !- '!# 1% )%/'#
t, u`

t = Duree(t)P `
max

%) #(","
u`

t = 0
<

D ?.)!) 1- $,")*!) ��=
`
!- '!# 1% )%/'#

t
%#) *%' .*. '!* 3! 0!*(!23%

x`
t

9,-*"(##!") 3% #), $6
1 ?."%*U(% %"$,*% 1(#' ,"(23% #-* $% $,")*!) !- 1.2-) 1- '!# 1% )%/'#

t
< D% #), $6 1 ?."%*U(%

x`
11(#' ,"(23% #-* $&!;-% $,")*!) ` ' ,-* 3! ' .*(,1% 1 ?.)-1% %#) $,""-% < D%# .;-!)(,"# *.U(##!")3 ?.0,3-)(," 1%# $,// !"1%# %) 1%# .)!)# #,") 1,"$ W

(u`
t −Duree(t)P `

max) u
`
t = 0, x`

t+1 = x`
t − u`

t, x`
t ≥ 0, ` ∈ LJ , 1 ≤ t ≤ T. O� <� T

 ?!-)*% '!*) + $,// % ' ,-* 3%# *.#%*0%# &B1*!-3(;-%# + ," !##, $(% 8 $&!;-% $,")*!) ` -"% 9,"$A)(,"
V `

J (.)
1% 0!3,*(#!)(," 1% #," #),$6 1 ?."%*U(% %" @" 1% V %- < >%))% 9,"$)(," %#) $,"$!0%

3(".!(*% '!* / ,*$%!-: < �" # ?(").*%##%*! !3,*# ' ,-* $&!;-% $,")*!) ` 8 3! 0!3%-* V `
J (x`

T+1)1% #," #),$6 1 ?."%*U(% %" @" 1% V %- O("1-(#!") -" $,�) −V `
J (x`

T+1)
T <

=,-* �)*% $,/'3%) + (3 *%#)% 8 )%"(* $,/')% 1%# $%")*!3%# "-$3.!(*%# � 1,") 3! / ,1.3(#!)(," 1%#$,�)# 1% U%#)(," ' %-) �)*% $!3;-.% #-* $%33% 1%# $,�)# 1% U%#)(," 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%#P0,(* P� �SS <
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�3 # ?!U() %"#-()% 1 ?-)(3(#%* $%# -"().# 1% '*,1-$)(," 1% 9!�," 8 #!)(#9!(*% 3! 1%/ !"1% < 	(
dt
%#) 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% !- '!# 1% )%/'# t, 3%# $,")*!(")%# 1% #!)(#9!$)(," 1% 3!1%/ !"1% # ?.$*(0%") W

∑

`∈LT

z`
t +

∑

`∈LJ

u`
t +

∑

`∈LH

(v`
t − w`

t) ≥ dt, t = 1, . . . , T.
O� <�T

 !"# 3% 2-) 1% ' ,-0,(* '!33(%* 1%# '($# 1% $,"#,// !)(," + ," ' %-) !-##( (/',#%* OP
�ST
;-% 3! $!'!$(). ),)!3% 1- #B#)4/ % )&%*/ (;-% 8 $&!;-% '!# 1% )%/'# #,() #-� #!// %") '3-#U*!"1% ;-% 3! #,// % 1%# '*,1-$)(,"# )&%*/ (;-%# W

∑

`∈LT

(τ `
t P

`
max Duree(t) y

`
t − z`

t ) ≥ rt > 0, t = 1, . . . , T,
O� <QT

3%# '!*!/ 4)*%#
rt
.)!") @:.# !*2()*!(*%/ %") < D% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$A

)*(;-% $,"#(#)% !3,*# 8 / ("(/ (#%* W

∑

`∈LT

T∑

t=1

(c` u
`
t +CM`t(y`(t))) −

∑

`∈LH

V `
H(x`

T+1)−
∑

`∈LJ

V `
J (x`

T+1),
O� <�T

#,-# 3%# $,")*!(")%# O� <�T + O� <�T + O� <
T + O� <� T O� <�T + O� <QT < D! 9,"$)(,"
V `

H(.)
' %-) # ?%:'*(/ %*

#,-# 3! 9,*/ % W
V `

H(x) = min
0≤k≤m`

H−1
f `

H,k(x),
,� 3%# 9,"$)(,"#

f `
H,k(x)

#,") 1%# 9,"$)(,"#
!� "%# < = 3-# '*.$(#./ %") + %")*% 1%# 0!3%-*# ;-% ",-# ",)%*,"# g`

H,k

%)
g`
H,k+1,

O
0 ≤ k ≤

m`
H − 1

T + 3! 9,"$)(,"
V `

H(x)
$,�"$(1% !0%$ 3! 9,"$)(,"

f `
H,k(x)

< � ("#( + ," ' %-) *%/'3!$%* 3!
$,")*(2-)(," −∑

`∈LH

V `
H(x`

T+1)
1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# 8 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 '!* −∑

`∈LH

a`

%" !V ,-)!") 3%# $,")*!(")%# W

a` ≤ f `
H,k(x

`
T+1), ` ∈ LH , 0 ≤ k ≤ m`

H − 1.
O� <
T

	( ," 1.@"()

c`H,k =
V `

H(g`
H,k+1)− V `

H(g`
H,k)

g`
H,k+1 − g`

H,k

, d`
H,k = V `

H(g`
H,k)− c`H,k g

`
H,k,

O� <RT

O� <
T #% *..$*() W

a` ≤ c`H,k x
`
T+1 + d`

H,k, ` ∈ LH , 0 ≤ k ≤ m`
H − 1.

O� <��T
=,-* $&!;-% $,")*!) ��= ` ∈ LJ ,

3! 9,"$)(,"
V `

J (.)
%#) .U!3%/ %") $,"$!0% %) 3(".!(*% '!*

/ ,*$%!-: %) ' %-) # ?.$*(*% #,-# 3! 9,*/ % +
V `

J (x) = min
0≤k≤m`

J−1
f `

J,k(x),
,� 3%# 9,"$)(,"#

f `
J,k(x)

#,") 1%# 9,"$)(,"# !� "%# < �" ' %-) !3,*# (")*,1-(*% 3%# ;-!")().# c`J,k

%)
d`

J,k

O1.@"(%# %"
*%/'3!�!") � '!* � 1!"# O� <RTT < D% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% *%0(%")!3,*# 8 / ("(/ (#%* W

∑

`∈LT

T∑

t=1

(c` u
`
t + CM`t(y`(t))) −

∑

`∈LH

a` −
∑

`∈LJ

b`,



���

#,-# 3%# $,")*!(")%# O� <�T + O� <�T + O� <
T + O� <� T O� <�T + O� <QT + O� <��T %) W
b` ≤ c`J,k x

`
T+1 + d`

J,k, ` ∈ LJ , 0 ≤ k ≤ m`
J − 1.

=!* 3! #-()% ",-# 9%*,"# 3%# &B' ,)&4#%# #-(0!")%# W
�

D% $,/'3%:% &B1*, .3%$)*(;-% %#) $,"#)()-. 1 ?-" %"#%/23% 1% $,-'3%# $%")*!3%#A*.#%*A0,(*# "," *%3(.# %")*% %-: < �" #-'',#% .U!3%/ %") ;- ?(3 " ?B ! '!# 1% ' ,/'!U% � 3%#.;-!)(,"# 1% $,"#%*0!)(," 1% 3 ?."%*U(% ' ,-* 3%# *.#%*0,(*# # ?.$*(0%") 1,"$ W
x`

t+1 = x`
t + a`

t − dev`
t − v`

t , ∀ ` ∈ LH , ∀ t ∈ 1, . . . , T.
O� <��T

�

D%# -"().# )&%*/ (;-%# 9,"$)(,""%") ),-)%# !- 1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," %) *%#)%")%" 9,"$)(,""%/ %") ' %"1!") ),-)% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," O
y`

t = 1, ∀t = 1, . . . , T, ∀ ` ∈
LT

T < =!* $,")*% + $%*)!("# U*,-' %# )&%*/ (;-%# ' %-0%") ),/2%* %" '!""% %) �)*% *.'!A*.# %"#-()% + $% ;-( ! / ,)(0. 3 ?(")*,1-$)(," 1% )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). < D! / ,1.3(#!)(,"1- $,/',*)%/ %") 1% $%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). %#) %:'3(;-.% '3-# 3,(" < �"@" + ," "%)(%"1*! '!# $,/')% 1%# $,")*!(")%# O� <QT <
D%# .;-!)(,"# O� <� T %) O� <��T 1% $,"#%*0!)(," 1% 3 ?."%*U(% 1%# *.#%*0%# &B1*!-3(;-%# %) 1%#$,")*!)# ��= ' %-0%") !3,*# #% *..$*(*% W

∀t = 1, . . . , T, x`
t+1 = x`

1 +

t∑

k=1

(a`
k − v`

k − dev`
k), ` ∈ LH , x`

t+1 = x`
1 −

t∑

k=1

u`
k, ` ∈ LJ .

	,-# 3%# &B' ,)&4#%# $(A1%##-# + #( ),-# 3%# '!*!/ 4)*%# 1- '*,234/ % .)!(%") $,""-# + %" ("A
V %$)!") $%# $,")*!(")%# 1 ?.U!3(). 1!"# 3%# $,")*!(")%#

x`
min ≤ x`

t ≤ x`
max, ` ∈ LH ,

%)
x`

t ≥ 0, ` ∈ LJ ,
#-* 3%# .)!)# 1%# *.#%*0%# + ," ' ,-**!() !3,*# %:'*(/ %* 3% '*,234/ % 1%U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% #,-# 3! 9,*/ % W
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min
TX

t=1

X

`∈LT

c` u
`
t −

X

`∈LH

a` −
X

`∈LJ

b`

a` + c`
H,k

TX

t=1

(v`
t + dev

`
t ) ≤ c

`
H,k (x`

1 +

TX

t=1

a
`
t) + d

`
H,k, ` ∈ LH , 0 ≤ k ≤ m

`
H − 1,

b` + c`
J,k

TX

t=1

u
`
t ≤ c

`
J,ku

`
1 + d

`
J,k, ` ∈ LJ , 0 ≤ k ≤ m

`
J − 1,

x`
1 +

tX

k=1

a
`
k − x

`
max ≤

tX

k=1

v
`
k + dev

`
k ≤ x

`
1 +

tX

k=1

a
`
k − x

`
min, ` ∈ LH , 2 ≤ t ≤ T,

0 ≤ v`
t ≤ Duree(t)P `

max, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T,

0 ≤ dev`
t , ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T,

u`
t ∈ {0, Duree(t)P `

max}, ` ∈ LJ , 1 ≤ t ≤ T,

0 ≤ u`
t ≤ Duree(t) τ `

t P `
max, ` ∈ LT , 1 ≤ t ≤ T,

TX

k=1

u
`
k ≤ x

`
1, ` ∈ LJ ,

dt ≤
X

`∈LT

u
`
t +

X

`∈LH

v
`
t +

X

`∈LJ

u
`
t, 1 ≤ t ≤ T.
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� 
�� ������� � �� �� �� � �
	 ��
� 	���	���	 ��)	,
���
�
` ∈ LH , x

`
1 ∈ [x`

min, x
`
max]

�� � �
∑

`∈LT

τ `
t Duree(t)P

`
max ≥ dt, t = 1, . . . , T,

O� <�
T

, ��	� �� � 	����+ � )� � ������ )� � 	�)
<���� �
 � ����� ) 
��	� � 	�� ���� ��� . ,��,���(
� 
���� � �" 0.*(@% (// .1(!)%/ %") ;-% 3% '3!" 1% '*,1-$)(," $,"#(#)!") 8 -)(3(#%* 3%#
/ ,B%"# 1% '*,1-$)(," )&%*/ (;-% '!* ,*1*% $*,(##!") 1% 3%-* $,�) 1% 9,"$)(,""%/ %") V -#A
;- ?8 #!)(#9!$)(," 1% 3! 1%/ !"1% %#) 9!(#!23% < D%# $,")*!(")%# #-* 3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%1 ?-" )%3 ' 3!" 1% '*,1-$)(," #,") #!)(#9!()%# <  ?!-)*% '!*) + ," 0.*(@% '!* *.$-**%"$% + ;-%' ,-* ),-) *.#%*0,(* &B1*!-3(;-% ` %) ' ,-* ),-) '!# 1% )%/'# t + x`

t ∈ [x`
min, x

`
max]

< 	,()
`-" *.#%*0,(* &B1*!-3(;-% < =!* &B' ,)&4#% + 3! *%3!)(," %#) 2(%" 0.*(@.% ' ,-* $% *.#%*0,(* ` %)' ,-*

t = 1.
	-'',#,"# / !(")%"!") ;-% ' ,-* 1 ≤ t ≤ T − 1,

," !()
x`

t ∈ [x`
min, x

`
max].

	(
x`

t + a`
t > x`

max

!3,*# ," 1.@"()
dev`

t = x`
t + a`

t − x`
max.

�" ! 2(%"
dev`

t ≥ 0,
%) '-(#;-%

v`
t = 0, x`

t+1 = x`
t + a`

t − dev`
t = x`

max ∈ [x`
min, x

`
max].

	("," #(
x`

t + a`
t ≤ x`

max,
," 1.@"()

dev`
t = 0,

%) 1,"$
x`

t+1 = x`
t + a`

t ≥ x`
t,
%)
x`

t+1 ∈ [x`
min, x

`
max].
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� � 	�� ����� �	� ��� ���	 �� � ���	��� �����
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-"% $%")*!3% )&%*/ (;-% $,/' ,*)!") n`

U*,-' %# )&%*/ (;-%# < 	,() αj,`(t)
3! '*,A

2!2(3(). ;-% 3% U*,-' % j 1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` 9,"$)(,""% !- '!# 1% )%/'# t %) U t
j,`

3!
0!*(!23% !3.!),(*% )%33% ;-% U t

j,` = 1
#( 3% U*,-' %

j
9,"$)(,""% !- '!# 1% )%/'#

t
%)
U t

j,` = 0
#(A

"," < �" #-'' ,#% ;-% 3%# U*,-' %# )&%*/ (;-%# #,") *.U-3(4*%/ %") $,")*� 3.# %) + 3% $!# .$&.!")
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*.'!*.# ),-# 3%#
m0

'!# 1% )%/'# < �")*% 1%-: $,")*� 3%# $,"#.$-)(9# + ," #-'' ,#% ;-% 3%#)!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). 1%# $%")*!3%# "% $&!"U%") '!# < >%3! #(U"(@% ;- ?%")*% 1%-: $,")*� 3%#$,"#.$-)(9# + -" U*,-' % 1,"". 0! #,() 9,"$)(,""%* #,() �)*% &,*# 1 ?.)!) 1% 9,"$)(,""%/ %")
1-*!") ),-)% 3! ' .*(,1% < 	(

t0 = 1
%)
tk = m0k

',-*
k ∈ N∗ + !3,*# 3%# '*,2!2(3().# αj,`(t)

+
' ,-*

t = tk, . . . , tk+1− 1
#,") 3%# / �/%# %) ," ! #%-3%/ %") 2 %#,(" 1 ?.0!3-%*

αj,`(tk), k ≥ 0
<

>%))% '*,2!2(3().
αj,`(tk)

;- ?-" U*,-' % j 1% 3! $%")*!3% ` 9,"$)(,""% !- '!# 1% )%/'# m0k1.' %"1*! 1% 3 ?.0,3-)(," '!##.% 1% 3! 1(#' ,"(2(3(). 1% $% U*,-' % < 	( !- '!# 1% )%/'#
tk−1

+ 3%
U*,-' % "% 9,"$)(,""!() '!# + (3 B ! -"% U*!"1% '*,2!2(3(). O1(#,"#

1−β`
1

!0%$
β`

1

' %)()T ;- ?(39,"$)(,""% !- '!# 1% )%/'#
tk
+ %) -"% ' %)()% '*,2!2(3().

β`
1
;- ?(3 #,() %"$,*% &,*# 1 ?.)!)1% 9,"$)(,""%/ %") !- '!# 1% )%/'#

tk
< =!* $,")*% + #( 3% U*,-' % 9,"$)(,""!() ' ,-* 3%#

m1%*"(4*%# ' .*(,1%# 1.3(/ ().%# '!* 3%#
m + 1

1%*"(4*%# 1!)%# 1% $,")*� 3% + ," ' %-) #-'' ,#%*
;-% '3-# (3 ! 9,"$)(,"". #!"# !0,(* 1% '!""% O'3-# m %#) U*!"1T %) '3-# (3 ! 1% $&!"$%# 1%
),/2%* %" '!""% !- '!# 1% )%/'#

tk
< � ("#( + (3 %: (#)% -"% 9,"$)(," 1.$*,(##!")% 1%

m, β`
2(m))%33% ;-% ' ,-* ),-) U*,-' % j 1% 3 ?-"(). ` W

P (U tk
j,` = 1|3% U*,-' % V 9,"$)(,""!() 1% tk−m

8
tk−1) = β`

2(m).
�" $!# '!*)($-3(%* %#) 3% $!# ,� 3% '*, $%##-# 1%# .)!)# 1 ?-" U*,-' % 1,"". %#) -"% $&!�"%
1% 5 !*6,0 &,/ ,U4"% ,� 3 ?%#'!$% 1 ?.)!) %#) �=+� � ,� = *%'*.#%")% 3 ?.)!) 1% '!""% %) �
3 ?.)!) 1% 9,"$)(,""%/ %") <  !"# $% $!# +

β`
2(m) = β`

2

%#) @:. %) $,**%#' ,"1 8 3! '*,2!2(3().
;- ?-" U*,-' % 1% 3! $%")*!3% ` 9,"$)(,""% #-* -"% ' .*(,1% 1,"".% #!$&!") ;- ?(3 9,"$)(,""!()3! ' .*(,1% '*.$.1%")% < D! / !)*($% 1% )*!"#()(," ' ,-* 3%# U*,-' %# 1% 3! $%")*!3%

`
%#) 1,"".%

'!* W
P` =

(
β`

1 1− β`
1

1− β`
2 β`

2

)
.

D! '*,2!2(3().
αj,`(tk)

%#) !3,*# 1,"".% ' ,-*
k ≥ 1

'!* W
αj,`(tk) = p`

F (j)P k
` (1, 2) + p`

W (j)P k
` (2, 2);,�

p`
F (j) = 1− p`

P (j)
%)
p`

F (j)
%#) 3! '*,2!2(3(). ;-% 3% U*,-' % j 1% 3! $%")*!3% ` 9,"$)(,""%!- '*%/ (%* '!# 1% )%/'# < �@" 1% #(/'3(@%* 3! '*.#%")!)(," 1- /,143% + ",-# #-'' ,#,"#

;-% ' ,-* -"% $%")*!3% ` 1,"".% + !- '*%/ (%* '!# 1% )%/'# #,() ),-# 3%# U*,-' %# )&%*/ (;-%#9,"$)(,""%") #,() ),-# 3%# U*,-' %# #,") %" '!""% < � ("#( +
αj,`(tk)

%#) ("1.' %"1!") 1%
j
%)

α`(tk)
*%'*.#%")%*! 3! '*,2!2(3(). ;- ?-" U*,-' % 1% 3! $%")*!3% ` 9,"$)(,""% !- '!# 1% )%/'#

tk
< 	,()

P̄ `
max

3! '-(##!"$% / !:(/ !3% 1 ?-" U*,-' % 1% 3! $%")*!3%
`
< D ! '-(##!"$% )&.,*(;-%/ !:(/ !3% 1(#' ,"(23% 1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` %#) !3,*# 1,"".% '!* P `

max = n`P̄
`
max

< D!
'-(##!"$% / !:(/ !3% 1(#' ,"(23% ' ,-* 3 ?-"().

`
!- '!# 1% )%/'#

tk
%#) !3,*# W

P̃ `,k
max =

n∑̀

j=1

U tk
j,`P̄

`
max = n`P̄

`
max

∑n`

j=1 U
tk
j,`

n`
= P `

maxτ̃`(k).

	,-# 3%# &B' ,)&4#%# $(A1%##-# + 3! 0!*(!23% !3.!),(*%
n`τ̃`(k)

#-() -"% 3,( 2 (",/ (!3% B(n`, α`(tk))
<

 % '3-# +
E[τ̃`(k)] = α`(tk)

%) 3! 0!*(!"$% 1%
τ̃`(k)

+ �!*(τ̃`(k)) = α`(tk)(1−α`(tk))
n`

<

� ,-# "% 9!(#,"# '!# 1 ?&B' ,)&4#%# '!*!/ .)*(;-%# #-* 3%# 3,(# 1%# !-)*%# '!*!/ 4)*%#("$%*)!("# 1- '*,234/ % < �@" )%"(* $,/')% 1% 3 ?("$%*)()-1% 1%# '!*!/ 4)*%# #-* 3! ' .*(,1%
1% U%#)(," + 
 0,(%# 1(C.*%")%# + ;-% ",-# 1.)!(33,"# / !(")%"!") + ' %-0%") �)*% %/'*-").%# <>&!$-"% 1 ?%")*% %33%# #% '*�)% 8 -"% *.#,3-)(," '!*)($-3(4*% 1- '*,234/ % 1% U%#)(," 1%
'*,1-$)(," .3%$)*(;-% 8 3 ?&,*(7," !""-%3 <



���

TempsT1 2

−1 0

2

1 3

4

5

��� � � <

�

� *2*% 1% #$."!*(,# <

� 
� 
� � 	�� ����� �	� ��� ����� �� ������ �	�

D ?!''*,$&% $,-*!//%") -)(3(#.% ' ,-* *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(,"
.3%$)*(;-% $,"#(#)% 8 / ,1.3(#%* 3 ?.0,3-)(," 1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#A)(," '!* -" !*2*% 1% #$."!*(,# O@U-*% � <
T < � $&!;-% ",%-1 n 1% 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# #,")
!))!$&.%# 3%# *.!3(#!)(,"# 1%# '!*!/ 4)*%# #-(0!")# W

�

3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% d(n)
!- ",%-1

n;
�

',-* ),-)
` ∈ LH ,

3 ?!'' ,*)
a`

n

1- *.#%*0,(*
`;

�

',-* ),-)% $%")*!3% )&%*/ (;-% ` ∈ LT ,
3% )!-: 1% 1(#' ,"(2(3().

τ `
n.D% ",%-1 *!$("% $,**%#' ,"1 !- '*%/ (%* '!# 1% )%/'# %) 3%# ", %-1# 9%-(33%# O3%# ", %-1#

" ?!B!") '!# 1% #-$$%##%-*#T !-: 1%*"(%*# '!# 1% )%/'# < = 3-# U.".*!3%/ %") + $&!;-% ", %-1 n%#) !##, $(. 8 -" '!# 1% )%/'#
τ(n).

�" 1.#(U"%*! '!* O + 3 ?%"#%/23% 1%# ",%-1# 1% 3 ?!*2*%%) '!* OT
3 ?%"#%/23% 1%# 9%-(33%# 1% 3 ?!*2*% < D% ",/2*% 1% #$."!*(,# *%'*.#%"). '!* $%)

!*2*% 1% #$."!*(,# %#) 1,"$ 3% ",/2*% 1% 9%-(33%# |OT |,
$&!;-% #$."!*(, $,**%#' ,"1!") 8-" $&%/ (" 1!"# 3 ?!*2*% !33!") 1- ",%-1 *!$("% 8 -"% 9%-(33% < �" -)(3(#%*! .U!3%/ %") 3%#

",)!)(,"# #-(0!")%# W
� F (n)

%#) 3 ?%"#%/23% 1%# ", %-1# @ 3# 1- ",%-1
n,
%)
P (n)

3% ",%-1 ' 4*% 1- ",%-1
n
<

� πn
%#) 3! '*,2!2(3(). 1% #% )*,-0%* %" -" ",%-1

n
1% 3 ?!*2*% O ∑

τ(n)=t

πn = 1, ∀ t =

1, . . . , T,
T %)

πT (n)
%#) 3! '*,2!2(3(). 1% )*!"#()(," %")*% 3%# ", %-1#

P (n)
%)
n
<

�1,')!") -"% )%33% *%'*.#%")!)(," 1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #,-# 3! 9,*/ % 1 ?-" !*2*% 1%
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n = (v`
n, dev

`
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,�
v`
n

%)
dev`

n#,") *%#' %$)(0%/ %") 3%# '*,1-$)(,"# .3%$)*(;-%# 1% 3 ?-#("% ` %) 3! ;-!")(). 1 ?%!- 1.0%*#.% 1-*.#%*0,(*
`
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n
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n
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τ(n)
T < D%# $,")*!(")%# 3(.%# !- 9,"$)(,""%/ %")



��Q

1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# # ?%:'*(/ %") !3,*# #,-# 3! 9,*/ % W





x`
n = x`

P (n) + a`
P (n) − v`

P (n) − dev`
P (n) ∀ n ∈ O, ∀ ` ∈ LH ,

x`
min ≤ x`

n + a`
n − v`

n − dev`
n ≤ x`

max ∀ n ∈ OT ,
0 ≤ v`

n ≤ P `
maxDuree(τ(n)) ∀ (n, `),

0 ≤ dev`
n ∀ (n, `),

x`
min ≤ x`

n ≤ x`
max ∀ (n, `).

O� <�� T

=,-* $&!;-% $,")*!) ��=
`, x`

n

%#) 3% #), $6 1 ?."%*U(% %"$,*% 1(#' ,"(23% !- ", %-1
n
O!-

1.2-) 1- '!# 1% )%/'#
τ(n)

T < �" $,""!�) 3! 0!3%-*
x`

1,
1- #),$6 1 ?."%*U(% 1(#' ,"(23% #-* 3%

$,")*!)
`
!- 1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," < D%# $,")*!(")%# ' ,*)!") #-* 3%# $,")*!)# ��=

#,") !3,*# W





u`
n(u`

n − P `
maxDuree(τ(n))) = 0 ∀ n ∈ O, ∀` ∈ LJ ,

x`
P (n) − u`

P (n) = x`
n ∀ n ∈ O, ∀` ∈ LJ ,

x`
n ≥ 0 ∀ n ∈ O, ∀` ∈ LJ ,
x`

n − u`
n ≥ 0 ∀ n ∈ OT , ∀` ∈ LJ .

O� <��T

D% $,�) 1% '*,1-$)(," 1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` !- ",%-1 n %#) 1,"". '!*
c` u

`
n,
,�

u`
n%#) 3! '*,1-$)(," )&%*/ (;-% 1% 3! $%")*!3% )&%*/ (;-% ` !- ",%-1 n < D%# $,")*!(")%# #-* 3%#"(0%!-: 1% '*,1-$)(," 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%# #,") 1,"".%# '!* W

0 ≤ u`
n ≤ τ `

n P
`
maxDuree(τ(n)), ∀ n ∈ O, ∀` ∈ LT .

D%# $,")*!(")%# 1% #!)(#9!$)(," 1% 3! 1%/ !"1% # ?.$*(0%") !3,*# W

d(n) ≤
∑

`∈LT

u`
n +

∑

`∈LH

v`
n +

∑

`∈LJ

u`
n, ∀n ∈ O;

%) 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 8 / ("(/ (#%* %#) W
∑

`∈LT

∑

n∈OT

πn c` u
`
n −

∑

`∈LJ

∑

n∈OT

πnV
`
J (x`

n − u`
n)−

∑

`∈LH

∑

n∈OT

πn V
`
H(x`

n + a`
n − v`

n + dev`
n).

=,-* -" #$."!*(, *.' %*),*(. 1!"# 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# + ," 1(#' ,#% 1,"$ 1 ?-" '3!""("U 1% '*,A
1-$)(," < =,-* -" #$."!*(, "," *%'*.#%"). 1!"# 3 ?!*2*% + ",-# %:'3(;-%*,"# '3-# 3,(" $,//%")%:'3,()%* -"% #,3-)(," 1- '*,234/ % 1-!3 ,2)%"- %" 1-!3(#!") 3%# $,")*!(")%# $,-'3!")%# 1-
'*,234/ % <
 %# 0!*(!")%# ' ,-**!(%") �)*% (")*,1-()%# 1!"# $%))% / ,1.3(#!)(," 1- '*,234/ % #,-# 3! 9,*/ %
1 ?-" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," #-* -" !*2*% 1% #$."!*(,# <  !"# P
�S + '!* %:%/'3% + -" 1.A
1,-23%/ %") 1% ),-)%# 3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%# %#) (")*,1-() 1% 9!�," 8 '*.#%")%* 3% '*,A
234/ % #,-# 3! 9,*/ % 1 ?-" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," #), $&!#)(;-% 2(A.)!' %# !0%$ *%$,-*# � 3%#0!*(!23%# 1% 1.1,-23%/ %") (")*,1-()%# .)!") 1%# 0!*(!23%# 1% *%$,-*# ' %*/ %))!") 1 ?!V -#)%*
3%# $,// !"1%# *.%33%# @"!3%# !-: *.!3(#!)(,"# 1%# '!*!/ 4)*%# < �" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(,"
#), $&!#)(;-% 2(A.)!' %# %#) .U!3%/ %") 9,*/-3. 1!"# P��S <  !"# $% '*,234/ % + 3%# 0!*(!23%#1% 1.$(#(," 1% 3! '*%/ (4*% .)!' % $,**%#' ,"1%") !-: 1.$(#(,"# 1% / (#% %" *,-)%�!**�) 1%$%*)!("%# $%")*!3%# %) 3%# 0!*(!23%# 1% 1.$(#(," 1% 3! 1%-: (4/ % .)!' % !-: 1.$(#(,"# 1% / (#%
%" *,-)%�!**�) 1%# $%")*!3%# *%#)!")%# %) !-: "(0%!-: 1% '*,1-$)(," 1%# -#("%# <



���

� 
� 
� � 	�
 �� ���� ��� ���� �	�� �� ��� ���� �� ��� ���	���

�"% '*%/ (4*% 9!�," 1% # ?!C*!"$&(* 1% 3 ?-)(3(#!)(," 1 ?!*2*% 1% #$."!*(,# %#) 1% #-'' ,#%*
;-% 3! 1%/ !"1% %) 3%# !'' ,*)# ' ,-* $&!;-% *.#%*0,(* #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," #,") 1%#
0%$)%-*# !3.!),(*%# ' ,-* 3%#;-%3# ," #-'',#%*! ;-% 3! / ,B%""% %) 3! / !)*($% 1% $,0!*(!"$%#,") $,""-%# < �3 # ?!U() ($( 1 ?-" / ,143% / ("(/ !3(#)% + #% '*,' ,#!") 1 ?-)(3(#%* #%-3%/ %") $%#
1%-: $!*!$).*(#)(;-%# !3,*# ;-% 3 ?-)(3(#!)(," 1%# !*2*%# 1% #$."!*(,# ".$%##()% 1 ?%#)(/ %* 1%#1(#)*(2-)(,"# 1% '*,2!2(3(). < � ("#( + ",-# .$*(*,"# 3 ?!'' ,*)

ã`
t

1% 3! *.#%*0%
` ∈ LH

W

ã`
t = ā`

t + ε`t , t = 1, . . . , T,

,�
ā`

t

%#) 3 ?!'' ,*) / ,B%" ',-* 3% *.#%*0,(*
`
!- '!# 1% )%/'#

t
%)
ε` = (ε`t)

T
t=1

%#) -" 2*-()
$%")*. 1% / !)*($% 1% $,0!*(!"$%

Γ`. % / �/% + ",-# .$*(*,"# 3! 1%/ !"1%
d̃t
!- '!# 1% )%/'#

t
W

d̃t = d̄t + ε′t, t = 1, . . . , T,

,�
d̄t

%#) 3! 1%/ !"1% / ,B%""% !- '!# 1% )%/'#
t
%)
ε′ = (ε′t)

T
t=1

%#) -" 2*-() $%")*. 1%
/ !)*($% 1% $,0!*(!"$%

Γ.

� 
� 
� ������ ��� � 
������ �����

�"% !-)*% / !"(4*% 1% )%"(* $,/')% 1% 3 ?("$%*)()-1% #-* 3%# '!*!/ 4)*%# 1- '*,234/ %
%#) 1% $,"#(1.*%* ;-% 2(%" ;- ?("$,""-# + $%# '!*!/ 4)*%# !''!*)(%""%") 8 -" %"#%/23% 1 ?("A$%*)()-1% Z $,"0%:% $,/'!$) %) "," 0(1% ;-( 3- ( %#) $,""- < �-$-"% &B',)&4#% #)!)(#)(;-%" ?%#) 9!()% #-* $%# '!*!/ 4)*%# < �" *%)*,-0% ($( 3% $,")%:)% 1.$*() 1!"# 3! #%$)(," � <� U*�$%!-;-%3 ",-# ' ,-**,"# '*,' ,#%* 1%# >� + 1%# >�� %) 1%# >��� 1- '*,234/ % 1% U%#)(,"
1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% < � %/ !*;-,"# ;-% 1 ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!)(;-% + 3 ?%"#%/23% Z #%*!
%#)(/ . %) 3 ?&B' ,)&4#% 9!()% 1!"# $%))% #%$)(," "% #%*! '!# 9,*$./ %") 0.*(@.% � 8 #!0,(* ;-%3%# 0!3%-*# 1%# '!*!/ 4)*%# #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," " ?!''!*)(%"1*,") '!# ".$%##!(*%/ %")
8 3 ?%"#%/23% Z.
� �� �JHI�
���IM
	 �J�
	I
	 
I 	I���
	

� ,-# !0,"# '*,' ,#. + 1!"# 3 ?!*)($3% P��S 1%-: / .)&,1%# #)!23%# 1% *.U-3!*(#!)(," 1% 3!
9,"$)(," 1-!3% ;-% ",-# $,/'!*%*,"# + 1!"# 3! #%$)(," � <� + !0%$ 3%# / .)&,1%# 1% U%#)(,"
1.0%3,'' .%# 1!"# $%))% #%$)(," < D! '*%/ (4*% !''*, $&% '*,' ,#.% 1!"# $%) !*)($3% O;-% ",-#",)%*,"#

V aRCA
T *%0(%") 8 %"0(#!U%* -"% *%3!:!)(," '*(/ !3% 1% 3! 1%/ !"1% W $,// %")

$,")*� 3%* 3% $&(C*% 1 ?!C !(*% 1%# 0%")%# !0%$ -"% 1%/ !"1% ("$%*)!("% � D! #%$,"1% !''*,$&%
'*.#%").% 1!"# $%) !*)($3% O;-% ",-# ",)%*,"# V aRbenef

T + '*,0(%") 1 ?-"% *%3!:!)(," 1-!3% W
$,// %") $,")*� 3%* 3%# $,�)# 1% '*,1-$)(," !3,*# ;-% 3! 1(#' ,"(2(3(). 1%# $%")*!3%# )&%*A/ (;-%# %#) !3.!),(*% � D%# 1%-: !''*, $&%# '*,' ,#.%# 1!"# 3 ?!*)($3% P��S #-'' ,#%") ;-% 3 ?.0,A3-)(," 1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# %#) / ,1.3(#.% '!* -" !*2*% 1% #$."!*(,# <
 !"# $%))% #%$)(," + ",-# )*!0!(33,"# #-* -"% *%3!:!)(," $,"0%:% 1- '*,234/ % 1% U%#)(,"
1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% < D%# $,")*!(")%# u`

t ∈ {0,Duree(t) P `
max}

#-* 3%# $,// !"1%#
!''3(;-.%# !- '!# 1% )%/'# t !- $,")*!) ��= ` ∈ LJ ,

#%*,") *%/'3!$.%# '!*

0 ≤ u`
t ≤ Duree(t) P `

max, ` ∈ LJ .
O� <�QT



��


>%3! #(U"(@% ;-% ' ,-* $&!;-% $,")*!) ��=+ ," 1(#' ,#% 1 ?-"% $%*)!("% *.#%*0% 1 ?."%*U(% +
;-( + $&!;-% V ,-* + %) )!") ;-% $%))% *.#%*0% " ?%#) '!# .'-(#.% + ' %-) �)*% -)(3(#.% ),-) ,-
'!*)(% 1% 3! V ,-*".% < >%))% / ,1.3(#!)(," *%0(%") 8 $,"#(1.*%* ;- ?-" $,")*!) ��= %#) -"%
*.#%*0% &B1*!-3(;-% '!*)($-3(4*% #!"# !'' ,*)# < >%))% *%3!:!)(," ' %*/ %))*! ",)!//%") 1%
#% '3!$%* 1!"# 3% $!1*% 1% )*!0!(3 1% 3! #%$)(," � <Q ' ,-* ' ,-0,(* / %))*% %" '3!$% 1%# >��
%) 1%# >��� <  ?!-)*% '!*) + 3% '*,234/ % 1-!3 1- '*,234/ % O� <��T O-)(3(#. 1!"# 3! / .)&,1%
1% *.U-3!*(#!)(," 1% 3! 9,"$)(," 1-!3% '*.#%").% %" #%$)(," � <� <�T %#) !3,*# .;-(0!3%") !-'*,234/ % '*(/ !3 <

� 
� 
� � ��� ��� ���� �	� �� �� �	��� �	� �����

 !"# $%))% #%$)(," + 3%# &B' ,)&4#%# 9!()%# #-* 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #,") $%33%# 1% 3!
#%$)(," � <
 <
 < �,-# '*.#%"),"# -"% 1%*"(4*% / .)&,1% 1% *.U-3!*(#!)(," 1% 3! 9,"$)(," 1-!3%
' %*/ %))!") 1% #)!2(3(#%* 3%# #,3-)(,"# 1-!3%# %) 1% *.1-(*% 3 ?.$!*) )B' % 1%# $,�)# 1% U%#)(,"
#(/-3.# O'!* *!'' ,*) !-: / .)&,1%#

V aRCA
%)
V aRbenef

T < � ,-# "% )%","# '!# $,/')% 1!"#
$% ",-0%!- / ,143% 1% 3 ?("$%*)()-1% #-* 3%# !'' ,*)# &B1*!-3(;-%# < 	,() θ(λ, τ, d) O," ("#(#)%1!"# $%))% .$*()-*% #-* 3! 1.' %"1!"$% 1% $%))% 9,"$)(," '!* *!'' ,*) !-: )!-: 1% 1(#' ,"(2(3().
τ
%) 8 3! 1%/ !"1%

d
T + 3! 9,"$)(," 1-!3% ,2)%"-% %" !B!") 1-!3(#. 3%# $,")*!(")%# $,-'3!")%#

1% #!)(#9!$)(," 1% 3! 1%/ !"1% O
λ
%#) 1,"$ 3% 0%$)%-* 1%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U% !##, $(.#

8 $%))% 1-!3(#!)(," T 1- '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% < 	( 3! 1%/ !"1% %) 3%#)!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). .)!(%") $,""-# + ," !-*!() 8 *.#,-1*% W

max
λ∈RT

θ(λ, τ, d).
O� <��T

�"% / !"(4*% #(/'3% 1% )%"(* $,/')% 1% 3 ?("$%*)()-1% #%*!() 1% *%/'3!$%* $&!;-% '!*!/ 4)*%("$%*)!(" '!* -"% %#)(/ !)(," 1% #! / ,B%""% #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," < >%))% !''*,$&%
*%0(%") 8 *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1-!3

max
λ∈RT

E[θ(λ, τ̃ , d̃)].
�@" 1% )%"(* $,/')% 1% 3! 0!*(!"$%

1%
d̃
%)
τ̃
+ ," '*,' ,#% 1% *%/'3!$%* $% '*,234/ % '!* 3% '*,234/ % W

max
λ∈RT

E[θ(λ, τ̃ , d̃)]− κ(ε)
√
V ar(θ(λ, τ̃ , d̃)),

O� <�
T

,�
κ(ε) > 0

%#) -" 9!$)%-* 1% *(#;-% @:. < �3 # ?!U() 1% ' ."!3(#%* 3! 9,"$)(," ,2V %$)(9 '!*
3 ?.$!*) )B' % 1%

θ(λ, τ̃ , d̃)
< �"% !-)*% / !"(4*% 1% 3(/ ()%* $%) .$!*) )B' % %#) 1 ?!V ,-)%* -"%

$,")*!(")% 1- )B' % √
V ar(θ(λ, τ̃ , d̃)) ≤ α. D% /-3)(' 3($!)%-* 1% D!U*!"U% ,')(/ !3 !##,$(. 83! 1-!3(#!)(," 1% $%))% $,")*!(")% ' %-) 9,-*"(* -"% %#)(/ !)(," 1%

κ(ε).
�" ' %-) *%/ !*;-%*!-##( ;-% 3 ?!''*, $&% ;-% ",-# '*,' ,#,"# ($( *%0(%") 8 / %))*% %" '3!$% -"% !''*,$&% �!3-%A!)A� (#6 #-* 3% '*,234/ % 1-!3 O' ,-* 3%;-%3 d̃ %) τ̃ #,") !3.!),(*%#T < >%))% *%/ !*;-% ' %*/ %) 1%$&,(#(*

κ(ε) =
√

1−ε
ε

O0,(* #%$)(," � <� <� <�T < D! 9,"$)(," 1-!3%
θ(λ, τ̃ , d̃)

' %-) #% 1.$,/' ,#%*
!("#( W

θ(λ, τ̃ , d̃) = λT d̃+ θT (λ, τ̃ ) + θH(λ) + θJ(λ),

,�
θT (λ, τ̃ )

%#) 3! $,")*(2-)(," 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%# !- '*,234/ % 1-!3 + θH(λ)
3! $,")*(A

2-)(," 1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# !- '*,234/ % 1-!3 %) θJ(λ)
3! $,")*(2-)(," 1%# $,")*!)#

��= O3%# $%")*!3%# "-$3.!(*%# #,") / ,1.3(#.%# $,//% 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%#T < D! 9,"$)(,"



��R

θT (λ, τ̃ )
%#) %:'3($()% %) %#) 3! #%-3% 8 1.' %"1*% 1%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). W

θT (λ, τ̃ ) =

T/m0∑

k=1

km0∑

t=(k−1)m0+1

Duree(t)
∑

c`<λt

τ̃`(k)P
`
max(c` − λt).

D! 9,"$)(,"
θH(λ)

"% 1.' %"1 "( 1% 3! 1%/ !"1% "( 1%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). %) #% $!3$-3%
9!$(3%/ %") %" *.#,30!") LH

'*,234/ %# 3(".!(*%# 1% )!(33%
2T + 1

O3% (A4/ % '*,234/ % 3(".!(*%
$,**%#' ,"1!") 8 3! (A4/ % $%")*!3% &B1*!-3(;-%T <  % 9!�," #(/ (3!(*% + 3! 9,"$)(," θJ(λ)

!##,A
$(.% !-: #,-#A'*,234/ %# ��= "% 1.' %"1 "( 1% 3! 1%/ !"1% "( 1%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). %)
#% $!3$-3% %" *.#,30!") LJ

'*,234/ %# 3(".!(*%# 1% )!(33%
T + 1

O3% (A4/ % '*,234/ % 3(".!(*%
$,**%#' ,"1!") !- (A4/ % $,")*!) ��=T < � !'' %3,"# ;-% 3 ?," $,"#(14*% 1!"# $%))% #%$)(," ;-%
d̃
%#) -" 0%$)%-* !3.!),(*% 1% / ,B%""%

d̄
%) 1% / !)*($% 1% $,0!*(!"$%

Cov(d) = Γ
< � ,-#

!0,"# !3,*# W

E[θ(λ, τ̃ , d̃)] = θH(λ) + θJ(λ) + λT d̄+

T∑

t=1

∑

c`<λt

Duree(t)α`(c` − λt)P
`
max,

%)

V ar(θ(λ, τ̃ , d̃)) = λT Γλ+

T/m0∑

k=1

∑

`∈LH

(fk,`P
`
max)

2α`(1− α`)

n`
,

,�
fk,` =

∑

(k − 1)m0 + 1 ≤ t ≤ km0

c` ≤ λt

Duree(t)(c` − λt).

D%# #,3-)(,"# 1 ?-" '*,234/ % 3(".!(*% #,") ("#)!23%# < D ?(").*�) 1% 3! / ,1.3(#!)(," '*.#%").%
1!"# $%))% #%$)(," %#) 1 ?(")*,1-(*% -" )%*/ % ' %*/ %))!") 1% *.U-3!*(#%* 3% '*,234/ % %) 1%
#)!2(3(#%* 3%# #,3-)(,"# 1-!3%# < D,*#;-% #%-3% 3! 1%/ !"1% %#) ("$%*)!("% + 3% ",-0%!- '*,A
234/ % 1-!3 $,**%#' ,"1 8 -"% *,2-#)(@$!)(," 1- '*,234/ % 1-!3 O� <��T %" $&,(#(##!") $,//%
%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% ' ,-* 3%# $,"#,// !)(,"# 3 ?%33('#,�1% W

E = {d ∈ Rn, (d− d̄)T Γ−1(d− d̄) ≤ κ(ε)2}.
>% ",-0%!- '*,234/ % 1-!3 $,**%#' ,"1 !- '*,234/ % '*(/ !3 (" ()(!3 !-;-%3 ," ! *!V ,-). 3!
$,")*!(")%

d ∈ E . !"# 3%# 1%-: #%$)(,"# #-(0!")%# + ," #-'' ,#% ;-% 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #-(0%") 3%#&B' ,)&4#%# 1% 3! #%$)(," � <
 <� <
� 
� 
� �	�������� ��� �	������ �� ������

D ?,2V %$)(9 1% $% $%))% #%$)(," %#) 1 ?%:'3(;-%* $,//%") / %))*% %" '3!$% 1%# $,")*%'!*)(%#*,2-#)%# !V-#).%# 1- '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% O� <��T ' ,-* 3%;-%3 3%#$,")*!(")%# #-* 3%# $,// !"1%# ��= ,") .). *%3�$&.%# %) *%/'3!$.%# '!* O� <�QT <
�3 # ?!U() %"#-()% 1% 1.)%*/ ("%* 1!"# $% '*,234/ % + 3%# 0!*(!23%# ;-( #,") !V -#)!23%# %) $%33%#
;-( "% 3% #,") '!# < >%))% 1.$(#(," %#) -" $&,(: 1% / ,1.3(#!)(," %) 1(C .*%")%# *.' ,"#%#
' %-0%") �)*% !'' ,*).%# 8 $% '*,234/ % < �" ' %-) 0,(* 3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%# $,//%
1%# 0!*(!23%# "," !V-#)!23%# %) 3%# 0!*(!23%# *%#)!")%# O%" '!*)($-3(%* 3%# 0!*(!23%# 1 ?.)!)T
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$,//% 1%# 0!*(!23%# !V -#)!23%# < � .!"/ ,("# + !- 1.2-) 1% 3 ?&,*(7," 1% U%#)(," + !-$-" 1%#
'!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# " ?! .). ,2#%*0. %) 1,"$ #%-3%# 3%# $,// !"1%# 8 '*%"1*% 3% '*%/ (%*
V ,-* O,- !- '*%/ (%* '!# 1% )%/'#T "% #,") *.%33%/ %") '!# !V -#)!23%# < � ,-# !33,"# !3,*#
!1,')%* 3% $&,(: 1% / ,1.3(#!)(," #-(0!") W ",-# $,"#(1.*,"# ;-% 3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%1- '*%/ (%* V ,-* 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," #,") "," !V-#)!23%# %) ;-% ),-)%# 3%# !-)*%# 0!A*(!23%# #,") !V -#)!23%# < 	( 3 ?%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% 1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# %#) 3 ?%"0%3,'' %
$,"0%:% 1%

S
#$."!*(,#

(dt(s), a
`
t(s), τ

`
t (s))

S
s=1

+ !3,*# #(
S′ = {1, 2, . . . , S}, 3! $,")*%'!*)(%*,2-#)% !V -#).% 1- '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% .)-1(. %#) !3,*# 3% '*,A234/ % O� <�
T 1,"". 8 3! @" 1% $% $&!'()*% <

�" ' %-) #% 1%/ !"1%* #( 3! $,")*%'!*)(% *,2-#)% !V-#).% %#) .;-(0!3%")% 8 3! $,")*%A'!*)(% *,2-#)% 1- '*,234/ % O� <��T ,2)%"-% %" $&,(#(##!") 3% / �/% %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1%
' ,3B),'(;-% ,- #( 3! $,")*%'!*)(% *,2-#)% !V -#).% ' %*/ %) 1% 9,-*"(* 1% / %(33%-*# *.#-3)!)# <
� %/ !*;-,"# ),-) 1 ?!2 ,*1 + ;-% 1- 9!() 1%# !'' ,*)# &B1*!-3(;-%# + 3 ?&B' ,)&4#% � 1% 3! #%$)(,"
� <� " ?%#) '!# #!)(#9!()% < =!* $,"#.;-%") + 3%# &B' ,)&4#%# 1- )&.,*4/ % P��S 9,-*"(##!") 1%#
$,"1()(,"# #,-# 3%#;-%33%# 3! >�� %) 3! >� #,") .;-(0!3%")%# + "% #,") '!# #!)(#9!()%# < �"9!() + #( 3 ?%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% %#) ' ,3B),'(;-% + ," ' %-) 1,""%* 1%# %:%/'3%# 1% '*,234/ %#1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% ' ,-* 3%#;-%3# 3! >� %) 3! >�� #,") .;-(0!3%")%# O/ �/%
3,*#;-% $% " ?%#) '!# 3% / �/% #$."!*(, ;-( ' ,-* $&!;-% '!# 1% )%/'# ! *%�- 3% / ,("# 1% '*.A$(' ()!)(,"# 1%'-(# 3% 1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," T < =!* %:%/'3% + $,"#(1.*,"# -"% $%")*!3%
)&%*/ (;-% + -"% $%")*!3% &B1*!-3(;-% %) 
 '!# 1% )%/'# < D! 1%/ !"1% 0!-) d = (1, 3, 2)T

%)
3%# !'' ,*)# #,") 1!"# 3 ?%"0%3,'' % $,"0%:% 1%# � #$."!*(,# 1 ?!'' ,*)#

(1, 3, 2)
%)

(1, 2, 1)T .
D%

$,�) -"()!(*% 1% '*,1-$)(," )&%*/ (;-% %#) 1% � %) 3! 9,"$)(," 1% 0!3,*(#!)(," 1- #), $6 1 ?%!-3 ?(1%")(). <  !"# $% $!# + 3! >� %) 3! >�� #,") .;-(0!3%")%# < �,-# / ,")*%*,"# !-##( + 1!"#3! #%$)(," � <� + 8 )*!0%*# 1(0%*# %:%/'3%# + ;-% 3! >�� ' %-) 9,-*"(* 1% / %(33%-*# *.#-3)!)# <
>%' %"1!") + / �/% 3,*#;-% 3%# 0!3%-*# ,')(/ !3%# 1% 3! >� %) 1% 3! >�� #,") 3%# / �/%# + 3!
#,3-)(," 1% 3! >�� 9,-*"() -"% #,3-)(," + ;-( + %" / ,B%""% + #%*! )*4# $%*)!("%/ %") / %(33%-*%
;-% 3! #,3-)(," *,2-#)% ;-( " ?%#) '!# !1!')!)(0% < 	( 3 ?%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% %#) -"% %"0%A3,'' % $,"0%:% 1% #$."!*(,#

(ξ1, . . . , ξS),
%) #( 3 ?," ",)%

(u, v1, . . . , vS)
3! #,3-)(," 1% 3! >�� +

!3,*# 3,*#;-% #% '*,1-() 3% #$."!*(, S∑

i=1

αi ξi,
3! #,3-)(," 1% 3! >�� ",-# 9,-*"() -" ' ,(")

(u,
S∑

i=1

αi vi)
9!(#!23% %) 1,") 3% $,�) !##, $(. %#) ("9.*(%-* ,- .U!3 8 3! 0!3%-* ,')(/ !3% 1%

3! >�� < D! 0!3%-* ,')(/ !3% 1% 3! >�� ' %*/ %) 1% $,""!�)*% 3% '(*% $,�) ;-% 3 ?," ' ,-**!(),2)%"(* %" -)(3(#!") 3! #,3-)(," 1% 3! >�� O%) !("#( !0,(* -"% (1.% 1%# 2-1U%)# / !:(/-/ #
;- ?(3 9!-1*! 1.23,;-%* #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," T <
=!* $,")*% + 3 ?-)(3(#!)(," 1% $%))% / .)&,1% 1 ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!)(;-% ' ,#% -" '*,234/ % <
�" %C%) + ' ,-* -" '!# 1% )%/'# 1,"". + 3! 1.' %"1!"$% 1%# $,// !"1%# %" 9,"$)(," 1%#
*.!3(#!)(,"# '!##.%# 1%# '!*!/ 4)*%# " ?%#) '!# $,""-% < �@" 1% $,""!�)*% 3%# $,// !"1%#
'*.$,"(#.%# '!* 3! >�� + (3 9!-1*!() $,""!�)*% 3%# 0!3%-*#

(α1, . . . , αS),
)%33%# ;-% 3% 0%$)%-*

1%# '!*!/ 4)*%# #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," %#) S∑

i=1

αi ξi
< �-;-%3 $!# ," ' %-) -)(3(#%* 3%#

$,// !"1%#
(u,

S∑

i=1

αi vi)
< >%' %"1!") + )!") ;-% ),-# 3%# '!# 1% )%/'# "% #,") '!# .$,-3.# +



�� �

," "% ' %-) '!# 1.)%*/ ("%* $%# $, %� $(%")#
αi
< �" /,B%" 1 ?-)(3(#%* + 1 ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!A

)(;-% + 3! / .)&,1,3,U(% 1% 3! >�� + ' ,-* *,2-#)(@%* 3% '*,234/ % O� <��T + $,"#(#)% 8 / %))*%%" '3!$% $%))% >�� 8 $&!;-% '!# 1% )%/'# !0%$ -" &,*(7," 1% U%#)(," 1% '3-# %" '3-#
$,-*) < � ,-# !'' %3%*,"# $%))% / .)&,1% 3! >�� U3(##!")% < = 3-# '*.$(#./ %") + !- 1.2-) 1% 3!
' .*(,1% 1% U%#)(," + !@" 1% $,""!�)*% 3%# $,// !"1%# 8 !''3(;-%* ' ,-* 3% '*%/ (%* '!# 1%)%/'# + ," / %) %" '3!$% -"% >�� !0%$ %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% ' ,3B),'(;-% %" '*%"!") -"&,*(7," 1% U%#)(," 1%

T
'!# 1% )%/'# < D%# 0!*(!23%# "," !V-#)!23%# O%) 1,"$ $,""-%# !-

1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," T 1% $%))% >�� $,**%#' ,"1%") !-: $,// !"1%# 8 !''3(;-%*!- '*%/ (%* '!# 1% )%/'# < = 3-# U.".*!3%/ %") + ' ,-* 1.)%*/ ("%* 3%# $,// !"1%# !- '!# 1%
)%/'#

t ≤ T, ," *.#,-1 3! >�� !0%$ %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% ' ,3B),'(;-% ' ,-* 3% '*,234/ %O� <��T $,**%#' ,"1!") !-:
T − t+ 1

1%*"(%*# '!# 1% )%/'# < D%# 0!*(!23%# "," !V-#)!23%# 1%
$% '*,234/ % $,**%#' ,"1%") !-: $,// !"1%# 8 !''3(;-%* !- '!# 1% )%/'# t < >%))% / .)&,1%#%*! )%#).% #-* -" '*,234/ % *.%3 1% U*!"1% )!(33% %" #%$)(," � <� <� <
� 
� 
� �	�������� ��� �	������ �� ������ �� ������

�@" 1% $,""!�)*% 3! 1.' %"1!"$% 1%# 0!*(!23%# !V-#)!23%# %" 9,"$)(," 1%# *.!3(#!)(,"#
'!##.%# 1%# '!*!/ 4)*%# -" / ,B%" #(/'3% $,"#(#)% 8 $&,(#(* -"% 9,*/ % '!*!/ .)*(;-% '!*)(A$-3(4*% ' ,-* $%))% 1.' %"1!"$% < D,*#;-% 3%# 0!*(!23%# !V -#)!23%# #,") 1%# 9,"$)(,"# 3(".!(*%#1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# ," !2 ,-)() 8 3! ",)(," 1% >��� '*.#%").% 1!"# 3! #%$)(," � <Q <
=,)%")(%33%/ %") + ),-# 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #,") #-#$%')(2 3%# 1 ?("�-%"$%* 3%# 0!*(!23%#
!V -#)!23%# < � .!"/ ,("# + !@" 1 ?.0()%* -"% %:'3,#(," 1% 3! )!(33% 1% 3! >��� + ," $&%*$&% +
' ,-* -"% 0!*(!23% !V-#)!23% 1,"".% + 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# 3%# '3-# #-#$%')(2 3%# 1% 3 ?("A
�-%"$%* < >%))% .)!' % 9!() '!*)(% (").U*!")% 1% 3! / ,1.3(#!)(," %) 1%# )%#)# #%*,") ".$%##!(*%#
' ,-* #!0,(* #( -" $&,(: 1,"". $,"1-() 8 -"% !/ .3(,*!)(," #(U"(@$!)(0% '!* *!'' ,*) 8 3 ?-)(A
3(#!)(," 1 ?-"% >� $3!##(;-% < D%# '!*!/ 4)*%# ("�-%"�!") 3% '3-# 3%# $,// !"1%# #,") 3%#$,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# dt

!-: 1(C.*%")# '!# 1% )%/'#
t
< �- '!# 1% )%/'#

t,
," ' %-)

1,"$ *!(#,""!23%/ %") #-'',#%* ;-% 3%# $,// !"1%# )&%*/ (;-%# u`
t, ` ∈ LT ,

&B1*!-3(;-%#
v`
t , ` ∈ LH ,

%) 3%# $,// !"1%# 1%# $,")*!)# ��=+
u`

t, ` ∈ LJ ,
1.' %"1%") 3(".!(*%/ %") 1%

$,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# dj
,2#%*0.%# 8 1%# '!# 1% )%/'#

j ∈ It,
,�

It
%#) -" #,-#A

%"#%/23% 1,"". 1% {1, . . . , t} :

u`
t = p`,0

t +
∑

j∈It

p`,j
t dj , ` ∈ LJ , u`

t = q`,0
t +

∑

j∈It

q`,j
t dj , ` ∈ LT ,

v`
t = r`,0

t +
∑

j∈It

r`,j
t dj , ` ∈ LH .

O� <�RT

D%# ",-0%33%# 0!*(!23%# "," !V-#)!23%# #,") / !(")%"!")
p`,j

t , q`,j
t ,

%)
r`,j
t .

�" 0! 1,"$ $&%*$&%*
3%# / %(33%-*%# $,/2("!(#,"# 3(".!(*%# 1.@"(%# '!* O� <�RT %" $&,(#(##!") 1(C.*%")# %"#%/23%#
1 ?("$%*)()-1% ' ,-* 3! 1%/ !"1% < �3 #%/23% !-##( *!(#,""!23% 1% ' %"#%* ;-% 3%# $,// !"1%#!''3(;-.%# 8 -"% $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` 1.' %"1%") 1%# !'' ,*)# &B1*!-3(;-%# 1- *.#%*0,(*!3(/ %")!") $%))% $%")*!3% < �" ',-**! 1,"$ !-##( + #( $%3! $,"1-() 8 -"% >��� #,3-23% %"
)%/'# *!(#,""!23% + %"*($&(* 3 ?("9,*/ !)(," 8 '!*)(* 1% 3!;-%33% 3%# $,// !"1%# &B1*!-3(;-%##%*,") $!3$-3.%# #,-# 3! 9,*/ % W

v`
t = r`,0

t +
∑

j∈It

r`,j
t,1 dj +

∑

j∈It

r`,j
t,2 a

`
j , ` ∈ LH .

O� <��T

�" ' %-) 2(%" .0(1%// %") $,/2("%* $%# #$&./ !# 1% 1.' %"1!"$% < �" ' %-) 1.$(1%* ;-%$%*)!("%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1% O'!* %:%/'3% 3%# 0!*(!23%# 1%# '*,234/ %# )&%*/ (;-%# %)



���

&B1*!-3(;-%#T #,") !V -#)!23%# %) U,-0%*".%# '!* 3%# .;-!)(,"# O� <�RT ,- O� <��T %) ;-% 3%#!-)*%# 0!*(!23%# #,") "," !V-#)!23%# <
D ?%"#%/23%

It
1.' %"1 1% 3 ?("9,*/ !)(," 1(#' ,"(23% 8 3! 1!)%

t.
�" '*!)(;-% + ," $,""!�) +

' ,-* $&!;-% '!# 1% )%/'# + ),-)%# 3%# *.!3(#!)(,"# '!##.%# 1%# '!*!/ 4)*%# 1- '*,234/ % %)1,"$ 3% $&,(: 3% '3-# "!)-*%3 ' ,-*
It
%#)

It = {1, . . . , t − 1}. 	( 3 ?("9,*/ !)(," #-* 3%# 0!A
3%-*# 1%# '!*!/ 4)*%# !**(0% !0%$ -" 1.$!3!U% 1%

m
'!# 1% )%/'# + ," ! !3,*# !- / (%-: +

It = {1, . . . , t −m}. �@" 1% *.1-(*% 3! )!(33% 1%# >��� %) !@" 1% '*(0 (3.U(%* 3%# ("9,*/ !A
)(,"# *.$%")%# + ," ' %-) $&,(#(* 1% "% # ?(").*%##%* ;- ?!-: 0!3%-*# 1%# '!*!/ 4)*%# ' ,-* 3%# /1%*"(%*# '!# 1% )%/'# %" '*%"!")

It = {t−1, . . . , t−m}. �" ' %-) (/ !U("%* !-##( 1%# $&,(:1B"!/ (;-%# 1- #,-#A%"#%/23% It 1,") 3! )!(33% 1.' %"1% 1- '!# 1% )%/'# t %) 1%# 1,"".%#*.$,3).%# V -#;- ?8 3! 1!)% t. =!* 3! #-()% + ",-# @:,"# 1 ≤ m ≤ T − 1,
%) #(

t ≥ m+ 1
!3,*#

," $&,(#()
It = {1, . . . , t−m} %) #("," It = ∅ <>,")*!(*%/ %") 8 3! >�� '*.#%").% '*.$.1%//%") + 3! >��� 9,-*"() -"% #,3-)(," %:'3,(A

)!23% 1(*%$)%/ %") 1 ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!)(;-% < �" %C%) + !- '!# 1% )%/'#
t
+ 3%# 0!3%-*#

1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# ' ,-* ),-# 3%# '!# 1% )%/'#
j ∈ It

#,") $,""-# < �" ' %-) 1,"$
-)(3(#%* 3! #,3-)(," 1% 3! >��� %) 3%# .;-!)(,"# O� <�RT %)�,- O� <��T !@" 1% 1.)%*/ ("%* 3%#
$,// !"1%#

((u`
t)`∈LT ∪LJ

, (v`
t )`∈LH

)
9,-*"(%# '!* 3! >��� < �"% ;-%#)(," ;-( #% ' ,#% %"A#-()% "!)-*%33%/ %") %#) 1% #!0,(* #( -"% >��� 1,"".% O,2)%"-% !0%$ -" $&,(: '!*)($-3(%*

' ,-* 3 ?%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% 1%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# %) -"% ' ,3()(;-% 1,"".% 1% 1.' %"A1!"$% 1%# 0!*(!23%# !V -#)!23%# %" 9,"$)(," 1% $%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("#T %) 3! >� -)(3(#!")
3% / �/% %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% ' ,-* 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #,") .;-(0!3%")%# < �" 9!() +/ �/% 1!"# 3% $!# ,� 3%# 0!3%-*# ,')(/ !3%# 1% 3! >��� %) 1% 3! >� #,") 3%# / �/%# + 3 ?-)(3(#!A
)(," 1%# $,// !"1%# 1,"".%# '!* O� <�RT %)�,- O� <��T O%) 1,"$ 3 ?-)(3(#!)(," 1% 3! #,3-)(," 1%3! >��� T #%*! 8 '*(0 (3.U(%* $!* %33% ! 1% U*!"1%# $&!"$%# 1% 9,-*"(* -"% / %(33%-*% #,3-)(,"
%" / ,B%""% O/ �/% #( 3%# '(*%# #$."!*(,# ' ,-* 3! >� %) 3! >��� ,") 3%# / �/%# $,�)#T <
� �� �� �� �����
 �� 	 �����
����	� �� ����� ����

	-'' ,#,"# ;-% ),-)%# 3%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1% #,") !V -#)!23%# %) 1.)%*/ (".%# '!*3%# .;-!)(,"# O� <�RT ' ,-* 3%# $,// !"1%# )&%*/ (;-%# %) ��= %) O� <��T ' ,-* 3%# $,// !"1%#
&B1*!-3(;-%# < D ?%"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% 3% '3-# #(/'3% ;-% 3 ?," ' %-) $!3(2*%* %#) -" %"A
#%/23% ' ,3B),'(;-% < 	-'' ,#,"# ;-% $% ' ,3B),' % #,() 3 ?%"0%3,'' % $,"0%:% 1%# #$."!*(,#
((dt(s), a

`
t(s), τ

`
t (s))

S
s=1,

%) ",),"#
S′ = {1, . . . , S}. D! >��� 1- '*,234/ % O� <��T %#) !3,*# +

#,-# $%# $&,(: + 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," 3(".!(*% O� <�� T 1,"". 8 3! @" 1% $% $&!'()*% <
� �� �� �� ����
������ 	� 
� ��� ��
 ��� ��
����
�� ����
�����

�" )*!()% / !(")%"!") 3% $!# ,� 3%# $,// !"1%# )&%*/ (;-%# %) ��= #,") 1.)%*/ (".%# '!*
3%# .;-!)(,"# O� <�RT � 3%# $,// !"1%# &B1*!-3(;-%# '!* 3%# .;-!)(,"# O� <��T %) 3%# %"#%/23%#1 ?("$%*)()-1% #,") 1.@"(# '!* 1%# $,")*!(")%# 1% 2 ,�)% < = 3-# '*.$(#./ %") ," #-'',#% ;- ?(3%: (#)% 1%# 0%$)%-*#

dmin, dmax, (a`,min)`∈LH
, (a`,max)`∈LH

, (τ `,min)`∈LT
, (τ `,max)`∈LT

,
)%3#

;-% W
∀t = 1, . . . , T, dmin

t ≤ dt ≤ dmax
t , a`,min

t ≤ a`
t ≤ a`,max

t , ∀` ∈ LH ,

∀t = 1, . . . , T, τ `,min
t ≤ τ `

t ≤ τ `,max
t , ∀` ∈ LT .

O� <� �T
>% $!# '*.#%")% -" U*!"1 (").*�) '*!)(;-% '-(#;-% 1% �2 ,"#� %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% 1%
$% )B' % ' %-0%") �)*% ,2)%"-# %" -)(3(#!") 1%# '*, $.1-*%# #)!)(#)(;-%# O0,(* '!* %:%/'3% 3!#%$)(," � <QT <



��


� ���
��� � �� �� ����
n ∈ N∗ �� ������

(x, ymin, ymax) ∈ Rn×Rn
+×Rn

+

, ��	� -

min
y∈[ymin,ymax]

xT y = yT
minx

+ + yT
maxx

−; max
y∈[ymin,ymax]

xT y = yT
maxx

+ + yT
minx

−.

� ,-# #-'',#%*,"# ;-% m 6= 0;
3! >��� 1- '*,234/ % O� <��T ' ,-0!") !-##( #% $!3$-3%*9!$(3%/ %") 3,*#;-% m = 0.

�" ("V %$)!") 3%# #$&./ !# 1% 1.' %"1!"$% O� <�RT %) O� <��T 1!"#O� <��T %) %" -)(3(#!") 3! *%/ !*;-% � <� <� + ," ' %-) / ,")*%* ;-% 3! >��� 1- '*,234/ % O� <��T%" $&,(#(##!") ' ,-* %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% 3 ?%"#%/23% 1.@"( '!* O� <� �T + %#) 3% '*,234/ %3(".!(*% O� <��T 9,-*"( 8 3! @" 1% $% $&!'()*% < �" '*!)(;-% + $%))% !''*,$&% $,"1-() 8 1%#>��� 1% U*!"1% )!(33% � 3% ",/2*% 1% $,")*!(")%# %) 3% ",/2*% 1% 0!*(!23%# .)!") 1% 3 ?,*1*%1%
O(T 2L).

=3-# '*.$(#./ %") 3% ",/2*% 1% 0!*(!23%# %#) W

1+|LH|+|LJ |+3m(1+|LJ |)+T (3+m+3|LJ |+2|LH |)+ (T − m)(T − m + 1)(3 + 3|LT | + 12|LH | + |LJ |)
2

.

� �� �� �� �����
 �� 	 �����
����	� � �������	� � ��
 ��� �������������

� ,-# / %)),"# ($( %" '3!$% 3! >��� 1- '*,234/ % O� <��T 3,*#;-% 3%# $,// !"1%# )&%*A/ (;-%# #,") 1%# 9,"$)(,"# 1% 3! 1%/ !"1% %:'3($().%# %" O� <�RT + 3%# $,// !"1%# &B1*!-3(;-%##-(0%") 3% #$&./ ! U.".*!3 1,"". %" O� <��T %) %"@" + 3%# %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% #,") %33('A
#,�1!-: ' ,-* 3! 1%/ !"1% + %) 1.@"(# '!* 3%# $,")*!(")%# 1% 2 ,�)% O� <� �T ' ,-* 3%# !'' ,*)#
%) 3%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). < =!* $,")*% + !@" 1% #(/'3(@%* 3! '*.#%")!)(," 1%# *.#-3)!)# + 3%#
$,// !"1%# ��= "% #,") '!# $,"#(1.*.%# !V-#)!23%# < D% 0%$)%-* 1%# 1%/ !"1%# ' %-) 1,"$
�)*% " ?(/' ,*)% ;-%3 ' ,(") 1% 3 ?%33('#,�1% #-(0!") W

E = {d ∈ RT , | (d− d̄)T Γ−1(d− d̄) ≤ κ2};
,� 3% 0%$)%-*

d̄
*%'*.#%")% 3! 1%/ !"1% / ,B%""% !-: 1(C .*%")# '!# 1% )%/'# 1% 3! ' .*(,1%

1% U%#)(," � Γ %#) -"% / !)*($% 1.@"(% ' ,#()(0% %)
κ
-" "(0%!- 1% $,"@!"$% 1,") 1.' %"1 3!

)!(33% 1% 3 ?%33('#,�1% <  !"# $%# $,"1()(,"# + !'*4# ;-%3;-%# $!3$-3# .3./ %")!(*%# + ," / ,")*%
;-% 3! >��� 1- '*,234/ % O� <��T %#) 3% '*,234/ % $,"(;-% 1- #%$,"1 ,*1*% O� <��T 1,"". %"@" 1% $% $&!'()*% <

�" ',-**!() !-##( %"0(#!U%* 1% $&,(#(* $,// % %"#%/23% 1 ?("$%*)()-1% ' ,-* 3%# !'' ,*)#
&B1*!-3(;-%# 1% 3! *.#%*0% ` ∈ LH ,

-" %33('#,�1% E` $%")*. #-* 3% 0%$)%-* ā` 1%# !'' ,*)#/ ,B%"# !-: 1(C.*%")# '!# 1% )%/'# %) 1.@"( '!* W

E` = {a` ∈ RT , (a` − ā`)T Γ−1
` (a` − ā`) ≤ κ2

`},
,�

Γ`
%#) -"% / !)*($% 1.@"(% ' ,#()(0% %)

κ` > 0
-" 9!$)%-* 1% *(#;-% <

� ("!3%/ %") + 3%# >��� 1- '*,234/ % O� <��T ,2)%"-%# %" -)(3(#!") W
� < 1%# %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% ' ,3B),'(;-%# + 1.@"(# '!* 1%# $,")*!(")%# 1% 2 ,�)% ,-%33('#,�1!-: ',-* 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# �
� < 3%# #$&./ !# 1% 1.' %"1!"$% O� <�RT O,- .0%")-%33%/ %") O� <��T ' ,-* 3%# $,// !"1%#
&B1*!-3(;-%#T ' ,-* 3%# 0!*(!23%# !V-#)!23%# �,") -"% 9,*/-3!)(," %:'3($()% )*!()!23% ;-( %#) -" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," 3(".!(*% ,- $,A"(;-% 1- 1%-: (4/ % ,*1*% <
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� �� ��I�JK
	 K
 ��	J �
IMJH
D%# >�� %) >��� '*.#%").%# 1!"# 3%# #%$)(,"# � <� <� %) � <� <
 #,") 1%# '*,234/ %# 3(A

".!(*%# ,- $,"(;-%# 1- 1%-:(4/ % ,*1*% ;-% ",-# *.#,30,"# 1(*%$)%/ %") '!* 1%# / .)&,1%#1% ' ,(")# (").*(%-*# <
� ,-# !33,"# / ,")*%* $,//%") 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," 1.)%*/ ("(#)% O� <��T ' %-) #% *.A
#,-1*% '!* 3! )%$&"(;-% 1% 3! 1.$,/',#()(," '!* 3%# '*(: %" -)(3(#!") 3! *%3!:!)(," 3!U*!"AU(%""% O%" 1-!3(#!") 3%# $,")*!(")%# $,-'3!")%# 1% #!)(#9!$)(," 1% 3! 1%/ !"1%T < D! / �/%
/ .)&,1,3,U(% ' ,-**! %"#-()% �)*% !''3(;-.% !@" 1% *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(,"
#), $&!#)(;-% /-3)(A.)!' %# '*.#%"). 1!"# 3! #%$)(," � <
 <� 3,*#;-% 3 ?.0,3-)(," 1%# '!*!/ 4)*%#("$%*)!("# #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," %#) *%'*.#%").% '!* -" !*2*% 1% #$."!*(,# <  %# '*.$(#(,"#
#-* 3%# #' .$(@$().# 1% 3 ?(/'3./ %")!)(," 1% 3! / .)&,1% 1!"# $% $,")%:)% #%*,") 1,"".%# < >%
#$&./ ! 1% 1.$,/' ,#()(," ;-( ' ,-**!() �)*% $,/'!*. 8 3! / .)&,1% 1% =*,U*!// !)(,"  B"!A/ (;-% 	), $&!#)(;-%  -!3% P��S *%0 (%") 8 !1!')%* P�QS !- '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(,".3%$)*(;-% !""-%33% <
� 
� 
� � ���	�	 �	� ��

� ,-# ",)%*,"#
(x, u)

3% 0%$)%-* 1%# 0!*(!23%# 1% 1.$(#(," 1- '*,234/ % O� <��T +
x
.)!")

3 ?%"#%/23% 1%# 0!*(!23%# 1 ?.)!) %)
u
3 ?%"#%/23% 1%# 0!*(!23%# 1% $,// !"1%# < 	,()

λ ∈ RT ,#,()
d ∈ RT 3% 0%$)%-* 1%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# %) #,() L 3% D!U*!"U(%" ,2)%"- %"

1-!3(#!") 3%# $,")*!(")%# $,-'3!")%# 1% #!)(#9!$)(," 1% 3! 1%/ !"1% W

L(x, u, λ) = λTd+
∑

`∈LT

T∑

t=1

(c` − λt)u
`
t +

∑

`∈LH

f `
H(x, u, λ) +

∑

`∈LJ

f `
H(x, u, λ),

!0%$
f `

H(x, u, λ) = −a` −
T∑

t=1

λt v
`
t , ` ∈ LH ,

%)
f `

J(x, u, λ) = −b` −
T∑

t=1

λt u
`
t, ` ∈ LJ .

�" ",)!")
χ
3 ?%"#%/23% 1% 9!(#!2(3(). 1- '*,234/ % O� <��T + !@" 1% *.#,-1*% 3% '*,234/ %

1 ?,')(/ (#!)(," '*(/ !3 O� <��T + ," 1,() *.#,-1*%
min

(x,u)∈χ
max

λ
L(x, u, λ)

< >% '*,234/ % *%0(%")
8 *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1-!3

max
λ

θ(λ)
!0%$

θ(λ) = min
(x,u)∈χ

L(x, u, λ),
#( #%-3%# 1%# -"().#

)&%*/ (;-%# + "-$3.!(*%# %) &B1*!-3(;-%# #,") '*(#%# %" $,/')% < �" %C%) + 1!"# $% $!# + O� <��T%#) -" '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," 3(".!(*% #-* -" %"#%/23% 2 ,*". %) 1!"# $% $!# 3% '*,234/ %
'*(/ !3 %) 3% '*,234/ % 1-!3 #,") .;-(0!3%")# O1!"# 3% #%"# ,� (3# ,") / �/% 0!3%-* ,')(/ !3%T <
	( 3 ?," )(%") $,/')% 1%# $,")*!)# ��=+ 3 ?%"#%/23% 1%# $,")*!(")%# " ?%#) '3-# $,"0%:% %) 3%
#!-) 1% 1-!3(). %#) #)*($)%/ %") ' ,#()(9 < � .!"/ ,("# 3% )&.,*4/ % 1% 3! 1-!3(). 9!(2 3% ",-#
1,""% W

min
(x,u)∈χ

max
λ

L(x, u, λ) ≥ max
λ

θ(λ).
O� <��T

 % '3-# + 1%# #(/-3!)(,"# "-/ .*(;-%# 9!()%# #-* 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$A)*(;-% )%"!") $,/')% 1%# $,")*!)# ��=+ / ,")*%") ;-% 3% #!-) 1% 1-!3(). %#) 9!(2 3% < D%'*,234/ % 1-!3 ",-# ' %*/ %) !3,*# 1 ?!''*,:(/ %* 3! 0!3%-* ,')(/ !3% '*(/ !3% <



���

�" *%/ !*;-% ;-% 3! 9,"$)(," 1-!3%
θ
%#) "," 1(C .*%")(!23% + $,"$!0% %) #.'!*!23% '!*

*!'' ,*) !-: -"().# 1% '*,1-$)(," < �" %C%) + #(
χ`

%#) 3 ?%"#%/23% 1%# $,")*!(")%# ' ,*)!")
#-* 3%# $,// !"1%# %) 3%# .)!)# 1% 3 ?-"(). 1% '*,1-$)(,"

`
+ 3! 9,"$)(," 1-!3% # ?.$*() W

θ(λ) = λTd+
∑

`∈L

θ`(λ)
!0%$

θ`(λ) = min
(x`,u`)∈χ`

f `
H(x`, u`, λ),

#(
` ∈ LH ,

O� <�
T

θ`(λ) = min
(x`,u`)∈χ`

f `
J(x`, u`, λ),

#(
` ∈ LJ ,

O� <�� T
%)

θ`(λ) = min
u`∈χ`

T∑

t=1

(c` − λt) u
`
t,

#(
` ∈ LT .

O� <��T
>%))% / .)&,1% %#) '!*)($-3(4*%/ %") (").*%##!")% ' ,-* )*!()%* 1%# '*,234/ %# 1% U*!"1% )!(33%
)%3 ;-% $%3- ( !-;-%3 ",-# ",-# (").*%##,"# < =,-* / !:(/ (#%* θ O,- $% ;-( *%0(%") !- / �/%
' ,-* / ("(/ (#%* 3! 9,"$)(," $,"0%:% −θT ",-# -)(3(#,"# -"% / .)&,1% 1% 9!(#$%!-: 1.$*()%1!"# PQ�S < >%$( ".$%##()% 3! $,"#)*-$)(," 1 ?-"% 2 ,�)% ",(*% + ;-( + ' ,-* ),-) λ ∈ RT ,

%#)
$!'!23% 1% $!3$-3%* −θ(λ)

%) 1% 1,""%* -" #,-#AU*!1(%") !*2()*!(*%
s(λ) ∈ ∂(−θ(λ))

< 	,()
L`

3% D!U*!"U(%" '!*)(%3 !##,$(. 8 3! 9,"$)(," 1-!3% '!*)(%33% $,**%#' ,"1!") !- / ,B%" 1%
'*,1-$)(,"

`
< D% $!3$-3 1% −θ(λ)

%#) %C %$)-. %" *.#,30!") 3%# 1(C.*%")# '*,234/ %# 1 ?,')(A
/ (#!)(," !##,$(.# !-: 1(C .*%")%# -"().# 1% '*,1-$)(," < � $&!;-% ().*!)(," 1% 3! / .)&,1%1%# 9!(#$%!-: + ," 1,() 1,"$ *.#,-1*% L #,-#A'*,234/ %# W 3% ",/2*% 1% 0!*(!23%# 1 ?-" #,-#A
'*,234/ % .)!") 1% 3 ?,*1*% 1- ",/2*% 1% 0!*(!23%# 1% $,// !"1%# %) 1 ?.)!)# 1% 3 ?-"().
1% '*,1-$)(," !##, $(.% 8 $% #,-#A'*,234/ % < >,"$%*"!") 3% $!3$-3 1 ?-" #,-#AU*!1(%") + #(
(x∗` (λ), u∗` (λ)) =

!*U/ ("
(x,u)χ`

L`(x, u, λ),
!3,*#

s(λ) = −d+
∑

`∈L

u∗`(λ) ∈ ∂(−θ(λ)).

=3-# '*.$(#./ %") + %" #% *.9.*!") 8 P�RS + -"% *.#,3-)(," U3,2!3% 8 3 ?!(1% 1 ?-" #$&./ ! ().*!)(9
' %-) #% 1.$*(*% %" � .)!' %# %" '!*)!") 1 ?-" '*(: 1% *.9.*%"$%

λ
-)(3(#. ' ,-* (" ()(!3(#%*

3 ?!3U,*()&/ % !0%$ 3 ?("1%:
k = 1

%)
λ1 = λ

W
� < � 3 ?()%*!)(,"

k
+ 1.$,/',#()(," %" #,-#A'*,234/ %# %) $!3$-3 1% 3! #,3-)(," 3, $!3% 1-

#,-#A'*,234/ %
`
W
(x∗` (λk), u

∗
` (λk)) �

� < �0!3-!)(," 1% 3! 9,"$)(," 1-!3%
θ
!- ' ,(")

λk
%) $!3$-3 1 ?-" #,-#AU*!1(%")

s(λk) �

 < 5 (#% 8 V ,-* 1%# /-3)(' 3($!)%-*# 1% D!U*!"U% '!* 3% $, ,*1("!)%-* %" -)(3(#!") -"% 2 ,�)%
",(*% O( <% $!3$-3 1%

λk+1
T �

� < 5 (#% 8 V ,-* 1% 3 ?("1%:
k : k ← k + 1

%) *%),-* 8 3 ?.)!' % � <
� 
� 
� � ��	 ��� �	� � ������ ��� � �������� �	�����	� �
���

� ,-# 1.$*(0,"# 2*(40%/ %") 3! '*%/ (4*% .)!' % 1% 3 ?!3U,*()&/ % 1% 1.$,/',#()(," '!* 3%#
'*(: ;-% 3 ?," 0(%") 1% '*.#%")%* < D%# #,-#A'*,234/ %# )&%*/ (;-%# 1-!-: ,") 1%# #,3-)(,"#.0(1%")%# %) 3%# #,-#A'*,234/ %# &B1*!-3(;-%# 1-!-: #,") 1%# '*,234/ %# 1 ?,')(/ (#!)(," 3(A".!(*%# *.#,3-# %" -)(3(#!") -"% / .)&,1% 1% ' ,(")# (").*(%-*# < � ,-# 0%**,"# 1!"# 3! #%$)(,"
#-(0!")% + -"% / .)&,1% %� $!$% 1% *.#,3-)(," 1% $%# #,-#A'*,234/ %# '!* '*,U*!// !)(," 1BA
"!/ (;-% < D% #,-#A'*,234/ % ��= !##, $(. !- $,")*!) ��=

`
$,"#(#)!") 8 $!3$-3%*

θ`(λ)
%#) -"



��Q

'*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," �= $,/'3%) + "," $,"0%:% *.#,3- '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-%#), $&!#)(;-% < 	,() λ 3! 0!3%-* $,-*!")% 1- /-3)(' 3($!)%-* 1% D!U*!"U% < �" $,""!�) + !- '!#1% )%/'#
T + 1,

',-* $&!;-% $,")*!) ��=
`,
%) ' ,-* $&!;-% '!# 1% #), $6 x, 3%# 0!3%-*#1% � %33/ !" V `

J (x, T + 1)
1% 3! *.#%*0% ��=

`
< �")*% 1%-: '!# 1% #), $6# + *!'' %3,"# ;-% 3!9,"$)(," 1% � %33/ !" %#) 3(".!(*% < �" %" 1.1-() + %" -)(3(#!") 3%# .;-!)(,"# 1% � �� + O'&!#%!**(4*%T 3%# 0!3%-*# 1% � %33/ !" V `(x, t)

',-* ),-) $,")*!)
`,
),-) '!# 1% )%/'#

t,
%) ),-)

'!# 1% #),$6
x
%" -)(3(#!") 3%# 9,*/-3%# 1% *.$-**%"$% W

{
V `(x, t) = max V `(x− u`

t, t+ 1) + λt u
`
t

u`
t(u

`
t −Duree(t) P `

max) = 0, x− u`
t ≥ 0.

O� <�QT
�" $,""!(##!") 3% #), $6 1 ?."%*U(% #-* $&!;-% $,")*!) ` !- 1.2-) 1% 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," +3! '&!#% !0!") $,"#(#)% %"#-()% 8 1.1-(*% 3%# $,// !"1%# ��= ,')(/ !3%#

u∗` (λ)
8 !''3(;-%*8 $&!;-% '!# 1% )%/'# %" -)(3(#!") 3%# 0!3%-*# 1% � %33/ !" $!3$-3.%# 1!"# 3! '&!#% !**(4*% <D,*#;-% 3! / .)&,1% 1% 1.$,/',#()(," '!* 3%# '*(: %#) -)(3(#.% ' ,-* *.#,-1*% 3% '*,234/ %1 ?,')(/ (#!)(," #), $&!#)(;-% /-3)(A.)!' %# #-* -" !*2*% 1% #$."!*(,# 1.$*() %" #%$)(," � <
 <� +

3%# #,-#A'*,234/ %# ��= #% *.#,30%") !-##( '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% 1% 3! 9!�," #-(A0!")% < �" /,1(@% 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# 1% 9!�," 8 !V ,-)%* 8 $&!;-% 9%-(33% 1% 3 ?!*2*% -"",%-1 @3# ;-( %#) -"% 1-'3($!)(," 1% #," ' 4*% < D%# 0!3%-*# 1% �%33/ !" #,") 1!"# -" '*%A/ (%* )%/'# ("1%:.%# '!* 3% '!# 1% #),$6
x
%) 3% ", %-1

n.
=,-* $&!;-% $,")*!) ��= `,

,"
$,""!�) 3%# 0!3%-*# 1% � %33/ !" V `(x, n)

',-* ),-# 3%# '!# 1% #),$6
x
%) ),-)%# 3%# 9%-(33%#

n
1- ",-0%3 !*2*% $,"#)*-() < �" %" 1.1-() + ' ,-* ),-)% *.#%*0% ��=

`,
3! 0!3%-* 1% � %33/ !"

V `(x, n)
!- '!# 1% #),$6

x
%) !- ", %-1

n
'!* W

V `(x, n) =

{
max (

∑
m∈F (n) πT (m)(V `(x− u`

n,m) + λn u
`
n))

x− u`
n ≥ 0, u`

n ∈ {0,Duree(τ(n)) P `
max}.

O� <��T

�"% '&!#% !0!") ' %*/ %) %"#-()% 1 ?-)(3(#%* $%# 0!3%-*# 1% � %33/ !" ' ,-* $!3$-3%* 3%# $,/ A
/ !"1%# ��= %" $&!;-% ",%-1 1% 3 ?!*2*% < D%# 1%-: )B' %# 1% / .)&,1%# -)(3(#.%# O'*,U*!/ A/ !)(," 1B"!/ (;-% %) / .)&,1%# 1% ' ,(")# (").*(%-*#T ,") -"% $,/'3%: (). 1.' %"1!") 1% 3!1(/ %"#(," 1% 3 ?%#'!$% 1-!3 < �" 1.9!-) *%$,""- 1% 3! '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% %#) ;-% #!$,/'3%: (). $*,�) %:' ,"%")(%33%/ %") !0%$ 3! 1(/ %"#(," 1% 3 ?%#'!$% 1 ?.)!) <
� 
� 
� � ��	 ��� �	� ��� �	�����	� �
��� ������ ������ �� ��� ��� ��	���� �

� �� �	� ����� ����

D ?,2V %) 1% $%))% #%$)(," %#) 1% '*.#%")%* -"% / .)&,1% ,*(U("!3% 1% *.#,3-)(," 1- '*,A
234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% 3,*#;- ?," "%
1(#' ,#% ;-% 1 ?-"% $%")*!3% &B1*!-3(;-% %) 1% $%")*!3%# )&%*/ (;-%# < �" !''3(;-% %"#-()%$%))% / .)&,1,3,U(% ' ,-* $!3$-3%* %� $!$%/ %") 3%# $,")*(2-)(,"#

θ`(λ)
O1.@"(%# '!* O� <�
T

%) O� <�� TT 1% $&!;-% $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` %) $&!;-% $,")*!) ��=
`
8 3! 9,"$)(," 1-!3%

θ(λ)
1.@"(% 1!"# 3! #%$)(," � <� <� <

� �� �� �� � 
� ��� ����
��

	-'' ,#,"# 1!"# -" '*%/ (%* )%/'# ;-% ",-# "% 1(#' ,#(,"# ;-% 1% $%")*!3%# )&%*/ (;-%# <
� ,),"# !3,*# ' ,-* ),-)

` ∈ LT , M
` = (τ `

1Duree(1)P
`
max, . . . , τ

`
TDuree(T )P `

max)
T ,
3% 0%$)%-*

#' .$(@ !") 3%# $!'!$().# 1% '*,1-$)(," / !:(/ !3%# 1% 3! $%")*!3%
`
!-: 1(C.*%")# '!# 1% )%/'#

%)
Mj

3% 0%$)%-* #' .$(@ !") 3%# ;-!")().# / !:(/ !3%# 1% '*,1-$)(," !- '!# 1% )%/'# j ' ,-*



���

3%# 1(C .*%")# / ,B%"# 1% '*,1-$)(," < �" #-'' ,#% !-##( ;-% 3! 1%*"(4*% $%")*!3% )&%*/ (;-%! -"% $!'!$(). 1% '*,1-$)(," ("@"(% %) 1,"$ ;-% PLT
max = +∞ ,- %"$,*% ;-% MLT = +∞e.
-())% 8 *.,*1,""%* 3%# / ,B%"# 1% '*,1-$)(," + ," #-'' ,#% %"@" ;-% 3%# $,/' ,#!")%# 1-0%$)%-* $,�) )&%*/ (;-% c = (c1, . . . , cLT

)T ,
#,") ,*1,"".%# W

0 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cLT
.

� ("#( + !- '!# 1% )%/'#
j,
#( ," " ?-)(3(#% ;-% 1%# $%")*!3%# )&%*/ (;-%# + 3% $,�) 1% '*,1-$)(,",')(/ !3 ' %*/ %))!") 1% #!)(#9!(*% -"% 1%/ !"1% 1%

t
5� & + *%0(%") 8 $!3$-3%* 3% $,�) ,')(/ !3

ψMj
(t)

#-(0!") W

ψMj
(t) = min

u
{cTu : 0 ≤ u ≤Mj ,

LT∑

`=1

u` = t }.

� ("#( + ' ,-* ),-)
1 ≤ j ≤ T, ψMj

(t)
%#) -"% 9,"$)(," 3(".!(*% '!* / ,*$%!-: + $,"0%:% %) )%33%

;-% ψMj
(0) = 0.

� 33% ! 1%# ?6 ("6# ? !-: ' ,(")# W

tk(Mj) =

k∑

`=1

M `
j , k = 0, . . . ,LT − 1.

=,-* ),-)
1 ≤ j ≤ T,

',#,"# "!)-*%33%/ %")
tLT

(Mj) = +∞ < D%# 9,"$)(,"#
(ψMj

(.))Tj=1#,") 1(C .*%")(!23%# %" ),-) ' ,(") 1(C .*%") 1%# ?6("6# ? W

ψ
′

Mj
(t) = 0, t < 0,

ψ
′

Mj
(t) = ck+1, t`(Mj) < t < t`+1(Mj) ` = 0, . . . ,LT − 1.

O� <�
T

 !"# $% ;-( #-() + ",-# -)(3(#%*,"# 3%# 9,"$)(,"# 1-!3%# W

ψ∗
Mj

(τ) = max
α

[ατ − ψMj
(α)].

� %/ !*;-,"# ;-% 1,/ ψ∗
Mj

= [0, cLT
].
>%))% 9,"$)(," %#) 3(".!(*% '!* / ,*$%!-: < �" $!3$-3

#(/'3% 9,-*"() W

ψ∗
Mj

(τ) =

LT−1∑

`=1

M `
j (τ − c`)+.

O� <�RT
� ,-# !33,"# / ,")*%* $,//%") 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% ' %-) #%*.#,-1*% '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% 3,*#;-% 3 ?," *!V ,-)% -" / ,B%" 1% '*,1-$)(," &BA1*, .3%$)*(;-% < �" ",)%*! v1

j = vj
3! '*,1-$)(," 1% 3! $%")*!3% &B1*, .3%$)*(;-% !- '!# 1%)%/'#

j
%) 3%# $,")*!(")%# #-* 3%# $,// !"1%# &B1*!-3(;-%# # ?.$*(0%") W

0 ≤ vj ≤ Vj, j = 1, . . . , T ;
O� <
�T

#( ' ,-* ),-)
j = 1, . . . , T, Vj = Duree(j)Pmax,

,�
Pmax

%#) 3! '-(##!"$% / !:(/ !3% 1% 3!
$%")*!3% &B1*!-3(;-% < �,-# #-'',#%*,"# ;-% 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% dj

%#) #-' .*(%-*%
,- .U!3% 8

Vj
< D% $,�) 1% '*,1-$)(," ' ,-* #!)(#9!(*% 3! 1%/ !"1%

dj
!- '!# 1% )%/'#

j
%#)

ψMj
(dj − vj)

< �@" 1% )%"(* $,/')% 1% 3! 0!3,*(#!)(," 1- #),$6 1 ?%!- + !- 3(%- 1 ?(")*,1-(*%
-"% 9,"$)(," 1% 0!3,*(#!)(," 1% $% #),$6 1 ?%!- + ",-# (/',#,"# 3%# $,")*!(")%# #-(0!")%# #-*
3%# "(0%!-:

xj
1- *.#%*0,(* &B1*!-3(;-% !- 1.2-) 1%# 1(C .*%")# '!# 1% )%/'# j W

xj ≥ xj ≥ 0, j = 2, . . . , T + 1.



��


� ,-# ",),"#
x1

3% 0,3-/ % ("()(!3 1- *.#%*0,(* 1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% %) ' ,-* ),-) 1 ≤
t ≤ T, a1

t = at,
3 ?!'' ,*) &B1*!-3(;-% 1% $% *.#%*0,(* !- '!# 1% )%/'# t < 	( 3%# $,"#,// !)(,"#

dt
%) 3%# !'' ,*)#

at
#,") $,""-# + ",-# 1%0,"# *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," #-(0!") W

C∗ = min
x,v∈RT

{
T∑

j=1

ψMj
(dj − vj) : 0 ≤ v ≤ V, x ≥ x,

xj+1 = xj + aj − vj, j = 1, . . . , T }.

O� <
 �T

� ,-# %"0(#!U%,"# !3,*# -"% 9,*/-3!)(," 1-!3% 1% $% '*,234/ % %" (")*,1-(#!") 3%# /-3)(' 3(A
$!)%-*# 1% D!U*!"U%

λ ∈ RT
+

' ,-* 3%# $,")*!(")%# 1 ?(".U!3().
x ≥ x :

C∗ = min
x,v∈RT

max
λ∈R

T
+

{ λT (x− x) +

T∑

j=1

ψMj
(dj − vj) : 0 ≤ v ≤ V,

xj+1 = xj + aj − vj, j = 1, . . . , T},

= max
λ∈R

T
+

min
x,v∈RT

{ λT (x− x) +

T∑

j=1

ψMj
(dj − vj) : 0 ≤ v ≤ V,

xj+1 = xj + aj − vj, j = 1, . . . , T}.
�" %:'*(/ % %"#-()% + $,// % ",-# 3 ?!0,"# 9!() 1!"# 3! #%$)(," � <� <� + 3%# 0!*(!23%#

x
%"

9,"$)(," 1%# 0!*(!23%#
v
W
xk+1 = x1 +

k∑

j=1

aj − vj, k = 1, . . . , T.
� ("#( ",-# !0,"# W

λT (x− x) =

T∑

k=1

λk



xk+1 − x1 +

k∑

j=1

(vj − aj)



 ,

= λTx− x1

T∑

k=1

λk +

T∑

k=1

λk

k∑

j=1

(vj − aj),

= λTx− x1

T∑

k=1

λk +

T∑

j=1

(vj − aj)

T∑

k=j

λk.

	( ' ,-* ),-)
j = 1, . . . , T,

," ",)%
sj =

T∑

k=j

λk,
!3,*# W

λj = sj − sj+1, j = 1, . . . , T − 1, λT = sT .

� ("#( +

λTx = sT xT+1 +

T−1∑

j=1

(sj − sj+1)x̄j+1 = sT xT+1 +

T−1∑

j=1

sj xj+1 −
T∑

j=2

sj xj ,

= s1 x2 +

T∑

j=2

sj (xj+1 − xj).

	,()
dj = xj+1 − xj, j = 1, . . . , T,

!0%$
x1 = x1.

�3 0(%") W

λT (x− x) = sTd+ sT (v − a).



��R

� %/ !*;-,"# ;-% s1 ≥ s2 ≥ . . . ,≥ sT ≥ 0.
=!* $,"#.;-%") ",-# ,2)%","# 3! *%'*.#%")!)(,"#-(0!")% W

C∗ = min
0≤v≤V

max
0≤sT≤...≤s1



 sT (d+ v − a) +
T∑

j=1

ψMj
(dj − vj)





= max
0≤sT≤...≤s1



 sT (d− a) +

T∑

j=1

min
0≤vj≤Vj

[ψMj
(dj − vj) + vjsj]



 .

	,()
φj(τ) = min

α
[ατ + ψMj

(dj − α) : 0 ≤ α ≤ Vj ], j = 1, . . . , T.

D% '*,234/ % 8 *.#,-1*% %#) !3,*# W

C∗ = max
s



 sT (d− a) +

T∑

j=1

φj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ s1



 .
O� <
�T

D! $,/'3%:(). 1- '*,234/ % O� <
�T 1.' %"1 1% 3! #)*-$)-*% 1%# 9,"$)(,"# $,"$!0%#
φj(.)

<
=-(#;-%

φj(τ) = min
α

[ατ + ψMj
(dj − α) : 0 ≤ α ≤ Vj ],

' ,-*
τ ≥ ψ

′

Mj
(dj),

O,�
ψ

′

Mj
(dj)

*%'*.#%")% 3! 1.*(0.% 8 U!-$&% 1%
ψMj

%"
dj
T + 3! #,3-)(,"

,')(/ !3%
α(τ)

1- '*,234/ % $(A1%##-# %#) 7.*, < � ("#( +

φj(τ) = ψMj
(dj), τ ≥ ψ′

Mj
(dj).

 % 9!�," #(/ (3!(*% +

φj(τ) = Vjτ + ψMj
(dj − Vj), τ ≤ ψ′

Mj
(dj − Vj),

,�
ψ

′

Mj
(dj − Vj)

*%'*.#%")% ($( 3! 1.*(0.% 8 1*,()% 1%
ψMj

%"
dj − Vj

< =,-* 1%# 0!3%-*#
(")%*/ .1(!(*%# 1%

τ,

ψ
′

Mj
(dj − Vj) ≤ τ ≤ ψ

′

Mj
(dj),

",-# !0,"#
τ = ψ

′

Mj
(dj − α(τ)).

� ("#( + %" -)(3(#!") O� <�RT + ",-# !0,"# +

φj(τ) = djτ − ψ∗
Mj

(τ) = djτ −
LT −1∑

`=1

M `
j (τ − c`)+.

D%# 1.*(0.%# 1(*%$)(,""%33%# 8 1*,()% %) 8 U!-$&% (")*,1-()%# $(A1%##-# #,") 1,"".%# '!* W

ψ
′

Mj
(dj − Vj) = max

`
{c`+1 : t`(Mj) ≤ dj − Vj},

ψ
′

Mj
(dj) = min

`
{c`+1 : t`+1(Mj) ≥ dj}.

� ("#( + ," ' %-) %" $,"$3-*% ;-% ),-)%# 3%# 9,"$)(,"# (φj(.))
T
j=1,

!''!*)(%""%") 8 S(c),
3!

$3!##% 1%# 9,"$)(,"# *.%33%# $,"$!0%# 3(".!(*%# '!* / ,*$%!-: + %) ' ,-0!") !0,(* 1%# ?6("6# ?



�Q�

-"(;-%/ %") !-: ' ,(")# c`, ` = 1, . . . ,LT .
D ?%"#%/23% S(c)

%#) -" $�"% $,"0%:% < �")*,1-(A
#,"# 3%# 9,"$)(,"#

(fj(.))
T
j=1

1.@"(%# '!* W

fj(τ) = (dj − aj)τ + φj(τ), j = 1, . . . , T.

 .@"(##,"# %"@" *.$-*#(0%/ %") 3%# 1%-: #-()%# 1% 9,"$)(,"# -"(0!*(.%#
Φj(.)

%)
Ψj(.)

#-(A
0!")%# W

ΦT+1(τ) = 0,
Ψk(τ) = Φk+1(τ) + fk(τ),
Φk(τ) = max

0≤α≤τ
Ψk(α), k = T, . . . , 1.

O� <

T

����
��� � �� �� � �
	 ��
� �% �� ( ( ( ��� ��
� ,����

Φk(τ) = max
s




T∑

j=k

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk ≤ τ



 ,

max
τ≥0

Ψk(τ) = max
s




T∑

j=k

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk



 .

O� <
� T

� 
���� � 5,")*,"# 3! '*%/ (4*% .U!3(). 1!"# O� <
� T '!* ("1-$)(," < =,-*
k = T,

%33% %#)
0!3(1% '!* 1.@"()(," < 	-'',#,"# ;- ?%33% #,() 0*!(% ' ,-* -" $%*)!(" k, 2 ≤ k ≤ T. � 3,*# W

Φk−1(τ) = max
0≤α≤τ

[Φk(α) + fk−1(α)]

= max
0≤α≤τ



fk−1(α) + max
s




T∑

j=k

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk ≤ α









= max
s




T∑

j=k−1

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk ≤ sk−1 ≤ τ



 .

� ("#( + 3! '*%/ (4*% .U!3(). 1!"# O� <
� T %#) 0!3!23% ' ,-* ),-)
k = 1, . . . , T.

=!* $,"#.;-%")

max
τ≥0

Ψk(τ) = max
τ≥0

[Φk+1(τ) + fk(τ)]

= max
τ≥0



fk(τ) + max
s




T∑

j=k+1

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk+1 ≤ τ









= max
s




T∑

j=k

fj(sj) : 0 ≤ sT ≤ . . . ≤ sk+1 ≤ sk



 .

��" -)(3(#!") 3% )&.,*4/ % � <� <� + ",-# !0,"#
C∗ = max

τ≥0
Ψ1(τ).

	,()

τ∗k = min {τ : Ψk(τ) ≥ Ψk(α),∀α ∈ R}, k = 1, . . . , T.

�" !3U,*()&/ % 1% $!3$-3 1%
C∗ = Ψ1(τ

∗
1 )

' %-) !3,*# �)*% 1.1-() 1- 3%// % #-(0!") <



�Q �

����� � �� �� ��
��� ��� . ��<�����
Ψk

��
Φk, k = 1, . . . , T,

,��,	�������� � S(c).

� 
���� � � %/ !*;-,"# ;-% fj(τ) ∈ S(c), j = 1, . . . , T.
� ,-# !33,"# '*,-0%* 3% 3%// % '!*

("1-$)(," < �" %C%) +
ΦT+1 ∈ S(c).

	-'' ,#,"# ;-% Φk+1 ∈ S(c)
' ,-* -" $%*)!("

k ≤ T. � 3,*# +1% 9!�," (// .1(!)% +
Ψk ∈ S(c).

� ("#( +
τ∗k

$,�"$(1% !0%$ 3 ?-"% 1%# 0!3%-*#
c`, ` = 1, . . . ,LT .=-(#;-%

Φk(τ) = max
0≤α≤τ

Ψk(α) =

{
Ψk(τ), τ ≤ τ∗k ,
Ψk(τ

∗
k ), τ > τ∗k ,",-# $,"$3-,"# ;-% Φk ∈ S(c).

�� ,-# ' ,-0,"# !("#( / %))*% 8 V ,-* 1% / !"(4*% *.$-*#(0% %) %:'3($()% 3%# 9,"$)(,"#
Φk

%)
Ψk

<
 ?!-)*% '!*) + $&!$-"% 1%# ,' .*!)(,"# #-(0!")%# #% 9!() %"

O(|LT |)
,' .*!)(,"# W

�

!11()(," 1% 1%-: 9,"$)(,"# 1% S(c);
�

$!3$-3 1% 3! 0!3%-* / !:(/ !3% 1 ?-"% 9,"$)(," 1% S(c);
�

$!3$-3 1 ?-"% *%'*.#%")!)(," %:'3($()% 1% 3! 9,"$)(,"
Φk

8 '!*)(* 1 ?-"% *%'*.#%")!)(,"
%:'3($()% 1% 3! 9,"$)(,"

Ψk.� ,-# !**(0,"# !3,*# 8 3! $,"$3-#(," #-(0!")% <
����
��� � �� �� �, �, ��
	 �� ��+, ��

C∗ )
 � 	����+ � O� <
�T � �
� � � <, �<
��	 �,	 � 	�� 	,+ �
+,���� )��,+ ��
� ��

O(|LT |T )
�� �	,����� ,	���+ ����
�� (

� ,-# / ,")*,"# / !(")%"!") $,//%") U.".*%* 1%# #,3-)(,"# %:'3($()%# ' ,-* 3%# '*,234/ %#
O� <
 �T %) O� <
�T <
����� � �� �� � �$ � ������ �, �
 ��� �
 ��,��� -

s∗1 = τ∗1 , s∗k = min {s∗k−1, τ
∗
k}, k = 2, . . . , T.

	 ��	� �� ��<��
	
s∗ = (s∗1, . . . , s

∗
T )

. �
	� �� 
� � ���
 ���� �� ��+, �� � �
	 �� � 	����+ � O� <
�T (
� 
���� � 5,")*,"# '!* ("1-$)(," ;-%

C∗ = Φk+1(s
∗
k) +

k∑

j=1

fj(s
∗
j ), k = 1, . . . , T.

O� <
�T

 ?!'*4# 3% )&.,*4/ % � <� <� + ",-# !0,"#

C∗ = max
τ≥0

Ψ1(τ) = f1(s
∗
1) + Φ2(s

∗
1).

� ("#( + O� <
�T %#) 0.*(@.% ' ,-*
k = 1.

	-'' ,#,"# ;- ?%33% #,() 0.*(@.% ' ,-* -" $%*)!("
k,

1 ≤ k ≤ T − 1.
� 3,*# W

C∗ =
k∑

j=1

fj(s
∗
j) + max

0≤sk+1≤s∗
k

Ψk+1(sk+1).

=!* $,"#.;-%") +

max
0≤sk+1≤s∗

k

Ψk+1(sk+1) =

{
Ψk+1(τ

∗
k+1),

#(
τ∗k+1 ≤ s∗k,

Ψk+1(s
∗
k),

#("," +
= Ψk+1(s

∗
k+1) = Ψk+2(s

∗
k+1) + fk+1(s

∗
k+1).



�Q�

� ("#( + ",-# !0,"# '*,-0. O� <
�T ' ,-* ),-)
k = 1, . . . , T.

� %/ !*;-,"# ;-% ΦT+1 = 0.=-(#;-% s∗ %#) 9!(#!23% ' ,-* 3% '*,234/ % O� <
�T + ",-# $,"$3-,"# ;-% $ ?%#) -"% #,3-)(," ,'A)(/ !3% 1% $% '*,234/ % <
�� ,-# 0%","# 1,"$ 1% / ,")*%* $,//%") *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$A

)*(;-% '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% 3,*#;- ?," '*%"1 %" $,/')% -" ",/2*% ;-%3$,";-% 1%$%")*!3%# )&%*/ (;-%# %) -"% $%")*!3% &B1*!-3(;-% %) 3,*#;-% 3 ?," #-'' ,#% ;-% 3%# 1%/ !"1%# +3%# !'' ,*)# %) 3%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). #,") $,""-# <
� �� �� �� ��� �������� ���
 
����	
� ��� ������
�
 ����� ��	
�������� �� ���

D! / .)&,1% ;-% 3 ?," 0(%") 1 ?%:' ,#%* ' %-) %" '!*)($-3(%* �)*% -)(3(#.% ' ,-* *.#,-1*% 3%##,-#A'*,234/ %# &B1*!-3(;-%# 1-!-: ,2)%"-# %" 1-!3(#!") 3! $,")*!(")% 1% #!)(#9!$)(," 1%
3! 1%/ !"1% 1- '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% O' ,-* 3%;-%3 ," *%/'3!$% 3!9,"$)(," 1% 0!3,*(#!)(," 1- #), $6 1 ?%!- '!* -"% $,")*!(")% 1- )B' %

xT+1 ≥ xT+1

T < >%))%
/ .)&,1% ' %*/ %) 1% )*!()%* 1%# '*,234/ %# $,/',*)!") -" U*!"1 ",/2*% 1% '!# 1% )%/'# +
%) 9,-*"() 3! 0!3%-* ,')(/ !3% '3-# *!'(1%/ %") ;-% 3%# / .)&,1%# O)%33%# ;-% 3%# / .)&,1%# 1%' ,(")# (").*(%-*#T ;-( ,") .). -)(3(#.%# O8 ",)*% $,""!(##!"$%T V -#;- ?8 '*.#%") ' ,-* *.#,-1*%$%# #,-#A'*,234/ %# &B1*!-3(;-%# < = 3-# '*.$(#./ %") + 3% `A4/ % #,-#A'*,234/ % &B1*!-3(;-%*%0(%") + ' ,-*

λ
@:. + 8 $!3$-3%* 3! 9,"$)(," 1-!3% '!*)(%33% !##,$(.% !-

`
A4/ % #,-#A'*,234/ %

&B1*!-3(;-% %" *.#,30!") W





min −
T∑

j=1

λj v
`
j

0 ≤ v`
j ≤ V `

j ,

x` ≥ x`, x`
j+1 = x`

1 +

j∑

k=1

a`
k − v`

k, j = 1, . . . , T ;

O� <
QT

,- %"$,*% + %" *%'*%"!") 3%# $!3$-3# ;-( 0(%""%") 1 ?�)*% 9!()# W

max
0≤s`

T ≤...≤s`
1

T∑

j=1

f `
j (s

`
j);

O� <
�T

!0%$
f `

j (τ) = (d`
j − a`

j)τ − (λj − τ)+V `
j ,

,�
d`

j = x`
j+1 − x`

j , j = 1, . . . , T.
D%# *%3!)(,"#

1% *.$-**%"$% O� <

T ' %-0%") %"#-()% �)*% -)(3(#.%# ' ,-* *.#,-1*% 3% '*,234/ % O� <
�T '!*
'*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% < 	( ," %"0(#!U% 1% / %))*% %" '3!$% -"% *%3!:!)(," $,"0%:%
O1.@"(% %" #%$)(," � <� T 1%# $,")*!(")%# ��=+ 3% #,-#A'*,234/ % ��= 1-!3 ' %-) !-##( #%
*.#,-1*% '!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% <  ?!-)*% '!*) + '-(#;-% 3% #,-#A'*,234/ % )&%*/ (;-%1-!3 ! -"% #,3-)(," %:'3($()% + ," #!() 1.)%*/ ("%* 1% / !"(4*% )*4# %� $!$% 3! 0!3%-* 1% 3!
9,"$)(," 1-!3%

θ(λ)
%" ),-) ' ,(")

λ
<

� %/ !*;-,"# ;-% 3 ?," ,2)(%") !("#( 3! 0!3%-* ,')(/ !3% %) -"% #,3-)(," 1-!3% 1- '*,234/ %
O� <
QT < �3 *%#)% %"#-()% 8 1.)%*/ ("%* -"% #,3-)(," '*(/ !3% ' ,-* ' ,-0,(* %:'3,()%* $%))%
/ .)&,1% 1% *.#,3-)(," 1%# #,-#A'*,234/ %# &B1*!-3(;-%# 1-!-: !@" 1% *.#,-1*% 3% '*,234/ %1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% '!* -" #$&./ ! 1% 1.$,/',#()(," '!* 3%# '*(: < �"
%C%) + ' ,-* *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% '!* -"% / .)&,1% 1%1.$,/' ,#()(," '!* 3%# '*(: + ",-# !0,"# 0- ;-% 3 ?," 1,() �)*% $!'!23% 1% 9,-*"(* + 8 $&!;-%.)!' %

k
+ -"% 0!3%-*

θ(λk)
1% 3! 9,"$)(," 1-!3% %"

λk
%) -" #,-#AU*!1(%")

sk ∈ ∂θ(λk)
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1%
θ
%"

λk � λk
.)!") 3 ?%#)(/ !)(," 1% 3! #,3-)(," 1-!3% 8 3 ?.)!' %

k.
D! $,")*(2-)(," 1-

`
A4/ % #,-#A'*,234/ % &B1*!-3(;-% 8 3! 0!3%-* θ(λk)

%#) 9,-*"(% '!* 3! 0!3%-* ,')(/ !3% 1-
'*,234/ % O� <
QT %" '*%"!")

λ = λk,
$%))% 0!3%-* ' ,-0!") 1,"$ �)*% ,2)%"-% '!* 3% #$&./ !

1% '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% ;-( 0(%") 1 ?�)*% 1.$*() < =!* $,")*% + 3! $,")*(2-)(," 1% $%
#,-#A'*,234/ % 8 -" #,-#AU*!1(%")

s ∈ ∂θ(λk)
%#) −

T∑

j=1

λk(j) v
∗`(j)

,�
v∗` %#) -"% #,3-)(,"

,')(/ !3% 1- '*,234/ % O� <
QT <
�" '*!)(;-% + 3%# $,")*!(")%# #-* 3%# "(0%!-: 1%# 3!$# #,") x`

j ≥ 0, j = 1, . . . , T, x`
T+1 ≥

x`
T+1 > 0;

%) 3%# !'' ,*)#
a`

j

' ,-* $&!;-% '!# 1% )%/'# j %) $&!;-% *.#%*0,(* ` #,") ("9.*(%-*#8 3! $!'!$(). 1% '*,1-$)(,"
V `

j

1% 3! $%")*!3% &B1*!-3(;-% ` !- '!# 1% )%/'#
j.
 ?!-)*%

'!*) + 3%# !'' ,*)# #-* 3! ' .*(,1% 1% U%#)(," #,") %" U.".*!3 ("9.*(%-*# !- 0,3-/ % ("()(!3 1-
*.#%*0,(* + 8 #!0,(* ;-% ' ,-* ),-) *.#%*0,(* ` :

x`
1 >

T∑

j=1

a`
j.

	,-# $%# &B' ,)&4#%# ",-# ' ,-0,"# .","$%* 3% *.#-3)!) #-(0!") <
����� � �� �� � �
	 ��
�� <���	, �� ��)	,
���
�

` ∈ LH
�� ��
	 ��
� �,� )� ��+� �

t
��� �
�

2 ≤ t ≤ T :
� ∀τ ≥ 0,Ψ`

t(τ) = Φ`
t(τ);

��� . ��<�����
Ψ`

t

��
Φ`

t

���� ��� �,�	�� �,	 + �	<�,
'
�
<��<,���

�� ��� )�� 
� ���� 
 ,
' ������
(λt, λt+1, . . . , λT ).

�

��
τ ≥ max(λt, λt+1, . . . , λT ),

, ��	�
Ψ`

t(τ) = (x`
1 −

T∑

j=t

a`
j)τ.

�

��
τ ≤ min(λt, λt+1, . . . , λT ), Ψ`

t

��� 
�� )	���� )� � ���� �
� �	��
	� �
 �� , �� �
x`

1 ≥ 0.

� 
���� � � (:,"#
` ∈ LH

%) / ,")*,"# $% *.#-3)!) '!* ("1-$)(," < =,-*
t = T, Φ`

t(τ) =
f `

T (τ) = (x`
1 − a`

T )τ − (λT − τ)+V
`
T .

	(
τ ≤ λT , Φ`

t(τ)
%#) 1,"$ -"% 1*,()% 1% ' %")%

x`
1 + V `

T − a`
T ≥ x1;

%) #(
τ ≥ λT ,

!3,*#
Φ`

t(τ) = (x`
1 − a`

T )τ.
 ,"$

Ψ`
T

%#) $,"$!0% + 3(".!(*%
'!* / ,*$%!-: + $*,(##!")% %) ! -" ?6("6 ? !- ' ,(")

λT .
=!* $,"#.;-%") + Φ`

T (τ) = Ψ`
T (τ),

' ,-*
),-)

τ ≥ 0.	-'' ,#,"# 3% *.#-3)!) 0*!( ' ,-* -" $%*)!("
t
)%3 ;-% 3 ≤ t ≤ T. � ,-# !0,"# W

Ψ`
t−1(τ) = Φ`

t(τ) + f `
t−1(τ)

= Φ`
t(τ)− a`

t−1τ − (λt−1 − τ)+ V `
t−1.

 ,"$ #(
τ ≥ max(λt−1, λt, . . . , λT )

!3,*# '-(#;-% Φ`
t(τ) = (x`

1−
T∑

j=t

a`
j)τ,

," ! 2(%"
Ψ`

t(τ) =

(x`
1−

T∑

j=t−1

a`
j)τ

O
Ψ`

t(.)
%#) -"% 1*,()% 1% ' %")% ' ,#()(0%T < 	(

τ ≤ min(λt, λt+1, . . . , λT ),
!3,*#

Ψ`
t−1

%#) -"% 1*,()% 1% ' %")% #-' .*(%-*% ,- .U!3% 8
x`

1− a`
t−1 + V `

t−1 ≥ x`
1. Ψ`

t−1(.)
%#) 1,"$

3(".!(*% '!* / ,*$%!-: + $*,(##!")% + $,"$!0% %) ! 1%# 6("6# !-: ' ,(")#
(λt−1, λt, . . . , λT ).

=!*
$,"#.;-%") + '!* 1.@"()(," 1% Φ`

t−1,
!3,*# ' ,-* ),-)

τ ≥ 0, Φ`
t−1(τ) = Ψ`

t−1(τ).
�

�3 %" 1.$,-3% !3,*# 3% *.#-3)!) #-(0!") <
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����
��� � �� �� =� �
�����
�
��
	 �� � 	����+ � O� <
QT

�
�
� ��
	 ��
�

1 ≤ j ≤ T, a`
j ≤ V `

j ,

x`
j = 0

��
1 ≤ j ≤ T ��

x`
T+1 > 0.

�, ���
 ���� �� ��+, �� )
 � 	����+ � O� <
�T ��	�$ � , ��	� -

τ∗1 = s∗1 = . . . = s∗k,

��
τ∗1

��� � 

� )��
T

�<, �,�	��
(λ1, . . . , λT ).

� 
���� � =,-* ),-)
τ ≥ 0,

Ψ1(τ) = Φ2(τ)− (x`
1 + a`

1)τ − (λ1 − τ)+ V `
1 .

O� <

T
�" -)(3(#!") 3% 3%// % � <� <
 + #(

0 ≤ τ ≤ min(λ1, . . . , λT ),
!3,*#

Ψ1
%#) -"% 1*,()% 1% ' %")%

#-' .*(%-*% ,- .U!3% 8
x`

1−x`
1−a`

1+V `
1 ≥ V `

1 −a`
1 > 0.

 ?!-)*% '!*) + #(
τ ≥ max(λ1, . . . , λT ),

!3,*#
Ψ1(τ) = −

T∑

j=1

a`
jτ,

%)
Ψ1(.)

$,�"$(1% !0%$ -"% 1*,()% 1% ' %")% ".U!)(0% < D! 9,"$)(,"

Ψ1(.)
%#) 1,"$ 3(".!(*% '!* / ,*$%!-: + $,"$!0% + 3%# $&!"U%/ %")# 1% ' %")%# (")%*0%"!") !-:

' ,(")#
(λ1, . . . , λT ).

=!* $,"#.;-%") τ∗1 %#) 3 ?-" 1% $%# #$!3!(*%#
(λ1, . . . , λT ).

�" $,"$3-) %"
-)(3(#!") 3% 3%// % � <� <� <

�=,-* *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," O� <
�T (3 #-� ) 1,"$ 1 ?.0!3-%* 3! 9,"$)(," $,�) 1-
'*,234/ % O� <
�T ' ,-* 3%#

T
0%$)%-*# $!"1(1!)# 9,-*"(# '!* $% )&.,*4/ % <

�3 #%/23% '3-# 1.3($!) 1 ?!**(0%* 8 *.#,-1*% 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-%'!* '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% %" -)(3(#!") 3! / .)&,1,3,U(% 1.0%3,'' .% 1!"# 3! #%$)(,"
� <� <
 <� 3,*#;- ?," (")*,1-() 1%# / !V ,*!")# #-* 3%# "(0%!-: 1%# 3!$# !-: 1(C .*%")# '!# 1%
)%/'# %) ;-% 3 ?," $,"#(14*% -" ",/2*% ;-%3$,";-% 1% $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# < !"# 3% $!# ,� 3%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# #,") !3.!),(*%# + ," %#) !/ %". 8 1.@"(* 1%
",-0%33%# 9,"$)(,"#

φj(.)
'!* W

φj(τ) = min
0≤α≤Vj

[ατ + EψMj
(dj − α)].

O� <
RT
D,*#;-% 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% !- '!# 1% )%/'# t #-() -"% 3,( %:' ,"%")(%33% ,- -"%3,( 1% D!'3!$% 1% '!*!/ 4)*%

λt,
," ' %-) ,2)%"(* 1%# %:'*%##(,"# %:'3($()%# 1%# 9,"$)(,"#

φj(.), fj(.)
%)

Ψj(.)
%) $!3$-3%* 3%#

τ∗k
'!* 1($&,),/ (% <

=!* !(33%-*# + ' ,-* $,"$3-*% $%))% #%$)(," $,"#!$*.% !-: / .)&,1%# 1% *.#,3-)(," 1%# '*,A
234/ %# 1 ?,')(/ (#!)(," (##-# 1% ",# / ,1.3(#!)(,"# + *!'' %3,"# ;-% 3% / ,143% '*,' ,#. 1!"#3! #%$)(," � <� <� $,"#(#)% 8 *.U-3!*(#%* 3! 9,"$)(," 1-!3% O(")*,1-()% %" #%$)(," � <� <�T 1-
'*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% ' ,-* 3%;-%3 3%# '!*!/ 4)*%# ("$%*)!("# #,")*%/'3!$.# '!* 3%-* / ,B%""% < D! ",-0%33% 9,"$)(," 1-!3% *%#)% #.'!*!23% '!* *!'' ,*) !-:
1(C .*%")# / ,B%"# 1% '*,1-$)(," %) ' %-) �)*% / !:(/ (#.% '!* -"% / .)&,1% 1% 9!(#$%!-: < D!
t
A4/ % $,/' ,#!")% 1 ?-" #,-#AU*!1(%") O," "% *%1,""% '!# 3%# $,")*(2-)(,"# 1% 3 ?&B1*!-3(;-%%) 1% 3 ?��= ;-( "% #,") '!# / ,1(@.%# '!* *!'' ,*) 8 3! / .)&,1% ",/ ("!3%T %#) 1,"".% '!* W

d̄(t)−
∑

`|c`<λt

Duree(t)α`P
`
max −

κ(ε)√
V ar(θ(λ, τ, d))

((Γλ)(t) +

Duree(t)
∑

`|c`<λt

(P `
max)2

α`(1− α`)

n`

∑

m∈I`
t

Duree(m)(λm − c`)),



�Q�

,� ' ,-* ),-)
` ∈ LT

+ #( t
m0
∈ N !3,*#

I`
t = {m | ( t

m0
− 1)m0 + 1 ≤ m ≤ t, %)

λm ≥ c`}
%)

#(","
I`
t = {m | E[ t

m0
]m0 + 1 ≤ m ≤ (E[ t

m0
] + 1)m0,

%)
λm ≥ c`}

<

� 
� 
� 	������ ��� �� ���� �	�

�"% 9,(# 3% '*,234/ % *.#,3- + (3 # ?!U() 1% / %))*% %" '3!$% -"% #)*!).U(% 1% U%#)(," !@" 1%
#!)(#9!(*% 3%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# ;-%33%# ;-% #,(%") 3%-*# 0!3%-*# #-* $%))% ' .*(,1%1% U%#)(," <
	( 3! / .)&,1,3,U(% 1% 3! >�� %#) -)(3(#.% + ",-# !0,"# 0- %" ;-,( -"% / .)&,1% U3(##!")%' %*/ %) 1% 1.)%*/ ("%* 3%# $,// !"1%# 1% 9!�," 8 #!)(#9!(*% 3%# 1%/ !"1%# ' ,-* $&!;-% '!#1% )%/'# <
	( 3! / .)&,1,3,U(% 1% 3! >��� %#) -)(3(#.% + %) #( 3%# *.!3(#!)(,"# 1%# $,"#,// !)(,"# .3%$A
)*(;-%# #,") 2(%" 1!"# 3%# %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% '*.0-# + !3,*# ," ,2)(%") 3%# $,// !"1%#%" 9,"$)(," 1%# *.!3(#!)(,"# '!##.%# 1%# $,"#,// !)(,"# <
	( ," -)(3(#% -"% / .)&,1% 1% 1.$,/' ,#()(," '!* 3%# '*(: + ," ,2)(%") -"% #,3-)(," 1-!3%

λ∗.D% '*,234/ % 1% *%$,"#)*-$)(," 1 ?-"% #,3-)(," '*(/ !3% !''*,$&.% 8 '!*)(* 1 ?-"% #,3-)(," 1-
'*,234/ % 1-!3 ' ,-* 3% '*,234/ % 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% ! .). .)-1(. ",)!/ A/ %") 1!"# P�RS %) P�� S <
D! #,3-)(," 1-!3%

λ∗
%#) ("1%:.% '!* 3%# '!# 1% )%/'# #( ," / %) %" '3!$% 3! *.U-3!*(#!)(," 1%

3! 9,"$)(," 1-!3% '*,' ,#.% 1!"# 3! #%$)(," � <� <� %) '!* 3%# ", %-1# 1% 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# #(
," *.#,-1 3% '*,234/ % 1 ?,')(/ (#!)(," #-* -" !*2*% 1% #$."!*(,# 1.@"( 1!"# 3! #%$)(," � <
 <�
,- #( ," *.#,-1 #%# 0!*(!")%#

V aRCA
%)
V aRbenef

1.$*()%# 1!"# 3 ?!*)($3% P��S < D! #)*!).U(%
/ (#% %" '3!$% '*%"1 !3,*# 3! 9,*/ % 1% 9,"$)(,"# 1% � %33/ !" %" $&!;-% '!# 1% )%/'# 1% 3!' .*(,1% 1% U%#)(," � $%# 9,"$)(,"# .)!") $!3$-3.%# %" -)(3(#!") 3! 0%*#(," #-(0!")% 1- '*("$(' %1% � %33/ !" <  %-: $!# #% '*.#%")%") <D% '*%/ (%* $!# %#) $%3- ( ,� 3! #,3-)(," 1-!3% %#) ("1%:.% '!* 3%# ", %-1# 1% 3 ?!*2*% 1% #$."!A
*(,# < �" /,1(@% %"$,*% 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# 1% 9!�," 8 !V ,-)%* 8 $&!;-% 9%-(33% 1% 3 ?!*2*% -"",%-1 @3# ;-( %#) -"% 1-'3($!)(," 1% #," ' 4*% < 	,() !3,*# ` -"% *.#%*0% &B1*!-3(;-% ,- -"$,")*!) ��=< =,-* 3 ?-"(). 1% '*,1-$)(,"

`,
3%# 9,"$)(," 1% � %33/ !" V `(x, n)

#,") $,""-%#
' ,-* $&!;-% "(0%!- 1% #),$6 x 1 ?-" / !(33!U% 1% 3 ?%"#%/23% 1%# #),$6# !1/ (##(2 3%# %) ' ,-*$&!;-% 9%-(33% n 1% 3 ?!*2*% 1% #$."!*(,# < �")*% 1%-: ' ,(")# 1- / !(33!U% + 3! 9,"$)(," 1% � %33A/ !" %#) #-'' ,#.% 3(".!(*% < �" ! %" 9!() ' ,-* ),-)% 9%-(33%

n
%) ),-) ' ,(")

x
1- / !(33!U% 1%

3! *.#%*0%
`
W
V `(x, n) = V `

H(x)
+ #(

`
%#) -"% *.#%*0% &B1*!-3(;-% %) V `(x, n) = V `

J (x),
#(

`
%#) -" $,")*!) ��=< D%# 0!3%-*# 1% � %33/ !" V `(x, n)

' ,-* ),-# 3%# ", %-1#
n
1% 3 ?!*2*%

1% #$."!*(,# %) ),-# 3%# '!# 1% #),$6
x
#,") %"#-()% $!3$-3.%# %" -)(3(#!") 3%# 9,*/-3%# 1%

*.$-**%"$% #-(0!")%# W





V `(x, n) = max(
∑

m∈F (n)

πT (m)(V `(x+ a`
n − v`

n + dev`
n,m)

+λ∗n v
`
n))

x+ a`
n − x`

max ≤ v`
n + dev`

n ≤ x+ a`
n

0 ≤ v`
n ≤ Duree(τ(n)) P `

max, 0 ≤ dev`
n;

O� <��T

#(
`
%#) -" *.#%*0,(* &B1*!-3(;-% %)





V `(x, n) = max(

∑

m∈F (n)

πT (m)(V `(x− u`
n,m) + λ∗nu

`
n))

u`
n(u`

n −Duree(τ(n)) P `
max) = 0, x− u`

n ≥ 0,

O� <� �T
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#(
`
%#) -" $,")*!) ��=< D! 9,"$)(," 1% � %33/ !" ',-* 3% '!# 1% )%/'# t %#) !3,*# 1,"".%'!* W
V `(x, t) =

∑
n∈ t π(n)V `(x, n)

',-* 3% '!# 1% #),$6
x
%) 3 ?-"(). 1% '*,1-$)(,"

`
< >%)

!3U,*()&/ % %#) #(/'3%/ %") -"% '*,U*!// !)(," 1B"!/ (;-% #),$&!#)(;-% O= 	T %C %$)-.%#-* 3%# 0!3%-*# / !*U("!3%# <
D% 1%-:(4/ % $!# %#) $%3- ( ,� 3! #,3-)(," 1-!3% %#) ("1%:.% '!* 3%# '!# 1% )%/'# < �" '*, $41%
1% 3! / �/% 9!�," / !(# %" $!3$-3!") $%))% 9,(# $( 1(*%$)%/ %") 3%# 0!3%-*#

V `(x, t).
	(
`
%#)

-"% *.#%*0% &B1*!-3(;-% + 3! 0!3%-* 1% 3! 9,"$)(," 1% � %33/ !" V `(x, t)
!- '!# 1% #),$6

x
%)

'!# 1% )%/'#
t
%#) 1,"".% '!* W





V `(x, t) = max V `(x+ a`
t − v`

t − dev`
t , t+ 1) + λ∗t v

`
t

x+ a`
t − x`

max ≤ v`
t + dev`

t ≤ x+ a`
t

0 ≤ v`
t ≤ Duree(t) P `

max, 0 ≤ dev`
t ;

O� <��T

%) #(
`
%#) -"% *.#%*0% ��= '!* O3%# $,")*!(")%# 1% 3 ?��= !B!") .). *%3�$&.%# ' ,-* 3% '*,234/ %.)-1(. %" #%$)(," � <� <�T W

{
V `(x, t) = max V `(x− u`

t, t+ 1) + λ∗t u
`
t

0 ≤ u`
t ≤ Duree(t) P `

max, x− u`
t ≥ 0.

O� <�
T

D%# 9,"$)(,"# 1% � %33/ !" #,") $!3$-3.%# ($( %: !$)%/ %") 8 '!*)(* 1% 3! #,3-)(," ,')(/ !3%
λ∗

1- '*,234/ % 1-!3 %) "," !''*,: (/ .%# $,//% '*.$.1%//%") < �"% 9,(# $%# 9,"$)(,"# 1%
� %33/ !" $!3$-3.%# + (3 %#) ' ,##(2 3% 1 ?%C %$)-%* -"% #(/-3!)(," 1% 5 ,")%A>!*3, 1%# '3!"# 1%
'*,1-$)(," + %" -)(3(#!")

δxV
`(x, t)

$,//% -" $,�) 1% '*,1-$)(," 1% 3 ?."%*U(% #),$6.% 1!"#
3! *.#%*0%

`
%) %" -)(3(#!") 3%# / ,B%"# 1% '*,1-$)(," '!* ,*1*% $*,(##!") 1% 3%-* $,�) 1%

'*,1-$)(," <
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D%# / .)&,1%# *,2-#)%# 1.0%3,'' .%# 1!"# 3! #%$)(," � <� <� %) � <� <
 ".$%##()%") 1% 1.)%*A

/ ("%* 1%# %"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% ' ,-* W
� < 3%# !'' ,*)# %" %!- 1%# *.#%*0,(*# 1%# $%")*!3%# &B1*!-3(;-%# �
� < 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% !-: 1(C .*%")# '!# 1% )%/'# �

 < 3%# )!-: 1% 1(#' ,"(2(3(). 1%# -#("%# <
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�@" 1% )%#)%* 3%# / .)&,1%# *,2-#)%# 1% U%#)(," 1% '*,1-$)(," .3%$)*(;-% 1%# #%$)(,"# � <� <�%) � <� <
 %" -)(3(#!") 3%# &(#),*(;-%# 1%# $,"#,// !)(,"# V ,-*"!3(4*%# 1 ?.3%$)*($(). %" �*!"$%
1% �RRQ 8 ���
 ("$3-# + ",-# !33,"# $,"1-(*% + 1!"# $%))% #%$)(," + -"% !"!3B#% #)!)(#)(;-% 1%3! #.*(% $&*,",3,U(;-% $,**%#' ,"1!") 8 $%# 1,"".%# < >%# 1,"".%# + 1(#' ,"(23%# #-* 3% #()%(")%*"%) 1% ��� 9,-*"(##%") 1,"$ 
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�-)*%/ %") 1() + ," 9,-*"(*! 1%# 2 ,*"%# ("9.*(%-*%#
dmin

t

%) #-' .*(%-*%#
dmax

t

' ,-* 3! $,"#,/ A
/ !)(," .3%$)*(;-% %" �*!"$% ' ,-* $&!$-"% 1%# #%/ !("%# 1%#

8 − x
!"".%# 8 0%"(* < D%#

%"#%/23%# 1 ?("$%*)()-1% #%*,") 1%# (")%*0!33%# 1% '*.1($)(," !- "(0%!-
95%

' ,-* $&!$-"%
1%# 1%/ !"1%#

dt
+ ( <% #!)(#9!(#!")

P (d̃t ∈ [dmin
t , dmax

t ]) ≥ 0.95
<  (C .*%")%# / .)&,1%# #)!)(#A

)(;-%# #%*,") %"0(#!U.%# %) $,/'!*.%# < �" '!*)($-3(%* + ," $,/'!*%*! + ' ,-* $&!;-% / .)&,1% +3%# '*.1($)(,"# 9!()%# '!* 3%# 1(C .*%")# / ,143%# !0%$ 3%# 1%/ !"1%# *.%33%# <
�" ,2#%*0% 1 ?-"% '!*) -"% )%"1!"$% 8 3! $*,(##!"$% 1% 3! $,"#,// !)(," !- $,-*# 1- )%/'#
O%) $% '&.",/ 4"% !-*!() .). #�*%/ %") '3-# / !*;-. #( -"% ' .*(,1% '3-# 3,"U-% .)!() .)-1(.%T%) 1 ?!-)*% '!*) -" !#' %$) $B$3(;-% !""-%3 O9,*)% $,"#,// !)(," %" &(0%* !0%$ -"% ' ,(")% %"U.".*!3 %" V !"0(%* %) 9!(2 3% $,"#,// !)(," %" .). ",)!//%")T < �" $,"#)!)% ;- ?(3 %: (#)% !-##(-" $B$3% &%21,/ !1!(*% O$,"#,// !)(," *%3!)(0%/ %") #)!23% 3%# � V ,-*# ,-0*!23%# %) 3% N%%6A
%"1 ,� 3! $,"#,// !)(," 1(/ ("-%T < � ,),"# ;- ?(3 %: (#)% %"@" !-##( -" $B$3% V ,-*"!3(%* < D%#1(C .*%")# / ,143%# ;-% ",-# '*,' ,#,"# ' ,-* %:'3(;-%* $%))% #.*(% $&*,",3,U(;-% (")4U*%")$%# 1%-: !#' %$)# 1% )%"1!"$% 8 3! $*,(##!"$% %) 1% #!(#,""!3(). !""-%33% < D% '*%/ (%* 1% $%#
/ ,143%# .)-1(% 3 ?%C%) #-* 3! $,"#,// !)(," 1% 9!$)%-*# $,")*� 3.# ;-!3()!)(9# %) ;-!")()!)(9# <
�" /,143% 	�� �5� %#) %"#-()% )%#). < �"@" 3%# *.#(1-# 1 ?-" / ,143% #!(#,""(%* #(/'3% !0%$
)%"1!"$% 3(".!(*% #,") !"!3B#.# <

� 
� 
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D! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% %#) ("�-%"$.% %##%")(%33%/ %") '!* 3%# 9!$)%-*# #-(0!")# W
�

D! $,"#,// !)(," 1 ?.3%$)*($(). 1%#)(".% 8 3 ?.$3!(*!U% %#) 3(.% 8 3! ".2-3,#(). ;-( / %#-*%3% )!-: 1% $,-0%*)-*% "-!U%-#% < >%))% U*!"1%-* #% / %#-*% %" ,$)! %) 0!*(% 1% � 8 
 <
� $,**%#' ,"1 8 -" $(%3 $,/'34)%/ %") 1.U!U. %) 
 8 -" $(%3 $,-0%*) <

�

D! $,"#,// !)(," 1 ?.3%$)*($(). 1%#)(".% !- $&!-C!U% %" &(0%* %) 8 3! $3(/ !)(#!)(," %"
.). 1.' %"1 1% 3! )%/'.*!)-*% %:).*(%-*% <

�"% '!*)(% 1% 3! $,"#,// !)(," 1 ?.3%$)*($(). %#) !-##( 3(.% 8 3 ?!$)(0 (). .$,",/ (;-% + $% ;-(%:'3(;-% 3%# 2!(##%# 1% $,"#,// !)(," 3% N%%6A%"1 + 3%# V ,-*# 9.*(.# %) !- / ,/ %") 1%# 0!$!"$%#1 ?.). '!* %:%/'3% < D! )%"1!"$% 8 3! $*,(##!"$% 1% 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% ' %-) !-##(%" '!*)(% �)*% %:'3(;-.% '!* 3% 1.0%3,'' %/ %") 1% 3 ?!$)(0 (). .$,",/ (;-% < =,-* %:'3(;-%*3! 1%/ !"1%
dt

3! #%/ !("%
t
+ ",-# / ,1.3(#,"# 3! )%"1!"$% 8 3! $*,(##!"$% '!* -"% 1*,()%1 ?.;-!)(," α′t+ β′

%) 3 ?%C%) #!(#,""(%* '!* -" '*, $%##-#
St

*(U,-*%-#%/ %") ' .*(,1(;-% 1%' .*(,1%
p = 52.

�" ",)%
α > 0

3% U*!1(%") 1% )%/' .*!)-*% 3(. !- $&!-C!U% %) ," #-'' ,#%
;-% 3% $&!-C!U% .3%$)*(;-% %#) -)(3(#. %" 1%##,-# 1 ?-"% )%/'.*!)-*% #%-(3 1%

T0
oC

<  %/ �/% + ," ",)%
β > 0

3% U*!1(%") 1% )%/' .*!)-*% 3(. 8 3! $3(/ !)(#!)(," %) ," #-'' ,#% ;-%3! $3(/ !)(#!)(," %#) -)(3(#.% %" 1%##-# 1 ?-"% )%/' .*!)-*% #%-(3 1%
T1

oC
< �" 1.#(U"%*! '!*

ak, 0 ≤ k ≤ s,
3! 0!3%-* / ,B%""% 1% 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% 3,*#;-% 3! ".2-3,#().'*%"1 3! 0!3%-*

k
< �"@" + ," ",)%

N̄t
3! 0!3%-* / ,B%""% 1% 3! ".2-3,#(). ' ,-* 3! ' .*(,1%

t
%)

T̄t
3! )%/' .*!)-*% / ,B%""% #-* 3! ' .*(,1%

t
< 	(

εt
$!')-*% 3% 2*-() *.#(1-%3 $,**%#' ,"1!") 83! '!*)(% 1% 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% "," %:'3(;-.% '!* 3%# 9!$)%-*# ;-( 0(%""%") 1 ?�)*%'*.#%").# + 3% / ,143% ;-% 3 ?," 0(%") 1% $,"#)*-(*% ' ,-* 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% dt

3!#%/ !("%
t
# ?.$*() #,-# 3! 9,*/ % W

d̃t =
sX

k=0

ak 1(N̄t = k)+α (T0−T̄t)1(T̄t ≤ T0)+β (T̄t−T1)1(T̄t ≥ T1)+α
′
t+β

′+St+εt, St = St+p, /� 1�� 4
',-* ),-)

t = 1, . . . , T, T
.)!") 3% ",/2*% 1 ?,2#%*0!)(,"# #-$$%##(0%# 1%# )*(' 3%)#

(dt, N̄t, T̄t)1(#' ,"(23%# <  !"# $% ;-( #-() ," $&,(#(*! T0 = 15oC
%)
T1 = 30oC

< �" )%3 / ,143% #%*! 1 ?!-A
)!") '3-# ' %*)("%") ;-% 3%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# + 3%# )%/' .*!)-*%# %) 3%# ".2-3,#().#$,**%#' ,"1%") 8 -"% 7,"% U.,U*!'&(;-% 1% ' %)()% )!(33% ,� 3! )%/' .*!)-*% %) 3! ".2-3,#().("�-%"$%") 1(*%$)%/ %") 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% 3, $!3% < D%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%#
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)-*%# %) ".2-3,#().# V ,-*"!3(4*%# *%3%0.%# 1% �RRQ 8 ���� ("$3-# 8 3! #)!)(," 5 .)., �*!"$%
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$%33% ;-( $,")*(2-% 3% '3-# 8 3! $,"#,// !)(," "!)(,"!3% + %) 1 ?!-)*% '!*) ," ' %-) #-'' ,A
#%* ;-% 3! $,"#,// !)(," 1 ?.3%$)*($(). 1% 3! *.U(," '!*(#(%""% # ?,2)(%") '!* &,/ ,)&.)(% 8
'!*)(* 1% 3! $,"#,// !)(," "!)(,"!3% O' ,-* $%))% $,"#,// !)(," + (3 B ! !-##( -"% )%"1!"$%
8 3! $*,(##!"$% %) 3! / �/% #!(#,""!3(). PV ,-*# 9.*(.# %" / �/% )%/'# +<<<ST < 	,-# + $%))% &BA
' ,)&4#% + 3%# $, %� $(%")# ,2)%"-# + %" $!3!") 3% / ,143% O� <�� T %" -)(3(#!") 3%# 1,"".%# 1,")
",-# 1(#' ,#,"# + 9,-*"(##%") + 8 -" 9!$)%-* 1 ?&,/ ,)&.)(% '*4# + 3%# $, %� $(%")# ;-% 3 ?," ,2A
)(%"1*!() #( 3 ?," $&%*$&!() 8 %:'3(;-%* 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% 1% 3! *.U(," '!*(#(%""% <
� 3 ?("0%*#% + #,-# $%))% / �/% &B' ,)&4#% + 3 ?-)(3(#!)(," 1- /,143% O� <�� T ' %*/ %) 2(%" 1 ?%:A
'3(;-%* 3! $,"#,// !)(," 1 ?.3%$)*($(). %" �*!"$% %) 3 ?," 0%**! ;- ?(3 ' %*/ %) 1 ?,2)%"(* 1%#'*.0(#(,"# 1% 2 ,""%# ;-!3().# < D%# %#)(/ !)(,"# ((âk)0≤k≤8, α̂, β̂, α̂

′, β̂′, (Ŝt)1≤t≤p)
1%# '!*!A

/ 4)*%#
((ak)0≤k≤8, α, β, α

′, β′, (St)1≤t≤p)
1- /,143% O� <�� T #,") ,2)%"-%# '!* -"% / .)&,1%

1% / ,("1*%# $!**.# %) %" -)(3(#!") 3 ?!3U,*()&/ % ��		 1% ;-!#(A"%N)," < �" )%#) 1 ?!1.;-!A)(," 1-
χ28 3! 3,( ",*/ !3% O,2)%"- %" '*%"!") �� $3!##%#T ' %*/ %) 1 ?!$$%')%* 3 ?&B' ,)&4#%

1% ",*/ !3(). 1%# *.#(1-# < �" %C%) + 3! #)!)(#)(;-% 1% )%#) 1- χ2 0!-) � <�

 %) 3! 'A0!3%-*
1- )%#) %#) 1,"$ 0,(#("% 1% � < D ?%#)(/ !)(," 1% 3! / ,B%""% 1- 2*-() .)!") � + 3! '*.0(#(,"

d̄t9!()% '!* -" )%3 / ,143% ' ,-* 3! 1%/ !"1% %" .3%$)*($(). 8 3! 1!)%
t
%#) W

d̄t =

s∑

k=0

âk 1(N̄t = k) + α̂ (T0 − T̄t)1(T̄t ≤ T0) + β̂ (T̄t − T1)1(T̄t ≥ T1) + α̂′t+ β̂′ + Ŝt.

>,""!(##!") 3%# )%/' .*!)-*%# %) ".2-3,#().# / ,B%""%#
T̄t
%)
N̄t,

-" (")%*0!33% 1% '*.1($)(,"
1% "(0%!-

1− α%
',-* 3! 1%/ !"1%

dt
%#) !3,*# %#)(/ . '!* W

d̄t ±
√
T + 1

T − 1
σ̂ tT−1

1−α/2;

,�
tT−1
1−α/2

%#) 3% ;-!")(3% 1 ?,*1*% �A
α�

� 1% 3! 3,( 1% 	)-1%") 8
T − 1

1%U*.# 1% 3(2 %*). %)
σ̂3 ?%#)(/ !)(," %/'(*(;-% 1% 3 ?.$!*) )B' % 1- 2*-() < D! $,"#)*-$)(," 1% )%3# (")%*0!33%# ".$%##()%1,"$ 1% $,""!�)*% 3%# )%/' .*!)-*%# %) ".2-3,#().# / ,B%""%# #-* 3! ' .*(,1% 1% '*.0(#(," < �@"

1% / ,")*%* 3 ?%� $!$(). 1- / ,143% 1!"# -" )%3 $,")%:)% + ",-# !0,"# / %#-*. O0,(* 3! #%$)(,"
� <Q <� T 3! ;-!3(). 1%# '*.1($)(,"# %) 1%# $,"#)*-$)(,"# 1 ?(")%*0!33%# 1% '*.1($)(," ' ,-* 3!
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�@" 1% $!3(2*%* 3% / ,143% O� <�� T 1!"# -"% 7,"% 1,"".% + 1%# &(#),*(;-%# 1% )%/'.*!)-*%# +



���

".2-3,#().# %) $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# 1,(0%") �)*% 1(#' ,"(23%# 1!"# $%))% 7,"% <  ?!-)*%'!*) + 1 ?-" ' ,(") 1% 0-% '*!)(;-% + 5 .)., �*!"$% ' %-) 9,-*"(* 1% 2 ,""%# '*.0(#(,"# #-* 3!
)%/' .*!)-*% %) 3! ".2-3,#(). ' ,-* -" &,*(7," 1% ;-%3;-%# V ,-*# 1!"# -"% 7,"% U.,U*!'&(;-%1% ' %)()% )!(33% < >% / ,143% ' %-) 1,"$ �)*% -)(3(#. ' ,-* ,2)%"(* 1%# '*.1($)(,"# @"%# 1% 3!
1%/ !"1% #-* -" &,*(7," 1% ;-%3;-%# V ,-*# < >%' %"1!") + 1!"# 3% $!# ,� 1%# '*.0(#(,"# 1% 3!)%/' .*!)-*% %) 1% 3! ".2-3,#(). "% #,") '!# 1(#' ,"(23%# + (3 $,"0(%") 1% $,"#)*-(*% -" / ,143%
' %*/ %))!") 1 ?%:'3(;-%* 3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% %" -)(3(#!") -"(;-%/ %") 3%# &(#),*(;-%#1% $%))% $,"#,// !)(," < � ,-# .)-1(,"# 1!"# $% ;-( #-() 1%-: / ,143%# !33!") 1!"# $% #%"# <
� 
� 
� � 	�
 �� 	�� ���

 !"# P�
S + -" / ,143% 	�� �5� %#) -)(3(#. ' ,-* %:'3(;-%* -"% #.*(% $&*,",3,U(;-% 1%$,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# *%3%0.%# ),-)%# 3%# ��� &%-*% #-* -"% #%/ !("% < � ,-# !33,"# !-##($&%*$&%* + 1!"# $%))% #%$)(," + 8 $!3%* -" / ,143% 	�� �5�
(p, d, q) × (P,D,Q)S

O0,(* '!*
%:%/'3% P��S ' ,-* -"% '*.#%")!)(," 1%# / ,143%# 	�� �5� T #-* ",# 1,"".%# 1% $,"#,/ A
/ !)(,"# &%21,/ !1!(*%# < �@" 1 ?(1%")(@%* -" / ,143% 	�� �5� !1.;-!) ' ,-* 3! #.*(% dt1%# $,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# &%2 1,/ !1!(*%# .)-1(.% + 3%# ,*1*%# 1% 1(C .*%")(!)(," d %) D,3%# ,*1*%#

p, P, q
%)
Q
1- /,143% %) 3! 1-*.%

S
1% 3! $,/' ,#!")% #!(#,""(4*% 1,(0%") �)*%

(1%")(@.# < D! #!(#,""!3().
S
%#) ($( $,""-% + %33% 0!-)

S = 52
#%/ !("%# < 	,()

B
3 ?,' .*!)%-*

1% *%)!*1 1.@"( '!*
B`Xt = Xt−`

' ,-*
t, ` ∈ Z. =!* %:%/'3% + ' ,-* %:'3(;-%* 3! #.*(% 1%#$,"#,// !)(,"# .3%$)*(;-%# #-* 3%# � '*%/ (4*%# !"".%# + %" #-(0!") 3! / .)&,1,3,U(% '*.#%"A).% 1!"# P��S + 3% / ,143% @"!3%/ %") *%)%"- + '!*/ ( 3 ?%"#%/23% 1%# / ,143%# 1% 3! $3!##% 1%#

/ ,143%# 	�� �5� %#) -" / ,143% # ?.$*(0!") #,-# 3! 9,*/ % W

(I −B) (I −B52) dt = θq(B) (I −ΘB52) at,

,� {at}t∈Z

%#) -" 2*-() 23!"$ U!-##(%" 1% 0!*(!"$%
σ2, θq(z) = 1 −

4∑

i=1

θiz
i %) Θ ∈ R. D%#

$, %� $(%")#
θi
%)

Θ
1- /,143% %) 3! 0!*(!"$% 1- 2*-() 23!"$

σ2 #,") %#)(/ .# '!* / !:(/ (#!)(,"1% 3! 0*!(##%/23!"$% $,"1()(,""%33% < �" ' %-) !3,*# OP��S + ' <���T $,"#)*-(*% 1%# (")%*0!33%#
1% '*.1($)(," !- "(0%!-

1 − α = 95%,
' ,-* $&!$-"% 1%# $,"#,// !)(,"# 1% 3! 1%*"(4*%

!"".% <
� 
� 
� � 	�
 �� ����	����� ���� ��

 !"# 3! 0%("% 1% 3! / .)&,1% '*,' ,#.% %" #%$)(," � <Q <� + ",-# / ,1.3(#,"# 3! )%"1!"$% 8 3!
$*,(##!"$% '!* -"% 1*,()% %) 3 ?%C %) #!(#,""(%* '!* -" '*,$%##-# ' .*(,1(;-% 1% ' .*(,1% p = 52$,""-% < � .!"/ ,("# + ",-# "% #-'' ,#,"# '!# $,""!�)*% 3%# )%/' .*!)-*%# %) 3%# ".2-3,#().#
#-* 3! ' .*(,1% 1% '*.1($)(," < D! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% 3! #%/ !("% t # ?%:'*(/ % !3,*# '!* W

d̃t = α t+ β + St + εt, St = St+p, t = 1, . . . , T,
O� <��T

' ,-* 3%#
T
,2#%*0!)(,"# 1,") ," 1(#' ,#% < 	-'',#,"# ;-% 3! #.*(% %#) ,2#%*0.% ' %"1!") n!"".%# 1% ' #%/ !("%# < � ,),"# !3,*#

dij
3! $,"#,// !)(," .3%$)*(;-% 3 ?!"".% i 3! #%/ !("% j +%) (")*,1-(#,"# 3%# ;-!")().# #-(0!")%# W

d̄.. =
1

np

∑

i,j

dij , d̄i. =
1

p

p∑

j=1

dij , i = 1, . . . , n, d̄.j =
1

n

n∑

i=1

dij , j = 1, . . . , p.
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� �� � � �� � �	
�� 
�� ������ � ������ ��� 
�� �
��
�� � ���
���� �� �	
�� �����	� ��
 �� � � 
���
�� ���� �

d̄..
��� 
��� �� ������ � ����� � ������ �

d̄i.
�� ������ � ����� � ������ �  ���	�

i
��
d̄.j�� ������ � ����� � ������ �� ��� ����

j
� !�� ����� ������ 
�� �� �" ������ 
� �� � � 
���

�  ���������� ��
 �� � 	���
� 
�� � ���

�� ��

	� � #� ������� ��� $����
� �%�������� ���$����� &

α̂ =
12

np(n2 − 1)

(
n∑

i=1

i d̄i. −
n(n+ 1)

2
d̄..

)
, β̂ = d̄.. −

np+ 1

2
α̂,

��

Ŝj = d̄.j − d̄.. − (j − p+ 1

2
) α̂, j = 1, . . . , p.

' ��� 
��
	������� ��
 �� ()�
� � �� � �� �	
�� �� ������ 
�� ������ � ������ ��� 
�� �
��
�� �
�� 

���� ���� ��	� * �� ���
���� � �� �� �	
�� �� ���	� ��
 �� � � 
��� �� ���� ��� �	
�� 
��
(α̂ t + β̂ + Ŝt)t

� � +��
 ������
�
 �� ,�����	 
� �� �
	$����� ������� �$�� �� � � 
��� �� ����
���
�,��

dt
��� ����� 	� ��


α̂ t+ β̂+ Ŝt
� � ���� ��� ��
��� � ��
 �� ()�
� � �- ��.��
�� � ��� �
	.

$ ������ 
�� ������ � ������ ��� 
�� �
��
�� 
� �� -.�� � ���	� �������� �$�� �� � � 
��� ���
��������� 
��� � ��� 
  �����
�,�� 
� 
���	�� � ��
 �����
�
 �� � � 
���� �� ��� ������ � ������
��� 
�� �
��
�� 
	����� � !�� ���% 
  �

��
 �
� �
	
������ � 
�����/� �� ��������� 
�0 	
����� ���.
)���
� 
  �����
�,��� ���� 
���	� �� ������� � �- �� � 1(� 
� 
�" ��
 �� � � 
��� � �� ���$���

���

  	��
��
 ��� 
	��
�� � 2� ������
��� ,�� �� ��� � �
��� ��� 
� �
��� �
	����� 
�� � 	
�� 
�� ��.
� �)���� ��	�� ��% ������� � #� �  �����
 * �� ,�� ��� 3���������� ��� 
��� �� � ������ 
�
�
���� ������ ���� �� � �
������ �� ��$�
 ,�  �� 	�	 � #� � 
��� ���
��	 * � �
	����
 �� ��� � �
.
��� ��� 
�� 
	��
�� ��
 ��� ���4�� 
� 5 �
6�$ ����	� � 1 � $� 
� �� 
���
������� 
� �
��������	
�� ��
�,�� 
�� 
	��
�� � ��� ��� 
� � 	���)� )��������� ������ ������� �� � ��
 ��� 
	��
�� � +�

����	,���� � ���� �$��� ������ 
�� ���� 
  	� ������ )���������� � 1(� � 
��� �� � ���
� 
� � ��.
��� �� � 
  ����
�
	��
 ��� 	���� ����	� � ���
 ����
�

K
�� 
��� ��� 7�
� ������ �
�� )
��
 � ' ���

����������� � ��
� � �� ����
� 
  	���� ����	� ���
�
���
K = 3, . . . , 7,

���% ,�� � �%�� �����
�� 8 29 � : ��� ����� ,�� �� 8 29 ��� 
	(�� ��


BIC = lnL− d
2 lnT,

�;
L

��� �� $
������������

� � � 
��� ������ ��

d
�� ����
� 
� ��
�� ��
�� ��
	� ��
���� 
� � � 
��� � ' ��� �
����� ���

d = K2 +K
�� �� ����
� 
  	���� ����	� � �%�� ����� �� 8 29 ��� < � !�� < 	���� ����	� �� 
��.
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	$������ �������
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��� �� ���� �� (� 
� �.�� � ���	� �

!�� � ������� ����� 	�� 
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�� < 	���� ����
(µ1, µ2, µ3) = (−2, 5.5,−0.09)×105 ��

��� $�
������
(σ2

1 , σ
2
2 , σ

2
3) = (13.04, 15.5, 1.8)×1010 � !�� 	���� ����	� ��� ���� �
������� ����
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$����� �� 
�� �
� �� � ������ 
� �  	��� ����	 � �� � ������ ���� �  	��
� ��� � ��
�� � ������ � ���� �  	��
� ��� � � !� �
� ������ ����	 ��� ��� ���4�� 
� 5 �
6�$ �

	
����� �� �
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�

π
� �� ��� �)��� � !�� $�
������ ����	�� 
���
����

���� ���� ��	�� * �� �
�������
C

�� �� � � ��
 ����
1 ≤ k ≤ K, πk = P (C1 = k).

+�

������
� � �� ����
� 
  	���� ����	� �  ����
�
��� ��� � � �� ����
� 
� ��� � ������� 
� �� ���

� �
)����� 
�
εt

� #� 
��� ��� 
� �  ����� �����
f̂εt(y) =

K∑

j=1

π̂j fθ̂j
(y)


� ����� 
�����	 �;

fθ̂j
(y)

��� �  ����� ����� 
� �� ��� 
  	� ������ )��������� 
��� �  	���
j

��
π̂j

�  ����� ����� 
�

πj
� ��
 �� ()�
� � �� � ����� 
�����	 ��� ��� �
� ��	� * �  � ����)
�� � � 
�� 
	��
�� ����
$	�

(εt)���

� 
� 

����� �
#� �������� ,�� �� � ������ �� �� $�
����� ���� ���� ���� /��� ��� 
��� �  	��� < � ! � � ������
��� ���� 
� �� /��� ��/	
���
� ��� $����
 �������� * �� ,�  ���� ��� 
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��% ���
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�� �� $�
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� � /��� ��/	
���
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��� ��
 ��% � 	
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�$����� 
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��% ���
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��� �  	��� � �
���� ��� /�
��� ��� � �����$� �� ���� 
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(x̄, ȳ, s̄, η̄)
D  � (�� ��� ������� �

F� %���@� ���� � $�� ��� �� E���������� ��
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ji ≤ ymax

ji . �� ��1 � ������� �� %���@�� ��  �����%����� �� ��� ��& ��''���
i
��
j

/(��
�� � ��%��� 
��� ��� �����2 � " ��� �%��� D � ��� ���� ��� �� ��'��

t
�� �� ��''��

i
H

∑

(k,i)∈E

ỹt
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(x̄, ȳ, s̄, η̄)
��
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ỹ
D  �  �B� ���

qt
ij(ȳ
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ji)
�� .�� �����

i
��
j

� ��� �� � �����(��
ȳ
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E
���� �� �� ��� ��� �� ��'' �� ���' ���� ��� ��  ������

u
� F� � ��� ����� ���� ���� �� � #�' �

�� ��� ����� � ���%��� � ��� ���  �'' �����
xt

u :

xt
u =

∑

r∈It

αt,r
u Dr

F (u)

�%� 
Dr

j =
∑

k∈Sj

dr
k,

/% �( $2

��
Sj

��� � $����'��� ��� ����� �� �����.���#� �� .���#�
E

���� �� �� ��� ��� �� ��'' ��
j��

It = {1, . . . , t− 1}. "�� ���' �� ��
x

���� �� ���' �*��  ��������� �� /% �%,2 � ��%��� �����
� $� ���� ���� �� E��' � H T∑

r=1

∑

k∈P

βr
k d

r
k,

�%� 

βr
k =

∑

u | k∈SF (u)

∑

t∈Bu
r

pt
u α

t,r
u ,

��
Bu

r = {t | r ∈ It, tmin(u) ≤ t ≤ tmax(u)}.
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min F

X

`∈LT

TX

t=1

c`q
`,0
t +

T−mX

t=1

(ν1
t d

max
t + ν

2
t d

min
t ) −

X

`∈LH

a` −
X

`∈LJ

b` ≤ F,

ν1
k ≥ 0, ν2

k ≤ 0, ν1
k ≥ ξ

′

k, ν2
k ≤ ξ

′

k, ν1
k + ν2

k = ξ
′

k, k = 1, . . . , T − m,

α
`, k
t,1 ≥ 0, β

`, k
t,1 ≤ 0, α

`, k
t,1 ≥ γ

`, k
t,1 , β

`, k
t,1 ≤ γ

`, k
t,1 , α

`, k
t,1 + β

`, k
t,1 = γ

`, k
t,1 , t ≥ m + 1, k ∈ It,

α
`, k
t,2 ≥ 0, β

`, k
t,2 ≤ 0, α

`, k
t,2 ≥ γ

`, k
t,2 − 1, β

`, k
t,2 ≤ γ

`, k
t,2 − 1, α

`, k
t,2 + β

`, k
t,2 = γ

`, k
t,2 − 1, t ≥ m + 1, k ∈ It,

a` + c`
H,k

 
TX

t=1

(dev
`
t + r

`, 0
t ) +

T−mX

t=1

(α`, t
T, 1d

max
t + β

`, t
T, 1d

min
t + α

`, t
T, 2a

`, max
t + β

`, t
T, 2a

`, min
t )

!

≤ c`
H,k(x`

1 +

TX

t=T−m+1

a
`, min
t ) + d

`
H,k, ` ∈ LH , k ∈ M

`
H ,

x`
1 +

tX

j=1

a
`, max
j − x

`
max ≤

tX

j=1

dev
`
j + r

`, 0
j ≤ x

`
1 +

tX

j=1

a
`, min
j − x

`
min, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ m,

x`
1 +

tX

j=t−m+1

a
`, max
j − x

`
max ≤

tX

j=1

dev
`
j + r

`, 0
j +

t−mX

k=1

α
`, k
t, 1d

min
k + β

`, k
t, 1 d

max
k + α

`, k
t, 2a

`, min
k + β

`, k
t, 2 a

`, max
k , ` ∈ LH , t > m,

tX

j=1

dev
`
j + r

`,0
j +

t−mX

k=1

α
`, k
t, 1d

max
k + β

`, k
t, 1 d

min
k + α

`, k
t, 2a

`, max
k + β

`, k
t, 2 a

`, min
k ≤ x

`
1 +

tX

j=t−m+1

a
`, min
j − x

`
min, ` ∈ LH , t > m,

δ
`, k
t, 1 + δ̂

`, k
t, 1 = r

`, k
t, 1 , δ

`, k
t, 1 ≥ 0, δ

`, k
t, 1 ≥ r

`, k
t, 1 , δ̂

`, k
t, 1 ≤ 0, δ̂

`, k
t, 1 ≤ r

`, k
t, 1 , t ≥ m + 1, k ∈ It, ` ∈ LH ,

δ
`, k
t, 2 + δ̂

`, k
t, 2 = r

`, k
t, 2 , δ

`, k
t, 2 ≥ 0, δ

`, k
t, 2 ≥ r

`, k
t, 2 , δ̂

`, k
t, 2 ≤ 0, δ̂

`, k
t, 2 ≤ r

`, k
t, 2 , t ≥ m + 1, k ∈ It, ` ∈ LH ,

0 ≤ r
`, 0
t +

X

k∈It

(δ`, k
t, 1 d

min
k + δ̂

`, k
t, 1 d

max
k + δ

`, k
t, 2 a

`, min
k + δ̂

`, k
t, 2 a

`, max
k ), 1 ≤ t ≤ T, ` ∈ LH ,

r
`, 0
t +

X

k∈It

(δ`, k
t, 1 d

max
k + δ̂

`, k
t, 1 d

min
k + δ

`, k
t, 2 a

`, max
k + δ̂

`, k
t, 2 a

`, min
k ) ≤ Duree(t)P `

max, 1 ≤ t ≤ T, ` ∈ LH ,

ρ
`, k
t, 1 + ρ

`, k
t, 2 = q

`, k
t , ρ

`, k
t, 1 ≥ 0, ρ

`, k
t, 2 ≤ q

`, k
t , ρ

`, k
t, 2 ≤ 0, ρ

`, k
t, 1 ≥ q

`, k
t , t ≥ m + 1, k ∈ It, ` ∈ LT ,

0 ≤ q
`,0
t +

X

k∈It

(ρ`,k
t, 1d

min
k + ρ

`,k
t, 2d

max
k ), ` ∈ LT , 1 ≤ t ≤ T,

q
`,0
t +

X

k∈It

(ρ`,k
t, 1d

max
k + ρ

`,k
t, 2d

min
k ) ≤ Duree(t) τ

`, min
t P

`
max, ` ∈ LT , 1 ≤ t ≤ T,

νk
t, 1 + νk

t, 2 = ξk
t , νk

t, 1 ≥ 0, νk
t, 1 ≥ ξk

t , νk
t, 2 ≤ 0, νk

t, 2 ≤ ξk
t , t ≥ m + 1, k ∈ It,

b` + c
k,`
J (

TX

t=1

p
`,0
t +

T−mX

t=1

g
`
t,1 d

max
t + g

`
t,2 d

min
t ) ≤ c

`
J,kx

`
1 + d

`
J,k, ` ∈ LJ , k ∈ M

`
J ,

g`
k,1 ≥ 0, g`

k,1 ≥ f`
k, g`

k,2 ≤ 0, g`
k,2 ≤ f`

k, g`
k,1 + g`

k,2 = f`
k, ` ∈ LJ , 1 ≤ k ≤ T − m,

TX

t=1

p
`,0
t +

T−mX

t=1

g
`
t,1 d

max
t + g

`
t,2 d

min
t ≤ x

`
1, ` ∈ LJ ,

h
`,k
t,1 ≥ 0, h

`,k
t,1 ≥ p

`,k
t , h

`,k
t,2 ≤ 0, h

`,k
t,2 ≤ p

`,k
t , h

`,k
t,1 + h

`,k
t,2 = p

`,k
t , ` ∈ LJ , t ≥ m + 1, k ∈ It,

0 ≤ p
`,0
t +

X

k∈It

h
`,k
t,1d

min
k + h

`,k
t,2d

max
k , ` ∈ LJ , 1 ≤ t ≤ T,

p
`,0
t +

X

k∈It

h
`,k
t,1d

max
k + h

`,k
t,2d

min
k ≤ Duree(t)P `

max, ` ∈ LJ , 1 ≤ t ≤ T,

dmax
t ≤

X

`∈LJ

p
`,0
t +

X

`∈LT

q
`,0
t +

X

`∈LH

r
`,0
t +

X

k∈It

ν
k
t, 1 d

min
k + ν

k
t, 2 d

max
k +

X

`∈LH

X

k∈It

δ
`, k
t, 2 a

`, min
k + δ̂

`, k
t, 2 a

`, max
k , 1 ≤ t ≤ T,

0 ≤ dev`
t , ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T. �� 
���
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min F

X

`∈LT

c` (u`
1 +

TX

t=2

u
`
t(s)) −

X

`∈LH

a`(s) −
X

`∈LJ

b`(s) ≤ F, s ∈ S
′
,

a`(s) + c`
H,k (v`

1 + dev`
1(s) +

TX

t=2

(v`
t (s) + dev

`
t (s)) ≤ c

`
H,k (x`

1 +
TX

t=1

a
`
t(s)) + d

`
H,k, ` ∈ LH , 0 ≤ k ≤ m

`
H − 1, s ∈ S

′
,

b`(s) + c`
J,k (u`

1 +
TX

t=2

u
`
t(s)) ≤ c

`
J,kx

`
1 + d

`
J,k, ` ∈ LJ , 0 ≤ k ≤ m

`
J − 1, s ∈ S

′
,

x`
1 +

tX

k=1

a
`
k(s) − x

`
max ≤ v

`
1 + dev

`
1(s) +

tX

k=2

(v`
k(s) + dev

`
k(s)) ≤ x

`
1 +

tX

k=1

a
`
k(s) − x

`
min, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

0 ≤ v`
1 ≤ Duree(1) P `

max, 0 ≤ v`
t (s) ≤ Duree(t)P `

max, ` ∈ LH , 2 ≤ t ≤ T, s ∈ S′,

0 ≤ dev`
t(s), ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S′,

0 ≤ u`
1 ≤ Duree(1) τ `

1 P `
max, 0 ≤ u`

t(s) ≤ Duree(t) τ `
t P `

max, ` ∈ LT , 2 ≤ t ≤ T, s ∈ S′,

0 ≤ x`
1 − u`

1 −
tX

k=2

u
`
k(s), ` ∈ LJ , 2 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

dt(s) ≤
X

`∈LT

u
`
t(s) +

X

`∈LH

v
`
t (s) +

X

`∈LJ

u
`
t(s), 2 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

max
s=1,...,S

d1(s) ≤
X

`∈LT

u
`
1 +

X

`∈LH

v
`
1 +

X

`∈LJ

u
`
1.

�� 
�� �
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
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min F
TX

t=1

X

`∈LT

c` q
`, 0
t +

TX

t=1

X

`∈LT

X

j∈It

c` q
`, j
t dj(s) −

X

`∈LH

a` −
X

`∈LJ

b` ≤ F, s ∈ S
′
,

a` + c`
H,k

 
TX

t=1

(r`, 0
t + dev

`
t +

X

j∈It

(r`, j
t, 1 dj(s) + r

`, j
t, 2 a

`
j(s)))

!
≤ c`

H,k (x`
1 +

TX

t=1

a
`
t(s)) + d

`
H,k, ` ∈ LH , k ∈ M

`
H , s ∈ S

′
,

b` + c`
J,k

0
@

TX

t=1

p
`, 0
t +

T−mX

t=1

(
X

j | t∈Ij

p
`, t
j ) dt(s)

1
A ≤ c`

J,kx`
1 + d`

J,k, ` ∈ LJ , k ∈ M `
J , s ∈ S′,

x`
1 +

tX

j=1

a
`
j(s) − x

`
max ≤

tX

j=1

(r`, 0
j + dev

`
j) +

t−mX

j=1

X

k≤t | j∈Ik

(r`, j
k, 1 dj(s) + r

`, j
k, 2 a

`
j(s)), ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

tX

j=1

(r`, 0
j + dev

`
j) +

t−mX

j=1

X

k≤t | j∈Ik

(r`, j
k, 1 dj(s) + r

`, j
k, 2 a

`
j(s)) ≤ x

`
1 +

tX

j=1

a
`
j(s) − x

`
min, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

0 ≤ p
`, 0
t +

X

k∈It

p
`, k
t dk(s) ≤ Duree(t) P

`
max, ` ∈ LJ , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

0 ≤ q
`, 0
t +

X

k∈It

q
`, k
t dk(s) ≤ Duree(t) P

`
max τ

`
t (s), ` ∈ LT , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

0 ≤ r
`, 0
t +

X

k∈It

(r`, k
t, 1 dk(s) + r

`, k
t, 2 a

`
k(s)) ≤ Duree(t) P

`
max, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T, s ∈ S

′
,

TX

t=1

p
`, 0
t +

T−mX

t=1

X

k | t∈Ik

p
`, t
k dt(s) ≤ x

`
1, ` ∈ LJ , s ∈ S

′
,

0 ≤ dev`
t , ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ T,

dt(s) ≤
X

`∈LJ

p
`,0
t +

X

`∈LT

q
`,0
t +

X

`∈LH

r
`,0
t +

X

k∈It

0
@(
X

`∈LJ

p
`,k
t +

X

`∈LT

q
`,k
t +

X

`∈LH

r
`,k
t, 1)dk(s) + (

X

`∈LH

r
`, k
t,2 )a`

k(s)

1
A , ∀t, s.

�� 
�� �
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



min F

∑

`∈LT

T∑

t=1

c`q
`,0
t +

T−m∑

t=1

ξ̄td̄t + κ

√
ξ̄T ΓT−mξ̄ −

∑

`∈LH

a` −
∑

`∈LJ

b` ≤ F,

ξ̄k =
∑

`∈LT

∑

t|k∈It

c` q
`, k
t , k = 1, . . . , T −m,

α`, k
t,2 ≥ 0, β`, k

t,2 ≤ 0, α`, k
t,2 ≥ γ`, k

t,2 − 1, β`, k
t,2 ≤ γ`, k

t,2 − 1, α`, k
t,2 + β`, k

t,2 = γ`, k
t,2 − 1, t > m, k ∈ It, ` ∈ LH ,

a` + c`H,k

(
T∑

t=1

(dev`
t + r`,0

t ) +
T−m∑

t=1

(γ`, t
T, 1d̄t + α`, t

T, 2a
`, max
t + β`, t

T, 2a
`, min
t )

)

+κ
√

(γ`
T,1)

T ΓT−mγ
`
T,1) ≤ c`H,k(x

`
1 +

T∑

t=T−m+1

a`, min
t ) + d`

H,k, ` ∈ LH , k ∈M `
H ,

x`
1 +

t∑

j=t−m+1

a`, max
j − x`

max ≤
t∑

j=1

dev`
j + r`, 0

j +

t−m∑

k=1

γ`, k
t, 1 d̄k + α`, k

t, 2a
`, min
k + β`, k

t, 2 a
`, max
k

−κ
√

(γ`
t,1)

T Γt−mγ
`
t,1, ` ∈ LH , t ≥ m+ 1,

t∑

j=1

dev`
j + r`,0

j +

t−m∑

k=1

γ`, k
t, 1 d̄k + α`, k

t, 2a
`, max
k + β`, k

t, 2 a
`, min
k + κ

√
(γ`

t,1)
T Γt−mγ

`
t,1

≤ x`
1 +

t∑

j=t−m+1

a`, min
j − x`

min, ` ∈ LH , t ≥ m+ 1,

x`
1 − x`

max +

t∑

j=1

a`,max
j ≤

t∑

j=1

r`,0
j + dev`

j ≤ x`
1 − x`

min +

t∑

j=1

a`,min
j , ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ m,

δ`, k
t, 2 + δ̂`, k

t, 2 = r`, k
t, 2 , δ

`, k
t, 2 ≥ 0, δ`, k

t, 2 ≥ r`, k
t, 2 , δ̂

`, k
t, 2 ≤ 0, δ̂`, k

t, 2 ≤ r`, k
t, 2 , t ≥ m+ 1, k ∈ It, ` ∈ LH ,

0 ≤ r`, 0
t +

∑

k∈It

r`, k
t, 1 d̄k − κ

√
(r`

t, 1)
T Γt−mr`

t, 1 +
∑

k∈It

δ`, k
t, 2 a

`, min
k + δ̂`, k

t, 2 a
`, max
k , ` ∈ LH ,m < t,

r`,0
t +

∑

k∈It

r`, k
t, 1 d̄k + κ

√
(r`

t, 1)
T Γt−mr`

t, 1 +
∑

k∈It

δ`, k
t, 2a

`, max
k + δ̂`, k

t, 2 a
`, min
k

≤ Duree(t)P `
max, ` ∈ LH , m+ 1 ≤ t,

0 ≤ r`,0
t ≤ Duree(t)P `

max, ` ∈ LH , 1 ≤ t ≤ m,
0 ≤ q`, 0

t +
∑

k∈It

q`, k
t d̄k − κ

√
(q`

t)
T Γt−mq`

t , ` ∈ LT , t > m,

q`, 0
t +

∑

k∈It

q`, k
t d̄k + κ

√
(q`

t)
T Γt−mq`

t ≤ Duree(t)τ `,min
t P `

max, ` ∈ LT , t > m,

0 ≤ q`,0
t ≤ Duree(t) τ `,min

t P `
max, ` ∈ LT , 1 ≤ t ≤ m,

b` + c`J,k

T∑

t=1

u`
t ≤ cx`

1 + d`
H,k, ` ∈ LJ , k ∈M `

J ,

∀` ∈ LJ , 0 ≤ u`
t ≤ Duree(t)P `

max, t = 1, . . . , T,
T∑

t=1

u`
t ≤ x`

1,

∀m+ 1 ≤ t ≤ T, xt(k) = ξk
t

��
k ∈ It, xt(t) = −1,

��
xt(k) = 0,

��
k < t

��
k /∈ It,

d̄t ≤
∑

`∈LJ

p`, 0
t +

∑

`∈LT

q`, 0
t +

∑

`∈LH

r`,0
t +

∑

k∈It

ξk
t d̄k − κ

√
xT

t Γtxt

+
∑

`∈LH

∑

k∈It

δ`, k
t, 2a

`, min
k + δ̂`, k

t, 2a
`, max
k , t ≥ m+ 1,

d̄t ≤
∑

`∈LJ

p`, 0
t +

∑

`∈LT

q`, 0
t +

∑

`∈LH

r`,0
t , t ≤ m.

/% �((2



$+)

"�� ��������� ���%����� ���� ��������� � ��� ��������� ��� ��� �� ���� ��  �  #������ �
F� ������

M `
H = {0, . . . ,m`

H−1} ��
M `

J = {0, . . . ,m`
J−1}. " ��� ������������ D ��� ��������

� ��� ����
t ≥ m+ 1

�� � ��� ����
k ∈ It, ��� (�������� ���%����� H

ξ
′

j =
∑

t | j∈It

∑

`∈LT

c` q
`, j
t , 1 ≤ j ≤ T −m, ξk

t =
∑

`∈LJ

p`, k
t +

∑

`∈LT

q`, k
t +

∑

`∈LH

r`, k
t, 1 ,

γ`, k
t, 1 =

∑

j≤t | k∈Ij

r`, k
j, 1 , ` ∈ LH , γ`, k

t, 2 =
∑

j≤t | k∈Ij

r`, k
j, 2 , ` ∈ LH ;

/% �()2

�� ��@�
f `

k =
∑

j | k∈Ij

p`, k
j ,

� ���
` ∈ LJ

��
1 ≤ k ≤ T −m.

F� ����
γ`

t, 1
/���� �

γ`
t, 2

2 �� %� ���� ���� ���  �'�������� ����
γ`, r

t, 1 , r ∈ It
/���� �

γ`, r
t, 2 , r ∈ It

2
��
q`
t
/���� �

r`
t, 1

2 �� %� ���� ���� ���  �'�������� ����
q`, r
t , r ∈ It /���� �

r`, j
t, 1, j ∈ It

2 � I�@� D
� ���

1 ≤ t ≤ T, �� �����'���� �
Γ(1 : t, 1 : t)

�� �� ' ���� �
Γ

��� �����
Γt.

F� � ��� ��' ��(��� (�� � ��� �� �����*' � /% �(*2 D ��� %��������
h`, k

t, 1 , h
`, k
t, 2 , g

`
k, 1, g

`
k, 2, ρ

`, k
t, 1 ,

ρ`, k
t, 2 , α

`, k
t, 1 , α

`, k
t, 2 , β

`, k
t, 1 , β

`, k
t, 2 , δ

`, k
t, 1 , δ

`, k
t, 2 , δ̂

`, k
t, 1 , δ̂

`, k
t, 2

���� ��� %�������� ��� ! �� �� ���� D � ���
�� �������� ����' ��� H

h`, k
t, 1 = max(p`, k

t , 0), h`, k
t, 2 = min(p`, k

t , 0), g`
k, 1 = max(f `

k, 0), g`
k, 2 = min(f `

k, 0),

ρ`, k
t, 1 = max(q`,k

t , 0), ρ`, k
t, 2 = min(q`,k

t , 0), α`, k
t, 1 = max(γ`,k

t, 1, 0), α`, k
t, 2 = max(γ`,k

t, 2 − 1, 0),

β`, k
t, 1 = min(γ`,k

t, 1, 0), β`, k
t, 2 = min(γ`,k

t, 2 − 1, 0), δ`, k
t, 1 = max(r`,k

t, 1, 0), δ`, k
t, 2 = max(r`,k

t, 2, 0),

δ̂`, k
t, 1 = min(r`,k

t, 1, 0), δ̂`, k
t, 2 = min(r`,k

t, 2, 0).
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����� �#*�� ���  ���� ��� ) � $����� �� �����*' �� � $����' ������� ���  #����(�� � � ���  �
' �'���� D ���� �%��� �&�' ��� ��������� �����*' �� ���� ) �� ' ����������� D � $����� �� �� �� ���
�������� �� �����*' �� � $����' ������� ���  #����(�� � "��  ������������ ����  #�(�� ��' ����
���� ��� ���%����� �

� ��� �� ���' ���  #������ D ���� �%��� ������  ������� ��������� �� ���� � ��� �����' ����
���  ������������ �������� �������� �� ���&  ������ �� �����*' �� �

� ��� �� ���&�*' �  #������ D ���� �%��� ���� ��� �� �������#' � ��������E �@� ��  ���������
��� ����' ������ �� �� ' ������ �� �� �� ' ���� � ��  �%����� � � $�� ���  ����� ) �� �������
����� ���� � $#�� ��#*�� � $#�' �������� ��'������� ��  ��� � "�� (������� �#����(��� ��  �� �����
'������ ��� ��� �������� � � $����� ���� D  �� �������#' � ��������E � ��� ������� � ��� �� ' ��*��
) ���� ����� �� ' ������ �� �� ' ���� � ��  �%����� �� �@� �� �����' ���� �� ����' �����
�� � $������� �� �� ������� � � ���  �  ����&�� D ��� � ����� ��� ��� ������� ��� ��� ������� ��
���' �*�� �� �� ���& �*' � ��� * � � ��� ������ �� �� �����%���� ����� ��� � $#�' �������� �� ��� �

� ��� �� ' ��*�� ) ���� D �@� �� �����' ���� � $������� �� �� ������� D �� ����� �������#' �
��� ����' ����(�� � ��� ������ � $�� � ���� �� %�� �#����(�� �� ��' ���(�� ���� �� �� ���� � �� �

"�� ����' ������ ��������%�� ��� ����' *���� ��� ' ��*��� ��� �� �� � ��!�� ��� ���� ���
����� ��������� � ��� ���� ���� ��� ' ���� �� ���%�� ��  �� ' ��*��� ���� ��  ����� �� �� (������ �
"�� (������� ��� ����' ������ ��������%�� �� ��� ' ���� �� � ��%�� ��� ' ��*��� ���� ����� ����
' ������� �� ��������� ��� ������� ������� �� ��'����� �

"�  #������ � ���� ��� ��� ������� �� ������ ����� �� ' ��*�� �� � ��!�� ��� �� � $���  �����
����� ���*�� �� �����*' �� � $����' ������� (�������(��� � ����� ����� D  �'����� ��& ���������
��  #������ � D '���%� ���&  ����������� �� �� ' ���� � ��  �%����� � (�� ���� ���� �����
���� �� �� ���� � �� ���� �� ��� ��� �� ���������� ��  �'� ������� ��� � ����E������� �� � ��!��
� ��� ��� ���� ��� ) ��� � ������������ ��� ����' *���� �� ' ��*�� � " $��� ��  ��  �����������
��� ������ �� ������ �� ��������� ��� ������� ������� �� ��'����� � � ��� ���� ����� �����' ���
���� ��  #������ � ���  ������������ �������� ��'���� �� ' ��*�� �� � ��!�� ��� ��������� ���
��������� ��  #������ � �

� ��� �� ���&�*' � ������ ��  ���� �#*�� ���  #������ �� D ���� �������� ���& �����*' ��
�� ������� �� ����� ���� H �� �����*' � �� ������� �� ����� ���� ��� ���(�� �� �� �����*' �
�� ������ ��� �� �� �� ������������ �� ��� � C���  � ������� �����*' � D ���� �����(���� ��
' ��#������ �� �� �� ��� �� �� �� ���� � C��� �� �����*' � �� ������� �� ����� ���� ��� �



���

���(�� D ��%��� ��� � �� ��� ��� �&�' ���� �

���*� �%��� �������� �� ' ����������� ��� ������ �� ����� ���� D �� �&���(��  �''��� ��
�����*' � ��� �� ������� ������ ��� ������'' ����� ���  #����(�� '��������� �� �

�� � ���� �� %�� �� �� ' ����������� D ��%����� ' ��#���� ���� ������� ���� ����� �@� � $���
����� �� ' �������  �'���' ��  �B� ' ������ ��� ��� � ���  �B�� ��� �� ����'��� �� � �������
����� � 	� ���' ��� ����� � �� ' ��#���� � $���� #� ) ����������� �� E�� ���� ����� ������� ��
��������� ���  ����������  ��������� �� �����*' � � 	� ���& �*' � ����� � �� ' ��#���� ��� ���
��� � $����������� ��� ��� �� ��� ���� �

� $�� � ���� �� %�� �������#' �(�� D ���� ' ������� �������  �''��� �� �����*' � �� ����
���� �� ����� ���� ��� ���(�� � ��� ����  �������  �� �� �������� ���� ��' ��� ��� ������' �
'����� ����' �(�� � ����� ����� ��� �������� � ��� ' ������  �''��� �� � ��� �������� ���
�����*' �� #�������(��� �� I�C ����& �� E���� ��  � � �

"�� ��G ������� ' ��#���� �� ������� ���� ������� ������� ��� ��� ������� ��'����� ����
��� ��� ������� ������� � �  ���� @� D �� �������� ���� �� �� ���� � �� ��� ����� ��������� ��
�� ����� ���  ����'' ������ ��� ���(��� �� ���� � �� ���� ) ���� �

��� ���%��& �G ���� ��  ������ ��'��� �� � ���� � ��%�� �

"� ���' ���  #������ �������� ��  ������ ��'��� � $�(��%������ �����' ������� ��  ���
������  ������������ �������� �������� �� �������� �� ��' ��� � �� ������ ����������� � $�������
���  ������������ �������� �������� �� �����*' �� � $����' �������  ���(��� �� ��' ���@��� � ��
����E� �

� ��� ��''�� �� ����� � $�������� �� ����������� ��� ��������� ��  #������ � ���� ���&
���� ��� �� ����������� ����� �� ����� � �� � $�� �� �� ��������� ��� ' ��#��� �� ������' ��� ��
� $�� �������� � ��� �������� �� �����*' � � $����' ������� ���  #����(�� �� ��� �

min
x∈X

f0(x, θ)���� ���  ����������
fj(x, θ) ≤ 0.

"� ����' *���
θ,

�� ������ D � ��� E��' � ����� ���*�� �� ���
E�� �����

fj
�����E��� |fj(x, θ)−fj(x, θ

′)| ≤ C0‖θ−θ′‖α0
∞ ‖x‖p0

1 ,
�%� 

0 < α0 ≤ 2, 0 < p0 ≤ 2��
C0 <∞. � ��� ���� D �� ������ ��  �� �� � $�� �������� �����%���� �����' ��� ���� �� E�� ����

�� � � ��E � "�  �� ������� ���� ������ ���� ���� �
"�  #������ � � ��' �� �� �����' ���� ��� ����' ������ ��������E� �� �� ' ���� � ��  ��

%����� � �� �� �� ' ������ ���� ��  ����� �� �� (������ ���� ��  ���� '������' ���������
�� ��� ����' ����(�� � "� ' 
'� ���%��� � ������� 
��� E��� ���� ��  ���� ����' ����(�� � F�
� ������� ����� �B��' ��� ������� ��� � ����� ���� @��� � � ��� ��  ����&�� @��� ��� D ��  ����
����' ����(�� � $�����
� � ��� �� ' ����������� ��� ������������ ��� �� ' ��*�� �������' �� �

� ��� ��  #������ � D ��� ��� �� ���� � ��������� ������� ��� ��� ������� ��'����� ��
���� ��%����� ' ���� � ��E��' ����� (�� ���� #�' ������ ��� � ������� � ��� ' ��#���� ��%������
 �� ������ E������ �� ' �������� ��������� �� �����(�� D �� ��������� ��� ������� ������� � I�
�G �� D ��� � ������� (�� ���� �%��� �������� � ��� ������ ��� ' ��#���� ��� � ��������� ����
 ��& ����� ���%� )  �������  �� ' ��#���� � � ���� D ��� ��� �� ���� ��� � ��������� ��� ���



���

'���� �� ��� � �� ' ���& �� ������  �'��� ��  �� � ������� �� ���� � ��E��' ����� ���  ��
� ������� � � $��  ��� D ���  �'' ����� ��������� ��� ��� ��� � ��������� ���� ���  �'' �����
��� ���������� �� �� ��� ��������� ��� #������� �� ���� �� ����  ����� �� �� � $�������
��� ��� %�������� ���������� � � $�� �����  ��� D � $�� ����� �� %�� �����(�� D ����(�� ��� ' ��
�#���� � ��������� ���� ��������� D � ��� �����' ���� ���  �'' ����� � $�� ��� �� ��'�� D ��
�����  �'��� � ��������' ��� ��  �� �� ��� ��� �� ���� ���� ���������� �� � $���� ���� ��
�� ��*' � � � $����� ���� D ���� �� �%�� � ���� � $����� D '���� �� � � $�����%����� �� ���%�����
)  �� ���� �� ���� ��� �� E��' ������ ��� ��� ��� ����� ' �� �� � �� � $���� #������ �

"� ' ����������� ��������� �� �� ���� � �� �� � ������� 
��� �������@�� �� ��'������� ���
E�� �����

φj(τ)
��� H

φ̃j(τ) = min
α

[ατ + max
ν∈P

Eν [ψMj
(dj − α)] : 0 ≤ α ≤ Vj ],

�� P ��� �� ����'��� �� ������������� �� ����������� �

"� �� #�� #� �� ������� ��� �� ������� �������� �� � ��  �'���' ��  �B� ' ������ ���
��� � ���  �B�� ����� ) E���� ���� ��  �� ���� ������� �� � $�� �������� �� ' ��� �� ����� ��
� $���
� ��  �������� ��� �� � ������ �� ������� �

C��� ��� �����*' �� � $����' ������� ���  #����(�� D �@� �� �����  �'��� �� E��� (�� ���
���%������ (�� � $�� � ��� E���� � ��� ��� ����' *���� �� ������� ���� � $������ ���� ��� ���� ��
��� ����'���� � $�� �������� ���  �� ���%������ �� ��� �� ��%��� ��  ��@�� � @&�� � $������
���� � ����� (�� � $#������ �� ���%����� ��� E����� D �� � ���  #����� ��� ��� ���������� ��� #��
'��*�� �� � $#������ �� ������� � F� � �������  #����� ��� ���������� @�� ������ � ����������
� ��� ���

k1
���' �*��� %�������� D ��� ���������� ���� ������*�� � ��� ���

k2
%�������� ���%�����

�� ����� �� ����� �
� ��� � �������� �� ����� ����� �����(���  ���� �� #��(�� �� �����*' � �� ������� �� ����
�� ���� ��� ���(�� ������ ���� ��  #������ � � ����� �� #��(�� � ��' ������� �� ������� ��
E���� �����@ ���%� �� ��' ������ �� �����*' � �� ������� �� ����� ���� ��� ���(�� �� ����
 ������ ������ �� ��� ��� �� ���� ���������� ���� ��� �� ����� � �� �� �� � �� �� ��%�������
����� ���������� �� ��'�� ����������� ' 
'� ���� ��  �� �� ��  ����������� ������� �������
�� ��' ���  �'����� ���  ����������  ���(��� � 	�� ����� ��������� ������������ ��  ����
�� #��(�� � $���������� '��������������� ��� ����' *���� �� ������� ��� �� ���� ���� �� ��
������ ��� ����'���� � $�� ��������� � I� �G �� D �� ��������� ��� ��' �����

di
���������� �� ��

' 
'� %����� � D � $� ��� ��� � �� �� ��' ���� ������� i=t+k−1∑

i=t

di
���'���� �����' ���  �''�

√
k,
��� ���� ��

k
� ��� � $� ��� ��� � �� �� ��' ����

di
� ����� (�� �� %����� ' ������  ����

 �'' �
k
� "�� %��������� �� �� ��' ���� ������� ������ �� �� ' ������ ����� ���� E����� D

���  ������������ �������� �������� ���� ' ����  �����%���%�� �
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