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Abstract :

Over a local field of characteristic two, A. Weil has defined the metaplectic group as
an extension of a group called “pseudosymplectique”. However, the pairs of reductive
subgroups (G,G') of this group, dual in the sense that G and G' are each others
centralizers, had not been classified. A complete classification is established here, as
well as the triviality of the metaplectic extension restricted to these subgroups.
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Introduction

Analysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil montre,
en 1964, le role capital que joue dans la théorie des fonctions théta, une représentation
unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplectique [W].

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générale [H.R.], qui explique
la dualité entre certains groupes classiques, dualité mise en évidence par de nombreux
auteurs. R. Howe introduit la notion de paires duales réductives (c’est-a-dire de paires
(G,G') de sous-groupes réductifs, duales au sens ou G et G' sont les commutants
I'un de ’'autre) et définit une correspondance entre certaines représentations projectives
irréductibles de ces sous-groupes a I'aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire, peut-elle
étre élargie a des corps de caractéristique paire ?

Répondre & cette question nécessite de revenir a I’article d’A. Weil [W]. Il apparait
alors que le groupe pseudosymplectique n’est plus isomorphe au groupe symplectique
mais est une extension d’un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F de caractéristique 2, fini ou local, et W un
espace vectoriel sur F' muni d’une forme quadratique @Q, non dégénérée et non défective,
d’indice quelconque (I.1.1) (A. Weil s’intéresse au cas d’indice maximal). Notons O(Q) le
groupe des isométries de (W, Q). Le groupe pseudosymplectique est alors une extension
de O(Q) par le module Q,(W) des formes quadratiques additives définies sur W. Cette
extension est, en général, non triviale (I1.1.3).

Nous remarquons que l’existence de formes quadratiques additives non nulles est
propre a la caractéristique deux. Elle est source de nouveaux problémes pour la recherche
des paires duales et pour I’étude de ’extension métaplectique.

Cette étude fait I'objet du paragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique au-dessus
de O(Q) défini précédemment, est formé d’automorphismes d’un groupe d’Heisenberg
(I.1.2), triviaux sur le centre. Par le théoréme de Stone-Von Neumann, encore valable sous
nos hypothéses (annexe 1), nous construisons I’extension métaplectique (1.2.1). Celle-ci
présente deux particularités (que nous mettons en évidence sur sa restriction au sous-
groupe Qq.(W) (1.1.1)) : étre d’ordre exactement 2 que F soit fini ou local; avoir des
éléments qui ne commutent pas quand bien méme leurs projections commuteraient dans
le groupe pseudosymplectique.

Dans 1’étape suivante, nous classifions les paires duales réductives du groupe pseudo-
symplectique (II.1 et 2). Elles sont de la forme : deux groupes linéaires ou un groupe
symplectique et un groupe orthogonal ou deux groupes unitaires ou encore, une des deux
paires duales triviales. Nous reconnaissons 1a les différentes “familles” obtenues pour
les autres caractéristiques. Par ailleurs, quand cela doit étre précisé, nous décrivons les
sous-groupes du groupe pseudosymplectique qui interviennent (§2.1 proposition c).



Mais, revenons a la démonstration établissant la classification. Dans un premier temps,
nous avons recherché les paires duales réductives de O(Q) par des méthodes communes
aux autres caractéristiques [M.V.W] (II.1). Nous abandonnons ensuite ces méthodes pour
décrire a partir de la classification obtenue, un procédé qui nous permet de construire des
paires duales réductives du groupe pseudosymplectique (I1.2.3 et 2.4). Nous en dressons
la liste (§ 2.1 proposition c). Est-elle complete ?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales réductives
du groupe pseudosymplectique (§2.1 théoréme a). De ces propriétés et du lemme 2.5,
nous déduisons, pour chaque paire duale réductive non triviales (G,G') du groupe
pseudosymplectique, I’existence d’une paire duale réductive (K, K') déja répertoriée telle
que les projections de K et I’ sur O(Q) contiennent celles de G et G’ respectivement :
de la, via le corollaire 2.1.b, I’exhaustivité de la liste établie (§2.1 théoréme d).

Le dernier paragraphe traite de la restriciton de ’extension métaplectique aux paires
duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-dessus des paires duales
triviales).

Il apparait en outre, que les images réciproques des composantes d’une paire duale
non triviale commutent dans ’extension métaplectique. Ainsi donc, nous pouvons étendre
la conjecture locale de Howe au cas de caractéristique deux et retrouver des situations
connues.
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I. EXTENSION METAPLECTIQUE

§ 1. Groupes pseudosymplectiques
1.1. Formes quadratiques en caractéristique deux [D.J]

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur F.

Une forme quadratique g sur V est une application de V dans F définie a 1’aide d’une
forme bilinéaire b par : g(v) = b(v,v), v € V. Une forme bilinéaire alternée, notée (, ), lui
est associée de la fagon suivante :

pour tout (v,v') € V2, (v,v') = q(v +v') + q(v) + q(v') = b(v,v") + b(v', ).

Ces trois objets ne se définissent pas I'un 'autre. D’une part, deux formes quadratiques
q et ¢’ ont la méme forme alternée associée si et seulement si ¢ + ¢’ est additive; d’autre
part, deux formes bilinéaires b et b’ définissent la méme forme quadratique si et seulement
si la forme bilinéaire b + b’ est alternée.

On note Q(V) I'ensemble des formes quadratiques sur V, Q,(V) le sous-ensemble
des formes quadratiques additives sur V et Q2(V) le sous-ensemble de Q,(V) formé des
formes quadratiques additives dont les valeurs sont des carrés de F'.

Soit ¢ € Q(V) et (,) la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel X de V est
isotrope si l'intersection de X et son orthogonal X' n’est pas nulle. Si, en outre, X est
contenu dans X<, X est dit totalement isotrope. Un sous-espace vectoriel X, totalement
isotrope et sur lequel ¢ est nulle, est dit singulser.

Un sous-espace vectoriel de V est hyperbolique s’il admet une base hyperbolique
(e1,---,ep €1, -+, €e_p) C'est-a-dire telle que

(ei,ej) = 6i—; pour tout 1,5 € {-p,---,-1,1,---,p}
et g(ei)=0 pour tout ¢ € {-p,---,-1,1,---,p}.
Une base ne vérifiant que la premiére condition est dite symplectique.
On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (,) est non
dégénérée).
Alors si X est un sous-espace vectoriel de V totalement isotrope, il existe, pour toute
base (e;)ier de X, des vecteurs (e_;)ier de V tels que

(eiye—;) =6i; pourtout 1,5 €1l

Si, de plus, X est singulier, on peut choisir les vecteurs (e—;)ies singuliers [D.J p. 34).
Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V', de dimension maximale, il existe un
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sous-espace vectoriel Y de V', de méme dimension que X, tel que X @Y soit hyperbolique.
Alors, (X @Y)?1 est un sous-espace vectoriel sans éléments singuliers et V se décompose
en somme orthogonale

V=(XeY)e(XaoY)

La dimension de X s’appelle l’indice de g et est notée v(q).

1.2. Le groupe d’Heisenberg
Soit Q une forme quadratique sur W, non dégénérée et non défective. Alors W est de
dimension paire notée 2n. On note <, > la forme alternée de Q.

Pour toute forme bilinéaire B définissant @, on définit un groupe d’Heisenberg H(B)
par (W §31]:
H(B)=W x F

muni de la loi
(w,t),(w',t') € H(B), (w,t)(w',t') = (w+w',t +t' + B(w,w")).

Si B' est une autre forme bilinéaire définissant Q, on définit de méme le groupe
d'Heisenberg H(B'). Soit ¢ une forme quadratique dont la forme alternée est B + B'.
Posons a4(w,t) = (w,t + g(w)), (w,t) € H(B). Alors, ag est un isomorphisme entre
H(B) et H(B').

Supposons que F est fini ou local.

D’apres le théoréme de Stone-Von Neumann (cf. annexe 1), il existe une représentation,
unique a isomorphisme preés, (py, V) du groupe d'Heisenberg H(B), lisse, irréductible telle
que

pu((0,1)) = $(t)idy, teF.

Modéles de la représentation métaplectique py, de H(B) (F fini ou local).

1. Soient W = X @ Y une polarisation compléte de W (i.e. X et Y sont des
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale) et ¥ x un
caractéere du sous-groupe X x F' de H(B) prolongeant 3.

On définit le C-espace vectoriel H(X,¥x) par :

- si F est fini, H(X, ¥ x) est formé des fonctions ¢ sur H(B) & valeurs dans
C telles que :

(1)  VzeX,VteF, Vhe HB) 4((z,t)h) = ¥x((z,t))é(h)

- si F est local, H(X,¥x) est formé des fonctions ¢ : H(B) — C
localement constantes, & support compact modulo X x F, vérifiant (1).
Le groupe H(B) agit sur H(X,%x) par translation a droite. La représentation
(pvs H(X,¥x)) de H(B) ainsi obtenue est un modele de py,.
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De plus, H(X, ¥ x) est isomorphe au C-espace vectoriel S(Y') des fonctions de Y dans
C, si F est fini et, au C-espace vectoriel S(Y) des fonctions de Y dans C, localement
constantes a support compact, si F est local.

On a alors, pour tout t € X,ye€Y,te FetpeS(Y),

po((z +y,t))p(y') = ¥(t+ <y',z > +B(z + v, y))¥x((z,0))e(y + ¥'), ¥ € Y.

2. On suppose que F est local.
Soit L un réseau de W. On définit le réseau L* par

L*={weWleL <tw>e &}

ou &, est le plus grand sous Op-module contenu dans Ker. On suppose L = L*. En
remplagant X x F par L x F dans le modéle précédent, on obtient un nouveau modele

de py.
1.3. Groupe pseudosymplectique au-dessus de O(Q)

Pour toute forme bilinéaire B définissant @, on définit le groupe pseudosymplectique,

PsB par (W §31]
PsB = {(0,f) € 0(Q) x QW)If(w + v') + f(w) + f(w') = B(ow,ow') + B(w,w')}
avec la loi : (o, f)(o', f') = (00', f- o' + f')
ou f - o' désigne la forme quadratique w — f(o'w).
Le groupe PsB agit sur H(B) par
(0,f) - (w,t) = (ow,t + f(w)), (o, f) € PsB, (w,t) € H(B).

Il apparait donc comme un sous-groupe (en général propre) du groupe des automor-

phismes du groupe d’Heisenberg H(B) qui agissent trivialement sur le centre.

PROPOSITION a. — Tous les groupes pseudosymplectiques au-dessus de O(Q) sont
1somorphes.

En effet, soient B et B' deux formes bilinéaires définissant Q. Alors B+ B’ est alternée,
et, pour toute forme quadratique ¢ dont la forme alternée associée est B + B', on note
B, I'application définie par : B4(o, f) = (o, f + ¢- 0 + q). C’est un isomorphisme de PsB
dans PsB'.

On note I(B, B') 'ensemble de tels isomorphismes.



PROPOSITION b. — Soit B une forme bilinéaire définissant Q. La suite
(*) 1 — Qu(W) — PsB — 0(Q) — 1
est ezacte, scindée si et seulement sin=1oun=2et F =F,.
Dans les cas oti la suite (*) est scindée, toutes les sections sont conjuguées sous Qa(W).

La fin du paragraphe est consacrée a la démonstration de cette proposition.

La projection de PsB sur O(Q) est surjective et son noyau est {(id, f) € PsB} =
{(2d, f), f € Qa(W)} d’our I'exactitude de la suite (*).

Supposons la suite (*) scindée. Soit s une section.
Si @ € W est non singulier, on note t, la transvection orthogonale de vecteur a

<w,a>

Qa *

Soit (ta,ga) = 3(ta). Alors, la forme alternée associée a g, est

ta(w)=w+ weW

L B(w,a)B(a,w') + B(a,w)B(w’, a).

2) w,w'
( (w,w’) ()
Comme t, est d’ordre 2, s(t,) également, d’ou
Qa-ta + . =0

ce qui équivaut a

<w,a >?

W(QG(G) +Q(a)) =0
pour tout w € W, d’ou
(3) 9a(a) = Q(a).

De plus, si a et b sont non singuliers, non colinéaires et orthogonaux, ¢, et t, commutent

d’ou
s(ta)s(ts) = s(ts)s(ta)
ce qui équivaut a
ga-to +qs = qb - ta + ga,
ou encore

<w,a>? <w,b>?

(4) W(M(G) = —quz(b)

pour tout w € W.
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1°" cas : Sin > 2 et F # F,, il existe a, b deux vecteurs non singuliers, non colinéaires
et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur wo de W orthogonal a a et non a b.
Par (4) appliqué 32 w = wo, on a :

(5) 9a(b) =

Puisque F # F», on peut supposer que Q(a) # Q(b) Le raisonnement precedent avec
a et a + b au lieu de a et b montre que : g,(a + b) =

Or
ga(a +b) = ga(a) + ga(b) = Q(a) #0
d’apres (3) et (5).
La suite (*) n’est donc pas scindée dans ce cas.

2!™¢ cas: Sin > 3 et F = F,, il existe trois vecteurs indépendants a, b, ¢, deux a deux

orthogonaux et tels que
Qa) = Q(b) = Q(c) = 1.

Par (3), ga(a) = 1.
Par (4) appliqué successivement a a et b, a et ¢, a et a + b+ ¢, on obtient

ga(b) = ga(c) = ga(a+ b+c) =0.

Or, ga(a+ b+ ¢) = ga(a) = 1.
La suite (*) n’est pas scindée dans ce cas.

Dans les autres cas, on montre que la suite (*) est scindée en déterminant une section s
de O(Q) dans un groupe pseudosymplectique PsB de notre choix grace a la proposition a. -
Soit B = {e1, *,€n,€_1, -, €} une base symplectique de W (cf. §1.1).
A chaque élément o de O(Q), de matrice (EZ" )) g;" ;) dans la base B on associe
i) i)

un entier D(o), appelé invariant de Dickson, et défini par :
D(o) = > (Q(e;j)aijbij + Qe;)cijdij + bijciz)-
)

L’application D : 0 — D(o) est un homomorphisme de groupes de O(Q) sur Z/2Z. On
note O*(Q) son noyau et O~(Q) ’ensemble des éléments de O(Q) pour lesquels D prend
la valeur 1. Le groupe O(Q) est réunion disjointe de O*(Q) et 0~ (Q).

3*™¢ cas : Si n =1, 'indice v de Q est 0 ou 1.

Si v =0 (resp. v = 1), soit (e;,e_;) une base de W telle que
<e,e—1 >=1

(respectivement, (e;,e_1) est une base hyperbolique de W).
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On choisit B ainsi :
B(zey +ye_1,z'e1 +y'e—1) = zz'Q(e1) + zy’' + yy'Q(e-1).
Alors, 'application s : O(Q) — PsB définie par
s(o) = (0,0), o€ 0%(Q)
et s(o)=(0,Q), c€07(Q)
est une section.

En effet, les éléments s(o) sont bien dans PsB : Soit 0 = (z 3) un élément de

O(Q) exprimé dans la base (e;,e—;). Alors :

Q(oer) = Q(e1) ie. a’Q(e1) +ac+c*Qe-1) =Q(er)
(6) Q(oe-1) = Q(e-1) ie b*Q(er) +bd+ d*Q(e-1) = Q(e-1)
et ad+bc=1.

Calculons
B(o(ze1 + ye—1),0(z'er + y'e—1)) + B(zer + ye_1,z'e1 +y'e_1)
= (az + by)(az’' + by")Q(e1) + (az + by)(cz’ + dy') + (cz + dy)(cz’ + dy')Q(e-1)
+zz'Q(e1) + zy' + yy'Qe-1)

= zz'[a’Q(e1) + ac + *Q(e-1) + Q(e1)] + zy'[abQ(e1) + ad + cdQ(e-1) + 1]
+ya'[baQ(er) + be + cdQ(e—1)] + vy [P Q(er) + bd + *Q(e—1) + Qle_1)]

= (zy' + yz')[adbQ(e1) + bc + cdQ(e-1)] par (6)
= (zy' +yz') - D(0o)

_ {0 si o€ 0t(Q)
T lzy' +yz' si 0 €07(Q).

L’application s est bien & valeurs dans PsB.
De plus, si ¢ € O(Q), o' € O(Q) on a:

connexe de O(Q)

(00',0) sio et o' sont dans la méme composante connexe

(00',Q) sio et o' ne sont pas dans la méme composante
s(o)s(o’) =

= s(o0’)

Donc, s est une section.
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4*™ cas : Sin =2 v =2et F =F,, on identifie W a I'espace vectoriel M(2,F3)
des matrices 2 x 2 a coefficients dans F2 et @ est la forme quadratique Q(m) = détm,
meW.

On choisit la forme bilinéaire B suivante :

. a b , a b

Le groupe O*(Q) s'identifie au groupe SL(2,F2) x SL(2,F2) agissant sur W par :

(91,92) - m = gymg;

. . ’, ’ . . b
On considére les éléments de PsB suivants : soit m = (a ),

w=(o=((5 1)) om=ei) = (o= (3 2) 0. im=a)
(

32=(02=(id,((1) i)),qg(m)=a2+c2) sh = aé:(id,(i ?)),qé(m)=b2+cfz)

et t = (1,9(m) = bc + a® + b% + c2 + d%) ot (m) = ‘m.
LEMME. —
1) L’homomorphisme i : O*(Q) — PsB défini par :

i(o;) =sj, i(oj)=3sj, j=1,2

est un relévement de O*(Q) dans PsB.
2) i se prolonge en un relévement de O(Q) dans PsB en posant i(7) = t.

Démonstration : Pour la premiére affirmation, il suffit de vérifier que les conditions
suivantes sont satisfaites :

C.1 3% = 8% = 8'12 = 3'22 = (id,0)
C2 s;sisi=38.sis, pour i =1,2
C3 9192 =9291 pour g; =s;ous;, i =1,2.

En effet, SL(2,F2) est isomorphe a G3.
Pour la deuxiéme affirmation, il suffit de vérifier que :

C4 t?>=(id,0)

C5 tsit=s5 et tsit=s,.
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Vérification de C.1. On remarque que g¢; (resp. ¢!) est invariante sous o; (resp. o}) : le

résultat est clair.

Vérification de C.2. Calculons (g; - ojoi + g} - oi + ¢i)(m)

pouri =1, qy(o}orm) + g(c1m) + qu(m) = ab-+ (a + c)(b+d) + cd
= q1(m) + q1(o1m) + q1(o101m)

pour i =2, gqz2(oghaam) + g4(oam) + g2(m) = (b* +d?) + ((a + b)? + (c + d)?) + (a? + ¢?)
= g3(m) + q2(03m) + g3(0302m).

La condition C.2 est satisfaite.

Vérification de C.3. On traite le cas ou g; = 3; et g2 = 32 ; les autres sont semblables.
On doit comparer q; - 02 + g2 et ¢2 - 01 + q1.

Ona q;-02(m)+ q2(m) =c(c+d)+a®> +c = cd + a®
et g2-01(m)+qi(m)=(a+c)> +c+cd=cd+a®
dou ¢1-02+¢92=q2-01 +q1.

La condition C.4 est immédiate et C.5 se vérifie comme précédemment. []

La suite (*) est donc scindée.

5°™¢ et dernier cas : Sin = 2,v=1let F=F,.

Soient £ un générateur de F4 sur F2 et ~ 1’élément non trivial de Gal(F4|F;). Tout
élément a de F4 s’écrit :

a=z+¢§t, z,teF,.
On identifie W & {m = (Z (;), z,y € F et a € F}. Alors Q(m) = détm, m € W et
O0*(Q) s’identifie a SL,(F,) agissant sur W par :
g9 € SLy(Fy), m € W,g-m = gmg".

On prend la forme bilinéaire B égale 4 :
: _ z z + ¢t " _ z' 2+t N ' ' '
mm_(z-%—ft v ), m_(z,_*_&, y' , B(m,m') =zy'+zz2'+2t'+tt'.

On considére les éléments de PsB suivants :
pour A = ), +&X € F:,

1 A A
sy = (0A= (0 ltf 2), q,\(m)=(A1+A2)yz+Alyt+y2+A,z2+A2t2)

pour u€ F d, = (5“ = (l(; #91) ,O) et w= (((1) (1)) ,Q).
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LEMME. — L’homomorphisme i 0*(Q) — PsB défini par
i(0a) = sa, AeF{
1(6u) = dy, peF

(0 1
'((1 0)) =Y
est un relévement de O%(Q) dans PsB.
De plus, t se prolonge en un relévement de O(Q) dans PsB en posant

i(r)=(7,q9.,(m =zt+x2+22+t2+ 2y ourT-m="'m.
y

(1) (1)) et 7 engendrent O(Q) et ¢ est bien

défini si les relations suivantes sont satisfaites [D.E] :
R1 wdy =dy-1w, A€ FJ
R.2 w? = (id,0)
R3 wsyw = dy-18\wsy-1, A € F
R4 dyd, =dx,, Aet p€ Fy
R.5 828, = Sa4pu, A et p€Ff
R.6 i(1)? = (id,0)
R.714(7)gi(t) = i(ToT) o g = (0,q) est sy, d, ouw, A\, u € F.
L’homomorphisme 1 est alors injectif.

Les relations (R.1), (R.2) et (R.4) sont claires. Pour (R.3), on calcule les formes
quadratiques obtenues dans chaque membre. A droite, on a

Démonstration : Les éléments oy, §,, (

9 - wor-1(m) + Q(or-1m) + ga-1(m)

_ y z+t+ (A1 + Ay + (¢ + Aay)
_q'\((2+t+(z\1+>\2)y+£(t+z\2y) T+ Mz+At+y )
+Q(m) + gx(m)
= [(M1 + A2)zz + Aazt + (A1 + A2 + M A2)(2t + yz) + Mizy + (M + A2)ty
+2? + M(A2 + 1)2% + (1 + M) + %) +

[ty + 22 + 2t + 2] + [Myz 4+ (M1 + A2yt + v2 + (01 + A2)2% 4 \qt?)

= (A] + /\Q)IZ + Azt + z? + /\122 + (Al + /\2)t2

en remarquant que :
M+ A2+ MA2=1 pourtout A € F{
M+ +1=X
MA2+1=2A1 + A2
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A gauche,ona: Q -oxw+gqr - w+Q=qr -wet
ax - w(m) = (A1 + A)zz + Aozt + 27 4 A 22 + (A1 + M)t
On fait de méme pour (R.5) :
ax - ou(m) + qu(m) = [(A1 + A2)yz + Myt + M2? + Xot? + (A2 + dapn +1)y°]

+(p1 + p2)yz + pyt + y* + mz? + pot?
= (M 4 pm1 4+ A2 Fp2)yz + (O + )yt + (M + )22
+(A2 4 p2)t? + (A2 + Az2p1)y?

_{0 si A=pu
q,\.,,”(m) si A # 0 car /\1}12 + /\2#1 = A2 + u2.

La relation (R.6) est claire. Reste & examiner (R.7).
Sig = sa,
gr - oa7(M) + qa(TMm) + ¢, (M) = [zt + dazy + Mty + 22 + (1 4 A2)22 + (1 + Ay)t?
+(M122 + A1 + A2)y?]
(A1 + A2)yz + Aoyt + Az + (A1 + A2)t? + ¢
+zt + 22 + 2% + 1 + 37

= /\12y + (/\1 + /\g)ty + (Al + AQ)Zz + A2t2 + y2 = qx(m)

Or
i(7)sai(7) = 3.

Si g = da, 7627 est égal & §5-1 et la forme quadratique de i(7)dri(7) est
(A1 4+ A2 + A2zt + (A1 4 Az + M A2)z2 + (A1 + A2 + A 20)2 + 22 + 97
+zt+ 22422+ 2 42 =0.
Si g = w alors TwT est égal a w et la forme quadratique de i(7)wi(7) est
(zt+22+ 22+ 2 + ) + Q(z,2,t,y) + 2t + ¥ + 22 + 12 + 2% = Q(m).

Les relations (R.7) sont bien satisfaites.
Ceci termine la démonstration du lemme.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste a montrer I'unicité (a conjugaison
pres par un élément de Q,(W)) de la section dans les cas 3, 4 et 5, c’est-a-dire la nullité
de H(O(Q), Qa(W)) ou encore, celle de H'(O(Q), W) puisque celui-14 est isomorphe a
un produit de [F : F?] copies de celui-ci (cf. 11.2.2).

Dans le cas 4, c’est un résultat de H. Pollatsek [P., théoréme 4.5.
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Dans les autres cas, il suffit que H!(O*(Q), W) soit nul d’apreés la suite de Hochschild-
Serre [Annexe 2, proposition A.1]. Or, O*(Q) est isomorphe & F* quandn =v =1, a
U(1,E) ou E est une extension quadratique de F' muni de I'involution canonique quand
n=1etv=0((cf §2.4 cas 2), et 3 SL(2,F4;) quand n = 2, v = 1 et F = F,. Alors,
H'(0*(Q),W) est nul d’apres les calculs effectués dans I’annexe 2 (proposition A.2,
corollaire A.2 et proposition A.3).

La proposition est maintenant entierement établie.
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§ 2. Groupe métaplectique : cas fini ou local

2.1. Soit (py, V) la représentation métaplectique de H(B).
A tout s de PsB, on associe la représentation (p3,,V) de H(B) définie par :

pu(h) = pulsh), he H(B).
C’est une représentation lisse, irréductible et, pour tout ¢ € F',
py((0,2)) = ¥(t)idy.

Par le théoréme de Stone-Von Neumann, py et pj, sont isomorphes. On construit ainsi
une représentation projective wy, de PsB.

Il existe alors une extension de PsB par C*, notée PsB, et une représentation (wy, V)
de PsB telles que le diagramme suivant commute :

] —» C* ——+ PsB —— PsB —— 1

" |-

GLY —— PGLVY

PsB est Ueztension métaplectique de PsB et wy sa représentation métaplectique.

Remargques :

1. A priori, 'extension métaplectique dépend du caractére 3 fixé. On n’abordera
pas, ici, le probléme de 'unicité de cette extension.

2. Sil existe deux isomorphismes a : H(B) — H(B') et B : PsB — PsB' tels
que :

(7) Vh € H(B), Vse€ PsB, a(sh)=(Bs)(a(h))

alors 3 se reléve en un isomorphisme de PsB dans PsB'.

En particulier, si B et B' définissent la méme forme quadratique, les isomorphismes
ay et B, définis respectivement aux paragraphes 1.2 et 1.3 vérifient (7) : PsB et PsB’
sont isomorphes. N

De méme, si B' = AB, A €_FX, alors PsB’', défini relativement au caractére
¥ : T — P(Az) est isomorphe a PsB.

PROPOSITION. —

a L’eztension métaplectique n’est pas triviale et contient un sous-groupe PsB tel
que la restriction de p d ce sous-groupe soit surjective de noyau {£1}.
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b Dans les cas o PsB contient un sous-groupe tsomorphe é¢ O(Q), la restriction
de l'eztension métaplectique d ce sous-groupe est scindée si et seulement si

n=1
ou n=v=2 et F=F,.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modéles de la représentation métaplectique
en 2.2 et, en 2.3, on examine une situation produit. La proposition principale est prouvée
en 2.4.

2.2. Modeéles de la représentation métaplectique
On reprend les notations du §1.2.

a. Modéle de Schradinger
Soit 8 = (o, f) un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation compléte

de (W,<,>),W=X@Y, o s’écrit (: g)

Sur X NoX, I'application £ — Px(z - s7'z)yY(Q(z)) est un caractére. Il existe un
élément w, de W tel que

(8) vx(2)¥x(s7'2)Y(Q(z)) = ¥(< z,ws >), € XNoX.

On définit un automorphisme M(s) de H(X,¥x) par

|a|*/?¢(s~ (w,h)) si o stabilise X

Jx/x00x Y(Q(2))¥x(z)$(s ™ (wazh))lv'['/?di sinon

ou vy’ : X/Kery — (X/6Ker+v)* est I'isomorphisme induit par v, dz est une mesure de
Haar sur X/X NoX, et w, un vecteur de W satisfaisant (8).
Un choix différent de w, peut changer M(s) en —M(s).

M(s)¢(h) = {

On vérifie que (s, M(s)) appartient & PsB, par une méthode analogue a [P.P §1].

On note A(W) = {(X,%¥x) ou X est un lagrangien de W et ¥ x un caractére sur X x F
prolongeant ¥ }.

Le groupe PsB agit sur A(W) par : s = (o, f) € PsB, (X,¢¥x) € A(W),

(0,f) - (X,9¥x) = (6 X,¥x 0s7").

On fixe (Xo,%0) € A(W) et on désigne par A°(W) l'orbite sous PsB de (Xo, o).

Pour deux lagrangiens X et Y, on note Ayx I’ 1somorphlsme de X/X NY sur
(Y/X NY)* induit par celui de W sur W*.

Soient dz et dy des mesures de Haar sur X et Y, dt une mesure de Haar sur X NY.
On note dz et dy les mesures de Haar quotients sur X/ X NY et Y/X NY, et, [Ayx| le
module de Ay x par rapport a dz et la mesure duale de dy [P.P 1.1).
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Pour deux éléments (X,¥x) et (Y,yy) de A°(W), on définit I'opérateur Fy,yy;X,vx
de la facon suivante :

I’'application x — dzx(z)"‘ ¥y (z) définit un caractere sur XNY'. Il existe doncw € W
(défini modulo X +Y') tel que

vx(z) ¥y(z) = ¥(< w,z >) pourtout z € XNY.
Alors, pour ¢ € H(X,v¥x),

fY.'bv;X,\bx ¢(h) = /

Y/XnN

Y ¥y (y)d(w -y - )| Ay x|'/*dy.

Soient X; un supplémentaire de X NY dans X et Y; un supplémentaire de X NY
dans Y. Alors, X; @Y est non isotrope et son orthogonal (X; & Y;)* contient X NY.
On note V un supplémentaire de X NY dans (X; ® Y1)L. Ainsi,

W=X1@X0Y®Y1®V,
Y/XNY ~Y;,

et

HB)/ X xF~Y V.

Pour ¢ € 'H(.\',w;;), dlviev € S(Y1 & V) et un calcul simple donne :
h=(zy+u+y +v,t)

ouz; € X, ue XNY, y1 eYj,veVetteF,

Frwyix,wx $(h) = $(t + B(y1,z1 + v +v) + B(z1 + v,v)+ < w, 21 +u >)Yy(n1)

/Y $(< 21,3 > W7 (W)B(B(y,v)) - $(wly + v))| Ay x[/2dy.

L’opérateur Fy,y,; x,vx €st donc un opérateur de transformation de Fourier : il est continu
de H(X,¥x) dans H(Y,yy) et inversible.

Soit s = (o, f) € PsB. 1l définit une application de H(X, ¥ x) dans H(cX,¢x 0s~})
par : ¢ — ¢* ot ¢*(h) = ¢(s~1h).

Alors, pour ¢ € H(Xo,%0),0n a:

Al(s)¢ = f,\’o,(bo;axo,wooa"¢’ = (}-a“Xo,\booc;Xo,wo¢)’~

L’opérateur M(s) est donc un automorphisme de H(Xo, o).
Il reste a vérifier que M(s) entrelace les représentations p et p* : pour tout h € H(B),

M(s)P(h) =so fa-‘Xo,dzooc;Xo,\’lo ° p(h) =so p(h) ° fd"xo.¢o°5;xo°¥’o
= p(sh) 0 s 0 Fo-1xo,p008;X0,w0 = P(sh) - M(s)

0
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Examinons la restriction de ’extension métaplectique a certains sous-groupes de PsB.
1. Cas ou Q est déployée [W]. On choisit X et Y singuliers et B définie par :
B(z+y,z' +y') =<z, >, z,2'€ X, y,y €Y.

Sis:((a u ),f) Ol‘IGEGL(X)etflx=0,

0 a*!
wy(8)p(y) = la|'*P(f(a"y) + B(ua"y,y))p(a’y), y € Y, ¢ € S(Y).

s—1
Sis= ((S 70 ),Q) ouvy: X — Y est un isomorphisme,

we(s)p(y) = /\, B(< v,z >)o(r~'2) 4]V dz.

L’eztension métaplectique restreinte au sous-groupe de PsB formé des éléments du
premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe Q,(W) de PsB
Soit s = (id, f) un élément de PsB. Il existe un unique yo € Y tel que
Vz e X, 9o f(z)=19(<z,y >)
Alors, si p € §(Y'), on a, pour tout y € Y,

wy(8)e(y) = ¥(f(y + yo) + B(yo, y))e(y + vo)-
On en déduit que si s' = (o', f') et que yg est défini comme précédemment, alors
wy(s)wy(s)e(y) = ¥(B(yo,y) + f(y + v0))¥(B(vo, ¥ + ¥o)
+ f'(y + yo + ¥0))e(y + yo + vo)

= Y(B(yo,¥0) + f(yo))wy(ss')p(y)-

Si ’extension métaplectique est scindée au-dessus de Q,(W), alors pour tout s = (id, f),
8’ = (id, f') de PsB,
wy(shwy(s') = wy(s')wy(s)
ie.  Yof(y) =1vof(yo)

Or, yo (resp. yg) ne détermine f (resp. f') que sur X. On peut trouver deux éléments s
et s’ de Q,(W) pour lesquels cette égalité n’est pas satisfaite.

L’eztension métaplectique restreinte ¢ Qq(W) n’est pas scindée.

b. Modéles latticiels
Soit F un corps local et £, le conducteur de ¢ : £, = pE, r € Z. On suppose qu'’il
existe un réseau L dans W, autodual relativement a 3 et <,>. En remplacant X par L
dans a, on obtient un nouveau modele de la représentation de Weil, dit modele latticiel.
En général, si L' est un réseau, le stabilisateur K de L' est le sous-groupe de PsB
formé des éléments (o, f) tels que :

i) oLl =L
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i1) pour tout £ € L', f(¢) € p*"/% o1 [ ] est la partie entiere.

3. Cas du stabilisateur ' d’un réseau L autodual
Dans ce cas, r est nécessairement pair.
On suppose, en outre, que la restriction de B a L x L est a valeurs dans £y, et on
prolonge trivialement ¥ sur L x F. On note 3 le caractére de L x F ainsi obtenu.
Pour tout s = (o, f) € K, le caractere £ — ¥r(€)" r(s7'2) est trivial. D’ou si
¢ € H(L,yL), A
M(s)$(h) = ¢(s™"h), h € H(B).

Par conséquent, PsB est scindée au-dessus de K.

c. Supposons que F soit fini. Soit (p, V) un modele de la représentation méta-
plectique de H(B).
Il est alors facile d’exprimer la représentation de Weil de PsB en fonction de (p, V),
pour certains éléments de PsB.

LEMME. — Soit s = (0, f) € PsB. On suppose que f = 0 sur Ker(1 + o). Sost M(3s)
l'opérateur de V dans lui-méme défini par : pour tout v € V,

M(s)v = Z p(w™Hp(s™ w)v.
weW
Alors (s, M(3)) est un élément de PsB.

Démonstration : Soit s € PsB. L'opérateur M(s) est une somme finie d’éléments de
Y donc il est bien défini, a valeurs dans V.

Pour montrer que M(s) est inversible, on calcule le produit M(s~!)M(s) : soit v € V,

M(s™ )M(s)p = Y p(w'™")p(sw')p(w™")p(s w)v
w,w'eW

S o' (s o(sw)p(w™ o

w,w'eW

Y Y(BW, w)+ <w,o(w+w') >)p(w' " )p(w )p(s(w + w'))v
w,w'ewW

= Y d(<ww >+ <w,o(w+w)>)p(w+w))p(s(w+w')y
w,w' eW

= 2 (X w(<ww' +ou’ >))p(w' " p(sw')
weW weW

L’homomorphisme w —— (< w,w’' + ow' >) est un caractere de W, trivial si et
seulement si w' € Ker(1 + o). Donc

M(s™M(slo=W|- Y p(w' e, fw)e= W] Y p(f(u")-v

w'€Ker(1+0) w’'€Ker(1+0)

=c-v, ceC*
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Donc, M(3) est inversible.

Il ne reste plus qu’a prouver que M(s) entrelace les représentations (p, V) et (p*,V).
Soit (wo,t0) € H(B), v € V.

M(s)p(wo, to)v = $(ta) Y p(w™ )p(s ' w)p(wo)v = D ¥(to)p(sw) ™ p(w + wo, B(w,wo))

weW weWw
= 3 $lto)p(s(w + wo))™ pluwn, Bw + w, wo))
weW
= Y(ta) 3 plswo(sw) ™ )p(w)v = p(s(wo, o)) M(s)o.
weW

I

2.3. Supposons que (V,b) soit la somme orthogonale de (V1,b;) et (V2, b2) c’est-a-
direV=V@V; et

b(wy + wo, w] + wy) = by (w1, wy) + ba(w2, wy), wi,w: € W;
et que la forme quadratique g¢; définie par b; soit non dégénérée et non défective. Alors
[ H(b) x H(b2) —  H(b)
| {((wl,tl),(wz,tz)) — (w1 + w2t +t2)

est surjective de noyau {((0,t),(0,t)), t € F}
Soit (pi,y, Vi) un modéle de la représentation métaplectique de H(b;) et py la
représentation métaplectique de H(b) dans V = V; @c¢ Va. Alors, py 03 est équivalente a

P1y ® P2,y
L’application
(Psb; x GL(V,)) x (Psb, x GL(V2)) — Psbx GL(V ®c V2)
(((Ul,fl), 51),((o2, f2):52)) — (01 ® 02, 1 D f2),51 8 52)

définit un homomorphisme 7 : Psb; x Psb, —» Psb, de noyau
{(((id,O),zI),((id,O),z"I)),z € c"}

et wy 07 est équivalente & w; y @ wa y.
On en déduit les résultats suivants :

LEMME 2.3a. — Si G est un sous-groupe de Psb isomorphe ¢ G, x G2 dans Psb, x Psb,
et si l'image réciproque de G; dans Psb; est scindée pour it = 1,2, alors I'smage réciproque
de G dans Psb est scindée.
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LEMME 2.3b. — Soit H, un sous-groupe de Psb,. Il s’identifie au sous-groupe
H = {(c@idv,, f®0),(0,f) € H} de Psb. 5i l'image réciproque de H dans Psb est
scindée, alors l’image réciproque de H, dans Psb, est scindée.

LEMME 2.3c. — Soit C (resp. c1,c2) le cocycle de l’eztension métaplectique Psb (resp.
Psby, Psby). Pour s;, s; € Psb;, 1 =1,2, on a :

C(s1 ® 52,81 ® 82) = c1(s1,81) - c2((s2, 83).

2.4. Démonstration de la proposition 2.1

La premiere assertion de a. est une conséquence immédiate de 2.2.2. Pour la deuxieme,
considérons 1’espace (V,b) somme orthogonale de deux copies de (W, B) et identifions
PsB au sous-groupe {(s,s),s € PsB} de PsB x PsB.

Soit Xo = {(w,w), w € W} un sous-espace vectoriel de V. Il est singulier de dimension
celle de W. 1l existe donc un sous-espace vectoriel Yy de V, singulier et de méme dimension
que X tel que V = X, @Y, soit une polarisation compléte de V. On se trouve donc dans
le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (o, f) est un élément de PsB, son image dans Psb stabilise X, et (f€B ixo

est nulle. Par le premier résultat de 2.2.1, I'image réciproque de PsB dans Psb est scindée
et la restriction du cocycle C de I'extension Psb a PsB est égale a 1.
Soit ¢ le cocycle de PsB. Par le lemme 2.3.c, pour tout s,s’ de PsB

c*(5,8')=C(s®s, S ®s')=1.

D’ou c est a valeurs dans {+1}.
On a donc établi le g de la proposition. Pour le b, on étudie successivement les différents
cas. Pour ce faire, on reprend les notations du §1.3.

Casl:n=v=1
Pour tout élément o de O(Q), on définit 'opérateur wy(o) de S(Y) par :

i0€0*(@ie o= (5 %) ae P wulololy) = lalplar), v € SV

-1
i0€0°(Q) ie o= (7 %) @€ P wulohols) = lal e (), v € SV),
ou ¢° désigne la transformée de Fourier de ¢ par rapport a la mesure autoduale.

LEMME. — {(0,wy(0)), 0 € O(Q)} est un sous-groupe de PsB.

La démonstration est immédiate.

La restriction de PsB a O(Q) est triviale.



Cas2:n=1,v=0.
Soit (e, f) une base de W telle que < e, f >= Q(e) et £ une racine de 1’équation

Q) _
oe) ¥

La racine £ n’est pas un élément de F sinon le vecteur ée + f serait singulier. On pose
E = F(£) 'extension quadratique séparable de F' engendrée par £. Alors, W s’identifie
a E (en tant que F-espace vectoriel) par ¢ :

Ptz +

¢ : W — E est F-linéaire et p(e) =1, ¢(f) =¢.
Soit Q' la forme quadratique sur E définie par :

Q'(z)=Q(¢7'(2)), z€E.

Q'(z) =Q(e)- Ngjrz, z€E.
D’ou
0(Q) ~ 0(Q") = O(Ngjr) ~ E'x Gal(E|F)
ou
E'={z € E|Ngirz =1} et Gal(E|F)={id,}.

En particulier, 0(Q) ~ E'.
On peut donc supposer que W = E et Q = Ngjr. On note 6 la norme de §. On choisit
la forme bilinéaire B donnée par :

B(z +¢y,z' + &y') =zz' + zy' + byy', z,2',y,y' € F.

i) Si F est fini, 0*(Q) s’identifie au groupe unitaire U de la forme hermitienne
(,) définie sur E, espace vectoriel sur (E,T), par :

(.‘L‘, y) = 1’(::)y, z,y€ E.

Par le théoréme 3.3 de [G], PsB est scindée au-dessus de O*(Q). Soit s — (s,7(s)) une
section.

De plus, il existe un élément de PsB au-dessus de t = (7,Q), noté (t,r(r)), tel que
r(r)*=1.
Pour que PsB soit scindée, il faut et il suffit que :

Vo € 0%(Q), r(r)r(o)r(r) =r(ro).
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Or, ces deux opérateurs ne different que d’un scalaire multiplicatif. Ceci équivaut donc
a:
Yo € 0%(Q), tr(r(r)r(o)r(r)) = tr(r(roT))
ie. (9) Voe0*Q), x(o)=x(ror)
ou x désigne le caractére de la représentation de Weil de U. Le calcul de x, pour les

éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin [G. Cor. 4.8.2] et donne, dans
notre cas : '

x(o) = —1 pour tout o € U \ {id}.
L’assertion (9) est alors claire, et PsB est scindée au-dessus de 0(Q).

On suppose maintenant que F est local. On note pr I'idéal maximal de OFf et 7f une
uniformisante. Le conducteur de 1 est pr our =2sou2s+1,s€Z.

On choisit € tel que Op = OFf + £OF. Alors, O(Q) est contenu dans le stabilisateur
K du réseau L = p% + {pF. Deux cas se présentent :

ii) L est autodual (i.e. r est pair). On vérifie que ¥ o B est trivial sur L x L.
D’apres §2.3.3, PsB est scindée au-dessus de K donc de O(Q).

iii) L n’est pas autodual (i.e. r est impair). On construit un nouveau modeéle de
la représentation de Weil de PsB permettant d’utiliser les résultats de i) [Wa).

Construction du modéle. :
On remarque que L* = pL C L. On considére V = L/L*. C’est un espace vectoriel
sur le corps résiduel kr de F. On munit V d’une forme bilinéaire b définie par :

b2,€) = B(x~*€,7~*¢') modpr

ot £ est I'image de € € L par la projection L —» L/L*.
Soit H(b) le groupe d’Heisenberg “associé” et (py,S) un modéle de la représentation
métaplectique de H(b) pour le caractére x de kf :

x(T) = ¥(7**z), z € OF et T son image dans kr.

(x n’est pas trivial).
Soit V I'espace vectoriel des fonctions ¢ : H(B) — S telles que :

i) ¢ est localement constante a support compact modulo F

ii) ((¢,t)h) = ¥(t)px()p(h) pour £ € L, t € F et h € H(b).
Le groupe H(B) agit sur V par translation a droite.

LEMME. — La représentation (p,V) ainsi obtenue est la représentation métaplectique

de H(B). '
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Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur 1’action du centre.

Pour que (p, V) soit un modele de la représentation métaplectique de H(B), il faut et
il suffit qu’elle soit irréductible.

Considérons ’application de V dans S qui & ¢ € V associe ¢(0). C’est un homomor-
phisme de L x F-modules. Si V' est un H(B)-sous-module de V, il est également un
L x F sous-module. L’image S’ de V' dans S est donc un sous-module de S. Comme S
est irréductible, S’ est {0} ou S.

Or toute fonction ¢ de V est entiérement déterminée par ¢(0) sous l'action de H(B).
Ainsi, V' est {0} ou V. La représentation (p, V) est bien irréductible. 0

Soit s = (o, f) un élément de K. Il induit un automorphisme (7, f) de H(b) par :
{ G(€+L*) =ot
fe+ L) = f(n=*e)

L’automorphisme (7, f) est un élément du groupe pseudosymplectique Psb.
Soit (wy,S) la représentation métaplectique de Psb et posons :

s=(o,f)EK, ¢ €V, M(s)p(h) = wx(fs’)(¢(s'lh)).

LEMME. — Soit s € K. Le couple (s, M(s)) est un élément de PsB.

Si s € O(Q) C K, alors 3 appartient au groupe orthogonal O(q) de la forme
quadratique ¢ définie par b. L’analyse dans i) du cas ou F est fini assure l’existence

d’une section r, de Psb au-dessus de O(g) :
re 13 € 0(q) — (3,4(3).
L’homomorphisme s — (s,7(s)) de O(Q) dans PsB défini par :
r(s)é(h) = rx(3)¢(s~'h), @€V,

est une section de PsB au-dessus de 0(Q).

cas3:n=v=2et F=F, _

On construit une section de PsB au-dessus de O(Q).

Pour ce faire, on reprend la description de la situation faite au §1.3. On introduit
alors, les notations suivantes :

- X est le sous-espace vectoriel de W défini par : X = {(2 3) € W},
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- Y est le sous-espace vectoriel de W défini par : Y = { (8 8) € W}

Alors X @ Y est une polarisation compléte de W en espaces singuliers.

- (p,S(Y)) un modele de la représentation métaplectique de H(B).

Pour tout ¢ € S(Y),

,,((“0 Zz) ,to)cp(a,b) = Y(to + ado + beo)p(a + a0, b+ bo).

Co

En choisissant une base de S(Y), on exprime p & l'aide de matrices. Soit ¢
[resp. ¢1, 2, 93] la fonction de S(Y) prenant la valeur 1 en (0, 0)[resp.(1,0),(0,1),(1,1)]
et s’annulant partout ailleurs.

Le systeme (o, ¥1,92,93) est une base de S(Y) dans laquelle la matrice de p(h),
h € H(B), est :

1 0 o0 0
0 ¥(d) 0 0 . 0 0
Vi) 0 0 () 0 St h=((c d)’t)
0 0 0 Y(c+4d)
0 1 0 0
P(d) 0 0 0 ., _(f1 0
YOl 0 0 o) © "‘((c d)*‘)
0 wc+d) 0/
0 1 o0
0 0 0 wd) . ., (01
YOlye o o o | "‘((c d)’t)
0 wctd) 0 0 /
0 0 0 1
0 0 yd 0 (11
YOl 0 oy o o S "‘((c d)’t)
Ye+d) 0 0 0

Pour chaque élément g = sy, 31, 32,33 ou t, on détermine les matrices M, de M(4,C)
telles que

Myp(h) = p(gh)M,, pour tout h € H(B).
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On obtient :
0 0 -10
si g =3, M, =a _(_)1 T)l g g , aeC>
0 0 0 1
0 -1 00
si g=3), My =d _01 8 (1) g , o e C*
0 0 01
1 1 1 -1
si g=s2, M, =p/2 } _11 “11 } _ Becx
-1 1 1 1
1 00 O
si g=s5;, M, =p g (1) (1) g , B' e C*
0 00 -1
' 0 1 0 -1
si g=t, M,=% 01 _01 (1) _01 , 7€Cx
1 0 1 0

Les conditions C.1 et C.4 déterminent a, a', 8, B’ et v au signe prés. Les conditions
C.2 donnent le signe de o' et B’ en fonction de celui de a et S respectivement, tandis
que les conditions C.5 donnent le signe de S en fonction de celui de a. On obtient :

a=a =p=p0 =+1
v =%l

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, PsB est scindée au-dessus de O(Q).

Cas4:n=2,v=1et F=F,
On reprend les notations de 1.3. _ .
Supposons que la restriction de PsB a O(Q) soit scindée. Soit r une section de PsB

au-dessus de O(Q).
Considérons le sous-groupe H de O(Q) formé des éléments id, ( (1) }), ((1) f) et

(o %)
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Soit (el = (8 (1)) ,0) un élément de H(B). Alors, pour tout o € H \ {id},

0(6130) = (61, 1)
Comme (o,r(0)) est un élément de PsB,ona:

r(a)p((e1,0)) = p((e1,1))r(a) = $(1)p((e1,0))r ().

De plus, 0 = 0’0" avec {0,0',0"} = H \ {id} d’ou

r(o) = r(a")r(c")

r(9)p((e1,0)) = r(a")r(a")p((e1,0)) = $(1)r(a’)p((e1,0))r(c")
= p((e1,0))r(a’)r(a") = p((e1,0))r(0)-

Comme 1 est le caractére non trivial de F, on obtient une contradiction.
La restriction de PsB a O(Q) n’est pas triviale.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

Annexe 1. Sur le théoreme de Stone-Von Neumann

Le but de ce paragraphe est d’établir le théoréme de Stone-Von Neumann pour un
groupe d’Heisenberg H(B) sur un corps fini ou local F' de caractéristique 2.

Pour ce faire, il suffit de modifier quelques points de la démonstration exposée dans
[M.V.W, Ch. 2] dans les cas de caractéristique nulle ou impaire. Nous allons préciser ces
points.

ENONCE du THEOREME. — A isomorphisme prés, il eziste une et une seule représen-
tation (p,V) de H(B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t € F,

p((0,2)) = ¥(t)idy.

La démonstration de I’existence d’une telle représentation est en tout point semblable &
cellede [M.V.W., Ch. 2, 1.3] (il suffit de remarquer que §(—a) = §(a)~?! : en caractéristique
2, cela donne é(a) - (0, Q(a))).

On déduit I'unicité de cette représentation des deux lemmes suivants.

Notons S(H(B), ) le C-espace vectoriel des fonctions f : H(B) — C, localement
constantes a support compact modulo F et telles que, pour tout h € H(B), tout t € F,

f(h(0,2)) = ()£ (h).

Notons pq4 (resp. py) la représentation de H(B) dans S(H(B), ) par translations a
droite (resp. a gauche).
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LEMME a. — Si (p,V) est une représentation vérifiant les conditions du théoréme,
alors p s'identifie ¢ une sous-représentation de pq.

Soit (p,S(Y)) le modéle décrit en 1.2.1.

LEMME b. — La représentation (pa, S(H(B), %)) est isotypique de composante srréduc-
tible (p, S(Y')).

Démonstration du lemme a : Soit (p,V) une représentation vérifiant les conditions
du théoreme et (p¥,VV) sa contragrédiente. Pour v € V et vV € VV, notons f,v , le
coefficient défini par : fyv .(h) = vVY(p(h)v), h € H(B).

Montrons que fyv, € S(H,¥). Il suffit de voir que f,v , est & support compact
modulo F.

Soit w € W tel que fyv,o((w,0)) # 0 et L un sous-groupe ouvert compact de W tel
que v et vV soient invariants sous L x {0}. Alors L contient un sous-groupe L' tel que
¥ o Q)L soit trivial. Pour tout £€ L', on a

fov w((w,0)) = v7(p((w,0))v) = v¥(p((w,0)(¢,0))) = %(< w,£ >) fov ((w,0)).

Donc ¥(< w,€ >) =1i.e. w € L' qui est compact.

Ainsi, on définit une application linéaire de VV ® V dans S(H(B), %) qui entrelace
les représentations p¥ @ p et p, x pq. Si vV # 0, cette application identifie (p,V) & une
sous-représentation irréductible de (p4, S(H(B), ¥)).

Démonstration du lemme b : 1l existe une dualité entre S(X) et S(Y') définie par :
<v,uv>= / v'(z)v(y)¥(< z,y >)dzdy
XxY

pour v' € §(X), v € S(Y) et ou 'on a fixé des mesures de Haar sur X x Y. Ainsi,
S(Y)V s'identifie &4 S(X) : la représentation (pV,S(Y)V) s’identifie & une représentation
p' dans §(X). Comme précédemment, il existe une application F : (v',v) = fu,, de
S(X) ® S(Y) dans S(H(B), ) qui entrelace les représentations p' ® p et p, x pq. Or,
pour tous 7o € X, yo € Y,

forv((zo + v0,0)) = Y(B(yo, zo) + Q(v0))¥x((z0, 0))-

/x y v'(z)v(¥)¥(B(y, y0)+ < 2,y >)P(< T+ y,z0 + yo >)dzdy.

Apreés identification de S(X)Q®S(Y) et S(H, ) avec S(W), F devient essentiellement
une transformée de Fourier : F est donc inversible. D’ou p’' ® p est isomorphe a py X pq.
Comme p est irréductible, ps est isomorphe & une somme directe de représentations

isomorphes a (p,S(Y)). 0
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II. PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormasis F désigne un corps fins ou local.
§1. Paires duales réductives de O(Q)

1.1. Généralités et classification
Soit (H, H') une paire duale de O(Q).

DEFINITIONS

1. La paire (H,H') est réductive si W est HH'F absolument semi-simple.

Si W n’est que H H' F-semi-simple, la paire (H, H') est dite relativement réductive.

2. La paire (H, H') est irréductible si I’action de HH' sur W ne laisse stable aucune
décomposition en somme orthogonale de W.

3. La paire (H, H') est produit des paires duales (H;,H}), 1 = 1,2 si H (resp. H')
s'identifie a H, x H (resp. H] x Hj) et qu'il existe une décomposition en somme
orthogonale de W, 1V = W, @ W, telle que, pour : = 1,2, (H;, H;) soit une paire
duale de O(Qw; )

Remarque : Comme W est de dimension finie sur ', W est HH'F absolument semi-
simple si et seulement si le centre du corps commutant de tout sous-module simple de
W est une extension séparable de F' [B., §7 n° 5 prop. 7 et 6].

PROPRIETE. — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive] est produit
de paires duales réductives [resp. relativement réductives/ et irréductibles.

Démonstration [cf. M.V.W. Ch. 1] :

Soit (H, H') une paire duale. Si elle n’est pas irréductible, il existe une décomposition
en somme orthogonale de W, W = W, @ W,, stable sous HH'.

i) Le groupe H (resp. H') s’identifie & un produit H, x H; (resp. H; x H}) ou H;
(resp. H;) est un sous-groupe de O(Qw;)-

En effet, posons H; = {o)w;,0 € H}, i = 1,2 et considérons I’homomorphisme i de
H dans H, x H; défini par : i(0) = (oyw,,0w,), 0 € H. 1l est injectif. De plus, si
(01,02) € Hy x Ha, I'élément o de O(Q) défini par

o(wr + w2) = o(wy) + o2(w2), w=w +w; €W, w; € W;,

commute avec H', donc il appartient au bicommutant de H c’est-a-dire & H lui-méme.
Ainsi, t est un isomorphisme de H sur H; x H,.
De méme, H' ~ H] x Hj.
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i1) LEMME. — Soit G un groupe, G, et G deuz sous-groupes tels que G; x G2 C G.
Soient K = Ky x K2 et K' = K| x K3 deuz sous-groupes de G, K;, I{; C G;. Si (K,K')
est une paire duale de G alors (K, K}) est une paire duale de G; pour : = 1,2.

Si, de plus, (K, K') est relativement réductive (resp. réductive), (K;, K]) l’est ausss.

Calculons le commutant de K; dans G;. Soit k' un élément de ce commutant. On
prolonge trivialement k' a G; x G,. Alors k' commute avec K dans G i.e. k' € K'. Donc
k' € K}. Le commutant de K, dans G, qui contient K}, est donc contenu dans Kj. Il
est donc égal 4 K.

On montre de méme que le commutant de K] (resp. K2, K3) est K, (resp. K3, I2).
La paire (K|, K}) est une paire duale de G;.

La deuxiéme assertion du lemme est claire.

On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterminer les paires duales réductives et irréductibles.

Ezemples de paires duales relativement réductives et srréductibles

1. Soit W) (resp. W>) un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
alternée <,>; (resp. <,>;) non dégénérée. Prenons W' = W, ®r W, avec la forme
quadratique @' définie par :

Q'(wy ® w2) = 0,

et la forme alternée associée a Q' est

< wy @ we,w) @ wp >=< wy,wy >1< w2, wy >2, wi,w; € Wi.
Nécessairement, n = $BW. et pair et v = n.
'La paire (SpW,, SpW>) est duale, réductive et irréductible dans O(Q').

2. Soit D une extension quadratique de F ou un corps de quaternions sur F,
muni de I'involution canonique.

Soit W, (resp. W2) un D-espace vectoriel a droite (resp. a gauche), de dimension
finie, muni d’une forme hermitienne <,>; (resp. <,>2) non dégénérée telle que :
<wy,w; >1€ F, w; € W) (resp. < wz, w2 >2€ F, w2 € Wy).

Prenons W" = W, ® p W, avec la forme quadratique Q" définie par :

Q"(w1 @ wz) =< wy,w; >1 - < wa,wp >2, w; €EW;
et la forme alternée associée & Q" est :
< wy @ wz, wy @ wy >= trp (< w1, w) >1< wy, w2 >2).
Alors, (U(W,),U(W;)) est une paire duale réductive, irréductible de O(Q").

3. Soit D un corps dont le centre E contient F. Soit W' un F-espace vectoriel
muni d’une forme alternée <,>. Soit W"' = X @Y une polarisation complete de W*"".
On définit la forme quadratique Q'" dont la forme alternée associée est <, > par :

Q"(z)=Q"(y)=0 pourtoutz€ X, yeY.
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Pour toute décomposition de X en produit tensoriel, X ~ X; ®p X2, de D-espaces
vectoriels X; et X, les sous-groupes GLX, et GLX, définissent une paire duale
relativement réductive, irréductible de O(Q"'), sauf si F = F3, et dimr X < 2 pour
i =1 ou 2. Cette paire est réductive si et seulement si E est une eztension séparable de

F.

4. Soit E une extension séparable (resp. séparable ou inséparable) de F et
t : E — F un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire (z,y) — t(zy) soit
non dégénérée. On suppose que W est aussi un E-espace vectoriel. Soit ¢ une forme
quadratique sur le E-espace vectoriel W telle que

tog=0Q.

Les paires duales réductives (resp. relativement réductives) précédentes dans O(q) sont
des paires duales réductives (resp. relativement réductives) de O(Q).

5. La paire duale triviale ({id},0(Q)).

PROPOSITION. — Soit (H, H') une paire duale réductive (resp. relativement réductive)

et srréductible de O(Q). Alors, (H, H') est l’'une des paires suivantes : '

1. Avec les notations de l'ezemple 1, si W est identifi¢ ¢ W' et que Q est égale d
Q', la paire (SpW,, SpWV,).

2. Avec les notations de l’ezemple 2, ss W est identifié ¢ W" et que Q est égale
a Q", la paire (U(WH),U(W,)).

3. Avec les notations de l’ezemple 3, si le centre de D est une eztension séparable
(resp. quelconque) de F, que W est identifié ¢ W' et que Q est égale ¢ Q', la paire
(GL X,,GL X3) sauf si F=F; et dimr X; <2,i=1 ou 2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans l’ezemple 4.

5. La paire duale triviale (0(Q), {id}).

Remarque : Si Q est défective, les paires duales réductives (resp. relativement réduc-
tives) de O(Q) sont en bijection avec les paires duales réductives (resp. relativement
réductives) de O(Qw, ) oi W) est un supplémentaire de W+ dans W.

Dans la suite du paragraphe, on établit cette proposition.
On note Zg(H) le commutant de H dans G.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine les paires
duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on montre d’abord deux
lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types de paires duales (H, H') :

1. celles dont I’action de HH'F est irréductible (§1.4), dites de type hermitien
(ou de type I).

2. celles dont 'action de HH'F est réductible (§1.5), dites de type linéaire (ou
de type II).

Dans un deuxiéme temps, on extrait de la liste obtenue les paires duales réductives.
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1.2 LEMME. — Soit V un espace vectoriel sur F muni d’une forme bilinéaire (,) ou
d’'une forme quadratique ¢ et U(V') son groupe d’isométries.
1. Si(H, H') est une paire duale de U(V) et si V est HH'F simple, alors il eziste
une décomposition de V en produit tensoriel

V>ViepV:

ot Vj (resp. V2) est un espace vectoriel d droite (resp. & gauche) sur un corps D contenant
F dans son centre, telle que H = Endp Vi NU(V) et H' = Endp Vo NU(V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire (,) est non dégénérée, D est muni d’une
involution T et les espaces vectoriels Vi et V, possédent une structure hermitienne
déterminée d similitude prés par celle de V.

Démonstration [M.V.W Ch. 1} :

Par hypothése, V est HH' F-simple. Comme H et H' commutent, V est H'F-semi-
simple et isotypique : V = mV' ou V' est H' F-simple.

Par conséquent, la sous-algébre B = Endyr V de Endfr V est simple.

Par le théoréme du bicommutant [B], B est égale au commutant de B’ = Endgr V.
D'ou B = Endg'rV = Endy'r V. De méme, B' = Endgr V = Endyr V.

Les algébres B et B’ agissent semi-simplement sur V donc (B, B') est une paire duale
réductive de Endrp V [M.V.W ch. 1 §18]. Elle est irréductible car B et B’ contiennent
respectivement H et H' et (H, H') est nécessairement irréductible.

Ainsi, la paire duale (B, B') correspond a une décomposition en produit tensoriel de
V:V~Vi®pVzo0u D =Endy r V' est un corps contenant F' dans son centre. De plus,
B =Endp V; et B' = Endp V5.

Montrons que H = Endp V; NU(V). Le groupe H est contenu dans B et U(V) donc

H C Endp Vi NU(V).
De plus, BN U(V) est un sous-groupe de U(V) qui commute avec H'. Donc
BnU(V)C ZU(V)H' =H

d’ou I’égalité voulue. On montre de méme que H' = Endp V2 NU(V). La premiére partie
du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors, (,) définit une involution ¢
sur Endr V qui laisse stable H et H'. Comme B et B’ sont les commutants de H' et
H respectivement dans Endr V, B = Endp V1 et B’ = Endp V; sont stables sous ¢. Il
s’en suit que D est muni d’une involution 7 [S.W. Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces V;
possédent une structure hermitienne, définie a similitude pres par celle de V' [S.W Ch. 8
§7]). Ceci termine la démonstration du lemme.
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1.3. Un lemme géométrique

Soit D un corps contenant F dans son centre et muni d’une involution 7. On suppose,
en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V un espace vectoriel a droite
sur D muni d’une forme hermitienne tracique (i.e. ses valeurs sur les couples (v,v), v
parcourant V, appartiennent a {d + 7(d),d € D}) ou d'une forme alternée ou d'une
forme quadratique ¢, non dégénérée et non défective. Dans les deux derniers cas, 7 est
triviale.

On note U(V') son groupe d'isométries.

LEMME. — Le commutant de U(V) dans Endp V est isomorphe a F2[X]/X? si V est
orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur F, et est 1somorphe ¢ D sinon.

Démonstration :

1° On rappelle [D.J] qu'une quasi-symétrie de vecteur a, non isotrope, est une
isométrie de V qui laisse invariant point par point 'orthogonal de a et laisse globale-
ment invariante la droite engendrée par a. Le rapport a d’une quasi-symétrie vérifie :
a-1(a)=1.
Une transvection est une isométrie de V de la forme :

pour tout v€ V, v— v+a-a<a,v>, a€ D tel que 7(a) =«

(a nécessairement isotrope. Dans le cas orthogonal, a est non singulier et a = g(a)™?).
Un élément 0 de Zgnd, v(U(V)) commute avec toutes les quasi-symétries et toutes
les transvections de U(V).

2° Supposons V non orthogonal; alors o laisse stables toutes les droites de V.
Par conséquent, si dimp V' > 2, il existe a € D tel que

ov=va pourtoutvelV.

Donc, o est une homothétie, et Zgnq, v(U(V)) ~ D.
Si dimp V =1, alors V s’identifie & D et la forme (,) est donnée par :

Vdy,d; € D, (dy,d) = 7(dy)ad; ot a € {d + 7(d),d € D}.

Comme D est de dimension finie sur son centre F', D est commutatif ou un corps de
quaternions : a est un élément de F' et U(V) s’identifie 3 D! = {d € D|r(d)d = 1}.

Soit E le sous-corps engendré par D! et F. Pour que D soit le commutant de U(V)
dans Endr V, il faut et il suffit que E = D [M.V.W p. 20].

Le corps D est un E-espace vectoriel.

Si D est commutatif, montrons que dimg D = 1 [Wa). Pour tout d € D, d~'7(d) est
un élément de D' donc de E. 1l existe donc k € E tel que 7(d) = dk. Si dimg D > 2,
alors k est indépendant de d. En prenant, d = 1, on trouve k = 1 d’ott 7 = id ce qui est
exclu. Par conséquent, dmg D =1ie. D =E.
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Si D est un corps de quaternions et si (1, £, €2,£3) est une base standard de D sur F'
[S.-W p. 314], on consideére les sous-corps commutatifs K; = F'(;), : = 1,2,3. Alors, E
contient les sous-corps E; de D engendrés respectivement par {d € K;|r(d)d = 1} et F.
Comme K; est commutatif, K; = E; et E DL;J K;. D’ou E D D et, par suite, E = D.

Dans ce cas, Zgna, w(U(W)) ~ D.

3° Supposons V orthogonal; alors D est commutatif. On note v(q) I'indice de gq.

Un élément o de Zgna, v(0O(g)) commute avec toutes les transvections orthogonales
et laisse donc invariantes toutes les droites réguliéres. Si V; est un D-espace vectoriel
sans éléments singuliers non nuls, alors o}y, est une homothétie : o}y, = aidv,, a € D.

e Doncsi v(q) =0, 0 € Did et Zgna, v(0(g)) ~ D.
e Supposons 0 < v(gq) < n et décomposons V en V = H & HL ou H est
hyperbolique de dimension maximale 2v(q).

Comme H* est alors sans éléments singuliers, oy est une homothétie. Soit z €
H1\ {0}. Pour tout h € H singulier, g(z + h) = g(z) # 0. Il existe donc Ay € D* tel
que o(z + h) = (z + h)A\x et par le théoréeme de Witt [D.J.], il existe u € O(q) tel que
u(z + h) =z ‘

Les endomorphismes o et u commutent donc : pour tout k € H singulier,

uo(z+h) =ou(z+h) =oz
= u(z + h)/\}. = 2.

Donc, Ax = A ne dépend pas de h et g(h) = hA pour tout h € H singulier. Comme tout
élément de H est somme d’éléments singuliers, oy est Aidy et o)y1 = AMidy.. Ainsi, o
est une homothétie.

Zgnar v(0(q)) ~ D.

Supposons désormais v(q) = n.

e Sin>1etD # F,, soit {e;,e_i;i = 1,...,n} une base hyperbolique. Le
vecteur e; + e_; est non singulier donc : o(e; + e—;) = (e1 + e—1)A, A € D. Soit z un
vecteur non singulier dans I'orthogonal H de e, et e_; tel que ¢(z) # 1.

Alors e; + e_1 + 2z est non singulier : il existe A; € D tel que

oler+e_1+2)=(e1+e_1)A; + 2z,

ce qui équivaut a
(e1+e—1)A+oz=(e1 +e_1)A; + 2,
d’ou
A=A, et oz =2z

Si z € H est singulier, z s’écrit comme somme de deux éléments de H non singuliers :
z2=2z; 4+ 2 tels que g(z;) #1,1 =1,2.

D’apres, ce qui précede, 0z = zA.

Ainsi, o restreint a l'orthogonal de e, et e_; est une homothétie. Par le méme
raisonnement a partir de e; et e_z, on conclut que o € Did.
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e Sin > 1et D=F,, il suffit de montrer qu'il existe A € F, tel que pour tout
1, 0e; = €.
Pour ¢ > 1, on considére les vecteurs non singuliers e; + e_1, €1 + e—1 + €; et
e1 +e_1 +e_;. Il existe A, A; et A_; tels que

o(ey +e-1) =(e; +e-1)A
oler +e_1+e) =(e1+e-1)hi+eil
o(er+e_1+e_i) =(e1+e-1)A_i+e—ir;
d'ott ofei+e—i) = (ei +e_i)(Ai+Ai)+edi +e i,
Or o(e; + e—;) est colinéaire a e; + e_; donc A; = A_;.

De plus, il existe u € O(q) tel que u(e; + e—;) = €1 + e_;. D’ou A; = A. En faisant de
méme avec ez et e_2, on obtient : ¢ € Did.

Il reste le cas ou n =1 = v(q).

e Si D =F,, un simple calcul montre que

tewri0ta= o (0 1), (1 1))

et cet anneau est isomorphe a F,[X]/X2.

Si D # F;. Soit (e, f) une base hyperbolique de V.

Soient z) et 2, tels que g(z1) = g(22) = a # 0. Comme z; et z; sont réguliers, il existe
p1, p2 € D, tels que 02y = 2141, 022 = 2au7. Par le théoréeme de Witt, il existe u € O(q)
tel que uz; = z,. D’ou

U2 =022 = UOZ = 24 == K42 = H1.

Pour tout a, il existe uo € D tel que, pour tout z € V, tel que ¢(z) = a, 0z = zu,.
o SiD=F, et que a ¢Fz glea+ f(1+a))=1.Dou

o(ea + f(1+a)) = (ea+ f(1 +a))m

ce qui équivaut a
ole+ fla+o(f)=(e+ flma+ fm
d’ou o(f) = fu et, par suite, o(e) = eu;. D’olt 0 = yu;id.

e Sinon, soit a € D*. Il existe a;, az € D* tel que
a;i #0 et 1
ay+a+1#0

aj(az +1)=a
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Alors
o(e + f) = o(ear + f(1 + a2)) + o(e(ar + 1) + faz)

< (e+ flm = (ear + (1 + a2))ua + (e(a1 + 1) + fa2)B(ar+1)as
> 1 = pa01 + B +1)aa(@1 + 1) = pa(l + @2) + p(ay+1)ar @2
d’ou y; = pe.

Donc, pour tout élément z régulier, 0z = u;z. On en déduit que o est u,id. -

Ainsi s’achéve la démonstration du lemme.

Remarque : L’hypothése sur la dimension de D sur F' n'intervient que dans le calcul
du commutant du groupe unitaire sur un espace vectoriel de dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de type hermi-
tien.

Dans ce paragraphe, W est HH' F-simple.
D’apres le lemme 1.2, il existe une décomposition en produit tensoriel de W,

W~W,®p W,

ou D est un corps muni d’une involution 7, W; est un D-espace vectoriel muni d’une
forme hermitienne <, >, telle que H = Endp W; N O(Q) et H' = Endp W2 N O(Q).
Grace a la classification des involutions [M.V.W Ch. 1], on identifie (D, 7). Cela peut
étre :

a F et 'involution triviale,

b une extension quadratique séparable F' de F et 'involution définie par 1’élément
non trivial de Gal(F'/F),

¢ un corps de quaternions sur F et I'involution canonique,

d un des trois cas précédents ou F est remplacée par une extension finie E de F.

Dans les cas g, b, ¢, la trace réduite trp|r de D sur F' définit une forme bilinéaire non
dégénérée par : (d,d') — trp|p(dd’).

Dans le cas d, on considére t C Homp(E, F) \ {0} et la trace réduite trp g de D sur
E. Alors t o trp g définit une forme bilinéaire non dégénérée comme précédemment.

On note tp|r ’homomorphisme trp|r ou t o trp g selon les cas.

1) On définit alors une forme bilinéaire <, > sur W, ® p W; par :
< w ®w2,w11 ®w'2 >= tD|p(< wl,w'l >1< w',,wg >2), w.—,wﬁ e W;.
Les formes bilinéaires <,> et «,>> définissent des involutions sur Endr W. Par le

théoréme de Skolem-Ncether [S.W. Ch. 8, th. 4.2], ces derniéres différent d’un automor-
phisme intérieur. De plus, elles coincident sur Endp W) et Endp W,. Nécessairement,
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cet automorphisme intérieur est défini par un élément du centre de D. Quitte a modifier
les formes <, >; par un élément du centre de D, on peut supposer que la forme alternée

<,> est égale & <,>>. Les formes hermitiennes <, >; sont nécessairement non dégénérées
comme <, >. De plus, H = Endp W, NO(Q) = U(W1)NO(Q) et H' = U(W2)NO(Q).

ii) Identification de <,>) et <, >
On étudie chaque cas séparément :

e Cas a. Comme <, > est alternée, il en va de méme d’une des formes <, >;. Par
exemple, <, >; est alternée. Alors, <, >, est symétrique.

Soit V = {v € W3, < v,v >2=0}. Le sous-espace vectoriel W)@V est un sous-espace
vectoriel de W H H'F-stable. Donc, W; ® r V est 0 ou W.

Si W1 ®rV =0ie. V =0, alors U(W2) est réduit a {id} (car u(wz) + w2 € V pour
tout wy € W et tout u € U(W3)) d’ou H' = {id}. On n’obtient pas de paire duale non
triviale.

SIW1Q@rV =Wie V=W, <, >, est alternée.

Dans ce cas, les formes <, >; sont alternées.

e Cas b. Toute forme hermitienne <,>; définie sur W; est tracique. La forme
(w1 ® w2, w) @ wy) > trp p(< wi,wy >1< wy, w2 >2) est donc alternée. Aucune
hypothése supplémentaire n’est nécessaire.

o (Cas c. Considérons le sous-espace vectoriel V) de W, formé des vecteurs w; de
W, tels que < wy,w; >, soit une trace de D (i.e. < wy,w; >1€ F). Alors V; @ W, est
HH'F-stable : Vi ® r W; est donc {0} ou W.

Dans le premier cas, U(W;) est réduit a I'identité [D.J2] : on n’obtient pas de paire
duale non triviale.

On s’intéresse donc au deuxiéme cas c’est-a-dire le cas ou <,>; est tracique. Pour
des raisons analogues, seul le cas ou <, >; est tracique peut fournir une paire duale non
triviale.

Quand <, >; et <,>; sont traciques, on vérifie comme précédemment, que la forme
<, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes <, >; sont donc traciques.

e Cas d. On a alors
< w; @wz,wy Qwy >=to trpie(< w1, w) >1< wy, wy >2).
Prouvons qu’elle est alternée si et seulement si
(w1 @ wa,w; @ wy) — trpie(< w1, w) >1< wy, wy >7)
est alternée.

Il suffit de montrer que si (,) est une forme bilinéaire H H'-invariante sur le E-espace
vectoriel W telle que to(,) soit alternée, alors (, ) est alternée.
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Nécessairement, (,) est symétrique. Soit V le sous-E-espace vectoriel de W formé
des vecteurs v tels que (v,v) = 0. Ce sous-espace est stable sous HH'. L’hypothese sur
I’action de HH'F sur W implique que V est {0} ou W.

Si V = {0}, le groupe des isométries de (,) est réduit a l'identité car, pour tout
élément o de ce groupe et tout vecteur w de W, ow + w appartient a V. Par conséquent,
H = H' = {id} : ceci ne convient pas.

Donc V = W c’est-a-dire (,) est alternée.

On obtient les mémes résultats que précédemment.

i1i) Identification de H et H'.

LEMME. — Il eziste une unique forme quadratique ¢ dont la forme alternée est <,>
et telle que U(W;) C O(q) pour i =1 ou 2.

Démonstration : — Existence de gq.

On détermine une forme quadratique ¢ vérifiant les hypothéses voulues dans les cas
a, b, ¢, d. Comme q est “associée” & <, >, il suffit de la déterminer sur les w; @ w,
w1 @ w2 € W) @p Wa.

Casa : g(w; ® w2) =0 pour tout w; Qw2 € W
Casbet ¢ : g(w; ®w2) =< wy, w1 >1< w2, w2 >2

Casd : g(wy @ w2) = toq'(w1 @ w) ou ¢' est I'une des formes quadratiques
précédentes sur E.

Vérifions que U(W;) C O(q). 1l est clair que U(W;) est formé d’isométries de <,>. Il
suffit donc de montrer que, pour tout u € U(W;), wy @ w2 € W,

q(u(w1 ® w2)) = g(w1 ® wz).

Les trois premiers cas sont clairs. Le dernier est une conséquence des précédents.

La forme quadratique ¢ existe donc.

- Unicité de gq.

Soit ¢' une autre forme quadratique sur W ayant les mémes propriétés que g. Alors
U(W;) est contenu dans O(¢q)NO(q'), donc dans O(g+4¢'). Or, g+ ¢’ est additive et définit
une forme semi-linéaire de V dans F. Si ¢+ ¢' est non nulle, son noyau Ker(q+¢') est un
sous-espace vectoriel de V stable sous O(g + ¢') donc sous HH'. Puisque (H, H') est de
type hermitien, Ker(q +¢') est nul. Alors O(g+¢') est {td} (car, pour tout 0 € O(g+4¢'),
pour tout v € V, ov + v € Ker(q + ¢')). D’ou H = H' = {id} ce qui est impossible. La
forme quadratique ¢ + ¢' est donc nulle.

La forme g est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

LEMME. — Si (H, H') est une paire duale de type hermitien de O(Q), alors Q est la
forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H = U(W,) et H' = U(Wa).
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La démonstration est analogue a la précédente ou Q remplace ¢' : en effet, H et H'
sont contenus dans O(Q) et O(g) donc dans O(Q + q).
La deuxiéme assertion est immédiate d’apres 1).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont parmi les paires :

a (SpW;, SpW,) ou W; est un F-espace vectoriel muni d’une forme alternée
<, >; non dégénérée; 4

b (U(W,),U(W,)) ou W; est un F'-espace vectoriel muni d’une forme hermi-
tienne <,>; non dégénérée et F' une extension quadratique séparable de F muni de
I'involution r € Gal(F'/F)\ {id};

¢ (U(W,),U(W,)) ou W; est un D-espace vectoriel muni d’une forme hermitienne

tracique <, >; non dégénérée, et D est un corps de quaternions sur F muni de I'involution
canonique;

d 'une des trois précédentes ou F est remplacé par E, extension finie de F;
a condition que W} ® W, ~ W et la forme quadratique associée aux formes <, >; soit Q.

Il reste & s’assurer que ce sont bien des paires duales relativement réductives. On
considére la sous-algébre A de Endr W engendrée par U(W,;). Dans les trois premiers
cas, A est contenue dans Endr W) et son commutant dans Endr W) est D par le lemme
1.3. :

Dans le dernier cas, A est contenue dans Endg W) et son commutant dans Endg W,
est encore D par le lemme 1.3.

Par le théoréme du bicommutant, A = Endp W;. D’ou

Zgndyr w(A) = Endp W,

et Zo@)(U(W1)) = Endp W2, N O(Q) = U(W2).

De méme, le commutant de U(W;) est U(W;). On obtient bien des paires duales
relativement réductives.

1.5. Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W n’est pas H H' F-simple.

Par hypotheése, il existe un sous-espace vectoriel propre V de W H H' F-stable. Comme
(H, H') est irréductible, V est nécessairement isotrope. Posons X = VNV, Alors X est
stable sous HH' et est totalement isotrope. De méme, X+ est stable sous HH'. Soit Y
un supplémentaire de X1 dans W stable sous HH'. Alors X @Y est stable sous HH',
et est non isotrope. L’espace vectoriel W se décompose en (X @ Y)® (X @ Y)L, qui est
stable sous HH'. Comme (H, H') est irréductible, (X @ Y)* est nul. D'ou W = X @Y
et dimX = dimY = n. Montrons que Y est totalement isotrope.

Le sous-espace Y est nécessairement isotrope sinon W = Y @Y L et Y,Y < sont HH'F-
stables : (H, H') n’est pas irréductible.



41

Alors Y N YL est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope et invariant
sous HH'. En remplagant X par Y NY+ dans le raisonnement précédent, on montre que
dimYNYt=n=dimY douY =Y.

Il existe donc une polarisation compléte de (W, <, >) stable sous HH'. Les groupes
H et H' s’identifient a des sous-groupes de GLX. L’irréductibilité de (H,H') exige
que X ne posséde pas de sous-espace vectoriel propre stable sous HH'. En particulier,
X' = {z € X,Q(z) = 0} étant un sous-espace vectoriel stable sous HH', est {0} ou X.

Si X' = {0}, un élément u de HH' est trivial sur X (car u(z) — z € X est singulier)
donc aussi sur Y : H = H' = {id}. Ce n’est pas une paire duale.

Si X' = X, Q est déployée et (H,H') s’identifie & une paire duale irréductible de
GLX. D’apres le lemme 1.2, il existe une décomposition de X en produit tensoriel

X ~X,Q®p X2
ou X; est un D-espace vectoriel et D un corps contenant F' dans son centre, telle que
H=EndpXi1NGLpX =GLpX, e¢t H =Endp XoNGLX = GLpX,.

Réciproquement, supposons que Q soit déployée et H = GLpX,, H' = GLpX2 pour une
décomposition en produit tensoriel d’un sous-espace vectoriel singulier X, de dimension
maximale.

Déterminons le commutant Zo(q)(H) de H dans O(Q).

LEMME. — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :
0(Q) st F=F, e dimpX; =1
Spp(X2+X3) st F=F; et dimpX, =2

GLp(X>?) sinon.

Démonstration : L’action de H sur W définit une représentation semi-simple de H
dans W. On a

W ~mqa X, @mg){l‘

ou X, est la représentation naturelle de GLpX; dans X;, X[ sa contragrédiente et
mo = dimD Xg.

Un élément g de Zp(q)(H) est un isomorphisme de cette représentation dans elle-
meéme.

Si X; et X} ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composantes m;X; et m2X7.
L’élément g est donc un élément de GLX C O(Q). D’ou

Zo@(H) = ZgLx(H) = H'.

Si X, et X} sont isomorphes et si 7 est un isomorphisme entre X, et X} alors, pour
tout A€ F*,ona
Told=A"tidor.
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Donc tout élément de F'* est de carré 1. Le corps F est nécessairement F.
On suppose donc F = F, et on pose

=dimp X,, d [D Fg] et K= F2‘"‘1

Le groupe K s’injecte dans GLp X, =~ GL(m;,Fj4). Les restrictions de X, et X7 a K
sont encore isomorphes. Soit F; une cléture algébrique de F;.
Comme X, est isomorphe & X{, X ®f, F2 est isomorphe 3 X| ®F, F,. Maintenant,
X 1 ®':, F, est une somme de caractéres o de K et X? 1 est nécessairement la somme des
. 11 existe donc un entier r, 0 < r < md tel que, pour tout z € K, z¥'+! = 1,
c’est-é.-dire que 2m™1d _ 1 divise 2" 4+ 1. D’ou m;d =1 ou 2,
i.e. D =F; et dimg, X; =1 0u 2 ou bien D = F4 et dimf, X; = 2.

Etudions donc ces trois cas :

¢ Quand D =F; et dimg, X; =1, H est {id} d’ou H' = O(Q).
e Quand D = F; et dimg, X) = 2, X et X7 sont isomorphes et W s’identifie,
comme H-module a

W~ X] ®F1 (Xz@XQ.)

L’espace vectoriel X @ X5 est muni d’une forme alternée et H = GL(2,F;) = Sp(2,F2).
Le commutant de H dans O(Q) est donc Sp(X2 @ X3) d’apreés I'étude du paragraphe
précédent.

e Quand D =F, et dimg, X; = 2, on considére un espace vectoriel V sur F4 de
dimension 2, muni de la forme quadratique ¢, non dégénérée, non défective d’indice 1.
En choisissant une base hyperbolique (e, f) de V, on identifie H au sous-groupe de O(q)

-1
formé des (8 ao ) € F. OrO(q)est{(O a(')'l) (2 ao ),aeF:‘}donc

H ~ 0%*(q).

Le commutant de H contient donc Spr, (X2 & X73).

Réciproquement, soit (ey,...,em,) une base de X7 sur F4 et (e-1,...,e—_m,) la base
duale dans X;.

On consideére la base hyperbolique (e;,€ei,£e_;,e_;) de W sur F,.
01
11
par blocs dont les m; blocs sont égaux a a (resp. a™!).

En tant que sous-groupe de O(Q), F{ s’identifie a

{id (/:Ja .4?;1 ) ' (A?)d A ) }

a

Soit a = . On note A, (resp. A,-1 = A7!) la matrice 2m2 x 2m,, diagonale

Soit (Z 2) un élément de O(Q) qui commute avec F} . Alors

(10) ad® + cb* =1id
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et

Aja=aA tA-lc=cA
(11) { * * *

Ab=b'A7" 'AJMd=d'A7}

En décomposant a, b, c et d en blocs 2 x 2 : a = (a;j), b = (bij), ¢ = (cij), d = (dij),
(11) équivaut a : pour tout (i,5) :

1) aij et dij appartiennent a {0,id,a,a™'},

2)  bij et cij appa.rtiennenté{O,((l) (1)),(1 (1)),((1) i)}

Ainsi, pour tout (1,7), a;; est une application F2-linéaire de F4e; dans Fye; telle que
aij(ej) = 0 ou e; ou £e; ou e; et aij(€ej) = 0 ou €e; ou fei ou e; respectivement. Donc
a;; est la multiplication par un élément de F,.

De méme, b;j, cij et d;; sont des multiplications par un élément de F.

Ainsi a, b, c et d sont a coefficients dans F4 et (10) implique que

b :
(2 5)esmixaoxn,

Les résultats du lemme sont donc démontrés.

On en déduit que‘(GLDX 1,GLpX2) est une paire duale relativement réductive de
O(Q) sauf si F =F; et dimg, X; <2,i=10u2.

On connait désormais toutes les paires duales relativement réductives et irréductibles
de O(Q). On reconnait celles qui sont réductives grace a la remarque 1.1.
Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.

Remargue : 1l est clair que, si (H,H') est une paire duale réductive de O(Q), les
groupes H et H' sont réductifs.

Si (H, H') est une paire duale de O(Q), telle que H et H' soient réductifs, alors (H, H')
est relativement réductive.

En effet, I’hypothése “W H H'F-semi-simple” n'intervient, dans la démonstration
précédente, que pour déterminer les paires duales de type linéaire. Dans ce cas, un
argument analogue 4 celui de [M.V.W. Ch. I, 19] utilisant I’hypothése “H et H' réductifs”
fournit le méme résultat.
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§ 2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique

Afin de développer une théorie analogue & celle de R. Howe en caractéristique
différente de deux, il nous faut déterminer les paires duales réductives d’un groupe
pseudosymplectique (cf. I).

Ce paragraphe est consacré a la résolution de ce probléme.

2.1. Réduction du probleme
Les notations sont celles du §1.1.
Soit (G,G') une paire duale de PsB. On note G (resp. G ) la projection de G (resp.
G') sur 0(Q).

DEFINITIONS : .,
La paire duale (G,G') est réductive si W est GG F absolument semi-simple.
La paire (G,G') est irréductible s’il n’existe pas de décomposition de W en somme

orthogonale stable sous GG .

PROPRIETES. —

a. Toute paire duale (resp. paire duale réductive) est produst de paires duales
(resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E une eztension séparable de F. Soitt: E — F
un homomorphisme F-linéaire tel que la forme bilinéaire (z,y) —— t(zy) sost non
dégénérée. Supposons W muni d’une structure de E-espace vectoriel et soient Q' une
E-forme quadratique sur W et B' une forme bilinéaire définissant Q' telles que

toQ'=Q et toB'=B.

51 (G, G') est une paire duale réductive et irréductible, non triviale de PsB' alors (G,G')
est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G, G') une paire duale de PsB. Si elle n’est pas irréduc-
tible, on considére une décomposition de W en somme orthogonale stable sous GG :
W =W, oW,

"Pour 1 = 1,2, on note B, la restriction de B & W; x W,, Q; celle de Q a W, et PsB;
le groupe pseudosymplectique au-dessus de O(Q;) relatif a B;.

Soit G; = {(o\w;, fijw;), (o, f) € G} et G| = {(o\w;, fijw; ), (o, f) € G'}, i = 1,2. Alors
G (resp. G') s’identifie & G; x G2 (resp. G} x Gj).

Par le lemme 1.1, (G;,G}) est une paire duale de PsB; et (G,G') est produit de
(Gl,G;) et (Ga, '2)

De plus, si (G, G') est réductive alors W; est GiG,F absolument semi-simple : (Gi, G})
est une paire duale réductive de PsB;.

En itérant, on montre la propriété a.

Démonstration de b. : Comme E est séparable, I'application F-linéaire de Q,(WE)
dans Q,(WF) définie par :

f € Qa(WE) — to f € Qi(WF)
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est un isomorphisme. Le groupe PsB’' s'identifie & un sous-groupe de PsB par :
(0,f) — (a,to f).

Soit (G,G') une paire duale réductive de PsB’. Montrons que le commutant de G
dans PsB est encore G'.

En effet, si (o', f') est un élément du commutant de G dans PsB, o' est E-linéaire
(prop. 1.1). Soit (o', f3) un relévement de o' & PsB'. Alors t o f§ + f' est additive, et
d’aprés ce qui précede, il existe f, € Qa(WE) telle que

tofo+f =tofa ie f'=to(fo+fa)

L’élément (o',fy + fa) appartient donc au commutant de G dans PsB’
c’est-a-dire G'. 0

Les paires duales, réductives et irréductibles de PsB sont liées a celles de O(Q) par le
théoréme suivant :
THEOREME 2.1a. — Soit (G,G') une paire duale réductive et irréductible de PsB.
i) Ou bien, (G,G') est triviale c’est-d-dire de la forme ({(:d,0)}, PsB) ou quand
W est un plan hyperbolique, (Qa(W), Qa(W));
ou bien, G et G' sont isomorphes d des sous-groupes de O(Q).

it) Il eziste une paire duale, relativement réductive et irréductible de O(Q), notée
(H,H'), telle que :
GCH e GCH.
112) On suppose que (G,G') n’est pas triviale. Alors, HI(EC'_', Qa(W)) =0.

COROLLAIRE 2.1b. — Si (K, K') est une paire duale, réductive et srréductible de PsB
alors toute paire duale réductive et irréductible, non triviale, (G,G') telle que

GCcK e¢ GCK
est de la forme : G = sKs™!, G' = sK's™! pour un s € Q,(W).

On construit alors des paires duales réductives et irréductibles de PsB obtenues en
relevant les paires duales réductives, non triviales, et irréductibles de O(Q).

Soit H une composante d’une telle paire duale. On identifie “suffisamment” de sous-
groupes K de PsB isomorphes & H (§2.3). En calculant les commutant et bicommutant
dans PsB de chaque groupe ainsi obtenu (§2.4), on démontre le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1c. — Les paires sutvantes sont duales, réductives, irréductibles et non
triviales dans PsB :
1. Avec les notations de ’ezemple 1 §1.1, ss W est identifié a W' et que Q = Q',
a. la paire (SpW,, SpW3) si W; est un Fa-espace vectoriel de dimension 2,1 =1
ou 2. :
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b. Sinon, la paire (SpW;,0(g2)) ot g2 est une forme quadratique sur W, dont
la forme alternée est <,>,.
Alors, B est, a une forme alternée prés, la forme bilinéaire B' définie par :

B'(w; ® w2, w; ® wy) = by(wy,wy) < wa, wy >2, wi,w; € W;,

ot by est une forme bilinéasre définissant <, >;.
De plus, SpW, et O(q;) [resp. SpW,] désignent les images respectives de

G = {(s ®F idw,, f,) € PsB'|o € SpW;
et fo(wr ® wa) = (b1(owy,owr) + by (w1, w1))g2(w2)}
et G' = {(idw, ®F 0,0),0 € O(q2)} [resp.G' = {(idw, ®F 7,0),0 € SpW,}]
par un élément de I(B',B) (cf. p. 7).

2. Avec les notations de l'ezemple 2 §1.1, st W est identifié ¢ W' et que Q = Q"
la paire (U(W,),U(W,)).

Alors B est, a@ une forme alternée prés, la forme bilinéaire B définie par
B"(w) @ wz,w; @ wy) = trpip(€ < wy, w; >1< Wy, w2 >2)

ot £ est un générateur d’une eztension quadratique séparable de F' contenue dans D.
Les groupes U(W)) et U(W2) sont les smages respectives de

G = {(¢ ®p 1dw,,0),0 € U(W,)} et G'={(idw, ®p0,0),0 € U(W2)}
par un isomorphisme de I(B", B).

3. Avec les notations de l’ezemple 3 §1.1, ss W est identifié ¢ W', que le centre
de D est une eztension séparable de F et que Q = Q"", la paire (GLpX,,GLpX;) sauf
st F=F; etdimp X; <2 pouri =1 ou 2.

Alors, notons Y un sous-espace vectoriel singulier de dimension v, supplémentaire ¢
X et B'" la forme bilinéaire définie par :

B"(z +y,2' +y) =<2,y > =z,7'€X, yy' €Y.
La forme B + B'" est alternée et GLpX,, GLpX, désignent les images respectives de

_ o ®pidx 0

G_{<< 0 ? ‘O’_I®Didx,)’0)’a€GLDXl}
' idx, ®p o 0

¢ _{(( 0 1dx, ®D'a")’0)’a€GLDX2}

par un isomorphisme de I(B"', B).

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosymplectique Psb, défins sur une
eztension finie séparable E de F.
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THEOREME 2.1d. — Si (G, G') est une paire duale, réductive et irréductible de PsB
alors (G,G') est triviale ou apparait dans la liste précédente.

2.2. Démonstration du théoréme 2.1a et de son corollaire
i) On démontre tout d’abord le

LEMME. —

1. 51 K est un sous-groupe de PsB, K N Q,(W) est un sous-groupe distingué de
K et un sous-K-module de Q,(W).

2. St un sous-groupe K' de PsB commute avec K, alors K est contenu dans

N O(f.) et K N Q (W) est un sous KK -module de Qqu(W). Si, en outre,
JoEKNQL (W)

(K,K') est une paire duale, KN Q4 (W), K'NQW(W) et KK'NQa(W) sont des KK F-

modules.

En effet, KN Q,(W) est un sous-groupe distingué de K car Q,(W) est distingué dans
PsB. :

De plus, le conjugué de (id, fa) € K N Qa(W) par (o, f) € K est (id, fo - 0) qui est
encore dans K N Qa(W) : KN Q,(W) est un sous K-module de Q,(W).

Soit (o', f') € K'. Si (id, fa) € K, (¢', f') commute avec (id, f,) i.e.

fa’0'=fc

donc XK' C NO(f,), ou f, parcourt Q,(W)N K.
Par conséquent, K N Q4(W) est stable sous I’action de KK ie Kn Qa(W) est un

KK -module.

On suppose que (K, K') est une paire duale. Si A € F et f € K N Qa.(W), (id,Af)
commute encore avec K' : (id, Af) est un élément de Q,(W) N K. Donc K N Q,(W) est
un K K F-module. De méme, K’ N Qq(W) et KK' N Q,(W) possédent une structure de

K K F-modules. 0

Soit (G,G') une paire duale réductive et irréductible de PsB. On remarque que les
sous-G G F2-modules de Q,(W) sont en bijection avec les sous-G G F-modules de W ou
W @ W suivant que F est fini ou local. Cette correspondance est donnée par :

(16)

, _ Qa(W) w
si F est fini,

f — v tel que f(w) =<w,v>? pourwe W
Q. (W) — WoW
si F est local,

—  v; + v, tel que f(w) =< w,v; > +7p < w, vy >?
pour w € W.
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D’apreés le lemme précédent, GG' N Q, (W) est un sous G G F-module de Q,(W). S'il
est nul, G et G’ sont isomorphes a des sous-groupes de O(Q).

Sinon, G N Q4(W) ou G' N Qa(W) n’est pas nul, par exemple G N Qa(W). Alors
G N Qu(W) contient un sous-G G F*-module simple de Q,(W), formé de formes qua-
dratiques additives invariantes sous G. Par (16), ce sous-module correspond a un sous-
G G F-module simple N, de W ou W@ W, selon que F est fini ou local, formé d’éléments
mvariants sous ( 6'. _,

Si W est G G F-simple alors N est isomorphe 8 W et G est trivial. Si G'NQa(W) est
nul, (G,G’) est la paire (PsB,{(id,0)}). Sinon, par le méme raisonnement, on montre
que G est {id}. La paire (G,G’) est donc une paire duale du groupe abélien Q,(W') donc
G = G' = Q.(W). Elle est irréductible si et seulement si W est un plan (sinon W est
somme orthogonale de plans stables sous G G = {id}.).

Si W n'est pas GGF -simple, il existe un sous-espace vectoriel X, de W, non nul,
stable sous G G . Quitte a considérer X N X< au lieu de X, on peut supposer que
X est totalement isotrope. Par le méme raisonnement qu’en 1.5, on prouve que G
et G s'identifient a des sous-groupes de GLX, qui commutent entre eux et que X

est de dimension maximale. Comme (G,G') est irréductible, X est GGF -simple. Par
conséquent, W est somme de composantes simples X ou X*.

Ceci entraine que tout élément de G est trivial sur X ou X*. Donc, G est réduit a
{id}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On différencie deux cas selon que W est ou n’est pas G GF -simple.

Premier cas : W est GGF "-simple :
(Z0(@)Z0(Q)(G), Z0(q)(G)) est une paire duale de O(Q) telle que

G C Zo@)Z0(q)(G) et G C Zowq)(G).

Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf. § 1.5). Cette
paire duale convient.

Deuziéme cas : W n’est pas G GF -simple. D’apreés 1), il existe un sous-espace vectoriel
X, totalement isotrope de dimension maximale, GG F-stable et GG F -simple. Donc,
X est singulier ou de dimension 1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de X en produit tensoriel,

X ~ X, ®p X2, D contenant F dans son centre, telle que

GcGLpX:, G CGLpXa.
Si (GLpX,,GLpX?>) est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend H = Sp(2,F,)

et H' = Sp(n,F3) (cf. §1.5).
Dans le deuxiéme cas, G G est réduit a {id}. La paire duale réductive triviale convient.
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iii) On note (H, H') une paire duale relativement réductive et irréductible de O(Q)
telle que

GCH e GCH.
LEMME a. — Si le centre de G G n’est pas trivial, alors H(G G, Q.(W)) =0.

En effet, le centre de G G est contenu dans celui de HH' : il est formé d’homothéties
centrales. Le raisonnement du lemme A.2a montre que

HY GG, Qi (W))=0.
On suppose désormais que le centre de G G (qui est aussi celui de G et 5') est trivial.

LEMME b. — En tant que groupes, H'(G _G-I, Q.(W)) ~ (H'(G, W)E')[F:F’].

Démonstration : On applique la suite de Hochschild-Serre au groupe GG et ason
sous-groupe distingué G (prop. A.1) :

—_——

0 — HY(G',Q.(W)%) — H'(G G, Qu(W)) D
H'(C,Q(W))® — H*(T,Q.(W)®)
ot 'action de G sur H'(G, Qq(W)) est donnée par :
sic' €G etde Der(G, Qa(W)) alors o' -d est I'image de la dérivation 0 — (d(0))-0'

dans H(G, Q.(W));
et ou r est ’homomorphisme induit par la restriction :

o € Der(G G, Qa(W)) — b5 € Der(G, Qu(W)).

Or, pour toute forme quadratique f de Qa(W)-d, (id, f) commute avec G donc appartient
a G' : pari), Qua(W)C est nul. D’ou

——

H\G T, Qu(W)) ~ H' (G, Q.(W))° .

De plus, Q,(W) ~ W ou W @ W selon que F est parfait ou non, et G G respecte cette
décomposition, donc :

H'(G,Q.(W))® =~ (H'(G, W) IF:F’],
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Montrons donc que H!(G, W)_G—’ est nul. On distingue deux cas suivant le type de (H. H').
1. (H,H') est de type hermitien : il existe une décomposition de W en produit
tensoriel hermitien : W ~ W, @ p W, telle que

GCH =UW),
G cH =UW,).

D’ou,
HY(G,W)° ~ HY(G,W, ®p W»)¢ ~ H'(G,W,)®p Wy .
On conclut par :

LEMME c. — W;é‘ = {0}.

Démonstration : Il suffit de remarquer que :

- llirréductibilité de (G, G') implique que G’ ne laisse stable aucune décomposi-
tion en somme orthogonale de W,.
- P’action de G sur W, est semi-simple.

Si WE est non nul, un raisonnement analogue a celui du §1.5 démontre 1'existence
d’une polarisation compléte de W, stable sous G : Wo=X,80Y,, ou X, C W.f . En
outre, tout élément o' de G agit trivialement sur X>, donc sur W;. Par conséquent, G’
est {(id,0)} ce qui est exclu. (]

2. (H,H') est de type linéaire : soit X @ Y une polarisation complete de W
stable sous G G . Alors, H!(G,W)C s'identifie & deux copies de H!(G, X)® . Comme
précédemment, il existe une décomposition en produit tensoriel de X : X ~ X, Qp X;
telle que G C GLpX,, G c GLpX,.

Donc I _ -,
H'(G,X)¢ ~ H'(G,X,)®p X? .
L'irréductibilité de (G, G') implique que X.? est nul ou Xj.
Si X;f_—l = X2, G' = {(1d,0)}. Ce cas est exclu.
Si X¢ =0alors H'(G,X)® = {0}.
Ceci termine la démonstration du théoréme.

Démonstration du corollaire :

Sl existe s € Qu(W) tel que G C sKs™! et G' C sK's™! alors G = sKs™! et
G' = sK's™! (car (G,G") est une paire duale).

Par hypothése, tout élément g de G G s'écrit : g = k - (id,6(g9)), k € KK',
8(g) € Qa(W). Alors é définit une dérivation sur G G a valeurs dans Qa(WV). Par le
théoreme précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe f € Q,(W) telle que :

Vo eGG, 6(c)=f-(o+1)
Alors s = (id, f) convient. 0
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Compte tenu de la propriété 2.1b, on ne considére désormais que des paires duales
réductives, irréductibles, non triviales et qui ne sont pas obtenues par restriction des
scalaires.

2.3. Relevements de SpW,, U(W,) et GLX, a PsB
On reprend les notations du paragraphe 1.1.

PROPOSITION. — Soit H un membre d’une paire duale réductive, irréductible, non
triviale de O(Q).

1. Il eziste un relévement de H ¢ PsB. Ce relévement est unique da conjugaison
prés par un élément de Q,(W) sauf s1 H est symplectique ou 1somorphe ¢ GL(3,F,), et
peut étre, ss H est unitaire sur un corps de quaternions.

2. Les relévements de H = SpW, dans PsB sont (i conjugaison prés par un
élément de Q,(W)) paramétrés par les [F : F?)-uplets (q2.i)icr de formes quadratiques
sur W, dont la forme alternée associée est <,>,, de la fagon suivante :

supposons que B(w, @ wz,w] ® wj;) = b(w,w]) < w,wy; >z ou
bl(wl,w;) +b,(w;,w,) =< wl,wi >1.

SP(g2.03:e: W1 = {(0 ®F 1d, f,) € PsBlo € SpW), et
fo(w1 ® w2) = 31 pi(b1(owr, owr) + by (w1, w1))g2,i(w2)}

ot |I| = [F: F?), (ei)ier est une base de F sur F? et p; la projection : pi(e;) = &i j&i.

3. Les relévements de H = GL(3,F;) sont paramétrés (d conjugaison prés par un
élément de Q,(W)) par les couples de formes quadratiques additives Qq(X) x Qa(Y) :

GLq’ql(3,F2) = {(U,fo) € PSB/O' € GL(3,F2) et
fa(z1 @ 22 + Y1 Qy2) =< y1,dx,07! >? g(z2)+ < z1,dy, "0 >? ¢'(v2)}

ot dx, etdy, sont définies au paragraphe A.2.

Remargue : Cet énoncé contient plus de renseignements que nécessaire. Seule I’exis-
tence de ces relevements est utilisée par la suite.

Suit la démonstration de la proposition :

Ezistence de relévements :

Dans le cas 2, on vérifie aussitot que les groupes Sp(,, ;);c, W1 sont des sous-groupes
de PsB.

Dans les autres cas, on choisit B de la fagon suivante :

Si H est linéaire, B(z + y,z' +y') =< z,y' >, z,z2' € X, y,y' € Y.

Si H est unitaire, B(w) ®p w2, w; ®p w3) = trp|r(§ < wy,w) >1< wy, we >2)
ou £ désigne un générateur d’une extension quadratique séparable contenue dans D.

Alors, {(0,0),0 € H} est un relevement de H a PsB.
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Ezhaustivité : On compte les relevements de H a I'aide de H'(H, Q.(W)).

e Cas hermitien : En tant que groupes,
HY(H,Q4(W)) =~ H(H,W)IF:F) ~ HY(H,W, @p W,)IF:F’]
~ (HY(H, W) @p W,)IF:F’l car WH = W,
~ HY(H,W)) ®p Qa(W>2).

Or, on connait H'(H,W;) (cf. §A.3 et A.4).

Si H est unitaire sur un corps commutatif H!(H,Q.(W)) est donc trivial : le
relevement de H 4 PsB est bien unique.

Si H est symplectique, l'isomorphisme de groupes entre H!(H,Q,(W)) et
HY(H,W1) ®F Qa(Wy) est

HY(H,W)) ®F Qu(W2) — H(H,Q.(W))
§® f — D ou (Do)(Y wf ® wi)
k
=Y < wk 07! 2. f(wf)
k

avec 0 € H, w,’-‘ e W;.

On identifie H!(H,W;) @r Q.(W-) a Qa(Wg)[F‘le en choisissant la base (6;)ier de
HY(H,W)) (cf. §A.4).

De plus, Q,(W,)IF:F] est en bijection avec les [F : F?]-uplets d’éléments de Q(W)
dont la forme alternée associée est donnée, par exemple <, >,.

On a alors le paramétrage voulu.

e Cas linéaire. On procéde comme précédemment :
H'(H,Qu(W)) =~ H'(H,W)IFF’l ~ HY(H, X, ®p X; ®Y; @p 1,)FF']
~ (H'(H,X, ®p X2) ® H'(H,Y, ®p Y2))IF:F’]
car H stabilise X, ®p X, et Y; ®p Y2 d’ou
H'(H,Qu(W)) = H'(H,X,)®p Qu(Xz) ® Hy(H, Y1) ®p Qu(Y2).

Si H # GL(3,F;), H'(H,Qa(W)) est donc nul, (cf. §A.2).
Si H = GL(3,F;), H'(H, Qu(W)) s'identifie  @u(X») ® Qa(Y;) par :

(f, ') € Qa(X2) x Qa(Y2) — D € H'(H, Qa(W))

ou, pour tout o € H, tout zF € X;, y* € Y;,

Do() zt @25 +yf @yf) = Y (< vk dx, 07t >? f(25)+ < zf,dy, o > f'(y)).
k k
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Ceci termine la démonstration de la proposition.

2.4. Calculs des commutants et bicommutants
On différencie trois cas selon la nature de G : unitaire, symplectique ou linéaire. Les
définitions de B dans les différents cas sont celles du paragraphe 2.3. Dans le cas ou G est
symplectique, B dépend du choix de b, : pour faciliter les calculs, on choisit b; définissant
la forme quadratique ¢; du lemme a § A 4. _
Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note G’ le commutant de G dans

PsB.
Cas unitaire : G = {(0,0),0 € U(W1)}. Soit (o', f') € G'. Comme G c U(W2), f' est

nécessairement additive et invariante sous G.
Soit {ei,1 < i < n} une base orthogonale de W, et s; une quasi-symétrie de vecteur
ei. Puisque (o', f') commute avec s;, on obtient :

f'((si + id)e; ® w) = 0 pour tout w € W,
<= f'(ei ® w) = 0, pour tout w € W, car (s; + id)e; est non nul, colinéaire a e;
< f'=0sur W.
Ainsi G' = {(0,0),0 € U(W,)}.
Par symétrie des rdles de G et G’, le bicommutant de G’ est G : (G, G') est une paire
duale de PsB.
Supposons qu'il existe un sous-groupe isomorphe & un groupe unitaire qui n’est pas

conjugué a G par un élément de Q,(W). Par le corollaire 2.1.b, ce groupe ne peut pas
étre une composante d’une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Cas symplectique : On étudie, tout d’abord le cas ou G = Spq, 4, W) . Alors G est contenu
dans SpW,. Soit (o', f') € G'. Alors

(17) f' est additive car G' C PsB,

(18) f'+fo-0'=fs+ f -0 pourtout (o,f,)€G

ie. f'((0 + Dwy ® w2) = (bi(owr,owy) + by(wr,w1))(g2(0'w2) + g2(w2)), wi € W,
o € SpW,.
En particulier, si 0 € O(q1) C SpW;

f'((0 +id)w) @ wz) = 0.

Par choix de ¢;, O(q;) contient un élément o tel que (o +id) soit inversible. Donc f' = 0.
e Si F #F3 oudimr W) > 2, il existe un élément o € SpW), n’appartenant pas
a O(q1). On déduit alors de (18) que o' € O(q2).
Ainsi G’ C {(¢',0),0' € O(g2)} C G': G' = {(¢',0),0' € O(q2)}-
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¢ Si F=F, etdimpW, =2,G' C {(0',0),0 € SpW2} C G', donc

G' = {(0,0),0 € SpW,}.

Calculons G", le commutant de G'.

e Si F#£#F,oudimpW, > 2, G est contenu dans Z0(@)(0(q2))- On déduit du
lemme 1.3 que

= SpW, si (W,, ¢2) n'est pas un plan hyperbolique sur F;;

Zo@)(0
(@(0(g2)) { contient SpW, et O(q2) si (W2, ¢q2) est un plan hyperbolique sur F,.

Dans le premier cas, on déduit que G' = SpW,. Soit (o, f) € G". Alors

f=fo+fa, fa€E Qa(Wl)

et fo-0' = f, pourtout o' € O(q2) ie. fo =0.

Donc, G" = {(o, f,),0 € SpW,} =G.

La paire (G, G') est duale.

Dans le deuxieme cas, G" contient G et O(q2). De plus, O(g2) permute les deux copies
de W, : il n’est donc pas contenu dans G. Ainsi

G" 2 G
et on n’obtient pas de paire duale.

e Si F = Fy et dmW, = 2, G' = SpW; a pour commutant O(q,) et
O(q1) = SpW, d’ou (SpW,, SpW>) est une paire duale.
On a donc les paires duales :

(Spg;W1,0(q2)) ou W, n'est pas un F,—espace vectoriel de dimension 2

et (W g;) n'est pas un plan hyperbolique sur F,
(Spg, W1, SpW>) ou W, est un F;—espace vectoriel de dimension 2.

On étudie maintenant le cas ou G = Spy, , ¢,, W1 0l g2,1 # g2.2 (F est local).

Remarque : Soit i un relevement de SpW, a PsB. Le groupe SpW, contient O(q;)
et la restriction d’une dérivation sur SpW; a O(q;) est intérieure (cf. § A.4). L’image
par ¢ de O(q;) est a conjugaison prés par un élément de Q,(W), le sous-groupe
{(¢0,fs) € PsB,o € O(q1)}. 1l suffit donc de considérer les relevements i tels que
(0(q1)) = {(0, fs) € PsB,o € O(q1)}.

Ainsi, G’ est contenu dans le commutant de O(q;) = {(o, fo),0 € O(-.)} qui, d’apreés
ce qui précede est SpoW, = {(0,0),0 € SpW,}.
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Soit (¢',0) € G'. Alors f, = f, - o' pour tout (o, f,) € G, c’est-a-dire
Y pi(ar(ow1) + q1(w1))(g2,i(0"w2) + g2,i(w2)) = 0
1=1,2

pour tout o € SpW;, w, € W;.
On peut choisir w; € W, et 0 € SpW, pour que ¢;(ocw;) + ¢1(wy) € F?\ {0} ou
npF2?\ {0} (car ¢; est déployée). D’ou les deux conditions :

q2,i(0'wy) = q2.i(w2), wr € Wp, i=1,2.
Par conséquent,
(0',0) € O(g21) N O(q2,2) et G' =0(g2,1) N O(g2,2)-

Le bicommutant G" de G contient le commutant de O(gz,1) et O(g2,2), c’est-a-dire
Spq’-"q’-‘wl et Sp‘l:.z,h.:wl d’ou

(2d, (by(owy, 0wy ) + by (wy, w1)) - (92,1 + g2,2)(w2)) € G”, o € SpW,
et G"#G.
Le groupe G n’est pas une composante d’une paire duale.

Cas linéasre : Soit G = {(0,0),0 € GLpX,}. Alors G est contenu dans GLpX;. Donc
(0, f) € G' si et seulement si

{ oc € GLpX,

f est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur X; et X ;- La forme quadratique f est donc nulle sur chaque
copie de X; @ X} donc f est nulle sur W. D’ou

G' = {(0,0), 0 € GLpX,}.

Par symétrie, le commutant de G' est G. On obtient donc une paire duale de PsB sous
les hypotheéses de la proposition 1.1.

Si G = GL4¢(3,F2),q9 # ¢', G ne peut étre une composante d'une paire duale
réductive et irréductible, par le corollaire 2.1.b.

La proposition 2.1c est la synthese des résultats obtenus au §2.4.

2.5. Démonstration du théoréme 2.1d
On peut supposer que (G,G') est une paire réductive et irréductible non triviale de
PsB.
Soit (H, H') une paire duale réductive de O(Q) telle que :

G CH e G CH' (théoreme 2.1a.ii).
Si (H,H') n’est pas (SpW,,SpW,) alors par le corollaire 2.1, (G,G') est un des
relevements de (H, H') & PsB décrits dans la proposition 2.1c.

On suppose donc que H = SpW; et H' = SpW,. Grace au corollaire 2.1b, il suffit
d’établir le
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LEMME. — SiG C H et G C H', alors G C O(q;) ou G C O(gq2) pour une certaine
forme quadratique g; sur W;, dont la forme alternée associée est <,>;.
Démonstration : Montrons d’abord que SpW, =U O(g) ou g parcourt I’ensemble &£
q
des formes quadratiques sur W, dont la forme alternée est <, >,.

Soit 0 € SpW,. On choisit une base (e, ...,en) de W, telle que (€r41,...,€m) soit
une base de Ker(1 + o). La matrice de (0 — id) dans cette base est de la forme

m=( X | 0 ) ouZ estune matrice m x r de rang r.
~ | -

r m-—r

On note T, la matrice obtenue a partir de T en élevant chaque coefficient au carré. Alors,
T, est de méme rang r que T puisque, pour toute matrice carrée M, on a

dét M, = (dét M)2.
Si g € £, g est invariante sous o si et seulement si

Vie{l1,...,m}, q(oe) = q(ei)

g(e1) aj
e 'Z,- : =1 : ou les a; ne dépendent que de o.
q(em) ar
Or, le systéme
I (¢ 3]
T, a,

posséde au moins une solution : il existe donc ¢ € £ telle que o € O(q).
D’ou, SpW; C gg O(g). L’inclusion inverse étant claire, on a I’égalité.
g

Ainsi, G =qL€J€ 5:, avec 6:, =G n O(q).
Quitte a transporter la situation par un isomorphisme convenable, on peut supposer
B = b, <, >; ou b; est une forme bilinéaire définissant <, >,.

Soit ¢ € £. Alors, O(q) se reléve & PsB par : 0 — (0,0). Ce relévement se prolonge
a SpW,0(q) par :

o € SpW) — (0, fq,0) € PsB ol fg,(w) ® w2) = (bi(owy,o0w;) + by(wy, w;))g(w2).
Pour chaque g € £, on définit donc une dérivation d, de G 5; a coefficients dans Q,(W).
Soit 4§, son imagi 'dans HYG E;, Qa(W)). Par la proposition A.1 appliquée a 5-@; et
son sous-groupe G,

!

0 — H'(G,Q.(W)%) — H'(C C,, Q(W)) — H'(G,, Qu(W))C =0.
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Ainsi, 6 7 est a coefficients dans QQ(W)E' : il en est de méme pour d_ .
Fixons une forme quadratique ¢ de £.
‘12 . e = e
Considérons une autre forme quadratique ¢’ de £ et dy la dérivation de G G, définie

comme précédemment. Pour tout o € G,

(dg +dg)(0) = fo0+ forro
= dy(0)+ fo,0 =dg(0)+ fye

Le membre de droite est invariant sous _G_;.. D’oli, pour tout o € G, et toute forme
quadratique ¢’ de £, la forme quadratique dy(o) + f, 4 est invariante sous 6;, : elle est

. . b~
donc invariante sous G .
Si G conserve la forme quadratique q; : w; — b;(w;, w; ) alors

G C O(q1).

Sinon, il existe o € G et w; € W; tels que

q1(ow1) + qi(w1) #0.
Alors, la forme quadratique définie sur W, par

1
q1(owr) + q1(w1)

g2(w2) = dg(o)(w1 @ w2) + g(w2), w2 € Wy,

est un élément de £, invariant sous G i.e. G C O(q2)- 0
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§ 3. Restriction de I’extension métaplectique aux paires duales réductives
Si G est un sous-groupe de PsB, on note G son image réciproque dans PsB.

3.1. Réductions du probléme

i) D’apres ’étude faite au paragraphe I §2, ’extension métaplectique n’est pas
scindée au-dessus des paires duales triviales.

i1) Supposons que (G, G') soit une paire duale réductive, obtenue par restriction
des scalaires. Il existe donc une extension convenable £ de F, un homomorphisme
tr : E — F tels que :

- la forme bilinéaire (z,y) — tr(zy) soit non dégénérée.

- W est muni d’une structure de E-espace vectoriel et d’une forme bilinéaire
Bg telle que tr o Bg = B.
Soit Y £ le caractére de E défini par Y g = ¢ o tr. Alors

YpoBg=v%oB

et en utilisant le modele décrit en I §2.2, on montre que :

Tyg = ry[:lPaBs

ou ry, (resp. ry) est la représentation métaplectique de PsBEg (resp. PsB) relativement
au caractere Y g (resp. ¥).

Démonstration : On définit le caractére ¢ x, g du sous-groupe X x E de H(BEg) par :

¥x,e((z,0)) = ¥x((z,0)) pour tout z € X
et ¥x,e((0,t)) = ¢E(t) pour tout t € E.
Alors
{H(Xad’x) ;’S(Y) = H(Xv¢’x,€)
¢ — ¢' telle que ¢'(z +y,t) = ¢(z +y,trt)

On note ¢ cet isomorphisme. Il entrelace les représentations ry|p,ps €t ryg-
En effet, soit s = (0, f) € PsBg. On note s' = (o,tr f) son image dans PsB. On a :

{w, € WNz € XNoX, ¥x,e(z)px e(s  z)Ye(Be(z,z)) = vEe(<z,w, >)}
= {wy € W/NVz € X NoX, Yx(z)px(s''z)px(B(z,z)) =9(<z,wy >)}.

D’ou si o € StabX, pour tout ¢ € H(X,¥x), tout h € H(BE),

rus(3)i(#)(h) = i(#)(s™ (wsh)) = (s’ (wa(w, trt))) = i(r,.(<")$)(h).
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Si o ¢ StabX, pour tout ¢ € H(X,¥x), pour tout h € H(BEg), un calcul analogue
montre que : 7y (s)(2(@))(h) = i(ru(s")d)(R).
Ainsi
Twg Ol =10Ty|PsBg-
Par conséquent, si I'image réciproque de GG' dans PsBg est scindée, elle l'est encore
dans PsB.
Les cas ou E = F suffisent.

On ne considére donc que les paires duales réductives et irréductibles, non triviales
et non obtenues par restriction des scalaires. On les regarde dans un groupe pseudosym-
plectique PsB de notre choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dans
chaque cas, la forme bilinéaire B définie au paragraphe 2.4.

ili) La derniére réduction se fait grace au
LEMME. — Soient K et K' deuz sous-groupes de PsB. On suppose que

1) K et K' commutent,

2) pour tout élément (o, f) € K, la restriction de Yo f d Ker(id + o) est triviale.
Alors K et K' commautent dans PsB.

Si (G, G') est une paire duale réductive, irréductible, non triviale, alors G et G’ vérifient
les hypotheses du lemme. En effet, par le choix de B, I'un au moins des deux groupes,
par exemple G est de la forme G = {(0,0),0 € G}. La condition 2 est satisfaite ainsi que
la premiere. .

Ainsi G et G' commutent dans PsB. Si ’extension métaplectique est scindée au-dessus
de G et de G', alors elle 'est au-dessus de GG'.

Il suffit donc d’étudier la restriction de I’extension métaplectique au-dessus de chaque
composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est semblable a celle
des autres caractéristiques [M.V.W Ch. II].

Dans un premier temps, on définit pour chaque élément s de PsB satisfaisant la
deuxiéme hypothése, un élément M tel que (s, M) € PsB.

Dans un deuxiéeme temps, on montre que si s' est un élément de PsB qui commute
avec s alors un élément de PsB au-dessus de s' commute avec (s, M). D’ou, le lemme
précédent.

Soit s = (0, f) € PsB tel que ¢ o f =1 sur Ker(id + o).

Alors, la fonction w — Y(Q(w) + f(w) + B(ow,w)) est constante sur les classes
modulo Ker(id + o). On définit M comme suit.

Soit dw une mesure de Haar sur ’espace vectoriel W/ Ker(id + o).

- Si F est fini
M.v= / H(Q(w)+ < ow,w >)py((s + id)w) - vdw, v € V
W/ Ker(140)

ou (s + id)w désigne 1'élément s(w,0) - (w,0) de H(B).
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- Si F est local, pour un réseau L de W/ Ker(id + o), on définit
Mio = [ U@+ < oww >)pul(s +idyw) -vdw,v € V
L

Pour tout v, il existe un réseau L, de W/Ker(id + o) tel que pour tout réseau L
contenant L,, M v est indépendant de L. Soit M cet élément.
Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [M.V.W Ch II].

3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Cas de GLX, et GLX,.

On est alors dans la situation décrite en I §2.2.1. Les groupes GLX) et GLX> sont des
sous-groupes de GLX et PsB est scindée au-dessus de GLX donc également au-dessus
de ces sous-groupes.

Cas de SpW, et O(q2).

Comme précédemment, O(g2) est un sous-groupe de GLX. L’extension métaplectique
est scindée sur O(g2). Le méme argument est valable pour montrer que la restriction de
PsB a SpW1 est scindée quand g2 est déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique PsB’ ou

B'(w) ® wa, wy ® wh) =< wy,wy >1< Z2,y3 >2
avec X7 @ Y2 = W une polarisation compléte en espaces singuliers,
wy =T +y2 et wy =Ty +y),22,25 € X2, y2,¥2 € Ya.

Alors, X' = W), ®Fr X est singulier et il existe un isomorphisme entre PsB et PsB’
tel que I'image de SpW, soit contenue dans GLX'.

Si g2 n’est pas déployée, on considére l'espace vectoriel quadratique W}, somme
orthogonale de deux copies de W2, muni de la forme quadratique déployée g¢; telle
que, pour tout (w,w') € W3, ¢3(w,w') = g2(w) + q2(w') = b2(w,w) + b2(w',w'). Le
groupe SpW, se plonge dans Ps(<,>; ®(b2 @ b2)) en prolongeant chaque élément par
Q.‘.i’ 0) sur le deuxiéme facteur. D’apres ce qui précede, I'image réciproque de SpW;, dans
Ps(<,>1 ®(b2 @ b2)) est scindée et par le lemme I 2.3b, ’extension métaplectique PsB
au-dessus de SpW, est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de I’extension métaplectique & SpW;, O(q2) et SpW,
est scindée.

Cas de U(W)) et U(W,)

Quand F est fini, cette question a été étudiée par P. Gérardin [G] : I’extension
métaplectique restreinte & U(W;) est scindée.

On suppose donc que F est un corps local et on se raméne au cas ou W) est un plan
hermitien hyperbolique sur une extension quadratique F’ de F et W, est de dimension 1.

1) W2 est un D-espace vectoriel muni d’une forme hermitienne non dégénérée.
L’existence d'une base orthogonale et le lemme 1.2.3a permettent de supposer que

dimD W2 =
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i1) Supposons que D soit un corps de quaternions sur F. Alors W, s’identifie 3 D
muni de la forme hermitienne : < d,d’ >2= dad' ou a € F.
Le corps D s’écrit :
D = F(&) + F(&)é

ou ) engendre une extension quadratique séparable de F' notée F', et €2 engendre une
extension inséparable, quadratique de F.

Soit p : { D — F

P =+ y§2 — =z

vectoriel hermitien sur F' noté W’'. On a

. L'espace vectoriel (W;,p(<,>; a)) est un espace

<,>= trp:|pp(<,>1 a)
et U(W))C U(W') C PsB.

S'il existe une section de U(W') dans U(W'), alors sa restriction a U(W,;) définit une
section de U(W;) dans U(W,) : il suffit donc de montrer que U(W') est scindée au-dessus
de U(W").

On suppose désormais que D = F' est une extension quadratique séparable de F.

iii) En considérant I’espace vectoriel W) @ W) muni de la forme hermitienne
< (w,w'),(v,v') >=< w,v > + < v, v' >, w,w',v,v' €W,

et a 'aide du lemme 1.2.3b, on se restreint au cas ou W est hermitien hyperbolique.

Supposons que W, soit de dimension supérieure ou égale a 4. Alors SU(W)) est le
groupe des commutateurs de U(W,) [D.J, p 47-48] et H'(SU(W,),C*) est donc trivial.
On applique alors la suite de Hochschild-Serre a U(W;) est son sous-groupe distingué
SU(Wh) :

0 — H?*(F'',C*) — HY(U(W,),C*) — H?(SU(W,),C>).

L’homomorphisme d’inflation est : x — x o(dét,dét). Or, par le théoréme 9.5 de [P.R],
SU(W,) n’a pas d’extension d’ordre 2. Il existe donc un élément x de H?(F'!,CX) tel
que le cocycle c de l7(W1) s'écrive : ¢(0,0') = x(dét o,dét o'), pour tout 0,0’ de U(W,).
Considérons V un plan hyperbolique contenu dans W;. Le groupe U(V) s’identifie & un
sous-groupe de U(W)) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de
U(W)) a U(V) est isomorphe a U(v).

Si (7(V) est triviale alors, pour tout 0,0’ de U(V),

c(o,0')=1 ie. x(dét o,dét o') =1

d’ou, x est trivial. Par suite, c est trivial.
Il reste a prouver que U(W)) est scindée quand W, est un plan hermitien hyperbolique.
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iv) On est donc dans le cas ou
W~W; QF F"Z"Vl

et B(wy,w)) = trp r(€ < w1, w) > a1), a1 € F et (1,£) est une base de F' sur F.
Quitte a transformer £ en £a;, on peut supposer a; = 1.
Le groupe U(W,) s'identifie au sous-groupe de GL(2, F') engendré par SL(2, F) et

M= {(d (—19-1), de F"}.

Pour que U (Wh) soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique ¢ soit trivial sur
SL(2,F)x SL(2,F), M x M, SL(2,F)x M et M x SL(2,F).

Soit (e, f) une base hyperbolique de Wj sur F'. On note é la norme de £. Dans la base

(e, fes £f$ f)a B s’écrit
B((z:), (7)) = 2124 + 247} + 6(z273 + 2373)) + 2534 + 7} 23

ot (zi) représente (z1+ €z2)e+ (z4 + €z3)f,
(z}) représente (z§ + €z5)e+ (2} + £z5)f.
On considére B’ définie par : B'((z;),(z})) = z\z3 + z3z4 et la forme quadratique ¢ :
q((zi)) = z1z4 + 6z223. La forme quadratique ¢, étant associée & B + B’, définit un
isomorphisme entre PsB et PsB'.
L’image de U(W,) dans PsB' est {(0,9-0 + ¢),0 € U(W))}.

En particulier, si ¢ € M, o a pour matrice

a b
b6 a+b

0

0

a+b/n 6b/n
b/n a/n

oun =a?+ab+6b% et ¢- o + q est nulle.
Donc, M est contenu dans GLX ou X est ’espace vectoriel singulier engendré par e
et {e. On sait alors que c est trivial sur M x M (I. §2.2.1).

Par [P.R. th. 9.4], SL(2, F) n’a pas d’extension d’ordre 2 : SH2, F) est nécessairement
triviale. ’

Calculons c(s,s') et ¢(s',s) pour s € M et s' € SLy(F) a partir des formules de ry,
données en (I §2.2). Pour ce faire, on choisit ¥ x trivial sur X. Soit £ I’ensemble

{s,s’,ss',s’sl s = (a= (8 69’)’0)’ a€ F'*

for) }-

et s' = (a’ =

==~
OO0 KO
RO O o

0
b
d
0
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Pour tout 8" = (0", f") de &, X N 6" X est {0} ou X, on définit w,~ par :
wer =0 si XNo"X = {0}
we €Y si XNo"X=X

Soit ¢ € H(X,¥x),
ro(s)re(s)B(R) = ry(s) /x 8(s'~ (wazh))cldz
= |a]!/? / 8(s'~ (wyz) - (35" h)|cldz
X

= |a|'/? /x #((ss') " (swy - 0z - h))|c|dz

= [x $((ss') " (swyr - z - h)la|™/2|c|dz = ry(ss')¢(h)
d'ou c(s,s') = 1.
De méme,
re(s)ry(8)d(h) = lal'Pry(s')g(s7 k) = [ ¢(s™'s' " (warzh))lc| |a|*/2dz
= r(s's)¢(h)

d'ou ¢(s',s) = 1.
Donc, U(W)) est scindée.

On a donc montré :

PROPOSITION. — La restriction de l’eztensson métaplectique d toute paire duale
réductive, srréductible, non triviale, est scindée.
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Annexe 2. Calcul des premiers groupes de cohomologie de certains groupes
classiques a coefficients dans leurs modules standard.

A.l. Généralités.

On suit la présentation de [N. Ch. I §3].

Soient G un groupe et V un G-module a4 gauche. Le premier groupe de cohomologie
de G & coefficients dans V est défini comme suit : une dérivation (ou 1-cocycle) de G
dans V est une fonction § : G — V telle que, pour tout g,¢' € G, égg' = 6g + gbg'.

Les dérivations de G dans V forment un groupe noté Der(G, V). Ce dernier contient
un sous-groupe distingué Int(G, V) formé des dérivations intérieures (ou 1-cobord) de G
dans V c’est-a-dire des fonctions § : G — V de la forme : §g = (g — id)v, v € V. Par
définition, H'(G, V) = Der(G,V)/ Int(G, V).

On note VC I'ensemble des éléments de V invariants sous G.
PROPOSITION [S]. — Si G’ est un sous-groupe distingué de G et V un G-module alors
la suite
0— HY(G/G',V®) = H\(G,V) = H\(G'",V)¢/¢ = H¥(G/G',V®)
est ezacte.

On considere, désormais, un des trois cas particuliers suivants : soit K un corps de
caractéristique 2, k son centre.

1) G est un groupe linéaire et V est son module standard i.e.
G~GL(m,K) e¢ V~K™ meN-".
2) G est un groupe symplectique (alors K = k) et V son module standard i.e.
G ~ Sp(2m, k) et V ~ k™ meN".
3) G est un groupe unitaire et V son module standard :
G~U(m,K) e¢ V~K™

Dans le dernier cas, on suppose K commutatif.

Alors H'(G, V) est muni d’une structure de K-espace vectoriel et est donc déterminé
par la donnée d’une base.

Les méthodes utilisées sont empruntées a H. Pollatsek [P]. On généralise ses résultats

aux groupes symplectiques sur des corps non parfaits et aux groupes unitaires. D’apres
H. Pollatsek, le cas des groupes linéaires est étudié par Higman [H].

A.2. Cas linéaire.
On examine, ici, le premier cas ou G est un groupe linéaire.
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ProPOSITION. — HY(GL(m,K),K™) est nul sauf sim =3 et K =F,.
L’espace vectoriel H'(GL(3,F3),F3) est de dimension 1 sur F,.

Démonstration :

LEMME a. — Si le centre Z(G) de G n’est pas réduit ¢ {id} alors H'(Z(G),V) est
nul.

En effet, soient g et ¢’ deux éléments de Z(G). La relation gg' = ¢g'g implique que
699’ = 8g'g

ce qui équivaut a (g — :d)ég' = (¢’ — i1d)dg.
Or Z(G) est k*id. Si g et ¢’ sont distincts de id, alors g — id et ¢' — id sont inversibles
et
(g —id)"'6g = (¢’ — id)~'8g’ pour tout g,¢' € Z(G)\{id}.

Il existe donc v € V tel que 6g = (g — id)v pour tout g € Z(G) : § est intérieure et
HY(Z(G),V)=0.

On applique alors la proposition A.1, avec G' = Z(G) et on déduit que H!(G,V)
est isomorphe a H'(G/Z(G),VZ%(©). Or VZ(© = 0. Donc H'(G,V) = 0 dés que
Z(G) # {id} i.e. k #F,.

Etudions maintenant le cas ou k = F,. Si K = F3, G est égal 4 SL(m,F3). Sinon, par
la proposition A.1, la nullité de H!(SL(m, K), V) entraine celle de H(G, V). Calculons
donc le premier groupe de cohomologie de G' = SL(m, K) a coefficients dans V.

On note

- (e1,...,em) une base de V sur K,

-I={(1j)€ {1""’m}2 |i#5},

- pour (i,7) € I, E;j ’élément de G tel que E;j(ex) = &k jei, k € {1,...,m}, et
B,‘j(A) =1d+ AE.'J', A€ K*.

PROPOSITION b [DE] — Le groupe G' est engendré par les éléments B;;()), (1,7) € I,
A € K*. Ces derniers sont soumis auz relations :

(i) B%(X) =id et Bij(A)Bij(p) = Bij(A + p) pour tout A\, de K*, A # p.
(11) B;j(A) commute avec Bie(p) pour tout k # 5 et £ #3,k; tout X et u de K*°.
(11i) (Bij(A)Bjx(u))? = Bix(Mp), 4, j, k deuz d deuz distincts, ) et p dans K*.
(iv) Bij(\)Bji(u)Bij(v) = Bji(uve~")Bij(s)Bji(Aux~") pour tout (i,j) € I,
(A u,v) € K*3 tel que k = A+ p+ Auv # 0.

De plus, sim = 3 et K = F,, ces relations caractérisent SL(3,F2) & ssomorphisme
prés.
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LEMME c. — Une dérivation § : G' — V est déterminée par ses valcurs sur les
générateurs B;j(A).

Sim # 3 ou K # Fy, il eziste m constantes dans K, aj, j € {1,...,m}, telles que
pour tout couple (1,7) de I, tout A € K*, §B;j(A) = ajle;.

Sim =3 et K =F,, il eziste m(m — 1) + 1 constantes dans F2, a;j, (3,7) € I, et B,
telles que pour tout (1,5) € I, aix + ajk = B et §Bij = aijei + Pex ou k est distinct de i
et).

Démonstration : Soient § € Der(G',V) et B;;()) un générateur de G'. La relation (i)
implique que
§B};(A) = AEij6Bij(A) = 0 <= 6Bi;()\) € Ker E;;.

La j° coordonnée de 6B;;(A) est donc nulle.
Supposons d’abord m = 2. Alors §B;;()) est donc colinéaire a e; :

5B.‘j(/\) = aj(z\)e,-, ay K* - K.

Si K =F3, a; est une constante et le lemme est démontré.
Si K # F2, on considére la relation (iv) : soit A\, u,v € K tels que k = Apyv + A + v # 0.
Alors,

6Bij(A)Bji(u)Bi;(v)
= 6Bi;j(A) + (1 + AE;;)éBji(u) + (1 + AE;;)(1 + pEji)éB;j

= [aj(A) + @;(v) + ai(p)A + aj(v)pd]ei + [ai(p) + aj(v)ple;.
De méme,

8Bji(pvr~1)Bij(x)Bji(Aus") = [aj(x) + ai(Aux " )x]ei + [ai(pra~t)+
ai(Apr™) + aj(x)s " vp + ai(Apx~)vple;.
Sip=v=1alors x =1 et (iv) implique
(12) ai(A) + aj(A) = ai(1)A + a(1)A.
Sid=p=1,v#1,alors x = v et (iv) implique
ai(v ™) +ai(v =0
d’ou a;(v) = 0 pour tout v # 1 et tout 1.

Par (i), a; est additive. Donc, a;(1) = 0. L’application a; est constante, égale a 0.
Le lemme est donc démontré pour m = 2.

On suppose dorénavant m > 3. On considére alors la relation (ii). On obtient

6Bij(A) + Bij(A)6Bre(p) = §Bre(p) + Bie(p)8Bij(\)
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ce qui équivaut a AE;;j6Bi¢(pu) = pEredB;j(A) pour tout k # 1,5, £ #i,ket \,u€ K",
Or l'image de E;; est engendrée par e; tandis que celle de Ej¢ est engendrée par ex d’ou

6B;;(A) € Ker Ex¢ pour tout k #1,3, £ #1,k

i.e. §B;j(A) est combinaison linéaire de e; et ex pour tout k # 1,3

Qe {si m > 3, 6B;;j()) est colinéaire a e; : §B;;(A) = aij(A)e;

sim =3, §B;;(A) = aij(Ne; + Bij(N)

ou a;; et B;; sont des fonctions de K* dans K.

On sépare les deux cas :

1 cas : m > 3. Montrons que les fonctions a;; sont de la forme a;j(A) = a;;A,
a;j € K.

Pour ce faire, soit (1,7, k) € {1,...,m}? tous distincts. La relation (iii) affirme que :

5(Bi(NBx(w)? = 6Bu(M), A p € K.

> (1+ B;()Bja(w)($B5;(X) + Bis(M6Bjx(w)) = $Bix(\w)
<> (BEjr + AEij + ApEir)[(aij(A) + aje(p)N)ei + aje(p)e;] = ain(Ap)ei
— ajk(p)/\eg = agk(Ap)e.'.
En prenant u =1, A € K*, ajk(1)A = aix()) pour tout 1,5 # k. On pose aji(1) = aix.
Alors, pour tout j € {1,...,m}, il existe a; € K tel que, pour tout : € {1,...,m}\{s},
a;; = aj.

La démonstration de la premiere assertion du lemme est terminée.

2°™ cas :m=3. Si i, 7,k, A et u sont comme précédemment, alors,

6Bij(A) + Bij(A\)8Bjk(p) = [aij(A) + Bjx(n) + ajx(p)Mei + ajr(p)e; + Bij(M)er
et (iii) équivaut a
(ajk()A + Bij(A)prei + Bij(A)pe; = aix(Ap)ei + Bik(Ap)e;

Bix(A) = Bi;(1)A
= (13) { a,:(,\,‘) +aji(p)d = Bij(A)uA

Bij(A) =BiX, Bi€ K
= {a.i(x) +aj(1)A = BiX? .

Pour A= p,aik(A?) = (M)A + Bidx® = (aik(1)A + B;A%)A + B’
= a;i(A?) + Bid? = (ain(1)A? + ;A1) + Bi)?
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d’ou
Bi(1 + XA = Bi(1 + A)A%.
Si K # F; alors, 3 = 8i = 0 pour tout 1,7, et on conclut comme au cas précédent.
Si K =F,, (13) s’écrit simplement :
Bik = Pij
aik + ajk = Bij.

Comme aix + ajk est symétrique en i et j, on a fi; = Bji. En combinant avec la
premiére équation, on montre que tous les §3;; sont égaux entre eux. Il existe donc 8 € F,
tel que pour tout (1,5) € I,

(14) B = air + ajk et §Bij = aijei + Bex ou {i,j} U {k} = {1,2,3}.
Il reste a examiner (iv) :
8Bi;Bji = 6Bij + Bi;jéBji = (aij + aji)ei + ajie;
d’ou
6B,'ij,'B.‘j = 6B,'ij,' + B,‘ij,'éB,‘j = 6Bj.' + B,~.-6B.~,-B,-.~ = 63,‘.‘3,']'31','
<= (aij + aji)ei + ajiej + aijej + Per = Pex + (aij + aji)(ei + ¢;).
On n’obtient aucune condition supplémentaire. Pour toute valeur de S, les relations (14)

définissent une dérivation de Der(G', V).
Le lemme est entiérement établi.

Conséquences: 1. Sim > 3 oum =3 et K # F3, on définit v € V par v = }_ aje; ou
J

les a; sont déterminés par le lemme c.
Pour tout (1,7) € I, pour tout A € K*, §B;;(A) = ajAe; = (Bij(A) — 1)v.
Donc, § est intérieure et H!(G', V) est nul.
2.Sim =3 et K =F;, Best égal 40 ou 1. La dérivation § est intérieure si et seulement
si § =0. D’ou
‘ HY(G',V)~F,.

Dans la suite, on note dy 1’élément non nul de H(G, V).
COROLLAIRE. — Pour tout corps K, tout entier m € N*, H(SL(m,K),K™) est nul
sauf si K =F, et m = 3. De plus, H'(SL(3,F,),F3) est de dimension 1 sur F,.

A.3. Cas unitaire.
Le corps commutatif K est muni d’une involution 7. Soit V = K™ le K-espace vectoriel
a droite de dimension m muni d’une forme sesquilinéaire <, >, linéaire en la deuxiéme
variable, tracique, non dégénérée et telle que

<w,w >=71(<w,w>).
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PRrRoPOSITION. — HY(U(m, K), K™) = 0 pour tout m € N*.

En effet, le centre Z(U(m,I()) de U(m, K) est non trivial, formé des homothéties
unitaires. Par le lemme A.2.a, H}(Z(U(m, K)), K™) est nul. On conclut, alors, grace a
la proposition A.l.

A.4. Cas symplectique.
On examine le cas ou G est un groupe symplectique.

Soit k? le corps formé par les carrés de k. On suppose que k admet une base (¢;);es
sur k2, I contenant 0 (on prend €, = 1).

Soient V = X @ Y une polarisation compléte de V et (e1,...,em,€-1,...,6_m) une
base symplectique de V sur k adaptée a cette polarisation.

On note pour tout ¢ € I, p; la i® fonction coordonnée : pi(e;) = 6 ;, 7 € I.

LEMME a. — Soit ¢ une forme quadratique sur V dont la forme alternée associée est
<,>. Pourt € I, on définit l’application §; : SpV — V par :

Vg€ SpV , Y€V, < big,gv >= /pi(g(gv) + q(v)).

Alors §; € Der(SpV,V) et son image dans H(G,V) est indépendante du choiz de q.
De plus, {6i,t € I} est un systeme libre dans H'(G,V) si et seulement si k # F, ou
m # 1.

Sik=F, etm =1, §; est intérieure.

Démonstration : Soit ¢ € I fixé et g € SpV. L’application v — /pi(g(gv) + ¢(v)) est
une forme linéaire sur V. Il existe donc un unique vecteur wy de V tel que

< wg,v >= V/pi(g(gv) + ¢(v))-

Alors 6;g = gw, : §; est bien définie sur SpV. De plus, si g et g’ sont des éléments de
SpV, alors pour tout v

< bigg',99'v >= V/pi(q(gg'v) + q(v)).

Or q(gg'v) + q(v) = q(g(g'v)) + q(g'v) + q(g'v) + q(v)
d’ou
< bigg',g99'v >=< big,99'v > + < big',¢'v >=< big + gbig', 99'v >
l.e.
8igg' = big + gbig’ .
L’application § est un élément de Der(G, V).

Considérons une autre forme quadratique ¢’ dont la forme alternée est <, >. Elle définit
par le procédé précédent, une dérivation §;. Comme ¢ + ¢' est additive, I'application
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v — /pi((g + ¢')(v)) est linéaire. 1l existe v, € V tel que \/pi((q + ¢')(v)) =< v,v, >
pour tout v € V.
D’ou
< (6i +6;)(g),9v >=< 0,9V > + < ¥,V >=< gV, + Vo, gv >
ie. (6 +6!)(g) = (g +id)v, pour tout g€ G .

La dérivation §; + é; est donc intérieure : §; ne dépend donc pas du choix de g.

Désormais, on choisit ¢ comme suit :
si k =F2 et m =1, q est la forme quadratique d’indice 0;
si k = F3 oum # 1, ¢ est la forme quadratique déployée.

On déduit alors la deuxiéme assertion du lemme a de :
LEMME b. — Toute dérivation intérieure de SpV, nulle sur O(q), est nulle partout.

Admettons le lemme b pour I'instant.

Toute combinaison linéaire finie de §;, ) aié;, est nulle sur O(q). Si elle est intérieure,
iel’
par le lemme b, elle est donc nulle partout : Vg € SpV, > aibig = 0.
i€l
Sik=Fz; et m=1, SpV = O(q) d’ou §; est intérieure.
Si k # F2 ou m # 1, on considére les transvections. Si ¢ est une transvection de vecteur

a, alors
< §it,tv >=< a,v > /pi(1 + ¢(a)) pour tout i € I'.

Si I' contient 0, en prenant a singulier non nul, on obtient : ) @;6; =0 d’ot a,a =0
iel’
1e. a, = 0.
On peut donc supposer que 0 ¢ I'.

Pour tout j € I', on considére a; = e, + €je_; et t; la transvection de vecteur a;.

Pour tout i1 € I,
bitj = \/pi(1 + q(a))).a; = i 5a;

Za,-&,- =0 = V€ I, Zaiéfti =0 = VY€ r, aj =0.
iel’ ier
Toute combinaison linéaire finie nulle de §;, a tous ses coefficients nuls. La famille
{6i,t € I} est un systeme libre.

d’ot

Il reste & prouver le lemme b. Si k = F; et m = 1, SpV = O(q) et le résultat est clair.
Si k #F2 oum # 1, soit § € Int(SpV, V) : il existe v, € V tel que

Vg € SpV , 69 = (g9 — id)v,.
Il suffit de montrer que O(q) contient un élément ¢ tel que ¢ + id soit inversible car, si un

tel ¢t existe
5IO(Q) =0 = t=0=(t+1id)v, = v,=0



donc é = 0 sur SpV.

Construisons t. Grace aux hypothéses sur k et m, V contient une base (v;,...,v2n)
telle que, pour tout i € {1,...,2n}, q(vi) = 1.
Soit ¢; la transvection orthogonale de vecteur v;, t € {1,...,2n}.

2n
Alors t = [] t; appartient a O(q) et t + id est inversible. []

1=1

Quelques calculs sur les §;

On suppose k& # F2 ou m # 1. Soit W = X @ Y une polarisation complete de W
en espaces singuliers pour g. Soit P C SpV le stabilisateur de X. Le groupe P est un
sous-groupe parabolique. On note *P son radical unipotent, L un sous-groupe de Lévi
tel que L “P = P. Soit J € SpV défini par : J(ex) = e—k, J(e—x) = ex pour tout
ke {1,...,m}.

LEMME c. — Pour tout1 € I, 6;| =0 et §;J = 0.

Si B = ((1) 11‘) € “P et u = (uke) alors 6;B = ) \/pi(uks)ex -
k=1

Démonstration : Soit ¢ € L. Alors gX = X et gY =Y donc ¢(g9z) = ¢(z) = 0, pour
tout z € X et ¢(gy) = q(y) =0 pour tout y € Y. Donc ;g € X+t NY+ =X NnY = {0}.

La dérivation §; est nulle sur L.

De méme, J permute X et Y donc ¢(Jv) = ¢g(v) = 0 pour v € X UY et
JeXinyt = {0}

Soit B comme dans I’énoncé. Pour tout k € {1,...,m},

< 6;B,Bey >=< 6;B,ex >= 0 car g(Bex) = gq(ex) =0

donc ;B € X.
De plus,

< 6;B,Be_i >=< 6;B,e_x > = \/pi(¢(Be_i) + g(e_1))
= V/pilg(e—r) + q(ue_x)+ < e_k,ue_x > +q(e_1)]

= Vpi(ukk)

dou §;B = kE Vpi(uke)er. [
=1

PROPOSITION. — Si k =F; et m =1, H'(SpV, V) est trivial.
Sik#F, oum#1, H(SpV,V) est un k-espace vectoriel admettant {6;,: € I} comme
base.
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Démonstration : [due & H. Pollatsek quand m > 4, F parfait].

Sik=F,etm=1, SpV = GL(V) et le résultat a été établi au §A.2.
On suppose donc K # F, ou m # 1. Il suffit de montrer que {6i,7 € I} est une famille
génératrice de H!(SpV, V).

Le groupe SpV est engendré par L, {id,J} et “P. On étudie successivement les
restrictions d’une dérivation 6 a I'un de ces sous-groupes.

1) Restriction d L.
LEMME d. — Sik =F2 oum # 3, H'(L,V) est trivial.
Sik=Fy etm =3, H'(L,V) contient quatre éléments distincts.

a 0

Démonstration : Les éléments de L sont de la forme A = (0 a“l> oua € GLX

et a* désigne l'isomorphisme de Y dans Y, dual de a.
On écrit 6 sous la forme 4 = z(A)+y(A)ouz: L+ X ety: LY.
Alors, puisque § € Der(L,V),
{ z(AA") = z(A) + Az(A")
y(AA") = y(4) + Ay(4)

et z,y définissent des éléments de Der(GLX, X) et Der(GLY,Y) respectivement.

Si k # F2 ou m # 3, on en déduit que z et y sont intérieures : il existe u € X,v €Y
tels que z(A) = (a +1id)u, y(4) = (a*~! +1id)v d’ou §A = (A +id)(u +v). La denvatlon
6 appartient a Int(L,V).

Sik=F,etm=3, H(GLX,X) = {0,dx} et H'(GLY,Y) = {0,dy} (§A.2) donc

6A =0, dx(a), dy(a'-l) ou dx(a) + dy(a'-l) .

Ces dérivations sont toutes distinctes sinon dx ou dy serait intérieure. Ceci établit le
lemme d.

ii) COROLLAIRE. — Soit § € H!'(SpV,V). La restriction de 6§ a {1,J} est
intérieure.

Démonstration : Supposons d’abord que 6|, est intérieure. Quitte a lui ajouter un
élément de Int(G, V'), on peut supposer é;, = 0.

Alors .
a 0 0
(0 a,_l)J=J(0 a) pour tout a € GLX

d’ou 8J = 0.
Ensuite, supposons que é;, ne soit pas intérieure sur L (k = F; et m = 3). Puisque
J est d'ordre 2, 6J est un vecteur de Ker(id + J) : il existe (71,72,73) € F3 tels que

3
6J = ) vi(ei + ei).
1=1
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Avec les notations du paragraphe A.2, on considére

A= (Bij(l) 0 ) €L :6A= ajje; + Bexr + ajie—j + ,B'e_k avec B,,B' eF,

0 Bj;i(1)
et A' = B;i(1) 0 €L:6A" =aje;+ Per +ajje_;i + PB'e_r avec B,8' € F
=\o Bij(l) . = &ji€y k ij€—i -k ’ 2.

Alors AJ = JA' d’ol 6A + J6A' = (A +1id)éJ

<= (,3 + ﬂ')(ek + e_k) = yj€i + vie—;j
<= B+ p' =+; =% =0 pour tout ¢,j
donc 6J =0.

Remarque : On a montré, en plus, que si k = F2 et m = 3, seules les images des
dérivations 0 et dx @ dy dans H(L,V) peuvent se prolonger & SpV.
ili) Restriction d¢ “P.
Soit S le groupe additif des matrices m x m symétriques. Le sous-groupe * P s’identifie

1 u u
01€P.

En particulier, * P est abélien.

é.Spa.ruESH(

LEMME e. — Soit § € H'(SpV,V), 6| «p est additive et son image est contenue
dans X.

Démonstration : On pose, pour tout B € *P, §(B) =z(B)+y(B)ouz: “P— X
ety: *P-oY.
Alors, si B et B' appartiennent a *P,

z(BB') = z(B) + z(B') + By(B')
y(BB') =y(B) +y(B') .

En prenant B = B’, (15) implique que By(B) = 0.
'Si B= <(1) 1;) avec u inversible, y(B) =0 .

(15) §BB' = §B + BSB' < {

0 1
Comme BB' = B'B, u'y(B) = uy(B') = 0 d’ou y(B) = 0 pour tout B € “P, i.e.
6 = z. L’image de § est donc contenue dans X et, par (15),

. 1 u 1 . .
Si B= avec u quelconque, on considére B' € *P avec u' inversible.

§BB' = 6B + 6B’
0

LEMME f. — Si k =F; et m = 3, seul l’élément trivial de H'(L,V) se prolonge en un
élément de H'(G,V).
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Démonstration : Soit § € H'(L, V) se prolongeant en une dérivation sur SpV.

. _ (1 E|;,+E; “D s e _ [ Brke(1) O
Soit B = 0 J I J ) € “Pou Ej;(ex) = ox,jei, et A= (0 Blk(l)) € L.
. _ 0 E;+E}; _ ( Exe 0 _
Si AB = BA alors (0 0 ) 6A = (0 Elk) 6B = Ey6B.

Or A commute avec B si £ # t,j donc ExedB = Bk ou si (k,€) = (7,1) donc
E;i6B = aijej ousi (k,€) = (i,7) donc E;;j6B = aj;ei (cf. notations § A.2).
D’ou 6B = a;je; + ajie; + Bek.

! !
Si (k,£) = (k,i) alors AB = B ((1) Ey; T Eik) A

dod (0 E,; + %;k + E};

: )6A=(1+A)6B+5(1 E*i+Ei")

0 1

c'est-a-dire fBei + aire; + fex = aijex + (axjex +ajrej + fei) = Bei + ajke; + Bex. Donc,
aik +ajxk=0ie f=0.
Ainsi § est intérieure sur L. []

On reprend ’étude de la restriction d’un élément § € H'(SpV,V) a “P. On suppose
que 6 est nulle sur L et {1,J}.

Soit A C S le sous-groupe de S formé des matrices alternées et D celui formé des
matrices diagonales. On note encore A et D leurs images dans *P. Alors

Slvp = 8|4 + 6|p.
LEMME g. — Si A est non nul (i.e. m > 1), la restriction de é d A est nulle.

Démonstration : Soient B = ((1) f) EAet A= (g 2,_1) € L. Alors

_ (1 apa®
A.B—(0 1 )A

01
En particulier si § = bE], + bEj,, b € k* et si a est

11 10 11
( )sim=2, 11 sim=3, |1 0 sim>4
1 0

0 1 o'

a.éB:&(l aﬂa‘) .

O O~



75

[S -
O =

1 1
avec a' = 10 si m pair et a' =

si m impair.
Alors afa® = 3 et (a + id) est inversible d’ou §B = 0.
En raisonnant de méme pour tous les couples d’indices (7,7) € I, on montre que § est
1 bE!;, +bE’;
i) )t X
0 1 ,be k™.
Or tout élément de A est somme de telles matrices et § est additive donc § est nulle

sur A.

o) \

-0 O
O r

o - O
N—

nulle pour toute matrice B de la forme

LEMME h. — 6|p coincide avec une combinaison linéaire de 6;, 1 € I.

En effet, soit Ej; I'homomorphisme de Y dans X tel que Ej;(e—;) = é;,je; pour tout
j€{1,...,m}.

Si B= <(1) f) avec f = bE|,, b€ k*, et si A= (8 2__1) avec

([ (1) sim=1

1
0
1
a = ¢ 0
0
1
0

\

alors aBa®* =  d’ou 68 € Ker(A—id) = ke; i.e. §B = a;1(b)e; ou a; : k — k est additive.
On montre de méme que pour i € {1,...,m}, il existe un homomorphisme additif
!
a; : k — k tel que § ((1) ?E“) = a;(b)e;.

De plus, pour tout (i,7) € I, soit a € GLX défini par :

ex st k#1i,;
alex) =¢ e st k=j

ej st k=1

sim=2

—
N—

[
_—— O
v
a.

il

W

— b

) ou a' est défini comme ci-dessus si m > 4 .
[
a

alors aEj;a* = Ej; d’ot a; = a; = a.
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Puis, en prenant a € GL(X) tel que a(e;) = e; si j # i et a(e;) = Ae;, on montre que
Aa(b) = a(A?b) pour tout X € k*.
A 0
Ainsi, si B = ((1) ?) € P, B s’écrit f =, + ( ) ouf, € Aet A €k,

0 Am
et il existe un sous-ensemble fini I' de I tel que

6B=7) > \/pi(Aale;)ei = ) ale;) Y \/pi(Ai)ei = D ale;)éi(B)
i=1 j€el’ JEI' i=1 JeEn

d’apres le lemme c.
Le lemme h est donc démontré.

On conclut de cette étude, que, si § € H'(SpV, V), il existe des constantes a;, i € I,
telles que § coincide avec ) a;6; sur L, {1,J} et *P. D’ou

el
§ = Z a;b; .
i€l

La famille {6;,: € I} est une famille génératrice de H!(SpV, V).
La proposition est donc établie.
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