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HEURTEAUX Yanick

TITTLE : Boundary Harnack inequalities for parabolic operators

ABSTRACT :

Let L be a parabolic operator on R*"*!. We compare, near the
boundary, the behavior of positive L-solutions on a domain of R"*!
satisfying a Lipschitz condition relatively to an adapted metric.

We first establish in these domains a so-called weak boundary
Harnack principle.

In the second chapter, we establish a wuniform Harnack
principle for certain particular positive L-solutions.

This principle then allow us to prove another strong boundary
Harnack principle for certain pairs of positive L-solutions.

Using these results, we characterize the Martin boundary for
certain domains and we show that the positive L-solutions in such
domains admit non tangential limits except for a negligible set
for harmonic measure. We thus generalize to L-operators results
demonstrated by J. T. Kemper for the heat operator.

Finally, in the 1last part, and for slightly more regular
domains, we establish the equivalence between harmonic measure,
adjoint harmonic measure and surface measure thus developing some
of J. M. Wu and R. Kaufman results.

KEY WORDS :
parabolic operator - Harnack-Moser principle - harmonic

measure - Green function - boundary Harnack principle - minimal
function - Martin boundary.
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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous nous proposons d'étendre les résultats de
J.T. Kemper ([17]) a des opérateur%aparaboliques de R**! plus généraux
ue l'opérateur de la chaleur C = — - .
d P 3t~ &

Nous dirons qu'un point frontiére Q d'un ouvert Q c R°*! est
lipschitzien si, au voisinage de Q l'ouvert Q s'écrit
xn>f(x1,...xn_1.t) , £ étant une fonction lipschitzienne par rapport a
la distance naturelle ici:

d((x',t),(y',s))=lx"-y'Ivit-sIl/?2 ou x',y' €ER! et t,s €ER.

J.T. Kemper a démontré dans [17] qu'on pouvait associer & chaque
point frontiére lipschitzien Q d'un ouvert 2 une C-solution minimale
positive et non identiquement nulle, wunique & un coefficient
multiplicatif prés. A partir de 1la, il a établi un théoréme de
représentation des C-solutions positives dans les ouverts Q délimités
par une hypersurface lipschitzienne et deux hyperplans du type
{t=cste} . Ensuite, grace & ce théoréme de représentation, il a montré
que les C-solutions positives de 2 convergeaient non
tangentiellement (relativement & la distance décrite plus haut) en
p~-presque tout point du bord de Q (p désignant la mesure harmonique de
l'ouvert considéré). Sa démarche utilise de fagon essentielle
1'invariance par translations de 1'opérateur C .

Nous allons retrouver au cours de ce travail ces résultats dans le
cadre d'opérateurs paraboliques s'écrivant sous la forme
L = 3t div(AV,) , A étant une matrice nxn symétrique uniformément

elliptique dépendant de (x,t)&8R*xR et vérifiant de plus certaines
hypothéses de régularité. Pour ces opérateurs, on dispose du principe
de Harnack-Moser ([20]) ainsi que d'estimations de 1la solution
fondamentale ([6] et [11]).

Dans 1la derniére partie de ce travail, exploitant des résultats
intermédiaires, nous donnons des estimations de la mesure harmonique
de certains ouverts dont le bord posséde une régularité un peu plus
grande. Nous précisons alors les résultats obtenus dans le cadre de
1'opérateur C par J.M. Wu ([25]) et par R. Kaufman et J.M. Wu ([16]).

Détaillons maintenant 1la démarche utilisée pour obtenir ces
résultats.

A. Ancona a dans [1] démontré pour des opérateurs elliptiques un



principe de Harnack & la frontiére dans les ouverts lipschitziens de
R* ([1] théoréme 5.1). Ce principe lui permet alors de caractériser la
frontiére de Martin de ces ouverts. Il lui permet aussi d'interpréter
géométriquement dans les ouverts lipschitziens 1le théoréme de Fatou
sur l'existence de 1limites fines pour le quotient de deux solutions
positives : plus précisément, il montre qu'en tout point od un tel
quotient posséde une 1limite fine, il posséde aussi une 1limite non
tangentielle.

Nous avons cherché a voir comment pouvait s'étendre ce principe de
Harnack & la frontiére a des opérateurs paraboliques. Nous savions
cependant qu'un principe aussi précis que le théoréme 5.1 de [1] était
exclu en raison du caractére "orienté" des inégalités de Harnack (voir
chapitre 1 §4).

Dans le chapitre 1, on démontre un principe de Harnack "faible" au
bord (théoréme 1.7) comparant 1le comportement de deux solutions
positives s'annulant sur une partie lipschitzienne du bord d'un ouvert
Q . Ce principe fait intervenir deux points de référence. C'est en ce
sens qu'il est faible. Cependant, il s'avérera précieux au cours des
chapitres 2, 3 et 4. Pour 1l'obtenir, on utilise essentiellement le
principe de Harnack-Moser ([20]) et 1les estimations de la solution
fondamentale ([6] et [11]) et on adapte & notre cadre la technique
utilisée par A. Ancona dans [1] et [3].

Le chapitre 2 constitue une étape pour obtenir ensuite un principe
de Harnack "fort" au bord ne faisant plus intervenir qu'un point de
référence. On établit pour certaines solutions positives un principe
de Harnack uniforme améliorant les inégalités de Harnack-Moser. C'est
1l'objet du théoréme 2.1. On cherche & contrdler les valeurs prises par
ces fonctions dans une boule parabolique & 1l'aide de 1la valeur au
centre de 1la boule. Evidemment, on ne peut obtenir une telle
estimation pour une solution positive quelconque. On démontre ce
principe pour la fonction w, mesure harmonique de aTQ(r,Ar) dans un
domaine lipschitzien canonique ®, adapté au cylindre TQ(r,Ar) (Pour
les notations, se référer au chapitre 1).

On procéde en plusieurs étapes. On établit d'abord ce principe
lorsque 1l'opérateur sous jacent est & coefficients constants. On
utilise alors 1l'invariance par translation d'un tel opérateur.
Ensuite, on est conduit & comparer les fonctions en questions pour
deux opérateurs coincidant au point Q . Pour atteindre cette
comparaison, on utilise une technique due a J. Serrin ([23]) et
reprise par A. Ancona ([4]). On est amené a introduire une étape
intermédiaire qui consiste & regarder les évolutions de la fonction w
lorsqu'on effectue de petites perturbations du bord autour du point Q.
Cette derniére idée m'a été suggérée par A. Ancona.

Les outils mis en place au cours de ce chapitre permettent de
dégager l'estimation suivante:



Si Q est un ouvert délimité au voisinage du point frontiére Q par
n_1,t) ot f est une fonction Cl'* en
Xi,eeesX 4 €L (1+a) /2-htlderienne en t (o>0), toute solution positive
dans € nulle sur le graphe de f et ne s'annulant pas dans QQ est, au
voisinage du point Q, de 1l'ordre de la distance au graphe (la distance
est toujours celle introduite plus haut).

un graphe x =f(x,,...,x

Dans 1le chapitre 3, nous établissons pour certains couples de
solutions positives un principe de Harnack "fort" au bord ne faisant
plus intervenir qu'un point de référence (théoréme 3.1 et corollaire
3.2). Ce principe nous permet de décrire le céne des solutions
positives de 2 tendant vers zéro au bord de Q2 en dehors du point Q;
c'est une demi-droite engendrée par une solution positive minimale.
Nous obtenons ensuite un théoréme de représentation des solutions
positives de certains ouverts 2, puis l'existence de limites non
tangentielles en presque tout point (relativement 4 la mesure
harmonique) de la partie lipschitzienne du bord.

Notons cependant que le probléme du comportement & la frontiére du
rapport u/v de deux solutions positives quelconques reste ouvert, le
théoréme de Fatou ne pouvant s'interpréter géométriquement que si on
connait un principe de Harnack uniforme pour la fonction v.

Lors du chapitre 4, on considére des portions du bord de Q
délimitées par un graphe x =f(x;,...,x _;,t) ot f est lipschitzienne
en X;,...,X _; et (1/2)+e hdlderienne en t et on démontre que sur ces
portions, la mesure harmonique, la mesure harmonique adjointe et la
projection de la mesure de Lebesgue de R* sont deux & deux
équivalentes. La projection de la mesure de Lebesgue de R" sur le
graphe peut s'interpréter comme une mesure de surface (voir page 59).
Nous commencons par établir 1'équivalence entre la mesure harmonique
et la mesure harmonique adjointe. Pour y parvenir, nous utilisons les
résultats du chapitre 2. Nous obtenons méme que la densité de 1l'une
par rapport a l'autre est dans L% . Ensuite, nous nous inspirons de la
démarche utilisée par B. Dahlberg ([9]) dans le cadre d'ouverts
lipschitziens et de l'opérateur A ainsi que de celle d'A. Ancona dans
[4]. On montre que la mesure harmonique est absolument continue par
rapport & la projection de la mesure de Lebesgue et on controle la
norme L% de la densité. Ceci nous permet alors d'obtenir 1'équivalence
des deux mesures.

Rappelons pour terminer que R.Kaufman et J.M. Wu ([16]) ont
construit un exemple d'ouvert 9 de [R® délimité par un graphe
x=f(t) 1/2-hélderien pour lequel ces trois mesures sont deux a deux
étrangéres. Ce graphe est de dimension de Hausdorff 3/2 au voisinage
de chacun de ses points.



CHAPITRE 0

NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout ce travail, on fixe un entier n 2 1 et on introduit sur
1'espace R**! la distance suivante qu'on appelle distance parabolique:

vV (x,t) , (v,s) €ER*! = RRxR d((x,t),(y,s)) = lx-ylivit-sIt/2
ou Il Il désigne la norme euclidienne sur R".

Les n premiéres coordonnées d'un point (x,t) de R°*! sont appelées les
coordonnées d'espace et 1la derniére coordonnée de (x,t) est appelée la
coordonnée temporelle. La distance parabolique est adaptée aux problémes
que nous allons rencontrés et, sauf précision contraire, c'est toujours &
cette distance qu'on se référera.

Si p est un réel strictement supérieur a 1, on note A(p) la classe des
opérateurs paraboliques sur R**! s'écrivant:

0 .
L = s-t- - le(AVx)

ou A = (Aij(x,t))ij est une matrice nxn symétrique vérifiant les propriétés
suivantes:

1) A est uniformément elliptique, c'est & dire:

VEER =—IEI2 << AE | & > < p lEI?

2) Les fonctions Aij sgnt lipschitziennes relativement a la distance
parabolique et vérifient:

V (x,t) , (v,8) ER'T 1A (x,t) - Ay (y,s)] < pd((x,t),(y,s))

3) Afin de rester dans un cadre classique et d'utiliser les résultats

de [12], les fonctions Aij sont supposées étre de classe C! par rapport aux
oA
ij

variables d'espace, les fonctions étant de plus 1localement

ox
k
lipschitziennes relativement a la distance parabolique. I1 semble cependant
que cette derniére propriété ne soit pas nécessaire.

Si N est un ouvert de R**! , on note H(R) 1l'ensemble des fonctions f

of 3°f
sur ) telles que 5; , les 5;:5;;
dans 1l'ouvert Q. Une telle fonction est appelée une L-solution dans Q.
D'aprés des travaux de Friedman ([12]), toute solution faible de 1'équation

dans Q posséde un représentant dans H(Q2).

(1<i, j<n) existent et qui vérifient Lf = O



Une L-sursolution dans Q est une fonction f semi continue
inférieurement dans Q vérifiant:
i) Lf > O au sens faible

ii) VP EQ, £(P) = lim f(E)
E-P
Une fonction f sur Q est appelée une L-sous solution si -f est une

L-sursolution. Ainsi, toute fonction f qui est 4 la fois une L-sursolution
et une L-sous solution dans Q est une L-solution dans Q.

Nous allons maintenant énoncer les résultats fondamentaux qui sont a
la base de ce travail.

1. PRINCIPE DU MINIMUM ([12])

Soit Q un ouvert de R**! . On note apn et on appelle frontiére
parabolique de €2, 1l'ensemble des points de o2 adhérents & une courbe
v: [0,1[—Q 1le 1long de 1laquelle 1la coordonnée temporelle décroit
strictement. Si (X,T) est un point de €, on note apQ 1'ensemble
ap(Q N {t<T}).

(X,T)

THEOREME 0.1([12]). Soient p>1, L un opérateur de la classe A(p), Q un
ouvert borné de R**! et (X,T) un point de Q. Soit u une L-sursolution dans
Q. On a alors:

u(X,T) > Inf lim u(x,t)

(&,7)€8,Q (x,t)+(&,7)

(X,T)

2. PRINCIPE DE HARNACK-MOSER ([20])

THEOREME 0.2([20]). Soient p>1, et L un opérateur de le classe A(n).
Soient P un point de R, o, o', B, By» Bys By et r des réels vérifiant:
O<a<oa', >0 et 0< By <By <B; <B

On note Q 1l'ouvert Q = P + {(x,t) € R**! ; lixll < ar et 0 < t < gr?}.
On considére les parties de Q suivantes:

Q=P + {(x,t) ER*! ; Ixll <a'r et slrz < t < gr?}

Q=P+ {(x,t) ER'! ; lIxll <a'r et gyr® <t < B,r?} .

Alors, il existe une constante c = c(a,a',p3,62,31,6) strictement positive
telle que pour toute L-solution positive dans 2, on ait:
Max u(x,t) <c Min u(x,t)
(x,t)er (x,t)e



3. ESTIMATIONS DE LA SOLUTION FONDAMENTALE

On montre dans [12] pour chaque opérateur de 1la classe A(p)
1l'existence d'une solution fondamentale I'. I est caractérisée par le fait
que pour tout point P de R°*1, [L(+) est 1'unique L-sursolution définie sur
R**! tendant vers =zéro & 1'infini et vérifiant au sens faible LIT = &, ou
8, est la mesure de Dirac au point P. Par le principe du minimum, f}(M) est
nécessairement nulle en tout point M dont 1la coordonnée temporelle est

s

inférieure a celle de P.

On connait les estimations suivantes pour la fonction I, (voir [6] et

[11] ):

THEOREME 0.3. Soient p<l et L un opérateur de la classe A(p). Notons I
la solution fondamentale pour l'opérateur L. I1 existe une constante ¢
strictement positive ne dépendant que de n et de p telle que pour tous
points (x,t) et (y,s) dans R**! vérifiant t>s on ait:

exp (-clix-yll?/(t-s)) < c exp(-lx-yli?/c(t-s))

r (x,t) < .
c(t-s)n/2 (v.s) (t-s)P/2

4. LE PROBLEME DE DIRICHLET

On sait résoudre 1le probléme de Dirichlet dans des cylindres de 1la
fagon suivante:

THEOREME 0.4([12]). Soient p>1 et L un opérateur de la classe A(p).
Soient P un point de R**! et r et h deux réels strictement positifs. On

considére 1l'ouvert Q suivant:
Q=P+ { (x,t) ER*! ; lIxl<retO<t<h}.

Alors, pour toute fonction f continue sur 892 , il existe une unique
L-solution F dans Q convergeant vers f en tout point de apQ .

Ensuite, on peut définir dans tout ouvert 2 le probléme de Dirichlet
au sens de Perron-Wiener-Brelot.

5. FONCTION DE GREEN D UN OUVERT

Soient § un ouvert quelconque de R**1 et P un point de Q. On appelera
fonction de Green de pdle P dans 2 la fonction G, dans Q définie par:
G, =T, - H?P :
ot I, désigne la L-solution fondamentale dans R**! et H?P désigne la
solution au probléme de Dirichlet (au sens de Perron-Wiener-Brelot) dans Q
avec donnée frontiére I',. G, est donc une L-sursolution dans  qui vérifie
au sens faible LG, =68, et qui converge vers zéro en tout point de



régularité de apQ : c'est un L-potentiel de Q.

On peut alors localiser les estimations de la solution fondamentale de
la facgon suivante:

COROLLAIRE 0.5. Soient p>1 et L un opérateur de la classe A(p). Soient

Q un point de R**! et R un réel strictement positif. On note Q 1'ouvert:
Q=0Q+ { (x,t) ER*! ; lIxl <R et Itl <R? } .

Notons G, la fonction de Green de podle P dans 1l'ouvert 2. Il existe une
constante c¢ = c(n,u) strictement positive telle que pour tout pdle P dans
1l'ensemble Q + {(x,t) € R**! ; lIxllK R/2 et -R?/2 < t <0} et pour tout
point M dans 1l'ensemble Q + {(x,t) € R**! ; lxll < R/2 et R®/4 < t < R?/2}
on ait:

Cc
G, (M) > — .
Rn

Démonstration. Gréce au théoréme 0.3, il existe une constante
¢ = c¢(n,un) strictement positive telle que:

VME M T,(M) <c/R

Ainsi, on a 1l'estimation H?P < c¢/R® partout. Fixons alors deux points
M= (x,t) et P = (y,s) quelconques dans 1l'ensemble 2 et tels que t>s. Il
existe un constante c strictement positive ne dépendant pas des points M et
P telle que:
exp(-clix-yllI?/(t-s)) A
G (M) = T, (M) - 12 (n) » Rzclxoyll /L - ¢/R®
P P P n/2
c(t-s)

Considérons alors dans un premier temps P = Q + (0O,R?/8) et M = P + (0,8R?)
ol & est un réel vérifiant 0<6<1/8. Si § est choisi suffisamment petit, on
obtient 1'inégalité:

c
Gp (M) >
2R
Quitte a modifier 1la constante c, cette inégalité s'étend alors grace au
principe de Harnack-Moser a tout point M de 1'ensemble
Q+ { (x,t) ER*! ; lxll <R/2 et -R?2/2 <t <0 }.
Elle s'étend aussi a tout point M de 1'ensemble

Q+ { (x,t) ER*! ; lIxll <R/2 et R®/4 < t <R?/2} ,
car a M fixé, la fonction G,(M) est une L*-solution et vérifie donc un
principe de Harnack-Moser orienté dans 1'autre sens (L est 1'opérateur
adjoint de L).



CHAPITRE 1

PRINCIPE DE HARNACK FAIBLE AU BORD

Les résultats essentiels de ce chapitre sont donnés par le théoréme
1.4 et le théoréme 1.7.

L étant un opérateur de 1la classe A(n), le théoréme 1.4 donne une
premiére estimation des L-solutions positives tendant vers zéro sur une
partie lipschitzienne du bord d'un ouvert Q (pour les définitions, se
référer au chapitre O et a la partie 1 du présent chapitre). Il constitue
une version locale des lemmes 1.3 et 1.4 établis par J. T. Kemper ([17]
pages 247 et 248) dans le cadre de 1l'opérateur de la chaleur C = — - A, .
Ce résultat (écrit pour des opérateurs paraboliques) est & rapprocher d'une
estimation de L. Carleson ([8]) . Citons aussi R. A. Hunt et R. L. Wheeden
([14] et [15]) qui ont décrit des inégalités similaires pour les fonctions
harmoniques usuelles et A. Ancona ([1]) qui a obtenu le méme type
d'inégalités pour des opérateurs elliptiques.

Le théoréme 1.7 donne une premiére comparaison du comportement de deux
L-solutions positives u et v nulles sur une partie lipschitzienne du bord
d'un ouvert Q. Ce résultat ressemble au principe de Harnack au bord
démontré par A. Ancona dans le cadre d'opérateurs elliptiques ([1] théoréme
5.1). Le résultat obtenu est cependant moins puissant car les inégalités de
Harnack vérifiées par 1les opérateurs que nous considérons sont moins
performantes (voir §4 du présent chapitre). Cependant ce théoréme sera trés
utile lors des chapitres 2 , 3 et 4. La démarche employée reprend des idées

de [1], [2] et [3].

Pour démontrer les théorémes 1.4 et 1.7 nous utilisons de facon
essentielle les estimations de la fonction de Green décrites au cours du
chapitre 0 (théoréme 0.3 et corollaire 0.5 ).

1. DOMAINE LIPSCHITZIEN CANONIQUE. POINT FRONTIERE LIPSCHITZIEN D'UN
OUVERT

On utilisera les ensembles géométriques suivants :
e Cylindre TQ(r,h)

Un point de R**! est noté selon les besoins (x,t) ou (x',xn,t)
( x, désignant la n-iéme coordonnée d'espace du point (x,t)). On note



TQ(r,h) le cylindre suivant :
TQ(r,h) =Q + {(x',xn,t) ER*! ; Ix'l<r, Itl <r?, Ix | <h}

ol Q est un point de R**!, r et h sont deux réels strictement positifs et
I I désigne la norme euclidienne de R*~1!.

e Domaine lipschitzien canonique:
Fixons Q = (Y,8) = (Y',Y,,S) ER**! et r, €R].
Soit f une fonction numérique définie sur:
B((Y',S),ry) = {(x",t) ER* ;UIx'-Y'l <1, , 1t-SI < r}}

et vérifiant la condition de Lipschitz :

v (x',t),(y ,s) €B((Y',S),r,) If(x",t)-f(y ,s)l <Kd((x',t),(y ,s))
oiu K est une constante strictement positive. Notons qu'ici 1la distance
utilisée est la distance parabolique décrite dans le chapitre 0 et que la
fonction f est en fait wune fonction 1lipschitzienne par rapport aux
coordonnées d'espace et 1/2-hdldérienne par rapport & 1la coordonnée
temporelle.

o}

Le domaine w, = {(x,t) € TQ(ro,h) ;X > f(x',t)} est appelé domaine
lipschitzien canonique adapté au cylindre TQ(ro,h) dés que les conditions
Y = f(Y',S) et h > 5Kr, sont vérifiées.

Si P est wun point frontiére de w, situé sur le graphe de f remarquons que
l'ensemble P+{(x,t)eR**! ; x_ < -Kix'lviti!/?} est une sorte de cone
parabolique extérieur & 1l'ensemble w,. De méme, on peut trouver £>0 tel que
le tronc de cone parabolique P+{(x,t)eR**! ; Kix'lvitI!/2 < x_<¢} soit

intérieur a W,

e Un domaine € est dit lipschitzien en Q € o si & une isométrie prés des

coordonnées d'espace et pour un certain couple (ro,ho) de réels strictement
o]

positifs € ﬂTQ(ro,ho) est un domaine 1lipschitzien canonique adapté au
cylindre TQ(ro,ho).

Ainsi, au voisinage de Q , la frontiére de 2 est le graphe d'une fonction
lipschitzienne pour la distance parabolique d.

2. UNE ESTIMATION DE LA FONCTION DE GREEN

Afin d'établir 1le théoréme 1.4 nous commengons par démontrer
1'estimation suivante de la fonction de Green:
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THEOREME 1.1. Soient p > 1, L un opérateur de la classe A(p) et Q un

ouvert de R"*! 1lipschitzien en Q. Soient r, et A deux réels strictement
o]

positifs tels que QN TQ(ZrO,ZAro) soit un domaine lipschitzien canonique
adapté au cylindre ’ TQ(ZrO,ZAro ). Notant G 1la L-fonction de Green de
1l'ouvert Q, il existe une constante c=c(n,A.u)€R: telle que :
VAEQN TQ(ro/Z,Aro/Z) , Y MEQN aTQ(ro,Aro) .
. R o - 2
on ait: G, (M) <c GA(Mro) ou Mro =Q + (0,xry,rg).

’ M M

\TQ(ro ’ 7& l'o )

REMARQUES. 1. On a une estimation similaire de G,(M) lorsque le pdle A
décrit 1'ensemble QWTQ((l-e)ro.A(l-e)ro) (e€]0,1[). La constante c dépend
alors aussi de €.

2. L'estimation s'étend & tout point M de Q - TQ(ro,Aro) en
utilisant le principe du maximum suivant:

PROPOSITION 1.2([13]). Soit v une fonction L-sousharmonique définie
sur D-F oi D est un ouvert de R**! et F est une partie fermée de D. On

suppose que lim sup v(z) < 0 en tout point z, de F N D et que v est majorée
z—z
0

par un L-potentiel de D. Alors v est négative dans D-F.

La démonstration est immédiate en constatant que 1la fonction vy
définie par v,(z) = Sup(v(z),0) si z € D-F et v,(z) =0 si 2EDF est
une fonction L-sousharmonique dans D majorée par le potentiel q.

o]
La fonction GA(-) converge vers zéro en tout point de aﬂﬁTQ(Zro,ZAro).

Pour établir le théoréme 1.1, nous avons besoin de contoler la vitesse de
convergence. C'est pourquoi nous commengons par démontrer le principe de
barriére uniforme suivant:
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LEMME 1.3. Notons encore L un opérateur de la classe A(p) et O un

domaine conique :

O = P+{(x,t)R*1;lIx" li<r, Itl<r?,-A(Ix"IVItIl/2) < x, < Ar} .
Notons h la L mesure harmonique de 8TQ(r,Ar) dans O et (Y',Yn,S) le point
P . I1 existe une fonction ¢ : [0,1] — R* continue croissante nulle en
zéro mais ne dépendant ni de L ni de r ni de P, telle que pour tout point
M= (x',x_ ,t) de 1'ensemble O on ait:

Ix'-Y'Il  1t-S1'/2 'xn'Yni]
v v .
r r Ar

h(M) < ¢ [

Ce lemme nous apprend donc que h(M) tend vers zéro lorsque M tend vers
P et nous offre un contréle de la vitesse de convergence indépendant de L
et P.

En particulier, 1la fonction h constitue une L-barriére locale au
voisinage du point frontiére 1lipschitzien P . Le point P est donc
L-régulier (au sens de Perron-Wiener-Brelot).

Démonstration. Grace a 1'invariance par translation de la classe
d'opérateurs A(p), on peut supposer que P est l'origine de R**!. Notons
alors G la L-fonction de Green du domaine T,(r,Ar) et notons Q le point

-7Ar -r?
Q = (0,-%;—5—5— ) . En utilisant 1le corollaire 0.5 , on peut trouver une
€
1
constante €; = €,(n,\,pn) € ]0,1[ telle que GQ(M) 2 — pour tout point
rn

M € T,(r/2,xr/2) . De plus, en utilisant la majoration de rb (L-fonction de
Green globale au point Q) donnée par le théoréme 0.3, on trouve une
constante c; = c, (n,A,u) telle que :
c
1
v ME&TQ(r/IO,Ar/lO) GQ(M) < rb(M) < — .
rn
o
Cette inégalité se transmet & tout point de TQ(r,Ar) - TQ(r/lo,Ar/IO) par

le principe du maximum. Ainsi, 1'inégalité est entre autre vérifiée dans O
n
et --—-GQ constitue une sous-solution au probléme de Dirichlet dans O avec
c
1
la donnée frontiére O sur OT (r,Ar) et 1 sur 80 - 9T,(r,ir). En d'autres
rn
termes, pour tout point M dans O , on a: = GQ(M) < 1-h(M).
1

€
1
Par suite, VM €0 N To(r/Z,Ar/Z), h(M) € 1-€ ol € = = est une constante
1
de 1'intervalle ]O,1[ qui ne dépend que de n , A et p. Par une récurrence
immédiate, on a alors :

r Ar
Vk20 VMO, (——) h(M) < (1-e)* .
2k 2k
log(l-¢ \
Posons alors ®(x) = 2PxP ou B = g ) Pour tout point M = (x ,x_,t) de

n'

" log(1/2)"
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nx'n 1e1t/z Ix by
Vv Vv
r Ar ok

O, si k désigne le plus grand entier tel que

alors :
Nx'n o re1t/2 x|
4 Vv

h(M) < (1-€)¥ = (1/2)Pk < @ - - "

Ce qui prouve le lemme.

).

Démontrons alors le théoréme 1.1. On note A(Q,r,/2) 1'ensemble
NN TQ(rO/Z,ArO/Z). Commengons par réduire le probléme en remarquant qu'il
suffit de montrer le résultat pour les points A = A, = Q + (o, X2pr,,0) ou
€ ]0,1/2]. En effet, ayant établi ce résultat, en 1l'appliquant au
voisinage d'un point frontiére P € A(Q,r,/2) et en wutilisant les
inégalités de Harnack et le principe du maximum on peut alors étendre
(quitte a modifier la constante c) l'estimation du théoréme & tout point A
s'écrivant P+(0,)pr,/2,0) avec p<l/2. Ainsi, l'estimation devient vraie
pour tous les points A situés prés du bord.
Enfin, si A €EQQN TQ(ro/Z,Aro/Z) n'est pas du type précédent, (ce qui
sous-entend qu'il est loin du bord de ), on peut écrire :

* D'une part grice aux inégalités de Harnack pour 1'opérateur adjoint
L® et au corollaire 0.5 ,

G (Mro) > chBro(Mro) >¢c, r;® ot B, =Q+ (0,xr,,3r3/4) .

( on remarque que le cylindre T, (r,,Ar,/10) reste inclus dans Q) .
r
0
* D'autre part G,(M) <T,(M) < c3r6“ en utilisant l'estimation du
théoréme 0.3 pour la L-fonction de Green globale I,.
En confrontant ces deux derniéres comparaisons, on étend alors l'estimation
du théoréme a tout point A € Q N TQ(rO/Z,ArO/Z) ce qui compléte sa preuve.

A

Y

Venons-en alors au point essentiel qui consiste a établir 1l'existence
d'une constante c¢ = c(n,\,n) strictement positive telle que:
o]

vpc]o,1/2], VMEQ-TQ(rO,ArO) GAp(M) < cGAp(Mro) ou A, = Q+(0,prr,,0).

Soit mEIN° . On établit dans un premier temps 1l'existence d'une
meilleure constante c = cm(n.A,u) strictement positive vérifiant:

V p €[27(m1) 27" ] WMENIT, (ry,Ary) GAp(M) < cmGAp(Mro) .

En effet, majorant G, par I', 1la L-fonction de Green globale de pdle
P
A, et utilisant le théoréme 0.3 , on obtient pour de tels points M:
-n N -
GAp(M) < cr ot c¢ = c(n,\,pu).

Ensuite, minorant G, par la fonction de Green de pdle A, du cylindre
p
o

T, (2'(m’2)r0,2‘(m‘2)Aro), utilisant le principe de Harnack-Moser entre les

P
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1
points Mro et B, = A, + (0,542‘(m’2)r0)2) ainsi que le corollaire 0.5, on
obtient : G, (M, ) 28,6, (By) 2 88 (27 (m*2)p )°m,

Ces deux inégalités assurent donc 1l'existence d'une meilleure
constante ¢ = c (n,\,p) permettant 1l'estimation G, (M) < c G, (M, ).
P p To

Voyons enfin que la suite c, est bornée. C'est maintenant que va
intervenir 1le lemme 1.3. Grace & ce qui précéde, on peut écrire par le
principe du maximum :

(me2 . r, Ar,
-(m+2) 5-(m+1) - _—
VvV pE[2 ,2-tm 1, VM EQ TQ(2 "3 GAp(M) < cmGAp(Mro/Z)'
On obtient donc grace aux inégalités de Harnack:

o

Y MER-T, (ry/2,200/2) G, (M) <c'cmGAp(Mro) .

Soit P un point de 8QWaTQ(2ro/3,2Aro/3) et soit O le domaine conique:

r r Al
' 0 0 ' 0

O = P+{(x,t)eR**! ; lIx'll < —, 1t1¥/2 < — | = A(lx'IIVItI1/2) < x < —}.

n

10 10 10
Grace au lemme 1.3, en notant h la L-mesure harmonique de 9T, (r,/10,Ar,/10)
dans O , on peut trouver € assez petit (ne dépendant ni de P ni de L) tel
que h ne dépasse pas 1/c' dans ON Tp(€ry,x€r,). A 1'aide du principe du
maximum, 1'inégalité GAp(M) < c'cmGAp(Mro) valable en particulier sur o0
nous donne :

VMEQN T (er,, er,) GAP(M) < cmGAp(Mro)

Par ailleurs, grdce aux inégalités de Harnack, on a l'existence d'une
constante ¢ = c(n,\,un,€) telle que : GAp(M) <c GAp(Mro) pour tout point M
(o]
de QN 8TQ(2r0/3,2Ar0/3) ne se situant pas dans 1l'un des T,(€r,,eir,)
décrit plus haut. En utilisant une nouvelle fois le principe du maximum
(décrit dans la proposition 1.2) & l'extérieur de TQ(2r0/3,2Aro/3) , on
conclut finalement c ,, < max(E.cm) et la suite des c_  est uniformément
bornée.
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3. COMPORTEMENT DE L-SOLUTIONS POSITIVES AU VOISINAGE D'UN POINT
FRONTIERE LIPSCHITZIEN

THEOREME 1.4. Soient p > 1 et L un opérateur de la classe Q(p). Soient

Q un ouvert de R**! et Q un point frontiére de Q tel que Q N TQ(Zro,ZArO)
soit un domaine lipschitzien canonique adapté a TQ(Zro,ZArO). I1 existe une
constante c¢ = c(n,\,pn) > 0 telle que pour toute L-solution positive u dans

Q tendant vers O en tout point de aQ N TQ(2r°,2Aro), on ait:
VMEQN TQ(ro,Aro) u(M) < cu(Pro)

oi P, =Q+ (0,Ary,2r3).

REMARQUE. Le point Pro peut étre remplacé dans cette estimation par le

point Q + (O,Aro,(1+a)rg) ol 0< a< 1, la constante c dépendant alors
aussi du réel o. Cependant, la constante @ ne peut pas étre prise égale a
zéro en raison du caractére orienté des inégalités de Harnack : on exhibe
des contre-exemples simples dans le cas d'un demi-espace {x, > O}.

Démonstration. On peut évidemment supposer ici Q = QWTQ(ZrO,ZArO) qui
devient alorsorégulier et borné. Appelons G 1la fonction de Green de Q2 ,

notons X = QWTQ(3ro/2,3ArO/2) et constatons que s = Rf est un L-potentiel
dans  porté par 90X et coincidant avec u dans Z. (la réduite est prise
ici au sens des fonctions L-surharmoniques dans Q).

Ecrivant alors u(M) = Jknaz G, (M)dw(A) pour une certaine mesure w et
pour M dans 1l'ensemble X2, on est amené a montrer 1l'existence d'une
constante c>0 vérifiant:

VAEQWBEZ , YVMeEQnN TQ(ro,Aro), G, (M) < cGA(Pro) .
(I1 faut remarquer que Pro est aussi situé dans X ).
Constatons tout d'abord que 1'inégalité n'a besoin d'étre vérifiée que

pour les points A dont 1la coordonnée temporelle t(A) ne dépasse pas

t(Q) + rg , G,(M) étant nul pour les autres points A. Fixant
PE NN 8TQ(3ro/2,3Aro/2) dont la coordonnée temporelle t(P) ne dépasse
pas t(Q)+rg, et appliquant le théoréme 1.1 dans la Dboite

o]
QN Tp(ro/lo,Aro/lo). on obtient gradce au principe du maximum et au

principe de Harnack-Moser 1l'existence d'une constante c, = c,(n,X,n) telle
que:

G, (M) < chA(Pro) pour M €QN T,(ry,Ary) et AE 1P,P+(0,xr,/40,0)] .

L'inégalité est donc vraie pour les points A proches du bord.
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Ensuite, si A n'est pas du type précédent, d'une part on peut écrire
G, (M) <T,(M) <c,rg” olc, =c,(n,\,pn) et d'autre part on peut établir en
utilisant les inégalités de Harnack pour 1l'opérateur adjoint l'estimation

GA(Pro) > C3GAro(Pro) ou Aro = Pro - (0,r3/2). (La encore intervient le

fait qu'on ne considére que des points A vérifiant t(A) < t(Q)+r§). Enfin,
GAro(Pro) étant aussi de l'ordre de r," , (GAro(Pro) > c,ry"), 1l'inégalité
c
2
).

cherchée est vérifiée en posant c = max(cl,
c,C

3%4
Nous pouvons aussi déduire de ce théoréme le corollaire suivant qui

sera utile lors du chapitre 3. On retrouve alors 1l'analogue du lemme 1.4 de
[17] dans le cadre des opérateurs de la classe A(p).

COROLLAIRE 1.5. Soient p > 1, L un opérateur de la classe A(p) et Q un
ouvegt de Rt*1. On suppose que 2 est lipschitzien en Q € o0 et que

Qn TQ(Zro,ZArO) est un domaine lipschitzien canonique adapté a
TQ(ZrO,ZArO). I1 existe c¢ = c(n,A\,n) > 0 telle que pour toute L-solution
positive u dans Q tendant vers zéro en tout point de apQ-TQ(rO/Z,Aro/Z) et
se laissant majorer au voisinage de 1l'infini par un L-potentiel q d'un
ouvert > Q , on ait:

V MEQ - To(rg,Ar,) u(M) < cu(M, ) od M, = Q+(0,Ary,r3).

To

REMARQUE : 1'infini considéré est 1'infini de R**! lorsqu'il est
adhérent a Q. Si 1l'ouvert Q est borné la domination de u par un potentiel
n'intervient donc plus.

Ce corollaire va étre une conséquence simple du principe du minimum
suivant ([3]).

PROPOSITION 1.6. Soient § un ouvert de R®**!, L un opérateur de la
classe A(p) et s une fonction L-surharmonique dans Q vérifiant :

1.V zoeapn lim inf s(z) > 0
z—z,

2. Si 2 est non borné, on peut trouver un L-potentiel q d'un ouvert
Q' D0 tel que s > -q sur la trace sur Q d'un voisinage de 1'infini de
Ro+l,

Alors s est positive dans Q.

Démonstration. Si Q est borné, c'est le principe du minimum usuel. Si
non, notons B; la boule (euclidienne) de rayon R. Pour R suffisamment
grand, s+q est positive dans Q-B; . La fonction s+q étant positive sur la
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frontiére de 1l'ouvert borné Q N B,z,» elle est alors positive partout. Pour
Q-8 .
R positif, Rq R gtant aussi un L-potentiel dans Q' vérifiant la méme
Q-8
hypothése que q vis & vis de u, on a aussi s + Rq R > 0 (la réduite est

prise ici au sens des fonctions surharmoniques dans Q' ). Lorsque
Q-B
R tend vers +oo , Rq R décroit vers une L solution positive dans ' majorée

par le potentiel q, elle décroit donc vers zéro. En passant & la limite on
obtient donc que s est positive dans fQ.

Démonstration du corollaire 1.5.

En utilisant le théoréme 1.4, dans les boites Tp(r,/10,Ar,/10) N Q , P
parcourant oQ N 8TQ(2ro/3,2Aro/3), ainsi que le principe de Harnack-Moser,
on trouve l'existence d'une constante ¢ = c(n,\,n)>0 telle que:

YMEQN aTQ(2r0/3,2Aro/3) u(M) < cu(Mro).
o]
L'inégalité s'étend & § - TQ(2r0/3,2Ar°/3) grace a la proposition 1.6
appliquée a s = cu(Mro) - u dans Q - TQ(2r°/3,2Ar0/3).

REMARQUE : Notant X = Q - TQ(2r0/3,2Aro/3), on peut aussi établir ce
corollaire en constatant que la fonction s = RE est un potentiel dans
coincidant avec u dans X , et en utilisant le théoréme 1.1.

4. PRINCIPE DE HARNACK FAIBLE AU BORD

Nous sommes maintenant en mesure de comparer le comportement relatif
de deux L-solutions positives au voisinage d'un point frontiére
lipschitzien. C'est 1l'objet du théoréme suivant:

THEOREME 1.7. Soient p > 1, L un opérateur de la classe A(p) et ry<l.
Soit N un ouvert de R**! et Q un point frontiére de Q tel que
o

Qn TQ(ZrO,ZArO) soit un domaine lipschitzien canonique adapté a

TQ(2r0,2Ar0) . Il existe une constante c¢ = c(n,\,un) > O telle que pour tout

couple (u,v) de L-solutions positives dans 2 tendant vers zéro en tout
(o]

point de a2 N TQ(ZrO,ZAro) on ait :

u(M) <c v(M)

u(p, ) V(e )

VMEQN TQ(ro,Aro)

oi P, =Q + (0,xr,,2rl) et P;o = Q + (0,Ary,-2r3).

To
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TQ(Zro, 2Ar,)

COMMENTAIRES. Ce théoréme est un analogue du théoréme 1.5 décrit par
A. Ancona dans [1]. On prend pour convention dans cet énoncé qu'il devient
vide de sens si 1l'une des valeurs u(P_ ) ou v(P; ) est nulle. Notons & ce
sujet que si u(Pro) est nulle, la fonction u est identiquement nulle dans

Qn TQ(ro.Aro). Par contre, v(P; ) peut étre nul sans que v ne soit nulle
dans tout l'ensemble QN TQ(ro.Aro). Plus précisément, la fonction v peut
rester nulle jusqu'a un temps t, puis devenir strictement positive. Pour
une telle fonction v, on ne peut espérer estimer la fonction u & 1l'aide de
v dans QN TQ(ro,Aro) . Comme dans le théoréme 1.4, on peut malgré tout
remplacer les points de référence Pro et P;o par les points

Q + (0,Ar,,(1+x)r) et Q + (0,Ar,,-(1+)r?), oi o € J0,1] ; la constante c
dépend alors aussi de a.

Sa faiblesse provient évidemment du fait que cette comparaison fait
intervenir deux points de références (P, et P;o). et il est clair a 1'aide
des remarques décrites plus haut, qu'on ne peut espérer sans hypothéses
supplémentaires sur les fonctions u et v contrecarrer ce fait. Cependant,
ce théoréme constituera un outil essentiel 1lors du chapitre 2, et on
s'efforcera dans le chapitre 3, d'établir (sous des hypothéses différentes)
un principe de Harnack au bord ne faisant plus intervenir qu'un point de
référence.

Notons cependant qu'on obtient & 1'aide du théoréme %.7 le résultat

suivant : si w désigne la L-mesure harmonique dans N N TQ(Zro,ZArO) de
aTQ(Zro,ZArO) et si u est une L-solution vérifiant les hyptohéses du
théoréme 1.7, et pour laquelle u(P;o) # 0, on a avec une nouvelle constante
c et pour tout point M de l'ensemble N N TQ(ro,Aro) :

1u(P; Jw(M) < u(M) < cu(P_ )w(M).
c 0 0
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Ainsi la vitesse & laquelle u tend vers zéro au bord 2 N TQ(ro,Aro) est
comparable & la vitesse & laquelle w tend vers 0 en ces points.

Démonstration du théoréme 1.7.
On reprend la démarche d'Alano Ancona dans [1]. En utilisant
1'invariance par translation de 1la classe d'opégateurs A(p), on peut

supposer Q = 0. On peut de plus supposer Q = QN TO(ZrO,ZAro) ; on note
encore G la fonction de Green de cet ouvert.

Considérons une fonction u vérifiant les hypothéses du théoréme. A une
modification élémentaire prés utilisant 1le principe de Harnack et le
principe du maximum, on peut écrire grace au théoréme 1.4:

VMEQNT,(5c, /4,50, /4)  u(M) <c u(P, )h(M)
ot h désigne la mesure harmonique de 8T, (5r,/4,5xr,/4) dans

Q = QN T,(5r,/4,5xr,/4) .

On utilise alors le méme remarque qu'Ancona dans [1]. Notons avec une
étoile les quantités faisant référence a 1'opérateur L* adjoint de L et a
la théorie duale. I' désignant 1la L-fonction de Green globale, on a
I',(M) = I,(A). Ainsi au sens faible, L"(I.(M)) = §, , mesure de Dirac au

point M. Par ailleurs, pour M € 0, prolongeant GM (L*-fonction de Green de

0 ) par zéro hors de 0 et par ses limites supérieures en tout point

o~ “". X ] iAGQ
frontiére de {2, on sait que Gy = r& - Rr, . (La réduite est prise ici au

M
sens des L-sursolutions sur R**! ).

Utilisant une propriété de symétrie de la noEion de réduite lorsqu'on
passe au faisceau dual, on obtient alors L'(GM) =8y - py o0 p, est la
L-mesure harmonique directe au point M dans Q.

Fixons alors une fonction ¢, C® a support compact dans
o

T, (4/3,412/3)-T,(6/5,6A/5) , valant un au voisinage de 3T, (5/4,51/l) et
toujours comprise entre zéro et un.

(o]
@(x/ro.t/rg). Pour tout point MeT,(r,,Ar,) ,

Notons ensuite ¢%o(x,t)

on a:
h(M) < G lo, >

- < L"(Gy,) o, >

0]

- <GM|L(<pro)>

fcz IL(o, ()15, (5)d8

< .[cz IL(e, (8)) 16y (B)aE

N

ot on a noté Z = T,(6r,/5,6Ar,/5)
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En utilisant 1'analogue du théoréme 1.1 pour 1'opérateur L° ainsi que
le principe de Harnack pour ce méme opérateur, on trouve une constante c>0
telle que:

Gy(E) < c G;;(B;o) pour M € QN T, (r,,Ar,) et & & =

ou B;o = P;0 + (0 ,r 3/4).

Finalement, h(M) < c G_, (M).I IL(e¢. (E))IgE.
B () To

To

Par un changement de variable é&lémentaire ramenant & r, = 1, en
utilisant que les coefficients de 1l'opérateur L sont tous contrdlés par p
en valeur absolue, l'intégrale intervenant dans l'estimation est contrdlée
par c,rg ou c, = c,(n,A\,pn) . (C'est ici qu'intervient 1'hypothése r, <1).

Donc avec une nouvelle constante c, on a:

(1) VME T, (r,,Ary), u(M) < cu(Pro)rn G .. (M).

Prenons enfin une autre fonction v vérifiant 1les conditions du
théoréme et  supposons V(P; ) =0 (seul cas intéressant). Fixons
€ = €(n,\,n) >0 tel que TB, (ero,Aero) soit inclus dans Q-To(ro,Aro) .

To
Imposons de plus €2 <1/8 . Le principe de Harnack appliqué & v nous
assure l'existence d'une constante c>0 telle que:

VME 8TB, (€ry,exry) V(P;o) < c v(M).

r
0
Majorant en ces mémes points, grace au théoréme 0.3, GB. par c,r," on
r
0
obtient alors:
v (M)
(2) VME T, (ero,Aero) rgGB. (M) € c,c S
Bro ry V(Pro)

Cette inégalité se propage a l'extérieur de TB. (ero,Aero) par le principe
r
0
du maximum, et est donc vraie en particulier pour M € To(ro,Aro). La
comparaison de (1) avec (2) nous donne l'estimation du théoréme.
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CHAPITRE 2

UN PRINCIPE DE HARNACK UNIFORME POUR CERTAINES L-SOLUTIONS POSITIVES

Comme nous 1l'avons déja signalé, le théoréme 1.7 voit son exploitation
limitée car il fait intervenir deux points de référence. En particulier,
contrairement au principe de Harnack au bord décrit par A. Ancona pour des
opérateurs elliptiques, il ne nous permet pas de décrire les L-solutions
positives minimales liées au point frontiére lipschitzien Q de 1l'ouvert Q.
Nous démontrerons au cours du chapitre 3 (sous des hypothéses différentes )
un principe de Harnack au bord fort ne faisant plus intervenir qu'un seul
point de référence. Ce sera l'objet du théoréme 3.1 et du corollaire 3.2.
Pour atteindre ce but nous devons établir des estimations de Harnack plus
précises que le principe de Harnack-Moser. Evidemment, on ne peut espérer
les obtenir que pour des L-solutions positives particuliéres. C'est ce que
nous faisons au cours du chapitre 2. L désignant encore un opérateur de la
classe A(p) et W, étant un ouvert lipschitzien canonique adapté au cylindre
TQ(ro,Aro) , nous démontrons que la fonction w, L-mesure harmonique de
aTQ(ro,Aro) dans l'ouvert , vérifie un principe de Harnack uniforme: on
peut estimer les valeurs de la fonction w dans toute boule parabolique &
l'aide de sa valeur au centre de 1la boule. C'est 1l'objet du théoréme
central de ce chapitre (théoréme 2.1).

La démonstration s'articule en quatre parties.
La partie 1 (trés simple) consiste & établir le résultat lorsque L est
un opérateur a coefficients constants.

Ensuite, on est naturellement amené & comparer 1les fonctions w
obtenues pour deux opérateurs coincidant au point Q, un opérateur
quelconque de 1la classe A(p) coincidant évidemment au point Q avec un

opérateur a coefficients constants. Il s'agit alors d'affiner dans ce cadre
des résultats d'A. Ancona ([4]).

La démarche utilisée m'a été suggérée par A. Ancona qui m'a fait part
d'un résultat non publié décrivant une situation similaire dans le cadre
d'opérateurs elliptiques et wutilisant 1le principe de Harnack au bord
(théoréme 5.1 [1]). Afin d'éviter d'introduire de nouvelles notations,
décrivons ce résultat d'A. Ancona dans le cadre du faisceau des A-solutions

de R".
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THEOREME 2.0 ([5]). Les notations et les définitions sont similaires a
celles du chapitre 1 en "oubliant" la coordonnée temporelle. Soit f, une
fonction 1lipschitzienne (pour 1la norme euclidienne) définie sur B(0,1)
(boule euclidienne de R*-! ). Soient a et € deux nombres strictement
positifs et f, une deuxiéme fonction vérifiant Ifl(x')-fz(x')l < ellx' " I+*,
Pour i€{1,2} , on considére 0p = To(1,0) N {(x',x) ER* ; x, > £, (x')} et
on suppose que wfi est un domaine lipschitzien canonique adapté a To(l,A).
Alors, w; désignant la A-mesure harmonique de 9T (1,)) dans mfi, il existe
une constante ¢ = c(n,\,x,€) strictement positive telle que pour tout point
M de 1l'ensemble T,(1/2,A/2) N {(x',xn) ER ; x > f(x') + ellx'N11**/2} on
ait:

% w, (M) < w (M) <cw, (M.

Lors de la partie 2 de ce chapitre nous obtenons un resultat similaire
pour des opérateurs de la classe A(n) & coefficients constants (théoréme
2.2). Cette restriction s'impose dans un premier temps car nous sommes
amenés & wutiliser le principe de Harnack uniforme pour la fonction w.
Lorsque ce principe sera acquis pour tout les opérateurs de la classe A(p),
le résultat de la partie 2 pourra étre étendu & tous ces opérateurs.

Les résultats de 1la partie 2 permettent alors dans 1la partie 3 de
comparer le comportement des fonctions w au voisinage d'un point frontiére
lipschitzien pour deux opérateurs coincidant en ce point (théoréme 2.4). Si
L et L sont deux opérateurs coincidant en Q, L étant a coefficients
constants, on perturbe un peu la frontiére de 1l'ouvert pour trouver ensuite
des fonctions g(®) comparables dans le céne Q+{x >Alx'llvIitil/2} a la
L-mesure harmonique de BTQ(ro,Aro) . Les fonctions g trouvées sont des
solutions d'équations différentielles. On adapte & notre situation une
technique d'A. Ancona ([4]). Notons que J. Serrin ([23]) a utilisé
antérieurement une démarche comparable pour résoudre d'autres types de

problémes.

En utilisant la partie 3, on peut étendre lors de la partie 4 le
principe de Harnack uniforme décrit dans le théoréme 2.1 a tout opérateur
de la classe A(p).

Le théoréme 2.1 étendu & tout opérateur de la classe A(p) permet de
généraliser les résultats de la partie 2 & tout opérateur de la classe
A(p). On obtient alors lors de la partie 5 un comportement trés précis des
L-solutions positives tendant vers zéro 1le long d'un graphe C!* en x' et
(1+) /2 holdérien en t (corollaire 2.8). Ce résultat est a rapprocher de
résultats de Widman ([24], page 523) écrits pour des opérateurs

elliptiques.

La motivation principale au cours de ce chapitre était d'obtenir le
principe de Harnack uniforme pour la fonction w. Cependant, les résultats
intermédiaires (théoréme 2.2, théoréme 2.4 et corollaire 2.8) seront aussi
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utiles lors du chapitre 4 lorsque nous comparerons la mesure harmonique, la
mesure harmonique adjointe et la mesure de surface de certains ouverts de
R,

Dans tout ce chapitre, on suppose Q =0 et ry, = 2 ; les résultats
peuvent se généraliser a tout point Q et tout r, < 2 par homogénéité.

Commengons par énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

o
THEOREME 2.1. Soit @, = {(x,t) € T,(2,2\) ; x_ > f(x ,t)} un domaine
lipschitzien canonique adapté au cylindre TO(Z,ZA). Soit L un opérateur de
la classe A(p). La fonction w, L-mesure harmonique de 9T,(2,2)) dans w
vérifie le principe de Harnack uniforme suivant :
I1 existe une constante c¢ = c(n,\,n)>0 telle que pour toute boule
parabolique B(M0.2r) incluse dans w; N To(l,x), on ait :
V M, ,M, € B(M,,r) w(M;) < cw(M,) .

f

1. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1 LORSQUE L EST UN OPERATEUR A
COEFFICIENTS CONSTANTS

Fixons B(M,,2r) une boule vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1, et
appelons M et M" les points M, + (0,3r?/2), M, - (0,3r?/2). L'opérateur L
vérifiant 1le principe de Harnack-Moser, on est amené a établir 1l'existence
d'une constante ¢ = c(n,\,n)>0 telle que w(M) < c w(M"). Considérons alors
la translation T du vecteur (0,-3Kr,4r?) ou K est la constante de Lipschitz
associée & 1la fonction f. Les coefficients Aij de 1l'opérateur L étant
constants, w © T-! reste une L-solution dans T(wf). Par ailleurs, en tenant
compte de la valeur particuliére de la translation 7, l'ouvert w, N 7(w,)
coincide avec w, N {(x,t) € R 5 x, < 2x-3Kr, “b+lr? < t < 4}, A 1'aide
du principe du maximum, on peut alors affirmer :

VP Ew NT(w), wP) <wo tH(P).

En particulier w(M

) <wo 7 1(M). Le principe de Harnack-Moser permet
ensuite de dire w(T !(M)) < c

w(M") ce qui donne le résultat.

REMARQUES. 1. Le résultat démgntré reste encore valable pour des

boules B(M;,2r) incluses dans W, N T,(2-€ , (2-€)X). La constante c dépend
alors aussi de €.

2. En wutilisant le méme argument, 1le résultat reste vrai
pour les opérateurs L dont les coefficients sont indépendants de x et t.
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2. EVOLUTION DE LA FONCTION W LORSQU'ON EFFECTUE DE PETITES
PERTURBATIONS DU BORD

THEOREME 2.2. Soit L € A(p) un opérateur & coefficients constants.
Soient f, et f, deux fonctions lipschitziennes et w, , w, deux domaines
lipschitziens canoniques adaptés au cylindre T,(2,2)\). On suppose que les
graphes de f; et f, sont proches, en ce sens qu'il existe deux constantes €
et o strictement positives telles que :

V(x',t) If (x',t) - f,(x",t)] e d((x',t),0)1** = e(lx"lvItIt/2)1+> |
Alors, w; désignant la L-mesure harmonique de 90T,(2,2)) dans w, , il existe
une constante c=c(n,\,p,€,x)>0 telle que pour tout point M de 1l'ensemble
Ty (1,A) N {x, > x(lx'Il v ItI'/?)}, on ait:

i w, (M) < w, (M) < cw,(M) .

Démonstration. Quitte & remplacer f, par f, A f, et f, par f;, v f,, on
peut évidemment supposer fl < f, et donc mf1 D wfz' Notant I la partie de

Al

W, située entre les graphes de f, et fz, ona w, =w - R, <w, la
1 . . . . 1
réduite étant prise au sens des fonctions L-surharmoniques sur W, .
1
N AI
Comparer w, et w, consiste donc essentiellement & comparer R, et w.
1

Nous commencons par estimer 1l'ordre de grandeur de la fonction w, au
voisinage du graphe de f,.

LEMME 2.3. Notons p(M) la distance parabolique de M au graphe de f,.
I1 existe B = B(n,\,p) et c = c(n,\,p) deux constantes strictement
positives telles que pour tout couple de points (M,N) de 1l'ensemble
wf1 N To(l,A) situés sur un méme axe de direction (0,1,0) et vérifiant

M < Nn ,on ait:
ke PRLUNS
w, (N) (N)

n
(M, (resp N ) désigne la n-iéme coordonnée du point M (resp N)).

Démonstration. w,(M) étant de l'ordre d'une constante lorsque M est
loin du bord, on peut tout d'abord supposer p(M)<1/2. Ensuite, en utilisant
le principe de Harnack uniforme pour 1la fonction w; on se raméne &
n'étudier que le cas p(N) < 1/2. Fixons alors P, € ow, N T (1,)) et
appelons ¢ la fonction de la variable réelle ¢(x) = w, (P, + (0,x,0)).

En utilisant le théoréme 1.4, ainsi que 1le principe de Harnack uniforme
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pour la fonction w,, on peut écrire,
1
vV x < 5 V NE mfl N Tpo(x,Ax) w, (N) <€ c o(x).

Appelant h 1la L-mesure harmonique de 8Tpo(x,Ax) dans 1'ouvert cénique
[
Tpo(x,Ax) n{x, > -2(Ix"ll v 1t11/2)} on a alors , grace au principe du
maximum:

VNE wfl N Tpo(x,Ax) w, (N) < c ¢(x)h(N).

Par le principe de la barriére unjiforme, (lemme 1.3), on peut alors trouver
§ = 8§(n,\,n)>0 tel que @(8x) < E-@(x). Si 0<y<xetsinest l'unique

1 1 1
entier tel que —y < x < ——y, on a donc @(y) < ——-Q(ELQ. Les inégalités
§n 8n+1 on &n

de Harnack uniformes pour la fonction w, assurant que o(x) et vEﬁLJ sont du
n

méme ordre de grandeur, on a donc avec une nouvelle constante c:

ely) _ Ez]ﬁ . log 2
X Cl|— ou = —_—
e(x) log 1/8

On termine la démonstration en constatant que si N = P, + (0,x,0) , p(N) et
x sont du méme ordre de grandeur.

Ce lemme étant acquis, notons pour p 2 O:

[}
I, = I0N (Te(27P,27Px) - T,(27P71,27P7 1))
et M, et M; les points (0,A\2°P,2.272P) et (0,A2°P,-2.272P),

Constatons que si X € I, , p(X) est inférieur a c2'P(1+%) ot que p(M;) est
de 1l'ordre de 2°P . Grace au lemme 2.3 et en utilisant une nouvelle fois le
principe de Harnack uniforme pour la fonction w,, on peut donc trouver une
nouvelle constante ¢ = c(n,\,pn,€)>0 telle que:

5-p(1+0))P .
V X € Ip w (X) <c W1(Mp)-
2-P
Al - L, .
Et donc V X € Qe Rwi(x) < ¢ 27%Pp w, (M)) . L'inégalité est en

particulier vraie au point Mp.

Par ailleurs, on peut trouver c = c(n,\,p,€,x) telle que pour tout point de
w, vérifiant d(M,Ip) = 2°P/10 on ait:
1

AI

Rwi(M) R T(M )

w () T ()
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En effet, grace au principe de Harnack-Moser, une telle inégalité est vraie

(o] -
2-p

pour 1le point M vérifiant de plus d(M,awfl N T(2,2)\)) 2> EToN ,le rapport

A1

p

Rwl(M) w, (M)

- étant alors majoré par une constante et le rapport — 0 étant
R,P (M) vy (M)

minoré. Le principe de Harnack faible au bord (théoréme 1.7) entre les
A1

fonctions pr et w, ainsi que le principe de Harnack-Moser nous permettent

alors de prolonger cette estimation aux points M considérés et situés prés

du bord.

PN

Par le principe du maximum, 1l'inégalité se propage a tout point M de W,
1

tel que d(M,Ip) > 2°P/10 . En particulier, si M est un point de 1l'ensemble
Ty (1,A) N {(x,t) € R 5 x> A(lIx'Il v 1t1'/2)} , on a 1l'estimation:

A1
R,P (M)
— < c 27%p
w, (M)
1
Fixons alors un entier k tel que c Z 2-%Pp < 3, et notons Zk = U Ip .
p>k p>k

Pour tout point M de 1'ensemble T, (1,X) N {x > A(llx'll v ItI’/2)} , on peut
écrire:

A2 1
R ¥(M) < = w, (M).
L) < vy ()
Azk 1 N
Ce qui revient a dire: w, (M) - RWI(M) > §'w1(M)° I1 reste alors a comparer
A2
W, a wy = Wy - ka. Wy étant une L-solution dans wfz tendant vers zéro en
1

[o]
tout point de 8w, N T, (27%,X27%), a 1'aide du principe de Harnack faible
au bord (Théoréme 1.7), on a :
w3 (M) wy(M,,) wy (M, )
e —"" g

(M) X C fs¢C —mm .
w - »
2 w2 (Mk¢1) w, (Mk+1)

VME W NT,(27 022 - (k+2))

Enfin, les fonctions w, et w, sont toutes deux de 1'ordre d'une constante

o} (o]
dans TO(Z,ZA) - T,(2,)\). Ainsi grace au principe de principe de Harnack
w
3
uniforme pour les fonctions w, etw, le rapport ;— est contr6lé par une
2

constante en tout point M de l'ensemble:

o
Ty (1,0) N {x, > Ix"lIvit]}/2} - T (27 (k+2) x2m (k2D
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De méme, en ut%hisa?t encore ce principe de Harnack uniforme,on obtient que
w -
1 Vg1

le rapport E— est contr6lé par une constante. Ici, les nouvelles
W2 (Mk§1)
constantes dépendent aussi de k qui a été définitivement fixé.

En conclusion, en tous 1les points du cdéne qui nous intéressent
wy (M) < 2w3(M) < ¢ w,(M) ce qui constitue la comparaison non triviale entre
Wy et w,.

REMARQUE. I1 suffit en fait de supposer dans le théoréme 2.2 que fl
est un graphe lipschitzien, la fonction w, étant toujours comprise entre Wy
et w,, mesures harmoniques de 8T0(2,2A) dans les ouverts correspondant aux
graphes:

fa(x'.t)
et fh(x'.t)

£, (x",£) - e(lix"lvig)t/2)tee
£ (x',t) + e(lix' Iviglt/2)1e,

3. COMPARAISON DES FONCTIONS W CORRESPONDANT A DEUX OPERATEURS
COINCIDANT EN O

THEOREME 2.4. Fixons W, un domaine lipschitzien canonique adapté au
cylindre T,(2,2)). Soit L € A(n) et L 1'opérateur de A(p) a coefficients
constants coincidant avec L au point O. Notant w (resp w ) la L (resp L )
mesure harmonique de 0T,(2,2\) dans w,, pour tout point M situé dans le
céne parabolique T,(1,X) N {x_ > Alx'lvIitI!/2} | on a:

w(M) < w(M) < cw(M) .

0|

Comme nous 1l'avons déja évoqué en introduction, reprenant une
technique développée par A. Ancona ([4]), nous allons chercher a estimer le
signe de L(g(w)) pour des fonctions g bien choisies. Nous commengons par

minorer IV, wll .

LEMME 2.5. Soit ®, un domaine 1lipschitzien canonique adapté au
cylindre T,(2,2)) et L un opérateur de la classe A(p) a coefficients
constants. p(M) désignant la distance parabolique de M au bord de w,, pour
tout point M € w, N T,(1,X\) on a:

o~

~ ow 1 w(M)
v, wMmi > IE(M“ > . o)

w désignant toujours la L-mesure harmonique de 9T, (2,2)) dans w, , et c
étant une constante strictement positive ne dépendant que de n, X\ et p.
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Démonstration. Fixons P, € dw, N T,(3/2,3x/2) et appelons ¢ 1la
fonction de la variable réelle @(x) = Q(Po + (0,x,0)). La démonstration du

1
lemme 2.3 nous a appris 1l'existence de § € ]0,1[ tel que @(8x) < = @(x)
pour tout réel x tel que le point P0 + (0,x,0) reste dans 1'ensemble
T,(3/2,3X\/2). Par le théoréme des accroissements finis, il existe 6 € ]§,1[

1] x —~
tel que ¢ (6x) > 5%%23%::. De plus, L étant a coefficients constants, par le
W
principe du maximum, ¢ est une fonction croissante et 3 est une
X
n
C-solution positive. -
w
En utilisant les inégalités de Harnack-Moser pour la fonction , et en
X
n
notant M le point P, + (0,x,0), on a alors:
w(M ow 2(M
M) ¢ w0220
p(M) ox 10

n
(I1 faut pour cela constater que p(M) et x sont du méme ordre de grandeur).

w(M-(0,p%(M)/10)) _  ow M)
p(M-(0,p? (M) /10)) ox,

En particulier, V M € w, N To(l,A)

On conclut alors en utilisant le principe de Harnack uniforme pour la
fonction w.

Nous avons ensuite besoin d'estimer les dérivées partielles de w en
fonction de w elle méme. Ce genre de résultat est connu sous le nom
d'estimations de Schauder. Ici les estimations dont nous avons besoin sont
trés simples a établir car 1'opérateur f est & coefficients constants. Le
lemme 2.6 qui suit est un cas particulier simple du théoréme 2' page 105 du
livre de Friedman ([12]).

LEMME 2.6. Soient L un opérateur a coefficients constants de la classe
A(p) et B(Q,2r) la boule parabolique de centre Q et de rayon 2r. Il existe
une constante ¢ = c(n,pn)>0 telle que pour toute L-solution u dans la boule

B(Q,2r) et pour toute dérivation D! d'ordre i = 1 ou 2 par rapport aux
variables d'espace, on ait: .
sup IDlu(x,t)l € — . sup lu(x,t) .
(x,t)€B(Q,r) rt (x,t)€B(Q,3r/2)

Démonstration. Pour des raisons d'homogénéité, il suffit de montrer le
résultat pour r =1 et Q = 0. Notons I'(x,t) la solution fondamentale de
1'opérateur . au point O définie par :
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1 <A lx|x>
'(x,t) = exp(- ———E————d pour t >0
(det A)/2(4mt)n/2 t

I'(x,t) = 0 pour t < 0.
(A est la matrice a coefficients constants de 1'opérateur ﬁ).

Fixons © € D(R**!) une fonction test 4 support dans la boule B(0,3/2)
et valant 1 dans la boule B(0,5/4) , © étant toujours comprise entre O et
1. On a:

vV (x,t) € Rr*! Bu(x,t) = T * L(6u)(x,t).

Fixons ensuite ¢ € D(R**!) une fonction test & support dansola boule

B(0,1/8) wvalant 1 au voisinage de O. Comme L(Bu)=0 dans la boule B(0,5/4),
pour des raisons de support, ¢ * L(6u) est nulle au voisinage de la boule
B(0,1). En particulier, au voisinage de la boule B(0,1), on a:

u(x,t) = (1-@)I" * L(6u)(x,t) .
Ce qui peut encore s'écrire u(x,t) = L((1-¢)) * Ou(x,t) car (1-9)I" est une
fonction C® de R**!.

Ainsi, si D désigne une dérivation du premier ou du deuxiéme ordre par
rapport aux coordonnées d'espaces,

Du(x,t) = D(L((1-¢)T")) * Ou(x,t) dans la boule B(0,1).

Entre autres, |Du(x,t)I< sup ID(ﬁ(l-@)F)(y,s)l.f 18u(y,s) Idyds.
(7.0) B(0,3/2)
Constatant enfin que les coefficients de A ainsi que ceux de A"l sont

tous majorés en valeur absolue par p, ayant fixé 1la fonction ¢ et la

dérivation D, sup ID(L(1-¢)T)(y-s)! se laisse majorer par une constante

(y.s)
ne dépendant que de D, n et p. Finalement, comme 8 est toujours comprise

entre O et 1, on peut écrire avec une nouvelle constante :

V (x,t) € B(0,1) IDu(x,t)! < c sup lu(y,s) .
(y,s)€B(0,3/2)

Nous pouvons maintenant aborder la preuve du théoréme 2.4. Reprenons
les notations de son énoncé.

a) Majoration de w.

Fixons <Y > 1, notons R(x',t) = llx' lIviti}/? et fixons € strictement
positif tel que si f,(x',t) = f(x',t) - € R(x',t)7, 0p, soit encore adapté
au cylindre T,(2,2)). On recherche, comme A. Ancona dans [4] une fonction
g : [0,1] — [0,1] nulle en O, valant 1 en 1 de classe C? et telle que
g(&l) soit une L-sursolution dans w, N T,(1,A\) pour tout opérateur L
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~

coincidant avec L en O (nous avons noté Gl la L. mesure harmonique de
dT,(2,2x) dans mfl).

0 ~ ~
So(E(9,) - div(AY, g(v,))

g'(w, ) [L-L1(w,) - g"(w,)<AV, w, IV w,>

On a L(g(w,))

car ﬁwl = 0.

Grace au lemme 2.5, si p, désigne la distance au bord de wf1' dans
1'ensemble mfl N To(l,A) on a l'estimation:
~2
e ~ ~ 1w
'\wal |wa1_> Z a -—2- .
P1

Majorons alors I(L-f)(Gl)l.
Chaque terme du second ordre dans cette expression vérifie gréace au Lemme
2.6, au caractére lipschitzien des Aij, et au principe de Harnack uniforme
pour la fonction w, :

82w, (M) d(M,0)w, (M)
J ij 8x, o 2 £ 0
*1 9%y P (M) '

Par ailleurs, si on impose maintenant a4 M de rester aussi dans W., on
peut trouver une constante c strictement positive telle que
d(M,0) < c p,(M)/T . En effet, notant M = (x',x ,t) un tel point, soit
x_ > Mix'll v 1t1'/2  auquel cas d(M,0) et p, (M) sont du méme ordre, si non,
le point M restant dans w, . Ix | < AMix'livit1/2 et
py (M) > c(lix'll v It1'/2)T > c' a(M,0)7.

Finalement quitte 4 modifier la constante c,

82w, (M)
axiaxj

CGI(M)

1A, (M)-A,; (0) |

< .
py (M)2-1/7

Les termes du premier ordre intervenant dans (L-L)(w,) sont, grace au
lemme 2.6 et au principe de Harnack uniforme pour Gl. tous contrdlés par

W, BA,
— . (I1 faut remarquer que les " sont presque partout majorés par ).
P Kk
o w, (M)
Finalement |(L-L)(w,)(M)l € ¢ ————— en tout point de w; N Ty(1,X).
pi /T (M)

On recherche alors g croissante et solution d'une équation du type



-8

g"(&l) = ——~g'(§1). avec <]0,1[. On a alors:
~Q
Wy
~ ~l-0
~ ~ Wy § W
Lg(w,) > g'(w;) —— |[-c + —. dans w, N T,(1,Xx) .
2-1/7 cu 1/7
P] P1
;1
Enfin, on s'assure de l'existence d'un réel B'€]0,1[ tel que —ET reste
Py
minoré dans w, N To(l,A). Le raisonnement est similaire a celui effectué
dans le lemme 2.3, et utilise simplement la comparaison

51(P0+(0,2x,0)) <Scw 1(Py+(0,x,0)) ou P, € amfl N T,(1,A) . Posons alors
e =1- ET; . Fixons un nombre réel srictement positif § tel que L(g(ﬁl))
soit positif, et considérons 1l'unique solution de g"(ﬁl) = — g'(ﬁl) valant

~0

w

1

O en 0 et 1 en 1; g(ﬁl) est L-surharmonique (pour tout opérateur L
[e]

coincidant avec L en 0) dans OR N To(l,A) et est de 1l'ordre de Gl partout.
Par le principe du minimum, en constatant que w, (et donc g(w,)) est
minorée par une constante dans aTo(l,A)ﬂwf, on obtient avec une nouvelle
constante, w < ¢ g(ﬁl) dans T,(1,)\) N w,. Enfin, grace au théoréme 2.2,
;1' g(ﬁl) et w sont du méme ordre de grandeur dans le céne
To(1,0) N {x_ > Allx'll v 1t11/2},

b) Minoration de w.

<

Les idées de bases sont les mémes mais un peu plus difficiles a mettre
en oeuvre car il s'agit ici de minorer w au voisinage du graphe de f.

LEMME 2.7. Avec les notations du théoréme 2.4, il existe deux
constantes ¢ = c(n,\,n) et B' = g'(n,\,n) strictement positives telles que:
VME @NT,(1,A)  w(M) >c p(M)P

p(M) désignant toujours la distance au bord.

I1 faut ici étre un peu plus vigilant que lors des lemmes équivalents
décrits plus haut, car w ne vérifie pas encore le principe de Harnack

N

uniforme. (L n'est pas & coefficients constants).

(o]
Fixons PoeawfﬂTo(l,A) et considérons la parabole située dans le plan

A
<P,,x_ ,t> d'équation t-t(P,) = - =(x_-x_(P,))?. Paramétrons cette parabole

par x = X - x, (P,) et notons ¢ x) la restriction de w & cette parabole.

Les inégalités de Harnack-Moser nous disent @(2x) < c ¢(x) et on obtient



Bv

X X log c

alors si x <y u?q&—] ou B' = g .
o(y) log 2

Lorsque y devient grand pour sortir de T,(1,)\) ¢(y) est de 1'ordre
d'une constante, donc @(x) > c(x)B' ol ¢ est une nouvelle constante.
Regardant maintenant le point M ayant méme coordonnée X, que le point
paramétré par x et situé sur l'axe P, + R'(0,1,0), grace au principe de
Harnack-Moser, on a encore w(M) > c p(M)B' avec une autre constante c.
Finalement, M peut étre pris arbitrairement dans wfﬂTo(l,A).

Pour minorer w, on commence par fixer Y > 1 puis € > 0 tels que le
cylindre T;(2,2\) soit adapté au graphe f,(x',t) = f(x',t) + € R(x',t)7.
Comme précédemment, R(x',t) = lx'll v 1t11/2, En convenant de noter R(M) 1la
quantité llx'll v Itl'/? lorsque M s'écrit (x',x ,t), on a w(M) > c R(M)P'Y
sur la portion du graphe de f, située dans T, (1,\). Par ailleurs, notant f3

R
un graphe intermédiaire %k\ﬂ=fﬂ#m)-%ﬁ)(#J)w7'>met

;3 la L-mesure harmonique de 8T0(2,2A) dans wf3, on a gréace au lemme 2.3

§3 < cRP"' sur la portion du graphe de f, situé dans T,(1,)). On choisit
o}

alors 7Y' tel que BY' > pg'Y, ce qui assure §3 < cw sur amfzﬂ To(l,A). On
construit pgr une technique similaire & celle eTployéE dans~le a) une
fonction g(w3) (solution d'une équation du type g"(w3) = :;-g'(w3)) telle
w3
[e]
que g(Ga) soit L-sousharmonique dans wfzﬂ T,(1,A). En utilisant les
inégalités de Harnack, w est minorée par une constante sur 8To(1,A) N mfz.

Finalement g(§3) < cw dans wfz N T,(1,)) grace au principe du maximum. On

conclut alors a 1l'aide du théoréme 2.2, les fonctions 33 , wet g(§3) étant
du méme ordre de grandeur dans le céne Ty (1,x) N {x > Mx'livielt/2}

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1

Reprenant les notations du théoréme 2.1, celui-ci devient clair &
1'aide du théoréme 2.4 et des résultats de la partie 1) du présent
chapitre, si la boule B(M,,2r) reste incluse dans 1le coéne
{x >xlx'llvVItI'/?}. Lorsque M, = (x',x ,t) notons P_(M;) = (x',f(x',t),t).
Comme par hypothése 2r est inférieur & d(M,,P.(M;)) on peut en fait aussi
d(M,,P.(M;))

b(x+1)
cone P (M) + {x, > Mix'll v It1t/2y Enfin, on peut aussi supposer
B(M,,2r) C T, (Mo)(l/Z,A/Z), car si non, w est de 1'ordre d'une constante
dans B(M,,r) . Mais alors, 1le résultat s'obtient en comparant dans

supposer 2r < . Ainsi la boule B(M,,2r) est incluse dans le
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T, (Mo)(1/2,A/2) grace au principe de Harnack faible au bord la fonction w
r

o v/
avec w; L-mesure harmonique de 8Tpr(Mo)(1.A) dans Tpr(Mo)(l,A) N w, puis en
utilisant le théoréme 2.4 ainsi que la partie 1) du présent chapitre.

5. CONSEQUENCES DU THEOREME 2.1

Notons tout d'abord, qu'une fois acquis le théoréme 2.1 pour tout
opérateur L de 1la classe A(p), on peut ensuite étendre le théoréme 2.2 a
tout opérateur de la classe A(p).

On déduit alors du théoréme 2.2 un résultat de méme nature que celui
de Widman ([24] p. 523) pour des opérateurs elliptiques.

COROLLAIRE 2.8. Soit W, un domaine lipschitzien adapté au cylindre
Ty(2,2)). Soit o€]0,1[. On suppose que f est de classe Cl* en x' et (1+a)/2
lipschitzienne en t, en ce sens :

v, . f(x',t)-V, . f(y',t)l I£(x",t)-F(x",8)I
"Vx N f"oo + sup + sup <
x',y',t x'-y' % x',t,s [t-g|(1+%) /2

Alors, il existe une constante strictement positive c¢ = c(n,)\,n,x,K), telle
que pour tout opérateur L € A(p) et pour toute L-solution positive dans
1l'ouvert w, on ait :

L ]
VME wNT(1,)) E'd(M'wa) u(M]) < u(M) < cd(M,Cw;) u(M,)
oa M, = (0,1,2) et Mj = (0,1,-2).

Démonstration. Notant p(M) = d(M,Cw;) et notant toujours w la L-mesure
harmonique dans w, de 9T,(2,2)\), on est ramené & voir en utilisant le

1
principe de Harnack faible au bord que < P(N) < w(N) < cp(N).

Considérant ensuite des portions de w, du type ®,MT,(1,X\) ot P est un
point de dw, N T,(1,X\) et comparant alors dans w, N T,(1/2,X/2) w & la

o]
L-mesure harmonique de 0T, (1,X\) dans w, N Tp(l,A) on se raméne finalement &

montrer l'estimation souhaitée pour des points M situés sur 1l'axe
R*.(0,1,0).
On approche alors le graphe de f par "1'hyperplan tangent" :

x, = f(x',t) = x'.a ol a-= V.. £(0)
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If(x',t) - x'.al

If(x',t)-F(x',0)1 + If(x',0)-x".al
KIt1(1+®)/2 4 glx*|it+>

2K[Mx'Il v Ig1t/2]te,

Par hypothése, If(x',t)-f, (x',t)l

n N A

Utilisant 1le théoréme 2.2 (étendu maintenant & tout opérateur
L € A(p)), on est ramené & estimer la fonction w,, L-mesure harmonique de
dT,(2,2\) dans w, , sur 1l'axe R*.(0,1,0).
Ce dernier probléme est facile : on peut rechercher des barriéres sous la
forme s(x,t) = @(xn-x'.a). On a:

-

L(s) = -@'(xn-x'.g).div(A(";)) - @"(xn-x'.§)<A('%)I('%)).

JA -
i
Les dérivées ™ étant toutes contrdlées par p, Idiv(A(’?))l est
Kk
contrdlé par une constante c car par ailleurs flall = v, . £(0)Il < K.

- - 1

De méme, N('?) 2 1 et donc <A(’?)I(‘§)> 2 —.
08

Considérant ¢(x) = e°¥*-1, L(s) est alors négatif et s est une L-sous
solution dans mfl.

Comme dans w, 0 < xn-x'.g < 2x + 2lall € 2x + 2K, on peut trouver
une constante § telleque 0 < 8s< 1 Eans W, - On a alors clairement
s < w,. Comme 8s est de 1l'ordre de x, -x'.a qui est elle méme de 1'ordre de
la distance au bord en tout point de R'.(0,1,0) N T,(1,)A), w, est minorée
par un multiple de la distance au bord.

De méme, ¢(x) =1 - e °** est telle que la fonction associée
w(xn-x'.g) est une L-sursolution. On peut aussi choisir & telle que
6¢(xn-x'.5) soit supérieur & 1 dans awfl N {x,=2\}. Cette fonction va alors
constituer une L-sursolution pour 1la mesure harmonique de 1l'hyperplan

X, = 2\ dans mf1 qui est grace au principe de Harnack faible au bord du

méme ordre de grandeur que w; dans R'.(0,1,0) N T,(1,Xr).

On a ainsi majoré w, par un multiple de la distance au bord, ce qu'il
restait a prouver.

Remarque [finale. Tous les résultats de ce chapitre peuvent en fait
s'écrire aussi pour la théorie adjointe liée a 1'opérateur L, le passage
de L a L' s'interprétant géométriquement comme un renversement du temps.
C'est du reste de cette fagon qu'on exploitera les résultats du chapitre 2
dans la premiére partie du chapitre 3.
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CHAPITRE 3

UN PRINCIPE DE HARNACK FORT AU BORD . QUELQUES APPLICATIONS

Au cours de ce chapitre, on établit un principe de Harnack a la
frontiére (théoréme 3.1 et corollaire 3.2) qu'on exploite par la suite.

Lors de la partie 2), on identifie les points frontiére lipschitziens
d'un domaine Q & des points de la frontiére de Martin pour la théorie liée
4 1l'opérateur L . J. T. Kemper ([17]) a établi la méme identification pour
1'opérateur de la chaleur.

Au cours de la partie 3) on établit un théoréme de représentation des
L-solutions positives dans certains domaines de R**! (théoréme 3.8).

Enfin, lors de la partie 4), on démontre que les L-solutions positives
admettent des 1limites "non tangentielles" en presque tout point
(relativement & la mesure harmonique) de la partie lipschitzienne de la
frontiére de Q. C'est 1l'objet du théoréme 3.11 qui généralise aux
opérateurs de la classe A(p) le théoréme 2.6 de [17].

Les parties 2) 3) et U4) réalisent 1'extension aux opérateurs de la
classe A(p) de résultats déja démontrés pour 1'opérateur de la chaleur.
Notons que J.T. Kemper utilise de fagon essentielle pour démontrer ses
résultats l'invariance par translations de 1l'opérateur de la chaleur. Gréce
au principe de Harnack au bord nous n'avons plus besoin d'aucune invariance
par translations.

1. PRINCIPE DE HARNACK A LA FRONTIERE

Nous commengons par établir un principe de Harnack au bord pour la
fonction de Green. Nous pourrons ensuite étendre ce principe a certains
couples de L-solutions positives.

Introduisons les nouveaux ensembles géométriques suivants. A étant un
réel strictement positif, on note C, le céne parabolique :

Cy = {(x,t) ER*! 5 t > sup(llx'2,Ix_12/2%)}.
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THEOREME 3.1. Soient p > 1, L un opérateur de la classe A(p) et Q un
ouvert de R**' 1lipschitzien en Q. Soient rj, € ]0,1[ et X € R tels que

o
QN T(2r°.2Aro) soit un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre
TQ(Zro,ZArO). Notons G la L-fonction de Green de 1'ouvert 9 et M, le point
Q + (0,2p,p?) . I1 existe une constante ¢ = c(n,\,p) € R telle que pour
tout réel r ne dépassant pas ro/4 et pour tout couple de pdles (A,B) situés

dans 1'ensemble Q N TQ(r.Ar) on ait:
VME[QN (Q4Cy) N Ty SEEX ) o iy
MEe Q+ T,(r,,\r - T,(2r,2\r ’ <c
A Q 0 0 Q GA(MZr) GB(MZr)

o

REMARQUES. 1) On ne peut pas obtenir (comme dans le cas d'opérateurs
elliptiques) la méme estimation en tout point M de 1'ensemble
o]

Q - TQ(Zr,ZAr). En effet, la fonction G;(M) devient nulle lorsque la
coordonnée temporelle de M devient inférieure & celle de B. En de tels
points, si le pdle A est antérieur dans le temps au pdle B, GA(M) peut étre
par contre strictement positif.

2) On ne peut non plus obtenir la méme inégalité (avec une
constante ne dépendant pas de r) en tout point M de 1'ensemble
QN {(x,t)eR"*!; t > t(M, )} , t(M, ) désignant la coordonnée temporelle de

M,. . Pour s'en convaincre, il suffit d'observer 1'exemple explicite du
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3
demi-espace {(x,t) € R°*! ; x >0} pour 1'opérateur C = 3t A . Dans ce

X
cas, on connait explicitement la fonction de Green.

Le théoréme 3.1 sera surtout intéressant par 1l'intermédiaire du
corollaire qui suit et qui décrit le principe de Harnack au bord pour des
couples de L-solutions positives. L'amélioration par rapport aux résultats
du chapitre 1 vient du fait que 1la comparaison obtenue ne fait plus
intervenir qu'un seul point de normalisation. Cependant, les L-solutions
positives dont on sait estimer le rapport ne sont plus quelconques. Ce
principe de Harnack au bord nous permettra lors de la partie 2) de montrer
que deux L-solutions positives minimales de Q tendant vers zéro en tout
point de 8pQ - {Q} sont proportionnelles.

COROLLAIRE 3.2. Plagons-nous sous les hypothéses théoréme 3.1. Soient
r € ]O,r o/4] et u et v deux L-solutions positives tendant vers zéro en
tout point de apn - TQ(r/Z.Ar/Z), u et v se laissant de plus majorer au
voisinage de 1'infini (dans le cas ol N est non borné) par un L-potentiel
d'un ouvert Q' contenant Q. On a alors l'estimation:

V M E [(Q+C,) N QN Ty(rg,ary)] - Ty(2r,2xr) ul(l[:IM)) <ec v‘(,lslM)) ’
2r 2r

ol ¢ est une constante strictement positive ne dépendant que de n, X\ et p
mais ne dépendant pas de r.

REMARQUES. 1) Si 1'ouvert Q est non borné, la domination de u et v par
un L-potentiel doit avoir lieu sur CK N © ot K est un compact de Ro+L,
2) La méme comparaison peut étre établie pour les couples de
L-solutions positives tendant vers zéro en tout point de
apQ - TQ((Z-e)r,A(Z-e)r), la constante c dépendant alors aussi de €.

Le corollaire 3.2 est une conséquence simple du théoréme 3.1.
Notons X 1l'ensemble § - TQ(r,Ar) . En utilisant dans 1'ouvert
QN {(x,t)eR"*! ; t < t(Q)-r?/4} 1le principe du maximum donné par la
proposition 1.6 on constate que u est nulle dans cet ouvert. A 1l'aide du
principe de Harnack faible au bord et des inégalités de Harnack-Moser, on
peut alors trouver une constante c dépendant ici aussi de u telle que:

VME 8TQ(r.Ar), u(M) € ¢ G, (M) .

2r/3
Cette inégalité se propage (toujours gradce & la proposition 1.6) a

1'ensemble 2. Ainsi Rf est un L-potentiel de Q porté par aTQ(r,Ar) qui
coincide avec u dans Z. (La réduite est prise au sens des fonctions
L-surharmoniques de Q).
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Rf étant aussi un L-potentiel de Q2 porté par aTQ(r,Ar) coincidant avec v
dans Z le corollaire 3.2 s'obtient alors par une double intégration de
1'inégalité obtenue dans le théoréme 3.1.

La démonstration du théoréme 3.1 s'articule autour de plusieurs
lemmes. La premiére étape (formalisée dans le corollaire 3.4) consiste a
ramener la démonstration du théoréme 3.1 & 1la mise en place des mémes
inégalités pour les points M = M, ou 2r < p<r, ; ces points ayant
1'avantage d'étre situés loin du bord.

LEMME 3.3. Reprenons 1les hypothéses et notations du théoréme 3.1.
Notons T (p,xp) = To(p, ) N {(x,t) € Re*1 5 t > t(Q) + p?/4}. I1 existe
une constante c c(n,\,pn) strictement positive telle que pour tout couple
(A,B) de points de 1l'ensemble Q N TQ(ro/q,Aro/u) on ait:

o ( ) G, (M) Gy (M)
YMEQNT (r,,Ar —_— < ¢ —m————
eto 0 GA(Mro/Z) GB(MrO/Z)

COROLLAIRE 3.4. Toujours sous les mémes hypothéses, si r € 10,r, /4] et
si (A,B) est un couple quelconque de points de 1'ensemble
Qn TQ(r,Ar) , on a:

n ] - T(2r,2ar) S s alMe)
VME[QN (Q+C To (To o - T{2r,2x S
[ (Q+Cy) N To(rg,Ar,) Ther Gy (M) © 2r<32ro G (M)

Le corollaire 3.4 est une conséquence immédiate du Lemme 3.3 appliqué
aux réels r < ry/4 (& la place du réel ry/4).

Démonstration du lemme 3.3.

La démarche est similaire & celle utilisée dans le théoréme 1.7
lorsqu'on a établi le principe de Harnack faible au bord.

Pour simplifier les notations, remarquons qu'on peut supposer Q = 0O
origine de R**! et aussi rg =1 (la classe A(p) est invariante par
translation et si A est la matrice d'un opérateur de la classe A(p) et si
Ir,lest inférieur ou égal & un, (x,t) - A(rox,rgt) décrit encore la matrice
d'un opérateur de la classe A(p)). Notons T* = Tg(1,X) et introduisons les
cylindres intermédiaires suivants:

T, = {(x,t) € R ; d((x,t),T") < 1/4}

et T, = {(x,t) €R*! ; d((x,t),T,) < 1/4}) .
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(d désigne toujours la distance parabolique).

En utilisant le théoréme 1.1, le principe du maximum et les inégalités
de Harnack, pour tout péle A dans 1l'ensemble QN To(l/u,x/4) et en tout
point M de l'ensemble T, on a l'estimation:

G,(M) <c GA(M1/2) ol c = c(n,A,pn).

o]
Si h désigne 1la L-mesure harmonique de 0T, dans T, N ©Q , grace au principe

du maximum, on obtient alors avec la méme constante 1l'inégalité
G, (M) <c GA(Ml/Z)h(M)' Fixons alors une fonction ¢ C® positive & support

compact dans CT1 et valant 1 sur 8T2. Notant G la L-fonction de Green de
[o]

QN T, et reprenant la relation L'(éM) 8§y-py oOu p, désigne la L-mesure

o]}
harmonique au point M dans l'ouvert QN T,, on peut écrire comme lors du
théoréme 1.7:

VMETNQ h(M) < fETllL(¢(E))I§;(E)dE
< for, IL@(®) 165 @) ez

Remarquons ensuite que le point M1/3 est antérieur a l'ensemble T*. En
utilisant 1'analogue du théoréme 1.1 pour 1l'opérateur L' et le principe de
Harnack pour ce méme opérateur, on peut alors trouver une constante
¢ = c¢(n,\,pn) strictement positive telle que:

VEECT,, VMET NQ , Gy(E) <c Gy(M ;) .

Ainsi, avec une nouvelle constante c, on a :
G, (M)

ET ,VAEQNT (1/4,2/4 —— <G
(1) VM o (1/74,5/4) RS IVE

(M)

Fixons ensuite un nombre strictement positif € = €(n,\) tel que
TM1/3(€,€) soit inclus dans Q et considérons un autre point B dans
1'ensemble QN To(l/’-l,)\/Ll) . Si M est un point quelconque dans 1l'ensemble
aTM1/3(€'€) N {(x,t) € R**! ; t > (1/3)%}, on établit successivement:

Gy (M; ,) < ¢;Gy(My,,,) < cic, Gy (M) .

La premiére inégalité s'obtient en wutilisant le théoréme 1.1 et en
remarquant que 1/4 est inférieur a 7/24. Notons qu'elle constitue elle
aussi une sorte d'inégalité de Harnack 4 1'envers conséquence du théoréme
1.1 et du principe du maximum. La deuxiéme inégalité résulte du principe de
Harnack-Moser en remarquant que 7/24 est inférieur & 1/3.

Comme en ces mémes points M , G (M) est majoré par une constante
(on a ici fixé les tailles), on peut donc™ trouver une nouvelle constante c
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telle que:

G
(2) GM1/3(M) <c 6;75:727 .

Cette derniére 1inégalité se propage grédce au principe du maximum a
1'ensemble (Q - TM1/3(€,€)) N {(x,t) € R*! ; t > (1/3)2}. En particulier ,

si on a choisi € assez petit, elle est vraie dans l'ensemble T* N Q .
Le lemme 3.3 résulte alors des inégalités (1) et (2).

Le lemme 3.5 qui suit est la clé de la démonstration du théoréme 3.1.
I1 va utiliser les résultats du chapitre 2 pour la théorie adjointe décrite
par 1l'opérateur L' . Il consiste & décrire une inégalité de Harnack non
naturelle pour les fonctions G,(Mp).

LEMME 3.5. Soient p > 1 et L un opérateur de la classe A(p). SSoit un

ouvert lipschitzien en Q et soient r, € ]J0,1] et X >0 tels que
o}

Qn TQ(Zro,ZArO) soit un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre
TQ(2ro,2Aro). Notons G la L-fonction de Green de 2. Il existe une constante
¢ = ¢(n,\,n) strictement positive telle que:

Vr<ry/b VpE€I[2r,r,] GM. (M,) < c G, (M)

3r/2 3r/2
ot M, =Q+ (0,20,p%) et M, =Q+ (0,2p,-p%).

Démonstration. Fixons p < r, et notons w la L° mesure harmonique de
o]

aTQ(Zp.ZAp) dans 1l'ouvert QN TQ(2p,2Ap).
L'analogue du théoréme 1.7 pour 1l'opérateur adjoint L* nous donne par

exemple :
( GM(MP) <ec w. (M)
G. (M) = e
Mz.p/s( & v Migss)
VMEQN T, (3p/4,3x0/4) 5
w (M) <c Gy (M)
W (M, 5) Gy g5 Mo

Remarquons comme on l'a déja fait & plusieurs reprises que les
quantités G , (M) et G (M) sont de l'ordre de p ™ . Constatons
P MAP/S P

he/5
ensuite en utilisant 1les résultats du chapitre 2 que 1les quantités

W.(Mhp/s) et w'(MZp/S) sont du méme ordre de grandeur. On peut alors
trouver une nouvelle constante c strictement positive telle que:
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b1

1 (M (M
(1) v M € Q0T (3e/4.300/h) T o™ 'YM( ) ) < Gy(M;) <cp® ':M( ) )
Y eess W Miess

Par ailleurs, la fonction w' vérifie le principe de Harnack uniforme
décrit dans 1le chapitre 2. On peut entre autre trouver une constante
¢ = ¢(n,\,n) strictement positive telle que:

*

(2) Vr<p/2 w (M;r/Z) Sc W'(M3r/z)‘

Le lemme résulte alors des estimations (1) et (2).

Nous sommes maintenant en mesure de compléter la preuve du théoréme
3.1. Comme nous 1l'évoquions lors du corollaire 3.4, il suffit de 1'établir
pour les points M =M, oi p € [2r,r,]. Fixons un péle A dans 1'ensemble
Qn TQ(r,Ar) et notons h 1la L-mesure harmonique de 8TQ(9r/8,9Ar/8) dans
Q - TQ(9r/8,9Ar/8) . On peut écrire grace au théoréme 1.1 , aux inégalités
de Harnack et au principe du maximum décrit dans la proposition 1.2:

(o]

V M € Q-T,(9r/8,9xr/8) G, (M) < c G,(M,_) h(M)

Par une technique similaire a celle employée au cours du théoréme 1.7
et du lemme 3.3, on obtient alors :

o]
YVMEQ - TQ(2r,2Ar) GQ(M) <cr’® G(M,,) GM. (M).
3r/2

(On utilise en cours de démonstration l'estimation:

o}

V & € Ty (5r/4,5ac/4) , VM E Q- Ty (2r,2xr), Gy(E) <c G;(M;r/z)

qui n'est autre qu'une version du théoréme 1.4 dans le cadre adjoint).

Ainsi gréace au lemme 3.5, on peut trouver une nouvelle constante c
strictement positive telle que:

(1) Vpe€ [2r,r,] Gy, (M,) <cr™™ G, (M) G, (M)

3r/2

Considérons enfin un autre point B dans 1l'ensemble Q N TQ(r,Ar). En
reproduisant un des raisonnements effectués au cours du lemme 3.3, on peut
trouver un petit voisinage homogéne du point M3r/2 hors duquel on ait
l'estimation:

Gy (M)

(2) r'® G (M) € ¢

M3r/2 Gy (M, )

En particulier, cette derniére estimation est vraie aux points M. La



démonstration du théoréme 3.1 provient alors de 1la comparaison des
estimations (1) et (2) et de l'utilisation du corollaire 3.4.

2. ETUDE DES MINIMALES ASSOCIEES A UN POINT FRONTIERE LIPSCHITZIEN

Nous allons retrouver ici, dans le cadre des opérateurs de la classe
A(p) 1l'analogue du théorémeéal.7 décrit par J. T. Kemper [17] pour
1'opérateur de la chaleur C = 3t A .

Si Q est un ouvert de R**! et Q un point frontiére de Q, on notera
CQ(Q) le cbne des L-solutions positives dans Q tendant vers zéro en tout
point de 8pQ - {Q} et (dans 1le cas ou Q est non borné) qui se laissent
majorer au voisinage de 1'infini par un L-potentiel d'un ouvert Q'
contenant 9.

Rappelons que apn désigne la frontiére parabolique de Q: c'est la zone
utile de la frontiére de Q.

THEOREME 3.6. Soient p > 1 et L un opérateur de la classe A(p). Fixons
un ouvert  de R**! tel que tout point de 8pQ soit régulier pour le
probléme de Dirichlet au sens de Perron Wiener Brelot. On suppose que
l'ouvert Q est lipschitzien au point Q. Alors, le céne CQ(Q) est une
demi-droite engendrée par une L-solution positive minimale de Q.

Pour montrer que CQ(Q) # {0} nous utiliserons les résultats du
chapitre 1. Nous obtiendrons un é&lément non nul de CQ(Q) comme limite de
fonctions de Green normalisées.

La démonstration de dim CQ(Q) =1 utilisera 1les résultats de la
premiére partie du présent chapitre. On commencera par démontrer que deux
minimales u et v de l'ensemble CQ(Q) vérifient 1l'estimation u € cv en tout
point d'un ecéne QN (Q + C,) N TQ(r,Ar) . Ayant ensuite démontré que ce
cone est non effilé par rapport a u et v la comparaison s'étendra & 2 tout
entier. On pourra alors conclure que u et v sont proportionnelles.

a) Co(Q) = {0} .

o
Fixons r, <1 tel que TQ(Zro,ZArO) N Q soit un domaine lipschitzien
canonique. Notons G 1la L-fonction de Green dans Q. Pour tout point A dans
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1'ensemble QWTQ(ro/Z,ArO/Z), notons ¢, (M) = G , (M) / GA(Mro) .

Grace au théoréme 1.1, il existe une constante c = c(n,\,p)
strictement positive telle que pour tout réel r € ]O,ro] on ait:

(o}

VAEQNT(r/2,Ar/2) VMEQ - TQ(r,Ar) y @ (M) <c o (M).

Fixons alors wune suite A, convergeant vers Q. Les inégalités
précédentes nous assurent que les ¢hn sont uniformément bornées sur

o
Q - Tq(r,Ar) si n est assez grand. En effet, r étant fixé, ¢, (M) est
controlé gréce au principe de Harnack par ¢, (M. ) qui vaut un. La
singularité A sortant de tout compact de 9, ¢h: posséde une sous-suite
convergeant uniformément sur tout compact de 2 vers une L-solution positive
dans Q. Notons ¢ la limite d'une telle sous-suite.

Notons h_ la L-mesure harmonique de aTQ(r,Ar) dans Q - TQ(r,Ar). Gréace
au principe du maximum décrit dans la proposition 1.2, si r ne dépasse pas
r, et si n est assez grand, on a:

[e]

VME Q-TQ(r,Ar) ¢hn(M) <c ¢kn(Mr)hr(M) .
Enfin, en passant a4 la limite e(M) < c (M. )h_ (M).

Les points de 8pQ - {Q} étant tous réguliers, ¢ converge donc bien
vers zéro en tout point de 8pQ - {Q}. ¢ est un élément non nul de CQ(Q) car
il wvaut un au point Mro et il est majoré par un potentiel a4 1'infini.
(h, est lui méme majoré par un potentiel & 1'infini).

b) dim(Ce(R)) = 1 .

Notons dans un premier temps que CQ(Q) est un coOne convexe & base
compacte. En effet, les inégalités de Harnack et le principe du maximum de
la proposition 1.6 nous assurent qu'un élément de CQ(Q) nul en Mro est

identiquement nul. Ainsi, notant HE(Q) 1'ensemble des L-solutions positives
dans Q, CQ(Q) N {hel; () ; h(Mro) = 1} est une base de CQ(Q). Le corollaire
1.5 et les inégalités de Harnack nous prouvent que cette base B est bornée
dans 1'ensemble des fonctions continues sur Q. Ainsi, B est compacte. CQ(Q)
étant & base compacte, grice au théoréme de Krein-Milmann, il est engendré
par ses génératrices extrémales qui constituent aussi des génératrices
extrémales de HJ () . Montrer que CQ () est une demi-droite revient alors a
montrer que deux éléments minimaux de CQ(Q) sont proportionnels.

Ce dernier point sera une conséquence simple du corollaire 3.2 et de
la proposition suivante:
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PROPOSITION 3.7. En conservant les notations de la premiére partie du
chapitre ainsi que les hypothéses du théoréme 3.6, si h est une minimale
non nulle de CQ(Q), alors l'ensemble QN (Q + C,) est non effilé en h. Plus
généralement, si Q est une suite de points convergeant vers Q,

d(Q,,Cd)

Q € Q=0n {(x,t)eR**! ; t > t(Q)} et telle que lim inf ———— > 0 et
koo A(Q,.Q)

si B, désigne une suite de boules paraboliques centrées en Q. et de rayons
proportionnels a d(Q,,Q), alors U B, est non effilé par rapport & h.

(La encore d désigne la distance parabolique).

REMARQUE. La suite de points Q, converge non tangentiellement
(relativement a d) vers Q dans §). Notons qu'une famille similaire de boules
situées dans 1l'ensemble QN {(x,t) € R**! ; t < t(Q)} est par contre
effilée par rapport 4 h, h étant nulle dans l'ensemble Q N {t < t(Q)}.

Rappelons que si h est une minimale de Hi(Q) et E un sous-ensemble de
I\E
Q , R, est égale & h ou est un potentiel dans Q (la réduite étant prise au

AE
sens de L-sursolutions dans Q). E est dit effilé en h si R, est un
potentiel. Pour établir que E = U B, est non effilé en h, il suffit de

AB
montrer que th ne tend pas vers zéro lorsque k tend vers 1'infini, car
AE
alors, notant E _ = LJBJ , Inf th constituera une L-minorante harmonique
>k k

~E
positive non identiquement nulle de R, .

Notons enfin avant de prouver la proposition que celle-ci constitue
dans 1le cadre des opérateurs de la classe A(p) l'analogue d'un résultat
établi par A. Ancona ([1], page 198) pour des opérateurs elliptiques.

Fixons € > 0 tel que pour tout entier k suffisamment grand on ait:

d(Qk,Cﬁ) > Med(Qk.Q) = uerk
Quitte a diminuer €, on peut supposer de plus que la boule B, contient la
boule B(Q.,er,), et il suffit alors d'établir le résultat pour
B, = B(Q,€r,), boule de centre Q, de rayon €r,. Supposons enfin € < 1A\ de
telle sorte que la boule B, reste incluse dans le cylindre TQ(Zrk,ZArk). En
constatant que B, reste inclus dans le demi espace t > t(Q) + 2(erk)2 on
peut trouver une constante de Harnack cy = cl(n,A.u) strictement positive
telle que:

VMEB, , h(M) >c, h(M

€rk)’

L'inégalité R > ¢ h(MErk)le est alors vraie dans tout 1'ensemble Q.

AB
Par ailleurs, le étant un L-potentiel dans Q porté par 0B, on peut a
1'aide d'une integration de 1'inégalité du théoréme 3.1 trouver une

by



constante c, = c,(n,A\,p) >0 telle que pour tout entier k suffisamment
grand, on ait:

AB
le(Mro) h(M, )
2 c, —m.
AB 2 h(M,_ )
le(Mhrk) hrk
h(M.,. )
D'ol on déduit ﬁBk(M ) > c,c, h(M_ ) ﬁBk(M ) —*
h rg 1%2 ro/ 1 Ark .h(Mhr ) .
k

En utilisant le corollaire 1.5, on a de plus h(M, ) < C3 h(M_,. ).
Kk
Notons qu'il s'agit 14 encore d'une inégalité de Harnack a 1l’'envers.

Enfin, notant §,_ = Q_+ (0,2(er.)?), on a, grace aux inégalités de
Harnack : 5
A~ AB ~ ~
le(MArK) > C'3 le(Qk) > C'3 ‘p(Qk) ’
ol ¢ est la L-mesure harmonique de 0B, dans B(Q,,2¢r,) - B, .

Par un raisonnement similaire & celui effectué lors du lemme 1.3, la
quantité o(ak) est minorée par une constante c, = c,(n,p) > 0. Ainsi on a

AB
minoré pour tout entier k assez grand th(M”o) par csh(Mro) ol C; est une

~B
constante strictement positive ne dépendant pas de k. th ne tend pas vers

zéro lorsque k tend vers 1l'infini et U B, est donc bien non effilé en h.
k

Montrons alors que deux minimales du céne CQ(Q) sont toujours
proportionnelles. Fixons h, et h, deux telles minimales non nulles. Gréce
au corollaire 3.2, on peut trouver une constante ¢ = c(n,\,u) strictement
positive telle que:

o

r
Vr< 7;- VME[(Q+C\)NAnN TQ(ro,Aro)] - TQ(Zr.ZAr) .

h, (M) h, (M)

—_ < —
hl(MZr) hZ(MZr)

On obtient donc en tout point M de 1l'ensemble (Q+C,) N QN TQ(ro,Aro)
1'inégalité: h, (M) h, (M)
—_——< ¢ —
hl(Mro) hZ(Mro)

Comme 1'ensemble (Q+C,) N QN TQ(ro,Aro) est non effilé en h; et h,,
en passant aux réduites, la méme inégalité se propage & tout point de Q.
Ainsi il existe une constante o strictement positive telle que h1 <o hz.
Mais, 1la fonction a h, étant une L-solution minimale, h; est donc
proportionnelle & h, . Le cone CQ(Q) posséde donc au plus une génératrice



extrémale. Etant non réduit a {0} et engendré par ces génératrices
extrémales, c'est une demi-droite.

3. UN THEOREME DE REPRESENTATION DES L-SOLUTIONS POSITIVES

Nous nous bornerons ici & écrire ce théoréme dans le cadre d'ouverts
lipschitziens canoniques. On pourrait établir un résultat plus général
imitant le théoréme 1.10 de J. T. Kemper ([17], page 254). Ce théoréme de
représentation nous servira surtout & montrer l'existence de limites non
tangentielles pour les L-solutions positives. L'existence de ces limites
sera un outil utile lors du chapitre 4.

THEOREME 3.8. Soient Q = W, un domaine lipschitzien canonique adapté
au cylindre TQ(ro,Aro) et Q, = (X,T) un point de Q. Soit L un opérateur de
la classe A(un). Alors :

a) Pour chaque point P de 1'ensemble a2 N {(x,t) € RR*! ; t < T} il
existe un unique élément du codne CP(Q) noté K, valant 1 au point Q-

b) Kp désignant (si PEQ) la L-fonction de Green de pdle P normalisée
en Q,, pour tout point P, dans 1l'ensemble oQ N {t < T} et pour tout point M
dans Q on a:
lim Ky (M) =K, (M).
PP, ,PEQ

c) Pour toute L-solution positive u dans 2, il existe une unique
mesure de radon positive v portée par NN {(x,t) € R**! ; t < T}
et telle que:

VMEw N {(x,t) ; t<Th uM = J K (M) dv(p).

Démonstration.
a) Considérons un prolongement lipschitzien de 1la fonction f et
notons:
Q = {x, > f(x',£)} N (Q+ {x' <ry, x| <Ar, , =2r < t <r3}) .
On a ainsi prolongé l'ouvert 2 dans le passé.

Les points frontiére de Q a considérer sont de trois types : les
points c6té au voisinage desquels la frontiére de Q2 est lipschitzienne, les
points coin correspondant aux points de o N {t=t(Q)-rg} et les points

fond correspondant aux points de @ N {t=t(Q)-r§}.
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Si P est un point cé6té, l'existence et l'unicité de K, est claire
grace aux travaux précédents, K, s'obtenant comme limite des fonctions de
Green normalisées en QO. (Par le principe de Harnack-Moser, les éléments de
C,(R) ne peuvent s'annuler en Q, sans étre identiquement nuls).

Si P est un point coin, grace au principe du maximum, 1'application
hecC, () — hq € Cp(R) est une bijection, et le résultat est établi.

Enfin si P est un point fond, et h € C,(R?), prolongeant h par 0, on
obtient clairement un L-potentiel de Ql porté par P donc une fonction
proportionnelle & la L-fonction de Green dans Ql de pole P. Réciproquement,
si ¢ est un L-potentiel dans Ql porté par P, P|q est clairement un élément
de Co(R) car ¢|QI_Q =0 . C,(R) est encore bien une demi-droite
dans ce cas.

Notons que dans tous les cas, les fonctions K, s'obtiennent comme
limites de fonctions de Green normalisées en Q, -

b) Gréace a la continuité des fonctions de Green et & 1'identification
précédente, la propriété de continuité est claire aux points fond.

Les points coins s'assimilant & des points cé6té de 1l'ouvert Ql, il
suffit d'établir ce principe de continuité pour ce dernier type de points.
Soit P un tel point et soit P une suite de Q convergeant vers P. Par le
théoréme 1.1 et 1le corollaire 1.5 on peut trouver une constante c>0 telle
que pour tout entier n suffisamment grand, pour tout réel r sufisamment

petit et pour tout point M dans 1l'ensemble Q - Tp(r,Xr) on ait:

Kp (M) <cK, (M),

n

od M_ = P + (0,Ar,r?) .

Le principe du maximum assure alors en ces mémes points l'estimation
K, (M) < c K, (M. )h (M) ot h, est la L-mesure harmonique de 9T, (r,Ar)
dans Q - TP(%.Ar). Grace aux inégalités de Harnack, il existe donc une
nouvelle constante c, telle que:
KPH(M) <c, Kpn(Qo)hr(M) = c. h (M).

Cette estimation étant wvalable pour tout réel r strictement positif
et sufisamment petit, il est alors clair que toute valeur d'adhérence de la
suite KPn est dans 1le coéne CP(Q). La suite KPn étant localement
uniformément bornée, elle posséde des valeurs d'adhérences. En évaluant au
point Q,, on conclut que K, est 1' unique valeur d'adhérence de la suite
KPn et finalement, cette suite converge vers KP.

c) Pour établir le théoréme de représentation, on reprend la technique
de Martin [19]. Rappelons la notion de réduite suivante :
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Si A est inclus dans 1la frontiére de , et si u est une L-sursolution
positive dans €, Rﬁ désigne la borne inférieure des L-sursolutions
positives dans Q2 majorant u au voisinage de A.

Rappelons 1les propriétés de cette réduites qui nous seront utiles
(pour ces propriétés, voir aussi [10]).

* Rﬁ est une L-solution positive dans Q. De plus si A = a2 N {t < T}, et

si u est une L-solution positive, par le principe du maximum, u = Rﬁ sur
Qn {t <T}.

*Si A est fermé dans 9N et si B, est une suite de voisinages de A

, . A B NQ
décroissant vers A, R, = Inf Run .
n

* La réduite est additive, positivement homogéne et idempotente.

* Si A est une suite croissante de sous-ensembles de N,
B Ua A
R, ™ = Sup/R".
n-oco

Montrons d'abord l'unicité de la mesure. Elle va résulter du lemme
suivant:

LEMME 3.9. Si B est un compact inclus dans Q2 N {t < T} et si P est un
point de aQ N {t < T} alors:

RE =0 si P&B
P

B .

RKP =K, si PEB

En effet, si P n'appartient pas a4 B, et si € est strictement positif,
K, est inférieur 4 € au voisinage de B donc REP est inférieur a € partout

(¢ est une L-solution).

Si P appartient & B et s est une L-sursolution positive majorant K, au

voisinage de B, alors lim inf(s(&) - K (E)) > 0. Comme par ailleurs K, tend
E -+ P

vers zéro en tout point de oN{t < t(Q)+rg} différent de P on en déduit par
le principe du maximum 1'inégalité K, < s . On obtient alors K, < Rﬁ ce

P
qui constitue 1'inégalité non triviale entre les deux fonctions.

Soit v une mesure représentant u. Fixons un compact B inclus dans
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o N {t < T} et B, une suite de voisinages ouverts de B décroissant vers B.

Enfin notons pour tout compact ¢ inclus dans (, eg une mesure de radon
ACQ

portée par o et prolongeant u — Ru(M). On a :

B_NQ AT
YnE€N R (M) Sup R, (M)
oCB MY
n
o compact

Sup j; u(&) deg(%)
ocB_MQ

o compact

sup [, [ K, (E)av(P)] aeC(®).
0B

n
o compact

En utilisant le théoréme de Fubini et en remontant les calculs, on a
alors:
Bnﬂn

u

B_MNQ
(M) = f RK§ (M)dv (P).
Puis en passant a la borne inférieure en n, on obtient:
B - B
RE(M) = [RE (M)av(P).

Finalement, en utilisant 1le lemme 3.9 et en évaluant au point Qo, on
obtient 1'identité RE(QO) = v(B). v est donc parfaitement déterminée sur
les compacts de ON{t<T}. Comme elle est réguliére, elle est parfaitement
déterminée sur tous les boréliens.

Pour prouver l'existence, commengons par fixer un compact B inclus
dans dQ N {t < T}, puis considérons une suite B de voisinages ouverts de B
décroissant vers B.

AG
Fixons un entier n et un compact ¢ inclus dans B n Q. R, étant un
potentiel porté par dog, il existe une mesure positive v, telle que:

87y = [, K, (M)av (P).

L'évaluation en Q, assure que v (o) = ﬁ:(Qo) < u(Q,). La famille v  a
donc une valeur d'adhérence (au sens de 1la convergence vague) lorsque o
croit vers B N Q. Notons v une telle valeur d'adhérence (portée par
Bnﬂ Q). Par les propriétés de continuité des noyaux, on a alors:

A~

vnea-Bna A0 m = [ K ma, (p)

n u P n *
Toujours en évaluant au point Q,, on obtient J dv < u(Q,). La suite Vo
posséde donc elle aussi une sous-suite convergeant vaguement vers une
mesure v® portée par B et telle que RZ (M) = f Ky (M)dv® (P) dans Q. Enfin les
mesures VB étant toujours bornées en masse par u(Qo) on obtient toujours
par le méme raisonnement en faisant croitre B vers 9Q N {t<T} 1l'existence

d'une mesure v telle que:
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vmeq, ROMMe<thmy = [k (m)av(p).

anﬂ{t<T}

On conclut en constatant que coincide avec u dans 1l'ensemble

Qn {t < T}.

4. EXISTENCE DE LIMITES NON TANGENTIELLES A LA FRONTIERE.

Nous étendons ici le résultat de J. T. Kemper ([17], théoréme 2.6) aux
opérateurs de 1la classe A(p). Nous allons donc démontrer que les
L-solutions positives possédent des limites non tangentielles en presque
tout point de 1la partie 1lipschitzienne de 1la frontiére de Q (le presque
partout étant relatif & la mesure harmonique).

Rappelons aussi que R. A. Hunt et R. L. Wheeden ([14] et [15]) ont
démontré un résultat semblable pour 1les fonctions harmoniques positives
usuelles dans les ouverts lipschitziens de R". Ce résultat a ensuite été
étendu par A. Ancona ([1]) aux opérateurs elliptiques.

La démonstration du théoréme 3.11 reprend les idées de J. T. Kemper.
Le principe de Harnack au bord permet cependant de rendre les preuves des
lemmes plus simples. Entre autre, contrairement & J.T. Kemper, nous nous
passons de toute invariance par translations de 1'opérateur L.

Pour démontrer 1le théoréme 3.11, nous allons établir certaines
estimations des éléments des cdnes CQ(Q) (lemmes 3.12 et 3.13), puis nous
utiliserons le théoréme de représentation des L-solutions positives
(théoréme 3.8).

Définissons tout d'abord la notion de convergence non tangentielle:

DEFINITION 3.10. Soit Q un ouvert de R**! et Q € Q. On dira qu'un
sous-ensemble V de ) est une approche non tangentielle du point Q dans QQ si

QEV et Inf d(x,00)/d(x,Q) >0, ou d désigne toujours la distance
xEV
parabolique. On dira ensuite qu'une fonction u converge non

tangentiellement vers £ au point Q si pour toute approche non tangentielle
V de Q dans Q, on a:
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(o]

THEOREME 3.11. Soit Q un domaine de R**! tel que QN Ty (2ry,2Xry) soit
un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre TQ(Zro,ZAro). Soit
(X,T) un point de € joignable au point Q+(O,Aro,rg) par une courbe
strictement décroissante en temps. Soit L € A(p) et h une L-solution
positive dans Q. Alors, si Rex,T) désigne la L-mesure harmonique au point

(X,T) dans Q, h admet des limites non tangentielles en K(x,r) Presque tout
o

point de oQ N TQ(ro,Aro) .

Démonstration. Faisons tout d'abord la réduction suivante : si P est

un point de 1l'ensemble 9Q N TQ(ro,Aro) et si r est un réel inférieur a 1
o] (o]

tel que E = QN T,(2r,2\r) soit inclus dans QN TQ(ro,Aro), notons put la
[e]
L-mesure harmonique dans E. Pour tout borélien A de oQ N Tp(r,Ar) on a:

ACE
ni(A) = p.(A) - Rp,_(A) .

Ainsi, notant P_ le point P + (0,Ar,2r?) on constate que e et B(x,r) sont
r .
o
équivalentes surdQ N Tp(r,ir) (la nullité de ”(x.T)(A) entrainant si A est
(o]

inclus dans dQ N T,(r Ar) la nullité de p,(A) dans tout 1l'ensemble Q ).
o

En remarquant que tout borélien A de oQ N TQ(ro,Aro) peut s'écrire comme
une réunion au plus dénombrable de boréliens inclus dans les ouverts
o]

QN Ty(r,Ar) (avec r <1 et QN Tp(2r,2xr) c QN TQ(ro,Aro) ) , on se
o]

raméne donc a établir le résultat lorsque 2 est 1l'ensemble N N TQ(2r0,2Aro)
(r,<1) et lorsque Q, = (X,T) est le point Q + (0,xr,,2r3).

On se place désormais dans le cadre de cette réduction. Les minimales
Kp sont supposées étre normalisées au point Q, = (X,T) = Q + (O,Aro,ng) .

(o]

LEMME 3.12. Soit P € 82N Ty(r,,rr,). Notons, pour r < r,/8, A, (P)
o]

l'ensemble 9Q N T,(r,ir) et M, 1le point P + (0,2xr,4r?) . I1 existe une
constante ¢ = c(n,\,pn) strictement positive telle que:

C

VBeAr(P) , KB(MZr) <W—)T.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence simple du principe de
Harnack a la frontiére. Sous les hypothéses du lemme, gréce au corollaire
3.2 on peut écrire:
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Ky (M, ) iy, (8.(P))

——F< c .
K02, B

.

Par a%lleurs, grace au corollaire 1.5, si N n'appartient pas a

1'ensemble T,(r,/2,Ar,/2), on a:

by (8. (P)) <cmy (A (P)).
ro/2

Ainsi, quitte a modifier & nouveau la constante ¢ , on a l'estimation:

KB(Mro/Z)

c S —

o, (&, (P))
Enfin, grace aux inégalités de Harnack, KB(MrO/Z) est de 1'ordre de K;(Q,)
qui vaut un.

Ky (M,,) <

o

LEMME 3.13. Soient P € aQ N TQ(ro,Aro) et V une approche non
tangentielle de P dans Q. goient r un réel strictement positif et N le

0
premier entier tel que 2Vr > T On note , pour j<N, Aﬁ 1l'ensemble A j (P).
2
On définit alors des couronnes Rj sur la frontiére de la fagon suivante:

Ry=4, et pour 1<j<N RJ = Aﬁ - Aﬁ-l'

Alors, il existe une série convergente ¢y indépendante de r (mais dépendant
de V et Q) telle que pour tout entier j compris entre O et N, on ait:

¢y

¥ B E€ER _
i, (8y)

V ME VN J3T,(r,Ar) K (M) <

J'

Démonstration. Notons M, les points P + (O, A2d*1p | jdlp2y,

Considérons tout d'abord un entier j<4 et fixons un point B dans
1'ensemble RJ. En utilisant successivement les inégalités de Harnack et le
lemme 3.12, on peut trouver une constante c' = c'(V,n,\,n) strictement
positive telle que:

VMEVNIT,(r,ar) , Kj(M) <

C'

M, (84)

On pose alors c; = c' pour j < by,

Si j>U4, et si B est encore un point de Rj, en utilisant le
corollaire 1.5 et les inégalités de Harnack, on peut écrire :

o
VM&T, (2972, 2207%r) K (M) < c Ky(M))

Cette inégalité est en particulier vraie lorsque M est dans 1l'ensemble
TP(2j'3r,A2J'3rr) N Q. Grace au lemme 3.12, on peut alors trouver une
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nouvelle constante c telle que:

Cc

VMET, (2 3r,220"3r) NQ K, (M) € ———
i, (8y)

Notons alors h; a L-mesure harmonique de 8T, (2973r,x23-3r) dans 1le céne
[o]

Tp(2973r,22973r) N (P + {(x,t)ER**! 5 x_ > -=Allx'livIt1!/2) | Par le principe
de maximum on a alors:

o c hj (M)
VMEQNT,(2973r,229"3r) , K, (M) <

iy (4y)
En particulier, en utilisant le théoréme 1.4 on obtient :

° hy ()

VMEQNT, (r,Ar) , K. (M) <cK,(M,) < ¢ —— .
P B B 0 qu(Aj)

I1 reste & se convaincre pour conclure que les quantités hj(Mo) sont
dominées par le terme général d'une série convergente ne dépendant
pas de r.

Comme 293 <1, grace aux résultats du chapitre 2, si L° désigne
1'opérateur & coefficients constants coincidant avec L au point P et si hg
désigne la L° mesure harmonique de 4T,(2/-3r,x23-3r) dans le cone

considéré, on a:
hy (My) < c h(My).

Notons h® 1la L° -mesure harmonique de &T,(1,A) dans 1'ensemble
(o]

Ty (1,A)N{x,>AlIx'lIVIt1¥} . Par homogénéité, hJ(My) = h(0,x2277,24-23),
De plus, on a établi dans le chapitre 2 1l'existence d'un g > 0 tel que
h (0,A22-3 ,24-23) < ¢(22-9)P . On peut alors prendre c, sous la forme 2" 3P

ou o est une constante strictement positive ne dépendant pas de j.

Pour démontrer le théoréme, on va utiliser les résultats évoqués en
appendice et relatifs a la différentiation des mesures. Pour cela, énongons
la propriété d'adaptation de 1la mesure qu par rapport & la distance
parabolique 4 :

LEMME 3.14. I1 existe une constante ¢ = c(n,\,p)strictement positive
telle que pour tout point P dans 1l'ensemble A%O(Q) et pour tout réel r tel
que Asr(P) C A%O(Q) , on ait:

o, (83 (P)) < c 1y (8,(P))

C'est encore une conséquence simple du principe de Harnack au bord. En
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o]
écrivant celui-ci dans 1'ouvert Q N T,(r,,Ar,) et en notant M. le point

P + (0,Ar,r?) on a :

quo/z(Agr(P)) HMPO/Z(Ay(P))
(1) <c

My (85, (P)) by, (8, (P))

De plus, gréace au corollaire 1.5, on a l'estimation:
2 P)) <c P
(2) oy (B3 () S ey (8, (P))

En utilisant le principe de Harnack-Moser on obtient alors & l'aide de (1)
et (2):

o, (&, (P))

By (& (P)) € ¢ —————7r .
9 (o i (5. (P)
6r
Par ailleurs, grace au principe de Harnack-Moser et au principe du
maximum, “MG (A.(P)) > c E(A%(P)) ol p est la L-mesure harmonique au point
r

(o]

P + (0,Ar/2,0) dans 1l'ouvert Q N T,(r,Ar) . Les résultats du chapitre 2
permettent d'affirmer que E(AE(P)) est de 1l'ordre d'une constante. Le lemme
3.14 est alors vérifié.

Nous pouvons alors démontrer le théoréme 3.11 :

Soit h une L-solution positive dans Q. Notons v 1l'unique mesure portée
par dQ N {t < T} telle que:

vMeQN {t<T} h(M = K, (M)av(p).

Ecrivons dv(P) = g(P)dpQ (P) + do(P) la décomposition de Radon-Nikodym de v
0
o]
par rapport & p, . Fixons un point P, de l'ensemble oQ N TQ(ro,Aro) en

lequel g(P,) est fini. Supposons en outre que:

a(8, (7)) [a(p,) 18(P)-&(B) lau, (P)
= o, (B, (Bo)) - R o, (8 (Pg)) = 0.

Grace aux résultats sur la différentiation des mesures données en appendice
Mg Presque tout point P est de ce type.
0



Nous allons établir qu'alors h(M) converge non tangengiellement vers

g(P,) au point P, . N'ayant exclu de 1l'ensemble dQ N T(r,,Ary) qu'un
négligeable pour la mesure harmonique, on aura bien prouvé le résultat.

Soit V une approche non tangentielle de P, dans Q. Fixons ¢
strictement positif et A = AEI(PO) tels que:

o(4) J.Alg(P)-g(Po) Idug (P)
et <e ,

b, @) € o, (&)

Soit enfin ME VN TQ(rl.Arl) . On peut trouver un réel r inférieur a
ry tel que M appartienne a 1l'ensemble V N aQ(r,Ar). Notons alors
& ,..., 8 1les ensembles A (P,) ,..., AEN (Py) ou N est le premier entier

r

tel que 2r > r, . Avec les notations du lemme 3.13, on a:

Ih(M) - g(Py)1 = || K. (M) [((P)-&(Py))dny (P)+do(P)]
0

N
<X J‘RJ Kp(M)[lg(P)-g(Po)IduQO(P)+da(p)] +
j=0

J.(aQ-A)n{tq'} Kp (M) (dv(P)+g(Po)duQ0(P)),

Grace au lemme 3.13 la premiére somme est dominée par 2¢( X cj) . Par
j=0
ailleurs on peut majorer le dernier terme de l'estimation par:

Sup K, (M) (livii+g(P,)) .
PE (80-A)N{ t<T}

I1 suffit alors de remarquer que cette borne supérieure tend vers zéro
lorsque M tend vers P, . Ainsi on pourra rendre arbitrairement petit
la quantité [|h(M) - g(P,)I.

C'est 1'objet du lemme qui suit:

Sup K, (M) ) = 0.

LEMME 3.15. 1i
.y ( PE(8Q-A)N{ t<T}

MﬁPo
En effet, comme A = A% (Po)' si M est un point de 1l'ensemble
1
QN T, (r;/2,Ar,/2) et si P est un point frontiére non situé dans A, on a:
0

Ko (M) < cK,(M) ouM =Py + (0,Ar,/2,r}/2)
(On utilise ici une nouvelle fois le théoréme 1.4).

55



Les 1inégalités de Harnack entre le point M et le point Q, permettent alors

d'établir que K (M) est de 1'ordre d'une constante. Notant h la L-mesure
o}

harmonique de 8Tpo(r1/2.Ar1/2) dans QO N TPO(rI/Z,Arl/Z), on a alors:

[e]

VMEQNT, (r,/2,xr,/2) , Sup Ky (M) < c h(M)
0 PE(3Q-A)N{t<T}

Le lemme 3.15 résulte alors de cette derniére estimation et le
théoréme 3.11 est ainsi complétement démontré.
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CHAPITRE 4

ESTIMATIONS DE LA MESURE HARMONIQUE POUR DES OUVERTS PLUS REGULIERS

Au cours de ce chapitre, on cherche & effectuer des comparaisons entre
mesure harmonique et mesure de surface. On va ainsi préciser les résultats
obtenus par Jung-Mei Wu dans [25] et par Robert Kaufman et Jang-Mei Wu dans

[16].

Rappelons tout d'abord ces résultats.

THEOREME A([25]). Soient f une fonction lipschitzienne (relativement a

la distance parabolique) et w, = TQ(ZrO,ZArO) N {(x,t)erR*! ; x 2> f(x',t)}
un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre TQ(Zro,ZArO). Notons

M, =Q+ (O,Aro,ng), M, = Q+(O,Aro,-2rg), pMo la C-mesure harmonique au

point M, dans w, et u&. la C’-mesure harmonique au point M; dans w,
0

a (o]

(C = 30 A ). Enfin, notons A 1'ensemble dw, N TQ(ro,Aro) et o 1'image de

la mesure de Lebesgue de R® par 1l'application (x',t) - (x',f(x',t),t) qu'on
appelera mesure de surface sur A.

Soit E un sous ensemble de A négligeable pour la mesure o. Alors il
existe une décomposition de E de la forme E = FU F * vérifiant:

pMo(F) =0 et uM;(F ) = 0.

THEOREME B([16]). Ici n est égal a4 1. Il existe une fonction f

lipschitzienne (relativement & d) telle que les mesures o, “MOIA et p.;l.lA
0
soient deux a deux étrangéres.

REMARQUE. Bien qu'étant appelée mesure de surface, la mesure o n'est
en général pas équivalente a la mesure de Hausdorff n-dimensionnelle. La
propriété vérifiée par la fonction f nous permet uniquement d'affirmer que
son graphe A a une dimension de Hausdorff comprise entre n et n + 1/2. En
particulier, sur A, la mesure n-dimensionnelle peut é&tre identique a
1'infini. C'est du reste ce qui se produit dans le contre-exemple développé
par R. Kaufman et J.M. Wu, le graphe construit étant partout localement de
dimension de Hausdorff 3/2 (au cours de ce contre-exemple, n=1).

Cependant, on peut aussi considérer 1la théorie de 1la dimension
lorsqu'on munit l'espace R**! de la distance parabolique d. L'espace R**!
est alors un espace métrique de dimension n+2, la mesure n+2-dimensionnelle
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étant équivalente a la mesure de Lebesgue sur R**! . Le graphe A d'une
fonction lipschitzienne par rapport & d est un ensemble de dimension n+l1l et
la mesure o est alors équivalente & la mesure n+l-dimensionnelle. C'est
pour ces raisons que nous appellerons malgré tout o la mesure de surface

sur A.

Le théoréme B prouve qu'on ne peut sans hypothése supplémentaire sur

la fonction f obtenir une meilleure comparaison des mesures o, my et p&.
0
0

que celle décrite 1lors du théoréme A. De plus, le contre-exemple décrit
dans le théoréme B constitue un cas limite, la fonction f n'étant pas
localement (1/2)+e-hdldérienne par rapport & la variable t.

Nous allons obtenir au cours de ce chapitre 1l'équivalence des mesures
ag, ”MOIA et u&.IA lorsque 1la fonction f est un peu plus réguliére. C'est
0

1'objet des deux théorémes qui suivent.

THEOREME 4.1. Soient ro, €1 et w, un domaine lipschitzien canonique
adapté au cylindre TQ(Zro,ZAro). Soit L un opérateur de la classe A(p).

Reprenant 1les notations du théoréme A, on appelle “Mo (resp. u&.) la
0

L-mesure harmonique (resp. L"-mesure harmonique) au point M, (resp. M;)

dans 1'ouvert w;.
On suppose de plus qu'il existe deux constantes € € ]0,1/2] et K € ]0, +oq
telles qu'en tous points du domaine de définition de f on ait:

I£(x',t) - £(y',s)] <Klx'-y'll v It-s|€*% .

Alors, il existe une constante c¢ = c(n,\,u,€,K) strictement positive
telle que:

1 * *
-, | < | £ cp ,l .
Cc p‘Mo a = MMo a = p'Mo a

Ainsi les mesures p, l5 et uﬂ.lA sont équivalentes, la densité de 1l'une par
0
0

rapport & l'autre étant de plus dans L.

THEOREME 4.2. Reprenant les hypothéses et notations du théoréme 4.1,
les mesures “Mo et o sont équivalentes dans A, o désignant toujours 1'image

de la mesure de Lebesgue de R® par 1'application (x',t) » (x',f(x',t),t).
De plus, la densité de pMO par rapport & o est dans 1l'espace L?(o), sa

norme dans Lz(a) étant contrdolée par une constante ne dépendant que des
constantes géométriques du probléme.
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REMARQUE. En raison du principe du maximum vérifié par les opérateurs
L et L', si 1'on veut espérer comparer la mesure harmonique et la mesure
harmonique adjointe dans A, le point M; doit étre antérieur a l'ensemble A
et le point M, doit étre postérieur a A.

Rappelons que B. Dahlberg a montré ([9]) dans 1les domaines
lipschitziens 1'équivalence entre la mesure harmonique (pour 1l'opérateur du
laplacien) et la mesure de surface. A. Ancona ([4]) a généralisé ce
résultat a certain opérateurs elliptiques. Du reste pour démontrer le
théoréme 4.2, nous reprendrons certaines idées de [4] et [9].

1. EQUIVALENCE ENTRE MESURE HARMONIQUE ET MESURE HARMONIQUE ADJOINTE.

Nous commencons par donner une comparaison entre la mesure harmonique
et 1la fonction de Green de 1l'ouvert w, . C'est 1'objet du lemme 2.3. Il
généralise aux opérateurs de la classe A(p) le lemme 2.2, page 175 démontré
par J.M. Wu ([25]). Nous allons 1l'obtenir facilement & 1l'aide du principe
de Harnack au bord, ce principe nous permettant de nous passer de toute
invariance par translation de 1l'opérateur L. Ce lemme n'utilise pas
1'hypothése de régularité supplémentaire pour f introduite lors du théoréme
b.1.

En observant 1le résultat de ce 1lemme, on constate alors que pour
comparer la mesure harmonique et la mesure harmonique adjointe, il suffit
de savoir comparer 1la fonction de Green et la fonction de Green adjointe
dans 1l'ouvert W, . Grace au principe de Harnack faible au bord, il suffit

donc de savoir comparer les fonctions w et w' qui sont les L et L* mesures
harmoniques de 8TQ(2ro,2Aro) dans w,. C'est ce que nous faisons (gréace aux
résultats du chapitre 2 ) lors du lemme 4.4, 1lorsque f vérifie les
hypothéses de régularité supplémentaires du théoréme 4.1.

LEMME 4.3. Soit L un opérateur de la classe A(p). Soient ry <1 et W,
un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre TQ(ZrO,ZArO). Notons
encore M, le point Q+(0,Ar,,2r3). Pour tout point P = (X',X ,T) de
1'ensemble Jw, N TQ(ZrO,ZAro), on note A (P) (lorsque c¢a a un sens) la
partie du bord:

+ . ' - 2 - '
A (P) = {(x',x,,t) ER*! ; Ix'=X"llo<r , It-TI <r?, x = f(x',t)} .

(Notons que c'est la norme infinie qui est utilisée ici et que les

ensembles A (P) décrivent des cubes sur la surface ).

Si G désigne la L-fonction de Green de l'ouvert w, et uMo la L-mesure

harmonique au point M, dans w, , Il existe une constante ¢ = c(n,\,p)

strictement positiYe telle que pour tout r suffisamment petit on ait:
VPEA E-MMO(A%(P)) <t Gp+(o.xr,0)(Mo) <c ”MO(A%(P)) .
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cette estimation étant encore valable pour tout borélien compris entre
A (P) et A (P).

Démonstration.
a) Majoration de la fonction de Green.
Fixons un point P dans l'ensembleoA et r un réel strictement positif

tel que A (P) reste inclus dans dw, N TQ(3ro/2,3Aro/2). Notons P,le point
P + (0,\r,0). Gréace aux estimées de la fonction de Green globale décrites
au chapitre O, on peut écrire :

VME anl(r/lo,Ar/IO) Gpl(M) cr™.
(o]
Par ailleurs, notons O l'ouvert P + T (r/2,2ir) N {xn>AHx'HVltl%} et notons

h la L-mesure harmonique de 0T,(r/2,2xr) dans O. Gréace au principe du
maximum, on a 1l'estimation p,(A.(P)) > 1 - h(M) dans 1l'ouvert O N w,. En
utilisant 1la technique du 1lemme 1.3, on montre alors l'existence d'une
constante ¢ = c(n,\,n) strictement positive telle que:

VME 8Tpl(r/10,Ar/10) me (8. (P)) > c .

'Y

Ainsi quitte a modifier la constante c, on a:

VME anl(r/lo,Ar/lo) r“GPI(M) < c (A, (P))
Cette° inégalité se propage gréce au principe du maximum & 1l'ensemble

w, - T, (r/10,Ar/10). Elle est en particulier vraie au point M.
1

b) Minoration de la fonction de Green.

Fixons un point P dans 1l'ensemble A, notons P, le point P + (0,Ar,r?)
(o]

et appliquons le principe de Harnack au bord dans 1l'ouvert w, N T,(r,,Ar,).
Comme A (P) reste inclus dans le cylindre Tp(ﬂn-l r, Wn-1 r) on obtient
entre autre si 2ln-1 r ne dépasse pas r°/8 :

A
upro/z( . (P))

<c .
uPqurf r(AY(P)) GP+(0.kr.0)(P4JH:T P)

GPo(O.Ar.O)(PrO/Z)

Grace aux inégalités de Harnack et & la minoration de p, (A, (P)) effectuée

dans le a), mp (A, (P)) est de 1'ordre d'une constante.
INn-1 r
Grace aux inégalités de Harnack et aux estimations de la fonction de Green

données au cours du chapitre O, GP’(O'AF’O)(PQJB:I-P) est de

1'ordre de r " .

Enfin, les inégalités de Harnack et 1le corollaire 1.5 nous donnent
respectivement:
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Gp+(o,xr,0)(Pro/2) <c Gp+(o,Ar.0)(Mo)

by, (B (P)) < c uPro/Z(A,(P))

Cette succession de comparaisons fournit 1la minoration de la fonction de
Green.

Comme annoncé plus haut, nous allons maintenant comparer sous les
hypothéses du théoréme 4.1 la mesure harmonique et la mesure harmonique
adjointe de BTQ(ZrO,ArO) dans w,. C'est le point clé de la démonstration du
théoréme 4.1.

LEMME 4.4. Placons-nous dans les hypothéses du théoréme 4.1 et notons,
(comme 1lors le chapitre 2) w (resp. w ) la L-mesure harmonique (resp.
L"-mesure harmonique) de 8TQ(2ro,2Ar°) dans ®, . Il existe une constante
¢ = ¢(n,\,n,€,K) strictement positive telle que:

1 ., .
VMEeEw NT,(r,,Ar,) —w (M) <w(M) <cw (M.
f Q'"o 0 c

Démonstration. Il suffit de 1'établir pour des points M = (x',x ,t)
vérifiant de plus Ix - f(x',t)l < r,/2, les fonctions w et w  étant de
1'ordre d'une constante aux autres points considérés.

o]
Introduisons les portions de w, du type w, N T,(r,,\r,) ol P est un
point de dw, N TQ(ro,Aro) . En utilisant le principe de Harnack faible au
bord (théoréme 1.7) pour comparer w (resp. w ) a la L-gesure harmonique

(resp. L'-mesure harmonique) de 0T, (ry,Ar,) dans ®, N T (r,,Ar,), on se
raméne a établir 1'estimation pour les points M situés sur 1'axe
Q + R*.(0,1,0).

On peut ensuite supposer Q = 0 et r; =1 (si r;<l, la fonction
f(rox',rgt)/r0 vérifie les mémes hypothéses que f et la matrice A(rox',rgt)
décrit encore la matrice d'un opérateur de la classe A(p)).

En utilisant le théoréme 2.4 (et son homologue pour 1'opérateur L"),
on peut geler au point O les coefficients de la matrice A qui décrit L et
donc supposer que L est un opérateur a coefficients constants. Considérons
alors le graphe tangent a f décrit par g(x',t) = f(x',0) . Il vérifie vis a
vis de f 1l'approximation:

lg(x',t) - £(x',t)l < K[d[(x',t),0]]*2¢ .
Grace au théoréme 2.2, on peut donc aussi supposer que f ne dépend pas
de t.

Plagons-nous alors dans l'ouvert de R* : {x ER* ; (x,0) € w;}. C'est
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un ouvert lipschitzien de R" et notons ¢(x) la mesure harmonique dans cet
ouvert de {x € R* ; (x,0) € 8TQ(2ro,2Aro)} pour l'opérateur & coefficients
constants sur R® div(AV,). f ne dépendant pas de t et L étant a
coefficients constants, 1la fonction h(x,t) = ¢(x) cogstitue alors une

L-solution (et une L"-solution !) dans w, nulle sur dw, N TQ(Zro,ZArO).
Grédce au principe de Harnack faible au bord, on a la comparaison

—-h < ch dans 1'ensemble w, N T (ro,Aro). Mais, en utilisant la version

dJOlnte du théoréme 1.7, on a aussi dans ce méme ensemble 1'estimation

- h < < ch. Ces deux comparaisons assurent la conclusion du lemme.
c

La démonstration du théoréme 4.1 est alors trés simple.

Avec 1les notations du lemme 4.4, et grace au principe de Harnack
faible au bord et au lemme 4.3, on peut trouver une nouvelle constante
c = ¢(n,\,pn) strictement positive telle que pour tout r suffisamment petit

on ait:
n n

w' (P+(0,Ar,0)) < < By, (A.(P)) <
cry rg
De méme pour la théorie adjointe, on a:

VPEA w (P+(0,Ar,0)) .

n n
w(P+(0,2r,0)) < p . (A (P)) <
cry My ry

En utilisant le lemme 4.y on trouve finalement une constante
¢ = ¢(n,\,un,e,K) strictement positive telle que pour tout r suffisamment

petit et pour tout point P dans l'ensemble A on ait:

VPeEA

w(P+(0,xr,0)) .

%u’;(A (P)) < 1y, (8, () < € 1y (8,(P))
Cette inégalité est encore vraie pour tous les boréliens compris entre
A (P) et A (P) . Tout ouvert de A s'écrivant comme réunion au plus
dénombrable et disjointe de tels boréliens, 1'inégalité se propage & tout
ouvert de A. Par régularité des mesures on obtient finalement 1l'estimation
souhaitée pour tout borélien de A.

2. EQUIVALENCE ENTRE MESURE HARMONIQUE ET MESURE DE SURFACE

Reprenant des idées de [9] et [4] nous allons commencer par démontrer
1'équivalence entre mesure harmonique et mesure de surface lorsque le
graphe est plus régulier. Ensuite nous chercherons & estimer la norme L? de
la densité de 1la mesure harmonique par rapport & la mesure de surface.
Cette estimation nous permettra par un argument d'approximation d'obtenir
le résultat dans le cas général.
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Considérons donc dans un premier temps un ouvert lipschitzien
canonique ®, vérifiant les hypothéses du théoréme 4.2, 1a fonction f étant
de plus de classe C? (f de classe C! 2€ en x' et €+1/2 hdlderienne en t
suffirait). Gréace au corollaire 2.8 écrit pour l'opérateur L*, il existe
une constante ¢ strictement positive dépendant ici aussi de 1'ouvert W
telle que : 1

vPeA |, Zr<w'(P+(0,)\r,O))<cr.

En utilisant le lemme 4.3 ainsi que le principe de Harnack faible au bord,
on trouve alors une nouvelle constante ¢ strictement positive (dépendant
aussi de r,) telle que:

1
VPEA Zrn‘lépMo(Ar(P))scrn’l.

n+1 " on obtient en fait:

Comme par définition o(A (P)) vaut r
1
vPeA |, ZGMJH)<WJ%@”<COMJH).

Cette inégalité est encore valable pour tout borélien compris entre A%(P)

et A (P) . Tout ouvert de A s'écrivant comme une réunion dénombrable
disjointe de tels boréliens, la méme inégalité est donc vraie pour tout
ouvert de A. Enfin par régularité des mesures, elle est vraie pour tout
borélien de A. En particulier, les mesures o et uMoIA sont équivalentes, la

densité de l'une par rapport & l'autre étant de plus dans L*®., Cependant, la
norme dans L® de cette densité dépend de constantes liées a la
différentiabilité de la fonction f. On ne pourra la contrdler lors d'une
approximation d'un graphe général par des graphes plus réguliers. C'est
pourquoi, comme dans [9] et [4], nous allons chercher & contrdler la norme
dans L2(o) de la densité de #y la par rapport & o. Pour y parvenir, comme
A. Ancona dans [4], nous allons nous ramener au cas ou l'opérateur L ne
dépend pas de la variable x . Ceci sera possible grace au lemme suivant qui
est 1'analogue du corollaire 6 de [4] dans notre cadre.

LEMME 4.5. Soient r, € ]0,1] et ®, un domaine lipschitzien adapté au
cylindre TQ(Zro,ZAro). On n'impose pas ici de régularité supplémentaire sur
f. Soient L, et L, deux opérateurs de la classe A(n) dont les matrices A,
et A, coincident sur le graphe de f. Notant p, la L, mesure harmonique dans
©, au point M, = Q + (0,Ar,,2rj), il existe une constante c = c(n,\,p)
strictement positive telle que:

g”2IA<”1IA<°”'2IA .

(on note toujours A 1'ensemble TQ(rO.Aro) N ow, ).
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Démonstration. Notons w; la L] mesure harmonique de 8T, (2ry,2Xr;) dans
W, . wI et w; vont étre comparables dans w, N TQ(ro,Aro). I1 suffit pour
s'en convaincre d'utiliser 1'analogue du chapitre 2 pour la théorie duale.
Le principe de Harnack faible au bord pour les opérateurs LI et L; nous
permet comme lors du lemme 4.4 de n'avoir a effectuer cette comparaison que
sur l'axe Q + R*.(0,1,0). La comparaison découle alors directement du
théoréme 2.4, les opérateurs LI et L; coincidant au point Q.

De plus, grace au lemme 4.3 et au principe de Harnack faible au bord,
on peut trouver une constante c strictement positive telle que pour tout r
suffisamment petit on ait:

f rt
ny (A.(P)) <c —w, (P + (0,Ar,0))
ro
VYPEA, < .
rt o,
— w, (P + (0,Ar,0))

n
\ To

N

Ainsi, quitte a modifier la constante c, on obtient:
w (8, (P)) < c 1y (8, (P)).

Cette inégalité est aussi vraie pour les boréliens compris entre A%(P) et

A.(P) . Comme précédemment, on peut alors conclure que p; |o S CH, |a -
Les mesures p, et p, jouant des rodles similaires, la deuxiéme inégalité est
aussi vérifiée.

LEMME 4.6. Soit L € A(pn). On se place dans les hypothéses du théoréme
4.2 et on suppose en plus que f est la restriction d'une fonction définie
sur R de classe C? et globalement lipschitzienne par rapport a d. Notant ¢
la densité de u, |, par rapport & o, il existe une constante
c = ¢(n,\,p,€,K) strictement positive telle que:

> c
IA ¢ do < .

n+1
To

Démonstration. Comme nous 1'avons déja évoqué, en reprenant une idée
de [4], nous allons nous ramener au cas ou l'opérateur L ne dépend pas de
3t - div AV, ou

la variable x . Pour cela, introduisons 1'opérateur L,
A (x,t) = A(x',f(x',t),t). Alors L, € A(p,) oOU p; est une constante ne
dépendant que des données géométriques du probléme. De plus, A; ne dépend
plus de x, . En utilisant le lemme 4.5, si la conclusion est vraie pour
1'opérateur L, elle le demeure pour 1'opérateur L.
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Supposons donc 1l'opérateur L indépendant de x, . Notons encore w la
L-mesure harmonique de 8T, (2r,,2\r,) dans w,. Grace aux lemmes 4.3, 4.4 et
au principe de Harnack faible au bord, il existe une constante
c = c(n,\,pn,€,K) strictement positive telle que pour tout réel r
suffisamment petit, on ait:

VPEA iy (A(P) <c=u(P+ (0,3r,0)) ,
To

My, (8. (P))

w(P+(0,xr,0))
o8, (P)) )

n r
0

ce qui s'écrit encore:
r

Mais, 1'opérateur L. ne dépend pas de x, . Grace au principe du maximum, la

fonction I est donc une L-solution positive. En utilisant le théoréme
3.11, elle agmet des limites radiales en uMo-presque tout point de A.

Appelons encore QZV(P) ces limites radiales aux points P de A ou elles
existent. La ;esure () étant adaptée a la° distance

Ix -y |
§((x,t),(y,s)) = lIx'-y'll, V -—:;—2—-V It-s1%* dans 1'ouvert Ty (rg.Ary)

grace au théoréme sur la différentiation des mesures énoncé en appendice,

My, (8, (P))
a(A.(P))
converge vers O.

converge vers @(P) en o-presque tout point de A lorsque r

Ainsi, gréce au théoréme des accroissements finis, on peut trouver une
nouvelle constante c¢ strictement positive telle qu'en pMo-presque tout
point P de A on ait:

c Ow
e(P) < — 3 (P)
I‘g xn
(do et d”Mola sont équivalentes).
On a alors:
2 P =J’ P P
[ Prace) = [L0(®) du, (P)
c ow
I‘g A xn 0

N

= h_mf W (p+(0,r,0)) du, (P) .

2 0 Ja % 0
o

Notons w; l'ouvert w, N TQ(2ro,2Ar0-r) et “50 la L-mesure harmonique

au point M0 dans cet ouvert. On peut trouver une nouvelle constante c

strictement positive telle que, pour r suffisamment petit, on ait la
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comparaison py lp < c py lp . Ce résultat s'obtient aisément grace au lemme
4.3 et au principe de Harnack faible au bord qui permet de comparer les
fonctions de Green adjointes des deux ouverts w, et w;. Ainsi, on obtient:

N

c . ow v
Icp-’-,(P) do(P) ;8- lim IA 3 (P*+(0,7,0)) duy (P)
C

A r—0 n
9
<= lim —fL(M + (0,r,0))
rg r*O
cC Oow
= -—--——-M
ox. (M)

ow
(M+(0,r,0)) est wune L-sursolution au probléme de
n

car la fonction M =

ow
F™ (P+(0,r,0)).

n

Dirichlet dans w; de donnée frontiére 1,(P)

Par ailleurs, appelons M, le point Q + (0,9xr,/10, 3r2) et M, le point
Q+(0,11xr,/10,3r3) . On a w(M ) > a(n,x\,u) >0 et w(M,) <1 . Donc par le
théoréme des accroissements finis, il existe une coqftante c ifrlctement
positive et un point M; du segment (M, ,M,] tels que 5——(M ) £ — . Par le

r
()
principe de Harnack-Moser, il ex1ste donc une nouvelle constante ¢
[
strictement positive telle que (M ) < -
n 0

On obtient finalement f ¢ do < . C'est ce qu'il fallait démontrer.
A

PN

On va maintenant généraliser cette estimation a tout graphe vérifiant
les hypothéses du théoréme 4.2 mais n'ayant plus nécessairement la
régularité C?. On retrouve alors dans ce nouveau cadre 1'analogue d'une
estimation de Dahlberg ([9]).

LEMME 4.7. On se place sous les hypothéses du théoréme 4.2. f n'a plus
nécessairement la régularité C2. Il existe une constante ¢ = c(n,\,p,K,€)
strictement positive telle que pour tout borélien E inclus dans A on ait:

by (B) < ———— Vo(E) .

(n+l1)/2
To

Démonstration. f se prolonge & R en une fonction vérifiant la méme
condition de lipschitzianité par rapport & la distance parabolique (voir
[18]). A 1'aide d'une approximation de 1'unité de classe C?, on peut alors
trouver des fonctions f, vérifiant les hypothéses du lemme h.6 et
décroissant vers f, la convergence étant uniforme sur tout compact. Notons
p; la L-mesure harmonique au point M dans le cylindre
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[o]

TQ(Zro,ZArO) N {x >f (x',t)} et o, 1la projection de la mesure de Lebesgue
de R® sur le graphe X, = fk(x',t). Considérons toutes ces mesures comme des
mesures de Radon sur R°*!. Fixons dans un premier temps un compact K inclus

dans A, un ouvert Q de R**! contenant K et inclus dans TQ(ro,Aro) et enfin
K' un voisinage compact de K dans R**! inclus dans Q. Soit y une fonction
continue & support compact vérifiant 1., < ¢ < l. Grace & 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz et en utilisant le lemme 4.6, pour tout entier k, on

obtient:
[wdp§°<—-°— I v ao, .

(n+1)/2
To

Appelons K, le projeté de K sur 1le graphe de fk. En utilisant les
barriéres construites lors le lemme 1.3, il existe une constante
o = a(n,A,u,ro,K') strictement positive telle que pour tout entier k
suffisamment grand et pour tout point P dans 1l'ensemble K, on ait:

(o)

1
( d(M,P) <a et ME T,(2r,,2xr,) N {x>f (x',t)} ) = j W dp; > 3 -

Entre autre, si k est assez grand, 1la propriété est vraie en tout
point de K. Par le principe du maximum, on a alors en tout point M de
1'ouvert w;:

Jx amy, < 2f woauk .

Par suite, il existe une nouvelle constante c telle que pour tout
entier k assez grand :

by (K) c— [ v ao .

(n+1)/2
To

La suite f convergeant simplement vers f, la suite o, converge
vaguement vers la mesure o, projection de 1la mesure de Lebesgue sur le
graphe de f . On obtient donc finalement:

c | No(Q)
K  — do £ —m4m8 —
“Mo( ) r(n+1)/2 f v p(pe1)/2

Par régularité de 1la mesure o, le résultat du lemme est alors vrai
pour tout compact de A. L'inégalité se propage aux boréliens de A par
régularité des des mesures “Mo et o.

On peut alors démontrer le théoréme. Le lemme 4.7 montre déja que
oy lp est absolument continue par rapport & o. Pour obtenir 1'absolue
0
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continuité de ¢ par rapport a “MO'A' on procéde comme Dahlberg dans [9]. On
raisonne par 1l'absurde. Supposons qu'il existe un borélien E inclus dans A
qui soit p, -négligeable mais qui ne soit pas o-négligeable. Grace aux
compléments sur 1la différentiation des mesures donnés en appendice il
existe un point P dans l'ensemble E tel que:

o(BNA, (P))

Ay

o]
On va alors appliquer le lemme 4.7 dans les ouverts W, n TP(Zr,ZAr) lorsque

r est petit. Notons u§ la L-mesure harmonique au point M dans ce nouvel

ouvert et notons P_  le point P + (0,Ar,2r2). En remarquant que pour tout
o

borélien F inclus dans ow, N T(r,Ar), on a:

AC(wfnTP(Zr.Z?\r))
H;r(F) = l“l'pr(F) - Rp,.(p) (Pr) ’

o
on conclut que p; et “Mo sont équivalentes dans dw, N T,(r,ir) (Le
raisonnement a déja été effectué au cours du chapitre 3).
On a alors pour tout réel r suffisamment petit:

b (A.(P)) = uf (A, (P)-E) < ———— \[o(&, (P)-E)

r r I,(n+1)/2

o(BQ, (P)))1/2
<c [1 - _;R2;7§77—] .

On aboutit alors & une contradiction en se souvenant que p; (A.(P)) est
minoré par une constante strictement positive ( ce raisonnemen% a déja été
effectué). La mesure o est finalement absolument continue par rapport a la
mesure ”Mola . La preuve du théoréme 4.2 est alors compléte.
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COMPLEMENT SUR LA DIFFERENTIATION DES MESURES

La métrique naturelle dans ce travail n'étant pas 1la métrique
euclidienne sur R**! |, 1les travaux de A. S. Bésicovitch sur 1la
différentiation des mesures ([7]) ne s'appliquent pas directement. Nous
allons donc démontrer un théoréme de différentiation des mesures qui peut
étre utilisé lors des chapitres 3 et 4. Sa démonstration reprend les idées
de Saks ([22]) et Rudin ([21]) lorsqu'ils différencient une mesure par
rapport & la mesure de Lebesgue.

DEFINITION. Soient k > 1 et p une mesure de Radon positive sur RX.
Soit d une distance sur R* compatible avec la topologie naturelle. On
appelle B(x,r) la boule ouverte (pour la distance d) de centre x et de
rayon r. Soit U un ouvert non vide de R¥. On dit que la mesure pn est
adaptée & la distance d dans l'ouvert U s'il existe une constante c
strictement positive telle que:

Vx€U, Ir, = ry(x) ; r<r, = p(B(x,3r)) <c p(B(x,r)) .

THEOREME. Soit p une mesure de Radon positive de RK adaptée a la
distance d dans 1l°‘ouvert U. Soit v une autre mesure de Radon (non
nécessairement positive). Ecrivons v = fu+ o0 la décomposition de
Radon-Nikodym de v par rapport & p. Alors:

1) En tout point de x de U, F(x) = lin Soi.T))
=presque ou oln e X e N X = im —m———
nbresd P 20 P(B(x,1))

2) En p-presque tout point de x de U,

1
n(B(x,r)) JB(x,r) I£(8)-f(x) 1dn(&) = 0.

Démonstration.

LEMME 1. (version finie du lemme de recouvrement de Vitali). Il existe
une constante o strictement positive telle que si 2 est une réunion de
boules ouvertes B(x,r) incluses dans U dont le rayon r ne dépasse pas
rO(x)/3 , et si t est un nombre réel strictement inférieur a p(?), on peut
trouver une sous famille finie de boules B,...B deux a deux disjointes et
vérifiant :

n
Z u(B;) > at.
i=1
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En effet, par régularité de la mesure p, on peut trouver un compact K
inclus dans l'ouvert € tel que t < p(K). Isolons Sl...Sp une sous-famille
finie de la collection de boules proposée au départ recouvrant K et rangée
par ordre décroissant de rayons. On pose B, = S,. On oublie toutes les
boules SJ. Jj > 2, rencontrant B, et on appelle B, la premiére des boules SJ
restantes (s'il en reste) . On recommence le procédé en oubliant ensuite
les boules Sj rencontrant B, ou B,, et ce jusqu'a épuisement complet de la
collection Sl"'Sp' On obtient ainsi une sous-famille B,...B constituée de
boules disjointes. Par construction, chaque boule SJ non sélectionnée
rencontre une boule B; qui a un rayon supérieur au sien. On a donc:

n

p .
kK < | s, ¢
j=1 i

La propriété d'adaptation de la mesure p nous permet alors d'écrire:

3B, .
1

n n
t <u(K) < > p(3B,) <c D uB),
i=1 i=1

ce qui assure la conclusion.

LEMME 2. Si v est une mesure de radon positive et si A est un borélien
inclus dans U et v-négligeable, il existe un borélien A' inclus dans A
et de complémentaire dans A p-négligeable tel que:

B(x,
Vxea, 1ip BT

e ey

En effet, il suffit d'établir que pour tout entier j , 1l'ensemble

) . — v(B(x,r)) l
Aj = {Xx€ANSupp n ; 3::}08 w(B(x,r)) J}

est p-négligeable.

Fixons un réel € strictement positif et un ouvert W tels que
AJ CWCU et v(W) <€ . Tout point de Aj est le centre d'une boule

PN

B, = B(x,r,) incluse dans W, de rayon r, inférieur a r,(x)/3 et telle que

1
v(B,) > - u(B,) . Grace au lemme 1, si t < p( UB, ), on sélectionne des
J X

boules B,...B| deux & deux disjointes et telles que:
n n
at < > u(B,) <j 2 v(B,) <jv(W < je.
i=1 i=1

Ainsi, en tenant compte de 1l'arbitraire sur t, on a:

. j€
Ve>0 , p'(a) < %?
L'ensemble AJ est donc bien p-négligeable.
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Venons-en alors a 1la démonstration du premier point du théoréme. Par
décomposition, on peut évidemment supposer que la mesure v est réelle.
Grace a la décomposition de Radon-Nikodym, il suffit de plus 4'établir le
résultat séparément dans le cas ol v est absolument continue par rapport a
p puis dans le cas ou v est étrangére a u.

Si v est réelle et étrangére & p, décomposons v sous la forme
v =v* - v, v et v étant étrangéres 4 p et positives. La conclusion
résulte alors du lemme 2 appliqué aux mesures v' et v™.

Si v est absolument continue par rapport a4 p, on peut écrire dv = f dp
ou f est une fonction réelle. Posons alors pour tout rationnel q :

Aq = {x€eU, f(x) <q} et Bq =U - Aq .
et regardons la mesure positive Ve définie par:

vo(E) = [orp (F(x) - @au(x).

Aq est un ensemble vq-négligeable. Donc grace au lemme 1, il existe un
ensemble A; inclus dans Aq tel que:

, v (B(x,r))
p.(Aq"A)=0 et VXEAq ﬁgm=o.

Notons alors N 1'ensemble LJ (Aq-A;) U {x€U ; If(x)] = +oc}. N est

Q€@
p-négligeable car v est o finie. On va obtenir le résultat souhaité en tout

point x de l'ensemble U - N.

Soit x un tel point. Fixons un rationnel q tel que f(x) < q; x € A; et pour
r suffisamment petit, on a:

VB =[5 T @) = a wBxe) + foo o (EF)-a)duy)
< a u(B(x,r)) + v (B(x,r)).

ssult :
I1 en résulte que — v(B(x,r))

En passant & la borne inférieure en q, on obtient finalement:

—— v(B(x,r))
VxeU-N &gmgf(X).
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En remplagant f par -f on obtient de méme qu'en p-presque tout point

v(B(x,r
de U 1lim —-S—-i—l > f(x). Le premier point du théoréme est alors acquis.
20 w(B(x,r))

Le deuxiéme point du théoréme est alors classique. Fixons r une suite
dense de C. Le premier point appliqué & la mesure v = |f - r_ Ip nous
apprend 1'existence d'un ensemble N, p-négligeable tel que:

v, (B(x,r))
VxeU-N If(x)] <o et 1lim ——— = If(x) - r_| .
n 0 H(B(X.P)) n

Si x, €U - UN, , et € est un réel strictement positif, choisissons un
n
entier n tel que If‘(xo) - r | < €. En constatant que:

v, (B(x4,r))

JB(xo,r)lf(y) - fxy) ldp € ——=————+ €,

1
0< w(Blxy 7))

= n(B(x,,r))

on obtient le résultat souhaité au point x, en remarquant que la quantité

v, (B(x4,r))

————— devient elle méme strictement inférieure a € si r est petit.
n(B(x,y,r))
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