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ABSTRACT :

In the two first chapt e r s  we are c o n c e r n e d  w i t h  the p r e d i c 

tion of the a s e c o n d  order s t a t i o n n a r y  p r o c e s s . H e r e  the in

f o r m a t i o n  de p e n d s  on a part of p a s t . T h e  m a i n  a s p e c t  of these 

p a p e r  is the use of h i l b e r t i a n  t echnics b a s e d  on Tceplitz and 

Hankel operators.

In the f o l l o w i n g  three papers ,we deal w i t h  an old Szego's 

p r o b l e m  on the e x p a n s i o n  of the d e t e r m i n a n t  of Tceplitz matrix.

We give in the m u l t i d i m e n s i o n n a l  case a more p r e c i s e  e x p a n 

sion ( of the trace of the inverse w i t h  order d ) .

M o r e o v e r  the k n e w  coefficients w h i c h  ap p e a r  are s t r o n g l y  r e 

lated w i t h  g e o m e t r i c a l  invariants of the d o m a i n  on w i t c h  the 

the Tceplitz o p e r a t o r s  are truncated.

In the last two papers k n e w  results about r e c o n s t r u c t i o n  of 

the spe c t r a l  d e n s i t i e s  in the m u l t i d i m e n t i o n a l  case are g iven

The m e t h o d s  are b a s e d  on e x t e n s i o n s  of p o s i t i v e  d e f i n e d  f u n c 

t ion and m a x i m u m  e n t r o p y  principle.

This w o r k  is m o t i v a t e d  by the p r o b l e m  of the d e t e r m i n a t o n  of 

the ph a s e s  of the e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n  in crystal analysis.

N e v e r t h e 1e s s ,there is still a great amount of w o r k  to be done 

in o r der to solve this problem.
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P R E S E N T A T I O N  O E S  C H A P I T R E S

C H A P I T R E  I

On se donne un processus gaussien stationnaire X<t) observé sur 

(-a -ra), où a > 0. On suppose qu'on peut lui associer une infinité de 

corrélations R, qui coincident sur (-2a, 2a).

On se propose dans ce chapitre de résoudre le problème de la 

prédiction d'un élément X(l>, pour une corrélation donnée par rapport 

â < (u)f lui Sa) une "partie du passé".

On s'intéresse ensuite à la corrélation qui donne^ parmi les 

corrélations obtenues par prolongement de la fonction de type positif 

sur <-2a,2a) induite par le processus X(t), la pire prédiction X(s) 

relativement à <X<u)f lutta).

Le problème de la prédiction linéaire (interpolation et extrapolation) 

a été abordé par M.G. Krein (191*4) C 7]

La solution qui en est donnée nécessite la connaissance de la 

solution du problème de Sturm-Liouvilie inverse.

La solution proposée dans cet article utilise des techniques de 

projection par rapport à des sous-espaces formant "un angle" dont le 

"cosinus" est inférieur à 1. En effet, grâce au théorème de Bochner 

on établit une isométrie entre les sous-espaces gaussiens engendrés 

par la famille (X(u), e ) et les sous-espaces de Hilbert engendré, par

i.Qyf, iic/̂  > , £̂ <x) = e4n*t dans l'espace L* l|R) où ji est la mesure 

spectrale associée au processus (X(u)).

Notons par H^(E) le sous-espace de ) engendré par ig^.ucE,

EC (R)
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L'idée essentielle intervenant dans ]e problème de la prédiction 

est une notion “d'angle" de sous-espace -**&) et. , ]e passe

du processus jusqu'à -a et Je iutur du processus jusqu'à a.

Les techniques introduites dans ce travail pour résoudre ie 

problème de. la prédiction par rapport â une partie du passé îont 

intervenir un nouvel opérateur. Il apparaît comme une perturbation de 

l'opérateur de projection lié à la prédiction par rapport â tout le 

passé (de -« a+a).

Précisons : supposons que p = fdx avec feL* ( IR) et

I (Log f<x)/y+x?' Jd x > ® et soit 1 = Igl^ avec g€ H^((R), CgManalytique" ) 

et l'espace de Hardy classique. On pose = ^g/gi Q

projecteur orthogonal de L* <(R) sur

L'opérateur de Hankel est défini par ye -» H ̂  (y) =

/)€ H2 ((R). La norme de cet opérateur mesure l'angle des sous-espaces 

Hi ✓/■(-« -a) et H w f  (a ®).

La projection par rapport à une partie du passé fait intervenir, 

comme perturbation, l'opérateur (I -

Le problème technique consiste à déterminer sous quelle condition 

l'opérateur IIH^ IIO de façon à assurer l'existence de l'inverse.

Nous avons donné des conditions suffisantes pour que l'opérateur 

. soit compact pour des densités particulières, faisant intervenir 

des produits de Blaschke infinis dans (nous n'avons pas utilisé la 

version continue du théorème de Helson-Szego).

Le second volet de ce chapitre concerne un problème d'extreraum.

Partant d'une corrélation donnée (fonction de type positif sur 

1R ) , nous considérons la famille de corrélations coïncidant avec R^

sur (-2a 2a) , chaque corrélation donnant lieu à une mesure spectrale 

(théorème de Bochnerl;

On considère pour s > a

H* H

le

HJe CIPO

H
4

o atft

H -we» et. H2 I îe Drisse

■% -o
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S u p  ( i ni

L’ i nf i mum e s t  p r i s  s u r  t o u t e s  l o s  cbrobi na i r .ons J i n e a i r e r .  î i n i e s  

de  { e , u i:l > ou u fjE<-a a ) .

On montre alors que pour 0 S O < a ét si î 1 est localement

soiiimable et ̂  = g/g ^  est une fonction intérieure alors le suprenium

pour ficjp' est atteint pour f.dx. 
c*.

Notons qu'apparaît ici la notion de maximum d'entropie en liaison 

avec la prédiction linéaire qui va faire l'objet d'une étude 

approfondie dans le chapitreVkcas discret).

C H A P I T R E  I I

Nous proposons dans ce chapitre une approximation unifiée et 

générale des problèmes d1extrapolation (Ch. 1) et d'interpolation.

Nous montrons grâce au théoréme spectral pour les opérateurs 

autoadjoints qu'il est toujours possible d'exprimer la projection d'un 

élément de L̂ (l7\> sur H2 (H) (voir notation au Ch. I) comme limite 

d'une serie d'opérateurs (de Hankel) appliqués à cet élément sans 

condition de norme pour l'opérateur considéré.

Précisons : le cas où E = (-a a) (Ch. I) se traite avec une 

condition supplémentaire sur f de sorte que 

Le cas où E = (-» -b> U (tb «) correspond à l'interpolation d’un 

élément X ( 9 >, set-b b] par rapport à (X(u), e £ Les seules

rnnrH + i nnc ronin' a a c  cnnt *

fe L* (0?) et

- wO

Log 1 (x) d x > ®
l+x-

Le calcul des projections fait intervenir l'opérateur de Hankel

g/g, ce qui correspond à l'angle des sous-espaces

%
l i i

H< — & — H < > a  .

H où

ukl a u c t j  i
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A>) et dans l'espace UK>. alors que 1 ' extrapolation

f a i t i nterven i r J'angle des 5üus~espacej H( -«o c* J dans L^ (fàj

La fonction vl^l-l) qui permet de d^ÿinir 1* angle de sous-

espaces contient toute 1 * ini ormation concernant le processus.

C H A P I T R E  III, IV, V

Les théorèmes limites de G. Szego.

Définissons d'abord le cadre du problème. Soit f ï 0 définie sur

21ï£. On suppose f et Log f intégrables par rapport à la mesure de 

Haar du tore TT. On note par et (dn)n«2 respectivement les

coefficients de Fourier de f et de Log f.

On définit la matrice de Toeplitz associée à f et à un entier N 

donné par T™ = <Cm - „) 0 t m, n i N.

Le théorème limite de G. Szego s'énonce 

log det Tim = do N 4 kId*I2 + <l) .

Ce théorème dit théorème fin de Szego est défini actuellement 

comme un développement asymptotique dont on peut tracer brièvement 

l'histoire. G. Szego établit très tôt (1915) [10] le résultat 

suivant :

<2) lim Cloff det. Tn )/N = d0
N->oo

Ce théorème est lié étroitement au calcul de l'erreur de 

prédiction pour les processus gaussiens stationnaires.

Le théorème fin dont on donne la forme en (1) est établi en 1952 

à la suite d'une question d'Onsager ayant trait au modèle d' Is; g.

Ce théorème correspond â )'ordre 1.

L'analogue multidimensionnel de ce théorème est établi par H. 

Videra l 121 JC Li nnick la môme année (1975) (8].

TT v IR / TI f 0

H(«d o  b )  (̂hxj t )



Après la lecture de i1 article de Vidom [121 traitant du

développement asy iuptot i que dar»t> Je cas continu (et mul tidi mensionnei ; ,

j * a i pense qu'il ¿tait possible d*établir ia analogue dans le cas

discret cy*). Les résulta te obtenue font 1* objet du Chapitre III. Le

développement est obtenu pour des fonctions de l'opérateur plus

généralesque le logarithme.

Ce n'est qu'après avoir terminé ce travail que j*ai appris

l'existence d'un résultat analogue établi par Linnick C8).

La technique utilisée dans ce chapitre était cependant

susceptible de permettre une extension du développement asymptotique.

C'est ainsi que l'on obtient dans le chapitre IV, un

développement asymptotique à tous les ordres pour une fonction f = 1/p

ou P est un polynôme trigonomëtrique dont le support de sa transformée

de Fourier se trouve dans Œ +

Un aspect remarquable du développement est l'homogénéité des

termes d'ordre supérieur ou égal à 2 et dont la forme est nouvelle. En
d

effet, soitfrsj = Il <0 Nj ) un " mul tirectangle de’ZC^
j = l

(N = (Ni , . . . , N<j) est un multijentier) . Soit'? m le sous-espace des 

polynômes trigonométriques dont le support de leurs transformées de 

Fourier dans T n etTr^ le projecteur orthogonal de L2 CTT«) sur^N, alors 

TN.<f> = Tn est défini par p -* îTn <fp). Soit Tn"’ l'inverse de TV, 

(qui existe si f“1 est intégrable), soit enfin V<N) = CardTl»M, on a le 

résultat suivant, lorsque ^

(Tm “1) = a0 V (N) + a, (V(N) + ... + ad-i VCN) +

o(l).

Ce résultat est établi pour f = 1/lPl* où P est un polynôme

trigonomètrique dont le spectre (support de sa transiormée de Fourier)
d

se trouve dans = T  fO.l.} un "multirectangle" de 2^.
j = l

7
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Les coefficients ao,...,a.-j du développement, iont intervenir les 

propriétés de ï (symbole; de Log 1 et ae la geoniêtrie du domaine 

i i rai te.

En e il et, d'après le mode de croissance des doma i nés , adopté 

pour le développement asyroptoti que # les domaines 7~r>j/V<,N; qui sont 

plongés dans i R t e n d e n t  vers un domaine limite 77 o qui est un 

multirectangle de/R^ dont le volume est égal â 1.

Les coefficients du développement asymptotique apparaissent alors 

comme des mesures positives dont le support est contenu, selon l'ordre 

des termes (à partir de l'ordre 1), dans les "faces" d'ordre 1, les 

"faces" d'ordre 2,...# les arêtes et les sommets.

Le chapitre VI est une généralisation du travail précédent où le 

symbole f = 1/IPI*2 est remplacé par f = Igl2 où g est analytique.

Nous précisons ainsi les termes du développement à partir du 2^ 

ordre en mettant en évidence un phénomène inattendu : la divergence 

des termes d'ordre supérieur ou égal à ^ lorsque l/g n'est pas un 

polynôme trigonométrique (i.e. la transformée de Fourier de l/g un 

support non borné dans J.

Il est nécessaire pour obtenir des termes finis, d'approcher l/g

par une suite de polynômes trigonométriques Pi_ de spectre contenu dans
d

“77 l _ = TÏ [o Lj] , et -» «>, puis de normaliser par une fonction du
j = l

cardinal deT i_.

Les termes d'ordre supérieur ou égal â ^ qui seront finis 

dépendront alors du mode de croissance d'une part d e T N , d'autre part 

deT i_ •

Ce type de développement est tout à fait nouveau.

Le but (ie l'auteur est de donner la forme du théoréme limite de 

Szego dans le cas d-dimensionnel comme un développement asymptotique à 

l'ordre d pour le déterminant de la matrice de Toeplitz.
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Ce travail est en cours et sera une conséquence des chapitres III, IV 

et V.

C H A P I T R E S  VI et VII

Ces deux chapitres portent sur le principe du maximum d'entropie 

apparu d'abord en thermodynamique (Bolzmann) et en théorie de 

l'information (Shannon) (Jaynes [53).

Son intérêt apparaît actuellement dans l'extension de son 

utilisation dans les problèmes de reconstruction en physique et en 

cristallographie (problèmes inverses) ainsi que dans les problèmes de 

reconstruction de l'image, spectrographie, géophysique.

Notre but est de développer un cadre mathématique de ce principe 

et de proposer des méthodes plus élaborées en vue d'application^ .

La notion d'entropie revêt actuellement deux formes différentes 

(au moins) dans les problèmes d'application. En effet, soit p une 

fonction représentant un objet à reconstruire à partir d'informations 

partielles. La fonction p peut représenter une densité électronique 

(en cristallographie), une fonction de brillance en image, une densité 

spectrale pour les processus gaussiens, etc...

Si p est une densité de probabilité, l'entropie de p est alors
‘ + 0 3

—  00

p(x)log p(x)dx.

Une autre forme d'entropie est donnée par l'expression

4 -OD

Log p(x)dx.
—  00

L'une et l'autre forme d'entropie ont donné pour des domaines 

spécifiques des résultats significatifs, sans pour autant
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qu*apparaisse clairement, pour les applicateurs, le choix â faire dans 

chaque situation i91.
y

Du point de vue JLza probabi 1 i tèa (ainsi de la théorie de 

["*l'information) -lp log p(x)dx apparaît comme une forme particulière de 

l'information de Kullback entre deux lois de probabilité 13 J. Cette 

ionctionnelle apparaît la plus adaptée pour mesurer l'écart entre deux 

1 oi s.

f -La forme ILog p dx (Cil), n'est pas à proprement parler une 

- ̂
entropie. Lorsque f = p est une densité spectrale d'un processus 

gaussien stationnaire, alors Jlog i(*)d* x représente l'entropie du 

processus au sens de Kolmogoro.V' Cette interprétation se trouve dans 

un article de Chove <t21, 1961) et qui semble avoir été ignoré par 

les applicateurs jusque-là. Les chapitres VI et VII portent sur les 

propriétés de convergence des solutions obtenues par l'une ou l'autre 

entropie.

Les résultats concernant l'entropie -jp log p<x)d* sont encore
-  co

élémentaires. Il reste un travail important dans le cadre de 

l'utilisation de ce principe en reconstruction de phases en 

cristallographie C31 .

r "
Les résultats concernant 1 ' "entropie" J Log p d x sont très 

élaborés et très précis, mais l'application en est restreinte aux 

seuls processus gaussiens stationnaires.
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T H É O R IE  DES PROBABILITÉS. — P rédiction <7’//// processu s sta tion n airc  
du seco n d  ordre  connu sur un in terva lle  f in i . Note (*) de M. AbdcHatif Scghicr, 
transmise par M . Robert Fortet.

Soit X (/ ) un processus stationnairc du deuxième ordre connu sur [ — -r- a ] , on suppose qu’on 
peut lui associer une infinité de corrélations R (.)  coïncidant sur [— 2 a* 4- 2 a]. On se propose d ’une 
part, de prédire X(*), pour R (.) donnée, par rapport à { X (//) : ; w , £ a } et d'autre part de déter
miner la corrélation R qui donne la plus mauvaise des prédictions.

1. Soient : r ( . )  une fonction continue définie non négatives ur R; a e R, a  >  0; 31 (r  ( a), 
la classe des fonctions R ( . )  continues non  négatives, identiques à r ( . )  sur ( —2 a , + 2  a).

Soient : R  ( . )  e  ££ (r | a) et X ( . )  une fonction aléatoire stationnaire du second ordre, 
admettant R ( . )  com m e fonction de corrélation; nous étudions les problèmes suivants :

Io Calculer la prédiction linéaire optimale de X (s) (s >  a), par rapport à 
{ X («/), \ u \ ^ a } .

2° Déterminer pour quelle R ( . )  e  Si (r | a), la prédiction ci-dessus est la plus mauvaise.

2. O n pose

(1) R ( / )  =
+  oo

—  OO

e — i t x du (x),

où est une probabilité sur R.

(1) Permet d ’interpréter, par l ’isométrie X  (u) h-* eu [avec eu (.v) =  l ’erreur de
prédiction com m e la distance de es au sous-espace fermé +a) de L2 (R) engendré
par les exponentielles eu , | u | ^  a.

La question 1. 1° a été considérée dans ( 3), où la solution passe par la résolution d ’équa
tions intégrales. L ’approche qui en est donnée ici utilise les propriétés des fonctions ana
lytiques sur le demi-plan. Outre les résultats explicites qui sont obtenus pour une famille 
de mesures associées au processus p a r ( l ) ,  cette étude permet de répondre à la question 1.2°.

3. On suppose \x — f  dx  et
+ 00

— oo
( L o g / ( * ) ) .  (1 4 -x “) dx  >  — oo.

Une fonction positive presque partout, som m able et vérifiant l'inégalité ci-dessus peut 
s'écrire :

/ ( • ' )  =  j g ( x ) |  p .p . , avec g e  L (R) et g =

\JF étant la transformation de Fourier de L 2 (R) sur L2 (R )]  vérifiant g  {u) =  0 pour 

presque tout u ^  0. On note par H 2 + =  { h e  L2 (R)/h (u) =  0 pour presque tout u ^  0 } 

et par H 2 ” =  { h e  L2 (R)/h(o)  =  0  pour presque tout v ^  0 }. On note par H(6c), 
— oo ^  b <  c ^  4-oo, le sous-espace de L ^ (R ) engendré par les exponentielles eu ,
b ^  u 5s c.

On peut choisir g  telle que H 2+ =  g  H (0xj) (H 2 ~ =  g  H (_ *,0)), g  est dite extérieure ( 3). 
Soit P le projecteur orthogonal de L2 (R) sur H 2+ et Q le projecteur orthogonal de L2 (R)  
sur H 2 “ , on  note par M l ’opérateur linéaire de H 2+ dans H 2"* défini par

M : 0 Q (e2a gS -  ! 0)
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Démonstration. — Soit bs la fonction définie par bs = — F (ges_a).

1° Si P„ (e5) coïncide avec la projection de es sur alors M  (bs) = 0 (pour
tout .v ;> a). En efiet dans le Icmme I il suffit de tenir compic du fait que P„ (es) es est 
orthogonal à = eug ~ l H 2“ implique 02.w = — bs pour tou: n et

Oj.n = “ M 0 2n = M  (bs) =  0

pour tout //.

2° Si M  (6S) = 0 pour tout s ¡> a, c’est-à-dire e2agg~l bse H 2 + pour s ̂  a % alors 
<?2a gg~' e H 2 + avec *S£ le sous-espace fermé engendré par bs , s ̂  a. D ’après la forme 
de bs ce sous-espace coïncide avec H 2 + , comme \{e2agg~l) (-v) | = 1 c’cst une fonction 
intérieure d’après un théorème de Beurling.

3° Si e2a g g 1 est urie fonction intérieure il est facile de voir que c2mgg~l 6Je H 2f 
c’est-à-dire M  (¿>5) = 0 (s ¡g a).

4° Si M  (bs) = 0 pour s ̂  a d’après 2° e2agg~l G g H 2+ pour tout 06 H 2+ donc 
M  (0) = 0. Il s’ensuit que dans le lemme 01>#l = M  02,« = 0 et 02,„ =  — bx et 
P<» ( e s )  = e s ~ ~ e a g 1 bs c’est-à-dire la projection de es sur H
Exemples de calculs de projections :

Exemple 1. — Projection de es sur r\ H (_a + 00).

Soit

/<,)_ * <^14.
K (X 2 +  1 )2

on obtient pour s > a :

Pa(es) (x) =  ^1 +  / (/ -  1 ) I Z i  (s -  a) e'~ <* '~aÿ  eiaT.

Exemple 2. — Projection de es sur :

/Y-x_ 2 X* + 4 .
5 n ( x 2+ \ ) 2 ’

f ~ l (a) étant localement sommable, la projection de es surHj.^^ est aussi la projection 
de es sur o H (_a + a;) et les calculs donnent, pour s'> a :

p„(<?,)(*) =  A (5 )(-- t l.̂ g- <” +  ( e~ '*-*'(  1 + { s - a ) ^ Z L \  + B ( s ) (f ç l } l \ e ixa, 
x~ + 4  V \  x - 2 i j  a + 4  /

où

3 6 ( s - a ) e ~  (s- a)e~*a ■ v t'- *"
A <*) = - ---- ----rgï----  et B(s) = — _ A (s).

ol — e g

4. Considérons A (u) = { p, ji = R, R e R { /* | a } et soit le sous-espace de L“ (R)
engendré par l'exponentielle eu , fi e A (<l), | // | a.

Proposition 5. — Soit oî : 0 < a <  a. On suppose que g g~ 1 ellL est une fonction inférieure 
et f  ~ 1 localement sommable. Alors pour tout s compris entre a et 3 r/ — 2a, la distance de es 
à est maximale pour ta mesure f dx.

X -  i

H¡‘
- u - r u j » LI G A (<*)
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et par M* l'opérateur linéaire de H 2“ dans H 2  ̂ défini par

M * : v|/ -> P ( e _ 2ag g ~  1 \J/).

On note enfin par Pa le projecteur orthogonal de L ^ (R )  sur H (_a + acV et
par || ||y la norme dans Lj-(R) et || || la norm e dans L2 (R).

Lemme 1. — Pour tout s  >  a il existe deux suites (0 ,  „) et ( 0 2 /; =  1 , 2 , . . . ,  dans L 2 (R ) ,  
telles que :

(i) 0 l ne  H 2” et 0 ; ne H 2 + , /i =  K 2 , . . . ;

(••) P„(eJ) =  eJ +  J*m ( e . a g ~  1 0 , ,„ +  ea g ~  1 0 2 „);
It —► + 3C

(iii) lim (0i # „ -f- M 0 2. „) =  0;
n -~  +  jc

(iv) lim ( M * 0 lTM +  0 2 n) =  —P(i?s_ a g).
n-~ + t:

P r o p o s i t i o n  I. — On pose bs =  — P (es_a g) et on suppose que I — M * M  est inversible

(i) P„(e.) =  í . - í - . g ' 1 +  b.;

(ü)  | | P . ( 0 | | / -  I + | | M [ ( I - M * M ) - , f r J | | 2 - | | ( I - M * M ) - , l», | | 2.

La proposition qui suit donne une famille de mesures f  dx  pour lesquelles I —M* M est  
inversible. O n note par z —»¿f (r) la fonction  analytique sur le dem i-plan I m z  >  0  qui 
coïncide sur R, presque partout avec g  et r  —► g  (z) =  g  (z) la fonction  définie sur le plan  
com plexe et qui coïncide avec g  (x) sur R.

P r o p o s i t i o n  2. — On suppose que z —> \|/ (z) =  e 2èaz (gg~  *) (z) est une fonction  m éro- 
morphe dans le plan com plexe et n 'ayant qu'un nom bre fin i de zéros dans Im z  >  0. On 
suppose de plus qu'il existe une constante K positive telle que | \J/ (z) | <  K pour  | z  | assez  
grand. A lors :

(i) dim (M * M ) H 2+ c  + 00/

(ii) (Í — M* M ) “ 1 existe et est borné sur H 2 + .

P r o p o s i t i o n  3. — On suppose 1 /  f  localement som m able . A lors pour tout a > 0 ;

—  o c « )  ^  - 0  +  0 0) ~  n  ^ ( - f l - c a  +  c) =  H ( — a  +  o)*

O O

C ’est un corollaire d ’un résultat de Levinson et M cK ean  (4) établi pour a =  0  où l ’o n  a

c^O

O 11 dit q u ’une fonction cp définie sur R est une fonction  intérieure si elle est la restriction  
presque partout d ’une fonction analytique z —► <p (r) sur le demi plan Im z  >  0  et telle que

| « p ( z ) | á  |q>Cx)| =  1 , -  l m : è O .

P r o p o s i t i o n  4. — Pour que la projection de sur coïncide avec
^  ^  f aui et il suffit que gg~ 1 e2a xoit une fonction intérieure.

( i ) G G  H ■y —
02 ne H 2 +

H C - » 0 ) n H (0 +  oo) nH (-« + *)•

M ai r~'.M ( — u > c/. )*
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C o r o l l a ir e . — Soit

/(* ) =
1

| Q M |
9

où Q (r) est un polynôm e n'avant pas de zéros dans Im r  >  0, d  Q ^  I. A lors la distance 
de es à |i g A (a) est m axim ale pour la mesure f  dx  et pour a ^  s  ^  3 a.

P r o p o s it io n  7 (*). — Soit f  dx  une mesure de probabilité vérifiant

— OG
{Losf{x)).{l+x2r 1dx > 0.

A lors il ex iste une infinité de m esure de probabilité  \x vérifiant fi (u) =  f  (u)9 | u | ^  2 a9 
et pour tout a >  0.

Exem ple. — Su p p oson s  r (t ) =  e~ fi, pour | / | g  2 a. O n peut la prolonger par 
R (/ ) =  e~ 1 sur tout R. La m esure spectrale associée est f  (x)  =  (ji (1 +  jc2))~  1 dx.
Il existe une infinité de pro longem ents  en  dehors de [  — 2 a -h 2 a~]. La plus m auvaise  
prédiction pour les corrélations R e  R { /' | a } est atteinte pour R (7 ) =  e~ 1 , si s  est 

com pris  e n ^ e  a et 3 a . C on sidérons la corrélation  F  ( /  ) définie par

F

F et F (f  ) =  0, \ t \ ^ 2 a + \ ,

alors la d istance de es à

i l  F
n ( -a + a) (

F
4- oo

— OO
e ~i,xF ( t ) d t

)

est égale  à 1 pour s  >  4 û + 1 ,  et strictem ent supérieure à la d istance de es à
[qu i vaut (1 — e " 2(s~ 0)) , /2 ] .  Cet exem ple  m ontre que la propriété c i-dessus de corrélation
R  (/ ) =  i cesse d ’être vraie pour s  ^  4 a -h 1.

(*) Séance d u  16 février 1976.
( 1) D . D a c u n h a - C a s t e l l e ,  Comptes rendus, 259, 1964, p. 4480.
(2) M .  G .  K r e i n ,  C. R . (Doklady) Acad. Sc. de l'U .R.S.S ., 26, n° 1, 1940.
(3) M . G .  K r e i n ,  On Basic Approximation Problem in Theory o f Extrapolation and Filter in Process 

(traduc tion  anglaise dans Selected Transi. Math. Statist. Prob.% 4, 1964, p. 127-131).
(*) N . L e v i n s o n  et H. P. M c K e a n ,  J r ., Acta. Math., 112, 1964, p. 98-143.

1, square Gabriel-Fauré,
92160 Antony.

(t ) = í l'I =»2 a;

(O — _ . —  2a t + e -2a (1-4-2 a), 2 a < 1*1 2 a +  1

(O

H



13

ILLIN OIS JO U R N A L O F  MATHEMATICS
Volume 22. Number 3, September 1978

PR E D IC T IO N  D ’U N  PRO CESSU S STATIO NNAIRE  
D U  SE C O N D  ORDRE DE COVARIANCE  

C O N N U E  SU R  U N  INTERVALLE FINI

PAR

A. S e g h ie r

Soit X (t)  un processus stationnaire du 2e ordre connu sur ( —a, a), on sup
pose qu’on peut lui associer une infinité de corrélations R  coïncidant sur 
( — 2a, 2a). On se propose d’une part, de prédire X(s), pour R  donnée, par 
rapport à {X (u): |w| <  a} et d’autre part de déterminer la corrélation R qui 
donne la plus mauvaise des prédictions.

Introduction

1. On se donne une densité de probabilité f  vérifiant:

f +0° L o g /(x )
, & V - d x >  - o q .

•'-OC 1 + * 2

Soit L}(R) l’espace des fonctions <f>, définies sur R et à valeurs complexes, 
telles que |<£(;c)j2 soit intégrable par rapport à la mesure f .  dx.

Soit a, b, —o o < a < : b <  oo, on note par H iab), l’espace de Hilbert engendré 
dans Lf(R) par l’ensemble des combinaisons linéaires

N

a„eitnX, a„ e  C, tn e  R et a <  tn <  b,
n =  1

et soit es la fonction x —*■ e“\  e,  e  L}(R).
Dans la première partie on déterminera la projection de es sur
— oo a) ^  H l — a oo ) > ^  ^

Avec une condition sur le poids f ,  on calculera dans la seconde partie, 
la projection de es sur le sous-espace / / (_ oa) (qui coïncidera avec

— oo a) ^  — a oo)> ®  ^

On donnera dans la troisième partie des exemples de calculs de projections et 
une application à un problème d’extremum, à savoir, connaissant la covariance 
d’un processus stationnaire du 2e ordre X (t)  sur l’intervalle ( — a a) trouver 
parmi tous les processus stationnaires ayant la même covariance sur ( —2a 2a), 
celui qui donne la plus mauvaise prédiction pour s >  a.

2. Le problème de la projection d’un élément es sur le sous-espace H (_aa) 
a été étudié par M. G. Krein [8]. La solution qui en est donnée nécessite la 
connaissance de solutions d’un problème de Sturm-Liouville inverse.
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©  1978 by the Board of Trustees or the University of Illinois 
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Y. A. Rozanov [10] a étudié ce problème et donne une solution explicite dans 
le cas où le poids / e s t  une fraction rationnelle. Enfin Dym et McKean [2] 
obtiennent la solution de ce problème (pour une large classe de poids) en 
utilisant la théorie de de Branges des espaces de Hilbert de fonctions entières.

Le but de ce travail est de montrer que l’étude de la structure du sous-espace 
^(-ooa) °  ^i-aoo) donne, entre autres conséquences, une solution explicite de 
la projection de es sur H (_aa) pour une très large classe de poids f. Ce qui 
constitue la généralisation de la solution explicite donnée par Y. A. Rozanov  
pour des fractions rationnelles. Les méthodes, toutefois, sont différentes.

Celles que nous utilisons sont basées sur les propriétés des fonctions 
analytiques dans le demi-plan et un théorème de Paley-Wiener.

3. Relation avec la prédiction d’un processus stationnaire du 2e ordre. (Voir 
Dym et McKean [2, p. 300-302].)

Soit X(t),  t réel, un processus du second ordre stationnaire de corrélation r:

r ( s - i )  =
n

AT(t)AT(5) d P , r(0) =  1.

On suppose la corrélation t -*■ r(t) continue, on a r(t) =  J î®  e~ ixt dfi(t), où n 
est une probabilité.

La représentation obtenue nous permettra d’interpréter la prédiction de 
AT(s), connaissant X ( t ), f e  T et s £ T, en termes de projection de es sur le 
sous-espace H (_aa) avec T  — ( — a a).

Un processus sans partie déterministe est caractérisé par les mesures 
dfi =  / .  dx  et

+ OO

— OO

Log / ( x )
1 +  x 2

dx  >  — oo avec f ( x )  =  / (  — x) >  0 p.p.

Le sujet de cet article a été proposé par Monsieur le Professeur 
Dacunha-Castelle.

I. Projection de es sur o  / / (_ aoo)

Soit / ( x )  >  0 p.p. et vérifiant

(1)
+ OC

— oo

f  (x) dx — 1 et
+  oo

— oo

L o g /( x )
1 +  X2

dx >  — oo.

On note par h =  3Fh la transformée de Fourier de h €  l3(R) et définie par

h — lim 4* a
A -* +  oo

dans L2(R), avec «/^(x) =
1

y / 2 n

+ A

- A
h(t)e i,x dx

et par g la fonction

x — g(e,x).

On sait que ^  est une isométrie de L2(R) sur L2(R).
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H et H  sont des sous-espaces fermés de L2(R) définis par

H 2 + =  {h e  L2(R), h(u) =  0 p.p., u <  0},

H2 = {h e L2(R), ft(v) — 0 p.p., v >  0}.

On a d’autre part L2(R) =  H 2 + ©  H 2~.
Les deux propositions suivantes sont classiques.

P r o p o s i t i o n 1 [3, p. 18-20]. Soit f  une fonction vérifiant les conditions (1) 
ci-dessus. Alors il existe une fonction g (dite extérieure) vérifiant,

(i) | 0 (*)I = / ( • ' )  P-Pm
(ii) g e H *,
(iü) g • H (0 x» =  H 2 *.

Soit la transformation de Fourier sur L2(R), J5- 1 sa réciproque et 1R_ 
l’indicatrice de R_ =  {.v e R, x <  0}.

P r o p o s i t i o n 2 (Szegô [6]). Soit g, avec | g |2 = f  vérifiant les conditions de la 
proposition 1 et (f>s la projection de es, s >  0, sur H {. ao0) — g~ lH 2~, alors

<f>s =  9  1&  l ( ^ ( e s g ) 1R_).

Démonstration. La projection (f>s de es vérifie

— Y
I <Ps - ^ | 2 ( * ) | i ? | 2 (->0 dx = min

<t> € //(- «j 0) -  oo
I<t> ~  es I

2[x ) \g \2{x )d x

ou encore, en tenant compte de //<-<*> 0) =  g *// ,

-r X

— X
I 4>s • 9 -  es . g |2(x) dx = min

2-

+ OO

— ao
<t> • G - e* • 912(*) dx.

La dernière expression montre que <f>s . g est la projection (dans L2(R)) de
<t>s . g sur H 2'.

D ’après la définition de H 2~ et du fait que 3F soit une isométrie de Z?(R),
on a

&  (<k • 9) =  projection de &  (es . g) sur ¿F(H2~) =  ^ ( e s . g) . 1R_

d’où la proposition.
La proposition 2 permet de résoudre le problème de la projection de es sur 

/ / ( - , 0) (et plus généralement sur //(_«, a), a >  0, s >  a).
Il reste à étudier le cas de H n  H (_ aoo).

L e m m e  1. Soit f  donnée et g associée à f  par la proposition 1. Soit P a le 
projecteur orthogonal de L2(R) sur H i- aoa) r\ H (- aao).
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Alors ,  pour  s >  a , il e x i s t e  deu x  su ites  (Ol n)n^ 0 e t  { 6 2.n)n*o dans  i? (R )  te l les
que

(i) 0 l n g  H 2 ' e t  0 2jt e  H 2*, n =  0 , 1, 2 .........
(ii) P a es =  es +  l im n_ ao ( e ^ a . g ~ l . 6 Un +  ea . g ~ l 0 2jt)-

D ém onstra tion .  O n  a la rela tion  d ’o r th o g o n a l i té  su ivan te:

( « ( - o o - r ^  H  ¡ — a oo)J

P a ?s — es é tant o r th o g o n a l  à n  H (_ aoo), il ex iste  u n e  su ite

(^l,n)n>0> ^l.n G ^f-ooa)

et u n e  su ite

^ 2 , n ’ ^ 2 ,n G  ^ ( - o  oo)

telles qu e

p lim
n  -*  +  oo

(hi.n +  ^2 .«)•

D ’après la p r o p o s it io n  1 :

— oo a) ^ a  '  -  oo 0 )  * Q  * ^

— a oo) ^—a • H (o ao) e —ag  . H

D o n c  p ou r  to u t  /7,

(V »  G H t - o o a)) <=> (h u„ . e . a . g  e  H 2 + )

e t

(^2 .n e  ^(■L- a oo)) (* 2 .» . ea . g  e  H 2 - )

En p o sa n t  0 l n =  h 2n . ea . g  e t  0 2n — h i,„ . e - a . gr, o n  o b t ien t  (i) et (ii).
N o u s  a llo n s  étab lir  d eu x  relations qui caractér isent les su ites  (0i,„)„>o et

( ^ 2 . n ) n  SO -

Lemme 2. S o it  P  (re sp . Q )  le p ro jec teu r  d e  L2(R ) sur  H 2 + (resp . su r  H 2 ~),

(fii.n)n>o e t  (^2 .n)nao fes d eu x  su ites  du lem m e  1 e t  s  >  a. On a les re la t ions  
su ivan tes:

lim
n —* + oc

(0 1 ,w  +  Q \ e 2a  • 9  • [g]
- 1

O iJ )  =  0,

lim (P(e-2. • g ■ [g \  1 • Ou*  +  e, - „  ■ 9 )  + ° 2.») =  0.
n - ♦  + oo

D ém onstra tion .  Soit P a es e  H n  H (_ aoo) la p ro ject ion  d e  e s sur cet  
esp ace , o n  a

p ae s e e a - 9  1 • H 2 - et P aes G e . a . g  1 . H 2 +

1
f - oo a) + Hi

( - a  oo)

a(<Ü es

- 1 H2 +
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d'après la proposition 1, d ’où

P{{Paes) • <?-* • g) =  0 et Q((Paes) . eag) = 0.

On a d ’autre part, pour s >  a, Q(g . es + a) =  0. En remplaçant P aes par son 
expression du lemme 1, on obtient les deux relations annoncées.

Remarque. Dans le cas s <  — a, on obtient des relations analogues en 
remplaçant 0 l n par 02 et vice et versa.

Introduisons quelques notations: Soit M  l’opérateur linéaire de H 2 + dans 
H 2- défini par

M: 0 —> Q(e2a . g . [g]~ 1 . 0) 

et soit M* l’opérateur linéaire de H 2~ dans H 2* défini par

M * : 0 - > P ( e . 2a. g  . 0)

on notera par ||/j || =  (Ji® |/i(*) |2 d x ) i/2 et \\k\\f  = (Jî® \k (x) \2f ( x ) d x ) i/2.

P r o p o s i t i o n  3. Soit bs =  — P(g . es- a), s >  a. On suppose I — M * M  inver
sible. alors:

(i) s =  <?s — e - ag ~ x • — M * M ) ' lbs +  eag~ *(/ — M * M ) ~ 1bs,
(ü) \\Paes \\2f = 1 +  \\M . (I -  M * M ) ~ 'b s \\2 -  ||(/ -  M * M ) ~ 1bs \\2.

Démonstration. Montrons (i). Paes s’écrit, d ’après le lemme 1,

Paes =  es + lim (e_a . g ~ l 0 Un +  eag ~ l02n)
fi — * OO

où 0i „ e H 2 et 02 n e H 2* pour tout n = 1, 2, —
D’après le lemme 2, on a

lim (01-n +  M 0 2 „) =  0, lim (02,„ — M * 0 U„) =  bs,
n -* oo n -*  oc

soit encore

0j „ = —MO2 „ + <x„ pour tout n, avec a„ e H 2~ et lim a„ =  0
n —► +  OO

et

02 „ + M * 0 t „ = bs + p„ pour tout «, avec f$„ e H 2+ et lim /?„ =  0,
► oo

d'où

(7 -  M *M )02 „ = bs + pn -  M*a„.

Comme (7 — existe et est borné sur H 2+ par hypothèse,

lim 02'„ =  (7 -  M*M)~ 1bs +  lim (7 -  M *M )" l (fiH -  M * oc„).
n +  oo n —► +  ao

Ы'1

P ae ми

M * M ) - 1
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On a d’autre part ||M*|| =  ||M|| <  1, il s’ensuit que

lim a„) =  0,
n — * . +  oc

lim 02n =  (J — M *M ) lbs
n -* +  oo

et

lim Oin =  — lim MQ2,„ =  — M lim 02,„.
n -* oo n -*  oo

Prouvons (ii). Posons =  limJt_. + 00 0 J-n et 02 =  l î m „ ^ 0 2 „, on a

1 -  l|P .e .llî

=  \ \e-ag lO i + e ag x02 \\}

=  l|0i I!2 +  \\02 II2 +  2Re(0u 02e2ag[g] 1).

Comme 0, =  -  Q(02 e2a . g . [g] *), on obtient R e(Gu 0 2e 2ag . [g] ‘ ) =  
-HO, |j2 d’où

| | P . e . | | } = l  +  ||öi||2 - | | ö 2 ||2

ce qui donne (ii).

Dans ce qui suit nous allons donné des conditions suffisantes sur le rapport 
Q '\ .o ]~ x pour que M*M soit inversible. Soit b >  0, supposons que 
g . [g]~ 1 =  ebJ B ~ l où J est une fonction intérieure et B un produit de 
Blaschke donné par

BU)  = n 1 -  XIX,

i -  X!K

Pn + 1

avec Im /.„ >  0, p„ des entiers positifs ou nuls, n =  1, 2, —
Soient 0 un élément de H 2~, d la projection orthogonale de JO sur 

H 2 ©  BH 2- et R l’opérateur de H 2 ~ dans H 2 * ©  BH 2 * défini par 
R . 0 — B . Ü.

Posons a' =  2a +  b et Ua. l’opérateur de H 2+ ©  B H 2* dans lui-même défini 
par Ua.\}/ =  P { e - (2a+b)xlJ) où ij/ e H 2* O  B H 2* et P la projection orthogonale 
de l } ( R) sur H 2*. Soit M*  l’opérateur défini précédemment par

M*0 =  P { e . 2ag . [ g ] - 1 . 0) =  P ( e . a, . J ~ l B .  0 ),

on vérifie que M*0  =  Ua.R0  pour tout 0 e  H 2*.
N otons par A l’ensemble de zéros de B (A„, n =  1, 2, . . . ) ,  L2(A) le sous-espace 

de Z_?(0 oo) engendré par les fonctions <̂„ définies par ^„(x) =  x p"eUnX (x >  0), 
n =  1,2, —  Notons enfin par Ta. l’opérateur de Z?(A)dans lui-même défini par 
(Ta,ç)(.\) =  ç(x +  a') pour .v >  0 (a' >  0) et (Ta, £)(x) =  0 pour x <  0.

D ’après la remarque de P. Lax [7] l’image de L2(A) par la transformation de 
Fourier, notée est l’espace H 2 * ©  B H 2 *. On a d’autre part U a, =  1.
Comme .iF est une isométrie de L2(0 oo) sur H 2*, Ua, est compact si et seule
ment si Ta, est compact.

Il IIpa

&
- 1
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N ous avons ainsi le théorème:

T h e o r e m e  (P. Koosis [7 ]). L'opérateur Ta, est compact pour tout (a' >  0 )  si et
seulement si

lim
|<x|-*oo

E
(pn +  1) Im X„

=  0 , a réel et lim Im =  oo.
« - ♦o o

C o r o l l a ir e . On suppose que les zéros de B(X) vérifie les conditions du théor
ème précédent. Alors

(i) M *M  est un opérateur compact de H 2+, 
'ii) ||Af*M|| <  1 et I — M * M  est inversible.

Preuve, (i) D ’après le théorème de P. Koosis T# est un opérateur compact 
donc aussi Ua,, d’autre part M *M  =  Ua,R M  où R M  est un opérateur continu 
(||KM|| <  1) de H 2+ dans H 2* ©  B H 2+, donc M *M  est un opérateur compact.

(ii) M *M  est un opérateur auto-adjoint positif. Comme c’est un opérateur 
compact sa norme est égale à sa plus grande valeur propre. On aura donc 
||M*M|| <  1 si toute valeur propre de M *M  est strictement inférieur à 1.

En effet, soit <j>0 e  H 2+ et supposons que l’on ait

\\M<t>0 II =  \\Q{e2ag • [g] 1<̂ o)|| =  1100 II-

Comme Q est un projecteur orthogonal, cela implique que 
=  e2<,g[g]~1(f>o e H 2-. On a alors

( g e y i u )  =  (e2a . g é o Y i u )  =  (gé0Y { u  -  2 a  ) =  0

pour presque tout u >  0. On a d autre part (g<p0) \v) =  0 pour presque tout 
r <  0, d’où (g(f>0) A(u) =  0 presque partout. Comme g . <j>0 e  L(R) et g ^  0 
presque partout on obtient <p0 =  0 presque partout. On a donc \\M<f>\\ <  ||</>|| et 
j|À-/*M<£|| <  ||$|| pour tout <f> e  H 2*.

II. Consequences de I

P r o p o s it io n  4. Pour que la projection de  H (_aoo) sur a) coïncide avec
H(~ » a) °  W(-„oo)t H f aut et H suffit que g . \jg\~ 1e 2a soit une fonction intérieure,
i.e., la restriction sur R d'une fonction <f> telle que

(i) z —*• <j>(z) soit analytique dans Im z  >  0,
(ii) \<t>{z)\ <  |0 (x ) |  =  \ g { x ) . [g]~1 {x)e2iax \ =  1 p.p. avec z  =  x  +  iy et

Im z >  0, et <f>(x) =  limy_»0 <f>{x  +  Ô7) P-P-

Démonstration. 1. Soit bs la fonction définie dans la proposition 3 par
bs =  —P(ges- a). La condition M (bs) =  0 pour tout s >  a est nécessaire pour
que la projection de H(_ aoo) sur H (- lx, a) coïncide avec H (- <x>a) r\ H (- ao0): il
revient au même de voir ce fait pour un élément es, s ^  a.

K. C I
2

o
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Supposons que P aes coïncide avec la projection de es sur (s >  a),
alors M(bs) =  0. En effet en tenant compte du fait que P aes — es est orthogonal 
à H «-* ,a) =  ea . g ~ lH 2-, on obtient 02,„=  — bs pour tout n et 
()t „ =  — M 0 2n — M(bs) =  0 pour tout n, (01<n et 02 „ sont les fonctions du 
lcm me 1).

2. Supposons M{bs) =  0 pour tout s >  a, alors g . \g\ l e2a est une tonction 
intérieure. En effet la condition M(bs) — Q(g\_g\~ 1e2abs) =  0 implique

( 1) g . [g] e2abs e  H 2* pour tout s >  a.

N otons par . / /  le sous-espace ferme de L2(R) engendré par le système {bs}s>a. 
On a . / /  =  H 2*.

En effet, par définition bs =  — P(g . <?s_0) e  H 2 *, donc c= H 2*. D ’autre 
part soit <f) g H 2 * orthogonal à M^ on a

(2 ) ( ^  </>) =  4>) =  0 p o u rs  >  a.

Mais comme g est extérieure, le système {geu} u < 0  engendre H 2~, d ’où 
 ̂ <f>) — 0 ’ pour u <  0. Il s’ensuit de (2) que (geu, 4>) =  0 pour tout m G  R, 

c’est-à-dire (g . </>)A(w) =  0 pour presque tout u, comme g . <f> e  I } (R) et g ±  0 
p.p., on a 0  =  0 p.p., d’où J4 =  H 2 + .

D ’après (1) on a aussi

g • [g] l e2a . J î  =  g . [g] le 2aH 2+ c  H 2+.

Comme | (g . [^]_ ^2o)(x )| =  1 P-P-» d’après un théorème de Beurling, c’est 
une fonction intérieure.

3. Si e2ag . [¿f] -  1 est une fonction intérieure alors M (bs) =  0 pour s >  a. Il 
suffit en effet de remarquer que e2a . g[g ]~1bs e  H 2 + .

4. Supposons que M (bs) =  0 pour s >  a, d’après 2, e2a . g . \ g ]~ l 6 e  H 2 + 
pour tout O e H 2*, donc M(0) =  0. Il s’ensuit d’après le lemme que 
0 U„ =  - M 0 2'„ =  0 et, 02'„=  - b s et P aes =  es +  ea[g]~ lbs, c’est-à-dire la 
projection de es sur H

En résumé on a:
(i) la projection de es sur H coïncide avec Paes pour s >  a,

(ii) M(bs) =  0 pour tout s >  a,
(iii) e2ag . [¿7]-1 fonction intérieure, 

avec ( i ) o  (ii)<=> (iii).

Remarque. La proposition 4 constitue une généralisation d’un résultat de 
Levinson et McKean [9].

IIIA. Quelques exemples de calculs de projection

Dans cette partie, nous allons donner des résultats explicites de calculs de 
projections sur le sous-espace H (_aa) pô.ur des conditions assez faibles sur le 
poids f.

(g*S - f l !
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N ous noterons par M c 1 operateur M  de la partie / ,  (c >  0), i.e.,

Mc-.e^Q{e2cg .8).

T h eo r e m e  (H. D ym  [4]). Soit f  1 localement sommable, alors

(O H ( - « « } ^ H (. sod)=  H  H (_ a_ £fl+e) pour tout a >  0 .
c >  O

Si de plus II M c || <  1 pour un nombre c >  0, alors

(2) °  H i-aao) =  pour tout a >  c.

Ce théorème est la généralisation d ’un résultat de l’auteur dans un manuscrit 
non publié.

C o r o l l a ir e  1. Soit f ( x ) =  |</>(x)|- 2  où g =  ec4>~x est une fonction extér
ieure et <$> une fonction entière de type exponentiel <  c. Alors pour tout a >  c, la 
projection de es (s >  a) sur H (- aa) est donnée par

P e1 n

Il
s —a

0
I (es+c-a<I> xY { u ) \2 du

Preuve, g . [ g ] - 1 =  e 2c est une fonction intérieure d’après le lemme 2.1 
[5]. D ’après le théorème de D ym  [4] et le corollaire du théorème de K oosis, on  
a o  / / (_ ao0) =  H (_ aa). L’expression de la projection de es sur H (_ aa)
découle enfin de la proposition 4.

C o r o l l a ir e  2. Soit f ( x )  =  |.R(x)/</>(x) | 2 où g =  R . [ec <f>]~1 est une fonc
tion intérieure, </> une fonction entière de type exponentiel <  c et R un polynôme 
dont les zéros w ly . . . ,  w„ sont dans le demi-plan Im z  <  0 , de multiplicités 
r t , . . . , r „ .

Alors pour tout a >  c, la projection de es (s >  a) sur H {_ aa) est de la forme

P a{es)(x) =  e '«  -
eiax

g ( x )
P • iges -a){x)  +

n
E
i

i
x -  wk Q k

i
x  - w k))(

- i a x

+
g ( x )

n

E
1

1
X -  W k

Rk<
i

x -  wk)
Preuve, g . [¿7]-1  =  R  . [^]~ l e2c /̂<t> où /? [£ ]“ 1 est l’inverse d’un produit 

de Baschke et e2c $/<!> est une fonction intérieure d’après le lemme 2.1 [5]. 
D ’après les mêmes remarques que dans la preuve du corollaire 1 on a 
H(-ao a) °  H (_ aoo) =  et lâ projection de es sur cet espace est donnée par
la proposition 3. L’expression de la projection dans le corollaire s’obtient enfin 
par un calcul de résidus.

Bri
-  1

H o H ( — a oo! Hi -a fl)

<1>P( X

pa es II2/ 1



22

Exemple 1. Projection de es sur H {^aoo) r\ H (_aoo)

3 9 8  A. SEGHIER

/ m  =
i
n

(x -  l ) 2
(x2 +  l ) 2

on obtient.

Pa{?s)(x)  = (i -f
x — /
x -  1

(s -  a ) Ie ~ ( s ~  a)e iax

Remarque 1. On a dans ce cas a) r\ H (_fl00) H (_aa), car P a(es) n’est
pas analytique (on sait que tous les éléments de H ( _ a a) sont de type exponen
tiel, de paramètre inférieur ou égal à a; voir [9]. Cela est dû au fait que f ~  x(x) 
admet un pôle en x =  1 (donc non localement sommable).

Exemple 2. Projection de es sur H(_aa)

f  (*) =
2

5n
x 2 4- 4

(x2 +  l ) 2

/ 1 (x) étant localement sommable d’après le corollaire 2 la projection de es sur 
¡U-aa) est aussi la projection sur H ^ ^ a )  0  H (_aoo), les calculs donnent

l ’a M f x )

(x -l- i)2
x 2 -l- 4

e [e ~ l s ~ a ) (1 + ( s - a )
x — i
x — 2 !)4- B(s) .

(x -  f)2
x 2 4- 4 )#

où

A ( s ) =  -
36(s — a)e~(s a) . e 4a

81 -  i'"8a
et B(s) =  -

e
9

/l(s).

IIIB. Application à un problème d’extremum

(1) Position du problème. Soit / u n e  fonction positive presque partout, 
sommable telle que f  dx soit une probabilité sur R et telle que

+ ac

— o o

Log / ( x )
1 +  x 2

dx >  — oo.

On considère une famille de mesures de probabilités n sur R, vérifiant

0)
+ OC

— oo

e iut dn(t) =
+ oo

— OO
e~ iu,f ( t )  dt, \ u I <  2a, a >  0.

De telles mesures existent et diffèrent de / .  dx, un procédé de construction 
est donné dans [iL on ne les obtient pas toutes cependant.

On note par H f_ao) le sous-espace fermé de L2(R) engendré par {eu, \ u\ <  a) 
{eu(x) =  e'xu). Un nombre s >  a étant dônné, on cherchera parmi les mesures p.

1)

4(s) — ixa + e ixa

— 4 - a
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vérifiant (i), celle pour laquelle la distance de es à H1_aa) dans L i m  est 
maximum.

Des résultats peuvent être donnés pour une famille particulière de poids et 
pour s, a <  s <  3a.

(2) D ’après la proposition 1, si /  vérifie

PREDICTION D ’UN PROCESSUS STATIONNAIRE 399

+  oo

— oo

Log / ( x )
1 +  x 2

dx  >  — oo,

alors il existe g telle que | g |2(x) =  / ( x )  p.p. et g(u) =  0, u <  0.
La norme d’un élément i// de L2(R) sera notée ||«A|L-

P r o p o s i t i o n  5. Soit c, 0  <  c <  a. On suppose f ~ l localement sommable et 
g . [¿7] “ l e2c une fonction intérieure. Alors pour tout s tel que a <  s <  3a — 2c la 
distance de es à H{‘_aa) est maximum pour f . dx.

D¿’monstration. 1. L’hypothèse g\cj\~Xe2c intérieure entraîne que l’opér
ateur M c est nul sur H 2 * (autrement dit ||M c || =  0), comme de plus on suppose 
/ - 1 localement sommable, on a, d’après le théorème de Dym [41,

(1 H(- 3X) =  H (- aaai) n  H(_ xo0) pour a >  c.

D ’après la proposition 4, g[g]~ e 23 étant aussi intérieure (a >  c), la projec
tion de es sur est égale à la projection de es sur Hi .̂aoa).

2. Soient a, 0 <  c <  a <  a et s >  a; on a

min \\es -  <b\\f =  min \\e. -  <\>||r .
<p e H ( - a a) €  H  (a  — 2a a)

I'n effet d’après 1,

min
</> E li {a — 2a a)

Il min
-a<t> G  / / (  -  a  +  a )

Il

min
e, - a . </> 6 //( - x J)

Il mm
ea-  a € H ( -  ac a)

\\es -  ea- M r.

Ce qui donne toujours d’après 1,

min \\es - ô \ \ f =  min \\es - ô \ \ f .
0  e //( _ * a) </> e  H  ( — a a)

11 s’ensuit que la projection de es sur H(_aa) est égale à la projection de es sur
H \ a  —2 x a)'

3. La distance de es à H ^ aa) est maximum p o u r / ,  dx. Soit 0 <  c <  a <  a. 
On a, pour a <  s <  3a — 2a,

M

n = 1
a„ e,H -  es

»

M

I
n = 1

a n * t „  ~  e s
f

avec a 1, . . . ,  aN e  C et a — 2a <  t„ <  a, n =  1, 2, . . . ,  N.

e* 4>IIf "s - a ï -  a <PIIr*

e 0 II(
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N

I
n -  1

ane. -  e,
2 N

E
n  =  1

a„e.
2

+  1 -  2 Re
N
Zn = 1

er„, es
tt

Comme ¡i(t) =  f ( t ) pour r <  2a, on a d une part
N  2

yi ^ n ^ t n ^  m̂)
n =  1 /i 1 <  n <  /V

= Z  < * n < * m  Î  { t n  -  t m )

1 < m  < N

1 < n  < / v
1 < m  <  /V

N 2
=  Z  °neu ;

n= 1 /

d’autre part,

avec I r„ — s I <  2a par hypothèse, donc fi(t„ — s) =  f  (t„ — s), n =  1, . . . ,  N  et

( Z es) = ( Z «■*... e\
V m = 1 //i \ n = 1 I f

ce qui prouve l’égalité ci-dessus. 
D ’après 1, on a

N

min ||0 -  es \\f  =  min £  a*etn ~  es
<p€ H { - a a) n =  1 f

pour toute suite de nombres complexes a ,,  . . . ,  a N et pour toute suite t ,, . . . ,  t N 
de nombres vérifiant a — 2a <  tn <  a, n =  1, . . . ,  N.

Tenant compte de l’égalité ci-dessus on obtient

min ||iJ/ -  ^  min 110 ~  es\\j
6 //( -a „)« r  6 •*( -  a a)

pour toute probabilité // vérifiant f i ( t ) = f ( t ) ,  | f |  <  2a, ce qui prouve la 
proposition.

C o r o l l a i r e . Soit f ( x )  — 1 / 1 Q(x) |2, où Q(z) est un polynôme de degré supér
ieur ou égal à 1 et n'ayant pas de zéros dans Im z >  0. Alors la distance de es à 
Hi-aa)* pour toutes les mesures de probabilité vérifiant fa(u) =  f  (u), | u | <  2a, est 
maximum pour la mesure f . dx et pour a <  s <  3a.

Exemple. Soit r(t) =  t?-1'1 la corrélation d’un processus stationnaire connue 
sur ( — 2a 2a). On peut la prolonger par R(t) — e -1'1 sur tout R. La mesure 
spectrale associée est j ( x )  dx =  7i(l +  x 2) - 1 dx. Il existe une infinité de prolon-

V

I
n = i )

N

L
n = 1

-  s)

N N
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gements de R(t)  en dehors de ( — 2a 2a). La distance de es à H *-aa), où n 
parcourt l’ensemble des mesures vérifiant fî(t) =  e -1'1, |f  | <  2a, est maximum  
pour la mesure/ .  dx.

Soit maintenant une autre corrélation F(t), prolongeant e _,f| sur ( — 2a 2a )et 
définie par

PREDICTION D ’U N  PROCESSUS STATIONNAIRE 4 0 1

F ( t )=  e-"'. U ^2 a,

=  0, 111 >  2a 4- e,

=  — e 2a | i | +  e 2fl(e +  2a), 2a <  \ 11 < 2 a +  e.

Pour s >  3a +  e, la distance de es à H ^ aa), (F(t) =  Jt®  e~ i,xF(x) dx)  est égale 
à 1, donc strictement supérieure à la distance de es à H { - aa). Cet exemple 
montre que la propriété ci-dessus (corollaire) cesse d’être vraie pour s >  3a +  e.
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PR O B A BIL IT ÉS. — Prédiction linéaire et opérateur de Hankel.  N ote  (*) de Abdellatif  
Scghier, transmise par Robert Fortet.

Soient f  .dx  une mesure de probabilité sur R, E un sous-ensemble de R et Jtf t le sous-espace de Hilbert de  
L^(R) engendre par la famille d'exponentielles j f e E  }. On suppose

J  ( L o g /( .*))(  I +  x 2) ” 1 d x >  — oo.

Le projecteur orthogonal P K de (R) sur r est explicité en fonction d*une série d'opérateurs de Hankel dans le
cas où

E =  J - od, + c3o[ ( 6 ^ 0 ) .

L et |i =  / .d x  a p robab ility  measure on R, E ci subspace o f  R and  E the H ilbert subspace o f  L j  (R) spanned by  the 
set o f  functions  { e t , / e R ) ,  where e, (x) =  e itx.

We suppose that

i  ( L o g / ( x ) ) ( l + x J ) d x  >  — o o .
J  — UO

The orthogonal projector from  L^(R) on t  is given by  an expansion o f  H ankel o p era to rs , when

E  =  ] — o o ,  - f c ) u [ 6 ,  o o [  ( b ^ O ) .

1 .  N o t a t i o n s  e t  d é f i n i t i o n s . — Soit L 2 (R) l’espace des fonctions ^-mesurables définies 
sur R, à valeurs com plexes et de carré intégrable. O n notera L 2 (R) lorsque |i =  dx  est la 
mesure de Lebesgue sur R [lorsque n =  f  .dx,  on  note L 2 (R) =  L 2 (R)].

La fonction /  vérifiant la condition

r + oo
J [ L o g / ( x ) ] ( l  -f x 2) “ 1 d x >  — oo,

peut s ’écrire :

/ ( * )  =  \9 (x ) \2 P P -

avec ¿7e L 2 (R) et g =  3* g; g(u) =  0 pour presque tout u ^ O  étant la transformation de 
Fourier-Plancherel sur L 2 (R)].

On note par H 2 * =  { h e  L 2 (R)//ï(u) =  0, pour presque tout 0 }  et par
H 2 “ =  { / i e L 2 (R)//î(i;) =  0  pour presque tout t ;^ 0  }.

O n peut choisir g telle que H 2+ =^g œ} (resp. W2~ = g  ^ Q)). Soient P E le
projècteur orthogonal de L-2 (R) sur , P  le projecteur orthogonal de L 2 (R) sur H 2 + et Q  le 
projecteur orthogonal de L2 (R) sur H 2 ~ (voir [2], p .-82-120 ou  [3]).

Soit O e  L® (R), l’opérateur de H ankel H 0 associé à <ï> est défini par un opérateur de H 2 + 
dans H 2“

0 — H *(0 )  =  Q(O>.0), V 0 e H 2 + .

On définit par (l’opérateur « conjugué » de H^) de H 2 dans H 2 * par

4* f t ^ ( T ) = P ( c | ) . vF), V T e H 2 ' .

O n  no te ra  e t la fonct ion  x  —► e ( (x) =  e " v.

♦ fit

— oo
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2. On considérera l’opérateur I — H q u i  sera auto-adjoint et positif sur H 2 + , et un 
inverse de « type faible » de cet opérateur permet de résoudre le problème de la projection de 
L2 (IR) sur E =  ] — oo, —b]^j [b9 -h oo[. N o u s  allons d ’abord établir un lemme sur une 
propriété d ’opérateurs auto-adjoints T  sur un espace de Hilbert, opérateurs qui seront 
bornés et tels que I —T soit surjectif.

L e m m e  2 .1 .  — Soient Jt* un espace de H ilbert , T  un opérateur auto-adjoint, borné et tel que 
|| T  || =  1. On suppose que Von ait || T  <I> || <  || O ||, pour tout de J f .  Dans ces Conditions,
on a

lim H (I — T)(I +  T +  . . . +T")<D -<D || =  lim || A 0> |[ = 0
n —• x-

pour tout <t> de J f .
Si || T  || < 1 ,  cette propriété est vraie et facile à dém ontrer.

3 .  P r o j e c t i o n  d e  L 2 ( R )  s u r  J ^ e , a v e c  E =  ] — oo, — b\y j [b ,  +  o o [ ,fe > 0 . — O n r e m a r q u e  

d ’a b o r d  q u e  j r E =  H , _ 0&> _ M w H (l)>oc[.

Signalons dans [2], une approxim ation de l’opérateur P E par des puissances d ’opérateurs  
Q", n —► oo.

O n a le lem m e suivant :

L e m m e  3 . 1 .  — Soit T  un élément de L 2 (IF8). Pour qu'un élément de noté  P b('f') soit la 
projection orthogonale de 'F sur ce sous-espace, il fau t e t il suffit qu'il existe deux suites 
(°i.»)..g i e t avec 0 l t „elH]2 -  et  0 2>„ e  H 2 + telles que :

( i )  l i m  0 1>n +  e b^ -1 0 2>ll) existe dans L 2 (R) ,-

(ii) lim (Q2,„ +  P ( e . 2bg g ~ 1. 0 t „) =  P ( e - bg 4 /);

(iii) lim (01' n +  Q ( e 2bg g - t d2'„) =  Q ( e bg'i').
n — oc

D ans ces conditions la projection est donnée par la limite dans (i).
O n notera

Q>b =  e2bgg  1 et H * .:  Q  (<!>!> 9) =  H ^ fc (0), 0 g H 2 +

l’opérateur de H ankel associé, on  a le résultat suivant :

P r o p o s i t i o n  3 . 1 .  — Soit d\x =  f  . d x 9 où f  vérifie les conditions dans 1. Alors le projecteur 
orthogonal P b de L / ( R )  sur E est donné par le développement suivant :

P „ m =  lim (e .ha~l W„ (T) +  *„ a ~ 1 W „ m ) ,  V e L i  RV
n — * OO

où W „(T) =  Q ( e ^ ' F ) -  H ^ (W „ (Ÿ )) ,

W „(VF) =  (I +  . . . + ( f lx  H* )")G 0F)

et G(4')  =  P (0 íí_l, ' F ) - H ir Qtöej.'f').

C o r o l l a i r e  3 . 1 . 1 .  — Si l l f lô  H * J | <  1, alors est inversible e t la projection
d'un élément *¥ de L i ( R )  sur JifE est donnée par

P b('V) =  e _ bg - l W{'i>) +  e bg - l W  (4*),

] fl». H » i
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où

W ( ¥ )  =  (I —ftÿ  H* ) -1 (G ('F)),

W (4 / ) =  Q  (eb g T )  -  ft* (W ('t'))
et

G ( xV) — P ( e - bg xV) — f ï ^ ( Q  (eb ¿V )).

C o r o l l a i r e  3 . 1 . 2 .  — Si<J>b =  e2bgg  1 est une fonction intérieure alors 1 - ^  =  0 et pour tout 
*¥ e L j ( R ) y la projection de sur J f E est donnée par

Vb{V )^ e -bg - l Q{ehg'¥) + ehg - l V{e-bg'¥).

Remarque . — N o u s  ne pouvon s, faute de place, donner des résultats analogues concernant  
la projection orthogonale  sur w}. D e  tels résultats généralisent et
com plètent la solution du problèm e abordé dans [3].

(*) Remise le 21 avril 1980.
[1] V. M .  A d a m y a n  et D. Z .  A r o v ,  Theory o f  Probability and its Applications (traduit du Russe), 13, 1968.
[2] H. D y m  et H. P. M c K e a n ,  Gaussian Process, Functions Theory, and the Inverse Spectral Problem, Academic 

Press, New York, London.
[3] A. S e g h i e r ,  III. J . M ath .y 22, n° 3, septembre 1978.

Université de Par is-Sud, Centre d'Orsay, 
Mathématique, Bât. 425, 91405 Orsay.
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PREVI CTJON LINEAIRE ET OPERATEUR VE HANKEL 

A. SEGHIER

Let y = f*dx a probability mesure on R, E is a subspace of R and the

Hilbert subspace of L2 Or) spanned by the set of functions {e , t e E} , where
,  , itx U t

e. (x) = e
f °° 2 - 1  

We suppose that I (Log f(x)) (1 + x ) dx > - 00 . The orthogonal projector 
J -  00

from L2 (E) on Hg is given by an expansion of Hankel operators, when E = ]- °o -bj 

U [ b + « [ , b >  0.

Soit y = f*dx une mesure de probabilité sur |R, E un sous-ensemble de fR, Ĥ, 

le sous-espace de Hilbert de L2 (IR) engendré par la famille d'exponentielles

{e , t e E} , où e (x) = eLtX.
f+°° 2 —1 

On suppose 1^ (Log f(x)) (1 + x )  dx>-°°. Le projecteur orthogonal Pg

de L2 ClR) est explicité en fonction d'une série d'opérateurs de Hankel, en par

ticulier dans le cas o ù E ^ j - o o - b ^ u f b  + °°£, b > 0.

I. - NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit L2 CE) l'espace des fonctions y-mesurables définies sur IR à valeurs complexes
 ̂ A

et de carré intégrable. On notera I r  ÛR) lorsque ji = dx est la mesure de Lebesgue 

sur IR. (et lorsque y = f#dx, on notera L* ÛR) = l| (fO •

V ° °  2 -1
La fonction f vérifiant la condition I (Log f(x)) Cl + x ) dx > - 00

; -°°

peut sfécrire f(x) * |g(x)|2 pp.

avec g € L2 (R) et i = ^ g  ; g (u) = 0 pour presque tout u ^ 0. (5̂  étant 

la transformée de Fourier-Flancherel sur L2 ÛR)).

2+ A 
On note par H = {h e L2 (R) / h (u) = 0, pour presque tout u £ 0} et par

H^ = {h e L2 (R) / h (v) = 0, pour presque tout v <. 0}.

2+ 2—  —
On peut choisir g telle que H = «•H<0~> (re8p- H ■ *  H(-o 0)'-
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Soit Pg le projecteur orthogonal de L| Or) sur H^, P le projecteur orthogonal 

de L2(|R) sur H^+ et Q le projecteur orthogonal de L2 (R) sur H2 (voir [2] pa

ges 82-120).

CO
Soit maintenant <J> e L (ffO, l'opérateur de Hankel H, associé à (f) et défini par

2+ 2 -  
un opérateur de H dans H :

e (e) = q (<f>.e), ve e h2+.

 ̂ . 2 - 2 +
On définit par (l'opérateur "conjugué" de H^) de H dans H par :

__ o-
ÿ + Ht Cl̂) = P(<p ip), V l/j € H ,

<P
JL tîC

On notera enfin efc la fonction x ->■ et(x) = e , t e R.

II » - On considérera l'opérateur I - Ĥ > qui sera auto-adjoint et positif sur 

H^+, et un inverse de type "faible" de cet opérateur permet de résoudre le pro

blème de la projection de L* (fiO sur E ; E - ]-°° - b][ U [b +°°[ et E = (-a, a) 

avec une condition dfinversibilité forte (extrapolation).

Nous allons d'abord établir un lemme sur une propriété d'opérateurs auto-adjoints 

sur un espace de Hilbert, opérateurs qui seront bornés et tels que I - T soient 

surjectifs.

Lemme 2,1.

Soit H un espace de Hilbert. T un opérateur auto-adjoint borné tel que | |T| | * 1. 

On suppose que l'on ait | |t<J>| | < | |<j)| | pour tout <J> * 0 de H. Dans ces condi

tions on a :

Lim I |(I-T)CI+T+. ..+Tn)<j> -<fr|| = lim | |Tn+1<f>| | = 0
n - x »  n-»00

pour tout <f) de H.

(Si ]|T|| < 1, on sait que cette propriété a lieu uniformément par rapport 

à <J>) .
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Preuve :

Le fait que ||T|| ■ 1, i.e. I + T non-inversible sur H, prouve que +1 et -1 

appartiennent au spectre de l'opérateur Cqui est auto-adjoint). D'autre part, 

la condition | | |  | < ||4>||, pour tout 4> non nul entraîne que les valeurs 

propres de T (s'il en existe) sont en module inférieurs strictement à 1.

Une version du théorème spectral C ] établit l'existence et l'unicité d'une 

résolution de l'identité ^ e <*(T) (spectre de T) telle que l'on ait pour

tout et <J> e H :

(T = ja(T) X d (PA <p, ip)

où d (P^ <t>, i|>) est une mesure complexe de support O (T). Nous avons en particulier :

(T <j>,<J>) = X d (P, <j>, <J>) et
T) A

||Tn <j>||2 = (T2n 4», <J>) - [ X2n d (P, M ) .
Jo ( T)

où d (P^ <J>,<f>) est une mesure positive.

Comme -1 et +1 ne sont pas des valeurs propres de T, on a P^({l}) = P^({-l}) = 0 

[4, ], ce qui veut dire que pour tout <pt 0, les points {+1} et {-1} sont des 

mesures nulle pour d (P, <j>,(j>) .

2n
Ainsi, a(T) c [-1 +1] et X tend vers 0 presque partout, par rapport à

d (P-i <f>, <f>) quand n -*■ °°. D'autre part la constante 1 est intégrable sur a (T)
2n

par rapport à d (P^ ) et |X | £ 1 sur O (T). Le théorème de la convergence 

dominée de Lebesgue s'applique et on a pour tout <J> de H :

lim f X2n d (P, <f>, <f>) - (lim X2n) d (P, <j>, <f.) = 0
n-*» ' 0 ( T) * a i T)
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on en déduit :

lim | ](I-T)CI+.. -+Tn) <p <j)|| = lim | |ln+ <f> || * 0  
n-*» n-*»

pour tout <p de H. Ce qui prouve le lemme.

III. - PROJECTION ORTHOGONALE SUR H, N n H,
— -----------------------  C-00 a) (-a œ)

On suppose que la mesure spectrale^Jjtvérifie
Loc f(x)
1 + dx > - 00 et soit a £ 0.

On peut écrire d'après 1 :

H, x = e g"1 H2+ et Hr % “ e ¿_1 H2".
C~a °°) -a (-00 a; a °

Le lemme suivant caractérise la projection dfun élément \p de l| (R) sur 

**(-°° n . On notera le projecteur de L* (R) sur le sous-espace.

Lemme_3_. 1 .

Soit lj> un élément de L| (R) . Pour qu'un élément de H ^ ^  ^  n H^_a +ooj qu'on

notera P , soit la projection de ip sur ce sous-espace, il faut et il suffit

qu'il existe deux suites (6. ), (6. ) dans L2 (R) ; 0- e H , 0. e H ,
I,n Z,n l,n 9 2#n

n 1, 2,... telles que :

lim (e g”1 0. + e g 1 09 ) existe dans L2 ( H ) 
“a 1 «n a ¿,n

nr«oo
(i)

(ü)

(Üi)

lim (0 + Q (e2a g g " 0 ) - - Q (efl g *) 
ir*œ

lim P (. g g’ 1 9 > * 9 ) - - P (. g t) 
ir*oo

La projection de y est alors donnée par :

Pa(«|f) - ♦ + lim (e_a g“1 0, + ea g _1 02 ) 
ir*oo
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Supposons que P (i|f) s o i t  l a  p r o j e c t i o n  o r th o g o n a le  de ÿ (dans
cl

Lf  ( * ) >  sur  ÌÌ H^a » ( e _ a g 1 H2+) fi ( e _ a g” 1 H2+) , ou en core

que P ( ♦ )  a p p a r t ie n t  à ce  s o u s -e s p a c e  e t  P (ÿ)-i|f a p p a r t ie n t  à son o r th o g o n a l .
A SL

P reu v e  :

a )  La c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  :

Comme (H, v fi H, N ) = 
( -0 0  a) ( - a  oo ) / (H^ n + J(-oo a) ( - a  CD ) , i l  e x i s t e  deux

s u i t e s
(h2,n^ de Lf  < B ) ’ h l , n  €  “ (-oo a) * ( e a * ^  c t

h 2 n “  H( - a  cp) = ê - a  8 H * n = 1 *2 «** t e l l e s  que

P (*) -f- iim (h + h? ) .

a n-*œ * 2,n

Mais on a (h . € . )  «  (h , „ e a g € H2+) e t
l . n  ( - œ  a) 1 ,n  —a

Ch

En p o sa n t 0 ,  ■  h 0 e g e t  0_ » h , e g  , on a  l a  c o n d i t io n  
I ,n  z , n  a ¿ ,n  I ,n  —a

(D.

Montrons ( i i )  e t  ( i i i )  .

D 'a p rès  ( i ) ,  Pa (Ÿ) = ♦  +

a p p a r t ie n t  à H, v

l im  (e
-an-»œ s ~ '  e i , n  + e a  8 6 2 , n > ’  M Î S  Pa ((l)

---1
g H2- e t  à  H, *= e g" H ( - a  oo ) _a c e  qu i éq u iv a u t

à ea g Pa (*) € H2+ e t  e g P ( ♦ )  € H .
“ o  3L

En te n a n t  compte de l ' e x p r e s s i o n  de P (lÿ) on a :
a

0  ■  P ( e  g P ( i p ) )  ■  P ( e_j|> g )  + Lim P
n-*» (*-2. « *’* 0l,n * «î.n’-

0  ■  Q (e  g P  ( \ f / ) )  * Q ( e  i p  g )  + 
a a a

Lim
n-x» (Sl , n  * 1 (e2a* e2,a>

On o b t ie n t  a in s i  les  expressions ( i i )  e t  ( i i i ) .

(-0 0  a) (-a od j

Z,n
€ HL

(.-a oo ) )
« (i2 , n e a g 6 H

9-
)

- I — 1

-1
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La condition est suffisante :

Supposons qu'il existe deux suites (6. ) et (0. ) . vérifiant (i), (ii)
l ,n n>i 2 ,n n>l

et (iii) alors :

a)  P ( i p )  -  i p  +  l im  (e  g ^0. + e " g  ^0_ ) e s t  dans H.. Nn ïL v , 
a r n^oo - a 6 l , n  a6 2 ,n  (-°° a)  ( - a  « )  »

en effet :

Q ( e fl g Pfl(ip ) )  =  Q  ( e ^  g  i p )  +  Q  (lim (Ôj n + e 2fl g .g  1 % 2  ) )
n-*» * *

e t  comme Q (e  g P  ( i p )  ) = Q (e  ^ g )  + 1 im (0  + Q(e„ g . g  0O ) ) .
cL cL a I ,n  Zâ z .nn-*» » »

De même on a :

P (e_ g P Clp)) ® P (e_ ip g) + lim (P(e_9 g g 1 0, ) + 0O ) .
â  â  â  «I « I\ Z i XI

n-x» * *

D'après les conditions (ii) et (iii) du lemme, on a :

Q êa8 P* = P<e-a 8 Pa = 0

2 + —  2 —  
ce qui équivaut à e g P ( i p )  e H et e g P C \ p )  e H

cL H “â a

On a vu dans (i) que cela équivalait à Pa ( \ p )  e H£_a) a) n ® (_ a  oo)

6) P ( i p )  - i p  est orthogonal à H, v n H,. N 
a r ° a )  ( . - a  ° 0 )

En effet, P 0(0 - ÿ = lim (e g * 0.. + e 'g 0» ), or 
a -a i,n a z,n

e g ^0. e e g oa\e t  e g  0O e e g H^+ = v-a® 1 ,n - a °  ( - a  °0) a°  2 ,n  a ( - 00 a)

donc P (ip ) -  ip = x+ tfj" v - (H, >n L  ^a "t"  y (-oo a ) ( - a  °°) (-«» a) ( - a  °°)

ce qui achève la démonstration du lemme.
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Nous allons établir une proposition qui explicitera l'opérateur de projection 

de l'opérateur de Hankel et de son conjugué, soit :

H

H^Cip) = P ll>) = P Ce_2agg % ) ,  ¥  \p e  H2”

Proposition 3.1.

La mesure dp = f .dx vérifiant les conditions dans 1, le projecteur P de L£ OR)
3L X

sur n H( a ^  est donné par un développement en série d'opérateurs.

Pa(i/>) - ip + lim (e_ g"1 U G|0 + e s"1 VnCi|>)), V ip e l| CüR) ,
n-x»

où U ClJj) « - H. (V (ÿ)) - Q (e g.ÿ) 
n (p̂ n a

et vn(*) - - CI + ..... H ^ ) n) (b«0)

n - 1, 2 j ....

et où b GJ>) = Hjp. (Q(ea g i l / ) )  -  P (g e_a \ p ) .

Preuve

Pa (ip) est la projection de ip sur a  ̂ n H^_a si et seulement si les sui

tes (0i ) . = (U (ÿ)) et (09 „)„>1 = V CtÎ») vérifient les conditions (i),
1 ,n n^l n n^l ¿,n n£l n ~

(ii) et (iii) du lemme^l Remarquons que puisque |<f>a(*)| = 1 p.p*> Il **<(>¿1 N* •

Etape 1 Supposons que | | Ht- H , || — 1. 
11 ta

= U (<J>* Q 2a8*̂
-1

V ) , V W e H
2+

<*)

Cbw;H_w. +.
ra
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L'opérateur I - (qui est auto-adjoint positif) n'est pas inversible.

«v 2 ̂
Mais on a , | |H-r H. 6[ j <| |9| | pour tout 0 de H ,0 ^ 0, en effet supposons

•Pa Ta O i «v
qu'il existe un élément 0Q de H tel que | |H-j- H 0©| | = ||0O ||* Conme

»3 , f cl

I l 0 o l I “  I H < b .  0 O I I S  I l H *  6 0 l I *  I 16 o I  I *  o n  e n  d é d u i t  <ïu e  I l H <f 0 O I H  l 0 o l I

ou encore | |QC4> 0 )|| * | |<J) 9 | | . L'opérateur Q étant un projecteur orthogonal
â  O cl O

2 2-  2— —i
de L (|0 sur H , on obtient 0 = <J> 0 e H . Comme d'autre part <|> = e_ g.f

â  O â  Z â

on a Ce» g 0 )A(u) -  Cg0 )Cu-2a) = Cg 0) Cu ) > or pour tout u s 0 Cg0jt#-O - “0
Zâ O O

2™ 2
Cear g e H et 0 € H ). Il s'ensuit que Cg0Q )  ̂(v) = 0 quel que soit v â -2a.

2+
D'un autre côté, conme g et 0q e H , on a Cg0Q ) A Cv) = 0 pour tout v ^ 0 ; 

il s'ensuit que Cg0Q) A ' (v) = 0 pour presque tout v e |R. Enfin conme g0Q e L^CttO 

et g ^ 0 presque partout, car g e H^+ , on obtient 0Q = 0 presque partout. On a

ainsi l'inégalité stricte annoncée ci-dessus.
~ . . 2+ 

L'opérateur vérifie donc les conditions du lemme C2.1.) CH = H et

Î L  H . =  T )  .  a  *
Ta wl

Etape 2

Posons maintenant pour tout ip e L f  OR) et n > 1.

V Cd») - - CI +

U (ü>) - - H. V U) - Q (e g il/)
n r s.  ̂ â

Par construction, la suite Ci|>) vérifie :

Un Gj>) + Vn (if,) = Q Cea g i p ) , V n > 1

Céla est vrai quand n tend vers l'infini et la condition Cii) du lemme est 

vérifiée CUn C*) - 0 ^ ,  Vn (*) - 92>n>.

<pa m

H. H. +... + CH H. ; ) CPCe eib) - Üt- COCe z W ) ) )
VA va va -a va a

H
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Considérons maintenant pour tout n ^ 1, l'expression

Vn<*> * %  Un(*> '  ( I  -  «fc V  Vn(+> -  X  « <ea «*)

En remplaçant et V̂ Cij;) par leurs expressions ci-despus et en appliquant

le lemme 2.1. à H_ H-. on obtient, en posant b(ip) = - p(e g Tp) + R_ Q(e gip)
V* “a %  a

n _

lim CV̂ Clp) + UnCÿ) - lim Cl-H^H^)( E CH^ H ^ ) qbCÿ)) -H^CQCe^ÿ))

= lim Cl -CÎ^H^)n+1)bOIO - ^ C Q C e a g ÿ))

* b ( f )  - IL CQCeag\p)) = P Ce_ag i p )

la condition Ciii) du lemme est donc vérifiée.

Pour montrer que P (ty) est la projection de ip il reste à vérifier la condition
.SL

Ci) du lemme Coù l'on pose 0, = U Cifj) et 0, = V (ip)) .
l,n n ¿,n n

Etape 3

La limite de la suite e_ g * U ( ÿ )  + e "g * V CtjO existe pour tout l|i e L? CR) .
"" a n â n i

En effet, remarquons dfabord que la limite de suite ci-dessus et

lim (U (ib) + é V CU>) ) existente imultanément dans (R) et dans L2(lR). Comme 
n a n rn-*»

par hypothèse U ( \ p )  + H(p V C l ¡j) « - Q (e g , quel que soit n la deuxième limi- 
n a n  a

te considérée ci-dessus existe si et seulement si lim P(d) V (ip))existe.a n
n-*»

Montrons que lim P C<|> CV Cif>))) existe Cpour chaque ifs e L2GR)).
a n

n-x»

Soient m et n des entiers positifs quelconquesCon suppose n > m pour fixer les

n-*» fe
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idées), on a :

| | p  c*a »n (*)> -P C * a vm( * ) ) | | 2 -  I |* , ( v n -  v j i l l 2 -  I |Q<*m (Vn -  V ^X lf»!!*

Remarquons que :

I !<!<♦«< W W  II* = l l H+a(Vn -  V W I I 2 ■  <H4>a(V„ -  V ' * » '  H*a(Vn '  V e* »

- «»„ - V (*>> V  H* <Vn - V  <*»
a a

Il s'ensuit que :

I lp <+a V * »  -  * ♦ .  V * ” ! ! ’ ■  « V V 1* 1 ' ( I - îV aH4'a>(Vn ‘  V W )

-  C Z CÎL H. )qb(^),Cl-IL. H. )CZ (H_ H. )q) b (^)) 
m+1 ?a <f>a %  *a m+1\  4 a

D'après le théorème spectral sur les opérateurs auto-adjoints sur un espace de 

Hilbert C 3, pages J, on peut associer à l'opérateur positif (auto

adjoint) une fonction h e (X) (où H2+ est isométrique à L2 (X),V étant une 

mesure positive), avec 0£h<l v.p.p Car ¡¡ïL- H, 0||< ô, V Ô € H2+ et 0 ^ 0 .

2+
associe à la fonction b (\p) de H son image dans L2 (X), notée k, par l'isomé- 

trie du théorème spectral. On a alors :

| | p  (<j>a vnG|>)) - p (<i>a vm( ^ ) ) | | 2 =
X

, n+1 , m+1 
/h - h

1 - h
2

| k | 2 d V

<

X

. 2(n+l)

1 - h
| k | 2 d V +

X

,2(m+1)

1 -  h
| k | 2 d V
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Comme 0 ¿ h < l v - p p ,  lim h -  O V -  pp.
q-K»

f I kl2
Si | ' i”ir " dv < + °°, alors le théorème de la convergence dominée, les deux 

jx 1-n

dernières intégrales tendent vers O lorsque m et n tendent vers l'infini et donc

lim P (d> V Cip)) existe.
_ Ta n rn-x»

Etape 4

On a
X

Ikl2
1-h dv < + 00

Conme la projection d'un élément (E) sur le sous-espace aj n H^_a ^
existe (théorème des projections). La condition nécessaire du lemne 3.1. établit 

l'existence de deux suites qu'on notera ici (d. ) et (6. ) et qui vérifait les 

conditions (i), (ii) et (iii). En particulier, on en.déduit que lim P(<j>a02 n)
• . i ^ v j  • n-«» *

existe, c est-a-dire :

(*) lim||p(6 0, ) - P(é6, )||2 = lim (6. - 0_ .(I-H* H. )(0. n - 0 )) = 0 
n-*» a 2,n "a 2,m ^  2,n 2,m» <Pa 2»n 2»m

m-x» nr*00

En associant a e L2 (X) à 0„ le théorème spectral transforme l'expression 
n V 2 ,n

(*) en :

(**) lim
n-*»
nr*00

X
la -  a I2 (1 -  h) d v = O. 1 n m1

Ce qui signifie que a (1-h) tend vers une fonction w dans L2 (X). Il existe
n 1/2

donc une sous-suite {otn ^(l-h) } qui tend vers w V- p.p.

D'autre part les conditions (ii) et (iii) du lemme impliquent que

lim
n-x»

| | ( I - Î L  H. ) 02 n -  b (ÿ )  I I2 ■  0 ,  avec b (ÿ )  ■  H— Q(eagi|>)- P ( i  e_ a i(/)) 
a a 5 a

ibdtL 2

I-00 a)

1yZ
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ce qu i se  t r a d u i t  par :

lim |(l-h) a - k | 2 d v = 0 .
n 1

ir*» ;X

I l  e x i s t e  donc une s o u s - s u i t e  ( 1 -h )  a  t tendant v e r s  k v -  p . p .  (on p e u t ,  en
n k

f a i t ,  e x t r a i r e  la  s o u s - s u i t e  ( a  , ) de l a  s o u s - s u i t e  (a  ) ) .
n k nk

En c o n c lu s io n  on a l e  r é s u l t a t  s u iv a n t  : i l  e x i s t e  une s o u s - s u i t e  a „ de
k

l |  Or) t e l l e  que :

1/2  
lim an„ Cl-h) - k/(1_h )l/2 v “ P*P*

n", -*» k k

e t 1 /2
lim  a  n ( 1 -h )  = w , V -  p . p .

n". -»«o n k 
k

C ela  e n t r a in e  que k/ ( i _ h ) l / 2  “ wetfdans L2 (X) ce qu i achève l a  dém ontration  e t

l ' e x p r e s s i o n  de P (ÿ )  donnée dans l a  p r o p o s i t io n  e s t  b ie n  l a  p r o j e c t i o n  o r th o -  
a

g o n a le  de ip sur  a )  n H( _ q œ )  .

Coroll.aire_3_.l_. 1 .

S o i t  \p  un é lém en t de H^a ^ , l a  p r o j e c t i o n  de \p sur  a ^ n H( - a oo) e s t  d o n n é <

par :

P Cip) =  ip + lim  (e_  g * U C i p )  + e g * V ( ÿ ) )
8L ""3 Q SL XIn-*»

ou ü C i p )  -  -  H. V n ( x p )  
n y  <f>a

e t V

D 'a u tre  p a r t  :

||P Ü|>) - u»||| = lim < | | v  Cÿ)||2 - ||h. Vn(^)||2). 
n-»<» *a

n
f i f i ) (I +

va
H + . . .+ (IW H, ) ) P ( e  e ib)

ya ct



4 2

Preuve :

L'expression de la projection d'un élément ip de ü ,  x se déduit immédiatement\3 00/
de la proposition 3.1. précédente, après avoir remarqué que Q (e ÿ g )  = 0

a
(si ip e  ü ,  * n H,_ on retrouve évidemment P (é) -  ip) .

(.-a °°) (.-°0 ai a

lim ( 
n-x»

I lpa W  -  l f  -  I | e _ a 8_1 ün (^)  + e a g " 1 V n ( i p )  I I

S l im | ¡P ( i p )  -  ip -  e_ g * U (ÿ)  -  e g 1 V (lf>) | | = 0 .__ a -“a n a nn-x»

Cependant,  en tenant compte de 

(ü ( ÿ ) ,  e g g"1 V (ip)) -  (ü ( ÿ ) ,  Q(e_ g?_1V ( ÿ ) )  = (U 0 /0 ,  H. V ( \ p ) )  e t  de n a n n za n n (p nâ
U ( i p )  = -  H. V (i|>) (par h y p o th è se ) ,  on o b t ie n t  : n q>a n

l | e _ ag-1 Un (ÿ )  + e j " 1 Vn ( i |» ) | |2 = | |Un( ÿ ) | | 2 + | |Vn ( ^ ) | | 2 + 2R*(Un(ÿ) , * a & \  0|>» 

et

| | p  ( i p )  -  ÿ | | *  -  lim ( | | v  (4») II2 -  ] |h.  V (t|»)||2) = lim | |p(<|> Vn( ÿ ) | | 2 
n^°° a n-*°°

ce qui achève la  démonstration du c o r o l la ir e *

S i  | |H. H, Il < 1 ,  a lo r s  (I  -  IL H. ) e x i s t e  e t  on a pour tou t ip e  (R) 
''a ^a a ™a

Pa ( i p )  = ip + e_ a g” 1 U(ÿ) + e fl s ” 1 V(ÿ)

üCip) = - H V(ÿ) et V (\p) = -d-HT H )_1((P(e_ gÿ))- L  (Q(ea g ip))) 
9a 9a a <Pa

On a d'autre part :

Corollaire 3.1.2.

12

f
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D'autre part, si ÿ  e Hçaoo) > on a une expression simple de la norme :

I I V ^ "  * l l f  " l l vW l l 2 "  l in* vCtp) 112 = | |p(<f>a v (ip)) 112
3L

Preuve

Si || H_ H. | | < lf la série d Opérateurs E (Hj H. )** conver8e vers 
^a ^a q=o ^a ^a

1*opérateur (I - H, H. ) .̂
^a â

L'expression du carré de la distance, si ip € H^a , s'obtient en combinant 

la remarque ci-dessus et le corollaire précédent. Il est clair que l'on pour

rait considérer le cas üt e H, x on en déduirait des résultats analogues_^v”°° -a;
en échangeant P et Q, e g et e_ g etc......a —a

Projection sur H^_a +a^

On a l'inclusion suivante H, . % c H,_ x H, *, mais on a pas toujours
v-a +a) C-00 a) n C-a °°) r  j

2
l'égalité (par exemple f(x) = x /(1+x2)2 .

Dans un précédent travail, on donne des conditions suffisantes Sun f pour 

obtenir l'égalité (f localement sonmable et une autre condition) (5) .

Dès que l'on a l'égalité entre ces deux espaces, on obtient d'après ce qui 

précède la projection sur H^_a +aj .

Dans le cas où l'onna pas l'égalité, on peut encore déduire la projection sur

H, . x à partir de celle de H,_ \ « H,  ̂ x au moins dans le cas où f
(-a +a) r (-°° a) n (-a +°°)

est rationnelle.
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(Interpolation)

On étudie le projecteur orthogonal de L2 (|R) sur le sous-espace Hg engendré par 

{et, 111 ä b) , on a aussi :

IV . -  PREDICTION DANS LE CAS E = ( - 00 -  b ) u (b  ° ° ) , b>0

\  H (̂ x, -b) + H(b -H»)’

L'étude qui va suivre est analogue à la précédente, cependant l'opérateur de Han

kel H ^  qui apparait fait intervenir la fonction 4^ -  e2 kgg * (alors que <Î)a=e2 agg *) •

Nous noterons P^, ce projecteur. Remarquons que Adamyan et Arov Cl] ont étudié 

le problème de la détermination de P, . Le résultat est une approximation de P. par
L/ «w ^

une suite d'opérateurs. Ici, le travail est plus précis et on obtient P^ conme un 

développement en série d'opérateurs.

Lemme 4 .1.

Soit un élément de L^ ÛR) . Pour qu'un élément de Hg noté P^OIO soit la projection

orthogonale de ^ sur H,,, il faut et il suffit qu'il existe deux suites (6. ) > .
2— 2+ n - i

et (0O ) ^ . avec 9, « H  et 8 e H telles que :
Z n 1 X z ,n

(i)

(ii)

lim (e , g 0« + e, g 0O ) existe dans L e (R).
_  -b l,n b Z,n fn-*» »

lim

(iii) Lim

Dans ces conditions, la projection est donnée par la limite dans Ci) • 

Preuve :

a) La condition ¿s t_né_cessa îrê «

Soit ÿ  un élément de l| CR) . L'espace Hg étant lfadhérence dans l| Cft) du sous-espace

ir*30
(62,n + 0

l,n
) p (e

-b g *

ir*»

reL,n + H 0
2,n

) C
b g

)

u)
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e . F . H + e, g H ,il existe deux suites (0. ) et (0. ) où 0. e H 
-o b l.n n>l 2,n n>l l,n

“1 2 X 2+ 2

2+
et 0O e H telles que : 2 , n

Pb (ip) = lim (e_b n g * + eb 02 n 8 
n-*» * *

D'autre part, ^ est orthogonal à H^, il appartient donc à l'espace :

Ce_bg--1 H2")X n (eb g 1 H2+)X = (e_b *-1 H2+) n (eb g“1 H2-) .

Ains i :

(Pb(ÿ)- ip) g eb e H2+ et C?b(40— ip) g e_b e H2

Ces deux propriétés jointes à l'expression ci-dessus de PbÜ|<) donnent les condi- 

tions (ii) et (iii).

b) La condition est suffisante .

2 -  2+
Supposons qu'il existe deux suites (0- ) et (0O )■ , . 0- € H et 0« € H 

 ̂ l,n n^l 2,n n^l l,n 2,n

telles que les conditions Ci), (ii) et (iii) soient vérifiées : Posons :

P (ÿ) - lim (e 0 £_1 + e 0 g), on a :
n-*» * 9

8 e-b = e-b 8 ^ = lim C02,n + ^b 6l,n) " 8 e-b *n-K» » »

lim (Q(<j>b 0, ) ) -  Q(g e, ip) . 
n-x» »

Par hypothèse lim C©2 n + 4»b 6^ = 8 e_jj Ü ™  (e_b 9], n 8 + eb ®2 n 8 ^

existe et d'autre part, d'après (ii), la première limite dans la troisième ggalité
2—

tend vers zéro quand n-x» , donc lim [Q(<j>b 0. R) - Q (g e b ip)] existe dans H
n-x» *

-1
)

ì

>
lb)

(P .  Cil;;- ib)
u

p
b
M

nr*»
+Píí(l fi= lim rC0

Z .n D i. «n) PCg +
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ce qui implique :

~  2-  

Pb (if) )  g e_b -  \¡j g e_b e H .

On obtient de la même manière :

~  _ _ 2+
Pb W  8 eb ~ ^ 8 eb e H *

Ces deux conditions sont équivalentes au fait que ~ ^ est orthogonal à la

famille êt» l f c l ^ b} ou encore à et le lemme est démontré.

Notons par G(ip) = P (g e ^ ïp) -  Q (g e^ ip) pour tout \p e QR) . La proposition 

suivante résout le problème de l'interpolation dans l| (IR).

Proposition 4.1.

Soient dy = f.dx, f à 0 et I Log f(x)/. 2 . dx > -00 g e H^+ , |g|2 = f 
2+ '(R 1 x '

e t  8 ‘ H C o «>) =  H *

Alors le projecteur orthogonal Pfe de L| (10 sur Hg est donné par une limite simple 

d'opérateurs :

Pb üfO = lim (e f " 1 W Cip) + e b g “ 1 W ( i p ) ) ,  V \p e l |  Gr),
n-*» n n

où

et

Wn (ÿ) = Q (eb g ip) - (W^(ip))

W (ip) = (I  + H_ H. + . . .  + (%  H. ) n) G(lp), V \p e 1 %  <»R)
n ^b ^b ^b A  f

n > 1.

Preuve

La limite dans la proposition donne la projection de \p sur Hg si et seulement si

les suites (W (ib)) , , et (W (il;)) , vérifient les conditions du lemme 4.1. 
n r n ^ l *  n r n > 1

La démonstration de la preuve à partir de lfétape 2 est identique point par point 

à celle de la preuve de la proposition 3.1.

F
bW )

<ph
L2
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E tape 1

On suppose que ||Ĥ . || = 1 ,  c'est-à-dire que l'opérateur auto-adjoint

I - H-r H. n'est pas inversible.
<f>b ‘h»

2+
Le sous-espace H s'écrit conme somme .ftilbertienne :

H + = Ker (I - H- H. ) + Im (I - H-r H , ).
♦b  b̂ b̂ K

Posons H = Im (I - H-r H. ). la restriction de Ht H, à H vérifie les condition
*b b̂ K b̂

du lemme 2.1.

r\ ,
En effet, si 0 e H vérifie ||Ht  H, 0 J|= ||0|| alors,

b b

1,911 ° M \  \  6,1 s N \  e|1 * l|e|1

(car 9 = Q C4»̂ *0) et C^) = !)•

Il s'ensuit que )| 0 || = ||0|| et comme est la projection du produit

é, • 0, on a H, 0 * d>, 0 d'où : 
b %  b

Ht  H. 0 = Ht  <t>, *0 = P (<j>, <f), 0) = P(0) = 0 
<f>b <J)b <j>b b b b

et 0 e Ker (I - HT  H . ).
*b b̂

L'élément G ( \ p )  -  P (g e_^ \ p ) - H^ Q (g e^ ÿ) est dans H, en effet d'après le
b ~ 

lemme, il existe une suite (0- ) qui vérifie G ( i p )  -  lim (I - H-r- H , ) 0 .
2 » ntl n-x» ‘Pb ^b 2,n

H
ib
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Posons maintenant :

E ta p e  2

W (ÿ) = (I + H- H. +... + CH* H, )n) G (üj)

et Wn(ÿ) = Q (eb g ip) -  H (W^ÿ))

On a :

H^(Wn(i/;))+ Wn( )̂ = (Q(ebg i/>)) + (I - )(l+... + (Ĥ . )n) G (ip)

=. ÎLj- (Q(eb g \jj)) + G(\p) - (H^ )n+1 G (\p)

Or d'après le lemme 2.1. | )n G (ip) | | tend vers zéro quand n tend vers

l'infini (où on a posé T et G Cip) = , d'où :

lia (W (ÿ) + Ê L  W (ij>)) = H- Q Ceb g ip) + G(\p) - P (ebg ip)
n-*» n ^b n M3

D'autre part, par définition de Wn(ÿ)

lim (W (ip) + H. W (ip)) = Q (eb g \p) 
n-x» n ^b

Les conditions Cii) et (iii) du lemme 4.1. sont donc vérifiées par les suites

(W (tb))  ̂ , et (W (ib)) . , construites ci—dessus. 
n n a 1 n n ^ l

Etape 3

Il reste à montrer que ces suites vérifient la condition (i) du lemme 4.1., 

c'est-à-dire :

lim (e . g * W (ib) + e, g * W (ip)) existe dans (R). 
—b n D n rn -w

% Mb

m- cb,
H— H

CD- CD.

H
“Pb

IH — H

Vb h
H T
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Elle sera alors égale à la projection de ip sur H^. Remarquons d'abord

que lim (e , g  ̂W Cib) + e, g  ̂W (ib)) et iim (W (ib) + W (ib)) existent simul- 
—d n T b n n b n

n-*» n-*°°

tanément dans l| (ttO et L2(IR) . Conme par hypothèse W^Cÿ) + QC^ converge

(vers Q(e, g^))> la deuxième limite ci-dessus existe si et seulement si
2+

P (ip)) converge dans H

Posons W^Cip) = @n et soient m et n des entiers positifs quelconques (on suppose 

n>m) ; on a :

II* (W  - ? (*b V U '  ' H*b C9n - V U *  * H« <*b (6n ' V U 2

= Ne - e II2 -((e - e >, h- h. ce - e ))
M n m u n m * ^  <f>b n m

n n ^
« C Z ( %  H. )P 6Cÿ> ,Cl—H— H, ) Z (H-r H. )P G (ÿ))

m*l *b X  +b m*l \

Conme l'opérateur HLj. est auto-adjoint positif sur H, le théorème spectral

[3 permet^d'associer à cet opérateur une fonction h e (X) (v et X

sont déterminés par l'opérateur et l'espace H), plus précisément

0 £ h < 1, v p.p. puisque : b b

| | ^ |  | < | |if>| |,V 4>eH, et à G(^) e H, une fonction k de L^(x) telle que: 
b b

| | p ( * b en ) -  p ( ^  em) | | ! -
X

(hn+1-hm+1)2
1 - h

|k|2dVS
X

h2(n+l)

1 - h
|k|2dV +

2(m+l)
n

x 1 - h
|k |2 dV.

Comme 0 S h '< 1, v-p.p. h tend vers 0, V-p.p. lorsque q tend vers l'infini, 

d'après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue les deux dernières inté

grales tendent vers zéro quand m et n tendent vers l'infini.

si
X

Ikl2

1 - h
dv < + 00 , (car la fonction dominante 1 serait V-intégrable).
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E tap e  4 :

On a :
X

iii2
1 - h

dv < + oo

Dans le lemme 4.1. on établit l'existence de deux suites qufon notera iciA# ^
61 n et ®2 n vérifiant les conditions Ci), Cii) et ( i i i ) .  On en déduit en parti
culier que P (<(>, 0_ ) converge.

D Z | H

Si on pose donc 0 = 0_ , on a : 
r  n 2,n*

( * )  I | P C \  èn ) -  P èm) |  I 2 -  (9 n -  lm,( 1 -  ¡ L  H ) (0n -

expression qui tend vers 0 quand m et n** 00

Remarquons que 0^ n'appartient pas nécessairement à H = Im (I - ma:*-s

si nous notons Pjj 0^ sa projection sur H, l'égalité ci-dessus devient :

~  ~  ~  «v

(*) = CPH 0 - p„ e , (I - H-r H. )(p 0 - p„ 0 ));
H n  H m ’ ^b b ** n H m

nous pouvons ainsi, de nouveau, utiliser le théorème spectral.

En associant $ e L2. (X) à P„ 0 , l'égalité (*) ci-dessus devient : 
n V H n

c * )  =  f j e  -  3 j 2 c i  -  h )  d v
n m*

et cette quantité tend vers 0 quand m et n tendent vers l'infini (par hypothèse).

Ceci équivaut au fait que 3 (l-h)^^ tend vers une fonction w de L2 Cx) . Il exis-
1/2

te donc une sous-suite 3 C l - h )  qui tend vers w V-p.p. .
n

A#

D'autre part, l'hypothèse lim | | C l - H-r H. ) 0„  - G C ^ ) | | 2 * O
n-*» *

se traduit par : lim | C l “ h)3 - k | 2 dv = 0 .  
n-K» Jx “

em))

Pb
H

Vu
) t



51

^  ^ A#

(Remarquons que (I - H^) 0n « (I - H^) PR 0^).

1/2 ^
Il existe donc une sous-suite $ , (1-h) qui tend vers k (qu'on peut extraire

n k
de (g )). 

nk

En conclusion, on a le résultat suivant, il existe une sous-suite (3 u ) telle
n k

que :

1/2 k 1/2 
(1-h) B 1, -----rrr V-p.p. et (1-h) 3 „ -► w V-p.p., quand

n k (l-h)1^  n k
n", 0 0 . 

k

V

Cela entraîne que k/(i_h)l/2 = w » V-P*P* donc 6-7 ( 1 / 2  e • Ce

achève la démonstration de la proposition.

Corollaire 4.1.1.

«V A#
Si IIH_ H, I I < 1, alors I - Ht H, est inversible et la projection d'un élément

V  ^b
\p de L| (R) sur est donnée par :

où

W(ÿ) = Q (eb g ÿ) - (W (ÿ))

W(ip) = (I - )_1 G (i|>) .

Preuve

L'hypothèse ||h^  || <1 implique que I - est inversible car l'opérateur

\
H. est auto-adjoint (positif). On a d'autre part, une convergence dans l'es- 

pace des opérateurs :

(I - E-f H, ) = lim E ( %  H, )p
<Pb ‘Pb n-K» p=o ^b

(série de Von-neumann), ce qui donne l'expression de la projection dans le 

lemne.

‘Pb b

L2
V

(X).Ce qui

ph üb) “ e-b g
-1

W C  ü>) + e
b a

-1
w U)

H

'Pb b
H

IW H

n

‘»b
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S x <j)b = g g 1 est une fonction intérieure alors = 0 et pour tout 

^ 6 (¡Ri), la projection de \jj sur est donnée par :

Corollaire 4.1.2.

pb (ip) » e_b g 1 Q (efe f  ÿ )  + eb g“1 P (e_b g \p) .

Remarque :

On peut donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la prédiction 

soit parfaite ou ce qui équivaut au fait que H_ coïncide avec L% OR) . De telles
Jbj jl

conditions sont connues (C23 pages 136-145). Nous donnerons ici une condition 

nécessaire et suffisante dont l'application est aisée dans le cas de fonctions 

assez régulières.

Proposition 4.2.

Les quatres assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la prédiction est parfaite : Hg " L^ (BÜ,

(ii) l'opérateur de Toeplitz associé à lj>b , défini par : 0 ■+■ P(<f>b 0)* est 
injectif.

(iii) l'opérateur est injectif.

(iv) l'opérateur de Hankel associé à tJL H— vérifie | |BU. 0|| <11011

i •<- û u2+ b bquelque soit 0 € H

Preuve :

Par définition, Hj. = H (-eo _b) + H(b œ).

La prédiction est parfaite <=> = L^ (R) <=*> = {0}

Or

- <e-b «2+> rt <eb S*1 H2’) •

H
'Pb

L

«'b

J.
H
E

H
i
= H

t-°°  -b ;  n
H
i

(e
- b

g

H
y-

i
n

H

g

)
1
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X 2- 2+
Supposons que Ĥ, f  {0} , il existe donc e H , ^  s H tels que

e-b

g
*2

eb

g
ip^, ou encore ip^ * e_2b S.

S i p2 -

On aura ainsi :

a) H— (^2  ̂ = ou encore 3) ( \ p ^ )  = ^ 2  • aura de même Y)Tjp

Inversement les conditions a), 3) et Y) sont de manière évidente équivalentes entre 

elles et entraînent fioî.

Les quatres assertions sont donc équivalentes.

Corollaire 4.2.1.

La prédiction est parfaite si Ĵ>b = e_2t ^ est une fonction intérieure (car dans 

cas ILj. = 0) .

V. - QUELQUES APPLICATIONS 

Exemple 1 :

Soit f (x)
. 2 

sin xB ; g(x) =
e2ix-l
2ix , g(x) =

, -2ix 
1 - e
2 ix

. , v 2ibx - -1,-* _ 2(b-l)ix 
^(x) = e g g . Cx) = e

1. Si 0 £ b £ 1, \ U )  - e2^  b)ix est une fonction intérieure, la prédiction 

est parfaite d'après le corollaire, i.e.

* > >  " # » W € L|  U ) .

2. Si b £ 1, <}>b est une fonction intérieure et d'après le corollai're l'ex^ 

pression d'un élément \p = e . Isl £ b est donné oar :

P. Ce )(x) = e
D S

Ca-2)ix
1-e

1-e -2 ix
+ eibx

n .Cp+2)ix
i ’- e  .

2ix - 
e - 1

B
h.

H
*h

T
*b

( ÿ  ) = P ( < | > 2 )=o
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avec a = b+s, g = -b + s, si b S +2 et |s| ¿ 2 - b .

On obtient aisément les autres expressions de lorsque s à 2 - b, et

s £ b - 2, ainsi que b 2: 2.

X xx
En particulier, si s ■ 0, (e = 1) on a pour 1 £ b £ 2.

Pb(l)(x) - 1 -
sin(b-l) x

s m  x

Enfin lorsque b £ 2 ,  P^Cl) = 0.

Exemple 2

fix)
. 2 

s m  x

1+x
g =

. 2ix 
1-e
1+ix

*b

1. Si 0 £ b S 1, <j>b est une fonction intérieure d'après le corollaire 

PbC<0 ■ WJj e L*00 Cprédiction parfaite) .

2. Si b £ 1, cf>b est intérieure et l'expression de Pb (eg) est donnée par 

le corollaire et dans ce cas aussi les calculs sont aisés à mener.

En particulier pour s = 0, (e = 1) on considérera deux cas :
S

a) 1 £ b £ 2

P. U H x )  - 1 - e*b ! i % 8 r ü z  
b s m  x

B) b S 2

P, (1)(*) = e"b (e2-l) sin <b l y  S 
b s m  x

P. Ce )O B

fx) = e
2ibx

S g
-1

e
-2Cb-l; ix 1+ix

1-ix



c; cu

Remarque :

Ces deux exemples sont traités dans f^pages 321). On y obtient par des méthodes 

différentes l'écart quadratique ||l - C1)| |2•

On remarquera ici, l'analogie des expressions entre les exemples l.et 2 le

facteur — -— r ayant entraîné la multiplication de l'expression
1 +

par le facteur e , 1 £ b £ 2 .

sin (b-l)x
sin x
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A N A L Y S E  M A T H É M A T I Q U E . — Inversion de Li nianice de la p l i l z  en plusieurs 
diniensions ci théorème Je Szeyô.  N o ie  (* ) cj,c Abdellatif Seghier, transmise par Robert Fortet.

O n  ciclmit ki m a tr ice  de Tœ p li tz  associée à  une l'onction positive d a n s  L* t 1 * > c o m m e  !a m a tr ice  d 'u n  o p e ra te u r  sur  
un espace  \e c to r ie l  (de d im ens io n  lime) de p o ly n ô m es  t r ig o n o m é tr iq u es  de  n  \a r ia h le s .  do n t  le spectre  est un sous- 
ensem ble  lïni de  2 \

O n  d o n n e  un dc%eioppemcnt a s y m p to t iq u e  de  la trace  de ¡‘inverse  (avec des c o n d i t io n s  su r  j  ). O n  m o n t r e  q ue  ce 
résulta t est. équ iva len t à la fo rm e  c lassique  d u  th é o rè m e  de Szegô relatif a u  d év e lop pem en t  a s y m p to t iq u e  d u  
lo g a r i th m e  du  d é te rm in an t .

A Ttvphtz m a tr ix  a ssoc ia ted  to a posi t n e  J u m  t ion in L* (T is defined. A rieu tom piitu tio /i oj the inverse oj this 
7w p /itz  m a tr ix  is g i n vi. H e give a h nu i theorem  an d  u e  shtnv th a t it  is equivalent to SzegtVs iinut theorem.

1. N o t a i  ions  i i  d e f in i t i o n s .  — (a) O n  se lim itera  sans  nu ire  à la généra lité  à // =  2. Soit 
T 2  =  1  x T le b i- to re  / e  L 1 ( T 2) et j  ^ 0  et Z 2  =  {(&, / ) e Z %  0  j .

Soien t M et N deux en tie rs  positifs, on  no te  p a r  .

xM N =  {(A:, / ) e Z ; / 0 g ^ M ,  0 ^ / ^ N  j

un rectangle de Z + . On désignera par EM N le sous-espace vectoriel des polynôm es  
trigonométriques à spectre dans xM N et PM. n  le projecteur de. L 1 (T 2 ) sur EM, N défini par :

Pm.n*= Z  «XV'Xâ; a«.»eC,

où  :

et :

X , ( t ' 1' )  =  e , \  Xi (ei l ) =  e it9 (s, t ) e U 2

a v Wl V H
n i .  n  X  1 X 2*

i»».. t,»e £.'

L;t matrice de Tœplitz associée à /  et au rectangle tm n est définie com m e la matrice de 
l'opérateur :

V p e E M N *  * M. N (./ )p—  * M. N fp

(h) Dans L2 ( T 2) on note :

H 21 =  ; h e L~ ( T 2 ). /i ~ - £ o t m. . .x 7 x 3 .  (»». ]

et P  le p ro je c te u r  o r th o g o n a l  de L 2 ( T 2 ) su r  H 2+ :

H 2 - =  Xi X 2 H 2 " et Q  le p ro jec teu r  o r th o g o n a l  de  L 2 ( I 2 ) su r  cet espace;
H 2 ~ =  L 2  ( T 2) ©  H 2 + et P „  le p ro jec teu r  o r th o g o n a l  su r  cet espace;
f i 2+ =  L 2 ( T 2) ©  H 2 “ et P + le p ro jec teu r  o r th o g o n a l  su r  cet espace.

2. Inyi r s io n  d l  l a  m a tr ic  t n t  Tel I’l i t z .  — (*/) Soit / e  L* (1 2 ), p o u r  inverser T Vt N( / ) on  
p ro cè d e  de la m an iè re  su ivan te .  O 11 c o n s tru i t  d a n s  L 7  y ( T 2) un sous-espace  K de  d im ens ion  
finie tel q u e  p o u r  tou t  0 e  K 0 /  L e  E M N. O n  d é c o m p o s e  ( U : L 7  , (T 2  ) =  K ®  K 1. O n  obse rve  
q u e  L f ^ i T 2) ^  L 1 ( 1 2  ). Le sous-espace  K est a lo rs  c o m p o s é  de fonct ions  i J / e L ^ t T 2) 
vérifiant (2) ; v|/(A*, /) =  0, (A\ î ) g î m n .

C. R., 1981, 2r Sem estre  (T. 293) Série 1 — 45

/i~ y

2 }
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S o i t  P K le p r o j e c t e u r  o r i h o g o n a l  d e  L 7 j  ( li ~ ) s u r  K e t  cj e  F:N1 N. O n  é c r i t  1 \  <l — Jp  o ù  /> os i  

li 11 p o l y n ù m e  d e  t MiN.

O n  d e c o m p o s e  ij s u r  la s o m m e  o r t h o g o n a l e  (1 ) d e  L 7 f :

îI=JP + <1-JP-

O n  a  d ' a p r è s  ( 2 ) ,  q = P M N q — P N1 N //> =  T  M n ( /  ) p.

C e c i  m o n t r e  q u e  p =  ( T M N ( / ) ) ~  1 q =  ( 1 / . /  ) P K U/)*

(/>) O n  s u p p o s e  q u e  / =  | q 2 | a v e c  q T 1 e  H 2 ’ . o n  c o n s t r u i t  a l o r s  u n  s o u s - e s p a c e  K  d é c r i t  e n

a .

L i m  Mi- 1. — Posons  K  — q H "  o  * X2 4 * H 2 “ , le stnis-cspace  K  rérijie les propriétés

décrites en (a).

R em a rq u e . — O n  p e u t  é c r i r e  K  =  < / ( H 2 ' r\ q/q~/X*  1 X2 1 H 2 ) =  t/ K (l. o n  n o t e  p a r  P K le 

p r o j e c t e u r  o r t h o g o n a l  d e  L 2 (ü 2 ) s u r  K (1. o n  a  :

</ = .</ Pk <<//*/) et (T„ n( J )) 1 q = 1 /q PK {qq I-

(c ) E x p l i c i t o n s  ( T m n ( /  )) 1 =  ( T M n ( | q | 2 )) 1 a v e c  1 jq  p o l y n ô m e  t n g o n o m é i i i q u e .  O n  

p o s e  <pN! N =  1 1 q /q  e t  o n  n o t e  p a r  :

V O e H - ,  H(p n1 N : 0 -  P_ (<pM N 0)e " .

l ' a d j o i n t  e s t  d o n n é  p a r  :

V

O 11 a  u n e  p r o p o s i t i o n  :

F ^ r o p o s i t i o n  1 . — On suppt>se { — t q I 2 arec q et 1 /q  e  H 2 " . On sttpp<tse en ou tre  qu'il exis te  

un entier  L  tel que  1 q =  y  ( „ X Ï / 2  cl (*»». » =  ^  dés que  S u p  (/*/. # i ) ^ L .

Alors l 'opérateur  T %,.%( /  ) est inversible et d 'inrerse :

(Tm. n (./ ) ) 1 Ui) — <i/\f/\2 — 1 i/ P - («//fi ) — 1 /</ P <pM N X  (H;m n H J* p. <PMN Pui/g) 
k - O

p o u r  t o u t  q e  l i M

L a  s é r i e  d u  s e c o n d  m e m b r e  c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  p a r  r a p p o r t  à  ( M .  N )  e n  n o r m e  

d ' o p é r a t e u r s  d é s  q u e  S u p  ( M .  N ) ^ 2  L .

3.  C O M I ’OKI I  M Î M  \ S \ MI ' I ( ) I !C,)1 I i>i l a  iKAc i d i  ( T M N ( / ) )  *. — O n  p r e n d  M  =  N . e t  o n  

p o s e  t ' s  — ( X , • X ’ )N ‘ '•

P r o p o s i t i o n  2 .  — On suppttsc  t/ ci  1 / < / e  H 2 ( I ; ) n C ( l ’ ) :

i /</- y  p,,, ., /rz" ■ /
un. n I *

606 — Sèrie I C. R. Acad. Se- Paris, t. 293 (7 décembre 1981)

* K

N

{)p I-J H *
M

n p I<pM >1)\

I /If Jill li i +-
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Soit Bn.n(</) = T n n(1//)(</)-PN N(I/</P_ (<//<7) + <’N.(< p + pour tout qe EN N.
,-llors :
I" i! existe un entier N (1 et une constante K >0 tels que N =5 N ,, :

(>5¡Tr(Tv  N( / y  K > (»» +  »)! ß,„. „ I - :
I«. . « K , *.

2” lim I /  N +  I Tr | ( Ï N. N (./ ) ) ' 1 -  T n. N ( I / /  | ) =  -  2 Y  +  | (im. „ I ’ .
I N - X

Soit h G L 1 (T2). on note par C m „(/i) le coefficient de Fourier de h pris au point (m. n )eZ~. 

Thî.orî:mi:. — Soit ./ >0 et continue sttr H 2. <n\ supfntsc que :

Y  (|/i/| 4- |/ï|)|Cwi. „( / )|2< +oc.
(m. »; M /  *

On a :

Lim ( I / N + 1  ) (T r(TN, N ( / )“ 1 - T NN ( 1 //))=- < Log /: 1 //'>,, 2

( I m I +  I n I ) C m „( lo g / )  C m. .(1 / / ) .
(m. n|c

É Q l ’I V A L F .N Œ  AVI c i . r  t i i i - o r i  m i  I>1 SziXiÔ.

C o r o i . l a i r i :  1 (théorème d e  Szegö). — S<nt J > 0  et ctmtinuc sur T 2. On suppttse que :

A lo rs  :
> t |#ii| + |#i| )|C,„. „(./ )\2 < 4- x .

lim ( I / N +  1 )(log del T N N( / ) - T r T N N (log / ) )  = X + I "I H Cm. «(log /  )["•
N — /. lw. n i e / *

Generalisation a line fonciion analytique :

Soil  <L le corps des complexes.

C o r o l l a i r f .  2 .  — Soil F  une Jonction de C dans C. analytique au voisinaqe de I :

!(::) = ]T akiz— 1 I*1, ake<L et :6C, 
k *»

A entier : h est une Jonction qui rcrific :

0 < h < \ et y  ( I m  I 4- I#ï| )|Cm. „(/z)!2 < 4- x .

Soit À e [0. 11. on nose :

«p(>-» — X  ( I »I i + i » I )C,„. „(log( I — Â/iMCm „(1/I —

Alors :

(i) lim ( 1 /  N +  1 )Tr(T*. N (/j) — T n n (/1* >> =  < I fk ! É tp^(0).

(ii) lim ( 1 /  N +  1 ) Tr (( F (Ts N ( I — >./»)) — T N N ( F( 1 — X /i ))) =  Y  ~\( «pYi»)**.
N — * 4 ~  O \  l *K  /

i pour tout A. dans tnt nnsinaqc de 0 ci>nrenahlcmcnt clu>isi.

y

/. /I).

d*
«/À*

<lk
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608 - Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 293 (7 décembre 1981)

Remarques. — (a) Diverses extensions de ces résultats seront données  dans une prochaine  
N o ie ,  par exem ple j  non réelle, le spectre a  des p o lynôm es ne sera plus un carré, maïs un 
sous-ensem ble  fini quelconque, etc.

(h) Les formes générales du ih c o ic m e  limite de S /e g o  ont été établies par W idom  [2] dans  
le cas de R" et par I. Linnick dansHe cas de T".

(c) Le lien entre la trace de l'inverse et le logarithm e du déterm inant est utilisé par M. 
W id om . Ce travail, en donnant une approxim ation  systém atique et plus précise de l'inverse, 
permet d ’éclairer la structure sous-jacente du  théorèm e de Szegô , de redonner des  
dém onstra t ions  simplifiées et de permettre des généralisations.

(*) Remise le 16 novembre  1981.
(1] I. Ju .  L i n n i c k , M ath. U S S .R .  12 r, 9, 1975, p .  1323-1332.
[2] U. W io o m .  Puhl. M ath. I .H .E .S ., 44, 1975, p. 191-240.

E.R .A . n° 532, Statistique appliquée, Bâtiment de Mathématique  n* 425,
Université de Paris-Sud, 91405 Orsay Cedex.
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INVERSION DE LA MATRICE DE TOEPLITZ EN PLUSIEURS DIMENSIONS 

ET THEOREME LIMITE DE SZEGÔ : GENERALISATIONS

A. SEGHIER

2
Soit TT le tore à deux dimensions, f une fonction positive

1 2
dans L (T ) et C (f) = C les coefficients de Fourier de f .

m,n m,n

Soit A une partie finie de 2 2

FA(f) -
w2

Il e
1 m . n

(i(m 0. + n 0- )
|2 d(0.,6 ),( e C) 

1 Z m,n

La forme de Toeplitz associée à f et T.(f) = (C , ,)
A m-m ,m-n /

((m,n),(m',n')) e A x sa matrice : on l'appelle matrice de Toeplitz.

1. On étudie, lorsque A * ¡0**0 x [P>*0 est un*çarre*de 22? , le 

comportement de T^CT^Cf)) * (à condition que l'inverse existe), quand

N --- >- °° (T = Trace) .

Dans le cas du tore 1C , G . Szego [é>] établit le théorème suivant 

(avec quelques conditions restrictives sur f) :

Lim (Log det TN (f) - Tr TN (Log f)) 
N-x»

OO

n=l
= S |n| |C (f) |2

eu Htt t < ii tmiii g*-* r

Le principal résultat établi ici est un théorème limite portant sur la

-1  2 
trace de (T^(f)) dans le cadre du bi-tore T (le passage de n = 2

à n quelconque n'offre qu’une difficulté d'écriture).
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Soit f > O et continue sur I 2 et Z 9 (|m| + |n|)|C (f)|2 < +°°
(m,n)e2T m,n

on a :

j | £  Tr à / V » " 1 -  t a < 1 »  -m J eZ2 < l“ l+ l«>IX:m, p C i ) e M tn( l « g ( f »

2. Le comportement asymptotique de Tr(T^(f)) * permet d ’obtenir 

le théorème limite de Szego, ainsi que cela a été fait dans un article de 

Widom [2 ] dans le cadre du tore T et de lRn

Cette idée est naturellement reprise ici et on obtient bien le 

théorème de Szego sur les déterminants pour (ou Tn) relativement*

à des carrés (croissants). Cependant le fait que le second terme du 

développement de T^(T^(f)) * (le premier terme étant

Tr Ta(j) - N2.Co q(j)=N2 J 2 f 1 d<ô1»e2)) solt explicité, permet

d'établir le lien entre les deux développements par des dérivations de

? 2 
normes dans une algèbre de Banach A « {f e COT-), £( |m I + In I ) |C_ _(f)| <+“}.

' m,n

Cette algèbre a été introduite par H. Widom dans le cas de T et 1Rn [¿f] .

Le passage du théorème sur les traces à celui sur les déterminants se fait 

alors d ’une manière courte et naturelle.

On peut de plus avoir l ’expression explicite de  ̂ ^on

dans le cas où ~  est un polynome trigonométrique) .

3. Le théorème de Szego sur les déterminants généralisé à TT11 

(et à lRn) a été établi par I. Litanck {Xj avec f > 0^ E|m| I et

I|m| |Cm (f)|2 < + oo

m = (m.,•••,m ) et |m I = m. + ... + m «rou les sous-ensembles À 
i n i ' ' n •'

croissent à l'infini selon un certain mode (ce résultat a été obtenu presque

n  ! ! a n e  m  e n t~

(nun) eZ

1
r(1A(f))

1
permet d*obtenir

1 Cfl-1 (on le fait
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avec celui de Widom en 1974-1975) .

4. Les méthodes introduites ici pour le calcul de la trace nous 

permettent de généraliser le théorème de 6. Szego en établissant une 

expression explicite de :

1 1 »  & f r CP(TA> -  TAF ( £ ) )  •
N-*°°

où F est analytique au voisinage de 1.

Ainsi les deux limites 1 correspondent à F(f) = ^  et

F(f) * Log f .

Cette question a été posée dans le livre de .^renan J<r.et Szego [2] 

et reprise dans l'article de Widom [5] . La réponse qui en est donnée ici 

découle sans difficulté du théorème principal.

5. Le champ d'applications de tels résultats est important, il 

suffit de se référer à l'abondante littérature concernant le théorème 

limite de C. Szego. Signalons toutefois une application aux statistiques 

pour étudier la qualité l'approximation due à Whittle, de la vrai

semblance d'un champ aléatoire gaussien.

6. Dans un prochain travail diverses prolongements des résultats 

obtenus ici, seront donnés dans 7Tn , A ne sera plus un carré, mais 

quelconque (dans une famille filtrante de TTn) , f complexe, etc ...

On résoudra dans lRn , l'équation de Wiener-Hopf attachée à des 

parties bornées de JRn et on donnera des résultats asymptotiques analogues 

à ceux o -dans irn
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Les méthodes utilisées se basent sur des idées géométriques simples : 

intersection de sous-espaces de Hilbert, angle de sous-espaces. Elles seront 

d ’ailleurs utilisées pour résoudre des problèmes de prédiction de processus 

stationnaires, comme cela a été fait dans le cas de IR [5] .

En fait nous traitons le cas de TT̂  plutôt que TTn par simple 

commodité d fécriture. Le cas (ou Tn) est beaucoup plus complexe

que le cas T, à cause du fait que les fonctions analytiques dans le disque 

unité correspondent (en gros) à des séries trigonométriques à spectre 

dans Z+ (entiers relatifs positifs) ; alors que les fonctions analytiques

dans le bi-disque correspondent à des séries trigonométriques dans 2^

2 2 
avec 2+ = {(m,n) e £ , m > 0 ,  n ^ O }  .

Notations et définitions

a) On se limitera comme cela a été dit ci-dessus à n = 2 .

Soit f > 0 et f e L1 (T2) .

2 #
Soit A une partie finie de Z+, on désignera par le sous-

espsce vectoriel des polynômes trigonométriques à spectre dans A et

1 2
le projecteur de L (IT ) sur E. défini par :

V benv1) :

où
i e l i 9 l l e ? l e 7 ■> „

Xj<e ) - « . X2(e ) - e (8,, 02) E l  î *1 X2

(série de Fourier de h^.

ï
\

h -  r
(m .n )e A

a 
m,n

n

et h'vE
km,n)e*

a
nun

p \
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On peut aussi définir la matrice de Tùeplitz associée à f et 

à la partie A comme la matrice de l’opérateur

v  ■ t a ( £ ) p  ■  p a f  p

2 2
b) On note dans L OF ) :

H2+ = {h e L2ar2) , h 'V E a x“ x£ » e

2 2 2+ 
et P le projecteur orthogonal de L Or ) sur H

2 —  2+ 2 2 
H = Xi X2 H et Q le pro j . orth. de L (IT ) sur cet espace

'v?— 9 9 9 +
H « L (T ) © H  et P_ = I - P

°-,2+ 2 2 9 —
H = l/(T ) O  H et P+ = I - Q

Inversion de la matrice de Toeplltz

A.- L fldêe générale pour inverser peut être la suivante :

2 2
on construit dans L^^Cir ) un sous-espace K de dimension finie tel 

que pour tout 0 e: K , 0/f e E. . On considère la décomposition suivante :

L2/f(ir2) = k î ô k -1

1 2  1 2  1 2  
On observera que Ljy^(T ) CT L CE ) , du fait que f e L (T ) et ¿Je

l'inégalité de Schwarz. Le sous-espace K“1" est alors composé de fonctions

ip e LjyfC1̂ 2) vérifiant :

(2) ijj(k,£) = 0 , V(k,X) e A

En effet soit \jj e K^  et 0 e K , on a :

V  p e S r\

e 2 }
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ÿ  2 0 • —  da = 0 (a mesure de Haar sur TT )

D'après la propriété ci-dessus 0/f est un polynome de et la

relation (2) s'ensuit .

2 2
Soit PR le projecteur orthogonal de ) sur K et q e .

On écrit PRq == f p où p est un polynôme de E^ •

On décompose q suivant la somme orthogonale (1)

q = fp + q - fp . On a d ’après (2)

q = PAq » PAf p = Tj[(f )P

Ceci montre que p « ( T A( f ) ) ~ 1q - 1/f P^q

b) On n o t e r a  dans l a  s u i t e  H* 4 l ' e s p a c e  des  f o n c t i o n s  d é f i n i e s  s u r  T  

e t  qui s o n t  l i m i t e s  au bord de f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  dans l e  b i - d i s q u e  u n i t é  

e t  b orn ées  ( v o i r  C 4 } ) .* 0 n  suppose  f = | g l *  av ec  g-'!eH°c ^ on prend  

A  = Co.rOxCo. 'O e t  on n o te  E = E ^

Lemme 1 : Posons „ —  „2+ M+l N+l „2-
K = g H n g Xl X2 H

Le sous espace K vérifie alors les propriétés décrites en a) . 

Preuve :
±1 oo — 1 2+ 2 + —>— 1 9 —

Le fait que g e H implique g H = H (et g H = H ).

Soit * e K, alors f  - et E j  H2^  i  )£+1 H2“ - .

Remarque

rws +. - 4 T7 /tt2+ g M+l N+l 2 —N —
On peut ecrire K = g(H ^  ^  Xj X2 H ) = g K , On note par

g °

PK
o

2 2
le projecteur orthogonal de L (T ) sur Kq , on a , v ’ e V n

pK(q) g PK et (TM (f)) (q) P (3; ) .
o g B o g

ó

lei
2

et è

|g|
2 e

1
g

H
2 +
n

s

i
* i

M +l

2
N+l

H
2 — FKfN

q
i

-1 1
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c) Il ne reste plus qu'à expliciter P
K.

Posons <f>̂ ^ = x” *X2 + ̂ lÎi et explicitons la projection orthogonal 
’ g

PK
o

2 2 
de L (T ) sur K = H2+rk <h H2 .o n YM,N

L ’orthogonal de K s’écrit :

% o»
2 -  2 +

K = H + <J> H
o M,N

Si on pose
lm ,n

a» a» a»

- «2+n  (H2+ G  * H2') , on a aussi

Ko -  h2 '  + *M,N H.,H •
— 2 +

On remarquera que n = P+ ^ M  N H  ̂ *

2 2
Ainsi, pour tout i | / e L ( T ) o n a  :

(i) P„ W  = V ~ l im  (0 .  + «|> P. (<t>M w 09 ) )
K o  n ^ o o  1 » n  M »N  M »N  2 >n

Avec Vn > 0 , 0 e H2- et 9„ e H2+ / h t  kl = d*.
i ,n z ,n v /

Nous allons donner un lemme qui caractérise cette projection.

Lemme 2
2 2

Soit ip un élément de L (1 ) . Pour qufun élément de noté

P soit la projection orthogonale de ifs sur e sous-espace , 
K.
O

il faut et il suffit qu'il existe deux suites (8. ) „ ,
l , n  n e  K

'x,2- 2+
(0O ) 0, e H et 0» e H telles que :

2 ,n ne N l.n 2,n M

(i) Lim (0 +<t> P * 0_ ) existe dans L2(H^) 
l»n M,N + M,N 2 ,n

(ü) P̂+^M,N,01 ,n̂  + P+^M,N,02,n^ P+^M,N ^

(iii) Lim (0 + P <f> P 4> 09 ) 
n_KO l.n - M,N + M,N 2 ,n

et la projection est donnée par :

PK (*)-*- lim (S ♦ ♦ P+ *M „ 9 ) .
o n-*°°

n-*»
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Preuve

a) Les conditions sont nécessaires : si P (ip) est la
K.

O

projection de ip sur ta relation (1) dans c) implique (i) ;

2 * ^
on obtient (ii) et (iii) en écrivant que P„ (ip) e H vr**

K K o  M,  N
O 9

b) Les conditions sont suffisantes :

La condition (i) montre que si on pose P (ip) = ip -
•K,

O

lim (0 + <J> P+ * 0 ) alors ÿ - P W  e Kq et les 
n-x» » » » » c

conditions (ii) et (iii) montrent que P (tj/) e K
Jx O

O

Les équations (ii) et (iii) du lemme impliquent 

Üiü (I " P+ ^M»N P~ ^M,N)P+((i>M,N 02,n) = p+ ^M.N P(^  *

Remarquons que = (I - P+ P_ 4>M>N)H2 + , on a

P+ *M,N P- *M,N LM,N C  LM,N * Not°nS Par V  XT U  restriction de
M,N

jp -----* JP^m  tj ^ a m * restr*ct:lon de 1 Opérateuril I li 9

0  *■ P+ N P- N 6 à Hi N eSt êgale à Hé Hé* * 9m ,n 9m ,n

Proposition 1

i 12 il 00 
On suppose f = |g| avec g e H . Alors

(i) Il existe une constante positive a telle que :

¥(M,n) ||h H < a < 1 . 
VM,N

(ii) L'opérateur N (f) est inversible et d'inverse : Vq e ^ y

(T „(f)) '(q) - — 3----- P C— ) - -  p* (i-h! h  . n >.*M MP(— ) •
M ’N |g|2 8 - I  ï  M,N *M,H V - + H’N g

T
M.N M.N j

I
M,N M. N
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Preuve

o
a) Montrons que pour tout (M,N) e Z |[H . |J < 1 .

Posons (¡)M N̂ = cf> . On a ||h* H^| | = | I J  î2 . Comme H* gjr f

dire que |Jh^ || < 1 équivaut à dire que (I - est inversible).

(Voir par exemple : leçons d ’analyse fonctionnelle(page 264 ( RIESZ et NAGY). 

Ainsi le fait que ||h* H^|[ < 1 équivaut à Im(I - H^) fermée.
r\j

Remarquons par ailleurs que Im(I - H^) = (I - H^)1̂  N “ p+ ^  P $ H 2+.

'V-,2 + —  —
En effet, soit \\i c H , on a P+ <f>P<j>\fj = P+ <f>(I-P)<f>^ =

iP - p+ 4> P_ ip , °r Im(I-H* H^) = (I - P+ J  P_ <f>)H2+ .

'V;
—  2 +

Montrons que P+ <() P <f> H est fermé.
’ \J

2 + 2 +
Le sous-espace P <f) H est l'orthogonal dans H du sous-espace

2 + 2 -
H r\ (f) H , cela est clair. Mais par construction

„2+ 2- ,1 „2+ 4 M+l N+l TT2-N „ /  ̂ „ 
H n  <P H g(~ H r ) | - Xl x2 H > “ 8 V n  (ou % n  e8t

o
composé de polynômes trigonométriques à spectre dans [qm2 x . Ceci

implique que dim(H^+̂  <f> ) » (M+l) (N+l) est finie. Ainsi P (p H^+,

étant l’orthogonal d fun sous-espace de dimension finie, est fermé .

—  2 + —  2 +
Le sous-espace P+<f> P (f) H = (I-Q) (/> P <J> H est fermé, si la

a»
—  2+norme du projecteur Q restreint à <J> P <J> H est inférieure stricte-

—  2+ 2 -  
ment à 1. Notons par l’opérateur 0 --- ► Q <f> © de H dans H

2 + 9K i. „ y
Ecrivons H = Ker(I - Q^) ©  Im(I - Q^), mais nous avons :

¥ 2 + 2 —
Ker(I - Q^) = H ^  cp H qui est de dimension finie. (Voir ci-dessus)

¥
et comme précédemment on conclut au fait que Im(I - Q^) (dont

2 2 —
l’orthogonal est H ^  (() H ) est fermé. L ’opérateur Q. Q. restreint

2 + — 
à Im(I - Q. Q.) = P <p H est de norme inférieure à 1 et est égale au

<P <P

carré de la norme de restreint à P <f> H
2 +
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a.
Ceci démontre que P+ cf> P (p H est fermé et donc | | I < * •

lu* nombfû

b) Il existe'^a positif tel que V(M,N). | | H . || < a < 1 .
7 M,N

Posons PM N = ||H. || , nous avons vu dans 1) que pour tout 
’ 9M,N

2
(M,N) e Z+ , p^ ^ < 1. Supposons que ^ ne soient pas uniformément

bornées par a < 1. Il existera alors une sous-suite infinie 

2
de et une suite ^  e N , | 1^1 | = 1» telle que :

k* k

(1) l i m  I Ih

r'J2 + * #
Posons M  = Xi Xo K  e H = Ker(I - H. H. ) ©  Im(I- H. H. )

k 1 2 k * 1 , 1  * 1 , 1  * 1 , 1  * 1 , 1

Projetons sur le noyau et 1 T image :  ̂  ̂ * on a :

" * „  »  ^  ■  P-  V . Nv‘ '  P-  * 1 . 1  ■  P-  * 1 . 1  * ¿ . 1  + P-  * 1 . 1  "’¿ . 2 -

Comme tî»,’ , £ Ker(I - H ?  H, ) = H2+_  IL , H , on ak, ï  * l f l  n  '"1,1

p- *1.1 *¿,1 ■ *1.1 *k.l et donc

llp- *1,1 '"¿.i"2 ■ "'"¿II2 * "p. * lfl ^ >2II2 - p.*„i K J

"als <*1.1 *k , l  • p- *1,1 *k,2̂  - <*1,1 *¿,1 > *1,1 *i,2) * ° ’

et l ’hypothèse (1) devient :

(2) (i - i i ^ i i 2 - n * .  *lfl k , 2 ^ 2) = 0

En posant 1 =

(3) lim (||if£ 2I|2 - J IP_ * ^  2 ||2) - O .
|̂-XX) * * *

Montrons maintenant que pour tout k, f|^/ 9 JI ¥ 0 .
k., Z

H*
<D

T

lr -x »
et

V Nk
♦ kn = i

*»

II*.
S.,1
Y ! I 2 2

I IK I I
2

on a :
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En effet supposons le contraire, c'est à dire que

K  z "2+n  *1,1 "2‘ • on a alors P- *l,l+i ■ P- *N,N *k ■ *N,N *k '

*1,1 *k • Cela n 'est possible que si i|>k e H2^  i>M N H2" - (I,M ^  .

Comme ^  e ^ , ceci implique que ^  = 0 or | l^f | = 1 par 

construction^'hypothèse faite est donc absurde et on a bien | | * || £ 0, 

pour tout k. Nous déduisons de (3) la relation :

(4) lim I IP

pour une suite (i^ 2/1 |^1 | pk>o ^ans ^ i  ̂ cela équivaudrait au
k, 2

fait que IIh a | | = 1. Ce qui est contraire à ce que nous avons établi 

*1.1
dans 1).

Montrons (ii).

Nous allons utiliser le lemme 2. Posons :

*P <HÏ H* 'k ',+ V s P(-)F k=o M,N VH,N ’ g

Les sommes 'b vérifient les conditions du lemme 2.
P

Posons ï+ ?M>N 02>[> - *p et 9l p  - P j ^  - P . « ^  *p>
ë

¥ 2 +
(comme ÿ £ Im(I - H, H. ) , 0. e H existe pour tout p).

P M,N M,N 2’P

Les sommes ijj convergent d'après (i), il s'ensuit que les conditions (i) 
P

et (fii) du lemme sont satisfaites.

Etudions la condition (ii) du lemme, on a :

P+^*M,N 9l,p^ + P+^*M,N 02,p^

pt *m ,n p-<f>-p*

Woe *1,1 C* k . 2 / l l K . 2 II
II = lim

Jç+oo
I |H

4>1.1
^¿, 2 / IWk.2

) = 1

i
M.N f

<b
tt.n

ilj
P
-+ liJ

P
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On a, par construction de ip :
P

( I  p +^m , n ^ m . n ^ p  ( ( I  % MfNH4>M)N)P  1 ) P + *m , n Fxi> *

Le fait que I K  %  Il < 1
M,N M,N

9 implique (en tenant compte de

P_ = I - P) :

^  < W n  9 l , p >  * V + M . N  62 , p »  -  +V * M , N  *>

ce qui est lâ condition (u) du lemme 2.

En tenant compte enfin de la relation :

V< E V »  • « M , » * ' » ' 1 0 -  Ï PK
O g

on obtient l'expression annoncée de l'inverse de Tw «(f). Le prochaine
M,N

étape sera consacrée à l'étude du comportement asymptotique de la trace 

de ( T ^ f ) ) - 1.

Comportement asymptotique de la trace de l'inverse

. y —  P  "  /  ^1-1 X  L° ^  -V ’
On pose M = N ; crr\ ** <&***

Proposition %

1 | 2  ± 1  oo
On suppose toujours f = |g| avec g e H Soit P^ ^ le

2  2
projecteur orthogonal de L (T ) sur ^ . On pose pour tout

q £

/  n / I n  /  N . T, A „  .®N+1,N+1 „  , eN + l , N + l  
BN ,N (q )  = TN ,N ( f ) ( q )  + N , N -  P - (= ) +  ~ --------  V ------f ------  «1»

ê s

Alors :

(i) ÑTT Tr ( ( T N , N » » ' 1 -  V » 5 -  °

E

N - xxd
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(il) Si 3 est le coefficient de Fourier de —  au pointm,n ë
/- \ _ 2 (ni,n) c Z :

^ ^ r Tr((TM <f,rl - TN.N<Ï» -,-2 . ̂  2<111+11 ) 1 n 1 '

(la somme du 2èrae membre peut être égale à —°°)

Preuve :

Montrons (i) .

Posons :
AN , N ^ PN,N( .q .2) PN,N(g P - (— ) +  g  P *N,NP+*M,MP(— ■>)

I ê I g g

et
k £ 

ek , 1  X 1 X2 *
On a d faprès la proposition 1 :

V < TN . N ( f >> - V u } - , *  e k . 4 >
U , ^ elN,N '

00 e e
E 1 (ha h* p^ M p ( ~ ^ ) , p ¥  p(-JiîA)]

/ l  f* \  rn r XT Y \ T  "*T N • N N I N(k,£)exN ^ J=o N,N N,N g g

 ̂ SA ^  "P- V" P* V hKj£°° yN,N (k,£)exN N g

a) D'après la proposition 1, Z | | H. ||J<K < +°°
N ,N

(K constante positive).

Etudions dans le terme de droite de l finégalité ci-dessous la

somme étendue au ?,carré,f t.. xt .
N, N

Soit 3 le coefficient de Fourier de — au point (m,n) .
m,n g K

Posons
jt v « a m n

(¡,n)e[0,L]2 Xl X2 ‘

* l  < n )  . t  a  -  I I p . *  M n . n  P ( - r i r - ) l ! 2 •
g

p c
e
k 9

2.

R
)1!

2

c r ir. Kl Cf))
1

)ek y£
»
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On a :

Er ï2 IIe -*!! H P*+H ,  Z , 2 v  , 2 * k l  *
(k, &) e [o ,n ] n ’n n ’n g (k,S.)e[o,N]2\{L,N]2 k »*

(k,ü)e[i^N-L]2 Afc’£ (kJ)e[L,N]2\[L n -l]2 Ak»£

a) Etudions la premiere somme du second membre :

on a :
*k.*< Ô g

et P (e -2- p(— ■)) = p e -JüiJL - P e P (—^— )
+ N+l,N+1 g rv —  n  r+ N+l,N+l -  + ^ + 1 ^ + 1  g -  ’

ê ê ê

» —  A  i x—  ™ /ek»^N
P+ ®N+1,N+1 g " gL)g P-(

Remarquons que si (k,Jt) e [o, N-l ]2 alors le spectre de

£_ p (_kiA)

gL - I
est contenu dans £-°°»n ] et donc P e — P (—ÎSîA) =o

F+ N+l,N+l 8L - -

On note par Ro -  [ ° y Nl 2 \ [ L . Nl 2 » R! = [ ° , L1 x [n - L , n] et

R = [n -L,n] x [0,Ll . On a :

 ̂ ^  ̂̂ + eN+l N+l(k,£)eRo n+i ,n +i
i  P ( ^ ) i i 2)2 « < r % < ^ 1>N+1 ^ - ) i i 2)2
B g (k,fc)eR g

_  1  

♦ <  ï 11% % » !  V+1 f P . f ^ M l V
(k.iieR^URj * N+l,N+l g g

* < \  1 1%  «H+i H+lë  - 7 -)* p.( 4 ^ ) II2)
(k,£)£RQ\  RjLJ R2 8 L g

1_
2

Nous allons majorer chacune des sommes du second membre de l ’inégalité 

ci-dessus :

p (■
k :. .56

) !I¿

IIp+ e
N + 1 , N + 1 g

£ p
e
(

g

I!!
2
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(k,£)eR
o

Z I ÎP (eII + Ti+l.N+l
fiLilj |2 = 

g

E
(k, £) eR/J r„ 

1 l

I ! p f
(7 fibl) ||2
' N-H,N+1 g '11

T. I I p p> il p I ï2  ̂ v îfp t »2 o
s P-( ¥  )l! - ( k * u  R 'P- j- ü  ;

, (,E eN * i H+i < ï - r )ï p- < ^ - > i i 2(k,A)eR \ R,ü R2 g L g

« 2 (M+L) (L+l) | {—  -  ~ \ \ 22 lig M l  IIsIL*

b) Etudions la troisième somme du second membre de (1) , 

on écrit :

P (e -- p-iiîA) = p ( o -JS.»—) _ p e S. p (. )
+ v N+l,N+l g -  } +'-eN+l,N+l -  } + N+l ,N+1 g ~ K — } 

g g g

on a spectre de P (e 
+v N+l,N+l

ek,&v
g

C  [ic-N♦ “] x [i-N .+<»1
)
dès que k > L,Î.̂ L,

on aura aussi SP(T,tl.s+1 ÎZ V « H +l.N+l ^ ) c [ k - L , » ï  » L<t-L,»J^*£

et P (e p e ■) = a
-V N+l,N+l -  + N+l,N+1 —  }

gL g

L
dès que (k,£) c [jL,Nĵ  .

On obtient l'inégalité suivante en notant par F.„ - [l ,n ]2 \ (n -*L,NJ2

(, z n ^ N n p+^n N p ( - ^ ^ n 2)
(k,£)eR N,N N,N g

1
2

< £ | [ t> (—  — — ) e g p e
(k.î)« " - « H  N+1.N+1 * + N+l ,N+1

Ì  i 
|2)2 +(2; (|p ¿¿i:||2)2 

g (k,£)eR. ~ g

U  (Nrl-LHL+1 ) ) l l i - ~ l l 2 I I s I U I s ’ M L *  v  I I p . - ^ I l 2)
8 gL (k.^ER- 8

1
2

1
2

c) Etudions la deuxième somme du second membre de (1)

( r i2 Ak 
(k, 2.) e [l ,N~l] k’X

2
IP-<î>m ,NP+C*‘m ,N

( ! ^ A -  p_ç! ^ > iiV  

g g

~~)!!2)2 +( rz !|p-
g (k, i.)e [jL,N-Lj

1 i
2

z
Ck,Jl)eRo\  r2II'. leN+l.N+l

k .  A
B

If
¿

S

o R1U  R2

k .A

g
I!
2
)

( k ,  A) £ [L,N-L_
7 í|P.(eN+l,N+1

(k,£)eR
L

R
2

y il r e
N+l,N+1
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à) Nous allons montrer que chacune des sommes étudiées en a),

1 / 2
b) , c) divisées par (N+l) tendent vers O lorsque N 00 . On

remarque d 1abord que :

(1) z | j p _ - ~ t i | | 2 = E . ^ p+ eN+l,N+l g ’ ^
(k, £) e [l,N--l] g (k,£) e [l,N~l]

= T, S |g
(k,A)e(LtN-L]2 [mfnJe^\T^,A m ’n

(2 )
(k,JQ £R3

S ! |P % 1 |  J2

g Çk,J6)eR \ R.U R.
o ' I 2

Z l'p I I ' + eN+l,N+1
ek>g-> . 2  

g 1 1

t  Y. je | 2
(k9 V) eR^ (m,n)e2ZT+\T^ ^ m,n

(3) 2 IIP.  = 2 | |P + e ^ - l l 2 =
(k,£)eR^i R2 g (k,il)£R1U R 2 N i,N g

x: E | B | 2
(k.r.e'i^U R2 (m>n)e»;\Tk £ m,n

^^Intéressons nous à la troisième somme.

On a :

c z (¡p ( ^ A ) | f 2 ) 2 < ( z |jp c ^ l ) f } 2 ) 2

(k.iDeRjU r2 g (k,£)ER1ü R 2 " gr

W 2 ( L +1 ) M ^ - ^ I 2 l | g - M U I « I U

Evaluons la somme E | |p_ -^sA| | 2 -
( k ,  A ) e R j U  R 2  “  g L

E Z_^ x , 6 " . » 12( k . ^ e R j U  R2 (m,n)e2ZT \ r k  %

avec la convention que 6 - O des que m £ L ou n >  L.
m,n 1
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E c r i v o n s  :

9 * o k
E ? „1 = E Ele .1 + z 2 |e. |2 + z |b f2

(m,n)eî+ y k £ ’ j=o ro*k™’J i=ln»£+l 1,n m^k** m,n
n^ 6+f

Dans le second membre on note par Ifc ^ la première somme, ^ la

seconde et ^ la troisième. On a } (N > 2L) ^

E Ik 5. = E IV 5 car si (k »i')E R9 , S î = ° dês
(k, &) eRjU R2 k’* (k.iDeRj k ’* ' 2 / m,j

que m > k+  ̂ > N-L > L , et

y  N L N i, L
( k n eR k o  = ^ Z I  = Z ( Z  Z Z JB . f 2 ) 
( * ') ! k ’ A-N-L k=o k ’ il=N—L j = o  k=o  m>k+l *J

Comme Z e [n~L,n] et que 6m = O dès que j £ Z > N-L > L , la 

somme étendue de j - se réduit à la somme étendue de

j = O,. ..,L, d T où :

N L L 
Z I - Z ( Z Z Z |B I2)

(k, £) eRjU R2 ’ £=N-L j=o k=o m>k+l *J

Mais, comme I r |B | 2 - £ k |B I2 ,
k=o m>k+l k=o K,J

on obtient :

T- L
z \  z = (L+1) E E k >6k i i(k, X.) eRji j R2 ’ j=o k=o *J

On a de manière symétrique :

Z J = (L+l) Z Z Z | B , J 2
(k.JOeR^ r2 k’ j i=o Z=o *

On remarque , en outre que ^ = O si (k,Jl) e R^U R2 et la somme

cherchée est égale à :



' /  7

Z ||p ||2 = ( L+1) e .(k+£) K  J 2
(k.fc)eRU R2 g (k,S-)e[o,L]

La même technique permet d 1 évaluer les sommes (2) et (Ü) , on en 

déduit ainsi en faisant tendre N vers lfinfini puis L vers lfinfini 

que :

N+1 f l r ç W n  m'I2 ^ P" <*>N»N P+ (*>N»N ^  0N-x» (k,î-)eLO,NJ * ’ g

a v e c  X n yp oun ese Z 9 (m+n) f 3 I  ̂ < + 0
/ \ m « n
(m,n)eZ+

et donc que :

Lim

e) Montrons enfin que 5ÎT <Tr <Ah,k - «N.N» • 0 •

/ N * / \ T> z®N±ltN±l T, ^ + 1  ,N+1 lp. _ -x 
a N,N “ ~ N,N —  + g “ g N,N + *N,N P 0 >

S s

et Tt ( \  r t  H> ■  z r ek HpA ^ - > l l 2>
r n ,n n ,n (k>£)e[o,N]Z g *»*' N,N g

Posons

Q

WNCq) -  nN(q) -  V „ )  -  PHiH(P+ S îi^ iX  , )  .  PN N P+ +N>H p(i))
s

= P (P d> P (— )) 
N,N + N,N - v— "  

g

on a
Tr^BN,N_AN,N^ ^ UN^H.S ” ^ VN^H.S <  ̂̂  UN ̂  H. S~ ̂  VN ̂  H.

^ ĥ.s+ Îvn 1̂ H.Ŝ

(H.S = norme de Hilbert-Schmidt de l'opérateur).

N-*»
p

k , £

g
)11

2
= ü(

N-*» N+l
1 T

r
( ÍT

N.N ( f ) )
-1

^Î.N
) = o
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Notons que r IIp ë  2 h > A | | 2 = z  !|p — 'i!!2
r -|2M + N+l N+l Q »' r  n? 1' ___• *

( k , J i ) e [ o , N ] Z N l jN+1 ® ( k , i , ) e { p , N j  g

3S J] J  J 3  J ^
(k,£)e[o,N]2 C(m,n)eZ^\rk A m ’n

et les mêmes techniques de sommation utilisées dans d) pour évaluer

la somme (3) ét l Thypothèse E(m+n)|8 < +°° donnent
1 m,n'

Lim r r ~  Z , leM ' I2 - E _ Cm+H) î Bm „I2
N-*=° N (k,5l)e(p,N}2 (m,n)ez^\ik)jl M ‘n (m,n)eïj

Cela nous permet de dire que :

L l m  -----1-----  ! ! UN H H S (  E 2 ( m + n )  ! e ra 2  < + “
N-+» (N+l) 7 N H *b (m,n)e^ m,n

q q q
(on écrit P —  * —  ~ P_(— ) et on utilise les majorations analogues a 

8 8 8 

celles utilisées en a), b), c) et d)) .

Par ailleurs i i ° n H h s  -  H v n i i  < i i w N n HS .

or l l H - l l S s -  Z t , 2  11% *MNN HS (k,£)ero,N] 2 + M’N g

£

+ z IIP (^-)II2
[ L , N ] 2 ~  g

Les mêmes techniques de sommations utilisées ic-dessus nous permettent de

montrer que “ *■ sèr IMIhs - 0 •M-X»

On obtient alors
^ im N+l Tr(AN,N “ BN,N^ “ ° *N-*» »

p
Bk,Ä

S
I 2

[0>N]2
L

[l ,n] 2
( I I P +

N+l,N+1
g

e
k, £ ! !p<■ n ,nf (

g

k, « ?
>
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Montrons  ( i i )  :

On suppose toujours Z ~(m+n) [g | < + 00 . 
(m.n)eaj

Comme nous l'avons remarque plus haut et du fait que les traces des

operateurs » — > pN>» (ï  p.< = » et q ___ , P  p (! N ± L N ± l q \
q n,n -  + y n j

g g

sont égales respectivement à i  u p  ( i% ^ )n 2
(k,(.)eTN>[1 g

et

I I |p+ Î Ü L Æ Ü  q | I2 dont la valeur commune est

£ E J 3 I ^

(k>t)ETH,N

et tenant compte de (i) nous obtenons :

BTT "rK.N«»'1 (ntn)l6».n'2

On suppose maintenant Z (m+n) le I2 = » . 
(m,n)eZ* m’n

D'après l'expression de dans la proposition 1. On a :

T r ( ( T N N ^ - ^ N  N ( f ) )  1} = E r  - .2  H P_ A | £ > I | 2
,N N ’ (k,S,)e[o,N]z 8

00 0  0

+ £ . Z ((H* H. )Pp ^  p ( - ^ ) p j  p(JbA)) 
(k,Jl)e[0,N] e=o N,N N,N N ’ g N ’ g

Autrement dit :

(T (Tjg N^f ̂ -TN,N^f ̂ ̂  ̂ ^ f m S n  wi2 f  ' \ ^ 7 /2 \  ^m,nJ
(k,£)e[0,NJ ( m , n ) \  k,£

Mais comme
N^° N+1 ((k,Jl)e[o,N]2 ( m , n ) e ^ \ T k J 3m,n^ }

(Nous avons établi ci-dessus cette égalité lorsque la somme du 2 membre 

est finie. Lorsque la somme est'ofinie, on la considère comme limite de

tf+1-N+le

( k ,  X,) GT
N.N

= I(m+n) p
ra.n

2

L i m
N-x»



so

sommes
(m,n)e [0,l}2

I (m+n) |B I2) .
1 m,n'

On obtient alors :

Tr N+1 " (TN,N(f)) * ~ +°°

ce qui démontre complètement (ii) .

Dans ce qui suit nous allons donner une forme plus intrinsèque 

à la proposition 2

Théorème

2
Soit f > 0 et continue sur 1T 

Alors :

N+l Tr ((TN,N(f)) " TN,N(f O

E 2 ( |m | + |n | ) C (Log f) C (j) 
(m,n)e3? m ’n m »n f

Preuve :

Lorsque f est semi-continue intérieurement positive et bornée 

(sur TTn en générale), on peut trouver une fonction g telle que

f = |g|^> la fonction g étant définie comme limite p.p. sur

^ 2 r ~id fune fonction analytique g dans le bi-disque U ( [4J Théorème 3.5.3.,

page 55).

Comme en outre f est continue alors g  ̂ est limite au bord

1 i 00 
de —  , c est ainsi que g e H et f vérifie les conditions de la 

g
proposition, donc la limite du premier membre est égale à

ï (m*n) |C (±)|2. 
(m,n)ear m ’n g

Pour démontrer le théorème il faut établir lfégalité entre cette 

expression et l’expression du second membre de l'égalité ci-dessus.

Lim
N -* »

Su*. TT

Lim
N-*»
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Soient ^2 e L 1 (l2 ) , on note par :

" W ,  1 ■  , s ,<l»Mn|> <: <*!>.<: <♦ )
2 , j  (m,n) s 3j 9 9

On pose
i6l 102 1 1 101 i02 

'Pr (e >e ) = ^  (zltz2) = 7Z (re ,re ) avec r < 1 .

8 8

On a \ \ • '-'al- * âfr’+r • "’r>2
> o -L ^

(produit scalaire dans L'

i0
comme ^r (e ) ^ 0 pour r < 1 , on a aussi :

I M *  I  = < - fa l 7  + d b  * ! / ♦  > I ' M  S
, 0 X ^

2 r

On procede de meme avec et la somme des deux expressions donne :

2 |k_ | | 2 , - <Log|^ |2 , ^  |2> . = Z _ ( | m | + | n | ) C (Log | |2)C d * ] 2)
T 2,j  r r 2,j (m,n) eZ m,n r m>n r

Il faut noter que :

2---------- 1 1  
Log I |  ----► Log  -y = Log j  p.p.

18 I

théorème 3.5.3. page 55 et théorème 2.3.1 page 24^.

Comme d'autre part Log|<J>r | est bornée pour tout r < 1, le théorème 

de la convergence dominée implique :

Lim C (LogU |) = C (Log 4)) 
v - m, n r m,n rr^i * »

En utilisant les mêmes arguments, on obtient :

Lim C (|ÿ |2) = C (7-)
- m,n 1rr 1 m,n fr->l

et le théorème se trouve démontré.

2 c

Í&J

) )>

2
2
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Equivalence avec le théorème de Szego 

Corollaire 1 (Théorème de Szego)

Soit f positive strictement et continue sur I et f[ f || < +°°

2 ’2Alors :

2

Lim - ± -  Log(det T (f) - T T (Log f)) 
N-*» N+l * 9

Z ( |m | + | n | ) |c (Log f)|2 = ||Log f || 
(m,n)e2r ’ 2

Avant de donner la preuve du corollaire, nous aurons besoin dfun lemme. 

Soit N(f) une norme équivalente à

f --- ► || f ü 1 = ( E ( | m | + 1 n | ) | C (f) 2)lŷ2 < + 0 0 9 qUe nous
2 ~  (m,n)eZ2 m ’n

préciserons dans la démonstration du lemme et soit :

{f e L°°(]r2 ) | | f | |  = l | f | | œ + N ( f ) < + «>} .

Lemme 3

(i) ^  est une algèbre de Banach

(ii) Soit f = 1 g j2 telle que g“1 e H > soit h e H

2
dans un voisinage de 0 (dans J\) tel que T^ ^(|g+h| ) soit

inversible. Posons
V 8* " N+l Tr ^ TN , N ^ 8 l ^  " TN,N( | .2^ *

181

Alors il existe une constante K > 0 telle que ;

| ^ N(g+h) -  U»N( g ) |  < KC | |h[ 1^ + ! |h l  ( L) .
2 ’ 2

9
1

2

i A ss

oo

A A
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Preuve

Nous n'allons pas donner ici la preuve de (ii) qui est purement 

technique et dont la propriété n'est pas utilisée dans la suite.

Prouvons (i) :

Considérons la quantité suivante :

N2(f)  = f f
■TR ■’ [ 0 , 2 tt] 2

!f(0+x)-f(0) |2

11*113
d0 - dx

2 ^ i0 ^
(on identifie f définie sur le bi-tore T  et f(0) = f (e ) où f

2
est périodique sur IR ) .

En suivant la méthode employée dans [ô~| , pag<H£3 , on a d'après l'égalité 

de Parseval :

N2 (f) = E |f(m,n) |2
(m,n)e2 -TR

i<  (nun) %x>

I I * .  I l 3

dx

2 2 1 / 2
et l'intégrale du second memebre est égale à C(m +n ) où C > 0 ne

dépend que de la dimension de l'espace.

Ceci montre que les normes N(f) et ||f || - sont équivalentes. Il est
2 —9 2

clair alors que :

N 2 (f1#f2) * N2 ( f | | f 2 ||2 + N2 (f2) H f J I 2 4 (N(fx) ||f1 ||oo+N(f2) ||f2 IL)2

On en déduit que :

l l f l f 2 I L +  N <flf2) < (N(fl> I I f l l l o o > <  NCf2>+ l l f 2 l l o o >

et avec l'inégalité établie ci-dessus est une algèbre de Banach.

e 1
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Preuve du corollaire

a) Etablissons la relations suivante :

2
Soit h une fonction positive et continue sur TF telle que 

llhll S 1 .

L°S deC TH,Na -h>-Tr Y H Lo*<l-h> - -f̂ <Tr(T„ (l-M»)'1 -
J O

(1)

•p (—±— \  \  5A  

N ’N i-x* x *

En effet on a la propriété suivante :

dX L°g det TN,N^1_^h  ̂ Tr TN,N^h^ TN,N^1“*'h^

et d'autre part :

dX Tr TN ,N^LogO  -MO ) Tr tn >n ^i_xh^

On en déduit :

dX L̂°8 det TN,N L°g(1-Xh)) x Tr ^ TN,N^1-Xh^  “TN,N^1-Xh^

et la relation s'obtient par intégration sur l'intervalle LP»1J •

b) Etablissons la relation suivante :

Lim f ¿ r  T (T (1-Xh)"1 - TM w( - r \ r ) )  dX 
N ->oo J0 N+1 r N » N  N»N 1-Xh

il1™ N+l Tr^TN,N^1-Xh  ̂ “ ^N,N^1-Xh^d^
J o N-*°°

(2 )

-  2 j  <L°g d - ^ ) ,  J —  > ! x  

0 2 ’2"

-1

1

1
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En effet pour tout X c £0,1] le théorème 1 implique que l'égalité entre

1 deuxième et troisième expression ci-dessus.

D'autre part le calcul de la trace de 7t t ((T„ „(1-Xh)) * -
N + l  N , N

TN N^T-Xh^ te  ̂ a été fait pour prouver la proposition 2, montre,

que l'on a-

V *  , lüèr W n «1- * “ » ' 1 -  TN>N(i r x h »  « 2 <1°8<1-Ah), ^  J
¿ t 2

Comme d'autre part la fonction X — <Log(l-Xh), -¡— rr- > est
1—An _ 1 

2
intégrable sur [o,l̂  £ Elle est C à cause de l'hypothèse ||h|| < 1) ,

le théorème de la convergence dominée justifie l'égalité entre le

premier et second terme de l'égalité (2), ce qui prouve (2) complètement*

c) Montrent que :

(3) Il Log (1-h) ¡I 2 1 = - 2 | <Log(l-Ah), > j dX
2 9~2 O 2

où ce qui revient au même :

| |L o g ( I - W [ |  2 - J <Log(l-Xh),  ^  >
2 ’2

Le fait que ||h|| < 1 , nous permet de montrer (à l'aide d'un dëvelop- 

pement en i e ci€ eut1èrcorne i\ a été suggéré dans (l)^de Log(l-Àh) 

et Y~̂ Xh en ^onct i°n que. :

^  Il Log (1-Xh) U 2 x - 2Re<Log (1-Xh) , -j—  > 2 \ ,

2 ’2

-  - 2 < L o ® 1- A h > s ï > i  •
Z *2

d
dA
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En écrivant - = x^'T^Xh^ ’ °n obtient :

~  11 Log ( 1 —Ah j| 2 1 = - |  <Log(l-Xh) , > 1

2 ’ ~2 2 ’~2

En réunissant (1), (2) et (3) , on a :

LS  ^  (L°8 d6t TN,N(1-h)-TrTN,NLog(1-h)) = Il Log (1-h) || 2 L
M-xx, 2 ,  y

e) Si f est positive et continue sur TF*~ et {J f |[ < + 00 ,

alors en divisant f par une constante convenable, et en écrivant 

f = 1-h avec ||h|j < 1 , on se ramène au cas précédent et on obtient 1« 

forme générale du théorème limite de Szego.

Nous étendons le théorème de Szego, dans le sens que nous 

remplaçons la fonction logarithme par une fonction analytique au 

voisinage de 1•

Corollaire 2

Soit F une fonction à valeurs complexe, analytique au voisinage

de 1 : F(z) = Z a z11 , a c <L et z e <£ .n 9 n

Soit f(À) - 1-Ah où h vérifie O < h < 1

o
et £ ( |m | + | n | ) ] C^ n (h) | < + « > ,  X e ¡0,1 | . On pose

4>(X) = <Log f (A) , Y j x y  > 1

2 ’ 2
Alors :

(i) ^  (HT Tr < TN , N<h ) - TN , N<hk)) -  k î  ♦ >  <0) (k  e “ t l e r >

(ü) <Tr <F(T <l-*h)>-T <FU-M>)»- J  ÎT < 7 ^  ■*> ÎO)-Xk
N-*°° k=o dA

pour tout a dans un voisinage de O convenablement choisi.
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N o u s  a u r o n s  b e s o i n  du lemme s u i v a n t  :

Lemme

1 2
S o i e n t  e t  d a n s  L (1C ) , on  s u p p o s e  q u e  :

11 f j  11 9 1 = / < l » l - l " l ) l cm, n ( £-| ) | 2 < 3 - 1 . 2
J 2 , J  (m ,n )£ 5r  J

On a :

(i) L1" S ï ï  V Y n f l f 2- T»,Nf -, , V l “ 1 + l n l > Cm , n ( f l > C« . n ( f 2 :
* ( m ,n )  Z7L

( ü ) On a p o u r  t o u t  N

N + l  MTN , N f i ' f 2 TN , N f l  TN ,N f 2 ^ 1  i  ^ f  2  ̂ 1_
¿ ’2 *2

( ¡j II “ norm e n u c l é a i r e  d ' o p é r a t e u r s ) .
J.

Preuve dU L* y* me

( i )  On a  :

(1)

(2)

^ r , 2 ^  N^l ^9 e ir î , ’ e k 5.  ̂ ^ r JL’ ^ l ^ k  2,^
* ( k , £ ) e [ o N ]  ’ “ ’ ’ ( k , A ) e  [ on]  ’ *

T T „ f .  T„ . Tf „  = Z (P f  e ,  0 , f .  e ,  „)
r  N,N 1 N ,N  2 ( k , £ ) e [ q N ]  ’ 2 k , Í. 1 k , £

(PH,N d é s i g n e  l a  p r o j e c t i o n  d e
2 2 LZOT ) s u r  l e  s o u s - e s p a c e  d e s

p o l y n ô m e s  d e  s p e c t r e  d a n s

La d i f f é r e n c e  d e  ( 1 )  e t  ( 2 )  d o n n e  :

*  : Z .  t9 ( ( I - P m w) f 9 e  n » f , e  ) -
( k ,  ü)  e  [o n ]  N ’ 2 k ’ 1 k ’

E 0 T. „ _ C ( f . e ,  . )  C ( f . e ,  0 ) .
/ ,  n-v r™,-| 2 , N „ 2 \  r„XT 1 2 m , n  1 k .x .  m ,n  2 k,x,  ( k , £ ) e [ q N |  ( m , n ) e a  \L9 Nl > » » *

LQNJ
2

)
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On obtient le résultat de (i) par des calculs analogues à deux 

effectués dans la proposition X

(ii) En fait l'opérateur ^

se présente comme un produit d'opérateurs sur Ê T __ :
N , N

SN,N PN,N ^ . f , avec pour tout p £

«u f <P> " (I"PN N)(fip) » j = !»2 *
* j /N+l 2

2+
Les operateurs sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H

On a ainsi :

^N+l<TN,Nfl£2 TN,NflTN,N^2^1 ̂  ^PN,N^ ^KN,f1^H.S ^KN,f2^H*s

* ‘̂ ‘(k.DcfoN]2 On.nH*2 [oK]2,Cm’"(Îl%-lU2yU2'

<N’1 (k, «'[ON]2 (.,.)^\( o»]2' Cm,n(f2ek>(l> |2> 1/2

D'après des calculs analogues à ceux faits dans la proposition 2 et

2
l'hypothèse ||f . || . , les expressions du second membres de lf égalité

J 2 —
2

ci-dessus tendent^ en restant majorées vers^ I M
2

2,12
et

2

2,12
9

d'où l'inégalité de (ii).

Preuve du Corollaire 2

Montrons (i) , pour k = 2 , on a :

T r N+l l<TN , N (1

= T

N+l
1

T f T ■F ) N . N
S

E

(1-Àh)) 1
N,N

(
1 —A h

1
)I

r N+i
i

(À (T
i 9

N,N
Cn ) -T +  A

3
(T
N,N

h)(I-A t í ))
•I
-U Ch

3
)r (L-Ah

1
n
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La fonction X --- *■ 4>(X) est dans C ([o,l"]) à cause de l'hypothèse

|| h || < 1  .En tenant compte du fait que $(0) = 0  et en faisant tendre 

N vers l'infini, on a :

4><X) -  4>(0) -  X (j ,'(0) = X2 l i m ^ i j -  Tr (T2 y h )  -  TN>N(h2) )

 ̂ N+1 T r ^T r T̂N»N ^h^ TN>N(1 TN,N^h ^TN ,N ^ 1 -X h ^

Les quantités Ñ+T l Tr (TN ,N (h> -  TN , S (h > TN ,N (h 2 » l et

1
sont majorées respectivement d ’après

le lemme ci-dessus, par l l h l L  . | M | *

2

et Ill'll ! Il h2 H j 
2,2 2,2

d ’autre part

en utilisant l'égalité In+1 Tr'TN,B^1-̂ h^  “ TN,N^1-Xh^

«  2 Sup I <Log 1-Xh , I 
Xc [O ,11 2 , 2

, on remarquera que

¡ |h2 H ^  K ( H h l L  + | |h | |  ] 

2 *~2 2’2

, comme il a été vu plus haut [

On obtient ainsi :

ÏÏÏT Tr (TN,N(h> - TN,N<h2»  - ^

On établit (i) pour tout entier k, par un raisonnement par récurrence 

et par le même procédé que celui utilisé ci-dessus.

Montrons (ii)

Remarquons d'abord que pour un choix convenable de X au voisinage 

de 0 les séries :

(h) et

oo

E
k=o

ak
Xk T

N,N (hk)
k

T
N,N

kX
ak

OO

z
k=o

N+l IITn,N
(h) T vn )

2 T
N.N i

= Co -oI'Kw QK t(

N-x»
2
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Convergent pour tout N en normes d'opérateurs

(en effet HTK,N(h) ü < Hhll- et i iTN)N( h k ) ii * 1 M b

D'autre part il existe une constante C' telle que : (k > 3)

(1) HÎT V T£,N(h) - TN,N(hk» | « C'k< INI«,* INI l>k
2 * 2

En effet, on a :

N+l lTr^TN,N^h  ̂ “ TN,N^h ^  ^ N+l ̂ Tr ̂TN , N ^  *TN , N ^  “ TN , N ^  *TN,N^h ^

i*

S HTN ,N ( h ) ll l Tr  NÎT (TS (h>- TN ,N (hk' 1 ) l * Hh H i l l » * ' 1 !! 1
^ 9 2  ̂* 2

or l |hk II i  C ' k- l ( | | h | |  ,  + | | h | | „ ) k- 1 
t . %  2,|

(cela se déduit de la

démonstration du fait que CrL est une algèbr^ Vo»r W Levwime 3Jen prenant

C' >1, et en utilisant une hypothèse de récurrence sur k-1 , on

/
obtient l'inégalité (1), dès qu'on l'a montre, pour k *■ 3. On a :

N+l lTr  TN ,N (h)  -  TN,N(h3)  ' ^  H » « -  NÎT ' ( I K,N( h ) - TN,N<h2) H l h > H ^ ,  1
2

L'utilisation du leuune^t les mêmes remarques que ci-dessus permettent de 

montrer l'inégalité (1) ci; ol«ssuv jpo«jr W - 3 ,

jsïLu l» iw  u

L'inégalité (2)vnous permet pour un choix convenable de X au

voisinage de 0 . <•/y Iri K ver ^  C v ^ V t^ p ^ c e Viiv» jftnm* Kcr*c~ c£̂ e»\*r ;

OO

lim (Z
N+°° k=o

ak
>
k 1

N+l Tr^TN,N(h) “ TN,N(h ^  *

I
N+l Ir n

L. N.N
( h ) l

N,N
fh

k-1
) N.N

ih.h
k-1

) I
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OO

z
k=o

ak
X
k

lim
N-»00

1

N+l (V TN,N(h> - TN fN (h^ »

et le corollaire est démontré.
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A N A  LYSI- F O N C T IO N N E L L E . —  Inversion de la matrice de Toeplitz en d 

dimensions : dcvelo/Jpcment asym ptotique de la trace de l'inverse à f  ordre d. N ote d e  

Abdclliifif Scjjliier, présentée par Jean-Pierre Kahanc.

L 'o p é ra te u r  de  T oep li tz  associé à u ne  fon c t ion  positive f  de  L l r i ' J ) et à une  part ie  finie A de  Y /  est le 
p ro d u i t  de ta m ultip lica tion  p a r  / et de  la p ro jec tion  su r  l’espace  KA des  p o lynôm es  t r ig o n o m e tr iq u es  à spectre  
d a n s  A. O n  le restreint à EA. S u p p o s a n t /  — | P |  ~2 ( P  : p o ly n ô m e  tr ïg o n o m é tr iq u e )  o n  d o n n e  un déve loppem en t 
a sy m p to t iq u e  à l’o rd re  d  d e  la trace  de  l’inverse q u a n d  A tend  vers Z  + rf. D a n s  une  p récéden te  N o te  [1] nous  
av io n s  ind ique  le d év e loppem en t à  l 'o rd re  1 (deux  termes).

F U N C T IO N A L  A N A L Y S I S .  —  Invers ion  o f  T oep li tz  m a tr ix  in d  d im ensions: a sy m p to t ic  dev e lo p m en t o f  
the  trace  o f  the inverse o p e ra to r  o f  o rd e r  d.

The Toeplitz  ttperator associated  with a positive  / ‘e  L 1 ( T 1) and  a Jin ite  A cr Z* consists o j  m ultip lying  h v  f  and  
projecting  the product on  EA. space o f  tr igonom etric  po lynom ia ls  with spectrum  in A. Considered as a m apping  
fr o m  E a to  11A. it can he inverted , and we s tu d y  the  trace o f  the inverse operator as A tends to  Z. A s s u m i n g  
/ =  | P] “ 2 (P : tr igonom etric  po lynom ia l) we g ive an a sym p to tic  expansion  o f  the  trace to  the  order d (in a previous  
N o te  (I] we had the expansion to  the order  1).

1. N otations et definitions. — (a) Soient / > 0 ,  / e L ' ( T ‘'), d  un entier supérieur ou  
égal à 1, A une partie finie de :

Z+ =  { m =  ( m ............m d) e Z J, Vj =  1............ d, ntj  ̂  0 }.

On désignera par EA le sous-espace vectoriel des polynôm es trigonométriques à spectre 
dans A. On pose pour :

/h =  (»!,, . . . .  m d) e Z d et (0,.... 0,)^.

. . . .  e i0“) =  e  j

d
2.
= i

< mj. 0 - >
*

et, pour / le L '( 'P ' ) ,  / i — £  h ( m ) x m (série de Fourier de h). On pose nA/ i =  £  h ( n i ) x m-
e 1 *  m  €  A

On définit la matrice de Toeplitz  associée à /  et à la partie A. qu'on notera T A( / ) ,  
com m e la matrice de l'opérateur :

V/7G Ea, T A( f ) p  =  nA fp.

(b ) On note, dans L 2 (T d) :

H 2 + =  { h e  L2 (T d), h -  £  * (") X" ”» e  Z d+ }

et P le projecteur orthogonal de L2 (T d) sur H 2*.

H 2- =  x  H 2 4 et Q  le projecteur orthogonal de L2 (T <') sur H 2- et enfin :

H 2 - =  L2 (T j ) 0 H 2+ et P _ =  I — P;

H 2 =  L2(T“') 0 H 2- et P + =  I — Q.

(c-) Dans une précédente N o te  nous avons indiqué une façon d'inverser la matrice de  
Toeplitz. Cela est faisable à l'aide d ’opérateurs que nous allons définir.

Soit N —( N , ........... N y) un multi-entier. On note par <pN =  x N + 1 .«r/jF et on définit :

V0e H 2*,

02*49-6321/85/03000539 S 2.00 ©  A cadém ie  des  Sciences 

i*. R.. 1^X5. Ivr S em estre  (T. 300) Série I —  41

X

H
VN 0 —► P.. (<pv 0 ) e f l 2 -.

m (e
III
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L'adjoint est donne par :

V r) e  f l 2 -, HJn : r| -» P + (<pN r|) e  H 2 *•

2. O n  rappelle , en la généra l isan t,  la p ro p o s i t io n  o b ten u e  clans [I], O n  prend  
d

A =  £  | 0 ,  . . N , }  et on note T N( / )  =  T A( / ) .
j= »

P r o to s i t i o n .  — On suppose /  =  \ g \ 2* avec g et I f e e H * .
Alors :
(i) Il existe une constante positive K telle que :

V N , Il H II ^ K  <  1.

(ii) L'opérateur  TNC/) est inversible et d'inverse défini, pour tout q e  EN, par :

( T (,/) = </

\ g \ 2

1
g

P g
g

1
g

PPN P.<pNP g
g

2. C omportement  ASYMPTOTIQUE de ( T n ( / ) )  1 À l' ord re  1. — O n suppose  q ue  :

lim
i n f  Ny — x

i $ j %

N l+1
d

n  ( n * + d
k = i

i ¡à = a( > 0.

On note par tcn le projecteur de L2 (Td) sur EN. On obtient un théorème qui généralise 
celui de la précédente Note, en ce sens que la variation du volume du « rectanele »

d

*N = [~[ {(X . . N } dépend de toutes les directions de Z + quand inf N , —► oc.

T h é o r è m e  1. — Les hypothèses sont les mêmes que dans la proposition ci-dessus. On 
suppose en outre que :

et :

me Z »

I
g

(m) < + ce. 1
g

(m) =  coefficient de Fourier au point m

T
m €

d

y
k =  I

1

g
{ni)

2
<  OC .

On pose pour tout q e  IiN =  l£A :

^ N ,  O ( —  "1 N

1

A n . i ( </) —
I

g
P </

g
+

X N+I

g
P +

g
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Alors :

(i)

<ü)

lim
inf Ni -• /

1 ZjSd

d

n
» -1

(N,+ l)

I
i — i/a

Tr ((TN ( / ) ) - • -  A n. o- A n. , ) = 0 .

lim
inf  N ; — -arj

d

n ( N , +  l)

1
i I n

r r (T N( / ) ) - ‘ - T N
I

/

= -2 Z
d

z m k 1

g
(/»!)

2

3 .  C o m p o r t e m e n t  a s y m p t o t i q u e  d e  ( T n ( / ) )  1 À l ’o r d r e  rf. — Pour d7> 2 ,  nous suppo
serons que / =  \ g \ 2 avec 1 /g polynôme trigonométrique. Oit rappelle que :

H*!! *>+ ^ 21. P
q

g
=  P_ g

g
X2 L + 1  p

g

g
X

2L  + I P g

g

Soient c et c' deux sous-ensembles de {1 ,  tels que 0 0 ^  =  0 ,  card c ^ k ^ d y
car de '  =  d — k. On pose :

0(c, c') =
i e c
n {0 ,  . . L,} n { L ,  . . . , 2 L , +  I }  n  { LL, }

l€C

et :
Z ( c ) =  { (»»I..............m ^eZ S ,  3  iel ,  m , < 0 } :

H 2“ ( c ) =  i / i e f l 2 ' ,  h(m)  =  0. si m à Z ( c ) }

et enfin l’opérateur Pr qui est le projecteur orthogonal de L2(T rf) sur H 2 (c). 
On définit alors l’opérateur :

El 3 q - +  Pc HV2l P .  (p2L P
g

On peut énoncer le théorème suivant.

T h é o r è m e  2 .  — S oi t /  =  \ g \ 2. g ±i e H x *. On suppose que 1 fg est un polynôme trigonomé-
d

trique de spectre contenu dans t ,  = n [0. L,].

Alors pour k =  0 ........... d :

(i) lim
inf  N.- — x

!
Tr (TN( / ) )  * -

t

Z
1 = 0

A n. ( =  0.
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(ii) Les Uni ires su i ram es existent : (k ^ 2 )  ;

ak = lim
i n f  Ny — -é

1

V ( N)1
r ( ̂  N. le)

r'cr | l ......d J
card c —  d  - k

( M  *,)
i € C' rc{ 1...........d  }/c* Ii e il (c. c'|

I PrH „ LP + <p2LP
e
«rf*

2

et :

T r(T N( / ) )  ' = « „  n  ( N , +  l )
l =■ 1

d

+ a ,

d
n (n,+ d
«*■ i

-f- - . . +  ad _ ,
d
n  (N..+ d «/- + Îïj + o ( 1 )•

Remarque. — (</) Le problème du développem ent asym plotique à un ordre d'èi 1 a été  
abordé par H. W idom  dans un cadre plus général (opérateurs pseudo-différentiels) eng lo 
bant les opérateurs de Wiener H op f  (analogue des matrices de Toeplitz dans le cas  
continu).

Trois termes explicites ont été donnés  [2).
(b) Le développem ent asym ptotique de la trace de l'inverse est équivalent au développe

ment asym ptotique du déterminant de la matrice de Toeplitz, et en procédant com m e  
dans [i]. n est permis de s'attendre à un développem ent à Tordre d du déterminant. En 
outre, une extension du cas / = 1 / | P | 2 où P est un po lynôm e trigonométrique à f  
quelconque (avec certaines restrictions) sera possible. Cela fera l'objet d'une prochaine  
Note.

(r) Le dom aine  sur lequel est tronqué l'opérateur de Toeplitz  varie selon toutes les 
directions de Z + (d  paramètres) et non plus par rapport à un paramètre. Cependant la 
géométrie du dom ain e  reste encore simple (multi-rectangle).

Remise le 4 février 1985.
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Let f be an integrable function of the ¿/-dimensional torus and let C,„ be the
Fourier coefficients of f (m = (/;?,.m t/)e Zi7). We denote by A — i {ON/};
( A ,. Nj)eZ,f. A Toeplitz matrix associated to / and A is defined by

T A f )  = (C,„ _

(num,) — {{ml..m (/)% ( m \ m',)) e A x A. The asymptotic development (with
order d) of the trace of (7 ,( /)) as \ A\ = Card A tends to infinity is given when 
J — l̂ l 2 and P is trigonometrical polynomial. We denote by Tr, the trace of the 
matrix and we have the main result of this paper: Tr( TA( f)) 1 = 
\A | a {){ /  ) +  \A\t,f l ) t /  a  i ( f )  4- • • •  +  \A | ui~ k 1li a k ( f ) +  • • •  +  a (/( f )  +  o (  1 ). < 1 9 8 6  

Academic Press. Inc.

Soit TP' le tore à d  dimensions, f  une fonction positive de 
m =  ni(i) e  Z ‘7 et C,„( /  ) =  C,„ les coefficients de Fourier aux points m. 

Soit A une partie finie de IL'1, on définit la forme de Toeplitz associée k f  
par:

F A f )  =
TJ'7

z
m  g  A

C  e K O . m >
2

do

ou dcT est la mesure de Haar sur T . 
On note par TA( f )  =  (C„, ( m , m ' ) e A x A  sa matrice: on l’appelle 

matrice de Toeplitz associée à f .

1

Soit A' =  ( N N f) un élément de Z + . On étudie, lorsque 
A =  n f -  i {0,—* A^/}, le comportement de la trace de (à condi
tion que l’inverse existe) quand inf N f tend vers l’infini. Dans le cas du

0022-1236/86 $3.00
C opyright < 1986 by Academic Press, Inc.
Ali rights of rep roduct ion  in any form reserved.

3 8 0

L iil ci).
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tore T, Szego [ 2 ]  établit le théorème suivant (avec quelques conditions 
restrictives sur f ) :

INVERSION OF TOEPLITZ MATRICES 3 8 1

N  — x
lim (log(det T M ' ) ~ T r TK( \ ogf ) )  =

-¥■ OC.’

I
n  —  —  x

|/7| |C „ ( lo g / ) |2

(où det =  déterminant).
Nous proposons dans ce travail deux résultats:

A

Lorsque / =  \g\2, avec g ± l e H CCj, Z « ,6 zrf+ 1(1/^) "("*)| <  oo et 
si  Œ* = i mk) I ( 1/#) (w ) |2 <  00, nous obtenons un développement 

asymptotique avec deux termes, le multi-rectangle tend “vers l'infini” dans 
toutes les directions de Z + - de manière différente. On note TN{\ ) f )  la 
matrice de Toeplitz associée à 1 /f, et m =  ( m , m ti), on a:

lim
in f  Ni  —♦  or

1
<i

FI ( N , +  I ) 1 '" ’ T r d ^ f / ) )  1 -  T„
/ = 1

1

= -2 y
m  € 7 a

z

d m.

a*

1

g
(m)

2

(a* sont des nombres positifs caractérisant le mode de croissance des “rec
tangles” A, quand inf tend vers l’infini).

B

Le deuxième résultat, qui est aussi le principal, est un développement 
asymptotique de la trace à l’ordre d, qui correspond à la dimension de l’es
pace. Dans ce travail, nous supposons f  =  \ / \P\2 où P est un polynôme tri- 
gonométrique, une extension à / =  \g\2 où g e  //°° est en préparation.’

T r (7 \ , ( / ) )  ' = « 0 n
z = i

( N , +  \) +  a x
d

n
/= I

M +  D
J I A  /

+  • • • +  a d _ ,

ii

n
/ = 1

M + l )
\ / d

+  a J +  ° ( 1 )•

2

Le comportement asymptotique de Tr( T/i( f ) ) ~ l permet d’obtenir un 
théorème limite de Szego, sur les déterminants ainsi que cela a été fait dans 
un article de Widom [7 ]  dans le cadre du tore T d et de IR". Cette idée est 
reprise ici, et l’elTort portera sur le développement asymptotique de la trace 
à tout ordre. En effet, nous avons donné, dans une précédente note f41, un

k  =  I
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développement asymptotique de la trace de l’inverse, avec deux termes, et 
nous avons précisé le calcul qui rendait ce développement équivalent au 
théorème limite sur les déterminants (et plus généralement pour 
Tr F ( r v( / ) )  où F  est une fonction analytique telle que F(TN( f ) )  ait un 
sens).

Ce point de vue permet de s’attendre, dans le cadre de ce travail, à un 
développement asymptotique du déterminant (respectivement de 
Tr F(Tx( f ) ) )  à l’ordre d, comme conséquence du résultat énoncé en B.

3

Le théorème limite de Szego sur les déterminants généralisé à et à 
(développement avec deux termes) a été établi par Linnick en 1975 [3 ] .

La même année, la généralisation à IR'7 de ce théorème est proposée par 
Widom [5 ] ,  avec des conditions plus générales sur f  (transformée de Fou
rier du symbole) qui permet de définir l’opérateur de Toeplitz.

4

Le champ d’applications de tels résultats est important, il suffit de se référer 
à l'abondante littérature concernant le théorème limite de G. Szego. Signa
lons toutefois deux applications récentes:

(i ) une application aux statistiques pour étudier la qualité de l’ap
proximation (due à Whittle) de la vraisemblance d’un champ aléatoire 
gaussien.

(ii) une interprétation de l’entropie en cristallographie à l’aide du 
théorème limite de Szego (Entropie de Burg).

5

Les résultats les plus importants et les plus décisifs concernant le com
portement asymptotique du déterminant sont obtenus par H. Widom  
(1975-1981 ) où le lien a été fait avec d’autres domaines et d’autres opéra
teurs (opérateurs pseudo-différentiels) sont mis en évidence [5 -7 ] .

Ainsi, dans le cadre le plus général (variétés riemanniennes), Widom pro
pose un développement asymptotique à un ordre quelconque et où les trois 
premiers termes sont explicités.

Il serait intéressant d’établir un pont entre les deux points de vue.
Les méthodes utilisées ici, dans le cadre discret, se basent sur des idées 

géométriques: intersection de sous-espaces de Hilbert, angle de sous-espa- 
ces, etc.

Je tiens à remercier particulièrement le Professeur D. Dacunha-Castelle 
pour l’intérêt qu’il a porté à ce travail et pour les encouragements prodi
gués au cours de la rédaction de cet article.

3 8 2  A. SEGHIER

l i et  à IR t/ci
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N o ta tio n s  et d éfin itio n s

a

Soient f >  0, f e  L X{ T J), d  un entier supérieur ou égal à 2, A une partie 
finie de Z + =  {m =  (w,,..., m,), m ^ O ,  j  — 1,..., d).

On désignera par EA le sous-espace vectoriel des polynômes trigonomé
triques à spectre dans A.

On pose pour m =  ( m , mtt) e 7Ld et ( 0 , 6 e  T'7. x"' est définie par:

INVERSION OF TOEPLITZ MATRICES 3 8 3

e'°d) =  e i

V/; e ¿.'(T'7), s*101»,//" (série de Fourier de h), on pose

n Ah = z
m e A

ex

ce qui définit nA comme projecteur de L'CF') sur EA.
On définit la matrice de Toeplitz associée à /  et à la partie A , qu’on 

notera TA( f \  comme la matrice de l’opérateur:

V /> 6 £ „  T A( f )  p  =  nAfp.

b

On note dans L2(T </):

H 2+ = {AeL^r*), A~5>*,jT,/neZ* }

et P le projecteur orthogonal de L2(T </) sur H 2 +
H 2 =  / / / 2 + et (2 le projecteur orthogonal de L2(T <y) sur cet espace. 

Enfin:

H2 =  L2(T'') ©  / / 2 +

/ / 2+ =  L 2(T ‘') 0  / / 2

et

et

/ \  = / -  P,

P+ = I — Q-

Inversion  de la m atrice  de T o e p l it z

a

L'idée générale pour inverser TA( f )  peut être la suivante: on construit 
dans un sous-espace K  de dimension finie tel que
f , =  {0/f  : 0 e K).  On considère la décomposition suivante:

L2w ( T d) =  K ® K X. ( D

n\
le * e Oiy.0/>

ft I Xm
*
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On observera que L^CP') c: L'CIT'') du fait q u e / e  ¿ ' (T '7) et de l’inéga
lité de Schwarz.

Le sous-espace K ± est alors composé de fonctions ij/ e  L]/f( n ‘J) vérifiant
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iß(k) =  0, VA: e A. (2 )

En effet soit ij/ e K et 0 e Kr on a:

0 -

à
f

da =  0 (a mesure de Haar sur T ).

Comme par construction tout polynôme gEa s’écrit ()/f\ la relation (2) s’en
suit.

Soit P K le projecteur orthogonal de L ] ,{T r/) sur K  et q e E A. On écrit 
p K q = fp  où p est un polynôme de E A. On décompose q suivant la somme 
orthogonale ( 1 ):

q = f p +  q -  fp.

On a d'après (2).

</ =  P.\tl =  P,tfp =  TA( f )  p =  P A P Kq.

Ceci montre que TA( f )  est un opérateur surjectif sur EA. Comme nous 
sommes en dimension finie, il est inversible et:

P  = i T A{ f ) )  'q =  ( \ / f )  P Kq.

h

On notera dans la suite H y l'espace de fonctions definies sur T rf qui sont 
limites au bord de fonctions analytiques et bornées dans le polydisque-
unité. On suppose / =  |# |-  avec g ± ] E H ' .  Soit N =  ( N ..... . jV JgZ '' , on
prend 1 =  ( 1, 1....  1 ), A =  I"!/- i {0,..., N,- J et on note EN =  E A.

Lemmh 1. Posons K = g H 2 c\ g y v 4 1 H 2 . Le sous-espace K vérifie alors 
les propriétés décrites en a.

Preuve. Comme g 11 e H ' g 1H2 + =  H 2 * et g 1 H 2 =  H 2 . Soit 
(f>e K. alors 4>jf=  <f>/\g\2 et 4>/\g\2 e ( \/g) H 2 + <^{\/g) %N + 1 H 2 =  EN.

Remarque. On peut écrire K =  g ( H2 + r\ (g/g) xN + 1 H 2 ) —g K0. On note 
par P Ko le projecteur orthogonal de L2(T <7) sur KQ, on a:

PA<l)=gPKa
<7

g
Vt/6 EX ■
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et
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(
1

g
P ko

Q

g

Il ne reste plus qu’à expliciter P Ko-
Posons <f>N — x N+ï g/g. L’orthogonal de K0 dans L 2(T ‘y) s’écrit:

Kô =  H 2 +<!>NH 2+ .

Si on pose L N =  H 2 + n>(H2 + ()<[>NH 2 ), ou aussi: K0 =  H 2 ®<f>NL N. On 
remarquera que L N =  P + (<j>N H 2 + ). Ainsi pour tout if/ e L 2(T'/) on a:

( i ) f * K a ( ÿ )  —  &  l'm« -» 0. (̂1.« "+■ ̂/V P  + (̂jV @ 2 . n ) ) -

Avec V/î >  0, Ol ne H 2 et 02„e H (n entier).

Lemme 2. Soit if/ un élément de L~(T ). Pour qu’un élément de K0 noté 
P Ko soit la projection orthogonale de {¡/ sur ce sous-espace, il faut et il suffit 
qu'il existe deux suites:

(0i.„>)„e m <= H2 et (02.„)„e M~+ telles que:

(i)

(n )

( iü)

lim,,_ r (Oi ,, +  (f>s P+ existe dans L‘(T ).

l i m „ _  ( P^( ^ /,OUn) +  P + (0NO2, , ) ) ^ P  + (<P^)-
lim„_ A O , „ +  P . <t>NP + <i>N 0 2.„)

et la projection est donnée par:

p <̂P) = <P- lim (0 ..« +  P  + V n Oi m )-

Preuve, (a) Les conditions sont nécessaires: si P Kn{ÿ)  est la projection 
de t/y sur K0, la relation (1) dans c. implique (i) et on obtient (ii) et (iii) en 
écrivant que

P Ko( i / , )eH2 + et F

(b) Les conditions sont suffisantes: La condition (i) montre que si on 
pose P Ko(\j/) =  «/f-lim  n^ ac(0Un +  </>NP + <fNd2„) alors ifr -  P Kn(t//)e K0 et 
les conditions (ii) et (iii) montrent que P M ) e K 0.

Les équations (ii) et (iii) du lemme impliquent

lim = P+<i>N pm

T V i f ) )
- 1

(Q)

A.V( e è N H 2

r F + <L V p è V p + p \ 0 2.n
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Remarquons que L N =  ( / — P+<f>N P-.<f>N) H 2 + , et on a 
P + ^  P.. <1>n L h <= L*. N otons par la restriction de \j/ -*■ P  _<f>N\p à L * .  
La restriction de l’opérateur 6 -* P +<J> NP  -<f> Nd à L *  est égale à

3 8 6  A. SEGHIER

P r o p o s i t i o n  1. On suppose que f  — \g\ avec g ± e  H°°. Alors

(i) Il existe une constante positive a telle que

V N e  Z d+ , | | / / , J | < a < l .

i») L ’opérateur T N( f )  est inversible et d'inverse: V q e E N

(7 \ ( / ) )  '(</) = <7

l * | 2

1

g
P <7

g.

1

g
P<j>N{ I - H Ï NH+s ) - 1 <1

g

Preuve, (a) Montrons que pour tout i V e Z ' ' , I|//^.VII<1. D ’après la 
définition de l’opérateur / / ¿ v ceci équivaut à montrer que H 2~ +<j>NL N est 
fermé pour tout N e  Z + . D ’après ce qui précède ce sous-espace est le même
que

H 2 +  <j>NH 2 + = H 2 + g
g

X
( N  +  1 ) f t 2  +

La fonction 1 e H x par hypothèse. Ceci implique que g  H 2 =  H 2 et 
l ) f t 2 + =  y {N+ " H 2 + .

Le sous-espace précédent s’écrit:

g H 2 + g x (" + , )  H 2+ = H 2 ~ + X {N+i) H 2 + .

N ous avons alors:

f t 2  y l H  + 1 ) f t 2  + — f t -  0  (£<"+1) ^2+ 0  (#2- n x t N + l *  f t  2+))

Il suffit en effet de remarquer que:

X
1 , V+ I)  f t 2  + Q  ( / / 2

^ X h 2 + ) H 2 + 0  e n c z (h 2 y-L

(ZTV est le sous-espace des polynômes trigonométriques défini ci-dessus). 
Ceci démontre que P + <J>NP(f>NH 2+ est fermé, donc

IlH^H^W  <  1.

(b) U existe un nombre a positif tel que VTVe
Posons p N =  nous avons vu dans a)  que pour tout N e

P v <  1. Supposons que (p N) ne soit pas uniformément bornée par a <  1. Il

H *
PS H

<t>N'

ti
-f* IIH

4>n II < a <  1.
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existera alors une sous-suite infinie (Nk) d’éléments de Z + et une suite 
if/k e  L Nk avec ||ij/k || =  1, telles que:

INVERSION OF TO EPLITZ  MATRICES 387

lim
k —* oc

\ \ f f 4Nk *  * 11 =  1- ( 1)

Posons . =  xNkÿ k* H2+ =  k e r ( /— / / £  / / * , )©  I m ( /— //J, //¿,). Projetons 
ij/k sur le noyau et l’image: «Ai =iAi.i +«A1,2» on a:

H<f>Sk{^k) = P <f>Nk^k =  ^  +  P iïi'Pk.i-

Comme if/ki e ker( / — =  / / 2 + on a P <f>x\j/'k,\ =  <!>\ÿ'k.\- Il
s'ensuit que:

Il p  <t>, >K II2 =  Il <K., Il2 +  Il p  4>. «K.2 II2 +  ( * .  «K-.., * .  «K.2 )

m a is

(^1 •Aa-.I » ^  $ \ *A Ar.2 ) — (^1 *A\1 » ^1 & k.2 ) ~ 0

et rhvpothèse (1 ) devient:

A —  x

lim (i-ii*;.. n
2

Il P  </>l'J'k.2 H2) =  0. (2)

En posant 1 =  l|i¡/'kA ||2 +  ||i/ .̂_, ||2 =  | |^; ||2, on a:

k ■—  -t.

lim (ii*i.2ii2- n ^ - ^ . * ; . 2 i i 2)=o. (3)

Montrons maintenant que pour tout k ,  11*1.2 II ^0-
En effet, supposons le contraire, c’est-à-dire que ij/'k g  H 2 H 2 ", on a

alors

p

Cela n'est possible que si g H2+ r\<j>Nk H 2~ =  (L /Vt)x . Comme par 
ailleurs t¡/ke L Nk ceci implique tj/k = 0 ,  or 11**11 =  1 par construction, 
l'hypothèse faite est donc absurde et on a bien ||**.2 || # 0 ,  V/:.

Nous déduisons de (3) la relation:

k — x
lim UP- t , ( < K V I I < K , 2 11)11= l i m  11)11 =  1,

k —» OC
(4)

pour une suite ( * ! . ; > / Il *Â-.2 II )* > o  dans L,. Mais ceci équivaudrait au fait que 
¡1H || =  1. Ce qui est contraire à ce que nous avons établi dans a).

iy- o
/*'u k b h y k 0 1 k
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Montrons  ( i i )

N o u s  a l lo n s  u t i l iser  le l e m m e  2. P o s o n s

3 8 8  A. SEGHIER

n

i
k -  ()

p + 0 n P
q

g

Les s o m m e s  i¡//t vérif ient  les c o n d i t i o n s  d u  l e m m e  2. P o s o n s  P + $n& 2,p == •Z'/» 
cl  0 Kr= P  ( q / g ) - P  (</>Nij/p ). ( C o m m e  ^ , 6 l m ( / - / / ^ / / J ,  0 2̂p e H 2* 
ex iste  p o u r  t o u t  p.)

Les s o m m e s  ij/r c o n v e r g e n t  d ’ap rès  ( i) ,  il s ’e n s u i t  q u e  les c o n d i t i o n s  ( i )  et
(i i i )  d u  l e m m e  s o n t  satis fa ites .

É t u d i o n s  la c o n d i t i o n  (i i )  d u  l e m m e ,  o n  a:

P >i<fixO}.P) +  P A<fi.\()2.P) = P + < P \ P  - Z - P + $ NP <f>N'l'p +  'l'r-
k

ci

O n  a par c o n s t r u c t i o n  d e  if//} :

( / -  P  4 j x P  « / , = ( - ( / -  / / *  H , r +i  ) P + j NP <7

Le fait q u e  || / / î .  H ôs || <  I, im p l iq u e  (en  t e n a n t  c o m p t e  d e  P  =  /  — P):

lì —  f

lim (r + ( 0 . V(ti . / J  +  r + *P.V' 2./>) )  =  / % ( < / > * « / ' ) •

C e  qui  est  la c o n d i t i o n  (i i )  d u  l e m m e  2. En t e n a n t  c o m p t e  enf in  d e  la 

re lat ion:

W/e £\., ( T s ( f ) )  ' q =
1

g
P*„

<7

g.
*

o n  o b t i e n t  l ' e x p r e ss io n  a n n o n c é e  d e  l’in v erse  d e  T N{ f ) .
La p r o c h a i n e  é t a p e  sera  c o n s a c r é e  à l 'é tu d e  d u  c o m p o t e m e n t  a s y m p t o t i 

q u e  d e  la trace  d e  ( T N( f ) )

C o m p o r t e m e n t  a s y m p to t i q u e  d e  l a  t r a c e  d e  { T N(f ) )""x

I. Développement asymptotique à Vordre 1

(a )  Notations.  S o i t  N  =  {N  ¡), j =  1,..., d, u n  m u l t i - i n d ic e  d a n s  Z  + (Z  + 
est l ' e n se m b le  d e s  en t ier s  p os i t i f s  o u  nu ls ,  d  en t ie r  p o s i t i f  f ixe).  O n  c o n s i d è r e  

r,v =  n u  i [ 0 A > ]  cr Z + et o n  p o s e  V(N)  =  card  xN — n / =  i (N,- +  1 )• O n  
s u p p o s e  lim(yV/ ) =  x ,  et  l i m inf( V()_  «, ( N k/ V ( N ) xld) =  a* 2s 0 ,  k =  1,..., d.

n



1 0 6

Le sym bole Tr signifie trace d’un opérateur (les opérateurs considérés  
dans la suite seront de rang fini). On rappelle enfin que E N est l’ensemble  
des polynôm es trigonométriques à spectre contenu dans le multi-rectangle
T.V

(b) Résultat. O n a alors un premier théorèm e qui donne un dévelop
pement de la trace de ( T „ { f ) ) ~ 1 à l’ordre 1 (deux termes) et qui est 
équivalent au théorème de Szego sur les déterminants.

Ce résultat généralise un peu celui qui a été obtenu dans une précédente 
note (4), en ce sens que le multi-rectangle xN varie différemment suivant les 
directions de Z + lorsque inf N, tend vers l’infini. Cependant la géométrie du 
dom aine reste simple pour l’instant.

T h é o r è m e  1. On suppose toujours f  — \ g \ 2 e t g ±l e  H °°. Soit fim le coef
ficient de Fourier de  1 ¡g au point m  =  ( w , m (i) de Z + .

On suppose en outre que e *</ | /?„, | <  +  oo et
,r 'Œ /i = I m k) \Pm\2 <  oo- Soit n N le projecteur de L 2{T'7) sur E N. On 

pose pour tout q e  E N :

INVERSION OF TOEPLITZ MATRICES 3 8 9

A a\o(<7) — T  N
1

/ ,
(<7),

*N.\w)= — K n

1

g
p q

g .
+ x

N + I

g
P X/v + i

g
q

A lors

(i)

(ii)

lim
in f  N. —* oo V(N) I l/tf

1
Tr i A N . O A

in f  Ni —* oc
lim

1

V { NŸ  ~ ,A/
Tr

1

=  - 2 z
m  e  Z "

t/

k =  !
Z

mk
a*

\ß,„\

Preuve  (M ontrons (i)). Posons A N{q) =  n N( q / \ g \ 2) - n N( { \ / g )  P _ ( q / g )  
+  ( 1/.?) P4>NP + f NP W g ) )  et pour n e  xn , e n =

On a d’après la proposition 1,

rr((7\ ,( / ) ) -  1 -A„)
net  X

i
n e  r .v p — I

r

i ( H Î H  y  p ^ $ n p e„

8
» P  +  $  N  P

e„

g

<
X
y

n  = I

n « # . v i r I
n € z \

p $  N  P + $  N  P
g

2

nJ I ) 0

I T rv

2

I
-  1

N ) )
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D'après la proposition 1, il existe une constante positive K  telle que VN,
z;,., \\h,sv ^k.

Étudions dans le second membre de l’inégalité la som m e étendue  
à r v . On définit, pour L  =  ( L , L J  e  Z ü+ , l / g L =  Y.me rL PmXm{*L =  
n f = i  [0 / - / ] ) .  C om m e \ / g e L 2{ J ‘‘) on a l im infA#_ *  ||( l / g)  -  ( \ / g L) || 2 =  0 et 
d'autre part la condition E  \ P„, \<  4-oo implique l i m ^ f , ^ ^  Il ( l / g )  —
( 1 /g L ) Il r  =  0.

Ces deux limites nous permettront d’approcher \ / g  par 1 / g L dans la 
suite. La preuve de (i) se fera en deux étapes.

Soit maintenant L =  ( L } L (J) e  r /V, et décom posons en deux sous-  
ensembles: r.v =  r,v.,_ u  où t n.l  — f l ; ' -  i I L /  N j — £ , ] .

Étape  I. Majoration de 0 / V ( N ) ' ' Z , \ \P-<t>*P + $ NP[e,Jg)\ \2. 
Utilisant le fait que P =  I — P ... , on écrit:

3 9 0  A. SEGHIER

P + ¿.v P
g

=  P +
X

N + I

g

e„

g

=  P +
X
N + I

g
P + x

H + I 1 1

g g L
g P

e„

g

~ P + X
/V +  I g

gL
P

e„

g

Si n e  r.v./. alors P  + y v + 1 ( g/g, .  ) P (e„/g) =  0. En effet soit J i e H 2+ :

P Y + I g

g t.
p

c\,
g

h P <>„
g

y X
/V 4- I g

gl.
h

Comme 1/#, est un polynôme trigonométrique de spectre contenu dans x , ,  
on a ¿ '  " ( g / g ^ h e x '  "  H 2 * et P ( e „ / g ) e x " H 2 , mais H 2 = ( t f 2 + ) \  
il s'ensuit que le produit scalaire ci-dessus est nul pour nf <. N f +  \ — L,
(./’ =  1.....d)  et en particulier pour n e x N t .

On a d'autre part:

P <t>sP+<t>sP e»
g

= P-t„P + X
/V+ I

g
P</>n P+  X

V +  I 1

g

1

gL
g P  -

e„

g

on procède com m e ci-dessus et on écrit:
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P-<t>NP +
N  +  I

X
g

=  P
1

g

1

g t
gX

N + I P + X
N + I

g
e„

+  P X
N +  I g

gl.
P +

X
N  +  I

g

et on remarque que P x + g / g L P + Kx"+ /g)  =  0, si >  L, ( j  =  1 d). 
Ainsi pour n e x N, on a la majoration suivante

Z P ... <f> t\ i  F * + Ç  n  P
e*
g

2

'» € T \\ l
Z p

1

g

1
g P +

X N  +  I

g

2

+ I
e r s.L

Il P - * NP +
i

g

i
g L

gX
N+ I P e»

g

2

< 1

g

1

g  /- /
Il «II , E P +

X
v + i

g

2

+ I P i"»
£

2

On remarque que | |P + (x ‘" + 1 '/g) î’J I 2 =  Z ,„ e *•' u ,  l & J 2 (t„- =  
f i / -  i [0 « /]  )* n =  N  — n, et

P _ É’,,
S

2

wi e I < {  \ r „
Z l / U 2.

On obtient alors Z«et.v.JI^> + ((z'v+ ' /g)  ^«)ll2 =  E„ ***.!. Il ^  (^«/^)ll2- On  
peut d’ailleurs majorer ces sommes par des som mes étendues à xN et on a:

1
V(N) t !/</ I P <f>NP + $ NP

g

2

1

g

1

g L
Il S II * V(N) i -  i/</

1
Z p e„

g

2

dans la partie (ii) nous montrerons que

lim
in f N f —♦  ce V(N)

1
Z

n €  T.V

p e„

g

2

=  cte.

En faisant tendre inf N t et inf L.  vers l’infini on obtient:

1
lim

inf V, —► yi VIN) 1 -  \/d
n e x s.L

z P  -  $  N  P  +  $  N  P
e„

g

2

=  0

ce qui achève l’étape 1.

( ) ( ) ( i

( )
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Étape 2. Majoration de:

3 9 2  A. SEGHIER

1

V(N) I - \/<I
n  g  t h W n .L

z P -  <j>n P  + $ \ P
g

2

Posons <j)NA_ =  ( g j g r )  X + • On a

Z
n  €  T.V V./

P  $  N P  f $  N P
g

P  4> N.L P  + fi N.L P
g l .

2 1/2

I
n e TV TV/.

P 4* N P + $  N P
g

— P <j>NP + <J>NP
gL

2 1/2

+
n ç  r  .v \  T \  ./ .

z P  4* N P  + $  N P
e»

gt.
P  f i s ! P  + V N.L P

en

gi.

2 1/2

+
n e T.v\r,v./.

I P  $  N P  + fi  N.L P
e„

gi.
P  - f i  N . L  P  + $ N . l .  P

e„

gi.

2 1/2

(2.1)

tenant compte de \\fi N -  fi NJ. \ \ <  2 ||( 1/sJH ||( 1/^) -  ( 1 / s J  IL. • L’expres
sion (2.1 ) ci-dessus est majorée par

(cardÎT^Xr.v/.)) 1/2 1

g

1

gl. 2
+  4

1

g

1

gi. X

1

gi.

2

/

On obtient la majoration suivante

ne  r w . v . / .
i P (fr .\ P + fi M P

g

2 12

n  G T .V XT .V./

z P  fi N. 1. P  + Y N.L P
e„

g t.

1/2

+ (cardÎT^Xt ,̂ ))1/2 1 1

gl. g 2
+  4

1

gi.

2

x

1 1

g gi. y.

(2.2 )

Majoration de £ „ g r.v \ r . v / . 11̂  <!>n.lP + <J>N.i.P{{en/g i . ) )Il2- Quelques remar
ques d'abord, on écrit:

P  + $  N . L  P
<*»

gi.
=  P +

X
N  + 1

gl.
e„ P  + $ n . l P  -

gi.
»
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or V/i e H 2 ~,

P( g  L
*h)<

h

g L)=  0 si rtj >  L,

de même P + ((x * + xfgt.) 0  =  0 si n , <  N,  — L,- (/ =  1,..., d).
D'autre part P <j> N.LP +(X N + '/ g l ) e») =  ® si / =  1 d. En effet

soit /? e  H 2 ~

<
p . . * n .l P  +

X i N + X )

g l .
h)(P +

X
N + 1

g L
x

— ( /V +  I ) g L

g l .
h)

Comme 1 / g L est un polynôme trigonométrique de spectre contenu  
dans n / -  i LOLjl,  x ~iN+ 1 \ g J g t J  h e  x </v+ 1 >+ L H 2~ , d’autre part 
P + ((X <:V+n ir) O  e  X ('v + n  + " / /2+ et les deux sous-espaces sont ortho
gonaux si / =  1,..., d.

On a aussi P + $ N , P (e„/gh) =  0, s \  N¡ — L r  En effet, soit h e H 2 + ,

<P  + $  N . I .  P
g  t.

*h > <P
g i .

g/.

g L
X * )

Comme ci-dessus on a P (e„/g, ) e x"H2 et ( g L/ g L) x" * 1 h e x N* X L 
H 2+ et ces deux soüs-espaces sont orthogonaux si n, ^  N,  — L,.

Ces remarques montrent alors que P {<f>N,LP +$N. LP(eJ gL) )  est nul si 
n $ i S S 2 ' avec

S  \ \2 —  T/V n
/ = *

[0 N j - L j D v n
d

I L j N j l

L'étùde de la som me précédente se réduit à l’étude de la somme sur S „ 2 
et on a la majoration suivante:

Z P  - $  N  . l .  P  +  $  N . L  P
gl .

1/2

^  (card S N 2) 1/2 1

g l . 2

On en déduit la majoration cherchée.

V(N)
1
! — !/</

«  6  T V.,.

I * - $  n P + $  N  P
e n

g L

2 1/2

1

g l . *>
card S’yv 2

i - \/<i

1/2

+
card t n\ xn_l

V(N) i \/<t

1/2

X
1 1

g L g 2
+ 4

1

g L

2

TC g g i .

l1

7.
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Nous allons montrer que le 2e membre tend vers 0 quand inf7= ,...  ̂A o o
et inf Lf —► oo.

Évaluons card S Ny .

3 9 4  A. SEGHIER

S \ . 2  =  {” =  (” i »•••» nd) e t>v/3(/,7). ' ^  j '■> ("/» wy)e  COL,-] x [A/'y — Lj -I- 1 A f/ |}

mais card([OL,] x [A^ — LJ+ , N/\  x ü f* .* )# (/./).* = i [ON*]) =  L,Lj  
I Iu /u- = i (N* +  1 )• Or S N>2 est formé d’une réunion finie de tels sous- 
ensembles.

On en déduit que

lim
in f  .V, — x

card S t\  2

V{NŸ in f  A', —► -x
lim n/-, <N,+ n =  0.

Calculons maintenant

lim
card x N\ x NL

V(N)  ,A/
*

lim
in f  A', —► x

card(r v/ t .v./.)
in f  S ,  -* x

lim
n ^ . ( N / + i ) - n / = .  w - 2 L y)

Les Lj étant fixés il est clair que cette limite est bornée. On obtient 
finalement, en faisant tendre aussi inf L, vers l’infini:

lim 1 V(N)
« e t.vXta'.h

1 $  N  P  +  $  N  P
e„

g

2
=  0

ce qui achève l’étape 2.
Les résultats des étapes 1 et 2 montrent que

lim
n €

Y. P  -  $  N  P  +  $  N  P

e„

g

2

=  0

ce qui prouve (i).

Montrons (ii). Calcul de liminfyVŷ  «  \ / V( N) {X -  IA/) Z „ et/V II P - ( e J g )\\2- On  
a vu précédemment que

P
e„

g

2

z
m e  \T„

I T„ =
a

n
./ = 1

[ 0 ,  « , ]

Soit f. >  0 ,  il existe un élément L e Z +  tel que 4 xL (22?= 1 " * , - )

I /^»l|...  />!,/ I ^

1 - 1 ci

ß fl I
2
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Ceci découle des hypothèses du théorème, soit N  tel que L g x n . Soit à 
étudier la som me

INVERSION OF T O E PL IT Z  MATRICES 395

z z
ne r* me Z + \r„

l / U 2- (1)

D écom posons cette som m e sur x N =  x,  kj ( xN\ x t ), on obtient:

~»d vn e t/_ m e Z 4 \ t„
z z l P m \ 2 +

C ci {1....d} ne .c/v( C ) m e \ xn
z z z \ p » , \ (2 )

où card C ^  1 et «0 /^(0  =  { n e  r*,, V /g C, >  L/}.
C om m e par hypothèse £ „ ie /«* |/?,„|2 est finie et card xL ne dépend que de 

L, la première som m e dans (2) est finie et ne dépend pas de 
N = ( N N J .

Étudions la deuxième som m e de (2). N ou s  avons:

m e \ x„
l / U 2 =

B<= { 1....ii}
Z z

t e B*
m i  < n, nti > ni

i e B
z iP „„.,.j2

où Bc {1,..., d } \ B .
Fixons C tel que card C  — d — l et B — { /0 } =  {1,..., d } \ C  et notons par 

I(B, C)  la som m e suivante

HB. C)
ne .t/v(C )

Z z
i e B < = C '  m / n ^ n u

z \p,„\2 =
le C
z z

Ai à  ni  ^  N i  — L i > "/n
z I (3)

Pour // fixé dans .o/N(C),  considérons la som m e suivante:

Z
le C

Z
""o >  '"q  0 /I/,, L/0

\ P „ , \ 2 =  Z z
,n,0 > M,0

o  S* /l/0 M /0

l/̂ /H I2 + Z
<  / i /  ^  /V //y i /n  >  n¡0

l / U 2. (4)

La première quantité du second membre de (4) s’écrit:

z Z m /n\ßm\  + ( £ / o + l )
"'/0 > L,0

Z l / u 2

/n/e r/.
z W /0 I2 +  ( L , 0 +  1 ) Z

">/(! > *'4.
l/?,J2

( )

M a is  ( L /o +  1 ) Z w /0> u.m,< L, I P m I ~ ^  > L/{ymi ^ O ™/0 10ml 2 -

2

ß m I



113

O r  L a é té  c h o i s i  d e  s o r t e  q u e  £ w/o> m i0 \ P m \ 2 < fi- d e u x i è m e
q u a n t i t é  d u  2 è m e  m e m b r e  d e  ( 4 )  se  tra ite  d e  la  m ê m e  m a n iè r e :

396 A. SEGHIER

I
L [  <  n i f  ^  ;V/

i
"'/o >  "Ai

O si /!/0 Si /./0

I z ( i l / U 2)

<
0</.,0=S£.,0

Z ( z I P n , \ 2) ^  (^/o +  1 ) e -

P o u r  é v a lu e r  ( 3 )  il faut s o m m e r  ( 4 )  su r  n e  f l / e  c l L , N ,  — L /J .  M a i s  
to u te s  les q u a n t i t é s  d a n s  ( 4 )  s o n t  m a j o r é e s  i n d é p e n d a m m e n t  d e  N.  O n  a

a lo rs

K B , C ) - ( et/ .
E '” /0 l / U

2) ca rd (/g rn U , N , 1 )
i  card  TI [ £ , N , ]  •(/. ,„ + 2 )  e.

/ e  r

P a s s o n s  a u x  l im ite s  a v e c  in f  N f -* co:

l im (card
/ e  f
n C )IV ( N ) 1 1A/

i n f  N.  —* x
lim n

/e C i(/= 1
d

n M + l ) )
! - \ f d

n a, .

Il v ient  d o n c  en  fa isant  te n d re  in f  N / et in f  L vers  l’infini

i n f , V .  —* x
l im (I(B, C)  \ / V ( N ) 1 lA' =

d
n

/ = 1

a#
m e ¿r;
z "*/0 \ p „ , \ 2 .

E x a m i n o n s  m a i n t e n a n t  la s i t u a t io n  o ù  B  et  C  s o n t  d e s  p a r t ie s  q u e l c o n 
q u es  de  {1, . . . ,  î /}  et ne  véri f iant  q u e  B r \ C  0 .  S o i t  t o u j o u r s  /0 un  p o i n t  d e
B r> C.

La m o d i f i c a t i o n  d a n s  l’e x p r e s s i o n  I(B,  C ) ,  q u e  l’o n  n o t e r a  a lo r s  7(B, C ) ,  
d a n s  (3 )  est  la su iv a n te :

z
'" /o  >  "/oo =£ n,. =g

ìli Z l / U 2
"» 0  >  « /n

ft I
2 <

d ev ie n t
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ceci grâce à la définition de s fN(C),  expression qui est par ailleurs majorée
par Z„„0>z./Ç m*, \ Pm\2-

L'expression correspondant à (4) est majorée par Xm/o> t /o
\ fim\2 Qu> est Par hypothèse inférieure à e.

Enfin l'expression correspondant à (3) est majorée par
(P l/c  {i... ,/}\/0( N / — L /)) e et on obtient en faisant tendre inf N,  et inf L, vers
l'infini:
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i m  / v .  —►  o c

lim \ / V ( N ) ' - l /d7{By C) =  0.

Les limites qui sont différentes de 0 correspondent aux choix de 
c a r d C  =  i / — 1 et B =  {1,..., d } \ C  =  { /0 }- H suffit de faire varier l0 dans
{1 .....d )  pour couvrir toutes les situations et com m e par ailleurs dans le cas
où les limites sont nulles le choix de B et C est fini on obtient finalement:

lim MVI NŸ -  IA/ T .
n e  x m

p  _
g

2

I
m  6 Z d+ ( Z

/•= 1

ii

n a / ) m k) I Pmt..„ J 2-

Pour achever la démonstration de (ii), il reste à montrer que:

i n f A , — x
lim \ / V { N )

x
( ft € X v

Z <
1

g
P(f) /V P +  jV P ( g )

X
N + 1

g
X

N + 1

g )) =  0. (5)

La som m e dans (5) s’écrit:

I
n e x s ( ( )?

2

P + ( ) )
2X.N  +  1

g

Posons, V<7 e  E N,

W N{ q ) = U K( q ) ~  VN(q) =  n NP + $ „ P ( )
<?
g

n NP + (
XN + 'c,

g )
C om m e P _ =  I  — P,  on a aussi

W N(q) =  n N
(

P + $ » P - (
q

g ) )

1 -  \ d

(6)
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L 'e x p r e s s io n  ( 6 )  d e v ie n t  a lo r s

3 9 8  A. SEGHIER

Il U N II 2„.s -  || V  N II 2h s  =  ( Il U N II h.S -  Il V N II h .S )( Il U N II „.s +  Il V N II h.S ) ( 7 )

(H .S  =  n o r m e  H i l b e r t - S c h m i d t  d e  l’o p é r a te u r ) .
L 'e x p r e s s io n  ( 7 )  e st  a lo r s  m a j o r é e  en  v a le u r  a b s o l u e  par:

Il W'/JIh.sÎII ̂ IIh.s +  2 II V „ \ \ HJS) (8)

a v e c

et

Il K  v II H.S =  I
/I G T.N

P  +
X N + ' e „

g( >
2

E
n  g  xs

P _ ( )
e„

g

2

Il W N H H.S =
n  g  t ,v

E (g )

2

11 faut m a in t e n a n t  c a lc u le r

i n f  N. — x

l im MV( N\ Il ̂ I I 2h .s et l im \ / V { N ) '  - X/J Il W N || h.s

La p r e m iè re  l im ite ,  q u i  a  é té  é ta b l i e  p r é c é d e m m e n t ,  e st  finie. É t u d i o n s  la  
s e c o n d e  l im ite :

D a n s  ( i)  n o u s  a v o n s  d é c o m p o s é  t  N =  xNM U ( r N\ r N L). P o u r  n e  xNL, o n  
o b te n a i t :

( I
g
g

x N+x p  _ ( )g

2

)
1/2

( i (
l

g

1

g i
g x N+ x p _ ( )

en 2 1/2

+ ( En  g  r  ,v /

P +
g

g t
1 p

(
e„

g )
2

)
1/2

1

g

1

g l . X (« e  x s ,  l

E p ( ) )
1/2

g

O n  o b t i e n t  a lo r s ,  c o m m e  d a n s  ( i ) ,  l o r s q u e  in f  N,- e t  in f  L , ( L ^ N , )  t e n 
d e n t  v ers  l’infini:

in f  N  j —► oc
l im \ / V ( N ) I - \/d

(n  e  t v , / -
E p + $ n p - ( ) =  0.

2

S

i i ut
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Pour n e  t N\ r „ , L, on approxime || P + <f>N P _  ( e j g  )|| par 
Il P + $! . P - AeJg t MU  puis on évalue
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\ / V ( N ) i - i ni z
n e  t * \ t N,L

p+$,.p- (
e n

g L )
2

(9)

Com m e précédemment, \ / g L étant un polynôm e trigonométrique de 
spcclre dans t L, P  + $ LP ( e J g L)  est nul si n Î S N1 =  t „ \ ( n ; ' .  , [0  N, -  / . , ]
x n ;',, iLjNji).

L’expression (9) est majorée par:

card S „ J V ( N ) '  ~ '/(J ■
1

gL

2

2
*

quantité qui tend vers 0 lorsque i n f A ^ *  , com m e cela a été établi ci- 
dessus.

Ce qui précède montre alors que la limite dans (5) est bien nulle, ce qui 
achève de démontrer (ii) puis le théorème.

II. D é v e lo p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  à  l ’o r d r e  d'à* 1, d e

N ous donnerons dans cette partie un développement asymptotique à 
l’ordre d  (d  =  dimension de Z ‘') de l’opérateur ( T N( f ) )  x relativement au 
cardinal de r v =  n / =  i [ 0 ^ ] ,  qui tendra vers l’infini.

Ce développement comporte d +  1 opérateurs. Ceci nous permettra d’ob 
tenir le développement asymptotique à l’ordre d  de la trace de (7 ’yv( / ) ) ~ l.

Notations.  Les opérateurs A N et A N k , k =  1,..., d. Pour tout polynôm e  
trigonométrique q e E N on définit:

A N( q ) =
1

g
P ò { )

<7
g

Soit L =  ( L , ,..., L {{) e  Z'' . On suppose que 1 / g  est un polynôm e  
trigonométrique qui s’écrit:

1

g
= Í.P„,Xm. m = (mmjst,. = R [QZ.,].

cl

./== 1

Soit N  — (Ni, . . . ,  N (J), tel que V/, 2 L , ^ N , .  O n définit les intervalles d ’entiers 
/, par /, =  [0 L ,  -  1] ou / , =  [ N (. — L , N ^ .

Soit B <= {1,..., d }  et card B =  k ^ d ,  on définit les sous-ensembles T Nk de
t.v de la façon suivante: T N k =  U b «= {i... tn.k ° ù  K.k est Ie sous-ensemble:
f„.k =  {n =  (n/) e x  N\ V/ e  B, nt e  / ,  et 3(/, / ' j e  Z? x B, tel que

// = [0L,— 1 ] et r, = l N , - L r + 1 W,.].

(
—  I7

/V (/ ))

N { I H *
<PS H Ps

— i
p + N P
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Les sous-ensembles E Nk de E N. On pose S N%k= T N%k\ T NJe+x pour  
2 ig k ^  ci— 1, et S N ti =  T N tl et on définit E Nk cz E N, com m e sous-ensemble  
de polynôm es trigonométriques à spectre contenu dans S Nk et enfin les 
opérateurs A N k sont les restrictions de A N à E Nk.

L'opérateur E, 3 q —> P i.H 4>2L • P  + <f2LP ((i/s)-
On rappelle que H^2lP  + $ 2LP(q/g)  =  P - ( g / g )  X2L+' P  + (g/g) X2L+' 

PU!/g).
Soient C et C' deux sous-ensembles de {1,..., d } tels que C  r\ C' =  <f>, card 

C ^ k  card C  =  d  — k. On pose:

400 A. SEGHIER

Q(C, C')= H  [ 0Li}
/ e C j e  J 1.... d ) \ C ^ C

n [Z . ,+  1 2L.1 n  {L , ) -
le  C

Soit maintenant le sous-ensemble de Z défini de la façon suivante:

Z(C) =  { (m......m,,) Zt : 3 /e  C, m, <  0 } (2 ' '=  Z ' V i  )

ce qui perm et de définir:

H2~ (C) =  {he H 2 ~ \ h(m ) =  0, s im £ Z ( C ) }

et enfin l’opérateur P (. est le projecteur orthogonal de L 2(T'y) sur H 2 "(C), 
ceci donne un sens à l’opérateur ci-dessus: (O n rappelle que  
V{N)  =  i (Arl-+  1 )). On peut énoncer le théorème suivant:

T h éo rèm e  2. Soit f =  | g \ 2, g ± 1 e  H  r , on suppose l /g  =  e z ,/ ß,„x"' est

un polynôme trigonométrique de spectre contenu dans t L =  I~[f= i [0  L ,].  
Alors pour k =  0,..., d

(i) « (l/K(A')| - '1- ‘W)Tr[(rlv( / ) ) - ' - 2 ; ‘. o/(M,] = 0.
(ii ) Les limites suivantes ex is ten t: (k  ^  2),

a k = lim
1

V ( N ) X - k/d
Tr (A )

(  c= | 1..... <i\. c a rd  C" =  k
Z (n a .

t e  C )c<= {i.i/!\f
Z

X z
n e  i i i C \  C  )

Il P. H*,, P  + ¿ 2,. P ( )e„

g

2

e t

Tr(7 \ , ( / ) )  '=a„
il

n
/ = I

( y v , +  1 ) +  a , ( m N . +  1 n

+ <7, ,_, ( /7( /V,+ l ) ) , w + a , , +  o ( l ) .

4-



118

Preuve du théorème  2. M ontrons (i). O n a, par définition des opérateurs 
A N k pour k ^ 2 :
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(
k
Z
/ = o ) /= * + 1

d

E A/,/-

Cet opérateur ainsi obtenu est la restriction de l’opérateur A N sur le sous- 
ensemble de E n> de polynôm es trigonométriques à spectre dans T N k + i . 

Soit e„ =  x n — XV ' ‘ * XnJ-  On a:

Tr
d

A  ,v,/ —
« e Is.k + i

I <

z i ( ( )S
i ( )

e n

g
\

( D

On peut majorer la trace dans (1), par:

T r
</
Z

P =  1
i
X

Il ̂,112,7 z
n e Tyv.A + l

p+$Np (g )
2

Ièri’ Majoration de Z , f e r.v.*+, Il 2 ( 1 )•
D ’après la définition de T Nk + l et t Nk + , ,  il suffit d’étudier cette som me  

sur /.v.* + i (qui est fixe grâce au choix de B ci {1,..., d } et card B =  k +  1). 
Soit C , , C 2, C 3 une partition de {1,..., d} .  On suppose en outre que

C | kj C 2=> B.
Soit n =  nd) € t Nk vérifiant les conditions:

V / e C | , 0 ^  n, ^  L, ,  V/ g C 2, N f — L f ^  w, ^  N f

et

V/g C 3, L,  ^  n, <  N / ~  L/,

et //(/;) =  ( / ? , où

V /e C , ,  «( =  n„ y / e C 2, =  n, +  2L, — TV,

et

V/ e C3, =  L/.

M ontrons alors que \ \P+ <t„P(e„/g)\\ =  | | />+<i 2i. />(*„(„ >/*) II- Posons

A, ( n)  = n
t e  Ci

x 7 ‘ n
, /e  C2

y  W/ vVy •+* 2iL/ 
A. /

/ e C 3
n X

/f2(n) = n
,/ei:

x " '~ 2L> n
/eCi

y

r+*NP{{eJgm

f i
/ uin

ni — Ni

A N e n * e ft >
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On peut donc écrire:

4 0 2  A. SEGHIER

X"

g

X ? "  X7
g

1

g
/ ! , ( « )  A 2( n ) .

Comme par ailleurs

X"
g me  r/.

fim
1 / s* d
n X

— mi + /i,

o n  a P ( x " / g )  =  H , , , e r,../e f in,  i l .  ^ X " ‘ P { A \ ( n )  A 2( n ) / g )  e t

P
( )

/I , ( /7)

£ / e C|

m, + /i, n
/ G C 2

Xj
— nij fij Nt 4- 2Lj n

/  e  C i

X

Comme A 2(n) P(A x(n)/g) e H 2 \  il s’ensuit que

/ M » )  P ( g
=  F

( )

/ t 2( n ) A x( n )

g
=  P

( )
X'
g

F’osons A y(n) =  F L ec ,  X ,/v< " 2/"‘ F l / e o  X </V/ 2/-'>, et montrons que

(
$2/.  Si A ” ) P (

/f1."1

£ )) ( (
/f ,(«)

g )
Comme g e  /? x et que le spectre de l /g est contenu dans FI/« i [OLy] =  t L, 
celà entraîne que $ 2l =  (g/g) X2L+ 1 appartient à (FI?= i X-  )■ N 00. On 
peut donc écrire:

J> 2 ,P (
A A n )

g ) I V/Hl.... n tf n x?‘ n x?' n *r-
i e  C\ j  e C 2 / e C 3

Soit Q =  I — P + ■ On a

(2 ( (

/*.(«)

£ ) )
=  /M « )  Q<p i l P

(

4,(«)

£ )

En effet:

A s ( n ) $ 2 l P
( )
/f «C»)

£
Z f i  xT'-N‘ + 2L'

x n xr' n yçntt — /i/ -h N i  +  L \

je C2 /€ C3

m i +  l*t
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Comme n , — ( N , — L , ) ^  0, le projecteur Q  appliqué à l’élément ci-dessus ne 
va modifier que les coefficients y,„ tels que m ^ L , ,  on a ainsi:
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Q ( / M « )  $ 2 l P
(

/ ! , (« )

g ) )
Z Tm n xr'~"i+2/"

x n xp n — nt + N/ + Lt

J e C  2 / e C j

D ’autre part

Q
{

$2 l P
( 4 , (n)

g ) ) I ym n xm' n xp n xr-
i e C \  j  e  C ' 2  / e ( ’j

On observe ainsi que

A>(n)
( P

(

A An)

g ) ) =  Q
(

A y( n )  #2i .  P
(

4 \ { n )

g
t

on en déduit la même relation pour le projecteur P + =  I —Q  et on obtient 
l'égalité annoncée, en posant A ,(«) =  e u(n).

2ème étape. C om m e u(n)  e  u( t Nk) -  r L 6 r , [ 0 L , ]  IT /so C ^ / 1 2L7] 
I~I/e c'y { L/ }  que card u( t Nk) =  n , 6 r, Ilyec-j A / Ct 9 ue card ( C , u C 2) ^ d ,  
il existe une constante M  indépendante de N  telle que

VW, sup P * $ 2 L P
(

e u(n)

g )
=  M  <  +  oo

(

1

g )

et on a

i
« e / .v.a * i

p * ¿«.p
( g )

2

z
n G f.V.A- + I

P + $ 2 L P
(
^m(m)

g )

2

M 2 card ia /y  A. + , )

<
( /  e  C ’ i C'^ zd B

n a > + i ) /e O
n (N/ +1 )) • m2

avec card C, C-, ^  card B =  k +  1, card C 3 ^  d  — k — 1 ( V(N) =
n f - i  (Nt +  D),

1

((A7+ l))'-*/V/n e f \\k 4 i
i p $ N p < )

e»

g

2

j  e C| u  C  2
n (

X
( /e Cy
n t

N +  1
V { N Ÿ /(I) 1

V( N) r/ )y r

I / 4- 1 )

1
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Comme par hypothèse liminf/v. ^ 00(Â i +  \ / V { N ) x/d) =  a, et liminr/V/̂  <*, 
f '(A 0= oo , on obtient

4 0 4  A. SEGHIER

i n f  /v. —*> -X

lim
V(N)x~k,<i

1

(
M 6  tS.k ♦  I

I ( )g

2

)
=  0.

Comme le sous-ensemble TNJi est une réunion finie de sous-ensemble t Nk, 
on a de même

lim
1

V { N y ~  ' ( n e  7'v.a 4 i
i ( g

2

)
=  0

et enfin, comm e VjV, X,?= i I! I I ^  AT <  oo

in f  ;V. —* x
lim

V(NŸ k/,i

1
Tr

(
À'

Z
/ = O

N J )=  0

ce qui montre (i).

(ii) Montrons que liminr/V/_ x ( \ / V ( N ) x k/il) Tr  A Nk existe. Posons
'!'„ = P + <?, P(i’Jg),  on a:

Tr A xk = T
n e .Vv.A* <P  =  1

E
X

(ff i,  ff^r<i> >

Fixons un sous-ensemble' C3 de {1,..., ¿/} tel que card C 3 =  d —k et soit 
C’, , C 2, C 3 une partition de {1,..., d)  =  C, u  C 2 o  C 3, on définit un sous- 
ensemble .s’ v.a et a. de la façon suivante:

x\.k =  {n =  (n......nti) e S NJc : V/ e C , , 0 «S «, «S L, — 1 ;

y / e C 2, TV,- -  Lj -I- 1 <  n, ^  W,

V / e f „  L , < n , ^  N , - / } .

Nous avons défini dans (i) les fonctions A i( n) ,A2(n) et A 3(n) 
( A :(/j) Ay(n) — P lf i  i X?' 2/ ') et nous avons établi que:

-- P  4- ^ ; V ( )g
=  A , ( n ) P  +

( (
u(n )

g ) ) ( D

£/«/?«» 1. Étude de =  P <f>N P + <J>NP(eJg),  quand N =  (n , «,,)
est dans un voisinage de l’infini.

On a H^yïf/n =  P _ A 2(n) (2)

A i( n )  iL

H
VIL.

<//ut n ) •
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En effet, soit h un élément de / / 2~ (i.e., /i(m) =  0 si m e Z rf+ ).
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< h
(

P  - $  N P  + $  N  P
e„

g( )
, h

)
\Ÿn> Y N™ /•

Remplaçons ij/„ par la quantité correspondante dans (1):

ÎnIO  =  <^3(") =  < '42(" )  <t>2L^u(n^hy

=  < P -  ' M " )  <t>2L'l',An), A>.

Ce qui montre la relation ci-dessus.
Comportement de l’expression (2) au voisinage de l’infini. On a, en 

posant /; =  xT>

l 3 = \ \ P  . .A2(n ) H ^ „ \ \ 2 =
h G /??
Z \ < H (3)

Définissons un sous-ensemble de Z ‘7 de la façon suivante:

Z(C, ) =  m j e l ' '  , 3 / e  C , , w , < 0 } (Z ‘7 =  Z ‘\ Z ‘J+ ),

ce qui nous oermet de définir:

H 2 ~ (C, ) =  {h e  H 2 - ,  h{m)  =  0, si m 4 Z ( C X )}.

La somme dans (3) se décompose:

/ =  Z I < H , A , (n ) h , > I ■3 +  y I < Hi!L < / , ,, A 2(/i ) h2 > I

où la première somme est étendue aux éléments /t, e  H 2_ ( C X) et la 2e 
somme aux éléments h2 e f f 2~ 0  / / 2~ (C ,  ).

Considérons la seconde somme, c’est-à-dire celle qui est étendue aux 
éléments h 2 =  x?' ' ‘ ' X."Jd-> °ù

m =  { m m(/) e 2 ' i \ Z ( C | )

=  { ( m , ,..., m tJ) e  Z'7 , V/ e  C , , m, ^  0}.

Écrivons maintenant 2 ‘7 \Z ( C ,  ) =  i2, w i22 où i2, et £>2 sont disjoints et

Ü ,  =  fflrf) 6  2 rf„ \ Z ( C , ) ,  3 j e  C 2, m <  0} ,

Î22 =  (Z ‘7 \Z (C ,))V Q ,

=  { ( w !,..., m ti) e  2 ‘7 \Z ( C ,  ), 3 / e C j ,  m , < 0 } .

<PSils n  i h \

n »

VIL li m i  / f  n A* in )h>\ 2

2
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(a) Soit m =  ( m , md) un point de Î2, tel que m/o< 0. On a

4 0 6  A. SEGHIER

A - , { n )  h-,  =
( /  e C'2
n xriNj~2Lj) n x (ni Ni)

/€ Cy

d

n X?'
/ = !

( I G C | ) (j e C 2 ) FI
/g C3

Comme, pour j 0e C 2, mio< 0 ,  mJ0 — NJo 4- 2Lh tend vers — oo quand NJo 
tend vers oc et le point ((w,) ,e cv  — ^ / +  2L/)7g c-2,
(m, — n ,+  L,),eCy) e Z J n’est pas à distance finie quand inf Nf- tend vers l’in
fini.

La somme qui apparaît dans / 3 et qui est étendue aux h2 — I7x?i,
m =  ( w , .... m,y)ei2,, tend vers zéro, quand in fNf —>co et j e C 2 (car c’est
un élément de L2(T'y)).

(b) Soit maintenant m =  ( m m d) e Q 2, tel qu’il existe donc /0 e C 3 
pour lequel >J/o< 0  et par définition de /0 g C 3, on a L0 ^ n /o^  N,0 — L,0.

La somme dans (3) étendue aux h2 =  Y\1= i XT‘ — Xm-> m ~  
m(1) e Q 2, et soit très petite soit bornée selon que n e s Nk est dans un 

voisinage de l’infini où à une distance finie. Précisons: e >  0, soit N0 déter
miné par c. >  0. On décompose s N k. =  .çjy k <js%k qui est une partition avec

= { «  =  ( » i .....n(i) g s NM ; 3/() g C3, n,0 ^ N 0}.

Soit n e s \ , k, définissons le sous-ensemble suivant:

^Ao =  {((»i/), (ni; — N, + 2L,), (m, — n ,+  L,))e  Z'', (i , j , /) g C, x C2 x C3,

m  =  ( w , m d) g Q 2, n i0 2* Â 0}.

Si n €s % k, nous définissons alors:

Vv,, =  {(('” ,•)» (/«./ — N, +  2Ly), (w, — n, +  L,))e  Z'', (/,y, /) g C, x C2 x C3,

w 2 g £?2, «o <  No }•

Posons A 2(n) h2 =  n / =  i XT'=  X'”'■> alors la 2e somme dans (3) s’écrit: si
n € 5 V.A ’

I
m '  =  ( m \j...... />»;/) G .c /v 0

=  '*("(«)),

si n e s % k,

I
«r = (”»i.... nid) e .c/v0

X"'">\2 =  t N(u{n)).

V0 est alors choisi, lorsqu’on se donne e >  0, tel que sdN{!t qui contient le 
point mh — /7/o+  L,0 (n,Q̂  Nq) soit un voisinage de l’infini et que la somme 
ci-dessus étendue à sfN(t soit unférieure à s >  0.

X m /  — n /  +  L.¡

< H <P2L X»t '
>

2

I
/ ¿Y

<P2L 0 Ml«)»
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Quant à la somme étendue à ja^0, elle peut être majorée par
l l f f f e lK l l i / i l l i -

(c) Considérons la somme du type précédent étendue aux éléments
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d

i l  xm, = x”’ e/i2(m) H2~ (C,).
i = 1

Rappelons que Z(C, ) =  {m =  ( m m d) g 3 y e C 1,m / < 0 } .  Soit P Cx le 
projecteur orthogonal de L 2(T </) sur / / 2~(C ,) .

Considérons la somme du type précédent étendue aux éléments
q e  Â 2(n) H 2- ( C t ):

y
q G A 2(n ) H 2 ~ ( C" j  )

l < « * , I 2 =
q'e H2 (Cl)

|< / f2(n) H uM, q’ > |2

= Il P n A2(n) II2.

Mais nous avons

P C|(/^2(W) H <t>2L ÿ  uin) )— A 2(n) P Ci H <j>2t ij/U(„).

En effet, soit q’ e H 2 (C ,)

<Pc A 2(n) q ’> =  /M " ) ?'>

or

/i2( n )  q ' =  x"' =
( n
/ = i ) n

/ e  c ;

x  r  Nj + 21.) n
t e O

X/ ",+ #w avec m =  (m,) e Z(C, ).

w' peut donc être décrit par m' =  ((w,-), (w, — Nf +  2L,), {m, — n, +  £/)) g  Z r/ 

avec (/,y, /) g C, x C2 x C, et w g  Z(C, ). Les seuls indices modifiés dans les 
coordonnées de /»' sont ceux correspondant à (y, / ) g C 2 x C 3, donc par 
définition de Z (C (), m' appartient aussi à Z(C,), par conséquent 
A 2(n) q' g H 2~ (C, )  et on obtient la relation annoncée. Il s’ensuit alors que:

</e / t 2(n)  H 2~ ( C i)
I

(d) Soit V(N)  =  Y\?= i ( N j +  l ), étudions la quantité:

l

V(N)1 k/<‘ n G .v„.*
i Il

Nous avons établi en a), b) et c) que:

Il W„v>/'..II2 = ll^f, Il2 + '«<«<«»

< h P2 L t «(«>’Q> I IIp C l H<P2l i/l n )II
■>

H <PN fi II
2
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tenant compte de la décomposition de s Nk dans b), on a:

4 0 8  A. SEGHIER

n e v* .*
z

n  e ,vw i « e .i

+ Z

n e S\.k

t Niu{n)).

Notons que w ( / i ) e ! / ( % )  =  n i6 (|  [0 L ,]  n / e c 2[ L / +  1 2L/] n / e c, {L/} et 
donc u(n) varie dans un ensemble fini d’indices. N ous avons établi dans  
(b), que v. >  0, 3N0 tel que, N >  N 0 alors t N{u(n)) <  e. On peut
choisir 7V0. pour que V i / ( n ) e iw ., î jV(m(/j))<e. Nous avons par ailleurs 
majoré / v( »/(»)) par || 1/^||2 lorsque n e s 2Nk.

Il vient donc

Z t N{u(n)) < f. card s'„k

et

" « x\Js
Z t n(u(11)) <  card .v2,*

1

£

2

2

On a card s ,̂ k sS card .viV.* =  n , e r,  ̂c ; L, f l / e o  (N, — 2Z,,) et comme

s %.k =  {« 6 tel que «/o <  n 0 },

card s%k =
i  e C'| w  C'2

n
/ e  O \ { / 0 Î

n (A r ,-2Z .;)x(JV0 -2 Z . ,0).

On peut alors évaluer, en notant que card C ^ ^ d —k

card k

( n / - ,  ( N / +  D) '

et

/e ( ’|uC’2
n L,

n „ , S N , - 2 L , )
(n;., (A,i+ d1")'' ■*

card .vî,

( n i ' , ,  ( N , +  1 ‘ / e C i  u  C' 2

n L,(N0 - 2 L k ) r i / e  C"j\ 2 L / )

(7l(N( +  1),A')‘' *

Comme card C A { / 0 } — d — k — 1, on peut encore écrire

card s\,  k

n te C| w  C*2
n L,(N0 - 2 L , J

( n
k e C y \to (w (N ,+  J)1"

N

1
x cnr-, (Af,+ n)

HPS /] I
2 T II p c i H 0 u (/i II

2 + t N (iMl(II))

I ii

/i
t = i ( M

t 4 1) I iti )t i  — k

AU

r 2 L
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Comme liminryv,— ^ (N +  1 ) /(n?=  i (N, +  1 )'A/ =  oct, V/e { 1,..., d},  ceci nous 
permet d’obtenir
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et

lim
in f  Nj  —► oc i n f . ,  (n , +  i

i

n e ss.k
Z u(n))

lim
in f  /V, —♦  oc ( n

i

W e ss.k

Z Il

=  lim
i n f  N i  —♦  oc

i

« € .vau
r Il

(e) Étudions l’existence de la seconde limite. Rappelons que 
u(n) — ((n,), (rij — N j + l L j ) ,  (L,))\ (i\j, / ) g C, x C2 x C3. On en déduit que 
si «' =  ((/;,), (/j/ ), («,)) alors u(n) =  u(n'). On peut réduire ainsi la somme 
suivante:

«  €  .v y  *

I ll/V, h 4,,<i>....||2 = n
/ e  C i

{ N , - 2 L t) I
n e u{ .sn% a )

Il /v , II2-

et

lim
in f  A', —► X

1

( r e = .  w + 1  ) ,a/) z
n e  .s 'a /.a

« u2

=  lim
in f  N,  —» oc ( n

/e O

N . - 2 L ,
N , +  '\ )

n g u(\N.k )

i u / v , n 2

(n a/ ) n e m .vvi )

Z Ilp r , II2

car M(.ïM«) =  n , , r , [ 0 / - , ]  Y l , , < X L, +  1 2Î.,] F I î .c ,  { M  ne dépend pas de 
N  =  ( T V , N d) et la limite est finie  et ne dépend que de 1 /g et de son spec
tre, (et du choix de C , , C 2, C 3 partition de {1,..., d}).  Comme
C 2 = { 1 .... î / } \ (C ,  kj C3)), le choix de s Nk ne dépend en fait que de C3,
dont on impose card Ci =  d — k et C, dont le cardinal est inférieur ou égal 
à k.

On notera désormais u(sNk) =  Q(C,  C'), où on pose C = C ,  et C '=  C 3. 
Les sous-ensembles S Nk spectres des polynômes E Nk sur lesquels sont 
définis les opérateurs A N k sont réunion finie de sous-ensembles s N k, 
réunion qui correspond aux choix de (C, C') avec card C ^ k  et card
C' =  d — k.

t Oi ¡a d-k

H
<PN fl II2

p c. H 02 L ifu{n) II
7.

H n II
2

u p-*ÊJ/n II2

tv

a
t i N t + 1) 1 d\d k
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On obtient ainsi:

410 A. SEGHÏER

lim
(  T T  l  7 V —f — 1

i z Il

E Z
C ’ <= { 1..... d ) .  c a r d  C '  =  < i - k .  C c z  { I .......</}/C” ( n «/

/ e  C ' )

X z
n ' e C 2 ( C , C )

W P c f f ^ n -  P-

Étape2. Étudions le comportement de P NP_<j>N\ p D ’après ce qui 
précède pour n fixé

lim
m f  .V, - ♦  x i n f N, —*■ x

lim P  -  A 2 ( / J )  H  < ¡ > 2 ^ (/<«) —  P c  H  ¿ 2 1 M(«)’

On obtient alors

in f  X ,  —*■ x
lim P  +  Ó  V P  $  N Y  n —

in i N i  — *  oc
lim p

Pour tout h e H 2 + , on a

^ n P  c H  ¿2l /̂"(")•> h ) — 2(n ) Pc'HfcL1̂  "('•)* A  z(n) hy.

Comme A ?(n) =  n , e r x ? ' - 2L,n , e c X?~ni~ Ll, A 3( n ) h e M 2 + . Le produit 
scalaire précédent est donc égal à

PcH^Lif/uu,), A 2{n) A 3(n)h>.

Comme d’autre part A 2(n) A 3(n) =  YV!=\ X^'"2Li->

A 2(n) A 3(n) h e H 2 + .

Posons /i =  n  X? =  Xr où r — (r,,..., r(/) e 2 {,+ =  {r =  (r,,..., r(/) e Z J, 31, r , ^ 0 } .  
Considérons alors la quantité ||/>+ <j>NP -  'l/ uo,) Il2- Elle est égale à:

£
( r \ .......rj )  e

l< ^  + $2l p c H t 2Li j / A 2( n ) A 3(n) f i  X/')l2-

Posons Xs =  A 2{ n ) A 3{n)h et t ‘l+ (n) =  (AT, -  2 L X N a - 2 L d) +  J. \  . La 
somme considérée ci-dessus devient:

Z
-V G ( « )

K  P  * / / , !t -  < M « ), r '  > r2.

VNil/ n II
2H

< 2 L

i /V pc H
VIL «(«)•
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Lorsque inf, N,- tend vers l’infini, 2  + (n), ne contient pas de point à 
distance finie (c’est un voisinage de l’infini), cette somme tend donc vers 
zéro puisque P + <J>2LP CH uUi)e L 2( T d).

Considérons maintenant la somme étendue à s N k :
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e v.v.A
Z

« e s \ \k

z 11̂  + 0 N  * - 0 N Y

Or comme nous l’avons remarqué précédemment u(n) =  u(n') si « et n' 
ne différent que par les composantes d’indice dans C'. La somme 
précédente s’écrit alors:

I
ti £  .V V L

II n
/ e  C '

( N / - 2 L , )
/ i '  e  i / ( . v v  * )

z
Comme card u{sN k ) est fini la somme dans le 2ème membre de l’égalité 

ci-dessus tend vers 0, d’après ce qui précède.

lim
( r i ? . ,  ( n , +  i ) 1« )" -*

i z Il F

=  lim
i nf  Nf

n
/ G  C ( n t ,  (n , +  d ) ,a/

N , - 2 L 7
lim

i n f  N,  - ♦  x. n e  )
z Il p

La première limite tend par hypothèse vers

/ e  C
n a,.

Comme la seconde limite tend vers zéro ainsi que nous l’avons remarqué, 
la limite totale est nulle.

Passons maintenant à S^j.  qui est une réunion finie de s,lk, on obtient

lim
i n f  N, —* x

l / V ( N ) 1 - k/d
n  e  S s  k

Y . I l / * *  ¿ h P-</> n <I'„\\2 =  0-

Nous en déduisons immédiatement que pour tout p  fini

lim
inf V.  y

1 / V ( N Ÿ ~ k/d z
n e ( {H (

en

g )y P  +  f i  N  P ( ) )
=  0.

e„
g

Nous avons par ailleurs démontré dans la proposition 1 qu’il existe K , 
0 <  AT <  1, tel que V/V, || H%s || ^  AT <  1.

2
u{n II2

n II
2

II

<PSH PS) P è N P

h (B V

p + i>Y r<t)N n II
2

+ è N F 0A t nII
2

4- i N P A/ n
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Comme

4 1 2  A. SEGHIER

I
n e s\ \k  P ^ P

z H '/'»H2

Kp
1 -  K n e  .v.v.A

I
1

g

2

2 1 -  K

Kn
c a rd ie .* ) .

Pour o  0 donné on peut choisir p  tel que Kp/( \ — K)  <  e. Il s’ensuit alors
que

lim
i n f  N i  —+ ce 
1 </ < d

[(n?., W j +
i

n e sy,k P  2* P
z i Il W , Il2

1

g

2

2 i n f  N j  x
lim n

le C nf-, (Nj+ nIA/
N . - 2 L ,

=  e
1

g

2

2 /e r'
n a,.

Comme r. >  0 est arbitraire cette limite est nulle. On a au total, comme  
S VA. est une réunion finie de..9^.:

lim
i n f  N,  —» 'X

i

/ i  e  .S\v .à

i \  ( H  4> H H  <t>N ) Y  n Y  n /

et ainsi, pour A: =  2, 3,..., r/, on a (11),

Ol
inf.V/ —* s

l im
1

Tr A nm

I z
C Cl ■! 1 ..... J  !

c a r d  C' ~ d  k
r  ci ’ i .... i/j c ' (/ e C

n a/) n e & ( C \  C  )
z P C H (

Î'»

g )

2
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Les résultats qui suivent constituent un travail d'explicita- 

tion des termes du développement asymptotique, obtenus dans un pré

cédent traval 1 .

Le fait inattendu est la divergence des termes du développement 

à partir du 3 è m e ordre (d ^ 3).

Ceci se produit lorsque le symbole n'est plus l'inverse d'un po-

©o d

lynome trigonométrique mais une fonction de L (T ) ayant un nombre 

infini de coefficients de Fourier non nuls.

En effet pour obtenir des théorèmes limites, nous sommes amenés

d
à procéder à une deuxième troncature de l'espace IL , c'est-à-dire

à considérer un multi-rectangle sur lequel nous définissons des opé

rateurs qui interviennent dans l'approximation asymptotique de

(T
N

Nous observons ainsi que les trois premiers termes a ,  a , a
0 1 2

ne dépendent que de la première troncature, tandis que les termes

a , . . . ,a dépendent des deux troncatures.
3 d

La deuxième contribution de ce travail est une interprétation 

géométrique des invariants du développement asymptotique.

Ces questions sont à rapprocher du celles que se sont posées les 

auteurs dans [1], à propos du développement asymptotique de la trace 

de l'exponentielle de l'opérateur de la chaleur. Cependant, les d o -

d
maines considérés (sous-ensemble de {R ) sont de nature plus généra

le.

INTRODUCTION

A .SEGHIER.

INVERSION DES MATRICES DE TOEPLITZ EN d-DIMENSIONS 

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQÜE A L'ORDRE d.
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Nous r a p p e l o n s  le t h é o r è m e  p r i n c i p a l  é t abli dans [3].

On considère une partie finie A =
ri
n

j= i
[ON 1 , où .[ON ] = {0 , 1 , . . . , N } ,

J J J

n e n .
J

Z
rLt

d
n

j= i
[OL j

J
e t Z

L
C  A •

Toutes les notations utilisées dans la suite sont définies dans

[3] .

THEOREME :

Soit f = ■g j
2

. g
- 1

6 H .
OO

On suppose que g
-1

r
m&r

L

ß
m
x
m

(poly-

noxe tri gonométrique).

Alors pour k = 0.... d :

( i ) lim
inf N

j
-------> OO

1/ ( N +1 )
J

d-k/d (Tr (T (f))
N

-1 k

e=oL A ) = 0

(ii) a
k

= lim
i nr N

Î
-------> o o

( V ( N ) )
-(1-k/d)

Tr A
N , k

c e { i , . . . , a m
(ila )

ft Card
r*i-
C'=d-k-n nÇQ(c,c')

ÜP H

2 L

*
H

0
2 L

e

P(
n

g
) ii

2

Avant de donner un lemme qui précise les coefficients a , dans
k

le cas où l/g est un polynome trigonométrique, nous aurons besoin 

de quelques notations.

On écrit l/g = T

m6Z
d

ß
m

X
m

, S (g)
-1

i €2
L
d

r
£

X

On pose A
g

= ( m Ç TL
d

(l/g) (m) * 0}

Pour tout q Ç Z (C ) (défini dans [3], C c {1.....d}).
1 1

S o i t C  (q ) C  C , tel que i € C  (q) <==> q < 0 , (q
1,0 1 o i,o i,o i,o

est une coordonnée de q = (q .....q )).
1 d
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Pour tout  r e  g ( r )  c  . te l  que j Q € q{r) <=> r i > 0

(C1 u C2 U C3 = , d> . C. DCi , = 0,  i ,  i '  = 1 , 2 , 3 ,  i /  i ' ) .

¿•i q =
1o e C i , o (q) :

0 s  itk s
{

0 < m. < - q .
- i

o o

N Cli0(q).

S o i t  (m,m') £ M (q) ,  on pose -  sup(m^,m!) } i 6 C^. 

S o i t  ( r , r ‘ ) € (ZẐ  on pose :

f*sj

r . = 
Jo

V  51 Jo e C 2 , o ( r >’

i n f ( r  , r ; ) 
Jo Jo

r j 0 ’ Si j o e C2 , o ( r ' ) ;  J'o 1 C2 , o ( r > •

J o 1 C2 , 0 ( r , )

Si Jo 6 C2,0^r  ̂° C2,o(r')

On a d. 'abord un lemme :

LEMME. Pour tout  k > 2 e t  t o u t  " mu l t i r e c t an gl e "
XL

d
n

p=l
[0 L ] t e l  que

a 9-

d
n

p=l
[0 L ] ,  on a

a k r:
C c i l , ... ,d}
card C =d-k

Cc{l , . . , ,d}vC'
n n

2.6C
a £ r:

nenic.c1)
p (-)ll2

g

e t

T \
n€i2( L.L l l pc % 2l P+ *2 L P

e

( r ) l l 2 *
g

« J7.
q € Z ( C ) ( r , r* )£ (Z° )<:

C
(m,m )€M<-(q)

r: card n

e t

Yq - r  r q - r '  T-m-r r -m' - r ' ^m1

card n = n
i

(-q, -S, )
O o j oeC2,C

n

(r)uC2j0(r')

+1)
J o

i € C l ^ C l , 0 ( q )

n (L.+l-m )

& C2 * Z

n

0(r)uc2 o^r'*
'V 11

Le lemme donne une express ion  des l o r s q u ' un  choix de t ro n c a t u r e  e s t  f a i t

pour les  opéra teur s  A ^ q u i  c o n s t i t u e n t  le développement asymptot ique de (TN( f ) )

Ains i ,  pour d > 3,  dès que i n f  L. tend vers l ' i n f i n i  les  termes d ' o r d r e  s u pé r ie ur
3

ou égal à 3 deviennent  i n f i n i s .

ILr
a

y cz >

p

H
<p

.L
+

P $
21
P

o
EC

»o
q

-1
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Soit k un entier fixe dans {2,...,d} et (n ) * n un
d 1 d 

élément de Q(C,C') c Z (voir [3] , page 23). On pose C = C ,
1

C ' = C avec (C ,C ,C } une partition de {l,...,d} et Card C < k ,
3 1 2  3 i

Card C = d-k.
3

On écrit alors n£Q (C,C'), comme n=((n ),(n )(n )), 16C , jÇC ,
i j 2 1 2

26C D'après la définition de Q(C.C') on a 0<n <L , i£C ;
3 i i

L <n <2L +1 , n = L 
j j J 2 2

Preuve du lemme :

Calcul de (*) : F

e
n m - n

( —  )—P( E F x )
g fflcfl [ 0  , L ]

p = l p

m
» r i  *

m F M n m

m-n
»

avec

M ( n ) =

CKm
2 i

» i € C
■i
±

0<m 6 - L  - 1
3 J j

i
fi fi 2 3

On pose g .(g)

_ i

E r xm
n m

m^rK-L «»I
p = l p

Calcul de (**)  : P ( g / g x P ( e / £ ) )  .

O n a :
( ** = E ( E 9 r x

m£M(n) s g r (m ,n ) m s

-s -m
n

) x x
m - ( 2 L + 1 )

avec

y  m , n )

S = ( s  ) ,  ( s  ) , ( s  ) )
j. j e

(- s ) < L , -s < L , ( i , j ) G C x c

Il r
o

3
: 2L

o
-  r

J
o

j
o

j
0

1
<L

j
o

e2 e

n e r y r
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Posons r=-s-m et réordonnons les sommes (**) par rapport a xn

_ r n -(2L+1) 
(**) = ( £ ( £ ,  k £ r ) x ) x x 

r£R ser(m.n) -s-r s

avec r 6 R <==>

3 j € C : 2L + l-n < r < L 
o 2 j j j j

n n n n
Soit C , (r) ce sous-ensemble de C 

2 0 2

j e c  \ C  (r) : r « L 
2 2,0 j j

( i , j ) 6 C xc , r  < L , r  < L 
1 3  i 1 £ l

Calcul de (***) = i] P g/g
c

X
2L + 1

P S / g  X
2L- 1

P ( e
n

/  o* ) ü' O / ,1

2

c 2L
( * * ) ii

2

Soit

*(r,n) -

s = ((s ), (s), (s)) 
i i fi

r ^ - s % n + r , i € C  
i i i i  1

r < -s < L + r , 2 € C  
l i i i  3

Multiplions 1 expression (**) par x2L + 1
g/g = 0

2 L
Comme g/g = £ , on a :

a
o e  - L  ~  = P
1 =  1 i

0 (** ) =
2L

E r  E ( E ,3 7 ) r
ptr p rtK strir,n; -s-r s

2 - a - p

Posons r + p=q , 1 'expression ci-dessus devient :

0  i * * ) =  T. T. r ( T .  .8 r ) y
2 L d rfER q-r s£r r , n) -s-r s

q e i

q-n

Projetons 0 (**) sur le sous-espace H (C ) défini dans f 3 1
2 L

2

(voir page 24) :

P 0 { * * ) = T. I T r T B r ) y

C 2 L q+n£2(C ) r£R q-r s£f(r,n) -s-r s

q-n



135

(n étant fixe dans Q(C,C')) .

La norme de cette expression est :

!! P 0 ( * * ) i! =  E i E r  E <3 r !! !
C 2L q+n6Z(C ) r€R q-r s€y(r,n) -s-r s s

i

?

En développant le carré du module et en sommant sur n€Q(C,C') on 

obtient :

o 2 L

2

E E 2 r r ü ? l 3  r r :
ntniC.C'J q:q-î-n6Z(C ) ( s , s ' )€(r ( r . n ) ) q-r q-r -s-r - s - r '  s s

l 2
( r , r ) e R

Le but des calculs qui suivent est de réordonner la somme (****) 

en intervertissant (soigneusement !) les signes de sommation.

d
Notons Q l'ensemble des éléments q 62 , q+n € Z(C ) et 

o 1

N = Q ( C , C ) . 
o 1 3

1. Echange des signes de sommation Z
nçn

o

e t yu*
q&U

On obtient une sommation suivant cet ordre E
qëq

1

et E
nen

1

avec

Q = :J (-n+Z(C ) ) et n = n H Q . On peut préciser : 
1 n€n 1 1 o o

o

n = 
1

5 C (q) c C /i ■ € C , n < -q , 
1,0 l o  i,o i i‘

o o

0 < n < L , i Ç C \C (q) 
i i . 1 1 , 0

L + 1 < n < 2 L + 1  , j 6 C , n = L , Î 6 C  
j j j  2 e £ 3

* * * * ) L I!p CA {* * )¡I
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2. Echange des signes de sommation £ et E 2
ne*? { q ) ( r , r )£R

A

En appliquant le meme principe que ci-dessus on obtient

E et F avec :
z

1

ne- ri
2

rëR <==>= U R

1

3 C (r ) C C : j € C (r) , 0 < r < L
2,0 2 2,0 j j

o o
Les autres composantes de r sont identiques à

p p  1 1 p «  ri» r* C P

3 C , (r)CC /j €C (r) : n > 2L +l-r 
2 0  2 o 2,0 j j j

o o o
n

3 C (r ')CC /j' ec , (r') : n > 2L + l-r'
2,0 2 o  2 0  j' j' j

o o o
Les autres coordonnées de n sont identiques à celles

de n 6 r, .
1

3. ELchange de E et £ 2
nërj se(ÿ(r ,n) )

2

On obtient ia disposition suivante :

r 2 et r
(s, s ' ■ )€ { '? ( q , r ) ) n£rj (q,(r,r'),(s,s'))

i n

a v e c

( q . r ) = U i ( r , n ) =
nÇ7j

2

r?C , (q)CC , i €C (q), r <-s <-q +r 
1 0  l o . l , 0  i i i i

o o o o
Vi €{1, . . . , d } \ C , (q) , r <-s <L +r 

1 0  i i i i

Pour définir rj , nous avons besoin de définir de nouveaux en-
3

tiers:

(r + s ) = i n f ( r + s , r  + s ) 
i i i i i i 
O O 0 0 0 0

r = 
j
o

=r s i j € C ( r ) , j g C ( r ' ) 
j o 2,0 o 2,0

n

= ®f (r , r ) si j 6 C (r).HC (r') 
j j o 2,0 2,0

n  n

=r si j g C (r) et j e C (r') 
j o 2,0 o 2 ,0
o

2
EY) I »

r ì
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Alors

V i €C (q) , 0 < (-r -s )~ < -q
o 1 ,0 i j i

o o o
<V

V j ÇC ( r ) L/C (r'); 2L *l-r <n <2L +1
o 2 , 0  2,0 j j j j

o o o o

i e C \C (q) : (-r -s )~ < n < L
1 1 , 0  i i 1 i

j£C \C (r)UC (r'): L +l<n <2L +1
2 2,0 2,0 j j j

n =L , î 6 C
i S 3

n€r? (q ( r , r ' ) , ( s , s ) ) : 
3 1

Ceci étant la somme (****) devient :

T T F C a r d r î . r  r Q -  B r r
aFC 2 2 3 a-r cr-r -s r -s-r s s'

l r tr î ER a s , s f ey a.r

Calcul de Card 77
3

Posons de nouveau m=-r-s la somme précédente s'écrit :

E E E
d 2

1 r,r' (m ,m )6 M (q)
2

C a r d n . r  r ô ô r r
ö u -  r a -  r m m -  m -  r -  m -  r

atron M ( rr ) =

v C (q) , i e c  (q) , 0 < m < -q
1,0 o 1,0 i 1

o o
0 < m < L , V i 6 {1.....d)\C (q) .

i i 1,0

Si on pose m = -(ri +si ) , alors
i o o
o

Cardr? = H (-Q -m ) ïï ( r +1) .

n i  n  n  n  v 11 v  r i n

o

n (L -m ) no
iec \C a .1 i ]rC \C (r)UC ir')

1 1 , 0  2 2 , 0  2 , 0

Ceci achève la démonstration du Lemme.

1
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I l  f a u t  n o r m a l i s e r ,  p o u r  a v o i r  d e s  l i m i t e s  f i n i e s  p a r  tt[ 0 L . ]  d  .

d J
On s u p p o s e  comme d a n s  l e  c a s  d u  m u l t i r e c t a n g l e  t m = rr [ 0  N . ]  , q u e  :

j = l  J

k-2

0 < lim
i  n r  L .-«o n

d

J  = 1

h * 1

' V 1»

= g . <  oo .

Nous  d o n n o n s  un  t h é o r è m e  d a n s  l e  c a s  o ù  ^ n ' e s t  p l u s  un  p o l y n ô m e .  

V o i c i  q u e l q u e s  n o t a t i o n s  :

q £  î  <s=s> (31 î e  t e l  q u e  q^ < 0 )

o

r  €  R <=> ( 3 !  j Q e  t e l  q u e  r ^  > 0 ) .

On p o s e  V N = n  N . + l  , V L )  = n  ' ( l . + l ) .
d

THEOREME. On s u p p o s e  f  = I g I ^  , g €  H°° e t  d e  p l u s

Z 2  .

m = ( m1 , . . . ,md ) e 2 Z j

( m1+...+md ) | ( g ± 1 ) ( m ) i 2 <  + œ  ; I ( 9 _ 1 ) ( m ) I < + “ •
mezzj

A l o r s  l a  t r a c e  d e  l ' i n v e r s e  ( ( f ) )  d e  l ' o p é r a t e u r  d e  T o e p l i t z  q u a n d  

i n f  N.  ->  »  e t  i n f  L .  - >  »  e s t  d o n n é  p a r  l e  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  s u i v a n t  :

T r ( T N ( f ) ) -1  = a ^ f O + a ^ N ) ^ 1^  + a 2 ( V( N)  ) d " 2/ d

+ a 3 ( V ( N ) ) d " 3 / d  V ( L ) 1 / d  + . . . +  a k V ( N ) d " k / d V ( L ) k " 2 / d + . . . +  a d V ( L ) d " 2 / d  + 0 ( l ) .

L e s  t e r m e s  a Q , a ^  s o n t  d o n n é s  d a n s  [ 3 ]  p a g e  1 2 .  On p o s e  a ^  = a ^  e t  l e s  t e r m e s  

p o u r  k > 2 s o n t  d o n n é s  p a r  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  : 

p o s o n s  :

A ( k , C , C  ) = T 2  F 2  ( n  p )

( r . f l e P  s € { l , . . . , d W i 0 , j 0 ) 5

No u s  a v o n s  :

* k = C
K C ' c { l , . . . d }  

c a r d  C ' = d - k

r r
Cc{ 1 , . . . ,  d K C  '

( n  a )  A ( k , C , C ‘ ) .  

l € C '  Z

írn.m ?
n

(
O
-iï

i
o
)( r .  + 1 ) iq-r Yq-r

a
m
ñ

Ill
Y

- m - r
y -m -r

a
k
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Etant donné le multi-entier N=(N ,N ), on prend le multi-
1 d

entier L=(L ) vérifiant L <N , i=l,...,d. Soit
1 d i i

d
t = II [0 L ] le multi-rectangle associé à L .
L j = l j

Définissons les opérateurs A comme dans un précédent tr?
k , N , L

vail [3, page 23] où l/g n'est plus un polynome trigonométrique 

mais vérifiant seulement les hypothèses du théorème.

La preuve se décompose en deux étapes.

La première étaoe -consistera à prouver que

lim lim
inf L — >°° m N — >°° 

j f j

( V ( L ) )
-d-k/d

V(N)
-d-k/d

Tr [ (T (f ) ) 
N

-1
E A

P = 1 P i N I
]=0 .

Etape 1.

On a comme dans [3, page 25] :

(T (f ) ) - E A )= Z A
NT p=0 p , N , L Î =k +1 p,N L

-1 k

e t

d « 2d
r r

2

k=k + i , a d=i 0  nt r + m n
N N , K + 1

Mai oration de
nÇT

L

N , k i

IIP 0 Pie /g)!!
+ N n

2

Ecrivons l/g = l/g + (l/g - l/g ) avec Sp( l/g )c r
L L L L

N+l
0 = g /g X ■ Nous avons :
N, L L L

¡;P 0 P ( e / g )!!<!; P 0 P(e /g)-P 0 P ( e /g ) ü + || P 0 P(e /g ) || 
+ N n + N n . + N , L n L + N , L n L

Nous avons d'autre part :

!! P 0 P ( e /g) - P 0 P ( e / g )  || < |! l/g|| + |! l/g ||
+ N n  + N , L n 2 L 2

X r î r SI P (p li)



140

En récapitulant :

( T. !! P 0 P(e / s )  !!
nti + « n

2 1 / 2

N , k +1
(lii/gi; H ! i/g il

2 L 2

2 1 / 2
+ ( . L . i: p 0 p ( e /g ) ;; ) 

nÇT + N , L n L
N , k + 1

Comme T = J t (voir [3] , page 23) .
N , k + 1 n , k + 1

BC{1,...,d }

et Card C U C >  Card B = k+1 et Card C = d-k-1 , et enfin
1 2 3

N + l
i

par hypothèse lim ----- = a  , il s'ensuit que :
inf N — >~ V (N ) i

j a-K

d (k-2)/d 
lim (Card T ) / V(N) . V(L) =0

inf N — >«> N,k + 1
j

Au total, grâce au résultat établi en [3, page 27] pour l/g=l/g ,
L

nous avons :

d-k/d k-2/d - - 2
lim ( 1 /V ( n ) • V ( L ) ) ( Z  ü P 0 P ( e /g)j| ) - 0

inf N — >°® n6T + N n
j N,k+1

ce qui prouve l'étape 1 .

Etape 2 . Calcul de :

k-2/d d-k/d 
a = lim lim 1/V(L) . 1/V(N) Tr A , ,
k inf L — ><» inf N — >« k N L

J j

Nous noterons, pour plus de clarté, l'opérateur A associé à
N

1/2 (resD à 1 / s  ) et restreint à S d a r
L N, k

A (l/g) (resp A (l/g )) .
k , N , L k , N , L L

ne-1
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Ecrivons comme précédemment l/g = l/g +(l/g-l/g ), et étudions
L L

la quantité suivante :

iim lim V (L ) .V (N ) .T r (A (l/g)-A (l/g ))
inf L — inf N' — >« k,N,L k,N,L L

J j

-k- 2/d -d-k/d

Dans ce but nous étudierons d'abord :

lim iim
i n f  L -------->00 i n f  N --------->00 n f- f

j J N . k

C IIP 0 P 0 P(e /g)ü
n

2

soit l a  décomposition suivante :

l / g  = l / g  + ( 1 2 / g  -  l / g  ) . 
L L

Posons 0 = g /g X , on a : 
N . L L

N+ 1

/ g )  = P(X /g ) + P(X (l/g - l/g n  .
L L •

n - n - n

P 0  P(X /g) = P ( ( 0  - 0  ) + 0  ) P(xn/g) 
+ N t + N N , L N , L

«P (0 P ( x n / g  ) ) + P  0 Pxn ( l / g - l / g  ) t P (0 -0 ) P ( x n / g )  
+ N , L L + N , L L + N N , L

et enfin :

n - - n -
(***) P 0 P 0 P(X /g) = P 0  p 0  P (X /g ) 

x N + N N , L +■ N , L L

+p 0 p 0 px ( i / g - i / g  ) +p 0 p (0 -0 ) p ( x n / g )
-  NT, L + N , L L -  N , L + N N , L

+P ( 0  - 0  ) P 0  P( X / g )  .
- N N , L + N

n -

Nous avons donc à étudier la limite pour inf N — >°° des som-
j

mes du type :

( * * ) = £  ¡1P x ÿ P X ifi PX h ||
1 + 2

N + l  - M + 1  n 9 .
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avec
- - r m

h = E a X , = E ja X ,
d r 1 d m

r£Z m Ç1L

<l> = E 7 X
2 d k 

k Ç Z

k

En explicitant (**) en fonction des coefficients de Fourier des 

fonctions définies ci-dessus nous obtenons :

(**)= E E E E C ( q , ( r , r ) ( s , s ) )

n€t d d 2
n,k q€-n+Z (s ,s ')6(N+-1-n+Z )

-  +

r <n
i i

i i
d

+

a v e c  C ( q  , ( r , r f  , ( s  , s ' ) )=*£ a r ^ / a  r ,
q - s  r s + r  q - s  r s  +r

Rappelons oue pour C U C U C = (1.....d>
1 2 3

C n e  = 0 , u = 1,2,3 : u ' = 1 , 2 , 3
u u

t
n , k

u
i i 1

J J J J 2

K K II % 3

Pour évaluer (**), nous allons intervertir les signes de somma

tion et naturellement il y aura des transformations d'indice que nous 

décrivons

a) Echange de
n e t

E

n , k

et E

q€-n+Z
d

n rL »1 € C



1 4 3

on  o b t i e n t  : E

Q€ U
ne:

d
(-n-Z )

E
M=V (q) 

1

n , k

d
r, (q) = t H U (-n-rZ ) .
i n,k n£ t

n , k

Précisons :

Soit n 6 Q (q ) <====> {3i£ {l,...,d} , n < -q }
i i

o

Nous obtenons : 7j (q) = t , fl Q(q) .
1 n k

Echange de £ et £
nGrj (q) d 2

1 (s ,s ')€(N+l-n+Z )
u.

Posons n £ S(s) : {5 j € {1 , . . . , d } , s +n -(N +1) > 0}
i 1 1

et 7} ( q , ( q , q ' ) ) = t  n Q ( q ) n s ( s ) n s ( s ' )  .
2 n , k

Les sommations deviennent :

L

( s , s ' ) g ü ( NM-n-^Z 
n£7}

1

d
)

E
n En

2

Echangeons enfin E
2

et E
i i i = l ..... d

( r '  > n' )
i i i = l . . . . . d

Posons n £ L(r) : {VU £ {l,...,d}. r > n > nous obtenons:

n - t n Q(q) n S(s) R Sis') n L(r) fi Lir') .
3 n , k
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L ' é c h a n g e  d o n n e  :

( r , r ' ) £ ( U
n6t

n , k

£
{V £, n > r } )

ü K

2 r1u
ntrj

y

(***) £ £ £ Card n . u a r a  a r
q (s,s ) (r,r ) 3 q-s r s + r q-s' r s'+r'

Il ne nous reste plus qu'à majorer Card tj pour q et (s,s')
3

donnés .

Soit (i ,j ) e , d } tels que
o o

2

-q = sup (max(-q ,0)) et S = max sup (s ,s' )
i i j j j
o i{1,...,d} o

( j > j ' ) € ( {1.... d}
2

\ 1 ) 
o

Pour inf N grand par rapport à inf L , on peut trouver 
j j

i £C tel que n < -q (on a déjà n < L ) et
o 1 i i i i

o o o

j GC tel que n > N +1 - s -s (on a déjà N -L <n <N )
o 2 j j j j j j j j

0 0 0 0 0 0

Comme v C t  H Q (q ) H S (s ) e t q u e
3 n , k

0 < n < L , i € C
i i 1

N -L < n < N  , i € C  
j j J j 2

L

t
n , k

et Card C U C = k , Card C = d-k .
1 2  3

On peut alors majorer Card r) par :
3

v. £ I ' 3
$ n £ N -T. t S € r
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Card r¡ < (-q ) s . n (L +1) . H (N -2L )
3 i j j e «

o o

j e c  uc - { i  , j  } eec
1 2 o o  3

Grâce aux hypothèses sur la croissance des multi-rectangles

z et r , il existe une constante positive telle que :
N L

(k-2/)d (d-k)/d 
Card 73 / V ( L ) . V(N) < M (-q ) s )

3 i j
Q O

Pour achever la démonstration du théorème nous avons besoin du 

lemme suivant :

LEMME :
-----  1 d

Soient 0 , 0  6 L (T ), on suppose en outre pour j=l,2 que
1 2

| | 0 I! = E I k + . . . +k I ! 0 (k .......... k ) I < «
i 1/2 d l  d i l  d

k 62

o

On pose 1! 0. j! = ¡¡0.11 + ||0.||
J J 3 1/2 J °»

Alors i! 0 .0 !l
1 2 1 / 2 1 1/ 2

110 !! + Ü0 II ¡10 II
2 oo 1 OO 2 1 / 2

La preuve de ce lemme est donnée dans [4] . La norme corres

pondante a été donnée par H. Widom dans [5]

Reprenons la démonstration du théorème. Posons dans les expres

sions (**) et (***) selon les cas :

{ < ¡ ) = 0  , i ¡ i = 0  , h = l/g - l/g } , soit
1 N,L 2 N,L L

{ili = 0 >¡i = 0 - 0  , <l>3 = l/g } , soit
1 N,L 2 N N,L L

{>h = 0 - 0 <li = 0 , >li -  l/g}
1 N , L N 2 N 3

n + l
D'après le lemme les fonctions 0 = X g/g et

N
N+l -

0 = X  g / g  sont telles Il 0 K <®o et ||0 ¡| < ° ° ,  
N ,L L L N 1/2 N,L 1/2
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j- 1— x
puisque '¡g ;| < + oo par hypothèse.

1/ 2

Il en est de même de 0 , <ji , i/i
1 2  3

Tenant compte du lemme et de 1 ' inégal ité portant sur Card jj ,
3

nous obtenons par passage aux limites pour inf N — >oo et

inf L — > oo : ^
J

d-k/d k-2/d - n -
Lim Lim 1/V(N) -V(L) (£|¡P 0 P 0 P(X /g)

inf L — >°° inf N — >°° - n + N
j j

n - 1/2 
-P 0 P 0 P(X /g) I! 2 ) = 0

- N , L + N , L

Pour terminer étudions la quantité

d-k/d - - n - 2
1 /V ( N ) Z ü P 0 P 0 P 0 P(X /g) Il , quand inf N — >~ .

nés + N - N + N j
n , k

- n - - n -
Posons i¡> = P 0 P(X /g) , ir - P 0 P(X /g ) 

n + N N , L + N , L L

On a :

2 1/2 -  - 2 1 / 2  
( D P  0 ? -0 <i> ü ) <(DiP 0 p 0 <i> -p 0 p 0 ç> il )

+ ¡Í - N N " + N - N N + N , L - N , L N , L

2 1 / 2
+E!!P 0 P 0 di II )

+ N,L - N ,L N,L

Nous avons établi ci-dessus que la norme de la différence des 

deux quantités qui se trouvent au second membre de l'inégalité pré-

d-k/d k-2/d
cèdente, divisée par V(N) V(L) tend vers 0, quand

inf N et inf L tendent vers l'infini.
j J

Nous avons par ailleurs établi dans [3, page 37] que :

k-d/d - 2 1/2 
lim 1 /V ( N ) ( Z IIP 0 P 0 t  II ) = 0

inf N — >«> n6S + N , L - N , L N , L
j  N , k

1 / 21 / 2
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e t  l e  même r a i s o n n e m e n t  u t i l i s é  d a n s  c e t t e  p a g e  ( [ 3 ,  p .  3 7 ]  p e u t  ê t r e  

r e p r o d u i t  p o u r  l a  f o n c t i o n  l / g  . Ce q u i  p e r m e t  de p r o u v e r  que  :

d - k / d  k - 2 / d  
l i m  l i m  ■ 1/V(N')  . 1 / V ( L )  E E
i n f  L i n f  N n£S p = l

j j N , k

e / g  e / g
* P -  n n

(H H ) P 0  P , P 0 P  ) .
0  0  + N + N

N N

Et c e c i  a c h è v e  de p r o u v e r  l e  t h é o r è m e .



148

Dans ce qui s u i t  nous proposons un c o r o l l a i r e  obtenu en s p é c i a l i s a n t  le  domaine 

A . La s t r u c t u r e  géométrique du " m ul t i r ec t an g le "  a p p a r a î t  plus c l a i r em en t .

Quelques n o t a t i o n s .

d d
S o i t  ( n , , . . . ^ . )  un m u l t i - e n t i e r  f ixe  dans Z  . R = n { 0 , . . . , n . }  le

d 0 k=l 
"m u l t i r e c ta ng le  a s s o c ié " .  On note IR I = n ( n . + l ) .  S o i t  C c  { l , . . . , d }  e t

0 k=l K
ICI = d-i, (0 < l  < d) .  On pose :

( Q )

F x 1 = n { . 0 , . . . , n . }  x n {w } , où <*i = 0 ou n . 
c iec 1 secc s s s

[ l )
S o i t  Fv ' l ' u n i o n  de tou te s  ces "faces  d ' o r d r e  i  " . Ainsi  pour 2, = 0,

= Rq , l  = 1, F ^  e s t  l e  bord du re c ta n g l e  R , e t c . . .  . S i  l  = d

F ^  = "sommets" de R . O n  pose a l o r s  A = N.R , N é t a n t  un e n t i e r  e t  on note
o o

Tjyj( f ) l ' o p é r a t e u r  de T oe p l i t z  a s s o c ié  à A . On cons idè re  d ' a u t r e  p a r t ,  tl = L Rq 

L e n t i e r  e t  L £  N.

COROLLAIRE. S o i t  A = N R une p a r t i e  f i n i e  de ZZd d é f i n i e  comme c i -d ess us  , f ----------------  0 + J

comme dans le  théorème e t  = L RQ ; pour k _> 3, C' e s t  t e l  que card C' =d -k .  

Alors :

Tr(TN( f ) ) _1 = Nd|R IC ( i )  + Nd‘ 1 C  1B_ ,  l !
N O o r C ' u { i } = { 1 , ,  d } c mezzd 1

i € { l , ... ,d}

+ Nd-kLk-2 i F ^ i  B ^ ( f )  + . . . +  C  8ci d) ( f  ) .

F^ k }c F ^ > Fd - { (  0 0  ) }  U { n x nrf}

O U

C  j  i
qen ( r , r ' ) € R

* 12 ( -« i  -% M^j +‘ ) Tq.r Ÿq. r . Y_ra_r ^-m1 - r 1 8m 5m' '
(m,m' }€M (m) o o o

Remarque :

On v o i t  a p p a r a î t r e  malgré l a  s i m p l i c i t é  du domaine les  t r o i s  premiers  termes 

du développement,  comme l ' i n t é g r a l e  de mesures p o s i t i v e s ,  success ivement  por tées  

par  l e  " m u l t i r ec ta n g le "  RQ , par  l es  " faces"  d ' o r d r e  d - 1 , . . . ,  l e s  "sommets".

F
m

d
L

( f i
I

IF »
i 0 9j O

I
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A p a r t i r  du quat r ième terme cependant  (d _> 3) l es  termes a p p a r a i s s e n t  comme

l ' i n t é g r a l e  de mesures por t ées  par  l es  " faces"  d ' un p r odu i t  de " r ec t ang l e s "  qui

dépendra du choix d ' une  deuxième t r o n c a t u r e  (A = N Rq e s t  l a  première t r o n c a t u r e

L Rq e s t  la deuxième t r o n c a t u r e ) .

Ai ns i ,  pour a v o i r  des l i mi t e s  f i n i e s  quand N. -*■ «  e t  L -> «> , à p a r t i r  du

quat r i ème terme,  i l  e s t  néce s s a i r e  de normal i se r  par  des f onc t i ons  des volumes dç

N R e t  L R , o o

Ce t r a v a i l  peut  ê t r e  rapproché au problème de l ' e s t i m a t i o n  du s p e c t r e  d ' un l a p l a -  

c i en dans l ' é q u a t i o n  de la cha l eur .

En e f f e t  dans un a r t i c l e  de 1966 ( [ 1] )  M. Kac aborde l e  problème de s a v o i r  comment 

l e  s p e c t r e  du l a p l a c i e n  A sur  un domaine D bornés par  des segments dans IR , 

r e f l è t e  la forme de D. M. Kac o b t i e n t  un développement  asymptot ique de la t r a c e  

de e t û  (quand t  0) en t r o i s  termes en f onc t i on  success ivement  de l ' a i r e ,  

de l a longueur  de segments du bord de D et.  des co i ns .  Me Kean e t  Singer  [2] géné

r a l i s e n t  ce r é s u l t a t  en 1967 à des v a r i é t é s  r i emanni ennes , ( v o i r  auss i  [ 5 ] ,  [ 6 ] ) .
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A nalyse  mixihcnMiiiqiicf M athematical Analysis

R e c o n s t r u c t io n  d e  la  d e n s i t é  s p e c t r a le  p a r  m a x i m u m  
d ’e n tr o p ie .  O as  ¿ / -d i in e n s io n n e l

A bde l la t i f  S hc;hier

Résumé — Le principe du maximum d'entropie fournit un procédé de reconstruction de densités 
spectrales à partir d'informations partielles (problème des moments trigonométriques). Nous don
nons des conditions suffisantes de reconstruction dans le cas «/-dimensionnel, d^  2, et une étude 
complète dans le cas d=  1.

S p e c t r a l  d e n s i ty  r e c o n s t r u c t io n  b v  m a x i m u m  e n t r o p y  m e t h o d :  th e  / / - d im e n s io n a l
% c a se

Abstract — t he maximum e it t ropy principle gices a wav to reconstruct spectral density from partial 
information (the trigonometric moment problem) we g ire sufficient conditions in the d-dimensional 
case, d ̂ 2 and a complete study in the case d — 1.

ï. Cas i lè  1.

I n t r o d u c t i o n  i n  n o t a t i o n s . — Soit S un « dem i-espace » de ayant les propriétés 
suivantes : 

(1) (0  0) g S ; 
(2) ( m tJ . . md) g S si et seulement si ( - m h . . — md)£  S, excepté pour le point

m j = m 2 == • . . — nid — 0 ;
(3) ( /n, ,  . . md) e  S et ( m, ,  . . md) e S  impliquent md +  md) eS.  
On note par A + une partie finie de ZJ contenue dans S, par 

A =  A^ U (  — A + ), A =  A+ — A + et enfin A* =  A + \ {  (0, 0, . . . ,  0) }. 

Soit /  une fonction positive sur le rf-tore et de logarithme intégrable :

f d a  < o o
J r d

et L oe  f d o >  — aj.
Jt*

Soient

et

x : (6„  . . .. e j  -  e » i . . . e"‘

X

On no te  pa r

/(fn) =  cm =  J  ̂f x  /»» =  (/>!,.......... mj).

Le sous-ensemble f in i ( c j me ;  des coeffic ien ts de F o u rie r x m /  permet de d é fin ir  une 
classe, notée de fonc tio ns  h positives in tegrables de loga rithm e  in tégrab le  et vé rif ia n t 
h ( t n )  — e m pou r tou t m s Â .

On note par l'ensem ble des po lynôm es à transform ée de F o u r ie r nulle  en dehors 
de A *

p= X
me A*

Note présentée par Jean-Pierre K \ mank.

0249-62‘M S7 03050517 S 2.(K) <£) A cadém ie  des  Sciences

(0 i (n.O, + ... + njO.i) n = (n ....../r,).

nX
m o

1 e ,)= e

m e r
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On étudie alors le m in im u m  de

(D | | l - I a „  x m| ’ f d a

où Soit \ x \ {  f )  ce m in im um .
On étudiera ensuite

(2) max_ exp Log  h d a y
h€.*.\ J TJ

et on com parera cette quan tité  à ^ i ; ( / ) .
L 'expression (2) est liée à la no tion  d 'extension de fonc tion  de type p o s it if  apparue 

dans un tra va il de M . G . K re in  (1944) ([7], p. 127-137). Elle est d ’autre  part associée à 
la no tion  d 'e n trop ie  de processus gaussions (C hovcr, 1961, [2], p. 927-945).

Soit — P0 le po lynôm e qu i réalise le m in im um  dans (1).
L ’ob je c tif de ce tra va il est de « reconstru ire » /c o m m e  lim ite  d e / ^  =  nA ( / ) |  1 4- PG | ~ 2 

quand A  tend en croissant vers Z J, puis de donner des cond itions  p ou r que J \ e « ^ A 
[y A réalise alors « le m ax im um  d 'en trop ie  » dans (2)].

N ous proposons une réponse complète dans le cas d  =  1. Dans le cas d >  L  nous 
proposons des cond itions  nécessaires et suffisantes pou r que y A e Le com portem ent
asym pto tique  de J'A est à l'é tude.

Les résultats obtenus sont en partie  une conséquence des développem ents asym pto tiques 
de l'inverse de m atrices de Toep litz .

R é s u l t a t  p r i n c i p a l . — Soit jtm la p ro jection  de L 2( T d) sur le sous-espace des p o ly 
nômes trigonom étriques à coeffic ients de F ou rie r nuls en dehors de M .

On note d 'au tre  part T A ( f )  =  (m, n ) e  A x A la m atrice de T o e p litz  associée au
dom aine A  et à la fo n c tio n  f  Le polynôm e constant égal à 1 est noté 1.

Par abus de n o ta tion  T A ( / ' )  sera Popérateur de T o ep litz  sur d on t la m atrice  est

T a ( / ) .

T h é o r è m e  1. — S o i t  — PQ le  p o l y n ô m e  q u i  r é a l i s e  le  m i n i m u m  d a n s  (1).
(i) O n  su p p o s e  q u e  f ~  1 G L 1 ( T d). A l o r s  :

< n £  < / ) ) ~  1 O  +  P  o)  =  < T a ( / ) )  * 1 ( 1 ).

(ii) O n  su p p o se  en o u t r e  q u e  ( 1 PG) e H v (S). A l o r s  : 

(îi) i l  e x i s t e  un  p o l y n ô m e  P r r é e l  t e l  q u e

( P ^ . |  1 +  P0 | ■■ = ) ' ( * )  = / ( * ) .  V fc e À ;

( h )  u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i re  e t  s u ffis a n te  p o u r  q u e

/o = Ma | • +

est q u ' i l  e x i s t e  un  p o l y n ô m e  C :  ( / ) ,  q u e  T o n  c o n s t r u i t ,  t e l  q u e

(*) * r \ A ( / )  =  C r ( / ) .

( ii i)  O n  a  d ' a u t r e  p a r t

(o) m ax ^ e x p  J Log h d a j  g  exjj j Log f 0 d a  =  Ma (/*)•

( b )  O n  suppose  q u e  la  c o n d i t i o n  ( * )  est s a t is f a i t e .  A l o r s  :

Ha (/*) =  exp I Log J 0 d a  =  m ax exp l..ou i ida .
h e a

518 C. R. Acad. Sci. Paris ,  I. 3 0 5 ,  Série  I, p. 517-520, 1987
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Remarque. — Si Â = A — A = A alors C A = 0 = ( /).
La condition (*) est vérifiée et on retrouve le cas */=!.

H. Cas * / = ! .  — Dans ce cas, nous avons en outre  un com portem ent asym pto t ique  

de +  p0 I2.

S = Z+ = {'fc g Z, fcèO}.

Soient i/= 1, A=[0, N], N  entier positif,

HnU )  = VaIJ)> ^ à = ̂ n-
C o r o lla i  r  i£. — Sm7 — PQ le polynôme trigonomêtrique qui réalise r infini um dans (1). 

On suppose que lZ/eL1 (T).
Alors :
(i) hs = ̂ . \  1 -hP0 |

(ü) Log /iN dey — max Log hder;

(iii) H N 2(i +  P0)= ( T n (/)“ ,)(1).

Remarque. — L Dans le cas d=l 1 hypothese h e H  *■ (Z + ) est automatiquement venfiee 
grâce à un théorème de Szego [3].

2. Ce résultat est classique dans la littérature d’ingénieurs (Burg, 1967, [1]). Il se 
démontre par des méthodes variationnelles qui n’ont pu s’étendre au cas multidimen- 
sionnel.

L'extension est obtenue dans ce travail (théorème 1) à faide de méthodes de projections 
hilbertiennes inspirées du théorème de Helson-Lowdenslager ([4], p. 165-202).

Posons B(/?) = J*Log hdcj. Soit g extérieure telle que /i = |̂ |2.

Soit cpN = *N + , g/g. ( (  0) = t',Ne).
Comparons les quantités B (/?) et B(/in).
Soit h e L * ( T). On pose :

EN(/>) = inf||/i-Q||, 
o

où Q(*ie)= Z
O < Ini SN

T héorème  2. — (i) On suppose \/fs H x (T) 4-C(T). Alors : 
(oc) Lim pv ( 1 if) = 0

N — x

(P)

(ii)

Log /iN des — Log/i/agpj+1(1//).

Si suppose 1 /eC(0) et 0 < m ^  1//, alors

B(AN) - B < / ) £

Preuve. — (i) (œ) résulte des définitions; on peut d’ailleurs caractériser plus précisément 
les fonctions cpeH J (T) + C(I) (théorème de Helson-Sarason [5]).
(ii) (P) s'obtient par des techniques de projection.
(ii) s'obtient en combinant (P) et un résultat de Rozanov-Ibrahimov [6J.

Remarques. — L On peut, avec des conditions de dérivabilité sur i /f estimer EN(1,. /’) 
très précisément à l'aide d'un théorème de Berstein (voir [6]).

N;
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520 C. R. Acad. Sei. Paris, t. 3 0 5 , Série 1, p. 517-520, 1987

2. On peut utiliser le corollaire et le théorème 2 pour construire des algorithmes 

numériques très simples (résolution de systèmes linéaires) permettant de bonnes approxi

mations de/
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RECONSTRUCTION DE DENSITES DE. PROBABILITE ET DE DENSITES 
SPECTRALES PAR LE PRINCIPE DU MAXIMUM D ENTROPIE.

O. INTRODUCTION.

S o i t  f  > O, f  e t  Log f  e  L 1(TT) (’T  = 17 ,/z . ~ [O, 2 ) .  On

p o se  do = , c, = f  (k )  = f  f ( e 1 0 ) e “l k 6  do ,  c ft = f (O )  = 1. Le
2-n; J

T
s i g n e  c o r r e sp o n d  à

J JT

S o i t  Ejj l a  c l a s s e  de f o n c t i o n s  h v é r i f i a n t  (N e n t i e r )

h e  eK & (h  e t  Log h e  L1( T ) ,  h ( k )  = , O < |k |  < N ) .  

ün c o n s i d è r e  d eux  p r o b lè m e s  d ' e x t e n s i o n  de f o n c t i o n  de t y p e

*

p o s i t i f  ( i . e .  d e s  s u i t e s  ( h ( k ) )  où h e  e^) c o r r e s p o n d a n t  à d eu x  

c o n t r a i n t e s  d i f f é r e n t e s  (maximum d ' e n t r o p i e ) .

Problèm e 1 t R e c o n s t r u c t i o n  de d e n s i t é s  de  p r o b a b i l i t é .

C o n s t r u ir e  e x p l i c i t e m e n t  l a  s o l u t i o n  de

max -  h Log h do = -  f  Log f N do  
x. _  F J J W «

N

e t  e s t i m e r  l a  d i f f e r e n c e :

( 1 )  J h  Log l i  do -  j f N Log f j j  do .

La q u a n t i t é  — Jh  Log h da e s t  connue en t h é o r i e  de l ' i n f o r m a t i o n  

s o u s  l e  nom de Shann on-Jayn es  [ 1 2 ] .

Problèm e 2 : R e c o n s t r u c t i o n  de d e n s i t é s  s p e c t r a l e s .

I l  s ' a g i t  de d é c r i r e  l ' é l é m e n t  h.w de eN t e l  que

( i )  max I Log h do = \ Log do

e t  e s t i m e r  l a  d i f f e r e n c e :

aa

N
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| ( l o g  f  do -  JLog hN do j .

La q u a n t i t é  J lo g  f  da e s t  connue s u r  l e  nom d ' e n t r o p i e  de  Burg.

On ne  c o n n a î t  p a s  l a  s o l u t i o n  e x p l i c i t e  du prob lèm e 1, m a is  on 

s a i t  que se  p r é s e n t e  s o u s  l a  forme d 'u n e  e x p o n e n t i e l l e  d 'u n

polynôme t r ig o n o m é t r i q u e  de d e g r é  i n f é r i e u r  ou é g a l  à N. E l l e  e s t  

o b te n u e  p a r  un c a l c u l  v a r i a t i o n n e l  (o u  p a r  l ' o p t i m i s a t i o n  de l ' i n 

f o r m a t io n  de K u l lb a c k )  ( v o i r  [ 3  ] ou [ £  ] ) .

La s o l u t i o n  du problèm e 2 s e  p r é s e n t e  s o u s  l a  forme d 'u n  I n v e r s e  d 'u n  

p o lyn ôm e t r i g o n o m é t r i q u e  de d e g r é  i n f é r i e u r  ou é g a l  à  N. On l ' o b t i e n t  

p a r  d e s  m éth o d es  de p r o j e c t i o n s  h i l b e r t i e n n e s  (o u  d e s  m éth o d es  v a -  

r i a t i o n n e l l e s  c l a s s i q u e s ) .

C o n tr a ir e m e n t  au problèm e 1f on o b t i e n t  e x p l i c i t e m e n t  l a  s o l u t i o n  

du problèm e 2 , p a r  l ' i n v e r s i o n  d 'u n e  m a t r i c e  de T o e p l i t z ,  c ' e s t  

donc un prob lèm e l i n e a i r e .

Quant à l a  s o l u t i o n  du problèm e 1, on p e u t  cep en d a n t  l ' a p p r o c h e r  

a sy m p to t iq u em en t  (N grand)  p a r  d e s  m éth o d es  l i n e a i r e s  p a r  l e  b i a i s  

de l a  s o l u t i o n  du problèm e N°2.

Le t r a v a i l  q u i  s u i t  s e  p r é s e n t e  en deux  p a r t i e s .  Dans une p r e -  

m ie r e  p a r t i e  n ous  p r o p o so n s  une m a jo r a t io n  de l a  q u a n t i t é

K ( f , f j g )  = f  Log f  do -  J f  Log do quand N t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .

Le prob lèm e som m atoire  abordé p a r  E. G a s s i a t  [ 6 ] t r o u v e  i c i  

un p r o lo n g e m e n t  p l u s  p r é c i s .
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La p a r t i e  I I  se r a p p o r te r a  à l a  c o n s tru c t io n  de l a  so lu t io n  

du problème N°2 ( l 'e x p r e s s io n  e x p l i c i t e  e s t  d é jà  connue [ 2 ] ) .  

Nous proposons comme dans l a  p a r t i e  I  des e s t im a t io n s  p ré c is e s

de J-k°£ f  cio -  Ces q u es tio n s  fo n t  s u i t e  à un p ro 

blème p lu s  généra l de r e c o n s t ru c t io n  de d e n s i té s  é le c t ro n iq u e s  

p a r  maximum d 'e n t r o p i e .

E l le s  ont é té  proposées p a r  D. D acunha-Castelle  [3]»

Log f N do.
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£â£tie_l.

A) M a j o r a t i o n  d e  K ( f , f N) .

S o i e n t  f  e t  l e s  d e u x  é l é m e n t s  d e  d é f i n i s  d a n s  l ' i n t r o 

d u c t i o n ,  %  v é r i f i a n t

-  f  T L o g  f N d o  = max -  h  L o g  h  d o
J ^  ** \\e = . F J

N

P o u r  l 1 e x i s t e n c e  du maximum v o i r  [ J .  

Gomme Lo<  ̂ f ^  e s t  un  p o ly n ô m e ,  on a :

û < K ( f , f N) = j f  Log  f  d a  -  J f  L og  f N d a

=  J f  Log f  d a  -  J f N  L o g  f ^  do .

On a  l e s  h y p o t h è s e s  s u i v a n t e s :

(H r ) Ün s u p p o s e  L og  f  e  L^CTT) » c e  q u i  i m p l i q u e  l ' e x i s t e n c e  

d e  d e u x  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  m e t  M t e l l e s  q u e

0 <  m < f  <  M .

On p o s e  cpN =

|k|>iï+1

S (L o g  f )  " ( k )  e i k 6  .

( h 2 ) On s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  L t e l l e  q ue

» » .  i l f y l L  .< i  < «  .

On a  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t t  

T h é o r è m e :

( i )  S o i e n t  f  e t  fjj  d é f i n i e s  comme c i - d e s s u s  e t  f  s a t i s f a i 

s a n t  à  l ' h y p o t h è s e  ( H . . ) .  A l o r s :

0 1  K ( f , f ) < 1

2
( J r ^ d o )  .e % OC
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( i i )  On su p p o s e  en  o u t r e  que l ' h y p o t h è s e  C ^ )  e s t  v é r i f i é e . A l o r s ,  

p ou r  t o u t  \  <  1, 3 N0 ( \ )  t e l  que N ^  NQ on a i t :

o

Î £ W M -

P o so n s  Log f  = 2 1  Yk e lk G » on a  9N = -  TL» Yk e l k 6  •
k e Z j k |> N + 1

D é f i n i s o n s  Log f  N = Y  ̂ +
1 < |k |< N

T , i k 0Yk e , a v e c

7  y of N = e exp ( 2 L
1 _  Ilei I n

i k e
Yk e ) e t 0) = 1.

C e c i  im p o se  une c o n d i t i o n  s u r  y0' :

(1) -  j L o g  f N d o  =  -  Yq = L o s  j e x p (  H  Yk e ^ 0)  do . 

1 — k — N '

On é t a b l i t  p a r  d e s  a rg u m en ts  de c o n v e x i t é  l ’ i n é g a l i t é  s u i v a n t e :  ( V o i r  [6])

o

M a j o r a t io n  de K ( f , f N) .

K ( f , f N) = J f (Log  f  -  Log f N) do

= [Log f  da  -  ÎLog f^  da + f f ( ( L o g  f  -  |L og  f  do). -

-  (Log f „ -  Log f „  da)

= J  (Log  f  -  Log f N) da -  J f  <pN da .

D 'a p r è s  ( 1 )  e t  en  é c r i v a n t  1 = f « f ”  ̂ = f  e x p (L o g  f ) ,

-  ¡Log f N da = Log J f  exp f 2 1  \  e l k 6  -  Log f  J do

1 < | k|  < N

N
< 1

'¿K

II h IIoo
î t 2 d a

(
f d o )

2

)

*

i
N

ï-
i f  . f

N)

K (f i9

K f t f
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= Log Jf e x p ( - y 0 + <pN) do

= - y  + Log f  exp (pjj do .

Comme y  = Log f ,  on a

j L o g  f  do -  Log do = Log J f  exp(cpN) do

e t

( 1 )  K ( f , ? M) = Log J f  exp(<pR) do -  f  <pN do

Remarque :

C e t t e  fo r m u le  e s t  v a l a b l e  p our  t o u s  é l é m e n t s  f  e t  h  t e l s

A A
que f ( 0 )  = h ( ü )  = 1. On rem p la c e  $  p a r

N

Cp = (Log f  -  Log h )  -  ( (L o g  f )  * ( 0 )  -  (Log h)  * ( 0 )  . 

U t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  Log t  «  t - 1 ,  on as

Log J f  exp(cpK) do < f  exp(<pN) do  -  1

< f  (exp(cpN) -  1) do ,

c a r  I f  do  = f ( 0) = 1.

ün d é d u i t  du th é o rèm e d e s  a c c r o i s s e m e n t s  f i n i s  l ' i n é g a l i t é  s u i -

v a n t e  :

e x p ( 9 N) -  1 < 9n +
<p

2 e x P < 11% IL  ) ‘

S i  b i e n  a u e î

KCf.í

<  - j -  ® *P ( l l ^ l l o o )  ’ l | f | l 2 l l f j l L  l l * l l 2  •

C ec i  m ontre  l ' a s s e r t i o n  ( i ) .

?
N

ï ) exp ( li ) f cp
2
N

do
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() Nous proposons un encadrement de k ( f , f N). L'hypothèse ||Log f IL < 00 

e t ||<PNII00< °°> implique l 'e x is te n c e  d'une constante m2 t e l l e  que

Prouvons (ii):

V N, 0 < m2 < = exp
|k|<N

Z y

Dans ( i )  nous avons é ta b l i  l a  re la t io n  suivante:

( ) K ( f , f N )  =  L o g  j f  e x p  <pN  d o  -  J f  9n  d a .

Ecrivons:

J f  <pN  do = Log e x p  J f  q>N  da ,

e t  appliquons l ' i n é g a l i t é  pour b > a  >  0  :

Log b -  Log a  ^  —  ,
a

à ( 1), nous obtenons:

J f  e x p  cpN  d o  -  e x p  J f  <pN  d a

e x p  j f  <pjj d a

<  K ( f , f N )  .

Posons = J f  exp cp̂  da -  exp J f  9^ da . Développons en 

se r ie  l 'e x p o n en tie l le ,  ( Il9^ ||00< 00 )

p £ o
z

p> 0

( J f  cpH  d o ) P

P!

Comme H'PjjH < °°> l a  convergence es t  uniforme e t

=  i  i f  d o  -  ( J f  %  +  Z ,  k  ( J f  ^  d o  "  ( J f  V t>  d a ) P  ) •

k
X

k

a n J
f

( L <F
P
N

ü !
)

do

3
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D'après l'inégalité de H<31der

J f  <PN à a  < Q f  cpg d o  j

1

P
( J l * f  d e )

1
<1

»

l e s  q u a n t i t é s  s o u s  l e  s i g n e  somme s o n t  p o s i t i v e s  e t

0 - i (J£ d° " (Îf % da ) 2 ) - *
d ' a u t r e  p a r t

| J f  <pN do I < (H

1

2

(K>)
1

2

2.
Gomme p a r  h y p o t h è s e  s o n t  d a n s  L (tf)» n o u s  a v o n s

l i m
N -* oo

f  cpN d a  = 0

e t

N -* oo
l i m  exp f  <pN d a  = 1 .

S o i t  0 <  X <  1. I l  e x i s t e  a l o r s  un e n t i e r  N0 t e l  que N > N0 ,

f  exp  <pN d e  <  \ / \

On o b t i e n t  en  d é f i n i t i v e  une m i n o r a t i o n  de K ( f , f N) :

o £  |  ( j f  d o  -  f  J f  do J  j  <  K ( f , f N) .

P a r  l e s  mêmes t e c h n i q u e s ,  n o u s  a m é l i o r o n s  l a  m a j o r a t i o n  d e  K ( f , f ~ ) .  

U ous a v o n s ,  p o u r  l e s  mêmes r a i s o n s  que c i - d e s s u s ,  l ' i n é g a l i t é

s u i v a n t e  :

o £ K ( f , f N) < K ( f , f N) £

f  exp do -  exp f

f  exp <pN do

¥N do
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D ' a p r è s  ( i ) ,  n o u s  a v o n s ,  d è s  q u e  l l9N ll00<  00 ( u n i f o r m é m e n t )

l i m  K ( f , f , T) = l i m
N -  oo iN N -  oo

^Log J f  exp 9N da -  J f  <pN do J = 0  .

Comme l i m  f  d o  = 0 ,  on  e n  d é d u i t  
N -► 0  J "

l im f  exp œ̂r da = 1 
N -o o  J "

On a  p o u r  l e  même c h o i x  d e  \  q u e  c i - d e s s u s  e t  l e  même NQ, d è s  

q u e  N >  Nq :

X <  f  e x p  (pjj d o  .

On a  d ’ a u t r e  p a r t  l e s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s :

J f  exp <pN do < 1 + J f  cpN do + 1 (exp II9J L )  J f  9^ do

e t

exp J f  cpN do > 1 + J f  <pN do + i  ^  f  q>N d .

A i n s i  p o u r  t o u t  \  <  1, 3 N0 ( \ )  t e l  q u e  d è s  q u e  N >  N0 , a l o r s

-  K( Ç X  ) S  ^ e l|1,Rl1“  j f  *2 do -  ( j f  9jj d o ) 2 ^  .O )



163

C oro lla ire :

Soit f  v é r i f ia n t  le s  mêmes conditions que le  théorème ci-dessus. C

suppose en outre que lim l l^ l l« , -  0 . Alors
N -*oo "

lim 
N -»oo

K(f , f

! ( j f  do .  0 f do) 2 j
= 1 .

B) Construction d'une approximation h^ de fjj.

On c o n s tru it ,  dans l a  P a r tie  I I ,  l a  so lu tion  du problème N°2. 

Cette so lu tion  a pour p rop rié té  d 'a p p a r te n ir  à e t  de s 'é c r i r e

comme l ' in v e r s e  d 'un polynôme trigonométrique. I l  existe, plus

précisément, un polynôme trigonométrique IL
0 < k <  N

t e l

que hjj =
1

IP I *  ' N '

En outre l a  construction  de h^ e s t  e x p lic i te

(Inversion de m atrice de Toeplitz). Posons hjj = exp r .
( 05|t| ak * )

r s j

e t  so it  une autre é c r i tu re  de h^ de l a  forme:

K

N

M k>0

TL Pk
1k

2
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rv
On impose alors à hjj de vérifier

*k -  0k 9 -N < k < N .

Nous avons donc

k^ exp f -  Z L  dk ^  ) = Z 2  p g  
°  \  1ssk£N * / p>0 p

Soit l a  r e la t io n :

d
de exp t r  -  K *

1<k<N( - )

= f -  T a  i  k dk Xk ') f  £  pk X* \  = ZL  i  k pk X* .
'  1 <k<N /V  k>*0 '  1 <k<N

Prôje  tons sur l'ensem ble des polynômes engendrés par 

2 N[ X, X , X } (Soit itjy jjj le  p ro je c te u r) :

ir

/v

Tenant compte de l a  con tra in te  Pjjr = » pour k= ^ on a

le  système suivant :

k — 1« •••• N •

Comme {30 £  O, l e  système tr ia n g u la ire  a une so lu tion  unique

d
o 2L

d

de L
1 < k<N

d
le

t 3X0
A

1 < ìr < U
L a

a
X
k

[1.N ] ! < k < N
T . i Ir d

K
k > 0
E B te

lr
= 71

;1.N ]
z i k 8

k
H
k

k 6
k «6d

Di=û

Ir
r
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en  d ^ ,  djj (m a is  n e  f o u r n i t  p a s  d 0 que l ’ on c a l c u l e r a  d i r e c -
A

t e m e n t  p a r  une i n t é g r a l e  à l ' a i d e  de l a  c o n d i t i o n  h ( 0 )  = 1  ) .

S u p p oson s  m a in t e n a n t  que = e x P
(

on a  d e s  r e i a -z
k (¿'¿I >

t i o n s  a n a l o g u e s  aux p r é c é d e n t e s :

\

On en d é d u i t  l e  sy s t è m e  s u i v a n t :

N

— f  t j d ̂ (3̂ ._j = k |3 ̂  , k = 1, 2, ..., N « 

3=0

I l  s ' e n s u i t  d ' a p r è s  l ' u n i c i t é  de  l a  s o l u t i o n  du sy s t è m e  l i n é a i r e

/V(

p r é c é d e n t  que d .̂ = d^ p o u r  k = 1, . N . Dans l a  p a r t i e  I I

on m o n t r e r a  que l a  c o n s t r u c t i o n  de h .̂ p o u r  t o u t  S e s t  p o s s i b l e

l o r s q u e  j  e  L^CÏÏ') •

On p o s e  (Log h^) A(k )  .

|k |£ N + 1

On a  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t :

Théorème 2 :

1 1
On s u p p o s e  que f  d é f i n i e  en  A v é r i f i e  l ' h y p o t h è s e  -  e  L ( T ) .  

A l o r s  p o u r  t o u t  X > 1, 3 NQ( \ )  t e l  que N > NQ( \ )  ( e n t i e r ) :

( i )

( i i )

J f | j  Log fjj da < — Log hjj do

0 < J f N Log f N da -  Jhjj Log h^ da <

< Jhjj Log hjj da -  jhjj  Log  da

L
K 7/ ù

k ri
lr

X.
lr

) (
0< k<i¡

H e
k

h

)
T .

l S k < M

1 k ek
X

If
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<

PHEUVE.

rsj
Comme h^ e e t ,  Log e t  Log hjj sont des polynômes trigono

métriques on a:

P P

hN Log \  d0 = % Log do *

Comme d ’autre p a rt  kjj) = Loë % da ” kjj Log hjj da > 0 ,

on a bien ( i ) .

On obtien t ( i i )  en tenant compte de l ' i n é g a l i t é

-  jhjj Log hN da < -  fN Log fN da ,

e t  en appli. le  théorème 1, car hjj e s t continue e t  sans zero 

sur ( 11Log hN || ^  < °° )

A.

2
e

Il IIOC
h

2
n

a a n
N

(L
N

do

r
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I I .  RECONSTRUCTION DE DENSITE SPECTRALE.

Enoncé du problème N°2.

I l  s 'a g i t  de construire  l 'é lém ent h^ de ê r t e l  que

(i) max ^  Log f  dcr J  = -  Log de

e t  estimation de l a  diférence

■> p 

| Log f  do -  Log hN do |
J  J

Grâce au théorème de G.Szego, le  problème N°2 es t  équivalent 

au suivant:

(S) Soit f  > 0, f  e  L^(T) e t Log f  e  L^(;F)» Trouver l'infimum de

2u N+1 2

J î  J 1 + H  <xk e ik0  I ï ( e i e ) ae ,

0 k=1

puis déterminer le  polynôme qui ré a l ise  cet infimum. [ ]

Dans l 'approche qui su it  nous proposons une in te rp ré tac ion  

géométrique plus complète e t nous exp lic ite rons le  p ro jec teur 

sous-jacent au problème ( S)( "Projecteur de p réd ic tion").

Soit le  sous espace v ec to r ie l  fermé de l | (  ) engendré par

le s  exponentielles {1, . . . ,  eiN0}. Le problème (S) e s t  équivalent à (3): 

Calculer le  carré de l a  distance de l 'é lém ent X1 ,

(3) -ie a(X^(0) = e ) , au sous-espace e t e x p l ic i te r  sa p ro jec tion .

En f a i t  nous calculerons plus généralement l a  distance d'un 

élément i|> e L^(t ) au sous-espace J l N
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N ou s s u i v o n s  u n e  m é th o d e  q u i  a  é t é  d é j à  u t i l i s é  d a n s  [ 1 3 ]» p u i s  

d a n s  [ 1 4 ] .  N o u s  a u r o n s  b e s o i n  d e  q u e l q u e s  n o t a t i o n s .

Comme L og  f  e  L ^ (lT ) ,  i l  e x i s t e  u n e  f a c t o r i s a t i o n  d e  f  d e  l a  

m a n i è r e  s u i v a n t e :  ( V o i r  [ 9 ] )

2- o
f =  l ë i »  g  e  H e t  g  e x t é r i e u r e  .

S o i t  H2+ l e  s o u s - e s p a c e  d e  L çtffî)  e n g e n d r é  p a r  { 1 ,  e * 0 , . . . }  

e t  l e  s o u s - e s p a c e  e n g e n d r é  p a r  { e _ i 0 , e “ ^i 0 , P o s o n s

X : X ( e 1 0 ) = e 1 0 .

Le s o u s - e s p a c e  c / î^  s ' é c r i t  comme l ' i n t e r s e c t i o n  d e  X^+  ̂ H2 “  

e t  d e  hS+ :

J l N = XN+1 H | - n  H2+ .

Le f a i t  q u e  g  s o i t  e x t é r i e u r e  i m p l i q u e  q u e  H?+ = -  H2+ e t
1 ë

H$“  = —  H2 “  (H2 -  = L2 ( ) 0 H2 + ) ,  d *où:
1 I

J \t = ¿ î l l  h 2 “ H  -  h 2+ = xN+1 h 2 - 0 h 2+)
g  ê  ê \ g  '

g  y N +  1

On p o s e r a  d a n s  l a  s u i t e  cpN = -
S

Remarque :
9 Q .

N o t o n s  H0 — H “ H  H e t  s o i t  l a  p r o j e c t i o n ,  d a n s

2
L (rc ) ,  d e  g 4> s u r  HQ; on a  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e :

V 4) = è pHo( s + )  •

E x p l i c i t o n s  l e  p r o j e c t e u r  P
JbK
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2 % 9 - i -

S o i t  P l e  p r o j e c t e u r  d e  L (T) s u r  H e t  Q = I  -  P .  P o s o n s  

L„ = ( I  -  p 5„  Q®n ) H2 + . On a u r a  P*K Q4>N <= .

N o to n s  p a r  l a  r e s t r i c t i o n  de l ' o p é r a t e u r  0 -----► Q 0

à  Ljj. La r e s t r i c t i o n  de l ' o p é r a t e u r  0 ----- ►  P ^  0 à  Ljj e s t

*
é g a l é  a  H* .

N N

Nous a v o n s  l e  lemme s u i v a n t :

Lemme:

O
S o i t  9  un é l é m e n t  de L ( T ) .  P o u r  q u 'u n  é lé m e n t  d e  HQ n o t é

Pu <|> s o i t  l a  p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  de <J; s u r  H0 , i l  f a u t  e t  
n o

2 p,
i l  s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  d e u x  s u i t e s  ( 0 .  ), 0 .  e  H “ e t  0 O e  H

Ifll G. }Ti

t e l l e s  q u e :

Quelques notations:

( 1 ) Lim ( 0 .  + P®w 0 O ) e x i s t e  d a n s  L ( Tt) . 
n -*■ oo * *

( 2)

( 3 )

( ®1 -n  + p+ 6 2 ,n> * P+ ( » N 0' ) -

P Æ

La p r o j e c t i o n  e s t  a l o r s  b o r n é e  p a r

p H o (<p) - <p - n i i m j e 1>n + 9S p ^  e2(n)

Grâce au Lemme p r é c é d e n t  n o u s  a l l o n s  p r é c i s e r  l a  p r o j e c t i o n  

d ' u n  é l é m e n t  s u r  

P r o p o s i t i o n .

La p r o j e c t i o n  d 'u n  é l é m e n t  c|> de L^(T) s u r  e s t

Lim ( 9
n -* oo 1 .n

+
S

«A
N

Ñ e s t

( ÌM
3'¿,n ) Q $

[jim
r.
r
4*n X)
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donnée par:

( i )

( ü )

p

/ 00 \ n
-= -P * N( £  H* H • M ï ( g +) ,

ê \  n=0 VN ®N /  "

Si de plus ||H* || < 1 ,  a lors  I -  H* H es t inver- 
N ®N %

sib le  e t  l a  pro jection  s ’exprime par:

= * -  g 9 (r t>  -  I  P tN ( I  -  Hi H \ ) ' 1 p ( s *> •

Corolaire 1 :

2 /Si f  = 1/|P | avec P polynôme trigonométrique (sans zéro sur

le  cercle u n ité ) ,  a lors:

p

Nous ne donnons pas le s  démonstrations car le s  techniques 

précédentes ont déjà été u t i l i s é e s  dans le s  travaux ante^rieurs 

de l 'a u te u r  (voir [iH- ] e t  [ iS]) .

Pour répondre au problème (S),  posons <J> = X. De plus, notons:

H

Corolaire 2:

( i )  L'élément qui ré a l ise  l'infimum dans (S) es t  le  polynôme trigono

métrique

p

i î
<10 g

1 P
Ho

1

g QieW

p
fts

U>

%tí
u

1
g QCgtlO g

1
p$

IM
r N P ( g4>)

($ s »g ) N

00

IL
n=ü

H
n

$ N
H$N

n
Pö

ff P ( X g )  )

N 1 X p aN
(X)

1
g

Q( f t ) + 1
g

H (<ïNt gì *
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( i i )  On a  d ' a u t r e  p a r t :

l |PK l l f  = l h  -  x p^ix)!!* = J |Q(gx)|2 do  + J |H ( V e ) |Zao

= ex p  (  l o g  f  do J +  |  | K ( « i , , g ) l  do .

PREUVE.

_  2 2
On r e m a r q u e r a  que |Q(gX)| = | s ( 0 ) |  e t  comme g e s t  e x t é -

2 i r  \r i e u r e  p a r  h y p o t h è s e  on a  b i e n  | g ( 0 ) |  = expl Log  f  d a j .  Le r e s t e  

s e  d é d u i t  d e s  p r o p r i é t é s  d ' o r t h o g o n a l i t é  d e s  e x p r e s s i o n s  q u i  

i n t e r v i e n n e n t  d a n s  l a  p r o j e c t i o n  P^ .

Remarque :

2
Un t h é o r è m e  c l a s s i q u e  d e  G. S z e g o  a f f i r m e  que l i m  ||Pvr|L‘ =

N — oo iNI f

= exp  J Log f  da  . Le r é s u l t a t  c i - d e s s u s  n o u s  p e r m e t t r a  d e  p r é 

c i s e r  l a  v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e  de  v e r s  |i .

C) N ous a l l o n s  c o n s i d é r e r  une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  d e  f o n c t i o n s  

p o s i t i v e s  f .

E t a n t  d o n n é e  u n e  s u i t e  d e  c o e f f i c i e n t s  { G ^ , . . . ,  CQ, . . .  ,0^ }

( 0-^= e t  s o i t  l a  c l a s s e  de  f o n c t i o n s  p o s i t i v e s  d é f i n i e s

comme d a n s  l ' i n t r o d u c t i o n .

Remarque 1 :

S o i e n t  d e u x  f o n c t i o n s  f^ e t  f ^  d e  a l o r s  p o u r  t o u t  p o l y -

V N knôme t r i g o n o m é t r i q u e  PM = 7  a, X , on a :
iN k= 0  K
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llPN II = J  I Z < \  i k | 2 f 1 do = j  I £ “k f 2 do  = llPH l l f 2

Remarque 2:

Le problème de l 'e x te n s io n  des fonc tions  de type p o s i t i f  a 

pour o r ig ine  l e s  travaux de M.G. Krein (1944) [H ]>  pour le  cas 

continu.

Ce problème e s t  connu, dans le  cas d i s c r e t ,  sous l e  nom de pro

blème de moments. La construc tion  d 'une so lu t io n  au moins (n\e>**̂ :e 

s in g u l iè re )  a é té  donnée par Caratheodory [7, pp 56-61]. Des r é 

s u l t a t s  récen ts  sont à s ig n a le r  dans l e s  travaux de M.G. Krein e t  

D.2. Arov [1 ] .  On peut aussi se r é f é r e r  à un t r a v a i l  de Ûhovér 

( [5 ] ,  1961).

Le but de ce qui s u i t  e s t  l a  construc tion  e x p l ic i te  d 'une so lu 

t io n  du problème (2) s a t i s f a i s a n t  à un c r i t è r e  de "maximum d ' en

t ro p ie "  d 'une p a r t ,  e t  l 'e s t im a t io n  de l a  d is tance  de la  so lu tion  

a in s i  c o n s tru i te  à un élément de d 'a u t r e  p a r t .

Nous avons un théorème:

Théorème:

I l  e x is te  un polynôme trigonom étrique PD t e l  que:

( i )

( ü )

( i i i )

f

exp Log f  do = max exp Log f  da .
n l e e N

(1+P0 ) / ( 1 + P 0 > « »  * ?N « 1 -  X Pi U )  •

0 u2N I 1+Po £
B î
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PREUVE.

L ’élément PQ vérifie

( 1 ) i n f  [  | 1 + P  | 2  f  d a J o ù  P  = ZL
m e [ l  N ]

a

S o i t  S jj  l ' e n s e m b l e  d e s  p o l y n ô m e s  t r i g o n o m é t r i q u e s  à  s p e c t r e  

c o n t e n u  d a n s  [ —N N ] .

L a  r e l a t i o n  ( 1 )  i m p l i q u e  l a  r e l a t i o n  d ’ o r t h o g o n a l i t é  s u i v a n t e :

( 2 ) ( 1 + P 0 ) X " ®  f  d a  =  0  ,  V m  e  [ 1  N ]  .

e t  p a r  p a s s a g e  a u  c o n j u g u é :

(3)

(4)

O n  a  p a r  a i l l e u r s :

( 1 + P 0 )  X ~ m ' f  d a  =  0  ,  m ' e  [ - N  1 ]  .

2,
( 1 + P 0 ) f d o  =  j  | 1 + P 0 | f  d a  =  , ¿ 1  .

N o t o n s  p a r  t j j ( £ )  l ' o p é r a t e u r  s u r  E j j  t e l  q u e  p o u r  t o u t  

p o l y n ô m e  p  e  E ^ :

T N ( f )  P  =  ^ ( f p )  »

p

o ù  e s t  l a  p r o j e c t i o n  d e  L  ( T )  s u r  E j j .  N o t o n s  e n f i n  p a r

p
S ( 1 + P 0 )  , l ' o p é r a t e u r  d e  L  ( j f )  d a n s  l i a i —m ê m e  t e l  q u e  p o u r  t o u t  

h  s  L ^ C E ) ,  S ( 1 + P  ) ( h )  v é r i f i e :

< S ( 1 + P 0 ) ( l i )  ,  2 F > 2  =  ( ( 1 + P 0 ) h )  “ ( m )  ,  m  >  0

< S ( 1 + P G ) ( h )  ,  =  ( (  1 + P 0 ) h )  * ( n )  ,  n  <  0  .

O n  é c r i r a  H p o u r  l e  p o l y n ô m e  t r i g o n o m é t r i q u e  c o n s t a n t .

m
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Les re la t io n s  (3) e t  (4) s ’écrivent a lo rs  sous l a  forme suivantes

( 5 )

(6)

r

71

Montrons ( i ) .

Construisons une su ite  de polynômes h., de l a  façon suivante:

Ta

où M > N e t h^ e s t  un polynôme rée l  de spectre contenu dans

[-M M]/t-N N]. Le polynôme h^ v é r i f ie  ( s ' i l  e x is te ) ,  l a  re la t io n :

(8) itj., S(1+P0) » ^  - M-jj* *0

Montrons q u ' i l  ex is te  une so lu tion  unique h^ de (8). JSn e f fe t  

appliquons l 'o p é ra te u r  S(1+P ) à l a  re la t io n  (7), nous avons:

\  S(1+Po> *M = \  S(1+Po) V f > + *N S (1+Po) \  = 11 »

ou encore:

(9) n

p

A. Notons par ^ le  sous-espace de L (’?]) des polynômes t r ig o 

nométriques à spectre dans [-M M] /  [-N N] e t  ^  jj l a  pro-
p

jec tion  orthogonale de L ((P) sur E^ N . Nous avons grâce à l a  

p roprié té  ( 6 ):

-  "m S(,+P0> V f > e  V u  •

Ainsi l a  re la t io n  (9) peut s 'é c r i r e :

» ( f ) ( l +Po) u2
N H

Ri
71NCf + h 9

M (
1+Po) h

iVi M
2
N

.11- n C 1+Po) n
N f

N
2

u

N s(1+p “II
N

f; M
¿
IN u
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( 1 0 ) \ , N  S < 1+I,o )  _  “  S ( 1 + Po )  \ ( f ) )  *

Montrons que l 'o p é ra teu r  ^ S(1+PQ) N es t  invers ib le  sur jj .

P
Décomposons dans L (it) le  sous-espace E^ ^ de l a  façon suivante:

( 1 1 ) EM,N " EM,1K ®  e m^n »

0U EM,1N (resp. E ^  ) es t  l'ensemble des polynômes trigonomé- 

tr iques  à spectre dans [N+1, M] (resp. [-M, - ( N + 1 ) ] ) .

Soit (resp. ) I e projecteur correspondant. Soit

p e Em jj e t  p = p.| + pg l ’écritu re  de p suivant l a  décomposition

(11). Comme le  spectre de 1+P0 es  ̂ contenu dans [0 N] e t  que 

M > N, on a l a  re la t io n

( 1 2 ) V n S(1+P0)p = 4 ,1n ( 1+ïo)Pi + 4?N  ( ,+p o)p 2 •

A
A p p l iq u o n s  à  c e t t e  r e l a t i o n  l ’ o p é r a t e u r  N S

"m,» s f c k )  v »  s ( , + p o)p

-  i W  ( i+ po > P i + 4 % - = )  v «  p a •

Avec l ' h y p o t h è s e  e  H°°, on o b t i e n t ,  en é c r i v a n t  p a r  e x em p le :
1 + P q

4 1J  <1+Po)Pl = <1+Po>P, + (JK “ ”m!n) P, >

où I jj e s t  l ' i d e n t i t é  du sous-espace + ̂  Ĥ + 

l a  re la t io n  suivante:

IL

X]
IM

TT
K( u M

?

»

1+P o

1

1+Pc

( 1 )
Ivi) ( 1+P o )

Mí.N
3
f 1

+P o ) nM.N S( 1+P
o ) p p
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On obtient de même, en u t i l i s a n t  le  f a i t  que I+^q •= H :
00

H- fT S(1+P.) 7i w S f—— | p = p . iw,N o' iVi,N \1+P0 i

Ce qui s ig n if ie  que ^  N S(1+PG) es t invers ib le  e t  d 'inverse

V h s v r k )  et ^  s ' é o r i t :

(13) \  = \ , S  S ( ^ )  (11 -  \  S(1+P° V f ) - ( \  e s t  r é e l )

2
Montrons que l a  su ite  (h^) a ins i constru ite  converge dans L ( ).

En e f fe t ,  soient deux en tie rs  M e t M' tendant vers l ’in f in i ;  on a:

(14) il

"  \ , N  S( l J p 0 ) ^  \  S^ 1+Po) 1lî î ( f ))  •

Remarquons que pour L/l > 2N+1 ,

^  S(1+P0) \ ( f )  = S(1+P0) njj(f) ,

e t  l ’on posera <\> = U -  S( 1+P0) ujj(f) • 

Nous avons donc, d 'après  (13) e t (14)

V  “ " (V , N  " llM,N) S(1JP o ) (|' " V , N  S( h p 0) ^

1 ^Comme -----  <1; s  L̂ C ) , i l  s 'en  su it :
1+Po

Lim

M -  00 M -  oo
(

1

1+P0 ) * IL= o •

Soit h = lim
M -► 00

e t h rée l .

bl I i]
ts

li
KlI h IVi u I »N s

(
1

1+Po ) (U 71
¡Vi ( s ( 1 + ï o

71
N ( f ) )

iv¡ » - ►  oo
IIfi

id» ï)
¡ft II2 M*

lim il n:
»1i »

S
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De plus le s  propriétés vé rif iée s  par h,r se transfèren t à h et on a:

. .2 2 h |1+P0| do =

h d +  ï 0) r "  d0 = 0 ;

par passage au conjugue on obtient:

2 x,
h |1+P0 | X“;ü do = 0, V M /  0 .

I l  s 'en  su.it alors que

2

h =

h+Pol

D'autre part h v é r i f ie

h(m) = f(m) , V m e [-N N] ,

ce qui s ign if ie  que
2

M+p 0 I 2

e , et l a  pa rtie  ( i)  est démontrée.

Bn u t i l i s a n t  la  remarque importante ci-dessus e t en fixant

aQ = 1 , on a:

in f
p

PN (0)=1

llpNll inf
p

PN ' = 1

HPN
2

Les assertions ( i i )  e t  ( i i i )  s 'obtiennent comme conséquences des 

corolaires (1) e t (2) précédents.

Le théorème est alors démontré.

Un théorème classique de Gr. Szeg'ô donne le  comportement asymp-

N A w tí
e AN
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totique de = exp

n

Log f do,■(n « exp

n

Log f do)

Théorème [7 , p J:

Pour 0 e [-n Tt], soit f(0) définie pp par:

-rr* u  i K  2Xv 
f(0) = p(e) / 1 |e - e | , où 0 ---► p(e)

v= 1

est positive,

les av sont des entiers positifs et \ des points distincts 

dans -w < \ < n . Alors deux cas sont possibles:

(i) La fonction 0 —  f(0) n'a pas de zéros, s = 0 , alors

u

(ii) Soit s > 0 , on peut seulement affirmer que

6

Dans ce qui suit nous proposons un résultat sur le comporte

ment asymptotique de |iN - n qui fait intervenir la quantité suivante:

D

où d est la distance par la n o m e  || || . (Voir [lû,pp 174- 175].)

Un théorème classique de Relson-Sarason donne une condition 

nécésaire et suffisante pour que lim PM (f) = ü. Son application
N -► oo N

n'est cependant pas aisée (voir [10]).

Le théorème qui suit de Ibrahimov et Rozanov donne une condi

tion suffisante plus explicite.

n
6
n

e (n( 5 / 2  ) -k
)

n
O (n

-1
)

N+1 1/f) d(e
i(N+1)0 g

g
H ) >
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T h é o r è m e : [ 1 0 ,  p .  1 7 5 ]  

P o u r  q u e  v é r i f i e

PN = 0 ( N " r ” >3) , o ù  0  <  p <  1

i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  f ( 0 )  a d m e t t e  l a  r e 

p r é s e n t a t i o n :

f ( G )  = | P ( e i 0 ) |  w ( 0 )  ,

o ù  P ( z )  e s t  u n  p o l y n ô m e  a y a n t  d e s  z é r o s  s u r  l e  c e r c l e  u n i t é  

[z  e ( £ ,  J z  | = 1 î e t  l a  f r o n t i è r e  t o ( 0 ) ,  w ( 0 )  >  m >  0 ,  e s t  r  f o i s  

d é r i v a b l e  e t  s a  d é r i v é e  d ' o r d r e  r  s a t i s f a i t  à  l a  c o n d i t i o n  d e  

H o l d e r  d ' o r d r e  (3.

N o u s  som m es  e n  m e s u r e  d e  d o n n e r  u n  t h é o r è m e  q u i  d o n n e  l e  c o n 

t r ô l e  d e  l a  c o n v e r g e n c e  d e  |ijj v e r s  n  l o r s q u e  N t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .

2 2 p 
P o s o n s  f  = | g  l e t  ±Q = | ê 0->Nl = l ê 0 l •

T h é o r è m e :

On s u p p o s e  q u e  n  = L o g  f  d a  >  0 ,  o n  a :

( D Il | o g o ( 0 )  -  8 ( 0 ) 1 1 *  = | | } { % ( g ) | | 2 =

= 6XP i 0 L °ê fo,N^e10  ̂ d6 “ exp £ J 0 Log f (elG) deJ

( ü ) On s u p p o s e  q u e  f  v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  d u  t h é o r è m e  d e  

H e l s o n - S a r a s o n  o u  t h é o r è m e  d e  I b r a h i m o v - R o z a n o v .  A l o r s

u

uN
2 2

N u <
p
2

S+1 ( )
I

1
LI
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2 .
On a  d é m o n t r é  q u e  f  = | g Q | e s t  t e l l e  q u e  -  e s t  u n  p o l y -

«o

n ô m e  t r i g o n o m é t r i q u e  a n a l y t i q u e  d e  d e g r é  i n f é r i e u r  o u  é g a l  à  N .  

On a  d ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e :

PREUVE.

Montrons (i).

s o ( 0 )  g ( o )  ,
— ------  =  ~-z—  +  *=r X  ( % * g )  •

g o  ê  g  "

E n  m u l t i p l i a n t  p a r  g  e t  e n  p r e n a n t  l a  n o r m e  o n  o b t i e n t :

1 1 ^  6 o ( 0 )  -  g ( 0 ) | | 2  =  | | H * ( g ) l £  =  4  -  » -

d ' o ù  ( i ) .

M o n t r o n s  ( i i ) .

On a  d ' a p r è s  c i - d e s s u s  q u e

2 2 2
l̂N - V = IIH(®N fg) ll2 » 11 s 'en suit ^ue

[i

Comme

P a r  a i l l e u r s

H ( « n » S )  -  P *  (X -  4  H ) ' 1 P® P ( g  e - 1 0 ) ,
“  N N N "

o r  P $ N P ( f “ i e ) = P ( * N ( g  e  ) -  %  Q ( g  e  ) ) ;

comme « j ,  g  e ’ 1 8  = g  e ’ 1 6  =  . - * ( * + » ) *  g  , o n  a :
C)

P $ N P ( g  e ” i G ) = -  P $ N Q ( g  e ‘ i G ) ,  c a r  g  e  XH 2 _  .

s u
1

uN
IIH (®N Ig) II

2

2

» > on a
1

NI
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On remarque que Q(g e ) = g (O );  i l  s ' e n  s u i t  que
—i  n

P$N P ( g  e 1 0 ) = - g (O )  P$N .

A i n s i

IIH(%.g)ll2 £ l ld  -  hÏ n ll*Vi ls(°)l •

* 2 
On a  | |H .  || = ||H_ || . On p e u t  c o n s i d é r e r  H* comme un

%  %  ®N %
p  , p  ^ 

o p é r a t e u r  de H d a n s  H “ (a u  l i e u  de  l e  r e s t r e i n d r e  à  Ljj) . 

S o i t  | | 4»||2 = 1 .

Il h* «Pli = llQ% «l'il = ŝ p I Q% <l» * t) de| »
N J

P o j
où l e  supreraum e s t  p r i s  p o u r  || rj 11̂  = H ^ l^  = 1» T ) e H “ e t < l / e H  

On a  e n c o r e

^  = n n SYiP n ! I«-n C4>ti) d e |  . 
%  U \ \  =||r| 11 = 1 J i

c|;eH2+;rieH2 "

—  i
Gomme e  H on a

UH* “-H = „ „ 8Ui? I, 1 < * » - * >  f"  40 I • N lin II = Ik l l  =1 J

C e t t e  é g a l i t é  a l i e u  p o u r  t o u t  $  e  H . I l  s ' e n  s u i t  a l o r s :

l|H4 * | |  < i n f  ||®H-  » I I « .  cK iM,H “ ) = Pj, , ( ^ )  .
N

On p e u t  m o n tr e r  que l ' é g a l i t é  e s t  r é a l i s é e  p a r  un argum ent de  

d u a l i t é  e t  l e  théorèm e de  Hahn—3 a n a c h .  La t e c h n i q u e  c i - d e s s u s  e s t  

a n a lo g u e  à c e l l e  u t i l i s é e  d a n s  l e  th é o rèm e  de  Helson-Szeg<5 d a n s  

un a r t i c l e  de  1960  [ 9 ]»

Nous o b t e n o n s  a i n s i :
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Il

e t

Il H(®N.e) II i  ----- j  pn+i **•
1-  pN

Gomme l i m  P^Cs) = 0 »  on a  l ' i n é g a l i t é ,  p o u r  N g ra n d
N  -*  oo  1

~  ^ -  v- pn + i ^  »

c e  q u i  e s t  l ' i n é g a l i t é  du t h é o r è m e .

Un a u t r e  th é o r è m e  i n t é r ë s  m o n tre  que p^ c o n v e r g e  p l u s  v i t e  

q u 'u n e  c e r t a i n e  a p p r o x i m a t i o n  de f  que l ' o n  d é f i n i t  d e  l a  f a ç o n  

s u i v a n t e :  S o i t  -EjjC*1) l a  m e i l l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  h  

p a r  d e s  p o ly n ô m e s  t r i g o n o m é t r i q u e s  d e  d e g r é  i n f é r i e u r  ou é g a l  à  N 

s u r  [ - n  n ] e t  p o u r  l a  norme u n i f o r m e .

Théorèm e : ( I b r a h im o v - R o z a n o v  [ 1 0 ] ,  p a g e  )

S i  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  f ( 0 )  e s t  c o n t i n u e  e t  s t r i c t e m e n t  p o s i 

t i v e ,  f ( 0 )  > m > 0 ,  a l o r s

PN -  m ^ - 1 ^  *

CONCLUSION.

N ou s a v o n s  m is  en é v i d e n c e  g r â c e  au p r i n c i p e  du maximum d ' e n t r o 

p i e ,  un p r o c é d é  so m m a to ir e  d a n s  l e  s a n s  s u i v a n t :

S o i t  f  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  du t h é o r è m e  c i - d e s s u s  e t

p
f  = | g |  , on a:

( 1 h
*

$
N

h
V

n
)

- 1
II <

1

1 IIH
<£
N

II
2

< 1

1 p
2
N+1 ( )

X

1

N
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Il

2 a <
fin p o s a n t  c  = | g ( 0 ) |  • | | - | l  , on p e u t  a p p r o c h e r  -  p a r  l a

Ë> d &

1 g o 2 c /
s u i t e  g ( f iy  * — 2--------  en  norme L p l u s  v i t e  que -  E ^ ^ t f )

s o ,N

d é c r i t  p l u s  h a u t .

De p l u s  l a  d é m o n t r a t i o n  du th é o r è m e  m et  e n  é v i d e n c e  un p r o c é d é

2
1

d e  c o n s t r u c t i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s  de  -  = -------  . Ceux d e s  é l é m e n t s
ë 1+P0

— 1
d e  l a  p r e m i è r e  l i g n e  d e  ( T ^ ( f ) )  , l ’ i n v e r s e  d e  l a  m a t r i c e  de  

T o e p l i t z  a s s o c i é e  à  f .

g

g0
0

g roi

1

& o
II 2 I (0)

2
II 1g 2

PN+1 ( )
1

f
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I I I .  Relation entre l a  fa c to r is a t io n  d'une densité  spectra le  e t  
l ' in v e r s io n  de l a  matrice de Toeplitz correspondante.

Nous avons é ta b l i  dans un précédent t r a v a i l  l 'ex p ress io n  ex

p l i c i t e  de l ' in v e r s e  d'une matrice de Toeplitz

| I ^  t. OOOn suppose f  = |g | avec g e H , on a

(Tjj(f) ) 1 -  + 1 + ^ , 2  ’

où l 'o p é ra te u r  Â   ̂ e s t  dé fin i  par:

V q polynôme trigonornétrique analytique

1 q yN+1 A.JSf+1 \
**>>-£«(=> + v  î) .

P e t Q é tan t des opérateurs d é fin is  comme dans l a  p a r t ie  I .  

L 'opérateur Ajj 2 d 'expression  plus compliquée v é r i f ie  

lim Tf. AM 5 = 0  .
N -*■ 0 0  1 ^

Soit maintenant f  = ——  ̂ où gQ e s t  un polynôme trigonomé-
ls0l

A *

tr ique  analytique. On suppose que f 0(m) = f(ro), m e [-N N]. Alors

V f> - W  •
I l  en e s t  de même pour le s  inverses. L 'expression de l ' in v e r s e  

de (Tw(f0))~^ se s im plif ie  e t  devient, après transformation (Q=I-P):

(

Ainsi un élément a^  ̂ de (Tjr(f))"-  ̂ e s t  donné par:

[ 1**]

-1
U )

1

£o
V (

q.
eo

)
go

XN+1
I (

îjj.1
X

R O
a)T1

M( ■f
0))
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.  X3> xk Xj >
V l  '  g \®o/  * ' 2 '  S o  P So ’ 2

N
Posons -  = r  ÉL 

60 < -* p

Alors pour k < j :

p=0

a

Soit maintenant G = (CQ, . . . ,  C^) une su ite  de nombres com

plexes (CQ r é e l ) .

On suppose que pour tou t i  e [ü, . . . ,  N], l a  matrice de Toeplitz 

T̂  associée à l a  su ite  (C0> • C^) e s t  défin ie  p o s i t iv e .  On no

te  l a  ma^r i ce Toeplitz d 'o rd re  N associée à (C). Soit 

((Xq, • • ♦ > ) = Tĵ  (C)(1,0, . . .  , 0) •

On a det T., .
XSi— 1

ao = > 0 .

det Tn

Posons p = >nr e t  8 = 
ro 1 o rp

a
p

Ja 
' o

9 p = 1 . . . . .  U .

On a le  c o ro l la i re  suivant:

C oro lla ire :

Soit (C) = (CQ, C^, . . . ,  CN) une su ite  de nombres complexes 

v é r i f ia n t  le s  conditions c i-dessus. Posons P = /  8 X^. Alors:
¿-*0 p

I
k à N+1 w + i

< F(
&

te

go
> 3?

(
X 3

êu
>
2

< p
XR+1

g
A
k

> P
X
N+1

g
X > L

K, 3
£

p < k .

Iep I
2

7 L Iß
P
I I

2
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(i)

( ü )

I,

Un élément  ̂ , k f: j de l a  matrice inverse (Tjt(C))-  ̂

e s t  donné par:

~  ZL IPpI “ Z I  IPp»l » (ak , r  a j , k ) *
P<k p ’>j

Remarque 1 :

Le co ro lla ire  précédent donne une nouvelle méthode d ’inversion 

de l a  matrice de Toeplitz basée sur l ’inverse d ’un système linéa ires  

TN(f) X = tl où X = (xQ, x^) e s t  connue e t  U = (1 ,0 ,0 , . . . ,  0).

La réso lu tion  d'un t e l  système se f a i t  depuis longtemps à l 'a id e  

d 'algorithm es t rè s  rapides (Levinson, Trench, e tc .)

La méthode précédente (qui do it ê tre  numérique moins rapide) a 

l ' i n t é r ê t  de proposer une exprésion analytique de l ’inverse.

Remarque 2:
*\

L’expression Log f  do a deux; in te rp ré ta t io n s ;  d ’une part  

dans l a  théorie  de l a  préd ic tion  (d ’un procesus s ta t io n n a ire ) , 

c ’es t  le  logarithme de l ’erreur de préd ic tion , d ’autre part  e l le  

constitue l ’entropie d ’un processus s ta t io n n a ire .  Ce l ie n  a été 

mis en évidence pour le s  processus gaussiens s ta t ionna ires  par 

Chover [5] en 1960 e t  récémment par A. Mokkadem [13]> en 1984.

J
I 1

1*1 )
T

N
C

»j
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I .  I n t r o d u c t i  o n .

i\ious p o u r s u i v o n s  l e  t r a v a i l  e f f e c t u é  d a n s  l e  c a s  u n i d i m e n t i o n -  

n e l  . S o i t  S un " d e m i-e s p a c e "  de 2Z a y a n t  l e s  p r o p r i é 

t é s  s u i v a n t e s  [ i l ] :

1) ( 0 ,  . . . , 0 )  e  S .

2) (m1 , . . . ,  m^) e  S s i  e t  s e u le m e n t  s i  (-tn^ , . . .  , -m ^) - S  

e x c e p t é  p o u r  l e  p o i n t  = nig = . . .  = m  ̂ = 0 .

3) e  S e t  (m!j, . . . » m ^ )  e  Si i m p l i q u e n t  

(m^+m!J, . . .  ,m^+m¿) e  S .

d
On n o t e  p a r  A une p a r t i e  f i n i e  de "Z, c o n t e n u e  d a n s  S, p a r  *+*

A = A+ u ( -A+)> A = A+ -A+ e t  e n f i n  A* = A+ \  { ( 0 ,  0 ) } .

S o i t  f  une f o n c t i o n  p o s i t i v e  d é f i n i e  s u r  l e  d - t o r e  i n t e g r a b l e  

p a r  r a p p o r t  à  l a  m esu r e  de Haar do e t  de l o g a r i t h m e  i n t é g r a b l e :

i  f  do  < °°
JLdTP

e t Log f  da  > - o o
J d 
T

i 6 1 i 0 d 
S o i t  • • • > 0 ^ )  ^ e • • • e

i ( n ^ 6 i + . . .+n^0^)
e t  x n ( ©1» • • • >6d ) = e ; n  = (n ^ ,  nd ) .

On n o t e  p a r  f ( m)  = cm = J f X m do ,  m = (m1 , . . . , m d ) .
TPd

Le s o u s —e n se m b le  f i n i  (C! ) «r d e  c o e f f i c i e n t s  de F o u r i e r  d e  fmme A

p e r m e t  de d é f i n i r  une c l a s s e ,  n o t é e  de f o n c t i o n s  p o s i t i v e s

A
h  i n t e g r a b l e s ,  d e  l o g a r i t h m e  i n t é g r a b l e  e t  v é r i f i a n t  h(m) = C¡m, 

p o u r  t o u t  m e  A.

On n o te r a  desormai s
J .  -  Í

3) i m1* • • • «m i
)
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On n o t e  p a r  l ' e n s e m b l e  d e s  p o ly n ô m e s  à t r a n s f o r m é e  de

F o u r i e r  n u l l e *  en  d e h o r s  de A* ;

P = Z L  %  .X® , %  e  (D *
meA*

On é t u d i e  a l o r s  l ' i n f i m u m  d e :

( d J h -  Z > m xm | 2 f  do ,

où P = Xm e  . S o i t  c e ‘k in f im u m .  R a p p e lo n s  un

r é s u l t a t  de  H e l s o n - L o w d e n s l a g e r ,  g é n é r a l i s a n t  un th é o r è m e  de  Szeg'ô [ 2 ] :

(2 )
r 2 r

i n f  11 -  ■<̂ 'Yn x n  | f  da  = exp  j Log f  d e  ,

2
e t  où X n  s o n t  d e s  p o ly n ô m e s  q u e l c o n q u e s  d a n s  H ($ - } ( 0 , . . . , 0 ) } ) .

1 # n

(On n o t e  p a r  H2 (A) l e s  f o n c t i o n s  d e  L2 ( l^) t e l l e s  que  

d
sup f  c  A c  2  * )

On é t u d i e r a  e n s u i t e

( 3 ) max exp

he
A

Log h  da  ,

2e t  on l e  com p arera  à l a  q u a n t i t é  |iA( f ) .

L e s  e x p r e s s i o n s  d a n s  ( 1 )  e t  ( 2 )  c a r a c t é r i s e n t  l e  p r o b lèm e  c l a s 

s i q u e  de  l a  p r é d i c t i o n  l i n e ' a i r e .  L ' e x p r e s s i o n  d a n s  ( 3 )  e s t  l i é e  à  

l a  n o t i o n  d ' e x t e n s i o n  de f o n c t i o n  de  t y p e  p o s i t i f  ap parue  d a n s  un  

t r a v a i l  de  M.G. K r e in  ( 1 9 4 4 )  [3 ] .  E l l e  e s t  d ' a u t r e  p a r t  a s s o c i é e  

à l a  n o t i o n  d ' e n t r o p i e  (C h o v er  1961 j  [1 ]» ?

Nous é t a b l i s s o n s  d a n s  ce  t r a v a i l  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  que n o u s
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a l l o n s  d é c r i r e .  N o to n s  p a r  P0 l e  po lynôm e q u i  r é a l i s e  l ' i n f i -  

mum d a n s  ( 1 ) .  On su p p o s e  que (1+P 0 ) -1  e  H°°(£) e t  on p o s e

9 , - 2
f 0 = n‘ ( f )  |1 + PG| .

2
Le maximum d a n s  ( 3 )  e s t  m ajoré  d a n s  t o u s  l e s  c a s  p a r  =

exp J Log f 0 do . On dém ontre  a l o r s  l ' e x i s t e n c e  d 'u n  polynôm e

“ 2
t r i g o n o m é t r i q u e  r e e l  t e l  que (P | 1—P 0 1 ) “ (k )  = f ( k )  p o u r

t o u t  k g A.

D ' a u t r e  p a r t  on donne une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  su r  

l e s  c o e f f i c i e n t s  de F o u r i e r  de f  i n d e x é s  p a r  A s  A, p ou r  que 

f o  = H2 ( f )  llH-Pol s  e t  a i n s i  f Q r é p o n d  au p rob lèm e ( 3 ) .

C e t t e  q u e s t i o n  a é t é  a b o rd ée  p a r  p l u s i e u r s  a u t e u r s ,  en p a r t i c u 

l i e r  p a r  Kunsch U ] .

On m o n tr e ,  a v e c  l a  c o n d i t i o n  f -  ̂ sommable, e t  p ou r  d e s  p a r t i e s

r-77 è
f i n i e s  q u e l c o n q u e s  M de j Zi , l ' e x i s t e n c e  d 'u n  polynôme t r i g o n o 

m é t r iq u e  p o s i t i f  d o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de F o u r i e r  son  n u l s  en d e 

h o r s  de  M e t  d o n t  l ' i n v e r s e  répond  au p rob lèm e ( 3 )»

Le b u t  de ce  t r a v a i l  e s t  de d o n n er  d e s  s o l u t i o n s  f a c t o r i s a b l e s .

Le com portem ent de l a  d i f f é r e n c e  ~  l o r s q u e  l e s

__  d
p a r t i e s  A t e n d e n t  en  c r o i s s a n t  v e r s  ¿¿j , s e r a  é t u d i é  d a n s  un  

p r o c h a i n  a r t i c l e .  L e s  s o l u t i o n s  de  ( 1) e t  ( 3 )  s ' o b t i e n n e n t  p a r  

d e s  t e c h n i q u e s  i n s p i r é e s  de l a  d é m o n s t r a t i o n  du th é o rèm e  de  

H e ls o n -L o w d e n la n g e r  [ 2 ] .
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d.

de p o ly n ô m e s  t r i g o n o m e t r i q u e s  à c o e f f i c i e n t s  de F o u r i e r  n u l s  

en d e h o r s  de lVi. ün n o t e  d ' a u t r e  p a r t  p a r  = ^ m - n ^ ’

(m -n)  e  A x A l a  m a t r i c e  de  T o e p l i t z  a s s o c i é e  au dom aine  A e t  

à l a  f o n c t i o n  f .  Le p o ly n ô m e  c o n s t a n t  e s t  n o t é  p a r  U 

On a l e  r é s u l t a t  s u i v a n t :

ThSuREtüE. S o i t  - P Q l e  polynôm<. q u i  r é a l i s e  l ' i n f i m u m  d a n s  ( 1 ) .

( i )  un s u p p o s e  que f"~^s L^(-[prt) .  A l o r s

N o t a t i o n s .

N o u s  n o t e r o n s  i l . l a  p r o j e c t i o n  d e  ) s u r  l e  s o u s - e s p a c e

( ^ ( f ) )  1 ( 1 + P 0 ) = (TA( f ) )  1 (U  ) .

( i i )  On s u p p o s e  en  o u t r e  que ( 1+PQ) «̂= H°°( S) - A l o r s :

a) I l  e x i s t e  un p o ly n ô m e  P~ r é e l  t e l  q u e:
A

(PX . |1 + P Q|. 2 ) ~ ( k )  =  f ( k ) ,  V k  e  A .

b) I l  e x i s t e  un p o ly n ô m e  Or t e l  que l a  c o n d i t i o n

(* ) 71 ( f )  = C~
A /  A A

e s t  n e c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que

n f ( f )  ( |1+P0 I 2 ) e  9 >~ •

( i i i ) Un a  d ' a u t r e  p a r t

a)

b)

m a x |  exp  Log  h d a j  < ^ ( h )  = |a2 ( f )  .

A

On s u p p o s e  que l a  c o n d i t i o n  ( * )  e s t  v é r i f i é e .  A l o r s :

| i ? ( f )  = exp Log f Q d o  = max ( e x p  Log h d a ) .
V J /

A

La r e l a t i o n  ( 1 )  i m p l i q u e  l a  r e l a t i o n  d ' o r t h o g o n a l i t é  s u i v a n t e :
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(4) ( 1+P0 ) ,X_m f  do = 0 , V m e  A*

e t  p a r  p a s sa c x -a u  c o n ju g u é

( 5 ) (1 + P 0 ) j T “ ' f  d a  = 0 ,  V m e  -A* .

On a  p a r  a i l l e u r s

( 1+P0) f  d a  = J | 1+P0 | 2 f  d a  = *x2 ( f ) .

P i
S o i t  S (1+ P 0 ) l ' o p é r a t e u r  d e  L (-"çr ) d a n s  lu i -m ê m e  t e l  que  

p o u r  t o u t  h  e  L (ip^) on a i t :

( S ( 1 + P 0 ) h )  *(Q)  -  ( l U P o l 2 h )  * ( 0 )

( S ( l + P 0 ) h , X m>2 = ( ( 1 + P 0 ) h )  A( m) ,  m e  S\{ 0 ,

<S( 1+P0 ) h , /J£m > 2 = ( ( 1+P0 ) h )  " ( m ' ) ,  m ' e  - S s { 0 ,

N o to n s  p a r  l e  po lynôm e  t r i g o n o m é t r i q u e  é g a l  à  S (1 + P 0 ) it^Cf) ,

d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  c i - d e s s u s  B^ a  p o u r  c o e f f i c i e n t s  de  F o u r i e r  

l a  s u i t e  Ô* ( (1 + P o )  ^ A ^ ^ ^  » • • • »  Q» • • • )  , ou

n  e  3 \  (A+ U A _ ) .

. On n o t e  p a r  H l e  po lynôm e t r i g o n o m é t r i q u e  

c o n s t a n t  d e  v a l e u r  1

L e s  r e l a t i o n s  ( 2 ) ,  ( 3 )  e t  ( 4 )  s ' é c r i v e n t  a l o r s  s o u s  l a  f o r m e :  

k i f X U P o )  = ^  • -B 

| s ( l + P 0) t t ~ ( f )  = Ba 

No t o n s  p a r  A' l e  s u p p o r t  de

l a  s u i t e (U
2
A

0

B
A

Jk
m
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V o i c i  l e  p r o b lè m e :  On c h e r c h e  à  d é t e r m i n e r  un é l é m e n t  h de

2/ ^L (TT ) a  v a l e u r s  r é e l l e s ,  t e l  q u e;

1

(6)

(1 + P 0 ) h  X “® do  = 0 ,  V m e  ( S  v  A) U A*

( 1+P0 ) h  X ”m = DA(m) > V m e  A s A

h = *re—( f ) + h ,  a v e c  ( h ) A e  J? (2£j \  A) 
A

Dans l e  s y s t è m e  ( 6 ) ,  i l  y  a  d e u x  i n c o n n u e s  à  d é t e r m i n e r ,  h  e t  

l e  p o ly n ô m e  D^ à  s p e c t r e  d a n s  ( A s A )  U Î 0 , . . . , 0 }  (D ^ (0 )  = | i ^ ( f ) ) .  

L e s  r e l a t i o n s  ( 6 )  s ' é c r i v e n t  d ' a p r è s  n o s  n o t a t i o n s :

( 7 ) S (1 + P 0 ) h = S (1 + P 0 ) n ~ ( f )  + S (1 + P 0 ) h  = Da ,

ou e n c o r e

(8) S (1 + P 0 ) h  = Da -  Ba

P o s o n s  Ac = S N ( S  fi A) e t  ti l e  p r o j e c t e u r  o r t h o g o n a l  de
A °

L2 0T J) s u r  H2 (Ac ) .

S o i t  p <s H2 (Ac ) ;  on p e u t  é c r i r e  h ( q u i  e s t  r é e l l e )  h  = p + p . 

A p p l i q u a n t  aux  d e u x  membres d e  l ' é q u a t i o n  ( 8 ) ,  on o b t i e n t :

V  S (1+ P 0 ) ( P + P )  = * Ac (1 + P 0 ) ( P + P )  « “a c ( da“ BA) = " V BA *

ou e n c o r e

( 9 ) \ c ( i + P 0)P + \ c (1+po)P = “ \ c  b a

( c a r  A° c  S ) .

(Rem arquons yà c a u s e  du r ô l e  s y m é t r i q u e  j o u é  p a r  e t  n ( o ^

+p o
2

I H da t-
n

Cf)
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e s t  équivalent à ( 7 ) )*

Mous a llons  résoudre l 'é q u a t io n  (9 ).

Nous avons l a  formulation équivalente su ivante . Pour tou t 

<p e  L2 (TTd ), on pose J  <p = 9 . J d é f in i t  une isom étrie . La 

r e la t io n  (9 ) devient

(10)
1+P0

V (1+po)p + v
1+Po

J (t+P0)p = -UaC Ba .

kontrons que cet opérateur e s t  in v e rs ib le .

ETAPE 1 :

I l  e x is te  une constante y, 0  < y < 1 , t e l l e  que
p

V p e H (Ac) (on no te ra  désormais = it ) :

2 2 2 

||*(1+P0)P + «(1+P0 )p|| > ( 1~y) (Il^( 1-t-P0)P II + .l|TC(1+P0 )p|| ) •

En e f f e t ,  considérons pour p comme ci-dessus l 'e x p re ss io n  suivante:

(11)
_  2 2 2 

l |*(i+p0)p + * o + p 0 )pII = IÎ C 1+P0)PII + I W 1+P0 )pII +

+ 2fie <w(l+P0 )p, it(.1+P0 )p >  .

E t u d i o n s  l a  q u a n t i t é  s u i v a n t e :

(12) <rc(1+P0 )p, n(l+Po)p> = <-rt(l+P0 )p, (1+P0)p > •

C 'e s t  le  p roduit s c a la i re  d 'é lém ents:

Tï e t (1+P0)p e  (1+P0) H (Ac) .

Considérons l a  somme de ces deux sous-espaces:

H2 (Ac)+(1+P0) H (Ac) = (1+P0) 1

1+Po( h2 (ac) + h2 (ac ) ) *

2 dCette somme e s t  fermée (dans L ('jf ) ) .  En e f f e t  s o i t

(1+ï o )p € ñ
2

( ft
e
)
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( V ( 1+Po ) 0n ) ’ e  h 2 ( a °) e t
O A

0n s  H (A ) ,  une s u i t e  de  Cauchji

d a n s  L2 (lÎd ) .  On a ï

V n - H + n  + (1+P° )6n -  ‘  <1+po > V l  •

2

Gomme d 1 a p r è s  l fh y p o t h è s e  (1 + P 0 ) ~  e  H°°, m f ( |1+P | ) = a > 0 ,  on a:

\ , n  * ■’ « (i+p0 i+p0 )
2

+ (e -  e ) || .v m n 7 "

De p l u s ,  comme 1/(1+P0 ) e  H ( S ) ,  l e s  s o u s - e s p a c e s  ( 1 / ( 1 + P Q) H ( S) 

2/ cT
e t  H (A ) s o n t  o r t h o g o n a u x  e t :

A > „ 2  II A .  -  - ^ | | 2 + Ile -  6n ||2 . 
^“'n i+p0 i+pD m n

mI l  s ' e n  s u i t  im m éd ia tem en t  que l e s  s u i t e s  -------  e t  0m c o n -
1+P0

^o p. 2/ C\
v e r g e n t  r e s p e c t i v e m e n t  v e r s  -------  , c|> e  H^(S) e t  0 e  H (A ) .

1+PQ

C e c i  m ontre  que l a  somme B2 (Ac ) + ( 1 + P q )H2 (Ac ) e s t  ferm é  ( c a r  

l ' o p é r a t e u r  H-|+p î6  ------- >  (1 + P Q)0  e s t  i n v e r s i b l e  g r â c e  à  l ' h y 

p o t h è s e  1 / ( 1 + P Q) e  L°°(TT ) ) .

C e c i  é q u i v a u t ,  d ' a p r è s  un lemme c l a s s i q u e ,  à  l ' a s s e r t i o n  s u i v a n t e :

I l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  y* 0 ^  y < 1, t e l l e  que p o u r  t o u t  

c o u p l e  (<|>1 , ^ 2 ) e  H2 (AC) x (1+P0 ) H2 (AC) e t  v é r i f i a n t  H^JI  = ||4>2 || = 1» 

on a i t :

I

A i n s i ,  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  d a n s  ( 1 2 )  p e u t  ê t r e  m a jo r é :

2| < * ( i + r 0)p. * 0 + p 0) p > I  < 2y ( | | * ( i+ p 0)pII H i + V p H )

1 ?> I Y < 1
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/ ,2  -  2 \
< y Í | |w (1 + P 0 ) p | |  + | |w (1 + P 0 ) p | |  j

e t  l a  norme d a n s  ( 11 ) p e u t  ê t r e  m in o r é e  p a r :

(13 ) I h d + P o Î P  + * ( 1 + P 0 ) p | |  >  ( 1-Y) ( | K  1+Pq )pII + | | * (  1+P0 )p | l

ETAPE 2:

I l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  m > 0 t e l l e  que Vpe H2 (Ac ) on a i t :

| | * ( 1 + P 0 )p + t i (1 + P 0 ) p ||2 >  m | |p  11 .

R a i s o n o n s  p a r  l ' a b s  u r d e  en s u p p o s a n t  l e  c o n t r a i r e :  i l  e x i s t e

2  C
une s u i t e  ( p n )» (Pn ) e  H (A ) ,  de  norme m in o r é e  p a r  une c o n s t a n 

t e  p o s i t i v e  (o n  p r e n d r a  p a r  ex e m p le  (p n ) v é r i f i a n t  II ( 1+P0 )p n K = 1» 

c a r  on a  m f | l + P Q| > 0  ) ,  t e l l e  q u e:

| | l ï (  1+ p 0 ) p n + n (1 + P 0 )Pn H2 -------- >  0 .

L ' i n é g a l i t é  d a n s  ( 1 3 )  i m p l i q u e  im m é d ia te m e n t :

I W 1+P0 ) p n l l --------> o e t il d  -  w ) d + p o )pn ii — > i

l o r s q u e  n t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .  ( I  e s t  l ' o p é r a t e u r  i d e n t i t é  s u r  

H2 ( g )  c a r  ( 1+PQ)p n e  H2 (Ü) . )

Comme d ' a u t r e  p a r t  (I-rc+ ) ( 1+Pq )H2 (AC) e s t  c o n t e n u  d a n s  

H2 ( A ) ,  l ' e s p a c e  d e s  p o ly n ô m e s  t r i g o n o m é t r i q u e s  d é f i n i s  s u r  A, 

i l  e s t  d on c  de  d im e n s i o n  f i n i e .  La b o u l e  u n i t é  de  c e  s o u s - e s p a c e  

é t a n t  co m p a c te  e t  l a  s u i t e  ( 1 - u ) ( 1+PQ)p n b o r n é e ,  on p e u t  en  

e x t r a i r e  une  s o u s - s u i t e  q u i  c o n v e r g e  v e r s  un é l é m e n t  (|>Q du  

s u o s - e s p a c e .  Ce s o u s - e s p a c e  é t a n t  f e r m é ,  i l  e x i s t e  un é l é m e n t  

q Q t e l  que 4>0= ( 1“ 11) ( 1+P0 )çl0 • C et  é l é m e n t  v é r i f i e  d o n c :
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||(I-tt)(1+r0)q0|| = ||(1+P0)q0l| = 1 ,

O rv
ou e n c o r e  ( ' l+î )0 ) <l 0e  H ( A ) ,  s o i t  t q c e  p o ly n ô m e;  i l  v é r i f i e  d o n c :

(H) 1W ( V ( 1 + ï 0»  = 0 •

M o n tr o n s  que t q = 0 .

T enan t  com pte du f a i t  que 1 / ( 1 + P Q) = <p <= H°°( S) e t  <p(0, • .  • ,  0 )=  1, 

l ' é q u a t i o n  ( 1 4 )  s ' é c r i t  comme un s y s t è m e  l i n é a i r e :

(15) 21
( k ,  j)«=AxA

î ( k - j )  x0 ( j )  = 0 •

En r é é c r i v a n t  l e  s y s t è m e  d a n s  un c e r t a i n  o r d r e ,  on c o n s t a t e  

q u ' i l  e s t  t r i a n g u l a i r e  ( c a r  cp e s t  a n a l y t i q u e ) .

La s o l u t i o n  d e  ( 1 4 )  e s t  a l o r s  t q= ( 1 + P o ) q Q= 0 ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  

l ' h y p o t h è s e  f a i t e  c i - d e s s u s  ( | | x 0 || = 1 ) •

I l  e x i s t e  d on c  e > 0  t e l  que VpeH2 (AC) ,

IM 1 + P 0)p|| > £ Il P II

e t  i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  m p o s i t i v e ,  g r â c e  à l ' i n é g a l i t é  ( 1 4 )  

é t a b l i e  d a n s  l ' e t a p e  1 ,

( 1 6 ) ||rcd+P0)p + *(i+p0)p|| -  m Up II -

ETAPE 3:

L ' o p é r a t e u r  d é f i n i  d a n s  ( 1 0 )  e s t  I n v e r s i b l e .  S o i t  l e

p «J p p
p r o j e c t e u r  o r t h o g o n a l  d e  L (TT ) s u r  H (A ) e t  c o n s i d é r o n s  

1 ' o p é r a t e u r  s u i v a n t

Vpe H2 (Ac ) ,  p + p ------ > u _ (1 + P Q) ( p + p )  + t t(1+PQ) ( p + p )  •
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C et  o p é r a t e u r  d é f i n i  s u r  A -  l p + p >  P«=H2 ( A c ) }  d a n s  lu i -m ê m e  

e s t  a u t o a d j o i n t .  En e f f e t ,  s o i t  4> e  H2 (Ac ) ,  <¡7 e  H2 (AC) , on a

< it_( 1+PQ) (p+ p)  + it( 1+PQ) ( p + p ) , <|> + <|; >

-  k -rt«( i+pq)(p+p) » y + ^ u( 1+P0 ) (p + p )» }

= < P+P* (1 + P 0 H  > + ¿ P + P ,  (1 + P 0 H >

= < P, w( 1+P0 ) * > + <  P ,  * - (  1+p0 ) * > +

+ <  p ,  n (1+ P  )<|» >  + <  p ,  ic_(1+P H  >

= ^P+P* w(1 + P 0 )(4»+4») + w( 1+P0 )(<K<I») y  ,

c e  q u i  m ontre  que l ' o p é r a t e u r  c i - d e s s u s  e s t  a u t o a d j o i n t .  

On a d ' a u t r e  p a r t :

(*)
____  _ _ 2

| | * - ( 1 + P 0 ) ( p + p )  + * ( 1 + P 0 ) (P + P )  Il

____  2 2
= | | i t_( 1+PQ) (p + p )  H + {j n( 1+PQ) (P+P) Il ,

e t  p a r  c o n s t r u c t i o n  l ' e x p r e s s i o n  ( * )  c i - d e s s u s  e s t  é g a l e  a

( * )  = 2 I K i + p 0 ) ( p + p ) | | 2 .

C e t t e  norme e s t  m in o r é e  d ' a p r è s  l ' i n é g a l i t é  ( 1 6 )  p a r

2 m M p H = m 11 p+p 11 .

Comme l ’ o p é r a t e u r  c i - d e s s u s  e s t  a u t o a d j o i n t  c e t t e  c o n d i t i o n  im

p l i q u e  q u ' i l  e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  A .  C e la  s i g n i f i e  que l ' é q u a t i o n ^

w( 1+P0 ) (p+p) + * (  1+PQ) (p + p )  = <\> e  H2 (AC) @  H2 (AC)

a une s o l u t i o n  u n iq u e  p+p e t  à  c a u s e  de l a  d é c o m p o s i t i o n  o r 

t h o g o n a l e ,  l ' é q u a t i o n :

* ( 1 + P 0 ) (P + P )  = -  w(BA) e  H2 (AC)
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a  a u s s i  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e  p+p ( n  = ^ c ) * A i n s i  l ’ o p é r a t e u r  

u ^ c ( 1+PQ) + J ( 1 + P Q) e s t  i n v e r s i b l e  s u r  H2 (AC) e t

( 1 7 b i s ) p =

r é p o n d  à  l a  q u e s t i o n .  

En e f f e t ,  p o s o n s

DÂ ~ ^ n A ( 1+p 0)(P+P)
e t DA ■  DÂ + A

Ce p o ly n ô m e  à  s p e c t r e  d a n s  A\A e s t  b i e n  d é f i n i  g r â c e  à  ( I 7 b i s )  

e t  l ' é l é m e n t  h  = ^ ( f )  + P+P v é r i f i e

h (  1+PQ)X d a  = 0 , V m s  S \  A ( 1 7 b i s )

h (  1+P0 )X*"m d a  = 0 , m e  A*

c a r  n ^ ( f )  v é r i f i e  l a  même r e l a t i o n  p a r  c o n s t r u c t i o n  d e  1+PQ * 

On a  d ’ a u t r e  p a r t ,  comme p s  H2 (A C) (A c = £ \ A )  i

( ( 1 + P 0 )P )  " ( k )  = 0 p o u r  t o u t  k e  A

( c e  f a i t  e s t  une c o n s é q u e n c e  d e  l a  r e l a t i o n  A = A -  A ) e t

h (  1+Po ) X _IC d o  = DA(m) -  BA(m) , V m e  A \ A  ,

c e  q u i  t r a d u i t  l a  r e l a t i o n  ( 1 8 ) .  De p l u s

2
11+P0 | h d a  = |̂ A .

Comme h e s t  r é e l ,  c e s - r e l a t i o n s  s o n t  v é r i f i é e s  p a r  p a s s a g e  au  

c o n j u g u é .

I t

A
c

1+P

1+P o

n
Ac (1+P o ) + 71

Ac
1+P

1+1o

JÍ1+P ) ]
1

re
ft.

c BJ]



2 0 2

Considérons les produits scalaires suivants

|1+P0 | 2 h X"“ da = J\(1+P0 ) h (1+P0) JC® da .

Posons A' = A + À, on a d 'ap rès  le s  r e la t io n s  (19)*

2
| 1+PQ| h X"m da = 0 , V m e S \  A' .

On a d 'a u t re  pa rt

|1+P0 | 2 h X m da = Z ( 1 + P 0) * ( k) ( (1+P0 )h) ^(m-k)

* Z I  (1+PJ “ (m-k)((1+P )h) *(k) .
m-ke A

Ces c o e ff ic ien ts  sont connus grâce aux r e la t io n s  (19) e t  (20). No

tons par P^ le  polynôme ayant l e s  co e ff ic ien ts  c i-dessus, i . e . :

(21) P~(m) = [ |1+P \ 2 à a  , m e A' .
nd

D'après ce qui précédé, l a  re la t io n  (21) e s t  valable pour tout

m <= cela  s ig n if ie  q u ' i l  ex is te  un polynôme P~ (ci-dessus)A

te l  que l a  fonction

h = ---- à--- p.p

h + r 0 l
e t h(k) = f (k ) ,  V k e A

La p a r t ie  ( i i )  du théorème es t  donc prouvée. Montrons l a  p a r t ie  ( i i i ) .

a) D'après le  théorème de Kelson-Lowdenslager c i té  dans l ' in t r o d u c 

tion  ( re la t io n  ( 2 ) ) ,  on a

inf i i2|1-P| f  do > in f
Q

I I ̂|1-Q| f  do

= exp Log f  do .

PeÇ
il

n 2
A
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où Q e s t  un polynôm e t r i g o n o m é t r i q u e  q u e lc o n q u e  à s p e c t r e  d a n s  

S. A i n s i  en  rem arquant que = c a r  f  e t  h  e  , on a:

max exp Log h da < j i? (h )  = | i * ( f )  . 
he J A A

A

b) Dès que f Q = | i | ( f ) /  M+P0 I s  <£ ~  , ce  q u i  é q u i v a u t  à  PA=U HA( f )  

ou e n c o r e ,  n . s j £ ( f )  = ^  > a l o r s

i n f  |  | l - ï |  f 0 âc = n2( f o) = exp J Log f Q do .
Pe * A

2 /En e f f e t ,  m ontron s  que l a  p r o j e c t i o n  de 1 s u r  H- (S  ) a p p a r -
x o

2t i e n t  au s o u s - e s p a c e  H- (A) d e s  p o ly n ô m e s  t r i g o n o m é t r i q u e s  d a n s  A.
x o

L ' h y p o t h è s e  1 / (1 + P _ )  e  H°°(S), s ' é c r i t

v-m p m
— —-----  da = 0 = —“ -----  da , m e  S ,
1+P0 J 1+P0

ou e n c o r e :

1+PQ
------------- — X m da = 0 ,  m s  S .
| 1+Pol2

2 *
G e la  v e u t  d i r e  que 1 e s t  o r t h o g o n a l  à ( 1+PQ) H (S  )

1 +P .

= ------- H2 (S * )  ( c a r  H2 (S * )  = -1— H2 (S * )  ) .

1+Po

Remarquons que h!  (S * )  ©  9  = — H2 ( $ * )  h2 (S * )  .
•*•0 ----

1+PQ

A i n s i  l a  p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  de 1 s u r  H? (S * )  a p p a r t i e n t
I o

2
à t u  ( A) ,  ou e n c o r e :  

x o

p i ^  |  | l - P | 2 f 0 da = i n f  J | l - P | 2 f 0 da ,

< r
A

1 + P o

1+1 o

Pe?
A
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*** n

o ù  F e s t  u n  p o ly n ô m e  t r i g o n o m é t r i q u e  q u e l c o n q u e  d e  R ( S * ) .  

C e c i  m o n t r e  l a  p a r t i e  ( i i i )  b ) .

R e m a r q u o n s  e n f i n  s i  À = A -  A = A , a l o r s  C~= 0  e t

= 0 .  L a  c o n d i t i o n  ( * )  e s t  v é r i f i é e  e t  on  r e t r o u v e  e n  

p a r t i c u l i e r  l e s  r é s u l t a t s  d u  c a s  d = 1 .

C e c i  d é m o n t r e  c o m p l è t e m e n t  l e  t h é o r è m e .

A af
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