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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation, les phénoménes périodiques

Les phénomeénes oscillatoires apparaissent naturellement dans les systémes biologiques. Ils sont pré-
sents a tous les niveaux de 'organisation biologique. Les périodes vont de la fraction de seconde pour
I’activité neuronale, & ’année pour les dynamiques des populations animales dans les systémes écologiques.
Au sein d’une cellule, les phénoménes périodiques sont dus & un enchainement de réactions biochimiques
et & des mécanismes de régulations. Les oscillations biochimiques découlent par exemple de la régulation
d’enzymes ou de récepteurs. En particulier, la glycolyse est un phénoméne périodique qui transforme un
sucre en de I’éthanol et du gaz carbonique. Elle est constituée d’'une douzaine de chaine de réactions
enzymatiques. Dans le cadre de la glycolyse, les phénoménes périodiques s’expliquent par une réaction
catalysée par une enzyme appelée phosphofuctokinase.

La dynamique des systémes biologiques est souvent trés complexe et la modélisation mathématique
s’avére étre un outil indispensable. En effet, elle permet de réduire la complexité des mécanismes molécu-
laires & l'origine des phénomeénes périodiques. Grace a la modélisation, un phénoméne appelé birythmicité
a été prédit théoriquement puis observé expérimentalement. La notion de birythmicité a été introduite
par Albert Goldbeter et Olivier Decroly dans [38], elle caractérise les systémes pour lesquels deux orbites
périodiques stables coexistent pour les mémes valeurs de paramétres et donc sous les mémes conditions.

Une étude détaillée du phénomeéne de birythmicité a été réalisée pour un modéle biochimique & deux
variables. Ce modéle représente une réaction enzymatique autocatalytique [67]. C’est I’exemple de systéme
présentant un phénoméne de birythmicité le plus simple a étudier puisque le comportement du systéme
peut étre déterminé par une étude de ’espace des phases. Considérons un modéle décrivant une réaction
enzymatique dans le cadre de la glycolyse des cellules animales, elle est décrite par la réaction de la
Figure 1.1. Si le systéme n’est pas sujet & des perturbations, I’évolution d’un substrat S et d’un produit
P lorsque le produit est recyclé en tant que substrat, est régie par le systéme d’équations différentielles
ordinaires

. s;x™
x:sr(z,y)fkssz
= 0= srlay) +
=v—sr(x —_—.
y Wt e
+
Y“ ..‘- k

" s —{E] p—

=1

N

FIGURE 1.1 — Modéle d’une réaction enzymatique catalysée par une enzyme allostérique activée par son
produit de réaction en présence d’'une source constante de substrat. Ce modéle est un prototype pour
étudier le phénomeéne de birythmicité.
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FIGURE 1.2 — Espace des phases pour la réaction biochimique, les deux orbites périodiques stables en
ligne continue violet sont séparées par une orbite périodique instable.

Ici, x représente la concentration normalisée du produit P, et y représente la concentration normalisée du
substrat S. Les paramétres v, s et k; sont des paramétres cinétiques renormalisés dont nous ne donnerons
pas de définition exacte. Nous nous contenterons de considérer v comme la vitesse d’injection du substrat
(nous la prendrons constante) et ks comme la constante de dégradation du produit. La fonction r est une
fonction de taux, que nous prendrons de la forme

ra,y) = SLFDA+ D)’
Y L+(1+y?2(1+=x)?2’

ou L est la constante cinétique. Le terme non linéaire (s;a™)/(k™ + y™) correspond au processus de
recyclage, il s’agit d’une équation de Hill, les constantes x, s; sont également des constantes cinétiques,
n est le degré de coopérativité entre les sites de fixation de I'’enzyme. Le choix de la fonction de taux
est justifié dans [67]. Une description détaillée de ce modéle y est faite. L’étude des isoclines nulles du
systéeme

s;x"
ksl' = ST(I’, y) — W
B s;x™
v=sr(z,y) — W )

détermine les différentes dynamiques du systéme. En particulier, Albert Goldbeter et Federico Moran
ont montré dans [67] que pour certaines valeurs des paramétres, le systéme admet la coexistence de deux
orbites périodiques stables séparées par une orbite périodique instable, voir la Figure 1.2.

Ainsi, pour une condition initiale dans le quadrant positif, le systéme va évoluer vers I'une ou I'autre
de ces orbites périodiques stables selon la position de la condition initiale dans le quadrant positif .

Lorsque I’environnement subit des perturbations, ce qui est plus réaliste, la cinétique peut étre décrite
en prenant en compte les fluctuations liées 4 ’environnement par addition d’un bruit aléatoire. La réaction
enzymatique peut alors étre modélisée par le systéme d’équations différentielles stochastiques (EDS)

- Si Tf' &)
dl’t f<sr(:£t,yt) - ks Te — m) dt + o1 th

S; ks 2
dyt :<U*S T(I’t,yt)+ m) dt+0’2 th( ) (111)

ot Wt(l), t(2) sont deux mouvements Browniens standards indépendants et o1, 0o sont deux petits para-
métres qui mesurent I'intensité des fluctuations. Si 'intensité des fluctuations est suffisamment forte, les
trajectoires du systéme peuvent effectuer des transitions entre les deux orbites périodiques stables. Une
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FIGURE 1.3 — Simulation d’une trajectoire de I'EDS (1.1.2) modélisant la réaction enzymatique présentée
dans la Figure 1.1.

trajectoire simulée commencgant dans le voisinage d’une orbite périodique stable va alors passer un temps
relativement long dans le voisinage de cette orbite périodique avant d’effectuer une transition rapide et
imprévisible vers ’autre orbite périodique comme le montre la Figure 1.3.

Dans cette thése, nous étudierons des perturbations d’équations différentielles ordinaires admettant
plusieurs orbites périodiques. Sous certaines hypothéses que nous détaillerons, si l'intensité du bruit (des
fluctuations) est faible, le systéme reste pendant une longue période de temps dans le voisinage d’une
orbite périodique stable avant d’effectuer une transition vers une autre orbite périodique stable, o il reste
a nouveau piégé. Un tel systéme est alors qualifié de métastable. L’étude mathématique de la métastabilité
doit permettre une description statistique du systéme.

1.2 Meétastabilité

Un analogue a la birythmicité pour des systémes non périodiques est la bistabilité. Un exemple de
systéme est celui de la diffusion dans un double puits décrit par 'EDS

dry = (z¢ — 22) dt + o dW;, (1.2.1)
ou Wy est un mouvement Brownien standard. Cette équation se réécrit sous la forme
d’JJt = *VU(QL't) de + O'th,

ot le gradient (ici la dérivée) VU est généré par la fonction potentielle U(x) = —(1/2)2? + (1/4)z*. Nous
pouvons visualiser le phénoméne par une bille qui glisse le long de la fonction potentielle. En ’absence de
bruit, la dynamique du systéme déterministe emmeéne la bille dans 'un des puits du potentiel (les minima
locaux de la fonction potentielle), lorsque 'intensité des fluctuations, i.e. le paramétre o, est suffisam-
ment forte, la bille pourra effectuer une transition entre les deux puits de la fonction potentielle, voir la
Figure 1.4. Les minima jouant le méme role que les orbites périodiques stables du systéme précédent,
sous l'effet des perturbations, le systéme va passer un temps relativement long dans le voisinage de I'un
des deux minima avant d’effectuer une transition rapide et imprévisible vers I'autre minimum.

Dans la famille des processus Markoviens (nous ne nous intéresserons qu’a des processus Markoviens),
le phénomeéne de métastabilité ne se limite pas aux diffusions i.e. aux systémes & temps continu et & espace
d’états continu, les chaines de Markov (temps discret et espace discret ou continu) et les processus de
sauts Markoviens (temps continu et espace discret) peuvent également avoir un comportement métastable.
La métastabilité est un concept trés large. De fagon informelle, il est question de métastabilité dés que
le systéme explore des régions différentes de son espace d’états selon les échelles de temps considérées.
Sur des échelles de temps relativement courtes, le systéme est dans un état de pseudo-équilibre, il reste
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FIGURE 1.4 — Fonction potentielle U associée a 'EDS (1.2.1)

confiné dans une partie limitée de son espace d’états, on parle alors d’états métastables. Tandis que sur des
échelles de temps longues, le systéme réalise des transitions rapides entre les différents états métastables,
explorant ainsi différentes régions de son espace d’états.

Si on note x et y les minima locaux de la fonction potentielle U, une question naturelle, pour le
systéme métastable décrit par la diffusion dans un double puits, est de calculer le temps de transition 7
de z vers y. La loi d’Eyring-Kramers quantifie ’espérance du temps de transition lorsque o — 0 [44, 61].
Comme sur la Figure 1.4, notons z le maximum local (I'unique point selle) entre les deux puits, alors
I'espérance du temps de transition de x vers y satisfait

E{r} ~ 2 Q2UE-U@)/(0*) |
U(z) |U"(2)]

Ce résultat peut étre étendu pour les diffusions dans des dimensions supérieures. Il a été généralisé au
cas ot il y aurait plus de deux minima et au cas ol plusieurs points selles permettraient des transitions
de z vers y. Nils Berglund et Barbara Gentz ont également relaché I’hypothése de non-dégénérescence
des point selles dans [7] en autorisant des points selles non quadratiques.

La loi d’Eyring-Kramers a été proposée dans les années 30, elle n’a été démontrée de fagon rigoureuse,
que dans les années 2000 avec les travaux d’Anton Bovier, Michael Eckhoff, Véronique Gayrard, et Markus
Klein [24, 25], qui donnent une définition précise de 'approximation faite par cette formule.

Dans cette thése, nous souhaitons quantifier les transitions entre les états métastables pour un sys-
téme admettant plusieurs orbites stables. Un élément clé dans les démonstrations des formules d’Eyring-
Kramers est d’exprimer toutes les quantités probabilistes permettant de quantifier les transitions en
termes de capacités et d’utiliser des principes variationnels pour les estimer. Une hypothése forte dans
ces travaux est la réversibilité du processus. Or les systémes admettant des orbites périodiques sont non-
réversibles. Ainsi, nous ne pouvons pas directement adapter ’approche utilisée dans les travaux [24, 25].

Avant d’expliquer la démarche que nous avons effectuée pour quantifier les transitions métastables,
nous passons en revue trois approches utilisées pour étudier des systémes métastables : la théorie des
grandes déviations, la théorie du potentiel et la théorie spectrale. Ces trois approches reposent sur des
outils différents et permettent d’obtenir des résultats différents pour des processus plus ou moins généraux.
Elles sont complémentaires et il n’est pas possible de les dissocier parfaitement.

1.3 Approches utilisées

1.3.1 Théorie des grandes déviations

Grace a la théorie des grandes déviations, Mark Freidlin et Alexander Wentzell ont montré de maniére
rigoureuse les asymptotiques des temps de transition pour les diffusions. Les résultats qu’ils ont obtenu se
trouvent dans le livre [46]. Ils ont utilisé la méthode des grandes déviations sur un espace de trajectoires
pour obtenir une estimation des déviations de 1’équation différentielle stochastique par rapport a sa



1.3. APPROCHES UTILISEES

trajectoire déterministe. L’avantage de cette approche est sa robustesse, elle s’adapte a tous les contextes.
En contrepartie, elle ne fournit qu’une équivalence logarithmique, ce qui peut s’avérer étre une bonne
estimation a priori. Nous rappelons ici quelques résultats généraux sur la théorie des grandes déviations.

1.3.1.1 Généralités sur les grandes déviations

La théorie des grandes déviations s’intéresse aux probabilités d’événements rares. Elle permet d’es-
timer asymptotiquement ces probabilités sur une échelle exponentielle. Considérons (P,), une famille
de probabilités sur un espace métrique Z, satisfaisant pour toute fonction continue bornée f : Z — R
nlgl;o [ fdP, = f(m*). La théorie des grandes déviations permet de déterminer a quelle vitesse IP,,(A)

tend vers zero pour un ensemble mesurable A restant & une distance positive de m*. En particulier, elle
cherche a déterminer s’il s’agit d’une décroissance exponentielle, i.e. s’il existe J(A) € |0, o] telle que

P {A} ~ e /(A (1.3.1)

oll ~ correspond & une équivalence logarithmique i.e. (1.3.1) signifie n=!logP, {4} — —J(A) lorsque
n — 00. Remarquons que si la relation ci-dessus est satisfaite pour deux ensembles disjoints A et B alors
par additivité de la mesure

P,{AUB} = ¢ nmin{J(A).J(B)} (1.3.2)
de telle fagon que J(A) puisse satisfaire
J(A) = znel,falj(z) , (1.3.3)

Dans la suite, une telle fonction sera appelée fonction de tauzr. Cependant, une telle expression ne peut
étre satisfaite pour tout ensemble mesurable A. En effet, si une mesure continue satisfait pour tout z € Z
léquation P(z) = 0 alors J serait identiquement égale a l'infini ce qui n’est pas compatible avec les
équations (1.3.2) et (1.3.3).

En s’appuyant sur les travaux de Harald Cramér[34], Herman Chernoff a prouvé le résultat suivant

Théoréme 1.3.1. Si)ient Z1,Z5 ... des variables aléatoires réelles, i.i.d et de méme loi . Soit Zn la
moyenne empirique Z, = n~'>""" | Z;, et notons G : R — R la fonction génératrice G(§) = E{e*?'}
pour & et définissons pour tout

I,(z) =sup(éz — log G(§)) . (1.3.4)
EER

— Borne supérieure. St Z1 est intégrable,

— Borne inférieure. Pour tout x € R

liminfn~'logP{Z, > =

n—oo

} 2 —1u(2)
} 2 —1u(2)
La preuve pour la borne supérieure repose sur des inégalités de Markov exponentielles. La preuve pour

la borne inférieure repose sur la formule de Stirling et n’utilise pas d’argument que nous réutiliserons par
la suite.

>
lim inf n~! log P{?n <z
n—oo

Théoréme 1.3.2. Soit 11 une mesure de probabilité sur R et soit puy la loi de la moyenne empirique Z,
et soit I, donné par (1.3.4). Alors
(a) pour tout ensemble F C R fermé,

lim supn ™! log i, (F) < —inf I,,(z) ,
€

n—00 z€F

(b) pour tout ensemble O C R ouvert,

liminfn ' log u,, (0) > —inf I, (x) ,

n—oo z€0
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Ce résultat se généralise au cas multidimensionnel.

Définition 1.3.3 (Principe de grandes déviations)
Une famille de probabilité (i, )n>0 satisfait un principe de grandes déviations (p.g.d) de vitesse a,, /00
et de fonction de taux I si

(a) la fonction de taux I : M — [0, 00] est semi-continue inférieurement,

(b) borne inférieure : 1inn_1>ior01f a;, tlog u, (0) = —J(z) pour tout ouvert O C Z,

2€0
(c) borne supérieure : limsup a,, ! log u,(F) > —J(z) pour tout fermé F C Z.
n—00 zEF

Nous dirons simplement que (fn,)n>0 satisfait un p.g.d.
Le principe de contraction permet de transférer un principe de grande déviation d’un espace & un
autre.

Théoréme 1.3.4 (Principe de contraction). Soit I la fonction de taux du principe de grandes déviations
pour la famille de probabilité (P ),~¢. Soit f : Z — X une fonction continue de Z dans un espace métrique
séparable X . Alors (P o f=1),~¢ satisfait un principe de grandes déviations avec comme fonction de tauz
J qui est donnée par

J(x)= inf J(z).
(2) Lt (2)

1.3.1.2 Théorie de Freidlin et Wentzell pour les grandes déviations

Nous souhaitons étudier les grandes déviations pour des faibles perturbations aléatoires de systémes
dynamiques décris par des équations différentielles ordinaires. Les résultats sont issus du livre de Mark
Freidlin et Alexander Wentzell [46]. Ces résultats ont été repris en partie dans le livre d’Enzo Olivieri et
Maria Eulalia Vares [69].

Soit une famille de diffusions générale indexée par le petit paramétre o > 0 dans R¢

daf = f(a7)dt + og(z7) dWt
ou la matrice de diffusion D(z) := g(z¢)g'(x¢) est définie positive.

Définition 1.3.5 (Principe de grandes déviations)

Une fonctionnelle J : C([0,T],R%) — [0, 0o] est une fonction de taux si elle est continue semi-inférieurement
et si elle a des ensembles de niveaux compacts. Un processus stochastique (x7 )¢c[o,7] satisfait un principe
de grandes déviations de vitesse o2 et de fonction de taux .J si pour tout ensemble de trajectoires I’

—inf J < liminf 6% logP{z® € T'} < limsup o2 logP{z? € T'} < —inf J
Ire o—0 o—0 T

Dans de nombreux cas, la borne inférieure sur l'intérieur I'° et la borne inférieure sur la fermeture I"
sont les mémes. Ainsi, la limite de 02 logP{z” € T'} existe et vaut la valeur commune.
Le principe de grandes déviations pour les diffusions est alors le suivant.

Théoréme 1.3.6 (Principe de grandes déviations pour les diffusions ). Pour tout T > 0, la famille de
processus (x7 )ecjo,1], satisfait un principe de grandes déviations dans C([0,T] ,RY), muni de la norme
uniforme, uniformément par rapport a la condition initiale x§ = xq, de vitesse 02/2, et de fonction de
tauz J3° définie pour toute fonction ¢ € C([0,T],R%), absolument continue et vérifiant ¢(0) = x, par

1

T@) =5 [ G @) D) (b= o)

si lintégrale est bien définie, et par J7°(¢p) = +oo sinon.

Remarque 1.3.7. Si la matrice de diffusion n’est que semi-définie positive, alors la famille {27 };cj0,7
satisfait toujours un principe de grandes déviations avec une fonction de taux J7°, mais celle-ci n’est pas
donnée par un principe variationnel et il peut étre difficile d’avoir une forme explicite. O

Le principe de grandes déviations permet d’estimer les asymptotiques exponentielles de certaines
probabilités liées a la diffusion.
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Quasi-potentiel La théorie des grandes déviations devient un outil particuliérement puissant lorsque
I’on dispose d’une connaissance assez précise du systéme.

Définition 1.3.8 (Quasi-potentiel)
Soient z,y € R%, le quasi-potentiel V (z,y) est définie par

V(z,y) = inf inf J5 .
(229) =185, b=y T
Le quasi-potentiel représente le cotit pour que le systéme partant d’un voisinage de z aille dans le voisinage
de y.

Remarque 1.3.9. Remarquons que s'il existe une orbite du systéme déterministe & = f(x) qui conduit
de z a y alors V(z,y) = 0. O

Mark Freidlin et Alexander Wentzell ont montré que le comportement statistique du processus z7 est
bien décrit par le comportement d’une chaine de Markov dont les états sont les voisinages des ensembles
métastables. Les temps moyens de transitions sont estimés grace au quasi-potentiel.

Temps moyen de sortie Soit D C R? un ensemble ouvert borné ayant une frontiére lisse contenu
dans le bassin d’attraction d’un point isolé asymptotiquement stable du systéme déterministe & = f(x),
et intéressons-nous aux propriétés du temps de premiére sortie de ce domaine pour une condition initiale
x§ = x9 € D. Notons 77 = inf{t > 0,27 ¢ D} le temps de premiére sortie. La borne inférieure du
quasi-potentiel

V= ylenafD V(zo,y) ,

permet de quantifier les propriétés du temps 7.

Théoréme 1.3.10. Pour toutes conditions initiales xg € D, pour tout n > 0,

limO IE’””{e(V_”)/‘72 <77 < e(V+”)/”2} =1.
o—

De plus l 65pé7 ance du lfemps de SO1 1526 Sat'lsfa'lt
1 m 1 g E 7 - [/ .
OU Y { }

Dans le cas d’un systéme gradient i.e. pour f(z) = —VU(x) et g(z) = id avec z* un minimum non
dégénéré de la fonction potentielle U suffisamment réguliére, et y tel que U(y) < m(ia% U(z) alors la
z€

fonction ¢ qui satisfait lim; .~ = ¢y = x*, ¢ = y, et remontant le long du flot déterministe avec
une vitesse juste suffisante pour compenser le terme de dérive i.e. gf-)t = VU(¢:) est I'unique fonction qui
minimise la fonction de taux. Ce résultat est une conséquence du fait que dans le cas gradient la fonction
de taux satisfait

50 =3 [ o+ o] a

1 T

- /0
Une preuve compléte peut étre trouvée dans [46, Chapitre IV, Théoréme 3.1]. Nous pouvons alors re-
marquer que si la trajectoire ¢ satisfait ¢ = VU(¢:) alors le premier terme du membre de droite de

(1.3.5) s’annule. En intégrant le second terme, puis en le minorant nous obtenons que le quasi-potentiel
est donné par deux fois la différence des potentiels

. 2 T .
¢r — VU(Py)| dt + 2/ o - VU () dt . (1.3.5)
0

Viz®,y) =2(U(y) - U(=")),

d’oul le terme quasi-potentiel. Le temps de transition dépend de la barriére du potentiel & franchir,

nous retrouvons le comportement asymptotique pour l'espérance du temps de sortie qui est d’ordre
e2Uy)~U(a*))/o?
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1.3.2 Théorie du potentiel

L’étude du caractére métastable d’un systéme par la théorie du potentiel repose sur le fait que la
plupart des quantités qui nous intéressent, peuvent étre exprimées en tant que solutions d’un probléme
aux bords pour le générateur du systéme. Ces solutions ont une expression en termes de capacités, et
ces derniéres satisfont des problémes variationnels. L’approche de la théorie du potentiel pour étudier
les systémes ayant un comportement métastable est détaillé dans le livre d’Anton Bovier et de Frank
den Hollander [22]. Un avantage incontestable de la théorie du potentiel est qu’il permet non seulement
d’obtenir les asymptotiques exponentielles des quantités qui nous intéressent mais elle permet également
d’obtenir le préfacteur.

Nous donnons ici un bref apercu de cette approche pour ’étude d’une chaine de Markov irréductible &
temps discret sur un espace d’états dénombrable S, de matrice de transition P et de générateur L = P—id.
Soit M C S, un ensemble non vide, notons 7oq = inf{n € N, X,, € M}, le temps de premiére atteinte de
M. L’unique solution du probléme aux bords de Dirichlet

(—Lf)(z)=1 zeM°
(x)=0 zeM,
est donnée par f(z) =E*{Tm}.
Soient A, B deux ensembles non-vides disjoints, un autre probléme intéressant pour étudier la méta-
stabilité est le probléme aux bords de Dirichlet donné par

(—Lf)(x) =0 ze€(AUB)°
flx)=1 ze€A
fl@)=0 zeB.

Si le probléme (1.3.6) admet une solution unique, celle-ci a pour expression pour tout z € S

F@) =B {1y} =P{ra<7a}.

La quantité ha p(x) := P*{74 < 75} est appelée potentiel d’équilibre, elle joue un role important dans la
théorie du potentiel. La seconde quantité essentielle pour étudier la métastabilité est la mesure d’équilibre

sur A
eap:=(—Lhagp)(r), T€A.

Si la mesure d’équilibre e4, g est connue, alors elle est directement reliée au potentiel d’équilibre puisque
nous avons
(—Lh)(z) = ea,p(z) x € B°
h(z) =0 r€DB.
Ainsi, en notant Gp la fonction de Green, qui est ici la matrice inverse de la matrice L g, définie a partir
du générateur L par
LB(xay) = L(’Jl,y) ZayEBC
Lp(z,y):=0 r€Bouy€B,

nous avons

hap(r) =Y Gpx,y)ean(y), T€S.
yeA

Si P est de plus réversible par rapport a la mesure y, alors

hap(z) = Z %GB(%Z/)eA,B(?/)v res.
yeA

Cette expression permet d’exprimer ’espérance des temps d’atteinte puisque si f est une solution du
probléme de Dirichlet 1.1.1 alors d’apreés [22, Théoréme 7.10],

Z va,s(y)f(y) = m Z w(x)ha p(r),

yeA zeS
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ol v4,5(y) est une mesure de probabilité sur A par

_ uyleas(y)
= (4 B)

ayant pour constante de normalisation

cap(4, B) := Y p(w)ea p(@) -

€A
Ainsi en prenant A = {z} nous avons

E*{rp} = cap(%,B) yez;#(y)hrﬁ(y)

Le calcul de la capacité est effectué en remarquant qu’il satisfait un principe variationnel associé & la forme
de Dirichlet. Ceci permet d’obtenir des bornes inférieures et supérieures sur les capacités et d’obtenir une
estimation précise de E*{rp}. La théorie du potentiel est fortement reliée a Panalyse spectrale. L’étude de
systémes métastables en combinant la théorie du potentiel et la théorie spectrale a d’abord été formalisée
pour des modéles discrets [23]. Anton Bovier, Michael Eckhoff, Véronique Gayrard, et Markus Klein
définissent M les états métastables d’une chaine de Markov réversible comme les états pour lesquels la
probabilité de quitter un état métastable pour aller vers un autre état métastable est beaucoup plus
petite que la probabilité partant d’un état quelconque d’aller vers n’importe quel état métastable avant
de revenir a sa position initiale i.e. pour tout état z et pour tout couple d’état distinct x,y dans M

]P’Z{T;r <ty <PHri <1f}.

Une fois que les états métastables sont identifiés, sous une hypothése de non-dégénérescence (i.e. en
supposant que les états métastables peuvent étre ordonnées du plus stable au moins stable), ils montrent
que chaque état métastable correspond & une valeur propre simple de générateur de la chaine de Markov
et que l'espérance du temps de sortie d’un état métastable correspond & l'inverse d’une valeur propre
(& un terme d’erreur preés). Ils expriment alors les quantités qui les intéressent en termes de capacités
puis utilisent des principes variationnels pour estimer ces capacités. Ce résultat a été étendu au cas des
diffusions réversibles dans [24, 25].

Précisons que certains arguments qui permettent d’étudier les propriétés du générateur dans [25], ne
s’appuient pas sur des outils issus de la théorie du potentiel. Ainsi, ils montrent également que toutes
les petites valeurs propres de la diffusion et les fonctions propres associées & ces valeurs propres peuvent
étre reliées a la valeur propre principale de certains processus tués. Pour des systémes ayant un com-
portement métastable, la connexion entre les éléments propres du processus de diffusion et la valeur
propre principale de certains processus tués est également présente dans les travaux d’Alessandra Bianchi
et d’Alexandre Gaudilliére [19] qui étudient des processus de saut Markoviens réversibles, dans [30] ou
Nicolas Champagnat et Denis Villemonais s’intéressent & des processus de naissance et de mort et des
modéles de population, et dans les travaux de Giacomo Di Gestli, Tony Leliévre, Dorian Le Peutrec et
Boris Nectoux [39] pour les diffusions réversibles.

Jusqu’a présent, la théorie du potentiel ne permet pas d’étendre les formules de type Eyring-Kramers
aux systémes non-réversibles. Il s’agit d’un sujet de recherche actuel encore ouvert. Sous certaines hypo-
théses et pour quelques modéles non-réversibles, des formules de type Eyring-Kramers ont tout de méme
pu étre établies. En se basant sur la théorie des trajectoires de transition introduite par Weinan E, et
Eric Vanden-Eijnden [43], Jianfeng Lu et James Nolen, ont exprimé des temps de transition en termes
de fonctions dites committeurs (i.e. en termes de probabilités d’atteindre un ensemble A avant un autre
ensemble B). Des formules de type Eyring-Kramers ont été établies pour une classe de systémes non-
réversibles admettant un unique point selle, ces résultats ont été obtenu par Freddy Bouchet et Julien
Reygner dans [21]. Leur travail repose sur 'approximation BKW (pour Léon Brillouin, Hendrik Kramers
et Gregor Wentzel) de la distribution quasi-stationnaire du processus dans des régions métastables. La
méthode BKW est une analyse semi-classique dans la limite ¢ — 0. Ils utilisent également une étude
probabiliste du processus dans le voisinage du point selle du processus. Par ailleurs, Claudio Landim
et Insuk Seo ont également obtenu des formules de type Eyring—Kramers pour des marches aléatoires
non-réversibles pour lesquelles la mesure invariante est connue explicitement en utilisant des formules
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variationnelles pour les capacités. En effet, des représentations variationnelles des capacités peuvent étre
établies pour des processus non-réversibles voir par exemple la thése de Martin Slowik [75]. Mais contrai-
rement au cas réversible, les minimiseurs n’ont pas d’interprétation probabiliste, c’est donc un cas plus
difficile & traiter. Notons enfin que Claudio Landim, Mauro Mariani, Insuk Seo ont obtenu dans [62], des
estimations précises pour les temps de transition entre deux puits pour des classes de processus de dif-
fusion toujours en connaissant la mesure invariante. En dehors de ces résultats prometteurs, une théorie
compléte pour obtenir des estimations précises pour les processus de diffusions non réversibles n’a pas
encore été développée.

1.3.3 Théorie spectrale

Grace a la théorie des grandes déviations, Mark Freidlin et Alexander Wentzell ont établi une équi-
valence logarithmique entre le comportement métastable d’un systéme Markovien et les valeurs propres
de son générateur.

Une autre approche spectrale pour étudier la métastabilité remonte aux année 80 avec les travaux de
d’Edward Brian Davies [35, 36, 37]. Elle se propose de relier les propriétés spectrales des générateurs de
processus de Markov réversibles et la métastabilité. En se basant sur le fait que les systémes métastables
possédent au moins deux échelles de temps, il remarque que si le processus était vraiment réductible,
i.e. si au lieu d’avoir des ensembles d’états pseudo-invariants, ils étaient vraiment invariants, alors la
valeur propre 0 du générateur serait dégénérée. Sa multiplicité serait égale au nombre d’ensembles d’états
invariants. De plus, les fonctions propres pourraient étre choisies comme des fonctions indicatrices des
ensembles d’états pseudo-invariants. Ainsi, en utilisant un argument de perturbation sur le processus
de Markov, il montre que la métastabilité se caractérise par I'existence de deux ensembles de valeurs
propres distincts. Le premier ensemble est constitué uniquement de petites valeurs propres réelles, et
les deux ensembles sont bien séparés, on parle alors de trou dans le spectre. Une estimation des petites
valeurs propres ainsi que du trou spectral entre les petites valeurs propres et le reste du spectre permet
de caractériser la métastabilité dans le systéme. Une estimation des valeurs propres peut étre obtenue en
utilisant une représentation variationnelle, et des résultats précis peuvent étre obtenus, voir par exemple
les travaux de Pierre Mathieu [65].

1.4 Objectif et démarche

Dans cette thése, nous considérons une perturbation d’une équation différentielle ordinaire admettant
la coexistence de plusieurs orbites périodiques stables.

dzy = f(z¢) dt + og(z) AWy,

et nous souhaitons quantifier les rares transitions entre les différentes orbites périodiques stables.

Une méthode particuliérement utile pour étudier les systémes dynamiques décris par une équation
différentielle ordinaire admettant une ou plusieurs orbites périodiques consiste & introduire une sous-
variété ¥ de codimension 1, qui est transverse au flot du systéme. Les intersections des orbites sur cette
variété décrivent une application & temps discret de ¥ dans . Cette application est appelée application
de Poincaré ou du premier retour. De par sa construction, I’application de Poincaré hérite de nombreuses
propriétés du flot de I'équation différentielle ordinaire. De plus, elle a 'avantage de réduire la dimension
du systéme & étudier mais surtout, elle rend I’analyse plus facile puisque nous nous affranchissons de la
direction longitudinale neutre.

L’analogue naturel des applications de Poincaré pour les systémes stochastiques a été introduit par
Pawel Hitczenko et Georgi Medvedev dans [53], puis analysée dans [54]. Ils ont appelé application de
Poincaré d’une perturbation aléatoire d’'un mouvement périodique ou plus succinctement application de
Poincaré aléatoire. L’utilisation des applications de Poincaré aléatoires a permis d’étudier ’excitabilité
dans le modéle stochastique de FitzHugh—Nagumo [16], la position du premier passage au travers d'une
orbite périodique instable pour les EDS dans le plan [12], et les oscillations multimodales dans des systéme
admettant un point pseudo-singulier nceud [14].

D’un point de vue mathématique, une application de Poincaré aléatoire est décrite par une chaine
de Markov a temps discret et espace continu. Si I’équation différentielle ordinaire admet N > 2 orbites
périodiques, pour o petit, la chaine de Markov héritera du comportement métastable de la diffusion :
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elle va passer un temps relativement long dans le voisinage des orbites périodiques et effectuer de rares
transitions entre ces voisinages.

1.5 Reésultats

Nous montrons que pour une faible intensité des fluctuations, I’application de Poincaré aléatoire d’un
systéme admettant N orbites périodiques stables a exactement N valeurs propres proches de 1 qui sous
I’hypothése de non-dégénérescence sont réelles. Nous montrons également que le reste du spectre est bien
séparé de cet ensemble de N valeurs propres. En se basant sur la théorie des perturbations des opérateurs,
I’approche théorie spectrale nous permet également de donner une expression pour les fonctions propres
a droite et a gauche. Nous obtenons également une relation entre les valeurs propres et les temps d’at-
teinte des voisinages des orbites périodiques. Toutes ces quantités sont exprimées en termes de fonctions
committeurs pour des petits voisinages des orbites périodiques stables. De plus, les valeurs propres et les
fonctions propres & gauche sont bien approchées par des valeurs propres principales et des distributions
quasi-stationnaires de processus tués quand ils quittent certains voisinages des orbites périodiques stables.
Ainsi, les estimations obtenues permettent de faire le lien entre les propriétés spectrales des applications
de Poincaré aléatoires et des quantités qui peuvent étre estimées par des simulations numériques.

La décomposition spectrale que nous obtenons permet d’approcher la dynamique en temps long de la
chaine de Markov en espace continu, par celle d’une chaine de Markov & N états. Ces états correspondent
aux N orbites périodiques stables et les probabilités de transition en une étape entre ces différents états
sont exponentiellement petites. Les résultats que nous obtenons sont consistants avec les résultats obtenus
par Mark Freidlin et Alexander Wentzell [46, Théoréme 7.3, Chapitre 6], puisqu’ils ont montré que le
générateur de la diffusion admettaient N valeurs propres avec des parties réelles exponentiellement petites.
L’approche que nous utilisons ne s’intéresse pas aux valeurs propres du générateur du processus de la
diffusion mais & celles de la chaine de Markov & temps discret. Sous une hypothése de non dégénérescence,
nous pouvons montrer que ces N valeurs propres sont réelles. En dehors de cette relation consistante en
termes de temps de transition, le lien entre les valeurs propres des générateurs en temps discret et celles
des générateurs en temps continu n’est pas complément clair. En effet, en dehors du cas trivial ou la
dynamique transversale a ’orbite périodique peut étre parfaitement découplée de la dynamique de phase
de lorbite périodique, nous n’avons pas de relation explicite entre les valeurs propres du générateur du
processus de diffusion et celles de la chaine de Markov a temps discret.

Pour obtenir ces résultats, nous avons utilisé des idées issues de la théorie des grandes déviations, de la
théorie du potentiel et de la théorie spectrale. La théorie de Fredholm pouvant étre appliquée aux chaines
de Markov a temps discret et espace continu, les probabilités de transitions peuvent s’exprimer comme
une somme de projecteurs sur les sous-espaces invariants multipliés par les valeurs propres associées.
Pour étudier les propriétés spectrales du noyau de transition de la chaine de Markov, nous exprimons les
fonctions propres & gauche en termes de transformée de Laplace de temps d’atteinte de certains ensembles.
Cette idée est déja présente dans [25]. Concernant les fonctions propres a droite, nous nous inspirons d’un
résultat obtenu par Volker Betz et Stéphane Le Roux dans [18] qui montrent que les fonctions committeurs
pour des chaines de Markov a temps discret et espace discret satisfont une équation de type équilibre
détaillé, méme si la chaine n’est pas réversible. Nous utilisons également des éléments de la théorie des
perturbations des opérateurs linéaires compacts (voir par exemple [58, 50]), la transformée harmonique
de Doob (qui est reliée a la théorie des distributions quasi-stationnaires comme le montrent Raphaél
Chetrite et Hugo Touchette dans [31]), ainsi que des estimations sur les trajectoires des EDS qui ont été
développées dans [10, 11, 12] par Nils Berglund et Barbara Gentz.

1.6 Plan

Le Chapitre 2 est consacré a 1’étude des chaines de Markov a temps discret et sur des espaces quel-
conques. Il peut étre vu comme une boite a outil pour étudier des applications de Poincaré aléatoires.
Nous y définissons des processus qui permettront d’approcher la dynamique des applications de Poincaré
aléatoires, notamment le processus trace et le processus tué. Cependant, les idées proposées peuvent étre
généralisées pour d’autres types de processus Markoviens. En effet, le processus trace est défini pour les
processus de sauts Markoviens dans [5], et apparait également dans 'article de Panki Kim, Renming Song
et Zoran Vondracek [60].
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1.6. PLAN

Le Chapitre 3 passe en revue les propriétés des systémes admettant des orbites périodiques, et les
perturbations stochastiques de ces systémes. En utilisant un systéme de coordonnées approprié, nous
donnons la construction de l'application de Poincaré aléatoire. A partir d’estimations a priori sur le
caractére métastable des EDS nous donnons des estimations sur les propriétés de la chaine de Markov
décrivant I'application de Poincaré aléatoire. Grace au principe de contraction et par la théorie de Freidlin-
Wentzell, nous obtenons des bornes a priori sur les probabilités de transitions entre les voisinages des
orbites périodiques.

Sous une hypothése de non-dégénérescence, le Chapitre 4 étudie les propriétés spectrales des applica-
tions de Poincaré aléatoires. Aprés avoir présenté les résultats obtenus : estimations des valeurs propres,
fonctions propres a droite et & gauche, et lien entre les espérances et les valeurs propres, nous donnons
le schéma général de la preuve. Grace aux résultats obtenus dans le Chapitre 2 nous montrons que les
valeurs propres du noyau de transition de la chaine de Markov sont proches des valeurs propres d’une
matrice de transition d’une chaine de Markov & espace discret. Aprés avoir estimé les valeurs propres de
la matrice de transition, nous donnons les preuves des différents théorémes.

Le Chapitre 5 relaxe 'hypothése de non-dégénérescence et étudie en détail le cas ou des paires de
quasi-potentiels sont proches ou égaux.

Enfin, le Chapitre 6 montre 'intérét d’un point de vue numérique des résultats obtenus. En effet,
les résultats obtenus donnent une relation explicite entre les valeurs propres et fonctions propres de
I’application de Poincaré aléatoire et les committeurs pour des voisinages des orbites périodiques stables.
Les méthodes numériques utilisées pour la simulation d’événements rares, comme 1’algorithme multi-
niveaux avec branchement (voir par exemple [29, 3, 26]) permettent de calculer ces fonctions. De plus, nos
résultats montrent le lien entre les valeurs propres (et les fonctions propres) associées aux états métastables
et la valeur propre principale (et les fonctions propres associées) de certains processus tués. Etudier la
valeur propre principale et les fonctions propres associées présente un intérét numérique puisqu’il est plus
facile de mettre en place un algorithme pour les estimer que pour n’importe-quelles autres valeurs propres
ou fonctions propres.
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Chapitre 2

Chaines de Markov a temps discret et
sur un espace d’état quelconque

La théorie des chaines de Markov sur des espaces quelconques est décrite dans le livre de Joseph Leo
Doob [41], puis par Steven Orey [70], Esa Nummelin [68] et Daniel Revuz [72]. Nous présenterons les
résultats en suivant le formalisme introduit par Sean Peter Meyn et Richard Lewis Tweedy [66].

Dans la premiére partie, nous rappelons quelques définitions et propriétés des chaines de Markov a
espace d’états quelconque en développant ’analyse probabiliste et I’analyse par la théorie des opérateurs
linéaires. Puis, pour étudier les propriétés spectrales de la chaine de Markov nous présenterons deux
problémes aux bords qui par une approche liée & la théorie du potentiel ont une interprétation probabiliste
en termes d’espérance de temps de retour. Enfin, nous définirons et étudierons les propriétés de trois
processus qui peuvent étre obtenus & partir du processus initial : le processus trace, le processus tué et le
processus conditionné a rester dans un ensemble. Nous étudierons en particulier les propriétés spectrales
de ces trois processus.

2.1 Propriétés et résultats classiques . . . . . . ... o 0o 00000 14
2.1.1 Définitions pour un noyau de transition a espace quelconque . . . . ... . .. 14
2.1.2 Irréductibilité et récurrence de Harris . . . . . . . . .. .. ... ... .. 15
2.1.3 Propriétés spectrales d’'un noyau a densité . . . . . . .. ... 16

2.1.3.1 Généralités et définitions . . . . . . . . ... oL 16
2.1.3.2  Propriétés spectrales d’un opérateur compact . . . . . . .. ... ... 17
2.1.3.3  Généralités sur la théorie des perturbations . . . . . . . ... ... .. 18
2.1.4 Processus réversible et non réversible . . . . . ... ... L oo 20

2.2 Théorie du potentiel et problémes aux bords . . . . . ... ... ... .. .. 21
2.2.1 Equivalence avec un probléme aux valeurs propres sur un domaine restreint . . 22
2.2.2  Calcul des fonctions propres a gauche . . . . . . ... .. ... 0L 23
2.2.3 Probléme aux bords de Poisson . . . . . . . .. ... oL 24

2.3 Processustrace . . . . . . . . i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 25
2.3.1 Deéfinition . . . . ... e e 25
2.3.2 Propriétés du processus trace . . . . . . .. .. ..o o 26
2.3.3 Approximation par le processus trace . . . . . ... ... 28

2.4 Processus tué . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 30
2.4.1 Processus tué et distribution quasi-stationnaire . . . . . . ... ... 30
2.4.2 Propriétés spectrales du processus tué . . . ... ... 31

2.4.2.1 Estimation du trou spectral du processus tué . . . . . ... ... ... 32
2.4.2.2  Estimation de loscillation de fonction propre principale . . . . . . . . 33
2.5 Processus conditionné, transformée harmonique de Doob . ... .. .. .. 36
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

2.1 Propriétés et résultats classiques

2.1.1 Définitions pour un noyau de transition & espace quelconque

Soit ¥ un espace d’états de R? et soit S la o-algébre Borélienne sur ¥. Un noyau de transition
K : ¥ x 8 = RT est un noyau markovien de (2,S) dans lui méme tel que

— pour tout = € ¥, K(x,-) est une mesure sur (X,S),

— pour tout A € S, K(-, A) est une application S-mesurable.
Le noyau markovien K est dit stochastique si pour tout z € 3, K (z,%X) = 1. Il est dit sous-stochastique
sl existe z € &, K(z,%) < 1.

Un noyau markovien sous-stochastique peut étre rendu stochastique en ajoutant un état cimetiére §
a X et en imposant

K(z,0)=1—- K(z,%), K(5,%)=0.

Si le noyau admet un trou spectral (voir Section 2.1.3 pour une définition du trou spectral), il est
alors possible de conditionner le noyau avec I’état cimetiére a rester dans Y. Ceci consiste & utiliser
la transformée harmonique de Doob. Le noyau ainsi obtenu est également stochastique. Les détails de la
transformée harmonique de Doob sont donnés dans la Section 2.5.

Le noyau de transition décrit une chaine de Markov (X,,)nen & temps discret sur X. Pour tout « € X
et pour tout borélien A C %, les probabilités de transitions sont données par

]P{Xn+1 cA | Xn::r} =K(z,A) Vn>=0.

En tant qu’opérateur linéaire, le noyau de transition K induit naturellement deux semi-groupes.
— Le noyau markovien K peut étre considéré comme un opérateur linéaire borné sur L>°(X) agissant
sur des fonctions mesurables bornées f : ¥ — C par

(K f)(x) = / K(z,dy)f(y) = E*{f(X))}, Vees.

Cet opérateur est appelé opérateur progressif, lorsque le noyau est stochastique, il laisse invariant
tout élément constant.

— Pour toute mesure signée p sur 3, de densité m par rapport & la mesure de Lebesgue, nous
considérons K comme un opérateur linéaire borné sur L!(X)

(uK)(B) = (/E m(m)K(m,B)dx) —P“{X,€ B}, VBES.

Cet opérateur est appelé opérateur rétrograde, lorsque le noyau est stochastique, il préserve la
norme [|uK |, = [l
Ces deux opérateurs sont également positifs i.e. u/K > 0 lorsque g > 0 et Kf > 0 lorsque f > 0. Ces
opérations définies pour les chaines de Markov & espaces quelconques sont des extensions naturelles des
produits matriciels & droite et & gauche des chaines de Markov a espace d’états dénombrables.
Pour n > 1, le n-iéme itéré du noyau de transition est défini grace a la relation de Chapman—
Kolmogorov

K" (z, A) = / K"(z,d2)K(z,A) VzeXx,
b
avec K1(x, A) = K(x, A). Ainsi, partant de x € ¥, la chaine de Markov satisfait
P*{X, € A} :/ K"(z,dy) = K"(z,A) .
A

Pour tout borélien A C ¥ et pour toute condition initiale x € ¥ de la chaine de Markov, nous

introduisons le temps d’atteinte T4 et le temps de retour Tj{

Ta(z) =inf{n > 0,X, € A} ,

Ti(x) =inf{n >1,X, € A} .
Lorsque le contexte est suffisamment clair, nous omettrons la condition initiale et noterons simplement
TA, TX. Notons que le temps d’atteinte et de retour sont égaux lorsque la condition initiale est dans le
complémentaire de A i.e. 73 (x) = Ta(z) pour x € A° = X\ A, alors que 0 = 74(z) < 1 < 7} (2) si x € A.
Suivant les propriétés des temps d’atteinte et de retour, et suivant le nombre de visites de la chaine dans
A, le comportement de la chaine de Markov est différent.
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

2.1.2 Irréductibilité et récurrence de Harris

Définition 2.1.1 (Irréductibilité)

Une mesure p o-finie sur lespace d’états (X,S) est une mesure positive si pi(A) > 0 pour tout A € S et
#(X) > 0. Un ensemble A qui vérifie u(A) > 0 pour une mesure p positive est dit p-positif. Un noyau
de probabilité K sur (X,8) est dit u-irréductible si pour tout & € X, pour tout A p-positif, il existe un
entier positif (qui peut dépendre de A et x) tel que K™(z, A) > 0. Autrement dit, le nombre de visites de
la chaine dans I’ensemble A est positif. Un noyau K est dit irréductible s’il est p-irréductible pour une
certaine mesure p. Enfin, une chaine de Markov est dite irréductible si son noyau de transition l’est.

Ainsi une chaine de Markov est p-irréductible si pour tout = € ¥, et pour tout A € S, p-positif
P*{rf < o0} >0.

Définition 2.1.2 (Mesure invariante, fonction harmonique)
Une mesure o-finie 7 sur (X, S) qui satisfait

W(A):/Ew(dx)K(x,A), VAeS

est dite invariante ou stationnaire. Une fonction mesurable positive sur (2,S5), ¢ : ¥ — R est dite
K -invariante ou K-harmonique par rapport au noyau K si

o) = /Z K(z,dy)d(y), Vel

Lorsque le contexte est suffisamment clair, nous dirons simplement harmonique ou invariante.

Une mesure invariante (respectivement une fonction harmonique) d’un noyau de transition stochas-
tique est une fonction propre a gauche (respectivement a droite) pour la valeur propre 1. Lorsque le noyau
est sous-stochastique la mesure associée a la plus grande valeur propre est appelée distribution quasi-
stationnaire tandis qu’une fonction f mesurable positive satisfaisant K f < f est dite surharmonique. Les
propriétés spectrales d’un noyau de transition stochastique seront étudiées d’un point de vue analytique
dans la Section 2.1.3. L’irréductibilité d’'un noyau de transition est une condition trés forte puisqu’elle
demande que les ensembles A u-positifs soient toujours atteints quelque soit leur condition initiale. Cette
condition d’irréductibilité permet d’obtenir I'unicité de la mesure invariante lorsqu’elle existe. Le résultat
qui suit découle de [66, Théoréme 10.0.1 et 10.1.2].

Proposition 2.1.3 (Unicité de la mesure invariante). Si un noyau de transition est irréductible et posséde
une mesure invariante, alors a une constance multiplicative prés cette mesure est unique.

Définition 2.1.4
La chaine de Markov associée & un noyau de transition irréductible n’admettant pas de mesure invariante
est dite nulle. Elle est dite positive sinon.

Une notion plus forte que l'irréductibilité est la récurrence.

Définition 2.1.5

Une chaine de Markov est dire récurrente si elle est irréductible et si pour tout mesure pu, o-finie sur S
telle que le noyau de transition K soit u-irréductible, pour tout A € S avec A p-positif, I’espérance du
nombre de visites dans A vérifie

00
EJ{ZH{XHGA}}ZOO, Ve e X .
n=1

Une chaine de Markov récurrente qui admet une mesure de probabilité invariante est dite positive récur-
rente.

Définition 2.1.6
Une chaine de Markov est dite récurrente au sens de Harris si elle est irréductible et que pour tout A € S,
A p-positif pour une mesure irréductible p, elle satisfait

Pz{gn{xn@} - oo} —1, VzeA.
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

Si en plus, elle admet une mesure de probabilité invariante, alors elle est dite positive récurrente au sens
de Harris.

Une chaine de Markov est récurrente au sens de Harris si pour tout A € S, p-positif pour une mesure
irréductible pu, elle retourne infiniment souvent dans A lorsqu’elle part d’un point de A . Il est en fait
possible de montrer que I'on peut étendre ce résultat a tout x € 3. Si la chaine de Markov est récurrente
au sens de Harris, alors pour tout x € ¥ et pour tout borélien A, u-positif pour une mesure irréductible

s
P{rf <oo}=1. (2.1.1)

D’aprés [66, Proposition 9.1.1], (2.1.1) est une condition équivalente a la récurrence au sens de Harris.
Le résultat qui suit, est une conséquence de [66, Théorémes 17.1.4 et 17.1.5] pour les fonctions har-
moniques.

Proposition 2.1.7. Sile noyau de transition K admet une mesure invariante et si les fonctions bornées
K -harmonique sont constantes, alors la chaine de Markov est positive récurrente au sens de Harris.

Cette propriété permet de caractériser la propriété des chaines de Markov positives récurrentes au
sens de Harris comme une propriété algébrique de 'opérateur linéaire f — K f sur 'espace L*°(X) des
fonctions mesurables bornées. L’espace propre correspondant a la valeur propre 1 est un sous espace de
dimension 1 de L>°(X) engendré par la fonction constante ¢ = 1.

Dans la suite, il ne sera question d’irréductibilité que par rapport & la mesure de Lebesgue.

2.1.3 Propriétés spectrales d’un noyau a densité

Dans cette section, nous supposerons que le noyau K admet une densité k par rapport a la mesure
de Lebesgue.

Définition 2.1.8 (Noyau a densité)
Un noyau de transition K admet une densité k par rapport a la mesure de Lebesgue s’il existe une
fonction positive k : ¥ x ¥ — [0, 00], mesurable par rapport a la o-algébre Borélienne (S,S) telle que
pour tout z € X, et pour tout A € S,

K(z, A) :/Ak(x,y)dy-

La densité k™ de la n-iéme transition est définie de maniére récursive par
E ) = [ e bz ) e
b

2.1.3.1 Généralités et définitions

Pour un opérateur K, considérons I’équation de Fredholm du second type
Ap—Kp=g, (2.1.2)

d’inconnues A et ¢ ol A est un nombre complexe, et ¢ et g sont dans L*°(X). En dimension finie,
I’équation précédente correspond & un systéme fini d’équations linéaires, et il n’y a que deux possibilités,
soit 1’équation admet une solution unique ¢ = (\id —K)~!g soit I'’équation homogeéne K¢ = \¢ admet
des solutions non triviales. Dans ce dernier cas, A est appelé valeur propre, elle correspond & une racine du
déterminant du systéme. Ainsi, le nombre de valeurs propres est au plus égal & la dimension du systéme.
Dans un espace de Banach de dimension infinie, d’autres cas peuvent se produire. Nous pouvons
définir le spectre de l'opérateur K comme l'ensemble des valeurs A pour lesquelles (Aid —K) n’est pas
inversible. Dans un espace de Banach de dimension infinie, le spectre se décompose en deux parties : le
spectre ponctuel et le spectre essentiel.
— Le spectre ponctuel est composé des valeurs propres de I'opérateur i.e. des nombres complexes A
tels qu’il existe une fonction ¢ # 0 satisfaisant K¢ = A¢. Les valeurs propres sont donc les valeurs
pour lesquelles (Aid —K) n’est pas injective.
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

— Le spectre essentiel peut étre défini & partir de la notion d’opérateur de Fredholm. Un opérateur
linéaire est dit de Fredholm si son noyau est de dimension finie, et son image est fermée, de
codimension finie. Pour un opérateur de Fredholm, nous pouvons définir son indice par

ind K = dim Ker K — codim Im K .

Ainsi, le spectre essentiel est composé des valeurs complexes A telles que Aid —K n’est pas un
opérateur de Fredholm d’indice 0.
Remarquons que la réunion du spectre essentiel et ponctuel recouvre tout le spectre, cette union n’est
pas nécessairement disjointe.

En général, en dimension infinie, il n’est pas facile de trouver les valeurs propres d'un opérateur.
Cependant, il existe une classe d’opérateurs qui permet de généraliser de nombreuses propriétés des
opérateurs en dimension finie : la classe des opérateurs compacts. C’est la classe d’opérateur que nous
étudierons dans la Section 2.1.3.2.

L’ensemble résolvant p(K) de P'opérateur K est défini par

p(K) ={z € C,(zid —K)est inversible} .

Pour z € p(K), nous noterons (zid —K)~! Popérateur inverse de (zid —K) et la fonction z —

(zid —K)~! est appelée résolvante de K. Remarquons que puisque
K(zid—K)™! = (2id —(zid = K))(zid = K)~*

= (zid)(zid =K)™' = (zid = K)(zid = K) ™!

= (zid —K)"!(zid) — (zid —K) ' (zid = K)

=(zid—K) 'K,

la résolvante commute avec son opérateur.

2.1.3.2 Propriétés spectrales d’un opérateur compact

Un opérateur linéaire K sur l'espace de Banach L*°(X) est dit compact lorsque l'image de tout
ensemble borné est relativement compact (i.e. a une fermeture compacte).

Pour un opérateur compact, l'existence et I'unicité des solutions de ’équation (2.1.2) est donnée par
Palternative de Fredholm. Celle-ci dit que soit I’équation homogéne (pour g = 0) admet une solution
non nulle, soit 'équation (2.1.2) admet une solution pour toute fonction g. De plus, pour un opérateur
compact, le théoréme de Riesz—Schauder [58, Théoréme 6.26] garantit que le noyau de transition K a un
spectre discret. Toutes ses valeurs propres ont une multiplicité finie exceptée la valeur propre zéro. Les
valeurs propres de 'opérateur sont les racines du déterminant de Fredholm

det(zid—K) = exp(— i %/Ek:m(ac,ac)dx) . (2.1.3)

Le nombre de valeurs propres A hors d’un disque donné |A| < r est fini pour » > 0. Notons o(K) le
spectre de 'opérateur K. Puisque le spectre de K est borné, nous pouvons définir le rayon spectral de
I'opérateur

r(K) = sup{|A|, A € o(K)} . (2.1.4)

Notons (A;);en les valeurs propres du noyau de transition K, ordonnées par module décroissant et notons
respectivement 7; et ¢; les fonctions propres a gauche et a droite. Plus précisément, nous avons

(miK)(x) = \jmj(x) et (K¢j)(z) = Ao ()

pour tout j € N. Rappelons que pour tout couple de fonctions propres (g, ¢;) associées & des valeurs
propres distinctes A\ # A,

/ mr(x)p(z)de = 0.
)

Ainsi, nous pouvons normaliser les fonctions propres de telle fagon que
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

Les noyaux ¢;(x)m;(y) sont des projecteurs invariants sur les sous-espaces invariants de K. Ainsi, si
I’ensemble de fonctions propres est complet, et si toutes les valeurs propres non nulles sont de multiplicité
simple, alors nous avons la décomposition spectrale

k(z,y) = Xidi(z)mi(y) -

i>0

Remarque 2.1.9. L’intérét de cette normalisation est que la densité du noyau itéré vérifie pour tout n

k" (2,y) = Z AL di(@)mi(y) - (2.1.6)

i>0

La connaissance des valeurs propres et fonctions propres permet donc de quantifier les probabilités de
transitions. O

Comme pour la décomposition d’une matrice en éléments propres, nous pouvons écrire une décompo-
sition si des valeurs propres ont une multiplicité plus grande que 1, la décomposition fait alors apparaitre
des blocs de Jordan non triviaux.

Nous parlerons de trou spectral lorsque les deux plus grandes valeurs propres satisfont [A1| < Ag < 1.

Remarque 2.1.10. Une condition suffisante pour que 'opérateur K soit compact est que 3 soit borné
et la densité k soit réguliére. Une autre condition suffisante pour qu’un opérateur soit compact est qu’il
soit de rang fini. Dans ce cas, les fonctions propres forment une famille compléte. %

Dans cette thése, pour étudier les propriétés spectrales d’un noyau de transition K, nous I’approche-
rons par un noyau de rang fini. Un noyau est de rang fini s’il peut s’écrire comme une somme finie de
produits de deux fonctions dont I'une ne dépend que de son premier argument, et 'autre de dépend que
de son second.

2.1.3.3 Généralités sur la théorie des perturbations

Soit K* un opérateur compact, noyau de transition markovien. Nous souhaitons étudier le comporte-
ment du spectre de K lorsque K peut étre considéré comme une perturbation de 'opérateur K*. A cette
fin, nous introduisons 'opérateur de Riesz.

Un ensemble o est une partie isolée de o(K*) si 0 et o(K*)\o sont des sous-ensembles fermés du
spectre o(K*). Pour 0 C o(K™*) nous introduisons ’opérateur de Riesz de K* pour la partie isolée ¢ par

1
I, (K*) = ﬁ/C(,zicl ~K*)"tdz, (2.1.7)

avec C C C un lacet du plan complexe (dans I’ensemble résolvant) tournant une fois positivement autour de
o. L’intégrale est bien définie puisque la résolvante z +— (zid —K*)~! est analytique (en z) sur 'ensemble
résolvent p(K™*). De plus, l'intégrale est indépendante du choix du lacet C par la théorie des fonctions
complexes. Notons que Il,(K*) est un projecteur puisque 112 = 1[50, Lemma 2.1|, ainsi I'opérateur de
Riesz est également appelé la projection de Riesz. Puisque, U'opérateur K* commute avec sa résolvante,
il commute également avec son opérateur de Riesz. Nous rappelons également que

ooy (K*) =id . (2.1.8)

Soit C C C un lacet entourant o(K™*). Nous commengons par donner une condition garantissant que
C ne contienne aucune valeur propre de K, Ceci revient a vérifier que (zid —K) est inversible pour tout
z €C.

Proposition 2.1.11 ([49, Corollaire 8.2]). Si (zid —K™*) est inversible et si la norme de la différence
entre les deux opérateurs satisfait |K — K*|| = ||(zid —K*) — (zid —K)|| < ||(zid —K*)""||™", alors
(zid —K) est inversible et

: *\—172 *
€ id — &) 7M7) K — K|
1—[[(zid =K*) ||| K — K|

(zid —K*)™' — (zid = K) || € (2.1.9)
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

En effet, sous I'hypothése que (zid —K™*) est inversible, puisque
(zid —K) = (id (K — K*)(zid = K*) ") (zid = K*) ,

il est naturel d’exiger que

1 1,—
I — K| < 5y i= 5 minl(zid ~K7) Y71z ec). (2.1.10)

1

2

afin que (zid —K) soit bien inversible pour tout z € C. Grace a (2.1.9), nous obtenons alors
[(zid—K*)™' — (zid —K) 71| < 2||(zid —K*) " Y]?|| K — K*]| . (2.1.11)

Ainsi, la projection de Riesz pour la partie 0(K) dans C donnée par

1 _
M=— [ (zid—K) 'dz,
2mi Je

est bien défini.
En utilisant 1’équation (2.1.8) et (2.1.11), nous obtenons

1 _ _
lid —11|| = ‘ —_/(zid—K*) ' (zid—K) 'dz
2mi Je
1 _ _
<—/||(zid—K*) ' (zid—K)7 Y| dz
2 I
1 _
<2 [k TPz - K.
TJc

Puisque II est une projection, si ||id —II|| < 1, il suit que id —II = 0, et donc o(K) est dans C. Une
seconde hypothése naturelle afin de de controler le spectre de 'opérateur K est donc

1

1 . —12
C’::—/||(21de*) 1Pde < —— .
T Je [ K> — K|

(2.1.12)

Ces remarques nous aménent a la proposition suivante.

Proposition 2.1.12 ([50, Proposition 4.1]). Soit Q un voisinage ouvert de o(K*). Alors il existe un
€ > 0 tel que o(K) C Q pour tout opérateur K avec | K* — K|| < e.

Les remarques précédentes nous permettent de quantifier le comportement des valeurs propres d’un
opérateur lorsque celui-ci subit de petites perturbations. En effet, si

1 _
I = 4] <min { G (04 )

avec v and C les quantités données par (2.1.10) et (2.1.12) et C un lacet qui sépare une valeur propre simple
de K* du reste de son spectre alors le contour C entoure une seule valeur propre simple de 'opérateur
K. Ce résultat reste vrai pour un ensemble de valeurs propres.

Proposition 2.1.13 ([50, Proposition 4.2]). Soit ¢ un ensemble fini de valeurs propres de type fini de
K* |, et soit C un lacet entourant o qui sépare ¢ de o(K*)\o. Alors il existe un € > 0 tel que pour tout
opérateur K satisfaisant | K* — K| < €, nous avons o(K)NC = 0, et le spectre de K dans C est un
ensemble fini de valeurs propres de type fini qui satisfait I’égalité des multiplicités

doomnK)= Y m(hEY).

A dans C A dans C

Avant d’estimer les quantités v et C qui permettent de contréler la norme des différences entre les
opérateurs, nous allons étudier les propriétés spectrales du 'opérateur K*.
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2.1. PROPRIETES ET RESULTATS CLASSIQUES

2.1.4 Processus réversible et non réversible

Définition 2.1.14 (Chaine de Markov réversible)
Une chaine de Markov est dite réversible par rapport 4 une mesure de probabilité 7 si pour tous boréliens
A, B C S, la condition dite d’équilibre détaillé est satisfaite

/ﬂ'(dx)K(x,B) :/ m(dz)K(x, A) . (2.1.13)
A

B

Une chaine qui ne satisfait pas la condition d’équilibre détaillé par rapport a sa mesure stationnaire est
dite non-réversible.

En prenant pour A Pespace tout entier dans (2.1.13), si une chaine est réversible par rapport a une
mesure de probabilité 7 alors c’est une distribution stationnaire pour le noyau de transition K. L’inverse
est faux.

Soit L3(m) = {f: ¥ = C, [; |fI?dr < oo} I'espace de Hilbert avec le produit scalaire

(f.9) = / f(@)g@n(dz)

Par linéarité et convergence dominée, une chaine de Markov est dite réversible par rapport & une mesure
de probabilité 7 si pour toutes fonctions f,g € L?(r), nous avons

/E / F(@)g(y)m(da) K (z, dy) = / / F()g(@)m(da)K (z, dy) (2.1.14)

Nous obtenons alors une définition équivalente de la réversibilité en étudiant les propriétés du noyau
de transition comme opérateur linéaire positif sur des espaces de fonctions. Grace a ’équivalence entre
(2.1.14) et (2.1.13), nous obtenons la propriété suivante.

Proposition 2.1.15. La mesure de probabilité w satisfait une condition d’équilibre détaillé si et seulement
si le noyau de transition est un opérateur auto-adjoint de L*().

Les propriétés spectrales d’un processus réversible sont plus faciles & obtenir que pour un processus
non-réversible. Les valeurs propres du noyau de transition d’un processus réversible sont réelles (puisque
Popérateur est auto-adjoint). De plus, les fonctions propres a gauche et a droite d’un noyau d’un processus
réversible sont liées par la distribution stationnaire.

Proposition 2.1.16. Pour un noyau de transition K réversible, connaissant la distribution stationnaire
et les fonctions propres & droite, la j*™¢ fonction propre & gauche a pour expression

7j(dx) = mo(dz)p;(z) .
Démonstration. Nous pouvons en effet vérifier que la mesure donnée par p(dx) = mo(dz)¢; () satisfait le

probléme aux valeurs propres pour la valeur propre d’indice j. Pour tout borélien B C X, en appliquant
la condition d’équilibre détaillé avec la fonction f = ¢; et g(z) = L,y

(LK) (B) = /E /E ro(d) by (@)1 ey K (, dy) = /E /E ro(d2) K (2, dy)1 ey = b5(y) = N u(B) .

O

Ainsi, pour un noyau de transition réversible la connaissance des fonctions propres a droite permet de
déterminer les fonctions propres a gauche. Lorsque le noyau de transition n’est pas réversible, il faut utiliser
une autre méthode pour déterminer les fonctions propres & gauche. Nous utiliserons les propriétés d’un
opérateur non stochastique défini a partir du probléme de Dirichlet : le processus trace (voir Section 2.3).
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2.2. THEORIE DU POTENTIEL ET PROBLEMES AUX BORDS

2.2 Théorie du potentiel et problémes aux bords

Dans cette section, nous nous inspirerons des travaux initiés par Anton Bovier, Michael Eckhoff,
Véronique Gayrard, et Markus Klein dans [24, 25] qui utilisent ’approche probabiliste de la théorie du
potentiel pour étudier les propriétés spectrales des systémes métastables.

Considérons une chaine de Markov a temps discret (X, ), >0, positive récurrence au sens de Harris sur
Pespace d’états continu (X, S). Notons K le noyau de transition markovien associé.

Soit A C ¥, un borélien, si A a une mesure de Lebesgue positive, alors les temps d’arrét 74 et TX
sont presque stirement finis puisque que la chaine est positive récurrente au sens de Harris. Dans la suite,
pour alléger I’écriture, nous écrirons

EA{} =sup B?{},  PA{}=sup P*{} (2:21)
z€A z€A

Nous introduisons également le ni™° temps de retour définit de maniére récursive par
T = inf{n > X, € A},
avec TX = =7}
Pour un noyau de transition irréductible K, il est pertinent de s’intéresser au taux de croissance des
itérés K™ du noyau K. Pour tout u € C, la série génératrice du noyau de transition K est définie pour
tout x € X, pour tout A € S par

Puisque K" (x, A) < 1, la fonction génératrice G*(x, A) existe et elle est finie au moins pour 0 < |e™*| < 1.
Pour un noyau de transition K irréductible, d’apreés [68, Théoréme 3.2], il existe un rayon de convergence
0 < R < oo tel que la série génératrice diverge pour toutes fonctions positives si e > R, et converge
pour certaines fonctions si e* < R.

Nous avons une condition d’existence de la transformée de Laplace des temps d’arrét.

Lemme 2.2.1. Soit (X,), une chaine de Markov positive récurrente sur (%,S). La transformée de
Laplace de la variable complea:e u du temps de premiére atteinte E*{e““} ainsi que celle du temps de
premier retour Em{e“TA } sont analytiques en u pour tout u € C qui satisfait

sup PP{X1 € A} < |e7"| . (2.2.2)
rEA°

Si u satisfait cette condition, alors pour tout x € A€, la transformée de Laplace du temps de premier

retour est encadrée par
+ 1
E“‘{ ur ) H < , 2.2.3
¢ le—u[— PA{X, € A} (223)

Démonstration. Nous montrons le résultat pour le temps de premier retour, le méme argument fonctionne

pour le temps de premiére atteinte. Puisque la transformée de Laplace est majorée E“‘{e“i } < 1 pour

tout réel u < 0, il existe une constante ug > 0 tel que E“‘{e“i} < oo pour tout u < ug. Pour tout

u € C, en décomposant ’espérance suivant la valeur de TX puis en utilisant la propriété de Markov, nous
majorons

‘E‘C{emi}‘ < e[ P7{X; € A} + )
n>1

e“(”"’l)‘ P*{X; € A}(PA°{X; € A°})"1PA(X; € A} .

Ainsi pour tout u tel que sup P*{X; € A°}|e"| < 1, la transformée de Laplace est finie, elle est

rEA°C
donc analytique sur son domaine de sommabilité. Pour z € A€, et pour tout complexe u tel que
sup P?{X; € A°}|e¥| < 1, nous obtenons alors (2.2.3). O
TEA®

Les transformées de la Laplace des temps d’atteinte et de retour interviennent dans la résolution de
problémes aux bords.
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2.2. THEORIE DU POTENTIEL ET PROBLEMES AUX BORDS

2.2.1 Equivalence avec un probléme aux valeurs propres sur un domaine
restreint

Pour résoudre le probléme aux valeurs propres, nous introduisons un probléme aux bords de Dirichlet.

Soit un borélien A € S, soit u € C et soit ¢ : A — R une fonction mesurable bornée, nous souhaitons
trouver une fonction (bornée) ¢* qui satisfait le probléme

(K¢*)(x) = e ¢"(x), ze A,
¢"(x) = o(x), zEA. (2.2.4)

Les solutions d’un tel probléme de Dirichlet admettent une interprétation probabiliste en fonction des
transformées de Laplace des temps d’arrét.

Proposition 2.2.2 (Relation de type Feynman—Kac). Pour tout u € C qui satisfait la condition d’exis-
tence de la transformée de Laplace donnée par (2.2.2), l'unique solution du probléme auz bords de Dirichlet
(2.2.4) est donnée par

¢"(z) =E"{e"™* (X,,)} .

Démonstration. Nous commencons par vérifier que la solution proposée résout le probléme aux bords.
La fonction ¢%(z) satisfait le probléme aux bords pour x € A, puisque pour une telle condition initiale
74 =0, et donc E®{e"™ ¢(X,,)} = ¢(z). Pour z € A°, en décomposant 'espérance donnée par (K ¢*)(z)
en fonction de la position de X7, nous obtenons

(K¢")(x) = B {EX {"™ 6(X,,) ix,eay } + E{EX {4 6(Xr,) Hix, caet }
- Em{a(Xl)]l{XleA}} + Ez{eu('rAfl) E(XTA)]I{XleAC}}
— MR G(X,,))

Ceci montre que E*{e"7 ¢(X,,)} est une solution admissible pour tout = € ¥. L’unicité est une consé-
quence de l'alternative de Fredholm. Raisonnons par I’absurde en supposant que deux fonctions f # g
satisfont le probléme aux bord de Dirichlet. Nous obtenons alors

((id—e" K)(f = 9))(=)
(f —9)(z) =

Pour tout z € A°, en utilisant le noyau 1 défini par 15(z, A) := 1 anp(z), la premiére ligne peut s’écrire
de fagon plus compacte sous la forme (id —e" K1 4¢)(f — g)(x) = 0. La contradiction vient du fait que
sous la condition donnée par (2.2.2), ||e* K1 4¢|| < 1. Ainsi, 'opérateur (id —e* K1 4c) est inversible (en
appliquant par exemple [50, Théoréme 8.1]), et donc f = g. O

0, e A°,
) CCEA.

Gréace a la solution (2.2.4) obtenue pour le probléme aux bords de Dirichlet nous allons pouvoir définir
un noyau de transition non stochastique défini uniquement sur un sous-ensemble A C ¥ satisfaisant la
condition d’existence des transformées de Laplace donnée par (2.2.2).

Corollaire 2.2.3. Soit K" le noyau de transition définit sur A x B(A) pour tout x € A et pour tout
B € B(A) par

u _mx ) u(ri—1)
K ($,B) =K {e A IL{XTXEB}}.

Pour u satisfaisant (2.2.2), le probléme aux valeurs propres défini sur ¥ par
(K6")(x) = e~ 6"(a)
est équivalent au probléme aux valeurs propres sur A défini par
(K6 )(x) =e ¢ (x) (2.2.5)

avec ¢ (x) = ¢*(z) pour tout z € A.
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2.2. THEORIE DU POTENTIEL ET PROBLEMES AUX BORDS

Démonstration. Soit (e™ ", ¢") un couple de valeur propre et de fonction propre a droite pour le noyau
de transition K. En séparant de nouveau ’équation intégrale suivant la position de X, et en insérant la
solution trouvée précédemment pour le probléme de Dirichlet dans le second terme du membre de droite,
nous obtenons

e " ¢"(z) = (K¢")(x)
= E"{¢"(X1)1ix,eay } + E7{0"(X1)Lix,cae} }
=E{¢" (X, )1y} HEH{ET {7 6" (Xr )} gy
— E*{e"(TA-D O(X g oy} + E®{e (A1) 0" (X, Loy}
_ Ex{eu(T}—l) ‘z)u(XTj)} = (K"¢")(z) .
Puisque pour = € A, nous avons ¢"(z) = ¢ (z), I'équation (2.2.5) est satisfaite.

Soit maintenant, (e, d)u) un couple donné de valeur propre et de fonction propre & droite du noyau
K", nous introduisons la fonction

¢"(x) = E*{e" 3" (Xo,) } -

Remarquons que ¢%(x) = Eu(ac) pour x € A. Par la proposition précédente, ¢* satisfait le probléme aux
valeurs propres pour la valeur propre e™*. O

Dans la suite, nous oublierons la notation ¢ puisque Eu = ¢"|,ca- Nous appellerons probléme aux
valeurs propres restreint le probléme aux valeurs propres défini par (2.2.5).
D’un point de vue probabiliste, travailler avec un tel opérateur n’est pas aisé. Il est en effet non-

Markovien, et puisque 'opérateur K définit sur A satisfait K"(x, A) = e ™ IE‘E{e”TX }, nous avons

1
— e[ PAT{X, € A}

I < 5

2.2.2 Calcul des fonctions propres a gauche

La relation de type Feymnan-Kac permet d’obtenir une équivalence entre le probléme aux valeurs
propres sur X et le probléme aux valeurs propres restreint sur un sous-ensemble A C X. L’équivalence est
obtenue pour tout couple de valeur propre et de fonction propre & gauche. Nous avons en fait un résultat
analogue pour les fonctions propres & droite.

Lemme 2.2.4. Soit uy satisfaisant la condition d’existence de la transformée de Laplace donnée par
(2.2.2). Pour toute fonction propre a gauche m du noyau de transition K associée a la valeur propre
e vk et pour tout borélien B C A C %, nous avons

/ 7 (dx) K" (z, B) := / ﬂk(dI)E”{e”’“(TX_l) Iy o (p=e " m(B). (2.2.6)
A A {TB <7'A\B}
Démonstration. Soit la fonction mesurable bornée h* : 3. — C définie par

hu(x) = Em{em—A ]l{TB<TA\B}} :

Remarquons que pour = € A, h*(x) = 1 ,¢p}, et qu'un argument similaire & celui de la Proposition 2.2.2
nous donne

(Kh")(z) = E*{h"(X,)} = K"(z, B) .

Il vient alors que

/Awk(z)K”’“(:E,B)d:E/Zwk(:c)(Kh”’“)(z)d:E/E\Aﬂk(x)K“’“(:c,B)d:c
=e Uk /Zwk(z)h“’“ (x)dx —e "k /z:\A T (x)h"* (x) de

=e Uk / k(7)1 zepy dv = e " mi(B) .
A
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2.2. THEORIE DU POTENTIEL ET PROBLEMES AUX BORDS

Dans la seconde ligne, nous avons utilisé I’équation aux valeurs propres mp K = e "k my, le fait que
dans X\ A, les temps d’atteinte et de retour sont égaux (74 = 7§ et 75 = 74), ainsi que l'égalité
K"(z,B) = e ™ h"(z). O

Connaissant ’expression de la fonction propre & droite dans A, la Proposition 2.2.2 permet d’obtenir
une expression de la solution du probléme pour tout = € 3. Le résultat qui suit est un résultat analogue
pour les fonctions propres & gauche.

Proposition 2.2.5 (Fonctions propres & gauche a partir du processus restreint). Soit uy une fonction
propre & gauche associée a la valeur propre e~"* pour le processus K"+ sur A i.e. satisfaisant

/ pr (dz) K" (2, B) = e ug(B), BCA. (2.2.7)
A
Alors la mesure définie par
T(B) = / pi(da) > e VP {r} >n, X, € B}, BeS (2.2.8)
A n=1

est une fonction propre a gauche associée a la valeur propre e " pour la chaine de Markov (Xy,), décrite
par le noyau de transition K.

Démonstration. Notons pour tout x € ¥ et pour tout B € S,
[ee]
Uji(z,B) = Ze“(”_l) P*{r} >n, X, € B} .
n=1

Remarquons alors que pour tout B C A, B € S, U4(x,B) = K"(z, B). Ainsi pour tout B € S, en
séparant ’équation intégrale en deux, et en remplagant par ’expression donnée par (2.2.8)

/Ewk(d:c)K(:c,B) :/A {/A e (da)U " (z,dy)] K(y,B) +/C {/A e (da)U " (z,dy)] K(y,B) .

Dans le premier terme du membre de droite, nous utilisons 1’équation aux valeurs propres (2.2.7) pour le
noyau restreint & A. Dans le second terme du membre de droite, nous intervertissons les intégrales pour
obtenir

/ m(dw) K (2, B) = e~ / px(dy) [K(y,B) + Y IR > n, X, € B}
> A n—=2

Ceci montre que la fonction propre 7 définie par (2.2.8) est bien une valeur propre associée a la propre
e Uk, O
2.2.3 Probléme aux bords de Poisson

Un second probléme intéressant que nous utiliserons est le probléme aux bords de Poisson.

Lemme 2.2.6. Soit un ensemble borélien A C X tel que

sup PP{X; € A°} < 1.
TEAC

L’unique solution du probléme auz bords de Poisson

((id =K)r)(z) = g(=), z € A°,
r(z) =0, r €A,

est donnée par

() = E{ ) g(Xm} |

n=0

avec pour convention que la somme sur un ensemble vide vaut zéro.
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2.3. PROCESSUS TRACE

Démonstration. Comme pour la preuve du probléme aux bords de Dirichlet (cf. Proposition 2.2.2), nous
commencons par vérifier que la solution proposée satisfait le probléme aux bords. Il n’y a rien & mon-
trer pour & € A, puisque dans ce cas avec la convention choisie pour la somme sur un ensemble nul,
E“{>740 a(X )} = 0. Pour z € A°,

((id —K)r)(2) = E{ S g(Xa) - EXI{ ) g(Xn>}} .

n=0 n=0

Nous pouvons de nouveau séparer les espérances en fonction de la position de X7 et utiliser la propriété
de Markov forte pour obtenir

((ld 7K)7”)( =E* {]l{XleA}g }+E {]I{XleAc} (Z_ g(Xn) EXI{ Z_ g(Xn)}>}

n=0 n=0
TA—1 TA—1
=E"{l{x,eag9(x)} +E” {ﬂ{xleAc} <Z 9(Xn) — Z g(Xn)>}
n=0 n=1
=g(z) .

Ceci montre que la solution proposée est une solution admissible pour tout = € X.
L’unicité de la solution est, comme pour I'unicité du probléme aux bords de Dirichlet, une conséquence
de l'alternative de Fredholm. En effet, puisque

[KTac|| < sup P{X; € A°} < 1,
rEAC

nous pouvons appliquer [50, Théoréme 8.1|. En particulier, opérateur (id —K1 4¢) est inversible. |

Remarque 2.2.7. Si le noyau K est irréductible alors ’hypothése du Lemme 2.2.6 est satisfaite pour
tout borélien A C X. O

2.3 Processus trace

En prenant u = 0 dans lopérateur précédemment défini, nous retrouvons un noyau markovien sto-
chastique avec une interprétation probabiliste intéressante : le processus trace. Nous supposerons que
la chaine de Markov est récurrente positive au sens de Harris, en particulier pour tout A, nous avons

sup P*{X; € A°} < 1.
TEAC

2.3.1 Définition

Le processus trace est défini & partir des temps de retour de la chaine dans A un sous-ensemble de
I’espace d’états, il est obtenu en arrétant I’horloge de la chaine lorsque celle-ci quitte I'espace A, et en
I'incrémentant lorsque la chaine retourne dans A.

Définition 2.3.1
Pour tout borélien non vide A C ¥, la trace de la chaine de Markov (X,,) sur A est le processus obtenu
par changement de temps dont le noyau de transition est donné pour tout borélien B C ¥ par

AK (2, B) =P*{X_+ € B},

ol nous rappelons que TX =inf{n > 1: X,, € A} désigne le temps de retour vers A.

Par la propriété de Markov forte, le noyau 4K est un noyau markovien. Il est stochastique, comme on
peut le vérifier en intégrant sur A.

Pour tout x € A, le noyau du processus trace se réécrit sous la forme

:ZPQE{TZ =n, X, GB},

n>1
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2.3. PROCESSUS TRACE

AK(z,B)=K(z,B)+ Y _ [ K(z,d2)[(Kla)"'K](2,B),

n>1 Ase

ou en introduisant R4<(1;x,dy) = [id — K a¢]~1(z,dy) la résolvante de I'opérateur K1 4c au point 1,

K (2,B) = K(x.B) + / K (2, dz1) Rae (L 21, dzo) K (2,1)
c Ac

2.3.2 Propriétés du processus trace

Si le processus (X,,) décrit par le noyau K admet une mesure invariante mp, alors le Lemme 2.2.4,
avec u = 0 montre qu’elle satisfait

Wo(B)Z/?To(dIL')Pm{XTX EB}, VBeS,BCA.
A
Cette égalité permet de faire le lien entre la mesure du processus initial et la mesure stationnaire du

processus trace.

Corollaire 2.3.2. Soit my une distribution stationnaire pour le processus (X,) défini par le noyau K sur
(3,S), alors le processus trace défini sur A admet une distribution stationnaire 4mo. Elle est obtenue en
normalisant la distribution du processus initial

AWO(B) = WO(B)

VBeS,BC A.

Le raisonnement inverse est également possible. Nous pouvons reconstruire la mesure invariante pour
le processus définit sur tout I'espace d’états en fonction de la mesure invariante pour le processus trace
définit sur I’ensemble A.

Corollaire 2.3.3 (Construction de la mesure invariante pour le processus original). Soit sm9 une mesure
de probabilité invariante pour le processus trace défini sur A i.e. satisfaisant

mo(B) = / mo(dw) K (z,B), BeSBCA.
A

Alors la mesure définie par

mo(B) = /AAﬂo(dx) ZPQE{TZ >n, X, € B} BeS

n=1

est une mesure de probabilité invariante pour la chatne de Markov (X,,) décrite par le noyau de transition
K sur (%,S).

Notons que si le processus est réversible alors le processus trace est également réversible. Pour s’en
convaincre, il suffit de vérifier que pour tous boréliens B,C C A

/ o) 4K (2,C) = / o) 4K (2, B) .
B C

11 est cependant possible de construire un processus trace réversible a partir d’un processus non-réversible.
Un exemple non trivial pour une chaine de Markov & espace d’états discret est le suivant.

Exemple 2.3.4 (CHAINE NON-REVERSIBLE DONT LA TRACE EST REVERSIBLE). Fizons0 < a,b < 1/10,
et soit P la matrice de transition définie par

1—4a 2a 2a
P = a 1—5a 4a
b b 1-2b
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2.3. PROCESSUS TRACE

La matrice a pour distribution stationnaire mo = 1/(3a+2b)(b, b, 3a), la chaine n’est donc pas réversible.
Notons {1,2,3}, les états de cette matrice de transition. Le processus trace défini sur les états {1,2} a

pour matrice de transition
p 1—-3a 3a
(1.2} 3¢ 1-3a) "

La matrice étant symétrique, le processus trace sur {1,2} est réversible.

Que le processus trace soit ou non réversible, il vérifie une sorte de condition d’équilibre détaillé. En
effet, Volker Betz et Stéphane Le Roux ont montré dans [18], que les temps de retours d’une chaine de
Markov & espace discret satisfont la relation suivante mo(z)P*{7," < 7.5} = mo(y)P¥{7, < 7./}, méme
si la chaine n’est pas réversible (le résultat est vrai pour toute chaine irréductible, positive récurrence
sur un espace dénombrable). La preuve repose sur 1’égalité entre la mesure stationnaire et le temps de
retour mo(z) = (E*{7; })~! pour les chaines (irréductible et positive récurrente) & espace discret. Nous
obtenons un résultat similaire en utilisant les propriétés du processus trace.

Proposition 2.3.5. Soit K un noyau de transition. Pour tous boréliens disjoints, non vides, A1, As C X,
tels que

sup P{X;e€ (4 UA)} <,
ze(A1UA2)C

la distribution stationnaire satisfait
/ mo(da)P* {7}, <74 } = / mo(dz)P {7} <71 }. (2.3.1)
A

La relation reste vraie en remplacant T;{_ par le n-ieme temps de retour 7" vers A;.

L’équation (2.3.1) peut encore se réécrire

/ ro(de) 4, a,K (2, Ay) = / mo(d) 4o, K (2, Ay)
A1 A2

En divisant de part et d’autre de (2.3.1) par la mp(A4; U As), il suit que la mesure de probabilité invariante
pour le processus trace satisfait la méme propriété de type équilibre détaillé.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.3.5. En appliquant (2.2.6) pour la distribution stationnaire 7y associée
a la valeur propre 1 et pour tous ensembles disjoints A, A satisfaisant A; U A, = A, nous avons

mo(A1) =/ Wo(dx)Px{T;L < T:xrz} .
A1UAS

Nous pouvons alors décomposer Iintégrale en deux parties, A; et Ao, et utiliser dans le membre de gauche
I’égalité ]I”{TA < TA } =1- IE”{TA < TA } qui est vraie pour tout . Nous obtenons

mo(A1) :/A mo(dx) [1 —IP”E{TA2 < 'rA H / mo(dx) Px{TA < TA2} ,

Ceci donne le résultat en soustrayant mo(A;) de part et d’autre et en arrangeant les termes. O

Le processus trace décrit par le noyau 4K hérite également des propriétés d’irréductibilité, de récur-
rence et de récurrence au sens de Harris du processus défini par le noyau de transition K. Mais comme
pour la réversibilité, la réciproque n’est pas vraie : si un processus trace est irréductible (récurrent ou
récurrent au sens Harris) le processus initial ne 1’est pas forcément.

Remarque 2.3.6. A partir d’un processus trace sur A C ¥, nous pouvons itérer la transformation et
définir un nouveau processus trace sur B C X, ce processus est le méme que celui qui aurait été construit
directement en prenant la trace sur ce méme ensemble B C X. Nous avons ainsi pour tout borélien C' C B,

pK(2,C) =P*{X . € C}

= K(z,C) +Z/ K(x,dz)[(K idge)" ' K](z,C)

n=2

K(z,C) + Z/ K (2,d2)[( 4K ida\ )" K](2,C) .

n=2

27



2.3. PROCESSUS TRACE

2.3.3 Approximation par le processus trace

Nous montrons dans cette section que la dynamique du noyau de transition du processus trace peut
étre une bonne approximation de la dynamique du noyau de transition du processus initial dans le sens
ol la norme de la différence entre I'opérateur K* et 'opérateur défini par le processus trace est bornée.
L’approximation sera judicieuse si la borne obtenue est petite.

Pour un systéme meétastable, il sera pertinent de prendre pour ensemble A un ensemble "attractif"
i.e. pour lequel le temps de retour dans A est proche de 1, et le temps d’atteinte de A partant de A€ est
le plus petit possible.

Remarquons que la différence entre K% et K° est donnée par

u _ 70 ks u(rh—=1) _
(K K )(x,B) =E {(e A 1)]1{XT+EB}} .
A
En résolvant un probléme aux bords, la proposition suivante nous permet d’encadrer la norme des

différences.

Proposition 2.3.7. Soit A un ensemble fermé non vide. Pour tout réel u satisfaisant la condition
d’existence des transformées de Laplace donnée par (2.2.2) et tel que (1 — e*“)EAC{TZ} < 1, nous avons

(1- e_“)EA{TZ — 1}
1—(1—ewEA{rt} "

I = K°| <

Remarque 2.3.8. Pour tout réel u, les deux conditions sur u se résument par
. EA {71}~ 1
max{ PA{X; € A°}, =LA % v
e S5

O

Afin de démontrer cette proposition, nous utiliserons l’expression probabiliste de I'inverse de (id — K 4¢)
(qui est la résolvante du noyau K 4. en z = 1, K4 est décrit le processus tué quand il quitte A€) grace
a la solution du probléme aux bords de Poisson Lemme 2.2.6.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.3.7. Remarquons que

| K" — KO|| < sup B*{e*(A~1 1} .
€A

Notons T € A 'argument maximal de la fonction Ex{e“(TX -1 71}. Reconnaissant la somme des termes
d’une suite géométrique, nous obtenons

n=1

-1
A
=1 e“)IE””{ > Exn{eW}} :
Ainsi, nous avons
K" — K% < (1—e “)Er] — 1JEA {4} .
Nous pouvons alors majorer cette espérance pour x € A°. A cette fin, nous introduisons la fonction
r(z) = E*{e*"4} — 1 qui résout le probléme aux bords
((d—K)r)(z) = (1 —e “)E"{e""™*} x € A,
r(z) =0 reA.
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Grace au Lemme 2.2.6, nous avons

o) = -1 = - e | 232

En introduisant M = EA"{e%74}, et en prenant le supremum pour z € A¢ dans (2.3.2), nous obtenons
M-1<(1-e™EA{r}} M.

Ainsi, si (1 — e *)EA"{7]} < 1, nous avons

M:EAC uTA <
N R GTE

Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.3.9. Dans la preuve, nous avons obtenu le résultat auxiliaire

N EA{rT —1
E {Ze } 1—(1—{eiEA°}{T+} (2.3.3)

Puisque ||K™|| > 1, nous ne pouvons utiliser I’égalité
m m—1 u
(K*)™ = (K" =(K°)™ (K") - (K°))
m—2 u u -2

+(KO)" () = (KO)EY) + -+ (KO (K") = (K°)) (K™

+ (K*) = (KO) (K™,
vraie pour tout m € N, pour obtenir une borne supérieure pour la norme de la différence entre les itérés
des deux noyaux de transition. Nous avons néanmoins la proposition suivante.

Proposition 2.3.10. Pour tout réel u satisfaisant la condition d’existence de la transformée de Laplace
donnée par (2.2.2), et tel que (1 — e_“)EAL{T;{} < 1, nous avons la borne supérieure suivante

wsm m (1—eEAr} -1} "
™~ () |<<1+1_(1_e_u)Ei{Tﬂ> -1

Démonstration. Pour alléger les notations, nous notons le m-iéme temps de retour dans A par 7, = T;{ m,
Remarquons que le m-iéme itéré du noyau de transition K est donné par

(K")™(x,B) = Eﬂf{euﬁim {x +€B}}

m

Ainsi, la norme de la différence entre les noyaux K* et K° satisfait

(B)™ = (KO)™| < sup B {e =) —1}
z€A

Comme précédemment, en reconnaissant une somme de terme d’une suite géométrique, nous pouvons
borner la norme de la différence par

z€A

1™ — ()™ < (1 — e~ )sup E{ mz }

Nous pouvons alors séparer I'espérance de la somme de la fagon suivante
‘r; —-m 7'1+ -1 ‘r; —-m
= = .t
n=1 n=1 n=r;
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En utilisant la propriété de Markov forte pour le second terme du membre de droite, nous obtenons

Tifm ‘r1+71 T;’ilf(mfl)
R D o e Gt S}
n=1 n=1 n=1

En notant pour m € N

T

m

+m
ty = EA Ze“" ,
=1

n

nous obtenons la relation de récurrence
tm <t +tmo1(1+ (1 —e ")t1) .

Ainsi, le terme général t,, peut étre borné par

tm < 1+ —et™ 1)
m 1 _ e_u .

En utilisant la borne obtenue dans(2.3.3) pour ¢1, nous obtenons que

m

ot m <1 +(1- e“)IEA{TIZ: e“”}) —1
EA{ } < n=1

eun - -
p— e_
n=1

)

Ceci donne le résultat attendu. O

Pour u proche de zéro, dés que les espérances EA{TX} et EAC{TX} sont proches de 1, le processus
trace est donc une bonne approximation du processus décrit par le noyau K. Pour étudier les systémes
métastables, il est donc intéressant de définir le processus trace dans le voisinage des états métastables. Si
le processus étudié est une perturbation aléatoire d’un systéme déterministe, il est pertinent de prendre
A comme un voisinage des sous-espaces invariants du systéme déterministe.

2.4 Processus tué

Un autre processus intéressant est le processus tué quand il quitte un sous-ensemble de ’espace d’états
3. Soit A C ¥ un sous-ensemble de V'espace d’états constituant les états autorisés, A° = X\ A désigne les
états interdits.

2.4.1 Processus tué et distribution quasi-stationnaire

Suivant les notations introduites par [33], nous nous intéressons uniquement au cas ou le processus
est presque stirement tué
P{rf. <o} =1, VzeA. (2.4.1)

Définition 2.4.1 (Distribution quasi-stationnaire)
Une mesure de probabilité 7 sur A est une distribution quasi-stationnaire (QSD) pour le processus tué
quand il quitte A si pour tout ensemble mesurable B C A

P™{X, € Bltac >n}=n(B), n=>0.

Les distributions quasi-stationnaires ont la propriété d’étre invariantes lorsque le processus est condi-
tionné & survivre dans ’espace d’états autorisés. Elles ont été introduites pour étudier le comportement
en temps long de processus stochastiques qui semblent stationnaires sur une échelle de temps et sont donc
naturellement et fortement reliés aux systémes métastables, voir par exemple les résultats d’Allessandra
Bianchi et Alexandre Gaudilliére [19].
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Par définition de la QSD et en utilisant les probabilités conditionnelles, si 7 est une QSD alors
P™{X, € B,74. >n} =P"{rl. > n}n(B).

De plus, comme le processus est tué au temps TXC, pour tout B C A, P™{X,, € B, TXC >n} =P™{X, €
B}. Ainsi, pour toute QSD
P™{X, € B} = ]P’”{T;{c > n}n(B) .

Proposition 2.4.2. Si 7 est QSD pour le processus tué quand il quitte A, alors le temps d’absorption

1. suit une distribution géométrique de probabilité de succes PT{X; € A}.

Démonstration. Le temps de retour TZC satisfait la propriété d’étre sans mémoire puisque
P™{ri. >n+m}= / P™{rt. >n+m,X, € dz}
A

= / P™{r1. > n+m|X, € dz}P"{X,, € dz}
A
=P™{rf. > n}P"{rf. > m}.

Le temps de premier retour 7). suit donc une loi géométrique de paramétre P™{r{. > 1} = P™{X, ¢
A}. O

2.4.2 Propriétés spectrales du processus tué

Notons K 4 le noyau de transition du processus tué. Il est défini & partir du processus original par
Ky(z,B) = / K(z,dy)lizeayeay, VBCAVzeA.
B

Si le noyau K admet une densité, alors le noyau de transition K 4 admet une densité donnée pour tout
x,y € A par

kA(x,y) = k(xvy)]l{zGA,yeA} .

Nous notons

— A\{! ses valeurs propres,

— 7r;4 ses fonctions propres & gauche et

— qﬁf ses valeurs propres a droite.
Nous ordonnons les valeurs propres par module décroissant. Sous I’hypothése d’absorption presque stire
(2.4.1), le noyau de transition du processus tué est un noyau markovien sous-stochastique (K 4(z, A) < 1),
toutes les valeurs propres satisfont |)\§4| < 1. Remarquons que si le processus décrit par le noyau K est
irréductible sur A, le noyau du processus tué 'est également. Dans ce cas, la plus grande valeur propre A}
est simple, réelle et positive. Cette valeur propre est appelée valeur propre principale, elle est associée a la
distribution 73", qui renormalisée est 1'unique distribution quasi-stationnaire du processus tué (X,’?)n>0.
En suivant le formalisme introduit dans [25], nous appelons ¢64 la fonction propre principale a droite.
Remarquons que la fonction propre principale a droite est une fonction surharmonique pour le noyau de
transition K 4.

En tout généralité, il n’y a pas de relation d’ordre entre les valeurs propres du processus original et les
valeurs propres du processus tué. La seule chose que nous pouvons affirmer est que si une valeur propre
A du processus original satisfait la borne

|A| = sup P*{X; € A},
€A

alors la valeur propre principale du processus tué quand il quitte A satisfait
Ao <A

puisque Ay = [, 7 (dz)P*{X; € A}.
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Dans la suite, nous normalisons également les fonctions propres suivant (2.1.5). Ainsi, lorsque le
processus originel est irréductible, nous pouvons écrire

Ka(x,B) = \oTy(z, B) + K, (2, B) , (2.4.2)

ot p(z,y) = ¢f*(x)mg' (B) est le projecteur sur le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre
principale A3, et le reste K| satisfait IIoK | = 0 ainsi que K ITy = 0. Notons que le rayon spectral (cf.
(2.1.4)) de K| est |)\‘14|. Si K4 admet une densité, nous introduisons la fonction g(z,y) telle que

A
ka(z,y) = A6‘{Wo(y)(boA(CC) + i—gg(%y)} : (2.4.3)

ou le rayon spectral de g vaut 1.
L’orthogonalité entre les fonctions propres associées a des valeurs propres distinctes implique que

/Ag(fv, y)o5 (y)dy =0, /Aﬂa“(x)g(%y) dr=0.

Nous avons également
m AA m
()7 @0) = 08) et + (35) o} (2.4.4)
0

D’un point de vue purement analytique, I'unicité de la valeur propre principale et donc de la distri-
bution quasi-stationnaire est assurée lorsque le noyau de transition est uniformément positif.

Définition 2.4.3 (Condition de positivité uniforme)
L’opérateur linéaire correspondant au noyau de transition K 4 est dit uniformément positif s’il existe une
fonction positive s, une mesure finie v et une constante L telles que pour tout x € A

s(x)v(B) < Ka(z, B) < Ls(x)v(B)

L’unicité de la valeur propre principale est obtenue en appliquant [20, Théoréme 3] sur l'espace de
Banach réticulé L°°(A) (précisons qu'un ensemble est dit réticulé lorsqu’il est partiellement ordonné
et lorsque chaque paire d’éléments admet une borne inférieure et supérieure). Nous pouvons également
appliquer ce résultat sur I'espace L!(A), nous obtenons que la distribution quasi-stationnaire est positive.

Lorsque le noyau est uniformément positif, nous pouvons estimer le trou spectral et I'oscillation de la
fonction propre principale & droite en fonction de la constante L.

2.4.2.1 Estimation du trou spectral du processus tué

Soit K 4 un noyau de transition d’un processus irréductible admettant une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue. Nous supposons que la densité k4 satisfait une condition de positivité uniforme de
constante L > 1, ainsi pour tout z,y dans A, nous avons

inf k <ka(z,y) < Linf k JY) . 2.4.5
xloléA Ao, y) Alz,y) xloféA A(To,y) ( )
Proposition 2.4.4 (Adaptée de [12, Proposition 5.5]). Si ka satisfait (2.4.5) alors le rapport entre les
deux plus grandes valeurs propres 0 = |XN /| satisfait

inf P{X; € A}

6<L—
Ao

(2.4.6)

Démonstration. Soit [ > 1, puisque )\lA est une valeur propre du noyau de transition et que nous avons
pris les fonctions propres orthogonales entre elles pour deux valeurs propres distinctes (cf (2.1.5)), nous
avons

VW@=AM@w#@@,
OZAﬂé(y)¢f(y)dy-
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Pour tout réel £ > 0, nous avons alors
3o @) = [ [rate.s) = w ()] o )y

Notons xg I'argument maximal de la valeur absolue de la fonction propre d)lA, xo € A. Puisque qﬁf‘ est
une fonction propre, <Z)lA(ac0) # 0. Ainsi, en évaluant I’équation précédente au point xy puis en divisant
par ¢ (o), nous obtenons

A < /A |k 76t () — k(0. y)| dy . (2.4.7)

Remarquons que pour tout y € A,
)\64’/T64(y) = / wé(:c)kA(:c,y)d:c> inf ka(z,y) .
A €A

Ainsi, puisque k4 est par hypothése uniformément positif de constante L,

LAy (y) = Linf ka(z,y) > ka(zo,y)
En prenant x = \j L, nous pouvons supprimer les valeurs absolues dans (2.4.7). Nous avons alors

N < [ L) - inf katew)] dy
A rEA

_\AT _ T
=X)L ;QEP{XleA},

Ceci prouve (2.4.6). O

L’estimation du trou spectral est meilleure lorsque la constante L de positivité uniforme est proche
de 1. Si la constante de positivité uniforme est éloignée de 1, il est pertinent d’étudier les propriétés du
n-iéme itéré (kq)™.

Proposition 2.4.5. Si (ka)" est uniformément positif de constante L(n) > 1 i.e.

inf k% (x0,y) < k% (z,y) < L(n) inf k% (z0,y) Ve,y e A, (2.4.8)
To€EA To€EA

alors N
inf P*{75.>n
inf (v > n)

0" < L(n) — Oa)

Nous pouvons vérifier que cette inégalité généralise (2.4.6), la preuve est similaire a celle dans le cas
n = 1.

2.4.2.2 Estimation de 1’oscillation de fonction propre principale

L’oscillation d’une fonction sur un ensemble A correspond & la différence entre sa borne supérieure et
inférieure
oscf := su x) — inf f(x).
sef = sup f(a) - inf f(z)
Pour un processus qui admet une valeur propre principale proche de 1 puis un trou spectral, nous pouvons
nous attendre a ce que la fonction propre principale & droite s’éloigne peu de la valeur 1. C’est la raison
pour laquelle nous estimons ’oscillation de 1 — d)é‘.

Proposition 2.4.6. Si le n-ieme itéré k' satisfait une condition de positivité uniforme (2.4.8) pour
n = 1, alors il existe une constante M > 0, telle que la fonction propre principale de K 4 satisfait

Pe{r}t. >n}

6 — 11| < ML(n)*sup <
(A

z€A

1— (2.4.9)
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Démonstration. Grace a la condition de positivité uniforme, nous pouvons appliquer [20, Théoréme 3,
Lemme 3], Ceci implique que pour toute fonction mesurable bornée f : A — R, il existe une constante
M(f) telle que pour tout m € N,

[(EA)™ F = ()™ (75 g || < M(f)e™ M) ™ gl
ol ¢ < 1. Les preuves de [20] donnent une borne supérieure pour la constante . En particulier, g satisfait
0<1—1/L(n)?*. (2.4.10)
En prenant f = 1, nous obtenons alors
[(Ka)™ (2, A) — ()™ 4 ()] < M(1)e™ (8™ 64 -

En divisant par (A\§')™™ et en utilisant la décomposition spectrale du noyau (2.4.4), nous obtenons

/A (ﬁymg"m(x,y)dy‘ = ‘7<KA)W(:E’A) — &5 (x)

mi| LA
A R SM@)e™ ¢yl - (2.4.11)

Puisque ¢ < 1, en prenant la limite lorsque m — oo, la fonction principale satisfait

i) = tim ET@A) Pr{rae > nm}

Notons alors (h.,)m>o la suite de fonctions mesurables bornées de A définies par récurrence par

1
Pt (0) = 7w [ K ) ()
()‘0 ) A
avec comme initialisation hy = 1. Remarquons alors que pour tout m
(Ka)"" (z, A)
(A)™

Nous pouvons utiliser une série télescopique pour estimer

hm(x) =

1 —¢g(x) = ho(x) — lim Ay, (z)

m—r oo

[hm () = hmy1 (x)]

ol

0

3
I

M

(kA)nm(xay)
/A W [ho — hi(y)] dy .

Puisque / 7' (2) [ho — h1(z)] dz = 0, la décomposition spectrale (2.4.4) et (2.4.11) nous améne a
A

M\
N A g (x,y)dy ||h0—h1H
0

(o)
<D0 M@ 63 Illho — bl -

m=0

0

3
I

e
11— ol <sup 3
z€A m=0

Le résultat est obtenu en remarquant que hy(x) = (A;')""k% (2, A) et que d’aprés (2.4.10), nous avons
>, 0" < L(n)2 O

Remarque 2.4.7. Si pour tout € A, on dispose de bornes a priori sur P*{X; ¢ A} =1 — Ka(x, A),
le controle du trou spectral (2.4.8) et de l'oscillation de la fonction propre principale a droite (2.4.9)
permettent d’estimer toutes les quantités relatives au processus tué. Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser
la décomposition spectrale (2.4.4). Les estimations seront meilleures lorsque la constante de positivité
uniforme se rapproche de 1. O
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En pratique, 'estimation de la constante de positivité uniforme peut étre faite soit de maniére ana-
lytique (en utilisant une inégalité de Harnack par exemple) soit de maniére probabiliste (en utilisant un
argument de couplage pour montrer une propriété de contraction des trajectoires) soit par une combinai-
son de ces deux méthodes. C’est ce que nous faisons.

Proposition 2.4.8. Soit B.(x) la boule de rayon r centrée au point x € A. Nous supposons que la densité
satisfait une inégalité de type Harnack de constante 1+ n i.e. pour tout xg € A

sup  k(z,y) <(1+n) inf k(z,y). (2.4.12)
z€B,(z0) z€Br (o)
Pour x1,x9 € A, nous définissons le temps d’arrét correspondant au temps de rencontre des deux chaines
de Markov . R
N = N(z1,22) = inf{n >1: X% - X7 < r} : (2.4.13)

ot X0 désigne la chaine de Markov conditionnée i rester dans A et de condition initiale xo, le n—ieme
itéré de son noyau de transition est donné par K% (xo,dy)/ K% (zo, A). Soit
pn= sup P{N(z1,22) > n} .
9717972614

Alors pour tout n > 2, le noyau de transition (Ka)" (z,dy) remplit une condition de positivité uniforme
de constante L(n) qui satisfait

sup k(z,y)
2 TEA
L(n) <

2.4.14)
v (
;relg P*{7i. >n}

Démonstration. La preuve est largement inspirée de [12, Proposition 5.9]. Soit B C A mesurable, nous
pouvons décomposer

n—1
P{Xi' € B} = > P{X2 € B|N = j}P{N = j}
j=1
+P{X2 € BIN >n—1}P{N >n —1} . (2.4.15)

Notons alors kg)((ml, x2), (21, 22)|N = j) la densité conditionnelle jointe pour une transition du couple
(X5r, X72) en n-étapes de (z1,72) vers (21, 22) sachant que le temps d’arrét N = j. Pour tout 1 < j < n,
en décomposant selon la position du couple (X;*, X;?) a la j-iéme transition, nous obtenons

P{X™ eB|N:j}://P{Xf;_jeB}kf)((xl,xz),(zl,zQ)|N:j)dzld22.
AJA

Puisque la densité du noyau conditionné satisfait (2.4.12) et que la densité kzg)((xl, x2), (21,22)|N = j)
est concentrée sur Pensemble {||z1 — 22|| < 7}, nous avons

P{X;' € BIN =4} < (1 +n)2/A/A1P>{X;zj € B}k ((21,22), (21, 22)|N = j) dzy dzo
= (1+7)?P{X?% € B|N = j}.

La somme intervenant dans (2.4.15) est donc majorée par

n—1
S P{X2' € BIN = j}P{N = j} < (1 +7)*P{X* € B}

j=1
De plus, nous pouvons majorer grossiérement

P{X® € BIN >n —1} < sup P{X7* € BYP{X* € AN >n —1}
zZ1€EA

< sup P{X{' € B} .
zZ1€EA
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Nous pouvons ainsi majorer (2.4.15) par

P{X; € B} < (1+n)°P{X;? € B} 4 p,_1sup P{X;' € B},
z1€A

tandis que nous avons comme borne inférieure

P{X;' € B} > P{X]2, € A} inf P{X]' € B}.
Z1€

Puisque la chaine est conditionnée a rester dans A, P{X** | € A} =1 pour tout z; € A. Notons k™ (z,y)

la densité associée au noyau de la chaine (X,,),, en combinant la borne inférieure et la borne supérieure,
nous obtenons A N
sup ki (z,y) sup k%(z,y)

zed < (L+m)? + puor 254

YA : A '
Inf kj(z,y) Inf k4(z,y)
Le résultat s’obtient en se souvenant que k4 (xz,y) = ka(z,dy)/Ka(z, A). O

Remarque 2.4.9. L’équation (2.4.12) différe de la condition de positivité uniforme car les bornes su-
périeures et inférieures sont prises sur des boules de rayon r. Grace a ce théoréme, si la constante de
positivité uniforme est grande pour la densité du noyau mais qu’il est possible de controler 1'oscillation de
la densité du noyau sur un compact (en utilisant des résultats sur les inégalités de Harnack par exemple),
nous gagnons en précision pour estimer le trou spectral et 1’oscillation de la fonction propre principale &
droite en travaillant avec L(n) la constante de positivité uniforme du n-iéme itéré du noyau. O

2.5 Processus conditionné, transformée harmonique de Doob

Enfin, nous étudions le processus (X;?)n>0 conditionné & rester dans A pour toujours. Il est défini
pour tout x € A, et pour tout B € S par

Ka(w,B) = lim P*{X{' € B| X;l € A} = lim P*{X; € B[ 7} >n}.

Ce noyau de transition peut étre construit en utilisant la h-transformée de Doob, également appelée
transformée harmonique de Doob. Soit (X, )n>0 un processus de Markov d’espace d’états (2,S) et de
noyau de transition K. Pour tout A C ¥, le processus conditionné a rester dans A pour toujours peut
alors étre construit & partir des fonctions

hin(z) =P*{T4c > n},

avec T4 = inf{n > 0: X,, € A} le premier temps de sortie de A. En effet, sous I’hypothése que h,,(z) > 0,
nous avons pour tout x € A, et pour tout B € S

z I pe X,
P {X1€B|TAC >n}:mEl{1{X1€B}P {TAC >n—1}}
hn—1(y)
= — T PELX, edy).
/B I @) {X1 edy}
Ceci montre que le noyau

_ R

KA(:U,B;n):/ JK(:U,B)]I{%ABCA}
B hu(z)

décrit le processus conditionné a rester dans A jusqu’au temps n. Ainsi, si la limite

Ka(z,B) = lim Ka(x, B;n)
n—oo
existe, elle décrit le processus conditionné a rester dans A pour toujours.
Suivant les notations introduites dans la Section 2.4, nous notons Ka(z,B) = K(2,y)1{zca BCA}
le noyau du processus tué quand il quitte ’ensemble A, )\f les valeurs propres ordonnées par ordre
décroissant, 7r;4 les fonctions propres & gauche et d)f les fonctions propres a droite.
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Lemme 2.5.1. Si les valeurs propres du processus tu€ satisfont ‘)\‘14‘ < \j', nous avons

. hn—l(y) _ 1 ¢64(y)
W Tho(x) M o)

Démonstration. Grace a la décomposition spectrale (2.4.2), nous pouvons écrire
Ka(z,B) = Ny ly(z, B) + K (2, B) ,

ott o (z,y) = ¢4 (x)mg (B) est le projecteur sur le sous-espace caractéristique associé & la valeur propre
Mg, et le reste K| satisfait [Ig K| = 0 ainsi que K| Iy = 0. Notons que le rayon spectral (cf. (2.1.4)) de
K| est |)\‘14‘. Ainsi,

Kz(xv B) = ()‘{?)nno(xv B) + KJ—(xv B)n )

et nous obtenons
hofe) = [ Kita.dy) = 0" ef @)+ O(X]")
Le résultat suit alors par I'hypothése du trou spectral ‘)\’14‘ /A < 1. O

Nous obtenons alors une expression explicite du noyau de transition du processus conditionné a rester
dans A pour toujours en fonction du noyau du processus tué lorsqu’il quitte A.

Proposition 2.5.2 (Transformée harmonique de Doob ). Sous Uhypotheése d’existence d’un trou spectral
i.€. ‘)\’14‘ < )\()4, le noyau de transition K4 est donné par

_ 1 3
KA(x,B) = E/B ((Z;E)OL‘EZ; KA(xvdy) :

De plus, les fonctions propres et valeurs propres de K 4 sont données par

4 _ An —A A A 7A o (x)
Ao =~x0  TaB)= [ midz)gy(z) et op(e) = (2:5.1)

Ao B ¢ (x)
Démonstration. Un calcul direct montre que Ka¢: = M1¢7 < Kagph = Mg, Nous avons un résultat
similaire pour les fonctions propres & gauche. O

Puisque K (7, A) = 1, le noyau de transition K4 est un noyau markovien stochastique, sa valeur
propre principale \§' vaut 1, et la fonction propre & droite est identiquement égale a 1. Par la Proposi-
tion 2.5.2, la connaissance de la valeur propre principale )\64 et de la fonction propre a droite ¢64 permet
de déduire les propriétés spectrales de K4 en fonction des propriétés spectrales de K 4 et inversement.

Notons que si le noyau K4 admet une densité, le noyau du processus conditionné a rester dans A
admet une densité qui est donnée par

A
ka(z,y) = %Zgg ka(z,y) .
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Chapitre 3

Applications de Poincaré aléatoires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & un systéme d’équations différentielles stochastiques ob-
tenu en perturbant une équation différentielle ordinaire qui admet plusieurs orbites périodiques stables.
Comme pour I'étude de tout systéme dynamique, nous commencgons par I’étude du systéme linéarisé.
La linéarisation autour d’une solution périodique d’'une EDO non linéaire conduit & I’étude d’une EDO
linéaire & coefficients périodiques. Grace a la théorie de Floquet que nous développerons briévement, cette
étude se rameéne (dans une certaine mesure) a celle d’une équations a coeflicients constants. La théorie de
Floquet nous permet également de définir un systéme de coordonnées local de type polaire. Ce systéme
de coordonné permet de définir explicitement les applications de Poincaré.

Nous réalisons ensuite ’étude du systéme stochastique. Grace a la formule d’Itd, nous obtenons un sys-
téme de coordonnées de type polaire également pour le systéme stochastique. Ce systéme de coordonnées
nous permet de construire les applications de Poincaré aléatoires.

Aprés avoir étudié la dynamique dans le voisinage des orbites périodiques pour le systéme stochastique,
nous montrons que sous les hypothéses dans lesquelles nous travaillons ’application de Poincaré est
récurrente, et nous donnons une estimation a priori sur les probabilités de transition en utilisant la
théorie des grandes déviations.

3.1 Etude d’un systéme déterministe admettant des orbites périodiques ... 39
3.1.1 Généralités sur la théorie de Floquet . . . . . . . ... ... ... ... ... . 40
3.1.2 Systéme de coordonnées local dans le voisinage d’une orbite périodique . . .. 42
3.1.3 Application de Poincaré . . . . . . . . ... Lo o 43

3.2 Définition des applications de Poincaré aléatoires . . . . . . ... ... ... 44
3.2.1 Propriétés de I’équation différentielle stochastique . . . . .. . ... ... ... 44
3.2.2 Deéfinition de I'application de Poincaré aléatoire . . . . . . . . . ... ... ... 47

3.3 Dynamique dans le voisinage des orbites périodiques . . . . . ... ... .. 48
3.3.1 Généralités sur les estimations des trajectoires . . . . . . ... ... ... ... 48
3.3.2 [Estimation des espérances de temps de retour . . . . . .. .. ... 51
3.3.3 Argument decouplage . . . . . ... .o 54

3.4 Propriétés des applications de Poincaré aléatoires . . . . . . ... ... ... 54
3.4.1 Récurrence des applications de Poincaré aléatoires . . . . . .. ... ... ... 54
3.4.2 Estimations a priori par la théorie des grandes déviations . . . .. .. ... .. 55

3.1 Etude d’un systéme déterministe admettant des orbites pé-
riodiques

Soit Dy C Rt un ensemble ouvert et connexe, soit f € C?(Dy, R*1), et considérons 1'équation
différentielle ordinaire de dimension d + 1

i=f(z). (3.1.1)
On suppose que ce systéme admet une solution périodique (non triviale) v : R — Dy de période T > 0,
c’est-a-dire que pour tout réel ¢, v satisfait v(t +T') = v(t) et Y(t) = f(v(t)).
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Remarque 3.1.1. Notons qu’un systéme gradient de la forme
2=-VV(z), (3.1.2)

n’admet pas d’orbite périodique non constante. En effet, si nous supposons le contraire et que v : ¢t — z(t)
est une orbite T-périodique du systéme gradient (3.1.2), alors V(z(T)) — V(2(0)) = 0. Cependant nous
avons également

Tav

V(z(T))—V(z(O)):/O Edt:/o VVuédt:f/O [2]17dt <0,

ce qui conduit & une contradiction. O

Pour s’assurer que le flot de ’équation est bien défini pour tout temps positif nous ferons 'hypothése
qu’il existe un domaine positivement invariant.

Hypothése 3.1.2 (Domaine invariant). Il existe un ensemble borné ouvert et connexe D C Dy qui est
positivement invariant pour le flot de (3.1.1).

Nous ne demandons pas que D soit simplement connexe.

3.1.1 Généralités sur la théorie de Floquet

La théorie de Floquet permet d’étudier la stabilité des solutions périodiques des équations diffé-
rentielles. Elle est expliquée dans de nombreux ouvrages tels que [52, Chapitre IIT et VI]. Nous nous
contenterons de rappeler quelques résultats importants et en profiterons pour introduire des notations
que nous réutiliserons.

Afin d’avoir une variable de temps constante le long de l'orbite périodique, nous introduisons la
variable ¢ € R/Z et posons I'(¢) := v(Ty). Par cette transformation,

) =1r0(0) . (3.1.3)

de
de telle fagon que ¢ = 1/T est bien constante le long de l'orbite périodique.
Une méthode classique pour analyser la dynamique dans le voisinage de 'orbite I' consiste a linéariser
(3.1.3). Notons A(y) = 9.f(T'(¢)) la matrice jacobienne de f en I'(¢). Cette matrice est périodique de
période 1. La linéarisation autour de l'orbite périodique est donnée par

d
@C =TA(p)C . (3.1.4)

Notons U(y, o), la solution principale de (3.1.4) au temps ¢g. On rappelle qu’une solution principale de
(3.1.4) au temps g est une matrice de taille (d+1) x (d+1) satisfaisant 'EDO et telle que det U(p, o) # 0
et U(po, po) = id. Etant donnée U(¢p, ) une matrice solution principale de (3.1.4), toute solution ¢ de
(3.1.4) s’écrit

() =Ulp, ¢o)c (3.1.5)

ol c est un vecteur de dimension d + 1.
La matrice constante M () = U(1 + ¢g, o) = exp(TB(po)) est appelée matrice de monodromie en
o, elle satisfait

Ul +1,00) = Ulp, o) M (o) -

Le théoréme de Floquet (Gaston Floquet, 1883) permet d’écrire toute matrice solution principale sous
une forme canonique.

Théoréme 3.1.3 (Théoréme de Floquet). Soit A(p) € REHVXAHD) yne matrice continue en o qui
satisfait, pour une constante T > 0, A(p + 1) = A(p). Alors toute solution fondamentale U(p,po) de
& = A(t)x s’écrit sous la forme

U(sp, go) = P(gp, go) T (#790)Blvo) | (3.1.6)

ot P(-,0) est périodique de méme période que la matrice A(-), i.e. de période 1. La matrice P satisfait
P(po,90) =id, et B(gpg) est une matrice constante.
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Remarque 3.1.4. La démonstration du théoréme de Floquet repose sur la représentation exponentielle
d’une matrice non singuliére : pour toute matrice carrée non singuliére M il existe une matrice B de méme
dimension telle que U = . Ainsi, la matrice de monodromie M () s’écrit sous la forme M (pg) = eB(#0),
En posant P(, @) = U(yp, po) e~ T(#=%0)B(¢0) nous obtenons le résultat.

On peut également montrer que toute matrice non singuliére U admet une matrice réelle telle que
U? = eB. Ainsi, la matrice B de (3.1.6) peut toujours étre prise réelle quitte & prendre P(-,g) non plus
périodique de période 1 mais de période 2.

Les valeurs propres de la matrice de monodromie U (1 + g, o) = exp(T'B(po)) sont appelées multi-
plicateurs caractéristiques.

Remarque 3.1.5. Les multiplicateurs de Floquet ne dépendent pas de ¢o. En effet, si V(p, 1) est
une matrice principale alors d’aprés (3.1.5) il existe une matrice non singuliere C' telle que V(p,p1) =
U(p,p0)C et donc V(o +1,¢01) = U(p+1,00)C = U(p, o) M (p0)C = V(p,1)C M (p0)C et donc la
matrice de monodromie pour V (¢, 1) est C~1 M (p)C. Puisque les matrices U et V sont similaires, elles
ont donc les mémes valeurs propres. Remarquons par ailleurs qu’il y a exactement d + 1 multiplicateurs
caractéristiques en prenant en compte la multiplicité des valeurs propres. O

En dérivant (3.1.3) par rapport a ¢, nous remarquons que

d

) - T%f(F(so)) — TA()T (o) .

et puisque I'V(¢) = I'(p + 1), il suit donc que

(o) = T"(po + 1) = U(po + 1, 00)T" (¢0) ,

ce qui montre que 1 est une valeur propre de la matrice de monodromie associée au vecteur propre I''(¢g).
Ce vecteur est tangent a 'orbite en .

Ainsi, 'équation différentielle (3.1.4) admet une solution périodique non-triviale si et seulement si 1
est valeur propre de la matrice de monodromie. Les d autres multiplicateurs caractéristiques déterminent
la stabilité de 'orbite périodique.

Théoréme 3.1.6. Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme décrit par (3.1.4) soit
uniformément stable est que tous les multiplicateurs caractéristiques soient de module inférieur ou égal a
1 (les exposants de Floquet aient une partie réelle négative) et la valeur propre de module égal & 1 soit de
multiplicité un.

Remarque 3.1.7. Malgré ce résultat sur la stabilité des équations linéaires périodiques, ces derniéres ne
sont pas aussi simples & traiter que les équations linéaires & coefficients constants. En effet, les multiplica-
teurs caractéristiques étant définis & partir des solutions de I’équation différentielle. En régle générale, il
n’y a pas de lien explicite entre les exposants caractéristiques et la matrice A(p). Déterminer les multipli-
cateurs caractéristiques d’un systéme linéaire périodique est un probléme particuliérement complexe. ¢

Soit p un multiplicateur caractéristique de (3.1.4), tout complexe 1 satisfaisant p = e* est appelé expo-
sant caractéristique (ou exposant de Flogquet) de T'. Contrairement aux multiplicateurs caractéristiques,
les exposants caractéristiques ne sont pas déterminés de maniére unique, seule leur partie réelle ’est. Les
multiplicateurs caractéristiques et les exposants caractéristiques sont liés par les relations suivantes.

d+1

[[ pj = exp(/o1 Tr A(p) dcp) :

d+1

1
Z,uj :/ Tr A(p)de  (mod 271i) .
j=1 0

Ce résultat découle de la définition méme des exposants et multiplicateurs caractéristiques et de ’égalité
satisfaite pour toute matrice fondamentale det U (¢, pg) = exp ( ffo Tr A(v)) dw). Remarquons alors que la
matrice P donnée par (3.1.6) satisfait

%P(% o) = T[A(p)P(p,v0) — P, %0)B(¢0)] - (3.1.7)
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Ceci permet de montrer que le changement de coordonnées ¢ = P(y, ¢o)¢ transforme le systéme (3.1.4) en
un systéme avec des coeflicients constants. Nous utiliserons un autre systéme de coordonnées qui permet
d’avoir une dépendance explicite en fonction des exposants caractéristiques.

3.1.2 Systéme de coordonnées local dans le voisinage d’une orbite périodique
Proposition 3.1.8. Il existe une constante L > 0 et une matrice triangulaire A de dimension d x d tels
que le systeme (3.1.1) soit équivalent pour ||z|| < L a
& = Az + O(||z)
1 2
=—+4+0 :
b=+ O(|P)

Démonstration. Avant de définir le changement de variable explicitement, nous introduisons quelques
notations. Soit A := S~!'BS = diag(0, A) la forme normale de Jordan de la matrice constante B définie
par (3.1.6), ot A € R4, Nous définissons également grace a la matrice de passage S, P(p,¢0)S =:
[u(e), R(¥)], ot u est un vecteur colonne de dimension d+1 et R est une matrice de dimension (d+1) x d.
D’aprés (3.1.7), le vecteur u et la matrice R satisfont les équations

u'(p) = TA(p)u(y) ,
R'(p) = T(A(p)R(p) — R(p)A) . (3.1.8)

Nous pouvons choisir la matrice S telle que u(p) = I''(¢). Nous avons maintenant tous les éléments pour
définir le changement de variable explicitement par

z=h(z,9) = (p) + R(p)z .

Vérifions que cette transformation est bien définie dans un voisinage de l'orbite I'. En effet, en notant
F(z,z,0) =T(p) + R(p)x — z, les dérivées partielles de F' par rapport a z et ¢ sont

oF , ,

oF

Pour = = 0, nous avons det [0, F, 0, F] # 0 pour tout ¢, puisque [I"(p), R(¢)] est la matrice P(p, ¢0)S,
qui est inversible. Ainsi, il existe une constante L indépendante de ¢ telle que det [0, F, 0, F] # 0 pour
tout ||z|]] < L, 0 < ¢ < 1. Le théoréme des fonctions implicites nous permet alors d’affirmer que la
transformation est bien définie dans le voisinage de 'orbite périodique.

Siz(t) =T (p(t)) + R(p(t))x(t) satisfait 2 = f(z) alors

f(L(p) + R(p)x) = oI (p) + @R (p)x + R(p) .

En réalisant un développement de Taylor sur le terme de gauche, et en utilisant (3.1.8), nous obtenons

Ozl = (¢~ 7) [I'(9) + TAR)R(p)e] + R(p)(& ~ $TAw) .

En projetant cette equation sur un vecteur v normal & I'espace généré par les colonnes de la matrice R,
nous obtenons I’équation pour la variable ¢

1
oz ) =¢ — = .
Uz") = ¢ = 7

Ceci nous permet d’obtenir pour la variable z

O(|z]*) = R(¢) (i — Az) .

Puisque R(¢p) est composée de vecteurs linéairement indépendants, la matrice carrée de taille d R* () R(p)
est inversible, et nous obtenons ’équation attendue pour la variable x. O
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Notons f2(z, ) = Az + O(||z||?) et Sz, 0) = 7+ O(||z||), les fonctions du systéme en coordonnées
(z,¢). Puisque
f(h(z,0)) = R(@) f (2, 0) + folz, o) (T (¢) + R (p)z) ,
nous obtenons une expression explicite des deux fonctions
v f(h(x,
29 = iy e
fo(x,0) = {RY(@)R(9) } "H{R () f(2,0) = folz,0)(T'(p) + R (p)2)} -

Ces expressions seront utiles pour ’étude du systéme stochastique.

3.1.3 Application de Poincaré

Pour étudier les systémes dynamiques admettant une ou plusieurs orbite(s) périodique(s), un outil
classique est I'application de premier retour également appelée application de Poincaré. Elle est définie a
partir des intersections des orbites périodiques sur une sous-variété de codimension 1 qui est longitudinale
au flot. L’application de Poincaré réduit la dimension de tous les ensembles limites dans ’espace des phases
de 1, ce qui rend en général ’analyse du portrait de phase plus facile.

Dans le cas particulier ou d + 1 = 3, la section de Poincaré de dimension 2 est évidement plus facile a
représenter que la trajectoire dans la totalité de I'espace de phase. Mais surtout, elle simplifie ’étude de
la stabilité des orbites périodiques puisqu’elle permet de s’affranchir de la direction longitudinale neutre.

Le flot de ’EDO (3.1.1) sera noté ¢(z). L'image {¢+(z) : t > 0} est appelée orbite (positive) de z.
Nous rappelons qu’un ensemble w-limite de z est ’ensemble des valeurs d’adhérence du flot ¢;(z) lorsque
t — oo. Lorsque le flot est défini pour des valeurs de t négative, ’ensemble «a-limite est ’ensemble des
valeurs d’adhérence du flot ¢:(z) lorsque t — —oo. L’ensemble w-limite (respectivement a-limite) d’un
ensemble A est simplement I'union des ensembles w-limites (respectivement a-limite) des points de A.
Une connexion hétérocline entre A, B C R4 deux ensembles invariants pour le flot est une orbite qui
admet A comme ensemble a-limite et B comme ensemble w-limite.

Hypothése 3.1.9 (Ensembles w-limites, ensembles a-limites). Il existe un nombre fini d’ensembles w-
limites dans D. L’ensemble w-limite est composé de N > 2 orbites périodiques distinctes qui sont linéai-
rement stables. L’ensemble a-limite dans D est composé uniquement de points linéairement instables ou
d’orbites périodiques linéairement instables. De plus, il existe une variété orientable lisse de dimension
d que nous noterons ¥ C D. Le bord de la variété, 9%, est inclus dans le bord de D C 9D, et pour
tout z € 3, f(z) n’est pas tangent a X, ce qui assure que le flot est bien transverse a 3. Chaque orbite
périodique I'; coupe X en exactement un point x}. De plus, nous faisons ’hypothése qu’il n’y a pas de
connexion hétérocline entre les orbites périodiques instables ou entre les orbites instables et les points
fixes instables. &

Rappelons que nous ne demandons pas que D soit simplement connexe, il peut avoir la forme d’un
tore solide qui contient les orbites périodiques en son intérieur comme le montre la Figure 3.2.
L’application déterministe de Poincaré, associée a la variété 3, I : ¥ — X est définie par

II(z) = o, (2) ou 7 =inf{t > 0: p(z) € X} . (3.1.9)

Nous supposerons toujours que 7 < oo pour presque tout x € X. Ainsi & part peut-étre pour un ensemble
de conditions initiales de mesure de Lebesgue nulle, les orbites commencant sur ¥ retournent toujours
sur ¥ en un temps fini.

On notera par

A ={ees: lim (@) = 23 } (3.1.10)

n—00 J

le bassin d’attraction de la j-iéme orbite périodique I';. Les ensembles A; sont des ensembles disjoints et
ouverts de Y, et 'union de leur fermeture est .

Remarque 3.1.10. Avec I'hypothése 3.1.9 sur les ensembles w-limites, il ne peut exister d’autres en-
sembles w-limite autre que les orbites périodiques et les points instables. Cette hypothése n’est pas
forcément nécessaire, ce dont avons avons besoin c’est que pour tout ensemble w-limite autre que les
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FIGURE 3.1 — Schéma d’une section de Poincaré pour un systéme déterministe admettant trois orbites
périodiques stables.

orbites périodiques stables I';, le bruit ajouté au systéme permet aux trajectoires stochastiques de quitter
ces ensembles en un temps négligeable par rapport aux transitions entre les orbites périodiques stables
T;.

De plus, nous pensons que 'hypothése sur 'absence de connexion hétérocline n’est pas nécessaire,
ce dont nous avons vraiment besoin c’est que les trajectoires commengant prés d’une orbite périodique
instable s’approchent du voisinage d’une orbite périodique stable aprés un temps négligeable. O

3.2 Définition des applications de Poincaré aléatoires

3.2.1 Propriétés de I’équation différentielle stochastique

Nous souhaitons nous intéresser a des perturbations aléatoires de 'EDO (3.1.1), donnée par ’équation
différentielle stochastique d’Ito
dzy = f(z) dt + og(z) AWy, (3.2.1)

avec W; un mouvement brownien de dimension k& sur un espace probabilisé (2, F,P) avec k > d + 1,
et g € CI(DO,R(d“)Xk), et 0 > 0 un petit paramétre. Nous notons Zf’o, ou Zf ou encore Z; lorsque
le contexte est suffisamment clair, la solution de (3.2.1) commengant en z au temps ¢t = 0. Les proba-
bilités correspondantes seront notées P#{-}, et les espérances par rapport a P#{-} seront notées E#{-}.
Soit D(z) = g(2)g(2)* la matrice de diffusion. Le générateur infinitésimal du processus de diffusion est
l'opérateur différentiel linéaire d’ordre 2

d+1 ) 0_2 d+1 82

Hypothése 3.2.1 (Ellipticité). Il existe des constantes c; > c_ > 0 telles que

c—[|€l* < (€, D(2)8) < e lill”
pour tout z € D et tout £ € R4+, s

En plus de I’hypothése d’ellipticité, nous avons besoin d’une hypothése de type récurrence. En effet,
jusqu’a présent nous n’avons pas fait d’hypothése sur les propriétés de la diffusion en dehors du domaine
D. En particulier, les solutions de I’équation différentielle stochastique (3.2.1) pourraient ne pas exister
globalement en temps. Nous proposons de nous placer dans deux cadres différents que nous pourrons
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traiter de la méme maniére et qui nous garantissent que ’application de Poincaré aléatoire est récurrente
(voir la Proposition 3.4.1).

Pour définir les cadres dans lesquels nous nous placons, nous avons besoin d’introduire quelques
notations. Suivant le formalisme de la théorie des grandes déviations [46], pour 2* appartenant & une des
orbites périodiques I'; et y € D, nous définissons le quasi-potentiel

V(z*,y) = inf inf I
(@*,y) = inf inf Iom(),
ou le second infimum est pris sur toutes les trajectoires continues v telles que v9 = a* et yp = y.
Rappelons que si y; et y2 appartiennent a la méme orbite périodique, alors les quasi-potentiels vérifient
V(z*,y1) = V(2*,y2). Cest une conséquence de la Remarque 1.3.9 qui nous dit que V(y1,y2) = 0 et de
maniére similaire V (ya,y1) = 0. Ainsi pour tout 1 <14 # j < N, la quantité

H(i,j) = V(x},x}) (3.2.3)
mesure le cotit pour atteindre 'orbite périodique j partant de ’orbite périodique 7 en un temps arbitraire.
Pouri ¢ AC {1,..., N}, nous introduisons la quantité

H(i, A) = min H(i, ) (3.2.4)

représentant le cotit d’atteindre n’importe-quelle orbite appartenant a | ieallj.

Pour ¢ =1,..., N, nous notons B; C ¥ la fermeture d’'un voisinage de x7, contenue dans un voisinage
de z} et de taille § > 0. Nous prenons J suffisamment petit pour que

— chaque B; soit contenu dans le bassin d’attraction A; de z} (cf. (3.1.10)),

— limage par l'application de Poincaré déterministe de la boule B; est envoyée strictement dans

elle-méme.

Un tel voisinage B; existe puisque l'orbite périodique I'; est asymptotiquement stable. Pour 1 < k < N,
nous définissons le voisinage métastable & k composantes

Hypothése 3.2.2 (Propriété de confinement). Une des deux situations suivantes s’applique.

A. Soit il existe une fonction de Lyapunov V € C*(Dy,R) telle que |V (z)|| — oo pour z — Dy (ou
pour ||z]] = co dans le cas ot Dy n’est pas borné) qui satisfait

(LV)(z) € —c+ d]l{zED} Vz € Dy (3.2.5)
pour des constantes ¢ > 0 et d > 0.
B. Ou
7 — . . * 2 .. / 92
V(D) = min it Vi(ai,y) max H (i,7) +0 (3.2.6)
pour une constante 6’ > 0. &

D’apres [66, Théoréme 4.2], la variante A implique que le processus {Z;}+>0 est positif récurrent au
sens de Harris. La notion de récurrence au sens de Harris donnée pour des chaines de Markov dans la
Définition 2.1.6 s’étend au processus & temps continu : un processus est récurrent au sens de Harris
s’il existe 1 une mesure o-finie, telle que le temps d’atteinte d’un ensemble A est presque siirement fini
deés que p(A) > 0. Sous cette variante, le processus que nous étudions admet donc une unique mesure
invariante 7. L’hypothése d’ellipticité 3.2.1 implique que la restriction de w & D est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus, en appliquant [66, Théoréme 4.3] avec f = 1, nous avons
que le temps d’atteinte 7p de D satisfait

E*{mp} < -V (2) (3.2.7)

ol

pour tout z € Dy.
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Remarque 3.2.3. Si V est une forme quadratique alors nous avons LV = (f,VV) + O(c?). Ainsi,
une fonction quadratique de Lyapunov déterministe qui satisfait (f, VV) < —cV en dehors de D peut
satisfaire la Condition (3.2.5) si o est suffisamment petit. O

La variante B de I’hypothése 3.2.2 dit qu’il est encore plus difficile d’atteindre le bord 9D de D qu’il est
difficile de faire des transitions entre les orbites périodiques stables. Si nous nous plagons dans ce cadre,
nous pourrons étudier le processus qui est conditionné a rester dans D. La transformée harmonique de
Doob (cf. Section 2.5) permet de faire le lien entre les propriétés spectrales du processus conditionné et
celles du processus tué quand il quitte D. Les deux processus (tué et conditionné) n’ont pas d’influence
sur ce qui se passe en dehors de D.

Quelque soit la variante dans laquelle nous nous plagons, la Proposition 3.4.1 nous montrera que
Papplication de Poincaré aléatoire est récurrente au sens de Harris. Puisque 'EDO associée a (3.2.1)
admet des orbites périodiques, d’aprés la Remarque 3.1.1 nous ne pouvons pas appliquer directement les
résultats obtenus par Anton Bovier, Michael Eckhoff, Véronique Gayrard, et Markus Klein dans [24, 25]
pour quantifier les transitions entre les orbites périodiques stables. Nous utiliserons des estimations a
priori sur les transitions entre les voisinages des orbites périodiques stables en nous servant de la théorie
des grandes déviations (cf. Proposition 3.4.2).

Afin de décrire le comportement du systéme stochastique dans le voisinage d’une orbite périodique,
nous réécrivons le systéme dans un systéme de coordonnées de type polaire. Nous supposerons que le
systéme déterministe (3.1.1) admet N orbites périodiques stables et N T orbites périodiques instables, i.e.
qu’il existe des fonctions périodiques v, : R — D de période respectives T; telles que pour tout 1 < i < NV

Ji(t) = f(n(t))  VteR

et il existe N T fonctions périodiques 'y;r : R — D de période respective T;r telles que pour tout 1 < i < N T

M) = f(nT(t)  VteR.

Nous pouvons généraliser [12, Proposition 2.1] et [12, Proposition 3.3] au cas multidimensionnel, afin de
réécrire (3.2.1) en coordonnées de type polaire.

Proposition 3.2.4. Il existe un changement de coordonnées tel que dans le voisinage d’une orbite pé-
riodique stable (i.e. pour (z,¢) avec ||z|| suffisamment petit), U'EDS s’écrit sous la forme

dzy = (=Axy + be (4, 01))dt + 0ga (4, 01)AWy
1
dpr = <T + by (4, Sﬁt))dt + g (e, or)dWe (3.2.8)

ot A\ est une matrice triangulaire avec des éléments positifs sur sa diagonale correspondant auzr exposants
de Lyapunov de l’orbite périodique stable, et ot les fonctions by, by, gz, g, sont périodiques en ¢ de
période 1, et ou les termes non linéaires de dérive vérifient

oo (2, )| < Mll2]?, by (,0)| < MlJz]|* . (3.2.9)

Remarquons que la matrice A peut étre prise dans sa forme canonique de Jordan et que si le systéme est
écrit dans ce systéme de coordonnées alors les voisinages B; peuvent étre des boules telles que {z: ||z|| <

5.

Dans le voisinage des orbites périodiques instables, nous obtenons un résultat analogue.

Proposition 3.2.5. Il existe un changement de coordonnées tel que dans le voisinage d’une orbite pé-
riodique instable (i.e., pour (x,p) tel que ||x| soit suffisamment petite), I’EDS s’écrit sous la forme

—-A™ 0
dIt = (( 0 A+> Tt + bx(It, Spt))dt + Ug;c(It, Spt)th ’
1
depy = (f + by (@1, @t))dt +oge (@, o) AW, (3.2.10)

ot A~ est une matrice triangulaire avec des éléments positifs sur sa diagonale, AT est une matrice
triangulaire avec des éléments positifs ou nuls sur la diagonale et au moins un élément diagonal positif,
et ou les fonctions by, by, gz, g, sont périodiques en ¢ de période 1, et ot les termes non linéaires de

dérives vérifient ||ba (. ¢)[, b, (x, )| = O(l|*).
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FIGURE 3.2 — Schéma d’une application de Poincaré aléatoire pour un processus commencant dans le
bassin d’attraction d’une orbite périodique stable I';.

PREUVE DES PROPOSITIONS 3.2.4 ET 3.2.5. Par la formule d’'Itd, le changement de variable de la Pro-
position 3.1.8, permet de réécrire I’équation différentielle stochastique sous la forme

dry = fo(me, 1, 0)dt + 09z (21, 0 )dWy
dpr = fo(e, o, 0)dt + oge(a, ) AWy .

Comme mentionné dans [12], inconvénient avec un systéme écrit sous cette forme est que le terme de
dérive f, ne s’annule plus en x = 0. Nous pouvons utiliser un argument similaire & celui de la preuve de
[12, Proposition 3.3] pour obtenir la forme désirée. O

3.2.2 Deéfinition de I’application de Poincaré aléatoire

Etant donnée une paramétrisation de la section ¥ par une variable z € R?, par un léger abus de nota-
tion, nous notons également le domaine de x par . Pour une condition initiale Xy € ¥, nous souhaitons
étudier la suite (X1, Xa,...) représentant les intersections successives des trajectoires (ZtXU)@O sur la
section Y. Pour ce faire, nous ne pouvons procéder directement comme dans le cas stochastique. En effet,
dans le cas déterministe, a cause des irrégularités du mouvement Brownien, 7 défini par I’équation (3.1.9)
vaut 0 presque strement. Nous pouvons néanmoins résoudre ce probléme facilement en introduisant une
seconde variété ' C D n’intersectant pas X, telle que 9%’ C 9D et telle que le champ de vecteur f soit
également transverse a X’. Posons 7y = 0, et pour tout n € Ny définissons les temps d’arrét

7o =inf{t > 7, Z70 € X'},

Fop1 = inf{t > 711 ZX0 e ¥}, (3.2.11)
les intersections successives des trajectoires (ZtXO)t>0 sur la section 3, étant définies par X,,1 comme la
coordonnée en = de Z7 XU € X. La Figure 3.2 illustre cette construction.

Par la propriété de Markov forte, la loi de X, 41 étant donné X,, est indépendante de n et de X,,

pour tout m < n, ainsi, (X,)n,>0 constitue une chaine de Markov homogéne a temps discret. Le noyau
de la chaine de Markov est donné par

K(z,A) =P{zs € Alpo = 0,20 = x} (3.2.12)

Nous notons K (z, dy) le noyau défini par (3.2.12). Remarquons que la variable y représente le point de
premiére sortie d’'un domaine borné (puisque ¥ est borné). En analyse harmonique, K (x, dy) correspond

47



3.3. DYNAMIQUE DANS LE VOISINAGE DES ORBITES PERIODIQUES

a la mesure harmonique pour le générateur de la diffusion (3.2.2). Les travaux de Gérard Ben Arous,
Shigeo Kusuoka, et Daniel W. Stroock [6] montrent sous des hypothéses plus faibles que le cadre dans
lequel nous nous sommes placés (i.e. dans le cas de diffusions hypoelliptiques), la mesure harmonique
admet une densité réguliére k(z,y) pour la mesure de Lebesgue. Ainsi, la chaine de Markov (X,,), a
temps discret et espace continu, définie par le noyau K admet une densité lisse donnée pour tout x € X
et pour tout borélien A C X par

K(z,A) =P"{X; € A} = /Ak(:c,y) dy (3.2.13)

Nous pourrons donc appliquer les résultats du Chapitre 2 pour étudier les propriétés spectrales de ce
noyau. Ce sera fait dans les deux prochains chapitres.

De plus, la mesure harmonique x — K (z, dy) satisfait LK = 0 ou L désigne le générateur infinitésimal
de 'EDS (3.2.2). Nous pouvons donc obtenir des propriétés de régularités de ce noyau en utilisant les
propriétés de régularités du générateur infinitésimal grace & la théorie développée pour les opérateurs
elliptiques d’ordre deux. En particulier les inégalités de Harnack sont un outil utile pour étudier les
fonctions harmoniques. Les deux lemmes qui suivent sont une adaptation de [48, Corollaire 9.25 et 9.24|
et ont été repris dans [12, Lemme 5.7 et 5.8].

Lemme 3.2.6 ([12, Lemma 5.7]). Pour tout ensemble Dy dont la fermeture satisfait D1 C D, il existe
une constante C, indépendante de o, telle que

sup k(z,y)
z€D1ND

N f k X
NE NS (z,9)

C/a?

N
®

pour tout y € 0D.

Lemme 3.2.7 ([12, Lemma 5.8]). Soit B,(z) la boule de rayon r centrée en x, et soit D1 un ensemble
dont la fermeture satisfait D1 C D. Alors pour tout xg € D1,y € 0D, et n > 0, nous pouvons trouver une
constante r = r(y,n), indépendante de o, telle que

sup k(x,y) < (1+n) inf k(z,y) .
z€B, 2(x0)NXS z€B, 2(x0)NXS

3.3 Dynamique dans le voisinage des orbites périodiques

3.3.1 Généralités sur les estimations des trajectoires

Dans cette section, ||z|| correspond & la norme euclidienne de z. Nous considérons le systéme en
temps continu dans le voisinage d’une orbite périodique dans le systéme de coordonnées de type polaire.
11 est décrit soit par (3.2.8) pour une orbite périodique stable, soit par (3.2.10) dans le cas d’une orbite
périodique instable.

Nous commengons par montrer que la variable de type angulaire ¢; s’éloigne peu de t/T; (ou t/ Tf)
méme sur des échelles de temps assez longues. Ce résultat est énoncé dans [12, Proposition 6.3] pour
un systéme en dimension deux, et se généralise sans difficulté. Soient T, H deux constantes strictement
positives, nous introduisons les temps d’arrét

T =inf{t > 0: ||z¢|| > H},

5, = inf{t >0 > M(H+ \/H3T)} :

t
bt—

?

ot M est un majorant vérifiant les inéquations (3.2.9) sur les termes de dérives non linéaires.

Proposition 3.3.1 (Controle de la diffusion le long de la variable angulaire ). Il existe une constante
C1, ne dépendant que des constantes d’ellipticité des termes de diffusion telle que pour tout T,o, H > 0
et pour tout x tel que ||z|| < H,

PEO(F, < #y AT} < e H/(@107)
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Grace au controle de la diffusion le long de la variable angulaire, nous pouvons estimer les probabilités
de s’échapper du voisinage métastable B;.

Proposition 3.3.2. Il existe des constantes C' > 0 et k > 0 telles que pour tout x € B; C My,
P*{X; ¢ My} < Ce "B/
ot | B;| correspond au rayon de la boule B;.

Démonstration. Soit xg € B;, alors pour toute condition initiale (zg,0),

PP {X; ¢ My} <P{[«?) > |Bi|}, (3.3.1)

ot 71 désigne le temps de premier retour de I'application de Poincaré, cf. (3.2.11). Nous introduisons
une seconde trajectoire couplée & la premiére qui a pour condition initiale la i-éme orbite périodique
stable i.e. commengant au point (0,0). Le couplage signifie que les deux trajectoires sont issues du méme
mouvement Brownien. Nous utilisons une borne supérieure sur la probabilité que ces deux trajectoires ne
s’approchent pas I'une de lautre exponentiellement vite pour obtenir la borne supérieure (3.3.1) et une
borne supérieure sur la probabilité que la trajectoire partant du point (0,0) quitte le voisinage de l'orbite
périodique stable. En particulier, par 'inégalité triangulaire, pour tout ¢ € |0, 1],

P{lc 0] > [Bil} < P{aV] > (1= o) |Bil} + P{ ol =209 > o|Bi[} . (3.3.2)

En adaptant [12, Proposition 6.12], nous obtenons 'existence de constantes cop > 0 et o < 1 telles que le
second membre du terme de droite, est majoré par

P{H (20,0) w(%?’O)H > Q|Bi|} < e—COlBi|/02

Afin de pouvoir utiliser la Proposition 3.3.1 pour majorer le premier terme du membre de droite de (3.3.2),
nous décomposons

P{z>7 > (1 - 0) |B;|} < P27 > (1 — 0)|Bil , 7 > 7ur AT}
+POOF <7y AT}, (3.3.3)

et nous prenons T' = 2T; et H = (1 — p) | B;|. Remarquons que la solution de (3.2.8) ayant pour condition
initiale (0, 0) peut se réécrire sous la forme

t t
xE0,0) :/0 efA(tfs) ba, (ng,0)7(ng,O)) ds +O_/O efA(tfs) s (mgo,o),@go,o)) dWé )

Nous pouvons ainsi majorer le premier terme du membre de droite de (3.3.3). En effet, sur {7, > 7Ta AT},
nous avons 71 < 27; et donc

Pz > (1 - ) |Bil , 7 > 7u AT} < P{ sup |20 > (1 - o) |Bi|} '

0<s<2T;

En utilisant une inégalité de type Bernstein et une partition de lintervalle [0,2T;], comme dans [11,
Théoréme 5.1.18] ou [14, Proposition 3.3|, nous pouvons affirmer qu’il existe des constantes Cy, kg > 0
telles que
P, s 1609] > (- 9| | < Coel e
0<s<2T;
Grace a la Proposition 3.3.1 nous pouvons majorer le second terme du membre de droite de(3.3.3), et
obtenons ainsi le résultat. O

Nous nous intéressons maintenant a la probabilité de rester proche d’une orbite périodique instable.
Nous introduisons
— U C ¥ l'union des voisinages de taille 6 (pour la norme euclidienne) des orbites périodiques
instables, avec § d’ordre 1,
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FI1GURE 3.3 — Schéma de principe du comportement d’une trajectoire dans le voisinage Y = KU S
d’une orbite périodique instable dans le systéme de coordonnée (p,x). L’orbite périodique instable est
représentée par la ligne discontinue.

— et S C U 'union des voisinages de taille h := ¢3/* des orbites périodiques instables. La constante

3/4 est une constante arbitraire, nous aurions pu prendre une autre constante comprise entre 1/2
et 1.

Proposition 3.3.3. Soit le temps d’arrét
Tse = inf{t > 0 : [jay|| = h} .

avec h = */*. Il existe des constantes co et Cy telles que pour tout x tel que ||z|| < h et calog(c™!) <
T <1/h,
PEO 75 > T,7, > 7se AT} < Calog(o™) . (3.3.4)

Démonstration. Nous regroupons sous le vecteur =T, toutes les coordonnées ayant un exposant de Lya-
punov positif et nous introduisons le temps d’arrét

T =inf{t > 0: [jz] || = h} .
Nous pouvons majorer grossiérement
PEOFge > T,7, > 7se AT} <P@OF > T 7, > Fse AT} .
Puisque sur {7, > 7se AT}, la variable angulaire ¢, est proche de t/T;, '’équation pour xf se réécrit

day = (A2 + b+ (e, 1)) At + 0(go(t) + g1(we, @1, t)) AW,

o go(t) = g,+(0,t/T;) et g1 = O(||z|| + h). La solution a pour expression

t t t
mz_ = eA+t{U/ eiA+SgO(5) dWs + U/ eiA+S 91(Is, ©s,8) AWy + / eiA+S by+ (xsa ©s) ds} .
0 0 0

La preuve est alors similaire a celle de [11, Théoréme 3.2.2] avec c2 = 1/[4 max(diag A™)]. O
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Notons l’ensemble U\S par K.

Proposition 3.3.4. Soit Tice = inf{t > 0: ¢ ¢ K}. Il existe une constante ky > 0 telle que pour toute
condition initiale (x,0) € IC,
PEO) {Fee > t} < e r2t/los(@™) (3.3.5)

De plus, si Tye := inf{t > 0: x; ¢ U} et Ts := inf{t > 0: z; € S}, alors pour tout Ty > 0 il existe une

constante k3 > 0 telle que
1/2

PEOTy < 7s < Tye} < e 3/° (3.3.6)

Démonstration. Pour commencer, remarquons que {7ie >t} C {HxJTrH < 5}. Supposons que ’orbite pé-
riodique instable admet m™ composantes avec des exposants de Lyapunov positifs. Nous introduisons la
fonction de Lyapunov

m+
U = Z(T/Zi)Q :
i=1
Grace a la formule d’It6, nous obtenons
7”7L+ 7”7L+ )
dU; = {Z A (wf)? + Bla, 9015)} dt + Uzgx,i(fﬂt, pr) AW
i=1 i=1

ou la fonction S(xt, vr) < M((Ut)3/2 + 02). La preuve est alors similaire a la preuve de [13, Proposition
D.4]. En effet, le terme de diffusion est minoré par une constante multiplié par Uy, et {[lz;|| <4} C
{UT <mt§?/ 2}. En utilisant la propriété de Markov a des temps multiples de log(c~1!), nous obte-
nons (3.3.5). L’estimation (3.3.6) est obtenue de la méme maniére que dans la preuve de [13, Proposition
D.7] i.e. en majorant la probabilité que U; quitte un voisinage de taille o3/4, O

Proposition 3.3.5. Pour tout x € (U U My)°, il existe des constantes C1, k1 > 0 telles que

]P’I{TJ < 'r/th} <O 67'{1/02 .
Démonstration. Soit zgt = (:U?Et,cpg‘*) une solution de I’équation différentielle ordinaire avec comme
condition initiale zg = (z,0). Puisque OU est & une distance d’ordre 1 de toutes les orbites périodiques
instables, et puisque les orbites périodiques stables sont les seuls ensembles limites (cf. Hypotheése 3.1.9),

zdet va atteindre le voisinage d'une orbite périodique stable en un temps 7' d’ordre 1. En utilisant [11,
Théoréme 5.1.18], nous obtenons que pour ¢ > 0,

W’O){ sup 2, — 28] > hO} < Co(1+ 1) emmoms/” (3:3.7)

0<s<t

pour des constantes Cp, ko > 0. Remarquons que Pestimation est vraie pour hg < h1/x(t), avec h; une
autre constante et x(t) dépend des exposants de Lyapunov de z{°*. Puisque la solution déterministe z{°*
est attirée par 'orbite périodique, il existe une constante My > 0 telle que x(7") < 1+MyT. En appliquant
(3.3.7) pour hg = |B;| /2, il vient que toutes trajectoires qui n’atteignent pas U avant le temps T' vont

toucher B; avec une grande probabilité. O

3.3.2 Estimation des espérances de temps de retour

Les deux lemmes qui suivent sont trés généraux. Ils nous seront utiles pour majorer les espérances
des temps de retour.

Lemme 3.3.6. Pour tout borélien non vide A C 3, pour tout ng € N et toute condition initiale x € ¥,
l’espérance du temps de premier retour dans A satisfait

no
1-— IPA“{T:{ > no} '

ET{ri} <
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Démonstration. La propriété de Markov permet de décomposer ’espérance

Ex{TX} ZZEM{TA moJrn}

i>0 n=1
nOZP {TA mo}
120
< noz (PAC{T;{ = no})z
i>0

Le résultat est obtenu en sommant les termes de la suite géométrique. Nous rappelons que la notation
PA°{.} désigne la borne supérieure sup P*{-}, elle a été introduite par (2.2.1). O
TEA°
Le second lemme général est inspiré de résultats issus de [18].

Lemme 3.3.7. Pour tous boréliens non vides et deux o deuz disjoints A, B,C C X,
E4 {5} SEY oo} +PHTd < R JEC{H} .

Démonstration. En décomposant ’espérance en fonction des événements {TB < TC} ou {TC < TB} et
en utilisant la propriété de Markov forte, nous obtenons

Ex{'rg} = EI{TE]I{T+<T+}} —+ Ex{TE]l{T+<T+}}
= Ex{TB]l{T <7—+}} +El{[(TB — TC) +TC]]1{7— <7—+}}
=E"{rf,c} +E” { Th — Tc)]l{r+<r+}}
SE{7hoc) +BYd < THIEC TS}
ce qui nous donne le résultat en prenant la borne supérieure pour x € A. Nous rappelons que la notation
EC{.} désigne la borne supérieure sup E*{-}, elle a été introduite par (2.2.1). O

zeC

Corollaire 3.3.8. Soit U ['union des voisinages des orbites périodiques instables défini dans la Sec-
tion 8.3.1, alors

E4{rf.} + EUMO Lt )

EM¥ < : 3.3.8
o S T pamor T <7, ) (3:38)
Démonstration. Pour tout € M$;
B {rf, b < max{E{riy, } BN (o, 1)
En appliquant le Lemme 3.3.7 avec A =U, B = My et C = (U U My )¢, nous obtenons
M
E“ {7l } SEY{nf.} + E@M T )
tandis qu’en prenant A = (Y U My)¢, B = My et C = U, nous obtenons
UUMN)E UUMN)© UUMN)E u
BT SEUMIHTE G ut A BEOMI il < B
Ces deux bornes supérieures permettent de majorer
B {7, b S E{mf } + BCMI o o ud + PEOA i < FE G )
ce qui conduit & (3.3.8). O
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Afin de majorer ’espérance EU{TJC}, nous utilisons de nouveau le Lemme 3.3.7 avec les deux voi-
sinages d’ordre h = 0%/% et d’ordre 1 d’une orbite périodique instable. Dans un premier temps, nous
montrons que les trajectoires ont tendance & quitter le voisinage S de 'orbite périodique instable (voisi-
nage de taille h = %/ 4). Dés que les trajectoires ont quitté ce voisinage, le terme de dérive va contribuer
a ce que les trajectoires quittent un voisinage plus grand i.e. d’ordre 1. En utilisant un argument similaire
a celui utilisé dans la preuve du Corollaire 3.3.8, nous obtenons une borne supérieure pour ’espérance
du temps de sortie de U.

Lemme 3.3.9. Soient S CU et K =U\S, définis comme dans la Section 3.5.1.
Pour tout x € U,
1< E’C{T -} FETS )
ued S TR <)
Démonstration. Comme pour le Corollaire 3.3.8, pour tout x € U = S U K, nous majorons
E* {TJC } < max(EX {szc }, ES {szc })
en appliquant le Lemme 3.3.7, avec A =K, B=U°, C =S,
B {r} SES{r&} +P{rd < JES{ni )
Tandis qu’appliquant le Lemme 3.3.7, avec A =S, B =U¢, C = K, nous majorons grossiérement
E*{rp.} SES{7.} +EX{nf.} .

Nous obtenons alors le résultat en combinant ces deux bornes,. O

(3.3.9)

Les espérances du membre de droite de (3.3.9) vont étre majorées en utilisant le Lemme 3.3.6 et les
résultats de la Section 3.3.1.

Proposition 3.3.10. Il existe des constantes M,k > 0 telles que
ES{rd.} < Milog(o™"),
E*{ri.} < Milog(o™"),

1/2

]P”C{TS < Tw} <e "

Démonstration. Rappelons que 7se = {inft > 0: ||z;| = h}, et soit ng > T/T; + /%, avec calog(o~!) <
T < 1/0%/* ot ¢y est une constante numérique indépendante de o, ¢ = 1/[4 max(dlag A™)]. Pour tout
x €S,

P@O(F, < Fse AT} +P@OLF, > Fsc AT, 74 > no}
PEO(F, < Fse AT} +PEOF, > Fse AT, 74 > no, 7se < T}
+P@OLF, > Fse AT, 7se > T} .

Cependant puisque ng > T/T; + o3/,

PEOE > Fse AT, 74 > no,7se < T} =0.

Nous obtenons une borne supérieure sur IES{T;C} en utilisant (3.3.4) et en appliquant le Lemme 3.3.6.
Les deux autres majorants s’obtiennent de fagon similaire en utilisant la Proposition 3.3.4. O

Nous rassemblons ces trois derniers résultats avec la Proposition 3.3.5 pour obtenir le résultat suivant.
Corollaire 3.3.11. I existe une constante M3 > 0 telle que
EMV{r{ } < Mslog(o™?) . (3.3.10)

Nous allons maintenant estimer ’espérance du temps de retour dans My pour tout k. En faisant un
raisonnement par récurrence pour des valeurs décroissantes de k (1 < k < N), nous pouvons montrer que
pour tout x € My, I'espérance Ez{T/tlk} est exponentiellement proche de 1.

Nous commengons par montrer I'initialisation i.e. pour k = N.
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Lemme 3.3.12. Pour tout x € My, Uespérance du temps de premier retour dans My satisfait
E* {7} <1+P{X1 ¢ MNIEMV{r] .
Démonstration. En décomposant ’espérance suivant la position du premier point X7, nous avons

E*{rh } <1+P{X1 ¢ MNIEMN{rf }.

Lemme 3.3.13. Pour tout k < N, pour tout x € B; C My,

+ + + + B +
Em{TMk} g ]Ez{TMk_H} + Px{TB;H_l < TM;C}E M {TM;C} .
Démonstration. La preuve est une application directe du Lemme 3.3.7 avec A = B;, B = My et C =
Biy1. O

Gréce a ces deux lemmes eg grace au Corolaire 3.3.11 et a la Proposition 3.3.2 nous obtenons bien
que EM# {T/J\r/[k} =1+ (9(67"””/‘r ) pour tout k, avec la constante k > 0 qui est proportionnelle & taille des
voisinages B;.

3.3.3 Argument de couplage

Comme le montre la Proposition 2.4.8, un argument de couplage nous permet d’estimer la constante
de positivité uniforme du noyau de transition d’une chaine de Markov (tué) quand elle quitte un en-
semble. Nous allons montrer que deux trajectoires, commencgant dans le voisinage d’une orbite périodique
stable avec des conditions initiales différentes, se contractent lorsqu’elles sont issues du méme mouvement
brownien. Cet argument est inspiré de [12].

Proposition 3.3.14 ([12, Proposition 6.12]). Il existe des constantes C,x > 0 et une constante o < 1,
indépendante de o telles que pour x1,x2 € By,

P{||XZ — X22|| > ™|z — 22|} < Ce /7 .

La preuve est une généralisation directe de la preuve de la [12, Proposition 6.12] pour des systémes
de dimension d > 2. Comme expliqué dans [12, Section 6.3], le temps d’arrét N introduit dans (2.4.13)
satisfait P{N > ng} < ng e=r/o pour tout ng d’ordre log(c~!). En utilisant la propriété de Markov pour
des temps multiples de ng, il vient
Prno = PAN > kno} < (Mlog(o™")e/7")" |
Nous pouvons alors choisir la constante k de fagon a ce que kx > C + 1 dans (2.4.14), nous obtenons
ainsi une constante de positivité uniforme L(n) proche de 1 (pour o proche de 0).

3.4 Propriétés des applications de Poincaré aléatoires

3.4.1 Récurrence des applications de Poincaré aléatoires

Proposition 3.4.1. Soit 7= = inf{t > 0: Z; € X}. Il existe des constantes oo, M > 0 telles que pour
o < 0y,

sup EZ{TE} < Mlog(ail) .

z€D
Démonstration. Nous distinguons plusieurs cas selon la position de la condition initiale.

Si la condition initiale z est dans le bassin d’attraction d’une des orbites périodiques stables, un
argument analogue & celui de la Proposition 3.3.5 montre que Z; va atteindre % dans un temps d’ordre
1 avec grande probabilité, ainsi PZ{TE > ZT} est exponentiellement petite.

Si z est dans le voisinage des orbites périodiques stables, les résultats de la Section 3.3.2 montrent
que Z; va quitter ce voisinage dans un temps moyen d’ordre log(o™1).

L’ordre de grandeur du temps moyen de sortie est le méme si z est dans le voisinage d’un point
d’équilibre instable, comme montré dans [59, 4, 1].

En combinant ces résultats avec la propriété de Markov forte et (3.2.7) nous obtenons le résultat. [
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3.4.2 Estimations a priori par la théorie des grandes déviations

Nous rappelons que H(i,7) mesure le colt pour atteindre l'orbite périodique j partant de orbite
périodique i en un temps arbitraire (cf. (3.2.3)) et pour 1 ¢ AcC{l,...,N}, H(i, A) représente le cotit

d’atteindre n’importe-quelle orbite appartenant a |, ieally ; (ct. (3.2.4)).

Proposition 3.4.2. Pour tout n > 0, il existe une constante dy > 0 telle que si § < dg, alors pour tout
1<4,j <N avec i # j, et pour tout ensemble non vide A C A; et pour tout x € B;, nous avons

— H(i,§) —n < lim 2 log P®
(i,7) —n Jm o log {TA<TB} H(i,j) +n.

Cet encadrement permet de dire que pour z € B; et pour A C Aj, le committeur P“{TA < TB } est
exponentiellement petit d’ordre e~ (8.9) /o

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.4.2. Soient deux points z,y € X, le principe de grande déviation en
temps continu génére naturellement un principe de grande déviation en temps discret avec la méme
vitesse et la fonction de taux
J(x = inf inf 1
( 7y) T50 7:(2,0)— (y,1) [0,T7] (7) 3

avec la notation v : (x,0) — (y,1) qui signifie que les trajectoires que nous considérons intersectent la
section ¥’ entre les points = et y. Ce résultat est une application du principe de contraction. Plus généra-
lement, pour toute suite de points (zo, . .., x,) dans 3, la fonction de taux est donnée par J(zo, ..., x,) =
Z;:ol J(xzj,zj41). Puisque V(z7,z5) = H(i, j), pour tout n > 0, il existe une constante 7' > 0 et une
trajectoire en temps continu 7 reliant les deux orbites périodiques en un temps 7T telles que

Ior(v) < H(i,5) + g .
En prenant si nécessaire une valeur de 7 plus grande, nous pouvons supposer que vy commence et finit sur
la section 3, puisque le cofit le long du flot déterministe est nul. De plus, il existe une constante § > 0 telle
que si les voisinages B;, B; ont un rayon d, ils peuvent étre reliés par une trajectoire v dont la fonction
de taux satisfait Ijo r)(y) < H(i,j) + 1. Nous pouvons supposer que 7 intersecte B; U B; seulement &
ces points extrémaux car sinon il y aurait une maniére moins couteuse de relier les deux voisinages. De
plus, il existe une constante n > 1 et des points zg € B;, 1, ...,%Zn—1 ¢ B; U B;,z, € B;, définis par les
intersections successives de la trajectoire v sur la section ¥, tels que

J(@o, -y wn) < H(, J) + 1

D’un autre coté, pour tout n > 0, il existe des voisinages de rayon § > 0 tels que pour tout z € B;
et y € B, V(z,y) = H(i,j) —n. Un argument similaire a celui fait précédemment permet de montrer
que toute trajectoire en temps discret reliant ces voisinages doit également avoir un colt supérieur a
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Chapitre 4

Propriétés spectrales des applications
de Poincaré aléatoires sous I’hypothése
d’une hiérarchie métastable

Pour quantifier les transitions entre les orbites périodiques stables, nous nous intéressons aux propriétés
spectrales du noyau de transition K a temps discret et espace continu défini par (3.2.13). Rappelons que
le lien entre les propriétés spectrales du noyau et le comportement (métastable) du processus est expliqué
dans la Remarque 2.1.9. Puisque nous étudions un noyau de transition Markovien, ses valeurs propres
ont un module inférieur a 1, nous souhaitons donc résoudre le probléme aux valeurs propres

(K¢)(z) = e ¢(x)

ou u € C est le paramétre spectral.

Pour simplifier ’analyse spectrale des applications de Poincaré aléatoires, nous formulons une hy-
pothése de non-dégénérescence : ’existence d’une hiérarchie entre les orbites périodiques stables. Nous
montrons que sous cette hypothése, les N premiéres plus grandes valeurs propres du noyau sont simples
et réelles. Nous donnons une expression de ces N premiéres valeurs propres et des fonctions propres en
termes de fonctions committeurs. Les preuves combinent des éléments issus de la théorie des grandes dé-
viations vue dans le chapitre précédent, de la théorie du potentiel en résolvant des problémes aux bords,
et de la théorie spectrale en approchant I'opérateur par un opérateur de rang fini.
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4.1. HYPOTHESE DE NON-DEGENERESCENCE

FIGURE 4.1 — Dans le cas ot le quasi-potentiel dérive d’un potentiel global U (V' (z},z7) — V (2}, 2]) =
U(x}) — U(z}) pour tout 4,7), la hiérarchie métastable peut étre déterminée par une construction gra-
phique. Dans cet exemple, les z} ont déja été marqués de fagon a satisfaire I'ordre métastable (4.1.1)

Le. I'y <xT'y <T's <Ty.

4.1 Hypothése de non-dégénérescence

L’hypothése de non-dégénérescence va permettre d’associer chaque état métastable & une valeur propre
exponentiellement proche de 1. Cette hypothése a été utilisée dans les travaux d’Anton Bovier, Michael
Eckhoff, Véronique Gayrard, et Markus Klein [24, 25]. L’idée grossiére est de ramener le probléme aux
valeurs propres du générateur du processus & un probléme aux valeurs sur un espace discret & N états.
L’étude des valeurs propres de ce systéme en dimension finie est simplifiée quand il ne présente aucune
symeétrie, c’est ce que traduit I’hypothése de hiérarchie métastable.

Hypothése 4.1.1 (Hiérarchie métastable). Il existe une constante § > 0 pour laquelle les orbites pé-

riodiques stables I'q,...,I'y peuvent étre ordonnées de telle facon qu’en notant M; = {1,...,5}, nous
avons
H(j, Mj—1) <min H (i, M;\ {i}) — 0. (4.1.1)
1<J

Nous dirons alors que les orbites stables satisfont un ordre métastable, et nous noterons I'y < I'y < --- <
I'y. &

L’ordre métastable peut étre déterminé de la fagon suivante.
— Nous commencons par trouver pour tout ¢ le cotit minimal partant de I'; pour atteindre une autre
orbite périodique stable. Ce cott correspond & H (i, My \{i}). S’il y a un unique miny ;< n H (4, Mn'\
{i}) atteint pour U'indice j, alors cet indice j sera le dernier dans la hiérarchie métastable, il sera
donc renommé N.
— Nous oublions alors 'orbite N que nous venons d’indexer, et nous réitérons la procédure : nous
cherchons donc pour tout 1 < ¢ < N — 1, le cotit minimal pour atteindre une orbite périodique
parmi les orbites I';, I';_1,';11,'ny—1 partant de 'orbite périodique i.
Dans le cas ot le quasi-potentiel dérive d'un potentiel global U (i.e. tel que V(z},z}) — V (2}, 27) =
U(x;) — U(x}) pour tout 4, j), Vopération qui consiste & ne pas prendre en compte un état du systéme
peut s’interpréter comme si nous remplissions le puits du potentiel jusqu’a la plus petite hauteur de
selle atteignable. La Figure 4.1 illustre la construction de la hiérarchie métastable dans le cas ou le
quasi-potentiel dérive d’un potentiel global.

L’hypothése de hiérarchie métastable est reliée au concept de W-graphe utilisé par Alexander Wentzell
dans [77] pour I’étude des matrices finies, et utilisé dans [46, Théoréme 7.3, Chapitre 6] pour déterminer
une estimation asymptotique du facteur exponentiel des parties réelles des valeurs propres exponen-
tiellement petites du générateur d’une diffusion. Les W-graphes peuvent également étre utilisés pour
déterminer les échelles de temps exponentielles. La construction des W-graphes ne s’appuie pas sur une
hypothése de hiérarchie métastable mais si '’hypothése de hiérarchie métastable est satisfaite alors les
W -graphes sont trés simples puisqu’une aréte du sommet j va vers un unique sommet parmi les sommets
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4.2. ESTIMATION DES VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

de M;_;. Une méthode pour déterminer efficacement la hiérarchie métastable a été proposée par Maria
Cameron et Eric Vanden-Eijnden [28] pour des processus réversibles ainsi que par Maria Cameron et
Tingyue Gan dans [27] pour des systémes réversibles ou non, avec ou sans symétrie.

Suivant les mémes notations que celles introduites dans le Chapitre 2, pour un ensemble borélien
A C X 14 = inf{n > 0: X,, € A} désigne le temps de premiére atteinte de A, tandis que T;{ =
inf{n > 1: X,, € A} désigne le temps de premier retour dans A. Pour A et B deux boréliens disjoints,
les probabilités

Px{'rA < TB} et ]P’m{qur < Tg}

d’atteindre A avant B jouent un role trés important. Ces fonctions sont appelées potentiels d’équilibre
ou committeurs . Le terme anglais pour désigner ces probabilités de transition est committor, c’est une
version condensée de I’expression commitment probability. Par les définitions des temps d’arrét, ces deux
fonctions sont identiquement égales lorsque « ¢ A U B, tandis que P*{74 < 75} vaut 1 dans A et vaut
0 dans B. Une estimation grossiére de ces probabilités peut étre obtenue par la théorie des grandes
déviations, cf. Proposition 3.4.2. En effet, pour tout n > 0, il existe un dg > 0 tel que si § < Jg, alors pour
tout 1 < 4,5 < N avec i # j, pour tout ensemble ouvert non vide A C A; et pour tout = € B;,

—H(i,j)—n < hn%)anogP”{TX <TE } < —H(4,j)+n.
o—> K

Gréace a cette relation entre les quasi-potentiels et les fonctions committeurs, pour tout x € B; et A C
A;, le committeur Px{TX < TE} est exponentiellement petit d’ordre e~ (%:3)/ o® Nous montrerons que
certaines fonctions committeurs peuvent étre mieux estimées en tant que fonctions propres principales de
certains processus tués.

4.2 Estimation des valeurs propres et fonctions propres

4.2.1 Estimation des valeurs propres

Fixons une petite constante n € ]0,0[ et posons 6~ := § — n ou la constante § > 0 est donnée par
I’hypothése de hiérarchie métastable 4.1.1. Pour tous les résultats que nous énoncgons, il est implicitement
dit qu’il existe une valeur oy > 0, qui ne dépend que de 7, telle que pour tout o < oy, les énoncés suivant
sont, vérifiés.

Théoréme 4.2.1 (Estimations des valeurs propres). Les N plus grandes valeurs propres du noyau de
transition K sont réelles et positives. Elles satisfont

Ao=1,
. B
Ae=1-P%"" {mh, < TEHI}[l + O(e_e’“/"z)} pour l<k<N—-1, (4.2.1)

ou 7?(])3’““ est une mesure de probabilité concentrée sur Byi1 et 0 = H(k+1, My)/2—n. De plus, il existe
une constante ¢ > 0 telle que

c

~log(o)

Enfin, la valeur propre principale du processus tu€ lorsqu’il quitte My, satisfait

Me] <p:=1 pour tout k = N . (4.2.2)

1= A% = (1= M) [1 + O@e%/%)] (4.2.3)

pour 1 < k<< N—1.

Remarque 4.2.2. La mesure 7°rOB **1 a une définition explicite, c’est la distribution quasi-stationnaire du
processus trace (x4, , X )ff ¥ (le processus dont ’horloge n’est incrémentée que lorsqu’il visite My.y1)
tué lorsqu’il atteint My, (i.e. tué lorsqu’il quitte Byy1). Remarquons que ce processus n’est pas le méme
que la trace du processus qui est tué quand il quitte By, ce qui signifie que prendre la trace et tuer le

processus ne sont pas deux opérations qui commutent. O

99



4.2. ESTIMATION DES VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

Quelque soit la définition précise de la mesure de probabilité ﬁ'f ¥+1 la Proposition 3.4.2 montre que
Ak = lfO(e_(H(kH’M’“)_”)/‘#) pour k=1,....N—1,

ou 7 peut étre aussi petit que 'on veut. Grace a ces estimations, la décomposition spectrale de la densité
de Popérateur (2.1.6) est donnée par

N-1
k" (x,y) = Z A @i(x)mi(y) + O(p") ,
i=0

qui est dominée par les N premiers termes dés que n > log(p~1). Puisque les N premiéres valeurs propres
sont exponentiellement proches de 1, les N premiers termes de la somme décroissent trés lentement, ce
qui illustre le comportement métastable du systéme.

La preuve du Théoréme 4.2.1 repose sur deux grandes étapes. La premiére étape consiste & montrer
que pour tout k < N —1, le noyau du processus dont ’horloge n’est incrémentée que lorsqu’il visite M1
peut étre approché par un opérateur de rang fini. Les valeurs propres non nulles de 'opérateur de rang
fini s’identifient a celles d’une matrice stochastique P de taille k de terme général

7D w7+ +
Pz_] = P™o {XT_/ttk+1 e B_]} = P70 {TBj < TMk+1\Bj} .

La seconde étape utilise I’hypothése de hiérarchie métastable pour montrer que la plus grande valeur
propre de la matrice (id —P) est proche de la fonction committeur Po* {T/J(,[kil < Tgk}.

Si nous nous plagons dans le cadre de la variante B de I’hypothése de confinement (3.2.2), alors la
proposition suivante montre que sur le fond, le Théoréme 4.2.1 est également vrai pour processus tué
quand il quitte D. Cela peut étre vu comme une généralisation au cas N > 1 du résultat de Wentzell
obtenu dans [78] qui estime la valeur propre principale du générateur d’'une diffusion tuée lorsqu’elle
quitte un domaine contenant comme seul attracteur un point d’équilibre stable.

Proposition 4.2.3. La valeur propre principale de la chaine tuée lorsqu’elle quitte D satisfait
AP = 1-pmo (r <751+ 0 %/7")] =1 - 0@ V@D |

ot O correspond & l’état cimetiére, et 7?51 est une mesure de probabilité concentrée sur By et 6y =
infyeop V(21,y)/2 = 1.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du Théoréme 4.2.1, la seule différence est que nous ajoutons
un état métastable fictif avec la boule By qui représente 1’état cimetiére 0. O

Par la Proposition 2.5.2 nous pouvons déterminer les valeurs propres du processus tué. La Condi-
tion (3.2.6) nous assure que les corrections effectuées sur les valeurs propres )\E sont négligeables pour
tout k=1,...,N — 1.

4.2.2 Fonctions propres a droite

Pour que la décomposition spectrale (2.4.4) soit complétement utile, il est nécessaire d’avoir égale-
ment un controéle sur les fonctions propres a droite et & gauche associées aux N premiéres valeurs propres.
Nous commengons par donner un résultat sur les fonctions propres & droite ¢. Ce résultat est ’ana-
logue du résultat obtenue par Anton Bovier, Véronique Gayrard, and Markus Klein pour les fonctions
propres a droite associées au générateur d’une diffusion réversible satisfaisant une hypothése de hiérarchie
métastable, cf. [25, Théoréme 1.3].

Théoréme 4.2.4 (Fonctions propres a droite). Les fonctions propres & droite associées aux N premiéres
valeurs propres de K peuvent étre prises réelles. Elles satisfont ¢o(x) = 1 pour tout x € X, tandis que
pourk=1,...,N —1,

ou(z) =P {7p,,, < Tm, 1+ O(e*G’/*)} +O(e %/ Veeyx, (4.2.4)
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ou 0, = min{0~,0i}. De plus, la fonction propre principale & droite du processus tué quand il atteint
My, satisfait

(@) = P {1, < T M1+ OE )] + 0 7Y Vo e M (4.2.5)
pourk=1,...,N —1.

Si x est dans le bassin d’attraction A; de B;, alors la fonction committeur P*{7p, < 74} est expo-
nentiellement proche de 1 dés que A n’est pas inclus dans A;. Ainsi, & I'ordre dominant,

— siz € A; pour 1 < i < k, alors ¢ (x) est exponentiellement petite ;
— six € Ag41, alors ¢ () est exponentiellement proche de 1;
— sixz € A;j pour j > k+ 1, alors ¢i(z) est exponentiellement proche de 1 si partant de B, il est

plus facile d’atteindre By11 que My, elle est exponentiellement petite sinon.
Si nous nous plagons dans le cadre de la variante B de 'hypothése de confinement 3.2.2, de nouveau par
la transformée harmonique de Doob (cf. Proposition 2.5.2, les fonctions propres satisfont une expression
similaire sauf peut-étre au voisinage du bord de .

Remarque 4.2.5. La preuve permet en fait d’avoir une expression plus précise des fonctions propres
sous la forme

k
or(z) =P {1p,,, <7Tam, }[1+ O(e_‘gi/"Q)] + ZP”{T&, < TMysr\Bi }Pki (4.2.6)

i=1
pour 1 <k < N —1, avec
U+ +
P70 {7’Bk+1 < TMk}

_29 /o2 _9— /o2
Pli = — pT— N + 0% / )= O(e? / ).
P%o {TMk < TBk_H}

Des expressions d’ordres supérieurs peuvent également étre obtenues. Elles permettent d’avoir plus d’in-
formation que (4.2.4) lorsque le terme dominant de (4.2.4) est exponentiellement petit. Remarquons enfin
qu’au moins certains termes parmi les coefficients py; sont négatifs ce qui est consistant avec la relation
d’orthogonalité (2.1.5). O

Proposition 4.2.6. La fonction propre principale de la chaine tuée lorsqu’elle quitte D satisfait
o5 (x) =P {7, < To}[1+ O(e797/02)] VeeX.

Ainsi, ¢F(z) =1 — 0(6797/02) des que x est loin de 0X.

4.2.3 Fonctions propres a gauche

Comme mentionné dans la Proposition 2.1.16 , si le noyau de transition K était réversible, nous
pourrions obtenir directement une expression pour les fonctions propres & gauche & partir des fonctions
propres a droite et de la distribution stationnaire. En s’inspirant de I'égalité mo(z)P*{7,} < 7,7} =
mo(y)PY{r;5 < 7} obtenue pour un processus non réversible a espace d’états discret dans [18], nous
avons montré un résultat analogue pour une chaine de Markov & espace d’états quelconque par une
preuve plus élémentaire 2.3.5.

Proposition 4.2.7 (Proposition 2.3.5). Pour tous boréliens disjoints, non vides, A1, Ay C X, la distri-
bution stationnaire du processus décrit par le noyau de transition K satisfait

[, w5, < i) = [ moaner (7, <)
A1 A2

La relation reste vraie en remplacant Tj" par le n'®™¢ temps de retour T, vers A;.
7 K

Cette propriété va nous permettre de déterminer les fonctions propres a gauche. En appliquant ce
résultat pour A; = My, Ay = X\ My, et en utilisant le fait que les orbites périodiques I'; sont les seuls
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ensembles limites attractifs, il vient que my est concentrée dans My, dans le sens ou il existe un x > 0,
qui ne dépend que de la taille § de B;, tel que

(3 \ M)

— O Y. 2.

De plus, pour tout compact D; tel que B; C D; C Aj, nous avons

mo(D; \ B;)

_ efke/o'2
(D) o )

ot k£ > 0 peut dépendre de D;. Des bornes similaires sont obtenues pour les distributions quasi-

stationnaires m, * et les autres fonctions propres a gauche. Ainsi, I'information essentielle est concentrée

dans les intégrales de ces mesures sur les ensembles B;.
Théoréme 4.2.8 (Fonctions propres a gauche). La distribution stationnaire satisfait

mo(B1)=1— O(ef"/”?) : mo(B;) = (’)(efef/"Q) pour j=2,...,N . (4.2.8)
De la méme maniére, la distribution quasi-stationnaire ﬂ'éwz du processus tué quand il quitte My, satisfait

T (Bpyr) =1— 0 ), a5 (B;)=0e ") pourj=k+2,... N. (4.2.9)
De plus, les fonctions propres a gauche  satisfont
pio {rf <7} }
_ Bj Mi11\Bj [

wB
T (Bj) = P < The)

o H(By)[1+ 0@/ + O~/ pour j >k +1.

14+ 00 /7] + O %/ 1<j<k
+OET T+ OET) pour LG <k, 4y 10y

Gréce a ce résultat nous remarquons que

— 7k (Bg+1) est exponentiellement proche de 1;
— sik+1<j <N, alors m,(B;) est exponentiellement petite ;
— 811 < j <k, alors m(B;) est négative, ce qui est consistant avec la relation d’orthogonalité (2.1.5) ;

ce terme peut étre soit exponentiellement proche de —1 ou exponentiellement petit, cela dépend
de si Bj est la boule la plus facile a atteindre parmi les boules de My, lorsque ’on part de B4
ou non.
Dans le cadre de la variante B de ’hypothése de confinement 3.2.2, grace aux Propositions 4.2.6 et 2.5.2,
nous pouvons étendre les conclusions du Théoréme 4.2.8 sans difficulté.

Remarque 4.2.9. En appliquant la Proposition 4.2.7, soit pour les ensembles By et Bj41 ou pour les
ensembles My, et By41, nous pouvons obtenir des résultats plus précis pour la distribution stationnaire.
En effet, nous avons pour tout 1 < k< N —1,

#B1
e ST 1y o).

70(Brt1) = — 53
P {rf < TEHI}

]P’frfj {'r];C+1 < 'r/t[k}

LR G +
uy
Po {TM;C < TBk+1}

k
To(Bhy1) = Z m0(B;) [1+0@e /7).

Si la seconde expression est plus compliquée, elle met en évidence que mo(Byy1) = O(e™? / "2). Ceci est
une conséquence de I’hypothése de hiérarchie métastable 4.1.1.

Des expressions similaires peuvent étre obtenues pour les transformées harmoniques des distributions
stationnaires 7?(/)\4 Z, ceci implique les expressions avancées pour les distributions quasi-stationnaires grace
a la Proposition 2.5.2 que nous appliquons au processus conditionné & rester dans My et & 'expres-
sion (4.2.5) sur les fonctions principales a droite. O
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4.2.4 Relation entre les valeurs propres et les espérances de temps de retour

Lorsque la condition initiale est distribuée selon la distribution quasi-stationnaire wé\/l i’ le temps
d’atteinte de Toq, suit une loi géométrique d’espérance

E% gl = — = L O™ /7"y 14+ 0(e%/7)
s M 1—A o pagh '
1- )‘() g k P70 {Tj\_/lk < TE}H»I}

c

En associant ce calcul avec les bornes obtenues pour les distributions quasi-stationnaires, m; *, nous
obtenons une relation entre les valeurs propres et les espérances de temps de retour.

Théoréme 4.2.10 (Espérance des temps de retour ). Il existe une constante k > 0, qui ne dépend que
de la taille § des boules B;, tels que pour tout k € {1,...,N — 1}, nous avons pour tout x € Bj41,

1+ 0 7)) 140 ")

_ . Bg '
11— P7o +1{Tj\r/lk < T§k+1}

E*{7p, } = (4.2.11)

4.3 Idée générale de la preuve pour l’estimation des éléments
propres

4.3.1 Reéduction de I’ensemble de définition du probléme aux valeurs propres

Nous souhaitons résoudre le probléme aux valeurs propres

/E K, dy)d(y) = " o(z) (43.1)

En appliquant le Corollaire 2.2.3, pour tout u € C satisfaisant la condition d’existence de transformée de
Laplace (2.2.2) donnée par

sup P*{X; € A} <|e™"|,

rEAC

et en introduisant 'opérateur

K"z, B) = E%d e"(TA-1) 1 .
(ac, ) {e {XTXEB}

nous pouvons réduire le probléme aux valeurs propres sur ¥ a un probléme aux valeurs propres sur le
sous-ensemble A C X. Les valeurs propres A de I'opérateur K qui satisfont la condition d’existence des
transformée de Laplace donnée par

sup PP{X; € A°} < |},
rEA°

sont les valeurs propres de I'opérateur K. Classant les valeurs propres par ordre décroissant, sous 1’hy-
pothése de hiérarchie métastable, nous nous attendons a ce que 'opérateur K ait N valeurs propres
exponentiellement proches de 1, puis qu’il y ait un trou entre la N-iéme valeur propre et le reste du
spectre.

L’idée générale de la preuve consiste & choisir un ensemble A := A(N) qui permet d’estimer Ay_1, la
N-iéme plus grande valeur propre du noyau de transition et d’obtenir une borne inférieure sur le module
des N — 1 plus grandes valeurs propres restantes. En prenant un autre ensemble A := A(N — 1), nous
estimerons Ay _o, et obtiendrons une borne pour les N — 2 plus grandes valeurs propres et ainsi de suite
jusqu’a Aj. Pour estimer la valeur propre A\ (1 < k < N — 1), nous approcherons le noyau K* par des
opérateurs pour lesquels nous pouvons estimer les valeurs propres et fonctions propres. Ce sera fait dans
la section suivante.

Pour estimer la N-iéme valeur propre, nous prenons A := M y. Intuitivement, un tel choix d’ensemble
n’est pas trop restrictif pour la condition d’existence des transformées de Laplace du temps d’atteinte
donné par (2.2.2). En effet, pour une condition initiale prise en dehors du voisinage des orbites périodiques
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Im())

FIGURE 4.2 — Ensemble de définition des valeurs propres A pour les problémes définis surMy et Mpy_;.

stables, la probabilité que la position du premier retour sur la section de Poincaré 3 soit toujours en dehors
du voisinage des orbites périodiques stables est trés petite (quitte a remplacer K par son itérée K™). Ceci
va donc permettre d’estimer la N-iéme valeur propre du noyau K.

Pour estimer Ay _g, la (N —1)-iéme plus grande valeur propre, nous définissons le probléme aux valeurs
propres sur A := M y_1. Ainsi, pour tout complexe u vérifiant

sup P*{X; e My_,} <[e7|,
zeEMS

le probléme aux valeurs propres (4.3.1) est équivalent & un probléme aux valeurs propres sur Mpy_1.
Remarquons que les conditions d’existence des transformées de Laplace (2.2.2) satisfont

sup PP{X; € M{} < sup Pm{Xl € Mf\;_l} )
zEMS, TEMS, _,

Ainsi, en résolvant I’équation aux valeurs propres définies sur My _; avec le noyau KN =1 nous nous
intéressons a des valeurs propres qui sont plus grandes en module que celles du noyau K V) défini sur
My, comme le montre la Figure 4.2. De maniére générale, pour estimer la k-iéme plus grande valeur
propre, nous prendrons A = M 1. Nous devons donc étudier les propriétés spectrales du noyau K (<+1)
défini sur My.1 par

w,(k+1) _pa) w1
K (x,dy) =E {e k+ ]I{X N Edy} .
™™

k41

Pour alléger les notations, nous omettrons l'indice k + 1 et noterons simplement K“ tout en gardant en
mémoire que le noyau dépend de 'indice k par son ensemble de définition.

4.3.2 Probléme aux valeurs propres sur une union d’ensembles métastables

En réduisant le probléme aux valeurs propres sur My, nous définissons un opérateur sur un ensemble
ou nous avons le maximum d’informations pour le systéme déterministe grace a I'attraction des orbites
périodiques stables. Cependant, puisque le noyau introduit dépend du paramétre spectral u, il n’a pas
d’interprétation probabiliste flagrante. Pour contourner ce désagrément, nous introduisons un nouveau
paramétre v et résolvons le systéme a deux inconnues

(K"¢")(z) = vo" ()
v=e" . (4.3.2)

Au lieu d’étudier directement les propriétés spectrales du noyau K" (ou de ses itérés (K*)™), nous
approchons le noyau par un noyau qui a bonne une interprétation probabiliste et pour lequel nous pouvons
obtenir ses propriétés spectrales. Une telle approximation est possible par continuité des valeurs propres
des opérateurs compacts [50, Partie I1.4], nous renvoyons également a la Section 2.1.3.3 pour plus de
détails.

64



4.3. IDEE GENERALE DE LA PREUVE POUR L’ESTIMATION DES ELEMENTS PROPRES

L’approximation du noyau K" va se faire en deux étapes. Tout d’abord, puisque nous nous intéressons
a des valeurs propres de K* proches de 1, i.e. pour u proche de zéro, nous pouvons comparer les noyaux
K" et K9 Le noyau K° est un noyau de Markov stochastique correspondant au processus trace MK
deéfini sur My, x B(My,), par

KOz, dy) := w{XTLk € dy} .

Le processus trace a été introduit dans la Section 2.3. La seconde approximation sera faite en introduisant
le noyau K* donnée par

(z,dy) = Z]l{;cEB}/ 7y (2) K°(z,dy) dz

ot 7 Bi est la distribution quasi-stationnaire du processus décrit par le noyau K¢ B, 1-e. le processus trace
qui est tué quand il quitte B; (voir Section 2.4.2). Puisque le noyau K* est une somme finie de produits
de deux fonctions dont I’'une ne dépend que du premier argument, et I’autre ne dépend que du second, le
noyau K* est un opérateur de rang fini.

Pour obtenir des estimations plus précises, au lieu d’étudier le noyau de transition a son temps de
premier retour sur I’ensemble M sur la section de Poincaré, nous pouvons étudier la chaine diluée en
considérant le m-iéme itéré du noyau. La valeur de m pourra dépendre de o, I'intensité devant le coefficient
de diffusion de 'EDS (3.2.1). Le lien entre les valeurs propres du m-iéme itéré et celle du noyau de départ
est explicite : e~ est une valeur propre du noyau K" si et seulement si e =™ est une valeur propre du
noyau (K“)™. Nous introduisons de la méme maniére les m-iéme itéré des noyaux K% et K*, (K%)™
(K™

Grace a la Proposition 2.3.10, nous pouvons majorer la norme de la différence entre (K*)™ et (K°)™

Proposition 4.3.1 (Application de la Proposition 2.3.10). Pour tout réel u satisfaisant la condition
d’existence des transformées de Laplace donnée par

sup P*{X; € Mj} < le"|,
zeEME

et tel que (1 — e_“)EMi{T/tlk} < 1, nous avons

1—eEMefrt —1}\"
ey — oy < (10 LR AT S
1—(1—eu)EM: {TMk}
Les espérances qui apparaissent dans cette borne ont été estimées dans la Section 3.3. Gréce a la
décomposition spectrale des noyaux K%i, nous pouvons également obtenir une borne pour la norme de
la différence entre (K°)™ et (K*)™

Proposition 4.3.2. Pour tout m € N, la norme de la différence entre les itérés K° et K* satisfait la
borne

[(K%)™ — (K*)™[| < sup Ry,
1<i<k

ot

: B, < B, 1—(A\B
Rl 200 + 2 O <)

+m(m — 1)P5 {TM \B; < Tg, }IPM’“\B {Tgi < T/tlk\Bi} :

Les quantités )\ tet qbo qui apparaissent dans cette borne sont reliées au processus trace K 0 tué
quand il quitte B;. Grace au controle de 'oscillation de la fonction propre principale % et du trou spectral
|ABi|JAB:. Sous I'hypothése de hiérarchie métastable, la norme de la différence || (K™ — (K*)™|| est
petite pour tout m satisfaisant

mPBk{TLk71 < Tgk} < 1.

Par l'inégalité triangulaire, ||(K™)™ — (KO)mH est donc également petite sous cette hypothése.
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Ces deux approximations permettent de se ramener & un probléme aux valeurs propres beaucoup
plus simple. En effet, puisque le noyau (K*)™ est de rang fini, il admet au plus N valeurs propres non
nulles. Résoudre le probléme aux valeurs propres du noyau (K*)™ est équivalent & résoudre un systéme
d’équations linéaires.

Proposition 4.3.3. Pour 0 < i < k—1, notons A} les valeurs propres de K* ordonnées de fagon
décroissante. La plus petite valeur propre non nulle en module X\j_; de K* est simple et réelle. Elle
satisfait

° "Bj
o (v g, e <2 g o).
T, My,

1<j<k—1
De plus, pour 0 <1 < k — 2, les autres valeurs propres non nulles de K* satisfont

A BBj
LN <4lPul <4 s PRLx . ¢ B
k

1<5<k—1

En choisissant correctement la valeur de m, le Théoréme 4.2.1 est obtenu en combinant les esti-
mées (4.4.12) avec les bornes obtenues pour ||(K*)™ — (K*)™||. Les détails sont donnés dans la Sec-
tion 4.5.1. Les théorémes sur les fonctions propres (Théoréme 4.2.4 et Théoréme 4.2.8) sont obtenus a
partir du théoréme sur les valeurs (Théoréme 4.2.1).

4.4 Approximation par un processus de rang fini

Rappelons que le processus défini par le noyau K* & partir du probléme aux bords de Dirichlet sur
My, est donné par

K"(z, B) = Ex{eu@kl) . eB}} , (4.4.1)
e,

ce processus n’a pas une interprétation probabiliste sympathique. En prenant u = 0, le processus défini
par le noyau

K°(z,B) := Px{XTLk € B},

correspond au processus trace introduit dans la Section 2.3. Enfin le processus K* est défini par

k
K*(z,B) := Zﬂ{xqu,}Wfl{XTLk e B},

i=1

ot 7°rOB i est la distribution quasi-stationnaire du processus décrit par le noyau K %7’ i.e. le noyau associé au
processus trace sur My tué quand il quitte B;, voir Section 2.4. C’est un noyau de rang fini. D’un point
de vue probabiliste, les transitions de ce processus s’identifient & ceux d’une chaine de Markov & k états.

4.4.1 Propriétés spectrales du processus K%i

Le noyau K* fait intervenir les noyaux K%i. Pour déterminer les propriétés spectrales de K* nous
avons donc besoin d’étudier les propriétés spectrales des noyaux K 1031-' Nous pouvons appliquer les résultats

obtenus dans la Section 2.4 Notons )Q\f“ ses valeurs propres, et 7?]13 ‘ (:L') et g?)f“ (x) ses fonctions propres
& gauche et a droite. Remarquons que la valeur propre principale Ay‘ de ce noyau a pour expression
probabiliste

$B; 7D
Aot =P g < Tt (4.4.2)

Si le symbole ° peut rendre les notations un peu lourdes, il est utilisé pour se souvenir que nous ne
travaillons pas avec un noyau défini sur ¥ mais au processus

(./Vlan)n>() = (er"),@o ’

k
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i.e. la trace du processus sur Mj = (J,_; B;. Nous pouvons utiliser les propriétés du processus tué
obtenues dans la Section 2.4, en particulier nous avons la décomposition spectrale

O
kg, (@,y) = /\57{7@ ()95" () + i};ig(ac,y)} : (4.4.3)
0

Pour estimer la constante de positivité uniforme nous utilisons I'argument de couplage (cf. 2.4.8) et
des inégalités de Harnack pour la densité kéB L

Lemme 4.4.1 ([12, Lemme 5.7]). Pour tout ensemble Dy dont la fermeture satisfait D1 C D, il existe
une constante C, indépendante de l’intensité o, telle que

sup kg, (z,y)

€D ! eC/JQ

. f ko ~

f 5 =)

pour tout y € 0D.

Lemme 4.4.2 ([12, Lemme 5.8]). Soit B,.(x) la boule de rayon r centrée en x, et soit Dy un ensemble
dont la fermeture satisfait D1 C D. Alors pour tout xy € D1,y € D, et n > 0, nous pouvons trouver une
constante r = r(y,n), indépendante de o, telle que

sup k% (zy) < (1+n) inf k% (z,y).
z€B, 2(xo0) z€B, 2 (x0)

Lemme 4.4.3. Il existe une constante cog > 0 telle que la deuxiéme valeur propre du noyau KOBi satisfait

o

)\{31 < e—Co/IOg(Ufl) . (4.4.4)

De plus, loscillation de la fonction propre principale de K%i satisfait
168 — 1]l < Mo log(o 1) e~ M=)/ 7" (4.4.5)

Démonstration. Comme discuté dans la Section 3.3.3, pour une valeur n d’ordre log(c~!) le noyau K%
satisfait une condition de positivité uniforme (2.4.8), avec L(n) — 1 une constante positive d’ordre 1.
D’aprés la Proposition 2.4.5 appliquée au processus K%%, il existe donc une constante cy > 0 telle que

o

)\{31' < e—Co/log(afl) )

Grace a la Proposition 2.4.6 sur loscillation de la fonction propre principale appliquée au processus K 1031-7

nous avons
]P"C{T;" <7 }
o i \B;
H(bégl_l”gML(n)qup 1- SB.\" :
TEB; ()\OL)

ou L(n) est la constante de positivité uniforme et M est une constante positive. Pour un n d’ordre
log(c~1t), grace a l'expression de la valeur propre principale comme une fonction committeur (4.4.2)
et l'estimation des committeurs par les grandes déviations dans la Proposition 3.4.2, nous obtenons
I’estimation proposée. [l

4.4.2 Norme de la différence entre le processus trace et le processus de rang
fini

La Proposition 4.3.1 nous permet de majorer la norme de la différence entre les itérés de K% et K.
Le Lemme 3.3.13 permet le calcul des espérances des temps d’atteinte des états métastables qui sont
impliquées dans la Proposition 4.3.1.

Pour avoir une majoration de la norme de différence entre les opérateur K" et K* par I'inégalité
triangulaire, nous avons besoin de majorer la norme de la différence entre les itérés des opérateurs K9 et
le processus de rang fini K*.
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Preuve de la Proposition 4.3.2. Pour estimer la norme de la différence entre le noyau du processus trace
K? et le noyau de rang fini K*, nous introduisons le noyau (K)™ qui a pour densité

k
(k)m(xv y) = Z IL{mGBi}(k’i)m(xv y)

oll pour tout = € B;

()" (w0) = 050" ) + 3 |

l —1-1
. / ) ) e 22) ()" o) e
j=0vz2€Mp\BiJz1€5;

Ce noyau décrit le processus qui vit sur My et qui ne peut réaliser qu’une seule transition entre les
voisinages métastables : partant de B; la chaine va soit rester dans B;, soit faire une transition vers
M \B; et y rester pour toujours. Pour alléger les notations, nous introduisons

Bi= [ 0" @) - (")) o
My
Nous affirmons que pour tout x € B;, et pour tout m > 1
1
A < =m(m — 1)PBi{XT+ ¢ Bi}PMk\Bi{XT+ e BZ-} . (4.4.6)
2 My My

Montrons cette affirmation par récurrence. Puisque k°(z,y) = k(z,y) Uinitialisation est vérifice. L’étape
de récurrence repose sur le dénombrement des fagons de réaliser plus d’une transition pour le (m+1)-iéme
itéré. Au temps m, soit le processus a déja réalisé plus de deux transitions, soit le processus a effectué
une unique transition de B; vers M \B; avant le temps m et réalise une excursion de My\B; vers B;
au temps m. Dans ce dernier cas, il y a exactement m fagons différentes de réaliser une telle transition
(selon le temps ou la premiére transition a été réalisée). Grice a ce raisonnement, nous avons

Amir < A + mPB7'{XT+ ¢ Bi}IP’M’“\Bi{XT+ e Bi} ,
My My

et donc le terme général satisfait la borne (4.4.6).

Pour tout m, nous utilisons ce processus "gelé" pour borner la norme de la différence entre les itérés
de K et de K*

()™ = ()" < s sup [
M

1<i<k geB;

(k)" (@, y) = (k)" (2,9)| dy
L’inégalité triangulaire donne
|6 (@) = )™ @ )| < [0 (@) = B (2,9)]

" \k%,y) - [ @ e s
B;

+

[ (G - 007G a

En intégrant sur My, le premier et le dernier terme dans le membre de droite sont majorés grace a (4.4.6).
De plus, la décomposition spectrale (4.4.3) de la densité k%% permet d’écrire

Js

(puisque k™ (z,y) = (k%i)m(x, y) lorsque z,y € B;) et

m
sup
z€B;

B () — /B FB5 (2™ (2, y) ds

i

dy < (A7) 08 (@) — 1| + 2 AP

/ gm(z,y)‘ dy,
Bi

dy

) - [ A @R ) s

m—1 1

<3 00 e - (1= ) w2y, ¢ m i

sup
2€B;

/ 9'(z,y) dy‘ :
B

En regroupant les différents termes, nous obtenons le résultat avancé. O
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4.4.3 Propriétés spectrales du noyau de rang fini K*
4.4.3.1 Estimation des valeurs propres de 'opérateur K*

Nous souhaitons estimer les valeurs propres de 'opérateur K* définit sur M, par

k
K*(z,B) = Zﬂ{xeBi}/B 75 (x0) K%z, B)dxo V& € My, B C My, borélien .
=1 i

Nous rappelons que 'image d’un opérateur K* noté S(K*) est le sous-espace {K*¢, ¢ € L>°(2)}. Si
I'image de K™ est de dimension finie, 'opérateur est dit de rang fini et la dimension de son image est
appelée le rang de 'opérateur.

Puisqu’un noyau de rang fini peut s’écrire comme une somme finie de produit de deux fonctions dont
I'une ne dépend que de son premier argument, et 'autre de dépend que de son second, il est clair que
notre opérateur K* est de rang fini, et son rang est au plus k. A un opérateur de rang fini, on peut lui
associer une matrice de taille k x k dont les valeurs propres non nulles correspondent aux valeurs propres
non nulles de 'opérateur K*. Pour s’en convaincre, remarquons que les valeurs propres non nulles de K*
sont les solutions de ’équation homogéne de Fredholm du second type

Ap(z) = K*(x,dy)o(y) - (4.4.7)
M

En introduisant les constantes
. B;
¢ = / P7o {Xﬁ € dx}cj)(x)
M, Mr

qui dépendent des fonctions propres a droite ¢(z), nous obtenons

k
)\(ﬁ(!ﬂ) = Z Ci]l{xeBi} .
i=1

Pour toute valeur propre A # 0, en insérant cette expression dans (4.4.7), il vient

k k

1 - By
> Meeny {Cf - ;/ o {XTL < dy}zcﬂl{yem}} =0.
i=1 M * j=1

Nous notons alors .
P =P {XTLk € Bj}

et puisque (1{,ep,})1<i<k constitue une famille de fonctions linéairement indépendantes, nous obtenons
le systéme d’équations linéaires

k
)\Ci:ZPZ‘jCj, 1§z§k
=1

Ainsi, les valeurs propres non nulles de K* correspondent aux valeurs propres non nulles de la matrice P.
Pour 0 < ¢ < k — 1, nous noterons A’ ces valeurs propres. Nous les ordonnerons par module décroissant.

Notons que la matrice P est une matrice stochastique. Puisque K est un noyau de transition récurrent
au sens de Harris, la matrice P est irréductible. Par le théoréme de Perron-Frobenius, la plus grande valeur
propre de P est 1, cette valeur propre est simple. Les autres valeurs sont plus petites que 1 en module.
De plus, d’aprés la condition d’existence de la transformée de Laplace (2.2.2), ses valeurs propres sont
situées dans I’anneau

sup PP{X; e M} <|Xf| <1
TEMYE

pour tout 0 <7 < k— 1.

Etudions maintenant la structure de la matrice P. Grace aux estimations de la Proposition 3.4.2
obtenues par la théorie des grandes déviations, les termes diagonaux de P sont proches de 1, tandis que
tous les termes hors diagonaux sont proches de zéro. Nous savons donc par le théoréme des disques de
Gershgorin que la partie réelle de nos valeurs propres est positive.
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Afin d’étudier une matrice dont tous les éléments sont petits, nous introduisons la matrice P=id-P.
Les éléments diagonaux sont donnés par

Pa=BR X ¢ B} =P X € Mi\B]
My, My

L’hypothése de hiérarchie métastable 4.1.1 signifie que dans la partie triangulaire inférieure de la matrice
P, le minimum de chaque ligne est plus grand, d’au moins un facteur e?/ o que le minimum des lignes
au-dessus. Le but est alors de déterminer les propriétés spectrales de la matrice P. Ceci a 6té réalisé par
Wentzell [77] en utilisant les W-graphes. Nous utiliserons une approche différente qui permet d’avoir un
accés direct aux fonctions propres. Cette approche repose sur une décomposition par blocs qui a déja été
proposée dans [9, Section 6.1]. Décomposons la matrice P sous la forme

> Pll PIQ
p— (L
(le a )

avec P, € RE-Dx(k-1) P, e RF=1 PT € R¥! et @ € R. Nous souhaitons montrer qu’il existe des
matrices S, T dans R¥** de la forme

=l ) (o)
avec les sous-matrices qui ont les mémes dimensions que celles des sous-matrices de P et qui vérifient
PS=ST. (4.4.8)
La démonstration repose ’existence d’un point fixe. En effet, si nous montrons que I’équation
Py1S12 — S124 — S12P21S12 + Pra = 0 (4.4.9)

admet une solution unique, il en découlera que P est similaire a la matrice T, et que les valeurs propres
de P sont « et les valeurs propres T7;. Remarquons que si une telle décomposition existe alors 171, Toq
et « sont donnés par

Ty =P —S12P, Tor =P, a=a+ S
Pour montrer que (4.4.9) admet une solution unique nous utilisons le théoréme du point fixe de Banach.

Proposition 4.4.4. Introduisons les constantes

b:= max P%EL{XT+ ¢Bl}7
M

1<I<k—1

a:=P X ¢ B} £0.
My

Pour des blocs fixés ]511, ]512, Py et a, st

b1
~ < 4.4.10
=<3 (4.4.10)

alors (4.4.9) admet une solution unique. Cette solution satisfait

1 Prz]l

EARSEE

(4.4.11)

Démonstration. Soit B la boule B = {Z € R*"1||Z|| < 2@} C R¥~1. Nous munissons I'espace de
Banach R¥~! de la norme du supremum et nous définissons ’application ® : B — B par

R D
CI)(:‘) = E(PIQ + P E - :PQl:) .

Remarquons alors que . X X
[Proll < 2b, [[Prafl <O, [Pl =a.
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Nous avons donc
_ - S S - A — 2
(=) <a 1{HPHII + 1PullIE] + 121 =] } :

et donc pour E € B, nous avons
le@) <a M 1Preli{1+ 612} -
Ainsi ||®(Z)|| < ||E]|- Nous avons également pour =, 2" € B
|2(E) - @)l < a {1 Pull + 2 LallIZN IE - =)
<a {1 + 4l P}

Et donc ||®(E) — ®(E')|| < 6b/a. Sous la condition de hiérarchie entre les différentes orbites périodiques
donnée par (4.4.10), ® est bien une contraction sur B. Elle admet donc un unique point fixe par le
théoréme du point fixe de Banach. O

Remarque 4.4.5. Il vient de (4.4.9) que la solution S}, satisfait

N ~ -1 .
P PnSt P
Sty = <id— = id) -

Q a

N ~ N
P 55
:Z< R id) =
a a a

k>0

Nous pouvons donc avoir une estimation plus précise de ST, que l’estimation a priori imposée par (4.4.11).
Au premier ordre par exemple, nous avons

dbja__ || Pral
S 1-4b/a a

*
Sl2 -

O

Corollaire 4.4.6. Pour 0 < i < k — 1, notons A} les valeurs propres de K* ordonnées de fagon décrois-
sante. La plus petite valeur propre non nulle en module \;;_; de K* est simple et réelle. Elle satisfait

. By, . B,
* o T < T
x (1 P {XU% ¢ Bk})‘ <2 max BT {XTLk ¢ Bl} . (4.4.12)

De plus, pour 0 < i < k — 2, les autres valeurs propres non nulles de K* satisfont

-Xl<4 max PRLX ., ¢B)
My,

1<I<k—1

Démonstration. A chaque valeur propre non nulle de P correspond une valeur propre non nulle de K*.
Par la Proposition 4.4.4, la plus grande valeur propre non nulle de (id —P), et donc la plus petite de K*,
est réelle et positive. Elle satisfait

. B ~
(1= 2i) =P X ¢ B} <2llPil < 2.
k

O

. B
Remarque 4.4.7. Remarquons que 1 — P™o g {XT[+g ¢ Bk} est la valeur propre principale du noyau de

transition K7 qui correspond au processus décrit par le noyau de transition K* tué quand il quitte By.
Malgré I’hypothése de hiérarchie métastable, pour un processus non réversible, il n’y a pas d’ordre entre
la valeur propre du processus tué et la plus petite valeur propre du processus initial. Pour s’en convaincre
considérons une matrice stochastique P a trois états

p— (D Po avec Py € R*? Py e R*, Pjj € R?, P €R.
Py Pr
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) [ Im(1 =)

FIGURE 4.3 — Schéma de principe sur la position des valeurs propres de la matrice P= (id — P). Puisque
P est une matrice stochastique, les valeurs propres de (id —P) sont toutes dans un cercle centré en (1, 0)
et de rayon. Le cercle bleu représente ’encadrement imposé par la condition d’existence des transformées
de Laplace. La portion circulaire représenté en orange représente la borne sur les (k — 1)-iémes valeurs
propres plus petites valeurs propres de (id —P).

Le scalaire P2 est la valeur propre du processus tué lorsque qu’il quitte ’état 3. Notons A la plus petite
valeur propre de P, et v = (v1,v2) le vecteur propre associé avec v; € R? et vy € R, ainsi

Piivy + Pravy = vy
Py1v1 + Pagvy = Avg .

Si (Nid —Pq1) est inversible, alors v; = (Aid —P11) 7! Pjavo. En injectant cette expression de v; dans la
seconde équation du systéme précédent, nous obtenons pour vy # 0

A= Py + P21(>\1d 7P11)71P12 .

Les éléments de la matrice (Aid —P;1)~! ne sont pas tous du méme signe. Ainsi, suivant le signe de
Po1(Nid —Py1) "t Ppg, le scalaire (A — Pa) peut étre négatif ou positif. Pour 0 < a < 1/10, considérons la
matrice

1—a®—a* a® a*
a? 1—a?2—a* a*
a* a 1—a—a*

dont la plus petite valeur propre est 1 —a — 2a* < 1 —a — a* = Pyy. Tandis que la matrice

1—a®—a* a® a*
a® 1—a?2—a° a?
a a* 1—a—a*

a pour plus petite valeur propre 1/2(2—a—a?—2a%—2a*—a(1—a)?*v1 — 4a2 — 4a3) > 1—a—a* = Py. ¢

La décomposition par blocs permet d’obtenir une expression explicite pour la fonction propre associée
a la plus petite valeur propre non nulle de 'opérateur K*.

Lemme 4.4.8. A une constante multiplicative prés, la fonction propre de Uopérateur K* associée a la
valeur propre \;_, est donnée par

k—1
¢2—1(m) = Z ]l{:cEBq,}(Sb)i + ]l{xeBk}

=1

ot ST, est Uunique solution de (4.4.9).
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Démonstration. La preuve découle du fait que
. [ S* . S*
P( 112) (1 kl)( 112) :

4.4.3.2 Estimation de la résolvante de K*

Aprés avoir étudié le spectre de 'opérateur K*, nous souhaitons maintenant estimer les quantités C
et 7y associées a la valeur propre simple \;_; de K*, cf. (2.1.12) et (2.1.10). Nous avons donc besoin d’une
borne supérieure sur la norme de la résolvante ||(zid —K*)~!|| lorsque le complexe z est proche de A} ;.
Remarquons d’abord que pour z # 0, la résolvante de 'opérateur K* satisfait ’équation

(zid—K*)"! = %(id +K*(zid —K*)™ 1) . (4.4.13)

La résolvante de 'opérateur K* peut étre estimée en fonction de la résolvante de la matrice P. En effet,
en résolvant ’équation intégrale de Fredholm du second type,

2p(x) = o(z) + (K*¢)(fﬂ)

/M ZIL{IEB P70 '{XT;Ak € dy}é(y)

k4=1
) + Z]l{zeBi}ci (4.4.14)
i=1

et par analogie aux calculs effectués pour ’équation homogeéne (4.4.7), nous obtenons le systéme d’équa-
tions linéaires donné par

. B;
Z jC = Wi = P70 {Xﬁ € dy}go(y) pour 1 <i<k,
My, M

Si z n’est pas une racine du déterminant de Fredholm (cf. (2.1.3)), i.e. si z n’est pas une valeur propre
de K*, le systéme admet une unique solution donnée par

k
¢ = 2id =P o, 1<i<k.
Z( 1] SDJ)

j=1
En insérant 'expression ci-dessus dans (4.4.14), il suit que

2¢(x / ZZH{QEB} (zid —P);; IIP”TO {XTL;C € dy}cp(y) .

Mi =1 j=1
Ainsi, I'opérateur de la résolvante (zid —K*)~! admet un noyau R(z;z,dy) donné par
1 k
R(z;z,dy) = [1d+z Z 1{zep,)(zid — P) 1IP’“0 {X + € dy}]
i=1 j=1

Puisque R = 1 {id+(RK*)} et grace a I'équation (4.4.13), le noyau de l'opérateur de la résolvante
(zid —K*)~! est également donné par

ko k
R(z;z,dy) = ZZ (eeB;) (zid —P) 1]P’”O {XT/TA,C Gdy}.

Nous pouvons alors obtenir une borne supérieure sur la norme de la résolvante de 'opérateur K*.
Soit C le lacet défini par
{zeC: |z=Xe| =7},
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avec r qui est supposé satisfaire

<d<d—6()
r< — .
4 2

Nous obtenons alors I'estimation de la norme de la résolvante.

Proposition 4.4.9. Comme précédemment, \j_, désigne la plus petite valeur propre non nulle de I’opé-
rateur K*. Il existe une constante numérique c; > 0, indépendante de o, telle que pour tout z € C

I(zid =E*) 7 < er(z = Neey) ™
Démonstration. Remarquons d’abord que les résolvantes de K* et P ont la méme norme
I(zid =K*) 7| = || (zid =P) 7' .
i

Gréace a la décomposition par blocs (4.4.8), nous pouvons obtenir un majorant de la norme de ||(z id —P)
pour z € C. En effet, nous avons

Izid=P)Y = (@ = 2)ia—P) "
<SS~ - 2)ia =)~

Puisque ||S|| = |S7!]| = 1 +|S12||, nous majorons ||S||||S~!|| grace a (4.4.11). Nous avons également une
expression explicite pour ((1 — z)id —T")" *, puisque

o7t [(1—2)id =T ] " 0 )
@ ya- ((Z —XN1) M [(1 - 2)id —Tn]_l [(1-2)—(1- )\;71)}_1

Comme nous avons |1 — z| > ||T11]| pour tout z € C, nous pouvons utiliser la borne classique de la série

de Neumann pour majorer
1

(1 =2)—Tn) | € ——r— .
|1 — 2] — [T

a—6b
2

, nous obtenons finalement

(zid—P)7 Y| < L 1+2b i 1+ Q
1d — T . Y P T
‘2_)‘271‘ a a—6b—r

Le résultat découle du fait que

Pour tout r <

2
. _ 1 s -1
[(zid —P) 1||<9<1+Z> ERP Y

O

Nous avons alors tous les éléments pour estimer la constante C. Puisque le noyau de la résolvante est
borné, le lemme d’estimation standard de 'intégrale curviligne implique que

1 _
C:—/H(zid—K*) 2ds

TJc

1 . —12
< =1 C d—K*

—longueur(C) max ||(z1 )l
= 2r max ||(zid —K*)'||?.

z€eC

Nous avons alors

1 _

Ainsi, si
r
K- K*|| < ==
H < o
nous obtenons le résultat souhaité pour caractériser le comportement des valeurs propres de 'opérateur
K" en fonction des valeurs propres de K*.
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4.5 Preuves des théorémes

4.5.1 Preuve du théoréme 4.2.1

Fixons n > 0 une petite constante. Nous commencons par estimer \;_1, la k-iéme valeur propre du
noyau K, en montrant qu’elle est proche de la k-iéme valeur propre A\;_; du noyau de rang fini K*, que
nous avons estimé grace au Corolaire 4.4.6.

D’apreés (4.4.4) et (4.4.5), les éléments propres du noyau K% satisfont

‘5\{3“ < e—cO/log(U’l)’ H‘ﬁgl — 1] € My log(a—l)e—[H(i,Mk\{i})—n]/02 )

En insérant les expressions ci-dessus dans la Proposition 4.3.2 et grace a ’hypothése de la hiérarchie
métastable 4.1.1 qui nous permet de comparer les quasi-potentiels H (i, j), nous obtenons

()™ — (B*)™ || < 2e7me0/ 195 4 [0y log(oh) + m2 e~ Hi/ 7] e~ Hi/ o

ou H; = H(k,My—1) —n. En utilisant la Proposition 4.3.1 et grace a I’estimation des espérances du
temps de retour dans My, et du temps d’atteinte de M), partant de Mg obtenues dans la Section 3.3.2
nous pouvons montrer que ||(K*)™ — (K*)™|| est bornée par

Ap = 9 e~meo/ log(e ™) +[Mo log(o™1) +m? e’H"f/"Q] e~ Hi/o?
+ (14201 —e e /)" 21,

dés que (1 — e ) elH(E+1L.M)+n/o* <1 /9 T’argument donné dans la Section 4.4 nous permet d’affirmer
que (K")™ admet une unique valeur propre A}* ; dans le contour définit par le cercle C de rayon caA,,
centré en (A;_,;)™ (pour une constante ¢y d’ordre 1). De plus, la valeur propre A\;_; satisfait

1- )\Zn—l ( Am, )
— =14+ 0(—FF ] .
L= (N—)™ L= (N)™

Alnsi, cette valeur propre est nécessairement réelle puisque le noyau (K*)™ est réel et qu’il a exactement
une valeur propre dans le contour C. En utilisant le fait que pour tout = € (0,1) tel que m(l — z) < 2,
nous avons

1—am

m

(1—ac)[1—%m(1—ac)]< <l-z,

nous obtenons Loy A
— Nk—1 m
— =140 1- )¢ ol ——— .
1- )‘2—1 " (m( k_l)) " (1 - ()‘2—1)m)

Lerreur est minimale pour m = log(c—1)e21+9)/7” avec § = H(k, My_1)/2. Grace au Corolaire 4.4.6,
nous avons donc montré que A\,_1 satisfait (4.2.1).

Comme discuté dans la section 4.3.1, en appliquant cet argument pour les noyaux K™ *) avec k =
1,...N, nous pouvons montrer que K * V) a exactement N valeurs propres en dehors d’un disque centré
en lorigine. Le systéme d’équations (4.3.2) permet de se ramener aux valeurs propres du noyau K et
de montrer qu’il a également N valeurs propres en dehors de ce disque. Les valeurs propres satisfont la
méme asymptotique.

Remarque 4.5.1. Pour justifier cet argument nous devons nous assurer que les valeurs propres du noyau
K™(*) varient suffisamment lentement en fonction de u. Ceci se vérifie aisément puisqu’un argument de
perturbation standard montre que si la famille d’opérateurs linéaires K (u) qui dépend continument de
u, admet une valeur propre simple A pour la valeur ug avec des fonctions propres & droite et a gauche w
et ¢, alors

La dérivée a pour expression

d w _ mx + u(TJr -1)
@K (z,dy) =E {(TMk —1)e" M ]l{XTL Gdy}} .
k
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\

FIGURE 4.4 — Schéma de principe du comportement des valeurs propres de la famille d’opérateur K* en
fonction de u pour un systéme admettant N = 3 orbites périodiques stables. La courbe noire correspond
a Pestimation de A\g(u), la courbe orange a l'estimation de A;(u), la courbe rouge a l'estimation de Ao (u).
La courbe bleue correspond a l'estimation de As(u). Toutes les autres valeurs propres de K" sont situés
sous la courbe bleue.

Par un raisonnement similaire a celui fait dans la preuve de la Proposition 2.3.7, nous pouvons vérifier
que la norme de cet opérateur est d’ordre EM’“{TLk — 1} pour u tel que e~ soit d’ordre Ar_1 . Le
comportement des valeurs propres en fonction de u est illustré sur la Figure 4.4. O

Pour justifier le trou dans le spectre donné par (4.2.2), nous utilisons le fait que pour m d’ordre
log(c™1),
c ].
PMV X € MG} < 3

C’est une conséquence de 'estimation de ’espérance (3.3.10), de la Proposition 3.3.2 et de l'inégalité de
Markov. Notons par (Xn)n>0 = (Xmn)n>0 le processus dilué d’un facteur m, alors la transformée de
Laplace du temps ou X,, atteint My existe pour tout u satisfaisant le™®| > 1/2. Ainsi, par le méme
argument que celui utilisé précédemment, le noyau K™ a exactement N valeurs propres en dehors d’un
disque de rayon 1/2, ceci implique que le noyau K a N valeurs propres en dehors d’un disque de rayon
e—co/log(o) ™t

Enfin, le résultat sur les valeurs propres principales donné par (4.2.3) est une conséquence du fait que
la fonction propre principale du processus tué quand il atteint My_; satisfait

6" (@) = B {emn 6y (X, ) ]

Ainsi, elle est également une fonction propre du noyau

+
K% (z,dy) = E®{e" 571 1 } '
Bk( y) { {XTgk Gdva§k<T/tlk_1}
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Ce noyau peut étre approché par

. B
Kp (2,dy) = / frOB" (2) K%k (z,dy) dz = P70 g {Xﬁ;k € dy, Tgk < Tj\_/lkil} ,
By

. B
qui est un noyau de rang 1, dont la seule valeur propre non nulle a pour expression P70 : {Tgk < T/tlkil }
Puisque la norme de K* — K* est bornée par la norme de la différence entre les noyaux K* et K*, nous
pouvons appliquer le méme argument de perturbation. O

4.5.2 Preuve du théoréme 4.2.4

Nous rappelons que la fonction propre ¢j_, associée a la k-iéme valeur propre du noyau K* a été
obtenue dans le Lemme 4.4.8. Nous avons également ||¢;_,|| = 1. Afin d’estimer la différence entre les
fonctions propres ¢5_1 et ¢7_,, nous prenons un contour C entourant Ax_; et nous considérons 'opérateur
de Riesz I15(K™) (cf. (2.1.7)). Puisque II5(K™) envoie toute fonction sur le sous espace propre associé a
la valeur propre A\x_1, la fonction propre ¢x_1 est donnée a une constante de multiplication prés par

k-1 = HJ(K“)¢2_1 :
Par ailleurs, nous avons également
Pj—1 = HG(K*)@A )

ou le projecteur de Riesz II5(K™*) est défini avec le méme contour C. En prenant la différence entre ces
deux équations, grace a la Proposition 2.1.11, nous obtenons que

[or—1 — bl < CIK* = K7,

ou la constante C' est définie dans (2.1.12), tant que ||[K* — K*|| < v/2, cf. (2.1.10). Nous pouvons avoir
une estimation analogue pour les itérés (K™)™ et (K*)™, avec un contour autour de A} ;. En prenant
m comme dans la section précédente, et un contour circulaire de rayon (1 — A" ;)/2, nous obtenons

I¢r—1 — by ]| = O(e™0%=1/7") |

ol fx_1 est proche d’une distance n de H(k, My_1)/2.
Gréace a la relation de type Feynman—Kac de la Proposition 2.2.2 avec e~
une expression pour la fonction propre pour tout x € My

e op1(z) = B {dr1(Xrp, )} + E®{(e*("Mx=1) ~Dp1(Xruy, )} -

H(k,My_1)+0"—n)/0?

% = Ap_1, nous obtenons

Grace a la Proposition 2.3.7, le second terme du membre de droite est d’ordre e~
Concernant le premier terme, nous pouvons l’écrire sous une autre forme en se souvenant que ¢y_; est
constant sur chaque B;

k k
T T * * —0p_1/0?

DBt 101 (Knn) } = 2B s, <, YL () + O /7

=1 ’C i=1
A Tordre le plus bas, avec le Lemme 4.4.8 et la Remarque 4.4.5, nous avons ¢5_, (z}) = ;5 + 0(6797/02),
ceci montre (4.2.4). L’expression plus précise (4.2.6) est basée sur le fait que

. Bj

P {7} <7i .}

]P%fk {T/—\tlk,l < Tgk }

¢*(x) = — + O/

c’est une conséquence de la Remarque 4.4.5.
Concernant la fonction propre principale QﬁOMZ’l, elle satisfait
e gy (@) = Ex{%Mz*l (Xrs ) frs <rae, }}
B (D 1) (X )T )
oue ¥ = )\OM’“’l. Le premier terme dans le membre de droite vaut

Pz{TBk < TMkil}(l + (’)(efe’“l/‘#)) ,

c

tandis que le second peut étre majoré par O(e*(H(k’Mkfl)”l’”)/ﬁ).
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4.5.3 Preuve du théoréme 4.2.8

En utilisant la Proposition 4.2.7 avec A; = B; et Ay = My \ B; ainsi que la borne obtenue a priori
par les grandes déviations de la Proposition 3.4.2 nous avons mo(My \ B1) < o0 /0"
alors montré (4.2.8) grace a (4.2.7).

La borne (4.2.9) peut étre obtenue en travaillant sur la distribution quasi-stationnaire du processus
XM obtenue par la transformée harmonique de Doob, et en utilisant la relation (2.5.1) entre les fonctions
propres & gauche des deux processus.

Pour montrer la premiére équation de (4.2.10), nous utilisons le Lemme 2.2.4, qui montre que m_1
est une fonction propre a gauche du noyau K* cf. (4.4.1). Ainsi, nous nous attendons & ce que m,_1 soit
proche de la fonction propre a gauche 7;_; du noyau K*. Grace a la triangularisation par blocs (4.4.8),
la fonction propre 7j;_, satisfait

mo(B1). Nous avons

7T;;_1 = (ﬁ', 1-— 7%5{2) ou T= (Oé id —T11)71p21 5
ceci implique
T (Br) =14+ 0@ /),
ROk [+ +
P {75 < TMk\Bj}

* 0~ /o2 .
Tho1(Bj) = — Bi 4 n [1 + O(e / )] pour 1 <j<k—1.
P™o {TMk—l < TBk}

Afin de comparer 7,_1 et 7}_,, nous utilisons le fait que la norme L' du noyau K, agissant sur les mesures
signées peut étre bornées par sup, ¢, K(x, My). Ainsi 'argument utilisé pour les fonctions propres a
droite avec les opérateurs de Riesz, peut étre utilisée pour les fonctions propres & gauche et nous obtenons

|mk-1(By) = mh_1(By)]| = O(e™=1/77) .

Enfin, la seconde relation dans (4.2.10) est obtenue en comparant le processus de base et le processus tué
dont I’horloge n’est incrémenté que lorsqu’il visite M ;. Le noyau du processus originel peut étre approché
par le noyau K* de rang j tandis que le processus tué peut étre approché par le processus restreint a
By U---U Bj. Une triangularisation par blocs similaire & celle de la Section 4.4.3.1, avec des blocs de
taille k — 1 et j — k + 1, permet d’obtenir le résultat. O

4.5.4 Preuve du théoréme 4.2.10

Nous obtiendrons le résultat désiré si nous parvenons a controler I’oscillation de ’espérance E* {T/J(,[kil }
lorsque x varie dans Bj. Pour ce faire, nous allons établir le lien entre le temps d’atteinte T-;\‘r/lkfl pour
le processus décrit par le noyau K sur X et le temps d’atteinte de My_; pour le processus dont ’hor-
loge n’est incrémentée que lorsqu’il visite My, et qui est tué quand il atteint My_;. Remarquons que

le processus est décrit par le noyau K%k pour lequel nous controlons 'oscillation de la fonction propre

principale. Ainsi, nous introduisons la chaine (Xn)n décrite par le noyau K %k. Notons 7, _, le temps de
mort de la chaine X,,. Puisque

#—1

B () <B7 () =B B () b < B B )

n=0

en divisant de part et d’autres par Ex{TMk }, nous obtenons

E= ,rJr
1< B, AM’H} <SEB{ru, ).
Ez{TMk,l}
Nous rappelons que la notation EZ+{.} désigne la borne supérieure sup EZ{-}, elle a été introduite par
x€ By
(2.2.1). Nous obtenons alors
+ R
EP {TMk—l} EBk{TMkfl} B
: - < - - E%*{rpm,} - (4.5.1)
inf E@‘{TMFI} inf Ex{TMk_l}

x€ By, TEBy,
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Pour contrdler loscillation de 'espérance de 74, _,, nous utilisons la décomposition spectrale (2.4.3).
Nous obtenons ainsi

E*{pm,_, } =Y (K3,)" (, B)

n>0

.
- Z(ié?k)”{ o (2) + (iB) g”(x,Bm} .
0

n>=0

Puisque le noyau K %k satisfait une condition de positivité uniforme (2.4.8) pour un ng d’ordre log(c=1),

nous avons 1 1
ECE T - o n._ OBk O - ., °n_ .
(e 1= AP o)+ (1 — gumgk)

Gréce a la Proposition 2.4.9, cela montre que l'oscillation de Ez{%Mkfl } est bornée par un terme d’ordre
log(o—1) e~ (H(k:Me—1)=n)/o" T,e résultat est alors obtenu en utilisant (4.5.1). O
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Chapitre 5

Relaxation de I’hypothése de hiérarchie
métastable

Nous nous plagons sous les mémes hypothéses que celles formulées dans le Chapitre 3, & savoir 1’hy-
pothése faite sur les ensembles limites de 'EDO (3.1.1) (cf. Hypothése 3.1.9), et 'hypothése d’ellipticité
de la fonction de diffusion g de 'EDS (3.2.1) (cf. Hypothése 3.2.1).

Lorsque les quasi-potentiels entre les orbites périodiques sont proches ou égaux, ce qui se produit par
exemple en présence de symétries, I’hypothése de hiérarchie métastable (cf. Hypothése 4.1.1) n’est pas
vérifiée. Cette dégénérescence n’est pas spécifique aux systémes non-réversibles que nous étudions. La
Figure 5.1 montre des fonctions potentielles ne satisfaisant pas ’hypothése de hiérarchie métastable.

Pour quantifier les transitions entre les orbites périodiques, nous souhaitons résoudre le probléme aux
valeurs propres de ’application de Poincaré aléatoire

(K¢)(z) = e ¢(x)

ot u € C est le paramétre spectral. Nous montrons que si le systéme déterministe admet N orbites
périodiques asymptotiquement stables, alors 'application de Poincaré aléatoires admet N valeurs propres
exponentiellement proches de 1. Cependant, & cause de cette dégénérescence, nous ne pouvons pas toujours
associer a chaque valeur propre un unique voisinage. Le cas ol deux quasi-potentiels sont proches ou égaux
est discuté en détail.

Comme dans le chapitre précédent, les preuves combinent des éléments issus de la théorie des grandes
déviations, de la théorie du potentiel en résolvant des problémes aux bords, et de la théorie spectrale en
approchant 'opérateur par un opérateur de rang fini. La définition de celui-ci sera légérement différente
de celle de 'opérateur de rang fini du chapitre précédent. En effet, il sera défini & partir d’'une opération
similaire au complément de Schur pour les opérateurs intégraux. Tout au long de ce chapitre, nous nous
efforcons de donner une interprétation probabiliste pour les estimations des valeurs propres.

5.1 Idée généralede lapreuve . . . . . . . . . . 0 i i it e e e 82
5.2 Définition et propriétés de ’opérateur de rang fini . . . ... ... ... .. 82
5.2.1 Motivation de la nouvelle définition . . . . . . . . ... ..o 82
5.2.2 Complément de Schur dans le cas matriciel . . . . ... .. ... ... ..... 83
5.2.3 Complément de Schur dans le cas des opérateurs intégraux . . . . . . ... .. 84

5.3 Couple d’orbites périodiques ayant un quasi-potentiel de méme niveau . . 87
5.3.1 Idée générale du comportement des valeurs propres . . . . . . . . .. ... ... 87
5.3.2 Rares transitions entre les deux voisinages Br et Bry1 « . - .« . o . o .o 90
5.3.2.1 Cas ou le pseudospectre est composé de deux composantes connexes . 91

5.3.2.2  Cas ou le pseudospectre est composé d’une seule composante connexe 92

5.3.3 Transitions probables entre les deux voisinages By et Bp41 . . . . . . . . . .. 93

5.4 Perspectives. . . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 94
5.4.1 Calcul des fonctions propres, et espérance des temps d’atteinte . . . . . . . .. 94
5.4.2 Approximation de la dynamique du processus par un modéle réduit . . . . . . 94
5.4.3 Lien entre les différentes distributions quasi-stationnaires . . . ... ... . .. 94
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5.1. IDEE GENERALE DE LA PREUVE

A e |

F1GURE 5.1 — Illustration de trois fonctions potentielles ne satisfaisant pas ’hypothése de hiérarchie
métastable.

5.1 Idée générale de la preuve

Pour étudier le probléme aux valeurs propres,

(Ko)(x) = e ¢(x)

ou u € C est le paramétre spectral, de nombreux arguments utilisés dans le chapitre précédent restent
applicables. En particulier, grace au probléme aux bords de Dirichlet, nous pouvons définir le noyau K"
sur un ensemble A C X

u T
K(x,B)::Ew{eu(A 1)]1{X+EB}} VxEA,BCA,
TA

et étudier le probléme aux valeurs propres de cet opérateur. En s’appuyant sur les résultats de la théorie
spectrale, nous allons comme dans le chapitre précédent approcher cet opérateur par un opérateur de
rang fini K*, déterminer les propriétés spectrale de K* et en déduire celle de K* et donc de K.

Si le noyau de rang fini K* ne sera pas exactement le méme que celui utilisé dans le chapitre précédent,
sa définition s’inspire des propriétés spectrales du noyau de rang fini du chapitre précédent. La principale
différence avec le raisonnement effectué dans le chapitre précédent réside dans le fait que nous n’allons
pas pouvoir estimer les valeurs propres une & une en prenant ’ensemble de définition du noyau restreint
K", comme une union des voisinages des orbites périodiques. En effet, en considérant un probléme aux
valeurs propres défini sur My, = Ufill B, en présence de [ quasi-potentiels proches ou égaux et selon les
configurations nous allons estimer r valeurs propres (avec 1 < r < [). Puis nous définirons un probléme
aux valeurs propres sur My ;—, pour le noyau K", et itérerons ’argument jusqu’a ce que 'on ait estimé
les N valeurs propres.

5.2 Définition et propriétés de ’'opérateur de rang fini en ’ab-
sence de hiérarchie métastable, cas générique

5.2.1 Motivation de la nouvelle définition

Si nous appliquons directement le raisonnement fait dans le chapitre précédent a savoir :

— définition du probléme au bords de Dirichlet sur My,

— définition du noyau K" sur Mgy,

— approximation du noyau K* par les noyaux K° et K*,
nous sommes amenés a étudier les propriétés spectrales d’une matrice stochastique P a (k+1) états dont
les termes sont donnés par

Py =P™ {X_, €B}.
Mt

Puisque nous avons fait 'hypothése qu’il y ait [ quasi-potentiels de niveau égal ou proches, nous décom-
posons la matrice stochastique en deux blocs en ’écrivant sous la forme

Py Pro
P =
<P21 Pzz)
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ou les matrices Py1 et Py sont des matrices réelles carrées de tailles respectives k et [. Les matrices Pio
et P51 sont des matrices rectangulaires réelles de tailles respectives k x [ et | x k. Le rapport de deux
termes diagonaux de la matrice (id —Pa2) est d’ordre 1 tandis qu’il existe une constante 6 > 0 telle que
le minimum des termes diagonaux de la matrice (id —Pag) est supérieur d’'un facteur e=0/7" En effet,
d’aprés la Proposition 3.4.2 qui repose sur la théorie des grandes déviations, si les quasi-potentiels des
orbites périodiques k+1,--- , k+1 sont proches ou égaux alors il existe des constances c; d’ordre 1 telles
que

xy + + _ Triof+ +
k1P H{TM;CH\BICH < TBk+1} = CiyaPTh {TMk+l\Bk+2 < TBk+2}

— PTha [T +
P {TMk+l\Bk+l < TBk-H} )

Sans perte de généralité, et grace a 'encadrement donné par (4.4.10), nous pouvons imposer que pour
tout k+1 < j < k+1, les constantes ¢; satisfont 1/8 < ¢ < 1. Nous allons dans un premier temps
étudier le probléme aux valeurs propres pour la matrice P.

Dans le cas ou la hiérarchie métastable était satisfaite, nous avons pu triangulariser par blocs la

matrice (id —P)
id—Pi1  —Prio id Si2) _ (id Si2\ (Tu1 O
—P;  id—Poy 0 id/ \0 id To1 Th)

En résolvant ce systéme, grace au théoréme du point fixe, nous avons pu justifier I'existence d’une telle
décomposition. Ainsi, les valeurs propres de la matrice (id —P) sont celles de T11 et Tas. Grace a ’hypo-
thése de hiérarchie métastable, nous avons majoré ||S1z|| et nous avons montré que les valeurs propres de
Ts5 sont proches de celles de Pss. Si nous nous contentons de réaliser une triangularisation similaire sans
cette hypothése de hiérarchie métastable, selon la structure des blocs Pis et Pss, la norme de la matrice
S peut exploser. Ainsi, méme si une telle décomposition existe, elle ne permet pas d’approcher les valeurs
propres de (id —P). Pour illustrer ce phénoméne, nous considérons la matrice stochastique a trois états
{1,2,3}

1 — 2¢2 €2 €2
P = €3 1—e—¢3 €
€8 € 1—e—¢S

ou les états 2 et 3 ont au premier ordre en € la méme probabilité de faire une transition vers n’importe
quel autre état, ainsi dans cet exemple £k = 1 et [ = 2. La décomposition par blocs est possible mais
puisque [|S12]] = O(||Pi2(id —P22)7*|)) et que pour cet exemple

1
64 + 67 + 69
une telle triangularisation ne donnera pas une approximation satisfaisante des valeurs propres. De plus,

une telle décomposition n’a pas d’interprétation probabiliste. Nous proposons alors un autre type de
décomposition, basée sur le complément de Schur.

Pio(id —Pyy) ™! = (263 +e8 263+ 65) ,

5.2.2 Complément de Schur dans le cas matriciel

Pour une matrice P stochastique et irréductible, la matrice (id —P) est une matrice singuliére de rang
(k + 1), c’est également une M-matrice, ce qui signifie que ses éléments extra-diagonaux sont négatifs et
que de plus tous ses mineurs principaux sont strictement positifs. De plus, toute sous-matrice principale
(différente de (id —P)) est une matrice non singuliére [17, Théoréme 4.16]. En particulier, la matrice
(id — Py2) est une M-matrice non singuliére, elle satisfait donc

(id—Py) ' >0
Nous pouvons donc définir la matrice carrée de taille k x k
Ti1 = Piy + Pra(id —P2) ' Py .

Remarquons que cette matrice correspond a (id —Complément de Schur(id —Ps2)) pour la matrice (id —P).
De plus, d'un point de vue probabiliste, cette matrice est une matrice stochastique qui correspond au
processus trace dans les états correspondant a la matrice Pj;. Cette matrice va nous permettre de montrer
que la matrice stochastique P est proche d’'une matrice triangulaire par blocs.
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Proposition 5.2.1. Soit P une matrice stochastique irréductible, décomposée en blocs de taille k et |
Py P
P
<P21 Py )’

et soit T la matrice définie & partir de la matrice P par
Ti1 O
T —
<T21 T22>
ot Ti1 = P11 + Pra(id — Pag) 1 Pay, Tor = Pay et Tog = Pay. Alors T est une matrice stochastique et
[P =T = || Prz||

Démonstration. Notons e le vecteur de taille [ composé uniquement de 1. Puisque P est une matrice
stochastique, nous avons
Pyie+ Pype=e,

ceci implique que .
(ld —ng)_ Pgle =ec.

Ainsi, comme les matrices Pia, (id —Pa22) et Py sont toutes composées d’éléments positifs, nous avons
IT11 — Pra|l = [|Pra(id = Pog) ™' Pa1 || = || Pr2(id — Pag) ™' Pare|| = || Przel| = || P2 -
Nous obtenons ainsi le résultat pour |7 — P)|| O

Remarque 5.2.2. Si nécessaire, nous pouvons majorer la différence entre les itérés des processus définis
par la matrice P et T en remarquant que pour tout entier m

P T =T" Y P-T)+T™" *(P-T)P+---+T(P-T)P" 24+ (P-T)P™'. (5.2.1)

Puisque les matrices P et T sont stochastiques, pour tout entier j, les normes des itérés satisfont || P7|| =
IT7]| = 1. Ainsi, la norme de la différence entre les itérés est majorée par

[P =T™[| <m|P—=T].

¢

Nous pouvons alors estimer les valeurs propres de la matrice T et en déduire celles de 'opérateur K
en utilisant un argument de perturbation des opérateurs compacts. Cependant, pour avoir une meilleure
interprétation probabiliste des valeurs propres, nous allons non pas triangulariser la matrice P mais
directement l'opérateur K°. En effet, un analogue au complément de Schur peut étre défini pour un
noyau de transition irréductible sur un espace général, en introduisant le noyau "triangularisé".

5.2.3 Complément de Schur dans le cas des opérateurs intégraux

Proposition 5.2.3. Pour tout noyau K irréductible, nous pouwvons définir le noyau K2 qui décrit le
processus qui lorsqu’il entre A se comporte comme le processus trace dans A

K*(z,B) = 4K (2, AN B)1{,ca} + K(z, B)L{zcacy -
La norme de la différence entre Uopérateur K2 et lopérateur de départ K satisfait

I(K® - K)| < sup K(z, A%) .

Démonstration. Par définition, la norme de la différence est donnée par

A el (K2 — K)(9)]
|[K= - K| = sup —rr""—
beL> (%) 9l
»F#0
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Puisque pour x € A, les deux processus sont identiques, nous avons
02 =)@ < 1| pen K dpotw)]

+ ||/A/C/AC T{zeay K (x,dz)(id —Kidae) (21, dzo) K (22, dy)d(y)]| -

Remarquons alors que
||(id —Kidae) ' Kidae|| = 1. (5.2.2)

En effet, puisque K est un noyau stochastique, il admet 1 comme valeur propre simple avec comme
fonction propre ¢y = 1. Pour tout x € A, nous avons alors

/ K(z,dy)dow) + [ K@ dy)dolw) = do(z)
A Ac

de sorte que
(ida —Kidae)go(z) = Kida ¢o(z) ,

ceci montre (5.2.2). Ainsi,

(2~ Kl < 25p K (2,47

O

Remarque 5.2.4. Si nécessaire, de maniére analogue a (5.2.1), nous pouvons majorer la différence entre
les itérés des processus définis par K et K2 puisque pour tout m > 1

IE™ — (K2)™| < m| K — K2

O

Grace a cette remarque, nous pouvons définir le noyau de rang fini qui nous permettra d’avoir une
bonne estimation des valeurs propres dans le cas ou I’hypothése de hiérarchie métastable n’est pas satis-
faire. Soit K° le processus trace défini sur My ;. Nous introduisons le processus de rang fini K* défini
pour tout x € My, et pour tout borélien B C My par

k
K*(2,B) =Y ep)Po {X,, €B)

i=1

ket .
o $ e, e,
i=k+1 Matt

ou (k)f'rOB ¢ correspond & la distribution quasi-stationnaire du processus trace défini sur My qui est tué

quand il quitte B;, et de la méme maniére, (k H)frg * correspond a la distribution quasi-stationnaire du
processus trace défini sur My qui est tué quand il quitte B;.
Remarquons alors que par 'inégalité triangulaire, pour tout m > 1, nous avons

)™ = ()™ < )™ = (KO)™ [+ (K™ = ()™ (5.2.3)

Le premier terme du membre de gauche sera majoré grace a la Proposition 2.3.10, tandis que le second
terme du membre de gauche sera majoré grace a la Proposition 5.2.3, et en utilisant un argument analogue
a celui utilisé dans la preuve de la Proposition 4.3.2. Ainsi,

1—e w)EMert{rt  —13\™
|<K“>m—<K*>m||<<1+( = Riziv }> -1
1-(1—evE k+l{TMk+l}

B M B;
+ max m(m—1)P {T.;\tlk+l\Bi<T§i}]P> o1\ {TE <T/—\FA,€H\B1}

1<i<k+1 g
+ max R; + max S;
1<i<k k+1<i<k+l
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5.2. DEFINITION ET PROPRIETES DE L’OPERATEUR DE RANG FINI

° B, ° B, ((k)AB ™
R; :”(k)(bgl -1+ 2((1@))‘?1)7” + 2_1 — B PBq’{TLk\Bi < Tgi}
(kY"1

B; -+ +
+m PP{TE B < TH )
et

\Biym
1- ((k+l)>‘ )"

. .
Si = llgesno" = 1+ 20 )™ +2— B P { TMn\B: < 7B, }

T (kDM
Les quantités (k)qui et (k))o\f “ sont reliées au processus trace sur My, qui est tué quand il quitte B;, il en
est de méme pour (;, +l)¢°s ( k+l)>\J qui sont reliées au processus trace sur Myy; qui est tué quand il

quitte B;. Elles peuvent étre estimées grace au controle de 'oscillation de la fonction propre principale
et du trou spectral. Pour tout m satisfaisant

Br41) + +
mlP {TMkH < TBkH} <1,

la norme de la différence sera petite. Ainsi, nous pourrons utiliser le méme argument de perturbation des
opérateurs compacts.

Afin d’étudier les propriétés spectrales du noyau K* nous lui associons la matrice stochastique P de
taille (k +1) x (k + 1) qui se décompose en deux blocs de taille k et !

P<£ g) (5.2.4)

ou la matrice T est une matrice carrée de taille k de terme général
7‘.1.37,
Tiy =Pw™ {X.y €Bj},
la matrice @ est une matrice carrée de taille [ de terme général

Q —P(k+l)7ro {X 4

TMyqi

€ B;},
et la matrice R est une matrice rectangulaire de taille [ x k de terme général

Rij = Pos™ (X

"My

GB]'}.

Puisque la matrice P est triangulaire, les valeurs propres non nulles de K* sont celles de T et celles de
Q.

Proposition 5.2.5. Les k valeurs propres de T satisfont

I1— Al < 21mja<xk Poo {TM \B, < h ) - (5.2.5)

Les | valeurs propres de Q satisfont
1—)\ <2 pJax P (k4170 { T \By < Th ) - (5.2.6)

Démonstration. Les relations (5.2.5) et (5.2.6) sont une conséquence directe la borne supérieure sur la
norme de (id —7T) et (id —Q). O

Remarque 5.2.6. Dans le cas dégénéré ou plusieurs quasi-potentiels sont égaux ou proches, il est
possible que les valeurs propres de T et @ s’entrelacent. Cela se produit lorsque les orbites ayant des
quasi-potentiels qui sont égaux ou proches communiquent entre elles. Avec une telle décomposition, nous
pouvons alors estimer les valeurs propres de la matrice (Q qui ne s’entrelacent pas avec celles de T'.
Pour estimer les autres valeurs propres, nous définissons le probléme aux bords de Dirichlet sur un sous-
ensemble de A, puis définissons le nouveau processus trace sur cet ensemble et lui associons un nouvel
opérateur de rang fini. O
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5.3. COUPLE D’ORBITES PERIODIQUES AYANT UN QUASI-POTENTIEL DE MEME NIVEAU

5.3 Couple d’orbites périodiques ayant un quasi-potentiel de méme
niveau

Pour une analyse détaillée des valeurs propres nous nous concentrons sur le cas [ = 2, i.e. lorsque
deux orbites périodiques stables ont des quasi-potentiels proches. En dimension deux, toutes les valeurs
propres peuvent étre calculées explicitement et ont une interprétation probabiliste en termes de fonctions
committeurs.

5.3.1 Idée générale du comportement des valeurs propres

Trois cas génériques peuvent se produire lorsque nous nous intéressons a la structure de la matrice Q.

— La matrice (id —Q) a la structure d’une matrice diagonale. Ainsi, il est plus probable de faire une
transition vers des états métastables de plus bas niveau que de faire des transitions entre les deux
états métastables considérés.

— La matrice (id —Q) a la structure d’une matrice triangulaire. Il est moins probable de faire une
transition de I'un des deux états métastables considérés vers les états métastables de plus bas
niveaux que de faire une transition entre les deux états métastables considérés.

— Tous les termes de la matrice (id —Q) sont proches. Il est autant probable de faire une transition
entre les deux états métastables considérés que de faire une transition de ces états métastables
vers les métastables de plus bas niveaux.

Quelque soit la structure de la matrice Q := (id = @), nous pouvons calculer explicitement ses valeurs
propres. Nous les notons

Tr(Q) = /(Tr(Q)? — 4det(Q))
. |

1— Ay = (5.3.1)

Remarquons que ces deux valeurs propres sont toujours simples, réelles et distinctes. En effet, le calcul
du terme dans la racine carrée montre que

(TI"(Q)Q - 4det(Q)) = (Q22 - Qn)2 +4 Q12Qn
= (Qa2 — Q11)* + 4 Q12Qa1 ,

or puisque le processus trace K° défini sur My, o est irréductible, tous les termes de la matrice @ sont
non nuls. Pour alléger les notations, nous introduisons

. Bry1 . Brt2
1 _ _ To + + 1 _ o + +
p1i=1-Qu =Pt {TMk+2\Bk+1 < TBit1 }’ p2i=1— Qo =P¢ {TMk+1 < TBk+2}’

et p; I'interaction normalisé entre les deux voisinages By, et By

Pt [ x Bio VP20 1 x B
{X.r  €Bipaf {X,r  €Binf
Mpt2 Mpt2

 QauQr2
i

1 — B
1—-0Qn 7oty 4 +
(k+2)"0
P {TMk+2\Bk+1 < TBk+1}

Avec ces notations, les valeurs propres Ay et A_ ont pour expression

p1+p2 £/ (p1 — p2)? + dpipi
11—\ = >

Nous représentons sur la Figure 5.2, le comportement de ces deux valeurs propres selon les probabilités
p1, P2 et pi, le cercle gris représente la borne (5.2.5) sur les valeurs propres de la matrice T, les points
bleus et rouges représentent respectivement A_ et A;. Dés que p; > %pg, les deux valeurs propres sont
bien séparées, elles sont & une distance d’ordre p, I'une de 'autre. Lorsque l'interaction p; entre les
deux voisinages continue de croitre, la plus grande valeur propre continue de se rapprocher de 1 jusqu’a
intersecter le voisinage des valeurs propres de la matrice T. Comme mentionné dans la Remarque 5.2.6,
dans ce cas de figure, & cette étape nous n’estimerons que la plus petite valeur propre. Lorsque p; > ipg,
si la différence po — p; est infime ou lorsque la matrice @ est proche d’une matrice singuliére, les deux
valeurs propres A_ et A; sont trop proches pour étre bien estimées séparément. Dans les autres cas, une
estimation précise des deux valeurs propres est possible.
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5.3. COUPLE D’ORBITES PERIODIQUES AYANT UN QUASI-POTENTIEL DE MEME NIVEAU

Dbi
A .
Di = P2,
Borne sur ||7|

1

pi = ipz

0 T
p1 D2

(a) Diagramme des différents régimes des valeurs propres en fonc-

tion des probabilités p1, p2 et p;. (b) Schéma du comportement des valeurs
propres de @ en fonction de !’interaction
entre les deux voisinages By, et By 1.

FI1GURE 5.2 — Comportement des valeurs propres A_ et A de la matrice Q.

Pour tout entier m > 1, afin d’appliquer la Proposition 2.1.13 et de comparer les valeurs propres de
Q™ et celles de lopérateur (K*)™, nous devons nous intéresser au comportement de la résolvante de
Popérateur (K*)™. Puisque pour tout z € C,

[(zid =(K*)™) 7! = [[(zid =(P)™) 7,

et que grace a la décomposition par blocs (5.2.4)
) (zid=T™) 0
—Pm = _ . .
(Zld ) (Z:’iol TzRQm—l—z (Zld _Qm)
nous obtenons
[(zid —(K*)™) 7| < max{[|(zid =T™) 7|, [|(zid = Q™) | (1 +m|(zid =T™) || R])} -
Soit A,, > 0, la borne supérieure sur ||(K*)™ — (K*)™|| donnée par (5.2.3), on cherche a définir un
contour C autour des valeurs propres de Q™ qui ne s’entrelacent pas avec celles de T tel que
1

max [z = (K1

4 A, =

Gréace a la Proposition 2.1.12, nous obtiendrons ainsi une estimation des valeurs propres de K*. Puisque
notre matrice P est non autoadjointe, la norme de la résolvante peut a priori étre grande méme lorsque
P'on est loin de ses valeurs propres. En effet, dans le cas non autoadjoint, ’ajout d’une perturbation de
norme € > 0 a la matrice K* peut modifier de maniére significative la position de ses valeurs propres.
Tandis que dans le cas autoadjoint les valeurs propres resteront dans un voisinage de taille € autour de
leur position initiale. Pour étudier la croissance de norme de la résolvante d’un opérateur, Lloyd Trefethen
a introduit la notion de pseudospectre. La référence générale pour une étude du pseudospectre est le livre
de Lloyd Trefethen et Mark Embree [76]. Le pseudospectre de niveau e de 'opérateur K* est défini par

{zeCll(z— K" >e '}
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5.3. COUPLE D’ORBITES PERIODIQUES AYANT UN QUASI-POTENTIEL DE MEME NIVEAU
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FIGURE 5.3 — Représentation de la norme euclidienne de la résolvante pour une matrice stochastique P de
dimension 3 et du contour de la norme de la résolvante. Les trois comportements discutés sont illustrés.

Ainsi, la frontiére du pseudospectre de niveau € d’un opérateur est exactement la ligne de niveau e~ ! de
la norme de la résolvante. Par continuité des valeurs propres d’une matrice, pour une valeur de e suffi-
samment petite, le pseudospectre de 'opérateur K* a exactement k + 1 composantes connexes distinctes.
Pour estimer correctement les valeurs propres A+ de 'opérateur K*, nous nous intéressons uniquement
au comportement des composantes connexes dans le voisinages de Ay, et nous nous contentons d’une
estimation grossiére sur la forme des composantes dans le voisinage des valeurs propres correspondant
aux valeurs propres de la matrice T. Nous pouvons distinguer trois types de comportements différents
pour la norme de la résolvante, ils sont illustrés par la Figure 5.3.

— Soit le contour C défini dans le voisinage des valeurs propres At est composé de deux composantes
connexes disjointes entre elles et disjoint du contour dans le voisinage des valeurs propres de T,
dans ce cas ’estimation précise des deux valeurs propres sera possible.

— Soit le contour C défini dans le voisinage des valeurs propres A+ est composé d’une seule composante
connexe qui est disjoint du contour dans le voisinage des valeurs propres de T', dans ce cas nous
ne pourrons estimer que la moyenne des valeurs propres \i.

— Soit le contour C défini dans le voisinage des valeurs propres Ay est composé d’une composante
connexe autour de A_ et d’'une composante connexe qui englobe les valeurs propres de T" et A\y.
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5.3. COUPLE D’ORBITES PERIODIQUES AYANT UN QUASI-POTENTIEL DE MEME NIVEAU

1—€e—¢€" l—e—e

FIGURE 5.4 — Cas ou les transitions entre les deux voisinages sont plus rares que les transitions des
voisinages de plus bas niveau, a,b > 2

Dans ce cas, nous estimerons seulement A_.
Notons

.
— ol .+ +
Pain i= max PO {70\ <75} (5.3.2)

puisque [[id =T™|| < 2mpPmin, pour tout z € C tel que 2mpmin > |1 — 2|, nous avons

1
|1 7Z| - 2r’nprnin '

I(zid =T™) 7" <

De plus,

. By, . By
| R|| < max(P+270 {TLM\Bk <} PesvTo UL < r,igm}) ,

. Bt
ainsi nous prendrons m tel que mP*+v"0 {T/J(,[k < T§k+1} < 1. Il reste donc & estimer la résolvante de
la matrice Q™.

Remarque 5.3.1. Puisque le pseudospectre des matrices est un objet mathématique qui a fait ’objet
de nombreuses études. Le raisonnement sur le nombre de composantes connexes peut se généraliser pour
des matrices de dimension supérieure. O

5.3.2 Rares transitions entre les deux voisinages B et By

Nous nous intéressons au régime 0 < p; < 1/4ps représenté en orange sur la Figure 5.2, une schéma-
tisation d’une telle configuration est donnée par la Figure 5.4. Dans cette zone, les valeurs propres de la
matrice T sont bien séparées de celles de la matrice Q puisque pour toute valeur propre A de la matrice
T

|17>‘|<2pmin<p1/2<17>‘+<17>‘*a

Ainsi la ligne de niveau (4A,,)~! de la norme de la résolvante de (K*)™ est composée d’au moins deux
composantes connexes disjointes, I'une autour des valeurs propres de T™ et I'autre autour des valeurs
propres de Q™. Lorsque la matrice Q est proche d’une matrice non diagonalisable, ou lorsque les valeurs
propres A_ et Ay sont trés proches, la ligne de niveau de la norme de la résolvante de T™ peut étre
formée d’une seule composante connexe ou de deux composantes connexes disjoints autour de chacune
des valeurs propres Ai.

Si d’un point de vue probabiliste, il est plus naturel de travailler avec la norme infinie. Cependant,
pour une meilleure interprétation géométrique du pseudospectre et donc des lignes de niveau de la norme
de la résolvante, nous travaillerons dans cette section avec la norme euclidienne pour étudier la résolvante
de la matrice Q). En effet, dans le cas d’une matrice carrée de taille 2, toutes les caractéristiques du
pseudospectre par rapport a la norme euclidienne peuvent étre déterminées. Nous noterons la norme
euclidienne ||-||, et norme infinie sera simplement notée ||-||. Rappelons que pour un vecteur de dimension
n’

Izl < ll2lly < v/l -
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Im(z)

mih max
A _ z Z+

—_—

A A At Re(z)

FIGURE 5.5 — Schéma des lignes de niveau du pseudospectre de la matrice Q.

5.3.2.1 Cas ou le pseudospectre est composé de deux composantes connexes

Rappelons que la matrice @) est diagonalisable. Nous introduisons la matrice de passage S vérifiant
Q = SDS™! ou D = diag(\y, A_). La matrice S a pour expression

S = 1 ( 4 2Q12)
VO +dpipy \2@1 9

oud=(p2—p1)+ \/(pg — p1)? + 4p;p1. Nous introduisons également la variable
4(Q21 — Q12)?
(p1 — p2)? + 4pip1

ou O représente l'angle entre les deux vecteurs propres a droite. Avec ces notations, les points z € C qui
appartiennent & la ligne de niveau e ! de la norme euclidienne de la résolvante de Q™ satisfont

(€ = (2 =A™ (2 — (2 = A™)?) = E(\] — A\™) cot?(O) . (5.3.3)

cot? @ =

Ce résultat ainsi que ceux qui suivent sont une conséquence des résultats obtenus dans la thése de
Michael Karow [57, Section 5.5]. Si la constante € > 0 est telle que cette équation est composée de deux
composantes connexes disjointes alors nous pouvons calculer les intersections zﬂ‘r’i“, 2P et Zmin pmax de
cette ligne de niveau avec la droite d’équation

2= (1— AT + LA™ ; (5.3.4)

t € R, joignant les valeurs propres Ay et A_ (i.e. 'axe des abscisses). La Figure 5.5 illustre le positionne-
ment de ces points.

Remarquons que les points 21", z18% correspondent aux points de la ligne de niveau ot la distance
entre cette ligne de niveau et la valeur propre A1 (respectivement \_) atteint ses extremums. En résolvant
léquation (5.3.3) pour z appartenant a la droite d’équation (5.3.4), nous obtenons les valeurs de t qui

min

correspondent aux points 2™, z'**. Ainsi, en notant p, := (AJ" — A™), la distance entre les valeurs
propres de Q™

tmin _ 1 <1 \/pgn + 462 + 4€Pm (CSC ®)> pmax
= 5 — y _

N |

pm pm

<1 n V03 + 462 — depp (csc ®)> .

Pm

<1 \/pgn + 4e? — 4€pm(CSC ®)>

N |

gmin _ 1 <1 L VP t4e +4epm<0509>> L gmes =
2 pm
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Ainsi tant que
P2, + 4€* — depy(csc©) > 0, (5.3.5)

nous avons bien deux composantes connexes. En résolvant (5.3.5) en fonction de p™, nous avons deux
composantes connexes disjointes tant que la distance entre les puissances des valeurs propres satisfait

Pm > 2€(cot(O) + csc(O)) .
Remarquons alors que pour tout m > 1, la distance entre les puissances des valeurs propres vérifie

_ P1tpe ym
2

pm = my/ (p2 — p1)? + dpip1 (1

)

tandis que
(p2 — p1)? + 4(Q% + Q%5 — Q12Q21)

V(P2 — p1)? + 4pip .
Ainsi, pour une constante ¢ > 0 indépendante de o, la ligne de niveau (cA,,)~! de la norme de la
résolvante de P™ aura deux composantes connexes disjointes autour des valeurs propres de A_ et Ay
lorsque

(cot(©) 4 csc(O)) =

)™ > 2¢ A ((p2 — p1)? + 4(Q31 + Q15 — Q12Q21) -

Pour donner une interprétation probabiliste aux deux valeurs propres que nous souhaitons estimer,
rappelons que la trace d’'une matrice est égale & la somme de ses valeurs propres, nous avons pour la
matrice (id —Q)

+
m(p2 — p1)? + dpip1 (1 — LQPQ

. Brio . Bl
_ + + + +
A=A+ Q=) =P% “{rf,  <7h 1) +PT {TMk+2\Bk+1 <The )
En effet, nous pouvons approcher la valeur propre Ay par la valeur propre principale du processus décrit
par le noyau K%kUBk+1 i.e. le processus trace sur My, tué quand il quitte 'union By U Bj41. Remarquons
que la norme de la différence entre les processus tués quand ils quittent I'union By U By41 est donnée par

* m —mec o cr’l — —H! 0'2 —H! 0'2
IS op )™ = (Kom, )" < 2e7me0/ 108 1 [N log(o™h) +m2 e Hi/7 | e~ Hi/o",

avec H|, = H(k+1, My)—n. (Ce résultat est une conséquence des estimations des propriétés spectrales du
processus tué quand ils quittent B; et de la Proposition 4.3.2.) Pour m = log(o—1) e(2n+H(k+1.Mi)/2)/o”
nous avons bien 'approximation de A par la valeur propre principale du processus tué quand il quitte
B, U Bjg41. Pour tout n > 0, nous avons donc

Aess = (P02 g+ + pro +
L= A1 = ( {TMk+1 < TBk+2}) + {TMk+2\Bk+1 < TBk+1}
o BrpoUBg 1 + + iy 2
— P%o {TMk < TBk+1UBk+2}) [1 + O(e /o )] )

ou les distribution quasi-stationnaires sont définies a partir du processus trace sur My o, et la constante
0, vaut 0, = H(k + 2, Mk+1)/2 - .

5.3.2.2 Cas ou le pseudospectre est composé d’une seule composante connexe

Les calculs réalisés dans la section précédente montre que dans le régime 0 < p; < 1/4po, lorsqu’une
seule composante connexe entoure les deux valeurs propres A_ et A4, il n’est pas possible de comprendre
le comportement de ces deux valeurs propres séparément lorsque I’on perturbe la matrice P. Ainsi, lorsque
nous estimons les valeurs propres de I'opérateur K pris comme une perturbation de I'opérateur de rang
fini K*, nous ne pouvons qu’affirmer qu’il posséde deux valeurs propres compris dans un contour centré
en (p1 + p2)/2 de rayon d’ordre e~ (H(k+2,Mx41)/2=n Ep particulier, rien ne permet a priori d’affirmer
que ces valeurs propres sont réelles.

Les deux valeurs propres Ay et Apjp1 ne sont pas nécessairement réelles. Elles satisfont pour j €
{k,k+1}

1 . B . B 1 _ o
=Xl g B i, <7 DB e, <TG D O]

ou les distribution quasi-stationnaires sont définies a partir du processus trace sur My o, et la constante
0, vaut 0, = H(k + 2, Mk+1)/2 —n.
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b

1—€e—€" l—e—e

FIGURE 5.6 — Cas ou les transitions entre deux orbites périodiques stables de plus bas niveaux sont
probables, a,b > 1.

5.3.3 Transitions probables entre les deux voisinages B et By

Dans le régime 1/4py < p; < pa représenté en rouge sur la Figure 5.2, les transitions entre les orbites
périodiques stables ayant des quasi-potentiels proches ou égaux sont plus probables que des transitions
vers les autres orbites périodiques stables. une schématisation d’une telle configuration est donnée par la
Figure 5.6. La différence entre les valeurs propres est donnée par

Ay — Ao =/ (p2 — p1)? + 4pips

est d’ordre e~ H(k+1.Mw)/0* Ainsi, la ligne de niveau (4A,,)~! de la norme de la résolvante de Q™ a deux

composantes connexes disjointes. Ainsi, puisque les valeurs propres de Q™ sont bien séparées, le calcul
de la norme de la résolvante ne pose pas de difficulté et il n’est pas nécessaire d’utiliser les propriétés du
pseudospectre pour s’en convaincre. En effet, la matrice de passage S diagonalisant la matrice Q = SDS™!
avec D = diag(Ay, A_) est donnée par

1 <5 —2Q12)
VP +dpp \2Q12 H0

ot § = (p2 — p1) + +/(p2 — p1)? + 4pip1. Puisque nous avons [|S|| = ||S7|| et que pour 1/4 < pip1 < po,
nous avons

IS <4 (3+V5),
il existe une constance numérique ¢ > 0 indépendante de o telle que

c

id—Q™ —1 < .
(=@ T = oo

Comme dans le régime 0 < p; < 1/4ps, nous pouvons approcher la valeur propre A} par la valeur propre
principale du processus tué quand il quitte By U By et utiliser la formule de la trace pour obtenir

FoR2y 4 + FoR Ly +
(]‘ - >\+) + (1 - A*) = ]P {TMk+1 < TBk+2}) + ]P {TMk+2\Bk+1 < TBk+1} ’

ou les distribution quasi-stationnaires sont définies a partir du processus trace sur Mjo. L’estimation de
la valeurs propre A4 ne pose pas de probléme si on regarde uniquement une perturbation de la matrice @™,
mais lorsque nous considérons des perturbations de la matrice P™, il faut prendre en compte 'interaction
des valeurs propres de la matrice Q™ avec celles de T™.

Les valeurs propres de la matrice T n’interagissent pas avec la valeur A} de la matrice @ tant que

2 Pmin g 1- )\+ ’

avec Pmin donné par (5.3.2).Ainsi, en utilisant expression (5.3.1) pour la valeur propre A, les valeurs
propres n’interagissent pas tant que
pLtp - PP

8 Pmin——— X D1 . (536)
p1 p2
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En notant (X),, le processus décrit par le noyau de transition K*, le membre de droite correspond a la
probabilité P*x+1 {XT*Mk+1 ¢ Bk+1}. En effet, en utilisant la Remarque 2.3.6 entre les différents processus
traces

PxZJrl {X:Mk+1 ¢ Bk-i-l} =1- Px;+1{X* < Bk+1}

TMp41

=1- (IP’”ZH{Xka+2 € Biy1} + Qu2(1— Q11)_1Q21) ;

ceci correspond au membre de droite de (5.3.6).
Ces remarques nous conduisent au résultat suivant. Pour tout n > 0,

. Biya . Brt1
_ _ 7 + + 7 + +
1 )\k"‘l - (]P) 0 {TMk+1 < TBk+2}) + PTo {TM;C+2\B;C+1 < TBk+1}

. Bp42UBkt1 5
+ + —0
— P%o {TMk < TBk+1UBk+2}) [1 + O(e /o )] )
ou les distribution quasi-stationnaires sont définies a partir du processus trace sur Mo, et la constante
Oy vaut 0, = H(k + 2, Mgi1)/2 — 1.
Si la communication entre les deux orbites périodiques ne vient pas interférer le spectre de T alors

. Bp42UBgy1

1— M = (P™ {TLM < TérkUBk+1}) 1+ o(e—ek/a2)] .

Sinon, il faut définir le probléme aux bords de Dirichlet sur M1 et par un raisonnement analogue, nous
pouvons estimer les valeurs propres de module supérieur.

5.4 Perspectives

5.4.1 Calcul des fonctions propres, et espérance des temps d’atteinte

Ce chapitre permet de calculer les valeurs propres de I'application de Poincaré aléatoire lorsque 1’hy-
pothése de hiérarchie métastable est violée. Pour bien comprendre la dynamique ’application de Poincaré
aléatoire, il est également nécessaire d’avoir un controle sur les fonctions propres. La décomposition que
nous avons utilisé permet d’avoir une estimation de ces valeurs propres. En effet, nous pouvons calculer
les fonctions propres a droite et & gauche associées aux N plus grandes valeurs propres du noyau de tran-
sition de rang fini K* et par des arguments similaires a ceux utilisés dans les Sections 4.5.2 et 4.5.2 en
déduire une approximation de celles du noyau de transition K. Cependant, les expressions des fonctions
propres de K* n’ont pas d’interprétation probabiliste triviale en termes de fonctions committeurs.

De plus, une relation analogue & (4.2.11) entre les valeurs propres du processus et les temps d’atteinte
des voisinages des orbites périodiques devrait pouvoir étre établie.

5.4.2 Approximation de la dynamique du processus par un modéle réduit

Le travail présenté dans les deux derniers chapitres montre que 'application de Poincaré K d’un
systéme admettant N orbites périodiques stables i.e. N états métastables, a ses N plus grandes valeurs
propres proches de celles d’'un noyau de rang fini décrivant une chaine de Markov a N états. Ainsi, nous
avons ramené ’étude d’une chaine de Markov a temps discret et a espace d’états continu a I’étude d’une
chaine de Markov & temps discret et a espace & IN états. Nous avons également montrer que la norme de la
différence des itérés du processus trace sur I'union des voisinages métastables et de 'opérateur décrivant
la chaine de Markov était petite. Nous pouvons alors nous demander jusqu’a quel point la dynamique
de la chaine de Markov décrit celle du processus trace (voir de 'opérateur) sur les différentes échelles de
temps.

5.4.3 Lien entre les différentes distributions quasi-stationnaires

L’estimation des N plus grandes valeurs propres de ’application de Poincaré aléatoire se fait par un
argument de récurrence. A chaque étape du raisonnement, nous définissons le probléme aux bord sur une
union de voisinages des orbites périodiques stables, nous définissons un processus trace sur cette union

94



5.4. PERSPECTIVES

FI1GURE 5.7 — Inclusion des différents sous-ensembles impliqués dans la définition des processus traces et
des processus tués.

et en introduisant les distributions quasi-stationnaires nous ramenons a un opérateur de rang fini. Pour
estimer la N-iéme valeur propre, nous définissons le processus trace sur My UY | B; et introduisons N
distributions quasi-stationnaires, une pour chaque processus trace tué quand il quitte un B;. Puis pour
estimer la NV — 1-iéme valeur propre, nous définissons le processus trace sur My _1 Uf-v: _11 B; et introduisons
N — 1 distributions quasi-stationnaires, une pour chaque processus trace tué quand il quitte un B;. Ainsi,
l'ordre de grandeur du nombre de distributions quasi-stationnaires introduites se comporte en N2.

Etant donné un noyau de transition Markovien, K définit sur un espace d’états ¥, le Corolaire 2.3.2
permet de faire le lien entre la distribution stationnaire de ce processus et celle du processus trace dans un
sous-ensemble A C 3, 4K. Etablir un lien similaire entre la distribution quasi-stationnaire d’un processus
tué quand il quitte un sous-ensemble B C A C ¥ (le noyau Kp est un processus sous-Markovien) et la
distribution quasi-stationnaire du processus trace dans un sous-ensemble A C ¥ tué quand il quitte
I’ensemble B n’est pas évident. La difficulté vient du fait que les processus sont sous-Markoviens. Il
serait pourtant intéressant de comprendre le lien entre ces distributions quasi-stationnaires, outre la
compréhension purement théorique, un intérét numeérique serait de réduire le nombre de distribution
quasi-stationnaires & simuler pour estimer les valeurs propres.

Enfin, jusqu’a présent, nous ne sommes pas en mesure de caractériser les propriétés du processus trace
tué quand il quitte une union de voisinages d’état métastables. En effet, 'argument de couplage utilisé
pour contréler la constante de positivité uniforme du processus tué ne fonctionne pas si le processus se
rapproche d’ensembles instables.
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Chapitre 6

Discussion sur les aspects numériques

Nos résultats donnent une relation entre les valeurs propres et fonctions propres de l'application
de Poincaré, et les fonctions committeurs pour des voisinages des orbites périodiques stables (partant
éventuellement selon une distribution quasi-stationnaire d’un processus tué quand il atteint les voisinages
des orbites périodiques). Contrairement aux résultats connus pour les processus réversibles, nos résultats
ne permettent pas de déterminer le préfacteur comme dans les formules de type Eyring—Kramers. Par la
théorie des grandes déviations, nous n’avons qu’une expression du comportement exponentiel en termes
de quasi-potentiel. Si nous n’avons pas accés au préfacteur pour estimer précisément les valeurs propres
et les fonctions propres, des méthodes numériques ont été développées pour les estimer.

6.1 Généralités pour la simulation d’applications de Poincaré aléa-
toires

Si nous connaissons les coordonnées d’un point appartenant a une orbite périodique du systéme de
dimension d + 1

nous pouvons construire un hyperplan 3 de la maniére suivante : si z* appartient & une orbite périodique
stable, en notant le vecteur h = f(z*), dans le voisinage de l'orbite périodique stable, la section de
Poincaré a pour équation

H(z)=(h,z—2z")=0.
Ainsi, la section de Poincaré divise R?T! en deux régions,
Yo ={zeR" (h,z—2*) <0} B, ={zeR¥ (hz-2*)>0},

et toute trajectoire va passer de ¥_ a X .

Pour localiser la premiére intersection de la trajectoire sur la section de Poincaré X, la position est
alors calculée par un simple schéma d’interpolation.

Pour simuler I'application de Poincaré aléatoire, & cause des irrégularités du mouvement Brownien,
nous devons construire une seconde application de Poincaré en suivant les définitions (3.2.11).

6.2 Meéthodes de calcul naives des valeurs propres

6.2.1 Meéthode directe sur le noyau K

Calculer directement les valeurs propres de I'application de Poincaré aléatoire revient a calculer les
valeurs propres de opérateur linéaire sur un espace continu

/EK(:E, dy)o(y) =e " o(z) ,
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Iy

Y
Iy

FIGURE 6.1 — Schéma de la méthode naive par discrétisation de ¥ d’un systéme admettant trois orbites
périodiques stables. Les points bleus représentent les positions de premier retour de trajectoires du systéme
stochastique sur la section de Poincaré aprés une excursion.

pour lequel nous n’avons pas d’expression explicite. Pour calculer numériquement ses valeurs propres et
fonctions propres, nous pouvons simuler un nombre suffisant de trajectoires, discrétiser I'espace d’états
puis estimer les valeurs propres de la discrétisation (cf. Figure 6.1).

Pour tout entier m > 1, puisque e~ est une valeur propre de K si et seulement si e™" est une valeur
propre de K™, au lieu de calculer les valeurs propres du noyau K nous pouvons estimer celles du noyau
K™. En effet, a cause du comportement métastable du systéme, si nous nous contentons de la position
de premier retour sur I’application de Poincaré aléatoire, ’estimation des valeurs propres ne sera pas
précise. Les transitions entre les orbites périodiques étant un événement rare, il faudra simuler un trés
grand nombre de trajectoires pour que ce phénomeéne soit pris en compte dans ’estimation des valeurs
propres. Sans étude plus approfondie sur les temps de transitions, nous ne pouvons établir de critére
pertinent sur le choix optimal de I’entier m. Cette méthode est trés cotteuse a la fois en temps et en
mémoire et particuliérement lorsque la dimension est grande.

6.2.2 Meéthode directe sur le noyau K"

Une approche un peu moins naive consiste a utiliser la relation de type Feynman-Kac (cf. Proposi-
tion 2.2.2) . En effet, grace au Corollaire 2.2.3), nous pouvons étudier les propriétés spectrales du noyau
K™ défini sur My, le voisinage des orbites périodiques stables, par

u T u(Tj\r/1 —-1)
K"(z,B):=E {e N ]l{XT+ eMN}}’
MpN
avec u € C satisfaisant la condition d’existence des transformées de Laplace

sup P*{X; € MG} <l|e7|.
TEMS,
Grace a l'introduction de ce noyau, l’espace de définition du probléme aux valeurs propres a étudier a

été réduit (cf. Figure 6.2) ce qui rend la discrétisation plus raisonnable. Pour estimer les valeurs propres,
nous pouvons résoudre le systéme de deux équations & deux inconnues

(K*¢")(x) = vo"(2)
v=e". (6.2.1)

En pratique, nous simulons un grand nombre de trajectoires allant de My jusqu’a ce qu’elles reviennent

sur My et nous stockons la valeur du temps de retour T/th. Nous pouvons alors avoir une estimation

cohérente de 'application décrite par le noyau K* pour différentes valeurs de u. L’estimation des valeurs
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oBl

=
i

FIGURE 6.2 — Schéma de la méthode d’estimation des valeurs par discrétisation de M3 = B; U By U Bs.
L’espace de définition du probléme aux valeurs propres a été réduit.

propres est alors réalisée en cherchant les intersections entre les différentes valeurs propres du noyau K*
et la courbe e, cette recherche est malheureusement trés cotiteuse. Des estimations des valeurs propres
ont été réalisées pour le systéme modélisant une réaction enzymatique dans le cadre de la glycolyse (cf.
(1.1.2)). Rappelons que ce systéme admet deux orbites périodiques stables. Sur la Figure 6.3, nous avons
représenté les modules des valeurs propres du noyau K* pour différentes valeurs de u. Les deux points en
rouge sont une estimation des solutions du systéme (6.2.1) i.e. les valeurs propres du systémes satisfaisant
une condition d’existence de transformée de Laplace. Sans surprise, les simulations numériques montrent
qu’'une valeur propre vaut 1, une deuxiéme valeur propre est proche de 1. Ces deux valeurs propres
correspondent aux deux voisinages des orbites périodiques. Le reste du spectre est bien séparé de ces
deux valeurs propres.

6.2.3 Estimations des valeurs propres principales

Une autre approche possible pour calculer numériquement les valeurs propres de l'application de
Poincaré aléatoire consiste a utiliser leur approximation en termes de valeurs propres de processus tué
(4.2.3). En effet, il est moins cotteux de calculer les valeurs propres principales (et fonctions propres
principales et distributions quasi-stationnaires) que de calculer une valeur propre quelconque puisqu’il
suffit de simuler un processus sur les états non absorbants.

Grace a I'expression des éléments propres, en termes d’éléments propres de processus tués, il n’est
plus nécessaire de résoudre un systéme de deux équations & deux inconnus. Il faut néanmoins toujours
discrétiser ’espace des états non-absorbants des processus. Notons que la taille de celui-ci diminue lorsque
nous estimons les valeurs propres par ordre décroissant.

6.3 Estimation par la simulation d’événements rares

Les trois méthodes naives que nous avons présentées reposent sur des simulations de trajectoires par
des méthodes de Monte Carlo classiques. Or les transitions entre les voisinages des orbites périodiques
sont des événements rares. Il faut simuler un nombre considérable de trajectoires pour avoir observé des
transitions et obtenir un estimateur fiable.

L’expression des valeurs propres en termes de fonctions committeurs permet d’utiliser des algorithmes
spécialement implémentés pour la simulation d’événements rares comme ’échantillonnage préférentiel
(Importance Sampling) ou les méthodes multi-niveaux (Multilevel Splitting). Ces deux méthodes sont
présentées dans le livre de Gerardo Rubino et Bruno Tuffin [73].

L’échantillonnage préférentiel est une méthode de réduction de variance, I’idée principale consiste
donc & simuler des réalisations selon une distribution qui facilite les événements rares. L’estimateur ainsi
obtenu sera biaisé, mais nous pourrons obtenir un estimateur non biaisé en le corrigeant par le ratio de
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FIGURE 6.3 — Estimation par simulations des valeurs propres du noyau K pour le systéme décrivant la
glycolyse (cf. (1.1.2)).

vraisemblance approprié. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle nécessite une bonne connaissance
du systéme pour avoir une "bonne" distribution biaisée.

La méthode multi-niveaux estime la probabilité d’un événement rare par un produit de probabilités
conditionnelles. L’idée générale est de décomposer I’événement rare en suite d’événements pour lesquels
la probabilité d’atteinte est plus grande. Les algorithmes mutli-niveaux peuvent étre vus comme des
algorithmes génétiques de mutation-sélection. L’étape de mutation laisse les simulations évoluer tandis
que ’étape de sélection ne retient que celles qui se rapprochent de I’événement rare qui nous intéresse. Les
méthodes classiques multi-niveaux requiérent donc également une connaissance raisonnable du systéme
pour déterminer le nombre de sélections a effectuer et réaliser de bonnes sélections. L’algorithme multi-
niveaux adaptatif a été mis en place pour fixer les critéres de sélection au fil de 'eau [29] et ne requiert
que peu d’information sur le systéme.

6.3.1 Généralités sur ’algorithme multi-niveaux adaptatif

Nous présentons ici I'idée générale de cet algorithme pour un processus en temps continu. Soit (X;):>0
un processus de Markov & temps continu sur R\ (AU B), avec A et B disjoints. Le but de cet algorithme
est de calculer la probabilité que le processus atteigne I'ensemble B C R? avant de retourner dans A
alors qu’il commence dans le voisinage de ’ensemble A. Pour ce faire, nous définissons une fonction score
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Zmax

Zmax

FIGURE 6.4 — Schéma de principe de l'algorithme adaptatif multi-niveaux. Dans cet exemple, nyep = 3,
la fonction score utilisée est prise selon la coordonnée radiale. Aprés l'initialisation, la trajectoire verte
est celle qui a le plus bas niveau, elle est donc tuée et une nouvelle trajectoire est simulée a partir de z.

& :R? — R qui décrit la progression vers I’ensemble B. Nous faisons ’hypothése que nous pouvons écrire
A={AeR’ &) <za},
et qu’il existe une constante zyax € R telle que
BC 5_1(]ZmaXa +00()

avec Zmax > 24. L’algorithme va permettre d’estimer la fonction committeur qu'un processus ayant une
condition initiale située entre zg et zmax, atteigne B sans retourner vers A. Les différentes étapes de
I’algorithme sont les suivantes :

e Initialisation de n,ep copies de processus de Markov { X'}, n =1, - - , nyep en simulant les processus
jusqu’a ce qu'’ils soient tous retournés dans A (ou qu'ils aient atteints zyax). Dans le cas ou une
réalisation a atteint zpax, nous ne modifions plus cette réalisation mais la probabilité qu'un tel
événement se produise est trés faible. Posons j = 1.

e [térer sur j les étapes suivantes jusqu’a ce que toutes les trajectoires aient atteint zpyayx :

e Pour chaque copie simulée, nous gardons la position la plus éloignée de la trajectoire selon la
fonction score S7 = sup £(X}').

e Nous introduisons le quantile empirique g; = mgn S

e La copie dont le niveau maximum est g; est tuée puis une copie est simulée & partir des nyep — 1
autres copies. Plus précisément, nous tirons uniformément une copie parmi les n.ep — 1 copies
qui ont atteint un niveau supérieur a ¢;, et indexons par k la copie choisie. Soit z la position de
premiére atteinte du niveau g; pour la copie k. Alors pour la copie indexé par &, nous simulons
une nouvelle copie du processus avec comme condition initiale z, et la laissons évoluer jusqu’a
ce qu’elle atteigne z4 ou Zmax-

e Parmi toutes les trajectoires simulées, il y a une proportion Feoy > 0 qui ont atteint le niveau

. . . J
Zmax- L’estimateur de la fonction committeur est alors (1 — nrlep) Peorr-
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Afin de réduire le nombre d’itération, nous pourrions utiliser un quantile plus grand : a la place de tuer
et donc de simuler une seule copie, nous pourrions tuer un nombre fixe ny;; de copies, et chacune de
ces copies serait alors remplacées par des copies parmi les copies survivantes. Cependant, 1'article de
Charles-Edouard Bréhier, Tony Leliévre, et Mathias Rousset [26] montre qu’il est préférable de ne tuer
qu’une copie a la fois. C’est la raison pour laquelle nous avons présenté ’algorithme sous cette forme.

6.3.2 Algorithme multi-niveaux pour les applications de Poincaré aléatoires

En adaptant I’algorithme présenté ci-dessus nous allons pouvoir calculer les fonctions committeurs
+ +
P T s < TH ) (6.3.1)

avec une condition initiale x dans € A;, le bassin d’attraction de B;.

En effet, pour tout = € A;\B;, une application directe de 'algorithme développé pour des systémes
a temps discret et a espace quelconque dans [26] permet d’obtenir un estimateur sans biais de (6.3.1).
Comme expliqué dans ’article, 'implémentation de I'algorithme & des systémes en temps discret souléve
deux questions. Une premiére question naturelle est jusqu’a quel niveau faut-il copier la copie que nous
dupliquons : jusqu’au dernier moment ol elle a un niveau inférieur au niveau maximal atteint par la
trajectoire tuée, ou jusqu’au premier moment ot la copie atteint un niveau supérieur. Il est montré dans
[26] que copier la trajectoire jusqu’au moment ot elle franchit un niveau supérieur a celui de la trajectoire
que nous venons de tuer conduit & un estimateur sans biais. De plus, en temps discret, plusieurs copies
peuvent atteindre exactement le méme niveau. Dans ce cas, toutes ces copies doivent étre tuées, et
P’estimateur doit étre corrigé.

Etudier les probabilités de transition sur la section de Poincaré, plutot que dans I'espace des phases
complet présente I’avantage de simplifier la définition de la fonction score, puisqu’elle n’a pas besoin d’étre
définie tout le long des orbites périodiques. Cependant,la convergence de ’algorithme pour estimer les
événements rares sur une section de Poincaré peut dépendre du choix de la section de Poincaré. En effet,
il va dépendre des sections de Poincaré par rapport & la position des premiéres sorties des bassins d’at-
traction des orbites périodiques i.e. la o le quasi-potentiel est minimal. Pour accélérer la convergence
de l'algorithme, nous proposons d’utiliser plusieurs sections de Poincaré. Etant donné une section de
Poincaré, nous définissons ny, — 1 autres sections de Poincaré en les placant la ou les trajectoires stochas-
tiques s’éloignent le plus de la trajectoire déterministe. Plus précisément, nous simulons une trajectoire
déterministe le long d’une orbite périodique et gardons en mémoire le temps déterministe nécessaire pour
retourner sur la section de Poincaré Tx. Nous divisons cette période de temps en ny temps déterministes
Ty, ,Tny = Ts et construisons une section de Poincaré ¥;°™P & chaque temps z$et. Jusqu'a présent
nous avons construit des sections de Poincaré, mais nous n’avons pas pris en compte les positions de
premiéres sorties. Pour ce faire, nous simulons des trajectoires déterministes et regardons la position
maximale argmax le long de 'orbite périodique oul la distance entre la trajectoire simulée et ’orbite
périodique est la plus grande lorsque la trajectoire évolue entre deux sections Poincaré temporaires. Puis
nous construisons une section de Poincaré en cet argument argmax. Et nous faisons ceci entre toutes les
sections de Poincaré construites temporairement.

Remarque 6.3.1. Puisque le temps pris pour les trajectoires stochastiques entre les sections de Poincaré
n’est pas le méme que celui pris par la trajectoire déterministe, nous sommes amenés a comparer deux
séries temporelles ayant des longueurs différentes. Un algorithme appelé Déformation Dynamique Tempo-
relle (en anglais Dynamic Time Warping (DTW)) permet de comparer la distance entre deux séries dont
les vitesses peuvent varier au cours du temps [2]. Cependant, puisque simuler une trajectoire déterministe
n’est pas trés coliteux, pour chaque trajectoire stochastique simulée nous préférons simuler une nouvelle
trajectoire déterministe ayant la méme longueur et comparer ces deux séries. O

Une fois que les sections de Poincaré ont été placées, nous définissons une chaine de Markov X,, qui en-
registre les intersections successives d'une trajectoire sur les différentes section de Poincaré 3,34, . .., %, 1.
Nous rappelons que Z7 correspond a la solution de (3.2.1) ayant la condition initiale z au temps 0.

La chaine de Markov X,, a pour espace d’états S = ¥ x ¥; X - x ¥,,,,_1. Nous posons 7 = 0, oil
I’exposant correspond au numéro de la section de Poincaré et pour tout 1 < ¢ < ny, nous définissons les
temps d’arrét

e =inf{t > 77t ZX e 0} .
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FIGURE 6.5 — Simulation des distributions quasi-stationnaires 71'0 et 7T0 associées & l'application de
Poincaré aléatoire du systéme modélisant la glycolyse.

Nous posons alors Xy = (Z )EO,' A )E?Z 1), ce qui signifie que la condition initiale est composée des

coordonnées radiales de la traJectmre stochasthue sur les différentes sections de Poincaré. Pour n > 1 et
pour tout 1 < ¢ < nyx, nous définissons les temps d’arrét

2 inf{t > 7,2, : ZX0 ex},
i =inf{t > 77tz e n;} .
et nous posons X, 11 = (Z o, Z{"E 1)

n+l Tn¥1
La propriété de Markov forte implique que la loi de X, 1 étant donné X,, est indépendante de n et de
tous X,,, avec m < n, ainsi la suite (X,,),>0 forme bien une chaine de Markov homogéne. Nous pouvons

appliquer 'algorithme multi-niveaux pour calculer les probabilités de transitions.

Remarque 6.3.2. L’algorithme multi-niveaux permet d’estimer les fonctions committeurs pour une
condition initiale située en dehors des états métastable tandis que les valeurs propres que nous voulons
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estimer dépendent de fonctions committeurs distribuées selon certaines distributions quasi-stationnaires
concentrées dans ces voisinages. Il s’agit en fait, d’'un faux probléme. En effet, grace a I'analyse du
processus tué, nous savons que le trou spectral associé au processus tué est au moins d’ordre logarithmique
en o, donc quelque soit la distribution initiale avec laquelle nous partons, la distribution quasi-stationnaire
pourra étre simulée en un temps raisonnable. En pratique, nous laissons évoluer une trajectoire dans
son espace d’états autorisés pour obtenir des réalisations de cette distribution quasi-stationnaire. Nous
attendons que la trajectoire quitte ’espace d’états autorisés de la distribution quasi-stationnaire pour
estimer la fonction committeur. O

Des simulations réalisées sur I'exemple de la glycolyse présenté dans I'introduction, montrent que cette
méthode permet une estimation plus rapide des valeurs propres par rapport aux algorithmes naifs. La
Figure 6.5 illustre une des sections de Poincaré Y et les deux voisinages B et Bs des orbites périodiques
stables. Les simulations mettent en évidence qu’il est plus facile de quitter 'orbite périodique stable
située a l'intérieur de I'orbite périodique instable qu’il ’est de quitter I’orbite périodique stable située a
Pextérieur. Dans cet exemple, I’hypothése de hiérarchie métastable semble vérifiée.
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Manon BAUDEL
Théorie spectrale pour des applications de Poincaré
aléatoires

Résumeé :

Nous nous intéressons a des équations différentielles stochastiques obtenues en perturbant par un bruit blanc
des équations différentielles ordinaires admettant N orbites périodiques asymptotiquement stables. Nous
construisons une chaine de Markov a temps discret et espace d'états continu appelée application de Poincaré
aléatoire qui hérite du comportement métastable du systéme. Nous montrons que ce processus admet
exactement IV valeurs propres qui sont exponentiellement proches de 1 et nous donnons des expressions pour
ces valeurs propres et les fonctions propres associées en termes de fonctions committeurs dans les voisinages
des orbites périodiques. Nous montrons également que ces valeurs propres sont bien séparées du reste du
spectre. Chacune de ces valeurs propres exponentiellement proche de 1 est également reliée a un temps
d'atteinte de ces voisinages. De plus, les N valeurs propres exponentiellement proches de 1 et fonctions
propres & gauche et a droite associées peuvent &tre respectivement approchées par des valeurs propres
principales, des distributions quasi-stationnaires, et des fonctions propres principales & droite de processus
tués quand ils atteignent ces voisinages. Les preuves reposent sur une représentation de type Feynman—Kac
pour les fonctions propres, la transformée harmonique de Doob, la théorie spectrale des opérateurs compacts
et une propriété de type équilibré détaillé satisfaite par les fonctions committeurs.

Mots clés : équation différentielle stochastique, orbite périodique, application de Poincaré aléatoire, chaine
de Markov, métastabilité, distribution quasi-stationnaire, transformée harmonique de Doob, théorie spectrale,
théorie de Fredholm, probléme de premiére sortie.

Spectral theory for random Poincaré maps

Abstract :

We consider stochastic differential equations, obtained by adding weak Gaussian white noise to ordinary
differential equations admitting N asymptotically stable periodic orbits. We construct a discrete-time,
continuous-space Markov chain, called a random Poincaré map, which encodes the metastable behaviour
of the system. We show that this process admits exactly N eigenvalues which are exponentially close to 1,
and provide expressions for these eigenvalues and their left and right eigenfunctions in terms of committor
functions of neighbourhoods of periodic orbits. We also provide a bound for the remaining part of the
spectrum. The eigenvalues that are exponentially close to 1 and the right and left eigenfunctions are
well-approximated by principal eigenvalues, quasistationary distributions, and principal right eigenfunctions of
processes killed upon hitting some of these neighbourhoods. Each eigenvalue that is exponentially close to 1
is also related to the mean exit time from some metastable neighborhood of the periodic orbits. The proofs
rely on Feynman—Kac-type representation formulas for eigenfunctions, Doob’s h-transform, spectral theory of
compact operators, and a recently discovered detailed balance property satisfied by committor functions.

Keywords : stochastic differential equation, periodic orbit, random Poincaré map, Markov chain, metastability,
quasistationary distribution, Doob h-transform, spectral theory, Fredholm theory, first-passage time.
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