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Table des notations

h = h(t, x, y) hauteur du fluide (m)

U = (→u,w) vitesse du fluide, avec →u = (u, v) les composantes horizontales, w
la composante verticale (m/s)

q = hu ou →q = h
→
u flux horizontal, 1D ou 2D (m2/s)

zb(x, y) ou zb(t, x, y) topographie (m) fixe ou variable au cours du temps

R intensité de pluie (m/s)

I taux d’infiltration (m/s)

S terme source

Sf terme de frottement

% masse volumique du fluide (kg/m3)

%s masse volumique des sédiments (kg/m3)

Θ température du fluide (K)

S salinité du fluide

ϕ pression renormalisée (m2/s2)

ν∗, µ∗ viscosités cinématiques (m2/s)

θ latitude (rad)

→
Ω vecteur vitesse angulaire de rotation de la Terre,

→
Ω = Ω


0

cos θ

sin θ


f, f∗ paramètres de Coriolis, f = 2Ω sin θ, f∗ = 2Ω cos θ

β coefficient de l’approximation du β-plan à la latitude θ0, qui consiste
à remplacer f par 2Ω sin θ0 + βy

L longueur du domaine de simulation : x ∈ [0, L]

T temps final de la simulation : t ∈ [0, T ]
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viii Table des notations

Nombres sans dimension
δ rapport entre la hauteur Hc et la longueur Lc caractéristiques du domaine

(aspect ratio)

ε = Ro nombre de Rossby, rapport entre les forces d’inertie et les forces dues à la
rotation

Fr nombre de Froude, qui caractérise l’importance relative de l’énergie cinétique
par rapport à l’énergie potentielle gravitationnelle

Re nombre de Reynolds, qui représente le rapport entre les forces d’inertie et les
forces visqueuses

Constantes
g accélération de la pesanteur, g ≈ 9.81 m/s2

Ω vitesse angulaire de rotation de la Terre, Ω ≈ 7.3× 10−5 rad/s

Opérateurs et espaces
•+ partie positive, τ+ = max(τ, 0)

•⊥ vecteur orthogonal, →u
⊥

=

−v
u


∇h• gradient horizontal, ∇hu =

∂xu
∂yu

, ∇h→u =

∂xu ∂yu

∂xv ∂yv


∇• gradient, ∇u =

∇hu
∂zu

, ∇→U =

∇h→u ∂z
→
u

∇hw ∂zw


∇⊥h •

→
u = ∇⊥h ψ =

−∂yψ
∂xψ

 : ψ est la fonction courant associée à →u

divh• divergence horizontale, divh
→
u = ∂xu+ ∂yv

div• divergence, divU = divh
→
u + ∂zw

∆h• laplacien horizontal, ∆h
→
u = ∂2

xu+ ∂2
yv

∆• laplacien, ∆U = ∆h
→
u + ∂2

zw

Lp espace de Lebesgue, espace vectoriel de classes des fonctions dont la puissance pe

est intégrable, p ∈ R∗+

Hs espace de Sobolev W s,2, s ∈ N∗



Introduction

Ce manuscrit d’habilitation présente les résultats que j’ai obtenus depuis mon arrivée
comme maître de conférences à Orléans, en 2008, excepté la section 1.2 où j’ai choisi de
rappeler quelques résultats de ma thèse pour préciser le contexte de mes recherches.

Mon travail de thèse était en partie consacré aux équations de Saint-Venant ou équa-
tions en eaux peu profondes. Introduites en 1871 par Adhémar Barré de Saint-Venant
(voir [SV71]), elles sont encore aujourd’hui d’une grande importance en hydrodynamique
maritime ou fluviale. Elles sont par exemple utilisées pour la protection de l’environnement,
l’impact et la stabilité des ouvrages d’art ou encore l’étude des crues. Elles peuvent également
décrire les mouvements horizontaux de l’atmosphère, ou plus généralement de tout fluide
soumis à la gravité dans un domaine éventuellement en rotation. Ces équations sont obtenues
à partir des équations de Navier-Stokes dans un domaine où la profondeur est petite par
rapport aux dimensions horizontales. Il faut intégrer les équations de Navier-Stokes sur la
hauteur d’eau pour aboutir aux équations de Saint-Venant, qui donnent l’évolution de la
hauteur d’eau et de la vitesse moyenne (sur la verticale) du fluide à chaque instant et en
chaque point de l’espace.

Je m’étais également intéressée aux équations limites du système de Saint-Venant, et prin-
cipalement aux équations quasi-géostrophiques en deux dimensions. L’approximation quasi-
géostrophique a été introduite en 1947 par le météorologue américain J. G. Charney. Cette
simplification des équations a permis à J. G. Charney et ses collègues de réaliser l’année sui-
vante la première intégration numérique des équations de l’atmosphère. Ce calcul historique
a ouvert la voie à la simulation numérique sur laquelle reposent maintenant la météorologie
et l’océanographie. Même si les avancées technologiques, numériques et mathématiques per-
mettent désormais d’utiliser des équations plus complètes, comme par exemple les équations
primitives dans Mercator1, l’approximation quasi-géostrophique demeure un outil théorique
très puissant pour interpréter les résultats des calculs numériques et comprendre certains phé-
nomènes physiques. Comme souligné dans [BB94], les équations quasi-géostrophiques restent
largement utilisées en océanographie et météorologie pour la modélisation à moyenne latitude.

Les travaux que je présente dans ce manuscrit concernent les équations de Saint-Venant, les
équations quasi-géostrophiques, mais aussi d’autres équations comme les équations primitives.
Pour mieux comprendre chacun de ces modèles, nous pouvons les situer dans la hiérarchie
présentée à la figure 1.

1http://www.mercator-ocean.fr/

1

http://www.mercator-ocean.fr/
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Figure 1 – Hiérarchie de modèles

Parmi les lois de conservation, nous utilisons tout d’abord la conservation de la masse
de fluide. Nous considérons aussi une équation bilan sur la quantité de mouvement, qui relie
l’évolution de la quantité de mouvement aux forces extérieures telles que la gravité, les termes
de viscosité ou encore, pour des fluides en rotation, la force de Coriolis. En fonction des
quantités étudiées, il est également possible d’écrire des équations de conservation pour la
température, la salinité, ou pour d’autres traceurs.
Ces lois de conservation sont complétées par une équation d’état qui permet d’exprimer la
masse volumique en fonction des autres grandeurs du système. Souvent, cette équation est
déterminée de manière empirique.
Cet ensemble d’équations constitue les équations complètes de la dynamique des fluides.

L’ensemble des modèles qui sont abordés dans ce manuscrit reposent sur une approxi-
mation commune, à savoir l’approximation de Boussinesq. Cette approximation consiste à
négliger les variations de masse volumique (ainsi considérée comme constante) lorsqu’elle
n’est pas multipliée par la gravité. Les équations ainsi obtenues forment les équations de
Boussinesq.

A partir des équations de Boussinesq, plusieurs approximations peuvent être effectuées :

• sous l’hypothèse que la masse volumique est constante (même dans le terme de gravité),
nous aboutissons aux équations de Navier-Stokes. Il est alors possible de considérer
les équations de Navier-Stokes dans un domaine mince et d’arriver aux équations de
Saint-Venant, puis aux équations quasi-géostrophiques 2D si le nombre de Rossby, qui
représente, dans le cas des fluides tournants, le rapport entre les forces d’inertie et les
forces dues à la rotation du domaine, est petit, voir section 1.2.

• avec l’approximation hydrostatique (respectivement quasi-hydrostatique) dont l’expres-
sion est détaillée dans le manuscrit à la section 1.3.1, nous obtenons les équations pri-
mitives hydrostatiques (respectivement quasi-hydrostatiques), voir section 1.3.

• il est enfin possible de considérer le nombre de Rossby petit directement dans les équa-
tions de Boussinesq, ce qui donne les équations quasi-géostrophiques 3D, voir section 1.4.

Tous ces modèles ont pour objectif de représenter, de manière plus ou moins proche de la
réalité, l’évolution d’un fluide dans un domaine donné. Cependant, il est aussi intéressant de
prendre en compte l’évolution du domaine sous l’effet du fluide, en particulier l’évolution de
la topographie. En effet, des particules peuvent être détachées du sol sous l’effet du fluide ou
de la pluie, d’autres particules peuvent se déposer. Ce type de problèmes, liés à l’érosion, est
présenté au chapitre 3 et a fait l’objet de deux thèses que j’ai co-encadrées, en collaboration
avec le BRGM et l’INRA d’Orléans.
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Ce manuscrit se décompose en trois chapitres.

• Le premier chapitre traite des équations quasi-hydrostatiques pour la modélisation des
océans. Ce travail, en collaboration avec A. Rousseau (INRIA-LEMON, Montpellier),
a été initié lors de ma thèse, où j’ai souligné l’« effet cosinus », c’est-à-dire la nécessité de
prendre en compte les termes en cosinus de la force de Coriolis pour obtenir des modèles
plus précis. Nous avions alors étudié les équations de Saint-Venant et les équations quasi-
géostrophiques 2D qui en découlent.
Les travaux présentés dans ce chapitre sont issus de deux articles, [17] en collaboration
avec M. Petcu (univ. Poitiers) et [16] en collaboration avec J. McWilliams (UCLA).
Dans [17], nous nous sommes penchés sur les équations primitives. Nous avons écrit le
modèle quasi-hydrostatique, puis nous avons démontré l’existence de solutions faibles
et fortes sur la base des preuves pour les modèles traditionnels. Par la suite, nous avons
étudié les équations quasi-géostrophiques 3D, présentées dans [16], de la dérivation du
modèle jusqu’à des résultats d’existence de solutions. Nous avons complété ces travaux
par quelques interprétations et rapprochements physiques.

• Dans le deuxième chapitre, je présente deux logiciels, FullSWOF et SWASHES. Le
logiciel FullSWOF donne une solution approchée des équations de Saint-Venant, à l’aide
d’un schéma volumes finis qui a été proposé dans la thèse de O. Delestre [Del10]. J’ai
travaillé sur les évolutions du logiciel et en particulier la validation des résultats au
travers d’une série de cas tests intégrés au logiciel, voir [10, 9].
Cette validation a été l’occasion de rechercher des solutions analytiques dans la littéra-
ture, et nous les avons regroupées au sein du logiciel SWASHES, voir [12, 11]. Nous
avons programmé plus d’une quarantaine de solutions analytiques et nous suggérons
que les développeurs de logiciels pour la résolution des équations de Saint-Venant les
utilisent comme benchmarks.
Ce chapitre est également illustré par quelques exemples d’applications.

• Le troisième chapitre est consacré à des questions d’érosion. En général, l’érosion est
modélisée par une équation de conservation pour les sédiments, qui est couplée à un
modèle hydrodynamique. Je commence par présenter l’équation d’Exner, pour laquelle
je décris un modèle obtenu dans [8] par une approche multi-échelles sous l’effet des
marées. Je m’intéresse ensuite à l’écriture d’un nouveau flux, proposé dans [13], qui
évite certains problèmes de conservation de la masse.
Je complète ce chapitre par un travail sur le modèle de Hairsine et Rose [14], qui prend en
compte plusieurs classes de tailles de sédiments et traduit les échanges de matière entre le
sol et l’eau. Enfin, nous conclurons sur un modèle d’équations de transfert plus général,
qui englobe aussi bien le modèle de Hairsine et Rose, mais aussi des modèles de transport
chimique ou de charriage en rivières. Ces travaux ont été réalisés respectivement par
M. H. Le et A. Nouhou Bako pendant leurs thèses que j’ai co-encadrées.
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Enfin, pour la cohérence du manuscrit, j’ai choisi de ne pas détailler les résultats de
l’article [21]. Il s’agit d’un article où, avec J. D. D. Zabsonré et A. Ouedraogo, nous
avons étudié l’existence de solutions fortes pour un modèle de Saint-Venant bi-couches en
une dimension d’espace. Plus précisément, nous avons considéré le système suivant, dans le
domaine (0, T )× Ω où Ω est périodique de dimension un :

∂th1 + ∂x(h1u1) = 0,
∂t(h1u1) + ∂x(h1u

2
1) + gh1∂xh1 + %2

%1
gh1∂xh2 − ν1∂x(h1∂xu1) = 0,

∂th2 + ∂x(h2u2) = 0,
∂t(h2u2) + ∂x(h2u

2
2) + gh2∂xh2 + gh2∂xh1 − ν2∂x(h2∂xu2) = 0,

(1)

qui modélise deux fluides non miscibles de masses volumiques %1 et %2, le fluide numéro 1,
plus dense étant situé dans la couche inférieure. Les hi représentent les hauteurs de chaque
fluide, ui leur vitesse, et les νi leur viscosité cinématique.

En construisant des solutions approchées, nous obtenons des bornes grâce à des inégalités
d’énergie et d’entropie, qui nous ont permis de démontrer le théorème suivant :

Théorème. Considérons les conditions initiales hi0 = hi|t=0 et ui0 = ui|t=0 satisfaisant les
conditions :

0 < c0 ≤ hi0 ≤ c0,
hi0 ∈ H1(Ω), ui0 ∈ H1(Ω),

où c0 et c0 sont des constantes strictement positives. Supposons que les viscosités ν1 et ν2
vérifient la relation

ν1 >
r(ν1 + ν2)

2 (2− α), ν2 >
ν1 + ν2

2 (2− α)

avec 1 > α > 2r/(1 + r) et r = %2
%1
.

Alors, le problème (1) admet une solution forte (h1, h2, u1, u2) telle que hi ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)),
ui ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) et ∂tui ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).



Chapitre 1
Modèles quasi-hydrostatiques pour la
circulation océanique

Ce chapitre présente des travaux initiés lors de ma thèse. Il s’agit d’étudier les mo-
dèles océanographiques sans faire d’hypothèse sur les termes de la force de Coriolis au
préalable. Les termes en cosinus, habituellement négligés, sont alors intégrés aux diffé-
rents modèles et nous analysons l’influence que peut avoir l’ajout de ces termes. Nous
présentons ici des résultats sur les équations de Saint-Venant, sur les équations quasi-
géostrophiques 2D et 3D, ainsi que sur les équations primitives.
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1.1 Équations quasi-hydrostatiques
Les modèles pour la circulation océanique reposent sur un certain nombre d’hypothèses,

en fonction de la précision du résultat numérique recherchée. Parmi ces hypothèses, on trouve
l’approximation traditionnelle [Eck60], qui consiste à simplifier l’expression de la force de
Coriolis, et qui a été le sujet de nombreuses discussions dans la communauté physicienne
(voir [Phi66] et les commentaires sur cet article).

En effet, la force de Coriolis s’écrit 2
→
Ω×U , où

→
Ω = Ω t(0, cos θ, sin θ) est le vecteur vitesse

angulaire de rotation de la Terre et U est la vitesse du fluide (voir figure 1.1). L’approximation
traditionnelle consiste à négliger les deux contributions du terme en cosinus.

−→
Ω
−→
Ω
−→
Ω

ΩΩΩ

θθθ

Figure 1.1 – Notations utilisées pour la force de Coriolis liée à la rotation de la Terre.

La question de la validité de cette approximation a commencé à se poser pour l’étude de
phénomènes proches de l’équateur, où le terme en cosinus de la latitude devient prépondérant
devant le sinus (voir par exemple [CS94]). Cependant, cette question est également légitime
lorsque l’on recherche plus de précision dans les modèles utilisés ; en effet, cette recherche de
précision n’est pas pertinente si les hypothèses qui ont servi à écrire le modèle sont elles-mêmes
trop imprécises.

Nous avons donc travaillé sur les modèles océanographiques pour lesquels l’approximation
traditionnelle de la force de Coriolis est relaxée, et nous avons étudié l’influence des nouveaux
termes, d’un point de vue numérique ou théorique. C’est ce que j’ai appelé l’effet cosinus dans
ma thèse [3], puisque le terme en cosinus est ajouté.

Le travail présenté dans ce chapitre et synthétisé dans [15] a été réalisé en collaboration
avec A. Rousseau (INRIA-LEMON Montpellier) ; M. Petcu (univ. Poitiers) nous a rejoints
pour établir les résultats de la section 1.3 et nous avons collaboré avec J. McWilliams
(UCLA) sur les équations quasi-géostrophiques de la section 1.4 .
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1.2 Équations de Saint-Venant et équations quasi-géostrophi-
ques 2D

Lors de mon travail de thèse, je me suis rendue compte qu’il n’était pas envisageable d’ef-
fectuer des développements asymptotiques à des ordres élévés sans prendre en considération
les hypothèses simplificatrices qui avaient été faites en amont, sur les modèles. Ainsi, en tra-
vaillant sur la dérivation des équations de Saint-Venant avec viscosité à partir des équations
de Navier-Stokes, je me suis aperçue que des termes de la force de Coriolis devaient être
ajoutés.

1.2.1 Équations de Saint-Venant

Considérons les équations de Navier-Stokes pour un fluide homogène :

∂tU + div(U ⊗ U) = div σ − 2
→
Ω × U + F,

divU = 0,

pour (x, y, z) variant dans T2 × [zb(x, y), zb(x, y) + h(t, x, y)], où (voir figure 1.2) :

• U = (→u,w) = (u, v, w) ∈ R3 est la vitesse du fluide,

• σ = −pId + τ est le tenseur total des contraintes,

• 2
→
Ω × U est la force de Coriolis avec

→
Ω = Ω t(0, cos θ, sin θ), θ représentant la latitude,

supposée constante, et Ω la vitesse angulaire de rotation de la Terre,

• enfin, F = −g t(0, 0, 1) désigne la force de gravité.

A ces équations s’ajoutent des conditions au fond (avec éventuellement un terme de frotte-
ment) et à la surface, voir [3] pour plus de détails.

Lc ! Hc

Hc

z

y

x
zb(x, y)

h(t, x, y)

u

v
w

Figure 1.2 – Notations et domaine considérés.

En réalisant un développement asymptotique en fonction du rapport d’aspect δ = Hc/Lc
sur les équations non-dimensionnelles, on obtient les équations de Saint-Venant (on néglige
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ici le frottement de fond) qui s’écrivent en variables dimensionnelles :

∂th+ divh(h→u) = 0,

∂t(h
→
u) + divh(h→u ⊗→u) + g

2∇hh
2 = −gh∇hzb − 2Ω sin θ h→u

⊥
.

Il s’agit là des équations qui sont couramment utilisées (l’indice h signifie que l’opérateur
n’agit que sur les composantes horizontales, en 2D). Cependant, lorsque l’on souhaite faire
apparaître les termes visqueux qui ne sont qu’au second ordre (la viscosité étant de l’ordre
du rapport d’aspect), les termes en cosinus de la force de Coriolis doivent aussi être ajoutés,
ce qui nous donne :

∂th+ divh(h→u) = 0, (1.1)
∂t(h

→
u) + divh(h→u ⊗→u) + g

2∇hh
2 = −µh∇h(hdivh

→
u) + 2µh divh(hDh

→
u)

+Ω cos θ∇h
(
uh2

)
+ Ω cos θ h2e1divh

→
u − 2Ω sin θh→u

⊥
(1.2)

−2Ω cos θ he1∇hzb · u+ 2Ω cos θ u h∇hzb − gh∇hzb,

où µh est la viscosité turbulente horizontale, et Dh = (∇h + t∇h)/2 la partie symétrique du
gradient (voir [5] pour plus de détails). Quatre termes supplémentaires en cos θ doivent ainsi
être pris en considération.

L’existence d’une solution faible globale pour ce type de problème a été étudiée dans [4].
Par la suite, un modèle Saint-Venant multicouches (permettant de prendre en compte des
variations de la vitesse verticale en superposant des couches de type Saint-Venant où la
vitesse verticale est constante) a été proposé dans [SD10], en considérant toujours la totalité
de la force de Coriolis.

1.2.2 Équations quasi-géostrophiques 2D

A partir des équations de Saint-Venant où le rapport d’aspect est désormais fixé, il est pos-
sible d’obtenir les équations quasi-géostrophiques 2D en supposant que le nombre de Rossby
est un petit paramètre. Grâce à un développement asymptotique en fonction du nombre de
Rossby et en prenant le rotationnel des équations, nous obtenons :

(
∂t +→u · ∇h

) [(
∂2
x +

(
1 + Ω2 cos2 θ0

Hc

g

)
∂2
y

)
ψ − (2Ω sin θ0)2

gHc
ψ

+
(

1− Hc

2 tan θ0
∂y

) 2Ω sin θ0
Hc

zb + βy

]
= −µh∆2

hψ, (1.3)

où Hc est la hauteur caractéristique du domaine, θ0 la latitude moyenne du domaine utilisée
dans l’approximation du β-plan (qui s’écrit 2Ω sin θ ≈ 2Ω sin θ0 +βy et 2Ω cos θ ≈ 2Ω cos θ0−
β tan θ0y [Ped87, Del11]), et →u = ∇⊥h ψ. Les termes en cosinus de la force de Coriolis apportent
alors deux contributions : la première modifie le laplacien par le coefficient Ω cos θ0

√
Hc/g ,

la seconde intervient au niveau du terme de topographie.
Dans [5], nous avons montré, avec une méthode de Galerkin, que cette équation quasi-

hydrostatique quasi-géostrophique 2D admettait une solution unique. Nous avons aussi donné
des exemples numériques de résolution de cette équation, et nous avons pu constater que la
différence entre ce modèle et le modèle correspondant dans lequel on effectue l’approximation
traditionnelle pouvait atteindre une dizaine de pourcents.
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Cette étude a ainsi mis en évidence que les termes en cosinus de la force de Coriolis peuvent
induire des différences significatives d’un point de vue numérique. Nous avons alors décidé de
prolonger ce travail en nous penchant sur d’autres modèles utilisés en océanographie.

1.3 Équations primitives quasi-hydrostatiques [17]
Dans [17], nous nous sommes intéressés aux équations primitives sans approximation tra-

ditionnelle, et nous avons démontré que les résultats d’existence de solutions faibles et fortes
pouvaient être transposés au nouveau modèle avec termes en cosinus.

1.3.1 Obtention du modèle

Partons des équations complètes de la dynamique des fluides. L’approximation de Bous-
sinesq consiste à considérer la masse volumique constante (égale à %0) dans les équations de
la quantité de mouvement, excepté dans le terme de gravité. Nous obtenons alors le système
suivant :

∂tu+ (U · ∇)u− fv + f∗w + ∂xϕ− µ∆hu− ν∂2
zzu = 0, (1.4a)

∂tv + (U · ∇)v + fu+ ∂yϕ− µ∆hv − ν∂2
zzv = 0, (1.4b)

∂tw + (U · ∇)w − f∗u+ ∂zϕ− µ∆hw − ν∂2
zzw = − %

%0
g, (1.4c)

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0, (1.4d)
∂tΘ + (U · ∇)Θ− µΘ∆hΘ− νΘ∂zzΘ = 0, (1.4e)
∂tS + (U · ∇)S − µS∆hS − νS∂zzS = 0, (1.4f)

où :

• U = (→u,w) = (u, v, w), %,Θ et S sont respectivement la vitesse, la masse volumique, la
température et la salinité du fluide,

• ϕ = p
%0

est la pression renormalisée,

• les paramètres de Coriolis sont f = 2Ω sin(θ) et f∗ = 2Ω cos(θ),

• (µ, µΘ, µS) et (ν, νΘ, νS) sont les viscosités horizontales et verticales.

Ce système est fermé par une équation d’état empirique reliant la masse volumique, la tem-
pérature et la salinité :

%(Θ, S) = %0
(
1− βΘ(Θ−Θ∗) + βS(S − S∗)

)
, (1.5)

avec βΘ et βS deux constantes positives et Θ∗, S∗ des valeurs de référence pour la température
et la salinité.

En prenant par exemple les valeurs caractéristiques de l’océan Atlantique nord (voir [17,
table 1]), les termes en w peuvent être négligés dans l’équation (1.4c). Le terme f∗w étant
petit devant fv, il est généralement négligé dans (1.4a), ce qui entraine, pour des questions
de conservation, la suppression du terme f∗u dans (1.4c). Ces simplifications, regroupées
sous l’expression d’approximation hydrostatique, reviennent à écrire l’équation (1.4c) sous la
forme :

∂zϕ = − %

%0
g.
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Cependant, en comparant les termes f∗w et ∂tu + (U · ∇)u, la conclusion n’est plus si
évidente, le rapport étant de l’ordre de 0.14 cos θ. Cette remarque montre qu’il faudrait garder
f∗w dans (1.4a) et donc f∗u dans (1.4c) pour assurer la conservation. A noter que le terme
f∗u peut aussi être comparé aux autres termes de l’équation (1.4c) : on obtient un rapport
de 2δ cos θ, où δ = Hc/Lc désigne le rapport d’aspect. Ce terme est donc petit, mais pas aussi
petit que les termes en w précédemment négligés qui sont, eux, en δ2.

En gardant les termes en cosinus, nous obtenons les équations primitives quasi-hydrosta-
tiques suivantes :

∂tu+ (U · ∇)u− fv + f∗w + ∂xϕ− µ∆hu− ν∂2
zzu = 0, (1.6a)

∂tv + (U · ∇)v + fu+ ∂yϕ− µ∆hv − ν∂2
zzv = 0, (1.6b)

−f∗u+ ∂zϕ = − %

%0
g, (1.6c)

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0, (1.6d)
∂tΘ + (U · ∇)Θ− µΘ∆hΘ− νΘ∂zzΘ = 0, (1.6e)
∂tS + (U · ∇)S − µS∆hS − νS∂zzS = 0, (1.6f)

qui peuvent donc être vues comme une approximation des équations (1.4) dans lesquelles on
a gardé les termes à l’ordre principal et à l’ordre δ, et où on a supprimé les ordres suivants
(au moins en δ2).

Dans la suite, nous nous plaçons dans une domaine cylindrique M = M′ × (−b, 0) avec
M′ ⊂ R2 régulier. On désigne les surfaces en z = 0 et z = b par Γi et Γb respectivement, Γ`
représentant la surface latérale, et →n = (→nh, nz) la normale extérieure au domaine.

L’équation pour la salinité (1.6f) ayant la même structure que celle pour la tempéra-
ture (1.6e), elle n’apporte pas de difficuté mathématique supplémentaire. Nous considérons
alors les équations (1.6a)–(1.6e) auxquelles nous ajoutons les conditions de bord suivantes1 :

sur Γi : ∂z
→
u = 0, w = 0, ∂zΘ = −αΘΘ, (1.7a)

sur Γb : ∂z
→
u = 0, w = 0, ∂zΘ = 0 (non-glissement), (1.7b)

sur Γ` : →u ·→n = 0, ∂
→
u

∂
→
n
×→n = 0, ∂Θ

∂
→
n

= 0 (non-glissement), (1.7c)

où αΘ ≥ 0 est donné, ainsi que les conditions initiales :
→
u(t = 0) = →

u0(x, y, z), (1.8a)
Θ(t = 0) = Θ0(x, y, z), (1.8b)

1.3.2 Existence de solutions faibles

L’existence de solutions faibles pour les équations primitives hydrostatiques a été étudiée
dans [PTZ09], à partir d’estimations a priori. Dans [17], nous avons montré que les nouveaux
termes en f∗ n’ajoutaient pas de difficulté, en conservant la coercivité de la forme bilinéaire
étudiée.

1On pourrait prendre des conditions de bord plus complexes (comme un forçage par le vent), cela ne
changerait pas la difficulté du problème.
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Ainsi, en posant :

H =
{

(u, v,Θ) ∈ (L2(M))3 tels que
∫ 0

−b
∇h ·

→
u dz = 0, →nh ·

∫ 0

−b

→
u dz = 0 sur Γ`

}
et

V =
{

(u, v,Θ) ∈ (H1(M))3 tels que
∫ 0

−b
∇h ·

→
u dz = 0, →u = 0 sur Γb ∪ Γ`

}
,

nous avons obtenu le résultat suivant :

Théorème 1.1. SoitM un domaine cylindrique, t1 > 0 et (→u0,Θ0) ∈ H la condition initiale.
Alors, il existe (u, v,Θ) solution faible des équations primitives quasi-hydrostatiques telle que

(u, v,Θ) ∈ L∞(0, t1;H) ∩ L2(0, t1;V ).

1.3.3 Existence de solutions fortes

La preuve de l’existence de solutions fortes pour les équations primitives hydrostatiques a
été réalisée dans [CT07]. Pour obtenir ce résultat, les auteurs montrent, à l’aide d’estimations
a priori (en particulier dans L6) que les normes H1 de la vitesse et de la température sont
bornées.

Dans le cas des équations primitives quasi-hydrostatiques, nous avons dû reprendre les
différentes estimations et étudier précisément les contributions des termes en f∗. Nous donnons
ici les grandes lignes nécessaires pour arriver au résultat escompté et nous renvoyons le lecteur
intéressé à [17] pour les détails des preuves.

Tout d’abord, la vitesse verticale s’exprime en fonction de la vitesse horizontale grâce à
la condition sur la divergence et les conditions aux bords ; il est donc possible de reformuler
le problème indépendamment de w :

∂t
→
u + (→u · ∇h)→u −

(∫ z

−b
∇h ·

→
u

)
∂z
→
u + f

→
u
⊥

+ f∗
(
w
0

)

+∇h
(
ϕ(z = 0)− βΘg

∫ 0

z
Θ− f∗

∫ 0

z
u

)
− µ∆h

→
u − ν∂2

zz
→
u = 0, (1.9a)

∂tΘ + (→u · ∇h)Θ−
(∫ z

−b
∇h ·

→
u

)
∂zΘ− µΘ∆hΘ− νΘ∂

2
zzΘ = 0, (1.9b)

∂z
→
u
∣∣∣
z=0

= 0, ∂z
→
u
∣∣∣
z=−b

= 0, →
u ·→n

∣∣∣
Γ`

= 0, ∂
→
u

∂
→
n
×→n

∣∣∣∣∣
Γ`

= 0, (1.9c)

(∂zΘ + αΘΘ)|z=0 = 0, ∂zΘ|z=−b = 0, ∂Θ
∂
→
n

∣∣∣∣
Γ`

= 0, (1.9d)

→
u(x, y, z, t = 0) = →

u0(x, y, z), Θ(x, y, z, t = 0) = Θ0(x, y, z). (1.9e)

Comme dans [CT07], on peut montrer des bornes L2 uniformes sur U = (→u,Θ) : il existe un
temps t0 qui ne dépend que de U0 = (→u0,Θ0), tel que, pour tout t > t0, pour tout r > 0,∫ t+r

t
‖U(s)‖2 ds ≤ K,
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où K est une constante indépendante de U0 et ‖U‖2 = ((U,U)) est définie, pour KΘ
constante arbitraire strictement positive, par :

((U,U′)) =
∫
M

(
µ∇h

→
u · ∇h

→
u′ + ν∂z

→
u∂z

→
u′
)
dM

+KΘ

∫
M

(
µΘ∇hΘ · ∇hΘ′ + νΘ∂zΘ∂zΘ′

)
dM+KΘ

∫
Γi

αΘΘΘ′ dΓi.

On décompose la vitesse →u en une partie barotrope (valeur moyenne sur la verticale), notée
ū et une partie barocline, notée ũ. Cette dernière vérifie :

∂tũ + (ũ · ∇h)ũ + (ũ · ∇h)ū + (ū · ∇h)ũ− (ũ · ∇h)ũ + (∇h · ũ)ũ

−
(∫ z

−b
∇h · ũ

)
∂zũ + f ũ⊥ + f∗

(
w̃
0

)
− µ∆hũ− ν∂2

zzũ (1.10a)

−∇h
(
βΘg

∫ 0

z
Θ− βΘg

b

∫ 0

−b

(∫ 0

z
Θ
)
dz + f∗

∫ 0

z
u− f∗

b

∫ 0

−b

(∫ 0

z
u

)
dz

)
= 0,

∂zũ|z=0 = 0, ∂zũ|z=−b = 0, ũ ·→n
∣∣∣
Γ`

= 0, ∂ũ
∂
→
n
×→n

∣∣∣∣
Γ`

= 0. (1.10b)

Lemme 1.2. Soit ũ une solution du système (1.10). Alors, pour tout t ≥ t0 + r, nous avons
une borne uniforme en temps sur la norme L6 de ũ.

Une borne L6 sur la température peut aussi être établie. Par des estimations L2 sur ∇hū
qui donnent des informations sur ∂z

→
u , nous obtenons une borne sur ∇h

→
u et plus précisément :

Lemme 1.3. Soit →u une solution des équations primitives quasi-hydrostatiques (1.9). Alors,
pour tout t ≥ t0 + r, nous avons une borne uniforme en temps sur la norme H1 de →u .

La borne H1 classiquement obtenue sur la température étant inchangée, nous pouvons
établir le résultat principal :

Théorème 1.4. Soient →u0 ∈ {
→
u ∈ C∞ vérifiant (1.9c)}, Θ0 ∈ {Θ ∈ C∞ vérifiant (1.9d)} et

T > 0 donnés. Alors, il existe une unique solution forte (→u,Θ) au système (1.9) sur l’intervalle
[0, T ] qui dépend continûment des données initiales.
De plus, grâce aux bornes uniformes, il existe des boules absorbantes pour la solution (→u,Θ)
dans H1(M).

1.4 Équations quasi-géostrophiques 3D [16]
Pour finir le tour d’horizon des modèles d’océanographie, très récemment, nous nous

sommes intéressés aux équations quasi-géostrophiques 3D dans [16]. Ces équations sont utili-
sées dans de nombreux modèles opérationnels, voir par exemple [BK75, Cha71].

1.4.1 Obtention des équations

Les équations quasi-géostrophiques 3D peuvent être vues comme la limite des équations
primitives où l’on fait tendre le nombre de Rossby vers zéro. Nous nous sommes plus parti-
culièrement intéressés à la prise en compte de la force de Coriolis complète qui aboutit aux
équations quasi-hydrostatiques quasi-géostrophiques 3D.
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Considérons donc les équations non-hydrostatiques suivantes :

∂tu+ (U · ∇)u− fv + f∗w = −∂xϕ+ Fu, (1.11a)
∂tv + (U · ∇)v + fu = −∂yϕ+ Fv, (1.11b)

∂tw + (U · ∇)w − f∗u+ %

%0
g = −∂zϕ+ Fw, (1.11c)

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0, (1.11d)
∂t%+ (U · ∇)% = F%, (1.11e)

où U = (u, v, w) représente la vitesse du fluide, % sa masse volumique, et %0 sa masse volumique
moyenne ; ϕ est la pression renormalisée par %0. Les scalaires f = 2Ω sin(θ) et f∗ = 2Ω cos(θ)
sont les paramètres de Coriolis et les termes en F• désignent les forces externes, dont les
termes de diffusion.

Grâce à l’approximation du β-plan comme dans [GZMH08] et une mise sous forme non-
dimensionnelle, en supposant qu’il n’y a pas d’autre forçage extérieur que celui créé via les
termes de diffusion, nous pouvons réécrire ces équations sous la forme :

∂tu+ (U · ∇)u−
(1
ε

+ βy

)
v + λ

ε
w = −1

ε
∂xφ+ ν1h∆hu+ ν1z∂

2
zzu, (1.12a)

∂tv + (U · ∇)v +
(1
ε

+ βy

)
u = −1

ε
∂yφ+ ν1h∆hv + ν1z∂

2
zzv, (1.12b)

δ2∂tw + δ2(U · ∇)w − λ

ε
u+ ρ

ε
= −1

ε
∂zφ+ ν2h∆hw + ν2z∂

2
zzw, (1.12c)

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0, (1.12d)

∂tρ+ (U · ∇)ρ+ w

ε
∂zρ = ν3h∆hρ+ εν3z∂

2
zzρ, (1.12e)

où ε est le nombre de Rossby (qui tendra vers 0), δ le rapport entre la longueur et la hauteur
caractériques du domaine, λ = δ cot θ0 avec θ0 la latitude moyenne du domaine. L’opérateur
∆h désigne le laplacien horizontal, les ν1•, ν2• les viscosités cinématiques, et ν3• les viscosités
turbulentes. La masse volumique et la pression ont été décomposées en %(x, y, z, t) = ρ(z) +
ρ(x, y, z, t) et ϕ(x, y, z, t) = ϕ(z) + φ(x, y, z, t), avec ∂zϕ̄ = −ρ̄g (équilibre hydrostatique).

Les équations quasi-géostrophiques 3D sont alors obtenues comme détaillé dans [BB94]
en écrivant un développement asymptotique des variables en fonction du nombre de Rossby.
En combinant l’ordre principal et le premier ordre en ε, nous obtenons les équations quasi-
hydrostatiques quasi-géostrophiques 3D (QHQG 3D) :

(∂t − ∂yΦ∂x + ∂xΦ∂y)
(
∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
+ βy

)
=

ν1h∆h∆hΦ + ν1z∂
2
zz∆hΦ + ν3h∂Z

(
N−2∆h∂ZΦ

)
, (1.13)

où N2(z) = −∂zρ̄(z) > 0 est la fréquence de Brunt-Väisälä et Φ est l’ordre principal du
développement asymptotique de φ en ε, Φ = φ + O(ε). La contribution des termes en f∗

de la force de Coriolis se retrouve dans les termes en ∂Z , donnés par ∂Z = ∂z + λ∂y. Si l’on
considère le cas λ = 0, les équations (1.13) sont exactement les équations quasi-géostrophiques
3D habituelles. Ces équations QHQG 3D sont appelées équations quasi-géostrophiques pour
une rotation inclinée dans [EM98].

Une attention particulière doit être portée aux conditions aux bords, comme indiqué
dans [McW77] pour les équations quasi-géostrophiques 3D habituelles. En effet, une simple
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limite asymptotique des conditions de bords des équations primitives (qui traduisent l’absence
d’écoulement et de flux au travers des bords du domaine) donne des conditions aux bords
incompatibles avec les équations quasi-géostrophiques visqueuses. Il est alors nécessaire d’im-
poser ν1z = 0 à moins de s’intéresser à des couches limites agéostrophiques (couches limites
d’Ekman pour lesquelles les valeurs au fond et à la surface sont non nulles). Si le domaine
dispose de murs verticaux, il faut aussi se restreindre au cas ν3h = 0 ; pour relaxer cette
contrainte, dans toute la suite, nous choisissons un domaine périodique horizontalement.

Dans [16], nous nous sommes intéressés à la généralisation des résultats existants pour les
équations quasi-géostrophiques 3D à ces équations quasi-hydrostatiques. Nous donnons ici les
principaux résultats.

1.4.2 Résultats d’existence

Les preuves d’existence de solutions pour les équations quasi-géostrophiques 3D reposent
en général sur l’ellipticité de l’opérateur qui intervient dans le terme de vorticité, défini par
ω = ∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
. Pour les équations QG, λ = 0 et ∂Z = ∂z, les propriétés de la

fonction N−2 permettent de conclure ; pour les équations QHQG avec λ 6= 0, nous avons le
lemme suivant :

Lemme 1.5. L’opérateur L défini par

LΦ := ∆hΦ + ∂z
(
N−2 (∂zΦ + λ∂yΦ)

)
+ λ∂y

(
N−2 (∂zΦ + λ∂yΦ)

)
sur

]
−1

2 ,
1
2

[
×
]
−1

2 ,
1
2

[
× ]0, htop[ est strictement elliptique.

Remarque sur la preuve. Lorsque λ > 0, le résultat est obtenu immédiatement par l’inégalité
de Young, contrairement au cas λ = 0 qui repose sur le fait que la fonction N−2(z) est
supposée bornée loin de 0 sur l’intervalle [0, htop].

Grâce à ce lemme, nous obtenons plusieurs résultats. Tout d’abord, nous démontrons des
résultats d’existence de solutions pour les équations QHQG 3D non-visqueuses, qui s’écrivent :

(∂t − ∂yΦ∂x + ∂xΦ∂y)
(
∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
+ βy

)
= 0. (1.14)

Considérons un domaine périodique pour les variables horizontales et avec des frontières
rigides en haut et en bas. Plus précisément, soit B =

]
−1

2 ,
1
2

[
×
]
−1

2 ,
1
2

[
× ]0, htop[ le domaine

spatial, et t ∈ [0, T ], avec T > 0, l’intervalle de temps.
Les conditions aux bords sont : ∂ZΦ = 0 en z = 0 et en z = htop.
Soit ω = ∆hΦ+∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
la vorticité correspondant à l’équation (1.14) sous la condi-

tion
∫
B Φ = 0 (pour fixer la constante).

Nous avons alors les résultats suivants :

Théorème 1.6 (Existence de solutions en temps court pour le modèle QHQG 3D).
Si la vorticité initiale ω0 = ω(t = 0) est dans Hs(B) pour un s ≥ 3 avec |ω0|s ≤ M , alors il
existe un temps T ∗ > 0 et une solution ω périodique en x, y de période 1 dans C ([0, T ∗], Hs(B))
au modèle QHQG (1.14), où T ∗ ne dépend que de M,B, λ et β. La vorticité ω satisfait
l’estimation ‖ω‖s,T ∗ ≤ 2M .
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Théorème 1.7 (Existence de solutions globales pour le modèle QHQG 3D).
Si la vorticité initiale ω0 = ω(t = 0) est dans Hs(B) pour un s ≥ 3, alors, pour tout T > 0
fixé, il existe une solution ω périodique en x, y de période 1 dans C ([0, T ], Hs(B)) au modèle
QHQG (1.14).

Démonstration. Les preuves des théorèmes 1.7 et 1.6 sont des adaptations des preuves déve-
loppées dans [BB94], en utilisant le lemme 1.5.

Passons maintenant aux équations avec viscosités verticales nulles, à savoir :

(∂t − ∂yΦ∂x + ∂xΦ∂y)
(
∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
+ βy

)
= ν1h∆h∆hΦ + ν3h∂Z

(
N−2∆h∂ZΦ

)
,

(1.15)
dans le domaine B = ]0, 1[ × ]0, 1[ × ]0, htop[, pour t ∈ [0, T ] avec les conditions de bords en
haut et en bas : ∂zΦ = 0 pour z = 0 et z = htop.

La vorticité est toujours donnée par ω = ∆hΦ + ∂Z
(
N−2∂ZΦ

)
, et nous supposons que la

vorticité initiale ω(t = 0) = ωI est périodique de période 1.
En notant f ∈ Cn(D) une fonction périodique en x, y de période 1 et dont toutes les

dérivées (par rapport aux variables qui sont dans D) ∂`•f sont continues sur D pour 0 ≤ ` ≤ n,
nous pouvons établir le théorème suivant :

Théorème 1.8. Si N(z) est continue et continûment différentiable sur [0, htop], si ωI et ses
dérivées horizontales, jusqu’au second ordre, sont dans Cγ(B), alors il existe une solution
unique (Φ∗, ω∗) au problème (1.15) sur l’intervalle de temps [0, T ∗], où T ∗ est inversement
proportionnel au paramètre β, vérifiant :

• Φ∗ a toutes ses dérivées partielles horizontales ∂`•Φ∗ (pour 0 ≤ ` ≤ 2) dans C0(B×[0, T ∗])
et ses dérivées partielles spatiales du second ordre ∂2

•Φ∗ dans Cγ(B) uniformément en
t ∈ [0, T ∗],

• ω∗, les dérivées partielles horizontales de ω∗ (jusqu’au second ordre) et ∂tω∗ sont dans
C0(B × [0, T ∗]) et dans Cγ(B) uniformément en t ∈ [0, T ∗].

Démonstration. La démonstration du théorème 1.8 est identique à celle de [BK81], en utilisant
le lemme 1.5.

1.4.3 Place des équations quasi-hydrostatiques quasi-géostrophiques 3D

À la section 1.4.1, nous avons établi une correspondance entre les équations quasi-géostro-
phiques et les équations quasi-hydrostatiques quasi-géostrophiques à un changement de va-
riable près. Du point de vue du physicien, ce résultat d’« inclinaison de l’axe vertical » cor-
respond à des observations telles que celle de [SKR02], voir figure 1.3.
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Figure 1.3 – Effets de l’approximation traditionnelle, d’après [SKR02].

Du point de vue mathématique, nous pouvons établir un diagramme situant les équations
non-hydrostatiques, figure 1.4, où nous avons noté :

• NH : les équations non-hydrostatiques, voir le système (1.11) ;

• NHT : les équations non-hydrostatiques traditionnelles, voir (1.11) sans termes en f∗ ;

• QHQG : les équations quasi-hydrostatiques quasi-géostrophiques, voir l’équation (1.13) ;

• QG : les équations quasi-géostrophiques traditionnelles, voir (1.13) avec λ = δ cot θ0 = 0.

équations

NH

NHT

QHQG

QG

équations

équations

équations

λ = 0

ε → 0

ε → 0

λ = 0

1©

2©

0© 3©

Figure 1.4 – Équations non-hydrostatiques et équations quasi-géostrophiques : modèles avec
et sans termes non-traditionnels.

La convergence de NH vers QHQG (flèche 1© de la figure 1.4) est démontrée dans [EM98] ;
plus précisément, les auteurs montrent que la solution des équations NH converge faiblement,
lorsque ε tend vers 0, vers une limite qui vérifie les équations QHQG. La convergence ne peut
pas avoir lieu au sens fort à cause des oscillations rapides qui peuvent apparaître dans les
équations NH mais qui disparaissent dans QHQG.

La convergence des équations NHT (qui correspondent aux équations NH avec λ = 0) vers
QG (partie 2© de la figure 1.4) a été étudiée dans plusieurs articles ; citons notamment [BB94]
dans un domaine périodique pour les variables horizontales, avec des données initiales régu-
lières, ou bien [Cha05] dans un domaine tri-dimensionnel périodique, pour des données mal
préparées.
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Pour compléter le diagramme, nous avons montré la dernière convergence, partie 3© de la
figure 1.4. Nous avons considéré les équations QHQG avec ν1z = 0 et en ajoutant un terme
de diffusion verticale supplémentaire à l’ordre suivant en ε pour obtenir des bornes sur les
dérivées verticales :

(∂t − ∂yΦ∂x + ∂xΦ∂y)
(
∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂ZΦ

)
+ βy

)
= ν1h∆h∆hΦ + ν3h∂Z

(
N−2∆h∂ZΦ

)
+ εν3z∂Z

(
N−2∂2

zz∂ZΦ
)
, (1.16)

dans un domaine D tri-dimensionnel périodique en x, y, avec comme conditions aux bords
∂ZΦ = 0 au fond (z = 0) et à la surface (z = htop).

Théorème 1.9. Soit Φλ une suite de solutions faibles des équations quasi-géostrophiques non-
traditionnelles (1.16) avec comme condition initiale Φλ(t = 0) = Φλ

0 satisfaisant Φλ
0 → Φ0

dans L1(D) avec, pour tout λ > 0,

∇Φλ
0 ∈ L2(D), ∆Φλ

0 ∈ L2(D), et ∂ZΦλ
0 ∈ L2(D).

Alors, quitte à extraire une sous-suite, Φλ converge fortement dans L∞(0, T, Lp(D)), avec
p < 6 vers Φ, solution faible des equations quasi-géostrophiques traditionnelles

(∂t − ∂yΦ∂x + ∂xΦ∂y)
(
∆hΦ + ∂Z

(
N−2∂zΦ

)
+ βy

)
= ν1h∆h∆hΦ + ν3h∂z

(
N−2∆h∂zΦ

)
+ εν3z∂z

(
N−2∂2

zz∂zΦ
)
,

vérifiant la condition initiale Φ(t = 0) = Φ0, et les conditions aux bords ∂zΦ = 0 au fond
(z = 0) et à la surface (z = htop).

Démonstration. La preuve du théorème 1.9, qui repose sur des estimations a priori, est dé-
taillée dans [16].

Conclusion
Dans la lignée des résultats sur les équations de Saint-Venant et les équations quasi-géos-

trophiques 2D, nous avons obtenu de nouveaux modèles pour les équations primitives et les
équations quasi-géostrophiques 3D avec des termes non-traditionnels liés au cosinus de la
latitude.

Dans le cas des équations primitives, nous avons étendu les résultats d’existence de solu-
tions faibles et fortes connus pour le système traditionnel. Dans le cas des équations quasi-
géostrophiques 3D, nous avons mis en évidence un changement de variable qui permet de
retrouver les équations quasi-géostrophiques 3D traditionnelles. Ce changement de variable
semble correspondre aux observations physiques et permet également d’adapter les démons-
trations d’existence de solutions au cas non-traditionnel.





Chapitre 2
Autour de la résolution numérique des
équations de Saint-Venant

Dans ce chapitre, nous présentons deux logiciels maintenus au MAPMO : FullSWOF,
pour la résolution approchée des équations de Saint-Venant, et SWASHES, qui contient
un grand nombre de solutions analytiques liées aux équations de Saint-Venant et qui
permet la validation des schémas numériques.
Après une présentation de ces deux logiciels, nous donnerons quelques exemples de vali-
dation du code FullSWOF grâce au code SWASHES et nous présenterons des résultats
qui ont été obtenus à l’aide de FullSWOF.
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2.1 Contexte
Mon arrivée à Orléans en 2008 a coïncidé avec le début de l’ANR Methode (Modélisation

de l’Écoulement sur une Topographie avec des Hétérogénéités Orientées et des Différences
d’Échelles), consacrée à l’étude du ruissellement sur des surfaces agricoles. La thèse d’O. De-
lestre [Del10] a aussi été réalisée en lien avec ce projet : elle a consisté en l’écriture d’un
modèle de Saint-Venant et d’une méthode numérique adaptés à la problématique du ruissel-
lement, ce qui a marqué le début du logiciel FullSWOF_2D (Full Shallow-Water equations
for Overland Flow), présenté à la section 2.2.2.

Désormais, le logiciel est distribué pour simuler les équations de Saint-Venant en une di-
mension d’espace (de manière à faciliter les différents tests sur les schémas numériques par
exemple), mais aussi en deux dimensions d’espace, et dispose d’une interface graphique. De
nombreuses évolutions ont été réalisées pour couvrir plus de fonctionnalités, comme l’inté-
gration de benchmarks qui aident à la validation du code ou encore l’ajout de modèles de
frottement au fond ou de schémas numériques mieux adaptés.

Lors de ce travail, nous avons été confrontés à la question de la validation de ce logiciel :
nous avons choisi de regrouper un grand nombre de solutions analytiques des équations de
Saint-Venant dans le logiciel SWASHES (Shallow Water Analytic Solutions for Hydraulic
and Environmental Studies), présenté à la section 2.3. L’utilisateur obtient alors les solutions
analytiques discrétisées qu’il peut comparer aux solutions numériques qu’il a obtenues.

2.2 Résolution numérique des équations de Saint-Venant
On rappelle que les équations de Saint-Venant en deux dimensions s’écrivent1 :

∂th+ ∂x (hu) + ∂y (hv) = R− I

∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2

2

)
+ ∂y (huv) = gh(S0x − Sf x)

∂t (hv) + ∂x (huv) + ∂y

(
hv2 + gh2

2

)
= gh(S0y − Sf y)

(2.1)

où h est la hauteur de fluide, →u =
(
u
v

)
la vitesse horizontale du fluide, g l’accélération de

la pesanteur, R l’intensité de pluie, I le taux d’infiltration. Les termes S0x et S0y sont les
opposés des pentes dans les directions x et y respectivement, soit

S0x = −∂xzb(x, y) et S0y = −∂yzb(x, y),

où zb représente la topographie. Enfin, Sf = t
(
Sf x,Sf y

)
désigne le terme de frottement, qui

s’exprime en fonction de la hauteur et de la vitesse horizontale du fluide.

Remarque 2.1. En une dimension, ce système se simplifie en :
∂th+ ∂x(hu) = R− I,

∂t(hu) + ∂x

(
hu2 + gh2

2

)
= gh(S0x − Sf ), (2.2)

avec Sf = Sf x.
1Pour les applications considérées dans ce chapitre, nous négligeons la force de Coriolis.
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Plusieurs lois de frottement sont utilisées dans la littérature, voir [Cho59] ; nous avons
choisi de considérer les trois suivantes : tout d’abord, le frottement de Manning qui s’écrit, si
on note →q = h

→
u le flux horizontal :

Sf = n2
→
u |→u |
h4/3 = Cf

→
q |→q |
h10/3 , (2.3)

où n est le coefficient de Manning. Nous avons aussi travaillé avec la loi de frottement de
Darcy-Weisbach :

Sf = f
8g

→
u |→u |
h

= C̃f

→
q |→q |
h3 . (2.4)

avec f le coefficient de Darcy. Enfin, nous avons aussi pris en compte un terme de frottement
laminaire

Sf = c
1
gh

→
u

h
, (2.5)

où c = 3ν, ν étant la viscosité cinématique.
En ce qui concerne l’infiltration, nous ne nous sommes intéressés qu’au modèle bicouche

de Green-Ampt [EFGV00]. Il s’agit de considérer que l’eau s’infiltre selon un front d’humi-
dification (à la profondeur Zf (t)) d’une zone saturée (teneur en eau ϑs) vers une zone dont
la teneur en eau initiale est ϑi, dans un sol constitué de deux couches aux caractéristiques
distinctes. La profondeur Zf est liée à la teneur en eau par Zf (t) = Vinf (t)/(ϑs − ϑi), Vinf (t)
étant le volume d’eau infiltrée à l’instant t. La capacité d’infiltration est alors calculée par :

IC(t) = K

(
1 + hf − hsurf (t)

Zf (t)

)
, (2.6)

où K est la conductivité hydraulique (qui dépend de la couche dans laquelle le front se situe),
−hsurf est la hauteur d’eau à la surface, disponible pour l’infiltration et hf la charge au
front d’humidification. Le volume infiltré augmente alors, pendant un temps dt, de IC(t) dt,
à condition qu’il y ait suffisamment d’eau disponible.

2.2.1 Grandes lignes de la méthode numérique choisie

Dans sa thèse [Del10], O. Delestre a étudié précisément différentes méthodes de discré-
tisation et différents schémas aux volumes finis pour la résolution des équations de Saint-
Venant (2.1) adaptés à la problématique du ruissellement (transitions entre zones sèches et
mouillées, faibles hauteurs d’eau, . . . ). Il a ainsi créé la première version du logiciel FullSWOF,
dans le cadre de l’ANR METHODE.

Le choix s’est porté sur une méthode volumes finis sur une grille cartésienne, adaptée aux
données de terrain. L’équation (2.1) peut être réécrite sous la forme :

∂tU + ∂xG(U) + ∂yH(U) = S(U, t, x, y), (2.7)

où

U =

 h
hu
hv

 , G(U) =


hu

hu2 + gh2

2
huv

 , H(U) =


hv
huv

hv2 + gh2

2


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et
S(U, t, x, y) =


R− I

gh
(
S0x − Sf x

)
gh
(
S0y − Sf y

)


de manière à retrouver le formalisme habituel des volumes finis.
Le schéma numérique se décompose alors en deux grandes parties : le pas convectif, qui

permet de résoudre l’équation homogène, puis un pas qui prend en compte les termes de
frottement, d’infiltration et pluie.

Dans un premier temps, le pas convectif est réalisé. Au premier ordre, il s’agit de résoudre
le système de Saint-Venant homogène, grâce à une approximation des flux sur chaque côté
des cellules (par défaut, FullSWOF utilise l’approximation HLL, [HLL83]). Pour passer au
deuxième ordre, une reconstruction linéaire (par défaut, MUSCL) est effectuée sur U et zb
[Bou04], puis on applique la reconstruction hydrostatique [ABB+04]. Ces étapes permettent
de préserver la positivité de la hauteur d’eau et de vérifier les états d’équilibre au repos.

Dans un second temps, les termes sources (autres que la topographie) sont intégrés. La
pluie et l’infiltration sont traitées de manière explicite. En revanche, le terme de frottement
est traité de manière semi-implicite, ce qui préserve la stabilité.

La montée à l’ordre deux en temps s’effectue par une méthode de Heun. Pour plus de
détails, on se référera à [Del10] ainsi que [10, 9].

2.2.2 Présentation du logiciel FullSWOF

La résolution numérique des équations de Saint-Venant a été programmée dans le lo-
giciel FullSWOF, Full Shallow-Water equations for Overland Flow. Deux versions (1D et
2D) sont maintenues au MAPMO et sont distribuées gratuitement, sous licence CeCILL-V2,
sur le site Sourcesup, https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-1d/ et https:
//sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-2d/. Mentionnons également l’interface gra-
phique https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-ui/ qui a été développée en
Java [Rob12].

Nous avons choisi d’utiliser une grille cartésienne ; l’un des avantages de cette approche
est de pouvoir d’abord tester les flux (par exemple) en une dimension, puis les ajouter dans le
code 2D dans chacune des directions. Ainsi, le logiciel 1D ne doit pas être considéré tant pour
des applications en une dimension d’espace mais plus comme un code test avant le passage
en deux dimensions.

Le code est écrit en C++ [Del08], et la structure du programme a été choisie de manière
à faciliter les développements futurs. Ainsi par exemple, grâce à la classe friction, il est
assez simple de rajouter un autre choix de terme de frottement. FullSWOF est documenté
en doxygen, de manière à générer automatiquement une documentation pour aider les futurs
développeurs. Les deux logiciels 1D et 2D intègrent un certain nombre de benchmarks, ainsi
que des tests automatiques qui assistent le développeur d’une nouvelle fonctionnalité, en
particulier pour éviter les régressions.

A ce jour, nous distribuons la version 1.02.02 de FullSWOF_1D (du 01/02/16), la ver-
sion 1.07.00 de FullSWOF_2D (du 14/03/16) et la version 1.02.00 de FullSWOF_UI (du
25/04/16).

En analysant les résultats de FullSWOF, nous avons eu besoin de benchmarks pour la
validation du schéma numérique et la comparaison des différentes méthodes codées. Nous
nous sommes alors intéressés aux solutions analytiques des équations de Saint-Venant.

https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-1d/
https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-2d/
https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-2d/
https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-ui/
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2.3 Un recueil de solutions analytiques pour la validation des
codes

Devant la dispersion des cas tests analytiques pour les équations de Saint-Venant dans la
littérature, le groupe de travail MAPMO/INRA-URSOLS1 a décidé de réaliser un logiciel libre
distribué sur la plateforme Sourcesup, qui regrouperait les codes de ces différentes solutions
analytiques. Le but est de mieux valider les solutions approchées des équations de Saint-
Venant, et aussi de pouvoir comparer les résultats obtenus par chacun sur des exemples
communs. Ces solutions analytiques des équations de Saint-Venant 1D ou 2D (sans infiltration,
I = 0 m/s), décrites dans [12], sont programmées dans le logiciel SWASHES (Shallow-Water
Analytic Solutions for Hydraulic and Environmental Studies) (voir aussi [11]).

Dans la suite, je présente quelques solutions extraites de [12], ainsi que les solutions qui
ont été ajoutées au logiciel depuis la publication de cet article.

2.3.1 Solutions à l’équilibre

Les solutions à l’équilibre sont des solutions des équations de Saint-Venant (2.2) qui véri-
fient :

∂th = ∂tu = 0.

À partir de l’équation de la masse, on obtient alors ∂x(hu) = R (on rappelle que, dans toute
cette section, I = 0 m/s), soit hu = q = Rx + q0, avec q0 = q(t, x = 0). L’équation de
conservation de la quantité de mouvement, quant à elle, s’écrit

∂x

(
q2

h
+ gh2

2

)
= −gh∂xzb − ghSf (h, q).

Ainsi, pour des solutions à l’équilibre, le système de Saint-Venant 1D se réécrit :
q = Rx+ q0,

∂xzb = 1
gh

(
q2

h2 − gh
)
∂xh− Sf (h, q). (2.8)

Le système (2.8) est la base d’un grand nombre de solutions analytiques, soit en choisissant
la topographie et en obtenant la hauteur d’eau correspondante, soit, à l’inverse, en fixant la
hauteur d’eau et en déduisant la topographie correspondante.

Ce système permet de choisir le régime de l’écoulement, les conditions aux bords, les
termes sources. Ce dernier point permet en particulier de vérifier si les termes sources ont
bien été codés lors de la résolution numérique des équations de Saint-Venant, ce qui reste un
point crucial, voir [BV94].

Par ailleurs, une attention particulière est portée sur les conditions initiales : initialiser la
résolution numérique à la valeur de la solution permet de vérifier que le programme préserve
les états d’équilibre, alors que si l’on impose une autre condition initiale, on montre que le
programme capture les états d’équilibre.

Dans la suite, nous ne présentons que deux exemples de solutions à l’équilibre, représenta-
tifs des deux types de solutions stationnaires (et choisis parmi les benchmarks de FullSWOF),
et nous renvoyons à [12] pour plus de détails.

1F. Darboux, C. Laguerre, C. Lucas ainsi que S. Cordier, F. James.
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2.3.1.1 Écoulement transcritique avec choc sur une bosse parabolique

Une série de cas tests sur une bosse parabolique a été proposée dans [GM97, p.14-17],
d’après [HK68]. Pour chaque cas, la topographie est plane aux bord du domaine, il n’y a pas
de pluie, pas de frottement et pas de diffusion (R = 0 m/s et Sf = 0). Le système (2.8) se
réduit alors à : 

q = q0,

∂xzb = 1
gh

(
q2

h2 − gh
)
∂xh.

Pour une solution régulière, on obtient la relation de Bernoulli

q2
0

2gh2(x) + h(x) + zb(x) = cste (2.9)

qui relie la topographie et la hauteur d’eau.
En considérant des conditions initiales qui satisfont l’équilibre hydrostatique

h+ zb = cste et q = 0 m2/s, (2.10)

on vérifie la préservation des états d’équilibre et le traitement des conditions aux bords sans
terme source.

Pour ce test, le domaine est choisi de longueur L = 25 m et la topographie (bosse para-
bolique) est donnée par

zb(x) =
{

0.2− 0.05(x− 10)2 si 8 m < x < 12 m,
0 sinon.

Nous donnons ici la solution stationnaire dans le cas transcritique avec choc, où le fluide est
en régime fluvial, puis passe en régime torrentiel au sommet de la bosse, et revient en régime
fluvial après un ressaut hydraulique. La hauteur d’eau est alors donnée par la résolution de :

h(x)3 +
(
zb(x)− q0

2

2gh2
c

− hc − zM

)
h(x)2 + q2

0
2g = 0 pour x < xchoc,

h(x)3 +
(
zb(x)− q0

2

2gh2
L

− hL

)
h(x)2 + q2

0
2g = 0 pour x > xchoc,

q0
2
( 1
h1
− 1
h2

)
+ g

2
(
h1

2 − h2
2
)

= 0.

(2.11)

Dans ces relations, zM = maxx∈[0,L] zb, hc est la hauteur d’eau correspondante, hL = h(x = L)
et h1 = h(x−choc), h2 = h(x+

choc) sont les hauteurs d’eau respectivement à gauche et à droite
du choc. La localisation du choc est obtenue grâce à la troisième équation du système (2.11)
(relation de Rankine-Hugoniot).

Pour la résolution numérique, les conditions initiales choisies sont

h+ zb = 0.33 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bord sont données par :{
à l’amont (x = 0) : q0 = 0.18 m2/s,
à l’aval (x = L) : h = 0.33 m.
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2.3.1.2 Solution super-critique de type Mac Donald avec terme de pluie

Dans [McD96, MBNS97], un grand nombre de solutions analytiques ont été listées ; plus
généralement, les techniques utilisées permettent de créer une infinité de cas tests analytiques.
Dans SWASHES, nous en avons programmé plus d’une vingtaine. Ces solutions font intervenir
des topographies plus complexes que la bosse parabolique, ce qui permet en particulier de
tester la prise en compte de la topographie dans les conditions aux bords. De plus, dans les
cas où le coefficient de frottement est non nul, ce type de solution permet de vérifier si les
termes de frottement ont bien été codés pour satisfaire les états d’équilibre.

Plus précisément, la solution que nous avons choisi de détailler ici prend aussi en compte
le terme de pluie. Nous considérons donc le système de Saint-Venant (2.2) avec pluie à l’équi-
libre [Vo08]. L’intensité de pluie est constante, fixée à R(t) = R0, et la pluie est uniforme sur
tout le domaine [0, L]. Dans ces conditions, les états d’équilibre (2.8) se réécrivent

q = R0x+ q0,

∂xzb = 1
gh

(
q2

h2 − gh
)
∂xh− Sf (h, q). (2.12)

Cette solution permettra de valider le traitement numérique du terme de pluie.
Le domaine est choisi de longueur L = 1000 m. À l’équilibre, la hauteur d’eau est donnée

par :

h(x) =
(4
g

)1/3
(

1− 1
5 exp

(
−36

(
x

1000 −
1
2

)2
))

, (2.13)

et la topographie s’obtient avec l’équation (2.12) (on prendra soin de résoudre l’équation (2.12)
avec une précision meilleure que celle demandée pour la solution analytique).

D’un point de vue numérique, à l’instant initial, le canal est sec, h = 0 m et q = 0 m2/s.
Comme nous nous plaçons en régime torrentiel, nous pouvons prendre des conditions aux
bords du type :{

à l’amont (x = 0) : q = q0 et h égal à la valeur de la solution à l’équilibre pour x = 0,
à l’aval (x = L) : libre.

De plus, il vaut mieux ne pas faire commencer la pluie à l’instant initial, mais plutôt choisir
un événement pluvieux de la forme :

R(t) =
{

0 m/s si t < tR avec tR > 0,
R0 sinon.

En effet, on obtient ainsi deux états d’équilibre successifs au cours du temps, le premier à
débit constant q0, le second dont le débit est une fonction affine de l’intensité de pluie.

Dans SWASHES, nous avons programmé un coefficient de frottement de Darcy-Weisbach
de f = 0.065, le débit d’entrée est q0 = 2.5 m2/s, et les caractéristiques de la pluie sont
R0 = 0.001 m/s et tR = 1500 s.

2.3.2 Solutions transitoires

Pour compléter les tests sur ces solutions à l’état d’équilibre, il est possible d’obtenir des
solutions transitoires. Certaines font également apparaître des transitions sec/mouillé, testant
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la capacité du code à bien capturer les fronts, et d’autres, périodiques, mettent en évidence
le caractère diffusif du schéma numérique.

À nouveau, dans cette partie, nous ne détaillons que deux solutions extraites de [12], une
rupture de barrage et une solution oscillante. Nous y ajoutons deux solutions similaires (sur
fond plat et sur fond incliné) obtenues dans [Bod13], ainsi que deux solutions (l’une amortie,
l’autre périodique) de l’arrivée d’une vague sur une plage, sur lesquelles N. Gaveau a réalisé
son stage [22]. Ces dernières n’ont été intégrées que récemment au logiciel SWASHES, versions
1.02.00 et 1.03.00 respectivement.

2.3.2.1 Rupture de barrage sur un sol sec

Des cas tests de rupture de barrage ont été étudiés en particulier dans [Dre52, Whi55].
Ils sont rassemblés et détaillés dans [12]. La solution que nous présentons ici a été proposée
par Ritter [Rit92] : il s’agit d’une rupture de barrage idéale, avec un réservoir de hauteur
fixe hl sur un domaine sec et plat. La rupture de barrage est instantanée et il n’y a pas de
frottement.

La condition initiale s’écrit :

h(0, x) =
{
hl > 0 pour 0 m ≤ x ≤ x0,
hr = 0 m pour x0 < x ≤ L,

et la vitesse est u(0, x) = 0 m/s. Pour les temps strictement positifs, la surface libre est
constituée d’une partie à l’équilibre à la hauteur hl, connectée à une zone sèche par une
parabole. Cette parabole est limitée en amont par l’abscisse xA(t) et en aval par xB(t). La
solution analytique est donnée par :

h(t, x) = hl, u(t, x) = 0 m/s si x ≤ xA(t),

h(t, x) = 4
9g

(√
ghl −

x− x0
2t

)2
, u(t, x) = 2

3

(
x− x0
t

+
√
ghl

)
si xA(t) < x < xB(t),

h(t, x) = 0 m, u(t, x) = 0 m/s si xB(t) ≤ x,

où
xA(t) = x0 − t

√
ghl et xB(t) = x0 + 2t

√
ghl.

Cette solution met en évidence la capacité du schéma à localiser et traiter correctement
les transitions sec/mouillé. Elle montre aussi la faculté du schéma à préserver la positivité de
la hauteur d’eau, propriété souvent difficile à satisfaire près des fronts secs.

Dans SWASHES, les valeurs considérées sont : hl = 0.005 m, x0 = 5 m, L = 10 m et
T = 6 s.

2.3.2.2 Solution similaire sur un fond plat

Cette solution a été obtenue dans [Bod13, section 5.2]. L’idée est de partir d’un fluide
confiné dans un domaine centré en x = 0, avec une hauteur d’eau fixée, et de laisser évoluer
le fluide (double rupture de barrage). Sauf pour les premiers instants, le fluide va prendre
une forme parabolique que l’on pourra recaler par changement d’échelle (solution similaire).
Comme le problème est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées, on ne considère dans
la suite que les valeurs positives de x.
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Les équations de Saint-Venant 1D avec frottement laminaire s’écrivent1 :
∂th+ ∂xq = 0,

∂tq + ∂x

(
q2

h
+ g

2h
2
)

= −3ν q
h2 ,

(2.14)

avec 3ν le coefficient de frottement laminaire, où ν est la viscosité cinématique. Si l’on applique
l’approximation de l’onde diffusive, c’est-à-dire que l’on équilibre les termes de pression et de
frottement, en négligeant les termes inertiels, on obtient :

∂th+ k∂x
(
h3∂xh

)
= 0, avec k = − g

3ν .

La solution similaire ĥ est une solution redimensionnée. Plus précisément, si h = Hĥ, x = x̂/H
et t = t̂/H5, en notant ζ = x̂/t̂1/5 la variable similaire, la solution similaire est donnée parĥ(ζ, t̂) = 1

t̂1/5

(
− 3

5k
(
C1 − 1

2ζ
2
))1/3

pour ζ ∈ [0,
√

2C1],

ĥ(ζ, t̂) = 0 sinon.

La constante C1 est obtenue par conservation de la masse :

2
∫ √2C1

0

(
− 3

5k

(
C1 −

1
2ζ

2
))1/3

dζ = masse du fluide.

Dans SWASHES, nous avons choisi les valeurs suivantes :

• pour garder la cohérence avec les autres solutions, le domaine est translaté de [-10, 10]
à [0, 20],
• le temps final est T = 30 s,
• h(0, x) = 0.4×1[7.5,12.5](x), la vitesse initiale est nulle, la masse du fluide est égale à 2 kg,
• la viscosité cinématique est ν = 0.1 m2/s,

• alors C1 est solution de
∫√2C1

0

(
− 3

5k

(
C1 − 1

2ζ
2
))1/3

dζ = 1. La valeur de C1 peut être
calculée par exemple avec sagemath :

var(’c’,’k’)
assume (c>0), assume (k>0) # warning: k = Re/(3 Fr^2)
s=solve(integrate(3/(5*k)^(1/3)*(c-1/2*x^2)^(1/3),x,0,sqrt(2*c))==1,c)
for sol in s :

if imag_part(sol.rhs())==0 :
print sol
res = sol.rhs()

et on obtient : C1 =

 √
2

B
(

1
2 ,

4
3

)
6/5 (

−5k
3

)2/5
≈ 0.811774

(
−5k

3

)2/5
(où B représente

la fonction Bêta d’Euler).
1 Notons que, pour une loi de frottement laminaire, l’équation de la quantité de mouvement devrait s’écrire :

∂tq + ∂x

(
6
5
q2

h
+ g

2h
2
)

= −3ν q
h2 .
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2.3.2.3 Solution similaire sur un plan incliné

Nous rappelons ici la solution donnée dans [Hup82] et [Bod13, section 5.1]. A l’instant
initial, nous avons une hauteur de fluide fixée sur un domaine [0, L], sur un plan incliné donné
par zb(x) = Cαx+ Cβ avec Cα < 0. Dans ces conditions, les équations de Saint-Venant avec
frottement laminaire s’écrivent :

∂th+ ∂xq = 0,

∂tq + ∂x

(
q2

h
+ g

2h
2
)

= −gh∂xzb − 3ν q
h2 ,

(2.15)

toujours avec 3ν le coefficient de frottement laminaire, où ν est la viscosité cinématique.
Sous l’hypothèse de l’onde cinématique, c’est-à-dire que l’on néglige les termes inertiels et de
pression dans l’équation de la quantité de mouvement, on obtient :

∂th+ k∂x

(
h3

3

)
= 0, avec k = −Cαg

ν
> 0.

La solution similaire est obtenue par la méthode des caractéristiques. La hauteur d’eau h est
constante le long des caractéristiques dx

dt
= kh2, soit x = x0 + kh2

|t=0,x0
t, le point x0 étant le

pied de la caractéristique. Alors, la solution h est :

h =
√
x− x0
kt

−→
x�x0

√
x

kt
. (2.16)

La masse totale est inchangée pendant le mouvement, de telle sorte que, si A est la masse
initiale de fluide,

A =
∫ +∞

0
h(t = 0, x) dx,

le profil du fluide s’interrompt brutalement en xF =
(

9A2kt

4

)1/3

avec hF = h(xF , t) = 1.5A
xF

.

On pourrait régulariser le profil autour de xF pour prendre en compte les effets de tension de
surface (cette régularisation n’est pas programmée dans SWASHES).

Remarque 2.2. Notons qu’il est possible d’obtenir une formulation plus générale en redi-
mensionnant les équations sans hypothèse sur la localisation du fluide à l’instant initial. Dans
ce cas, si h = Hĥ, x = x̂/H et t = t̂/H3, en notant ζ = x̂/t̂1/3 la variable similaire, la
solution similaire est :

ĥ(ζ, t̂) = t̂−1/3

3√2
(

9H3
0k

3 +
√

81H6
0k

6 − 12ζ3k3
)2/3

+ 2 3√3ζk

k
3√62

(
9H3

0k
3 +

√
81H6

0k
6 − 12ζ3k3

)1/3 ,

où H0 vérifie ĥ(0, t̂) = H0t̂
−1/3. Ici, H0 = 0.

Dans SWASHES, nous avons choisi les valeurs suivantes :

• pour garder la cohérence avec les autres solutions, le domaine est translaté de [-2, 18] à
[0, 20],
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• le temps final est T = 100 s,
• h(0, x) = 0.1×1[2,12](x), la vitesse initiale est nulle, la masse du fluide A est égale à 1 kg,
• la viscosité cinématique est ν = 0.1 m2/s,
• la topographie est zb(x) = −0.1x+ 3.

2.3.2.4 Amortissement d’une vague sur une plage

Cette solution représente une vague qui s’amortit sur une plage définie par zb(x) = αx
pour x ∈ [0, L]. La solution analytique à l’instant t au point x est donnée par (voir [CG58],
[22]) :

λ̃ = 2
a

(
u(σ̃, λ̃) + t

)
,

x

L
= − σ̃

2a2

16 + η(σ̃, λ̃) + x0,

η(σ̃, λ̃) = −u
2

2 + eRe

1− 5− 4iλ̃

2
(
(1− iλ̃)2 + σ̃2

)3/2 + 3
2

(1− iλ̃)2(
(1− iλ̃)2 + σ̃2

)5/2

 ,
u(σ̃, λ̃) = 8e

a
Im

 1(
(1− iλ̃)2 + σ̃2

)3/2 −
3
4

1− iλ̃(
(1− iλ̃)2 + σ̃2

)5/2

 ,
h =

(
η + x0 −

x

L

)
αL,

où L est la longueur du domaine, α la pente de la plage, a = 3
2 (1 + 0.9e)1/2 où e caractérise

la courbure initiale du profil de la hauteur d’eau, et x0 est un décalage sur les abscisses.
Dans ce système, η est l’élévation de la surface libre et permet d’obtenir la hauteur d’eau
par la dernière égalité. Un changement de variables a été effectué dans cette formulation, u
et η dépendent de σ̃ et λ̃ ; ces nouvelles variables sont reliées à x et t par les deux premières
relations.
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Figure 2.1 – Condition initiale (hauteur d’eau) et évolution de la surface de l’eau.
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La hauteur d’eau initiale est choisie comme la solution analytique pour u = 0 m/s et
t = 0 s (i.e. λ̃ = 0), soit :

η(σ̃, 0) = e

(
1− 5

2
1

(1 + σ̃2)3/2 + 3
2

1
(a2 + σ̃2)5/2

)
,

x

L
= − σ̃

2a2

16 + η(σ̃, 0) + x0,

h =
(
η + x0 −

x

L

)
αL.

La couche d’eau évolue vers un état d’équilibre horizontal, voir figure 2.1. La condition sur
le bord droit n’est pas vue, à cause de la plage, elle peut être considérée comme un mur par
exemple ; à gauche, on impose la hauteur d’eau.

Dans SWASHES, la longueur du domaine est fixée à L = 20 m, la pente de la plage est
α = 0.02, x0 = 0.7 m (pour n’avoir que des abscisses positives), et la courbure initiale est
telle que e = 0.01, voir figure 2.1. Les résultats sont donnés à l’instant T = 15 s.

2.3.2.5 Vague périodique sur une plage

Nous avons aussi étudié un exemple de cas test périodique sur une plage, toujours définie
par zb(x) = αx pour x ∈ [0, L]. Dans ce cas, pour une fréquence égale à (2π)−1, la solution
analytique au temps t et au point x est donnée par (voir [CG58], [22]) :

λ = 2 (v(σ, λ) + t) ,
x

L
= −σ

2

16 + η(σ, λ) + x0,

η(σ, λ) = A

4 J0(σ) cos(λ)− v2

2 ,

v(σ, λ) = −A
σ
J1(σ) sin(λ),

h =
(
η + x0 −

x

L

)
αL,

où nous utilisons les mêmes notations que précédemment, à savoir que L est la longueur du
domaine, α la pente de la plage, a = 3

2 (1 + 0.9e)1/2 où e caractérise la courbure initiale du
profil de la hauteur d’eau, x0 est un décalage sur les abscisses et η est l’élévation de la surface
libre. La constante A est l’amplitude de la solution et J0 et J1 sont les fonctions de Bessel.

La condition initiale est la solution analytique à l’instant initial t = 0 s, soit (voir fi-
gure 2.2) : 

η(σ, 0) = A

4 J0(σ),
x

L
= −σ

2

16 + η(σ, 0) + x0,

h =
(
η + x0 −

x

L

)
αL.

Le fluide bouge avec un mouvement périodique, voir figure 2.2, imposé par la condition
de bord gauche. Dans SWASHES, L = 20 m, la pente de la plage est α = 1/30, x0 = 0.7 m
et e = 0.1. Le temps final est une demi-période, soit T = 12.28 s, et A = 1.
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Figure 2.2 – Condition initiale et évolution de la hauteur d’eau sur une demi-période.

2.3.2.6 Surface plane dans un paraboloïde

La solution de Thacker [Tha81] présentée ici est un cas test 2D. Il s’agit d’une surface
plane en rotation dans un paraboloïde. Cette solution permet de tester le schéma numérique
pour les transitions sec/mouillé sur une topographie non plate. Elle est de plus périodique,
ce qui met en évidence la diffusion numérique du schéma.

La topographie considérée est un paraboloïde de révolution :

zb(r) = −h0

(
1− r2

a2

)
(2.17)

avec r =
√

(x− L/2)2 + (y − L/2)2 pour tout (x, y) dans [0, L]× [0, L], où h0 est la hauteur
d’eau au repos au centre du domaine et a est la distance entre le centre du domaine et la
ligne de niveau zéro de la topographie. Pour mieux visualiser ce test, on peut penser à un
verre parabolique dans lequel on ferait tourner un liquide.

La solution exacte1 des équations de Saint-Venant (2.1) est donnée par
h(x, y, t) = Cηh0

a2

(
2
(
x− L

2

)
cos(ωt) + 2

(
y − L

2

)
sin(ωt)− Cη

)
− zb(x, y)

u(x, y, t) = −Cηω sin(ωt)

v(x, y, t) = Cηω cos(ωt)

pour tout (x, y) dans [0, L]× [0, L], où la pulsation ω est définie par ω =
√

2gh0/a et Cη est
un paramètre qui fixe l’inclinaison initiale de la surface. La solution analytique à l’instant
initial est prise comme condition initiale.

Dans SWASHES, on considère a = 1 m, h0 = 0.1 m, Cη = 0.5, L = 4 m et T = 32π
ω .

2.3.3 Présentation du logiciel SWASHES

Dans cette section, nous décrivons en quelques lignes le logiciel SWASHES (Shallow Wa-
ter Analytic Solutions for Hydraulic and Environmental Studies), qui regroupe en particulier

1La force de Coriolis n’est pas considérée ici.
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toutes les solutions analytiques présentées dans [12]. Le code source est disponible gratuite-
ment à l’adresse https://sourcesup.renater.fr/projects/swashes/ ; il est distribué sous
licence CeCILL-V2.

Lorsque l’utilisateur lance le programme, il doit choisir une solution et une discrétisation
correspondante. Les valeurs des paramètres sont fixées (en pratique, il est toujours possible
d’aller les modifier dans le code mais ce n’est pas souhaitable) de façon à faciliter les compa-
raisons entre les différentes méthodes numériques programmées dans les logiciels de résolution
des équations de Saint-Venant. Actuellement (version 1.03.00 du 29/01/16), la liste des solu-
tions disponibles est la suivante :

Available solutions:
DIMENSION = 1
******* type = 0 Inclined plane ***************************************************
- - - - domain = 1 L=10 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: supercritical flow
- - - - domain = 2 L=20 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: transient solution
2: periodic wave
********* type = 1 Bumps **********************************************************
- - - - domain = 1 L=25 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: subcritical flow
2: transcritical without shock (sub- to super-critical)
3: transcritical with shock (sub- to super- to sub-critical)
4: lake at rest with an immersed bump
5: lake at rest with an emerged bump
******* type = 2 MacDonald ********************************************************
- - - - domain = 1 Long channel: L=1000 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: subcritical flow (Darcy-Weisbach) 2: (Manning)
3: supercritical flow (Darcy-Weisbach) 4: (Manning)
5: sub- to super-critical flow (Darcy-Weisbach) 6: (Manning)
7: super- to sub-critical flow (Darcy-Weisbach) 8: (Manning)
- - - - domain = 2 Short channel: L=100 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2: smooth transition and shock (Manning)
4: supercritical flow (Manning)
6: sub- to super-critical flow (Manning)
- - - - domain = 3 Very long, undulating, periodic channel: L=5000m - - - - - - - -

2: subcritical flow (Manning)
- - - - domain = 4 Long channel: L=1000m with rain - - - - - - - - - - - - - - - -

1: subcritical flow (Darcy-Weisbach) 2: (Manning)
3: supercritical flow (Darcy-Weisbach) 4: (Manning)
- - - - domain = 5 Long channel: L=1000m with diffusion - - - - - - - - - - - - - -

1: subcritical flow
2: supercritical flow
******* type = 3 Dam breaks *******************************************************
- - - - domain = 1 L=10 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: dam break on a wet domain without friction (Stoker’s solution)
2: dam break on a dry domain without friction (Ritter’s solution)
3: dam break on a dry domain with friction (Dressler’s solution)
- - - - domain = 2 L=20 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: self-similar dam break on a flat bottom with a laminar friction
****** type 4 = Oscillations ******************************************************
- - - - domain = 1 L=4 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: planar surface in a parabola without friction (Thacker’s solution)

https://sourcesup.renater.fr/projects/swashes/
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- - - - domain = 2 L=10000 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1: planar surface in a parabola with a linear friction (Sampson’s solution)
****** type 5 = Bedload (Exner) ***************************************************
- - - - domain = 1 L=15 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: Grass eq
2: Meyer-Peter & Muler eq

DIMENSION = 1.5 (pseudo 2D)
******* type = 1 MacDonald PSEUDO 2D **********************************************
- - - - domain = 1 Rectangular short channel, shape B1: L=200 m - - - - - - - - - -

1: subcritical flow
2: supercritical flow
3: smooth transition
4: hydraulic jump
- - - - domain = 2 Trapezoidal long channel, shape B2: L=400 m - - - - - - - - - -

1: subcritical flow
2: smooth transition and hydraulic jump

DIMENSION = 2
****** type 1 = Oscillations ******************************************************
- - - - domain = 1 L=l=4 m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1: radially-symmetrical paraboloid (Thacker’s solution)
2: planar surface in a paraboloid (Thacker’s solution)
------------------------------------------------------------------------------------

En sortie, le code renvoie un fichier ASCII, utilisable par exemple avec gnuplot.
Le logiciel SWASHES est écrit en C++, chaque type de solution (bosse parabolique,

rupture de barrage, . . . ) correspondant à une classe spécifique. Cette structure simplifie l’ajout
d’une solution, en particulier lorsque la classe existe déjà (par exemple, une nouvelle solution
de type Mac Donald).

2.4 Quelques résultats numériques : validation de FullSWOF
Dans cette partie, nous comparons les résultats numériques obtenus par FullSWOF et les

solutions analytiques sur les exemples décrits à la section 2.3.

2.4.1 Écoulement transcritique avec choc sur une bosse parabolique

Sur la figure 2.3, nous avons représenté un écoulement transcritique avec choc sur une
bosse parabolique, correspondant à la configuration de la section 2.3.1.1, pour un temps qui
nous assure d’être à l’équilbre, soit T = 100 s.

Les résultats numériques de FullSWOF_1D et la solution analytique coïncident très bien ;
une légère erreur (de l’ordre du pourcent) apparaît au sommet de la bosse. Une différence un
peu plus grande est observée au niveau du choc, qui s’étend sur quatre cellules (sur 500) dans
les sorties de FullSWOF_1D, mais cela ne se répercute pas dans la suite des calculs.

2.4.2 Solution super-critique de type Mac Donald avec terme de pluie

Dans cette partie, on s’intéresse à la solution super-critique de type Mac Donald avec
terme de pluie présentée à la section 2.3.1.2.
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Figure 2.3 – Résultats de FullSWOF_1D sur une bosse parabolique pour un écoulement
transcritique avec choc.
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Figure 2.4 – Résultats de FullSWOF_1D pour un écoulement super-critique avec la loi de
frottement de Darcy-Weisbach.

Sur la figure 2.4, nous pouvons constater que la solution exacte est bien approchée par
FullSWOF_1D et que la pluie n’amène pas de comportement anormal.

2.4.3 Rupture de barrage sur un sol sec

La solution de la rupture de barrage sur un sol sec, voir section 2.3.2.1, est représentée
sur la figure 2.5, à l’instant T = 6 s.

Les allures générales des deux courbes correspondent. Plus en détail, la première partie
(plateau) montre que FullSWOF_1D préserve bien les états d’équilibre au repos. L’angle
prévu par la solution analytique à x = 3.7 m est légèrement lissé par le schéma numérique.
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Figure 2.5 – Résultats de FullSWOF_1D pour une rupture de barrage sur sol sec sans
frottement.

Quant au front, qui devrait se situer en x = 7.6 m, il est un peu ralenti et ne se trouve qu’en
x = 7.3 m ; cela peut être lié à la dégénérescence du système pour des hauteurs d’eau qui
s’annulent. Cependant, la transition sec/mouillé est bien traitée par le code.

2.4.4 Solution similaire sur fond plat

Cette solution est obtenue par l’approximation de l’onde diffusive, voir section 2.3.2.2.
Sur la figure 2.6, nous avons tracé les résultats obtenus par FullSWOF_1D pour différentes
discrétisations en espace. Nous constatons bien la convergence attendue vers la solution ana-
lytique.
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2.4.5 Solution similaire sur fond incliné

Dans ce cas, la solution est obtenue par l’approximation de l’onde cinématique. Il faut noter
que la solution analytique s’arrête brutalement (voir section 2.3.2.3), la régularisation par la
tension de surface n’a pas été prise en compte, et le résultat n’est pas réaliste. FullSWOF_1D
ne convergera donc pas exactement vers cette solution.

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

Water height on an inclined bottom at T=100s
Self-similar solution

FS1D   100 points
FS1D   200 points
FS1D   500 points
FS1D 1000 points
FS1D 2000 points

Figure 2.7 – Hauteur d’eau (sans la topographie) sur un plan incliné.

Les résultats pour plusieurs pas d’espace sont tracés sur la figure 2.7. Comme prévu, les
résultats numériques de FullSWOF ne coïncident pas avec la solution analytique irréaliste,
mais la figure nous permet quand même de conclure à un bon comportement du schéma
numérique.

2.4.6 Amortissement d’une vague sur une plage
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Figure 2.8 – Résultats à T = 15 s.

Sur la figure 2.8, nous avons tracé à la fois la solution analytique (voir section 2.3.2.4), et
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les résultats donnés par FullSWOF_1D avec 100 points : on observe un bon accord pour la
hauteur d’eau, une légère différence pour le débit qui disparaît en raffinant le maillage.

Remarque 2.3. Pour obtenir ce résultat, il a fallu imposer une condition de bord variable en
temps, à savoir la valeur de la solution analytique à gauche au cours du temps. Cette fonc-
tionnalité n’étant pas encore programmée dans FullSWOF_1D, les valeurs ont été recopiées
directement dans le fichier de condition de bord.

2.4.7 Vague périodique sur une plage
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Figure 2.9 – Résultats à T = 12.28 s (demi-période).

Grâce à la solution analytique de la section 2.3.2.5, nous avons pu valider le code FullS-
WOF_1D sur le cas test périodique de la plage. Les résultats pour 100 points sont donnés
à la figure 2.9 : la hauteur d’eau est bien calculée, et la légère différence au niveau du front
sec/mouillé s’estompe en raffinant le maillage. En revanche, le débit semble plus loin de la so-
lution analytique : l’échelle de représentation choisie est l’échelle de variations de la condition
de bord gauche, entre -0.75 et 0.75 m2/s. L’instant final que nous avons représenté correspond
à la demi-période, c’est-à-dire à l’instant où le fluide arrête de se retirer pour commencer à
regagner du terrain sur la plage. Nous sommes donc à un instant où la vitesse du fluide
est nulle : cette transition n’est pas simple à capturer. Notons cependant que la différence
observée diminue aussi en raffinant le maillage.

Remarque 2.4. De même que précédemment, la condition de bord variable en temps est
obtenue avec la solution analytique et a dû être ajoutée artificiellement.

2.4.8 Surface plane dans un paraboloïde

Pour ce cas test 2D détaillé à la section 2.3.2.6, nous ne présentons à la figure 2.10 que
les résultats de FullSWOF_2D sur une coupe pour y = 2 m.

Les différences entre les résultats numériques et la solution analytique ne concernent que
quelques cellules à la transition sec/mouillé. Sur les autres parties du domaine, les résultats
obtenus coïncident bien avec la solution exacte.
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Figure 2.10 – Coupe selon x des résultats de FullSWOF_2D pour le cas test de Thacker
d’une surface plane dans un paraboloïde.

2.5 Des exemples d’utilisation
Nous présentons ici trois exemples concernant des cas tests réels, et nous donnerons un

aperçu d’autres utilisations dont nous avons eu connaissance. Sauf mention contraire, nous
avons utilisé les paramètres par défaut de FullSWOF, à savoir le flux HLL et la reconstruction
MUSCL.

2.5.1 Pluie sur la parcelle expérimentale de Thiès (Sénégal)

Le logiciel FullSWOF a été testé sur les données1 de la parcelle de Thiès [MPP+11]. Il
s’agit d’une parcelle en forme de « livre ouvert », voir figure 2.11a, initialement sèche, équipée
par l’IRD, qui a été soumise à une pluie artificielle d’intensité 70 mm/h pendant 2 heures.
Les résultats, présentés à la figure 2.11, ont été obtenus avec les mêmes paramètres que
ceux proposés dans [TPW+08] ; ils sont comparables aux résultats de cet article obtenus avec
d’autres logiciels, mais le prétraitement des données n’a pas été nécessaire, voir [10].

2.5.2 Rupture du barrage de Malpasset

La version parallèle de FullSWOF_2D [CCD+13] a été utilisée pour reproduire la rupture
du barrage de Malpasset, qui a eu lieu en 1959 et dont les données sont régulièrement utilisées
pour évaluer les performances des différents logiciels [Her00, Her07]. Sur la figure 2.12, les
résultats sont comparés aux données mesurées sur une reproduction à échelle réduite de la
rupture de barrage et montrent un bon comportement de FullSWOF_2D, voir [10].

1Données disponibles en ligne : http://www.umr-lisah.fr/Thies_2004/

http://www.umr-lisah.fr/Thies_2004/
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Figure 2.11 – Résultats du logiciel FullSWOF sur les données de la parcelle de Thiès avec
pluie, pour 160×200 cellules, à T = 7400 s.
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Figure 2.12 – Rupture du barrage de Malpasset : évolution de la hauteur d’eau simulée par
FullSWOF_2D (version parallèle) avec 1000×486 cellules et comparaison avec des données
expérimentales.
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2.5.3 Écoulement sur une topographie comportant des sillons [20]

Dans cette partie, nous reprenons les résultats de [20] : nous nous sommes intéressés à
l’écoulement de l’eau sur une topographie comportant des sillons, perpendiculaires à la pente
(le domaine étant choisi pour que la pente soit parallèle à l’un des bords), voir figure 2.13.
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Figure 2.13 – Domaine et configuration utilisés pour l’écoulement sur des sillons.

Lors d’un apport amont ou d’une pluie, l’eau est ralentie, le temps de remplir, au fur et à
mesure, chaque sillon.

Dans un premier temps, cette expérience a permis de valider le logiciel FullSWOF sur des
données expérimentales. Sur la figure 2.14, nous avons comparé les mesures et les résultats
fournis par FullSWOF_1D, avec 1104 cellules (de manière à bien représenter les sillons) et
pour T = 10 s. Le coefficient de frottement de Manning a été calibré pour s’approcher au
mieux des résultats expérimentaux. Cette comparaison montre une bonne localisation des
sillons, même si les chocs obtenus numériquement sont plus marqués. Cela pourrait être lié
au fait que l’on ne tient pas compte de la tension de surface dans notre logiciel, alors que la
tension de surface joue un rôle important aux échelles considérés.

Le but principal de ce travail autour des sillons était de trouver un terme de frottement à
ajouter aux équations de Saint-Venant sur un plan incliné, qui reproduise le même comporte-
ment de retard de l’eau à l’aval du domaine. Cela permettrait de considérer une discrétisation
plus grossière et donc de diminuer les temps de calcul.



42 Chapitre 2 : Autour de la résolution numérique des équations de Saint-Venant

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

x (m)

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

H
a
u

te
u

r 
(m

)

FullSWOF_1D

Mesures
Topographie

Figure 2.14 – Résultats de FullSWOF et mesures expérimentales sur des sillons.

Pour cela, nous avons défini 〈hF 〉 la hauteur moyenne d’eau retenue dans un sillon de
longueur ` :

〈hF 〉 = V/(LF × `)

où V est le volume d’eau piégée dans un sillon, LF la longueur d’onde des sillons et ` la
longueur du domaine (en x). Le coefficient de frottement que nous avons choisi est de la
forme :

K(h) = K0 exp
(−h+ 〈hF 〉

C〈hF 〉

)
,

où K0 est un coefficient à caler et C représente les fluctuations qu’il peut y avoir sur les
hauteurs des sillons.

Grâce à FullSWOF_2D (avec la reconstruction ENO modifiée), nous avons pu, d’une part,
obtenir une solution de référence (avec une discrétisation très fine des sillons, à savoir 200
cellules par sillon), et, d’autre part, obtenir la solution du système de Saint-Venant avec, sur
la troisième équation de (2.1), un terme de frottement supplémentaire K(h)hv. On notera
que le coefficient K(h) n’intervient que sur l’équation sur v vu le sens de la pente.

Les résultats sont donnés à la figure 2.15 pour la topographie1 zb(x, y) = −0.05y +
0.01 cos(20πy), avec un apport d’eau amont dont le débit est Qinflow = 3.132.10−2 m2/s,
jusqu’à T = 27.75 s. Les constantes K0 et C ont été fixées à 0.004 et 10 respectivement.

Nous voyons que le terme de frottement choisi nous permet de nous rapprocher de la
solution exacte (plus coûteuse) par rapport à la solution sans frottement supplémentaire
(K0 = 0) qui ne ralentit pas la progression du front. Pour plus de détails et d’autres cas tests,
nous renvoyons le lecteur à [20]. En particulier, nous y étudions, pour un cas test avec de

1prise en compte des sillons (de la forme 0.01 cos(20πy)) pour la solution de référence, et plan incliné lisse
zb(x, y) = −0.05y pour les approches avec terme de frottement supplémentaire K(h)hv.
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la pluie et sans apport d’eau amont, l’influence du pas de discrétisation de la topographie
plane : nous avons pu constater que, en choisissant un pas de la longueur de un à quatre
sillons, l’erreur commise reste du même ordre de grandeur.

2.5.4 Diffusion et rayonnement

Les logiciels FullSWOF et SWASHES étant distribués gratuitement sur le site Sourcesup,
chacun est libre de les utiliser et de les adapter à différents problèmes.

A ce jour, plus de 45 publications1 ont fait référence au logiciel SWASHES, en général
pour préciser un cas test et sa solution analytique.

En ce qui concerne FullSWOF, un certain nombre de travaux2 consistent en des utilisa-
tions directes du code, pour des applications en zone urbaine [ADA+14] ou des analyses sur
la connectivité des topographies par exemple. D’autres études ont été menée en couplant ou
modifiant le code, comme par exemple [UWN+15] via une intégration de PeanoClaw (qui per-
met de faire du maillage adaptatif [UWKA13]) par des chercheurs du Technische Universität
München et de l’université de Durham.

1voir la liste à l’adresse http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/SWASHES.
2voir la liste à l’adresse http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/FullSWOF.

http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/SWASHES
http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/FullSWOF




Chapitre 3
Modélisation de l’érosion

Ce troisième et dernier chapitre complète le précédent par une modélisation de l’érosion
vue comme un couplage entre les équations de Saint-Venant et un modèle pour l’évolu-
tion de la topographie, en fonction de l’écoulement et, éventuellement, de l’effet de la
pluie. Nous présentons ici plusieurs approches, en commençant par l’équation simplifiée
d’Exner, qui n’est que l’expression de la conservation de la masse de sédiments, pour
laquelle nous proposons un modèle asymptotique lié aux marées et une nouvelle formu-
lation du flux de sédiments lorsqu’il n’y a pas de sédiments mobiles disponibles. Puis
nous passons à des modèles plus complexes tels que le modèle de Hairsine et Rose, où les
sédiments sont différenciés selon leur taille en plusieurs classes avec des caractéristiques
différentes. Dans ce cas, nous détaillons un nouveau schéma numérique pour lequel le
pas de temps hydrodynamique n’a pas besoin d’être modifié. Enfin, nous proposons un
modèle de transfert qui englobe aussi bien le modèle de Hairsine et Rose que des modèles
de transport chimique ou de charriage en rivières.
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3.1 Modèles d’érosion
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à différents modèles d’érosion. Ces modèles sont

tous écrits sous la forme d’un couplage entre un modèle hydrodynamique, pour représenter
l’évolution de l’eau, et un modèle morphodynamique, qui traduit l’évolution en temps du fond
(voir figure 3.1).

h(t, x, y) : hauteur d’eau

z

x

zb(t, x, y) : épaisseur du sol et de la couche de sédiments

y

→
u(t, x, y) : vitesse horizontale

Figure 3.1 – Modèle hydrodynamique avec topographie variable en temps et en espace.

Au cours des travaux que nous avons menés, nous avons toujours utilisé le modèle de Saint-
Venant pour caractériser l’écoulement, mais nous pourrions imaginer un couplage avec n’im-
porte quel autre modèle, voir par exemple [AAB+16].

L’érosion comprend en réalité trois processus distincts :

• le détachement des particules. Deux phénomènes peuvent être à l’origine du détache-
ment :

– la pluie si l’épaisseur de la lame d’eau est faible, on parle alors d’érosion diffuse ;
– l’écoulement dont la vitesse dépasse un certain seuil et qui crée un cisaillement, il

s’agit alors d’érosion concentrée.

• le transport des particules (voir figure 3.2). On peut distinguer trois types de transport :

Figure 3.2 – Représentation schématique des différents types de transport.
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– le charriage de fond ou roulement, où les particules roulent et glissent sur le fond
(modélisé par exemple par l’équation d’Exner, voir section 3.2) ;

– la saltation, où les sédiments sautent au fond sur des distances de l’ordre de leur
diamètre ;

– la suspension, où les particules montent plus haut et restent plus longtemps dans
l’écoulement (phénomène représenté par exemple par le modèle de Hairsine et Rose,
section 3.3).

• le dépôt, qui se fait en fonction de la vitesse de sédimentation des particules.

Dans la suite, nous commençons par l’étude de l’équation d’Exner. Il s’agit simplement
d’une équation traduisant la conservation de la masse de sédiments, mais dans laquelle il faut
choisir un flux de sédiment, souvent établi de manière empirique. Après avoir présenté un
modèle simple pour lequel nous analysons une limite asymptotique sous l’effet des marées,
nous proposons une modification du flux pour vérifier la conservation de la masse même
lorsqu’il n’y a pas de sédiments sur les bords du domaine.

Nous en viendrons alors à un modèle plus complexe, à savoir le modèle de Hairsine et Rose.
Il s’agit d’un modèle où l’on peut distinguer plusieurs classes de sédiments (en fonction de
leur taille) et pour lesquels on modélise le détachement et le dépôt. Cependant, pour chacun
de ces phénomènes, un ou plusieurs paramètres doivent être choisis et il n’est pas toujours
simple d’arriver à calibrer le modèle correctement.

Enfin, dans une dernière partie, nous présenterons un modèle de transfert qui regroupe le
modèle de Hairsine et Rose ainsi que d’autres modèles sous le même formalisme ; ce modèle
a été intégré au logiciel FullSWOF_1D.

3.2 Équation d’Exner
Dans un premier temps, nous pouvons considérer l’équation d’Exner [Exn25] pour la

modélisation de l’évolution de la couche de sédiments. Cette équation, initialement obtenue
pour l’étude des rivières, traduit la conservation de la masse de sédiments charriés. Elle s’écrit :

∂tzb + ξdivqb = 0, (3.1)

où ξ = 1/(1 − ψ0), ψ0 représente la porosité de la couche de sédiments, et qb est le flux de
sédiments.

Le flux qb peut être calculé par différentes formules empiriques. Ces formules s’écrivent en
fonction de la contrainte de cisaillement τ , donnée par

τ = %ghSf ,

où Sf est le terme de friction, qui peut s’exprimer par exemple selon la loi de Darcy-
Weisbach (équation (2.3)) Sf = f→u |→u |/(8gh) ou selon la loi de Manning (équation (2.4))
Sf = n2→u |→u |/h4/3. La version non dimensionnelle de cette contrainte, aussi appelée para-
mètre de Shields, vaut

τ∗ = τ

(%s − %)g ds
,

où ds représente le diamètre des sédiments, % la masse volumique du fluide et %s la masse
volumique des sédiments.
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Citons parmi les formules1 les plus couramment utilisées dans le cas des fluides turbulents :

• la formule de Grass [Gra81],

qb = Ag

→
q

h

∣∣∣∣∣
→
q

h

∣∣∣∣∣
mg−1

= Ag
→
u
∣∣∣→u ∣∣∣mg−1

,

où 1 ≤ mg ≤ 4, et Ag est une constante qui dépend du type de sédiments,

• la formule de Meyer-Peter & Müller [MPM48],
1√(

%s
%
− 1

)
g ds

3
qb = 8 sign

(→
u
)

(τ∗ − τ∗c )3/2
+ ,

où τ∗c , la tension tangentielle critique, vaut en général τ∗c = 0.047 (fluides turbulents),

• la formule de Fernández Luque & Van Beek [FLB76],
1√(

%s
%
− 1

)
g ds

3
qb = 5.7 sign

(→
u
)

(τ∗ − τ∗c )3/2
+ ,

• la formule de Nielsen [Nie92],
1√(

%s
%
− 1

)
g ds

3
qb = 12 sign

(→
u
)√

τ∗(τ∗ − τ∗c )+,

• la formule de Van Rijn [Rij84],

1√(
%s
%
− 1

)
g ds

3
qb = 0.005

C1.7
D

(
ds
h

)0.2√
τ∗(
√
τ∗ −

√
τ∗c )2.4

+ ,

où CD est le coefficient de trainée.

On notera que la formule de Grass est la plus simple mais ne fait pas intervenir de seuil,
contrairement à ce que l’on observe physiquement. De plus, toutes ces formules ne prennent
pas en compte la gravité ; il sera donc possible d’observer des profils verticaux lors de l’avan-
cement d’une dune, si l’on n’ajoute pas de terme supplémentaire.

Dans sa thèse [Fer06], avant de présenter un schéma et des résultats numériques sur ces
équations, A. M. Ferreiro, propose une formulation unifiée de ces expressions empiriques, sous
la forme suivante :

qb = C1 g2(h,→q )
(
C2 + C3 g1(h,→q )

)m
,

que nous pouvons également écrire, en régime turbulent,

qb = c(τ∗)m1(τ∗ − τ∗c )m2
+ sign(τ)

√(
%s
%
− 1

)
g ds

3, (3.2)

avec c > 0, m1 ≥ 0 et m2 ≥ 1 des constantes.
1En 2D, ces formules sont à interpréter composante par composante.
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Dans cette partie, nous allons présenter plusieurs travaux réalisés autour du couplage
équation de Saint-Venant - équation d’Exner. J’ai commencé cette étude lors de ma thèse [3]
avec un modèle de Saint-Venant visqueux couplé à l’équation d’Exner dans laquelle un terme
de diffusion, lié à la viscosité du fluide, est ajouté. Plus précisément, avec J. d. D. Zabsonré
et E. D. Fernández-Nieto, nous avions étudié le système (non-dimensionnel) suivant :

∂th+ div(h→u) = 0,

∂t(h
→
u) + div(h→u ⊗→u) + h∇(h+ zb)

Fr2 − 1
Rediv(hD(→u)) = 0,

∂tzb +Adiv
(
h|→u |cg

→
u
)
− 1

2Re∆zb = 0,

(3.3)

avec les conditions initiales

h(t = 0) = h0 ≥ 0, zb(t = 0) = zb0 , h
→
u(t = 0) = q0,

où D(→u) = (∇→u + t∇→u)/2 est la partie symétrique du gradient, Fr > 0 représente le nombre
de Froude, Re > 0 le nombre de Reynolds, et cg un réel tel que 0 < cg < 1/2.
Nous avions montré pour ce système un résultat de stabilité [7] : les deux termes de diffusion
se combinent dans l’inégalité d’énergie, mais aussi dans l’expression de l’entropie BD [BD03,
BD07].

Nous allons détailler ici deux approches autour de l’équation d’Exner : dans la section 3.2.1,
nous1 donnons un modèle qui comporte deux échelles de temps, la seconde échelle correspon-
dant au temps caractéristique des marées. Nous réalisons une analyse asymptotique qui nous
permet d’obtenir un modèle au premier ordre qui approxime bien la solution du modèle com-
plet.
À la section 3.2.2, nous2 mettons en évidence un problème de conservation de la masse dans
les formules présentées ci-dessus et nous proposons une modification du modèle que nous
testons sur quelques exemples.

3.2.1 Un modèle à deux échelles de temps : influence des marées [8]

Considérons les équations de Saint-Venant couplées à l’équation d’Exner avec la formule
de Grass où mg = 3 :

∂th+ div
(
h
→
u
)

= 0,

∂t
(
h
→
u
)

+ div
(
h
→
u ⊗→u

)
+ gh∇h+ fh

→
u
⊥

= −gh∇zb − k`
→
u,

∂tzb +Adiv
(∣∣∣→u2∣∣∣→u) = 0.

(3.4)

Le coefficient A est petit, il est lié aux caractéristiques du sédiment, et nous choisissons un
frottement linéaire en →u de coefficient k`.

Nous souhaitons prendre en compte l’effet des marées dans ces équations. Pour cela, tout
d’abord, nous imposons des conditions aux bords périodiques. De plus, les marées introduisent
de nouvelles échelles caractéristiques dans le modèle : notons L̃ la longueur d’onde et l̃ la

1 Ce travail a été réalisé en collaboration avec S. Cordier (univ. d’Orléans) et J. d. D. Zabsonré (univ.
de Bobo-Dioulasso, Burkina-Faso).

2 Ce travail a été réalisé en collaboration avec E. D. Fernández-Nieto (univ. de Séville, Espagne), T. Mo-
rales de Luna (univ. de Cordoue, Espagne) et S. Cordier (univ. d’Orléans).
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longueur d’excursion. Si σ̃ représente la fréquence des marées, et M̃ l’amplitude des courants,
nous avons M̃ = σ̃l̃ et nous pouvons définir un nouveau petit paramètre, noté δ̃ :

δ̃ = l̃

L̃
= M̃

σ̃L̃
� 1.

En réécrivant le système (3.4) en variables non-dimensionnelles (le paramètre δ̃ intervient
également dans la mise à l’échelle de la hauteur d’eau), nous faisons apparaître un nouveau
temps dans l’équation d’Exner :

t = At ≈ δ̃2t.

En supposant que l’épaisseur de la couche de sédiments ne varie qu’en fonction de l’espace
et t, nous réalisons un développement asymptotique en puissances de δ̃, nous identifions les
premiers ordres et nous obtenons :

div(h0
→
u0) = 0,

∂tz
0
b + div

(∣∣∣∣→u0
∣∣∣∣2 →u0

)
= 0,

h0 ∂t
→
u0 + div

(
h0
→
u0 ⊗

→
u0
)

+ h0∇(h1 + z1
b ) + fh0

→
u0
⊥

= −k`
→
u0,

(3.5)

système qui peut être résolu par la méthode du Lagrangien augmenté.
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(c) t = 24 h.
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(d) t = 48 h.

Figure 3.3 – Evolution d’une dune sur 48h (avec 100 points et A = 0.001, δ = 0.0002, deux
périodes par jour et des conditions telles que la surface libre reste très proche de la surface
horizontale z = 1).
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Nous avons alors cherché à comparer les solutions des systèmes (3.4) et (3.5) sur des
exemples, sans frottement et sans effet de la force de Coriolis. Nous avons tout d’abord
considéré l’évolution d’une dune de sédiments 1D sous l’effet des marées, voir la figure 3.3.
Le temps de calcul nécessaire pour résoudre (3.4) avec une méthode volumes finis est bien
plus élevé que pour la résolution du système limite (3.5). La dune est bien localisée et l’erreur
relative ne dépasse pas quelques pourcents. Un exemple 1D de dune de sable rectangulaire sur
un plan incliné soumis aux marées confirme que le modèle approché au premier ordre donne,
rapidement, des résultats assez satisfaisants.

Une étude plus complète montre cependant que la diffusion de la dune n’est due qu’à de la
diffusion numérique. Il pourrait être intéressant de réaliser des tests plus complets en 2D et de
se pencher sur la question de l’ajout d’un terme de diffusion directement dans les équations,
comme cela avait été fait dans [7] (voir système (3.3)), mais le modèle de Grass est tellement
simplifié que cela ne semble pas totalement pertinent.

3.2.2 Une modification du flux de sédiments pour conserver la masse [13]

En travaillant sur le couplage entre les équations de Saint-Venant et l’équation de Exner,
nous avons constaté que la conservation de la masse n’est pas toujours assurée. En effet, dans
le cas présenté à la figure 3.4 où les sédiments sont concentrés à l’intérieur du domaine, si
nous intégrons l’équation d’Exner (3.1) sur [0, T ]× [a, b], nous obtenons :∫ b

a
(zb)|t=T

dx−
∫ b

a
(zb)|t=0dx = −ξ

∫ T

0

(
(qb)|x=b

− (qb)|x=a

)
dt. (3.6)

En supposant que le temps T a été choisi de façon à ce qu’il n’y ait pas de sédiments qui
entrent ou sortent du domaine, le membre de gauche de l’égalité (3.6) est nul (conservation
de la masse de sédiments). Cependant, il est possible que (qb)|x=a

et (qb)|x=b
diffèrent (comme

le flux qb dépend des conditions hydrodynamiques via h et u) et donc que le terme de droite
de l’équation (3.6) ne s’annule pas !
Cet exemple montre que, pour être en mesure d’utiliser l’équation d’Exner (3.1) sans restric-
tion particulière sur la localisation des sédiments, il est nécessaire de modifier la formulation
du flux qb pour qu’il s’annule lorsqu’il n’y a pas de sédiments.

zb(t, x)

x = a x = b

Figure 3.4 – Cas où il n’y a pas de sédiments aux bords du domaine.



52 Chapitre 3 : Modélisation de l’érosion

Figure 3.5 – Au-dessus de la couche non érodable, décomposition de la couche de sédiments
en deux couches. Il peut y avoir des échanges de sédiments entre les deux couches.

Nous notons zr l’épaisseur de la couche non érodable. L’idée que nous proposons consiste
à décomposer la couche de sédiments, située au-dessus de la couche non érodable, en deux
couches distinctes, (de hauteurs zf et zm respectivement). La couche du dessus (zm) est
composée de sédiments mobiles, qui bougent sous l’action de l’eau ; la couche du dessous (zf )
est composée de sédiments fixes, mais qui sont susceptibles de bouger s’ils passent dans la
couche supérieure, voir figure 3.5. Nous allons alors définir une nouvelle formulation du flux
de sédiments, qui dépendra de la valeur de zm, de façon à annuler le flux lorsqu’il n’y pas de
sédiments mobiles.

Dans ces conditions, les équations s’écrivent :
∂th+ div(h→u) = 0,
∂t(h

→
u) + div(h→u ⊗→u) + gh∇h = −gh∇(zm + zf + zr),

∂tzm + divq̂b = że − żd,
∂tzf = −że + żd,

(3.7)

où że est le taux d’érosion (passage de zf à zm), donné par
że = ξKe

ds

√(
%s
%
− 1

)
g ds

3 (τ∗ − τ∗c )+ lorsque zf > 0,

że = 0 si zf = 0,

et żd est le taux de dépôt (passage de zm à zf ) ,

żd = Kd

ds
2

√(
%s
%
− 1

)
g ds

3 zm,

où Ke et Kd sont les constantes d’érosion et de dépôt respectivement, voir par exemple [EK62,
Cha06, KL06].

Remarquons tout d’abord que, zr ne dépendant pas du temps, la somme des deux dernières
équations du système (3.7) redonne l’équation d’Exner (3.1) si q̂b = ξqb.
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Supposons maintenant que zf > 0 (l’érosion est possible, il y a des sédiments qui peuvent
se détacher et passer dans la couche zm). Nous pouvons définir q̂b pour annuler le flux de
sédiments lorsqu’il n’y a pas de sédiments mobiles en posant :

q̂b = zm
Kd

Keds
c(τ∗)m1(τ∗ − τ∗c )m2−1

+ sign(τ)
√(

%s
%
− 1

)
g ds

3, (3.8)

avec c > 0, m1 ≥ 0 et m2 ≥ 1 des constantes (voir équation (3.2)), et obtenir le résultat
suivant, démontré dans [13] :

Théorème 3.1. La formulation proposée (3.7)-(3.8) a les propriétés suivantes :

• l’équation de continuité préserve la conservation de la masse, en particulier sur l’exemple
de la figure 3.4,

• cette formule coïncide avec les formules usuelles lorsque l’on se place dans un régime
quasi-uniforme, c’est-à-dire que żd = że.

En une dimension d’espace, nous avons alors étudié l’hyperbolicité du système couplé
Saint-Venant - Exner (3.7) en l’écrivant sous la forme suivante :

∂tW̃ + Ã(W )∂xW̃ = S̃(W )∂xzr + S̃ed où W̃ =


h
hu
zm
zf

=
(
W
zf

)
et Ã(W ) =

(
A(W ) S(W )

0 0

)
.

L’étude des valeurs propres de la matrice des coefficients de transport Ã(W ) revient à se res-
treindre uniquement à la matrice 3×3 A(W ), obtenue à partir des trois premières composantes
de W̃ , soit la matrice obtenue pour vecteur W . Cette étude peut être résumée comme suit :

• dans le cas fluvial (u2 − gh < 0), il y a toujours deux valeurs propres de même signe et
la troisième du signe opposé,

• dans le cas torrentiel (u2 − gh < 0) :

– soit les trois valeurs propres sont du même signe,
– soit il y a deux valeurs propres de même signe et la troisième du signe opposé.

Il faut noter que cette possibilité d’avoir trois valeurs propres du même signe est spécifique à
notre choix de flux q̂b, équation (3.8). La formulation habituelle (sans dépendance en zm) ne
permet pas cette configuration, qui correspond à une création d’antidunes, voir figure 3.6.

Ce modèle a ensuite été intégré dans un code volumes finis, qui repose sur un schéma de
Roe associé à un chemin conservatif, voir [Tou92, CMP01, PC04, Par06]. Le système (3.7)
est résolu en deux étapes, tout d’abord en négligeant les termes de dépôt et d’érosion du
second membre, puis en les intégrant dans la seconde étape. Ce code a été validé à l’aide
d’une solution analytique, obtenue dans l’esprit de [BCDL12] : en considérant que h, q = hu,
et zm (bien choisis) ne varient pas au cours du temps, il est possible de trouver une équation
d’évolution, linéaire en temps, pour zf .

Donnons un résultat numérique : l’exemple d’une dune dans un cas fluvial, simulée avec
la formule de Meyer-Peter et Müller (m1 = 0 et m2 = 3/2). À la figure 3.7, nous avons
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Figure 3.6 – Exemple où il y a trois valeurs propres positives, cas qui ne peut pas se produire
si l’on n’étudie que le flux habituel, sans dépendance en zm.
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Figure 3.7 – À t = 300 s et t = 4000 s, topographie obtenue à partir du flux classique ou
bien du nouveau flux dépendant de zm.

représenté les résultats obtenus avec le flux classique et avec le nouveau flux (multiplication
par zm) aux instants t = 300 s et t = 4000 s. Il faut noter que la formulation proposée avec
l’équation (3.8) donne des résultats plus réalistes que ceux de la formulation habituelle ; il
n’est en effet pas possible physiquement d’avoir une pente très raide. L’effet de lissage visible
sur cet exemple n’est pas lié à de la diffusion (qui serait artificiellement introduite dans le
modèle ou bien de la diffusion numérique), mais bel et bien au choix de q̂b.

Nous présentons également, à la figure 3.8, l’érosion et le dépôt à t = 50 s. Comme expliqué
dans [ACD02], l’érosion (partie positive de la courbe) se produit à l’avant de la dune, et le
dépôt (partie négative de la courbe) a lieu après le passage au-dessus de la dune, à droite de
celle-ci. En revanche, ce constat n’est plus valable dans le cas torrentiel.

D’autres tests ont été effectués, également en deux dimensions (pour une dune rectan-
gulaire par exemple). Les résultats montrent une bonne cohérence physique pour le modèle
proposé. Il resterait à valider le modèle sur des résultats expérimentaux.
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Figure 3.8 – Sur l’axe de gauche, érosion et dépôt des sédiments ; sur l’axe de droite, pour
référence, la position de la dune à t = 50 s.

3.3 Modèle de Hairsine et Rose
Nous allons maintenant nous intéresser à la modélisation des particules en suspension, au

travers d’un premier modèle qui tient compte la distribution des tailles des sédiments : le
modèle de Hairsine et Rose.

Le modèle de Hairsine et Rose a été proposé au début des années 1990 (voir [HR91, HR92]).
Il consiste à classer les sédiments en N classes selon la taille des particules, et à établir des
équations de transfert entre la couche de sol initial, le fluide et la couche de sédiments déposés,
et ce pour chacune des N classes (voir figure 3.9). Pour la ie classe de particules, on note e(r)i
le (re-)détachement par la pluie, r(r)i le (ré-)entrainement par l’écoulement, et di le taux de
dépôt. Ces différentes quantités s’expriment en fonction de la vitesse de sédimentation des
particules vi, de la masse volumique des sédiments %s, de la masse volumique du fluide %,
de l’intensité de la pluie R, des coefficients de détachabilité du sol initial et de la couche
déposée, de la proportion de chaque classe de sédiment dans le sol initial, de l’« énergie » de
l’écoulement .... Le lecteur est renvoyé à [HR91, HR92] pour plus de détails sur les formulations

Couche déposée 
Sol initial

eri

ri
ei di

rri

Figure 3.9 – Modèle de Hairsine et Rose pour la ie classe de particules.
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des termes d’échange entre les couches. Nous retiendrons cependant le très grand nombre de
paramètres dans ces expressions, paramètres qui devront être identifiés ou calés.

Les équations de Hairsine et Rose s’écrivent alors, pour chaque classe i de sédiments
(1 ≤ i ≤ N) : {

∂t(cih) + div(cih
→
u) = ei + eri + ri + rri − di,

∂tmdi = di − eri − rri,
(3.9)

où

• ci représente la concentration en sédiments (kg/m3) de la classe i dans la couche de
fluide,

• mdi représente la masse de sédiments par unité de surface (kg/m2) de la classe i dans
la couche déposée.

Un couplage entre les équations de Saint-Venant et le modèle de Hairsine et Rose peut
être réalisé, voir par exemple [HSS09, KIK13]. Le système complet considéré s’écrit :

∂th+ div
(
h
→
u
)

= R− I,

∂t
(
h
→
u
)

+ div
(
h
→
u ⊗→u

)
+ gh∇h = −gh∇zb − ghSf ,

∂t(cih) + div(cih
→
u) = ei + eri + ri + rri − di, pour i = 1, . . . , N

∂tmdi = di − eri − rri, pour i = 1, . . . , N

(1− ψ0)%s∂tzb =
N∑
i=1

(di − ei − eri − ri − rri),

(3.10)

où la dernière équation traduit la conservation de la masse de sol (ψ0 représente la porosité de
la couche de sédiments). On notera qu’un tel couplage suppose que les sédiments détachés dans
le fluide sont des éléments passifs, ils ne perturbent pas l’écoulement. Cela est en particulier
vérifié pour de faibles concentrations en sédiments (inférieures à quelques dizaines de grammes
par litre).

D’un point de vue numérique, ce modèle peut être programmé par une méthode volumes
finis avec un schéma de Roe. Les équations (3.10) se réécrivent sous la forme :{

∂tW + ∂xG(W) + ∂yH(W) = S0 + S1,

∂tV = S2,
(3.11)

avec

W =



h
hu
hv
c1h
...

cNh


, V =


m1
...

mN

zb

 , G(W) =



hu

hu2 + 1
2gh

2

huv
c1hu
...

cNhu


, H(W) =



hv
huv

hv2 + 1
2gh

2

c1hv
...

cNhv


,

et
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S0 =



0
−gh∂xzb
−gh∂yzb

0
...
0


, S1 =



R− I
−ghSf x
−ghSf y

e1 + er1 + r1 + rr1 − d1
...

eN + erN + rN + rrN − dN


, S2 =



d1 − er1 − rr1
...

dN − erN − rrN
N∑
i=1

(di − ei − eri − ri − rri)

(1− ψ0)%s


.

Cette approche a été utilisée par [HSS09, KIK13], en introduisant une contrainte artifi-
cielle supplémentaire sur le pas de temps pour préserver la positivité de la concentration de
sédiments.

Dans sa thèse [23] que j’ai co-encadrée, M. H. Le a, entre autres, travaillé sur ce couplage
entre les équations de Saint-Venant et le modèle de Hairsine et Rose. Il a ainsi été possible, par
une approche astucieuse du problème, de ne pas devoir imposer de condition CFL restrictive
liée aux équations sur les concentrations, mais de faire en sorte que la CFL du système
de Saint-Venant soit suffisante pour assurer la stabilité du schéma numérique ; cela permet
alors de prendre un pas de temps plus grand et de gagner en temps de calcul. En effet, les
équations (3.11) peuvent être résolues grâce à un splitting en temps, en commençant par la
partie hyperbolique :

∂tW + ∂xG(W) + ∂yH(W) = S0,

puis en corrigeant les résultats en prenant en compte les termes source :{
∂tW = S1,

∂tV = S2.

L’originalité de cette approche consiste à traiter les équations du type ∂t(cih) + div(cihu) = 0
avec un schéma décentré upwind, puis à discrétiser la partie ∂t(cih) = ei+eri+ri+rri−di en

(a) Hauteur d’eau (b) Couche déposée (c) ds = 10 µm (d) ds = 100 µm

Figure 3.10 – Résultats du modèle de Hairsine et Rose couplé aux équations de Saint-Venant
sur les données de la parcelle de Thiès.
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une phase de dépôt ∂t(cih) = −di = −vici et une phase d’érosion ∂t(cih) = ei + eri + ri + rri,
(voir détails dans [14]).

Cette résolution numérique a été validée sur des solutions analytiques, mais aussi sur des
cas tests 2D. Par exemple, le modèle couplé a été testé sur les données de la parcelle de Thiès1

(Sénégal) mesurées par l’IRD, voir [MPP+11]. Il s’agit d’une topographie en forme de « livre
ouvert », irrégulière, initialement sèche, soumise à une pluie de deux heures, pour laquelle dix
classes de tailles de sédiments ont été considérées. Dans les conditions expérimentales choisies,
le fluide ne détache pas les particules (ri = rri = 0). Sur la figure 3.10, nous avons représenté, à
la fin des deux heures de pluie, la hauteur d’eau (figure 3.10a), la couche déposée (figure 3.10b),
la première classe de sédiments (qui représentait seulement 1% du sol initial) (figure 3.10c),
et la quatrième classe de sédiments (qui représentait 13% du sol initial) (figure 3.10d).

Cette approche reste cependant trop coûteuse pour des applications à l’échelle d’un bassin
versant. C’est pour cette raison que M. H. Le s’est également intéressé à une approche de
type « équation de Saint-Venant avec porosité » [Def00, SLGZ08], qui permet de s’affranchir
de la description de la microtopographie en intégrant dans les équations un terme précisant
la proportion de sol recouvert par le fluide.

3.4 Modèle de transfert de particules
Lors de sa thèse [24] que je co-encadre, A. Nouhou Bako a proposé un modèle traduisant

le transfert de sédiments entre le sol et le fluide, et englobant le modèle d’Hairsine et Rose,
ainsi que d’autres types de modèles comme le transport par charriage proposé dans [LDHS13]
ou le transport chimique décrit dans [GWS+04].

Le système d’équations traduit l’évolution des concentrations de sédiments (ou particules)
dans le fluide et dans une partie du sol, la couche d’échange, sous l’effet de l’écoulement et
d’autres facteurs érosifs comme la pluie. Les sédiments sont détachés, mis en suspension dans
l’écoulement puis déposés dans la couche d’échange, d’où ils peuvent éventuellement être
redétachés, voir figure 3.11.

d’échange
couchecouche

d’échange

fluide

sol

u

Figure 3.11 – Modèle de transfert de sédiments.

1http://www.umr-lisah.fr/Thies_2004/

http://www.umr-lisah.fr/Thies_2004/
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Fluide : 

G(M)

Source
St

concentration c
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d’échange :

Figure 3.12 – Transfert de sédiments : notations.

Plus précisément, en notant c la concentration de sédiments dans le fluide, etM la concen-
tration de sédiments dans la couche d’échange, si G(M) est le bilan des transferts de sédiments
entre le fluide et la couche d’échange (voir figure 3.12), le modèle d’érosion s’écrit :

∂t(hc) + ∂x(qc) = 1
ts

(G(M)− hc) + St,

α∂tM = − 1
ts

(G(M)− hc) ,
(3.12)

où ts représente le temps de relaxation nécessaire pour atteindre l’équilibre décrit par G(M),
α une constante (pour retrouver la constante qui intervient éventuellement dans les mo-
dèles cités précédemment), et St le terme source, modélisant par exemple le détachement des
particules du sol. La fonction G peut être linéaire ou non. On peut bien sûr imaginer une
généralisation de ce système à plusieurs classes de sédiments, comme pour le modèle de Hair-
sine et Rose, en réécrivant le système (3.12) pour chaque classe i de particules, caractérisée
par des concentrations ci et Mi, une fonction d’échange Gi et un temps de relaxation tsi.

A. Nouhou Bako a programmé le couplage de ces équations et du logiciel FullSWOF_1D,
en utilisant une méthode volumes finis à l’ordre 2 en espace et en temps pour la résolution
du système (3.12) et a testé son programme sur différents types d’applications. Ainsi par
exemple, elle s’est placée dans le cas considéré dans [SHBG02] pour illustrer une solution
analytique du modèle de Hairsine et Rose avec 10 classes de sédiments. À la figure 3.13,
on peut constater que le modèle de transfert utilisé avec les paramètres qui permettent de
retrouver les équations de Hairsine et Rose donne de bons résultats.

On notera que, dans le cadre de sa thèse, A. Nouhou Bako s’est intéressée à l’effet des
gouttes de pluie sur le détachement, le transport et la sédimentation. Ainsi, elle a tout d’abord
étudié le détachement dû à la pluie, et a montré l’indépendance des contributions de chaque
goutte de pluie, permettant ainsi de sommer les contributions individuelles de chaque goutte
au détachement des sédiments [19]. Suite à ses travaux pour exprimer la quantité de matière
détachée en fonction de différents facteurs érosifs [18], elle a mené une étude sur la variabilité
du coefficient qui se trouve en exposant dans la formule obtenue, permettant ainsi de mieux
modéliser le terme source St. En revanche, elle a aussi montré que l’effet sur la sédimentation
de chaque goutte de pluie individuelle ne peut pas être sommé pour obtenir l’effet total de
la pluie. Elle a donc mis en place une démarche expérimentale à l’INRA d’Orléans, mettant
en évidence un effet non négligeable de la pluie sur les vitesses de sédimentation, mais cet
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Figure 3.13 – Résultats numériques du modèle de transfert couplé à FullSWOF comparés
à la solution analytique proposée dans [SHBG02] pour le modèle de Hairsine et Rose.

effet étant non-linéaire, il est nécessaire de compléter les expériences pour en donner une
quantification. Cette vitesse de sédimentation modifiée par la pluie intervient dans la fonction
G(M) et dans l’expression du temps de relaxation ts.

Conclusion
Nous avons présenté plusieurs types de modèles d’érosion, tous couplés avec le système

de Saint-Venant. Tout d’abord, autour de l’équation d’Exner, nous avons présenté un modèle
asymptotique pour la prise en compte des marées mais qui reste très simplifié puisqu’il repose
sur la formule de Grass. Nous avons aussi proposé une modification de l’expression du flux
de sédiments pour prendre en compte les zones où il n’y a pas de sédiments et nous avons
obtenu, sur quelques exemples, un comportement qui parait satisfaisant d’un point de vue
physique.
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Nous nous sommes aussi intéressés, lors de la thèse de M. H. Le, au modèle de Hairsine
et Rose qui distingue plusieurs classes de sédiments, et prend en compte le détachement par
la pluie, l’entraînement par l’écoulement et le dépôt des particules. Grâce à une résolution
originale et efficace de ce système, M. H. Le a obtenu de bons résultats sur une parcelle.

Enfin, en travaillant sur l’effet de la pluie, A. Nouhou Bako a proposé dans sa thèse
un modèle de transfert, où les sédiments (ou classes de sédiments) sont décrits par leur
concentration. Ce modèle est intégré dans une branche du logiciel FullSWOF_1D, et sera
certainement distribué dans la prochaine version. Il généralise le modèle de Hairsine et Rose
ainsi que d’autres approches (charriage dans des rivières, transport de polluants).
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Effet cosinus en océanographie
Avec A. Rousseau, nous avons étendu nos travaux sur la prise en compte de la force

de Coriolis complète (sans faire l’approximation traditionnelle) dans les équations de Saint-
Venant et quasi-géostrophiques 2D. Nous nous sommes ainsi intéressés aux modifications
à apporter aux démonstrations d’existence de solutions pour les équations primitives avec
M. Petcu et nous avons pu prouver l’existence de solutions faibles et fortes dans un domaine
cylindrique, sous les mêmes hypothèses que pour le cas traditionnel. Avec J. McWilliams,
nous avons aussi obtenu la formulation généralisée des équations quasi-géostrophiques quasi-
hydrostatiques 3D. Dans ce cas, le fait que les termes supplémentaires en cosinus de la latitude
ne modifient pas le caractère elliptique de l’opérateur considéré est le point clé pour l’obtention
des résultats. Expérimentalement, les physiciens estiment que les termes en cosinus de la force
de Coriolis induisent une « inclinaison » en y, ce que nous constatons également sur le plan
théorique par un changement de variable.

Le prolongement direct de ces travaux consiste à étudier cet effet cosinus d’un point de vue
numérique. Nous souhaitons mieux comprendre ce lien entre les équations et les observations
physiques en réalisant des expériences numériques, à la fois sur les équations de Saint-Venant
sur les équations primitives, mais aussi sur les équations quasi-géostrophiques 3D qui sont
très largement utilisées en océanographie. Nous voulons mettre en évidence sur des exemples
bien choisis que, malgré le fait que le cosinus de la latitude intervienne dans les termes
supplémentaires, il n’est pas nécessaire d’être à l’équateur pour voir leur influence, que des
différences peuvent apparaître même à des latitudes moyennes. Notre but est d’arriver à ce
que les modèles opérationnels prennent enfin en compte ces termes supplémentaires qui n’ont
pas lieu d’être négligés.

Intégration d’un module d’érosion au logiciel FullSWOF
Le logiciel FullSWOF, validé sur un grand nombre de solutions analytiques, permet la réso-

lution approchée des équations de Saint-Venant. Par ailleurs, de nombreux modèles d’érosion
consistent en un couplage entre les équations de Saint-Venant et un modèle morphodyna-
mique.

La version actuellement distribuée sur la plateforme Sourcesup du logiciel FullSWOF ne
comporte pas de modèle d’érosion. Lors de sa thèse que j’ai co-encadrée [23], M. H. Le a
travaillé sur le modèle de Hairsine & Rose mais, pour le moment, un important travail de
documentation est nécessaire avant la distribution du code.
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La thèse de A. Nouhou Bako (INRA - MAPMO) [24] que je co-encadre a commencé à
la suite de ce travail, en janvier 2014. Une autre approche du problème d’érosion est abordée :
elle consiste à écrire un modèle plus général par des équations qui décrivent les transferts qui
ont lieu entre le sol et le fluide, et entre le fluide et une zone d’échange où les sédiments se
déposent et se redétachent éventuellement.

Cependant, parmi les paramètres qui interviennent dans les équations, on trouve la vitesse
de sédimentation des particules. Au repos, la vitesse de sédimentation est facilement mesurable
ou calculée avec la loi de Stokes. Dans un fluide en mouvement, la vitesse de sédimentation
est obtenue en décomposant le mouvement selon les composantes horizontales et verticales.
En revanche, la variation de la vitesse de sédimentation sous l’effet de la pluie reste inconnue.
Certains auteurs estiment que la pluie ralentit la sédimentation, d’autres qu’elle favorise ce
phénomène ! Un premier protocole expérimental mené à l’INRA d’Orléans a montré que, dans
des conditions extrêmes, la pluie semble ralentir les particules et donc augmenter la vitesse
de sédimentation. Cela demande à être confirmé par d’autres expériences.

Il est donc nécessaire de mettre en place un protocole expérimental plus précis avec l’INRA
qui permettra de quantifier l’effet de la pluie, de déterminer et analyser quels paramètres sont
mis en jeu. L’objectif de ces expériences sera d’obtenir une formulation mathématique de la
vitesse en fonction des caractéristiques de la pluie, de l’écoulement et des particules. Cette
formulation sera alors intégrée au logiciel FullSWOF, évitant une paramétrisation empirique
des équations de transfert.

Projet de recherche à long terme

Modélisation de la pluie dans les équations de Saint-Venant
Bien que le phénomène paraisse simple, la modélisation de la pluie est encore un point

méconnu. Dans les équations de Saint-Venant, la pluie influence bien évidemment l’équation de
conservation de la masse, elle fait augmenter la hauteur d’eau au même titre que l’infiltration
qui fait perdre de l’eau. Cependant, on peut se demander comment la pluie influence la
conservation de la quantité de mouvement, en particulier pour une faible hauteur d’eau h.
Prenons les deux expériences proposées à la figure 3.14.

(b)

h h

(a)

→
u

→
u

Figure 3.14 – Pluie sur une faible lame d’eau.

Pour une même intensité de pluie, on peut penser que le fluide de gauche (figure 3.14(a))
va être accéléré, et celui de droite (figure 3.14(b)) ralenti. Il y a certainement un angle limite
(qui n’est pas une pluie verticale mais plutôt comme la configuration (a)) lié à la vitesse du
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fluide, qui assure la transition entre accélération et ralentissement du fluide. Actuellement, les
modèles (au sens « équations mathématiques ») ne prennent pas en compte cette contribution.
On peut imaginer ajouter un terme lié à la vitesse horizontale de la pluie (éventuellement,
une vitesse relative par rapport au fluide). Cependant, il faut veiller à ce que le système reste
cohérent d’un point de vue énergétique. L’énergie du système de Saint-Venant est obtenue en
intégrant sur le domaine l’équation de la quantité de mouvement multipliée par la vitesse du
fluide, et le terme de pluie viendra y apporter une contribution supplémentaire.

Lorsque nous aurons proposé un modèle convenable, nous le testerons, numériquement
dans un premier temps. Dans un second temps, nous pourrions mettre en place un protocole
expérimental en collaboration avec l’INRA permettant de valider la modélisation effectuée.
Une des difficultés de ce dernier point est d’arriver à trouver un ou plusieurs cas tests dont
les caractéristiques soient compatibles avec une réalisation en laboratoire et pour lesquels les
mesures seront suffisamment précises.

Enfin, il serait intéressant de voir si le modèle obtenu peut aussi être adapté pour des
équations plus complètes telles que les équations de Navier-Stokes.

Modélisation de l’érosion
Dans ce manuscrit, nous avons présenté plusieurs approches pour modéliser l’érosion, de

l’équation d’Exner jusqu’à des modèles multicouches avec transferts de sédiments. Plusieurs
perspectives de recherche peuvent en découler.

• Tous les modèles présentés ici reposent sur le modèle hydrodynamique de Saint-Venant.
Il serait intéressant d’étudier d’autres types de couplages. Ainsi, lors d’un projet du
Cemracs 2015 [AAB+16], les auteurs ont travaillé sur un couplage entre les équations
de Stokes et l’équation d’Exner et ont donné des premiers résultats numériques promet-
teurs. On peut se demander quels autres types de couplages pourraient être effectués,
en particulier en se penchant sur les questions de conservation d’énergie / d’entropie,
qui permettraient de donner des résultats d’existence de solutions au modèle complet,
dans l’esprit de [7].

• Dans certaines conditions, comme le passage répété des roues du tracteur, des rigoles ou
ravines peuvent se créer, voir figure 3.15. Il s’agit d’une érosion très localisée, que l’on

Figure 3.15 – Rigoles formées par l’érosion (http://soilerosion.net/image/hillslope_rills.jpg).

http://soilerosion.net/image/hillslope_rills.jpg
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appelle érosion concentrée, dont le moteur est la contrainte de cisaillement appliquée par
l’écoulement à la surface du sol. Lorsque le processus d’érosion diffuse, lié aux gouttes
de pluie, aura été bien modélisé, je souhaite compléter le modèle de transfert de la
section 3.4 par la prise en compte de l’érosion concentrée qui peut avoir des conséquences
importantes sur les activités humaines. Nous pourrons comparer notre approche à celle
utilisée dans PSEM_2D [NE05] et éventuellement l’intégrer au logiciel FullSWOF.

• Une autre piste de recherche qui m’intéresserait serait un couplage avec la modélisa-
tion du vivant dans l’eau. On peut en effet penser à des situations dans lesquelles le
rôle des êtres vivants sur les dépôts au fond, la mise en suspension de particules, ou
encore la disparition / transformation de produits chimiques, est primordial. Plus gé-
néralement, la transposition des modèles de mécanique des fluides à des problèmes de
biologie demeure un axe de recherche important. Cette approche pourrait être l’occsion
de nouvelles collaborations, en particulier avec les collègues du MAPMO et du LMPT
qui sont spécialisés en mathématiques appliquées à la biologie, comme M. Ribot, C. Di
Russo, S. Mancini, G. Barles, C. Georgelin.

Fluides non-newtoniens
Les fluides de Bingham sont un exemple de fluides viscoplastiques non-newtoniens. Un

fluide de Bingham se comporte comme un solide pour de faibles contraintes, et comme un
fluide visqueux une fois le seuil de contrainte dépassé. Ainsi, le tenseur des contraintes vis-
queuses est régi par une expression à seuil : τ = 2µD(U) + gBin

D(U)
|D(U)| si |D(U)| 6= 0,

|τ | ≤ gBin si |D(U)| = 0,
(3.13)

où gBin est le seuil de plasticité, D(U) représente la partie symétrique du gradient de vitesse et
µ est la viscosité. Cette expression a pour conséquence, si l’on utilise les méthodes habituelles,
d’aboutir à une formulation variationnelle sous la forme d’une inégalité (au lieu d’avoir une
égalité). Des résultats d’existence ont déjà été montrés dans le cas incompressible (divU = 0).
Avec J. D. D. Zabsonré, nous avons commencé à travailler sur des fluides compressibles.
L’existence de solutions faibles a été prouvée par [Mam07] dans les cas de viscosités constantes,
indépendantes de la masse volumique.

Nous souhaitons nous intéresser à un modèle non-homogène pour des fluides de Bin-
gham compressibles, pour lesquels les viscosités dépendent de la masse volumique, comme
dans [BDL03]. Ce dernier point apporte une réelle difficulté pour l’obtention de bornes des
différents termes qui interviennent dans les estimations d’énergie. Nous espérons obtenir un
résultat d’existence de solutions faibles sur ce modèle.
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Logiciels

Développement :

FullSWOF_1D : Full Shallow-Water equations for Overland Flow, 1D
Voir http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/FullSWOF et [10] .

Déposé à l’Agence pour la Protection des Programmes sous le numéro :
IDDN.FR.001.360021.000.S.P.2014.000.31500 .

SWASHES : Shallow-Water Analytic Solutions for Hydraulic and Environmental Studies
Voir http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/SWASHES et [12].

Suivi :

FullSWOF_2D : Full Shallow-Water equations for Overland Flow, 2D
Voir http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/FullSWOF et [10] .

Déposé à l’Agence pour la Protection des Programmes sous le numéro :
IDDN.FR.001.510028.000.S.P.2010.000.31500 .
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Carine LUCAS
Modélisation de problèmes de mécanique des fluides :

approches théoriques et numériques

Résumé :

Ce manuscrit d’HDR regroupe les travaux effectués depuis mon arrivée à Orléans, en 2008, autour de
résultats mathématiques et numériques pour des équations de la mécanique des fluides. Il est composé de
trois parties. Dans une première partie, nous ajoutons les termes non traditionnels de la force de Coriolis
aux équations utilisées pour la modélisation des océans, à savoir les équations primitives et les équations
quasi-géostrophiques. Nous démontrons, sur la base des résultats traditionnels connus, l’existence de
solutions à chacun de ces modèles. Dans une deuxième partie, nous présentons deux logiciels libres que
nous développons au MAPMO : l’un, FullSWOF, permet de résoudre les équations de Saint-Venant avec
des schémas particulièrement adaptés au ruissellement ; le second, SWASHES, est une bibliothèque de
solutions analytiques des équations de Saint-Venant et nous a permis de valider FullSWOF. Nous donnons
quelques exemples de résultats numériques et nous détaillons les dernières avancées. Enfin, dans une
troisième partie, nous abordons des questions d’érosion. Nous présentons des travaux sur plusieurs types de
modèles : nous débutons par une analyse asymptotique et une nouvelle formulation du flux pour l’équation
d’Exner, qui traduit la conservation de la masse de sédiments. Puis nous donnons un nouveau schéma
numérique sur le modèle de Hairsine et Rose, qui distingue différentes classes de grains selon leur taille et
prend en compte plusieurs processus physiques. Nous terminons par la description d’un modèle de transfert
plus général. Ces études ont en partie été réalisées lors de deux thèses, en collaboration avec le BRGM et
l’INRA d’Orléans respectivement.
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Coriolis, existence de solutions, méthodes numériques, logiciels.

Modelling of fluid mechanics problems:
theoretical and numerical approaches

Abstract :

This manuscript for my Habilitation à Diriger des Recherches gathers my researches on mathematical
and numerical results for equations of fluid mechanics since my arrival at Orléans in 2008. It is divided into
three parts. In the first part, we add the non-traditional terms of the Coriolis force to the equations used
for modelling oceans, namely the primitive equations and quasi-geostrophic equations. Based on existing
traditional results, we prove the existence of solutions to each of these models. The second part is dedicated
to two free pieces of software we develop in the MAPMO : the first one, FullSWOF, solves the Shallow-Water
equations with numerical schemes especially designed for runoff; the second one, SWASHES, is a library
of analytic solutions of the Shallow-Water equations and helped us to validate FullSWOF. We give some
numerical results and we detail the latest developments. Finally, in a third chapter, we discuss erosion issues.
We work on several types of models, starting with an asymptotical analysis and a new expression of the
flux of Exner equation, that expresses the mass conservation for the sediments. Then we propose a new
numerical scheme for Hairsine and Rose model, that distinguishes different classes of grains according to
their size and that takes into account several physical processes. We end with the set-up of a more general
transfer model. These studies were led partially during two PhDs, in collaboration with the BRGM and INRA
Orléans laboratories respectively.
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