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Introduction

Cette thése est consacrée a 1’étude des propriétés ergodiques du feuilletage horosphé-
riqgue d’une variété riemannienne M & courbure négative, qui est également le feuilletage
fortement instable W** du flot géodésique agissant sur le fibré unitaire tangent 7'M de M.

Ces propriétés ont été beaucoup étudiées dans le cas des surfaces. En effet, les feuilles
de W5 sont alors de dimension 1, et I’étude de W*5% se raméne & celle du flot horocy-
clique (h')icr agissant sur le fibré unitaire tangent de la surface (voir [Mar]). De nombreux
résultats existent alors dans ce cadre.

Par exemple, depuis les travaux de Furstenberg [F|, on sait que sur une surface hyper-
bolique compacte, le flot (h');cr est uniquement ergodique et toutes ses orbites s’équidis-
tribuent suivant la mesure de Liouville.

Le cas des surfaces hyperboliques de volume fini est lui aussi bien compris. Dani [Dal] a
montré que la mesure de Liouville est I'unique probabilité invariante et ergodique sur TS,
hormis les probabilités invariantes induites par les orbites périodiques du flot horocyclique.
De plus, les orbites non périodiques de (h') s’équidistribuent vers la mesure de Liouville
(Dani et Smillie [Da-S]).

En volume infini, lorsque la surface est convexe-cocompacte, i.e. quand I’ensemble non-
errant du flot géodésique est compact, celui-ci est un flot Axiome A ; 'unique ergodicité du
flot horocyclique (en restriction a son ensemble non-errant) est alors un cas particulier du
résultat de Bowen et Marcus [Bow-M| pour de tels flots. Signalons que c’est dans le cas trés
particulier d’une surface hyperbolique convexe-cocompacte d’exposant critique supérieur a
1/2 que Burger [Bu| obtint, par des méthodes d’analyse, I’équidistribution « en moyenne
de Césaro » des orbites du flot horocyclique. Mais en dehors de ce résultat, la question de
I’équidistribution des orbites du flot horocyclique en volume infini n’avait pas été résolue
jusqu’ici.

Dans cette thése, nous travaillons dans le cadre plus général de variétés de dimension
quelconque, & courbure négative variable, et géométriquement finies, sur lesquelles nous
démontrons des propriétés de type unique ergodicité et équidistribution.

En dimension quelconque, et en courbure variable, du point de vue de la théorie er-
godique, la premiére difficulté vient du fait qu’on ne dispose plus du flot horocyclique.
La dynamique du flot est remplacée par celle des applications d’holonomie du feuilletage,
homéomorphismes qui « suivent les feuilles » entre deux transversales au feuilletage. La
notion de mesure invariante par le flot horocyclique est remplacée par celle de mesure
transverse invariante par holonomie, c’est-a-dire une collection de mesures v = {vr} sur
toutes les transversales T' au feuilletage, invariantes par les applications d’holonomie. On
parle alors d’unique ergodicité lorsqu’il existe une unique mesure transverse invariante, et
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par exemple, une telle propriété fut établie pour tous les feuilletages horosphériques des
variétés compactes (ou convexes-cocompactes) par Bowen et Marcus [Bow-M]. L’étude de
propriétés d’équidistribution des horospheéres nécessite elle la définition de moyennes sur
les horosphéres ; nous reviendrons sur cette question dans la derniére partie de cette intro-
duction.

Dans notre cadre général, une autre difficulté vient du fait que certaines méthodes,
classiques dans 1’étude des propriétés ergodiques du flot horocyclique rappelées plus haut,
ne s’appliquent plus. En effet, 'ensemble non-errant du flot géodésique n’est plus nécessai-
rement compact, donc le formalisme thermodynamique, utilisé par exemple dans [Bow-M],
ne s’applique plus. De plus, les outils de I’analyse et de ’algébre, trés utiles sur les surfaces
hyperboliques, ne fonctionnent plus en courbure variable.

Nous privilégions donc ici une approche géométrique de ces problémes, approche qui
présente une plus grande souplesse et permet de s’adapter a diverses situations ; leur utili-
sation dans I’étude du flot géodésique remonte & Patterson [Pa] et Sullivan [S1] [S2] en cour-
bure constante, puis Kaimanovich [K1] [K2], Ledrappier [L], Yue [Y] en courbure variable.
Dans [K3| [K4|, Kaimanovich aborde 1'étude géométrique du feuilletage horosphérique.

Dans [Rol], Roblin développe des méthodes valables dans la généralité des espaces
CAT(—1) qui lui permettent d’obtenir un grand nombre de résultats. Parmi eux, citons ici
la classification des mesures transverses invariantes par holonomie et ergodiques pour le
feuilletage horosphérique d’une variété géométriquement finie dont la mesure de Patterson-
Sullivan mP* sur T'M est finie. Il aborde également la question de 1’équidistribution des
horosphéres, dans le cas des variétés compactes ou convexes-cocompactes.

Nous généralisons ce type de résultats de deux fagons. D’abord, nous nous intéres-
sons aux mesures transverses qui sont seulement quasi-invariantes par holonomie, et nous
démontrons en particulier un résultat de classification de telles mesures sur les variétés
géométriquement finies.

D’autre part, nous étudions I’équidistribution des horosphéres. Cette question a été
trés peu étudiée en dehors des résultats mentionnés au début de cette introduction. Nous
obtenons ici plusieurs résultats d’équidistribution, dont celle des orbites du flot horocy-
clique d’'une surface hyperbolique géométriquement finie. Nos résultats sont obtenus dans
le cadre des variétés riemanniennes a courbure négative variable, mais il faut mentionner
qu’ils sont nouveaux y compris dans la situation la plus simple des surfaces hyperboliques.

Cette thése comporte trois parties. La premiére contient essentiellement des prélimi-
naires, la deuxiéme traite du cas des variétés compactes ou convexes-cocompactes, et la
troisiéme des variétés géométriquement finies. Ces parties sont précédées d’introductions
détaillées auxquelles nous renvoyons le lecteur. Nous présentons ci-dessous un bref pano-
rama des résultats obtenus, dans un ordre un peu différent de celui de la thése. Chacun de
nos résultats est précédé d’un « e ».

Résultats de type unique ergodicité
Introduisons d’abord la notion de mesure transverse quasi-invariante par holonomie.
Un cocycle est une application a valeurs dans R et définie sur le groupoide d’holonomie

du feuilletage, qui satisfait une relation de cocycle. Pour simplifier, dans cette introduction,
nous nous limiterons au cas particulier suivant : un cocycle sur le feuilletage est une applica-
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tion A & valeurs dans R’ et définie sur I’ensemble des couples de points d'une méme feuille,
qui satisfait la relation A(z,y)A(y,z) = A(z,z). Une mesure transverse quasi-invariante
pour le cocycle A est une mesure transverse v = {vr} telle que pour toute application
d’holonomie ¢ : T — T" entre deux transversales T et T”, on ait

(€(z)) = Az,¢(z)), vr—pp.

d vt
dCvr

(On retrouve la définition d’une mesure transverse invariante lorsque A = 1.)

Toute fonction héldérienne f : T'M — R donne naissance de maniére naturelle
un cocycle héldérien A, et une mesure transverse uf = {ué} quasi-invariante pour Af.
Babillot et Ledrappier [Ba-L] ont montré un résultat de type unique ergodicité lorsque
la variété est compacte ou convexe-cocompacte : & une constante multiplicative prés, la
mesure pf = {u{;} est ’'unique mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle A7 .

e En reprenant ’approche de Roblin, nous proposons ici une démonstration géométrique
de ce résultat (théoréme 5.2.7). La méthode s’étend aux variétés géométriquement finies,
sur lesquelles nous classifions les mesures transverses quasi-invariantes pour le cocycle Af
(théoréme 8.2.2) ; plus précisément, & condition que la mesure de Gibbs mf associée & f soit
finie, nous montrons qu'il existe une unique (4 une constante multiplicative prés) mesure
transverse quasi-invariante ergodique pour le cocycle A, en dehors de celles induites par
les feuilles fermées du feuilletage.

e Le théoréme 5.2.7 nous permet de donner une réponse partielle & la question suivante,
posée par Babillot et Ledrappier [Ba-L] : si M est un revétement régulier de M, quelles
sont les mesures transverses invariantes et ergodiques pour le feuilletage horosphérique
de T'M ? Nous montrons (théoréme 5.5.1) que celles qui se projettent sur 7'M en des
mesures transverses quasi-invariantes par holonomie sont nécessairement les relevées de me-
sures u® = {u%} du type ci-dessus, ol « est une 1-forme de M qui s’annule sur I’ = 71 (M).

Résultats d’équidistribution

Notre approche géométrique nous permet aussi d’obtenir des résultats d’équidistribu-
tion des horospheéres dans un cadre général.

Remarquons d’abord que lorsque les feuilles sont de dimension strictement supérieure
a 1, I’'absence de flot rend la définition de moyennes sur les feuilles plus délicate. Pour cela,
on considére sur chacune de ces feuilles H une mesure ay+ et une famille croissante de
boules BT (u,r) (pour une distance adaptée sur I’horosphére), et on définit la moyenne
d’une fonction 9 : T'M — R par

Jpt ) ¥ (0) A(v,u) dogre (v)
Ao — wr
M, (1) : fB+(u,7‘) A(v,u)dag+(v)

Ces moyennes dépendent du cocycle A, de la suite (B™(u,r)) de boules sur lesquelles on
intégre et de la famille de mesures @ = {ay+}. (On pourra aussi considérer des moyennes
plus générales sur une suite croissante d’ensembles (E,),en de 'horosphere H (u).)
Roblin a étudié de telles moyennes dans le cas particulier ot A = 1 et ol cette fa-
mille de mesures est la famille p?* = {u}, } des mesures conditionnelles de la mesure
de Patterson-Sullivan. Si la variété M est compacte ou convexe-cocompacte, il introduit
une hypothése technique que nous noterons (H), portant sur la mesure /‘11);+ du bord des

boules horosphériques, sous laquelle il montre que ces moyennes (M} ZS)DO s’équidistri-
buent suivant la mesure de Patterson-Sullivan. Cette hypothése est toujours satisfaite sur
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les surfaces et en courbure constante.

Nous généralisons ce résultat d’équidistribution dans deux situations différentes.
e D’abord, lorsque M est compacte ou convexe-cocompacte, dans le cas ol la famille
des mesures considérées sur les feuilles est la famille {,ufﬁ} des mesures conditionnelles

de la mesure de Gibbs m/, sous une hypothése technique analogue & (H), nous montrons
f

A7, e .
(théoréme 5.4.1) que les mesures (Mr,u Ho +) s’équidistribuent suivant m/.
r>0

Sans cette hypothése, nous obtenons quand méme une convergence en moyenne de
Césaro de ces mesures vers m/ (proposition 5.4.5).

e Plus généralement, nous introduisons une condition de type Fglner portant sur les
mesures Mf »" qui nous permet de montrer (dans le cadre d’un feuilletage abstrait sur une
variété compacte) que les valeurs d’adhérence des mesures Mf »" sont nécessairement le
produit v o a d’une mesure transverse v quasi-invariante pour le cocycle A par la mesure
a (théoréme 4.2.1).

A P L 1os . Af
Gréce au théoréme 5.2.7, nous en déduisons la convergence de sous-suites (My, " )nen
vers p/ o a lorsque la condition de Fglner est vérifice (théoréme 5.4.6) et nous donnons des
exemples concrets ol c’est le cas.

Le cas des variétés géométriquement finies est plus délicat. Nous nous limitons dans ce
cas a I'¢tude des moyennes M, (¢) := M (1h) associées au cocycle trivial A = 1.

e Le probléme majeur est celui de la non-divergence des horosphéres, ou plus préci-
sément de la tension de la famille de mesures (M;,). En effet, comme T'M n’est pas
compact, elles pourraient tendre faiblement vers 0 quand r — +o0. Lorsque a = %, nous
faisons une hypothése notée (*x) (satisfaite en particulier quand les cusps de M sont lo-
calement symétriques, mais également dans des exemples non symétriques explicites) qui
nous permet de contrdler la géométrie des cusps et de démontrer que la suite (M,ffz )r>0
est tendue : toutes ses valeurs d’adhérence sont des probabilités (théoréme 6.4.2).

e Nous déduisons du résultat ci-dessus ’équidistribution de sous-suites (M,ff ,su)neN vers
la mesure de Patterson-Sullivan m?® (théoréme 8.1.1), lorsqu’une condition de type Fgl-
ner est vérifie. Cette condition contréle la croissance du bord des boules horosphériques
BT (u,ry); c’est analogue de celle de Roblin sur la mesure du bord des boules horosphé-
riques.

Sur les surfaces, cette condition de Fglner est satisfaite, et nous en déduisons la conver-
gence de (M}, )0 vers mP® (théoréme 7.3.1).

e En corollaire des résultats précédents, dans le cas des surfaces, nous obtenons un
théoréeme d’équidistribution des mesures (M2, )0 vers la mesure produit y o« (théoréme
7.4.1). Comme la mesure p o « est en général infinie, nous obtenons un théoréme de type
quotient (& comparer avec I’énoncé du théoréme ergodique quotient de Hopf).

Dans le cas particulier d’une surface hyperbolique S, lorsque a = ds est la mesure
d’intégration le long des orbites du flot horocyclique, ce résultat prend la forme suivante
(théoréme 7.5.4). Notons m la mesure produit u o ds. Soient u € T'S un vecteur non
périodique et non errant pour le flot horocyclique, et ¢ et 9 deux fonctions continues a
support compact de TS dans R, avec le gpdm # 0. Alors on a

lim ffr o h®(u)ds _ Jrig ¥ dm
r——+oo ffr @ o hs(u)ds leS pdm
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Premiére Partie

Premiéres propriétés ergodiques du
feuilletage horosphérique

Nous rappelons ici des résultats connus pour 1’essentiel.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires utiles & la lecture de la thése. Nous
y précisons un certain nombre de résultats sur les propriétés du flot géodésique et du
feuilletage horosphérique d’une variété & courbure négative, en incluant des définitions
générales sur les feuilletages et la notion de groupoide d’holonomie. Nous introduisons
aussi la notion de pression d’une application, et nous rappelons ses propriétés principales.

Dans le deuxiéme chapitre, nous détaillons une construction géométrique des mesures
d’équilibre pour le flot géodésique sur le fibré tangent d’une variété compacte ou convexe-
cocompacte & courbure négative. Cette construction est essentiellement due & Ledrappier,
et ’extension faite ici dans le cadre des variétés convexes-cocompactes ne pose pas de
probléme particulier.

Dans le chapitre 3, nous considérons une surface hyperbolique compacte et, en appli-
quant un résultat de Babillot [Ba2| sur ’équidistribution des horocycles « poussés » par
le flot géodésique, nous proposons une démonstration des résultats de Furstenberg concer-
nant 'unique ergodicité du flot horocyclique et I’équidistribution de ses orbites suivant la
mesure de Liouville. Nous soulignons les points difficiles dans les généralisations envisagées
dans les parties II et III de ces résultats.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés a courbure négative

Dans toute cette thése, M désigne une variété riemannienne compléte C*° de dimen-
sion n & courbure négative pincée, i.e. dont toutes les courbures sectionnelles sont comprises
entre deux constantes —b% et —a?, avec 0 < a < b < +00. Nous normaliserons la courbure
en supposant que a = 1.

1.1.1 Variétés de Hadamard

Pour ce paragraphe, nous renvoyons le lecteur & [B-G-S] ou [B].

Le revétement universel M de M est une variété de Hadamard, i.e. une variété rie-
mannienne compléte simplement connexe a courbures sectionnelles négatives ou nulles. En
particulier, on peut définir son bord & l’infini OM , c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équi-
valence de rayons géodésiques asymptotes ; il est homéomorphe a une sphére de dimension
n — 1, et permet de compactifier M en M U M. Fixons pour toute la suite un point de
référence o € M. N N

La variété M s’écrit comme le quotient M = M /T" de M I par son groupe fondamental
I' = m(M). Notons pr: M — M la projection associce, T'M et T M les fibrés unitaires
tangents respectifs de M et M, :TIM — Metn:T'M — M les projections canoniques
associées. Nous noterons indifféremment d la distance riemannienne sur M ou sur M.

Si &€ € OM et (z,y) € M2, on note (c(t))t>0 la paramétrisation & vitesse 1 du rayon

[z€). Le cocycle de Busemann est alors défini par
Pe(w,y) = lim d(w,c(t)) —dly, c(t)) = "d(z,€) —d(y,£)” -

Remarquons que la limite ci-dessus existe, car M est & courbure négative. La fonction 8
vérifie la relation de cocycle ﬁg(x y) + Be(y, z) = Be(x, z). De plus, elle est invariante sous
P’action de toute isométrie v de M, au sens oil ﬁ%(fyz,'yy) Be(z,y). C'est une fonction
continue sur OM x M x M et lorsque € € OM et z € M sont fixés, la fonction y — B¢ (x, y)
est méme de classe C? [H- I]

Une horosphére centrée en ¢ est une ligne de niveau d’une apphcatlon y — Be(z, y)

Une horoboule centrée en & est un ensemble de la forme {y € M, Be(z,y) > c},onz € M
et ¢ € R sont fixés.
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La fonction de Busemann et le bord & l'infini M permettent de paramétrer de fagon
trés naturelle le fibré unitaire tangent TIM. Tout vecteur v de T1M détermine une unique
géodésique orientée, dont les extrémités dans &M sont notées v~ et v*. Notons

&M := OM x M \ diagonale

I’ensemble de ces géodésiques orientées. La courbure de M étant strictement négative,
I’application .
veT' M (v ,v", B, (7(v),0))

est un homéomorphisme de T'M dans 0°M x R. Dans ces coordonnées, ’action d’une
isométrie v s’écrit
D)

v.(0 7, 0T, 8) = (YT, 70T, s + By- (0,77 0)).

Le fibré tangent 7'M est homéomorphe 2 (BQM x R)/T.

Une isométrie v de M est dite hyperbolique si elle fixe exactement deux points sur
le bord OM ; elle agit alors par translation sur son aze, i.e. la géodésique joignant ses
deux points fixes. L’isométrie 7y est dite paraboligue si elle fixe exactement un point sur le
bord ; elle stabilise alors toutes les horoboules centrées en son point fixe. Sinon, v est dite
elliptique (voir [Eb-O| pour plus de détails).

Puisque M est une variété, le groupe I' est un sous-groupe discret et sans torsion
d’isométries de M. En particulier, I' ne contient que des isométries hyperboliques ou pa-
raboliques, et toute orbite de I' est discréte dans M. L’ensemble limite Ar de I' est défini
comme Ar := To\ T'o. On peut montrer que c’est le plus petit fermé T-invariant de M.
Nous noterons

A% := Ar x Ar\ diagonale.

Le groupe T est dit non-élémentaire si #Ar = +o0o.

Un point & € Ar est radial §'il existe une suite (7,0)nen d’éléments de I'.o convergeant
vers £ et restant & distance bornée du rayon géodésique [0€). Nous noterons A;,q ’ensemble
des points radiaux de Ar.

Un point £ € Ar est parabolique si c’est le point fixe d’une isométrie parabolique p
de I'. On dit que c’est un point paraboligue borné si de plus son stabilisateur dans I' agit
de maniére cocompacte sur Ar \ {¢}. Notons respectivement A, et A,y les ensembles des
points paraboliques et paraboliques bornés de Ar.

On a toujours
Ap NArag = 0.

En effet, soit & € OM un point fixé par un élément parabolique p de I', et supposons qu’il
existe une suite (y,0) de 'orbite de o formée de points deux a deux distincts et convergeant
radialement vers £. Alors la suite (y, !py,0) est une suite infinie de I'o qui reste a distance
bornée de o, ce qui est en contradiction avec le fait que I est discret. .

Introduisons l'enveloppe convexe 5(P) de l'ensemble limite Ar dans M. C’est le plus
petit fermé convexe de M dont l'adhérence dans M U &M contient Ar. L’ensemble C(T)
est D-invariant, et le coeur de Nielsen de M est I'ensemble N(T') = C(I')/T.

Quand M est compacte, on a Ap = A = OM, et N(T') = M. Lorsque N(T') est
compact et M est non compacte, on dit que M est convexe-cocompacte; dans ce cas, on a
encore Ar = Ap,q. Enfin, M est dite géométriquement finie si Ar = Apaq U App. Si M est de

volume fini, elle est géométriquement finie, et on a N(I') = M, et Ap = Apaq U Apy = OM.
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1.1.2 Flot géodésique

Nous renvoyons le lecteur & [Ebl], mais aussi [Eb2], [Eb3], [Ka-H] et [KI].

Le flot géodésique g = (g*)scr de M agit sur T'M de la maniére suivante. Si v est un
vecteur, notons (¢, (t))cr le paramétrage de I'unique géodésique telle que ¢é,(0) = v. Pour
tout ¢ € R, on associe alors & v le vecteur g'(v) = ¢,(¢) tangent & l'instant ¢ & la géodésique
(cy(t)). C’est un flot différentiable, dont les propriétés de base sont exposées par exemple
dans [KI].

Le flot géodésique § = (§*)ser de M est défini de la méme maniére. Dans lidentification
T'M ~ 8>M x R, ce flot agit par translation sur la troisiéme coordonnée :

gt(viav+,3) = (Uiav+,3 +t) :

Les actions de (§')¢cr et de I' commutent ; en particulier, action quotient de (§*);cr par
T est celle de (g*);cr- Le résultat fondamental ci-dessous est di & Anosov [A]. On trouvera
une démonstration dans [KI].

Théoréme 1.1.1 Soit M une variété riemannienne & courbure négative pincée. Alors le
flot géodésique agissant sur T'M est hyperbolique, i.e. il satisfait les propriétés ci-dessous.
Le fibré tangent TT'M de T'M se décompose en la somme de Whitney

TT'M =E & E*® E",

ou E, E* et E* sont trois distributions invariantes par la différentielle du flot qui vérifient
les propriétés suivantes.

1. F est la direction tangente au flot.

2. 1l existe des constantes ¢ > 0 et A > 0, telles que
~ IDug* (V)| < ce™ | V|| pour tout V € ES C T,T'M et t >0
— | Dyg HU)|| < ce M||U|| pour tout U € E* C T,T'M et t >0

Un flot d’Anosov est un flot différentiable hyperbolique sur une variété compacte. En
particulier, si M est compacte & courbure négative, alors T' M est aussi compact et le flot
géodésique est un flot d’Anosov.

Lorsque M n’est pas compacte, la généralisation des flots d’Anosov est la notion de flot
Axiome A introduite par Smale [Sm], que nous allons définir ci-dessous. L’ensemble non
errant  du flot géodésique est défini par

Q={veT'M| Nreg+ Us>rg *(U) NU # 0 pour tout ouvert U € T'M contenant v }.

Cet ensemble s’identifie avec (A% x R)/T" (Eberlein [Ebl]). On appelle ensemble hyper-
bolique un fermé invariant par le flot sur lequel le flot est hyperbolique. (Notons qu'un
tel ensemble n’est pas nécessairement différentiable; la définition signifie qu’il est inclus
dans un ensemble différentiable en chaque point duquel le flot est hyperbolique.) Un flot
1 = (1)ter sur une variété N est un flot Aziome A si son ensemble non-errant est compact
et se décompose en une union disjointe 2 = F' U X, ou F, ’ensemble des points fixes de
1), est fini, et X, I’adhérence des orbites périodiques de 1), est hyperbolique.

Dans le cas du flot géodésique d'une variété convexe-cocompacte, on a F = (), et Q
est compact et hyperbolique. Enfin, la proposition 1.1.2 ci-dessous assure que {2 coincide
avec ’adhérence des orbites périodiques du flot géodésique, et donc que le flot est bien
Axiome A.
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Rappelons quune géodésique périodique 4 de T*M est une orbite périodique du flot
géodésique. Sa projection sur M définit une géodésique fermée, i.e. 'image d’une courbe
lisse géodésique ¢ : [0,7] — M paramétrée par longueur d’arc, avec ¢(0) = ¢(T'), ou
T = (%) est la période de 4. Chaque géodésique fermée ¥ est la projection sur M de I’axe
d’une isométrie hyperbolique v de I'. L’ensemble des géodésiques périodiques est donc en
bijection avec ’ensemble des classes de conjugaison des éléments hyperboliques de T'.

Proposition 1.1.2 (Eberlein [Eb1]) Soit M une variété a courbure négative pincée.
Alors 'ensemble des géodésiques périodiques est dense dans §2. De plus, le flot géodésique
est topologiquement transitif, i.e. il existe une géodésique dense dans ).

Le flot géodésique est dit topologiqguement mélangeant si pour tous ouverts U et V de
Q,ona g (U)NV # 0 pour t assez grand. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.1.3 (Dal’bo [D]) Soit M = M/T une variété a courbure négative pincée.
Le flot géodésique de M est topologiquement mélangeant si et seulement si le spectre des
longueurs de I' est non arithmétique, i.e. st les longueurs des géodésiques périodiques de
M engendrent un sous-groupe dense dans R.

Les deux conditions ci-dessus sont réalisées dans un certain nombre de cas (voir Dal’bo
[D] pour des références précises).

Théoréme 1.1.4 Avec les mémes notations, si I' est non-élémentaire, la propriété de
non-arithméticité du spectre des longueurs est vérifie dans les cas suivants :

— M est compacte.

- M est une surface.

— M est a courbure constante.

— I contient des éléments paraboliques.

Dans toute cette thése, le flot géodésique sera supposé topologiquement mélangeant,
et il vérifiera donc la propriété dite de spécification (Bowen [Bowl]). Nous n’aurons besoin
que de la version trés affaiblie ci-dessous (voir aussi la figure 1.1).

Théoréme 1.1.5 (Bowen) Soit M une variété a courbure négative pincée dont le flot
géodésique est topologiquement mélangeant. Alors pour tout € > 0, il eriste une constante
C., telle que pour tout vecteur v € Q, et tout T > 0, il existe un vecteur w € € qui est
g-périodique de période au plus T + Cs, et tel que pour tout t € [0,T],

d(g'v, g'w) < €.

En fait, la propriété de spécification « forte » permet de pister par une géodésique pério-
dique un nombre fini arbitraire de bouts d’orbites.

Le flot géodésique est erpansif, i.e. il existe § > 0, tel que si (v,w) € T*M? vérifient
d(g'v, gw) < & pour tout t € R, alors il existe 7 €] — §, [ tel que w = g7 v.

Pour finir ce paragraphe, mentionnons qu’a toute géodésique périodique, on associe de
facon naturelle une mesure de probabilité (g')-invariante de la maniére suivante. Si 7y est
une géodésique fermée de M de longueur [(¥) paramétrée par c : [0,1(5)] — M, on note
p~ la probabilité sur T'M définie pour toute fonction mesurable f : T'M — R par

1 1 0
py(f) = ﬁ/7f= ﬁ/o f(é(t)) dt.
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FiGc. 1.1 - Pistage

1.1.3 Exposant critique et entropie

L’exposant critique du groupe I' est défini comme

1
or = limsup = log # {y € I'|d(0,y0) < T}.
T—+o0 T

On a dr > 0, et le fait que la courbure soit minorée implique ér < +o00o; de plus, lorsque
[ est non élémentaire, un résultat de Patterson [Pa] permet de montrer qu'il est stricte-
ment positif. Dans ce cas, la limite supérieure ci-dessus est en fait une limite (Roblin [Ro3]).

Rappelons briévement la définition de I’entropie topologique hyop(T") d’une transforma-
tion continue 7' sur un espace compact X.

Si U est un recouvrement ouvert de X, notons N(U) le cardinal minimal d’un sous-
recouvrement fini de X. Le raffinement U VV de deux recouvrements est le recouvrement
formé des ouverts UNV, avec U €Y et V € V. On pose T~U = {T~'U, U € U} et pour
tout n > 1, on note

Nu(T,U) ;= NUV...vT- " Dy).

L’entropie de T pour le recouvrement U est donnée par

1
htop(T,U) = limsup — log Ny, (T, U) ,

n—+oo T

et ’entropie topologique de 1" est définie par
hiop(T') = sup { htop(f,U) |U recouvrement ouvert de X }.

Lorsque X n’est plus compact, mais localement compact & base dénombrable d’ouverts,
la, définition initiale de l’entropie, due & Bowen [Bow3|, utilise la notion d’ensemble (g, n)-
séparé et nécessite donc de fixer une distance sur X . Dans cette définition, I’entropie dépend
de la métrique d, on la note hy.

Le principe variationnel obtenu par Handel et Kitchens [H-K] suggére alors de définir
I’entropie comme l'infimum des quantités hy lorsque d varie. On peut éviter le détour par
hq grace a la définition suivante, proposée par Peigné (communication orale).

Si K est un compact fixé, considérons uniquement des recouvrements de X conte-
nant 'ouvert K¢ Nous pouvons définir comme ci-dessus des quantités hyp(T,U, K) et
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hiop(T, K) qui dépendent de K. L’entropie topologique de T est alors définie comme le sup
sur tous les compacts K possibles de hip (T, K).

L’entropie topologique d’une transformation T vérifie la propriété d’homogénéité hye,(T") =
|1 htop(T). 11 est alors naturel de définir Ientropie topologique du flot géodésique par

htop(g) = htop(gl)-

Le résultat suivant a été prouvé par Sullivan dans le cas des variétés convexes-cocompactes,
et par Otal et Peigné dans le cas général.

Théoréme 1.1.6 (Sullivan [S2], Otal-Peigné [O-Pe|) Soit M une variété a courbure
négative pincée. Alors

(5I‘ = htop (9)
Nous donnons une preuve élémentaire de ce résultat lorsque M est compacte.

Démonstration : Introduisons I’entropie volumique de M :

1
hyot (M) = limsup — log Vol B(o, R) .
R—+o00 R

L’intérét de ’entropie volumique est qu’elle est plus souvent accessible au calcul ; de plus, la
formule de Manning [Ma] assure que Ay (M) = hyop(g) lorsque M est une variété compacte
a courbure négative, ce qui permet de calculer ’entropie topologique.

Il existe une constante p = p(0) > 0 telle que ;Ielf‘ d(o,v0) = 2p > 0. Pour tout R > 0,

on a donc la minoration

Vol B(o, R + p) > Z Vol B(vo, p) = Vol B(o,p) # {7y €T, d(o,70) < R}.

yeT
d(0,70) < R

On obtient ér < hyy (M)
Réciproquement, par compacité de M, il existe Ry > 0 tel que pr(B(o, Ry)) = M. On
en déduit pour tout R > 0 la majoration

Vol B(o, R) < Vol B(o, Ry) #{v €T, d(o,v0) < R}.

Ceci donne o = hvol(M ) O

Remarque 1.1.7 La majoration dr < hygy (M ) prouvée ci-dessus est générale, et permet

de voir que dr est fini dés que la courbure de M est minorée. En effet, dans ce cas, I’entropie
volumique de M est finie.

1.2 Feuilletages

Dans ce paragraphe, nous commencons par des définitions abstraites, et I’exemple du
feuilletage horosphérique sera traité au paragraphe 1.2.4.
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1.2.1 Définitions

Nous renvoyons pour ce paragraphe aux références [C-C|, [Col, [R-S], [Go].

Un feuilletage est un « empilement de feuilles », i.e. la donnée sur une variété, au moins
localement, d’une direction privilégiée qui est la direction des feuilles. L’exemple le plus
simple de feuilletage est R7TP o1 RP est muni de sa topologie usuelle, et R? de la topologie
discréte.

Définition 1.2.1 Soit M un espace topologique (conneze). Une variété feuilletée (M, F)
ou feuilletage de classe C*°, de dimension p > 0 et de codimension q > 0 est la donnée
d’un atlas sur M formé de cartes (bijectives) @; : B; — R? x RP wérifiant les propriétés
suivantes :
— les B; sont des ouverts de M,
— les changements de cartes @; o goj_l sont des homéomorphismes pour la topologie
usuelle de RITP
— ces changements de cartes sont des difféomorphismes de classe C* dans la direction
de RP pour la topologie produit sur R? x RP, ou RP est muni de la topologie usuelle,
et R? de la topologie discréte.
En particulier, M est alors munie d’une structure de variété (connexe) de dimension n =
p+ q et d’une structure de variété de dimension p, dont les composantes connexes sont
appelées les feuilles du feuilletage. On réserve la notation M pour la variété de dimension
n, et F pour celle de dimension p.

Plus généralement, cette définition s’étend & des espaces moins réguliers que des varié-
tés de la maniére suivante. Soient M et X des espaces topologiques « raisonnables », par
exemple des espaces métriques (localement) compacts. Une lamination, ou feuilletage abs-
trait (M, F) de dimension p est la donnée d’un atlas sur M formé de cartes ¢ : B — X xRP
telles que les changements de cartes sont des homéomorphismes d’une part pour la topolo-
gie produit usuelle de X xRP, et d’autre part la topologie produit de X xRP ou X est muni
de la topologie discréte. La régularité des changements de cartes, et donc du feuilletage,
s’étudie en considérant leurs dérivées « dans la direction de RP ». A part dans le chapitre 4,
nous ne considérerons désormais que des feuilletages de variétés.

Si p: B C M — RITP est une carte du feuilletage, 'ouvert B est appelé une boite, un
ensemble P de la forme ¢ !({z} x RP) (respectivement T = ¢ }(R? x {y})) est appelé
une plaque (resp. une transversale) de la boite B. Par abus de notation, nous écrirons alors
B =T x P. Notons que les plaques de B sont exactement les feuilles du feuilletage (trivial)
induit par F sur B. Dans la plupart des cas, nous ne considérerons que des boites, plaques
et transversales relativement compactes.

Si B = T x P est une boite, ’application distinguée associée a T est la submersion
canonique de B dans T' = ¢ }(R? x {y9}) qui & un élément de la forme ¢ !(z,y) associe
‘P_l (IE, yO) :

Un ouvert distingué U est un ouvert contenu dans une boite. L’intérét de cette notion
réside dans le fait que dans un ouvert distingué, contrairement & une boite, il n’y a pas
de direction transverse privilégiée. Les plaques et transversales de U sont les intersections
avec U des plaques et transversales des boites contenant U.

Quitte a rétrécir les boites, il est possible de considérer un atlas régulier (resp. un
recouvrement régulier) de M, i.e. un atlas dont les boites B; vérifient la propriété suivante :
si B;NB; # (), alors une plaque de B; rencontre au plus une plaque de B}, et leur intersection
est alors connexe (resp. un recouvrement par des boites d’un atlas régulier).
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Si M est compacte, on peut considérer un recouvrement régulier fini i/ de M par des
boites relativement compactes Bj;, et choisir dans chaque boite une transversale 7T;. Le
compact X = U;T; est appelé espace des plaques, et est considéré indifféremment comme
espace abstrait ou comme sous-ensemble de M. Lorsque M n’est pas compacte, on peut
reprendre la méme construction, mais alors le recouvrement U/ n’est plus fini et X n’est
plus compact. Notons alors v; : B; — T; les applications distinguées associées & chaque
couple (B;, T;).

Rappelons la définition suivante :

Définition 1.2.2 Soient X un espace topologique et G une collection d’homéomorphismes
entre sous-ensembles de X. Si g € G, notons respectivement D(g) et I(g) son domaine de
définition et son image dans X. Alors G est un pseudogroupe si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. L’identité de X appartient o G.

2. Sig€ G, alors g~' : I(g) — D(g) appartient ¢ G.

3. Si (g1,92) € G* et D(g1) N I(g2) # 0, alors

g1o92:9, (D(g1) N1(g2)) = g1 (D(g1) N I(g2))

appartient ¢ G.
4. Soit (g1,g92) € G2 tel que g1(z) = ga(z) pour tout x € D(g1) N D(g2). Soit

g1Uga: D(g1) U D(g2) = I(g1) UI(g2)

Uapplication définie par g1 U go(z) = gi(z) si z € D(g;), i = 1,2. Si g1 U g est un
homéomorphisme, alors g1 U go € G.

5. Sige G et SCD(g), alors g5 : S — g(S) appartient a G.

Le pseudogroupe d’holonomie sur X associé au recouvrement U est le pseudogroupe
engendré par les applications (;; : 4;(B; N Bj) C T; — v;(B; N B;) C T; définies comme
suit. A un point de la forme z = 1);(P), o1 ¢; : B; — T; est ’application distinguée associée
a (B;,T;) et P est une plaque de B; qui intersecte B; on associe le point (;;(z) = 1;(Q), ou
(@ est I'unique plaque de B; intersectant B;. Ces applications (;; sont bien définies car le
recouvrement est régulier. Le pseudogroupe ainsi défini est parfois appelé « pseudogroupe
d’holonomie du feuilletage », bien qu’il dépende du recouvrement U qui a permis de le
définir.

On peut aussi considérer des applications entre transversales quelconques de la variété.
On appelle application d’holonomie triviale ( : T — T' une application entre deux trans-
versales T et T' d’une méme boite B qui & ¢ € T associe le point # d’intersection de la
plaque de ¢ dans B avec T". Plus généralement, on appellera aussi application d’holonomie
triviale une application entre deux transversales d’'un ouvert distingué qui suit les plaques
de l'ouvert. La différence essentielle est la suivante : si T' et T” sont deux transversales
d’'une méme boite, il existe une et une seule application d’holonomie triviale ¢ : T' — T,
alors que si ce sont deux transversales d’un ouvert distingué, il n’existe pas forcément de
telle application sur tout 7', et on ne peut en général définir une application d’holonomie
que d’un ouvert U de T dans un ouvert U’ de T".

Dans ce cas, on regarde toutes les applications engendrées (au sens d’un pseudogroupe)
par les applications d’holonomie « triviales » entre deux transversales d’un méme ouvert
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distingué d’un atlas régulier de (M, F). De telles applications sont appelées applications
d’holonomie, notées ¢ : T — T".

Il n’y a en fait pas de différence fondamentale entre ces deux pseudogroupes; le premier
est néanmoins associé & un recouvrement fini et est donc de type fini, tandis que le second
ne l’est pas.

1.2.2 Groupoide d’holonomie

Ce paragraphe a bénéficié de discussions fructueuses avec Jean Renault.

I1 existe un objet souvent plus utile que le pseudogroupe d’holonomie défini ci-dessus :
le groupoide d’holonomie du feuilletage.

En langage des catégories, un (petit) groupoide est une (petite) catégorie dans laquelle
tous les morphismes sont inversibles. Nous utiliserons plutot la définition ci-dessous.

Définition 1.2.3 Un groupoide est la donnée de trois ensembles G, Q(O) et 9(2) cgGxg,
et d’applications source s: G — Q(O), butb: G — Q(O), d’une involution de G dans G notée
g — g_l, d’une injection i : g(o) — G et d’une loi de composition associative 9(2) — g
notée o qui satisfont :

- (91,92) € G ssi 5(g1) = b(g2).

~ si (91,92) € G®, alors s(g1 0 g2) = 5(g2) et b(g1 © g2) = b(g1)-

- s(g7h) = blg) et s(g) = blg™").

- gog_1 =1 0b(g) etg_log:ios(g).

Les exemples standard de groupoide sont les suivants.

Une action de groupe G x X — X fournit un exemple simple de groupoide, avec G =
GxX,60 =X, et s(g,z) =z, b(g,z) = g.z, et si y = g.z, alors (h,y) o (9,z) = (hg, ).

Une relation d’équivalence R C X x X sur un ensemble X fournit un autre type
d’exemple, défini par G = R, GO = X, s(z,y) =y, b(z,y) = =, et (z,y) o (y,2) = (, 2).

Par exemple, un feuilletage F d’une variété M définit une relation d’équivalence na-
turelle : deux points de M sont équivalents si et seulement si ils sont sur la méme feuille
de F. On peut donc considérer le groupoide associé & cette relation d’équivalence. Cepen-
dant, dans ce cas, plutot que ce groupoide, il sera intéressant de travailler avec le groupoide
d’holonomie du feuilletage, que nous définissons maintenant.

Supposons que (M, F) est une variété feuilletée de dimension p et de codimension ¢, et
considérons un atlas régulier U de M formé de boites (B; = T; X P;)ie;-

Intuitivement, les éléments du groupoide d’holonomie correspondent aux germes des
applications d’holonomie entre transversales. Quelques précautions sont cependant néces-
saires, car on ne veut pas que les éléments du groupoide d’holonomie dépendent d’un choix
de transversales, alors que les applications d’holonomie en dépendent. On va définir un
élément du groupoide d’holonomie G en identifiant les germes d’applications d’holonomies
qui ne différent entre elles que par des applications d’holonomie triviales. Plus précisément,
on procéde de la maniére suivante.

Les changements de carte donnent des homéomorphismes (;; : T; — 1} introduits au
paragraphe précédent qui font commuter le diagramme

BiﬂBj —>Id B; ﬂBj

o

T; T;

ij
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En toute rigueur, les (;; ne sont définis que de 4;(B; N B;) dans 3;(B; N B;). Notons T' =
U;erT; la réunion disjointe des transversales et G le pseudogroupe d’holonomie engendré
par les (;; sur T'. Définissons ’ensemble

G={(y,5,¢x,i) e M x I x Gx M xI|z€ By, y€ Bj, et ((i(z)) = i(y)}-

Introduisons la relation d’équivalence suivante sur G : (y,75,¢,z,4) ~ (y,§',(,z,4) si et
seulement si ¢’ et (j; o ¢ o (;# ont méme germe en vy (z'). Le groupoide d’holonomie est
alors défini par _

G=G/~ .
On notera [¢] : £ — y ou [(]; les éléments de G. Les applications source et but sont définies

par $([C] 7 - y) = o et b([C] 5 — y) = y.
~ On peut alors vérifier que G ne dépend pas de 'atlas choisi. Pour cela, si (B;)icr et

(Bj)jes sont deux recouvrements, on se raméne au cas ol (B;) est un sous-recouvrement
de (Bj), on note A : I — J l'inclusion, et on définit un isomorphisme entre G et G par

G - G

Notons que si x et y sont deux points d’une méme feuille, il existe toujours un élément
du groupoide d’holonomie de source x et de but y, et que si une feuille F' est simplement
connexe, cet élément est unique. En effet, on peut associer une application d’holonomie (et
son germe) & tout chemin tracé sur une feuille, I’application ne dépendant que de la classe
d’homotopie & extrémités fixées de ce chemin. Nous renvoyons & [Co| pour plus de détails
sur cette construction.

Le groupoide d’holonomie est muni d’une structure de variété (non nécessairement
séparée) de dimension 2p + ¢. Nous ne démontrerons pas ce résultat (voir [Col), mais nous
allons tout de méme donner la forme des voisinages d’un élément de G.

Soit v un élément de G, tel que s(y) = z et b(y) = y. Notons B = T x P (resp.
B' = T' x P') une boite contenant x (resp. y) avec z € T (resp. y € T"), et {71 une
application d’holonomie de T' dans 7" dont 1’élément de G associé est . Considérons B
comme un ouvert distingué, dans lequel les applications d’holonomie sont bien définies,
mais dans lequel aucune direction transverse n’est privilégiée.

Fi1G. 1.2 — Holonomie

Soient ' € B, et S une transversale de B passant par z'. Quitte & rétrécir B, T,
T' et S, nous pouvons supposer que ’application d’holonomie {77+ o (g7 : S — T est
bien définie. De méme, quitte & rétrécir B', si y' appartient a la plaque de (p o (s,r(z')
dans B’, et si S’ est une transversale de B’ passant par %', I’application d’holonomie
(s o Crrr o Csr = S — S’ qui envoie 2’ sur ¢’ est bien définie. Le germe de cette
application dans G, noté 7' : 2’ — ' ne dépend pas du choix des transversales S, 5" ni de
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Papplication ¢ : T — T’, mais seulement du choix de z’ € B et de ¢’ dans la plaque de
¢ o (s r(z') dans B'.

Si B et B’ sont suffisamment petites, nous pouvons donc définir V (v, B, B') comme
I’ensemble des éléments ' : ' — 3’ associés comme ci-dessus & y € G, ¢’ € B et y' € B'.
Vue la contrainte sur le choix de %', c’est un ouvert de R??19. On peut montrer que ces
ouverts donnent bien & G une structure de variété feuilletée de dimension 2p + ¢.

1.2.3 Mesures transverses

Nous renvoyons & Connes [Co] pour plus de détails. Une mesure transverse est la donnée
d’une mesure pr sur chaque transversale T au feuilletage. Cette mesure transverse y =
{ur} est invariante par holonomie si pour toute application d’holonomie ¢ : T — T" entre
deux transversales, on a

prr = CGi o -

On peut affaiblir la condition ci-dessus pour considérer des mesures seulement quasi-
invariantes par holonomie. Un cocycle mesurable (resp. continu) sur le groupoide d’holono-
mie est une application mesurable (resp. continue) A : G — R* | telle que pour tout couple

(9.9') € G2,
A(gog') = Ag) A(d)-

Dans le cas particulier ou A(g) ne dépend que de s(g) et de b(g), on parlera de cocycle du
feuilletage ; un tel cocycle est donc une application de I’ensemble R C F x F des couples
de points d'une méme feuille dans R’ , telle que

Alz,y) Aly,2) = Az, 2) -

Une mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle A est une mesure transverse
p = {ur} telle que pour toute application d’holonomie ¢ : T'— T” entre deux transversales,
et pour tout z € T', on ait

L ¢@) = (L), dur(o) ~ o

1.2.4 Feuilletage horosphérique

SiveT'M , nous noterons H(v) C M I’horosphére centrée en v~ et passant par le
point base m(v) de v. Cette horosphére se reléve & T'M en 1’ensemble

Ht(v) :={weT'M,w =v", etn(w)ecH)}.

Cet ensemble s’identifie & ’ensemble des vecteurs dont le point base appartient & H(v),
qui sont orthogonaux & H (v) et qui pointent vers I’extérieur. Dans les coordonnées T' M ~
0’M x R, on a immédiatement

H(v) ={v } x OM \ {v } x {8, (7(v),0)}.

Cet ensemble s’identifie & la variété fortement instable de v pour le flot géodésique,
i.e. a I’ensemble

Wsu(v) ={w e T'M, d(g~'v, g 'w) = 0 quand t — +oo }.
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On appellera donc horosphére fortement instable de v ’ensemble HT (v) = Wsu( ).

Dans les coordonnées de §>M x R, on voit immédiatement que ces horospheres de "M
forment un feuilletage trivial (i.e. produit) de T'M, noté W, de dimension n — 1 et de
codimension n si M est de dimension n. Les feuilles de ce feuilletage sont de classe C°.

Une famille naturelle de transversales au feuilletage est la famille des variétés faiblement
stables du flot géodésique. Si v € T' M, sa variété faiblement stable est définie par

W) = {weT'M,3C >0, d(g'v,gw) < C quand t — +oo}
= {weT'M,w" =vt}
~ M\ {vt} x {vt} xR.

Notons que sur cette famille de transversales, les applications d’holonomie peuvent
s’écrire globalement, de la maniére suivante :

We(v) — W (w)
u=(u",v",s(u)) = ((u)=(u,w",s(u)).

Un feuilletage, par définition, est localement un espace produit. Dans cette écriture
produit locale, une transversale joue le role de ’espace des feuilles (ou plus rigoureusement,
en restriction & une boite, une transversale s’identifie & 1’espace des plaques de la boite).

Sur T*M , le feuilletage horosphérique est trivial. Il est alors souvent plus commode
de considérer l’espace des horosphéres H, qui joue le role d’une transversale globale au
feuilletage. En utilisant I’écriture T'M ~ 82]\/{5 R, on voit que cet espace est homéomorphe
a OM x R. L’action de I' par isométries sur M induit une action sur H par

7'(£a3) = (7£a3 + ﬂﬁ(oa 7_10)) .

Nous étudierons plutot le feuilletage quotient de Wsu sur T M , noté W9, Ses feuilles
sont les variétés fortement instables du flot géodésique de T'M, les variétés faiblement
stables sont encore localement des transversales, mais ce n’est plus un feuilletage trivial.

La classification topologique des feuilles de ce feuilletage a été beaucoup étudiée dans
notre cadre, d’abord dans [Eb2], puis dans [D]. Notons £ 1’ensemble non-errant du feuille-
tage horosphérique, i.e. ’'ensemble des vecteurs v € T*M tels que v~ € Ar. On a d’abord :
Théoréme 1.2.4 (Dal’bo [D]) Soit M une variété o courbure négative. Le flot géodé-
sique est topologiquement mélangeant si et seulement si le feuilletage horoshérigue est to-
pologiquement transitif, i.e. il existe une feuille W*"(u) dense dans E.

Lorsque les conditions ci-dessus sont vérifiées, et dans le cadre de cette thése oul on
suppose que l’ensemble limite est composé uniquement de points limites radiaux et de
points paraboliques bornés, on a une caractérisation compléte des feuilles du feuilletage :

— Siu~ ¢ Ar, la feuille W**(u) est fermée non compacte

— Si u™ est un point parabolique borné, W**(u) est compacte.

— Siu~ est un point limite radial, alors W*%(u) est dense dans €.

Dans un cadre plus général, la feuille W% (u) est dense lorsque u~ est un point limite
horosphérique, notion que nous ne développons pas ici.

1.3 Formalisme thermodynamique

Les références standard pour ce paragraphe sont d’une part l'article de Bowen-Ruelle
[Bow-R| dans le cas des flots, et les livres de Bowen [Bow2|, Keller [Ke|, Parry-Pollicott
[P-P], Walters [W] ou Zinsmeister [Z] dans le cas des difféomorphismes.
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Soit 9 = (1h¢)ter un flot différentiable sur une variété N et X C N un ensemble compact
invariant par 1. Soit f : N — R une application continue.

Un ensemble E C X est dit (g,7T)-séparé si pour tous z et y de E, tels que z # y, il
existe t € [0, 7] tel que d(9¢(x),+(y)) > €. On définit les quantités

T
Zr (1, f,e) = sup {Z exp/ f((z))dt, ou E C X est un ensemble (g,7) — séparé} ,
0

zelE

1
et P(’l/),f,&f) = limSUP—IOgZT('lp, f,&‘).
T—+o00 T

La pression P(1, f) est alors définie par
P, f) = lim P($, /).

Dans la suite de la thése, le flot considéré sera toujours le flot géodésique g = (¢*)scr d'une
variété compacte ou convexe-cocompacte a courbure négative, et X ’ensemble non-errant 2
de g. Nous allégerons donc I’écriture en notant simplement P(f) ou méme 6/ au chapitre 5.

Deux applications f et h sont dites cohomologues (au sens de Livschitz) s’il existe une
application G différentiable dans la direction du flot telle que f — h = Z.G, ol Z désigne
le champ de vecteurs tangent au flot. Le théoréme de Livschitz (voir [Ka-H| théoréme
19.2.4) assure que deux fonctions sont cohomologues si et seulement si pour toute orbite
périodique ¢, les intégrales de f et h le long de ¢ sont égales. Les applications f et h sont
dites équivalentes si f — h est cohomologue & une constante.

La proposition suivante rassemble un certain nombre de propriétés élémentaires satis-
faites par la pression :

Proposition 1.3.1 Soient f et g deux applications continues de X dans R et ¢ € R. La
fonction pression vérifie les propriétés suivantes :

= P(,0) = hiop(1).

~ [P, f) = P, 9)| < |If — gllo-

— L’application f — P(3, f) est soit toujours finie soit toujours infinie.

~ Si P(3,.) est finie, alors elle est conveze.

- P("paf—*_c) :P("paf) +c.
~ Si f et g sont cohomologues, alors P(1, f) = P(1),g).

En particulier, cette proposition implique que dans le cas du flot géodésique sur une
variété compacte ou convexe-cocompacte, la pression est finie car ’entropie 1’est.

La pression vérifie un principe variationnel. Pour 1’énoncer, nous aurons besoin de
la notion d’entropie métrique h, (1) d’une mesure de probabilité invariante par ¢ (voir
[W] par exemple). En fait, de méme que pour ’entropie topologique, on définit ’entropie
hu(T) d’une probabilité p invariante par une transformation continue T, et la propriété
d’homogénéité h,(T™) = |n|h,(T) autorise la définition

hu(l/)) = hu(l/)l)-

pour P’entropie d’un flot 1) = (¢!)ser. Soit donc T': X — X une transformation continue,
et & une partition borélienne finie de X. Notons Aj,..., Ay les éléments de &, et A(£) la
tribu engendrée par &.
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Introduisons la quantité

k
H(A,p) == p(Ai)log u(Ai) .

i=1

Le raffinement AVC de deux tribus est la tribu engendrée par les éléments ANC,ou 4 € A
et C € C. Comme T : X — X est continue, la tribu 71 A engendrée par {T"1A, A € A}
est encore une sous-tribu de B.

On définit alors ’entropie de u pour la tribu A par

_ : 1 n—lrmp—12
h('Aa 22 T) - nll}I—II—loo E H(Vi:O T A7 ,u‘) ’
et 'entropie de pu par
h(p,T) = hyu(T) := Sup A, 1, T),

ol A décrit I’ensemble des sous-tribus finies de B.
Notons M(X, 1)) l'ensemble des probabilités invariantes par 1 sur X. Nous pouvons
alors énoncer le théoréme :

Théoréme 1.3.2 (Walters) Awvec les notations et hypothéses de ce paragraphe, la pres-
sion vérifie

P, f) = m>hMW+Lﬁm.

meM(X,9)

On appelle alors mesure ou état d’équilibre pour f une probabilité m € M(X, 1) telle que

PWﬂ=%m+Aﬁm.

Un compact invariant par (') , noté encore X, est un ensemble basique hyperbolique si :

— il est hyperbolique et ne contient pas de points fixes de 1,

— les orbites périodiques de 1, x sont denses dans X,

— le flot 1| x est topologiquement transitif sur X,

— il existe un ouvert U contenant X tel que X = Nertp? (U).

Par exemple, I’ensemble non-errant du flot géodésique d’une variété compacte ou convexe-
cocompacte est un ensemble basique hyperbolique.

Théoréme 1.3.3 (Bowen-Ruelle [Bow-R]) Si ) est un flot Aziome A agissant sur un
ensemble basique hyperbolique X, alors pour toute fonction héldérienne f : X — R, il
existe sur X une unique mesure d’équilibre pour f, notée m.

Les théorémes 1.3.2 et 1.3.3 serviront au chapitre 2 & montrer qu’'une certaine mesure
est I'état d’équilibre de f, simplement en calculant son entropie.

Le lemme élémentaire suivant nous sera trés utile :

Lemme 1.3.4 Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, deux fonctions héldériennes
équivalentes ont le méme état d’équilibre.

Démonstration : Si f et A différent d’une constante, le résultat est immédiat d’aprés
le théoréme 1.3.2. Si f et h sont cohomologues, leurs intégrales sur toutes les géodésiques
périodiques sont égales. On en déduit que les intégrales de f et h pour toute mesure
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invariante par le flot géodésique sont égales, puisque toute mesure de probabilité invariante
par le flot géodésique peut étre approchée par une combinaison convexe de mesures de
probabilité portées par les orbites périodiques [Si|. Le résultat découle encore une fois du
principe variationnel ci-dessus. 0

Rappelons pour conclure la proposition suivante. On trouvera dans [Bowl| (Theo-
rem 4.11) une démonstration détaillée de ce résultat lorsque f = 0, qui s’étend sans
difficulté au cas général.

Proposition 1.3.5 (Bowen) Si M est une variété compacte ou convezxe-cocompacte dont
le flot géodésique est topologiquement mélangeant, la pression d’une application continue
f:T'M — R pour le flot géodésique sur Q vérifie

) 1 ;
6! = T1—1>Too T 108 Z e/,
S CF;
I e[T, T+1]

ot Cr désigne l'ensemble des géodésiques périodiques de T M, et 0w 1(7y) est la période de
¥ € Cr.

31



32



Chapitre 2

Construction des mesures d’équilibre

Dans tout ce chapitre, M désignera une variété compacte ou convexe-cocompacte &
courbure négative pincée, et dans le cas convexe-cocompact, on supposera de plus que le
flot géodésique est topologiquement mélangeant.

Soit f : T'M — R une application holdérienne, que nous supposerons de plus bornée
lorsque M est convexe-cocompacte. Nous noterons f I’application définie par f(v) = f(—v).
Le but de ce chapitre est de donner une construction géométrique de I’état d’équilibre m/
du « potentiel » f. Les seules nouveautés de ce chapitre sont d’une part la preuve que
par la construction proposée, on obtient bien la mesure d’équilibre de f (ce résultat devait
certainement étre connu des spécialistes, mais & notre connaissance n’était pas écrit), et
d’autre part le paragraphe 2.6 dont le résultat, connu dans le cas des potentiels symétriques,
est étendu ici & une fonction f quelconque. s

Le fibré tangent 7'M est homéomorphe & (0°M x R)/T. 1l est donc équivalent de
construire une mesure m/ invariante par le flot géodésique sur 7'M ou une mesure inva-
riante par le flot et par I' sur TlM ou encore une mesure I'-invariante sur 0? M encore ap-
pelée un courant géodésique. Nous allons construire une mesure vl sur OM. , quasi-invariante
par T, et nous définirons un courant géodésique ¢/ sur 82M sous la forme

de! (€,m) = (&, m) dvf (&) dv (),

ol 1 est une application appropriée sur O*M

Le paragraphe 2.1 est consacré a l'étude de la série de Poincaré de I' associée au
potentiel f. La construction de v/ est détaillée au paragraphe 2.2. Au paragraphe 2.3, nous
explicitons la construction de la mesure m/, et donnons quelques unes de ses propriétés
importantes (ergodicité, mélange). Le Lemme de I’Ombre (section 2.4) permet d’une part
de prouver que la mesure m/ est bien la mesure d’équilibre de f (paragraphe 2.5), et d’autre
part (paragraphe 2.6) de réinterpréter la mesure v/ comme la mesure de Hausdorff d’une
certaine distance df sur le bord. Pour finir, au paragraphe 2.7, nous détaillons quelques
exemples ou la forme particuliére de f permet d’obtenir une construction simplifice de m/.

Mentionnons que toute cette construction remonte originellement aux travaux de Pat-
terson [Pa] et Sullivan [S1] [S2] en courbure constante, dans lesquels tous les arguments
du cas f = 0 étaient présents. Kaimanovich [K1] a donné une construction générale de
mesures invariantes par le flot géodésique. Dans le cas des mesures d’équilibre m/, cette
construction est due a Ledrappier |L| sur les variétés compactes, et a été généralisée ensuite
par Coudéne [Coul] au cas des variétés géométriquement finies (voir le paragraphe 8.2.1
pour un apercu de sa construction).
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2.1 Série de Poincaré

Si f:T'M — R est une application, nous noterons encore f son relevé I-invariant &
TM. Si z et y sont deux points de M (resp. M), la notation I Y f désigne l'intégrale de f

sur I'unique segment géodésique (vu dans T'M ou T M selon le cas) orienté et paramétré
a vitesse 1 joignant z & y. De méme, si 7y est une géodésique périodique orientée (de T M),
on désigne par f,y f lintégrale de f le long de cette géodésique (vue dans T*M).
Rappelons que la pression topologique 6/ de f est caractérisée par
67 = sup him(g) + fdm.

m inv T'M

Introduisons la série de Poincaré de T' associée & f. Si o est un point fixé de M , elle
est définie pour tout s > 0 par

(5,0, 1) = 3 e 02005 [1°0 5 s [I°F

yer yer

ot F deésigne le potentiel normalisé F = 6/ — f. Remarquons que 6~ = 0. Notons que

si f1 et fo sont deux potentiels équivalents (i.e. dont la différence est cohomologue & une

constante), ils ont la méme mesure d’équilibre, et les potentiels normalisés associés sont

cohomologues. En particulier, la normalisation ci-dessus est naturelle, et la construction

qui suit de la mesure d’équilibre m/ ne dépend en fait que du potentiel normalisé F.
Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.1.1 (Ledrappier [L]) Soit M wune variété compacte ou conveze-cocompacte.
Soit f : T'M — R une application continue qui n’est pas cohomologue & une constante, et
F=2¢6—f. Alors :

a- Il existe une constante 0 < k < 400, telle que pour toute géodésique périodique y € Cr,

on ait 1
0<k§—/F
1(7) 5

b- Il existe deuz constantes a > 0 et b > 0 telles que pour tout segment géodésique [zy]

inclus dans C(T'), on ait
y
x

Démonstration : a- Supposons que

1
yeer 1Y) J5

Chaque géodésique périodique 4 définissant une probabilité invariante par le flot géodésique

sur T' M, on en déduit
inf / Fdm <0,
minv J71pr

ol m décrit I’ensemble des probabilités invariantes par le flot géodésique sur Q C T M.
On en déduit pour tout ¢ >0 :

de)Esup (—t/ de):—t inf / Fdm >0.
TIM minv TIM minv TIM
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Or f n’est pas cohomologue & une constante, si bien que I’application ¢ — § " est stric-
tement décroissante, et s’annule en ¢ = 1. Elle est donc strictement négative quand ¢ > 1.
Ceci est en contradiction avec la minoration ci-dessus, d’ou le résultat. -
b- Montrons maintenant la deuxiéme minoration. Supposons d’abord que le relevé a T'M
du segment [zy] est inclus dans A% x R. Soit £ > 0 fixé. D’aprés le théoréme 1.1.5, il existe
C: > 0 et une géodésique périodique 4 de longueur au plus d(z,y) + Ce, qui contient le
segment pr[zy] dans son e-voisinage. On déduit alors le résultat voulu de la partie a- du
lemme et du fait que f est holdérienne.

_ Le cas d’un segment quelconque découle du cas précédent et du fait que l’ensemble
C(T) est a distance bornée de la projection (A2 x R) sur M. O

A toute application holdérienne G : T'M — R telle que pour tout v € T, on ait
fﬂ G > 0, on associe deux taux de croissance exponentielle. Le premier est défini par

1 7o
sl(G)::limsupalog#{veP,nS G<n+1}.

n—00 0

Lorsque F est de la forme F = 6/ — f, l'intégrale de F sur toute géodésique périodique
est positive d’apres le lemme 2.1.1, et dans ce cas s1(F') est 'ezposant critique de la série
Pr(s,o0,f) : la série est convergente pour s > s1(F), et divergente pour s < s1(F). A
priori, le comportement de cette série en s1(F') est inconnu, mais on peut montrer [Coul|
que lorsque M est compacte ou convexe-cocompacte (et plus généralement dés que la
mesure m{ est ergodique et conservative), la série est divergente en s = s1(F).

Le deuxiéme taux de croissance dont nous nous servirons est défini par

n—oo

1
s2(G) :zlimsupﬁ log #{’_yECr,nS/G<n+1}.
gl

Remarquons que ces deux exposants valent encore respectivement

1 70
sl(G)zlimsup?log #{yeTl,0< G<T} et

T—o00 o

1
s2(G) = limsup — log #{y € Cr, 0 < /G <T}.
T—o00 T ¥
En fait, dans le cas qui nous intéresse, ces deux taux de croissance exponentielle coin-
cident :

Lemme 2.1.2 (Ledrappier [L]) Soit M wune variété compacte ou conveze-cocompacte.
Soit f : T*M — R une application héldérienne, et F = 67 — f. Alors s1(F) = so(F) = 1.

Démonstration : Commengons par montrer que s1(F) = so(F). Si 0 € T et 7 désigne la
géodésique périodique associée a la classe de conjugaison de 6 dans I', le segment géodésique
[0 Bo] de M se projette sur M en un lacet pr([o fo]) basé en o et homotope a la géodésique
périodique 7. Si A désigne le diamétre du coeur de Nielsen N(I'), auquel appartiennent les
lacets 7 et pr([o 6o]), ces deux lacets sont chacun dans le A-voisinage de l'autre. Puisque
F' est holdérienne, on en déduit

/QOF—/F‘ < C(F) A*F) | (2.1)
o v
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d’ot, en posant A = C(F) A*F)]
fo
#{’_yECr,nS/F<n+1}g#{@ef,n—Ag/ F<n+A+1}.
v 0

L’inégalité s1(F') > so(F') en découle.

Montrons maintenant ’inégalité inverse. D’abord, remarquons que pour tout 8 € ', le
segment géodésique prlo 0o| est inclus dans le A-voisinage de la projection m(€2) de l’en-
semble non-errant. La propriété de spécification (théoréme 1.1.5) permet alors de trouver
une géodésique périodique ¥ telle que le segment pr[o fo] soit inclus dans le A+ 1-voisinage
de 4. On en déduit l'existence d’une constante C' > 0 ne dépendant que de A et de F, telle

fo
que/ FS/F—FC.
0 v

D’autre part, comme I est discret, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute
géodésique périodique fixée 7, le nombre de § € T tels que le segment pr[o fo] est inclus
dans le A + 1-voisinage de 4 est majoré par C'l(¥) et donc par cskﬁ fxy F'. Finalement, on
obtient

6o '
C
#{9er,/ F<N+C}< S N#{recr /FSN}.
0 il
L’inégalité s1(F) < so(F), et donc l'égalité s1(F) = so(F') en découlent.

Montrons pour finir que so(F) = 1. Pour cela, nous allons démontrer que so(F') est
'unique réel en lequel I’application t — § ' s’annule, ce qui démontre le résultat puisque
s =o.

Si f est cohomologue & une constante ¢, alors 6/ = ¢ 4 6° et F est cohomologue a
6% > 0. Dans ce cas, ’application ¢t — 6% est affine strictement décroissante, et s’annule
donc en un unique point (en ¢t = 1).

Si f n’est pas cohomologue & une constante, il en est de méme pour F', et ’application
t — 6% est convexe strictement décroissante, et s’annule donc uniquement en ¢ = 1.

Pour montrer que cette application ne peut s’annuler qu’en so(F'), on utilise la définition
de la pression donnée par la proposition 1.3.5. Si 6= < 0, et ¢ = —6%F"/2, il existe Ty > 0,
tel que pour tout 7" > Tp, on ait

0< Z e F < e T,
¥ €Cr
Iy e[, T+1]
On en déduit immédiatement
400
Z Z e < too d’ou Z e hT < 400,
N=0 ¥ €Cr y€Cr

(%) € [N, N +1]

Cette derniére série a le méme comportement que la série

+oo
Z#{’?ECF,nS/F<n+1}esn, (2.2)
n=0 ¥

qui est donc finie, si bien que s > so(F).
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Réciproquement, si 6~ > 0, en posant ¢ = §7*F'/2, on voit qu’il existe Ty > 0, tel
que pour tout T > Ty,
Z 5T > T

Y €Cr
(@ e[T, T+1]
On obtient immédiatement
> etht = too,
¥€eCr

et 'argument développé ci-dessus donne s < s9(G), ce qui conclut la preuve du lemme. O

2.2 Mesure de Patterson sur le bord

Dans ce paragraphe, nous détaillons la construction d’une famille de mesures (z/géc )w i
sur le bord, construction originellement due & Patterson [Pa| dans le cas ou f = 0, et
étendue par Ledrappier L] dans notre cadre.

Nous avons vu ci-dessus que si F' = 6/ — f, alors s1(F) = so(F) = 1. Pour tout z € M
et s > 1, définissons la mesure

s,f . # —s6fd(z,v0)+s [ f
vl Pls.0.7) %ﬂe 00 5
ol d,, désigne la masse de Dirac au point ~yo.

La famille de mesures (z/g’f )s>1 est une famille de probabilités sur M , que ’on considé-
rera plutot comme des probabilités sur A]TJJJ UOM. Comme M UM est compact, I’ensemble
des mesures de probabilité sur M U M est compact pour la topologie faible, et on peut
donc extraire une sous-suite (l/gk’f )ken qui converge vers une probabilité v lorsque s — 1.
Par construction, cette mesure est & support dans I’adhérence I'o dans M UOM de lorbite
de o.

Si la série P(s, o0, f) diverge lorsque s = 1, on montre aisément que vl (To) = 0, de sorte
que 1/5c est & support dans Ar C OM.

Lorsque P(s, o0, f) converge en s = 1, on utilise le lemme technique suivant :

Lemme 2.2.1 (Patterson [Pa]) Il existe une fonction continue croissante h : Ry — R,
telle que
— L’exposant critique de la série

P(s,o0,f) = Zh (/70F> e sI°F

vyer

est égal a 1.
— Cette série diverge en s = 1.
— Pour tout d > 0, on a
h(t+d)

A e b

La fonction A est construite de sorte que logh soit continue et affine par morceaux,

de pentes successives €, — 0 sur des intervalles I} choisis par récurrence pour obtenir le
résultat voulu.
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On utilise alors la série de Poincaré modifiée P(s, o0, f) et on pose

s, f - - h —sfw'"’F(s .
= sof Z (/ )e !

De méme que précédemment, il existe une suite sy — 1, telle que Vo
ment vers une probabilité ug a support dans Ar C M.
Remarquons maintenant que si z € M est fixé, pour tout s > 1, les mesures vy
sont équivalentes. Introduisons deux notations. Si (z,y,2) € M 3, posons

wf converge faible-

$:f o
vy sf

dmw:/f—/f,a B (z,y) = 6 B.(2,9) — pf(2,9) = o (2,9).
T y

Fixons z et y. Comme f est holdérienne, la différence [7 f — f; f admet une limite quand

z — & € Ar, et on pose
V4 V4
Pl =tim [ £- [ 1.
2=€ J o Y

On sait que le cocycle de Busemann [ est continu sur M? x M. De la méme facon, puisque
f est holdérienne, on peut montrer le

Lemme 2.2.2 Si f: T'M — R est une application hildérienne, alors les applications of
et 7 définies ci-dessus sont continues sur M2 x M.

Nous n’écrivons pas la preuve, 'argument est écrit dans le chapitre 5 (lemme 5.3.4).

On peut alors écrire plus précisément la dérivée de Radon-Nikodym de I/w’f

al/g’f.Pourtout’yefets>1,ona

par rapport

dyg’f

dyga.f

(v0) = ¢~ Phlee).

Par continuité de cette densité, pour tout = € M , on peut extraire de s; une sous-suite
(encore notée si), telle que V;k’f converge faiblement vers une mesure finie 1/3’; équivalente
a Vét .

Pour tout v € I, on note 'y*ug’: la mesure définie par 'y*uit(A) = V%('y*lA). On a :

~ ainsi

Lemme 2.2.3 Pour tout v € T' et (z,y) € M2, la famille de mesures (V;{)zeM

construite vérifie ')f*l/fcc = V’{z et

f
dvz (&) = e—ﬂg(w,y) vl

— p.s.
dl/g
On a alors le :
Corollaire 2.2.4 Le support des mesures IJ;JEc est égal a Ar.
f

Ceci découle immeédiatement de la quasi-invariance de vy par I', du fait que le support de
V;{ est inclus dans Ar, et que ’action de I' sur Ar est minimale.

Remarquons qu’a priori, la famille de mesures (1/9): ), 37 dépend de la sous-suite (sx) qui
a permis de la construire. Au cours du paragraphe suivant, nous verrons en fait que pour
tout z € M, la famille (Vi’f)s>1 converge vers vy quand s — 1.
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2.3 Construction de m/, Propriétés

Commencons par une remarque utile pour la suite. Si (a,b) € M Zet f:T'M — Rest
holdérienne, une vérification élémentaire donne

b a
L=
a b
Size M et (&,m) € 92M, choisissons un point quelconque y sur la géodésique ({n). On

déduit de 'égalité ci-dessus que la quantité p,J; (z,y) + pg (z,y) ne dépend pas de y € (£7).

Nous la noterons encore [7 f + [ f — Je T

Rappelons qu'un courant géodésique est une mesure de Radon sur 92 M invariante sous
I’action diagonale de I'. Fixons z € M, et pour tout (£,71) € 6?M, posons

dof (€.1m) = oxp (/:m/;ﬁ—/:p) avl (©dvl(n),

avec toujours F = §f — f. Le lemme 2.2.3 assure d’une part que ’expression ci-dessus
ne dépend pas de z € M, et d’autre part que ¢ est T-invariant. C’est donc un courant
géodésique sur 8> M, de support AZ.

On définit alors sur T'M ~ 82M x R une mesure de Radon 7/ en posant

dind (v) = def (v, vh)dt.

Cette mesure est invariante sous 1’action du flot géodésique (g*) et sous celle de . On peut
aussi écrire

dii! (v) = exp (B, (2, 7(0)) + B (@, w(v)) ) dvd (v7)av] (vt

Par passage au quotient, 7/ induit une mesure m/ sur 7' M, invariante sous l’action
du flot géodésique et de support © C T' M. Comme Q est compact, la mesure m/ est finie;
nous la supposerons donc normalisée en une probabilité.

Proposition 2.3.1 Soit M une variété compacte ou convere-cocompacte. La mesure mf
construite ci-dessus est ergodique pour l’action du flot géodésique (g*)ier sur T M.

Démonstration : La mesure m/ est ergodique si et seulement si toute application 1) :
T'M — R mesurable et invariante par le flot géodésique est constante m/-p.p. Comme
Papplication 9 +— E,f(¥|Z) qui & 1 associe l'espérance de 1 sachant la tribu Z des
invariants du flot géodésique est continue sur L'(m/), et que les fonctions continues sur Q
sont denses dans Ll(mf ), il suffit en fait de montrer que pour toute application continue
P:Q—>R ona
Ens(|T) = pdm!, mf - ps.
T'M

Pour mf—presque tout v € 2, on a

i Lt s = lim l ! “S(v))ds = v
lim ~ /0 $(g* () ds = 1 /0 blg @) ds = By D)) . (23)

T—+o0 1T’ T—+oo T

Notons zﬁ le relevé T'-invariant de 9 a TIM. L’égalité ci-dessus reste alors vraie pour ﬁzi -
presque tout v € AZ x R, en remplagant (g*);cr par le flot géodésique (§')ier de T'M,
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et Y par 1/; Remarquons encore que les limites ci-dessus ne dépendent pas de la position

du vecteur v sur la géodésique (v v™), de sorte que les égalités ci-dessus sont vraies pour

vl x v{ presque tout (v=,vT) € A2, et tout vecteur v sur la géodésique (v~v™). On notera

alors ¥(v~,v*) la fonction mesurable ainsi définie sur A3.

1T
Considérons maintenant pour tout v € A% x R la quantité limsup — / P(g° (v)) ds.
0

T—o0 T
Comme 1) est continue sur 7'M, elle est uniformément continue sur €, ainsi que son relevé

sur A% x R. La quantité ci-dessus dépend donc seulement de v™, et pas de v~ ni de la
position de v sur la géodésique (v v™). Notons alors ™ I'application mesurable définie
sur Ar par
1 (T
vt =tmsup 7 [ (5 0) ds.
0

T—oo

De méme, on définit la fonction 1~ en posant

T
P~ (v7) zlimSup%/O PG5 (v)) ds .

T—00

On déduit de l'égalité vl x v{- presque stre (2.3) que (vt = T(w™,vt) = = (v7),
1/({ X u({ - presque slirement.

Un argument classique dii initialement & Hopf et reposant sur le théoréme de Fubini
permet de conclure que ¥ est constante ng X z/éc - presque sirement. Nous proposons ici

une mise en forme originale de cet argument due & Babillot (communication orale).

En 1 utilisant 1’égalité ci-dessus et le fait que les mesures Vg et l/éf sont des probabilités

sur M, on obtient

M

/ o ) (o)l (o) = / (Wt h)? dvd (o)l (o)
9?2 M
= [ wren)yaden).
oM

D’autre part, on a aussi

/ ) (o)l (v7) = / () dvd (o) / (o) dv (v7)
92M o

Par Cauchy-Schwarz, ’égalité

[ aden = ( 3M¢+<v+)du£<v+>)2



entraine que 91 est constante I/Of -presque siirement. De méme, on montre que 1~ est

constante Vg -presque sirement. La fonction ¥ est donc constante Vg X z/g - presque sire-

ment, donc aussi M/ -presque stirement. Et on a alors

xp:/ xpdmf:/z/)dmf,
T'M

puisque I'invariance par le flot de la mesure m/ entraine

[o3 [ seenasaiw =1 [ [ sgoyanwas= [ pan.

Ceci prouve que la mesure m/ est ergodique. O

Corollaire 2.3.2 (Ledrappier [L]) Pour tout z € M, la mesure vy converge vers vl
pour la topologie faible de M UOM.

Démonstration : La démonstration repose sur 'argument de Hopf. Soit I/;f la valeur

d’adhérence arbitraire choisie précédemment de la suite (z/g’f )s>1, €t 11 et vy deux valeurs

d’adhérence a priori distinctes de la suite (uo’f )s>1- En reprenant les arguments précédents,

on peut construire deux probabilités ergodiques m{ et mg sur {2, associées respectivement

aux produits l/éf X et 1/&c Xvo. Pour tout v € ) et toute application continue v : T'M — R,

la quantité
1 (T
lim sup — / DG () ds
t—o0 T 0

définit une fonction mesurable invariante par le flot géodésique et constante sur les variétés
faiblement instables du flot géodésique. Notons alors 1(v) la fonction mesurable définie par

t—o0

T
P(v) := limsup%/0 (g °(v))ds

L’ergodicité de m{ (resp. mZ) donne ’égalité t(v) = leszdm{ pour m{—presque

tout v (resp. 9 (v) = ledemQ pour mg—presque tout v). D’aprés ce qui précéde, 1 ne

dépend que de v, et ces égalités sont donc des égalités uéc -presque stres. On en déduit

que le u dm{c = le M 1pdm§c pour toute application continue %, soit encore m{ = mg,
d’ou le résultat voulu : 1 = . O

Notons que cette structure produit local de m/ permet également d’obtenir le mélange
de la mesure mf. C’est un résultat général de Babillot qui s’applique dans notre cadre pour
donner le :

Théoréme 2.3.3 (Babillot [Ba2]) Supposons M compacte ou conveze-cocompacte, et
dans ce cas supposons que (g')icr est topologiquement mélangeant. Alors la mesure mf
est fortement mélangeante.

2.4 Lemme de I’Ombre

Le Lemme de I’'Ombre est un outil fondamental pour I’étude des mesures I'-quasi-
invariantes sur dM et par conséquent aussi pour celle des mesures invariantes par le flot
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géodésique sur T1M. Il est dd initialement & Sullivan [S1], et ce sont ses arguments qui
sont repris ici dans notre cadre. L’énoncé de Sullivan donne, lorsque f = 0, une estimée
précise de la mesure v, de I’« ombre » sur le bord M des boules de rayon r > 0 fixé
centrées en des points de l'orbite de o. Notons que ce lemme a été étendu par Coudéne
[Coul] au cadre général qui nous intéresse.

Siz e JTI, ¢ € OM et t > 0, notons V(z,&,t) I'ensemble des points n € OM dont
le projeté sur le rayon géodésique [z€) est & distance supérieure a ¢t de z. Notons aussi
(€4(t))t>0 une paramétrisation & vitesse 1 du rayon géodésique [z§).

Remarquons que les ensembles V(z, &, t) ne sont pas exactement des ombres de boules;
ils en sont néanmoins trés proches, comme nous le verrons au paragraphe 6.2.4.

Proposition 2.4.1 (« Lemme de I’Ombre », Coudéne [Coul]) Soit M une variété
compacte ou conveze-cocompacte, et f : T'M — R une application héldérienne. Alors il
existe des constantes C > 0 et Ty > 0, telles que pour tout & € A et t > Ty, on ait
1 £o(t) €o(t)
ge kT <o) < ce T
Remarquons que ce résultat reste vrai en remplacant o par un point z € M quelconque ;

la constante C dépend alors du point z choisi.
La proposition résulte immédiatement des deux lemmes suivants.

Lemme 2.4.2 I existe une constante C1 > 0, telle que pour tout £ € Ar ett >0, on ait

1 _ réo(t) _ réo(t)
c ¢ T T Vo.60) <ul(V(o61) < Cre 7Ty (Viog 1))

Lemme 2.4.3 Il existe des constantes Cy > 0 et Ty > 0, telles que pour tout &€ € Ar et
t > Ty, on ait

1
52 S Vgo(t) (V(O,f,t)) S 02 .

Démonstration du lemme 2.4.2: Le lemme 2.2.3 donne

Wiesn = [

B e&M gyl | (
e v 7).
V(ok,t) O

Il reste & estimer 1’exponentielle ci-dessous pour n € V(o,&,t). Par définition de V (o,&,1),
langle au sommet &,(t) du triangle (o0,&,(t),n) est supérieur a 7/2. Le résultat voulu
découle alors du lemme ci-dessous appliqué au triangle (o,&,(t),7). O

Lemme 2.4.4 Soit f : T'M — R une application holdérienne bornée. Il existe une
constante C(f) > 0, telle que pour tout triangle (a,b,c) de M x M dont Uangle au sommet
a est supérieur ou égal a 5, on a

I/bcf—/baf—/acflsc’(f)-

Démonstration : Le triangle intérieur (p,q,r) & (a,b,c) est défini par p € [bc], ¢ € [ac],
r € [ab] et Bu(g,r) = Bo(p,r) = Be(p,g) = 0, si on note B,(g,r) = d(a,q) — d(a,r). Nous
verrons au chapitre 6 (Proposition 6.2.1) qu’il existe une constante a > 0, telle que la
distance entre deux quelconques des trois sommets p, q,r est inférieure & «. De plus, les
projetés respectifs de a, b et ¢ sur le c6té opposé sont a distance au plus a du sommet
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correspondant du triangle intérieur. Si le triangle (a, b, ¢) est rectangle en a, le projeté de b
sur [ac| (resp. de ¢ sur [ab]) est le point a. On en déduit que les distances d(a,q) et d(a,r)

RO
VS SRV ) R Al

D’aprés ce qui préceéde, les deux derniéres intégrales sont majorées par «||f||oo. Comme f

est holdérienne, les deux différences d’intégrales sont majorées par une constante dépendant
seulement de «a et de f. Le résultat en découle. O

sont inférieures & «. Décomposons en

Démonstration du lemme 2.4.3: Soient £ € Ar et ¢t > 0 fixés. Comme M est compacte
ou convexe-cocompacte, tous les points de Ar sont des points limites radiaux. En particu-
lier, si A désigne le diamétre de la projection sur M de I’ensemble non errant §2, il existe
v €T, tel que la distance de yo & &,(¢) soit inférieure & A. D’aprés le lemme 2.2.3, on a

dyﬁ;o

(n) = e—ﬂf;('ro, £o(t))
dugo

(t)
Comme F est holdérienne et d(yo,&,(t)) < A, la dérivée de Radon-Nikodym ci-dessus est
bornée par une constante co > 0 ne dépendant que de f et A.

Notons que V(0,&,t) = V(&,(t),&,0). D’apres le lemme 6.2.7 du chapitre 6, il existe
une constante Ko > 0, telle que pour tout ¢ >0

V(’Yoaé.a 2K2) C V(O,f,t + KQ) = V(fo(t),f, KQ) - V(’)’O, 65 O) .

Avec le fait que 1/1;0 = 'y*l/g , on déduit de ce qui précéde que pour tout ¢ > Ko, on a

é Vg. (V(07 7—15, 2K2)) < Vgo(t) (V(Oa ga t)) <ec Vof(V(07 7_157 0) .

Le terme de droite est majoré par cy car uéc est une probabilité. Le terme de gauche, lui,
est minoré par une constante strictement positive car le support de 1/3c est égal & Ap. Ceci

conclut la preuve du lemme. O

Corollaire 2.4.5 Pour tout z € H, la mesure l/xf est sans atome.

Démonstration : Il suffit de le montrer pour z = 0. D’aprés le lemme 2.1.1, il existe des

€o(t)
constantes a > 0 et b > 0 telles que ff"(t) F > at — b. En particulier, tlim e Jo VR _ 0
—00
Or pour tout & € Ar, on a {&} = M=oV (0,&,1), d’ou
. _ réo(®)
v[({€}) < Jim e= L =0
O
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2.5 C’est la mesure d’équilibre

Le fait que la mesure m/ est bien la mesure d’équilibre de f découle d’une part du
Lemme de I’Ombre, et d’autre part du théoréme suivant qui permet de calculer ’entropie
de m/.

Théoréme 2.5.1 (Kaimanovich [K1]) Soit M une variété compacte ou conveze-cocompacte.
Soit ¢ un courant géodésique sur A%, et m la mesure invariante associée sur T'M. Alors
pour c-presque tout (£,m) € A%, on a

lim — - loge(V(0,6,1) x V(o,1,1)) = hm(g).

t—+4o00

Corollaire 2.5.2 Soit M une variété compacte ou convexe-cocompacte. La mesure m! est
l'unique mesure d’équilibre de f.

Démonstration : Rappelons que def (€,7) = oJo P+ F=J{ F (f)dy({(n). Soient & et 7
deux points distincts du bord, et ¢ > 0 suffisamment grand pour que V(o,&,t) et V(o,n,t)
soient disjoints. Soit (&',7') € V(o,&,t) x V(o,n,t). La quantité |fo7” F+ ff’ F— fng” F|
étant continue, elle est donc bornée sur V(o,¢,t) x V(o,7,t). On peut donc remplacer ¢f

par uf ® 1/5c dans le théoréme 2.5.1. Le Lemme de ’Ombre donne alors I’encadrement

1 €o(t) fr_ [mo(t) F €o(t) fr_ [0 (t)
i s ) <vli®uvl(V(o,&,t) x Vio,n,t)) < C2e oo F-TE

On en déduit que

~ L of Lo (1 e 1 e
t—1>1-1+poo 2 logc’ (V(0,¢,t) x V(o,n,)) = 9 t—l>1—|rfloo g/o F+ ¥‘/O .

En posant v = —£,(0) et w = 7,(0), on peut écrire

1 [é® 1 rt 1 [7e(?) 1 [t
—/ F = —/ F(g °v)ds, et —/ F = —/ F(g°w) ds
t o t 0 t 4 t 0

Comme m{ est ergodique, ces deux termes tendent m/-presque strement vers le uF dm/
quand t — 4o00. On en déduit

hmf(g):/ def:(sf—/ fdm!.
TM TM

La mesure m/ est donc bien une mesure d’équilibre associée & f, et donc I'unique d’aprés
le théoréme 1.3.3. O

2.6 Dimension de Hausdorff

Dans ce paragraphe, pour tout point z € M et tout ¢ > 0, nous introduisons une
distance df * sur M, pour laquelle la mesure I/;J: est la mesure de Hausdorff associée, de
dimension 1/e. C’est un résultat di & Ledrappier [L]| dans le cas d’un potentiel symétrique.
Ici une définition légérement différente des distances df nous permet d’étendre ce résultat
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au cas des potentiels non symétriques. Notons que ce résultat est encore une conséquence
du Lemme de I’Ombre prouvé plus haut.

Soit donc f : T'M — R une fonction héldérienne, et F' = 6 — f. Introduisons pour
tout z € M la fonction définie sur 0 M par

3
eaj:(éan) = eXp(_ )a

o

ol ff"] F' désigne 'intégrale de F' le long du segment géodésique joignant = & son projeté
sur la géodésique (£n). Le lemme 2.1.1b permet de montrer que 93:(5 ,m) — 0 quand n — &.
On prolonge donc of par continuité sur la diagonale en posant 9£(§ ,€) =0.

Cette fonction n’est pas une distance, car elle ne vérifie pas l'inégalité triangulaire.
Toutefois, elle vérifie 'inégalité ultramétrique suivante :

Lemme 2.6.1 (Inégalité ultramétrique) I existe une constante ¢ > 0, telle que pour
tout triplet (&1,&2,&3) de Ar, on ait

01(&1,&) < e max{0](£1,&3), 01(¢2,63)}

Démonstration : Notons g1 € [£2€3], g2 € [£1€3] et g3 € [€1&2] les sommets du triangle
intérieur a (51,5253), i.e. les points satisfaisant ¢, (g2, 93) = B¢, (91,93) = Be;(q1,92) = 0.
Les triangles de M sont a-fins, ce qui signifie que les trois points g1, g2, g3 sont & distance
au plus « les uns des autres (voir proposition 6.2.1 chapitre 6).

Notons p1, pa et p3 les projetés respectifs de o sur (£2€3), (€1€3) et (€1€2). Plusieurs cas
sont & considérer.
Premier cas : Pour 1 <i <3, on ad(pi,q) <2a+ C, ou C est la constante donnée par
le lemme 2.4.4 dans le cas ou f = 1.
Les trois points p1, pe, p3 sont alors & distance au plus 5a + 2C les uns des autres. En
particulier, comme F est holdérienne, les trois intégrales [P* F, [P*F et [P F sont &
distance bornée les unes des autres, ce qui donne clairement 1’inégalité souhaitée.
Deuxiéme cas : L’un des trois points p; est & distance supérieure a 2a + C de ¢;. Pour
fixer les idées, supposons que p; € [q1&3) et d(p1,q1) > 2a + C. Montrons alors que
d(p1,p2) < 3a + C. Rappelons que py est le projeté de o sur (£1€3). Notons (c(t))ier
(resp.(c(t))ter) une paramétrisation de (£1€3) (resp. (£2€3)) a vitesse 1 telle que ¢(0) = go
(resp. ¢(0) = q1) et c(+o0) = &3 (resp ¢! (+00) = &3).

Soient t1 = d(q1,p1) et ta tel que ¢(ta) = po. Par définition, to réalise le minimum de
la fonction strictement convexe u — d(o, ¢(u)). Remarquons que

d(o,c(t1)) < d(o,p1) +d(p1,c(t1)) < d(o,p1) + a. (2.4)
Pour tout © > 0, on a
d(o, c(u)) > d(o,c (u)) — d(c(u),d (u)) > d(o,c (u)) — a.

Le triangle (o,p1,c(u)) est rectangle en pp, le lemme 2.4.4 donne alors d(o,c (u)) >
d(o,p1) + d(p1,c(u)) — C. De plus, d(p1,c(u)) = |[t1 — u|. On en déduit que pour tout
u > 0,

d(o,c(u)) > d(o,p1) + |t1 —u| — C — a. (2.5)
Les inégalités (2.4) et (2.5) impliquent que si |u—t1| > 2a+C, alors d(o, c(u)) > d(o, c(t1)),

et donc que 'unique minimum ¢9 de la fonction u — d(o, c(u)) vérifie [ta—t1]| < 2a+C. Or
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par hypothése, on a t; > 2a + C'; on en déduit que to > 0, c’est-a-dire que po appartient
au rayon géodésique [¢go€3). L'inégalité triangulaire donne alors

d(pl,pg) = d(CI(tl),C(tQ)) S d(Cl(tl),C(tl)) + d(C(tl),C(tz)) S o+ |t2 - t1| S 3a + C.

P1 D2
Comme f est holdérienne, on en déduit que les intégrales / f et / f sont a distance
o ]

bornée 'une de l'autre.
Il reste & montrer qu’il existe une constante ¢ > 0, telle que

a0 5}

Pour cela, remarquons d’abord que
d(ps, q3) < 4a + C.

En effet, dans le cas contraire, le raisonnement ci-dessus appliqué a p3 au lieu de p; don-
nerait

d(p37p2) < 3a+C ou d(p?npl) < 3a+C. (26)

Mais on montre sans difficulté (par définition du triangle intérieur, voir la proposition 6.2.1)
que

d(ps,p2) > d(p3,q3) —a et d(p3,p1) > d(p3,q3) +d(p1,q1) —a > d(ps,q3) +a+C.

Sous ’hypotheése d(ps, q3) > 4a + C, les minorations ci-dessus sont en contradiction avec
(2.6), d’ou la majoration souhaitée.
On déduit de ce qui préceéde que d(ps,q1) < d(ps,q3) + @ < 5a + C, et donc que

la différence entre les intégrales | op f et foql f est bornée. Pour finir, remarquons que le
triangle (o, p1,q1) est rectangle en pq, ce qui implique par le lemme 2.4.4 que

q1 P1 q1
/ FZ/ F+/ F—C(F).
o o P1

Mais (£2,&3) € A2, donc le segment (p1q1) est dans 5’(I‘), et le lemme 2.1.1 implique que
qull F >ad(p,q1) —b>—b.Don [P°F > [P F — Cste(a, F,b).
On vérifie alors qu’on a bien obtenu l'inégalité ultramétrique souhaitée. O

Suivant Ghys et de la Harpe [G-H], a I'aide de cette inégalité ultramétrique, on peut
modifier 8 pour en faire une distance. Pour cela, si (¢,m) € 0°M, notons C(£,7) I'ensemble
des chaines finies ordonnées (a;)o<i<x de points du bord, avec ag = £ et a;, = 7. Définissons
alors

(a;)eC(

k
3
affgm = il 3 (0f(ai1a) -
&m) i
Proposition 2.6.2 (Ghys-de la Harpe [G-H]) 1l eziste eg > 0 tel que pour tout e < €,

la fonction d!;’s soit une distance sur Ar. De plus, pour tous points distincts £ et n de Ar,
on a

(1—2¢) (6le,m) <al<(&m) < (6l&,m)

avec €' = exp(ec) — 1, ot ¢ est la constante du lemme 2.6.1.
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Nous noterons B{’E(E ,7) une boule pour cette distance. Le lemme suivant montre que
ces boules sont comparables aux voisinages V (z, &, t).

Lemme 2.6.3 Il existe des constantes oy > 0 et ag > 0, telles que pour tout & € Ar et
t>0, on ait

z (t) z ()
B, an e i F) € V(g 6,t) N Ar C BIF(€, ag e 7 F).

Démonstration : Notons (£;(t))s>0 la paramétrisation a vitesse 1 du rayon [z§). Soit
n € Ar, p le projeté de z sur (£n), et &;(to) le projeté de n sur [z€). Alors, d’aprés la
proposition 6.2.1 appliquée dans le triangle (z,€&,n), la distance d(p, &, (tp)) est inférieure

4 & (tO)
ou égale & 3a. On en déduit que la quantité ‘ / F— / F'| est bornée par une constante
x xr

dépendant de f et de a.

£x(to) £x(t) € (to)
Sin e V(z,&,t), alors t < tp, d’on / F = / F-l-/ F. Le segment
z 13

T =(t)
~ € (to)
[€2(t) €x(to)] est inclus dans C(T"), le lemme 2.1.1 donne donc / F > a(top—t)—b > —b.
€x(t)
On en déduit qu’il existe une constante ¢y dépendant de «, de F' et de b, telle que

y4 éw(t)
/F=—10g9£(£,n)2/ Foc

. . _ [é=(®) .. .
L’inclusion V(z,&,t) N Ar C B£’€(£ ,e?e [0 F ) s’en déduit immeédiatement.

€a(t) €z (to) & (t)
Sin ¢ V(z,&,t), alors t > tg et / F = / F—I—/ F. Le méme raisonnement
T z &z (to)
que ci-dessus conduit alors & ’autre inclusion du lemme. O

Remarque 2.6.4 Dans le cas d’un potentiel f symétrique, on peut préférer la définition
suivante de 05{ :

01(¢,n) = e_%(ff Fy [ P [1F) |

Le lemme 2.4.4 assure que dans ce cas é;f; est uniformément proche de 9;’: , de sorte que
61 verifie également l'inégalité ultramétrique et la conclusion du lemme ci-dessus. Un cas
particulier important est celui des distances visuelles (d) ou distances de Gromov sur

le bord, définies pour tout z € M et &,n) € M par

zeﬁ’

dz(&,n) = e*%(d(w,§)+d(z,n)7d(§m)) '

Soulignons le fait que d; ne satisfait en général pas l'inégalité triangulaire, sauf lorsque
la courbure de M est majorée par —1 (Bourdon [Bou|). On notera parfois |£ — 7|, pour
d;(&,7n). Remarquons que le lemme 2.6.3 ci-dessus permet en particulier de comparer les

. e . .
distances (dz”), 37 aux distances visuelles.

Proposition 2.6.5 Soit M une variété compacte ou convere-cocompacte, f : T'M — R
un potentiel holdérien et x € M fixé. La mesure 1/3]: est la mesure de Hausdorff de dimension
1/e sur Ar muni de la distance d{;’s.
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Démonstration : Soient z € M et ¢ € Ar. L’application ¢t — ffz ® F est continue et tend
vers 400 quand ¢ — 400 (voir le lemme 2.1.1). En particulier, pour tout 0 < r < 1, on

—e ffm(il) F

€z (ta)
peut trouver t1 > O et to9 > 0 telsque r = aj e etr=age ¢ """ F Le Lemme

de I’'Ombre combiné au lemme 2.6.3 donne alors

fple
1 2 (B (€, C
7 S il 1/£§ ) S 75
Ca, r o

ce qui achéve la démonstration. O

2.7 Exemples

Dans ce paragraphe, nous donnons dans deux cas particuliers une formule plus simple
ou mieux connue pour le courant géodésique ¢/ construit plus haut.

Le cas le plus simple est celui de la mesure d’entropie maximale m° associée au potentiel
f =0. Dans ce cas, si | — 7|, désigne la distance visuelle vue de z entre € et 7, on a

dvg(€) dvg(n)
d 0 , — T :L'O
<&n € — nl2?

Il existe une formule analogue (voir Babillot [Bal]) lorsque f = « est une 1-forme fermée
sur M (donc antisymeétrique) :

2.7)

dvg (€) dvg (n)
€ —nlz*

Cette formule simplifiée vient du fait que a est fermée et antisymétrique, ce qui implique
que pour tout (£,n) € 82M, on a

n 3 n U] 3 z
/a+/ d—/ a:/a+/ a+/ a=20.
z z 13 z n 3

On en déduit alors la formule simplifiée pour c®.

de*(€,m) = (2.8)

Malheureusement, il n’existe pas d’expression simple du courant ¢/ dans le cas d’un
potentiel holdérien f : T1M~—> R quelconque. Toutefois, pour z € M fixé, on peut définir
une nouvelle mesure sur 82M en posant

Vf I/g’;
déf;(f,ﬂ)z Cfc$(§)df (n) .

Cette nouvelle mesure n’est pas ['-invariante, et dépend du point x choisi pour la définir,
mais son expression est similaire aux expressions (2.7) et (2.8) ci-dessus; elle permet donc
d’obtenir un « analogue » de ces formules, au sens du lemme suivant :

Lemme 2.7.1 II existe une constante D > 0, telle que pour tout (€,7) € GQM, on ait

1 dé
— < — < .
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Démonstration : Il suffit de montrer que les densités respectives de ¢f et é£ par rapport

au produit l/;{: X I/£ sont & distance bornée 'une de l'autre. Plus précisément, en notant p

le projeté de z sur (¢n), il suffit de controler, uniformément en (£,7), la quantité

/;F—i—/xpﬁ’—/:F—/:F—lr/;F: (/:F—p,,F(m,p)>+(/:F—p§(x,p)> .

P
/ F— p"F(m,p)‘ < C(F) d’aprés le lemme
T

P

Le triangle (z,p,n) est rectangle en p, d’on

F—p?(w,p)‘ < o(F).

Le lemme est donc démontré. O

2.4.4. De méme, le triangle (z,p, ) étant rectangle en p, on a

S~
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Chapitre 3

Unique ergodicité du flot
horocyclique des surfaces
hyperboliques compactes

Dans ce chapitre, nous donnons un schéma de preuve de l'unique ergodicité du flot
horocyclique et de I’équidistribution des moyennes de Birkhoff sur une surface hyperbolique
compacte. Ceci nous permettra de mettre en lumiére les difficultés rencontrées dans les
chapitres suivants de cette thése, lorsqu’on cherche & étendre ces résultats.

3.1 Le théoréme de Furstenberg

Nous considérons une surface hyperbolique compacte S, qui s’obtient donc comme le
quotient de l’espace hyperbolique H par son groupe fondamental I' = 71(S), sous-groupe
discret et sans torsion de PSL(2,R). Dans le modéle du demi-espace supérieur R x RY
pour Hi les géodésiques sont les demi-droites verticales et les demi-cercles euclidiens or-
thogonaux au bord, et les horocycles sont les droites horizontales et les cercles euclidiens
tangents au bord de H.

— géodésiques
- - horocycles
e
/ \
1
| |
\ / ~
\ / ! \
N - _ 7 \ ]

FiG. 3.1 — Géodésiques et horocycles

Le groupe PSL(2,R) des isométries directes de H agit simplement transitivement sur
le fibré unitaire tangent T'H, de sorte que ’on identifiera ces deux espaces. L’identification
usuelle associe l'identité de PSL(2,R) au vecteur de coordonnées (0,1) basé au point de
coordonnées (0,1). L’action du flot géodésique (g%)ser correspond alors & la multiplication
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N . t et/2 0
a droite par {a" = ( 0 et/ > ,t € R}

Un vecteur u de T H est orthogonal a exactement deux horocycles contenant son point
base, l'un tel que u pointe vers 'intérieur, et ’autre tel que u pointe vers l'extérieur; on
appellera horocycle fortement instable de u, et on notera H™(u), 'ensemble des vecteurs
orthogonaux a cet horocycle et pointant vers I’extérieur. Le flot horocyclique (h®)ser agit

sur T'H en décalant un vecteur u d'une distance |s| le long de son horocycle fortement
. . e . 10

instable. Cette action correspond & la multiplication & droite par {n® = ( s 1 ) , s €R}
dans PSL(2,R).

Un calcul simple donne la relation fondamentale suivante :

gloh® =h og. (3.1)

Dans la suite de la thése, nous noterons mP® la mesure m? associée par la construc-
tion du paragraphe précédent au potentiel f = 0. Cette mesure est appelée mesure de
Patterson-Sullivan car cette construction leur est originellement due. C’est également la
mesure d’entropie mazimale du flot géodésique (corollaire 2.5.2), encore appelée mesure de
Bowen-Margulis.

Sur TS, et plus généralement sur le fibré unitaire tangent d’une variété localement
symétrique de rang 1, cette mesure coincide avec la mesure de Liouville, i.e. la mesure de
Lebesgue sur le fibré unitaire tangent, qui est invariante par le flot géodésique.

Sur le fibré tangent TS d’une surface hyperbolique, cette mesure de Liouville est de
plus invariante par le flot horocyclique. Lorsque S est compacte, c’est en fait 'unique
mesure (h®)-invariante :

Théoréme 3.1.1 (Furstenberg, [F]) Soit S une surface hyperbolique compacte. Le flot
horocyclique de T'S est uniquement ergodique, i.e. il eriste une unique mesure invariante
par (h%)ser sur TS, la mesure de Liouville mP®.

Ce résultat est équivalent au résultat suivant sur le comportement des moyennes de
Birkhoff du flot horocyclique. Pour toute fonction continue 1 : T1S — R, posons

1
2

' o h’(u)ds.

—-r

M () -

Théoréme 3.1.2 Soit S une surface hyperbolique compacte. Pour tout u € T'S, la suite
des mesures de probabilité (M,,)r>o converge faiblement vers la mesure de Patterson-
Sullivan mP® quand r — 400. De plus, sip : T'S — R est une fonction continue fizée, les
moyennes M, ., (1) convergent uniformément en u € T'S.

3.2 Démonstrations

Nous commencerons par la preuve du théoréme 3.1.2, et nous montrerons ensuite que les
deux théorémes 3.1.1 et 3.1.2 sont équivalents. (Cette équivalence est un résultat classique
et élémentaire de théorie ergodique, mais nous la détaillerons par souci de clarté.)

Démonstration du théoréme 3.1.2: L’idée de la preuve est d’utiliser une propriété
d’« équicontinuité poussée par le flot » (théoréme 3.2.1) des moyennes horosphériques.
Par un argument d’équicontinuité, on se raméne & la propriété d’équidistribution qui nous
intéresse.
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Pour toute fonction 1 : 1S — R continue, u € T1S, 7 > 0 et t € R, posons

MYy () = Myn(pogt) = — / (o) oho(u)ds,

2r ),

et remarquons immédiatement que

M (1) = Myt ey (¥) - (3.2)

Le fait que la mesure de Patterson-Sullivan mP?® soit de type produit a permis & Babillot de
montrer, sous une hypothése assez générale de non-arithméticité du spectre des longueurs,
que cette mesure est mélangeante, et d’en déduire (dans un cadre trés général, englobant
celui de ce chapitre) le théoréme d’« équidistribution poussée par le flot » suivant :

Théoréme 3.2.1 (Babillot, [Ba2]) Pour tout u € TS et r > 0 fizés, les probabilités

(Mf,u)tz() convergent faiblement vers la mesure mP® quand t — +o00.

Le lemme ci-dessous est fondamental :

Lemme 3.2.2 Pour toute fonction 1 : T'S — R continue, et 7 > 0, les applications
u — MY, (¢) sont équicontinues en t > 0.

Démonstration : La preuve est reprise de Babillot [Ba3] et repose de maniére cruciale sur
la relation (3.1). Nous aurons besoin du flot horocyclique stable, noté (h®)ser, qui déplace
les vecteurs le long de leur horosphére fortement stable. Il correspond dans PSL(2,R) a

1 i ) , s € R}. L’analogue

une action & droite du sous-groupe & un parameétre {n® = ( 0

de la relation (3.1) est alors g% o h® = h%¢ ' o gt

Fixons € > 0. La fonction % étant uniformément continue, il existe § > 0 tel que pour
tout w € TS, tout [t| < & et |s| < &, on ait |1(h° o g'(w)) — P(w)| < e.

Fixons v € T'S. Considérons des voisinages V, de v de la forme V,, = v.V, ott V désigne
un voisinage de identité dans PSL(2,R). Tout élément g € G s’écrit de maniére unique
sous la forme g = nsatﬁs,, et les paramétres varient contintiment en fonction de g. En
particulier, pour tout w € V,, et tout s € [—r,r], on peut écrire h*(w) = RO (Wss) o gT(w:s) o
ho(w:5)(v). Si le voisinage V, est choisi assez petit, on peut assurer que |a(w,s)| < 6,
|T(w, s)| < § et |o(w,s) —s| <. On a alors pour tout ¢t >0 et w €V,

Mﬁ,w(q/)) = %/ Yo gt o Ko(wss) o gr(w,s) o ho(w,s) (v) ds

— i ,(p ° B&(w,s)e’t OgT(w,s) ° gt ° ha(w,s) (’U) ds.

2r J_,

1 T
Vu le choix de w, le terme de droite est e-proche de 2—/ poglo RO (w»s) (v) ds, et ceci
T -T

uniformément en ¢ > 0. Il reste alors a rétrécir V,, suffisamment pour que le paramétre
o(w,s) soit trés proche de s, ce qui achéve la démonstration. O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoréme 3.1.2. La propriété
d’équicontinuité ci-dessus permet immédiatement de déduire que pour toute fonction conti-
nue 9 : T'S — R, les moyennes Mﬁu(d)) convergent uniformément en v € TS vers
J1g ¥ dmP* quand t — 400, puisque TS est compact.

La relation (3.2) donne M, ,(v) = Mf,v(zp) pour t = logr et v = g tu. De cette relation
et de la convergence uniforme de va(z/)) vers le g ¥ dmP® quand t — +o00, on déduit la
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convergence uniforme de M; (1) vers [, ¢4 dmP® quand r — +o0. Ceci conclut la preuve
du théoréme 3.1.2. O

Remarquons que dans le cas non compact, I’équicontinuité permet seulement d’obtenir
une convergence uniforme sur les compacts du fibré unitaire tangent des moyennes M,f,u(zp).

Démonstration de ’équivalence entre les théorémes 3.1.1 et 3.1.2: Supposons le
flot horocyclique uniquement ergodique. Pour tout u € TS, toute valeur d’adhérence de
la famille (M, ,)r>0 est nécessairement une probabilité invariante par le flot. Donc toutes
les suites (M, y)r>0 tendent vers mP® quand r — +o0.

La convergence est nécessairement uniforme en u € T1S & 1) fixée; en effet, sinon on
pourrait trouver € > 0, une suite croissante (r,,) tendant vers 400, une suite (u,) de TS
et une fonction continue v : T1S — R telles que pour tout n > 0, on ait

> €.

‘M W - [ i

T1S

Quitte a extraire, on peut supposer que (u,) converge vers u ; d’autre part, l’équicontinuité
assure que pour n assez grand, les quantités M, . (¢) et M, () sont e/2-proches.
A la limite quand n — 400, tout ceci donne une contradiction avec la convergence de
(M, u(%))nen vers mPs(vp).

La réciproque repose sur la formule suivante, qui découle du théoréme de Fubini. Si M
est une mesure de probabilité invariante par (h*)er sur TS, on a

/ 2i ot uydsdM ) = [ p(u)dM(u). (3.3)
T18 4T J—p TS

Le théoréme 3.1.2 donne la convergence du terme de gauche vers [, g ¥ dmP® quand r —
+00. On en déduit que M = mP%; ceci étant vrai pour toute mesure M invariante, on a
bien prouvé que mP® est 'unique probabilité invariante par (h*)ser sur T'S. O

3.3 Remarques

Remarque 3.3.1 En dimension supérieure ou égale a 3, il n’y a plus de flot horocyclique,
et son role est joué par I’holonomie du feuilletage. La notion de mesure invariante par le flot
horocyclique est remplacée par celle de mesure transverse invariante pour un feuilletage, et
a ’aide de la famille des mesures conditionnelles de la mesure de Patterson-Sullivan m?P*
sur les horosphéres, on peut définir des moyennes sur de grandes boules horosphériques,
analogues aux moyennes de Birkhoff du flot horocyclique. Les énoncés du paragraphe pré-
cédent gardent donc encore un sens en dimension plus grande.

En revanche, la stratégie des preuves change. Au paragraphe précédent, on a montré
I’équidistribution des moyennes grace au théoréme d’équidistribution poussée par le flot de
Babillot, et on en a déduit 'unique ergodicité du flot. Or 'unique ergodicité du flot horo-
cyclique se généralise 4 de nombreuses situations, alors que des résultats d’équidistribution
des moyennes horosphériques sont plus difficiles & obtenir en dimension quelconque.

Nous démontrerons donc d’abord des résultats de type unique ergodicité (théorémes
5.2.7 et 8.2.2) en utilisant 1’équidistribution poussée par le flot et la relation (3.2), qui
restent vrais dans les généralisations que nous envisagerons; nous essaierons ensuite de
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démontrer des propriétés d’équidistribution. L’étude d’une telle propriété sur les variétés
géométriquement finies est l'objet de la troisiéme partie de cette thése (chapitres 6 et 7
principalement).

Remarque 3.3.2 La démonstration de la propriété d’équicontinuité, cruciale pour obtenir
une propriété d’équidistribution uniforme, peut se démontrer dans le cadre des variétés non
compactes & courbure négative variable (voir le lemme 5.4.3) ; elle requiert plusieurs lemmes
techniques dus & Roblin, détaillés au paragraphe 5.3.1), mais elle nécessite surtout certaines
hypothéses supplémentaires.

En effet, la démonstration du lemme 3.2.2 fait appel (de maniére implicite) au fait que
le bord de la boule horosphérique {h*(u), |s| < r} est de mesure de Lebesgue nulle. Cette
propriété restera toujours vraie sur les horocycles de surfaces (car le bord d’une boule a
deux points, et que les mesures considérées seront toujours supposées sans atome), et sur
les variétés localement symétriques de rang 1 (propriété due & Flaminio [F1], et redémontrée
par Roblin [Ro2] dans le cas des variétés hyperboliques).

Toutefois, dans le cas général, nous serons obligés de faire I’hypothése que la mesure
du bord des boules est nulle, ou du moins une hypothése analogue sur la croissance de
couronnes (voir I’hypotheése (8.1)).

Remarque 3.3.3 Formellement, le raisonnement qui permet de déduire 1'unique ergodi-
cité de l'équidistribution pourra s’appliquer dans des situations plus complexes grace a
une formule dite d’autoadjonction (lemme 5.3.6), qui jouera le role de la formule (3.3).
Ainsi, une propriété d’équidistribution uniforme implique toujours 'unique ergodicité. Ce-
pendant, le résultat d’équidistribution recherché est plus difficile & obtenir que 'unique
ergodicité, si bien que cette implication est sans intérét en pratique.

Remarque 3.3.4 Dans les raisonnements du paragraphe ci-dessus, la compacité de TS
intervient de fagon cruciale. Dans le cas de variétés géométriquement finies avec cusps,
cette compacité fait défaut, et il nous faut adapter notre stratégie. Sous une hypothése
notée (**) sur la croissance des cusps de M, on montrera d’abord que la famille de proba-
bilités (M; 4 )r>0 est « tendue », c’est-a-dire que ses valeurs d’adhérence pour la topologie
faible sont des probabilités. Ce résultat de non divergence des moyennes fera 1’objet du
chapitre 6 dans le cas des moyennes associées a la mesure de Patterson-Sullivan. On uti-
lise alors un énoncé de Roblin de type unique ergodicité analogue au théoréme 3.1.1 pour
montrer 1’équidistribution, sous réserve du contréle de la croissance du bord des boules ho-
rosphériques de rayon r quand r — 0o. Ceci est fait au chapitre 7 dans le cas des surfaces,
et au paragraphe 8.1 en dimension quelconque, mais sous certaines conditions.

55



56



Deuxiéme Partie

Mesures transverses quasi-invariantes
pour un feuilletage

Cette partie est consacrée a 1’étude de la notion de mesure transverse quasi-invariante.
Dans le cas du feuilletage W** d’une variété compacte (ou convexe-cocompacte), toute
fonction holdérienne induit de maniére naturelle un cocycle Af sur W*%, une mesure m/ in-
variante par le flot géodésique (la mesure d’équilibre de f, dont la construction est rappelée
au chapitre 2), et une mesure transverse u/ = {u%} quasi-invariante pour le cocycle A7,
Le coeur de cette partie est la preuve géométrique du résultat suivant :

Théoréme 5.2.7 (Babillot-Ledrappier [Ba-L]) Soit M une variété compacte ou
conveze-cocompacte, et dans ce dernier cas, supposons que le flot géodésique agissant sur
T'M est topologiquement mélangeant. Soit f : T'M — R une fonction holdérienne. Alors
la mesure pf = {u%} est (a une constante multiplicative prés) 'unique mesure transverse
quasi-invariante pour le cocycle AT,

Nous appliquons ce théoréeme dans I’é¢tude des mesures transverses invariantes pour
le feuilletage horosphérique d’'un revétement de M. Plus précisément, si M = M /I est
une variété compacte ou convexe-cocompacte, et si [' <T' est un sous-groupe distingué de
I, la question est de caractériser les mesures transverses invariantes pour le feuilletage
horosphérique de la variété M = M/T.

Cette question a été posée et étudiée par Babillot et Ledrappier dans [Ba-L]| lorsque le
groupe de revétement T'/T est abélien, et résolue trés récemment dans [Sa] dans ce cas.

Si « est une 1-forme de M qui s’annule sur les lacets de T, la mesure transverse
p® = {u%} se reléve & T*M en une mesure transverse invariante par holonomie. Le théo-
réme 5.2.7 ci-dessus nous permet de montrer (voir le théoréme 5.5.1) que toute mesure
transverse invariante et ergodique pour le feuilletage horosphérique de M qui se projette
sur T'M en une mesure transverse quasi-invariante par holonomie est nécessairement du
type ci-dessus.

La seconde application du théoréme 5.2.7 est I’étude de propriétés d’équidistribution
de moyennes horosphériques vers la mesure m/.

Soient A un cocycle fixé du feuilletage, & = {ag+} une famille de mesures sur les
feuilles, v € T'M un vecteur et (E,)nen une suite croissante d’ensembles de la feuille
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H™(u). Nous étudions les moyennes suivantes :

MnA""(w) = Din . (v)A(v,u)dag+(v), ou D, = . A(v, u)dag+ ) (v) -

Dans le cadre d’un feuilletage abstrait, le chapitre 4 est consacré a la démonstration du
résultat suivant (théoréme 4.2.1). Sous certaines conditions techniques sur «, A et (Ey,)pnen,
vérifiées dans les cas qui nous intéressent, toutes les valeurs d’adhérence de la suite (M)
sont de la forme v o @, o0t ¥ = {vr} est une mesure transverse quasi-invariante pour le
cocycle A, et la mesure v o a est définie par

voa(B) = /T aur(®) [ Aw,data)

sur toute boite B qui s’écrit comme le produit 1" x P d’une transversale par une plaque.
Notons que ce résultat donne un critére abstrait d’existence d’'une mesure transverse
quasi-invariante pour le cocycle A.

Au paragraphe 5.4, nous appliquons ce résultat dans le cas du feuilletage horosphé-
rique d’une variété compacte ou convexe-cocompacte : lorsque la famille de mesures sur
les feuilles est la famille {uz +} des mesures conditionnelles de la mesure d’équilibre m/
de f, en utilisant le résultat 5.2.7 d’unicité d’'une mesure transverse quasi-invariante pour
le cocycle A, nous obtenons, pour des suites (E,) bien choisies, I’équidistribution des

A uf
mesures (M **") vers la mesure m/.
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Chapitre 4

Mesures quasi-invariantes pour un
feuilletage et limites de moyennes
longitudinales

Ce chapitre est une note parue aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [Sc2].

Résumé :

Dans cette note, nous généralisons un résultat de Goodman-Plante qui caractérise
les valeurs d’adhérence de certaines suites de moyennes transverses & un feuilletage :
ce sont toutes des mesures transverses invariantes par holonomie. Nous montrons un
résultat analogue pour des moyennes longitudinales pondérées par un cocycle A : leurs
valeurs d’adhérence sont le produit d’une mesure transverse quasi-invariante pour A
et de la mesure longitudinale de départ.

4.1 Cadre

Soit (M,F) un feuilletage abstrait (au sens de [C-C]) de dimension p d’un espace
métrisable compact M, dont les transversales sont modelées sur un espace topologique X
localement compact métrisable & base dénombrable d’ouverts. Si ¢ : B — U x RP est une
carte du feuilletage, avec U un ouvert de X, B est appelée une boite; une plague de B est un
ensemble P = o~ ! ({u} xRP), et une transversale T de B est de la forme T = ¢~ (U x {z}).
Si P est une plaque et T une transversale de B, nous noterons B =T x P.Siz € B, P,
désigne sa plaque dans B et F(x) sa feuille. Nous ne considérons que les boites relativement
compactes d'un recouvrement régulier U de F, i.e. un recouvrement par des boites B;
formant une base de la topologie de F, telles que si B; N B; # (), toute plaque de B;
intersecte au plus une plaque de B;. Comme M est compact, on peut recouvrir F par un
nombre fini de telles boites. Pour un tel recouvrement, si T; est une transversale de B;,
considérons [’espace des plaques (compact) associé X = LI;T;.

Une application d’holonomie ¢ : T — T' entre deux transversales est un homéomor-
phisme engendré (au sens d’un pseudogroupe) par les homéomorphismes entre deux trans-
versales d’une méme boite B de U qui préservent les plaques de B. Un élément y: z — y
du groupoide d’holonomie G (voir [Co|) est le germe d’une holonomie ¢ telle que ((z) = y.
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Une feuille F sera dite sans holonomie si pour tous (z,y) € F?2, il existe un unique vy € G tel
que v : £ — y. Un systéme de Haar (resp. une mesure longitudinale) X est la donnée d’une
famille de mesures de Radon Ar sur chaque feuille F' de F, telle que pour toute application
continue ¥ : B - R, avec B =T x P une boite relativement compacte, 1’application

teT — w(a:)d)\p(t) (z)
Py
est continue (resp. mesurable). Le support de A est l'ensemble des feuilles F telles que
Ar(F) > 0. Un systéme de Haar A de support plein satisfait la condition de régularité
suivante : il existe un recouvrement B de F par des boites B = T X P relativement
compactes telles que

0 < inf A(P;) < sup A(FP;) < +o0 (4.1)
teT ter

Si X est I’espace des plaques, la mesure longitudinale AX définie sur chaque feuille F' par

=Y b (4.2)

zeFNX

est une mesure de support plein par définition de X, qui vérifie aussi clairement la condi-
tion (4.1).

Une mesure transverse j est la donnée d’une famille de mesures pur sur chaque transver-
sale T au feuilletage. Elle est invariante par holonomie si pour toute holonomie ¢ : T' — T,
Cepb = -

Rappelons le résultat de Goodman-Plante [G-P1| que nous généralisons ici. Soit (Ap)nen
une suite d’ensembles finis de ’espace des plaques X, et lim A, ’ensemble des valeurs
d’adhérence de suites (z,)nen avec z, € Ay,. Notons v} la mesure

n 1
I/X:#An Zéw.

T€EA,

Théoréme 4.1.1 (Goodman- Plante, [G-Pl]|) Si pour toute holonomie ¢ : T' — T, avec
TCXetT' CX,ona liI_il_l VR ((Ap NT)AL(An N'T")) = 0, alors toutes les valeurs
n—r-+00

d’adhérence de la suite V% sont des probabilités a support dans lim A,, qui sont invariantes
par holonomie.

Notons que sur un feuilletage & croissance polynomiale, il existe des suites (A, )nen vérifiant
I’hypotheése ci-dessus [G-P1],[P]].

4.2 Equidistribution de moyennes

Nous généralisons le théoréme 4.1.1 dans deux directions : au lieu de moyennes sur des
ensembles finis A, de X, nous considérons des moyennes sur des suites d’ensembles FE,
d’une feuille de F, pour une mesure longitudinale A\, pondérées par un cocycle A. (Les A,
ci-dessus correspondent & X N E,,.) Leurs valeurs d’adhérence sont des mesures sur M, que
nous cherchons & désintégrer en un produit d’'une mesure transverse quasi-invariante par
holonomie (pour le cocycle A) par la mesure longitudinale .

Un cocycle continu sur G est une application A : § — R} continue (pour la topologie
de G, voir [Col), qui vérifie A(y)A(y') = A(yy'). Siy: 2z — y est un élément de G, et si
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A(7) ne dépend que de (z,y) (par exemple si la feuille de x et y est sans holonomie), nous
noterons A(z,y) au lieu de A(v).
Une mesure transverse est dite quasi-invariante pour le cocycle A si pour toute ho-
lonomie ¢ : T — T", de germe en z noté [(]; : £ — (z, on a dCMT’ (Cz) = A([¢]z),
ur
{77 P-p. i
La donnée d’une mesure transverse quasi-invariante y pour le cocycle A et d’une mesure

longitudinale A permet de définir une mesure, notée po A, sur M. Elle est définie sur toute
boite B =T x P par

poAB) = [ durtt) [ A 0drr) ). (43)
T P

Par abus de notation, A(z,t) signifie ici A(vy), avec v : z — t le germe de I’application

d’holonomie de = & t qui suit les plaques de B. Par quasi-invariance de u, cette quantité

ne dépend pas du choix de T dans B, donc p o A est bien définie.

Introduisons les objets qui vont intervenir dans I’énoncé 4.2.1. Soit A une mesure lon-
gitudinale, A un cocycle continu sur G, F' une feuille sans holonomie (ou telle que pour
tous (z,y) € F2 et v:x — y, A(y) ne dépend que de z et y), et zg € F. Soit (E,)nen
une suite d’ouverts connexes relativement compacts de F' tels que 0 < Ap(E,) < oo. Pour
toute application continue ¥ : M — R, définissons

1
MR (gp) = Do (z)A(z,z0)dAp(z), ou Dp= [ A(z,z0)d\r(z).
n JE, En
Nous dirons que la suite (Ey)nen est réguliére relativement a A si pour toute boite B = T'X P
du recouvrement B de (4.1), il existe N € N, tel que pour tout n > N, et t € TN E,, on a

si 0<Ap(P,NE,) <Ap(P), alors ESNOB#0 (4.4)

Cette condition est vérifiée si le feuilletage est de dimension 1, ou si A = AX, ou si pour

tout n € N, EF est connexe. Elle permet d’éviter que quand n — oo, Ef ait un nombre

grandissant de composantes connexes de plus en plus petites dont la Ap-mesure totale ne

tend pas vers 0, situation dans laquelle nous ne pouvons pas controler les moyennes MnA A,
Si T est une transversale au feuilletage, notons v la mesure

1
v = o Z A(t, z0)0.
" teTNE,
Ceci définit donc une mesure v™ transverse au feuilletage. Notre résultat est le suivant :

Théoréme 4.2.1 Soit (M, F) une lamination d’un espace compact M, X un systéme de
Haar de support plein, A un cocycle continu pour le feuilletage et (Ep)nen une suite véri-
fiant (4.4). Supposons que pour toute holonomie ( : T' — T, on ait

Tim v((T N B AT N Ey)) = 0, (4.5)

Z AN g .
Alors les valeurs d’adhérence de My " sont des probabilités de la forme m = v o A, avec v
une mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle A.

Remarque 4.2.2 Lorsque A\ = AX, les moyennes MnA’)‘X = V% sont a support dans X,
et la méme preuve montre que leurs valeurs d’adhérence sont des probabilités sur X quasi-
inwvariantes pour le cocycle A. En particulier, si A est le cocycle trivial égal 6 1, on retrouve
le théoreme 4.1.1.
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Corollaire 4.2.3 Sous les mémes hypothéses, si de plus il existe une unique (& une constante
multiplicative prés) mesure transverse v quasi-invariante pour le cocycle A, alors les moyennes
MA2 convergent vers m = ——v o \

n 9 VoA(M) :

Démonstration : Quitte & extraire une sous-suite, nous supposerons que les moyennes
M convergent vers une probabilité m sur M. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer
que sur toute boite B fixée du recouvrement B de (4.1), m est de la forme vo A, avec v une
mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle A. Si une telle boite B = T x P vérifie
m(B) = 0, on pose vy = 0. Supposons donc m(B) > 0. Pour tout choix de transversale T'
telle que B =T x P, on peut réécrire

MAA(B) = / dn) | A, t)dre(z) + Bi(n,T, B) + Ro(n, T, B). (4.6)
T P

Le reste Ryi(n, T, B) correspond & des termes de bord oubliés dans la somme : lest € TNF
tels que Ap(P; N E,) > 0, mais E, ne contient pas ¢. Plus précisément,

1
RnT,B) == 3 Alto) / Az, t)drp ().
D teTOF\ By, BNEn

Le reste Re(n,T, B) correspond lui aux t € T'N E,, tels que 0 < Ap(P, N E,) < Ap(P;) :

Ro(nT,B) = — 3 Alt,z / (1m, — DA, )dAr(@).

" teTNE,

Commengons par montrer que ces deux restes tendent vers 0 quand n — +00. La continuité
de A implique que supyey sup,ep, Az, t) est fini. De plus, A vérifie (4.1). On a donc

|Ri(n, T, B)| < cte(B) —

1
Dn Z A(t7 11’,'0), et |R2(TL,T, B)l S Cte(B) D_n Z A(tJ'Z-O)

teTNF\En,, teTNE,,
P,NE,#0 P,NE,#P;

Notons d’abord que si ¢t € T apparait dans I'une des deux sommes ci-dessus, il n’apparait
pas dans I'autre. Le bord de B s’écrit 0B = 0T x P UT x OP. Recouvrons T x OP par
un nombre fini de boites B;. Pour chacune d’elle, notons S; une transversale contenant
(T x OP) N B;. Ainsi, il existe une holonomie ¢; : T; C S; — T} C T, avec T; C T x dP .
Comme les B; recouvrent T x 0P, les T recouvrent T'. Si t € T apparait dans Ry (n, T, B),
alors E, intersecte la plaque P; sans contenir ¢. Par connexité de E,, E, intersecte donc
le bord de P;. Il existe donc un indice ¢ tel que t € G;(T; N Ey) \ (T N Ey). Inversement, si
t € TN E, apparait dans Ry(n,T, B), alors Ef, intersecte P;. Vue la condition de régularité
(4.4) satisfaite par E, il existe ¢ tel que t € T; NE,\ (;(T; N Ey). Finalement, par définition
des V%,, on obtient

|R1 (n’Ta B) + RQ(n’Ta B)' < Cte(B) Z V%’ (Tz, N EHACZ(TZ N En))
i

L’hypothése (4.5) assure donc que ces restes tendent vers 0 quand n — oo, d’ou d’apres
(4.6), v} o A converge faiblement vers m p. On en déduit, en utilisant (4.1), la continuité
de A et le fait que m(B) > 0, que v} converge faiblement sur T' vers une mesure finie non
nulle vp. Comme A est un systéme de Haar, et A est continu, cette convergence implique
que Vg © A COnVerge Vers vy o A|g.
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Finalement, pour toute boite B de (4.1), et toute transversale T' C B, on a défini une
mesure finie vr telle que m g = vr o Ag. L’hypothése (4.5) assure que le support de v
est invariant par holonomie. Et par construction des v, v est alors nécessairement quasi-
invariante pour le cocycle A, d’ou le résultat. O
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Chapitre 5

On quasi-invariant transverse
measures for the horospherical
foliation of a negatively curved
manifold

Ce chapitre constitue un article accepté pour publication dans FErgodic Theory and
Dynamical Systems.

Résumé :

Si M est une variété compacte ou convexe-cocompacte & courbure négative, nous as-
socions & chaque mesure de Gibbs sur le fibré unitaire tangent 7' M une mesure trans-
verse quasi-invariante pour le feuilletage horosphérique. Nous prouvons géométrique-
ment que cette mesure est uniquement déterminée par son cocycle de Radon-Nikodym.
(Ceci étend le résultat d’unique ergodicité de Bowen-Marcus pour ce feuilletage.) Nous
déduisons de ce résultat des propriétés d’équidistribution des feuilles de ce feuilletage
vers ces mesures de Gibbs. Nous utilisons également ce résultat dans ’étude des me-
sures transverses invariantes pour le feuilletage horosphérique de revétements réguliers
de M.

5.1 Introduction and statement of results

Let M = F\M be a complete riemannian manifold with pinched negative curvature,
with universal cover M and fundamental group I'. Then the unit tangent bundle T'M
of M carries the horospherical foliation W%, whose leaves are the unit vectors normal to
horospheres and pointing outward. Passing to the quotient leads to a foliation W*% of T'M
which is the strong unstable foliation of the geodesic flow of M. In this paper, we shall
construct quasi-invariant measures for this foliation, and study their ergodic properties.
Recall that for a compact manifold M, it was proved by Bowen and Marcus that the
foliation W** is uniquely ergodic : there exists, up to a multiplicative constant, a unique
transverse measure for the foliation which is invariant under holonomy. Their proof used
symbolic dynamics and showed that the transverse measure is induced by the Bowen-
Margulis measure m® of T' M, which is also the measure of maximal entropy of the geodesic
flow [Bow-M].
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In the last decade, it was realized that the measure m® could be constructed in a more geo-
metrical way using the Patterson measure on the boundary at infinity of M [K1] [K2]. This
construction allows to go beyond compact manifolds, and, for instance, Roblin was able
to give a purely geometrical proof of the unique ergodicity of W** for a convex-cocompact
manifold, under the assumption that the geodesic flow is topologically mixing [Rol].

In a similar way, one can associate to a Holder function f : 7'M — R a measure m/ on
T'M, which is the equilibrium state of f when M is compact or convex-cocompact, the
Bowen-Margulis measure m® corresponding to f = 0 see e.g. [Ha2|[L][Coul]. We shall first
see that this measure m/ induces a quasi-invariant transverse measure for the foliation
W3*. We use here the definition of a quasi-invariant measure of a foliation as introduced
by Connes in [Co| in relation with the theory of C*-algebras associated to a foliation. First,
we recall that a cocycle for a foliation is a map p defined on the set of pairs of points in the
same leaf such that p(u,v) + p(v,w) = p(u,w), and that a transverse measure p = {ur}
associates to any tranversal T to the foliation a Borel Radon measure ur supported on 7.
Then p is said to be quasi-invariant if there exists a cocycle p such that for each holonomy
map ¢ between two transversals T and T’, ,ur is absolutely continuous with respect to
wh with Radon-Nikodym derivative given by

dC* KT
dpr

(¢z) = exp(p(z,(T)).

The cocycle p is called the Radon-Nikodym cocycle of the transverse measure {7 }. Note
that if u' = {u}} is equivalent to {ur} (i.e. there exists a Borel map ¢ : T'M — R
such that, for all transversal T, dur(v) = exp(v) du’r(v)), then the Radon-Nikodym co-
cycle p' of u' is cohomologous to p (there exists a Borel map R : T'M — R, such that
p(v,w) = p'(v,w) + R(v) — R(w)).

Let us call two Holder functions f and f' equivalent if there exists a Holder map ¢ : T'M —
R, differentiable in the direction of the geodesic flow, and ¢ € R such that f = f'+c+ X.¢,
with X : TM — TTM the geodesic spray.

Our starting point is the following Proposition : it provides a large family of cocycles which
are Radon-Nikodym cocycles of quasi-invariant measures.

Proposition 5.2.5 To each Hélder map f : T'M — R is associated an ezplicit Holder
cocycle p! for the foliation W, and a transverse measure p! = {,ué}, which is quasi-
invariant with cocycle pf. Moreover, the cohomology class of p/ and the equivalence class
of u/ depend only on the equivalence class [f] of f.

For f = 0, the cocycle p° is trivial, and one recovers a transverse invariant measure u°.
For compact or convex-cocompact manifolds, one knows that this measure is the unique
invariant measure of the foliation. Thus we are led to the following question : is the trans-
verse measure p/ the unique quasi-invariant measure with the given cocycle pf ? Note that
this problem of determining all quasi-invariant measures with a given cocycle was already
considered by Kaimanovich and Lyubich in [K5].

In the sequel of this work, we will always make the following assumptions :

Assumptions 5.1.1 : The fundamental group T' = 71 (M) is cocompact or convex-cocompact,
and in the second case, the geodesic flow is topologically mizing on its nonwandering set.
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Under these assumptions, our first result is :

Theorem 5.2.7 Let [p/] be a cohomology class of cocycles associated to a class [f] of
Hélder maps. Then for all p € [pf], there exists, up to a multiplicative constant, a unique
transverse measure y for the foliation W3, which is quasi-invariant with Radon- Nikodym
cocycle p, and it is equivalent to pl.

When f = 0, as the cocycle pU is trivial, we recover the unique ergodicity of the foliation :
10 is the unique transverse measure which is invariant under holonomy.

Theorem 5.2.7 was already proved by Babillot-Ledrappier [Ba-L| for a compact manifold
using symbolic dynamics. We give here a purely geometrical proof, which allows to prove
further results as equidistribution properties of leaves of the foliation.

Before going further, we remark that Theorem 5.2.7 can be reinterpreted in terms of
the action of the fundamental group I' of M on the boundary at infinity M of M. Indeed
the lifted foliation W** of T' M [ admits a nice set of leaves : the space H of horospheres,
which can be parametrized as 9M x R. An invariant transverse measure for W** lifts to an
invariant transverse measure for YW*% which is I'-invariant, and thus induces in a canonical
way a [-invariant measure on H. A correspondence between quasi-invariant measures for
W# and measures on H which are quasi-invariant under the action of I' on H can be made
by chosing a global tranversal of W?*", and thus depends on this choice. We shall provide
a slightly different construction : we associate to each quasi-invariant transverse measure
{u%} for W9 a I'-quasi-invariant measure fif on 7 with the additional property that its
Radon-Nikodym cocycle

J:TxH-R

is in fact a cocycle for the action of I' on OM : for all (&,8) € H,and all y € T,

(v, (& 9) = (7,€).

To avoid confusions, we will denote by [¢f]y and [¢/] 37 the respective cohomology classes

of ¢f as a cocycle for the action of I on A and on OM. .

A result of Ledrappier, [L]|, shows that any Holder cocycle ¢ on OM can be written as
¢ = ¢f, for a convenient Holder map f : T*M — R. Thus we can reformulate Theorem
5.2.7 in the following way :

Theorem 5.2.7° Let [c]y be the cohomology class on H of a Holder cocycle ¢ on OM. There
exists, up to a multiplicative constant, a unique class [i1] of I'-quasi-invariant measures on
H with respect to this class [c|y, and they are ergodic.

This result leads to the question whether there exist cohomology classes of cocycles on H
which do not contain cocycles arising from cocycles on M, and if the I'-quasi-invariant
measures on H with such a cocycle can be characterized.

We shall now adress the problem of equidistribution properties for the leaves of the
foliation. It is well known that in the case of a flow, the property of unique ergodicity
implies (and is even equivalent to) the equidistribution of all orbits to the unique invariant
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measure. In our set-up, we have no flow, so we shall consider more general means on leaves
of the foliation. Let A = {Ag+} be a Haar system, that is a family of measures on leaves
of W3, satisfying some regularity property. We can define the “product” of A with the
quasi-invariant transverse measure pf, that is a (finite) measure, denoted by puf o, on the
whole space T'M. Let (E,)nen be a sequence of sets of a given leaf W = W*%(ug) of W%
satisfying a regularity condition (see (5.9)), and for all continuous 9 : T*M — R, define :

M{A@) = f b(v) exp p? (v, u0) ddwy (v),
E,

where the notation § means that the above averages are normalized so that MT{’)‘(I) =1
Under an assumption of Fglner type, that we shall introduce later (see (5.10)), on sequences
(En)nen of sets of a leaf, an equidistribution result for general foliations proved in [Sc2]
gives here :

Theorem 5.4.6 Let M be a compact negatively curved manifold. Let X be a Haar system of
full support on W%, which satisfies (5.8), and (Ey)nen a regular sequence of sets of a leaf
W% (ug). If (5.10) is satisfied, then the sequence M converges weakly to m pulol,

where pf is the unique quasi-invariant transverse measure with respect to the cocycle p?.

We shall also investigate other equidistribution properties, see for example Theorem 5.4.1.

Finally, we shall apply the preceding results on the problem of classifying the [-invariant

measures on H, with T'<I" a normal subgroup of I'. Babillot and Ledrappier proved in [Ba-Lj|
that when T is cocompact, and T'/T is isomorphic to Z¢, each de Rahm cohomology class
[a]qr of 1-forms on M, which vanishes on loops of T, induces a T-invariant measure on
H, and that these measures are [-conservative and ergodic. (One says that the 1-form o
vanishes on T if for any loop 4 which represents an element of ', one has f,,y a=0.)
However, it is still an open question to see whether the measures they constructed are
the only [-invariant and ergodic measures on . We shall provide a partial answer to this
question : we characterize the T-invariant and ergodic measures on H which are in addition
I'-quasi-invariant.
We consider here the general situation of a normal subgroup I'«T', without assumptions on
the covering group I'/T'. The construction of Babillot-Ledrappier of [-invariant measures
still applies. Indeed, a 1-form a on M can be considered as a Holder map on 7'M, whence
(Proposition 5.2.5) we can associate to it a I-quasi-invariant measure z® on H. And if «
vanishes on I, this measure is also [-invariant. Our result is the following :

Theorem 5.5.1 Let T < T be a normal subgroup, with T satisfying the assumptions 5.1.1.
Any T-invariant and T'-ergodic measure U on H, which is in addition T-quasi-invariant, is
a measure of the form U = u®, for a closed 1-form « vanishing on T.

Note that in our general situation : I « ', without more assumptions on I, it is not clear

whether the measures i are [-ergodic; see [K3], [K4] for cases where it is known and
other references.
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The organization of the text is the following : in part 5.2, we introduce some notations
and all the measures that we will study. In part 5.3, we prove Theorems 5.2.7 and 5.2.7".
In section 5.4, we deduce of these results some equidistribution properties (Theorems 5.4.1
and 5.4.6). Finally, Theorem 5.5.1 is proved in part 5.5.

5.2 Notations, preliminaries

5.2.1 Geometry

Let M = F\M be a complete riemannian manifold with pinched negative sectional
curvature, E its universal cover, and I" its fundamental group. Then M can be compactified
into M = M U OM, where OM is the boundary at infinity of M, i.e the set of equivalence
classes of geodesic rays which stay at bounded distance one another. The group I' acts on
M by isometries, and on M by homeomorphisms. The limit set A of T' is defined by :
A =Tz\I'z, for any z € M. We denote by T'M (resp. T'M) the unit tangent bundle of
M (resp. M), and by m: T'M — M (resp. TM — M) the canonical projection. We shall
use the distance d on M (and M ) induced by the riemannian structure.

The geodesic flow g = (g')ier (resp. (§')) associates to a pair (t,v) € R x T'M (resp.
R x T1M) the tangent vector g'v = ¢,(t) at time ¢ to the unique geodesic ¢, of M such
that ¢,(0) = v.
By a theorem of Eberlein [Ebl], the nonwandering set  C T'M of the geodesic flow (g*)
is the set of vectors v such that any lift & to 7'M has both endpoints ¢y(£00) in the limit
set A. s .
The group I is cocompact if M = I'\M is compact, and then A = M, and Q = T M. It
is convez-cocompact when € is compact. In this work, we assume that I' is cocompact or
convex-cocompact, so 2 will always be a compact set. We assume also that the geodesic
flow is topologically mizing on its non-wandering set €2, which is equivalent to the nona-
rithmeticity of the length spectrum of M (see Dal’bo, [D]). Both properties hold in the
case of a surface, in the constant curvature case, and in some other cases, see [D].
The Busemann cocycle is defined on OM x M x M by

ﬁg(.’ﬂ,y) = ll—% d(.’E, Z) - d(ya z) = ”d(:L‘, 6) - d(y’ 6)”-
It is a continuous and I'-invariant cocycle on OM x M x M (see section 5.2.2). By abuse
of notation, if v, w are vectors on T'M with base points £ and y on M , we will often note
Be (v, w) in place of B¢(z,y).
The space of oriented geodesics can be identified to the double boundary, i.e. the set of pairs
of distinct points (n1,72) € 8°M = M x OM\{(&,€),¢ € OM}. The Busemann cocycle
allows to give coordinates on T1M in terms of this double boundary. More precisely, if a
point 0 € M is fixed, the map defined by

veT'M — (v, v",B,- (v,0)) € °M x R

is an homeomorphism.
On 0°M x R, the actions of the geodesic flow and the group I' commute and can be written
in the following way. For any v € T,

Y(w™,0t,8) = (107,90, s+ By (0,77 0)) and (v vT,s) = (07, 0T, s 4 1)
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FIG. 5.1 - Coordinates on T M

Thus, the unit tangent bundle T M identifies to the quotient I'\(82M x R), and the
non-wandering set 2 to I'\(A? x R).

A horosphere H C M centered at € is a level set of a function £ — F¢(x,y). These
horospheres lift to T'M :ifu € T'M , and H is the horosphere centered at u~ and
containing the base point m(u) € M of u, the strong unstable horosphere of u, denoted
by H*(u) is the set of vectors v € T'M such that v~ = u~ and w(v) € H. It is also
the set of vectors of 7'M with base points in H, orthogonal to H and pointing outwards.
Similarly, we denote by H (u) the strong stable horosphere of u. We denote by # the
space of horospheres.

Fi1G. 5.2 — Horospheres

The homeomorphism T*M ~ §2M x R allows to identify a horosphere H (u) with {u~} x
OM\{u"} x {s(u)}, and the space  of horospheres with M x R. The group I" acts on
by v(&,s) = (v&,s + ﬁg(o,fy_lo)). Besides, the horospheres H*(u) are exactly the strong
unstable manifolds of the geodesic flow (g') :

H*(u) = W*(u) := {w € T*M, t_l)im D(g'u, §'w) = 0}.
—00

Here, D is the distance on T'M induced by the Sasaki metric on ' TM. Similarly, the
strong stable horospheres H ™ (u) equal the strong stable manifolds W*%(u). These strong
unstable horospheres form a foliation Wt of T'M , called the horospherical foliation, or
strong unstable foliation. A natural family of transversals to W*" is the family of weak
stable manifolds

W*(v) = {w € T'M,3C = C,, > 0,Vt > 0, D(¢g'v, g'w) < C}.

Viewed on 82M x R, a transversal W*(v) equals M \{v"} x {v+} x R. Recall that, given
two (small) transversals T', T' to the foliation included in the same chart B of the foliation,
a holonomy map is a homeomorphism from an open subset of T to T”, which preserves the
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leaves of the restricted foliation on B. Note that there are natural (global) holonomy maps
between two such transversals, given by
Ws(v) — W (w)
u=(u",v",s(u) = ((v) = (u,w,s(u)).

The foliation W** induces on the quotient M /T the foliation W** whose leaves are the
strong unstable manifolds W*% for (g'). For the latter foliation, the holonomy maps are
not defined globally.

~ of Gromov

Finally, let us introduce useful families of distances. First, the family (dz) .77

distances on the boundary is defined for all (£,7n € M by

o) = exp (= e.0) ~ 3a(o0)).

with y any point on the geodesic (£, 7). (Rigorously, they are known to be true distances if
the curvature of M is less than or equal to —1 [Bou|; otherwise, one has to take convenient
powers of the above quantities to obtain distances.) Using these distances, one can define
[He-P] on each horosphere H™ the so-called Hamenstaedt distance dg+ by the formula :
for all (u,v) € (HT)?,

digs0,9) = exp ( G0+ (@,0) + 50 00) ) dolur™, o),

where z € M is any point (one easily checks that the above formula does not depend
on z). Remark that these distances can also be defined on the strong stable horospheres
H~ (v). The following picture shows what they represent geometrically : if u,v € HT,
dp+(u,v) = exp(xd(ay, ay)/2) where a, and a, are the respective intersection points of
H~(u) and H™(v) with the geodesic (u™v™) (the sign depends on the order of a, and a,
on (ut,vT)).

dp+(u,v) = exp(—d(ay, ay)/2) dp+(u,v) = exp(d(ay, a,)/2)

F1G. 5.3 — Horospherical distance

Two important properties of this family are that they are invariant by all isometries v € I :

d7H+ (7“a 7'0) =dpg+ (ua U)a

and that they “explode” when pushed by the flow : for all t € R, and u € T' M,

9'B*(u,r) = B¥(g"u,re")
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5.2.2 Cocycles associated with a Holder map

A Holder potential is a map f : T'M — R which is Holder w.r.t. the Sasaki metric
D on T'M. For simplicity, we shall consider for the moment only symmetric potentials :
f(w) = f(—v) (see section 5.5.1 for the general case), and we denote also by f its I'-
invariant lift on T'M. If 7 and y are points in M , we denote by fwy f the integral of f on

the unique (oriented) geodesic segment from z to ¥, viewed on T M.

Geometric cocycles

We say that a map p: OMxMxM—Risa geometric cocycle if for all & € OM and
(z,y,z) € M3, it satisfies
pe(z,y) + pe(y, 2) = pe(,2) -

It is T'-4nvariant if it is invariant under the diagonal action of I" on OM x M x M.
If f: T'M — R is a Hélder potential, we define the following geometric cocycle :

o= g [ [T [ [

where (c(t))¢>0 is the geodesic ray [z€). This function is well-defined, since when f is
Holder, the difference between the two integrals converges. Moreover, it is I'-invariant.
When f = 1, we recover the Busemann cocycle : p' = 3.

It will be useful to normalize this cocycle in the following way. Recall that, the non wan-
dering set of the geodesic flow being compact, by the thermodynamical formalism [Wal,
one may associate to f its topological pressure 67 :

of = sup {hm( / fdm}, (5.1)

where the supremum is taken over all (g')-invariant probability measures on T'M, and
hm(g) is the measure theoretical entropy of the measure m. When f = 0, 6° is also
the topological entropy hiop(g) of the geodesic flow. If f and f' are equivalent, ie. f =
f'+ ¢+ X.$, their pressures satisfy : 6/ = 67" + .

We denote by B/ the following normalized and T'-invariant cocycle associated with f : for
all £ € OM, and (z,y) € M2,

Bl(z,y) = 6 Be(x,y) — pl(x,y) = o T (2,y).

When f = 0, we obtain a multiple of the Busemann cocycle : 8% = §°43. Note also that if
¢ is a constant, gf1¢ = g7,

A cocycle for a foliation F is a map p defined on the set of pairs of points of a same leaf,
such that for all (z,y, 2) in a same leaf,

p(z,y) + ply,z) = p(z, 2).

A geometric cocycle p induces in a natural way a cocycle, still denoted by p, for the foliation
WU of TLM, defined for all (u,v) in a same leaf W** by

p(u,v) = py-(m(v), 7(w)).
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A T-invariant geometric cocycle induces also a cocycle for the foliation W** of T'M. Thus,
the above cocycles pf and 3/ induce cocycles for W*“. Note that the Busemann cocycle 3
induces the trivial cocycle for W** and W**. Thus, the cocycles p/ and B/ for W9 satisfy
p! (v,w) = —Bf(v,w), so that we shall use only p/. Remark that we can also define it
directly on T'M by

gtv gtw

plow) = tm [ f—["F.

t——o0 v w

Cocycles for the action of I' on OM and H

Recall that if ' acts on X, a cocycle for this action is a map ¢ : I' x X — R, such that
for all z € X, and for all (y,72) € I'2

c(mve,z) = c(y1,72-7) + c(re, ).

Two cocycles ¢ and ¢’ are said to be cohomologous if there exists a map ¢ : X — R, such
that for all (y,z) € T x X, ¢(v,z) = (v,2) + ¢(yz) — ¢(z). If X is a metric space, a
cocycle ¢ is a Holder cocycle if for all y € T, the map c(vy,.) is Holder with respect to the
metric of X. L

To any I'-invariant geometric cocycle p on M x M x M, we associate a cocycle c, for the
action of I' on M by choosing a point 0 € M, and setting

Co(’Ya 6) = pf(oa 7_10)'

If 0 # o, the associated cocycles ¢, and ¢, are cohomologous. We shall denote by c{: (resp.
bl ) the cocycle on OM associated with —pf (resp. 57) :

c§(7,6) = —pl(o,7 10), and b](v,£) = BL(0,7 o).
Since f is Holder, they are Holder cocycles on oM , see Ledrappier [L].

The action of T on H ~ OM x R is an extension of the action of I' on M by the Busemann
cocycle : for all v € T and all H = (£,s) € H, one has

V(€ 8) = (v.€ 5+ Be(o,7 ).

In particular, any cocycle ¢ on I' x OM induces canonically a cocycle, still denoted by c,
on I'" x H by

c(7; (§,8)) = (7€) -
/

The cocycles on T' x H associated with ¢} and b} are cohomologous : [coly = [bg]q.[, since
bl (7,6 = 5fﬁ§(o,'y_10) +c (7,€). Therefore, we shall use only ¢ on T x H. Moreover, an
easy computation gives :

Lemma 5.2.1 The cohomology class [c{f]aﬁ depends on f € [f], whereas the class [cg]%
depends only on [f]. Moreover, these classes do not depend on o.

Summarizing, the interesting cocycles that we associated with a given Holder potential f
are two geometric cocycles pf and B, one cocycle pf for the foliation W5, two cocycles

c{; and bg on I' x M, and one cocycle ¢; on I' x H.
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5.2.3 Measures associated with a Hélder map

We shall associate several families of measures with a Holder potential f.

Let us begin with a classical object of the thermodynamical formalism : the equilibrium
state of f. The non wandering set €2 of the geodesic flow being compact, we know [Bow2|
that there exists a unique probability measure m/ supported in 2, which is invariant under
the geodesic flow, and satisfies the variational principle : that is, it reaches the supremum
in the definition (5.1) of 6/. This measure is called the equilibrium state of f. Moreover, it
is ergodic, and our assumption of topological mixing of the geodesic flow implies here that
this measure is mixing.

There exists a geometrical construction of this measure, see Ledrappier [L] and Coudéne
[Coul], inspired by the work of Patterson and Sullivan. We will recall below the main steps
of this construction. The first step is :

Proposition 5.2.2 (Ledrappier, [L]) There erists a (unique) probability measure vl

with support A C OM, which has no atoms, and is ergodic and T'-quasi-invariant with
Radon-Nikodym cocycle given by bg .

We may remark that the equivalence class [z/g ] of v{ and the cohomology class [bg] of ©f
its cocycle depend only on the equivalence class [f], but neither on o nor on f. This follows
from the following formulas. If (0,0') € M2, one has

du({
dl/g,

) = eXPﬁg(Ol,O), V({, — as.

And if f = f'+ ¢+ X.¢, up to a multiplicative constant, one has

dyéc

!
dvp

(€) = exp($(vog)), vl — as.

where v, ¢ is the vector based at o pointing to &.
Recall that we assume for the moment that f is symmetric. The second step in the construc-
tion of the measure m/ is :

Proposition 5.2.3 (Ledrappier, [L]) The Radon measure mf on A% x R defined by
dii! (v) = exp (B, (0,0) + B (0,0)) dvf (v) d] (v*) ds

is invariant by T and by the geodesic flow. So it induces on the quotient a finite measure m’
on T*M (normalized to be a probability) with support in the non-wandering set ), which
depends only on the equivalence class [f] of f. Moreover, this measure is ergodic.

Finally, the last step in the construction is the following :
Proposition 5.2.4 The measure m! defined above is the equilibrium state of f.

This can be seen using a result of Kaimanovich, [K1], Theorem 2.3, and the so-called “Sha-
dow Lemma” for V,{ , [Coul], which allow to compute the entropy of the above measure mt.

Using this equilibrium state m/, we shall now define families of measures on leaves and
transversals to the strong unstable foliation. The quasi-product structure of m/ suggests
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to decompose it into two families of measures. First, the family {ufﬁ, H* € H} defined
by
dpfy (v) = exp(B, (0,v)) dvf (v*),

is a I'-invariant family of measures on the leaves of the foliation, in the sense that -, ufH+ =
,uﬂ; y+- Therefore it induces on the quotient by I' a family of measures on each leaf of the

foliation W**, still denoted by ,u}cﬁ. Each measure ,u;ﬁ is a Borel Radon measure without
atoms on H, with support {w € HT, wt € A }.
Similarly, we define a family of measures {u%:} on each transversal to W5 of the type
T =W (w) by

A (v) = exp(B]_ (0,0)) dvf (v ) ds

It is I'-invariant in the sense that ~, ué = ,u,J;T, S0 it induces a family of measures, denoted

by puf = {ul} on weak stable manifolds W*(w) of T*M.
The starting point of our work is the following proposition :

Proposition 5.2.5 The above family of measures pf = {u%} 1 quasi-invariant under
holonomy, with Radon-Nikodym cocycle given by p’ .

The proof of Proposition 5.2.5 is straightforward.

Note that a quasi-invariant transverse measure is determined by its restriction to a family
of transversals passing at all points. Therefore, uf induces a quasi-invariant transverse
measure with Radon-Nikodym cocycle given by pf, that is a family of measures on each
transversal to the foliation W9,

Remark 5.2.6 The two above families of measures {ufH+} and {ué} depend on the map
f in the equivalence class [f], but they do not depend on the point o.

We can now state our main result :

Theorem 5.2.7 Let [pf] be a cohomology class of cocycles associated to a class [f] of
Holder maps. Then for all p € [pf], there exists, up to a multiplicative constant, a unique
transverse measure u for the foliation W3, which is quasi-invariant with Radon- Nikodym
cocycle p, and it is equivalent to ul.

Remark 5.2.8 The above transverse measure {u%} is constructed using the equilibrium
state m/ of f. Thus we can make the analogy between our geometric situation and the
symbolic one. In the case of the full shift ¥ = {1,...,k}* endowed with the shift o, the
unique equilibrium state m/ coincides with the unique Gibbs measure associated to f, that
is the measure satisfying ¢,m/ = exp(p/)m/ (see [Bow2], [Ke]), with ¢ a map from a
cylinder to another. Since a cylinder can be considered as a transversal to the strong stable
manifolds of ¢, the map { can be viewed as a holonomy map. Thus Theorem 5.2.7 gives
a similar result in the case of a manifold : the unique quasi-invariant transverse measure
with respect to p/ is induced by the unique equilibrium state m/, which can therefore be
called a Gibbs measure.

In our geometrical framework, recall that there exists a nice set of leaves of the foliation :
the set H ~ OM x R of horospheres. Better than working with the family of measures
{pr} defined above, we would like to obtain a unique measure on H. To do this, we
need a holonomy invariant family of measures, or equivalently measures yr on transversals
T = W*(w) which do not depend on T, i.e. on w™. The only term in the expression of
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pr which is not invariant by holonomy is exp(—p
we divide the measures u% by the density exp(—p!

f
-
f

v

ufH+u by the same density. Then we obtain new families of measures :

df(v) = ds dvf(v”) exp (87, (0,v))

Ay, (v) = dvf (v") exp (B, (0,0) = p

f

v

and

(o, v)) .

(0,v)) (when f is not a constant). So

(0,v)), and we multiply the measures

Remark 5.2.9 This construction is not canonical since it depends on the choice of the
point 0. But we omit the subscript o to simplify the notations.

These families are now quasi-invariant by I'. More precisely, for all v € I', the measures on
leaves satisfy

dvy, lﬁf}.[+ (v)
—f
dfi H+tv

(U) = exp(—cg (73 Uﬁ))a

7

!

H+v

Pushing by the flow (g*) leads for all ¢ € R to the property :

The family ﬁ% is also quasi-invariant by I, with the opposite cocycle : ¢5 (7y,v7)

But it is now invariant by holonomy, so it induces a measure [ig
space H of leaves. More precisely, we have :

dg;tﬂfH+(gtv)
dﬂfH*’v

(v) = exp(ts7),

=

a.e.

Pppe, — a-e

f
f

_ o

(

(5.2)

(5.3)

7’10,0

on the quotient on the

Lemma 5.2.10 The measure dﬁg(f, s) = exp(—0/s) ds dug(f) on H is supported on AXR,
and I'-quasi-invariant with Radon-Nikodym cocycle given by cg.

Remark that in the case of a constant potential, we did not change anything, these two
families of measures are the same as at the beginning, and in particular, the family {;é}
is at the same time I'-invariant and invariant under holonomy.
Let us now state the other version of Theorem 5.2.7 :

Theorem 5.2.7° Let [c]y be the cohomology class on H of a Hélder cocycle ¢ on OM. There
exists, up to a multiplicative constant, a unique class [i] of I'-quasi-invariant measures on
H with respect to this class [c]y, and they are ergodic.

Remark 5.2.11 This result is analogous to a result of Ledrappier (see above Proposition

5.2.2) : for all cohomology classes of normalized Holder cocycles on OM (that is cocycles

of the form bg ), there exists a unique measure on OM which is quasi-invariant with this

cocycle.

Let us now summarize the main properties of the above measures in a table.

Measures and their support

I'-Quasi-Invariance

Q-I by holonomy

vl on A c OM exp(b]) —
ug + on leaves HT of W5 Invariant —
ﬂfﬁ on leaves HT of W5u exp(—c}) —
u% on transversals to W9 Invariant exp(pf)
ﬂ% on transversals to W9 exp(cl) Invariant

il on AxRCH exp(c]) —

76

).



5.3 Proofs of Theorems 5.2.7 and 5.2.7’

The aim of this section is the proof of the unicity results of a quasi-invariant measure
(Theorems 5.2.7 and 5.2.7’). We use an intermediate result of equidistribution of horos-
pherical means pushed by the flow g* when ¢ — oo [Ba2, thm 4], that we recall below,
and some regularity properties of the measure of balls, proved in section 5.3.1. A formula
(section 5.3.2) allows in section 5.3.3 to prove Theorem 5.2.7". Theorem 5.2.7 is obtained
as a corollary of the preceding.

Given a potential f, the horospherical mean M, ,(¢) of a map 1 : T'M — R on a ball
Bt (u,r) C T'M is defined by :

1 ~
M a() = / Jdgl
il (BH(ur) Jer@rn

with zZ the I'-invariant lift of 1) on TIM. It is important to remark that although the family

of measures ﬁfﬁ is not I'-invariant, the map u — M, (%) is [-invariant, since one has the

important formula :

S ¥0) exp(p! (v,0)) dpify, (0)
fB+(u,r) exp(pf (’Ua u)) d/"iﬁ—u(fu)

My (1))

In other words, we may consider these means as means on leaves of the foliation W*%, by
averaging 1 on balls with respect to the I'-invariant measure u{ﬁ times the cocycle exp p/ .
It shows also that these means do not depend on o.

We shall also study these means pushed by the flow. For simplicity, we write

M, () = guMr ().

The geometrical property of the horospherical distances then implies the simple, but fun-
damental property that for all £ € R and v € T*M, the mean of 1 o g* on a ball BT (u,r)
equals the mean of 4 on the bigger ball Bt (g'u,re?) : for all u € T*M, r > 0 and ¢t € R,

Mf,u("p) = Mret,gtu("p)' (5'4)

Recall also that, from a general result in [Ba2], we have :

Theorem 5.3.1 (Babillot, [Ba2]) Assume thatT is cocompact or convex-cocompact, and
that the geodesic flow is topologically mizing on its nonwandering set Q. For allu € A?> xR,
for all r > 0, Mf,u converges weakly to m! when t — +o0.

This result is a consequence of the mixing of the measure m/, which is established when
the geodesic flow is topologically mixing.

Notice that, after fixing a positive and continuous map ¢ : T'M — R, we will often
consider these means M}f,u(l/)) as functions of the variable u € A?> x R. By T'-invariance, we
consider them either as functions on Q or A2 x R.

5.3.1 Averaging on horospherical balls
In this first section, we shall study the map

(u,r) - W dfigy, .
Bt (u,r)
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In general, it is not known if the boundaries of balls have zero ﬂfﬁ—measure. Therefore, the
above map is not continuous, but we shall prove (Lemma 5.3.5) that it still has a regularity
property. This is the main result of this section.

Remark 5.3.2 The property that for all uw € T'M and r > 0, ﬂfﬁ(aB’L(u,r)) =0is

f

satisfied on surfaces, since jiy

Roblin, [Ro2].

has no atoms, and in the constant curvature case, see

This paragraph is inspired from the sequence of technical lemmas due to Roblin, [Rol],
paragraph 1H.
If u € T'M and v € H™ (u), let us introduce the map P,, : H*(u) — H*(v) (see Figure
4), which sends w = (u~,w™, s(u)) € H*(u) to the intersection w’ of the geodesic (v—,w™)
with H*(v). In other words, w' = (v, w™, s(v)) € H"(v) (when it makes sense, i.e. when
wt £ u",v7).

F1G. 5.4 — The map Py, : w — w'

In the following, we prove some lemmas which express mainly three important properties;
first, these maps P,, are uniformly close to the identity when v is close to u (Lemma

5.3.3). Second, all these measures EfH+ have a continuous (and positive) Radon-Nikodym

derivative with respect to the measure 1/({ on OM , which allows to compare the measures

ﬁfﬁ(u) and P, , *ﬁfH+(u) : they are equivalent with continuous Radon-Nikodym derivative
(Lemma 5.3.4). Third, the flow contracts the stable manifolds. All these properties are
collected in Lemma 5.3.5, which will allow to prove Theorem 5.2.7°.

To make the discussion more precise, we have to introduce neighborhoods, or cells, in
which we will let v vary : if u € "M , and rq,7r9,r3 are three positive numbers, we note
C(“a T1,72, 7‘3) = U|s\<r3gs leeB—(u,rl) Pu,v1 (B+ (uv TQ))'

FiG. 5.5 — Cells
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If A C T'M is a Borel set, we note A, = Uyea Usj<e 9°B™ (w,€), and A = {w €
A, Ujs<c9°B™ (w,e) C A}. If 9 is a positive Borel function on T'M, we set : . (w) =
sup{¢(v), v € {w}}, and Y_.(w) = inf{yp(v), v € {w}.}. One has clearly [14]+e = 14,,.
Moreover, for all € > 0, and ¢t > 0, [g *A]l. C g (A:), and [g *A]_ D g *(A_c). This
means simply that if ¢ > 0, the map ¢’ contracts the stable manifolds, and expands the
unstable manifolds.

In the first lemma, we compare balls BT (u,r) and Bt (v,r) when v € H™ (u).

Lemma 5.3.3 (Roblin, [Rol]) Let K C T'M be a compact, and € > 0. There exists
8 > 0 such that for allu € K, ifv € B~ (u,6) and w € B (u,3), then P, ,w € ¢°B~ (w,¢),
with |s| < e, and if r € [1,2], BT (v,7e™¢) C Py (B (u,r)) C BT (v, re).

In other words, the map P, , : Bt (u,3) — H™(v) restricted to the ball B (u,3) in HT (u),
is uniformly closed to the identity of B (u,3) (up to exp(4e)) for the topology of uniform
convergence on compact sets.

F1G. 5.6 — Cross ratio of (u ™ ,v ,u™,w™)

Proof: The assumptions of the Lemma mean that if § is small enough, the 4-uple (v, u™, v, w*) va-
ries in a compact set of 9°M x 0°M. One easily checks that the quantity s such that
P,,w € ¢g°H™ (w) is the cross ratio

Bw ,u vt wt) ="dv ", ut) +du",w) —dv,w") —du",u")”

of the four points. Moreover, the cross ratio is a continuous map, [O], which vanishes if
v~ = v~ (or ut = w"). Thus if § is small enough, v~ is uniformly closed to u~, which
gives P, ,w € g° H~ (w). Moreover, an easy computation shows that

dg+(Pypw, v .
i+ (P, v) = ¢%/2, which concludes the proof. O
dH+ (ua 'U)

The following lemma is a corollary of the above and of continuity of densities of measures

ﬂé"‘u on horospheres with respect to the measure I/;f on the boundary.

Lemma 5.3.4 Let K C T'M be a compact, and € > 0. There exists § > 0, such that for
allu € K, and v € B~ (u,9), for all w € B (u,3) and w' = P, ,w, the following quantity
is uniformly close to 1 (up to exp(+e)) :

dﬁfi"‘v

m(w’) = exp (ﬁ{;Jr(w,w’) _ quj_ (o, w') +P£_ (o, 'w)) .
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Proof: Recall first that ﬁ£+(w, w') = 61 B+ (w, w') — p£1+ (w,w"). We have |B,+(w,w")| <
g, after 5.3.3. We have also |p£+(w,w')| < C(f) D(w, ")) because f is Holder, which
gives the desired upper bound by 5.3.3. Finally, the last term in the above Radon-Nikodym
derivative can be written as exp(A(P, ,w)— A(w)), with A(w) = p{U_ (0, w), and the result
follows from the continuity of A on T'M. Indeed, set w’ = g~tw, y € W% (u) the vector of
W*“(u) tangent to the geodesic (u~, o], and y* = g~ty. As f is Holder, and the curvature
is bounded above by a negative constant, there exists a 7' > 0, uniform on K, such that if
t > T, A(w) is e-closed to fft f—f;”t f . But for all fixed ¢ > 0, this quantity is continuous,
hence uniformly continuous in w € K. So A is continuous, and the result follows. O

We eventually arrive at the last lemma, which summarizes the main properties of the
measure ﬁfH+(u) on balls.

Lemma 5.3.5 Let 1) be a positive Borel function on Tlﬁ, e >0 (small), and K C T*M
a compact set. There exists r1,79,73 > 0 small enough, so that for all uw € K, for all
v € C(u,r1,7r2,73), T € [1,2], we have :

° g < [ < A
/B+(“”"e_s) v Wity = Bt(v,r) v Fr+@) = Bt (u,res) v H -+ (u)

Sketch of the proof: The proof follows closely that of Roblin, [Rol], and goes as follows.
Let € > 0, small enough so that re®* < 2¢3 < 3. Fix u € K, and v € C(u,r1,72,73). By
definition of cells, we can write v = gSvq, with |s| < 73, v2 € Py 4, BT (u,72) C H'(v;1) and
v1 € B (u,r1). First, we push the ball BT (v,r) by g ° to the ball BT (v, re %), with s
very small. By relations (5.3) and (5.4), the integrals of 1 on these balls are almost the
same. Second, we move the ball BT (v, re %) by the map P, 1}1 Lemma 5.3.3 says that the
image is uniformly close to the ball BT (u,re™¢) and Lemma 5.3.4 says that the derivative
of the measure ,ufﬁ is uniformly close to 1. Third, the image of 1 by these operations is

close to 1_.. The right inequality is proved in the same way. O

5.3.2 An autoadjonction property

It is obvious that for a flow (g*);cr on a compact space X, the equality

/ / Bogt dtdu-/q/)du

for all T > 0 and any g-invariant measure v allows to prove unique ergodicity if we know
that for all 1), all Birkhoff averages converge uniformly to a constant.

In our situation, the following equality allows to do the same trick, replacing Birkhoff
averages by horospherical means : we will use it to prove unique ergodicity, using a weaker
property than equidistribution of horospherical means.

Lemma 5.3.6 Let U be any fived I'-quasi-invariant measure on H with the cocycle c{; , and
M the measure on 0°M x R defined by dM (v) = dﬁ(H+)dﬁL+ (v). If ¢ is a T-invariant
positive measurable map on TIM, and D a measurable fundamental domain for the action
of T on T'M, then

dﬁj;fﬂv)(“)
dM (u Mru = aM(v v .
[, v aaa) = [ aswe [ il (B 0,7
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Proof: By definition, dM = dv dﬁfH+, and the left term can be rewritten

S dil () dii! (o 1p(u) 1+ ) (v) $(0)
Jarten [ i 5 )

The proof is then based on the fact that v is I-invariant, ﬁfﬁ and 7 are I'-quasi-invariant

(resp. with cocycles —cf and +¢f ) and on two observations : first 1+, (v) is symmetric

in w and v; second, BT (u,r) = Uyer Bt (u,7) NvD.
If we set v = yv' and u = yu', we have : 1+ () (v) = >° cr 1+ (w ) (V') 1D (V).
If we decompose the above integral into a sum over v € I', we find that it equals

3 /H dD(yH* (u)

veT

di’ o (yu! di’ () x
/yH"’(u’)X’yH"‘(u’) H7H+(u)('7 ) N7H+(u)(’)’ )

y 1y-1p(u) 1+ ) (v")1p (0" ((y0")
EfJ;H-F(u’) (vB*t(u',7))

We then use the various (quasi-)invariance relations by I'; we remark also that } 3, . 1,-1p(u') =
1 and H"(u) = H*(v), and we get

— ail () i (o 1D(U)1B+(v,r)(u)1/)(’0)_
Jameeen [ @) o)

This expression is the same than the first one, with the roles of 4 and v exchanged. [

5.3.3 Proof of Theorems 5.2.7 and 5.2.7°

Proof of Theorem 5.2.7": Let [c] be a cohomology class of Hélder cocycles for the
action of I" on H. By assumption, this class contains a cocycle on oM , SO We can assume
that ¢ is this cocycle. In [L]|, Ledrappier showed that every Holder cocycle on OM is of
the form ¢ = ABF, with F a Hélder potential and A € R, whence ¢ = )\p‘sF*F = p)“sF*)‘F.
Finally, ¢ can be written ¢ = cg , with f a Holder potential.

Let ¥ be a nonzero I'-quasi-invariant measure with the cocycle cg , and M the measure on
0?M x R defined by dM (v) = dv(H™ (v)) dﬁfH+ (v). Let 9 be a positive continuous map on

TIM, and v its lift on TP M. Lemma 5.3.6 gives

~ ity ) (v)
AM)M°, () = [ dM@)d (v '
/D () My, (4) /D () )/1;+(v,r) ﬁf;ﬁ(v)(B‘l'(u,r))

Since (2 is a compact set, we can choose a relatively compact fundamental domain D for
the action of T on A? x R, with M(8D) = m/(8D) = 0.

We will prove that for all » > 0, the right term is smaller than cst. [ dM (inequality
(5.5)), and that there exists r > 0, such that the left term is greater than cst’. [ 1 dm/
(inequality (5.6)). The constants do not depend on %, so that these two inequalities imply
m! < M.

First, there exists a constant N > 1 such that for all w € A?> x R and r > 0, g(u,r) :=

il (B (u, 2r))

=5 " < N. Indeed, this quantity satisfies for all 7 > 0 : ¢(g 18", 1) = q(u,r),
figr+ (B (u, 7))
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and for all v € I : g(yu,r) = q(u,r). As T' is cocompact or convex-cocompact, we can cover
the nonwandering set by a finite number of cells C'(u;), with u; € Q, given by Lemma 5.3.5

for ¢ = 1. This lemma shows that for all v € Q, ﬂiﬁ(B’L('u, 2)) < e°sup ,EJ;H (BT (u;,2¢%)).
i

On the same way, we obtain ﬂiﬁ(B*'('u, 1)) > e * infﬂz+(B+(ui,e_5)). Using the fact
1

that the measures ﬂ{#

obtain for all v € Q :

are Radon measures, and have support {w € H*, wt € A}, we

q(v,1) = —“%+(B+(U’2)) < 2 2UPi H;{+(B+(uz~,2e€)) =N
B, 0) it e (B (uny o))
Thus, one see that the map u — ¢(u, 1) is bounded on 2, whence the map (u,r) — g(u,r)
is bounded on 2 x R’ .
Moreover, triangular inequality gives Bt (u,2r) D Bt (v,r) for all w € B*(v,r), whence
we have for all 7 > 0 and u € A? x R,

1
ﬂfH+(v) (B*(u,7)) > N ﬂiﬁ(@ (B*(u,2r)) >

It follows immediately that

/ dﬁéﬁ(u) (v)
Bt(u,r) E{{+(u) (Bt (v,r))

We deduce that for all » > 0

~ dl_h{ﬁ(v) (u)
dM N dM. 5.5
Jy R [ P B ) o o

We shall now prove that there exists C > 0, such that for all ¢ : T'M — R, there exists
r > 0, such that

/ MM, () >C [ pdm?. (5.6)
D TM

Let 0 < € < log2 be small enough so that leMz/)_Edmf > %leMz/)dmf. We can cover
D by a finite number of cells C(u;), 1 < i < k, given by Lemma 5.3.5 for the above e. If
v € C(u;), this Lemma and the fact that for all t > 0, (¢po g') . >4 . o g' give :

il (B (ui, ™))
il (B (ui, )

Moreover, by Theorem 5.3.1 of Babillot, Mﬁ,a i (Y_¢) — lesz,Edmf when ¢ — +oo,
whence there exists T' > 0, such that for all u;

1
ML (o) > 5 [ apcdmd.
TM

We deduce that for all v € D (with € < log2)

M, () 2 e M. , ()

_f + 1
T 1 1Y g Pre BT )
M, () = (16 Tledm ) zéleﬁl‘) IQZ+(B+(w, 2))
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By I'-invariance of the means, the above inequality is true for all v € A2 x R.

Now, if u € A2 x R, we know that Mr ,(¢) = MIT T r, (%) and above inequality applies

with v = gTu. At last, we get

1 Bt 1
MST W(P) = ¢ wdmf, with c¢= T inf N1f{+( (w, 5)) >0
; TLM 6 weD MH+(B+( ,2))

Finally, integrating with respect to M on D leads to (5.6) with C = M (D)c. This constant
C does not depend on 9, whence mf < M.

We deduce from the above that ﬁo < V. Indeed let A C H be a Borel relatively compact
set, and assume that ¥(4) = 0. Up to considering a smaller set A’ C A, we can assume
that there exists an open set B C A C BM such that the set of base points in OM of
horospheres H € A is disjoint of B. Since, for any H, the support of the Radon measure
ﬂf{ is {w € H,w" € A}, we can find two constants 0 < ¢; < co < +00, such that for all

HeA ¢ < ﬂfl(BH) < ¢9, where By = {w € H,w" € B}. Then we obtain
M(A x B) = / d’z)(H)/ 1p, dﬂfH+ < cv(A) =0, whence
A H
0<anf(a) < [ al(H) [ 1n, daly., =l (4% B) =0.
A H

So we proved /’Lj; LU
Let us now prove that ﬁ{; is ergodic. Let A C H be a Borel set such that for all v € T,
il (yAAA) = 0, and il (A) > 0. Then the measure ﬁ£ A is nonzero and quasi-invariant

with cocycle . By what precedes, it satisfies ﬁ{f < ﬁg‘ 4> and this implies ﬁg(Ac) =0. So
we have ergodicity.

Now let 7 be a nonzero and quasi-invariant measure with cocycle c({ and let us show that
it is also ergodic : if A is a Borel set in H, [-invariant v-a.e, and if 7(A) > 0, we can
decompose the measure Vinto V=104 + U 4e. By the above, there exist measurable maps
¢ and ¢' such that [ po =¢pv= ¢>V|A +¢U‘Ac and [i; uo =¢'v V| 4- We deduce that g(Ac) =0,
and then necessarily that 74 = 0, which means that ¥ is ergodic.

Moreover, the Radon-Nikodym derivative d‘j: is I'-invariant 7-a.e, hence constant by er-
godicity of 7. So there exists a unique (up to a multiplicative constant) measure which is
I'-quasi-invariant with cocycle c{,c. .

Recall now that we consider the cohomology class on H of the Hélder cocycle ¢ on 3M . Let
d€lcy = [05]7{. There exists a Borel map ¢ on H, such that for all v € I and (&, s) € H,
(7, (€,9) = e (v, €) + o((€,8)) — (&, s). If P is a Borel Radon measure on H, which
is I'-quasi-invariant with the cocycle ¢’ then an easy calculation shows that exp(—¢)D" is
quasi-invariant with the cocycle cg, it is then unique (up to a constant), and equals ;75 , SO

7' is also unique, and equals exp(cp)ﬁ{;. O

Proof of Theorem 5.2.7: It is clear that there exists a bijection between measures
transverse to the strong unstable foliation W** of T'M, which are quasi-invariant with

the cocycle p/, and measures transverse to WS“ which are I'-invariant and quasi-invariant
under holonomy with cocycle p/.

Let us consider the map : {Mr} — {Nr}, which sends a I'-invariant transverse measure,
quasi-invariant under holonomy with cocycle p/, to the measure dNr(v) = exp(pg _(0,v)) dMr(v).
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It is clearly a bijection. An easy computation shows that Nt is a measure transverse to
W3% which is holonomy invariant and I'-quasi-invariant with cocycle c{:. We can associate
to Nr a ['-quasi invariant measure on #H (with cocycle c! ), and this correspondance is 1-1.
The existence of a unique quasi-invariant measure on H with cocycle ¢l is then equivalent
to this of a unique measure transverse to F quasi-invariant with cocycle p/.

Theorem 5.2.7 then follows from Theorem 5.2.7 bis. O

5.4 Equidistribution properties

We will now investigate equidistribution properties of the leaves of the foliation W9,
Since (unlike the case of flows) there is no natural parametrization of the leaves, we shall
look for the convergence of averages of a function 1) on particular sequences of subsets of
a leaf.

First, we shall study the means M,, (1) that we have introduced, where the averaging
procedure is along big horospherical balls, and the integrating measure is the horospherical
measure ﬂ}t{ +- In the case of compact hyperbolic surfaces, they coincide with the means
on orbits of the horocycle flow, so that we recover a classical equidistribution result. It is
the aim of section 5.4.1, where we prove uniform equidistribution of these means to the
measure m/ under the assumption that the boundaries of horospherical balls have zero
ﬂfﬁ—measure. Without this assumption, we still have a result, proved in section 5.4.2.

In section 5.4.3, we consider means on more general sequences of sets, and under an as-
sumption of Fglner type, we prove a similar equidistribution result.

5.4.1 Equidistribution of horospherical means on balls

We consider here the means M, ,(¢) on balls. In this section, we shall work under the
following assumption. For all u € A? x R,

it (0B (u,1)) =0 (4)

Theorem 5.4.1 If (A) is satisfied, then for all continuous maps 1 : T*M — R, the means
M, () converge uniformly in u € Q to [1.,, pdm! when r — +oo.

To prove Theorem 5.4.1, we shall see, using Lemma 5.3.5, that the map
(u,7) = [p+ (wr) wdﬂ};r is now continuous, and moreover, that for » = 1 fixed, the family

(u — M ,(¥))e>0 is equicontinuous on A% x R.
Note that similar arguments using equicontinuity and mixing were already used in [E-P]

in an algebraic framework to prove equidistribution.
Remark 5.4.2 This assumption is satisfied in the case of surfaces, since the measure vl

has no atoms, and in the constant curvature case, see Roblin [Ro2].
Before the proof, we start with the following lemma :

Lemma 5.4.3 If for all u € A2 x R, ﬂéﬁ (0BT (u,1)) = 0, then for all u € A?> x R, the
Jamily (M}, (1))>0 is equicontinuous in t > 0.

Proof: Let gy > 0, we shall find for all u € A? x R a neighbourhood V = V(u, &) of u,
such that for all v € V, for all ¢ > 0, |M1tjv(1/)) - M{',u(’(/)” < gp.
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Since ﬁfH+(8B+(u, 1)) = 0, there exists a 0 < € < gg, such that :

(5.7)

g+ (B (u,¢°)) ‘ < o0,
gy (B (u,¢7%))

Since 9 is continuous on {2, one may choose € small enough so that ¥, < 1 + 9. We put
then V(u,e9) = C(u,r1,79,73) : the cell given by Lemma 5.3.5 for e. Now, relation (5.7)
and Lemma 5.3.5, together with the fact that [1) o g']. < 9. o g* (since the geodesic flow
expands unstable manifolds) allow to prove that for all v € V(u,¢), and for all ¢ > 0,
|Mf,v(1/)) - Mf,u(¢)| < ¢€p. O

Proof of Theorem 5.4.1: We consider now the means as functions of u € T'M. By the
above Lemma, for all u € A? x R, the means (M7 ,(¢))s>0 are equicontinuous, whence

(Theorem 5.3.1) they converge uniformly on Q to [, ,, % dmf when t — 4o00. Let € > 0,
there exists T' > 0, such that for all £ > T and for all u € 2,

‘M:u(w) - wdmf‘ <e

’ T'M
Let now v € 2 be a vector, and ¢t > T'; as €2 is invariant by the flow, the above inequality
applies for v = g~ v and above relatlon (5.4) gives the desired result :

Meuow) = [ am?

Remark 5.4.4 Under this additional assumption (A), one can give a more direct proof of
Theorem 5.2.7. Indeed, since we now know that the means get equidistributed uniformly,
we can use the equality of Lemma 5.3.6 : the left term converges to M(D) [, szdmf )
and the right term is smaller than N le y ¥ dM. Then we have directly mf <« M, and
we conclude as in the general case.

<e. O

5.4.2 Equidistribution of Cesaro averages on balls

Without the additional assumption of Theorem 5.4.1, with the same notations, it is
possible to prove the convergence of Cesaro averages along balls :

Proposition 5.4.5 For all continuous 1 : T*M — R, and all u € Q, we have

1 T
T/o Met’u(w)dt—>/¢dmf when T — 4oc0.

Proof: Let ¢ > 0. Let D be a relatively compact fundamental domain for the action of T’
on A? x R. As the measures ,EfH , are Radon measures, there exists a finite number N, of
u; = u;(€), such that for all v # u;, ﬂ2+(aB+(?}, 1) <e

Let V. C D be an open neighbourhood of the {u;}, of the form V., = UV}, with u; € V7,
and such that for all 1 < ¢ < N, diam(V}) < einfjz; d(uj,u;), and for all v ¢ V,
u H (0B*(v,1)) < e. Moreover, one can assume that any geodesic segment passing through
V! stays at most a time dlam(VZ) in V2.
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Consider now the set K. = D\V. Using Lemma 5.3.5, we can prove that igg ﬂfﬁ (Bt (v,1)) =
v

dp > 0 (see for example the proof of Theorem 5.2.7). Using one more time Lemma 5.3.5,
by compacity of K., one can find 0 < a < ¢, such that for all v € K,

BB e) %

T B (Bt(vem) T o

As v is continuous, one may also assume that « is small enough that ¥, < % + € and
Yo >t —eon K.

We can find a finite number of cells C(w;), with w; € K, given by Lemma 5.3.5 for «,
which cover K. If v € C(wj) N K., this lemma gives for all t > 0

—2e 2

a7y (Mo, (8) =€) < ML) < (14 T) (Mo, () +2)

Since for all 7, the means Mz o (1) and M;'a’wj (1) converge to lele)dmf when ¢ —

+00, there exists ¢(dy) > 0 and Ty > 0, such that for all v € K, and t > Ty,

\Miv«m - wdmf\ < (d0)e(lblloo + 1)

TiM
Now, let us return to the means M, , (1), with u € Q. By definition of V;, one has

1 T
/ 14-tyey, dt < e. Thus, we deduce that
0

T
1 (7 1 (T
T Met,u(w) dt — — ]-g*tueKE Met,u("/)) < 5”'(/)”00
T Jo T Jo
1 [T 1 [T
Moreover, T /0 1g-tyer, Mot o (1) dt = T /0 1y-tyek, Mf,g—tuw) dt . By the above, one
has :

1
T

T— To

T
|t uene M ) < Tl + (/ wdmf+c<6o)e<||¢||+1))
0 TIM

A minoration is obtained in the same way. At last, there exists a constant ¢/(dp) > 0 and
Ty > Tp, such that for all ¢ > T and u € €,

3 [t [ wand| < @eiol + .

This gives the desired result. O

5.4.3 Equidistribution of Fglner sequences

In this section, we assume that M is compact, we consider more general means on leaves
of W¥ and we apply a result of [Sc2] for general foliations to deduce an equidistribution
property (Theorem 5.4.6).

Let us begin with some definitions. If ¢ : B — R® x R" ! is a chart of the foliation W5,
we say that B is a boz for the foliation, a set P = ¢~ ' ({t} x R*~!) is called a plaque, and
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aset T = o L(R* x {p}) is a transversal of B. We denote then Bby B=T x P.If v € B,
we denote by P, its plaque in B. We shall consider only boxes of a regular covering of W*5%,
that is a covering by boxes which form a basis of the topology of W**, and such that if
B;N B; # (), then any plaque of B; intersects at most a plaque of B;. As M is compact, we
can cover W3 by a finite number of relatively compact boxes. Choosing a transversal T;
in each box B;, we define the set of plagues X = L;T; ; it is then a compact set. A leafwise
measure (resp. a Haar system) X is a family of measures on each leaf of W**, such that for
any map % : B — R, which is continuous with support in a box B =T x P, the following
map is measurable (resp. continuous)

veT — : P(w) dApysu () (w).
It is said of full support if all leaves have positive A-measure. The main examples that we
have in mind are the following : first, the Haar system {x,,} associated with a Holder
map ¢ : T'M — R (the continuity property follows from Lemma 5.3.5), and in particular
the riemannian measure on leaves of the foliation (which corresponds to the Hélder map g
such that [Yg = log det dexp,(exp;*(y)), see [K1]), and second the leafwise measure A*
defined on each leaf W**(v) by

Myapy = D Gu-

wEXNW ¥ (v)

A Haar system X of full support satisfies the following regularity condition : there exists
a covering B of W** by boxes B =T X P, such that

0 < inf )\W‘S"(t) (Pt) S sup Awsu(t) (Pt) < o0. (58)
tET teT
Note that the leafwise measure AX also satisfies this condition.
If X\ is a leafwise measure, and v is a quasi-invariant transverse measure with respect to a
cocycle p, we recover a measure v o A on the full space, defined on each box B =T x P by

Vo A(B) = /T dvr (v) / exppl, ), ().

The quasi-invariance of v ensures that the above quantity does not depend on T', so that
the measure v o X is well defined. Note that in the case where v = u/, p = p/ and X is the
Haar system {u’;ﬁ}, with f : T'M — R a Holder map, we recover the equilibrium state
m/.

Let us now introduce the objects needed in the following Theorem 5.4.6. Fix a leaf W5*(uy),
and consider a sequence (Ej,)nen of relatively compact connected open sets of W5%(uy).
We say that (Ej,)nen is regular with respect to A if for all boxes B = T x P of the covering
B of (5.8), there exists N € N, such that for all n > N and ¢t € T N E,,, one has

if 0<Aw(P.NE,) < w(P), then ESNOB #0 (5.9)

This condition is satisfied for example if the foliation W** has dimension one, or if for all
n €N, Ef is a connected set.

We can now define the horospherical means that we shall study. If 9 : T'M — R is
measurable, let

MIA ) = f b(v) expp! (v, u0) dhsyen(uy) (v)
E,
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We consider also the transverse measure v™ defined on all transversals T' by

1
v = exp p’ (t,ug) 0 -
f exp pf (’U ’U,O) d)\Wsu(uO tETzﬂ:En

X
Note that if A = A¥, one has MJ*" = V.
The uniqueness of a quasi-invariant measure with cocycle p/ allows us to use a general
result from [Sc2] for general foliations, and to get here :

Theorem 5.4.6 Let M be a compact negatively curved manifold. Let A be a Haar system of
full support on W3, and (Ep)nen a reqular sequence of sets as in (5.9). If for all holonomy
maps ( : T — T', we have

Jim v (TN E)AYT'NE,)) =0, (5.10)

then the sequence M,{’)‘ converges weakly to Wuf o\, where uf is the unique quasi-

TiM
invariant transverse measure with respect to the cocycle pf .

X
Moreover, if X is the leafwise measure XX, the sequence MTJ:”\ = V% of probability measures

on X converges weakly to f( ),ug(

To illustrate Theorem 5.4.6, we shall give examples where condition (5.10) can be checked.
First, we shall prove in Lemma 5.4.7 that for any leafwise measure \ satisfying (5.8), there
exists such sequences (E,). Second, we shall prove (Lemma 5.4.8) that under assumption
(A) of section (5.4.1), the full sequence of balls (B™(u,r)),>o satisfies (5.10), so that we
recover the result of Theorem 5.4.1. At last, we will study the convex-cocompact case,
where it is still possible to get a result like Theorem 5.4.6 for some particular leafwise
measures A.

Lemma 5.4.7 For all leafwise measures \ satisfying (5.8), there exists a sequence (E;,)
such that Myj:’)‘ satisfies the assumptions of Theorem 5.4.6.

Proof: Consider a connected relatively compact fundamental domain D for the action of
I on T' M such that 7'M \ D is connected, and puf o A(0D) = 0. Let S be a symmetric set
of generators of I' such that U7657D is connected and T*M \ U'yES’YD is also connected.
Denote by I'™ the set of words of length at most n in T, let H*(u) be a leaf of W**, and
set E, =T"D. On T'M, we define E, as the quotient of E, by T.

By the choice of D, we can consider only small holonomy maps ¢ : T — T", with T,T"
two transversals of a box B which does not intersect the projection of 8D on T'M. Thus,
by definition of E,,, we have ((T' N E,) = T' N E,, so that the condition (5.10) is clearly
satisfied. This implies the desired result. O

Lemma 5.4.8 Let \ be the leafwise measure {ufH+} associated with f, and consider the
means M., (already defined in section 5.3), where the integrating sets are balls BT (u,r).
a- Under assumption (A) of section 5.4.1, for all u € T'M, the full sequence of balls
(B™(u,7))r>0 satisfies (5.10).

b- In general, there exists u € T'M and r, — +00, such that the sequence (Ep)nen =
(BT (u,7n))nen satisfies (5.10).
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Proof: a- We have to prove that for all holonomy maps ¢ : T — T",

lim v4.((T N B (u,r))ACTHT' N BY (u,r))) =0,

T—00

It is enough to prove it for “small holonomy maps”, that is holonomy maps ¢ : T' — T" with
T, T' two transversals of the same relatively compact box B. As B is relatively compact,
there exists ro > 0, such that for all v € B, B*(v,79) N B contains the plaque P, of v. We
shall choose later boxes B, so that r( is small enough.

If v € TN Bt (u,r) and (v ¢ T N B*(u,r), by the triangular inequality, one gets v ¢
B*(u,r —rp). Conversely, if v & T N BT (u,r) but (v € T' N Bt (u,r), the same argument
gives v € Bt (u,r + 7). Thus, it is enough to prove that Tli>n<;10 v (BT (u,m +19) \ BT (u,7 —

r9)) = 0. Using the fact that u}cﬁ satisfies (5.8), it is easy to see that this quantity is less
than

fB+(U,T+r0)\B+ (u,r—ro) €XP p!(v,u) aluj;+ (v)
f3+(uvr) exp p/ (v, u) d/‘;{+ (v)
[1‘;{+(B+(U, r+ro)\ Bt (u,m7 —19))
fify (B* (u,1))
e (B (g™ 1%87u, 14 52) \ BH g %% 1 — %)
il (Bt (g 87, 1)) '

Cst (Ba pf7 ,u‘;{+)

= C(B,pfauflﬂ—)

= CB,pf ul) (5.11)

Under assumption (A), we already saw in the proof of Lemma 5.4.3 that for all ¢ > 0,
ily+ (B (v,e2))
g+ (B (v,e7))
that (5.11) goes to 0 when 7 — oo, which is the desired result.

b- In the general case, we do the same reasoning : we want that quantity (5.11) goes to 0

when 7, — oo. It is enough to find v € T'M and r, — oo, such that g~ '°8™ converges
to v € T'M with pf,, (9B*(v,1)) = 0. O

there exists a > 0, such that for all v € T' M, € [1,1+ ¢[. We deduce

Remark 5.4.9 In the convex-cocompact case, the only problem is that the means Mﬂ; A do
not necessarily have a compact support, so that we do not know if they have accumulation
points which are probability measures. But if the sets E, are included in a leaf W5%(uy),
with uy € A, and if each Ay is supported in W N €, the means MJ’)‘ have their support
in © which is compact, so that Theorem 5.4.6 still applies. It is the case for example if A
is the leafwise measure {u® , } associated with any Holder map h: T'M — R.

5.5 Application to coverings

5.5.1 Nonsymmetric potential

If f is not symmetric, we set f(v) = f(—v), and we look again at the product measure

yg X 1/3c on 82M. We are still in the case when 6/ < +00, and we have &/ = of (see
Coudeéne, [Coul]). The equilibrium state mJ is still constructed by means of this product,
but the density is slightly different [Coul] :

dii! (v=, 0%, 5) = ds dvf (v") dv] (v7) exp (8], (0,0) + 8] (0,))
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The measures of paragraph 5.2.2 can then be written

dil(€,s) = ds duf(v_) exp(—67s), and

Aty (0) = dvf (o) exp(L. (0,0) — p!_(0,v)).

And the relations of I'-quasi-invariance become

d(vy lﬂiﬁ(w)) b

71Af B
A0 o) (¢ ) = explcf(1,¢)), and (v) = exp(—p/

(~'0,0)).
d dlj’H*”u

All proofs apply in the same way, since they are based on the Holder continuity of f and
the geometry of M, whence Theorems 5.2.7 and 5.2.7" are still true.

5.5.2 Proof of Theorem 5.5.1

The above paragraph applies in particular to the case of a closed 1-form « on M. Indeed,
a 1-form on M is a smooth map from M into T* M which to each x € M associates a linear
form a, on T M. In particular, it is a map from 7'M into R, that we can restrict to T M.
For all x € M, the linearity of a; gives antisymmetry of a : a(—v) = —a(v). Moreover, as
a is closed, we have pg(:v,y) =[Ya= —pg(z,y), whence (cf [Bal]) :

dim® (v, 0", 5) = ds dvg (v") dug (v7) exp (8°By- (0,v) + 8%By+ (0, v)) -

The measure 4% can be written : di%(u™,s) = dsdvZ(v™) exp(—6*s). Moreover, since a
is closed, we have ¢ (v, &) = pg‘(fyflo, 0) = — [? o, whence :

d(v, '%)

=) (e.) = exp(- / " o). (5.12)

Remark that v, 1% is a multiple of i and does not depend on o : the cocycle does not
depend on ¢ and o, but only on v, and the measure vy on M is independent on o too. So
we will omit the subscript o for these measures u® et v°.

Let us recall some notions : the first singular homology group H;(M,Z) over Z can be
identified to the abelianization I'/[T, I'] of the fundamental group. The first real homology
group Hi (M, R) is the R-vector space generated by Hy(M,Z) except the torsion elements :
Hy(M,R) = H{(M,Z) ®z R. The first de Rham cohomology group H,p(M) is the set of
closed 1-forms modulo exact forms. Moreover, the de Rham isomorphism (see [Wal) allows
to identify the dual of Hy(M,R) with H},(M). This identification is induced by the map

Hi(M,R) x Hip(M)

’H/

We denote by f7 « the integral of any representant of a on any loop of M belonging to the
homology class of 7. In particular, it is the integral of « on the unique closed geodesic in
the homotopy class of 7y, and it is also the integral f 7° o, since by definition of the action
of " on M the curve [0, 0] projects on a loop in the class 7. If T is a subgroup of T, we
say that o vanishes on T if it vanishes on the image of T in Hy(M, R).
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Theorem 5.2.7° will allow us to determine the measures on #, which are invariant by
a normal subgroup I of ', and quasi-invariant by I'. In other words, if M is a regular
cover of M, with fundamental group I, we look for the invariant measures on the space
of horospheres of M, which are quasi-invariant by the group T'/T of the cover. If « is a
closed 1-form which vanishes on T, formula (5.12) above shows that the I'-quasi-invariant
measure i induced by the Gibbs measure m® is in particular invariant by I'. Theorem
5.5.1 establishes that these measures are the only possible T-invariant, -ergodic and T'-
quasi-invariant measures on .

Theorem 5.5.1 Let T «T be a normal subgroup, with T satisfying the assumptions 5.1.1.
Any T'-invariant and T'-ergodic measure U on H, which is in addition T'-quasi-invariant, is
a measure of the form v = p®, with a a closed 1-form vanishing on T.

Proof: The first part of the Proposition was proved above. The group T is normal in
T, so the action of an element a € A = I'/T" on ¥ makes sense : indeed, we can write
a = v,I' = T'y,, and T-invariance of ¥ shows that if 7, € T, the measure vy, ' 7 only

depends on a € A. It shows also that for all a € A, the measure a;'¥ is also T-invariant.

1~ _
The derivative dagﬁ is then a I'-invariant map V-a.e, and by ergodicity of 7, it is constant.

So for all @ € A, there exists a constant A(a) > 0, such that a, ¥ = A(a)V. The map A
is clearly a morphism of groups from A into R, and when composed with the quotient
morphism I" — A, it defines a homomorphism, still denoted by A, from I' to RY, . Moreover,
as R% is abelian, A induces a morphism defined on the abelianization I'/[I',I'] = Hy(M,Z).
We can then extend it by R-linearity into the exponential of a linear form on H; (M, R). The
de Rham isomorphism between H; (M, R) and H).(M) allows to see log A as an element of
H}.(M);solet —a be a closed 1-form in its class ; for all loop ¢(v) in the homology class of
v, A(y) = exp(— f6(7) a). In particular, A(y) = exp(— fw[oﬁo] @) = exp(— [J° a). Moreover,
a closed 1-form « is in particular a Holder map on the unit tangent bundle 7'M, hence
we have : for all v € T, 7, '0 = exp(— [,)° @) V. Then Theorem 5.2.7" applies, and ¥ is
necessarily equal to ®. O
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Troisiéme Partie

Propriétés du feuilletage
horosphérique des variétés
géométriquement finies

Cette troisiéme partie est consacrée a I’étude du feuilletage horosphérique des variétés
géométriquement finies, et principalement aux propriétés d’équidistribution de ce feuille-
tage.

Dans ce cadre général, rappelons que nous étudions les moyennes

1

TR

/ (o) dogr+ (v),
Bt (u,r)

ot 9 : T'M — R est une fonction continue & support compact, u € T'M est un vecteur
non errant du flot géodésique, BT (u,r) une boule horosphérique sur H (u), et @ = {ag+}
une famille de mesures sur les feuilles.

Le cas le plus simple est celui ot cette famille de mesures est la famille pP® = {;ﬂl’; .} des
mesures conditionnelles de la mesure de Patterson-Sullivan mP® sur 7' M. Pour simplifier,
nous noterons (M, ,()),>0 ces moyennes.

Le support des mesures (M, ,),>0 est égal & 'ensemble non-errant du flot géodésique,
qui est non-compact. Ces mesures pourraient donc a priori tendre faiblement vers 0 quand
T — +00.

Au chapitre 6, nous introduisons deux familles d’hypothéses, notées () et (*x), sur la
géomeétrie des cusps de M, qui vont nous permettre de montrer que cette dégénérescence n’a
pas lieu. Ces deux conditions portent plus précisément sur la croissance des sous-groupes
paraboliques de T', et () implique (*%). Nous renvoyons au paragraphe 6.2.6 pour une
discussion de ces hypothéses, mais notons tout de suite qu’elles sont toutes deux satisfaites
en courbure constante.

Nous démontrons le résultat de non divergence suivant :

Théoréme 6.4.2 Soit M = JT/f/I‘ une variété géométriquement finie a courbure négative

pincée dont les bouts cuspidauz satisfont (%), avec T' un groupe divergent. Soit € > 0 et
C C T'M un compact inclus dans l’ensemble non errant du le feuilletage horosphérique.
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Alors il existe un compact K. c C ) et un réel ro(C) > 0 tels que pour tout r > ro(C) e
tout uw € C, on ait

M, (K:)>1—¢.

Ce théoréme assure que toutes les valeurs d’adhérence de la suite (M, ,),>0 sont des
probabilités, c’est-a-dire que la suite de probabilités (M, ,)r>0 est tendue.

Sa démonstration utilise les mémes idées que celle du « Lemme de ’Ombre », théoréme
technique qui donne des estimées de la mesure de Patterson de 'ombre faite sur le bord
a l'infini de M par des boules de M de rayon fixé en fonction de la distance du centre de
la boule & un point de référence fixé. Ce résultat est originellement dd & Sullivan, et a été
démontré par Stratmann et Velani [St-V] sur les variétés hyperboliques géométriquement
finies. L’adaptation d’une preuve due a Peigné [Pel] nous permet de I’étendre en courbure
variable (théoréme 6.3.2) sous ’hypotheése plus restrictive (x).

Le théoréme 6.4.2 nous permet d’aborder la question de 1’équidistribution des mesures
(M;4)r>0 vers la mesure de Patterson-Sullivan. Au chapitre 7, dans le cas particulier des
surfaces, nous montrons le

Théoréme 7.3.1 Soit S une surface géométriquement finie & courbure négative pincée
dont les bouts cuspidauz satisfont (xx) et dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie,
et u un vecteur non errant et non périodique pour le feuilletage horosphérique. Alors les
mesures (Myy)r>0) convergent vaguement vers la mesure de Patterson-Sullivan mP* quand
r — +00.

Gréace a ce premier résultat d’équidistribution, sous les mémes hypothéses, pour une
large classe de familles de mesures @ = {ay+} sur les horospheéres, nous obtenons le résultat
suivant (théoréme 7.4.1). Pour toutes fonctions continues & support compact ¢ et 1 sur
TS, on a

fB+(u,r) P da _ fTIS () d(,u O a)

quand r — +o00,
fB+(u,r) pda Jrgpd(poa)

ol p o « est la mesure « produit » de la mesure « sur les feuilles par la mesure y sur les
transversales.
On obtient en particulier le :

Théoréme 7.5.4 Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie, et u un vecteur
non errant et non périodique pour le flot horocyclique (h')icr. Alors pour toutes fonctions
continues & support compact ¢ et b de T'S dans R, avec leS wdm >0, on a

fftd) o h®(u)ds N leSzpdm
[t 00 hs(u)ds Jrigpdm

quand t — 400,

ol m est une mesure invariante ergodique par le flot horocyclique qui s’écrit comme le
produit m = p o ds de l'unique mesure transverse invariante u par la mesure de Lebesgue
notée ds le long des horocycles.
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Dans le chapitre 8, nous énoncons plusieurs résultats partiels et précisons certaines
questions en dimension quelconque.

Dans le paragraphe 8.1, sous une condition de croissance du bord des boules horosphé-
riques, nous prouvons une propriété d’équidistribution (théoréme 8.1.1) de certaines suites
(M, w)nen vérifiant une condition de type Fglner vers la mesure de Patterson-Sullivan
mP3 | et nous discutons le cas un peu plus simple des variétés hyperboliques.

Ces résultats d’équidistribution reposent sur la classification des mesures transverses au
feuilletage horosphérique qui sont invariantes par holonomie et ergodiques. Nous donnons
un énoncé analogue de classification des mesures transverses quasi-invariantes pour un
cocycle donné. Plus précisément, si f : T'M — R est une fonction héldérienne, elle induit
de maniére naturelle un cocycle Al sur le feuilletage et une mesure transverse puf quasi-
invariante pour ce cocycle Af. Nous montrons (théoréme 8.2.2) que cette mesure transverse
est 'unique mesure transverse quasi-invariante pour A/ en dehors des mesures transverses
induites naturellement par les feuilles fermées du feuilletage. Pour finir, nous revenons au
paragraphe 8.2.3 sur la propriété de non divergence des horosphéres, qui ne semble pas a
priori pouvoir étre démontrée par les méthodes de cette thése dans le cas des moyennes
associées & une fonction hoéldérienne.
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Chapitre 6

Lemme de 'ombre et non divergence
des horosphéres d’une variété
géométriquement finie

Ce chapitre reprend pour ’essentiel l'article [Sc3] soumis pour publication.

Résumé :
Dans ce chapitre, nous démontrons le Lemme de I’Ombre sur des variétés géométri-
quement finies & courbure négative variable. Nous en déduisons un résultat de non
divergence des horosphéres de telles variétés.

6.1 Introduction

Soit M une variété riemannienne & courbure négative pincée. Le flot géodésique agis-
sant sur son fibré unitaire tangent T'M est un flot hyperbolique; en particulier, T M
est feuilleté par les variétés fortement instables de ce flot, encore appelées horosphéres
fortement instables.

Si M est une surface hyperbolique, les feuilles de ce feuilletage sont les orbites du flot
horocyclique (h?);cr agissant sur T'M. On sait que lorsque M est compacte, ce flot est
minimal : les orbites sont toutes denses dans T'M. Quand M est seulement de volume
fini, certaines orbites sont périodiques, les autres sont denses dans T' M (Hedlund [H]). En
particulier, leur projection sur M revient infiniment souvent dans la partie compacte de la
variété. Ce résultat qualitatif de retour dans un compact a été étendu par Margulis [M] a
laction de flots unipotents sur l’espace des réseaux A,, = SL(n,R)/SL(n,Z).

Ce fut Dani qui, le premier, précisa ce comportement en une estimée quantitative :
dans le cas du flot horocyclique de SL(2,R)/SL(2,Z) dans [Da3], puis dans le cas d'un flot
unipotent sur un espace homogéne G/T" de rang 1 et de volume fini dans [Da4] et sur A,
dans [Da], il montre que pour tout € > 0, il existe un compact K, de T*M tel qu'une orbite
non périodique de (h?);cr de longueur 7" suffisamment grande passe un temps supérieur &
(1 — e)T dans K.. Rappelons que ce résultat, dit de non divergence, est un outil essentiel
dans le théoréme d’équidistribution des flots unipotents de Ratner.

Dans un cadre différent, mentionnons encore le résultat de Minsky et Weiss [Mi-W] de
non divergence des orbites du flot horocyclique de Teichmiiller.

Le but du présent travail est d’établir I’analogue de ce phénoméne de non divergence
en I’étendant dans plusieurs directions : nous considérons des variétés qui sont d’une part
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de dimension quelconque, d’autre part de courbure négative variable, et enfin qui sont
géométriquement finies de volume infini.

Dans ce cadre plus général, nous restreignons notre étude & ’ensemble non errant £
du feuilletage horosphérique de T M. On sait alors (Dal’bo [D]) que certaines feuilles de
£ sont compactes, et les autres sont denses dans £. En particulier, leur projection sur M
revient infiniment souvent dans la partie compacte de la variété. Notons &4 C £ 'union
de ces feuilles denses dans €.

En T’absence de paramétrage naturel de ces feuilles par un flot, nous utilisons une
distance naturelle sur ces feuilles et nous considérons sur chaque feuille de grandes boules
notées B (u,r), avec r > 0.

Pour donner un sens au « temps passé » par une feuille dans un compact, nous étudions
le comportement de moyennes sur ces boules relativement & une mesure, notée py+ sur
chaque feuille H T, construite & partir d'une mesure naturelle sur le bord M du revétement
universel M de M, la mesure de Patterson.

Plus précisément, si u € T'M et r > 0, nous définissons la moyenne d’une fonction
¢ : T'M — R continue par

M) = 7{9 oy V0 i 0,

Si I est un groupe géométriquement fini, la variété M = M /T ne posséde qu’un nombre
fini de pointes, les cusps. A chaque cusp est associée une classe de conjugaison de sous-
groupes paraboliques maximaux de I', i.e. des sous-groupes de I' fixant exactement un
point de Ar, et maximaux pour cette propriété.

Nous aurons besoin de faire des hypothéses, notées (*) et (**), portant sur la croissance
des sous-groupes paraboliques maximaux de I". Soit o € M un point fixé.

L’hypotheése (%) est la suivante.

Pour tout sous-groupe parabolique 11 de T, il existe une constante D > 1 telle que

L exp(6uT) < #{p € T,d(0,po) € [1,7 + 1[} < Dexp(an), ()

ou dy1 est 'exposant critique de II, défini par

0rr = lim sup 1 log # {p €11, d(o,po) < T}.
T—+o0 T

Nous verrons plus loin (proposition 6.2.10) que cette hypothése (*) est toujours satisfaite

si M est une variété localement symétrique de rang 1.

Cette hypothése sert & démontrer le théoréme 6.3.2 ci-dessous, mais on peut 1’affaiblir
en ’hypothése (%) suivante, qui nous suffira & obtenir le théoréme 6.4.2 de non divergence
souhaité.

Pour tout sous-groupe parabolique 11 de T :

1. La quantité

Z e—&pd(o,po)

p€ll,
d(o,po) >t + N

> (o

pell,
d(o,po) >t

converge vers 0 quand N — 400, uniformément en t > 0.
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2. 1l existe une constante C > 0, telle que

#{p €11, d(o,po) <t + C}
0 #{p €1, d(o, po) < t} < +oo. (%),

Sous (%), notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 6.4.2 : Soit M = JT/f/I‘ une variété géométriquement finie & courbure négative
pincée dont les cusps vérifient la condition (xx), avec I' un groupe divergent. Soit ¢ > 0
fizé et C un compact de T'M. Alors il existe un compact K. c C Q et un réel ro(C) > 0
tels que pour tout u € Eaq N C et pour tout r > ro(C), on ait

M, (K.c) >1—€.

Ce résultat assure en particulier que les valeurs d’adhérence de la suite de mesures
de probabilité (M, ,)r>0 sont toutes des mesures de probabilité. Autrement dit, la suite
(Myy)r>0 est « tendue » : il n’y a aucune perte de masse dans les cusps.

Notons qu’un résultat analogue de non divergence a été démontré par Rudolph [Ru]
en courbure constante, mais seulement pour presque tout u € &, (au sens de la mesure de
Patterson-Sullivan), ce qui lui suffisait pour en déduire ’ergodicité du feuilletage.

Pour établir le théoréme 6.4.2, il nous faudra donner une estimée de la mesure de
Patterson de petits ouverts du bord, les ombres. Plus précisément, nous aurons a controler
des quotients de mesures d’ombres. Le Lemme de I’Ombre (théoréme 6.3.2) est un énoncé
qui donne un équivalent précis de la mesure d’une ombre. Il est originellement di & Sullivan
sur les variétés hyperboliques compactes, et a été étendu a toutes les variétés compactes
ou convexes-cocompactes & courbure négative variable, permettant alors de réinterpréter la
mesure de Patterson comme la mesure de Hausdorff de I’ensemble limite Ar de I" dans 0M.
Stratmann et Velani [St-V] 'ont généralisé sur les variétés hyperboliques géométriquement
finies, et nous adaptons une preuve de leur résultat due & Peigné [Pel] pour I’établir sur
les variétés géométriquement finies de courbure variable négative pincée qui satisfont la
condition (x).

En fait, une étude plus fine de la mesure de ces ombres nous permettra, en suivant
la preuve du théoréme 6.3.2, de démontrer directement le théoréme 6.4.2 sous ’hypothése
plus faible ().

Précisons quelques notations. Plutét que les ombres considérées par Sullivan, nous
considérerons des ensembles comparables : si o est un point de M & un point du bord BM
et t > 0, nous noterons V (o, ¢, t) ’ensemble des points du bord dont le projeté sur le rayon
[0€) est & distance au moins t de o, et £(t) le point & distance ¢ de o sur [0f).

Une densité conforme invariante par I' de dimension § > 0 est une famille v = (vz) 77

de mesures équivalentes sur le bord oM , telles que pour tout v € " et (z,y) € M 2 ona

dv,

Vyg = VxlVg et d—(f) = eXP(_(S/B&(xay)) Vg — D-S-,
Vy

ou f¢(x,y) désigne le cocycle de Busemann (voir paragraphe 6.2.1).
Le Lemme de I’Ombre s’énonce alors :
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Théoréme 6.3.2 : Soit M = JT/f/I‘ une variété géométriquement finie a courbure négative
pincée dont les cusps satisfont (x). Alors pour toute densité conforme v = (Vm)meﬁ T-
invariante sans atomes de dimension 0 et de support Ar, il existe des constantes Ag > 0
et A1 > 0 telles que pour tout £ € Ar et t > 0, on ait

a- si &(t) appartient a un relevé de la partie compacte sur JT/f, alors

1

— e < y(V(0,&,1)) < Age™™,
A

b- si £(t) est dans un relevé du cusp, alors

L —btt(26m-6) d((t).To) < vo(V(0,6,1)) < Ay e OH2Im—0)d(E(t)To)

Ay

L’organisation du chapitre est la suivante : nous commencons (paragraphe 6.2) par une
introduction aux variétés géométriquement finies, et nous prouvons une série de lemmes
géomeétriques élémentaires utiles par la suite. Au paragraphe 6.3, nous énoncons et démon-
trons le Lemme de ’Ombre (théoréme 6.3.2). Dans la derniére partie (paragraphe 6.4),
nous prouvons le théoréme 6.4.2.

6.2 Variétés géométriquement finies

6.2.1 Généralités

Nous renvoyons a Bowditch [Bo] pour plus de détails. Soit M une variété riemannienne
& courbure négative pincée, i.e. dont toutes les courbures sectionnelles sont comprises entre
deux constantes négatives —b% et —fgf, avec 0 < a < b < 4+00. On normalise la courbure
en supposant que a = 1. Notons M son revétement universel, I' = m1(M) son groupe
fondamental, T'M son fibré unitaire tangent de M, et =7 : TIAJYI — M la projection
canonique. Nous noterons d la distance riemannienne sur M et M. Soit 0 € M un point
fixé une fois pour toutes. L
__ Le bord a l'infini OM de M permet de compactifier M en MUJM. Le groupe I agit sur
M par isométries, et sur M par homéomorphismes. L’ensemble limite Ar C OM deT est le
plus petit fermé I-invariant de OM. Clest aussi 'ensemble des points d’accumulation dans
OM de U'orbite d'un point quelconque o € M par I'; en d’autres termes, on a Ap = Lo\ To.

Le flot géodésique g = (g%)icr de M agit sur TIM en associant & un vecteur v le vecteur
é,(t) tangent a I'unique géodésique (¢, (£))ier telle que ¢, (0) = v. Il se reléve sur TM en le
flot géodésique de M, noté § = (§")ser- L’ ensemble non errant  C T*M du flot géodésique
s'identifie (Eberlein, [Eb1]) & Iensemble des vecteurs v € T'M dont un relevé & € T*M
définit une géodésique dont les deux extrémités sont dans Ap.

Un point ¢ de ’ensemble limite Ar est dit radial s’il existe un point o € M et une
infinité de points de l'orbite 'o & distance bornée du rayon [0€). L’ensemble des points
limite radiaux sera noté Ap,q C Ar.

Si &€ € Ar est I'unique point fixe d'une isométrie parabolique de I, il est dit paraboligue.
Le stabilisateur dans I' d’un tel point sera appelé un sous-groupe parabolique mazimal. Le
point & est parabolique borné si son stabilisateur II C I' agit de maniére cocompacte sur
Ar \ {¢}. Nous noterons A,y 'ensemble des points paraboliques bornés de Ar.
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Le groupe I' est dit cocompact si M est compacte, ce qui implique que 2 = TIM est
compact, et Ar = A,qg = OM. 11 est dit convere-cocompact si € est compact, et dans ce
cas Ar = Araq. Enfin, il est géométriguement fini si Ar = Araq U App.

Le cocycle de Busemann est défini sur OM x M x M par

ﬁﬁ(xay) = lim d($,Z) - d(yaz) = ”d(.T,f) - d(y,{)” .

z—E

C’est une fonction continue qui vérifie la relation de cocycle : B¢ (z,y) + Be(y, z) = Be(w, 2).

Ce cocycle permet de paramétrer TIM de fagon simple. Si u € T'M , on notera ut € oM
(resp. u™) Uextrémité ¢, (+00) (resp. ¢y (—o0)) de 'unique géodésique ¢, telle que é,(0) = u.

L’ensemble des géodésiques orientées de T'M est en bijection avec le « double bord »
0*M = OM x OM \ {(&,£), & € M }. Alors I'application

v (v 07, By (7(v), 0))

est un homéomorphisme de T'M sur 62M x R.

FiG. 6.1 — Coordonnées sur T*M

Sur 02M x R, les actions de I' et de g s’écrivent
v, ut, ) = (yuT yut s+ By-(0,7710) et §huT,ut,s) = (uTut s+ 1),

L’action de (§') commute avec celle de I' et définit par passage au quotient I’action du
flot géodésique sur T' M. Ainsi on a aussi des homéomorphismes Tt M =~ (82]T/f x R)/T" et
Q~ (A2 x R)/T.

Une horosphére H C M centrée en ¢ est une ligne de niveau de l’application y +—
Be(y, 0). Une horoboule H C M centrée en £ est un sous-ensemble H = {y € M, Be(y, 0) <
k}, avec k € R. C’est un ensemble géodésiquement convexe de M.

Notons C(T') I'enveloppe convexe dans M de ensemble limite Ar. Le coeur de Nielsen
Nr de M (ou de I) est le quotient Ny = C(TI')/I. La variété M est géométriquement finie
si et seulement si son coeur de Nielsen se décompose en une union finie (Bowditch [Bo])

Nr = CouCy...UCy,

ou Cy est un ensemble relativement compact, de diametre noté A, et les Cj, 1 <1 < k (en
nombre fini) sont les cusps : pour chaque [, ’ensemble Cj est isométrique au quotient de
#! N C(I") par un sous-groupe parabolique maximal II;, ot H' est une horoboule centrée
en un point parabolique &, et II; est le stabilisateur de &'. Nous noterons C; = H!N C ()
le relevé de C; a M. On peut le choisir de telle sorte que les images de H! par T' soient
disjointes ou confondues. De plus, si [ # I, les orbites T'H! et I'HY sont disjointes.
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En pratique, nous considérerons plutot la décomposition ci-dessus sur M, notée de la
maniére suivante :

C(I)=TCyUTC;...UTCy.

Notons en particulier que si o est un point fixé de 60, son orbite I'o reste dans 1"6'0, et
n’intersecte donc pas les orbites I'H! des horoboules #!.

6.2.2 Projections

Dans toute la suite, les géodésiques seront paramétrées a vitesse 1, et le paramétrage
d’un rayon [z€), avec x € M et £ € OM sera noté (£;(t))s>0- Nous renvoyons a Bowditch
[Bo| pour un exposé complet sur la notion de projection.

Rappelons que sur une variété d’Hadamard M , pour tout = € M et toute géodésique
(c(t))ter, la fonction ¢t — d(z,c(t)) est une fonction propre et strictement convexe. Ceci
permet de définir sans ambiguité le projeté de x sur la géodésique ¢ comme 'unique point
¢(to) qui réalise le minimum de c(¢).

Si de plus M est une variété a courbure majorée par —1 (ou plus généralement un
espace CAT(—1)), alors ceci s’étend aux points & du bord OM de M. Plus précisément, si
¢ € oM , alors pour tout y € M fixé, la fonction ¢ — B¢(c(t),y) est strictement convexe,
et U'instant ¢y ou elle atteint son minimum ne dépend pas de y. Le projeté c(tg) de £ sur
(c(t))ter est donc encore bien défini.

Pour les mémes raisons de convexité, on peut également définir la notion de projection
d’un point x € M U @M sur un segment géodésique [yz], ou un rayon géodésique [y¢).

Remarquons enfin que si [z€) et [z7n) sont deux rayons géodésiques, alors les fonctions
t— d(&x(t),nz(t)) et t — d(€4(t),[zn)) sont également strictement convexes sur Ry .

6.2.3 Espaces hyperboliques au sens de Gromov

La structure de variété riemannienne de M n’est pas essentielle dans tout ce travail.
En revanche, nous utiliserons de maniére cruciale le fait que M est un espace hyperbolique
au sens de Gromov.

Rappelons d’abord que si (a, b, ¢) est un triangle géodésique de M , le triangle intérieur
(p,q,7) & (a,b,c) est défini comme 1'unique triangle vérifiant p € [bc], ¢ € [ac], r € [ab],
et d(a,r) = d(a,q), d(b,p) = d(b,r) et d(c,p) = d(c,q). Si un (ou plusieurs) des sommets,
par exemple a est sur le bord OM , le triangle intérieur reste bien défini, & condition de
remplacer la condition d(a,q) = d(a,r) par B,(q,r) = 0; autrement dit, en supposant que
les points g et r sont sur la méme horospheére centrée en a. Nous noterons aussi p’, ¢, r’ les
projetés respectifs des sommets a, b et ¢ sur le c6té opposé.

Le fait que la courbure de M soit majorée par —1 s’exprime dans la proposition suivante
(voir aussi la figure 6.2).

Proposition 6.2.1 (|[G-H], [C-D-P]) I existe une constante o > 0, telle que M est un
espace a-hyperbolique au sens de Gromov : tout triangle géodésique (a,b,c) de MUOM a
un triangle intérieur (p,q,r) de diamétre inférieur a .

De plus, on peut choisir o de sorte que les distances d(p,p'), d(q,q") et d(r,r') entre les
projetés des sommets et les sommets du triangle intérieur soient toutes inférieures a o.

L’hyperbolicité permet de bien controler le défaut d’égalité dans 1’inégalité triangulaire
d(b,c) < d(a,b) +d(a,c). D’un point de vue riemannien, si I’angle au sommet a est minoré
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b

Fi1G. 6.2 — Les triangles de M sont fins

par 6 > 0, il existe une constante C(0), telle que d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) < C(#). Réci-
proquement, si d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) < ¢, et si les cotés du triangle ne sont pas trop
petits, alors ’angle au sommet a est minoré par une constante #(c). Bien que plus visuels,
les angles riemanniens sont en fait plus difficiles & manipuler que des distances, et nous
préférerons donc 1’énoncé ci-dessous :

Lemme 6.2.2 Soit (a,b,c) un triangle géodésique de JT/f, et C > 0. Sid(a,[bc]) < C, alors
d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) < 2C. Réciproqguement, si d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) < C, alors
d(a,[bd) < § + a.

Ceci reste vrai si b ou ¢ est un point du bord, en remplagant d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) par
Bv(a,z) + Bc(a, x), pour tout x € (b, c).

Démonstration : Par définition du triangle intérieur, on a d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) =
2d(a,r). Puisque d(a, [bc]) < d(a,r) + @, on en déduit la deuxiéme partie du lemme.
Notons maintenant p’ le projeté de a sur [bc], et supposons que d(a,p’) = d(a,[bc]) < C.
Alors on a

0 < d(a,b) + d(a,c) — d(b,c) = d(a,b) — d(p',b) + d(a,c) — d(p',c) < 2d(a,p') < 2C.
O

Si le projeté de a sur [be] est b, alors il est clair que I'angle au sommet b est supérieur
ou égal a w/2. En termes de distances, ceci se réécrit :

Lemme 6.2.3 Soit (a,b,c) un triangle géodésique de M, et p' le projeté de a sur le coté
[bc]. Sip' = b, alors la distance de b a [ac] est inférieure & 2a. Réciproquement, si cette
distance est inférieure a 2c, alors la distance de p' a b est au plus 3a.

Ce lemme se généralise immédiatement au cas ol a est un point du bord, & condition
d’utiliser les fonctions de Busemann au lieu de la distance.

Démonstration : D’aprés la proposition 6.2.1, on a d’une part d(b, [ac]) < d(b,p) + «,
et d’autre part d(p,p') < a. Si b=p', on trouve immédiatement d(b, [ac]) < 2a.
Réciproquement, si d(b, [ac]) < 2a, le lemme 6.2.2 donne 2d(b,p) = d(b,a) + d(b,c) —
d(a,c) < 4a, et d’apres la proposition 6.2.1, d(p,p’) < a, ce qui montre bien que la distance
de b a p’ est au plus 3a. O
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6.2.4 Voisinages d’un point du bord

11 existe plusieurs familles équivalentes de voisinages d’un point & du bord. Nous n’en
utiliserons qu’une, mais nous les définissons toutes, de maniére & donner une bonne image
de ce que signifie « étre proche » pour deux points du bord. Dans ce qui suit, on considere
un point  de M, un point { du bord OM, et on note toujours ({;(t))¢>o la paramétrisation
a vitesse 1 du rayon [z€).

Les voisinages les plus célebres de £ sont sans doute les ombres de Sullivan. On fixe un
réel 7 > 0, et pour z € M, £ € OM et t > 0, on définit O(z,&,t) comme 'ombre faite sur
le bord par la boule de centre &;(t) et de rayon r vue du point z, soit encore ’ensemble
des n € OM tels que le rayon [z7) intersecte la boule B(£4(t), 7).

On peut également considérer les boules de la famille (d;) . a7 des distances de Gromov,
ou distances visuelles sur le bord, étudiées en détail par Bourdon [Bou]|. Elles sont définies

pour tout z € M et tous (&,m) € 8°M par
1 1
() = exp (~3elo) — 3Ben) ), avecy € (€n).

C’est ici que nous nous servons du fait que la courbure de M est majorée par —1; en effet,
si elle est inférieure & —a? avec a < 1, les quantités ci-dessus sont toujours définies mais ne
satisfont plus I'inégalité triangulaire, voir [Bou|. Nous noterons By (&, r) la boule de centre
¢ et de rayon r pour la distance d.

Les voisinages de Kaimanovich [K1] sont définis comme suit : D(z,&,t) est I’ensemble
des points n € OM tels que la distance de &x(t) & ng(t) est inférieure a . La proposition
suivante montre que ces trois familles de voisinages sont pratiquement les mémes.

Proposition 6.2.4 (Kaimanovich, [K1]) Soit M une variété de Hadamard & courbure

négative pincée. Il eriste des constantes c1 > 1 et co > 1 telles que pour tous T € H,
E€OM ett>0, on ait

Bal, i) C O(2,6,1) C Bolg,cre ), et

Bal, i) C D(2,6,1) C Balb,cre™).

Pour les besoins de la preuve du théoreme 6.3.2, il sera utile de travailler avec un dernier
type de voisinages. Définissons V(z, &, 0) comme ’ensemble des points 7 € M dont le pro-
jeté sur la géodésique (z€) appartient en fait au rayon [z€), et sit > 0, V(z,&,t) C V(z,&,0)
comme ’ensemble de ceux qui se projettent sur |€,(t) £), i.e. & distance strictement supé-
rieure 3 t de z. Le lemme suivant montre qu’ils sont encore comparables aux voisinages
définis ci-dessus.

Lemme 6.2.5 Pour tout x € M, ¢ € BM, ett> 2a, on a
V(z,&,t+a) C D(z,&,t) C Vi, &t —2a).
Notons que méme en courbure constante égale & —1, ces voisinages ne coincident pas

exactement les uns avec les autres. Par exemple, on peut montrer que si ¢t > 0, on a

e—t

V(z, & t) = Bz(&a\/ﬁ)'
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Démonstration du lemme 6.2.5: Soit tout d’abord n un point de D(z, &, t), qui vérifie
donc d(&,(t),m2(t)) < . Notons g le minimum de la fonction @(u) = 5, (&x(u), ns(t))-
Le point &;(ug) est donc le projeté de n sur le rayon [z€). L’inégalité trianglaire donne
(p(t) = ﬂn(éz(t)anx(t)) < d(&m(t),nm(t)) < a. D’autre part, siu < ¢, on a

‘P(u) = ﬁn(fz(u)anw(t)) = ﬁn(fz(u)anw(u)) + Bn(nz(u)anz(t)) > —a+t—u.

Siu < t—2a, on en déduit que @(u) > @(t). Par stricte convexité de ¢, le minimum de
 est nécessairement atteint en ug > t — 2, ce qui signifie exactement que 1 appartient &
Viz, &t —2a).

Réciproquement, si n € V(z,&,t+ ), d’apreés la proposition 6.2.1, le sommet £,(sg) du
triangle intérieur a (z,&,n) vérifie so > t, d’ou on déduit
d(&2(t), 12 (t)) < d(€z(s0),M2(50)) < . O

Nous détaillons maintenant certaines propriétés de ces ensembles V(z,&,t) qui nous
serviront au cours de la preuve du théoréme 6.3.2. La premiére est élémentaire :

Lemme 6.2.6 Pour tout © € M, ¢ e OM et t > 0, sin e V(z,&, t), alors la distance de
&x(t) a (zn) est inférieure 6 2a. En particulier, t — 4o < By(z,&4(t)) < t.

Démonstration : L'inégalité triangulaire donne 3,(z, {;(t)) < t. Le lemme 6.2.3 implique

d(&x(t), [zn)) < 2a. Par le lemme 6.2.2, nous en déduisons f3,(z,&,(t)) > t — 4a. O
t
z é—z‘( ) H 6 V(.’I),g,t)
=

Fic. 6.3 - V(z,£,1)

Dans le lemme suivant, nous montrons comment varient ces ensembles V' (z, €, t) quand
on fait varier légérement & ou x.

Lemme 6.2.7 a- Soient z € M, £ € OM, et t > 6a. Pour tout n € D(z,&,t), on a
V(z,n,t) C V(z,&, t — 6a).

b- Posons K1 = 6a > 0. Soient x € M, ¢ e OM ett> K. Pour toutn € V(z,&,t+ K1 +
), on a

V(xanat + Kl) C V(.’E,f,t) - V(wanat - Kl)

c- Pour tout D > 0, notons K9 = Ko(D) = 2D + 4a > 0. Soient x et y des points de M
tels que d(z,y) < D, £ € OM, et t > Ky. Alors

V(Ji,f,t + KZ) C V(y,fat) C V(.T,f,t - K2) :
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Démonstration : a- Soient n € D(z,&,t) et ¢ € V(z,n,t). Notons &, (ug) le projeté de ¢
sur le rayon [z£). Par définition, u¢ minimise la fonction u — p(u) = B¢ (€z(u), nx(t)). Par
hypotheése, on a

<P(t) = ﬁ((fx(t), nm(t)) < d(éz (t), nm(t)) <a.

Par ailleurs, si u < t, I'inégalité triangulaire et le lemme 6.2.6 donnent

o(u) = Be(€x(u),ne(w)) + Be(nz(u),na(t) > —a+t —u — 4a.

Autrement dit, si 0 < u < t — 6, alors ¢(u) > ¢(t). La stricte convexité de ¢ implique
qu’elle atteint son minimum en uy > t—6a. Ceci signifie exactement que ¢ € V(z,&,t—6c).
b- Le lemme 6.2.5 donne V(z,¢{,t+ K1 + ) C D(z,&,t+ K1). Sin € V(z, &t + K1 + ),
le a- ci-dessus donne

V(z,n,t+6a) C V(z,&,t).

De plus, on voit aisément que £ € D(z,n,t), et le a- donne alors
V("I"agat) C V(J"anat - Kl) :

c- Soit ¢ € V(y,&,t), avec t > Ky. Posons ¢(u) = B¢ (€x(u),&y(t)). Puisque d(z,y) < D et
que les rayons [z€) et [y£) sont asymptotes, on a d(&;(u),&y(u)) < d(z,y) < D pour tout
u > 0. On en déduit |B¢(&4(t),&y(t))| < D, et en particulier p(¢) < D. D’autre part, pour
tout 0 < wu < t, d’apres le lemme 6.2.6, on a

p(u) = Be(Ex(u), §y(u) + B (€y(u),&y(t) > =D+t —u —4a.

Comme ¢ est strictement convexe, le projeté £;(ug) de ¢ sur (z€) vérifie ug > t—2D —4a =
t — Ko, ce qui montre que V(y,£,t) C V(z,€,t — Ks). L’autre inclusion se prouve en
inversant les roles de x et y. O

<
<

Pour finir ce paragraphe, énongons un dernier lemme qui nous servira par la suite, et
qui découle immeédiatement des lemmes 6.2.7 ¢, 6.2.5 et de la proposition 6.2.4 :
Lemme 6.2.8 Soit D > 0 fizé. Il existe € > 0, tel que pour tous (o, z) € M? aqvec d(o,z) <
D, et tout £ € oM
V(z,£,0) D By(&,¢).

6.2.5 Action d’une isométrie parabolique sur le bord

Nous allons maintenant nous servir de ces ensembles V (z, &, t) pour comprendre ’action
d’une isométrie parabolique de M sur le bord privé de son point fixe, ainsi que sur les
horospheéres qu’elle stabilise (i.e. celles qui sont centrées en son point fixe). Une isométrie
parabolique, quand elle est itérée, attire tous les points du bord d’une part, et de M d’autre
part vers son point fixe. Ce que dit le lemme ci-dessous, c’est qu’on peut quantifier et relier
entre eux ces déplacements.

Lemme 6.2.9 Soient o € M, ¢ € OM, et K un compact de BM\ {&}. I existe une
constante Ks > 0, telle que pour toute isométrie parabolique p fixant &, et tout t > Ks,
on ait

a- Si d(o,po) > 2t, alors pK C V(0,&,t — K3) et pour tout n € K,

|Bpn (€(2), E(2)) — d(0, po) + 2t < 2K.

b- Sid(o,po) < 2t, alors pK NV (0,&,t+ K3) =0 et |Bpn(&(t), pE(1))| < 2K3 pour tout
ne K.
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FiG. 6.4 — Lemme 6.2.9

Démonstration : Si7n € K, notons y, l'intersection de la géodésique (£n) et de ’horo-
sphére centrée en ¢ et passant par o. Par compacité de K, on a
C(K,0,§) := sup d(o,yp) < +o0.
neK
Notons (£(s))s>0 le rayon [0f) et (&,(s))s>0er la paramétrisation de la géodésique (n€)
positive sur le rayon [y, £). On a donc y, = &,(0) et o = £(0).

Considérons le triangle (o,§,pn). Comme S¢(0,pyy) = 0, les sommets des cotés [0f) et
[pn &) de son triangle intérieur s’écrivent £(sg) et &py(s0) = p&y(so), avec sg > 0. L'inégalité
triangulaire et la définition du triangle intérieur donnent facilement 2sq — a < d(o,py,) <
259 + . D’ot1 on déduit, puisque d(po, py,) = d(o,y,) < C(K,0,),

250 — C(Ka 05&) —a< d(O,pO) <2s0+ C(Ka 0, 6) ta (61)

D’apreés la proposition 6.2.1, le projeté de pn sur [0f) est & distance au plus a de &(sp). Po-
sons K3 = C(K,0,£)/2+ 3a/2. Avec 'encadrement (6.1), I'inégalité d(o, po) > 2t implique
pn € V(o,&,t — K3). Ceci étant vrai pour tout n € K, on a bien pK C V(0,&,t — K3).

Si d(0,po) < 2t, on montre de méme que pK NV (0,&,t + K3) = 0.

Il nous reste maintenant & estimer la quantité SBp,(£(t),pé(t)) pour n € OM. On a
/Bpn (f(t),pf(t)) = ﬁpn(&(t)apfn(t)) + ﬁpn(pfn(t)apf(t))- Remarquons que
|Bon (P€n (1), PE(1))] < d(&,(2),£(2)) < d(yy,0) < C(K,0,8).

Il nous suffit donc d’estimer Sy, (£(t), pé,(t)). Si so < ¢, alors

|ﬁpn(£(t)>p£n(t))| < d(f(t),pﬁn(t)) < d(f(so)apfn(so)) <a.

Supposons maintenant so > ¢, et notons (c(t));>0 la paramétrisation du rayon géo-
désique [opn). Le troisiéme sommet du triangle intérieur a (o,&,pn) est alors c(sg). Par
définition de ce triangle intérieur, on a alors By, (c(s0),péy(s0)) = 0, d’ott on déduit que

Bon(c(2s0 — t),p&y(t)) = 0. D’autre part, on a aussi |Gy, (£(2),c(t))| < d(€(t),c(t)) < a. A
I’aide de toutes ces inégalités, on obtient

Bon(&(2), p&y (1)) = Bpn(E(2), ¢(t)) + Bon(c(t), c(250 — 1)) = Bpn (£(2), c(2)) + 2(s0 — 1),
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puis |Bpy (£(1),pE(t)) — (250 — 2t)| < a + C(K,0,&). Finalement, en utilisant la notation
ut = max(u,0) pour u € R, on peut rassembler les deux cas sg < t et s > t ci-dessus
pour obtenir pour tout £ > 0

(250 — 2t)" — & — C(K,0,8) < Bpy(§(1), (1)) < (250 — 2)" + o+ C(K,0,€).  (6.2)

Une manipulation élémentaire des encadrements (6.1) et (6.2) permet de conclure la preuve
du lemme. O

6.2.6 Géomeétrie des cusps

Dans ce paragraphe, nous revenons sur les hypotheéses (x) et (*x*) introduites plus haut
sur la croissance des sous-groupes paraboliques maximaux de I'. Nous montrons que (x)
est satisfaite lorsque les cusps de M sont localement symétriques (proposition 6.2.10), nous
détaillons certaines conséquences de ces hypotheéses, et nous donnons un exemple explicite
ou (*x*) est satisfaite mais pas (x).

L’exposant critique d'un groupe discret d’isométries I' de M est défini par

1
or = limsup T log #{y € I',d(0,y0) <T}.

T—00

C’est encore ’exposant critique de la série de Poincaré de I :

P, o,s) = Z e~ sdo9)

yer

Le groupe T est dit de type divergent si la série ci-dessus diverge en s = dr. Si I" est non
élémentaire, c’est-a-dire si #Ar = 400, alors dr est strictement positif, et Roblin [Ro3]
a démontré que la limite supérieure ci-dessus est en fait une limite. Mais un tel résultat
est inconnu pour les groupes élémentaires, par exemple les sous-groupes paraboliques de
I". Pour démontrer le théoréme 6.3.2, nous aurons besoin justement de supposer que c’est
bien une limite, et plus encore : nous supposerons que pour tout sous-groupe parabolique
II de I', il existe une constante D > 1, telle que

1

5 exp(0nT) < #{p € IL,d(o,po) € [T, T + 1[} <D exp(éuT) ()
Cette hypothése est apparue & plusieurs reprises dans la littérature, d’abord dans

[He-P2|, mais aussi |[En-F| par exemple, et semble nécessaire & chaque fois qu’on sou-

haite obtenir des estimées précises a l'intérieur des cusps. La proposition ci-dessous montre

qu’elle est vérifiée dés que les cusps sont « raisonnables ».

Proposition 6.2.10 L’hypothése (x) est vérifiée dés que les cusps de M sont isométriques
aux cusps d’une variété localement symétrique de rang un.

Démonstration : Pour chaque sous-groupe parabolique II, on peut vérifier cette hy-
pothése en supposant que o est dans le cusp considéré. Or le sous-groupe parabolique IT
stabilise le cusp, donc Ilo reste dans les relevés du cusp. La preuve consiste alors simple-
ment & vérifier que dans les espaces localement symétriques, cette condition de croissance
est vérifiée. Dans 'espace hyperbolique réel, c’est un simple calcul utilisant d’une part
le fait qu’une isométrie parabolique p fixant le point oo (dans le modele du demi-espace
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supérieur) agit par translation euclidienne sur les horosphéres horizontales, et d’autre part
léquivalent d(o,po) ~ 210g deyc1(0,po), ol 0 est le point & hauteur (euclidienne) 1 sur
I’axe vertical. Dans les espaces hyperboliques exotiques, il est encore possible d’obtenir un
équivalent exact de cette distance d(o,po) (voir Corlette-lozzi [C-I, Formule 3.5]), ce qui
permet de conclure (voir aussi une preuve compléte dans [N, Lemma 3.5]). O

Cette hypothése (%) implique de maniére immédiate que tout sous-groupe parabolique
IT de T est divergent. Des travaux de Dal’bo, Otal et Peigné [D-O-P|, on déduit le résultat
suivant :

Théoréme 6.2.11 (Dal’bo-Otal-Peigné [D-O-P]) SiI' est un groupe géométriquement
fini dont tout sous-groupe parabolique 11 est divergent, alors dnu < 0r et en particulier, le
groupe I' est lui-méme divergent.

En résumé, sous (%), on a le trou critique é11 < or, et le groupe T est divergent. En fait,
on peut affaiblir ’hypothése (*) pour prouver le théoréme 6.4.2 sous I’hypothése moins
restrictive (**) rappelée ci-dessous, & condition de supposer également que I' est divergent.

Pour tout sous-groupe parabolique II de T" :

1. La quantité

Z e—(spd(o,po)

pell
d(o,po) >t+ N

Z e*(FFd(o,po)

p€ell
d(o,po) >t

()1

converge vers 0 quand N — 400, uniformément en t > 0.

2. Il existe une constante C' > 0, telle que

#{p € 11, d(o,po) <t + C}
S < 4o00. ok
156 #{p € 11, d(o, po) < t} (%%)2

Ces conditions (**) découlent aisément de la condition (k) de croissance des cusps.
L’intérét de (x*) est qu'il existe des exemples de surfaces qui satisfont (x*) et pas (x), et
dont le groupe fondamental T" est divergent.

L’exemple suivant a été obtenu grace a Marc Peigné (communication orale). Nous
renvoyons & |[D-O-P| pour plus de détails.

L’idée est de partir d’une surface hyperbolique H/T", et de perturber la métrique dans
un cusp de S. Soit donc IT un sous-groupe parabolique maximal de T', et notons p € II un
générateur de II. En courbure constante, on a d(o,p"0) ~ 2log|n| quand |n| — +oc0. En
modifiant 1égérement la courbure dans le cusp, on peut s’arranger pour avoir

d(o,p"0) ~ 2log |n| + 4loglog|n|,

de sorte que le groupe II soit convergent. De plus, il est possible d’effectuer cette modifi-
cation tout en conservant la propriété de trou critique drp < dr. En effet (voir par exemple
[Pe2]), on peut pour cela considérer un groupe discret I’y constitué d’isométries hyperbo-
liques et tel que dr, > 1/2. On se donne d’autre part une isométrie parabolique p et une
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isométrie hyperbolique v de 1’espace hyperbolique H dont les points fixes dans H sont
distincts et qui engendrent un groupe libre. Notons Il le groupe parabolique engendré par
p, d’exposant critique d, = 1/2. Soit T} le groupe 7Ty, et I le groupe engendré par
0 et IIy. Il n’est pas difficile de voir que d'une part dpr > max{5F6 , 0m, }, et d’autre part

6% = d0p, > 1/2. Autrement dit, le groupe I" vérifie la propriété de trou critique.

Maintenant, la modification de la courbure dans le cusp associé & IIy ne change ni
I’exposant critique du groupe II ainsi obtenu, ni celui du groupe I' engendré par II et I.
Le groupe I' satisfait donc la propriété de trou critique avec la croissance de II annoncée
ci-dessus.

Rappelons que cette propriété de trou critique implique (théoréme 6.2.11) que le groupe
I" est divergent, ce qui nous permet d’obtenir le théoréme 6.4.2.

Notons alors u(t) = 2logt + 4 loglog¢. Par définition, on a

1
dn = limsup —log #{n €N, 2logn + 4loglogn < T}
T—+o0 T

1
= limsup - log u” ' (T)

T—+o00
On montre de facon élémentaire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

1 et/2 L et/2

o = s (63)

d’ou on déduit d’une part que o = 1/2 et d’autre part que la condition (%) n’est pas

vérifiée. De plus, la propriété de trou critique implique o > 1/2.

u"t(t+c)
u(t)

c/2

La condition (*#)9 est immédiate, car le quotient est borné par c’e

(t+c)?’
et donc par ¢2e®/2 uniformément en ¢ > 0.

La condition (**); nécessite l’estimée de

1
_Jl"d(OJJnO) — —
DR LTI DU

n €N, n €N,
d(o,p™0) > t n>ul(t)

too dz
Cette série est comparable & ’intégrale / . Une intégration par parties

u-1(t) 20 (log )t
donne

oo dz _ 1 1 4ér oo dz
o r¥r(logz)¥r  26p — 1a2r—1(loga)r 20p —1 ), z20r(logz)ior+l’

On en déduit ’équivalent

/+°° dx 1 1
o x¥r(logz)®r  26r —1a2r—1(loga)r

quand a — +o0. Si a = u~1(t), on obtient

+oo d 1 e—ter—1/2)
/u_1(t) 220r (log z)%0r ~ 260 — 1 2 '

109



Finalement, la quantité & estimer en (1) est comparable a

e (t+N)(0r—1/2) 42 < ¢~ N(r-1/2)
e~t0r=1/2) (1 + N)2 = ’

pour N > 1 et t > 0. On a bien obtenu la convergence uniforme souhaitée vers 0 quand
N — +o00.

Remarque 6.2.12 Dans 'exemple ci-dessus, la propriété de trou critique d < dr nous
a servi d’'une part & montrer que I' est divergent, et d’autre part a vérifier (xx). Il est
certainement possible de produire beaucoup d’autres exemples avec la propriété de trou
critique et vérifiant (**) et pas (%), en perturbant comme ci-dessus la métrique de sorte
que u~ ! (t) soit comparable & %, avec @ une fonction sous-exponentielle, polynomiale par
exemple.

En supposant qu’il n’y a pas de trou critique (d;; = dr), on peut par exemple montrer
(+%) si u~'(t) est comparable & e/2~V?. Mais on n’a pas de moyen a priori de savoir si
I" est divergent. La question de savoir si on peut construire un groupe fuchsien divergent
sans trou critique est un travail en cours de M. Peigné et J-P. Otal. Il serait intéressant
que leur construction permette d’obtenir cette croissance de u~!(t), et donc la propriété
(%*). Sur un tel exemple de surface, la divergence de T et la forme de u ! (t) permettraient
de démontrer, grace au critére de [D-O-P], que la mesure de Patterson-Sullivan est finie,
hypothese sous laquelle les résultats du chapitre 7 sont obtenus.

6.3 Mesures conformes et lemme de ’ombre

6.3.1 Densités conformes

Une densité conforme I'-invariante de dimension § > 0 sur @M est une famille v =
(Vz), c77 de mesures finies sur M qui vérifient la condition d’invariance v,y = Y41y pour

tout v € ', et pour tous (z,y) € M? et £ € OM

() = exp(-8(e) . vy~ s
Soit 0 € M un point fixé dans toute la suite de ce paragraphe. La densité v sera dite
normalisée si v, est une probabilité.

Si I est un groupe discret non élémentaire, un résultat originellement di & Patterson
[Pa] assure l’existence d’une densité conforme invariante de dimension dr & support Ar.
L’étude d’abord faite par Sullivan [S1] [S2] en courbure constante, puis généralisée en
courbure variable [Y] montre aussi que toute densité §-conforme invariante vérifie § > dr.
Lorsque I' est divergent, on a de plus :

Proposition 6.3.1 SiT est non élémentaire divergent, il existe une unique densité conforme
invariante normalisée v = (l/w)weﬁ de dimension or a support Ar, et elle est sans atomes.
La mesure v, est alors appelée mesure de Patterson.

Dans le paragraphe ci-dessous, nous travaillerons avec une densité conforme invariante
de dimension quelconque, mais la densité donnée par la proposition ci-dessus sera privilégiée
dans tout le paragraphe 6.4.
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6.3.2 Lemme de 'ombre

Dans le cas d’une variété compacte a courbure négative, le lemme de I'ombre, originel-
lement da & Sullivan [S1] en courbure constante, permet de montrer que pour tout z € M,
la mesure de Patterson v, de I' est la mesure de Hausdorff (de dimension ér) pour la
distance de Gromov d, sur OM. En revanche, dans le cas d’une variété non compacte, la
description de v est beaucoup plus délicate. Le cas des variétés géométriquement finies de
courbure constante fut décrit par Stratmann et Velani [St-V], et récemment généralisé aux
variétés localement symétriques de rang 1 par Newberger dans [N]. Nous montrerons que
cette description est encore valide pour les variétés géométriquement finies de courbure
variable sous la condition (*). Pour cela, nous adapterons la preuve de Peigné [Pel| du
résultat de Stratmann et Velani.

Les estimées du théoréme ci-dessous se démontrent cusp par cusp, nous supposerons
donc dans ce paragraphe que M n’a qu’un seul cusp noté Cf.

Rappelons les notations du paragraphe 6.2.1. Le coeur de Nielsen Nt est un convexe
qui se décompose en Ny = Cy LI Cq, ou Cj est la partie compacte de la variété, de diameétre
inférieur & A, et le cusp C; est isométrique au quotient de Ci=HiNnC (T') par IT, on H,
est une horoboule centrée au point parabolique §; € Ar, et IT est le stabilisateur de &; dans
I". On peut alors choisir un relevé @) de Cp a M, qui soit connexe et de diameétre inférieur
a A, et tel que les adhérences de Cy et C; s’intersectent. On choisira une famille {~y; }i>o
de représentants de I'/II, et on notera & = ;&1 et H; 'horoboule ;1. On a alors

I'C, = Uf®Cr = UXSH,nCO(T).

D’autre part, quitte & faire agir le stabilisateur ;IIvy, 1 de #;, nous pouvons supposer que
pour tout 7 € N, fin~’0 intersecte le rayon [0;) (et le bord OH; évidemment).

Rappelons pour finir que si € € oM , on désigne toujours par £(t) le point a distance ¢
de o sur le rayon géodésique [0f).

Le théoréme ci-dessous étend le Lemme de I’Ombre en courbure variable, permettant
ainsi d’obtenir des estimées précises de la mesure des ombres sur le bord.

Théoréme 6.3.2 Soit M = H/I‘ une variété géométriquement finie a courbure négative
pincée dont les cusps satisfont Uhypothése (x). Alors pour toute densité conforme v =
(Vz)xeﬁ I-invariante sans atomes de dimension § > or et de support Ar, il existe des
constantes Ag > 0 et Ay > 0 telles que pour tout € € Ar et t >0

~ 1
a- si&(t) e T'Cy, alors T exp(—dt) < v,(V(0,&,t)) < Agexp(—dt),

_ 0
b- si(t) € T'Ch, alors

Ai ¢ 0TI -0 dEDTO) < 1 (V(o. ¢, 4) < A e O+(20n—0)d(E(D)T0)
1

En particulier, le théoréme s’applique & l'unique densité dr-conforme invariante donnée
par la proposition 6.3.1, qui est sans atomes.

6.3.3 Preuve du théoréme 6.3.2

Le plan de la preuve est celui de Peigné [Pel|; la différence essentielle réside dans la
proposition 6.3.4, ol se manifeste la courbure variable, et ou I’hypothése (%) est utilisée.
Nous rappelons toutefois toute la démonstration pour la commodité du lecteur. Elle se fait

111



en plusieurs étapes. Le lemme 6.3.3 est le lemme de 'ombre classique, il traite le cas oul
&(t) appartient au relevé Féo de la partie compacte. Le résultat clé est la proposition 6.3.4.
De cette proposition découlent le corollaire 6.3.5, qui traite le cas ou € = &; est un point
parabolique et £(t) appartient & ’horoboule H; centrée en &;, et le lemme 6.3.6 qui permet
de conclure la démonstration du théoréme 6.3.2 dans tous les autres cas.

Notons le fait que la condition (*), bien que cruciale pour obtenir le théoréme 6.3.2,
ne sert qu’a peu de reprises dans la démonstration. Nous mettrons en valeur un certain
nombre d’estimées qui ne font pas appel a (%), et qui nous serviront & prouver le lemme
6.3.7, dans lequel sont rassemblés des résultats utiles au paragraphe 6.4 sous la condition
plus faible (*x).

Commengcons par une remarque importante : sin € V(0,&,t), on a |B,(0,£(t)) —t| < 4a
par le lemme 6.2.6. En utilisant la relation de conformité de v, on obtient

ver)(V(0,€, 1))
VO(V(O’ £, t))

Autrement dit, pour prouver le théoréme 6.3.2, il suffit d’estimer vy (V (0,€,1)), ce que
nous ferons par la suite.

exp(—4da + 0t) < < exp(4da + 6t). (6.4)

Lemme 6.3.3 Il existe une constante By > 0 telle que si &(t) € I‘é’o, alors
— < vg)(V(0,§, 1)) < Bo.
Vu lencadrement (6.4), le lemme 6.3.3 démontre la partie a du théoréme, avec Ay =
By exp(4dc).
Démonstration : Si () € T'Co, il existe v € T tel que d(&(t),vo) < A. Par conformité

de v, ceci implique

e_JAyf(t) (V(Oaéat)) < V’YO(V(Oafat)) = VO(V("Y_IO’ 7_1£’t)) < eJAyﬁ(t) (V(O,f,t)).

Comme v, est une probabilité, la quantité vey (V (0, €, 1)) est majorée par exp(dA). D’autre
part, comme la distance de 7 1£(t) & o est inférieure & A, il existe d’aprés le lemme 6.2.8
un réel € > 0 tel que

V(y o,y 16 t) = VI(y ),y 16,0) D Bo(y s e),
et comme v est de support Ar, on en déduit

1> v(V(y lo,y 1 t) > inf vo(Bo(n;€)) = Ce > 0.
n T

O

Considérons & présent le cas oil & = &; est un point parabolique de Ar. On notera
(&(t))s>0 le rayon [0;), et s; 'instant d’entrée du rayon [0;) dans I’horoboule #;, soit
encore &;(s;) = [0&;) N OH,;.

Proposition 6.3.4 Soit M une variété géométriguement finie dont les cusps satisfont (x).
1l existe des constantes By > 0 et By > 0, telles que pour tout point parabolique &; et tout
t > si, on ait

Bil exp((20m — 0)(t — 5:)) < vg;1y(V(0,&,1)) < Brexp((20m —0)(t —si)), et
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B% exp((20m — 0)(t — 5:)) < vg,)(OM \ V(0,&i,)) < Baexp((20m — 0)(t — 1)) -

Corollaire 6.3.5 Cette proposition démontre le théoréme quand & = & € Apy et &(t) € H,;.

Démonstration du corollaire 6.3.5: En effet, dans ce cas, on a
|d((#),To) — (¢ — si)| = |d(£(2),To) — d(£(#),TCo)| < A.

O

Démonstration de la proposition 6.3.4: La premiére étape est I’estimation des mesures
ve,(t)(V(0,€1,1)) et vg (1 (OM\V (0,&1,1)) quand &; = &1 et &1(2) € Ch. A la fin de la preuve,
nous expliquerons comment passer de &; & & = ;€.

Dans ce premier cas, vus les choix des relevés 50 et C, de Cy et C1, le point &1(s1) est
dans ’adhérence de 5’0, donc & distance inférieure & A de o, de sorte que s; < A. On peut
donc oublier la contribution de s; dans I’estimée ci-dessus, ou plus exactement considérer
qu’elle est intégrée dans les constantes By et Bs.

Soit D un domaine fondamental borélien pour I’action de IT sur Ar\{&1 }, i.e. satisfaisant
a vy (UpD) = vgp(Ar\{&1}) et v (DNpD) = 0 pour tout p # Id. On le choisira relativement
compact dans Ar \ {£1}. Comme v est sans atomes et de support Ap, pour tout z on a

v(Ar \ {&1}) = v2(0M), d'o

Y vaw®D) < ve(V(o,&,t) < Y v (D).
p e 1I, p € 1I,
pDC V(Oyglat) p’DﬂV(O,gl,t) 75(0

En utilisant le lemme 6.2.9 avec K = D, on obtient

Y vaw@D) < vep(V(oént) < > vaw®D). (6.5)
p el p € 1L,
d(o,po) > 2t + 2K3 d(o,po) > 2t — 2K3

De méme, on trouve

> v w@D) < veOM\V(0,&,t) < > v @D). (6.6)

pell, pell,
d(o,po) < 2t —2K3 d(o,po) < 2t + 2K3

Nous devons donc estimer vg, 4y (pD). Par conformité et invariance de v sous ’action de T,
nOus avons

Ve, 1y (D) = /Deéﬂpn(&(t)m&(t)) dve, 1y (m) -

Le lemme 6.2.9 fournit une estimée de By, (&1(t), p€1(t)) en fonction de d(o, po). Si d(o, po) <
2t, nous en déduisons

Ve (1) (pD)
exp(—20K3) < —2——= < exp(20K3).
p(-24K) < "2 < exp(24Ks)
Et si d(o, po) > 2t, alors
Ve, ) (pD)
exp(—20K3 — dd(o, po) + 26t) < —————— < exp(20K3 — dd(o, po) + 26t).

Ve, (1)(D)
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Remarquons qu’en fait, dans (6.5) et (6.6), on sommait sur d(o, po) > 2(t+K3) et d(o,po) <
2(t+ K3). Il faut alors remplacer ¢ par ¢t + K3 dans les encadrements ci-dessus, ce qui donne
une estimée de vg, (14 x,)(pD) au lieu de v, () (pD). Mais la conformité de v implique que
le quotient de ces deux derniéres quantités est au plus exp(dK3). On en déduit alors les
encadrements :

e KMy i) (D) D e MO <y 4 (V(0,€1,1))

pell,
d(o,po) > 2t + 2K3

< 20K3 20t Ve (t—Ic3) (D) Z e—9d(o.po) (6.7)

p €1l
d(o,po) > 2t — 2K3

De méme, on trouve
e K5 e 1 ky) (D) #{p € T1, d(0,po0) < 2(t — K3)} < vg,(n(OM \ V (0,&1,1))
< ¢3Ks Ve, (t+K3) (D) #{p € 11, d(o,po) < 2(t + K3)}  (6.8)

Dans les deux cas, il reste & estimer v, ;1) (D), avec t' =t + K3. Or par conformité de
v,on a

ve, ) (D) = / e P duy (). (6.9)
D

Comme au paragraphe 6.2.5, notons y, l'intersection de la géodésique (n&;) avec 0H;.

Lorsque 7 varie dans le compact D de oM \ {&1}, la distance de o a la géodésique (né1) est
inférieure & la distance de o & yy, elle-méme majorée par une constante Cp = C(D,0,&1).
En notant (&,(s))s>0 le rayon [y,&1), par le lemme 6.2.2, nous avons

0 < By(0,n(t") + B, (0,&4 (1) = By(0, &, (1)) +t' < 2Cp.
D’autre part, on a |8, (&1 (1), &, (t)] < d(&1 (), & (') < Cp, d’'ou finalement
t' =30 < By(&i(t'),0) <t+Cp.
Avec (6.9) ci-dessus, on obtient
e 9Cp ot vo(D) < u&(tl)(D) < £36Cp ot/ vo(D).

Reportons cet encadrement dans les inégalités (6.7) et (6.8). Nous obtenons alors

67261(37501) IJO(D) €6t Z efad(o,po) < Ve, (t) (V(O’ flat))

pell,
d(o,po) > 2t + 2K3

< 625K3+3<SCD VO(D) e&t Z e—&d(o,po)_ (6.10)

p €11,
d(o,po) > 2t —2K3

De méme, on a

e 20Ks=0CD (D) e~ {p € 11, d(0,po) < 2(t — K3)} < v, 5(OM \ V(0,61,1))
< XK3+3CD 1 (DY =0 ffp € 1, d(o, po) < 2(t + K3)} (6.11)
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Nous devons maintenant considérer le cas ou & = ;{1 # £1. Rappelons la nota-
tion &(si) = [0&(t)[NOH;. Par choix de -y;, ensemble v;Cp intersecte le rayon [of;) et
son adhérence intersecte celle de C;. On en déduit que &;(s;) est dans le bord de 7;Cy,
d’ou d(&(si),vi0) < A. En utilisant le lemme 6.2.7c (avec Ko = K3(A)), et le fait que
Vo, &,t) =V (&(si),&,t — si), on obtient 'encadrement

V(vi0,&,t — s; + Kg) C V(0,&,t) C V(vi0,&it — 5i — Ka) . (6.12)

Notons (&1 (u))u>o le rayon [0&1). Les rayons (&(u + $i)),>o et (7i€1(u)),>o sont asymp-
totes, d’oll pour tout t > s;,

d(&i(t), vi€1(t — 54)) < d(&i(84),7:€1(0)) = d(&i(s4),7vi0) < A.

La conformité de v donne pour tout n € oM

dI/g.(t)
exp(=0A) < —80 (1) < exp(5A). (6.13)
AV, (t—s:)

En utilisant (6.10), (6.11), (6.12) et (6.13), on obtient

e—JA—QéKg—(SCD VO(D) eé(t—si) Z e—dd(o,po) < Vey(t) (V(O, §i7 t))

p €11,
d(o,po) > 2(t — s;) + 2K3
< K ABC N, (D) Ils)  § gmdd(opo) (6.14)

p €11,
d(o,po) > 2(t — s;) — 2K3

et

e OAT20K3—00Dy, (D) ¢~ 8(t=si) #{p €1, d(o,po) < 2(t —s; — K3)} < u&(t)(aJT/f\ V(o,&,t))

< AFRKH3CD ) (D) ¢=0(=5) iy e 11, d(o, po) < 2(t — s; + K3)}

Notons que nous n’avons pas utilisé la condition () pour démontrer les encadrements
(6.14) et (6.15). Elle va nous servir maintenant pour conclure la démonstration de la
proposition 6.3.4, en permettant d’estimer les quantités

%t Z e—9d(0:p0) et e 0 #{p € 1I, d(o, po) < 2t} .

pell
d(o,po) > 2t

1
Notons ar = # {p € II, d(o,po) € [T,T + 1[}. L’hypothése (x) donne Be‘SHT <ar <
DenT . Rappelons que cette hypothese (%) implique que 6y < 6 < 8. En écrivant

+
Z ape 6n< Z e—éd ,po) ZOO ane—én’
n=[2t]

n=[2t]+1 p€eT,
d(o,po) > 2t
on obtient
11 stvanon o ot T dion) < D stra(n-oy
D1 —edn—d - —1—¢dn-?d
p €1,
d(o,po) > 2t
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De méme on trouve

1 e U 5t 26 5 efn ot 20
5D FiT e 0t < 7 4 lp c 11, d(o,po) < 2t} < D——e" t g20mt
e e

Ces deux derniers encadrements combinés avec (6.14) et (6.15) donnent le résultat voulu.
g

Il reste maintenant & traiter le cas général, ce qui est fait dans le lemme ci-dessous et
achévera la démonstration du théoréme 6.3.2.

Lemme 6.3.6 II existe une constante B3 > 0, telle que si € € Ar, et &(t) € Pél, alors

5 exp (260~ )d(¢(t),T) < vy (V(o.€:8) < By exp (26 — 8)d(E(1), To))

Démonstration : Soit £ € Ar, et i € N tel que £(t) € C;. Nous distinguerons trois cas
selon les positions respectives de & et &;.

Premier cas : §; € V(o,&,t+ Kj+a) (ou K est la constante donnée par le lemme 6.2.7b).
Montrons que la mesure v, (V (0,§,1)) est trés proche de v, ;) (V(0,&i,1)) < e(20m—0)(t=s:)
(proposition 6.3.4), et que la distance de £(¢) & T'o est & peu prés t — s;.

Le lemme 6.2.7 b donne

V(Oa giat +K1) C V(O,f,t) - V(Oa éiat - Kl) .

| < d(&(2),&:(t)),
):&i(t)) < «

D’autre part, pour tout 7 € M, l'inégalité triangulaire entraine | B (&(t),&(1))
et le lemme 6.2.5 ainsi que le fait que & € V(o,&,t + K1 + «) donnent d(&(t
Par conformité de v, on en déduit

e v,y (V(0,&, t+ K1) < vy (V(0,6,1)) < vy (V(0,&i,t — K1)).  (6.16)

La premiére estimée de la proposition 6.3.4 donne alors le résultat, puisque
|d(£(t),To) — (t — si)| < [d(£(t),To) —d(&(t), To)| + [(t — si) — d(&i(t),To)| < a+ A.

Deuxiéme cas : & ¢ V(0,6,t — K1 — ).

Le point &; est alors plus proche du point antipodal de & sur (0f), noté &'. Introduisons
alors l'autre intersection o' de la géodésique (of) avec OH; : o' =]£(t)€) NOH;, et la distance
t' = d(¢(t),0). On a alors V(o,&,t) = OM \ V(d,&,t), et & € V(d',&,t' + K1 + ). Le
lemme 6.2.7b donne

OM\V(d,&,t' — K1) C V(0,6,t) =M\ V(d,&,t) COM\V(d,&,t + Ky).

Aux constantes preés, on est donc ramenés a ’estimation de Vg(t)(aﬂ \V(d,&,t)).
Comme o € C(T') et & € Ar, o est aussi dans C(T). De plus, par définition, o’ appartient

au bord de H;, donc au bord de I'Cy. On peut donc trouver un y € T' tel que d(o',y0) =

d(o',To) < A. Le lemme 6.2.7c donne alors I'existence d’une constante Ko(A) telle que

8M\V(’70’ fiatl _Kl _KQ) - V(O,f,t) = BM\V(OI7§Iatl) - 8M\V(Ola£i7tl+K1 +K2)
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Notons (c(s))s>o le rayon [yo&;). En utilisant le fait que & € V(d,¢',t' + K1 + ) et
que d(o',70) < A, par les lemmes 6.2.7c et 6.2.5, on obtient d(c(t'),£(t)) < a + A. Par
conformité de v, on en déduit

e CHIAED e Ky (OM\V (0,65, — K1 — K2)) < vy (OM \ V (70,63,1)) <
SOFATR) i kv iy (OM\ V (v0,6,8 + K1 + K2))  (6.17)

Maintenant, la proposition 6.3.4 (et donc ’hypothése (%)) dit qu’aux constantes prés, la

quantité ci-dessus est comparable a
o(20m—0)t!

Il reste & voir que la distance de £(t) a To est & peu pres t'. Ceci découle du fait (vu
ci-dessus) que d(£(t),c(t)) < a+ A, et de 'égalité d(c(t'),To) = d(c(t'),v0) = 1.

Dernier cas : & € V(0,&,t — K1 —a) \ V(o,{,t + K1 + ).

On pose alors t1 =t — 2K —2a et to =t 4+ 2K; + 2a. On a alors & € V(0,&,t1 + K1 + @)
et & ¢ V(o,&,ta — K1 — ). D’ou le résultat voulu, d’aprés les deux premiers cas ci-dessus
appliqués respectivement & t1 et to. O

Ceci termine donc la preuve du Lemme de I’Ombre en courbure négative variable.
Pour finir énongons un lemme qui, sous ’hypothése plus faible (%), nous permet d’ob-
tenir les estimées utiles dans ’étude de la non divergence des horosphéres.

Lemme 6.3.7 Soit M = M/F une variété géométriguement finie 4 courbure négative
pincée dont les cusps satisfont (xx), avec T' divergent. Avec les notations de ce paragraphe,
on a

1. Si & =& € Apy, alors la quantité

vo(V(0,§, 1+ N))
vo(V(0,¢, 1))

converge vers 0 quand N — 400, uniformément en t > 0.

2. Il existe une constante T > 0, telle que

o oy LoV 0.6:1)
gehr >0 Yo(V(0,€,1 + 7))

< +00

Démonstration : La premiére partie du lemme découle immédiatement des encadrements
(6.4) et (6.14) et de la condition (x%);.

Pour démontrer la deuxiéme partie, il nous faudra distinguer plusieurs cas, comme dans
la preuve du lemme 6.3.6 ci-dessus. La valeur de la constante 7 ne joue pas un grand role,
nous poserons donc 7 = K1 + . Les deux points £(t) et (¢ + 7) étant & distance 7 I'un de
I’autre, on les supposera simultanément dans I'Cy ou dans I'C}.

Premier cas : les deux points £(t) et (¢ + 7) sont dans I'Cy. Le lemme 6.3.3 et 'enca-
drement (6.4) donnent le résultat voulu.

Deuxiéme cas : les deux points sont dans C; et & € V(o€ t+ 7+ K; + ). Dans ce cas,

on estime les deux quantités v,(V (0,&,t + 7)) et v,(V(0,&,t)) comme dans le premier cas
de la preuve du lemme 6.3.6. En utilisant (6.4), (6.16), et (6.14), et la condition (%), on
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obtient le résultat voulu .

Troisiéme cas : les deux points sont dans C; et &; ¢ V(o,&,t — K1 — ). Dans ce cas,
on utilise les encadrements (6.4), (6.17), et (6.15), et la condition (*#)y permet de conclure.

Dernier cas : les deux points sont dans Cj et & € V(0,&,t—Ki1—a)\V (0, &, t+7+ K1 +).

On écrit alors
VO(V(Oaéat)) < 657—+85a Vﬁ(t)(V(Oagat))
VO(V(Oagat—i_T)) B Vﬁ(t+’r)(V(0afat+T))
Par conformité de v, et puisque V(0,&,t) C V(o,&,t—7) et V(0,&,t+C) C V(o,&,t+27),
& une constante multiplicative prés, cette quantité est encore majorée par
Ve(t—1) (V(O’ &t — T))
Ve(t+2r) (V(Oa 63 t+ 27—))
Comme & € V(0,&,(t —7) + K1 + @) = V(0,&,t — K7 — @), 'encadrement (6.16) permet

d’estimer le numérateur ; de méme, comme & ¢ V(o,&,t + 27 — K1 — ), 'encadrement
(6.17) permet d’estimer le dénominateur. Aux constantes prés, on est ramenés & montrer

que la quantité
65t Z ede(o,po)

pell
d(o,po) >t

#{p €I, d(o, po) < t}

est bornée en ¢t > 0.
D’apres (#*)q, il existe un réel Ny > 0, tel que

e—dd(o,po) < 1 e—dd(o,po) .
> <32

p €1, p€ell
d(o,po) >t + No d(o,po) >t

Autrement dit, on a

Z eféd(o,po) <2 Z efdd(o,po) .

pell pell
d(o,po) >t t < d(o,po) <t+ No

De plus, cette derniére somme vérifie

Z eféd(o,po) < efﬁt # {p c H’ t < d(o’po) <t+ N() },

pell
t < d(o,po) < t+ No

d’ot on déduit

eét Z e—dd(o,po)

p €11,
d(o,po) >t #{p € Ha d(O,pO) <t+ NO}
<
#{p € 11, d(o,po) < t} — #{p € 11, d(o, po) < t}

La condition (*)9 permet alors de conclure que la quantité ci-dessus est bornée en ¢ > 0.
O
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6.4 Moyennes horosphériques

6.4.1 Définitions

Rappelons que M = T\ﬁ est une variété géométriquement finie & courbure négative
pincée. Le flot géodésique g = (g%)ier agissant sur T' M est un flot hyperbolique, dont les
variétés fortement instables se relévent sur T M en les variétés fortement instables du flot
géodésique § = (§%)ser de T M qu’il est simple de décrire e géométriquement.

Une horosphére H C M centrée en ¢ se reléve a T'M en une horosphére fortement
instable HY := {u € T'M, n(u) € H, et u~ = £}. C’est encore I'ensemble des vecteurs
basés sur H orthogonaux a H, et pointant vers l'extérieur. Si u € M , nous noterons
respectivement H(u) C M I’horosphére de M centrée en u~ et passant par le point base

7(u) de u, et HT (u) C T' M U'horosphére fortement instable contenant u. Les horosphéres
vues sur TlM sont les variétés fortement instables du flot géodésique g sur TM :

HF(u) = Wu) :={w € T'M, lim d(§ ‘u,§ 'w) = 0}.
t—+o00
De la méme maniére, on définit I’horosphére fortement stable H (u) de u par

H™(u) = W% (u) := {w € T'M, lim d(§'u,iw) =0}.
t—+o0

F1G. 6.5 — Horosphéres et horoboules

Nous nous servirons de la famille (dg+) m+en des distances dites de Hamenstadt sur les
horosphéres de "M (voir [He-P]). Si z € M est un point quelconque, elles sont définies
pour tous (u,v) € (HT)? par

dH+(ua'U) = €xp (%ﬁu"" (.1‘,’(/,) + %/Bv"‘ (.13,’0)) dw(u+,v+).

En fait, nous les considérerons indifferemment comme des distances sur les horosphéres
de M et de T*M. Elles sont bien définies car I'expression ci-dessus ne dépend pas de z.
Elles sont invariantes par isométries au sens ol pour toute isométrie y de TlM on a
dy g+ (yu,yv) = dg+(u,v). De plus, poussées par le flot, elles vérifient pour tout ¢ € R

dgtH+ (gtua gtU) =¢ dg+ (u7 U)'

Géomeétriquement (figure 6.6), 2logdy+(u,v) représente la distance « algébrique » entre
les deux horosphéres H™ (u) et H™ (v).
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iz () = expl(—r/2) i+ (u,0) = exp(r/2)

F1G. 6.6 — Distance horosphérique

Dans le modéle du demi-plan supérieur de ’espace hyperbolique H, cette distance s’ex-
prime trés simplement. Si H ™ (u) est une horosphére horizontale, i.e. si u™ = +00, et v est
un vecteur de H*(u), alors on a dg+ (u,v) = %, ol d est la distance euclidienne entre les
points base de u et v, et h la hauteur euclidienne de I'horosphére H™ (u).

Rappelons que si I' est un groupe divergent, il existe une unique densité conforme
invariante normalisée v = (v;) 77 de dimension dr sur Ar (proposition 6.3.1).

Pour pouvoir définir des moyennes horosphériques au paragraphe suivant, nous aurons
besoin d’une famille de mesures sur les horosphéres fortement instables, définies a partir

de la mesure de Patterson v,.

Proposition 6.4.1 La famille de mesures définies sur chaque horosphére HT par

dpsr+ (v) = exp(Or B+ (0,v))dvo (vT)

ne dépend pas de o, elle est I'-invariante (au sens o Yapiyg+ = pyg+ pour tout v €T'), et
nduit donc au quotient par I' une famille de mesures sur les variétés fortement instables
du flot géodésique. De plus, poussée par le flot, elle vérifie pour tout t € R

dg;tpgtH+ (u) = exp(drt) dug+(u) . (6.18)

Remarquons également que, la mesure v, ayant pour support Ar, chaque mesure ug+
définie ci-dessus a pour support {v € Ht|vt € Ar}. En particulier, si H est centrée dans
Ar, la mesure p1y+ a pour support HT N Q.

6.4.2 Non divergence des moyennes horosphériques

Quand M est géométriquement finie, la topologie des horosphéres fortement instables
est bien connue. Soit £ = {v € T'M,v~ € Ar}. D’aprés Dal’bo [D], les feuilles centrées
en un point parabolique borné sont compactes, celles centrées en un point limite radial
sont denses dans &, et celles qui sont centrées hors de I’ensemble limite sont fermées et non
compactes. Par conséquent, par analogie avec le cas d'un flot, nous appellerons £ 1’ensemble
non errant du feuilletage horosphérique (instable). Il se décompose en une union disjointe

&= grad U gpba

ol Eraq (resp. Epp) est 'ensemble des vecteurs de £ centrés en un point limite radial (resp.
un point parabolique borné).
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En I’absence de paramétrisation naturelle des feuilles par un flot, nous nous intéressons
ici & des moyennes sur de grandes boules horosphériques pour la mesure py+ définie au
paragraphe précédent : pour toute fonction continue v : T'M — R, et tout 7 > 0, nous

posons
1

Mo (y) = m /B"‘(u,r)’lp(v) dpg+(v).

Si u € Epp, les probabilités (M, ,),>0 sont & support compact inclus dans H (u).

Mais si u € &aq, la mesure pg+ ayant pour support H+ N €, ces mesures (M;y)r>0
sont & support dans I’ensemble non errant 2 du flot géodésique, qui est non compact
lorsque M est géométriquement finie avec des cusps. Pour quantifier la non divergence des
horospheéres, nous allons montrer qu’il n’y a pas de perte de masse des mesures (M, )r>0
dans les cusps. Plus précisément, notre résultat est le suivant :

Théoréme 6.4.2 Soit M = M/F une variété géométriqguement finie dont les cusps satis-
font (%), avec T' un groupe divergent. Fizons € > 0, et C un compact de T'M. Alors il
existe un compact K. o C Q et un réel ro(C) > 0, tels que pour tout u € C' N Eraq et tout
r > 19(C),

M’I’,U(KE,C) Z 1—e¢.

Démonstration : Nous allons étudier les moyennes sur le revétement "M , et déterminer
pour tout € > 0 et pour tout compact C de T'M un ensemble K. c de A% X R compact
modulo I', qui satisfait 1’assertion du théoréme ci-dessus.

Premiére étape : Dans le cas ou C = 7 1(C)) est 'ensemble des vecteurs basés dans
Cy, nous allons introduire 1’ensemble cocompact I?g,c C AZ x R, puis ramener 1’énoncé
ci-dessus & la recherche d’estimées de mesures de boules horosphériques.

Comme I' est géométriquement fini, il n’a qu'un nombre fini de cusps, on supposera
donc comme au paragraphe précédent qu’il n’en a qu'un seul. Rappelons que C(T') se
décompose en une union disjointe C(T") = I'Cy UT'Cy, ont C; désigne lintersection de C(T")
avec une horoboule H; centrée au point parabolique borné &;. Nous renvoyons le lecteur
aux notations introduites au paragraphe 6.3.2

Notons maintenant ¥ C #; I’horoboule « rétrécie de N », c’est-a-dire I’horoboule
dont le bord satisfait B¢, (9H1,0HY) = N > 0. Le candidat & étre I?a,co est ’ensemble des
vecteurs de A2 x R dont le point base appartient au complémentaire C (T) \ THY de ces
horoboules rétrécies, pour un N = N(¢) suffisamment grand.

Fi1G. 6.7 — Horosphéres rétrécies
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Nous fixons désormais u € &4, €t nous supposons que u est basé dans I‘éo, tout en
gardant en mémoire que les raisonnements que nous ferons ne doivent dépendre que de Cp.
Le cas général d’un compact C quelconque sera traité dans la derniére étape.

Nous aurons besoin d’estimer la mesure g+ (B* (u,7) NHY), ot par abus de notation,
BT (u,r) N'HY désigne I’ensemble des vecteurs de BT (u,r) dont le point base appartient
4 HYN. Commencons donc par étudier l'intersection géométrique H*(u) NH, oit H est
une horoboule quelconque centrée en un point € 7 u~. Si cette intersection est non vide,
considérons le vecteur le plus haut de H (u) dans H, i.e. le vecteur v qui réalise le maximum
de w — Be(OH, m(w)) dans H*(u) N H. Par stricte convexité des horospheres, ce vecteur
est bien défini et s'écrit v = (u, &, s(u)) dans les coordonnées T M ~ 9>M x R. Nous
noterons h = B¢(0H, w(v)) la hauteur & laquelle monte H " (u) dans .

Lemme 6.4.3 Soit H une horoboule centrée en & € BM, et H*(u) une horosphére for-
tement instable qui rencontre H. Soit v = (u™,&,s(u)) le vecteur de H (u) qui réalise le
mazimum h = Be(0H, 7(v)) de w — Be(OH, m(w)), ob w e HY(u) NH. Sih > a, on a
hoa hta
Bt(w,e 2 YCHT(u)NH C Bt (v,e 2 ),

Uinclusion de droite restant vraie quand 0 < h < a.

H*(u)

u

F1aG. 6.8 — Intersection horosphére-horoboule

Dans 'espace hyperbolique H, un calcul donne précisément pour tout h > 0

HtY(u)NH =BT (v,Vel —1).

Démonstration du lemme 6.4.3: Soit w € Ht(u)NH. On a alors 0 < S¢(w(w), w(v)) <
h. Si les horosphéres n(H~(v)) et 7n(H ™ (w)) s’intersectent (dans M), alors

Dans la suite de la démonstration, nous nous intéresserons au cas ol ces horosphéres sont
disjointes. Notons alors #H(v) (resp. H(w)) I'horoboule dont le bord est w(H~(v)) (resp.
w(H (w))). Dans ce cas, le triangle (p,q,r) intérieur a (u,& w™) est & Uextérieur des
horoboules #H(v) et H(w). (En effet, si r appartenait & H(v), par définition du triangle
intérieur, ceci impliquerait p € H(v), puis g € H(w) et enfin 7 € H(w) d’ott une contradic-
tion. Les autres cas se traitent de fagon analogue.)
Introduisons a, et a,, les intersections respectives des horosphéres w(H~(v)) et 7 (H ~ (w))

d(ay, ay)

avec la géodésique ((w™) = (vTw™). Par définition de dg+, on a dg+ (v, w) = exp 5

122



d(ava aw) = /36(0'1127 av) = ﬂﬁ(awa 71'(’[1))) + ﬂﬁ(ﬁ(w)a 7‘-(’“))
d(aw, m(w)) + Be(m(w), w(v)).

IN

Comme q et r n’appartiennent pas & H(w), on a d(a,7(w)) < d(r,q) < a. D’autre part,
w(w) € H, d'ou Be(m(w), w(v)) < Be(OH,n(v)) = h. Finalement, on en déduit d(ay,as) =
2logdg+(v,w) < h+a, et

HT(u)NH C B+(v,eh+Ta) .

Supposons maintenant que w(w) ¢ H, i.e. B¢(mw(w), w(v)) > h. Alors, en reprenant les
calculs ci-dessus, on obtient

d(ay, aw) = Pe(aw, 7(w)) + Pe(n(w), n(v)) > —a+h.

Lorsque —a + h > 0, ceci donne 'autre inclusion B (v, eh_Ta) C Ht(u) NH.

Fi1G. 6.9 — Lemme 6.4.3

O

Soit maintenant H; = ~;H1 une horoboule intersectant H ™ (u), v; = (u™,&;,s(u)) le
vecteur le plus haut dans I’horoboule, et h; = B¢, (0H;, 7(v;)). On déduit du lemme 6.4.3
que si h; > N + «, alors

h;j—N—o h;—N+a

Bt(v,e 2 )C HY(w)NHN Cc BT (vj,e 2 ),

I'inclusion de droite restant vraie pour N < h; < N + «a. Si h; < N, on a facilement
HF(u) NnHY = 0.

On ne regarde donc que les h; > N. Rappelons que nous cherchons N = N(g) > 0
assez grand pour que, pour tout u € Eag N Cp, on ait

p+ (B (u,r) NTHY)
pr+(BH(u,r))

(6.19)
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Introduisons 'ensemble I,, . v des i € N, tels que B*(u,7) NHY # 0. (On a donc h; > N
pour i € I, , v.) A laide du lemme 6.4.3, on peut majorer le numérateur de (6.19) ci-dessus

par
h;—N+a
Z pg+ (B (vi,e” 2 )

iEI’u,,r,N

Quitte & remplacer N par N —qa, nous oublierons désormais la constante a: dans I’expression
ci-dessus.

Pour minorer le dénominateur, rappelons que les horoboules H; sont deux a deux
disjointes, et donc les boules B (v;, ehi/ 2) aussi. Ce dénominateur est donc minoré par

S wge (Bt (u,r) N B (v, ehil?)) .

’L'Gfu,,,n)N

Dans la majoration du numeérateur, les boules B* (u,r) n’interviennent plus que via I’en-
semble d’indices I, . Pour le dénominateur, le probleme est qu’il n’y a aucune raison
pour que les boules B (v;, e"/2) soient totalement incluses dans B (u,r). En revanche,
comme u € I'Cp, u n’appartient a aucune horoboule #;, et si i € I ;.n, alors Bt (u,r)

intersecte B+(vi,eh;_N), d’ou

e < dg+(u, 'uz)<r+eﬁ2_N.
Si N > 2log 3, on en déduit pour tout ¢ € Iy, »

Bt (v;, e?/?) ¢ Bt (u,3r).

Le dénominateur est donc minoré par

p+ (B ( Z - vz,e2)).

_|_
M+ (B u, 37‘ ZEIu N

Pour finir, on obtient la majoration suivante (pour N > 2log3) :

p+(BY (u,r) NTHY) _ Vit prr+ B i€ 2 )) iy (B (u, 3r))
ppr+ (B* (u, 7)) T Yier,, y ba+ (BT (vi,ehi/?)) pg+(Bt(u,7))

Dans la deuxiéme étape, nous majorons le premier quotient par € pour N assez grand.
A la troisieme étape, nous montrons qu'il existe r0(Cp) > 0, tel que le deuxiéme quotient
soit borné uniformément en u € &9 NT'Cy et 7 > r9(Ch). Pour finir, la quatriéme étape
traitera le cas d’'un compact C quelconque différent de Cj.

Deuxiéme étape : Montrons maintenant que pour tout € > 0, il existe N = N(g) > 0,
tel que pour tout u € Eraq NI'Ch, tout 7 >0 et 4 € I, » N, on ait

part ) (B (v, M=) (6.20)

o+ (BT (vg,ehil2))  —

Notons w; = g "wv; € OH;. D’aprés la relation (6.18) du paragraphe 6.4.1, la quantité
ci-dessus est encore égale a

L+ (wp) (BT (wi, eChi=N)/2))
[+ (wy) (B (wy, e~hi/2))
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Remarquons qu’a ¢ fixé, la quantité ci-dessus tend clairement vers 0 quand N — oo ; mais
la difficulté vient du fait qu’on cherche une uniformité en ¢ € I,, , n-

Pour tout ¢, notons x; € M le point base de w;, et & = 7;§1 € App le point du bord vers
lequel il pointe. Remarquons que x; € C (T"), puisque w; € A% x R. Rappelons que la mesure
W+ est définie pour z € M quelconque par

dpp+ (U) = eXP(5Fﬂu+ (:E, 7T(IU))) dvy (U+)7

avec v, la mesure de Patterson sur OM vue du point z. En particulier, si z = z;,
la quantité exp(drB,+ (zi, 7(v))) est bornée par exp drd(z;, m(v)) < €T pour tout v €
Bt (w;, eh/?) ¢ Bt (w;, 1).
A un terme multiplicatif compris entre deux constantes strictement positives prés, la quan-
tité & estimer est donc
Vwi(B+(wi’e(7hi7N)/2))
Vg, (B (w;, e=hi/2)) 7

ou par abus de notation, B (w;, el-)/ 2) désigne I'image dans OM de la boule horosphérique
par la projection naturelle de H (w;) dans OM qui & w = (u~,w", s(w;)) associe w.
Soient z € JT/f,f € OM et t € RY ; rappelons que V(z,&,t) C OM est ’ensemble des points
n € OM dont le projeté sur le rayon géodésique [z) est & distance supérieure a ¢ de z.
Nous avons alors le

Lemme 6.4.4 Notons P,, la projection naturelle de H (w) dans OM \ {w} et z = m(w)
le point base de w dans M. Alors pour tout s > «, on a

V(z,w",s+a) C Py(BT(w,e %)) C V(z,w",s —a).
Démonstration : Ecrivons w = (w—,w™, s(w)). Soit s > 0 et z € B (w, e *). Considé-

rons le triangle idéal (w™,w™,27), et son triangle intérieur (p,q,r), dont le diamétre est
borné par a.

Fia. 6.10 — Lemme 6.4.4

Notons a,, = (whzt)NH (2) et a, = (wT2zH)NH (w). On a dy+(w, z) = e~ Hawa:)/2 <
e~ %, d’oi d(ay, a;) > 2s. D’autre part, en observant les appartenances des différents points
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aux diverses horosphéres, on trouve

d(aw,r) = By+(aw,r) =B+ (7(2),q) = d(n(2),q)

= IB’LU_ (qa 71-('2:)) = IB’U)_ (pa 71-(Iw)) = d(wap)

= But+(m(w),p) = By+(az,r) =d(a,,r),
donc toutes ces distances sont égales a d(ay,a;)/2 > s. Le triangle (w™,w™, z™") étant fin
(proposition 6.2.1), le projeté de 2z sur [w(w)w™) est a distance inférieure ou égale a « de

p, et d(w,p) > s d’apres ci-dessus. Donc z* € V(z,w™, s — a). Le méme type d’arguments
montre que si 2T € V(z,w", s + a), alors dy+(w, 2) < exp(—s). O

Nous sommes donc ramenés & estimer la quantité

Vg, (V(xla gia hl%N))
Vg, (V((EZ’ fia %))

Le point base z; de w; appartient & 0H; N C (T"). 1 est donc dans le bord de 'yéo , pour un
certain v € T tel que yH1 = H;, et donc v&1 = &;. On en déduit d(z;,v0) < diam(Cp) = A.
En utilisant la I'-invariance et la conformité de v = (Vgg):lc car»> ainsi que le lemme 6.2.7c, on
trouve que la quantité ci-dessus est proche, a des constantes uniformes prés, de

VO(V(07 517 W))
vo(V (0,1, %))

Le lemme 6.3.7 montre que sous (**), cette quantité tend vers 0 uniformément en ¢ quand
N — +o00.

Troisiéme étape :
Lemme 6.4.5 Soit C un compact de T'M. Il existe mo(C) > 0, tel que pour tout u €
Erad N C et tout r > 19(C), on a

iz (B (u,3r))
i B ) =

Démonstration : Commencons par traiter le cas ott u € EpaqM§?, c’est-a-dire ot u™ € Ar.
Comme u~ € Arag, on peut définir s > 0 le plus petit réel supérieur a log3r, tel que
g *u € I'Cy. On a alors

pa+(BY(u,3r)) _ pu+ (B (9" u, 3re™))
pg+ (Bt (u,r))  ppr(Br(gSu,re?))
Or il existe v € T, tel que d(yo,g9 *u) < A. Par les lemmes 6.4.4, 6.2.7c, la conformité

et I'invariance de v par I', la quantité ci-dessus est donc, & des constantes uniformes pres,
proche de

vo(V(0,7y tut, s —logr —log3))

vo(V(0o,y tut,s —logr))

Le lemme 6.3.7 assure que cette quantité est bornée uniformément en r > 0 et ut € Ar.
On en déduit que

BTt
Sup sup /‘H""( (’U,, 37‘))

< +4o00.
ueQ r>0 HH+ (B+ (U', T))
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Traitons maintenant le cas d'un vecteur u € &g N C quelconque. Soit v € H(u)
le vecteur de Q le plus proche de u (pour la distance horosphérique dg+), et notons
r(u) = dg+(u,v). Par compacité de C, la quantité r(C) = sup,cc r(u) est bien définie.
Remarquons alors que

pa+(BT(w,2r)) _ pg+ (BT (v,2r +1(C)))
pi+(BH(u,r)) = pp+ (B (v,r —r(C)))
Pour 7 > 4r(C), on a 2r + r(C) < 3(r —r(C)), et donc les quotients ci-dessus sont bornés

d’apres la premiére partie de la démonstration. Le lemme en découle avec ro(C) = 4r(C).
O

Quatriéme et derniére étape : Il reste pour démontrer le théoréme & traiter le cas d’un
compact C quelconque de €. Quitte a le décomposer en une union de plus petits compacts,
on peut supposer qu'il existe un Ty > 0, tel que 7(g~7°C) C Cp. Alors, il est facile de voir
que le compact K, ¢ = gTo (Kc ) et le réel ro(Ke o) = ro(Kg,co)eTO conviennent. O
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Chapitre 7

Equidistribution des horocycles
d’une surface géométriquement finie

Ce chapitre constitue pour ’essentiel un article [Sc4] soumis pour publication.

Résumé
Dans ce travail, nous montrons des propriétés d’équidistribution des horocycles d’une
surface géométriquement finie & courbure négative variable. Si la surface est hyperbo-
lique, nous en déduisons un résultat d’équidistribution des orbites du flot horocyclique
en volume infini.

7.1 Introduction

Cet article a pour propos essentiel d’étudier 1’équidistribution des orbites du flot horo-
cyclique d’une surface hyperbolique, lorsqu’elle est de volume infini.

Rappelons que dans le cas d’une surface compacte S, le flot horocyclique (h')scr sur le
fibré unitaire tangent T'S est uniquement ergodique (Furstenberg [F]) et, en particulier,
toutes les orbites du flot horocyclique s’équidistribuent vers 'unique probabilité invariante :
la mesure de Liouville. Si S n’est plus compacte, mais seulement de volume fini, les or-
bites périodiques donnent lieu & d’autres probabilités invariantes ergodiques [Dal], mais le
résultat est essentiellement le méme : toute orbite non périodique s’équidistribue vers la
mesure de Liouville (Dani-Smillie [Da-S]). Ces résultats d’équidistribution ont été étendus
par Ratner a tous les flots unipotents sur les espaces G/T", ou I est un sous-groupe discret
d’un groupe de Lie G, lorsque la mesure invariante limite est finie.

En revanche, ’équidistribution vers une mesure infinie dans le cadre des espaces ho-
mogenes G/T" de volume infini a été peu étudiée; nous nous intéressons ici au cas le plus
simple d’une surface hyperbolique S de volume infini. Si S est réalisée comme le quotient
H/T', ou H est le demi-plan hyperbolique et I' C PSL(2,R) est un groupe Fuchsien, son fi-
bré unitaire tangent 7S s’identifie & PSL(2,R)/T, et la mesure de Haar sur PSL(2,R)/T
coincide avec la mesure de Liouville sur 7! S. Celle-ci charge alors des points errants du flot
horocyclique, et est en particulier non ergodique. Néanmoins, si S est supposée géométri-
quement finie (i.e. si I' est de type fini), il existe une autre mesure invariante m & support
dans I’ensemble non errant £ du flot horocyclique. Cette mesure est de masse totale in-
finie et ergodique pour le flot horocyclique |Bu], [Rol|. C’est I'unique mesure invariante
ergodique distincte des probabilités invariantes induites par les orbites périodiques du flot
horocyclique, quand il y en a.
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Lorsque la surface est convexe-cocompacte, i.e. géométriquement finie sans cusps, une
propriété d’équidistribution en moyenne de Césaro des orbites du flot horocyclique a été
démontrée par Burger dans [Bu|, & l'aide de méthodes analytiques précises, mais valides
seulement lorsque ’exposant critique de I' est strictement supérieur a 1/2. Nous nous inté-
ressons ici au cas général d’une surface avec (ou sans) cusps, sans restriction sur ’exposant
critique, dans lequel nous prouvons 1’équidistribution par une méthode valide en courbure
variable. Comme m est infinie, on ne peut espérer un résultat classique d’équidistribution
des moyennes, et nous allons énoncer un théoréme de type quotient. (L’énoncé est & com-
parer avec le théoréme quotient de Hopf [Ho2|, analogue en mesure infinie du théoréme de
Birkhoft.)

Théoréme 7.5.4 Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie, et u € E C T'S
un vecteur mon errant et non périodique pour le flot horocyclique (h')icr. Alors pour toutes
fonctions continues a support compact ¢ et 1 de TS dans R, avec les pdm #0, on a

fftw o h’(u)ds . leS¢dm
fft wo hs(u)ds leg pdm

quand t— +oo.

En fait, ce théoréme est une reformulation d’un théoréme plus général en courbure va-
riable (Théoréme 7.4.1), qui lui-méme se déduit d’un théoréme d’équidistribution d’autres
moyennes, que nous allons décrire ci-dessous.

Dans ce qui suit, S désigne une surface géométriquement finie & courbure négative pin-
cée. Il n’y a plus alors de paramétrisation naturelle du flot horocyclique, mais simplement
le feuilletage de TS en horocycles (bien qu’il soit encore possible de définir un flot horocy-
clique dans ce cadre, [Mar|). Sur chaque feuille notée H™ de ce feuilletage, on dispose d'une
part d’une distance notée dg+ jouissant de propriétés tres proches de celles de la distance
riemannienne induite en courbure constante, et d’autre part de la mesure conditionnelle
,uz;; . de la mesure de Patterson-Sullivan mP® sur T'S (mesure dont les propriétés sont trés
lices a celles du flot géodésique et du feuilletage horosphérique de S). Nous étudions dans
ce cadre le comportement des moyennes

= —1 v ps v
Moal#) 1= ) s, POV ),

ol u est un vecteur fixé de la feuille H* et BT (u,r) la boule centrée en u de rayon r pour
la distance dg+.

A priori, elles peuvent sembler sans rapport avec les moyennes sur les orbites du flot
horocyclique du théoréme 7.5.4 ci-dessus. Mais d’une part en courbure constante, pour tout
vecteur u, la boule B (u,r) coincide avec I'orbite {h®(u), |s| < r}. De plus, si la surface
est de volume fini, la mesure u’}{ﬂ n’est autre que la mesure de Lebesgue sur la feuille HT
et M, (1) coincide dans ce cas avec la moyenne % frr ¥ o h®(u)ds de 1 sur lorbite du
flot.

D’autre part, la notion clé utilisée ici est non pas celle de mesure invariante par le
flot horocyclique, mais plutot celle de mesure transverse invariante par holonomie. La
classification des mesures invariantes a son analogue dans ce cadre : en dehors des mesures
transverses invariantes induites par les feuilles compactes, il existe une unique mesure
transverse invariante, notée y = {ur}, & support dans I’ensemble non errant du feuilletage
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horocyclique [Rol]. Ainsi, la mesure m du théoréme 7.5.4 est le « produit » de cette mesure
i par la mesure de Lebesgue dt le long des orbites du flot horocyclique, alors que la mesure
de Patterson-Sullivan est le produit de cette méme mesure y par la famille de mesures
conditionnelles {77, }.

Afin d’é¢tudier les mesures M, ,, nous aurons besoin de la finitude de la mesure de
Patterson-Sullivan (que nous supposerons donc normalisée en une probabilité sur T15),
ainsi que d'une hypothése notée (xx) (énoncée au chapitre 6 et rappelée plus loin) de di-
vergence des bouts cuspidaux de S, qui est vérifiée en courbure constante. Notre résultat
est alors :

Théoréme 7.3.1 Soit S une surface géométriguement finie a courbure négative pincée
dont les bouts cuspidauz vérifient la condition (xx) et dont la mesure de Patterson-Sullivan
est finie. Soit u un vecteur de TS dont la feuille HT (u) est non errante et non compacte.
Alors pour toute fonction continue & support compact ¢ : T'S - R, on a

1

——— v) dpbs, (v) — dmP®  quand r — +00.
Ty P W) pam”

TS

L’organisation du texte est la suivante : le paragraphe 7.2 est consacré aux préliminaires
sur les surfaces géométriquement finies. Le théoréme 7.3.1 est prouvé au paragraphe 7.3.
Nous en déduisons (section 7.4) un résultat d’équidistribution de moyennes généralisées
en courbure variable (théoréme 7.4.1), et pour finir nous expliquons au paragraphe 7.5
pourquoi le théoréme 7.5.4 en est une simple reformulation en courbure constante.

Je remercie M. Burger pour avoir posé une question motivant les résultats de cet ar-
ticle, et commenté une version préliminaire de ce travail. Il a suggéré ’approche consistant
& étudier d’abord 1’équidistribution de moyennes pour d’autres mesures que la mesure de
Lebesgue, approche qu’il avait déja considérée avec A. Fisher pour traiter cette question
(communication personnelle).

7.2 Préliminaires

7.2.1 Surfaces géométriquement finies en courbure négative variable

Soit S une surface riemannienne & courbure négative pincée, i.e. dont la courbure sec-
tionnelle est comprise entre deux constantes —b® et —a?, avec 0 < a < b < 4o00. Nous
noterons S son revétement universel, I' = 71(S) son groupe fondamental, TS son fibré
unitaire tangent, et 7 : T'S — S la projection canonique. Nous noterons également m la
projection canonique TS — S et d désignera indifféremment la distance riemannienne
sur S et S.

Le bord a l'infini S de S permet de compactifier A S en SUBS. Le groupe I agit sur S par
isométries, et sur aS par homéomorphismes. Si o € S I’ensemble limite Ar := To\I'o C oS
de T est aussi le plus petit fermé T'-invariant de aS.

Le cocycle de Busemann est la fonction continue définie pour tout ¢ € a8 et (z,y) € e
par fBe(z,y) = ;Lnéd(x,z) —d(y,z) ="d(z,&) — d(y,£)” . Un horocycle H C S centré en &
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est une ligne de niveau de l'application y — f¢(y,0). Une horoboule H C S centrée en &
est un sous-ensemble H = {y € §, Be(y,0) < C}, avec C € R

Siu € Tig, notons ut et u” les extrémités dans dS de la géodésique définie par u,
et 025 := 05 x 95\ {(¢,€),¢ € 0S}. Le fibré unitaire tangent TS est homéomorphe &
028 x R via I'application u +— (v, u™, B, (v,0)). L’ensemble non errant  C TS du flot
géodésique g = (g")ter de S (agissant sur T S) s’identifie (Eberlein, [Eb1]) & I'ensemble des
vecteurs v € TS dont un relevé ¥ € TS définit une géodésique dont les deux extrémités
sont dans Arp. N

Un point £ de ’ensemble limite Ar est dit radial 8’1l existe un point o € S et une infinité
de points de l'orbite 'o & distance bornée du rayon [0€). Si & € Ar est 'unique point fixe
d’une isométrie parabolique de T, il est dit parabolique. Le stabilisateur dans I d’un tel
point sera appelé un sous-groupe paraboliqgue . Nous noterons A;,q (resp. Ap) l'ensemble
des points limite radiaux (resp. paraboliques) de Ar.

Le groupe T est dit cocompact si S est compacte, convere-cocompact si ) est compact
et S non compacte, et géométriqguement fini si Ap = Apaq UAp. Si T est géométriquement
fini, la projection 7(2) sur S de l’ensemble non errant  C TS du flot géodésique se
décompose en l'union d'une partie compacte Cp, et d’un nombre fini de cusps C; (voir
Bowditch [Bo]). Si S est hyperbolique, I est géométriquement fini si et seulement s’il est
de type fini.

L’exposant critique d'un sous-groupe G de I' est défini comme

dg = limsup%log t{g € G, d(o,g0) € [T, T +1[ }.

T—00

C’est aussi ’exposant critique de la série de Poincaré de G

Z e—sd(o,go) .

geG

En courbure constante, le fait que I' soit géométriquement fini implique qu’il est divergent,
i.e. que la série ci-dessus (pour G = I') est divergente en s = dr (Sullivan [S2]). De plus,
la mesure mP? est alors finie. Ceci est faux en général en courbure variable, oil la finitude
de la mesure de Patterson-Sullivan équivaut (voir [D-O-P]) au fait que d’une part I' soit

)e rdro) converge. Nous imposerons dans

divergent et d’autre part la série Zd(o, po
pell
toute la suite que mP? est finie, ainsi que ’hypothése suivante, notée (*x).

Pour tout sous-groupe parabolique II de I, on a

1. La quantité

¥ ¢—0rd(0,p0)

p el
d(o,po) >t+ N

Z e—er(o,po)

p €11,
d(o,po) >t

converge vers 0 quand N — 400, uniformément en t > 0.
2. 1l existe une constante C > 0, telle que
sup #{p €11, d(o,po) <t + C}
t>0 #{p € H7 d(O,pO) < t}

< +o00. (%)
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Cette hypothése est vérifiée lorsque les cusps de S sont isométriques aux cusps d’une
surface localement symétrique & courbure négative (voir proposition 6.2.10), mais égale-
ment dans d’autres cas (voir ’exemple du paragraphe 6.2.6, pour lequel la propriété de
trou critique dr < Jr assure que la mesure de Patterson-Sullivan est finie; voir aussi la
remarque 6.2.12 pour un exemple sans trou critique).

7.2.2 Feuilletage horocyclique

Les horocycles de S se relévent a Tig de la maniére suivante. Si H est un horocycle
centré en £ € 95, définissons HT C TS comme I'ensemble des vecteurs v € TS dont le
point base est sur H et tels que v~ = £. Si w € 'S, nous noterons H (u) Thorocycle de S
centré en ™ et passant par le point base de u, et HT (u) son relevé 3 T1S :

H(uw)={veT'S, v~ =u" et B- (r(u), (v)) = 0}.

Les horocycles de T1S coincident avec les variétés fortement instables du flot géodésique,
nous les appellerons donc horocycles fortement instables. Ils forment un feuilletage (trivial)
de TS de dimension 1 et de codimension 2. Ils passent au quotient sur 7''.S en les variétés
fortement instables du flot géodésique de T'S, toujours notées HT(u) pour simplifier.
Sur TS, ce feuilletage n’est plus trivial, nous I'appellerons feuilletage fortement instable,
noté W54,

Rappelons quelques notions sur les feuilletages. Si ¢ : B — R? x R est une carte de ce
feuilletage, B sera appelée une boite. Une plaque de B est un ensemble P = ¢ ! ({z} x R),
et une transversale T de B est un ensemble de la forme T' = ¢! (R? x {t}). Si P est une
plaque et T une transversale de B, nous noterons B = T x P. Si u € B, nous noterons
P, C H" (u) sa plaque dans B.

Vue la structure produit de TS ~ 528 x R, une famille naturelle de transversales au
feuilletage fortement instable de TS est ’ensemble des variétés faiblement stables W#(u)
du flot géodésique §. Elles sont définies par

Wo(u) == {v eT'S, vt =ut}.

Elles passent au quotient sur T1S en les variétés faiblement stables W*(u) du flot géodé-
sique g, et on pourra prendre pour transversales des petits ouverts de ces variétés stables.

Une application d’holonomie ¢ : T — T' entre deux transversales T' et T" d’une méme
boite B est ’homéomorphisme qui suit les plaques de B de T dans T". Plus généralement,
on appelle application d’holonomie une composée (au sens d’un pseudogroupe, [C-C]) de
telles applications.

Une mesure transverse au feuilletage W*" est une collection de mesures de Radon
v = {vr} sur les transversales T" au feuilletage. Elle est dite invariante par holonomie si
pour toute application d’holonomie ¢ : T — T,

Cevr = v,

Notons que toute feuille fermée HT du feuilletage induit une mesure transverse invariante
. + , . . -
canonique v définie sur toute transversale T' de la maniére suivante :

VYI!+ = Z (St.

teTNH+
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Le support d’une mesure transverse v = {vr} est I'union des supports des mesures vy, T'
décrivant toutes les transversales & W*“. Si v est invariante par holonomie, son support
est un ensemble saturé du feuilletage (i.e. une union de feuilles).

On appelle systéme de Haar une collection de mesures a = {ag+} sur les feuilles HT
du feuilletage, qui vérifient la condition de continuité suivante. Pour toute boite B =T x P
relativement compacte et toute fonction 9 : 1S — R continue & support compact inclus
dans B, ’application ci-dessous est continue :

teT — Pdog+ (7.1)
Py
Lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguité sur la feuille HT considérée, nous noterons « au lieu
de ap+.
La mesure riemannienne induite sur le feuilletage, notée A = {Ay+}, est un exemple de
systéme de Haar.
La donnée d’une mesure transverse v invariante par holonomie et d’un systéme de Haar
a permet de définir une mesure sur TS, notée voq, en posant pour toute boite B = T x P

voa(B):= /T a(P;) dvr(t). (7.2)

L’invariance par holonomie de v implique que I’expression ci-dessus ne dépend pas du choix
de la transversale T'.

La mesure de Patterson-Sullivan sur T'S est un exemple de tel produit. Rappelons brie-
vement sa construction. On définit une mesure I-invariante mP* sur T'S = 625 x R par

dmP® (v) = exp 01 By+ (0, (v)) exp orB,- (0, 7(v))dv, (v dv, (v )dt,

ol v, est une mesure sur dS de support inclus dans 'ensemble limite Ar, dite mesure de
Patterson. Lorsque I' est divergent, il existe une unique telle mesure sur 35, de sorte que
cette construction donne une unique mesure mP® sur TS, appelée la mesure de Patterson-
Sullivan.
La formule ci-dessus généralise l’expression donnée par Sullivan [S1] en courbure constante

égale & —1 :

dv,(vT) dve(v) dt
- |~ —wt[2r

dmP?®(v)

On définit un systéme de Haar en considérant les mesures conditionnelles de mP? sur
les horocycles fortement instables :

dji. (v) = exp b+ (0, 7(v))dvy (u)

Cette famille est I-invariante au sens o Y, iy, = ﬁ‘; "+, €t passe donc au quotient en une
famille de mesures pu?* = {u;,} sur les feuilles H* de W*". La propriété de continuité
(7.1) est démontrée dans [Rol] (Lemme 1.16), ce qui assure que c’est bien un systéme de
Haar. Cette famille de mesures vérifie la propriété immédiate et essentielle d’étre dilatée
d’un facteur exponentiel constant & ¢ fixé quand on la pousse par g* :

pht e = et gl (7.3)

D’autre part, le support de v, étant égal & Ar, chacune des mesures N%ﬁ ci-dessus a pour
support I’ensemble des vecteurs v de H™, tels que v € Ar. Si H* est centrée dans Ar, ce
support n’est autre que H+ N Q.
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De la méme maniére, si T = W#(v) est une transversale au feuilletage, la formule
diir(w) = exp(—drt)dv,(w ™ )dt

définit une mesure transverse invariante par holonomie et par I', qui passe donc au quotient

en une mesure transverse invariante par holonomie pour le feuilletage W**, notée p = {pr}.
Par construction de toutes ces mesures, il est clair que mP? est le produit de cette

mesure transverse y et du systéme de Haar p?® = {u, } au sens de (7.2) ci-dessus.

La classification topologique des feuilles de WW** est bien connue. Pour la décrire, intro-
duisons 'ensemble £ C TS des vecteurs v € TS dont un relevé & a T*S vérifie 3~ € Ar.
L’ensemble £ se décompose en une union disjointe

&= 5rad U gp,

ou &raq (resp. &) est 'ensemble des vecteurs tels que 9~ € Apaq (resp. 9~ € Ap). Remar-
quons que &, est 'ensemble des vecteurs négativement divergents par le flot géodésique,
i.e. dont l'orbite (g_tu)tzo diverge dans un cusp de S, et ;a4 est 'ensemble négativement
récurrent, i.e. 'ensemble des vecteurs dont l'orbite (¢~ *u)¢>o revient infiniment souvent
dans un compact de S.

Théoréme 7.2.1 (Dal’bo [D], Hedlund [H]) Soit S une surface géométriquement finie
a courbure négative pincée. Alors :

1. Les horocycles inclus dans Er,q sont denses dans £. En particulier, leur projection
sur S revient infiniment souvent dans la partie compacte Cy de la variété.

2. Les horocycles de &, sont compacts.

3. Les horocycles de T'S \ € sont fermés et plongés dans T*S.

Par analogie avec le cas des flots, I’ensemble & sera appelé ensemble non errant du feuille-
tage horocyclique.

Nos résultats reposent de fagon cruciale sur le théoréme suivant qui classifie les mesures
transverses invariantes. Ce théoréme a été prouvé par Dani [Dal] sur les surfaces hyperbo-
liques de volume fini, par Burger [Bu] sur les surfaces hyperboliques convexes-cocompactes
et par Roblin [Rol] dans le cas général en courbure variable.

Théoréme 7.2.2 (Roblin, [Rol]) Si S est une surface géométriquement finie & courbure
négative pincée dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie, alors les mesures transverses
invariantes par holonomie et ergodiques sont de l’'un des trois types suivants :

1. Une unique mesure p = {pr} de support € telle que pr(T N E,) = 0 pour toute
transversale T'.
2. Les mesures induites canoniquement par un horocycle compact de &,.
3. Les mesures induites par les horocycles (fermés) inclus dans T'S \ &.
En particulier, on en déduit que sans hypothése d’ergodicité, il existe une unique me-
sure transverse invariante p = {ur} de support £ telle que pr(T N E,) = 0 pour toute
transversale 7.

Remarque 7.2.3 En fait, le théoréme 7.2.2 est démontré dans [Rol] (en toutes dimen-
sions) sous I’hypothése de non-arithméticité du spectre des longueurs, et c’est Dal’bo D]
qui a montré que cette hypothése est satisfaite sur les surfaces. La méme remarque s’ap-
plique au théoréme 7.3.2 énoncé plus loin.
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Pour finir, rappelons que sur chaque feuille H* du feuilletage de TS , on dispose d’une
distance dy+, distance dite de Hamenstddt (voir [He-P]) et définie comme suit. Pour tous
(u,v) € (H')?, si x € S est un point quelconque de la géodésique (utvt),

dg+ (’U,,’U) = €xp (%/Bu"" (CL‘,’U,) + %/311"‘ (l’,’l)))

Elles sont bien définies car 1’expression ci-dessus ne dépend pas de z € (uTv™). Elles sont
invariantes par isométries : pour tout vy, on a dyg+(yu,yv) = dg+(u,v). Poussées par le
flot géodésique, elles vérifient pour tout ¢ € R,

dgtH'f‘ (gtu’ gtv) = e dg+ (U, U)' (74)

Nous noterons B (u,r) une boule pour la distance dg+. La propriété d’invariance par
I" de ces distances fait que les boules passent au quotient en des sous-ensembles des feuilles
qui seront encore notés B (u,r).

7.3 Equidistribution des moyennes vers relativement a la me-
sure de Patterson

Pour tout u € TS et r > 0, notons M,,, la probabilité sur H*(u) définie pour toute
fonction continue & support compact 1 : T*S — R par

1 ps
/'LI;-[S+ (B+ (U’a ’l")) /B+(u,r) I(p(v) d/J’H+ (v)

Nous omettrons I'indice H™ lorsqu’aucune confusion n’est possible. Si la feuille H (u)
est incluse dans &, rappelons que le support de ph7, est égal & HT N Q. Autrement dit, si
u est un vecteur de ’ensemble non errant £ du feuilletage horocyclique, alors M,.,, est une
probabilité & support dans ’ensemble non errant 2 du flot géodésique pour tout r > 0.

Mr,u (1/)) =

La propriété suivante découle directement des relations (7.3) et (7.4) : pour tout u €
TS, tout t € R et toute fonction ¢ : T'S — R, on a

Mr,u(w) = Mre*t,g*tu(w © gt) (75)
Nous avons le

Théoréme 7.3.1 Soit S une surface géométriquement finie & courbure mégative pincée
dont les cusps vérifient (xx) et dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie. Alors pour
tout u € Eraq C & et toute fonction continue & support compact ¥ : T'S — R, on a

rli?oo M, o, (%) = g 1 dmP?

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous allons présenter deux preuves distinctes de
ce résultat, I'une dans le cas d’une variété convexe-cocompacte, i.e. géométriquement finie
sans cusps, ol on obtiendra méme une convergence uniforme en u a 1) fixée, et la seconde
dans le cas général.
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7.3.1 Preuve dans le cas convexe-cocompact

Si M est convexe-cocompacte, l'ensemble € est compact et les mesures (M, ,)r>0 sont
& support compact deés que u € £.

La preuve repose sur deux faits indépendants, et reprend certains des arguments utilisés
par Ellis et Perrizo dans [E-P]. Le premier fait est I’équidistribution des moyennes poussées
par le flot : c’est un résultat général de Babillot (valable en toute dimension), provenant
de la propriété de mélange de mP?.

Théoréme 7.3.2 (Babillot, [Ba2]) Soit S une surface géométriquement finie a courbure
négative pincée dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie. Pour toute fonction 1 :
T'S — R continue & support compact, pour tout u € Q et r > 0 fizé, la suite de moyennes
(Myu (3 0 g))i>0 converge vers [, g1 dmP* quand t — +oo.

Le deuxiéme fait concerne I’équicontinuité de la famille de fonctions {u — M, (1 o
¢
g'), t > 0}.

Lemme 7.3.3 Soit 1 : T1S — R une fonction continue & support compact. La famille de
fonctions uw — M, (1 o g') est équicontinue en t > 0.

Ce lemme est démontré dans [Sc|, lemme 4.3, en dimension quelconque lorsque pour
tout u € €2, on a
W02 (9B (u,1)) = 0.

Cette condition sur le bord des boules horosphériques est satisfaite ici. En effet, elles sont
de dimension 1, et donc leur bord comporte deux points. Comme par ailleurs la mesure de
Patterson v, est sans atomes (voir [D-O-P]), la mesure p7, aussi, d’o le résultat.

Comme  est compact, le lemme ci-dessus implique que la famille d’applications {u —
M, (o g'),t > 0} est en fait uniformément équicontinue sur Q. On en déduit que les
moyennes M; (1 o g') convergent uniformément en u € 2 vers S g W dmPe.

Cette convergence uniforme et la relation fondamentale (7.5) : My (1pog") = M, 4t,, (1))
pour 7 = €' donnent la convergence uniforme en v € Q de M, , (1) vers le g ¥ dmP® quand
r — +00.

Ceci conclut la preuve du théoréme 7.3.1.

7.3.2 Cas général

Dans ce paragraphe, nous traitons le cas ou S a des cusps. Il n’y a plus alors unicité
d’une mesure transverse invariante par holonomie (voir le théoréme 7.2.2). Nous donnons
donc une preuve différente de la précédente, dont le principe est de montrer que toute
valeur d’adhérence des probabilités (M; ,)r>0, pour u € Erag, est égale & mP?.

Le probléme essentiel qui apparait est la non-compacité de ’ensemble non-errant 2 du
flot géodésique. L’étape cruciale de la preuve est alors le théoréme ci-dessous (qui nécessite
I’hypothése (%), mais pas la finitude de la mesure de Patterson-Sullivan).

Théoréme 6.4.2 ([Sc3])Soit M = ﬂ/F une variété a courbure négative pincée géomé-
triquement finie dont les cusps vérifient (xx), avec T' un groupe divergent. Soit € > 0 fizé,
et C C T'M un compact. Il existe un compact K, ¢ de l’ensemble non errant 2 du flot
géodésique et un réel ro(C) > 0, tels que pour tout vecteur u de C N Eraq et tout v > 1o(C),
on a

M’I’,U(KE,C) >1l-e¢
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Ce résultat assure que pour tout vecteur u fixé de &;,q, les valeurs d’adhérence lorsque
r — 400 de (M, ,)r>0 pour la topologie faible sont des probabilités & support dans €.
Autrement dit, il n’y a pas de perte de masse due a la présence de cusps.

Le reste de la preuve réside dans les deux lemmes indépendants ci-dessous.

Lemme 7.3.4 Si u € &paq, toute valeur d’adhérence m de (M;y)r>0 quand 1 — +00
se décompose sous la forme m = v o uP%, ou v est une mesure transverse invariante par
holonomie, et uP* est le systéme de Haar associé a la mesure de Patterson-Sullivan.

Ce lemme est le seul qui utilise le fait que S est une surface, et donc que les feuilles du
feuilletage horocyclique sont de dimension 1.

Lemme 7.3.5 Si u € &raq, toute valeur d’adhérence m de (M, ,)r>0 quand v — +00
vérifie m(Ep) = 0.

Des deux lemmes ci-dessus, on déduit que toute valeur d’adhérence des moyennes s’écrit
vouP? ol v est une mesure transverse invariante a support dans £ telle que vr(E,NT) =0
pour toute transversale T'.

Le théoréme 7.2.2 de classification des mesures transverses invariantes par holonomie
(qui nécessite la finitude de la mesure de Patterson-Sullivan) et le lemme 7.3.5 impliquent
alors v = p (a une constante multiplicative prés). Toute valeur d’adhérence de (M, 4 )r>0
est alors une probabilité de la forme cste u o u?® = cste mP?, et le fait que mP® soit norma-
lisée donne cste = 1. En d’autres termes, la famille (M, ,),>0 converge étroitement vers
la mesure de Patterson-Sullivan. Pour montrer le théoréme 7.3.1, il suffit maintenant de
démontrer les lemmes 7.3.4 et 7.3.5.

Démonstration du lemme 7.3.4: Définissons pour tout » > 0 une mesure transverse
v = {vp} par

1
S S Y
ps( B+
ppe (B (u,m)) teTNB+ (u,r)
Soit m une valeur d’adhérence de la suite (M, ,),>0. Il suffit de montrer qu’en restriction
a toute boite relativement compacte B =T X P, la mesure m est de la forme voulue. Sur
une telle boite, la mesure M, ,, est presque égale & vy o uP®. Plus précisément, on a

1

Mr,uB = T s Dl / 1 +urd/“p8
(B) pPs (B (u,T)) teTr%{:ﬂu) p, 2T

- / (1) / 1 dyP* + R(B, T, ).
T Py

COmme les feuilles de W** sont de dimension 1, 'erreur commise R(B,T,r) est due
d’une part & un terme éventuellement oubliés dans 'intégrale sur 7', correspondant a un
teTNHY(u)\ Bt (u,r), tel que p?*(P, N BT (u,r)) > 0, et d’autre part & un éventuel
terme compté en trop dans cette intégrale, correspondant & un ¢t € T N BT (u,r) tel que
pP*(PyN BF (u, 1)) < pP*(By).

1
Chacun de ces termes est majoré en valeur absolue par sup pP°(P;). On

pPs (Bt (u,r)) ter
a donc :

1
R(B,T,r)| < ——— 2sup uP*(Py).
R0 s Sl
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B* (u,r)

UUU\

N R(B,T,r)

Fait 7.3.6 Soit u € Eraq. La quantité pP$(B* (u,r)) tend vers +oo quand 1 — +00.

En effet, comme u~ € A,q, il existe une suite t; — +oo telle que gt u soit basé dans la
partie compacte Cy. Les relations (7.3) et (7.4) donnent
§P (B (u, ') = M7l yPi(BF (g7, 1)) > Ol inf (B (w, 1)) — +oo.
weNNCo

On déduit du fait ci-dessus que le reste R(B,T,r) tend vers 0 quand r — oo. Comme
les moyennes sont & support dans €2, on peut se restreindre aux boites B telles que P, N
est non vide pour tout ¢t € T. Mais comme la mesure M;ISJr a pour support HT N Q, ceci
implique qu’on peut supposer

0 < inf pP*(P;) < sup p?*(P;) < +o0.
teT teT

Ces inégalités et le fait que pP* soit un systéme de Haar montrent que si la suite (M;, 4)nen
converge vers une mesure m, alors la suite de mesures (v}"),ecn converge aussi faiblement
vers une mesure vy. Ceci définit une mesure transverse v = {vr}; le fait que pP® soit un
systéme de Haar implique alors que m est de la forme v o pP?.

Pour démontrer le lemme, il reste & vérifier que la mesure transverse v = {vr} ainsi
définie est invariante par holonomie. Pour tout » > 0 et toute application d’holonomie
¢ : T — T' entre deux transversales T et T" d’'une méme boite B, on a

# (T NB*(u,r)) ACTH (T'NB*(u,r)) <2,
car le feuilletage est de dimension 1 et les feuilles sont connexes. On en déduit

lim v} (TN B*(u,r)ACHT' N Bt (u,r))) = 0.

r—+00

Ceci prouve que les valeurs d’adhérence de v = {5} sont invariantes par holonomie. [
T p

Démonstration du lemme 7.3.5: L’argument est repris de [Be-M, p136]. Considérons
une limite vague m de (M,, ,) quand n — +oo, et supposons qu'il existe un compact
Q C &, tel que m(Q) = B > 0. Le théoréeme 6.4.2 de non divergence fournit un compact
K = Kg/ic, de T'S tel que pour tout vecteur v € &g basé dans la partie compacte Cy,
et tout r > ro(K), on ait

Myy(K) > 11 (7.6)



Les vecteurs de &, sont divergents pour le flot géodésique. Par compacité de (), on sait que
pour tout ¢ > 0 suffisamment grand, g*tQ ne rencontre pas le compact K. Or (g*tu)tzo
revient infiniment souvent dans la partie compacte Cj; on peut donc trouver T' > 0 tel
que ’on ait simultanément

gTQNK =10 et g Tuey.

Comme ¢~ 7@ et K sont deux compacts disjoints, on peut trouver une fonction 9 : T'S —
[0,1] continue & support compact valant 1 sur g7 @Q et 0 sur K. En particulier, 3 >
1,-rg = 1gog”, et on a alors

nlggo My, u(h o g_T) =m(po g_T) >m(Q) =p6>0.

Il existe donc N € N tel que pour tout n > N, on ait

_ p
Mrne_T,g_Tu('lp) = MTn,U(w cg T) > 5 - (77)
Mais 9 < 1 — 1k, d’ott pour tout r > 0, d’aprés (7.6) ci-dessus,
Mr,g—Tu(w) <1- Mr,g—Tu(K) < Z’
ce qui, lorsque 7 = r,e~ 7 avec n > N est en contradiction avec (7.7). g

7.4 Equidistribution de moyennes quelconques

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons & des moyennes du méme type que précé-
demment, mais pour n’importe quel systéme de Haar o = {ay+} pour le feuilletage horo-
cyclique de T1S. Soient u € TS un vecteur, r un réel strictement positif et ¢ : 715 — R
une fonction continue & support compact. On définit alors

1
(B (u,7)) /Bw) ¥(v) dalv).

Le but de ce paragraphe est d’obtenir un théoréme d’équirépartition de ces moyennes
analogue au théoréme 7.3.1, la mesure limite étant cette fois la mesure y o @ au lieu de la
mesure de Patterson-Sullivan mP?® = pop?s. (La mesure p désigne toujours 'unique mesure
transverse invariante a support dans £ telle que ur(E,NT) = 0 pour toute transversale T'.)

Nous allons déduire du théoréme 7.3.1 le résultat suivant :

Mgu(w) =

Théoréme 7.4.1 Soit S une surface géométriguement finie 4 courbure négative pincée
dont les cusps vérifient (xx) et dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie. Soit @ =
{ag+} un systéme de Haar pour le feuilletage W5, tel que pour toute feuille H, la mesure
ap+ soit de support HT. Pour tout u € E,q C & et toutes fonctions continues a support
compact ¢ et 1 de T'S dans R, avec Jrgpd(poa) >0, ona

fB"‘(u,r) 'Lp da . fTIS "/) d(lj’ o a)

quand 7 — +oc.
fB+(u,r) pdo fT15 pd(poa)
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Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout compact K C TS fixé (suffisamment
gros pour que poa(K) # 0), il existe une constante ¢(K) > 0 telle que pour toute fonction
¥ : T'S — R continue & support dans K, on ait

. fB+(u,r) P do

M,ﬁ’,"uK(w) : — ¢(K) Pd(poa), quandr — +oo. (7.8)

fB""(u,r) 1k da TiS
Nous aurons besoin pour cela du lemme suivant :

Lemme 7.4.2 Siu € &4, il existe un compact Ko de T'S tel que a(BT (u,r)NKg) — +00
quand r — +00.

Démonstration : Comme u~ € A;,q, ’horocycle H™ (u) revient infiniment souvent dans
'ensemble 7 1Cy des vecteurs basés dans la partie compacte Cy de S (théoréme 7.2.1)).
Posons Ky = {w € BT (v,1), avec v € 77 1Cp}. Comme Qpr+(y) est de support H (u), on

a (i?fc ap+() (BT (v,1)) > 0. Par définition de Ko, on en déduit a g+, (Ko) = +oo, ce
w(v)ECo

qui donne le résultat voulu. O

Remarque 7.4.3 La démonstration du lemme ci-dessus est le seul endroit ol on utilise le
fait que pour toute feuille H', ay+ est de support tout HT. On peut tout a fait se passer
de cette hypothése dés que la conclusion du lemme ci-dessus est vérifiée, ce qui, comme on
I’a vu, est le cas de pour la famille de mesures {7, } (voir le fait 7.3.6).

Il suffit maintenant de montrer (7.8) pour tout compact K de T'S qui contient Kj.
Nous supposerons que le compact K considéré est propre, i.e. égal & ’adhérence de son
intérieur. Considérées comme des probabilités sur K, les moyennes My &K ont des valeurs
d’adhérence pour la topologie faible sur K qui sont des probabilités sur K. Pour toute
transversale T au feuilletage qui est incluse dans K et tout r > 0, posons

o,T ]‘
Vg = Z Ot
(B (u,r) N K) teTNB+ (u,r)

Pour toute boite B =T x P incluse dans K et toute fonction continue 1 & support dans
B, écrivons

MEEW) = [ a0 [ 9o)datv) + R,T1).
T Py

Le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 7.3.4 donne la majoration

1
(Bt (u,m) N K)

|R(4, T, )| < 2[|9bllco sup a( F2).
« teT
Le lemme 7.4.2 ci-dessus assure que ce reste tend vers 0 quand r — +o0.
Ce qui précéde montre que toute valeur d’adhérence m = lim,_, Mﬁ;ﬁ est de la
forme v o a, avec v = {vr} une mesure transverse définie sur toutes les transversales T' au
feuilletage incluses dans K par

. LT
vr = lim v;"".
n—oo

Rappelons que dans la preuve du lemme 7.3.4, on avait défini pour tout r > 0 une mesure
transverse v" de fagon similaire & ¥®". On a pour tout r > 0 et toute transversale T incluse

dans K
ar _ MW(BT(u,r))
vy = V.
a(Bt(u,r) N K)

140



Le théoreme 7.3.1 implique que pour toute transversale T', v}, converge faiblement vers pr
quand 7 — oo. Le fait que la restriction & K de m = lim,_, Mf,‘;ﬁ soit une probabilité
implique qu’il existe des transversales T' incluses dans K, pour lesquelles v3™ converge
faiblement vers une mesure finie non nulle vp. Ces deux faits réunis impliquent la conver-
P (B* (u, 1))

a(Bt(u,r,) N K)

gence de vers une constante finie non nulle. Donc v7 est proportionnelle

a M-
Finalement, un argument de normalisation permet d’en déduire que pour toute fonction
1) continue a support dans K,

_ Jmgddpea)
les lgd(poa)

m(y) = lim M7 ()

nooo Tl

Ceci étant vrai pour tout compact K et toute valeur d’adhérence m de (M;. ;LK)DO, le
théoréme en découle. O

7.5 Courbure constante : moyennes sur les orbites du flot
horocyclique

Soit S = I'\H une surface hyperbolique géométriquement finie, avec H l’espace hyper-
bolique. Le groupe PSL(2,R) agit simplement transitivement sur son fibré tangent T H,
on peut donc identifier T'H avec PSL(2,R). Dans cette identification, le flot horocyclique

. e . 10
(h)er agit par multiplication & droite par {( ;1
les vecteurs d’une distance ¢ sur I’horocycle fortement instable qu’ils définissent (pour la
meétrique induite sur ’horocycle par la métrique hyperbolique). Cette action commute a
T, et passe donc au quotient en le flot horocyclique de T S.

La succession d’énoncés ci-dessous permet de voir que le théoréme 7.5.4 est un cas
particulier du théoréme 7.4.1 démontré précédemment.

) ,t € R}. Ceci revient a déplacer

Un calcul simple mais fastidieux donne
Lemme 7.5.1 Siu € T'H et t € R, on a dy+(u,ht(u)) = |t].

Les boules BT (u,r) sont dans ce cas exactement les segments d’orbites (h®(u))|s <;-
D’autre part, par continuité du flot horocyclique, on a facilement :

Lemme 7.5.2 La mesure dt sur les orbites du flot horocyclique est un systéme de Haar
pour le feuilletage horocyclique, que ’on notera X.

Un calcul simple montre que si p est un élément parabolique, alors d(o, p™0) = 2log n(1+
g(n)) quand n — +o0, et donc tous les sous-groupes paraboliques de I' ont pour exposant
1/2. En comparant la distance hyperbolique et la distance induite sur un horocycle entre
deux points d’'un méme horocycle, on montre le

Lemme 7.5.3 L’hypothése (%) de croissance des cusps est vérifiée.

Rappelons que (%) implique (%) (voir paragraphe 6.2.6 pour plus de détails), et que la
mesure de Patterson-Sullivan est finie sur une surface hyperbolique géométriquement finie.
Notre dernier résultat est un résultat d’équidistribution plus fort que celui de [Bu], valable
de plus sans restriction sur les cusps de S ou ’exposant critique de I'.

141



Théoréme 7.5.4 Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie. Alors pour tout
u € Eaq et pour toutes fonctions ¢ et ¥ continues a support compact sur TIS, avec

Jrged(uoX) >0, ona

TS

/_t<pohs(u)ds /Tlswd(qu)

Remarquons que la mesure p o A du théoreme ci-dessus est infinie des que 1’ensemble
limite Ar est strictement inclus dans le bord 95 (i.e. dés que S n’est plus de volume fini).

t
/ o ¥ (u) ds (o)
7 B

quand t— oQ.
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Chapitre 8

Conclusion

Dans ce chapitre, toujours dans le cadre des variétés géométriquement finies, nous
complétons les résultats obtenus dans les chapitres précédents, et nous posons quelques
questions restées sans réponse pour l'instant.

Le premier paragraphe est consacré a 1’étude de résultats d’équidistribution des horo-
sphéres en dimension quelconque.

Dans le paragraphe suivant, nous revenons sur I’étude des mesures de Gibbs. Apreés avoir
rappelé briévement leur construction dans ce cadre, nous montrons (théoréme 8.2.2) que la
mesure transverse quasi-invariante qu’elles induisent est I'unique mesure transverse quasi-
invariante pour un certain cocycle, hormis celles induites par les horosphéres compactes.

Le paragraphe 8.2.3 est consacré & une discussion sur la propriété de non divergence
des horosphéres, dans le cas d'une mesure m quelconque, mais également dans celui plus
simple de la mesure mP?, oll nous pouvons affaiblir légérement les hypothéses du théoréme
6.4.2 de non divergence des horosphéres.

8.1 Equidistribution des horosphéres d’une variété géométri-
quement finie de dimension quelconque

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a ’équidistribution des horosphéres d’une
variété M géométriquement finie de dimension quelconque. Rappelons d’abord quelques
notations (voir les chapitres 6 et 7 pour plus de détails). On suppose que la mesure de
Patterson-Sullivan mP® est finie, et on note p?* = {u7/,} la famille des mesures condi-
tionnelles sur les horosphéres de mP®. On désigne par B (u,r) la boule horosphérique de
centre u et de rayon r pour la distance horosphérique dg+. Nous considérons alors pour
tout u € T*M les probabilités (M; 4 )r>o sur T M définies par

1 ps
Mul) = o) /. o P
pour toute fonction 9 : T'M — R continue & support compact.

La question est alors de savoir si ces probabilités s’équidistribuent vers la mesure de
Patterson-Sullivan mP® quand r — +o00. Nous avons établi ce résultat au chapitre 7 lorsque
M est une surface (théoréme 7.3.1), en utilisant de fagon cruciale la classification des
mesures transverses invariantes ergodiques, et le théoréme de non divergence des moyennes
horosphériques.
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Nous reprenons ici cette approche en dimension supérieure. La difficulté essentielle qui
se présente est due au fait qu’on ne sait pas contréler la croissance du bord des boules
horosphériques. Ceci nous contraint & imposer une hypothése de type Fglner sur la mesure
de ces boules. Nous obtenons alors le

Théoréme 8.1.1 Soit M une variété géométriguement finie 4 courbure négative pincée
dont les cusps satisfont (xx) et dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie. Soit u € &g,
ro > 0 et (rn)nen une suite de nombres positifs tendant vers +oo telle que

N1;18+ (BT (u,rn +10) \ B (u, 70 — 10))
Wi+ (B (u,mn))

Alors la suite de mesures de probabilité (M, ,)nen converge vers la mesure de Patterson-
Sullivan mP® quand n — +oo.

—0 gquand n — +oo. (8.1)

En particulier, dans le cas ot M est de volume fini, on retrouve ainsi un résultat
d’équidistribution connu, conséquence des travaux de Ratner :

Corollaire 8.1.2 (Shah [Sh]) Soit M une variété hyperbolique de volume fini. Alors pour

tout u € Epaq, les mesures de probabilité (M, ,)r>o convergent vers la mesure de Liouville
sur TYM.

Démonstration : Dans ce cas, la mesure de Liouville et la mesure de Patterson-Sullivan
sont égales. Notons H*' I’horosphére fortement instable de u. La mesure conditionnelle
,uz;; . est donc simplement la mesure de Lebesgue sur I’horosphére H+.

D’autre part, dans le modéle du demi-espace supérieur, une horosphére peut étre vue
comme un hyperplan euclidien, et une boule horosphérique est alors une boule euclidienne.
A une constante multiplicative prés, la mesure de Lebesgue d’une boule euclidienne de
rayon r vaut ™ !, de sorte que I'hypothése du théoréme 8.1.1 ci-dessus est vérifiée quand
r — 4o00. Le corollaire en découle. O

Remarque 8.1.3 Il existe toujours des suites r, — 400 vérifiant I’hypothése du théoréme
ci-dessus. Ceci découle du fait que pour tout u € T'M fixé, la fonction r — pb7, (B (u,r))
est & croissance polynomiale (d’apreés le théoréme 6.3.2 ou le lemme 8.2.8).

Remarque 8.1.4 On peut donner des exemples plus « concrets » de suites 7, — +00
qui satisfont I’hypothése ci-dessus. Par exemple, une suite (r,) telle que (g~'°8™u) —
v € T'M, avec pb?, (8B*(v,1)) = 0 convient. Pour une telle suite, on peut démontrer
léquidistribution autrement (voir la preuve du lemme 5.4.8). L’idée est d’utiliser le fait
que pour toute fonction continue & support compact ¥ : T'M — R, on a

My, () = Myg- 105 (3 0 657,

Le fait que ph,, (BT (v,1)) = 0 assure que M g—1ogrn,, (3 © g'°8™n) et My, (1 0 g1°8™) vont
étre de plus en plus proches quand n — oo. Pour finir, le théoréme 8.2.3 de Babillot assure
que My (9 o g'°8™) tend vers mP*(v)) quand r,, — +00, ce qui est le résultat voulu.
Question 8.1.5 Si M est une variété hyperbolique (ou plus généralement localement sy-
meétrique de rang 1), et de volume infini, il est peut-étre possible d’utiliser la connaissance
précise de la géométrie de M et des boules horosphériques pour montrer que

s (B (u,r +79) \ BT (u,7 —19))
o+ (B (u,T))

—0 quand r— +o00.
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Ceci impliquerait immédiatement la propriété souhaitée d’équidistribution des moyennes.
Mais cette question est ouverte pour l’instant.

Démonstration du théoréme 8.1.1: La preuve est la méme que celle du théoréme 7.3.1,
a laquelle nous renvoyons le lecteur. On utilise d’abord le théoréme 6.4.2 de non-divergence
des moyennes pour dire que les valeurs d’adhérence des mesures (M, ,),>0 quand r — 400
sont des probabilités. Il faut alors montrer que toute valeur d’adhérence s’écrit comme le
produit d’une mesure transverse invariante par holonomie par la mesure uz;; + le long des
feuilles (lemme 7.3.4), puis que cette mesure transverse est la mesure transverse induite
par la mesure m® (lemme 7.3.5).

La seule différence réside dans la démonstration du lemme 7.3.4. Plus précisément, pour
montrer que le reste R(B,T,r) tend vers 0 quand r — 400, on raisonne comme dans la
preuve du lemme 5.4.8 (chapitre 5). On montre que ce reste est majoré par une constante
fois la quantité

phie (Bt (u,r +10) \ BT (u,m — 10))

Wy (B (u,))

L’hypothése faite sur la croissance des boules donne donc la convergence de R(B,T,ry)
vers 0. Il en découle immédiatement que toute valeur d’adhérence m de (M, )nen s’écrit
sous la forme m = v o uP?, ol v est une mesure transverse invariante. La fin de la preuve
est inchangée : le lemme 7.3.5 assure que la mesure m donne une masse nulle a l’ensemble
des horosphéres centrées en un point parabolique, et le théoréme 8.1.1 en découle grace a
la classification des mesures transverses invariantes. O

8.2 Mesures de Gibbs sur une variété géométriquement finie

8.2.1 Construction

Dans le cadre des variétés géométriquement finies, I’ensemble non-errant du flot géodé-
sique n’étant pas compact, le formalisme thermodynamique ne s’applique plus. Cependant,
Coudéne [Coul] a généralisé la construction donnée au chapitre 2 des mesures d’équilibre.
Nous allons résumer briévement ses résultats.

Dans le cas compact ou convexe-cocompact, on normalise une fonction héldérienne en
posant F = 6/ — f. Ceci est impossible dans notre cas, puisque la pression de f n’est pas
définie. Nous considérerons donc une application héldérienne positive F : T*M — R, , et
nous supposerons de plus que F' est comprise entre deux constantes 0 < ¢ < C < 400. On
peut encore définir la série de Poincaré de F :

P(o,s, F) Ze_sfw

yer

Notons 6f" son exposant critique. Sous nos hypothéses sur F, cet exposant est strictement
positif et fini.

De méme qu’au chapitre 2, quitte & utiliser le lemme 2.2.1 de Patterson, on peut
supposer que la série de Poincaré est divergente en s = 6F. Pour tout s > 6%, on construit
une famille (vz’ F)w ~ de mesures sur M, et on obtient alors une famille de mesures finies

(vl sz Sur le bord &M comme valeurs d’adhérence quand sy, — 67 des mesures ci-dessus.
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Elles vérifient l/f(BJT/f) =1, et pour tout y € I" et (z,y) € M?

F F dvg F
V«Vgp = V’yz et duF (6) = eXP(_p§ (Iay)) .

Y

On définit alors une mesure invariante par le flot géodésique sur T'M par la méme formule
qu’au chapitre 2 :

PN L T A N LAl R DN P
dm” (v) = e’z @ v Ydy, (vT)dy, (vT)dt.

Par passage au quotient, /! induit une mesure de Radon mf" sur 7'M, dont le support
est €2, et qui peut étre de masse infinie. Lorsque F' = dr, on retrouve la construction (vue
au paragraphe 7.2.2) de la mesure de Patterson-Sullivan mPs.

Nous supposerons au paragraphe suivant que la mesure m!" est finie, et nous renvoyons
le lecteur au critére de finitude donné par Coudéne [Coul|, généralisant celui de [D-O-P]
dans le cas F' = 1. Dans ce cas, pour tout x € M , la suite de mesures (l/iF) s>gF converge
vers Vf quand s — 6 et Vf ne charge que Ap,q. La mesure m! associée est alors 'unique
mesure donnée par la construction ci-dessus. Nous "appellerons mesure de Gibbs associée
au potentiel F', définition qui sera justifiée au paragraphe 8.2.2 par le fait qu’elle induit
une mesure transverse quasi-invariante pour le feuilletage fortement instable.

Remarque 8.2.1 Dans le cas particulier de la mesure de Patterson-Sullivan mP?, c’est-
a-dire dans le cas ou F' = dr, Otal et Peigné [O-Pe| ont montré que lorsqu’elle est finie,
c’est encore l'unique mesure d’entropie maximale du flot géodésique, et que dans le cas
contraire, il n’existe pas de mesure finie maximisant ’entropie. Il est vraisemblable qu’on
puisse obtenir un résultat analogue pour les mesures m!’, & condition de parvenir & définir
la pression topologique dans un cadre non compact.

8.2.2 Classification des mesures transverses quasi-invariantes pour le
feuilletage fortement instable

Au chapitre 5, dans le cadre des variétés compactes ou convexes-cocompactes, nous
avons montré que la mesure d’équilibre m/ associée & un potentiel hildérien f induisait
une mesure transverse {,u%i} quasi-invariante pour un cocycle pf , et que de plus, c’était
I’'unique mesure quasi-invariante pour ce cocycle. Nous étudions dans ce chapitre le cas
des variétés géométriquement finies. Les constructions de mesures du paragraphe 5.2.3
(chapitre 5) s’étendent ici.

Pour toute transversale T' = WS(’U) au feuilletage Ws“, on pose

A (v) = exp ol (@, v) dvF (v7) dt..

Ceci définit une mesure transverse i’ = {if} a WSU, qui vérifie Yefif = ﬁffT pour tout
v € I. Elle passe donc au quotient en une mesure transverse pf = {pf} a W qui est
quasi-invariante par holonomie pour le cocycle p. Pour toute holonomie ¢ : T — T", on a
d,uITT,
dC. ik,

On définit une famille de mesures sur les horosphéres fortement instables de "M par

(Cv) = exp pT (v, Cv).

djilys (v) = exp ' (z,v) vl (v7).
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Cette famille passe au quotient en une famille de mesures, notées ufﬁ, sur les variétés
fortement instables de TW M.

On définit une mesure sur ’espace H = OM x R des horosphéres par
diig (€,5) = dvg (€) ds .
Elle est & support Ar x R, vérifie fif’ ((Araq X R)€) = 0, et est [-quasi-invariante au sens ot

%(v(& s)) = exp(pf (0,7 "0)),.
d’Y*:uo

On définit encore une famille de mesures sur les horosphéres de "M par
dik, (v) = Ph (o) 40Ty (o) dvF (vt).

On a alors
din (v) = dik (v, s)diat+ (v) .

Introduisons encore une définition. Une mesure transverse p = {ur} quasi-invariante
par holonomie est dite ergodique si le fait que pour toute holonomie ¢ : T' — T, on ait
pr(AACA) = 0 implique que pr(A) = 0 ou pr(A€) = 0.

Une feuille fermée Wy de W** intersecte une transversale relativement compacte en
un nombre fini de points. Elle induit donc naturellement une mesure transverse quasi-
invariante pour un cocycle p donné sur W5 par la formule :

pr = Z exp p(t,wg) 0 , (8.2)
teTNWy

ol wy est un vecteur arbitraire fixé de Wj.

Rappelons que la classification topologique des feuilles de W** est bien connue (Dal’bo
[D]). Notons £ l'ensemble non errant du feuilletage fortement instable, i.e. ’ensemble des
vecteurs de T'M tels que v~ € Ar. La variété fortement instable W*%(v) d'un vecteur
v € Eraq (i-e. tel que v~ € Aypq) est dense dans €. Si v~ est un point parabolique borné,
WS (v) est compacte, et si v~ ¢ Ar sa feuille est fermée et plongée dans 7' M.

Lorsque la mesure de Patterson-Sullivan (i.e. la mesure associée comme ci-dessus au
potentiel F' = 1) est finie, Roblin [Rol| a classifié ’ensemble des mesures transverses
invariantes pour le feuilletage horosphérique. Nous suivons de trés prés sa preuve pour
obtenir I’analogue ci-dessous de son résultat dans le cas des mesures transverses quasi-
invariantes.

Théoréme 8.2.2 Soit M une variété géométriguement finie & courbure négative pincée.
Soit F : T'M — R, une application héldérienne comprise entre deuz constantes stricte-
ment positives, et telle que la mesure m¥ est finie. Alors les mesures transverses quasi-
invariantes pour le cocycle pt' et ergodiques sont de l'un des trois types suivants :

1- la mesure {pr} induite par la mesure m”,

2- les mesures induites par les feuilles compactes de W*" (au sens de (8.2)),

3- les mesures induites par les feuilles fermées non compactes de W*" (au sens de (8.2)).

Nous aurons besoin pour la preuve du théoréme d’équidistribution suivant :
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Théoréme 8.2.3 (Babillot, [Ba2]) Soit M une variété géométriquement finie avec cusps,
et F: T'M — R une application holdérienne comprise entre deuz constantes strictement
positives. Si la mesure m¥ est finie, alors pour toute fonction continue & support compact
P :T'M — R et tout u €, on a

1 t _F F
—_—— og'(v)d V) — dm uwand t— +0o.
ﬁ§+ (B+(’U,, 1)) /B+(u,1) vos ( ) MH+( ) TiM v 1

Remarque 8.2.4 Ce théoréme a été démontré par Babillot sous I’hypothése de mélange
topologique du flot géodésique, hypothése satisfaite en présence de cusps (Dal’bo [D]).

La preuve suit exactement celle de [Rol], et ressemble & celle du théoréme 5.2.7°, nous
ne ferons donc qu’en donner les grandes lignes.

Démonstration du théoréme 8.2.2: Les mesures associées aux feuilles fermées sont
construites par la formule (8.2). Plutét que de montrer que u = {uf} est I'unique autre
mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle pf’ et ergodique, nous allons montrer
que iF est 'unique mesure T-quasi-invariante pour le cocycle p¥ (7~ to, 0) sur H, ergodique
et vérifiant 1X (Araq X R) > 0.

Supposons donc qu’il en existe une autre, notée ¥. On a dim! = dil dul,,. On peut
donc définir aussi dM ¥ = dﬁdﬂZJr qui est une mesure de Radon I'-invariante sur "M , et
passe donc au quotient en une mesure M* sur T'M. Malheureusement, cette mesure n’a
aucune raison d’étre finie.

On choisit alors une fonction positive continue & support compact ¢ : T*M — R, telle
que 0 < leMquMF < 4ooet 0 < fT1M¢de < 400, et on note ¢ son relevé a T'M.
On définit alors une probabilité P¥ sur T'M par

1

F —
dp (U)_ fT1M¢dMF¢

(v) dM " (v),

et on note P¥ la mesure relevée a T M.
En suivant la preuve du lemme 5.3.6 du chapitre 5, on démontre une formule d’autoad-
jonction :

Lemme 8.2.5 Soit D un domaine fondamental borélien pour l'action de I' sur Cl;i]T/IJ, et
W : T'M — R une fonction positive continue & support compact, relevée en 1) : T*M — R.
Alors pour tout r > 0, on a

i ! o o $(v) dik, (v)
dpP¥ _ dut, = | dMF H )
/D O /B Rz /D (w)d(u) /B S e v

L’idée de la preuve est, comme pour le théoréme 5.2.7" du chapitre 5, d’utiliser cette
formule pour démontrer que m¥ est absolument continue par rapport & M¥. La fin de la
preuve est alors identique a celle du théoréme 5.2.7°, nous ne la redétaillerons pas.

Commencons par la majoration du terme de droite. Nous aurons besoin de la :

Proposition 8.2.6 (Roblin [Rol]) Soit M une variété géométriquement finie G cour-
bure négative pincée. Il existe une constante N > 0 telle que pour tout v € T'M et tout
r > 0, la boule horosphérique B (u,r) peut étre recouverte par au plus N boules B (u;, §)
de rayon moitié.
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,
Supposons donc que B (u,r) € UN B (u;, 5) Pour tout v € B (u;, 5), ona B¥(v,7) D

Bt (u;, %), d’ou /
Bt(v,r)
déduit la majoration

@dﬁﬂr > /+( )c;;dﬂng. Pour tout u € T'M et r > 0, on en
B uiv%

/ v) dfify (v) _ N (8.3)

*(uyr) fB+(v,r) ¢dMH+

Pour toute fonction ¢ : T'M — R positive continue & support compact, le terme de droite

dans le lemme 8.2.5 est donc majoré par N/ pdMFE.

T M
Il reste & minorer le terme de gauche. C’est ’étape la plus délicate de la preuve. On
montre précisément 1’énoncé suivant :

Lemme 8.2.7 Il existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction v : T*M — R
positive et continue a support compact, il existe un v > 0 et un ensemble Q, C T'M de
mesure PF(Q,) > % et tel que pour tout u € Q,

7 dgF
fB'*‘(u,r)’(p K+ > C wde

S+ () b dify, T'M

Grace & ce lemme et & la majoration (8.3), on montre aisément que m? <« M¥, dont
on déduit le théoréme, comme dans la fin de la démonstration du théoréme 5.2.7". g

Il reste donc & démontrer ce lemme. Nous ne donnerons que les principales étapes de
la preuve, en renvoyant le lecteur & Roblin [Rol| pour le détail des preuves.

Démonstration du lemme 8.2.7: Fixons d’abord « > 0 trés petit, et soit K, C & un
compact tel que PF(K,) > 1 — . La preuve se fait en quatre étapes.

Premiére étape : Il existe des constantes ¢; > 0 et co > 0 telles que pour tout u € K,
il existe r(u) > 0 pour lequel

[ waze [ pdnt bk, et
Bt (u,r(u)) T'M Bt (u,r(u))

/ bl <o [ bl
Bt (u,3r(u)) Bt (u,r(u))

La premiére inégalité découle du théoréme 8.2.3 de Babillot, et la deuxiéme servira & ap-
pliquer un lemme de Vitali.

Deuxiéme étape : Notons K, I’ensemble des u € K, tels que r(u) < s, et fixons s
suffisamment grand pour que P¥ (K s,a) > 1—2a. Pour tout r > 0, notons €2, 5 o ’ensemble
des u € K o tels que

IR Y R
Bt (u,r+s) B+(u,r)

[ ednhe<z g0t 0)da ).
B (u,r) B (u,r)
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Un argument de recouvrement de Vitali de la boule B (u,r) par des boules B (v, 3r(v))
permet de trouver une constante C' > 0 indépendante de %, r et u telle que pour tout r» > 0
et tout u € £ 5 o, On ait

fB"‘(u,r)wd'L_l’Z"‘ >C ,(/)de
fB+(u,,~) ¢dﬂfl+ N T'M

Troisiéme étape : Pour démontrer le lemme, il reste & trouver «, s et r pour que €, ;
soit assez gros, i.e. pr (Qr5,0) > % Ecrivons alors le complémentaire de ), 5 , comme une
union A, U Z,, avec A, ’ensemble des u € K , tels que

[ sodaf>2 [ 0) 1, 0) il ),
Bt (u,r) B+ (u,r)

et Z, 'ensemble des u € K, tels que

[ o>z o)),
Bt (u,r+s) Bt(u,r)

A T'aide d’une formule d’autoadjonction, on montre que si on a bien choisi a > 0, alors
pour tout r > 0, on a P(A,) < 1/4. Intuitivement, ceci correspond au fait que K 5,0
recouvre presque tout le support de P¥, donc la proportion de points d’une horosphére
qui sont dans K doit étre souvent grande.

Derniére étape : A condition d’avoir une croissance sous-exponentielle de la mesure des
boules horosphériques, on montre qu'il existe r > 0, pour lequel PF(Z,) < 1/4. Cette
croissance sous-exponentielle découle du lemme ci-dessous, dont nous détaillons la preuve,
car elle ne se généralise pas immeédiatement des travaux de Roblin [Rol]. Ceci permet de
conclure la démonstration du lemme 8.2.7, puisque pour ce r > 0, PF(Q,,sya) >1/2. O

Lemme 8.2.8 Pour tout u € T*M fizé, on apl (B (u,r)) = O(r#IFlle) quand r — +oo.

vt v vt
Démonstration : Rappelons que dfik+ (v) = elo FHl F-[- F dvl (vT). Comme v} est
une probabilité, on en déduit

F (p+ T ot R
BB ) < sup o TR
vEBT (u,r)

Pour tout v € BT (u,r), notons p, le projeté de v sur la géodésique (v v™). Les triangles
(0,py,v7) et (0,py,v™) sont rectangles en p,, le lemme 2.4.4 du chapitre 2 donne donc

vt I vt Do Dy
[l o)

Po Pv
De plus, comme F est supposée bornée, on a encore / F + / F <2||F||0 d(0,pv)-
o o

<2C(n/2,F).

Remarquons maintenant que pour tout w € T*M,r >0ett € R, on a
il (BT (u,7)) = fily+ (B* (g'u, re").
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Autrement dit, quitte & considérer g'u au lieu de u, pour ¢ > 0 fixé assez grand, on peut
supposer que G,- (o,u) < 0. Ceci signifie que o est & l'intérieur de I’horoboule de bord H (u).
En particulier, pour tout v € B¥(u,r), on a aussi §,- (0,v) < 0. Le triangle (o,v,v") a
donc un angle en v supérieur a /2 d’ou d(o,p,) < d(o,v) < By+(0,v) + C(n/2). On en
déduit que
i (Bt (u,r)) < Cste(u,7/2) sup e2IFllecBy+(on)
v€Bt (u,r)

Rappelons maintenant que la distance horosphérique dg+ vérifie
A+ (u,v) = e2 Bur @VFB,+00) g+ 4+

Par continuité de la fonction de Busemann, si ¢ > 0 est fixé, on peut trouver n > 0
tel que d,(ut,vT) < n implique |B,+(0,v) — By+(0,u)| < €. Dans ce cas, la quantité
exp (2||F|| oo By+ (0, v)) est majorée par la constante exp (2||F||oo(By+ (0, u) + €)).

Si dy(ut,v") > n, on a alors pour tout v € BT (u,r)

4|Flloc
1
APl (00) < (5 ¢ Butom) g (M)) < cste(u) riFlle

Ceci prouve le lemme. O

8.2.3 Non divergence des moyennes horosphériques

On vient de voir au paragraphe ci-dessus que la classification des mesures invariantes
se généralise ligne & ligne au cas des mesures transverses quasi-invariantes associées aux
mesures de Gibbs. La question naturelle est alors celle de 1’équidistribution des moyennes
horosphériques associées vers la mesure mF.

Dans le cas de 1la mesure de Patterson-Sullivan, le résultat d’équidistribution des moyen-
nes horosphériques d’une surface géométriquement finie obtenu au chapitre 7 repose de
fagon cruciale sur le théoréme 6.4.2 de non divergence des moyennes horosphériques. Les
autres arguments utilisés s’étendent sans la moindre difficulté au cas des mesures de Gibbs
(lorsqu’on les suppose finies), de sorte qu'un théoréme de non divergence pour ces moyennes
permettrait d’obtenir, au moins dans le cas des surfaces, leur équidistribution vers la me-
sure mf.

La encore, on peut suivre un certain nombre des arguments de la preuve du théoréme
de non divergence et les étendre au cas des mesures de Gibbs. Néanmoins, une difficulté
essentielle apparait puisque pour un potentiel quelconque F : T'M — R, il n'y a pas a
priori d’équivalent précis des séries

DRI VRS
p el p €1I,
d(o,po) <T d(o,po) > T
ce qui ne permet plus de démontrer le Lemme de I’Ombre et la non divergence des moyennes
horosphériques.

Remarque 8.2.9 Les preuves des théorémes 5.2.7 et 8.2.2 laissent & croire que tous les
énoncés vrais pour la mesure de Patterson-Sullivan s’étendent sans difficulté aux mesures
de Gibbs. L’obstruction précédente est le premier écueil sérieux qui peut-étre marque une
différence entre ces deux types de mesures.
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TITRE :

Propriétés ergodiques du feuilletage horosphérique d’une variété a courbure
négative

RESUME :

Cette thése est consacrée a 1’étude des propriétés ergodiques du feuilletage horosphé-
rique d’une variété géométriquement finie & courbure négative M.

Un de nos principaux résultats est la classification des mesures transverses quasi-
invariantes dont la dérivée de Radon-Nikodym est un cocycle holdérien fixé, associé & une
mesure de Gibbs. A un tel cocycle, nous associons certaines moyennes sur les horosphéres
et montrons qu’elles s’équidistribuent vers la mesure de Gibbs correspondante lorsque M
est compacte ou convexe-cocompacte.
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associées & la mesure d’entropie maximale. Nous montrons qu’elles forment une suite ten-
due, ce qui, dans le cas des surfaces, nous permet d’obtenir leur équidistribution vers cette
mesure d’entropie maximale. En corollaire, nous obtenons 1’équidistribution des orbites du
flot horocyclique d’une surface hyperbolique géométriquement finie mais de volume infini.
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