
HAL Id: tel-00069473
https://theses.hal.science/tel-00069473

Submitted on 17 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Problèmes de linéarisation dans des familles de germes
analytiques.

Dominique Vieugué

To cite this version:
Dominique Vieugué. Problèmes de linéarisation dans des familles de germes analytiques.. Mathéma-
tiques [math]. Université d’Orléans, 2005. Français. �NNT : �. �tel-00069473�

https://theses.hal.science/tel-00069473
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
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mon travail et l’honneur qu’ils m’ont fait en acceptant d’être membres de mon jury
de thèse.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les problèmes de linéarisation

On va s’intéresser à la linéarisation d’une fonction holomorphe au voisinage
d’un point fixe. Ces problèmes de linéarisation trouvent leur origine en mécanique
céleste, dans l’étude du mouvement de n corps soumis à la gravitation newtonienne.
Par exemple, dans le cas d’un système planétaire où l’un des corps (le soleil) est
beaucoup plus lourd que les autres, le problème essentiel est de savoir si le système
est stable. Après simplification de la situation (trajectoires dans un plan assimilé au
plan complexe ayant pour origine le soleil, ...) et discrétisation du temps, la position
d’une planète à l’instant n , notée zn est donnée par : z0 et zn+1 = f(zn) où z0

désigne la position initiale et f est une fonction holomorphe telle que f(0) = 0 et
f ′(0) = λz avec λ nombre complexe de module 1. Au voisinage de 0, f(z) ressemble
à λz. La question est alors de savoir, si zn ressemble à λnz0.

Pour répondre à cette question, il convient de se demander sous quelles condi-
tions une fonction f analytique ayant 0 comme point fixe et λ comme multipli-
cateur 1, est (ou n’est pas) analytiquement conjuguée au voisinage de l’origine à
l’application z 7→ λz, c’est-à-dire sous quelles conditions il existe une fonction ϕ
biholomorphe fixant l’origine et vérifiant, sur un voisinage de 0, f(ϕ(z)) = ϕ(λz).
Lorsqu’une telle fonction ϕ existe, on dit que f est linéarisable et la fonction ϕ,
que l’on peut normaliser en imposant ϕ′(0) = 1, est appelée une linéarisante de f .

Fixons λ ∈ C r {0} et f(z) = λz +
+∞∑

k=2

akz
k.

Deux problèmes se posent. L’un est algébrique : sous quelles conditions a-t-
on existence d’une linéarisante formelle, c’est-à-dire d’une série formelle vérifiant
l’équation f(ϕ(z)) = ϕ(λz) entre séries formelles. L’autre est analytique : cette
série formelle, lorsqu’elle existe, est-elle de rayon de convergence strictement posi-
tif?

1. C’est-à-dire une fonction analytique f définie sur un voisinage de l’origine dans C de la forme

f(z) = λz +

+∞∑

k=2

akzk.
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La réponse à la première question est connue depuis longtemps. En notant

Fλ = {f(z) = λz +
+∞∑

n=2

anzn / f est de rayon strictement positif } , on a

Proposition 1.1.1. Pour tout λ ∈ C r {0} et tout f ∈ Fλ.
Si λ n’est pas racine de l’unité, alors f possède une unique linéarisante formelle
ϕ(z) =

∑+∞
k=1 bkz

k et les bk sont déterminés par :

b1 = 1 et bn =
1

λn − λ

∑

26r6n

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

∏

16k6r

bjk
(1.1)

Remarque 1.1.2. Le terme qui risque d’entrâıner une croissance très rapide des
|bn| est le terme 1

|λn−λ| qui risque d’être très grand à cause d’un dénominateur
parfois très petit. De là provient la terminologie ”problèmes de petits diviseurs”.

Remarque 1.1.3. Nous verrons au prochain chapitre que si λq = 1 avec q ∈ N∗

et si f est un polynôme de degré d > 2, alors f n’est pas formellement linéarisable.
Ceci indique que les racines de l’unité constituent une véritable obstruction à la
linéarisation.

Dans le cas non-racine de l’unité, on a l’existence d’une unique linéarisante
formelle et donc, pour savoir si f est ou non linéarisable, il faut déterminer si le
rayon de convergence de ϕ(z) =

∑+∞
k=1 bkz

k est strictement positif. Pour cela, on
peut essayer de majorer ou de minorer les |bk|.

Pour certains λ, la solution est connue depuis longtemps.

Théorème 1.1.4. G. Koenigs (1884)
Soit λ ∈ C r {0} et f ∈ Fλ. Si |λ| 6= 1, alors f est linéarisable.

Jusqu’à la fin de ce premier chapitre, nous supposerons que λ n’est pas une
racine de l’unité. Les premiers résultats sur la linéarisation dans le cas où |λ| = 1
furent obtenus en 1938 par Cremer (voir [Cre38]) et furent négatifs.

Théorème 1.1.5. Si P ∈ Fλ est un polynôme de degré d > 2 et si

lim sup
ln ln qn+1

qn
> ln d, alors P possède des petits cycles, c’est-à-dire que pour

tout ε > 0, il existe z ∈ B(0,ε)r{0} et n ∈ N∗ tels que P ◦n(z) = z. Et ceci
constitue une véritable obstruction à la linéarisation 2.

Cremer a aussi prouvé que, pour presque tous les réels θ au sens de Baire, on
peut trouver un f ∈ Fλ non linéarisable. Plus précisément,

2. Lorsque la linéarisation est possible, sur un petit voisinage de 0, il n’y a aucun cycle, car la
rotation d’angle 2πθ ne possède aucun cycle distinct de 0 lorsque θ est irrationnel.
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Théorème 1.1.6. Posons W = {θ ∈ R/Pθ n’est pas linéarisable } où Pθ est le
polynôme Pθ(z) = ei2πθz + z2. Alors W est un Gδ−dense.

Le premier résultat positif est dû à Siegel en 1942. En remarquant que les θ qui
posent problème sont les rationnels, il s’est intéressé aux nombres qui sont ”loin”
des rationnels et, en majorant les coefficients de la linéarisante, il a prouvé le
(voir [Sie42] ou [SM71])

Théorème 1.1.7 (Siegel). Si θ est diophantien, alors tout f ∈ Fλ est linéarisable.

Définition 1.1.8. On dit qu’un irrationnel θ est diophantien d’ordre µ s’il existe

c > 0 tel que ∀p ∈ Z ∀q ∈ N∗

∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ >
c

qµ
. On dit qu’un irrationnel θ est

diophantien s’il existe un µ tel que θ est diophantien d’ordre µ.

Proposition 1.1.9. L’ensemble des réels non diophantiens est de mesure de Le-
besgue nulle.

Remarque 1.1.10. Par conséquent, pour presque tous les nombres réels, tout
f ∈ Fλ est linéarisable. On voit donc que, du point de vue de la topologie, il y a
beaucoup de réels pour lesquels on peut trouver un f ∈ Fλ non linéarisable et il y
en a peu pour lesquels tout f ∈ Fλ est linéarisable. Par contre, du point de vue de
la mesure, c’est le contraire.

En 1965, Brjuno améliora le théorème de Siegel (voir [Brj65], [Brj71] et [Brj72])

et prouva, en notant

(
pn

qn

)
la suite des réduites de θ :

Théorème 1.1.11 (Brjuno). Si
+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
< +∞, alors tout f ∈ Fλ est

linéarisable

La question était alors de savoir si la condition de Brjuno était optimale.
Yoccoz obtint la réponse en 1988 et prouva, en utilisant des techniques de chirurgie
holomorphe,

Théorème 1.1.12. Si
+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
= +∞, alors, il existe f ∈ Fλ tel que f soit

non linéarisable.

Yoccoz prouva aussi

Théorème 1.1.13. Pθ(z) = ei2πθz + z2 est linéarisable si et seulement si
+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
< +∞.
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Ce résultat prouve que tout polynôme P (z) = ei2πθz + a2z
2 est linéarisable si

et seulement si

+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
< +∞, car P est analytiquement conjugué 3 à Pθ.

Désormais, la question est de savoir si pour tout polynôme P (z) = ei2πθz +

a2z
2 + · · ·+ adz

d de degré d>3, on a P linéarisable si et seulement si
+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
<

+∞.

Pour d = 3, Perez-Marco a obtenu une avancée vers la réponse en 2003. Tout
d’abord, il convient de remarquer que pour montrer ce théorème pour tout po-
lynôme de degré 3 fixant 0 et de multiplicateur λ, il suffit de le prouver pour la
famille

(
ei2πθz + bz2 + z3

)
b∈C

, car tout polynôme de degré 3 fixant 0 et de multi-

plicateur ei2πθ est analytiquement conjugué à un polynôme de ce type.

En 2001, Perez-Marco a prouvé que

Théorème 1.1.14 (Perez-Marco). Si
+∞∑

n=0

ln qn+1

qn
= +∞, alors {b ∈ C/Pb(z) =

ei2πθz + bz2 + z3 est linéarisable} est de capacité nulle (et donc de mesure nulle)

Plus généralement, Perez-Marco a prouvé (voir [PM01]) que

Théorème 1.1.15 (Perez-Marco). Pour tout λ ∈ Cr{0} non résonant et pour

toute famille (ft)t∈C
de la forme ft(z) = λz +

d∑

j=0

tjϕj(z) avec ϕj(z) =
+∞∑

k=2

cj,kz
k

série entière de rayon de convergence strictement positif et de valuation supérieure
ou égale à 2, on a, en posant E = {t ∈ C/ft linéarisable } : ou bien E = C ou bien
cap(E) = 0.

Un de nos objectifs sera de donner une nouvelle démonstration de ce théorème
et de le généraliser à divers cadres.

Remarque: Dans [PM01], les résultats sont énoncés en dimension finie m sous
une condition de non-résonance multidimensionnelle. Attention toutefois, car de
nombreux théorèmes, comme ceux de Siegel ou Brjuno, ne se généralisent à la
dimension finie que lorsque le multiplicateur de f , qui est en dimension finie une
matrice, est diagonalisable. Et ceci n’est pas une commodité technique qui donne
une démonstration plus simple, mais bien une obstruction de nature algébrique.
En effet, dans [Yoc95], Yoccoz a démontré que

Théorème 1.1.16. Soit n > 2 et A ∈ GLn(C). Si A possède une valeur propre de
module 1 dont le sous-espace caractéristique associé diffère du sous-espace propre,

3. Cela résulte du fait que, pour tout µ ∈ Cr{0}, on a , en notant ψ(z) = µz , ψ−1(P (ψ(z)) =
1

µ

(
ei2πθµz + a2µ

2z2
)

= ei2πθz + a2µz2, d’où, pour µ =
1

a2
, ψ−1(P (ψ(z)) = ei2πθz + z2 = Pθ(z).
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alors, il existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) =
Az + . . . qui ne sont pas linéarisables.

Dans le chapitre 2, nous rappelons les définitions de la linéarisation et nous
redémontrons que, sous une condition de non-résonance, il y a existence et unicité
de la linéarisante formelle. Les expressions obtenues pour les coefficients de la
linéarisante formelle seront utiles pour démontrer des généralisations du théorème
de Perez-Marco au chapitre 4. Nous terminerons ce chapitre en donnant, lorsque λ
est non résonant, une minoration ”explicite” des valeurs absolues des coefficients
de la linéarisante formelle associée au polynôme Pλ(z) = λz−λz2. Ces minorations
ne semblent pas directement exploitables, mais une expérimentation sous MAPLE
suggère qu’elles sont peut-être suffisantes pour montrer une non-linéarisabilité sous
une très mauvaise condition diophantienne.

Dans le chapitre 3, nous redonnons les définitions et les principales propriétés
du diamètre transfini en les adaptant au cadre p-adique et nous démontrons un
théorème de majoration polynomiale. Ces résultats nous serviront au chapitre 4
pour donner une nouvelle démonstration du théorème de Perez-Marco et l’adapter
au cadre p-adique.

Dans le chapitre 4, nous redémontrons le théorème de Perez-Marco. Dans son
article, Perez-Marco utilisait la théorie du potentiel, notamment le lemme de Bern-
stein [Ran95]. Une approche alternative consiste à utiliser le diamètre transfini pour
définir la capacité logarithmique dans C et à remplacer le lemme de Bernstein par
un théorème de majoration polynomiale utilisant uniquement le diamètre trans-
fini. C’est cette approche que nous adoptons ici et elle va nous permettre d’aborder
aussi le cas p-adique.

De plus, jusqu’ici, le théorème de Perez-Marco permettait d’obtenir des non-
linéarisabilités en faisant apparâıtre dans la famille (ft) une fonction dont le com-
portement était connu. Ici, grâce aux propriétés du diamètre transfini, nous pour-
rons directement récupérer une information diophantienne.

Nous terminerons ce chapitre, en calculant explicitement un domaine D du

plan pour lequel, lorsque

+∞∑

n=0

ln(qk+1)

qk
= +∞, on a

t ∈ D ⇒ λz + tz2 + z3 non linéarisable.

Dans le chapitre 5, nous donnerons une généralisation du théorème de Perez-
Marco au cas des fractions rationnelles et nous étudierons une généralisation dans
un cas où il y a résonance. A cette occasion, nous retrouvons, par des techniques
élémentaires, une version faible de certains résultats d’Ecalle concernant, dans C,
le centralisateur de germes tangents à l’identité.
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Chapitre 2

Linéarisation formelle

2.1 Notations

Dans tout ce qui suit, p désignera un nombre premier et |.|p la valeur absolue
p-adique. 1

De manière usuelle, on note Qp le complété de Q pour la valuation p-adique,

Qalg
p la clôture algébrique de Qp (elle n’est pas complète) et Cp le complété de

Qalg
p . (Cp est à la fois clos et complet.)

On note aussi |.|p l’unique valeur absolue qui prolonge |.|p à Cp.

A partir de maintenant, (K̃,|.|) désignera soit (Cp,|.|p) soit (C,|.|∞) où |z|∞
désigne le module du nombre complexe z. Lorsque les théorèmes et démonstrations
utiliseront uniquement les propriétés communes à (Cp,|.|p) et (C,|.|∞), nous uti-

liserons la notation (K̃,|.|) et nous signalerons explicitement les endroits où les
propriétés diffèrent.

Nous noterons aussi K un sous-corps localement compact et complet (pour la
valuation induite) de K̃. Par exemple, lorsque K̃ = C, K pourra désigner R ou C.
Lorsque K̃ = Cp, K pourra désigner Qp ou une extension finie de Qp.

L’entier strictement positif m désignera la dimension de l’espace dans lequel
nous nous plaçons et nous poserons V = Km. Si a est un vecteur colonne de
V , nous noterons ||a|| = supj=1,2,...,m |aj | . La longueur d’un multi-indice α =
(α1,α2, . . . ,αm) ∈ Nm sera notée ||α|| = α1 + α2 + · · · + αm.

Nous noterons B(a,r) la boule ”ouverte” de V de centre a et de rayon r, c’est-
à-dire B(a,r) = {z ∈ V /||z − a|| < r } et Bf (a,r) la boule ”fermée” de V de
centre a et de rayon r, c’est-à-dire Bf (a,r) = {z ∈ V /||z − a|| 6 r }.

1. Pour tout (a,b) ∈ Z × N∗,
∣∣ a

b

∣∣
p

= pvp(b)−vp(a) où vp(a) désigne l’exposant de p dans la

décomposition de a en produit de facteurs premiers.
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Nous utiliserons, selon la commodité, deux notations pour les séries entières

de V dans V . Nous les noterons parfois sous la forme f(z) =
∑

α∈Nm

aαzα avec z

un vecteur colonne de V ayant pour coordonnées z1,z2, . . . ,zm , aα des vecteurs
colonnes de V ayant pour coordonnées aα,1,aα,2, . . . ,aα,m et zα = zα1

1 zα2
2 . . . zαm

m .

Nous les noterons d’autres fois f(z) =
∑

j∈N

fj(z) ou f(z) =
∑

j∈N

f (j)(z) avec fj

(ou f (j)) polynôme homogène de degré j en m variables et à valeurs dans V , ce

qui revient à dire, en utilisant la notation précédente que fj(z) =
∑

α ∈ Nm

|α| = j

aαzα

Nous poserons aussi, pour toute série entière f(z) =
∑

α∈Nm

aαzα,

Rf = sup{r ∈ R∗
+/ supα∈Nm ||aα||r|α| < +∞}. (rayon de la série entière f)

On obtient alors, pour tout z ∈ V , si ||z|| < Rf , alors f(z) =
∑

α∈Nm

aαzα est

convergente.

Nous noterons aussi L un élément de GLm(K) et nous identifierons L avec
l’application linéaire qu’elle représente. Ainsi, pour tout z ∈ V , l’élément Lz sera
parfois noté L(z). Dans le cas de la dimension 1 (m = 1), on utilisera la lettre λ
(λ ∈ K∗) plutôt que la lettre L et on notera λz au lieu de Lz.

L’ensemble FL désignera l’ensemble des séries entières de rayon de convergence
strictement positif ayant 0 pour point fixe et L pour multiplicateur, c’est-à-dire

FL = {f(z) =
∑

fj(z) / f est de rayon strictement positif et f0(z) = 0 et

f1(z) = L(z)}. Lorsque m = 1, on utilisera indifféremment les notations FL ou Fλ.

2.2 Linéarisation et linéarisation formelle.

Définition 2.2.1. Soit f ∈ FL. On dit que f est linéarisable s’il existe une série
entière ϕ =

∑
ϕj de rayon de convergence strictement positif et t ∈]0,Rϕ[ vérifiant

ϕ0(z) = 0, ϕ1(z) = L̃z où L̃ ∈ GLm(K), ϕ(B(0,t)) ⊆ B(0,Rf ), L(B(0,t)) ⊆
B(0,Rϕ) et

∀z ∈ B(0,t) f(ϕ(z)) = ϕ(L(z)) (2.1)

Remarque 2.2.2. La condition ϕ0 = 0 dans la définition précédente signifie
simplement que le point fixe 0 de L est envoyé sur le point fixe 0 de f .

Remarque 2.2.3. La condition ϕ1 = L̃ avec L̃ ∈ GLm(K) dans la définition
précédente signifie que ϕ est inversible et qu’au voisinage de 0, on a
f(z) = ϕ

(
L

(
ϕ−1(z)

))
, ce qui signifie que f est l’application L vue à travers ϕ.

12



Proposition 2.2.4. Soit f ∈ FL. Si f est linéarisable, alors il existe une série
entière ϕ̃ =

∑
ϕ̃j de rayon de convergence strictement positif et t̃ ∈]0,Rϕ̃[ vérifiant

ϕ̃0(z) = 0, ϕ̃1(z) = z , ϕ̃(B(0,t̃)) ⊆ B(0,Rf ), L(B(0,t̃)) ⊆ B(0,Rϕ̃) et

∀z ∈ B(0,t̃) f(ϕ̃(z)) = ϕ̃(L(z))

Démonstration :
Comme f est linéarisable, par définition, il existe une série entière ϕ =

∑
ϕj de

rayon de convergence strictement positif et t ∈ R∗
+ vérifiant ϕ0(z) = 0, ϕ1(z) = L̃z

où L̃ ∈ GLm(K), ϕ(B(0,t)) ⊆ B(0,Rf ), L(B(0,t)) ⊆ B(0,Rϕ) et

∀z ∈ B(0,t) f(ϕ(z)) = ϕ(L(z)) (2.2)

• Remarquons d’abord que L ◦ L̃−1 = L̃−1 ◦ L.
En effet, pour tout z ∈ B(0,t), on a f(ϕ(z)) = ϕ(L(z)),
avec f(ϕ(z)) = L(L̃(z) + . . . ) + · · · = L(L̃(z)) + . . .
et ϕ(L(z)) = L̃(L(z) + . . . ) + · · · = L̃(L(z)) + . . . .
D’où, en identifiant les parties linéaires, L(L̃(z)) = L̃(L(z)). Cette égalité étant
vraie sur un petit voisinage de 0 et les applications étant linéaires, on en déduit
que ∀z ∈ V L(L̃(z)) = L̃(L(z)), d’où L ◦ L̃ = L̃ ◦ L.
On obtient alors L̃−1 ◦ L ◦ L̃ ◦ L̃−1 = L̃−1 ◦ L̃ ◦ L ◦ L̃−1, d’où L̃−1 ◦ L = L ◦ L̃−1

• Construisons ϕ̃ et t̃.
Posons ϕ̃ = ϕ◦ L̃−1. Comme L̃−1 est linéaire, ϕ̃(z) =

∑
ϕ̃j(z) est une série entière

de rayon strictement positif et on a la relation ∀j ∈ N ϕ̃j(z) = ϕj(L̃
−1(z)).

On vérifie facilement que l’on a ϕ̃0 = ϕ0 = 0 et ∀x ∈ V ϕ̃1(x) = ϕ1(L̃
−1(x)) =

L̃(L̃−1(x)) = x, d’où ϕ̃1 = Id. Comme ϕ̃, L et L̃−1 sont continues avec ϕ̃(0) = 0,
L(0) = 0 et L̃−1(0) = 0, on peut choisir t̃ ∈]0,Rϕ̃[ tel que ϕ̃(B(0,t̃)) ⊆ B(0,Rf ),

L(B(0,t̃)) ⊆ B(0,Rϕ̃) et L̃−1(B(0,t̃)) ⊆ B(0,t)

• Vérifions que ∀z ∈ B(0,t̃) f(ϕ̃(z)) = ϕ̃(L(z))

Soit z ∈ B(0,t̃). On a

f(ϕ̃(z)) = f(ϕ(L̃−1(z))) avec L̃−1(z) ∈ B(0,t)

= ϕ(L(L̃−1(z))) d’après (2.2)

= ϕ(L̃−1(L(z))) car L ◦ L̃−1 = L̃−1 ◦ L

= ϕ̃(L(z))

Définition 2.2.5. Une application ϕ =
∑

ϕj vérifiant les conditions de la définition
(2.2.1) et vérifiant de plus ϕ1 = Id est appelée une linéarisante de f .

Problème:
Soit L ∈ GLm(K) et f ∈ FL. Le problème qui nous intéresse est de savoir sous

quelles conditions sur L et/ou f peut-on dire que f est (ou n’est pas) linéarisable.
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La linéarisabilité de f est équivalente à l’existence d’une linéarisante ϕ et là,
deux problèmes se posent. L’un algébrique : existe-t-il une série formelle ϕ(z) =
z +

∑
j>2 ϕj(z) vérifiant f(ϕ(z)) = ϕ(Lz)? On parle alors de linéarisante formelle.

L’autre analytique : cette linéarisante formelle, lorsqu’elle existe, est-elle une série
entière de rayon strictement positif?

Définition 2.2.6. Soit L ∈ GLm(K). Notons λ1,λ2, . . . ,λm ses m valeurs propres
dans K̃. On dit que L est non résonante si

∀α ∈ Nm
(
||α|| > 2

)
=⇒

(
∀j ∈ [[ 1,m ]] λα − λj 6= 0

)
.

Remarque 2.2.7. Lorsque m = 1, λ non résonant signifie que ∀k > 2 λk − λ 6= 0,
c’est-à-dire ∀k > 2 λk−1 − 1 6= 0, ce qui revient à dire que λ n’est pas une racine
de l’unité.

Proposition 2.2.8. Soit L ∈ GLm(K) et f ∈ FL. Si L est non résonante, alors
f possède une unique linéarisante formelle ϕ.

Démonstration :
Supposons L non résonante.

• Unicité

Supposons aussi que f possède une linéarisante formelle ϕ. En notant L
(q)
L l’opérateur

défini sur l’espace des polynômes homogènes de degré q en m variables et à valeurs
dans Km, par

L
(q)
L (P (z)) = P (Lz) − LP (z)

l’équation fonctionnelle
f(ϕ(z)) = ϕ(Lz)

donne 2

Lz + L
∑

q>2

ϕ(q)(z) +
∑

l>2

f (l)


∑

i>1

ϕ(i)(z)


 = Lz +

∑

q>2

ϕ(q)(Lz)

d’où
∑

l>2

f (l)


∑

i>1

ϕ(i)(z)


 =

∑

q>2

ϕ(q)(Lz) −
∑

q>2

Lϕ(q)(z)

ce qui aboutit à

∑

l>2

f (l)


∑

i>1

ϕ(i)(z)


 =

∑

q>2

L
(q)
L

(
ϕ(q)(z)

)

2. Ceci a bien un sens car les séries formelles sont de valuation supérieure à 1 et on peut donc
les composer.
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d’où, notant Pq(.) la partie homogène de degré q d’un polynôme en m variables et
à valeurs dans Km :

∀q > 2 L
(q)
L

(
ϕ(q)(z)

)
= Pq


∑

26l

f (l)


∑

16i

ϕ(i)(z)





 .

et, comme on prend seulement la partie homogène de degré q, les parties homogènes
d’ordres strictement supérieurs à q n’apportent aucune contribution et on obtient
la formule :

∀q > 2 L
(q)
L

(
ϕ(q)(z)

)
= Pq


 ∑

26l6q

f (l)


 ∑

16il6q

ϕ(i)(z)





 . (2.3)

Comme L est non résonante, il est connu que, pour tout q > 2, L
(q)
L est inversible.

En effet, comme K̃ est algébriquement clos, il existe A et B dans GLm(K̃) tels
que L = B−1AB avec A de la forme

A =




a1,1 a1,2 . . . . . . a1,k . . . a1,m

0 a2,2 . . . . . . a2,k . . . a2,m

...
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
. . . ak,k . . . ak,m

...
. . .

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . 0 am,m




=




λ1 a1,2 . . . . . . a1,k . . . a1,m

0 λ2 . . . . . . a2,k . . . a2,m

...
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
. . . λk . . . ak,m

...
. . .

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . 0 λm




Comme 3 L
(q)
L (P ) = B−1L

(q)
A (BPB−1)B , il suffit de montrer que L

(q)
A est inver-

sible 4.

Définissons la relation de bon ordre E sur Nm de la manière suivante :
pour tout α = (α1,α2, . . . ,αm) et tout β = (β1,β2, . . . ,βm),

α E β si





||α|| < ||β||
ou

||α|| = ||β|| et α précède β pour l’ordre lexicographique

3. Cela résulte du fait que B−1
L

(q)
A (BPB−1)B = B−1(BPB−1A − ABPB−1)B =

B−1BPB−1AB − B−1ABPB−1B = PB−1AB − B−1ABP = PL − LP = LL(P )

4. En effet, la relation précédente permet de vérifier facilement que si L
(q)
A est injective et

surjective, alors L
(q)
L l’est aussi.
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Considérons alors la base B = (eα,j(z)) α ∈ Nm

||α|| = q

1 6 j 6 m

du K-espace vectoriel des

polynômes homogènes de degré q en m variables

et à valeurs dans Km définie par eα,j(z) =




0
...
...
0
zα

0
...
...
0




←− j-ème ligne

On a
L

(q)
A (eα,j(z)) = eα,j (Az) − Aeα,j(z)

avec

Aeα,j(z) =




a1,1 a1,2 a1,3 . . . . . . a1,j . . . . . . a1,m

0 a2,2 a2,3 . . . . . . a2,j . . . . . . a2,m

...
. . . a3,3 . . . . . . a3,j . . . . . . a3,m

...
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
. . . aj,j . . . . . . aj,m

...
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 am,m







0
...
...
...
0
zα

0
...
0




=

j∑

k=1

ak,jeα,k(z)

i.e.

Aeα,j(z) = λjeα,j(z) +

j−1∑

k=1

ak,jeα,k(z)

et, en définissant la relation de bon ordre 4 sur les (α,k) par

∀(β,k) ∈ Nm × N ∀(γ,l) ∈ Nm × N (β,k) 4 (γ,l) si β ⊳ γ ou (β = γ et k 6 l)

on obtient

Aeα,j(z) = λjeα,j(z) +
∑

1 6 k 6 j − 1
(α,k) ≺ (α,j)

ak,jeα,k(z)
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On a aussi

eα,j (Az) = eα,j







a1,1 a1,2 . . . . . . a1,m

0 a2,2 . . . . . . a2,m

...
. . . a3,3 . . . a3,m

...
. . .

. . .
...

0 . . . . . . 0 am,m







z1

z2

z3
...

zm







= eα,j




m∑

k=1

a1,kzk

m∑

k=2

a2,kzk

m∑

k=3

a3,kzk

...
m∑

k=m

am,kzk




=




0
...
...
0(

m∑

k=1

a1,kzk

)α1
(

m∑

k=2

a2,kzk

)α2
(

m∑

k=3

a3,kzk

)α3

. . .

(
m∑

k=m

am,kzk

)αm

0
...
0




= λαeα,j(z) +
∑

β

(β,j) ≺ (α,j)

bβeβ,j(z)

j-ème ligne −→

En effet, en posant B =

(
m∑

k=1

a1,kzk

)α1
(

m∑

k=2

a2,kzk

)α2
(

m∑

k=3

a3,kzk

)α3

. . .

(
m∑

k=m

am,kzk

)αm

,

on a :

B =
m∏

r=1

(
m∑

k=r

ar,kzk

)αr

=
m∏

r=1

αr∏

s=1

m∑

kr,s=r

ar,kr,szkr,s
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d’où

B =
∑

(k1,1,k1,2, . . . ,k1,α1
,k2,1, . . . ,k2,α2

, . . . ,km,1, . . . ,km,αm ) ∈ N ||α||

r 6 kr,s 6 m

∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

ar,kr,s

∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

zkr,s

=
∑

β∈Nm




∑

(k1,1, . . . ,k1,α1
, . . . ,km,1, . . . ,km,αm ) ∈ N ||α||

r 6 kr,s 6 m

∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

zkr,s
= zβ

∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

ar,kr,s




zβ

Soit β ∈ Nm et (k1,1, . . . ,k1,α1 , . . . ,km,1, . . . ,km,αm) ∈ N ||α||

On suppose que ∀r ∈ [[ 1,m ]] ∀s ∈ [[ r,αr ]] r 6 kr,s 6 m et
∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

zkr,s = zβ

On a alors ||β|| = ||α|| = q et de plus :

• si β = α, alors, comme les kr,s vérifient r 6 kr,s 6 m, forcément, on a

k1,1 = k1,2 = · · · = k1,α1 = 1

puis
k2,1 = k2,2 = · · · = k2,α2 = 2

...
. . .

puis
km,1 = km,2 = · · · = km,αm = m

et dans ce cas, on a

∏

1 6 r 6 m

1 6 s 6 αr

ar,kr,s =
∏

1 6 r 6 m

aαr
r,r =

∏

1 6 r 6 m

λαr
r = λα
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• si β 6= α. On pose r0 = min{r ∈ [[ 1,m ]] /αr 6= βr}.
On a alors, par un raisonnement analogue au précédent,

∀r ∈ [[ 1,r0 − 1 ]] ∀s ∈ [[ 1,αr ]] kr,s = r < r0

et
∀r ∈ [[ r0 + 1,m ]] ∀s ∈ [[ 1,αr ]] kr,s > r > r0

et

βr0 = card({s ∈ [[ 1,αr0 ]] /kr0,s = r0}) 6 αr0 et αr0 6= βr0

Donc βr0 < αr0 , d’où β ⊳ α , d’où (β,j) ≺ (α,j) et par conséquent, on a bien :

eα,j (Az) = λαeα,j(z) +
∑

β ∈ Nm

||β|| = q

(β,j) ≺ (α,j)

bβeβ,j(z)

d’où

L
(q)
A (eα,j(z)) = eα,j (Az) − Aeα,j(z) = (λα − λj) eα,j(z) +

∑

β ∈ Nm

1 6 k 6 m

||β|| = q

(β,k) ≺ (α,j)

cβ,keβ,k(z)

d’où
L

(q)
A triangulaire supérieure avec pour coefficients diagonaux λα − λj .

d’où
det

(
L

(q)
A

)
=

∏

(α,j)
||α|| = q

1 6 j 6 m

(λα − λj) 6= 0 car L non résonante.

et grâce à (2.3), on obtient, pour tout q > 2

ϕ(q)(z) = (L
(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

f (l)


 ∑

16il6q

ϕ(i)(z)








 (2.4)

En se rappelant que ϕ(0)(z) = 0 , que ϕ(1)(z) = z et en remarquant que dans le
membre de droite de la formule (2.4), les ϕ(i) qui interviennent ont un indice i
vérifiant 1 6 i 6

q
l

6
q
2 < q, on s’aperçoit que (2.4) est une formule de récurrence

permettant de calculer les ϕ(q)(z) et l’unicité est ainsi démontrée.
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• Existence de la linéarisante formelle.

Pour montrer l’existence de la linéarisante formelle, il suffit de définir
ϕ(z) =

∑
ϕ(q)(z) en posant ϕ(0)(z) = 0 , ϕ(1)(z) = z et, pour tout q > 2

ϕ(q)(z) = (L
(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

f (l)


 ∑

16il6q

ϕ(i)(z)










On peut alors remonter les calculs précédents et vérifier que l’on a bien

f(ϕ(z)) = ϕ(L(z))

Remarque 2.2.9. Dans le calcul précédent, si L est diagonalisable, alors on peut
choisir une matrice A diagonale et on a

Aeα,j(z) =




λ1 0 . . . . . . 0 . . . . . . 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . λj
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 λm







0
...
...
0
zα

0
...
0




= λjeα,j(z)

et

eα,j (Az) = eα,j







λ1 0 . . . . . . 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . λ3
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 λm







z1

z2

z3
...

zm







= eα,j




λ1z1

λ2z2

λ3z3
...

λmzm



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d’où,

eα,j (Az) =




0
...
...
0

(λ1z1)
α1(λ2z2)

α2(λ3z3)
α3 . . . (λmzm)αm

0
...
0




=




0
...
...
0

λαzα

0
...
0




= λαeα,j(z)

j-ème ligne −→

Ainsi,

L
(q)
A (eα,j(z)) = eα,j (Az) − Aeα,j(z) = (λα − λj)eα,j(z)

et donc L
(q)
A est diagonale.

Remarque 2.2.10. Dans le cas de la dimension 1, on peut raisonner plus di-
rectement et obtenir une formule explicite pour le calcul des coefficients de la
linéarisante formelle.

Proposition 2.2.11. Soit λ ∈ C r {0} et f(z) = λz +
∑+∞

j=2 ajz
j ∈ Fλ. Si λ est

non-résonant, alors f possède une unique linéarisante formelle ϕ(z) =
∑+∞

j=1 bjz
j

et les bj sont déterminés par :

b1 = 1 et bn =
1

λn − λ

∑

26r6n

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

∏

16k6r

bjk
(2.5)

Démonstration :

Supposons λ non résonant. Comme f ∈ Fλ, f s’écrit sous la forme

f(z) = λz +
+∞∑

k=2

akz
k. Cherchons une linéarisante formelle ϕ de f sous la forme

ϕ(z) = z +
+∞∑

k=2

bkz
k =

+∞∑

k=1

bkz
k avec b1 = 1.
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Supposons que ϕ vérifie l’équation f(ϕ(z)) = ϕ(λz) entre séries formelles. 5 On a
alors

λz + λ
+∞∑

n=2

bnzn +
+∞∑

r=2

ar




+∞∑

j=1

bjz
j




r

= λz +
+∞∑

n=2

bn(λz)n

d’où,
+∞∑

n=2

bn(λn − λ)zn =
+∞∑

r=2

ar




+∞∑

j=1

bjz
j




r

(2.6)

Or

+∞∑

r=2

ar




+∞∑

j=1

bjz
j




r

=
+∞∑

r=2

ar




+∞∑

j1=1

bj1z
j1







+∞∑

j2=1

bj2z
j2


 . . .




+∞∑

jr=1

bjrz
jr




=
+∞∑

r=2

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

bj1bj2 . . . bjrz
j1+j2+···+jr

=
+∞∑

n=2




+∞∑

r=2

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

j1 + j2 + · · · + jr = n

bj1bj2 . . . bjr


 zn

De plus, en tenant compte du fait que chaque jk est supérieur ou égal à 1, on a
r 6 j1 + j2 + · · · + jr = n, d’où

+∞∑

r=2

ar




+∞∑

j=1

bjz
j




r

=
+∞∑

n=2




n∑

r=2

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

j1 + j2 + · · · + jr = n

bj1bj2 . . . bjr


 zn (2.7)

De (2.6) et (2.7), on déduit

bn(λn − λ) =
∑

26r6n

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

j1 + j2 + · · · + jr = n

bj1bj2 . . . bjr

Et comme λ est non résonant, on a λn − λ 6= 0, d’où

bn =
1

λn − λ

∑

26r6n

ar

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

∏

16k6r

bjk

5. Ceci a bien un sens car toutes les séries formelles considérées sont de valuation 1.
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On vient de prouver que si la linéarisante formelle existe, alors elle est unique
et ses coefficients sont donnés par (2.5).

Réciproquement, on vérifie facilement que la série formelle ϕ dont les coeffi-
cients sont définis par (2.5) vérifie f(ϕ(z)) = ϕ(λz).

Remarque 2.2.12. Si λ est résonant, deux cas peuvent se produire.
• Ou bien f ne possède aucune linéarisante formelle et par conséquent au-

cune linéarisante (c’est par exemple le cas pour λ = 1 et f(z) = z + z2 car une
linéarisante formelle ϕ devrait vérifier ϕ(z) = z + . . . et ϕ2(z) = 0, ce qui est
impossible).

• Ou bien f possède plusieurs linéarisantes formelles (c’est le cas pour λ = −1
et f(z) = 1

1+z
− 1 = λz +

∑+∞
k=2 (−z)k. On remarque que ϕ(z) = exp(z) − 1 =

z +
∑+∞

k=2
zk

k! est une linéarisante de f , car f(ϕ(z)) = exp(−z) − 1 = ϕ(−z),

et que pour toute fonction g(z) = z +
∑+∞

k=1 c2k+1z
2k+1 analytique impaire, en

posant ϕg(z) = ϕ(g(z)), on a que ϕg est une linéarisante de f , car f(ϕg(z)) =
f(ϕ(g(z))) = ϕ(−g(z)) = ϕ(g(−z)) = ϕg(−z) et ϕg(z) = z + . . . )

Remarque 2.2.13. Si λ est résonant (λq = 1 avec q ∈ N∗) et si P est un polynôme
de degré d > 2, alors P n’est pas formellement linéarisable. 6

2.3 Linéarisation formelle et linéarisation

Si f ∈ FL avec L non-résonant, on a l’existence d’une unique linéarisante for-
melle ϕ et donc, pour savoir si f est ou non linéarisable, on est amené à déterminer
si le rayon de convergence de ϕ(z) =

∑+∞
j=1 ϕ(j)(z) est strictement positif. Pour cela,

on peut essayer de majorer ou de minorer les valeurs absolues des composantes
des coefficients des polynômes homogènes ϕ(j)(z).

Lorsque K = K̃ = C, en utilisant la technique des séries majorantes (et en
majorant explicitement les valeurs absolues des composantes des coefficients des
polynômes homogènes ϕ(j)(z)),de nombreux résultats ont été obtenus.

Théorème 2.3.1 (Koenigs). Si λ ∈ C r {0}, si f ∈ Fλ et si |λ| < 1,
alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.2. Le théorème est encore vrai si on remplace la condition |λ| < 1
par la condition |λ| > 1. (il suffit de raisonner sur f−1 au lieu de f .)

6. Si P était formellement linéarisable, il posséderait une linéarisante formelle ϕ(z) = z +
. . . vérifiant P (ϕ(z)) = ϕ(λz). Comme ϕ est une série formelle de valuation 1, elle possède
une réciproque formelle de valuation 1 et on a : P (z) = ϕ

(
λϕ−1(z)

)
, (P ◦ P )(z) = P (P (z)) =

ϕ
(
λϕ−1

(
ϕ

(
λϕ−1 (z)

)))
= ϕ

(
λλϕ−1(z)

)
= ϕ

(
λ2ϕ−1(z)

)
, (P ◦ P ◦ P )(z) = · · · = ϕ

(
λ3ϕ−1(z)

)
,

. . . , P ◦q(z) = ϕ
(
λqϕ−1(z)

)
= ϕ

(
ϕ−1(z)

)
= z. Or c’est impossible, car deg P ◦q = dq 6= 1 = deg z.
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Théorème 2.3.3 (Poincaré). Si L ∈ GLm(C), si f ∈ FL et si max
16k6m

|λk| < 1,

alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.4. Comme précédemment, le théorème est encore vrai si on rem-
place la condition max

16k6m
|λk| < 1 par la condition min

16k6m
|λk| > 1.

Notation 2.3.5. Jusqu’à la fin de ce chapitre, nous supposerons que m = 1,
et λ = ei2πθ avec θ ∈ R r Q. (|λ| = 1 et λ non résonant). Nous noterons

alors [a0,a1,a2, . . . ,an, . . . ] = a0+
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

. . .

le développement en fraction

continue de θ et nous noterons
pn

qn
la n-ième réduite de θ,

c’est-à-dire
pn

qn
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an−1 +
1

an

Théorème 2.3.6 (Siegel). Si λ ∈ Cr{0}, si f ∈ Fλ et si sup

(
ln(qn+1)

ln(qn)

)
< +∞,

alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.7. La condition sup

(
ln(qn+1)

ln(qn)

)
< +∞ est équivalente à dire que

θ est diophantien, c’est-à-dire qu’il existe C > 0 et µ > 0 tels que, pour tout p ∈ Z

et tout q ∈ N∗,

∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ >
C

qµ
.

Théorème 2.3.8 (Brjuno). Si λ ∈ C r {0}, si f ∈ Fλ et si

+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
< +∞,

alors f est linéarisable.
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Remarque 2.3.9. Le théorème de Brjuno est un raffinement de celui de Siegel

car, si M = sup

(
ln(qn+1)

ln(qn)

)
< +∞, alors

+∞∑

n=2

ln(qn+1)

qn
=

+∞∑

n=2

ln(qn+1)

ln(qn)

ln(qn)

qn
6

+∞∑

n=2

M
ln(qn)

qn
6 6M < +∞

Cela résulte du fait que t 7→ ln(t)

t
est décroissante sur [e, + ∞[ et que

∀n ∈ N qn > Fn où (Fn)n∈N est la suite de Fibonacci définie par F0 = F1 = 1 et

∀n ∈ N Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Théorème 2.3.10 (Brjuno). Si L ∈ GLm(C), si L est diagonalisable, si f ∈ FL

et si
+∞∑

n=0

− ln(Ω(2n+1)

2n
< +∞ où Ω(n) = min

α ∈ Nm

2 6 ||α|| 6 n

1 6 j 6 m

|λα − λj |

alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.11. Le fait que L soit diagonalisable est crucial, car Yoccoz a
démontré que si L possède une valeur propre associée à un bloc de Jordan non
trivial 7 alors il existe f ∈ FL tel que f soit non-linéarisable.

Remarque 2.3.12. Les théorèmes précédents prouvent que cette attaque directe
du problème, en manipulant directement les coefficients de la linéarisante formelle,
est très fructueuse pour démontrer des théorèmes de linéarisation. Par contre,
jusqu’à ce jour, aucune minoration directe n’a été possible et tous les théorèmes de
non- linéarisabilité ont été obtenus par des méthodes indirectes (méthode des petits
cycles développée par Cremer, chirurgie holomorphe développée par Yoccoz,. . . ).

Théorème 2.3.13. Si P (z) = λz + a2z
2 + · · ·+ adz

d est un polynôme de degré d

et si lim sup
q→+∞

ln ln(1/|λq − 1|)
q

> d, alors P n’est pas linéarisable.

Remarque 2.3.14. Pour démontrer ce théorème, Cremer prouve que la condi-

tion lim sup
q→+∞

ln ln(1/|λq − 1|)
q

> d entrâıne que P possède des petits cycles, ce qui

empêche la linéarisation 8 .

Définition 2.3.15. On dit que P possède des petits cycles si, pour tout ε > 0, il
existe z ∈ B(0,ε)r{0} et n ∈ N∗ tel que P ◦n(z) = P (P (. . . (P (z)) . . . )) = z

7. C’est-à-dire que le sous-espace caractéristique associé à cette valeur propre diffère du sous-
espace propre.

8. car si f est conjuguée à la rotation irrationnelle, dans un petit voisinage de 0, elle ne peut
posséder aucun cycle.
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Yoccoz utilise des techniques de chirurgie holomorphe pour démontrer le

Théorème 2.3.16. Pλ(z) = λz − λz2 est linéarisable si et seulement si
+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
< +∞. Ce qui prouve que la condition de Brjuno est optimale.

Dans [Yoc95], Yoccoz utilise le fait que les coefficients de la linéarisante formelle

de Pλ sont de la forme
Pn(λ)∏n

q=1(1 − λq)
avec Pn polynôme à coefficients entiers pour

obtenir diverses informations sur certaines fonctions lorsque l’on tend vers une
racine q-ième de l’unité. On peut être tenté de réutiliser cette expression pour
obtenir une minoration des coefficients de la linéarisante formelle et essayer d’en
déduire la non-linéarisabilité de Pλ.

Définition 2.3.17. On définit la double suite de polynômes (Gk
n) n ∈ N

0 6 k 6 n

par :

G0
0 = 1, G0

1 = 1, G1
1 = 1, et pour tout n > 2,

G0
n = 1, Gn

n = 1 et ∀k ∈ [[ 1,n − 1 ]] Gk
n = Gk−1

n−1 + XkGk
n−1.

On définit aussi la suite de polynômes (Pn)n∈N par

P0 = 1 et ∀n > 1 Pn =
n−1∑

k=0

Gk
n−1PkPn−1−k

Remarque 2.3.18. Par récurrence immédiate, les Gk
n sont des polynômes à co-

efficients entiers positifs, ainsi que les Pn.

Lemme 2.3.19. ∀n ∈ N ∀k ∈ [[ 0,n ]] Gk
n =

n∏

q=1

(1 − Xq)

k∏

q=1

(1 − Xq)

n−k∏

q=1

(1 − Xq)

Démonstration :

Le lemme est clairement vrai pour G0
0, G0

1 et G1
1.

Soit n ∈ N∗ et supposons que ∀k ∈ [[ 0,n−1 ]] Gk
n−1 =

n−1∏

q=1

(1 − Xq)

k∏

q=1

(1 − Xq)
n−1−k∏

q=1

(1 − Xq)
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On a G0
n = 1 =

n∏

q=1

(1 − Xq)

0∏

q=1

(1 − Xq)
n∏

q=1

(1 − Xq)

, G0
n = 1 =

n∏

q=1

(1 − Xq)

n∏

q=1

(1 − Xq)
0∏

q=1

(1 − Xq)

et pour tout k ∈ [[ 1,n − 1 ]] , on a

Gk
n = Gk−1

n−1+XkGk
n−1 =

n−1∏

q=1

(1 − Xq)

k−1∏

q=1

(1 − Xq)

(n−1)−(k−1)∏

q=1

(1 − Xq)

+Xk

n−1∏

q=1

(1 − Xq)

k∏

q=1

(1 − Xq)

n−1−k∏

q=1

(1 − Xq)

d’où Gk
n =

n∏

q=1

(1 − Xq)

k∏

q=1

(1 − Xq)
n−k∏

q=1

(1 − Xq)

(
(1 − Xk)

(1 − Xn)
+ Xk (1 − Xn−k)

(1 − Xn)

)

avec
(1 − Xk)

(1 − Xn)
+ Xk (1 − Xn−k)

(1 − Xn)
=

(1 − Xk)

(1 − Xn)
+

(Xk − Xn)

(1 − Xn)
=

(1 − Xn)

(1 − Xn)
= 1

d’où Gk
n =

n∏

q=1

(1 − Xq)

k∏

q=1

(1 − Xq)

n−k∏

q=1

(1 − Xq)

et par récurrence, on en déduit que le lemme

est vrai.

Notons ϕ(z) =

+∞∑

j=2

bj(λ)zj la linéarisante formelle de Pλ.

Proposition 2.3.20.

∀j ∈ N∗ bj(λ) =
Pj−1(λ)

j−1∏

q=1

(1 − λq)
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Démonstration :

D’après la relation (2.5), on a b1(λ) = 1 et bn(λ) =
1

λn − λ

n∑

r=2

ar(λ)
∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

∏

16k6r

bjk
(λ),

d’où, comme a2(λ) = −λ et aj(λ) = 0 pour j > 3, bn(λ) =
−λ

λn − λ

∑

(j1,j2) ∈ (N∗)2

j1 + j2 = n

bj1(λ)bj2(λ).

On a alors b1(λ) = 1 =
1

1
=

P0(λ)
0∏

q=1

(1 − λq)

.

Montrons par récurrence que la proposition est vraie.

Soit j > 2 et supposons que ∀k ∈ [[ 1,j − 1 ]] , bk(λ) =
Pk−1(λ)

k−1∏

q=1

(1 − λq)

.

D’après ci-dessus, on a

bj(λ) =
−λ

λj − λ

∑

(j1,j2) ∈ (N∗)2

j1 + j2 = j

bj1(λ)bj2(λ)

=
1

1 − λj−1

j−1∑

d=1

bd(λ)bj−d(λ)

=
1

1 − λj−1

j−2∏

q=1

(1 − λq)

j−2∏

q=1

(1 − λq)

j−1∑

d=1

Pd−1(λ)
d−1∏

q=1

(1 − λq)

Pj−d−1(λ)
j−d−1∏

q=1

(1 − λq)

=
1

j−1∏

q=1

(1 − λq)

j−2∑

d=0

j−2∏

q=1

(1 − λq)
Pd(λ)

d∏

q=1

(1 − λq)

Pj−2−d(λ)
j−2−d∏

q=1

(1 − λq)

=
1

j−1∏

q=1

(1 − λq)

j−2∑

d=0

Gd
j−2(λ)Pd(λ)Pj−2−d(λ) =

Pj−1(λ)
j−1∏

q=1

(1 − λq)

Par récurrence, la propriété est donc vraie.
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Grâce à l’expression des bj(λ) donnée dans la proposition 2.3.20, en passant
aux valeurs absolues, on obtient une expression permettant une minoration des
|bj(λ)|. Malheureusement, à cause des polynômes Pj , elle n’est pas directement
exploitable. On obtient

Proposition 2.3.21.

∀j > 2 |bj(λ)| >
|Pj−1(λ)|

j−1∏

q=1

|1 − λq|

Pour pouvoir utiliser cette inégalité pour montrer de façon élémentaire que ϕ

est de rayon nul, il faudrait pouvoir minorer |Pj−1(λ)| et majorer

j−1∏

q=1

|1 − λq| .

Remarque 2.3.22. Lorsque j = 1 + qk, il est facile d’obtenir une majoration

grossière des

j−1∏

q=1

|1−λq|. En effet, on a ∀q ∈ N∗ 0 < |1−λq| 6 |1|+|λq| 6 1+1 6 2,

d’où

j−1∏

q=1

|1 − λq| 6 2j−2|1 − λj−1| 6 2j−1|1 − λj−1| 6 2qk |λqk − 1|. Or, d’après

la théorie des fractions continues, on a

∣∣∣∣θ − pk

qk

∣∣∣∣ 6
1

qkqk+1
, d’où |λqk − 1| =

∣∣ei2πqkθ − ei2πpk
∣∣ 6 2π|qkθ − pk| 6 2π

1

qk+1
, et finalement,

j−1∏

q=1

|1 − λq| 6 2π
2qk

qk+1

Et on peut alors en déduire que, lorsque j = 1 + qk,

|b1+qk
(λ)| >

1

2π

1

2qk
qk+1 |Pqk

(λ)| (2.8)

Remarque 2.3.23. Pour montrer que ϕ est de rayon nul, il faudrait pouvoir
minorer |Pqk

(λ)|, par exemple par 1. On aurait alors

1

1 + qk
ln(|b1+qk

(λ)|) >
1

2

1

qk

(
ln

(
1

2π

)
+ ln

(
1

2qk

)
+ ln (qk+1)

)

d’où

1

1 + qk
ln(|b1+qk

(λ)|) > − ln(2π)

2qk
− ln(2)

2
+

1

2

ln(qk+1)

qk

Ainsi, si lim supk→+∞

ln(qk+1)

qk
= +∞, on obtiendrait ϕ de rayon nul.
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Remarque 2.3.24. Une étude expérimentale réalisée avec MAPLE suggère que
l’on a bien |Pqk

(λ)| > 1 et même mieux. Il semble que l’on ait,

pour tout j > 3, mj = min
t∈[0,1]

ln
(∣∣Pj

(
ei2πt

)∣∣) est voisin de j − 2,

ce qui permettrait au moins de minorer |Pj−1(λ)| par 1, voire plus.

Voici le programme MAPLE ayant permis d’obtenir ces suppositions:

>restart:

>mamaxi:=20:

>G[0,0]:=1:G[1,0]:=1:G[1,1]:=1:for n from 2 to mamaxi do G[n,0]:=1:G[n,n]:=1:for
k from 1 to n-1 do G[n,k]:=expand(G[n-1,k-1]+Xˆk*G[n-1,k]) od: od:

>P[0]:=1:for n from 1 to mamaxi do S:=0: for k from 0 to n-1 do S:=S+G[n-
1,k]*P[k]*P[n-1-k] od: P[n]:=expand(S) od:

>Q:=proc(n,x)

global P;

local rt,res;

rt:=subs(X=x,P[n]);

res:=ln(abs(evalf(rt)));

end;

>for k from 0 to 7 do print(k, poly, P[k]) od;

>for k from 3 to 12 do print(poly, k);plot(Q(k,exp(I*2*Pi*x)),x=0..1,numpoints=

200) od;

Grâce à ce programme, on a obtenu pour les polynômes Pj :
P0 = 1 , P1 = 1 , P2 = 2 , P3 = X +5 , P4 = 4X2 +6X +14 , P5 = 6X4 +16X3 +
28X2+28X+42 , P6 = 4X7+32X6+48X5+108X4+128X3+148X2+120X+132
, P7 = 27X10 + 89X9 + 204X8 + 327X7 + 536X6 + 660X5 + 811X4 + 756X3 +
705X2 + 495X + 429 ,. . .

Voici les graphiques obtenus:
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Fig. 2.1 – t 7→ ln(
∣∣P3

(
ei2πt

)∣∣)

Fig. 2.2 – t 7→ ln(
∣∣P4

(
ei2πt

)∣∣)
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Fig. 2.3 – t 7→ ln(
∣∣P5

(
ei2πt

)∣∣)

Fig. 2.4 – t 7→ ln(
∣∣P6

(
ei2πt

)∣∣)

32



Fig. 2.5 – t 7→ ln(
∣∣P7

(
ei2πt

)∣∣)

Fig. 2.6 – t 7→ ln(
∣∣P8

(
ei2πt

)∣∣)
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Fig. 2.7 – t 7→ ln(
∣∣P9

(
ei2πt

)∣∣)

Fig. 2.8 – t 7→ ln(
∣∣P10

(
ei2πt

)∣∣)

34



Fig. 2.9 – t 7→ ln(
∣∣P11

(
ei2πt

)∣∣)

Fig. 2.10 – t 7→ ln(
∣∣P12

(
ei2πt

)∣∣)
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Chapitre 3

Diamètre transfini

Comme dans le chapitre précédent, K désignera un sous-corps valué complet
de K̃. Ce chapitre est destiné à prouver que l’on peut généraliser la notion de
diamètre transfini au cadre p-adique, ce qui nous permettra au prochain chapitre
de démontrer l’analogue du théorème de Perez-Marco dans le cadre p-adique. Cer-
taines propositions connues dans C se généralisent à n’importe quel sous-corps
valué complet K de K̃, par contre d’autres nécessitent que K soit localement
compact. Nous indiquerons explicitement lesquelles de ces propositions utilisent la
locale-compacité. (Remarque: lorsque K est un sous-corps valué complet localement
compact de Cp, forcément K est une extension finie de Qp )

3.1 Définition du diamètre transfini d’un compact

Dans toute cette section, E désigne un compact non vide de K.

Définition 3.1.1. Pour tout n > 2, on pose

∆n(E) = max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

Dans le produit ci-dessus, il y a n2 −n termes 1. On normalise alors en posant

δn(E) = ∆n(E)
1

n(n−1)

1. car (µ,ν) ∈ [[ 1,n ]] × [[ 1,n ]] r diagonale.
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Remarque 3.1.2. Comme E est borné, pour tout n > 2, on a 2

0 6 ∆n(E) 6 diam(E)n2−n < +∞ et 0 6 δn(E) 6 diam(E) < +∞

Définition 3.1.3. On appelle n−uplet de Fekete tout point x = (x1,x2, . . . ,xn) de
En vérifiant

∆n(E) =
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|xµ − xν |

Proposition 3.1.4. La suite (δn(E))n>2 est décroissante et minorée par 0. (et
majorée par diam(E))

Elle converge donc vers un nombre réel que nous noterons d(E) et que nous
appellerons diamètre transfini vérifiant 0 6d(E) 6 diam(E)

On convient aussi de poser d(∅)=0=diam(∅).

Démonstration :

Soit n > 2.

1er cas : ∆n+1(E) = 0
On a alors clairement : δn+1(E) = 0 6 δn(E) .

2ème cas : ∆n+1(E) > 0
L’ensemble E contient alors au moins n + 1 points distincts et par conséquent,
on a aussi ∆n(E) > 0.
Soit x = (x1,x2, . . . ,xn+1) un (n + 1)−uplet de Fekete.

Choisissons k0 ∈ [[ 1,n + 1 ]] de telle sorte que

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | soit minimal.

2. Etant donné que E est borné, il existe r ∈ R∗
+ tel que E ⊆ Bf (0,r) et, pour tout z1,z2 ∈ E,

on a |z2 − z1| 6 |z2| + |z1| 6 r + r, d’où diam(E)= sup
z1,z2∈E

|z2 − z1| 6 2r < +∞, d’où

max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | 6

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

diam(E) 6 diam(E)n2−n < +∞
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On a alors

∆n+1(E) 6

n+1∏

µ=1

n+1∏

ν = 1
ν 6= µ

|xµ − xν |

6

n+1∏

µ = 1
µ 6= k0

n+1∏

ν = 1
ν 6= µ

ν 6= k0

|xµ − xν |
n+1∏

µ = 1
µ 6= k0

|xµ − xk0 |
n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |

6 ∆n(E)
n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |2

d’où

(
∆n+1(E)

∆n(E)

) 1
2

6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | (3.1)

On a aussi, par définition de k0,

∀k ∈ [[ 1,n + 1 ]]
n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k

|xk − xν |

d’où

n+1∏

k=1

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | 6

n+1∏

k=1

n+1∏

ν = 1
ν 6= k

|xk − xν |

i.e.



n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |




n+1

6 ∆n+1(E)

i.e.

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | 6 ∆n+1(E)
1

n+1 (3.2)
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De (3.1) et (3.2) , on déduit que

(
∆n+1(E)

∆n(E)

) 1
2

6 ∆n+1(E)
1

n+1

d’où

∆n+1(E)
1
2
− 1

n+1 6 ∆n(E)
1
2

i.e.

∆n+1(E)
n−1

2(n+1) 6 ∆n(E)
1
2

d’où, en élevant à la puissance 2
n(n−1) ,

∆n+1(E)
1

n(n+1) 6 ∆n(E)
1

(n−1)n

i.e.

δn+1(E) 6 δn(E)

Par conséquent, la suite (δn(E))n>2 est décroissante et minorée par 0 et on
peut poser

d(E)= lim
n→+∞

δn(E)

Remarque 3.1.5. Si E est un sous-ensemble fini non vide de K, alors, E est un
compact et ∀n > 1 + card(E) ∆n(E) = 0.
Par conséquent, pour tout sous-ensemble fini de K, on a d(E)=0.

Si E est un compact de K contenant une infinité de points, alors,
∀n > 2 ∆n(E) > 0

Proposition 3.1.6. On a aussi

1. Si E et F sont deux compacts de K vérifiant E ⊆ F , alors d(E) 6 d(F )

2. Si E est un compact de K et si b ∈ K, alors d(E + b)= d(E)

3. Si E est un compact de K et si a ∈ K, alors d(aE)=|a| d(E)

4. Si E est un compact de K, si r ∈ R∗
+ et si ϕ : K −→ K vérifie

∀x ∈ K ∀y ∈ K |ϕ(x) − ϕ(y)| 6 r |x − y| ,

alors d(ϕ(E)) 6 r d(E)

Démonstration :

1. Si E et F sont deux compacts de K vérifiant E ⊆ F , alors, par propriété
du max, on a, pour tout n > 2, ∆n(E) 6 ∆n(F ), d’où δn(E) 6 δn(F ), d’où
finalement d(E) 6 d(F ).
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2. Si E est un compact de K et si b ∈ K, pour tout n > 2, on a

∆n(E + b) = max
z1,z2,...,zn∈E+b

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

= max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|(zµ + b) − (zν + b)|

= max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

= ∆n(E)

d’où δn(E + b) = δn(E), d’où finalement d(E + b) = d(E).

3. Si E est un compact de K et si a ∈ K, pour tout n > 2, on a

∆n(aE) = max
z1,z2,...,zn∈aE

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

= max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|azµ − azν |

= |a|n2−n max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

= |a|n2−n∆n(E)

d’où δn(aE) = |a|δn(E), d’où finalement d(aE) = |a| d(E).

4. Si E est un compact de K, si r ∈ R∗
+ et si ϕ : K −→ K vérifie

∀x ∈ K ∀y ∈ K |ϕ(x) − ϕ(y)| 6 r |x − y|
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Pour tout n > 2, on a

∆n(ϕ(E)) = max
z1,z2,...,zn∈ϕ(E)

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

= max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|ϕ(zµ) − ϕ(zν)|

6 max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

r |zµ − zν |

6 rn2−n max
z1,z2,...,zn∈E

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

6 rn2−n∆n(E)

d’où δn(ϕ(E)) 6 rδn(E), d’où finalement d(ϕ(E)) 6 r d(E).

Théorème 3.1.7. Soit E un compact non vide de K.
Soit n > 2 et soit x = (x1,x2, . . . ,xn+1) un (n + 1)− uplet de Fekete.

Choisissons k0 ∈ [[ 1,n + 1 ]] de telle sorte que
n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | soit minimal.

Il existe alors P ∈ K[X] polynôme unitaire de degré n vérifiant

max
z∈E

|P (z)| 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |

Démonstration :

• 1er cas: E possède au plus n points y1,y2, . . . ,yj .

Si j < n, on pose yj+1 = yj+2 = · · · = yn = yj . On pose ensuite

P (X) =
n∏

k=1

(X − yk) et on vérifie que max
z∈E

|P (z)| = 0 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |
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• 2ème cas: E possède au moins n + 1 points.

On a alors ∆n(E)>0 et ∆n+1(E)>0. Soit y = (y1,y2, . . . ,yn) un n− uplet

de Fekete. Posons P (X) =
n∏

k=1

(X − yk). On a P ∈ K[X] et P est un polynôme

unitaire de degré n. De plus, on a ∆n(E) =
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

Soit z ∈ E. Posons yn+1 = z. On a

|P (z)|2(∆n(E)) = |P (z)|2
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

=
n∏

k = 1

|z − yk|2
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

=
n∏

ν = 1

|yn+1 − yν |
n∏

µ = 1

|yµ − yn+1|
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

=
n+1∏

µ=1

n+1∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

6 ∆n+1(E)

De plus, comme ∆n(E) > 0 , on a

|P (z)| 6

(
∆n+1(E)

∆n(E)

) 1
2

(3.3)

Or, d’après le (3.1) de la proposition 3.1.4, on a

(
∆n+1(E)

∆n(E)

) 1
2

6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |
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Par conséquent, on déduit de ce qui précède que

|P (z)| 6

(
∆n+1(E)

∆n(E)

) 1
2

6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |

d’où

|P (z)| 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | (3.4)

Ceci étant vrai pour tout z ∈ E, on a

max
z∈E

|P (z)| 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |

Lemme 3.1.8. Soit n > 2 et soit z1,z2, . . . ,zn ∈ K.
On a

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

(la notation ci-dessus signifie que l’on élève au carré la valeur absolue du
déterminant.)

Démonstration :

On a
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

|zµ − zν |
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν > µ

|zµ − zν |

=
n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

|zµ − zν |
n∏

ν=1

n∏

µ = 1
µ < ν

|zν − zµ|

=




n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

|zµ − zν |




2

(3.5)
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Montrons que

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour cela, considérons, pour tout m ∈ [[ 2,n ]] ,

la propriété P(m) :





m∏

µ=1

m∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
m−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
m−1

...
...

...
...

...
1 zm zm

2 zm
3 . . . zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣





.

P(2) est vraie car
2∏

µ=1

2∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν) = (z2 − z1) =

∣∣∣∣
1 z1

1 z2

∣∣∣∣.

Soit m ∈ [[ 2,n − 1 ]] et supposons que P(m) est vraie

Posons Am+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−1 z1
m

1 z2 z2
2 . . . z2

m−1 z2
m

...
...

...
...

...
1 zm+1 zm+1

2 . . . zm+1
m−1 zm+1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

En remplaçant la dernière colonne par la dernière colonne moins zm+1 fois

l’avant-dernière, puis l’avant-dernière par l’avant-dernière moins zm+1 fois

l’avant-avant-dernière, etc . . . , puis en développant suivant la dernière

ligne et enfin en factorisant, on obtient :
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Am+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−1 z1
m

1 z2 z2
2 . . . z2

m−1 z2
m

...
...

...
...

...
1 zm+1 zm+1

2 . . . zm+1
m−1 zm+1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−1 z1
m−1(z1 − zm+1)

1 z2 z2
2 . . . z2

m−1 z2
m−1(z2 − zm+1)

...
...

...
...

...
1 zm+1 zm+1

2 . . . zm+1
m−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−2(z1 − zm+1) z1
m−1(z1 − zm+1)

1 z2 z2
2 . . . z2

m−2(z2 − zm+1) z2
m−1(z2 − zm+1)

...
...

...
...

...
1 zm+1 zm+1

2 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 (z1 − zm+1) z1(z1 − zm+1) . . . z1
m−2(z1 − zm+1) z1

m−1(z1 − zm+1)
1 (z2 − zm+1) z2(z2 − zm+1) . . . z2

m−2(z2 − zm+1) z2
m−1(z2 − zm+1)

...
...

...
...

...
1 0 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)m+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(z1 − zm+1) (z1 − zm+1)z1 (z1 − zm+1)z1
2 . . . (z1 − zm+1)z1

m−1

(z2 − zm+1) (z2 − zm+1)z2 (z2 − zm+1)z2
2 . . . (z2 − zm+1)z2

m−1

...
...

...
...

(zm − zm+1) (zm − zm+1)zm (zm − zm+1)zm
2 . . . (zm − zm+1)zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)m(z1 − zm+1)(z2 − zm+1) . . . (zm − zm+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−1

1 z2 z2
2 . . . z2

m−1

...
...

...
...

1 zm zm
2 . . . zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (zm+1 − z1)(zm+1 − z2) . . . (zm+1 − zm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 . . . z1

m−1

1 z2 z2
2 . . . z2

m−1

...
...

...
...

1 zm zm
2 . . . zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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En utilisant la relation de récurrence, on obtient :

Am+1 =
m∏

ν=1

(zm+1 − zν)
m∏

µ=1

m∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν)

=
m+1∏

µ=1

m+1∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν)

Donc P(m+1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit alors que

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

(zµ − zν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d’où, en passant aux valeurs absolues,

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

|zµ − zν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d’où, en élevant au carré,




n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν < µ

|zµ − zν |




2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

d’où, d’après (3.5)

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
n−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
n−1

...
...

...
...

...
1 zn zn

2 zn
3 . . . zn

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
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Théorème 3.1.9. Soit E un compact de K et soit P ∈ K[X] un polynôme unitaire
de degré n > 1.

On a alors

(d(E))n
6 max

z∈E
|P (z)|

Démonstration :

Si d(E)=0, c’est évident.

On suppose désormais que d(E) > 0. L’ensemble E est alors infini et,
pour tout k > 2, ∆k(E) > 0.

Posons M = max
z∈E

|P (z)|. Si M = 0, E est un ensemble fini et le résultat est

trivial. On supposera donc désormais que M > 0.
Soit a un entier supérieur ou égal à 2.
Pour tout µ ∈ N, notons kµ le quotient de la division euclidienne de µ par n
et rµ le reste de la division euclidienne de µ par n.
On a, pour tout µ ∈ N,

µ = kµn + rµ , 0 6 rµ < n et kµn 6 µ < (kµ + 1)n.

Pour tout µ ∈ N, posons aussi

Pµ(X) = Xrµ(P (X))kµ

Pµ(X) est alors un polynôme unitaire de degré rµ + kµn = µ qui s’écrit
sous la forme 3

Pµ(X) = Xµ +

µ−1∑

k=0

aµ,kX
k avec les aµ,k dans K

Posons m = an.
Soit z = (z1,z2, . . . ,zm) un m− uplet de Fekete.
On a

∆m(E) =
m∏

µ=1

m∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
m−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
m−1

...
...

...
...

...
1 zm zm

2 zm
3 . . . zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

3. avec P0(X) = 1.

48



C’est-à-dire, en posant Am =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
m−2 z1

m−1

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
m−2 z2

m−1

...
...

...
...

...
...

1 zm zm
2 zm

3 . . . zm
m−2 zm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆m(E) 6 |Am|2 (3.6)

Comme Pm−1(X) = Xm−1+
m−2∑

k=0

am−1,kX
k, en remplaçant dans le déterminant

la dernière colonne par la dernière colonne plus am−1,0 fois la première colonne
plus am−1,1 fois la deuxième colonne plus am−1,2 fois la troisième colonne

plus . . . plus am−1,m−2 fois l’avant dernière colonne, on obtient

Am =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . z1
m−2 Pm−1(z1)

1 z2 z2
2 z2

3 . . . z2
m−2 Pm−1(z2)

...
...

...
...

...
...

1 zm zm
2 zm

3 . . . zm
m−2 Pm−1(zm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Comme Pm−2(X) = Xm−2+
m−3∑

k=0

am−2,kX
k, en remplaçant dans le déterminant

l’avant-dernière colonne par l’avant-dernière colonne plus am−2,0 fois la première
colonne plus am−2,1 fois la deuxième colonne plus am−2,2 fois la troisième
colonne plus . . . plus am−2,m−3 fois l’avant-avant-dernière colonne, on obtient

Am =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z1
2 z1

3 . . . Pm−2(z1) Pm−1(z1)
1 z2 z2

2 z2
3 . . . Pm−2(z2) Pm−1(z2)

...
...

...
...

...
...

1 zm zm
2 zm

3 . . . Pm−2(zm) Pm−1(zm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Etc . . .

d’où

Am =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P1(z1) P2(z1) P3(z1) . . . Pm−2(z1) Pm−1(z1)
1 P1(z2) P2(z2) P3(z2) . . . Pm−2(z2) Pm−1(z2)
...

...
...

...
...

...
1 P1(zm) P2(zm) P3(zm) . . . Pm−2(zm) Pm−1(zm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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c’est-à-dire

Am =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P0(z1) P1(z1) P2(z1) . . . Pm−2(z1) Pm−1(z1)
P0(z2) P1(z2) P2(z2) . . . Pm−2(z2) Pm−1(z2)

...
...

...
...

...
P0(zm) P1(zm) P2(zm) . . . Pm−2(zm) Pm−1(zm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.7)

Comme E est compact, E est borné et il exite R ∈]1,+∞[ tel que E ⊆ Bf (0,R).

Pour tout z ∈ E et tout µ ∈ [[ 0,m − 1 ]] , en utilisant le fait que E ⊆ Bf (0,R)
et 0 6 rµ 6 n, on a

|Pµ(z)| 6 Rrµ |P (z)|kµ 6 Rn|P (z)|kµ (3.8)

Soit µ ∈ [[ 0,m − 1 ]] , q ∈ [[ 0,m − 1 ]] et soit σ une permutation de [[ 0,m − 1 ]] .
D’après la relation précédente, on a

|Pµ(zσ(q))| 6 Rn|P (zσ(q))|kµ (3.9)

et, en utilisant le fait que zσ(q) ∈ E, on obtient,

|P (zσ(q))| 6 max
z∈E

|P (z)|

d’où, par définition de M et par croissance sur R+ de t 7−→ tkµ ,

|P (zσ(q))|kµ 6

(
max
z∈E

|P (z)|
)kµ

= Mkµ

d’où, d’après (3.9),

|Pµ(zσ(q))| 6 RnMkµ (3.10)

Pour achever cette démonstration, on va devoir séparer les cas complexes et
p-adiques, car ce sont des arguments différents qui vont nous permettre d’ob-
tenir les majorations voulues et de conclure.

• si K̃ = C, grâce à l’inégalité de Hadamard, en notant ||.|| la norme

hermitienne standard et en notant Xµ =




Pµ(z1)
Pµ(z2)
Pµ(z3)

...
Pµ(zm)




,
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on a

|Am| 6 ||X0|| ||X1|| ||X2|| . . . ||Xm−1|| (3.11)

or, pour tout µ ∈ [[ 0,m − 1 ]] , grâce à (3.10) avec σ = Id, on a

||Xµ||2 6 |Pµ(z1)|2 + |Pµ(z2)|2 + |Pµ(z3)|2 + · · · + |Pµ(zm−1)|2

6 R2nM2kµ + R2nM2kµ + R2nM2kµ + · · · + R2nM2kµ

6 mR2nM2kµ

d’où

|Am|2 6 mR2nM2k0 mR2nM2k1 mR2nM2k2 . . . mR2nM2km−1

et on obtient ainsi, en utilisant (3.6)

∆m(E) 6 |Am|2 6 mmR2mnM2(k0+k1+k2+...km−1) (3.12)

• si K̃ = Cp, on a, grâce à l’inégalité ultramétrique,

|Am| =

∣∣∣∣∣∣

∑

σ∈Sm

ǫ(σ)P0(zσ(0))P1(zσ(1))P2(zσ(2)) . . . Pm−1(zσ(m−1))

∣∣∣∣∣∣

6 max
σ∈Sm

(
|ǫ(σ)||P0(zσ(0))||P1(zσ(1))||P2(zσ(2))| . . . |Pm−1(zσ(m−1))|

)

Or |ε(σ)| = 1 et grâce à (3.10), on a |Pµ(zσ(q))| 6 RnMkµ , d’où

|Am| 6 1.RnMk0 .RnMk1 .RnMk2 . . . .RnMkm−1

On obtient alors

|Am| 6 RmnMk0+k1+k2+···+km−1

d’où,

∆m(E) 6 |Am|2 6 R2mnM2(k0+k1+k2+...km−1) 6 mmR2mnM2(k0+k1+k2+...km−1)

• Suite de la démonstration (commune aux cas complexe et p-adique)

Dans les deux cas, on a donc

∆m(E) 6 mmR2mnM2(k0+k1+k2+...km−1) (3.13)
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Or

k0 = k1 = k2 = · · · = kn−1 = 0

kn = kn+1 = kn+2 = · · · = k2n−1 = 1

k2n = k2n+1 = k2n+2 = · · · = k3n−1 = 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

k(a−1)n = k(a−1)n+1 = k(a−1)n+2 = · · · = kan−1 = a − 1

d’où

k0 + k1 + k2 + · · · + km−1 = n
a−1∑

j=0

j = n
a(a − 1)

2

On déduit alors de (3.13) que

∆m(E) 6 mmR2mnM2(k0+k1+k2+...km−1) 6 mm R2nm Mna(a−1) (3.14)

d’où, comme m = an,

∆an(E) 6 (an)an R2nan Mna(a−1)

d’où, en élevant à la puissance 1
(an)(an−1) ,

∆an(E)
1

(an)(an−1) 6 (an)
an

(an)(an−1) .R
2nan

(an)(an−1) .M
na(a−1)

(an)(an−1) (3.15)

c’est-à-dire

δan(E) 6 (an)
1

an−1 .R
2n

an−1 .M
(a−1)
an−1 (3.16)
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Or

δan(E) −−−−−→
a−→+∞

d(E)

et

(an)
1

an−1 = e
1

an−1
ln(an) −−−−−→

a−→+∞
e0 = 1

et

R
2n

an−1 = e
2n

an−1
ln(R) −−−−−→

a−→+∞
e0 = 1

et

M
(a−1)
an−1 = e

(a−1)
an−1

ln(M) −−−−−→
a−→+∞

e
1
n

ln(M) = M
1
n

d’où finalement, en faisant tendre a vers +∞ dans (3.16)

d(E) 6 M
1
n

i.e.

d(E)n
6 M

i.e.

d(E)n
6 max

z∈E
|P (z)|

Théorème 3.1.10. Soit E un compact de K tel que d(E) > 0.
Soit R ∈]0, + ∞[ tel que E ⊆ Bf (0,R). Soit n > 2.
Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré inférieur ou égal à n.

On a alors, pour tout z ∈ K,

• si K̃ = C , alors |P (z)| 6 max
a∈E

|P (a)|
(

2

d(E)

)n (
|z| + R

)n

• si K̃ = Cp , alors |P (z)| 6 max
a∈E

|P (a)|
(

1

d(E)

)n (
max(|z|,R)

)n

6 max
a∈E

|P (a)|
(

2

d(E)

)n (
|z| + R

)n
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Démonstration :

Comme d(E) > 0, E est un ensemble infini et ∆n(E) > 0 et ∆n+1(E) > 0.
Soit x = (x1,x2, . . . ,xn+1) un (n + 1)−uplet de Fekete.

choisissons k0 ∈ [[ 1,n + 1 ]] de telle sorte que

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | soit minimal.

D’après le théorème 3.1.7, il existe alors Q ∈ K[X] polynôme unitaire de degré
n vérifiant

max
z∈E

|Q(z)| 6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν | avec n > 2

D’après le théorème 3.1.9, on a

d(E)n
6 max

z∈E
|Q(z)|

d’où

d(E)n
6

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |

d’où

0 <
1

n+1∏

ν = 1
ν 6= k0

|xk0 − xν |
<

(
1

d(E)

)n

(3.17)

Comme P est un polynôme de degré inférieur ou égal à n, d’après le théorème
d’interpolation de Lagrange appliqué aux (n+1) points distincts x1,x2, . . . ,xn+1,
on a

P (X) =
n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(X − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)
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Soit z ∈ K. On a alors

P (z) =

n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

d’où, en passant à la valeur absolue,

|P (z)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.18)

A nouveau, on va être obligé de distinguer les cas complexe et p-adique.

• si K̃ = C, alors on a

|P (z)| 6

n+1∑

k=1




|P (xk)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




(3.19)

Or, comme les xk sont dans E, on a, pour tout k ∈ [[ 1,n + 1 ]] ,

|P (xk)| 6 max
a∈E

|P (a)| (3.20)
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On a aussi, pour tout k ∈ [[ 1,n + 1 ]] ,

1∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

n+1∏

l = 1
l 6= k

|xk − xl|

6 max
j=1,2,...,n+1

1
n+1∏

l = 1
l 6= j

|xj − xl|

6
1

min
j=1,2,...,n+1

n+1∏

l = 1
l 6= j

|xj − xl|

6
1

n+1∏

l = 1
l 6= k0

|xk0 − xl|

et grâce à (3.17), on en déduit que

1∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6
1

n+1∏

l = 1
l 6= k0

|xk0 − xl|
6

(
1

d(E)

)n

(3.21)

En outre, pour tout l ∈ [[ 1,n + 1 ]] , en tenant compte du fait
que xl ∈ E ⊆ B(0,R), on a

|z − xl| 6 |z| + |xl| 6 |z| + R
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d’où

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

n+1∏

l = 1
l 6= k

|z − xl| 6

n+1∏

l = 1
l 6= k

(|z| + R) 6 (|z| + R)n (3.22)

En utilisant les majorations (3.20), (3.21) et (3.22), l’inégalité (3.19) donne

|P (z)| 6

n+1∑

k=1

max
a∈E

|P (a)|
(

1

d(E)

)n

(|z| + R)n

d’où

|P (z)| 6 (n + 1)max
a∈E

|P (a)|
(

1

d(E)

)n

(|z| + R)n

Et comme n + 1 6 2n, on obtient la majoration souhaitée

|P (z)| 6 max
a∈E

|P (a)|
(

2

d(E)

)n (
|z| + R

)n

• si K̃ = Cp, grâce à l’inégalité ultramétrique, (3.18) donne

|P (z)| 6 max
k=1,2,...,n+1




|P (xk)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




(3.23)

Comme dans le cas complexe, on vérifie que, pour tout k ∈ [[ 1,n + 1 ]] ,

|P (xk)| 6 max
a∈E

|P (a)| et
1∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6
1

n+1∏

l = 1
l 6= k0

|xk0 − xl|
6

(
1

d(E)

)n
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De plus, on a, pour tout l ∈ [[ 1,n + 1 ]] ,

|z − xl| 6 max(|z|,|xl|) 6 max(|z|,R)

car |xl| 6 R du fait que xl ∈ E ⊆ B(0,R),
d’où ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 (max(|z|,R))n

L’inégalité (3.23) et les majorations précédentes donnent alors

|P (z)| 6 max
a∈E

|P (a)|
(

1

d(E)

)n (
max(|z|,R)

)n

Proposition 3.1.11. Si K = K̃ = C, alors d
(
{z ∈ C / |z| 6 1}

)
= 1.

Démonstration :

Posons E = {z ∈ C / |z| 6 1}. E est bien un compact de C et, d’après le
théorème 3.1.9 appliqué au compact E et au polynôme P = X, on obtient
d(E) 6 max

z∈E
|P (z)| = max

z∈E
|z| = 1. On a donc d(E) 6 1.

Pour montrer que d(E) > 1, nous allons revenir à la définition de d(E).

Soit n > 2. Posons, pour tout k ∈ [[ 1,n ]] , zk = ei2π k
n . On a alors

∆n(E) >

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |. Le problème étant invariant par rotation, on a,

pour tout µ ∈ [[ 1,n ]] ,
n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =
n∏

ν = 1
ν 6= n

|zn − zν | =

∣∣∣∣∣

n−1∏

ν=1

(1 − zν)

∣∣∣∣∣.

Posons P =

n∏

ν=1

(X − zν) et Q =

n−1∏

ν=1

(X − zν).

On a P = (X − 1)Q et P = Xn − 1 = (X − 1)
n−1∑

k=0

Xk, d’où Q =
n−1∑

k=0

Xk.

On obtient alors

n−1∏

ν=1

(1 − zν) = Q(1) =

n−1∑

k=0

1k = n ,
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d’où

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | =
n∏

ν = 1
ν 6= n

|zn − zν | =

∣∣∣∣∣

n−1∏

ν=1

(1 − zν)

∣∣∣∣∣ = |n| = n

ce qui donne

∆n(E) >

n∏

µ=1

n∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | >

n∏

µ=1

n > nn

On obtient alors δn(E) > n
1

n−1 > 1, d’où, en passant à la limite, d(E) > 1.

Ainsi, d(E) = 1.

Proposition 3.1.12. Si K = Qp et K̃ = Cp, alors d
(
{z ∈ Qp/|z| 6 1}

)
= p

− 1
p−1 .

Démonstration :

Posons E = {z ∈ Qp/|z| 6 1}. E est bien un compact de Qp. Pour calculer
d(E), cette fois-ci, nous utiliserons uniquement le fait que

d(E) = lim
n→+∞

δn(E) = lim
k→+∞

δpk(E)

Soit k > 2. On a

∆pk(E) = max
z1,z2,...,z

pk∈E

pk∏

µ=1

pk∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | = max
z1,z2,...,z

pk∈E


 ∏

16ν<µ6pk

|zµ − zν |




2

Or, ce max est atteint pour z1 = 1,z2 = 2, . . . ,zpk = pk (ce qui correspond

géométriquement aux ”centres” des pk boules de rayon
1

pk
constituant E).
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Par ailleurs,

∏

16ν<µ6pk

|µ − ν| =

pk−1∏

ν=1

pk∏

µ=ν+1

|µ − ν| =

pk−1∏

ν=1

pk−ν∏

µ=1

|µ| =

pk−1∏

ν=1

∣∣∣(pk − ν)!
∣∣∣ =

pk−1∏

ν=1

|ν!|

d’où

ln(δpk(E)) =
1

pk(pk − 1)
ln(∆pk(E)) =

2

pk(pk − 1)

pk−1∑

ν=1

ln(|ν!|) (3.24)

avec 4

− ν

p − 1
6

ln(|ν!|)
ln(p)

6 − ν

p − 1
+

ln(ν)

ln(p)
+ 1 (3.25)

or

pk−1∑

ν=1

ν

p − 1
=

1

p − 1

pk(pk − 1)

2
(3.26)

0 6

pk−1∑

ν=1

ln(ν)

ln(p)
6

1

ln(2)

∫ pk

1
ln(t)dt 6

1

ln(2)
pk ln(pk) (3.27)

0 6

pk−1∑

ν=1

1 6 pk (3.28)

On déduit alors des inégalités précédentes que

− 1

p − 1
ln(p) 6 ln(δpk(E)) 6 − 1

p − 1
ln(p) +

2 ln(p)

ln(2)

ln(pk)

pk − 1
+

2 ln(p)

pk − 1
(3.29)

d’où

lim
k→+∞

ln(δpk(E)) = − 1

p − 1
ln(p) = ln

(
p
− 1

p−1

)
(3.30)

d’où
d(E) = lim

k→+∞
δpk(E) = p−

1
p−1

4. Cela résulte du fait que vp(n!) =
n − Sp(n)

p − 1
où Sp(n) est la somme des chiffres de n écrit

en base p (voir [Rob00] ). On a alors, en notant r le nombre de chiffres de n en base p, 0 6 1 6

Sp(n) 6 (p − 1)r 6 (p − 1)(1 + ln(n)
ln(p)

).
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Remarque 3.1.13. Lorsque K = C et que E est un compact de K, le diamètre
transfini de E est égal à la capacité de E.
On peut le voir en utilisant 5 d’une part le fait que la fonction de Green G de CrE
relative au point à l’infini existe si et seulement si d(E) > 0 et d’autre part le fait

que si d(E) > 0, alors G(z) = ln(|z|) − ln(d(E)) + O

(
1

|z|

)
, ce qui permet

|z| → ∞

d’obtenir que d(E) = cap(E).

Remarque 3.1.14. Lorsque K n’est pas localement compact, les boules fermées
ne sont plus compactes, mais on peut, sous réserve que K soit algébriquement clos,
récupérer un théorème de majoration polynomiale pour les boules fermées. Nous
allons en démontrer un pour K = K̃ = Cp. Dans la fin de cette section, la notation
Bf (a,r) (avec a ∈ Cp et r ∈ R∗

+) désignera l’ensemble {z ∈ Cp/|z − a| 6 r}.

Remarque 3.1.15. Soit P un polynôme de Cp[X]. Alors sup
a∈Bf (0,1)

|P (a)| < +∞

(cela résulte de l’inégalité triangulaire) et il existe b ∈ Bf (0,1) tel que 6

|P (b)| = sup
a∈Bf (0,1)

|P (a)| = max
a∈Bf (0,1)

|P (a)|.

Proposition 3.1.16. Soit n > 2 et soit P ∈ Cp[X] un polynôme de degré inférieur
ou égal à n. On a

∀z ∈ Cp |P (z)| 6 max
a∈Bf (0,1)

|P (a)| 2n
(
max (|z|,1)

)n

5. On pourra trouver une démonstration des deux faits indiqués dans [Pom75], chap 11, th
11.1.

6. Pour voir ce fait, on peut raisonner par l’absurde. Nous utiliserons les notations tradi-
tionnelles A = Bf (0,1), M = B(0,1) et k = A/M . On sait que le corps résiduel k est la

clôture algébrique de Z/pZ. Notons P (X) =
d∑

j=0

ajX
j et posons r = max

j=1,2,...,d
|aj | = |aj0 | et

Q(X) =
1

aj0

P (X) =
d∑

j=0

bjX
j . Par homothétie, il suffit de montrer qu’il existe b ∈ Bf (0,1) tel

que |Q(b)| = sup
a∈Bf (0,1)

|Q(a)|. D’une part, pour tout x ∈ Bf (0,1), on a

|Q(x)| =

∣∣∣∣∣

d∑

j=0

bjx
j

∣∣∣∣∣ 6 max
j=0,1,...,d

|bj ||x|
j

6 1. On a alors sup
a∈Bf (0,1)

|Q(a)| 6 1.

Par l’absurde, supposons que pour tout x ∈ Bf (0,1), |Q(x)| < 1. On a alors, en notant x la
projection de x dans k, ∀x ∈ Bf (0,1) Q(x) = 0 (On peut bien projeter le polynôme Q dans k,
car ses coefficients sont dans A). Par conséquent, ∀α ∈ k Q(α) = 0. Mais ceci est impossible, car
k est un corps commutatif infini et car Q(X) est un polynôme non nul (car bj0 = 1 6= 0). Donc il
existe bien x ∈ Bf (0,1) tel que |Q(x)| = 1.
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Démonstration :

Posons M = max
a∈Bf (0,1)

|P (a)| et notons x1,x2, . . . ,xn+1 = 1 les n + 1 racines

distinctes du polynôme Q(X) = Xn+1 − 1. Les xk sont tous de valeur absolue 1 et

sont donc éléments de Bf (0,1). D’après le théorème d’interpolation de Lagrange

appliqué aux (n + 1) points distincts x1,x2, . . . ,xn+1, on a

P (X) =
n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(X − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

Soit z ∈ Cp. On a alors

P (z) =
n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

d’où, en passant à la valeur absolue et en utilisant l’inégalité ultramétrique,

|P (z)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∑

k=1

P (xk)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 max
k=1,2,...,n+1

|P (xk)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.31)

Or |P (xk)| 6 M et pour tout l ∈ [[ 1,n + 1 ]] , |z − xl| 6 max (|z|,|xl|) 6 max (|z|,1),

62



d’où

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(z − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n+1∏

l = 1
l 6= k

|z − xl| 6 (max (|z|,1))n .

Comme |xk| = 1 et z 7→ zx−1
k réalise une permutation 7 des racines de Q(X), on a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n+1∏

l = 1
l 6= k

|xk − xl| =
n+1∏

l = 1
l 6= k

|1 − xlx
−1
k | =

n∏

j=1

|1 − xj | =

∣∣∣∣∣∣

n∏

j=1

(1 − xj)

∣∣∣∣∣∣

Posons R(X) =
n∏

j=1

(X − xj).

On a

Q(X) = (X − 1)
n∏

j=1

(X − xj) = (X − 1)R(X)

et

Q(X) = Xn+1 − 1 = (X − 1)

(
n∑

k=0

Xk

)

d’où

R(X) =

n∑

k=0

Xk

Ainsi, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1∏

l = 1
l 6= k

(xk − xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |R(1)| = |n + 1|

On déduit alors de (3.31) que

|P (z)| 6 M
(
max (|z|,1)

)n 1

|n + 1| (3.32)

avec

|n + 1| = |n + 1|p >
∏

q premier

|n + 1|q =
1

|n + 1|∞
=

1

n + 1

7. car c’est clairement une injection de l’ensemble des racines de Q(X) dans lui-même.
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d’où

1

|n + 1| 6 n + 1 6 2n

On déduit alors de (3.32) que

|P (z)| 6 max
a∈Bf (0,1)

|P (a)| 2n
(
max (|z|,1)

)n

3.2 Diamètre transfini d’un ensemble quelconque

Définition 3.2.1. Soit E un sous-ensemble de K.
On pose

d∗(E) = sup
A compact

A ⊆ E

(
d(A)

)

et

d∗(E) = inf
H ouvert
E ⊆ H

(
d∗(H)

)

Proposition 3.2.2. Soit E et F deux sous-ensembles de K tel que E ⊆ F .
On a d∗(E) 6 d∗(F ) et d∗(E) 6 d∗(F ) .

Démonstration :

• Soit A un compact inclus dans E. Comme E ⊆ F , on a A compact inclus
dans F , d’où, d(A) 6 d∗(F ), et comme ceci est vrai pour tout A un compact inclus
dans E, on a d∗(E) 6 d∗(F )

• Soit H un ouvert contenant F . Comme E ⊆ F , on a E ⊆ H, d’où,
d∗(E) 6 d∗(H), et comme ceci est vrai pour tout H ouvert contenant F , on a

d∗(E) 6 d∗(F )

Proposition 3.2.3. Soit E un sous-ensemble de K. On a

d∗(E) 6 d∗(E)
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Démonstration :

Soit H un ouvert contenant E. Comme E ⊆ H, d’après la proposition 3.2.2,
on a d∗(E) 6 d∗(H), et comme ceci est vrai pour tout H ouvert contenant E, on
a d∗(E) 6 d∗(E).

Lemme 3.2.4. Soit ε ∈]0,12 [, n ∈ N∗ et R ∈]1,+∞[, soit a1,a2, . . . ,an ∈ R tel que

∀k ∈ [[ 1,n ]] 0 6 ak 6 R

On a alors

n∏

k=1

(
ak + ε

)
6

(
n∏

k=1

ak

)
+ ε(2R)n

Démonstration :

• Pour n=1, on a
1∏

k=1

(
ak + ε

)
=

(
1∏

k=1

ak

)
+ ε 6

(
1∏

k=1

ak

)
+ ε(2R)1

• Pour n=2, on a

2∏

k=1

(
ak+ε

)
= a1a2+εa1+εa2+ε2 6

(
2∏

k=1

ak

)
+ε(a1+a2+ε)

d’où
2∏

k=1

(
ak + ε

)
6

(
2∏

k=1

ak

)
+ ε(R + R + R) 6

(
2∏

k=1

ak

)
+ ε(2R)2

• Soit n > 2 et supposons que
n∏

k=1

(
ak + ε

)
6

(
n∏

k=1

ak

)
+ ε(2R)n.

On a alors
n+1∏

k=1

(
ak+ε

)
=

(
an+1+ε

) n∏

k=1

(
ak+ε

)
6

(
an+1+ε

)
(

n∏

k=1

ak + ε(2R)n

)

d’où
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n+1∏

k=1

(
ak + ε

)
6

(
n+1∏

k=1

ak

)
+ an+1 ε(2R)n + ε

n∏

k=1

ak + ε ε(2R)n

6

n+1∏

k=1

ak + ε

(
an+1 2nRn +

n∏

k=1

ak + ε2nRn

)

6

n+1∏

k=1

ak + ε

(
R2nRn + Rn +

1

2
2nRn

)

6

n+1∏

k=1

ak + ε2nRn+1

(
1 +

1

2n
+

1

2

)

6

n+1∏

k=1

ak + ε2n+1Rn+1

Proposition 3.2.5. Soit E un compact de K.

On suppose de plus que K est localement compact. On a alors

d(E) = d∗(E) = d∗(E)

Démonstration :

(a) Montrons que d(E) = d∗(E).
Comme E est un compact inclus dans E, on a d(E) 6 d∗(E).
Pour tout A compact inclus dans E, on a d(A) 6 d(E), d’où d∗(E) 6 d(E).
Par conséquent, d(E) = d∗(E).

(b) Montrons que d(E) = d∗(E).
D’après le (a), on a d(E) = d∗(E) et d’après la proposition 3.2.3, on a
d∗(E) 6 d∗(E), d’où d(E) 6 d∗(E).

Soit ε > 0. Comme E est un compact, il existe r > 0 tel que E ⊆ Bf (0,r).
Posons R = 1 + 2r. On a, R > 1 et, pour tout z1,z2 ∈ E, on a
|z2 − z1| 6 |z2|+ |z1| 6 r + r 6 R. De plus, comme la suite (δn(E))n>2 décrôıt

vers d(E), il existe n0 > 2 tel que δn0(E) < d(E)+ε. Posons β = (d(E) + ε)n0(n0−1).

On a alors ∆n0(E)
1

n0(n0−1) < d(E) + ε, d’où ∆n0(E) < β.

Posons η = min
(
β − ∆n0(E),R

)
. On a 0 < η 6 R et ∆n0(E) + η 6 β.

Posons aussi N = n0(n0 − 1), α =
1

6
min

( η

(2R)N
,R,1

)
et H =

⋃

z∈E

B(z,α).
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H est un ouvert contenant E. De plus, comme E ⊆ Bf (0,r) , on a, par définition
de H, H ⊆ Bf (0,r + α) avec Bf (0,r + α) fermé, d’où H ⊆ H ⊆ Bf (0,r + α).

Comme K est localement compact, Bf (0,r +α) est compact et par conséquent
l’inclusion précédente nous indique que H (fermé inclus dans un compact) est
un compact. Comme H ⊆ H avec H compact, on a aussi

d∗(H) 6 d∗
(
H

)
= d

(
H

)
(3.33)

Considérons l’application f : Kn0 7−→ R définie par

f(z1,z2, . . . ,zn0) =

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |

L’application f est continue 8.

Soit y1,y2, . . . ,yn0 ∈ H. Par définition 9 de H, il existe z1,z2, . . . ,zn0 ∈ E et
ρ1,ρ2, . . . ,ρn0 ∈ B(0,α), tels que, pour tout k ∈ [[ 1,n0 ]] , yk = zk + ρk.

On a aussi, ∀(µ,ν) ∈ [[ 1,n0 ]] 2 |ρµ − ρν | 6 |ρµ| + |ρν | 6 α + α 6 2α.

Ainsi,

f(y1,y2, . . . ,yn0) =

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

|yµ − yν |

=

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

|(zµ + ρµ) − (zν + ρν)|

6

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

(|zµ − zν | + |ρµ − ρν |)

6

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

(|zµ − zν | + 2α)

8. par continuité des additions, multiplications et de la valeur absolue.
9. si y ∈ B(z,α), alors y = z + (y − z) avec z ∈ E et y − z ∈ B(0,α)
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En remarquant que dans ce produit, il y a N = n0(n0 − 1) termes, que, par
construction de R, pour tout µ ∈ [[ 1,n0 ]] et tout ν ∈ [[ 1,n0 ]] , on a |zµ − zν | 6 R
et 2α 6 min(R,13), d’après le lemme 3.2.4, on a

n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

(|zµ − zν | + 2α) 6




n0∏

µ=1

n0∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |


 + 2α (2R)N

D’où, d’après les deux inégalités précédentes et la définition de ∆n0(E),

f(y1,y2, . . . ,yn0) 6 ∆n0(E) + 2α (2R)N

et grâce à la définition de α, on obtient

f(y1,y2, . . . ,yn0) 6 ∆n0(E) +
η

(2R)N
(2R)N

6 ∆n0(E) + η 6 β

Par conséquent, pour tout y1,y2, . . . ,yn0 ∈ H, on a

f(y1,y2, . . . ,yn0) 6 β (3.34)

Et, par continuité de f , on en déduit que

∀y1,y2, . . . ,yn0 ∈ H
n0 f(y1,y2, . . . ,yn0) 6 β (3.35)

On obtient alors ∆n0(H) 6 β, d’où, en élevant à la puissance 1
n0(n0−1) ,

δn0(H) 6 (d(E) + ε) (3.36)

Or, par décroissance de
(
δk(H)

)
k>2

, on a

d(H) 6 δn0(H) (3.37)

Et comme H est compact, on a

d∗(H) = d(H) (3.38)

En outre, puisque H ⊆ H, on a

d∗(H) = d∗(H) (3.39)

De (3.36), (3.37), (3.38) et (3.39), on déduit que

d∗(H) 6 d(E) + ε

H étant un ouvert contenant E, on a alors

d∗(E) 6 d(E) + ε
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Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que

d∗(E) 6 d(E)

D’où finalement,

d∗(E) = d(E).

Remarque 3.2.6. Si K n’est pas localement compact, la démonstration précédente
donne seulement, pour tout compact E de K

d(E) = d∗(E) 6 d∗(E).

Proposition 3.2.7. Pour tout a ∈ K et tout r ∈ R∗
+, on a

d∗(Bf (a,r)) 6 r.

Démonstration :

• Si K̃ = C, alors K = R ou K = C, ce qui entrâıne que Bf (a,r) est com-
pact. On déduit alors de la proposition précédente et de la proposition 3.1.6
que d∗(Bf (a,r)) = d(Bf (a,r)) = d(a + Bf (0,r)) = d(Bf (0,r)) = d(r.Bf (0,1)) =
|r|d(Bf (0,1)) = r.d(Bf (0,1)).
Or (Bf (0,1)) ⊆ {z ∈ C/|z| 6 1} et d({z ∈ C/|z| 6 1}) = 1. Donc d(Bf (0,1)) 6 1.
On obtient alors d∗(Bf (a,r)) 6 r.

• Si K̃ = Cp. Soit ε > 0. Posons H = B(a,r + ε). H est un ouvert contenant
Bf (a,r), donc d∗(Bf (a,r)) 6 d∗(H). Soit A, un compact inclus dans H. Pour tout
(x1,x2, . . . ,xn) ∈ An, on a |xµ − xν | = |(xµ − a) − (xν − a)| 6 max(|xµ − a|,|xν −
a|) 6 r + ε, d’où ∆n(A) 6 (r + ε)n(n−1), d’où δn(A) 6 (r + ε) et par conséquent,
d(A) 6 r + ε. Ceci étant vrai pour tout compact A inclus dans H, on en déduit
que d∗(H) 6 r+ε. Et comme d∗(Bf (a,r)) 6 d∗(H), on a d∗(Bf (a,r)) 6 r+ε. Ceci
étant vrai pour tout ε ∈ R∗

+, on obtient d∗(Bf (a,r)) 6 r.

Théorème 3.2.8. Soit E1,E2, . . . ,Ek, . . . une suite de parties de K.
On a alors

(
∀k ∈ N∗ d∗(Ek) = 0

)
=⇒

(
d∗

(
+∞⋃

k=1

Ek

)
= 0

)
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Remarque 3.2.9. La démonstration de ce théorème dans le corps K est en par-
tie analogue à la démonstration classique dans C. Nous redonnons toutefois cette
démonstration entièrement afin de s’assurer qu’elle fonctionne aussi dans le cadre
p-adique et que l’on peut se passer de la locale compacité. Pour démontrer le
théorème ci-dessus, nous allons commencer par démontrer un lemme.

Notation 3.2.10. Afin d’alléger les notations, pour tout R ∈ R∗
+, on note gR

l’application de [0,R[ dans [0, + ∞[ définie par

gR(t) =





1

ln

(
R

t

) si t ∈]0,R[

0 si t = 0

(3.40)

On vérifie facilement que gR est continue sur [0,R[ et que c’est une bijection stricte-
ment croissante de [0,R[ sur [0,+∞[. Sa bijection réciproque g−1

R est alors continue
et strictement croissante sur [0, + ∞[. On vérifie aussi immédiatement que l’on a
gR(t) = 0 ⇐⇒ t = 0.

Lemme 3.2.11. Soit R et r deux réels vérifiant R > 2r > 1. Soit i ∈ N∗.
Soit A1,A2, . . . ,Ai des compacts de K vérifiant, ∀k ∈ [[ 1,i ]] Ak ⊆ Bf (0,r).

Posons A =
i⋃

k=1

Ak. A est un compact de K et on a

gR

(
d(A)

)
6

i∑

k=1

gR

(
d(Ak)

)
(3.41)

Démonstration :

Comme A et les Ak sont inclus dans Bf (0,r), on a, d’après la proposition 3.2.7,
d(Ak) = d∗(Ak) 6 d∗(Bf (0,r)) 6 r < R. Par conséquent, les quantités gR(Ak) et
gR(A) sont bien définies.
Nous allons démontrer ce lemme par récurrence en considérant la propriété P(i) :
”Pour tous compacts A1,A2, . . . ,Ai de K vérifiant ∀k ∈ [[ 1,i ]] Ak ⊆ Bf (0,r), en

posant A =
i⋃

k=1

Ak, on a gR

(
d(A)

)
6

i∑

k=1

gR

(
d(Ak)

)
”.

• étape 1: La propriété P(1) est trivialement vraie.

• étape 2: Nous démontrerons que P(2) est vraie.

• étape 3: Montrons que si P(i) est vraie, alors P(i + 1) est encore vraie.
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Soit i > 2 et supposons que P(i) est vraie. Soit A1,A2, . . . ,Ai,Ai+1 des compacts

de K inclus dans Bf (0,r). Posons A =
i+1⋃

k=1

Ak, B1 =
i⋃

k=1

Ak etB2 = Ai+1.

On a A = B1
⋃

B2 avec B1 et B2 compacts, donc, comme P(2) est vraie, on a :

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(B1)

)
+ gR

(
d(B2)

)
. Or gR

(
d(B2)

)
= gR

(
d(Ai+1)

)
et, comme

P(i) est vraie, on a aussi gR

(
d(B1)

)
6

i∑

k=1

gR

(
d(Ak)

)
. Des inégalités précédentes,

on tire alors : gR

(
d(A)

)
6

i+1∑

k=1

gR

(
d(Ak)

)
. Par conséquent, P(i + 1) est vraie et

on peut en déduire que le lemme est vrai par récurrence.

Il reste à démontrer l’étape 2. Soit A1 et A2 deux compacts de K.

Posons A = A1
⋃

A2. Si d(A) = 0, alors, par positivité de gR, on a trivialement

gR

(
d(A)

)
= gR(0) = 0 6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)
.

Désormais, on supposera donc que d(A) > 0.

Pour tout n > 2, notons (zn,1,zn,2, . . . ,zn,n) un n-uplet de Fekete de A.

Posons aussi ln = card{j ∈ [[ 1,n ]] / zn,j ∈ A1}. Quitte à renuméroter les points

à l’intérieur de chaque n-uplet de Fekete, on peut supposer que

∀j ∈ [[ 1,ln ]] zn,j ∈ A1 et ∀j ∈ [[ ln + 1,n ]] zn,j ∈ A2 (3.42)

• 1er cas: (ln) possède une sous-suite (lnk
) bornée.

Il existe alors un entier M supérieur à 2 tel que ∀k ∈ N∗ lnk
6 M . De plus, on a

clairement nk − lnk
−−−−→
k→+∞

+∞ et pour tout (j1,j2) ∈ [[ 1,n ]] 2, on a

|zn,j1 − zn,j2 | 6 |zn,j1 | + |zn,j2 | 6 r + r 6 R (3.43)

Soit k > M +3. On a nk > k > M +2 > 2, nk − lnk
> k− lnk

> M +2−M > 2 et

∆nk
(A) =

nk∏

µ=1

nk∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | = B × C × D × E (3.44)

avec B =

lnk∏

µ=1

lnk∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν |, C =

nk∏

µ=lnk
+1

nk∏

ν = lnk
+ 1

ν 6= µ

|zµ − zν |,

D =

lnk∏

µ=1

nk∏

ν = lnk
+ 1

|zµ − zν | et E =

nk∏

µ=lnk
+1

lnk∏

ν = 1

|zµ − zν | = D.
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Grâce à (3.43) et au fait que lnk
6 M , on obtient

B 6

lnk∏

µ=1

lnk∏

ν = 1
ν 6= µ

R 6 Rlnk
(lnk

−1) 6 RM(M−1) 6 RM2
(3.45)

et

D = E 6

nk∏

µ=lnk
+1

lnk∏

ν = 1

R 6 Rlnk
(nk−lnk

) 6 RM(nk−lnk
) 6 RMnk (3.46)

Par définition de ∆nk−lnk
(A2), on a aussi

C 6 ∆nk−lnk
(A2) (3.47)

En passant au logarithme dans (3.44) et en utilisant(3.45), (3.46) et (3.47), on
obtient

ln (∆nk
(A)) 6 M2 ln(R) + ln

(
∆nk−lnk

(A2)
)

+ 2Mnk ln(R)

d’où

ln (∆nk
(A)) − M ln(R)(M + 2nk)

nk(nk − 1)
6

(nk − lnk
)(nk − lnk

− 1)

nk(nk − 1)

ln
(
∆nk−lnk

(A2)
)

(nk − lnk
)(nk − lnk

− 1)

d’où, comme 0 6 M 6 nk

ln (δnk
(A)) − 3nkM ln(R)

nk(nk − 1)
6

(
1 − lnk

nk

) (
1 − lnk

nk − 1

)
ln

(
δnk−lnk

(A2)
)

d’où

ln (δnk
(A)) − 3M ln(R)

nk − 1
6 ln

(
δnk−lnk

(A2)
)

En passant à l’exponentielle, on obtient

e
ln(δnk

(A))− 3M ln(R)
nk−1 6 δnk−lnk

(A2)

et en faisant tendre k vers +∞, on en déduit que

d(A) = eln(d(A)) 6 d(A2)

Par croissance et positivité de gR, il en résulte que

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(A2)

)
6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)
.
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• 2ème cas: (n − ln) possède une sous-suite (nk − lnk
) bornée.

Une démonstration analogue à la précédente prouve qu’alors

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(A1)

)
6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)
.

• 3ème cas: ni (ln) ni (n − ln) ne possède de sous-suite bornée.

En faisant deux extractions successives, on peut obtenir une sous-suite (nk) vérifiant

∀k ∈ N∗ nk > 2, ∀k ∈ N∗ lnk
> 2, lnk

−−−−→
k→+∞

+∞ et nk − lnk
−−−−→
k→+∞

+∞.

Comme ∀k ∈ N∗ 0 6
lnk

nk
6 1, on peut extraire une sous-suite

(
lnkq

nkq

)
qui converge

vers un réel λ ∈ [0,1]. Pour alléger les notations, nous noterons (nq) au lieu de

(
nkq

)
. De nouveau, on a ∆nq(A) =

nq∏

µ=1

nq∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | = B×C×D×E avec

B =

lnq∏

µ=1

lnq∏

ν = 1
ν 6= µ

|zµ − zν | 6 ∆lnq
(A1), C =

nq∏

µ=lnq +1

nq∏

ν = lnq + 1
ν 6= µ

|zµ − zν | 6 ∆nq−lnq
(A2),

D =

lnq∏

µ=1

nq∏

ν = lnq + 1

|zµ − zν | et E =

nq∏

µ=lnq +1

lnq∏

ν = 1

|zµ − zν | = D 6 Rlnq(nq−lnq).

On obtient alors

∆nq(A) 6 ∆lnq
(A1)∆nq−lnq

(A2)R
2lnq(nq−lnq). (3.48)

d’où, en passant au logarithme et en multipliant par
1

nq(nq − 1)
,

1

nq(nq − 1)
ln

(
∆nq(A)

)
6 Ã × B̃ × C̃. (3.49)

avec Ã =
lnq(lnq − 1)

nq(nq − 1)

1

lnq

(
lnq − 1

) ln
(
∆lnq

(A1)
)

=
lnq(lnq − 1)

nq(nq − 1)
ln

(
δlnq

(A1)
)
,

B̃ =

(
nq − lnq

)
(nq − lnq − 1)

nq(nq − 1)

1(
nq − lnq

) (
nq − lnq − 1

) ln
(
∆nq−lnq

(A2)
)

=

(
1 − lnq

nq

) (
1 − lnq

nq − 1

)
ln

(
δnq−lnq

(A2)
)

,

et C̃ =
2lnq

(
nq − lnq

)

nq(nq − 1)
ln(R) = 2

(
lnq

nq

) (
1 − lnq − 1

nq − 1

)
ln(R).
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Les trois égalités précédentes et la formule (3.49) donnent alors

ln
(
δnq(A)

)
6

(
lnq

nq

) (
lnq − 1

nq − 1

)
ln

(
δlnq

(A1)
)

+

+

(
1 − lnq

nq

) (
1 − lnq

nq − 1

)
ln

(
δnq−lnq

(A2)
)

+ 2

(
lnq

nq

) (
1 − lnq − 1

nq − 1

)
ln(R)

(3.50)

Pour continuer, nous devons distinguer trois sous-cas:

◦ 1er sous-cas: d(A1) = 0. Par l’absurde, supposons que λ > 0.

L’égalité(3.50), le fait que(δj(A2))soit décroissante et le fait que 06lnq6nq donnent

ln
(
δnq(A)

)
6

(
lnq

nq

) (
lnq − 1

nq − 1

)
ln

(
δlnq

(A1)
)

+ ln (δ2(A2)) + 2 ln(R) (3.51)

On a alors ln
(
δnq(A)

)
−−−−→
q→+∞

ln (d(A)),
lnq

nq
−−−−→
q→+∞

λ ,
lnq − 1

nq − 1
−−−−→
q→+∞

λ et,

comme δnq(A1) −−−−→
q→+∞

d(A1) = 0, ln
(
δnq(A1)

)
−−−−→
q→+∞

−∞, on a

(
lnq

nq

) (
lnq − 1

nq − 1

)
ln

(
δlnq

(A1)
)
−−−−→
q→+∞

−∞

En faisant tendre q vers +∞ dans (3.51), on obtient ln (d(A)) 6 −∞, ce qui est

impossible, car d(A) > 0. On a donc λ = 0, c’est-à-dire
lnq

nq
−−−−→
q→+∞

0.

En utilisant à nouveau le fait que (δj(A1)) est décroissante et le fait que 06 lnq6 nq,

(3.50) nous donne

ln
(
δnq(A)

)
6

(
lnq

nq

)
ln (δ2(A1))+

(
1− lnq

nq

)(
1− lnq

nq − 1

)
ln

(
δnq−lnq

(A2)
)
+2

(
lnq

nq

)
ln(R)

d’où

1(
1 − lnq

nq

)(
1 − lnq

nq − 1

)
(
ln

(
δnq(A)

)
−

(
lnq

nq

) (
ln (δ2(A1))+2 ln(R)

))
6 ln

(
δnq−lnq

(A2)
)

d’où

e

1(
1−

lnq
nq

)(
1−

lnq
nq−1

)
(
ln(δnq (A))−

(
lnq
nq

)(
ln(δ2(A1))+2 ln(R)

))

6 δnq−lnq
(A2)
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Et, en faisant tendre q vers +∞ dans cette inégalité et en tenant compte du fait

que
lnq

nq
−−−−→
q→+∞

0, on obtient

d(A) = eln(d(A)) 6 d(A2).

Par croissance et positivité de gR, on en déduit que

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(A2)

)
6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)
.

◦ 2ème sous-cas: d(A2) = 0.

Par une démonstration analogue, on démontre que λ = 1 et que

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(A1)

)
6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)
.

◦ 3ème sous-cas: d(A1) > 0 et d(A2) > 0.

En faisant tendre q vers +∞ dans (3.50), on obtient

ln (d(A)) 6 λ2 ln (d(A1)) + (1 − λ)2 ln (d(A2)) + 2λ(1 − λ) ln(R) (3.52)

Posons a = ln
(
d(A1)

)
, b = ln

(
d(A2)

)
, c = ln(R), d = ln

(
d(A)

)

et P (X) = aX2 + b(1 − X)2 + 2cX(1 − X).

L’inégalité précédente devient d 6 P (λ) avec λ ∈ [0,1].

Or, on a P (X) = (a + b − 2c)X2 + (2c − 2b)X + b avec 10 a + b − 2c < 0.

Le polynôme P atteint donc son maximum au point λ0 vérifiant P ′(λ0) = 0.

Comme P ′(X) = 2(a + b − 2c)X + (2c − 2b), on a λ0 =
b − c

a + b − 2c
.

10. Cela résulte de A1 ⊆ Bf (0,r), d’où d(A1) 6 d∗(A1) 6 d∗(Bf (0,r)) 6 r < R,
d’où a = ln(d(A1)) < ln(R) = c. Idem pour b.
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On en déduit alors que

d − c 6 P (λ) − c

6 P (λ0) − c

6 (a + b − 2c)

(
b − c

a + b − 2c

)2

+ (2c − 2b)
b − c

a + b − 2c
+ b − c

6
(b − c)2

a + b − 2c
− 2

(b − c)2

a + b − 2c
+ (b − c)

a + b − 2c

a + b − 2c

6
b − c

a + b − 2c

(
− (b − c) + a + b − 2c

)

6
b − c

(a − c) + (b − c)
(a − c)

6
(b − c)(a − c)

(b − c) + (a − c)
d’où

1

d − c
6

(b − c) + (a − c)

(b − c)(a − c)
6

1

a − c
+

1

b − c

i.e.

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d(A1)

)
+ gR

(
d(A2)

)

Retour à la démonstration du théorème:

1er cas: E borné

Il existe alors r > 0 tel que E ⊆ Bf (0,r). Posons R = 5r. Comme E est la réunion
des Ek, on a aussi, pour tout k ∈ N∗, Ek ⊆ Bf (0,r).

Par ailleurs, on a d∗(Ek) = inf
H ouvert
Ek ⊆ H

(
d∗(H)

)
et gR est croissante et continue,

d’où gR

(
d∗(Ek)

)
= inf

H ouvert
Ek ⊆ H

gR

(
d∗(H)

)
.

Soit ε > 0. Pour tout k ∈ N∗, il existe un ouvert H̃k contenant Ek tel que

gR(d∗(H̃k)) −
ε

2k
6 gR(d∗(Ek)). Posons Hk = H̃k

⋂
B(0,2r) et H =

⋃

k∈N∗

Hk.
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Comme Hk ⊆ H̃k, on a d∗(Hk) 6 d∗(H̃k), d’où

gR

(
d∗(Hk)

)
6 gR

(
d∗(H̃k)

)
6 gR

(
d∗(Ek)

)
+

ε

2k
.

De plus, par construction, E est inclus dans l’ouvert H.

Soit A un compact inclus dans H. On a A ⊆
⋃

k∈N∗

Hk avec A compact, donc il

existe m ∈ N∗ tel que A ⊆
m⋃

k=1

Hk. Soit ρ un nombre de Lebesgue 11 de ce recouvre-

ment. On a A ⊆
⋃

x∈A

B(x,2ρ). Comme A est compact, on peut extraire du recou-

vrement ouvert précédent un sous-recouvrement fini. Ainsi, il existe x1,x2, . . . ,xq

des éléments de A vérifiant A ⊆
q⋃

j=1

B(xj ,2ρ).

Pour tout j ∈ [[ 1,q ]] , on pose Ij = min{k ∈ [[ 1,m ]] /B(xj ,2ρ) ⊆ Hk} et, pour tout

k ∈ [[ 1,m ]] , on pose Ãk =
⋃

j = 1, . . . ,q

Ij = k

Bf (xj ,ρ) et Ak = Ãk

⋂
A.

On a alors, pour tout k ∈ [[ 1,m ]] , Ak compact 12, Ak ⊆ Ãk ⊆ Hk et A ⊆
m⋃

k=1

Ãk,

d’où A ⊆
m⋃

k=1

Ak avec
m⋃

k=1

Ak compact. L’inclusion précédente et le lemme 3.2.11

nous permettent d’obtenir

gR

(
d(A)

)
6 gR

(
d

(
m⋃

k=1

Ak

))
6

m∑

k=1

gR

(
d(Ak)

)
(3.53)

11. c’est-à-dire un nombre réel ρ > 0 vérifiant ∀x ∈ A ∃j ∈ {1,2, . . . ,m} B(x,2ρ) ⊆ Hj .
L’existence d’un tel ρ provient de la compacité de A. En effet, si par l’absurde on suppose
le contraire, alors ∀ρ > 0 ∃x ∈ A ∀j ∈ {1,2, . . . ,m} B(x,2ρ) * Hj . En définissant la
suite (ρn) par ρn = 2−n, on obtient l’existence d’une suite xn d’éléments de A vérifiant
∀j ∈ {1,2, . . . ,m} B(xn,2ρn) * Hj . A étant compact, on en déduit l’existence d’une sous-

suite (xnk
) qui tend vers un élément x de A. Comme x ∈ A et A ⊆

m⋃

k=1

Hk, il existe j0 tel

que x ∈ Hj0 et comme Hj0 est un ouvert, il existe η > 0 tel que B(x,3η) ⊆ Hj0 . Comme
ρnk

−−−−−→
k→+∞

0, il existe k0 tel que ∀k > k0 0 6 2ρnk
6 η. De plus, comme (xnk

) converge vers

x, il existe k1 > k0 tel que ∀k > k1 |xnk
− x| 6 η. On a alors, pour tout y ∈ B(xnk1

,2ρnk1
) ,

|y − x| 6 |y − xnk1
| + |xnk1

− x| 6 2ρnk1
+ η 6 2η < 3η, d’où B(xnk1

,2ρnk1
) ⊆ B(x,3η) ⊆ Hj0 .

Or, B(xnk1
,2ρnk1

) * Hj0 . Contradiction.

12. car Ak est un fermé qui est inclus dans le compact A.
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Et comme Ak compact et Ak ⊆ Hk, on a d(Ak) = d∗(Ak) 6 d∗(Hk). D’où

gR

(
d(Ak)

)
6 gR

(
d∗(Hk))

)
6 gR

(
d∗(Ek)

)
+

ε

2k
(3.54)

De (3.53) et (3.54), on tire

gR

(
d(A)

)
6

m∑

k=1

gR

(
d∗(Ek)

)
+

m∑

k=1

ε

2k
6

+∞∑

k=1

gR

(
d∗(Ek)

)
+ ε (3.55)

Or, comme d∗(H) = sup
A compact

A ⊆ H

(
d(A)

)
et comme gR est croissante et continue, on a

gR

(
d∗(H)

)
= sup

A compact
A ⊆ H

gR

(
d(A)

)
(3.56)

De (3.55) et (3.56), on tire

gR

(
d∗(H)

)
6

+∞∑

k=1

gR

(
d∗(Ek)

)
+ ε (3.57)

Comme gR

(
d∗(E)

)
= inf

H̃ ouvert

E ⊆ H̃

gR

(
d∗(H̃)

)
l’inégalité (3.57) donne

gR

(
d∗(E)

)
6

+∞∑

k=1

gR

(
d∗(Ek)

)
+ ε

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que

gR

(
d∗(E)

)
6

+∞∑

k=1

gR

(
d∗(Ek)

)
(3.58)

Par conséquent, si pour tout k ∈ N∗, d∗(Ek) = 0, alors gR

(
d∗(Ek)

)
= 0 et

(3.58) nous donne gR

(
d∗(E)

)
= 0, d’où d∗(E) = 0.

2ème cas: E quelconque

Soit ε > 0. Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N∗, on pose E
[n]
k = Ek

⋂
B(0,n) et

E[n]=E
⋂

B(0,n). Comme E
[n]
k ⊆Ek, on a d∗(E

[n]
k )6d∗(Ek)60. D’où d∗(E

[n]
k ) = 0.

De plus, E[n] =
⋃

k∈N∗

E
[n]
k et ∀k ∈ N∗ d∗(E

[n]
k ) = 0 avec E[n] borné, d’où, d’après

le 1er cas, d∗
(
E[n]

)
= 0 . Comme gR

(
d∗(E[1]

)
= inf

H ouvert

E[1] ⊆ H

gR

(
d∗(H)

)
,
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il existe un ouvert H1 contenant E[1] tel que gR

(
d∗(H1)

)
< ε. Quitte 13 à

réduire H1, on peut supposer H1 borné.

Choisissons ε2 tel que 0 < ε2 < ε − gR

(
d∗(H1)

)
. Comme gR

(
d∗(E[2]

)
= 0,

il existe un ouvert H̃2 contenant E[2] tel que gR

(
d∗(H̃2)

)
< ε2. Quitte 14 à

réduire H̃2, on peut supposer H̃2 borné. Posons H2 = H1
⋃

H̃2. On a

H1 ⊆ H2 et comme H1, H2 et H̃2, sont des ouverts, on a d∗(H1) = d∗(H1)

et de même pour H2 et H̃2. Comme tout est borné, le 1er cas nous donne

gR

(
d∗(H2)

)
6 gR

(
d∗(H1)

)
+ gR

(
d∗(H̃2)

)
< gR

(
d∗(H1)

)
+ ε2 < ε

Par récurrence on construit ainsi une suite (Hk) d’ouverts de K qui est

croissante pour l’ inclusion et telle que, pour tout k ∈ N∗, E[k] ⊆ Hk et

gR

(
d∗(Hk)

)
< ε. Par ailleurs, on a E ⊆ H =

+∞⋃

k=1

Hk, d’où d∗(E) 6 d∗(H).

Or, pour tout compact A inclus dans H , comme
+∞⋃

k=1

Hk est un recouvre-

ment ouvert de A, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. Il existe

alors m ∈ N∗ tel que A ⊆
m⋃

k=1

Hk = Hm (par croissance des Hk).

Comme A ⊆ Hm , on a d(A) = d∗(A) 6 d∗(Hm) < ε, d’où d(A) 6 ε. Ceci

étant vrai pour tout compact A inclus dans H, on en déduit que d∗(H) 6 ε.

Et comme H est un ouvert contenant E , on a d∗(E) 6 d∗(H) = d∗(H) 6 ε.

D’où d∗(E) 6 ε . Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on a d∗(E) = 0.

13. On peut remplacer H1 par H1

⋂
B(0,1).

14. On peut remplacer H̃2 par H̃2

⋂
B(0,2) .
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Chapitre 4

Généralisation du théorème de

Perez-Marco

Dans [PM01], Perez-Marco démontre que si on perturbe de façon polynomiale
un germe de difféomorphisme holomorphe fixant 0, alors on a une loi de 〈〈 tout
ou presque rien 〉〉. Il démontre en particulier que pour tout m,d ∈ N∗, si les
gi : (Cm,0) −→ (Cm,0) sont des germes de fonctions holomorphes de valuation
supérieure ou égale à 2, si A ∈ GLm(C) est non-résonante et si on pose ft(z) =
Az +

∑d
i=0 tigi(z) et E = {t ∈ C/ft est linéarisable}, alors ou bien E est égale

à C tout entier ou bien E est un ensemble très petit (un ensemble de capacité
logarithmique nulle).

L’objectif de la prochaine section est double. Dans son article, Perez-Marco
utilisait la théorie du potentiel, notamment le lemme de Bernstein. Une approche
alternative consiste à utiliser le diamètre transfini pour définir la capacité logarith-
mique dans C et à remplacer le lemme de Bernstein par un théorème de majoration
polynomiale utilisant uniquement le diamètre transfini. C’est cette approche que
nous adoptons ici et elle va nous permettre d’une part de fournir une nouvelle
démonstration du théorème de Perez-Marco dans C et d’autre part d’adapter ce
théorème au cadre p-adique. 1

4.1 Théorème de Perez-Marco généralisé

Soit K1 un sous-corps valué complet de K̃ et K2 un sous-corps valué complet
et localement compact de K1. Lorsque K̃ = C, forcément, K2 = R ou K2 = C.
Lorsque K̃ = Cp, forcément, K2 est une extension finie de Qp.

1. La généralisation au cadre p-adique ne présente d’intérêt que pour m > 2, car il est classique
qu’en dimension 1, tout λ ∈ Cp r {0} non racine de l’unité est diophantien, ce qui entrâıne que,
dans le cas non-résonant, la linéarisation est toujours possible (voir [HY83])
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Théorème 4.1.1. Si m,d ∈ N∗, si les hk : (Km
1 ,0) −→ (Km

1 ,0) sont des séries
entières en m variables de valuation supérieure ou égale à 2 et de rayon de conver-
gence strictement positif, si L ∈ GLm(K1) est non-résonante et si on pose

ft(z) = Lz +
d∑

k=0

tkhk(z) et E = {t ∈ K2/ft est linéarisable},

alors,

ou bien E = K2 ou bien d∗(E) = 0

Démonstration :

On s’intéresse à la linéarisation de la famille (ft : Km
1 −→ Km

1 )t∈K2
avec ft de

la forme

ft(z) = Lz +
d∑

k=0

tkhk(z)

avec L ∈ GLm(K1) non-résonante, hk de la forme hk(z) =
∑

j>2 h
(j)
k (z) de rayon

de convergence strictement positif et h
(j)
k (z) polynôme homogène de degré j en m

variables et à valeurs dans Km
1 .

On peut aussi écrire ft sous la forme

ft(z) = Lz +
+∞∑

j=2

f
(j)
t (z)

avec f
(j)
t (z) =

∑
06k6d tkh

(j)
k (z) polynôme homogène de degré j en m variables et

à valeurs dans Km
1 et dont les composantes des coefficients sont des polynômes en

t de degré au plus d.

Pour tout t ∈ K2, comme L est non-résonante, d’après la proposition 2.2.8, ft

possède une unique linéarisante formelle

ϕt(z) = z +
∑

j>2

ϕ
(j)
t (z) =

∑

j>1

ϕ
(j)
t (z)

et d’après la formule (2.4), avec les notations du chapitre 2, elle est déterminée par

ϕ
(1)
t (z) = z et, pour tout q > 2,

ϕ
(q)
t (z) = (L

(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

f
(l)
t


 ∑

16il6q

ϕ
(i)
t (z)








 (4.1)
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De cette relation, on déduit immédiatement par récurrence que les composantes

des coefficients des polynômes homogènes ϕ
(q)
t sont des polynômes en t à coefficients

dans K1.
De plus, en notant Wq le degré maximum, en tant que polynôme en t, des

composantes des coefficients du polynôme homogène ϕ
(q)
t , on a le lemme suivant

Lemme 4.1.2.
∀q ∈ N∗ Wq 6 d(q − 1)

Démonstration du lemme:

D’après la formule (4.1), comme on a à faire à des polynômes homogènes et

comme les composantes des coefficients des f
(l)
t sont des polynômes en t de degré

au plus d, on a W1 = 0 et, pour tout q > 2,

Wq 6 max
2 6 l 6 q

1 6 il 6 q

(d + lWi) (4.2)

On obtient alors que
• pour q = 1, le lemme est vrai, car W1 = 0 = d(1 − 1).
• pour q > 2, si on suppose que pour tout j ∈ [[ 1,q − 1 ]] , Wj 6 d(j − 1),

alors, on tire de (4.2) que

Wq 6 max
2 6 l 6 q

1 6 il 6 q

(d + lWi)

Or, pour tout l ∈ [[ 2,q ]] et tout i ∈ [[ 1, q
l
]] , on a

d + lWi 6 d + ld(i − 1)

6 d + dil − ld

6 d + dq − 2d

6 dq − d

6 d(q − 1)

d’où

Wq 6 d(q − 1)

Par récurrence, il s’en suit que le lemme est vrai.
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Pour tout t ∈ K2 et q ∈ N∗, notons aussi Bq(t), le maximum (à t fixé) des

valeurs absolues des composantes des coefficients du polynôme homogène ϕ
(q)
t .

On a E = {t ∈ K2/ft est linéarisable}. Posons alors, pour tout q ∈ N∗,

Fq = {t ∈ K2 / |t| 6 q}
et

Gq =
⋂

j∈N∗

{t ∈ Fq / Bj(t) 6 qj}

Remarque 4.1.3. Les Gq sont des fermés bornés dans K2 qui est localement
compact, donc les Gq sont des compacts.

Lemme 4.1.4.

E =
+∞⋃

q=1

Gq

Démonstration du lemme:

•Si t ∈ E. Alors, ft est linéarisable et ϕt(z) =
∑

α∈Nm

aα,tz
α est une série entière de

rayon Rϕt > 0. Posons r =
Rϕt

2
et z0 = (r,r, . . . ,r). Comme ||z0|| < Rϕ, ϕt(z0) est

convergente et donc aα,tr
||α|| −−−−−−→

||α||→+∞
0. Il existe alors un réel M > 1 tel que

∀α ∈ Nm ||aα,tr
||α|||| 6 M . En 2 posant q0 = 3 +

[
M

r

]
+

[
|t|

]
, on obtient, pour

tout α ∈ Nm tel que ||α|| > 1,

||aα,t|| 6
M

r||α||
6

(
M

r

)||α||

6 q0
||α|| (4.3)

et

t ∈ Fq0 (4.4)

d’où

B||α||(t) 6 q0
||α|| (4.5)

et

t ∈ Fq0 (4.6)

On déduit alors de (4.5) et (4.6) que t ∈ Gq0 , d’où t ∈
+∞⋃

q=1

Gq.

2. On note [x] la partie entière du réel x, c’est-à-dire l’unique entier n vérifiant n 6 x < n+1 .
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•Si t ∈
+∞⋃

q=1

Gq, alors il existe q0 tel que t ∈ Gq0 . On a alors, pour tout α ∈ Nm tel

que ||α|| > 1, ||aα,t|| 6 B||α||(t) 6 q0
||α||. Donc ϕt(z) =

∑

α∈Nm

aα,tz
α est de rayon

Rϕt >
1

q0
> 0. Par conséquent, ft est linéarisable et t ∈ E.

Fin de la démonstration du théorème:

Pour démontrer le théorème 4.1.1, il suffit de prouver que si d∗(E) > 0, alors

E = K2. Supposons donc que d∗(E) > 0. D’après le lemme 4.1.4, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq,

d’où d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit qu’il existe q0 ∈ N∗

tel que d∗(Gq0) > 0. Or, K2 est localement compact et comme d’après la remarque

4.1.3, Gq0 est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que d∗(Gq0) = d(Gq0).

Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit t ∈ K2, q > 2 et C(t) une des composantes d’un des coefficients du polynôme

homogène ϕ
(q)
t (z) de degré q en z . Comme d(Gq0) > 0 avec Gq0 ⊆ Bf (0,q0) et

comme deg C 6 Wq 6 d(q − 1) 6 dq , on a, d’après le théorème 3.1.10

|C(t)| 6 max
a∈Gq0

|C(a)|
(

2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

.

Or

max
a∈Gq0

|C(a)| 6 max
a∈Gq0

Bq(a) 6 q0
q

d’où

|C(t)| 6 q0
q

(
2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

c’est-à-dire

|C(t)| 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
|t| + q0

)d
)q
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et par conséquent,

Bq(t) 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
|t| + q0

)d
)q

Ainsi, t ∈ E, ce qui entrâıne finalement,

E = K2.

Remarque 4.1.5. Lorsque K̃ = Cp, ce théorème ne présente d’intérêt que pour
m > 2, car il est classique qu’en dimension 1, tout λ ∈ Cp r {0} non racine de
l’unité est diophantien, ce qui entrâıne que, dans le cas non-résonant, la linéarisation
est toujours possible (voir [HY83])
En dimension supérieure, la situation n’est pas triviale. Dans [HY83] est démontré
le théorème suivant :

Il existe λ1,λ2 ∈ Zp et une fonction entière θ(z) =
∑

k>2 akz
k tels que

g(z1,z2) = (λ1z1,λ2z2) + (θ(z2),0) soit non linéarisable .

En appliquant le Théorème 4.1.1 à la famille

ft(z1,z2) = g(z1,z2) + t


 ∑

α1+α2>2

z1
α1z2

α2 ,
∑

α1+α2>2

z1
α1z2

α2


 ,

on obtient

Corollaire 4.1.6. Il existe t ∈ Qp r {0} tel que ft soit non linéarisable.

Ceci donne des exemples de non-linéarisabilité de fonctions d’une forme plus
générale.

Remarque 4.1.7. Pour démontrer le théorème précédent, nous avons utilisé le
fait que K2 est localement compact à 2 reprises: lorsque nous avons utilisé la
remarque 4.1.3 et lorsque nous avons utilisé la proposition 3.2.5. Cela nous a
permis de pouvoir ensuite utiliser le théorème 3.1.10.

Si on ne suppose pas que K2 est localement compact, on ne peut pas appliquer
ce qui précède 3. Toutefois, lorsque K2 = K1 = Cp, en utilisant le fait que Cp est
à la fois complet et algébriquement clos, on peut démontrer un théorème de tout
ou presque rien plus faible:

Théorème 4.1.8. Si K2 = Cp avec les mêmes notations qu’au théorème 4.1.1,
on a

ou bien E = Cp, ou bien E est d’intérieur vide.

3. Même si on essaie de remplacer les ”compacts” par des ”fermés bornés”, on n’arrive pas à
conclure.
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Démonstration :

On va utiliser les mêmes notations que dans la démonstration du théorème

4.1.1. Pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que si E est d’intérieur non

vide, alors, E = Cp.

Supposons que E est d’intérieur non vide. D’après le lemme 4.1.4, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq.

Par conséquent, comme les Gq sont des fermés (bornés), le théorème de Baire

entrâıne qu’il existe q0 ∈ N∗ tel que Gq0 soit d’intérieur non vide. Il existe alors a0

point de l’intérieur de Gq0 et r ∈ R∗
+ tels que B(a0,r) ⊆ Gq0 .

Soit 4 b0 ∈ B(a0,r) r {a0}. On a r0 = |b0 − a0| < r et Bf (a0,r0) ⊆ B(a0,r) ⊆ Gq0 .

Soit t ∈ K2, q > 2 et C(t) une des composantes d’un des coefficients du polynôme

homogène ϕ
(q)
t (z) de degré q en z . Posons P (X) = C(a0 + (b0 − a0)X).

comme deg P = deg C 6 Wq 6 d(q − 1) 6 dq , on a, d’après la proposition 3.1.16

appliquée au point z =
t − a0

b0 − a0
,

|P (z)| 6 max
a∈Bf (0,1)

|P (a)| 2dq
(
max (|z|,1)

)dq
(4.7)

Or

P (z) = P

(
t − a0

b0 − a0

)
= C

(
a0 + (b0 − a0)

t − a0

b0 − a0

)
= C(a0 + t−a0) = C(t) (4.8)

et, comme a0 ∈ Gq0 , on a aussi

|z| =

∣∣∣∣
t − a0

b0 − a0

∣∣∣∣ =
|t − a0|
|b0 − a0|

=
|t − a0|

r0
6

1

r0
max(|t|,|a0|) 6

1

r0
max(|t|,q0) (4.9)

On déduit alors de (4.7), (4.8) et (4.9) que

|C(t)| 6 max
a∈Bf (0,1)

|P (a)|
(

2

r0

)dq (
max (|t|,q0,r0)

)dq
(4.10)

4. Un tel point existe car K2 contient Q et dans Q, on peut trouver des nombres ayant une
valeur absolue aussi petite que l’on veut.
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Par ailleurs, pour tout a ∈ Bf (0,1), on a P (a) = C
(
a0 + (b0 − a0)a

)

avec a0 + (b0 − a0)a ∈ Bf (a0,r0) ⊆ Gq0 .

D’où |P (a)| = |C
(
a0 + (b0 − a0)a

)
| 6 Bq

(
a0 + (b0 − a0)a

)
6 q0

q

Ainsi

max
a∈Bf (0,1)

|P (a)| 6 q0
q (4.11)

On déduit alors de (4.10) et (4.11) que

|C(t)| 6 q0
q

(
2

r0

)dq (
max (|t|,q0,r0)

)dq
(4.12)

d’où

|C(t)| 6

(
q0

(
2

r0

)d (
max (|t|,q0,r0)

)d

)q

(4.13)

et par conséquent,

Bq(t) 6

(
q0

(
2

r0

)d (
max (|t|,q0,r0)

)d

)q

(4.14)

Ainsi, t ∈ E, ce qui entrâıne finalement,

E = Cp.

4.2 Généralisation du théorème d’Il’Yashenko

Dans cette section, nous allons montrer que le théorème d’Il’Yashenko [Il’79],
démontré par Il’Yashenko dans le cadre complexe, est encore valable dans le cadre
p-adique.

Théorème 4.2.1. Notons E l’ensemble des séries entières en m variables et
à valeurs dans Km

1 de rayon de convergence strictement positif et de valuation
supérieure ou égale à 2.
Notons B l’application de E dans E définie par B(g) = g ◦ L − L ◦ g. Soit h ∈ E.

Si h /∈ Im(B), alors d∗ ({t ∈ K2 / ft = L + th linéarisable}) = 0.

En particulier, il existe t ∈ Bf (0,1) tel que ft = L + th soit non-linéarisable.
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Démonstration :

Notons ft(z) = Lz + th(z) et posons E = {t ∈ K2/ft est linéarisable}. Pour

démontrer le théorème 4.2.1, il suffit de prouver que si d∗(E) > 0, alors h ∈ Im(B).

Supposons donc que d∗(E) > 0. D’après le lemme 4.1.4, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq, d’où

d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit qu’il existe q0 ∈ N∗

tel que d∗(Gq0) > 0. Or, K2 est localement compact et comme d’après la remarque

4.1.3, Gq0 est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que d∗(Gq0) = d(Gq0).

Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit t ∈ Bf (0,1), q > 2 et C(t) une des composantes d’un des coefficients du

polynôme homogène ϕ
(q)
t (z) de degré q en z . Comme d(Gq0) > 0 avec Gq0 ⊆

Bf (0,q0) et

comme deg C 6 Wq 6 d(q − 1) 6 dq , on a, d’après le théorème 3.1.10

|C(t)| 6 max
a∈Gq0

|C(a)|
(

2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

.

Or

max
a∈Gq0

|C(a)| 6 max
a∈Gq0

Bq(a) 6 q0
q

d’où

|C(t)| 6 q0
q

(
2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

c’est-à-dire

|C(t)| 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
|t| + q0

)d
)q

et par conséquent, comme on a également |t| 6 1, on a

Bq(t) 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
1 + q0

)d
)q

(4.15)
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Ainsi 5, le rayon Rϕt de la série ϕt(z) =
∑

α∈Nm

aα,tz
α est supérieur ou égal à

1(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
1 + q0

)d
) , et ceci est vrai pour tout t ∈ Bf (0,1).

Mais, comme les aα,t sont des polynômes en t, la série ϕt(z) =
∑

α∈Nm

aα,tz
α peut

aussi être vue comme une série ψ(z1,z2, . . . ,zm,t) =
∑

β∈Nm+1

bβzβ1
1 zβ2

2 . . . zβm
m tβm+1

en m + 1 variables 6 et, en posant R0 = min




1,
1(

q0

(
2

d(Gq0)

)d (
1 + q0

)d
)




,

on obtient 7 que Rψ > R0 > 0.

La série ψ(z1,z2, . . . ,zm,t) =
∑

β∈Nm+1

bβzβ1
1 zβ2

2 . . . zβm
m tβm+1 est alors dérivable en

n’importe laquelle des variables, en particulier en t.

Pour tout z∈Km
1 tel que ||z||<R0, considérons l’application ηz : Bf (0,1) −→ Km

1

définie par

ηz(t) = ψ(z1,z2, . . . ,zm,t) = ϕt(z)

Grâce à (4.15), on contrôle parfaitement les valeurs absolues de toutes les compo-
santes de tous les coefficients des ϕt pour t ∈ Bf (0,1). On peut alors en déduire
qu’ il existe ε ∈]0, min(1,R0)[ vérifiant, pour tout t ∈ Bf (0,1), ϕt(B(0,ε)) inclus
dans le domaine de définition de ft et L(B(0,ε)) ⊆ B(0,R0).

Par conséquent, pour tout t ∈ B(0,1) et tout z ∈ B(0,ε), on a

ft(ϕt(z)) = ϕt(Lz) (4.16)

c’est-à-dire

ft(ηz(t)) = ηLz(t) (4.17)

5. En utilisant les notations de la section précédente,
6. toujours à valeurs dans Km

1

7. car on vient de voir que cette série converge pour tout (z1,z2, . . . ,zm,t) vérifiant

∀k ∈ [[ 1,m ]] |zk| <
1(

q0

(
2

d(Gq0)

)d (
1 + q0

)d

) et |t| 6 1.
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c’est-à-dire

Lηz(t) + th (ηz(t)) = ηLz(t) (4.18)

c’est-à-dire, en notant b(t) = h (ηz(t)),

Lηz(t) + tb(t) = ηLz(t) (4.19)

En dérivant ces séries entières par rapport à t, on obtient

Lη′z(t) + b(t) + tb′(t) = η′Lz(t) (4.20)

et en prenant t = 0, on en déduit que

Lη′z(0) + b(0) + 0b′(0) = η′Lz(0) (4.21)

c’est-à-dire

Lη′z(0) + h (ηz(0)) = η′Lz(0) (4.22)

Or, pour tout y ∈ B(0,ε), on 8 a ηy(0) = ϕ0(y) = y, d’où h (ηz(0)) = h(z).
Ce qui entrâıne

h (z) = η′Lz(0) − Lη′z(0) (4.23)

De plus, pour tout y ∈ B(0,ε) et tout u ∈ B(0,1), on a

η′y(t) =
∂

∂t


 ∑

β∈Nm+1

bβyβ1
1 yβ2

2 . . . yβm
m tβm+1




Donc η′y(t) est une série entière (de rayon strictement positif) en (y1,y2, . . . ,ym,t)
et par conséquent, η′y(0) est une série entière (de rayon strictement positif) en
y = (y1,y2, . . . ,ym). Nous la noterons γ(y).
Ainsi, η′y(0) = γ(y) et l’équation (4.23) devient

h (z) = γ(Lz) − Lγ(z) (4.24)

On a alors h = B(γ) , d’où finalement,

h ∈ Im(B).

8. car, si t = 0, alors ft est déjà linéaire et par unicité de la linéarisante formelle, on a ϕ0 = Id.
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Remarque 4.2.2. Dans le cas complexe, c’est grâce à ce théorème que Yoccoz
(voir [Yoc95]) démontre que :

Pour tout n > 2 et tout A ∈ GLn(C), si A possède une valeur propre de module 1
dont le sous-espace caractéristique associé diffère du sous-espace propre, alors, il
existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) = Az + . . .
qui ne sont pas linéarisables.

Remarque 4.2.3. Dans le cas complexe, ce théorème est aussi l’un des outils qui
permet à DeLatte et à Gramchev (voir [DG02]) de démontrer que :

Pour tout A =




λ 0 0
0 µ ε
0 0 µ


 non-résonante avec |λ| > 1, |µ| < 1 et ε 6= 0, il

existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) = Az + . . .
qui ne sont pas linéarisables.

4.3 Information diophantienne dans le théorème de

Perez-Marco

Dans cette section, on supposera que K1 = K2 = C et que m = 1. Dans le
théorème de Perez-Marco, pour obtenir qu’une famille ft est non-linéarisable à
l’exception d’un ensemble de mesure nulle de t, on s’arrange pour faire apparâıtre
dans cette famille un élément ft0 dont on sait déjà qu’il est non-linéarisable. Ainsi,
comme ou bien E = C ou bien d∗(E) = 0, comme t0 /∈ E, forcément, d∗(E) = 0.

Ici, on va construire une famille sur laquelle on récupérera directement une
information diophantienne, sans rien connâıtre à l’avance sur aucun membre de
cette famille.

Théorème 4.3.1. Soit θ ∈ R r Q. Posons λ = ei2πθ et notons

(
pn

qn

)

n>0

la suite

des réduites de θ. Soit K désignera une partie infinie de N r {0,1,2} et

f(z) = λz +
+∞∑

n=3

cnzn une série entière de rayon R > 0 .

On suppose que ∀k ∈ K c1+qk
6= 0 et on considère la famille (ft)t∈C

définie par

ft(z) = λz +
+∞∑

n=3

cntn−2zn.

En posant E = {t ∈ C / ft linéarisable}, on a

ou bien E = C et ∃M > 1 ∀k ∈ K
ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6 M .

ou bien d∗(E) = 0.
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Remarque 4.3.2.

• Comme f0(z) = λz, on a automatiquement 0 ∈ E.

• En notant Rt le rayon de la série entière ft, on a ∀t ∈ C∗ Rt >
R

t
> 0

• Comme θ ∈ R r Q, les ft sont formellement linéarisables et leur linéarisante

formelle ϕt s’écrit sous la forme ϕt(z) =
+∞∑

n=1

bn(t)zn où les bn(t) sont déterminés

par la relation de récurrence suivante :

b1(t) = 1 et bn(t) =
1

λn − λ

∑

26r6n

ar(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

∏

16k6r

bjk
(t)

avec

a2(t) = 0 et ∀n > 3 an(t) = cntn−2

(
i.e. ft(z) = λz +

+∞∑

n=2

an(t)zn

)

Démonstration du théorème

On va utiliser les notations du théorème 4.1.1 et poser Fq = {t ∈ C / |t| 6 q}

et Gq =
⋂

j∈N∗

{t ∈ Fq / |bj(t)| 6 qj}. Un analogue du lemme 4.1.4 nous donne

que E =
⋃

q∈N∗

Gq. (et que les Gq sont des compacts.)

Lemme 4.3.3. ∀n ∈ N∗ bn(t) est un polynôme en t.

Démonstration :

Récurrence immédiate en remarquant que les ak(t) sont des polynômes en t.

Lemme 4.3.4.

• deg(b1)=0

• ∀n > 2 deg(bn) 6 n − 2

• ∀n > 3 deg




n−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)


 6 n−3.

• ∀n > 3 val(bn) >
n − 1

2

Démonstration :

Par définition des am, on a ∀m > 2 deg(am) 6 m − 2 .

93



Par définition des bn, on en déduit que deg(b1)=0, deg(b2)=0.

On a donc deg(b1) 6 1 − 1 et deg(b2) 6 2 − 2.

Considérons la propriété P(k) : ” ∀l ∈ [[ 2,k − 1 ]] deg(bl) 6 l − 2 ”

On a déjà vu que P(3) est vraie.

Soit n > 3 et supposons P(n) est vraie. On a alors ∀l ∈ [[ 2,n−1 ]] deg(bl) 6 l−2

Il suffit de montrer que deg(bn) 6 n − 2.

Or

bn(t) =
1

λn − λ

n∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)

d’où, comme b1(t) = 1,

bn(t) =
1

λn − λ
an(t) +

1

λn − λ

n−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)

Comme deg(an) 6 n − 2, il suffit de montrer que

deg




1

λn − λ

n−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)


 6 n−2.

Nous allons même montrer que

deg




1

λn − λ

n−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)


 6 n−3.

Soit m ∈ [[ 2,n − 1 ]] et (j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m tels que j1 + j2 + · · · + jm = n

Comme m < n, il existe k0 ∈ [[ 1,m ]] tel que jk0 > 2.

On a alors deg(am) 6 m − 2 et ∀k ∈ [[ 1,m ]] r {k0} deg(bjk
) 6 jk − 1

car jk = 1 ou 2 6 jk 6 n − 1 car m > 1 et j1 + j2 + · · · + jm = n.

De plus 9, deg(bjk0
) 6 jk0 − 2 .

On a alors :

deg (am(t)bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)) 6 m − 2 + (j1 − 1) + (j2 − 1) + . . .
+ · · · + (jk0 − 2) + · · · + (jm − 1)

9. car 2 6 jk0
6 n − 1 car m > 1 et j1 + j2 + · · · + jm = n.
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d’où

deg (am(t)bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)) 6 m−2+(j1 + j2 + · · ·+ jm)−m−1 6 n−3

Par conséquent P(n + 1) est vraie.

On a donc démontré que

∀n > 2 deg(bn) 6 n − 2

Au passage, on a aussi démontré que

∀n > 3 deg




n−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = n

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)


 6 n−3.

Il reste à montrer que ∀n > 3 val(bn) >
n − 1

2
.

On a b1(t) = 1 et b2(t) = 0 (car a2(t) = 0),

donc val(b1) = 0 >
1 − 1

2
et val(b2) = +∞ >

2 − 1

2
.

Considérons la propriété Q(k): ”∀j ∈ [[ 1,k − 1 ]] val(bj) >
j − 1

2
”.

On a déjà vu que Q(3) est vraie.

Soit n > 3 et supposons que Q(n) est vraie.

Il suffit de montrer que val(bn) >
n − 1

2
.

Or bn(t) =
1

λn − λ

∑

26r6n

∑

(j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r

∑

16k6r

jk = n

ar(t)
∏

16k6r

bjk
(t)

Soit r ∈ [[ 2,n ]] et (j1,j2, . . . ,jr) ∈ (N∗)r tels que j1 + j2 + · · · + jr = n.

Si r = 2, alors a2(t) = 0 et donc ar(t)
∏

16k6r

bjk
(t) = 0.

On peut donc supposer r > 3.
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En remarquant que r > 2 entrâıne j1 < n, j2 < n, . . . , jr < n, on a

val


ar

∏

16k6r

bjk


 > val(ar) +

∑

16k6r

val (bjk
)

> r − 2 +
∑

16k6r

jk − 1

2

>
1

2


2r − 4 +

∑

16k6r

jk −
∑

16k6r

1




>
1

2
(2r − 4 + n − r)

>
1

2
(r − 4 + n)

>
1

2
(−1 + n)

Par conséquent, val(bn) >
n − 1

2
et donc Q(n + 1) est vraie. D’où le résultat.

Remarque 4.3.5. ∀n > 3
n − 1

2
6 val(bn) et deg(bn) 6 n − 2.

Lemme 4.3.6.

∀k > 4 b1+qk
(t) =

c1+qk

λ1+qk − λ
tqk−1+ polynôme 10 de degré inférieur ou égal à qk − 2.

Démonstration :

Soit k > 3. On a qk > k > 3 et d’après le lemme précédent, on a

b1+qk
(t) =

1

λ1+qk − λ
a1+qk

(t) +
1

λ1+qk − λ

1+qk−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = 1 + qk

∏

16r6m

bjr(t)

10. en t
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avec deg




1

λ1+qk − λ

1+qk−1∑

m=2

am(t)
∑

(j1,j2, . . . ,jm) ∈ (N∗)m

j1 + j2 + · · · + jm = 1 + qk

bj1(t)bj2(t) . . . bjm(t)


6 1 + qk−36 qk−2

d’où

b1+qk
(t) =

1

λ1+qk − λ
a1+qk

(t)+ polynôme 11 de degré inférieur ou égal à qk − 2.

d’où

b1+qk
(t) =

c1+qk

λ1+qk − λ
tqk−1 + polynôme en t de degré inférieur ou égal à qk −2.

Lemme 4.3.7. Pour tout k ∈ K, posons B1+qk
(T ) =

(λ1+qk − λ)

c1+qk

b1+qk
(T )

Alors, pour tout k ∈ K, B1+qk
(T ) est un polynôme unitaire de degré qk − 1 .

Démonstration :

Cela résulte du lemme précédent et du fait que si k ∈ K, alors c1+qk
6= 0.

Fin de la démonstration du théorème:

Pour démontrer le théorème 4.3.1, on prouve dans un premier temps, d’une manière
analogue à celle de la démonstration du théorème 4.1.1 que si d∗(E) > 0, alors
E = C. Supposons donc que d∗(E) > 0. Comme précédemment, en notant Fq =

{t ∈ C / |t| 6 q} et Gq =
⋂

j∈N∗

{t ∈ Fq / bj(t) 6 qj}, l’analogue du lemme 4.1.4

nous donne E =
+∞⋃

q=1

Gq, d’où d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en

déduit qu’il existe q0 ∈ N∗ tel que d∗(Gq0) > 0. Or, Gq0 est compact, donc, on

déduit de la proposition 3.2.5 que d∗(Gq0) = d(Gq0). Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit t ∈ C et q > 2 Comme d(Gq0) > 0 avec Gq0 ⊆ Bf (0,q0) et

comme deg bq 6 q − 2 6 q , on a, d’après le théorème 3.1.10

|bq(t)| 6 max
a∈Gq0

|bq(a)|
(

2

d(Gq0)

)q (
|t| + q0

)q

.

Or

max
a∈Gq0

|bq(a)| 6 q0
q

11. en t
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d’où

|bq(t)| 6 q0
q

(
2

d(Gq0)

)q (
|t| + q0

)q

.

c’est-à-dire

|bq(t)| 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

) (
|t| + q0

))q

.

et par conséquent, t ∈ E, d’où finalement,

E = C.

Dans un deuxième temps, il reste à prouver qu’il existe M > 1 tel que

∀k ∈ K
ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6 M.

Soit k ∈ K. D’après le lemme 4.3.7, B1+qk
est un polynôme unitaire de degré qk−1.

Comme d(Gq0) > 0, d’après le lemme 3.1.9, on a

(d(Gq0))
qk−1

6 max
z∈Gq0

|B1+qk
(z)| (4.25)

Et comme

max
z∈Gq0

|B1+qk
(z)| 6 max

z∈Gq0

|λ1+qk − λ|
|c1+qk

| |b1+qk
(z)| 6

|λ1+qk − λ|
|c1+qk

| q1+qk

0 (4.26)

En posant σ = min(1,d
(
Gq0)

)
, (4.25) et (4.26) donnent

σ1+qk 6 σqk−1 6
(
d(Gq0)

)qk−1
6

|λ1+qk − λ|
|c1+qk

| q1+qk

0 (4.27)

En posant δ = min

(
1

2
,
σ

q0

)
et A =

1

δ
, on obtient 0 < δ <

1

2
et 2 < A et

δ1+qk 6

(
σ

q0

)1+qk

6
|λ1+qk − λ|
|c1+qk

| (4.28)

Or, en utilisant le fait que |λ| = 1 et la remarque 2.3.22, on a

|λ1+qk − λ| = |λqk − 1| 6
2π

qk+1
(4.29)

d’où

δ1+qk 6
2π

qk+1|c1+qk
| (4.30)
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d’où

qk+1|c1+qk
| 6 2πA1+qk (4.31)

d’où

ln(qk+1) + ln(|c1+qk
|) 6 ln(2π) + (1 + qk) ln(A) (4.32)

d’où

ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6

ln(2π)

qk
+

1 + qk

qk
ln(A) 6 ln(2π) + 2 ln(A) (4.33)

En posant M = 1 + ln(2π) + 2 ln(A), on obtient finalement M > 1 et

∀k ∈ K
ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6 M.

Corollaire 4.3.8. Si

(
ln(qk+1)

qk

)

k∈N

non majorée et si m ∈ N r {0,1,2},

alors l’ensemble E={t ∈ C / ft(z) = λz+
tm−2zm

1 − tz
linéarisable} vérifie d∗(E) = 0.

Autrement dit, ft(z) = λz +
tm−2zm

1 − tz
n’est quasiment jamais linéarisable.

Démonstration :

En appliquant le théorème 4.3.1 à f(z) = λz +
+∞∑

n=m

cnzn avec ∀n > m cn = 1,

K = [[ m,+∞ [[ et E = {t ∈ C / ft(z) linéarisable} avec ft(z) = λz+
+∞∑

n=m

tn−2zn =

λz +
tm−2zm

1 − tz
, on obtient :

ou bien E = C et il existe M > 1 tel que ∀k ∈ K
ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6 M .

ou bien d∗(E) = 0.

Mais le premier cas est impossible car cela entrâınerait que 12 pour tout k > m,

ln(qk+1)

qk
+

ln(|1|)
qk

6 M

12. On utilise ici le fait que qk > k.
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c’est-à-dire

ln(qk+1)

qk
6 M

Ce qui contredit le fait que

(
ln(qk+1)

qk

)

k∈N

est non majorée. Par conséquent, d∗(E) = 0.

Remarque 4.3.9. Pour démontrer la non linéarisabilité de beaucoup de ft, on a
utilisé uniquement le théorème 4.3.1 et contrairement au théorème de Perez-Marco,
il était inutile de connâıtre à l’avance la non-linéarisabilité d’un ft0.

Corollaire 4.3.10. Si

(
ln(qk+1)

qk
2

)

k∈N

non majorée , alors l’ensemble

E={t ∈ C / ft(z) = λz +
2etz − t2z2 − 2tz − 2

2t2
linéarisable} vérifie d∗(E) = 0.

Autrement dit, ft(z) = λz+
2etz − t2z2 − 2tz − 2

2t2
n’est quasiment jamais linéarisable.

Démonstration :

En appliquant le théorème 4.3.1 à f(z) = λz +
+∞∑

n=3

cnzn avec ∀n > 3 cn =
1

n!
,

K = [[ 3,+∞ [[ et E = {t ∈ C / ft(z) linéarisable} avec ft(z) = λz+
+∞∑

n=3

tn−2cnzn =

λz +
2etz − t2z2 − 2tz − 2

2t2
avec ∀n > 3 cn =

1

n!
, on obtient :

ou bien E = C et il existe M > 1 tel que ∀k ∈ K
ln(qk+1)

qk
+

ln(|c1+qk
|)

qk
6 M .

ou bien d∗(E) = 0.

Mais le premier cas est impossible car cela entrâınerait que 13 pour tout k > 3,

ln(qk+1)

qk
+

ln

∣∣∣∣
1

(1 + qk)!

∣∣∣∣
qk

6 M

d’où

ln(qk+1)

qk
6 M +

ln ((1 + qk)!)

qk
6 M + 2 (1 + qk)

ln (1 + qk)

qk

13. On utilise ici le fait que qk > k.

100



d’où

ln(qk+1)

qk
2

6
M

qk
+ 2

(1 + qk)

qk

ln (1 + qk)

1 + qk

(1 + qk)

qk
6 M + 8

Ce qui contredit le fait que

(
ln(qk+1)

qk
2

)

k∈N

est non majorée. Par conséquent, d∗(E) = 0.

Remarque 4.3.11. Avec les notations du théorème 4.3.1, on a formellement 14,

ϕt(z) = z +
+∞∑

n=3

bn(t)zn = z +
+∞∑

n=3




∑

n−1
2

6k6n−2

un,k tk


 zn

= z +
+∞∑

k=1


 ∑

k+26n62k+1

un,k zn


 tk = z +

+∞∑

k=1

dk(z)tk = ψz(t)

avec
• A t fixé, ϕt(z) est une série entière en z.
• A z fixé, ψz(t) est une série entière en t.
• Ici, les dk(z) sont des polynômes en z

(dans le théorème de Perez-Marco, les dk(z) sont des séries entières en z pour
lesquelles il est souvent difficile de déterminer si leur rayon est strictement positif.)

Par ailleurs, si on pose Ẽ = {z ∈ C / ψz(t) de rayon strictement positif }, on va

démontrer que si d∗(E) = 0, on a aussi d∗(Ẽ) = 0. Supposons que d∗(E) = 0

et posons F̃q = {z ∈ C / |z| 6 q} et G̃q =
⋂

j∈N∗

{z ∈ F̃q / |dj(z)| 6 qj}. Un

analogue du lemme 4.1.4 nous donne que Ẽ =
⋃

q∈N∗

G̃q. (et que les G̃q sont des

compacts.). Supposons par l’absurde que d∗(Ẽ) > 0. On a alors Ẽ =
+∞⋃

q=1

G̃q, d’où

d∗




+∞⋃

q=1

G̃q


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit qu’il existe q0 ∈ N∗

tel que d∗(G̃q0) > 0. Or, G̃q0 est compact, donc, on déduit de la proposition 3.2.5

que d∗(G̃q0) = d(G̃q0). Par conséquent, d(G̃q0) > 0.

Soit z ∈ Bf (0,1) et q > 2 . Comme d(G̃q0) > 0 avec G̃q0 ⊆ Bf (0,q0) et

comme deg dq 6 2q + 1 , on a, d’après le théorème 3.1.10

14. grâce au lemme 4.3.4
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|dq(z)| 6 max
a∈G̃q0

|dq(a)|


 2

d
(
G̃q0

)




2q+1 (
|z| + q0

)2q+1
.

Or

max
a∈G̃q0

|dq(a)| 6 q0
q

d’où

|dq(z)| 6 q0
q

(
2

d(G̃q0)

)2q+1(
|z| + q0

)2q+1
6 q0

2q+1

(
2

d(G̃q0)

)2q+1(
1 + q0

)2q+1
.

d’où

|dq(z)| 6

(
q0

(
2

d(G̃q0)

) (
1 + q0

))2q+1

6

(
q0

(
2

d(G̃q0)

) (
1 + q0

))3q

.

c’est-à-dire

|dq(z)| 6




(
q0

(
2

d(G̃q0)

) (
1 + q0

))3



q

.

On en déduit d’une part, que pour tout z ∈ Bf (0,1), ψz(t) est de rayon strictement

positif et donc que Bf (0,1) ⊆ Ẽ (En fait, on a même Ẽ = C)

En outre, en posant R0 = min




1,
1


(

q0

(
2

d(G̃q0)

) (
1 + q0

))3






, on a, pour

tout (z,t) ∈ C2 vérifiant |z| < R0 et |t| < R0 , la série entière en deux variables

Ψ(z,t) = ψz(t) = z +
+∞∑

k=1

dk(z)tk = z +
+∞∑

n=3

bn(t)zn = ϕt(z) est convergente.

Cela entrâıne que pour tout t∈B(0,R0), ϕt est de rayon de convergence strictement

positif, d’où Bf (0,R0
2 ) ⊆ B(0,R0) ⊆ E, d’où d∗(E) > d∗(Bf (0,R0

2 )) > R0
2 > 0.

Absurde . Donc d∗(Ẽ) = 0.
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4.4 Linéarisation des polynômes de degré 3

Depuis 1988, grâce au théorème de Yoccoz, on sait que tout polynôme de degré
2 de la forme Pθ(z) = λz + a2z

2 (avec a2 6= 0) est linéarisable si et seulement 15 si
+∞∑

n=0

ln(qk+1)

qk
< +∞. (On supposera dans toute cette section que θ ∈ R r Q.)

On conjecture actuellement que tout polynôme P (z) = λz + a2z
2 + a3z

3 (avec

a3 6= 0) est linéarisable si et seulement si
+∞∑

n=0

ln(qk+1)

qk
< +∞. Grâce au théorème

de Brjuno, on sait que si

+∞∑

n=0

ln(qk+1)

qk
< +∞, alors P (z) = λz + a2z

2 + a3z
3 est

linéarisable.
Pour prouver la conjecture ci-dessus pour tout polynôme de degré 3, il suffit de le
prouver 16 pour tout polynôme de degré 3 de la forme Pθ,b(z) = λz + bz2 + z3 avec
b ∈ C.

C’est pour tenter de répondre à cette conjecture que Perez-Marco a développé
son théorème, ce qui lui a permis d’obtenir une grande avancée vers la conjecture.

Théorème 4.4.1 (Perez-Marco). Soit θ ∈ R r Q. Posons λ = ei2πθ et notons(
pn

qn

)

n∈N

la suite des réduites de θ. Pour tout t ∈ C, posons ft(z) = λz + tz2 + z3

et posons E = {t ∈ C / ft linéarisable}.

Si
+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
= +∞, alors d∗(E) = 0.

Démonstration :

Supposons que
+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
= +∞. Pour démontrer ce théorème, nous allons

nous intéresser à la famille de polynômes gt(z) = λz + z2 + tz3.

15. en notant

(
pn

qn

)

n∈N

la suite des réduites de θ avec λ = ei2πθ

16. En effet, en posant, pour tout u ∈ C r {0}, ψ(z) = uz, on a ψ−1Pθ,b(ψ(z)) =
1

u
Pθ,b(uz) =

1

u

(
λuz + b(uz)2 + (uz)3

)
= λz+buz2+u2z3, donc Pθ,b et z 7→ λz+buz2+u2z3 sont simultanément

linéarisables (en effet si ϕ est la linéarisante formelle du premier, alors ψ−1◦ϕ◦ψ est la linéarisante
formelle du second et elles ont simultanément un rayon de convergence strictement positif.) Si
P (z) = λz + a2z

2 + a3z
3 est un polynôme quelconque , alors, en prenant pour u l’une des racines

de X2 − a3 et en posant b = a2u
−1, on obtient que P est linéarisable si et seulement si Pθ,b est

linéarisable.
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En posant Ẽ = {t ∈ C / gt linéarisable}, d’après le théorème 4.1.1, on a ou bien

Ẽ = C ou bien d∗(Ẽ) = 0. Or, comme
∑+∞

n=0
ln(qn+1)

qn
= +∞, d’après le théorème

de Yoccoz, on a g0(z) = λz + z2 non-linéarisable, donc 0 /∈ Ẽ et par conséquent
Ẽ 6= C. On en déduit alors que d∗(Ẽ) = 0. En particulier, il existe t0 ∈ C r {0}
tel que gt0(z) = λz + z2 + t0z

3 soit non linéarisable. Or gt0(z) = λz + z2 + t0z
3 est

conjugué à ft1(z) = λz + t1z
2 + z3 où t1 = u−1 avec u racine de X2 − t0 . Donc

ft1(z) est non linéarisable, d’où t1 /∈ E et ainsi E 6= C. Or d’après le théorème
4.1.1, on a ou bien E=C ou bien d∗(E)=0. Par conséquent, d∗(E)=0.

Remarque 4.4.2. Ce théorème démontre en particulier que si
+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
=+∞,

alors ft(z) = λz + tz2 + z3 n’est jamais linéarisable, à l’exception éventuelle
d’un tout petit 17 ensemble de valeurs de t.

Remarque 4.4.3. En utilisant le théorème de rectification des applications à al-
lure polynomiale de Douady-Hubbard [DH85], nous pouvons préciser légèrement ce
théorème.

Théorème 4.4.4. Soit θ ∈ R r Q. Posons λ = ei2πθ et notons

(
pn

qn

)

n∈N

la suite

des réduites de θ. Pour tout t ∈ C, posons ft(z) = λz + tz2 + z3

et posons E = {t ∈ C / ft linéarisable}.

Si

+∞∑

n=0

ln(qn+1)

qn
= +∞, alors E ⊆ Bf (0,2

√
2).

Démonstration :

Nous allons montrer que Bf (0,2
√

2)
c ⊆ Ec. Soit b ∈ Bf (0,2

√
2)

c
.

Comme |b| > 2
√

2, il existe β ∈ R tel que 2
√

2 < β < |b|.

Considérons l’application h :]0, + ∞[−→ R définie par h(x) =
2

x
+ x.

On vérifie facilement que sur ]0,
√

2], h décrôıt strictement de +∞ à 2
√

2 et que
sur [

√
2, + ∞[, h crôıt strictement de 2

√
2 à +∞. Comme 2

√
2 < β < |b|, par

continuité de h, on obtient l’existence d’un réel α ∈]0,
√

2[ tel que β = h(α). On a
alors

|b| > β avec β = h(α) =
2

α
+ α =

2α + α3

α2
(4.34)

17. Dans C, la capacité et le diamètre transfini cöıncident.
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Posons ε =
α2

2

(
|b| − 2α + α3

α2

)
. D’après (4.34), on a ε > 0 et

2ε

α2
= |b|− 2α + α3

α2
.

d’où

|b| =
2α + α3

α2
+

2ε

α2
>

2α + α3

α2
+

ε

α2

d’où

α2|b| > α + α3 + α + ε (avec 0 < α <
√

2 et ε > 0) (4.35)

Considérons les applications f : C −→ C et fb : C −→ C définie par

f(z) = λz + z3 et fb(z) = f(z) + bz2

et posons W = {z ∈ C / |z| < α+ ε} et Wb = {z ∈ C / |z| < α et fb(z) ∈ W}.
Considérons aussi l’application Fb : Wb −→ W définie par Fb(z) = fb(z).

Par définition de Wb, Fb est bien définie et clairement, f , fb et Fb sont holomorphes.

De plus, 0 est clairement un point fixe de Fb. Nous allons démontrer que (W,Wb,Fb)

est une application à allure polynomiale de degré 2, c’est-à-dire que W et Wb sont

deux ouverts connexes et simplement connexes de C distincts de C, que Wb est

relativement compact dans W et que Fb : Wb −→ W est holomorphe et propre de

degré 2.

• W ouvert connexe et simplement connexe de C distinct de C.

C’est évident car W = B(0,α + ε).

• Wb ouvert simplement connexe de C distinct de C.

Comme Wb ⊆ B(0,α), Wb est clairement distinct de C. De plus,

Wb = B(0,α)
⋂

fb
−1(W) avec W et fb continue sur C, donc Wb est un ouvert.

Par l’absurde, supposons que Wb n’est pas simplement connexe. Il existe alors un

lacet simple fermé γ tel que [γ], l’image du chemin γ, soit incluse dans Wb et que

γ ne soit pas homotope à un point. Notons Ω l’intérieur du lacet γ. On a ∂Ω = [γ].

Comme γ n’est pas homotope à un point, il existe z0 ∈ Ω tel que z0 /∈ Wb. D’après

le principe du maximum, on a 18

|z0| 6 sup
z∈Ω

|z| 6 max
z∈∂Ω

|z| = |z2| < α

18. car z2 ∈ [γ] ⊆ Wb ⊆ B(0,α)
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d’où

z0 ∈ B(0,α) (4.36)

De plus, comme [γ] ⊆ Wb ⊆ f−1
b (W), pour tout z ∈ [γ], on a |fb(z)| < α + ε.

D’après le principe du maximum, on a 19

|fb(z0)| 6 sup
z∈Ω

|fb(z)| 6 max
z∈∂Ω

|fb(z)| = |fb(z2)| < α + ε

Donc fb(z0) ∈ B(0,α + ε) = W, d’où

z0 ∈ f−1
b (W) (4.37)

Par conséquent, (4.36) et (4.37) donnent z0 ∈ B(0,α)
⋂

f−1
b (W) = Wb.

Or z0 /∈ Wb. Absurde, donc Wb est simplement connexe.

• Fb : Wb −→ W est propre de degré 2.

Comme fb est un polynôme de degré 3, chaque point de W possède 3 préimages

par fb dans f−1
b (W). Nous allons montrer ici que dans Wb = f−1

b (W)
⋂

B(0,α)

il y en a exactement 2.

Soit w ∈ W. On a |w| < α + ε. Posons C(0,α) = {z ∈ C / |z| = α}.
Considérons l’application gb : C −→ C définie par gb(z) = fb(z) − w.

Montrer que w possède 2 préimages dans Wb par fb revient à montrer que 0 possède

2 préimages 20 dans Wb par gb.

Soit z ∈ C(0,α). On a

|gb(z) − bz2| = |fb(z) − w − bz2|

= |λz + bz2 + z3 − w − bz2|

= |λz + z3 − w|

6 |λz| + |z3| + |w|

6 |λ||z| + |z|3 + |w|

6 1.α + α3 + |w|

< α + α3 + α + ε

19. car z2 ∈ [γ]
20. Le nombre de préimages est compté avec multiplicité.
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Or, d’après (4.35)

α + α3 + α + ε < α2|b| = |z|2|b| = |bz2|
d’où

|gb(z) − bz2| < |bz2| (4.38)

et ceci est vrai pour tout z ∈ C(0,α). Grâce au théorème de Rouché, on en déduit
que gb et z 7→ bz2 ont même nombre de racines (comptées avec multiplicité)
dans B(0,α). Donc gb possède 2 racines dans W et par conséquent w possède
2 préimages par fb dans B(0,α). Ainsi, tout w ∈ W possède 2 préimages par Fb

dans B(0,α)
⋂

f−1
b (W).

Pour montrer que Fb est propre de degré 2, il suffit maintenant de vérifier que
Fb est propre. Soit K un compact de W. K est alors un compact de C et on a
K fermé et borné dans C. Comme fb est un polynôme de degré 3 (donc conti-
nue), f−1

b (K) est un fermé de C et de plus f−1
b (K) est borné dans C. Donc

f−1
b (K) est un compact de C. De plus, f−1

b (K)
⋂

Bf (0,α) est aussi un com-
pact de C. Pour montrer que F−1

b (K) est compact, nous allons montrer que
F−1

b (K) = f−1
b (K)

⋂
Bf (0,α). Comme K est un compact de W et que Fb :

Wb −→ W est définie par Fb(z) = fb(z) avec Wb = B(0,α)
⋂

f−1
b (W), on a

F−1
b (K) = f−1

b (K)
⋂

B(0,α). Il suffit donc de montrer que f−1
b (K)

⋂
B(0,α) =

f−1
b (K)

⋂
Bf (0,α). On a clairement f−1

b (K)
⋂

B(0,α) ⊆ f−1
b (K)

⋂
Bf (0,α). Par

l’absurde, supposons que f−1
b (K)

⋂
B(0,α) 6= f−1

b (K)
⋂

Bf (0,α). Il existe alors
z ∈ f−1

b (K)
⋂

Bf (0,α) tel que z /∈ f−1
b (K)

⋂
B(0,α). Nécessairement, z ∈ f−1

b (K)
et |z| = α. En particulier, on a

fb(z) ∈ K ⊆ W = B(0,α + ε). (4.39)

Or

|fb(z)| = |λz + z3 + bz2| > |bz2| − |λz + z3| > |b||z|2 − |λ||z| − |z|3 > |b|α2 −α−α3

(4.40)
et d’après (4.35), on a

α2|b| > α + α3 + α + ε (4.41)

d’où
α2|b| − α − α3 > α + ε (4.42)

On a alors
|fb(z)| > α + ε avec fb(z) ∈ B(0,α + ε).

Absurde. Donc f−1
b (K)

⋂
B(0,α) = f−1

b (K)
⋂

Bf (0,α) et F−1
b (K) est compact.

Ainsi, Fb est une application propre de degré 2.
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• Wb connexe.

D’après ce qui précède, on sait que Fb est une application propre de degré 2. Par
l’absurde, supposons que Wb n’est pas connexe. U la composante connexe de Wb

contenant 0 est alors envoyée de façon biholomorphe sur W par l’application fb.
D’après le théorème de représentation conforme de Riemann, il existe φ : W −→
D = {z ∈ C/|z| < 1} biholomorphe et ψ : U −→ D biholomorphe tels que φ(0) = 0,
ψ(0) = 0, φ′(0) > 0, ψ′(0) > 0 . Comme U ⊆ Wb ( W, φ′(0) < ψ′(0). Par ailleurs,
comme fb est un biholomorphisme de U sur W, ζ = φ ◦ fb est un biholomorphisme
de U sur D vérifiant ζ(0) = 0 et |ζ ′(0)| = |φ′(0)||f ′

b(0)| = φ′(0)|λ| = φ′(0). Par
unicité de la représentation conforme, on en déduit que |ζ ′(0)| = |ψ′(0)| = ψ′(0).
Or ψ′(0) = |ζ ′(0)| = φ′(0). D’où φ′(0) = ψ′(0) et φ′(0) < ψ′(0). Absurde.
Donc Wb est connexe.

• Wb est relativement compact dans W

C’est évident car Wb ⊆ B(0,α) et W = B(0,α + ε).
On peut ainsi appliquer le théorème de rectification des applications à allure po-
lynomiale de Douady-Hubbard et on en déduit qu’il existe un homéomorphisme Φ
qui conjugue 21, sur un voisinage de 0, Fb à un polynôme P̃ de degré 2 fixant 0 .
Par conséquent, Fb(z) = λz+bz2+z3 est topologiquement conjugué à un polynôme
P̃ (z) = λ′z +a2z

2 (sur un voisinage de 0). Comme P̃ (z) = λ′z +a2z
2 est lui-même

conjugué à P (z) = λ′z + z2 grâce à la conjugante ψu(z) = uz avec u = a−1
2

(déjà vu), on en déduit que fb(z) = λz + bz2 + z3 est topologiquement conjugué
à P (z) = λ′z + z2. En outre, un résultat de Näıshul [Nai83] affirme que la valeur
propre en un point fixe d’un germe de difféomorphisme holomorphe, lorsqu’elle est
de module 1, est un invariant de conjugaison topologique. Par conséquent, on a
λ′ = λ et fb(z) = λz + bz2 + z3 est topologiquement conjugué à P (z) = λz + z2.

Pour finir la démonstration du théorème, nous allons à nouveau raisonner par
l’absurde. Supposons que fb(z) = λz + bz2 + z3 soit linéarisable. Alors, fb(z) =
λz + bz2 + z3 est analytiquement conjugué à la rotation rλ(z) = λz. D’après ce qui
précède, on en déduit aussi que P (z) = λz + z2 est topologiquement conjugué à la
rotation rλ(z) = λz. Or, il est connu [CG95] que dans C, conjugaison analytique
et conjugaison topologique sont équivalentes. Par conséquent, P (z) = λz + z2 est
analytiquement conjugué à la rotation rλ(z) = λz, ce qui veut exactement dire

que P (z) = λz + z2 est linéarisable. Or comme
∑+∞

n=0
ln(qn+1)

qn
= +∞, le théorème

de Yoccoz nous dit que P (z) = λz + z2 n’est pas linéarisable. Absurde.
Par conséquent, fb(z) = λz + bz2 + z3 n’est pas linéarisable.

Remarque 4.4.5. Le fait que l’on ait ce théorème seulement pour |b| > 2
√

2
provient de la position des racines du polynôme fb(z) = λz + bz2 + z3. Il faut en
effet pouvoir regrouper les préimages d’un voisinage de 0 en deux paquets: un qui
contient 0 et qui contient exactement 2 préimages de chaque point du voisinage et
un qui contient à chaque fois la troisième préimage.

21. c’est-à-dire ∀z ∈ B(0,ε′) fb(Φ(z)) = Φ(P̃ (z)).

108



Sur les dessins-ci dessous, on s’est intéressé aux polynômes P (z) = λz + bz2 + z3,
pour différentes valeurs de b, avec λ = ei2πθ et θ =

∑+∞
k=3

1
10k! et on a tracé en gris

clair la boule de centre 0 et de rayon α, en gris foncé, la préimage de cette boule
par P et en noir, la préimage d’une très petite boule centrée en 0 afin d’indiquer
où se trouvent les zéros de P .

Fig. 4.1 – P−1(B(0,α)) pour P (z) = λz − z2 + z3

Fig. 4.2 – P−1(B(0,α1)) pour P (z) = λz − 2z2 + z3
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Fig. 4.3 – P−1(B(0,α2)) pour P (z) = λz − 2z2 + z3

Fig. 4.4 – P−1(B(0,α3)) pour P (z) = λz − 2z2 + z3
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Fig. 4.5 – P−1(B(0,α)) pour P (z) = λz − 2.86z2 + z3

Fig. 4.6 – P−1(B(0,α)) pour P (z) = λz − 4z2 + z3

111



112



Chapitre 5

Compléments

5.1 Généralisation du théorème de Perez-Marco aux

fractions rationnelles en t

On reprend les notations du début du chaptitre 4. K1 désigne un sous-corps
valué complet de K̃ et K2 un sous-corps valué complet et localement compact de
K1. ( Lorsque K̃ = C, forcément, K2 = R ou K2 = C. Lorsque K̃ = Cp, forcément,
K2 est une extension finie de Qp.)

Théorème 5.1.1. Si m,d,r,s ∈ N∗,si y1,y2, . . . ,ys sont s points distincts de K2, si
les hk : (Km

1 ,0) −→ (Km
1 ,0) et les gj,l : (Km

1 ,0) −→ (Km
1 ,0) sont des séries entières

en m variables de valuation supérieure ou égale à 2 et de rayon de convergence
strictement positif, si L ∈ GLm(K1) est non-résonante et si on pose, pour tout
t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys}

ft(z) = Lz +
∑

j = 1,2, . . . ,s

l = 1,2, . . . ,r

1

(t − yj)
l
gj,l(z) +

d∑

k=0

tkhk(z)

et
E = {t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys}/ft est linéarisable},

alors,

ou bien E = K2 r {y1,y2, . . . ,ys} ou bien d∗(E) = 0

Démonstration :

On s’intéresse à la linéarisation de la famille (ft : Km
1 −→ Km

1 )t∈K2r{y1,y2,...,ys}
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avec ft de la forme

ft(z) = Lz +
∑

j = 1,2, . . . ,s

l = 1,2, . . . ,r

1

(t − yj)
l
gj,l(z) +

d∑

k=0

tkhk(z)

avec L ∈ GLm(K1) non-résonante, hk de la forme hk(z) =
∑

j>2 h
(j)
k (z) de rayon

de convergence strictement positif et h
(j)
k (z) polynôme homogène de degré j en m

variables et à valeurs dans Km
1 et gj,l de la forme gj,l(z) =

∑
j>2 g

(j)
j,l (z) de rayon

de convergence strictement positif et g
(j)
j,l (z) polynôme homogène de degré j en m

variables et à valeurs dans Km
1 .

Pour tout t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys}, on peut aussi écrire ft sous la forme

ft(z) = Lz +
+∞∑

j=2

f
(j)
t (z)

avec f
(j)
t (z) =

∑
16j6s et 16l6r

1
(t−yj)

l g
(j)
j,l (z) +

∑
06k6d tkh

(j)
k (z) polynôme ho-

mogène de degré j en m variables et à valeurs dans Km
1 et dont les composantes

des coefficients sont des fractions rationnelles en t .

Posons P (X) =
s∏

j=1

(X − yj)
r et, pour tout j > 2, g

(j)
t (z) = P (t)f

(j)
t (z).

Les g
(j)
t (z) sont alors des polynômes homogènes de degré j en m variables et à

valeurs dans Km
1 et dont les composantes des coefficients sont des polynômes en t

de degré au plus d + rs.

Pour tout t ∈ K2, comme L est non-résonante, d’après la proposition 2.2.8, ft

possède une unique linéarisante formelle

ϕt(z) = z +
∑

j>2

ϕ
(j)
t (z) =

∑

j>1

ϕ
(j)
t (z)

et d’après la formule (2.4), avec les notations du chapitre 2, elle est déterminée par

ϕ
(1)
t (z) = z et, pour tout q > 2,

ϕ
(q)
t (z) = (L

(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

f
(l)
t


 ∑

16il6q

ϕ
(i)
t (z)








 (5.1)
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Pour tout j > 1, posons ψ
(j)
t (z) = (P (t))j−1ϕ

(j)
t (z).

La relation de récurrence précédente devient alors

ψ
(1)
t (z) = z et, pour tout q > 2,

ψ
(q)
t (z)

(P (t))q−1 = (L
(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

g
(l)
t

P (t)


 ∑

16il6q

ψ
(i)
t (z)

(P (t))i−1










d’où

ψ
(q)
t (z) = (L

(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

(P (t))q−1 g
(l)
t

P (t)


 ∑

16il6q

ψ
(i)
t (z)

(P (t))i−1










d’où

ψ
(q)
t (z) = (L

(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

(P (t))q−2g
(l)
t


 ∑

16il6q

ψ
(i)
t (z)

(P (t))i−1










Comme les g
(l)
t (z) sont des polynômes homogènes de degré l, les parties homogènes

de degré q sont obtenues à chaque fois à partir de l coefficients provenant

de
ψ

(i)
t

(P (t))i−1
ayant pour indices (éventuellement répétés) i1,i2, . . . ,il ∈ N∗

vérifiant i1 + i2 + · · · + il = q.

On peut alors isoler chacun des ψ
(ik)
t en sortant chacun des

1

(P (t))ik−1
devant g

(l)
t

et, en faisant ceci pour i1,i2, . . . ,il, on obtient, devant g
(l)
t , quelque chose de la

forme

(P (t))q−2
l∏

k=1

1

(P (t))ik−1

avec

(P (t))q−2
l∏

k=1

1

(P (t))ik−1
= (P (t))q−2−(i1−1)−(i2−1)−···−(il−1)

= (P (t))q−2−(i1+i2+···+il)+l

= (P (t))q−2−q+l

= (P (t))l−2
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Cette égalité étant vraie pour toutes les parties homogènes de degré q, comme

pour le calcul des ψ
(q)
t , seul compte ce qui est homogène de degré q, on en déduit

que

ψ
(q)
t (z) = (L

(q)
L )

−1


Pq


 ∑

26l6q

(P (t))l−2g
(l)
t


 ∑

16il6q

ψ
(i)
t (z)








 (5.2)

On déduit alors de (5.2) que les composantes des coefficients des polynômes ho-

mogènes ψ
(q)
t sont des polynômes en t à coefficients dans K1.

De plus, en notant Wq le degré maximum, en tant que polynôme en t, des compo-

santes des coefficients du polynôme homogène ψ
(q)
t et en posant h = d + rs on a

le lemme suivant

Lemme 5.1.2.
∀q ∈ N∗ Wq 6 h(q − 1)

Démonstration du lemme:

D’après la formule (5.2), comme on a à faire à des polynômes homogènes,

comme les composantes des coefficients des g
(l)
t sont des polynômes en t de degré

au plus d + rs et comme P est un polynôme de degré rs, on a

W1 = 0

et, pour tout q > 2,

Wq 6 max
2 6 l 6 q

1 6 il 6 q

((l − 2)(rs) + (d + rs) + lWi) (5.3)

d’où,

Wq 6 max
2 6 l 6 q

1 6 il 6 q

((l − 2)h + h + lWi) (5.4)

On obtient alors que
• pour q = 1, le lemme est vrai, car W1 = 0 = h(1 − 1).
• pour q > 2, si on suppose que pour tout j ∈ [[ 1,q − 1 ]] , Wj 6 h(j − 1),

alors, on tire de (5.4) que

Wq 6 max
2 6 l 6 q

1 6 il 6 q

((l − 2)h + h + lh(i − 1))

116



Or, pour tout l ∈ [[ 2,q ]] et tout i ∈ [[ 1, q
l
]] , on a

((l − 2)h + h + lh(i − 1)) 6 (l − 1)h + lh(i − 1)

6 (l − 1)h + lhi − lh

6 (l − 1)h + qh − lh

6 h(q − 1)

d’où

Wq 6 h(q − 1)

Par récurrence, il s’en suit que le lemme est vrai.

Notation 5.1.3.

Pour tout t ∈ K2r{y1,y2, . . . ,ys} etq∈N∗, notons aussi Bq(t), le maximum (à t fixé)

des valeurs absolues des composantes des coefficients du polynôme homogène ϕ
(q)
t .

On a E={t∈K2r{y1,y2, . . . ,ys}/ft est linéarisable}. Posons alors, pour tout q ∈ N∗,

Fq = {t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys} / |t| 6 q et ∀k ∈ [[ 1,s ]] |t − yk| >
1

q
}

et
Gq =

⋂

j∈N∗

{t ∈ Fq / Bj(t) 6 qj}

Remarque 5.1.4. Les Gq sont des fermés bornés dans K2 qui est localement
compact, donc les Gq sont des compacts.

Lemme 5.1.5.

E =
+∞⋃

q=1

Gq

Démonstration du lemme:

•Si t ∈ E. Alors, t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys}, ft est linéarisable et ϕt(z) =
∑

α∈Nm

aα,tz
α

est une série entière de rayon Rϕt > 0. Posons r =
Rϕt

2
et z0 = (r,r, . . . ,r).

Comme ||z0|| < Rϕ, ϕt(z0) est convergente et donc aα,tr
||α|| −−−−−−→

||α||→+∞
0.

Il existe alors un réel M > 1 tel que ∀α ∈ Nm ||aα,tr
||α|||| 6 M .
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En posant q0 = 3 + max
16k6s

1

|t − yk|
+

[
M

r

]
+

[
|t|

]
, on obtient, pour tout α ∈ Nm

tel que ||α|| > 1,

||aα,t|| 6
M

r||α||
6

(
M

r

)||α||

6 q0
||α|| (5.5)

et

t ∈ Fq0 (5.6)

d’où

B||α||(t) 6 q0
||α|| (5.7)

et

t ∈ Fq0 (5.8)

On déduit alors de (5.7) et (5.8) que t ∈ Gq0 , d’où t ∈
+∞⋃

q=1

Gq.

•Si t ∈
+∞⋃

q=1

Gq, alors il existe q0 tel que t ∈ Gq0 . On a alors, pour tout α ∈ Nm tel

que ||α|| > 1, ||aα,t|| 6 B||α||(t) 6 q0
||α||. Donc ϕt(z) =

∑

α∈Nm

aα,tz
α est de rayon

Rϕt >
1

q0
> 0. Par conséquent, ft est linéarisable et t ∈ E.

Lemme 5.1.6. Soit q ∈ N∗. Il existe mq > 0 et Mq > 1 tels que

∀t ∈ Fq mq 6 |P (t)| 6 Mq

Démonstration du lemme:

On a Fq = {t ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys} / |t| 6 q et ∀j ∈ [[ 1,s ]] |t − yj | >
1

q
} et

P (X) =
s∏

j=1

(X − yj)
r. Donc, pour tout t ∈ Fq, on a

|P (t)| =

∣∣∣∣∣∣

s∏

j=1

(t − yj)
r

∣∣∣∣∣∣
=

s∏

j=1

|t − yj |r (5.9)

Or, en posant h = max
16j6s

|yj |, on a, pour tout j ∈ [[ 1,s ]] , |t − yj | 6 |t|+ |yj | 6 q +h,

donc, en posant Mq = 1 + (q + h)rs, on obtient

|P (t)| 6 Mq (5.10)
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On a aussi ∀j ∈ [[ 1,s ]] |t − yj | >
1

q
, donc, en posant mq =

1

qrs
, (5.9) donne

|P (t)| > mq (5.11)

Fin de la démonstration du théorème:

Pour démontrer le théorème 5.1.1, il suffit de prouver que si d∗(E) > 0, alors

E = K2 r {y1,y2, . . . ,ys}. Supposons donc que d∗(E) > 0. D’après le lemme 5.1.5,

on a E =
+∞⋃

q=1

Gq, d’où d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit

qu’il existe q0 ∈ N∗ tel que d∗(Gq0) > 0. Or, K2 est localement compact et comme

d’après la remarque 5.1.4, Gq0 est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que

d∗(Gq0) = d(Gq0). Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit t0 ∈ K2 r {y1,y2, . . . ,ys}. Posons G = Gq0

⋃ {t0}. Comme Gq0 est compact,

G est lui-aussi compact et comme Gq0 ⊆ G, on a d (Gq0) 6 d(G), donc d(G) > 0.

Posons aussi R = q0 + [t0] + 1. Comme Gq0 ⊆ Bf (0,q0), on a G ⊆ Bf (0,R).

Par ailleurs, comme K2 r {y1,y2, . . . ,ys} =
⋃

q∈N∗

Fq, il existe v ∈ N∗ tel t0 ∈ Fv.

Comme Gq0 ⊆ Fq0 et comme ∀n ∈ N∗ Fn ⊆ Fn+1, en posant w = q0 + v, on

obtient G = Gq0

⋃ {t0} ⊆ Fw.

Soit q>2 et C(t) une des composantes d’un des coefficients du polynôme homogène

ψ
(q)
t (z) de degré q en z . Comme d(G) > 0 avec G ⊆ Bf (0,R) et

comme deg C 6 Wq 6 h(q − 1) 6 hq , on a, d’après le théorème 3.1.10

|C(t0)| 6 max
a∈G

|C(a)|
(

2

d(G)

)hq (
|t0| + R

)hq

.

Or, comme ψ
(q)
t (z) = (P (t))q−1ϕ

(q)
t (z), en utilisant le fait que G ⊆ Fw, avec les

notations du lemme 5.1.6, on a

max
a∈G

|C(a)| 6 max
a∈G

∣∣∣(P (a))q−1Bq(a)
∣∣∣ 6 Mw

q−1q0
q 6 Mw

qq0
q 6 (Mwq0)

q

d’où,

|C(t0)| 6 (Mwq0)
q

(
2

d(G)

)hq (
|t0| + R

)hq
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c’est-à-dire

|C(t0)| 6

(
(Mwq0)

(
2

d(G)

)h (
|t0| + R

)h
)q

(5.12)

Soit D(t) une des composantes d’un des coefficients du polynôme homogène ϕ
(q)
t (z)

de degré q en z. Comme ψ
(q)
t (z) = (P (t))q−1ϕ

(q)
t (z) et comme (5.12) est vraie pour

toute composante C(t) d’un des coefficients du polynôme homogène ψ
(q)
t (z), on

obtient (en notant C(t) la composante qui est associée à D(t)) et en utilisant le

fait que t0 ∈ Fw et le lemme 5.1.6,

|D(t0)| 6
|C(t0)|

(P (t))q−1 6

(
1

mw

)q−1
(

(Mwq0)

(
2

d(G)

)h (
|t0| + R

)h
)q

(5.13)

et comme

(
1

mw

)q−1

6

(
1 +

1

mw

)q−1

6

(
1 +

1

mw

)q

, on a

|D(t0)| 6

(
1 +

1

mw

)q
(

(Mwq0)

(
2

d(G)

)h (
|t0| + R

)h
)q

(5.14)

d’où

|D(t0)| 6

((
1 +

1

mw

)
(Mwq0)

(
2

d(G)

)h (
|t0| + R

)h
)q

(5.15)

et par conséquent,

|Bq(t0)| 6

((
1 +

1

mw

)
(Mwq0)

(
2

d(G)

)h (
|t0| + R

)h
)q

Ainsi, t0 ∈ E, ce qui entrâıne finalement,

E = K2 r {y1,y2, . . . ,ys}.

Remarque 5.1.7. Dans le théorème précédent, on avait besoin que K2 soit lo-
calement compact pour pouvoir utiliser la remarque 5.1.4 et la proposition 3.2.5,
ce qui permettait par la suite d’utiliser le théorème 3.1.10. Lorsque K2 n’est pas
localement compact mais est égal à Cp, on peut toutefois démontrer un théorème
de tout ou presque rien plus faible:
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Théorème 5.1.8. Si m,d,r,s ∈ N∗,si y1,y2, . . . ,ys sont s points distincts de Cp, si
les hk : (Cm

p ,0) −→ (Cm
p ,0) et les gj,l : (Cm

p ,0) −→ (Cm
p ,0) sont des séries entières

en m variables de valuation supérieure ou égale à 2 et de rayon de convergence
strictement positif, si L ∈ GLm(Cp) est non-résonante et si on pose, pour tout
t ∈ Cp r {y1,y2, . . . ,ys}

ft(z) = Lz +
∑

j = 1,2, . . . ,s

l = 1,2, . . . ,r

1

(t − yj)
l
gj,l(z) +

d∑

k=0

tkhk(z)

et
E = {t ∈ Cp r {y1,y2, . . . ,ys}/ft est linéarisable},

alors,

ou bien E = Cp r {y1,y2, . . . ,ys} ou bien E est d’intérieur vide.

Démonstration :

La démonstration est analogue à celle du théorème 5.1.1 à deux exceptions
près. On utilise les mêmes lemmes et le fait que, pour démontrer le théorème 5.1.8,
il suffit de prouver que si E est d’intérieur non vide, alors

E = Cp r {y1,y2, . . . ,ys}. Supposons donc que E soit d’intérieur non vide. D’après

le lemme 5.1.5, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq, avec les Gq fermés (et bornés). Le théorème

de Baire nous assure alors l’existence d’un q0 ∈ N∗ tel que Gq0 soit d’intérieur
non vide. La suite de la démonstration est alors analogue à celle du théorème
précédent en remarquant que (avec les mêmes notations que dans la démonstration
du théorème précédent), G = Gq0

⋃{t0} est aussi d’intérieur non vide et est comme
précédemment inclus dans l’un des Fw. On obtient alors l’existence d’un point
a ∈ G et d’un ε > 0 tels que B(a,ε) ⊆ G ⊆ Fw. La suite de la démonstration
est analogue en remplaçant le théorème 3.1.10 par le théorème 3.1.16 qui permet
d’obtenir une majoration polynomiale à partir d’une majoration sur une boule.

5.2 Un exemple de cas résonant

On conserve toujours les mêmes notations. K1 désigne un sous-corps valué
complet de K̃ et K2 un sous-corps valué complet et localement compact de K1.

On s’intéresse désormais au cas m = 1 et λ = 1. Une fonction f(z) = z + . . .
distincte de l’identité n’est jamais conjuguée à l’identité 1.

1. En effet, cela entrâınerait f(ϕ(z)) = ϕ(z), d’où f(z) = ϕ
(
ϕ−1(z)

)
= z et ceci est impossible

si f n’est pas l’identité.

121



Dans ce cas, il faut essayer de conjuguer f à un autre type de fonctions très
simples et ces dernières sont appelées formes normales. En général, on essaie de
voir si f est conjuguée à une fonction du type z 7→ z + zq+1 + µz2q+1 et dans le
cas particulier où µ = 1, on essaie parfois de conjuguer à z 7→ z

1−zq .
Dans un premier temps, nous rappellerons ce qui est connu dans C en mon-

trant que c’est encore vrai dans K1 (lorsque K̃ = C ou K̃ = Cp) et ensuite nous
montrerons que dans un cas très particulier on a encore un théorème analogue à
celui de Perez-Marco.

Proposition 5.2.1. Soit f(z) = z + bzq+1 +
∑+∞

k=q+2 akz
k une série entière à

coefficients dans K1 ayant un rayon de convergence strictement positif.
Si le polynôme Xq − 1

b
possède une racine u ∈ K1, alors, il existe g et ϕ deux

séries entières à coefficients dans K1 de rayon de convergence strictement positif
avec g de la forme g(z) = z + zq+1 +

∑+∞
k=q+2 ckz

k et avec ϕ vérifiant ϕ(0) = 0,
ϕ′(0) 6= 0 et, pour tout z assez petit,

f(ϕ(z)) = ϕ(g(z))

Démonstration :

Supposons que le polynôme Xq − 1
b

possède une racine u∈K1. On a uqb = 1.
Posons ϕ(z) = uz. ϕ est bien une série entière à coefficients dans K1 de rayon de
convergence strictement positif et on a ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = u 6= 0. Posons aussi
g(z) = ϕ−1(f(ϕ(z))). Comme f , ϕ et ϕ−1 sont des séries entières à coefficients
dans K1 de rayon strictement positif, g est elle aussi une série entière à coefficients
dans K1 de rayon strictement positif. De plus, elle est de la forme

g(z) = ϕ−1(f(ϕ(z))) =
1

u
(uz) + b(uz)q+1 +

+∞∑

k=q+2

ak(uz)k

= z + uqbzq+1 +
∑+∞

k=q+2 aku
k−1zk

= z + zq+1 +
∑+∞

k=q+2 ckz
k

et par construction de g, sur un voisinage de 0, on a aussi f(ϕ(z)) = ϕ(g(z)).

Proposition 5.2.2. Soit f(z) = z + zq+1 +
∑+∞

k=q+2 akz
k une série entière à

coefficients dans K1 ayant un rayon de convergence strictement positif.
Alors, il existe g et ϕ deux séries entières à coefficients dans K1 de rayon de

convergence strictement positif avec g de la forme g(z) = z + zq+1 + µz2q+1 +∑+∞
k=2q+2 ckz

k et avec ϕ vérifiant ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1 et, pour tout z assez petit,

f(ϕ(z)) = ϕ(g(z))
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Démonstration :

Posons f2(z) = f(z) = z + zq+1 + a2,q+2z
q+2 +

∑+∞
j=q+3 a2,jz

j .

Soit k ∈ [[ 2,q ]] et supposons que fk, série entière à coefficients dans K1 de rayon
de convergence strictement positif, est construite et vérifie

fk(z) = z + zq+1 + ak,q+kz
q+k +

+∞∑

j=q+k+1

ak,jz
j

Posons Hk(z) = z + βkz
k avec βk =

ak,q+k

q + 1 − k
. Comme βk ∈ K1, Hk est bien

une série entière à coefficients dans K1 de rayon de convergence strictement positif
et on a Hk(0) = 0 et H ′

k(0) = 1 6= 0. Posons alors fk+1(z) = Hk(fk(H
−1
k (z))).

Comme fk, Hk et H−1
k sont des séries entières à coefficients dans K1 de rayon

strictement positif, fk+1 est elle aussi une série entière à coefficients dans K1 de
rayon strictement positif. De plus, en notant u = H−1

k (z), elle est de la forme

fk+1(z) = Hk(fk(H
−1
k (z)))

= Hk(fk(u))

= (fk(u)) + βk(fk(u))k

= (u + uq+1 + ak,q+ku
q+k + . . . ) + βk(u + uq+1 + ak,q+ku

q+k + . . . )
k

= (u + uq+1 + ak,q+ku
q+k + . . . ) + βku

k(1 + uq + ak,q+ku
q+k−1 + . . . )

k

= (u + uq+1 + ak,q+ku
q+k + . . . ) + βku

k(1 + kuq + . . . )

On a alors

fk+1(z) = u + βku
k + uq+1 + (ak,q+k + kβk)u

q+k + . . . (5.16)

Par ailleurs,
u + βku

k = Hk(u) = z (5.17)

De plus, comme Hk(z) = z + βkz
k, on a

H−1
k (z) = z +

+∞∑

n=2

bnzn.
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Or
z = H−1

k (Hk(z)))

= z + βkz
k +

+∞∑

n=2

bn(z + βkz
k)

n

= z + βkz
k +

+∞∑

n=2

bnzn(1 + βkz
k−1)

n

= z +
k−1∑

n=2

bnzn + βkz
k + bkz

k + . . .

d’où ∀n ∈ [[ 2,k − 1 ]] bn = 0 et bk = −βk. Ce qui entrâıne

u = H−1
k (z) = z − βkz

k + . . . (5.18)

On a alors
uq+k = zq+k + . . . (5.19)

et
uq+1 = (z − βkz

k + . . . )
q+1

= zq+1(1 − βkz
k−1 + . . . )

q+1

= zq+1(1 − (q + 1)βkz
k−1 + . . . ) = zq+1 − (q + 1)βkz

q+k + . . .

c’est-à-dire

uq+1 = zq+1 − (q + 1)βkz
q+k + . . . (5.20)

De (5.16), (5.17), (5.19) et (5.20), on déduit

fk+1(z) = z + zq+1 − (q + 1)βkz
q+k + (ak,q+k + kβk)z

q+k + . . . (5.21)

Autrement dit,

fk+1(z) = z + zq+1 + (ak,q+k − (q + 1 − k)βk)z
q+k +

+∞∑

j=q+k+1

ak+1,jz
j (5.22)

Et comme βk =
ak,q+k

q + 1 − k
, on a

fk+1(z) = z + zq+1 +
+∞∑

j=q+k+1

ak+1,jz
j (5.23)

i.e.

fk+1(z) = z + zq+1 + ak+1,q+k+1 zq+k+1 +
+∞∑

j=q+k+2

ak+1,j zj (5.24)
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De plus, sur un voisinage de 0, on a

Hk(fk(z)) = fk+1(Hk(z)) avec Hk(0) = 0 et H ′
k(0) = 1

Autrement dit, sur un voisinage de 0, on a

fk(z) = H−1
k (fk+1 (Hk(z))) avec Hk(0) = 0 et H ′

k(0) = 1

et comme on peut appliquer ce procédé pour tout k ∈ [[ 2,q ]] et comme f = f2, on
a, sur un voisinage 2 de 0,

f(z) = H−1
2 (f3 (H2(z)))

= H−1
2

(
H−1

3 (f4 (H3 (H2(z))))
)

= H−1
2

(
H−1

3

(
H−1

4 (f5 (H4 (H3 (H2(z)))))
))

= H−1
2

(
H−1

3

(
. . .

(
H−1

q (fq+1 (Hq (H3 (H2(z)))))
)))

En posant ϕ(z) = H−1
2

(
H−1

3

(
. . .

(
H−1

q (z)
)))

, on obtient, sur un voisinage de 0,

f(z) = ϕ
(
fq+1

(
ϕ−1(z)

))
avec ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = 1

Et comme fq+1 s’écrit sous la forme

fq+1(z) = z + zq+1 + µz2q+1 +
+∞∑

k=2q+2

ckz
k,

le résultat est démontré.

Notation 5.2.3. Pour tout q ∈ N∗ et tout µ ∈ K1, on pose

gq,µ(z) = z + zq+1 + µz2q+1

et
τq(z) =

z

1 − zq
.

Théorème 5.2.4. Soit f(z) = z +zq+1 +µz2q+1 +
∑

k>2q+2 ckz
k une série entière

à coefficients dans K1 de rayon de convergence strictement positif. Il existe alors
ϕ(z) = z +

∑
k>2 bkz

k une série formelle à coefficients dans K1 vérifiant

f(ϕ(z)) = ϕ(gq,µ(z)).

Autrement dit, toute fonction f de la forme f(z) = z+zq+1+µz2q+1+
∑

k>2q+2 ckz
k

est formellement conjuguée à gq,µ(z) = z + zq+1 + µz2q+1.

2. une intersection finie de voisinage de 0.
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Démonstration :

Soit f(z) = z+zq+1+µz2q+1+
∑

k>2q+2 ckz
k une série entière à coefficients dans

K1 de rayon de convergence strictement positif. Comme ϕ(z) = z +
∑

k>2 bkz
k, il

revient au même de montrer qu’il existe h(z) = z +
∑

k>2 dkz
k (h = ϕ−1) vérifiant

h(f(z)) = gq,µ(h(z))

Pour démontrer ce théorème, nous allons procéder par analyse-synthèse.

• Supposons qu’il existe h(z) = z +
∑

k>2 dkz
k une série formelle à coefficients

dans K1 vérifiant
h(f(z)) = gq,µ(h(z)). (5.25)

Comme on a à faire à des séries formelles de valuation 1, il n’y a aucun problème
pour conjuguer et on a (en notant d1 = 1)

gq,µ(h(z)) = h(z) + (h(z))q+1 + µ(h(z))2q+1

= z +
∑

k>2

dkz
k +


∑

k>1

dkz
k




q+1

+ µ


∑

k>1

dkz
k




2q+1

Or, pour tout s ∈ N∗, en notant D(s,n) =
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

dk1dk2 . . . dks , on a


∑

k>1

dkz
k




s

=
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

dk1dk2 . . . dksz
k1+k2+···+ks

=
+∞∑

n=1




∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

dk1dk2 . . . dks


 zn

=
+∞∑

n=s




∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

dk1dk2 . . . dks


 zn

=
+∞∑

n=s

D(s,n)zn
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Donc

gq,µ(h(z)) =
+∞∑

n=1

dnzn +
+∞∑

n=q+1

D(q + 1,n)zn + µ
+∞∑

n=2q+1

D(2q + 1,n)zn (5.26)

On a aussi, en notant f(z) =
+∞∑

k=1

ckz
k et en posant C(s,n) =

∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

ck1ck2 . . . cks


∑

k>1

ckz
k




s

=
+∞∑

n=s

C(s,n)zn

et

h(f(z)) = h(

+∞∑

k=1

ckz
k)

=
+∞∑

j=1

dj

(
+∞∑

k=1

ckz
k

)j

=
+∞∑

j=1

dj

+∞∑

n=j

C(j,n)zn

=

+∞∑

n=1




n∑

j=1

djC(j,n)


 zn

=
+∞∑

n=1


dnC(n,n) +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn

et comme C(n,n) = 1, on a

h(f(z)) =
+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn (5.27)

On déduit alors de (5.25), (5.26) et (5.27) que

+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=1

dnzn+

+∞∑

n=q+1

D(q+1,n)zn+µ

+∞∑

n=2q+1

D(2q+1,n)zn
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d’où

+∞∑

n=1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=q+1

D(q + 1,n)zn + µ
+∞∑

n=2q+1

D(2q + 1,n)zn (5.28)

Or, comme c1 = 1 et c2 = c3 = · · · = cq = 0, on a 3, pour tout s ∈ N∗,

C(s,s) = 1 et ∀k ∈ [[ 1,q − 1 ]] C(s,s + k) = 0 (5.29)

et, pour tout 1 6 n 6 q et tout 1 6 j 6 n− 1, on a 1 6 n− j 6 q− j 6 q− 1, d’où

C(j,n) = C(j,j + (n − j)) = 0

La formule (5.28) devient alors

+∞∑

n=q+1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=q+1

D(q + 1,n)zn + µ
+∞∑

n=2q+1

D(2q + 1,n)zn (5.30)

Par ailleurs, on a, grâce à (5.29) et au fait que cq+1 = 1,

(q+1)−1∑

j=1

djC(j,q + 1) = d1C(1,q + 1) + 0 = 1 × 1 = 1

et comme d1 = 1, on a aussi

D(q + 1,q + 1) = 1 × 1 × · · · × 1 = 1 (5.31)

La formule (5.30) devient alors

+∞∑

n=q+2




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=q+2

D(q + 1,n)zn + µ
+∞∑

n=2q+1

D(2q + 1,n)zn (5.32)

Comme c1 = cq+1 = 1 et 0 = c2 = c3 = · · · = cq = cq+2 = cq+3 = · · · = c2q , on a
aussi 4, pour tout s ∈ N∗,

C(s,s) = 1 et ∀k ∈ [[ 1,q − 1 ]]
⋃

[[ q + 1,2q − 1 ]] C(s,s + k) = 0 (5.33)

et, pour tout q +1 6 n 6 2q et tout 1 6 j 6 n−1, on a 1 6 n− j 6 q− j 6 2q−1,
d’où

C(j,n) = C(j,j + (n − j)) =





0 si n − j 6= q

j si n − j = q

3. car dans le produit apparâıt au moins l’un des cj avec 2 6 j 6 q.
4. car dans le produit apparâıt au moins l’un des cj avec 2 6 j 6 q ou q + 2 6 j 6 2q.
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On obtient alors pour tout n ∈ [[ q + 2,2q ]] ,

n−1∑

j=1

djC(j,n) = dn−qC(n − q,n − q + q) = dn−q(n − q) (5.34)

D’après (5.32) et (5.34), pour n = q + 2, on obtient

(q + 2 − q)dq+2−q = D(q + 1,q + 2)

i.e.
2d2 = d1d1 . . . d1d2 + d1 . . . d1d2d1 + · · · + d2d1 . . . d1 = (q + 1)d2

Donc, si q > 1, alors d2 = 0.

D’après (5.32) et (5.34), pour n = q + 3, on obtient

(q + 3 − q)dq+3−q = D(q + 1,q + 3)

i.e. 5

3d3 = 0 + d1d1 . . . d1d3 + d1 . . . d1d3d1 + · · · + d3d1 . . . d1 = (q + 1)d3

Donc, si q > 2, alors d3 = 0.

On procède ainsi par récurrence jusqu’à n = q + q.

D’après (5.32) et (5.34), pour n = q + q, on obtient

(q + q − q)dq+q−q = D(q + 1,q + q)

i.e. 6

qdq = 0 + d1d1 . . . d1dq + d1 . . . d1dqd1 + · · · + dqd1 . . . d1 = (q + 1)dq

Donc, comme q > q − 1, alors dq = 0. (5.35)

Ainsi d2 = d3 = · · · = dq = 0 (si q = 1, on n’a aucune annulation) et (5.32) devient

+∞∑

n=2q+1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=2q+1

D(q+1,n)zn +µ
+∞∑

n=2q+1

D(2q+1,n)zn (5.36)

c’est-à-dire

+∞∑

n=2q+1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=2q+1

(
D(q + 1,n) + µD(2q + 1,n)

)
zn (5.37)

5. Dans la somme, les produits comprenant d2 apportent une contribution nulle
6. Dans la somme, les produits comprenant d2 ou d3 ou . . . ou dq−1 apportent une contribution

nulle
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On déduit alors de (5.37) que, pour tout n > 2q + 1,

n−1∑

j=1

djC(j,n) = D(q + 1,n) + µD(2q + 1,n) (5.38)

avec
d1 = 1 et d2 = d3 = · · · = dq = 0 (5.39)

Or

D(s,n) =
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

dk1dk2 . . . dks

= d1 . . . d1dn−(s−1) + · · · + dn−(s−1)d1 . . . d1 +
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

∀j kj < n − (s − 1)

dk1dk2 . . . dks

= s dn−(s−1) +
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

∀j kj < n − (s − 1)

dk1dk2 . . . dks

donc

D(q + 1,n) = (q + 1) dn−q +
∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1 (5.40)

et

D(2q + 1,n) = (2q + 1) dn−2q +
∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − 2q

dk1dk2 . . . dk2q+1 (5.41)

d’où
D(2q + 1,n) =

∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dk2q+1 (5.42)

Or, d’après (5.33), on obtient aussi

n−1∑

j=1

djC(j,n) = (n − q)d(n−q) +

n−2q∑

j=1

djC(j,n) (5.43)
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On déduit alors de (5.38), (5.40), (5.42) et (5.43) que pour tout n > 2q + 1,

(n − (2q + 1))dn−q = An,q + Bn,q − Cn,q (5.44)

avec
An,q =

∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1

et
Bn,q = µ

∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dk2q+1

et

Cn,q =

n−2q∑

j=1

djC(j,n) =

n−2q∑

j=1

dj

∑

(k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j

k1 + k2 + · · · + kj = n

ck1ck2 . . . ckj

On s’aperçoit que pour n = 2q + 1, cette relation n’impose aucune condition sur
dq+1 et que, pour tout n > 2q + 2, le coefficient dn−q est déterminé de manière
unique par la relation de récurrence ci-dessus.

Ainsi, les coefficients d’une conjuguante formelle sont déterminés par

d1 = 1 , d2 = d3 = · · · = dq = 0 , dq+1 = u ∈ K1 (5.45)

et, pour tout n > 2q + 1,

((n − (2q + 1))dn−q = An,q + Bn,q − Cn,q (5.46)

avec
An,q =

∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1

et
Bn,q = µ

∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dk2q+1

et

Cn,q =

n−2q∑

j=1

djC(j,n) =

n−2q∑

j=1

dj

∑

(k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j

k1 + k2 + · · · + kj = n

ck1ck2 . . . ckj
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• Réciproquement, pour tout choix de u ∈ K1, on vérifie que la série formelle
h(z) = z +

∑
k>2 dkz

k définie par la relation de récurrence (5.45) et (5.46) est une
série formelle à coefficients dans K1 vérifiant

h(f(z)) = gq,µ(h(z)).

Théorème 5.2.5. Supposons que K̃ = Cp. Soit f(z) = z + zq+1 + µz2q+1 +∑
k>2q+2 ckz

k une série entière à coefficients dans K1 de rayon de convergence
strictement positif et vérifiant |µ|p 6 1 et ∀k > 2q + 2 |ck|p 6 1.

Il existe alors h(z) = z +
∑

k>2 dkz
k une série entière à coefficients dans K1 de

rayon de convergence strictement positif vérifiant

h(f(z)) = gq,µ(h(z)).

Autrement dit, toute fonction f de la forme f(z) = z+zq+1+µz2q+1+
∑

k>2q+2 ckz
k

avec |µ|p 6 1 et ∀k > 2q + 2 |ck|p 6 1 est analytiquement conjuguée à

gq,µ(z) = z + zq+1 + µz2q+1.

Démonstration :

Considérons la série formelle h(z) = z+
+∞∑

k=2

dkz
k définie par la relation de récurrence

d1 = 1 , d2 = d3 = · · · = dq = 0 , dq+1 = 1

et, pour tout n > 2q + 1,

((n − (2q + 1))dn−q = An,q + Bn,q − Cn,q

avec
An,q =

∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1

et
Bn,q = µ

∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dk2q+1

et

Cn,q =

n−2q∑

j=1

djC(j,n) =

n−2q∑

j=1

dj

∑

(k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j

k1 + k2 + · · · + kj = n

ck1ck2 . . . ckj
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D’après la démonstration précédente, on a

h(f(z)) = gq,µ(h(z)).

et pour démontrer le théorème 5.2.5, il suffit de prouver que h(z) possède un rayon

de convergence strictement positif.

Comme tous les ck vérifient |ck|p 6 1, on obtient grâce à l’inégalité ultramétrique

que tous les C(j,n) vérifient aussi

|C(j,n)|p 6 1. (5.47)

De plus, on vérifie immédiatement que ∀k ∈ [[ 1,q + 1 ]] |dk| 6 1 et l’inégalité

ultramétrique appliquée à la relation de récurrence définissant les dk nous donne

|n − (2q + 1)|p|dn−q|p 6 max
(
|An,q|p,|Bn,q|p,|Cn,q|p

)
(5.48)

avec
|An,q|p 6 max

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

(5.49)

et (en utilisant le fait que |µ| 6 1),

|Bn,q|p 6 max
(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dk2q+1

∣∣
p

(5.50)

et, en utilisant (5.47),

|Cn,q|p 6 max
j=1,2,...,n−2q

|dj |p|C(j,n)|p 6 max
j=1,2,...,n−2q

|dj |p (5.51)

Comme ∀k ∈ [[ 1,q + 1 ]] |dk| 6 1, on a, pour n = 2q + 2,

|1|p|dq+2|p 6 1

c’est-à-dire

|dq+2|p 6
1

|(2 − 1)!|p
(5.52)

Montrons par récurrence que ∀k ∈ N∗ |dq+k|p 6
1

|(k − 1)!|p
.

• On vient de vérifier que |dq+2|p 6
1

|(2 − 1)!|p
.

• Soit k > 2 et supposons que pour tout 2 6 j 6 k, |dq+j |p 6
1

|(j − 1)!|p
.

Posons n = 2q + k + 1. On a alors

|k|p |dq+k+1|p 6 max
(
|A2q+k+1,q|p,|B2q+k+1,q|p,|C2q+k+1,q|p

)
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On convient de noter, pour tout entier m < 0, m! = 1. L’hypothèse de récurrence
devient alors

∀j ∈ [[ 1,q + k ]] |dj |p 6
1

|(j − q − 1)!|p
(5.53)

Remarque 5.2.6. Pour démontrer que |dq+k+1|p 6
1

|k!|p
, il suffit de prouver

a) |A2q+k+1,q|p 6
1

|(k − 1)!|p
b) |B2q+k+1,q|p 6

1

|(k − 1)!|p
c) |C2q+k+1,q|p 6

1

|(k − 1)!|p

On pourra notamment utiliser le fait que ∀n ∈ Z
1

|(n − 1)!|p
6

1

|n!|p
• c) D’après (5.51), (5.53), et le fait que k + 1 6 q + k , on a,

|C2q+k+1,q|p 6 max
j=1,2,...,k+1

|dj |p 6 max
j=1,2,...,k+1

1

|(j − q − 1)!|p
6 max

j=1,2,...,k+1

1

|(k − q)!|p

d’où

|C2q+k+1,q|p 6
1

|(k − q)!|p
6

1

|(k − 1)!|p
(5.54)

• a) D’après (5.49), on a

|A2q+k+1,q|p 6 max
(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = 2q + k + 1
∀j kj < q + k + 1

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

Soit (k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1 tel que

k1 + k2 + · · · + kq+1 = 2q + k + 1

et
∀j ∈ [[ 1,q + 1 ]] kj < q + k + 1

On a alors

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k1 − q − 1)!|p
1

|(k2 − q − 1)!|p
. . .

1

|(kq+1 − q − 1)!|p

Quitte à réordonner les kj , on peut supposer que

k1 − q − 1 > k2 − q − 1 > · · · > kr − q − 1 > 1 > kr+1 − q − 1 > kq+1 − q − 1
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Et comme ∀m 6 1 m! = 1, on a

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k1 − q − 1)!|p
1

|(k2 − q − 1)!|p
. . .

1

|(kr − q − 1)!|p
(5.55)

avec
k1 + k2 + · · · + kr 6 2q + k + 1 (5.56)

Or, il est connu que pour tout (n1,n2, . . . ,nr) ∈ Nr, on a

(n1 + n2 + · · · + nr)!

n1!n2! . . . nr!
∈ N∗

d’où ∣∣∣∣
(n1 + n2 + · · · + nr)!

n1!n2! . . . nr!

∣∣∣∣
p

6 1

d’où
|(n1 + n2 + · · · + nr)!|p 6 |n1!n2! . . . nr!|p

d’où
1

|n1!n2! . . . nr!|p
6

1

|(n1 + n2 + · · · + nr)!|p
(5.57)

On déduit alors de (5.55) et (5.57) que

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k1 − q − 1) + (k2 − q − 1) + · · · + (kr − q − 1)!|p
(5.58)

c’est-à-dire

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k1 + k2 + · · · + kr − rq − r)!|p
(5.59)

et comme d’après (5.56) k1 + k2 + · · · + kr 6 2q + k + 1, on a

1

|(k1 + k2 + · · · + kr − rq − r)!|p
6

1

|(2q + k + 1 − rq − r)!|p
6

1

|
(
(2 − r)q + k + (1 − r)

)
!|

p

d’où

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|
(
(2 − r)q + k + (1 − r)

)
!|

p

(5.60)

Or, par définition de r, on a

(k1 − q − 1) + (k2 − q − 1) + · · · + (kr − q − 1) > 1 + 1 + · · · + 1 > r

donc
(
(2 − r)q + k + (1 − r)

)
> (k1 + k2 + · · · + kr − rq − r) > r > 0

i.e.
0 6

(
(2 − r)q + k + (1 − r)

)
(5.61)
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◦◦ si r > 2, on a alors

0 6
(
(2 − r)q + k + (1 − r)

)
6 k − 1

d’où
1∣∣((2 − r)q + k + (1 − r)

)
!
∣∣
p

6
1

|(k − 1)!|p
et (5.60) nous donne

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k − 1)!|p
(5.62)

ce qui est le résultat voulu.

◦◦ si r = 0, par construction de r, il s’en suit immédiatement que

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

= 1 6
1

|(k − 1)!|p
(5.63)

ce qui est le résultat voulu.

◦◦ Reste le cas r = 1. On a alors

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k1 − q − 1)!|p
(5.64)

avec 7

k1 < q + k + 1

c’est-à-dire
k1 6 q + k

d’où
k1 − q − 1 6 q + k − q − 1 6 k − 1

d’où
1

|(k1 − q − 1)!|p
6

1

|(k − 1)!|p
On déduit alors de (5.64) et de l’inégalité précédente que

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k − 1)!|p
(5.65)

ce qui est le résultat voulu.

7. car k1 est un indice dans A2q+k+1,q
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Ainsi, dans tous les cas, on a

|dk1 |p|dk2 |p . . .
∣∣dkq+1

∣∣
p

6
1

|(k − 1)!|p
(5.66)

d’où

|A2q+k+1,q|p 6
1

|(k − 1)!|p
(5.67)

• b) Par une démonstration analogue, on démontre que

|B2q+k+1,q|p 6
1

|(k − 1)!|p
(5.68)

Et finalement, grâce à la remarque 5.2.6 et à (5.67) , (5.68) et (5.54), on a

|dq+k+1|p 6
1

|k!|p
Par récurrence, il s’en suit alors que,

∀k > 2 |dq+k|p 6
1

|(k − 1)!|p
(5.69)

On obtient alors, comme k − 1 6 q + k,

∀k > 2 |dq+k|p 6
1

|(k − 1)!|p
6

1

|(q + k)!|p
(5.70)

et comme

∀j ∈ [[ 1,q + 1 ]] |dj |p 6 1 6
1

|j!|p
(5.71)

finalement, (5.70) et (5.71) donnent

∀k ∈ N∗ |dk|p 6
1

|k!|p
(5.72)

mais comme 8

p−
k

p−1 6 |k!|p (5.73)

on a
1

|k!|p
6 p

k
p−1 6

(
p

1
p−1

)k

(5.74)

Finalement, on obtient

∀k ∈ N∗ |dk|p 6

(
p

1
p−1

)k

(5.75)

et par conséquent h(z) est une série entière de rayon R > p
−1
p−1 > 0.

8. voir (3.25)
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Proposition 5.2.7. Soit f(z) = z+
∑

k>2 c̃kz
k une série entière à coefficients dans

K1 de rayon de convergence strictement positif. On suppose qu’il existe q1 ∈ N∗,
q2 ∈ N∗, µ1 ∈ K1, µ2 ∈ K1, et ϕ1(z) = z +

∑
k>2 b1,kz

k et ϕ2(z) = z +
∑

k>2 b2,kz
k

deux séries formelles à coefficients dans K1 vérifiant

f(ϕ1(z)) = ϕ1(gq1,µ1(z)) et f(ϕ2(z)) = ϕ2(gq2,µ2(z))

Alors
q1 = q2 et µ1 = µ2

Démonstration :

On a
ϕ1

(
gq1,µ1

(
ϕ−1

1 (z)
))

= f(z) = ϕ2

(
gq2,µ2

(
ϕ−1

2 (z)
))

d’où, en composant par ϕ−1
2 à gauche et par ϕ1 à droite,

ϕ−1
2 (ϕ1 (gq1,µ1(z))) = gq2,µ2

(
ϕ−1

2 (ϕ1 (z))
)

ce qui donne, en posant h(z) = ϕ−1
2 (ϕ1 (z)),

h (gq1,µ1(z)) = gq2,µ2 (h(z))

avec h(z) = z +

+∞∑

k=2

dkz
k série formelle à coefficients dans K1.

Or, d’après (5.26), on a, en utilisant les notations de la démonstration précédente,

gq2,µ2(h(z)) =
+∞∑

n=1

dnzn +
+∞∑

n=q2+1

D(q2 + 1,n)zn + µ2

+∞∑

n=2q2+1

D(2q2 + 1,n)zn

et, en notant gq1,µ1(z) =
∑+∞

k=1 ckz
k , on a aussi, d’après (5.27)

h (gq1,µ1(z)) =
+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn

d’où

+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn = h (gq1,µ1(z)) = gq2,µ2 (h(z))

=
+∞∑

n=1

dnzn +
+∞∑

n=q2+1

D(q2 + 1,n)zn + µ2

+∞∑

n=2q2+1

D(2q2 + 1,n)zn

d’où

+∞∑

n=1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn =

+∞∑

n=q2+1

D(q2+1,n)zn+µ2

+∞∑

n=2q2+1

D(2q2+1,n)zn (5.76)
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Or, d’après (5.31), on a
D(q2 + 1,q2 + 1) = 1

Donc (5.76) devient

+∞∑

n=1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn = zq2+1 +

+∞∑

n=q2+2

bnzn (5.77)

Or d’après (5.33), pour tout n 6 q1, on a 9

n−1∑

j=1

djC(j,n) = 0

et d’après (5.43), pour n = q1 + 1, on a

n−1∑

j=1

djC(j,n) = (n − q1)d(n−q1) +

n−2q1∑

j=1

djC(j,n) = 1d1 + 0 = 1

(5.77) devient alors

zq1+1 +
+∞∑

n=q1+2

b̃nzn =
+∞∑

n=1




n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn = zq2+1 +

+∞∑

n=q2+2

bnzn (5.78)

d’où
q1 + 1 = q2 + 1

et par conséquent,
q1 = q2.

On a aussi, grâce à (5.76), en notant q = q1 = q2, pour tout n > 2q + 1,

n−1∑

j=1

djC(j,n) = D(q + 1,n) + µ2D(2q + 1,n).

En particulier pour le coefficient de degré n = 2q + 1, on obtient

2q∑

j=1

dj C(j,2q + 1) = D(q + 1,2q + 1) + µ2D(2q + 1,2q + 1). (5.79)

Or, d’une part, d’après (5.43)

2q∑

j=1

djC(j,2q + 1) = (q + 1)dq+1 +
1∑

j=1

djC(j,2q + 1)

9. On utilise ici le fait que c1 = 1,cq1+1 = 1,c2q1+1 = µ1 et ∀k /∈ {1,q1 + 1,2q1 + 1} ck = 0
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avec
d1 = 1 et C(1,2q + 1) = c2q+1 = µ1

d’où
2q∑

j=1

djC(j,2q + 1) = (q + 1)dq+1 + µ1 (5.80)

et d’autre part,
D(2q + 1,2q + 1) = 1 (5.81)

et 10

D(q + 1,2q + 1) = (q + 1) dq+1 +
∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = 2q + 1
∀j kj < q + 1

dk1dk2 . . . dkq+1

d’où, comme d2 = d3 = · · · = dq = 0,

D(q + 1,2q + 1) = (q + 1) dq+1 + 0 = (q + 1) dq+1 (5.82)

On déduit alors de (5.79), (5.80), (5.81) et (5.82) que

(q + 1)dq+1 + µ1 = (q + 1)dq+1 + µ2

d’où
µ1 = µ2

Nous allons maintenant essayer de généraliser le théorème de Perez-Marco à ce
cadre.

Définition 5.2.8. Soit f(z) = z +
∑+∞

k=2 ckz
k une série entière à coefficients dans

K1 et de rayon de convergence strictement positif.
On note C̃(f) le centralisateur formel de f , c’est-à-dire l’ensemble des séries

formelles h(z) = z +
∑+∞

k=2 dkz
k vérifiant f(h(z)) = h(f(z)).

On note C(f) le centralisateur de f , c’est-à-dire l’ensemble des séries entières
h(z) = z+

∑+∞
k=2 dkz

k à coefficients dans K1 et de rayon de convergence strictement
positif vérifiant f(h(z)) = h(f(z)).

Lorsque C̃(f) = C(f), on dit que f est pleinement itérable.

Théorème 5.2.9. Si d,q ∈ N∗, si µ ∈ K1, si les hk : K1 −→ K1 sont des séries
entières de valuation supérieure ou égale à 2q + 2 et de rayon de convergence
strictement positif et si on pose

ft(z) = z + zq+1 + µz2q+1 +
d∑

k=0

tkhk(z) et E = {t ∈ K2/ft est conjuguée à gq,µ},

Si on suppose de plus que gq,µ est pleinement itérable, alors,

ou bien E = K2 ou bien d∗(E) = 0

10. d’après (5.40) appliqué à n = 2q + 1.
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Remarque 5.2.10. Pour K1 = K2 = K̃ = C, ce théorème ne donne malheu-
reusement que très rarement une information, car la condition C(gq,µ) = C̃(gq,µ)
est très rarement réalisée. En effet, Ecalle a démontré (voir [Eca81a] et [Eca81b])
que :

Pour toute série entière f(z) = z +
∑+∞

k=2 ckz
k à coefficients dans C et de rayon de

convergence strictement positif, si l’on fait varier r de ces coefficients (ck1 ,ck2 , . . . ,ckr)
dans Cr, alors f n’est pleinement itérable que pour un ensemble de mesure nulle
de Cr.

En particulier, cela entrâıne que gq,µ n’est pleinement itérable que pour un ensemble
de mesure nulle de µ ∈ C.

Remarque 5.2.11. Le fait que l’on ait ici besoin d’une condition du type gq,µ plei-
nement itérable provient du fait que la conjuguante formelle n’est pas unique (voir
théorème 5.2.4 ), mais que (avec les notations de la démonstration du théorème
5.2.4), on peut choisir le coefficient dq+1 = u de la conjuguante formelle comme
on veut. On notera ht,u la conjuguante formelle de ft qui vérifie de plus dq+1 = u.
Le problème qui apparâıt alors est qu’il est possible qu’une conjuguante formelle
ht0,u0 de ft0 soit une série entière de rayon strictement positif alors qu’une autre
conjuguante formelle ht0,u1 de ft0 soit une série entière de rayon nul.
De plus, lorsque l’on passe de t0 à t1, il se peut que cette fois-ci, la conjuguante
formelle ht1,u0 de ft1 soit une série entière de rayon nul alors que la conjuguante
formelle ht1,u1 de ft1 soit une série entière de rayon strictement positif.
La condition gq,µ pleinement itérable permet de résoudre le problème car elle en-
trâıne que tous les ht0,u sont simultanément linéarisables.
En effet, ht0,u et ht0,1 sont deux conjuguantes formelles de ft0, alors on a
h−1

t0,u (gq,µ(ht0,u(z))) = ft0(z) = h−1
t0,1 (gq,µ(ht0,1(z))), d’où ht0,1

(
h−1

t0,u (gq,µ(z))
)

=

gq,µ

(
ht0,1

(
h−1

t0,u (z)
))

, d’où, en posant, h̃(z) = ht0,1

(
h−1

t0,u (z)
)

= z + . . . ,

h̃ (gq,µ(z)) = gq,µ

(
h̃(z)

)
. Donc h̃ ∈ C̃ (gq,µ). Et comme gq,µ est pleinement itérable,

on a h̃ ∈ C (gq,µ), d’où h̃ série entière de rayon de convergence strictement positif.

Comme h̃ (ht0,u (z)) = ht0,1 (z) avec h̃ rayon de convergence strictement positif , on
en déduit que ht0,u est de rayon de convergence strictement positif si et seulement
si ht0,1 est de rayon de convergence strictement positif.

Remarque 5.2.12. Dans le chapitre 4, il y avait unicité de la linéarisante formelle
et en notant, comme à la fin du chapitre 4, rλ(z) = λz avec λ = ei2πθ et θ ∈ RrQ,
on a C̃ (rλ) = {Id} = C (rλ).

Remarque 5.2.13. Soit f(z) = z+
∑+∞

k=2 ckz
k une série entière à coefficients dans

C et de rayon de convergence strictement positif. Pour étudier la structure de C(f)
et C̃(f), Ecalle a d’abord prouvé, dans [Eca71], que C̃(f) est l’ensemble ayant pour
éléments tous les f{w} (itérées w ième de f) avec w ∈ C . Ensuite, dans [Eca74],
Ecalle a démontré que Wf = {w ∈ C/f{w} est de rayon strictement positif } est
soit égal à C tout entier (auquel cas f est pleinement itérable), soit égal à 1

m
Z avec
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m ∈ N∗. On peut utiliser la technique de Perez-Marco pour démontrer de façon
beaucoup plus élémentaire un résultat un peu plus faible que le théorème d’Ecalle.
Comme le cas qui nous intéresse est celui des fonctions gq,µ, on va se restreindre
(pour ne pas alourdir les calculs) à l’étude des fonctions f de la forme f(z) =
z + zq+1 +

∑+∞
k=2q+1 ckz

k.

Théorème 5.2.14. Soit f(z) = z + zq+1 +
∑+∞

k=2q+1 ckz
k une série entière à

coefficients dans C et de rayon de convergence strictement positif .
Alors, ou bien Wf = C, ou bien d∗ (Wf ) = 0.

Démonstration :

Pour démontrer ce théorème, nous allons procéder par plusieurs étapes.

• étape 1: détermination de C̃(f).

◦ Soit h(z) = z +
∑+∞

k=2 dkz
k ∈ C̃(f). On a, avec les notations du théorème 5.2.4,

en faisant une démonstration analogue à celle de la formule (5.27)

h(f(z)) =

+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn (5.83)

et

f(h(z)) =
+∞∑

n=1


cn +

n−1∑

j=1

cjD(j,n)


 zn (5.84)

d’où, pour tout n > 3,

dn +
n−1∑

j=1

djC(j,n) = cn +
n−1∑

j=1

cjD(j,n)

i.e.

dn +
n−1∑

j=2

djC(j,n) + d1C(1,n) = cn +
n−1∑

j=2

cjD(j,n) + c1D(1,n)

i.e.

dn +
n−1∑

j=2

djC(j,n) + d1cn = cn +
n−1∑

j=2

cjD(j,n) + c1dn

d’où, pour tout n > 3,
n−1∑

j=2

djC(j,n) =
n−1∑

j=2

cjD(j,n) (5.85)
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Comme c1 = 1 = cq+1 et 0 = c2 = c3 = · · · = cq = cq+2 = · · · = c2q, on a, par une
démonstration analogue à celle de (5.43), pour tout n > q + 2

n−1∑

j=2

djC(j,n) = (n − q)d(n−q) +

n−2q∑

j=2

djC(j,n) (5.86)

Les relations (5.85) et (5.86) appliquées à n = q + 2 donnent

2d2 =

q+1∑

j=2

djC(j,q + 2) =

q+1∑

j=2

cjD(j,q + 2) = cq+1D(q + 1,q + 2) = (q + 1)d2

Donc, si q > 1, alors d2 = 0.
On regarde ce qui se passe pour n = q + 3 et finalement, par une démonstration
analogue à celle de (5.35), on démontre que d2 = d3 = · · · = dq = 0 (si q = 1, on
n’a aucune annulation)
De plus 11, par un raisonnement analogue à celui de (5.40), on a

D(q + 1,n) = (q + 1) dn−q +
∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1

= (q + 1) dn−q + D′(q + 1,n,n − q − 1)

et comme 12

n−1∑

j=2

cjD(j,n) = cq+1D(q + 1,n) +
n−1∑

j=2q+1

cjD(j,n)

= D(q + 1,n) +
n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n − q − 1)

on obtient

n−1∑

j=2

cjD(j,n) = (q + 1) dn−q + D′(q + 1,n,n − q − 1) +
n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n − q − 1)

(5.87)

11. En notant D′(s,n,r) =
∑

(k1,k2, . . . ,ks) ∈ N∗s

k1 + k2 + · · · + ks = n

∀j kj 6 r

dk1
dk2

. . . dks .

12. car c1 = 1 = cq+1 et 0 = c2 = c3 = · · · = cq = cq+2 = · · · = c2q

et ∀j > 2q + 1 n − (j − 1) 6 n − 2q 6 n − q − q 6 n − q − 1 .
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On déduit alors de (5.85), (5.86) et (5.87) que, pour tout n > 2q + 1,

(n−(2q+1))dn−q = D′(q+1,n,n−q−1)+
n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n−q−1)−

n−2q∑

j=2

djC(j,n)

(5.88)
Pour n = 2q + 1, aucune condition n’est imposée sur dq+1, mais, une fois le co-
efficient dq+1 = u ∈ C choisi, tous les dk d’indice supérieur sont déterminés de
manière unique par cette relation de récurrence.

A l’avenir, nous noterons hu cette conjuguante formelle h pour indiquer que le
coefficient dq+1 = u.

On vient de prouver que, lorsque u est fixé, hu est unique et vérifie ainsi:

d1 = 1, d2 = d3 = · · · = dq = 0, dq+1 = u (5.89)

et, pour tout n > 2q + 1,

(n−(2q+1))dn−q = D′(q+1,n,n−q−1)+

n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n−q−1)−

n−2q∑

j=2

djC(j,n)

(5.90)

◦ Réciproquement, pour tout u ∈ C, considérons la série formelle
hu(z) = z +

∑+∞
k=2 dkz

k définie par

d1 = 1, d2 = d3 = · · · = dq = 0, dq+1 = u

et, pour tout n > 2q + 1,

(n−(2q+1))dn−q = D′(q+1,n,n−q−1)+

n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n−q−1)−

n−2q∑

j=2

djC(j,n).

On vérifie alors que hu(f(z)) = f(hu(z)) et ainsi, hu ∈ C̃(f).

Remarque 5.2.15. hu vérifie alors les propriétés de l’itéré u ème de f .
Comme Id(f(z)) = f(z) = f(Id(z)) et Id(z) est une série formelle ayant son
q + 1 ème coefficient nul, forcément,

h0 = Id. (5.91)

De manière analogue, comme f(f(z)) = f(f(z)) et f(z) est une série formelle
ayant son q + 1 ème coefficient égal à 1, on a

h1 = f. (5.92)
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Par ailleurs 13, pour tout u ∈ C et tout v ∈ C, on a

hu (hv (f (z))) = hu (f (hv (z))) = f (hu (hv (z)))

avec

hu (hv (z)) = hu

(
z + vzq+1 + . . .

)

=
(
z + vzq+1 + . . .

)
+ u

(
z + vzq+1 + . . .

)q+1
+ . . .

= z + vzq+1 + · · · + uzq+1 + · · · = z + (u + v)zq+1 + . . .

On en déduit alors que
hu ◦ hv = hu+v. (5.93)

Cela entrâıne en particulier que h2 = h1 ◦h1 = f ◦ f , h3 = h2 ◦h1 = f ◦ f ◦ f , . . . .

Et aussi, Id = h0 = h1−1 = h(−1)+1 = h1 ◦ h−1 = h−1 ◦ h1 = f ◦ h−1 = h−1 ◦ f ,

d’où h−1 = f−1, etc . . .

• étape 2: majoration du degré (en tant que polynôme en u) des coefficients de hu.

On a prouvé que, pour tout u ∈ C, hu(z) = z +
∑+∞

k=2 dkz
k est définie par

d1 = 1, d2 = d3 = · · · = dq = 0, dq+1 = u (5.94)

et, pour tout n > 2q + 1,

(n−(2q+1))dn−q = D′(q+1,n,n−q−1)+
n−1∑

j=2q+1

cjD
′(j,n,n−q−1)−

n−2q∑

j=2

djC(j,n)

(5.95)
Cela entrâıne en particulier, par récurrence immédiate, que les dk sont des po-
lynômes en u.

On remarque aussi immédiatement que d1,d2, . . . ,dq sont des polynômes constants
et que dq+1 est un polynôme de degré 1. De plus

Lemme 5.2.16. .

Pour tout m ∈ N∗, dq+m est un polynôme en u de degré au plus q + m.

Démonstration :

• On a déjà vu que dq+1 est un polynôme de degré 1.

13. Comme toutes les séries formelles sont de valuation 1, il n’y a aucun problème pour les
composer.
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• Soit m ∈ N∗ et supposons que pour tout r ∈ [[ 1,m ]] , deg dq+r 6 r.
Posons n = m + 2q + 1. On a dq+m+1 = dn−q. Il nous reste à étudier les 3 termes
de la relation de récurrence (5.95).
◦ Le 3 ème terme ne pose aucun problème car pour tout j 6 n − 2q, on a
j 6 n − 2q 6 n − q − 1 6 q + n − 2q − 1 6 q + m, d’où deg(dj) 6 m 6 m + 1.
◦ Etudions le 2 ème terme. Soit j ∈ [[ 2q + 1,n − 1 ]] . On a

D′(j,n,n − q − 1) =
∑

(k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j

k1 + k2 + · · · + kj = n

∀j kj 6 n − q − 1

dk1dk2 . . . dkj

Soit (k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j tel que k1 + k2 + · · · + kj = n. Quitte à réordonner les
kj , on peut supposer que k1 > k2 > · · · > kr > q + 1 > kr+1 > · · · > kj .
On a alors

deg
(
dk1dk2 . . . dkj

)
6 deg (dk1dk2 . . . dkr)

6 deg(dk1) + deg(dk2) + · · · + deg(dkr)

6 (k1 − q) − (k2 − q) − . . . (kr − q)

6 k1 + k2 + · · · + kr − rq

6 n − rq

6 m + 2q + 1 − rq

6 m + 1 + (2 − r)q

◦ si r > 2, alors deg
(
dk1dk2 . . . dkj

)
6 m + 1 et on a le résultat voulu.

◦ si r = 0, alors, pour tout i 6 j, dki
est un polynôme constant, donc dk1dk2 . . . dkj

est polynôme constant et deg
(
dk1dk2 . . . dkj

)
6 0 6 m+1 et on a le résultat voulu.

◦ si r = 1, alors, comme précédemment, dk2 . . . dkj
est polynôme constant et on a

deg
(
dk1dk2 . . . dkj

)
6 deg(dk1) avec k1 6 n − q − 1 6 m + q, d’où deg(dk1) 6 m.

On a alors deg
(
dk1dk2 . . . dkj

)
6 deg(dk1) 6 m 6 m + 1 et on a le résultat voulu.

◦ Pour le 1er terme, la démonstration est analogue à la précédente et on a
deg

(
dk1dk2 . . . dkq+1

)
6 m + 1

Finalement, on a dq+m+1 6 m + 1 et le lemme s’en déduit par récurrence.
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• étape 3: fin de la démonstration du théorème.

Posons pour tout q ∈ N∗,

Fq = {u ∈ C / |u| 6 q}

et
Gq =

⋂

j∈N∗

{u ∈ Fq / dj(u) 6 qj}

Les Gq sont des compacts de C et on vérifie facilement que, en posant

E = {u ∈ C / hu(z) = z +
+∞∑

k=2

dk(u)zk de rayon strictement positif.},

on a

E =
+∞⋃

q=1

Gq

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que si d∗(E) > 0, alors E = C.

Supposons donc que d∗(E) > 0. D’après ce qui précède, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq, d’où

d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit qu’il existe q0 ∈ N∗ tel

que d∗(Gq0) > 0. Comme Gq0 est compact, on déduit de la proposition 3.2.5

que d∗(Gq0) = d(Gq0). Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit u ∈ C et q > 2. Comme d(Gq0) > 0 avec Gq0 ⊆ Bf (0,q0) et comme deg dq 6 q,

on a, d’après le théorème 3.1.10

|dq(u)| 6 max
a∈Gq0

|dq(a)|
(

2

d(Gq0)

)q (
|u| + q0

)q

.

Or

max
a∈Gq0

|dq(a)| 6 q0
q

d’où

|dq(u)| 6 q0
q

(
2

d(Gq0)

)q (
|u| + q0

)q
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c’est-à-dire

|dq(u)| 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

) (
|u| + q0

))q

Ainsi, u ∈ E, ce qui entrâıne finalement,

E = C.

Revenons désormais à la démonstration du théorème 5.2.9.

On a ft(z) = z + zq+1 +µz2q+1 +
∑+∞

k=2q+2 ck(t)z
k avec les ck(t) polynômes en t de

degré au plus d. En vertu de la remarque 5.2.11, comme dans les hypothèses du

théorème on a supposé gq,µ pleinement itérable, toutes les conjuguantes h
(t)
u sont ,

à t fixé, simultanément de rayon de convergence strictement positif. On peut donc

se restreindre à h
(t)
1 et on a que ft est conjuguée à gq,µ si et seulement si h

(t)
1 est

de rayon de convergence strictement positif. On notera alors, dans toute la suite

ht = h
(t)
1 la conjuguante formelle de ft. On a alors

E = {t ∈ K2 / ht de rayon strictement positif }.

Le principe de la démonstration étant analogue à la démonstration précédente ou
à la démonstration du théorème 4.1.1, il suffit de prouver que les coefficients de
ht(z) sont des polynômes en t dont on sait majorer le degré.

Or, d’après (5.45) et (5.46), on a

d1 = 1 , d2 = d3 = · · · = dq = 0 , dq+1 = 1 (5.96)

et, pour tout n > 2q + 1,

(n − (2q + 1))dn−q = An,q + Bn,q − Cn,q (5.97)

avec
An,q =

∑

(k1,k2, . . . ,kq+1) ∈ N∗q+1

k1 + k2 + · · · + kq+1 = n

∀j kj < n − q

dk1dk2 . . . dkq+1

et
Bn,q =

∑

(k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1

k1 + k2 + · · · + k2q+1 = n

∀j kj < n − q

µdk1dk2 . . . dk2q+1

et

Cn,q =

n−2q∑

j=1

∑

(k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j

k1 + k2 + · · · + kj = n

djck1ck2 . . . ckj
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Montrons par récurrence que, pour tout j ∈ N∗, deg(dq+j) 6 d(j − 1).

• Comme dq+1 = 1, on a deg(dq+1) = 0 6 d(1 − 1).

• Soit m ∈ N∗ et supposons que ∀j 6 m dq+j 6 d(j − 1).

Posons n = m + 2q + 1. On a dq+m+1 = dn−q. Grâce à (5.97), il suffit d’étudier
An,q, Bn,q et Cn,q.

◦ Etude de Cn,q.

Soit j ∈ [[ 1,n− 2q ]] et (k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j tel que k1 + k2 + · · ·+ kj = n. Quitte à
réordonner les ki, on peut supposer que

k1 > k2 > · · · > kr > q + 2 > kr+1 > · · · > kj .

¤ si j = 1, on a deg (d1cn) = deg(cn) 6 d 6 dm.

¤ si j ∈ [[ 2,q ]] , on a deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
= deg(0) 6 dm.

¤ si j > q + 1, on a

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 deg (djck1ck2 . . . ckr)

6 deg(dj) + deg(ck1) + · · · + deg(ckr)

6 d(j − q − 1) + d + · · · + d

6 dj − dq − d + rd

6 d(j − q − 1 + r)

Or
k1 + k2 + · · · + kr > (q + 2) + (q + 2) + · · · + (q + 2) > r(q + 2)

et
kr+1 + kr+2 + · · · + kj > 1 + 1 + · · · + 1 > j − r

d’où

n = k1 + k2 + · · · + kr + kr+1 + kr+2 + · · · + kj > r(q + 2) + (j − r)

c’est-à-dire
n > rq + r + j

d’où
n − rq − q − 1 > r + j − q − 1

c’est-à-dire
m + q − rq > r + j − q − 1
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On obtient alors

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 d(m + q − rq) 6 d(m + (1 − r)q) (5.98)

△ si r > 1, on obtient

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 d(m + (1 − r)q) 6 dm

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 0, alors 14, comme j 6 n − 2q 6 n − q − 1 6 q + m, on a

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 deg(dj) 6 d(m − 1) 6 dm

ce qui est le résultat voulu.

◦ Etude de Bn,q.

Soit (k1,k2, . . . ,k2q+1) ∈ N∗2q+1 tel que k1 +k2 + · · ·+k2q+1 = n et ∀j kj < n− q.
Quitte à réordonner les kj , on peut supposer que

k1 > k2 > · · · > kr > q + 2 > kr+1 > · · · > k2q+1.

On a alors

deg
(
µdk1dk2 . . . dk2q+1

)
6 deg (dk1dk2 . . . dkr)

6 deg(dk1) + deg(dk2) + · · · + deg(dkr)

6 d(k1 − q − 1) + d(k2 − q − 1) + · · · + d(kr − q − 1)

6 d ((k1 + k2 + · · · + kr) − rq − r)

6 d(n − rq − r)

△ si r > 2, on obtient

deg
(
µdk1dk2 . . . dk2q+1

)
6 d(n − rq − r) 6 d(n − 2q − 2) 6 d(m − 1) 6 dm

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 0, on obtient

deg
(
µdk1dk2 . . . dk2q+1

)
6 0 6 dm

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 1, on obtient, comme k1 6 n − q − 1 6 m + q

deg
(
µdk1dk2 . . . dk2q+1

)
6 deg(k1) 6 d(m − 1) 6 dm

14. On remarque que tous les cki
sont des polynômes constants.
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ce qui est le résultat voulu.

◦ Etude de An,q.

Par une démonstration analogue, on majore les degrés des dk1dk2 . . . dkq+1 par dm.

Et finalement, on obtient que deg(dq+m+1) 6 dm.

Par récurrence, on en déduit alors que

∀j ∈ N∗ deg (dq+j) 6 d(j − 1) (5.99)

Ainsi, on a
∀j > q + 1 deg (dj) 6 d(j − q − 1) 6 dj (5.100)

Ce qui permet de démontrer le théorème.

Nous terminerons ce chapitre en donnant un cas particulier où l’on peut appliquer
le théorème de Perez-Marco. Pour q = 1 et µ = 1, plutôt que d’essayer de conjuguer

à g1,1(z) = z + z2 + z3, on va essayer de conjuguer à τ1(z) =
z

1 − z
=

+∞∑

k=1

zk.

Théorème 5.2.17. Soit f(z) = z + z2 + z3 +
∑+∞

k=4 ckz
k.

Il existe alors une unique série formelle h(z) = z + z2 +
∑+∞

k=3 dkz
k telle que

h(f(z)) = τ1(h(z))

Démonstration :

On a, avec les notations du théorème 5.2.4, en faisant une démonstration analogue
à celle de la formule (5.27)

h(f(z)) =
+∞∑

n=1


dn +

n−1∑

j=1

djC(j,n)


 zn (5.101)

et

τ1(h(z)) =

+∞∑

n=1


1 +

n−1∑

j=1

D(j,n)


 zn (5.102)

d’où, pour tout n > 3,

dn +
n−1∑

j=1

djC(j,n) = 1 +
n−1∑

j=1

D(j,n)

i.e.

dn +
n−1∑

j=2

djC(j,n) + d1C(1,n) = 1 +
n−1∑

j=2

D(j,n) + D(1,n)
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i.e.

dn +
n−1∑

j=2

djC(j,n) + d1cn = 1 +
n−1∑

j=2

D(j,n) + dn

d’où, pour tout n > 3,

cn +
n−1∑

j=2

djC(j,n) = 1 +
n−1∑

j=2

D(j,n) (5.103)

Pour n = 3, on a

1 + 1 = c3 + d2C(2,2) = 1 + c2D(2,2) = 1 + 1

Pour n > 4, on a 15

n−1∑

j=2

djC(j,n) = (n − 1)d(n−1) +
n−2∑

j=2

djC(j,n) (5.104)

et 16

n−1∑

j=2

D(j,n) = 2 dn−1 + D′(2,n,n − 2) +

n−1∑

j=3

D′(j,n,n − 2)

c’est-à-dire
n−1∑

j=2

D(j,n) = 2 dn−1 +
n−1∑

j=2

D′(j,n,n − 2) (5.105)

On déduit alors de (5.103), (5.104) et (5.105) que

(n − 3)dn−1 = 1 − cn −
n−2∑

j=2

djC(j,n) +
n−1∑

j=2

D′(j,n,n − 2) (5.106)

Ce qui donne une relation de récurrence déterminant les dk de manière unique.

Réciproquement, si on définit les dk par d1 = 1 = d2 et pour tout n > 4

(n − 3)dn−1 = 1 − cn −
n−2∑

j=2

djC(j,n) +
n−1∑

j=2

D′(j,n,n − 2),

et si on pose h(z) =
∑+∞

k=1 dkz
k, on vérifie que

h(f(z)) = τ1(h(z))

15. démonstration analogue à celle de (5.86).
16. démonstration analogue à celle de (5.87).
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Théorème 5.2.18. τ1 est pleinement itérable.

Démonstration :

Pour vérifier que τ1 est pleinement itérable, on va déterminer explicitement tous
les hu(z) et montrer que ce sont toutes des séries entières de rayon de convergence
strictement positif. Pour cela, on peut commencer par remarquer que

h2(z) = h1(h1(z)) = τ1(τ1(z)) = τ1

(
z

1 − z

)
=

z

1 − z

1 − z

1 − z

=
z

1 − z − z
=

z

1 − 2z

Cela suggère que, hu(z) est probablement de la forme hu(z) =
z

1 − uz
.

Posons ϕu(z) =
z

1 − uz
. On a d’une part

ϕu(τ1(z)) =

z

1 − z

1 − u
z

1 − z

=
z

1 − z − uz
=

z

1 − uz − z
=

z

1 − uz

1 − z

1 − uz

= τ1(ϕu(z))

et d’autre part,

ϕu(z) =
z

1 − uz
= z(1 + uz + . . . ) = z + uz2 + . . .

Donc hu(z) = ϕu(z) =
z

1 − uz
. Il s’en suit alors que pour tout u ∈ C, hu(z) est de

rayon de convergence strictement positif. Donc τ1 est pleinement itérable.

Théorème 5.2.19. Si d ∈ N∗, si les hk : C −→ C sont des séries entières de
valuation supérieure ou égale à 4 et de rayon de convergence strictement positif et
si on pose

ft(z) = z + z2 + z3 +
d∑

k=0

tkhk(z) et E = {t ∈ C/ft est conjuguée à τ1},

Alors,

ou bien E = C ou bien d∗(E) = 0

Démonstration :

Comme τ1 est pleinement itérable, toutes les conjuguantes h
(t)
u de ft sont , à t

fixé, simultanément de rayon de convergence strictement positif. On peut donc

se restreindre à h
(t)
1 et on a que ft est conjuguée à τ1 si et seulement si h

(t)
1 est
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de rayon de convergence strictement positif. On notera alors, dans toute la suite

ht = h
(t)
1 la conjuguante formelle de ft. On a alors

E = {t ∈ C / ht de rayon strictement positif }.

Le principe de la démonstration étant analogue à la démonstration précédente.Il
suffit de prouver que les coefficients de ht(z) sont des polynômes en t dont on sait
majorer le degré.

Ecrivons ft(z) sous la forme f(z) = z +z2 +z3 +
∑+∞

k=4 ck(t)z
k où les ck(t) sont

des polynômes en t de degré au plus d. D’après le théorème 5.2.17, ft possède une
unique conjuguante formelle de la forme ht(z) = z + z2 +

∑+∞
k=3 dk(t)z

k et on a les
relations suivantes sur les dk(t): d1(t) = 1 = d2(t) et pour tout n > 4,

(n − 3)dn−1(t) = 1 − cn(t) −
n−2∑

j=2

dj(t)C(j,n)(t) +

n−1∑

j=2

D′(j,n,n − 2)(t) (5.107)

On a alors deg(d1) = deg(d2) = 0. Montrons par récurrence que

∀j > 2 deg(dj) 6 d(j − 2).

• On a déjà vu que deg(d2) = 0 6 d(2 − 2).

• Soit m > 2 et supposons que ∀j ∈ [[ 2,m ]] deg(dj) 6 d(j − 2)
Posons n = m + 2. On a dm+1 = dn−1 avec

deg(1) = 0 6 d(m − 1) (5.108)

et
deg(cn) 6 d 6 d(m − 1) (5.109)

◦ Etude de
n−2∑

j=2

dj(t)C(j,n)(t).

Soit j ∈ [[ 2,n − 2 ]] et (k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j tel que k1 + k2 + · · · + kj = n.
Quitte à réordonner les ki, on peut supposer que

k1 > k2 > · · · > kr > 3 > kr+1 > · · · > kj .

on a
deg

(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 deg (djck1ck2 . . . ckr)

6 deg(dj) + deg(ck1) + · · · + deg(ckr)

6 d(j − 2) + d + · · · + d

6 dj − 2d + rd

6 d(j − 2 + r)
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Or
k1 + k2 + · · · + kr > 3 + 3 + · · · + 3 > 3r

et
kr+1 + kr+2 + · · · + kj > 1 + 1 + · · · + 1 > j − r

d’où

n = k1 + k2 + · · · + kr + kr+1 + kr+2 + · · · + kj > 3r + (j − r) > j + 2r

c’est-à-dire
m + 2 > j + 2r

d’où
m − r > j − 2 + r

On obtient alors
deg

(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 d(m − r) (5.110)

△ si r > 1, on obtient

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 d(m − 1)

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 0, alors, comme j 6 n − 2 6 m, on a

deg
(
djck1ck2 . . . ckj

)
6 deg(dj) 6 d(m − 2) 6 d(m − 1)

ce qui est le résultat voulu.

◦ Etude de D′(j,n,n − 2)(t).

Soit j ∈ [[ 2,n − 1 ]] et (k1,k2, . . . ,kj) ∈ N∗j tel que k1 + k2 + · · · + kj = n et
∀j kj < n − 1. Quitte à réordonner les kj , on peut supposer que

k1 > k2 > · · · > kr > 3 > kr+1 > · · · > kj .

On a alors

deg
(
µdk1dk2 . . . dkj

)
6 deg (dk1dk2 . . . dkr)

6 deg(dk1) + deg(dk2) + · · · + deg(dkr)

6 d(k1 − 2) + d(k2 − 2) + · · · + d(kr − 2)

6 d ((k1 + k2 + · · · + kr) − 2r)

6 d(n − 2r)

6 d(m + 2 − 2r)

6 d(m + 2(1 − r))
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△ si r > 2, on obtient

deg
(
µdk1dk2 . . . dkj

)
6 d(m + 2(1 − r)) 6 d(m − 2) 6 d(m − 1)

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 0, on obtient

deg
(
µdk1dk2 . . . dkj

)
6 0 6 d(m − 1)

ce qui est le résultat voulu.

△ si r = 1, on obtient, comme k1 6 n − 2 6 m

deg
(
µdk1dk2 . . . dk2q+1

)
6 deg(k1) 6 d(m − 2) 6 d(m − 1)

ce qui est le résultat voulu.

Finalement, on obtient que deg(dm+1) 6 d(m − 1).

Par récurrence, on en déduit alors que

∀j ∈ N∗ deg (dj) 6 d(j − 2) (5.111)

Posons pour tout q ∈ N∗,

Fq = {t ∈ C / |t| 6 q}

et
Gq =

⋂

j∈N∗

{t ∈ Fq / dj(t) 6 qj}

Les Gq sont des compacts de C et on vérifie facilement que, comme τ1 est pleine-
ment itérable, on a

E = {t ∈ C / ht(z) = z + z2 +
+∞∑

k=3

dk(t)z
k de rayon strictement positif.},

avec

E =
+∞⋃

q=1

Gq

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que si d∗(E) > 0, alors E = C.

Supposons donc que d∗(E) > 0. D’après ce qui précède, on a E =
+∞⋃

q=1

Gq, d’où

d∗




+∞⋃

q=1

Gq


 > 0. Grâce au théorème 3.2.8, on en déduit qu’il existe q0 ∈ N∗ tel

que d∗(Gq0) > 0. Comme Gq0 est compact, on déduit de la proposition 3.2.5
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que d∗(Gq0) = d(Gq0). Par conséquent, d(Gq0) > 0.

Soit t ∈ C et q > 2. Comme d(Gq0) > 0 avec Gq0 ⊆ Bf (0,q0) et comme deg dq 6

d(q − 1) 6 dq, on a, d’après le théorème 3.1.10

|dq(t)| 6 max
a∈Gq0

|dq(a)|
(

2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

.

Or

max
a∈Gq0

|dq(a)| 6 q0
q

d’où

|dq(t)| 6 q0
q

(
2

d(Gq0)

)dq (
|t| + q0

)dq

c’est-à-dire

|dq(t)| 6

(
q0

(
2

d(Gq0)

)d (
|u| + q0

)d
)q

Ainsi, t ∈ E, ce qui entrâıne finalement,

E = C.
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Mathématiques d’Orsay, 1974.

[Eca81a] J. Ecalle – Les fonctions résurgentes (tome 1), Publications
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Problèmes de linéarisation dans des familles de germes analytiques.

Nous nous intéressons à la linéarisation de certaines familles de germes analy-
tiques. En généralisant les définitions et propriétés du diamètre transfini, nous ob-
tenons un théorème de majoration polynomiale valable à la fois pour les nombres
complexes et p-adiques. Nous utilisons ensuite ces outils pour donner une nou-
velle démonstration du théorème de Perez-Marco concernant la linéarisation des
familles non résonantes de germes analytiques qui subissent une perturbation po-
lynomiale. Cette nouvelle preuve permet de démontrer un analogue du théorème
de Perez-Marco dans le cadre p-adique. De plus, cette nouvelle technique nous per-
met de récupérer une information diophantienne et donne de nouveaux exemples
de germes non linéarisables. Nous généralisons ensuite ce théorème au cas des per-
turbations par des fractions rationnelles et finissons par étudier un cas résonant et
retrouvons, de façon élémentaire, certaines propriétés concernant le centralisateur
des germes tangents à l’identité.

Problems of linearization in some families of analytic germs.

We are interested in the linearization of some families of analytic germs. By gene-
ralizing definitions and properties of transfinite diameter, we obtain a polynomial
majoration theorem that works both for the complex and the p-adic numbers.
Then these tools are used to give a new proof of Perez-Marco’s theorem about
the linearization of non-resonant families of analytic germs under a polynomial
perturbation. This proof allows the generalization of Perez- Marco’s theorem to
the p-adic case. Furthermore, with this new point of view, we obtain a diophantine
information and give new examples of non linearizable germs. We generalize this
theorem to the case of a perturbation with rational maps.Finally, a reasonant case
is studied and we give a new proof, more elementary, of some properties of the
centralizer of germs tangent to identity.

Discipline: Mathématiques
Mots clés: linéarisation, petits diviseurs, condition diophantienne, diamètre trans-
fini, capacité, systèmes dynamiques, résonance, formes normales.
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