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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les problemes de linéarisation

On va s’intéresser a la linéarisation d’une fonction holomorphe au voisinage
d’un point fixe. Ces problemes de linéarisation trouvent leur origine en mécanique
céleste, dans I’étude du mouvement de n corps soumis a la gravitation newtonienne.
Par exemple, dans le cas d’un systeéme planétaire ou 1'un des corps (le soleil) est
beaucoup plus lourd que les autres, le probleme essentiel est de savoir si le systeme
est stable. Apres simplification de la situation (trajectoires dans un plan assimilé au
plan complexe ayant pour origine le soleil, ...) et discrétisation du temps, la position
d’une planete a l'instant n , notée z, est donnée par: zg et z,+1 = f(z,) ou 2o
désigne la position initiale et f est une fonction holomorphe telle que f(0) =0 et
1(0) = Az avec A nombre complexe de module 1. Au voisinage de 0, f(2) ressemble
a Az. La question est alors de savoir, si z, ressemble a \"zy.

Pour répondre a cette question, il convient de se demander sous quelles condi-
tions une fonction f analytique ayant 0 comme point fixe et A comme multipli-
cateur !, est (ou n’est pas) analytiquement conjuguée au voisinage de I'origine &
I’application z — Az, c’est-a-dire sous quelles conditions il existe une fonction ¢
biholomorphe fixant ’origine et vérifiant, sur un voisinage de 0, f(¢(2)) = ¢(A2).
Lorsqu'une telle fonction ¢ existe, on dit que f est linéarisable et la fonction ¢,
que l'on peut normaliser en imposant ¢’(0) = 1, est appelée une linéarisante de f.

+o0
Fixons A € C\ {0} et f(2) = Az + Zakzk.
k=2

Deux problemes se posent. L’un est algébrique: sous quelles conditions a-t-
on existence d’une linéarisante formelle, c¢’est-a-dire d’une série formelle vérifiant
Péquation f(p(z)) = @(Az) entre séries formelles. L’autre est analytique: cette
série formelle, lorsqu’elle existe, est-elle de rayon de convergence strictement posi-
tif?

1. C’est-a-dire une fonction analytique f définie sur un voisinage de 'origine dans C de la forme

—+oo
f(z) =Xz + Z arz".
k=2



La réponse a la premiere question est connue depuis longtemps. En notant
+00

Frn=A{f(z) =Az+ Z anz" |/ f est de rayon strictement positif } , on a

n=2
Proposition 1.1.1. Pour tout A € C~ {0} et tout f € Fy.

Si A n’est pas racine de l'unité, alors f posséde une unique linéarisante formelle
o(2) = S0 br2® et les by, sont déterminés par :

1
blzletbn:)\n_/\ Z ay Z H b, (1.1)
2<rsn (1,92, - -»dr) € (NF)" 1<k<r
Je=mn
1<k<Lr

Remarque 1.1.2. Le terme qui risque d’entratner une croissance tres rapide des
|bn| est le terme ﬁ qui risque d’étre trés grand a cause d’un dénominateur
parfois tres petit. De la provient la terminologie "problémes de petits diviseurs”.

Remarque 1.1.3. Nous verrons au prochain chapitre que si A4 = 1 avec ¢ € N*
et si f est un polynome de degré d > 2, alors f n’est pas formellement linéarisable.
Ceci indique que les racines de 'unité constituent une véritable obstruction a la
linéarisation.

Dans le cas non-racine de 'unité, on a l’existence d’une unique linéarisante
formelle et donc, pour savoir si f est ou non linéarisable, il faut déterminer si le
rayon de convergence de ¢(z) = Z:;’(i brz" est strictement positif. Pour cela, on
peut essayer de majorer ou de minorer les |by|.

Pour certains A, la solution est connue depuis longtemps.

Théoréme 1.1.4. G. Koenigs (1884)
Soit N € C~ {0} et f € Fx. Si |\ #1, alors [ est linéarisable.

Jusqu’a la fin de ce premier chapitre, nous supposerons que A n’est pas une
racine de I'unité. Les premiers résultats sur la linéarisation dans le cas ou |A| =1
furent obtenus en 1938 par Cremer (voir [Cre38]) et furent négatifs.

Théoréme 1.1.5. Si P € F) est un polynome de degré d > 2 et si
Inl
lim supM > Ind, alors P posséde des petits cycles, c’est-a-dire que pour

an
tout € > 0, il existe z € B(0,e)~{0} et n € N* tels que P°"(z) = z. Et ceci

constitue une véritable obstruction a la linéarisation?.

Cremer a aussi prouvé que, pour presque tous les réels 6 au sens de Baire, on
peut trouver un f € ¥, non linéarisable. Plus précisément,

2. Lorsque la linéarisation est possible, sur un petit voisinage de 0, il n’y a aucun cycle, car la
rotation d’angle 276 ne possede aucun cycle distinct de 0 lorsque 6 est irrationnel.



Théoréme 1.1.6. Posons W = {0 € R/Py n’est pas linéarisable } ou Py est le
polynome Py(z) = 2™z + 22, Alors W est un Gs—dense.

Le premier résultat positif est du a Siegel en 1942. En remarquant que les 6 qui
posent probleme sont les rationnels, il s’est intéressé aux nombres qui sont ”loin”
des rationnels et, en majorant les coefficients de la linéarisante, il a prouvé le
(voir [Sie42] ou [SMT71])

Théoreme 1.1.7 (Siegel). Si 0 est diophantien, alors tout f € Fy est linéarisable.

Définition 1.1.8. On dit qu’un irrationnel 0 est diophantien d’ordre u s’il existe

c

c > 0 tel que Vp € Z Vq € N* |0 — b > — On dit qu’un irrationnel 6 est
q q

diophantien s’il existe un u tel que 6 est diophantien d’ordre p.

Proposition 1.1.9. L’ensemble des réels non diophantiens est de mesure de Le-
besgue nulle.

Remarque 1.1.10. Par conséquent, pour presque tous les nombres réels, tout
f € Fy est linéarisable. On voit donc que, du point de vue de la topologie, il y a
beaucoup de réels pour lesquels on peut trouver un f € Fy non linéarisable et il y
en a peu pour lesquels tout f € Fy est linéarisable. Par contre, du point de vue de
la mesure, c’est le contraire.

En 1965, Brjuno améliora le théoreme de Siegel (voir [Brj65], [Brj71] et [Brj72])

n

et prouva, en notant <p_> la suite des réduites de 6:

dn
<X In
Théoréme 1.1.11 (Brjuno). Si ZM < 400, alors tout f € Fy est
n=0 n

linéarisable

La question était alors de savoir si la condition de Brjuno était optimale.
Yoccoz obtint la réponse en 1988 et prouva, en utilisant des techniques de chirurgie
holomorphe,

—+00
|
Théoreme 1.1.12. Si Z Mln+1 +o0, alors, il existe f € Fy tel que f soit

n=0 n
non linéarisable.
Yoccoz prouva aussi
Théoréme 1.1.13. Py(z) = 2™z + 22 est linéarisable si et seulement si
+o00
In 1
n=0 n



Ce résultat prouve que tout polynéme P(z) = €™z + ay2? est linéarisable si

In gn41

+00
et seulement si Z < 400, car P est analytiquement conjugué?® a Py.

n=0 n

Désormais, la question est de savoir si pour tout polynéme P(z) = e2™ 7 4

“+o00
In
asz? + -+ agz® de degré d>3, on a P linéarisable si et seulement si E ﬂ<
qn

n=0

+00.
Pour d = 3, Perez-Marco a obtenu une avancée vers la réponse en 2003. Tout
d’abord, il convient de remarquer que pour montrer ce théoreme pour tout po-
lynéme de degré 3 fixant 0 et de multiplicateur A, il suffit de le prouver pour la

famille (e”“ez +b2% + 23) car tout polynome de degré 3 fixant 0 et de multi-
270

beC’

plicateur e est analytiquement conjugué a un polynéme de ce type.

En 2001, Perez-Marco a prouvé que

+00

Théoréme 1.1.14 (Perez-Marco). Si Z
n=0

z 4+ bz% + 23 est linéarisable} est de capacité nulle (et donc de mesure nulle)

In gn41

n

= 400, alors {b € C/Py(z) =
ei27r9
Plus généralement, Perez-Marco a prouvé (voir [PMO01]) que

Théoréme 1.1.15 (Perez-Marco). Pour tout A\ € C~ {0} non résonant et pour
d +o00

toute famille (fi),cc de la forme fi(z) = Az + thwj(z) avec @;(z) = ch7kzk
j=0 k=2

série entiére de rayon de convergence strictement positif et de valuation supérieure
ou égale a 2, on a, en posant E = {t € C/ f; linéarisable } : ou bien E = C ou bien
cap(E) = 0.

Un de nos objectifs sera de donner une nouvelle démonstration de ce théoreme
et de le généraliser a divers cadres.

Remarque: Dans [PMO01], les résultats sont énoncés en dimension finie m sous
une condition de non-résonance multidimensionnelle. Attention toutefois, car de
nombreux théoremes, comme ceux de Siegel ou Brjuno, ne se généralisent a la
dimension finie que lorsque le multiplicateur de f, qui est en dimension finie une
matrice, est diagonalisable. Et ceci n’est pas une commodité technique qui donne
une démonstration plus simple, mais bien une obstruction de nature algébrique.
En effet, dans [Yoc95], Yoccoz a démontré que

Théoréme 1.1.16. Soitn > 2 et A € GL,(C). Si A posséde une valeur propre de
module 1 dont le sous-espace caractéristique associé différe du sous-espace propre,

3. Cela résulte du fait que, pour tout g € C~ {0}, on a , en notant ¥(z) = pz , P~ (P (2)) =
. (€272 + aop®=”) = €z + azpu2?, d'o, pour = L I P@(2) = €270z 4 22 = Py(2).
1 az



alors, il existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) =
Az + ... qui ne sont pas linéarisables.

Dans le chapitre 2, nous rappelons les définitions de la linéarisation et nous
redémontrons que, sous une condition de non-résonance, il y a existence et unicité
de la linéarisante formelle. Les expressions obtenues pour les coefficients de la
linéarisante formelle seront utiles pour démontrer des généralisations du théoreme
de Perez-Marco au chapitre 4. Nous terminerons ce chapitre en donnant, lorsque A
est non résonant, une minoration ”explicite” des valeurs absolues des coefficients
de la linéarisante formelle associée au polynome Py(z) = Az —Az2. Ces minorations
ne semblent pas directement exploitables, mais une expérimentation sous MAPLE
suggere qu’elles sont peut-étre suffisantes pour montrer une non-linéarisabilité sous
une tres mauvaise condition diophantienne.

Dans le chapitre 3, nous redonnons les définitions et les principales propriétés
du diametre transfini en les adaptant au cadre p-adique et nous démontrons un
théoreme de majoration polynomiale. Ces résultats nous serviront au chapitre 4
pour donner une nouvelle démonstration du théoreme de Perez-Marco et I’adapter
au cadre p-adique.

Dans le chapitre 4, nous redémontrons le théoreme de Perez-Marco. Dans son
article, Perez-Marco utilisait la théorie du potentiel, notamment le lemme de Bern-
stein [Ran95]. Une approche alternative consiste a utiliser le diametre transfini pour
définir la capacité logarithmique dans C et a remplacer le lemme de Bernstein par
un théoreme de majoration polynomiale utilisant uniquement le diametre trans-
fini. C’est cette approche que nous adoptons ici et elle va nous permettre d’aborder
aussi le cas p-adique.

De plus, jusqu’ici, le théoreme de Perez-Marco permettait d’obtenir des non-
linéarisabilités en faisant apparaitre dans la famille (f;) une fonction dont le com-
portement était connu. Ici, grace aux propriétés du diametre transfini, nous pour-
rons directement récupérer une information diophantienne.

Nous terminerons ce chapitre, en calculant explicitement un domaine D du

+o00 ln( )
plan pour lequel, lorsque E Tdketl) 400, on a
n=0 k

t €D = A\z+tz>+ 2% non lindarisable.

Dans le chapitre 5, nous donnerons une généralisation du théoreme de Perez-
Marco au cas des fractions rationnelles et nous étudierons une généralisation dans
un cas ou il y a résonance. A cette occasion, nous retrouvons, par des techniques
élémentaires, une version faible de certains résultats d’Ecalle concernant, dans C,
le centralisateur de germes tangents a I’identité.
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Chapitre 2

Linéarisation formelle

2.1 Notations

Dans tout ce qui suit, p désignera un nombre premier et |.|, la valeur absolue
p-adique. !

De maniere usuelle, on note Q, le complété de Q pour la valuation p-adique,
leg la cloture algébrique de Q, (elle n’est pas complete) et C, le complété de
99 (C, est & la fois clos et complet.)
On note aussi |.|, 'unique valeur absolue qui prolonge |.|, & Cp,.

A partir de maintenant, (K,|.|) désignera soit (Cpsl.lp) soit (C,|.|s0) ot 2|0
désigne le module du nombre complexe z. Lorsque les théoréemes et démonstrations
utiliseront uniquement les propriétés communes a (Cp,|.|,) et (C,|.|o), nous uti-
liserons la notation (K|.|) et nous signalerons explicitement les endroits of les
propriétés different.

Nous noterons aussi K un sous-corps localement compact et complet (pour la
valuation ~induite) de K. Par exemple, lorsque K = C, K pourra désigner R ou C.
Lorsque K = C,,, K pourra désigner Q, ou une extension finie de Q.

L’entier strictement positif m désignera la dimension de ’espace dans lequel
nous nous plagons et nous poserons V = K". Si a est un vecteur colonne de
V, nous noterons ||a|| = sup,;_y 5, la;| . La longueur d’'un multi-indice a@ =
(a1,09,. .. () € N sera notée ||a|| = a1 +ag + -+ + .

Nous noterons B(a,r) la boule ”ouverte” de V' de centre a et de rayon r, c’est-
a-dire B(a,r) = {2z €V /||z —a|| < r } et Bf(a,r) la boule "fermée” de V de
centre a et de rayon r, c'est-a-dire By(a,r) ={z €V /||z—al <r }.

1. Pour tout (a,b) € Z x N*, ‘%|p = pr®=e(9) oi y,(a) désigne exposant de p dans la
décomposition de a en produit de facteurs premiers.

11



Nous utiliserons, selon la commodité, deux notations pour les séries entieres

de V dans V. Nous les noterons parfois sous la forme f(z E aaz® avec z
aeN™

un vecteur colonne de V' ayant pour coordonnées z1,zo,...,2m , aq des vecteurs

colonnes de V' ayant pour coordonnées aq. 1,042, - - - ,aam €t 2% = 271257 ... 20,

Nous les noterons d’autres fois f(z Z fi(z) ou f(z) = Zf(j)(z) avec f;
' JeN JeN
(ou f(J)) polynéme homogene de degré j en m variables et a valeurs dans V', ce

qui revient a dire, en utilisant la notation précédente que f;(z) = Z 2"
a e N™
o] = j
Nous poserons aussi, pour toute série entiere f(z Z a2,
acN™

Ry = sup{r € R /sup,enm ||aa| |l < +00}. (rayon de la série entiere f)
On obtient alors, pour tout z € V, si ||z|| < Ry, alors f(z) = Z an2" est
convergente.

Nous noterons aussi L un élément de GL,,(K) et nous identifierons L avec
I’application linéaire qu’elle représente. Ainsi, pour tout z € V', ’élément Lz sera
parfois noté L(z). Dans le cas de la dimension 1 (m = 1), on utilisera la lettre A
(A € K*) plutot que la lettre L et on notera Az au lieu de Lz.

L’ensemble Fy, désignera I’ensemble des séries entieres de rayon de convergence
strictement positif ayant 0 pour point fixe et L pour multiplicateur, c¢’est-a-dire
Fr={f(2) Z fi(2) / f est de rayon strictement positif et fo(z) =0 et
fi(z) = L(z)}. Lorsque m = 1, on utilisera indifféremment les notations Fy, ou F.

2.2 Linéarisation et linéarisation formelle.

Définition 2.2.1. Soit f € Fr. On dit que f est linéarisable s’il existe une série
entiere o = Y p; de rayon de convergence strictement positif et t €]0,R,[ vérifiant
wo(z) = 0, p1(2) = Lz o0 L € GLy(K), ¢(B(0,t)) C B(0,Ry), L(B(0,t)) C
B(0,R,) et

Vz € B(0it) [f(e(2)) = »(L(z)) (2.1)

Remarque 2.2.2. La condition oo = 0 dans la définition précédente signifie
simplement que le point fixe O de L est envoyé sur le point fize 0 de f.

Remarque 2.2.3. La condition o1 = L avec L € GLy(K) dans la définition
précédente signifie que ¢ est inversible et qu’au voisinage de 0, on a
fz)=¢ (L (¢*1(z))) , ce qui signifie que f est Uapplication L vue a travers .

12



Proposition 2.2.4. Soit f € Fp. Si [ est linéarisable, alors il existe une série
entiere o = Y ¢; de rayon de convergence strictement positif et t €]0,Rg[ vérifiant
(150(2) =0, @1(2) =z, G(B(Oat)) - B(OaRf); L(B(O’t)) C B(OvRG) et

vz e B(0t) f(#(2)) = ¢(L(2))
Démonstration :
Comme f est linéarisable, par définition, il existe une série entiere ¢ = > ¢; de
rayon de convergence strictement positif et ¢ € RY vérifiant po(2) = 0, p1(2) = Lz
ot L € GLn(K), p(B(0,t)) € B(0,Ry), L(B(0,t)) C B(0,R,) et

vz e B(0t) f(e(2)) = ¢(L(2)) (2.2)

e Remarquons d’abord que L o L '=L"1oL.
En effet, pour tout 2z € B(0,t), on a f( (2)) = w(L ( ),
avee f(p(2)) = LL(z)+...) + - = L(L(=)) + ..
et go(L(z)):L(L(z)+...)+-~-—L(L( z)+....
D’oll, en identifiant les parties lindaires, L(L(z)) = L(L(z)). Cette égalité étant
vraie sur un petit voisinage de 0 et les applications étant linéaires, on en déduit
que Vz € V. L(L(z )):L( (2)), douLoL LolL.
On obtient alors L 'oLoLoL '=L"1'oLoLoL ! dot L toL=LoL}

e Construisons @ et ¢.
Posons $ = @o L. Comme L' est linéaire, $(z) = 3. ©;(2) est une série entiere
de rayon strictement positif et on a la relation Vj € N ¢;(2) = ¢; (fﬁl(z)).
On vérifie facilement que I'on a g9 = w9 = 0 et Vo € V ¢1(z) = o1(L™(z))

L(L Yz)) = x, d’olt 1 = Id. Comme @, L et L~! sont continues avec 3(0) = (T
L(0) = 0 et L~(0) = 0, on peut choisir ¢ €]0,R; 5[ tel que G(B(0,t)) € B(0,Ry),
L(B(0,1)) € B(0,Rz) et L~ (B(0,1)) C B(0,t)
e Vérifions que Vz € B(0,t) f(3(2)) = &(L(2))
Soit z € B(0,t). On a
f@=) = flel(2))  avec L7!(z) € B(0t)
= o(L(L7(2))) d’apres (2.2)
= (L YL(2))) car LoL ' =L 1oL
= #(L(2)) O

Définition 2.2.5. Une application ¢ =) p; vérifiant les conditions de la définition
(2.2.1) et vérifiant de plus o1 = Id est appelée une linéarisante de f.

Probléeme:
Soit L € GLy(K) et f € Fr. Le probléme qui nous intéresse est de savoir sous
quelles conditions sur L et/ou f peut-on dire que f est (ou n’est pas) linéarisable.

13



La linéarisabilité de f est équivalente a I’existence d’une linéarisante ¢ et la,
deux problemes se posent. L'un algébrique: existe-t-il une série formelle p(z) =
Z243 550 pj(2) vérifiant f(p(2)) = ¢(Lz)? On parle alors de linéarisante formelle.
L’autre analytique: cette linéarisante formelle, lorsqu’elle existe, est-elle une série
entiere de rayon strictement positif?

Définition 2.2.6. Soit L € G L, (K). Notons Ai,Az, ..., Ay ses m valeurs propres
dans K. On dit que L est non résonante si

Vo € N™ (HaH > 2) — (Vj ellm] A=) £ o).

Remarque 2.2.7. Lorsque m = 1, X non résonant signifie que Vk > 2 \F — X #£ 0,
c’est-a-dire Yk > 2 Ne=1 — 10, ce qui revient & dire que \ n'est pas une racine
de l'unité.

Proposition 2.2.8. Soit L € GL,,(K) et f € Fr. Si L est non résonante, alors
f posséde une unique linéarisante formelle .

Démonstration :
Supposons L non résonante.

e Unicité
Supposons aussi que f possede une linéarisante formelle ¢. En notant qu) I’opérateur

défini sur 'espace des polynomes homogenes de degré ¢ en m variables et a valeurs
dans K", par

£L\(P(2)) = P(Lz) — LP(2)

I’équation fonctionnelle

fle(2)) = ¢(Lz)

donne 2

Lz+L Z o9 (2) + Z fO eD(2) | =Lz + Z D (Lz)

q=>2 1>2 i1 q>2
d’ou

SO [T | = e - 3 Le9)

1>2 i1 q=2 q=>2

ce qui aboutit a

SO0 | = 2oL (¢902)

1>2 i>1 q>2

2. Ceci a bien un sens car les séries formelles sont de valuation supérieure a 1 et on peut donc
les composer.
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d’ot, notant Py(.) la partie homogene de degré ¢ d’un polynéme en m variables et
a valeurs dans K™ :

Vg > 2 L7 ($902)) =2y [ S5O D)

2<l 1<i

et, comme on prend seulement la partie homogene de degré ¢, les parties homogenes
d’ordres strictement supérieurs a ¢ n’apportent aucune contribution et on obtient
la formule :

Vg > 2 S CRIE) R IS B SRZLION B ICE)

2<I<q 1<il<q

Comme L est non résonante, il est connu que, pour tout g > 2, L%) est inversible.

En effet, comme K est algébriquement clos, il existe A et B dans GLm(f( ) tels
que L = B~'AB avec A de la forme

ari1 ar2 ... e aLk e aim )\1 ar2 ... e aLk
0 agp ... ... agp ... am 0 A ... ... agy
A - =
Qkk --- Qkm : T )\k
0 ... .. .. L. 0 amm 0

Comme? L(Lq)(P) = Bilﬁff) (BPB~1)B , il suffit de montrer que Lff) est inver-
sible.

Définissons la relation de bon ordre < sur N de la maniere suivante :
pour tout o = (a1,q,...,am) et tout 5= (61,02, ...,0m),

[laf| <118l
a<fsi ¢ ou
lla|| = [|B]] et o précede [ pour l'ordre lexicographique
3. Cela résulte du fait que B 'L'?(BPB~')B = B Y(BPB'A — ABPB™')B
B™'BPB™'AB - B"'ABPB™'B = PB 'AB —~ B"'ABP = PL — LP = L(P)

(a)
A

4. En effet, la relation précédente permet de vérifier facilement que si L) est injective et

surjective, alors L(Lq) I’est aussi.

15
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Considérons alors la base B = (eq,j(2)) oenm du K-espace vectoriel des

llel] =4
1<j<m
polynoémes homogenes de degré ¢ en m variables
0
0
et a valeurs dans K™ définie par e, j(2) = [ 2 «—— j-eme ligne
0
0
On a “
q — e . .
L7 (eaj(2)) = €aj (Az) = Acaj(2)
avec
a1 ar2 4ar3 ... ... Q15 ... PN a1m 0
0 a272 a2,3 QQJ‘ a27m
azs ... ... A35 ... a3 m
J
Aea,j(2) = =) apjean(?)
k=1
.. . «
@jj oo oo Qim z
0
0
0 0 amm
i.e.

j—1
Aeq j(2) = Njeqa;(2) + Z apj€a,k(2)
k=1

et, en définissant la relation de bon ordre < sur les («,k) par
V(B,k) e N x N V(7)) e N*"xN (B,k) g (y,l)si fayou (B=~yetk<I)

on obtient

Aeq j(2) = Ajeqj(2) + Z ag jeak(2)

16



On a aussi

m
Z a1,k%k
k=1
m
aplr ar2 ... e ai,
0 " o > a2k
a272 . e a27m 29 Pt
(Az) e . a a 23 e =
e , . e ; . N . 373 e 3’ — ; .
a,j a,j ' .m . a,j Z as g2k
: k=3
0 0 Qmym, Zm
m
Z A, k2
k=m
0
0
— m ar /' m Qz / m as m Qm,
o . a1 gz E Ao k2 Za z .. Z Am k2
j-eme ligne — Z Lk<k 2,k~k 3.k%k m,kZk
k=1 k=2 k=3 k=m
0
0
(0%
= Meaj(2)+ Y bsegy(2)
B
(8,3) < (e0,g)
m a1 m a2 m ag m
En effet, en posant B = E ai k2K Zag,kzk E as k2 E Qe 2
k=1 k=2 k=3 k=m
on a:
m m Qr
B = (> amk=
r=1 \k=r

m o o m

= 1111 > anae

r=1s=1k, s=r

17




= : : H aT,an
(k11k12, - k1ay k20, k2,00, kmts o Emoan,) € NI 1<r <m
r<krs <m l<s<ar
= Z Z H a?”,k’,,'ys Zﬂ
penN™ (kl,l:~~-»kl,alw~-akm,1,~-,km,am)GNHQH 1<r<m
Tgkr,sgm 1<s<ar
H Zkr,s :Z’B
1<r<m
1<s<ar
Soit B € N™ et (k11,- - Kiars--skmis- - skmay) € Nl
On suppose que Vr € [1,m]] Vs € [ron]] r<k.s<m et H 2k, =
1<r<m
1<s<ar

On a alors ||B|| = ||a|| = ¢ et de plus:

e si 3 = «, alors, comme les k, ; vérifient r < £, s < m, forcément, on a

kip=Fkio=""=kia =1
puis
kog = koo ="+ =koa, =2
puis
km,l = km,2 == km,am =m

et dans ce cas, on a

H arvkr,s =

1<r<m 1<r<m
1<s<ar

I

1<r<m

AT = \°

18
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e si 3 # a. On pose rg = min{r € [[1,m]/a, # G, }.

On a alors, par un raisonnement analogue au précédent,

Vr e [Lrg — 1] Vs € [Liay]] krs =1 <ro
et

Vr e [ro+1,m] Vs e [La,]] krs=>1r>rg
et

Bro = card({s € [L,an,]|/kro,s = 10}) < any et ary # Brg
Donc G, < ay, , d'out f<a, d’ou (5,j) < (a,j) et par conséquent, on a bien:

Caj(Az) = Neaj(2)+ > bpeg;(2)
/6 c N™

118l = q
(8,3) = (e,5)

d’ou

LD (eaj(2)) = eaj(Az) = Acay(z) = (A" = N)eag(z) + > canepnl2)
B eN™
1<km
[18]] = ¢
(B,k) < (ev,5)

d’on
Lff) triangulaire supérieure avec pour coefficients diagonaux A% — A;.

d’ou
det (LE?) = H (A = Xj) # 0 car L non résonante.
(ag)
lladl = q
I<jsm

et grace a (2.3), on obtient, pour tout g > 2

P9 = @) 2 [ 0 ) (2.)

2<i<q Isil<q

En se rappelant que cp(o)(z) =0, que ga(l)(z) = z et en remarquant que dans le
membre de droite de la formule (2.4), les (¥ qui interviennent ont un indice i
vérifiant 1 <7 < % < % < ¢, on s’apercoit que (2.4) est une formule de récurrence
permettant de calculer les p(9)(z) et I'unicité est ainsi démontrée.
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e Existence de la linéarisante formelle.

Pour montrer I'existence de la linéarisante formelle, il suffit de définir
©(2) = 3 0@ (2) en posant (0 (2) =0, oM (z) = 2 et, pour tout g > 2
-1 .
A=) (2| 2O Y e

AN 1<il<q

On peut alors remonter les calculs précédents et vérifier que l'on a bien

O

Remarque 2.2.9. Dans le calcul précédent, si L est diagonalisable, alors on peut
choisir une matrice A diagonale et on a

A0 Lo o ... ... 0
. 0
0 Ao
e (o) - : : 0 = Niew s (2)
g . . . o 7
. 0
L 0 ;
0 0 An
et
MO0 oo 0 21 A2t
0 )\2 z92 )\222
€aj(A2) = en A Y 23 —eq; | M3
: . 0 ’
0 0 A\ Zm AmZm

20



d’ot,

0 0
ea,j(Az) = N N 0 o N = 0 = \%q,;(2)
j-éme ligne — (A121> I(AQZQ) 2(A323> 5...(Anp%n) m Az
0 0
0 0

Ainsi,
L9 (e0,j(2)) = €ay (A2) = Aeaj(z) = (A% = Aj)ea(2)

et donc Lff) est diagonale.

Remarque 2.2.10. Dans le cas de la dimension 1, on peut raisonmer plus di-
rectement et obtenir une formule explicite pour le calcul des coefficients de la
linéarisante formelle.

Proposition 2.2.11. Soit A € C~\ {0} et f(z) = Az + Z;r:o; ajz’ € Fy. Si A est
non-résonant, alors f posséde une unique linéarisante formelle p(z) = Z;“:“f bz
et les bj sont déterminés par :

1
IS (1o, ) € (N 1SKSE
Je=n
1<k<r
Démonstration :

Supposons A non résonant. Comme f € Fy, f s’écrit sous la forme

+o0
f(z) =z + Zakzk . Cherchons une linéarisante formelle ¢ de f sous la forme
k=2
00 +o00
p(z) =2+ Zbkzk = Zbkzk avec by = 1.
k=2 k=1
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Supposons que ¢ vérifie 'équation f(¢(z)) = p(\z) entre séries formelles.® On a
alors

+00 +o0o +oo +oo
Az A a2 Y ar [ D b | =z ) ba(A2)"
n=2 r=2 7j=1 n=2

d’ou,
+o00 +oo +oo "
D bW =Nz = ar| > b2 (2.6)
n=2 r=2 j=1
Or
+o0 +o0 " +o00 +o0 400 +o00o
Z ar Z b;z’ = Zar Z bj, 2t Z bj,2” | ... Z bj. 2
r=2 j=1 r=2 ji=1 Go=1 Gr=1
“+00
= Z Qay Z bj ij . bjTZJ1+J2+m+]T
r=2

(j17j2»~ .- 7.j7‘) € (N*)T

—+00 —+00

= Z Zar Z bj bj "'bjr Zn

n=2 | r=2 (J1:d2; - 5dr) € (N*)"
Jit+je+--+ijr=n

De plus, en tenant compte du fait que chaque j est supérieur ou égal a 1, on a
r<jitj2+--+jr=n,dou

“+o00

+00 +00 ' " n
Z (479 Z ijJ = Z Z Ay Z bj bj e bj’!‘ Zn (27)
r=2 j=1 n=2 | r=2 " (jijg2,....jr) € (N*)"

Ji+je+--+ir=n

De (2.6) et (2.7), on déduit

(X =N = > 4 > bjbjs - bj,

2<r<n (Jig2, - -dr) € (N7
Ji+j2+-+ir=n

Et comme A est non résonant, on a A" — X # 0, d’ou

1
b=y 2 @ > 11 b
28rsn (jhj?»' - 7jT) € (N*)T 1<ksr
Jk=mn
1<k<r

5. Ceci a bien un sens car toutes les séries formelles considérées sont de valuation 1.
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On vient de prouver que si la linéarisante formelle existe, alors elle est unique
et ses coefficients sont donnés par (2.5).

Réciproquement, on vérifie facilement que la série formelle ¢ dont les coeffi-
cients sont définis par (2.5) vérifie f(¢(z)) = ©(Az). O

Remarque 2.2.12. Si A est résonant, deux cas peuvent se produire.
e Ou bien f ne posséde aucune linéarisante formelle et par conséquent au-
cune linéarisante (c’est par exemple le cas pour X\ = 1 et f(z) = z + 22 car une

linéarisante formelle ¢ devrait vérifier p(z) = 2z + ... et p?(2) = 0, ce qui est
impossible).
e Ou bien f posséde plusieurs linéarisantes formelles (c’est le cas pour A = —1

et f(z) = Flz — 1=+ (=2)F. On remarque que p(z) = exp(z) — 1 =
z+ Z:ﬁg‘;—f est une linéarisante de f, car f(¢(z)) = exp(—2z) — 1 = ¢(—=2),
et que pour toute fonction g(z) = z + Z;f{ 62k+1z2k+1 analytique impaire, en
posant pq(2) = ¢(g(2)), on a que @y est une linéarisante de f, car f(pq(2)) =
F(e(9(2)) = p(=9(2)) = p(9(=2)) = @g(—2) et pg(z) =2 +...)

Remarque 2.2.13. Si A est résonant (A1 =1 avec q € N*) et si P est un polynome
de degré d > 2, alors P n’est pas formellement linéarisable.®

2.3 Linéarisation formelle et linéarisation

Si f € Fr avec L non-résonant, on a l’existence d’une unique linéarisante for-
melle ¢ et donc, pour savoir si f est ou non linéarisable, on est amené a déterminer
si le rayon de convergence de ¢(z) = jzof ©9)(2) est strictement positif. Pour cela,
on peut essayer de majorer ou de minorer les valeurs absolues des composantes
des coefficients des polynomes homogenes ol )(z).

Lorsque K = K = C, en utilisant la technique des séries majorantes (et en
majorant explicitement les valeurs absolues des composantes des coefficients des
polynémes homogenes ) (z)),de nombreux résultats ont été obtenus.

Théoréme 2.3.1 (Koenigs). Si A€ C~\ {0}, si f € F) et si |A <1,
alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.2. Le théoréme est encore vrai si on remplace la condition |\ < 1
par la condition |\| > 1. (il suffit de raisonner sur f=' au lieu de f.)

6. Si P était formellement linéarisable, il posséderait une linéarisante formelle ¢(z) = z +
. vérifiant P(p(z)) = ¢(Az). Comme ¢ est une série formelle de valuation 1, elle possede
une réciproque formelle de valuation 1 et on a: P(2) = ¢ (Ap™'(2)), (P o P)(z) = P(P(2)) =
o (M (0 (7 () = 0 (M (2) = o (N9 ™'(2), (PoPoP)(z) = - = (Np (2)),
., PY(2) = o (Mo '(2)) = ¢ (¢ '(2)) = 2. Or c’est impossible, car deg P° = d? # 1 = deg 2.
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Théoréme 2.3.3 (Poincaré). Si L € GL,,(C), si f € FL, et si max Ae] <1,
IFIM
alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.4. Comme précédemment, le théoréme est encore vrai si on rem-
place la condition max |A\g| < 1 par la condition min [A\g| > 1.
<ksm <ksm

VX v

Notation 2.3.5. Jusqu’a la fin de ce chapitre, nous supposerons que m = 1,
et A = €2 quec § € R~ Q. (]\| = 1 et A\ non résonant). Nous noterons
alors [ag,a1,a2, ... ap,...| = ap+ T le développement en fraction
ai + 1
a2t ——
asz + —
continue de 0 et nous noterons bn la n-ieme réduite de 60,
dn
1
c’est-a-dire Pn _ ag +
n 1
ay + T
as + . 1
.. +
ap—1+ —
Qn

In(gn
Théoréme 2.3.6 (Siegel). Si\ € C~\{0}, si f € Fy et sisup <%) < +o0,
n{gn
alors f est linéarisable.

ln(Qn—H)

In(qy)

0 est diophantien, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 et > 0 tels que, pour tout p € Z

Remarque 2.3.7. La condition sup ( ) < +00o est équivalente a dire que

C
et tout ¢ € N*, ’0—1—) > —.
q gt
S~ In(gn1)
Théoréme 2.3.8 (Brjuno). Si A € C~ {0}, si f € F) et si Z —tl < foo,
qn
n=0

alors f est linéarisable.
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Remarque 2.3.9. Le théoréeme de Brjuno est un raffinement de celui de Siegel

1
car, si M = sup <%) < 400, alors
nign

*f I(gos1) _ N~ 10(gn1) In(an) _ *f )
n n—2 n

G = I(g) g q

< 6M < 400

n=2

In(t)
Tt

Cela résulte du fait que t — est décroissante sur [e, + oo et que

Vn € N ¢, > F,, ot (F,)nen est la suite de Fibonacci définie par Fy = Fy = 1 et
VneN Foio=Fo1 + Fn.

Théoréme 2.3.10 (Brjuno). Si L € GL,,(C), si L est diagonalisable, si f € F,

+oo
-1 92n+1
etsiz%<+oo ot Qn) = argi£m XY — N
=0 2 <Jla]| <n
1<j<m

alors f est linéarisable.

Remarque 2.3.11. Le fait que L soit diagonalisable est crucial, car Yoccoz a
démontré que si L posséde une valeur propre associée a un bloc de Jordan non
trivial” alors il existe f € Fp, tel que f soit non-linéarisable.

Remarque 2.3.12. Les théoréemes précédents prouvent que cette attaque directe
du probléme, en manipulant directement les coefficients de la linéarisante formelle,
est trés fructueuse pour démontrer des théorémes de linéarisation. Par contre,
jusqu’a ce jour, aucune minoration directe n’a été possible et tous les théoréemes de
non- linéarisabilité ont été obtenus par des méthodes indirectes (méthode des petits
cycles développée par Cremer, chirurgie holomorphe développée par Yoccoz,. .. ).

Théoréeme 2.3.13. Si P(2) = Az + as2? + -+ - + aqz? est un polynome de degré d
Inln(1/|A7 —1J)

et si lim sup > d, alors P n’est pas linéarisable.

g—+oo

Remarque 2.3.14. Pour démontrer ce théoréeme, Cremer prouve que la condi-
Inln(1/|A\? — 1))

tion lim sup
g—-+o0

empéche la linéarisation

> d entraine que P posséde des petits cycles, ce qui

8

Définition 2.3.15. On dit que P posséde des petits cycles si, pour tout € > 0, il
existe z € B(0,e)~{0} et n € N* tel que P°"(z) = P(P(...(P(z))...)) ==z

7. C’est-a-dire que le sous-espace caractéristique associé a cette valeur propre differe du sous-
espace propre.

8. car si f est conjuguée a la rotation irrationnelle, dans un petit voisinage de 0, elle ne peut
posséder aucun cycle.
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Yoccoz utilise des techniques de chirurgie holomorphe pour démontrer le

Théoréme 2.3.16. Py(2) = Az — \2? est linéarisable si et seulement si
+00

1
Z M < 400. Ce qui prouve que la condition de Brjuno est optimale.
dn

n=0

Dans [Yoc95], Yoccoz utilise le fait que les coefficients de la linéarisante formelle
Pa(A)
[T (1= )
obtenir diverses informations sur certaines fonctions lorsque 'on tend vers une
racine ¢g-ieme de 'unité. On peut étre tenté de réutiliser cette expression pour
obtenir une minoration des coefficients de la linéarisante formelle et essayer d’en

déduire la non-linéarisabilité de Pj.

de Py sont de la forme avec P, polynome a coefficients entiers pour

Définition 2.3.17. On définit la double suite de polynémes (GF) o  par:
0<k<n

GY=1,GY =1, Gl =1, et pour tout n > 2,

GY=1,G'=1etVke[ln—1] GE=Gr 14+ xkGh .

On définit aussi la suite de polynomes (P )nen par
n—1

Py=1letVn>1 P,=)» Gi PPy
k=0

Remarque 2.3.18. Par récurrence immédiate, les GE sont des polynémes a co-
efficients entiers positifs, ainsi que les Py.

[I - x9
Lemme 2.3.19. Vn € N Vkc [0,n] GF = 9=1

k n—k
H(1 — X9) H(1 — X9)

Démonstration :

Le lemme est clairement vrai pour G, GY et G1.

n—1
[Ta-x9
Soit n € N* et supposons que Vk € [0,n—1]] GF_; = - =l —
[To-xo [ a-x9
q=1 q=1
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flo -+ flo v

Ona G?L:]‘: 0 ” 7G9L:1:n 0
[Ta-x9]Ja-x9 [Ta-x9]Ja-x9
q=1 q=1 q=1 q=1

et pour tout k € [1,n — 1], on a

n—1 n—1
[Ta-xo 0 x9
k-1 k g=1 k q=1
G = G+ X0G = k—1 (n—1)—(k—1) X0 n—1—k
[Ta-x9 I a-x9 [[a-x9 (1-X1)
q=1 q=1 q=1 q=1
[T -x9
Cow (L-XH) | (=X
d’ou G} = k — (1= x) + - x")
[Ta-x9][a-x9
q=1 q=1
1— Xk: _ yvn—k _ vk k_ yn _yn
e 12X G 0=X"h) a-xh) (xhoxn _(-xm)
(1—Xm) (1—-Xm) (1—Xm) (1—-Xm) (1—-Xm)
[Ja-x9
d’ou GF = - o= — et par récurrence, on en déduit que le lemme
[Ta-x9[]a-x9
q=1 q=1

est vrai.

O

Notons ¢(z Z bi( z] la linéarisante formelle de Pj.

Proposition 2.3.20.
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Démonstration :
n

1
D’apres la relation (2.5), on a by (A) = 1 et by() = 17— Zar(A? Z I 2.,
r=2 (‘71’]27“'7.7"“) S (N*)r 1<I€<T
Jk=mn
1<k<r
=
d’oli, comme az(A) = —Aet aj(A) = 0pourj > 3,b,(\) = Y Z b (A)bj, (N).
(J1.42) € (N*)?
Jj1tj2=n
1 P
On a alors b1(\) =1 = 1= 00¢.
[Ta-x9
qg=1
Montrons par récurrence que la proposition est vraie.
Pr_1(A
Soit j > 2 et supposons que Vk € [1,7 — 1], br.(A) = %
[T -2
q=1

D’apres ci-dessus, on a
—-A
N = T 2 bWk
(j1.42) € (N*)?
J1+Jj2=1J

.
d=1

j—2
TESOI
_ 1 g=1 = PN Piga(N)
T 1M1 -2 T P
H(l — A7) =1 (1—X7) (1 -9
q=1 g=1 a=1
! ST gy Fa(A) Pj_5_q())
T > 10 -2 =
[T -x9 =0 [Ta-x9 IT a-x9
q=1 g=1 1
j—2
= 1 D Gl (N PN Pi_a—g(N) = j_j?J—l()\)
[Ta-x) [T -9
q=1 i

Par récurrence, la propriété est donc vraie.
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Grace a I'expression des b;(A) donnée dans la proposition 2.3.20, en passant
aux valeurs absolues, on obtient une expression permettant une minoration des
|bj(A)|. Malheureusement, a cause des polynomes P;, elle n’est pas directement
exploitable. On obtient

Proposition 2.3.21.

. Pi_i(\
Viz2 |bi(V)] > ]'_ﬁA
[T 11—

q=1

Pour pouvoir utiliser cette inégalité pour montrer de facon élémentaire que ¢
j—1
est de rayon nul, il faudrait pouvoir minorer |P;_;(\)| et majorer H |1— 9| .

q=1
Remarque 2.3.22. Lorsque j = 1+ qi, il est facile d’obtenir une magjoration
j—1
grossiére des H |[1-X|. En effet, on aVg € N* 0 < [1-X] < [1]+|A9] < 141 < 2,
q=1
j—1
dot JTI1 =M < 20721 = N7 < 2771 = N1 < 2% 2% — 1], Or, d’apres
q=1
. : : Pk 1 - _
la théorie des fractions continues, on a [ ——| < , dou Ak — 1] =
dk kqk+1
) ) 1 il 24k
|ei2mant — ei27Pr| < 27| qrl — pi| < 2m——, et finalement, H 1 — N <2r—
drk+1 a=1 dk+1
Et on peut alors en déduire que, lorsque j =1+ qp,
1 1
breac N = o 500 aer1 [Pa (V)] (2.8)

Remarque 2.3.23. Pour montrer que ¢ est de rayon nul, il faudrait pouvoir
minorer | Py, (X)|, par exemple par 1. On aurait alors

1 11 1 1
e b 00 > 5o (1 (5 ) +n (g5 ) ) )

d’ou
1 In(27)  In(2) 1In(ggs1)
In(|b AN|) = — - + =
1
Ainsi, si limsupy_, M = +00, on obtiendrait ¢ de rayon nul.
dk

29



Remarque 2.3.24. Une étude expérimentale réalisée avec MAPLE suggére que
Uon a bien |Py, (N)| > 1 et méme mieuz. Il semble que l'on ait,

pour tout j =3, m; = tn%(i)rh In ({Pj (ei2”t) D est voisin de j — 2,
€10,

ce qui permettrait au moins de minorer |Pj_1(\)| par 1, voire plus.

Voici le programme MAPLE ayant permis d’obtenir ces suppositions:

>restart:
>mamaxi:=20:

>G[0,0]:=1:G[1,0]:=1:G[1,1]:=1:for n from 2 to mamaxi do G[n,0]:=1:G[n,n|:=1:for
k from 1 to n-1 do G[n,k]:=expand(G[n-1,k-1]+X"k*G[n-1,k]) od: od:

>P[0]:=1:for n from 1 to mamaxi do S:=0: for k from 0 to n-1 do S:=S+GJn-
1,k]*P[k]*P[n-1-k] od: P[n]:=expand(S) od:

>Q:=proc(n,x)

global P;

local rt,res;

rt:=subs(X=x,P[n]);

res:=In(abs(evalf(rt)));

end;

>for k from 0 to 7 do print(k, poly, P[k]) od;

>for k from 3 to 12 do print(poly, k);plot(Q(k,exp(I*2*Pi*x)),x=0..1,numpoints=
200) od;

Grace a ce programme, on a obtenu pour les polynomes FP; :

Ph=1,P=1,P =2, P3=X+5,P =4X>4+6X+14, Ps =6X*+16X3 +
28X2 428X +42, Py = 4X7+32X6448X°+108X* 4128 X3 +148X24+120X +132
, Pr = 27X'0 + 89X? +204X8 + 327X7 + 536X5 + 660X° 4 811X* + 756 X3 +
705X2 4+ 495X +429 ,...

Voici les graphiques obtenus:
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Fic. 2.1 — t — In(| P3 (e™™)])

F1G. 2.2 — t  In(| P (¢™7)])
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Fic. 2.3 — t — In(| P5 (e™™)])

FiG. 2.4 — t — ln(}Pﬁ (ei%t) ’)
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Fic. 2.5 — t — In(| P7 (e™™)])

Fi1Gc. 2.6 — t — ln(lps (ei%t) ’)
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F1c. 2.7 — t — In(| Py (e™™)])

Fic. 2.8 ~t — ln(’Pm (ei%t) ’)
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Fic. 29 —t— ln(’Pn (6i2m) ’)

FIG. 2.10 — t — In(| P2 (¢"™) ‘)
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Chapitre 3

Diametre transfini

Comme dans le chapitre précédent, K désignera un sous-corps valué complet
de K. Ce chapitre est destiné a prouver que l'on peut généraliser la notion de
diametre transfini au cadre p-adique, ce qui nous permettra au prochain chapitre
de démontrer I'analogue du théoreme de Perez-Marco dans le cadre p-adique. Cer-
taines propositions connues dans C se généralisent a n’importe quel sous-corps
valué complet K de K , par contre d’autres nécessitent que K soit localement
compact. Nous indiquerons explicitement lesquelles de ces propositions utilisent la
locale-compacité. (Remarque: lorsque K est un sous-corps valué complet localement
compact de Cp,, forcément K est une extension finie de Q, )

3.1 Définition du diametre transfini d’un compact

Dans toute cette section, F désigne un compact non vide de K.

Définition 3.1.1. Pour tout n > 2, on pose

Ap(F)=  max ﬁ ﬁ |20 — 2

21,225.-,2n €L

p=1l p=1
v#Ep
Dans le produit ci-dessus, il y a n> —n termes'. On normalise alors en posant

1

5u(E) = Ay (E) 7D

1. car (u,v) € [[1,n]] x [[1,n]] \ diagonale.
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Remarque 3.1.2. Comme E est borné, pour tout n > 2, on a?

0< Ap(E) <diam(E)” ™™ < 400 et 0<n(E) < diam(E) < +00

Définition 3.1.3. On appelle n—uplet de Fekete tout point x = (x1,x2,...,x,) de

E™ vérifiant
n n
Mu(E) =TT II low—al
=l p=1
vFEp
Proposition 3.1.4. La suite (6,(F)), >, est décroissante et minorée par 0. (et
magorée par diam(E))
Elle converge donc vers un nombre réel que nous noterons d(E) et que nous

appellerons diamétre transfini vérifiant 0 <d(E) < diam(E)
On convient aussi de poser d(())=0=diam(1).

Démonstration :

Soit n > 2.

1°" cas: Ap+1(E) =0
On a alors clairement : §,11(E) =0 < 0,(E) .

2°M€ cas: Apy1(E) >0
L’ensemble E contient alors au moins n + 1 points distincts et par conséquent,
on a aussi A, (E) > 0.
Soit © = (21,22, ...,Tn+1) un (n + 1)—uplet de Fekete.
n+1
Choisissons kg € [1,n + 1] de telle sorte que H |Tk, — 2| soit minimal.

v=1

v # ko

2. Etant donné que E est borné, il existe r € R} tel que E C By(0,r) et, pour tout zi1,22 € E,

on a |z2 — z1] < |z2| + |z1] < r+ 1, dou diam(E)= sup |z2 — z1] < 2r < 4oo, dou
z1,22€E
n n n

max |2, — 2] < i diam(E) < diam(E)"2_" < +oo
[I II II II
’ n=l g, —1q

v#Ep v#p
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On a alors

n+l n+l
Apti(E) < H H |z — 20
=1l p=1
v#Ep
n+1 n+1

< I
n=1

v=1

n+l n+1

n = v=1
w# ko v#p w # ko v # ko
v # ko
n+1
< AE) [ laky — 2l
v =
v # ko
d’ou
1 1
An—&-l(E) 2 jou
(&) < 1 b
v=1
v # ko
On a aussi, par définition de ko,
ntl n+1
Vk € [1n+1] T e —wl< ] lox—=
v=1 v=1
v # ko v#k
d’ou
n+l n+l n+l n+l
IT II lzee—al<]] II l2r—=v
k=1 v=1 k=1 v=1
v # ko v#£k
ie.
n+1
n+1
H [Tk — Ty SFAVERIC2)
v=1
v # ko
i.e.
n+1 )
[T loke =2l < Appa(B)7i

v=1
v # ko
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De (3.1) et (3.2) , on déduit que
1
Api1(E)\? 1
e A B w
( An(E) \AnJrl(E) !

d’ou

l.e.

n—1

Ant1(E)20FD < Ap(E)

D=

2
n(n—1) ?

d’ou, en élevant a la puissance

1 1
An+1(E) n(n+1) g An(E) (n—1)n

i.e.
Ont1(E) < 6,(E)

Par conséquent, la suite (0, (F)), o est décroissante et minorée par 0 et on
peut poser

Remarque 3.1.5. Si E est un sous-ensemble fini non vide de K, alors, E est un
compact et Yn > 1+ card(F) A, (F)=0.
Par conséquent, pour tout sous-ensemble fini de K, on a d(E)=0.

Si E est un compact de K contenant une infinité de points, alors,
Vn > 2 An(E) >0

Proposition 3.1.6. On a aussi
1. Si E et F sont deux compacts de K vérifiant E C F, alors d(E) < d(F)
2. Si E est un compact de K et sib € K, alors d(E+b)= d(E)
3. Si E est un compact de K et si a € K, alors d(aE)=|a| d(E)
4. St E est un compact de K, si r € R et si p: K — K vérifie
Vee K WVyeK  |p()—e@)|<rlz—yl,
alors  d(p(E)) <r d(E)

Démonstration :
1. Si E et F sont deux compacts de K vérifiant £ C F, alors, par propriété

du max, on a, pour tout n > 2, A,(E) < A, (F), dou §,(F) < §,(F), dou
finalement d(E) < d(F).
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. Si E est un compact de K et si b € K, pour tout n > 2, on a

n n
A (FE+b) =
n(E+0) o1 en e B H H

n=1 p=1
Viu

= max H H (2 +0b) — (2, + b)]

21,22,.0,2nEE
p=1 p=1

v#Ep

n n

- s T I
217Z27"'7Z7L6E

=1l p=1

v#Ep
= An(E)

d’ott 6,(E 4+ b) = 0,(F), d’ou finalement d(E + b) = d(E).

. Si E est un compact de K et si a € K, pour tout n > 2, on a

aor) = e T

R13R225-+5
n=1 p=1

v#E N

= max H H laz, — az,

21,22;.-,2n €L

pu=1 p=1
v#Ep
2_
=t mex T TT
21,225+ 7ZneE -1 1
=1 ,—
v#E N

n?—n
= lal" " An(E)

d’ou d,,(aF) = |a|d,(E), d’ou finalement d(aF) = |a| d(E).
. Si E est un compact de K, sir € R et si ¢ : K — K vérifie

Vee K VYyeK  |p(x)—py)| <r|r—yl
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Pour tout n > 2, on a

21,225+ ,znGL,D(E)

An(p(E)) = max H H

V;éu

= max H H \SO(ZM)*SO(ZVH

21,2242 ER
n=1 p=1

vFE N

n n
max H H Tz — 20
21,22,...,2nE€EH
p=l v=1

Vséu

2_
r 7" max H H W= Zu

21,2242 ER
p=1 p=1

vVFE N

N

N

< AL (E)

d’ot 4, (¢(F)) < ro,(E), d’ou finalement d(p(E)) < r d(E).

Théoreme 3.1.7. Soit E un compact non vide de K.

Soit n = 2 et soit x = (x1,x2,...,2n41) un (n+ 1)— uplet de Fekete.
n+1

Choisissons ko € [1,n + 1]] de telle sorte que H |Tg, — zu| soit minimal.
v=1

v # ko

Il existe alors P € K[X]| polynome unitaire de degré n vérifiant

n+1
max [P(2)| <[] lwko —
v=1
v # ko
Démonstration :
e ler cas: F possede au plus n points y1,y2, . .. ,y;.
Sij <mn,on pose Yji1 = Yj+2 = -+ = Yp = yj. On pose ensuite
n n+1
H (X — yx) et on vérifie que max |P(z)] =0 < H |zK, — Ty
k=1 =k v=1
v # ko
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e 2eme cas: F possede au moins n + 1 points.

On a alors A, (E)>0 et A, 1(E)>0. Soit y = (y1,y2, - - - ,yn) un n— uplet
n

de Fekete. Posons P(X) = H(X —yi). Ona P € K[X] et P est un polynéme
k=1 n n
unitaire de degré n. De plus, on a A, (E) = H H Y — Yol
p=1 1

V=
Soit z € E. Posons y,+1 = z. On a e

PEPAWE) = PP TT I1 lvw—wl
p=1l p=1
v#Ep

n

n n
= II lz=wl II II I9s—wl

k=1 =1l p=1
v#E N

n n

n n
= H [Yn+1 — Yol H ‘yu_yn+1|H H (Y = wl

v=1 pw=1 p=1 =1
v#Ep

n+1 n+l1

= 1T II Ivu-wl

=1l p=1
vFE N

< Anpa(B)
De plus, comme A, (E) >0, on a

1P(2)] < (%Z—é?) ’ (3.3)

Or, d’apres le (3.1) de la proposition 3.1.4, on a

1 n+1
An+1(E)> 2
e ——— < Lho — Ty
(% 11
v # ko
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Par conséquent, on déduit de ce qui précede que

% n+1
1P(2)] < <w> < I lewe — 2

v=1
v # ko
d’ou
n+1
PEI< ] ok — 0 (3.4)
v=1
v # ko
Ceci étant vrai pour tout z € E, on a
n+1
max|P(z)| < ] ok, —
zelE
v=1
v # ko
Lemme 3.1.8. Soit n > 2 et soit z1,29,...,2, € K.
On a
2 3 n—1 2
1 zZ1 2 Z1 e z1
n n 29 222 223 .. Zgn_l
II II lz-=l=
p=1l p=1 : :
vEpu 1 2z, 2,2 2,2 ... z,n1

(la notation ci-dessus signifie que l'on éléve au carré la valeur absolue du
déterminant. )

Démonstration :

=
=
=

On a

n n n
II II tu-=l = 11
p=1 1

EE |z — 20
v = p=1 = p=1 =
v#E L v<p v>p
n n n n
= H H ‘Z#_ZV’ H H ‘ZV_Z,u
p=1 p=1 v=1l ;=1
v<pu p<v

n n
= (Il II lu-=



Montrons que

1 z1 z2 z3 ... zrl
n n 1 29 292 298 ... 2"l
II II Gu-2)=
p=l p=1 : : ’
v<p 1z, 252 20 ... zm!

Pour cela, considérons, pour tout m € [[2,n],

1 =z 212 2:13 S Zlm_l

L m KU 1 2z 222 223 e z2m—1
la propriété P(m) : H H (zp —20) = . .
p=1l v =1 : :

v<pu 1 2Zm 2m? Zm° P

2 2
P(2) est vraie car H H (2y— 2) = (22— 21) = ‘ 1 2

1 Z9
=1l p=1
v<p
Soit m € [[2,n — 1] et supposons que P(m) est vraie
1 21 212 ce Zlmfl 2
29 2’22 . ng_l 29"
Posons A,,+1 =
1 zmy Zm+12 cee Zerlm_l Zm1™

En remplagant la derniere colonne par la derniere colonne moins 2,41 fois
I’avant-derniere, puis 'avant-derniere par 'avant-derniere moins z,,+1 fois
I’avant-avant-derniere, etc ... , puis en développant suivant la derniere

ligne et enfin en factorisant, on obtient :
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1 21 2’12 Zlm_l 2
1 29 222 22m*1 2o™
Amt1 = . . .
2 _
I zZmy1 2Zm+1 Zm1"™ Zm1™
2 —1 -
1 Z1 Z1 Zlm 21 (Zl - Zm+1)
2 —1 —1
1 2 29 29" 2™ (22 — Zm41)
1 2 m 0
Zm+1  Zm+1 Zm+1
1 > "2 — 1) 2™z Zm)
21 21 Z1 21— Zm+1) 21 21 = Zm+1
2 2
1 2 29 20" (20 — Zmg1) 22" (22 — Zmy1)
1 2 0 0
Zm+1  Rm+1

Zlm_Q(Zl — Zm+1) Zlm_l(zl — Zm+1)
20" (2 — Zmy1) 2" (22 — Zma1)

21(21 — Zm+1)
22(22 — Zm+1)

(21 — 2mt1)21
(22 — Zm+1)22

(Zl - Zm+1)
(22 — Zm+1)

(21 — Zm+1)212

(21 — Zmy1)2a™
(22 — Zmt1)22° m

1
(22 — Zmy1)z™ !

= (-

(Zm - Zm-l—l) (Zm - Zm+1)zm (Zm - zm+1)zm2 (Zm - Zm—i—l)zmm

1 z =z Zlm_l
m 1 2z 222 . ngil
= (=1)"(z1 — 2m+1)(22 — 2m11) - - - (Zm — Zmy1) : :
1 2y, 2zm? P
1 =1 =z Zlm_l
1 2z 222 - ng_l
= (#m+1 — 21) (Zmt+1 — 22) « -« (Zmt1 — 2m) .
2 7;1—1

1 2z 2zm
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En utilisant la relation de récurrence, on obtient :

Amt1 = H(Zm-i-l—zu) H H (zu—z,,)

v=1 pn=1 =1
v<p
m+1 m+1
= II IT G-=)
p=1l v =1
v<p

Donc P(m+1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit alors que
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Théoréme 3.1.9. Soit E un compact de K et soit P € K[X]| un polynéme unitaire
de degré n > 1.

On a alors

(d(E)" < rzneaEXIP(Z)!

Démonstration :

Si d(E)=0, c¢’est évident.
On suppose désormais que d(F) > 0. L’ensemble E est alors infini et,
pour tout k > 2, Ag(E) > 0.

Posons M = max |P(2)|]. Si M =0, E est un ensemble fini et le résultat est
z€E

trivial. On supposera donc désormais que M > 0.

Soit a un entier supérieur ou égal a 2.

Pour tout x4 € N, notons k, le quotient de la division euclidienne de p par n
et 7, le reste de la division euclidienne de p par n.

On a, pour tout u € N,

p=kymn+r, , 0<r,<n et kun < p < (ky+1)n.
Pour tout p € N, posons aussi

Pu(X) = X" (P(X))"™

P,(X) est alors un polynéme unitaire de degré r, + k,n = p qui s’écrit
sous la forme?

pn—1
P,(X)=XI+ Z akak avec les a,, }, dans K
k=0
Posons m = an.
Soit z = (21,22, .. .,2m) un m— uplet de Fekete.
On a
1 = 2’12 21 Zlmfl 2
m m 29 222 29 Z2m—1
Am(-E) = H H |Zu — Ryl = . . .
p=l y=1 : :
v 1 zm 2m? 2zZm° P

3. avec Po(X) = 1.
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1 = 212 213 .. Zlm_2 Zlm_l
. 29 2’22 223 R 22m72 ngfl
C’est-a-dire, en posant A, = | . . ] ] . ) ,
1 Zm Zm2 Zm3 me—2 me—l
2
An(E) < |An| (3.6)
m—2
Comme P, 1(X) = X™"14 E Ap—1,kX k en remplacant dans le déterminant
k=0

la derniere colonne par la derniere colonne plus a,,—1 o fois la premiere colonne
plus a,,—1,1 fois la deuxieme colonne plus a,,—12 fois la troisieme colonne

plus ... plus a;—1,m—2 fois 'avant derniere colonne, on obtient

2 3 -

1 Z1 Z1 Z1 e Zlm mel(zl)
2 3 -2

1 z2 z2 Z9 N ZQm Pm_l(ZQ)

A, =

2 3 -2

1 zm zm® zm° .. 2™ Pr—1(zm)
m—3

Comme P, o(X) = Xm=2 Z m—2, kX k , en remplacant dans le déterminant

k=
I’avant-derniere colonne par ’avant-derniere colonne plus a,,—2 o fois la premiere
colonne plus a,,—2,1 fois la deuxieme colonne plus a,,—2 2 fois la troisieme

colonne plus ... plus a,,—2,—3 fois 'avant-avant-derniere colonne, on obtient
1 Z1 2:12 213 . Pm_2<21) Pm_l(zl)
1 Z9 222 223 e Pm,Q(ZQ) mel(ZQ)
Am = . .
1 2zZm zm? zn® oo Pomo(zm) Puo1(zm)
Etc ...
d’ou

1 Pl(zl) P2(Zl) Pg(zl) meg(zl) mel(zl)
A — 1 Pl(ZQ) PQ(ZQ) Pg(ZQ) Pm_Q(ZQ) Pm_l(ZQ)
1 Pizm) Polem) Ps(om) . Pos(em) Poa(zm)
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c’est-a-dire

P()(Zl) Pl(zl) PQ(Zl) . Pm_g(zl) Pm_l(zl)
Am _ PO(:ZQ) Pl(:ZQ) PQ(:ZQ) e PmQ(ZQ) Pml(ZQ) (37)
Po(zm) Pi(zm) Po(zm) - Pus(zm) Prot(zm)

Comme FE est compact, E est borné et il exite R €]1,4-00[ tel que E C B¢(0,R).

Pour tout z € E et tout € [0,m — 1]|, en utilisant le fait que £ C By(0,R)
et 0<r,<n,ona

|Pu(2)] < R™|P(2)[™ < R"|P(=)[™ (3.8)

Soit p € [[0,m — 1]|, ¢ € [[0,m — 1]] et soit o une permutation de [[0,m — 1]].
D’apres la relation précédente, on a

|PuZo())] < B[P (z0(q))[™ (3.9)

et, en utilisant le fait que z,(,) € F, on obtient,

a(q)

<
|P(%5(q))] < max|P(2)]

d’ot, par définition de M et par croissance sur R de t — tFu,
k b
_ gk
|[P(zo() ™ < <g1€aEX\P(2)I> =M™

d’oti, d’apres (3.9),
|Pu(Zo(q))| < R*M™ (3.10)
Pour achever cette démonstration, on va devoir séparer les cas complexes et

p-adiques, car ce sont des arguments différents qui vont nous permettre d’ob-
tenir les majorations voulues et de conclure.

e si K = C, grace A I'inégalité de Hadamard, en notant ||.|| la norme
Py(21)
P(22)

hermitienne standard et en notant X, = Pu(z3) ,
Pu(zm)
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on a

[Am| < [IXoll XAl Xl - [ X mal] (3.11)
or, pour tout p € [0,m — 1], grace a (3.10) avec o = I, on a

1Xull? < [Puz)P + [Pu(z2) P + [Pu(2s)? + -+ + [Pu(zm-1)]?
< R2nM2k”‘ 4 R2nM2k“ 4 R2nM2k“ N R2nM2k”

< mR2"M2k“
d’ou
|Am|2 < mRZnMQk:O mR2nM2k1 mR2nM2k2 o mRZnMQk‘m_1

et on obtient ainsi, en utilisant (3.6)

Am(E) g ’Am’2 g mmR2mnM?(k0+k1+k2+...km_1) (312)
osi K = C,, on a, grace a I'inégalité ultramétrique,

[Aml = | Y €(0)Po(20(0)) Pi201)) Pa(26(2)) - - - Pt (Zom—1))

oES,

< grel‘%x(‘6(0)‘|P0(Zcr(0))HP1(ZU(1))|’P2(Zo(2))|"‘|Pm—1(zo(mfl))’)

Or |e(0)] = 1 et grice a (3.10), on a |Py(z,(y))| < R"M*, d’ot

|Apm| < LR"M™ RPM* R M . R™ MFm—1

On obtient alors
|Am| < Rman0+k1+k2+“'+km—1

do,
Am<E) g ’Am’2 g RanMQ(k0+k1+k2+...km_1) < mmRanM2(k‘0+k1+k’2+...km_1)

e Suite de la démonstration (commune aux cas complexe et p-adique)

Dans les deux cas, on a donc

Am (E) < mmR2mnM2(k0+k1+k2+“.km,1) (313)
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ko=ki=ky=---=kp,_1=0
bn = ki1 = knao = = kon_1 = 1
kon = kant1 = kani2 =+ = kgp—1 =2
k(a—l)n = k(a—l)n—l—l = k(a—l)n—l—Q = =km-1=a—1
d’ou
a—1
) ala—1
k0+k1+k2+"'+km71:n2]:n ( 5 )
7=0
On déduit alors de (3.13) que
Am(E) < mmR2mnM?(k0+k1+k2+...km_1) < mm RQnm Mna(a—l) (3.14)
d’ou, comme m = an,
Aan(E) < (an)an RQmm Mna(a—l)
d’ou, en élevant a la puissance m,
I an 2nan na(a—1)
Aan(E) (an)(an—1) < (an) (an)(an—1) ‘R(an)(anfl) .M(an)(anfl) (315)
c’est-a-dire
1 2n (a—1)
San(E) < (an) =T . Ran=t M -t (3.16)
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a——+00
et
1 1
(an)an T = eamTln) 0
a— 400
et
2
Ranill — eanzl ll’l(R) - 60 — 1
a—>—+00

et

(a—1) (a—1)

MaC'Ln—l f eacfn,—l ln(M) RS e%ln(M) = M%

a—+00

d’ou finalement, en faisant tendre a vers +oo dans (3.16)

d(E) < M~

i.e.

l.e.

Théoréme 3.1.10. Soit E un compact de K tel que d(E) > 0.
Soit R €]0, + oo[ tel que E C Bf(0,R). Soitn > 2.
Soit P € K[X] un polynéme de degré inférieur ou égal a n.

On a alors, pour tout z € K,

~ 2 n n
= - 2
e si K=C, alors |P(z)| < I;leaé<|P(a)| (d(E)) (\Z| + R)

o si K = C, , alors |P(z)| < Igleaé(]P(aﬂ (@)" (max(\z|,R))n

< max | P(a) <ﬁ> CED
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Démonstration :

Comme d(E) > 0, E est un ensemble infini et A, (E) > 0 et A,11(F) > 0.
Soit @ = (x1,22,...,Zn+1) un (n + 1)—uplet de Fekete.
n+1
choisissons kg € [[1,n + 1]] de telle sorte que H |z, — x| soit minimal.
v=1
v # ko
D’apres le théoréme 3.1.7, il existe alors ) € K[X] polynome unitaire de degré
n vérifiant

n+1
max |Q(2)| < H |k, — T avec n > 2
zeE

v=1

v # ko

D’apres le théoreme 3.1.9, on a

d(E)" < max |Q(z)]

z€E
d’ou
n+1
d(E)" < H ETN
v=1
v # ko
d’ou
1 1 "
1
0<—4 <<d(E)> (3.17)
H ’xko - xV‘
v=1
v # ko

Comme P est un polynome de degré inférieur ou égal a n, d’apres le théoreme
d’interpolation de Lagrange appliqué aux (n+1) points distincts x1,22, . . . ,@n 41,
on a

n+1

I[] &x—a)

=1
PX)= Y Pleg) -t

k=1 T (e — =)

=1
l#£k
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Soit z € K. On a alors

n+1
P(z) = P(xy)
k=1
d’ou, en passant a la valeur absolue,
n+1
|P(2)] = | Pla)
k=1

n+1

H (z —ap)
1=1

1#

n+1

I @—=)
I=1

14k

n+1

H (z — )
=1
14k
n+1
IT (@ —a)
=1
14k

(3.18)

A nouveau, on va étre obligé de distinguer les cas complexe et p-adique.

esi K =C, alorson a

n+1 n+1 1
IPI< Y | 1P@)l| ] (z—a) (3.19)
k=1 l= n+1
' 1 (e
=1
L#k
Or, comme les zj, sont dans E, on a, pour tout k € [1,n + 1],
(3.20)

[P (k)| < max |P(a)|

acE
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On a aussi, pour tout k € [[1,n + 1],

1 1
n+1

ntl 1T 1z ==l
[T Gr—a) =1

1=1 L#k

14k

N

max
j=1,2,....n+1 7+l

=1
L# ]
< 1
= n+1
min H |z —
G=1,2,...n4+1
=1
L#
< 1
- n+1
I fow —=
=1
1 # ko

et grace a (3.17), on en déduit que

1 1 1 "
< < 21
. (i) 20
ntl IT ek —al
IT @ —a) =1

=1 l# ko
1#k

En outre, pour tout [ € [1,n + 1], en tenant compte du fait
que z; € E C B(0,R), on a

|z — o < [z| + || < 2|+ R
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d’ou

n+1 n+1 n+1
H (z—z)| < H |z — | < H (Jz| + R) < (|z] + R)" (3.22)
=1 =1 =1
1#k 1#k L#k

En utilisant les majorations (3.20), (3.21) et (3.22), I'inégalité (3.19) donne

n+1 1 n .
PO X P (3 ) a1+ 7

d’ou
P < 00+ D P55 ) (el + R

Et comme n + 1 < 2", on obtient la majoration souhaitée

acE

IP(2)] < max | P(a) (ﬁ) (1:1+R)"

osi K = C,, grace a I'inégalité ultramétrique, (3.18) donne

n+1
1
< — .
Pe1<, s, | 1P| T o (3.23)

= n+1
L#

IT (@ —a)

I=1

14k

Comme dans le cas complexe, on vérifie que, pour tout k € [[1,n + 1] ,

N

1 1 Ly
[P(ax)| < max|P(a)] et nt1 S <d(E)>

ac
n+l IT |2k — il
I @ - =1

=1 l# ko
14k
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De plus, on a, pour tout [ € [1,n + 1],
|z — ;| < max(|z|,|z;|) < max(|z|,R)

car |z;| < R du fait que z; € E C B(0,R),
d’ou
n+1
[T - )| < (max(l=|,R))"
1=1
1#k

L’inégalité (3.23) et les majorations précédentes donnent alors

|P(2)| < max |P(a)] (@)n (max(\z\,R))"

aclE

Proposition 3.1.11. Si K =K =C, alors d({z€ C / |2/ <1}) =1.
Démonstration :

Posons E = {z € C / |z| < 1}. E est bien un compact de C et, d’apres le
théoreme 3.1.9 appliqué au compact E et au polynome P = X, on obtient
d(E) < maé<|P(z)] = maé<|z] =1. On a donc d(F) < 1.
z€ ze

Pour montrer que d(E) > 1, nous allons revenir a la définition de d(E).
Soit n > 2. Posons, pour tout k € [1,n], z; = 2™ . On a alors
n

n
E) > H H |2, — zu|. Le probleme étant invariant par rotation, on a,

n=1 p=1
vF#Ep
n n n—1
pour tout p € [[1,n]], H |2y — 20| = H |zn — 20| = H(l—zy)
v=1 v=1 v=1
vVFE N v#EN
n
PosonsP:H( —z,) et Q= H — 2y).
v=1

n—1 n—1
OnaP:(X—l)QetP:X”—lz(X—l)ZX’“,d’oﬁQ:ZX’?

n—1

On obtient alors H (1—2,) = Z 1k =
v=1
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d’ou

n n n—1

H |2 — 20| = H |zn — 20| = H(l_ZV) =In|=n
vr=1 r=1 v=1
v#Eu v#n

ce qui donne

On obtient alors 6,(E) > A1 > 1, d’ou, en passant a la limite, d(F) > 1.
Ainsi, d(E) = 1.

Proposition 3.1.12. Si K = Q, et K = C,, alors d({z € Qy/lz| <1}) =p »1.
Démonstration :

Posons E = {z € Q,/|z| < 1}. E est bien un compact de Q,. Pour calculer
d(E), cette fois-ci, nous utiliserons uniquement le fait que

d(E) = lim 6,(E)= lim 6, (FE)

n—-+0o k—-+o00

Soit £ > 2. On a

2

p* pF
A(E) = max H H |2y — 2| =  max H |20 — 20
21,224..,2 LER 21,2242 L EE
P =1l p=1 P 1<v<u<pk
vFEp
Or, ce max est atteint pour z; = 1,29 = 2,... 20 = pF (ce qui correspond

géométriquement aux ”centres” des p* boules de rayon —; constituant E).
p
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Par ailleurs,

[T w-v=TI II te—vi=TI I W= IT |@* — v = IT o
1<v<upk v=1 p=v+1 v=1 p=1 v=1 v=1
d’ol
1 2 A
In(ér(F) = ———(Ax(F) = —F——— In(|! 3.24
(0,:(E)) P (Ape(E)) pk(pk—l); (1) (3.24)
avec?
v In(|2!]) v In(v)
— — + +1 3.25
p—1 " In(p) p—1 In(p) (32
or
k1
—p-1 p-1 2 ’
pF—1 k
In(v) 1 P |
< < In(t)dt < — 2
0< X no <) [ mna < st wh (3.27)
pF-1
0< 1<pP (3.28)
v=1
On déduit alors des inégalités précédentes que
1 1 2In(p) In(p*¥)  21In(p)
— | <1 E)<—1 2
) < n(Be () € = halp) + P S (320)
d’ou . )
Jim (3, () = — = In(p) = In (p‘rl> (3.30)
d’ou .
d(E) = lim 5, (E)=p 7
|
) . n—Sp(n) . -
4. Cela résulte du fait que v,(n!) = o1 ot Sp(n) est la somme des chiffres de n écrit

en base p (voir [Rob00] ). On a alors, en notant r le nombre de chiffres de n en base p, 0 < 1 <

Sp(n) < (p—Dr < (p—1)(1 + 28,

In(p)
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Remarque 3.1.13. Lorsque K = C et que E est un compact de K, le diamétre
transfini de E est égal a la capacité de E.

On peut le voir en utilisant® d’une part le fait que la fonction de Green G de C~\E
relative au point & l'infini existe si et seulement si d(E) > 0 et d’autre part le fait

que si d(E) > 0, alors G(z) = In(|z]) — In(d(E)) + O <ﬁ>, ce qui permet
zZ| — o0 Z
d’obtenir que d(E) = cap(FE). .

Remarque 3.1.14. Lorsque K n’est pas localement compact, les boules fermées
ne sont plus compactes, mais on peut, sous réserve que K soit algébriquement clos,
récupérer un théoréme de majoration polynomiale pour les boules fermées. Nous
allons en démontrer un pour K = K= Cp. Dans la fin de cette section, la notation
By(a,r) (avec a € Cy, et r € RY ) désignera l'ensemble {z € Cp/|z —a| < r}.

Remarque 3.1.15. Soit P un polynome de C,[X]. Alors sup |P(a)| < 400
a€By(0,1)

(cela résulte de l’inégalité triangulaire) et il existe b € By(0,1) tel que®

Pb)| = sup |P(a)l= max |P(a)l.
PO = s (P = s [P@)

Proposition 3.1.16. Soitn > 2 et soit P € Cp[X] un polynome de degré inférieur
ou égal an. On a

Vz e C, |P(2)] < ae%l?(}oc,l) |P(a)] 2" (max(|z],1))"

5. On pourra trouver une démonstration des deux faits indiqués dans [Pom?75], chap 11, th
11.1.
6. Pour voir ce fait, on peut raisonner par l’absurde. Nous utiliserons les notations tradi-
tionnelles A = By(0,1), M = B(0,1) et k = A/M. On sait que le corps résiduel k est la
d

cloture algébrique de Z/pZ. Notons P(X) = Zanj et posons r = max d\aj| = |aj,| et
X i=1,2,...,
j=0
1 N i
QX) = a_P(X) = Z b; X7. Par homothétie, il suffit de montrer qu’il existe b € By(0,1) tel
3o =0
que |Q(b)] = sup |Q(a)|. D'une part, pour tout = € Bf(0,1), on a
aeB;(0,1)

d
Q)| =|D_ bja’
j=0

Par I'absurde, supposons que pour tout x € Bf(0,1), |Q(z)] < 1. On a alors, en notant T la
projection de z dans k, Vo € B;(0,1) Q(Z) = 0 (On peut bien projeter le polynéme @ dans k,
car ses coefficients sont dans A). Par conséquent, Vo € k. Q(a) = 0. Mais ceci est impossible, car
k est un corps commutatif infini et car Q(X) est un polynéme non nul (car b;, = 1 # 0). Donc il
existe bien x € Bf(0,1) tel que |Q(z)| = 1.

< max |bj||:c|j <1.Onaalors sup [Q(a)| <1
J=0,1,....d a€B(0,1)
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Démonstration :

max
aEBf(O,l)

Posons M =

|P(a)| et notons x1,z2, ..

.y Tne1 = 1 les n+ 1 racines

distinctes du polynome Q(X) = X" — 1. Les x;, sont tous de valeur absolue 1 et

sont donc éléments de Bf(0,1). D’apres le théoreme d’interpolation de Lagrange

appliqué aux (n + 1) points distincts 1,22, ... ,Zp41, ON a

n+1
I &x—=)
I=1

n—+1
1#£k

P(X) = 3 Plan)~1

= | ETED
I=1
14k

Soit z € Cp. On a alors

n+1
H (z —ap)
I=1

n+1
1#k

P(z) =) Plar)—

= I ==
=1
1#k

d’ou, en passant a la valeur absolue et en utilisant 'inégalité ultramétrique,

n+1
II G-=
n+1 t=1
P = |3 Plag)
k=1 H (- 21)
=1
1#

< max  |P(xy)|

~
k=12,...n+1

n+1

II G-=)

=1
1 #k

n+1

IT (@ —a)
=1
14k
(3.31)

Or |P(xy)| < M et pour tout | € [1,n+ 1]|, |z — 27| < max (|z|,]z;]) < max (]z],1),
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n+1 n+1

d’ou H (z—ap)| = H

=1 =1
l#k l#k

|z — 2] < (max (|z[,1))" .

Comme |z;| = 1 et z +— za; ! réalise une permutation” des racines de Q(X), on a

n+1 n+1
II @G—a)|= I l=
=1 =1
L4k L4k

Posons R(X) = H(X —xj).

n+1 n

o= [ N-wxt =] -al=
=1 j=1
l#k

QX) =X - D]J(X —2)) = (X = DR(X)

j=1
On a
et
Q(X) =
d’ou
Ainsi,
n+1

I

=1

1#k

On déduit alors de (3.31) que

avec

41 = |n + 1],

j=1

(zp — )| = |R(1)| = [n + 1]

1
[P(2)] < M(maX(|Z|,1))n‘n+1‘
> | =t -
- H In+ ’q_]n+1|oo_

q premier

[T =)
j=1

(3.32)

7. car c’est clairement une injection de I’ensemble des racines de Q(X) dans lui-méme.
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d’ou

1
——<n+1L2"

In + 1|
On déduit alors de (3.32) que

P(z)| < P(a)| 2" )"
PGS max (P@)] 2 (max((el,1)

3.2 Diametre transfini d’'un ensemble quelconque

Définition 3.2.1. Soit E un sous-ensemble de K.

On pose
d.(E)= sup (d(A))
A compact
ACE
et

B)= o ()
ECH

Proposition 3.2.2. Soit E et ' deux sous-ensembles de K tel que E C F.
Ona do(E)<d(F) et d*(E)<d*(F)

Démonstration :

e Soit A un compact inclus dans E. Comme F C F, on a A compact inclus
dans F', d’ou, d(A) < d.(F'), et comme ceci est vrai pour tout A un compact inclus
dans E, on a d.(FE) < d.(F)

e Soit H un ouvert contenant F'. Comme F C F,on a ¥ C H, d’ou,
d*(F) < d.(H), et comme ceci est vrai pour tout H ouvert contenant F', on a

d*(E) < d*(F)
Proposition 3.2.3. Soit ' un sous-ensemble de K. On a

d.(F) < d*(E)
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Démonstration :

Soit H un ouvert contenant E. Comme E C H, d’apres la proposition 3.2.2,
on a d.(E) < d.(H), et comme ceci est vrai pour tout H ouvert contenant F, on
a di(F) < d*(E).

Lemme 3.2.4. Soit 6]0,%[, n € N* et R €]1,4 oo, soit ay,az, ... ,a, € R tel que

Vke[ln] 0<ar<R

On a alors
n n
H (ak + 6) < (H ak> +e(2R)"
k=1 k=1
Démonstration :
1 1 1
e Pour n=1, on a H (ak —1—5) = (H ak> +e < (H ak) —|—5(2R)1
k=1 k=1 k=1
2 2
e Pour n=2, on a H (ak+5) = ajas+eay+eas+e? < (H ak> +e(ar+az+e)
k=1 k=1
2 2 2
d’out H (ar +¢) < (H ak> +e(R+R+R) < (H ak> +e(2R)?
k=1 k=1 k=1
n n
e Soit n > 2 et supposons que H (a;C + 5) < ( ap | +e(2R)".
k=1 k=1
n+1 n n
On a alors H (a;ﬁ—e) an+1+5 H ak—l—s < an+1 +5) (H ay, + 5(2R)”>
k=1 k=1 k=1

d’ou

65



n+1 n+1
H (ak + 6) < <H ak> +apt1 e2R)" +¢ H ar + € (2R)"

k=1 k=1

n+1
< H ay +e¢ (an+1 2"R™ + H ap + EZ”R”)
k=1 k=1
n+1
< H arp + € (RQ”R" + R" + Qan)
k=1

/N

n+1 1 1
+1
kl:[lak-i-z?QTLRn ( +2—n+2)

n+1

H Clk +€2n+1Rn+1
k=1

N

Proposition 3.2.5. Soit £ un compact de K.

On suppose de plus que K est localement compact. On a alors

Démonstration :

(a) Montrons que d(E) = d.(F).

Comme E est un compact inclus dans E, on a d(E) < d.(E).

Pour tout A compact inclus dans E, on a d(A) < d(F), d’ou d.(F) < d(E).
Par conséquent, d(F) = d.(F).

(b) Montrons que d(E) = d*(E).
D’apres le (a), on a d(E) = d.(E) et d’apres la proposition 3.2.3, on a
d.(F) < d*(E), dou d(E) < d*(E).

Soit € > 0. Comme E est un compact, il existe 7 > 0 tel que E C By(0,r).
Posons R =14 2r. On a, R > 1 et, pour tout 21,29 € E, on a
|22 — 21| < [z2| + |z1] <7+ 7 < R. De plus, comme la suite (6,,(E)),, 5o décroit

vers d(E), il existe ng = 2 tel que 0, (E) < d(E)+¢. Posons 3 = (d(E) + )"0~ 1,
On a alors A, (E )"0("0 D <d(E)+e¢,dou A, (E) < f.
Posons 7 = min (8 — Ay (E),R). Ona 0 <n < Ret Ap (E)+1<f.

R1) et H = U B(z,a).
z€E

Posons aussi N = ng(ng — 1), a = 6 min ((QR)N’
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H est un ouvert contenant £. De plus, comme E C B¢(0,r) , on a, par définition
de H, H C B¢(0,r + a) avec Bf(0,r + ) fermé, d’ot H C H C By(0,r + o).
Comme K est localement compact, B¢(0,r 4 o) est compact et par conséquent
I'inclusion précédente nous indique que H (fermé inclus dans un compact) est
un compact. Comme H C H avec H compact, on a aussi

d.(H) < d. (H) = d (H) (3.33)

Considérons I'application f : K™ —— R définie par

no

ng
f(zl,zQ,...,znO):H H |2 — 2]
o

=1 p=1
v#E N

L’application f est continue®.

Soit Y1,Y2, - - - ,Yn, € H. Par définition? de H, il existe 21,22, ...,2,, € F et
P1,P2, - - - Pny € B(0,00), tels que, pour tout k € [[1,n0]], y = 2k + pr-

On a aussi, ¥(u,v) € [1,n0]]? o= pv| < lpul + o0 < @+ < 2a.

Ainsi,

Fres-mg) = 11 TI low—wl

3
S
3
S

_ IT G+ o0 = o+ p0)l

vFEp

=
Il
—_
S
Il

3
<)

o

N
—

(|Zu -zl + |pu - pul)
v=1

vFEp

=
Il
—

no

VAN
—
—

(|zp — 20| + 2a)

Y

8. par continuité des additions, multiplications et de la valeur absolue.
9.siy € B(z,a), alors y =z + (y — z) avec z € E et y — z € B(0,x)
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En remarquant que dans ce produit, il y a N = ng(ng — 1) termes, que, par
construction de R, pour tout p € [[1,n0] et tout v € [1,ng]], on a |z, — z,| < R
et 2a < min(R,%), d’apres le lemme 3.2.4, on a

1_0[ l_OI (|zu — 20| + 2a) < 1_0[ l_OI 120 — 2| | +2a 2R)N

=1 p=1 =1 p=1
v#E N v#E N
D’oti, d’apres les deux inégalités précédentes et la définition de A, (F),

f(y17y27 cee 7yn0) < A710 (E) + 2a (QR)N

et grace a la définition de «a, on obtient

N
FW1y2, - ¥ng) < Ay (E) + BR)Y 2RV < A (E)+n< B
Par conséquent, pour tout y1,y2,...,yn, € H, on a
f(y17y27 cee 7yn0) g /8 (334)

Et, par continuité de f, on en déduit que

VY12, Yne € H ' F(Y1,92, - Yng) < B (3.35)
On obtient alors A,,(H) < 3, d’ot, en élevant & la puissance T CTESIE
Ono(H) < (d(E) +¢) (3.36)
Or, par décroissance de (5k(ﬁ))k>2, on a
A(TT) < 8, (TT) (3.37)
Et comme H est compact, on a
d«(H) = d(H) (3.38)
En outre, puisque H C H, on a
d«(H) = d.(H) (3.39)

De (3.36), (3.37), (3.38) et (3.39), on déduit que

d(H) < d(E) + ¢

H étant un ouvert contenant E, on a alors
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Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que

D’ou finalement,

O

Remarque 3.2.6. Si K n’est pas localement compact, la démonstration précédente
donne seulement, pour tout compact E de K

d(E) =d.(E) < d*(E).
Proposition 3.2.7. Pour tout a € K et tout r € R%, on a

d*(By(a,r)) <.

Démonstration :

e Si K =C,alors K = R ou K = C, ce qui entraine que By(a,r) est com-
pact. On déduit alors de la proposition précédente et de la proposition 3.1.6
que d*(Bg(a,r)) = d(By(a,r)) = d(a+ By(0,r)) = d(Bf(0,r)) = d(r.Bs(0,1)) =
r|d(By(0,1)) = r.d(Bg(0,1)).

Or (Bf(0,1)) C{z € C/|z| < 1} et d({z € C/|z| < 1}) = 1. Donc d(B¢(0,1)) < 1.
On obtient alors d*(By(a,r)) < 7.

°Si K = C,. Soit € > 0. Posons H = B(a,r +¢). H est un ouvert contenant
By¢(a,r), donc d*(By(a,r)) < di(H). Soit A, un compact inclus dans H. Pour tout
(x1,22,...,2y) € A", on a |z, — x| = |(z, — a) — (x, — a)] < max(|z, — al,|z, —
a)) <r+e, dott Ay(A) < (r+2)"" Y don 6,(A) < (r +€) et par conséquent,
d(A) < r+e. Ceci étant vrai pour tout compact A inclus dans H, on en déduit
que dy(H) < r+¢e. Et comme d*(Byf(a,r)) < d«(H), on a d*(By(a,r)) < r+e. Ceci
étant vrai pour tout € € R*, on obtient d*(By(a,r)) < r.

Théoreme 3.2.8. Soit F1,Fs, ... ,Ey,... une suite de parties de K.
On a alors

(vken a'(B)=0) = (d* (U Ek> - )

k=1
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Remarque 3.2.9. La démonstration de ce théoreme dans le corps K est en par-
tie analogue a la démonstration classique dans C. Nous redonnons toutefois cette
démonstration entierement afin de s’assurer qu’elle fonctionne aussi dans le cadre
p-adique et que l’on peut se passer de la locale compacité. Pour démontrer le
théoréeme ci-dessus, nous allons commencer par démontrer un lemme.

Notation 3.2.10. Afin d’alléger les notations, pour tout R € R, on note gr
Uapplication de [0,R] dans [0, 4+ oo| définie par

si t €]0,R]
R
gr(t) = n (?) (3.40)
0 sit=20

On vérifie facilement que gr est continue sur [0,R] et que c’est une bijection stricte-
ment croissante de [0,R[ sur [0,+00[. Sa bijection réciproque g]_%1 est alors continue
et strictement croissante sur [0, + ool. On vérifie aussi immédiatement que l'on a
gr(t) =0<=1t=0.

Lemme 3.2.11. Soit R et r deux réels vérifiant R > 2r > 1. Soit i € N*.
Soit A1, A, ..., A; des compacts de K vérifiant, Vk € [1,i]] Ay C By(0,r).

7
Posons A = U Ap. A est un compact de K et on a
k=1

gr(d(A)) < ZQR(d(Ak)) (3.41)
=1

Démonstration :

Comme A et les Ay, sont inclus dans B¢(0,r), on a, d’apres la proposition 3.2.7,
d(Ag) = d*(Ag) < d*(Bf(0,r)) < r < R. Par conséquent, les quantités gr(Ayx) et
gr(A) sont bien définies.

Nous allons démontrer ce lemme par récurrence en considérant la propriété P(i):
"Pour tous compacts Ay,As,...,A; de K vérifiant Vk € [[1,i] Ay € B¢(0,r), en

posant A = U Ak, on a gr(d(A)) < ZQR(d(Ak))”-
k=1 k=1

e étape 1: La propriété P(1) est trivialement vraie.
e étape 2: Nous démontrerons que P(2) est vraie.

e étape 3: Montrons que si P(i) est vraie, alors P(i + 1) est encore vraie.
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Soit ¢ > 2 et supposons que P(i) est vraie. Soit Al,Ag, .., A; A1 des compacts

i+1
de K inclus dans By(0,r). Posons A = U A, By = U Ap etBy = Ajyq.
k=1 k=1

On a A = B;|J B2 avec By et By compacts, donc, comme P(2) est vraie, on a:

gr(d(A)) < gr(d(By)) —|—gR(d(Bg)). Or gR(d(Bg)) = gr(d(Ai+1)) et, comme

P(i) est vraie, on a aussi gR Z gR . Des inégalités précédentes,
i+1
on tire alors: gR Z gR . Par conséquent, P(i + 1) est vraie et

on peut en déduire que le lemme est vrai par récurrence.

Il reste & démontrer I’étape 2. Soit Ay et Ay deux compacts de K.

Posons A = A;|J As. Si d(A) = 0, alors, par positivité de gg, on a trivialement
gr(d(A)) = gr(0) = 0 < gr(d(A1)) + gr(d(A2)).

Désormais, on supposera donc que d(A) > 0.

Pour tout n > 2, notons (2p,1,2n.2, - - - 12n,n) un n-uplet de Fekete de A.

Posons aussi I, = card{j € [1,n]] / z,; € A1}. Quitte & renuméroter les points

a l'intérieur de chaque n-uplet de Fekete, on peut supposer que

Vj € [[1,ln]] Znj € A et Vj € [[ln + LTLH Zn,j € Ag (342)

e ler cas: (l,) possede une sous-suite ([, ) bornée.

I existe alors un entier M supérieur a 2 tel que Vk € N* [,,, < M. De plus, on a

clairement ng — I, P +00 et pour tout (j1,j2) € [1,n]%, on a
——+00
1Znj1 = Znjol < 2| + 20| ST+ <R (3.43)

Soit k> M+3.Onany,2k>M+2>2 n,—1,, 2k—1,,, 2M+2-M >2et

A):H H |2y — 2| =B xCxDxE (3.44)
=1l p=1
v#Ep
In,  Iny, ng ng
avecB:H H |2y — 2|, C = H H |2y — 20,
pn=1 =1 #:lnk+1 l/=lnk+1
v# v#p
In, In,
D= H H |2y — 2| et B = H H W= 2| =
p=1 v=lp, +1 p=ln,+1 v =1
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Grace a (3.43) et au fait que [,,, < M, on obtient

l’llk lTLk
B[ ] R< R < RMM-D < gM° (3.45)
=1l p=1
v#Ep

et

ng Iny,
D=E< H H R< Rl (nk=lny) < RM(nk—=ln,,) < RMnk (3.46)
N:lnk+1 v=1

Par définition de A, _;, (A2), on a aussi

C < Ay, (A2) (3.47)

En passant au logarithme dans (3.44) et en utilisant(3.45), (3.46) et (3.47), on
obtient

1 (A, (4)) < M2In(R) + In (Ank_lnk (Ag)) + 2Mny, In(R)

d’ou

In (A, (4) = MIn(R)(M +2ny) _ (g — by ) (s = Lo — 1) In (Ank—znk (Az))

nk(nk — 1) = nk(nk — 1) (nk — lnk)(nk — lnk — 1)

d’ott, comme 0 < M < ng

In (6, (A)) — SM (k) (1 _ l”-k) <1 _ l’i) 10 (85,1, (42))

ng(ng — 1) ny ng — 1
d’on

_ 3MIn(R)

In (5, (4)) — =25

<1 (801, (42))

En passant a I’exponentielle, on obtient

In(8,, (A _3M1In(R)
en( k( )) ng—1 <6nk—lnk(A2)

et en faisant tendre k vers +oo, on en déduit que

d(A) = @A) < d(Ay)

Par croissance et positivité de gg, il en résulte que

gr(d(A)) < gr(d(A2)) < gr(d(A1)) + gr(d(Az)).
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e 2¢me cas: (n — l,,) possede une sous-suite (ny — I, ) bornée.

Une démonstration analogue a la précédente prouve qu’alors
gr(d(A)) < gr(d(A1)) < gr(d(A1)) + gr(d(Az)).

e 3eme cas: ni (I,) ni (n —[,) ne possede de sous-suite bornée.
En faisant deux extractions successives, on peut obtenir une sous-suite (ny) vérifiant

Vk € N nk>27Vk€N* lnk>27lnk—>+ooetnk_lnk—>+00

k——+o0 k——+o0

l l
Comme Vk € N* 0 < =& < 1, on peut extraire une sous-suite < Mhq

ng Nk,
vers un réel A € [0,1]. Pour alléger les notations, nous noterons (nq) au lieu de

) qui converge

g g
(1, )- De nouveau, on a A, (A) = H H |2y — 2| = BXCxDxE avec

pu=1 p=1
v#Ep
lng lng ng ng
B = H H |z — 20| < Alnq (A1), C = H H |2 — 20| < Anq—lnq (A2),
/‘L:l v=1 /’L:lnq+1 V= lnq +1
v# v#
Ing - ng  lng
D= H H |2y — 2| et E = H H ]z#—zy|:D<Rl"q("qfl”‘1).
p=l oy =1p, +1 H=lng+l v =1

On obtient alors

Any(A) < Ay, (A1) Ay, 1, (A2) R (ra=tng) (3.48)
1
d’ol, en passant au logarithme et en multipliant par ———
ng(ng —1)
1 ~ -~
—_— < . .
. Y In (An,(A) <AxBxC (3.49)
~ A (ly, — 1) 1 ln, (I, )
A= —21-1 In(4; (4;)) =" 1 A
avec na(ta 1) o (e — 1) n( lng ( 1)) ng(ng —1 n (5lnq( 1))7
- -1, —lp, — 1
F oo (azhg) (gl =Y ! n (A, 1, (42))
ng(ng — 1) (ng —ln,) (ng—ln, — 1) e

- <1 — %) <1 — njn_q 1) In (5nq—lnq (A2)) ;

~ 2ln — ln ln ln -1
et C = M In(R) =2 (—q> <1 - ) In(R).
ng(ng —1) Ng ng —1
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Les trois égalités précédentes et la formule (3.49) donnent alors

In (6, (A)) < (%) <ln”q;11> In (% (Al)) n

() (bt () )

(3.50)

Pour continuer, nous devons distinguer trois sous-cas:
o ler sous-cas: d(Aj) = 0. Par ’absurde, supposons que A > 0.

L’égalité(3.50), le fait que(d;(Az))soit décroissante et le fait que 0<l,,, <ny donnent

In (5., (A)) < <ZL> <l”7_1> In <5lnq(A1)> +1n(05(A)) +2In(R)  (3.51)

ng ng —1
In, I, — 1
On a alors In (6, (A)) P~ In (d(A)), Py A, ng =1 7oro A et,

comme &y, (A1) — d(Ay) =0, In (6, (A1)) o oo ona
q——+00 q——+o00

ln l, —1
(1) (22 ) e
ng ng—1 a q——+o0

En faisant tendre g vers +o0o dans (3.51), on obtient In (d(A)) < —oo, ce qui est

impossible, car d(A) > 0. On a donc A = 0, c¢’est-a-dire —% ——— 0.
Ng q—+00

En utilisant & nouveau le fait que (6;(A;1)) est décroissante et le fait que 0< I,,, < nyg,

(3.50) nous donne

In (6, (A)) < (ll> In (62(A1))+< —lﬂ> (1_ I 1) In (5%*,% (A2))+2<l"—q> In(R)

dot

< - i) <11 - L) <ln (5nq(A))—<l;—:> (1n (52(A1))+21n(R)>>< In (%-znq(Az))
ng ng —1

dot

- (m(anq(A))_(f_g) (n@2(A1)+21n(R)))
“ma) < by 1, (42)
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Et, en faisant tendre ¢ vers +oo dans cette inégalité et en tenant compte du fait
que — ——— 0, on obtient
nq q—+00

d(A) = ™) < d(A4y).

Par croissance et positivité de gr, on en déduit que
gr(d(A)) < gr(d(A2)) < gr(d(Ar)) + gr(d(A2)).

o 2eme sous-cas: d(Az) = 0.

Par une démonstration analogue, on démontre que A = 1 et que
9r(d(A4)) < gr(d(A1)) < gr(d(A1)) + gr(d(A2)).

o 3eme sous-cas: d(A;) > 0 et d(Az) > 0.

En faisant tendre ¢ vers +o0o0 dans (3.50), on obtient

In (d(A)) < X In(d(A1)) + (1 = A)?*In (d(A2)) 4+ 2A(1 — A) In(R) (3.52)

Posons a = In (d(A1)), b=1In (d(A42)), c = =1In (d(A))

et P(X)=aX?+b(1—-X)*+2X(1— )

L’inégalité précédente devient d < P(\) avec A € [0,1].

Or,on a P(X)=(a+b—2c)X?+ (2¢ —2b)X + b avec'? a + b —2c < 0.

Le polynéme P atteint donc son maximum au point Ag vérifiant P'(\g) = 0.
b—c

/
_ —20)X + (2c - =
Comme P'(X) = 2(a+b—2c)X + (2c — 2b), on a Ag a+b—2¢

10. Cela résulte de A1 C By(0,r), d’out d(A1) < d* (A1) < d*(Bs(0,r)) <r < R,
d’ott a = In(d(A1)) < In(R) = c. Idem pour b.
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On en déduit alors que

d—c < PN\ —c

< P()\())—C
< (atb-20( 2= 2+(2 L
S ¢ a+b—2c ¢ a+b—2c ¢
(b—rc)? (b—rc)? a+b—2c
< _ A et
S a+b—2¢ a+b—20+<b C)a—i—b—QC
< L(—(b—c)%—aﬂ—b—%)
S a4+b—2¢
b—c
< _
(a—c)~|—(b—c)(a )
< (b—c)(a—rc)
(b—c)+(a—c)
d’ou
1 (b—c)+ (a—c) 1 N 1
d—c (b—c)(a—rc) a—c b—c
1.e.

Retour a la démonstration du théoréme:

ler cas: F borné

Il existe alors r > 0 tel que £ C By(0,r). Posons R = 5r. Comme F est la réunion
des Ej, on a aussi, pour tout k € N*, E, C Bf(0,r).

Par ailleurs, on a d*(Ey) =  inf <d* (H )) et gr est croissante et continue,
H ouvert
E, CH
ot gr(d"(Ey)) = il gr(d.(H)).
H ouvert
E,CH

Soit € > 0. Pour tout k£ € N*, il existe un ouvert IEITC contenant Fj, tel que

o 5 . —
gr(d«(Hy)) — ok < gr(d*(Ey)). Posons Hy, = Hy, (B(0,2r) et H = U H,.
keN*
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Comme H;, C j-Ivk, on a d,(Hy) < d*(l/ﬁlvk), d’ou
R(d*(Hk)> < gR(d*(Ec)) < 9R<d*(Ek)) %

De plus, par construction, E est inclus dans I'ouvert H.

Soit A un compact inclus dans H.OnaAC U Hj. avec A compact, donc il

ke
existe m € N* tel que A C U Hj. Soit p un nombre de Lebesgue ' de ce recouvre-

k=1
ment. On a A C U B(z,2p). Comme A est compact, on peut extraire du recou-
€A
vrement ouvert précédent un sous-recouvrement fini. Ainsi, il existe x1,22,...,74

q
des éléments de A vérifiant A C U B(z;,2p).

j=1
Pour tout j € [[1,¢]], on pose I; = min{k € [1,m]/B(x;,2p) C Hy} et, pour tout
kel[Lm], onpose Ay = | By(zj.p) et A = AN A.
1=1,....¢q
L=k

m
On a alors, pour tout k € [1,m]], Ay compact!?, A; C AL C Hyet AC U A,
m m k=1
d’ou A C U Aj avec U Ay compact. L’inclusion précédente et le lemme 3.2.11

k=1 k=1
nous permettent d’obtenir

gr(d(A)) < gr | d (3.53)

s
.
ol
7

NE
e}
=y

E
Il
—
B
Il
—

11. c’est-a-dire un nombre réel p > 0 vérifiant Vo € A 3j € {1,2,...,m} B(z,2p) C H;.
L’existence d’un tel p provient de la compacité de A. En effet, si par ’absurde on suppose
le contraire, alors Vp > 0 Jz € A Vj € {1,2,...,m} B(z,2p) ¢ H;. En définissant la
suite (pn) par p, = 27", on obtient l'existence d’une suite z, d’éléments de A vérifiant
Vi e {1,2,...,m} B(zn,2pn) € H;. A étant compact, on en déduit Pexistence d'une sous-

suite (zn,) qui tend vers un élément = de A. Comme z € A et A C U Hy, il existe jo tel
k=1
que € Hj, et comme Hj, est un ouvert, il existe > 0 tel que B(z,3n) C Hj;,. Comme

P T) 0, il existe ko tel que Vk > ko 0 < 2p,, < 7. De plus, comme (mnk) converge vers

z, il existe k1 > ko tel que Vk > k1 [2n, — 2| < 0. On a alors, pour tout y € B(2n,, ,2pny,) ,
ly — x| < [y — @y, | + |Tny, — 2 < 200y, +1 < 27 < 3n, Aot B(zn, 2pn,,) € B(x,3n) C Hj,.
Or, B(xny, ,2pn,, ) € Hj,- Contradiction.

12. car Ay est un fermé qui est inclus dans le compact A.
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Et comme Ay, compact et Ay, C Hy, on a d(Ay) = d.(Ay) < di(Hy). D'ou

gr(d(Ax)) < gr(d«(Hy))) < gr (d*(Ek)> + =

o (3.54)

De (3.53) et (3.54), on tire

m +oo

gr(A(A) <Y gr(d(ER) + D 5 <D gn(d(E)) +e (3.55)
k=1

k=1 k=1

Or, comme d.(H) = sup (d(A)) et comme gp est croissante et continue, on a
A compact
ACH

gr(d(H)) = suwp  gr(d(4)) (3.56)

A compact
ACH

De (3.55) et (3.56), on tire

+oo
gr(d-(H)) <Y gr(d"(By)) + (3.57)
k=1

Comme gp(d*(E)) = _inf gg <d*(fl)) I'inégalité (3.57) donne
H ouvert
ECH

+o0o
gr(d*(E)) < ZQR (d*(Ek)) +e
k=1
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que
+00
gr(d"(E)) <Y g (d(Fx)) (3.58)
k=1

Par conséquent, si pour tout k € N*, d*(Ey) = 0, alors gR(d*(Ek)) =0et
(3.58) nous donne gg(d*(E)) =0, d’ou d*(E) = 0.

2eme cas: F quelconque

Soit € > 0. Pour tout n € N* et tout £ € N*, on pose E,[Cn} = FEr(B(0,n) et
EM=EN B(0,n). Comme EM"CEy, on a d*(EM)<d*(E,)<0. Dot d*(E[") = 0.
De plus, EM = U E,[Cn] et Vk € N* d*(ELn}) =0 avec E™ borné, d’otr, d’apres

keN*
le ler cas, d* (E[”]) =0 . Comme gR(d*(Em) = inf gp (d*(H)>,
H ouver
BNl C };
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il existe un ouvert H; contenant E! tel que gp (d*(Hl)) < e. Quitte!3 &
réduire Hq, on peut supposer Hi borné.

Choisissons g9 tel que 0 < g9 < & — gg (d*(Hl)) Comme gR(d*(E[Q]) =0,
il existe un ouvert Hy contenant E2! tel que gr (d*(E)) < £9. Quitte &

réduire I:fz, on peut supposer I:fg borné. Posons Hy = H; | ]—AI; On a
H, C Hy et comme Hq, H et ]/'1\7/2, sont des ouverts, on a d,(H;) = d*(H;)

et de méme pour Hs et E Comme tout est borné, le ler cas nous donne

9R<d*(H2)) < 9R<d*(H1)> +9R(d*(f72)) < 9R<d*(H1)) +ex<e

Par récurrence on construit ainsi une suite (Hy) d’ouverts de K qui est

croissante pour linclusion et telle que, pour tout k € N*, EFl C H et

+00
gR<d*(Hk)) < e. Par ailleurs, ona E C H = U Hy, d'ou d*(F) < d*(H).
k=1
+oo
Or, pour tout compact A inclus dans H, comme U Hj, est un recouvre-
k=1

ment ouvert de A, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. Il existe

alors m € N* tel que A C U Hj, = H,, (par croissance des Hy).
k=1

Comme A C H,,, on a d(A) = d.(A) < d(Hp,) < &, dou d(4) < e. Ceci

«(H)

«(H)

étant vrai pour tout compact A inclus dans H, on en déduit que d < e.
Et comme H est un ouvert contenant E, on a d*(E) < d*(H) = d <e.

D’ott d*(E) < € . Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a d*(E) = 0.

13. On peut remplacer Hy par Hy () B(0,1).
14. On peut remplacer Hy par Hz () B(0,2) .
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Chapitre 4

Généralisation du théoreme de
Perez-Marco

Dans [PMO01], Perez-Marco démontre que si on perturbe de fagon polynomiale
un germe de difféfomorphisme holomorphe fixant 0, alors on a une loi de « tout
ou presque rien ». Il démontre en particulier que pour tout m,d € N*, si les
gi : (C™0) — (C™,0) sont des germes de fonctions holomorphes de valuation
supérieure ou égale a 2, si A € GL,,(C) est non-résonante et si on pose fi(z) =
Az + Z?:o t'gi(z) et E = {t € C/f; est lindarisable}, alors ou bien E est égale
a C tout entier ou bien E est un ensemble tres petit (un ensemble de capacité
logarithmique nulle).

L’objectif de la prochaine section est double. Dans son article, Perez-Marco
utilisait la théorie du potentiel, notamment le lemme de Bernstein. Une approche
alternative consiste a utiliser le diametre transfini pour définir la capacité logarith-
mique dans C et a remplacer le lemme de Bernstein par un théoreme de majoration
polynomiale utilisant uniquement le diametre transfini. C’est cette approche que
nous adoptons ici et elle va nous permettre d’une part de fournir une nouvelle
démonstration du théoreme de Perez-Marco dans C et d’autre part d’adapter ce
théoreme au cadre p-adique. !

4.1 Théoreme de Perez-Marco généralisé

Soit K7 un sous-corps valué complet de K et K5 un sous-corps valué complet
et localerfnvent compact de Ki. Lorsque K = C, forcément, Ko = R ou Ky = C.
Lorsque K = C,, forcément, K3 est une extension finie de Q.

1. La généralisation au cadre p-adique ne présente d’'intérét que pour m > 2, car il est classique
qu’en dimension 1, tout A € C, \ {0} non racine de I'unité est diophantien, ce qui entraine que,
dans le cas non-résonant, la linéarisation est toujours possible (voir [HY83])
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Théoréme 4.1.1. Si m,d € N*, si les hy, : (K]",0) — (K7",0) sont des séries
entieres en m variables de valuation supérieure ou €gale a 2 et de rayon de conver-
gence strictement positif, si L € GL, (K1) est non-résonante et si on pose

d
fi(z) =Lz + Ztkhk(z) et £ = {t € Ky/f est linéarisable},
k=0
alors,
ou bien E = Ky ou bien d*(E) =0
Démonstration :

On s’intéresse & la linéarisation de la famille (f; : K" — Ki"),cp, avec f; de

la forme
d

fi(z) =Lz + Z t*hi(2)

k=0
avec L € G Ly (K1) non-résonante, hy de la forme hy(z) = 3., h,(cj)(z) de rayon

de convergence strictement positif et h,(gj )(z) polynome homogene de degré j en m

variables et a valeurs dans K{".

On peut aussi écrire f; sous la forme
+o00 ‘
fiz) =Lz + Y f(2)
j=2

avec ft(j )(z) = o<k<d tkhl(cj )(z) polynéme homogene de degré j en m variables et
a valeurs dans K" et dont les composantes des coeflicients sont des polynomes en
t de degré au plus d.

Pour tout t € K5, comme L est non-résonante, d’apres la proposition 2.2.8, f;
possede une unique linéarisante formelle

p(2) =2+ o)=Y 0 (2)

Jjz2 j=1
et d’apres la formule (2.4), avec les notations du chapitre 2, elle est déterminée par

cpgl)(z) =z et, pour tout ¢ > 2,

D) =) 2, | O T e (4.1)

2<I<q 1<il<q
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De cette relation, on déduit immédiatement par récurrence que les composantes
des coefficients des polynomes homogenes (’qu) sont des polynomes en t a coefficients
dans K;.

De plus, en notant W, le degré maximum, en tant que polynéme en ¢, des

composantes des coefficients du polynéome homogene gogq), on a le lemme suivant

Lemme 4.1.2.
Vge N* W, <d(g—1)

Démonstration du lemme:

D’apres la formule (4.1), comme on a a faire a des polynomes homogenes et

comme les composantes des coefficients des ft(l) sont des polynomes en t de degré
au plus d, on a W; = 0 et, pour tout q¢ > 2,

Wy < max (d+1W;) (4.2)
2<i<g
1<il<q
On obtient alors que
e pour ¢ = 1, le lemme est vrai, car W; =0 =4d(1 —1).
e pour ¢ > 2, si on suppose que pour tout j € [1,¢ — 1]], W; < d(j — 1),
alors, on tire de (4.2) que

Wy < max (d+1W)
2<1<q
1<il<q

Or, pour tout [ € [[2,q] et tout i € [[1,7]], on a

d+1W; < d+1d@i—1)

< d+dil—1d
< d+dg—2d
< dg—d
< dlg—1)
d’ou
W, <d(q—1)

Par récurrence, il s’en suit que le lemme est vrai.
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Pour tout ¢t € Ky et ¢ € N*, notons aussi By(t), le maximum (a ¢ fixé) des

valeurs absolues des composantes des coefficients du polynéme homogene wgq).

On a E = {t € K3/ f; est linéarisable}. Posons alors, pour tout ¢ € N*,
Fp={teKy / |t|<dq}

et

Go= [ {teF, / Bit)<d}
JEN*

Remarque 4.1.3. Les G, sont des fermés bornés dans Ko qui est localement
compact, donc les Gy sont des compacts.

Lemme 4.1.4.

—+oc0
E=Jq,
q=1
Démonstration du lemme:

oSi ¢t € E. Alors, f; est linéarisable et ¢ (z) = Z aq,12% est une série entiere de
aeN™

R
rayon R,, > 0. Posons r = % et zo = (r,r,...,r). Comme ||2]| < Ry, @i(20) est

convergente et donc aaﬁtrua” T 0. Il existe alors un réel M > 1 tel que
a||—-+o0
m o 2 M -
Vo € N™ |lagr!ll|| < M. En? posant ¢go =3+ |— | + [ |t| ], on obtient, pour
r

tout o € N tel que ||a| > 1,

M M (e[|
< <= < goll®l .
HaOé,t | ~ ’[”HO‘H ~X ( r ) ~ QO (4 3)
et
teF, (4.4)
d’ou
Bjja(t) < g0 (4.5)
et
teF, (4.6)
+oo
On déduit alors de (4.5) et (4.6) que t € Gy, d'out € U Gy.
q=1

2. On note [z] la partie entiere du réel x, c’est-a-dire 'unique entier n vérifiant n <z <n+1.
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+oo
oSit e U Gy, alors il existe go tel que t € Gy,. On a alors, pour tout o € N tel
q=1

que [[af] = 1, [|aatl] < By (t) < g/l Donc ¢;(2) = Z Ao, t2% est de rayon

aeNm
1
R,, > — > 0. Par conséquent, f; est linéarisable et t € E.
do

Fin de la démonstration du théoréme:

Pour démontrer le théoreme 4.1.1, il suffit de prouver que si d*(E) > 0, alors
+oo

E = K. Supposons donc que d*(E) > 0. D’apres le lemme 4.1.4, on a E = U Gy,
q=1

+o0o
d’ou d* U G4 | > 0. Grace au théoreme 3.2.8, on en déduit qu'’il existe gg € N*
q=1
tel que d*(Gg,) > 0. Or, K3 est localement compact et comme d’apres la remarque
4.1.3, G4, est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que d*(Gy,) = d(Gy,)-
Par conséquent, d(Gy,) > 0.

Soit t € Ko, ¢ > 2 et C(t) une des composantes d'un des coefficients du polynéme

homogene gogq)(z) de degré g en z . Comme d(Gy,) > 0 avec G4, € Bf(0,q0) et
comme deg C' < W, < d(q—1) <dg, on a, d’apres le théoreme 3.1.10

|C(t)] < max |C(a)| <d(%qo))dq (’t|+q0>dq

ac€Ggq
Or
ax |C < max B < qo?
alélcifJ' (“)‘\chf; (@) < qo
d’ou

c’est-a-dire
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et par conséquent,

By(t) < <QO (d(Gqu)yl <W +CI0>d>q

Ainsi, t € E, ce qui entraine finalement,

E=Ks.

Remarque 4.1.5. Lorsque K= C,, ce théoréme ne présente d’intérét que pour
m > 2, car il est classique qu’en dimension 1, tout A € C, \ {0} non racine de
l'unité est diophantien, ce qui entraine que, dans le cas non-résonant, la linéarisation
est toujours possible (voir [HY83])

En dimension supérieure, la situation n’est pas triviale. Dans [HY83] est démontré
le théoreme suivant :

Il existe A\1,\2 € Zy, et une fonction entiére 6(z) = ), a2 tels que
9(z1,22) = (M121,A222) + (0(22),0) soit non linéarisable .

En appliquant le Théoréme 4.1.1 a la famille

filzz) =glzz) +E | D 2% m™, Y 21%a" |,

a1tag =2 a1tag =2

on obtient

Corollaire 4.1.6. Il existe t € Q, ~ {0} tel que f; soit non linéarisable.

Ceci donne des exemples de non-linéarisabilité de fonctions d’une forme plus
générale.

Remarque 4.1.7. Pour démontrer le théoréeme précédent, nous avons utilisé le
fait que Ko est localement compact a 2 reprises: lorsque nous avons utilisé la
remarque 4.1.8 et lorsque mous avons utilisé la proposition 3.2.5. Cela nous a
permis de pouvoir ensuite utiliser le théoréme 3.1.10.

Si on ne suppose pas que Ko est localement compact, on ne peut pas appliquer
ce qui précéde?. Toutefois, lorsque Ko = K = C,, en utilisant le fait que C, est
a la fois complet et algébriquement clos, on peut démontrer un théoréme de tout
ou presque rien plus faible:

Théoréme 4.1.8. Si Ky = C, avec les mémes notations qu’au théoréme 4.1.1,
on a

ou bien E = C,, ou bien E est d’intérieur vide.

3. Méme si on essaie de remplacer les ”compacts” par des ”fermés bornés”, on n’arrive pas a
conclure.
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Démonstration :

On va utiliser les mémes notations que dans la démonstration du théoreme
4.1.1. Pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que si E est d’intérieur non
vide, alors, ¥ = C,,.

+oo
Supposons que E est d’intérieur non vide. D’apres le lemme 4.1.4, on a F = U Gy.

g=1
Par conséquent, comme les G, sont des fermés (bornés), le théoreme de Baire

entraine qu’il existe gop € N* tel que Gy, soit d’intérieur non vide. Il existe alors ag
point de U'intérieur de Gy, et r € R tels que B(ag,r) € Gg,.
Soit? by € B(ag,r) ~ {ao}. On a rg = |by — ag| < r et By(ag,ro) C Blag,r) C Ggp-

Soit t € Ko, ¢ > 2 et C(t) une des composantes d'un des coefficients du polynéme

homogene go,gq)(z) de degré ¢ en z . Posons P(X) = C(ag + (bop — ap)X).
comme deg P =degC < W, <d(¢—1) <dgq, on a, d’apres la proposition 3.1.16

. , . t— a
appliquée au point z = ,
0 — ao
P(z)| < P(a)| 2% 1))% 4.7
|P(2)| Lo |P(a)] (max (|z[,1)) (4.7)
Or
t— t—
P(z) =P —=2) = a0+ (b — a)) —— ) = Clag+t—ap) = C(t) (4.8)
bo — ao by — ag

et, comme ag € Gy, on a aussi

t—ao | |t—aol |t—aol

1 1
|z| = < — max(|t|,|ag]) < — max(|t],q0) (4.9)
7o 7o

bo — agp

o —aol  mo
On déduit alors de (4.7), (4.8) et (4.9) que

< P l o, 41
col < max P@l (2) (maxanr) (4.10)

4. Un tel point existe car K contient Q et dans @@, on peut trouver des nombres ayant une
valeur absolue aussi petite que I'on veut.
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Par ailleurs, pour tout a € By(0,1), on a P(a) = C(ag + (by — ao)a)
avec ag + (b — ap)a € By(ag,r0) € Ggq.
Dot |P(a)| = |C(ao + (bo — ao)a)| < Bq(ao + (bo — ag)a) < go?
Ainsi
P < qo? 4.11
P <a (4.11)

On déduit alors de (4.10) et (4.11) que

dq
C(1)] < a0 (—) (max (|t} g0.r0) )™ (4.12)
doi
2\ d !
el < (a (—) (max (It go,70) ) (4.13)
et par conséquent,
q

d
Bq(t)<<q() (3) (max(\t,qo,ro))d> (4.14)

To

Ainsi, t € E, ce qui entraine finalement,

E=C,.

4.2 Généralisation du théoréme d’Il’Yashenko

Dans cette section, nous allons montrer que le théoreme d’Il"Yashenko [11'79],
démontré par II’Yashenko dans le cadre complexe, est encore valable dans le cadre
p-adique.

Théoreme 4.2.1. Notons £ [l’ensemble des séries entieres en m wvariables et
a valeurs dans K{* de rayon de convergence strictement positif et de valuation
supérieure ou égale a 2.

Notons B lapplication de & dans & définie par B(g) =go L — Lo g. Soit h € €.

Si h ¢ Im(B), alors d* ({t € Ko |/ fi = L+ th linéarisable}) = 0.
En particulier, il existe t € By(0,1) tel que f; = L + th soit non-linéarisable.
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Démonstration :

Notons fi(z) = Lz + th(z) et posons E = {t € Ka/f: est linéarisable}. Pour

démontrer le théoreme 4.2.1, il suffit de prouver que si d*(F) > 0, alors h € I'm(B).
+oo

Supposons donc que d*(E) > 0. D’apres le lemme 4.1.4, on a E = U Gg, d’ou
q=1

+00
d* U G4 | > 0. Grace au théoreme 3.2.8, on en déduit qu’il existe ¢o € N*
q=1

tel que d*(Gy,) > 0. Or, K3 est localement compact et comme d’apres la remarque
4.1.3, Gy, est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que d*(Gy,) = d(Gy,)-
Par conséquent, d(Gy,) > 0.

Soit t € Bf(0,1), ¢ > 2 et C(t) une des composantes d'un des coefficients du
polynéme homogene gpgq) (2) de degré ¢ en z . Comme d(Gy,) > 0 avec Gy, C
B(0,q0) et

comme deg C' < W, < d(q—1) < dg , on a, d’apres le théoreme 3.1.10

C(B)] < max [C(a) <d(éq0>>dq (1-+0)"

a€Gyq,
Or
C(a)] < max By(a) < g
a2ey 1N < Juge Bale) < o
d’ou

c’est-a-dire
e < (w (o) (+w) q
D<o | 74— (t + QO>
d(Gyp)
et par conséquent, comme on a également [t < 1, on a

q

By(t) < <QO <d(%qo)>d (1 —HJo)d) (4.15)
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Ainsi®, le rayon Ry, de la série ¢ (z) = E aq 2" est supérieur ou égal a

1 aecN™
, et ceci est vrai pour tout t € By(0,1).
(i) (o)’
w (2) (1ew)
d(Gqg)
Mais, comme les aqo,¢ sont des polynomes en t, la série p(z) = Z aq 2" peut
aeN™
aussi étre vue comme une série (21,22, ...,2m,t) = Z bgzlﬁlzg2 . ..,z;gnmtﬁﬂ“rl
ﬁeNm+1

; 6 . 1

en m + 1 variables® et, en posant Ry = min | 1, i ,
) d
o () ()
( A(Guy)

on obtient” que Ry = Ry > 0.
La série (21,22, ...,2m,t) = Z b/@zllzg2 . ..zg{”tﬂm“ est alors dérivable en

ﬂeNm«kl
n’importe laquelle des variables, en particulier en ¢.

Pour tout z€ K{" tel quel|z||< Ry, considérons I'application 7. : B¢(0,1) — K"
définie par

n:(t) = ¥(21,22, - - - 2mit) = @i(2)

Grace a (4.15), on contrdle parfaitement les valeurs absolues de toutes les compo-
santes de tous les coeflicients des ¢; pour t € Bf(0,1). On peut alors en déduire
qu’ il existe € €]0, min(1,Ry)[ vérifiant, pour tout t € Bf(0,1), ¢:(B(0,e)) inclus
dans le domaine de définition de f; et L(B(0,e)) € B(0,Rp).

Par conséquent, pour tout ¢t € B(0,1) et tout z € B(0,¢), on a

fi(ei(2)) = @i(L2) (4.16)

c’est-a-dire

fe(n=(t)) = nr=(t) (4.17)

5. En utilisant les notations de la section précédente,
6. toujours a valeurs dans K{"
7. car on vient de voir que cette série converge pour tout (21,22, ... ,2zm,t) vérifiant

VE € [[Lm]] o] < Y et <1
<q° (d(%)) (qu))
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c’est-a-dire

Ln.(t) +th (n:(t)) = nL=(t) (4.18)
c’est-a-dire, en notant b(t) = h (n.(t)),

Lna () + th(t) = nr.(t) (4.19)
En dérivant ces séries entieres par rapport a t, on obtient
L (t) +b(t) + V' (t) = nz..(¢) (4.20)
et en prenant ¢t = 0, on en déduit que
L (0) + b(0) + 08/(0) = . (0) (4.21)
c’est-a-dire
Ln’(0) + h (1:(0)) = n.(0) (4.22)

Or, pour tout y € B(0,¢), on® a 1,(0) = @o(y) =y, d’out h (1.(0)) = h(z).
Ce qui entraine

h(z) = n7.(0) = Ln.(0) (4.23)

De plus, pour tout y € B(0,¢) et tout v € B(0,1), on a

0
) =g | D2 beultud oyt
BeNm+l
Donc 1,,(t) est une série entiere (de rayon strictement positif) en (y1,y2, ... ,Ym.t)

et par conséquent, 7, (0) est une série entiere (de rayon strictement positif) en

y = (y1,%2, - - - yym)- Nous la noterons v(y).
Ainsi, 7, (0) = y(y) et I'équation (4.23) devient

h(z) =~(Lz) — Ly(z) (4.24)
On a alors h = B(v) , d’ou finalement,

h € Im(B).

8. car, si t =0, alors f; est déja linéaire et par unicité de la linéarisante formelle, on a o = I4.
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Remarque 4.2.2. Dans le cas complexe, c’est grace a ce théoréeme que Yoccoz
(voir [Yoc95]) démontre que :

Pour tout n > 2 et tout A € GL,(C), si A posséde une valeur propre de module 1
dont le sous-espace caractéristique associé differe du sous-espace propre, alors, il
existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) = Az + ...
qui ne sont pas linéarisables.

Remarque 4.2.3. Dans le cas complexe, ce théoreme est aussi l'un des outils qui
permet a DeLatte et a Gramchev (voir [DG02]) de démontrer que :

A0 O
Pour tout A = | 0 p e | non-résonante avec |\ > 1, |u| < 1 et e # 0, il
0 0 u

existe des germes de difféomorphismes holomorphes de la forme f(z) = Az + ...
qui ne sont pas linéarisables.

4.3 Information diophantienne dans le théoreme de
Perez-Marco

Dans cette section, on supposera que K; = Ko = C et que m = 1. Dans le
théoreme de Perez-Marco, pour obtenir qu’une famille f; est non-linéarisable a
I’exception d’un ensemble de mesure nulle de ¢, on s’arrange pour faire apparaitre
dans cette famille un élément f;, dont on sait déja qu’il est non-linéarisable. Ainsi,
comme ou bien £ = C ou bien d*(F) = 0, comme ¢y ¢ E, forcément, d*(E) = 0.

Ici, on va construire une famille sur laquelle on récupérera directement une
information diophantienne, sans rien connaitre & ’avance sur aucun membre de
cette famille.

Théoréme 4.3.1. Soit § € R~ Q. Posons A\ = e2™ ¢t notons (p_n> la suite
n>0

an
des réduites de 0. Soit K désignera une partie infinie de N\ {0,1,2} et
+o0o
f(z) =Xz + Z 2" une série entiére de rayon R >0 .
n=3

On suppose que Vk € X c114, # 0 et on considére la famille (f;),cc définie par

+oo
fi(z) =z + Z et 22",
n=3
En posant E = {t € C / f; linéarisable}, on a

In(qr41) n In(|c14q,l)
qk qk

oubien E =C etdM >1 VkeX
ou bien d*(E) = 0.

<M.
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Remarque 4.3.2.
e Comme fy(z) = Az, on a automatiquement 0 € E.

e En notant R; le rayon de la série entiere f;, on a Vt € C* R; > 7 >0

e Comme 0 € R\ Q, les f; sont formellement linéarisables et leur linéarisante
+oo
formelle p; s’écrit sous la forme ¢;(z) = Z by (t)z" ot les by, (t) sont déterminés
n=1

par la relation de récurrence suivante :

1
bi(t) =1 et bu(t) = 17— > an(t) > II b
2<rsn (J1:d2; - 5dr) € (N¥)" ISk

avec > dk=n
1<k<r

+o0
as(t) =0 et Vn =3 an(t) = c,t" 2 (i.e. fi(z) = Az + Zan(t)z">
n=2

Démonstration du théoréme

On va utiliser les notations du théoréme 4.1.1 et poser F, = {t € C / |t| < q}

et G, = ﬂ {te F, / |bj(t)] <¢'}. Un analogue du lemme 4.1.4 nous donne
JEN*

que F = U Gy. (et que les G, sont des compacts.)
qeN*

Lemme 4.3.3. Vn € N* b, (t) est un polynome en t.

Démonstration :

Récurrence immédiate en remarquant que les ax(t) sont des polynoémes en .
Lemme 4.3.4.
° deg(bl)::O

eVn=>2 deg(b,) <n-—2

n—1
oVn >3 deg| Y am(t) > by, (Db, (t) ... b, (t) | <n—3.
m=2 (j17j2,~-~7jm) € (N*)m
Jitjet+-+im=n
—1
eVn >3 wval(b,) > n 5

Démonstration :

Par définition des a,,, on a Vm > 2  deg(a,,) <m —2.
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Par définition des b,,, on en déduit que deg(b;)=0, deg(bs)=0.

On a donc deg(b1) < 1 —1 et deg(bg) <2 — 2.

Considérons la propriété P(k): " Vi € [2,k — 1]  deg(by) <1—27

On a déja vu que P(3) est vraie.

Soit n > 3 et supposons P(n) est vraie. On a alors VI € [[2,n—1]] deg(b;) < 1—2
11 suffit de montrer que deg(b,) < n — 2.

Or
1 n
bu(t) = o, > am(t) > bji (1)bjy (1) - - - by, (1)
m=2 (91,425 - - - 5Jm) € (N¥)™

Ji+ge+-+im=n

d’ol, comme by (t) =1,

n—1
1 1
ba(t) = 17— () + > am(t) > bi, ()bsy () ... bj, (1)
m=2 (jl,j27-~~7jm) S (N*)m

Jj1+j2++Im=n

Comme deg(a,) < n — 2, il suffit de montrer que

n—1

1
deg | 17— > am(t) > by, (Db, (1) ... b, (1) | <n—2.
m=2 (jl,j2,~~~,jm) € (N*)Tn
gLt gzt Hjm=n
Nous allons méme montrer que
1 n—1
deg | 1 > am(t) > bj, ()b, (1) ... b (1) | <n—3.
m=2 (j17j27~~~,jm) € (N*)m

Jit+j2+-+ijm=n

Soit m € [[2,n — 1] et (j1,j2,---,Jm) € (N*)" tels que j1 +jo+ -+ jm =n
Comme m < n, il existe ko € [1,m]] tel que jg, > 2.

On a alors deg(an,) <m —2et Vk € [1,m] ~ {ko} deg(bj,) <jr—1

car jp=1lou2 < jg<n—1lcarm>1let j1+jo+ -+ jm=n.

De plus?, deg(bjko) < Jko — 2

On a alors:

deg (am(t)bs, ()bjy (1) .. bj, () <m—2+ (1 — 1) + (o — 1) + ...
T Uy = 2) o G — 1)

9.car 2< jyo Sn—1lcarm>1et j1+jo+ -+ jm =n.
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d’ou

deg (am(t)bj, ()b, (t) ... b;,. (1) <Km—2+(j1+jo+-+jm)—m—1<n—-3
Par conséquent P(n + 1) est vraie.
On a donc démontré que

Vn>2  deg(b,) <n—2

Au passage, on a aussi démontré que

n—1
V=3 deg| > am(t) > b, ()b, (1) ... by, (1) | <n—3.
m=2 (j1=j27 o J"m) € (N*)m
Ji+je+--+im=n
N n—1
Il reste & montrer que Yn > 3 wval(b,) > 5

On a b1(t) =1 et ba(t) = 0 (car as(t) =0),

1-1 2-1
et val(bg):+002T.

donc val(b;) =0 >

Considérons la propriété Q(k): "Vj € [1,k — 1] wval(bj) > =——".
On a déja vu que Q(3) est vraie.

Soit n > 3 et supposons que Q(n) est vraie.

n—1
5

11 suffit de montrer que val(by,) >

1
Or ba(t) = 17— > ar(t) T b5 (®)
2K (oo, o) € (N7 1<k
Je=mn
1<k<r

Soit r € [[2,n] et (j1,j2,---,jr) € (N*)" tels que j1 + jo + -+ - + jr = n.

Sir =2, alors as(t) = 0 et donc a,(t) H b, (t) = 0.
1<k<r

On peut donc supposer r > 3.
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En remarquant que r > 2 entraine j; <n, jo <n, ..., jr <n, on a

val | ay H b, > wal(ay) + Z val (bj,)

1<k<r 1<k<r

Jrk—1
— 2+ E
" 2
1<kLr

WV

> % 2r—4+ > gr— Y1

1<k<r 1<k<r
1
> 5(21“—44—71—7“)
1
> —(r—4+n)
2
1
>~ (-1
C(-14)
, n—1 . . )
Par conséquent, val(b,) > et donc Q(n + 1) est vraie. D’ou le résultat.
O]
—1
Remarque 4.3.5. Vn > 3 i <val(b,) et deg(b,) <n-—2.
Lemme 4.3.6.
Vk >4 biyg(t) = %t%fl—i— polynome'® de degré inférieur ou égal & qi — 2.
Démonstration :
Soit k> 3. On a g, > k > 3 et d’apres le lemme précédent, on a
1 1 1+qr—1
bi4q, (1) = Nirar = ) (t) + PRETTRSY Z am(t) Z H b, (t)
m=2 (j1,j2,...,jm) € (N)™ 1<r<m

jitizt+t+im=1+aq

10.en t
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I+qr—1
1
avec deg| PNETY Z am(t) Z bj (£)bjy () ... bj,, (< 1+ ¢ —3< g, —2

m=2 (j17j27 e 7]777«) € (N*)m
Jitie+- -+ im=1+aq

d’ou

bi4q, (t) = PRETTRSY (14qy (t)+ polynome!! de degré inférieur ou égal a gi — 2.
d’ou

c
bi4q, (1) = A ye-1 polynome en t de degré inférieur ou égal a g — 2.
£l Mtae — )
()\1+q1c — )\)
Lemme 4.3.7. Pour tout k € K, posons By, (T) = T bi4q,(T)
ak

Alors, pour tout k € K, Bi4q,(T') est un polynome unitaire de degré g, — 1 .

Démonstration :
Cela résulte du lemme précédent et du fait que si k € K, alors c144, # 0.

Fin de la démonstration du théoréme:

Pour démontrer le théoreme 4.3.1, on prouve dans un premier temps, d’une maniere
analogue a celle de la démonstration du théoréme 4.1.1 que si d*(E) > 0, alors
E = C. Supposons donc que d*(E) > 0. Comme précédemment, en notant F, =

{teC/|t| <q} et Gy = ﬂ {t € F, / b;(t) < ¢’}, l'analogue du lemme 4.1.4
JEN*

“+o0o +00

nous donne FE = U Gy, d’ou d* U G4 | > 0. Grace au théoreéme 3.2.8, on en
q=1 q=1

déduit qu’il existe gy € N* tel que d*(Gg,) > 0. Or, G, est compact, donc, on

déduit de la proposition 3.2.5 que d*(Gy,) = d(Gy,). Par conséquent, d(G,) > 0.
Soit t € C et ¢ > 2 Comme d(Gg,) > 0 avec Gy, € B¢(0,q0) et

comme degb, < ¢—2 < ¢, on a, d’apres le théoréme 3.1.10

b0 < i ) (7e5—) (1+ )"

by(a)] < qo°
ax |bg(@)] < a0

1l.ent
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d’ou

ol <at (go) (M+a)"

bg(t)] < (qo (d(Gqu)) (|t|+qo)>q.

et par conséquent, t € E, d’ou finalement,

E=C.

c’est-a-dire

Dans un deuxieme temps, il reste a prouver qu’il existe M > 1 tel que

Yk c XK IH(Qk+1) 4 hll(‘cl""q}c‘) < M.
dk dk

Soit k € X. D’apres le lemme 4.3.7, B4, est un polynome unitaire de degré g —1.

Comme d(Gg,) > 0, d’apres le lemme 3.1.9, on a

(d(Ggy))™ ™" < max |Buig, (2)|

2€Gq,
Et comme
[ATHaE — )| (AT — Al 1y

max |Biig, (2)] < max ———|b; 2)| < ak

(B ()] < max PR 2 < B
En posant o = min(1,d(Gy,)), (4.25) et (4.26) donnent

_ Atae )
0_1+qk < O_qkfl < (d(GqO))Qk 1 < | | 14+qg
144,

1 1 1
En posant § = min <§,£> et A= 5 on obtient 0 < § < 3 et 2 < Aet
1+ 1
51+Qk<(£> ngl)\‘i’qk_)\’
q0 |Cl+%‘

Or, en utilisant le fait que |A| = 1 et la remarque 2.3.22, on a

2
|)\1+Qk _)\| _ |)\Qk _ 1| < AT
dk+1

d’ou

2
51+qk <
Qr+1lC14q;
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d’ou
Qt1]Crig,] < 2mATT (4.31)

d’ou
In(qr11) + In(|er4q,[) < In(27) + (1 + gi) In(A) (4.32)

d’ou

In(qx11) . In(|c14q,]) < In(27) n 1+ qx
qdk qk qdk qk

In(A) < In(27) + 21n(A) (4.33)

En posant M =1+ In(27) + 21In(A), on obtient finalement M > 1 et

In(ger1) | In(ler1g,|)

Vk e X + < M.
Ak dk
O
1
Corollaire 4.3.8. Si <M> non magorée et si m € N~ {0,1,2},
Tk keN
tm72 m
alors l'ensemble E={t € C | fi(z) = Az+ 1 linéarisable} vérifie d*(E) = 0.
tm—2 m

Autrement dit, fi(z) = Az + n’est quasiment jamais linéarisable.

1—tz
Démonstration :

“+oo
En appliquant le théoreme 4.3.1 & f(2) = Az + Z ez avecVn > m ¢, =1,

+o0
K =[m,+oc[et E={teC / fi(z) linéarisable} avec fi(z) = Az+ Z 2 =

75m—2 m
1—1tz
ou bien F = C et il existe M > 1 tel que Vk € K

Az +

, on obtient :

1H(Qk+1)_|_1n(|01+qk|) < M.
qdk dk

ou bien d*(E) = 0.

Mais le premier cas est impossible car cela entrainerait que '? pour tout k > m,

In(ge) | (1) _ ),
qk qk

12. On utilise ici le fait que qr > k.
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c’est-a-dire

1H(Qk+1)
qdk

M)

qk

<M

est non majorée. Par conséquent, d*(F) = 0.

Ce qui contredit le fait que<
keN

Remarque 4.3.9. Pour démontrer la non linéarisabilité de beaucoup de fi, on a
utilisé uniquement le théoréme 4.5.1 et contrairement au théoreme de Perez-Marco,
il était inutile de connaitre a l’avance la non-linéarisabilité d’un fy,.

1
Corollaire 4.3.10. 5i <n(q7k2+I)> non majorée , alors l’ensemble
Ik kEN
2! — 222 — 2z — 2
E={teC / fi(z) =X z+ < ZtQ : linéarisable} vérifie d*(E) = 0.
2t — 1222 — 2tz — 2
Autrement dit, fi(z) = Az+ ¢ 22152 - n’est quasiment jamais linéarisable.
Démonstration :
+o0 1
En appliquant le théoreme 4.3.1 & f(z) = Az + Z cpz avecVn >3 ¢, = —
n!

n=3

+oo
K =[3,+ocfet E={t € C / fi(z) linéarisable} avec f;(z) = )\z+z "2 =
n=3
2et? — 222 — 2tz — 2
Az + c - i avec Vn >3 ¢, =

572 on obtient :

mv

In(qr+1) +1ﬂ(|01+qk\) <M.
Qk Qe

ou bien EF = C et il existe M > 1 tel que Vk € K
ou bien d*(E) = 0.

Mais le premier cas est impossible car cela entrainerait que® pour tout k > 3,

1
m‘
i
1H(Qk+1)+ (14 qp)! <M
qdk dk
d’ou
1 1 1 | In(1
n(qr+1) < M4 n((1+qx)!) < M+2(1+q) n(1+q)
dk dk dk

13. On utilise ici le fait que qr > k.
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d’ou

In(ges1) _ M | (1+q) In(1+gx) (1+gx)

<—+2 <M +38
@ Qw L+ g ax
In
Ce qui contredit le fait que<(q7k2+l)> est non majorée. Par conséquent, d*(E) = 0.
Tk keN

Remarque 4.3.11. Avec les notations du théoréme 4.3.1, on a formellement'4,

+oo +00
oi(z) =2+ Z bn(t)z" =2z + Z Z Upjo 17| 2"
n=3 n=3

2L Ch<n—2
+o00o +o0
=2+ S g 2| P =24 dr(2)tF =4 (t)
k=1 \kt+2<n<2k+1 k=1

avec
o At fixé, pi(z) est une série entiére en z.
o A z fizé, 1,(t) est une série entiére en t.
e Ici, les di(z) sont des polynéomes en z
(dans le théoréme de Perez-Marco, les di(z) sont des séries entiéres en z pour
lesquelles il est souvent difficile de déterminer si leur rayon est strictement positif.)

Par ailleurs, si on pose E = {z € C / 1,(t) de rayon strictement positif }, on va
démontrer que si d*(E) =0, on a aussi d*(E) = 0. Supposons que d*(E) =0

et posons Fy = {z € C | |2| < q} et G, = m (e F, / dj(2)] < ¢’}. Un
jeEN*
analogue du lemme 4.1.4 nous donne que E = U Gy. (et que les G4 sont des
qeN*

+oo
compacts.). Supposons par l'absurde que d*(E) > 0. On a alors E = U Gy, d'ot
qg=1

“+o00o
d* U Gy | > 0. Grace au théoréme 3.2.8, on en déduit qu’il existe qo € N*
qg=1

tel que d*(éqo) > 0. Or, éqo est compact, donc, on déduit de la proposition 3.2.5

que d*(Gy,) = d(Gy,). Par conséquent, d(Gy,) > 0.
Soit z € B¢(0,1) et ¢ > 2 . Comme d(éqo) > 0 avec éqo C B¢(0,q0) et

comme degdy < 2q+ 1, on a, d’apres le théoréeme 3.1.10

14. grace au lemme 4.3.4
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2 2q+1
dy(2)] < max |dy(a) = (121 + a0)
0€Caq d (qu)
Or
max |d,(a)| < g
acGg,
d’ot

5 2q+1 _— 5 2+1 -
‘dq<2)| S q0q< ~ > |Z’ +qo < q02q+1 (f) 1+ q0 .
d(Gyo) ( ) d(Gyy) ( >

d’ot

c’est-a-dire

3
2
dy(2)] < <qo (—d(é%)) (1+QO>>

On en déduit d’une part, que pour tout z € By(0,1), 1.(t) est de rayon strictement

positif et donc que B¢(0,1) C E (En fait, on a méme E = C)

1

<q° (dé%)) (H%))g

tout (z,t) € C? wérifiant |z| < Ry et |t| < Ry , la série entiére en deuz variables

En outre, en posant Ry = min | 1, , 0N G, pour

+o0o +oo
U(z,t) =.(t) =z + Z di(2)th = 2 + Z bn(t)2" = @i(z) est convergente.
k=1 n=3

Cela entraine que pour tout t€ B(0,Ry), ¢t est de rayon de convergence strictement
positif, d’ot By(0,52) C B(0,Ry) C E, d’ou d*(E) > d*(By(0,%2)) > fo > 0.
Absurde . Donc d*(E) = 0.
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4.4 Linéarisation des polynomes de degré 3

Depuis 1988, grace au théoreme de Yoccoz, on sait que tout polynome de degré

2 de la forme Py(z) = Az + az2? (avec ag # 0) est linéarisable si et seulement ' si
+00

In
Z M < 4o00. (On supposera dans toute cette section que § € R\ Q.)
di

On conjecture actuellement que tout polynome P(z) = Az + a22% + azz® (avec

1n(Qk+1)
gk

n=0

+oo
az # 0) est linéarisable si et seulement si Z < +o00. Grace au théoreme

n=0

+oo
de Brjuno, on sait que si Z ln(?]il) < +00, alors P(z) = Az + az2? + azz? est
k

linéarisable. "
Pour prouver la conjecture ci-dessus pour tout polynome de degré 3, il suffit de le
prouver ' pour tout polynome de degré 3 de la forme Ppp(2) = Az + bz? + 23 avec
beC.

C’est pour tenter de répondre a cette conjecture que Perez-Marco a développé

son théoreme, ce qui lui a permis d’obtenir une grande avancée vers la conjecture.

Théoréme 4.4.1 (Perez-Marco). Soit § € R~ Q. Posons A\ = ¢?™ et notons

<&> la suite des réduites de 0. Pour toutt € C, posons fi(z) = Az +t2%+ 23
an / peN

et posons E' = {t € C/ f; linéarisable}.

< f In(gns1) . -
i ——— = +o00, alors d*(E) = 0.

=0 qn
Démonstration :
N~ I0(4n1)
Supposons que Z —In*tU — 4 50. Pour démontrer ce théoreme, nous allons
n=0 n

nous intéresser & la famille de polynomes g;(2) = Az + 22 + t23.

15. en notant (&) la suite des réduites de 0 avec \ = 2™
neN

n

1
16. En effet, en posant, pour tout u € C ~ {0}, ¥(2) = uz, on a ¥~ ' Py, (¢(2)) = EP@,b(uz) =

% (Auz + b(uz)® + (uz)3) = Az+buz’+u’2%, donc Py et z — Az+buz?+u?z% sont simultanément
linéarisables (en effet si o est la lindarisante formelle du premier, alors 1)~ ' opo1) est la lindarisante
formelle du second et elles ont simultanément un rayon de convergence strictement positif.) Si
P(z) =Xz + a7 + asz® est un polynéme quelconque , alors, en prenant pour u l'une des racines
de X? — a3 et en posant b = asu”!, on obtient que P est linéarisable si et seulement si Py est
linéarisable.
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En posant E = {t € C / g linéarisable}, d’apres le théoréme 4.1.1, on a ou bien

E = C ou bien d*(E) = 0. Or, comme Sk ln(?l%l) = +o00, d’apres le théoreme

de Yoccoz, on a go(z) = Az + 22 non-linéarisable, donc 0 ¢ E et par conséquent
E # C. On en déduit alors que d*(E) = 0. En particulier, il existe o € C ~ {0}
tel que g, (2) = Az + 22 + t9z> soit non linéarisable. Or gy, (2) = Az + 22 +t923 est
conjugué a fi, (2) = Az +t12% + 23 ot t; = u~! avec u racine de X2 — ty . Donc
ft,(2) est non linéarisable, d’ou t; ¢ E et ainsi F # C. Or d’apres le théoreme

4.1.1, on a ou bien E=C ou bien d*(E)=0. Par conséquent, d*(E)=0. O
= 1n(gnt1)
Remarque 4.4.2. Ce théoreme démontre en particulier que si Z ﬂ:—i—oo,
dn

n=0
alors fi(z) = Az + tz2 + 23 n'est jamais linéarisable, a l'exception éventuelle
d’un tout petit'™ ensemble de valeurs de t.

Remarque 4.4.3. En utilisant le théoréme de rectification des applications a al-
lure polynomiale de Douady-Hubbard [DH85], nous pouvons préciser légérement ce
théoréeme.

Théoréme 4.4.4. Soit § € R~ Q. Posons A = €™ et notons <&> la suite
neN

an

des réduites de 0. Pour tout t € C, posons fi(z) = Az + tz% + 23
et posons E = {t € C / f; linéarisable}.

“+o00o
In(gqy,
i Z n(gnt1) = +00, alors E C Bf(0,2v/2).
dn

n=0

Démonstration :

Nous allons montrer que Bf(0,2\/§)c C E*°. Soit b € Bf(0,2\/§)c.
Comme |b| > 21/2, il existe 8 € R tel que 2v/2 < 8 < |b].

2
Considérons 'application h :]0, + co[— R définie par h(z) = — + z.
T

On vérifie facilement que sur ]0,v/2], h décroit strictement de +oo & 2v/2 et que
sur [v/2, 4+ oo, h croit strictement de 2v/2 & +o0o. Comme 2v/2 < (3 < |b], par
continuité de h, on obtient l'existence d'un réel a €]0,v/2[ tel que 8 = h(a). On a
alors

_ 200 + o
= 3

bl >3 avec [f=h(a)=—+«

(4.34)

17. Dans C, la capacité et le diametre transfini coincident.
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2 9 3 ) 2 3
Posons € = |b] — ot ar . D’apres (4.34),onae > 0 et - |b] — M.
2 a? a? a?
d’ou
B 20+ a® 2 2a+ad €
bl=—ta> = *t=
d’ou
A2l >a+a’+a+e (avec 0 < a < V2ete>0) (4.35)

Considérons les applications f: C — C et f, : C — C définie par

f(z)=Xz+23 et fo(z) = f(2) +b2?

etposons W={z€C / |z|<ateletW,={z2€C / |z|] <aet fy(z) € W}.
Considérons aussi I'application Fj, : W, — W définie par Fp(z) = fp(2).
Par définition de Wy, Fj, est bien définie et clairement, f, fj, et F} sont holomorphes.
De plus, 0 est clairement un point fixe de F,. Nous allons démontrer que (W, W, F},)
est une application a allure polynomiale de degré 2, c’est-a-dire que W et W;, sont
deux ouverts connexes et simplement connexes de C distincts de C, que Wy, est
relativement compact dans W et que Fj, : W, — W est holomorphe et propre de
degré 2.

e W ouvert connexe et simplement connexe de C distinct de C.
C’est évident car W = B(0,« + ).

e W, ouvert simplement connexe de C distinct de C.
Comme Wy, C B(0,a), Wy est clairement distinct de C. De plus,
Wy = B(0,0) ) £ L(W) avec W et f, continue sur C, donc W, est un ouvert.
Par ’absurde, supposons que W, n’est pas simplement connexe. Il existe alors un
lacet simple fermé ~ tel que [v], 'image du chemin +, soit incluse dans W, et que
~+ ne soit pas homotope a un point. Notons €2 U'intérieur du lacet v. On a 9Q = [7].
Comme ~ n’est pas homotope a un point, il existe zg € € tel que zg ¢ Wy. D’apres

le principe du maximum, on a'®

|20] < EEB‘Z‘ < max|z] = |z <a

18. car z2 € [y] €Wy C B(0,c)
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d’ou

2o € B(0,x) (4.36)
De plus, comme [y] €W, C f, (W), pour tout z € [7], on a |fy(z)| < a +e.

D’apres le principe du maximum, on a'?

| fo(20)] < sup |fi(2)] < max |fy(2)] = |fy(22)| < ate
2€Q z€01)

Donc fy(29) € B(0,a +¢) =W, d’ou

20 € f H(W) (4.37)
Par conséquent, (4.36) et (4.37) donnent zy € B(0,a) () f; 1(W) = Wy
Or zg ¢ Wy. Absurde, donc Wy, est simplement connexe.
o [, : W, — W est propre de degré 2.
Comme f; est un polynome de degré 3, chaque point de W possede 3 préimages
par f, dans f, ' (W). Nous allons montrer ici que dans W;, = f, (W) (" B(0,)
il y en a exactement 2.
Soit w € W. On a |w| < a +¢e. Posons C(0,a) ={z € C / |z|=a}.
Considérons 'application g, : C — C définie par g,(z) = fp(z) — w.
Montrer que w possede 2 préimages dans Wy, par f, revient a montrer que 0 possede
2 préimages?? dans Wy, par gp.
Soit z € €(0,a). On a

gp(2) — 2% = |fy(z) —w — b2?|

= [Az+b2% + 23 —w — b2?|

= Az+ 2% —w
< Az 4 23]+ fwl
< el + 12 A+ Jw
< lLa+a®+ ul

< at+ad+a+e

19. car 22 € [v]
20. Le nombre de préimages est compté avec multiplicité.
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Or, d’apres (4.35)

a4’ +ate<a?b| = |z7b] = b2

d’ou

lgp(2) — bz2| < \sz\ (4.38)

et ceci est vrai pour tout z € C(0,a). Grace au théoreme de Rouché, on en déduit
que gy et z — bz? ont méme nombre de racines (comptées avec multiplicité)

dans B(0,«). Donc g, possede 2 racines dans W et par conséquent w possede

2 préimages par fj, dans B(0,«). Ainsi, tout w € W possede 2 préimages par Fj
dans B(0,a) () f, ' (W).

Pour montrer que Fp est propre de degré 2, il suffit maintenant de vérifier que
Iy est propre. Soit K un compact de W. K est alors un compact de C et on a
K fermé et borné dans C. Comme f; est un polynoéme de degré 3 (donc conti-
nue), f, (K) est un fermé de C et de plus f, '(K) est borné dans C. Donc
£ H(K) est un compact de C. De plus, f; '(K)(Bf(0,e) est aussi un com-
pact de C. Pour montrer que Fb_l(K ) est compact, nous allons montrer que
FUK) = f;Y(K)NBf(0,0). Comme K est un compact de W et que F, :
Wy, — W est définie par Fy(2) = fi(2) avec W, = B(0,a)() f, *(W), on a
Fb_l(K) = fb_l(K) N B(0,). 11 suffit donc de montrer que f, (X)) B(0,0) =
fb_l(K)ﬂBf(O,a). On a clairement fb_l(K)ﬂB(O,a) - fb_l(K) N B#(0,a). Par
I’absurde, supposons que fb_l(K)ﬂB(O,a) # fb_l(K) (N Bf(0,c0). 11 existe alors
z € fH(K)N By(0,a) tel que z ¢ f, ' (K) () B(0,a). Nécessairement, z € f; ' (K)
et |z| = a. En particulier, on a

fo(z) e K CW=B(0,a +¢). (4.39)
Or
o) = Az 4254522 3 022 — [z + 2] 3 [blJ2f? = NJ2] — |#f° > blo? — a — o
(4.40)
et d’apres (4.35), on a
A2 >a+a+a+te (4.41)
d’on
b —a—a®>a+e (4.42)
On a alors

|fo(2)| > a+e avec fy(2) € B(0,a+ ¢).
Absurde. Donc f, ' (K) N B(0,a) = f, "(K)( B#(0,a) et F; *(K) est compact.

Ainsi, Fj, est une application propre de degré 2.
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e W, connexe.

D’apres ce qui précede, on sait que Fj est une application propre de degré 2. Par
I’absurde, supposons que W, n’est pas connexe. U la composante connexe de W,
contenant 0 est alors envoyée de facon biholomorphe sur W par I'application f3.
D’apres le théoreme de représentation conforme de Riemann, il existe ¢ : W —
D = {z € C/|z| < 1} biholomorphe et 1) : U — D biholomorphe tels que ¢(0) = 0,
¥(0) =0, ¢'(0) >0, ¢'(0) >0 . Comme U C W, CW, ¢'(0) < ¢'(0). Par ailleurs,
comme fp est un biholomorphisme de U sur W, ( = ¢ o f;, est un biholomorphisme
de U sur D vérifiant ¢(0) = 0 et |¢"(0)| = |¢'(0)]|f.(0)| = ¢'(0)|A] = ¢'(0). Par
unicité de la représentation conforme, on en déduit que |¢’(0)| = |¢'(0)| = ¥'(0).
Or ¢/(0) = |¢'(0)] = ¢'(0). D’ott ¢/(0) = ¢'(0) et ¢'(0) < ¥'(0). Absurde.

Donc W, est connexe.
e W, est relativement compact dans W

C’est évident car Wy, C B(0,a) et W = B(0,ac + €).
On peut ainsi appliquer le théoréme de rectification des applications a allure po-
lynomiale de Douady-Hubbard et on en déduit qu’il existe un homéomorphisme ®
qui conjugue?!, sur un voisinage de 0, F}, & un polynome P de degré 2 fixant 0 .
Par conséquent, Fy(z) = Az+bz?+23 est topologiquement conjugué & un polynéme
P(z) = Xz + a2 (sur un voisinage de 0). Comme P(z) = Xz + a2? est lui-méme
conjugué a P(z) = Nz + 2% grace a la conjugante 1, (z) = uz avec u = a2_1
(déja vu), on en déduit que f,(z) = Az + bz? + 22 est topologiquement conjugué
a P(z) = Nz + 2%, En outre, un résultat de Naishul [Nai83] affirme que la valeur
propre en un point fixe d’'un germe de difféomorphisme holomorphe, lorsqu’elle est
de module 1, est un invariant de conjugaison topologique. Par conséquent, on a
N = Xet fy(2) = Az + bz? + 22 est topologiquement conjugué a P(z) = Az + 22.
Pour finir la démonstration du théoreme, nous allons & nouveau raisonner par
I'absurde. Supposons que fy(z) = Az + bz? + 23 soit linéarisable. Alors, fy(z) =
Az +bz? + 23 est analytiquement conjugué & la rotation ry(z) = Az. D’apres ce qui
précede, on en déduit aussi que P(z) = Az + 22 est topologiquement conjugué a la
rotation r)(z) = Az. Or, il est connu [CG95] que dans C, conjugaison analytique
et conjugaison topologique sont équivalentes. Par conséquent, P(z) = Az + 22 est
analytiquement conjugué a la rotation r)(z) = Az, ce qui veut exactement dire

que P(2) = Az + 22 est linéarisable. Or comme Y /%% hl(‘f}%l) =

de Yoccoz nous dit que P(z) = Az + 22 n’est pas linéarisable. Absurde.
Par conséquent, fy(z) = Az + bz2 + 23 n’est pas linéarisable.

400, le théoreme

Remarque 4.4.5. Le fait que l'on ait ce théoréme seulement pour |b| > 2v/2
provient de la position des racines du polynéme fi(z) = Az + bz? + 23. Il faut en
effet pouvoir regrouper les préimages d’un voisinage de 0 en deux paquets: un qui
contient 0 et qui contient exactement 2 préimages de chaque point du voisinage et
un qui contient a chaque fois la troisiéme préimage.

21. C’est-a-dire Vz € B(0,e')  fi(®(2)) = ®(P(2)).
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Sur les dessins-ci dessous, on s’est intéressé aux polynomes P(z) = Az +bz? + 23,
pour différentes valeurs de b, avec A = e'*™ et § = ;ﬁg ﬁ et on a tracé en gris
clair la boule de centre 0 et de rayon «, en gris foncé, la préimage de cette boule

par P et en noir, la préimage d’une trés petite boule centrée en 0 afin d’indiquer
o se trouvent les zéros de P.

Fic. 4.1 - P7Y(B(0,a)) pour P(z) = Az — 22 + 23

Fic. 4.2 - P7Y(B(0,a1)) pour P(z) = Az — 222 + 23
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Fic. 4.3 — P7Y(B(0,a2)) pour P(z) = Az — 222 + 23

FiG. 4.4 — P7Y(B(0,a3)) pour P(z) = Az — 222 + 23
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Fic. 4.5 — P7Y(B(0,a)) pour P(z) = Az — 2.862% + 23

FiG. 4.6 — P~Y(B(0,a)) pour P(z) = Az — 422 + 23
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Chapitre 5

Compléments

5.1 Généralisation du théoreme de Perez-Marco aux
fractions rationnelles en t

On reprend les notations du début du chaptitre 4. K7 désigne un sous-corps
valué complet de K et K3 un sous-corps valué complet et localement compact de
K. (LorsqueK C, forcément, Ko = R ou Ko = C. LorsqueK C,, forcément,
K est une extension finie de @Q,.)

Théoreme 5.1.1. St m,d,r,s € N* si y1,y9,...,ys sont s points distincts de Ko, si
les hy, : (K7",0) — (K7",0) et les g;; : (K7",0) — (K{",0) sont des séries entiéres
en m vamables de valuation supérieure ou égale a 2 et de rayon de convergence
strictement positif, si L € GL,,(K7) est non-résonante et si on pose, pour tout

t € Ko~ {y1,y2,---,ys}

1
fi(z) = Lz + Z l g51(% —|—Ztkhk
j= 1 2 ,S (t - y]
1=12,....r
et
E={te Ky~{y1,y2,...,ys}/fi est linéarisable},
alors,
ou bien E = Ko ~ {y1,y2,...,ys} ou bien d*(E) =0
Démonstration :

On s’intéresse a la linéarisation de la famille (f; : KT" — K1");c i, (4100000}
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avec f; de la forme

1
filz)=Lz+ > Y gi(2) + Ztkhk
s J

avec L € GLy, (K1) non-résonante, hy, de la forme hy(2) = 3,5, h,(cj)(z) de rayon
de convergence strictement positif et h,(gj )(z) polynome homogene de degré j en m
variables et & valeurs dans K" et g;; de la forme g;;(2) = ;55 g](]l)( ) de rayon
de convergence strictement positif et g(J )( ) polynéme homogene de degré j en m

variables et a valeurs dans K7".

Pour tout t € Ko ~ {y1,y2,-..,Ys}, on peut aussi écrire f; sous la forme
—+00
=Lz+ Z ft(j)
=2
avec f7)(z) = D 1<i<s ot 1<i<r ﬁ 9](',]1)(2) + Do<k<d t*hy)(z) polynome ho-

mogene de degré j en m variables et a valeurs dans K{" et dont les composantes

des coeflicients sont des fractions rationnelles en ¢ .
S

Posons P(X) = H (X —y;)" et, pour tout j > 2, g,gj)(z) = P(t)ft(j)(z).
j=1
Les gt(j )(z) sont alors des polynomes homogenes de degré j en m variables et a
valeurs dans K{" et dont les composantes des coefficients sont des polynomes en ¢
de degré au plus d + rs.

Pour tout t € Ky, comme L est non-résonante, d’apres la proposition 2.2.8, f;
possede une unique linéarisante formelle

() =2+ 0P(2) =3 o (2)

Jj22 j=1
et d’apres la formule (2.4), avec les notations du chapitre 2, elle est déterminée par

cpgl)(z) =z et, pour tout ¢ > 2,

D) =) 2 | TS W) (5.1)

2<i<q 1<il<q

114



Pour tout j > 1, posons ng)(z) = (P(t))j_lng)(z).
La relation de récurrence précédente devient alors

%Z)zgl)(z) =z et, pour tout q > 2,

d’ou

. ) o
LRt EN D SR LAr (s )

d’ou

_ (@),
G0 =) 2 [ S ey | Y %

(4
2<1<q 1i1<q (P()

Comme les gt(l) (z) sont des polynomes homogenes de degré [, les parties homogenes

de degré g sont obtenues a chaque fois a partir de [ coefficients provenant
i)

o YUt -
(P(1))

vérifiant i1 + o + - + i = q.

ayant pour indices (éventuellement répétés) iy,io, ... ,i; € N*

(0

On peut alors isoler chacun des wgik) en sortant chacun des devant g,

b
(Pt~

et, en faisant ceci pour 41,i9,...,i;, on obtient, devant gt(l), quelque chose de la

forme

l
P(#))4 2 | | #
( (t)) Pl (P(t))zkfl

avec

l
(P(t))‘I—2H(P(t)1)ik_1 _ (P(t))q_2_(z'1_1)_(12_1)_..._(11_1)

_ (P(t))q—2—(i1+i2+~~-+iz)+l
= (P(t)*

= (P(t)™*
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Cette égalité étant vraie pour toutes les parties homogenes de degré ¢, comme
pour le calcul des wgq), seul compte ce qui est homogene de degré ¢, on en déduit
que

60 =€) 2 [ @) | Y w2 (5.2)

2<l<q 1<il<q

On déduit alors de (5.2) que les composantes des coefficients des polynémes ho-

)

mogenes wiq sont des polynomes en t a coefficients dans K.

De plus, en notant W, le degré maximum, en tant que polynéme en ¢, des compo-

santes des coefficients du polynéme homogene w,@ et en posant h = d+ rs on a
le lemme suivant

Lemme 5.1.2.
Vq € N* Wqéh(q—l)

Démonstration du lemme:

D’apres la formule (5.2), comme on a & faire & des polynémes homogenes,
0]

comme les composantes des coefficients des g, sont des polynomes en ¢t de degré
au plus d + rs et comme P est un polynome de degré rs, on a

W1 =0
et, pour tout g > 2,
Wy < max  ((I—2)(rs) + (d+rs) +1W;) (5.3)
2<1<q
1<il<q
d’o1,
Wy, < max  ((I—2)h+h+1W;) (5.4)
2<i<q
1<il<q

On obtient alors que

e pour ¢ = 1, le lemme est vrai, car W; =0 = h(1 —1).

e pour ¢ > 2, si on suppose que pour tout j € [1,¢ — 1]}, W; < h(j — 1),
alors, on tire de (5.4) que

W< max ((—2)h+h+1h(i—1))
2<i<q
1<il<q
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Or, pour tout I € [[2,q] et tout i € [[1,7]], on a

(l=2)h+h+1lh(i—1) < (I—1)h+I1h(i—1)
< (I—1Dh+1hi—1h
< (I—1)h+qgh—1h
< h(g—1)

d’ou
Wy < h(g—1)
Par récurrence, il s’en suit que le lemme est vrai.

Notation 5.1.3.

Pour tout t € Kon{y1,y2,...,ys} etgeNY notons aussi By(t), le maximum (& ¢ fix¢é)

des valeurs absolues des composantes des coefficients du polynoéme homogene gog(” .

On a E={te Ko{y1,Y2, - . - ,ys}/ [ est linéarisable}. Posons alors, pour tout ¢ € N*,

Fy={t e Ko~ Aynyz,-ust /[ <qet Ve e[ls] [t -yl >

}

| =

et

Go= ({teF, / Bi(t)<d}
JEN*

Remarque 5.1.4. Les G, sont des fermés bornés dans Ko qui est localement
compact, donc les Gy sont des compacts.

Lemme 5.1.5.

+o0
E=Jq,
q=1
Démonstration du lemme:

oSit € E. Alors, t € Ko~ {y1,y2,...,Ys}, [t est linéarisable et p;(z) = Z Qg2
aeN™

‘s . R
est une série entiere de rayon R,, > 0. Posons r = % et zo = (ryr,...,1).

Comme ||z9|| < Ry, ¢1(20) est convergente et donc a, /Il HII—+> 0.
|| —T 00

Il existe alors un réel M > 1 tel que Vo € N™ Ha,%tr”a”H <M.
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M
En posant gg = 3+ m 1<k<s T— [7] + [ |t] ], on obtient, pour tout @ € N™

tel que ||af| > 1

M M (|||
< <= < gollel .
la, \ra||\<r> S @ (5:5)
et
t e Fy, (5.6)
d’ou
Bjjq () < o/ (5.7)
et
te Fy, (5.8)
+o0o
On déduit alors de (5.7) et (5.8) que t € G, d'ou t € U Gy.
q=1
+00
eSit € U Gy, alors il existe gg tel que t € G,. On a alors, pour tout o € N tel
q=1
que |l = 1, [|aad| < Bjay(t) < g0/l Done @i(2) = > aqs2 est de rayon
aeNm

1
R,, > — > 0. Par conséquent, f; est linéarisable et ¢ € E.
do

Lemme 5.1.6. Soit ¢ € N*. Il existe mq > 0 et My > 1 tels que

Vte F, my<|P(t)] <M,

Démonstration du lemme:

1
Ona F, ={te Ko~ {y1,92,....ys} / [t| <qetVje[ls] |t—y,|l=> 5} et
S

P(X) = H (X —y;)". Donc, pour tout t € F,, on a

j=1
1P(t)| =[]t —w) H\tfyj (5.9)
j=1

Or, en posant h = nax ly;|, on a, pour tout j € [1,s], [t —y;| < |t|+ |y;] < g+h,

IS

donc, en posant My =1+ (¢+ h)"’, on obtient

|P(t)] < M, (5.10)

118



1 1
On a aussi Vj € [1,s] |t —y;| > 7 donc, en posant mg = prf (5.9) donne

|P(t)] = my (5.11)
O

Fin de la démonstration du théoréme:

Pour démontrer le théoreme 5.1.1, il suffit de prouver que si d*(E) > 0, alors

E = Ko ~{y1,y2, - -.,ys}. Supposons donc que d*(E) > 0. D’apres le lemme 5.1.5,
+oo +00

onaE =Gy dond || JG,| > 0. Grice au théoreme 3.2.8, on en déduit

q=1 q=1
qu'il existe go € N* tel que d*(Gg,) > 0. Or, K est localement compact et comme

d’apres la remarque 5.1.4, Gy, est compact, on déduit de la proposition 3.2.5 que
d*(Gg,) = d(Gy,). Par conséquent, d(Gy,) > 0.

Soit tg € Ko ~ {y1,42,...,ys}. Posons G = Gy, |J{to}. Comme Gy, est compact,
G est lui-aussi compact et comme G4, € G, on a d(Gy,) < d(G), donc d(G) > 0.
Posons aussi R = o + [to] + 1. Comme Gy, € B¢(0,q0), on a G C Bf(0,R).

Par ailleurs, comme Ko ~ {y1,y2,...,¥ys} = U F,, il existe v € N* tel tg € F,,.

qeEN*
Comme Gy, C Fy, et comme VYn € N* F, C F, 1, en posant w = gog + v, on

obtient G = Gy, J{to} C Fy.
Soit =2 et C(t) une des composantes d’un des coefficients du polynéme homogene
zpéq)(z) de degré g en z . Comme d(G) > 0 avec G C B¢(0,R) et

comme deg C' < W, < h(q¢—1) < hqg , on a, d’apres le théoreme 3.1.10

C(t9)| < max|C(a) (ﬁ)h (tol + R)™.

Or, comme wgw(z) = (P(t))q_lcp,gq)(z), en utilisant le fait que G C Fy,, avec les

notations du lemme 5.1.6, on a

max |C(a)] < max | (P(a)* By(a)| < My a0 < Maa0" < (Mogo)”
aeG aeG

d’oty,
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c’est-a-dire

q

[C(to)| < ((quo) (%)h (!to!+R>h> (5.12)

Soit D(t) une des composantes d'un des coefficients du polynéme homogene cpgq) (2)
de degré g en z. Comme %(q) (2) = (P(t))qflgpgq) (z) et comme (5.12) est vraie pour

toute composante C(t) d’'un des coefficients du polynéme homogene wéq)(z), on
obtient (en notant C(¢) la composante qui est associée a D(t)) et en utilisant le

fait que tg € Fy, et le lemme 5.1.6,

[D(to)| < % < (miwfl((quo) (ﬁ)h (yto\+R)h> (5.13)

1\¢!
et comme (—)
My

/AN
VR
—_
+
S‘H
N—

)
I\
N
—_
_|_
s"“
N—
. [}
o
=)
V]

d’ou

[D(to)| < (<1+miw> (Mwqo) <ﬁ)h (|to!+R>h> (5.15)

et par conséquent,

[By(to)] < ((”miw) (Mugo) <ﬁ)h (\to|+R)h>

Ainsi, ty € F, ce qui entraine finalement,

E — KQ N {y17y27 e 7y3}‘

O

Remarque 5.1.7. Dans le théoréme précédent, on avait besoin que Ko soit lo-
calement compact pour pouvoir utiliser la remarque 5.1.4 et la proposition 3.2.5,
ce qui permettait par la suite d’utiliser le théoréme 3.1.10. Lorsque Ko n’est pas
localement compact mais est égal a C,, on peut toutefois démontrer un théoréme
de tout ou presque rien plus faible:
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Théoréme 5.1.8. Sim,d,r,s € N*,si y1,y2,...,ys sont s points distincts de C,, si
les hy : (C',0) — (C}',0) et les gj; = (C),0) — (C',0) sont des séries entieres
en m variables de valuation supérieure ou égale & 2 et de rayon de convergence

strictement positif, si L € GLy,(Cp) est non-résonante et si on pose, pour tout
teCp~A{y,y2,..., s}

1
fi(z) = Lz + Z lg]l +Ztkhk

j= 1 2 ,S (t - y]
l= LT
et
E={teC,~{y1,92,...,ys}/ f+ est linéarisable},
alors,
ou bien E = Cp ~{y1,y2,...,ys} ou bien E est d’intérieur vide.
Démonstration :

La démonstration est analogue a celle du théoreme 5.1.1 a deux exceptions
pres. On utilise les mémes lemmes et le fait que, pour démontrer le théoreme 5.1.8,
il suffit de prouver que si E est d’intérieur non vide, alors

E =Cp~{y1,92,-..,ys}. Supposons donc que E soit d’intérieur non vide. D’apres
+00

le lemme 5.1.5, on a E = U Gy, avec les G, fermés (et bornés). Le théoreme
q=1

de Baire nous assure alors 'existence d'un gop € N* tel que G, soit d’intérieur
non vide. La suite de la démonstration est alors analogue a celle du théoreme
précédent en remarquant que (avec les mémes notations que dans la démonstration
du théoreme précédent), G = Gy, [J{to} est aussi d’intérieur non vide et est comme
précédemment inclus dans I'un des F,. On obtient alors I'existence d’un point
a € G et d'un € > 0 tels que B(a,e) C G C F,. La suite de la démonstration
est analogue en remplacant le théoreme 3.1.10 par le théoreme 3.1.16 qui permet
d’obtenir une majoration polynomiale a partir d’'une majoration sur une boule.

5.2 Un exemple de cas résonant

On conserve toujours les mémes notations. Kj désigne un sous-corps valué
complet de K et K5 un sous-corps valué complet et localement compact de K;.

On s’intéresse désormais au cas m = 1 et A = 1. Une fonction f(z) =z + ...
distincte de I'identité n’est jamais conjuguée a I'identité!.

1. En effet, cela entrainerait f(p(2)) = ¢(2), d’ont f(2) = ¢ (¢~ (2)) = z et ceci est impossible
si f n’est pas 'identité.
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Dans ce cas, il faut essayer de conjuguer f a un autre type de fonctions tres
simples et ces dernieres sont appelées formes normales. En général, on essaie de
voir si f est conjuguée & une fonction du type z — z + 2971 4+ ;224! et dans le
cas particulier ou u = 1, on essaie parfois de conjuguer a z — .

Dans un premier temps, nous rappellerons ce qui est connu dans C en mon-
trant que c’est encore vrai dans K (lorsque K = C ou K = C,) et ensuite nous
montrerons que dans un cas tres particulier on a encore un théoreme analogue a
celui de Perez-Marco.

Proposition 5.2.1. Soit f(z) = z + bzd*! + Z;::O?]-"-Q arz® une série entiére a
coefficients dans K1 ayant un rayon de convergence strictement positif.

St le polynome X1 — % posseéde une racine u € K1, alors, il existe g et ¢ deux
séries entieres a coefficients dans Ky de rayon de convergence strictement positif
avec g de la forme g(z) = z + 2971 + ZZSHQ cx?® et avec @ vérifiant ©(0) = 0,
©'(0) # 0 et, pour tout z assez petit,

Démonstration :

Supposons que le polynome X7 — % possede une racine u € K1. On a u?b = 1.
Posons ¢(z) = uz. ¢ est bien une série entiere a coefficients dans K; de rayon de
convergence strictement positif et on a p(0) = 0 et ¢/(0) = u # 0. Posons aussi
9(2) = ¢ H(f(p(2))). Comme f, ¢ et p~! sont des séries entieres & coefficients
dans K de rayon strictement positif, g est elle aussi une série entiere a coefficients
dans K7 de rayon strictement positif. De plus, elle est de la forme

1 =
9z) = ¢ (f(p(2) = ~(uz) +0(uz)™ Y ap(u)”
k=q+2
= z4ulbzt! + 22234_2 apuF—12F

_ q+1 400 k
= 2+ + 30 k2

et par construction de g, sur un voisinage de 0, on a aussi f(p(z)) = ¢(g(2)).

Proposition 5.2.2. Soit f(z) = z + 297! + ZZ:ZH arz® une série enticre a
coefficients dans K1 ayant un rayon de convergence strictement positif.

Alors, il existe g et ¢ deux séries entiéres a coefficients dans Ky de rayon de
convergence strictement positif avec g de la forme g(z) = z + 297 4+ p220tt 4+
Z;;.;q—f—Q ez’ et avec o vérifiant p(0) = 0, ¢'(0) = 1 et, pour tout z assez petit,
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Démonstration :

Posons fa(2) = f(2) = 2 + 297 + a9 4422972 + Z;_:OZ-%S a,j2.

Soit k € [[2,q] et supposons que fi, série entiere a coefficients dans K; de rayon
de convergence strictement positif, est construite et vérifie

“+o00o
fir(z) =z + 2 fapgnz™ 4 Y apd
J=q+k+1

Ak,q+k

g+1—k
une série entiere a coeflicients dans K7 de rayon de convergence strictement positif

et on a Hy(0) = 0 et Hj(0) = 1 # 0. Posons alors fr11(2) = Hy(fx(H, '(2))).
Comme fi, Hy et H, U sont des séries entieres & coefficients dans K, de rayon
strictement positif, fr41 est elle aussi une série entiere a coefficients dans K; de
rayon strictement positif. De plus, en notant u = H,~ l(z), elle est de la forme

Posons Hy(z) = z + (2" avec B = . Comme G € Ky, Hy est bien

fre1(z) = Hp(fu(H,'(2)))
= Hp(fr(u))
= (fu(w) + Br(fu(w)"

k
= (u+uit + ap g pu?™F 4+ 00) + Be(u 4wt + ag g pudtE L)

k
= (u+utt + ap g pud™F 4+ 0) + BruF (1 + ul + ag gt TR+

= (u+ut™ + apgrpud™ 4+ 0) + Bruf (1 + kul 4.
On a alors
Frr1(2) = u+ B +ut™ 4 (ag gop + EBL)uITF + .. (5.16)

Par ailleurs,
u+ Bpu® = Hy(u) = 2 (5.17)

De plus, comme Hy(z) = z + fp2¥, on a
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2 = Hp'(Hi(2)))

“+o00
= z+ ﬁkzk + Z bn<2 + ﬁkzk)n
n=2

+0o0
= 2+ Gk2F + Z b2 (1 + Bz 1)"

k—1 =
= z+anz"+ﬂkzk+bkzk+...
n=2

d’out Vn € [2,k — 1] b, =0 et by = — . Ce qui entraine

u:Hgl(z):z—ﬁkzk+...

On a alors
with = pathk

et
witl = (z—Bpf 4. .. )q+1 = 20 (1 = B2kl 4. .. )q+1

= 21— (g + DB ) =20 = (g )BT

c’est-a-dire
wIth = 20T (g4 1) B2 4

De (5.16), (5.17), (5.19) et (5.20), on déduit

Frr1(2) = 24 29 — (g + 1)Bp2* 4 (apgin + kBr) 29 4.

Autrement dit,

+o0o
fer1(2) = 2+ 29 4+ (apgin — (@ +1—K)Br) 20T + Z apy1,5%
Jj=q+k+1
Et comme 3 = _Ohkath on a
P g1k

+oo
fk+1 (Z) =z + ZQ+1 + Z ak+17]’2]
Jj=q+k+1

i.e.
“+o00

_ +1 k1 j
Jer1(2) = 2+ 2777 + apy1,g1k41 27 + E Ay, 2
J=q+k+2
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De plus, sur un voisinage de 0, on a
Hi(fi(2)) = frr1(Hi(2)) avec Hy(0)=0 et H(0)=1
Autrement dit, sur un voisinage de 0, on a
fr(z) = kal (fre1 (Hk(2))) avec Hi(0)=0 et H.(0)=1

et comme on peut appliquer ce procédé pour tout k € [2,q]] et comme f = fo, on
a, sur un voisinage? de 0,

fz) = Hy'(fs(Ha(2)))
= Hy'(Hy' (fa(Hs (Ha(2))))
= Hy' (Hy' (H;' (fs (Ha (Hs (Ha(2)))))))
— Hy'(Hy' (.. (Hy' (fonr (Hy (Hs (Ha(2))))))))

En posant o(z) = H, (Hg_l (... (H;'(2)))), on obtient, sur un voisinage de 0,

f2) =@ (for1 (¢71(2))) avec (0)=0 et ¢'(0)=1

Et comme f,41 s’écrit sous la forme

+o0
for1(2) = 2 + 27 4 ettt 4 Z crz”,
k=2q+2

le résultat est démontré.

Notation 5.2.3. Pour tout ¢ € N* et tout u € Ky, on pose
Gon () = 2 + 2171 4 2201

et

z
1—2¢

74(2)

Théoréme 5.2.4. Soit f(z) = z+ 29T 4 pz2a+! +Zk>2q+2 cx2® une série entiére
a coefficients dans Ky de rayon de convergence strictement positif. Il existe alors
P(2) =2+ 3 ko bi2® une série formelle a coefficients dans Ky vérifiant

f(p(2) = 0(gg.u(2))-

Autrement dit, toute fonction f de la forme f(z) = z+zq+1+u22q+1+zk>2q+2 cpz”
est formellement conjuguée a gq,(2) = z + 2971 4 p22a+L,

2. une intersection finie de voisinage de 0.
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Démonstration :

Soit f(z) = z—|—z‘1+1—|—uz2q+1—|—zk>2q+2 c,2" une série entiere & coefficients dans
K de rayon de convergence strictement positif. Comme ¢(z) =z + > k=2 br2F, il
revient au méme de montrer qu’il existe h(z) =z +3 ;5o dpz" (h = ¢~ 1) vérifiant

h(f(2)) = gqu(h(z))
Pour démontrer ce théoreme, nous allons procéder par analyse-synthese.

e Supposons qu’il existe h(z) = z + Zk>2 dpz" une série formelle & coefficients
dans K vérifiant

h(f(2)) = 9q.u(h(2)). (5.25)

Comme on a a faire a des séries formelles de valuation 1, il n’y a aucun probleme
pour conjuguer et on a (en notant d; = 1)

Jau(h(2)) = h(z) + (h(2)"" + p(h(2)*""

q+1 2g+1
= z—i—dezk—i— dezk + u dezk
k>2 k>1 k>1
Or, pour tout s € N*, en notant D(s,n) = Z di, dp, - . . dg,, on a

(k1,k2, ... ks) € N*°
ki+ka+--+ks=mn

Z dkzk _ Z dkl de o dks Zk1+k2+--~+ks
k>1 (k1,k2, ... ks) € N**
+00
= Z Z dkl dkg c. dks 2"
n=1 (k1,k2, ks) e

—+00

= > diydy, . .. dy,, | 2"
n=s (k1,k2, ... ks)
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Donc

e Z dp2" + Z (g+1n)z" +u Z (2¢+ 1,n)z"  (5.26)
n=q+1 n=2q+1
+o0
On a aussi, en notant f(z Z 2" et en posant C(s,n) = Z ChyChiy - - - Ch,
k=1 (k1,k2,. .., k) € N*$

ki+ka+-+ks=mn

s Yoo
| = C(s,n)z
2 2

E>1
et N
hf(z) = h(y_ )
k=1
+oo +oo J
= Z d; (Z ckzk>
j=1 k=1
+oo +oo
= Z d; Z C(j,n)z"
Jj=1  n=j
“+oo n
= D> (2 4ctn |
n=1 \j=1
+o0 n—1
= > | dCnn) +> d;C(jm) | 2"
n=1 J=1
et comme C'(n,n) =1, on a
+oo n—1
i) =3 [ do+ Y dsCGm) | (5.27)
n=1 j=1

On déduit alors de (5.25), (5.26) et (5.27) que

+oo n—1 +oo
Z dy, + Zde’(j n Zd 2"+ Z (g+1,n)2"+p Z (2¢+1,n)2"
n=1 j=1 n=q+1 n=2q+1
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d’ou

+oco [n—1 +o0 +oo
YD dicn) | 2= > Dlg+1n)z"+p Y D@2g+1n)2" (5.28)
n=1 \ j=1 n=q+1 n=2q+1

Or, comme ¢; =1l et cg =c3=--- = ¢, =0, on a3, pour tout s € N*,

C(s,s)=1 et Vkel[lg—1] C(s,s+k)=0 (5.29)
et,pourtout 1 <n<gettout 1<j<n—1l,onal<n—j<qg—75<qg—1,dou

La formule (5.28) devient alors

+o0 n—1 +o00 +o0o
YD dictin) | 2" = > Dlg+1n)"+u Y D(2q+1n)z" (5.30)
n=q+1 \ j=1 n=qg+1 n=2q+1

Par ailleurs, on a, grace a (5.29) et au fait que cg11 = 1,
(g+1)-1
> diC(g+1)=diClg+1)+0=1x1=1
j=1
et comme d; = 1, on a aussi
Dg+1g+1)=1x1x---x1=1 (5.31)

La formule (5.30) devient alors

+o0o n—1 400 +o0
YD dic(im) | 2" = > Dg+1n)"+p > D(2q+1n)2" (532)
n=qg+2 \ j=1 n=q+2 n=2q+1
Comme ¢ =cgp1 =let 0 =co=c3=---=0¢Cqg==Cq42 = Cgy43 = -+ = C¢ , ON &

aussi?, pour tout s € N*,
C(ss)=1 et Vke[Lg—1]Jla+1.2¢—1] C(s.s+k) =0  (5.33)

et,pourtout g+1 < n<2qettout 1 <j<n—1l,onal<n—73<q—7<2¢—1,
d’ou
0 sin—j#q
Cln) =C(.J+ (n—1j)) =
J sin—j=q

3. car dans le produit apparait au moins I'un des ¢; avec 2 < j < q.
4. car dans le produit apparait au moins I'un des c¢j avec 2 < j < goug+2 < j < 2¢.
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On obtient alors pour tout n € [[q + 2,2¢],

n—1

> d;C(jn) = dn—qC(n — gn— q+q) = dn_g(n — q) (5.34)
j=1

D’apres (5.32) et (5.34), pour n = ¢ + 2, on obtient
(¢+2 = q)dgs2—g=D(q+1,q+2)

1.e.

2dy = didy ... dydo +dy...didody 4+ -+ dody ... dy = (q—f—l)dg
Donc, si ¢ > 1, alors dy = 0.
D’apres (5.32) et (5.34), pour n = ¢ + 3, on obtient
(¢+3—q)dgr3—q=D(g+1,g+3)
i.e.
3d3 =04+ didy...dids+dq...dydsdy + - +dsdy...d1 = (q—l—l)dg

Dong, si ¢ > 2, alors d3 = 0.
On procede ainsi par récurrence jusqu'a n = q + q.

D’apres (5.32) et (5.34), pour n = ¢ + ¢, on obtient

(¢+q—q)dgyq—q=D(g+ 1,g+q)

ie.6
qdq:O+d1d1...dldq—l-dl...dldqdl—i-'”—l-dqdl...dl = (q+1)dq
Donc, comme g > g — 1, alors d, = 0. (5.35)
Ainsidy =d3 =--- =d, (si ¢ =1, on n’a aucune annulation) et (5.32) devient
+o0 n—1 400
S D dicin) D(g+1,n)z"+p > D(2q+1n)z" (5.36)
n=2q+1 \ j=1 n= 2q+1 n=2q+1

c’est-a-dire

+o00 n—1 +00
S D dicin) | "= > (Dlg+1n)+pD2q+1n))z"  (5.37)
n=2q+1 \ j=1 n=2q+1

5. Dans la somme, les produits comprenant ds apportent une contribution nulle
6. Dans la somme, les produits comprenant dz ou d3 ou ... ou dq—1 apportent une contribution
nulle

129



On déduit alors de (5.37) que, pour tout n > 2¢q + 1,

n—1
> d;C(jn) = D(g+ 1,n) + uD(2q + 1,n)
j=1

(5.38)

(5.39)

dy;

s

(5.40)

(5.41)

avec
dlzletd2=d3=--~=dq=0
Or
D(s;n) = > di,dp, . .. dp,
(k1,/€2,...,ks) € N*s
ki+ko+---+ks=n
= dl---dldn—(s—l) +"'+dn_(3_1)d1...d1 + Z di, diesy - -
(k1.ka, ... ks) € N*
ki+ko+---+ks=n
Vi kj<n—(s—1)
= s dn—(s—l) + Z dkldkg e dks
(k1,k2,. .. ks) € N*°
ki+kat--+ks=n
Vi kj<n—(s—1)
donc
D(g+1mn)=(q+1) dpq+ > ey iy - - - iy
(k1kz, ... kqy1) € N*aT1
ki +ke+ -+ kg1 =n
Vj kj<n-—gq
et
D(2q+1n) = (2¢+1) dp_og + > oy sy - - - Ay
(k1,k2,. .. kagt1) € N*20t1
ki +ko+ -+ kogr1 =n
Vj kj <n-—2q
d’ou

D(2q + 1,n) = Z dklde e dk2q+1

(kl,k‘g, - ,k2q+1) (S N*2a+1
k14 ko4 -+ kg1 =n
Vi kj<n-—gq

Or, d’apres (5.33), on obtient aussi

n—1 n—2q
Zd]C(],n) =(n— Q)d(nfq) + Z de(]’n)
j=1 j=1
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On déduit alors de (5.38), (5.40), (5.42) et (5.43) que pour tout n > 2q + 1,

(n—(2¢+1))dn—g=Ang+ Bng—Cngq (5.44)
avec
Apg = > dyydyy - . . dp,
(k1,k2, ... kgy1) € N*aH
ki+ko+---+kepr1=n
Vi kj<n-—gq
et
Bnuq =K Z digy digy - - - dk2q+1
(kl,kg, - ,k2q+1) S N*2q+1
k1 + ko + -+ kogr1 =n
Vj kj<n-—gq
et

n—2q n—2q

Chg = Z d;C(jn) = Z d; Z Chy Chy - - - Ck;
j=1 j=1

(k1kz, ... k;) € N*J
ki+ko+-+kj=n

On s’apercoit que pour n = 2q + 1, cette relation n’impose aucune condition sur
dg+1 et que, pour tout n > 2¢ + 2, le coefficient d,,—, est déterminé de maniere
unique par la relation de récurrence ci-dessus.

Ainsi, les coefficients d’une conjuguante formelle sont déterminés par
d1:1,d2:d3:---:dq:0,dq+1:u€K1 (5.45)

et, pour tout n > 2q + 1,

(n=(2¢+1))dn—q=Ang+ Bng—Cng (5.46)
avec
Apy = > oy iy - - - iy
(k1,ka, ... kgy1) € N*aHL
ki +ke+- + kg1 =n
Vj kj<n-—gq
et
Bug =1t > diydy - . - djyy s
(k1,k2, ... kogy1) € N*¥29F1
ki +ko+ -+ kogt1 =n
Vj kj<n-—gq
et

n—2q n—2q

Chng = Z d;C(j:n) = Z dj Z Cky Chy - - - Ch;
J=1 Jj=1

(k1,k2, ... k;) € N*I
ki+ke+ - +kj=n
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e Réciproquement, pour tout choix de u € Kj, on vérifie que la série formelle
h(2) =2+ >0 dj.z* définie par la relation de récurrence (5.45) et (5.46) est une
série formelle a coefficients dans K vérifiant

h(f(2)) = 9g.u(h(2)).
O

Théoréme 5.2.5. Supposons que K = C,. Soit f(z) = z + 20T1 4 pz2tl 4
Zk22q+2 cpZ® une série entiére & coefficients dans K1 de rayon de convergence
strictement positif et vérifiant |u|, <1 et Vk 22 +2 ey, < 1.

Il existe alors h(z) = z + Zk>2 dpz* une série entiére a coefficients dans K de
rayon de convergence strictement positif vérifiant

h(f(2)) = 9gu(h(2)).

Autrement dit, toute fonction f de la forme f(z) = z—l—zq+1—|—u22q+1—l—zk>2q+2 cp”
avec |pl, <1 et Vk > 2¢+2 |[egl, < 1 est analytiquement conjuguée a
Ggu(2) = 2+ 20T 4 p2?0t

Démonstration :
+oo
Considérons la série formelle h(z) = Z+Z dy2* définie par la relation de récurrence
k=2
di=1,dy=d3=---=dg=0,dgy1 =1

et, pour tout n > 2¢ + 1,

((n—(2¢+ 1))dn—q =Ang+ Bng—Chyg

avec
Ang = S diylpy - g,
(k1,k2, ... kgy1) € N*H1
ki+ke+---+kepr1=n
Vi kj<n-—gq
et
Bng=n E di, dis, - - 'dk2q+1
(k1,k2, ... kogy1) € N*29+1
ki +ka+ - +kogt1 =n
Vj kj<n-—gq
et

n—2q n—2q

Cn,q = Z dJC’(],n) = Z dj Z Clk1Cly - - .ij
j=1 j=1 k /
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D’apres la démonstration précédente, on a
B(F(2)) = gau(h(2)).

et pour démontrer le théoréme 5.2.5, il suffit de prouver que h(z) posséde un rayon
de convergence strictement positif.
Comme tous les cj, vérifient \ck|p < 1, on obtient grace a l'inégalité ultramétrique
que tous les C(j,n) vérifient aussi

|C(j,n)\p < 1 (5.47)
De plus, on vérifie immédiatement que Vk € [[1,¢ + 1] |di| < 1 et I'inégalité

ultramétrique appliquée a la relation de récurrence définissant les di nous donne

[ = (2 + 1)l dn—gl,, < max (1 4n,q,| Bugl,|Cul,) (5.48)

avec

(5.49)

‘An,q|p < max ‘ k1‘ |dk2 ’qu+1’

(k1,k2, ... kqy1) € N*aHL
ki1 +ka+--+kegp1=n
Vi kj<n-—gq

et (en utilisant le fait que |p| < 1),

|Bn7‘1|p S (k1,k2, ... ,gj—}f) c N*2q9+1 | k1| |dk2 ’dk2q+1 ‘p (5.50)
ki4+ke 4+ kg1 =n
Vj kj<n-—gq
et, en utilisant (5.47),

|Crgl, < 0| Bl CUM, < max ) |d;|

5.51
1727 5T ]—1,2,,’!’172(] p ( )

Comme Vk € [[1,q + 1] ]dk\ < 1, on a, pour n = 2¢q + 2,
1,y o, < 1

c’est-a-dire

|dg+2l, < CEEIN (5.52)

Montrons par récurrence que Vk € N* ‘dq+k‘p < W

e On vient de vérifier que [dg2[, <

ot
(G =D,

e Soit k > 2 et supposons que pour tout 2 < j < k, |dq+j|p <

Posons n = 2q + k + 1. On a alors

Ikl dgrral, maX(|A2q+k+1,q|pa|B2q+k+1,q|p,|02q+k+1,q!)
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On convient de noter, pour tout entier m < 0, m! = 1. L’hypothese de récurrence

devient alors 1

Vie[Lag+k] ldjl, < 75 (5.53)
PG - g 1),
, I
Remarque 5.2.6. Pour démontrer que ‘dq+k+1‘p < W, il suffit de prouver
‘Ip
1
a) [Azgrkt1gl, <
(k- 1)Y,
1
b) | Bogth+1al, < 7o
TP (R - 1),
1
C S o
C) ‘ 2q+k+1,q’p ’(k‘ — 1)"p
. . 1 1
On pourra notamment utiliser le fait que ¥Yn € Z ' < ‘
[(n =1, = [nll,
e ¢) D’apres (5.51), (5.53), et le fait que k+1< g+ k , on a,
(Cagtisial, < 4], < < :
<  max |l < max —m—< max —m——
2at+k+Lalp j:l,23,k+1 Tlp j:l,2,.§.,k+1 (G —q—1), j=1,2,%.,k+1 [(k =),
d’ou
c et 1 (5.54)
2q+k+1, S S .
TR (k= g)l, T (k=11
e a) D’apres (5.49), on a
A k < max Clk dk N dk
| A2g+ ‘H’q‘p (k1,k2, .. kgy1) € N*aH | 1‘p| 2|p ’ ot ’p
k1+k2+---+kq+1 =2q+k+1
Vi kj<q+k+1
Soit (k1,ka, . .. kgr1) € N*ITL tel que
k1+k2+'--—|—kq+1 :2q+k—|—1
et
Viella+1] kj<q+k+1
On a alors
1 1 1

di, | |de, | ... |dg <
[ialoldraly - Vonsl, < T T T gD, Ther —a DI,

Quitte a réordonner les k;, on peut supposer que
J

ki—q—1Z2ko—q—-12---2k,—q—-121>ky1—q—12kyy1 —qg—1
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Et comme Vm <1 m!=1,on a

1 1 1
iy [l dis |, - - - |di <
lyldialy kel < = =0, T —e =0, T —a =11
(5.55)
avec
ki +ko+--+k <2¢+k+1 (5.56)
Or, il est connu que pour tout (ny,ne,...,n,) € N" on a
(m+nat - 40l
nilng! ... n,!
d’ou
(n g+ 40l
nilng! ... n,! »
d’on
[(n1 +mn2 + - +n)l], < [nalngl. . ongll,
d’ou 1 1
< (5.57)
nalng!..onpll, " [(n+no 4+ )l
On déduit alors de (5.55) et (5.57) que
il - i |, < !
ot (k1 —q—1)+ (ko —qg—1)+- -+ (kr —q¢—1)!,
(5.58)
c’est-a-dire
1
d d d < 5.59
| k1| | k2 ’ kq+1| |(k‘1—|—k‘2—|—---+k:7«—rq—r)!|p ( )

et comme d’apres (5.56) k1 + ko +---+k, <2¢+k+1,ona
1 1 1

< <
O+ ke 4y —rg =), S [Ra+k+1—rg—nll, S [(@—rg+k+ (1),

d’ou )

di, |, |d d < 5.60

|y |y ks |, ‘ k’q+1‘ |((2—T)q—|—k‘+(1—7“))!|p (5.60)
Or, par définition de 7, on a

(k1—q—1)+(ka—gq—1)++(ky—q—1)21+1+--+1>7r
donc
(2=r)g+k+Q=r)=(ki+ka+- 4k —rg—r)>7r>0
ie.
0<(2-r)g+k+(1—r)) (5.61)
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oo si r > 2, on a alors
0<(2=—r)g+k+(1—-1) <k-1
d’ou
1 - 1
[(2=r)g+k+(1- T))!‘p (k- DY,
et (5.60) nous donne

1

d d d < ——— 5.62
‘ kl‘ | k2 ’ kq+1’ |(k_1)'|p ( )
ce qui est le résultat voulu.
oo si r = 0, par construction de r, il s’en suit immédiatement que
(i Lyl dioly - [y |, = 1 < S (5.63)
tee o [(k =1,
ce qui est le résultat voulu.
oo Reste le cas r = 1. On a alors
1
iy || dis |, - - - |k o7 5.64
’ 1’ | 2 ‘ q+1‘ ‘(kl_q_l)'|p ( )
avec
ki<q+k+1
c’est-a-dire
ki <q+k
d’ou
kih—q—1<q+k—q—1<k—-1
d’ou
1 - 1
(k1 —g =1, = [(k =1,
On déduit alors de (5.64) et de 'inégalité précédente que
| |yl ia - |y |, < 1 (5.65)
il [Bealy S G

p

ce qui est le résultat voulu.

7. car ki est un indice dans Azqik1,q
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Ainsi, dans tous les cas, on a

1
|y ||y | - - - ‘quﬂ ‘p < m (5.66)
d’ou .
| Asgri+1,4l, < 77— (5.67)
T (R =1,
e b) Par une démonstration analogue, on démontre que
1
| Bog+k+1,9l, < 77— (5.68)
TR (R = 1),

Et finalement, grace a la remarque 5.2.6 et a (5.67) , (5.68) et (5.54), on a

1
|dgti+1], < m

Par récurrence, il s’en suit alors que,

1
Vk>2  |dggk| < ——r (5.69)
TP (k=11
On obtient alors, comme k — 1 < g + k,
1 1
Vk>2  |dgik| < < (5.70)
PR =D, T g+ R,
et comme 1
Vi€ [1,q+ 1] |dj\p <1< W (5.71)
‘Ip
finalement, (5.70) et (5.71) donnent
1
Vk e N |di|, < —— (5.72)
4 |k:!\p
mais comme® .
p 1 < \k!\p (5.73)
on a
1 _k 1 \k
T <prt K (pp—l> (5.74)
]k.]p
Finalement, on obtient
1 \k
VkeN'  |dil, < (pp—l) (5.75)
et par conséquent h(z) est une série entiere de rayon R > pP_TII > 0.
O

8. voir (3.25)
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Proposition 5.2.7. Soit f(2) = 243>, cp2¥ une série enticre a coefficients dans
K1 de rayon de convergence strictement positif. On suppose qu’il existe g1 € N*,

@ €N,y € K1, po € K1, et 91(2) = 243 50 b1 k2™ et 2(2) = 2435 b 2"
deux séries formelles a coefficients dans Ky vérifiant

flp1(2) = 01(9g1 .1 (2)) et f(p2(2)) = v2(ggo,us (2))

Alors
G =q2 et = po

Démonstration :

On a
21 (Jg (#71(2))) = £(2) = 2 (Ggaa (037 (2)))

d’oli, en composant par ¢, L 4 gauche et par ¢ & droite,

02" (21 (9101 (2)) = Ggaia (92 (01 (2)))
ce qui donne, en posant h(z) = 5 (1 (2)),

h (g(IluU«l () = Yq2,p2 (h(2))

avec h(z) = z + Z dpz"  série formelle & coefficients dans K.

Or, d’apres (5. 26) on a, en utilisant les notations de la démonstration précédente,

+00
gz 2 (P Zd 2"+ Z (g2 + 1,n)2" + o Z D(2q2 +1,n)z"
n=qz+1 n=2q2+1

et, en notant gy, ., (2) = 455 cxz® , on a aussi, d’apres (5.27)

+00 n—1
W (G (2)) = Y | do + D diCn) | 2"
n—1 j=1
d’ou
+o00 n—1
Z dn + Zd C(jn) | 2" =h (gql,m () = 92,112 (h(2))
n=1 7=1
+00 “+oo +oo
= Zdnz” + Z D(qa + 1,n)z" + po Z D(2q2 + 1,n)z"
n=1 n=q2+1 n=2q2+1
d’ou
+oo [n—1 +o00 +oo
Z Zde(j,n) 2" = Z D(q2+1,n)2" 4 ua Z D(2¢2+1,n)z" (5.76)
n=1 \ j=1 n=q2+1 n=2q2+1
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Or, d’apres (5.31), on a
D(Q2+17CI2+1):1

Donc (5.76) devient

+oo [n—1 +oc0
S dic@n) | 2 =224 Y by (5.77)
n=1 \ j=1 n=q2+2
Or d’apres (5.33), pour tout n < ¢i, on a*
n—1
> d;C(jm) =0
j=1
et d’apres (5.43), pour n =¢q; + 1, on a
n—1 n—2q1
Zd]C(j,n) = (n— ql)d(nfql) + Z de’(],n) =1d;+0=1
j=1 j=1
(5.77) devient alors
+o0 B +oo [n—1 +00
AL N b = (D diC(im) | 2t =22 > by (5.78)
n=q1+2 n=1 \ j=1 n=q2+2
d’ou
antl=g+1
et par conséquent,
q1 = q2-

On a aussi, grace a (5.76), en notant ¢ = ¢1 = g2, pour tout n > 2q + 1,
n—1
Zde(j,n) = D(q+ 1,n) 4+ p2D(2¢ + 1,n).
j=1

En particulier pour le coefficient de degré n = 2q + 1, on obtient

2q
> d;j C(j2g+1)=D(q+12¢+1)+ paD(2g + 1,2 + 1). (5.79)
j=1

Or, d’une part, d’apres (5.43)

2q 1

> 40620+ 1) = (g+ Ddgr1 + > d;C(j,2q +1)
j=1 Jj=1

9. On utilise ici le fait que ¢1 = 1,¢q,+1 = 1,c2q,+1 = p1 et Ve & {l,q1 + 1,21 +1} ¢ =0
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avec
d1 =1 et C(1,2q + 1) = C2¢4+1 = M1

d’ou
2q
> diC(j2q+ 1) = (¢+ Vdgy1 + i (5.80)
j=1
et d’autre part,
D(2¢+12¢+1)=1 (5.81)
ot 10
D(g+12¢+1) = (¢+1) dgs1 + > iy iy - - gy,
(k1,k2, ... kqy1) € N*aHL
ki+ko+--+kgp1=2¢+1
Vi okj<q+1
d’oti, comme dy =d3 = --- = d; =0,
D(g+12q+1)=(q+1) dgy1+0=(¢+1) dg1 (5.82)

On déduit alors de (5.79), (5.80), (5.81) et (5.82) que

(q+1D)dgy1 4+ p1 = (¢ + 1)dgy1 + p2
d’ou
H1 = p2
]

Nous allons maintenant essayer de généraliser le théoreme de Perez-Marco a ce
cadre.

Définition 5.2.8. Soit f(z) = 2+, cx2" une série enticre a coefficients dans
K et de rayon de convergence strictement positif.

On note C(f) le centralisateur formel de f, c’est-a-dire l’ensemble des séries
formelles h(z) = z + >0 di2® vérifiant f(h(z)) = h(f(2)).

On note C(f) le centralisateur de f, c¢’est-a-dire l’ensemble des séries entiéres
h(z) = z—l—zzj; dpz" & coefficients dans K1 et de rayon de convergence strictement
positif vérifiant f(h(z)) = h(f(z)).

Lorsque C(f) = C(f), on dit que f est pleinement itérable.

Théoréme 5.2.9. Sid,q € N*, si y € Ky, si les hy : K1 — Ky sont des séries
entieres de valuation supérieure ou €égale a 2q + 2 et de rayon de convergence
strictement positif et si on pose
d
fi(2) = 2 + 291 4 p22atl 4 Ztkhk(z) et £ = {t e Ky/f; est conjuguée a gq,},
k=0
Si on suppose de plus que gq,, est pleinement itérable, alors,

ou bien E = Ky ou bien d*(E) =0

10. d’apres (5.40) appliqué a n = 2¢g + 1.
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Remarque 5.2.10. Pour K1 = Ko = K = C, ce théoréme ne donne malheu-
reusement que trés rarement une information, car la condition C(gq,) = C(gq,u)
est trés rarement réalisée. En effet, Ecalle a démontré (voir [Eca81a] et [Eca81b])

que :

Pour toute série enti¢re f(z) = 2+ 315 cx2® a coefficients dans C et de rayon de
convergence strictement positif, si l’on fait varierr de ces coefficients (C,,Ckys - - - +Ck,.)
dans C", alors f n’est pleinement itérable que pour un ensemble de mesure nulle
de C".

En particulier, cela entraine que g4, n'est pleinement itérable que pour un ensemble
de mesure nulle de p € C.

Remarque 5.2.11. Le fait que I'on ait ici besoin d’une condition du type gq ,, plei-
nement itérable provient du fait que la conjuguante formelle n’est pas unique (voir
théoréme 5.2.4 ), mais que (avec les notations de la démonstration du théoréme
5.2.4), on peut choisir le coefficient dy11 = u de la conjuguante formelle comme
on veut. On notera hy, la conjuguante formelle de f; qui vérifie de plus dg4q1 = u.
Le probleme qui apparait alors est qu’il est possible qu’une conjuguante formelle
higu de fi, soit une série entiére de rayon strictement positif alors qu’une autre
conjuguante formelle hy, o, de fi, soit une série entiere de rayon nul.

De plus, lorsque l'on passe de ty a t1, il se peut que cette fois-ci, la conjuguante
formelle hy, o, de f;, soit une série entiere de rayon nul alors que la conjuguante
formelle hy, o, de fi, soil une série entiere de rayon strictement positif.

La condition g4, pleinement itérable permet de résoudre le probleme car elle en-
traine que tous les hy,  sont simultanément linéarisables.

En effet, hiy v et hyy1 sont deux conjuguantes formelles de fi,, alors on a

Mg (9an(hio(2))) = fio(2) = hiyy (9g.(hto1(2))), d'0th hao 1 (hyy, (9.u(2))) =
Gau (o1 (h;hlu (2))), d’ou, en posant, h(z) = hy 1 (ht_olu () =2+4...,

h (99.1(2)) = gqu (ﬁ(z)) Donch e C (9q.u)- Bt comme g4, est pleinement itérable,
onaheC (Gg,u), d’ott h série entiére de rayon de convergence strictement positif.
Comme h (hiy (2)) = hey 1 (2) avec h rayon de convergence strictement positif , on
en déduit que hy, ,, est de rayon de convergence strictement positif si et seulement
51 hyy,1 est de rayon de convergence strictement positif.

Remarque 5.2.12. Dans le chapitre 4, il y avait unicité de la linéarisante formelle
et en notant, comme a la fin du chapitre 4, ra(z) = Az avec A = e?m et € RNQ,
on a C(ry) ={Id} = C(ry).

Remarque 5.2.13. Soit f(2) = 2+>1°5 cx 2 une série enticre a coefficients dans
C et de rayon de convergence strictement positif. Pour étudier la structure de C(f)
et C(f), Ecalle a d’abord prouvé, dans [Eca71], que C(f) est l’ensemble ayant pour
éléments tous les f1} (itérées w ieme de f) avec w € C . Ensuite, dans [Eca7{],
Ecalle a démontré que Wy = {w € C/f1} est de rayon strictement positif } est
soit égal a C tout entier (auquel cas f est pleinement itérable), soit égal a %Z avec
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m € N*. On peut utiliser la technique de Perez-Marco pour démontrer de facon

beaucoup plus élémentaire un résultat un peu plus faible que le théoréme d’Ecalle.

Comme le cas qui nous intéresse est celui des fonctions gq ,, on va se restreindre

(pour ne pas alourdir les calculs) a Uétude des fonctions f de la forme f(z) =
1 + k

24 29T D hogi1 CkES

Théoréme 5.2.14. Soit f(z) = z + 27t + E;ﬁ;qﬂ cxz® une série entiere a
coefficients dans C et de rayon de convergence strictement positif .
Alors, ou bien Wy = C, ou bien d* (Wy) = 0.

Démonstration :

Pour démontrer ce théoreme, nous allons procéder par plusieurs étapes.

e étape 1: détermination de C(f).

o Soit h(2) = z + Y125 dp2F € C(f). On a, avec les notations du théoreme 5.2.4,
en faisant une démonstration analogue a celle de la formule (5.27)

+oo n—1
BFE) =3 [ dn+ D diCGm) | 2" (5.83)
n=1 j=1
et
+o0 n—1
F(2) =" |en+ > ¢;D(im) | 2" (5.84)
n=1 j=1

d’ou, pour tout n > 3,

n—1 n—1
dn+ Y d;C(Gn) = ca+ Y ¢;D(jn)
j=1 j=1

i.e.
n—1 n—1
dp+ > d;C(jm) +diC(1n) = cn+ Y ¢;D(jn) + c1D(1,n)
j=2 j=2
i.e.
n—1 n—1
dpn + Z d;C(j,n) + dicy, = cn + Z ¢;D(j,n) + cidy
=2 =2

d’ou, pour tout n > 3,

n—1 n—1
> diC(im) = _¢;D(jn) (5.85)
=2 =2
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Comme ci =1=cgr1et 0=ca=c3=-"+=1c¢y =cCq42 = -+ = Cg, ON a, Par une
démonstration analogue a celle de (5.43), pour tout n > ¢+ 2

n—1 n—2q
> d;C(jn) = (n— q)dgg + Y diC(jn) (5.86)
j=2 j=2

Les relations (5.85) et (5.86) appliquées a n = ¢ + 2 donnent

q+1 q+1
2dy = > d;iC(j.0+2) =Y ¢;D(j,q+2) = cg1D(q+1,g+2) = (g + 1)dy
=2 =2

Dong, si ¢ > 1, alors do = 0.

On regarde ce qui se passe pour n = g + 3 et finalement, par une démonstration
analogue a celle de (5.35), on démontre que dp =dg =--- =d; =0 (si¢g =1, on
n’a aucune annulation)

De plus!!, par un raisonnement analogue & celui de (5.40), on a

D(g+1mn) = (¢+1) dyyg+ > ey sy - - - Ay

(k1,ka, ... kqy1) € N¥aHL
ki +ke+- + kg1 =n
Vj kj<n-—gq

= (q+1) dn—q+D/(Q+1anan_q_1)

et comme 12
n—1 n—1
Z ¢;D(jn) = cq1D(g+1,n)+ Z ¢;D(j,n)
j=2 j=2¢+1
n—1
= D(g+1n)+ Z ¢;D'(jnn—q—1)
J=2q+1
on obtient
n—1 n—1
Z ¢jD(jn)=(q¢+1) dopg+D'(g+1nn—q—1)+ Z ¢;D'(jnn—q—1)
j=2 j=2¢+1
(5.87)
11. En notant D’(s,n,r) = Z iy diy - - di,
(k1,k2, ... ks) € N*3
ki+ka+---+ks=n
Vi ok <r
12.carci =1=cqgr1 et 0=co=c3=---=cqg =cqr2 =" = C2q

etVji>2¢+1 n—(j—-1)<n—-2¢<n—gq—qgq<n—q-—1.

143



On déduit alors de (5.85), (5.86) et (5.87) que, pour tout n > 2q + 1,

n—1 n—2q
(n_ (2q+ 1))dn—q = D/(q+ 17n7n_q_ 1) + Z Cle(janan_q_ 1) - Z de(j,n)
Jj=2q+1 =2

(5.88)
Pour n = 2¢ + 1, aucune condition n’est imposée sur d,41, mais, une fois le co-
efficient dy41 = uw € C choisi, tous les dj, d’indice supérieur sont déterminés de
maniere unique par cette relation de récurrence.

A TDavenir, nous noterons h, cette conjuguante formelle A pour indiquer que le
coefficient dy41 = u.

On vient de prouver que, lorsque u est fixé, h, est unique et vérifie ainsi:
dlzl, d2:d3:--':dq:0, dq+1:u (589)

et, pour tout n > 2q + 1,

n—1 n—2q
(n—(2¢4+1))dp—q = D'(g+1,nn—q—1)+ Z ¢;D'(jnn—q—1)— Z d;C(j,n)
j=2q¢+1 j=2
(5.90)
o Réciproquement, pour tout u € C, considérons la série formelle
hu(2) = 2 + 3325 di.2* définie par
dlzl, d2:d3:-'-:dq:0, dq+1:u
et, pour tout n > 2¢q + 1,
n—1 n—2q
(ni (2q+1))dn7q = -D/((]%»l,n?’rliqi1)‘F Z CjD%j,TL,TL*Q*].) - Z dJC(]7n)
i=2¢+1 =2

On vérifie alors que hy(f(2)) = f(ha(z)) et ainsi, b, € C(f).

Remarque 5.2.15. h,, vérifie alors les propriétés de l'itéré u éme de f.
Comme I1d(f(z)) = f(z) = f(Id(2)) et Id(z) est une série formelle ayant son
q+ 1 éme coefficient nul, forcément,

ho = Id. (5.91)

De maniere analogue, comme f(f(z)) = f(f(2)) et f(z) est une série formelle
ayant son q + 1 eéme coefficient égal a 1, on a

hy = f. (5.92)

144



Par ailleurs'3, pour tout u € C et tout v € C, on a

avec

hu (hy (2)) = hy (z+02?Th 400
= (z+vzq+1+...)+u(z+vzq+1+...)q+1+...

= z4vfTh bt 4 =2 ()2

On en déduit alors que
hoy © By = hyyy. (5.93)

Cela entraine en particulier que ho = hyoh1 = fo f, hg3 =hgohy = fofof,....
Et aussi, Id = ho = hlfl = h(_1)+1 = h1 o h,1 = h,1 o h1 = f o h,1 = h,1 o f,
doth_y=f~1, etc...

e étape 2: majoration du degré (en tant que polynéme en u) des coefficients de h,,.

On a prouvé que, pour tout u € C, hy(z) = z + ZZ:; dy 2" est définie par
dlzl, d2:d3:-'-:dq20, dq+1:u (594)

et, pour tout n > 2¢q + 1,

n—1 n—2q
i=2q+1 j=2

(5.95)
Cela entraine en particulier, par récurrence immédiate, que les dj sont des po-
lynomes en u.

On remarque aussi immédiatement que di,do, . .. ,d, sont des polynémes constants
et que dg41 est un polynome de degré 1. De plus

Lemme 5.2.16. .

Pour tout m € N*, dyyp, est un polynome en u de degré au plus q + m.
Démonstration :

e On a déja vu que dy41 est un polynome de degré 1.

13. Comme toutes les séries formelles sont de valuation 1, il n'y a aucun probleme pour les
composer.
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e Soit m € N* et supposons que pour tout r € [1,m]], degdgr < 7.

Posons n = m +2¢ + 1. On a dgm+1 = dp—q. Il nous reste a étudier les 3 termes
de la relation de récurrence (5.95).

o Le 3 eme terme ne pose aucun probleme car pour tout j < n — 2¢, on a
j<n—2¢<n—q—1<qg+n—2¢—1<qg+m, doudeg(dj) <m<m+ 1

o Etudions le 2 éme terme. Soit j € [2¢+ 1,n — 1] . On a

D/(janan —q— 1) = Z dkldkz c. dkj
(k1,k2, ... k;) € N*J

ki +ka+---+kj=n
Vi kj<n—q-1

Soit (ki,ka,....kj) € N*J tel que ki + ko + -+ + k;j = n. Quitte a réordonner les
k;, on peut supposer que ky = ky = - 2k, Z2q+1> k1 2 2 kj .
On a alors

deg (dklde ce dk].) < deg (dkl d/€2 c. dkr)

< deg(dg, ) + deg(di,) + - - - + deg(dy,.)
< (ki—q)—(k2—q)—...(kr —q)
< ki+ke+--+ ko —rq

< n—rq

< m+2¢+1—rg
< m+1+(2-r)g

osir > 2, alors deg (dkldk2 . dkj) <m+1 et on a le résultat voulu.

o sir =0, alors, pour tout ¢ < j, dg, est un polynome constant, donc dy, dy, . . . di;
est polynome constant et deg (dklde .. .dkj) <0< m+1eton ale résultat voulu.

o sir =1, alors, comme précédemment, dy, ...d; est polynome constant et on a
deg (dp,dy, . . . di;) < deg(dy,) avec k1 < n—q—1<m+q, dot deg(dy,) < m.
On a alors deg (dklde . dkj) < deg(di,) < m <m+1 et on ale résultat voulu.

o Pour le ler terme, la démonstration est analogue a la précédente et on a
deg(dklde...dk )<m+1

q+1

Finalement, on a dg4m4+1 < m + 1 et le lemme s’en déduit par récurrence.
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e étape 3: fin de la démonstration du théoreme.

Posons pour tout g € N*,
Fo={ueC / |ul<q}

et

Go= (N{ueF, / di(u) <d’}
JEN*

Les G sont des compacts de C et on vérifie facilement que, en posant

+oo
E={ueC / hy(z)=2z+ Z dp.(u)z" de rayon strictement positif.},
k=2

on a

E=Jq,

g=1

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que si d*(E) > 0, alors F = C.
“+o00

Supposons donc que d*(E) > 0. D’apres ce qui précede, on a E = U Gy, d'ou
q=1

+o0
d* U G4 | > 0. Grace au théoreme 3.2.8, on en déduit qu’il existe gg € N* tel
q=1

que d*(Gyy) > 0. Comme Gy, est compact, on déduit de la proposition 3.2.5
que d*(Gyy) = d(Gg,). Par conséquent, d(Gy,) > 0.
Soit u € C et ¢ > 2. Comme d(Gy,) > 0 avec Gy, € By(0,q0) et comme degd, < g,

on a, d’apres le théoreme 3.1.10

()] < max ()l (55) (1 + )"

acGg,

d < 01
alggzi\ o(@)] < qo

d’ou
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c’est-a-dire

|dy ()] < <qo <d(62¥q0)> (!ul+qo)>q

Ainsi, u € F, ce qui entraine finalement,

E=C.

Revenons désormais a la démonstration du théoréeme 5.2.9.

Ona fi(z) = z+ 20T + pz2at 4 Zﬁ;’;m c(t)2* avec les cx(t) polynomes en ¢ de
degré au plus d. En vertu de la remarque 5.2.11, comme dans les hypotheses du
R ) . . . (t)
théoreme on a supposé g, ,, pleinement itérable, toutes les conjuguantes hy’ sont ,
a t fixé, simultanément de rayon de convergence strictement positif. On peut donc
se restreindre a hgt) et on a que f; est conjuguée a g4, si et seulement si hgt) est
de rayon de convergence strictement positif. On notera alors, dans toute la suite

hy = hgt) la conjuguante formelle de f;. On a alors
E={te Ky / h derayon strictement positif }.

Le principe de la démonstration étant analogue a la démonstration précédente ou
a la démonstration du théoreme 4.1.1, il suffit de prouver que les coefficients de
hi(z) sont des polynémes en ¢t dont on sait majorer le degré.

Or, d’apres (5.45) et (5.46), on a
dy=1,dy=ds==dg=0,dgss =1 (5.96)
et, pour tout n > 2¢q + 1,
(n—(2q+1))dy—g=Ang+ Bng—Chyg (5.97)

avec

Apg = E diy diy -+ - - gy y
(k1,k2, ... kgy1) € N*aH1
ki+ke+-- +kegpr1=n
Vi kj<n-—gq

et
qu = g Mdklde - dk2q+1
(kl,kg, A ,k2q+1) € N*2q+1

k1 +ko+ -+ kogr1 =n
Vj kj<n-—gq

et

Cmq = E E djckl Clo « - - ij

n
J=L (k1,ke, ... ki) € N*J
ki+ko+--+kj=n

_2q
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Montrons par récurrence que, pour tout j € N*, deg(dg4;) < d(j —1).
e Comme dg1 =1, on a deg(dg+1) =0 < d(1—1).
e Soit m € N* et supposons que Vj < m dgy; < d(j —1).

Posons n = m+2¢+ 1. On a dgymi1 = dp—q. Grace a (5.97), il suffit d’étudier
An7q’ Bnaq et CTL,Q‘

o Etude de (), 4.
Soit j € [1,n—2q] et (k1,ka, ... k;) € N*J tel que ky + kg + - - - + k; = n. Quitte &

réordonner les k;, on peut supposer que
ki >2ke > 2k 2q+2>k >>k‘]
Osij=1,on adeg(dic,) = deg(c,) < d < dm.

Osij e [2,q]), on a deg (djc,ck, - - . cx,) = deg(0) < dm.
Usij>qg+1,ona

N

deg (djcklckz .. .ck].) deg (djck, Cry - - - Ck,.)

N

deg(d;) + deg(ck, ) + - - - + deg(cy,.)

N

dj—q—1)+d+---+d

N

dj —dg—d+rd

N

dij—q—1+r)

kitka etk 2 (g +2) +(g+2) +-- 4+ (g+2) = r(g+2)

et
krg1 +kryo+--+ k21414 +12>25—1

d’ou
n==Fk+ky+-+k +kpthaot otk >rigt2)+(G—r)
c’est-a-dire
nzrqg+r+j
d’ou
n—rq—q—1z2r+j—q—1

c’est-a-dire
m+qg—rqgzr+j—q-—1
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On obtient alors
deg (djcycry - .- ;) < d(m+q—rq) <d(m+ (1 —r)q) (5.98)
A sir > 1, on obtient
deg (djc,cry - .- cx,) < d(m+ (1 —1)q) < dm

ce qui est le résultat voulu.

A sir =0, alors*

,comme j<n—2g<n—q—1<qg+m,ona
deg (djcp, cr, - . - ;) < deg(d;) < d(m—1) <dm
ce qui est le résultat voulu.

o Etude de B, 4.

Soit (ki,ka, ... ,kag+1) € N*24+1 tel que ky + ko + - - - +hkogr1 =netVj kj <n—gq.
Quitte a réordonner les k;, on peut supposer que

kir>2ky =2k Z2q4+2>ky1 > = kagq1.

On a alors

deg (,udklde Ce dk2q+1) < deg (dk1 de . dkr)

< deg(dy,) + deg(dk,) + -+ - + deg(dg,)

< dk1r—q—1)+dka—q—1)+ - +d(k —q—1)
< d((kr+kat -+ k) —rg—7)

< dn—rqg—r)

A sir > 2, on obtient

deg (pdy, dpy - - - diy, ) < d(n—rq—1) <d(n—2¢—2) <d(lm—1) <dm
ce qui est le résultat voulu.
A sir =0, on obtient

deg (Mdkldkz e dk2q+1) <0<dm

ce qui est le résultat voulu.

A sir =1, on obtient, comme k1 <n—q¢g—1<m+gq

deg (pdp, dp, - - diy, ., ) < deg(k1) < d(m —1) < dm

14. On remarque que tous les cx, sont des polyndmes constants.
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ce qui est le résultat voulu.

o Etude de A, 4.

Par une démonstration analogue, on majore les degrés des d, dy, . .. dy,,, par dm.
Et finalement, on obtient que deg(dg4m+1) < dm.

Par récurrence, on en déduit alors que

Vj e N" deg(dg+;) <d(j—1) (5.99)

Ainsi, on a
Vji>q+1 deg(d) <d(j—q—1)<dj (5.100)
Ce qui permet de démontrer le théoreme. ]

Nous terminerons ce chapitre en donnant un cas particulier ou ’on peut appliquer
le théoreme de Perez-Marco. Pour ¢ = 1 et u = 1, plutot que d’essayer de conjuguer

a g11(2) = z+ 22 + 23, on va essayer de conjuguer a 71(z) = = Z z

Théoréme 5.2.17. Soit f(2) = 2z + 22+ 23 + 30 4ckzk
11 existe alors une unique série formelle h(z) = z + 2 + Z dkz telle que

h(f(2)) = 11 (h(2))
Démonstration :

On a, avec les notations du théoréme 5.2.4, en faisant une démonstration analogue
a celle de la formule (5.27)

+o0 n—1
h(f(2) = |dn+ ) diC(jim) | 2" (5.101)
n=1 j=1
et
+00
n(h(z) =Y [ 1+ ZD jn) | 2" (5.102)
n=1

d’ou, pour tout n > 3,

n—1 n—1
dp+ Y diC(jn) =14 D(jn)

j=1 j=1
i.e.
n—1 n—1
dy+ Y _d;C(jn) +diC(1,n) =1+ > D(jn) + D(1,n)
j=2 j=2
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l.e.

n—1 n—1
j=2 Jj=2

d’ot1, pour tout n > 3,
n—1 n—1
o+ Y diC(jm) =1+ D(jn)
j=2 J=2
Pour n =3, on a

1+1=c3+deC(22)=14+c2D(22)=1+1

Pour n >4, on a'®
n—1 n—2
> d;iC(jn) = (n—)dg,_1y+ Y _ d;C(j.n)
j=2 =2
ot 16
n—1 n—1

> D(jm)=2 dp1+D'2nn-2)+ Y D'(jnn-—2)

j=2 7j=3

c’est-a-dire

n—1 n—1
ZD(]7TL) =2 dnfl+ZD,(jvnan_2)
j=2 Jj=2

On déduit alors de (5.103), (5.104) et (5.105) que

n—2 n—1
(n—3)dp1=1—cp— > d;iC(jn)+ > _ D'(jmn—2)
j=2 j=2

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

Ce qui donne une relation de récurrence déterminant les di de maniére unique.

Réciproquement, si on définit les dj par d; = 1 = ds et pour tout n > 4

n—2 n—1

(n—3)dp—1=1—c, — Z d;C(jn) + ZD/(j,n,n —2),

j=2 j=2

et si on pose h(z) = > 2] d.z*, on vérifie que

15. démonstration analogue & celle de (5.86).
16. démonstration analogue a celle de (5.87).
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Théoreme 5.2.18. 71 est pleinement itérable.
Démonstration :
Pour vérifier que 7 est pleinement itérable, on va déterminer explicitement tous

les hy(z) et montrer que ce sont toutes des séries entieres de rayon de convergence
strictement positif. Pour cela, on peut commencer par remarquer que

z
z 1—2 z z
h = hi(h = = = = =
2(2) 1 (z)) = n(n(2) =n <l—z> 1~ l—2—-—2 1-2z2
1—=z
Cela suggere que, h,(z) est probablement de la forme h,(z) = 1 S
—uz
Posons ¢, (z) = . On a d’une part
1—uz
z z
_ l—2z _ z _ z __l—uz _
aln() = — 5 = = = T =)
1-=2 1—uz
et d’autre part,
ou(z) = 1_Zu2 =z2(1+uz+...)=z+uz>+...

Donc hy(2) = @u(2) = 1 —Zuz' Il s’en suit alors que pour tout u € C, hy(z) est de

rayon de convergence strictement positif. Donc 7 est pleinement itérable.

Théoreme 5.2.19. Si d € N*, si les hy, : C — C sont des séries entiéres de
valuation supérieure ou €gale a 4 et de rayon de convergence strictement positif et
St on pose

d
fi(z) =2+ 22+ 22+ Ztkhk(z) et E = {t € C/f; est conjuguée a 71},
k=0
Alors,
ou bien E = C ou bien d*(E) =0
Démonstration :

Comme 71 est pleinement itérable, toutes les conjuguantes h,q(f) de f; sont , at
fixé, simultanément de rayon de convergence strictement positif. On peut donc

se restreindre a hgt) et on a que f; est conjuguée a 11 si et seulement si hgt) est
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de rayon de convergence strictement positif. On notera alors, dans toute la suite
hy = hgt) la conjuguante formelle de f;. On a alors

E={teC / h;derayon strictement positif }.

Le principe de la démonstration étant analogue a la démonstration précédente.Il
suffit de prouver que les coefficients de h(z) sont des polynomes en ¢ dont on sait
majorer le degré.

Ecrivons f;(2) sous la forme f(z) = 2+ 22+ 23 + 3712 ek (£)2* ot les ¢ (t) sont
des polynomes en t de degré au plus d. D’apres le théoreme 5.2.17, f; possede une
unique conjuguante formelle de la forme hy(2) = z + 22 + 3725 di.(t)2* et on a les
relations suivantes sur les d(t): di(t) = 1 = da(t) et pour tout n > 4,

n—2 n—1
(n = 3)dur(t) = 1 = calt) = S d;(0CG) (1) + 3 D' (jnn — 2)(t)  (5.107)
j=2 j=2

On a alors deg(dy) = deg(dz) = 0. Montrons par récurrence que

Vi>2 deg(d;) < d(j—2).

e On a déja vu que deg(ds) =0 < d(2 —2).

e Soit m > 2 et supposons que Vj € [2,m] deg(d;) < d(j —2)
Posons n =m + 2. On a dy,41 = dy—1 avec

deg(1) = 0 < d(m — 1) (5.108)
et
deg(cn) <d < d(m—1) (5.109)
n—2
o Etude de Y d;(t)C(j,n)(t).
j=2

Soit j € [2,n — 2] et (k1,ka,... ,kj) e N*J tel que k1 +ky +---+k; =n.
Quitte a réordonner les k;, on peut supposer que

ki Z2kaz- 2k 23>k 2 2k

on a
deg (djcklck2 .. .ckj) < deg(djck, Cry - - - Ch,)

< deg(d;) + deg(cek, ) + - - - + deg(cx,.)
< d(j—2)+d+---+d

< dj—2d+rd

< d(j—2+4r)
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ki tke+oo 4tk 234344323

et
st kot otk > 14+14+ 0 +1>5—7

d’olt
n=k +k+ - +k+kp+kot - F+Ek23r+(G-r)=j+2r

c’est-a-dire ]
m-+2>=j42r

d’ou .
m—-r=zj—24+r

On obtient alors
deg (djc cry - .- ;) < d(m —r) (5.110)

A sir > 1, on obtient
deg (djc;ﬁck2 .. Ck;j) <d(m—1)

ce qui est le résultat voulu.
A sir =0, alors, comme j <n—2<m,ona

deg (djcp cr, - .. cx;) < deg(d;) < d(m —2) <d(m —1)
ce qui est le résultat voulu.
o Etude de D'(j,n,n — 2)(t).
Soit j € [2,n — 1] et (ki,ka,....k;) € N*/ tel que ki + ko + -+ + ki = n et
Vj k;j <n—1. Quitte a réordonner les k;, on peut supposer que

kiZzke > 2k 23>krg 2 2 kj.

On a alors

deg (,udkl de . dkj) < deg (dkl de . dkr)

< deg(dk,) + deg(dy,) + - - - + deg(dy, )

< d(k1 —2) +d(ky —2) + -+ d(k, — 2)
< d((ki+ke+---+ k) —2r)

< d(n—2r)

< dm+2-2r)

< dm+2(1-7))
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A sir > 2, on obtient
deg (pdp,dp, - .. di;) < d(m+2(1—r)) <d(m—2) <d(m—1)

ce qui est le résultat voulu.

A si r =0, on obtient

deg (,udklde e dkj) <0<d(m—1)
ce qui est le résultat voulu.
A si r =1, on obtient, comme k1 <n—2<m
deg (udklde .. 'dk2q+1) <deg(ky) <d(m—2) <d(m—1)

ce qui est le résultat voulu.

Finalement, on obtient que deg(d,,+1) < d(m —1).

Par récurrence, on en déduit alors que

vj e N* deg(d;) < d(j — 2) (5.111)

Posons pour tout g € N*,

Fo={teC / |ii<q}
et j
Gy= ({teF, / di(t) <d'}

JEN*
Les G sont des compacts de C et on vérifie facilement que, comme 71 est pleine-
ment itérable, on a

+o0
E={tcC /| h(2)=2+22+ Z di(t)2* de rayon strictement positif.},

k=3
avec +00
E=Ja,
q=1
Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que si d*(E) > 0, alors E = C.
400
Supposons donc que d*(E) > 0. D’apres ce qui précede, on a E = U Gy, d’ou
q=1

+oo
d* U G4 | > 0. Grace au théoreme 3.2.8, on en déduit qu’il existe gg € N* tel
q=1

que d*(Gy,) > 0. Comme Gy, est compact, on déduit de la proposition 3.2.5
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que d*(Gq,) = d(Gg,). Par conséquent, d(Gy,) > 0.
Soit t € C et ¢ > 2. Comme d(Gy,) > 0 avec Gy, € B(0,q0) et comme degd, <

d(q — 1) < dg, on a, d’apres le théoreme 3.1.10

|dg(t)] < max |dg(a)l (d(é%)>dq (’t’ +QO)dq

acGg,

d < q0d
arggfo\ o(@)] < qo

d’ou

|dq(t)| < qo? <d(éqo>>dq (!t! +qo)dq

4,(6)] < <qo (aey) (i +qo)d>q

Ainsi, t € E, ce qui entraine finalement,

c’est-a-dire

E=C.
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Problemes de linéarisation dans des familles de germes analytiques.

Nous nous intéressons a la linéarisation de certaines familles de germes analy-
tiques. En généralisant les définitions et propriétés du diametre transfini, nous ob-
tenons un théoreme de majoration polynomiale valable a la fois pour les nombres
complexes et p-adiques. Nous utilisons ensuite ces outils pour donner une nou-
velle démonstration du théoreme de Perez-Marco concernant la linéarisation des
familles non résonantes de germes analytiques qui subissent une perturbation po-
lynomiale. Cette nouvelle preuve permet de démontrer un analogue du théoreme
de Perez-Marco dans le cadre p-adique. De plus, cette nouvelle technique nous per-
met de récupérer une information diophantienne et donne de nouveaux exemples
de germes non linéarisables. Nous généralisons ensuite ce théoreme au cas des per-
turbations par des fractions rationnelles et finissons par étudier un cas résonant et
retrouvons, de fagon élémentaire, certaines propriétés concernant le centralisateur
des germes tangents a l’identité.

Problems of linearization in some families of analytic germs.

We are interested in the linearization of some families of analytic germs. By gene-
ralizing definitions and properties of transfinite diameter, we obtain a polynomial
majoration theorem that works both for the complex and the p-adic numbers.
Then these tools are used to give a new proof of Perez-Marco’s theorem about
the linearization of non-resonant families of analytic germs under a polynomial
perturbation. This proof allows the generalization of Perez- Marco’s theorem to
the p-adic case. Furthermore, with this new point of view, we obtain a diophantine
information and give new examples of non linearizable germs. We generalize this
theorem to the case of a perturbation with rational maps.Finally, a reasonant case
is studied and we give a new proof, more elementary, of some properties of the
centralizer of germs tangent to identity.

DiscipLINE: Mathématiques
MoTS CLES: linéarisation, petits diviseurs, condition diophantienne, diameétre trans-
fini, capacité, systemes dynamiques, résonance, formes normales.
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