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Résumé

Nous présentons plusieurs expériences d’hydrodynamique interfaciale illustrant
des procédés de création, stabilité et rupture d’interfaces fluides, liquide/liquide ou
liquide/gaz. Dans un premier temps, nous étudions le processus de fragmentation
d’objets déformables, gouttes et bulles, par un obstacle rectangulaire ou une boucle
asymétrique placés dans un canal microfluidique. La deuxième partie de ce travail
se consacre à des expériences menées avec des bulles et films liquides minces formés
à l’aide d’eau savonneuse ou de liquides très visqueux. Après avoir revisité quelques
surfaces minimales adoptées par un film de savon à l’équilibre, nous étudions divers
mécanismes de formation de bulles et de bulles interfaciales. Dans ces deux parties,
nos études sont menées en faisant varier de façon systématique les paramètres hydro-
dynamiques, physicochimiques et géométriques contrôlant chaque expérience. Nous
interprétons les résultats obtenus en microfluidique à l’aide d’arguments simples
basés notamment sur l’analogie électro-hydraulique aux bas nombres de Reynolds,
tandis que l’analyse dimensionnelle et des lois d’échelle permettent de décrire la
plupart des comportements expérimentaux des bulles et films liquides minces.
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Abstract

We report hydrodynamic experiments illustrating the creation, stability and rup-
ture of either liquid/liquid or liquid/gas interfaces. First, we investigate the frag-
mentation of deformable objects, such as drops and bubbles, against a rectangular
obstacle or at the entry node of an asymmetric loop placed in a microfluidic chan-
nel. In the second part of this work, we report experiments conducted with bubbles
and thin-liquid films either made with soapy water or highly viscous fluids. After
having described a few minimal surfaces sought by a soap film at equilibrium, we
study a variety of mechanisms that yield the formation of bubbles and interfacial
bubbles. In both parts, our investigations are conducted by systematically varying
the parameters (hydrodynamic, physicochemical and geometric) controlling each ex-
periment. We interpret microfluidic results with simple physical arguments based on
the electro-hydraulic analogy at low Reynolds numbers. Experimental findings on
bubbles are rationalized mostly using dimensional analysis and scaling laws.
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Avant-propos

Le présent manuscrit réunit les travaux de ma thèse, codirigée par Pascal Panizza
(Professeur à l’Université de Rennes 1 depuis 2006) et Laurent Courbin (Chargé de
recherche CNRS depuis 2009). Cette thèse a été effectuée entre septembre 2011 et
août 2014 à l’Institut de Physique de Rennes (IPR), Unité Mixte de Recherche
Université de Rennes 1 - CNRS dirigée successivement par Anne Renault et Jean-
Pierre Landesman pendant ma thèse. Elle a été précédée d’un stage de Master 2 qui
s’est déroulé d’octobre 2010 à août 2011, également codirigé par Pascal Panizza et
Laurent Courbin. Pendant ce stage, nous avons étudié le phénomène de tip strea-
ming en microfluidique.

La diversité des travaux présentés s’appuie sur les expertises conjuguées de mes codi-
recteurs dans des domaines variés : citons notamment la microfluidique, la physique
du mouillage, et de façon plus générale l’hydrodynamique aux interfaces, appliquée
sur différentes échelles d’espace et de temps. La notion d’interface fluide apparaît
comme le fil conducteur de ce travail. Comment créer une interface fluide ? Comment
la stabiliser ? Comment la rompre ? Nous avons essayé d’apporter des éléments de
réponse à ces questions en abordant des problèmes éclectiques et en tentant de les
résoudre par différentes approches expérimentales et théoriques, adaptées à chaque
situation.

Cette thèse est en conséquence structurée en deux grandes parties.

• La première partie est relative à des études réalisées dans le cadre de la mi-
crofluidique digitale à base de gouttes et de bulles. Pour faciliter la lecture,
celle-ci propose un chapitre introductif permettant de rappeler quelques as-
pects fondamentaux d’hydrodynamique nécessaires à la compréhension de ce
manuscrit, suivi d’un état de l’art des différents problèmes abordés en micro-
fluidique. Nous présentons ensuite les résultats obtenus.

• La seconde partie traite de diverses expériences ayant trait aux films liquides
et bulles de savon. Nous présentons brièvement en préambule de cette par-
tie les enjeux et contexte des problèmes étudiés. J’ai pris le parti de rédiger
les chapitres de cette seconde partie indépendamment les uns des autres, afin
que le lecteur puisse les parcourir de façon clairsemée ou dans l’ordre qui lui
conviendra.

Bonne lecture !
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Chapitre 1

La microfluidique : fondements et
contexte généraux

Dans ce chapitre introductif, nous commençons par rappeler quelques concepts et
aspects fondamentaux d’hydrodynamique utiles pour ce manuscrit en les appliquant
au cas particulier des écoulements aux échelles de la microfluidique (typiquement
10 à 100 microns), mise en lumière dans cette première partie. Par la suite, nous
discutons des techniques récentes de microfluidique digitale, permettant de produire
des gouttelettes monodisperses de manière contrôlée et de les manipuler individuel-
lement, à l’origine de nouvelles méthodes d’émulsification et de synthèse bottom-up.
Utilisées comme microréacteurs, ces gouttelettes sont également l’élément de base
d’applications digitales haut-débit permettant d’analyser un processus cinétique très
rapidement, de manière fiable et en utilisant très peu d’échantillon. Le développe-
ment de telles applications nécessite de pouvoir réaliser et combiner diverses opéra-
tions élémentaires sur ces gouttes, telles que la dilution, la concentration, la fusion
ou encore la fragmentation. Cette dernière opération élémentaire se trouve au cœur
de cette première partie dédiée à la microfluidique : nous en dressons un état de l’art,
et posons les questions auxquelles nous nous sommes intéressés. Nous tenterons d’y
répondre dans les chapitres suivants.

1 Écoulements aux « petites » tailles

1.1 Hypothèse de milieu continu, notion de particule fluide

En comparaison avec la mécanique du point ou du solide, la description de l’écou-
lement d’un fluide peut paraître extrêmement ardue, au vu du grand nombre de mo-
lécules impliquées généralement dans le mouvement (écoulement d’un torrent par
exemple). Une difficulté de taille réside également dans le fait que, contrairement à
un solide rigide, un fluide peut par définition se déformer, ce qui implique que les
paramètres du fluide (vitesse, température, pression, masse volumique par exemple)
deviennent, en plus d’être des variables temporelles, des champs scalaires et vec-
toriels de l’espace, et dont la structure dépend fortement de l’échelle à laquelle on
sonde l’écoulement (Fig. 1.1). Analysons les deux cas extrêmes ci-dessous.

– À l’échelle atomique, le caractère granulaire de la matière engendre de très
grandes discontinuités des propriétés du fluide. La masse volumique, par exemple,
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Figure 1.1: Influence de l’échelle de taille choisie pour sonder le système sur la
masse volumique mesurée par un instrument adéquat. Figure tirée de [1].

est quasiment nulle en dehors du noyau, du fait de la structure lacunaire de
la matière, et atteint des valeurs gigantesques au niveau du noyau, typique-
ment 200 000 tonnes.mm−3 ! De facto, les champs ne sont pas des fonctions
continues et dérivables de l’espace à cette échelle, et le concept de mesure perd
alors tout son sens.

– À notre échelle, il semble difficile de sonder localement et avec précision les
propriétés d’un fluide. La variation des quantités physiques intrinsèques aux
fluides, le champ de température dans une pièce par exemple, peuvent éven-
tuellement être « noyées » par un processus de moyennage trop grossier, et la
valeur mesurée dépend alors de la taille de la sonde utilisée, démontrant le
caractère arbitraire de la mesure.

De fait, il existe une échelle intermédiaire entre les tailles microscopique et macrosco-
pique, dite échelle mésoscopique, pour laquelle il est possible de suivre avec précision
l’évolution des propriétés locales du fluide tout en conservant des champs continus
et dérivables spatialement. Ce postulat constitue l’hypothèse de milieu continu, ceci
s’avérant en particulier intéressant pour l’utilisation des outils classiques issus de la
théorie des champs. L’échelle mésoscopique définit la taille � d’une particule fluide,
son ordre de grandeur dépend de la nature du fluide utilisé, liquide ou gazeux, du
fait des propriétés de cohésion extrêmement différentes entre ces deux états de la
matière.

1.1.1 Cas liquide

En notant a la taille moléculaire (également de l’ordre de la distance intermolé-
culaire) et L la longueur typique de l’écoulement (la largeur du canal par exemple),
la taille mésoscopique doit, d’après la discussion précédente, vérifier l’encadrement
suivant :

a � � � L. (1.1)
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En prenant a�3 Å pour un liquide simple et L�30 μm en microfluidique, � peut géné-
ralement valoir quelques nanomètres. Notons que dans le cas des fluides complexes,
la distance intermoléculaire peut être beaucoup plus grande, obligeant à prendre
parfois ��1 μm. Remarquons par ailleurs que le domaine récent de la nanofluidique
restreint considérablement l’intervalle d’encadrement imposé à � : l’hypothèse de
milieu continu tombe généralement en défaut à ces échelles de taille, l’écoulement
est alors décrit par le biais de la dynamique moléculaire.

1.1.2 Cas gazeux

Dans le cas des gaz, l’échelle pertinente de la particule fluide est désormais le
libre parcours moyen l. Dans le cas d’un gaz parfait vérifiant une distribution de
probabilité de vitesse de Maxwell, celui-ci s’exprime :

l =
1√

2πna2
, (1.2)

avec n le nombre d’atomes par unité de volume et a le diamètre atomique. L’équation
d’état des gaz parfaits p = nkBT permet de réécrire l sous la forme :

l =
kBT√
2πpa2

, (1.3)

avec T la température absolue mesurée en Kelvin, et p la pression. Cette quantité l
doit donc rester petite devant la taille typique L de l’écoulement. Ce critère s’exprime
usuellement à l’aide du nombre de Knudsen Kn = l/L comme :

Kn < 0.1. (1.4)

Lorsque la pression diminue, le libre parcours moyen augmente, le nombre de Knud-
sen également, ce dernier pouvant éventuellement dépasser le seuil autorisé par l’hy-
pothèse de milieu continu. Dans le cas des gaz raréfiés (système d’air en altitude par
exemple), cette hypothèse est ainsi rejetée au profit d’autres moyens de description,
passant notamment par la résolution de l’équation de Boltzmann.

1.2 Équation de Navier-Stokes

Dans le cadre de l’hypothèse de milieu continu, il est possible de concevoir l’écou-
lement d’un fluide de deux manières différentes. La description lagrangienne consiste
à suivre une seule et même particule fluide au cours de son mouvement, et observer
les modifications des paramètres (la vitesse par exemple) qu’elle endure au cours de
son mouvement. La description eulérienne se situe à l’opposé, puisqu’elle consiste
à observer un point fixe de l’espace par lequel transitent de multiples particules
fluides, et étudier l’évolution des propriétés du fluide en ce point 1. En dépit de

1. Nous devons ces descriptions à Leonhard Euler (1707-1783) et Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813), physiciens (entre autres) respectivement suisse et italien. Pour fixer les idées, imaginons un
pêcheur en train de garder les yeux fixés sur son hameçon en attendant d’attraper l’anguille : il
se place d’emblée dans une description eulérienne. Si, las de ne rien attraper au bout de quelques
heures, il se met à rêvasser, ses yeux suivant inconsciemment le mouvement d’une brindille emportée
par le courant de la rivière, il se place alors dans une description lagrangienne.
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leurs différences, ces conceptions sont toutes deux équivalentes. L’équation locale de
conservation de la masse appliquée à une particule fluide impose la relation suivante
entre les champs de vitesse �v et de masse volumique ρ :

∂ρ

∂t
+ �∇ · (ρ�v) = 0. (1.5)

Cette équation peut être simplifiée en considérant l’écoulement incompressible. Les
conditions de validité de cette hypothèse reposent sur l’évaluation du nombre de
Mach Ma défini comme :

Ma =
v

cs
, (1.6)

avec v la vitesse typique de l’écoulement et cs la célérité du son dans le milieu
considéré. cs valant typiquement 1000 m.s−1 dans les liquides, 340 m.s−1 dans l’air
à température ambiante, cette hypothèse d’incompressibilité est satisfaite dans tous
les résultats présentés dans ce manuscrit. De fait, ρ ne dépend plus des coordonnées
d’espace et du temps, et l’équation 1.5 devient simplement :

�∇ · �v = 0. (1.7)

L’équation locale de conservation de la quantité de mouvement appliquée à une par-
ticule fluide, revenant à la généralisation du principe fondamental de la dynamique
pour un milieu continu incompressible, peut se mettre sous la forme :

ρ
D�v

Dt
= −�∇p+ ηΔ�v + �f, (1.8)

avec η la viscosité dynamique du fluide : cette équation est connue sous le nom
d’équation de Navier-Stokes 2, 3. Sa résolution, assortie des conditions aux limites et
des conditions initiales, permet alors d’avoir accès au champ de vitesse de l’écou-
lement en tout point et à tout instant. Détaillons plus avant chacun des termes
apparaissant dans cette équation. La dérivée particulaire 4 de la vitesse apparaissant
dans le membre de gauche est définie comme :

D�v

Dt
=

∂�v

∂t
+ (�v · �∇)�v, (1.10)

2. Sans l’hypothèse d’incompressibilité, il faudrait adjoindre au membre de droite de l’équation
de Navier-Stokes un terme supplémentaire de viscosité de volume, l’hypothèse de Stokes permettant
de l’écrire sous la forme η�∇(�∇ · �v)/3.

3. Encore à l’heure actuelle, la résolution de cette équation, établie par Claude Louis Marie
Henri Navier [2] (1785-1836) et George Gabriel Stokes [3] (1819-1903), fait partie des fameux
problèmes du prix du millénaire. Quiconque arrivera à déterminer une solution générale à cette
équation, si tant est qu’elle existe, se verra remettre un prix de un million de dollars par le Clay

Mathematical Institute...
4. Cette notion est fondamentalement attachée à l’idée de milieu continu, et peut s’étendre à

un champ scalaire, la température par exemple :

DT

Dt
=

∂T

∂t
+ (�v · �∇)T. (1.9)

Pour mieux comprendre le rôle des deux termes du membre de droite, imaginons un parachutiste
sautant d’un avion en matinée, et atterrissant en début d’après-midi. Ce parachutiste va directe-
ment venir sonder le champ de température de l’air, et manifestement ressentir une augmentation
de celle-ci. Cette augmentation est d’une part temporelle puisque le Soleil se rapproche du zénith
à mesure de sa descente (terme instationnaire), d’autre part spatiale puisque le parachutiste, en
diminuant son altitude, va ressentir une température de plus en plus agréable au fur et à mesure
qu’il se rapproche du sol (terme convectif).
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où le premier terme est qualifié d’accélération instationnaire, le second terme d’accé-
lération convective. En comparaison avec le principal fondamental de la dynamique
appliqué à un point matériel, c’est ce nouveau terme convectif, variant de façon non
linéaire avec la vitesse, qui apporte toute l’originalité, la richesse et la complexité au
domaine de la dynamique des fluides. L’accélération de la particule fluide est engen-
drée par la présence de différentes forces volumiques apparaissant dans le membre
de droite de l’équation 1.8. Le terme −�∇p désigne les forces volumiques de pression.
Le terme ηΔ�v désigne les forces volumiques de dissipation visqueuse. En écrivant
l’équation de Navier-Stokes, nous avons fait l’hypothèse implicite que la viscosité η
était une quantité scalaire et intrinsèque au fluide, indépendante de la sollicitation
qui lui est appliquée : ceci constitue la définition d’un fluide newtonien 5. Dans la
limite inviscide (η = 0), la simplification de l’équation de Navier-Stokes aboutit à
l’équation d’Euler [4] décrivant l’écoulement d’un fluide « parfait » sans dissipation :

ρ
D�v

Dt
= −�∇p+ �f. (1.11)

Enfin, le terme �f désigne d’éventuelles autres forces volumiques pouvant intervenir
dans le problème. Citons à titre d’exemple :

– la gravité : �f = ρ�g,
– la force de Lorentz : �f = ρe( �E+�v∧ �B), avec ρe la densité volumique de charge

et ( �E, �B) le champ électromagnétique (dans le domaine de la magnétohydro-
dynamique en particulier).

Dans le cas d’un écoulement parfait, notons qu’en l’absence de forces volumiques
(�f = �0) et en supposant par ailleurs un régime permanent établi (∂�v/∂t = �0), il est
possible de démontrer à partir de l’équation d’Euler (Éq. 1.11) l’identité suivante :

ρv2

2
+ p = [const], (1.12)

le long d’une ligne de courant. Cette identité, assimilable à une équation de conser-
vation de l’énergie résultant de l’absence de dissipation, est connue sous le nom de
théorème de Bernoulli 6 [5]. Ce résultat se révèlera utile dans la seconde partie de ce
manuscrit.

1.3 Capillarité, notion de tension de surface

Nous avons jusque-là considéré le cas d’un écoulement monophasique. En pré-
sence de deux phases liquide/liquide ou liquide/gaz immiscibles, il importe de décrire
avec précision les mécanismes physiques mis en jeu à l’interface. Bien que nous nous
soyons pour l’instant placés dans l’approximation d’un milieu continu, la notion
même d’interface entre deux fluides justifie que l’on regarde de plus près le com-
portement des molécules situées de part et d’autre d’une interface, ne serait-ce que
pour justifier certains faits, dans la nature ou la vie quotidienne, que l’équation
de Navier-Stokes ne parvient pas à décrire et à expliquer (Fig. 1.2) : entre autres,
comment un gerris 7 ou une petite pièce de monnaie peuvent arriver à flotter sur

5. Du nom du savant britannique Isaac Newton (1642-1727).
6. Daniel Bernoulli (1700-1782), médecin, physicien et mathématicien suisse.
7. Petit insecte couramment surnommé « patineur des étangs ».
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Figure 1.2: Divers phénomènes capillaires inspirés de la nature et de la vie quoti-
dienne. La photo représentant le scarabée est adaptée de [6].

l’eau, malgré une poussée d’Archimède généralement inférieure à leur poids ? Quelle
force défiant la pesanteur permet au café d’imbiber le morceau de sucre, ou à un
liquide de remonter dans un capillaire très fin, de même que l’eau dans les plantes ?
Comment un scarabée de 13 mg arrive à supporter une masse de 2 g [6] ?

1.3.1 Explication à l’échelle moléculaire

Considérons pour l’exemple un verre d’eau surmonté par l’air ambiant, ou par
une couche d’huile déposée à sa surface. Chaque molécule d’eau est soumise aux
interactions exercées de la part de ses consœurs. L’allure typique de l’énergie po-
tentielle Ep en fonction de la distance r séparant deux molécules est illustrée sur la
figure 1.3. Celle-ci comprend deux tendances principales :

– un caractère violemment répulsif à courte distance, heuristiquement en 1/r12,
notamment dû au principe de Pauli empêchant les électrons de se rapprocher
indéfiniment,

– un caractère attractif à longue distance, typiquement en −1/r6, responsable
de la cohésion générale du liquide.

En comparant le cas d’une molécule dans le volume et une molécule au niveau de
la surface, nous remarquons que celle située en surface possède environ une moitié
de voisines en moins. En supposant que les interactions avec la seconde phase soient
moindres que celles au sein du même liquide, ces molécules vont donc ressentir une
résultante des forces non nulle et dirigée vers l’intérieur du liquide. Le système est
ainsi animé d’une volonté de minimiser l’interface qu’il partage avec l’autre phase
en présence, l’air ou l’huile, l’état le plus favorable d’un point de vue énergétique
correspondant, par la déformation du liquide, à la minimisation de l’aire de cette in-
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Figure 1.3: Allure schématique du potentiel d’interaction entre deux molécules
identiques dans un liquide.

terface 8. En prenant l’exemple d’une bulle de savon dans l’air, l’interface liquide/air
fermée entourant un volume d’air fixé est minimale lorsque sa forme est sphérique :
ce point, loin d’être trivial mathématiquement, est en heureux accord avec notre ex-
périence quotidienne en lavant la vaisselle ou en prenant un bain. Nous définissons
alors la tension de surface 9 γ comme le prix énergétique à payer pour augmenter
l’aire de l’interface d’une unité 10 :

γ =
dE
dS

. (1.13)

Cette quantité, intrinsèque à toute interface fluide, est la conséquence macroscopique
d’effets moléculaires 11, et se révèlera au fil des chapitres comme le véritable fil rouge
de ce manuscrit. Son ordre de grandeur peut être directement évalué à l’échelle
moléculaire, à l’aide des ordres de grandeur typiques d’énergie de cohésion dans un
liquide ε et de taille moléculaire a (Fig. 1.3). Pour a � 3Å, et une énergie de cohésion
valant environ kBT avec une température T = 300 K, il vient :

γ ∼ kBT

a2
� 50 mJ.m−2. (1.15)

8. Ce point fait également écho aux diverses formes prises par un film de savon dans l’air [7],
exhibant des surfaces minimales au sens le plus mathématique du terme ; nous aurons l’occasion
d’y revenir dans la seconde partie.

9. Historiquement, ce principe a été postulé pour la première fois par von Segner [8] en 1751,
en lien avec ses observations et celles de ses prédécesseurs Hauksbee [9] (1709) et Jurin [10] (1719).

10. Cet apport d’énergie est par exemple d’origine mécanique lorsque l’on bat des blancs en
neige. L’air incorporé dans les blancs d’œufs leur apporte une texture mousseuse et aérienne, faisant
clairement apparaître l’accroissement de surface liquide/air engendré. Ce procédé intervient dans
la confection de nombreuses recettes salées et sucrées.

11. Toujours en lien avec les propriétés de cohésion des liquides, la tension de surface peut
également être reliée à la chaleur latente de vaporisation, grandeur thermodynamique quantifiant
l’énergie par unité de masse à fournir au liquide pour lui permettre de passer à l’état gazeux. De
fait, pour extraire une molécule d’eau de la phase liquide, il faut, en plus de l’amener à la surface,
lui retirer la seconde moitié de ses semblables, et ainsi lui fournir une énergie de l’ordre de :

2γa2 ∼ ρa3Lv, (1.14)

avec Lv la chaleur latente de vaporisation. Malgré la simplicité de cette approche, les ordres de
grandeur sont relativement satisfaisants.
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Cet ordre de grandeur est en bon accord avec les valeurs tabulées de la littérature [11]
à température ambiante : γ(huile/air)∼20 mJ.m−2, γ(eau/air)=72 mJ.m−2 (cohé-
sion plus forte due notamment à la présence de liaisons hydrogène). Citons tout de
même une valeur bien supérieure pour le mercure : γ(Hg/air)=436 mJ.m−2, du fait
d’une cohésion encore plus forte assurée par la présence de liaisons métalliques. Par
analyse dimensionnelle, et en notant � une taille caractéristique du système, la ten-
sion de surface peut aussi bien s’interpréter en termes d’énergie γ�2, de force γ� ou
de pression γ/� ; nous utiliserons tour à tour l’une ou l’autre de ces interprétations
lorsque nous en aurons besoin dans la suite de ce manuscrit. Souvenons-nous seule-
ment que les effets capillaires deviennent prédominants à mesure que les dimensions
du système sont réduites. Cet effet peut se comprendre en remarquant que l’énergie
de surface, variant comme �2, excède automatiquement toute énergie en �4 associée
à une force « dans le volume » en-dessous d’une certaine taille. En considérant par
exemple la pesanteur, les effets commenceront à devenir du même ordre pour une
taille κ−1 définie par comparaison des énergies :

γκ−2 ∼ ρgκ−4, (1.16)

κ−1 ∼
�

γ

ρg
. (1.17)

κ−1 est la longueur capillaire, et vaut 2.7 mm pour une interface eau/air à tem-
pérature ambiante. Voici pourquoi tous les phénomènes capillaires observés sur la
figure 1.2 mettent en jeu des échelles de longueur inférieures, ou tout au plus de
l’ordre du millimètre. De façon remarquable, ceci se généralise à une interface li-
quide/air quelconque, la quantité

�
γ/ρ variant peu d’un liquide à l’autre. Discutons

à présent les dépendances de la tension de surface avec la température et la présence
de surfactants.

1.3.2 Influence de la température T

De façon générale, la tension de surface γ est une fonction décroissante de la
température 12. En raisonnant de façon simple, l’agitation thermique a tendance à
augmenter le mouvement des molécules, venant ainsi diminuer l’effet d’attraction
sur les molécules en surface, l’état énergétique de ces dernières est de fait moins
défavorable. Lorsque la température caractéristique du point critique Tc est atteinte
(Tc = 374◦C pour l’eau par exemple), les états liquide et gazeux se confondent en
une seule et même phase, qualifiée de « fluide hypercritique » : de fait, la chaleur
latente de vaporisation s’annule, la tension de surface également, comme intuité par
la relation 1.14.

1.3.3 Influence de la présence de surfactants

Il est connu expérimentalement que la présence d’impuretés a une grande in-
fluence sur la mesure d’une tension de surface liquide/air. Ceci se justifie de nou-

12. Remarquons que cette variation peut paraître contradictoire avec l’équation 1.15. Retenons
que l’estimation faite au paragraphe précédent permet de tirer une valeur typique de la tension de
surface, mais n’est pas indicatrice de son sens de variation avec la température, ceci nécessitant une
approche thermodynamique beaucoup plus fine. En ce sens, il existe dans la littérature plusieurs
modèles différents, dépendant notamment du système étudié, afin de décrire la décroissance de
γ(T ) [12, 7].
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veau au niveau moléculaire : la migration des impuretés à la surface peut changer
de façon notable l’énergie d’interaction ressentie par les molécules en surface, et a
tendance à stabiliser ces molécules, correspondant encore à un abaissement de la
tension de surface 13. Certaines molécules, connues pour diminuer de façon dras-
tique la tension de surface (parfois jusqu’à un facteur 3−4), sont à ce titre qualifiées
de tensioactifs, ou surfactants. C’est notamment le cas des produits moussants de
la vie quotidienne (savons, produits vaisselle), mais aussi des molécules biologiques
présentes dans le corps humain (lipides, phospholipides, protéines). Ces molécules

cCMC
0
0

(a)

(b)

SDS O S

O

O

O

Na
hydrophile

liquide liquide

hydrophobe

airair

°

+

-

Figure 1.4: (a) Formule topologique du dodécylsulfate de sodium (SDS), surfactant
utilisé dans la suite du manuscrit. La représentation schématique fait apparaître une
longue chaîne aliphatique hydrophobe et une tête polaire hydrophile. (b) Évolution
typique de la tension de surface γ en fonction de la concentration c en surfactant.
Aux faibles concentrations devant la concentration micellaire critique (CMC), les
surfactants se retrouvent uniquement à l’interface, la tension de surface décroît avec
la concentration. Aux fortes concentrations devant la CMC, l’interface est saturée
en tensioactifs, les surfactants en excès se regroupent en micelles sphériques dans le
volume liquide, γ ne varie plus avec c.

détiennent un caractère amphiphile (Fig. 1.4 (a)), puisqu’elles contiennent à la fois
une longue chaîne constituée d’un squelette carboné hydrophobe, ainsi qu’une tête
constituée d’un groupement carbonyle hydrophile. Une fois mis en solution, les ten-
sioactifs ont naturellement tendance à rejoindre l’interface liquide/air, la tête située
dans le liquide, leur chaîne hydrophobe située dans l’air, de façon à satisfaire leurs
« tendances bipolaires » (Fig. 1.4 (b)). Ces molécules viennent donc « tapisser » l’in-
terface et côtoyer les molécules d’eau situées en surface : la position de ces dernières
ne devient alors plus si défavorable, et la tension de surface diminue. Comme ce
mécanisme de peuplement est un phénomène de surface, il arrive un moment où le
rajout de surfactant ne modifie plus la tension de surface. Lorsque la solution est

13. Nous nous limitons à l’étude de l’état d’équilibre du système, et négligeons en conséquence
les dynamiques d’adsorption/désorption des tensioactifs à l’interface [13, 14, 15, 16].
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trop concentrée en surfactants, il devient impossible de placer davantage de molé-
cules de tensioactifs en surface, celles-ci n’ont alors d’autre choix que de rester dans
le volume liquide et se regrouper en micelles sphériques, encore afin de favoriser leurs
interactions mutuelles. La concentration à partir de laquelle la tension de surface
atteint sa limite inférieure est dénommée concentration micellaire critique, et no-
tée CMC dans la suite de ce manuscrit. Elle dépend naturellement de la structure
moléculaire, et donc du surfactant utilisé.

1.4 Nombres adimensionnés, ordres de grandeur

Comme il est d’usage en mécanique des fluides, tentons de construire et d’estimer
la valeur de certains groupements adimensionnels afin de comparer l’importance des
différents termes apparaissant dans l’équation de Navier-Stokes, en tenant également
compte des effets capillaires. À partir du jeu de six paramètres suivants :
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v : vitesse typique,
� : taille typique,
ρ : masse volumique,
g : accélération de la pesanteur,
η : viscosité dynamique,
γ : tension superficielle,

construits sur trois unités fondamentales du système international (longueur, masse,
temps), nous pouvons donc former trois nombres sans dimension, d’après le théo-
rème de Vaschy-Buckingham. Notre choix se porte sur trois nombres adimensionnés
récurrents en hydrodynamique : le nombre de Reynolds Re, le nombre de Bond Bo
et le nombre capillaire C, nous les présentons dans la suite. Comme ce choix est arbi-
traire, nous aurions tout aussi bien pu remplacer par exemple C par le produit Re C.
Ce nouveau nombre adimensionné est le nombre de Weber We ; nous en discutons
brièvement, ce dernier se révélant particulièrement pertinent dans la seconde partie
de ce manuscrit dédiée aux films de savon.

1.4.1 Nombre de Reynolds Re

Le nombre de Reynolds Re s’exprime :

Re =
ρv�

η
. (1.18)

Ce dernier compare directement les effets convectifs et visqueux de l’équation de
Navier-Stokes, respectivement de l’ordre de ρv2/� et ηv/�2. Ce nombre est crucial
tant il met en opposition deux grands pans de la mécanique des fluides : les écoule-
ments laminaires « rampants » aux petits nombres de Reynolds (circulation dans les
vaisseaux sanguins par exemple) où les effets de dissipation visqueuse sont particu-
lièrement prononcés, et les écoulements turbulents aux grands nombres de Reynolds
(profil aérodynamique autour d’une aile d’avion par exemple) où le terme visqueux
peut raisonnablement être oublié, l’écoulement pouvant en ce sens être considéré
comme parfait. Estimons l’ordre de grandeur de Re dans notre configuration. En
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choisissant un écoulement d’eau (ρ � 103 kg.m−3, η � 10−3 Pa.s) à une vitesse
v � 1 mm.s−1 dans un canal de taille � � 50 μm, nous trouvons Re � 5 · 10−2. Ce
nombre est petit devant l’unité, ceci nous permettant de nous affranchir du terme
convectif au profit du terme visqueux dans l’équation de Navier-Stokes dans la suite
de cette première partie.

1.4.2 Nombre de Bond Bo

Le nombre de Bond Bo s’exprime quant à lui :

Bo =
ρg�2

γ
. (1.19)

Ce nombre adimensionné résulte de la comparaison des effets de gravité et de capil-
larité. Remarquons que ce dernier peut se mettre sous la forme :

Bo =

�
�

κ−1

�2

. (1.20)

Ainsi, lorsque � < κ−1, la capillarité est prédominante devant la gravité. À l’inverse,
lorsque � > κ−1, la gravité prédomine sur les effets capillaires. Comme nous l’avons
vu, la longueur capillaire κ−1 est d’ordre millimétrique. Ceci justifie par exemple la
forme d’une goutte d’eau déposée sur une lame de verre enduite de suie : lorsque la
goutte est petite devant le millimètre, l’interface de celle-ci adopte la forme d’une
portion de sphère afin de minimiser son énergie interfaciale avec l’air. Lorsque la
goutte est grande devant le millimètre, celle-ci s’aplatit et prend la forme d’une
flaque, moins coûteuse en énergie de pesanteur [11]. En microfluidique, nous obtenons
pour une longueur typique � � 50 μm un nombre de Bond Bo � 10−3, petit devant
l’unité. Nous pouvons dans ce cadre négliger la pesanteur dans la suite de cette
première partie.

1.4.3 Nombre capillaire C

Le nombre capillaire C s’exprime :

C =
ηv

γ
. (1.21)

Ce nombre adimensionné, comparant les effets visqueux et capillaires, intervient no-
tamment dans le processus de fragmentation de gouttes [17, 18, 19, 20, 21]. Donnons-
en ici une interprétation simple : imaginons une goutte d’huile sphérique de taille �
cisaillée au sein d’un écoulement d’eau. Le taux de cisaillement exercé sur la goutte
d’huile est de l’ordre de v/�, avec v une échelle typique du différentiel de vitesse subi
par la goutte en ses extrémités. Ce taux de cisaillement induit une contrainte vis-
queuse de l’ordre de ηv/�, où η désigne la viscosité de la phase continue ; la force de
cisaillement visqueux prend donc la forme d’une loi de Stokes : η�v. Alors que cette
force est de nature à déformer la goutte, les effets capillaires tendent naturellement
à s’y opposer par l’intermédiaire d’une force supplémentaire de l’ordre de γ�, afin de
rétablir la forme sphérique de la goutte. Le nombre capillaire, exprimant de façon
simple le ratio de ces deux forces, quantifie donc le degré d’élongation de la goutte
et l’importance relative des deux mécanismes en compétition. Avec les mêmes para-
mètres que ceux pris précédemment et γ�20 mN.m−1 pour une interface eau/huile,
nous obtenons comme ordre de grandeur C � 5 · 10−5, très petit devant l’unité.
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1.4.4 Nombre de Weber We

Nous définissons également le nombre de Weber We comme :

We =
ρv2�

γ
. (1.22)

Ce nombre adimensionné met en comparaison les effets inertiels et capillaires, et
s’exprime comme le rapport de deux énergies caractéristiques : une contribution
cinétique ρ�3v2 et une contribution capillaire γ�2. Ce nombre intervient par exemple
dans le processus de fragmentation de jets liquides [22]. Comme We = Re C, We
est a fortiori petit devant l’unité dans cette première partie, d’après les ordres de
grandeur précédents. Ce nombre sans dimension aura par contre une importance
cruciale pour les phénomènes étudiés dans la seconde partie de ce manuscrit.

1.5 Écoulements de Stokes

D’après les ordres de grandeur obtenus précédemment, la condition Re�1 nous
autorise à négliger le terme convectif devant le terme visqueux dans l’équation de
Navier-Stokes. En supposant de plus un régime stationnaire établi 14 (∂�v/∂t = �0)
ainsi que l’absence d’autres forces volumiques ( �f = �0), nous obtenons finalement
l’équation suivante :

ηΔ�v = �∇p, (1.23)

dite équation de Stokes. Dressons quelques propriétés intéressantes de cette équation
ci-après [23], puis résolvons-la analytiquement dans une géométrie simple.

1.5.1 Linéarité

L’équation de Stokes a le bong goût de ne plus contenir la non-linéarité du
terme convectif présent dans l’équation de Navier-Stokes. Dans un certain sens, elle
contient certaines analogies avec l’équation de Poisson, ou l’équation de Laplace si
le gradient de pression est nul, en électromagnétisme 15. De fait, il est possible de
raisonner par superposition : si un gradient de pression noté �∇pa (resp. �∇pb) induit
un champ de vitesse noté �va (resp. �vb), alors le champ de pression λ�∇pa + μ�∇pb
induit le champ de vitesse λ�va+μ�vb. Ce principe de combinaison linéaire s’applique
aussi pour les conditions aux limites imposées sur le champ de vitesse.

1.5.2 Réversibilité

En prenant dans la propriété précédente les valeurs λ=−1 et μ=0, nous pouvons
montrer qu’en inversant le gradient de pression (ou bien les conditions aux limites
dans le cas d’un gradient de pression nul), l’écoulement est également inversé. Par

14. Ceci est une condition suffisante mais non nécessaire. De façon moins restrictive, il suffit en
fait de supposer que l’échelle temporelle τ typique de variation du champ de vitesse soit grande
devant les autres temps caractéristiques du problème, ici le temps de diffusion visqueuse : ρ�2/η.
Ce critère peut généralement se réexprimer à l’aide d’un nouveau nombre adimensionné, le nombre
de Stokes : St = ρ�2/ητ � 1.

15. Une difficulté supplémentaire provient tout de même ici de la nature vectorielle du champ
de vitesse, à la différence du potentiel scalaire électrostatique.
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Re=1

Re=10

Re=26

Re=41

Re=2000

Figure 1.5: Divers régimes d’écoulement autour d’un cylindre dans une cellule
de Hele-Shaw, en fonction de la valeur du nombre de Reyolds Re. Le degré de
complexité de l’écoulement croît avec le nombre de Reynolds. L’écoulement s’effectue
de gauche à droite. Figure adaptée de [24].

abus de l’esprit, nous dirons que l’équation de Stokes est invariante par renversement
du temps. Cette réversibilité est illustrée par un célèbre film de G. I. Taylor 16 [25],
dans lequel une goutte d’encre est mise en rotation entre deux cylindres dans un
fluide visqueux. Le cisaillement imposé par la rotation provoque la déformation
de la goutte au bout d’un certain nombre de tours. En effectuant exactement le
même nombre de tours dans le sens inverse, le champ de vitesse est renversé, et
la goutte d’encre retrouve de façon stupéfiante sa forme initiale, aux infimes effets
de diffusion moléculaire près. De façon intéressante, cette propriété ne se vérifie
plus avec une vitesse de rotation trop grande : rappelons en effet que le nombre de
Reynolds Re est proportionnel à la vitesse typique de l’écoulement, nous quittons
alors le domaine de validité de l’équation de Stokes. Cet aspect important se retrouve
dans la topologie des lignes de courant d’un écoulement bidimensionnel autour d’un
obstacle cylindrique fixe (Fig. 1.5). Aux petits nombres de Reynolds, la réversibilité
de l’écoulement engendre une symétrie des lignes de courant entre l’amont et l’aval.
Aux plus grands nombre de Reynolds, l’apparition de tourbillons en aval est la
signature d’une brisure de symétrie, et donc d’une perte de cette réversibilité.

1.5.3 Instantanéité

L’absence de terme en ∂/∂t dans l’équation de Stokes induit l’absence d’effet
mémoire du système. Ainsi, l’unique information contenue dans le champ de vitesse
est celle obtenue dans l’instant présent, elle se transmet à l’infini avec une rapidité
infinie.

16. Sir Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975), physicien et mathématicien britannique.
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1.5.4 Dissipation minimale

Il est possible de démontrer mathématiquement qu’un écoulement vérifiant l’équa-
tion de Sokes minimise le taux de dissipation d’énergie dans un volume fixé [23].

1.5.5 Unicité

Sans la prise en compte des conditions aux limites, l’équation de Stokes admet a
priori une infinité de solutions. Supposons maintenant qu’il existe deux champs de
vitesse différents, solutions de l’équation de Stokes pour un gradient de pression et
des conditions aux limites identiques. À l’aide de la propriété précédente, ces deux
solutions correspondent toutes deux à un même taux de dissipation d’énergie. Ceci
est vérifié si les taux de déformation de leurs champs de vitesse sont identiques,
soit encore si ces derniers ne diffèrent que d’une constante vectorielle additive près.
Or, les conditions aux limites imposent la nullité de cette constante vectorielle, les
champs de vitesse sont donc identiques, conduisant à l’unicité de la solution de
l’équation de Stokes.

1.5.6 Réciprocité

Deux champs de vitesse différents, solutions de l’équation de Stokes pour un
même gradient de pression mais avec des conditions aux limites différentes, peuvent
être reliées par une équation intégrale analogue au théorème de Green.

1.5.7 Résolution analytique dans une géométrie simple, analogie électro-
hydraulique

L

O ~v
h

~v~ux

~uy~uz

Figure 1.6: Allure schématique du profil de vitesse d’un écoulement confiné entre
deux plaques parallèles « infinies » distantes de h. L’extension latérale w du canal
suivant (Oy) n’est pas représentée.

Considérons pour l’exemple le cas d’un écoulement laminaire et stationnaire entre
deux plaques parallèles [26], de dimensions respectives L et w selon les axes (Ox)
et (Oy), et distantes de h selon la direction (Oz) (Fig. 1.6). Par souci de simplicité,
nous supposons les conditions h�L et h�w satisfaites, afin de pouvoir considérer
les plaques comme infinies en regard de la distance qui les sépare. Dans ce cadre
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d’approximation, l’invariance du problème par translation selon x et y suggère de
chercher le champ de vitesse sous la forme :

�v = vx(z)�ux + vy(z)�uy + vz(z)�uz. (1.24)

Les conditions aux limites de non-glissement 17 imposées par la présence des plaques
s’écrivent :

�v

�
z = ±

h

2

�
= �0. (1.25)

Par ailleurs, l’incompressibilité de l’écoulement impose la condition :

�∇ · �v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= 0. (1.26)

En injectant dans cette condition d’incompressibilité le profil de vitesse donné par
l’équation 1.24, il vient directement :

∂vz
∂z

= 0. (1.27)

La valeur constante de vz est alors fixée par la condition aux bords donnée par
l’équation 1.25, le champ de vitesse se simplifie donc comme :

�v = vx(z)�ux + vy(z)�uy. (1.28)

Projetons à présent l’équation de Stokes selon la direction z :

ηΔvz =
∂p

∂z
= 0, (1.29)

De fait, le champ de pression ne dépend que de x et y. En supposons que le gradient
de pression généré soit uniquement porté par la direction (Ox), p = p(x), et la
projection de l’équation de Stokes selon la direction y s’écrit :

ηΔvy = η
∂2vy
∂z2

=
∂p

∂y
= 0. (1.30)

Cette équation conduit, après intégration et utilisation des conditions aux limites, à
l’absence de composante de vitesse selon (Oy) : vy = 0. La projection de l’équation
de Stokes selon la direction x s’écrit alors :

ηΔvx = η
∂2vx
∂z2

=
∂p

∂x
. (1.31)

Le terme visqueux ne dépend que de z, alors que le gradient de pression ne dépend
que de x. L’unique façon de satisfaire cette double condition est d’imposer que les

17. Si l’on se plaçait à des échelles nanométriques et considérait des surfaces hydrophobes, du
glissement à la paroi pourrait apparaître, induisant l’existence d’une vitesse de glissement non nulle.
Une hypothèse, émise par Pierre-Gilles de Gennes au début des années 2000, consiste à présupposer
la nucléation de « nano »-bulles permettant de minimiser l’énergie de surface du système. De fait,
le liquide n’est plus réellement en contact avec les murs du canal, ceci induisant du glissement à la
paroi. Au vu des échelles de longeur considérées, ce n’est pas le cas dans les expériences que nous
présentons ici.
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deux membres de l’égalité soient égaux à une seule et même constante. Le profil
de pression est donc affine en la variable x, et la vitesse vx doit finalement vérifier
l’équation différentielle :

η
∂2vx
∂z2

= −Δp

L
, (1.32)

avec Δp=p(x=0)− p(x=L)>0 le saut de pression constant moteur de l’écoulement.
La double intégration de cette équation, eu égard aux conditions aux limites impo-
sées par l’équation 1.25, fournit le champ de vitesse parabolique suivant :

�v =
Δp

2ηL

�
h2

4
− z2

�
�ux. (1.33)

Calculons le débit volumique q de cet écoulement à travers la section S=wh du
canal :

q =

��

S

�v · �dS =

� w
2

−w
2

� h
2

−h
2

vx(z) dy dz, (1.34)

q =
wh3Δp

12ηL
, (1.35)

Δp =
12ηL

wh3
q = Rhq. (1.36)

Ce résultat, connu sous la loi de Hagen-Poiseuille [27], établit finalement une relation
simple de proportionnalité entre le saut de pression Δp et le débit q induit par ce
saut de pression. Par analogie avec la loi d’Ohm, le facteur de proportionnalité
entre ces deux quantités, noté Rh, est nommé résistance hydrodynamique du canal.
Cette grandeur dépend uniquement des paramètres géométriques du canal considéré
et de la viscosité du fluide en écoulement. Remarquons que cette propriété peut
être étendue à un canal de géométrie quelconque ; en considérant l’exemple d’un
écoulement dans un tuyau cylindrique de longueur L et de rayon R, il est possible
d’exprimer la résistance hydrodynamique associée sous la forme :

Rh =
8ηL

πR4
. (1.37)

Nous mettons finalement en parallèle les grandeurs impliquées dans cette analogie
dans le tableau ci-dessous 18 :

moteur de l’écoulement saut de potentiel U (tension) saut de pression Δp
débit induit débit de charge I (intensité) débit volumique q

relation constitutive loi d’Ohm : U = RelI loi de Poiseuille : Δp = Rhq
facteur résistance électrique Rel résistance hydrodynamique Rh

18. Prenons garde à ne pas pousser cette analogie trop loin. En particulier, la résistance électrique
Rel d’un tronçon de conducteur cylindrique, de longueur L et de rayon rc, s’exprime usuellement
à l’aide de la résistivité ρel intrinsèque du matériau comme :

Rel =
ρelL

πrc2
. (1.38)

Nous remarquons ainsi que le confinement, intervenant à la puissance 1/rc2, joue un rôle moindre en
comparaison avec l’expression de la résistance hydrodynamique, variant comme 1/R4 en conduite
cylindrique.
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Cette analogie électro-hydraulique est extrêmement puissante, puisqu’elle permet en
outre d’utiliser les résultats classiques des circuits électriques : loi des mailles, loi
des nœuds, diviseurs de tension et de courant... Elle nous sera particulièrement utile
dans la première partie du manuscrit.

2 Microfluidique digitale : génération contrôlée d’émul-
sions et/ou mousses monodisperses

La microfluidique est la science des écoulements monophasiques ou multipha-
siques dans des microsystèmes [28, 29, 30, 26]. Le confinement géométrique imposé
à des échelles petites, typiquement sub-millimétriques, confère à ce genre d’écou-
lement des propriétés particulières que nous avons commencé à esquisser dans la
partie précédente, à savoir l’importance des effets de surface, ainsi qu’un contrôle
précis des phénomènes de transport impliqués (écoulements, mélange, transferts
thermiques 19...). Cette discipline, en plein essor depuis le début des années 2000,
propose des outils originaux visant à miniaturiser un laboratoire d’analyse entier à
l’échelle d’une puce de quelques centimètres carrés de surface et quelques millimètres
de hauteur ! L’un des grands atouts de cette miniaturisation réside dans la réduc-
tion drastique des volumes mis en jeu. Alors que des techniques classiques d’analyse
nécessitent l’utilisation de pipettes pouvant prélever avec précision jusqu’à quelques
microlitres, la réduction d’échelle en microfluidique permet d’atteindre des volumes
typiques de quelques nanolitres à quelques picolitres, ceci rendant le procédé bien
moins onéreux. Par ailleurs, la miniaturisation permet de garder des fréquences de
production élevées de l’ordre du kHz, faisant de la microfluidique un candidat de
choix pour la réalisation d’applications haut-débit. Par ailleurs, les tailles mises en
jeu correspondant à certaines échelles biologiques particulières, un canal microflui-
dique incarne en ce sens un système modèle afin de mieux comprendre certains
mécanismes biophysiques : colmatage des vaisseaux sanguins par des caillots dans
le corps humain, formation de bulles d’air par cavitation dans les canaux d’écoule-
ment de la sève dans les arbres [31, 32, 33] par exemple. Dans ce manuscrit, nous
étudions le cas d’écoulements de deux phases immiscibles entre elles. Deux catégo-
ries peuvent alors être distinguées, selon que les fluides s’écoulent parallèlement 20

(coflow) ou constituent une émulsion d’objets dispersés (dans le cas de gouttes,
ou une mousse s’il s’agit de bulles) dans une phase continue. Ce deuxième régime
d’écoulement définit le domaine de la microfluidique digitale [36] : nous abordons
dans la suite deux façons de générer de façon contrôlée un train périodique d’objets
monodisperses, constituant l’opération de base en microfluidique digitale.

2.1 Géométrie en T

Un premier mode de formation consiste à utiliser une jonction en T [37] (Fig. 1.7).
Pour ce mode, la taille des gouttes résulte d’un équilibre classique entre la contrainte

19. À ces échelles, les rapports surface/volume importants assurent des transferts thermiques
rapides.

20. Cette configuration a notamment été exploitée dans l’élaboration d’un viscosimètre sur puce
afin de caractériser la rhéologie de fluides simples et complexes [34], ou d’étudier des phénomènes
d’extraction de jets liquides [35].
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Figure 1.7: Formation d’un train monodisperse de gouttes d’eau dans de l’huile.
Figure tirée de [37].

Figure 1.8: Diagramme de phase répertoriant les divers régimes d’écoulement ob-
servés. Figure tirée de [37].

visqueuse exercée par la phase continue sur la phase dispersée, et la pression capil-
laire. Ces deux termes s’exprimant respectivement comme ηε̇ et γ/r, le rayon r des
gouttes varie comme r ∼ γ/ηε̇, avec ε̇ le taux de cisaillement, ce dernier étant de
l’ordre de 2v/y0, avec v une vitesse typique de l’écoulement et y0 la demi-largeur
du canal. Cette géométrie exhibe par ailleurs une grande variété de régimes d’écou-
lements selon les valeurs des surpressions (et donc des débits) appliquées à chacun
des fluides. La figure 1.8 illustre en effet la zoologie des comportements pouvant
être observés : écoulement en ruban (image F), en collier de perles (image G)...
Ces modes plus complexes s’expliquent notamment par le rôle supplémentaire du
confinement exercé par le canal. Ce mode de formation comporte donc certaines li-
mitations pour la conception d’une assemblée monodisperse de gouttelettes, puisque
l’apparition d’autres régimes plus complexes aux grandes pressions d’eau restreint
inexorablement la gamme de taille accessible.

D’autres auteurs utilisent cette géométrie dans le but de produire une assemblée
monodisperse de microsphères de polymères dans une configuration de mouillage
partiel [38] (Fig. 1.9), ou encore afin de générer un train de gouttes aqueuses alter-
nées entraînées par un perfluorocarbone [39] (Fig. 1.10), dans le but de suivre une
réaction chimique ou un processus de cristallisation de protéine par exemple [40].

22 2. MICROFLUIDIQUE DIGITALE : GÉNÉRATION CONTRÔLÉE D’ÉMULSIONS
ET/OU MOUSSES MONODISPERSES



CHAPITRE 1. LA MICROFLUIDIQUE : FONDEMENTS ET CONTEXTE
GÉNÉRAUX

(b)

(a)

Figure 1.9: (a) Formation de gouttes de monomères à une jonction en T, dont
la taille dépend du nombre capillaire. (b) Après polymérisation, une assemblée de
billes de polymères est obtenue avec une excellente monodispersité. Figure adaptée
de [38].

Figure 1.10: Formation d’un train de gouttes aqueuses alternées, transportées dans
du perfluorocarbone. Figure tirée de [39].
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Figure 1.11: À gauche : diagramme comportemental dans une jonction en T « élar-
gie ». À droite : illustration du modèle de blocage-pincement. Le jet d’eau s’étend
sur la largeur du canal jusqu’à « bloquer » le passage de l’huile (images a et b) qui
doit, malgré tout, continuer à s’écouler à débit imposé. L’huile vient donc « pincer »
le jet d’eau (images c et d) jusqu’au moment où une goutte d’eau se forme. Figure
tirée de [41].

Dans le cadre d’une géométrie légèrement différente (voir Fig. 1.11), un autre travail
présente la possibilité d’observer des transitions entre différents régimes hydrody-
namiques en fonction des débits appliqués [41] : formation de gouttes à la jonction,
dans le canal, ou écoulement stratifié de deux jets parallèles (coflow). Dans les ré-
gimes de formation de gouttes, ces dernières sont suffisamment larges pour toucher
les bords du canal. Par le biais d’un mécanisme simple de blocage-pincement (nous
aurons l’occasion d’y revenir dans les chapitres suivants) résultant de la conserva-
tion des débits, les auteurs sont capables de déterminer un critère de transition
entre les régimes de goutte et de jet. Ce mécanisme est repris par d’autres auteurs
dans une étude traitant de formation de gouttes et bulles touchant les bords du
canal dans une jonction en T classique [42] (Fig. 1.12). Comme les objets dispersés
font office de « bouchon » à l’écoulement de la phase continue, l’utilisation du mo-
dèle de blocage-pincement dans cette configuration permet d’obtenir une prédiction
simple de la taille des objets créés en fonction des débits appliqués. Plus récem-
ment, d’autres travaux expérimentaux [43] et théoriques [44] raffinent ce modèle
simpliste en proposant pour la formation de gouttes à une jonction en T un scénario
en trois étapes, et non deux (Fig. 1.13). Les mêmes auteurs prolongent cette étude
en prenant en compte l’influence de la dynamique des surfactants sur ce processus
de formation [45].

2.2 Géométrie de pincement hydrodynamique

La géométrie de pincement hydrodynamique, ou flow focusing, est constituée de
trois canaux, le canal central étant empli de phase dispersée, les canaux périphé-
riques situés de part et d’autre du canal central étant parcourus par la phase continue
(voir une telle géométrie Fig. 1.14). Lorsque ces trois canaux se rejoignent, la phase
dispersée forme un jet focalisé par l’écoulement de la phase continue. Ce jet peut
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Figure 1.12: Lorsque les gouttes d’eau formées « touchent » les bords du canal,
leur taille croît avec le débit d’eau à débit d’huile fixé (images I, II et III), et décroît
avec le débit d’huile à débit d’eau fixé (images IV, V et VI). Figure tirée de [42].

Figure 1.13: Décomposition du mécanisme de formation de gouttes à une jonction
en T en trois étapes. Après un premier temps de latence (lag), la goutte voit son
volume gonfler (filling). Cette dernière subit ensuite un processus de pincement
(necking) jusqu’à son détachement ultime (detachment). Figure tirée de [44].
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Figure 1.14: Le procédé de flow focusing mis en jeu dans la formation de bulles
monodisperses (en haut à gauche, figure tirée de [46]) ou de gouttes d’eau dans
l’huile, dans une géométrie cylindrique (en haut à droite, figure tirée de [47]) ou
rectangulaire (en bas, figure tirée de [48]).
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(b) (c)

(a)

Figure 1.15: Comparaison des diagrammes d’écoulement obtenus en géométrie de
pincement hydrodynamique (a), en présence (b) ou en l’absence (c) de surfactants.
Figure tirée de [49].

éventuellement s’étendre sur une certaine distance avant de subir des perturbations
conduisant à sa déstabilisation, et donnant par suite naissance à un train d’objets
dispersés. Ce mode de formation flow focusing a été employé pour la production de
gouttelettes d’eau dans l’huile [48] ou de bulles monodisperses [46] (Fig. 1.14).

Un autre travail [49], réalisé dans une géométrie similaire, démontre l’importance
des propriétés de mouillage sur les motifs obtenus. Ces derniers apparaissent ordon-
nés lorsque la phase continue mouille complètement les murs du canal (Fig. 1.15
(b)). En situation de mouillage partiel, les motifs formés par la phase dispersés sont
désordonnés et adhèrent aux parois (Fig. 1.15 (c)).

Dans une géométrie cylindrique, d’autres auteurs établissent des diagrammes de
comportement expérimentaux en fonction des débits appliqués et présentent une
analyse théorique de stabilité linéaire permettant de séparer les régimes de gouttes
et de jet (Fig. 1.14), stabilisé par l’effet du confinement (via l’augmentation du dé-
bit de la phase dispersée) ou l’effet de la vitesse (via l’augmentation du débit de la
phase porteuse) [47].

Dans le cas général, la stabilité du jet ne peut pas être décrite par les mécanismes de
l’instabilité classique de Rayleigh-Plateau 21, notamment à cause des effets de géo-

21. Lord John William Strutt Rayleigh (1842-1919), physicien britannique et Joseph Antoine
Ferdinand Plateau (1801-1883), mathématicien et physicien belge.
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métrie du canal et du degré de confinement, du mouillage des parois, de l’hydrodyna-
mique dans chacune des phases, assortie de l’éventuelle présence de surfactants. Tous
ces effets justifient d’ailleurs la richesse et la diversité des comportements observés en
flow focusing microfluidique. Pour pallier cette difficulté, certains travaux proposent
des simulations numériques et modèles analytiques intéressants en vue d’acquérir
une meilleure appréhension du mécanisme de pincement hydrodynamique en fonc-
tion des nombreux paramètres du système [47, 50, 51]. Afin de diminuer l’influence
indésirable des effets de confinement et de mouillage, d’autres auteurs ont proposé
un système de pincement hydrodynamique tridimensionnel [52]. L’utilisation de si-
licone permet en outre d’opérer avec des solvants organiques, et de travailler dans
des conditions de pression et de température relativement larges. Enfin, mention-
nons que des travaux antérieurs réalisés dans le département ont permis de montrer
que ce procédé de formation pouvait être étendu à une échelle supérieure dans le
contexte de la millifluidique tubulaire [53], présentant certains avantages : débits
plus élevés, « versatilité » des motifs et des circuits, faible coût de production, bon
contrôle de l’état de surface (mouillabilité, rugosité).

En résumé, pour produire une assemblée d’objets dispersés dans une phase continue,
il est donc souvent nécessaire de :

– sélectionner la géométrie la plus favorable (jonction en T ou flow focusing) et
varier le niveau de confinement,

– chercher les bonnes conditions hydrodynamiques (débits de phase porteuse et
phase dispersée) pour déclencher le mécanisme de pincement,

– travailler sur la chimie de surface (fixation de groupements silane, traitement
plasma) pour modifier les conditions de mouillage et faire en sorte que les
parois du canal soient mouillantes vis-à-vis de la phase continue,

– adapter le rapport de viscosité entre les deux phases, ainsi que la tension de
surface par ajout de molécules tensioactives.

3 Opérations élémentaires en microfluidique digi-
tale

Une fois qu’un train périodique monodisperse d’objets (gouttes, bulles) de vitesse
constante est créé au sein d’une phase continue, il est possible de manipuler ces objets
de manière individuelle en réalisant et en combinant des opérations élémentaires 22

sur ceux-ci. En référence à la manière d’assembler des briques dans un jeu de Lego,
il est parfois nécessaire de trier, fractionner, fusionner, diluer, concentrer, déformer,
stocker ces objets selon l’application désirée (Fig. 1.16). Nous présentons ci-dessous
les spécificités de l’émulsification microfluidique de type bottom-up, puis développons
deux applications particulières de la microfluidique digitale mettant en jeu certaines
de ces opérations.

22. Des séquences vidéo illustrant quelques opérations élémentaires peuvent être consultées à
profit sur le site internet du groupe Droplets, Membranes and Interfaces de Göttingen, dirigé par
Jean-Christophe Baret.
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Figure 1.16: Quelques opérations élémentaires en microfluidique digitale. La taille
des objets dispersés (gouttes d’une phase aqueuse dans une huile) est de l’ordre de
10−100 μm. Les flèches indiquent les canaux d’injection de l’huile dans les images
« produire », « diluer/concentrer » et « mélanger des reactifs ». Figure tirée de [54].

3.1 Émulsification en microfluidique : synthèse bottom-up

Les émulsions sont des matériaux métastables généralement constitués de deux
fluides immiscibles, l’un étant finement dispersé dans l’autre, en présence d’agents
stabilisants comme par exemple des molécules de tensioactifs, des polymères, ou des
particules solides. Ces dispersions liquides sont omniprésentes dans la vie quotidienne
et sont utilisées dans l’industrie cosmétique ou alimentaire. Toutefois, la polydisper-
sité intrinsèque des émulsions réalisés en volume, inhérente aux méthodes classiques
d’émulsification de type top-down, et les phénomènes de ségrégation induits par la
gravité rendent les processus de déstabilisation très complexes et non reproductibles.

L’émulsification microfluidique de type bottom-up [55, 56, 57, 58], ou goutte à goutte,
permet de contourner ces difficultés et d’étudier la physique des émulsions sous
un angle nouveau. Ainsi, les opérations élémentaires présentées sur la figure 1.16
peuvent être employées pour la préparation d’émulsions complexes, contrôlées en
termes de taille, forme, composition et structure [59, 60]. Cette technique a rendu
possible la formulation de nouveaux matériaux originaux, citons quelques exemples
de synthèse :

– particules solides de formes diverses (sphères, discoïdes, bâtonnets, ellipsoïdes...)
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(a) (c) (d)(b)

Figure 1.17: Synthèse de nouveaux matériaux originaux et complexes : plugs et
disques (a), bâtonnets (b), structures cœur-coquille (c), particules de Janus (d)
comportant un pôle hydrophile et un pôle lipophile. Les images sont successivement
tirées de [62], [64], [61] et [69].

(a) (b)

Figure 1.18: Production d’émulsions multiples contrôlées, doubles (a) et triples (b),
par encapsulation. Figure tirée de [71].

obtenues par polymérisation UV des objets dispersés [59, 60, 61, 62, 63, 64]
(Fig. 1.17) et par procédé sol-gel [65], pouvant par exemple conduire à la fa-
brication de micro-résonateurs 2D et 3D dans le domaine de la photonique
intégrée [66],

– microcapsules à « coeur » liquide et « coquille » solide (structure core shell) [61,
67], ouvrant à la voie à de nouvelles techniques de dépistage de virus [67],

– particules de Janus 23 comportant une anisotropie ou une asymétrie dans leur
structure [38, 68, 69],

– cristaux liquides composés de colloïdes optiquement anisotropes, de forme
contrôlée [70],

– émulsions multiples [60, 67, 71, 72, 73] (Fig. 1.18), par procédé d’encapsula-
tion à une jonction en T ou en flow focusing, en trains simples ou alternés.
Ces techniques d’encapsulation comportent de nombreuses applications (cos-
métique, alimentation allégée, alicaments, effets retard). La dynamique d’en-
capsulation au sein des émulsions doubles en microfluidique et millifluidique
est actuellement à l’étude dans le département et fait l’objet du travail de
thèse d’Alexandre Schmit, doctorant co-encadré par Pascal Panizza et Laurent
Courbin depuis octobre 2012.

23. Ces particules font référence au dieu romain Janus, possédant une seule tête mais deux visages
opposés.
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3.2 Deux exemples d’applications haut-débit

3.2.1 Concevoir un tensiomètre sur puce

Un dispositif microfluidique est aujourd’hui capable de mesurer efficacement,
rapidement, et de façon économique par la miniaturisation des volumes, certaines
observables physiques de façon très sensible, tel un viscosimètre [34], déjà évoqué au-
paravant, un manomètre différentiel résolu en temps [74], ou un tensiomètre [75, 76]
par exemple. Développons de manière plus approfondie le principe de mesure d’un
tensiomètre sur puce.

(a) (b)

x

Figure 1.19: (a) La constriction du canal induit un écoulement élongationnel, res-
ponsable de la déformation momentanée des gouttes. Figure adaptée de [76]. (b)
L’analyse du taux de déformation permet de remonter à la tension de surface. Fi-
gure tirée de [75].

La figure 1.19 (a) représente la géométrie utilisée, caractérisée par la présence d’une
constriction. Celle-ci est responsable d’un écoulement élongationnel dans la direction
perpendiculaire à la direction principale du canal, conduisant à déformer momenta-
nément la goutte. Celle-ci relaxe ensuite vers sa forme sphérique initiale, l’analyse de
cette relaxation permettant de remonter à la connaissance de la tension de surface γ
entre les deux phases. De façon plus précise, le taux de déformation D de la goutte
est classiquement défini comme [77] :

D =
a− b

a+ b
, (1.39)

avec a et b les rayons principaux de la goutte dans le plan horizontal. Pour une goutte
sphérique, de rayon noté a0, il vient donc D=0. En présence d’un taux d’élongation
ε̇ = ∂v/∂x non nul, exprimant la diminution locale de la vitesse v avec la position
x au sein de l’élargissement du canal, la variation du taux de déformation D peut
se mettre sous la forme :

DD

Dt
=

Dsteady −D

τ
, (1.40)

avec :
τ =

αηca0
γ

et Dsteady = βτ ε̇, (1.41)
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en notant ηc la viscosité de la phase continue, et α et β des paramètres sans di-
mension, fonctions du contraste de viscosité entre les phases dispersée et continue.
La stationnarité de l’écoulement permet de simplifier la dérivée particulaire comme
DD/Dt = v∂D/∂x, il vient alors :

αηc

�
βε̇− v

∂D

∂x

�
= γ

D

a0
. (1.42)

Les résultats expérimentaux de la figure 1.19 (b) sont en excellent accord avec cette
dernière relation : la tension de surface s’obtient alors directement par la mesure de
la pente des droites d’ajustement tracés.

3.2.2 Suivre une cinétique de réaction chimique

X=vt

v

Figure 1.20: À gauche : montage expérimental permettant de suivre l’évolution
d’une réaction chimique par spectrophotométrie, chaque gouttelette faisant office
de micro-tube à essai. À droite : pour une longueur d’onde donnée, l’évolution de
l’absorbance avec X, ou de façon équivalente t, permet de suivre la cinétique de la
réaction entre les ions iodure et les ions peroxodisulfate. Figure adaptée de [78].

Un intérêt majeur de la microfluidique digitale réside dans l’équivalence temps-
espace [79] : du fait de la conservation des débits, les objets monodisperses se dé-
placent à une vitesse v constante dans le temps. Il existe donc une relation directe
entre le temps de résidence t de l’objet dans le canal et sa position X : X = vt.
De fait, comparer l’aspect des objets en différentes positions du canal à un instant
donné se ramène à étudier l’évolution temporelle d’un objet unique, ce concept se
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prêtant particulièrement bien à des applications en chimie [80, 53, 78] : suivis de
réactions, mesures de champs de concentration, estimations de cinétiques chimiques
(Fig. 1.20). L’avantage de cette méthode par rapport à l’utilisation de tubes à essai
classiques est double.

– Comme déjà discuté précédemment, le volume d’un tube à essai est tout au
moins de l’ordre du microlitre, celui d’un microréacteur en goutte est de l’ordre
du nanolitre en microfluidique [80]. Le procédé apparaît donc nettement moins
coûteux en réactifs.

– Un tube à essai ne permet généralement de sonder qu’un échantillon à la fois.
À l’inverse, les microréacteurs sont formés tous à la fois sans interagir entre
eux ou se disperser, du fait de l’immiscibilité des deux phases mises en jeu.

Nous en proposons ici un exemple détaillé [53] (Fig. 1.20), par l’analyse de la réaction
académique d’oxydo-réduction entre les ions iodure I− et les ions peroxodisulfate
S2O2−

8 :
2 I− (aq) + S2O2−

8 (aq) → I2 (aq) + 2 SO2−
4 (aq)

Cette réaction, conduisant à la formation de diiode I2 et d’ions sulfate SO2−
4 , possède

une cinétique lente (de quelques minutes à quelques dizaines de minutes), elle est
donc adaptée aux échelles de temps de la millifluidique tubulaire, pour laquelle le
temps de résidence d’une goutte est considérablement plus grand qu’en microflui-
dique 24. Le diiode formé réagit ensuite rapidement avec les ions iodure, réactif en
excès dans la solution, selon la réaction de complexation suivante :

I2 (aq) + I− (aq) → I−3 (aq)

Les ions triiodure I−3 sont à l’origine de la couleur jaune de la solution. Ainsi, suivre
l’évolution de l’absorbance au cours du temps permet de remonter à des informations
portant sur la cinétique de la réaction d’oxydo-réduction entre les ions iodure et les
ions peroxodisulfate. La vitesse V de cette dernière peut s’écrire, d’après la loi de
Van’t Hoff 25 :

V = k0[I−]2[S2O2−
8 ] = −d[S2O2−

8 ]

dt
. (1.43)

Les ions iodure étant en excès par rapport aux ions peroxodisulfate, nous pouvons
poser [I−] � c0, où c0 ne dépend pas du temps, et nous notons la constante apparente
de la réaction k = k0c0

2 dans la suite. L’intégration de l’équation différentielle 1.43
donne donc :

[S2O2−
8 ](t) = c1 exp (−kt), (1.44)

avec la condition initiale [S2O2−
8 ](t = 0)=c1. En revenant à la concentration en

complexe [I−3 ], la stœchimétrie des deux réactions permet d’écrire :

d[I−3 ]
dt

= −d[S2O2−
8 ]

dt
= kc1 exp (−kt), (1.45)

24. À vitesse identique, on pourrait penser qu’il suffit de rallonger les canaux microfluidiques pour
augmenter le temps de résidence. Cependant, à débit fixé, l’augmentation de longueur entraîne
l’augmentation de la perte de charge à appliquer, pouvant à l’extrême provoquer des fuites au
niveau des entrées des fluides.

25. La réaction étant une réaction élémentaire, la loi de Van’t Hoff implique que les ordres
partiels intervenant comme exposants dans la loi de vitesse sont directement égaux aux coefficients
stœchimétriques pour chacun des réactifs.
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[I−3 ](t) = c∞(1− exp (−kt)). (1.46)

en ayant imposé, par conservation de la quantité de matière, c∞ = [I−3 ](t → ∞) = c1 :
le réactif limitant S2O2−

8 a été entièrement consommé pour former des ions I−3 et des
ions sulfate. Tant que la concentration en ions triiodure n’est pas trop grande, la loi
de Beer-Lambert permet de relier de façon linéaire [I−3 ] et l’absorbance A, d’où :

A(t) = A∞(1− exp (−kt)). (1.47)

La variation temporelle de l’absorbance, analogue à l’évolution de la tension d’un
condensateur en charge, est très bien vérifiée expérimentalement.

4 Une opération élémentaire d’intérêt : la fragmen-
tation

4.1 État de l’art

Le procédé de fragmentation dans un système de deux fluides immiscibles est om-
niprésent 26, aussi bien dans la nature (formation d’embruns) que dans l’industrie
(divers procédés d’impression), et jusque dans nos vies quotidiennes dans de nom-
breuses publicités, mais aussi en préparant par exemple une vinaigrette par émulsifi-
cation. Ce processus s’accompagne nécessairement d’une déformation de l’interface
entre les deux fluides et d’une réduction des dimensions, corrélée à une création
d’aire interfaciale. De fait, fragmenter nécessite un apport d’énergie afin de contre-
carrer les effets de tension superficielle, particulièrement importants aux échelles de
taille typiques de la microfluidique. Nous décrivons dans la suite deux moyens uti-
lisés dans la littérature pour y arriver : la fragmentation par voie active, passant
par l’application d’un champ extérieur de la part de l’opérateur, et la fragmentation
par voie passive, exploitant seulement les propriétés de l’écoulement induites par la
géométrie du canal.

4.1.1 Voie active

Une première méthode consiste à appliquer un champ électrique extérieur �E afin
de forcer la fragmentation 27 [82]. La figure 1.21 montre un train monodisperse de
gouttes non chargées arrivant à une jonction en T. L’application d’un champ élec-
trique entre deux électrodes situées de part et d’autre de l’embranchement de la
jonction a pour effet de polariser la goutte, et donc d’établir un gradient de distri-
bution volumique de charge dans la goutte. Pour simplifier, tout se passe comme si
l’hémisphère droit portait une charge +q et l’hémisphère gauche une charge −q, afin
de respecter la neutralité de la charge : la goutte est alors l’analogue d’un conden-
sateur en électricité, initialement déchargé en amont de la jonction, puis chargé à
l’embranchement de la jonction. Or, une charge dans un champ électrique est soumise

26. Pour plus de détails, cet aspect est particulièrement bien développé en incipit de la thèse
d’Henri Lhuissier [81].

27. Notons d’ailleurs que l’application d’un champ électrique peut également permettre de forcer
la coalescence de gouttes [82].
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Figure 1.21: Illustration de la fragmentation active de gouttelettes par l’application
d’un champ électrique extérieur. Figure tirée de [82].

à la force de Lorentz �F = q �E. Comme la goutte se comporte comme un condensa-
teur, la charge q est proportionnelle à la norme | �E| du champ électrique appliqué, et
la force varie donc comme | �F | ∝ �E2. Cette force est capable de déformer la goutte et
étirer les deux hémisphères dont les charges sont de signes opposés, dans des condi-
tions où les simples effets hydrodynamiques de l’écoulement ne le permettraient pas
(voir paragraphe suivant). Si le champ appliqué est suffisamment intense, il est alors
possible de les séparer complètement, conduisant à la fragmentation de la goutte
en deux gouttelettes chargées. Bien que cette méthode soit parfaitement contrôlée,
celle-ci nécessite de créer des différences de potentiel ΔV très fortes sur de très pe-
tites distances w, soit des champs électriques très intenses. En prenant typiquement
ΔV � 200 kV et w � 500 μm, nous obtenons | �E| ∼ ΔV/w � 4 kV.cm−1 ! Ceci ne
s’avère pas très pratique pour la réalisation de systèmes facilement transportables.
Par ailleurs, d’autres difficultés proviennent de la forte sensibilité aux propriétés
physico-chimiques (pH), ainsi que de la qualité et des propriétés des murs du canal.

Une seconde méthode par voie active repose sur l’application d’un champ ther-
mique [83] (Fig. 1.22). Reconsidérons la géométrie précédente constituée d’une jonc-
tion en T symétrique. En l’absence de gradient thermique, les gouttes sont assez
rapides pour se fragmenter de façon passive (nous en discutons plus longuement
dans la partie suivante), et la parfaite symétrie entre les deux « bras » de la boucle
engendre un volume identique pour les deux gouttelettes créées. La présence d’une
différence de température entre les deux bras engendre, par effet Marangoni, un
gradient de tension de surface sur le pourtour de la goutte, et donc une force supplé-
mentaire capable éventuellement de dissymétriser les volumes des gouttes filles. La
tension de surface décroissant avec la température, les effets capillaires s’opposant
à la fragmentation sont moindres du côté chaud de la boucle, et la goutte fille créée
y est donc plus grande.

Enfin, mentionnons qu’il est également possible de déformer des interfaces fluides de
façon active en exploitant l’action opto-capillaire d’un faisceau laser [84], ou encore
par l’utilisation d’un champ acoustique [85].
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Figure 1.22: Illustration de la brisure de symétrie engendrée par l’effet Marangoni,
créé par gradient thermique, sur la fragmentation de gouttes à une jonction en T
symétrique. Figure adaptée de [83].
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4.1.2 Voie passive

D’autres études ont démontré la possibilité de fragmenter des gouttes uniquement
par des effets de géométrie du micro-canal. Un travail pionnier [18] expose deux
modes de fragmentation passive possibles que nous décrivons ci-dessous.

Figure 1.23: Fragmentation passive à une jonction en T. Si les valeurs prises par
son élongation maximale et le nombre capillaire sont suffisamment grandes, la goutte
se fragmente à l’embranchement de la jonction en T. Figure tirée de [18].

Fragmentation sur une jonction Le premier mode consiste à faire arriver les
gouttes à l’embranchement d’une jonction. Nous pouvons voir sur la figure 1.23 que
ce processus à soumis à certaines conditions portant sur les différents paramètres
du système. Le processus de fragmentation résulte du compromis entre deux méca-
nismes antagonistes : d’un côté, le cisaillement visqueux imposé par la géométrie de
l’écoulement a tendance à favoriser l’étirement de la goutte. D’un autre côté, les ef-
fets capillaires ont tendance à s’opposer à la déformation de l’interface de la goutte.
Le nombre adimensionné pertinent de ce problème est naturellement le nombre ca-
pillaire C = ηv/γ comparant les deux effets mis en compétition, en notant respecti-
vement η, v et γ la viscosité de la phase continue, la vitesse de la goutte dispersée
et la tension de surface entre les deux phases. Remarquons également que la taille
de la goutte intervient comme un paramètre important, puisqu’elle fixe l’élongation
maximale de la goutte pouvant être supportée par celle-ci avant son éventuelle frag-
mentation. Si les deux bras de la jonction en T sont identiques, les gouttes créées
ont également un volume identique. Ce procédé peut être répété à l’envi en créant
une arborescence de jonctions identiques, permettant ainsi de réduire séquentielle-
ment la taille des objets formés (Fig. 1.24). Si en revanche, les bras de la jonction
comportent différentes longueurs, les auteurs montrent expérimentalement que les
gouttelettes créées sont plus grosses dans le bras court, et que le rapport des volumes
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Figure 1.24: Fragmentation passive séquentielle de gouttes par l’utilisation de jonc-
tions en T disposées en série et en parallèle. L’écoulement s’effectue du haut vers
le bas. La surprenante non-coalescence des gouttelettes en sortie du dispositif est
due à la présence d’un surfactant, le monooléate de sorbitane (ou Span 80), dans la
phase continue constituée d’hexadécane. Figure tirée de [18].

des gouttelettes filles est égal au rapport des longueurs des deux bras (Fig. 1.25).

D’autres travaux plus récents ont prolongé ce procédé sur une gamme élargie de
paramètres expérimentaux [19], ou encore au cas de jonctions dites « en λ », ouvrant
sur des canaux présentant un angle β variable [20] (Fig. 1.26). L’apparition de divers
régimes de fragmentation y est de nouveau prédite par la donnée, en particulier, du
nombre capillaire.

Fragmentation sur un obstacle Il existe un second mode de fragmentation pas-
sive, dont le principe consiste à faire impacter les gouttes sur un obstacle placé au
sein du canal, par exemple de forme carrée [18] (Fig. 1.27) ou circulaire [21]. Ces
travaux mettent de nouveau en avant le rôle du nombre capillaire comme le para-
mètre gouvernant l’apparition du phénomène de fragmentation, et montrent la forte
influence de la position de l’obstacle. Si celui-ci est légèrement décentré par rapport
au centre du micro-canal, la brisure de symétrie engendre, en cas de fragmentation,
des volumes de gouttelettes filles très sensibles à ce décalage (Fig. 1.27).

Avantages et inconvénients Chacune des deux méthodes passives décrites plus
haut présente certaines avantages et inconvénients. Détaillons-les de manière com-
parative ci-dessous [18].

Encombrement À l’évidence, l’utilisation de jonctions nécessite souvent beau-
coup d’espace sur une puce, au contraire des obstacles.

Faisabilité Généralement de grande longueur, l’ajout de jonctions dans un cir-
cuit microfluidique rajoute une perte de charge plus importante que celle induite par
la présence d’un obstacle court. Ainsi, pour un même débit, les jonctions nécessitent
des sauts de pression à appliquer plus élevés, pouvant parfois dépasser les capacités
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Figure 1.25: Le processus de fragmentation au niveau de la jonction en T asy-
métrique engendre la création de deux gouttelettes dans les bras de la jonction, de
volumes différents. Figure adaptée de [18].

β

Figure 1.26: À gauche : schéma de la jonction inclinée utilisée. À droite : illustration
des trois régimes de fragmentation passive observés à une jonction inclinée d’un angle
β = π/2. Figure adaptée de [20].
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Figure 1.27: Fragmentation passive au niveau d’un obstacle de forme carrée. L’écou-
lement s’effectue de gauche à droite. Figure tirée de [18].

Figure 1.28: Fragmentation passive au niveau d’un obstacle de forme circulaire.
L’écoulement s’effectue de gauche à droite. Figure tirée de [21].

autorisées sur ce genre de système, voire provoquer des fuites au niveau des entrées
des différents fuides.

Précision sur le volume des gouttes filles Pour contrôler les volumes res-
pectifs des gouttes filles créées, il est plus facile d’ajuster le rapport d’aspect entre
les longueurs des bras de la jonction plutôt que la position de l’obstacle, pour des
raisons de précision et de résolution spatiale lors de la conception du motif d’une
puce microfluidique.

Gamme offerte sur la taille de goutte initiale Le contrôle de la fragmen-
tation de gouttes sur un obstacle impose que ces dernières doivent toucher les bords
du canal, sans quoi elles auraient tendance à passer uniquement par l’un des cô-
tés de l’obstacle sans se fragmenter. Ceci implique l’existence d’une taille de goutte
minimale en amont à respecter en ce qui concerne les obstacles. Nuançons tout de
même ce propos : dans le cas des boucles, il existe probablement une taille de goutte
minimale à respecter également, au vu de la divergence du nombre capillaire critique
de fragmentation aux faibles taux d’élongation (Fig. 1.23).

4.2 Questions soulevées

En dépit de la diversité des travaux évoqués précédemment, l’établissement d’un
modèle théorique général permettant de décrire intégralement le processus de frag-
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mentation demeure compliqué du fait des nombreux paramètres mis en jeu dans ce
problème : la vitesse et la taille des gouttes, les viscosités des deux phases, la tension
de surface, ainsi que les paramètres géométriques. Par ailleurs, il est surprenant de
remarquer des différences importantes de comportement selon la géométrie sélec-
tionnée. Alors que les fractions volumiques des gouttes filles créées dépendent du
nombre capillaire pour un obstacle circulaire [21], celles-ci n’en dépendent pas dans
une jonction en T [18]. De façon plus paradoxale, le rapport des fractions volumiques
des gouttes filles créées dans une jonction en T est égal au rapport des résistances
hydrodynamiques des deux bras de la boucle en l’absence de goutte à l’intérieur.
Ce rapport ne dépend donc que du rapport des longueurs entre les deux bras de la
boucle pour des canaux de section identique [18], ou du rapport des largeurs pour
des canaux de longueur et hauteur identiques [86]. Pourtant, il est connu que la
présence d’objets dispersés et confinés dans un micro-canal dans lequel s’écoule une
phase continue altère la résistance hydrodynamique de ce micro-canal [87]. D’autres
travaux réalisés dans des jonctions en T asymétriques ont par ailleurs montré que
si le nombre capillaire est insuffisant pour observer un processus de fragmentation,
les incrémentations discrètes de résistance hydrodynamique induites par l’entrée et
la sortie d’une goutte sont à l’origine de plusieurs régimes de circulation différents
de ces gouttes dans la jonction [88, 89, 90]. Le rétrocontrôle hydrodynamique ainsi
exercé engendre, dans certaines conditions, des dynamiques de répartition non li-
néaires et complexes. Or, ces effets n’ont pas du tout été entrevus pour des obstacles.

Afin de réconcilier ces aspects parfois contradictoires, nous adoptons une démarche
généralisée en choisissant une géométrie hybride, intermédiaire entre celles présen-
tées ci-dessus. Cette dernière consiste en un obstacle linéaire, parallèle à la direction
principale de l’écoulement et décentré, pouvant s’apparenter à une boucle asymé-
trique si cet obstacle est suffisamment long. Nous verrons plus tard que ce choix
permet en outre une mise en équation simplifiée, de laquelle nous pouvons tirer une
démarche analytique permettant de rendre compte des expériences. Les trois ques-
tions auxquelles nous tentons de répondre dans la suite sont les suivantes : sous
quelles conditions peut-on fragmenter un objet (goutte, bulle) sur cet obstacle ? En
cas de fragmentation, peut-on prédire et contrôler la distribution de taille des objets
créés en sortie de l’obstacle ? Enfin, peut-on observer des dynamiques complexes de
fragmentation induites par des effets collectifs entre objets ?
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Chapitre 2

Matériel et méthodes

1 Protocole de fabrication d’une puce microfluidique

Comme discuté dans la partie précédente, l’un des intérêts majeurs de la micro-
fluidique réside dans la miniaturisation des écoulements à l’échelle d’une puce, de
quelques centimètres carrés de surface et quelques millimètres de hauteur. Il existe de
nombreux processus de microfabrication permettant de produire ces dispositifs [91],
nous décrivons ici la méthode basée sur la lithographie douce [92] que nous utilisons.

1.1 Conception du masque

La première étape consiste en la conception des motifs composant le micro-canal
désiré. Une fois dessinés à l’aide d’un logiciel de CAO 2D (Clewin), ils sont ensuite
reproduits par phototraçage laser sur film plastique, avec une résolution typique de
25400 DPI (dots per inch), correspondant à une précision de 1 μm. Cette procédure
de phototraçage est, au sein du processus de microfabrication, l’unique étape réalisée
à l’extérieur du laboratoire (Selba).

1.2 Gravure du wafer par photolithographie

La gravure du wafer de silicium (moule de diamètre égal à 3 pouces) à partir du
masque s’effectue en salle blanche et peut se décomposer en trois étapes principales
(Fig. 2.1). Outre le fait de maîtriser la concentration particulaire, l’environnement
de la salle blanche permet également de maintenir une température constante de
20◦C.

1.2.1 Enduction de la résine photopolymérisable

Après un lavage préliminaire à l’éthanol suivi d’un séchage à l’azote, le wafer
est enduit d’une couche de résine photosensible négative. L’étalement de la résine
s’effectue à l’aide d’une tournette (SUSS MicroTec Lithography) par enduction (spin
coating) ; le dépôt d’épaisseur constante ainsi obtenu est contrôlé par la vitesse de
rotation ω de la tournette, ainsi que la viscosité de la résine choisie. Le contrôle en
température de la salle blanche permet d’utiliser la résine dans les conditions pour
lesquelles sa viscosité est celle indiquée par le fournisseur. Dans le but d’obtenir
un dépôt de 45 μm d’épaisseur avec la résine SU8 2025 (MicroChem), le procédé
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!

Figure 2.1: À gauche : les différentes étapes de photolithographie. Illustrations
reproduites avec l’aimable autorisation de Galder Cristobal. À droite : un wafer de
silicium gravé.

expérimental consiste en un pré-étalement de 10 secondes à ω=500 tours.min−1,
suivi d’un étalement de 30 secondes à ω=2000 tours.min−1. Afin d’évaporer les
solvants résiduels contenus dans la résine, le wafer est ensuite déposé sur des plaques
chauffantes, à 65◦C et 95◦C, pendant 1 minute et 5 minutes respectivement (pre-
bake).

1.2.2 Insolation UV

La résine polymère utilisée est réticulable sous rayonnement ultra-violet : nous
exploitons cette propriété lors de l’étape d’insolation en utilisant une lumière colli-
matée UV munie d’un aligneur (MJB 3, SUSS). La longueur d’onde de la lumière
utilisée vaut 365 nm, et sa puissance est mesurée avec un fluxmètre. En insolant
le wafer enduit de résine avec le faisceau parallèle de lumière UV au travers du
masque, l’irradiation s’effectue uniquement selon les motifs du masque à reproduire.
De fait, la polymérisation s’avère sélective et permet de transposer en relief les micro-
canaux sur la couche de résine. Connaissant les données du fournisseur de la résine
reliant l’énergie par centimètre carré à injecter à l’épaisseur désirée correspondante,
cette étape d’insolation UV dure 70 secondes. Comme précédemment, le wafer est
à nouveau déposé sur des plaques chauffantes, à 65◦C et 95◦C, pendant 1 minute et
5 minutes respectivement (post-bake).
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1.2.3 Développement du wafer

Le wafer est alors plongé dans un bain contenant un développeur chimique (SU8
developper), pendant 2 à 3 minutes, afin de dissoudre la résine non réticulée au
cours de l’étape précédente. Cette étape de développement est facilitée en agitant
légèrement le bain contenant le développeur. Enfin, le wafer est retiré du bain, rincé
à l’éthanol et à l’isopropanol, puis séché à l’azote. Comme le montre la figure 2.1,
les motifs du masque apparaissent à l’œil nu sur le wafer de silicium ainsi gravé.
Alors que les dimensions dans le plan du wafer dépendent des motifs géométriques
phototracés sur le masque, la dimension perpendiculaire à ce plan, soit la hauteur du
micro-canal, dépend du protocole expérimental de photolithographie, et notamment
de la première étape d’enduction.

1.3 Moulage de la puce par lithographie douce

1h20min

65°C

(b)

(a)

(c)

Si
O

CH3

CH3

n

Figure 2.2: (a) Les différentes étapes de lithographie douce. Illustrations repro-
duites avec l’aimable autorisation de Galder Cristobal. (b) Formule topologique du
PDMS. (c) Une puce microfluidique prête à l’emploi. La pièce de monnaie de 1e
fait office d’échelle. Figure tirée de [54].

Au cours de cette dernière étape de fabrication réalisée sous hotte à flux lami-
naire, le wafer de silicium, désormais gravé, est déposé dans une boîte de Pétri, puis
moulé (Fig. 2.2) en utilisant le polydiméthylsiloxane (Sylgard 184, Dow Corning),
noté PDMS dans la suite. Ce polymère silicone visqueux présente l’avantage d’être
transparent et thermoréticulable, après ajout d’un agent durcissant (dans des pro-
portions massiques 9:1). De manière à se débarrasser des bulles d’air formées, le
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mélange est placé quelques instants sous une cloche à vide, puis versé sur le wa-
fer, avant de placer ce dernier dans une étuve à 65◦C. Après 80 minutes de cuisson
environ, la matrice obtenue est solide, élastique, hydrophobe et transparente, et
comporte les empreintes correspondant aux canaux gravés sur le wafer au cours de
l’étape de photolithographie. Elle est démoulée du wafer à l’aide d’un cutter puis
décollée avec précaution afin de ne pas endommager les micro-canaux. Les trous
d’alimentation des fluides sont percés au moyen d’une aiguille calibrée d’1 mm de
diamètre. L’état de surface de l’aiguille polie (contour lisse, extrémité arrondie) est
déterminant pour éviter des fractures dans le PDMS, causant par la suite des fuites
au sein de la puce. La fermeture des canaux est finalement assurée par une lame
de verre préalablement lavée à l’éthanol et séchée sous flux d’azote. Le collage s’ef-
fectue en plaçant la matrice élastomère et la lame de verre dans une chambre à
plasma (PDC-002, Harrick Plasma), mise sous vide (pression inférieure à 1 mbar)
pendant environ 75 secondes. L’activation des surfaces du PDMS et du verre in-
duite par réaction d’oxydation avec le plasma d’oxygène conduit à une modification
des propriétés physico-chimiques (adhésion, mouillage), et permet notamment un
collage irréversible entre les deux surfaces. Les micro-canaux ainsi reconstruits sont
caractérisés par une section rectangulaire, de hauteur h et de largeur w, s’appuyant
sur trois surfaces de PDMS (faces latérales et face du haut) et une surface de verre
(face du bas). La puce microfluidique obtenue est à ce stade hydrophile. Un dernier
passage à l’étuve à 150◦C durant 12 heures environ lui reconfère des conditions de
mouillage hydrophobes, favorables à la création des émulsions « eau dans huile » que
nous détaillons dans la partie suivante. Les expériences microfluidiques montrent en
effet qu’il est aisé de créer une émulsion d’un fluide 1 dans un fluide 2 lorsque ce
dernier a une bonne mouillabilité avec les parois du canal [41].

2 Dispositif expérimental

2.1 Schéma de principe du canal microfluidique
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Figure 2.3: Schéma d’un canal microfluidique vu de dessus.
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La figure 2.3 représente schématiquement un micro-canal conçu et fabriqué par
les méthodes décrites précédemment. Il comporte trois trous d’injection des fluides
(deux pour la phase continue, un pour la phase dispersée) et un trou de sortie. Les
débits volumiques de phase continue de dilution, phase continue de formation, et
phase dispersée sont respectivement notés qdo , q

f
o et qw. Le débit total est par suite

défini comme q = qdo + qfo + qw. Les filtres (Fig. 2.4), disposés aux différentes entrées
des fluides, ont pour but de piéger les impuretés éventuelles et poussières de PDMS
résiduelles dues au perçage des trous. En choisissant la taille des pores de l’ordre de
20 μm, le fluide s’écoule normalement, les grosses impuretés susceptibles de boucher
le micro-canal sont piégées par le filtre, alors que les petites impuretés, ne présentant
pas ce risque, sont transportées par le fluide jusqu’à la sortie. Ce micro-canal typique
est composé de trois organes principaux, ayant chacun une fonction intrinsèque.
D’amont en aval, il apparaît successivement un module de formation, un module de
dilution et un module de fragmentation, composé par exemple d’un obstacle linéaire
comme celui représenté sur la figure 2.3, ou d’une boucle. En remettant la description
de ces modules de fragmentation aux chapitres suivants, détaillons à présent le rôle
des modules élémentaires de formation et de dilution.

200 ¹m

Figure 2.4: Filtre d’entrée.

2.1.1 Module de formation

Le rôle de ce premier module est de former l’émulsion à partir de l’écoulement de
deux fluides immiscibles. Par la technique de flow focusing [48] (Fig. 2.5), la phase
continue provenant de l’entrée de formation pince périodiquement la phase dispersée
au travers d’une constriction (dont la largeur est de l’ordre de 60 μm), engendrant
un train d’objets monodisperses (gouttes, bulles), de taille Ld au sein de la phase
continue. Ce procédé est assez bien décrit par le modèle de blocage-pincement [41, 42]
évoqué dans le chapitre précédent.
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Figure 2.5: Module de formation.

2.1.2 Module de dilution

Une fois le train périodique monodisperse créé, le module de dilution permet de
faire varier la vitesse v des objets en les diluant ou en les concentrant, indépendam-
ment de leur taille [93] (Fig. 2.6). Notons cependant que cette configuration introduit
nécessairement un couplage entre la vitesse v et la distance séparant deux objets
consécutifs, notée λ. La nature périodique du train permet de définir une fréquence
de production f vérifiant la relation v = λf . D’un point de vue pratique, la structure
en peigne à l’embranchement de la dilution permet de minimiser la déformation des
objets, et ainsi de prévenir leur éventuelle coalescence ou fragmentation [94] à ce
niveau du micro-canal. L’inclinaison donnée aux micro-canaux contribue de plus à
orienter l’écoulement dans le bon sens.

200 ¹msens de l’ecoulement´

eau v

¸

huile

huile

qo
d
/2

qo
d
/2

Figure 2.6: Module de dilution.

2.2 Mise en œuvre et caractéristiques de l’écoulement

2.2.1 Fluides utilisés

La formation d’émulsions s’accompagne du choix de deux fluides immiscibles, une
phase continue et une phase dispersée. Les divers fluides sondés sont newtoniens, et
deux types de systèmes de fluides ont été étudiés : des systèmes liquide/liquide
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(formation d’un train de gouttes) et gaz/liquide (formation d’un train de bulles).
Les viscosités des fluides choisis sont mesurées à l’aide d’un rhéomètre (Anton Paar
MCR 301), en géométrie cône/plan (avec un diamètre de 70 mm et un angle de 5◦).
Les tensions de surface sont déterminées à l’aide d’un tensiomètre (Tracker, Teclis),
par la méthode de la goutte pendante (ou bulle montante). Ces procédés de rhéologie
et de tensiométrie sont présentés en annexe de ce manuscrit.

Systèmes liquide/liquide Deux phases continues organiques ont été utilisées,
l’hexadécane (Sigma-Aldrich) et une huile silicone visqueuse (Fluka). La phase dis-
persée liquide utilisée est une solution aqueuse (MilliPore, 18 MΩ.cm.) contenant
du dodécylsulfate de sodium (Sigma-Aldrich) noté SDS dans la suite, à raison de
15 g.L−1, et du glucose, dont le pourcentage massique a été varié de 0% à 44%.
L’ajout de glucose permet de faire varier la viscosité ηd de la phase dispersée de
1 mPa.s à 7.2 mPa.s. La viscosité ηc de la phase continue est de 3 mPa.s pour
l’hexadécane, 50 mPa.s pour l’huile silicone. Le SDS est un surfactant ionique so-
luble dans la phase dispersée, stabilisant l’émulsion ainsi formée. La concentration
micellaire critique (CMC) étant de l’ordre de 2 g.L−1, l’interface est saturée en
surfactant, ce qui fixe la valeur de la tension superficielle γ. Les valeurs mesurées
sont γ=6 mN.m−1 pour le système eau/hexadécane, γ=9.7 mN.m−1 pour le système
eau/silicone.

Systèmes gaz/liquide La phase continue utilisée est l’hexadécane, la phase dis-
persée gazeuse est constituée de diazote (Air Liquide), de viscosité 1.7 · 10−2 mPa.s.
La tension de surface mesurée est γ=27 mN.m−1.

2.2.2 Modes d’injection

Systèmes liquide/liquide Comme le montre la figure 2.7, les phases continue et
dispersée sont injectées à débit contrôlé par des pousse-seringues (PHD2000, Harvard
Apparatus). Pour les trois entrées de fluides, la gamme de débit appliqué s’étend
typiquement de 1 à 1000 μL.h−1.

Systèmes gaz/liquide La phase continue est injectée à débit contrôlé par un
pousse-seringue. La phase dispersée gazeuse est injectée grâce à un système d’écou-
lement microfluidique à pression imposée (MCFS-FLEX, Fluigent). La gamme de
pression appliquée s’étend typiquement de 50 à 1000 mbar.

Les fluides sont ensuite transportés dans le micro-canal via des tubes capillaires
souples en polyéthylène (PE20, BD Intramedic), de diamètres intérieur et extérieur
respectivement égaux à 0.38 mm et 1.09 mm. L’élasticité du PDMS assure l’étan-
chéité de la connexion entre les tubes et la puce.

2.3 Acquisition des données

L’écoulement au sein de la puce microfluidique est observé au moyen d’un mi-
croscope inversé (IX-71, Olympus), le grossissement des objectifs utilisés allant de
×2 à ×60. L’acquisition des données s’effectue par une caméra rapide (Phantom V7,
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Camera 
 rapide

Pousse-seringues

Puce en PDMS
Microscope inversé

´

Figure 2.7: Montage expérimental.

Vision Research) connectée au microscope (Fig. 2.7), dont la gamme de fréquence
d’acquisition s’étend de 500 à 10000 images.s−1, pour une résolution spatiale typique
de 200× 600 pixels2.

2.4 Traitement des données

Les images et films sont analysés a posteriori par traitement d’image, en utilisant
les logiciels de programmation ImageJ et Matlab. Par détection de contour des objets
dispersés au cours du temps, il est possible de remonter à la taille des objets, leur
volume, leur vitesse et leur fréquence de production.
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Chapitre 3

Fragmentation d’objets déformables
et isolés sur un micro-obstacle
linéaire

Nous proposons une étude expérimentale, théorique et numérique de la fragmen-
tation d’objets déformables (gouttes, bulles) sur un micro-obstacle linéaire. Nous
décrivons dans ce chapitre les résultats obtenus dans le cas où les objets sont suffi-
samment éloignés afin de pouvoir négliger toute interaction hydrodynamique entre
eux, et où la longueur de l’obstacle est par conséquent très inférieure à la distance
séparant deux objets consécutifs. Nous montrons l’existence de quatre régimes hy-
drodynamiques de fragmentation ainsi que le rôle crucial du contraste de viscosité
entre les phases porteuse et dispersée. Nous décrivons un modèle simple permettant
d’identifier les paramètres adimensionnés pertinents du problème et de retrouver nos
observations expérimentales.
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1 Paramètres expérimentaux

¸

Figure 3.1: Photographie répertoriant les paramètres expérimentaux intervenant
dans le problème. Barre d’échelle : 100 μm.

Le problème considéré est d’apparence complexe, du fait des nombreux para-
mètres intervenant dans l’expérience (Fig. 3.1). Nous pouvons classer ces paramètres
en trois catégories.

1.1 Géométrie

Après avoir présenté le rôle des modules de formation et de dilution dans le cha-
pitre précédent, détaillons ici le module de fragmentation utilisé. Comme montré sur
la figure 3.1, ce module consiste en un obstacle rectangulaire, sa longueur principale
étant parallèle à la longueur principale du micro-canal. Celui-ci est placé en aval de
la formation et de la dilution, suffisamment loin de façon à assurer un mouvement
uniforme de l’objet dispersé juste avant d’impacter l’obstacle. Les paramètres géo-
métriques de ce dernier sont fixés par le choix de la puce microfluidique sélectionnée
ab initio. Notons que l’obstacle est intentionnellement décentré par rapport au ca-
nal, nous utilisons ainsi les appellations « bras large » et « bras fin » dans la suite
de cette partie pour désigner les canaux situés de part et d’autre de l’obstacle. Dé-
finissons et donnons l’ordre de grandeur des paramètres géométriques sondés dans
nos expériences :

– h = 45 μm : hauteur du canal.
– w = 130 μm : largeur principale du canal.
– L = 200− 800 μm : longueur de l’obstacle.
– w1 = 52− 72 μm : largeur secondaire du bras large de l’obstacle.
– w2 = 28− 48 μm : largeur secondaire du bras fin de l’obstacle, avec w2≤w1.

Nous avons fixé la largeur de l’obstacle à 30 μm dans toutes les expériences pré-
sentées. Alors que les quatre derniers paramètres de la liste sont déterminés lors de
la conception du motif désiré sur le logiciel Clewin, la hauteur h du micro-canal
dépend du protocole opératoire de spin coating choisi au cours de l’étape de photo-
lithographie. Cette grandeur est maintenue à une valeur constante, h = 45 μm, tout
au long de cette partie.
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1.2 Physico-chimie

Les paramètres physico-chimiques sont fixés par le choix du système diphasique
utilisé 1 :

– ηd : viscosité de la phase dispersée.
– ηc : viscosité de la phase continue.
– γ : tension de surface entre les phases dispersée et continue.

Dans le cas des systèmes liquide/liquide (gouttes), l’eau est la phase dispersée, et
l’huile la phase continue. Dans le cas des systèmes gaz/liquide, le diazote constitue
la phase dispersée, l’huile la phase continue. Du fait de la prédominance des effets
visqueux devant les effets inertiels aux échelles spatiales typiques de la microflui-
dique, nous écartons d’emblée des paramètres pertinents de l’expérience les masses
volumiques des deux fluides.

1.3 Hydrodynamique

Les paramètres hydrodynamiques caractérisent l’état du train d’objets monodis-
perse en amont de l’obstacle :

– Ld = 150− 900 μm : taille des objets.
– v = 0.1− 10 mm.s−1 : vitesse des objets.
– λ = 600− 3000 μm : distance entre deux objets consécutifs.

Dans toute cette partie, nous considérons des objets suffisamment volumineux afin
qu’ils touchent les bords des canaux, soit Ld≥w ; nous nous y référons dans la suite
par l’appellation slugs. Nous verrons l’importance de cette condition dans le para-
graphe suivant. Dans le cadre particulier de ce chapitre, nous choisissons la distance
λ très grande devant toutes les autres dimensions du système, de façon à pouvoir
considérer les objets comme « isolés ».

Les paramètres hydrodynamiques peuvent être modifiés par l’expérimentateur en
ajustant le débit des pousse-seringues pour les phases liquides, ou la surpression
du régulateur de pression pour la phase gazeuse. Discutons le cas particulier des
systèmes liquide/liquide (gouttes), permettant d’obtenir des relations simples entre
débits appliqués et paramètres hydrodynamiques, exploitables en pratique.

1.3.1 Contrôle de la vitesse v

L’écoulement de gouttes confinées et transportées dans une phase continue est
souvent décrit par une relation de la forme :

v =
βq

wh
, (3.1)

reliant la vitesse v des objets dispersés au débit volumique total q et à la sec-
tion wh du canal, par l’intermédiaire d’un coefficient de mobilité β sans dimen-
sion [95]. Certains travaux antérieurs réalisés dans des circuits cylindriques milliflui-
diques (Fig. 3.2 (a)) ont montré que ce coefficient vérifie généralement l’encadrement
1≤β≤2 et subit une influence prononcée du confinement, donc du ratio ρ entre la

1. Les ordres de grandeur de ces paramètres, ainsi que la nature des fluides utilisés, sont donnés
dans le chapitre précédent.
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Figure 3.2: Évolution du coefficient de mobilité β en fonction du confinement adi-
mensionné ρ imposé par le canal, en géométrie coaxiale (a) et rectangulaire (b). Lg

est une longueur résistive associée à la présence d’un objet dispersé dans le canal ;
cette longueur dépend également du confinement appliqué. Figure adaptée de [87].

taille de l’objet dispersé et la taille du canal [87, 88]. La limite supérieure β=2 cor-
respond à un confinement nul, soit un objet ponctuel s’écoulant à la vitesse centrale
maximale du profil de Poiseuille vérifié par la phase continue. Cette vitesse maxi-
male est égale au double de la vitesse moyenne, de par la nature parabolique du
profil de vitesse. Le fait de travailler avec des slugs permet de garder un coefficient
de mobilité β proche de l’unité, indépendamment de la taille Ld de l’objet : nous
sommes dans une configuration d’« écoulement bouchon », où l’objet dispersé est
advecté par la phase continue à la vitesse moyenne de l’écoulement. Notons qu’en
réalité, le coefficient de mobilité d’un slug dans un canal de section rectangulaire
peut devenir légèrement inférieur à 1 (voir Fig. 3.2 (b)), du fait des écoulements de
coin de la phase continue [87, 96]. Dans la suite, nous supposerons β=1. Ainsi, la
vitesse v est directement proportionnelle au débit total :

v ∝ q = qdo + qfo + qw. (3.2)

1.3.2 Contrôle de la taille Ld

La taille Ld est fixée au cours du mécanisme de flow focusing prenant place au
module de formation. Nous utilisons le modèle simple de blocage-pincement [41,
42, 53] afin de connaître la dépendance de Ld avec les débits qw et qfo ; redérivons
brièvement les ingrédients de ce modèle. En notant Ω le volume des objets dispersés,
celui-ci peut s’écrire comme :

Ω = qwτ, (3.3)

avec τ la période temporelle du processus de pincement. Faisant fi des équations
hydrodynamiques régissant le mécanisme, l’expérience montre que nous pouvons
décomposer simplement celui-ci en une phase de blocage, de durée τb, et une phase
de pincement, de durée τp. Au cours de la première étape, la phase aqueuse envahit
la constriction, permettant d’obstruer l’écoulement d’huile de formation. En notant
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Figure 3.3: (a) En accord avec l’équation 3.6, Le volume du slug est une fonction
affine du rapport entre les débits d’eau et d’huile de formation. Figure adaptée
de [53]. (b) Évolution de la taille de slug, normalisée par la largeur du canal, en
fonction du rapport entre les débits d’eau et d’huile de formation. Les résultats
présentés sont cohérents avec la formule 3.7 obtenue à l’aide du modèle de blocage-
pincement, et montrent en particulier l’indépendance de la viscosité de l’huile (phase
continue) dans ce mécanisme. Figure adaptée de [42].

Vb le volume typique de blocage, nous en déduisons une estimation de τb :

τb �
Vb

qw
. (3.4)

Dans un second temps, l’huile vient, de part et d’autre, pincer le volume d’eau
présent dans la constriction. De fait, τp peut s’écrire :

τp �
Vp

qfo
, (3.5)

avec Vp le volume de pincement. Finalement, τ=τb + τp et l’équation 3.3 permettent
d’obtenir la relation simple suivante :

Ω � Vb +
qw

qfo
Vp. (3.6)

La forme « aplatie » d’un slug nous autorise à écrire l’approximation Ω � Ldwh, il
vient donc :

Ld ∝ 1 + k
qw

qfo
, (3.7)

avec k=Vp/Vb, de l’ordre de l’unité. Ce modèle simple est en accord avec l’expérience
(Fig. 3.3 (a)) tant que le contraste de viscosité entre les deux phases n’est pas trop
important [53] et que les fluides sont newtoniens 2. Notons d’ailleurs que ce raison-
nement s’applique également au processus de pincement hydrodynamique au niveau

2. Ce modèle est par exemple mis en défaut avec certains polymères, ou plus spécifiquement un
extrait cellulaire d’œufs de Xénope [97].
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d’une jonction en T [42] (Fig. 3.3 (b)). Ainsi, la taille Ld est expérimentalement
ajustable par le ratio des débits de formation.

2 Résultats expérimentaux

2.1 Quatre régimes hydrodynamiques de fragmentation

12

break-up

no break-up

v

t

l l

1

2

3

4

Figure 3.4: Illustration des quatre régimes hydrodynamiques observés expérimen-
talement en faisant varier la vitesse v de 1.9 mm.s−1 à 5.1 mm.s−1, pour une taille
Ld = 260 μm fixée. Le code couleur, associé à chaque régime et situé à droite de
la figure, est réutilisé dans la suite de ce chapitre. Barre d’échelle : 100 μm. Figure
adaptée de [98].

Fixons dans un premier temps les paramètres géométriques (c’est-à-dire la puce
microfluidique), et choisissons un système de fluides liquide/liquide tel que ηd > ηc.
Étudions le comportement de l’objet isolé lorsqu’il impacte l’obstacle en fonction de
sa taille Ld et de sa vitesse v. Pour un slug de taille Ld donnée, la figure 3.4 illustre
l’existence de quatre régimes hydrodynamiques observés en faisant varier la vitesse
v. Sur cette même figure, �1 et �2 désignent les positions des interfaces liquide/liquide
dans les canaux situés de part et d’autre de l’obstacle, de largeurs respectives w1

et w2, en prenant comme origine commune l’extrémité amont de l’obstacle (voir
Fig. 3.4). Nous nommons et caractérisons ci-dessous les différents régimes, observés
par ordre croissant de vitesse.

2.1.1 Régime 1 : non fragmentation sans rétraction

Lorsque la vitesse est suffisamment faible, le slug n’envahit pas le bras fin de
l’obstacle, soit �2 = 0 tout le temps, et s’écoule entièrement par le bras large. De
fait, il ne se fragmente pas.

2.1.2 Régime 2 : non fragmentation avec rétraction

À vitesse plus élevée, une partie du volume du slug envahit désormais le bras
fin de l’obstacle : une interface avance, s’arrête, puis, de façon surprenante, se ré-
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tracte. Puisque cette rétraction s’effectue totalement avant même que l’arrière du
slug vienne à son tour heurter l’obstacle, aucune fragmentation n’a lieu.

2.1.3 Régime 3 : fragmentation avec rétraction

En augmentant encore la vitesse, l’invasion d’une interface dans le bras fin, suivie
de sa rétraction, est de nouveau observée. À la différence du régime 2, cette rétraction
est partielle, puisque l’arrière du slug vient impacter l’obstacle alors que �2 > 0 :
le slug se fragmente en deux gouttes filles, généralement de taille différente, dans
chacun des deux bras de l’obstacle.

2.1.4 Régime 4 : fragmentation sans rétraction

Pour une vitesse encore plus grande, les deux interfaces envahissant les bras de
l’obstacle ne subissent aucune rétraction. Nous assistons de nouveau à un processus
de fragmentation lorsque l’arrière du slug vient heurter l’obstacle. Notons que la
goutte formée dans le bras fin de l’obstacle est plus grande 3 que dans le régime 3.

2.2 Diagrammes comportementaux : influence du contraste
de viscosité

Par suite, nous avons fait varier de façon systématique les quantités hydrody-
namiques v et Ld, permettant de cartographier les zones d’existence des quatre
régimes dans un diagramme (Ld, v), par analogie avec un diagramme de phase en
thermodynamique. Nous avons ensuite renouvelé l’expérience avec divers systèmes
de fluides liquide/liquide et liquide/gaz, ainsi qu’en modifiant les paramètres géo-
métriques. La figure 3.5 représente deux diagrammes comportementaux typiques,
l’un (Fig. 3.5 (a)) ayant été établi avec la condition expérimentale ηd > ηc (phase
dispersée : eau+SDS+glucose, phase continue : hexadécane), l’autre (Fig. 3.5 (b))
ayant été obtenu avec la condition inverse ηd < ηc (phase dispersée : eau+SDS,
phase continue : huile silicone). Comme attendu, les régimes de non fragmentation
se retrouvent aux vitesses faibles, et les régimes de fragmentation aux vitesses éle-
vées. Les lignes pointillées servent de guide pour les yeux afin de mettre en exergue
le seuil de fragmentation. Décrivons ci-dessous en détail l’allure de ces diagrammes
de façon séparée.

2.2.1 Cas ηd > ηc

Sur le diagramme associé au système fluide vérifiant la condition ηd > ηc (Fig. 3.5
(a)), nous remarquons que la courbe matérialisant la vitesse seuil de fragmentation
en fonction de Ld est non monotone. Cette courbe est décroissante pour Ld < Lcr

d ,
puis croissante pour Ld > Lcr

d , avec Lcr
d une taille de slug critique approximativement

égale à 230 μm pour cette série de mesures. Par ailleurs, lorsque Ld > Lcr
d , nous

retrouvons, par ordre croissant en vitesse, la séquence composée des quatre régimes
définis précédemment. Lorsque Ld < Lcr

d , nous relevons seulement la présence des
régimes 1 et 4, survenant sans rétraction. Enfin, la vitesse seuil d’invasion du bras

3. Par conservation du volume du slug, la goutte formée dans le bras large est a fortiori plus
petite.
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Figure 3.5: Diagrammes comportementaux répertoriant l’apparition des régimes
de fragmentation précédemment introduits, pour deux systèmes fluides différents :
(a) système liquide/liquide tel que ηd > ηc, (b) système liquide/liquide tel que
ηd < ηc. En guise de guide pour les yeux, les lignes pointillées matérialisent les seuils
de fragmentation. Le code couleur correspond à celui utilisé dans la figure 3.4. Les
paramètres géométriques sont comparables pour les deux diagrammes présentés : (a)
L = 300 μm, w1 = 67 μm, w2 = 33 μm; (b) L = 300 μm, w1 = 63 μm, w2 = 37 μm.
Figure tirée de [98].

fin de l’obstacle est tout d’abord une fonction décroissante de Ld pour Ld < Lcr
d

(transition du régime 1 au régime 4), puis semble atteindre une valeur constante
pour Ld > Lcr

d (transition du régime 1 au régime 2).

2.2.2 Cas ηd < ηc

Dans le second diagramme correspondant à la condition ηd < ηc (Fig. 3.5 (b)),
la courbe du seuil de fragmentation est une fonction monotone croissante de Ld,
nous n’observons pas de taille de slug critique dans ce cas. Par ailleurs, la vitesse
seuil d’invasion du bras fin par le slug semble constante sur la gamme de taille Ld

sondée. Notons enfin que les diagrammes comportementaux obtenus avec le système
liquide/gaz, également de type ηd < ηc, exhibent les mêmes tendances, malgré les va-
leurs très différentes des paramètres caractéristiques (ηd, γ) de ce système particulier.

Nous proposons dans la partie suivante d’interpréter ces différents résultats.

3 Interprétation

3.1 Arguments physiques, mise en équation

3.1.1 Contribution visqueuse : loi de Hagen-Poiseuille

Dans le chapitre introductif de ce manuscrit, nous avons présenté l’analogie exis-
tant entre un écoulement laminaire, monophasique, permanent et newtonien dans un
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canal rigide 4 et le déplacement des charges libres dans un circuit électrique. Dans le
cadre d’un écoulement confiné entre deux plaques parallèles, nous avons montré que
le saut de pression Δp et le débit volumique q sont reliés par la formule suivante :

Δp = Rhq avec Rh =
12ηL

wh3
, (3.8)

où η, L, w et h désignent respectivement la viscosité dynamique du fluide, la lon-
gueur, la largeur et l’interstice entre les deux plaques. En dépit de la simplicité de
la géométrie considérée, remarquons que ce résultat est généralisable à un canal de
géométrie quelconque, la seule différence provenant d’une expression un peu dif-
férente, et en général plus complexe, pour la résistance hydrodynamique. Dans la
géométrie d’intérêt de ce chapitre, constituée d’un canal rectangulaire de hauteur h
et de largeur w a priori comparables, la résistance hydrodynamique prend la forme
exacte suivante [26] :

Rh =
12ηL

wh3

�
1−

�

n impair≥1

1

n5

192h

π5w
tanh

�nπ
2

w

h

��−1

. (3.9)

Dans le cas limite h � w, nous retrouvons comme attendu le résultat issu de la géo-
métrie constituée des deux plaques parallèles infinies. Les termes de la série de Fou-
rier décroissent extrêmement rapidement, du fait du terme en n5 au dénominateur.
De fait, nous pouvons facilement nous contenter d’un développement asymptotique
de cette expression, conduisant aux expressions :

Rh � 12ηL

wh3

�
1− 0.63

h

w

�−1

pour h ≤ w, (3.10)

Rh � 12ηL

hw3

�
1− 0.63

w

h

�−1

pour w ≤ h. (3.11)

L’erreur induite par l’approximation faite est maximale lorsque h = w, et n’atteint
pas 15% ; cette erreur chute rapidement sous les 0.2% lorsque h = w/2. Dans la
suite, nous synthétisons ce résultat sous la forme :

Rh =
ηL

wh3
f
�w
h

�
. (3.12)

3.1.2 Contribution capillaire : loi de Young-Laplace

Dans le cas d’un écoulement diphasique, la présence d’une interface courbée entre
deux phases immiscibles induit une contribution capillaire supplémentaire au saut

4. Par souci de simplicité, nous supposons ici la parfaite rigidité du canal, malgré l’élasticité du
PDMS. Pour aller plus loin et prolonger l’analogie avec l’électricité, il est possible de démontrer
que la flexibilité du PDMS peut s’interpréter par le rajout d’un condensateur, de capacité hydro-
dynamique Ch, dans le circuit électrique équivalent. Comme pour la charge d’un condensateur,
cela implique en particulier l’existence d’un temps caractéristique RhCh donnant la durée typique
du régime transitoire pendant lequel l’élasticité du PDMS rentre en jeu. Cette échelle de temps,
typiquement de l’ordre de 15 minutes, est toujours très grande devant le temps de passage d’un
slug dans le module de fragmentation. De fait, ces effets d’élasticité ne viennent pas interférer
dans le processus de fragmentation. En pratique, nous nous affranchissons du régime transitoire en
prenant soin de mesurer les paramètres hydrodynamiques Ld et v de manière instantanée.
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de pression calculé précédemment, les effets capillaires comportant d’autant plus de
poids à mesure que le confinement augmente. Ce saut de pression capillaire s’exprime
par la loi de Young-Laplace 5 [99] :

Δp = γκ, (3.13)

où κ désigne la courbure mathématique moyenne de l’interface. Nous pouvons dé-
composer la courbure avant du slug en une composante dans le plan (Oxy) et une
composante dans le plan perpendiculaire (Oxz), de valeurs approximatives 2/w et
2/h respectivement (approximation sphérique). De fait, nous réécrivons le saut de
pression capillaire comme :

Δp = 2γ

�
1

w
+

1

h

�
. (3.14)

Dans le cadre de l’analogie électro-hydraulique, ce saut de pression supplémen-
taire, indépendant du débit, peut se percevoir comme une batterie idéale de tension
constante dans le circuit électrique équivalent.

Dans un souci de simplicité, nous ne prenons pas en compte dans l’expression du
saut de pression total d’éventuels effets de type Bretherton modélisant la friction
dans les films de phase continue mouillant les parois du canal [100, 101].

3.1.3 Expression générale du saut de pression

i

Figure 3.6: Décomposition du calcul du saut de pression dans le bras i.

La figure 3.6 illustre, dans le cas le plus général, la décomposition du calcul du
saut de pression Δpi dans le bras i, avec i = 1, 2, en présence d’une interface. en
trois termes distincts.

– Une contribution visqueuse pour l’écoulement de la phase continue sur une
longueur L− �i :

Δpi,1 =
ηc(L− �i)fiqi

wih3
, (3.15)

avec fi = f(wi/h), fonction adimensionnée précédemment introduite.

5. Cette loi est à mettre au crédit de Thomas Young (1773-1829) et Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), physiciens (entre autres) respectivement britannique et français.
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– Une contribution visqueuse pour l’écoulement de la phase dispersée sur une
longueur �i :

Δpi,2 =
ηeffd �ifiqi
wih3

, (3.16)

où nous avons introduit pour le slug une viscosité effective ηeff
d afin de tenir

compte de la dissipation visqueuse supplémentaire dans le film fin de phase
continue situé entre le slug et les murs du canal, ainsi que dans les coins
de la géométrie rectangulaire. Rappelons en effet les conditions de mouillage
hydrophobes du micro-canal, couplées au fait que la forme du slug n’épouse
pas la forme du canal. La viscosité effective ηeffd dépend a priori de ηd, ηc, h
et wi. Comme le fait de considérer deux viscosités effectives différentes dans
les bras 1 et 2 ne modifie pas drastiquement les résultats obtenus dans le cadre
de ce modèle, nous considérons dans la suite que ηeffd est identique dans les
deux bras, et fait office de paramètre ajustable dans notre étude.

– Une contribution capillaire au niveau de l’interface entre les deux fluides :

Δpi,3 = 2γ

�
1

wi

+
1

h

�
. (3.17)

Analogiquement à la loi d’additivité des tensions en électricité, nous obtenons fina-
lement, par somme des termes d’amont en aval de l’écoulement :

Δpi =
ηeffd �ifiqi
wih3

+ 2γ

�
1

wi

+
1

h

�
+

ηc(L− �i)fiqi
wih3

. (3.18)

Du fait que les interfaces touchent les bords du canal dans chacun des bras de l’obs-
tacle, le coefficient de mobilité est pris égal à 1, et le débit qi peut avantageusement
être remplacé par :

qi = hwi
d�i
dt

, (3.19)

faisant ainsi directement intervenir la vitesse de l’interface dans le bras i.

3.1.4 Équations gouvernant le mouvement des interfaces

La dynamique du processus de fragmentation est entièrement contenue dans
l’évolution temporelle des avancées des ménisques dans les bras 1 et 2, valant res-
pectivement �1(t) et �2(t). La détermination de ces deux fonctions inconnues passe
donc par l’écriture d’un système de deux équations régissant leur évolution. Celui-ci
est à nouveau dicté par l’analogie électro-hydraulique, imposant dans un premier
temps un débit conservatif par la loi des nœuds 6 :

q = q1 + q2, (3.20)

wv = w1
d�1
dt

+ w2
d�2
dt

. (3.21)

6. Cette équation correspond physiquement à la conservation de la masse du slug, tout comme
la loi des nœuds en électricité correspond à la conservation de la charge.
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La seconde équation est dictée par la loi des mailles, égalisant les sauts de pression
dans les deux bras de l’obstacle :

Δp1 = Δp2. (3.22)

En présence d’interfaces dans les deux bras, cette dernière peut se réécrire comme :

ηcLf1
h2

d�1
dt

�
1 +

ηeffd − ηc
ηc

�1
L

�
+

2γ

w1

=
ηcLf2
h2

d�2
dt

�
1 +

ηeffd − ηc
ηc

�2
L

�
+

2γ

w2

. (3.23)

Les conditions initiales à respecter s’écrivent simplement : �1(0)=0, �2(0)=0. Les
expériences montrent qu’à tout instant, l’arrière du slug se déplace à la vitesse
constante v. Nous définissons l’instant final tf au moment où l’arrière vient heurter
l’obstacle ; nous écrivons donc tf sous la forme :

tf =
Leff
d

v
, (3.24)

en tenant compte d’une longueur effective Leff
d pour le slug, afin de prendre en

considération la courbure de ses interfaces. Pour fixer les idées, nous pouvons par
exemple apparenter le slug réel, de volume approximatif h[(Ld − w)w + πw2/4]
(Fig. 3.1), à un slug effectif de volume parallélépipédique Leff

d wh. Ce raisonnement
conduit à la relation :

Leff
d = Ld − w

�
1− π

4

�
< Ld, (3.25)

nous retiendrons donc l’expression finale de tf suivante :

tf =
Ld − cw

v
, (3.26)

avec un paramètre c sans dimension, de l’ordre de l’unité. La variation de ce para-
mètre est sans doute beaucoup plus complexe, notamment en fonction de la géomé-
trie du canal (w/h, w2/h, w1/h) ; c fait office de paramètre ajustable dans la suite de
ce chapitre. À présent, nous nous attachons donc à résoudre le système d’équations
différentielles couplées (Éq. 3.21, Éq. 3.23).

3.2 Résolution

3.2.1 Adimensionnement du problème

Dans le but de simplifier les équations et faire émerger les paramètres pertinents
du problème, mettons les équations sous forme adimensionnée. De façon naturelle,
définissons tout d’abord l’échelle de temps adimensionnée T=t/tf , où l’intervalle
temporel de résolution s’écrit donc T=0−1. Adimensionnons les avancées des inter-
faces �i par la longueur de l’obstacle, soit Xi = li/L. À partir des dix paramètres
dénombrés plus haut (en ayant comme convenu laissé le paramètre λ de côté pour
cette étude de fragmentation isolée), il est possible, d’après le théorème de Vaschy-
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Buckingham, de construire sept groupements adimensionnels :

W =
w2

w1

,
w

h
,

w2

h
, Z =

h2

f1wL

Leff
d

L
, Δη =

ηeffd − ηc
ηc

, C =
ηcv

γ

(3.27)

Les quatre groupements supérieurs ne dépendent que des paramètres géométriques.
Remarquons, parmi les trois groupements inférieurs, l’intervention du contraste de
viscosité adimensionné Δη entre les deux phases. Ce nombre adimensionné est al-
gébrique, nous montrons plus loin son rôle crucial dans la résolution du système
d’équations différentielles, comme le laissent présager les résultats expérimentaux
de la figure 3.5. Par ailleurs, le nombre capillaire C est au cœur de ce problème,
puisqu’il compare de façon inhérente les deux effets antagonistes impliqués : au nu-
mérateur, les effets visqueux tendent à déformer la goutte, jusqu’à la fragmenter. Au
dénominateur, les effets de tension de surface ont au contraire tendance à s’opposer
à cette déformation. De fait, ce nombre adimensionné intervient très souvent dans
des problèmes de fragmentation en milieu confiné [18, 19, 20, 21]. Moyennant ce
passage aux grandeurs adimensionnées, le système d’équations (Éq. 3.21, Éq. 3.23)
peut se réécrire :

dX1

dT
+W

dX2

dT
= α, (3.28)

(1 +ΔηX1)
dX1

dT
− FW (1 +ΔηX2)

dX2

dT
= α

C�
C
, (3.29)

avec :

α =
Leff

d w

Lw1

, F =
f2

Wf1
et C� =

2Z(1−W )

W
, (3.30)

d’autres variables sans dimension introduites pour simplifier l’écriture. Ce système
d’équations est valable en présence d’une interface dans chaque bras de l’obstacle,
c’est-à-dire lorsque X1 ≤ 1 et X2 ≤ 1.

3.2.2 Conditions d’invasion du bras fin de l’obstacle

À l’instant initial T=0, le débit imposé en amont de l’obstacle force l’introduction
d’une interface dans le bras large de façon préférentielle, puisque la pression de
Laplace et la résistance hydrodynamique y sont moindres que dans le bras fin. Tant
qu’aucune interface ne pénètre dans le bras fin, l’équation 3.29 ne peut s’appliquer,
et nous avons X2=0 et dX2/dt = 0. Cherchons le temps d’invasion Tp au bout duquel
un ménisque envahit ce bras fin. L’équation 3.28 s’intègre directement :

X1 = αT. (3.31)

Le saut de pression dans le bras 1 s’écrit donc :

Δp1 =
ηcLf1q

w1h3

�
1 +Δη αT +

2Z

C

�
1 +

w1

h

��
. (3.32)
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Figure 3.7: Résolution schématique de l’inéquation 3.34 dans quatre cas distincts :
(a) Δη < 0 et C > C�, (b) Δη < 0 et C < C�, (c) Δη > 0 et C > C�, (d) Δη > 0 et
C < C�.

Remarquons que Δp1 est une fonction affine du temps adimensionné T , dont le signe
de la pente est donné par le signe de Δη. L’invasion du bras fin de l’obstacle pourra
finalement se réaliser si ce saut de pression Δp1 parvient à surpasser le saut de
pression capillaire correspondant, soit :

Δp1 >
2γ

w2

�
1 +

w2

h

�
, (3.33)

cette condition pouvant se réexprimer à l’aide de l’équation 3.32 comme :

1 +Δη αT >
C�
C
. (3.34)

Résolvons cette condition en distinguant les cas de figure Δη < 0 et Δη > 0, à l’aide
de la figure 3.7.

Cas Δη < 0 Dans ce cas, le terme à gauche de l’inéquation 3.34 décroît dans le
temps. Ainsi, si ce terme est supérieur au membre de droite à l’instant initial (soit
si C > C�), alors une interface se développe dans le bras fin à l’instant T=0, soit
finalement Tp = 0. Si en revanche, ce terme est inférieur au membre de droite dès
l’instant initial (soit si C < C�), il ne pourra jamais le surpasser, et aucune interface
ne peut se développer dans le bras fin, Tp n’admet aucune solution dans ce cas. La
condition d’invasion du bras fin s’écrit finalement :

C > C�. (3.35)

Ce critère sur le nombre capillaire marque une limite supérieure d’existence pour
le régime 1 (non fragmentation sans rétraction), cette limite étant en particulier
indépendante de Leff

d /L.
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Cas Δη > 0 Dans ce second cas, le terme à gauche de l’inéquation 3.34 croît avec
le temps. De nouveau, si ce terme est supérieur au membre de droite à l’instant
initial (soit si C > C�), il le reste, et une interface se développe dans le bras fin
dès l’instant initial, soit Tp = 0. Si en revanche, ce terme est inférieur au membre
de droite à T=0 (soit si C < C�), il peut être amené à le surpasser pour un temps
adimensionné Tp donné par :

Tp =
1

αΔη

�
C�
C

− 1

�
. (3.36)

Ce temps est positif selon l’hypothèse C < C�. Afin que l’invasion du bras fin se
produise, il faut encore vérifier deux conditions simultanées. D’une part, il faut que
cet instant Tp soit antérieur à l’instant final, soit Tp < 1. D’autre part, il faut que
X1(Tp) = αTp < 1, puisque le saut de pression Δp1 reste constant dans le temps dès
lors que l’interface présente dans le bras large en est sortie, et de fait ne peut plus
atteindre la pression de Laplace nécessaire pour l’introduction d’un ménisque dans
le bras fin. Ces deux conditions se réécrivent donc :

C >
C�

1 + αΔη
, (3.37)

C >
C�

1 +Δη
. (3.38)

Pour α≤1, la condition la plus stricte est donnée par l’équation 3.37, alors que
pour α≥1, la condition la plus stricte est fournie par l’équation 3.38. La résolution
combinée de ces équations fournit finalement le résultat suivant :

C >
C�

1 + αΔη
si α ≤ 1, (3.39)

C >
C�

1 +Δη
si α ≥ 1. (3.40)

Ainsi, lorsque Δη>0, le nombre capillaire marquant la limite supérieure de la zone
d’existence du régime 1 est une fonction décroissante en α pour α ≤ 1, puis constante
pour α ≥ 1, ces résultats se démarquent nettement du cas Δη < 0.

En représentant les résultats de la figure 3.1 dans un diagramme adimensionné
(Ld/L, C), nous remarquons que les critères d’invasion développés par cette ana-
lyse sont en bon accord avec les expériences (Fig. 3.8). En particulier dans le cas
Δη < 0, le seuil d’invasion C = C�, uniquement fixé par la géométrie de la puce,
ajuste bien les résultats expérimentaux. Il est également intéressant de remarquer
que dans le cas d’un obstacle centré, la condition W=1 (Éq. 3.27) aboutit au résultat
C� = 0 (Éq. 3.30). Ainsi, tous les nombres capillaires de transition déterminés ici
s’annulent. Physiquement parlant, cela signifie que sans aucune brisure de symétrie
sur l’obstacle, le slug envahit automatiquement les deux bras de manière identique,
et le régime 1 voit sa zone d’existence réduite à néant.
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eff

Figure 3.8: Conditions d’invasion du bras fin de l’obstacle : comparaison des résul-
tats expérimentaux et issus du modèle, dans les cas Δη > 0 (a) et Δη < 0 (b). Les
paramètres libres valent : c = 0.9 et Δη = 8 dans le cas (a). Les lignes continues
correspondent aux prédictions théoriques.

3.2.3 Dynamiques des deux interfaces

Si un ménisque a réussi à envahir le bras fin de l’obstacle, la dynamique des deux
interfaces, pour T ≥ Tp, est régie par le système d’équations (Éq. 3.28, Éq. 3.29).
Notons ici un point intéressant : les expériences montrent parfois que l’interface
située dans le bras large en sort avant l’instant final T=1, pour lequel l’arrière du
slug vient heurter l’obstacle. Dans ce cas, l’expression du saut de pression Δp1 ne
comporte plus de contribution capillaire. Il convient alors de réécrire l’égalité des
sauts de pression, décrite par l’équation 3.23, comme ci-après 7 :

ηeffd Lf1
h2

d�1
dt

=
ηcLf2
h2

d�2
dt

�
1 +

ηeffd − ηc
ηc

�2
L

�
+

2γ

w2

�
1 +

w2

h

�
, (3.41)

soit, sous forme adimensionnée :

(1 +Δη)
dX1

dT
− FW (1 +ΔηX2)

dX2

dT
= α

C�
C

1 + w2/h

1−W
. (3.42)

Bien que cette situation ne soit pas observable expérimentalement, si le slug était
assez grand, nous pourrions imaginer que l’interface située dans le bras fin puisse
également en sortir avant l’instant final. Cette situation correspond à une forme
particulièrement simple pour l’égalité des sauts de pression :

f1
d�1
dt

= f2
d�2
dt

, (3.43)

soit, sous forme adimensionnée :

dX1

dT
− FW

dX2

dT
= 0. (3.44)

7. Même si la quantité �1 n’a plus vraiment de sens dans ce cas, nous gardons la notation d�1/dt,
définie par abus de langage comme q1/hw1.
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À l’aide de la conservation du débit (Éq. 3.28), il vient immédiatement :

dX1

dT
=

αF

1 + F
et

dX2

dT
=

α

W (1 + F )
, (3.45)

relations analogues à un diviseur de courant classique en électricité.

3.2.4 Conditions de rétraction dans le bras fin de l’obstacle

Analysons maintenant sous quelles conditions l’interface située dans le bras fin de
l’obstacle peut subir une rétraction, caractéristique des régimes 2 (non fragmentation
avec rétraction) et 3 (fragmentation avec rétraction). Cette rétraction s’opère lorsque
cette interface, après avoir envahi le bras fin, vérifie dX2/dT < 0 à un instant T
donné, intervenant avant l’instant final T = 1. Si une interface est encore dans le bras
large de l’obstacle, cette dérivée première peut se réécrire, à l’aide des équations 3.28
et 3.29 comme :

dX2

dT
=

α(1 +ΔηX1 − C�/C)

FW (1 +ΔηX2) +W (1 +ΔηX1)
. (3.46)

Si l’interface présente initialement dans le bras large en est sortie, dX2/dT peut
s’écrire, à l’aide des équations 3.28 et 3.42 comme :

dX2

dT
=

α
�
1 +Δη − C�

C

1+w2/h
1−W

�

FW (1 +ΔηX2) +W (1 +Δη)
. (3.47)

Dans les deux cas traités, le dénominateur de la fraction est positif, le signe de
dX2/dT est donc donné par le signe des quantités 1 + ΔηX1 − C�/C d’une part,
1 +Δη − [C�(1 + w2/h)]/[C(1−W )] d’autre part. Ainsi, dans le cas d’une interface
encore présente dans le bras large, la condition dX2/dT < 0 se réécrit :

C <
C�

1 +ΔηX1

. (3.48)

Dans le cas où cette interface est sortie du bras large, la condition dX2/dT < 0 se
réécrit :

C <
C�(1 + w2/h)

(1 +Δη)(1−W )
= C��. (3.49)

Procédons à nouveau par disjonction des cas, selon le signe de Δη.

Cas Δη > 0 Dans le cas d’une interface encore présente dans le bras large, la
condition 3.48 ne peut être satisfaite pour C > C�. Lorsque C < C�, pour pouvoir ob-
server une rétraction de l’interface dans le bras fin de l’obstacle, il faut tout d’abord
qu’elle y soit rentrée. En T=Tp, cette condition s’écrit, d’après les équations 3.31
et 3.34 :

C >
C�

1 +ΔηX1

. (3.50)

Ce critère est ostensiblement incompatible avec la condition de rétraction donnée par
l’équation 3.48, prise également en T=Tp. Aux instants ultérieurs, Comme X1 croît
avec le temps (par simple combinaison des équations 3.28 et 3.29, nous obtenons
dX1/dT > 0), la condition 3.48 ne peut être satisfaite ultérieurement. Ainsi, dans le
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cas Δη > 0, il ne peut y avoir rétraction que lorsque l’interface issue du bras large en
est sortie. Ceci implique la condition C < C��, tout en assurant que l’instant auquel
l’interface sort du bras large, noté T1, vérifie T1 < 1. Distinguons alors les cas α ≤ 1
et α ≥ 1.

Cas α ≤ 1 Ce cas est particulièrement simple à traiter, puisque le slug est
trop petit pour voir une interface sortir du bras large avant que l’arrière ne vienne
heurter l’obstacle. En effet, en supposant que tout le slug, de volume Leff

d wh, aille
dans le bras large, la conservation du volume implique donc que son interface dans
le bras large atteigne une position maximale, X1,max, vérifiant :

hw1LX1,max = hwLeff
d , (3.51)

X1,max =
Leff
d w

Lw1

= α ≤ 1. (3.52)

Comme X1≤X1,max≤1, les interfaces dans les bras large et fin n’ont respectivement
pas le temps de sortir et de se rétracter avant l’instant final. De fait, les régimes 2 et
3 ne présentent aucune zone d’existence dans le cas Δη > 0, α ≤ 1. Par déduction,
au-dessus de la limite supérieure d’existence du régime 1 (Éq. 3.39), nous retrouvons
la zone d’existence du régime 4 (fragmentation sans rétraction). Ces prédictions sont
en accord avec les expériences (voir Fig. 3.5 et Fig. 3.8).

Cas α ≥ 1 Afin de résoudre la condition T1 < 1, cherchons à déterminer
l’instant T1 auquel l’interface située dans le bras large atteint la position X1 = 1.
Afin de concilier les cas C < C� et C > C�, généralisons l’expression de Tp comme
suit (Éq. 3.36) :

Tp =
δ

αΔη

�
C�
C

− 1

�
, (3.53)

avec δ=1 pour C ≤ C�, et δ=0 pour C ≥ C�. Intégrons alors l’équation 3.28 entre
Tp et T1, en utilisant les résultats X2(Tp) = 0, X1(Tp) = αTp et, par définition,
X1(T1) = 1 :

X2(T1) =
αT1 − 1

W
. (3.54)

Intégrons de la même façon l’équation 3.29 entre Tp et T1 en y injectant l’expression
obtenue pour X2(T1). Nous obtenons alors une équation du second degré à laquelle
T1 doit satisfaire :

ΔηF

2W
α2T1

2+αT1

�
C�
C

+ F

�
1− Δη

W

��
+Δη

F −W

2W
−(1+F )− δ

2Δη

�
C�
C

− 1

�2

= 0.

(3.55)
Après résolution de cette équation, imposer la condition T1 < 1 revient à imposer
le critère C < C�/Ya, où la quantité Ya est solution de l’équation du second degré
suivante :

ΔηF

2W
α2+

�
αF

�
1− Δη

W

�
+Δη

F −W

2W
− (1 + F )

�
+αYa−δ

(Ya − 1)2

2Δη
= 0. (3.56)
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Finalement, la combinaison des conditions nécessaires pour apercevoir une rétraction
de l’interface dans le bras fin, dans le cas Δη > 0 et α ≥ 1, peut se résumer de la
façon suivante :

C�
1 +Δη

< C < min

�
C�
Ya

, C��

�
. (3.57)

Notons que pour des slugs assez grands, soit au-delà d’une certaine valeur de α,
la condition T1 < 1 est facilement satisfaite. Ceci peut se deviner par la structure
de l’équation 3.55, où il est aisé de montrer que la solution recherchée vérifie auto-
matiquement T1 ∝ 1/α, cette solution décroît donc avec α. Dans ce cas, la limite
d’existence supérieure des régimes avec rétraction prédite par l’équation 3.57 se
réécrit donc C < C��, valeur indépendante de α.

Cas Δη < 0 La situation est légèrement plus complexe dans le cas Δη < 0. En
effet, la rétraction peut dans ce cas se produire alors qu’une interface est encore
présente dans le bras large. Notons Tr l’instant auquel se produit cette rétraction.
En annulant la dérivée première dX2/dT < 0 dans l’équation 3.46, nous obtenons :

X1(Tr) =
1

Δη

�
C�
C

− 1

�
. (3.58)

Cette quantité est positive dès lors que C > C�, correspondant au critère d’invasion
du bras fin de l’obstacle. La rétraction ne peut s’effectuer que si X1(Tr) < 1, ainsi
que Tr < 1. La première condition aboutit au critère suivant :

C <
C�

1 +Δη
. (3.59)

La deuxième impose à nouveau de déterminer Tr par l’intégration successive des
équations 3.28 et 3.29 entre les instants T = 0 et Tr :

X2(Tr) =
αTr −X1(Tr)

W
. (3.60)

Nous montrons alors que Tr est solution de l’équation du second degré suivante :

ΔηF

2W
α2Tr

2 + αTr

�
C�
C

�
1− F

W

�
+ F

�
1 +

1

W

��

− 1

Δη

�
C�
C

− 1

��
1 + F +

1

2W

�
C�
C

− 1

�
(W − F )

�
= 0.

(3.61)

La condition Tr < 1 se traduit donc par un nouveau critère sur le nombre capillaire
C < C�/Yb, où Yb est à présent solution de l’équation du second degré :

ΔηF

2W
α2+α

�
Yb

�
1− F

W

�
+ F

�
1 +

1

W

��
− Yb − 1

Δη

�
1 + F +

Yb − 1

2W
(W − F )

�
= 0.

(3.62)
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, la rétraction peut également avoir lieu à
l’instant T1 tel que X1(T1) = 1, si tant est que :

C <
2Z

1 +Δη

1 + w2/h

W
= C��, (3.63)
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d’après l’équation 3.47, mais également que T1 < 1. En prenant Tp = 0, soit δ = 0
dans l’équation 3.55, ce calcul a déjà été traité dans le cas Δη > 0. Nous pouvons
donc résumer les différents critères de rétraction ci-dessous :

C� < C <
C�
Yb

si C ≤ C�
1 +Δη

, (3.64)

C� < C < min

�
C�
Ya

, C��

�
si C ≥ C�

1 +Δη
. (3.65)

De fait, la remarque concernant les grands slugs peut être généralisée, quel que soit
le signe de Δη.

3.2.5 Conditions de fragmentation

Enfin, les conditions de fragmentation s’obtiennnent en imposant qu’une inter-
face a envahi le bras fin de l’obstacle, ce qui nous renvoie aux critères d’invasion
précédemment calculés, avec en plus la condition X2(T = 1) > 0, la transition étant
obtenue au seuil : X2(1) = 0. La résolution analytique de cette condition étant la-
borieuse, nous ne la détaillons pas ici, les simulations numériques nous permettant
toutefois d’avoir accès à cette transition, exprimée, comme d’habitude, à l’aide du
nombre capillaire C. Discutons tout de même le cas α ≤ 1 particulièrement simple à
résoudre, en distinguant une fois encore le raisonnement selon le signe du contraste
de viscosité.

Cas α ≤ 1 et Δη > 0 Dans ce cas, la transition de fragmentation est directement
donnée par le critère d’invasion de l’équation 3.39. En effet, les régimes 2 et 3 ne
comportent pas de zone d’existence dans ce cas de figure.

Cas α ≤ 1 et Δη < 0 Dans ce cas, la fragmentation se produit alors qu’il reste
encore une interface dans le bras large. En effet, l’intégration de l’équation 3.28 entre
les instants T = 0 et T = 1 fournit, en utilisant au seuil de fragmentation X2(1) = 0,
la condition X1(1) = α ≤ 1 ; autrement dit, nous retrouvons tout le volume du slug
dans le bras large de l’obstacle. L’intégration de l’équation 3.29 entre les mêmes
instants donne alors, au seuil :

α +Δη
α2

2
= α

C�
C
, (3.66)

C =
C�

1 + αΔη/2
. (3.67)

4 Comparaison avec l’expérience

4.1 Diagrammes comportementaux

Nous reportons sur la figure 3.9 une comparaison entre les deux jeux de données
expérimentaux, pour Δη > 0 et Δη < 0, et les transitions théoriques entre les diffé-
rents régimes tirées de l’analyse précédente. Nous retrouvons la présence des quatre
régimes hydrodynamiques identifiés expérimentalement, dont les zones d’existence
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sont délimitées de façon assez satisfaisante par les courbes théoriques. En dépit de
l’existence des deux variables d’ajustement c et Δη, l’accord est plutôt flatteur,
compte tenu de la simplicité des arguments utilisés pour décrire ce processus, et de
la complexité de ce problème, soumis à la dépendance de sept groupements adimen-
sionnels. Ces résultats mettent en exergue le rôle important joué par le contraste de
viscosité : selon son signe, les dynamiques des deux ménisques dans les bras large et
fin de l’obstacle sont drastiquement différentes, et la courbe matérialisant le seuil de
fragmentation est respectivement monotonique lorsque Δη < 0, et non monotonique
lorsque Δη > 0.

Figure 3.9: Diagrammes comportementaux : comparaison des résultats expérimen-
taux et issus du modèle, dans les cas Δη > 0 (a) et Δη < 0 (b). Les points colorés
correspondent aux expériences et font référence au code couleur introduit dans la
figure 3.4. Les courbes noires correspondent aux transitions théoriques entre les dif-
férents régimes de fragmentation. Les paramètres libres valent : c = 0.9 et Δη = 8
dans le cas (a), c = 0.6 et Δη = −0.2 dans le cas (b).

Rappelons que le modèle simpliste décrit ici s’applique aussi bien aux gouttes qu’aux
bulles. À ce titre, la figure 3.10 montre un diagramme comportemental réalisé avec
des bulles et un obstacle de longueur L=300 μm, nous remarquons un accord assez
bon entre expérience et théorie. Les légers écarts pourraient s’expliquer par l’expres-
sion du saut de pression choisie dans le modèle : dans le cas des bulles, un raffinement
consisterait à tenir compte d’une perte de charge supplémentaire de type Brether-
ton, elle-même fonction du nombre capillaire. Pour des bulles, il est intéressant de
remarquer que le très fort contraste de viscosité entre les deux phases ηeff

d � ηc im-
plique pour Δη une valeur proche de −1. De fait, la valeur de C�� (Éq. 3.49) diverge
à l’infini, donnant aux transitions théoriques une allure générale assez abrupte en
comparaison avec les systèmes liquide/liquide.

Enfin, ces différences drastiques dans les dynamiques des ménisques selon le signe
de Δη, déjà entrevues dans la littérature [21], rappellent d’une certaine manière l’in-
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Figure 3.10: Diagramme comportemental établi avec le système air/liquide et un
obstacle de longueur L = 300 μm. Les points colorés correspondent aux expériences
et font référence au code couleur introduit dans la figure 3.4. Les courbes noires cor-
respondent aux transitions théoriques entre les différents régimes de fragmentation.

A B
C

D

fluide 1 , ´ 1 fluide 2 , ´ 2

pA pB

C

D

C

D

´ 1<´ 2´ 1>´ 2

fluide 1 , ´ 1 fluide 2 , ´ 2 fluide 1 , ´ 1 fluide 2 , ´ 2

(a)

(b)

evolution´

Figure 3.11: Schéma explicatif de l’instabilité de Saffman-Taylor.

stabilité de Saffman-Taylor 8 [102]. Celle-ci intervient lorsqu’un fluide de viscosité η1

8. Philip Geoffrey Saffman (1931-2008), mathématicien et physicien britannique, Sir Geoffrey
Ingram Taylor ayant déjà été évoqué dans un chapitre précédent.
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tente de déplacer un fluide de viscosité η2. Nous en rappelons les caractéristiques de
façon qualitative à l’aide de la figure 3.11. Pour ce faire, supposons que l’interface
entre les deux fluides soit initialement légèrement déformée localement 9, et tentons
de prédire qualitativement si cette déformation va croître ou s’atténuer, sans avoir
recours à une analyse calculatoire de stabilité linéaire. Le saut de pression entre les
points A et B induit un écoulement du fluide 1 vers le fluide 2, analysons la décom-
position de ce saut de pression selon les deux chemins (ACB) et (ADB), de même
longueur (Fig. 3.11 (a)). Remarquons que le premier chemin présente une longueur
plus importante dans le fluide 1. D’après la loi de Darcy, cela implique, pour un saut
de pression identique, un écoulement plus rapide selon le chemin opposant le moins
de résistance visqueuse au mouvement. Si η1 > η2, ce chemin est le chemin (ADB),
le point D progresse donc plus vite que le point C, et la perturbation de l’interface
se résorbe d’elle-même : aucune digitation n’apparaît. Si η1 < η2, ce chemin est le
chemin (ACB), le point C creuse d’autant plus l’écart avec le point D, et la dé-
formation de l’interface va cette fois-ci se développer de plus en plus, formant une
digitation caractéristique de l’instabilité de Saffman-Taylor. Nous remarquons ainsi
toute l’importance du signe du contraste de viscosité dans cet exemple.

4.2 Nombre capillaire minimal de fragmentation

D’après la partie précédente, nous pouvons exprimer le nombre capillaire minimal
de fragmentation, noté Ccr. Pour Δη < 0 (Fig. 3.9 (b)), et d’après l’équation 3.67,
celui-ci est atteint lorsque α, ou encore la taille du slug Ld, tend vers 0, Ccr valant
simplement :

Ccr = C�. (3.68)

Dans le cas Δη > 0 (Fig. 3.9 (a)), ce nombre capillaire minimal est atteint au point de
raccordement des différents régimes en α = 1, et vaut donc, d’après l’équation 3.39 :

Ccr =
C�

1 +Δη
. (3.69)

Afin de tester ces prédictions, nous avons expérimentalement construit différents
diagrammes comportementaux en changeant les paramètres géométriques et physico-
chimiques, et avons relevé sur chaque diagramme le plus petit nombre capillaire Ccr

associé à un régime de fragmentation. Afin de s’extraire de l’éventuelle dépendance
de ηeffd avec h, w1 et w2, l’unique paramètre géométrique que nous avons fait varier
est la longueur L de l’obstacle. Le graphe de la figure 3.12 représente la quantité
C�, calculée par la connaissance des paramètres géométriques de la puce choisie
(Éq. 3.30), en fonction du nombre capillaire minimal de fragmentation Ccr. Confor-
mément aux équations 3.68 et 3.69, chaque jeu de données est bien ajusté par une loi
linéaire, dont la pente vaut 1 pour les systèmes de type Δη < 0, et 1+Δη > 1 quand
Δη > 0. Comme attendu, la valeur de Δη mesurée est plus élevée pour l’eau gluco-
sée (de viscosité réelle 7.2 mPa.s) que pour l’eau pure (de viscosité réelle 1 mPa.s).
Ainsi, pour les systèmes de type Δη > 0, cette représentation permet d’obtenir une
mesure directe de ηeffd par la mesure du coefficient directeur tiré de la régression
linéaire effectuée : ceci a le bon goût d’oter la nature libre de ce paramètre.

9. Notons que ceci suppose de vaincre les effets de tension superficielle, ceux-ci intervenant de
façon naturelle dans le seuil du développement de cette instabilité.
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1
03

10
3

cr

Figure 3.12: Évolution de C� avec Ccr pour quatre systèmes fluides différents.
Les systèmes constitués d’azote/hexadécane (losanges) et eau/silicone (carrés vides)
rentrent dans le cas Δη<0, alors que les systèmes constitués d’eau/hexadécane (car-
rés pleins) et eau glucosée/hexadécane (cercles pleins) rentrent dans le cas Δη > 0.

4.3 Cas Δη > 0 : taille de slug optimale

Dans le cas Δη > 0, la non monotonie du seuil de fragmentation en fonction
du rapport Ld/L implique qu’il existe une taille de slug, notée Leff,cr

d , telle que
le nombre capillaire nécessaire pour le fragmenter soit minimal. Cette taille, dite
optimale, est atteinte lorsque α = 1, soit autrement, par la défintion de α donnée
par l’équation 3.30 :

Leff,cr
d =

Lw1

w
. (3.70)

Cette taille caractéristique, dépendant uniquement du confinement du canal et de
l’obstacle, correspond physiquement à un slug dont le volume remplirait exactement
le bras large de l’obstacle. En repassant à la quantité mesurable expérimentalement
Lcr
d , il vient alors, d’après l’équation 3.25 :

Lcr
d =

Lw1

w
+ cw. (3.71)

Nous testons cette relation sur la figure 3.13. Nous remarquons que l’ensemble des
points expérimentaux semblent se superposer selon une unique tendance affine de
pente 1, en conformation avec l’équation 3.25. Il est possible de tirer par l’ajustement
de ces données une ordonnée à l’origine de l’ordre de 115 μm � 0.9w. Ce décalage
n’est pas déraisonnable puisque nous trouvons, comme attendu, une valeur pour c
de l’ordre de l’unité, indépendante du système de fluide considéré.

4.4 Fractions volumiques

Enfin, le modèle présenté dans la partie précédente permet d’avoir accès aux
fractions volumiques des gouttes/bulles filles en sortie de l’obstacle, exprimant un
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Figure 3.13: Comparaison des longueurs Lcr
d et Leff,cr

d = Lw1/w. Chaque type de
symbole correspond à un système fluide donné de type Δη > 0 : eau pure/hexadécane
(carrés), et deux systèmes eau glucosée/hexadécane, pour deux pourcentages en
glucose différents (losanges et ronds). L’asymétrie W = w2/w1 est égale à 0.48 pour
toutes les séries expérimentales présentées. La droite pointillée tracée, de pente égale
à 1, ajuste convenablement l’ensemble des données.

rapport de volume entre le slug fils créé dans chaque bras de l’obstacle et le slug père.
Ces quantités, notées respectivement φ1 et φ2 pour les bras large et fin, sont donc
sans dimension et comprises entre 0 et 1. Dans le but de déterminer leur expression,
l’intégration numérique des équations régissant la dynamique des deux interfaces
dans les bras large et fin permet d’avoir accès à la position finale de l’interface dans
le bras fin X2(T=1). De fait, nous en déduisons de façon approximée les volumes
respectifs des slugs créés dans les bras fin et large :

Ω2 � X2(1)Lhw2 et Ω1 � h(Ldw −X2(1)Lw2). (3.72)

Par suite, nous obtenons les fractions volumiques associées φ1 et φ2 (Fig. 3.14) en
divisant par le volume du slug père Ω � Ldwh :

φ2 =
Ω2

Ω
=

X2(1)W

α
et φ1 =

Ω1

Ω
= 1− φ2. (3.73)

De fait, pour une taille de slug Leff
d donnée, en-dessous d’un certain nombre capil-

laire marquant le seuil de fragmentation et fonction des nombreux paramètres de
l’expérience, nous avons φ2 = 0,φ1 = 1. Au-dessus de ce nombre capillaire, φ2 est
une fonction croissante de C. Les expériences sont en bon accord avec les simulations
(Fig. 3.14). Nous remarquons notamment l’influence de l’asymétrie entre les bras
large et fin de l’obstacle : plus W est grand, plus le nombre capillaire seuil est élevé.
Notons que cela coïncide avec le sens de variation des deux nombres capillaires carac-
téristiques introduits dans ce chapitre, C� et C��, décroissant respectivement comme
(1 − W )/W (Éq. 3.30) et 1/W (Éq. 3.49), tous les autres groupements adimen-
sionnels étant maintenus constants par ailleurs. Remarquons également l’influence
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2

Figure 3.14: Évolution de la fraction volumique φ2 avec le nombre capillaire C :
comparaison entre les expériences (symboles) et les simulations numériques (traits
pleins). Les symboles pleins correspondent au système eau glucosée/hexadécane,
les symboles vides correspondent au système azote/hexadécane. Les ronds corres-
pondent à une asymétrie W = w2/w1 = 0.6, les losanges à une asymétrie W = 0.35.
Toutes les mesures ont été effectuées avec des paramètres Ld et L identiques. Les
paramètres libres valent respectivement : (•) c = 0.9 et Δη = 10, (�) c = 0.8 et
Δη = 10, (◦) c = 0.49 et Δη = −0.97.

des fluides choisis, le système gaz/liquide présentant un nombre capillaire seuil de
fragmentation supérieur à celui du système liquide/liquide. De nouveau, cela rap-
pelle le sens de variation du nombre capillaire de fragmentation minimal, constant
pour Δη<0 (Éq. 3.68), puis décroissant en 1/(1+Δη) pour Δη>0 (Éq. 3.69). Ainsi,
ces résultats sont prometteurs en vue de la conception d’un dispositif microfluidique
permettant de créer, à partir d’une émulsion (resp. mousse) monodisperse, une émul-
sion (resp. mousse) bidisperse dont les tailles des objets sont parfaitement contrôlées
par l’opérateur.

Dans le but d’établir un résultat intéressant en vue du chapitre suivant, nous posons
analytiquement le calcul des fractions volumiques dans le cas simple α ≤ 1. Pour
cela, reconsidérons la forme généralisée de Tp donnée par l’équation 3.53, valable
aussi bien dans les cas Δη > 0 et Δη < 0, puisque Tp est toujours nul au-dessus
du seuil minimal de fragmentation C� dans ce dernier cas. Ainsi, l’intégration de
l’équation 3.28, valable entre T = 0 et T = 1, donne :

X1(1) +WX2(1) = α. (3.74)
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Ensuite, l’intégration de l’équation 3.29, valable uniquement entre T = Tp et T = 1,
donne :

X1(1)− αTp +
Δη

2
(X1

2(1)− α2Tp
2)− FW

�
X2(1) +

Δη

2
X2

2(1)

�
= α

C�
C
(1− Tp).

(3.75)
Les deux précédentes équations constituent un système de deux équations à deux
inconnues : X1(1) et X2(1). Par substitution, nous pouvons montrer que X2(1) est
solution de l’équation du second degré suivante :

Δη(F −W )

2
X2

2(1)+(1+F+αΔη)X2(1)+
α(Tp − 1)

W

�
1− C�

C
+

αΔη

2
(Tp + 1)

�
= 0.

(3.76)
Remarquons que dans le cas Δη > 0, le fait de prendre Tp = 1 conduit automatique-
ment à l’unique solution physique X2(1) = 0, l’autre solution étant négative. Nous
retrouvons ici la condition de fragmentation dans ce cas, en imposant que l’invasion
du bras fin s’effectue avant que l’arrière du slug ne vienne impacter l’obstacle. Il en
va de même, dans le cas Δη < 0, en prenant pour le nombre capillaire la valeur seuil
déterminée à l’équation 3.67. En revenant au cas général, le discriminant de cette
équation est toujours positif 10. L’unique solution positive 11 s’écrit alors :

X2(1) =
1 + F + αΔη

Δη(F −W )
(
√
1 +K − 1), (3.77)

avec :

K =
2αΔη(F −W )(1− Tp)

W (1 + F + αΔη)2

�
1− C�

C
+

αΔη

2
(Tp + 1)

�
. (3.78)

Nous en déduisons φ2 par l’équation 3.73 :

φ2 =
W (1 + F + αΔη)

αΔη(F −W )
(
√
1 +K − 1), (3.79)

et enfin φ1 = 1 − φ2, par conservation du volume. La figure 3.15 représente l’évo-
lution prédite de φ2 en fonction du nombre capillaire C, pour un jeu de paramètres
adimensionnés typiques. Comme attendu, φ2 est nul tant que le seuil de fragmen-
tation donné par l’équation 3.39 n’a pas encore été franchi. Au-delà, φ2 croît avec
le nombre capillaire, et semble atteindre une valeur asymptotique. En reprenant le
résultat obtenu plus haut, cette valeur vaut :

φ2 =
W (1 + F + αΔη)

αΔη(F −W )

��
1 +

2αΔη(F −W )

W (1 + F + αΔη)2

�
1 +

αΔη

2

�
− 1

�
. (3.80)

Cette valeur asymptotique dépend des paramètres géométriques et physico-chimiques
du problème. En supposant maintenant que l’obstacle est très long devant les autres

10. Il est possible de montrer que les coefficients des termes quadratique et linéaire sont positifs,
alors que le coefficient constant est forcément négatif, dès lors que le seuil de fragmentation est
franchi. Cela impose en effet un discriminant positif.

11. Cette solution est unique puisque le signe des coefficients quadratique et constant de l’équa-
tion du second degré sont respectivement positif et négatif, imposant que le produit des racines de
l’équation soit également négatif, les deux racines sont donc de signes différents.
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Á
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Figure 3.15: Évolution prédite de la fraction volumique φ2 avec le nombre capillaire
C, pour W = 0.5, F = 3, α = 0.5, Δη = 1, Z = 10−3.

dimensions du système, l’hypothèse α � 1 permet d’effectuer un développement de
la racine carrée dans l’équation précédente :

φ2 �
W (1 + F )

αΔη(F −W )

�
1 +

1

2

2αΔη(F −W )

W (1 + F )2
− 1

�
, (3.81)

φ2 �
1

1 + F
, (3.82)

et de plus :

φ1 = 1− φ2 �
F

1 + F
. (3.83)

En reconsidérant le cas trivial d’un obstacle centré (F=1), nous obtenons immé-
diatement φ1 = φ2 = 1/2 : les conditions de symétrie sont bien respectées par les
expressions des fractions volumiques. Ainsi, dans le cas d’un obstacle suffisamment
long, les fractions volumiques ne dépendent plus que des paramètres géométriques 12,
et leur rapport vaut simplement :

φ1

φ2

= F =
f2/w2

f1/w1

, (3.84)

identique au rapport des résistances hydrodynamiques de chaque bras de l’obstacle
en l’absence de slug à l’intérieur (Éq. 3.12). Ce résultat intéressant est intuité dans
un travail pionnier de fragmentation en microfluidique [18], mais dans une géomé-
trie quelque peu différente constituée d’une boucle asymétrique, et en présence de
plusieurs slugs dans chaque bras de la boucle. Le fait que les fractions volumiques
ne dépendent alors que des résistances hydrodynamiques « à vide », c’est-à-dire sans
slug à l’intérieur, peut paraître intrigant, puisque la présence de slugs dans les deux
bras de la boucle altère leur résistance hydrodynamique. Afin de concilier ces dif-
férentes approches, l’interprétation physique de ce résultat est prolongée dans le
chapitre suivant.

12. Nous pouvons remarquer que l’hypothèse d’obstacle long suffit à obtenir le résultat des équa-
tions 3.82 et 3.83, sans condition particulière sur le nombre capillaire. En effet, la condition C�C�
est naturellement satisfaite par le fait que C� ∝ 1/L (Éq. 3.27, Éq. 3.30).
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5 Conclusion et perspectives

En dépit de l’apparente complexité de ce problème régi par dix paramètres, nous
avons ici développé un modèle théorique permettant de décrire la dynamique de
fragmentation d’objets déformables en fontion des sept groupements adimension-
nels pertinents du problème (Éq. 3.27). Bien que ce modèle s’appuie sur de fortes
hypothèses et tient compte d’un nombre minimal d’ingrédients physiques simples,
celui-ci permet de retrouver l’allure des diagrammes comportementaux obtenus ex-
périmentalement illustrant les zones d’existence des quatre différents régimes hydro-
dynamiques observés (Fig. 3.9), à l’aide de deux paramètres ajustables seulement :
ηeffd et c. Ce travail met en lumière le rôle crucial joué par le contraste de viscosité
Δη, dont le signe pilote le sens de variation de la courbe du seuil de fragmenta-
tion, cette dernière étant monotonique lorsque Δη < 0, et non monotonique lorsque
Δη > 0. Dans ce dernier cas, nous avons également montré l’existence d’une taille
critique de slug Lcr

d pour laquelle le nombre capillaire nécessaire pour le fragmenter
est minimal. Enfin, la prédiction théorique des fractions volumiques offre la pos-
sibilité de contrôler avec précision la distribution de taille de l’émulsion (ou de la
mousse) bidisperse formée en sortie de l’obstacle.

injection d’air

mur elastique

t

(a)

(b) (c)

´

Figure 3.16: (a) Dynamique de fragmentation d’un slug sur un « trident », constitué
de deux obstacles linéaires parallèles. (b) Module de tri des gouttes filles créées en
sortie de l’obstacle. (c) Canal d’injection d’air permettant de jouer sur les paramètres
géométriques de l’obstacle via l’élasticité du PDMS.

En guise de prolongement, nous pourrions imaginer de choisir des géométries plus
complexes, en plaçant par exemple plusieurs obstacles rectangulaires de longueurs
identiques et parallèles entre eux au sein du micro-canal (Fig. 3.16 (a)). En repre-
nant les mêmes arguments que ceux développés dans le cas d’un obstacle unique,
ce système microfluidique devrait permettre d’accroître le degré de complexité de
l’émulsion (ou de la mousse) ainsi créée. Le modèle développé devrait également
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pouvoir être étendu à un obstacle linéaire légèrement incliné, ou un obstacle non
linéaire de section lentement variable spatialement, en utilisant dans les équations
dynamiques l’approximation de lubrification de l’écoulement dans les deux bras de
l’obstacle.

Dans le but de trier les objets créés dans chacun des bras de l’obstacle, la figure 3.16
(b) montre un canal constitué de deux sorties distinctes permettant d’aiguiller les
objets selon leur taille et leur provenance.

Enfin, afin de contrôler activement le mécanisme de fragmentation sans faire varier
les débits des pousse-seringues, il est également possible de rajouter au voisinage
du canal contenant l’obstacle un second canal faisant office de chambre à air pres-
surisé (Fig. 3.16 (c)). La pression d’air permet de déformer légèrement le PDMS
élastique [103] et ainsi modifier les longueurs, h, w2 et/ou w1, ceci permettant de
transiter instantanément d’un régime de fragmentation à un autre.

Ce travail ayant fait l’objet d’une publication [98], celle-ci est reportée en fin de
manuscrit (Publication A).
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Chapitre 4

Fragmentation d’objets déformables
sur des boucles et obstacles « longs »

Dans la continuité du chapitre précédent décrivant la fragmentation de slugs isolés
sur un micro-obstacle linéaire, nous utilisons à présent des boucles et obstacles très
longs devant la distance entre slugs. Nous montrons qu’il devient raisonnable de
négliger les fluctuations dans le processus de fragmentation et d’établir un modèle
très simple de type « champ moyen ». Selon ce modèle, le rapport des volumes
des slugs fils est égal au rapport des résistances hydrodynamiques des deux bras du
dispositif sans slug à l’intérieur. Cette approche se révèle en accord avec l’expérience
et constitue une démonstration théorique d’un résultat en apparence contre-intuitif.
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1 Expériences

1.1 Géométries exploitées

L1

w1w2

F=1

¤=1

L1=L2

w1>w2

F>1

L2L1

w2w1

¸1

¸2

L
1

d

L
2

d

v1 v2

bras 2bras 1

¤=1

F>1 (a)

(b)

Figure 4.1: Description de la géométrie constituée d’un obstacle linéaire long. (a)
Image expérimentale (vue de dessus), la largeur principale du canal w=130 μm
faisant office d’échelle. La flèche descendante indique le sens de l’écoulement. (b)
Représentation schématique (vue en perspective) définissant les paramètres géomé-
triques de l’obstacle.

Nous avons vu au chapitre précédent que la résistance hydrodynamique d’un
canal dans lequel s’écoule un fluide newtonien dépend notamment de sa largeur,
mais également de la longueur sur laquelle se produit l’écoulement. Afin de pouvoir
différencier les contributions des rapports d’aspect longitudinal et transversal sur
l’asymétrie de résistance hydrodynamique entre les deux bras de l’obstacle, nous
utilisons dans ce chapitre deux géométries distinctes, un obstacle linéaire long et
une boucle asymétrique longue. Les largeurs et longueurs des deux bras de l’obstacle
sont respectivement notées wi et Li, avec i=1, 2 (voir Fig. 4.1 et Fig. 4.2). Alors que
les largeurs wi appartiennent aux mêmes gammes que celles du chapitre précédent,
les longueurs Li ont été choisies dans l’intervalle 700−15000 μm. Notons maintenant
qu’à l’inverse du chapitre précédent, l’interdistance λ séparant deux slugs consécutifs
est petite devant les longueurs Li caractérisant les boucles et obstacles longs. De fait,
chaque bras de l’obstacle peut compter la présence de plusieurs slugs lorsqu’un slug
arrive à l’aplomb de l’obstacle. La hauteur, notée h, est identique dans les deux
bras et vaut de nouveau 45 μm. Par convention, nous choisissons les paramètres
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géométriques de telle sorte que w2 ≤ w1, L2 ≥ L1. Ainsi, le bras 2 est toujours celui
possédant la plus grande résistance hydrodynamique, quelle que soit la géométrie
considérée. En définissant Λ = L2/L1, le rapport des résistances hydrodynamiques
entre les bras 2 et 1 en l’absence de slug vaut simplement FΛ≥1, où la quantité
adimensionnée F = f2/Wf1 a été définie dans un chapitre précédent. Rappelons que
F ne dépend que des largeurs wi et de la hauteur commune h des deux bras. Dans
chaque géométrie décrite plus bas, la brisure de symétrie provient successivement
d’une différence de largeur pour l’obstacle linéaire long, puis d’une différence de
longueur pour la boucle asymétrique longue.

F=1

L2>L1

¤>1

w1=w2

L2

L1

w1w2

bras 1

bras 2

F=1
¤>1

(a)

(b)

Figure 4.2: Description de la géométrie constituée d’une boucle asymétrique longue.
(a) Image expérimentale (vue de dessus), la largeur principale du canal w=130 μm
faisant office d’échelle. La flèche descendante indique le sens de l’écoulement. (b)
Représentation schématique (vue en perspective) définissant les paramètres géomé-
triques de la boucle.

1.1.1 Obstacle linéaire long

La géométrie de l’obstacle linéaire long (Fig. 4.1) est caractérisée par l’égalité
L1=L2, soit Λ=1. Comme dans le chapitre précédent, l’inégalité w2 ≤ w1 engendre
une résistance hydrodynamique plus grande dans le bras fin de l’obstacle : F ≥ 1.
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1.1.2 Boucle asymétrique longue

La géométrie de la boucle asymétrique longue (Fig. 4.2) vérifie l’égalité w1 = w2,
soit W=1, et par suite F=1. L’inégalité L2 ≥ L1 engendre une résistance hydrody-
namique plus grande dans le bras le plus long de la boucle.

1.2 Fractions volumiques des slugs fils : comparaison des ré-
sultats entre obstacle court et long

Nous dressons dans cette partie les différences de comportement dans l’évolution
de la fraction volumique φ2 avec les différents paramètres du système, en mettant en
comparaison les cas d’un obstacle linéaire court et long. Rappelons que φ2 = Ω2/Ω,
où Ω2 et Ω correspondent respectivement aux volumes du slug fils créé dans le bras
2 et du slug père.

1.2.1 Influence de C et Δη

(b)(a)

Figure 4.3: Influence de C et Δη sur la fraction volumique φ2 : résultats ob-
tenus pour la géométrie constituée d’un obstacle court, L=300 μm (a), et long,
L=700−15000 μm (b). Chaque série de symboles est associé à un système fluide
donné : eau pure/hexadécane (cercles vides), eau glucosée/hexadécane, pour deux
pourcentages différents en glucose (carrés pleins et triangles pleins). Les courbes du
graphe (a) proviennent des simulations numériques basées sur le modèle présenté
au chapitre précédent, avec pour paramètres ajustables c = 0.5 et Δη = 3; 5; 10, les
valeurs étant triées par viscosité de phase dispersée croissante.

La figure 4.3 propose une analyse comparative des deux géométries en illustrant
l’influence du nombre capillaire C et du contraste de viscosité Δη sur la fraction
volumique φ2 associée au slug créé dans le bras fin de l’obstacle. Dans le cas de
l’obstacle court, une fois que le seuil de fragmentation a été franchi, φ2 est une fonc-
tion croissante de C. Par ailleurs, pour un nombre capillaire donné, φ2 croît avec
Δη. Les expériences montrent également que le nombre capillaire critique de frag-
mentation décroît avec le contraste de viscosité. Ce résultat indique que pour une
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phase continue donnée et un système fluide vérifiant la condition Δη > 0, le nombre
capillaire minimal pour fragmenter un slug contre un micro-obstacle rectangulaire
est d’autant plus petit que la viscosité du slug est grande. Ce comportement est
surprenant dans le sens où il diffère de ce qui est observé lors de la fragmentation
d’une goutte isolée dans un écoulement non confiné [17, 77]. Ceci montre à nouveau
la forte influence du confinement sur le processus de fragmentation de gouttes [104].

Dans le cas d’un obstacle long, pour un système fluide, des paramètres géométriques
(F=2.5) et une taille de slug Ld=230± 30 μm donnés, les expériences montrent que
φ2 ne dépend plus 1 de C. Par ailleurs, nous remarquons que les différentes séries de
symboles semblent se superposer, montrant que φ2 ne dépend plus du contraste de
viscosité entre les deux phases, contrairement au cas de l’obstacle court.

1.2.2 Influence de C et Ld

(a) (b)

Figure 4.4: Influence de C et Ld sur la fraction volumique φ2 : résultats ob-
tenus pour la géométrie constituée d’un obstacle court, L=300 μm (a), et long,
L=700−15000 μm (b). Le système fluide choisi est constitué d’eau glucosée (vis-
cosité ηd = 7.2 mPa.s)/hexadécane. Les courbes du graphe (a) proviennent des
simulations numériques basées sur le modèle présenté au chapitre précédent, avec
pour paramètres ajustables c = 0.5 et Δη = 10.

La figure 4.4 compare à présent les résultats obtenus avec les deux géométries en
faisant varier C et Ld. Dans le cas de l’obstacle court (Fig. 4.4 (a)), il est intéressant
de noter un bon accord entre les expériences et les simulations, aussi bien pour
Ld < Lcr

d (ronds vides) que pour Ld > Lcr
d (ronds pleins), avec Lcr

d la taille de slug
critique discutée dans le chapitre précédent. Dans le cas de l’obstacle long (Fig. 4.4
(b)), et pour une géométrie donnée (F=2.5), nous remarquons que φ2 semble ne
plus dépendre de Ld, contrairement à l’obstacle court, et φ2 � 0.25.

1. Ceci est d’ailleurs en cohérence avec le chapitre précédent : dans le cas d’un obstacle très long,
la condition α ≤ 1 est facilement réalisée, et nous avons analytiquement montré que φ2 tendait
vers une limite indépendante du nombre capillaire C, ceci se justifiant notamment par le fait que
le nombre capillaire caractéristique C� décroît avec la longueur L de l’obstacle : C� ∝ 1/L.
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1.2.3 Influence de C et F

(a) (b)

gouttes bulles

Figure 4.5: Influence de C et F sur la fraction volumique φ2 : résultats obte-
nus pour la géométrie constituée d’un obstacle court, L=300 μm (a), et long,
L=700−15000 μm (b). Chaque série de symboles correspond à un système fluide
donné : (a) azote/hexadécane (cercles vides), eau glucosée/hexadécane (losanges
pleins et cercles pleins) ; (b) eau pure/hexadécane (cercles vides), eau gluco-
sée/hexadécane, pour deux pourcentages différents en glucose (carrés pleins et tri-
angles pleins). les valeurs prises par le paramètre F sont spécifiées sur chaque graphe.
Les courbes du graphe (a) proviennent des simulations numériques basées sur le mo-
dèle présenté au chapitre précédent, avec pour paramètres ajustables : c = 0.49 et
Δη = −0.97 (azote/hexadécane), c = 0.8 et Δη = 10 (eau glucosée/hexadécane,
losanges pleins), c = 0.9 et Δη = 10 (eau glucosée/hexadécane, cercles pleins).

Enfin, nous testons l’influence de l’asymétrie de l’obstacle en jouant sur le pa-
ramètre F , et comparons sur la figure 4.5 les résultats obtenus pour un obstacle
court et un obstacle long. Bien que φ2 dépende de C dans un cas et pas dans l’autre,
les expériences montrent que φ2 est une fonction décroissante de F dans les deux
cas. Dans le cas du bras long, la fraction volumique dans le bras fin varie approxi-
mativement de 0.5 à 0.1 lorsque F varie de 1 à 6. Dans ce qui suit, nous étudions
de façon systématique l’évolution de φ2 avec l’asymétrie du dispositif, boucle ou
obstacle long.

1.3 Évolution des fractions volumiques avec l’asymétrie du
dispositif

Pour résumer les différents résultats expérimentaux obtenus jusqu’à présent avec
un obstacle long, la fraction volumique φ2 ne dépend plus des paramètres physico-
chimiques et hydrodynamiques du problème, mais seulement de la géométrie. Ce
constat marque une différence importante avec les résultats obtenus dans le cadre
de la fragmentation d’un slug isolé sur un obstacle court. Par ailleurs, plus le rap-
port entre les résistances hydrodynamiques à vide des deux bras est important, plus
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φ2 est petite. Nous nous sommes expérimentalement assurés que ce fait se véri-
fiait également avec la géométrie constituée d’une boucle asymétrique, pour laquelle
l’asymétrie des résistances hydrodynamiques provient du rapport d’aspect Λ entre
les deux bras de la boucle. De fait, nous généralisons sur la figure 4.6 les résultats

Figure 4.6: Évolution des fractions volumiques φ1 et φ2 ≤ φ1 avec le produit FΛ.
Les symboles noirs et gris correspondent respectivement aux géométries constituées
d’un long obstacle et d’une longue boucle. Chaque type de symbole est associé à
un système fluide donné : cercles pleins (eau pure/huile silicone), cercles vides (eau
pure/hexadécane), carrés pleins et triangles pleins (eau glucosée/hexadécane, deux
pourcentages différents en glucose).

obtenus pour une boucle asymétrique et un obstacle linéaire longs en traçant les
fractions volumiques φ1 et φ2 en fonction du produit FΛ, correspondant au rapport
des résistances hydrodynamiques à vide des deux bras du dispositif. La superposi-
tion globale des différents jeux de données autour d’une même tendance, pour φ1 et
φ2, semble indiquer que FΛ correspond bien au nouveau paramètre pertinent dans
ce problème. Ce constat est la preuve expérimentale d’un résultat avancé dans la
littérature [18].

Nous tentons par la suite d’analyser nos résultats par une approximation de type
champ moyen.

2 Un modèle de type « champ moyen »

Le fait de travailler avec des boucles et obstacles suffisamment longs engendre une
conséquence importante : les fluctuations des différences de pression entre l’amont
et l’aval du dispositif, résultant de l’entrée ou de la sortie d’un slug, deviennent très
petites devant leurs valeurs moyennes. Selon cette approche, nous pouvons donc
négliger les fluctuations temporelles dans ce système. Dans l’approximation où les
sauts de pression sont constants dans le temps, les débits le sont aussi, et il devient
alors très simple de déterminer les fractions volumiques des slugs créés dans l’obs-
tacle ou dans la boucle, ainsi que les nombres de slugs présents dans chaque bras.
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Figure 4.7: Approximation de champ moyen : schéma définissant les notations des
grandeurs utilisées. Dans cette approximation, les slugs seront supposés parallélé-
pipédiques. La géométrie prise pour exemple sur ce schéma correspond à celle de
l’obstacle linéaire long : w2 ≤ w1, L1 = L2, mais les notations restent bien entendu
les mêmes dans le cas de la boucle asymétrique longue.

Remarquons que cette approximation de champ moyen a également été utilisée pour
décrire des dynamiques de répartition de gouttelettes dans des jonctions microflui-
diques [89, 90]. Les notations des grandeurs moyennées dans le temps et utilisées
dans la suite sont précisées sur la figure 4.7. Déroulons ci-dessous les relations entre
ces différentes grandeurs.

– Tout d’abord, la conservation du débit s’écrit simplement :

vw = v1w1 + v2w2. (4.1)

– L’égalité des sauts de pression de part et d’autre de l’obstacle, ou de la boucle,
peut s’écrire 2 :

f1v1(η
eff
d n1L

1
d + ηc(L1 − n1L

1
d)) = f2v2(η

eff
d n2L

2
d + ηc(L2 − n2L

2
d)), (4.2)

où n1 et n2 désignent le nombre de slugs dans les bras respectifs 1 et 2. Nous
ne tenons pas compte des sauts de pression capillaires puisque ceux-ci se com-
pensent deux à deux, du fait des signes opposés des courbures convexe/concave
d’un slug. Nous supposons également que l’éventuel saut de pression capillaire
résiduel du slug rentrant dans (ou sortant de) la boucle ou l’obstacle reste très
petit devant le saut de pression visqueux.

2. Notons que le saut de pression dans le bras i peut s’écrire, lorsque ce dernier contient ni slugs

de longueur Li
d, Δpi = ηcfiqi(Li + niL

i
g)/wih

3, avec Li
g = ΔηLi

d une longueur résistive. Ainsi, la
présence d’un slug dans le bras i modifie la résistance hydrodynamique d’une quantité discrète
proportionnelle à Li

g. Physiquement, tout se passe comme si la longueur effective du bras i était
plus grande (si Δη > 0) ou plus petite (si Δη < 0) que Li en présence de slug. Dans le premier
cas Δη > 0, ce type de comportement est également prédit et vérifié expérimentalement pour le
transport de gouttes sphériques dans des canaux microfluidiques aux bas nombres capillaires et
bas nombres de Reynolds [87], bien que le raisonnement soit légèrement différent de celui adopté
ici. De façon plus surprenante, la prédiction d’une longueur effective inférieure à Li dans le cas
Δη < 0 demanderait de plus amples vérifications expérimentales.
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– Nous définissons le temps de fragmentation comme la durée pendant laquelle
le slug arrivant sur le dispositif (obstacle ou boucle) est en contact avec celui-ci
avant de se fragmenter. Ce temps peut s’écrire indifféremment 3 :

Leff
d

v
=

L1
d

v1
=

L2
d

v2
, (4.4)

avec Leff
d la longueur effective d’un slug introduite dans le chapitre précédent.

– La durée entre deux processus de fragmentation successifs peut s’écrire indif-
féremment :

λ− Leff
d

v
=

λ1 − L1
d

v1
=

λ2 − L2
d

v2
. (4.5)

– L’équidistance des slugs dans les deux bras permet d’écrire :

n1 =
L1

λ1

et n2 =
L2

λ2

, (4.6)

en faisant abstraction du caractère entier de n1 et n2. Cette approximation est
d’autant plus valable que le nombre de slugs dans chaque bras est grand.

– En supposant, à nouveau dans un souci de simplicité, que les slugs prennent
une forme grossièrement parallélépipédique (voir Fig. 4.7), les fractions volu-
miques s’expriment comme :

φ1 =
L1
dw1

Leff
d w

et φ2 =
L2
dw2

Leff
d w

. (4.7)

Les observables expérimentales auxquelles nous nous intéressons sont les fractions
volumiques φi et les nombres de slugs ni dans chaque bras. Cherchons à les exprimer
uniquement en fonction des paramètres du problème. L’équation 4.2 peut se réécrire
à l’aide des relations 4.6 :

v1

�
1 +Δη

L1
d

λ1

�
= FWΛv2

�
1 +Δη

L2
d

λ2

�
. (4.8)

Or, la simplification et la division des équations 4.4 et 4.5 permettent de montrer
que :

L1
d

λ1

=
L2
d

λ2

=
Leff
d

λ
, (4.9)

de laquelle nous déduisons pour l’équation 4.8 :

v1 = FWΛv2. (4.10)

En injectant cette relation dans l’équation 4.4, et à l’aide des relations 4.7, nous
obtenons :

L1
d

L2
d

=
Wφ1

φ2

=
v1
v2

= FWΛ, (4.11)

3. La combinaison des équations 4.1 et 4.4 permet évidemment de retrouver la conservation du
volume du slug :

Leff
d w = L1

dw1 + L2

dw2. (4.3)
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Figure 4.8: Évolution prédite des fractions volumiques φ1 et φ2=1− φ1 avec FΛ.

soit :
φ1 = FΛφ2. (4.12)

La conservation du volume (Éq. 4.3), s’exprimant simplement φ1 + φ2 = 1, conduit
au résultat final :

φ1 =
FΛ

1 + FΛ
et φ2 =

1

1 + FΛ
. (4.13)

Ces prédictions sont illustrées sur la figure 4.8. En cas de parfaite symétrie, la
condition FΛ=1 implique, comme attendu, les valeurs triviales φ1 = φ2 = 1/2. En
revanche, dès qu’une brisure de symétrie est introduite, aussi bien sur les largeurs
(F > 1) que sur les longueurs (Λ > 1) des bras, φ1 croît et φ2 décroît, comme obtenu
expérimentalement. L’allure des évolutions prédites est compatible avec les obser-
vations expérimentales (Fig. 4.6) ; une comparaison quantitative est réalisée dans le
prochain paragraphe. Pour aboutir aux expressions de n1 et n2, les équations 4.6
et 4.9 fournissent les résultats intermédiaires :

n1 =
L1

λ

Leff
d

L1
d

et n2 =
L2

λ

Leff
d

L2
d

. (4.14)

En insérant l’expression des fractions volumiques (Éq. 4.7) obtenues par les rela-
tions 4.13, il vient alors :

n1 =
L1

λ

w1(1 + FΛ)

wFΛ
et n2 =

L2

λ

w2(1 + FΛ)

w
. (4.15)

De nouveau, remarquons que lorsque FΛ=1, la symétrie du dispositif implique di-
rectement n1=n2. En conséquence, ce modèle très simple prédit que les fractions vo-
lumiques et nombres de slugs fils dépendent seulement de la géométrie de l’obstacle
ou de la boucle, indépendamment des paramètres physico-chimiques et hydrodyna-
miques du problème. De façon plus surprenante encore, nous retrouvons les résultats
du chapitre précédent obtenus pour la fragmentation d’un objet isolé sur un obstacle
long. le rapport des fractions volumiques vaut :

φ1

φ2

= FΛ, (4.16)
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Figure 4.9: Le processus de fragmentation au niveau de la jonction en T engendre
la création de deux nouveaux slugs dans les bras de la jonction. La résistance hydro-
dynamique du bras 1 (resp. 2) est principalement donnée par la première partie du
canal de plus fort confinement, de longueur �1 (resp. �2) (a). Le rapport des volumes
des slugs créés est égal au rapport �2/�1 des longueurs entre les deux bras, valant
respectivement 1 (b), 5 (c) et 8 (d). Figure tirée de [18].

égal au rapport des résistances hydrodynamiques des deux bras « à vide », c’est-
à-dire en l’absence de slug à l’intérieur. Ce résultat, frappant au premier abord,
apporte une explication théorique aux résultats expérimentaux trouvés dans la lit-
térature [18], dans le cas d’une jonction en T (Fig. 4.9). Cette dernière étant conçue
de telle sorte que F = 1 (les deux bras ont des sections identiques), le rapport des
fractions volumiques vaut directement Λ, en excellent accord avec les résultats issus
de cet article.

Enfin, le rapport des nombres de slugs présents dans chaque bras vaut :

n2

n1

= FWΛ2. (4.17)

Alors que W≤1 et F≥1, il est possible de montrer que le produit FW vérifie toujours
FW≥1. Comme Λ≥1 par définition, il y a toujours plus de slugs dans le bras de
grande résistance hydrodynamique. La forte dépendance en Λ2 peut s’interpréter
comme le cumul de deux effets allant dans le même sens : d’une part, les slugs dans le
bras de faible résistance hydrodynamique sont plus petits, d’après les relations 4.13,
il est donc possible d’en mettre plus dans ce bras-là. D’autre part, ce bras étant
d’autant plus long que Λ est grand, il est possible d’en mettre encore davantage, le
procédé de remplissage est donc magnifié, d’où la variation quadratique en Λ2.

3 Comparaison avec l’expérience

3.1 Fractions volumiques des slugs créés

En préambule, notons que les résultats présentés sur les figures 4.3 (b) et 4.4
(b) semblent en bon accord avec l’approximation de champ moyen : avec Λ=1 et
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F=2.5, le modèle prédit φ2 � 0.28, en bon accord avec les droites horizontales
tracées en pointillés. De façon plus systématique, et en lien avec les relations 4.13,
reconsidérons les résultats de la figure 4.6 en traçant cette fois-ci (1 + FΛ)φi en
fonction de FΛ, pour i = 1, 2, et dans les deux géométries présentées au début
de ce chapitre (Fig. 4.10). L’accord entre le modèle de type champ moyen et les
expériences est plutôt satisfaisant, compte tenu des fortes approximations faites.

Figure 4.10: Fractions volumiques des slugs créés dans les deux bras de l’obstacle,
ou de la boucle : comparaison expérience/théorie (Éq. 4.13). Nous représentons les
quantités (1 + FΛ)φ1,2 en fonction de FΛ de sorte à reconnaître les tendances,
respectivement linéaire et constante, prédites par les relations 4.13. La couleur et la
forme des symboles se réfèrent aux mêmes conventions que la figure 4.6.

3.2 Nombres de slugs générés

Nous mesurons également le nombre moyen de slugs présents dans chaque bras
du dispositif (obstacle ou boucle). Nous remarquons à nouveau que les résultats
obtenus sont en excellent accord avec les prédictions tirées de l’approximation de
champ moyen (Fig. 4.11).

4 Conditions de validité de l’approche « champ moyen »

Nous devons maintenant déterminer sous quelles conditions ce modèle simple
peut s’appliquer. Tout d’abord, les relations 4.6 ne sont valables que lorsque ni � 1,
avec i = 1, 2. Cette condition peut se réexprimer à l’aide des relations 4.15 comme :

λ � min(λ(1)
c ,λ(2)

c ), (4.18)

avec :

λ(1)
c = L1

w1(1 + FΛ)

wFΛ
et λ(2)

c = L2
w2(1 + FΛ)

w
. (4.19)
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Figure 4.11: Nombres de slugs présents dans les deux bras de l’obstacle, ou de la
boucle : comparaison entre expérience et théorie (Éq. 4.15). La couleur et la forme
des symboles se réfèrent aux mêmes conventions que la figure 4.6.

Analysons maintenant dans quelle mesure nous pouvons négliger les fluctuations
temporelles des sauts de pression devant les valeurs moyennes. Dans le cas général,
le saut de pression Δpi(t) dans le bras i peut s’écrire :

Δpi(t) =
ηcfivi
h2

(Li +ΔηLs
i (t)) + 2γεi(t)

�
1

wi

+
1

h

�
, (4.20)

cette forme tenant compte à présent du saut de pression capillaire. Dans cette ex-
pression, Ls

i (t) désigne, à l’instant t, la longueur totale occupée par les slugs dans le
bras i. La quantité εi(t) peut prendre trois valeurs : 1, 0 ou −1 selon que la différence
entre le nombre d’interfaces avant et arrière des slugs dans le bras i vale respecti-
vement 1 (un slug est en train de rentrer, aucun slug ne sort), 0 (aucun slug ne
rentre ni ne sort, ou deux slugs sont respectivement en train de rentrer et de sortir
simultanément) ou −1 (un slug est en train de sortir, aucun slug ne rentre). Puisque
Li et λi ne sont pas commensurables dans le cas général, nous pouvons écrire Ls

i (t)
sous la forme :

Ls
i (t) = NiL

i
d + �i(t), (4.21)

avec Ni = floor(Li/λi), et �i(t) une longueur nécessairement plus petite que Li
d. Ni

correspond au nombre minimal de slugs pouvant entièrement tenir dans le bras i,
�i(t) correspondant à la longueur supplémentaire due aux slugs en train de rentrer ou
de sortir du bras i à l’instant t. Dans le cas λi � Li, nous pouvons écrire Ni � Li/λi,
le saut de pression Δpi(t) peut alors, à l’aide de l’équation 4.9, se mettre sous la
forme :

Δpi(t) =
ηcfiviLi

h2

��
1 +Δη

Leff
d

λ

�
+Δη

�i(t)

Li

+ εi(t)
2v

Cvi
Zi

�
1 +

wi

h

��
, (4.22)
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avec Zi = (fiwiLih
−2)−1. Ainsi, nous pouvons nous ramener à l’approximation de

champ moyen sous les conditions suivantes :

|Δη|
Li
d

Li

� 1 +Δη
Leff
d

λ
, (4.23)

2v

Cvi
Zi

�
1 +

wi

h

�
� 1 +Δη

Leff
d

λ
. (4.24)

La condition 4.23 traduit le fait que la longueur résistive d’un slug est très petite
devant la longueur résistive du bras entier. La condition 4.24 exprime le fait que la
contribution capillaire du saut de pression est négligeable devant la perte de charge
visqueuse du bras entier. Ces conditions impliquent des restrictions sur la distance
λ entre deux slugs consécutifs, ainsi que sur le nombre capillaire C. Distinguons plus
bas les cas Δη ≥ 0 et Δη < 0.

4.1 Cas Δη ≥ 0

Dans le cas Δη ≥ 0, la condition 4.23 peut se réécrire à l’aide des relations 4.14
comme :

Δη
Leff
d

λni

� 1 +Δη
Leff
d

λ
, (4.25)

ni �
ΔηLeff

d /λ

1 +ΔηLeff
d /λ

. (4.26)

Ce critère est moins restrictif que la condition ni � 1. De fait la condition 4.23
est satisfaite dès l’instant que la condition 4.18 l’est. La condition 4.24 se réécrit, à
l’aide des équations 4.4 et 4.5 comme :

C � 2λZi

�
1 + wi

h

�

λi

�
1 +Δη

Leff
d

λ

� . (4.27)

À l’aide des résultats précédents et de la condition W ≤ 1, il est possible de montrer
que le terme à droite de l’inégalité précédente est plus petit pour le bras 1 que pour
le bras 2. En gardant donc la condition la plus stricte, il vient :

C � 2λZ1

�
1 + w1

h

�

λ1

�
1 +Δη

Leff
d

λ

� =
2n1λZ1

�
1 + w1

h

�

L1

�
1 +Δη

Leff
d

λ

� , (4.28)

C � 2
w1

w
Z1

�
1 +

w1

h

� 1 + FΛ

FΛ

1

1 +ΔηLeff
d /λ

. (4.29)

Ce dernier critère admet les limites asymptotiques suivantes, quand λ � ΔηLeff
d :

C � 2
w1

w
Z1

�
1 +

w1

h

� 1 + FΛ

FΛ
, (4.30)

et dans la limite inverse λ � ΔηLeff
d :

C � 2
w1

w
Z1

�
1 +

w1

h

� 1 + FΛ

FΛ

λ

ΔηLeff
d

. (4.31)

Pour résumer ce premier cas Δη ≥ 0, l’approximation de champ moyen est valable
si λ et C satisfont les équations 4.18 et 4.29.
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4.2 Cas Δη < 0

Dans le cas Δη < 0, la condition 4.23 devient :

−Δη
Li
d

Li

� 1 +Δη
Leff
d

λ
, (4.32)

Or, d’après les relations 4.6, 4.9, 4.15 et 4.19 :

Li
d

Li

=
Li
d

Leff
d

Leff
d

Li

=
λi

λ

Leff
d

Li

=
Leff
d

niλ
=

Leff
d

λ
(i)
c

. (4.33)

Puisque l’équation 4.18 impose λ � min(λ
(1)
c ,λ

(2)
c ), le terme de gauche de la condi-

tion 4.32 devient négligeable devant le second terme de droite, et cette condition est
finalement satisfaite lorsque :

λ � −ΔηLeff
d . (4.34)

En injectant cette condition dans l’équation 4.24, il est immédiat d’obtenir la seconde
condition sur le nombre capillaire C, au vu du raisonnement effectué dans le cas
Δη > 0 :

C � 2
w1

w
Z1

�
1 +

w1

h

� 1 + FΛ

FΛ
. (4.35)

Pour résumer ce second cas Δη < 0, le modèle de type champ moyen est valable si
λ et C satisfont les équations 4.18, 4.34 et 4.35.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prouvé qu’en travaillant avec des dispositifs (obs-
tacles ou boucles) suffisamment longs devant la distance séparant deux slugs consé-
cutifs en amont, le comportement du système et la dynamique de fragmentation
s’avèrent drastiquement différents, en comparaison avec le cas de slugs isolés décrit
dans le chapitre précédent. Nous avons en effet montré dans le cadre de cette ap-
proche que les fractions volumiques des slugs fils créés ne dépendaient plus que des
paramètres géométriques de l’obstacle, ou de la boucle. En s’inspirant de travaux
récents sur le trafic de gouttelettes dans des jonctions microfluidiques [89, 90], nous
développons une approximation de champ moyen basée sur les arguments physiques
du chapitre précédent afin de rationaliser les expériences dans cette configuration.
Cette approche se révèle être en bon accord avec les résultats expérimentaux ob-
tenus, et apporte des fondements théoriques à un résultat intuité dans un travail
pionnier traitant de fragmentation en microfluidique [18]. Bien que nous ayons pré-
cédemment insisté sur l’aspect paradoxal de ce résultat, notre analyse démontre
finalement qu’il n’en est rien : malgré la présence de slugs dans chaque bras du dis-
positif, les fractions volumiques dépendent uniquement du rapport des résistances
hydrodynamiques des deux bras à vide. Nous avons également dressé les conditions
d’application de cette approximation de champ moyen.

La publication [105] résultant de cette étude est reportée à la fin de ce manuscrit
(Publication B).
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Chapitre 5

Travaux collaboratifs en cours ou
publiés : émergence de dynamiques
complexes en microfluidique

Pour clore cette première partie, nous présentons brièvement deux projets menés
en collaboration avec Axelle Amon, maître de conférences à l’IPR, ainsi qu’Alexandre
Schmit, doctorant co-encadré par Pascal Panizza et Laurent Courbin depuis octobre
2012. Les perspectives de ces travaux en microfluidique s’inscrivent par continuité
dans le cadre de sa thèse.

1 Dynamiques de fragmentation complexes induites
par des effets coopératifs

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié la fragmentation d’objets isolés
sur un obstacle court (chapitre 3), ainsi que la fragmentation d’assemblées mono-
disperses d’objets sur un obstacle long (chapitre 4). Dans le prolongement de ces
études, nous avons eu l’occasion, sous certaines conditions expérimentales inter-
médiaires entre celles discutées auparavant (longueurs des bras intermédiaires, slugs
suffisamment proches pour interagir hydrodynamiquement entre eux), d’observer des
dynamiques oscillantes de fragmentation lorsque la distance entre slugs λ devient
comparable à la longueur L de l’obstacle (Fig. 5.1). Ces dynamiques complexes ré-
sultent de l’émergence d’effets coopératifs entre objets. En effet, la présence de slugs
fils dans les bras de l’obstacle, alors même que le slug suivant heurte l’aplomb de ce
dernier, a pour conséquence d’altérer les résistances hydrodynamiques dans chaque
bras et de modifier ainsi les équations régissant le processus dynamique de frag-
mentation. La figure 5.2 illustre la richesse des comportements observés en faisant
varier la distance λ entre slugs par ajustement du débit d’huile de dilution 1 qd0 : au-

1. Tous les autres paramètres sont maintenus constants hormis la vitesse v qui, comme nous
l’avons dit dans un chapitre précédent, est couplée à λ du fait du mode de dilution. Nous pouvons
toutefois décrire ce couplage de façon simple. En indiçant respectivement par e et s les quanti-
tés prises en entrée et en sortie du module de dilution, la conservation du débit d’eau implique
qw,e=qw,s, soit, puisque le volume du slug est également conservé après la dilution, fe=fs=f , avec
f la fréquence de production. Or, la vitesse est reliée à la fréquence par la relation f=ve/λe=vs/λs,
d’où vs=veλs/λe. Comme ve/λe est indépendant de qd

0
, la relation de couplage peut se résumer en
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Figure 5.1: Mise en évidence d’une séquence d’effets coopératifs subis par un train
périodique de slugs, distants de λ=320 μm, venant impacter sur un obstacle de
longueur L=300 μm. La barre d’échelle correspond à une longueur de 100 μm.
Uniquement un slug sur deux se fragmente : les slugs qui se fragmentent sont colorés
en rouge, les slugs qui ne se fragmentent pas sont colorés en bleu. Le graphe suit
l’évolution de la fraction volumique φ2 du slug créé dans le bras fin, cette dernière
prenant de fait deux valeurs discrètes, 0 et environ 0.13. Les slugs sont numérotés
selon leur ordre d’arrivée sur l’obstacle.

dessus d’une certaine interdistance notée λc et fonction des nombreux paramètres du
système, la fraction volumique φ2 est approximativement constante dans le temps,
nous retrouvons le problème résolu de la fragmentation d’objets isolés. Lorsque nous
faisons décroître λ en-dessous de λc, nous observons des effets coopératifs et pou-
vons identifier la répétition de certains motifs dans le temps, de période 5, 4, 8...
Actuellement en phase de soumission, cette étude [106], ayant été poursuivie par
Alexandre Schmit, n’est pas détaillée dans la suite.

2 Dynamiques de répartition dans des réseaux com-
plexes

Nous nous sommes également intéressés au trafic de gouttelettes en microflui-
dique. Tout comme l’opération élémentaire de fragmentation, il est possible de
contrôler la circulation de gouttes dans un réseau microfluidique de manière active,
par l’application d’un champ électrique par exemple [82], ou de manière passive

sortie de dilution comme v ∝ λ : plus les slugs sont dilués, plus ils s’écoulent vite.
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Figure 5.2: Fraction volumique φ2 indexée par le numéro du slug : influence de la
dilution λ. Les slugs sont numérotés selon leur ordre d’arrivée sur l’obstacle.
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Figure 5.3: (a) Régime de répartition d’un train monodisperse de gouttes dans une
boucle asymétrique possédant deux bras de longueurs différentes L1 et L2>L1. La
flèche noire indique le sens de l’écoulement. Figure adaptée de [89]. (b) Échangeur
autoroutier. (c) Zone d’existence des deux régimes en fonction de λ. Les flèches
noires indiquent à nouveau le sens de l’écoulement.

en utilisant uniquement les propriétés géométriques du canal. Nous avons encore
choisi d’exploiter la voie passive dans ce travail. En utilisant les mêmes arguments
physiques que ceux présentés précédemment dans ce manuscrit (analogie électro-
hydraulique aux bas nombres de Reynolds), des travaux antérieurs effectués dans le
département [87, 88, 89] et publiés dans la littérature (voir les références citées dans
l’article [87]) ont établi l’apparition de différents régimes de répartition, dans le cas
d’une boucle asymétrique constituée de deux bras de largeurs et hauteurs identiques,
mais de longueurs différentes L1 et L2 (Fig. 5.3 (a)). Par souci de simplicité, nous
limitons ici la discussion aux régimes pour lesquels les gouttes ne collisionnent pas
au nœud d’entrée de la boucle [88]. Quel que soit le régime, l’expérience montre que
les gouttes font preuve d’« efficacité » en préférant toujours emprunter le chemin de
débit le plus fort. Par certains aspects, ces résultats pourraient apporter un regard
nouveau à la gestion du trafic automobile et aider à trouver des solutions afin de
désengorger les voies de circulation en cas de forte affluence, ainsi que désamorcer
ou, le cas échéant, décongestionner les bouchons autoroutiers 2 (Fig. 5.3 (b)). Nous

2. Pour la géométrie simple utilisée, il serait plus adéquat de parler de route départementale :
en effet, les gouttes ne peuvent pas se doubler ! En élargissant le canal et en autorisant les gouttes
à se rattraper, voire se dépasser, d’autres phénomènes plus complexes interviennent : instabilités
en zig-zag [107, 108, 109], « serpent » [110]...
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rappelons brièvement les principaux résultats de cette étude.
– Lorsque le train périodique de gouttes monodisperses, de taille Ld, est suffi-

samment dilué en amont de la boucle, les gouttes passent toutes par le bras le
plus court, soit celui-ci présentant la résistance hydrodynamique la plus faible,
et par lequel le débit est donc le plus fort (régime de filtre). La boucle vide se
comporte en effet comme un pont diviseur de courant.

– Si le train de gouttes devient assez concentré, il apparaît un second régime
pour lequel les gouttes empruntent les deux bras, avec une équirépartition du
débit dans les deux bras (régime de répartition).

– En notant λ la distance séparant les gouttes dans le train en amont, la transi-
tion entre ces deux régimes intervient pour une valeur critique λf dépendant
des longueurs L1, L2 et d’une longueur résistive Lg ajoutée par chaque goutte
au canal en termes de résistance hydrodynamique (voir Fig. 5.3 (c)). Cette
longueur résistive est fonction de Ld, des dimensions latérales du canal et des
viscosités des deux phases en présence.

Dans le cadre de cette thèse, nous avons généralisé cette approche dans une géométrie
constituée d’une boucle complexe comportant une branche ramifiée par rapport au
cas précédent (Fig. 5.4). L’augmentation du nombre de degrés de liberté du système
engendre l’apparition de trois régimes différents - filtre, filtre partiel et répartition -
caractérisés par le nombre de chemins préférentiels empruntés par les gouttelettes.
Nous déterminons les transitions entre ces différents régimes en développant des
descriptions successivement continue et discrète de l’écoulement. Ici encore, nous
démontrons que plus le train de gouttes est concentré, plus les gouttelettes sont
amenées à explorer des chemins de haute résistance hydrodynamique « à vide »,
c’est-à-dire en l’absence de gouttes. De façon naturelle, la ramification fait apparaître
l’analogue d’un diviseur de courant en électricité : la comparaison de sa résistance
équivalente avec la résistance de la branche parallèle sélectionne la répartition des
gouttelettes dans chaque régime. Ce travail ayant donné lieu à une publication [111],
celle-ci est reportée à la fin de ce manuscrit (Publication C).
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Figure 5.4: Régimes de répartition dans un réseau ramifié : à dilution croissante,
nous observons successivement un régime de répartition (R, trois chemins explorés),
filtre partiel (PF , deux chemins explorés) et filtre (F , un unique chemin exploré).
Sur chaque image, l’écoulement s’effectue de la gauche vers la droite. Le chemin
non ramifié a une longueur L3. En termes de résistance hydrodynamique, le chemin
ramifié a une longueur équivalente Leq = L4 +L1L2/(L1 +L2). Comme attendu par
la théorie, la répartition des gouttes dans ce réseau se fait différemment dans les cas
Leq < L3 (a) et Leq > L3 (b). Figure tirée de [111].
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Films liquides et bulles de savon
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Préambule

Figure 5.5: De Rembrandt à Manet, les bulles de savon, véritable allégorie de la vie,
représentent une inépuisable source d’inspiration pour les peintres, symbolisant tour
à tour l’émerveillement de l’enfant devant leurs couleurs irisées, mais aussi l’angoisse
et la désillusion accompagnant leur éclatement inéluctable [112].

La seconde partie de ce manuscrit est dédiée aux films liquides minces, en parti-
culier les bulles et films de savon. Bien que nous en rencontrions fréquemment dans
la vie quotidienne, de la cuisine à la salle de bain, ces objets fluides n’en demeurent
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pas moins fascinants. Il suffit pour le constater d’apercevoir les audiences fournies
et hétéroclites réunies tous les ans au cours de la Fête de la Science. De par leur
transparence finement irisée et leur courbure, les bulles de savon ont été considérées
comme de réels défis de représentation pour les peintres, quel que soit le mouve-
ment (Fig. 5.5) : dès 1500, un livre d’heures illustre des enfants faisant des bulles
de savon. Ces dernières jouent également les Muses auprès de certains poètes. En
plus de la symbolique de la vanité développée à l’époque baroque (selon les propres
mots d’Érasme, Homo bulla [113]), les bulles de savon, à la fois délicates et fragiles,
magiques et éphémères, nous exhortent à profiter de leur beauté, malgré la fuga-
cité et l’absurdité de leur destin. Cette ambivalence se retrouve dans les mots de
Cats 3 [114] :

Prête attention à l’enfant qui fait des bulles
Et vois combien il est ébahi

Que tant de mousse et de bave soufflée
Ne dure qu’un temps.

Figure 5.6: À gauche : les forces de tension superficielle, tendant à minimiser l’aire
de l’interface liquide/air, sont responsables de la légère déformation du fil élastique.
Celui-ci adopte la forme d’un arc de cercle, profil minimisant la surface du film
restant compte tenu des contraintes imposées (extrémités de l’élastique fixées sur le
cadre). À droite : en vertu de la loi de Young-Laplace (définie dans le chapitre 3),
la tension superficielle impose une surpression à l’intérieur de la bulle, côté concave
de l’interface. En ouvrant cette dernière à l’air libre, un écoulement d’air s’établit
selon l’opposé du gradient de pression et vient donc vider la bulle, engendrant le
frémissement de la flamme de la bougie. Figure tirée de [115].

S’amuser avec des films et bulles de savon demeure une activité distrayante à tout
âge, certes, mais représente également un fabuleux terrain de jeu pour les scienti-
fiques, physiciens et mathématiciens notamment. Malgré 200 ans de capillarité, ce
domaine constitue un sujet de recherche toujours très actif. En effet, l’aspect quasi-

3. Jacob Cats (1577-1660), poète et politicien néerlandais.
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ment bidimensionnel de ces objets 4 leur confère une forte prédominance des effets
de surface, parmi lesquels les effets capillaires présentés dans le chapitre introductif
de ce manuscrit. Ces effets sont illustrés 5 sur la figure 5.6. L’importance des effets
superficiels s’expriment aussi à travers la forme arborée par un film de savon tendu
sur un cadre de forme arbitraire : celui-ci exhibe à l’équilibre une surface mathé-
matiquement minimale afin de minimiser son énergie de surface. Depuis les travaux
pionniers d’Euler et Lagrange, la particularité topologique de ces objets continue
d’intéresser les mathématiciens à l’heure actuelle. Nous aurons l’occasion d’appro-
fondir ce point dans le premier chapitre de cette partie.

Figure 5.7: Bulle à la surface d’un liquide. Figure tirée de [116].

Cette seconde partie va mettre en scène des bulles sphériques dans l’air, mais éga-
lement des bulles à la surface d’un solide ou d’un liquide. Ces dernières bulles sont
parfois surnommées « bulles d’orage », en référence aux bulles formées dans les
flaques d’eau par l’impact des gouttes de pluie ; nous préfèrerons la dénomination
« bulles interfaciales » dans la suite du manuscrit. Ces objets fluides n’ont jamais
cessé d’intriguer les physiciens. Bouasse 6 s’est intéressé à ces bulles interfaciales et
a montré que, si ces dernières étaient suffisamment grandes, devant le centimètre

4. L’épaisseur du film liquide, typiquement comprise entre 0.1 et 100 microns, reste infiniment
faible devant la taille macroscopique du cadre portant le film ou d’une bulle de savon dans l’air.

5. Les expériences présentées sur la figure 5.6 démontrent le caractère élastique d’un film de
savon, se comportant comme la membrane d’un ballon de baudruche. Il ne faut toutefois pas pousser
cette analogie trop loin : la force s’exerçant sur une membrane élastique est proportionnelle à son
allongement, ce n’est généralement pas le cas pour un film liquide.

6. Henri Bouasse (1866-1953), physicien français.
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typiquement 7, la présence des ménisques pouvait être oubliée et ces bulles étaient
hémisphériques [116] (Fig. 5.7). Nous retrouvons ainsi l’idée intuitive selon laquelle
la forme de ces « demi-bulles » minimise la surface entourant le volume d’air qu’elles
renferment. Plus récemment, des auteurs ont employé ces bulles interfaciales pour
étudier des effets de convection thermique et observer des tourbillons analogues à
des cyclones ou des ouragans à plus grande échelle [118] ; cette analogie met à nou-
veau en exergue le caractère bidimensionnel des écoulements dans le film liquide
constituant la bulle de savon. D’autres études publiées au sein du département ont
été menées afin de décrire l’éclatement de bulles interfaciales en contact avec une
surface, aussi bien solide que liquide [119]. Les auteurs ont montré qu’au lieu d’en-
traîner une simple disparition de la bulle, l’éclatement peut induire la formation
d’un anneau constitué de multiples bulles environ dix fois plus petites que la bulle
initiale (Fig. 5.8). Ce processus est itératif, chacune des petites bulles éclatant à
son tour pour former une troisième génération de bulles encore plus petites ; nous
assistons ainsi à une cascade d’éclatement de bulles.

Figure 5.8: Une bulle de savon éclate sur une surface solide en y laissant un « cha-
pelet » de bulles de petite taille. Ce processus est reproduit ensuite en cascade à
plus petite échelle. Figure tirée de [119].

Mieux comprendre la dynamique et le comportement de ces bulles s’avère crucial,
tant d’un point de vue fondamental qu’appliqué. La présence de bulles de gaz pa-
rasites pose par exemple de nombreux problèmes pratiques lors de la production
de verre ou d’acier [120, 121], influant directement sur la qualité optique et la fra-
gilité du matériau. Ces problématiques sont examinées de très près par des grands
groupes industriels comme Saint-Gobain et Arcelor-Mittal. Par ailleurs, l’éclatement
de bulles est connu pour jouer un rôle important dans les échanges des océans vers
l’atmosphère, intéressant ipso facto les communautés de recherche en géophysique
et en océanographie. En effet, quand une bulle éclate à la surface de la mer, la ca-
vité correspondant à la bulle se referme principalement sous l’action des forces de
capillarité. Ceci peut créer un jet de liquide projeté dans l’air qui va se déstabili-
ser à son tour en une suspension fine de gouttelettes. Ces gouttelettes forment les
embruns assurant les transports gazeux et de particules marines entre les océans et
l’atmosphère.

Afin d’acquérir une meilleure compréhension de ces bulles interfaciales, il convient

7. Pour plus de détails, le prolongement de ce travail a fait l’objet d’un chapitre de la thèse de
Laurent Duchemin [117].
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également d’étudier leur mode de formation ; nous en présentons plusieurs dans cette
partie. Il est par exemple possible de créer une bulle interfaciale en retirant un cadre
horizontal d’un bain liquide à vitesse contrôlée. Dans une situation purement sta-
tique, nous nous intéressons au profil d’équilibre adopté par le film reliant le cadre
au bain. Les outils développés dans le cadre des surfaces minimales permettent d’in-
tepréter les résultats expérimentaux et de prolonger ce travail en exploitant l’effet de
nouvelles conditions aux limites sur certaines surfaces minimales classiques que nous
revisitons dans le chapitre 6. En particulier, nous discutons des analogies fortes entre
les surfaces minimales étudiées et la physique des transitions de phase au travers de
phénomènes communs : bifurcation, métastabilité, hystérèse, exposant critique...

L’analyse dynamique de cette expérience de création de bulle interfaciale est pour-
suivie dans le chapitre 7. En variant un maximum de paramètres expérimentaux,
nous montrons que plusieurs effets hydrodynamiques sont susceptibles d’entrer en
compétition dans ce processus : effets capillaires, inertie du film, inertie de l’air, ef-
fets visqueux dans le liquide, effets gravitaires. Nous tentons de décrire les résultats
expérimentaux par des arguments principalement dimensionnels, suffisants dans la
plupart des cas pour comprendre la physique sous-jacente de ce processus.

Nous montrons ensuite qu’il est également possible de former ce type de bulle lors
de l’immersion d’un film plan tendu sur un cadre horizontal dans un bain du même
liquide. Contrairement à ce que pourrait laisser imaginer l’apparente symétrie tem-
porelle de l’expérience, nous obtenons des résultats très différents par rapport au
chapitre précédent. L’analyse de l’écoulement dans la mince couche d’air située entre
le cadre et le bain, et dont le volume se retrouve dans la bulle interfaciale formée in
fine, est ici au cœur du problème. Cette étude est détaillée dans le chapitre 8.

Revenons aux bulles sphériques de savon. À notre connaissance, et aussi surprenant
que cela puisse paraître aujourd’hui, l’expérience consistant à souffler des bulles de
savon tridimensionnelles à partir d’un film de savon bidimensionnel reste très mal
comprise. Pour cause, une bulle de savon apparaît très différente d’une goutte liquide
dans l’air ou d’une bulle d’air dans un liquide de par sa structure, constituée d’une
très fine couche liquide séparant l’air à l’intérieur de la bulle de l’air à l’extérieur. De
fait, la formation de bulles de savon s’accompagne de questions intéressantes impli-
citement reliées à l’hydrodynamique aux interfaces, pilotée notamment par les effets
de tension superficielle. Nous pouvons par exemple nous demander à quelle vitesse
minimale doit-on souffler pour générer des bulles ? Quels facteurs gouvernent la taille
des bulles formées ? Quelle est l’influence de la distance qui sépare notre bouche du
film ? Quels mécanismes induisent l’instabilité du film de savon ? Ces questions sont
abordées dans le chapitre 9 où nous développons un dispositif expérimental original,
inspiré d’études destinées à étudier des effets de turbulence bidimensionnelle dans
les films de savon [122], permettant de s’affranchir du caractère instationnaire de
l’expérience et des effets de volume liquide fini sur un cadre simple. Nous utilisons
comme « bouche artificielle » une aiguille reliée à un système régulateur de pression.

Après avoir arpenté divers comportements d’une bulle sphérique et d’une bulle in-
terfaciale, nous montrons dans le chapitre 10 qu’il est possible de transiter de la
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première configuration à la seconde, généralement plus favorable d’un point de vue
énergétique. Pour ce faire, nous venons déposer une bulle sphérique à la surface
d’un solide ou à la surface libre d’un liquide, constituant ainsi un troisième mode de
formation de bulle interfaciale. Le suivi de la dynamique d’étalement de la bulle sur
la surface permet de remonter à des informations concernant les mécanismes clés
mis en compétition. Nous montrons en particulier certaines analogies et différences
de comportement avec la dynamique d’étalement bien connue d’une goutte sur un
substrat solide en configuration de mouillage total.

Enfin, après avoir fabriqué une telle bulle interfaciale sur substrat solide, nous
concluons cette partie en étudiant dans le chapitre 11 l’effet d’une sollicitation mé-
canique sur cette bulle, au moyen d’un pot vibrant.

110 PRÉAMBULE



Chapitre 6

Description de quelques surfaces
minimales : influence des conditions
aux limites et de symétrie

Du fait de la tension de surface, les films de savon adoptent la forme qui minimise leur
énergie de surface, et donc leur surface. Partant de ce postulat mathématique, nous
décrivons dans ce chapitre l’existence et la stabilité de quelques surfaces minimales
simples. Après avoir brièvement rappelé les résultats classiques obtenus dans le cas
d’une caténoïde symétrique formée entre deux anneaux circulaires de même rayon,
nous discutons le rôle des conditions aux limites sur cette forme en utilisant deux
anneaux de rayons différents. Nous étudions par la suite les conditions d’existence et
de stabilité d’autres formes dérivées de la caténoïde : la demi-caténoïde symétrique,
puis les diaboloïdes symétrique, asymétrique et rotatoire. Dans ces deux dernières
configurations, les résultats expérimentaux font apparaître un comportement hys-
térétique du film, signature de phénomènes de métastabilité que nous justifions à
l’aide d’arguments physiques simples. Par analogie avec la théorie des transitions de
phase, nous concluons ce chapitre en évoquant les analogies de comportement des
surfaces minimales étudiées au voisinage de leur seuil d’existence.
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INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES ET DE SYMÉTRIE

1 Introduction

Figure 6.1: La caténoïde.

La notion de surface minimale apparaît au XVIIIème siècle. Le problème origi-
nel, posé en 1744 par Leonhard Euler [123], s’énonce comme suit : parmi toutes les
surfaces s’appuyant sur deux cercles coaxiaux, quelle est celle dont l’aire est la plus
petite ? La résolution de ce problème mathématique, détaillée ci-après, donne nais-
sance à la caténoïde, décrite par un cosinus hyperbolique (Fig. 6.1). L’étymologie
latine de la caténoïde (catena, chaîne) souligne l’analogie avec le profil d’une chaî-
nette pesante maintenue à ses deux extrémités 1. En 1755, Joseph-Louis Lagrange
formalise les premiers résultats sur les surfaces minimales en énonçant l’équation
d’Euler-Lagrange, cette dernière symbolisant historiquement les prémices du calcul
variationnel [124]. En changeant la géométrie du contour imposé, il est alors possible
d’imaginer une multitude de surfaces minimales (Fig. 6.2) : en remarquant qu’un
plan apparaît comme une surface minimale triviale, citons également l’hélicoïde, dé-
couverte par Meusnier en 1776, les surfaces de Scherk (1834), Enneper (1863), Costa
(1982)...

De nos jours, ce thème de recherche soulève encore de nombreuses interrogations, en
mathématiques notamment [125, 126] (surfaces minimales périodiques ou à cous, gé-
néralisation des surfaces minimales dans un hyper-espace...), mais aussi en physique
des mousses [127, 128]. Ce domaine d’étude possède par ailleurs d’autres applica-
tions en cristallographie [129] ainsi qu’en architecture, où l’utilisation de surfaces
minimales permet à la fois de minimiser la quantité de matériaux utilisés et de
mieux gérer les contraintes physiques [130, 131, 132]. À ce titre, le stade olympique
de Munich, conçu par l’architecte allemand Frei Otto en 1972, est considéré comme
l’un des monuments sportifs les plus audacieux du XXème siècle. Plus récemment, le
Water Cube de Pékin, développé par l’agence néerlandaise Nox et inauguré en 2008,
en est une illustration tout aussi spectaculaire (Fig. 6.3).

Ce concept d’optimisation est également au cœur du problème de Steiner, posé

1. Au grand dam du savant italien Galilée (1564-1642), qui penchait plutôt pour un profil
parabolique environ un siècle auparavant.
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Figure 6.2: Quelques surfaces minimales.

Figure 6.3: À gauche, le stade olympique de Munich. À droite, le Water Cube de
Pékin.
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Figure 6.4: Illustration du problème de Steiner, pour un ensemble de 3, 4 et n
points. Notons dans ce dernier cas la forte ressemblance entre le réseau expérimental
constuit par le film de savon et la solution d’un algorithme numérique minimisant
le chemin reliant les grandes villes d’Amérique du Nord.

comme tel : quel est le chemin le plus court reliant un ensemble de points donné ?
Bien qu’il soit trivial que le chemin le plus court entre deux points soit la ligne
droite, le problème est nettement plus compliqué à mesure que le nombre de points
augmente [133] (Fig. 6.4). Et malgré son caractère unidimensionnel, cette question
peut en fait se ramener à une minimisation de surface dont l’une des dimensions est
fixée. D’un point de vue pratique, considérons par exemple le cas d’un service de
maîtrise d’ouvrage autoroutier ou une entreprise de télécommunication souhaitant
créer un réseau reliant un certain nombre de villes. La minimisation du coût d’un
tel réseau, en l’occurrence la quantité de matériaux (bitume, câbles) qu’elle doit
utiliser pour relier toutes ces villes entre elles, s’avère alors cruciale. Et pour cause,
le problème de Steiner est parfois surnommé « problème des autoroutes » [7].

Les films de savon constituent un outil de choix pour étudier les surfaces mini-
males : en tentant de minimiser son énergie superficielle et ainsi rejoindre un puits
d’énergie potentielle 2, un film de savon tend à minimiser naturellement sa surface
à l’équilibre, celui-ci matérialisant donc une surface minimale mathématique pour
un contour donné. Par ailleurs, les expériences présentées dans ce chapitre sont re-
lativement simples à mettre en œuvre, et permettent d’illustrer des notions assez
générales en physique (minimisation d’énergie potentielle, métastabilité, transitions
de phase...) ; les films de savon trouvent de fait très bien leur place dans un cursus
éducationnel en physique [135]. Dans ce chapitre, nous étudions théoriquement et
expérimentalement l’existence et la stabilité de quelques surfaces minimales à l’équi-

2. Ce minimum d’énergie potentielle peut tout aussi bien être global ou local [134] : ce point
intéressant constitue l’une des idées fortes de ce chapitre.
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libre présentant pour la plupart une symétrie de révolution 3. Les uniques surfaces
minimales élémentaires possédant cette symétrie étant la caténoïde et le plan, les
figures étudiées sont naturellement constituées de portions de ces surfaces minimales
élémentaires. En particulier, nous discutons en quoi un changement des conditions
aux limites ou une brisure de symétrie affecte les propriétés des surfaces minimales
considérées.

2 Dispositif expérimental

2.1 Matériel utilisé

La solution utilisée pour la création des films de savon est un mélange eau ultra-
pure (MilliPore, 18 MΩ.cm.)/glycérol/produit vaisselle commercial (Fairy), dans des
proportions volumiques respectives 80%/13%/7% 4. Le glycérol permet de rendre la
solution plus visqueuse et ainsi ralentir le drainage et l’évaporation, augmentant de
fait la durée de vie du film. Le produit vaisselle permet de saturer la surface en
tensioactifs, diminuer la tension superficielle de la solution et donc stabiliser le film.
La tension de surface de la solution, mesurée par tensiométrie en goutte pendante,
vaut γ = 25 mN.m−1.

Pour observer des surfaces minimales présentant une symétrie de révolution, les
contours sont expérimentalement constitués d’anneaux circulaires de fil de fer tor-
sadé, dont le rayon R est varié de quelques millimètres à quelques décimètres. Afin
de s’affranchir d’éventuels effets de bord, l’épaisseur du cadre, 1 mm, est prise petite
devant son rayon quel que soit l’anneau choisi.

2.2 Acquisition des données

L’acquisition des données s’effectue par caméra rapide, dont la gamme de fré-
quence d’acquisition s’étend de 50 à 2000 images.s−1, pour une résolution spatiale
typique de 512× 512 pixels2.

2.3 Traitement des données

Les images et films sont analysés a posteriori par traitement d’image, en utilisant
les logiciels de programmation ImageJ et Matlab.

3 La caténoïde

Après avoir rappelé les résultats historiques établis par Euler, nous caractérisons
la stabilité d’une caténoïde symétrique (les deux anneaux sont de rayons identiques :
R1 = R2 = R), puis asymétrique (R1 < R2). Enfin, nous présentons une variante

3. La diaboloïde rotatoire, dernière surface minimale étudiée dans ce chapitre, ne vérifie pas
cette symétrie de révolution mais présente une symétrie plane.

4. Mis à part le choix du produit vaisselle, cette « recette » a déjà été expérimentée pour la
fabrication de « mousse bambou », utilisée comme système modèle pour quantifier la dissipation
d’énergie cinétique induite par l’impact d’un projectile [136].
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Figure 6.5: Représentation schématique et paramétrage de la surface du film.

expérimentale permettant d’obtenir une demi-caténoïde symétrique, et étudions éga-
lement sa stabilité. Cette nouvelle configuration fait l’objet d’une étude dynamique
plus approfondie dans le chapitre suivant.

3.1 La caténoïde symétrique

3.1.1 Profil mathématique du film

Soient deux anneaux, de rayons R1 et R2, disposés parallèlement selon le même
axe de révolution noté (Oz) et séparés d’une distance h (Fig. 6.5). L’étude sera
naturellement menée en coordonnées cylindriques (ρ, θ, z). Nous cherchons ici à pa-
ramétrer la surface 5 Σ du film de savon : du fait de l’invariance par rotation autour
de (Oz), celle-ci est entièrement décrite par le profil ρ(z), indépendamment de l’angle
θ. Les conditions aux limites fixées par le contour imposent ρ(0) = R1, ρ(h) = R2.
L’énergie de surface EΣ du film peut s’écrire :

EΣ = 2γΣ = 2γ 2π

�

Σ

ρ(z) ds, (6.1)

où le facteur 2 tient compte des deux faces du film, γ désignant la tension de surface
liquide/air. L’élément infinitésimal d’abscisse curviligne ds peut se réécrire :

ds =
�

dρ2 + dz2 =
�
1 + ρ� 2(z) dz, (6.2)

avec ρ�(z) = dρ/dz. Soit finalement :

EΣ ∝
� h

0

ρ(z)
�

1 + ρ� 2(z) dz. (6.3)

Ainsi, l’énergie se met sous une forme fonctionnelle. En vertu du principe variation-
nel, rendre cette fonctionnelle minimale (ou plus généralement extrémale) impose au
lagrangien associé L(ρ, ρ�) = ρ

�
1 + ρ� 2 de satisfaire à l’équation d’Euler-Lagrange :

∂L

∂ρ
=

d
dz

�
∂L

∂ρ�

�
. (6.4)

5. Dans ce chapitre, Σ désigne aussi bien la surface que son aire, par abus de langage.
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Ce problème est ainsi fortement analogue au principe de Fermat 6 en optique géomé-
trique (imposant un extremum du temps de parcours de la lumière), mais également
au principe de moindre action en mécanique lagrangienne (imposant un extremum de
l’intégrale d’action). Il est alors aisé de faire apparaître par transformée de Legendre
une nouvelle fonction H = ρ�∂L/∂ρ� − L, équivalente à l’hamiltonien en mécanique
lagrangienne, vérifiant dH = 0. En reprenant l’expression de L, l’intégrale première
de H s’écrit en faisant intervenir une constante a :

ρ�
∂L

∂ρ�
− L =

ρρ� 2�
1 + ρ� 2

− ρ
�
1 + ρ� 2 = − ρ�

1 + ρ� 2
= −a, (6.5)

où seul le cas a > 0 est physiquement acceptable. Par séparation des variables,
l’équation différentielle obtenue peut se mettre sous la forme :

dρ�
(ρ/a)2 − 1

= dz. (6.6)

La solution s’écrit finalement 7 :

ρ(z) = a cosh
�z
a
+ C

�
, (6.7)

où a et C sont les constantes d’intégration déterminées par les conditions aux limites :
ρ(0) = R1, ρ(h) = R2. Dans le cas symétrique, R1 = R2 = R, et la résolution donne
finalement C = −h/2a, puis :

ρ(z) = a cosh

�
z − h/2

a

�
, (6.8)

avec a solution de l’équation implicite :

a cosh

�
h

2a

�
= R. (6.9)

Conformément à l’intuition, la surface de la caténoïde est échancrée entre les deux
anneaux, le rayon minimal étant par symétrie atteint en z = h/2. Ce rayon, nommé
« rayon de gorge » dans la littérature, est ici égal à a, ceci donnant une signification
concrète à cette constante. En se souvenant que les surfaces minimales ont la pro-
priété mathématique de présenter une courbure moyenne κ nulle en tout point, ceci
se vérifie ici : l’amincissement en z = h/2 provoque une augmentation de courbure
dans le plan (Oρ, Oθ), mais également par compensation une augmentation oppo-
sée dans le plan (Oρ, Oz). Physiquement, cette courbure nulle peut s’interpréter
différemment en exprimant le saut de pression Δp de part et d’autre de la surface
via l’équation de Young-Laplace [99], Δp = 2γκ, où le facteur 2 tient de nouveau
compte des deux faces du film. Comme la surface est ouverte, la pression de l’air est
identique partout et Δp=0 implique en effet κ=0.

6. Pierre de Fermat, magistrat et mathématicien français du XVIIème siècle, énonce son principe
de la façon suivante : La nature agit toujours par les voies les plus courtes et les plus simples.

7. Dans ce chapitre, nous choisissons d’adopter la convention anglaise d’écriture des fonctions
trigonométriques.
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3.1.2 Existence et stabilité

En partant d’une caténoïde expérimentale donnée, l’écartement des anneaux va
provoquer un évasement de plus en plus marqué et donc une diminution du rayon
de gorge, jusqu’à l’effondrement du caténoïde. L’équation implicite 6.9 permet de
comprendre ce fait. Réexprimons-la sous forme adimensionnée :

cosh

�
ΔX

2

�
= X, (6.10)

avec X=R/a et Δ=h/R. Le problème se ramène donc à étudier le nombre d’in-
tersections de deux courbes, un cosinus hyperbolique et une droite, en fonction du
paramètre Δ quantifiant la distance séparant les deux anneaux. La figure 6.6 repré-
sente ces deux courbes en fonction de X, pour différentes valeurs de Δ.

Δ Δ

{

{

Δ>Δ
Δ
Δ
Δ Δ
Δ
Δ

Δ<Δ

Figure 6.6: Résolution graphique de l’équation implicite (Éq. 6.10), pour Δ allant
de 1.2 à 1.5.

– Pour Δ < Δc � 1.33, c’est-à-dire pour des anneaux pas trop éloignés, il ap-
paraît deux points d’intersection, en X=X1 et X=X2, avec X2>X1. Il existe
donc deux caténoïdes mathématiques solutions au problème, correspondant
toutes deux à un extremum de surface et vérifiant les conditions aux limites.
Pour pouvoir discriminer quelle caténoïde est effectivement observée expéri-
mentalement, une analyse énergétique, effectuée ci-après, est nécessaire. Mais
nous pouvons déjà à ce stade deviner que le point d’intersection associé à la
caténoïde « physique » est en X = X1 : en effet, une augmentation de Δ pro-
voque expérimentalement une diminution de a, et donc une augmentation de
X. Ceci est vérifié pour X1, et non pour X2.

– Pour Δ = Δc, il n’existe plus qu’un point d’intersection en X = Xc, correspon-
dant à une caténoïde critique. En ce point, le rayon de gorge vaut ac � 0.55R,
la distance critique entre les cadres s’écrivant immédiatement hc � 1.33R.
Ainsi, alors que la première intuition prête à croire qu’une caténoïde reste
stable jusqu’à ce que le « cou » soit infiniment fin, il n’en est rien, du fait de
la présence de ces seuils finis pour un rayon R fini.

– Pour Δ > Δc, ce point critique est dépassé, il n’existe donc plus de solution,
la caténoïde n’a plus de raison d’être et s’effondre. Expérimentalement, cet
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Figure 6.7: Évolution du rayon de gorge en fonction de la distance entre les an-
neaux. En trait plein, la caténoïde associée au point d’intersection en X = X1.
En pointillés, la caténoïde associée au point d’intersection en X = X2. Les points
verts et orange indiquent les solutions correspondant aux caténoïdes montrées à la
figure 6.8.

effondrement s’accompagne de la formation de deux films plans portés par les
deux anneaux.

Le rayon de gorge de la caténoïde et la distance séparant les deux anneaux sont donc
étroitement liés : la figure 6.7 représente a/R = 1/X1,2 en fonction de Δ = h/R pour
les deux caténoïdes solutions du problème variationnel. Celle associée au point d’in-
tersection X = X1 présente un cou large, alors que celle associée au point d’intersec-
tion X = X2 présente un cou étroit (Fig. 6.8). La présence de deux branches, stable
et instable, rappelle un diagramme de bifurcation en théorie des instabilités. Ce type
de comportement est appréhendé dans de nombreux domaines de la physique, de la
mécanique du solide à l’hydrodynamique, et plus récemment en biophysique dans le
processus de fission d’une vésicule à deux domaines [137].

Les seuils d’existence (ac/R1, hc/R1) peuvent se retrouver par l’analyse en posant
une fonction f définie par :

f(X) = cosh

�
ΔX

2

�
−X. (6.11)

La recherche du point critique d’existence X = Xc est déterminée en imposant si-
multanément f(Xc) = 0 (nous voulons au moins une solution) et ∂Xf(Xc) = 0 (nous
voulons au plus une solution). Il vient alors immédiatement l’équation implicite sui-
vante :

coth

�
ΔcXc

2

�
=

ΔcXc

2
. (6.12)

Cette équation comporte une unique solution positive : nous obtenons numérique-
ment ΔcXc/2 � 1.20. En exploitant de nouveau l’annulation de f , nous retrouvons
ac � R/ cosh(1.20) � 0.55R. Enfin, en exploitant l’annulation de ∂Xf , nous retrou-
vons hc � 2R/ sinh(1.20) � 1.33R.
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Δ=0.2 Δ=0.7 Δ=1.2

Figure 6.8: Représentations 3D de caténoïdes symétriques typiques, obtenues pour
Δ = 0.2, 0.7, 1.2 (valeurs indexées sur la figure 6.7). En vert, les caténoïdes associées
au point d’intersection en X = X1. En rouge, les caténoïdes associées au point
d’intersection en X = X2. L’échelle verticale est modifiée pour la clarté de la figure.

3.1.3 Analyse énergétique

Connaissant dorénavant la forme de ρ(z), nous pouvons revenir à l’expression de
l’énergie de surface EΣ.

EΣ = 2γ 2π

� h

0

ρ(z)
�
1 + ρ� 2(z) dz, (6.13)

EΣ = 2γ 2π

� h

0

a cosh2

�
z − h/2

a

�
dz, (6.14)

EΣ = 2γπa

� h

0

�
1 + cosh

�
2
z − h/2

a

��
dz. (6.15)

Par le changement de variable u = (z − h/2)/a, il s’ensuit :

EΣ = 2γπa2
�
h

a
+ sinh

h

a

�
. (6.16)

En utilisant la relation h/a=2 arccosh(R/a) et en définissant une énergie adimen-
sionnée E = EΣ/(2γπR

2), il vient finalement :

E =
2 arccoshX + sinh(2 arccoshX)

X2
, (6.17)

où X prend les valeurs correspondant aux points d’intersection discutés à la partie
précédente. Puisque ces points d’intersection se déplacent lorsque Δ varie, X dé-
pend de Δ. Ainsi, la figure. 6.9 illustre l’énergie des deux caténoïdes mathématiques
possibles en fonction de Δ.
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Figure 6.9: Évolution de l’énergie en fonction de la distance entre les anneaux. En
trait plein, la caténoïde associée au point d’intersection en X = X1. En pointillés,
la caténoïde associée au point d’intersection en X = X2. En rouge, la surface de
Goldschmidt composée de deux films plans portés par les deux anneaux.

Nous remarquons que les deux caténoïdes, associées aux points d’intersections en
X=X1 et X=X2, ont des énergies différentes, notées respectivement E1 et E2 avec
E1 < E2. De plus, il convient de noter qu’à la limite Δ → 0 (anneaux accolés),
E1 ∼ 2Δ, alors que E2 ∼ 2. Ainsi, toujours dans cette limite, la caténoïde d’énergie
minimale s’apparente à un cylindre de rayon R et de hauteur h, alors que la caténoïde
d’énergie maximale s’apparente à deux disques de rayon R. Nous en déduisons que
la caténoïde d’énergie minimale, dite « stable », est finalement la moins échancrée
des deux, ce fait étant vérifié expérimentalement : en partant de h = 0, la caténoïde
initiale ressemble fortement à un cylindre, qui se creuse ensuite de plus en plus en
écartant les anneaux. L’autre caténoïde, dite « instable », suit le chemin inverse
jusqu’à ce que le point critique (ac/R, hc/R) soit atteint : les deux caténoïdes fu-
sionnent alors en une seule et même caténoïde avant que cette dernière ne s’effondre.

Un point intéressant mérite d’être évoqué ici : en se souvenant qu’un plan est égale-
ment une surface minimale, le film de savon peut éventuellement transiter de la caté-
noïde stable vers la surface constituée des deux anneaux (portant le nom de « surface
de Goldschmidt »). L’énergie de surface de cette configuration est constante et s’écrit
simplement en valeur adimensionnée EG = 2. Nous constatons sur la figure 6.9 que
cette énergie, supérieure à E1 pour des anneaux pas trop éloignés, devient ensuite
inférieure à partir de h � 1.06R. La question est ici de savoir si le système change
spontanément d’état à Δ = Δm � 1.06 pour rejoindre l’état le plus favorable éner-
gétiquement, soit la surface de Goldschmidt, ou si une éventuelle barrière d’énergie,
source de métastabilité, l’en empêche. Par analogie avec les transitions de phase,
nous pouvons imaginer une multitude de chemins pour passer d’une configuration
à l’autre. Une façon de le faire continûment est de libérer une condition aux limites
tout en gardant une forme hyperbolique [138], en écrivant maintenant :

ρ̃(z) =
R

cosh
�

h
2a

� cosh
�
z − h/2

a

�
. (6.18)
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Figure 6.10: Paysages d’énergie potentielle Ẽ , pour Δ allant de 0.9 à 1.4. Les
courbes noires représentent de nouveau l’énergie des deux caténoïdes solutions du
problème variationnel : E1 en trait plein, E2 en pointillés.

Bien que cette forme ait le bon goût de respecter ρ̃(0) = ρ̃(h) = R, a est maintenant
libre de ne plus satisfaire à l’équation implicite discutée précédemment (Éq. 6.10).
En recalculant l’énergie avec cette forme extrapolée, il vient après quelques calculs :

ẼΣ = 2γ 2πR2

��
tanh2 h

2a
+
� a

R

�2

tanh
h

2a
+
� a

R

�2

arcsinh
�
R

a
tanh

h

2a

��
,

(6.19)
soit :

Ẽ = 2

��
tanh2 ΔX

2
+

1

X2
tanh

ΔX

2
+

1

X2
arcsinh

�
X tanh

ΔX

2

��
. (6.20)

La figure 6.10 représente les paysages énergétiques obtenus en fonction du rayon
de gorge adimensionné a/R = 1/X, pour différentes valeurs de Δ. Les trois surfaces
minimales, décrites par un extremum d’énergie, se retrouvent : la surface de Gold-
schmidt d’énergie EG = 2 (minimum) en a/R = 0, et les deux caténoïdes, d’énergies
respectives E1 (minimum) et E2 > E1 (maximum) en a/R = 1/X1 et 1/X2 < 1/X1.
Il est alors remarquable d’apercevoir, pour Δm < Δ < Δc, une barrière énergétique
à franchir pour passer de la caténoïde stable à la surface de Goldschmidt [139].
Ainsi, dans cette configuration simple, le minimum d’énergie potentielle dans lequel
se trouve le film de savon, initialement global pour des anneaux pas trop éloignés,
n’est plus que local pour 1.06R < h < 1.33R. À la manière d’un retard à la transi-
tion de phase [134], la surfusion d’un métal par exemple, le système se retrouve piégé
dans ce minimum local métastable puisqu’une certaine barrière d’énergie sépare les
deux puits, d’énergies E1 et EG < E1.

3.1.4 Vérification expérimentale

Afin de vérifier ces résultats classiques, une caténoïde symétrique est formée
expérimentalement en immergeant deux anneaux identiques et accolés dans la so-
lution savonneuse. Les deux anneaux sont fixés sur les mors d’un pied à coulisse
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Figure 6.11: À gauche : évolution expérimentale d’une caténoïde symétrique pour
un cadre de rayon R = 2.6 cm, en fonction de la distance adimensionnée Δ entre les
deux cadres. À droite : image définissant R et a.
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Figure 6.12: Rayon de gorge adimensionné d’une caténoïde symétrique en fonction
de Δ, pour différents rayons. Les quatre séries de mesures se superposent sur la
courbe théorique associée à la caténoïde d’énergie E1 (cou large).

digital. L’un des anneaux étant maintenu fixe, l’autre est déplacé pas à pas le long
de l’axe de révolution (Oz), augmentant ainsi progressivement la distance h entre
les cadres, jusqu’à ce que le film de savon s’effondre sur les deux anneaux. La fi-
gure 6.11 illustre une série typique d’images prises lorsque le film de savon est à
l’équilibre, pour un éloignement croissant des anneaux. Tout d’abord, le traitement
d’image effectué montre un excellent accord entre le profil expérimental ρ(z) du
film et la forme attendue (Éq. 6.8). La figure 6.12 suit l’évolution, en quantités adi-
mensionnées, du rayon de gorge a/R en fonction de l’éloignement entre les deux
anneaux Δ = h/R, pour différentes valeurs de R. Ici encore, la comparaison avec la
théorie est très satisfaisante. En particulier, les seuils de stabilité (ac/R, hc/R) sont
retrouvés expérimentalement. Enfin, la présence de points expérimentaux dans la
gamme Δm < Δ < Δc est en conformité avec les paysages énergétiques représentés
plus haut, et rappelle cette idée importante, et d’une certaine façon, surprenante :
si les conditions aux limites autorisent parfois l’existence de plusieurs surfaces mi-
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nimales, le système n’adopte pas toujours celle dont l’énergie est minimale. Ainsi,
cette compétition de surfaces minimales laisse entrevoir d’éventuels phénomènes de
métastabilité dans ces systèmes. Ces derniers sont d’autant plus marqués dans une
configuration légèrement différente faisant l’objet de la dernière partie de ce chapitre.

3.2 La caténoïde asymétrique

3.2.1 Existence et stabilité

Tout en gardant l’invariance par rotation autour de (Oz), introduisons une bri-
sure de symétrie entre les deux anneaux, de rayons R1 et R2 = αR1 avec α > 1.
Contrairement au cas symétrique où la présence d’une seule taille caractéristique
R imposait une invariance d’échelle du système (hc ∝ R, ac ∝ R), nous pouvons
pressentir que la prise en compte d’un nouveau paramètre α rende le problème
plus riche, et le traitement mathématique plus complexe. Les conditions aux limites
s’écrivent ici ρ(0) = R1, ρ(h) = R2. En gardant la forme de ρ(z) établie précédem-
ment (Éq. 6.7), ces dernières se réécrivent donc :

ρ(0) = R1 = a coshC, (6.21)

ρ(h) = R2 = a cosh

�
h

a
+ C

�
. (6.22)

La simplification de ce système s’effectue en faisant disparaître la constante C. À
l’aide des identités trigonométriques, la condition en z = h devient :

R2

a
= coshC cosh

h

a
±
�
cosh2 C − 1 sinh

h

a
. (6.23)

Puis, à l’aide de la condition en z = 0 :

R2

R1

R1

a
=

R1

a
cosh

�
h

R1

R1

a

�
±

��
R1

a

�2

− 1 sinh

�
h

R1

R1

a

�
, (6.24)

soit, avec X = R1/a et Δ = h/R1 :

αX = X cosh(ΔX)±
√
X2 − 1 sinh(ΔX). (6.25)

L’ambiguïté de signe est levée en passant cette relation au carré, après quelques
manipulations :

X2(cosh(ΔX)− α)2 = (X2 − 1) sinh2(ΔX). (6.26)

Le développement et la simplification de ces deux termes conduisent finalement au
résultat suivant :

sinh2(ΔX) = X2(2α cosh(ΔX)− (1 + α2)). (6.27)

Cette équation implicite constitue en fait une généralisation de l’équation implicite
obtenue dans le cas symétrique α = 1 (Éq. 6.10). Sa résolution graphique est ana-
logue, α jouant ici le rôle de paramètre : tant que Δ n’est pas trop grand, il existe
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Figure 6.13: Évolution de a/R1 (a) et −aC/R1 (b) en fonction de Δ = h/R1,
pour différents rapports d’aspect entre les anneaux : α = 2, 3, 4, 5. En trait plein, les
caténoïdes stables correspondent à un minimum d’énergie. En pointillés, les caté-
noïdes instables correspondent à un maximum d’énergie. Le maximum des diverses
branches stables a pour coordonnées (arccoshα, 1).
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toujours deux caténoïdes d’énergies différentes solutions au problème, jusqu’à un cer-
tain point critique. En remarquant que ce point critique (ac/R1, hc/R1) se déplace
avec l’asymétrie du système (Fig. 6.13 (a)), la forme des courbes en « pétales » fait
de plus apparaître une différence importante par rapport au cas symétrique α = 1
(Fig. 6.7) : dans la limite des anneaux accolés, a tend vers 0 pour la caténoïde
stable. Concernant cette dernière, qui est celle effectivement observée expérimenta-
lement, ce fait s’accompagne également d’un changement de signe de la constante
C : alors que dans le cas symétrique, C = −h/2a est automatiquement négative,
elle est, dans le cas asymétrique, positive lorsque a croît, puis négative lorsque a
décroît. Ceci implique que la position normalisée du cou, z = −aC/R1 (obtenue
directement par annulation de l’argument dans le cosinus hyperbolique), se situe
tout d’abord en dehors des anneaux, du côté du petit anneau, puis revient entre les
deux anneaux (Fig. 6.13 (b)). Par conséquent, le rayon de gorge n’est plus défini
expérimentalement si Δ est trop petit. La transition se produit lors de l’inversion de
courbure de la caténoïde au niveau du petit cadre : cette dernière y est tournée vers
l’extérieur lorsque a croît, puis tournée vers l’intérieur lorsque a décroît. Il est alors
facile de prédire à quelle distance h entre les anneaux elle se produit, en réécrivant
les conditions en limites en ce point particulier :

R1 = R1 coshC, (6.28)

R2 = R1 cosh

�
h

R1

+ C

�
. (6.29)

Il vient immédiatement C = 0, et donc :

h

R1

= Δ = arccoshα. (6.30)

Nous vérifions par ailleurs que ce ratio caractéristique est nul pour une caténoïde
symétrique, et croît avec α comme la figure 6.13 en atteste.

Les seuils d’existence (ac/R1, hc/R1) sont, d’après le graphe précédent, des fonc-
tions croissantes de α, et peuvent dans un premier temps s’approximer de façon
naïve : en prenant l’exemple de la hauteur critique hc, il est raisonnable d’imaginer
que celle-ci est comprise entre les deux cas extrêmes suivants : hc = 1.33R1 (caté-
noïde symétrique de rayon R1) et hc = 1.33R2 (caténoïde symétrique de rayon R2),
soit 1.33 < hc/R1 < 1.33α. À mesure que α augmente, cet intervalle d’encadrement
s’élargit, et nécessite donc d’effectuer une démarche plus précise. Ces seuils s’ob-
tiennent donc de la même façon que précédemment, en posant une nouvelle fonction
f telle que :

f(X) = sinh2(ΔX)−X2(2α cosh(ΔX)− (1 + α2)). (6.31)

Sa dérivée ∂Xf s’exprime comme :

∂Xf(X) = 2(A− B), (6.32)

avec :
A = Δ sinh(ΔX) cosh(ΔX), (6.33)
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B = X(α(2 cosh(ΔX) +ΔX sinh(ΔX))− (1 + α2)). (6.34)

La recherche du nouveau point critique d’existence X = Xc est déterminée en im-
posant simultanément f(Xc) = 0 et ∂Xf(Xc) = 0. En manipulant ces conditions,
ΔcXc vérifie maintenant une équation implicite dépendant de α :

tanh(ΔcXc) =
ΔcXc(2α cosh(ΔcXc)− (1 + α2))

α(2 cosh(ΔcXc) +ΔcXc sinh(ΔcXc))− (1 + α2)
. (6.35)

La résolution numérique de cette équation permet de remonter à ac/R1=1/Xc en
exploitant à nouveau l’annulation de f . Enfin, hc/R1 = Δc est déduit de la connais-
sance simultanée de ΔcXc et Xc. La figure 6.14 illustre ces deux seuils adimensionnés
en fonction de l’asymétrie α du système. Remarquons que plus le rapport d’aspect
est fort, plus le rayon de gorge critique se rapproche du rayon du petit anneau par
valeurs inférieures (il ne peut de toute façon jamais y être supérieur, selon l’équa-
tion 6.21). De fait, plus le rapport d’aspect est fort, plus la hauteur critique se
rapproche du seuil d’inversion de courbure en R1 discuté auparavant (Éq. 6.30), par
valeurs supérieures. Par ailleurs, les courbes numériques obtenues sont en accord
avec les valeurs discrètes de Lindelöf, reportées par Bouasse [116] et déterminées par
une méthode géométrique : la limite d’existence est atteinte lorsque les tangentes du
profil ρ(z) au niveau des deux anneaux se coupent en un point de l’axe de révolution
(Oz) [140].

3.2.2 Analyse énergétique

Ici encore, la détermination des nouvelles constantes d’intégration a et C, pour
Δ et α donnés, permet de calculer l’énergie potentielle 8 de chacune des surfaces
minimales en présence : les deux caténoïdes et la surface de Goldschmidt. À titre
d’exemple, la figure 6.15 représente ces énergies pour α = 2. Nous observons qu’à la
limite des anneaux accolés, E1 ∼ 3, alors que E2 ∼ 5 = EG. La caténoïde instable, très
échancrée, s’apparente de nouveau à la surface de Goldschmidt composée des deux
anneaux, soit E2 ∼ EG = α2 + 1 = 5. Du fait de l’asymétrie, la caténoïde stable ne
peut plus s’apparenter à un cylindre, son énergie ne tend donc plus vers 0. Sa surface
asymptotique correspond maintenant à une couronne comprise entre les rayons R1

et R2, soit E1 ∼ α2 − 1 = 3. Ce résultat dénote une nouvelle différence importante
avec le cas symétrique. La variation de ces énergies en fonction de Δ reste cependant
semblable au cas symétrique, avec la présence du seuil d’existence Δc pour lequel les
énergies des deux caténoïdes se rejoignent, et un seuil de métastabilité Δm à partir
duquel la surface de Goldschmidt devient plus favorable énergétiquement que la
caténoïde stable. Une discussion équivalente peut être menée concernant la barrière
d’énergie séparant ces deux états, en choisissant un « chemin réactionnel » analogue.

3.2.3 Vérification expérimentale

Une fois avoir formé une caténoïde asymétrique, nous mesurons, en fonction de
la distance h entre les cadres, le rayon minimal adopté par le film à l’équilibre entre
les deux anneaux, soit le rayon de gorge (Fig. 6.16) ; chaque série expérimentale est

8. L’énergie est ici adimensionnée par 2γπR1
2.
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Figure 6.14: Évolution des seuils d’existence d’une caténoïde asymétrique en fonc-
tion de α = R2/R1. La courbe rouge en pointillés est un ajustement du seuil
Δc = f(α) par un polynôme de degré 3 : Δc � 0.85 + 0.59α− 0.06α2 + 0.0025α3.
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Figure 6.15: Évolution de l’énergie en fonction de la distance entre les anneaux,
pour α = 2. En trait plein, la caténoïde stable. En pointillés, la caténoïde instable.
En rouge, la surface de Goldschmidt composée de deux films plans portés par les
deux anneaux.
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Figure 6.16: Rayon de gorge (a) et position du rayon de gorge (b) d’une caténoïde
asymétrique, adimensionnés par R1, en fonction de Δ, pour différents rapports d’as-
pect : α=1.2 (ronds), 1.6 (triangles), 3.1 (carrés). Les ajustements représentés font
apparaître la grandeur a/R1 issue de la branche stable pour Δ > arccoshα, c’est-à-
dire après l’inversion de courbure.

1 cm

Δ

Figure 6.17: Mise en évidence expérimentale de l’inversion de courbure au niveau
du petit anneau, pour α = 3.1. Celle-ci s’opère pour Δ = arccoshα.

effectuée à une asymétrie donnée. Les résultats obtenus sont en accord avec les pré-
dictions théoriques : en particulier, l’inversion de courbure est expérimentalement
nette (Fig. 6.17). Les légers écarts peuvent provenir d’incertitudes expérimentales
(résolution spatiale ; circularité, concentricité et orientation mutuelle des cadres),
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Figure 6.18: Seuils d’existence expérimentaux d’une caténoïde asymétrique en fonc-
tion de α.

mais aussi de l’épaisseur finie des anneaux : celle-ci affecte à la fois les ratios repré-
sentés sur la figure, mais également la détermination de α. Dans la gamme d’asy-
métrie explorée, nous remarquons d’ailleurs que les seuils d’inversion de courbure
(Éq. 6.30) et d’existence de la caténoïde (Fig. 6.14) dépendent assez sensiblement de
α. Enfin, la figure 6.18 présente les seuils d’existence adimensionnés (ac/R1, hc/R1)
mesurés sur une plus grande gamme de α. La comparaison avec la théorie est de
nouveau satisfaisante.

3.3 La demi-caténoïde symétrique

Une façon simple et originale de former une surface minimale à partir d’un seul
anneau circulaire 9 de rayon R consiste à l’immerger puis à l’extraire d’un bain liquide
parallèlement à sa surface (Fig. 6.19). Cette configuration rappelle la méthode de
l’anneau de du Noüy 10 [141, 142] utilisée en tensiométrie : en suspendant le cadre
de masse m à un dynamomètre, il est possible de remonter à la tension de surface γ
du liquide en mesurant au dynamomètre la force F nécessaire pour « arracher » le
cadre au ménisque liquide. Nous négligeons ici le poids du ménisque liquide soulevé et
supposons l’anneau infiniment fin et parfaitement mouillant vis-à-vis de la solution
utilisée. En retirant progressivement l’anneau du bain, la force F croît, passe par

9. En oubliant bien évidemment le film plan trivial.
10. Pierre Lecomte du Noüy (1883-1947), mathématicien, biophysicien, écrivain et philosophe

français.
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Figure 6.19: Illustration expérimentale de la surface minimale engendrée par un
anneau circulaire (R = 3.6 cm) extrait d’un bain liquide : paramétrage de la surface
du film.

une valeur maximale Fmax puis décroît jusqu’à l’arrachement. Lorsque F=Fmax, le
raccordement du ménisque est vertical, permettant d’écrire immédiatement par un
équilibre des forces sur le cadre, 4πRγ = Fmax−mg, où nous avons tenu compte
des interfaces intérieure et extérieure au cadre. En opérant avec une solution de
tensioactifs, un film de savon à l’équilibre s’appuie entre l’anneau et la surface libre
du bain sur une hauteur pouvant devenir bien plus grande que la taille typique
du ménisque atteinte dans la méthode de du Noüy. Si l’anneau est néanmoins tiré
trop loin du bain, cette surface s’effondre sur elle-même ; notons à nouveau hc la
hauteur critique séparant le bain de l’anneau. À la lumière de ce qui a été étudié
auparavant, nous allons chercher à caractériser l’existence et la stabilité de cette
nouvelle configuration, et comprendre quel est le rôle joué par le bain liquide en
termes de conditions aux limites.

3.3.1 Existence et stabilité

Cette surface étant à nouveau ouverte, nous la décrivons par un cosinus hyperbo-
lique. La spécificité de cette forme réside dans les conditions aux limites auxquelles
elle est soumise. En effet, seule une condition aux limites, ρ(0) = R, est imposée par
l’opérateur dans le cas présent. Par ailleurs, tant que h<hc, les expériences montrent
que le rayon du film au niveau du bain ρ(h) est une fonction décroissante de h. De
plus, les expériences montrent que le raccordement du film de savon avec le bain
liquide est toujours perpendiculaire (Fig. 6.19), quelles que soient les valeurs prises
par R et h. Ce résultat est en fait imposé par l’équilibre mécanique du ménisque
reliant le film et le bain (Fig. 6.20), conduisant à la seconde condition aux limites :
ρ�(h) = 0. De fait, en injectant l’ansatz de l’équation 6.7, nous obtenons :

ρ(0) = R = a coshC, (6.36)

ρ�(h) = sinh

�
h

a
+ C

�
= 0, (6.37)

soit donc :

C = −h

a
. (6.38)
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Figure 6.20: Schéma simplifié des forces agissant sur le ménisque liquide assurant
le raccordement entre le film et le bain. Si le film n’est pas perpendiculaire au bain,
il existe une résultante radiale des forces non nulle, induisant un retour vers le
raccordement perpendiculaire d’équilibre.

Cette solution ressemble fort aux résultats obtenus pour la caténoïde symétrique,
la seule différence résidant en un facteur 2. Nous pouvons donc interpréter cette
surface comme la moitié d’une caténoïde symétrique de rayon R dont le rayon de
gorge se situerait à la surface du bain, car ρ(h) = a cosh(h/a−h/a) = a (Fig. 6.21).
À ce stade, et à l’aide de qui a été développé précédemment, nous pouvons donc
déduire que les seuils d’existence de cette demi-caténoïde symétrique sont donnés
par ac � 0.55R et hc � 0.66R. Pour obtenir la variation de a avec h à R fixé, la
nouvelle équation implicite à résoudre s’obtient à partir des équations 6.36 et 6.38 :

a cosh

�
h

a

�
= R. (6.39)

Nous retrouvons, à un facteur 2 près sur la hauteur, l’équation implicite 6.9 régis-
sant l’existence et la stabilité de la caténoïde symétrique ; le diagramme d’existence
et de stabilité de la demi-caténoïde symétrique s’en déduit donc aisément (Fig. 6.22).

D’un point de vue théorique, ce changement de conditions aux limites est sou-
vent appréhendé en mathématiques : alors que la caténoïde symétrique fixe deux
valeurs que doit vérifier la fonction ρ en z=0 et z=h aux frontières de son domaine
de définition (conditions de Dirichlet), la demi-caténoïde symétrique fixe une va-
leur pour ρ en z=0 et une valeur pour sa dérivée ρ� en z=h (conditions mixtes de
Dirichlet-Neumann). De façon plus physique, nous retrouvons cet effet en comparant
par exemple les notes musicales émises en soufflant dans un tube, successivement
ouvert à ses deux extrémités puis fermé du côté opposé à la bouche. Le change-
ment de conditions aux limites provoque un facteur 2 entre les fréquences des modes
fondamentaux sollicités, les deux notes sonnent donc à l’octave l’une de l’autre.

3.3.2 Analyse énergétique

Démontrons dans ce paragraphe que le raccordement perpendiculaire inspiré par
l’expérience correspond à un minimum d’énergie de surface EΣ. En ne supposant
plus la condition ρ�(h) = 0 et en laissant donc un paramètre libre de varier, C par
exemple, quelle valeur de C devons-nous prendre pour minimiser EΣ, à h et R fixés ?
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Figure 6.21: L’ajustement du profil est en accord avec l’analyse mathématique dé-
veloppée ci-dessus : la surface étudiée peut être vue comme une caténoïde symétrique
tronquée de moitié, par symétrie plane.
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Figure 6.22: Rayon de gorge adimensionné a/R en fonction de Δ = h/R. En trait
plein, la demi-caténoïde symétrique stable (peu échancrée). En pointillés, la demi-
caténoïde symétrique instable (très échancrée).
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Figure 6.23: Évolution des énergies adimensionnées E associées aux différentes
surfaces minimales en présence, en fonction de Δ. En trait plein, la demi-caténoïde
symétrique stable. En pointillés, la demi-caténoïde symétrique instable. En rouge,
la surface de Goldschmidt.

En repartant de l’expression initiale de EΣ avec C comme paramètre libre 11 :

EΣ = 2γπa

� h

0

(1 + cosh
�
2
�z
a
+ C

��
dz. (6.40)

Par le changement de variable u = z/a+ C, il s’ensuit :

EΣ = 2γπa2

�
h

a
+

sinh
�
2
�
C + h

a

��

2
− sinh(2C)

2

�
, (6.41)

EΣ = 2γπ
R2

cosh2C

�
h coshC

R
+

sinh
�
2
�
C + h coshC

R

��
− sinh(2C)

2

�
. (6.42)

En adimensionnant à nouveau EΣ via E=EΣ/(2γπR
2), il vient, avec Δ = h/R :

E =
Δ

coshC
− tanhC +

sinh(C +Δ coshC) cosh(C +Δ coshC)

cosh2C
. (6.43)

Dérivons maintenant E par rapport à C et tentons d’en trouver les racines. En
notant Z = C + Δ coshC et Ż = 1 + Δ sinhC, il vient, après quelques lignes de
calculs :

E � =
Ż(cosh(2Z)− 1)− tanhC sinh(2Z)

cosh2C
, (6.44)

E � = 2
sinh2 Z(Ż − tanhC/ tanhZ)

cosh2 C
. (6.45)

11. Le choix de prendre C comme variable continue définit un chemin réactionnel différent de
celui utilisé pour démontrer la métastabilité de la caténoïde symétrique. Ainsi, ce nouveau chemin
ne fait plus apparaître le point de stagnation de la surface de Goldschmidt, bien que cette surface
minimale existe encore ici.
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Figure 6.24: Paysages d’énergie potentielle E , pour Δ allant de 0.5 à 0.75, la va-
riable considérée étant indifféremment C ou a/R. Les courbes noires représentent
de nouveau l’énergie des deux demi-caténoïdes symétriques vérifiant un raccorde-
ment perpendiculaire à la surface libre : la demi-caténoïde stable en traits pleins, la
demi-caténoïde instable en pointillés.

Une solution immédiate à l’annulation de E � est donnée par Z = 0, ce qui permet
finalement de retrouver, à l’aide de la condition aux limites 6.36 :

C = −Δ coshC = −h

a
. (6.46)

En comparaison avec la caténoïde symétrique, les énergies des demi-caténoïdes
symétriques stable et instables sont, sans surprise, réduites de moitié (Fig. 6.23).
Alors qu’un extremum d’énergie est dicté par une annulation de la dérivée première,
sa stabilité est décrite par le signe de la dérivée seconde de l’énergie. Cette dernière
s’écrit, au point d’intérêt Z = 0 :

E �� = 2
tanh(Δ coshC)

cosh2(Δ coshC)
(1−Δ sinh(Δ coshC)). (6.47)

Revenons sur l’étude de stabilité de la caténoïde symétrique : nous avons remarqué
qu’il existait deux surfaces solutions au problème variationnel, l’une correspondant
à un minimum d’énergie, pour laquelle E ��≥0, l’autre à un maximum d’énergie, pour
laquelle E ��≤0 (Fig. 6.10). Au point critique d’effondrement, ces deux caténoïdes
se rejoignent d’un point de vue géométrique, et donc également d’un point de vue
énergétique. Ainsi, la seule possibilité est d’imposer en ce point critique une inflexion
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de la courbe, définie par E ��=0. En appliquant ce critère au cas présent, il vient :

Δc sinh(Δc coshCc) = 1, (6.48)

soit, avec Δc = hc/R, Cc = −Δc coshCc et Xc = R/ac :

coth(ΔcXc) = ΔcXc. (6.49)

Cette équation implicite est, à un facteur 2 près, identique à celle résolue pour
la caténoïde symétrique (Éq. 6.12), le résultat est donc immédiat. La condition
aux limites en z = 0 aboutit à ac � R/ cosh(1.20) � 0.55R. Puis, en reprenant
l’équation 6.49, hc � 1.20ac � 0.66R. Pour récapituler ces résultats, les paysages
énergétiques illustrant la variation de E avec C, ou de façon équivalente a/R, pour
différentes valeurs de Δ sont représentés sur la figure 6.24. Les courbes noires en
traits pleins et en pointillés correspondent aux solutions déterminées par le calcul
et vérifiant un raccordement perpendiculaire entre le film et le bain.

3.3.3 Résultats expérimentaux

Dans un premier temps, nous suivons expérimentalement le rayon de gorge de la
demi-caténoïde symétrique, mesuré systématiquement au niveau de la surface libre,
en fonction de l’écartement entre l’anneau et le bain (Fig. 6.25). Les mesures sont
en bon accord avec la prédiction théorique. Les écarts constatés ont plusieurs causes
possibles : en plus des incertitudes expérimentales inhérentes à la mesure, mention-
nons de nouveau les effets de taille finie de l’épaisseur de l’anneau ; le film de savon
reste a priori libre de glisser sur l’anneau en fonction de h, ce qui entraîne peut-être
un rayon effectif dépendant faiblement de la distance séparant le bain du cadre. En
outre, la présence du ménisque à la surface du bain liquide est complètement négligée
dans notre approche : en particulier, cela laisse une ambiguïté quant aux quantités
mesurées, d’autant plus prononcée que le rayon du cadre est petit. Une façon de
diminuer l’influence de ce ménisque liquide est d’effectuer la même expérience sur
substrat solide légèrement mouillé 12, en l’occurrence un cylidre de plexiglas, dont le
rayon est légèrement inférieur à celui de l’anneau (Fig. 6.26).

Nous avons ensuite sondé les seuils d’existence (ac, hc) de la demi-caténoïde sy-
métrique sur un plus grand éventail de rayons, et en utilisant deux solutions dif-
férentes : celle présentée au début de ce chapitre, ainsi qu’une solution surfactante
de SDS, de concentration c=15 g.L−1 (Fig. 6.27). Les ajustements linéaires prédits
théoriquement ainsi que leurs préfacteurs sont en excellent accord avec les résultats
expérimentaux sur une large gamme. La superposition des jeux de données corro-
bore également le fait que l’analyse développée est effectivement indépendante du
système fluide choisi, et en particulier de sa tension de surface. Remarquons quand
même une légère déviation aux très petits cadres millimétriques. Comme déjà invo-
qué précédemment, outre l’importance exacerbée de l’épaisseur finie du cadre, les
ménisques jouent à cette échelle un rôle prépondérant, dont la taille caractéristique
est dictée par la longueur capillaire κ−1 [11], où nous rappelons son expression :

12. Le cas du substrat solide sec élimine idéalement toute présence de ménisque mais introduit
des problèmes de frottement et de rugosité : la ligne de contact peut venir s’y accrocher, ce qui
empêche potentiellement le film de savon de conserver sa forme de demi-caténoïde symétrique,
pourtant de moindre énergie.
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Figure 6.25: Évolution expérimentale du rayon de gorge d’une demi-caténoïde en
fonction de la distance séparant l’anneau et le bain. Chaque série de symboles cor-
respond à une valeur de R donnée.

1 cm

Figure 6.26: Apparaissant comme une variante expérimentale dans l’étude des
demi-caténoïdes symétriques, l’utilisation d’un substrat solide mouillé permet en
plus de s’affranchir d’effets hydrodynamiques liés à la présence du bain liquide.
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Figure 6.27: Seuils d’existence expérimentaux en fonction de R. Chaque couleur
correspond à un système fluide donné : noir (solution savonneuse), gris (solution
de SDS). Les droites noires représentent les ajustements théoriques : ac = 0.55R
(pointillés), hc = 0.66R (traits pleins). La photo expérimentale illustre la forme
intermédiaire pont liquide/demi-caténoïde s’appuyant sur un cadre dont le rayon
est comparable à la longueur capillaire.

κ−1 =

�
γ

ρlg
, (6.50)

avec γ la tension de surface, ρl la masse volumique du liquide considéré et g l’accélé-
ration de la pesanteur. Comme son expression le suggère, cette longueur, de l’ordre
du millimètre, fournit une taille caractéristique sur laquelle les effets capillaires et
gravitaires sont en compétition 13. Pour les petits cadres, la longueur pertinente de-
vient désormais κ−1, au détriment de la taille du cadre R. La photo (Fig. 6.27)
illustre à ce titre un cadre millimétrique et montre que l’objet étudié est maintenant
une forme hybride entre une demi-caténoïde symétrique et un pont liquide : il est
donc naturel que les critères de stabilité et d’existence, développés dans le contexte
des surfaces minimales, deviennent caduques à ces échelles de longueur.

Enfin, les expériences montrent que l’effondrement d’une demi-caténoïde symétrique
est éventuellement suivi de la formation d’une une bulle interfaciale, ou « bulle
d’orage ». Nous observons également que la taille de cette bulle varie avec le rayon
du cadre, et qu’il existe également une taille de cadre seuil en-dessous de laquelle
aucune bulle interfaciale ne se forme. La compréhension de ce phénomène, nécessi-
tant dorénavant une approche dynamique (le temps d’effondrement entre les deux
dernières images est ici de l’ordre de 10−1 s), est poursuivie dans le chapitre suivant.

13. Dans la partie dédiée à la microfluidique, cette longueur était très grande devant les dimen-
sions de la section du canal : la prédominance des effets de tension de surface justifiait donc de
négliger totalement la gravité dans ce problème.
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4 La diaboloïde
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Figure 6.28: La diaboloïde : représentation schématique et paramétrage de la sur-
face du film.

Nous étudions dans cette partie une structure géométrique plus complexe, carac-
térisée par la coexistence de deux portions de caténoïde et d’un film plan : nous la
surnommons « diaboloïde » 14 (Fig. 6.28). Cette surface minimale a déjà été obser-
vée dans le domaine de la physique des mousses, et exploitée en tant que système
modèle constitué d’un unique bord de Plateau [127, 143, 144, 128]. Les contraintes
imposées par cette configuration induisent de nouvelles conditions aux limites, et
par extension de nouveaux critères d’équilibre. L’intérêt de cette nouvelle conforma-
tion est en premier lieu expérimental. En effet, de façon assez curieuse, la diaboloïde
est la première surface minimale adoptée par un film de savon après avoir immergé
deux anneaux accolés dans la solution. Pour obtenir la caténoïde associée, il est
alors nécessaire de casser le film plan central, à l’aide d’une spatule imbibée d’étha-
nol par exemple. Nous commençons à traiter le cas de la diaboloïde symétrique (le
contour est constitué de deux anneaux de rayons identiques, R1 = R2 = R), puis
le cas asymétrique (R1 < R2). Enfin, nous terminons cette partie en libérant l’inva-
riance par rotation de la diaboloïde asymétrique. En y substituant le degré de liberté
de translation par un degré de liberté de rotation, une nouvelle surface minimale,
surnommée « diaboloïde rotatoire », apparaît. Nous en établissons ses différentes
caractéristiques et les comparons avec celles obtenues dans le cas de la diaboloïde
axisymétrique.

4.1 La diaboloïde symétrique

4.1.1 Description géométrique

La diaboloïde se compose d’une double caténoïde s’appuyant sur deux anneaux
de rayons R1 et R2 et sur un film plan, de rayon A, situé entre les anneaux (Fig. 6.28).
La distance entre les deux anneaux est notée h, la distance entre le film plan et
l’anneau 1 (resp. 2) est notée h1 (resp. h2). La portion de caténoïde construite sur
l’anneau 1 (resp. 2) est notée Σ1 (resp. Σ2), le film plan est noté Σp. L’étude est de

14. Cette figure a été baptisée en référence au jeu de jonglage bien connu, le diabolo.
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nouveau menée en coordonnées cylindriques (ρ, θ, z), le film plan est placé en z = 0,
l’axe (Oz) étant choisi vertical ascendant. Encore pour des raisons d’invariance par
rotation, la surface Σ1 (resp. Σ2) est paramétrée par le profil ρ1(z) (resp. ρ2(z)). En
conservant pour Σ1 (resp. Σ2) une forme hyperbolique, nous pouvons donc écrire :

ρ1(z) = a1 cosh

�
z

a1
+ C1

�
, (6.51)

ρ2(z) = a2 cosh

�
z

a2
+ C2

�
. (6.52)

Comme précédemment, supposons R1, R2 et h fixés. Pour déterminer les 7 constantes
(a1, C1, h1, a2, C2, h2, A), les quatre premières conditions aux limites s’écrivent res-
pectivement en z = 0, h1,−h2 :

A = a1 coshC1, (6.53)

A = a2 coshC2, (6.54)

R1 = a1 cosh

�
h1

a1
+ C1

�
, (6.55)

R2 = a2 cosh

�−h2

a2
+ C2

�
, (6.56)

avec également :
h = h1 + h2. (6.57)

Pour pouvoir résoudre le système, deux conditions aux limites supplémentaires sont
à imposer. Celles-ci sont dictées par la stabilité du bord de Plateau de part (1ère

condition) et d’autre (2ème condition) du film plan horizontal. Rappelons ici que les
deux premières lois de Plateau [140, 145] imposent pour toute surface d’un film de
savon la dérivabilité (la surface est « lisse ») et une courbure moyenne uniforme en
tout point. Cette courbure moyenne est d’ailleurs nulle ici, puisque toutes les surfaces
minimales étudiées sont ouvertes. Dans le cas présent, la 3ème loi de Plateau énonce
que les trois angles, autour du cercle de rayon A rejoignant les trois surfaces en
présence Σ1, Σ2 et Σp, doivent être identiques et égaux à 2π/3 (Fig. 6.28). Notons
tout de même que ces conditions sont valables dans la limite d’un film de savon
« sec ». En réalité, la fraction volumique de liquide contenue dans un film de savon
n’est pas nulle, et des études récentes, vis-à-vis des conditions de Plateau, montrent
que ceci engendre des angles légèrement différents de 2π/3 [127]. Cet effet, attribué
à la présence d’une tension de ligne négative, concerne d’ailleurs plus généralement
la physique des mousses, et montre que dans certaines conditions, une approche
purement géométrique n’est pas suffisante pour décrire la conformation des films de
savon. Comme la correction appliquée, de l’ordre de 2% sur les angles, reste très
faible, nous laissons de côté cet effet dans la présente analyse. Mathématiquement,
les pentes locales des deux caténoïdes en z=0 s’expriment donc :

ρ�1(z = 0) = sinhC1 = tan
π

6
=

1√
3
, (6.58)

ρ�2(z = 0) = sinhC2 = − tan
π

6
= − 1√

3
, (6.59)

140 4. LA DIABOLOÏDE



CHAPITRE 6. DESCRIPTION DE QUELQUES SURFACES MINIMALES :
INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES ET DE SYMÉTRIE

soit finalement :
C1 = −C2 = C � 0.55. (6.60)

Il vient donc 15, en z = 0 :

a1 = a2 = a =
A

coshC
=

√
3

2
A. (6.61)

En revenant ici à la caténoïde symétrique, remarquons que cette dernière impose,
au lieu de 2π/3, un angle de π au niveau du rayon de gorge : il n’y a en effet aucune
rupture de pente dans cette géométrie simple. En plaçant de la même façon son
rayon de gorge à la position z = 0, il vient alors immédiatement 16 C1 = C2 = 0. Ce
point se révèle intéressant un peu plus loin. La résolution des conditions aux limites
s’achève en écrivant à nouveau, en z = h1,−h2 :

h1 = a

�
arccosh

R1

a
− C

�
, (6.62)

h2 = a

�
arccosh

R2

a
− C

�
, (6.63)

avec :

h1 + h2 = a

�
arccosh

R1

a
+ arccosh

R2

a
− 2C

�
= h. (6.64)

En contraste avec les résultats obtenus avec la caténoïde symétrique, remarquons
que le fait d’imposer des angles de 2π/3 sur le bord de Plateau, ce qui revient à
avoir C �= 0, implique une borne supérieure différente pour a, en veillant à garder
h1 > 0, h2 > 0. Ainsi :

a < min

�
R1

coshC
,

R2

coshC

�
. (6.65)

En revanche, il est immédiat de montrer que A est borné de la même façon que le
rayon de gorge de la caténoïde, c’est-à-dire :

A < min(R1, R2). (6.66)

Cette quantité étant par ailleurs aisément mesurable expérimentalement, le raison-
nement se poursuit au moyen de cette grandeur, au détriment de la constante a.

4.1.2 Existence et stabilité

Par analogie avec le traitement mathématique de la caténoïde, nous pouvons
réécrire la condition aux limites en z = h1 (Éq. 6.55) de façon adimensionnée, en
rappelant que dans le cas symétrique, R1 = R2 = R :

cosh(Δ1X + C) = X, (6.67)

15. En anticipant sur la partie suivante, mentionnons que ces premières conditions sont aussi
bien valables dans le cas symétrique ou asymétrique. L’asymétrie commence à se faire ressentir à
partir de l’équation 6.62.

16. L’apparente contradiction avec le résultat obtenu précédemment pour une caténoïde symé-
trique, C=−h/2a, tient seulement d’un choix différent pour la position de l’origine de l’axe (Oz).
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Figure 6.29: Évolution du rayon du film plan en fonction de la distance entre les
anneaux. En trait plein, la diaboloïde stable présente un film plan large. En poin-
tillés, la diaboloïde instable présente un film plan étroit. Les points verts et orange
indiquent les solutions correspondant aux diaboloïdes montrées à la figure 6.30.

avec X = R/a, Δ1 = h1/R = h/2R, par symétrie. Soit, en introduisant Δ = h/R :

cosh

�
ΔX

2
+ C

�
= X. (6.68)

Cette équation implicite ressemble fortement à l’équation 6.10 obtenue dans le cas
de la caténoïde symétrique, la seule différence provenant de la valeur non nulle de
C ici. Par conséquent, une démarche analogue démontre que, comme pour la caté-
noïde, tant que les anneaux ne sont pas trop éloignés l’un de l’autre, une valeur de
Δ donnée correspond à deux valeurs de a (ou A, c’est équivalent), associées à deux
diaboloïdes distinctes (Fig. 6.30). L’analyse énergétique effectuée plus bas montre
que l’une des diaboloïdes est stable, alors que l’autre est instable, du fait de la
différence de leurs énergies. Ceci est vrai jusqu’à ce que Δ atteigne un seuil noté
Δc. La hauteur critique de stabilité est de nouveau notée hc, le rayon du film plan
correspondant est noté Ac. Il n’y a alors plus de solution sous la forme recherchée :
la limite d’existence est atteinte et la diaboloïde critique s’effondre. La figure 6.29
représente l’évolution du rayon du film plan adimensionné A/R en fonction de Δ
pour les deux diaboloïdes solutions au problème.

Remarquons notamment que, du fait de la présence du film plan central, la hau-
teur critique de la diaboloïde symétrique (hc � 0.82R) est relativement plus faible
que celle d’une caténoïde symétrique de même rayon (hc � 1.33R). Ce résultat sug-
gère que les contraintes additionnelles imposées par la 3ème loi de Plateau sur les
diaboloïdes rendent ces structures moins stables que les caténoïdes. Les nouveaux
seuils d’existence (Ac, hc) peuvent à nouveau être retrouvés par le calcul en posant
une fonction f telle que :

f(X) = cosh

�
ΔX

2
+ C

�
−X. (6.69)

Résoudre l’équation implicite 6.68 au point critique revient à imposer une et une
seule intersection entre la droite et le cosinus hyperbolique comprises dans l’expres-
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Figure 6.30: Représentations 3D de diaboloïdes symétriques typiques, obtenues
pour Δ = 0.25, 0.5, 0.75 (valeurs indexées sur la figure précédente). En vert, les
diaboloïdes présentant un film plan large. En orange, les diaboloïdes présentant
un film plan étroit. L’échelle verticale est modifiée pour la clarté de la figure. En
comparaison avec la figure 6.8, notons la rupture de pente du profil au niveau du
film plan central.

sion de f , comme le montre la figure 6.6 dans le cas de la caténoïde. De façon
analogue à l’analyse de stabilité des surfaces minimales précédentes, ceci est vérifié
lorsque la fonction f s’annule ainsi que sa dérivée première ∂Xf . Il s’ensuit alors :

coth

�
ΔcXc

2
+ C

�
=

ΔcXc

2
. (6.70)

Cette nouvelle équation implicite a pour unique solution positive ΔcXc/2 � 1.08.
En exploitant à nouveau l’annulation de ∂Xf et f en ce point, il vient :

hc �
2R

sinh(1.08 + C)
� 0.82R, (6.71)

Ac = ac coshC � R coshC

cosh(1.08 + C)
� 0.44R. (6.72)

Ces seuils sont en accord avec la figure 6.29, et apportent une justification à une
estimation expérimentale publiée par ailleurs dans la littérature : hc � 0.8R [127].

4.1.3 Analyse énergétique

L’énergie potentielle E de cette nouvelle configuration, encore adimensionnée par
2γπR2, peut se décomposer comme :

E = Ep + E1 + E2, (6.73)

où Ep, E1 et E2 désignent respectivement les énergies des surfaces Σp, Σ1 et Σ2. Ainsi,
en vertu des résultats précédents :

Ep =

�
A

R

�2

, (6.74)
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E1 =
2

R2

� h1

0

ρ1(z)
�

1 + ρ�1
2(z) dz, (6.75)

E1 =
� a

R

�2
�
h1

a
+

sinh 2
�
C + h1

a

�
− sinh 2C

2

�
, (6.76)

E1 = E2 =

�
A

R coshC

�2
�
h coshC

2A
+

sinh 2
�
C + h coshC

2A

�
− sinh 2C

2

�
. (6.77)

Δ ΔcΔm
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Figure 6.31: Évolution de l’énergie en fonction de la distance entre les anneaux.
En trait plein, la diaboloïde stable. En pointillés, la diaboloïde instable. En rouge,
la surface de Goldschmidt composée des deux anneaux.

La figure 6.31 représente l’évolution des énergies des deux diaboloïdes solutions au
problème variationnel en fonction de Δ. Comme auparavant, nous remarquons que
la diaboloïde très échancrée, correspondant à un film horizontal étroit, possède une
énergie supérieure à la diaboloïde peu échancrée, qui est effectivement celle obser-
vée expérimentalement. Par ailleurs, à la limite des anneaux accolés, la diaboloïde
instable tend asymptotiquement vers la surface composée des deux anneaux, soit
E ∼ 2. D’un autre côté, la diaboloïde stable se rapproche asymptotiquement d’une
surface composée d’un cylindre de plus en plus écrasé, dont la surface tend vers 0,
et du film plan, dont le rayon A tend vers R : soit finalement E ∼ 1. La surface de
Goldschmidt, d’énergie E = 2, apparaît de nouveau comme une surface minimale
a priori accessible au système. Mais ici encore, le choix d’un chemin réactionnel
analogue à la partie précédente fait apparaître une barrière d’énergie séparant cet
état de la diaboloïde stable, jusqu’à la limite d’existence de cette dernière.

4.1.4 Résultats expérimentaux

De la même manière que précédemment, une diaboloïde symétrique est formée
expérimentalement en immergeant deux anneaux identiques et accolés dans la solu-
tion savonneuse. Les observables, mesurées de façon systématique, sont désormais la
distance h séparant les cadres et le rayon A du film plan central. La série de clichés
présentée sur la figure 6.32 fait clairement apparaître la rupture de pente au niveau
du film plan, conséquence de la 3ème condition de Plateau discutée plus haut. Les
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Figure 6.32: Série typique de photos illustrant l’évolution d’une diaboloïde symé-
trique expérimentale (R = 2.6 cm) en fonction de l’écartement adimensionné des
anneaux. Le rayon du film plan A est mesuré en fonction de la distance h séparant
les anneaux. Le graphe représente ces deux quantités adimensionnées par le rayon
R. Chaque série de symboles correspond à une valeur de R fixée.

données expérimentales sont en excellent accord avec la prédiction théorique, pour
différentes valeurs de R. Ceci conforte l’hypothèse que cette surface minimale, du
fait des contraintes supplémentaires imposées par rapport à la caténoïde symétrique
de rayon identique, possède une zone d’existence sensiblement réduite, quelle que
soit la valeur de R.

4.2 La diaboloïde asymétrique

4.2.1 Existence et stabilité

Brisons à présent la symétrie entre les deux cadres, de rayons R1 et R2 = αR1,
avec α > 1. Comme dans le cas de la caténoïde, cette perte de symétrie a des consé-
quences importantes sur le comportement de la diaboloïde. La figure 6.33 représente
de nouveau le rayon du film plan adimensionné A/R1 en fonction de Δ = h/R1, pour
différents rapports d’aspect. La première observation concerne encore un décalage
des seuils d’existence (Ac/R1, hc/R1) de la diaboloïde. Une nouveauté, en revanche,
est ici l’apparition d’une nouvelle hauteur critique, dépendant de α, en-dessous de
laquelle la diaboloïde stable n’existe pas mathématiquement. Cet effet est une fois
de plus dû aux contraintes angulaires dictées par le bord de Plateau présent entre les
deux anneaux. Ce seuil inférieur d’existence est facilement déterminé en imposant
que A prenne sa valeur maximale, soit A = R1. D’après les équations 6.61 et 6.64,
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Figure 6.33: Évolution de A/R1 en fonction de Δ = h/R1, pour différents rapports
d’aspect entre les anneaux : α = 1, 1.5, 2, 2.5. En trait plein, les diaboloïdes stables
correspondent à un film plan large. En pointillés, les diaboloïdes instables corres-
pondent à un film plan étroit. La diaboloïde asymétrique stable présente un seuil
inférieur d’existence donné par Δs = (arccosh (α coshC)− C)/ coshC.

il vient donc :

R1

coshC
(arccosh (coshC) + arccosh (α coshC)− 2C) = h, (6.78)

h

R1

= Δs =
arccosh (α coshC)− C

coshC
. (6.79)

Remarquons que cette quantité est nulle dans le cas symétrique α = 1 et croît avec
α, en accord avec la figure précédente. Dans le cas où la distance entre les cadres
est inférieure à cette distance critique, quelle est donc la surface minimale adoptée
par le système ? Pour répondre à cette question, notons que la condition A = R1

se ramène à écrire de façon équivalente h1 = 0, d’après l’équation 6.62. Par voie de
conséquence, la surface recherchée est composée du film plan positionné sur le petit
anneau de rayon R1, et de la caténoïde asymétrique formée sur les deux cadres de
rayons R1 et R2. D’un autre côté, lorsque la distance entre les anneaux est suffi-
samment grande pour autoriser l’existence de la diaboloïde, une compétition entre
deux surfaces minimales - la diaboloïde stable et l’ensemble caténoïde stable + un
film plan porté par le petit cadre - est alors de mise, et peut éventuellement donner
naissance à de nouveaux phénomènes de métastabilité. Cette discussion est reprise
dans l’analyse énergétique effectuée ci-après, par comparaison des aires de ces deux
configurations.

Avant ceci, revenons sur les seuils d’existence de la diaboloïde asymétrique. Encore
de façon simpliste, il se conçoit bien que la hauteur critique d’existence hc d’une dia-
boloïde asymétrique de rayons R1 et R2 vérifie l’encadrement 0.82R1 < hc < 0.82R2,
soit 0.82 < Δc < 0.82α. L’obtention du résultat exact passe par la réécriture des
conditions aux limites en z = h1,−h2 (Éq. 6.55, Éq. 6.56) :

cosh(Δ1X + C) = X, (6.80)
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Figure 6.34: Évolution des seuils d’existence d’une diaboloïde asymétrique en fonc-
tion de α = R2/R1.

cosh(Δ2X + C) = αX, (6.81)

avec X = R1/a, Δ1 = h1/R1, Δ2 = h2/R1. Les équations sont manipulées afin de
faire apparaître la hauteur totale. Nous utilisons ici la même méthode, en annulant
simultanément une fonction et sa dérivée première au niveau du seuil d’existence. Il
vient par la suite, en notant Δ = h/R1 = Δ1 +Δ2 :

arccoshXc + arccosh (αXc) = ΔcXc + 2C, (6.82)

soit, en utilisant la forme logarithmique :

ln((Xc +
�

X2
c − 1)(αXc +

�
(αXc)2 − 1)) = ΔcXc + 2C. (6.83)

Nous imposons via l’équation précédente au moins une intersection entre les courbes
logarithmique et affine. Imposer au plus une intersection à ces courbes s’écrit par
dérivation avec l’équation supplémentaire ci-dessous :

1�
X2

c − 1
+

α�
(αXc)2 − 1

= Δc. (6.84)

Ce système de deux équations à deux inconnues (Δc, Xc) se résout numériquement,
α jouant ici le rôle de paramètre. De même que pour la caténoïde asymétrique, nous
en déduisons donc l’évolution des seuils d’existence (Ac/R1,Δc) de la diaboloïde en
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Figure 6.35: Tableau résumant les seuils d’existence des surfaces minimales étudiées
jusque-là dans ce chapitre, ceux-ci étant obtenus à partir du système d’équations
(Éq. 6.83, Éq. 6.84). Dans le cas des demi-caténoïdes symétriques, le seuil Δc est
déterminé en remplaçant Δc par �Δc dans ce jeu d’équations. Figure tirée de [146].

fonction de l’asymétrie α du système (Fig. 6.34). Mentionnons enfin que le fait de
prendre C = 0 dans le système d’équations précédent permet de retrouver de façon
élégante les seuils de la caténoïde asymétrique. En effet, au seuil d’existence d’une
caténoïde asymétrique, le rayon de gorge se situe entre les anneaux : en plaçant,
comme pour la diaboloïde, ce rayon de gorge en z = 0, les conditions h1 > 0 et
h2 > 0 sont réalisées. La seule différence réside dans la pente continue en ce point :
ceci est encore une fois équivalent à poser C = 0. Le cas de la caténoïde symétrique
se retrouve également en prenant C = 0 et α = 1 ; enfin, le cas de la demi-caténoïde
symétrique se déduit du précédent en divisant Δc par 2. Ces différents résultats sont
généralisés sur la figure 6.35.

4.2.2 Analyse énergétique

Comme évoqué précédemment, la bistabilité engendrée par la coexistence de
deux surfaces minimales nécessite de comparer leurs énergies respectives : la confi-
guration « diaboloïde stable » est notée dans la suite D, la configuration « caténoïde
stable+cadre » est notée C. Les énergies de surface de ces deux géométries sont re-
présentées sur la figure 6.36, dans le cas symétrique α = 1, et pour une asymétrie
α = 2. Le cas symétrique, décrit par les courbes noires, illustre que l’état le plus
favorable énergétiquement reste la diaboloïde, quelle que soit la valeur finie de Δ. La
différence énergétique est par surcroît d’autant plus marquée que Δ est grand. Ceci
justifie d’ailleurs les expériences réalisées dans le cas symétrique, celles-ci ne lais-
sant jamais entrevoir la configuration C (Fig. 6.32). Dans le cas asymétrique α = 2,
les courbes grises démontrent que dès que la diaboloïde stable existe (le seuil étant
donné par l’équation 6.79), elle est encore d’énergie inférieure à la configuration C,
bien que la différence entre les deux états reste faible. Il reste donc à déterminer
expérimentalement si ces deux états sont séparés par une barrière d’énergie lors de
leur coexistence, et le cas échéant, s’il est possible de traverser cette barrière avant
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Figure 6.36: Énergies comparées des configurations « diaboloïde stable » (traits
pleins) et « caténoïde stable+cadre » (pointillés courts) en fonction de l’écartement
adimensionné Δ entre les anneaux, dans les cas symétrique (courbes noires) et asy-
métrique (courbes grises). Dans les deux cas, les énergies des diaboloïdes instables
sont également représentées en pointillés longs.

la limite supérieure d’existence de la diaboloïde. Bien entendu, la configuration de
la diaboloïde instable, au film horizontal étroit, est laissée de côté du fait de son
énergie plus élevée : dans le cas asymétrique, celle-ci s’apparente, à la limite des
anneaux accolés, à la surfaces composée des deux anneaux, soit E ∼ α2 + 1 = 5.

4.2.3 Résultats expérimentaux

Cycle d’hystérésis Afin de répondre aux questions posées plus haut, nous plon-
geons de nouveau deux anneaux, de rayons différents et positionnés à h = 0, dans
la solution savonneuse. Ils sont ensuite retirés du bain puis écartés progressivement.
L’expérience est renouvelée en partant d’une diaboloïde formée à une certaine dis-
tance h, les cadres sont alors progressivement rapprochés. La figure 6.37 suit l’évo-
lution du rayon du film plan adimensionné A/R1 en fonction de Δ = h/R1, à l’al-
ler (écartement des cadres) et au retour (rapprochement des cadres). La première
constatation surprenante provient de l’émergence d’un cycle d’hystérésis : les tra-
jectoires empruntées à l’aller et au retour diffèrent de façon significative.

Prenons pour exemple la courbe d’asymétrie α=1.2 (Fig. 6.37 (a)) : à l’aller, le
film de savon reste dans la configuration « caténoïde stable+cadre » jusqu’à une
certaine valeur de h/R1 = ΔC→D, où le système bifurque alors vers la configuration
« diaboloïde stable ». Ainsi, en-dessous de ce ratio caractéristique, A = R1 car le
film plan est situé sur le petit anneau ; au-delà de ce ratio, le film plan se décroche
de l’anneau, par conséquent A < R1 et le rayon du film plan décroît jusqu’à l’ef-
fondrement de la diaboloïde. Au retour, la diaboloïde voit le rayon de son film plan
augmenter au fur et à mesure du rapprochement des anneaux, jusqu’à un autre ra-
tio caractéristique h/R1 = ΔD→C , inférieur au précédent : en ce point, le système
transite de façon inverse vers la configuration « caténoïde stable+cadre » et y reste
jusqu’en Δ = 0.
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Figure 6.37: (a) Évolution expérimentale de A/R1 en fonction de Δ = h/R1 pour
une asymétrie α = 1.2. Les symboles pleins correspondent aux mesures prises au
cours de l’écartement des cadres, les symboles creux correspondent aux mesures
prises au cours du rapprochement des cadres. Le système emprunte deux chemins
différents selon que l’on éloigne ou que l’on rapproche les cadres, induisant l’existence
d’un cycle d’hystérésis, grisé sur la figure. (b) Évolution expérimentale de A/R1

en fonction de Δ = h/R1, pour différents rapports d’aspect entre les anneaux :
α = 1.2, 1.3, 1.6. Chaque série de symboles correspond à une asymétrie donnée.
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Figure 6.38: Illustration expérimentale de la métastabilité de la configuration C.
Le souffle d’air induit une perturbation permettant au système de transiter de la
configuration C à la configuration D.

Alors que la courbe d’asymétrie α = 1.3 présente les mêmes caractéristiques (Fig. 6.37
(b)), une plus forte asymétrie α = 1.6 fait apparaître quelque chose de nouveau à
l’écartement des anneaux : le système s’effondre sans même passer par la configu-
ration « diaboloïde stable ». Au rapprochement, la diaboloïde est alors préparée
artificiellement, en venant toucher le film plan présent sur le petit anneau avec une
spatule mouillée ou en soufflant dessus (Fig. 6.38). La diaboloïde suit alors au retour
une évolution semblable aux deux autres courbes.

Interprétation L’existence d’un effet d’hystérèse est étroitement liée aux phé-
nomènes de métastabilité conjecturés précédemment : une fois piégé dans un état
donné et en l’absence de perturbations extérieures, le système peut, sous certaines
conditions, rester dans cet état malgré l’apparition d’états plus favorables d’un point
de vue énergétique. Commençons par décrire le comportement du film de savon au
cours du rapprochement des anneaux : le système est initialement dans la configu-
ration « diaboloïde stable », et les mesures réalisées sont en excellent accord avec
les courbes théoriques analogues à celles de la figure 6.33, pour un rapport d’aspect
donné. Alors que le rayon du film plan tend petit à petit vers le rayon du petit an-
neau, la diaboloïde stable transite à Δ = (arccosh (α coshC)−C)/ coshC = ΔD→C

vers la configuration « caténoïde stable+cadre », comme prédit théoriquement par
l’équation 6.79. Il ne peut d’ailleurs en être autrement, puisque la configuration D
est en tout point d’énergie inférieure à la configuration C lors de leur coexistence
(Fig. 6.36). L’expérience justifie par ce biais que les contraintes angulaires sur le
bord de Plateau induisent un seuil inférieur d’existence de la diaboloïde. Les légers
écarts sont une fois de plus attribués aux incertitudes de mesure, mais également à
l’épaisseur finie des cadres.

À l’écartement, la transition inverse de la configuration C à la configuration D
(ou à l’effondrement pour une forte asymétrie) est nettement plus brusque expé-
rimentalement, et s’opère pour une valeur Δ = ΔC→D > ΔD→C dépendante du
rapport d’aspect α. Cela présuppose qu’il existe un chemin réactionnel entre les
deux puits énergétiques principaux, faisant apparaître une barrière d’énergie tant
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Figure 6.39: Schéma explicatif du mécanisme simplifié en deux étapes permettant
d’interpréter la transition de la configuration C à la configuration D.

que ΔD→C < Δ < ΔC→D. Ceci peut se comprendre de façon simple. À la ma-
nière d’une cinétique de réaction chimique, décomposons cette transition en deux
processus élémentaires (Fig. 6.39).

(1) Lors du premier processus, imaginons que le film plan coulisse sur l’axe (Oz)
jusqu’à sa position finale dans la configuration de la diaboloïde. L’hypothèse
de travail, assez forte, est que cette première étape s’effectue indépendamment
de la caténoïde, le rayon du film plan suit donc l’évolution du profil de la
caténoïde asymétrique initiale.

(2) Lors du second processus, la caténoïde se réadapte suite au déplacement du
film plan, conduisant donc à la forme d’équilibre de la diaboloïde.

Une hypothèse sous-jacente de ce mécanisme simplifié est de considérer la première
étape comme l’acte élémentaire « limitant » de la transition. De fait, si le film plan
voit son aire augmenter au cours du premier processus, alors son énergie augmente,
ceci menant à l’existence d’une barrière d’énergie à franchir, puisque l’état final est,
quoi qu’il en soit, d’énergie moindre que l’état initial (Fig. 6.36). Selon ce petit mo-
dèle, la barrière énergétique disparaît lorsque le film plan n’accroît pas son aire lors
de la première étape du mécanisme de transition. Cela se réalise précisément lors
de l’inversion de courbure de la caténoïde asymétrique au niveau du petit anneau,
soit pour Δ = arccoshα = ΔC→D (Éq. 6.30). Il est d’ailleurs aisé de se convaincre,
à partir des expressions théoriques des deux ratios caractéristiques, que l’inégalité
ΔD→C < ΔC→D est toujours vérifiée. Les arguments simples développés ici ont le
mérite d’apporter au cycle d’hystérésis une explication physique, ainsi que les dis-
tances caractéristiques h pour lesquelles les transitions se font. Ce scénario explique
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également la différence de comportement selon l’asymétrie α du système.
– Pour α < αc � 1.55, ΔC→D < Δc : à l’écartement, le film de savon est autorisé

à transiter de la configuration C à la configuration D, l’hystérésis ΔC→D à
vaincre étant inférieur à la limite d’existence Δc de la diaboloïde.

– Pour α > αc, Δc < ΔC→D : dans ce cas, l’hystérésis à l’écartement est supé-
rieur à la limite d’existence de la diaboloïde : le système s’effondre donc de la
configuration C sans passer par la configuration D.

Ces prédictions théoriques corroborent à nouveau les résultats obtenus expérimen-
talement (Fig. 6.37 (b)). Comme évoqué précédemment, il est également possible
de vaincre l’hystérésis à l’écartement de façon externe en fournissant au système
une énergie d’activation suffisante. En soufflant doucement sur la configuration C
à l’aide d’un capillaire (Fig. 6.38), nous observons le film plan se décoller du petit
anneau et rejoindre sa position d’équilibre dans la configuration D 17.

Comparaison avec l’expérience La description théorique fait donc intervenir
trois valeurs particulières de Δ. Lorsque Δ = Δc, la diaboloïde atteint son seuil
supérieur d’existence (Fig. 6.34). Lorsque Δ = ΔD→C , le système quitte la confi-
guration D au cours du rapprochement des anneaux, ceci correspondant également
au seuil inférieur d’existence de la diaboloïde (Éq. 6.79). Lorsque Δ = ΔC→D, le
système quitte la configuration C au cours de l’écartement des anneaux, ceci corres-
pondant également à l’inversion de courbure de la caténoïde asymétrique au niveau
du petit anneau (Éq. 6.30). En faisant varier le rapport d’aspect du système, ces
seuils caractéristiques sont mesurés de façon systématique et comparés aux prédic-
tions théoriques. Rappelons de nouveau que lorsque α > αc, l’inégalité Δc < ΔC→D

impose expérimentalement de créer la diaboloïde artificiellement avec une spatule
mouillée, afin de sonder ensuite son seuil supérieur d’existence à l’écartement, tout
autant que son seuil inférieur d’existence au rapprochement. Le bon accord constaté
permet de valider le modèle conjecturé plus haut, ce qui est remarquable compte
tenu de son extrême simplicité.

La détermination de Δc s’accompagne également de la mesure du rayon du film
plan critique Ac avant l’effondrement de la diaboloïde. La figure 6.41 montre de
nouveau que la comparaison est satisfaisante.

Nappes énergétiques Bien que l’approche précédente réussisse à rationaliser les
différents comportements observés, une zone d’ombre subsiste quant au chemin pré-
cis suivi par le film de savon pendant sa transition de la configuration C à la confi-
guration D. La décomposition du mécanisme en deux étapes discrètes est en effet
une vision idéalisée de la réalité. Une façon de raffiner ce modèle est de considérer à
présent, à Δ = h/R1 et α fixés, les deux variables continues : A/R1 et h1/h. Ainsi,
l’objectif est maintenant de déterminer l’énergie du système formé des deux portions
de caténoïde et du film plan en fonction des deux variables déclarées précédemment.
Pour A/R1 variant de 0 à α et h1/h variant de 0 à 1, l’énergie peut à présent être

17. La perturbation extérieure d’un état métastable rappelle la mésaventure rencontrée par l’ar-
mée de Napoléon au cours de la retraite de Russie au début du XIXèmesiècle, où ses chevaux
furent piégés dans un lac d’eau surfondue. La cristallisation brusque de ce dernier, engendrée par
le passage des troupes, emprisonna les chevaux condamnés.
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Figure 6.40: Variation des quantités caractéristiques Δc (ronds), ΔD→C (carrés),
ΔC→D (triangles) en fonction de l’asymétrie α = R2/R1 du système.
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Figure 6.41: Rayon adimensionné du film plan critique Ac/R1 en fonction de α.
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tracée dans un graphe à trois dimensions sous forme de « nappe énergétique ».

Cas symétrique Nous identifions immédiatement les deux surfaces princi-
pales 18 (Fig. 6.42) : la configuration C se positionne en (h1/h = 0, A/R1 = 1),
alors que la configuration D se positionne dans le puits en (h1/h > 0, A/R1 < 1).
Quelle que soit la valeur finie de Δ, la diaboloïde stable est, comme attendu, dans un
puits énergétique plus profond que la configuration C. Par ailleurs, aucune barrière
d’énergie n’apparaît : ainsi, dès que Δ > 0, le système dévale tout naturellement la
pente pour rejoindre la configuration D et la conserver jusqu’à sa limite d’existence.
Cette limite d’existence transparaît également sur les nappes énergétiques : lors-
qu’elle est atteinte, le minimum énergétique associé à la diaboloïde n’en est plus un
puisqu’une inflexion apparaît. De même que sur la figure 6.24, ce point d’inflexion est
responsable de l’effondrement de la diaboloïde lorsque Δ = Δc. Ce comportement
est également observé expérimentalement.
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Figure 6.42: Nappes énergétiques décrivant l’état du système en fonction des va-
riables A/R1 et h1/h, dans le cas symétrique α=1 pour lequel ΔD→C=ΔC→D=0,
Δc � 0.82.

Cas asymétrique Nous remarquons, comme pressenti, que le puits associé à
la configuration D se creuse seulement à partir du seuil inférieur d’existence de la
diaboloïde, soit Δ = ΔD→C (Fig. 6.43). En revanche, une fois que ce seuil est franchi,
aucune barrière énergétique n’apparaît entre les deux configurations, le système doit
donc, selon cette approche, transiter vers la diaboloïde stable pour Δ = ΔD→C .

18. Observons d’ailleurs la symétrie plane des nappes par le plan d’équation h1/h = 1/2.
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Figure 6.43: Nappes énergétiques décrivant l’état du système en fonction des va-
riables A/R1 et h1/h, dans le cas asymétrique α=1.5 pour lequel ΔD→C � 0.52,
ΔC→D � 0.96, Δc � 1.00.

Ceci est en contradiction avec les expériences et le modèle simplifié en deux étapes.
Il semble donc que ce choix de représentation ne soit pas adéquat pour décrire la
transition de configuration que subit le film de savon. Une autre façon de le concevoir
est de supputer que, sur les nappes énergétiques, certaines zones sont interdites au
système, en lui empêchant donc de choisir la pente descendante la plus grande. Il
est alors tentant de revenir à l’expérience et de sonder, aux temps courts, le chemin
effectivement choisi par le système pendant la transition. Il est hélas difficile en
pratique de réaliser cette expérience : malgré toutes les précautions prises quant
à l’alignement et à la circularité des cadres, le moindre petit défaut fait que le
film plan ne se décolle jamais uniformément, engendrant la perte de l’axisymétrie.
Ceci nous conduit d’ailleurs à nous interroger sur le rôle du cadre. Cet aspect,
totalement négligé dans l’étude théorique, constitue certainement le motif principal
de désaccord entre le cycle d’hystérésis expérimental et les nappes énergétiques :
le film plan tendu sur le petit anneau est en réalité soumis à des interactions avec
le cadre, ceci expliquant peut-être la présence d’une barrière énergétique à franchir
pour se décoller, non prise en compte jusque-là. De façon plus large, quelle est la
réelle influence du cadre (épaisseur, état de surface, matériau) en termes d’actions
de contact sur le film de savon et sur le cycle d’hystérésis qu’il subit ?

Influence de l’épaisseur du cadre Afin d’apporter des éléments de réponse à
cette question, nous avons renouvelé l’expérience avec, en guise de cadres, des joints
circulaires en caoutchouc : l’épaisseur de ces nouveaux anneaux est environ quatre
fois plus grande que l’épaisseur des cadres en fer précédents. La figure 6.44 illustre
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Figure 6.44: Variation des quantités caractéristiques Δc (en rouge), ΔD→C (en
vert), ΔC→D (en bleu) en fonction de l’asymétrie α = R2/R1 du système, pour
des cadres épais en caoutchouc. La courbe bleue en pointillés représente le seuil
d’existence de la caténoïde asymétrique associée au rapport d’aspect α.

comme précédemment l’évolution des valeurs caractéristiques Δ du cycle d’hysté-
résis. Nos observations montrent que, bien que les seuils supérieurs d’existence de
la diaboloïde, en rouge, demeurent en bon accord avec la théorie 19, les mesures
de ΔD→C et ΔC→D se décalent de façon nette, et surestiment à présent les ten-
dances prédites. Cette déviation peut se concevoir de façon simple, en supposant
tout d’abord le film dans la configuration C. En choisissant des cadres très épais, il
est aisé de se convaincre expérimentalement que le film plan présent sur le petit an-
neau ne « voit » pas la caténoïde asymétrique, et vice versa. De par cette observation,
nous pouvons alors prédire que le film va quitter la configuration C lorsque la caté-
noïde asymétrique atteint sa limite d’existence. Ainsi, ΔC→D correspond non plus
à l’inversion de courbure de la caténoïde asymétrique, mais à une valeur supérieure
correspondant à son seuil d’existence, discuté également précédemment (Fig. 6.14).
Ce nouveau critère phénoménologique est en très bon accord avec les mesures faites.
En ce qui concerne ΔD→C , nous pouvons intuiter que ce décalage supérieur est une
fois de plus dû à l’augmentation de l’épaisseur des anneaux : la hauteur h corres-
pondante, mesurée entre les milieux des deux anneaux, surestime automatiquement
ce seuil au rapprochement des anneaux. En effet, le film plan vient accrocher le
petit cadre dès qu’il en touche l’extrémité, et non le milieu, comme convenu dans
la mesure de h. Pour résumer, alors que la transition des films sur cadre fin est
correctement modélisée par le mécanisme simplifié en deux étapes, la caténoïde et
le film plan de la configuration C sont physiquement découplés dans la limite des
grandes épaisseurs : le critère d’effondrement de cette configuration revient donc au
seuil d’existence de la caténoïde asymétrique déjà déterminé précédemment.

4.3 La diaboloïde rotatoire

Pour aller plus loin dans la compétition entre surfaces minimales, une dernière
géométrie sondée expérimentalement se compose de deux anneaux de rayons diffé-

19. Ce fait est également vérifié avec les mesures du rayon de film plan critique.

4. LA DIABOLOÏDE 157



CHAPITRE 6. DESCRIPTION DE QUELQUES SURFACES MINIMALES :
INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES ET DE SYMÉTRIE

¼/2−¼/2

®

+

1cm

® +1

¯c

−¯c

¯

2¼/3

¯

¯
¯c−¯c

E

Figure 6.45: Illustration expérimentale et allure schématique du cycle d’hystérésis
énergétique associé à la transition de configuration gauche/droite. Du fait de la
symétrie plane, les courbes associées aux deux configurations sont nécessairement
en miroir l’une de l’autre. Lorsque β = ±π/2, les anneaux sont coplanaires, l’énergie
de surface est simplement celle d’un disque de rayon R2 = αR1, soit E = α2. Lorsque
β = ±βc, le bord de Plateau se réduit à la droite d’intersection des plans des deux
anneaux, l’énergie de surface est simplement celle des deux disques, soit E = α2+1.

rents, avec un rapport d’aspect α > 1, de même centre mais dont les plans font un
angle non nul entre eux (Fig. 6.45). La surface minimale engendrée par ce contour
s’apparente en fait à une diaboloïde dont le film plan, placé dans le plan intermé-
diaire à ceux des deux anneaux, voit sa surface varier en fonction de l’angle β.

Cette diaboloïde rotatoire est une variante intéressante à la diaboloïde classique
pour plusieurs raisons : d’une part, cette surface ne présente plus de symétrie de
révolution, mais une symétrie plane. D’autre part, le paramètre de contrôle n’est
plus une distance, mais un angle. Enfin, pour une certaine gamme angulaire, deux
surfaces minimales coexistent (gauche/droite), et font encore apparaître de la méta-
stabilité de façon nette. Une nuance importante est tout de même à souligner : dans
ce cas, les transitions s’effectuent précisément lorsque l’une des configurations cesse
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Figure 6.46: Angle critique de transition βc en fonction de l’asymétrie α = R2/R1

du système. Chaque série de symboles correspond à une valeur de R2 fixée.

d’exister, au profit de l’autre [147]. Bien que les calculs se compliquent sérieusement
dans cette géométrie, nous pouvons tenter d’esquisser le nouveau cycle d’hystéré-
sis expérimentalement observé (Fig. 6.45) : en prenant comme référence angulaire
β = 0 lorsque les plans des cadres sont perpendiculaires entre eux, les transitions
gauche/droite et droite/gauche s’opèrent, par symétrie, pour deux angles critiques
égaux et opposés, β = ±βc, comme illustré sur la série de clichés expérimentaux
(Fig. 6.45).

Cet angle critique de transition est assez simple à deviner : le changement de confi-
guration s’effectue précisément lorsque le film plan, dans son inclinaison initiale, voit
sa surface tendre vers zéro, pour ensuite rejoindre son inclinaison finale. Le point
critique est donc atteint lorsque le bord de Plateau se réduit théoriquement à la
droite d’intersection des plans des deux anneaux. Remarquons que la 3ème loi de
Plateau s’applique encore sur le pourtour du film plan. En somme, l’angle de 2π/3
imposé au niveau du bord de Plateau correspond également à l’angle que font les
deux anneaux entre eux lorsque le bord de Plateau se referme sur lui-même, soit à
la transition. Par des considérations géométriques, ceci conduit immédiatement au
critère suivant : βc = 2π/3− π/2 = π/6.

La figure 6.46 représente la mesure expérimentale de l’angle critique βc en fonction
du rapport d’aspect α des anneaux. Nous remarquons un décalage systématique par
rapport au critère géométrique présenté précédemment. Les mesures sous-estiment
légèrement la prédiction : cela signifie que les transitions s’effectuent systématique-
ment avant d’atteindre l’angle critique théorique, quel que soit le sens choisi. Ceci
peut avoir plusieurs causes : au vu du cycle d’hystérésis schématique de la figure 6.45,
il est envisageable que des perturbations extérieures à l’expérience (induites par
exemple par le mouvement de rotation du petit anneau, les vibrations du film, les
courants d’air), suffisent à faire bifurquer le système vers la configuration d’arrivée
avant la perte d’existence de la configuration de départ. Ne perdons pas de vue que
la barrière d’énergie séparant l’état métastable du minimum énergétique global peut
parfois être franchie par l’application d’une infime perturbation externe (Fig. 6.38).
Une deuxième hypothèse concerne encore l’épaisseur finie des cadres : le graphe ex-
périmental démontre que plus α est grand, plus les valeurs semblent s’éloigner de la
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valeur théorique. Or, les grands rapports d’aspect correspondent également à l’uti-
lisation de cadres assez petits, et dont les effets d’épaisseur semblent rentrer en jeu.
Par ailleurs, il n’est pas à exclure que des effets de fraction volumique liquide finie,
comme évoqué plus haut [127], altèrent la répartition des angles autour du bord de
Plateau, et induisent donc un angle critique de transition légèrement différent de la
valeur prédite par une approche purement géométrique.

De façon anecdotique, notons également la présence d’un second phénomène d’hys-
térésis lorsque les anneaux sont quasiment coplanaires (β � ±π/2). Ce phénomène,
lié au décollement du film plan du petit anneau, est similaire à celui observé dans le
cas de la diaboloïde asymétrique, et se situant au cœur du cycle d’hystérésis modélisé
dans la partie précédente. Dans le cas présent, cette hystérèse intervient pour des
angles assez éloignés de la zone de transition d’intérêt, ce qui permet de découpler
les deux types de transition intervenant dans ce problème : C/D et gauche/droite.

5 Analogies de comportement au voisinage du seuil
d’existence

Dans cette partie, nous proposons enfin de discuter de certaines similarités de
comportement entre les différentes surfaces minimales décrites dans ce chapitre.
Comme nous l’avons vu, le système d’équations (Éq. 6.83, Éq. 6.84) fournit le seuil
d’existence de chacune de ces surfaces minimales, selon les valeurs prises pour C et
α. Analysons maintenant de plus près leur comportement proche de ce seuil, dans le
but de faire le lien avec la physique des instabilités et des transitions de phase. Au
point critique, les transitions de phase du second ordre sont souvent caractérisées
par des exposants critiques universels dépendant de la nature de la transition subie
(la transition ferromagnétique/paramagnétique en est un exemple). Chaque seuil est
ici dicté par la donnée des deux paramètres Xc et Δc vérifiant, d’après les parties
précédentes, une double condition de la forme : f(Xc,Δc) = 0, ∂Xf(Xc,Δc) = 0.
Au voisinage du seuil, nous pouvons écrire Δ = Δc + δΔ (resp. X = Xc + δX)
avec un déplacement infinitésimal δΔ � Δc (resp. δX � Xc).Écrivons alors pour
la fonction f un développement de Taylor à l’ordre 2 :

f(X,Δ) � f(Xc,Δc)+∂XfδX+∂ΔfδΔ+∂XXf
(δX)2

2
+∂XΔfδΔδX+∂ΔΔf

(δΔ)2

2
,

(6.85)
où toutes les dérivées sont exprimées au seuil. Les conditions aux limites imposent
f(X,Δ) = 0, et le seuil est défini par f(Xc,Δc) = 0, ∂Xf(Xc,Δc) = 0. De fait, le
développement de Taylor se réécrit simplement comme :

∂ΔfδΔ+ ∂XXf
(δX)2

2
+ ∂XΔfδΔδX + ∂ΔΔf

(δΔ)2

2
� 0. (6.86)

Discutons l’ordre de grandeur des différents termes afin de simplifier cette dernière
relation. Les déplacements infinitésimaux δΔ et δX sont petits devant l’unité, mais
rien ne nous permet à ce stade de comparer leur ordre de grandeur. À gauche de
l’égalité, nous pouvons toutefois remarquer que le quatrième terme, en (δΔ)2, est
nécessairement petit devant le premier terme, seulement en δΔ. De la même façon, le
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Figure 6.47: Évolution des quantités δa/R et −δΔ au voisinage du seuil pour
chaque surface minimale étudiée dans ce chapitre. Les jeux de données associés à la
caténoïde asymétrique et à la diaboloïde asymétrique ont été mesurés pour un rap-
port d’aspect α=1.2 entre les anneaux. Les courbes noires et rouges correspondent
respectivement à la résolution numérique des conditions aux limites et à l’approxi-
mation obtenue par le développement en série de Taylor (Éq. 6.88). Figure tirée
de [146].

troisième terme, en δΔδX, est nécessairement petit devant ce même premier terme.
Les deux termes restants sont donc forcément du même ordre de grandeur :

δX � ±

�����
2∂Δf

∂XXf

����
√
−δΔ. (6.87)

Puisque X = R/a, nous avons, par différentiation, δX = −Rδa/ac
2. Finalement, le

résultat final peut s’écrire :

δa

R
=

a− ac
R

� ±J
�
Δc −Δ, (6.88)

avec le préfacteur J s’exprimant à l’aide du système d’équations (Éq. 6.83, Éq. 6.84) :

J =

�����
2∂Δf

Xc
4∂XXf

���� =
√
2[Xc

4((Xc
2 − 1)−

3

2 + α3(α2Xc
2 − 1)−

3

2 )]−
1

2 . (6.89)

Le symbole ± provenant du précédent passage à la racine carrée fournit finalement
les deux branches, stable (+) et instable (−), des diagrammes (Δ, a/R) présentés
plus haut (par exemple sur la figure 6.7) : le comportement hyperbolique, induisant la
présence de tangentes verticales dans ces diagrammes, justifie d’ailleurs le caractère
abrupt des courbes au voisinage du seuil d’existence. L’exposant critique 1/2 apporté
par ce développement théorique rappelle celui obtenu dans le cas d’une bifurcation
fourche classique [148, 149] ; la machine de Welander en est un exemple illustratif en
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mécanique du point. La non-linéarité entre les petites quantités δa/R et δΔ provient
de la nature de la condition imposée au seuil : nous remarquons en effet que la pré-
sence d’une dérivée partielle ∂Xf dans le système (f(Xc,Δc) = 0, ∂Xf(Xc,Δc) = 0)
a pour conséquence de donner des rôles différents aux quantités X et Δ, elles ne
sont donc pas interchangeables du fait de cette brisure de symétrie. Ainsi, l’expo-
sant critique 1/2 est identique pour toutes les surfaces minimales décrites dans ce
chapitre, le préfacteur J dépendant néanmoins de la surface minimale considérée
via la connaissance de Xc et α. La figure 6.47 reprend les résultats expérimentaux
déjà présentés précédemment en représentation logarithmique, mettant en exergue
le comportement en loi de puissance 1/2 au voisinage du seuil.

6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’existence et la stabilité de quelques sur-
faces minimales. Malgré la simplicité apparente de leur géométrie, les expériences
nous ont permis d’observer des comportements analogues à des transitions de phase
en thermodynamique, et de constater d’intéressants phénomènes de métastabilité,
présents par ailleurs dans différents domaines de la physique. Ce type de phénomène
avait d’ailleurs déjà été observé dans d’autres géométries, aussi bien d’un point de
vue statique [147] que dynamique [150]. L’intérêt de notre étude réside cependant
dans le fait que l’axisymétrie (en laissant de côté la diaboloïde rotatoire) permet
de mener les calculs de façon exacte, complète et relativement simple. Ces calculs
ont pour le reste prouvé une universalité de comportement des différentes surfaces
minimales étudiées, leurs seuils d’existence pouvant être déduits d’un seul et même
système d’équations (Éq. 6.83, Éq. 6.84). Un autre point remarquable à souligner
est le fait que les résultats expérimentaux, en très bon accord avec les prédictions
théoriques tout au long de ce chapitre, sont indépendants de l’épaisseur, et donc de
l’âge du film de savon formé : le drainage du film pendant la durée de l’expérience
(de l’ordre de la minute) ne semble donc avoir aucune influence sur les résultats
présentés ici.

Une perspective de cette étude réside dans la modification des contours bordant le
film. Par exemple, quelle est l’influence de la forme des cadres (triangulaire, carrée...)
sur les résultats présentés dans ce chapitre ? La brisure de l’axisymétrie entraîne-t-
elle juste un facteur de forme, ou bien change-t-elle radicalement le comportement
du système ? Par ailleurs, toutes les surfaces minimales décrites jusqu’alors sont des
surfaces ouvertes, ceci justifiant une courbure moyenne nulle en tout point. Qu’en
est-il des surfaces minimales fermées, vérifiant une courbure moyenne constante et
non nulle ? Les nodoïdes et les onduloïdes, découvertes par Delaunay au XIXème

siècle, en sont de beaux exemples. L’analyse de stabilité d’un film de savon cylin-
drique a déjà fait l’objet de travaux il y a une dizaine d’années [151], et permet de
retrouver le critère de stabilité classique de type Rayleigh-Plateau, portant sur le
rapport d’aspect du cylindre. Une variante, en écho à la demi-caténoïde symétrique,
serait une nouvelle fois de modifier le contour en remplaçant l’un des anneaux por-
teurs du cylindre par un bain liquide, et étudier l’influence de ce changement de
conditions aux limites sur la stabilité du film formé (Fig. 6.48).
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Figure 6.48: Surface fermée s’appuyant sur un anneau circulaire et un bain liquide.
Notons encore le raccordement perpendiculaire du film à la surface libre du bain. Au-
delà d’une certaine hauteur critique, cette dernière s’effondre en donnant naissance
à une bulle interfaciale et un film plan sur l’anneau.

Une façon de rendre le problème plus riche est d’introduire, en plus des contraintes
superficielles, des forces électromagnétiques. Dans la littérature, des travaux récents
montrent que l’application d’un champ électrique intense conduit à modifier la cour-
bure locale d’une caténoïde [152]. Dans le cas de la diaboloïde, cette perspective
pourrait permettre de décaler les bornes caractéristiques du cycle d’hystérésis et de
sélectionner ainsi, de façon active, la configuration adoptée par le film de savon.

La description des surfaces minimales investiguées dans ce chapitre est purement
quasi-statique. Comme évoqué au cours de l’étude de la demi-caténoïde symétrique,
l’effondrement du film au-delà du seuil d’existence nécessite d’adopter à présent une
approche dynamique afin de sonder, aux temps courts, les phénomènes physiques qui
régissent le pincement de ce film. La dynamique de pincement d’une caténoïde étant
aujourd’hui bien connue (pour des films de savon [153, 154] ou plus originalement
pour des films smectiques [155]), le cas original d’une demi-caténoïde symétrique est
en revanche inexploré, et s’avère intéressant du fait de la présence du bain liquide
surmonté par la demi-caténoïde. Ce travail fait l’objet du chapitre suivant.

La publication associée à ce travail [146] est reportée en fin de manuscrit (Publication
D).
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Chapitre 7

Étude dynamique d’une
demi-caténoïde symétrique en
montée

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit l’existence et la stabilité de la demi-
caténoïde symétrique, observée expérimentalement en émergeant de façon quasi-
statique un anneau circulaire (de rayon R=0.2−40 cm) hors d’un bain liquide. Au-
delà d’une hauteur critique séparant l’anneau du bain, cette demi-caténoïde s’ef-
fondre et donne naissance à un film plan sur le cadre et éventuellement une bulle
interfaciale, c’est-à-dire une bulle en contact avec l’interface bain/air. Ce chapitre
décrit et tente de modéliser les différentes observations expérimentales portant sur
le temps de pincement du film, la taille de la bulle interfaciale formée, ainsi que les
oscillations amorties et le drainage du film plan formé sur le cadre après pincement.
Il est également possible d’imposer au cadre une vitesse ascendante de sortie du
bain (Fig. 7.1), ceci conférant un degré de liberté supplémentaire à cette expérience.
Nous allons de surcroît faire varier la viscosité du liquide en effectuant les mêmes
expériences avec du glycérol et des mélanges d’huiles siliconées.
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Figure 7.1: Série de photos expérimentales prises au cours de la remontée d’un
anneau circulaire (R = 3.6 cm) d’une solution d’eau savonneuse, à la vitesse d’as-
cension v = 2 cm.s−1.
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Figure 7.2: Photographie du montage expérimental utilisé.

Afin de contrôler la vitesse v du cadre dans une gamme 0.1−1000 mm.s−1, nous
utilisons un rail de translation (MTC350P, Aerotech ; voir Fig. 7.2) composé d’une
chaîne d’aimants et relié à un capteur de mouvement (Soloist HPe, Aerotech). Le
rail est contrôlé avec le logiciel LabVIEW, l’interface ayant été réalisée avec l’aide
d’Éric Gicquel, ingénieur au laboratoire. Cette machine offre de larges possibilités de
mouvements ou de combinaisons de mouvements avec une grande précision sur ses
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paramètres : vitesse, longueur du déplacement, rampe d’accélération initiale, temps
de pause... Dans toutes les expériences, nous imposons que la vitesse du mouvement
uniforme est atteinte au bout d’un millimètre de course, indépendamment de la vi-
tesse choisie, de la taille du cadre et de la viscosité du fluide. Cette longueur étant
inférieure à la profondeur initiale du cadre dans la solution (de l’ordre de 2 mm),
nous pouvons négliger l’effet de l’accélération initiale du mouvement. Dans ce cha-
pitre, nous considérerons uniquement le cas d’un mouvement ascendant uniforme.
Ce moteur de translation sera utilisé pour effectuer un mouvement descendant uni-
forme dans le chapitre suivant. Les cadres sont identiques à ceux utilisés dans le
chapitre précédent.

2 Effondrement quasi-statique : temps de pincement

¿p

t

r(
t)

Figure 7.3: Allure typique de la décroissance de r(t) obtenue avec la solution sa-
vonneuse décrite dans ce paragraphe et un cadre de rayon R = 3 mm. L’ajustement
par l’équation 7.1 donne τp � 30 ms.

Considérons tout d’abord le régime quasi-statique pour lequel v=0, et mesurons
le temps d’effondrement de la demi-caténoïde symétrique, préparée puis déplacée
juste au seuil de son existence, en fonction de R. Sans rentrer dans le détail de la
dynamique de pincement, il est possible d’estimer une durée caractéristique 1 τp de
ce processus en mesurant la diminution du rayon du film au niveau du bain r(t).
Ce dernier passe de la valeur critique ac, atteinte en t=0, à Rb, le rayon de la bulle
interfaciale formée, atteint en t=tf (avec Rb=0 si aucune bulle ne se forme). En effet,
dans le cas où une bulle interfaciale est formée, l’expérience montre que la valeur
de r(t) mesurée au pincement est très proche du rayon Rb de cette bulle. De façon
simple, r(t) est expérimentalement ajusté par une loi exponentielle de la forme :

r(t)−Rb

ac −Rb

= 1− exp

�
t− tf
τp

�
, (7.1)

de laquelle nous pouvons extraire un temps caractéristique τp pour pincer le film
(Fig. 7.3). Nous développons dans la suite les résultats obtenus dans le cas d’une

1. Cette méthode s’inspire d’autres travaux issus de la littérature [156].
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solution savonneuse, constituée d’eau et d’un produit vaisselle commercial (Fairy)
dans les proportions volumiques respectives 98%/2%, et dont la viscosité ηl vaut
10−3 Pa.s. Puis nous présentons les résultats obtenus avec une huile silicone de
PDMS, de viscosité 6.4 Pa.s. La forte différence de viscosité entre ces deux solutions
nous conduit à utiliser dans la suite les adjectifs inviscide et visqueux, afin de mieux
pouvoir comparer leurs résultats. Cette distinction se retraduit à l’aide du nombre de
Reynolds Re = ρlvR/ηl défini pour le liquide, avec v ∼ R/τp. Les expériences sont
réalisées dans les gammes Re � 102−105 pour le cas inviscide, et Re � 10−4−10−1

pour le cas visqueux.

2.1 Cas inviscide

2.1.1 Résultats expérimentaux

Rc,i

¿p

Figure 7.4: Évolution de τp en fonction de R. Les symboles fermés correspondent
à la solution savonneuse décrite précédemment. Les symboles ouverts correspondent
à une solution de SDS, de concentration c = 15 g.L−1 et de viscosité ηl = 10−3 Pa.s.
Les droites servent de guide pour les yeux afin de mieux distinguer les deux régimes
identifiés expérimentalement.

La figure 7.4 représente l’évolution du temps caractéristique de pincement τp en
fonction du rayon R du cadre utilisé, ces mesures ayant été effectuées avec la solution
d’eau savonneuse. Certaines expériences ont également été réalisées avec un mélange
eau/SDS, celles-ci donnent des résultats équivalents à la solution savonneuse. Le
graphe présenté fait apparaître deux comportements distincts en fonction de la taille
du cadre :

– pour R ≤ Rc,i � 2 cm, τp ne dépend pas de R et vaut typiquement 30 ms,
– pour R ≥ Rc,i, τp croît rapidement avec R. La tendance en loi de puissance,

de pente 3/2, semble assez bien décrire cette croissance.
L’existence de deux régimes est la signature de deux mécanismes de pincement
différents que nous essayons à présent d’interpréter.

2.1.2 Grands cadres : R ≥ Rc,i

Nous allons tenter de décrire les résultats expérimentaux (Fig. 7.4) par une ana-
lyse dimensionnelle, en nous inspirant d’arguments utilisés par ailleurs dans le cas
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…

…

t

t=0

t=2.3 s

Figure 7.5: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoïde symétrique invis-
cide, pour un cadre de rayon R = 23 cm > Rc,i.

d’une caténoïde symétrique [139, 153, 154]. Comme évoqué dans le chapitre pré-
cédent, le pincement de la demi-caténoïde symétrique, suivi de la formation d’un
film plan, s’accompagne d’une diminution de surface, et donc d’énergie de surface.
Comme R est la taille fixant les seuils d’existence de la demi-caténoïde, ac ∼ R et
hc ∼ R, la perte d’énergie élastique varie comme γR2. Cette énergie est convertie
sous forme cinétique au film de savon, ainsi qu’au volume d’air borné par les parois
du film, ceci contribuant à en chasser une partie vers le haut, du fait de la présence
du bain liquide (Fig. 7.5). En invoquant la même raison que précédemment, et en
notant e l’épaisseur du film supposée homogène et constante 2, les volumes de liquide
et d’air varient respectivement comme eR2 et R3. La vitesse de ce processus peut
dimensionnellement s’écrire R/τp. De fait, le bilan énergétique se met sous la forme :

γR2 ∼ (ρleR
2 + ρaR

3)

�
R

τp

�2

, (7.2)

avec γ la tension de surface liquide/air, ρl et ρa désignant respectivement les masses
volumiques du liquide et de l’air. Les inerties de l’air et du liquide sont comparables
lorsque R ∼ eρl/ρa. Pour des films d’épaisseur typique 3 e=1− 10 μm et R > 2 cm,
le terme inertiel de l’air l’emporte systématiquement sur celui du liquide. De fait,
en négligeant l’inertie du liquide dans ce bilan, τp s’exprime finalement comme :

τp ∼
�

ρaR3

γ
. (7.3)

Ce temps inertio-capillaire est caractéristique des systèmes constitués de films de
savon et correspond typiquement au temps de pincement d’une caténoïde [139,
153, 154]. Cette échelle de temps décrit également la période propre d’oscillation
d’une bulle dans l’air, apparaissant comme l’analogue d’un oscillateur harmonique

2. En l’absence de drainage, notons que l’épaisseur varie probablement au cours du temps
puisque la surface du film varie (voir Fig. 7.5).

3. Nous verrons plus loin que cet ordre de grandeur est cohérent avec les mesures d’épaisseur
obtenues par interférométrie.
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de masse typique ρaR
3 et de constante de raideur γ. Nous remarquons que cette

prédiction est en assez bon accord avec les résultats expérimentaux présentés plus
haut, tant au niveau de la pente que du préfacteur : alors que la tendance tracée sur
la figure 7.4 a pour équation τp � 8.5·10−3R

3

2 , l’équation 7.8 prédit τp ∼ 6.8·10−3R
3

2

pour la solution d’eau savonneuse (γ = 26 mN.m−1), τp ∼ 5.9 · 10−3R
3

2 pour la so-
lution de SDS (γ = 35 mN.m−1). Les légers écarts constatés proviennent sans doute
de la démarche simpliste adoptée, mais également de l’estimation expérimentale de
τp, tiré d’un ajustement par une loi ad hoc, proposée sans justification théorique
particulière.

2.1.3 Petits cadres : R ≤ Rc,i

…

…

t

t=0

t=0.16s

Figure 7.6: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoïde symétrique invis-
cide, pour un cadre de rayon R = 3.5 mm < Rc,i.

Le plateau observé pour les petits cadres sur la figure 7.4 s’explique par l’in-
tervention d’une seconde taille caractéristique dans ce problème, à savoir celle du
ménisque reliant le film de savon au bain liquide (Fig. 7.6). Cette échelle de longueur
est typiquement donnée par la longueur capillaire κ−1 =

�
γ/ρlg, d’ordre millimé-

trique. À ce titre, la figure montre que lors du pincement, l’énergie cinétique est à
présent convertie au liquide présent dans le ménisque, ceci est particulièrement net
sur la 3ème image de la séquence. Son volume s’exprime donc comme κ−3, et le bilan
énergétique peut se mettre sous la forme :

γR2 ∼ ρlκ
−3

�
R

τp

�2

, (7.4)

τp ∼
�

ρlκ−3

γ
∼
�

γ

ρlg3

� 1

4

. (7.5)

Conformément aux résultats expérimentaux, ce temps caractéristique ne dépend
plus de R. Son ordre de grandeur, τp ∼ 13 ms, est également en assez bon accord
avec l’expérience, compte tenu de la non prise en compte de facteurs numériques
sans dimension dans l’approche développée. Ce second régime, inobservé dans le
cas d’une caténoïde symétrique, est propre à la présence d’un réservoir liquide dans
notre système.
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2.1.4 Transition entre les deux régimes

Selon ce qui précède, ces deux régimes se croisent lorsque ρaRc,i
3 ∼ ρlκ

−3. La
transition se produit donc pour une taille critique Rc,i définie par :

Rc,i ∼
�
ρl
ρa

� 1

3

κ−1. (7.6)

Cettte taille de coupure est de l’ordre de 10κ−1 ∼ 1.6 cm. De nouveau, l’ordre de
grandeur calculé corrobore la transition observée expérimentalement (Fig. 7.4). Il
est intéressant de remarquer la présence inhabituelle du terme ρl/ρa dans cette lon-
gueur caractéristique. Le premier raisonnement auquel on pourrait penser consiste
à supposer que Rc,i ∼ κ−1, puisque c’est la longueur naturelle en-dessous de laquelle
les ménisques seraient susceptibles de jouer un rôle non négligeable. Au vu des ex-
périences, il n’en est finalement rien, l’analyse énergétique confirmant le fait qu’il
faille considérer, selon les cas, l’inertie de l’air ou du liquide, d’où l’intervention des
deux masses volumiques dans cette taille de coupure.

2.2 Cas visqueux

2.2.1 Résultats expérimentaux

Rc,v

¿p

Figure 7.7: Évolution de τp en fonction de R. La solution utilisée est une huile
silicone, de viscosité égale à 6.4 Pa.s. Les droites servent de guide pour les yeux afin
de mieux distinguer les deux régimes identifiés expérimentalement.

Procédons de la même façon avec une huile siliconée, dont la viscosité est 6400
fois plus grande que celle de l’eau à température ambiante. La possibilité de créer
des demi-caténoïdes symétriques visqueuses à l’équilibre est non triviale et vaut
la peine d’être soulignée ici : bien que les interfaces soient nues en surfactants, la
grande viscosité ralentit considérablement le drainage du film, lui conférant ainsi une
certaine stabilité. La tension de surface liquide/air, de l’ordre de 20 mN.m−1, est
par ailleurs inférieure à celle de l’eau savonneuse. En lien avec d’autres travaux issus
de la littérature portant sur les films visqueux [157, 158], il est intéressant d’étudier
la dynamique d’effondrement de telles structures. Dans le cas présent, les échelles
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de temps sont bien supérieures à celles du cas inviscide (Fig. 7.7), nous remarquons
également que τp est, de façon surprenante, une fonction non monotone de R.

– Pour R ≤ Rc,v � 9 mm, τp est une fonction décroissante de R. La tendance
hyperbolique tracée sur le graphe semble assez bien décrire cette décroissance.

– Pour R ≥ Rc,v, τp est une fonction croissante de R. La tendance linéaire tracée
sur le graphe semble assez bien décrire cette croissance.

Tentons à nouveau d’interpréter ces différents comportements.

2.2.2 Grands cadres : R ≥ Rc,v

Le ralentissement du processus de pincement au cours de l’effondrement d’une
demi-caténoïde visqueuse suggère d’introduire de la dissipation dans le bilan éner-
gétique. Nous pouvons postuler que l’énergie élastique est entièrement dissipée sous
forme visqueuse dans le liquide. Les bas nombres de Reynolds impliqués ici justifient
le choix d’une force de frottement fluide de type Stokes : ηlRv. Cette dernière tra-
vaillant sur une distance de l’ordre de R, l’énergie dissipée s’estime finalement comme
ηlR

2v. Équilibrons comme précédemment les deux contributions énergétiques :

γR2 ∼ ηlR
3

τp
, (7.7)

τp ∼
ηlR

γ
. (7.8)

Ce nouveau temps visco-capillaire décrit assez bien les résultats expérimentaux obte-
nus pour des cadres assez grands, tant en termes de tendance linéaire que de préfac-
teur. La tendance tracée sur le graphe de la figure 7.7 a pour équation τp � 0.83R,
alors que l’équation 7.8 prédit la loi τp ∼ 3.2R. D’autres données expérimentales
prises avec des huiles plus ou moins visqueuses s’apparentent juste à des transla-
tions du jeu de données présenté sur la figure 7.7, en conformité avec l’équation 7.8.

2.2.3 Petits cadres : R ≤ Rc,v

…

…

t

2r(t)
t=0

t=51 s

Figure 7.8: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoïde symétrique vis-
queuse, pour un cadre de rayon R = 3 mm.

La décroissance de τp pour les petits cadres résulte encore d’un autre mécanisme.
On pourrait imaginer que la substitution de la taille R par la longueur capillaire κ−1
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dans le bilan énergétique établi pour les grands cadres fasse à nouveau apparaître
un plateau atteint en τp ∼ ηlκ

−1/γ � 0.46 s pour des cadres suffisamment petits. Ce
raisonnement est en complète contradiction avec les résultats expérimentaux, tant
en termes de variation que d’ordre de grandeur. La figure 7.8 illustre la dynamique
de pincement obtenue avec un cadre de taille millimétrique. Cette taille étant com-
parable à la taille typique du ménisque liquide, nous observons la formation d’une
colonne liquide, qui s’amincit ensuite au cours du temps sous l’effet de la gravité.
Cet amincissement est à nouveau ralenti par la dissipation visqueuse au sein de la
colonne liquide. Évaluons le temps nécessaire à cet amincissement par un bilan de
forces. Le poids de cette colonne liquide varie typiquement comme ρlgR3, alors que la
force de friction visqueuse, encore de type Stokes, peut s’écrire ηlRv, avec v ∼ R/τp.
De fait :

ρlgR
3 ∼ ηlR

2

τp
, (7.9)

τp ∼
ηl

ρlgR
. (7.10)

Il apparaît que τp admet une dépendance hyperbolique avec le rayon R du cadre.
Cette décroissance de nature visco-gravitaire est en accord qualitatif avec les ré-
sultats expérimentaux. La comparaison des préfacteurs entre l’expérience et cette
prédiction est en revanche assez éloignée : le préfacteur expérimental est environ 10
fois trop grand. Cet écart, également rencontré dans d’autres expériences mettant
en jeu des filaments visqueux [159, 160], pourrait être attribué à des effets non new-
toniens, c’est-à-dire à la nature de la viscosité mise en jeu. La géométrie très effilée
de la colonne liquide (Fig. 7.8) peut faire penser à des effets de viscosité élongation-
nelle qui, dans le cas des huiles siliconées de forte masse molaire, est susceptible de
devenir bien plus grande que la viscosité mesurée classiquement avec un rhéomètre.
Cette hypothèse semble en tout cas aller dans le sens des expériences.

En guise de piste de réflexion, et en conservant un caractère newtonien pour l’huile
utilisée, tentons de décrire ce régime de drainage visco-gravitaire de manière plus
quantitative : aux temps longs, le filament visqueux épouse la forme d’un cylindre
de longueur L fixée et de rayon r(t) (Fig. 7.8). Cette géométrie suggère de pouvoir
décrire l’écoulement à l’aide d’une loi de Poiseuille reliant le débit volumique q aux
forces volumiques de gravité ρlgL par l’intermédiaire de la résistance hydrodyna-
mique Rh, avec une condition de non-glissement aux bords :

q =
ρlgL

Rh

=
πr4

8ηlL
ρlgL. (7.11)

Le volume de fluide présent dans le filament à l’instant t vaut V (t) = πr2(t)L.
Par différentiation, pendant un court instant dt, le rayon diminue d’une quantité
dr, le volume diminue donc d’une quantité dV = 2πrLdr. Par définition du débit,
dV = −qdt implique :

−dr
r3

=
ρlg

16ηlL
dt. (7.12)

Cette équation différentielle s’intègre de la façon suivante :

1

r2
=

1

r02
+

ρlgt

8ηlL
, (7.13)
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avec r0 = r(t = 0). Cette dynamique peut se mettre sous la forme :

r(t) =
r0�

1 + t/τp
, (7.14)

avec τp = 8ηlL/(ρlgr0
2). L’instant initial correspond au seuil d’existence de la demi-

caténoïde, soit r0 ∼ R et L ∼ R, soit finalement τp ∼ 8ηl/(ρlgR). Le facteur 8
apparaissant dans cette expression tend à aller dans le sens des résultats expérimen-
taux 4.

2.2.4 Transition entre les deux régimes

Rc,v

¿p
/
´l

  
(P

a
  

)
-1

Figure 7.9: Évolution de la quantité τp/ηl en fonction de R. Chaque jeu de sym-
boles correspond à une solution visqueuse donnée : huiles siliconées de viscosités
ηl=6.4 Pa.s (�) et 35 Pa.s (�) ; glycérol de viscosité ηl = 1.1 Pa.s (•).

La transition entre les deux mécanismes présentés ci-dessus est atteinte lorsque :

ηlRc,v

γ
∼ ηl

ρlgRc,v

, (7.15)

Rc,v ∼ κ−1. (7.16)

Cette taille de coupure est à présent de l’ordre de la longueur capillaire. Du fait de
l’écart de préfacteur dans le régime des petits cadres, cette prédiction sous-estime
la valeur expérimentale, d’un facteur 6 environ. Mais notons néanmoins que la taille
de coupure mesurée est bien inférieure à celle obtenue dans le cas inviscide, confor-
mément aux prédictions proposées.

Afin de tester expérimentalement l’influence de la viscosité sur le temps de pin-
cement, nous renouvelons l’expérience avec d’autres solutions visqueuses. Au vu des
expressions obtenues pour les grands cadres (Éq. 7.8) et les petits cadres (Éq. 7.10),
la figure 7.9 représente la quantité τp/ηl en fonction de R. Comme attendu, les

4. Une analyse plus poussée de ce problème d’écoulement de filament visqueux peut être trouvée
dans la thèse de Jacopo Seiwert [160].
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différentes séries expérimentales semblent se superposer selon une seule et même
tendance, et font apparaître une unique taille de coupure Rc,v en assez bon accord
avec l’équation 7.16.

Nous pouvons résumer l’ensemble de ces résultats dans le tableau suivant :

Mécanismes en compétition Petits cadres Grands cadres

Cas inviscide capillarité
inertie liquide

capillarité
inertie gazeuse

Cas visqueux gravité
viscosité

capillarité
viscosité

3 Formation d’une bulle interfaciale à la surface du
bain

3.1 Régime quasi-statique

En régime quasi-statique (v=0), le pincement d’une demi-caténoïde symétrique
placée juste au-dessus de son seuil d’existence conduit éventuellement à la formation
d’une bulle interfaciale, de rayon Rb à la surface du bain liquide. La figure 7.10
présente l’évolution de Rb en fonction de R pour différentes solutions : deux solutions
inviscides et deux solutions visqueuses. Les lignes verticales illustrent, dans les cas
inviscide et visqueux, la taille limite de cadre en-dessous de laquelle aucune bulle
interfaciale ne se forme. À la lumière des résultats précédents, cette taille peut
facilement être prédite.

´

´
Fairy

Figure 7.10: Évolution du rayon de la bulle interfaciale Rb en fonction du rayon R
du cadre utilisé. Chaque jeu de symboles correspond à une solution donnée.

– Dans le cas des sytèmes inviscides, aucune bulle ne peut se former si l’énergie
élastique est convertie sous forme cinétique au liquide, l’ascension de celui-ci
permettant de chasser l’air environnant. D’après l’analyse énergétique, la taille
critique est donc de l’ordre de Rc,i ∼ (ρl/ρa)

1

3κ−1, soit environ 1.5 cm.
– Dans le cas des sytèmes visqueux, de la même façon, aucune bulle ne peut

se former si l’énergie élastique contribue à la formation d’une colonne liquide
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visqueuse, permettant encore de chasser l’air. La taille critique recherchée est
donc de l’ordre de Rc,v ∼ κ−1, soit environ 1.5 mm.

Ces critères de création de bulle sont assez bien reproduits expérimentalement. Au-
delà du seuil de création, Rb est une fonction linéaire de R sur une large gamme,
avec des préfacteurs légèrement différents entre les cas inviscide et visqueux. Cette
dépendance linéaire pour les grands cadres est encore une fois naturelle, compte tenu
de la présence d’une unique taille pertinente, R, lors du processus de pincement. Le
préfacteur légèrement supérieur dans le cas visqueux se comprend qualitativement en
remarquant que la dissipation visqueuse ralentit la mise en mouvement du ménisque
et autorise donc le système à emprisonner plus d’air au moment du pincement, en
comparaison avec le cas inviscide.

hp,qs

hp,qs

Fairy

Figure 7.11: Rayon de la bulle interfaciale en fonction de la hauteur de pincement
hp,qs définie sur la photographie adjacente au graphe (cadre de rayon R = 23 cm).
Chaque jeu de symboles correspond à une solution donnée. La droite noire, de pente
1/2, correspond à l’équation 7.18.

t

Figure 7.12: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoïde symétrique vis-
queuse, pour un cadre de rayon R = 1.1 cm.

Par ailleurs, remarquons que dans le cas inviscide, la poche d’air emprisonné adopte
la forme d’un cône à l’instant précis du pincement (Fig. 7.11) ; notons hp,qs la hauteur
de ce cône. En outre, l’expérience montre que le rayon de sa base reste quasiment
égal à Rb après effondrement. La conservation du volume d’air contenu dans la bulle
nous permet alors d’écrire :

πRb
2hp,qs

3
=

2πRb
3

3
, (7.17)
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Rb =
hp,qs

2
. (7.18)

L’équation précédente lie ainsi la hauteur de pincement, résultant du processus dy-
namique de pincement non décrit dans cette étude, à la taille de la bulle formée
(Fig. 7.11). Cette vision très simplifiée néglige la présence de la cavité située sous
la bulle. Cette propriété géométrique n’est par ailleurs plus vérifiée dans le cas vis-
queux, pour lequel la dynamique de pincement, non décrit ici, suit un comportement
différent (Fig. 7.12).

3.2 Régime dynamique

Étudions maintenant la formation de bulle interfaciale lorsque la vitesse de mon-
tée v est non nulle. Au lieu de se placer au seuil d’existence de la demi-caténoïde
symétrique et de sonder son effondrement, nous imposons maintenant au cadre, ini-
tialement immergé dans le bain liquide, une vitesse d’ascension constante v. Nous
nous intéressons à l’évolution de la taille Rb de la bulle interfaciale créée en fonction
de R et v, dans les cas inviscide et visqueux.

3.2.1 Petits cadres : vitesse critique

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que lorsque R était inférieur
à une certaine taille de coupure, respectivement de l’ordre de Rc,i et Rc,v dans les
cas inviscide et visqueux, aucune bulle ne se formait en régime quasi-statique. Nous
montrons dans la suite qu’il est possible de créer une bulle en régime dynamique
en imposant une vitesse v suffisamment grande. Au-delà de cette vitesse critique,
la taille de la bulle est une fonction croissante de la vitesse ; nous cherchons ici à
déterminer cette vitesse seuil, en présentant de façon disjointe les résultats obtenus
dans le cas inviscide, puis le cas visqueux.

vc,i

quasi-statique
 pas de bulle

dynamique
   bulle

v

R
R
R
R
R
R
R

Figure 7.13: Cas inviscide : évolution de la taille de la bulle interfaciale Rb, norma-
lisée par R, en fonction de v. Les symboles pleins correspondent à la solution d’eau
savonneuse, les symboles vides correspondent à la solution de SDS.
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Cas inviscide La figure 7.13 présente les résultats obtenus en dynamique avec
les deux solutions inviscides. Chaque série de symboles correspond à une solution
et une valeur de R données, cette dernière étant située en-dessous du seuil de créa-
tion de bulles en statique. Nous pouvons remarquer que chaque jeu de données fait
apparaître une vitesse seuil de création de bulle. Cette vitesse critique, notée vc,i,
est de l’ordre de 250 mm.s−1, et semble ne pas dépendre de R de façon drastique.
Essayons à présent d’interpréter l’existence de cette vitesse seuil, et en donner une
prédiction théorique tirée d’arguments similaires à ceux précédemment utilisés.

t

v

vc,i

Figure 7.14: Cas inviscide : séries de photos expérimentales prises de part et d’autre
de la vitesse critique de transition vc,i, avec la solution de SDS et R = 2.2 mm. Notons
en particulier la présence d’une « langue » d’air envahissant l’intérieur du film de
savon qui, si elle n’est pas chassée par le liquide provenant du ménisque (v > vc,i),
donne naissance à une bulle, entourée en rouge pour plus de visibilité.

Lorsque R ≤ Rc,i, le liquide présent dans le ménisque est mis en mouvement pendant
un temps typique τp ∼ (γ/ρlg

3)
1

4 (voir Éq. 7.5), permettant ainsi de chasser inté-
gralement l’air compris à l’intérieur du film de savon. Mais le film est tout de même
capable d’emprisonner de l’air situé plus haut, et donc former une bulle (Fig. 7.14),
si le temps de montée du cadre sur une longueur typique du ménisque κ−1 est suffi-
samment court devant le temps de mise en mouvement de ce même ménisque. Nous
pouvons donc traduire ce critère de création de bulle en termes mathématiques :

κ−1

v
<

�
γ

ρlg3

� 1

4

, (7.19)

v > vc,i ∼
�
γg

ρl

� 1

4

. (7.20)

L’expression de cette vitesse critique ne dépend pas de R, et son ordre de grandeur
est de 130 mm.s−1. Ce mécanisme conforte donc les résultats expérimentaux dans
le cas inviscide. Il est intéressant de remarquer que cette échelle de vitesse inter-
vient également dans les ondes gravito-capillaires : à un facteur près, elle fixe la
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vitesse minimale d’une perturbation de la surface libre pouvant engendrer de telles
ondes [161].

Cas visqueux Le même type de comportement est observé avec des fluides vis-
queux pour des cadres de rayon R ≤ Rc,v, mais les vitesses critiques mesurées
sont désormais plus faibles, et dépendent fortement de la viscosité de la solution
(Fig. 7.15). Après avoir préparé des mélanges permettant d’explorer une large échelle
de viscosité, il apparaît que cette nouvelle vitesse critique, notée vc,v, est une fonc-
tion décroissante de la viscosité, et semble tendre vers une valeur de l’ordre de vc,i
pour des viscosités suffisamment faibles.

v

´

vc,v

l

Figure 7.15: Cas visqueux : évolution de la taille de la bulle Rb, normalisée par R,
en fonction de v. Chaque série de symboles correspond à une solution de viscosité
donnée : ηl = 0.1 Pa.s (�), 0.35 Pa.s (•), 1.44 Pa.s (�), 6.4 Pa.s (�), 35 Pa.s (�).
Toutes les mesures ont été effectuées avec un cadre de rayon R = 2.2 mm.

Pour comprendre ce nouveau résultat, tentons de réexprimer un critère temporel
permettant au système de piéger une bulle d’air au cours du processus de pincement
(Fig. 7.16). Puisque Rc,v ∼ κ−1, la taille pertinente devient ici la longueur capillaire
κ−1, indépendamment de la taille R du cadre. En reprenant l’expression des temps
caractéristiques de pincement dans le cas visqueux, prenons garde au fait que le
temps de mise en mouvement du ménisque à prendre en compte ici n’inclut pas le
temps d’amincissement de la colonne liquide, celui-ci s’effectuant a posteriori, indé-
pendamment de la présence ou de l’absence de bulle. De fait, par analogie avec le
raisonnement précédent, le système parviendra à emprisonner de l’air si le temps de
montée sur une longueur typique du ménisque κ−1 est suffisamment petit devant le
temps de mise en mouvement ηlκ−1/γ de ce même ménisque. Ce critère se réexprime
donc comme :

κ−1

v
<

ηlκ
−1

γ
, (7.21)

v > vc,v ∼
γ

ηl
. (7.22)

Cette prédiction est testée sur la figure 7.17, celle-ci prouvant une excellente corré-
lation, avec un préfacteur satisfaisant de l’ordre de 2.
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t

vc,v

v

Figure 7.16: Cas visqueux : séries de photos expérimentales prises de part et d’autre
de la vitesse critique de transition vc,v, avec l’huile silicone de viscosité 6.4 Pa.s et
R = 2.2 mm. La bulle, formée pour v > vc,v, est entourée en rouge pour plus de
visibilité.

° / ´l

vc,i

vc
,v

° / ´l,c

Figure 7.17: Vitesse seuil de création de bulle dans le cas visqueux : comparaison
entre l’expérience et la prédiction donnée par l’équation 7.22.
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´l (Pa.s.)

vc
 (

m
m

/
s)

vc,i

´l,c

inertio-capillaire visco-capillaire

Figure 7.18: Allure générale de la vitesse critique en fonction de la viscosité de la
solution, cas inviscide et visqueux confondus. Toutes les mesures ont été effectuées
avec un cadre de rayon R = 2.2 mm.

Transition entre les deux régimes Étudions à présent le raccordement entre
les cas inviscide et visqueux décrits plus haut, afin d’estimer à partir de quelle
viscosité critique ηl,c la solution peut être considérée comme visqueuse vis-à-vis de
cette expérience. La transition s’effectue lorsque les vitesses critiques associées aux
deux cas deviennent du même ordre de grandeur :

�
γg

ρl

� 1

4

∼ γ

ηl,c
, (7.23)

ηl,c ∼
�
ρlγ

3

g

� 1

4

. (7.24)

Tous les mélanges utilisés ayant approximativement la même tension de surface
γ = 20 mN.m−1, nous obtenons ηl,c ∼ 0.17 Pa.s. Ainsi, au-dessus de cette visco-
sité, le mécanisme est visco-capillaire ; en-dessous, le mécanisme est inertio-capillaire
(Fig. 7.18). L’évaluation de cette viscosité typique justifie également que les vitesses
critiques mesurées pour les mélanges les moins visqueux soient proches de la valeur
déterminée dans le cas inviscide vc,i, indépendante de la viscosité de la solution.

3.2.2 Grands cadres

La figure 7.19 représente la variation de la quantité Rb/R en fonction de la
vitesse, dans les cas inviscide et visqueux. Les deux graphes montrent que la taille
de la bulle créée est une fonction croissante de la vitesse d’ascension du cadre, et
que cette croissance est très différente selon le graphe considéré.

Cas inviscide Dans le cas inviscide, nous pouvons distinguer un plateau quasi-
statique lorsque la vitesse est typiquement inférieure à 10 mm.s−1, et pour lequel
Rb/R ne dépend pas de v : on retrouve la valeur discutée dans le régime quasi-
statique. Au-delà de cette vitesse typique, le système évolue continûment vers un
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v

inviscide

visqueux

Figure 7.19: Évolution de la taille de la bulle interfaciale Rb, normalisée par R,
en fonction de v. Le graphe supérieur correspond au cas inviscide : la gamme de
rayon sondée est R = 2.5−6.5 cm. Le graphe inférieur correspond au cas visqueux
(ηl = 6.4 Pa.s) : la gamme de rayon sondée est R = 0.7−3.6 cm. Chaque jeu de
symboles correspond à un rayon R fixé.

régime dynamique pour lequel Rb/R croît avec v. Tentons de décrire cette croissance
en utilisant des arguments physiques simples. Dans le régime quasi-statique, rappe-
lons que la forme conique du film de savon au moment du pincement a permis de
déterminer la taille Rb de la bulle interfaciale en fonction de la hauteur de pincement
hp,qs (Éq. 7.18). De fait, la hauteur de pincement quasi-statique vérifie :

hp,qs ∼ R, (7.25)

puisque nous avons montré que la taille de la bulle interfaciale formée dans le régime
quasi-statique était elle-même proportionnelle au rayon R du cadre (Fig. 7.10). En
imposant désormais au cadre une vitesse v, introduisons empiriquement dans l’ex-
pression généralisée de la hauteur de pincement hp une contribution dynamique hp,d

telle que :
hp = hp,qs + hp,d. (7.26)

Le raccordement au régime quasi-statique impose d’avoir hp,d = 0 si v = 0. En
tenant compte de cette condition, la façon la plus simple d’écrire hp,d, et confortée
par les expériences, correspond à la relation suivante :

hp,d =

� τp

0

v dt ∼ v

�
ρaR3

γ
, (7.27)
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 7.20: En régime dynamique, le film de savon adopte une forme approxima-
tivement conique au moment du pincement, quelle que soit la vitesse v : 20 (a), 50
(b), 100 (c), 200 (d), 400 (e) mm.s−1. Le rayon du cadre vaut R = 3.6 cm.

en faisant intervenir le temps de pincement inertio-capillaire pour les grands cadres
dans le cas inviscide. Physiquement, cette hauteur de pincement dynamique s’inter-
prète comme la distance verticale supplémentaire parcourue par le cadre pendant
le temps de pincement typique du film. En première approximation, le film de sa-
von conserve au moment du pincement une forme conique en régime dynamique
(Fig. 7.20), dont le rayon à la base est fixé par le rayon du cadre. De fait la conser-
vation du volume impose à présent :

hpR
2 ∼ Rb

3, (7.28)

soit en injectant la forme de hp,d donnée par l’équation 7.27 :

R3
b ∼ c1R

3 + c2v

�
ρa
γ
R

7

2 , (7.29)

avec c1 et c2 deux coefficients d’ajustement sans dimension. Il vient finalement :

Rb

R
∼ C1(1 + C2

√
We)

1

3 , (7.30)

avec C1 et C2 deux nouveaux paramètres d’ajustement sans dimension, et We le
nombre de Weber défini comme :

We =
ρav

2R

γ
. (7.31)

Cette analyse dimensionnelle prédit ainsi aux fortes vitesses une dépendance en
We

1

6 , soit une dépendance en v
1

3 du rapport Rb/R. Remarquons que la très faible
puissance en R

1

6 justifie le fait que les séries expérimentales mesurées pour diffé-
rentes valeurs de R ne se séparent presque pas sur la gamme de taille sondée pour
les grands cadres 5 : R=2.5−6.5 cm. Un ajustement des différents jeux de données

5. Il est expérimentalement difficile de travailler avec des cadres de rayon plus grand dans le
régime dynamique.

3. FORMATION D’UNE BULLE INTERFACIALE À LA SURFACE DU BAIN 183



CHAPITRE 7. ÉTUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATÉNOÏDE SYMÉTRIQUE
EN MONTÉE

We

inviscide

Figure 7.21: Cas inviscide : ajustement des résultats expérimentaux tirés de la
figure 7.19 par l’équation 7.30, avec pour paramètres C1 = 0.15, C2 = 125.

expérimentaux par la relation 7.30 est en assez bon accord (voir Fig. 7.21), même
s’il convient de garder à l’esprit que ce processus est en réalité bien plus compliqué.

Cas visqueux Les résultats expérimentaux dans le cas visqueux apparaissent plus
dispersés, il semble difficile de dégager une tendance générale d’évolution. En parti-
culier, les différentes séries expérimentales ne se superposent pas aux vitesses faibles,
suggérant que R ne soit pas l’unique taille pertinente dans le processus de pincement.
Cette constatation confirme par ailleurs que le pincement d’une demi-caténoïde sy-
métrique visqueuse apparaisse très différent du cas inviscide, tant au regard des films
(voir Fig. 7.22) qu’au niveau des échelles de temps mises en jeu, par comparaison
directe des figures 7.4 et 7.7. En revanche, au-delà d’une vitesse de l’ordre de vc,i,
les courbes se superposent.

t

Figure 7.22: Séquence de photos illustrant l’effondrement d’un film visqueux (huile
silicone de viscosité ηl=6.4 Pa.s), pour un cadre de rayon R=0.9 cm et une vitesse
ascendante v = 0.3 m.s−1.
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4 Formation d’un film plan sur le cadre

Observons à présent le comportement du film plan formé suite à l’effondrement
de la demi-caténoïde symétrique, et venant s’appuyer sur le cadre circulaire. Nous
décorrélons ici deux processus subis par ce film plan. Aux temps courts (en-dessous
de la seconde), celui-ci subit des oscillations amorties, nous tentons de comprendre
et de décrire l’onde stationnaire qui ébranle le film pendant ces premiers instants.
Aux temps longs (de l’ordre de quelques secondes à quelques minutes dans le cas
inviscide), les oscillations sont complètement atténuées, et le film voit son épaisseur
diminuer au cours du temps. Nous proposons une modélisation de cet amincissement.

4.1 Oscillations du film aux temps courts

t

z

T

(a) (b)

z

Figure 7.23: (a) Illustration du mode d’oscillation subi par le film au suivi du
processus de pincement. (b) Diagramme spatio-temporel tracé selon la direction
verticale passant par le centre du cadre. L’expérience a été réalisée avec la solution
d’eau savonneuse et les paramètres suivants : R = 2 cm, v = 5 mm.s−1.

Nous pouvons observer sur la figure 7.23 un diagramme spatio-temporel illustrant
les oscillations amorties subies par le film de savon immédiatement après le pince-
ment de la demi-caténoïde. Les conditions aux limites imposent ici une structure
d’onde stationnaire. En faisant abstraction d’une résolution exhaustive, mention-
nons juste que l’axisymétrie du problème permet de chercher des solutions du profil
du film sous la forme de fonctions de Bessel de première espèce Jn, tout comme
pour la membrane vibrante d’un instrument à percussions. L’expérience montre que
le mode prédominant correspond à un unique ventre de vibration du film au centre,
et un unique nœud de vibration imposé sur le cadre. Ce mode, noté (0,1), correspond
à la fonction de Bessel J0 à laquelle il convient d’imposer sa première annulation sur
le pourtour du cadre, soit J0(r=R) = 0. La fréquence propre f du mode correspon-
dant s’écrit, en notant c la célérité des ondes dans le film :

f � 2.4c

2πR
. (7.32)

La quantité observable expérimentalement étant la période temporelle d’oscillation
T = 1/f ,

T � 2.6R

c
, (7.33)

il reste à connaître l’expression de la célérité c des ondes dans un tel film. Comme
il existe plusieurs types d’ondes pouvant se propager dans un film [162, 163], com-
mençons par analyser les résultats expérimentaux obtenus.
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4.1.1 Période d’oscillation en régime quasi-statique : résultats expéri-
mentaux

´

Rc

Fairy

Figure 7.24: Période d’oscillation en fonction de R pour différentes solutions, la
vitesse de montée valant v = 5 mm.s−1. Les lignes servent de guide pour les yeux.

Nous avons mesuré l’évolution de la période d’oscillation T en fonction du rayon
du cadre R, dans les cas inviscide et visqueux, en moyennant sa valeur sur une di-
zaine de périodes pour une précision accrue (Fig. 7.24). Dans un premier temps, nous
avons fixé la vitesse d’ascension à une valeur constante v = 5 mm.s−1, suffisamment
faible devant vc,i afin de se placer dans une approximation quasi-statique. Le graphe
fait apparaître une première caractéristique frappante : contrairement aux mesures
de temps de pincement, tous les systèmes inviscides et visqueux semblent ici suivre
des tendances communes, que nous décrivons ci-après.

Dans le cas inviscide :
– pour R ≤ Rc � 1 cm, T ne dépend pas de R, et vaut typiquement 20 ms,
– pour R ≥ Rc, T croît rapidement avec R. La tendance en loi de puissance, de

pente 3/2, semble très bien décrire cette croissance.

Dans le cas visqueux :
– pour R ≤ Rc, le film n’oscille pas,
– pour R ≥ Rc, le film oscille avec une période temporelle T identique à celle du

cas inviscide.

Ces régimes ne sont pas sans rappeler ceux entrevus dans la mesure du temps de
pincement d’une demi-caténoïde symétrique inviscide. Nous essayons dans la suite
d’extraire les ingrédients physiques permettant de justifier l’apparition de tels com-
portements.

4.1.2 Grands cadres : R ≥ Rc

En négligeant l’élasticité du film (c’est-à-dire l’influence de l’épaisseur e du film
sur la tension de surface) et le mode d’oscillation dû à ces effets, il existe deux
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(b)(a)

Figure 7.25: Modes d’oscillation symétrique (a) et antisymétrique (b) dans un film
de savon. Figure adaptée de [163].

modes d’oscillation distincts, de célérités différentes (Fig. 7.25). Le mode symétrique
correspond à un mouvement des deux surfaces du film en opposition de phase,
contrairement au mode antisymétrique pour lequel les deux surfaces du film vibrent
en phase. Comme le mode symétrique engendre des mouvements visqueux, et donc
de la dissipation dans le film liquide, celui-ci s’amortit bien plus vite que le mode
antisymétrique. Ainsi, nous ne considérons a priori que ce dernier mode, dont la
célérité s’exprime comme :

c =

�
2γ

ρle
. (7.34)

En injectant cette expression dans l’équation 7.33, la période d’oscillation est censée
varier linéairement avec le rayon R, ce qui est en désaccord avec les résultats expéri-
mentaux (Fig. 7.24). Par ailleurs, le fait que tous les jeux de données correspondant
à divers fluides se superposent peut paraître suspect, puisque rien ne garantit que les
épaisseurs d’un film inviscide et d’un film visqueux soient comparables. Cette appa-
rente contradiction est levée en considérant, en plus de l’inertie du liquide, l’inertie
de l’air mis en mouvement pendant les oscillations du film [164, 165]. De fait, nous
apportons une correction dans ce sens en introduisant dans l’équation précédente
une épaisseur effective e∗ telle que [164, 165] :

ρle
∗ � ρle+ ρaλ, (7.35)

avec λ la longueur d’onde, fixée par les conditions aux limites :

λ = cT = 2.6R, (7.36)

d’où, en reprenant l’expression de la période T :

T � 2.6R

�
ρle+ 2.6ρaR

2γ
. (7.37)

Ce résultat fait alors apparaître, au numérateur de la racine carrée, la somme de
deux termes. En prenant des cadres suffisamment grands, il apparaît que l’inertie de
l’air prédomine devant celle du liquide, conduisant à une période temporelle variant
comme :

T ∼
�

ρaR3

γ
. (7.38)

Nous retrouvons ainsi un temps d’origine inertio-capillaire, pour lequel les pentes et
préfacteurs associés sur la figure 7.24 sont en bon accord avec les résultats expéri-
mentaux : la tendance tracée a pour équation T � 1.5 · 10−2R

3

2 , alors que l’équa-
tion 7.38 prédit respectivement pour la solution savonneuse, la solution de SDS et
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Figure 7.26: Influence du temps d’attente τ sur la période d’oscillation T , pour la
solution savonneuse et R = 3 cm. La vitesse de montée du cadre est v = 5 mm.s−1.

le PDMS, T ∼ 6.8 · 10−3R
3

2 , T ∼ 5.9 · 10−3R
3

2 et T ∼ 7.7 · 10−3R
3

2 . Ce temps est
par ailleurs indépendant de la viscosité, et donc de la solution utilisée. Pour montrer
que l’épaisseur du film joue un rôle négligeable dans la période d’oscillation lorsque
les cadres sont suffisamment grands, nous avons reproduit l’expérience avec la so-
lution savonneuse et une vitesse d’ascension v identique (5 mm.s−1), en attendant
un certain temps τ au seuil d’existence avant de provoquer le pincement de la demi-
caténoïde (Fig. 7.26). L’amincissement du film pendant cette durée τ provoque une
légère diminution de la période T , en lien avec l’équation 7.37, mais cette diminution
relative 6, de l’ordre de 2%, est effectivement « noyée » par le terme prépondérant
d’inertie de l’air. Le rayon critique Rc au-dessus duquel cette limite est valable peut
s’estimer en équilibrant les deux termes évoqués plus haut, ceci nous donnant :

Rc ∼
ρle

ρa
. (7.39)

Pour un film dont l’épaisseur vaut quelques microns à quelques dizaines de microns,
Rc est au plus de l’ordre du centimètre, cette estimation justifie donc la limite
considérée dans ce paragraphe. Cela dit, la disparition des oscillations dans le cas
visqueux, ou l’émergence d’un plateau dans le cas inviscide pour les petits cadres
(Fig. 7.24) ne sont pas incluses dans ce modèle. Intéressons-nous donc à présent aux
petits cadres.

4.1.3 Petits cadres : R ≤ Rc

Cas inviscide Décrivons tout d’abord le cas inviscide, et remarquons dans un
premier temps que Rc � Rc,i. Nous avons vu que lorsque R < Rc,i ∼ (ρl/ρa)

1

3κ−1,
le ménisque liquide était mis en mouvement au cours du pincement, celui-ci venant
nourrir le film. Il est donc à attendre que l’épaisseur e de ce dernier devienne bien
supérieure à celle obtenue avec des cadres de rayon R > Rc,i. Ce fait se devine
d’ailleurs en observant attentivement les vidéos expérimentales. De fait, la célérité

6. Nous verrons plus loin que l’épaisseur varie effectivement assez vite sur les échelles de temps
considérées sur la figure 7.26.
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pertinente est maintenant celle fournie par l’équation 7.34, sans la prise en compte
de l’entraînement de l’air. En développant les calculs comme ci-dessus, la période
d’oscillation peut dans ce cas s’écrire :

T = 2.6R

�
ρle

2γ
. (7.40)

En supposant le film plan homogène en épaisseur, la conservation du volume de
liquide impose que ce qu’il y avait dans le ménisque, de volume typique κ−3, se
retrouve dans le film plan, de volume typique eR2, soit :

e ∼ κ−3

R2
. (7.41)

Notons que la dépendance de l’épaisseur e avec le rayon R est simplement indicative
du taux de variation de e, sa variation réelle étant certainement plus compliquée.
Pour un cadre de rayon R suffisamment petit, on imagine mal un film liquide plus
épais que le millimètre ! Il est alors raisonnable de penser que de nouveaux effets
puissent rentrer en ligne de compte (épaisseur finie du cadre, forces de van der
Waals), permettant de contrecarrer cette apparente divergence. En revenant à la
période d’oscillation et en passant R sous le racine, il vient finalement :

T ∼
�

ρlκ−3

γ
∼
�

γ

ρlg3

� 1

4

. (7.42)

Nous retrouvons ici le temps de pincement d’une demi-caténoïde symétrique invis-
cide, dans le régime des petits cadres. Ce temps est indépendant de R, et son ordre de
grandeur, T ∼ 13 ms, est en bon accord avec le plateau mesuré expérimentalement :
T � 20 ms.

Cas visqueux Dans le cas visqueux, nous remarquons expérimentalement que la
disparition des oscillations est corrélée à l’apparition d’une fine colonne liquide vis-
queuse décrite plus haut. Nous avons montré, dans l’analyse des temps de pincement,
que la présence de cette colonne liquide engendrait une grande dissipation, lorsque
R < Rc,v. Il est donc logique que toute l’énergie libérée au cours du pincement ne
soit plus transférée dans les oscillations du film mais dissipée entièrement dans la
colonne liquide, conduisant à la disparition des oscillations.

4.1.4 Transition entre les deux régimes

Cas inviscide La taille critique de transition Rc est obtenue en équilibrant direc-
tement les expressions de la période T dans les régimes des petits et grands cadres,
correspondant finalement à une équipartition des inerties de l’air et du liquide dans
l’expression générale de la célérité. Il vient, comme pour l’analyse du temps de pin-
cement :

Rc ∼
�
ρl
ρa

� 1

3

κ−1 ∼ Rc,i. (7.43)

Ce critère peut également être obtenu en reconsidérant le seuil Rc donné par l’équa-
tion 7.39, Rc ∼ ρle/ρa, puis en s’abstrayant de l’épaisseur e via la relation de conser-
vation de volume du ménisque (Éq. 7.41) écrite au seuil : e ∼ κ−3/Rc

2.
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Cas visqueux L’apparition d’une colonne visqueuse intervient lorsque R devient
inférieur à la valeur critique expérimentale Rc,v relevée sur la figure 7.7. Rc est
également de l’ordre de grandeur du centimètre.

4.1.5 Période d’oscillation en régime dynamique : résultats expérimen-
taux

Étudions maintenant l’influence de la vitesse d’ascension du cadre sur la période
d’oscillation du film. La figure 7.27 présente quatre jeux de données expérimentales
mesurées pour différentes valeurs de R. Décrivons l’allure des résultats obtenus.

– À faible vitesse, toutes les séries comportent un plateau, raccordant au régime
quasi-statique décrit auparavant.

– Au-delà d’une certaine vitesse critique vc dépendant de R, la période est une
fonction croissante de la vitesse sur une gamme assez large. La transition est
plus difficilement décelable sur la série de plus grand rayon R = 3 cm dans la
gamme de vitesse sondée expérimentalement.

Tentons d’analyser ces résultats dans la suite, en découplant le cas des grands cadres
et des petits cadres. Il semble en effet que vc soit successivement une fonction dé-
croissante de R aux petits cadres, puis une fonction croissante de R pour les grands
cadres.

vc

6

v

petits cadres

grands cadres
R
R
R
R

Figure 7.27: Période d’oscillation en fonction de v : chaque série correspond à une
valeur de R fixée. Les droites en traits pleins servent de guide pour les yeux afin de
mieux distinguer les deux régimes. La courbe en traits pointillés souligne le caractère
non monotone de la vitesse critique vc séparant ces deux régimes en fonction de R.
Toutes les séries ont été effectuées avec la solution d’eau savonneuse. À droite du
graphe, la photographie montre l’éjection de gouttelettes hors du film aux vitesses
élevées.

4.1.6 Grands cadres : R ≥ Rc

Pour les grands cadres, nous avons montré que l’inertie du liquide entraîné ne
jouait que peu de rôle devant l’inertie de l’air. Mais on peut s’attendre à ce que l’ap-
plication d’une vitesse d’ascension au cadre puisse lui permettre d’emporter plus
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2R

bain liquide

e

x
z
O`

Figure 7.28: Schéma représentant le film liquide d’épaisseur e entraîné par le cadre.

de liquide, et ainsi inverser cette tendance. Bien que la géométrie soit différente
(Fig. 7.28), cette expérience comporte quelques similarités avec le problème classique
de Landau-Levich-Derjaguin [100, 166], pour lequel une plaque verticale est retirée
d’un bain liquide à vitesse constante. Ce problème, possèdant par ailleurs de nom-
breuses applications industrielles (procédés d’enduction), s’intéresse à l’épaisseur du
film liquide laissé sur la plaque extraite du bain ; redérivons-en les principaux ré-
sultats. En notant respectivement p et u les champs de pression et de vitesse dans
le film, l’équation de Navier-Stokes, écrite dans l’approximation de lubrification et
projetée selon les axes (Oz) et (Ox) définis sur la figure 7.28, fournit les relations
suivantes 7 :

∂p

∂z
= ηl

∂2u

∂x2
, (7.44)

∂p

∂x
= 0. (7.45)

Nous avons pris la liberté de négliger la gravité dans l’équation 7.44, cette hy-
pothèse sera vérifiée a posteriori. D’après l’équation 7.45, p ne dépend que de z.
L’équilibre des contraintes normales à l’interface air/liquide est dicté par la loi de
Young-Laplace :

p(z) = p0 − γ
∂2e

∂z2
. (7.46)

Une troisième relation impose la continuité de la courbure entre les ménisques sta-
tique et dynamique. En valeur absolue, celle-ci vaut respectivement κ et ∂2e/∂z2

dans les deux cas. En notant � la hauteur typique du ménisque dynamique, et en
raisonnant en ordres de grandeur, il vient alors :

� ∼
√
eκ−1. (7.47)

En tirant parti de ce résultat, les échelles de longueur varient donc comme e selon
la direction x, et comme

√
eκ−1 selon la direction z. La projection de l’équation de

Navier-Stokes selon (Oz) se réécrit alors en ordre de grandeur comme :

γ
e

�3
∼ ηl

v

e2
, (7.48)

7. Nous négligeons dans ce problème tout effet d’élasticité élongationnelle due à la variation
de tension de surface. En d’autres termes, nous supposons l’incompressibilité de l’écoulement des
surfactants à l’interface liquide/air.
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e ∼ κ−1C
2

3 , (7.49)

avec C = ηlv/γ le nombre capillaire, comparant les effets visqueux et capillaires.
Ce résultat est également connu sous le nom de loi de Frankel [167] pour les films
de savon. Fort de cette relation, la condition de validité de l’hypothèse de gravité
négligeable se réécrit comme :

ρlg � ηl
v

e2
, (7.50)

C � 1. (7.51)

Dans la gamme des vitesses explorées (v=10−4−1 m.s−1), cette condition est aisé-
ment réalisée dans nos expériences. Nous supposons donc que l’épaisseur du film
entraîné par le cadre dans notre expérience suit une loi de ce type. De fait, en injec-
tant cette forme dans la comparaison des inerties de l’air et du liquide, il est possible
de tirer une estimation de vc par la relation suivante :

ρlκ
−1

�
ηlvc
γ

�2/3

∼ ρaR, (7.52)

vc ∼
γ

ηl

�
ρaR

ρlκ−1

� 3

2

. (7.53)

Cette vitesse critique est du bon ordre de grandeur en comparaison avec l’expérience :
en exploitant par exemple la série de rayon R = 1.4 cm, les valeurs expérimentales
et prédites sont respectivement de l’ordre de 20 mm.s−1 et 30 mm.s−1. En se pla-
çant ainsi à une vitesse supérieure à cette vitesse critique, l’inertie liquide devient
prépondérante, se traduisant à l’aide des équations 7.37 et 7.49 par une expression
de la période T sous la forme :

T ∼
�

ρlR2κ−1

γ

�
ηlv

γ

� 1

3

. (7.54)

Le comportement en loi de puissance 1/3 avec la vitesse, observé sur la figure 7.27,
est donc en accord avec ces arguments empruntés au problème de Landau-Levich-
Derjaguin. L’expérience montre par ailleurs que la période rediminue et donc dévie
de la tendance prédite pour des vitesses typiquement supérieures à 100 mm.s−1. Ce
fait est corrélé à l’éjection de gouttes liquides hors du film de savon dans cette gamme
de vitesse. Par conséquent, l’épaisseur du film est amenée à diminuer, induisant une
diminution de la période T d’oscillation, conformément à l’équation 7.37. La taille
de ces gouttes étant typiquement donnée par la longueur capillaire, celles-ci sont
amenées à s’extraire du film lorsque leur énergie cinétique ρlκ

−3v2 leur permet de
gagner une énergie de surface de l’ordre de γκ−2, soit v ∼ (γg/ρl)

1

4 ∼ vc,i, en accord
avec l’ordre de grandeur relevé expérimentalement sur la figure 7.27. La série de plus
grand rayon présentée sur la figure 7.27 est justement caractérisée par une équiva-
lence des deux vitesses critiques discutées dans cette partie. De fait, la transition
attendue par les équations 7.53 et 7.54 est « noyée » par cette équivalence. Cet effet
rend difficile la mesure de la dépendance de vc avec R prédite par l’équation 7.53.
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4.1.7 Petits cadres : R ≤ Rc

Le cas des petits cadres est légèrement différent, puisque l’inertie de l’air peut de
toute façon être négligée. En régime dynamique, l’expérience montre que le liquide
tend à s’accumuler dans un bourrelet central formé au cours du mécanisme de pin-
cement. Alors que ce bourrelet ne semble pas jouer de rôle prépondérant pour les
grands cadres, celui-ci concentre une majeure partie du volume liquide emporté pour
les petits cadres, sa taille fixe donc a priori la période d’oscillation du film. D’après
l’analyse de Landau-Levich-Derjaguin, le volume emporté par la colonne liquide est
de l’ordre de �3 ∼ κ−3C, la taille du bourrelet est donc fixée par � ∼ κ−1C

1

3 . En
remplaçant l’épaisseur e par cette longueur typique dans l’équation 7.40, il vient,
pour l’expression de la période :

T ∼
�

ρlR2κ−1

γ

�
ηlv

γ

� 1

6

. (7.55)

La loi de puissance 1/6 semble en assez bon accord avec la série expérimentale de
rayon R=0.5 cm. L’expression de la vitesse critique s’obtient en équilibrant l’expres-
sion des périodes en régime quasi-statique et dynamique :

�
ρlκ−3

γ
∼
�

ρlR2κ−1

γ

�
ηlvc
γ

� 1

6

, (7.56)

vc ∼
γ

ηl

�
κ−1

R

�6

. (7.57)

Cette vitesse critique est à présent une fonction décroissant très rapidement avec R,
son ordre de grandeur est assez bien vérifié expérimentalement : pour R = 0.5 cm,
les valeurs prédite et expérimentale valent respectivement 18 mm.s−1 et 30 mm.s−1.
Il convient toutefois de nuancer ce raisonnement, au vu des hypothèses faites. Par
ailleurs, du fait de l’intervention d’une seconde vitesse caractéristique vc,i dans ce
mécanisme, il est compliqué de réaliser une étude expérimentale quantitative de vc
en fonction de R.

4.1.8 Transition entre les deux régimes

La taille de coupure Rc peut se retrouver en équilibrant les expressions de la
vitesse critique vc obtenues pour les petits et les grands cadres. Nous obtenons
Rc ∼ (ρl/ρa)

1

5κ−1, de l’ordre de 6 mm, en accord avec les expériences.

4.1.9 Temps d’amortissement : résultats expérimentaux

Maintenant que nous avons décrit la période T des oscillations, tentons de quan-
tifier leur amortissement. De la figure 7.23, il est possible de tirer, après soustraction
du mouvement uniforme ascendant à la vitesse v, le profil temporel des oscillations
du film. La figure 7.29 illustre un graphe expérimental typique représentant ces oscil-
lations amorties, pour la solution d’eau savonneuse et le PDMS. De prime abord, la
superposition des séries associées aux cas inviscide et visqueux montre que l’amortis-
sement ne semble pas dépendre de la viscosité du liquide utilisé, ce qui peut paraître
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surprenant. Il n’en est finalement rien, puisque nous avons vu que les oscillations
du film correspondent au mode antisymétrique, pour lequel les interfaces vibrent en
phase. Ce mode n’induit donc pas de dissipation dans le film, et de fait ne dépend
pas de sa viscosité. L’amortissement est finalement dû à la friction de l’air entou-
rant le film. Afin de sonder cet amortissement, l’ajustement opéré sur la figure 7.29
correspond à une sinusoïde amortie, dont les enveloppes supérieure et inférieure (en
pointillés) sont des exponentielles convergentes symétriques l’une de l’autre et ten-
dant vers zéro. Leur temps caractéristique commun, noté τd, donne une information
sur la dissipation des oscillations. La figure 7.30 présente les résultats expérimentaux
obtenus en fonction du rayon R du cadre pour la solution savonneuse, nous obser-
vons une décroissance du temps d’amortissement dans le régime des petits cadres,
et une croissance dans le régime des grands cadres.

´

z 
(m

m
)

t

Fairy

Figure 7.29: Suivi temporel z(t) des oscillations amorties du film plan. Chaque
couleur correspond à une solution donnée, les deux séries expérimentales ont été
mesurées avec un cadre de rayon R = 3 cm> Rc.

En reconsidérant des arguments physiques utilisés auparavant, évaluons le nombre
de Reynolds Re dans la couche d’air entraînée par les oscillations du film :

Re =
ρavR

ηa
. (7.58)

Avec v ∼ R/T et T ∼
�

ρaR3/γ, il vient, en prenant R � 5 cm :

Re ∼
√
ρaγR

ηa
� 2000. (7.59)

Le nombre de Reynolds étant suffisamment élevé, écrivons la friction de l’air sous la
forme ρaR

2v2, avec maintenant v ∼ R/τd. En équilibrant l’énergie élastique du film
et l’énergie associée à la dissipation de l’air, il vient :

γR2 ∼ ρaR
4

τd2
, (7.60)
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Rc

¿d

(a)

(b)

¿d

Figure 7.30: (a) Évolution du temps d’amortissement τd en fonction de R. Ces
mesures ont été effectuées avec la solution savonneuse. (b) Rapport entre le temps
d’amortissement et la période d’oscillation T en fonction de R.

τd ∼
�

ρaR3

γ
. (7.61)

C’est à nouveau ce temps inertio-capillaire de l’air qui émerge naturellement. La ten-
dance de pente 3/2 est en assez bon accord avec les résultats expérimentaux pour
les grands cadres. Ainsi, le fait d’avoir un rapport τd/T ne dépendant pas de R de
façon notable pour les grands cadres (Fig. 7.30) confirme l’observation expérimen-
tale selon laquelle chaque suivi temporel exhibe un nombre équivalent de périodes,
de l’ordre de la dizaine, indépendamment de la taille du cadre choisie. Les écarts
peuvent être attribués, une fois de plus, à la façon de mesurer l’amortissement : le
fait que la dissipation soit une fonction non linéaire de la vitesse [168, 164] rentre
a priori en contradiction avec le choix d’ajuster les courbes par un régime pseudo-
périodique valable en régime linéaire. Le cas des petits cadres semble faire apparaître
une dissipation d’une autre nature. Comme suggéré dans la littérature [164], l’ordre
de grandeur de R pour les petits cadres est compatible avec l’émergence d’un pro-
cessus de dissipation visqueuse supplémentaire dans le film de savon.

Essayons de décrire cet amortissement de façon plus approfondie. Nous allons consi-
dérer le film plan comme l’analogue d’un oscillateur harmonique amorti de façon non
linéaire, appliquons-lui le principe fondamental de la dynamique en calculant chacun
des termes de façon empirique.

4. FORMATION D’UN FILM PLAN SUR LE CADRE 195



CHAPITRE 7. ÉTUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATÉNOÏDE SYMÉTRIQUE
EN MONTÉE

– La tension de surface agit comme une force de rappel sur le film de savon.
Celui-ci est de surface πR2 lorsque z = 0 (film plan). Lorsque z �= 0, ce dernier
est supposé adopter la forme d’une calotte sphérique dont le rayon de courbure
ρ vérifie, d’après le théorème de Pythagore :

ρ2 = (ρ− z)2 + R2, (7.62)

ρ =
1

2

�
R2

z
+ z

�
. (7.63)

La surface de la calotte s’exprime comme :

S = 2πρz, (7.64)

soit, en utilisant l’équation 7.63 :

S = π(R2 + z2). (7.65)

La surface est quadratique avec la déflection centrale z du film, donc l’énergie
de surface 2γS également. Par dérivation, ceci fournit une force de rappel
élastique typique de γz.

– Pour les grands cadres, la force de frottement est principalement donnée par la
friction de l’air. Celle-ci s’exerce dans la couche limite d’air entraîné, d’épais-
seur δ telle que :

δ ∼
�

νaR/|ż|, (7.66)

avec νa = ηa/ρa la viscosité cinématique de l’air. Le cisaillement visqueux
varie donc comme ηa|ż|/δ ∼

�
ηaρa|ż|3/R, la force associée est de l’ordre de�

ρaηaR3|ż|
3

2 [168, 164]. Nous nous plaçons ici en régime quasi-statique afin de
pouvoir négliger la vitesse d’ascension v du cadre devant la vitesse d’oscillation
du film.

– Le terme inertiel de ce processus comporte, d’après précédemment, une com-
posante pour le liquide, de volume typique eR2, et une composante pour l’air
entraîné, de volume typique R3. Ce dernier terme s’écrit donc (ρaR3+ρleR

2)z̈.
Ainsi, la déformation z du film doit satisfaire à une équation différentielle non linéaire
d’ordre 2 dans le temps, celle-ci s’écrivant en ordre de grandeur :

(ρaR
3 + ρleR

2)z̈ +
�

ρaηaR3|ż|
3

2 + γz = 0. (7.67)

En adimensionnant à l’aide des échelles naturelles d’espace R et de temps T =�
(ρaR3 + ρleR2)/γ, cette équation différentielle s’exprime à présent comme :

Z̈ + A|Ż|
3

2 + Z = 0, (7.68)

avec Z = z/R, et A un paramètre d’amortissement sans dimension s’écrivant :

A =

⎛
⎜⎝ ηa

2

ρaγR
�
1 + ρle

ρaR

�3

⎞
⎟⎠

1

4

. (7.69)

Du fait de son caractère non linéaire, intégrons l’équation différentielle 7.68 numéri-
quement. En reprenant la valeur R = 3 cm associée au graphe de la figure 7.29, nous
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obtenons A � 0.025 � 1. Ainsi, le terme d’amortissement est négligeable devant
les autres termes, la résolution numérique arborant de fait un très grand nombre
d’oscillations. En prenant pour conditions initiales Z = 1, Ż = 0, et en considérant
que t = τd lorsque l’amplitude est réduite de moitié, nous obtenons τd � 2.4 · 104T ,
alors que l’expérience donnait plutôt τd � 10T ! Il semble donc que cette modé-
lisation soit insuffisante pour décrire l’amortissement des oscillations subies par le
film. Nous pouvons supposer l’existence d’une autre source de dissipation dans des
transferts d’énergie entre les différents modes d’oscillation du film.

4.2 Amincissement du film aux temps longs

Nous suivons à présent la dynamique d’amincissement du film au cours du temps.
Par analogie avec le problème classique de Landau-Levich-Derjaguin, nous nous
intéressons ici à déterminer la quantité de liquide emportée par le cadre au cours de
sa remontée du bain, et comment cette quantité draine dans le temps. Du fait de
la surprenante stabilité des films réalisées avec une solution suffisamment visqueuse
(certains films peuvent tenir plus de 24 heures), nous nous intéressons ici au cas
inviscide. Nous détaillons dans la suite deux tentatives de modélisation permettant
de décrire la diminution de l’épaisseur e du film en fonction du temps.

4.2.1 1ère cause d’amincissement : drainage capillaire

Supposons dans toute cette partie que l’épaisseur e du film est homogène sur
tout le cadre. Le ménisque situé sur le pourtour du cadre est, de par sa courbure,
le siège d’une dépression d’après la loi de Young-Laplace. Ainsi, le gradient de pres-
sion résultant induit un écoulement radial dans le film, contribuant à diminuer son
épaisseur [169, 170]. Écrivons donc le champ de vitesse associé à cet écoulement sous
la forme :

�u = ur(r, z) �ur. (7.70)

L’équation de Stokes appliquée dans le film et projetée selon �ur s’écrit :

∂p

∂r
= ηl

∂2ur

∂z2
, (7.71)

en ayant légitimement négligé le terme ηl∂
2ur/∂r

2, du fait des ordres de grandeur
en présence : e � R. L’intégration de cette équation conduit au profil parabolique
de Poiseuille :

ur(r, z) =
1

2ηl

�
∂p

∂r

��
z2 − e2

4

�
+ U(r), (7.72)

en ayant supposé l’existence d’une éventuelle vitesse de glissement sur les parois du
film : ur(r,±e/2) = U(r). Le débit par unité de ligne se calcule comme :

q(r) =

� e/2

−e/2

ur(r, z) dz = − e3

12ηl

�
∂p

∂r

�
+ U(r)e. (7.73)

La conservation du volume implique que la déplétion, pendant un court instant
dt, d’un volume liquide dV due à cet écoulement radial soit reliée à la variation
d’épaisseur de du film par la relation :

dV = 2πrq(r)dt = −πr2de, (7.74)

4. FORMATION D’UN FILM PLAN SUR LE CADRE 197



CHAPITRE 7. ÉTUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATÉNOÏDE SYMÉTRIQUE
EN MONTÉE

p0

p0 -°/ri

p0

p0 -°/ri

p0+2°/ri

pincement

2R

bain liquide

e
ri

ri

riri

(a)

(b)

(c)
`

Figure 7.31: Schéma illustrant les gradients de pression en présence, selon deux
scénarios, (b) et (c), différents. Ces derniers conduisent néanmoins au même com-
portement général.

soit :
de
dt

= ė =
1

r

�
e3

6ηl

�
∂p

∂r

�
− 2U(r)e

�
. (7.75)

Intégrons cette relation afin de faire disparaître le gradient de pression :
� 0

R

∂p

∂r
dr = p(0)− p(R) = −3ηlė

e3
R2 +

12ηl
e2

� 0

R

U(r�) dr�. (7.76)

Or, p(0) = p0 et p(R) = p0 − γ/ri, où ri correspond au rayon de courbure du mé-
nisque (Fig. 7.31 (b)). Nous avons ici négligé d’éventuels effets de pression de disjonc-
tion 8. En supposant pour simplifier l’interface infiniment rigide, soit une élasticité
de surface nulle : U(r) = 0 (le cas U �= 0 est beaucoup plus complexe à résoudre),
l’épaisseur e est solution de l’équation différentielle suivante :

ė = − γe3

3ηlriR2
, (7.77)

soit, en intégrant par séparation des variables :

−de
e3

=
γ

3ηlriR2
dt, (7.78)

1

e2
=

1

e02
+

2γt

3ηlriR2
, (7.79)

où e0 = e(t = 0).

4.2.2 Comparaison avec l’expérience

Il reste à expliciter la valeur prise pour le rayon de courbure ri du ménisque
responsable du drainage, et comprendre de quoi il dépend. Afin de répondre à ces

8. Cette hypothèse est raisonnable tant que le film est suffisamment épais, typiquement
e≥100 nm. Nous verrons que ce critère est bien vérifié expérimentalement, le film de savon éclatant
bien avant d’atteindre une telle épaisseur.
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Figure 7.32: (a) Illustration de la différence de marche acquise entre les deux rayons.
(b) Spectre cannelé. Les pics associés aux interférences constructives ne sont pas
tous de même intensité, du fait du profil spectral non plat de la source. Notons
également que les positions λk ne sont pas régulièrement réparties, de par la nature
homographique de la relation 7.81.

questions, nous avons mesuré l’épaisseur du film de savon au cours du temps par
interférométrie en utilisant un spectromètre (Avantes). En utilisant une source po-
lychromatique, l’analyse de la lumière en réflexion du film de savon conduit à l’ob-
tention d’un spectre cannelé (Fig. 7.32), dont les longueurs d’onde λk associées aux
maxima d’intensité correspondent à des différences de marche induisant des interfé-
rences constructives. Puisque le rayon lumineux arrive en incidence normale au film,
la condition d’interférence constructive s’écrit :

2ne+
λk

2
= kλk, (7.80)

où le terme λk/2 provient du déphasage supplémentaire π associé au rayon réfléchi
à l’interface air/liquide. Il vient alors :

1

λk

=
k

2ne
− 1

4ne
, (7.81)

avec n � 1.33 l’indice de réfraction du liquide et k l’entier associé à la longueur
d’onde λk. L’épaisseur peut donc être déduite d’une simple régression affine sur le
graphe 1/λk = f(k). Nous avons par ailleurs vérifié la reproductibilité de l’expé-
rience avec cette méthode de mesure.

La figure 7.33 montre les résultats de plusieurs séries expérimentales, pour un cadre
de taille R fixée et différentes vitesses v d’ascension. Bien que chaque série semble
dévier d’une tendance affine aux temps suffisamment longs (ce point est discuté
dans la partie suivante), il est possible d’ajuster raisonnablement chaque série par
une droite aux premiers instants, et de retrancher ensuite l’ordonnée à l’origine 1/e02

tirée de l’ajustement de la quantité 1/e2 en fonction de t. Pour un même rayon de
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cadre, la pente de ces droites est une fonction décroissante de la vitesse. Au vu de
l’équation 7.79, cela semble indiquer que ri est une fonction croissante de la vitesse :
d’emblée, ce constat exclut de choisir pour ri l’échelle typique d’un ménisque sta-
tique donnée par κ−1, puisque cette taille ne dépend pas de la vitesse. Il est possible
d’interpréter ce résultat en reconsidérant le problème de Landau-Levich-Derjaguin.
Celui-ci fournit une prédiction sur l’épaisseur du film, exploitée précédemmment,
mais également sur la taille typique du ménisque dynamique � ∼ κ−1C

1

3 (Éq. 7.47,
Éq. 7.49). En appliquant les mêmes équations de ce modèle au niveau du cadre, dont
l’épaisseur est de l’ordre de la longueur capillaire, il est donc attendu que ri ∼ �
soit la taille pertinente intervenant dans le gradient de pression capillaire moteur du
processus. Ainsi, en prenant pour ri cette taille typique � fournie par le problème de
Landau-Levich-Derjaguin, la pente m des courbes 1/e2 = f(t) mesurée aux temps
courts de l’amincissement est censée décroître avec la vitesse, en loi de puissance
−1/3 :

m ∼ γ

ηlκ−1R2

�
ηlv

γ

�− 1

3

. (7.82)

Testons cette prédiction en faisant tout d’abord varier la vitesse à R=7 mm fixé.
La tendance prédite, ainsi que le préfacteur associé sont en très bon accord avec les
résultats expérimentaux présentés sur la figure 7.34 (a) : la loi de puissance tracée a
pour équation m � 1.1 · 10−2v−

1

3 , alors que l’équation 7.82 prédit p ∼ 1.0 · 10−2v−
1

3 .
Analysons maintenant la dépendance de m avec le rayon R, pour une vitesse fixée
v = 5 mm.s−1. La figure 7.34 (b) démontre un accord satisfaisant, avec un préfacteur
de l’ordre de 2 en comparaison avec l’équation 7.82. Notons quand même la relative
dispersion des résultats présentés, provenant en particulier de la méthode d’ajuste-
ment affine aux temps courts, assez sensible au choix de l’intervalle temporel sur
lequel cet ajustement est effectué. Nous pouvons également supposer que de faibles
effets de drainage gravitaire puissent rentrer en ligne de compte, les cadres n’étant
pas parfaitement plans et horizontaux. Enfin, les mesures semblent faire apparaître
un plateau aux petits cadres : cet effet de saturation peut éventuellement être at-
tribué, d’après précédemment, à la nature du mécanisme de pincement, différente
selon que R soit supérieur ou inférieur à Rc,i.

On pourrait également reconsidérer l’idée selon laquelle le processus de pincement
ait pour conséquence de créer localement un surplus de liquide au centre du film
plan. En supposant à nouveau que ce bourrelet s’établisse sur la taille caractéris-
tique �, le gradient de pression en serait magnifié, comme le montre la figure 7.31
(c) : on peut alors imaginer que cet effet puisse justifier le préfacteur expérimental,
tiré de la figure 7.34 (b), un peu plus élevé que celui attendu par l’équation 7.82.
En guise de corrélation supplémentaire, la figure 7.34 (c) représente l’évolution de
l’épaisseur au centre du cadre de rayon R = 7 mm fixé, mesurée à t = 4 s après
le pincement afin de s’affranchir au maximum du drainage du film, en fonction de
la vitesse. Le graphe fait apparaître une loi de puissance 1/3, et non 2/3 comme
le voudrait la loi de Frankel. Ceci pourrait corroborer ce dernier scénario, puisque
� ∼ κ−1C

1

3 . Comme la présence de ce bourrelet central se traduit seulement par la
prise en compte d’un facteur multiplicatif supplémentaire dans l’analyse, et de fait
ne change rien à l’interprétation physique du drainage, nous l’occultons dans la suite
de cette étude.
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Figure 7.33: Amincissement du film : évolution de 1/e2 − 1/e0
2 en fonction du

temps. Chaque jeu de symboles correspond à une vitesse fixée. Toutes les séries de
mesures ont été réalisées avec un cadre de rayon R = 7 mm. Aux temps courts,
les droites en pointillés illustrent les tendances linéaires permettant d’ajuster les
résultats expérimentaux selon l’équation 7.79.
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Figure 7.34: (a) Pente expérimentale des courbes de la figure 7.33 mesurée aux
premiers instants en fonction de v, à R=7 mm fixé. (b) Pente mesurée aux premiers
instants en fonction de R, à v=5 mm.s−1 fixée. (c) Variation de l’épaisseur mesurée
au centre du film à l’instant t = 4 s en fonction de v, à R=7 mm fixé.

La déviation observée aux temps longs suggère que l’amincissement du film s’ef-
fectue plus vite que ne le prévoit ce premier mécanisme de drainage capillaire. Nous
proposons dans la suite de prendre en compte l’évaporation du film, cause possible
de l’accélération du processus d’amincissement aux temps longs de la dynamique.
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4.2.3 2nde cause d’amincissement : évaporation

Afin de tenir compte de l’évaporation, reprenons le bilan de matière décrit par
l’équation 7.74, en supposant qu’il se soit évaporé, pendant dt, un volume 2πr2Jdt,
où J correspond à la vitesse d’évaporation du liquide dans l’air, et le facteur 2 tient
compte des deux faces du film. L’équation 7.74 devient donc :

2πr(q(r) + rJ)dt = −πr2de, (7.83)

de
dt

=
e3

6ηlr

�
∂p

∂r

�
− 2J, (7.84)

en supposant à nouveau des interfaces rigides, soit une vitesse nulle sur les parois
du film. En suivant une démarche analogue à la partie précédente, nous pouvons
réécrire cette équation sous la forme :

de
dt

= −
�

γe3

3ηlriR2
+ 2J

�
, (7.85)

où le terme supplémentaire d’évaporation décuple effectivement le processus de di-
minution de l’épaisseur e au cours du temps. En-deçà d’une certaine épaisseur, le
terme d’évaporation devient prépondérant devant le terme de drainage capillaire. En
laissant ce dernier de côté dans la limite des films fins, la résolution est immédiate
et conduit à une diminution affine de l’épaisseur en fonction du temps :

e = e0 − 2Jt, (7.86)

où e0 = e(t = 0). Ainsi, au-delà d’un certain temps, la diminution de l’épaisseur se
produit à vitesse constante 2J , cette vitesse étant notamment indépendante de R et
de v.

4.2.4 Comparaison avec l’expérience

La figure 7.35 montre à nouveau les résultats expérimentaux de la figure 7.33,
mais sous la forme e = f(t). Au bout d’un certain temps, chaque série fait appa-
raître une dépendance affine de l’épaisseur avec le temps. Par ailleurs, les droites
interpolant ces résultats aux temps suffisamment longs semblent grossièrement pa-
rallèles entre elles, démontrant que la vitesse d’évaporation est, conformément à
l’analyse précédente, indépendante de v. Cette vitesse d’évaporation est de l’ordre
de 2 · 10−2 μm.s−1, ou de façon équivalente 2 mm.jour−1 : l’ordre de grandeur ob-
tenu correspond en effet à ce que l’on pourrait attendre en laissant un verre d’eau
s’évaporer au cours du temps à l’air libre. Bien entendu, nous oublions ici tout effet
de température, d’humidité ou de présence de surfactants sur la valeur de J , mais
son estimation, ainsi que la dépendance affine de e avec t semblent en bon accord
avec les arguments simples décrits auparavant.

4.2.5 Prise en compte des deux mécanismes d’amincissement

En conservant à présent les deux contributions responsables de l’amincissement
du film, établissons une version adimensionnée de l’équation 7.85 :

de
dt

= − γ

3ηlriR2
(e3 + β3), (7.87)

202 4. FORMATION D’UN FILM PLAN SUR LE CADRE



CHAPITRE 7. ÉTUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATÉNOÏDE SYMÉTRIQUE
EN MONTÉE

¹
e

t

v

v
v

Figure 7.35: Évolution de l’épaisseur en fonction du temps. Chaque jeu de symboles
correspond à une vitesse fixée. Toutes les séries ont été mesurées avec un cadre de
rayon R = 7 mm. Aux temps longs, chaque série semble se comporter selon une loi
affine du temps, dont la pente ne dépend pas de v de façon notable.

avec β = (6ηlriR
2J/γ)

1

3 . En posant ensuite τ = 3ηlriR
2/(γβ2), il vient :

β2de
e3 + β3

= −dt
τ
, (7.88)

soit, avec l’adimensionnement par les quantités E = e/β, T = t/τ :

dE
E3 + 1

= −dT. (7.89)

En vue d’intégrer par séparation des variables E et T , il est nécessaire de décomposer
le terme de gauche en pôles. On peut montrer que :

1

E3 + 1
=

1

(E + 1)(E2 − E + 1)
=

1

3(E + 1)
+

2− E

3(E2 − E + 1)
. (7.90)

Le premier terme va faire émerger un logarithme, alors que le second terme va faire
émerger une composée d’une arctangente et d’un logarithme :

� E

E0

�
1

3(E + 1)
+

1/2− 2(E − 1/2)/6

(E − 1/2)2 + 3/4

�
dE = −

� T

0

dT, (7.91)

�
ln(E + 1)

3
+

arctan((2E − 1)/
√
3)√

3
− ln((E − 1/2)2 + 3/4)

6

�E0

E

= [T ]T0 . (7.92)

Ce résultat peut donc s’exprimer sous la forme T = f(E) suivante :

T =
1

6
ln

�
(E − 1/2)2 + 3/4

(E0 − 1/2)2 + 3/4

(E0 + 1)2

(E + 1)2

�
+

arctan 2E0−1√
3

− arctan 2E−1√
3√

3
. (7.93)

En dépit du caractère plutôt opaque de cette solution, retenons que β, défini plus
haut, joue le rôle d’une épaisseur critique séparant les deux régimes d’amincissement
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du film identifiés ci-dessus. Nous l’estimons en reprenant les valeurs extraites des
données expérimentales présentées sur les figures 7.33 et 7.35. L’estimation obtenue,
β � 2−3 μm, est en accord raisonnable avec les résultats expérimentaux. Il est à
noter que cette taille est relativement insensible à la vitesse v, puisqu’elle n’intervient
qu’à la puissance 1/9 par le biais du terme ri

1

3 .

5 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre les différents processus dynamiques mis en jeu
dans l’effondrement d’une demi-caténoïde symétrique. En contraste avec l’approche
analytique quasi-statique menée dans le chapitre précédent, nous avons ici tenté
d’identifier les échelles de taille, de vitesse, de viscosité et d’épaisseur pertinentes
dans ce problème à partir d’arguments simples tirés de lois d’échelle. En omettant
intentionnellement les éventuels préfacteurs numériques de l’ordre de l’unité, les
comportements observés sont en accord satisfaisant avec l’analyse développée.

Pour aller plus loin dans ces aspects dynamiques de création d’interface, nous avons
également tenté de « renverser » l’expérience : en repartant de l’anneau sur lequel
s’appuie un film plan suite au pincement de la caténoïde, il est possible de lui im-
poser une vitesse de descente jusqu’à son immersion totale dans le bain liquide. Ce
procédé conduit éventuellement à la formation d’une nouvelle bulle interfaciale à
partir du film plan tendu sur le cadre. Nous en présentons les résultats et proposons
une modélisation dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Formation d’une bulle interfaciale
par immersion d’un film plan dans
un bain liquide

Afin de prolonger l’étude effectuée dans le chapitre précédent, nous nous intéressons
ici à la formation d’une bulle interfaciale au cours de l’immersion d’un film plan,
tendu sur un cadre circulaire, dans un bain liquide (Fig. 8.1). Ce travail comporte
certaines similarités avec d’autres modes de piégeage d’air, lors de l’impact d’une
goutte de pluie sur l’océan [171] ou d’une gouttelette sur une surface solide [172, 173]
accompagné de l’éventuelle apparition d’un phénomène de splash [174, 175, 176, 177,
178], ou encore au cours de la plongée d’un jet visqueux [179, 180] ou d’une lame
solide [181] dans un liquide visqueux. Le caractère déformable du film liquide, à
l’origine de la formation d’une bulle interfaciale dans notre étude, a également fait
l’objet de travaux à de plus petites échelles par l’utilisation de la microscopie à
force atomique [182, 183, 184]. Souvent recherchée, la formation d’une bulle peut
également parfois devenir gênante, dans l’industrie comme dans la vie quotidienne
lors de la pose d’une lentille de contact sur l’œil par exemple. Nous étudions le
problème expérimentalement et proposons deux mécanismes tentant de rationaliser
nos observations. Nous montrons que ces deux mécanismes sont complémentaires et
établissons un critère permettant de prédire la prédominance de l’un ou l’autre de
ces régimes en fonction des paramètres pertinents du problème.
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Figure 8.1: Photos expérimentales illustrant la formation d’une bulle interfaciale de
rayon Rb au cours de l’immersion d’un film plan dans un bain liquide, parallèlement
à sa surface. Cette expérience a été effectuée avec un cadre de rayon R=2.7 cm
soumis à une vitesse de descente v=1.5 cm.s−1, et une solution de PDMS de viscosité
dynamique 6.4 Pa.s.

1 Analyse dimensionnelle préliminaire

R

R
b/
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Figure 8.2: Évolution de la taille Rb de la bulle créée, normalisée par le rayon R
du cadre, en fonction de la vitesse v, avec R=5.1 cm et la solution d’eau savonneuse
décrite dans le chapitre précédent. Deux régimes différents se distinguent selon la
valeur de v, avec une vitesse critique de transition vc de l’ordre de 200 mm.s−1.

Nous allons supposer que ce phénomène ne dépend pas de la viscosité du liquide,
mais plutôt des caractéristiques liées à l’air emprisonné : sa masse volumique ρa, sa
viscosité dynamique ηa, ainsi que la tension de surface air/liquide γ. Comme dans le
chapitre précédent, notons respectivement R et Rb les rayons du cadre et de la bulle
interfaciale formée ; v désigne à présent la vitesse de descente du cadre. À partir
des six quantités pertinentes du problème (Rb, R, v, γ, ρa, ηa), nous pouvons donc
écrire, d’après le théorème de Vaschy-Buckingham, trois nombres adimensionnés :
choisissons par exemple le rapport Rb/R, le nombre de Weber We=ρav

2R/γ et le
nombre capillaire C=ηav/γ. De fait, la relation recherchée Rb = f(R, v, γ, ρa, ηa)
peut se réécrire comme Rb/R = F (We, C), où la présence de deux groupements
adimensionnels en arguments de la fonction inconnue F laisse présager l’existence
de deux régimes différents : inertio-capillaire (We) pour l’un, visco-capillaire (C)
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pour l’autre. Cette analyse semble en accord avec le jeu de données expérimentales
présenté sur la figure 8.2, pour lequel la quantité Rb/R varie très lentement aux
faibles vitesses, puis plus rapidement aux hautes vitesses. Tentons d’interpréter dans
la suite les mécanismes physiques à l’origine de ces deux régimes.

2 Mécanisme inertio-capillaire

Nous nous orientons dans un premier temps vers un mécanisme mettant en com-
pétition les effets capillaires et l’inertie de l’air, et permettant de rendre compte des
résultats obtenus à haute vitesse. Dans le référentiel de l’anneau, le film de savon
voit, jusqu’à son immersion totale dans le bain liquide, un écoulement frontal d’air de
vitesse homogène v venant le déformer. Dans cette partie, nous proposons de négliger
en première approche d’éventuels effets de couche limite et de dissipation visqueuse
dans cet écoulement. L’évaluation du nombre de Reynolds dans l’écoulement d’air,
avec pour taille caractéristique le rayon du cadre R, donne avec des valeurs typiques
R=5 cm et v=0.3 m.s−1, Re = ρavR/ηa � 1000. En assimilant l’écoulement de
l’air à celui d’un fluide parfait, écrivons alors la relation de Bernoulli sur la ligne de
courant verticale passant par le centre du cadre :

ρav
2

2
+ p0 = p0 +

4γ

r
, (8.1)

r =
8γ

ρav2
, (8.2)

où p0 et r désignent respectivement la pression atmosphérique et le rayon de courbure
du film. En faisant intervenir le nombre de Weber We construit sur la taille du cadre,
il vient :

R

r
=

ρav
2R

8γ
=

We

8
. (8.3)

Cette relation, traduisant la déformation du film liquide par l’inertie de l’air, sera à
nouveau utilisée dans le chapitre suivant. Une vitesse v homogène correspond ainsi
à un rayon de courbure r homogène sur la surface du film. L’air enfermé dans la
bulle interfaciale finale 1 est donc, par conservation du volume 2, celui piégé dans
une calotte sphérique caractérisée par les paramètres R et r. Comme discuté dans le
préambule de la seconde partie, le changement de conformation du film, de la calotte
à la demi-bulle, s’accompagne d’une diminution de sa surface. Pour faire le lien avec
le chapitre précédent, nous avons vérifié que les échelles de temps impliquées dans ce
changement de conformation suivent des comportements analogues, variant comme�

ρaR3/γ dans le cas inviscide, et comme ηlR/γ dans le cas visqueux. Calculons le
volume V de la calotte en coordonnées sphériques (ρ, θ,ϕ) (Fig. 8.3) :

V =

� r

√
r2−R2

cos θ

� arcsin R
r

0

� 2π

0

ρ2 dρ sin θ dθ dϕ. (8.4)

Par axisymétrie, l’intégrale portant sur ϕ est immédiate. Puisque les bornes de

1. Dans la suite, nous supposons cette bulle parfaitement hémisphérique et négligeons le volume
d’air contenu dans sa partie immergée. Cette hypothèse semble raisonnable, compte tenu des valeurs
typiques du rayon R, de l’ordre ou supérieur au centimètre.

2. Les vitesses mises en jeu étant petites devant la vitesse du son dans l’air cs � 340 m.s−1,
l’hypothèse d’incompressibilité de l’air est largement validée.
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Figure 8.3: Par conservation de son volume, l’air emprisonné dans la calotte sphé-
rique se retrouve dans la bulle interfaciale.

l’intégrale radiale dépendent de θ, nous la calculons avant l’intégrale portant sur θ :

V =
2πr3

3

� arcsin R
r

0

⎛
⎜⎝1−

�
1−

�
R
r

�2� 3

2

cos3 θ

⎞
⎟⎠ sin θ dθ, (8.5)

V = V1 − V2, (8.6)

où nous décomposons le calcul de l’intégrale en deux termes. Le premier terme
s’intègre et se réécrit simplement à l’aide des identités trigonométriques :

V1 =
2πr3

3

� arcsin R
r

0

sin θ dθ, (8.7)

V1 =
2πr3

3

⎛
⎝1−

�
1−

�
R

r

�2
⎞
⎠ . (8.8)

En remarquant que sin θ dθ = −d(cos θ), le second terme s’intègre en effectuant le
changement de variable u = cos θ :

V2 =
2πr3

�
1−

�
R
r

�2� 3

2

3

� 1

cos(arcsin R
r )

du
u3

, (8.9)

V2 =
πr3

�
1−

�
R
r

�2

3

�
R

r

�2

. (8.10)

Finalement :

V = V1 − V2 =
2πr3

3

⎡
⎣1−

�
1−

�
R

r

�2
�
1 +

1

2

�
R

r

�2
�⎤
⎦ . (8.11)
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Figure 8.4: Variation de Rb/R avec le nombre de Weber We. La courbe noire
correspond à la prédiction tirée de la relation 8.13. la droite en pointillés gris, associée
à la forme simplifiée de l’équation 8.16, ajuste bien cette évolution pour des nombres
de Weber pas trop grands.

Il est rassurant de vérifier que V=0 si R=0 ou r=0, et V=2πR3/3 si r=R (volume
d’une demi-sphère de rayon R). Ce volume est donc celui de la bulle interfaciale,
supposée hémisphérique et de rayon Rb, V = 2πRb

3/3, soit finalement :

Rb = r

⎡
⎣1−

�
1−

�
R

r

�2
�
1 +

1

2

�
R

r

�2
�⎤
⎦

1

3

, (8.12)

Rb

R
=

8

We

�
1−

�
1− We2

64

�
1 +

We2

128

�� 1

3

. (8.13)

Ce modèle très simple décrit la croissance de la taille de la bulle interfaciale avec
le nombre de Weber We. En représentant cette évolution en échelle logarithmique
(Fig. 8.4), nous observons un comportement en loi de puissance 1/3 tant que We
n’est pas trop grand, typiquement devant quelques unités et correspondant à la
gamme expérimentale sondée. Tentons donc d’obtenir une relation plus simple va-
lable pour les petits nombres de Weber, soit pour des bulles suffisamment petites.
Par un développement limité de l’équation 8.13, il vient :

Rb

R
� 8

We

�
1−

�
1− We2

128
− We4

32768

��
1 +

We2

128

�� 1

3

, (8.14)

Rb

R
� 8

We

�
We4

�
1

16384
+

1

32768

�� 1

3

, (8.15)

Rb

R
� 3

1

3

4
We

1

3 . (8.16)

Cette loi de puissance asymptotique peut être retrouvée à partir d’arguments en lois
d’échelle. La hauteur h de la calotte sphérique « aplatie » est reliée aux longueurs R et
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r par l’approximation parabolique classique obtenue après application du théorème
de Pythagore (Fig. 8.3) :

(r − h)2 +R2 = r2, (8.17)

h ∼ R2

r
. (8.18)

La conservation du volume d’air se réécrit donc :

R2h ∼ R4

r
∼ Rb

3, (8.19)

soit, en réutilisant l’équation 8.3 :

Rb

R
∼
�
R

r

� 1

3

∼ We
1

3 . (8.20)

R
b/

R

We
1/3

R
R
R
R
R
R
R
R

R
b/

R

v

(a)

(b)

Figure 8.5: Évolution de Rb/R avec v (a) et We
1

3 (b) (voir Éq. 8.20). Chaque jeu
de symboles correspond à un rayon R et une solution fixés.

Testons expérimentalement cette prédiction en reportant l’évolution de la quan-
tité Rb/R en fonction de v (Fig. 8.5 (a)) et We

1

3 (Fig. 8.5 (b)). Dans cette seconde
représentation, les différents jeux de mesures se rassemblent assez bien autour de
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la tendance linéaire de pente unité aux nombres de Weber assez grands (de l’ordre
de 1) : l’accord est donc plutôt satisfaisant compte tenu de la simplicité de la dé-
marche adoptée. La stationnarité de l’écoulement reste effectivement une hypothèse
assez forte, les vidéos expérimentales faisant souvent apparaître des oscillations du
film liquide aux vitesses mises en jeu dans ce régime inertiel. Par ailleurs, quelques
séries expérimentales semblent subir une légère déviation inférieure par rapport à la
prédiction aux grands nombres de Weber. Nous le justifions en remarquant que R
joue le rôle de taille de coupure pour le système, fixant la taille maximale de la bulle
interfaciale que l’on peut former par ce procédé.

Ce premier mécanisme inertio-capillaire ne parvient pas à décrire les résultats expé-
rimentaux lorsque le nombre de Weber, soit encore la vitesse de descente, est trop
faible (Fig. 8.5). Partant de ce constat, tentons de proposer un second mécanisme
visco-capillaire.

3 Mécanisme visco-capillaire

La faille du raisonnement précédent aux basses vitesses se situe probablement lors
de l’évaluation du nombre de Reynolds dans l’écoulement d’air. La taille pertinente
de cet écoulement n’est pas R, mais plutôt la hauteur h de la calotte sphérique sous
laquelle le profil de vitesse de l’air se développe. Cette hauteur étant généralement
très inférieure à R, le nombre de Reynolds est de fait bien plus petit que celui estimé
initialement. Cette remarque suggère désormais de tenir compte des termes visqueux
au détriment des termes inertiels dans l’équation de Navier-Stokes, et d’appliquer
l’équation de la lubrification à la fine couche d’air d’épaisseur H située entre le film
et le bain [23]. Cette équation, pouvant s’interpréter comme une extension de la
loi de Hagen-Poiseuille dans le cas d’un canal de section lentement variable dans le
temps et l’espace, s’écrit :

∂H

∂t
− 1

12ηax

∂

∂x

�
xH3 ∂p

∂x

�
= 0, (8.21)

où nous appelons x la coordonnée radiale, afin de ne pas la confondre avec le rayon de
courbure r de la calotte sphérique déjà introduit auparavant et réapparaissant dans
la suite. En contraste avec le régime inertiel, les expériences montrent que lorsque
v < vc, le film liquide reste rigoureusement plan juste avant son affleurement à la
surface libre du bain. Ainsi, nous supposerons dans un premier temps la rigidité de ce
film, avec pour conséquence le fait que la hauteur H ne dépende pas, ou peu, de x et
vérifie la condition ∂H/∂t = −v. Cette hypothèse de rigidité est expérimentalement
confortée par le fait que la taille de la bulle interfaciale formée ne dépende pas
drastiquement de la hauteur initiale H0 séparant le cadre du bain (voir Fig. 8.6). Il
vient alors :

∂

∂x

�
x
∂p

∂x

�
= −12ηavx

H3
, (8.22)

∂p

∂x
= −6ηavx

H3
, (8.23)

en ayant imposé ∂p/∂x(x = 0) = 0 par symétrie, et pour éviter une divergence de
la pression et de sa dérivée première en x = 0. Une nouvelle intégration fournit le
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Figure 8.6: Taille de la bulle interfaciale normalisée par R en fonction du ratio
H0/R, avec H0 la hauteur initiale séparant l’anneau du bain. Les mesures ont été
effectuées avec la solution savonneuse et un cadre de rayon R = 1.5 cm descendant
à une vitesse v = 5 cm.s−1.

profil radial de pression :

p(x) = p0 +
3ηav(R

2 − x2)

H3
, (8.24)

en ayant imposé p(x=R) = p0 aux extrémités du cadre. Lorsque le cadre se rap-
proche du bain, la hauteur H diminue et la pression p augmente. À la limite H → 0,
la pression est censée diverger à l’infini : cette divergence n’est pas acceptable physi-
quement, l’argument habituellement invoqué étant de prendre en compte les forces
supplémentaires de van der Waals lorsque H devient de l’ordre de grandeur de la
portée de ces forces. Dans le cas présent, et bien avant d’atteindre de si petites
échelles, la surpression engendrée entre le film et le bain va autoriser le film à se dé-
former légèrement. En repassant en loi d’échelle, et en notant à nouveau r le rayon
de courbure de ce film, ce processus se traduit à l’aide de la loi de Young-Laplace
par l’équivalence :

ηavR
2

H3
∼ γ

r
. (8.25)

En exploitant le fait que H dépende faiblement de x, nous pouvons à nouveau
considérer que le film venant emprisonner de l’air adopte par symétrie la forme d’une
calotte sphérique « aplatie », de hauteur notée h. En utilisant encore l’approximation
parabolique h ∼ R2/r, il s’ensuit alors :

ηavR
2

H3
∼ γh

R2
. (8.26)

Lorsque les extrémités du cadre atteignent le bain liquide, nous admettrons que les
dimensions verticales deviennent du même ordre : H ∼ h. Il vient donc :

r

R
∼ C− 1

4 , (8.27)

où nous identifions le nombre capillaire C = ηav/γ comme le nouveau nombre adi-
mensionné pertinent de ce mécanisme. Il est intéressant de remarquer que, contrai-
rement à la première partie relative à la microfluidique, ce nombre capillaire est à
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Figure 8.7: Évolution de Rb/R en fonction de v, dans différentes conditions ex-
périmentales (taille du cadre, solution utilisée). Aux hautes vitesses (mécanisme
inertio-capillaire), les droites tracées sont tirées de l’équation 8.20 assortie d’un pré-
facteur égal à 1. Aux faibles vitesses (mécanisme visco-capillaire), la droite tracée
est tirée de l’équation 8.28, multipliée par un préfacteur égal à 1.08.

présent construit avec la viscosité dynamique de l’air, environ 50 fois inférieure à
celle de l’eau à température ambiante. Ainsi, contrairement à notre expérience quo-
tidienne des écoulements d’air principalement inertiels (le vent gonflant une voile de
bateau, le jet d’air provenant d’un sèche-cheveux), notons de façon surprenante que
l’air peut parfois se comporter comme un fluide visqueux dès lors que le nombre de
Reynolds associé à l’écoulement devient suffisamment petit 3. Il reste à relier r à Rb en
écrivant comme précédemment la conservation du volume d’air, R2h ∼ R4/r ∼ Rb

3,
soit donc :

Rb

R
∼
�
R

r

� 1

3

∼ C
1

12 . (8.28)

La puissance engagée dans la dépendance en vitesse (Rb ∝ v
1

12 ) via le nombre
capillaire est à présent beaucoup plus faible que celle obtenue dans le mécanisme
inertio-capillaire (Rb ∝ v

2

3 ). La comparaison avec les résultats expérimentaux est
très satisfaisante, aussi bien au niveau de la loi de puissance que de son préfacteur 4

(Fig. 8.7). Ces résultats démontrent en particulier que la taille de la bulle interfaciale
formée est indépendante de la viscosité du liquide considéré. Nous aurons l’occasion
de discuter et d’interpréter la déviation observée vers des tailles Rb plus petites que
celles attendues aux vitesses très faibles dans un paragraphe ultérieur.

Afin de montrer que l’épaisseur du film joue un rôle négligeable dans ce mécanisme,
nous avons reproduit cette expérience en observant un temps d’attente τ = 0− 40 s

3. Outre une gamme de vitesse plus faible dans ce régime visco-capillaire, la taille pertinente
de l’écoulement n’est plus R, mais plutôt la hauteur h de la calotte sphérique sous laquelle le
profil de vitesse de l’air se développe. Avec R=5 cm et v=2 cm.s−1, l’évaluation de h à l’aide de
l’approximation parabolique et de la relation 8.27 nous permet d’obtenir un nombre de Reynolds
Re=ρavh/ηa � 4, effectivement très inférieur à celui estimé en régime inertio-capillaire.

4. En toute rigueur, le préfacteur devrait être différent pour les deux solutions (γ = 25 mN.m−1

pour la solution savonneuse, γ = 20 mN.m−1 pour le PDMS), mais la très faible puissance 1/12
rend cet effet ridiculement petit devant la dispersion des points expérimentaux.
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Figure 8.8: Taille de la bulle interfaciale normalisée par R en fonction du temps
d’attente τ . Les mesures ont été effectuées avec la solution savonneuse et un cadre
de rayon R = 1.5 cm descendant à une vitesse v = 5 cm.s−1.

permettant au film de drainer. En travaillant sur les échelles de temps caractéris-
tiques de drainage de la solution savonneuse obtenues dans le chapitre précédent, la
figure 8.8 montre que pour tous autres paramètres maintenus constants par ailleurs,
Rb/R est effectivement indépendant de τ . Ce mécanisme visco-capillaire au sein de
la mince couche d’air semble donc très bien décrire la création de bulle interfaciale
aux faibles vitesses.

Vérifions a posteriori la validité de l’approximation parabolique h ∼ R2/r, obte-
nue en supposant la calotte sphérique « aplatie ». Cette hypothèse est valable tant
que la hauteur h reste très petite devant R. Or, l’utilisation combinée de l’approxi-
mation parabolique et de l’équation 8.27 permet d’obtenir h ∼ R C

1

4 . Au vu des
nombres capillaires mis en jeu dans les expériences, C � 10−6−10−3, nous obtenons
h � [0.03− 0.18]R : l’hypothèse de calotte sphérique « aplatie » n’est donc pas mise
en danger, ceci venant conforter l’approche développée plus haut.

4 Transition entre les deux mécanismes

À partir des deux mécanismes proposés, nous pouvons maintenant définir une
vitesse critique vc permettant de séparer leur domaine de prédominance. Le critère
recherché s’exprime directement à l’aide des équations 8.20 et 8.28 :

�
ηavc
γ

� 1

12

∼
�
ρavc

2R

γ

� 1

3

, (8.29)

vc ∼
�

ηaγ
3

ρa4R4

� 1

7

. (8.30)

Remarquons que cette vitesse critique vc est d’autant plus petite que le rayon R
du cadre choisi est grand. Selon cette analyse, nous pouvons ainsi distinguer le ré-
gime visco-capillaire, prédominant lorsque v<vc et le régime inertio-capillaire, pré-
dominant lorsque v>vc. Les expériences sont en bon accord avec cette prédiction
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Figure 8.9: Vitesse de transition vc entre les mécanismes visco-capillaire et inertio-
capillaire : comparaison entre l’expérience et la prédiction (Éq. 8.30). Les symboles
noirs correspondent à la solution savonneuse, les symboles gris correspondent au
PDMS, de viscosité 6.4 Pa.s. La droite correspond à la relation 8.30 multipliée par
un préfacteur égal à 1.25.

(Fig. 8.9). Mise à part la nature de la masse volumique intervenant au dénomina-
teur, cette échelle de vitesse ressemble également à la vitesse de transition entre
deux mécanismes de formation de bulles d’air lors de l’impact d’une goutte liquide
sur une surface solide [173], et correspondant à un maximum de taille pour la bulle
d’air créée.

Ce second mécanisme ne permet pas de justifier pourquoi la taille de la bulle interfa-
ciale dévie de la tendance attendue en-dessous d’une certaine vitesse caractéristique,
typiquement de l’ordre de 1 mm.s−1 (voir Fig. 8.7), conduisant même à l’absence
de bulle pour des vitesses suffisamment faibles. Le paragraphe suivant propose un
critère simple dans le but de rendre compte de cette observation.

5 Existence d’une vitesse de coupure

Nous remarquons sur la figure 8.7 que les données expérimentales dévient de
la tendance visco-capillaire prédite dans la partie précédente aux faibles vitesses :
la quantité Rb/R décroît plus vite qu’attendu à mesure que la vitesse de descente
décroît. Dans cette gamme de vitesses, nous observons également que le centre de
la bulle formée se décale par rapport au centre du cadre, ceci semblant indiquer
l’apparition d’une brisure de symétrie au cours du piégeage de l’air. Ce fait peut
s’interpréter par des considérations expérimentales. Supposons que le cadre soit lé-
gèrement incliné d’un angle α par rapport à l’horizontale. Une partie de l’air contenue
dans la couche d’épaisseur h est susceptible de s’échapper du côté encore émergé de
l’anneau, du fait de la brisure de symétrie induite par cette faible inclinaison. Ce
processus s’établit pendant la durée d’immersion de l’anneau, définie par l’intervalle
temporel séparant l’immersion de la partie « basse » et l’immersion de la partie
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« haute » de l’anneau. Ce temps typique τ1 peut donc s’écrire, aux petits angles :

τ1 ∼
Rα

v
. (8.31)

Puisque nous travaillons ici dans la gamme des faibles vitesses v<vc, estimons à pré-
sent le temps τ2 impliqué dans l’écoulement de la couche de lubrification 5. L’équa-
tion 8.21 peut se réécrire en loi d’échelle comme :

h

τ2
∼ h3γ

ηaR2r
. (8.32)

Avec l’approximation parabolique (Éq. 8.18) et l’équation 8.27, il vient alors :

τ2 ∼
ηaR C− 3

4

γ
∼
�
ηa
γ

� 1

4

Rv−
3

4 . (8.33)

Notons que τ1 et τ2 décroissent avec la vitesse v, en accord avec l’intuition, mais les
décroissances sont différentes dans les deux cas. De fait, l’air n’aura pas le temps
d’être chassé par le côté émergé de l’anneau si son temps de mise en mouvement τ2 est
supérieur au temps τ1 qui lui est offert pour s’extraire de la couche de lubrification.
Il est possible de définir une vitesse de coupure v∗ atteinte lorsque τ1 ∼ τ2, soit :

Rα

v∗
∼
�
ηa
γ

� 1

4

Rv∗−
3

4 , (8.34)

v∗ ∼ γα4

ηa
. (8.35)

Remarquons la forte dépendance de l’angle α dans l’expression de cette vitesse de
coupure. Pour α � 1−2◦, nous obtenons v∗ ∼ 0.1−1.6 mm.s−1, l’ordre de grandeur
semble ainsi en corrélation avec la déviation observée sur la figure 8.7. Ainsi, bien
que les expériences de ce chapitre présentent certains points communs avec celles
menées dans le chapitre précédent, la planéité et l’horizontalité des cadres deviennent
ici plus cruciales. Enfin, mentionnons qu’il est possible de retrouver l’expression de
v∗ en écrivant que l’épaisseur de la couche d’air h devient de l’ordre de grandeur
de l’ouverture Rα induite par l’inclinaison du cadre. Nous aboutissons au même
résultat par l’utilisation des équations 8.18 et 8.27.

6 Effets d’épaisseur finie du cadre

Enfin, en travaillant avec des cadres suffisamment épais et des vitesses très faibles,
nous pouvons soupçonner l’existence d’un troisième régime, indépendant des para-
mètres hydrodynamique (v) et physico-chimiques (ρa, γ, ηa) du problème, et pour
lequel des effets d’épaisseur finie sont susceptibles d’entrer en jeu ; notons donc e
l’épaisseur du cadre. En supposant que la vitesse v soit suffisamment faible pour
pouvoir négliger toute l’hydrodynamique du problème, la conservation du volume

5. Ce genre d’argument est également utilisé, sous une autre forme, dans la description du
processus de non-coalescence de gouttes sur un bain liquide vibré [185].
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R

bain liquide

cadre

Rb

bain liquide

cadrefilm bulle interfaciale

descente R

e

Figure 8.10: Dans le cas d’un cadre épais descendant à vitesse faible, la taille de
la bulle interfaciale n’est fixée que par la géométrie du système : R et e.

implique que l’air situé dans un cylindre situé sous le film, de volume πR2e/2, se
retrouve dans la bulle interfaciale de volume 2πRb

3/3 (Fig. 8.10), soit trivialement :

Rb

R
=

�
3e

4R

� 1

3

. (8.36)

Cette prédiction simple et purement géométrique ne dépend effectivement plus de
la vitesse de descente et de la physico-chimie du système.

7 Conclusion

Ce chapitre vient clore l’étude des aspects dynamiques impliqués dans la forma-
tion d’une bulle interfaciale au cours de la sortie d’un cadre hors d’un bain liquide, et
de la descente d’un film plan dans un bain. Nous pouvons imaginer qu’en travaillant
à des vitesses plus grandes que celles sondées dans ce chapitre (soit supérieures à
1 m.s−1), et correspondant de fait à des nombres de Weber plus grands, la défor-
mation du film soit telle qu’elle lui permette de former une bulle sphérique dans
l’air avant même d’atteindre le bain liquide. Inspirés de la littérature portant sur la
turbulence 2D dans les films de savon, nous développons un dispositif expérimental
dans le but d’aborder les mécanismes responsables de la création des bulles de savon
dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 9

L’instabilité du souffleur de bulles

Comme évoqué en préambule de cette seconde partie, les bulles de savon représentent
une intarissable source d’émerveillement, aussi bien pour les enfants que pour les
artistes et les scientifiques. En contraste avec des problèmes de dynamique de gouttes
dans un gaz ou de bulles dans un liquide, les processus physiques à l’origine de la
création de bulles de savon demeurent assez peu documentés, ou très brièvement
évoqués dans la littérature [116, 22]. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux
mécanismes responsables de la formation des bulles de savon en soufflant sur un
film plan porté par des cadres à géométrie variable. Afin de reproduire au plus près
les conditions dans lesquelles la bouche humaine souffle des bulles de savon, nous
utilisons des aiguilles et des souffleries de différents rayons. Nous étudions également
l’influence des masses volumiques des gaz injectés et extérieur sur ce processus. En
fonction des différentes longueurs du problème (tailles de la « bouche » et du cadre,
ainsi que la distance qui les sépare), nous montrons l’existence de quatre régimes
distincts ; nous les étudions de façon systématique et rationalisons nos résultats à
l’aide d’arguments physiques simples.

219



CHAPITRE 9. L’INSTABILITÉ DU SOUFFLEUR DE BULLES

1 Introduction

Figure 9.1: Souffler des bulles de savon : un jeu d’enfant ?

Qui n’a jamais ressenti la magie de créer des bulles de savon, vestiges de l’insou-
ciance et l’innocence de nos âmes d’enfants, en soufflant sur un film de savon porté
par un cadre (Fig. 9.1) ? L’une des plus anciennes traces que nous en gardons se
retrouve dans les écrits de Froissart 1, citant une façon de faire des bulles à l’aide
d’un tuyau [186] :

Et s’ai souvent par un busiel (petit tuyau)
Fait voler d’aige (eau) un boulonciel (bulle).

Aujourd’hui, ce genre de procédé se retrouve aussi dans l’art du soufflage du verre,
mais également dans des techniques gastronomiques récentes : la réalisation de
pommes soufflées croustillantes en est un exemple gourmand et surprenant (Fig. 9.2).

Figure 9.2: À gauche : l’art du soufflage de verre. À droite, une pomme soufflée au
sucre, la chef pâtissier Christelle Brua est à l’origine de cette recette.

Pourtant, comme nous le disions en préambule, peu de travaux scientifiques men-
tionnent cette expérience universelle, et il semble qu’aucun ne l’ait traitée. Dans un
extrait de son recueil [116] repris sur la figure 9.3, Henri Bouasse reste très évasif
sur la question. Notamment, qu’entend-il par l’expression : Si le mouvement est as-
sez rapide (voir texte associé sur la figure 9.3) ? Il est facile de tester ce critère en

1. Jean Froissart (1337-1404), chroniqueur français de l’époque médiévale.
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Figure 9.3: Mode particulier de formation des bulles. Figure adaptée de [116].

embarquant l’expérience dans une voiture : il suffit d’ouvrir la fenêtre, de tendre le
bras portant le film de savon hors de l’habitacle et relever à quelle vitesse du véhi-
cule une bulle commence à se détacher du cadre. L’expérience montre que la vitesse
à atteindre est de l’ordre de quelques mètres par seconde, et décroît avec la taille
du cadre utilisé. Cet ordre de grandeur correspond d’emblée à un grand nombre
de Reynolds, de l’ordre de 104 pour un cadre centimétrique et de l’eau savonneuse.
Comme de nombreux problèmes hydrodynamiques, nous allons découvrir, à l’aide
d’un dispositif expérimental original présenté au début de ce chapitre, que le proces-
sus de création de bulles est le siège d’une compétition entre les effets interfaciaux et
inertiels. Dans le but de sonder d’éventuels effets de géométrie sur cette expérience,
la figure 9.4 présente les différents montages expérimentaux utilisés dans cette étude.

2R D

(a) (b) (c)

w

2R D2R

R¿D R¿w

Figure 9.4: Configurations géométriques étudiées et notations : (a) aiguille et film
porté par un cadre circulaire, (b) aiguille et film géant auto-entretenu, (c) soufflerie
et film porté par un cadre circulaire.
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2 Dispositif expérimental

2.1 Montage préliminaire : films sur cadres circulaires

(a) (b)

temps

qg

Figure 9.5: (a) Formation d’un train de bulles à partir d’un cadre circulaire de
diamètre D = 4 cm et d’un jet d’air issu d’une aiguille millimétrique... (b) ... jusqu’à
l’éclatement du film de savon.

Pour aborder ce problème, nous avons commencé par effectuer des expériences
préliminaires avec un cadre circulaire de diamètre w trempé dans une solution sa-
vonneuse, identiquement aux chapitres précédents. Comme à l’accoutumée, nous
notons ρl la masse volumique du liquide et γ la tension de surface liquide/air. Pour
« mimer » le souffle produit par une bouche humaine, nous relions une aiguille cy-
lindrique de rayon R � D à un système régulateur de pression également utilisé
dans la partie microfluidique (MCFS-FLEX, Fluigent). Cet appareil nous permet de
contrôler la taille du jet et son débit qg en sortie d’aiguille de façon indépendante et
contrôlée, et même changer la masse volumique ρg du gaz injecté en travaillant avec
de l’hélium He ou de l’hexafluorure de soufre SF6, gaz non nocifs et respectivement
moins dense et plus dense que l’air. En travaillant tout d’abord avec de l’air, si le dé-
bit d’air qg (ou de façon équivalente sa vitesse vg = qg/πR

2) est suffisamment élevé,
on observe la formation d’un cylindre dynamique de savon qui se fragmente un peu
plus loin en un train de bulles (Fig. 9.5). Mais comme on pouvait hélas s’y attendre,
le film liquide perd de la masse en délivrant des bulles dans l’air, il s’amincit donc
au cours du temps et finit immuablement par éclater au bout de quelques secondes.
Dans le but d’étudier un régime permanent permettant d’effectuer des mesures sta-
tistiques sur des plus grandes séries de bulles, nous avons alors cherché un générer
un film de savon auto-entretenu.

2.2 Montage amélioré : film géant auto-entretenu

En s’inspirant d’articles portant sur la turbulence bidimensionnelle dans les films
de savon [187, 122, 188, 189], nous avons fabriqué un montage permettant de gé-
nérer des films de savon géants auto-entretenus (Fig. 9.6). Ces derniers sont formés
par l’écoulement gravitaire issu d’une cuve disposée en amont du film, et dont nous
contrôlons le débit à l’aide d’une valve ; nous mesurons ce débit liquide avec un dé-
bitmètre. En guise d’embouchure, nous utilisons un cône de pipette façonné en forme
elliptique, afin d’introduire le liquide entre deux fils de pêche en nylon d’épaisseur
millimétrique (Décathlon), tendus et accolés entre eux. Ce système d’injection [122]
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h w

alimentation
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Figure 9.6: Montage du film de savon géant auto-entretenu. L’expérimentateur
sérieux et concentré fait office d’échelle.

permet de produire des films géants d’épaisseur uniforme et tenant suffisamment
longtemps (quelques minutes à quelques dizaines de minutes) devant la durée de
l’expérience (typiquement quelques secondes). La largeur du film est réglable en
écartant les fils de pêche l’un de l’autre. L’expansion triangulaire de la largeur en
amont du film est choisie la plus graduelle possible de façon à assurer une épais-
seur homogène dans la zone rectangulaire située en aval [122]. Les expériences sont
réalisées dans cette zone rectangulaire du film, dont la hauteur est de l’ordre du
mètre, et la largeur uniforme, notée w, est comprise dans l’intervalle 1−15 cm. En-
fin, l’écoulement du liquide se termine dans une cuve en aval, de laquelle une pompe
hydraulique à turbine (Cole-Parmer) fait recirculer la solution en amont de la chaîne.

Une fois le montage construit, on a cherché une solution liquide permettant à la
fois de créer cet audacieux film géant et de former des bulles de façon stable dans
le temps. La bonne formulation est laborieuse à trouver.

– En choisissant une solution de type (98% eau, 2% Fairy) également utilisée
pour des études de turbulence bidimensionnelle [122], il est facile de produire
un film géant très stable. En revanche, en soufflant dessus avec une aiguille pour
former des bulles, le film casse régulièrement. Tout se passe comme si ce dernier
n’arrivait pas à s’« auto-cicatriser » convenablement lors de la fragmentation
du cylindre de savon en bulles.

– En prenant une solution trop visqueuse (en rajoutant typiquement du glycé-
rol), le film géant apparaît inhomogène en épaisseur ; celui-ci atteint difficile-
ment un état stationnaire et rompt assez fréquemment.

En cherchant le meilleur des deux mondes, nous avons finalement opté pour une so-
lution savonneuse commerciale (Potentier). Nous l’avons caractérisée en rhéométrie
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Figure 9.7: (a) Rhéométrie : viscosité dynamique ηl de la solution savonneuse com-
merciale en fonction du taux de cisaillement γ̇ appliqué. (b) Tensiométrie : évolution
temporelle de la tension de surface liquide/air γ. Une goutte pendante est formée
en injectant la solution liquide à l’aide d’une aiguille millimétrique ; l’instant initial
correspond à l’arrêt de l’injection. Les principes de fonctionnement des rhéomètre
(Anton Paar MCR 301) et tensiomètre (Tracker, Teclis) utilisés sont reportés en
annexe de ce manuscrit.

et tensiométrie (Fig. 9.7). Cette solution a un comportement newtonien sur la plage
de taux de cisaillement γ̇ = 0.1−10 s−1, et présente une élasticité de surface négli-
geable. La tension de surface mesurée à l’équilibre vaut γ�24 mN.m−1, sa viscosité
dynamique vaut ηl�50 mPa.s.

2.3 Caractérisation du film de savon

3

5
w
w
w
w

ql/w

e
¹

Figure 9.8: Caractérisation du film de savon : épaisseur stationnaire e en fonction
du rapport ql/w, chaque couleur correspondant à une largeur de film w fixée.

Nous tentons ici de décrire l’écoulement du film liquide formé. Une difficulté
provient du fait qu’il existe un couplage entre le débit du film ql, sa largeur w et son
épaisseur stationnaire e. La mesure d’épaisseur s’effectue par interférométrie, comme
dans un chapitre précédent. Pour un débit liquide pas trop grand, par exemple
ql ≤ 4 ·10−7 m3.s−1 pour w = 4 cm, et à une distance z1 � 50 cm de l’embouchure, le
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film apparaît, au vu des franges d’interférence, homogène en longueur et en largeur.
Le comportement observé e ∝ (ql/w)

3

5 (Fig. 9.8), ainsi que le préfacteur associé,
peuvent être retrouvés par un simple équilibre entre les forces de gravité et de friction
exercée par l’air environnant [187]. En effet, en considérant le film de savon comme
une lame rigide, l’équation de Navier-Stokes stationnaire régissant sa chute s’écrit :

ρlevl
∂vl
∂z

= ρleg −
2

3

�
ρaηavl

3

z

� 1

2

, (9.1)

où la friction de l’air a été calculée par la théorie de la couche limite de Prandtl [168].
Dans cette dernière relation, vl, g, ρl, ρa et ηa désignent respectivement la vitesse
du liquide, l’accélération de la pesanteur, les masses volumiques du liquide, de l’air
et la viscosité dynamique de l’air. L’homogénéité du film nous autorisant à négliger
de façon légitime le terme convectif, il vient :

ρleg =
2

3

�
ρaηavl

3

z1

� 1

2

, (9.2)

vl =

�
z1
ρaηa

� 1

3

�
3ρleg

2

� 2

3

. (9.3)

Encore pour des raisons d’homogénéité, la relation ql ∼ vlew aboutit finalement au
résultat suivant :

e ∼
�
ρaηa
z1

� 1

5

�
2

3ρlg

� 2

5
�ql
w

� 3

5

. (9.4)

L’expérience montre une légère déviation supérieure à cette loi pour un débit liquide
assez grand (Fig. 9.8). Nous quittons alors le domaine de validité des hypothèses du
modèle présenté (stationnarité, homogénéité du film).

3 Comportements observés

1 mm

qg2R

Figure 9.9: Illustration expérimentale d’un train de bulles obtenu en régime sta-
tionnaire avec le film géant auto-entretenu.

Nous accolons dans un premier temps l’aiguille cylindrique au film géant. Pour
un film liquide et une aiguille donnés, les deux variables expérimentales indépen-
dantes sont le débit volumique de gaz, qg, et le débit volumique du film, ql. La
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w

2R

Figure 9.10: À fort débit liquide, le jet gazeux provoque l’apparition de motifs
stationnaires en forme de « croisillons » sur le film géant. Ces derniers s’atténuent
progressivement d’amont en aval de l’écoulement du film.

variation de ces quantités nous permet d’observer plusieurs régimes. Dans les ordres
de grandeur sondés expérimentalement, nous obtenons, de façon très schématique,
l’ordre d’apparition des régimes à débit de gaz croissant :

– pour un débit de liquide faible : pas de bulle, formation d’une « tétine » de
plus en plus creusée dans le film, formation d’un train de bulles de plus en
plus petites,

– pour un débit de liquide fort : pas de bulle, formation de motifs de plus en plus
marqués en aval du film de savon (Fig. 9.10), formation d’un train de bulles
de plus en plus petites.

Notons qu’une fois qu’un train de bulles est formé (Fig. 9.9), il est stationnaire, du
fait de l’écoulement permanent du film de savon. Malgré sa remarquable stabilité,
ce train de bulles n’est pas rigoureusement monodisperse : à la différence d’un train
de gouttes en microfluidique, où ces dernières sont advectées par la phase porteuse
en aval de l’écoulement, il n’existe ici aucune advection permettant aux bulles de
s’éloigner rapidement du train au suivi de leur formation. Par ailleurs, les mouve-
ments d’air convectifs autour du film ont tendance à accentuer cette polydispersité.
Une perspective d’amélioration du dispositif expérimental, consistant à confiner le
système aiguille+film, fera l’objet de travaux futurs.
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4 Seuil de formation d’un train de bulles : un mo-
dèle simple

4.1 Débit gazeux critique

w
w

ql

qg
,c

Figure 9.11: Débit critique gazeux en fonction du débit du film liquide, pour un jet
d’air provenant d’une aiguille de rayon R = 0.42 mm et un film liquide de largeur
w = 2 cm (triangles), 4 cm (carrés).

Intéressons-nous dans un premier temps au débit gazeux critique qg,c de formation
de bulles. La figure 9.11 montre l’influence du débit du film liquide ql (et de son
épaisseur) sur qg,c, pour une aiguille de rayon R donné et deux valeurs de w. Nous
remarquons que le débit seuil qg,c croît avec ql : ceci démontre que l’écoulement du
film a tendance à s’opposer à la création d’un train de bulles. Le fait que les jeux
de données correspondant à deux largeurs de film w différentes se superposent prête
à penser que cette augmentation du débit critique est plutôt un effet de débit, et
non d’épaisseur. Nous remarquons également que qg,c semble atteindre une valeur
constante et indépendante de w lorsque le débit liquide est suffisamment faible. Dans
la suite, nous nous attachons à prédire ce seuil, indépendant de ql pour un débit
liquide faible. Lorsque qg < qg,c, la formation d’une tétine de rayon de courbure r
venant déformer localement le film (Fig. 9.12) peut se comprendre à l’aide de la
relation de Bernoulli, valable aux grands nombres de Reynolds Re = ρgvgR/ηg,
avec ρg et ηg les masse volumique et viscosité dynamique du gaz injecté. Cette
relation, décrivant la conservation de l’énergie du gaz, s’écrit sur une ligne de courant
horizontale en notant p0 la pression atmosphérique :

ρgvg
2

2
+ p0 = p0 +

4γ

r
, (9.5)

ρgvg
2

2
=

4γ

r
. (9.6)

Ainsi, ce modèle suppose que l’énergie cinétique initiale du gaz à la sortie de l’aiguille
est entièrement convertie en énergie de courbure du film au point de stagnation au
contact du film, cette dernière s’écrivant via la loi de Young-Laplace de part et
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5mm

2r

...

... qg

Figure 9.12: Évolution de la tétine en fonction du débit de gaz injecté.

d’autre du film en tenant compte des deux interfaces liquide/gaz traversées. De fait,
plus la vitesse vg est élevée, plus la tétine creusée dans le film a un rayon r petit.
Pour détacher cette tétine en bulle, il semble alors raisonnable de se convaincre que le
rayon de courbure de la tétine doit être de l’ordre de R, l’unique taille caractéristique
ici 2. Le critère de formation r ∼ R se réexprime à l’aide de l’équation 9.6 comme :

vg,c ∼
�

8γ

ρgR
, (9.7)

qg,c = πR2vg,c ∼ 2π
√
2

�
γR3

ρg
. (9.8)

Le préfacteur 2π
√
2 � 9 étant assez grand devant l’unité, nous le conservons au

moment de comparer cette prédiction aux résultats expérimentaux. Notons que ce
seuil de formation de bulles à bas débit de liquide peut se réécrire en utilisant le
nombre adimensionné pertinent du problème, à savoir le nombre de Weber We,
comparant les deux énergies en présence :

Wec =
ρgvg,c

2R

γ
∼ 8. (9.9)

Ce mécanisme inertio-capillaire a déjà été observé pour la formation de gouttes
confinées dans un canal et dispersées dans un second liquide en mouvement [190].
Remarquons que le débit seuil qg,c dépend fortement du rayon de l’aiguille R, cette
quantité pouvant être variée expérimentalement sur une assez large gamme, l’utili-
sation des gaz He et SF6 permettant également de vérifier la dépendance de ρg dans
l’expression de qg,c. En dépit de la simplicité des arguments présentés, les expériences
sont en excellent accord avec la théorie (Fig. 9.13 (a)). De plus, la confrontation di-
recte des résultats expérimentaux avec la prédiction tirée de l’équation 9.8 permet de
superposer tous les points expérimentaux sur une unique tendance linéaire (Fig. 9.13
(b)).

2. Au-delà de l’hypothèse d’indépendance des autres longueurs du problème (w, e), le caractère
stationnaire de la tétine, ainsi que l’homogénéité spatiale de sa courbure, restent des suppositions
assez fortes, en particulier proche du seuil. Cela dit, la suite montre que ce critère simple est très
bien vérifié expérimentalement.
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Figure 9.13: (a) Débit critique de formation de bulles en fonction du rayon de
l’aiguille. Les trois gaz sondés ont des masses volumiques respectives ρa=1.2 kg.m−3,
ρHe=0.17 kg.m−3, ρSF6

=6.2 kg.m−3. Le graphe montre que ce critère de formation
s’applique aussi bien en soufflant sur le film géant, de largeur w = 4 cm � R, en
écoulement à faible débit de liquide ql = 8.2 · 10−8 m3.s−1 (symboles fermés), ou
sur un film porté par un cadre en fer circulaire, de diamètre grand devant celui
des aiguilles utilisées (symboles ouverts). (b) Comparaison entre l’expérience et la
prédiction obtenue par l’équation 9.8. La ligne continue noire indique la tendance
linéaire de pente unité.
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4.2 Rayon du cylindre de savon

X

qg/qg,c

Figure 9.14: Évolution de X=R/� en fonction du débit adimensionné qg/qg,c. Les
symboles noirs correspondent à la résolution numérique de l’équation 9.14. Les sym-
boles gris correspondent à la résolution de sa forme linéarisée (Éq. 9.15).

Une fois le débit seuil atteint, un cylindre de savon se forme sur une certaine
distance avant de se déstabiliser en donnant naissance à une assemblée de bulles.
Le rayon de ce cylindre est voisin du rayon R de l’aiguille choisie (voir Fig. 9.5 (a)
et 9.9) : ceci peut à nouveau se justifier par des arguments énergétiques. Notons �
le rayon du cylindre, et définissons X = R/�. L’équation de Bernoulli, appliquée
maintenant au-delà du seuil de formation d’un train de bulles, de l’embouchure de
l’aiguille à l’intérieur du cylindre, s’écrit :

ρgvg
2

2
+ p0 =

ρgvcy,g
2

2
+ p0 +

2γ

�
, (9.10)

avec vcy,g la vitesse du gaz dans le cylindre, supposée constante et uniforme. La
conservation du débit impose par ailleurs :

πR2vg = π�2vcy,g = qg. (9.11)

La manipulation de ces relations fournit pour X l’équation suivante :

qg
2

π2R4
(1−X4) =

4γX

ρgR
, (9.12)

(1−X4) =
4π2γR3X

ρgqg2
, (9.13)

(1−X4) =

�
qg,c
qg

�2
X

2
. (9.14)

Cette dernière équation impose X ≤ 1, soit � ≥ R. Effectivement, créer de la surface
coûte un prix énergétique conduisant à une diminution de l’énergie cinétique, soit
de la vitesse dans le cylindre, et donc un agrandissement de ce cylindre (Éq. 9.11).
Les fortes non-linéarités de cette équation rendent cependant cet effet ridiculement
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petit, vérifions-le ici : en supposant pour le rayon du cylindre une perturbation du
premier ordre par rapport au rayon de l’aiguille, X = 1−�, un développement limité
de l’équation 9.14 conduit à l’expression suivante :

� =
1

1 + 8(qg/qg,c)2
. (9.15)

Ainsi, cette perturbation, maximale au seuil qg=qg,c, est seulement de l’ordre de
10%, puis décroît rapidement avec qg. La résolution numérique de l’équation 9.14,
paramétrée par le rapport qg/qg,c, est en accord avec cette analyse (Fig. 9.14). Nous
venons donc de démontrer par des arguments énergétiques simples que l’approxi-
mation �=R est raisonnable, ce fait étant convenablement corrélé aux observations
expérimentales.

4.3 Dynamique de gonflement du film

t

t=0

t=2ms

t=4.5ms

t=6.8ms

t=7.1ms

t=7.3ms

Figure 9.15: Série de photos expérimentales illustrant l’évolution typique du film de
savon entre le détachement de deux bulles successives. Cette séquence a été obtenue
avec un jet d’air et une aiguille de rayon R = 0.8 mm.

Pour qg > qg,c, l’injection de gaz à débit constant permet de gonfler le film
de savon (Fig. 9.15) ; tentons ici de décrire la dynamique de ce gonflement. Pour
simplifier, nous supposons que le volume à gonfler peut se décomposer en deux
volumes découplés l’un de l’autre : celui d’un cylindre de rayon R et de longueur
x(t) et celui d’une cavité courbée située à l’extrémité, correspondant à la bulle
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en cours de formation. Dans le référentiel du film de savon, la force de traînée
exercée par l’air extérieur sur cette cavité lui confère une forme approximativement
ellipsoïdale, de demi-grand axe a(t) selon la direction principale du cylindre, et
de demi-petit axe b(t) selon les deux directions perpendiculaires. Dans le but de
simplifier les calculs qui suivent, nous supposerons cette cavité sphérique, de rayon
équivalent rb(t) ∼ (a(t)b2(t))

1

3 . Prenons l’origine des temps t = 0 au détachement de
la bulle précédente. Du fait des petits nombres de Mach M=vg/cs impliqués dans
l’expérience, le jet gazeux peut être considéré comme incompressible. La conservation
de son volume peut alors s’écrire, pendant un court instant dt :

qg dt = πR2dx(t) + 4πrb
2(t)drb(t), (9.16)

qg = πR2ẋ(t) + 4πrb
2(t)ṙb(t). (9.17)

1
3

¿
t (s)

a
b
u
ll
e

}b
rb  (mm)

t

rb(t)/ t1/3

(a) (b)

1cm

a
b

Figure 9.16: (a) Suivi temporel du gonflement d’une bulle, paramétrée par ses
demi-grand axe a(t) (�) et demi-petit axe b(t) (�), desquels nous pouvons estimer
un rayon équivalent rb(t) ∼ (a(t)b2(t))

1

3 (•). L’instant t = τ définit le détachement
de la bulle. La droite indique une tendance en loi de puissance t

1

3 , analogue au
gonflement quasi-statique d’une bulle unique (b).

L’expérience montre que l’acroissement du volume du cylindre reste petit devant
celui de la cavité sphérique. De fait, en négligeant le premier terme devant le second
dans le membre de droite de l’équation 9.17, il vient immédiatement :

rb(t) =

�
3qgt

4π

� 1

3

, (9.18)

analogue à la dynamique de gonflement capillaire quasi-statique d’une bulle de sa-
von. Cette loi de puissance temporelle est plutôt bien vérifiée expérimentalement
(Fig. 9.16), jusqu’à l’instant τ du pincement de la petite portion du film séparant
le cylindre de la cavité sphérique. La bulle se détache alors du cylindre, son rayon
Rb étant directement fixé par rb(τ) ; une nouvelle cavité commence alors à croître.
Ce processus est itératif, donnant ainsi naissance à un train de bulles. Du fait de
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la nature turbulente des écoulements mis en jeu dans cette expérience, le temps
de pincement τ fluctue d’une bulle à l’autre, comme montré de façon quantitative
dans le paragraphe suivant : de fait, le train de bulles obtenu est intrinsèquement
polydisperse, contrairement à d’autres procédés de formation d’assemblées d’objets
monodisperses en milieu confiné [190, 191, 192].

4.4 Taille des bulles, fréquence de production

Intéressons-nous maintenant à la taille des bulles formées et à leur fréquence de
production. En raison de la polydispersité du train de bulles, nous effectuons un
traitement statistique de ce processus.

¿

n

¿i (ms)Rb,i (mm)
Rb

(b)(a)

Figure 9.17: Histogrammes typiques des tailles (a) et temps de production (b) des
bulles créées. Ces histogrammes expérimentaux ont été obtenus pour un jet gazeux
d’hélium, une aiguille de rayon R=0.8 mm et un film liquide de largeur w=4 cm.

Pour une trentaine de bulles, nous déterminons la taille des bulles créées en me-
surant leur surface Sb,i par traitement d’image. Puisque les bulles oscillent pendant
les premiers instants suivant leur formation, la mesure est faite lorsque celles-ci ont
retrouvé leur forme sphérique de repos afin de ne pas induire d’erreur sur le volume
de gaz qu’elles renferment. De cette série statistique de mesures, nous en déduisons
pour chaque bulle un rayon Rb,i =

�
Sb,i/π et pouvons alors calculer le rayon moyen

Rb des bulles formées ainsi que l’écart-type σRb
relatif à la polydispersité du train

(Fig. 9.17 (a)).

Nous réalisons également une analyse statistique des temps de production en re-
levant les instants de détachement des bulles puis en calculant les durées τi séparant
deux détachements consécutifs (Fig. 9.17 (b)). Nous obtenons un temps moyen de
production τ et un écart-type στ . Nous définissons alors la fréquence moyenne de pro-
duction par la relation f = 1/τ , et un écart-type estimé par la relation σf = στ/τ

2.

La figure 9.18 illustre les résultats expérimentaux obtenus en faisant varier le rayon
R de l’aiguille et le gaz. Les grandes barres d’erreur, résultant de rapports σRb

/Rb et
σf/f importants, témoignent du caractère « turbulent » du processus de pincement.
Tentons tout de même de décrire cette évolution à l’aide d’arguments dimensionnels
en proposant deux analyses plausibles de ce phénomène.
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Figure 9.18: Taille des bulles créées (a) et fréquence de production (b) au seuil de
formation : influence du rayon R de l’aiguille et du gaz injecté. Sur chaque graphe,
les symboles et les barres d’erreur représentent respectivement la valeur moyenne et
l’écart-type des séries statistiques relevées expérimentalement, chacune d’entre elles
comportant une trentaine de mesures. Chaque couleur correspond à un gaz donné.
Toutes les mesures ont été effectuées avec un film de largeur w = 4 cm � R.
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4.4.1 Première analyse

Comme nous l’avons montré précédemment, le seuil de création d’un train de
bulles est obtenu lorsque le rayon de courbure de la tétine devient de l’ordre du
rayon de l’aiguille. R apparaissant comme la taille caractéristique de ce processus,
nous pourrions donc nous attendre à ce que la taille moyenne des bulles formées soit
également de l’ordre du rayon de l’aiguille utilisée : Rb ∼ R, indépendamment du
système gazeux considéré. Cette dépendance linéaire est en assez bon accord avec
la figure 9.18 (a), sur laquelle la tendance linéaire tracée, de pente 3.1, ajuste assez
bien les données expérimentales. Nous tenterons de justifier la légère déviation su-
périeure du jeu de mesures correspondant à He dans un second temps.

Dans le cas de l’hélium, l’expérience montre, comme pressenti, que les « grosses »
bulles remontent du fait de la poussée d’Archimède supérieure au poids de la bulle.
Ce n’est pas le cas des « petites » bulles, pour lesquelles le poids de la coquille li-
quide, aditionné au poids de l’air, arrive à surpasser la poussée d’Archimède : le
rapport surface/volume étant effectivement inversement proportionnel au rayon de
la bulle, le poids du liquide prend de l’importance en comparaison au poids apparent
de l’hélium enfermé dans une petite bulle. Il est alors immédiat de prédire le rayon
critique Rb,c d’une bulle d’hélium en apesanteur dans l’air, par l’équilibre de forces
suivant :

4

3
πRb,c

3(ρa − ρHe)g = 4πRb,c
2eρlg, (9.19)

Rb,c =
3eρl

ρa − ρHe
. (9.20)

Pour e � 2 μm, Rb,c � 6 mm, en bon accord avec l’expérience.

Selon cette première approche, il est possible de remonter à la fréquence de pro-
duction en écrivant au seuil de formation la conservation du volume pour le jet
gazeux :

qg,c
f

=
4πRb

3

3
, (9.21)

où nous avons moyenné dans le temps les termes de part et d’autre de l’égalité. Avec
la relation Rb ∼ R et l’expression de qg,c obtenue par la relation 9.8, il s’ensuit :

f ∼
�

γ

ρgR3
. (9.22)

Cette fréquence rappelle l’inverse d’un temps typique inertio-capillaire déjà ren-
contré dans un chapitre précédent, mais où la masse volumique est ici celle du gaz
intérieur contenu dans le cylindre de savon. Cette prédiction est testée sur la fi-
gure 9.19, démontrant un accord relativement correct compte tenu de la dispersion
des résultats expérimentaux. La pente assez élevée de la tendance linéaire tracée,
de l’ordre de 50, résulte des préfacteurs numériques laissés de côté lors du passage
de la relation 9.21 à la relation 9.22. Bien que les mécanismes physiques soient lé-
gèrement différents, cette loi d’échelle se retrouve par ailleurs dans l’étude de la
formation de coques liquides [191]. Remarquons également que la fréquence de pro-
duction obtenue caractérise aussi la fréquence d’oscillation des bulles au suivi de leur
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Figure 9.19: Fréquence moyenne de production : comparaison entre l’expérience et
la prédiction tirée de l’équation 9.22. Chaque couleur correspond à un gaz donné.

formation, comme évoqué auparavant : en considérant la bulle comme un oscillateur
harmonique de masse m ∼ ρgR

3 et de raideur k ∼ γ, sa fréquence propre s’exprime
classiquement comme f ∼

�
k/m, d’où le résultat. Parfois, les expériences montrent

même l’apparition de différents modes de vibration, dont chaque fréquence propre
est généralement indexée par un entier caractéristique du mode observé.

Nous constatons à nouveau que les points expérimentaux associés à He dévient des
deux autres jeux de données mesurés pour l’air et le SF6. Dans le but d’interpréter
cette observation, nous nous proposons de raffiner cette première analyse avec une
seconde hypothèse de mécanisme, présentée dans le paragraphe suivant.

4.4.2 Seconde analyse : une dynamique pilotée par le gaz de plus grande
inertie

Reconsidérons l’expression de la fréquence moyenne de production déterminée
précédemment (Éq. 9.22). Contrairement au chapitre 7 dans lequel le temps typique�
ρaR3/γ construit sur l’inertie de l’air revenait régulièrement, nous pouvons pres-

sentir que la présence de deux gaz, intérieur et extérieur, généralement différents dans
cette configuration rende le problème plus compliqué. En première approximation,
nous pouvons toutefois supposer que le pincement du film va être principalement
limité par le gaz le plus long à déplacer, soit encore celui de plus grande inertie :

f ∼
�

γ

max(ρa, ρg)R3
. (9.23)

Le gaz le plus lourd correspond ainsi au gaz intérieur dans le cas du SF6, ou au
gaz extérieur dans le cas de He, ou évidemment l’air avec un jet d’air. À la lecture
comparée des figures 9.19 et 9.20 (a), il semble que les trois jeux de symboles se
regroupent plutôt mieux selon cette nouvelle tendance.

Revenons alors à la taille des bulles formées. En réécrivant la conservation du vo-
lume de gaz (Éq. 9.21), les relations 9.23 et 9.8 permettent d’aboutir à l’expression
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Figure 9.20: Fréquence moyenne de production (a) et taille des bulles formées
(b) : comparaison entre l’expérience et les prédictions respectivement tirées des
équations 9.23 et 9.24. Chaque couleur correspond à un gaz donné.

suivante :

Rb ∼
�
max(ρa, ρg)

ρg

� 1

6

R. (9.24)

Nous retrouvons une dépendance linéaire de Rb avec R, mais dont le préfacteur dé-
pend des deux gaz en présence. Cette prédiction, testée sur la figure 9.20 (b), semble
effectivement mieux rassembler les différentes séries expérimentales en comparaison
avec la figure 9.18 (a).

4.5 Une instabilité « de type Rayleigh-Plateau »

Bien que l’expérience montre que les bulles se détachent une à une proche du
débit critique, tentons de comparer ce problème à l’instabilité classique de Rayleigh-
Plateau [22]. Prenons le temps de rappeler brièvement le mécanisme de cette insta-
bilité sous une mouture simplifiée, en nous restreignant à une description statique
du processus [11] (Fig. 9.21). Considérons pour l’occasion un jet liquide cylindrique
non confiné, de longueur L et de rayon R, soumis à une perturbation de longueur
d’onde λ. Sa fragmentation en n gouttes impose la relation suivante :

L = nλ. (9.25)
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Figure 9.21: Fragmentation d’un jet d’eau issu d’un robinet. Définition des gran-
deurs et notations utilisées pour établir le modèle simplifié.

En notant Rc le rayon des gouttes formées, la conservation du volume liquide lors
de la fragmentation se traduit par l’égalité suivante :

V = πR2L = n
4πRc

3

3
, (9.26)

soit, à l’aide de l’équation 9.26 :

R2λ =
4

3
Rc

3. (9.27)

Les énergies de surface du jet et des gouttes valent respectivement :

Ecyl = 2πRLγ =
2V γ

R
, (9.28)

Esph = n4πRc
2γ =

3V γ

Rc

. (9.29)

La déstabilisation du jet en gouttes est donc favorable d’un point de vue énergétique
si Esph < Ecy, soit encore :

Rc >
3

2
R, (9.30)

λ >
9

2
R. (9.31)

De fait, pour une même perturbation λ, un jet fin apparaît plus instable qu’un jet
épais, c’est pourquoi le jet d’un robinet ne se déstabilise généralement qu’après une
certaine longueur d’établissement de son amincissement gravitaire. Bien entendu, le
vrai problème est dynamique et mériterait un traitement plus poussé [22] : injectons
alors dans l’équation d’Euler linéarisée une petite perturbation du rayon du cylindre
variant comme cos(kx)e−iωt. Dans le cas d’un cylindre de savon contenant un gaz
de masse volumique ρg dans l’air, de masse volumique ρa, la relation de dispersion
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Figure 9.22: Relation de dispersion tirée de l’équation 9.33. Chaque couleur cor-
respond à une valeur de ρg différente.

entre le taux de croissance temporelle ω de l’instabilité et le nombre d’onde k peut
s’écrire, dans une approximation de grande longueur d’onde devant le rayon du
cylindre (cette approximation sera justifiée par les résultats de notre analyse) [22] :

�
1 +

ρa
2ρg

(kR)2 ln

�
1 +

1

kR

��
ω2 =

γ

2ρgR3
((kR)4 − (kR)2), (9.32)

soit, avec les notations adimensionnées Ω = ω
�
ρgR3/γ, K = kR et � = ρa/ρg le

contraste de masse volumique :

Ω2 =
K4 −K2

2 + �X2 ln(1 + 1/X)
. (9.33)

D’après la forme de l’ansatz choisi, pour que l’instabilité se développe, il faut que
ω soit imaginaire pur, et donc Ω2 < 0. Cette condition est vérifiée dans l’intervalle
0<K<1 ; comme K = kR, nous vérifions au passage que le cylindre est instable
seulement s’il est suffisamment fin. Il est possible de déterminer graphiquement le
mode le plus instable, c’est-à-dire celui qui se déstabilise le plus rapidement, en
cherchant la valeur de K� = k�R correspondant à la valeur maximale du taux de
croissance adimensionné

�
−Ωmax

2=−iΩmax (Fig. 9.22). Le graphique montre que
K� dépend légèrement du gaz choisi. Nous mesurons respectivement pour les trois
gaz : k�R � 0.63, 0.68, 0.7, où le code couleur correspond à celui employé dans la
figure 9.22. En ayant adimensionné le taux de croissance ω par la masse volumique
ρg, nous remarquons que les courbes relatives à l’air et au SF6 semblent atteindre
un taux de croissance maximal quasiment identique, alors que le maximum de la
courbe de l’hélium est inférieur. Ceci semble rejoindre notre seconde analyse, pour
laquelle nous avions supposé que l’échelle de fréquence naturelle était fixée par le
gaz de plus grande inertie. Comme il s’agit du gaz intérieur dans le cas du SF6 et
du gaz extérieur dans le cas de He, il semble cohérent que les taux de croissance
maximaux de ces deux courbes soient assez différents, puisque ces derniers sont tous
deux renormalisés par la masse volumique du gaz intérieur ρg. En convertissant le
mode k� en termes de longueur d’onde λ� = 2π/k�, il vient :

λ� � (10, 9.4, 9)R, (9.34)
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confortant ainsi l’hypothèse de grande longueur d’onde effectuée plus haut. Enfin,
pour revenir à Rb :

πR2λ� =
4πRb

3

3
, (9.35)

Rb � (2, 1.9, 1.9)R. (9.36)

Cette estimation de Rb devient quasiment identique pour les trois gaz : la puissance
1/3 appliquée sur le préfacteur lisse les différences entre les valeurs de λ� détermi-
nées pour chaque système gazeux. Ce point semble donc plutôt se rapprocher de
la première analyse présentée plus haut. La comparaison des préfacteurs (3.1 selon
l’expérience, 1.9 selon l’instabilité de Rayleigh-Plateau) reste malgré tout très ho-
norable, étant donné la force des hypothèses considérées ici. En réalité, le cylindre
de savon n’est pas infini, il est ouvert d’un côté, mais fermé de l’autre.

Dans la suite, nous nous intéressons à l’influence de la distance séparant l’aiguille
du film sur le débit critique de création d’un train de bulles et la taille des bulles
formées.

5 Prise en compte de la dissipation

L’expérience montre qu’en éloignant l’aiguille du film, le débit critique de for-
mation de bulles augmente significativement, la taille des bulles formées également.
Si le modèle simplifié précédent ne capture pas l’influence de la distance δ séparant
l’aiguille du film, c’est précisément parce qu’il ne tient pas compte de la dissipation
d’énergie cinétique du jet le long de son parcours, et de fait de son élargissement.
En calculant l’ordre de grandeur du nombre de Reynolds Re, construit avec l’air et
les échelles de longueur R et de vitesse va,c :

Re =
ρava,cR

ηa
= 2

√
2

√
ρaγR

ηa
∼ 102 − 103, (9.37)

nous supposons donc que la dissipation se fait par un mécanisme purement convectif.
Dans cette approche, il fait état dans la littérature d’une modélisation simplifiée d’un
jet turbulent [193, 194]. Nous étudions ici le cas d’un jet fluide dans le même fluide
afin de ne pas avoir de brisure de symétrie due à une poussée d’Archimède non
nulle : le cas des gaz He et SF6 est donc laissé de côté dans la suite 3. Le jet s’élargit
selon l’axe (Ox) sous forme conique, dont l’angle au sommet θ, de l’ordre de 23.6◦,
ne dépend pas du fluide (liquide, gaz) choisi (Fig. 9.23 (a)). Le rayon du jet R(x) à
la distance x de l’aiguille vaut donc :

R(x) = R + x tan
θ

2
� R +

x

5
. (9.38)

Les fluctuations turbulentes et tourbillons étant complètement négligés dans cette

3. Dans le cas des bulles d’air soufflées par la bouche humaine, la différence entre les tempéra-
tures de l’air intérieur et extérieur, typiquement 37◦C et 20◦C, induit, d’après l’équation d’état des
gaz parfaits, des masses volumiques respectives de 1.14 kg.m−3 et 1.20 kg.m−3. La variation rela-
tive de masse volumique entre l’air chaud et l’air froid étant seulement de 5%, nous la supposons
suffisamment petite pour pouvoir appliquer les résultats qui suivent à l’expérience réelle.
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Figure 9.23: (a) Structure d’un jet d’eau dans de l’eau ; l’eau provenant du jet est
colorée afin de la rendre visible sur ce cliché. Figure adaptée de [194]. (b) Allure
schématique du profil de vitesse de l’air : notations utilisées.
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approche, le champ de vitesse, supposé gaussien dans un plan perpendiculaire à (Ox)
et indépendant du temps (Fig. 9.23 (b)), se met sous la forme :

va(x, r) = va,max(x) exp

�
− r2

2σ2(x)

�
. (9.39)

La largeur caractéristique σ(x) de ce profil augmente de façon affine avec la distance
x à l’aiguille. La distribution gaussienne surmonte 95% de son aire totale dans un
intervalle centré en x=0 et de largeur 4σ(x) ; en prenant cette largeur égale au
diamètre du jet 2R(x), il vient donc :

σ(x) =
5R + x

10
. (9.40)

La vitesse moyenne du jet va(x) à la distance x s’en déduit alors comme 4 :

va(x) =
1

πR2(x)

� +∞

0

2πrva(x, r) dr � 5R

5R + x
va. (9.41)

Ce résultat est obtenu en exploitant le caractère stationnaire de l’écoulement, et
donc le fait que le transfert de quantité de mouvement est à flux conservatif, soit :

� +∞

0

2πrρava
2(x, r) dr = πR2ρava

2. (9.42)

Ceci implique va,max(x) = 10Rva/(5R+x) = 2va(x), constituant une propriété carac-
téristique de la distribution gaussienne. Selon ce raffinement, il est donc maintenant
possible de prédire le débit critique de formation d’un train de bulles en fonction
de la distance δ séparant le film de l’aiguille. Une généralisation de l’équation 9.7
s’écrit à présent en considérant la conversion énergétique infiniment près du film 5 :

ρava,c
2

2

�
5R

5R + δ

�2

∼ 5
4γ

5R + δ
, (9.43)

va,c ∼
�

8γ(5R + δ)

5ρaR2
, (9.44)

qa,c = πR2va,c ∼ 2π
√
2

�
γ(5R + δ)R2

5ρa
, (9.45)

qa,c ∼ qa,c(δ = 0)

�
1 +

δ

5R
. (9.46)

Ce nouveau critère fait ainsi apparaître deux régimes en fonction de la distance δ.
Si δ � 5R, la dissipation peut raisonnablement être négligée, le problème se ramène

4. Par souci de simplicité, l’intégration s’effectue abusivement avec une borne supérieure infinie.
En n’intégrant que de r=0 à R(x), un facteur correctif constant intervient, égal à 1− e−2 � 0.86 :
nous pouvons donc légitimement l’oublier dans la suite.

5. Encore ici, le calcul nécessite en toute rigueur de prendre pour la contribution cinétique la
moyenne du carré de la vitesse intégrée de r=0 à R(x), et non le carré de la vitesse moyenne
calculée précédemment. Cela entraîne juste un facteur 1− e−4 � 0.98 au lieu de (1− e−2)2 � 0.75.
Ce détail est à nouveau laissé de côté dans la suite.
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Figure 9.24: Débit seuil de formation d’un train de bulles en fonction de la distance
séparant l’aiguille au film. Le débit est adimensionné par la valeur expérimentale
mesurée lorsque l’aiguille est accolée au film. La distance séparant l’aiguille au film
est adimensionnée par le rayon de l’aiguille R. Chaque série de symboles correspond à
une aiguille donnée. Les symboles creux correspondent à une largeur de film w=4 cm,
les symboles pleins correspondent à une largeur de film w=10 cm. Toutes les mesures
ont été effectuées pour w � R.

donc à la partie précédente. Dans la limite inverse δ � 5R, le débit seuil augmente en
loi de puissance avec δ, tel que : qa,c ∝

√
δ. D’après l’équation 9.38, il est également

possible de prédire, au débit seuil de formation, la dépendance affine de la taille
moyenne des bulles en fonction de δ, soit :

Rb

R
∼ 1 +

δ

5R
. (9.47)

Les expressions obtenues sont en bon accord avec les observations expérimentales
(Fig. 9.24, Fig. 9.25). Il apparaît néanmoins un comportement assez différent avec
les petites aiguilles (R � 3·10−4 m, correspondant aux points situés dans les zones
grisées des figures 9.24 et 9.25), pour lesquelles la transition dissipative se fait de
façon plus brutale que la tendance prédite théoriquement. La constance du seuil
qa,c pour des valeurs de δ/R pas trop grandes s’interprète en considérant que la
dissipation n’entre pas encore en ligne de compte : la structure du jet n’est donc
pas conique, mais tout simplement cylindrique. Ce constat est par ailleurs corrélé
à la taille des bulles formées, faisant apparaître le même type de comportement
(Fig. 9.25). Tentons de déterminer les conditions pour lesquelles cette transition
cône/cylindre se produit. Notons δ∗ la distance sur laquelle le jet gazeux conserve
une forme cylindrique avant de s’élargir en cône. Cette distance est d’autant plus
importante que le nombre de Reynolds Re est petit, soit pour les petites aiguilles
puisque Re décroît avec R (Éq. 9.37). Cet argument se retrouve dans les croquis
tirés des travaux 6 de Thomas Young [196] en 1800, reproduits sur la figure 9.26.
Ce changement de régime hydrodynamique laminaire/turbulent s’interprète par le

6. D’un point de vue historique, cette expérience constitue de fait la première mise en évidence
de l’émergence de turbulence au sein d’un écoulement, bien avant l’apport d’Osbourne Reynolds
(1842-1912) communément admis aujourd’hui [195].
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±=R
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b/
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1
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Figure 9.25: Taille des bulles formées en fonction de la distance séparant l’aiguille
au film, en quantités adimensionnées. Afin de raccorder au régime non dissipé, l’ajus-
tement tracé a pour équation Rb/R=3.1(1 + δ/5R), où le préfacteur 3.1 est tiré de
l’ajustement de la figure 9.18 (b), obtenu pour δ = 0.

surpression
appliquee´

Figure 9.26: Dessins illustrant l’évolution de la structure d’un jet d’air en fonction
de la surpression appliquée. Figure adaptée de [196].
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accord satisfaisant

accord insatisfaisant
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±=R
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Figure 9.27: (a) Lorsque le nombre de Reynolds Re est trop petit devant un certain
nombre critique Re∗, les données expérimentales issues de la figure 9.24 exhibent
un moins bon accord avec le modèle, décrit par l’équation 9.46. Sur cette figure, les
données sont retraduites en termes de nombre de Reynolds, les symboles verts étant
en accord satisfaisant avec la théorie, les symboles rouges en moins bon accord. Le
fait que le seuil (droite horizontale) ne semble pas dépendre de façon drastique de R
et de δ/R prouve que le nombre de Reynolds est bien le paramètre gouvernant cette
transition de type laminaire/turbulent. (b) Existence d’une taille d’aiguille critique
R∗, définie telle que le seuil de création d’un train de bulles soit de l’ordre du seuil
de la transition cône/cylindre.

biais d’un nombre de Reynolds critique Re∗ (Fig. 9.27 (a)), atteint lorsque δ∗=0 et
correspondant à un nouveau débit critique q∗a tel que :

Re∗ =
ρav

∗
aR

ηa
=

ρaq
∗
a

πηaR
, (9.48)

q∗a =
πηaRRe∗

ρa
. (9.49)

Nous remarquons que q∗a ∝ R, alors que qa,c ∝ R
3

2 . Ainsi, il est toujours possible
de trouver une aiguille assez grande vérifiant qa,c > q∗a : dans ce cas, la transition
laminaire/turbulent n’interfère pas avec le seuil de formation d’un train de bulles,
puisqu’elle se produit avant le seuil d’intérêt qa,c. Ce n’est pas le cas pour une plus
petite aiguille, de rayon typique R∗ défini par l’équivalence qa,c ∼ q∗a (Fig. 9.27 (b)) :

πηaR
∗Re∗

ρa
∼ 2π

√
2

�
γR∗3

ρa
, (9.50)

R∗ ∼ ηa
2Re∗2

8ρaγ
. (9.51)
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Figure 9.28: Débit critique (a) et taille des bulles créées (b) en fonction de δ/R :
représentation tronquée des résultats tirés des figures 9.24 et 9.25. Seules les mesures
correspondant à un nombre de Reynolds Re > 1200 ont été conservées.

En prenant R∗�3·10−4 m, le nombre de Reynolds de transition vaut Re∗�460 :
cette valeur est cohérente avec une transition typique de régime d’écoulement la-
minaire/turbulent. Il est alors raisonnable de corriger les données expérimentales
en ne retenant que les mesures correspondant à un nombre de Reynolds suffisam-
ment grand : Re � Re∗ � 460. En prenant par exemple Re > 1200 (Fig. 9.28),
l’accord entre théorie et expérience est alors bien meilleur, en comparaison avec
les figures 9.24 et 9.25. Cette démarche a du sens puisque l’hypothèse inertielle de
l’écoulement d’air, reliée à l’écriture de l’équation de Bernoulli, apparaît d’autant
plus fondée que le nombre de Reynolds est grand.

6 Prise en compte du confinement

D’un point de vue pratique, il est intéressant de sonder la limite inverse R � w
(cas d’une soufflerie, voir Fig. 9.29), où l’intuition prête à penser que la taille perti-
nente du problème soit désormais w. Cette taille fixe alors celle des bulles formées
indépendamment de R, ce type de résultat étant pressenti dans la littérature [22].
Dans cette partie, nous utilisons à nouveau des films portés par des cadres à géo-
métrie circulaire, de diamètre noté D. En l’absence de dissipation (δ → 0), et en
supposant maintenant que la tétine se détache en bulle lorsque son diamètre éga-
lise le diamètre du film D, un raisonnement analogue à celui mené précédemment
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conduit à présent aux nouveaux seuils :

vg,c ∼ 4

�
γ

ρgD
, (9.52)

qg,c = πR2vg,c ∼ 4π

�
γR4

ρgD
. (9.53)

Le comportement est donc bien différent dans ce cas confiné. Il est cependant aisé
de vérifier que les deux limites se raccordent en D/2 = R. Les expériences valident
ce nouveau seuil (Fig. 9.30), avec un préfacteur respectable comparé au modèle (0.7
au lieu de 1).

2
R

Figure 9.29: Photographie de la soufflerie utilisée (37304, Leybold) ; son rayon est
noté R.

7 Régime confiné et dissipatif

En tenant à présent compte de la dissipation, il émerge d’après la partie précé-
dente une distance critique δc au-delà de laquelle la largeur du film D commence à
intervenir et fixe la taille des bulles. D’après l’équation 9.38, δc vérifie :

R +
δc
5

=
D

2
, (9.54)

δc = 5

�
D

2
−R

�
. (9.55)

Le critère δ < δc peut autrement s’interpréter comme D > Dc = 2(R + δ/5), où Dc

correspond à un diamètre critique de film en-dessous duquel le confinement com-
mence à se faire ressentir. Étudions donc l’effet de la dissipation en régime confiné
sur le seuil de création d’un train de bulles. Nous nous sommes tout d’abord as-
surés à l’aide d’un anémomètre à fil chaud que les profils de vitesse étaient bien
gaussiens, aux fluctuations temporelles près (Fig. 9.31). Remarquons que l’ajuste-
ment est moins bon aux petites valeurs de δ (typiquement quelques R), confirmant
ainsi l’existence d’une zone d’établissement du profil gaussien à partir d’un profil
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Figure 9.30: (a) Vitesse critique de formation d’un train de bulles en fonction du
rayon du cadre D/2. Chaque couleur correspond à un rayon de soufflerie donné.
Au-delà du bon accord avec la prédiction théorique, les expériences montrent que la
vitesse seuil ne dépend en fait que de la taille minimale pertinente du système : cette
taille est D/2 lorsque D/2 < R (régime confiné), R lorsque D/2 > R (régime non
confiné), ceci confortant les résultats obtenus précédemment. (b) En adimensionnant
ces résultats par l’échelle de taille R et l’échelle de vitesse seuil dans le régime non
confiné obtenue à la limite D=2R, les différentes séries expérimentales se superposent
comme attendu.
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quasiment laminaire en sortie de soufflerie. Nous avons par ailleurs vérifié que l’élar-
gissement du profil avec la distance δ s’effectuait en accord avec l’équation 9.41, ceci
corroborant par la même occasion la valeur de l’angle d’ouverture du cône turbulent
prise en compte dans les calculs précédents. Tentons alors de modéliser cette nouvelle

±=1.5R
±=13R
±=20R

r

va

Figure 9.31: Élargissement du profil de vitesse avec la distance δ. Les trois séries
expérimentales ont été effectuées avec une soufflerie de rayon R = 5 cm et ajustées
par des lois gaussiennes.

configuration combinant confinement et dissipation. Par souci de simplicité, suppo-
sons tout d’abord que la vitesse pertinente à considérer est la vitesse maximale 7 du
profil gaussien. La conversion énergétique au niveau du film s’écrit donc :

ρava,c
2

2

�
10R

5R + δ

�2

∼ 8γ

D
, (9.59)

va,c ∼ 2

�
γ

ρaD

�
1 +

δ

5R

�
, (9.60)

7. Un autre candidat éventuel est bien entendu la vitesse moyenne au niveau du film, en x = δ :

va,conf (δ) =
1

π
�
D
2

�2
� D/2

0

2πrva(δ, r) dr, (9.56)

va,conf (δ) =
4Rva�

R+ δ
5

� �
D
2

�2
� D/2

0

r exp

�
− r2

2σ2(δ)

�
dr, (9.57)

va,conf (δ) =
5Rva
5R+ δ

1− exp(−2D2)

D2
= va,nconf (δ)

1− exp(−2D2)

D2
. (9.58)

Le calcul fait émerger un nouveau facteur correctif, fonction du diamètre adimensionné D = D/Dc

du film, va,conf (δ) étant bornée entre deux valeurs extrêmes. Au plus large confinement (D = 1), on
retrouve pour le facteur correctif la valeur 1−e−2, dû au choix d’une borne supérieure d’intégration
finie. L’autre limite correspond au plus petit confinement (D → 0), pour lequel on retrouve la
vitesse centrale maximale de la distribution, égale au double de la valeur moyenne déterminée par
intégration avec borne supérieure infinie : le facteur correctif vaut donc 2 dans ce cas (ce facteur
se retrouve immédiatement par développement limité). Le préfacteur varie finalement continûment
de 2 à 0.86 avec D. Puisque les résultats expérimentaux ne présentent aucune dépendance en D, à
R, δ fixés, cette hypothèse est rejetée dans la suite.
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Figure 9.32: Analyse comparative de l’augmentation du seuil de création d’un train
de bulles en présence de dissipation, dans les régimes confiné (rouge) et non confiné
(bleu). En régime confiné, les symboles vides et pleins correspondent respectivement
aux mesures effectuées avec une soufflerie de rayon R = 3 cm et 5 cm ; chaque série
de symboles correspond à un cadre de rayon donné : D/2 = 0.65, 0.9, 1.5, 2.6 cm.

qa,c = πR2va,c ∼ 2π

�
γR4

ρaD

�
1 +

δ

5R

�
, (9.61)

qa,c ∼ qa,c(δ = 0)

�
1 +

δ

5R

�
. (9.62)

Ainsi, l’augmentation du débit seuil se fait de façon plus rapide en régime confiné
(Fig. 9.32), du fait que la pression de Laplace est fixée par la taille du cadre, indé-
pendamment de δ. L’utilisation du film géant (régime non confiné) présente donc le
double avantage d’ajuster la taille des bulles souhaitées en fonction de la distance
film-aiguille, et ce à moindre coût, puisque le débit seuil croît seulement avec

√
δ.

Les différents résultats peuvent être résumés dans les tableaux ci-dessous :

qa,c sans dissipation (δ = 0) avec dissipation (δ > 0)

sans confinement (R + δ
5
< D

2
) qa,c,0 = 2π

√
2
�

γR3

ρa
qa,c,0

�
1 + δ

5R

avec confinement (R + δ
5
> D

2
) qa,c,0

�
R

D/2
qa,c,0

�
R

D/2

�
1 + δ

5R

�

Rb sans dissipation (δ = 0) avec dissipation (δ > 0)
sans confinement (R + δ

5
< D

2
) R R + δ

5

avec confinement (R + δ
5
> D

2
) D

2
D
2

Contrairement au cas non confiné, montrons qu’il n’est ici pas nécessaire de tronquer
les résultats à l’aide d’un nombre de Reynolds de coupure Re∗. Ceci peut s’inter-
préter en exprimant à nouveau Re dans cette configuration. La taille typique de
l’écoulement devient le rayon R de la soufflerie, alors que la vitesse typique, donnée
par l’équation 9.52, dépend de la taille du cadre D :

Re =
ρava,cR

ηa
� R

ηa

�
ρaγ

D
∼ 103 − 104. (9.63)
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Les nombres de Reynolds sont bien plus élevés dans la configuration de la soufflerie
et surpassent donc plus facilement le nombre de Reynolds Re∗ marquant la transi-
tion laminaire/turbulent évoquée précédemment.

Pour terminer, notons que la soufflerie, couramment utilisée en travaux pratiques,
comporte une grille en sortie de tuyère (voir Fig. 9.29) dans le but de linéariser les
lignes de champ et diminuer l’influence des effets turbulents sur une certaine dis-
tance de travail. Afin de s’affranchir de cet effet et ainsi rester dans les limites du
modèle de dissipation présenté (émergence immédiate du cône turbulent en sortie de
la soufflerie), les résultats présentés sur la figure 9.32 ont été mesurés en l’absence
de cette grille. En laissant la grille, une seconde série de mesures montre que les
résultats obtenus suivent une tendance équivalente, mais translatée horizontalement
de façon assez significative (Fig. 9.33), avec un décollage du débit seuil situé vers
δ/R � 10. Le rôle de la grille est ainsi clairement mis en évidence.

1
1

avec grille

sans grille

±=R
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,c
=q

a
,c

 (
±=

0
)

Figure 9.33: Analyse comparative de l’augmentation du seuil de création d’un
train de bulles en régime confiné dissipé, sans grille (rouge) et avec grille (vert). Les
mesures correspondent à une soufflerie identique de rayon R = 5 cm.

8 Perspectives

Dans le but de prolonger les travaux présentés dans ce chapitre, nous proposons
ici plusieurs pistes d’approfondissement.

Tout d’abord, il serait tentant de rendre le problème plus complexe en brisant son
axisymétrie. En plaçant le film de savon dans le plan (Oy,Oz) et la direction per-
pendiculaire au film selon l’axe (Ox), la direction (Ou) de l’aiguille est définie par
les angles suivants : �Ox,Ou = α dans le plan (Ox,Oz), �Ox,Ou = β dans le plan
(Ox,Oy). Les composantes de la vitesse s’écrivent à présent :

⎧
⎨
⎩

vg,x = v cos β cosα
vg,y = v sin β
vg,z = v cos β sinα

8. PERSPECTIVES 251



CHAPITRE 9. L’INSTABILITÉ DU SOUFFLEUR DE BULLES

Nous proposons ici deux scénarios permettant de rendre compte de l’effet d’inclinai-
son sur le débit seuil de création d’un train de bulles.

– Selon un premier scénario, nous pouvons supposer que seule la composante
utile de la vitesse, soit vg,x, intervient dans le bilan d’énergie décrit par l’équa-
tion de Bernoulli (Éq. 9.7). Il découle de cette hypothèse que le débit d’air
critique augmente à mesure que l’incidence du flux gazeux sur le film est de
plus en plus rasante : qg,c ∝ (cos β cosα)−1.

– Un second scénario traduit la prise en compte de la dissipation induite par
l’inclinaison du jet. En prenant par exemple β = 0 et α �= 0, quelques consi-
dérations géométriques montrent que la distance moyenne entre l’aiguille et le
film peut s’écrire δ = R tanα. À la lumière des résultats précédents obtenus
en régime non confiné, cet effet provoque donc de nouveau une augmentation
du débit seuil, de la forme qg,c ∝

�
1 + tanα/5.

Remarquons que ces deux petits modèles d’inclinaison candidats présentent des com-
portements assez différents : l’expérience devrait finalement discriminer et sélection-
ner le scénario le plus plausible à prendre en compte.

Nous avons également observé expérimentalement qu’en inclinant le jet, pour un
débit gazeux confortablement supérieur au débit seuil, la taille moyenne des bulles
variait peu, alors que la couleur des bulles changeait nettement. Ceci démontre l’in-
fluence de l’inclinaison sur l’épaisseur des bulles formées et permettrait d’envisager
un système de production de bulles de savon, dont la taille et l’épaisseur pourraient
être contrôlées de façon indépendante.

Par ailleurs, les expériences réalisées avec de l’hélium montrent que les « grosses »
bulles finissent par redescendre après leur première phase d’ascension, justifiant de la
diffusion de l’hélium dans l’atmosphère à travers la membrane poreuse de la bulle de
savon. À l’aide des outils thermodynamiques, il serait intéressant de pouvoir prédire
le temps de diffusion de l’hélium en fonction des paramètres pertinents du problème,
notamment le rayon et l’épaisseur de la bulle.

Nous nous sommes également intéressés à l’influence du débit gazeux, au-delà du
seuil de création d’un train de bulles, sur la distribution de taille des bulles. Nous
avons expérimentalement distingué deux régimes différents (Fig. 9.34).

– Pour un débit assez proche du débit seuil : qg � [1−2]qg,c, les bulles se forment
l’une après l’autre. En référence à d’autres travaux issus de la littérature [192],
ce mode est dénommé dripping.

– Pour un débit plus élevé : qg > 2qg,c, il arrive parfois que le cylindre se frag-
mente de façon simultanée à différents endroits, conduisant à la formation de
plusieurs bulles en même temps. Par opposition au premier mode, ce mode est
dénommé jetting. La transition dripping/jetting s’opère donc pour un débit de
l’ordre de quelques qg,c, ou encore un nombre de Weber de l’ordre de 20.

Ce changement de régime n’est pas sans conséquence sur la taille des bulles créées.
La figure 9.35 représente pour un jet d’air la taille moyenne des bulles en fonction
du débit qa, ces deux quantités étant respectivement adimensionnées par R et qa,c.
Nous remarquons que la taille moyenne décroît puis semble atteindre un plateau
autour de la valeur 2. Nous interprétons cette variation en invoquant le changement
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Figure 9.34: Influence qualitative du nombre de Weber sur le mécanisme de for-
mation des bulles de savon.

de régime dripping/jetting évoqué précédemment : le mode jetting se rapprochant
du processus de déstabilisation classique d’un cylindre infini selon l’instabilité de
Rayleigh-Plateau, nous retrouvons un préfacteur très proche de la valeur obtenue
attendue selon cette instabilité : 1.9 (voir Éq. 9.36).

R
b/

R

qa/qa,c

Figure 9.35: Influence du débit d’air, normalisé par qa,c, sur la taille moyenne des
bulles formées, normalisée par R. Chaque série de symboles correspond à un rayon
d’aiguille donné.

Enfin, nous pourrions étudier comment se comporterait le film liquide si le sens
de l’écoulement gazeux était inversé, en aspirant de l’air à une vitesse et un débit
donnés. Il serait intéressant d’analyser le profil adopté par le film dans cette confi-
guration et éventuellement sonder son autosimilarité en fonction des variables du

8. PERSPECTIVES 253



CHAPITRE 9. L’INSTABILITÉ DU SOUFFLEUR DE BULLES

problème, par analogie avec d’autres travaux portant sur des singularités hydrody-
namiques [197, 198].
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Chapitre 10

Dynamique d’étalement d’une bulle
sur une surface

Les processus d’étalement d’une goutte ont été largement documentés dans la litté-
rature depuis les années 1960 [11, 199, 200, 201, 202, 203, 204] et font encore l’objet
de diverses études, rendues possibles par les progrès des caméras rapides et leur
facilité d’utilisation. Certains travaux mettent en évidence un régime d’étalement
inertiel d’une goutte en mouillage total aux temps courts [205]. D’autres auteurs
examinent l’influence du substrat sur l’étalement, en configuration de mouillage par-
tiel [206, 207], ou encore décoré d’une « forêt » de plots à l’échelle de quelques dizaines
de microns (voir par exemple [208, 209]), conçue par des techniques de lithographie
douce présentées dans la première partie du manuscrit. Enfin, d’autres études se
focalisent sur l’étalement de gouttes visqueuses [210] ou d’agrégats cellulaires [211].
Inspirés de ces travaux, nous proposons dans ce chapitre une étude expérimentale et
théorique de l’étalement d’une bulle sur un substrat lisse et chimiquement homogène
(Fig. 10.1). Nous observons l’émergence de plusieurs dynamiques successives ; nous
les caractérisons et les modélisons par des lois de puissances temporelles, en assez
bon accord avec l’expérience.
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Figure 10.1: Série de photos expérimentales illustrant l’étalement d’une bulle de
savon au cours du temps.

1 Analyse préliminaire

Considérons une bulle sphérique de rayon R et d’épaisseur supposée uniforme
dans un premier temps et notée e, suspendue à une aiguille de rayon Rn � R.
La tension de surface liquide/air est notée γ, les masses volumiques du liquide et
de l’air sont respectivement notées ρl et ρa, les viscosités dynamiques du liquide et
de l’air sont respectivement notées ηl et ηa. Tentons tout d’abord de comprendre
pourquoi, au contact d’une surface lisse et chimiquement homogène, la bulle s’étale
et forme à l’instant final une bulle interfaciale hémisphérique, de rayon noté Rb. Ceci
peut s’interpréter de façon simple par des considérations énergétiques. En écrivant
la conservation du volume d’air entre l’instant initial et l’instant final :

4

3
πR3 =

2

3
πRb

3, (10.1)

Rb = 2
1

3R > R. (10.2)

Calculons alors le rapport entre les énergies de surface prises à l’instant initial et
l’instant final :

EΣ,f

EΣ,i

=
2γ 2πRb

2

2γ 4πR2
=

1

2

�
Rb

R

�2

= 2−
1

3 < 1. (10.3)

Ainsi, l’énergie de surface libérée est convertie en énergie cinétique, ceci permet-
tant de mettre en mouvement le système et de provoquer l’étalement. Notons que
ce raisonnement simple est valable en toute rigueur sur un substrat mouillé préa-
lablement avec le même liquide. Sur substrat sec, il importe de tenir compte de
toutes les énergies de surface impliquées dans ce processus : liquide/vapeur, mais
également solide/vapeur (γS/V ) et solide/liquide (γS/L). La différence d’énergie de
surface s’écrit alors :

EΣ,f − EΣ,i = [2γ 2πRb
2 + (γS/L + γ)πRb

2]− [2γ 4πR2 + γS/V πRb
2]. (10.4)
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Figure 10.2: Dynamiques d’étalement pour deux bulles de tailles différentes.

En utilisant l’équation 10.2 ainsi que la relation de Young-Dupré, en notant θ l’angle
de mouillage :

γ cos θ = γS/V − γS/L, (10.5)

il vient :
EΣ,f − EΣ,i = γπR2(2

2

3 (5− cos θ)− 8). (10.6)

Comme le substrat est généralement mouillant vis-à-vis de la solution savonneuse
utilisée, nous pouvons vérifier que EΣ,f < EΣ,i, conformément à la première analyse.
Mais ceci ne serait plus le cas si l’angle de mouillage dépassait une valeur critique
θc, de l’ordre de 92◦ en cherchant l’annulation de la différence des énergies dans
l’équation 10.6.

Nous nous attachons dans la suite à décrire la dynamique d’étalement r(t) plus
précisément, où r(t) correspond au rayon de la surface de contact entre la bulle et
le substrat (voir Fig. 10.1). Une bulle de savon est expérimentalement formée en
immergeant un capillaire de rayon millimétrique dans une solution savonneuse com-
merciale (Potentier). Ce capillaire est ensuite connecté à une seringue, la bulle est
alors formée en appuyant sur la seringue à débit constant. Ce débit est suffisam-
ment faible de façon à maintenir la bulle sphérique à tout instant pendant la phase
de gonflement. Nous faisons affleurer la bulle à une surface en verre préalablement
nettoyée à l’eau distillée puis à l’acétone, et enfin séchée à flux d’air comprimé.
Ces précautions importantes servent à s’assurer d’avoir un état de surface le plus
propre possible, en diminuant au maximum l’effet d’éventuelles impuretés et ru-
gosités sur l’étalement. La distance séparant l’extrémité du capillaire et la plaque
de verre fixe le diamètre 2R de la bulle initiale, cette quantité étant variée dans
l’intervalle 0.8−13 cm. La figure 10.2 représente, pour deux tailles de bulle R diffé-
rentes, le suivi temporel r(t) au cours de l’étalement en coordonnées logarithmiques.
Comme de nombreux phénomènes hydrodynamiques (imbibition, pincement, coa-
lescence, explosion 1), l’expérience montre que les dynamiques d’étalement peuvent
s’exprimer à l’aide de lois de puissance temporelles, de puissances 2/3 puis 1/2 pour

1. Citons ici le célèbre exemple de la première explosion nucléaire Trinity Test (bombe atomique
au plutonium) réalisée le 16 juillet 1945 dans le Nouveau Mexique, et du secret mal gardé qui
s’ensuivit. Uniquement à partir de clichés rendus publics par le gouvernement américain en 1949,
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une bulle initiale centimétrique, et de puissance 2/3 puis 1/10 pour une bulle initiale
millimétrique (Fig. 10.2). Puisque l’exposant et le préfacteur des lois de puissance
temporelles sont généralement de bons indicateurs des mécanismes clés mis en com-
pétition, nous proposons ci-dessous une analyse dimensionnelle simple permettant
de justifier ces résultats.

2 Interprétation

Commençons par évaluer un nombre de Reynolds Re typique dans cette expé-
rience. Avec une taille R � 10−2 m et une durée T � 10−2 s, estimons une vitesse
de ce processus v ∼ R/T � 1 m.s−1. Que l’on définisse le nombre de Reynolds pour
l’air, Re = ρavR/ηa � 103, ou pour le film, Re = ρlvR/ηl � 102, les valeurs obte-
nues sont grandes devant l’unité. Nous négligeons donc dans la suite les processus
de dissipation visqueuse au cours de l’étalement, du moins aux temps courts. Ainsi,
la bulle, soit le système constitué du volume d’air enfermé et de la coque liquide
délimitant ce volume, ne voit pas son énergie mécanique varier. Pendant un petit
intervalle de temps dt, nous avons :

dEΣ + dEc = 0, (10.7)

la perte d’énergie de surface dEΣ < 0 compensant exactement le gain d’énergie ciné-
tique dEc > 0. Calculons séparément chacune de ces contributions. Les coefficients
numériques sans dimension, de l’ordre de l’unité et n’affectant pas la compréhension
du phénomène, sont laissés de côté dans la suite.

2.1 Calcul de la contribution interfaciale dEΣ

L’expérience, vue de dessous, permet de visualiser le disque de contact dont le
rayon r(t) croît avec le temps ; nous vérifions ainsi que cet étalement s’effectue de
façon isotrope. Vue de côté, l’expérience montre qu’une fois le contact établi entre
la bulle et le substrat, celle-ci prend aux temps courts, et de façon approximée, la
forme d’une calotte sphérique paramétrée par les rayons r(t) et R(t), ce dernier
étant, par conservation du volume d’air, plus grand que le rayon initial R de la bulle
(Fig. 10.3). En adaptant les calculs effectués dans le chapitre 8, le volume V de cette
calotte s’exprime comme :

V =
2πR3(t)

3

⎡
⎣1 +

�
1−

�
r(t)

R(t)

�2
�
1 +

1

2

�
r(t)

R(t)

�2
�⎤
⎦ , (10.8)

soit, à l’ordre 4 en r(t)/R(t) :

V � 4πR3(t)

3
− πr4(t)

4R(t)
. (10.9)

Puisque le volume de la bulle est conservé, dV = 0 implique alors :

4R2(t)dR− r3(t)dr
R(t)

+
r4(t)dR
4R2(t)

= 0, (10.10)

G. I. Taylor réussit à estimer l’énergie libérée par l’explosion [212]. Cette information était pourtant
classée « top secret » à l’époque.
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r(t)

R(t)
bulle

substrat solide

h(t)

Figure 10.3: Configuration schématique de la bulle en cours d’étalement : notations
utilisées. La bulle, initialement sphérique et représentée en rouge, adopte au cours
de l’étalement une forme semblable à celle d’une calotte sphérique de rayons r(t) et
R(t), représentée en noir.

soit, avec r(t)/R(t) � 1 :

dR � r3(t)dr
4R3(t)

. (10.11)

Nous remarquons ainsi que R(t) croît beaucoup moins vite que r(t) au vu du
préfacteur r3(t)/R3(t) intervenant dans cette relation différentielle : nous prendrons
donc R(t) � R dans la suite. La surface Σ de la calotte sphérique s’exprime quant
à elle :

Σ = 4πR2 − 2πRh(t), (10.12)

où la hauteur h(t) est déterminée par le théorème de Pythagore (voir Fig. 10.3) :

(R− h(t))2 + r2(t) = R2. (10.13)

soit, à l’ordre le plus bas non nul :

h(t) � r2(t)

2R
, (10.14)

Σ � 4πR2 − πr2(t). (10.15)

La perte de surface de la bulle dΣ s’exprime donc :

dΣ = −2πrdr, (10.16)

de laquelle nous pouvons tirer la perte d’énergie de surface associée dEΣ :

dEΣ = 2γdΣ ∼ −γr dr. (10.17)
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2.2 Calcul de la contribution cinétique dEc

L’énergie de surface libérée au cours de l’étalement de la bulle est convertie en
énergie cinétique dans le volume d’air et le film liquide 2. L’expérience montre qu’au
fur et à mesure de l’étalement, la déformation de la bulle en calotte sphérique se pro-
page progressivement selon la direction verticale, du substrat sur laquelle elle s’étale
vers l’aiguille. Aux temps courts, tout se passe comme si, en un instant donné, la
partie supérieure de la bulle n’était pas du tout affectée par la dynamique d’éta-
lement, contrairement à la partie inférieure (voir les trois premières images de la
figure 10.1). La hauteur de cette partie inférieure mise en mouvement est typique-
ment donnée par h(t), que nous avons explicitée à l’équation 10.14. Les volumes de
liquide Vl et d’air Va concernés par le mouvement s’expriment donc respectivement
comme :

Vl ∼ r(t)eh(t) ∼ er3(t)

R
, (10.18)

Va ∼ r2(t)h(t) ∼ r4(t)

R
, (10.19)

e désignant l’épaisseur de la bulle supposée homogène. Le mouvement étant sus-
ceptible de s’effectuer selon les directions radiale et verticale, comparons en ordre
de grandeur les composantes respectives de la vitesse ṙ et ḣ. En dérivant la rela-
tion 10.14 par rapport au temps, nous obtenons :

ḣ

ṙ
� r(t)

R
, (10.20)

en ayant de nouveau utilisé la condition Ṙ � ṙ déduite de la relation 10.11. Comme
nous restons dans l’approximation r(t) � R aux premiers instants de l’étalement,
nous obtenons ḣ � ṙ. En supposant ainsi le mouvement uniquement radial, v = ṙ,
dEc peut finalement s’exprimer comme la somme de deux composantes :

dEc = dEc,l + dEc,a, (10.21)

avec, respectivement pour le liquide et l’air :

Ec,l ∼
ρler

3ṙ2

R
, (10.22)

Ec,a ∼
ρar

4ṙ2

R
. (10.23)

En anticipant sur la suite, mentionnons que la présence de ces deux termes, différents
de par les paramètres et puissances qui y interviennent, induit la possibilité de deux
régimes d’étalement distincts. Nous obtenons en ordre de grandeur :

Ec,a

Ec,l

∼ ρar

ρle
=

r

Rc

, (10.24)

2. Une partie de l’énergie libérée est aussi convertie en énergie de surface du film liquide de rayon
r(t) se déposant sur le substrat pendant l’étalement. Son accroissement, s’exprimant directement
γ 2πrdr, varie en r de la même façon que la perte d’énergie de surface de la bulle dEΣ (Éq. 10.17) :
le fait de ne pas en tenir compte n’affecte donc pas la suite de cette analyse dimensionnelle.
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avec Rc=ρle/ρa. Pour une gamme d’épaisseur e=1 − 10 μm, Rc=0.8 − 8 mm. On
peut donc pressentir qu’aux premiers instants, c’est-à-dire pour r � Rc, l’énergie
cinétique corresponde principalement à celle fournie au film liquide. À l’inverse, après
un certain temps caractéristique τ1→2 restant à déterminer, on peut s’attendre à ce
que le régime r�Rc prenne le relais, pour lequel l’énergie cinétique correspondrait
principalement à celle fournie à l’air. Détaillons dans la suite chacune de ces deux
dynamiques.

2.3 1ère dynamique : compétition capillarité-inertie du liquide

Aux temps très courts, l’énergie cinétique est principalement celle octroyée au
film. En reprenant la conservation de l’énergie mécanique, il vient :

γr dr ∼ ρld
�
er3ṙ2

R

�
. (10.25)

En cherchant une solution de la forme r(t) ∼ Atα et en l’injectant dans ce bilan
énergétique, on peut montrer que :

r(t) ∼
�
γR

ρle

� 1

3

t
2

3 . (10.26)

Il est rassurant de remarquer que le préfacteur comporte au numérateur, comme at-
tendu, le terme capillaire moteur du processus, et au dénominateur le terme limitant
de mise en mouvement inertielle du film liquide. L’équation 10.26 peut se mettre
sous la forme adimensionnée suivante :

r(t)

R
∼
�

t

τ1

� 2

3

avec τ1 =

�
ρleR2

γ
. (10.27)

Rappelons néanmoins que cette dynamique ne dure qu’aux temps très courts, et
qu’une transition est attendue lorsque r(τ1→2) ∼ Rc. Cette relation permet d’expri-
mer τ1→2 sous la forme :

τ1→2 ∼
�
ρle

γR

� 1

2

Rc

3

2 ∼ (ρle)
2

�
γRρa3

. (10.28)

2.4 2ème dynamique : compétition capillarité-inertie de l’air

Pour t > τ1→2, soit r > Rc, l’énergie cinétique est principalement celle of-
ferte à l’air, du fait que sa contribution énergétique s’exprime à la puissance r4

(Éq. 10.23), la contribution énergétique du liquide s’exprimant seulement à la puis-
sance r3 (Éq. 10.22). Le bilan énergétique se réécrit donc comme :

γr dr ∼ ρad
�
r4ṙ2

R

�
. (10.29)

En cherchant de nouveau une solution de la forme r(t) ∼ Atα, il vient à présent :

r(t) ∼
�
γR

ρa

� 1

4

t
1

2 . (10.30)
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En remarquant le changement de loi de puissance, ce résultat est de nouveau ras-
surant quant à l’expression du préfacteur, où une discussion analogue à la partie
précédente peut être reprise. Une forme adimensionnée de l’équation 10.30 est four-
nie par :

r(t)

R
∼
�

t

τ2

� 1

2

avec τ2 =

�
ρaR3

γ
. (10.31)

Une particularité de cette dynamique aux temps « intermédiaires » mérite d’être
soulignée ici : ce comportement est analogue à la dynamique inertielle d’étalement
d’une petite goutte aux temps courts en condition de mouillage total [205], la seule
différence résidant dans le fait que c’est la masse volumique de l’air et non celle du
liquide qui intervient dans le préfacteur.

Avoir l’occasion d’observer les deux dynamiques successives nécessite donc de se
placer à un instant t > τ1→2, tout en espérant que r(τ1→2) < Rb ∼ R : rappelons
en effet que l’étalement s’arrête lorsque la bulle interfaciale est hémisphérique dans
nos expériences [213]. Cette dernière condition se réeprime comme :

�
γR

ρa

� 1

4

τ1→2

1

2 < R, (10.32)

R >
ρle

ρa
= Rc. (10.33)

Gardons également en tête que ces raisonnements ne tiennent de toute façon que
pour un rayon d’ouverture r pas trop grand. En effet, l’expression de dEΣ dévie du
terme principal calculé précédemment lorsque r devient de l’ordre de R. D’ailleurs,
cette limitation se retrouve dans l’approximation de la bulle par une calotte sphé-
rique : celle-ci commence à s’éloigner significativement de cette forme lorsque la
déformation s’est propagée sur une distance typiquement égale à son rayon : h ∼ R.
Comme h ∼ r2/R, ce critère se réexprime à nouveau comme r ∼ R.

3 Comparaison avec l’expérience

En reconsidérant les résultats expérimentaux présentés sur la figure 10.2, nous
remarquons que les tendances prédites en loi de puissance semblent bien reproduites
par l’expérience : aux temps courts, l’inertie liquide l’emporte sur l’inertie de l’air,
et le rayon de contact r(t) croît comme t

2

3 pour les deux séries expérimentales. Pour
la bulle centimétrique, nous remarquons une transition douce vers une tendance de
pente 1/2 aux temps plus longs : cette loi de puissance est également en accord
avec la modélisation. Concernant la bulle millimétrique, nous n’observons pas cette
deuxième dynamique, conformément à l’analyse, mais une transition marquée vers
une tendance beaucoup plus lente ; nous aurons l’occasion d’y revenir dans la partie
suivante. La taille de bulle critique séparant ces deux évolutions est prédite par la
relation 10.33. En prenant une épaisseur typique de film e�10 μm, choisissons-la
assez grande du fait du drainage du liquide pendant la durée de gonflement de la
bulle, et des masses volumiques ρl � 103 kg.m−3, ρa=1.2 kg.m−3, il vient Rc � 0.8
cm. Cette taille critique est raisonnablement située entre les deux valeurs de R as-
sociées aux séries expérimentales présentées sur la figure 10.2 : ce fait semble donc
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en accord avec le critère d’observation de la 2ème dynamique prédit théoriquement.

R (m)

¿1
 , 

¿2
 (

s)
1

1

3
2

Rc

Figure 10.4: Évaluation des préfacteurs τ1 =
�
ρleR2/γ et τ2 =

�
ρaR3/γ issus des

deux dynamiques, comparaison théorie-expérience : capillarité-inertie liquide (en
rouge), capillarité-inertie de l’air (en bleu). Les tendances rouge et bleue ont pour
équations respectives 3.5

�
ρleR2/γ avec e=8 μm, et 3.5

�
ρaR3/γ.

Analysons quantitativement l’évolution des préfacteurs obtenus pour chacune des
dynamiques en fonction du rayon de la bulle initiale. La figure 10.4 présente l’évo-
lution des temps τ1 et τ2 (Éq. 10.27, Éq. 10.31) tirés des ajustements des suivis
expérimentaux r(t) en fonction de R. Les résultats obtenus semblent en assez bon
accord avec les tendances prédites. Concernant la seconde dynamique, la tendance
bleue tracée correspond à la prédiction tirée de l’équation 10.31 assortie d’un pré-
facteur multiplicatif 3.5, de l’ordre de l’unité. Concernant la première dynamique, la
tendance rouge tracée correspond à la prédiction tirée de l’équation 10.27, affectée
d’un préfacteur identique 3.5 et tracée pour une épaisseur e=8 μm, en conformité
avec la valeur considérée dans le paragraphe précédent. Comme attendu par les
équations 10.27 et 10.31, ces deux tendances se coupent en R = Rc, cette valeur
marquant le seuil inférieur d’apparition de la deuxième dynamique. L’épaisseur e
déduite de cet ajustement est néanmoins très compliquée à corréler à l’expérience
du fait de sa forte inhomogénéité au pied de la bulle, due à plusieurs effets cou-
plés et difficiles à contrôler : drainage, évaporation, fluctuations thermiques. Notons
tout de même que la tendance de la première dynamique semble moins fidèle aux
résultats expérimentaux pour les grandes tailles de bulle sondées. Nous interprétons
cette déviation par l’importance des effets de drainage. En soufflant les bulles à
débit constant Q de façon quasi-statique, le temps nécessaire pour gonfler la bulle
varie comme R3/Q, dépendant violemment de la taille de la bulle. Plus ce temps
est long, plus le drainage gravitaire a le temps de s’établir, venant progressivement
épaissir le film au pied de la bulle et ainsi créer un grand gradient d’épaisseur le long
de sa surface. À une épaisseur plus grande correspond, d’après l’équation 10.26, un
temps τ1 plus grand. Cette explication qualitative semble donc aller dans le sens
des résultats expérimentaux. En laissant de côté cette mesure, il est alors possible
de réunir toutes les dynamiques r(t) mesurées pour différentes valeurs de R selon
deux courbes maîtresses, correspondant respectivement à la première dynamique :
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(b) (c)

r/
R

t/¿1 t/¿2
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Figure 10.5: (a) Dynamiques d’étalement r(t) expérimentales : chaque couleur
correspond à un rayon R donné. En renormalisant les données expérimentales selon
les lois attendues r/R ∼ (t/

�
ρleR2/γ)

2

3 avec e=8 μm (b), r/R ∼ (t/
�

ρaR3/γ)
1

2

(c), Toutes les séries se regroupent autour d’uniques lois de puissance d’exposants
2/3 pour la première dynamique (b), 1/2 pour la seconde dynamique (c).

r/R ∼ (t/τ1)
2

3 , et à la deuxième dynamique : r/R ∼ (t/τ2)
1

2 . Les données expéri-
mentales se superposent effectivement assez bien selon les lois attendues (Fig. 10.5).

4 Éventualité d’une 3ème dynamique dissipative

D’après les lois d’échelle obtenues (Éq. 10.26, Éq. 10.30), nous remarquons que
la vitesse d’étalement ṙ(t) diminue au cours du temps. Le nombre de Reynolds
diminue donc également au cours du temps, et on pourrait s’attendre à observer
une 3ème dynamique pour laquelle l’énergie capillaire est entièrement dissipée dans
le coin liquide localisé sur le bord de la bulle. Ce mécanisme est donc analogue à
la loi d’étalement visqueux d’une goutte en mouillage total, pour laquelle l’équation
modélisant la dissipation d’énergie s’écrit à l’aide des lois de Tanner [201] et Cox-
Voinov [214, 215] :

r3
�
ηlṙ

γ

� 1

3

∼ R3. (10.34)

En intégrant cette relation, il vient désormais :

r(t) ∼
�
γR9

ηl

� 1

10

t
1

10 , (10.35)
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soit encore, sous forme adimensionnée :

r(t)

R
∼
�

t

τ3

� 1

10

avec τ3 =
ηlR

γ
. (10.36)

Ce comportement à très faible puissance semble donc être le dernier mécanisme ac-
compagnant la lente stabilisation de la bulle interfaciale sur le substrat solide, et
s’avère compatible avec les dyamiques d’étalement expérimentales (Fig. 10.2). Un
nouveau point intéressant mérite d’être discuté ici : bien qu’une bulle et une goutte
soient deux objets très différents structurellement, il semble que la présence d’un
film liquide localisé sur le pourtour de la bulle suffise à conférer à cette dernière
des propriétés identiques à celles d’une goutte, en l’occurrence l’émergence de cette
dynamique lente d’étalement aux temps longs. Bien entendu, il convient de rester
prudent quant à l’existence de cette dernière dynamique. Dans ce régime, r devient
proche de R : l’apparition de cette taille de coupure dans la dynamique peut égale-
ment justifier le ralentissement de l’étalement.

De façon analogue aux raisonnements précédents, la transition entre les 2ème et
3ème dynamiques s’effectue pour un temps τ2→3 défini par :

�
γR

ρa

� 1

4

τ2→3

1

2 ∼
�
γR9

ηl

� 1

10

τ2→3

1

10 , (10.37)

τ2→3 ∼
�

ρaR3

γ

�
ρaγR

ηl2

� 1

8

. (10.38)

De façon logique, cette forme rappelle le temps de croisement des dynamiques d’éta-
lement inertielle et visqueuse d’une goutte [205], mise à part la nature de la masse
volumique, ρa et non ρl, intervenant dans son expression. Notons que ce temps ca-
ractéristique τ2→3 est une fonction croissante de R, alors que le temps caractéristique
τ1→2 décroît avec R (voir Éq. 10.28). Cela signifie que pour des bulles assez grandes,
l’ordre des dynamiques correspond bien à celui décrit dans cette étude. Mais il existe
nécessairement une nouvelle taille de coupure R∗ telle que, pour des bulles de taille
inférieure à cette taille caractéristique, la 2ème dynamique inertio-capillaire n’est
pas entrevue par le système. Ainsi, en définissant cette taille par la relation en loi
d’échelle τ1→2(R

∗) ∼ τ2→3(R
∗), il vient :

R∗ ∼ 1

ρa

�
ρl

16e16ηl
2

γ

� 1

17

, (10.39)

R∗ ∼ Rc

�
ηl

2

γρle

� 1

17

. (10.40)

La très faible puissance 1/17 dans le membre de droite permet de s’affranchir du
terme adimensionné entre parenthèses, et d’écrire raisonnablement R∗ ∼ Rc : on
se ramène donc au précédent critère d’observation de la 2ème dynamique. D’après
ce raisonnement, les plus petites bulles vérifiant R < R∗ ne suivent pas la loi de
puissance 1/2 décrite par la 2ème dynamique, et passent donc directement d’une
loi de puissance rapide 2/3 à une loi de puissance lente 1/10, comme le montre
l’expérience (Fig. 10.2).
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5 Temps de détachement

R (m)

¿p
 (

s)
Rn

Rn
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Figure 10.6: Temps de détachement τp d’une bulle en fonction de son rayon R.
Chaque jeu de symboles correspond à un rayon d’aiguille Rn donné. Pour chaque
jeu de données, le détachement est observé uniquement lorsque le rapport R/Rn est
plus grand qu’une certaine valeur, symbolisée par une droite verticale. La tendance
noire tracée a pour équation 3

�
ρaR3/γ.

Un phénomène non pris en compte dans l’analyse est le détachement de la bulle
de l’aiguille. Notons τp le temps s’écoulant entre le début de l’étalement de la bulle
et son détachement de l’aiguille, et tentons de déterminer de quoi dépend ce temps
(Fig. 10.6). L’expérience montre qu’en-dessous d’une certaine taille de bulle initiale,
cette dernière ne se détache pas et adopte une forme d’équilibre illustrée sur la fi-
gure 10.7. Contrairement aux formes d’équilibre prises par un film de savon étudiées
dans le chapitre 6, cette surface fermée n’est pas une surface minimale puisque sa
courbure moyenne est non nulle, du fait de la pression de Laplace régnant dans
la bulle. Ouvrons à présent l’aiguille à l’air extérieur : en équilibrant les pressions
intérieure et extérieure, nous nous ramenons finalement à une demi-caténoïde symé-
trique formée entre la surface solide mouillée par la bulle et l’aiguille de rayon Rn. De
fait, si la distance séparant l’aiguille du substrat est supérieure au seuil hc � 0.66Rn

(voir Chap. 6), nous observons la bulle se détacher de l’aiguille au moment d’ouvrir
l’aiguille à l’air libre.

Revenons au cas de la surface fermée. Sans rentrer dans une analyse exhaustive
d’existence et de stabilité des onduloïdes et nodoïdes 3, retenons que cette surface
d’équilibre n’existe plus mathématiquement si le rapport d’aspect entre le rayon
de contact r et le rayon de l’aiguille Rn devient trop grand, cette caractéristique
semblant se rapprocher des surfaces minimales étudiées au début de cette seconde
partie. Comme la gamme des valeurs prises par r croît avec le rayon R de la bulle
initiale, la bulle se détache donc si le ratio R/Rn est suffisamment élevé, typique-
ment devant quelques unités : ces seuils sont matérialisés par des droites verticales
sur la figure 10.6.

3. Pour plus de précisions, le lecteur est invité à consulter les ouvrages de Plateau [140] et de
Bouasse [116].
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2mm

Rn

Figure 10.7: Lorsque le rapport Rn/R devient suffisamment grand, la bulle ne se
détache pas de l’aiguille après son étalement.

Dans le cas où la bulle se détache, décomposons le temps τp en deux termes :

τp = τp,1 + τp,2. (10.41)

Le terme τp,1 correspond au temps mis pour déformer la bulle jusqu’à la limite de
stabilité de sa surface ; bien que la valeur critique rc du rayon de contact soit sus-
ceptible de dépendre de R et Rn, nous prendrons typiquement rc=r(τp,1) ∼ R. Pour
des bulles suffisamment grandes, nous traversons les deux dynamiques et aurons, à
la lumière des résultats précédents :

τp,1 ∼ τ1→2 +

�
ρaR3

γ
. (10.42)

L’air vient ensuite pincer le « cou » de la bulle au niveau de l’aiguille pendant τp,2.
En appliquant ici les résultats obtenus dans le chapitre 7 sur le temps typique de
pincement d’un film inviscide, il vient directement :

τp,2 ∼
�

ρaRn
3

γ
. (10.43)

La condition Rn � R permet de négliger ce dernier terme devant τp,1 et d’écrire
finalement :

τp ∼
(ρle)

2

�
γRρa3

+

�
ρaR3

γ
. (10.44)

Cette expression, constituée d’une somme de fonctions respectivement décroissante
et croissante de R, prédit l’existence d’un minimum de τp en fonction de R. Cette
variation est en accord avec les résultats expérimentaux présentés sur la figure 10.6.
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Figure 10.8: Épaisseur e au pied de la bulle déduite de la mesure du temps de
détachement τp aux petites bulles. Chaque jeu de symboles correspond à un rayon
d’aiguille Rn donné.

Aux grandes tailles de bulles, le terme croissant l’emporte : les différents jeux de
données obtenues pour différentes valeurs de Rn se regroupent assez bien autour
d’une loi de puissance d’équation 3

�
ρaR3/γ, dont le préfacteur reste proche de ce-

lui déterminé pour la mesure de τ2 (voir Fig. 10.4). Aux petites tailles de bulles, le
terme décroissant devient prédominant : il est alors possible d’en tirer une estima-
tion de l’épaisseur e à l’aide de la relation 10.44, les résultats étant présentés sur la
figure 10.8. Pour l’aiguille millimétrique, nous retrouvons une épaisseur typique de
25 μm, du même ordre que les valeurs considérées plus tôt dans ce chapitre. Remar-
quons que les grandes épaisseurs déterminées par cette méthode pour les capillaires
de rayons Rn=2 mm et 3 mm semblent très différentes de ce qu’on pourrait attendre
pour l’épaisseur de ces bulles. En observant leur aspect irisé dû aux interférences
en lumière blanche, nous pouvons supposer que leur épaisseur est plutôt proche de
la longueur d’onde moyenne dans le domaine visible, soit de l’ordre du micron. Cet
écart est une nouvelle fois attribué aux fortes inhomogénéités d’épaisseur de la bulle
engendrées par le drainage gravitaire qu’elle subit. Nous observons également que
l’épaisseur croît avec la taille du capillaire utilisé. Qualitativement, il semble effec-
tivement logique que plus le rayon du capillaire est grand, plus ce dernier emporte
de liquide lors de son immersion initiale dans la solution savonneuse.

6 Perspectives

Proposons dans ce dernier paragraphe quelques pistes de prolongement de ce
travail.

Comme déjà évoqué dans ce chapitre, une limitation forte de ce modèle réside
dans l’hypothèse que l’épaisseur est prise uniforme spatialement et constante dans
le temps. Il est en pratique compliqué de s’affranchir du drainage, même s’il est
toujours possible de le limiter en utilisant une solution liquide assez visqueuse par
exemple, ou une enceinte renfermant une atmosphère fraîche et humide ; cette piste
d’amélioration du dispositif expérimental doit encore faire l’objet de plus amples
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investigations.

À l’instar du chapitre précédent, il serait intéressant de faire varier la masse vo-
lumique du gaz enfermé dans la bulle en la gonflant avec de l’hélium ou du SF6.
Ceci pourrait éventuellement permettre de généraliser les résultats de ce chapitre en
remplaçant ρa par la masse volumique ρg du gaz contenu dans la bulle.

En parallèle avec les travaux d’étalement d’une goutte, une perspective de ce travail
consisterait également à étudier l’influence du substrat (inhomogénéités chimiques,
rugosité de surface) sur l’étalement de la bulle.
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Après avoir décrit quelques formes simples adoptées par un film de savon à l’équi-
libre (Chap. 6), nous avons étudié dans les chapitres suivants de cette seconde partie
plusieurs processus de création et de déformation de bulles et de bulles interfaciales.
En dépit de la complexité des problèmes abordés, nous avons pu montrer que des
analyses en loi d’échelle suffisent, dans de nombreux cas, à interpréter les résultats
expérimentaux. À l’instar de la première partie consacrée à la microfluidique, les
effets capillaires sont omniprésents, jouant parfois le rôle de terme limitant pour
la déformation d’une interface fluide (voir par exemple Chap. 8 et Chap. 9), mais
également le rôle de terme moteur dans des processus spontanés, tel l’effondrement
quasi-statique d’une demi-caténoïde symétrique (Chap. 7) ou encore l’étalement
d’une bulle sphérique sur une surface solide (Chap. 10). Bien que les problèmes de
cette seconde partie soient, en contraste avec la microfluidique, généralement asso-
ciés à de grands nombres de Reynolds, se ramenant ainsi à une absence de dissipation
et à des écoulements supposés parfaits, nous avons remarqué dans le chapitre 8 que
des effets visqueux de l’air sont, de façon surprenante, susceptibles d’intervenir. No-
tons également que l’utilisation de films liquides très visqueux peut conduire à la
présence d’effets dissipatifs importants dans le liquide (voir Chap. 7).

En guise d’ouverture, nous proposons ici un dernier exemple de déstabilisation de
l’interface d’une bulle interfaciale. Après avoir formé une telle bulle par étalement
sur un substrat solide fixé sur un pot vibrant (voir Chap. 10), nous la sollicitons
de façon mécanique. En faisant varier la fréquence d’excitation, nous répertorions
qualitativement différents modes d’instabilité, pour un rayon de bulle donné.

– Aux basses fréquences, nous observons une instabilité « en cône ». Les oscil-
lations de la bulle rappellent la structure du cône de Taylor, rencontré dans
divers processus de pulvérisation. Ainsi, de petites gouttelettes peuvent être
éjectées par le haut de la bulle instable.

– Aux fréquences intermédiaires, nous remarquons une instabilité « en dôme ».
L’instabilité apparaît de chaque côté du dôme formé par la bulle interfaciale.
Parfois, nous observons également des gouttelettes rebondissantes à l’intérieur
de la bulle.

– Aux fréquences plus élevées, une instabilité survient proche de la surface so-
lide : le ménisque liquide ondule sur le pourtour de la bulle (Fig. 11.1).

Dans la suite, nous discutons brièvement de ce dernier mode. Nous remarquons
que les motifs observés vibrent à la fréquence moitié de celle du pot vibrant (voir
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Figure 11.1: Série de photographies expérimentales illustrant l’instabilité subie par
le ménisque liquide au pied de la bulle. Les lignes pointillées mettent en exergue le
caractère paramétrique de cette instabilité.

Fig. 11.1). La nature paramétrique des ondulations observées rappelle les ondes de
surface engendrées par l’instabilité classique de Faraday [216, 217], mais ici dans
une version quasi-unidimensionnelle. Nous avons également renouvelé l’expérience
dans deux géométries rigides en remplaçant la bulle interfaciale par un cylindre en
plexiglas ou une cuve en plastique, autour desquels on dispose une flaque liquide.
L’expérience montre que les oscillations paramétriques ne sont pas propres à la pré-
sence d’une bulle interfaciale, puisque celles-ci sont reproduites à l’identique dans ces
géométries rigides. Cette expérience présentant certaines similitudes avec d’autres
travaux extraits de la littératures [218, 219], il serait ainsi intéressant d’effectuer une
analyse de stabilité linéaire de la situation en écrivant l’équation d’Euler régissant
le mouvement du ménisque, de façon à obtenir la relation de dispersion des ondes
observées ainsi que le seuil d’apparition de cette instabilité. Nous pourrions égale-
ment tenter de déterminer les éventuelles différences entre ces ondes subies par le
ménisque liquide et les ondes de Faraday classiques : quel est l’effet de la géométrie
circulaire de la bulle ? Quelle est l’influence du rayon de la bulle et du mouillage
sur ce phénomène ? Ce procédé permet-il de ralentir le drainage de la bulle en re-
distribuant périodiquement dans le temps le liquide sur sa surface, et ainsi retarder
son éclatement ? Que se passe-t-il lorsque la fréquence et l’amplitude de la vibration
sont choisies de telle sorte à avoir du couplage entre les différents modes de déstabi-
lisation cités plus haut ? Ce projet s’inscrit dans la continuité de ce travail de thèse
et fera l’objet de plus amples investigations dans le futur.
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Annexe 1 : Tensiométrie et
rhéométrie, principes de mesure

Nous présentons dans ce chapitre annexe les méthodes de mesure de tension
de surface et de viscosité dynamique utilisées au cours de la thèse. L’ensemble des
mesures a été effectué dans un environnement à température contrôlée, avec l’aide
d’Arnaud Saint-Jalmes.

1 Tensiométrie : méthode de la goutte pendante (ou
bulle montante)

Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer une tension de surface li-
quide/liquide ou liquide/air [11, 75, 141, 142]. La méthode de la goutte pendante
est un procédé couramment utilisé, nécessitant une faible quantité de liquide et per-
mettant d’obtenir de façon rapide une mesure relativement précise de la tension
superficielle. Cette méthode est basée sur la forme des gouttes à l’équilibre.

0

r(z)

Oz
±h

R0

~g

Figure 11.2: Profil axisymétrique d’une goutte d’eau suspendue à une aiguille mil-
limétrique : notations utilisées.

En reliant une aiguille de rayon δ à un pousse-seringue, il est possible d’y suspendre
à son extrémité une goutte (Fig. 11.2), celle-ci adoptant une forme « en ampoule »
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dont l’interface est paramétrée par un profil axisymétrique noté r(z). Cette dernière
est maintenue à l’équilibre par la compensation exacte de son poids et des forces
capillaires. Notons respectivement ρl et ρa les masses volumiques du liquide compo-
sant la goutte et du milieu moins dense, gazeux ou liquide, qui l’entoure ; γ désigne
la tension de surface entre les deux phases en présence. Les lois de l’hydrostatique
imposent que la pression p dans la goutte ne dépende que de z. Prenons l’origine O
de l’axe (Oz) à l’extrémité inférieure de la goutte, où les rayons de courbure princi-
paux de l’interface valent tous deux R0. En notant p0 la pression atmosphérique et
g l’accélération due à la gravité, la pression dans le liquide en z peut s’exprimer de
deux manières différentes :

p0 +
2γ

R0

− ρlgz = p0 − ρagz + γ

�
1

R1(z)
+

1

R2(z)

�
, (11.1)

avec R1(z) et R2(z) les rayons de courbure principaux à la cote z. Il vient donc :

γ

�
1

R1(z)
+

1

R2(z)

�
= −Δρgz +

2γ

R0

, (11.2)

où nous avons introduit le contraste de masse volumique Δρ = ρl − ρa > 0 entre les
deux phases. En exprimant les rayons de courbure en coordonnées cylindriques :

γ

�
1

r(1 + r� 2)
1

2

− r��

(1 + r� 2)
3

2

�
= −Δρgz +

2γ

R0

, (11.3)

la fonction r devant satisfaire aux conditions aux limites, r(0) = 0 et r(h) = δ. En
utilisant les longueurs adimensionnées R=r/κ−1, Z=z/κ−1 avec κ−1=

�
γ/Δρg, il

vient finalement :

1

R(1 +R� 2)
1

2

− R��

(1 +R� 2)
3

2

= −Z +
2√
Bo

, (11.4)

où le nombre de Bond Bo = ΔρgR0
2/γ intervient naturellement dans la compétition

des effets capillaires et gravitaires mis en jeu dans l’équilibre de la goutte. La réso-
lution de cette équation paramétrée par la tension de surface fournit finalement le
profil r(z) de la goutte. L’équation 11.4 n’admettant pas de solution analytique gé-
nérale, nous avons recours à des outils de résolution numérique. L’image de la goutte
pendante est acquise par une caméra puis transmise à un ordinateur équipé d’un
logiciel de traitement des données (Tracker, Teclis ; voir Fig. 11.3). L’ajustement du
profil de la goutte permet alors de déterminer la tension superficielle, connaissant les
masses volumiques des deux phases en présence 1. Comme tout procédé de tensio-
métrie, ce protocole expérimental nécessite une grande propreté (rinçage préalable
à l’éthanol puis à l’eau chaude), la précision de la mesure étant par ailleurs optimale
pour des nombres de Bond intermédiaires, 0.2<Bo<0.3 typiquement. Remarquons
que cette méthode s’applique de façon symétrique en configuration montante (c’est
le cas des bulles notamment), pour laquelle le contraste de masse volumique change
de signe.

1. Avec cette méthode, il est également possible de sonder des effets de tension interfaciale
dynamique et d’élasticité de surface en analysant le suivi temporel de γ jusqu’à l’établissement de
sa valeur stationnaire [13, 14, 15, 16].
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Figure 11.3: Capture d’écran du logiciel d’ajustement utilisé en tensiométrie.

2 Rhéométrie en géométrie cône/plan

Nous avons mesuré la viscosité dynamique des solutions utilisées à l’aide d’un
rhéomètre en géométrie cône/plan 2 (Anton Paar MCR 301). Comme son nom l’in-
dique, cet appareil est constitué d’un cône tronqué, dont le sommet fictif est amené
au contact d’un plan fixe (Fig. 11.4). Le diamètre D=2R du cône vaut 70 mm,
l’angle α entre le cône et le plan vaut 5◦. Le fluide étudié est initialement versé entre
le plan et le cône. En appliquant au cône une rotation angulaire Ω autour de son
axe de symétrie, le champ de vitesse azimutal se met sous la forme [220] :

�v(r, z) = rω(z) �uθ, (11.5)

avec des conditions aux limites de non-glissement sur le plan et sur le cône :

ω(z = 0) = 0 et ω(z = r tanα) = Ω. (11.6)

Le taux de cisaillement γ̇ vaut :

γ̇ =
rΩ

r tanα
=

Ω

tanα
� Ω

α
. (11.7)

2. Il existe d’autres géométries permettant de mesurer les propriétés rhéologiques d’un fluide.
Citons à titre d’exemple les rhéomètres de type Searle ou Couette, constitués de deux cylindres
coaxiaux, et particulièrement adaptés aux mesures de faibles viscosités.
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®

echantillon´
Ω, C

R

ur

uz

uμ

Figure 11.4: Schéma de principe du rhéomètre cône/plan : notations utilisées.

Ainsi, comme dans le cas d’un écoulement de Couette idéal entre deux plaques pa-
rallèles en mouvement relatif de translation, le cisaillement est homogène dans tout
l’espace compris entre le cône et le plan. En réalité, cette propriété est valable tant
que l’angle α reste faible, α<6◦ typiquement. La contrainte visqueuse τ , également
homogène dans l’espace, est reliée au couple C par la relation :

τ =
3C

2πR3
. (11.8)

Ainsi, la mesure de C permet d’avoir accès à la contrainte τ . La viscosité ηl du
liquide s’en déduit alors par la relation :

ηl =
τ

γ̇
. (11.9)
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Annexe 2 : Publications

Ce chapitre annexe est constitué des articles publiés au cours de la thèse, triés
par ordre chronologique.
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