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Résumé

Nous présentons plusieurs expériences d’hydrodynamique interfaciale illustrant
des procédés de création, stabilité et rupture d’interfaces fluides, liquide/liquide ou
liquide/gaz. Dans un premier temps, nous étudions le processus de fragmentation
d’objets déformables, gouttes et bulles, par un obstacle rectangulaire ou une boucle
asymétrique placés dans un canal microfluidique. La deuxiéme partie de ce travail
se consacre a des expériences menées avec des bulles et films liquides minces formés
a ’aide d’eau savonneuse ou de liquides trés visqueux. Aprés avoir revisité quelques
surfaces minimales adoptées par un film de savon a 1’équilibre, nous étudions divers
mécanismes de formation de bulles et de bulles interfaciales. Dans ces deux parties,
nos études sont menées en faisant varier de fagon systématique les parameétres hydro-
dynamiques, physicochimiques et géométriques controlant chaque expérience. Nous
interprétons les résultats obtenus en microfluidique & l'aide d’arguments simples
basés notamment sur ’analogie électro-hydraulique aux bas nombres de Reynolds,
tandis que l'analyse dimensionnelle et des lois d’échelle permettent de décrire la
plupart des comportements expérimentaux des bulles et films liquides minces.



Abstract

We report hydrodynamic experiments illustrating the creation, stability and rup-
ture of either liquid/liquid or liquid/gas interfaces. First, we investigate the frag-
mentation of deformable objects, such as drops and bubbles, against a rectangular
obstacle or at the entry node of an asymmetric loop placed in a microfluidic chan-
nel. In the second part of this work, we report experiments conducted with bubbles
and thin-liquid films either made with soapy water or highly viscous fluids. After
having described a few minimal surfaces sought by a soap film at equilibrium, we
study a variety of mechanisms that yield the formation of bubbles and interfacial
bubbles. In both parts, our investigations are conducted by systematically varying
the parameters (hydrodynamic, physicochemical and geometric) controlling each ex-
periment. We interpret microfluidic results with simple physical arguments based on
the electro-hydraulic analogy at low Reynolds numbers. Experimental findings on
bubbles are rationalized mostly using dimensional analysis and scaling laws.
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Avant-propos

Le présent manuscrit réunit les travaux de ma these, codirigée par Pascal Panizza
(Professeur a 1'Université de Rennes 1 depuis 2006) et Laurent Courbin (Chargé de
recherche CNRS depuis 2009). Cette thése a été effectuée entre septembre 2011 et
aott 2014 & D'Institut de Physique de Rennes (IPR), Unité Mixte de Recherche
Université de Rennes 1 - CNRS dirigée successivement par Anne Renault et Jean-
Pierre Landesman pendant ma thése. Elle a été précédée d’un stage de Master 2 qui
s’est déroulé d’octobre 2010 a aotit 2011, également codirigé par Pascal Panizza et
Laurent Courbin. Pendant ce stage, nous avons étudié le phénomeéne de tip strea-
ming en microfluidique.

La diversité des travaux présentés s’appuie sur les expertises conjuguées de mes codi-
recteurs dans des domaines variés : citons notamment la microfluidique, la physique
du mouillage, et de fagon plus générale I'hydrodynamique aux interfaces, appliquée
sur différentes échelles d’espace et de temps. La notion d’interface fluide apparait
comme le fil conducteur de ce travail. Comment créer une interface fluide ? Comment
la stabiliser 7 Comment la rompre? Nous avons essayé d’apporter des éléments de
réponse a ces questions en abordant des probléemes éclectiques et en tentant de les
résoudre par différentes approches expérimentales et théoriques, adaptées a chaque
situation.

Cette thése est en conséquence structurée en deux grandes parties.

e La premiére partie est relative a des études réalisées dans le cadre de la mi-
crofluidique digitale a base de gouttes et de bulles. Pour faciliter la lecture,
celle-ci propose un chapitre introductif permettant de rappeler quelques as-
pects fondamentaux d’hydrodynamique nécessaires a la compréhension de ce
manuscrit, suivi d’un état de ’art des différents problémes abordés en micro-
fluidique. Nous présentons ensuite les résultats obtenus.

e La seconde partie traite de diverses expériences ayant trait aux films liquides
et bulles de savon. Nous présentons briévement en préambule de cette par-
tie les enjeux et contexte des problémes étudiés. J’ai pris le parti de rédiger
les chapitres de cette seconde partie indépendamment les uns des autres, afin
que le lecteur puisse les parcourir de facon clairsemée ou dans l'ordre qui lui
conviendra.

Bonne lecture!
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Premiére partie

Fragmentation d’objets déformables
et confinés






Chapitre 1

La microfluidique : fondements et
contexte généraux

Dans ce chapitre introductif, nous commencons par rappeler quelques concepts et
aspects fondamentaux d’hydrodynamique utiles pour ce manuscrit en les appliquant
au cas particulier des écoulements aux échelles de la microfluidique (typiquement
10 & 100 microns), mise en lumiére dans cette premiére partie. Par la suite, nous
discutons des techniques récentes de microfluidique digitale, permettant de produire
des gouttelettes monodisperses de maniére controlée et de les manipuler individuel-
lement, a l'origine de nouvelles méthodes d’émulsification et de synthése bottom-up.
Utilisées comme microréacteurs, ces gouttelettes sont également 1’élément de base
d’applications digitales haut-débit permettant d’analyser un processus cinétique tres
rapidement, de maniére fiable et en utilisant trés peu d’échantillon. Le développe-
ment de telles applications nécessite de pouvoir réaliser et combiner diverses opéra-
tions élémentaires sur ces gouttes, telles que la dilution, la concentration, la fusion
ou encore la fragmentation. Cette derniére opération élémentaire se trouve au coeur
de cette premiére partie dédiée & la microfluidique : nous en dressons un état de I'art,
et posons les questions auxquelles nous nous sommes intéressés. Nous tenterons d’y
répondre dans les chapitres suivants.

1 Ecoulements aux « petites » tailles

1.1 Hypothése de milieu continu, notion de particule fluide

En comparaison avec la mécanique du point ou du solide, la description de I’écou-
lement d’un fluide peut paraitre extrémement ardue, au vu du grand nombre de mo-
lécules impliquées généralement dans le mouvement (écoulement d’un torrent par
exemple). Une difficulté de taille réside également dans le fait que, contrairement a
un solide rigide, un fluide peut par définition se déformer, ce qui implique que les
paramétres du fluide (vitesse, température, pression, masse volumique par exemple)
deviennent, en plus d’étre des variables temporelles, des champs scalaires et vec-
toriels de 'espace, et dont la structure dépend fortement de 1’échelle a laquelle on
sonde l'écoulement (Fig. 1.1). Analysons les deux cas extrémes ci-dessous.

— A T’échelle atomique, le caractére granulaire de la matiére engendre de trés

grandes discontinuités des propriétés du fluide. La masse volumique, par exemple,

5



CHAPITRE 1. LA MICROFLUIDIQUE : FONDEMENTS ET CONTEXTE
GENERAUX

Variation due to

/ molecular fluctuations

Variation associated with
spatial distribution
of density

‘Local’ value of
fluid density

Measured density

1 .
Volume of fluid to which instrument responds

FIGURE 1.1: Influence de ’échelle de taille choisie pour sonder le systéme sur la
masse volumique mesurée par un instrument adéquat. Figure tirée de [1].

est quasiment nulle en dehors du noyau, du fait de la structure lacunaire de
la matiére, et atteint des valeurs gigantesques au niveau du noyau, typique-
ment 200 000 tonnes.mm 3! De facto, les champs ne sont pas des fonctions
continues et dérivables de ’espace a cette échelle, et le concept de mesure perd
alors tout son sens.

— A notre échelle, il semble difficile de sonder localement et avec précision les
propriétés d’un fluide. La variation des quantités physiques intrinséques aux
fluides, le champ de température dans une piéce par exemple, peuvent éven-
tuellement étre « noyées » par un processus de moyennage trop grossier, et la
valeur mesurée dépend alors de la taille de la sonde utilisée, démontrant le
caractére arbitraire de la mesure.

De fait, il existe une échelle intermédiaire entre les tailles microscopique et macrosco-
pique, dite échelle mésoscopique, pour laquelle il est possible de suivre avec précision
I’évolution des propriétés locales du fluide tout en conservant des champs continus
et dérivables spatialement. Ce postulat constitue 'hypothése de milieu continu, ceci
s’avérant en particulier intéressant pour 1'utilisation des outils classiques issus de la
théorie des champs. L’échelle mésoscopique définit la taille ¢ d’une particule fluide,
son ordre de grandeur dépend de la nature du fluide utilisé, liquide ou gazeux, du
fait des propriétés de cohésion extrémement différentes entre ces deux états de la
matieére.

1.1.1 Cas liquide

En notant a la taille moléculaire (également de l'ordre de la distance intermolé-
culaire) et L la longueur typique de l’écoulement (la largeur du canal par exemple),
la taille mésoscopique doit, d’aprés la discussion précédente, vérifier I'encadrement
suivant :

o< (<L (1.1)
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En prenant a~3 A pour un liquide simple et L~30 pm en microfluidique, ¢ peut géné-
ralement valoir quelques nanométres. Notons que dans le cas des fluides complexes,
la distance intermoléculaire peut étre beaucoup plus grande, obligeant & prendre
parfois /~1 pum. Remarquons par ailleurs que le domaine récent de la nanofluidique
restreint considérablement l'intervalle d’encadrement imposé a ¢ : I’hypotheése de
milieu continu tombe généralement en défaut a ces échelles de taille, ’écoulement
est alors décrit par le biais de la dynamique moléculaire.

1.1.2 Cas gazeux

Dans le cas des gaz, I’échelle pertinente de la particule fluide est désormais le
libre parcours moyen [. Dans le cas d'un gaz parfait vérifiant une distribution de
probabilité de vitesse de Maxwell, celui-ci s’exprime :

1
B V2rna?’

avec n le nombre d’atomes par unité de volume et a le diamétre atomique. L’équation
d’état des gaz parfaits p = nkgT permet de réécrire [ sous la forme :

l (1.2)

_ kgT
\/§7rpa2’

avec T la température absolue mesurée en Kelvin, et p la pression. Cette quantité [
doit donc rester petite devant la taille typique L de I’écoulement. Ce critére s’exprime
usuellement a I’aide du nombre de Knudsen Kn = [/L comme :

l (1.3)

Kn < 0.1. (1.4)

Lorsque la pression diminue, le libre parcours moyen augmente, le nombre de Knud-
sen également, ce dernier pouvant éventuellement dépasser le seuil autorisé par ’hy-
pothése de milieu continu. Dans le cas des gaz raréfiés (systéme d’air en altitude par
exemple), cette hypothése est ainsi rejetée au profit d’autres moyens de description,
passant notamment par la résolution de I’équation de Boltzmann.

1.2 Equation de Navier-Stokes

Dans le cadre de I’hypothése de milieu continu, il est possible de concevoir I’écou-
lement d’un fluide de deux maniéres différentes. La description lagrangienne consiste
a suivre une seule et méme particule fluide au cours de son mouvement, et observer
les modifications des paramétres (la vitesse par exemple) qu’elle endure au cours de
son mouvement. La description eulérienne se situe a 'opposé, puisqu’elle consiste
a observer un point fixe de 'espace par lequel transitent de multiples particules
fluides, et étudier I’évolution des propriétés du fluide en ce point!. En dépit de

1. Nous devons ces descriptions a Leonhard Euler (1707-1783) et Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813), physiciens (entre autres) respectivement suisse et italien. Pour fixer les idées, imaginons un
pécheur en train de garder les yeux fixés sur son hamegon en attendant d’attraper 'anguille : il
se place d’emblée dans une description eulérienne. Si, las de ne rien attraper au bout de quelques
heures, il se met a révasser, ses yeux suivant inconsciemment le mouvement d’une brindille emportée
par le courant de la riviére, il se place alors dans une description lagrangienne.
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leurs différences, ces conceptions sont toutes deux équivalentes. L’équation locale de
conservation de la masse appliquée a une particule fluide impose la relation suivante
entre les champs de vitesse U et de masse volumique p :

dp

otV o) =0. (1.5)

Cette équation peut étre simplifiée en considérant ’écoulement incompressible. Les
conditions de validité de cette hypothése reposent sur 1’évaluation du nombre de
Mach Ma défini comme : "
Ma = —, (1.6)
CS
avec v la vitesse typique de I’écoulement et c, la célérité du son dans le milieu
considéré. ¢, valant typiquement 1000 m.s~! dans les liquides, 340 m.s~! dans lair
a température ambiante, cette hypothése d’incompressibilité est satisfaite dans tous
les résultats présentés dans ce manuscrit. De fait, p ne dépend plus des coordonnées

d’espace et du temps, et ’équation 1.5 devient simplement :
V.-7=0. (1.7)

L’équation locale de conservation de la quantité de mouvement appliquée a une par-
ticule fluide, revenant a la généralisation du principe fondamental de la dynamique
pour un milieu continu incompressible, peut se mettre sous la forme :

U

"Dt

avec 1 la viscosité dynamique du fluide : cette équation est connue sous le nom

d’équation de Navier-Stokes 2 3. Sa résolution, assortie des conditions aux limites et

des conditions initiales, permet alors d’avoir accés au champ de vitesse de 'écou-

lement en tout point et a tout instant. Détaillons plus avant chacun des termes

apparaissant dans cette équation. La dérivée particulaire * de la vitesse apparaissant
dans le membre de gauche est définie comme :

Dy Ov

Dt ot

2. Sans I'hypothése d’incompressibilité, il faudrait adjoindre au membre de droite de ’équation
de Navier-Stokes un terme supplémentaire de viscosité¢ de volume, 'hypothese de Stokes permettant
de I’écrire sous la forme nV(V - v)/3.

3. Encore a I’heure actuelle, la résolution de cette équation, établie par Claude Louis Marie
Henri Navier [2] (1785-1836) et George Gabriel Stokes [3] (1819-1903), fait partie des fameux
problémes du prix du millénaire. Quiconque arrivera & déterminer une solution générale & cette
équation, si tant est qu’elle existe, se verra remettre un prix de un million de dollars par le Clay
Mathematical Institute...

4. Cette notion est fondamentalement attachée a 1'idée de milieu continu, et peut s’étendre a
un champ scalaire, la température par exemple :

= —Vp+nAi+ [, (1.8)

+ (¢ V)7, (1.10)

DT oT T

or = o7 TV (1.9)
Pour mieux comprendre le role des deux termes du membre de droite, imaginons un parachutiste
sautant d’un avion en matinée, et atterrissant en début d’aprés-midi. Ce parachutiste va directe-
ment venir sonder le champ de température de I'air, et manifestement ressentir une augmentation
de celle-ci. Cette augmentation est d’une part temporelle puisque le Soleil se rapproche du zénith
a mesure de sa descente (terme instationnaire), d’autre part spatiale puisque le parachutiste, en
diminuant son altitude, va ressentir une température de plus en plus agréable au fur et a mesure
qu’il se rapproche du sol (terme convectif).
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ol le premier terme est qualifié d’accélération instationnaire, le second terme d’accé-
lération convective. En comparaison avec le principal fondamental de la dynamique
appliqué a un point matériel, c’est ce nouveau terme convectif, variant de fagon non
linéaire avec la vitesse, qui apporte toute 1’originalité, la richesse et la complexité au
domaine de la dynamique des fluides. L’accélération de la particule fluide est engen-
drée par la présence de différentes forces volumiques apparaissant dans le membre
de droite de I’équation 1.8. Le terme —ﬁp désigne les forces volumiques de pression.
Le terme nAv désigne les forces volumiques de dissipation visqueuse. En écrivant
I’équation de Navier-Stokes, nous avons fait I’hypothése implicite que la viscosité n
était une quantité scalaire et intrinséque au fluide, indépendante de la sollicitation
qui lui est appliquée : ceci constitue la définition d’un fluide newtonien®. Dans la
limite inviscide (n = 0), la simplification de I’équation de Navier-Stokes aboutit a
I'équation d’Euler [4] décrivant I’écoulement d’un fluide « parfait » sans dissipation :

—

p[];—: =—-Vp+f. (1.11)
Enfin, le terme f désigne d’éventuelles autres forces volumiques pouvant intervenir
dans le probléme. Citons a titre d’exemple :

— la gravité : f: 04q,

— la force de Lorentz : f = pe(ﬁ +3AB ), avec p. la densité volumique de charge
et (E, B) le champ électromagnétique (dans le domaine de la magnétohydro-
dynamique en particulier).

Dans le cas d'un écoulement parfait, notons qu’en ’absence de forces volumiques
( f= 0) et en supposant par ailleurs un régime permanent établi (97/0t = 0), il est
possible de démontrer & partir de I’équation d’Euler (Eq. 1.11) I'identité suivante :

2
v

% +p = [const], (1.12)

le long d’une ligne de courant. Cette identité, assimilable a une équation de conser-

vation de I’énergie résultant de ’absence de dissipation, est connue sous le nom de

théoréme de Bernoulli® [5]. Ce résultat se révelera utile dans la seconde partie de ce

manuscrit.

1.3 Capillarité, notion de tension de surface

Nous avons jusque-la considéré le cas d’un écoulement monophasique. En pré-
sence de deux phases liquide/liquide ou liquide/gaz immiscibles, il importe de décrire
avec précision les mécanismes physiques mis en jeu a l'interface. Bien que nous nous
soyons pour linstant placés dans 'approximation d’un milieu continu, la notion
méme d’interface entre deux fluides justifie que l'on regarde de plus prés le com-
portement des molécules situées de part et d’autre d’une interface, ne serait-ce que
pour justifier certains faits, dans la nature ou la vie quotidienne, que I’équation
de Navier-Stokes ne parvient pas a décrire et a expliquer (Fig. 1.2) : entre autres,
comment un gerris’ ou une petite piéce de monnaie peuvent arriver a flotter sur

5. Du nom du savant britannique Isaac Newton (1642-1727).
6. Daniel Bernoulli (1700-1782), médecin, physicien et mathématicien suisse.
7. Petit insecte couramment surnommeé « patineur des étangs ».
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FIGURE 1.2: Divers phénomeénes capillaires inspirés de la nature et de la vie quoti-
dienne. La photo représentant le scarabée est adaptée de [6].

I’eau, malgré une poussée d’Archimede généralement inférieure a leur poids 7 Quelle
force défiant la pesanteur permet au café d’imbiber le morceau de sucre, ou & un
liquide de remonter dans un capillaire trés fin, de méme que ’eau dans les plantes ?
Comment un scarabée de 13 mg arrive a supporter une masse de 2 g [6] 7

1.3.1 Explication a I’échelle moléculaire

Considérons pour l'exemple un verre d’eau surmonté par l'air ambiant, ou par
une couche d’huile déposée a sa surface. Chaque molécule d’eau est soumise aux
interactions exercées de la part de ses consceurs. L’allure typique de I'énergie po-
tentielle £, en fonction de la distance r séparant deux molécules est illustrée sur la
figure 1.3. Celle-ci comprend deux tendances principales :

— un caractére violemment répulsif & courte distance, heuristiquement en 1/r2,
notamment da au principe de Pauli empéchant les électrons de se rapprocher
indéfiniment,

— un caractére attractif a longue distance, typiquement en —1/7° responsable
de la cohésion générale du liquide.

En comparant le cas d’'une molécule dans le volume et une molécule au niveau de
la surface, nous remarquons que celle située en surface posséde environ une moitié
de voisines en moins. En supposant que les interactions avec la seconde phase soient
moindres que celles au sein du méme liquide, ces molécules vont donc ressentir une
résultante des forces non nulle et dirigée vers I'intérieur du liquide. Le systéme est
ainsi animé d’une volonté de minimiser I'interface qu’il partage avec 'autre phase
en présence, l'air ou I'huile, 1’état le plus favorable d’'un point de vue énergétique
correspondant, par la déformation du liquide, a la minimisation de I’aire de cette in-
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FIGURE 1.3: Allure schématique du potentiel d’interaction entre deux molécules
identiques dans un liquide.

terface®. En prenant 'exemple d’une bulle de savon dans I'air, I'interface liquide/air
fermée entourant un volume d’air fixé est minimale lorsque sa forme est sphérique :
ce point, loin d’étre trivial mathématiquement, est en heureux accord avec notre ex-
périence quotidienne en lavant la vaisselle ou en prenant un bain. Nous définissons
alors la tension de surface? v comme le prix énergétique & payer pour augmenter
'aire de l'interface d’une unité° :

_dE
~ds’
Cette quantité, intrinséque a toute interface fluide, est la conséquence macroscopique
d’effets moléculaires 1, et se révélera au fil des chapitres comme le véritable fil rouge
de ce manuscrit. Son ordre de grandeur peut étre directement évalué a l’échelle
moléculaire, a ’aide des ordres de grandeur typiques d’énergie de cohésion dans un
liquide ¢ et de taille moléculaire a (Fig. 1.3). Pour a ~ 3A, et une énergie de cohésion
valant environ kg7 avec une température 7' = 300 K, il vient :

kgT
v~ S~ 50 mJ.m 2, (1.15)
a

v (1.13)

8. Ce point fait également écho aux diverses formes prises par un film de savon dans lair [7],
exhibant des surfaces minimales au sens le plus mathématique du terme; nous aurons ’occasion
d’y revenir dans la seconde partie.

9. Historiquement, ce principe a été postulé pour la premiére fois par von Segner [§] en 1751,
en lien avec ses observations et celles de ses prédécesseurs Hauksbee [9] (1709) et Jurin [10] (1719).

10. Cet apport d’énergie est par exemple d’origine mécanique lorsque 1’on bat des blancs en
neige. L’air incorporé dans les blancs d’ceufs leur apporte une texture mousseuse et aérienne, faisant
clairement apparaitre ’accroissement de surface liquide/air engendré. Ce procédé intervient dans
la confection de nombreuses recettes salées et sucrées.

11. Toujours en lien avec les propriétés de cohésion des liquides, la tension de surface peut
également étre reliée & la chaleur latente de vaporisation, grandeur thermodynamique quantifiant
I’énergie par unité de masse a fournir au liquide pour lui permettre de passer a I’état gazeux. De
fait, pour extraire une molécule d’eau de la phase liquide, il faut, en plus de 'amener & la surface,
lui retirer la seconde moitié de ses semblables, et ainsi lui fournir une énergie de 'ordre de :

2va? ~ pa’L, 1.14
Y p ;

avec L, la chaleur latente de vaporisation. Malgré la simplicité de cette approche, les ordres de
grandeur sont relativement satisfaisants.
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Cet ordre de grandeur est en bon accord avec les valeurs tabulées de la littérature [11]
4 température ambiante : ~y(huile/air)~20 mJ.m ™2, y(eau/air)=72 mJ.m 2 (cohé-
sion plus forte due notamment & la présence de liaisons hydrogéne). Citons tout de
méme une valeur bien supérieure pour le mercure : v(Hg/air)=436 mJ.m 2, du fait
d’une cohésion encore plus forte assurée par la présence de liaisons métalliques. Par
analyse dimensionnelle, et en notant ¢ une taille caractéristique du systéeme, la ten-
sion de surface peut aussi bien s’interpréter en termes d’énergie v£2, de force ¢ ou
de pression /¢ ; nous utiliserons tour a tour 'une ou autre de ces interprétations
lorsque nous en aurons besoin dans la suite de ce manuscrit. Souvenons-nous seule-
ment que les effets capillaires deviennent prédominants & mesure que les dimensions
du systéme sont réduites. Cet effet peut se comprendre en remarquant que ’énergie
de surface, variant comme 2, excéde automatiquement toute énergie en ¢* associée
a une force « dans le volume » en-dessous d’une certaine taille. En considérant par
exemple la pesanteur, les effets commenceront & devenir du méme ordre pour une
taille k~! définie par comparaison des énergies :

V2~ pgRTY, (1.16)
-1 g

R~ —. (1.17)
pg

k! est la longueur capillaire, et vaut 2.7 mm pour une interface eau/air a tem-

pérature ambiante. Voici pourquoi tous les phénomeénes capillaires observés sur la
figure 1.2 mettent en jeu des échelles de longueur inférieures, ou tout au plus de
I'ordre du millimétre. De facon remarquable, ceci se généralise a une interface li-
quide/air quelconque, la quantité /~/p variant peu d’un liquide a I'autre. Discutons
a présent les dépendances de la tension de surface avec la température et la présence
de surfactants.

1.3.2 Influence de la température T

De fagon générale, la tension de surface v est une fonction décroissante de la
température 2. En raisonnant de facon simple, l’agitation thermique a tendance &
augmenter le mouvement des molécules, venant ainsi diminuer l'effet d’attraction
sur les molécules en surface, ’état énergétique de ces derniéres est de fait moins
défavorable. Lorsque la température caractéristique du point critique 7, est atteinte
(T. = 374°C pour I'eau par exemple), les états liquide et gazeux se confondent en
une seule et méme phase, qualifiée de « fluide hypercritique » : de fait, la chaleur
latente de vaporisation s’annule, la tension de surface également, comme intuité par
la relation 1.14.

1.3.3 Influence de la présence de surfactants

Il est connu expérimentalement que la présence d’impuretés a une grande in-
fluence sur la mesure d’une tension de surface liquide/air. Ceci se justifie de nou-

12. Remarquons que cette variation peut paraitre contradictoire avec I’équation 1.15. Retenons
que 'estimation faite au paragraphe précédent permet de tirer une valeur typique de la tension de
surface, mais n’est pas indicatrice de son sens de variation avec la température, ceci nécessitant une
approche thermodynamique beaucoup plus fine. En ce sens, il existe dans la littérature plusieurs
modéles différents, dépendant notamment du systéme étudié, afin de décrire la décroissance de
A1) [12, 7.
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veau au niveau moléculaire : la migration des impuretés a la surface peut changer
de fagon notable I’énergie d’interaction ressentie par les molécules en surface, et a
tendance a stabiliser ces molécules, correspondant encore a un abaissement de la
tension de surface'®. Certaines molécules, connues pour diminuer de facon dras-
tique la tension de surface (parfois jusqu’a un facteur 3—4), sont a ce titre qualifiées
de tensioactifs, ou surfactants. C’est notamment le cas des produits moussants de
la vie quotidienne (savons, produits vaisselle), mais aussi des molécules biologiques
présentes dans le corps humain (lipides, phospholipides, protéines). Ces molécules

@) $05 e T =

N N
+ O hydrophobe hydrophile

air

]

FIGURE 1.4: (a) Formule topologique du dodécylsulfate de sodium (SDS), surfactant
utilisé dans la suite du manuscrit. La représentation schématique fait apparaitre une
longue chaine aliphatique hydrophobe et une téte polaire hydrophile. (b) Evolution
typique de la tension de surface v en fonction de la concentration ¢ en surfactant.
Aux faibles concentrations devant la concentration micellaire critique (CMC), les
surfactants se retrouvent uniquement a 'interface, la tension de surface décroit avec
la concentration. Aux fortes concentrations devant la CMC, l'interface est saturée
en tensioactifs, les surfactants en excés se regroupent en micelles sphériques dans le
volume liquide, 7 ne varie plus avec c.

détiennent un caractére amphiphile (Fig. 1.4 (a)), puisqu’elles contiennent a la fois
une longue chaine constituée d’un squelette carboné hydrophobe, ainsi qu’une téte
constituée d’un groupement carbonyle hydrophile. Une fois mis en solution, les ten-
sioactifs ont naturellement tendance a rejoindre I'interface liquide/air, la téte située
dans le liquide, leur chaine hydrophobe située dans l'air, de fagon a satisfaire leurs
« tendances bipolaires » (Fig. 1.4 (b)). Ces molécules viennent donc « tapisser » 1'in-
terface et cotoyer les molécules d’eau situées en surface : la position de ces derniéres
ne devient alors plus si défavorable, et la tension de surface diminue. Comme ce
mécanisme de peuplement est un phénomeéne de surface, il arrive un moment ou le
rajout de surfactant ne modifie plus la tension de surface. Lorsque la solution est

13. Nous nous limitons a I'étude de 1’état d’équilibre du systéme, et négligeons en conséquence
les dynamiques d’adsorption/désorption des tensioactifs a l'interface [13, 14, 15, 16].
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trop concentrée en surfactants, il devient impossible de placer davantage de molé-
cules de tensioactifs en surface, celles-ci n’ont alors d’autre choix que de rester dans
le volume liquide et se regrouper en micelles sphériques, encore afin de favoriser leurs
interactions mutuelles. La concentration a partir de laquelle la tension de surface
atteint sa limite inférieure est dénommeée concentration micellaire critique, et no-
tée CMC dans la suite de ce manuscrit. Elle dépend naturellement de la structure
moléculaire, et donc du surfactant utilisé.

1.4 Nombres adimensionnés, ordres de grandeur

Comme il est d’usage en mécanique des fluides, tentons de construire et d’estimer
la valeur de certains groupements adimensionnels afin de comparer 'importance des
différents termes apparaissant dans I’équation de Navier-Stokes, en tenant également
compte des effets capillaires. A partir du jeu de six paramétres suivants :

(v : vitesse typique,

v
( : taille typique,

p : masse volumique,

g : accélération de la pesanteur,

7 @ viscosité dynamique,

(7 : tension superficielle,

construits sur trois unités fondamentales du systéme international (longueur, masse,
temps), nous pouvons donc former trois nombres sans dimension, d’aprés le théo-
reme de Vaschy-Buckingham. Notre choix se porte sur trois nombres adimensionnés
récurrents en hydrodynamique : le nombre de Reynolds Re, le nombre de Bond Bo
et le nombre capillaire C, nous les présentons dans la suite. Comme ce choix est arbi-
traire, nous aurions tout aussi bien pu remplacer par exemple C par le produit ReC.
Ce nouveau nombre adimensionné est le nombre de Weber We ; nous en discutons
briévement, ce dernier se révélant particuliérement pertinent dans la seconde partie
de ce manuscrit dédiée aux films de savon.

1.4.1 Nombre de Reynolds Re

Le nombre de Reynolds Re s’exprime :
Re = —. (1.18)

Ce dernier compare directement les effets convectifs et visqueux de 1’équation de
Navier-Stokes, respectivement de l'ordre de pv?/¢ et nuv/¢?. Ce nombre est crucial
tant il met en opposition deux grands pans de la mécanique des fluides : les écoule-
ments laminaires « rampants » aux petits nombres de Reynolds (circulation dans les
vaisseaux sanguins par exemple) ou les effets de dissipation visqueuse sont particu-
lierement prononceés, et les écoulements turbulents aux grands nombres de Reynolds
(profil aérodynamique autour d’une aile d’avion par exemple) ou le terme visqueux
peut raisonnablement étre oublié, I’écoulement pouvant en ce sens étre considéré
comme parfait. Estimons l'ordre de grandeur de Re dans notre configuration. En
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choisissant un écoulement d’eau (p ~ 10° kg.m ™3, n ~ 107% Pa.s) a une vitesse
v ~ 1 mm.s! dans un canal de taille £ ~ 50 pum, nous trouvons Re ~ 5-1072. Ce
nombre est petit devant 'unité, ceci nous permettant de nous affranchir du terme
convectif au profit du terme visqueux dans 1’équation de Navier-Stokes dans la suite
de cette premiére partie.

1.4.2 Nombre de Bond Bo
Le nombre de Bond Bo s’exprime quant a lui :

62
Bo =PI
g
Ce nombre adimensionné résulte de la comparaison des effets de gravité et de capil-
larité. Remarquons que ce dernier peut se mettre sous la forme :

Bo = (%)2 (1.20)

Ainsi, lorsque ¢ < £~', la capillarité est prédominante devant la gravité. A I'inverse,
lorsque £ > k7!, la gravité prédomine sur les effets capillaires. Comme nous 1’avons
vu, la longueur capillaire k=1 est d’ordre millimétrique. Ceci justifie par exemple la
forme d’une goutte d’eau déposée sur une lame de verre enduite de suie : lorsque la
goutte est petite devant le millimétre, l'interface de celle-ci adopte la forme d’une
portion de sphére afin de minimiser son énergie interfaciale avec l'air. Lorsque la
goutte est grande devant le millimeétre, celle-ci s’aplatit et prend la forme d’une
flaque, moins cotiteuse en énergie de pesanteur [11|. En microfluidique, nous obtenons
pour une longueur typique ¢ ~ 50 um un nombre de Bond Bo ~ 1073, petit devant
I'unité. Nous pouvons dans ce cadre négliger la pesanteur dans la suite de cette
premiere partie.

(1.19)

1.4.3 Nombre capillaire C

Le nombre capillaire C s’exprime :
c=", (1.21)
Y

Ce nombre adimensionné, comparant les effets visqueux et capillaires, intervient no-
tamment dans le processus de fragmentation de gouttes [17, 18, 19, 20, 21]. Donnons-
en ici une interprétation simple : imaginons une goutte d’huile sphérique de taille ¢
cisaillée au sein d’un écoulement d’eau. Le taux de cisaillement exercé sur la goutte
d’huile est de l'ordre de v /¢, avec v une échelle typique du différentiel de vitesse subi
par la goutte en ses extrémités. Ce taux de cisaillement induit une contrainte vis-
queuse de l'ordre de nv/¢, ou i désigne la viscosité de la phase continue; la force de
cisaillement visqueux prend donc la forme d’une loi de Stokes : nfv. Alors que cette
force est de nature a déformer la goutte, les effets capillaires tendent naturellement
a s’y opposer par 'intermédiaire d’une force supplémentaire de l'ordre de ¢, afin de
rétablir la forme sphérique de la goutte. Le nombre capillaire, exprimant de fagon
simple le ratio de ces deux forces, quantifie donc le degré d’élongation de la goutte
et 'importance relative des deux mécanismes en compétition. Avec les mémes para-
métres que ceux pris précédemment et y~20 mN.m ™! pour une interface eau/huile,
nous obtenons comme ordre de grandeur C ~ 5 - 107°, trés petit devant 1'unité.
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1.4.4 Nombre de Weber We

Nous définissons également le nombre de Weber We comme :

v
_

We (1.22)

Ce nombre adimensionné met en comparaison les effets inertiels et capillaires, et
s’exprime comme le rapport de deux énergies caractéristiques : une contribution
cinétique pf3v? et une contribution capillaire v¢2. Ce nombre intervient par exemple
dans le processus de fragmentation de jets liquides [22]. Comme We = ReC, We
est a fortiori petit devant I'unité dans cette premiére partie, d’aprés les ordres de
grandeur précédents. Ce nombre sans dimension aura par contre une importance
cruciale pour les phénomeénes étudiés dans la seconde partie de ce manuscrit.

1.5 Ecoulements de Stokes

D’apreés les ordres de grandeur obtenus précédemment, la condition Re<1 nous
autorise a négliger le terme convectif devant le terme visqueux dans I’équation de
Navier-Stokes. En supposant de plus un régime stationnaire établi'* (07/0t = 0)
ainsi que l’absence d’autres forces volumiques ( f = 6), nous obtenons finalement
I’équation suivante :

nAT = Vp, (1.23)

dite équation de Stokes. Dressons quelques propriétés intéressantes de cette équation
ci-aprés 23], puis résolvons-la analytiquement dans une géométrie simple.

1.5.1 Linéarité

L’équation de Stokes a le bong goiit de ne plus contenir la non-linéarité du
terme convectif présent dans 1’équation de Navier-Stokes. Dans un certain sens, elle
contient certaines analogies avec 1’équation de Poisson, ou 1’équation de Laplace si
le gradient de pression est nul, en électromagnétisme **. De fait, il est possible de
raisonner par superposition : si un gradient de pression noté ﬁpa (resp. ﬁpb) induit
un champ de vitesse noté v, (resp. vp), alors le champ de pression )\ﬁpa + uﬁpb
induit le champ de vitesse A\, + putj. Ce principe de combinaison linéaire s’applique
aussi pour les conditions aux limites imposées sur le champ de vitesse.

1.5.2 Reéversibilité

En prenant dans la propriété précédente les valeurs A=—1 et =0, nous pouvons
montrer qu’en inversant le gradient de pression (ou bien les conditions aux limites
dans le cas d'un gradient de pression nul), '’écoulement est également inversé. Par

14. Ceci est une condition suffisante mais non nécessaire. De fagon moins restrictive, il suffit en
fait de supposer que I’échelle temporelle 7 typique de variation du champ de vitesse soit grande
devant les autres temps caractéristiques du probléme, ici le temps de diffusion visqueuse : pf? /7.
Ce critére peut généralement se réexprimer a ’aide d’un nouveau nombre adimensionné, le nombre
de Stokes : St = pl?/nT < 1.

15. Une difficulté supplémentaire provient tout de méme ici de la nature vectorielle du champ
de vitesse, a la différence du potentiel scalaire électrostatique.
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Re=26
Re=41
Re=2000

FIGURE 1.5: Divers régimes d’écoulement autour d’un cylindre dans une cellule
de Hele-Shaw, en fonction de la valeur du nombre de Reyolds Re. Le degré de
complexité de ’écoulement croit avec le nombre de Reynolds. L.’écoulement s’effectue
de gauche a droite. Figure adaptée de [24].

abus de I'esprit, nous dirons que I’équation de Stokes est invariante par renversement
du temps. Cette réversibilité est illustrée par un célébre film de G. I. Taylor 6 [25],
dans lequel une goutte d’encre est mise en rotation entre deux cylindres dans un
fluide visqueux. Le cisaillement imposé par la rotation provoque la déformation
de la goutte au bout d'un certain nombre de tours. En effectuant exactement le
méme nombre de tours dans le sens inverse, le champ de vitesse est renversé, et
la goutte d’encre retrouve de fagon stupéfiante sa forme initiale, aux infimes effets
de diffusion moléculaire prés. De fagon intéressante, cette propriété ne se vérifie
plus avec une vitesse de rotation trop grande : rappelons en effet que le nombre de
Reynolds Re est proportionnel a la vitesse typique de 1’écoulement, nous quittons
alors le domaine de validité de I’équation de Stokes. Cet aspect important se retrouve
dans la topologie des lignes de courant d’un écoulement bidimensionnel autour d’un
obstacle cylindrique fixe (Fig. 1.5). Aux petits nombres de Reynolds, la réversibilité
de I'écoulement engendre une symétrie des lignes de courant entre I’amont et 1'aval.
Aux plus grands nombre de Reynolds, I'apparition de tourbillons en aval est la
signature d’'une brisure de symétrie, et donc d’une perte de cette réversibilité.

1.5.3 Instantanéité

L’absence de terme en 0/0t dans l'équation de Stokes induit I'absence d’effet
mémoire du systéme. Ainsi, 'unique information contenue dans le champ de vitesse
est celle obtenue dans I'instant présent, elle se transmet & I'infini avec une rapidité
infinie.

16. Sir Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975), physicien et mathématicien britannique.
1. ECOULEMENTS AUX « PETITES » TAILLES 17
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1.5.4 Dissipation minimale

I1 est possible de démontrer mathématiquement qu'un écoulement vérifiant I’équa-
tion de Sokes minimise le taux de dissipation d’énergie dans un volume fixé [23].

1.5.5 Unicité

Sans la prise en compte des conditions aux limites, ’équation de Stokes admet a
prior: une infinité de solutions. Supposons maintenant qu’il existe deux champs de
vitesse différents, solutions de 1’équation de Stokes pour un gradient de pression et
des conditions aux limites identiques. A 'aide de la propriété précédente, ces deux
solutions correspondent toutes deux a un méme taux de dissipation d’énergie. Ceci
est vérifié si les taux de déformation de leurs champs de vitesse sont identiques,
soit encore si ces derniers ne différent que d’une constante vectorielle additive preés.
Or, les conditions aux limites imposent la nullité de cette constante vectorielle, les
champs de vitesse sont donc identiques, conduisant a l'unicité de la solution de
I’équation de Stokes.

1.5.6 Réciprocité

Deux champs de vitesse différents, solutions de 1’équation de Stokes pour un
méme gradient de pression mais avec des conditions aux limites différentes, peuvent
étre reliées par une équation intégrale analogue au théoréme de Green.

1.5.7 Reésolution analytique dans une géométrie simple, analogie électro-
hydraulique
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ﬁz| A
e e h

O U,

ey

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrri

&
< >

L

FIGURE 1.6: Allure schématique du profil de vitesse d’un écoulement confiné entre
deux plaques paralléles « infinies » distantes de h. L’extension latérale w du canal
suivant (Oy) n’est pas représentée.

Considérons pour I'exemple le cas d’un écoulement laminaire et stationnaire entre
deux plaques paralleles [26], de dimensions respectives L et w selon les axes (Ox)
et (Oy), et distantes de h selon la direction (Oz) (Fig. 1.6). Par souci de simpliciteé,
nous supposons les conditions h<< L et h<w satisfaites, afin de pouvoir considérer
les plaques comme infinies en regard de la distance qui les sépare. Dans ce cadre
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d’approximation, l'invariance du probléme par translation selon x et y suggére de
chercher le champ de vitesse sous la forme :

U= v,(2)ty + vy (2)Uy + v, (2)U,. (1.24)

Les conditions aux limites de non-glissement '” imposées par la présence des plaques
s’écrivent : )
i (z = ii) = 0. (1.25)

Par ailleurs, I'incompressibilité de 1’écoulement impose la condition :

v, | Ovy | Ov: (1.26)

V‘U:8x+8y+8z_

En injectant dans cette condition d’incompressibilité le profil de vitesse donné par
I’équation 1.24, il vient directement :

ov,
=0. 1.2
5, — 0 (1.27)

La valeur constante de v, est alors fixée par la condition aux bords donnée par
I’équation 1.25, le champ de vitesse se simplifie donc comme :

U = v, (2) Uy + vy (2)Ty. (1.28)
Projetons a présent 1’équation de Stokes selon la direction z :

dp
Av,=— =0 1.29
17 z az i ( )
De fait, le champ de pression ne dépend que de x et y. En supposons que le gradient
de pression généré soit uniquement porté par la direction (Oz), p = p(x), et la
projection de I’équation de Stokes selon la direction y s’écrit :

v, Op

nAu,

Cette équation conduit, aprés intégration et utilisation des conditions aux limites, a
'absence de composante de vitesse selon (Oy) : v, = 0. La projection de 'équation
de Stokes selon la direction = s’écrit alors :

Qv Op
~ T2 T
Le terme visqueux ne dépend que de z, alors que le gradient de pression ne dépend
que de x. L’unique facon de satisfaire cette double condition est d’imposer que les

nAuv, (1.31)

17. Si l'on se plagait a des échelles nanométriques et considérait des surfaces hydrophobes, du
glissement a la paroi pourrait apparaitre, induisant I’existence d’une vitesse de glissement non nulle.
Une hypothése, émise par Pierre-Gilles de Gennes au début des années 2000, consiste a présupposer
la nucléation de « nano »-bulles permettant de minimiser 1’énergie de surface du systéme. De fait,
le liquide n’est plus réellement en contact avec les murs du canal, ceci induisant du glissement & la
paroi. Au vu des échelles de longeur considérées, ce n’est pas le cas dans les expériences que nous
présentons ici.
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deux membres de 1’égalité soient égaux a une seule et méme constante. Le profil
de pression est donc affine en la variable z, et la vitesse v, doit finalement vérifier

I’équation différentielle :
0%v, A
_—— (1.32)
072 L
avec Ap=p(x=0) — p(x=L)>0 le saut de pression constant moteur de I’écoulement.
La double intégration de cette équation, eu égard aux conditions aux limites impo-

sées par ’équation 1.25, fournit le champ de vitesse parabolique suivant :

L Ap [h? 9\ -
== [ =— . L.
U oL (4 z > u (1.33)

n

Calculons le débit volumique ¢ de cet écoulement a travers la section S=wh du

canal : o
q://ﬁ-d_:g:/2 /2 v,(z) dy dz, (1.34)
; y )

_wh?Ap

_ 4 1.35
12nL

Ap = = Rug. 1.36

p=-—54=Fu (1.36)

Ce résultat, connu sous la loi de Hagen-Poiseuille [27], établit finalement une relation
simple de proportionnalité entre le saut de pression Ap et le débit ¢ induit par ce
saut de pression. Par analogie avec la loi d’Ohm, le facteur de proportionnalité
entre ces deux quantités, noté R, est nommé résistance hydrodynamique du canal.
Cette grandeur dépend uniquement des paramétres géométriques du canal considéré
et de la viscosité du fluide en écoulement. Remarquons que cette propriété peut
étre étendue a un canal de géométrie quelconque; en considérant 'exemple d’un
écoulement dans un tuyau cylindrique de longueur L et de rayon R, il est possible
d’exprimer la résistance hydrodynamique associée sous la forme :

~ 8nL
- 7TRY

Nous mettons finalement en paralléle les grandeurs impliquées dans cette analogie
dans le tableau ci-dessous *® :

R, (1.37)

moteur de I’écoulement | saut de potentiel U (tension) saut de pression Ap
débit induit débit de charge I (intensité) débit volumique ¢
relation constitutive loi d’Ohm : U = R, 1 loi de Poiseuille : Ap = Ryq
facteur résistance électrique Ry résistance hydrodynamique R,

18. Prenons garde a ne pas pousser cette analogie trop loin. En particulier, la résistance électrique
R¢; d’un trongon de conducteur cylindrique, de longueur L et de rayon r., s’exprime usuellement
a l'aide de la résistivité pe; intrinséque du matériau comme :

_ pelL
Tre2’

Rel

(1.38)

Nous remarquons ainsi que le confinement, intervenant a la puissance 1/ r.2, joue un réle moindre en
comparaison avec I'expression de la résistance hydrodynamique, variant comme 1/R* en conduite
cylindrique.
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Cette analogie électro-hydraulique est extrémement puissante, puisqu’elle permet en
outre d’utiliser les résultats classiques des circuits électriques : loi des mailles, loi
des noeuds, diviseurs de tension et de courant... Elle nous sera particulierement utile
dans la premiére partie du manuscrit.

2 Microfluidique digitale : génération contrélée d’émul-
sions et /ou mousses monodisperses

La microfluidique est la science des écoulements monophasiques ou multipha-
siques dans des microsystémes [28, 29, 30, 26]. Le confinement géométrique imposé
a des échelles petites, typiquement sub-millimétriques, confére a ce genre d’écou-
lement des propriétés particuliéres que nous avons commencé a esquisser dans la
partie précédente, & savoir 'importance des effets de surface, ainsi qu'un controle
précis des phénoménes de transport impliqués (écoulements, mélange, transferts
thermiques '%...). Cette discipline, en plein essor depuis le début des années 2000,
propose des outils originaux visant & miniaturiser un laboratoire d’analyse entier a
I’échelle d'une puce de quelques centimeétres carrés de surface et quelques millimétres
de hauteur! L’un des grands atouts de cette miniaturisation réside dans la réduc-
tion drastique des volumes mis en jeu. Alors que des techniques classiques d’analyse
nécessitent 'utilisation de pipettes pouvant prélever avec précision jusqu’a quelques
microlitres, la réduction d’échelle en microfluidique permet d’atteindre des volumes
typiques de quelques nanolitres & quelques picolitres, ceci rendant le procédé bien
moins onéreux. Par ailleurs, la miniaturisation permet de garder des fréquences de
production élevées de l'ordre du kHz, faisant de la microfluidique un candidat de
choix pour la réalisation d’applications haut-débit. Par ailleurs, les tailles mises en
jeu correspondant a certaines échelles biologiques particuliéres, un canal microflui-
dique incarne en ce sens un systéme modeéle afin de mieux comprendre certains
mécanismes biophysiques : colmatage des vaisseaux sanguins par des caillots dans
le corps humain, formation de bulles d’air par cavitation dans les canaux d’écoule-
ment de la séve dans les arbres [31, 32, 33] par exemple. Dans ce manuscrit, nous
é¢tudions le cas d’écoulements de deux phases immiscibles entre elles. Deux catégo-
ries peuvent alors étre distinguées, selon que les fluides s’écoulent parallélement 2°
(coflow) ou constituent une émulsion d’objets dispersés (dans le cas de gouttes,
ou une mousse s'il s’agit de bulles) dans une phase continue. Ce deuxiéme régime
d’écoulement définit le domaine de la microfluidique digitale [36] : nous abordons
dans la suite deux facons de générer de facon controlée un train périodique d’objets
monodisperses, constituant 'opération de base en microfluidique digitale.

2.1 Géométrieen T

Un premier mode de formation consiste a utiliser une jonction en T [37] (Fig. 1.7).
Pour ce mode, la taille des gouttes résulte d'un équilibre classique entre la contrainte

19. A ces échelles, les rapports surface/volume importants assurent des transferts thermiques
rapides.

20. Cette configuration a notamment été exploitée dans I’élaboration d’un viscosimeétre sur puce
afin de caractériser la rhéologie de fluides simples et complexes [34], ou d’étudier des phénomeénes
d’extraction de jets liquides [35].
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FIGURE 1.7: Formation d’un train monodisperse de gouttes d’eau dans de [’huile.
Figure tirée de [37].
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F1GURE 1.8: Diagramme de phase répertoriant les divers régimes d’écoulement ob-
servés. Figure tirée de [37].

visqueuse exercée par la phase continue sur la phase dispersée, et la pression capil-
laire. Ces deux termes s’exprimant respectivement comme 7é et v/, le rayon r des
gouttes varie comme r ~ 7/né, avec € le taux de cisaillement, ce dernier étant de
l'ordre de 2v/yg, avec v une vitesse typique de I’écoulement et yy la demi-largeur
du canal. Cette géométrie exhibe par ailleurs une grande variété de régimes d’écou-
lements selon les valeurs des surpressions (et donc des débits) appliquées a chacun
des fluides. La figure 1.8 illustre en effet la zoologie des comportements pouvant
étre observés : écoulement en ruban (image F), en collier de perles (image G)...
Ces modes plus complexes s’expliquent notamment par le réle supplémentaire du
confinement exercé par le canal. Ce mode de formation comporte donc certaines li-
mitations pour la conception d’une assemblée monodisperse de gouttelettes, puisque
I’apparition d’autres régimes plus complexes aux grandes pressions d’eau restreint
inexorablement la gamme de taille accessible.

D’autres auteurs utilisent cette géométrie dans le but de produire une assemblée
monodisperse de microsphéres de polyméres dans une configuration de mouillage
partiel [38] (Fig. 1.9), ou encore afin de générer un train de gouttes aqueuses alter-
nées entrainées par un perfluorocarbone [39] (Fig. 1.10), dans le but de suivre une
réaction chimique ou un processus de cristallisation de protéine par exemple [40].
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FIGURE 1.9: (a) Formation de gouttes de monomeéres a une jonction en T, dont
la taille dépend du nombre capillaire. (b) Aprés polymérisation, une assemblée de
billes de polyméres est obtenue avec une excellente monodispersité. Figure adaptée
de [38].

FIGURE 1.10: Formation d’un train de gouttes aqueuses alternées, transportées dans
du perfluorocarbone. Figure tirée de [39].
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FIGURE 1.11: A gauche : diagramme comportemental dans une jonction en T « élar-
gie ». A droite : illustration du modéle de blocage-pincement. Le jet d’eau s’étend
sur la largeur du canal jusqu’a « bloquer » le passage de I'huile (images a et b) qui
doit, malgré tout, continuer a s’écouler a débit imposé. L’huile vient donc « pincer »
le jet d’eau (images c et d) jusqu’au moment ot une goutte d’eau se forme. Figure
tirée de [41].

Dans le cadre d’une géométrie légérement différente (voir Fig. 1.11), un autre travail
présente la possibilité d’observer des transitions entre différents régimes hydrody-
namiques en fonction des débits appliqués [41] : formation de gouttes a la jonction,
dans le canal, ou écoulement stratifi¢ de deux jets paralléles (coflow). Dans les ré-
gimes de formation de gouttes, ces derniéres sont suffisamment larges pour toucher
les bords du canal. Par le biais d’'un mécanisme simple de blocage-pincement (nous
aurons l'occasion d’y revenir dans les chapitres suivants) résultant de la conserva-
tion des débits, les auteurs sont capables de déterminer un critére de transition
entre les régimes de goutte et de jet. Ce mécanisme est repris par d’autres auteurs
dans une étude traitant de formation de gouttes et bulles touchant les bords du
canal dans une jonction en T classique [42] (Fig. 1.12). Comme les objets dispersés
font office de « bouchon » a ’écoulement de la phase continue, I'utilisation du mo-
déle de blocage-pincement dans cette configuration permet d’obtenir une prédiction
simple de la taille des objets créés en fonction des débits appliqués. Plus récem-
ment, d’autres travaux expérimentaux [43| et théoriques [44] raffinent ce modéle
simpliste en proposant pour la formation de gouttes a une jonction en T un scénario
en trois étapes, et non deux (Fig. 1.13). Les mémes auteurs prolongent cette étude
en prenant en compte 'influence de la dynamique des surfactants sur ce processus
de formation [45].

2.2 Géométrie de pincement hydrodynamique

La géométrie de pincement hydrodynamique, ou flow focusing, est constituée de
trois canaux, le canal central étant empli de phase dispersée, les canaux périphé-
riques situés de part et d’autre du canal central étant parcourus par la phase continue
(voir une telle géométrie Fig. 1.14). Lorsque ces trois canaux se rejoignent, la phase
dispersée forme un jet focalisé par I’écoulement de la phase continue. Ce jet peut
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FIGURE 1.12: Lorsque les gouttes d’eau formées « touchent » les bords du canal,
leur taille croit avec le débit d’eau a débit d’huile fixé (images I, IT et I1I), et décroit
avec le débit d’huile a débit d’eau fixé (images IV, V et VI). Figure tirée de [42].
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FI1GURE 1.13: Décomposition du mécanisme de formation de gouttes a une jonction
en T en trois étapes. Aprés un premier temps de latence (lag), la goutte voit son
volume gonfler (filling). Cette derniére subit ensuite un processus de pincement
(necking) jusqu’a son détachement ultime (detachment). Figure tirée de [44].
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FIGURE 1.14: Le procédé de flow focusing mis en jeu dans la formation de bulles
monodisperses (en haut a gauche, figure tirée de [46]) ou de gouttes d’eau dans
I'huile, dans une géométrie cylindrique (en haut a droite, figure tirée de [47]) ou
rectangulaire (en bas, figure tirée de [48]).

26 2. MICROFLUIDIQUE DIGITALE : GENERATION CONTROLEE D’EMULSIONS
ET/OU MOUSSES MONODISPERSES



CHAPITRE 1. LA MICROFLUIDIQUE : FONDEMENTS ET CONTEXTE

GENERAUX

(a) l water

Lelradecans

e

&
waler
100 ¢ | 7 100 T T
i(b) _ _ (c) SR
i lsolated water drops { Stratified ——e
= 1 I —_— = l——— — |
B | | — E
3 10 r 1 e - i
s | " | = —
4 [ =
E | Pearl necklace -~ [ = o
L1l ; —
=] i é 1k
u ¥ A
= | Lrgeper neckiice o, 1 2 N
[ L~ [Coalescence - = —i=
0.1 |L Pear] necklace I, E o __"'*‘"
'
LN | 1 10 100 a1 ! 19 160
Water flow rate (|LL/min}) Water flow-rate (nl/nn)

FIGURE 1.15: Comparaison des diagrammes d’écoulement obtenus en géométrie de
pincement hydrodynamique (a), en présence (b) ou en 'absence (c¢) de surfactants.
Figure tirée de [49].

éventuellement s’étendre sur une certaine distance avant de subir des perturbations
conduisant & sa déstabilisation, et donnant par suite naissance a un train d’objets
dispersés. Ce mode de formation flow focusing a été employé pour la production de
gouttelettes d’eau dans I'huile [48] ou de bulles monodisperses [46] (Fig. 1.14).

Un autre travail [49], réalisé dans une géométrie similaire, démontre l'importance
des propriétés de mouillage sur les motifs obtenus. Ces derniers apparaissent ordon-
nés lorsque la phase continue mouille complétement les murs du canal (Fig. 1.15
(b)). En situation de mouillage partiel, les motifs formés par la phase dispersés sont
désordonnés et adhérent aux parois (Fig. 1.15 (c)).

Dans une géométrie cylindrique, d’autres auteurs établissent des diagrammes de
comportement expérimentaux en fonction des débits appliqués et présentent une
analyse théorique de stabilité linéaire permettant de séparer les régimes de gouttes
et de jet (Fig. 1.14), stabilisé par 'effet du confinement (via 'augmentation du dé-
bit de la phase dispersée) ou 'effet de la vitesse (via 'augmentation du débit de la
phase porteuse) [47].

Dans le cas général, la stabilité du jet ne peut pas étre décrite par les mécanismes de
I'instabilité classique de Rayleigh-Plateau?!, notamment & cause des effets de géo-

21. Lord John William Strutt Rayleigh (1842-1919), physicien britannique et Joseph Antoine
Ferdinand Plateau (1801-1883), mathématicien et physicien belge.
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métrie du canal et du degré de confinement, du mouillage des parois, de I’hydrodyna-
mique dans chacune des phases, assortie de I’éventuelle présence de surfactants. Tous
ces effets justifient d’ailleurs la richesse et la diversité des comportements observés en
flow focusing microfluidique. Pour pallier cette difficulté, certains travaux proposent
des simulations numériques et modeéles analytiques intéressants en vue d’acquérir
une meilleure appréhension du mécanisme de pincement hydrodynamique en fonc-
tion des nombreux paramétres du systéme [47, 50, 51]. Afin de diminuer U'influence
indésirable des effets de confinement et de mouillage, d’autres auteurs ont proposé
un systéme de pincement hydrodynamique tridimensionnel [52]. L’utilisation de si-
licone permet en outre d’opérer avec des solvants organiques, et de travailler dans
des conditions de pression et de température relativement larges. Enfin, mention-
nons que des travaux antérieurs réalisés dans le département ont permis de montrer
que ce procédé de formation pouvait étre étendu a une échelle supérieure dans le
contexte de la millifluidique tubulaire [53], présentant certains avantages : débits
plus élevés, « versatilité » des motifs et des circuits, faible cotit de production, bon
controle de I'état de surface (mouillabilité, rugosité).

En résumé, pour produire une assemblée d’objets dispersés dans une phase continue,
il est donc souvent nécessaire de :

— sélectionner la géométrie la plus favorable (jonction en T ou flow focusing) et
varier le niveau de confinement,

— chercher les bonnes conditions hydrodynamiques (débits de phase porteuse et
phase dispersée) pour déclencher le mécanisme de pincement,

— travailler sur la chimie de surface (fixation de groupements silane, traitement
plasma) pour modifier les conditions de mouillage et faire en sorte que les
parois du canal soient mouillantes vis-a-vis de la phase continue,

— adapter le rapport de viscosité entre les deux phases, ainsi que la tension de
surface par ajout de molécules tensioactives.

3 Opérations élémentaires en microfluidique digi-
tale

Une fois qu'un train périodique monodisperse d’objets (gouttes, bulles) de vitesse
constante est créé au sein d’une phase continue, il est possible de manipuler ces objets
de maniére individuelle en réalisant et en combinant des opérations élémentaires 22
sur ceux-ci. En référence a la maniére d’assembler des briques dans un jeu de Lego,
il est parfois nécessaire de trier, fractionner, fusionner, diluer, concentrer, déformer,
stocker ces objets selon I'application désirée (Fig. 1.16). Nous présentons ci-dessous
les spécificités de I'émulsification microfluidique de type bottom-up, puis développons
deux applications particuliéres de la microfluidique digitale mettant en jeu certaines
de ces opérations.

22. Des séquences vidéo illustrant quelques opérations élémentaires peuvent étre consultées a
profit sur le site internet du groupe Droplets, Membranes and Interfaces de Gottingen, dirigé par
Jean-Christophe Baret.
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FI1GURE 1.16: Quelques opérations élémentaires en microfluidique digitale. La taille
des objets dispersés (gouttes d'une phase aqueuse dans une huile) est de 'ordre de
10—100 pm. Les fleches indiquent les canaux d’injection de I'huile dans les images
« produire », « diluer/concentrer » et « mélanger des reactifs ». Figure tirée de [54].

3.1 Emulsification en microfluidique : synthése bottom-up

Les émulsions sont des matériaux métastables généralement constitués de deux
fluides immiscibles, 'un étant finement dispersé dans 'autre, en présence d’agents
stabilisants comme par exemple des molécules de tensioactifs, des polymeéres, ou des
particules solides. Ces dispersions liquides sont omniprésentes dans la vie quotidienne
et sont utilisées dans I'industrie cosmétique ou alimentaire. Toutefois, la polydisper-
sité intrinséque des émulsions réalisés en volume, inhérente aux méthodes classiques
d’émulsification de type top-down, et les phénomeénes de ségrégation induits par la
gravité rendent les processus de déstabilisation trés complexes et non reproductibles.

L’émulsification microfluidique de type bottom-up [55, 56, 57, 58|, ou goutte a goutte,
permet de contourner ces difficultés et d’étudier la physique des émulsions sous
un angle nouveau. Ainsi, les opérations élémentaires présentées sur la figure 1.16
peuvent étre employées pour la préparation d’émulsions complexes, controlées en
termes de taille, forme, composition et structure [59, 60]. Cette technique a rendu
possible la formulation de nouveaux matériaux originaux, citons quelques exemples
de syntheése :

— particules solides de formes diverses (sphéres, discoides, batonnets, ellipsoides...)
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FIGURE 1.17: Synthése de nouveaux matériaux originaux et complexes : plugs et
disques (a), batonnets (b), structures coeur-coquille (c), particules de Janus (d)
comportant un podle hydrophile et un pole lipophile. Les images sont successivement
tirées de [62], [64], [61] et [69].
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FIGURE 1.18: Production d’émulsions multiples contrélées, doubles (a) et triples (b),
par encapsulation. Figure tirée de [71].

obtenues par polymérisation UV des objets dispersés [59, 60, 61, 62, 63, 64]
(Fig. 1.17) et par procédé sol-gel [65], pouvant par exemple conduire a la fa-
brication de micro-résonateurs 2D et 3D dans le domaine de la photonique
intégrée [66],

— microcapsules a « coeur » liquide et « coquille » solide (structure core shell) [61,
67], ouvrant a la voie a de nouvelles techniques de dépistage de virus [67],

— particules de Janus?* comportant une anisotropie ou une asymétrie dans leur
structure [38, 68, 69],

— cristaux liquides composés de colloides optiquement anisotropes, de forme
controlée [70],

— émulsions multiples [60, 67, 71, 72, 73| (Fig. 1.18), par procédé d’encapsula-
tion & une jonction en T ou en flow focusing, en trains simples ou alternés.
Ces techniques d’encapsulation comportent de nombreuses applications (cos-
métique, alimentation allégée, alicaments, effets retard). La dynamique d’en-
capsulation au sein des émulsions doubles en microfluidique et millifluidique
est actuellement & I'é¢tude dans le département et fait l'objet du travail de
these d’Alexandre Schmit, doctorant co-encadré par Pascal Panizza et Laurent
Courbin depuis octobre 2012.

23. Ces particules font référence au dieu romain Janus, possédant une seule téte mais deux visages
opposés.
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3.2 Deux exemples d’applications haut-débit
3.2.1 Concevoir un tensiométre sur puce

Un dispositif microfluidique est aujourd’hui capable de mesurer efficacement,
rapidement, et de facon économique par la miniaturisation des volumes, certaines
observables physiques de fagon trés sensible, tel un viscosimétre [34], déja évoqué au-
paravant, un manomeétre différentiel résolu en temps [74], ou un tensiomeétre |75, 76|
par exemple. Développons de maniére plus approfondie le principe de mesure d’un
tensiometre sur puce.

(a) (b) A Airiglycerol
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FIGURE 1.19: (a) La constriction du canal induit un écoulement élongationnel, res-
ponsable de la déformation momentanée des gouttes. Figure adaptée de |76]. (b)
L’analyse du taux de déformation permet de remonter a la tension de surface. Fi-
gure tirée de [75].

La figure 1.19 (a) représente la géométrie utilisée, caractérisée par la présence d’une
constriction. Celle-ci est responsable d’un écoulement élongationnel dans la direction
perpendiculaire a la direction principale du canal, conduisant a déformer momenta-
nément la goutte. Celle-ci relaxe ensuite vers sa forme sphérique initiale, I’analyse de
cette relaxation permettant de remonter a la connaissance de la tension de surface ~y
entre les deux phases. De fagon plus précise, le taux de déformation D de la goutte
est classiquement défini comme [77] :
a—2b

D = 1.39
a+b’ ( )

avec a et b les rayons principaux de la goutte dans le plan horizontal. Pour une goutte
sphérique, de rayon noté ay, il vient donc D=0. En présence d’un taux d’élongation
¢ = Jv/0x non nul, exprimant la diminution locale de la vitesse v avec la position
x au sein de I’élargissement du canal, la variation du taux de déformation D peut

se mettre sous la forme :
DD _ Dsteady - D

1.40
Dt T ’ (1.40)
avec : o
T = e o Dgieady = BTE, (1.41)
Y
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en notant 7, la viscosité de la phase continue, et a et 8 des parameétres sans di-
mension, fonctions du contraste de viscosité entre les phases dispersée et continue.

La stationnarité de I’écoulement permet de simplifier la dérivée particulaire comme
DD /Dt = vdD /0, il vient alors :

. oD D
ane (55 — v%> = va—o. (1.42)

Les résultats expérimentaux de la figure 1.19 (b) sont en excellent accord avec cette
derniére relation : la tension de surface s’obtient alors directement par la mesure de
la pente des droites d’ajustement tracés.

3.2.2 Suivre une cinétique de réaction chimique
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FIGURE 1.20: A gauche : montage expérimental permettant de suivre 1’évolution
d’une réaction chimique par spectrophotométrie, chaque gouttelette faisant office
de micro-tube & essai. A droite : pour une longueur d’onde donnée, 1’évolution de
I’absorbance avec X, ou de facon équivalente ¢, permet de suivre la cinétique de la
réaction entre les ions iodure et les ions peroxodisulfate. Figure adaptée de [78].

Un intérét majeur de la microfluidique digitale réside dans I’équivalence temps-
espace |79] : du fait de la conservation des débits, les objets monodisperses se dé-
placent & une vitesse v constante dans le temps. Il existe donc une relation directe
entre le temps de résidence t de I'objet dans le canal et sa position X : X = vt.
De fait, comparer ’aspect des objets en différentes positions du canal a un instant
donné se raméne a étudier I’évolution temporelle d'un objet unique, ce concept se
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prétant particulierement bien a des applications en chimie [80, 53, 78| : suivis de
réactions, mesures de champs de concentration, estimations de cinétiques chimiques
(Fig. 1.20). L’avantage de cette méthode par rapport a I'utilisation de tubes a essai
classiques est double.

— Comme déja discuté précédemment, le volume d'un tube a essai est tout au
moins de 'ordre du microlitre, celui d’un microréacteur en goutte est de 'ordre
du nanolitre en microfluidique [80]. Le procédé apparait donc nettement moins
coliteux en réactifs.

— Un tube a essai ne permet généralement de sonder qu’'un échantillon a la fois.
A Tinverse, les microréacteurs sont formés tous a la fois sans interagir entre
eux ou se disperser, du fait de 'immiscibilité des deux phases mises en jeu.

Nous en proposons ici un exemple détaillé [53] (Fig. 1.20), par 'analyse de la réaction
académique d’oxydo-réduction entre les ions iodure I~ et les ions peroxodisulfate
S0 :

217 (o) + 5205 (ag) = T2 (ae) + 2805 (aq)

Cette réaction, conduisant & la formation de diiode I, et d’ions sulfate SO}, posséde
une cinétique lente (de quelques minutes a quelques dizaines de minutes), elle est
donc adaptée aux échelles de temps de la millifluidique tubulaire, pour laquelle le
temps de résidence d’une goutte est considérablement plus grand qu’en microflui-
dique??. Le diiode formé réagit ensuite rapidement avec les ions iodure, réactif en
exces dans la solution, selon la réaction de complexation suivante :

Iy (aq) + 1" (aq) = I3 (aq)

Les ions triiodure I3 sont a ’origine de la couleur jaune de la solution. Ainsi, suivre
I’évolution de I’absorbance au cours du temps permet de remonter & des informations
portant sur la cinétique de la réaction d’oxydo-réduction entre les ions iodure et les
ions peroxodisulfate. La vitesse V' de cette derniére peut s’écrire, d’apreés la loi de

Van’t Hoff ?° :

V= kP08 ] - - 05200 (1.43)

Les ions iodure étant en exceés par rapport aux ions peroxodisulfate, nous pouvons
poser [I7] ~ ¢y, ol ¢g ne dépend pas du temps, et nous notons la constante apparente
de la réaction k = kocp? dans la suite. L’intégration de I’équation différentielle 1.43
donne donc :

[S2037](t) = 1 exp (—kt), (1.44)

avec la condition initiale [S2037](t = 0)=c;. En revenant & la concentration en
complexe [I5], la stoechimétrie des deux réactions permet d’écrire :

dlIz] _  d[S:057] _
& - 4 - kcy exp (—kt), (1.45)

24. A vitesse identique, on pourrait penser qu’il suffit de rallonger les canaux microfluidiques pour
augmenter le temps de résidence. Cependant, & débit fixé, 'augmentation de longueur entraine
I'augmentation de la perte de charge & appliquer, pouvant & l’extréme provoquer des fuites au
niveau des entrées des fluides.

25. La réaction étant une réaction élémentaire, la loi de Van’t Hoff implique que les ordres
partiels intervenant comme exposants dans la loi de vitesse sont directement égaux aux coefficients
stoechimétriques pour chacun des réactifs.
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[I5](t) = coo(1l — exp (—kt)). (1.46)

en ayant imposé, par conservation de la quantité de maticre, co, = [I5](t — 00) = ¢; :
le réactif limitant S,03~ a été entiérement consommé pour former des ions I3 et des
ions sulfate. Tant que la concentration en ions triiodure n’est pas trop grande, la loi
de Beer-Lambert permet de relier de fagon linéaire [I5| et 'absorbance A, d’ou :

A(t) = Aso(1 — exp (—kt)). (1.47)

La variation temporelle de I’absorbance, analogue a l’évolution de la tension d’un
condensateur en charge, est trés bien vérifiée expérimentalement.

4 Une opération élémentaire d’intérét : la fragmen-
tation

4.1 Etat de I’art

Le procédé de fragmentation dans un systéme de deux fluides immiscibles est om-
niprésent 2°, aussi bien dans la nature (formation d’embruns) que dans l'industrie
(divers procédés d’impression), et jusque dans nos vies quotidiennes dans de nom-
breuses publicités, mais aussi en préparant par exemple une vinaigrette par émulsifi-
cation. Ce processus s’accompagne nécessairement d’une déformation de l'interface
entre les deux fluides et d’une réduction des dimensions, corrélée & une création
d’aire interfaciale. De fait, fragmenter nécessite un apport d’énergie afin de contre-
carrer les effets de tension superficielle, particuliérement importants aux échelles de
taille typiques de la microfluidique. Nous décrivons dans la suite deux moyens uti-
lisés dans la littérature pour y arriver : la fragmentation par voie active, passant
par 'application d’un champ extérieur de la part de 'opérateur, et la fragmentation
par voie passive, exploitant seulement les propriétés de I’écoulement induites par la
géométrie du canal.

4.1.1 Voie active

Une premiére méthode consiste a appliquer un champ électrique extérieur E afin
de forcer la fragmentation *” [82]. La figure 1.21 montre un train monodisperse de
gouttes non chargées arrivant a une jonction en T. L’application d’un champ élec-
trique entre deux électrodes situées de part et d’autre de ’embranchement de la
jonction a pour effet de polariser la goutte, et donc d’établir un gradient de distri-
bution volumique de charge dans la goutte. Pour simplifier, tout se passe comme si
I’hémisphére droit portait une charge +q et 'hémispheére gauche une charge —¢, afin
de respecter la neutralité de la charge : la goutte est alors 'analogue d’un conden-
sateur en électricité, initialement déchargé en amont de la jonction, puis chargé a
I’embranchement de la jonction. Or, une charge dans un champ électrique est soumise

26. Pour plus de détails, cet aspect est particuliérement bien développé en incipit de la thése
d’Henri Lhuissier [81].

27. Notons d’ailleurs que ’application d’un champ électrique peut également permettre de forcer
la coalescence de gouttes [82].
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F1GURE 1.21: Illustration de la fragmentation active de gouttelettes par 'application
d’un champ électrique extérieur. Figure tirée de [82].

a la force de Lorentz F = qﬁ . Comme la goutte se comporte comme un condensa-
teur, la charge ¢ est proportionnelle a la norme |E | du champ électrique appliqué, et
la force varie donc comme ]]3 | E2. Cette force est capable de déformer la goutte et
étirer les deux hémisphéres dont les charges sont de signes opposés, dans des condi-
tions ou les simples effets hydrodynamiques de I’écoulement ne le permettraient pas
(voir paragraphe suivant). Si le champ appliqué est suffisamment intense, il est alors
possible de les séparer complétement, conduisant a la fragmentation de la goutte
en deux gouttelettes chargées. Bien que cette méthode soit parfaitement controlée,
celle-ci nécessite de créer des différences de potentiel AV trés fortes sur de tres pe-
tites distances w, soit des champs électriques trés intenses. En prenant typiquement
AV ~ 200 KV et w ~ 500 pm, nous obtenons |E| ~ AV/w ~ 4 kV.em™'! Ceci ne
s’avére pas trés pratique pour la réalisation de systémes facilement transportables.
Par ailleurs, d’autres difficultés proviennent de la forte sensibilité aux propriétés
physico-chimiques (pH), ainsi que de la qualité et des propriétés des murs du canal.

Une seconde méthode par voie active repose sur ’application d’'un champ ther-
mique [83] (Fig. 1.22). Reconsidérons la géométrie précédente constituée d’une jonc-
tion en T symétrique. En I'absence de gradient thermique, les gouttes sont assez
rapides pour se fragmenter de fagon passive (nous en discutons plus longuement
dans la partie suivante), et la parfaite symétrie entre les deux « bras » de la boucle
engendre un volume identique pour les deux gouttelettes créées. La présence d’'une
différence de température entre les deux bras engendre, par effet Marangoni, un
gradient de tension de surface sur le pourtour de la goutte, et donc une force supplé-
mentaire capable éventuellement de dissymétriser les volumes des gouttes filles. La
tension de surface décroissant avec la température, les effets capillaires s’opposant
a la fragmentation sont moindres du coté chaud de la boucle, et la goutte fille créée
y est donc plus grande.

Enfin, mentionnons qu’il est également possible de déformer des interfaces fluides de
fagon active en exploitant I'action opto-capillaire d’un faisceau laser [84], ou encore
par I'utilisation d’un champ acoustique [85].
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FIGURE 1.22: Illustration de la brisure de symétrie engendrée par I'effet Marangoni,
créé par gradient thermique, sur la fragmentation de gouttes a une jonction en T
symétrique. Figure adaptée de [83].
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4.1.2 Voie passive

D’autres études ont démontré la possibilité de fragmenter des gouttes uniquement
par des effets de géométrie du micro-canal. Un travail pionnier [18] expose deux
modes de fragmentation passive possibles que nous décrivons ci-dessous.
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FIGURE 1.23: Fragmentation passive a une jonction en T. Si les valeurs prises par
son élongation maximale et le nombre capillaire sont suffisamment grandes, la goutte
se fragmente a I'embranchement de la jonction en T. Figure tirée de [18].

Fragmentation sur une jonction Le premier mode consiste a faire arriver les
gouttes a 'embranchement d’une jonction. Nous pouvons voir sur la figure 1.23 que
ce processus & soumis & certaines conditions portant sur les différents paramétres
du systéme. Le processus de fragmentation résulte du compromis entre deux méca-
nismes antagonistes : d'un coté, le cisaillement visqueux imposé par la géométrie de
I’écoulement a tendance a favoriser I’étirement de la goutte. D'un autre coté, les ef-
fets capillaires ont tendance & s’opposer a la déformation de I'interface de la goutte.
Le nombre adimensionné pertinent de ce probléme est naturellement le nombre ca-
pillaire C = nv /v comparant les deux effets mis en compétition, en notant respecti-
vement 7, v et v la viscosité de la phase continue, la vitesse de la goutte dispersée
et la tension de surface entre les deux phases. Remarquons également que la taille
de la goutte intervient comme un parameétre important, puisqu’elle fixe 1’élongation
maximale de la goutte pouvant étre supportée par celle-ci avant son éventuelle frag-
mentation. Si les deux bras de la jonction en T sont identiques, les gouttes créées
ont également un volume identique. Ce procédé peut étre répété a I'envi en créant
une arborescence de jonctions identiques, permettant ainsi de réduire séquentielle-
ment la taille des objets formés (Fig. 1.24). Si en revanche, les bras de la jonction
comportent différentes longueurs, les auteurs montrent expérimentalement que les
gouttelettes créées sont plus grosses dans le bras court, et que le rapport des volumes
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FIGURE 1.24: Fragmentation passive séquentielle de gouttes par I'utilisation de jonc-
tions en T disposées en série et en paralléle. L’écoulement s’effectue du haut vers
le bas. La surprenante non-coalescence des gouttelettes en sortie du dispositif est
due & la présence d’un surfactant, le monooléate de sorbitane (ou Span 80), dans la
phase continue constituée d’hexadécane. Figure tirée de [18].

des gouttelettes filles est égal au rapport des longueurs des deux bras (Fig. 1.25).

D’autres travaux plus récents ont prolongé ce procédé sur une gamme ¢largie de
paramétres expérimentaux [19], ou encore au cas de jonctions dites « en A », ouvrant
sur des canaux présentant un angle § variable [20] (Fig. 1.26). L’apparition de divers
régimes de fragmentation y est de nouveau prédite par la donnée, en particulier, du
nombre capillaire.

Fragmentation sur un obstacle Il existe un second mode de fragmentation pas-
sive, dont le principe consiste a faire impacter les gouttes sur un obstacle placé au
sein du canal, par exemple de forme carrée [18] (Fig. 1.27) ou circulaire [21]. Ces
travaux mettent de nouveau en avant le réle du nombre capillaire comme le para-
métre gouvernant ’apparition du phénomeéne de fragmentation, et montrent la forte
influence de la position de I'obstacle. Si celui-ci est légérement décentré par rapport
au centre du micro-canal, la brisure de symétrie engendre, en cas de fragmentation,
des volumes de gouttelettes filles trés sensibles a ce décalage (Fig. 1.27).

Avantages et inconvénients Chacune des deux méthodes passives décrites plus
haut présente certaines avantages et inconvénients. Détaillons-les de maniére com-
parative ci-dessous [18].

Encombrement A I’évidence, I'utilisation de jonctions nécessite souvent beau-
coup d’espace sur une puce, au contraire des obstacles.

Faisabilité Généralement de grande longueur, ’ajout de jonctions dans un cir-
cuit microfluidique rajoute une perte de charge plus importante que celle induite par
la présence d’un obstacle court. Ainsi, pour un méme débit, les jonctions nécessitent
des sauts de pression a appliquer plus élevés, pouvant parfois dépasser les capacités

38 4. UNE OPERATION ELEMENTAIRE D'INTERET : LA FRAGMENTATION



CHAPITRE 1. LA MICROFLUIDIQUE : FONDEMENTS ET CONTEXTE
GENERAUX

FI1GURE 1.25: Le processus de fragmentation au niveau de la jonction en T asy-
métrique engendre la création de deux gouttelettes dans les bras de la jonction, de
volumes différents. Figure adaptée de [18].

FIGURE 1.26: A gauche : schéma de la jonction inclinée utilisée. A droite : illustration
des trois régimes de fragmentation passive observés a une jonction inclinée d’un angle
B = /2. Figure adaptée de [20].
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FIGURE 1.27: Fragmentation passive au niveau d'un obstacle de forme carrée. L’écou-
lement s’effectue de gauche a droite. Figure tirée de [18].
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FIGURE 1.28: Fragmentation passive au niveau d’un obstacle de forme circulaire.
L’écoulement s’effectue de gauche a droite. Figure tirée de [21].
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autorisées sur ce genre de systéme, voire provoquer des fuites au niveau des entrées
des différents fuides.

Précision sur le volume des gouttes filles Pour controler les volumes res-
pectifs des gouttes filles créées, il est plus facile d’ajuster le rapport d’aspect entre
les longueurs des bras de la jonction plutot que la position de I'obstacle, pour des
raisons de précision et de résolution spatiale lors de la conception du motif d’une
puce microfluidique.

Gamme offerte sur la taille de goutte initiale Le controle de la fragmen-
tation de gouttes sur un obstacle impose que ces derniéres doivent toucher les bords
du canal, sans quoi elles auraient tendance a passer uniquement par I'un des co-
tés de 'obstacle sans se fragmenter. Ceci implique I'existence d’une taille de goutte
minimale en amont a respecter en ce qui concerne les obstacles. Nuangons tout de
méme ce propos : dans le cas des boucles, il existe probablement une taille de goutte
minimale & respecter également, au vu de la divergence du nombre capillaire critique
de fragmentation aux faibles taux d’élongation (Fig. 1.23).

4.2 Questions soulevées

En dépit de la diversité des travaux évoqués précédemment, 1’établissement d’un
modeéle théorique général permettant de décrire intégralement le processus de frag-
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mentation demeure compliqué du fait des nombreux parameétres mis en jeu dans ce
probléme : la vitesse et la taille des gouttes, les viscosités des deux phases, la tension
de surface, ainsi que les paramétres géométriques. Par ailleurs, il est surprenant de
remarquer des différences importantes de comportement selon la géométrie sélec-
tionnée. Alors que les fractions volumiques des gouttes filles créées dépendent du
nombre capillaire pour un obstacle circulaire [21], celles-ci n’en dépendent pas dans
une jonction en T [18]. De fagon plus paradoxale, le rapport des fractions volumiques
des gouttes filles créées dans une jonction en T est égal au rapport des résistances
hydrodynamiques des deux bras de la boucle en I’absence de goutte a l'intérieur.
Ce rapport ne dépend donc que du rapport des longueurs entre les deux bras de la
boucle pour des canaux de section identique [18], ou du rapport des largeurs pour
des canaux de longueur et hauteur identiques [86|. Pourtant, il est connu que la
présence d’objets dispersés et confinés dans un micro-canal dans lequel s’écoule une
phase continue altére la résistance hydrodynamique de ce micro-canal [87]|. D’autres
travaux réalisés dans des jonctions en T asymétriques ont par ailleurs montré que
si le nombre capillaire est insuffisant pour observer un processus de fragmentation,
les incrémentations discrétes de résistance hydrodynamique induites par l'entrée et
la sortie d’une goutte sont a l'origine de plusieurs régimes de circulation différents
de ces gouttes dans la jonction [88, 89, 90|. Le rétrocontrole hydrodynamique ainsi
exercé engendre, dans certaines conditions, des dynamiques de répartition non li-
néaires et complexes. Or, ces effets n’ont pas du tout été entrevus pour des obstacles.

Afin de réconcilier ces aspects parfois contradictoires, nous adoptons une démarche
généralisée en choisissant une géométrie hybride, intermédiaire entre celles présen-
tées ci-dessus. Cette derniére consiste en un obstacle linéaire, paralléle & la direction
principale de I’écoulement et décentré, pouvant s’apparenter & une boucle asymé-
trique si cet obstacle est suffisamment long. Nous verrons plus tard que ce choix
permet en outre une mise en équation simplifiée, de laquelle nous pouvons tirer une
démarche analytique permettant de rendre compte des expériences. Les trois ques-
tions auxquelles nous tentons de répondre dans la suite sont les suivantes : sous
quelles conditions peut-on fragmenter un objet (goutte, bulle) sur cet obstacle ? En
cas de fragmentation, peut-on prédire et controéler la distribution de taille des objets
créés en sortie de 'obstacle ? Enfin, peut-on observer des dynamiques complexes de
fragmentation induites par des effets collectifs entre objets?
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Chapitre 2

Matériel et méthodes

1 Protocole de fabrication d’une puce microfluidique

Comme discuté dans la partie précédente, I'un des intéréts majeurs de la micro-
fluidique réside dans la miniaturisation des écoulements & ’échelle d’une puce, de
quelques centimeétres carrés de surface et quelques millimétres de hauteur. Il existe de
nombreux processus de microfabrication permettant de produire ces dispositifs [91],
nous décrivons ici la méthode basée sur la lithographie douce [92| que nous utilisons.

1.1 Conception du masque

La premiére étape consiste en la conception des motifs composant le micro-canal
désiré. Une fois dessinés a I'aide d’un logiciel de CAO 2D (Clewin), ils sont ensuite
reproduits par phototragage laser sur film plastique, avec une résolution typique de
25400 DPI (dots per inch), correspondant & une précision de 1 ym. Cette procédure
de phototracage est, au sein du processus de microfabrication, I'unique étape réalisée
a l'extérieur du laboratoire (Selba).

1.2 Gravure du wafer par photolithographie

La gravure du wafer de silicium (moule de diamétre égal & 3 pouces) a partir du
masque s’effectue en salle blanche et peut se décomposer en trois étapes principales
(Fig. 2.1). Outre le fait de maitriser la concentration particulaire, I’environnement
de la salle blanche permet également de maintenir une température constante de
20°C.

1.2.1 Enduction de la résine photopolymérisable

Aprés un lavage préliminaire & I’éthanol suivi d’un séchage a l'azote, le wafer
est enduit d’une couche de résine photosensible négative. L’étalement de la résine
s’effectue a I'aide d’une tournette (SUSS MicroTec Lithography) par enduction (spin
coating) ; le dépot d’épaisseur constante ainsi obtenu est controlé par la vitesse de
rotation w de la tournette, ainsi que la viscosité de la résine choisie. Le controle en
température de la salle blanche permet d’utiliser la résine dans les conditions pour
lesquelles sa viscosité est celle indiquée par le fournisseur. Dans le but d’obtenir
un dépdt de 45 pum d’épaisseur avec la résine SU8 2025 (MicroChem), le procédé
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FIGURE 2.1: A gauche : les différentes étapes de photolithographie. Illustrations
reproduites avec ’aimable autorisation de Galder Cristobal. A droite : un wafer de
silicium graveé.

expérimental consiste en un pré-étalement de 10 secondes & w=>500 tours.min*,

suivi d'un étalement de 30 secondes a w=2000 tours.min~'. Afin d’évaporer les
solvants résiduels contenus dans la résine, le wafer est ensuite déposé sur des plaques
chauffantes, a 65°C et 95°C, pendant 1 minute et 5 minutes respectivement (pre-

bake).

1.2.2 Insolation UV

La résine polymeére utilisée est réticulable sous rayonnement ultra-violet : nous
exploitons cette propriété lors de ’étape d’insolation en utilisant une lumiére colli-
matée UV munie d'un aligneur (MJB 3, SUSS). La longueur d’onde de la lumiére
utilisée vaut 365 nm, et sa puissance est mesurée avec un fluxmétre. En insolant
le wafer enduit de résine avec le faisceau parallele de lumiére UV au travers du
masque, 'irradiation s’effectue uniquement selon les motifs du masque a reproduire.
De fait, la polymérisation s’avére sélective et permet de transposer en relief les micro-
canaux sur la couche de résine. Connaissant les données du fournisseur de la résine
reliant I’énergie par centimeétre carré a injecter a 1’épaisseur désirée correspondante,
cette étape d’insolation UV dure 70 secondes. Comme précédemment, le wafer est
a nouveau déposé sur des plaques chauffantes, a 65°C et 95°C, pendant 1 minute et
5 minutes respectivement (post-bake).
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1.2.3 Développement du wafer

Le wafer est alors plongé dans un bain contenant un développeur chimique (SU8
developper), pendant 2 a 3 minutes, afin de dissoudre la résine non réticulée au
cours de ’étape précédente. Cette étape de développement est facilitée en agitant
légérement le bain contenant le développeur. Enfin, le wafer est retiré du bain, rincé
a l’éthanol et a l'isopropanol, puis séché a 'azote. Comme le montre la figure 2.1,
les motifs du masque apparaissent a ’ceil nu sur le wafer de silicium ainsi graveé.
Alors que les dimensions dans le plan du wafer dépendent des motifs géométriques
phototracés sur le masque, la dimension perpendiculaire a ce plan, soit la hauteur du
micro-canal, dépend du protocole expérimental de photolithographie, et notamment
de la premiére étape d’enduction.

1.3 Moulage de la puce par lithographie douce

%Ttiﬂﬂam

(a) fi ! 55
Et{ = E g

FIGURE 2.2: (a) Les différentes étapes de lithographie douce. Illustrations repro-
duites avec 'aimable autorisation de Galder Cristobal. (b) Formule topologique du
PDMS. (c¢) Une puce microfluidique préte a 'emploi. La piéce de monnaie de 1€
fait office d’échelle. Figure tirée de [54].

Au cours de cette derniére étape de fabrication réalisée sous hotte a flux lami-
naire, le wafer de silicium, désormais gravé, est déposé dans une boite de Pétri, puis
moulé (Fig. 2.2) en utilisant le polydiméthylsiloxane (Sylgard 184, Dow Corning),
noté PDMS dans la suite. Ce polymeére silicone visqueux présente ’avantage d’étre
transparent et thermoréticulable, aprés ajout d'un agent durcissant (dans des pro-
portions massiques 9:1). De maniére a se débarrasser des bulles d’air formées, le
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mélange est placé quelques instants sous une cloche a vide, puis versé sur le wa-
fer, avant de placer ce dernier dans une étuve a 65°C. Aprés 80 minutes de cuisson
environ, la matrice obtenue est solide, élastique, hydrophobe et transparente, et
comporte les empreintes correspondant aux canaux gravés sur le wafer au cours de
I’étape de photolithographie. Elle est démoulée du wafer a 'aide d’un cutter puis
décollée avec précaution afin de ne pas endommager les micro-canaux. Les trous
d’alimentation des fluides sont percés au moyen d’une aiguille calibrée d’l mm de
diameétre. L’état de surface de l'aiguille polie (contour lisse, extrémité arrondie) est
déterminant pour éviter des fractures dans le PDMS, causant par la suite des fuites
au sein de la puce. La fermeture des canaux est finalement assurée par une lame
de verre préalablement lavée a 1’éthanol et séchée sous flux d’azote. Le collage s’ef-
fectue en plagant la matrice élastomeére et la lame de verre dans une chambre a
plasma (PDC-002, Harrick Plasma), mise sous vide (pression inférieure & 1 mbar)
pendant environ 75 secondes. L’activation des surfaces du PDMS et du verre in-
duite par réaction d’oxydation avec le plasma d’oxygéne conduit & une modification
des propriétés physico-chimiques (adhésion, mouillage), et permet notamment un
collage irréversible entre les deux surfaces. Les micro-canaux ainsi reconstruits sont
caractérisés par une section rectangulaire, de hauteur h et de largeur w, s’appuyant
sur trois surfaces de PDMS (faces latérales et face du haut) et une surface de verre
(face du bas). La puce microfluidique obtenue est a ce stade hydrophile. Un dernier
passage a 'étuve a 150°C durant 12 heures environ lui reconfére des conditions de
mouillage hydrophobes, favorables a la création des émulsions « eau dans huile » que
nous détaillons dans la partie suivante. Les expériences microfluidiques montrent en
effet qu’il est aisé de créer une émulsion d’un fluide 1 dans un fluide 2 lorsque ce
dernier a une bonne mouillabilité avec les parois du canal [41].

2 Dispositif expérimental

2.1 Schéma de principe du canal microfluidique

Entrée d’huile Entrée d’eau

(dilution) Formation

Dilution
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(dilution)

FIGURE 2.3: Schéma d’un canal microfluidique vu de dessus.
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La figure 2.3 représente schématiquement un micro-canal congu et fabriqué par
les méthodes décrites précédemment. Il comporte trois trous d’injection des fluides
(deux pour la phase continue, un pour la phase dispersée) et un trou de sortie. Les
débits volumiques de phase continue de dilution, phase continue de formation, et
phase dispersée sont respectivement notés ¢, ¢/ et q,. Le débit total est par suite
défini comme q = ¢% + ¢/ + q,. Les filtres (Fig. 2.4), disposés aux différentes entrées
des fluides, ont pour but de piéger les impuretés éventuelles et poussiéres de PDMS
résiduelles dues au percage des trous. En choisissant la taille des pores de 'ordre de
20 pm, le fluide s’écoule normalement, les grosses impuretés susceptibles de boucher
le micro-canal sont piégées par le filtre, alors que les petites impuretés, ne présentant
pas ce risque, sont transportées par le fluide jusqu’a la sortie. Ce micro-canal typique
est composé de trois organes principaux, ayant chacun une fonction intrinséque.
D’amont en aval, il apparait successivement un module de formation, un module de
dilution et un module de fragmentation, composé par exemple d’un obstacle linéaire
comme celui représenté sur la figure 2.3, ou d’une boucle. En remettant la description
de ces modules de fragmentation aux chapitres suivants, détaillons a présent le role
des modules élémentaires de formation et de dilution.

FIGURE 2.4: Filtre d’entrée.

2.1.1 Module de formation

Le role de ce premier module est de former ’émulsion a partir de I’écoulement de
deux fluides immiscibles. Par la technique de flow focusing [48] (Fig. 2.5), la phase
continue provenant de I’entrée de formation pince périodiquement la phase dispersée
au travers d'une constriction (dont la largeur est de 'ordre de 60 um), engendrant
un train d’objets monodisperses (gouttes, bulles), de taille Ly au sein de la phase
continue. Ce procédé est assez bien décrit par le modele de blocage-pincement [41, 42|
évoqué dans le chapitre précédent.
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FIGURE 2.5: Module de formation.

2.1.2 Module de dilution

Une fois le train périodique monodisperse créé, le module de dilution permet de
faire varier la vitesse v des objets en les diluant ou en les concentrant, indépendam-
ment de leur taille [93] (Fig. 2.6). Notons cependant que cette configuration introduit
nécessairement un couplage entre la vitesse v et la distance séparant deux objets
consécutifs, notée A. La nature périodique du train permet de définir une fréquence
de production f vérifiant la relation v = A f. D’un point de vue pratique, la structure
en peigne a ’embranchement de la dilution permet de minimiser la déformation des
objets, et ainsi de prévenir leur éventuelle coalescence ou fragmentation [94] a ce
niveau du micro-canal. L’inclinaison donnée aux micro-canaux contribue de plus a
orienter ’écoulement dans le bon sens.

FIGURE 2.6: Module de dilution.

2.2 Mise en ceuvre et caractéristiques de I’écoulement
2.2.1 Fluides utilisés

La formation d’émulsions s’accompagne du choix de deux fluides immiscibles, une
phase continue et une phase dispersée. Les divers fluides sondés sont newtoniens, et
deux types de systémes de fluides ont été étudiés : des systémes liquide/liquide
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(formation d’un train de gouttes) et gaz/liquide (formation d’un train de bulles).
Les viscosités des fluides choisis sont mesurées a ’aide d’un rhéométre (Anton Paar
MCR 301), en géométrie cone/plan (avec un diamétre de 70 mm et un angle de 5°).
Les tensions de surface sont déterminées a 'aide d'un tensiométre (Tracker, Teclis),
par la méthode de la goutte pendante (ou bulle montante). Ces procédés de rhéologie
et de tensiométrie sont présentés en annexe de ce manuscrit.

Systémes liquide/liquide Deux phases continues organiques ont été utilisées,
I'hexadécane (Sigma-Aldrich) et une huile silicone visqueuse (Fluka). La phase dis-
persée liquide utilisée est une solution aqueuse (MilliPore, 18 M.cm.) contenant
du dodécylsulfate de sodium (Sigma-Aldrich) noté SDS dans la suite, & raison de
15 gL 7!, et du glucose, dont le pourcentage massique a été varié de 0% a 44%.
L’ajout de glucose permet de faire varier la viscosité n; de la phase dispersée de
1 mPa.s a 7.2 mPa.s. La viscosité 7. de la phase continue est de 3 mPa.s pour
I’hexadécane, 50 mPa.s pour I'huile silicone. Le SDS est un surfactant ionique so-
luble dans la phase dispersée, stabilisant I’émulsion ainsi formée. La concentration
micellaire critique (CMC) étant de l'ordre de 2 g.L ™!, I'interface est saturée en
surfactant, ce qui fixe la valeur de la tension superficielle v. Les valeurs mesurées
sont y=6 mN.m ™! pour le systéme eau/hexadécane, y=9.7 mN.m~! pour le systéme
eau/silicone.

Systémes gaz/liquide La phase continue utilisée est I'hexadécane, la phase dis-
persée gazeuse est constituée de diazote (Air Liquide), de viscosité 1.7 - 1072 mPa.s.
La tension de surface mesurée est y=27 mN.m .

2.2.2 Modes d’injection

Systémes liquide/liquide Comme le montre la figure 2.7, les phases continue et
dispersée sont injectées a débit controlé par des pousse-seringues (PHD2000, Harvard
Apparatus). Pour les trois entrées de fluides, la gamme de débit appliqué s’étend
typiquement de 1 & 1000 pL.h—1.

Systémes gaz/liquide La phase continue est injectée a débit contrélé par un
pousse-seringue. La phase dispersée gazeuse est injectée grace a un systéme d’écou-
lement microfluidique & pression imposée (MCFS-FLEX, Fluigent). La gamme de
pression appliquée s’étend typiquement de 50 a 1000 mbar.

Les fluides sont ensuite transportés dans le micro-canal via des tubes capillaires
souples en polyéthyléne (PE20, BD Intramedic), de diamétres intérieur et extérieur
respectivement égaux a 0.38 mm et 1.09 mm. L’élasticité du PDMS assure 'étan-
chéité de la connexion entre les tubes et la puce.

2.3 Acquisition des données

L’écoulement au sein de la puce microfluidique est observé au moyen d’un mi-
croscope inversé (IX-71, Olympus), le grossissement des objectifs utilisés allant de
x2 & x60. L’acquisition des données s’effectue par une caméra rapide (Phantom V7,
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Pousse-seringues

e

A\

[

]

. . , Puce en PDMS
Microscope inversé

FIGURE 2.7: Montage expérimental.

Vision Research) connectée au microscope (Fig. 2.7), dont la gamme de fréquence

d’acquisition s’étend de 500 & 10000 images.s~*

de 200 x 600 pixels?.

2.4 Traitement des données

, pour une résolution spatiale typique

Les images et films sont analysés a posteriori par traitement d’image, en utilisant
les logiciels de programmation ImageJ et Matlab. Par détection de contour des objets
dispersés au cours du temps, il est possible de remonter a la taille des objets, leur

volume, leur vitesse et leur fréquence de production.
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Chapitre 3

Fragmentation d’objets déformables
et 1solés sur un micro-obstacle
linéaire

Nous proposons une étude expérimentale, théorique et numérique de la fragmen-
tation d’objets déformables (gouttes, bulles) sur un micro-obstacle linéaire. Nous
décrivons dans ce chapitre les résultats obtenus dans le cas ou les objets sont suffi-
samment éloignés afin de pouvoir négliger toute interaction hydrodynamique entre
eux, et ou la longueur de I'obstacle est par conséquent trés inférieure a la distance
séparant deux objets consécutifs. Nous montrons 'existence de quatre régimes hy-
drodynamiques de fragmentation ainsi que le role crucial du contraste de viscosité
entre les phases porteuse et dispersée. Nous décrivons un modéle simple permettant
d’identifier les paramétres adimensionnés pertinents du probléme et de retrouver nos
observations expérimentales.
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1 Paramétres expérimentaux

FIGURE 3.1: Photographie répertoriant les paramétres expérimentaux intervenant
dans le probleme. Barre d’échelle : 100 pm.

Le probléme considéré est d’apparence complexe, du fait des nombreux para-
meétres intervenant dans I’expérience (Fig. 3.1). Nous pouvons classer ces paramétres
en trois catégories.

1.1 Géométrie

Aprés avoir présenté le role des modules de formation et de dilution dans le cha-
pitre précédent, détaillons ici le module de fragmentation utilisé. Comme montré sur
la figure 3.1, ce module consiste en un obstacle rectangulaire, sa longueur principale
étant paralléle a la longueur principale du micro-canal. Celui-ci est placé en aval de
la formation et de la dilution, suffisamment loin de fagon & assurer un mouvement
uniforme de l'objet dispersé juste avant d’impacter 1'obstacle. Les paramétres géo-
métriques de ce dernier sont fixés par le choix de la puce microfluidique sélectionnée
ab 1nitio. Notons que 'obstacle est intentionnellement décentré par rapport au ca-
nal, nous utilisons ainsi les appellations « bras large » et « bras fin » dans la suite
de cette partie pour désigner les canaux situés de part et d’autre de 'obstacle. Dé-
finissons et donnons l'ordre de grandeur des paramétres géométriques sondés dans
nos expériences :

— h =45 pm : hauteur du canal.

— w = 130 pum : largeur principale du canal.

— L =200 — 800 um : longueur de I'obstacle.

— wy; = 52 — 72 pm : largeur secondaire du bras large de 1'obstacle.

— wy = 28 — 48 um : largeur secondaire du bras fin de 'obstacle, avec wy<wy.

Nous avons fixé la largeur de 'obstacle a 30 um dans toutes les expériences pré-
sentées. Alors que les quatre derniers parameétres de la liste sont déterminés lors de
la conception du motif désiré sur le logiciel Clewin, la hauteur h du micro-canal
dépend du protocole opératoire de spin coating choisi au cours de I’étape de photo-
lithographie. Cette grandeur est maintenue a une valeur constante, h = 45 pum, tout
au long de cette partie.
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1.2 Physico-chimie

Les paramétres physico-chimiques sont fixés par le choix du systéme diphasique
utilise ! :

— ng : viscosité de la phase dispersée.

— 1. : viscosité de la phase continue.

— 7 : tension de surface entre les phases dispersée et continue.
Dans le cas des systémes liquide/liquide (gouttes), 'eau est la phase dispersée, et
I'huile la phase continue. Dans le cas des systémes gaz/liquide, le diazote constitue
la phase dispersée, I'huile la phase continue. Du fait de la prédominance des effets
visqueux devant les effets inertiels aux échelles spatiales typiques de la microflui-
dique, nous écartons d’emblée des parameétres pertinents de I’expérience les masses
volumiques des deux fluides.

1.3 Hydrodynamique

Les paramétres hydrodynamiques caractérisent 1’état du train d’objets monodis-
perse en amont de ’obstacle :

— Lg =150 —900 pm : taille des objets.

~ v =0.1—10 mm.s~! : vitesse des objets.

— A =600 — 3000 pm : distance entre deux objets consécutifs.
Dans toute cette partie, nous considérons des objets suffisamment volumineux afin
qu’ils touchent les bords des canaux, soit Ly>w ; nous nous y référons dans la suite
par 'appellation slugs. Nous verrons I'importance de cette condition dans le para-
graphe suivant. Dans le cadre particulier de ce chapitre, nous choisissons la distance
A trés grande devant toutes les autres dimensions du systéme, de fagon a pouvoir
considérer les objets comme « isolés ».

Les paramétres hydrodynamiques peuvent étre modifiés par l'expérimentateur en
ajustant le débit des pousse-seringues pour les phases liquides, ou la surpression
du régulateur de pression pour la phase gazeuse. Discutons le cas particulier des
systémes liquide/liquide (gouttes), permettant d’obtenir des relations simples entre
débits appliqués et paramétres hydrodynamiques, exploitables en pratique.

1.3.1 Controle de la vitesse v

L’écoulement de gouttes confinées et transportées dans une phase continue est
souvent décrit par une relation de la forme :

_ Bq
p= 24

==, (3.1)

reliant la vitesse v des objets dispersés au débit volumique total ¢ et a la sec-
tion wh du canal, par 'intermédiaire d’un coefficient de mobilité S sans dimen-
sion [95]. Certains travaux antérieurs réalisés dans des circuits cylindriques milliflui-
diques (Fig. 3.2 (a)) ont montré que ce coefficient vérifie généralement I'encadrement
1<6<2 et subit une influence prononcée du confinement, donc du ratio p entre la

1. Les ordres de grandeur de ces parameétres, ainsi que la nature des fluides utilisés, sont donnés
dans le chapitre précédent.
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FIGURE 3.2: Evolution du coefficient de mobilité 3 en fonction du confinement adi-
mensionné p imposé par le canal, en géomeétrie coaxiale (a) et rectangulaire (b). L,
est une longueur résistive associée a la présence d’un objet dispersé dans le canal ;
cette longueur dépend également du confinement appliqué. Figure adaptée de [87].

taille de I'objet dispersé et la taille du canal |87, 88|. La limite supérieure f=2 cor-
respond & un confinement nul, soit un objet ponctuel s’écoulant a la vitesse centrale
maximale du profil de Poiseuille vérifié par la phase continue. Cette vitesse maxi-
male est égale au double de la vitesse moyenne, de par la nature parabolique du
profil de vitesse. Le fait de travailler avec des slugs permet de garder un coefficient
de mobilité g proche de I'unité, indépendamment de la taille L,; de 1'objet : nous
sommes dans une configuration d’« écoulement bouchon », ot 'objet dispersé est
advecté par la phase continue a la vitesse moyenne de ’écoulement. Notons qu’en
réalité, le coefficient de mobilité d’un slug dans un canal de section rectangulaire
peut devenir légérement inférieur a 1 (voir Fig. 3.2 (b)), du fait des écoulements de
coin de la phase continue |87, 96]. Dans la suite, nous supposerons f=1. Ainsi, la
vitesse v est directement proportionnelle au débit total :

voxq=qt+ql + qu (3.2)

1.3.2 Contréle de la taille L,

La taille Ly est fixée au cours du mécanisme de flow focusing prenant place au
module de formation. Nous utilisons le modéle simple de blocage-pincement [41,
42, 53| afin de connaitre la dépendance de Ly avec les débits q,, et ¢/ ; redérivons
brievement les ingrédients de ce modéle. En notant €2 le volume des objets dispersés,
celui-ci peut s’écrire comme :

Q= q,T, (3.3)

avec 7 la période temporelle du processus de pincement. Faisant fi des équations
hydrodynamiques régissant le mécanisme, ’expérience montre que nous pouvons
décomposer simplement celui-ci en une phase de blocage, de durée 7, et une phase
de pincement, de durée 7,. Au cours de la premiére étape, la phase aqueuse envahit
la constriction, permettant d’obstruer I’écoulement d’huile de formation. En notant
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FIGURE 3.3: (a) En accord avec I'équation 3.6, Le volume du slug est une fonction
affine du rapport entre les débits d’eau et d’huile de formation. Figure adaptée
de [53]. (b) Evolution de la taille de slug, normalisée par la largeur du canal, en
fonction du rapport entre les débits d’eau et d’huile de formation. Les résultats
présentés sont cohérents avec la formule 3.7 obtenue a ’'aide du modéle de blocage-
pincement, et montrent en particulier I'indépendance de la viscosité de 'huile (phase
continue) dans ce mécanisme. Figure adaptée de [42].

V4 le volume typique de blocage, nous en déduisons une estimation de 7, :

v
Ty~ -2 (3.4)

Guw
Dans un second temps, 'huile vient, de part et d’autre, pincer le volume d’eau

présent dans la constriction. De fait, 7, peut s’écrire :
Vo

Ty ™~ —¢,
@

D (3.5)
avec V), le volume de pincement. Finalement, 7=7, 4 7, et I'équation 3.3 permettent
d’obtenir la relation simple suivante :

q
Q~V,+ —7})‘/;, (3.6)
go
La forme « aplatie » d'un slug nous autorise a écrire 'approximation €2 ~ Lgwh, il
vient donc : q
Lgox 1+ k—;ﬁ, (3.7)
4o
avec k=V,/V}, de l'ordre de I'unité. Ce modéle simple est en accord avec I’expérience
(Fig. 3.3 (a)) tant que le contraste de viscosité entre les deux phases n’est pas trop
important [53| et que les fluides sont newtoniens 2. Notons d’ailleurs que ce raison-
nement s’applique également au processus de pincement hydrodynamique au niveau

2. Ce modéle est par exemple mis en défaut avec certains polymeéres, ou plus spécifiquement un
extrait cellulaire d’ceufs de Xénope [97].
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d’une jonction en T [42] (Fig. 3.3 (b)). Ainsi, la taille L, est expérimentalement
ajustable par le ratio des débits de formation.

2 Résultats expérimentaux

2.1 Quatre régimes hydrodynamiques de fragmentation

break-up

F1GURE 3.4: Nllustration des quatre régimes hydrodynamiques observés expérimen-
talement en faisant varier la vitesse v de 1.9 mm.s™! & 5.1 mm.s~!, pour une taille
Lg = 260 pm fixée. Le code couleur, associé a chaque régime et situé a droite de
la figure, est réutilisé dans la suite de ce chapitre. Barre d’échelle : 100 pm. Figure
adaptée de [98].

Fixons dans un premier temps les paramétres géométriques (c’est-a-dire la puce
microfluidique), et choisissons un systéme de fluides liquide/liquide tel que ng > 7,.
Etudions le comportement de I'objet isolé lorsqu’il impacte I'obstacle en fonction de
sa taille Ly et de sa vitesse v. Pour un slug de taille L; donnée, la figure 3.4 illustre
I'existence de quatre régimes hydrodynamiques observés en faisant varier la vitesse
v. Sur cette méme figure, ¢; et ¢ désignent les positions des interfaces liquide /liquide
dans les canaux situés de part et d’autre de l'obstacle, de largeurs respectives w;
et wsy, en prenant comme origine commune 'extrémité amont de 'obstacle (voir
Fig. 3.4). Nous nommons et caractérisons ci-dessous les différents régimes, observés
par ordre croissant de vitesse.

2.1.1 Régime 1 : non fragmentation sans rétraction

Lorsque la vitesse est suffisamment faible, le slug n’envahit pas le bras fin de
I’obstacle, soit ¢5 = 0 tout le temps, et s’écoule entiérement par le bras large. De
fait, il ne se fragmente pas.

2.1.2 Reégime 2 : non fragmentation avec rétraction

A vitesse plus élevée, une partie du volume du slug envahit désormais le bras
fin de l'obstacle : une interface avance, s’arréte, puis, de fagon surprenante, se ré-
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tracte. Puisque cette rétraction s’effectue totalement avant méme que 'arriére du
slug vienne a son tour heurter I'obstacle, aucune fragmentation n’a lieu.

2.1.3 Régime 3 : fragmentation avec rétraction

En augmentant encore la vitesse, I'invasion d’une interface dans le bras fin, suivie
de sa rétraction, est de nouveau observée. A la différence du régime 2, cette rétraction
est partielle, puisque l'arriére du slug vient impacter 'obstacle alors que ¢5 > 0 :
le slug se fragmente en deux gouttes filles, généralement de taille différente, dans
chacun des deux bras de I'obstacle.

2.1.4 Reégime 4 : fragmentation sans rétraction

Pour une vitesse encore plus grande, les deux interfaces envahissant les bras de
I’obstacle ne subissent aucune rétraction. Nous assistons de nouveau a un processus
de fragmentation lorsque l'arriére du slug vient heurter 'obstacle. Notons que la
goutte formée dans le bras fin de I'obstacle est plus grande® que dans le régime 3.

2.2 Diagrammes comportementaux : influence du contraste
de viscosité

Par suite, nous avons fait varier de facon systématique les quantités hydrody-
namiques v et Ly, permettant de cartographier les zones d’existence des quatre
régimes dans un diagramme (L4, v), par analogie avec un diagramme de phase en
thermodynamique. Nous avons ensuite renouvelé 'expérience avec divers systémes
de fluides liquide/liquide et liquide/gaz, ainsi qu’en modifiant les paramétres géo-
métriques. La figure 3.5 représente deux diagrammes comportementaux typiques,
I'un (Fig. 3.5 (a)) ayant été établi avec la condition expérimentale 1y > 7. (phase
dispersée : eau+SDS+glucose, phase continue : hexadécane), autre (Fig. 3.5 (b))
ayant été obtenu avec la condition inverse n; < 7. (phase dispersée : eau+SDS,
phase continue : huile silicone). Comme attendu, les régimes de non fragmentation
se retrouvent aux vitesses faibles, et les régimes de fragmentation aux vitesses éle-
vées. Les lignes pointillées servent de guide pour les yeux afin de mettre en exergue
le seuil de fragmentation. Décrivons ci-dessous en détail I'allure de ces diagrammes
de facon séparée.

2.2.1 Cas ng > 1.

Sur le diagramme associé au systéme fluide vérifiant la condition 14 > 7. (Fig. 3.5
(a)), nous remarquons que la courbe matérialisant la vitesse seuil de fragmentation
en fonction de Ly est non monotone. Cette courbe est décroissante pour Ly < L7,
puis croissante pour Ly > L, avec LG une taille de slug critique approximativement
égale a 230 pm pour cette série de mesures. Par ailleurs, lorsque Ly > LY, nous
retrouvons, par ordre croissant en vitesse, la séquence composée des quatre régimes
définis précédemment. Lorsque Ly < LY, nous relevons seulement la présence des
régimes 1 et 4, survenant sans rétraction. Enfin, la vitesse seuil d’invasion du bras

3. Par conservation du volume du slug, la goutte formée dans le bras large est a fortiori plus
petite.
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FI1GURE 3.5: Diagrammes comportementaux répertoriant ’apparition des régimes
de fragmentation précédemment introduits, pour deux systémes fluides différents :
(a) systéme liquide/liquide tel que ng > 7., (b) systéme liquide/liquide tel que
na < N En guise de guide pour les yeux, les lignes pointillées matérialisent les seuils
de fragmentation. Le code couleur correspond a celui utilisé dans la figure 3.4. Les
parameétres géométriques sont comparables pour les deux diagrammes présentés : (a)
L =300 pm, wy = 67 pm, we = 33 pum; (b) L = 300 pm, wy = 63 pm, we = 37 pm.
Figure tirée de [98].

fin de I'obstacle est tout d’abord une fonction décroissante de L4 pour Ly < LY
(transition du régime 1 au régime 4), puis semble atteindre une valeur constante
pour L, > LY (transition du régime 1 au régime 2).

2.2.2 Cas ng <1

Dans le second diagramme correspondant a la condition 74 < 7. (Fig. 3.5 (b)),
la courbe du seuil de fragmentation est une fonction monotone croissante de L,
nous n’observons pas de taille de slug critique dans ce cas. Par ailleurs, la vitesse
seuil d’invasion du bras fin par le slug semble constante sur la gamme de taille Ly
sondée. Notons enfin que les diagrammes comportementaux obtenus avec le systéme
liquide/gaz, également de type 1y < 7., exhibent les mémes tendances, malgré les va-
leurs trés différentes des parameétres caractéristiques (74, v) de ce systéme particulier.

Nous proposons dans la partie suivante d’interpréter ces différents résultats.

3 Interprétation

3.1 Arguments physiques, mise en équation
3.1.1 Contribution visqueuse : loi de Hagen-Poiseuille

Dans le chapitre introductif de ce manuscrit, nous avons présenté ’analogie exis-
tant entre un écoulement laminaire, monophasique, permanent et newtonien dans un
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canal rigide? et le déplacement des charges libres dans un circuit électrique. Dans le
cadre d’'un écoulement confiné entre deux plaques paralléles, nous avons montré que
le saut de pression Ap et le débit volumique g sont reliés par la formule suivante :

12nL
wh3 '’

ou n, L, w et h désignent respectivement la viscosité dynamique du fluide, la lon-
gueur, la largeur et l'interstice entre les deux plaques. En dépit de la simplicité de
la géométrie considérée, remarquons que ce résultat est généralisable a un canal de
géométrie quelconque, la seule différence provenant d’une expression un peu dif-
férente, et en général plus complexe, pour la résistance hydrodynamique. Dans la
géométrie d’intérét de ce chapitre, constituée d’un canal rectangulaire de hauteur h
et de largeur w a priori comparables, la résistance hydrodynamique prend la forme
exacte suivante [26] :

Ap = Rnq avec Rj = (3.8)

-1
12nL 1 192h nmww

- 1— — 720 anh (--) . 3.9

wh3 Z nd mhw ot 2 h (3.9)

n impair>1

Ry

Dans le cas limite h < w, nous retrouvons comme attendu le résultat issu de la géo-
métrie constituée des deux plaques paralléles infinies. Les termes de la série de Fou-
rier décroissent extrémement rapidement, du fait du terme en n° au dénominateur.
De fait, nous pouvons facilement nous contenter d’un développement asymptotique
de cette expression, conduisant aux expressions :

12nL AN

Ry~ 212 (1~ 0.632 pour h < w, (3.10)
wh3 w
12nL wy -1

R, ~ [ <1 — 0.63E> pour w < h. (3.11)

L’erreur induite par ’approximation faite est maximale lorsque h = w, et n’atteint
pas 15%; cette erreur chute rapidement sous les 0.2% lorsque h = w/2. Dans la
suite, nous synthétisons ce résultat sous la forme :

Ry = % (%) . (3.12)

3.1.2 Contribution capillaire : loi de Young-Laplace

Dans le cas d’un écoulement diphasique, la présence d’une interface courbée entre
deux phases immiscibles induit une contribution capillaire supplémentaire au saut

4. Par souci de simplicité, nous supposons ici la parfaite rigidité du canal, malgré I’élasticité du
PDMS. Pour aller plus loin et prolonger I'analogie avec ’électricité, il est possible de démontrer
que la flexibilité du PDMS peut s’interpréter par le rajout d’un condensateur, de capacité hydro-
dynamique C},, dans le circuit électrique équivalent. Comme pour la charge d’un condensateur,
cela implique en particulier I'existence d’'un temps caractéristique R;,C}, donnant la durée typique
du régime transitoire pendant lequel 1’élasticité du PDMS rentre en jeu. Cette échelle de temps,
typiquement de l'ordre de 15 minutes, est toujours trés grande devant le temps de passage d’un
slug dans le module de fragmentation. De fait, ces effets d’élasticité ne viennent pas interférer
dans le processus de fragmentation. En pratique, nous nous affranchissons du régime transitoire en
prenant soin de mesurer les paramétres hydrodynamiques Ly et v de maniére instantanée.
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de pression calculé précédemment, les effets capillaires comportant d’autant plus de
poids a mesure que le confinement augmente. Ce saut de pression capillaire s’exprime
par la loi de Young-Laplace® [99] :

Ap = K, (3.13)

ou k désigne la courbure mathématique moyenne de I'interface. Nous pouvons dé-
composer la courbure avant du slug en une composante dans le plan (Ozy) et une
composante dans le plan perpendiculaire (Oxz), de valeurs approximatives 2/w et
2/h respectivement (approximation sphérique). De fait, nous réécrivons le saut de
pression capillaire comme :

I 1

Dans le cadre de l'analogie électro-hydraulique, ce saut de pression supplémen-
taire, indépendant du débit, peut se percevoir comme une batterie idéale de tension
constante dans le circuit électrique équivalent.

Dans un souci de simplicité, nous ne prenons pas en compte dans l’expression du
saut de pression total d’éventuels effets de type Bretherton modélisant la friction

dans les films de phase continue mouillant les parois du canal [100, 101].

3.1.3 Expression générale du saut de pression

Rd: F H: 4 ,-

-t-'vwv\—||||—*'v'+.é'*.i"».»*L

FIGURE 3.6: Décomposition du calcul du saut de pression dans le bras .

La figure 3.6 illustre, dans le cas le plus général, la décomposition du calcul du
saut de pression Ap; dans le bras i, avec i = 1,2, en présence d'une interface. en
trois termes distincts.

— Une contribution visqueuse pour I’écoulement de la phase continue sur une

longueur L — /; :
ne(L — ;) fiq:
wih?’

avec f; = f(w;/h), fonction adimensionnée précédemment introduite.

Api,l == ) (315)

5. Cette loi est & mettre au crédit de Thomas Young (1773-1829) et Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), physiciens (entre autres) respectivement britannique et frangais.
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— Une contribution visqueuse pour I’écoulement de la phase dispersée sur une
longueur ¢; :

effp t.a.

- N4 zfz%

Apio = wh?

(3.16)
ol nous avons introduit pour le slug une viscosité effective nflf T afin de tenir
compte de la dissipation visqueuse supplémentaire dans le film fin de phase
continue situé entre le slug et les murs du canal, ainsi que dans les coins
de la géométrie rectangulaire. Rappelons en effet les conditions de mouillage
hydrophobes du micro-canal, couplées au fait que la forme du slug n’épouse
pas la forme du canal. La viscosité effective ngf I dépend a priori de Nd, Nes D
et w;. Comme le fait de considérer deux viscosités effectives différentes dans
les bras 1 et 2 ne modifie pas drastiquement les résultats obtenus dans le cadre
de ce modeéle, nous considérons dans la suite que nzf T est identique dans les
deux bras, et fait office de paramétre ajustable dans notre étude.

— Une contribution capillaire au niveau de l'interface entre les deux fluides :

1 1
Apiz = 2y (J + ﬁ) : (3.17)

7

Analogiquement a la loi d’additivité des tensions en électricité, nous obtenons fina-
lement, par somme des termes d’amont en aval de I’écoulement :

Ap; =

effp r.a. 1 1 L — ;) fiq;
g glflql—i—QW( _) L el = 6) figi. (3.18)

— +
wih?’ w; h wih?’
Du fait que les interfaces touchent les bords du canal dans chacun des bras de 1’obs-
tacle, le coefficient de mobilité est pris égal a 1, et le débit ¢; peut avantageusement

étre remplacé par :

d/;

faisant ainsi directement intervenir la vitesse de l'interface dans le bras i.

3.1.4 Equations gouvernant le mouvement des interfaces

La dynamique du processus de fragmentation est entiérement contenue dans
I’évolution temporelle des avancées des ménisques dans les bras 1 et 2, valant res-
pectivement ¢y (t) et (5(t). La détermination de ces deux fonctions inconnues passe
donc par I'écriture d’un systéme de deux équations régissant leur évolution. Celui-ci
est a nouveau dicté par ’analogie électro-hydraulique, imposant dans un premier
temps un débit conservatif par la loi des noeuds® :

q=aq + q2, (320)

d/y d/sy
= w;— —. 21
wv w1 d Wo dt (3 )

6. Cette équation correspond physiquement & la conservation de la masse du slug, tout comme
la loi des noeuds en électricité correspond & la conservation de la charge.
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La seconde équation est dictée par la loi des mailles, égalisant les sauts de pression
dans les deux bras de 'obstacle :

Apr = Aps. (3.22)

En présence d’interfaces dans les deux bras, cette derniére peut se réécrire comme :

Lfid o7 2 Lfsd eIl 2
Ne f1ﬁ<1 N4 nc€_1>+_7:nc fQﬁ(l Mg — Nl + 2 (3.03)

h? dt Ne L wq h? dt Ne L wWo

Les conditions initiales & respecter s’écrivent simplement : ¢1(0)=0, ¢2(0)=0. Les
expériences montrent qu’a tout instant, I'arriére du slug se déplace a la vitesse
constante v. Nous définissons I'instant final ¢; au moment ou 'arriére vient heurter
I'obstacle ; nous écrivons donc ¢ sous la forme :

Leff
tp= Z : (3.24)

en tenant compte d’une longueur effective Lflf f pour le slug, afin de prendre en
considération la courbure de ses interfaces. Pour fixer les idées, nous pouvons par
exemple apparenter le slug réel, de volume approximatif hJL(Ld — w)w + Tw?/4]
(Fig. 3.1), & un slug effectif de volume parallélépipédique sz wh. Ce raisonnement
conduit a la relation :

LY = Ly—w (1 - %) < L, (3.25)
nous retiendrons donc 'expression finale de t; suivante :

L, —
t = chw (3.26)

avec un parametre ¢ sans dimension, de l'ordre de I'unité. La variation de ce para-
métre est sans doute beaucoup plus complexe, notamment en fonction de la géomé-
trie du canal (w/h, wo/h, wy/h) ; c fait office de paramétre ajustable dans la suite de
ce chapitre. A présent, nous nous attachons donc a résoudre le systéme d’équations
différentielles couplées (Eq. 3.21, Eq. 3.23).

3.2 Résolution
3.2.1 Adimensionnement du probléme

Dans le but de simplifier les équations et faire émerger les parameétres pertinents
du probléme, mettons les équations sous forme adimensionnée. De facon naturelle,
définissons tout d’abord I’échelle de temps adimensionnée T'=t/ty, ou l'intervalle
temporel de résolution s’écrit donc T=0—1. Adimensionnons les avancées des inter-
faces ¢; par la longueur de 'obstacle, soit X; = [;/L. A partir des dix paramétres
dénombrés plus haut (en ayant comme convenu laissé le paramétre A de coté pour
cette étude de fragmentation isolée), il est possible, d’apreés le théoréme de Vaschy-
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Buckingham, de construire sept groupements adimensionnels :

— w wo R
Cwy,  h 7 b -~ fiwLl
(3.27)
1eff eff _ )
_(2 ? AT} = nd T] 9 C = T/ !
e Y

Les quatre groupements supérieurs ne dépendent que des paramétres géométriques.
Remarquons, parmi les trois groupements inférieurs, 'intervention du contraste de
viscosité adimensionné An entre les deux phases. Ce nombre adimensionné est al-
gébrique, nous montrons plus loin son roéle crucial dans la résolution du systéeme
d’équations différentielles, comme le laissent présager les résultats expérimentaux
de la figure 3.5. Par ailleurs, le nombre capillaire C est au cceur de ce probléme,
puisqu’il compare de fagon inhérente les deux effets antagonistes impliqués : au nu-
mérateur, les effets visqueux tendent a déformer la goutte, jusqu’a la fragmenter. Au
dénominateur, les effets de tension de surface ont au contraire tendance a s’opposer
a cette déformation. De fait, ce nombre adimensionné intervient trés souvent dans
des problémes de fragmentation en milieu confiné [18, 19, 20, 21]. Moyennant ce
passage aux grandeurs adimensionnées, le systéme d’équations (Eq. 3.21, Eq. 3.23)
peut se réécrire :

dx, dX,
Xm dX2 o C*
avec : 14
L w fo 27(1—W)
_ta W _ ¢ C, = , 3.30
@ Lw1 ’ Wf1 ¢ C W ( )

d’autres variables sans dimension introduites pour simplifier I’écriture. Ce systéme
d’équations est valable en présence d’une interface dans chaque bras de 1’obstacle,
c’est-a-dire lorsque X7 < 1et Xy, < 1.

3.2.2 Conditions d’invasion du bras fin de ’obstacle

A l'instant initial 7=0, le débit imposé en amont de 1’obstacle force I'introduction
d’une interface dans le bras large de fagon préférentielle, puisque la pression de
Laplace et la résistance hydrodynamique y sont moindres que dans le bras fin. Tant
qu’aucune interface ne pénétre dans le bras fin, ’équation 3.29 ne peut s’appliquer,
et nous avons X»=0 et d.X,/dt = 0. Cherchons le temps d’invasion 7}, au bout duquel
un ménisque envahit ce bras fin. L’équation 3.28 s’intégre directement :

X, =aT. (3.31)

Le saut de pression dans le bras 1 s’écrit donc :

nCLflq 2Z w1
14+AnalT + —(1+—)]|. .32
Y + AnaT + C ( + h) (3.32)
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(a) 1‘ (b) 1A— c./C
I P T~
< 1+AnXa 1+AnXa
—> —>
OZTp T 0 T
A

1+AnX:
7;4 c./C

-—)
0=1p T 0 T, T

An>0
s
>
3
>

FIGURE 3.7: Résolution schématique de 'inéquation 3.34 dans quatre cas distincts :
(a) An <0et C>Cy, (b) Anp<0et C<Cy, (¢c) Ap>0et C>C,, (d) Anp >0 et
C <C(,.

Remarquons que Ap; est une fonction affine du temps adimensionné 7', dont le signe
de la pente est donné par le signe de An. L’invasion du bras fin de I'obstacle pourra
finalement se réaliser si ce saut de pression Ap; parvient & surpasser le saut de
pression capillaire correspondant, soit :

2y Wa
Ap > (1 + 7) , (3.33)

cette condition pouvant se réexprimer a 'aide de I'équation 3.32 comme :

Cy
1+ AnaT > ik (3.34)
Résolvons cette condition en distinguant les cas de figure An < 0 et An > 0, a I'aide
de la figure 3.7.

Cas An < 0 Dans ce cas, le terme a gauche de I'inéquation 3.34 décroit dans le
temps. Ainsi, si ce terme est supérieur au membre de droite a I'instant initial (soit
si C > C,), alors une interface se développe dans le bras fin a l'instant 7=0, soit
finalement 7, = 0. Si en revanche, ce terme est inférieur au membre de droite dés
I'instant initial (soit si C < C,), il ne pourra jamais le surpasser, et aucune interface
ne peut se développer dans le bras fin, 7}, n’admet aucune solution dans ce cas. La
condition d’invasion du bras fin s’écrit finalement :

c>cC,. (3.35)

Ce critére sur le nombre capillaire marque une limite supérieure d’existence pour
le régime 1 (non fragmentation sans rétraction), cette limite étant en particulier
indépendante de L/ /L.
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Cas Anp >0 Dans ce second cas, le terme a gauche de I'inéquation 3.34 croit avec
le temps. De nouveau, si ce terme est supérieur au membre de droite & l'instant
initial (soit si C > C,), il le reste, et une interface se développe dans le bras fin
des 'instant initial, soit 7}, = 0. Si en revanche, ce terme est inférieur au membre
de droite & T=0 (soit si C < Cy), il peut étre amené a le surpasser pour un temps
adimensionné 7;, donné par :

1 (C,
7;_EZE<E_1>' (3.36)

Ce temps est positif selon I’hypothése C < C,. Afin que l'invasion du bras fin se
produise, il faut encore vérifier deux conditions simultanées. D’une part, il faut que
cet instant 7}, soit antérieur a I'instant final, soit 7, < 1. D’autre part, il faut que
X:(T,) = aT, < 1, puisque le saut de pression Ap; reste constant dans le temps des
lors que l'interface présente dans le bras large en est sortie, et de fait ne peut plus
atteindre la pression de Laplace nécessaire pour 'introduction d’'un ménisque dans
le bras fin. Ces deux conditions se réécrivent donc :

Cy

C > T ann’ (3.37)
Cy

C>1+A” (3.38)

Pour a<1, la condition la plus stricte est donnée par I'équation 3.37, alors que
pour a>1, la condition la plus stricte est fournie par 1’équation 3.38. La résolution
combinée de ces équations fournit finalement le résultat suivant :

Cs .

- - < .
C>1+aA77 sia <1, (3.39)
C > G gGa>1 (3.40)

1+ An - '

Ainsi, lorsque An>0, le nombre capillaire marquant la limite supérieure de la zone
d’existence du régime 1 est une fonction décroissante en a pour a < 1, puis constante
pour « > 1, ces résultats se démarquent nettement du cas An < 0.

En représentant les résultats de la figure 3.1 dans un diagramme adimensionné
(La/L,C), nous remarquons que les critéres d’invasion développés par cette ana-
lyse sont en bon accord avec les expériences (Fig. 3.8). En particulier dans le cas
An < 0, le seuil d’invasion C = C,, uniquement fixé par la géométrie de la puce,
ajuste bien les résultats expérimentaux. Il est également intéressant de remarquer
que dans le cas d’'un obstacle centré, la condition W=1 (Eq. 3.27) aboutit au résultat
C. = 0 (Eq. 3.30). Ainsi, tous les nombres capillaires de transition déterminés ici
s’annulent. Physiquement parlant, cela signifie que sans aucune brisure de symétrie
sur l'obstacle, le slug envahit automatiquement les deux bras de maniére identique,
et le régime 1 voit sa zone d’existence réduite a néant.
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An=0
Lo s L0
O ea? o
- o
=5 e’
s> ® opm _ An<0
\' > jﬁ_r. R,
C./(1+ An) st oy t\{j‘

2.5 3 0.5 1 15 2

Lq/L

F1GURE 3.8: Conditions d’invasion du bras fin de I'obstacle : comparaison des résul-
tats expérimentaux et issus du modele, dans les cas An > 0 (a) et An < 0 (b). Les
paramétres libres valent : ¢ = 0.9 et Ap = 8 dans le cas (a). Les lignes continues
correspondent aux prédictions théoriques.

3.2.3 Dynamiques des deux interfaces

Si un ménisque a réussi a envahir le bras fin de 'obstacle, la dynamique des deux
interfaces, pour 1" > T, est régie par le systéme d’équations (Eq. 3.28, Eq. 3.29).
Notons ici un point intéressant : les expériences montrent parfois que l'interface
située dans le bras large en sort avant l'instant final T=1, pour lequel I'arriére du
slug vient heurter l'obstacle. Dans ce cas, I'expression du saut de pression Ap; ne
comporte plus de contribution capillaire. Il convient alors de réécrire 'égalité des
sauts de pression, décrite par I'équation 3.23, comme ci-aprés 7 :

ng LAt neLf> dl (Hn;ff—nceﬁ) 27<

1+22), (3.41)

h2 dt h? i n. L RS h

soit, sous forme adimensionnée :

dX;, dX, Col4+wy/h
1+ An)— —FW({1+AnXe)— =a—————.
L+ A7 U+ anX) g =0 1w
Bien que cette situation ne soit pas observable expérimentalement, si le slug était
assez grand, nous pourrions imaginer que l'interface située dans le bras fin puisse
également en sortir avant l'instant final. Cette situation correspond & une forme

particuliéerement simple pour 1’égalité des sauts de pression :

(3.42)

dty , dly
flE _f2¥7 (3.43)
soit, sous forme adimensionnée :
dX, dX,

7. Méme si la quantité ¢1 n’a plus vraiment de sens dans ce cas, nous gardons la notation d¢; /dt,
définie par abus de langage comme ¢; /hw;.
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A Taide de la conservation du débit (Eq. 3.28), il vient immédiatement :

dX1 al’ dX2 o
a1+ F A T wWasr) (3.45)

relations analogues a un diviseur de courant classique en électricité.

3.2.4 Conditions de rétraction dans le bras fin de 1’obstacle

Analysons maintenant sous quelles conditions 'interface située dans le bras fin de
I'obstacle peut subir une rétraction, caractéristique des régimes 2 (non fragmentation
avec rétraction) et 3 (fragmentation avec rétraction). Cette rétraction s’opére lorsque
cette interface, aprés avoir envahi le bras fin, vérifie dX5/d7T < 0 & un instant T
donné, intervenant avant l'instant final 7" = 1. Si une interface est encore dans le bras
large de l'obstacle, cette dérivée premiére peut se réécrire, a I’aide des équations 3.28

et 3.29 comme :
dX, a(l+ AnX; —C,/C)

AT~ FW(1+ AnXy) + W(l + AnXy)’

Si linterface présente initialement dans le bras large en est sortie, dX,/dT" peut
s’écrire, a l’aide des équations 3.28 et 3.42 comme :

. 1+wa/h
axv,  ofl+on-ghm)
AT FW(1+ AnXy) + W(1 + An)’

(3.46)

(3.47)

Dans les deux cas traités, le dénominateur de la fraction est positif, le signe de
dX5/dT est donc donné par le signe des quantités 1 + AnX; — C,/C d’une part,
14+ An —[Ci(1 +wy/h)]/[C(1 — W)] d’autre part. Ainsi, dans le cas d’une interface
encore présente dans le bras large, la condition dX,/dT < 0 se réécrit :

Cs

(3.48)

Dans le cas ou cette interface est sortie du bras large, la condition dX,/d7T" < 0 se
réécrit :
C*(l + U)Q/h)
(14+An)(1—W)

Procédons a nouveau par disjonction des cas, selon le signe de An.

C<

= C,.. (3.49)

Cas An > 0 Dans le cas d'une interface encore présente dans le bras large, la
condition 3.48 ne peut étre satisfaite pour C > C,. Lorsque C < C,, pour pouvoir ob-
server une rétraction de 'interface dans le bras fin de 'obstacle, il faut tout d’abord
qu’elle y soit rentrée. En T'=T,, cette condition s’écrit, d’apres les équations 3.31
et 3.34 :

Cy

C>—r.
Ce critére est ostensiblement incompatible avec la condition de rétraction donnée par
I’équation 3.48, prise également en T'=T,. Aux instants ultérieurs, Comme X; croit
avec le temps (par simple combinaison des équations 3.28 et 3.29, nous obtenons
dX;/dT > 0), la condition 3.48 ne peut étre satisfaite ultérieurement. Ainsi, dans le
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cas An > 0, il ne peut y avoir rétraction que lorsque I'interface issue du bras large en
est sortie. Ceci implique la condition C < C,,, tout en assurant que l'instant auquel
I'interface sort du bras large, noté T}, vérifie T; < 1. Distinguons alors les cas a < 1
et a > 1.

Cas a < 1 Ce cas est particulierement simple a traiter, puisque le slug est
trop petit pour voir une interface sortir du bras large avant que l’arriére ne vienne
heurter 'obstacle. En effet, en supposant que tout le slug, de volume LZf ! wh, aille
dans le bras large, la conservation du volume implique donc que son interface dans
le bras large atteigne une position maximale, X yax, vérifiant :

hawy LX max = hw L7 (3.51)

LY
Xy = 4+— =a < 1. 3.52
L Lw1 “= ( )

Comme X <X/ nax<1, les interfaces dans les bras large et fin n’ont respectivement
pas le temps de sortir et de se rétracter avant 'instant final. De fait, les régimes 2 et
3 ne présentent aucune zone d’existence dans le cas An > 0, a < 1. Par déduction,
au-dessus de la limite supérieure d’existence du régime 1 (Eq. 3.39), nous retrouvons
la zone d’existence du régime 4 (fragmentation sans rétraction). Ces prédictions sont
en accord avec les expériences (voir Fig. 3.5 et Fig. 3.8).

Cas o > 1 Afin de résoudre la condition 77 < 1, cherchons & déterminer
I'instant T} auquel l'interface située dans le bras large atteint la position X; = 1.
Afin de concilier les cas C < C, et C > C,, généralisons I'expression de 7, comme

suit (Eq. 3.36) :
5 (C.

avec 0=1 pour C < C,, et 6=0 pour C > C,. Intégrons alors I’équation 3.28 entre
T, et Ty, en utilisant les résultats Xo(7},) = 0, X;(7,) = a7, et, par définition,
Xi(Ty) =1:
OéTl —1
T
Intégrons de la méme fagon I'équation 3.29 entre T}, et 17 en y injectant ’expression
obtenue pour X5(7}). Nous obtenons alors une équation du second degré a laquelle
T, doit satisfaire :

AnF C, An F—-W 5 [(C, 2
S & Ty +oT) {C + F (1 7 +An ST (1+F) C 1] =0.
(3.55)

Aprés résolution de cette équation, imposer la condition 77 < 1 revient a imposer
le critére C < C,/Y,, ou la quantité Y, est solution de I’équation du second degré
suivante :

Xp(Th) = (3.54)

AnF An F-W (Y, — 1)
T —l—{aF(l—W)jLAn ST —(1+F)]+04Ya—(5 A
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Finalement, la combinaison des conditions nécessaires pour apercevoir une rétraction
de l'interface dans le bras fin, dans le cas An > 0 et a > 1, peut se résumer de la
facon suivante :

C. . (Cs
5 A7 < C < min (Z,CH) . (3.57)

Notons que pour des slugs assez grands, soit au-dela d’une certaine valeur de «,
la condition T} < 1 est facilement satisfaite. Ceci peut se deviner par la structure
de I'équation 3.55, ot il est aisé de montrer que la solution recherchée vérifie auto-
matiquement T o 1/« cette solution décroit donc avec . Dans ce cas, la limite
d’existence supérieure des régimes avec rétraction prédite par 1'équation 3.57 se
réécrit donc C < C,,, valeur indépendante de a.

Cas An < 0 La situation est légérement plus complexe dans le cas Anp < 0. En
effet, la rétraction peut dans ce cas se produire alors qu'une interface est encore
présente dans le bras large. Notons 7). l'instant auquel se produit cette rétraction.
En annulant la dérivée premiére dX,/dT < 0 dans I’équation 3.46, nous obtenons :

X\(T,) = Ain <% - 1) | (3.58)

Cette quantité est positive dés lors que C > C,, correspondant au critére d’invasion
du bras fin de l'obstacle. La rétraction ne peut s’effectuer que si X;(7}) < 1, ainsi
que T, < 1. La premiére condition aboutit au critére suivant :

< G
1+ An

(3.59)
La deuxiéme impose a nouveau de déterminer 7, par l'intégration successive des
équations 3.28 et 3.29 entre les instants T'=0 et T, :

oT, — X,(T,)
e

Nous montrons alors que 7, est solution de 1’équation du second degré suivante :

%QQTf +oT. {é (1 . E) Y F (1 T i)}

Xo(T,) = (3.60)

2W C w w

_Ain (%_1) {1+F+%(%—1) (W—F)] =0.

La condition 7). < 1 se traduit donc par un nouveau critére sur le nombre capillaire
C <C,/Y,, o Y, est a présent solution de 1'équation du second degré :

AnF F 1 Y, —1 Y, —1 B
T +Oé|:}/b(1—w)+F(1—|—W):|— A7 [1+F+ ST (W—F)]_o.
(3.62)

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, la rétraction peut également avoir lieu a
I'instant T} tel que X;(77) = 1, si tant est que :

(3.61)

= Cyiys 3.63
1+An W (3.63)
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d’aprés I'équation 3.47, mais également que 77 < 1. En prenant 7, = 0, soit § = 0
dans I’équation 3.55, ce calcul a déja été traité dans le cas An > 0. Nous pouvons
donc résumer les différents critéres de rétraction ci-dessous :

C* . C*
el < '
C*<C<Yb SlC_1+A77, (3.64)
C* . C*
i — > . .
C, < C < min <Ya,C**> siC > 5 Ay (3.65)

De fait, la remarque concernant les grands slugs peut étre généralisée, quel que soit
le signe de An.

3.2.5 Conditions de fragmentation

Enfin, les conditions de fragmentation s’obtiennnent en imposant qu’une inter-
face a envahi le bras fin de 'obstacle, ce qui nous renvoie aux critéres d’invasion
précédemment calculés, avec en plus la condition Xo(7' = 1) > 0, la transition étant
obtenue au seuil : X5(1) = 0. La résolution analytique de cette condition étant la-
borieuse, nous ne la détaillons pas ici, les simulations numériques nous permettant
toutefois d’avoir accés a cette transition, exprimée, comme d’habitude, a ’aide du
nombre capillaire C. Discutons tout de méme le cas o < 1 particuliérement simple a
résoudre, en distinguant une fois encore le raisonnement selon le signe du contraste
de viscosité.

Cas a < 1et An >0 Dans ce cas, la transition de fragmentation est directement
donnée par le critére d’invasion de l'équation 3.39. En effet, les régimes 2 et 3 ne
comportent pas de zone d’existence dans ce cas de figure.

Cas a <1 et An < 0 Dans ce cas, la fragmentation se produit alors qu’il reste
encore une interface dans le bras large. En effet, I'intégration de I’équation 3.28 entre
les instants 7' = 0 et 7" = 1 fournit, en utilisant au seuil de fragmentation Xo(1) = 0,
la condition X;(1) = a < 1; autrement dit, nous retrouvons tout le volume du slug
dans le bras large de 'obstacle. L’intégration de I’équation 3.29 entre les mémes
instants donne alors, au seuil :

a? C,
Cs
T Tramn (367)

4 Comparaison avec ’expérience

4.1 Diagrammes comportementaux

Nous reportons sur la figure 3.9 une comparaison entre les deux jeux de données
expérimentaux, pour An > 0 et An < 0, et les transitions théoriques entre les diffé-
rents régimes tirées de I'analyse précédente. Nous retrouvons la présence des quatre
régimes hydrodynamiques identifiés expérimentalement, dont les zones d’existence
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sont délimitées de facon assez satisfaisante par les courbes théoriques. En dépit de
Iexistence des deux variables d’ajustement ¢ et An, I'accord est plutot flatteur,
compte tenu de la simplicité des arguments utilisés pour décrire ce processus, et de
la complexité de ce probléme, soumis & la dépendance de sept groupements adimen-
sionnels. Ces résultats mettent en exergue le role important joué par le contraste de
viscosité : selon son signe, les dynamiques des deux ménisques dans les bras large et
fin de 'obstacle sont drastiquement différentes, et la courbe matérialisant le seuil de
fragmentation est respectivement monotonique lorsque An < 0, et non monotonique
lorsque An > 0.

10% C
10% C

C. /(1 + Apth=tdey e /(1 4+ Ag)

Ly
V5 perl 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2

Ll Li/L

FIGURE 3.9: Diagrammes comportementaux : comparaison des résultats expérimen-
taux et issus du modéle, dans les cas An > 0 (a) et Ap < 0 (b). Les points colorés
correspondent aux expériences et font référence au code couleur introduit dans la
figure 3.4. Les courbes noires correspondent aux transitions théoriques entre les dif-
férents régimes de fragmentation. Les paramétres libres valent : ¢ = 0.9 et An = 8
dans le cas (a), ¢ = 0.6 et Ap = —0.2 dans le cas (b).

Rappelons que le modéle simpliste décrit ici s’applique aussi bien aux gouttes qu’aux
bulles. A ce titre, la figure 3.10 montre un diagramme comportemental réalisé avec
des bulles et un obstacle de longueur L=300 pm, nous remarquons un accord assez
bon entre expérience et théorie. Les légers écarts pourraient s’expliquer par I'expres-
sion du saut de pression choisie dans le modéle : dans le cas des bulles, un raffinement
consisterait a tenir compte d’'une perte de charge supplémentaire de type Brether-
ton, elle-méme fonction du nombre capillaire. Pour des bulles, il est intéressant de
remarquer que le tres fort contraste de viscosité entre les deux phases njf I« 7e Im-
plique pour Az une valeur proche de —1. De fait, la valeur de C,, (Eq. 3.49) diverge
a l'infini, donnant aux transitions théoriques une allure générale assez abrupte en
comparaison avec les systémes liquide/liquide.

Enfin, ces différences drastiques dans les dynamiques des ménisques selon le signe
de An, déja entrevues dans la littérature [21], rappellent d’une certaine maniére I'in-
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103 C

04 05 06 07 08 09 1

Ll

FIGURE 3.10: Diagramme comportemental établi avec le systéme air/liquide et un
obstacle de longueur L = 300 pum. Les points colorés correspondent aux expériences
et font référence au code couleur introduit dans la figure 3.4. Les courbes noires cor-
respondent aux transitions théoriques entre les différents régimes de fragmentation.

A
Or:::::_—__.—.— .........
p« 7D

fluide 1 , M

1>17)2 N1<12
évolution
(b)
D
D
fluide 1 , M fluide 1 , M1

FIGURE 3.11: Schéma explicatif de I'instabilité de Saffman-Taylor.

stabilité de Saffman-Taylor ® [102]. Celle-ci intervient lorsqu’un fluide de viscosité 7;

8. Philip Geoffrey Saffman (1931-2008), mathématicien et physicien britannique, Sir Geoffrey
Ingram Taylor ayant déja été évoqué dans un chapitre précédent.
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tente de déplacer un fluide de viscosité 7,. Nous en rappelons les caractéristiques de
facon qualitative a 'aide de la figure 3.11. Pour ce faire, supposons que l'interface
entre les deux fluides soit initialement légérement déformée localement ?, et tentons
de prédire qualitativement si cette déformation va croitre ou s’atténuer, sans avoir
recours & une analyse calculatoire de stabilité linéaire. Le saut de pression entre les
points A et B induit un écoulement du fluide 1 vers le fluide 2, analysons la décom-
position de ce saut de pression selon les deux chemins (ACB) et (ADB), de méme
longueur (Fig. 3.11 (a)). Remarquons que le premier chemin présente une longueur
plus importante dans le fluide 1. D’aprés la loi de Darcy, cela implique, pour un saut
de pression identique, un écoulement plus rapide selon le chemin opposant le moins
de résistance visqueuse au mouvement. Si 7; > 72, ce chemin est le chemin (ADB),
le point D progresse donc plus vite que le point C', et la perturbation de 'interface
se résorbe d’elle-méme : aucune digitation n’apparait. Si 177 < 72, ce chemin est le
chemin (ACB), le point C' creuse d’autant plus 'écart avec le point D, et la dé-
formation de I'interface va cette fois-ci se développer de plus en plus, formant une
digitation caractéristique de l'instabilité de Saffman-Taylor. Nous remarquons ainsi
toute 'importance du signe du contraste de viscosité dans cet exemple.

4.2 Nombre capillaire minimal de fragmentation

D’aprés la partie précédente, nous pouvons exprimer le nombre capillaire minimal
de fragmentation, noté C... Pour An < 0 (Fig. 3.9 (b)), et d’aprés I’équation 3.67,
celui-ci est atteint lorsque «, ou encore la taille du slug L4, tend vers 0, C,, valant
simplement :

Cor = C,. (3.68)

Dans le cas An > 0 (Fig. 3.9 (a)), ce nombre capillaire minimal est atteint au point de

raccordement des différents régimes en av = 1, et vaut donc, d’aprés I’équation 3.39 :
Cy

Ccr = .

1+ An

(3.69)

Afin de tester ces prédictions, nous avons expérimentalement construit différents
diagrammes comportementaux en changeant les paramétres géométriques et physico-
chimiques, et avons relevé sur chaque diagramme le plus petit nombre capillaire C,.,
associé a un régime de fragmentation. Afin de s’extraire de I’éventuelle dépendance
de ngf T avec h, wy et wy, 'unique paramétre géométrique que nous avons fait varier
est la longueur L de l'obstacle. Le graphe de la figure 3.12 représente la quantité
C,, calculée par la connaissance des paramétres géométriques de la puce choisie
(Eq. 3.30), en fonction du nombre capillaire minimal de fragmentation C,,.. Confor-
mément aux équations 3.68 et 3.69, chaque jeu de données est bien ajusté par une loi
linéaire, dont la pente vaut 1 pour les systémes de type An < 0, et 1+An > 1 quand
An > 0. Comme attendu, la valeur de An mesurée est plus élevée pour 1'eau gluco-
sée (de viscosité réelle 7.2 mPa.s) que pour 'eau pure (de viscosité réelle 1 mPa.s).
Ainsi, pour les systémes de type An > 0, cette représentation permet d’obtenir une
mesure directe de nsf ! par la mesure du coefficient directeur tiré de la régression
linéaire effectuée : ceci a le bon gotit d’oter la nature libre de ce paramétre.

9. Notons que ceci suppose de vaincre les effets de tension superficielle, ceux-ci intervenant de
facon naturelle dans le seuil du développement de cette instabilité.
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10
Anp =10

_,-"'I_"'. 1+1

FIGURE 3.12: Evolution de C, avec C, pour quatre systémes fluides différents.
Les systémes constitués d’azote /hexadécane (losanges) et eau/silicone (carrés vides)
rentrent dans le cas An<0, alors que les systémes constitués d’eau/hexadécane (car-
rés pleins) et eau glucosée/hexadécane (cercles pleins) rentrent dans le cas An > 0.

4.3 Cas An > 0 : taille de slug optimale

Dans le cas Anp > 0, la non monotonie du seuil de fragmentation en fonction
du rapport Lg/L implique qu’il existe une taille de slug, notée Lflf Fer telle que
le nombre capillaire nécessaire pour le fragmenter soit minimal. Cette taille, dite
optimale, est atteinte lorsque o = 1, soit autrement, par la défintion de o donnée
par I'équation 3.30 :

Lw1
o
Cette taille caractéristique, dépendant uniquement du confinement du canal et de

I'obstacle, correspond physiquement a un slug dont le volume remplirait exactement

le bras large de I'obstacle. En repassant a la quantité mesurable expérimentalement

Ly, il vient alors, d’apres 1’équation 3.25 :

Ll = (3.70)

1
g =— . 71
q - Tew (3.71)

Nous testons cette relation sur la figure 3.13. Nous remarquons que ’ensemble des
points expérimentaux semblent se superposer selon une unique tendance affine de
pente 1, en conformation avec I’équation 3.25. Il est possible de tirer par ’ajustement
de ces données une ordonnée a l'origine de 'ordre de 115 pm ~ 0.9w. Ce décalage
n’est pas déraisonnable puisque nous trouvons, comme attendu, une valeur pour ¢
de l'ordre de I'unité, indépendante du systéme de fluide considéré.

4.4 Fractions volumiques

Enfin, le modéle présenté dans la partie précédente permet d’avoir accés aux
fractions volumiques des gouttes/bulles filles en sortie de I'obstacle, exprimant un
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FIGURE 3.13: Comparaison des longueurs L§ et Lflf Fer — Lw, /w. Chaque type de
symbole correspond a un systéme fluide donné de type An > 0 : eau pure/hexadécane
(carrés), et deux systémes eau glucosée/hexadécane, pour deux pourcentages en
glucose différents (losanges et ronds). L’asymétrie W = wq /w; est égale & 0.48 pour
toutes les séries expérimentales présentées. La droite pointillée tracée, de pente égale
a 1, ajuste convenablement I’ensemble des données.

rapport de volume entre le slug fils créé dans chaque bras de 'obstacle et le slug pére.
Ces quantités, notées respectivement ¢, et ¢, pour les bras large et fin, sont donc
sans dimension et comprises entre 0 et 1. Dans le but de déterminer leur expression,
Iintégration numérique des équations régissant la dynamique des deux interfaces
dans les bras large et fin permet d’avoir accés a la position finale de I'interface dans
le bras fin Xy(7'=1). De fait, nous en déduisons de fagon approximée les volumes
respectifs des slugs créés dans les bras fin et large :

Qz ~ XQ(I)LhWQ et Ql ~ h(de — XQ(]_)LQUQ) (372)

Par suite, nous obtenons les fractions volumiques associées ¢, et ¢ (Fig. 3.14) en
divisant par le volume du slug pére 2 ~ Lywh :

@:%:W ot b= p=1-0» (3.73)
De fait, pour une taille de slug LZf / donnée, en-dessous d'un certain nombre capil-
laire marquant le seuil de fragmentation et fonction des nombreux paramétres de
Iexpérience, nous avons ¢ = 0,¢; = 1. Au-dessus de ce nombre capillaire, ¢ est
une fonction croissante de C. Les expériences sont en bon accord avec les simulations
(Fig. 3.14). Nous remarquons notamment l'influence de I’asymétrie entre les bras
large et fin de 1'obstacle : plus W est grand, plus le nombre capillaire seuil est élevé.
Notons que cela coincide avec le sens de variation des deux nombres capillaires carac-
téristiques introduits dans ce chapitre, C, et C,,, décroissant respectivement comme
(1 —W)/W (Eq. 3.30) et 1/W (Eq. 3.49), tous les autres groupements adimen-
sionnels étant maintenus constants par ailleurs. Remarquons également I'influence
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e

FIGURE 3.14: Evolution de la fraction volumique ¢y avec le nombre capillaire C :
comparaison entre les expériences (symboles) et les simulations numériques (traits
pleins). Les symboles pleins correspondent au systéme eau glucosée/hexadécane,
les symboles vides correspondent au systéme azote/hexadécane. Les ronds corres-
pondent & une asymétrie W = wq /w; = 0.6, les losanges a une asymétrie W = 0.35.
Toutes les mesures ont été effectuées avec des parameétres L, et L identiques. Les
parameétres libres valent respectivement : (o) ¢ = 0.9 et An = 10, (#) ¢ = 0.8 et
An =10, (o) ¢ =0.49 et An = —0.97.

des fluides choisis, le systéme gaz/liquide présentant un nombre capillaire seuil de
fragmentation supérieur a celui du systéme liquide/liquide. De nouveau, cela rap-
pelle le sens de variation du nombre capillaire de fragmentation minimal, constant
pour An<0 (Eq. 3.68), puis décroissant en 1/(1+4 An) pour An>0 (Eq. 3.69). Ainsi,
ces résultats sont prometteurs en vue de la conception d'un dispositif microfluidique
permettant de créer, a partir d’'une émulsion (resp. mousse) monodisperse, une émul-
sion (resp. mousse) bidisperse dont les tailles des objets sont parfaitement controlées
par l'opérateur.

Dans le but d’établir un résultat intéressant en vue du chapitre suivant, nous posons
analytiquement le calcul des fractions volumiques dans le cas simple @ < 1. Pour
cela, reconsidérons la forme généralisée de 7}, donnée par I’équation 3.53, valable
aussi bien dans les cas An > 0 et An < 0, puisque 7, est toujours nul au-dessus
du seuil minimal de fragmentation C, dans ce dernier cas. Ainsi, l'intégration de
I’équation 3.28, valable entre T'=0 et 7' = 1, donne :

X1(1) + WX,(1) = a. (3.74)
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Ensuite, I'intégration de I'équation 3.29, valable uniquement entre 7' =T, et T' = 1,
donne :
A A C
X (1) — T}, + 7”()(12(1) —*T)2) — FW <X2(1) + 7")(22(1)) —aZ(L-T,).
(3.75)
Les deux précédentes équations constituent un systéme de deux équations a deux
inconnues : X;(1) et X5(1). Par substitution, nous pouvons montrer que X(1) est
solution de I'équation du second degré suivante :
a(T, —1 C, «aA
X22(1)+(1+F+aAn)X2(1)+% <1 — ?* + T”(Tp + 1)) = 0.
(3.76)
Remarquons que dans le cas An > 0, le fait de prendre 7), = 1 conduit automatique-
ment & I'unique solution physique X5(1) = 0, Pautre solution étant négative. Nous
retrouvons ici la condition de fragmentation dans ce cas, en imposant que l'invasion
du bras fin s’effectue avant que 'arriére du slug ne vienne impacter 'obstacle. Il en
va de méme, dans le cas An < 0, en prenant pour le nombre capillaire la valeur seuil
déterminée a I’équation 3.67. En revenant au cas général, le discriminant de cette
équation est toujours positif 1. L'unique solution positive ! s’écrit alors :

An(F —W)
2

Xo(1) = %(\/1 TK-1), (3.77)

avec

K

20An(F —-W)(1-1T,) C. aAn
T W Ftadp)? ( et ”) - 6n)

Nous en déduisons ¢, par I'équation 3.73 :

o = Wo(é:;(i - OI;/A)") WVItE-1), (3.79)

et enfin ¢; = 1 — ¢, par conservation du volume. La figure 3.15 représente 1’évo-
lution prédite de ¢ en fonction du nombre capillaire C, pour un jeu de paramétres
adimensionnés typiques. Comme attendu, ¢, est nul tant que le seuil de fragmen-
tation donné par I’équation 3.39 n’a pas encore été franchi. Au-dela, ¢, croit avec
le nombre capillaire, et semble atteindre une valeur asymptotique. En reprenant le
résultat obtenu plus haut, cette valeur vaut :

P2 =

W(l+ F + aln) 2aAn(F —W) aln
aln(F —W) ( ! W(l+ F+ alAn)? <1 + 2 ) B 1) - (380)

Cette valeur asymptotique dépend des paramétres géométriques et physico-chimiques
du probléeme. En supposant maintenant que 1’obstacle est trés long devant les autres

10. 1l est possible de montrer que les coefficients des termes quadratique et linéaire sont positifs,
alors que le coefficient constant est forcément négatif, dés lors que le seuil de fragmentation est
franchi. Cela impose en effet un discriminant positif.

11. Cette solution est unique puisque le signe des coefficients quadratique et constant de I’équa-
tion du second degré sont respectivement positif et négatif, imposant que le produit des racines de
I’équation soit également négatif, les deux racines sont donc de signes différents.
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FIGURE 3.15: Evolution prédite de la fraction volumique ¢, avec le nombre capillaire
C,pour W =05 F=3a=05 An=1,7 =103

dimensions du systéme, 'hypothése o < 1 permet d’effectuer un développement de
la racine carrée dans I’équation précédente :

o wWQa+F) 12aAn(F=W)
$2 = alAn(F —W) (1 2 W(l+F)? ) ’ (3:81)
1
P2 ~ T4 F (3.82)
et de plus :
gy~ (3.83)
¢1 = 2 T :

En reconsidérant le cas trivial d'un obstacle centré (F'=1), nous obtenons immé-
diatement ¢; = ¢ = 1/2 : les conditions de symétrie sont bien respectées par les
expressions des fractions volumiques. Ainsi, dans le cas d’un obstacle suffisamment
long, les fractions volumiques ne dépendent plus que des paramétres géométriques 2,
et leur rapport vaut simplement :

$1 o fo/ws
05 =h= fl/wl’

identique au rapport des résistances hydrodynamiques de chaque bras de 1'obstacle
en I'absence de slug a l'intérieur (Eq. 3.12). Ce résultat intéressant est intuité dans
un travail pionnier de fragmentation en microfluidique [18|, mais dans une géomé-
trie quelque peu différente constituée d’'une boucle asymétrique, et en présence de
plusieurs slugs dans chaque bras de la boucle. Le fait que les fractions volumiques
ne dépendent alors que des résistances hydrodynamiques « a vide », c¢’est-a-dire sans
slug a I'intérieur, peut paraitre intrigant, puisque la présence de slugs dans les deux
bras de la boucle altére leur résistance hydrodynamique. Afin de concilier ces dif-
férentes approches, 'interprétation physique de ce résultat est prolongée dans le
chapitre suivant.

(3.84)

12. Nous pouvons remarquer que ’hypothése d’obstacle long suffit & obtenir le résultat des équa-
tions 3.82 et 3.83, sans condition particuliére sur le nombre capillaire. En effet, la condition C>>C,
est naturellement satisfaite par le fait que C, oc 1/L (Eq. 3.27, Eq. 3.30).
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5 Conclusion et perspectives

En dépit de 'apparente complexité de ce probléme régi par dix parameétres, nous
avons ici développé un modéle théorique permettant de décrire la dynamique de
fragmentation d’objets déformables en fontion des sept groupements adimension-
nels pertinents du probléme (Eq. 3.27). Bien que ce modéle s’appuie sur de fortes
hypothéses et tient compte d’'un nombre minimal d’ingrédients physiques simples,
celui-ci permet de retrouver 'allure des diagrammes comportementaux obtenus ex-
périmentalement illustrant les zones d’existence des quatre différents régimes hydro-
dynamiques observés (Fig. 3.9), a I'aide de deux paramétres ajustables seulement :
T}Zf T et ¢. Ce travail met en lumiére le role crucial joué par le contraste de viscosité
An, dont le signe pilote le sens de variation de la courbe du seuil de fragmenta-
tion, cette derniére étant monotonique lorsque An < 0, et non monotonique lorsque
An > 0. Dans ce dernier cas, nous avons également montré 'existence d’une taille
critique de slug LG pour laquelle le nombre capillaire nécessaire pour le fragmenter
est minimal. Enfin, la prédiction théorique des fractions volumiques offre la pos-
sibilité de controler avec précision la distribution de taille de I’émulsion (ou de la
mousse) bidisperse formée en sortie de I'obstacle.

FIGURE 3.16: (a) Dynamique de fragmentation d'un slug sur un « trident », constitué
de deux obstacles linéaires paralléles. (b) Module de tri des gouttes filles créées en
sortie de I'obstacle. (¢) Canal d’injection d’air permettant de jouer sur les paramétres
géométriques de 'obstacle via 1’élasticité du PDMS.

En guise de prolongement, nous pourrions imaginer de choisir des géométries plus
complexes, en placant par exemple plusieurs obstacles rectangulaires de longueurs
identiques et paralléles entre eux au sein du micro-canal (Fig. 3.16 (a)). En repre-
nant les mémes arguments que ceux développés dans le cas d’un obstacle unique,
ce systéme microfluidique devrait permettre d’accroitre le degré de complexité de
I’émulsion (ou de la mousse) ainsi créée. Le modeéle développé devrait également
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pouvoir étre étendu a un obstacle linéaire légérement incliné, ou un obstacle non
linéaire de section lentement variable spatialement, en utilisant dans les équations
dynamiques ’approximation de lubrification de 1’écoulement dans les deux bras de
I’obstacle.

Dans le but de trier les objets créés dans chacun des bras de 'obstacle, la figure 3.16
(b) montre un canal constitué de deux sorties distinctes permettant d’aiguiller les
objets selon leur taille et leur provenance.

Enfin, afin de contréler activement le mécanisme de fragmentation sans faire varier
les débits des pousse-seringues, il est également possible de rajouter au voisinage
du canal contenant 1’obstacle un second canal faisant office de chambre a air pres-
surisé (Fig. 3.16 (c)). La pression d’air permet de déformer légérement le PDMS
élastique [103| et ainsi modifier les longueurs, h, wy et/ou wq, ceci permettant de
transiter instantanément d’un régime de fragmentation & un autre.

Ce travail ayant fait I'objet d’une publication 98], celle-ci est reportée en fin de
manuscrit (Publication A).
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Chapitre 4

Fragmentation d’objets déformables
sur des boucles et obstacles « longs »

Dans la continuité du chapitre précédent décrivant la fragmentation de slugs isolés
sur un micro-obstacle linéaire, nous utilisons a présent des boucles et obstacles trés
longs devant la distance entre slugs. Nous montrons qu’il devient raisonnable de
négliger les fluctuations dans le processus de fragmentation et d’établir un modéele
trés simple de type « champ moyen ». Selon ce modéle, le rapport des volumes
des slugs fils est égal au rapport des résistances hydrodynamiques des deux bras du
dispositif sans slug a 'intérieur. Cette approche se révéle en accord avec ’expérience
et constitue une démonstration théorique d'un résultat en apparence contre-intuitif.
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1 Expériences

1.1 Géométries exploitées

bras 1 bras 2

FIGURE 4.1: Description de la géométrie constituée d'un obstacle linéaire long. (a)
Image expérimentale (vue de dessus), la largeur principale du canal w=130 pm
faisant office d’échelle. La fleche descendante indique le sens de 1’écoulement. (b)
Représentation schématique (vue en perspective) définissant les parameétres géomé-
triques de l'obstacle.

Nous avons vu au chapitre précédent que la résistance hydrodynamique d’un
canal dans lequel s’écoule un fluide newtonien dépend notamment de sa largeur,
mais également de la longueur sur laquelle se produit I’écoulement. Afin de pouvoir
différencier les contributions des rapports d’aspect longitudinal et transversal sur
I’asymétrie de résistance hydrodynamique entre les deux bras de 1’obstacle, nous
utilisons dans ce chapitre deux géométries distinctes, un obstacle linéaire long et
une boucle asymétrique longue. Les largeurs et longueurs des deux bras de 'obstacle
sont respectivement notées w; et L;, avec i=1, 2 (voir Fig. 4.1 et Fig. 4.2). Alors que
les largeurs w; appartiennent aux mémes gammes que celles du chapitre précédent,
les longueurs L; ont été choisies dans l'intervalle 700 — 15000 pm. Notons maintenant
qu’a I'inverse du chapitre précédent, l'interdistance A séparant deux slugs consécutifs
est petite devant les longueurs L; caractérisant les boucles et obstacles longs. De fait,
chaque bras de l'obstacle peut compter la présence de plusieurs slugs lorsqu'un slug
arrive a ’aplomb de l'obstacle. La hauteur, notée h, est identique dans les deux
bras et vaut de nouveau 45 pum. Par convention, nous choisissons les paramétres
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géométriques de telle sorte que wy < wq, Ly > L. Ainsi, le bras 2 est toujours celui
possédant la plus grande résistance hydrodynamique, quelle que soit la géométrie
considérée. En définissant A = Lo/ Ly, le rapport des résistances hydrodynamiques
entre les bras 2 et 1 en l'absence de slug vaut simplement F'A>1, ou la quantité
adimensionnée F' = fo /W f; a été définie dans un chapitre précédent. Rappelons que
F' ne dépend que des largeurs w; et de la hauteur commune h des deux bras. Dans
chaque géométrie décrite plus bas, la brisure de symétrie provient successivement
d’une différence de largeur pour l'obstacle linéaire long, puis d’une différence de
longueur pour la boucle asymétrique longue.

FIGURE 4.2: Description de la géométrie constituée d’une boucle asymétrique longue.
(a) Image expérimentale (vue de dessus), la largeur principale du canal w=130 pm
faisant office d’échelle. La fleche descendante indique le sens de 1’écoulement. (b)
Représentation schématique (vue en perspective) définissant les parameétres géomé-
triques de la boucle.

1.1.1 Obstacle linéaire long

La géométrie de l'obstacle linéaire long (Fig. 4.1) est caractérisée par 1'égalité
Ly=L,, soit A=1. Comme dans le chapitre précédent, I'inégalité ws < w; engendre
une résistance hydrodynamique plus grande dans le bras fin de I'obstacle : F' > 1.
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1.1.2 Boucle asymétrique longue

La géométrie de la boucle asymétrique longue (Fig. 4.2) vérifie 'égalité w; = ws,
soit W=1, et par suite F'=1. L’inégalité Lo, > L; engendre une résistance hydrody-
namique plus grande dans le bras le plus long de la boucle.

1.2 Fractions volumiques des slugs fils : comparaison des ré-
sultats entre obstacle court et long

Nous dressons dans cette partie les différences de comportement dans 1’évolution
de la fraction volumique ¢, avec les différents paramétres du systéme, en mettant en
comparaison les cas d’un obstacle linéaire court et long. Rappelons que ¢o = 5/,
ou 25 et ) correspondent respectivement aux volumes du slug fils créé dans le bras
2 et du slug pére.

1.2.1 Influence de C et An

(a) an=3 (b) Mi=1mPas
; - -Ap=>5 0.4 Wiy =27 mPas
0.2 — An =10 aTy=T2mPas
S 015 i B, =T 0
:;:I / i e .-. . ™ ™ ;I " fl‘.‘-
| Fi N = = 0.9 w AR
~ 0.1 wa 2 g
M 2
005 | ———— 0.1
0 - j 0 X .
] ] 10 15 20 25 0 a 10 15 20
10° C 0% ¢

FIGURE 4.3: Influence de C et An sur la fraction volumique ¢ : résultats ob-
tenus pour la géométrie constituée d’'un obstacle court, L=300 um (a), et long,
L=700—15000 pm (b). Chaque série de symboles est associé a un systéme fluide
donné : eau pure/hexadécane (cercles vides), eau glucosée/hexadécane, pour deux
pourcentages différents en glucose (carrés pleins et triangles pleins). Les courbes du
graphe (a) proviennent des simulations numériques basées sur le modéle présenté
au chapitre précédent, avec pour parameétres ajustables ¢ = 0.5 et An = 3;5; 10, les
valeurs étant triées par viscosité de phase dispersée croissante.

La figure 4.3 propose une analyse comparative des deux géométries en illustrant
I'influence du nombre capillaire C et du contraste de viscosité An sur la fraction
volumique ¢ associée au slug créé dans le bras fin de l'obstacle. Dans le cas de
I'obstacle court, une fois que le seuil de fragmentation a été franchi, ¢, est une fonc-
tion croissante de C. Par ailleurs, pour un nombre capillaire donné, ¢, croit avec
An. Les expériences montrent également que le nombre capillaire critique de frag-
mentation décroit avec le contraste de viscosité. Ce résultat indique que pour une
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phase continue donnée et un systéme fluide vérifiant la condition An > 0, le nombre
capillaire minimal pour fragmenter un slug contre un micro-obstacle rectangulaire
est d’autant plus petit que la viscosité du slug est grande. Ce comportement est
surprenant dans le sens ou il différe de ce qui est observé lors de la fragmentation
d’une goutte isolée dans un écoulement non confiné [17, 77|. Ceci montre & nouveau
la forte influence du confinement sur le processus de fragmentation de gouttes [104].

Dans le cas d’un obstacle long, pour un systéme fluide, des paramétres géométriques
(F=2.5) et une taille de slug L;=2304 30 pm donnés, les expériences montrent que
¢ ne dépend plus! de C. Par ailleurs, nous remarquons que les différentes séries de
symboles semblent se superposer, montrant que ¢, ne dépend plus du contraste de
viscosité entre les deux phases, contrairement au cas de 1’obstacle court.

1.2.2 Influence de C et Ly,

.15
(@) 0.4 (b) n4=1 mPas
: m =27 mPas
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& 0.4 =
[T A
g all - AT ™ i
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FIGURE 4.4: Influence de C et L, sur la fraction volumique ¢o : résultats ob-
tenus pour la géométrie constituée d’'un obstacle court, L=300 pm (a), et long,
L=700—15000 pm (b). Le systéme fluide choisi est constitué d’eau glucosée (vis-
cosité 1y = 7.2 mPa.s)/hexadécane. Les courbes du graphe (a) proviennent des
simulations numériques basées sur le modéle présenté au chapitre précédent, avec
pour parameétres ajustables ¢ = 0.5 et An = 10.

La figure 4.4 compare a présent les résultats obtenus avec les deux géométries en
faisant varier C et Ly. Dans le cas de 'obstacle court (Fig. 4.4 (a)), il est intéressant
de noter un bon accord entre les expériences et les simulations, aussi bien pour
Ly < LY (ronds vides) que pour L; > LY (ronds pleins), avec L la taille de slug
critique discutée dans le chapitre précédent. Dans le cas de l'obstacle long (Fig. 4.4
(b)), et pour une géométrie donnée (F'=2.5), nous remarquons que ¢ semble ne
plus dépendre de L4, contrairement a ’obstacle court, et ¢o >~ 0.25.

1. Ceci est d’ailleurs en cohérence avec le chapitre précédent : dans le cas d’un obstacle trés long,
la condition o < 1 est facilement réalisée, et nous avons analytiquement montré que ¢- tendait
vers une limite indépendante du nombre capillaire C, ceci se justifiant notamment par le fait que
le nombre capillaire caractéristique C, décroit avec la longueur L de l'obstacle : C, o< 1/L.
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1.2.3 Influence de C et F
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FIGURE 4.5: Influence de C et F' sur la fraction volumique ¢, : résultats obte-
nus pour la géométrie constituée d'un obstacle court, L=300 pm (a), et long,
L=700—15000 pm (b). Chaque série de symboles correspond & un systéme fluide
donné : (a) azote/hexadécane (cercles vides), eau glucosée/hexadécane (losanges
pleins et cercles pleins); (b) eau pure/hexadécane (cercles vides), eau gluco-
sée/hexadécane, pour deux pourcentages différents en glucose (carrés pleins et tri-
angles pleins). les valeurs prises par le parameétre F' sont spécifiées sur chaque graphe.
Les courbes du graphe (a) proviennent des simulations numériques basées sur le mo-
déle présenté au chapitre précédent, avec pour paramétres ajustables : ¢ = 0.49 et
An = —0.97 (azote/hexadécane), ¢ = 0.8 et An = 10 (eau glucosée/hexadécane,
losanges pleins), ¢ = 0.9 et An = 10 (eau glucosée/hexadécane, cercles pleins).

Enfin, nous testons 'influence de 'asymétrie de I'obstacle en jouant sur le pa-
ramétre F', et comparons sur la figure 4.5 les résultats obtenus pour un obstacle
court et un obstacle long. Bien que ¢5 dépende de C dans un cas et pas dans l'autre,
les expériences montrent que ¢ est une fonction décroissante de F' dans les deux
cas. Dans le cas du bras long, la fraction volumique dans le bras fin varie approxi-
mativement de 0.5 a 0.1 lorsque F' varie de 1 & 6. Dans ce qui suit, nous étudions
de facon systématique 1’évolution de ¢, avec l'asymétrie du dispositif, boucle ou
obstacle long.

1.3 Evolution des fractions volumiques avec ’asymétrie du
dispositif

Pour résumer les différents résultats expérimentaux obtenus jusqu’a présent avec
un obstacle long, la fraction volumique ¢ ne dépend plus des parameétres physico-
chimiques et hydrodynamiques du probléme, mais seulement de la géométrie. Ce
constat marque une différence importante avec les résultats obtenus dans le cadre
de la fragmentation d’un slug isolé sur un obstacle court. Par ailleurs, plus le rap-
port entre les résistances hydrodynamiques a vide des deux bras est important, plus
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¢o est petite. Nous nous sommes expérimentalement assurés que ce fait se véri-
fiait également avec la géométrie constituée d’une boucle asymétrique, pour laquelle
I’asymétrie des résistances hydrodynamiques provient du rapport d’aspect A entre
les deux bras de la boucle. De fait, nous généralisons sur la figure 4.6 les résultats

D

Lo
& &
i

Le=
L
x

FIGURE 4.6: Evolution des fractions volumiques ¢ et ¢y < ¢ avec le produit FA.
Les symboles noirs et gris correspondent respectivement aux géométries constituées
d’'un long obstacle et d’une longue boucle. Chaque type de symbole est associé a
un systéme fluide donné : cercles pleins (eau pure/huile silicone), cercles vides (eau
pure/hexadécane), carrés pleins et triangles pleins (eau glucosée/hexadécane, deux
pourcentages différents en glucose).

obtenus pour une boucle asymétrique et un obstacle linéaire longs en tracant les
fractions volumiques ¢, et ¢, en fonction du produit F'A, correspondant au rapport
des résistances hydrodynamiques a vide des deux bras du dispositif. La superposi-
tion globale des différents jeux de données autour d’une méme tendance, pour ¢; et
@9, semble indiquer que F'A correspond bien au nouveau paramétre pertinent dans
ce probléme. Ce constat est la preuve expérimentale d’un résultat avancé dans la
littérature [18].

Nous tentons par la suite d’analyser nos résultats par une approximation de type
champ moyen.

2 Un modéle de type « champ moyen »

Le fait de travailler avec des boucles et obstacles suffisamment longs engendre une
conséquence importante : les fluctuations des différences de pression entre ’amont
et 'aval du dispositif, résultant de I'entrée ou de la sortie d'un slug, deviennent treés
petites devant leurs valeurs moyennes. Selon cette approche, nous pouvons donc
négliger les fluctuations temporelles dans ce systéme. Dans 'approximation ot les
sauts de pression sont constants dans le temps, les débits le sont aussi, et il devient
alors trés simple de déterminer les fractions volumiques des slugs créés dans 1’obs-
tacle ou dans la boucle, ainsi que les nombres de slugs présents dans chaque bras.
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FIGURE 4.7: Approximation de champ moyen : schéma définissant les notations des
grandeurs utilisées. Dans cette approximation, les slugs seront supposés parallélé-
pipédiques. La géométrie prise pour exemple sur ce schéma correspond a celle de
I'obstacle linéaire long : wy < wy, L1 = L, mais les notations restent bien entendu
les mémes dans le cas de la boucle asymétrique longue.

Remarquons que cette approximation de champ moyen a également été utilisée pour
décrire des dynamiques de répartition de gouttelettes dans des jonctions microflui-
diques [89, 90]. Les notations des grandeurs moyennées dans le temps et utilisées
dans la suite sont précisées sur la figure 4.7. Déroulons ci-dessous les relations entre
ces différentes grandeurs.

— Tout d’abord, la conservation du débit s’écrit simplement :

VW = VW1 + VaWs. (4.1)

— L’égalité des sauts de pression de part et d’autre de I'obstacle, ou de la boucle,
peut s’écrire? :

fronF T Ly + 0oLy — niLY)) = fova(ng naL? + no(La — naL2)),  (4.2)

ol ny et ny désignent le nombre de slugs dans les bras respectifs 1 et 2. Nous
ne tenons pas compte des sauts de pression capillaires puisque ceux-ci se com-
pensent deux a deux, du fait des signes opposés des courbures convexe/concave
d'un slug. Nous supposons également que 1'éventuel saut de pression capillaire
résiduel du slug rentrant dans (ou sortant de) la boucle ou 'obstacle reste trés
petit devant le saut de pression visqueux.

2. Notons que le saut de pression dans le bras ¢ peut s’écrire, lorsque ce dernier contient n; slugs
de longueur LY, Ap; = n.fiqi(L; + niLg) Jw;h3, avec L; = AnL} une longueur résistive. Ainsi, la
présence d'un slug dans le bras ¢ modifie la résistance hydrodynamique d’une quantité discréte
proportionnelle & L;. Physiquement, tout se passe comme si la longueur effective du bras i était
plus grande (si An > 0) ou plus petite (si Anp < 0) que L; en présence de slug. Dans le premier
cas An > 0, ce type de comportement est également prédit et vérifié expérimentalement pour le
transport de gouttes sphériques dans des canaux microfluidiques aux bas nombres capillaires et
bas nombres de Reynolds [87], bien que le raisonnement soit légérement différent de celui adopté
ici. De facon plus surprenante, la prédiction d’'une longueur effective inférieure & L; dans le cas
An < 0 demanderait de plus amples vérifications expérimentales.
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— Nous définissons le temps de fragmentation comme la durée pendant laquelle
le slug arrivant sur le dispositif (obstacle ou boucle) est en contact avec celui-ci
avant de se fragmenter. Ce temps peut s’écrire indifféremment ? :

szff:L_clz:L_?z

v U1 Vo

: (4.4)

avec Lgf M a longueur effective d’un slug introduite dans le chapitre précédent.
— La durée entre deux processus de fragmentation successifs peut s’écrire indif-

féremment :
A=LST N —LL M-I
= = . (4.5)
v U1 V2
— L’équidistance des slugs dans les deux bras permet d’écrire :
Ly Lo
= et == 4.6
m=aset mp == (4.6)

en faisant abstraction du caractére entier de n; et ny. Cette approximation est
d’autant plus valable que le nombre de slugs dans chaque bras est grand.

— En supposant, a nouveau dans un souci de simplicité, que les slugs prennent
une forme grossiérement parallélépipédique (voir Fig. 4.7), les fractions volu-
miques s’expriment comme :

Léwl L?lwg
le = szfw et ¢2 = szfw (47)

Les observables expérimentales auxquelles nous nous intéressons sont les fractions
volumiques ¢; et les nombres de slugs n; dans chaque bras. Cherchons a les exprimer
uniquement en fonction des paramétres du probléme. L’équation 4.2 peut se réécrire
a 'aide des relations 4.6 :

Ly L
v |1+ An—=) =FWAuvy [ 1+ An=|. (4.8)
)\1 /\2
Or, la simplification et la division des équations 4.4 et 4.5 permettent de montrer
que :
Ly Ly Lg’

S 4.9
Al Ay A (4.9)

de laquelle nous déduisons pour 1’équation 4.8 :
vy = FWAv,. (4.10)

En injectant cette relation dans I’équation 4.4, et a 'aide des relations 4.7, nous

obtenons : I W
d 1 (%1
—d _ = — = FWA, 4.11
Lfl 05} V2 ( )

3. La combinaison des équations 4.1 et 4.4 permet évidemment de retrouver la conservation du
volume du slug :

LS w = Lhw, + L3ws. (4.3)
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1.0

FIGURE 4.8: Evolution prédite des fractions volumiques ¢ et ¢o=1 — ¢y avec FA.

soit :

La conservation du volume (Eq. 4.3), s’exprimant simplement ¢; + ¢ = 1, conduit

au résultat final :
FA 1

Y= TrFR =T A
Ces prédictions sont illustrées sur la figure 4.8. En cas de parfaite symétrie, la
condition F'/A=1 implique, comme attendu, les valeurs triviales ¢; = ¢ = 1/2. En
revanche, dés qu’une brisure de symétrie est introduite, aussi bien sur les largeurs
(F > 1) que sur les longueurs (A > 1) des bras, ¢; croit et ¢ décroit, comme obtenu
expérimentalement. L’allure des évolutions prédites est compatible avec les obser-
vations expérimentales (Fig. 4.6) ; une comparaison quantitative est réalisée dans le
prochain paragraphe. Pour aboutir aux expressions de n; et no, les équations 4.6
et 4.9 fournissent les résultats intermédiaires :

n :&szf et n :ELZH
PN L] 2N L2

(4.13)

(4.14)

En insérant I'expression des fractions volumiques (Eq. 4.7) obtenues par les rela-
tions 4.13, il vient alors :
A wFA

_ Lywy(1+ FA)

s . (4.15)

nq et N9

De nouveau, remarquons que lorsque F'A=1, la symétrie du dispositif implique di-
rectement ny=ns. En conséquence, ce modéle trés simple prédit que les fractions vo-
lumiques et nombres de slugs fils dépendent seulement de la géométrie de 'obstacle
ou de la boucle, indépendamment des parameétres physico-chimiques et hydrodyna-
miques du probléme. De facon plus surprenante encore, nous retrouvons les résultats
du chapitre précédent obtenus pour la fragmentation d’un objet isolé sur un obstacle
long. le rapport des fractions volumiques vaut :
ﬁ = FA, (4.16)
P2
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2
2

FIGURE 4.9: Le processus de fragmentation au niveau de la jonction en T engendre
la création de deux nouveaux slugs dans les bras de la jonction. La résistance hydro-
dynamique du bras 1 (resp. 2) est principalement donnée par la premiére partie du
canal de plus fort confinement, de longueur ¢, (resp. ¢5) (a). Le rapport des volumes
des slugs créés est égal au rapport ¢5/¢; des longueurs entre les deux bras, valant
respectivement 1 (b), 5 (c) et 8 (d). Figure tirée de [18].

égal au rapport des résistances hydrodynamiques des deux bras « a vide », c’est-
a-dire en l’absence de slug a l'intérieur. Ce résultat, frappant au premier abord,
apporte une explication théorique aux résultats expérimentaux trouvés dans la lit-
térature [18], dans le cas d’une jonction en T (Fig. 4.9). Cette derniére étant congue
de telle sorte que F' =1 (les deux bras ont des sections identiques), le rapport des
fractions volumiques vaut directement A, en excellent accord avec les résultats issus
de cet article.

Enfin, le rapport des nombres de slugs présents dans chaque bras vaut :

"2 _ FwaAZ, (4.17)

ny
Alors que W<1 et F'>1, il est possible de montrer que le produit FW vérifie toujours
FW>1. Comme A>1 par définition, il y a toujours plus de slugs dans le bras de
grande résistance hydrodynamique. La forte dépendance en A? peut s’interpréter
comme le cumul de deux effets allant dans le méme sens : d’une part, les slugs dans le
bras de faible résistance hydrodynamique sont plus petits, d’apreés les relations 4.13,
il est donc possible d’en mettre plus dans ce bras-la. D’autre part, ce bras étant
d’autant plus long que A est grand, il est possible d’en mettre encore davantage, le
procédé de remplissage est donc magnifié, d’ot la variation quadratique en A2

3 Comparaison avec ’expérience

3.1 Fractions volumiques des slugs créés

En préambule, notons que les résultats présentés sur les figures 4.3 (b) et 4.4
(b) semblent en bon accord avec I'approximation de champ moyen : avec A=1 et
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F=2.5, le modéle prédit ¢ ~ 0.28, en bon accord avec les droites horizontales
tracées en pointillés. De fagon plus systématique, et en lien avec les relations 4.13,
reconsidérons les résultats de la figure 4.6 en tracant cette fois-ci (1 + F'A)¢; en
fonction de F'A, pour ¢ = 1,2, et dans les deux géométries présentées au début
de ce chapitre (Fig. 4.10). L’accord entre le modeéle de type champ moyen et les
expériences est plutot satisfaisant, compte tenu des fortes approximations faites.
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FIGURE 4.10: Fractions volumiques des slugs créés dans les deux bras de 1'obstacle,
ou de la boucle : comparaison expérience/théorie (Eq. 4.13). Nous représentons les
quantités (1 + F'A)¢;o en fonction de FA de sorte a reconnaitre les tendances,
respectivement linéaire et constante, prédites par les relations 4.13. La couleur et la
forme des symboles se référent aux mémes conventions que la figure 4.6.

3.2 Nombres de slugs générés

Nous mesurons également le nombre moyen de slugs présents dans chaque bras
du dispositif (obstacle ou boucle). Nous remarquons & nouveau que les résultats
obtenus sont en excellent accord avec les prédictions tirées de 'approximation de
champ moyen (Fig. 4.11).

4 Conditions de validité de I’approche « champ moyen »
Nous devons maintenant déterminer sous quelles conditions ce modéle simple

peut s’appliquer. Tout d’abord, les relations 4.6 ne sont valables que lorsque n; > 1,
avec ¢ = 1, 2. Cette condition peut se réexprimer a ’aide des relations 4.15 comme :

A < min(AM, \?), (4.18)
avec : L+ FA Lo FA
)\gl) — le ot )\9) = LQM;). (4.19)
wFA w
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FIGURE 4.11: Nombres de slugs présents dans les deux bras de 1’obstacle, ou de la
boucle : comparaison entre expérience et théorie (Eq. 4.15). La couleur et la forme
des symboles se référent aux mémes conventions que la figure 4.6.

Analysons maintenant dans quelle mesure nous pouvons négliger les fluctuations
temporelles des sauts de pression devant les valeurs moyennes. Dans le cas général,
le saut de pression Ap;(t) dans le bras i peut s’écrire :

Api(t) = TS L ApL2 (1) + 2ve.(0) (i N l) | (4.20)

h2 w; h
cette forme tenant compte a présent du saut de pression capillaire. Dans cette ex-
pression, L(t) désigne, a I'instant ¢, la longueur totale occupée par les slugs dans le
bras i. La quantité ¢;(¢) peut prendre trois valeurs : 1, 0 ou —1 selon que la différence
entre le nombre d’interfaces avant et arriére des slugs dans le bras ¢ vale respecti-
vement 1 (un slug est en train de rentrer, aucun slug ne sort), 0 (aucun slug ne
rentre ni ne sort, ou deux slugs sont respectivement en train de rentrer et de sortir
simultanément) ou —1 (un slug est en train de sortir, aucun slug ne rentre). Puisque
L; et \; ne sont pas commensurables dans le cas général, nous pouvons écrire L$()
sous la forme :

Li(t) = N;L + (1), (4.21)

avec N; = floor(L;/)\;), et ¢;(t) une longueur nécessairement plus petite que L. N;
correspond au nombre minimal de slugs pouvant entiérement tenir dans le bras i,
?;(t) correspondant a la longueur supplémentaire due aux slugs en train de rentrer ou
de sortir du bras ¢ a I'instant ¢. Dans le cas A\; < L;, nous pouvons écrire N; ~ L;/\;,
le saut de pression Ap;(t) peut alors, a l'aide de I’équation 4.9, se mettre sous la
forme :

e Jivi L L7 Ci(t 2 :
Api(t) = Teivili (1 + An%> NG ei(t)C—UZi (1 + 3) . (4.22)

h? Lz V; h
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avec Z; = (fyw;L;h=2)71. Ainsi, nous pouvons nous ramener & I'approximation de
champ moyen sous les conditions suivantes :

i eff

L L
\An|ff’ <1+ An%, (4.23)

2 : L’

=27 (1+50) < 1+ an= (4.24)

La condition 4.23 traduit le fait que la longueur résistive d'un slug est trés petite
devant la longueur résistive du bras entier. La condition 4.24 exprime le fait que la
contribution capillaire du saut de pression est négligeable devant la perte de charge
visqueuse du bras entier. Ces conditions impliquent des restrictions sur la distance
A entre deux slugs consécutifs, ainsi que sur le nombre capillaire C. Distinguons plus
bas les cas Anp > 0 et An < 0.

4.1 Cas An>0

Dans le cas An > 0, la condition 4.23 peut se réécrire a l'aide des relations 4.14
comme :

szf Lgff
A 1+ Anp—— 4.25
AnLe T I\
ny > ki (4.26)

1+ AL I\
Ce critére est moins restrictif que la condition n; > 1. De fait la condition 4.23
est satisfaite dés I'instant que la condition 4.18 'est. La condition 4.24 se réécrit, a
I’aide des équations 4.4 et 4.5 comme :

20Z; (1 + %)

C> . <1+A77L%ff>.

(4.27)

A T’aide des résultats précédents et de la condition W < 1, il est possible de montrer
que le terme a droite de I'inégalité précédente est plus petit pour le bras 1 que pour
le bras 2. En gardant donc la condition la plus stricte, il vient :

20Zy (14+%)  2mAZy (14 %)

eff - eff\ "’ (428)
M(1+agte) (14 At
w1 wp\ 1+ FA 1
C>»2—7(1+— . 4.29
> w 1<+h> FA 14 ApL7 /A (4.29)

Ce dernier critére admet les limites asymptotiques suivantes, quand A\ > AnLZf I

w1 wi\ 1+ FA
21 7 (1 —) , 1.
C> w1 + 3 A (4.30)
et dans la limite inverse \ < Aanlf U
wy wiy 1+FA A
¢ 227 (14 21 . 1.31
T TR TR A (4.31)

Pour résumer ce premier cas An > 0, 'approximation de champ moyen est valable
si A et C satisfont les équations 4.18 et 4.29.
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4.2 Cas An <0

Dans le cas An < 0, la condition 4.23 devient :

I Leff
—Anf‘? <1+ An%, (4.32)

Or, d’apres les relations 4.6, 4.9, 4.15 et 4.19 :

Lzl B LZI Lflff B )\iLfo B szf B Lgff
L _szf Li X Li  nh )07

(4.33)

Puisque I'équation 4.18 impose A < min()\gl), Aﬁz)), le terme de gauche de la condi-

tion 4.32 devient négligeable devant le second terme de droite, et cette condition est
finalement satisfaite lorsque :
A< —AnLdT, (4.34)

En injectant cette condition dans I’équation 4.24, il est immédiat d’obtenir la seconde
condition sur le nombre capillaire C, au vu du raisonnement effectué dans le cas
An>0:

wq
2—7Z1 (14 —
C> o 1( —i—h A

Pour résumer ce second cas An < 0, le modéle de type champ moyen est valable si
A et C satisfont les équations 4.18, 4.34 et 4.35.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prouvé qu’en travaillant avec des dispositifs (obs-
tacles ou boucles) suffisamment longs devant la distance séparant deux slugs consé-
cutifs en amont, le comportement du systéme et la dynamique de fragmentation
s’averent drastiquement différents, en comparaison avec le cas de slugs isolés décrit
dans le chapitre précédent. Nous avons en effet montré dans le cadre de cette ap-
proche que les fractions volumiques des slugs fils créés ne dépendaient plus que des
parameétres géométriques de 1'obstacle, ou de la boucle. En s’inspirant de travaux
récents sur le trafic de gouttelettes dans des jonctions microfluidiques [89, 90|, nous
développons une approximation de champ moyen basée sur les arguments physiques
du chapitre précédent afin de rationaliser les expériences dans cette configuration.
Cette approche se révéle étre en bon accord avec les résultats expérimentaux ob-
tenus, et apporte des fondements théoriques & un résultat intuité dans un travail
pionnier traitant de fragmentation en microfluidique [18|. Bien que nous ayons pré-
cédemment insisté sur ’aspect paradoxal de ce résultat, notre analyse démontre
finalement qu’il n’en est rien : malgré la présence de slugs dans chaque bras du dis-
positif, les fractions volumiques dépendent uniquement du rapport des résistances
hydrodynamiques des deux bras a vide. Nous avons également dressé les conditions
d’application de cette approximation de champ moyen.

La publication [105] résultant de cette étude est reportée a la fin de ce manuscrit
(Publication B).
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Chapitre 5

Travaux collaboratifs en cours ou
publiés : émergence de dynamiques
complexes en microfluidique

Pour clore cette premiére partie, nous présentons briévement deux projets menés
en collaboration avec Axelle Amon, maitre de conférences a I'IPR, ainsi qu’Alexandre
Schmit, doctorant co-encadré par Pascal Panizza et Laurent Courbin depuis octobre
2012. Les perspectives de ces travaux en microfluidique s’inscrivent par continuité
dans le cadre de sa these.

1 Dynamiques de fragmentation complexes induites
par des effets coopératifs

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié la fragmentation d’objets isolés
sur un obstacle court (chapitre 3), ainsi que la fragmentation d’assemblées mono-
disperses d’objets sur un obstacle long (chapitre 4). Dans le prolongement de ces
études, nous avons eu l'occasion, sous certaines conditions expérimentales inter-
médiaires entre celles discutées auparavant (longueurs des bras intermédiaires, slugs
suffisamment proches pour interagir hydrodynamiquement entre eux), d’observer des
dynamiques oscillantes de fragmentation lorsque la distance entre slugs A devient
comparable a la longueur L de l'obstacle (Fig. 5.1). Ces dynamiques complexes ré-
sultent de I’émergence d’effets coopératifs entre objets. En effet, la présence de slugs
fils dans les bras de I'obstacle, alors méme que le slug suivant heurte ’aplomb de ce
dernier, a pour conséquence d’altérer les résistances hydrodynamiques dans chaque
bras et de modifier ainsi les équations régissant le processus dynamique de frag-
mentation. La figure 5.2 illustre la richesse des comportements observés en faisant
varier la distance A entre slugs par ajustement du débit d’huile de dilution ! ¢ : au-

1. Tous les autres paramétres sont maintenus constants hormis la vitesse v qui, comme nous
I’avons dit dans un chapitre précédent, est couplée a A du fait du mode de dilution. Nous pouvons
toutefois décrire ce couplage de fagon simple. En indigant respectivement par e et s les quanti-
tés prises en entrée et en sortie du module de dilution, la conservation du débit d’eau implique
Gw,e=Guw,s, S0it, puisque le volume du slug est également conservé aprés la dilution, f.=fs=f, avec
f la fréquence de production. Or, la vitesse est reliée a la fréquence par la relation f=v./A.=vs/\s,
d’ott vs=veAs/Ae. Comme v, /A, est indépendant de qg, la relation de couplage peut se résumer en
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FIGURE 5.1: Mise en évidence d’une séquence d’effets coopératifs subis par un train
périodique de slugs, distants de A=320 pm, venant impacter sur un obstacle de
longueur L=300 pm. La barre d’échelle correspond a une longueur de 100 pm.
Uniquement un slug sur deux se fragmente : les slugs qui se fragmentent sont colorés
en rouge, les slugs qui ne se fragmentent pas sont colorés en bleu. Le graphe suit
I’évolution de la fraction volumique ¢o du slug créé dans le bras fin, cette derniére
prenant de fait deux valeurs discrétes, 0 et environ 0.13. Les slugs sont numérotés
selon leur ordre d’arrivée sur 'obstacle.

dessus d’une certaine interdistance notée \. et fonction des nombreux parameétres du
systéme, la fraction volumique ¢, est approximativement constante dans le temps,
nous retrouvons le probléme résolu de la fragmentation d’objets isolés. Lorsque nous
faisons décroitre \ en-dessous de \., nous observons des effets coopératifs et pou-
vons identifier la répétition de certains motifs dans le temps, de période 5, 4, 8...
Actuellement en phase de soumission, cette étude [106|, ayant été poursuivie par
Alexandre Schmit, n’est pas détaillée dans la suite.

2 Dynamiques de répartition dans des réseaux com-
plexes

Nous nous sommes également intéressés au trafic de gouttelettes en microflui-
dique. Tout comme l'opération élémentaire de fragmentation, il est possible de
controler la circulation de gouttes dans un réseau microfluidique de maniére active,
par lapplication d’un champ électrique par exemple [82], ou de maniére passive

sortie de dilution comme v o A : plus les slugs sont dilués, plus ils s’écoulent vite.
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FIGURE 5.2: Fraction volumique ¢, indexée par le numéro du slug : influence de la
dilution A. Les slugs sont numérotés selon leur ordre d’arrivée sur l'obstacle.

2. DYNAMIQUES DE REPARTITION DANS DES RESEAUX COMPLEXES 99



CHAPITRE 5. TRAVAUX COLLABORATIFS EN COURS OU PUBLIES :
EMERGENCE DE DYNAMIQUES COMPLEXES EN MICROFLUIDIQUE

Répartition

FIGURE 5.3: (a) Régime de répartition d’un train monodisperse de gouttes dans une
boucle asymétrique possédant deux bras de longueurs différentes L et Ly>L;. La
fleche noire indique le sens de 1’écoulement. Figure adaptée de [89]. (b) Echangeur
autoroutier. (c¢) Zone d’existence des deux régimes en fonction de A. Les fleches
noires indiquent a nouveau le sens de I’écoulement.

en utilisant uniquement les propriétés géométriques du canal. Nous avons encore
choisi d’exploiter la voie passive dans ce travail. En utilisant les mémes arguments
physiques que ceux présentés précédemment dans ce manuscrit (analogie électro-
hydraulique aux bas nombres de Reynolds), des travaux antérieurs effectués dans le
département |87, 88, 89| et publiés dans la littérature (voir les références citées dans
larticle [87]) ont établi apparition de différents régimes de répartition, dans le cas
d’une boucle asymétrique constituée de deux bras de largeurs et hauteurs identiques,
mais de longueurs différentes L, et Ly (Fig. 5.3 (a)). Par souci de simplicité, nous
limitons ici la discussion aux régimes pour lesquels les gouttes ne collisionnent pas
au noeud d’entrée de la boucle [88]. Quel que soit le régime, 'expérience montre que
les gouttes font preuve d’« efficacité » en préférant toujours emprunter le chemin de
débit le plus fort. Par certains aspects, ces résultats pourraient apporter un regard
nouveau a la gestion du trafic automobile et aider & trouver des solutions afin de
désengorger les voies de circulation en cas de forte affluence, ainsi que désamorcer
ou, le cas échéant, décongestionner les bouchons autoroutiers? (Fig. 5.3 (b)). Nous

2. Pour la géométrie simple utilisée, il serait plus adéquat de parler de route départementale :
en effet, les gouttes ne peuvent pas se doubler! En élargissant le canal et en autorisant les gouttes
a se rattraper, voire se dépasser, d’autres phénomeénes plus complexes interviennent : instabilités
en zig-zag [107, 108, 109], « serpent » [110]...
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rappelons briévement les principaux résultats de cette étude.

— Lorsque le train périodique de gouttes monodisperses, de taille L, est suffi-
samment dilué en amont de la boucle, les gouttes passent toutes par le bras le
plus court, soit celui-ci présentant la résistance hydrodynamique la plus faible,
et par lequel le débit est donc le plus fort (régime de filtre). La boucle vide se
comporte en effet comme un pont diviseur de courant.

— Si le train de gouttes devient assez concentré, il apparait un second régime
pour lequel les gouttes empruntent les deux bras, avec une équirépartition du
débit dans les deux bras (régime de répartition).

— En notant X la distance séparant les gouttes dans le train en amont, la transi-
tion entre ces deux régimes intervient pour une valeur critique Ay dépendant
des longueurs L, Ly et d’une longueur résistive L, ajoutée par chaque goutte
au canal en termes de résistance hydrodynamique (voir Fig. 5.3 (c)). Cette
longueur résistive est fonction de L4, des dimensions latérales du canal et des
viscosités des deux phases en présence.

Dans le cadre de cette thése, nous avons généralisé cette approche dans une géométrie
constituée d’une boucle complexe comportant une branche ramifiée par rapport au
cas précédent (Fig. 5.4). L’augmentation du nombre de degrés de liberté du systéme
engendre I'apparition de trois régimes différents - filtre, filtre partiel et répartition -
caractérisés par le nombre de chemins préférentiels empruntés par les gouttelettes.
Nous déterminons les transitions entre ces différents régimes en développant des
descriptions successivement continue et discréte de I’écoulement. Ici encore, nous
démontrons que plus le train de gouttes est concentré, plus les gouttelettes sont
amenées a explorer des chemins de haute résistance hydrodynamique « a vide »,
c’est-a-dire en 'absence de gouttes. De facon naturelle, la ramification fait apparaitre
I’analogue d’un diviseur de courant en électricité : la comparaison de sa résistance
équivalente avec la résistance de la branche paralléle sélectionne la répartition des
gouttelettes dans chaque régime. Ce travail ayant donné lieu a une publication [111],
celle-ci est reportée a la fin de ce manuscrit (Publication C).
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FIGURE 5.4: Régimes de répartition dans un réseau ramifié : a dilution croissante,
nous observons successivement un régime de répartition (R, trois chemins explorés),
filtre partiel (PF, deux chemins explorés) et filtre (F', un unique chemin exploré).
Sur chaque image, I’écoulement s’effectue de la gauche vers la droite. Le chemin
non ramifié a une longueur L3. En termes de résistance hydrodynamique, le chemin
ramifi¢ a une longueur équivalente Leq = Ly + Ly Lo/ (L1 + Ly). Comme attendu par
la théorie, la répartition des gouttes dans ce réseau se fait différemment dans les cas
Leq < L3 () et Leq > L3 (b). Figure tirée de [111].
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Deuxiéme partie

Films liquides et bulles de savon
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Préambule

F.

FIGURE 5.5: De Rembrandt a Manet, les bulles de savon, véritable allégorie de la vie,
représentent une inépuisable source d’inspiration pour les peintres, symbolisant tour
a tour I’émerveillement de 'enfant devant leurs couleurs irisées, mais aussi ’angoisse
et la désillusion accompagnant leur éclatement inéluctable [112].

La seconde partie de ce manuscrit est dédiée aux films liquides minces, en parti-
culier les bulles et films de savon. Bien que nous en rencontrions fréquemment dans
la vie quotidienne, de la cuisine a la salle de bain, ces objets fluides n’en demeurent
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pas moins fascinants. Il suffit pour le constater d’apercevoir les audiences fournies
et hétéroclites réunies tous les ans au cours de la Féte de la Science. De par leur
transparence finement irisée et leur courbure, les bulles de savon ont été considérées
comme de réels défis de représentation pour les peintres, quel que soit le mouve-
ment (Fig. 5.5) : dés 1500, un livre d’heures illustre des enfants faisant des bulles
de savon. Ces derniéres jouent également les Muses auprés de certains poétes. En
plus de la symbolique de la vanité développée a I’époque baroque (selon les propres
mots d’Erasme, Homo bulla [113]), les bulles de savon, & la fois délicates et fragiles,
magiques et éphémeéres, nous exhortent a profiter de leur beauté, malgré la fuga-
cité et 'absurdité de leur destin. Cette ambivalence se retrouve dans les mots de
Cats® [114] :

Préte attention a l'enfant qui fait des bulles
Et vois combien il est ébahi
Que tant de mousse et de bave souffice
Ne dure qu’un temps.

Fin. 20,

FIGURE 5.6: A gauche : les forces de tension superficielle, tendant & minimiser 1’aire
de l'interface liquide/air, sont responsables de la légére déformation du fil élastique.
Celui-ci adopte la forme d'un arc de cercle, profil minimisant la surface du film
restant compte tenu des contraintes imposées (extrémités de 'élastique fixées sur le
cadre). A droite : en vertu de la loi de Young-Laplace (définie dans le chapitre 3),
la tension superficielle impose une surpression a l'intérieur de la bulle, coté concave
de l'interface. En ouvrant cette derniére & l'air libre, un écoulement d’air s’établit
selon l'opposé du gradient de pression et vient donc vider la bulle, engendrant le
frémissement de la flamme de la bougie. Figure tirée de [115].

S’amuser avec des films et bulles de savon demeure une activité distrayante a tout
age, certes, mais représente également un fabuleux terrain de jeu pour les scienti-
fiques, physiciens et mathématiciens notamment. Malgré 200 ans de capillarité, ce
domaine constitue un sujet de recherche toujours trés actif. En effet, 'aspect quasi-

3. Jacob Cats (1577-1660), poéte et politicien néerlandais.
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ment bidimensionnel de ces objets* leur confére une forte prédominance des effets
de surface, parmi lesquels les effets capillaires présentés dans le chapitre introductif
de ce manuscrit. Ces effets sont illustrés® sur la figure 5.6. L’importance des effets
superficiels s’expriment aussi a travers la forme arborée par un film de savon tendu
sur un cadre de forme arbitraire : celui-ci exhibe & ’équilibre une surface mathé-
matiquement minimale afin de minimiser son énergie de surface. Depuis les travaux
pionniers d’Euler et Lagrange, la particularité topologique de ces objets continue
d’intéresser les mathématiciens a I’heure actuelle. Nous aurons l'occasion d’appro-
fondir ce point dans le premier chapitre de cette partie.

19 — Considérons d'abord comme plane la surface AC du liguide qui
limite la bulle. Cherchons le minimum de son aire S, avec les conditions
qu’elle reste sphérigue et que le volume limité soit constant.

L'aire de la zone est : S = 2=rh.

Son volume est :

V= -i-;vh' - —‘;‘—p'h = nrh® —%;-.'1‘.

Les conditions simultanées- dV =0, d5 =0, donnent h=r :
la bulle prend la forme hémispherique.

FIGURE 5.7: Bulle a la surface d'un liquide. Figure tirée de [116].

Cette seconde partie va mettre en scéne des bulles sphériques dans I'air, mais éga-
lement des bulles a la surface d’un solide ou d’un liquide. Ces derniéres bulles sont
parfois surnommées « bulles d’orage », en référence aux bulles formées dans les
flaques d’eau par I'impact des gouttes de pluie; nous préférerons la dénomination
« bulles interfaciales » dans la suite du manuscrit. Ces objets fluides n’ont jamais
cessé d’intriguer les physiciens. Bouasse © s’est intéressé a ces bulles interfaciales et
a montré que, si ces derniéres étaient suffisamment grandes, devant le centimétre

4. L’épaisseur du film liquide, typiquement comprise entre 0.1 et 100 microns, reste infiniment
faible devant la taille macroscopique du cadre portant le film ou d’une bulle de savon dans I’air.

5. Les expériences présentées sur la figure 5.6 démontrent le caractére élastique d’un film de
savon, se comportant comme la membrane d’un ballon de baudruche. Il ne faut toutefois pas pousser
cette analogie trop loin : la force s’exercant sur une membrane élastique est proportionnelle & son
allongement, ce n’est généralement pas le cas pour un film liquide.

6. Henri Bouasse (1866-1953), physicien francais.
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typiquement 7, la présence des ménisques pouvait étre oubliée et ces bulles étaient
hémisphériques [116] (Fig. 5.7). Nous retrouvons ainsi l'idée intuitive selon laquelle
la forme de ces « demi-bulles » minimise la surface entourant le volume d’air qu’elles
renferment. Plus récemment, des auteurs ont employé ces bulles interfaciales pour
étudier des effets de convection thermique et observer des tourbillons analogues a
des cyclones ou des ouragans a plus grande échelle [118]; cette analogie met & nou-
veau en exergue le caractére bidimensionnel des écoulements dans le film liquide
constituant la bulle de savon. D’autres études publiées au sein du département ont
été menées afin de décrire ’éclatement de bulles interfaciales en contact avec une
surface, aussi bien solide que liquide [119]. Les auteurs ont montré qu’au lieu d’en-
trainer une simple disparition de la bulle, I’éclatement peut induire la formation
d’un anneau constitué de multiples bulles environ dix fois plus petites que la bulle
initiale (Fig. 5.8). Ce processus est itératif, chacune des petites bulles éclatant a
son tour pour former une troisiéme génération de bulles encore plus petites; nous
assistons ainsi a une cascade d’éclatement de bulles.

FIGURE 5.8: Une bulle de savon éclate sur une surface solide en y laissant un « cha-
pelet » de bulles de petite taille. Ce processus est reproduit ensuite en cascade a
plus petite échelle. Figure tirée de [119].

Mieux comprendre la dynamique et le comportement de ces bulles s’avére crucial,
tant d’un point de vue fondamental qu’appliqué. La présence de bulles de gaz pa-
rasites pose par exemple de nombreux problémes pratiques lors de la production
de verre ou d’acier [120, 121], influant directement sur la qualité optique et la fra-
gilité du matériau. Ces problématiques sont examinées de trés prés par des grands
groupes industriels comme Saint-Gobain et Arcelor-Mittal. Par ailleurs, I’éclatement
de bulles est connu pour jouer un role important dans les échanges des océans vers
I’atmospheére, intéressant ipso facto les communautés de recherche en géophysique
et en océanographie. En effet, quand une bulle éclate a la surface de la mer, la ca-
vité correspondant & la bulle se referme principalement sous 'action des forces de
capillarité. Ceci peut créer un jet de liquide projeté dans l'air qui va se déstabili-
ser a son tour en une suspension fine de gouttelettes. Ces gouttelettes forment les
embruns assurant les transports gazeux et de particules marines entre les océans et
I’atmosphére.

Afin d’acquérir une meilleure compréhension de ces bulles interfaciales, il convient

7. Pour plus de détails, le prolongement de ce travail a fait 'objet d’un chapitre de la thése de
Laurent Duchemin [117].
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également d’étudier leur mode de formation ; nous en présentons plusieurs dans cette
partie. Il est par exemple possible de créer une bulle interfaciale en retirant un cadre
horizontal d’un bain liquide a vitesse controlée. Dans une situation purement sta-
tique, nous nous intéressons au profil d’équilibre adopté par le film reliant le cadre
au bain. Les outils développés dans le cadre des surfaces minimales permettent d’in-
tepréter les résultats expérimentaux et de prolonger ce travail en exploitant I'effet de
nouvelles conditions aux limites sur certaines surfaces minimales classiques que nous
revisitons dans le chapitre 6. En particulier, nous discutons des analogies fortes entre
les surfaces minimales étudiées et la physique des transitions de phase au travers de
phénomeénes communs : bifurcation, métastabilité, hystérése, exposant critique...

L’analyse dynamique de cette expérience de création de bulle interfaciale est pour-
suivie dans le chapitre 7. En variant un maximum de paramétres expérimentaux,
nous montrons que plusieurs effets hydrodynamiques sont susceptibles d’entrer en
compétition dans ce processus : effets capillaires, inertie du film, inertie de I'air, ef-
fets visqueux dans le liquide, effets gravitaires. Nous tentons de décrire les résultats
expérimentaux par des arguments principalement dimensionnels, suffisants dans la
plupart des cas pour comprendre la physique sous-jacente de ce processus.

Nous montrons ensuite qu’il est également possible de former ce type de bulle lors
de I'immersion d’un film plan tendu sur un cadre horizontal dans un bain du méme
liquide. Contrairement & ce que pourrait laisser imaginer ’apparente symétrie tem-
porelle de I'expérience, nous obtenons des résultats trés différents par rapport au
chapitre précédent. L’analyse de I’écoulement dans la mince couche d’air située entre
le cadre et le bain, et dont le volume se retrouve dans la bulle interfaciale formée in
fine, est ici au coeur du probléme. Cette étude est détaillée dans le chapitre 8.

Revenons aux bulles sphériques de savon. A notre connaissance, et aussi surprenant
que cela puisse paraitre aujourd’hui, 'expérience consistant a souffler des bulles de
savon tridimensionnelles a partir d’un film de savon bidimensionnel reste trés mal
comprise. Pour cause, une bulle de savon apparait trés différente d’une goutte liquide
dans l'air ou d’une bulle d’air dans un liquide de par sa structure, constituée d’une
trés fine couche liquide séparant I'air a 'intérieur de la bulle de I'air a ’extérieur. De
fait, la formation de bulles de savon s’accompagne de questions intéressantes impli-
citement reliées a I’hydrodynamique aux interfaces, pilotée notamment par les effets
de tension superficielle. Nous pouvons par exemple nous demander a quelle vitesse
minimale doit-on souffler pour générer des bulles 7 Quels facteurs gouvernent la taille
des bulles formées ? Quelle est 'influence de la distance qui sépare notre bouche du
film 7 Quels mécanismes induisent 'instabilité du film de savon ? Ces questions sont
abordées dans le chapitre 9 ot nous développons un dispositif expérimental original,
inspiré d’études destinées a étudier des effets de turbulence bidimensionnelle dans
les films de savon [122|, permettant de s’affranchir du caractére instationnaire de
Iexpérience et des effets de volume liquide fini sur un cadre simple. Nous utilisons
comme « bouche artificielle » une aiguille reliée a un systéme régulateur de pression.

Aprés avoir arpenté divers comportements d’une bulle sphérique et d’une bulle in-
terfaciale, nous montrons dans le chapitre 10 qu’il est possible de transiter de la
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premiére configuration a la seconde, généralement plus favorable d’un point de vue
énergétique. Pour ce faire, nous venons déposer une bulle sphérique a la surface
d’un solide ou a la surface libre d'un liquide, constituant ainsi un troisiéme mode de
formation de bulle interfaciale. Le suivi de la dynamique d’étalement de la bulle sur
la surface permet de remonter a des informations concernant les mécanismes clés
mis en compétition. Nous montrons en particulier certaines analogies et différences
de comportement avec la dynamique d’étalement bien connue d’une goutte sur un
substrat solide en configuration de mouillage total.

Enfin, aprés avoir fabriqué une telle bulle interfaciale sur substrat solide, nous

concluons cette partie en étudiant dans le chapitre 11 'effet d’une sollicitation mé-
canique sur cette bulle, au moyen d’un pot vibrant.
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Chapitre 6

Description de quelques surfaces
minimales : influence des conditions
aux limites et de symétrie

Du fait de la tension de surface, les films de savon adoptent la forme qui minimise leur
énergie de surface, et donc leur surface. Partant de ce postulat mathématique, nous
décrivons dans ce chapitre I'existence et la stabilité de quelques surfaces minimales
simples. Aprés avoir briévement rappelé les résultats classiques obtenus dans le cas
d’une caténoide symétrique formée entre deux anneaux circulaires de méme rayon,
nous discutons le role des conditions aux limites sur cette forme en utilisant deux
anneaux de rayons différents. Nous étudions par la suite les conditions d’existence et
de stabilité d’autres formes dérivées de la caténoide : la demi-caténoide symétrique,
puis les diaboloides symétrique, asymétrique et rotatoire. Dans ces deux derniéres
configurations, les résultats expérimentaux font apparaitre un comportement hys-
térétique du film, signature de phénomeénes de métastabilité que nous justifions a
I’aide d’arguments physiques simples. Par analogie avec la théorie des transitions de
phase, nous concluons ce chapitre en évoquant les analogies de comportement des
surfaces minimales étudiées au voisinage de leur seuil d’existence.
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CHAPITRE 6. DESCRIPTION DE QUELQUES SURFACES MINIMALES :
INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES ET DE SYMETRIE

1 Introduction

FIGURE 6.1: La caténoide.

La notion de surface minimale apparait au XVIII®®® si¢cle. Le probléme origi-
nel, posé en 1744 par Leonhard Euler [123|, s’énonce comme suit : parmi toutes les
surfaces s’appuyant sur deux cercles coaxiaux, quelle est celle dont 1'aire est la plus
petite ? La résolution de ce probléeme mathématique, détaillée ci-apres, donne nais-
sance a la caténolde, décrite par un cosinus hyperbolique (Fig. 6.1). L’étymologie
latine de la caténoide (catena, chaine) souligne I’analogie avec le profil d’une chai-
nette pesante maintenue a ses deux extrémités . En 1755, Joseph-Louis Lagrange
formalise les premiers résultats sur les surfaces minimales en énoncant 1’équation
d’Euler-Lagrange, cette derniére symbolisant historiquement les prémices du calcul
variationnel [124]. En changeant la géométrie du contour imposé, il est alors possible
d’imaginer une multitude de surfaces minimales (Fig. 6.2) : en remarquant qu’un
plan apparait comme une surface minimale triviale, citons également I’'hélicoide, dé-
couverte par Meusnier en 1776, les surfaces de Scherk (1834), Enneper (1863), Costa
(1982)...

De nos jours, ce théme de recherche souléve encore de nombreuses interrogations, en
mathématiques notamment [125, 126] (surfaces minimales périodiques ou a cous, gé-
néralisation des surfaces minimales dans un hyper-espace...), mais aussi en physique
des mousses [127, 128|. Ce domaine d’étude posséde par ailleurs d’autres applica-
tions en cristallographie [129] ainsi qu’en architecture, ou l'utilisation de surfaces
minimales permet & la fois de minimiser la quantité de matériaux utilisés et de
mieux gérer les contraintes physiques [130, 131, 132]. A ce titre, le stade olympique
de Munich, concu par I'architecte allemand Frei Otto en 1972, est considéré comme
I'un des monuments sportifs les plus audacieux du XX®" siécle. Plus récemment, le
Water Cube de Pékin, développé par ’agence néerlandaise Nox et inauguré en 2008,
en est une illustration tout aussi spectaculaire (Fig. 6.3).

Ce concept d’optimisation est également au cocur du probléme de Steiner, posé

1. Au grand dam du savant italien Galilée (1564-1642), qui penchait plutot pour un profil
parabolique environ un siécle auparavant.
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CHAPITRE 6. DESCRIPTION DE QUELQUES SURFACES MINIMALES :
INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES ET DE SYMETRIE

FIGURE 6.2: Quelques surfaces minimales.

FIGURE 6.3: A gauche, le stade olympique de Munich. A droite, le Water Cube de
Pékin.
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FIGURE 6.4: Illustration du probléme de Steiner, pour un ensemble de 3, 4 et n
points. Notons dans ce dernier cas la forte ressemblance entre le réseau expérimental
constuit par le film de savon et la solution d’un algorithme numérique minimisant
le chemin reliant les grandes villes d’Amérique du Nord.

comme tel : quel est le chemin le plus court reliant un ensemble de points donné ?
Bien qu’il soit trivial que le chemin le plus court entre deux points soit la ligne
droite, le probléme est nettement plus compliqué a mesure que le nombre de points
augmente [133] (Fig. 6.4). Et malgré son caractére unidimensionnel, cette question
peut en fait se ramener & une minimisation de surface dont 'une des dimensions est
fixée. D’un point de vue pratique, considérons par exemple le cas d'un service de
maitrise d’ouvrage autoroutier ou une entreprise de télécommunication souhaitant
créer un réseau reliant un certain nombre de villes. La minimisation du cott d’un
tel réseau, en l'occurrence la quantité de matériaux (bitume, cébles) qu’elle doit
utiliser pour relier toutes ces villes entre elles, s’avére alors cruciale. Et pour cause,
le probléme de Steiner est parfois surnommé « probléme des autoroutes » [7].

Les films de savon constituent un outil de choix pour étudier les surfaces mini-
males : en tentant de minimiser son énergie superficielle et ainsi rejoindre un puits
d’énergie potentielle?, un film de savon tend a minimiser naturellement sa surface
a ’équilibre, celui-ci matérialisant donc une surface minimale mathématique pour
un contour donné. Par ailleurs, les expériences présentées dans ce chapitre sont re-
lativement simples & mettre en ceuvre, et permettent d’illustrer des notions assez
générales en physique (minimisation d’énergie potentielle, métastabilité, transitions
de phase...); les films de savon trouvent de fait trés bien leur place dans un cursus
éducationnel en physique [135]. Dans ce chapitre, nous étudions théoriquement et
expérimentalement 'existence et la stabilité de quelques surfaces minimales a 1’équi-

2. Ce minimum d’énergie potentielle peut tout aussi bien étre global ou local [134] : ce point
intéressant constitue I'une des idées fortes de ce chapitre.
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libre présentant pour la plupart une symétrie de révolution®. Les uniques surfaces
minimales élémentaires possédant cette symétrie étant la caténoide et le plan, les
figures étudiées sont naturellement constituées de portions de ces surfaces minimales
élémentaires. En particulier, nous discutons en quoi un changement des conditions
aux limites ou une brisure de symétrie affecte les propriétés des surfaces minimales
considérées.

2 Dispositif expérimental

2.1 Matériel utilisé

La solution utilisée pour la création des films de savon est un mélange eau ultra-
pure (MilliPore, 18 M{.cm.) /glycérol /produit vaisselle commercial (Fairy), dans des
proportions volumiques respectives 80%/13% /7% *. Le glycérol permet de rendre la
solution plus visqueuse et ainsi ralentir le drainage et 1’évaporation, augmentant de
fait la durée de vie du film. Le produit vaisselle permet de saturer la surface en
tensioactifs, diminuer la tension superficielle de la solution et donc stabiliser le film.
La tension de surface de la solution, mesurée par tensiométrie en goutte pendante,
vaut v = 25 mN.m L.

Pour observer des surfaces minimales présentant une symétrie de révolution, les
contours sont expérimentalement constitués d’anneaux circulaires de fil de fer tor-
sadé, dont le rayon R est varié de quelques millimétres a quelques décimeétres. Afin
de s’affranchir d’éventuels effets de bord, I’épaisseur du cadre, 1 mm, est prise petite
devant son rayon quel que soit I’anneau choisi.

2.2 Acquisition des données

L’acquisition des données s’effectue par caméra rapide, dont la gamme de fré-
quence d’acquisition s’étend de 50 & 2000 images.s~!, pour une résolution spatiale
typique de 512 x 512 pixels?.

2.3 Traitement des données

Les images et films sont analysés a posteriori par traitement d’image, en utilisant
les logiciels de programmation ImageJ et Matlab.

3 La caténoide

Apres avoir rappelé les résultats historiques établis par Euler, nous caractérisons
la stabilité d’'une caténoide symétrique (les deux anneaux sont de rayons identiques :
Ry = Ry = R), puis asymétrique (R; < Rs). Enfin, nous présentons une variante

3. La diaboloide rotatoire, derniére surface minimale étudiée dans ce chapitre, ne vérifie pas
cette symétrie de révolution mais présente une symétrie plane.

4. Mis a part le choix du produit vaisselle, cette « recette » a déja été expérimentée pour la
fabrication de « mousse bambou », utilisée comme systéme modeéle pour quantifier la dissipation
d’énergie cinétique induite par 'impact d’un projectile [136].
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FIGURE 6.5: Représentation schématique et paramétrage de la surface du film.

expérimentale permettant d’obtenir une demi-caténoide symétrique, et étudions éga-
lement sa stabilité. Cette nouvelle configuration fait 'objet d’une étude dynamique
plus approfondie dans le chapitre suivant.

3.1 La caténoide symétrique
3.1.1 Profil mathématique du film

Soient deux anneaux, de rayons R; et Rs, disposés paralléelement selon le méme
axe de révolution noté (Oz) et séparés d'une distance h (Fig. 6.5). L’étude sera
naturellement menée en coordonnées cylindriques (p, @, z). Nous cherchons ici a pa-
ramétrer la surface® ¥ du film de savon : du fait de 'invariance par rotation autour
de (Oz), celle-ci est entiérement décrite par le profil p(z), indépendamment de I’angle
6. Les conditions aux limites fixées par le contour imposent p(0) = Ry, p(h) = Ra.
L’énergie de surface Fy, du film peut s’écrire :

Ey =279 =2y 27r/ p(z)ds, (6.1)
s

ot le facteur 2 tient compte des deux faces du film, v désignant la tension de surface
liquide/air. L’élément infinitésimal d’abscisse curviligne ds peut se réécrire :

ds = \/dp? + d22 = /1 + p/2(2) dz, (6.2)
avec p'(z) = dp/dz. Soit finalement :

h
Ex /o p(2) 1+ p'%(2)dz. (6.3)

Ainsi, I’énergie se met sous une forme fonctionnelle. En vertu du principe variation-
nel, rendre cette fonctionnelle minimale (ou plus généralement extrémale) impose au
lagrangien associé L(p, p') = p+/1 + p' 2 de satisfaire a I'équation d’Euler-Lagrange :

oc d (oL

5. Dans ce chapitre, ¥ désigne aussi bien la surface que son aire, par abus de langage.
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Ce probléme est ainsi fortement analogue au principe de Fermat % en optique géomé-
trique (imposant un extremum du temps de parcours de la lumiére), mais également
au principe de moindre action en mécanique lagrangienne (imposant un extremum de
I'intégrale d’action). Il est alors aisé de faire apparaitre par transformée de Legendre
une nouvelle fonction H = p'0L/0p" — L, équivalente & 'hamiltonien en mécanique
lagrangienne, vérifiant dH = 0. En reprenant ’expression de £, I'intégrale premiére
de H s’écrit en faisant intervenir une constante a :

0L pp'? p

e /1t E =
dp NAEYE 1+ 2

ou seul le cas a > 0 est physiquement acceptable. Par séparation des variables,
I’équation différentielle obtenue peut se mettre sous la forme :

—a, (6.5)

d
¥ _ dz. (6.6)
(p/a)? —1
La solution s’écrit finalement ” :
z
p(z) = acosh <5 + C’) , (6.7)

ot a et C' sont les constantes d’intégration déterminées par les conditions aux limites :
p(0) = Ry, p(h) = Ry. Dans le cas symétrique, Ry = Ry = R, et la résolution donne
finalement C' = —h/2a, puis :

p(2) = acosh (ﬂ) : (6.8)

a

avec a solution de I’équation implicite :

0 cosh (;) _R (6.9)

a

Conformément a l'intuition, la surface de la caténoide est échancrée entre les deux
anneaux, le rayon minimal étant par symétrie atteint en z = h/2. Ce rayon, nommé
« rayon de gorge » dans la littérature, est ici égal & a, ceci donnant une signification
concréte & cette constante. En se souvenant que les surfaces minimales ont la pro-
priété mathématique de présenter une courbure moyenne  nulle en tout point, ceci
se vérifie ici : 'amincissement en z = h/2 provoque une augmentation de courbure
dans le plan (Op, 0f), mais également par compensation une augmentation oppo-
sée dans le plan (Op,Oz). Physiquement, cette courbure nulle peut s’interpréter
différemment en exprimant le saut de pression Ap de part et d’autre de la surface
via I'équation de Young-Laplace [99], Ap = 27k, ou le facteur 2 tient de nouveau
compte des deux faces du film. Comme la surface est ouverte, la pression de l'air est
identique partout et Ap=0 implique en effet k=0.

6. Pierre de Fermat, magistrat et mathématicien francais du XVII®™® siécle, énonce son principe
de la fagon suivante : La nature agit toujours par les voies les plus courtes et les plus simples.
7. Dans ce chapitre, nous choisissons d’adopter la convention anglaise d’écriture des fonctions

trigonométriques.
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3.1.2 Existence et stabilité

En partant d’une caténoide expérimentale donnée, I’écartement des anneaux va
provoquer un évasement de plus en plus marqué et donc une diminution du rayon
de gorge, jusqu’a l'effondrement du caténoide. L’équation implicite 6.9 permet de
comprendre ce fait. Réexprimons-la sous forme adimensionnée :

AX
cosh (T) =X, (6.10)

avec X=R/a et A=h/R. Le probléme se raméne donc a étudier le nombre d’in-
tersections de deux courbes, un cosinus hyperbolique et une droite, en fonction du
paramétre A quantifiant la distance séparant les deux anneaux. La figure 6.6 repré-
sente ces deux courbes en fonction de X, pour différentes valeurs de A.

3.0

2.5

2.0

X, cosh (AX/2)

1.5

1.0
1.0

FIGURE 6.6: Résolution graphique de 1’équation implicite (Eq. 6.10), pour A allant
de 1.2 &4 1.5.

— Pour A < A, ~ 1.33, c’est-a-dire pour des anneaux pas trop éloignés, il ap-
parait deux points d’intersection, en X=X et X=X,, avec Xo>X;. Il existe
donc deux caténoides mathématiques solutions au probléme, correspondant
toutes deux a un extremum de surface et vérifiant les conditions aux limites.
Pour pouvoir discriminer quelle caténoide est effectivement observée expéri-
mentalement, une analyse énergétique, effectuée ci-apres, est nécessaire. Mais
nous pouvons déja a ce stade deviner que le point d’intersection associé a la
caténoide « physique » est en X = X; : en effet, une augmentation de A pro-
voque expérimentalement une diminution de a, et donc une augmentation de
X. Ceci est vérifié pour X7, et non pour Xs.

— Pour A = A, il n’existe plus qu’un point d’intersection en X = X, correspon-
dant & une caténoide critique. En ce point, le rayon de gorge vaut a. ~ 0.55R,
la distance critique entre les cadres s’écrivant immédiatement h, ~ 1.33R.
Ainsi, alors que la premiére intuition préte & croire qu'une caténoide reste
stable jusqu’a ce que le « cou » soit infiniment fin, il n’en est rien, du fait de
la présence de ces seuils finis pour un rayon R fini.

— Pour A > A_, ce point critique est dépassé, il n’existe donc plus de solution,
la caténoide n’a plus de raison d’étre et s’effondre. Expérimentalement, cet
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FIGURE 6.7: Evolution du rayon de gorge en fonction de la distance entre les an-
neaux. En trait plein, la caténoide associée au point d’intersection en X = Xj.
En pointillés, la caténoide associée au point d’intersection en X = Xs. Les points
verts et orange indiquent les solutions correspondant aux caténoides montrées a la
figure 6.8.

effondrement s’accompagne de la formation de deux films plans portés par les

deux anneaux.
Le rayon de gorge de la caténoide et la distance séparant les deux anneaux sont donc
étroitement liés : la figure 6.7 représente a/ R = 1/ X 5 en fonction de A = h/R pour
les deux caténoides solutions du probléme variationnel. Celle associée au point d’in-
tersection X = X présente un cou large, alors que celle associée au point d’intersec-
tion X = X, présente un cou étroit (Fig. 6.8). La présence de deux branches, stable
et instable, rappelle un diagramme de bifurcation en théorie des instabilités. Ce type
de comportement est appréhendé dans de nombreux domaines de la physique, de la
mécanique du solide a ’hydrodynamique, et plus récemment en biophysique dans le
processus de fission d'une vésicule & deux domaines [137].

Les seuils d’existence (a./R1,h./R1) peuvent se retrouver par I’analyse en posant
une fonction f définie par :

F(X) = cosh (ATX) ~X. (6.11)

La recherche du point critique d’existence X = X, est déterminée en imposant si-
multanément f(X.) = 0 (nous voulons au moins une solution) et dx f(X.) = 0 (nous
voulons au plus une solution). Il vient alors immédiatement 1’équation implicite sui-

vante :
AC‘)(C AC‘)(C
Coth( 5 ) =— (6.12)

Cette équation comporte une unique solution positive : nous obtenons numérique-
ment A.X./2 ~ 1.20. En exploitant de nouveau I’annulation de f, nous retrouvons
a. ~ R/ cosh(1.20) ~ 0.55R. Enfin, en exploitant 'annulation de dx f, nous retrou-
vons h, ~ 2R/ sinh(1.20) ~ 1.33R.
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I

A=0.7

FIGURE 6.8: Représentations 3D de caténoides symétriques typiques, obtenues pour
A =0.2,0.7,1.2 (valeurs indexées sur la figure 6.7). En vert, les caténoides associées
au point d’intersection en X = X;. En rouge, les caténoides associées au point
d’intersection en X = X,. L’échelle verticale est modifiée pour la clarté de la figure.

3.1.3 Analyse énergétique

Connaissant dorénavant la forme de p(z), nous pouvons revenir a l’expression de
I’énergie de surface FEx.

h
By = 292n /O () VT 7 7() ds, (6.13)

" — h/2
Es =2y 2#/ a cosh? (u) dz, (6.14)
0

a

4 —h/2
Esy = 277ra/ (1 + cosh <2u)> dz. (6.15)
0 a

Par le changement de variable v = (z — h/2)/a, il s’ensuit :
h h
By, = 2vyma® <5 + sinh 5) : (6.16)

En utilisant la relation h/a=2arccosh(R/a) et en définissant une énergie adimen-
sionnée £ = Ex/(2yrR?), il vient finalement :

2 arccosh X + sinh(2 arccosh X)
£ = 2 :

(6.17)

ou X prend les valeurs correspondant aux points d’intersection discutés a la partie
précédente. Puisque ces points d’intersection se déplacent lorsque A varie, X dé-
pend de A. Ainsi, la figure. 6.9 illustre ’énergie des deux caténoides mathématiques
possibles en fonction de A.
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FIGURE 6.9: Evolution de I’énergie en fonction de la distance entre les anneaux. En
trait plein, la caténoide associée au point d’intersection en X = X;. En pointillés,
la caténoide associée au point d’intersection en X = X,. En rouge, la surface de
Goldschmidt composée de deux films plans portés par les deux anneaux.

Nous remarquons que les deux caténoides, associées aux points d’intersections en
X=X et X=X5, ont des énergies différentes, notées respectivement & et & avec
& < &. De plus, il convient de noter qu’a la limite A — 0 (anneaux accolés),
&1 ~ 2A, alors que & ~ 2. Ainsi, toujours dans cette limite, la caténoide d’énergie
minimale s’apparente a un cylindre de rayon R et de hauteur h, alors que la caténoide
d’énergie maximale s’apparente a deux disques de rayon R. Nous en déduisons que
la caténoide d’énergie minimale, dite « stable », est finalement la moins échancrée
des deux, ce fait étant vérifié expérimentalement : en partant de h = 0, la caténoide
initiale ressemble fortement a un cylindre, qui se creuse ensuite de plus en plus en
écartant les anneaux. L’autre caténoide, dite « instable », suit le chemin inverse
jusqu’a ce que le point critique (a./R,h./R) soit atteint : les deux caténoides fu-
sionnent alors en une seule et méme caténoide avant que cette derniére ne s’effondre.

Un point intéressant mérite d’étre évoqué ici : en se souvenant qu’un plan est égale-
ment une surface minimale, le film de savon peut éventuellement transiter de la caté-
noide stable vers la surface constituée des deux anneaux (portant le nom de « surface
de Goldschmidt »). L’énergie de surface de cette configuration est constante et s’écrit
simplement en valeur adimensionnée £; = 2. Nous constatons sur la figure 6.9 que
cette énergie, supérieure a £ pour des anneaux pas trop éloignés, devient ensuite
inférieure a partir de h ~ 1.06R. La question est ici de savoir si le systéme change
spontanément d’état & A = A,, ~ 1.06 pour rejoindre I’état le plus favorable éner-
gétiquement, soit la surface de Goldschmidt, ou si une éventuelle barriére d’énergie,
source de métastabilité, 'en empéche. Par analogie avec les transitions de phase,
nous pouvons imaginer une multitude de chemins pour passer d’une configuration
a autre. Une fagon de le faire contintiment est de libérer une condition aux limites
tout en gardant une forme hyperbolique [138], en écrivant maintenant :

5z) = %%) cosh (Z_—h/Q) . (6.18)

~ cosh a
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—A=14| An<A<A
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—A=1.2
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FIGURE 6.10: Paysages d’énergie potentielle £, pour A allant de 0.9 a 1.4. Les
courbes noires représentent de nouveau 1’énergie des deux caténoides solutions du
probléme variationnel : £ en trait plein, & en pointillés.

Bien que cette forme ait le bon goiit de respecter p(0) = p(h) = R, a est maintenant
libre de ne plus satisfaire a I’équation implicite discutée précédemment (Eq. 6.10).
En recalculant I’énergie avec cette forme extrapolée, il vient aprés quelques calculs :

- h 2 h 2 R h
By = 2y2rR’ \/tanh2 % + (%) tanh % + (%) arcsinh (E tanh %)] ,
(6.19)
soit :
< AX 1 AX 1 AX
2 .
E=2 [\/tanh — + X2 tanh - + el arcsinh (X tanh —~ ) (6.20)

La figure 6.10 représente les paysages énergétiques obtenus en fonction du rayon
de gorge adimensionné a/R = 1/X, pour différentes valeurs de A. Les trois surfaces
minimales, décrites par un extremum d’énergie, se retrouvent : la surface de Gold-
schmidt d’énergie £; = 2 (minimum) en a/R = 0, et les deux caténoides, d’énergies
respectives & (minimum) et & > & (maximum) en a/R =1/X; et 1/X5 < 1/X;.
Il est alors remarquable d’apercevoir, pour 4A,, < A < A., une barriére énergétique
a franchir pour passer de la caténoide stable a la surface de Goldschmidt [139].
Ainsi, dans cette configuration simple, le minimum d’énergie potentielle dans lequel
se trouve le film de savon, initialement global pour des anneaux pas trop éloignés,
n’est plus que local pour 1.06R < h < 1.33R. A la maniére d'un retard a la transi-
tion de phase [134], la surfusion d’un métal par exemple, le systéme se retrouve piégé
dans ce minimum local métastable puisqu’'une certaine barriére d’énergie sépare les
deux puits, d’énergies & et &g < &;.

3.1.4 Vérification expérimentale

Afin de vérifier ces résultats classiques, une caténoide symétrique est formée
expérimentalement en immergeant deux anneaux identiques et accolés dans la so-
lution savonneuse. Les deux anneaux sont fixés sur les mors d’un pied a coulisse
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FIGURE 6.11: A gauche : évolution expérimentale d'une caténoide symétrique pour
un cadre de rayon R = 2.6 cm, en fonction de la distance adimensionnée A entre les
deux cadres. A droite : image définissant R et a.

1.0 :
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0.6 ]
B
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FIGURE 6.12: Rayon de gorge adimensionné d’une caténoide symétrique en fonction
de A, pour différents rayons. Les quatre séries de mesures se superposent sur la
courbe théorique associée a la caténoide d’énergie & (cou large).

digital. L'un des anneaux étant maintenu fixe, 'autre est déplacé pas a pas le long
de I'axe de révolution (Oz), augmentant ainsi progressivement la distance h entre
les cadres, jusqu’a ce que le film de savon s’effondre sur les deux anneaux. La fi-
gure 6.11 illustre une série typique d’images prises lorsque le film de savon est a
I’équilibre, pour un éloignement croissant des anneaux. Tout d’abord, le traitement
d’'image effectué montre un excellent accord entre le profil expérimental p(z) du
film et la forme attendue (Eq. 6.8). La figure 6.12 suit 1’évolution, en quantités adi-
mensionnées, du rayon de gorge a/R en fonction de I’éloignement entre les deux
anneaux A = h/R, pour différentes valeurs de R. Ici encore, la comparaison avec la
théorie est trés satisfaisante. En particulier, les seuils de stabilité (a./R, h./R) sont
retrouvés expérimentalement. Enfin, la présence de points expérimentaux dans la
gamme A, < A < A, est en conformité avec les paysages énergétiques représentés
plus haut, et rappelle cette idée importante, et d’une certaine fagon, surprenante :
si les conditions aux limites autorisent parfois I'existence de plusieurs surfaces mi-
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nimales, le systéme n’adopte pas toujours celle dont I’énergie est minimale. Ainsi,
cette compétition de surfaces minimales laisse entrevoir d’éventuels phénomeénes de
métastabilité dans ces systémes. Ces derniers sont d’autant plus marqués dans une
configuration légerement différente faisant l'objet de la derniére partie de ce chapitre.

3.2 La caténoide asymétrique
3.2.1 Existence et stabilité

Tout en gardant I'invariance par rotation autour de (Oz), introduisons une bri-
sure de symétrie entre les deux anneaux, de rayons R; et Ry = aR; avec a > 1.
Contrairement au cas symétrique ou la présence d’une seule taille caractéristique
R imposait une invariance d’échelle du systéme (h. x R, a. & R), nous pouvons
pressentir que la prise en compte d’'un nouveau parameétre « rende le probléme
plus riche, et le traitement mathématique plus complexe. Les conditions aux limites
s’écrivent ici p(0) = Ry, p(h) = Ry. En gardant la forme de p(z) établie précédem-
ment (Eq. 6.7), ces derniéres se réécrivent donc

p(0) = Ry = acosh C, (6.21)
h

p(h) = Ry = acosh (— + C> : (6.22)
a

La simplification de ce systéme s’effectue en faisant disparaitre la constante C. A
I’aide des identités trigonométriques, la condition en z = h devient :

h h
R _ cosh C cosh — & \/cosh® C' — 1sinh —. (6.23)
a a a
Puis, a I'aide de la condition en z =0 :
RyRy Ry h R R\ . [(hR
2 M osh [ — =2 ) £ 4/ (22) —1sinh [ — 2 24
Ry a a <R1 a) (a) S Ry a )’ (6:24)

soit, avec X = Ry/a et A =h/R; :
aX = X cosh(AX) £ vV X? — 1sinh(AX). (6.25)

[’ambiguité de signe est levée en passant cette relation au carré, aprés quelques
manipulations :

X?%(cosh(AX) — a)? = (X? — 1) sinh*(AX). (6.26)

Le développement et la simplification de ces deux termes conduisent finalement au
résultat suivant :

sinh*(AX) = X?(2a cosh(AX) — (1 4+ a?)). (6.27)

Cette équation implicite constitue en fait une généralisation de I’équation implicite
obtenue dans le cas symétrique o = 1 (Eq. 6.10). Sa résolution graphique est ana-
logue, « jouant ici le role de parameétre : tant que A n’est pas trop grand, il existe
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arccosh 2

ac/R]_

FIGURE 6.13: Evolution de a/R; (a) et —aC/R; (b) en fonction de A = h/Ry,
pour différents rapports d’aspect entre les anneaux : o = 2, 3,4, 5. En trait plein, les
caténoides stables correspondent & un minimum d’énergie. En pointillés, les caté-
noides instables correspondent & un maximum d’énergie. Le maximum des diverses
branches stables a pour coordonnées (arccosh a, 1).
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toujours deux caténoides d’énergies différentes solutions au probléme, jusqu’a un cer-
tain point critique. En remarquant que ce point critique (a./Ry, h./R1) se déplace
avec 'asymétrie du systéme (Fig. 6.13 (a)), la forme des courbes en « pétales » fait
de plus apparaitre une différence importante par rapport au cas symétrique o = 1
(Fig. 6.7) : dans la limite des anneaux accolés, a tend vers 0 pour la caténoide
stable. Concernant cette derniére, qui est celle effectivement observée expérimenta-
lement, ce fait s’accompagne également d’'un changement de signe de la constante
C' : alors que dans le cas symétrique, C' = —h/2a est automatiquement négative,
elle est, dans le cas asymétrique, positive lorsque a croit, puis négative lorsque a
décroit. Ceci implique que la position normalisée du cou, z = —aC'/R; (obtenue
directement par annulation de l'argument dans le cosinus hyperbolique), se situe
tout d’abord en dehors des anneaux, du c6té du petit anneau, puis revient entre les
deux anneaux (Fig. 6.13 (b)). Par conséquent, le rayon de gorge n’est plus défini
expérimentalement si A est trop petit. La transition se produit lors de I'inversion de
courbure de la caténoide au niveau du petit cadre : cette derniére y est tournée vers
I’extérieur lorsque a croit, puis tournée vers l'intérieur lorsque a décroit. 11 est alors
facile de prédire a quelle distance h entre les anneaux elle se produit, en réécrivant
les conditions en limites en ce point particulier :

Ry = Ry cosh C, (6.28)

Ry = Ry cosh (Ri + C’) ) (6.29)

1

Il vient immédiatement C' = 0, et donc :

h
— = A = arccosh a. (6.30)
Ry

Nous vérifions par ailleurs que ce ratio caractéristique est nul pour une caténoide

symétrique, et croit avec o comme la figure 6.13 en atteste.

Les seuils d’existence (a./Ry,h./Ry) sont, d’aprés le graphe précédent, des fonc-
tions croissantes de «, et peuvent dans un premier temps s’approximer de fagon
naive : en prenant l’exemple de la hauteur critique h,, il est raisonnable d’imaginer
que celle-ci est comprise entre les deux cas extrémes suivants : h. = 1.33R; (caté-
noide symétrique de rayon R;) et h. = 1.33Ry (caténoide symétrique de rayon Rs),
soit 1.33 < h./R;, < 1.33a. A mesure que o augmente, cet intervalle d’encadrement
s’élargit, et nécessite donc d’effectuer une démarche plus précise. Ces seuils s’ob-
tiennent donc de la méme facon que précédemment, en posant une nouvelle fonction
f telle que :

f(X) = sinh*(AX) — X?(2a cosh(AX) — (1 + a?)). (6.31)
Sa dérivée Oy f s’exprime comme :
Oxf(X)=2(A— B), (6.32)

avec

A = Asinh(AX) cosh(AX), (6.33)
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B = X(a(2cosh(AX) + AX sinh(AX)) — (1 + a?)). (6.34)

La recherche du nouveau point critique d’existence X = X. est déterminée en im-
posant simultanément f(X.) = 0 et dx f(X.) = 0. En manipulant ces conditions,
A. X, vérifie maintenant une équation implicite dépendant de « :

A X.(2acosh(AX,) — (1 +a?))

tanh(AeXe) = o AL, + AX, sh(A,X.)) — (1 - 02)°

(6.35)

La résolution numérique de cette équation permet de remonter a a./R;=1/X, en
exploitant & nouveau l'annulation de f. Enfin, h./R; = A, est déduit de la connais-
sance simultanée de A X, et X.. La figure 6.14 illustre ces deux seuils adimensionnés
en fonction de 'asymétrie o du systéme. Remarquons que plus le rapport d’aspect
est fort, plus le rayon de gorge critique se rapproche du rayon du petit anneau par
valeurs inférieures (il ne peut de toute fagon jamais y étre supérieur, selon 1'équa-
tion 6.21). De fait, plus le rapport d’aspect est fort, plus la hauteur critique se
rapproche du seuil d’inversion de courbure en R, discuté auparavant (Eq. 6.30), par
valeurs supérieures. Par ailleurs, les courbes numériques obtenues sont en accord
avec les valeurs discrétes de Lindelof, reportées par Bouasse [116] et déterminées par
une méthode géométrique : la limite d’existence est atteinte lorsque les tangentes du
profil p(z) au niveau des deux anneaux se coupent en un point de I’axe de révolution

(02) [140).

3.2.2 Analyse énergétique

Ici encore, la détermination des nouvelles constantes d’intégration a et C', pour
A et o donnés, permet de calculer I'énergie potentielle® de chacune des surfaces
minimales en présence : les deux caténoides et la surface de Goldschmidt. A titre
d’exemple, la figure 6.15 représente ces énergies pour a = 2. Nous observons qu’a la
limite des anneaux accolés, £ ~ 3, alors que & ~ 5 = &4. La caténoide instable, trés
échancrée, s’apparente de nouveau a la surface de Goldschmidt composée des deux
anneaux, soit & ~ £ = a? + 1 = 5. Du fait de I'asymétrie, la caténoide stable ne
peut plus s’apparenter & un cylindre, son énergie ne tend donc plus vers 0. Sa surface
asymptotique correspond maintenant & une couronne comprise entre les rayons R
et Ry, soit £ ~ a? — 1 = 3. Ce résultat dénote une nouvelle différence importante
avec le cas symétrique. La variation de ces énergies en fonction de A reste cependant
semblable au cas symétrique, avec la présence du seuil d’existence A, pour lequel les
énergies des deux caténoides se rejoignent, et un seuil de métastabilité A,, a partir
duquel la surface de Goldschmidt devient plus favorable énergétiquement que la
caténoide stable. Une discussion équivalente peut étre menée concernant la barriére
d’énergie séparant ces deux états, en choisissant un « chemin réactionnel » analogue.

3.2.3 Vérification expérimentale

Une fois avoir formé une caténoide asymétrique, nous mesurons, en fonction de
la distance h entre les cadres, le rayon minimal adopté par le film a I’équilibre entre
les deux anneaux, soit le rayon de gorge (Fig. 6.16) ; chaque série expérimentale est

8. L’énergie est ici adimensionnée par 2yr R, 2.
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FIGURE 6.14: Evolution des seuils d’existence d'une caténoide asymétrique en fonc-
tion de @« = Ry/R;. La courbe rouge en pointillés est un ajustement du seuil
A, = f(«) par un polynéme de degré 3 : A, ~ 0.85 + 0.59a — 0.06a% + 0.002503.

FIGURE 6.15: Evolution de I’énergie en fonction de la distance entre les anneaux,
pour o = 2. En trait plein, la caténoide stable. En pointillés, la caténoide instable.
En rouge, la surface de Goldschmidt composée de deux films plans portés par les
deux anneaux.
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FIGURE 6.16: Rayon de gorge (a) et position du rayon de gorge (b) d’'une caténoide
asymétrique, adimensionnés par Ry, en fonction de A, pour différents rapports d’as-
pect : a=1.2 (ronds), 1.6 (triangles), 3.1 (carrés). Les ajustements représentés font
apparaitre la grandeur a/R; issue de la branche stable pour A > arccosh «, ¢’est-a-
dire aprés l'inversion de courbure.

A
L

A

FIGURE 6.17: Mise en évidence expérimentale de I'inversion de courbure au niveau
du petit anneau, pour a = 3.1. Celle-ci s’opére pour A = arccosh «.

effectuée a une asymétrie donnée. Les résultats obtenus sont en accord avec les pré-
dictions théoriques : en particulier, I'inversion de courbure est expérimentalement
nette (Fig. 6.17). Les légers écarts peuvent provenir d’incertitudes expérimentales
(résolution spatiale; circularité, concentricité et orientation mutuelle des cadres),
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FIGURE 6.18: Seuils d’existence expérimentaux d’une caténoide asymétrique en fonc-
tion de a.

mais aussi de I'épaisseur finie des anneaux : celle-ci affecte a la fois les ratios repré-
sentés sur la figure, mais également la détermination de «. Dans la gamme d’asy-
métrie explorée, nous remarquons d’ailleurs que les seuils d’inversion de courbure
(Eq. 6.30) et d’existence de la caténoide (Fig. 6.14) dépendent assez sensiblement de
a. Enfin, la figure 6.18 présente les seuils d’existence adimensionnés (a./Ry, h./R;)
mesurés sur une plus grande gamme de «. La comparaison avec la théorie est de
nouveau satisfaisante.

3.3 La demi-caténoide symétrique

Une fagon simple et originale de former une surface minimale & partir d’un seul
anneau circulaire ¥ de rayon R consiste a 'immerger puis & I’extraire d’un bain liquide
parallélement a sa surface (Fig. 6.19). Cette configuration rappelle la méthode de
I'anneau de du Noiiy '° [141, 142] utilisée en tensiométrie : en suspendant le cadre
de masse m a un dynamometre, il est possible de remonter a la tension de surface ~y
du liquide en mesurant au dynamomeétre la force F' nécessaire pour « arracher » le
cadre au ménisque liquide. Nous négligeons ici le poids du ménisque liquide soulevé et
supposons l'anneau infiniment fin et parfaitement mouillant vis-a-vis de la solution
utilisée. En retirant progressivement ’anneau du bain, la force F' croit, passe par

9. En oubliant bien évidemment le film plan trivial.
10. Pierre Lecomte du Notiy (1883-1947), mathématicien, biophysicien, écrivain et philosophe
frangais.
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FIGURE 6.19: Illustration expérimentale de la surface minimale engendrée par un
anneau circulaire (R = 3.6 cm) extrait d’un bain liquide : paramétrage de la surface
du film.

une valeur maximale F,,, puis décroit jusqu’a I’arrachement. Lorsque F'=F}, ., le
raccordement du ménisque est vertical, permettant d’écrire immédiatement par un
équilibre des forces sur le cadre, 4mrRy = F.x—mg, ol nous avons tenu compte
des interfaces intérieure et extérieure au cadre. En opérant avec une solution de
tensioactifs, un film de savon a I’équilibre s’appuie entre ’anneau et la surface libre
du bain sur une hauteur pouvant devenir bien plus grande que la taille typique
du ménisque atteinte dans la méthode de du Noiiy. Si 'anneau est néanmoins tiré
trop loin du bain, cette surface s’effondre sur elleeméme; notons a nouveau h. la
hauteur critique séparant le bain de 'anneau. A la lumiére de ce qui a été étudié
auparavant, nous allons chercher & caractériser l'existence et la stabilité de cette
nouvelle configuration, et comprendre quel est le role joué par le bain liquide en
termes de conditions aux limites.

3.3.1 Existence et stabilité

Cette surface étant a nouveau ouverte, nous la décrivons par un cosinus hyperbo-
lique. La spécificité de cette forme réside dans les conditions aux limites auxquelles
elle est soumise. En effet, seule une condition aux limites, p(0) = R, est imposée par
I'opérateur dans le cas présent. Par ailleurs, tant que h<h,., les expériences montrent
que le rayon du film au niveau du bain p(h) est une fonction décroissante de h. De
plus, les expériences montrent que le raccordement du film de savon avec le bain
liquide est toujours perpendiculaire (Fig. 6.19), quelles que soient les valeurs prises
par R et h. Ce résultat est en fait imposé par I'équilibre mécanique du ménisque
reliant le film et le bain (Fig. 6.20), conduisant a la seconde condition aux limites :
p'(h) = 0. De fait, en injectant 1’ansatz de I’équation 6.7, nous obtenons :

p(0) = R =acoshC, (6.36)
/ (N
p'(h) = sinh (5 + C’) =0, (6.37)
soit donc : 5
c=-" (6.38)
a
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film
ménisque
|

OUr 1_,

Uz bain hqulde

FIGURE 6.20: Schéma simplifié des forces agissant sur le ménisque liquide assurant
le raccordement entre le film et le bain. Si le film n’est pas perpendiculaire au bain,
il existe une résultante radiale des forces non nulle, induisant un retour vers le
raccordement perpendiculaire d’équilibre.

Cette solution ressemble fort aux résultats obtenus pour la caténoide symétrique,
la seule différence résidant en un facteur 2. Nous pouvons donc interpréter cette
surface comme la moitié d’une caténoide symétrique de rayon R dont le rayon de
gorge se situerait a la surface du bain, car p(h) = acosh(h/a —h/a) = a (Fig. 6.21).
A ce stade, et a l'aide de qui a été développé précédemment, nous pouvons donc
déduire que les seuils d’existence de cette demi-caténoide symétrique sont donnés
par a. =~ 0.55R et h. >~ 0.66 R. Pour obtenir la variation de a avec h a R fixé, la
nouvelle équation implicite a résoudre s’obtient & partir des équations 6.36 et 6.38 :

acosh (g) = R. (6.39)

Nous retrouvons, a un facteur 2 prés sur la hauteur, I’équation implicite 6.9 régis-
sant l'existence et la stabilité de la caténoide symétrique; le diagramme d’existence
et de stabilité de la demi-caténoide symétrique s’en déduit donc aisément (Fig. 6.22).

D’un point de vue théorique, ce changement de conditions aux limites est sou-
vent appréhendé en mathématiques : alors que la caténoide symétrique fixe deux
valeurs que doit vérifier la fonction p en z=0 et z=h aux frontiéres de son domaine
de définition (conditions de Dirichlet), la demi-caténoide symétrique fixe une va-
leur pour p en z=0 et une valeur pour sa dérivée p’ en z=h (conditions mixtes de
Dirichlet-Neumann). De fagon plus physique, nous retrouvons cet effet en comparant
par exemple les notes musicales émises en soufflant dans un tube, successivement
ouvert a ses deux extrémités puis fermé du coté opposé a la bouche. Le change-
ment de conditions aux limites provoque un facteur 2 entre les fréquences des modes
fondamentaux sollicités, les deux notes sonnent donc a 'octave I'une de 'autre.

3.3.2 Analyse énergétique

Démontrons dans ce paragraphe que le raccordement perpendiculaire inspiré par
I’expérience correspond a un minimum d’énergie de surface Eyx. En ne supposant
plus la condition p'(h) = 0 et en laissant donc un paramétre libre de varier, C' par
exemple, quelle valeur de C' devons-nous prendre pour minimiser Ey, a h et R fixés?
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FIGURE 6.21: L’ajustement du profil est en accord avec I’analyse mathématique dé-
veloppée ci-dessus : la surface étudiée peut étre vue comme une caténoide symétrique
tronquée de moitié, par symétrie plane.

1.0

0.6 — —

a/R
CLC/R

0.4 — . —

0.2 - |

0.0 eocl - | | | | |

FIGURE 6.22: Rayon de gorge adimensionné a/R en fonction de A = h/R. En trait
plein, la demi-caténoide symétrique stable (peu échancrée). En pointillés, la demi-
caténoide symétrique instable (trés échancrée).
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FIGURE 6.23: Evolution des énergies adimensionnées £ associées aux différentes
surfaces minimales en présence, en fonction de A. En trait plein, la demi-caténoide
symétrique stable. En pointillés, la demi-caténoide symétrique instable. En rouge,
la surface de Goldschmidt.

En repartant de I'expression initiale de Fy;, avec C' comme paramétre libre ! :

Es = 2v7a /Oh(l + cosh (2 (2 + C)) dz. (6.40)

Par le changement de variable u = z/a + C, il s’ensuit :

B sinh (2(C+8) smh<20>> | (6.41)

BEs, = 2vyra? (E + 5 5

Ey, =27

R22 hcosh C . sinh (2 (C + hcthC)) — SlIlh(QC) . (642>
cosh” C R 2

En adimensionnant a nouveau Fyx via E=FEyx/(2yrR?), il vient, avec A = h/R :

sinh(C' + A cosh C') cosh(C' + A cosh C)

—tanh C' +
o cosh? C'

= o . (6.43)

Dérivons maintenant & par rapport a C et tentons d’en trouver les racines. En
notant Z = C'+ AcoshC et Z = 1+ Asinh (| il vient, aprés quelques lignes de
calculs :

Z(cosh(2Z) — 1) — tanh C'sinh(27)

&= cosh? C ’ (6.44)
sinh? Z(Z — tanh C/ tanh Z
g =2 ( — 70 / ). (6.45)

11. Le choix de prendre C' comme variable continue définit un chemin réactionnel différent de
celui utilisé pour démontrer la métastabilité de la caténoide symétrique. Ainsi, ce nouveau chemin
ne fait plus apparaitre le point de stagnation de la surface de Goldschmidt, bien que cette surface
minimale existe encore ici.
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—A=0.75
—A=0.72
—A=0.7
——A=0.68
——A=0.66
——A=0.64
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FIGURE 6.24: Paysages d’énergie potentielle £, pour A allant de 0.5 & 0.75, la va-
riable considérée étant indifféremment C' ou a/R. Les courbes noires représentent
de nouveau I'énergie des deux demi-caténoides symétriques vérifiant un raccorde-
ment perpendiculaire & la surface libre : la demi-caténoide stable en traits pleins, la
demi-caténoide instable en pointillés.

Une solution immeédiate a 'annulation de £ est donnée par Z = 0, ce qui permet
finalement de retrouver, a I'aide de la condition aux limites 6.36 :

C'=—-AcoshC = —g. (6.46)

En comparaison avec la caténoide symétrique, les énergies des demi-caténoides

symétriques stable et instables sont, sans surprise, réduites de moitié¢ (Fig. 6.23).

Alors qu'un extremum d’énergie est dicté par une annulation de la dérivée premiére,

sa stabilité est décrite par le signe de la dérivée seconde de I’énergie. Cette derniére
s’écrit, au point d'intérét Z =0 :

" tanh(A cosh C)
&' =2——=
cosh”(A cosh C')

(1 — Asinh(A cosh C)). (6.47)

Revenons sur I'étude de stabilité de la caténoide symétrique : nous avons remarqué
qu’il existait deux surfaces solutions au probléme variationnel, I'une correspondant
a un minimum d’énergie, pour laquelle £”>0, 'autre & un maximum d’énergie, pour
laquelle £”<0 (Fig. 6.10). Au point critique d’effondrement, ces deux caténoides
se rejoignent d’un point de vue géométrique, et donc également d’un point de vue
énergétique. Ainsi, la seule possibilité est d’imposer en ce point critique une inflexion
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de la courbe, définie par £”=0. En appliquant ce critére au cas présent, il vient :

A.sinh(A.cosh C,.) =1, (6.48)
soit, avec A, = h./R, C. = —=A.coshC, et X. = R/a, :
coth(A.X,) = A X.. (6.49)

Cette équation implicite est, & un facteur 2 preés, identique & celle résolue pour
la caténoide symétrique (Eq. 6.12), le résultat est donc immédiat. La condition
aux limites en z = 0 aboutit a a. ~ R/cosh(1.20) ~ 0.55R. Puis, en reprenant
I’équation 6.49, h. ~ 1.20a. ~ 0.66 R. Pour récapituler ces résultats, les paysages
énergétiques illustrant la variation de £ avec C, ou de fagon équivalente a/R, pour
différentes valeurs de A sont représentés sur la figure 6.24. Les courbes noires en
traits pleins et en pointillés correspondent aux solutions déterminées par le calcul
et vérifiant un raccordement perpendiculaire entre le film et le bain.

3.3.3 Reésultats expérimentaux

Dans un premier temps, nous suivons expérimentalement le rayon de gorge de la
demi-caténoide symétrique, mesuré systématiquement au niveau de la surface libre,
en fonction de I'écartement entre 'anneau et le bain (Fig. 6.25). Les mesures sont
en bon accord avec la prédiction théorique. Les écarts constatés ont plusieurs causes
possibles : en plus des incertitudes expérimentales inhérentes a la mesure, mention-
nons de nouveau les effets de taille finie de 1’épaisseur de 'anneau ; le film de savon
reste a priori libre de glisser sur 'anneau en fonction de h, ce qui entraine peut-étre
un rayon effectif dépendant faiblement de la distance séparant le bain du cadre. En
outre, la présence du ménisque a la surface du bain liquide est complétement négligée
dans notre approche : en particulier, cela laisse une ambiguité quant aux quantités
mesurées, d’autant plus prononcée que le rayon du cadre est petit. Une fagon de
diminuer l'influence de ce ménisque liquide est d’effectuer la méme expérience sur
substrat solide légérement mouillé *2, en 'occurrence un cylidre de plexiglas, dont le
rayon est légérement inférieur a celui de 'anneau (Fig. 6.26).

Nous avons ensuite sondé les seuils d’existence (a., h.) de la demi-caténoide sy-
métrique sur un plus grand éventail de rayons, et en utilisant deux solutions dif-
férentes : celle présentée au début de ce chapitre, ainsi qu’une solution surfactante
de SDS, de concentration c=15 g.L ™! (Fig. 6.27). Les ajustements linéaires prédits
théoriquement ainsi que leurs préfacteurs sont en excellent accord avec les résultats
expérimentaux sur une large gamme. La superposition des jeux de données corro-
bore également le fait que 'analyse développée est effectivement indépendante du
systéme fluide choisi, et en particulier de sa tension de surface. Remarquons quand
méme une légére déviation aux trés petits cadres millimétriques. Comme déja invo-
qué précédemment, outre I'importance exacerbée de 'épaisseur finie du cadre, les
ménisques jouent & cette échelle un role prépondérant, dont la taille caractéristique
est dictée par la longueur capillaire =1 [11], ot nous rappelons son expression :

12. Le cas du substrat solide sec élimine idéalement toute présence de ménisque mais introduit
des problémes de frottement et de rugosité : la ligne de contact peut venir s’y accrocher, ce qui
empéche potentiellement le film de savon de conserver sa forme de demi-caténoide symétrique,
pourtant de moindre énergie.
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FIGURE 6.25: Evolution expérimentale du rayon de gorge d’une demi-caténoide en
fonction de la distance séparant I’anneau et le bain. Chaque série de symboles cor-
respond a une valeur de R donnée.

FIGURE 6.26: Apparaissant comme une variante expérimentale dans I'étude des
demi-caténoides symétriques, 1'utilisation d’un substrat solide mouillé permet en
plus de s’affranchir d’effets hydrodynamiques liés a la présence du bain liquide.
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FIGURE 6.27: Seuils d’existence expérimentaux en fonction de R. Chaque couleur
correspond & un systéme fluide donné : noir (solution savonneuse), gris (solution
de SDS). Les droites noires représentent les ajustements théoriques : a. = 0.55R
(pointillés), h. = 0.66R (traits pleins). La photo expérimentale illustre la forme
intermédiaire pont liquide/demi-caténoide s’appuyant sur un cadre dont le rayon
est comparable a la longueur capillaire.

I 6.50
\ pig (6.50)

avec v la tension de surface, p; la masse volumique du liquide considéré et g 'accélé-
ration de la pesanteur. Comme son expression le suggére, cette longueur, de 1'ordre
du millimétre, fournit une taille caractéristique sur laquelle les effets capillaires et
gravitaires sont en compétition 2. Pour les petits cadres, la longueur pertinente de-
vient désormais k!, au détriment de la taille du cadre R. La photo (Fig. 6.27)
illustre a ce titre un cadre millimétrique et montre que 'objet étudié est maintenant
une forme hybride entre une demi-caténoide symétrique et un pont liquide : il est
donc naturel que les critéres de stabilité et d’existence, développés dans le contexte
des surfaces minimales, deviennent caduques a ces échelles de longueur.

Enfin, les expériences montrent que 'effondrement d’une demi-caténoide symétrique
est éventuellement suivi de la formation d’une une bulle interfaciale, ou « bulle
d’orage ». Nous observons également que la taille de cette bulle varie avec le rayon
du cadre, et qu’il existe également une taille de cadre seuil en-dessous de laquelle
aucune bulle interfaciale ne se forme. La compréhension de ce phénomeéne, nécessi-
tant dorénavant une approche dynamique (le temps d’effondrement entre les deux
derniéres images est ici de I'ordre de 107! s), est poursuivie dans le chapitre suivant.

13. Dans la partie dédiée a la microfluidique, cette longueur était trés grande devant les dimen-
sions de la section du canal : la prédominance des effets de tension de surface justifiait donc de
négliger totalement la gravité dans ce probléme.
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4 La diaboloide

FIGURE 6.28: La diaboloide : représentation schématique et paramétrage de la sur-
face du film.

Nous étudions dans cette partie une structure géométrique plus complexe, carac-
térisée par la coexistence de deux portions de caténoide et d’un film plan : nous la
surnommons « diaboloide » ' (Fig. 6.28). Cette surface minimale a déja été obser-
vée dans le domaine de la physique des mousses, et exploitée en tant que systéme
modeéle constitué d’un unique bord de Plateau [127, 143, 144, 128|. Les contraintes
imposées par cette configuration induisent de nouvelles conditions aux limites, et
par extension de nouveaux critéres d’équilibre. L’intérét de cette nouvelle conforma-
tion est en premier lieu expérimental. En effet, de facon assez curieuse, la diaboloide
est la premiére surface minimale adoptée par un film de savon aprés avoir immergé
deux anneaux accolés dans la solution. Pour obtenir la caténoide associée, il est
alors nécessaire de casser le film plan central, & I’aide d’une spatule imbibée d’étha-
nol par exemple. Nous commencons a traiter le cas de la diaboloide symétrique (le
contour est constitué de deux anneaux de rayons identiques, Ry = Ry = R), puis
le cas asymétrique (R; < Rs). Enfin, nous terminons cette partie en libérant I'inva-
riance par rotation de la diaboloide asymétrique. En y substituant le degré de liberté
de translation par un degré de liberté de rotation, une nouvelle surface minimale,
surnommeée « diaboloide rotatoire », apparait. Nous en établissons ses différentes
caractéristiques et les comparons avec celles obtenues dans le cas de la diaboloide
axisymeétrique.

4.1 La diaboloide symétrique
4.1.1 Description géométrique

La diaboloide se compose d’une double caténoide s’appuyant sur deux anneaux
de rayons R; et Ry et sur un film plan, de rayon A, situé entre les anneaux (Fig. 6.28).
La distance entre les deux anneaux est notée h, la distance entre le film plan et
I'anneau 1 (resp. 2) est notée hy (resp. hg). La portion de caténoide construite sur
I'anneau 1 (resp. 2) est notée X1 (resp. X»), le film plan est noté ¥,,. L’étude est de

14. Cette figure a été baptisée en référence au jeu de jonglage bien connu, le diabolo.
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nouveau menée en coordonnées cylindriques (p, 8, z), le film plan est placé en z = 0,
I'axe (Oz) étant choisi vertical ascendant. Encore pour des raisons d’invariance par
rotation, la surface 3 (resp. X9) est paramétrée par le profil p(2) (resp. p2(2)). En
conservant pour Y (resp. Xs) une forme hyperbolique, nous pouvons donc écrire :

p1(2) = a1 cosh (&i + Cl) , (6.51)
1

p2(2) = ay cosh (@i + Cg) . (6.52)
2

Comme précédemment, supposons Ry, R et h fixés. Pour déterminer les 7 constantes
(a1, C4, hy,aq,Cy, he, A), les quatre premiéres conditions aux limites s’écrivent res-
pectivement en z = 0, hy, —hs :

A = a;coshC, (6.53)
A = ay cosh Oy, (6.54)

h
Ry = a; cosh (a_l + C’l) , (6.55)

1

—hy

Ry =ascosh | — +Cy |, (6.56)

a2

avec également :

Pour pouvoir résoudre le systéme, deux conditions aux limites supplémentaires sont
a imposer. Celles-ci sont dictées par la stabilité du bord de Plateau de part (1°°
condition) et d’autre (2°™ condition) du film plan horizontal. Rappelons ici que les
deux premiéres lois de Plateau [140, 145| imposent pour toute surface d’un film de
savon la dérivabilité (la surface est « lisse ») et une courbure moyenne uniforme en
tout point. Cette courbure moyenne est d’ailleurs nulle ici, puisque toutes les surfaces
minimales étudiées sont ouvertes. Dans le cas présent, la 3°™¢ loi de Plateau énonce
que les trois angles, autour du cercle de rayon A rejoignant les trois surfaces en
présence X, Yo et X, doivent étre identiques et égaux a 27/3 (Fig. 6.28). Notons
tout de méme que ces conditions sont valables dans la limite d’un film de savon
« sec ». En réalité, la fraction volumique de liquide contenue dans un film de savon
n’est pas nulle, et des études récentes, vis-a-vis des conditions de Plateau, montrent
que ceci engendre des angles légérement différents de 27 /3 [127]. Cet effet, attribué
a la présence d'une tension de ligne négative, concerne d’ailleurs plus généralement
la physique des mousses, et montre que dans certaines conditions, une approche
purement géométrique n’est pas suffisante pour décrire la conformation des films de
savon. Comme la correction appliquée, de l'ordre de 2% sur les angles, reste tres
faible, nous laissons de coté cet effet dans la présente analyse. Mathématiquement,
les pentes locales des deux caténoides en z=0 s’expriment donc :

T 1
pi(z = 0) =sinh Oy = tan & 7 (6.58)
/ . s 1
py(z =0) =sinh Cy = —tan - = ——— (6.59)

6 V3
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soit finalement :

Il vient donc!®, en 2 =0 :

A JR—
coshC

A. (6.61)

a1 = Qg = a4 =

| %

En revenant ici a la caténoide symétrique, remarquons que cette derniére impose,
au lieu de 27 /3, un angle de 7 au niveau du rayon de gorge : il n’y a en effet aucune
rupture de pente dans cette géométrie simple. En placant de la méme facon son
rayon de gorge & la position z = 0, il vient alors immédiatement ¢ O, = Cy = 0. Ce
point se révéle intéressant un peu plus loin. La résolution des conditions aux limites
s’achéve en écrivant a nouveau, en z = hy, —ho :

R
hi=a (arccosh 71 - C’) , (6.62)
R
hy =a (arccosh ?2 — C’) , (6.63)
avec : " "
hi+he=a (arccosh 71 + arccosh 72 - 20) = h. (6.64)

En contraste avec les résultats obtenus avec la caténoide symétrique, remarquons
que le fait d’imposer des angles de 27/3 sur le bord de Plateau, ce qui revient a
avoir C' # 0, implique une borne supérieure différente pour a, en veillant & garder
hi >0, hy > 0. Ainsi :

cosh C'" cosh C' (6.65)

En revanche, il est immédiat de montrer que A est borné de la méme facon que le
rayon de gorge de la caténoide, c¢’est-a-dire :

a<min< fi F )

A< min(Rl, Rg) (666)

Cette quantité étant par ailleurs aisément mesurable expérimentalement, le raison-
nement se poursuit au moyen de cette grandeur, au détriment de la constante a.
4.1.2 Existence et stabilité

Par analogie avec le traitement mathématique de la caténoide, nous pouvons
réécrire la condition aux limites en z = hy (Eq. 6.55) de fagon adimensionnée, en
rappelant que dans le cas symétrique, R = Ry = R :

cosh(A} X +C) = X, (6.67)

15. En anticipant sur la partie suivante, mentionnons que ces premiéres conditions sont aussi
bien valables dans le cas symétrique ou asymétrique. L’asymétrie commence a se faire ressentir a
partir de I’équation 6.62.

16. L’apparente contradiction avec le résultat obtenu précédemment pour une caténoide symé-
trique, C=—h/2a, tient seulement d’un choix différent pour la position de l'origine de 'axe (Oz).
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FIGURE 6.29: Evolution du rayon du film plan en fonction de la distance entre les
anneaux. En trait plein, la diaboloide stable présente un film plan large. En poin-
tillés, la diaboloide instable présente un film plan étroit. Les points verts et orange
indiquent les solutions correspondant aux diaboloides montrées a la figure 6.30.

avec X = R/a, Ay = hy/R = h/2R, par symétrie. Soit, en introduisant A = h/R :
AX
cosh (T + C’) = X. (6.68)

Cette équation implicite ressemble fortement & I’équation 6.10 obtenue dans le cas
de la caténoide symétrique, la seule différence provenant de la valeur non nulle de
C' ici. Par conséquent, une démarche analogue démontre que, comme pour la caté-
noide, tant que les anneaux ne sont pas trop éloignés I'un de l'autre, une valeur de
A donnée correspond & deux valeurs de a (ou A, c’est équivalent), associées a deux
diaboloides distinctes (Fig. 6.30). L’analyse énergétique effectuée plus bas montre
que 'une des diaboloides est stable, alors que 'autre est instable, du fait de la
différence de leurs énergies. Ceci est vrai jusqu’a ce que A atteigne un seuil noté
A.. La hauteur critique de stabilité est de nouveau notée h.., le rayon du film plan
correspondant est noté A.. Il n’y a alors plus de solution sous la forme recherchée :
la limite d’existence est atteinte et la diaboloide critique s’effondre. La figure 6.29
représente I’évolution du rayon du film plan adimensionné A/R en fonction de A
pour les deux diaboloides solutions au probléme.

Remarquons notamment que, du fait de la présence du film plan central, la hau-
teur critique de la diaboloide symétrique (h. ~ 0.82R) est relativement plus faible
que celle d'une caténoide symétrique de méme rayon (h. ~ 1.33R). Ce résultat sug-
gére que les contraintes additionnelles imposées par la 3¢ loi de Plateau sur les
diaboloides rendent ces structures moins stables que les caténoides. Les nouveaux
seuils d’existence (A, h.) peuvent & nouveau étre retrouvés par le calcul en posant
une fonction f telle que :

£(X) = cosh (ATX + C) ~ X, (6.69)

Résoudre I’équation implicite 6.68 au point critique revient a imposer une et une
seule intersection entre la droite et le cosinus hyperbolique comprises dans I'expres-
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A=0.25 A=0.75

FIGURE 6.30: Représentations 3D de diaboloides symétriques typiques, obtenues
pour A = 0.25,0.5,0.75 (valeurs indexées sur la figure précédente). En vert, les
diaboloides présentant un film plan large. En orange, les diaboloides présentant
un film plan étroit. L’échelle verticale est modifiée pour la clarté de la figure. En
comparaison avec la figure 6.8, notons la rupture de pente du profil au niveau du
film plan central.

sion de f, comme le montre la figure 6.6 dans le cas de la caténoide. De fagon
analogue a 'analyse de stabilité des surfaces minimales précédentes, ceci est vérifié
lorsque la fonction f s’annule ainsi que sa dérivée premiére Ox f. Il s’ensuit alors :

coth <AC2XC - C) _ BcXe (6.70)

2

Cette nouvelle équation implicite a pour unique solution positive A.X./2 ~ 1.08.
En exploitant & nouveau 'annulation de dx f et f en ce point, il vient :

- 2R
¢~ sinh(1.08 + O)

Rcosh C
A, = hC ~ ~ 0.44R. 72
e = accosh© cosh(1.08 + () 0448 (6.72)

Ces seuils sont en accord avec la figure 6.29, et apportent une justification & une
estimation expérimentale publiée par ailleurs dans la littérature : h, ~ 0.8R [127].

~ 0.82R, (6.71)

4.1.3 Analyse énergétique

L’énergie potentielle £ de cette nouvelle configuration, encore adimensionnée par
2ymR?, peut se décomposer comme :

E=E,+6+ &, (6.73)

ou &,, & et & désignent respectivement les énergies des surfaces X, 31 et £o. Ainsi,
en vertu des résultats précédents :

5 (2) -
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2 M
& = ﬁ/ p1(2) 1+ p)2(2)dz, (6.75)
0

inh 2 m) _ sinh 2
81:(2>2<ﬁ+sm (C—l—a) sin C)7 (6.76)

R a 2

£ =& = A > (hcoshC N sinh 2 (C’ + %) — sinh 2C 67
RcoshC 2A 2

2.4
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FIGURE 6.31: Evolution de I’énergie en fonction de la distance entre les anneaux.
En trait plein, la diaboloide stable. En pointillés, la diaboloide instable. En rouge,
la surface de Goldschmidt composée des deux anneaux.

La figure 6.31 représente 1’évolution des énergies des deux diaboloides solutions au
probléme variationnel en fonction de A. Comme auparavant, nous remarquons que
la diaboloide trés échancrée, correspondant a un film horizontal étroit, posséde une
énergie supérieure a la diaboloide peu échancrée, qui est effectivement celle obser-
vée expérimentalement. Par ailleurs, a la limite des anneaux accolés, la diaboloide
instable tend asymptotiquement vers la surface composée des deux anneaux, soit
E ~ 2. D’un autre coté, la diaboloide stable se rapproche asymptotiquement d’une
surface composée d’un cylindre de plus en plus écrasé, dont la surface tend vers 0,
et du film plan, dont le rayon A tend vers R : soit finalement £ ~ 1. La surface de
Goldschmidt, d’énergie £ = 2, apparait de nouveau comme une surface minimale
a priori accessible au systéme. Mais ici encore, le choix d'un chemin réactionnel
analogue a la partie précédente fait apparaitre une barriére d’énergie séparant cet
état de la diaboloide stable, jusqu’a la limite d’existence de cette derniére.

4.1.4 Reésultats expérimentaux

De la méme maniére que précédemment, une diaboloide symétrique est formée
expérimentalement en immergeant deux anneaux identiques et accolés dans la solu-
tion savonneuse. Les observables, mesurées de fagon systématique, sont désormais la
distance h séparant les cadres et le rayon A du film plan central. La série de clichés
présentée sur la figure 6.32 fait clairement apparaitre la rupture de pente au niveau
du film plan, conséquence de la 3°™¢ condition de Plateau discutée plus haut. Les
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FIGURE 6.32: Série typique de photos illustrant 1’évolution d’une diaboloide symé-
trique expérimentale (R = 2.6 cm) en fonction de Iécartement adimensionné des
anneaux. Le rayon du film plan A est mesuré en fonction de la distance h séparant
les anneaux. Le graphe représente ces deux quantités adimensionnées par le rayon
R. Chaque série de symboles correspond a une valeur de R fixée.

données expérimentales sont en excellent accord avec la prédiction théorique, pour
différentes valeurs de R. Ceci conforte I'hypothése que cette surface minimale, du
fait des contraintes supplémentaires imposées par rapport a la caténoide symétrique
de rayon identique, posséde une zone d’existence sensiblement réduite, quelle que
soit la valeur de R.

4.2 La diaboloide asymétrique
4.2.1 Existence et stabilité

Brisons a présent la symétrie entre les deux cadres, de rayons R et Ry = aRy,
avec a > 1. Comme dans le cas de la caténoide, cette perte de symétrie a des consé-
quences importantes sur le comportement de la diaboloide. La figure 6.33 représente
de nouveau le rayon du film plan adimensionné A/R; en fonction de A = h/Ry, pour
différents rapports d’aspect. La premiére observation concerne encore un décalage
des seuils d’existence (A./ Ry, h./R1) de la diaboloide. Une nouveauté, en revanche,
est ici 'apparition d’'une nouvelle hauteur critique, dépendant de «, en-dessous de
laquelle la diaboloide stable n’existe pas mathématiquement. Cet effet est une fois
de plus dii aux contraintes angulaires dictées par le bord de Plateau présent entre les
deux anneaux. Ce seuil inférieur d’existence est facilement déterminé en imposant
que A prenne sa valeur maximale, soit A = Ry. D’aprés les équations 6.61 et 6.64,
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FIGURE 6.33: Evolution de A/R; en fonction de A = h/R;, pour différents rapports
d’aspect entre les anneaux : o = 1,1.5,2,2.5. En trait plein, les diaboloides stables
correspondent & un film plan large. En pointillés, les diaboloides instables corres-
pondent & un film plan étroit. La diaboloide asymétrique stable présente un seuil
inférieur d’existence donné par Ay = (arccosh (acosh C') — ')/ cosh C'.

il vient donc :

Ry

_— C(arccosh (cosh C') + arccosh (acosh C) — 2C) = h, (6.78)
h . arccosh(acoshC)—C
R Bs = cosh C ' (6.79)

Remarquons que cette quantité est nulle dans le cas symétrique o = 1 et croit avec
a, en accord avec la figure précédente. Dans le cas ou la distance entre les cadres
est inférieure & cette distance critique, quelle est donc la surface minimale adoptée
par le systeme ? Pour répondre & cette question, notons que la condition A = R,
se rameéne a écrire de facon équivalente h; = 0, d’aprés ’équation 6.62. Par voie de
conséquence, la surface recherchée est composée du film plan positionné sur le petit
anneau de rayon R, et de la caténoide asymétrique formée sur les deux cadres de
rayons Ry et Ry. D’un autre coté, lorsque la distance entre les anneaux est suffi-
samment grande pour autoriser 'existence de la diaboloide, une compétition entre
deux surfaces minimales - la diaboloide stable et ’ensemble caténoide stable + un
film plan porté par le petit cadre - est alors de mise, et peut éventuellement donner
naissance a de nouveaux phénomeénes de métastabilité. Cette discussion est reprise
dans I'analyse énergétique effectuée ci-aprés, par comparaison des aires de ces deux
configurations.

Avant ceci, revenons sur les seuils d’existence de la diaboloide asymétrique. Encore
de facon simpliste, il se congoit bien que la hauteur critique d’existence h. d'une dia-
boloide asymétrique de rayons R; et Ry vérifie 'encadrement 0.82R; < h, < 0.82R,
soit 0.82 < A, < 0.82c. L’obtention du résultat exact passe par la réécriture des
conditions aux limites en z = hy, —hy (Eq. 6.55, Eq. 6.56) :

cosh(A X +C) = X, (6.80)
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FIGURE 6.34: Evolution des seuils d’existence d’une diaboloide asymétrique en fonc-

tion de a = Ry/R;.

cosh(Ay X + C) = aX, (6.81)

avec X = Ry/a, Ay = hi/Ry, Ay = hy/R;. Les équations sont manipulées afin de
faire apparaitre la hauteur totale. Nous utilisons ici la méme méthode, en annulant
simultanément une fonction et sa dérivée premiére au niveau du seuil d’existence. Il
vient par la suite, en notant A = h/Ry = A + Ay :

arccosh X, + arccosh (aX,) = A X, + 2C, (6.82)

soit, en utilisant la forme logarithmique :

In((X, + VX2 — D(aX. + /(aX.)? — 1)) = AX, + 2C. (6.83)

Nous imposons via I’équation précédente au moins une intersection entre les courbes
logarithmique et affine. Imposer au plus une intersection a ces courbes s’écrit par
dérivation avec 1’équation supplémentaire ci-dessous :

1 Q
+
\/‘ch2 -1 \/(OzXC)Q —1

Ce systéme de deux équations a deux inconnues (A., X,.) se résout numériquement,
« jouant ici le role de paramétre. De méme que pour la caténoide asymétrique, nous
en déduisons donc I’évolution des seuils d’existence (A./ Ry, A.) de la diaboloide en
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arccosh X 4arccosh(aX,.)=A.X +2C
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FIGURE 6.35: Tableau résumant les seuils d’existence des surfaces minimales étudiées
jusque-la dans ce chapitre, ceux-ci étant obtenus & partir du systéme d’équations
(Eq. 6.83, Eq. 6.84). Dans le cas des demi-caténoides symétriques, le seuil A, est

déterminé en remplacant A, par A, dans ce jeu d’équations. Figure tirée de [146].

fonction de 'asymétrie o du systéme (Fig. 6.34). Mentionnons enfin que le fait de
prendre C' = 0 dans le systéeme d’équations précédent permet de retrouver de fagon
élégante les seuils de la caténoide asymétrique. En effet, au seuil d’existence d’une
caténoide asymétrique, le rayon de gorge se situe entre les anneaux : en plagant,
comme pour la diaboloide, ce rayon de gorge en z = 0, les conditions h; > 0 et
hs > 0 sont réalisées. La seule différence réside dans la pente continue en ce point :
ceci est encore une fois équivalent a poser C' = 0. Le cas de la caténoide symétrique
se retrouve également en prenant C' = 0 et @ = 1; enfin, le cas de la demi-caténoide
symétrique se déduit du précédent en divisant A. par 2. Ces différents résultats sont
généralisés sur la figure 6.35.

4.2.2 Analyse énergétique

Comme évoqué précédemment, la bistabilité engendrée par la coexistence de
deux surfaces minimales nécessite de comparer leurs énergies respectives : la confi-
guration « diaboloide stable » est notée dans la suite D, la configuration « caténoide
stable-cadre » est notée C'. Les énergies de surface de ces deux géométries sont re-
présentées sur la figure 6.36, dans le cas symétrique o = 1, et pour une asymétrie
a = 2. Le cas symétrique, décrit par les courbes noires, illustre que 1’état le plus
favorable énergétiquement reste la diaboloide, quelle que soit la valeur finie de A. La
différence énergétique est par surcroit d’autant plus marquée que A est grand. Ceci
justifie d’ailleurs les expériences réalisées dans le cas symétrique, celles-ci ne lais-
sant jamais entrevoir la configuration C' (Fig. 6.32). Dans le cas asymétrique o = 2,
les courbes grises démontrent que dés que la diaboloide stable existe (le seuil étant
donné par I’équation 6.79), elle est encore d’énergie inférieure a la configuration C,
bien que la différence entre les deux états reste faible. Il reste donc a déterminer
expérimentalement si ces deux états sont séparés par une barriére d’énergie lors de
leur coexistence, et le cas échéant, s’il est possible de traverser cette barriére avant
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 6.36: Energies comparées des configurations « diaboloide stable » (traits
pleins) et « caténoide stable+cadre » (pointillés courts) en fonction de 1’écartement
adimensionné A entre les anneaux, dans les cas symétrique (courbes noires) et asy-
métrique (courbes grises). Dans les deux cas, les énergies des diaboloides instables
sont également représentées en pointillés longs.

la limite supérieure d’existence de la diaboloide. Bien entendu, la configuration de
la diaboloide instable, au film horizontal étroit, est laissée de coté du fait de son
énergie plus élevée : dans le cas asymétrique, celle-ci s’apparente, a la limite des
anneaux accolés, a la surfaces composée des deux anneaux, soit & ~ a? +1 = 5.

4.2.3 Reésultats expérimentaux

Cycle d’hystérésis Afin de répondre aux questions posées plus haut, nous plon-
geons de nouveau deux anneaux, de rayons différents et positionnés a h = 0, dans
la solution savonneuse. Ils sont ensuite retirés du bain puis écartés progressivement.
L’expérience est renouvelée en partant d’une diaboloide formée & une certaine dis-
tance h, les cadres sont alors progressivement rapprochés. La figure 6.37 suit 'évo-
lution du rayon du film plan adimensionné A/R; en fonction de A = h/R;, a l'al-
ler (écartement des cadres) et au retour (rapprochement des cadres). La premiére
constatation surprenante provient de I’émergence d'un cycle d’hystérésis : les tra-
jectoires empruntées a l'aller et au retour différent de facon significative.

Prenons pour exemple la courbe d’asymétrie a=1.2 (Fig. 6.37 (a)) : a l'aller, le
film de savon reste dans la configuration « caténoide stablefcadre » jusqu’a une
certaine valeur de h/ Ry = Ac_,p, ol le systéme bifurque alors vers la configuration
« diaboloide stable ». Ainsi, en-dessous de ce ratio caractéristique, A = Ry car le
film plan est situé sur le petit anneau; au-deld de ce ratio, le film plan se décroche
de I'anneau, par conséquent A < Ry et le rayon du film plan décroit jusqu’a 'ef-
fondrement de la diaboloide. Au retour, la diaboloide voit le rayon de son film plan
augmenter au fur et & mesure du rapprochement des anneaux, jusqu’a un autre ra-
tio caractéristique h/R; = Ap_,¢, inférieur au précédent : en ce point, le systéme
transite de fagon inverse vers la configuration « caténoide stable+cadre » et y reste
jusqu’en A = 0.
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FIGURE 6.37: (a) Evolution expérimentale de A/R; en fonction de A = h/R; pour
une asymétrie a = 1.2. Les symboles pleins correspondent aux mesures prises au
cours de I'écartement des cadres, les symboles creux correspondent aux mesures
prises au cours du rapprochement des cadres. Le systéme emprunte deux chemins
différents selon que ’on éloigne ou que 1’on rapproche les cadres, induisant ’existence
d’un cycle d’hystérésis, grisé sur la figure. (b) Evolution expérimentale de A/R,
en fonction de A = h/R;, pour différents rapports d’aspect entre les anneaux :
a = 1.2,1.3,1.6. Chaque série de symboles correspond & une asymétrie donnée.
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©

FIGURE 6.38: Illustration expérimentale de la métastabilité de la configuration C'.
Le souffle d’air induit une perturbation permettant au systéme de transiter de la
configuration C' & la configuration D.

Alors que la courbe d’asymétrie o« = 1.3 présente les mémes caractéristiques (Fig. 6.37
(b)), une plus forte asymétrie a = 1.6 fait apparaitre quelque chose de nouveau a
I’écartement des anneaux : le systéme s’effondre sans méme passer par la configu-
ration « diaboloide stable ». Au rapprochement, la diaboloide est alors préparée
artificiellement, en venant toucher le film plan présent sur le petit anneau avec une
spatule mouillée ou en soufflant dessus (Fig. 6.38). La diaboloide suit alors au retour
une évolution semblable aux deux autres courbes.

Interprétation L’existence d'un effet d’hystérese est étroitement lice aux phé-
nomeénes de métastabilité conjecturés précédemment : une fois piégé dans un état
donné et en 'absence de perturbations extérieures, le systéme peut, sous certaines
conditions, rester dans cet état malgré 'apparition d’états plus favorables d’un point
de vue énergétique. Commengons par décrire le comportement du film de savon au
cours du rapprochement des anneaux : le systéme est initialement dans la configu-
ration « diaboloide stable », et les mesures réalisées sont en excellent accord avec
les courbes théoriques analogues a celles de la figure 6.33, pour un rapport d’aspect
donné. Alors que le rayon du film plan tend petit a petit vers le rayon du petit an-
neau, la diaboloide stable transite a A = (arccosh (awcosh C) — C')/ coshC' = Ap_¢
vers la configuration « caténoide stable+cadre », comme prédit théoriquement par
I’équation 6.79. Il ne peut d’ailleurs en étre autrement, puisque la configuration D
est en tout point d’énergie inférieure a la configuration C' lors de leur coexistence
(Fig. 6.36). L’expérience justifie par ce biais que les contraintes angulaires sur le
bord de Plateau induisent un seuil inférieur d’existence de la diaboloide. Les légers
écarts sont une fois de plus attribués aux incertitudes de mesure, mais également a
I’épaisseur finie des cadres.

A Décartement, la transition inverse de la configuration C' a la configuration D
(ou a l'effondrement pour une forte asymétrie) est nettement plus brusque expé-
rimentalement, et s’opére pour une valeur A = Aqc_p > Ap_c dépendante du
rapport d’aspect «a. Cela présuppose qu’il existe un chemin réactionnel entre les
deux puits énergétiques principaux, faisant apparaitre une barriére d’énergie tant
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FIGURE 6.39: Schéma explicatif du mécanisme simplifié en deux étapes permettant
d’interpréter la transition de la configuration C' & la configuration D.

que Apc < A < Ac_p. Ceci peut se comprendre de facon simple. A la ma-
niére d’'une cinétique de réaction chimique, décomposons cette transition en deux
processus élémentaires (Fig. 6.39).

(1) Lors du premier processus, imaginons que le film plan coulisse sur I'axe (Oz)
jusqu’a sa position finale dans la configuration de la diaboloide. L’hypothése
de travail, assez forte, est que cette premiére étape s’effectue indépendamment
de la caténoide, le rayon du film plan suit donc I’évolution du profil de la
caténoide asymétrique initiale.

(2) Lors du second processus, la caténoide se réadapte suite au déplacement du
film plan, conduisant donc a la forme d’équilibre de la diaboloide.

Une hypothése sous-jacente de ce mécanisme simplifi¢ est de considérer la premiére
étape comme l'acte élémentaire « limitant » de la transition. De fait, si le film plan
voit son aire augmenter au cours du premier processus, alors son énergie augmente,
ceci menant a I'existence d’une barriére d’énergie a franchir, puisque I’état final est,
quoi qu'il en soit, d’énergie moindre que 'état initial (Fig. 6.36). Selon ce petit mo-
déle, la barriére énergétique disparait lorsque le film plan n’accroit pas son aire lors
de la premiére étape du mécanisme de transition. Cela se réalise précisément lors
de l'inversion de courbure de la caténoide asymétrique au niveau du petit anneau,
soit pour A = arccosha = A¢_,p (Eq. 6.30). 1l est d’ailleurs aisé de se convaincre,
a partir des expressions théoriques des deux ratios caractéristiques, que l'inégalité
Ap_c < Ac_p est toujours vérifiée. Les arguments simples développés ici ont le
mérite d’apporter au cycle d’hystérésis une explication physique, ainsi que les dis-
tances caractéristiques h pour lesquelles les transitions se font. Ce scénario explique
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également la différence de comportement selon I'asymétrie o du systéme.

— Pour a < a,. ~ 1.55, Ac_,p < A, : aécartement, le film de savon est autorisé
a transiter de la configuration C' a la configuration D, I'hystérésis Ac,p a
vaincre étant inférieur a la limite d’existence A, de la diaboloide.

— Pour a > a., A, < Ac_,p : dans ce cas, 'hystérésis a I’écartement est supé-
rieur a la limite d’existence de la diaboloide : le systéme s’effondre donc de la
configuration C' sans passer par la configuration D.

Ces prédictions théoriques corroborent a nouveau les résultats obtenus expérimen-
talement (Fig. 6.37 (b)). Comme évoqué précédemment, il est également possible
de vaincre I'hystérésis a ’écartement de fagon externe en fournissant au systéme
une énergie d’activation suffisante. En soufflant doucement sur la configuration C'
a l'aide d’un capillaire (Fig. 6.38), nous observons le film plan se décoller du petit
anneau et rejoindre sa position d’équilibre dans la configuration D 7.

Comparaison avec I’expérience La description théorique fait donc intervenir
trois valeurs particuliéres de A. Lorsque A = A, la diaboloide atteint son seuil
supérieur d’existence (Fig. 6.34). Lorsque A = Ap_,¢, le systéme quitte la confi-
guration D au cours du rapprochement des anneaux, ceci correspondant également
au seuil inférieur d’existence de la diaboloide (Eq. 6.79). Lorsque A = Ac_p, le
systéme quitte la configuration C' au cours de I’écartement des anneaux, ceci corres-
pondant également a l'inversion de courbure de la caténoide asymétrique au niveau
du petit anneau (Eq. 6.30). En faisant varier le rapport d’aspect du systéme, ces
seuils caractéristiques sont mesurés de fagon systématique et comparés aux prédic-
tions théoriques. Rappelons de nouveau que lorsque o > «., 'inégalité A. < Ac_,p
impose expérimentalement de créer la diaboloide artificiellement avec une spatule
mouillée, afin de sonder ensuite son seuil supérieur d’existence a I’écartement, tout
autant que son seuil inférieur d’existence au rapprochement. Le bon accord constaté
permet de valider le modéle conjecturé plus haut, ce qui est remarquable compte
tenu de son extréme simplicité.

La détermination de A, s’accompagne également de la mesure du rayon du film
plan critique A, avant l'effondrement de la diaboloide. La figure 6.41 montre de
nouveau que la comparaison est satisfaisante.

Nappes énergétiques Bien que 'approche précédente réussisse a rationaliser les
différents comportements observés, une zone d’ombre subsiste quant au chemin pré-
cis suivi par le film de savon pendant sa transition de la configuration C' & la confi-
guration D. La décomposition du mécanisme en deux étapes discrétes est en effet
une vision idéalisée de la réalité. Une facon de raffiner ce modéle est de considérer a
présent, & A = h/R; et « fixés, les deux variables continues : A/R; et hy/h. Ainsi,
I'objectif est maintenant de déterminer ’énergie du systéme formé des deux portions
de caténoide et du film plan en fonction des deux variables déclarées précédemment.
Pour A/R; variant de 0 & « et hy/h variant de 0 & 1, I'énergie peut a présent étre

17. La perturbation extérieure d’un état métastable rappelle la mésaventure rencontrée par I’ar-
mée de Napoléon au cours de la retraite de Russie au début du XIX®™¢siécle, ot ses chevaux
furent piégés dans un lac d’eau surfondue. La cristallisation brusque de ce dernier, engendrée par
le passage des troupes, emprisonna les chevaux condamnés.
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FIGURE 6.40: Variation des quantités caractéristiques A, (ronds), Ap_,¢ (carrés),
Ac_,p (triangles) en fonction de 'asymétrie « = Ry/R; du systéme.

FIGURE 6.41: Rayon adimensionné du film plan critique A./R; en fonction de a.
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tracée dans un graphe a trois dimensions sous forme de « nappe énergétique ».

Cas symeétrique Nous identifions immédiatement les deux surfaces princi-
pales'® (Fig. 6.42) : la configuration C' se positionne en (hy/h = 0,A/R; = 1),
alors que la configuration D se positionne dans le puits en (hy/h > 0, A/Ry < 1).
Quelle que soit la valeur finie de A, la diaboloide stable est, comme attendu, dans un
puits énergétique plus profond que la configuration C'. Par ailleurs, aucune barriére
d’énergie n’apparait : ainsi, des que A > 0, le systéme dévale tout naturellement la
pente pour rejoindre la configuration D et la conserver jusqu’a sa limite d’existence.
Cette limite d’existence transparait également sur les nappes énergétiques : lors-
qu’elle est atteinte, le minimum énergétique associé a la diaboloide n’en est plus un
puisqu’une inflexion apparait. De méme que sur la figure 6.24, ce point d’inflexion est
responsable de l'effondrement de la diaboloide lorsque A = A.. Ce comportement
est également observé expérimentalement.

A=0.2 a=1 A=0.4

ha/h 00 A/Rn

configuration C

A/R1

FIGURE 6.42: Nappes énergétiques décrivant 1’état du systéme en fonction des va-
riables A/Ry et hy/h, dans le cas symétrique a=1 pour lequel Ap ,c=Ac_,p=0,
A, ~ 0.82.

Cas asymétrique Nous remarquons, comme pressenti, que le puits associé a
la configuration D se creuse seulement a partir du seuil inférieur d’existence de la
diaboloide, soit A = Ap_ ¢ (Fig. 6.43). En revanche, une fois que ce seuil est franchi,
aucune barriére énergétique n’apparait entre les deux configurations, le systéme doit
donc, selon cette approche, transiter vers la diaboloide stable pour A = Ap_c.

18. Observons d’ailleurs la symeétrie plane des nappes par le plan d’équation hy/h = 1/2.
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A=0.4 a=1.5 A=0.6

A=0.95

N “ o > - i .‘ 3 1 " as’ »
ha/h T CA/R ha/h

FIGURE 6.43: Nappes énergétiques décrivant I’état du systéme en fonction des va-
riables A/Ry et hy/h, dans le cas asymétrique a=1.5 pour lequel Ap o ~ 0.52,
Ac_p ~0.96, A, ~ 1.00.

Ceci est en contradiction avec les expériences et le modeéle simplifié en deux étapes.
Il semble donc que ce choix de représentation ne soit pas adéquat pour décrire la
transition de configuration que subit le film de savon. Une autre fagon de le concevoir
est de supputer que, sur les nappes énergétiques, certaines zones sont interdites au
systéme, en lui empéchant donc de choisir la pente descendante la plus grande. Il
est alors tentant de revenir a I’expérience et de sonder, aux temps courts, le chemin
effectivement choisi par le systéme pendant la transition. Il est hélas difficile en
pratique de réaliser cette expérience : malgré toutes les précautions prises quant
a l'alignement et & la circularité des cadres, le moindre petit défaut fait que le
film plan ne se décolle jamais uniformément, engendrant la perte de I'axisymétrie.
Ceci nous conduit d’ailleurs a nous interroger sur le role du cadre. Cet aspect,
totalement négligé dans I’étude théorique, constitue certainement le motif principal
de désaccord entre le cycle d’hystérésis expérimental et les nappes énergétiques :
le film plan tendu sur le petit anneau est en réalité soumis a des interactions avec
le cadre, ceci expliquant peut-étre la présence d’une barriére énergétique a franchir
pour se décoller, non prise en compte jusque-la. De fagon plus large, quelle est la
réelle influence du cadre (épaisseur, état de surface, matériau) en termes d’actions
de contact sur le film de savon et sur le cycle d’hystérésis qu’il subit ?

Influence de I’épaisseur du cadre Afin d’apporter des éléments de réponse a
cette question, nous avons renouvelé I'expérience avec, en guise de cadres, des joints
circulaires en caoutchouc : I’épaisseur de ces nouveaux anneaux est environ quatre
fois plus grande que I’épaisseur des cadres en fer précédents. La figure 6.44 illustre
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FIGURE 6.44: Variation des quantités caractéristiques A. (en rouge), Ap ¢ (en
vert), Ac_,p (en bleu) en fonction de l'asymétrie & = Ry/R; du systéme, pour
des cadres épais en caoutchouc. La courbe bleue en pointillés représente le seuil
d’existence de la caténoide asymétrique associée au rapport d’aspect a.

comme précédemment I’évolution des valeurs caractéristiques A du cycle d’hysté-
résis. Nos observations montrent que, bien que les seuils supérieurs d’existence de
la diaboloide, en rouge, demeurent en bon accord avec la théorie ', les mesures
de Ap_c et Ac_p se décalent de facon nette, et surestiment & présent les ten-
dances prédites. Cette déviation peut se concevoir de facon simple, en supposant
tout d’abord le film dans la configuration C. En choisissant des cadres trés épais, il
est aisé de se convaincre expérimentalement que le film plan présent sur le petit an-
neau ne « voit » pas la caténoide asymétrique, et vice versa. De par cette observation,
nous pouvons alors prédire que le film va quitter la configuration C' lorsque la caté-
noide asymétrique atteint sa limite d’existence. Ainsi, Ax_,p correspond non plus
a I'inversion de courbure de la caténoide asymétrique, mais a une valeur supérieure
correspondant & son seuil d’existence, discuté également précédemment (Fig. 6.14).
Ce nouveau critére phénoménologique est en trés bon accord avec les mesures faites.
En ce qui concerne Ap_ ¢, nous pouvons intuiter que ce décalage supérieur est une
fois de plus di a 'augmentation de I’épaisseur des anneaux : la hauteur h corres-
pondante, mesurée entre les milieux des deux anneaux, surestime automatiquement
ce seuil au rapprochement des anneaux. En effet, le film plan vient accrocher le
petit cadre dés qu’il en touche 'extrémité, et non le milieu, comme convenu dans
la mesure de h. Pour résumer, alors que la transition des films sur cadre fin est
correctement modélisée par le mécanisme simplifié en deux étapes, la caténoide et
le film plan de la configuration C' sont physiquement découplés dans la limite des
grandes épaisseurs : le critére d’effondrement de cette configuration revient donc au
seuil d’existence de la caténoide asymétrique déja déterminé précédemment.

4.3 La diaboloide rotatoire

Pour aller plus loin dans la compétition entre surfaces minimales, une derniére
géométrie sondée expérimentalement se compose de deux anneaux de rayons diffé-

19. Ce fait est également vérifié avec les mesures du rayon de film plan critique.
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FIGURE 6.45: [llustration expérimentale et allure schématique du cycle d’hystérésis
énergétique associé a la transition de configuration gauche/droite. Du fait de la
symétrie plane, les courbes associées aux deux configurations sont nécessairement
en miroir 'une de l'autre. Lorsque 8 = £7/2, les anneaux sont coplanaires, 1'énergie
de surface est simplement celle d’un disque de rayon Ry = aR;, soit £ = . Lorsque
£ = £0,, le bord de Plateau se réduit a la droite d’intersection des plans des deux
anneaux, 1’énergie de surface est simplement celle des deux disques, soit & = a? + 1.

rents, avec un rapport d’aspect a > 1, de méme centre mais dont les plans font un
angle non nul entre eux (Fig. 6.45). La surface minimale engendrée par ce contour
s’apparente en fait a une diaboloide dont le film plan, placé dans le plan intermé-
diaire & ceux des deux anneaux, voit sa surface varier en fonction de ’angle $.

Cette diaboloide rotatoire est une variante intéressante a la diaboloide classique
pour plusieurs raisons : d'une part, cette surface ne présente plus de symétrie de
révolution, mais une symétrie plane. D’autre part, le paramétre de controle n’est
plus une distance, mais un angle. Enfin, pour une certaine gamme angulaire, deux
surfaces minimales coexistent (gauche/droite), et font encore apparaitre de la méta-
stabilité de fagon nette. Une nuance importante est tout de méme a souligner : dans
ce cas, les transitions s’effectuent précisément lorsque 1'une des configurations cesse
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FIGURE 6.46: Angle critique de transition (. en fonction de 'asymétrie o = Ry/ Ry
du systéme. Chaque série de symboles correspond a une valeur de R, fixée.

d’exister, au profit de 'autre [147]. Bien que les calculs se compliquent sérieusement
dans cette géométrie, nous pouvons tenter d’esquisser le nouveau cycle d’hystéré-
sis expérimentalement observé (Fig. 6.45) : en prenant comme référence angulaire
£ = 0 lorsque les plans des cadres sont perpendiculaires entre eux, les transitions
gauche/droite et droite/gauche s’opérent, par symétrie, pour deux angles critiques

égaux et opposés, = £, comme illustré sur la série de clichés expérimentaux
(Fig. 6.45).

Cet angle critique de transition est assez simple a deviner : le changement de confi-
guration s’effectue précisément lorsque le film plan, dans son inclinaison initiale, voit
sa surface tendre vers zéro, pour ensuite rejoindre son inclinaison finale. Le point
critique est donc atteint lorsque le bord de Plateau se réduit théoriquement a la
droite d’intersection des plans des deux anneaux. Remarquons que la 3°"¢ loi de
Plateau s’applique encore sur le pourtour du film plan. En somme, 'angle de 27/3
imposé au niveau du bord de Plateau correspond également a ’angle que font les
deux anneaux entre eux lorsque le bord de Plateau se referme sur lui-méme, soit a
la transition. Par des considérations géométriques, ceci conduit immédiatement au
critére suivant : f. = 27/3 — /2 = 1 /6.

La figure 6.46 représente la mesure expérimentale de I'angle critique . en fonction
du rapport d’aspect a des anneaux. Nous remarquons un décalage systématique par
rapport au critére géométrique présenté précédemment. Les mesures sous-estiment
légérement la prédiction : cela signifie que les transitions s’effectuent systématique-
ment avant d’atteindre I’angle critique théorique, quel que soit le sens choisi. Ceci
peut avoir plusieurs causes : au vu du cycle d’hystérésis schématique de la figure 6.45,
il est envisageable que des perturbations extérieures a l’expérience (induites par
exemple par le mouvement de rotation du petit anneau, les vibrations du film, les
courants d’air), suffisent a faire bifurquer le systéme vers la configuration d’arrivée
avant la perte d’existence de la configuration de départ. Ne perdons pas de vue que
la barriére d’énergie séparant 1’état métastable du minimum énergétique global peut
parfois étre franchie par I'application d’une infime perturbation externe (Fig. 6.38).
Une deuxiéme hypothése concerne encore 1’épaisseur finie des cadres : le graphe ex-
périmental démontre que plus « est grand, plus les valeurs semblent s’éloigner de la
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valeur théorique. Or, les grands rapports d’aspect correspondent également & I'uti-
lisation de cadres assez petits, et dont les effets d’épaisseur semblent rentrer en jeu.
Par ailleurs, il n’est pas a exclure que des effets de fraction volumique liquide finie,
comme évoqué plus haut [127], altérent la répartition des angles autour du bord de
Plateau, et induisent donc un angle critique de transition légérement différent de la
valeur prédite par une approche purement géométrique.

De facon anecdotique, notons également la présence d'un second phénomeéne d’hys-
térésis lorsque les anneaux sont quasiment coplanaires (5 ~ +7/2). Ce phénomeéne,
lié au décollement du film plan du petit anneau, est similaire a celui observé dans le
cas de la diaboloide asymétrique, et se situant au coeur du cycle d’hystérésis modélisé
dans la partie précédente. Dans le cas présent, cette hystérése intervient pour des
angles assez ¢éloignés de la zone de transition d’intérét, ce qui permet de découpler
les deux types de transition intervenant dans ce probléme : C'/D et gauche/droite.

5 Analogies de comportement au voisinage du seuil
d’existence

Dans cette partie, nous proposons enfin de discuter de certaines similarités de
comportement entre les différentes surfaces minimales décrites dans ce chapitre.
Comme nous 'avons vu, le systéme d’équations (Eq. 6.83, Eq. 6.84) fournit le seuil
d’existence de chacune de ces surfaces minimales, selon les valeurs prises pour C' et
«. Analysons maintenant de plus prés leur comportement proche de ce seuil, dans le
but de faire le lien avec la physique des instabilités et des transitions de phase. Au
point critique, les transitions de phase du second ordre sont souvent caractérisées
par des exposants critiques universels dépendant de la nature de la transition subie
(la transition ferromagnétique/paramagnétique en est un exemple). Chaque seuil est
ici dicté par la donnée des deux paramétres X, et A. vérifiant, d’aprés les parties
précédentes, une double condition de la forme : f(X., A.) = 0,0x f(X., A:) = 0.
Au voisinage du seuil, nous pouvons écrire A = A, + 6A (resp. X = X, + 0X)
avec un déplacement infinitésimal A < A, (resp. 6X < X.).Ecrivons alors pour
la fonction f un développement de Taylor a ’ordre 2 :

2 2
F(X,4) 2f(Xc,Ac)+axf5X+3Af5A+3XXf((D2() +8XAf5A5X+aMf(5§> ,
(6.85)

ou toutes les dérivées sont exprimées au seuil. Les conditions aux limites imposent
f(X,A) =0, et le seuil est défini par f(X., A.) = 0,0xf (X, Ar) = 0. De fait, le

développement de Taylor se réécrit simplement comme :

(6.X)*
2

(6A)?

OnfOA+Oxx f 5

+ OxafOAIX + Oanf

~ 0. (6.86)

Discutons 'ordre de grandeur des différents termes afin de simplifier cette derniére
relation. Les déplacements infinitésimaux A et §.X sont petits devant I'unité, mais
rien ne nous permet & ce stade de comparer leur ordre de grandeur. A gauche de
I'égalité, nous pouvons toutefois remarquer que le quatriéme terme, en (6A)2; est
nécessairement petit devant le premier terme, seulement en §A. De la méme facon, le
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catenoids
da/R
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FIGURE 6.47: Evolution des quantités da/R et —0A au voisinage du seuil pour
chaque surface minimale étudiée dans ce chapitre. Les jeux de données associés a la
caténoide asymétrique et a la diaboloide asymétrique ont été mesurés pour un rap-
port d’aspect a=1.2 entre les anneaux. Les courbes noires et rouges correspondent
respectivement a la résolution numérique des conditions aux limites et a I'approxi-
mation obtenue par le développement en série de Taylor (Eq. 6.88). Figure tirée
de [146].

troisiéme terme, en 0AJ X, est nécessairement petit devant ce méme premier terme.
Les deux termes restants sont donc forcément du méme ordre de grandeur :

20
§X ~ + VA WawyN (6.87)
Oxx f
Puisque X = R/a, nous avons, par différentiation, X = —Rda/a.*. Finalement, le

résultat final peut s’écrire :

%1 = ;%“C ~ +J\/A, — A, (6.88)

avec le préfacteur .J s’exprimant a 'aide du systéme d’équations (Eq. 6.83, Eq. 6.84) :

206 f
Xc4aXXf

N|=

J= ‘ = V2[XAH(X2=1)77 + 0P (a’X.2 —1)72)] 2. (6.89)

Le symbole + provenant du précédent passage a la racine carrée fournit finalement
les deux branches, stable (+) et instable (—), des diagrammes (A, a/R) présentés
plus haut (par exemple sur la figure 6.7) : le comportement hyperbolique, induisant la
présence de tangentes verticales dans ces diagrammes, justifie d’ailleurs le caractére
abrupt des courbes au voisinage du seuil d’existence. L’exposant critique 1/2 apporté
par ce développement théorique rappelle celui obtenu dans le cas d’une bifurcation
fourche classique [148, 149] ; la machine de Welander en est un exemple illustratif en
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mécanique du point. La non-linéarité entre les petites quantités da/R et A provient
de la nature de la condition imposée au seuil : nous remarquons en effet que la pré-
sence d'une dérivée partielle Ox f dans le systéme (f(X., A.) = 0,0x f(X., Ac) =0)
a pour conséquence de donner des roles différents aux quantités X et A, elles ne
sont donc pas interchangeables du fait de cette brisure de symétrie. Ainsi, I'expo-
sant critique 1/2 est identique pour toutes les surfaces minimales décrites dans ce
chapitre, le préfacteur J dépendant néanmoins de la surface minimale considérée
via la connaissance de X, et a. La figure 6.47 reprend les résultats expérimentaux
déja présentés précédemment en représentation logarithmique, mettant en exergue
le comportement en loi de puissance 1/2 au voisinage du seuil.

6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'existence et la stabilité de quelques sur-
faces minimales. Malgré la simplicité apparente de leur géométrie, les expériences
nous ont permis d’observer des comportements analogues a des transitions de phase
en thermodynamique, et de constater d’intéressants phénoménes de métastabilité,
présents par ailleurs dans différents domaines de la physique. Ce type de phénoméne
avait d’ailleurs déja été observé dans d’autres géométries, aussi bien d'un point de
vue statique [147| que dynamique [150]. L’intérét de notre étude réside cependant
dans le fait que I'axisymétrie (en laissant de coté la diaboloide rotatoire) permet
de mener les calculs de fagon exacte, compléte et relativement simple. Ces calculs
ont pour le reste prouvé une universalité de comportement des différentes surfaces
minimales étudiées, leurs seuils d’existence pouvant étre déduits d’'un seul et méme
systéme d’équations (Eq. 6.83, Eq. 6.84). Un autre point remarquable & souligner
est le fait que les résultats expérimentaux, en trés bon accord avec les prédictions
théoriques tout au long de ce chapitre, sont indépendants de ’épaisseur, et donc de
I’age du film de savon formé : le drainage du film pendant la durée de 'expérience
(de T'ordre de la minute) ne semble donc avoir aucune influence sur les résultats
présentés ici.

Une perspective de cette étude réside dans la modification des contours bordant le
film. Par exemple, quelle est 'influence de la forme des cadres (triangulaire, carrée...)
sur les résultats présentés dans ce chapitre? La brisure de I'axisymétrie entraine-t-
elle juste un facteur de forme, ou bien change-t-elle radicalement le comportement
du systéeme 7 Par ailleurs, toutes les surfaces minimales décrites jusqu’alors sont des
surfaces ouvertes, ceci justifiant une courbure moyenne nulle en tout point. Qu’en
est-il des surfaces minimales fermées, vérifiant une courbure moyenne constante et
non nulle? Les nodoides et les onduloides, découvertes par Delaunay au XIX¢me
siécle, en sont de beaux exemples. L’analyse de stabilité d’un film de savon cylin-
drique a déja fait 'objet de travaux il y a une dizaine d’années [151|, et permet de
retrouver le critére de stabilité classique de type Rayleigh-Plateau, portant sur le
rapport d’aspect du cylindre. Une variante, en écho a la demi-caténoide symétrique,
serait une nouvelle fois de modifier le contour en remplagant I'un des anneaux por-
teurs du cylindre par un bain liquide, et étudier I'influence de ce changement de
conditions aux limites sur la stabilité¢ du film formé (Fig. 6.48).
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FIGURE 6.48: Surface fermée s’appuyant sur un anneau circulaire et un bain liquide.
Notons encore le raccordement perpendiculaire du film & la surface libre du bain. Au-
dela d’une certaine hauteur critique, cette derniére s’effondre en donnant naissance
a une bulle interfaciale et un film plan sur I’anneau.

Une fagon de rendre le probléme plus riche est d’introduire, en plus des contraintes
superficielles, des forces électromagnétiques. Dans la littérature, des travaux récents
montrent que 'application d’un champ électrique intense conduit & modifier la cour-
bure locale d’'une caténoide [152]. Dans le cas de la diaboloide, cette perspective
pourrait permettre de décaler les bornes caractéristiques du cycle d’hystérésis et de
sélectionner ainsi, de fagon active, la configuration adoptée par le film de savon.

La description des surfaces minimales investiguées dans ce chapitre est purement
quasi-statique. Comme évoqué au cours de ’étude de la demi-caténoide symétrique,
Ieffondrement du film au-deld du seuil d’existence nécessite d’adopter a présent une
approche dynamique afin de sonder, aux temps courts, les phénomeénes physiques qui
régissent le pincement de ce film. La dynamique de pincement d’une caténoide étant
aujourd’hui bien connue (pour des films de savon [153, 154] ou plus originalement
pour des films smectiques [155]), le cas original d’une demi-caténoide symétrique est
en revanche inexploré, et s’avére intéressant du fait de la présence du bain liquide
surmonté par la demi-caténoide. Ce travail fait I’objet du chapitre suivant.

La publication associée a ce travail [146] est reportée en fin de manuscrit (Publication

D).
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Chapitre 7

Etude dynamique d’une
demi-caténoide symétrique en
montée

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit 'existence et la stabilité de la demi-
caténoide symétrique, observée expérimentalement en émergeant de fagon quasi-
statique un anneau circulaire (de rayon R=0.2—40 cm) hors d’un bain liquide. Au-
dela d’une hauteur critique séparant 'anneau du bain, cette demi-caténoide s’ef-
fondre et donne naissance a un film plan sur le cadre et éventuellement une bulle
interfaciale, c’est-a-dire une bulle en contact avec l'interface bain/air. Ce chapitre
décrit et tente de modéliser les différentes observations expérimentales portant sur
le temps de pincement du film, la taille de la bulle interfaciale formée, ainsi que les
oscillations amorties et le drainage du film plan formé sur le cadre aprés pincement.
Il est également possible d’imposer au cadre une vitesse ascendante de sortie du
bain (Fig. 7.1), ceci conférant un degré de liberté supplémentaire a cette expérience.
Nous allons de surcroit faire varier la viscosité du liquide en effectuant les mémes
expériences avec du glycérol et des mélanges d’huiles siliconées.
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FIGURE 7.1: Série de photos expérimentales prises au cours de la remontée d'un
anneau circulaire (R = 3.6 cm) d’une solution d’eau savonneuse, a la vitesse d’as-
cension v = 2 cm.s L,

1 Montage expérimental

rail de translation

cadre circulaire

controle du rail

bain liquide

support élévateur

bache de protection

FIGURE 7.2: Photographie du montage expérimental utilisé.

Afin de controler la vitesse v du cadre dans une gamme 0.1—1000 mm.s™!, nous

utilisons un rail de translation (MTC350P, Aerotech ; voir Fig. 7.2) composé d'une
chaine d’aimants et reli¢ & un capteur de mouvement (Soloist HPe, Aerotech). Le
rail est controlé avec le logiciel LabVIEW, l'interface ayant été réalisée avec 'aide
d’Eric Gicquel, ingénieur au laboratoire. Cette machine offre de larges possibilités de
mouvements ou de combinaisons de mouvements avec une grande précision sur ses
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parameétres : vitesse, longueur du déplacement, rampe d’accélération initiale, temps
de pause... Dans toutes les expériences, nous imposons que la vitesse du mouvement
uniforme est atteinte au bout d’'un millimétre de course, indépendamment de la vi-
tesse choisie, de la taille du cadre et de la viscosité du fluide. Cette longueur étant
inférieure a la profondeur initiale du cadre dans la solution (de I'ordre de 2 mm),
nous pouvons négliger l'effet de I’accélération initiale du mouvement. Dans ce cha-
pitre, nous considérerons uniquement le cas d’'un mouvement ascendant uniforme.
Ce moteur de translation sera utilisé pour effectuer un mouvement descendant uni-
forme dans le chapitre suivant. Les cadres sont identiques a ceux utilisés dans le
chapitre précédent.

2 Effondrement quasi-statique : temps de pincement

0.0 | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

t(s)

FIGURE 7.3: Allure typique de la décroissance de r(t) obtenue avec la solution sa-
vonneuse décrite dans ce paragraphe et un cadre de rayon R = 3 mm. L’ajustement
par I’équation 7.1 donne 7, ~ 30 ms.

Considérons tout d’abord le régime quasi-statique pour lequel v=0, et mesurons
le temps d’effondrement de la demi-caténoide symétrique, préparée puis déplacée
juste au seuil de son existence, en fonction de R. Sans rentrer dans le détail de la
dynamique de pincement, il est possible d’estimer une durée caractéristique ! 7, de
ce processus en mesurant la diminution du rayon du film au niveau du bain r(t).
Ce dernier passe de la valeur critique a., atteinte en t=0, & R;, le rayon de la bulle
interfaciale formée, atteint en t=t; (avec R,=0 si aucune bulle ne se forme). En effet,
dans le cas ou une bulle interfaciale est formée, ’expérience montre que la valeur
de r(t) mesurée au pincement est trés proche du rayon R, de cette bulle. De fagon
simple, () est expérimentalement ajusté par une loi exponentielle de la forme :

R =} (71)

de laquelle nous pouvons extraire un temps caractéristique 7, pour pincer le film
(Fig. 7.3). Nous développons dans la suite les résultats obtenus dans le cas d'une

1. Cette méthode s’inspire d’autres travaux issus de la littérature [156].
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solution savonneuse, constituée d’eau et d’un produit vaisselle commercial (Fairy)
dans les proportions volumiques respectives 98% /2%, et dont la viscosité n; vaut
10~3 Pa.s. Puis nous présentons les résultats obtenus avec une huile silicone de
PDMS, de viscosité 6.4 Pa.s. La forte différence de viscosité entre ces deux solutions
nous conduit a utiliser dans la suite les adjectifs inviscide et visqueux, afin de mieux
pouvoir comparer leurs résultats. Cette distinction se retraduit a ’aide du nombre de
Reynolds Re = pjoR/n; défini pour le liquide, avec v ~ R/7,. Les expériences sont
réalisées dans les gammes Re ~ 102—10° pour le cas inviscide, et Re ~ 1074 —10""1
pour le cas visqueux.

2.1 Cas inviscide

2.1.1 Reésultats expérimentaux

10 T T 1T rrrr T T 1o T T T T T 11T

=
LR
Ll

Tp (S)

=)
LRI R |
vl

| 1!
0.1 1 Res 10 100
R (cm)

FIGURE 7.4: Evolution de 7, en fonction de R. Les symboles fermés correspondent
a la solution savonneuse décrite précédemment. Les symboles ouverts correspondent
a une solution de SDS, de concentration ¢ = 15 g.L ™! et de viscosité 7, = 1072 Pa.s.
Les droites servent de guide pour les yeux afin de mieux distinguer les deux régimes
identifiés expérimentalement.

La figure 7.4 représente I’évolution du temps caractéristique de pincement 7, en
fonction du rayon R du cadre utilisé, ces mesures ayant été effectuées avec la solution
d’eau savonneuse. Certaines expériences ont également été réalisées avec un mélange
eau/SDS, celles-ci donnent des résultats équivalents a la solution savonneuse. Le
graphe présenté fait apparaitre deux comportements distincts en fonction de la taille
du cadre :

— pour R < R.; >~ 2 cm, 7, ne dépend pas de R et vaut typiquement 30 ms,

— pour R > R.;, 7, croit rapidement avec 2. La tendance en loi de puissance,

de pente 3/2, semble assez bien décrire cette croissance.
L’existence de deux régimes est la signature de deux mécanismes de pincement
différents que nous essayons a présent d’interpréter.

2.1.2 Grands cadres : R > R

Nous allons tenter de décrire les résultats expérimentaux (Fig. 7.4) par une ana-
lyse dimensionnelle, en nous inspirant d’arguments utilisés par ailleurs dans le cas
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FI1GURE 7.5: Effondrement quasi-statique d’'une demi-caténoide symétrique invis-
cide, pour un cadre de rayon R = 23 cm > R, ;.

d’une caténoide symétrique [139, 153, 154]. Comme évoqué dans le chapitre pré-
cédent, le pincement de la demi-caténoide symétrique, suivi de la formation d’un
film plan, s’accompagne d’'une diminution de surface, et donc d’énergie de surface.
Comme R est la taille fixant les seuils d’existence de la demi-caténoide, a, ~ R et
h. ~ R, la perte d’énergie élastique varie comme yR?. Cette énergie est convertie
sous forme cinétique au film de savon, ainsi qu’au volume d’air borné par les parois
du film, ceci contribuant & en chasser une partie vers le haut, du fait de la présence
du bain liquide (Fig. 7.5). En invoquant la méme raison que précédemment, et en
notant e I'épaisseur du film supposée homogeéne et constante 2, les volumes de liquide
et d’air varient respectivement comme eR? et R3. La vitesse de ce processus peut
dimensionnellement s’écrire R/7,. De fait, le bilan énergétique se met sous la forme :

2
YR ~ (pieR* + p, R?) (?) : (7.2)
p

avec 7 la tension de surface liquide/air, p; et p, désignant respectivement les masses
volumiques du liquide et de I'air. Les inerties de I’air et du liquide sont comparables
lorsque R ~ ep;/p,. Pour des films d’épaisseur typique® e=1— 10 ym et R > 2 cm,
le terme inertiel de l'air 'emporte systématiquement sur celui du liquide. De fait,
en négligeant 'inertie du liquide dans ce bilan, 7, s’exprime finalement comme :

3
_—— %. (7.3)

Ce temps inertio-capillaire est caractéristique des systémes constitués de films de
savon et correspond typiquement au temps de pincement d’une caténoide [139,
153, 154]. Cette échelle de temps décrit également la période propre d’oscillation
d’une bulle dans I'air, apparaissant comme ’analogue d’un oscillateur harmonique

2. En I'absence de drainage, notons que 1’épaisseur varie probablement au cours du temps
puisque la surface du film varie (voir Fig. 7.5).

3. Nous verrons plus loin que cet ordre de grandeur est cohérent avec les mesures d’épaisseur
obtenues par interférométrie.
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de masse typique p,R? et de constante de raideur . Nous remarquons que cette
prédiction est en assez bon accord avec les résultats expérimentaux présentés plus
haut, tant au niveau de la pente que du préfacteur : alors que la tendance tracée sur
la figure 7.4 a pour équation 7, ~~ 8.5~10_3R%, I’équation 7.8 prédit 7, ~ 6.8-1073R?
pour la solution d’eau savonneuse (y = 26 mN.m™'), 7, ~ 5.9 - 10-3R? pour la so-
lution de SDS (v = 35 mN.m™!). Les légers écarts constatés proviennent sans doute
de la démarche simpliste adoptée, mais également de 1’estimation expérimentale de
Ty, tiré d’'un ajustement par une loi ad hoc, proposée sans justification théorique
particuliére.

2.1.3 Petits cadres : R < R.;

S |80 | &u

IO >
t

FIGURE 7.6: Effondrement quasi-statique d’'une demi-caténoide symétrique invis-
cide, pour un cadre de rayon R = 3.5 mm < R.;.

Le plateau observé pour les petits cadres sur la figure 7.4 s’explique par l'in-
tervention d’une seconde taille caractéristique dans ce probléme, a savoir celle du
ménisque reliant le film de savon au bain liquide (Fig. 7.6). Cette échelle de longueur
est typiquement donnée par la longueur capillaire k1 = \/7v/pg, d’ordre millimé-
trique. A ce titre, la figure montre que lors du pincement, 1’énergie cinétique est a
présent convertie au liquide présent dans le ménisque, ceci est particuliérement net
sur la 3°™¢ image de la séquence. Son volume s’exprime donc comme 2, et le bilan
énergétique peut se mettre sous la forme :

R\ 2
YR* ~ pr? (—> : (7.4)

Tp

1

pik—3 ( v >4
7y~ ~ , 7.5
P v ng? (75)

Conformément aux résultats expérimentaux, ce temps caractéristique ne dépend
plus de R. Son ordre de grandeur, 7, ~ 13 ms, est également en assez bon accord
avec 'expérience, compte tenu de la non prise en compte de facteurs numériques
sans dimension dans ’approche développée. Ce second régime, inobservé dans le
cas d'une caténoide symétrique, est propre a la présence d’un réservoir liquide dans
notre systéme.
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2.1.4 Transition entre les deux régimes

Selon ce qui précéde, ces deux régimes se croisent lorsque paRc’i?’ ~ pr3. La
transition se produit donc pour une taille critique R, ; définie par :

é
R, ~ (ﬁ> kL (7.6)

Pa

Cettte taille de coupure est de I'ordre de 10k~! ~ 1.6 cm. De nouveau, I'ordre de

grandeur calculé corrobore la transition observée expérimentalement (Fig. 7.4). I
est intéressant de remarquer la présence inhabituelle du terme p;/p, dans cette lon-
gueur caractéristique. Le premier raisonnement auquel on pourrait penser consiste
a supposer que R.; ~ k!, puisque c’est la longueur naturelle en-dessous de laquelle
les ménisques seraient susceptibles de jouer un réle non négligeable. Au vu des ex-
périences, il n’en est finalement rien, 'analyse énergétique confirmant le fait qu’il
faille considérer, selon les cas, I'inertie de I'air ou du liquide, d’ou I'intervention des
deux masses volumiques dans cette taille de coupure.

2.2 Cas visqueux

2.2.1 Reésultats expérimentaux

10 T T IIIIIII T T T T T 17T

[ =)

[

0.1 1 1 -
0.1

FIGURE 7.7: Evolution de 7, en fonction de R. La solution utilisée est une huile
silicone, de viscosité égale a 6.4 Pa.s. Les droites servent de guide pour les yeux afin
de mieux distinguer les deux régimes identifiés expérimentalement.

Procédons de la méme facon avec une huile siliconée, dont la viscosité est 6400
fois plus grande que celle de I'eau a température ambiante. La possibilité de créer
des demi-caténoides symétriques visqueuses a 1’équilibre est non triviale et vaut
la peine d’étre soulignée ici : bien que les interfaces soient nues en surfactants, la
grande viscosité ralentit considérablement le drainage du film, lui conférant ainsi une
certaine stabilité. La tension de surface liquide/air, de I'ordre de 20 mN.m™!, est
par ailleurs inférieure a celle de I’eau savonneuse. En lien avec d’autres travaux issus
de la littérature portant sur les films visqueux [157, 158], il est intéressant d’étudier
la dynamique d’effondrement de telles structures. Dans le cas présent, les échelles
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de temps sont bien supérieures a celles du cas inviscide (Fig. 7.7), nous remarquons
également que 7, est, de fagon surprenante, une fonction non monotone de R.
— Pour R < R., ~ 9 mm, 7, est une fonction décroissante de R. La tendance
hyperbolique tracée sur le graphe semble assez bien décrire cette décroissance.
— Pour R > R,,, 7, est une fonction croissante de R. La tendance linéaire tracée
sur le graphe semble assez bien décrire cette croissance.
Tentons a nouveau d’interpréter ces différents comportements.

2.2.2 Grands cadres : R > R,

Le ralentissement du processus de pincement au cours de l'effondrement d’une
demi-caténoide visqueuse suggére d’introduire de la dissipation dans le bilan éner-
gétique. Nous pouvons postuler que I'énergie élastique est entiérement dissipée sous
forme visqueuse dans le liquide. Les bas nombres de Reynolds impliqués ici justifient
le choix d’une force de frottement fluide de type Stokes : 1, Rv. Cette derniére tra-
vaillant sur une distance de 'ordre de R, I’énergie dissipée s’estime finalement comme
nmR?v. Equilibrons comme précédemment les deux contributions énergétiques :

i R?

YR ~ T, (7.7)
p
pr’ﬁy—R. (7.8)

Ce nouveau temps visco-capillaire décrit assez bien les résultats expérimentaux obte-
nus pour des cadres assez grands, tant en termes de tendance linéaire que de préfac-
teur. La tendance tracée sur le graphe de la figure 7.7 a pour équation 7, >~ 0.83R,
alors que I'équation 7.8 prédit la loi 7, ~ 3.2R. D’autres données expérimentales
prises avec des huiles plus ou moins visqueuses s’apparentent juste a des transla-
tions du jeu de données présenté sur la figure 7.7, en conformité avec I’équation 7.8.

2.2.3 Petits cadres : R < R,

» D dweed
o o o

FiGUure 7.8: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoide symétrique vis-
queuse, pour un cadre de rayon R = 3 mm.

La décroissance de 7, pour les petits cadres résulte encore d'un autre mécanisme.
On pourrait imaginer que la substitution de la taille R par la longueur capillaire s+
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dans le bilan énergétique établi pour les grands cadres fasse & nouveau apparaitre
un plateau atteint en 7, ~ g~ /7 ~ 0.46 s pour des cadres suffisamment petits. Ce
raisonnement est en compléte contradiction avec les résultats expérimentaux, tant
en termes de variation que d’ordre de grandeur. La figure 7.8 illustre la dynamique
de pincement obtenue avec un cadre de taille millimétrique. Cette taille étant com-
parable a la taille typique du ménisque liquide, nous observons la formation d’une
colonne liquide, qui s’amincit ensuite au cours du temps sous l'effet de la gravité.
Cet amincissement est & nouveau ralenti par la dissipation visqueuse au sein de la
colonne liquide. Evaluons le temps nécessaire a cet amincissement par un bilan de
forces. Le poids de cette colonne liquide varie typiquement comme p;g R, alors que la
force de friction visqueuse, encore de type Stokes, peut s’écrire 7, Rv, avec v ~ R/T,.
De fait :

RQ
pgR? ~ 771_’ (7.9)
Tp
Ui
T, ~ . 7.10
" pgR (7.10)

Il apparait que 7, admet une dépendance hyperbolique avec le rayon R du cadre.
Cette décroissance de nature visco-gravitaire est en accord qualitatif avec les ré-
sultats expérimentaux. La comparaison des préfacteurs entre l'expérience et cette
prédiction est en revanche assez éloignée : le préfacteur expérimental est environ 10
fois trop grand. Cet écart, également rencontré dans d’autres expériences mettant
en jeu des filaments visqueux [159, 160|, pourrait étre attribué a des effets non new-
toniens, c’est-a-dire a la nature de la viscosité mise en jeu. La géométrie trés effilée
de la colonne liquide (Fig. 7.8) peut faire penser a des effets de viscosité élongation-
nelle qui, dans le cas des huiles siliconées de forte masse molaire, est susceptible de
devenir bien plus grande que la viscosité mesurée classiquement avec un rhéomeétre.
Cette hypothése semble en tout cas aller dans le sens des expériences.

En guise de piste de réflexion, et en conservant un caractére newtonien pour I'huile
utilisée, tentons de décrire ce régime de drainage visco-gravitaire de maniére plus
quantitative : aux temps longs, le filament visqueux épouse la forme d’un cylindre
de longueur L fixée et de rayon r(t) (Fig. 7.8). Cette géométrie suggére de pouvoir
décrire I’écoulement a 1’aide d’une loi de Poiseuille reliant le débit volumique ¢ aux
forces volumiques de gravité p;gL par l'intermédiaire de la résistance hydrodyna-
mique Ry, avec une condition de non-glissement aux bords :

B pigL B mrd

= = L. 7.11
T R sal™ iy

Le volume de fluide présent dans le filament & linstant ¢ vaut V() = mr?(¢)L.
Par différentiation, pendant un court instant d¢, le rayon diminue d’une quantité
dr, le volume diminue donc d’une quantité dV = 2nrLdr. Par définition du débit,
dV = —qdt implique :

dr pg

- = dt. 7.12
r3 1677[[1 ( )
Cette équation différentielle s’intégre de la facon suivante :
1 1 t
== 2 (7.13)

7'2 N T02 8?7[[/’
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avec 19 = r(t = 0). Cette dynamique peut se mettre sous la forme :

"0 =A i]t/r | T

avec 7, = 8n,.L/(pigro?). L'instant initial correspond au seuil d’existence de la demi-
caténoide, soit rg ~ R et L ~ R, soit finalement 7, ~ 8n;/(pgR). Le facteur 8
apparaissant dans cette expression tend & aller dans le sens des résultats expérimen-
taux 4.

2.2.4 Transition entre les deux régimes

Tp/fr]l (Pa‘l)

FIGURE 7.9: Evolution de la quantité 7,/m en fonction de R. Chaque jeu de sym-
boles correspond a une solution visqueuse donnée : huiles siliconées de viscosités
m=6.4 Pa.s (W) et 35 Pa.s (A); glycérol de viscosité n; = 1.1 Pa.s (e).

La transition entre les deux mécanismes présentés ci-dessus est atteinte lorsque :

RC’U
?717 - ngzii ’ (719)
Rey~ k1 (7.16)

Cette taille de coupure est a présent de 'ordre de la longueur capillaire. Du fait de
I’écart de préfacteur dans le régime des petits cadres, cette prédiction sous-estime
la valeur expérimentale, d’un facteur 6 environ. Mais notons néanmoins que la taille
de coupure mesurée est bien inférieure a celle obtenue dans le cas inviscide, confor-
mément aux prédictions proposées.

Afin de tester expérimentalement l'influence de la viscosité sur le temps de pin-
cement, nous renouvelons I'expérience avec d’autres solutions visqueuses. Au vu des
expressions obtenues pour les grands cadres (Eq. 7.8) et les petits cadres (Eq. 7.10),
la figure 7.9 représente la quantité 7,/n; en fonction de R. Comme attendu, les

4. Une analyse plus poussée de ce probléme d’écoulement de filament visqueux peut étre trouvée
dans la thése de Jacopo Seiwert [160].
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différentes séries expérimentales semblent se superposer selon une seule et méme
tendance, et font apparaitre une unique taille de coupure R., en assez bon accord
avec 1’équation 7.16.

Nous pouvons résumer ’ensemble de ces résultats dans le tableau suivant :

Mécanismes en compétition | Petits cadres | Grands cadres
o capillarité capillarité
Cas inviscide __caprialilc . D
inertie liquide | inertie gazeuse
. gravité capillarité
Cas visqueux SOV T Zapeoal T
VISCOSItE viScosité

3 Formation d’une bulle interfaciale a la surface du
bain

3.1 Reégime quasi-statique

En régime quasi-statique (v=0), le pincement d’une demi-caténoide symétrique
placée juste au-dessus de son seuil d’existence conduit éventuellement & la formation
d’'une bulle interfaciale, de rayon R, a la surface du bain liquide. La figure 7.10
présente I'évolution de R, en fonction de R pour différentes solutions : deux solutions
inviscides et deux solutions visqueuses. Les lignes verticales illustrent, dans les cas
inviscide et visqueux, la taille limite de cadre en-dessous de laquelle aucune bulle
interfaciale ne se forme. A la lumiére des résultats précédents, cette taille peut
facilement étre prédite.

E T T T T 1T
6F [ ] =
afF ]
2+ m

—~~ 1 E_ _E
6 3

é 4F ]

N— - -

Q 2t : |

B - " i. 0 PDMS,n=35Pa.s. |3
6F I ® PDMS,n=6.4Pa.s.| 3
i o ® cautFairy ]
ok : O eau+SDS |

001 bl
0.1 1 10 100

FIGURE 7.10: Evolution du rayon de la bulle interfaciale R, en fonction du rayon R
du cadre utilisé. Chaque jeu de symboles correspond & une solution donnée.

— Dans le cas des sytémes inviscides, aucune bulle ne peut se former si I’énergie
élastique est convertie sous forme cinétique au liquide, ’ascension de celui-ci
permettant de chasser 'air environnant. D’aprés ’analyse énergétique, la taille

I 5 1 q . .
critique est donc de l'ordre de R.; ~ (p1/pa)3K~", soit environ 1.5 cm.

— Dans le cas des sytémes visqueux, de la méme fagon, aucune bulle ne peut

se former si I’énergie élastique contribue a la formation d’une colonne liquide
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visqueuse, permettant encore de chasser 'air. La taille critique recherchée est

donc de l'ordre de R, ~ £, soit environ 1.5 mm.
Ces critéres de création de bulle sont assez bien reproduits expérimentalement. Au-
dela du seuil de création, R, est une fonction linéaire de R sur une large gamme,
avec des préfacteurs légérement différents entre les cas inviscide et visqueux. Cette
dépendance linéaire pour les grands cadres est encore une fois naturelle, compte tenu
de la présence d’une unique taille pertinente, R, lors du processus de pincement. Le
préfacteur légérement supérieur dans le cas visqueux se comprend qualitativement en
remarquant que la dissipation visqueuse ralentit la mise en mouvement du ménisque
et autorise donc le systéme a emprisonner plus d’air au moment du pincement, en
comparaison avec le cas inviscide.

7

R, (cm)

@ cau-+Fairy
O eau+SDS | —

| | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14

hp,gs (cm)

FI1GURE 7.11: Rayon de la bulle interfaciale en fonction de la hauteur de pincement
h, qs définie sur la photographie adjacente au graphe (cadre de rayon R = 23 cm).
Chaque jeu de symboles correspond a une solution donnée. La droite noire, de pente
1/2, correspond a ’équation 7.18.

FI1GURE 7.12: Effondrement quasi-statique d’une demi-caténoide symétrique vis-
queuse, pour un cadre de rayon R = 1.1 cm.

Par ailleurs, remarquons que dans le cas inviscide, la poche d’air emprisonné adopte
la forme d’un cone a l'instant précis du pincement (Fig. 7.11) ; notons h,, 45 la hauteur
de ce cone. En outre, 'expérience montre que le rayon de sa base reste quasiment
égal & Ry, aprés effondrement. La conservation du volume d’air contenu dans la bulle
nous permet alors d’écrire :

TR hygs  27Ry®
L = 7.17
3 3 Y ( )
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P (7.18)

L’équation précédente lie ainsi la hauteur de pincement, résultant du processus dy-
namique de pincement non décrit dans cette étude, a la taille de la bulle formée
(Fig. 7.11). Cette vision trés simplifiée néglige la présence de la cavité située sous
la bulle. Cette propriété géométrique n’est par ailleurs plus vérifiée dans le cas vis-
queux, pour lequel la dynamique de pincement, non décrit ici, suit un comportement
différent (Fig. 7.12).

3.2 Régime dynamique

Etudions maintenant la formation de bulle interfaciale lorsque la vitesse de mon-
tée v est non nulle. Au lieu de se placer au seuil d’existence de la demi-caténoide
symétrique et de sonder son effondrement, nous imposons maintenant au cadre, ini-
tialement immergé dans le bain liquide, une vitesse d’ascension constante v. Nous
nous intéressons a 1I’évolution de la taille R, de la bulle interfaciale créée en fonction
de R et v, dans les cas inviscide et visqueux.

3.2.1 Petits cadres : vitesse critique

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que lorsque R était inférieur
a une certaine taille de coupure, respectivement de l'ordre de R.; et R, dans les
cas inviscide et visqueux, aucune bulle ne se formait en régime quasi-statique. Nous
montrons dans la suite qu’il est possible de créer une bulle en régime dynamique
en imposant une vitesse v suffisamment grande. Au-dela de cette vitesse critique,
la taille de la bulle est une fonction croissante de la vitesse; nous cherchons ici a
déterminer cette vitesse seuil, en présentant de facon disjointe les résultats obtenus
dans le cas inviscide, puis le cas visqueux.

1'2 T T T T LI I T ! T T T LI :
O R=6.5mm quasi-statique : dynamique @Y¢
1.0 — o R=2.2mm pasde bulle ! bulle o gﬁ ¥
B R=Tmm : o
® R=5mm " [_] ©o
= 08— A R=4mm 00" 1
v R=2.8mm P ooedm U
S 06 | eR=22mm : AAC =
2 :
Qf« : ¢
04— : ]
L oA
0.2 S, .
I 4
0'01.0 ¥ FRPE R ;)1*00 ' i‘Q‘s 4 5 678 fObO
Ve,i
v (mm/s)

FIGURE 7.13: Cas inviscide : évolution de la taille de la bulle interfaciale Ry, norma-
lisée par R, en fonction de v. Les symboles pleins correspondent & la solution d’eau
savonneuse, les symboles vides correspondent a la solution de SDS.
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Cas inviscide La figure 7.13 présente les résultats obtenus en dynamique avec
les deux solutions inviscides. Chaque série de symboles correspond & une solution
et une valeur de R données, cette derniére étant située en-dessous du seuil de créa-
tion de bulles en statique. Nous pouvons remarquer que chaque jeu de données fait
apparaitre une vitesse seuil de création de bulle. Cette vitesse critique, notée v.;,
est de lordre de 250 mm.s™!, et semble ne pas dépendre de R de facon drastique.
Essayons a présent d’interpréter 'existence de cette vitesse seuil, et en donner une
prédiction théorique tirée d’arguments similaires a ceux précédemment utilisés.

1w
LG

FIGURE 7.14: Cas inviscide : séries de photos expérimentales prises de part et d’autre
de la vitesse critique de transition v, ;, avec la solution de SDS et R = 2.2 mm. Notons
en particulier la présence d'une « langue » d’air envahissant l'intérieur du film de
savon qui, si elle n’est pas chassée par le liquide provenant du ménisque (v > v.;),
donne naissance & une bulle, entourée en rouge pour plus de visibilité.

Ve,

Lorsque R < R.;, le liquide présent dans le ménisque est mis en mouvement pendant
un temps typique 7, ~ (v/ plg?’)% (voir Eq. 7.5), permettant ainsi de chasser inté-
gralement ’air compris a l'intérieur du film de savon. Mais le film est tout de méme
capable d’emprisonner de 'air situé plus haut, et donc former une bulle (Fig. 7.14),
si le temps de montée du cadre sur une longueur typique du ménisque x~! est suffi-
samment court devant le temps de mise en mouvement de ce méme ménisque. Nous
pouvons donc traduire ce critére de création de bulle en termes mathématiques :

—<|—) . 7.19
v pig?® (7.19)
i
V> Vg (ﬂ) . (7.20)
Pl

L’expression de cette vitesse critique ne dépend pas de R, et son ordre de grandeur
est de 130 mm.s~!. Ce mécanisme conforte donc les résultats expérimentaux dans
le cas inviscide. Il est intéressant de remarquer que cette échelle de vitesse inter-
vient également dans les ondes gravito-capillaires : & un facteur preés, elle fixe la
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vitesse minimale d’une perturbation de la surface libre pouvant engendrer de telles
ondes [161].

Cas visqueux Le méme type de comportement est observé avec des fluides vis-
queux pour des cadres de rayon R < R.,, mais les vitesses critiques mesurées
sont désormais plus faibles, et dépendent fortement de la viscosité de la solution
(Fig. 7.15). Aprés avoir préparé des mélanges permettant d’explorer une large échelle
de viscosité, il apparait que cette nouvelle vitesse critique, notée v.,, est une fonc-
tion décroissante de la viscosité, et semble tendre vers une valeur de 'ordre de v, ;
pour des viscosités suffisamment faibles.

0.6 L B L) B UL TR A
05 A ‘%
e 04 N n . o® |
E 0.3 . 4 . e I
0.2 . m | .V —]
- 7y . Py
0.1k N A ..-' . S -
0.0 - 'A"'iA' a gl 2 |
0.1 1 10 Ve 100 1000
v (mm/s)

FI1GURE 7.15: Cas visqueux : évolution de la taille de la bulle R, normalisée par R,
en fonction de v. Chaque série de symboles correspond & une solution de viscosité
donnée : 7, = 0.1 Pa.s (V), 0.35 Pa.s (), 1.44 Pa.s (¢), 6.4 Pa.s (H), 35 Pa.s (A).
Toutes les mesures ont été effectuées avec un cadre de rayon R = 2.2 mm.

Pour comprendre ce nouveau résultat, tentons de réexprimer un critére temporel
permettant au systéme de piéger une bulle d’air au cours du processus de pincement
(Fig. 7.16). Puisque R., ~ £, la taille pertinente devient ici la longueur capillaire
k1, indépendamment de la taille R du cadre. En reprenant I'expression des temps
caractéristiques de pincement dans le cas visqueux, prenons garde au fait que le
temps de mise en mouvement du ménisque a prendre en compte ici n’inclut pas le
temps d’amincissement de la colonne liquide, celui-ci s’effectuant a posteriori, indé-
pendamment de la présence ou de I'absence de bulle. De fait, par analogie avec le
raisonnement précédent, le systéme parviendra a emprisonner de I’air si le temps de
montée sur une longueur typique du ménisque =1 est suffisamment petit devant le
temps de mise en mouvement 75! /v de ce méme ménisque. Ce critére se réexprime

donc comme :

—1 —1
oM (7.21)
v Y

V> Ve ~ L (7.22)
m
Cette prédiction est testée sur la figure 7.17, celle-ci prouvant une excellente corré-

lation, avec un préfacteur satisfaisant de 1'ordre de 2.
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FIGURE 7.16: Cas visqueux : séries de photos expérimentales prises de part et d’autre
de la vitesse critique de transition v.,, avec I'huile silicone de viscosité 6.4 Pa.s et
R = 2.2 mm. La bulle, formée pour v > v.,, est entourée en rouge pour plus de
visibilité.

1000 T llllllll T llllllll T llllllll. T LTTTTIT
'

Ve,v (mm/s)

'
01 1 llllllll 1 llllllll 1 llllllll: 1 11 11111

0.1 1 10 100, 1000
v/ m (mm/s) T

FIGURE 7.17: Vitesse seuil de création de bulle dans le cas visqueux : comparaison
entre l'expérience et la prédiction donnée par I’équation 7.22.
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FI1GURE 7.18: Allure générale de la vitesse critique en fonction de la viscosité de la
solution, cas inviscide et visqueux confondus. Toutes les mesures ont été effectuées
avec un cadre de rayon R = 2.2 mm.

Transition entre les deux régimes Etudions & présent le raccordement entre
les cas inviscide et visqueux décrits plus haut, afin d’estimer a partir de quelle
viscosité critique 7, . la solution peut étre considérée comme visqueuse vis-a-vis de
cette expérience. La transition s’effectue lorsque les vitesses critiques associées aux
deux cas deviennent du méme ordre de grandeur :

(ﬁ)i ~L (7.23)

Pl M

3\ i
Me ~ (—p l; ) . (7.24)

Tous les mélanges utilisés ayant approximativement la méme tension de surface
v = 20 mN.m™*, nous obtenons 7. ~ 0.17 Pa.s. Ainsi, au-dessus de cette visco-
sité, le mécanisme est visco-capillaire ; en-dessous, le mécanisme est inertio-capillaire
(Fig. 7.18). L’évaluation de cette viscosité typique justifie également que les vitesses
critiques mesurées pour les mélanges les moins visqueux soient proches de la valeur
déterminée dans le cas inviscide v,.;, indépendante de la viscosité de la solution.

3.2.2 Grands cadres

La figure 7.19 représente la variation de la quantité R,/R en fonction de la
vitesse, dans les cas inviscide et visqueux. Les deux graphes montrent que la taille
de la bulle créée est une fonction croissante de la vitesse d’ascension du cadre, et
que cette croissance est tres différente selon le graphe considéré.

Cas inviscide Dans le cas inviscide, nous pouvons distinguer un plateau quasi-
statique lorsque la vitesse est typiquement inférieure & 10 mm.s™!, et pour lequel
Ry/R ne dépend pas de v : on retrouve la valeur discutée dans le régime quasi-
statique. Au-dela de cette vitesse typique, le systéme évolue contintiment vers un
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FIGURE 7.19: Evolution de la taille de la bulle interfaciale R,, normalisée par R,
en fonction de v. Le graphe supérieur correspond au cas inviscide : la gamme de
rayon sondée est R = 2.5—6.5 cm. Le graphe inférieur correspond au cas visqueux
(m = 6.4 Pa.s) : la gamme de rayon sondée est R = 0.7—3.6 cm. Chaque jeu de
symboles correspond & un rayon R fixé.

régime dynamique pour lequel Ry,/R croit avec v. Tentons de décrire cette croissance
en utilisant des arguments physiques simples. Dans le régime quasi-statique, rappe-
lons que la forme conique du film de savon au moment du pincement a permis de
déterminer la taille R, de la bulle interfaciale en fonction de la hauteur de pincement
hp qs (Eq. 7.18). De fait, la hauteur de pincement quasi-statique vérifie :

hpgs ~ R, (7.25)

puisque nous avons montré que la taille de la bulle interfaciale formée dans le régime
quasi-statique était elle-méme proportionnelle au rayon R du cadre (Fig. 7.10). En
imposant désormais au cadre une vitesse v, introduisons empiriquement dans l’ex-
pression généralisée de la hauteur de pincement h, une contribution dynamique 5, 4
telle que :

hyp = hp s + hpa. (7.26)

Le raccordement au régime quasi-statique impose d’avoir h,q = 0 si v = 0. En
tenant compte de cette condition, la facon la plus simple d’écrire h, 4, et confortée
par les expériences, correspond a la relation suivante :

Tp 3
hp,d:/ vdt ~ oy L2 (7.27)
0 Y

182 3. FORMATION D'UNE BULLE INTERFACIALE A LA SURFACE DU BAIN



CHAPITRE 7. ETUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATENOIDE SYMETRIQUE
EN MONTEE

FIGURE 7.20: En régime dynamique, le film de savon adopte une forme approxima-
tivement conique au moment du pincement, quelle que soit la vitesse v : 20 (a), 50
(b), 100 (c), 200 (d), 400 (e) mm.s~*. Le rayon du cadre vaut R = 3.6 cm.

en faisant intervenir le temps de pincement inertio-capillaire pour les grands cadres
dans le cas inviscide. Physiquement, cette hauteur de pincement dynamique s’inter-
préte comme la distance verticale supplémentaire parcourue par le cadre pendant
le temps de pincement typique du film. En premiére approximation, le film de sa-
von conserve au moment du pincement une forme conique en régime dynamique
(Fig. 7.20), dont le rayon a la base est fixé par le rayon du cadre. De fait la conser-
vation du volume impose a présent :

h,R* ~ Ry, (7.28)

soit en injectant la forme de h, 4 donnée par I’équation 7.27 :

R} ~ 1 R® + o, /%RZ, (7.29)

avec ¢, et cp deux coefficients d’ajustement sans dimension. Il vient finalement :

R
B o+ owwe (7.30)
avec (' et Cy deux nouveaux paramétres d’ajustement sans dimension, et We le
nombre de Weber défini comme :
_ paV’R
S

Cette analyse dimensionnelle prédit ainsi aux fortes vitesses une dépendance en
T , 1 N
Wes , soit une dépendance en v3 du rapport R,/R. Remarquons que la trés faible

We

(7.31)

puissance en Rs justifie le fait que les séries expérimentales mesurées pour diffé-
rentes valeurs de R ne se séparent presque pas sur la gamme de taille sondée pour
les grands cadres® : R=2.5—6.5 cm. Un ajustement des différents jeux de données

5. Il est expérimentalement difficile de travailler avec des cadres de rayon plus grand dans le
régime dynamique.
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FIGURE 7.21: Cas inviscide : ajustement des résultats expérimentaux tirés de la
figure 7.19 par I'équation 7.30, avec pour parameétres Cy = 0.15, Cy = 125.

expérimentaux par la relation 7.30 est en assez bon accord (voir Fig. 7.21), méme
s’il convient de garder a ’esprit que ce processus est en réalité bien plus compliqué.

Cas visqueux Les résultats expérimentaux dans le cas visqueux apparaissent plus
dispersés, il semble difficile de dégager une tendance générale d’évolution. En parti-
culier, les différentes séries expérimentales ne se superposent pas aux vitesses faibles,
suggérant que R ne soit pas 'unique taille pertinente dans le processus de pincement.
Cette constatation confirme par ailleurs que le pincement d’une demi-caténoide sy-
métrique visqueuse apparaisse trés différent du cas inviscide, tant au regard des films
(voir Fig. 7.22) qu’au niveau des échelles de temps mises en jeu, par comparaison
directe des figures 7.4 et 7.7. En revanche, au-dela d'une vitesse de ’ordre de v, ;,
les courbes se superposent.

> ¢

FIGURE 7.22: Séquence de photos illustrant 'effondrement d’un film visqueux (huile
silicone de viscosité 17,=6.4 Pa.s), pour un cadre de rayon R=0.9 cm et une vitesse
ascendante v = 0.3 m.s™ 1.
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4 Formation d’un film plan sur le cadre

Observons a présent le comportement du film plan formé suite a 'effondrement
de la demi-caténoide symétrique, et venant s’appuyer sur le cadre circulaire. Nous
décorrélons ici deux processus subis par ce film plan. Aux temps courts (en-dessous
de la seconde), celui-ci subit des oscillations amorties, nous tentons de comprendre
et de décrire I'onde stationnaire qui ébranle le film pendant ces premiers instants.
Aux temps longs (de l'ordre de quelques secondes & quelques minutes dans le cas
inviscide), les oscillations sont complétement atténuées, et le film voit son épaisseur
diminuer au cours du temps. Nous proposons une modélisation de cet amincissement.

4.1 Oscillations du film aux temps courts

Ll
. o D 2 AT
"

FIGURE 7.23: (a) Illustration du mode d’oscillation subi par le film au suivi du
processus de pincement. (b) Diagramme spatio-temporel tracé selon la direction
verticale passant par le centre du cadre. L’expérience a été réalisée avec la solution

d’eau savonneuse et les paramétres suivants : R =2 cm, v = 5 mm.s L.

Nous pouvons observer sur la figure 7.23 un diagramme spatio-temporel illustrant
les oscillations amorties subies par le film de savon immédiatement apreés le pince-
ment de la demi-caténoide. Les conditions aux limites imposent ici une structure
d’onde stationnaire. En faisant abstraction d’une résolution exhaustive, mention-
nons juste que 'axisymétrie du probléme permet de chercher des solutions du profil
du film sous la forme de fonctions de Bessel de premiére espéce J,, tout comme
pour la membrane vibrante d'un instrument & percussions. L’expérience montre que
le mode prédominant correspond & un unique ventre de vibration du film au centre,
et un unique noeud de vibration imposé sur le cadre. Ce mode, noté (0,1), correspond
a la fonction de Bessel Jy a laquelle il convient d’imposer sa premiére annulation sur
le pourtour du cadre, soit Jo(r=R) = 0. La fréquence propre f du mode correspon-
dant s’écrit, en notant ¢ la célérité des ondes dans le film :

N 2.4c

f= 2TR’

(7.32)

La quantité observable expérimentalement étant la période temporelle d’oscillation

T=1/f,

C

il reste & connaitre l'expression de la célérité ¢ des ondes dans un tel film. Comme
il existe plusieurs types d’ondes pouvant se propager dans un film [162, 163|, com-
mencons par analyser les résultats expérimentaux obtenus.

4. FORMATION D’UN FILM PLAN SUR LE CADRE 185



CHAPITRE 7. ETUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATENOIDE SYMETRIQUE
EN MONTEE

4.1.1 Période d’oscillation en régime quasi-statique : résultats expéri-
mentaux

1 T IIIIIII T T IIIIIII

of 3
i: PDMS,n=6.4Pa.s. /l/ ]
sL B cau+Fairy i
O eau+SDS 2 -

2t 4
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FIGURE 7.24: Période d’oscillation en fonction de R pour différentes solutions, la
vitesse de montée valant v = 5 mm.s~!. Les lignes servent de guide pour les yeux.

Nous avons mesuré 1’évolution de la période d’oscillation 7" en fonction du rayon
du cadre R, dans les cas inviscide et visqueux, en moyennant sa valeur sur une di-
zaine de périodes pour une précision accrue (Fig. 7.24). Dans un premier temps, nous
avons fixé la vitesse d’ascension & une valeur constante v = 5 mm.s~!, suffisamment
faible devant v.; afin de se placer dans une approximation quasi-statique. Le graphe
fait apparaitre une premiére caractéristique frappante : contrairement aux mesures
de temps de pincement, tous les systémes inviscides et visqueux semblent ici suivre
des tendances communes, que nous décrivons ci-apres.

Dans le cas inviscide :
— pour R < R.~ 1 cm, T ne dépend pas de R, et vaut typiquement 20 ms,
— pour R > R, T croit rapidement avec R. La tendance en loi de puissance, de
pente 3/2, semble trés bien décrire cette croissance.

Dans le cas visqueux :
— pour R < R,, le film n’oscille pas,
— pour R > R,, le film oscille avec une période temporelle T" identique & celle du
cas inviscide.

Ces régimes ne sont pas sans rappeler ceux entrevus dans la mesure du temps de
pincement d’'une demi-caténoide symétrique inviscide. Nous essayons dans la suite
d’extraire les ingrédients physiques permettant de justifier 'apparition de tels com-
portements.

4.1.2 Grands cadres : R > R,

En négligeant 'élasticité du film (c’est-a-dire I'influence de I’épaisseur e du film
sur la tension de surface) et le mode d’oscillation dii & ces effets, il existe deux
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FIGURE 7.25: Modes d’oscillation symétrique (a) et antisymétrique (b) dans un film
de savon. Figure adaptée de [163].

modes d’oscillation distincts, de célérités différentes (Fig. 7.25). Le mode symétrique
correspond & un mouvement des deux surfaces du film en opposition de phase,
contrairement au mode antisymétrique pour lequel les deux surfaces du film vibrent
en phase. Comme le mode symétrique engendre des mouvements visqueux, et donc
de la dissipation dans le film liquide, celui-ci s’amortit bien plus vite que le mode
antisymétrique. Ainsi, nous ne considérons a priori que ce dernier mode, dont la

célérité s’exprime comme :
2
c= /L. (7.34)
pie

En injectant cette expression dans I’équation 7.33, la période d’oscillation est censée
varier linéairement avec le rayon R, ce qui est en désaccord avec les résultats expéri-
mentaux (Fig. 7.24). Par ailleurs, le fait que tous les jeux de données correspondant
a divers fluides se superposent peut paraitre suspect, puisque rien ne garantit que les
épaisseurs d’un film inviscide et d’un film visqueux soient comparables. Cette appa-
rente contradiction est levée en considérant, en plus de l'inertie du liquide, I'inertie
de l’air mis en mouvement pendant les oscillations du film [164, 165]. De fait, nous
apportons une correction dans ce sens en introduisant dans 1’équation précédente
une épaisseur effective e* telle que [164, 165] :

PIET 2 pre + pa, (7.35)
avec A la longueur d’onde, fixée par les conditions aux limites :
A=cT =26R, (7.36)

d’ot1, en reprenant ’expression de la période T :

[pe + 2.
T ~26R w. (7.37)
Y

Ce résultat fait alors apparaitre, au numérateur de la racine carrée, la somme de
deux termes. En prenant des cadres suffisamment grands, il apparait que l'inertie de
I’air prédomine devant celle du liquide, conduisant a une période temporelle variant
comme :

3
7Pl (7.38)
Y
Nous retrouvons ainsi un temps d’origine inertio-capillaire, pour lequel les pentes et
préfacteurs associés sur la figure 7.24 sont en bon accord avec les résultats expéri-
mentaux : la tendance tracée a pour équation 7' ~ 1.5 - 10’2R%, alors que I'équa-
tion 7.38 prédit respectivement pour la solution savonneuse, la solution de SDS et
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FI1GURE 7.26: Influence du temps d’attente 7 sur la période d’oscillation 7', pour la
solution savonneuse et R = 3 cm. La vitesse de montée du cadre est v =5 mm.s™'.

le PDMS, T' ~ 6.8 - 1073R2, T ~ 5.9-1073R2 et T ~ 7.7- 1073R2. Ce temps est
par ailleurs indépendant de la viscosité, et donc de la solution utilisée. Pour montrer
que I'épaisseur du film joue un role négligeable dans la période d’oscillation lorsque
les cadres sont suffisamment grands, nous avons reproduit I'expérience avec la so-
lution savonneuse et une vitesse d’ascension v identique (5 mm.s™!), en attendant
un certain temps 7 au seuil d’existence avant de provoquer le pincement de la demi-
caténoide (Fig. 7.26). L’amincissement du film pendant cette durée T provoque une
légere diminution de la période 7', en lien avec I’équation 7.37, mais cette diminution
relative®, de l'ordre de 2%, est effectivement « noyée » par le terme prépondérant
d’inertie de 'air. Le rayon critique R, au-dessus duquel cette limite est valable peut
s’estimer en équilibrant les deux termes évoqués plus haut, ceci nous donnant :

L~ e (7.39)

Pa
Pour un film dont I’épaisseur vaut quelques microns a quelques dizaines de microns,
R, est au plus de l'ordre du centimétre, cette estimation justifie donc la limite
considérée dans ce paragraphe. Cela dit, la disparition des oscillations dans le cas
visqueux, ou I’émergence d’un plateau dans le cas inviscide pour les petits cadres
(Fig. 7.24) ne sont pas incluses dans ce modéle. Intéressons-nous donc a présent aux
petits cadres.

4.1.3 Petits cadres : R < R,

Cas inviscide Décrivons tout d’abord le cas inviscide, et remarquons dans un
premier temps que R, ~ R.;. Nous avons vu que lorsque R < R.; ~ (pi/ pa)%/ﬁfl,
le ménisque liquide était mis en mouvement au cours du pincement, celui-ci venant
nourrir le film. Il est donc & attendre que I’épaisseur e de ce dernier devienne bien
supérieure a celle obtenue avec des cadres de rayon R > R.;. Ce fait se devine

d’ailleurs en observant attentivement les vidéos expérimentales. De fait, la célérité

6. Nous verrons plus loin que I'épaisseur varie effectivement assez vite sur les échelles de temps
considérées sur la figure 7.26.
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pertinente est maintenant celle fournie par I’équation 7.34, sans la prise en compte
de l'entrainement de l'air. En développant les calculs comme ci-dessus, la période
d’oscillation peut dans ce cas s’écrire :

T =2.6R, /%. (7.40)

En supposant le film plan homogéne en épaisseur, la conservation du volume de
liquide impose que ce qu'il y avait dans le ménisque, de volume typique x=3, se
retrouve dans le film plan, de volume typique eR?, soit :

l€_3

Notons que la dépendance de ’épaisseur e avec le rayon R est simplement indicative
du taux de variation de e, sa variation réelle étant certainement plus compliquée.
Pour un cadre de rayon R suffisamment petit, on imagine mal un film liquide plus
épais que le millimétre! Il est alors raisonnable de penser que de nouveaux effets
puissent rentrer en ligne de compte (épaisseur finie du cadre, forces de van der
Waals), permettant de contrecarrer cette apparente divergence. En revenant a la
période d’oscillation et en passant R sous le racine, il vient finalement :

-3 i
T~ |2 ~<l5) . (7.42)
Y Py

Nous retrouvons ici le temps de pincement d’une demi-caténoide symétrique invis-
cide, dans le régime des petits cadres. Ce temps est indépendant de R, et son ordre de
grandeur, 7" ~ 13 ms, est en bon accord avec le plateau mesuré expérimentalement :
T ~ 20 ms.

Cas visqueux Dans le cas visqueux, nous remarquons expérimentalement que la
disparition des oscillations est corrélée a I'apparition d’une fine colonne liquide vis-
queuse décrite plus haut. Nous avons montré, dans ’analyse des temps de pincement,
que la présence de cette colonne liquide engendrait une grande dissipation, lorsque
R < R.,. Il est donc logique que toute l'énergie libérée au cours du pincement ne
soit plus transférée dans les oscillations du film mais dissipée entiérement dans la
colonne liquide, conduisant a la disparition des oscillations.

4.1.4 Transition entre les deux régimes

Cas inviscide La taille critique de transition R, est obtenue en équilibrant direc-
tement les expressions de la période T' dans les régimes des petits et grands cadres,
correspondant finalement a une équipartition des inerties de l'air et du liquide dans
I’expression générale de la célérité. Il vient, comme pour 'analyse du temps de pin-
cement : )
(pz ) H
R.~|— | k" ~ R, (7.43)
pa

Ce critére peut également étre obtenu en reconsidérant le seuil R, donné par 1’équa-
tion 7.39, R. ~ pie/pa, puis en s’abstrayant de I’épaisseur e via la relation de conser-
vation de volume du ménisque (Eq. 7.41) écrite au seuil : e ~ K73/ R.2.
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Cas visqueux [L’apparition d’une colonne visqueuse intervient lorsque R devient
inférieur & la valeur critique expérimentale R, relevée sur la figure 7.7. R, est
également de I'ordre de grandeur du centimétre.

4.1.5 Période d’oscillation en régime dynamique : résultats expérimen-
taux

Etudions maintenant I'influence de la vitesse d’ascension du cadre sur la période
d’oscillation du film. La figure 7.27 présente quatre jeux de données expérimentales
mesurées pour différentes valeurs de R. Décrivons l'allure des résultats obtenus.

— A faible vitesse, toutes les séries comportent un plateau, raccordant au régime

quasi-statique décrit auparavant.

— Au-dela d’une certaine vitesse critique v, dépendant de R, la période est une
fonction croissante de la vitesse sur une gamme assez large. La transition est
plus difficilement décelable sur la série de plus grand rayon R = 3 cm dans la
gamme de vitesse sondée expérimentalement.

Tentons d’analyser ces résultats dans la suite, en découplant le cas des grands cadres
et des petits cadres. Il semble en effet que v, soit successivement une fonction dé-
croissante de R aux petits cadres, puis une fonction croissante de R pour les grands
cadres.

0‘1 T T T
ol
¥ .
64
5
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« &
SN— sl
& v
O 01 1 1 1 1 L1 11 I 1 1 1 1 L1 11 I . R:0-5Cm petits Cadres
: 2 3 4 5 6 789 2 3 4 5 6789 2 3 4
1 10 100

FIGURE 7.27: Période d’oscillation en fonction de v : chaque série correspond & une
valeur de R fixée. Les droites en traits pleins servent de guide pour les yeux afin de
mieux distinguer les deux régimes. La courbe en traits pointillés souligne le caractére
non monotone de la vitesse critique v, séparant ces deux régimes en fonction de R.
Toutes les séries ont été effectuées avec la solution d’eau savonneuse. A droite du
graphe, la photographie montre I’éjection de gouttelettes hors du film aux vitesses
élevées.

4.1.6 Grands cadres : R > R,

Pour les grands cadres, nous avons montré que l'inertie du liquide entrainé ne
jouait que peu de role devant l'inertie de I’air. Mais on peut s’attendre a ce que ’ap-
plication d’une vitesse d’ascension au cadre puisse lui permettre d’emporter plus
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FIGURE 7.28: Schéma représentant le film liquide d’épaisseur e entrainé par le cadre.

de liquide, et ainsi inverser cette tendance. Bien que la géométrie soit différente
(Fig. 7.28), cette expérience comporte quelques similarités avec le probléme classique
de Landau-Levich-Derjaguin {100, 166], pour lequel une plaque verticale est retirée
d’un bain liquide & vitesse constante. Ce probléme, possédant par ailleurs de nom-
breuses applications industrielles (procédés d’enduction), s’intéresse a I’épaisseur du
film liquide laissé sur la plaque extraite du bain; redérivons-en les principaux ré-
sultats. En notant respectivement p et u les champs de pression et de vitesse dans
le film, I’équation de Navier-Stokes, écrite dans ’approximation de lubrification et
projetée selon les axes (Oz) et (Ox) définis sur la figure 7.28, fournit les relations
suivantes 7 :

Op 0%u
9, Mg (7.44)
ggzo. (7.45)

Nous avons pris la liberté de négliger la gravité dans ’équation 7.44, cette hy-
pothése sera vérifiée a posteriori. D’apres I'équation 7.45, p ne dépend que de z.
L’équilibre des contraintes normales a l'interface air/liquide est dicté par la loi de
Young-Laplace :

- O 7.46)

p(z) =p0— 155 (7.

Une troisiéme relation impose la continuité de la courbure entre les ménisques sta-
tique et dynamique. En valeur absolue, celle-ci vaut respectivement s et 9%e/0z>
dans les deux cas. En notant ¢ la hauteur typique du ménisque dynamique, et en
raisonnant en ordres de grandeur, il vient alors :

{~Ver L (7.47)

En tirant parti de ce résultat, les échelles de longueur varient donc comme e selon
la direction x, et comme vex~! selon la direction z. La projection de I’équation de
Navier-Stokes selon (Oz) se réécrit alors en ordre de grandeur comme :

€ v
Vs~ Mg (7.48)

7. Nous négligeons dans ce probléme tout effet d’élasticité élongationnelle due & la variation
de tension de surface. En d’autres termes, nous supposons 'incompressibilité de 1’écoulement des
surfactants a l'interface liquide/air.

4. FORMATION D’UN FILM PLAN SUR LE CADRE 191



CHAPITRE 7. ETUDE DYNAMIQUE D’UNE DEMI-CATENOIDE SYMETRIQUE
EN MONTEE

2

e~ K 1C3, (7.49)

avec C = mu/v le nombre capillaire, comparant les effets visqueux et capillaires.
Ce résultat est également connu sous le nom de loi de Frankel [167] pour les films
de savon. Fort de cette relation, la condition de validité de I’hypothése de gravité
négligeable se réécrit comme :

(%
PLY <y (7.50)

Ck 1. (7.51)

Dans la gamme des vitesses explorées (v=10"*—1 m.s™!), cette condition est aisé-
ment réalisée dans nos expériences. Nous supposons donc que I’épaisseur du film
entrainé par le cadre dans notre expérience suit une loi de ce type. De fait, en injec-
tant cette forme dans la comparaison des inerties de I'air et du liquide, il est possible
de tirer une estimation de v. par la relation suivante :

—1 { Ve 2/3
oLk S ~ paR, (7.52)
3
o2
Ve~ L ( P _1) . (7.53)
e\ Pk

Cette vitesse critique est du bon ordre de grandeur en comparaison avec I’expérience :
en exploitant par exemple la série de rayon R = 1.4 cm, les valeurs expérimentales
et prédites sont respectivement de I'ordre de 20 mm.s™! et 30 mm.s~!. En se pla-
cant ainsi a une vitesse supérieure a cette vitesse critique, l'inertie liquide devient
prépondérante, se traduisant a 1’aide des équations 7.37 et 7.49 par une expression
de la période T sous la forme :

1
2,—1 3
T~ /M%(%) . (7.54)

Le comportement en loi de puissance 1/3 avec la vitesse, observé sur la figure 7.27,
est donc en accord avec ces arguments empruntés au probléme de Landau-Levich-
Derjaguin. L’expérience montre par ailleurs que la période rediminue et donc dévie
de la tendance prédite pour des vitesses typiquement supérieures & 100 mm.s~t. Ce
fait est corrélé a I’éjection de gouttes liquides hors du film de savon dans cette gamme
de vitesse. Par conséquent, I'épaisseur du film est amenée & diminuer, induisant une
diminution de la période T' d’oscillation, conformément & 1’équation 7.37. La taille
de ces gouttes étant typiquement donnée par la longueur capillaire, celles-ci sont
amenées a s’extraire du film lorsque leur énergie cinétique p;x~3v? leur permet de
gagner une énergie de surface de Pordre de yx~2, soit v ~ (yg/ pl)i ~ U, en accord
avec l'ordre de grandeur relevé expérimentalement sur la figure 7.27. La série de plus
grand rayon présentée sur la figure 7.27 est justement caractérisée par une équiva-
lence des deux vitesses critiques discutées dans cette partie. De fait, la transition
attendue par les équations 7.53 et 7.54 est « noyée » par cette équivalence. Cet effet
rend difficile la mesure de la dépendance de v. avec R prédite par ’équation 7.53.
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4.1.7 Petits cadres : R < R,

Le cas des petits cadres est 1égérement différent, puisque I'inertie de ’air peut de
toute fagon étre négligée. En régime dynamique, I'expérience montre que le liquide
tend a s’accumuler dans un bourrelet central formé au cours du mécanisme de pin-
cement. Alors que ce bourrelet ne semble pas jouer de role prépondérant pour les
grands cadres, celui-ci concentre une majeure partie du volume liquide emporté pour
les petits cadres, sa taille fixe donc a priori la période d’oscillation du film. D’aprés
I’analyse de Landau-Levich-Derjaguin, le volume emporté par la colonne liquide est
de lordre de 3 ~ k~3C, la taille du bourrelet est donc fixée par ¢ ~ k~'C3. En
remplacant 'épaisseur e par cette longueur typique dans I’équation 7.40, il vient,
pour l'expression de la période :

R2 —1 %
TN”&7¢_C§)' (7.55)

La loi de puissance 1/6 semble en assez bon accord avec la série expérimentale de
rayon R=0.5 cm. L’expression de la vitesse critique s’obtient en équilibrant I’expres-
sion des périodes en régime quasi-statique et dynamique :

-3 RQ —1 %
PIR - PR (mvc) ’ (7.56)
Y Y Y
6

1
%N%(%J. (7.57)

Cette vitesse critique est a présent une fonction décroissant trés rapidement avec R,
son ordre de grandeur est assez bien vérifié expérimentalement : pour R = 0.5 cm,
les valeurs prédite et expérimentale valent respectivement 18 mm.s™! et 30 mm.s™!.
Il convient toutefois de nuancer ce raisonnement, au vu des hypothéses faites. Par
ailleurs, du fait de l'intervention d'une seconde vitesse caractéristique v.; dans ce
mécanisme, il est compliqué de réaliser une étude expérimentale quantitative de v,

en fonction de R.

4.1.8 Transition entre les deux régimes

La taille de coupure R. peut se retrouver en équilibrant les expressions de la
vitesse critique v. obtenues pour les petits et les grands cadres. Nous obtenons
-1 ) -
R. ~ (pi/pa)sk~", de lordre de 6 mm, en accord avec les expériences.

4.1.9 Temps d’amortissement : résultats expérimentaux

Maintenant que nous avons décrit la période 1" des oscillations, tentons de quan-
tifier leur amortissement. De la figure 7.23, il est possible de tirer, aprés soustraction
du mouvement uniforme ascendant a la vitesse v, le profil temporel des oscillations
du film. La figure 7.29 illustre un graphe expérimental typique représentant ces oscil-
lations amorties, pour la solution d’eau savonneuse et le PDMS. De prime abord, la
superposition des séries associées aux cas inviscide et visqueux montre que I’amortis-
sement ne semble pas dépendre de la viscosité du liquide utilisé, ce qui peut paraitre
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surprenant. Il n’en est finalement rien, puisque nous avons vu que les oscillations
du film correspondent au mode antisymétrique, pour lequel les interfaces vibrent en
phase. Ce mode n’induit donc pas de dissipation dans le film, et de fait ne dépend
pas de sa viscosité. L’amortissement est finalement da a la friction de I’air entou-
rant le film. Afin de sonder cet amortissement, I’ajustement opéré sur la figure 7.29
correspond & une sinusoide amortie, dont les enveloppes supérieure et inférieure (en
pointillés) sont des exponentielles convergentes symétriques I'une de 'autre et ten-
dant vers zéro. Leur temps caractéristique commun, noté 7,4, donne une information
sur la dissipation des oscillations. La figure 7.30 présente les résultats expérimentaux
obtenus en fonction du rayon R du cadre pour la solution savonneuse, nous obser-
vons une décroissance du temps d’amortissement dans le régime des petits cadres,
et une croissance dans le régime des grands cadres.

157 T T T

10 "R PDMS,n=6.4Pa.s.| _|
® cau+Fairy

z (mm)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 7.29: Suivi temporel z(t) des oscillations amorties du film plan. Chaque
couleur correspond a une solution donnée, les deux séries expérimentales ont été
mesurées avec un cadre de rayon R = 3 cm> R,.

En reconsidérant des arguments physiques utilisés auparavant, évaluons le nombre
de Reynolds Re dans la couche d’air entrainée par les oscillations du film :

R
Re =" n“ . (7.58)

Avec v ~ R/T et T ~ \/p,R3/7, il vient, en prenant R ~ 5 cm :

VPR

Na

Re ~ ~ 2000. (7.59)

Le nombre de Reynolds étant suffisamment élevé, écrivons la friction de I'air sous la
forme p, R?v?, avec maintenant v ~ R/7;. En équilibrant 1'énergie élastique du film
et I’énergie associée a la dissipation de l'air, il vient :

paR*
Y 2 y

YR? (7.60)

Td
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FIGURE 7.30: (a) Evolution du temps d’amortissement 74 en fonction de R. Ces
mesures ont été effectuées avec la solution savonneuse. (b) Rapport entre le temps
d’amortissement et la période d’oscillation T" en fonction de R.

3
SN Zi (7.61)
v

C’est a nouveau ce temps inertio-capillaire de I'air qui émerge naturellement. La ten-
dance de pente 3/2 est en assez bon accord avec les résultats expérimentaux pour
les grands cadres. Ainsi, le fait d’avoir un rapport 74/7T ne dépendant pas de R de
fagon notable pour les grands cadres (Fig. 7.30) confirme l'observation expérimen-
tale selon laquelle chaque suivi temporel exhibe un nombre équivalent de périodes,
de T'ordre de la dizaine, indépendamment de la taille du cadre choisie. Les écarts
peuvent étre attribués, une fois de plus, a la facon de mesurer ’amortissement : le
fait que la dissipation soit une fonction non linéaire de la vitesse [168, 164| rentre
a priori en contradiction avec le choix d’ajuster les courbes par un régime pseudo-
périodique valable en régime linéaire. Le cas des petits cadres semble faire apparaitre
une dissipation d’une autre nature. Comme suggéré dans la littérature [164], Iordre
de grandeur de R pour les petits cadres est compatible avec I’émergence d’un pro-
cessus de dissipation visqueuse supplémentaire dans le film de savon.

Essayons de décrire cet amortissement de facon plus approfondie. Nous allons consi-
dérer le film plan comme 'analogue d’un oscillateur harmonique amorti de fagon non
linéaire, appliquons-lui le principe fondamental de la dynamique en calculant chacun
des termes de facon empirique.
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— La tension de surface agit comme une force de rappel sur le film de savon.
Celui-ci est de surface 7 R? lorsque z = 0 (film plan). Lorsque z # 0, ce dernier
est supposé adopter la forme d’une calotte sphérique dont le rayon de courbure
p vérifie, d’apres le théoréme de Pythagore :

PP =(p—2)?+ R (7.62)
p= % (R?Q + z) : (7.63)
La surface de la calotte s’exprime comme :
S =2mpz, (7.64)
soit, en utilisant 1’équation 7.63 :
S =n(R*+ 2%). (7.65)

La surface est quadratique avec la déflection centrale z du film, donc ’énergie
de surface 275 également. Par dérivation, ceci fournit une force de rappel
élastique typique de ~z.

— Pour les grands cadres, la force de frottement est principalement donnée par la
friction de I’air. Celle-ci s’exerce dans la couche limite d’air entrainé, d’épais-

seur 0 telle que :
§ ~ V. R/|Z|, (7.66)

avec v, = 74/pa la viscosité cinématique de l'air. Le cisaillement visqueux
varie donc comme 1,[2]/6 ~ \/Napa|Z|?/ R, la force associée est de l'ordre de
\/ panaR3|z'|% [168, 164]. Nous nous plagons ici en régime quasi-statique afin de
pouvoir négliger la vitesse d’ascension v du cadre devant la vitesse d’oscillation
du film.

— Le terme inertiel de ce processus comporte, d’aprés précédemment, une com-
posante pour le liquide, de volume typique eR?, et une composante pour l'air
entrainé, de volume typique R?. Ce dernier terme s’écrit donc (p, R* + pje R?)Z.

Ainsi, la déformation z du film doit satisfaire a une équation différentielle non linéaire
d’ordre 2 dans le temps, celle-ci s’écrivant en ordre de grandeur :

(paR? + peRY)E + \/panal3|3|? + 72 = 0. (7.67)

En adimensionnant a l'aide des échelles naturelles d’espace R et de temps T' =
V (paR3 + preR?) /7, cette équation différentielle s’exprime & présent comme :

Z+AZ|P+ Z =0, (7.68)
avec Z = z/R, et A un paramétre d’amortissement sans dimension s’écrivant :

1
1
2

A:

(17 25 (7.69)

Du fait de son caractére non linéaire, intégrons I’équation différentielle 7.68 numéri-
quement. En reprenant la valeur R = 3 cm associée au graphe de la figure 7.29, nous
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obtenons A ~ 0.025 < 1. Ainsi, le terme d’amortissement est négligeable devant
les autres termes, la résolution numérique arborant de fait un trés grand nombre
d’oscillations. En prenant pour conditions initiales Z = 1, Z = 0, et en considérant
que t = 7,4 lorsque 'amplitude est réduite de moitié, nous obtenons 74 ~ 2.4 - 10*T,
alors que l'expérience donnait plutot 7, ~ 107! II semble donc que cette modé-
lisation soit insuffisante pour décrire I’amortissement des oscillations subies par le
film. Nous pouvons supposer 'existence d’une autre source de dissipation dans des
transferts d’énergie entre les différents modes d’oscillation du film.

4.2 Amincissement du film aux temps longs

Nous suivons & présent la dynamique d’amincissement du film au cours du temps.
Par analogie avec le probléeme classique de Landau-Levich-Derjaguin, nous nous
intéressons ici a déterminer la quantité de liquide emportée par le cadre au cours de
sa remontée du bain, et comment cette quantité draine dans le temps. Du fait de
la surprenante stabilité des films réalisées avec une solution suffisamment visqueuse
(certains films peuvent tenir plus de 24 heures), nous nous intéressons ici au cas
inviscide. Nous détaillons dans la suite deux tentatives de modélisation permettant
de décrire la diminution de I’épaisseur e du film en fonction du temps.

4.2.1 1° cause d’amincissement : drainage capillaire

Supposons dans toute cette partie que I’épaisseur e du film est homogéne sur
tout le cadre. Le ménisque situé sur le pourtour du cadre est, de par sa courbure,
le siége d'une dépression d’apreés la loi de Young-Laplace. Ainsi, le gradient de pres-
sion résultant induit un écoulement radial dans le film, contribuant & diminuer son
épaisseur [169, 170]. Ecrivons donc le champ de vitesse associé & cet écoulement sous
la forme :

U = u,(r, 2)u. (7.70)
L’équation de Stokes appliquée dans le film et projetée selon wu,. s’écrit :

op 0*u,

— == 7.71

o "p2 (7.71)

en ayant légitimement négligé le terme 7;0%u, /Or?, du fait des ordres de grandeur
en présence : e < R. L’intégration de cette équation conduit au profil parabolique

de Poiseuille : L 6 )
_ (9 2_ &
up(r, z) = o ((%) (z 4> + U(r), (7.72)

en ayant supposé l'existence d'une éventuelle vitesse de glissement sur les parois du
film : u,(r,£e/2) = U(r). Le débit par unité de ligne se calcule comme :

e/2 3

q(r) = / ur(r, ) dz = _%m <%) +U(r)e. (7.73)

—e/2

La conservation du volume implique que la déplétion, pendant un court instant
dt, d’'un volume liquide dV due a cet écoulement radial soit reliée a la variation
d’épaisseur de du film par la relation :

dV = 27rq(r)dt = —mride, (7.74)
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FIGURE 7.31: Schéma illustrant les gradients de pression en présence, selon deux
scénarios, (b) et (c), différents. Ces derniers conduisent néanmoins au méme com-
portement général.

soit :

LS @) o

Intégrons cette relation afin de faire disparaitre le gradient de pression :

: 0
—dr =p(0) — p(R) = —%1# + %/ U(r')dr'. (7.76)
R

Or, p(0) = po et p(R) = po — ~y/r;, ou r; correspond au rayon de courbure du mé-
nisque (Fig. 7.31 (b)). Nous avons ici négligé d’éventuels effets de pression de disjonc-
tion®. En supposant pour simplifier I'interface infiniment rigide, soit une élasticité
de surface nulle : U(r) = 0 (le cas U # 0 est beaucoup plus complexe a résoudre),
I’épaisseur e est solution de ’équation différentielle suivante :

3
. ve

soit, en intégrant par séparation des variables :
de v

e3  3nriR?

1 1 27t

—- = — 7.79
e? 02 R 3mr; B2’ ( )

A (7.78)

ou ey = e(t =0).

4.2.2 Comparaison avec ’expérience

Il reste a expliciter la valeur prise pour le rayon de courbure r; du ménisque
responsable du drainage, et comprendre de quoi il dépend. Afin de répondre a ces

8. Cette hypothése est raisonnable tant que le film est suffisamment épais, typiquement
€>100 nm. Nous verrons que ce critére est bien vérifié expérimentalement, le film de savon éclatant
bien avant d’atteindre une telle épaisseur.
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FIGURE 7.32: (a) [llustration de la différence de marche acquise entre les deux rayons.
(b) Spectre cannelé. Les pics associés aux interférences constructives ne sont pas
tous de méme intensité, du fait du profil spectral non plat de la source. Notons
également que les positions A\, ne sont pas réguliérement réparties, de par la nature
homographique de la relation 7.81.

questions, nous avons mesuré ’épaisseur du film de savon au cours du temps par
interférométrie en utilisant un spectromeétre (Avantes). En utilisant une source po-
lychromatique, ’analyse de la lumiére en réflexion du film de savon conduit a ’ob-
tention d’un spectre cannelé (Fig. 7.32), dont les longueurs d’onde A\ associées aux
maxima d’intensité correspondent a des différences de marche induisant des interfé-
rences constructives. Puisque le rayon lumineux arrive en incidence normale au film,
la condition d’interférence constructive s’écrit :

A
2ne + 7‘7 = kA, (7.80)

ou le terme A /2 provient du déphasage supplémentaire 7 associé au rayon réfléchi
a l'interface air/liquide. Il vient alors :

ok (7.81)
A 2ne  4ne
avec n ~ 1.33 l'indice de réfraction du liquide et k& D'entier associé a la longueur
d’onde \;. L’épaisseur peut donc étre déduite d’une simple régression affine sur le
graphe 1/, = f(k). Nous avons par ailleurs vérifi¢ la reproductibilité de 'expé-
rience avec cette méthode de mesure.

La figure 7.33 montre les résultats de plusieurs séries expérimentales, pour un cadre
de taille R fixée et différentes vitesses v d’ascension. Bien que chaque série semble
dévier d’une tendance affine aux temps suffisamment longs (ce point est discuté
dans la partie suivante), il est possible d’ajuster raisonnablement chaque série par
une droite aux premiers instants, et de retrancher ensuite 'ordonnée a 'origine 1/eq?
tirée de l'ajustement de la quantité 1/e? en fonction de ¢. Pour un méme rayon de
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cadre, la pente de ces droites est une fonction décroissante de la vitesse. Au vu de
I’équation 7.79, cela semble indiquer que r; est une fonction croissante de la vitesse :
d’emblée, ce constat exclut de choisir pour r; I’échelle typique d’'un ménisque sta-
tique donnée par k!, puisque cette taille ne dépend pas de la vitesse. Il est possible
d’interpréter ce résultat en reconsidérant le probléeme de Landau-Levich-Derjaguin.
Celui-ci fournit une prédiction sur I’épaisseur du film, exploitée précédemmment,
mais également sur la taille typique du ménisque dynamique ¢ ~ £~1C 3 (Eq. 7.47,
Eq. 7.49). En appliquant les mémes équations de ce modéle au niveau du cadre, dont
I’épaisseur est de l'ordre de la longueur capillaire, il est donc attendu que r; ~ /¢
soit la taille pertinente intervenant dans le gradient de pression capillaire moteur du
processus. Ainsi, en prenant pour r; cette taille typique ¢ fournie par le probléme de
Landau-Levich-Derjaguin, la pente m des courbes 1/e? = f(t) mesurée aux temps
courts de 'amincissement est censée décroitre avec la vitesse, en loi de puissance

-1/3:

g mu =

Testons cette prédiction en faisant tout d’abord varier la vitesse & R=7 mm fixé.
La tendance prédite, ainsi que le préfacteur associé sont en treés bon accord avec les
résultats expérimentaux présentés sur la figure 7.34 (a) : la loi de puissance tracée a
pour équation m ~ 1.1- 1072073, alors que Péquation 7.82 prédit p ~ 1.0 - 10~2v75.
Analysons maintenant la dépendance de m avec le rayon R, pour une vitesse fixée
v =5mm.s™!. La figure 7.34 (b) démontre un accord satisfaisant, avec un préfacteur
de 'ordre de 2 en comparaison avec I’équation 7.82. Notons quand méme la relative
dispersion des résultats présentés, provenant en particulier de la méthode d’ajuste-
ment affine aux temps courts, assez sensible au choix de l'intervalle temporel sur
lequel cet ajustement est effectué. Nous pouvons également supposer que de faibles
effets de drainage gravitaire puissent rentrer en ligne de compte, les cadres n’étant
pas parfaitement plans et horizontaux. Enfin, les mesures semblent faire apparaitre
un plateau aux petits cadres : cet effet de saturation peut éventuellement étre at-
tribué, d’apres précédemment, & la nature du mécanisme de pincement, différente
selon que R soit supérieur ou inférieur a R, ;.

On pourrait également reconsidérer 1'idée selon laquelle le processus de pincement
ait pour conséquence de créer localement un surplus de liquide au centre du film
plan. En supposant a nouveau que ce bourrelet s’établisse sur la taille caractéris-
tique ¢, le gradient de pression en serait magnifié, comme le montre la figure 7.31
(c) : on peut alors imaginer que cet effet puisse justifier le préfacteur expérimental,
tiré de la figure 7.34 (b), un peu plus élevé que celui attendu par I’équation 7.82.
En guise de corrélation supplémentaire, la figure 7.34 (c) représente I’évolution de
I’épaisseur au centre du cadre de rayon R = 7 mm fixé, mesurée a t = 4 s apreés
le pincement afin de s’affranchir au maximum du drainage du film, en fonction de
la vitesse. Le graphe fait apparaitre une loi de puissance 1/3, et non 2/3 comme
le voudrait la loi de Frankel. Ceci pourrait corroborer ce dernier scénario, puisque
{ ~ k~1C5. Comme la présence de ce bourrelet central se traduit seulement par la
prise en compte d'un facteur multiplicatif supplémentaire dans ’analyse, et de fait
ne change rien a 'interprétation physique du drainage, nous 'occultons dans la suite
de cette étude.
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FIGURE 7.33: Amincissement du film : évolution de 1/e* — 1/ey? en fonction du
temps. Chaque jeu de symboles correspond a une vitesse fixée. Toutes les séries de
mesures ont été réalisées avec un cadre de rayon R = 7 mm. Aux temps courts,
les droites en pointillés illustrent les tendances linéaires permettant d’ajuster les
résultats expérimentaux selon ’équation 7.79.
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FIGURE 7.34: (a) Pente expérimentale des courbes de la figure 7.33 mesurée aux
premiers instants en fonction de v, & R=7 mm fixé. (b) Pente mesurée aux premiers
instants en fonction de R, & v=5 mm.s~! fixée. (c) Variation de I'épaisseur mesurée
au centre du film a l'instant t = 4 s en fonction de v, & R=7 mm fixé.

La déviation observée aux temps longs suggére que 'amincissement du film s’ef-
fectue plus vite que ne le prévoit ce premier mécanisme de drainage capillaire. Nous
proposons dans la suite de prendre en compte I’évaporation du film, cause possible
de l'accélération du processus d’amincissement aux temps longs de la dynamique.
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4.2.3 27de cause d’amincissement : évaporation

Afin de tenir compte de I’évaporation, reprenons le bilan de matiére décrit par
I'équation 7.74, en supposant qu'’il se soit évaporé, pendant d¢, un volume 27r2.Jdt,
ou J correspond a la vitesse d’évaporation du liquide dans I’air, et le facteur 2 tient
compte des deux faces du film. [’équation 7.74 devient donc :

217 (q(r) 4+ rJ)dt = —7rride, (7.83)
de e (Op
— = [ =) =2 .84
dt  6nr (8r> % (7.84)

en supposant a nouveau des interfaces rigides, soit une vitesse nulle sur les parois
du film. En suivant une démarche analogue a la partie précédente, nous pouvons
réécrire cette équation sous la forme :

de el
— == 2J 7.85
dt (37717“i32 - ) ’ ( )

ol le terme supplémentaire d’évaporation décuple effectivement le processus de di-
minution de I’épaisseur e au cours du temps. En-de¢ca d’une certaine épaisseur, le
terme d’évaporation devient prépondérant devant le terme de drainage capillaire. En
laissant ce dernier de coté dans la limite des films fins, la résolution est immédiate
et conduit a une diminution affine de ’épaisseur en fonction du temps :

e =ey—2Jt, (7.86)

ol ey = e(t = 0). Ainsi, au-deld d’un certain temps, la diminution de I’épaisseur se
produit & vitesse constante 2.J, cette vitesse étant notamment indépendante de R et
de v.

4.2.4 Comparaison avec ’expérience

La figure 7.35 montre & nouveau les résultats expérimentaux de la figure 7.33,
mais sous la forme e = f(¢). Au bout d’un certain temps, chaque série fait appa-
raitre une dépendance affine de ’épaisseur avec le temps. Par ailleurs, les droites
interpolant ces résultats aux temps suffisamment longs semblent grossiérement pa-
ralléles entre elles, démontrant que la vitesse d’évaporation est, conformément a
I’analyse précédente, indépendante de v. Cette vitesse d’évaporation est de I'ordre
de 2-1072 pm.s™!, ou de facon équivalente 2 mm.jour—! : ordre de grandeur ob-
tenu correspond en effet & ce que 'on pourrait attendre en laissant un verre d’eau
s’évaporer au cours du temps a l'air libre. Bien entendu, nous oublions ici tout effet
de température, d’humidité ou de présence de surfactants sur la valeur de J, mais
son estimation, ainsi que la dépendance affine de e avec t semblent en bon accord
avec les arguments simples décrits auparavant.

4.2.5 Prise en compte des deux mécanismes d’amincissement

En conservant a présent les deux contributions responsables de I’amincissement
du film, établissons une version adimensionnée de I’équation 7.85 :

de v
PR (e* + %), (7.87)
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FIGURE 7.35: Evolution de I’épaisseur en fonction du temps. Chaque jeu de symboles
correspond a une vitesse fixée. Toutes les séries ont été mesurées avec un cadre de
rayon R =7 mm. Aux temps longs, chaque série semble se comporter selon une loi
affine du temps, dont la pente ne dépend pas de v de facon notable.

avec 8 = (6mr;R2.J/v)3. En posant ensuite 7 = 3,73 R2/(v2), il vient :
Bde  dt

S 7.88
e3 + ﬁ?) T ) ( )
soit, avec 'adimensionnement par les quantités £ =e/3, T =1t/7 :
dE
— = —dT. :
E3+1 (7.89)

En vue d’intégrer par séparation des variables E et T', il est nécessaire de décomposer
le terme de gauche en poles. On peut montrer que :

I 1 I S 2-F (7.90)
E3+1 (E4+1)(E2—-E+1) 3(E+1) 3(E2-E+1) ‘

Le premier terme va faire émerger un logarithme, alors que le second terme va faire
émerger une composée d'une arctangente et d’'un logarithme :

P 1/2 - 2(E - 1/2)/6 T
/EO (3(E+1) * (E—1/2)2+3/4 )dEZ—/O dr, (7.91)

= [T]5.  (7.92)

E

In(E+1) arctan((2E —1)/v/3) In((E —1/2)? 4+ 3/4)
5 V3 a 6

Ce résultat peut donc s’exprimer sous la forme 7' = f(F) suivante :

L ((E —1/2)2+3/4 (B + 1)2> arctan *%=1 — arctan 25;.

—In
6 (Eo—1/2)2+3/4 (E+1)? V3
En dépit du caractére plutdt opaque de cette solution, retenons que S, défini plus

haut, joue le role d’une épaisseur critique séparant les deux régimes d’amincissement
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du film identifiés ci-dessus. Nous 'estimons en reprenant les valeurs extraites des
données expérimentales présentées sur les figures 7.33 et 7.35. L’estimation obtenue,
B ~ 2—3 pum, est en accord raisonnable avec les résultats expérimentaux. Il est a
noter que cette taille est relativement insensible & la vitesse v, puisqu’elle n’intervient
qu’a la puissance 1/9 par le biais du terme ri%.

5 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre les différents processus dynamiques mis en jeu
dans I'effondrement d'une demi-caténoide symétrique. En contraste avec I’approche
analytique quasi-statique menée dans le chapitre précédent, nous avons ici tenté
d’identifier les échelles de taille, de vitesse, de viscosité et d’épaisseur pertinentes
dans ce probléme a partir d’arguments simples tirés de lois d’échelle. En omettant
intentionnellement les éventuels préfacteurs numériques de 'ordre de 'unité, les
comportements observés sont en accord satisfaisant avec I’analyse développée.

Pour aller plus loin dans ces aspects dynamiques de création d’interface, nous avons
également tenté de « renverser » ’expérience : en repartant de 'anneau sur lequel
s’appuie un film plan suite au pincement de la caténoide, il est possible de lui im-
poser une vitesse de descente jusqu’a son immersion totale dans le bain liquide. Ce
procédé conduit éventuellement & la formation d’une nouvelle bulle interfaciale a
partir du film plan tendu sur le cadre. Nous en présentons les résultats et proposons
une modélisation dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Formation d’une bulle interfaciale
par immersion d’un film plan dans
un bain liquide

Afin de prolonger ’étude effectuée dans le chapitre précédent, nous nous intéressons
ici a la formation d’une bulle interfaciale au cours de I'immersion d’un film plan,
tendu sur un cadre circulaire, dans un bain liquide (Fig. 8.1). Ce travail comporte
certaines similarités avec d’autres modes de piégeage d’air, lors de I'impact d’une
goutte de pluie sur 'océan [171] ou d’une gouttelette sur une surface solide [172, 173]
accompagné de I’éventuelle apparition d’un phénomene de splash [174, 175, 176, 177,
178], ou encore au cours de la plongée d’un jet visqueux [179, 180] ou d’'une lame
solide [181] dans un liquide visqueux. Le caractére déformable du film liquide, a
lorigine de la formation d’une bulle interfaciale dans notre étude, a également fait
I'objet de travaux a de plus petites échelles par 1'utilisation de la microscopie a
force atomique [182, 183, 184]. Souvent recherchée, la formation d’une bulle peut
également parfois devenir génante, dans l'industrie comme dans la vie quotidienne
lors de la pose d’une lentille de contact sur I'eeil par exemple. Nous étudions le
probléme expérimentalement et proposons deux mécanismes tentant de rationaliser
nos observations. Nous montrons que ces deux mécanismes sont complémentaires et
établissons un critére permettant de prédire la prédominance de I'un ou l'autre de
ces régimes en fonction des parameétres pertinents du probléme.
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L

--
—_—

L t

F1GURE 8.1: Photos expérimentales illustrant la formation d’une bulle interfaciale de
rayon R, au cours de 'immersion d’un film plan dans un bain liquide, parallélement
a sa surface. Cette expérience a été effectuée avec un cadre de rayon R=2.7 cm
soumis & une vitesse de descente v=1.5 cm.s™!, et une solution de PDMS de viscosité
dynamique 6.4 Pa.s.

1 Analyse dimensionnelle préliminaire
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FIGURE 8.2: Evolution de la taille R, de la bulle créée, normalisée par le rayon R
du cadre, en fonction de la vitesse v, avec R=5.1 cm et la solution d’eau savonneuse
décrite dans le chapitre précédent. Deux régimes différents se distinguent selon la
valeur de v, avec une vitesse critique de transition v, de 'ordre de 200 mm.s*.
Nous allons supposer que ce phénomeéne ne dépend pas de la viscosité du liquide,
mais plutot des caractéristiques liées a l'air emprisonné : sa masse volumique p,, sa
viscosité dynamique 7,, ainsi que la tension de surface air/liquide 7. Comme dans le
chapitre précédent, notons respectivement R et R, les rayons du cadre et de la bulle
interfaciale formée; v désigne a présent la vitesse de descente du cadre. A partir
des six quantités pertinentes du probléme (Ry, R, v,7, pa,7a), nOus pouvons donc
écrire, d’aprés le théoréme de Vaschy-Buckingham, trois nombres adimensionnés :
choisissons par exemple le rapport R,/R, le nombre de Weber We=p,v>R/~ et le
nombre capillaire C=n,v/7v. De fait, la relation recherchée R, = f(R,v,%, pa;Na)
peut se réécrire comme R,/R = F(We,C), ou la présence de deux groupements
adimensionnels en arguments de la fonction inconnue F' laisse présager l'existence
de deux régimes différents : inertio-capillaire (We) pour 'un, visco-capillaire (C)

206 1. ANALYSE DIMENSIONNELLE PRELIMINAIRE



CHAPITRE 8. FORMATION D’UNE BULLE INTERFACIALE PAR IMMERSION
D’UN FILM PLAN DANS UN BAIN LIQUIDE

pour 'autre. Cette analyse semble en accord avec le jeu de données expérimentales
présenté sur la figure 8.2, pour lequel la quantité R,/R varie trés lentement aux
faibles vitesses, puis plus rapidement aux hautes vitesses. Tentons d’interpréter dans
la suite les mécanismes physiques a 'origine de ces deux régimes.

2 Mécanisme inertio-capillaire

Nous nous orientons dans un premier temps vers un mécanisme mettant en com-
pétition les effets capillaires et l'inertie de 'air, et permettant de rendre compte des
résultats obtenus a haute vitesse. Dans le référentiel de ’anneau, le film de savon
voit, jusqu’a son immersion totale dans le bain liquide, un écoulement frontal d’air de
vitesse homogéne v venant le déformer. Dans cette partie, nous proposons de négliger
en premiére approche d’éventuels effets de couche limite et de dissipation visqueuse
dans cet écoulement. L’évaluation du nombre de Reynolds dans 1’écoulement d’air,
avec pour taille caractéristique le rayon du cadre R, donne avec des valeurs typiques
R=5 cm et v=0.3 m.s™}, Re = p,vR/n, ~ 1000. En assimilant 1’écoulement de
Iair & celui d'un fluide parfait, écrivons alors la relation de Bernoulli sur la ligne de
courant verticale passant par le centre du cadre :

2
PaV 4y
— L 8.1
5 + Do p0+r, (8.1)
8
T:p_,Z}/Q7 (82)

oll py et r désignent respectivement la pression atmosphérique et le rayon de courbure
du film. En faisant intervenir le nombre de Weber We construit sur la taille du cadre,
il vient : )

R_pR_We -

r 8y 8
Cette relation, traduisant la déformation du film liquide par I'inertie de l'air, sera a
nouveau utilisée dans le chapitre suivant. Une vitesse v homogéne correspond ainsi
a un rayon de courbure r homogéne sur la surface du film. L’air enfermé dans la
bulle interfaciale finale! est donc, par conservation du volume 2, celui piégé dans
une calotte sphérique caractérisée par les parameétres R et r. Comme discuté dans le
préambule de la seconde partie, le changement de conformation du film, de la calotte
a la demi-bulle, s’accompagne d’une diminution de sa surface. Pour faire le lien avec
le chapitre précédent, nous avons vérifié que les échelles de temps impliquées dans ce
changement de conformation suivent des comportements analogues, variant comme
\/ PR3/~ dans le cas inviscide, et comme 7R/~ dans le cas visqueux. Calculons le
volume V de la calotte en coordonnées sphériques (p, 6, ¢) (Fig. 8.3) :

r arcsin £ 27
_ ’ 2 9,
V= / e /0 /0 p”dpsinfdé de. (8.4)

cos 0

Par axisymeétrie, l'intégrale portant sur ¢ est immeédiate. Puisque les bornes de

1. Dans la suite, nous supposons cette bulle parfaitement hémisphérique et négligeons le volume
d’air contenu dans sa partie immergée. Cette hypothése semble raisonnable, compte tenu des valeurs
typiques du rayon R, de 'ordre ou supérieur au centimeétre.

2. Les vitesses mises en jeu étant petites devant la vitesse du son dans lair ¢, ~ 340 m.s™',
I’hypothése d’incompressibilité de I'air est largement validée.
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film cadre bulle interfaciale cadre

P

NF1

descente
—— 5

FIGURE 8.3: Par conservation de son volume, ’air emprisonné dans la calotte sphé-
rique se retrouve dans la bulle interfaciale.

I'intégrale radiale dépendent de #, nous la calculons avant 'intégrale portant sur 6 :

9 3
3 arcsin% 1— E :
= 2W—T/ 1 M sin 6 do, (8.5)
0

3 cos3 0

V=V -V, (8.6)

ou nous décomposons le calcul de l'intégrale en deux termes. Le premier terme
s’'intégre et se réécrit simplement a l'aide des identités trigonométriques :

2 3 arcsin%
V= / sin 0 d, (8.7)
3 Jo
2773 R\’
= 1—y/1—=1{— . 8.8
n=" (%) 59
En remarquant que sinfdf = —d(cosf), le second terme s’intégre en effectuant le

changement de variable u = cos 6 :
3

v 27r (1; (7) ) /C1 )i_g’ 59)

os(arcsin }—f

Vs = o 13_ (2 (?)2. (8.10)

Finalement :

273 R\? 1 /R\?
— _ — 1—4/1=1[= 1+—|(— . A1
V=V — )V 3 (T) ( +2(?"> ) (8 )
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FIGURE 8.4: Variation de R,/R avec le nombre de Weber We. La courbe noire
correspond & la prédiction tirée de la relation 8.13. la droite en pointillés gris, associée
a la forme simplifiée de I’équation 8.16, ajuste bien cette évolution pour des nombres
de Weber pas trop grands.

Il est rassurant de vérifier que V=0 si R=0 ou r=0, et V=27R?/3 si r=R (volume
d’une demi-sphére de rayon R). Ce volume est donc celui de la bulle interfaciale,
supposée hémisphérique et de rayon R,, V = 27 R, /3, soit finalement :

I Y (Y0 | P

R, 8 We2 we2\ | *
L 1 . 1
R We[ 64 ( * 128)] (8.13)

Ce modele trés simple décrit la croissance de la taille de la bulle interfaciale avec
le nombre de Weber We. En représentant cette évolution en échelle logarithmique
(Fig. 8.4), nous observons un comportement en loi de puissance 1/3 tant que We
n’est pas trop grand, typiquement devant quelques unités et correspondant a la
gamme expérimentale sondée. Tentons donc d’obtenir une relation plus simple va-
lable pour les petits nombres de Weber, soit pour des bulles suffisamment petites.
Par un développement limité de ’équation 8.13, il vient :

R, 8 We2  Wet We2\ 15
AU F R T 1 8.14
R We[ ( 128 32768)( s )] (8.14)
R, 8 1 1 \]°
B 8 1
R~ We {We (16384+32768>] ’ (8.15)
R, 33_ 1
_ 3. 1
= 1 We (8.16)

Cette loi de puissance asymptotique peut étre retrouvée a partir d’arguments en lois
d’échelle. La hauteur h de la calotte sphérique « aplatie » est reliée aux longueurs R et
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r par I’approximation parabolique classique obtenue aprés application du théoréme
de Pythagore (Fig. 8.3) :

(r—h)>+ R* =1 (8.17)
R2
h~—. (8.18)
r
La conservation du volume d’air se réécrit donc :
R4
R*h ~ — ~ R}, (8.19)
r
soit, en réutilisant I’équation 8.3 :
Ry (R\?
3
b 1
— ~ | —] ~Wes. (8.20)
R r
T lllllll T lllllll T T lllllll T T llllﬂ
Lr () .
sk L
I -
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FIGURE 8.5: Evolution de R,/R avec v (a) et Wes (b) (voir Eq. 8.20). Chaque jeu
de symboles correspond a un rayon R et une solution fixés.

Testons expérimentalement cette prédiction en reportant 1’évolution de la quan-
. ) . 1.

tité R,/ R en fonction de v (Fig. 8.5 (a)) et Wes (Fig. 8.5 (b)). Dans cette seconde
représentation, les différents jeux de mesures se rassemblent assez bien autour de

210 2. MECANISME INERTIO-CAPILLAIRE



CHAPITRE 8. FORMATION D’UNE BULLE INTERFACIALE PAR IMMERSION
D’UN FILM PLAN DANS UN BAIN LIQUIDE

la tendance linéaire de pente unité aux nombres de Weber assez grands (de I'ordre
de 1) : Paccord est donc plutot satisfaisant compte tenu de la simplicité de la dé-
marche adoptée. La stationnarité de I’écoulement reste effectivement une hypothése
assez forte, les vidéos expérimentales faisant souvent apparaitre des oscillations du
film liquide aux vitesses mises en jeu dans ce régime inertiel. Par ailleurs, quelques
séries expérimentales semblent subir une légére déviation inférieure par rapport a la
prédiction aux grands nombres de Weber. Nous le justifions en remarquant que R
joue le role de taille de coupure pour le systéme, fixant la taille maximale de la bulle
interfaciale que 'on peut former par ce procédé.

Ce premier mécanisme inertio-capillaire ne parvient pas a décrire les résultats expé-
rimentaux lorsque le nombre de Weber, soit encore la vitesse de descente, est trop
faible (Fig. 8.5). Partant de ce constat, tentons de proposer un second mécanisme
visco-capillaire.

3 Meécanisme visco-capillaire

La faille du raisonnement précédent aux basses vitesses se situe probablement lors
de I’évaluation du nombre de Reynolds dans I’écoulement d’air. La taille pertinente
de cet écoulement n’est pas R, mais plutot la hauteur h de la calotte sphérique sous
laquelle le profil de vitesse de I'air se développe. Cette hauteur étant généralement
trés inférieure & R, le nombre de Reynolds est de fait bien plus petit que celui estimé
initialement. Cette remarque suggére désormais de tenir compte des termes visqueux
au détriment des termes inertiels dans 1’équation de Navier-Stokes, et d’appliquer
I’équation de la lubrification & la fine couche d’air d’épaisseur H située entre le film
et le bain [23]. Cette équation, pouvant s’interpréter comme une extension de la
loi de Hagen-Poiseuille dans le cas d’un canal de section lentement variable dans le
temps et l'espace, s’écrit :

0H 1 0 30p\
E - ]_27](133% (.TIH a—x) = 0, (821)

ol nous appelons x la coordonnée radiale, afin de ne pas la confondre avec le rayon de
courbure r de la calotte sphérique déja introduit auparavant et réapparaissant dans
la suite. En contraste avec le régime inertiel, les expériences montrent que lorsque
v < v, le film liquide reste rigoureusement plan juste avant son affleurement a la
surface libre du bain. Ainsi, nous supposerons dans un premier temps la rigidité de ce
film, avec pour conséquence le fait que la hauteur H ne dépende pas, ou peu, de x et
vérifie la condition 0H /0t = —wv. Cette hypothése de rigidité est expérimentalement
confortée par le fait que la taille de la bulle interfaciale formée ne dépende pas
drastiquement de la hauteur initiale Hy séparant le cadre du bain (voir Fig. 8.6). Il
vient alors :

0 dp 12n,vx
or (a_) RER (8:22)
dp 6n,vx

en ayant imposé dp/0x(x = 0) = 0 par symétrie, et pour éviter une divergence de
la pression et de sa dérivée premiére en x = 0. Une nouvelle intégration fournit le
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FIGURE 8.6: Taille de la bulle interfaciale normalisée par R en fonction du ratio
Hy/R, avec Hy la hauteur initiale séparant 'anneau du bain. Les mesures ont été
effectuées avec la solution savonneuse et un cadre de rayon R = 1.5 cm descendant

a une vitesse v = 5 cm.s™ L.

profil radial de pression :

3n.v(R? — x?)

H3 ’
en ayant imposé p(xr=R) = po aux extrémités du cadre. Lorsque le cadre se rap-
proche du bain, la hauteur H diminue et la pression p augmente. A la limite H — 0,
la pression est censée diverger a l'infini : cette divergence n’est pas acceptable physi-
quement, ’argument habituellement invoqué étant de prendre en compte les forces
supplémentaires de van der Waals lorsque H devient de 'ordre de grandeur de la
portée de ces forces. Dans le cas présent, et bien avant d’atteindre de si petites
échelles, la surpression engendrée entre le film et le bain va autoriser le film a se dé-
former légérement. En repassant en loi d’échelle, et en notant a nouveau r le rayon
de courbure de ce film, ce processus se traduit a l'aide de la loi de Young-Laplace
par I’équivalence :

p(z) = po+ (8.24)

2
vttt o (8.25)
o3 r

En exploitant le fait que H dépende faiblement de z, nous pouvons a nouveau
considérer que le film venant emprisonner de I'air adopte par symétrie la forme d’une
calotte sphérique « aplatie », de hauteur notée h. En utilisant encore ’approximation

parabolique h ~ R?/r, il s’ensuit alors :

nowR?  ~h

s R

Lorsque les extrémités du cadre atteignent le bain liquide, nous admettrons que les
dimensions verticales deviennent du méme ordre : H ~ h. Il vient donc :

T 1
— ~(C1 8.27
R ’ ( )

ot nous identifions le nombre capillaire C = 7,v/7 comme le nouveau nombre adi-
mensionné pertinent de ce mécanisme. Il est intéressant de remarquer que, contrai-
rement a la premiére partie relative a la microfluidique, ce nombre capillaire est a
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FIGURE 8.7: Evolution de R,/R en fonction de v, dans différentes conditions ex-
périmentales (taille du cadre, solution utilisée). Aux hautes vitesses (mécanisme
inertio-capillaire), les droites tracées sont tirées de I’équation 8.20 assortie d’un pré-
facteur égal a 1. Aux faibles vitesses (mécanisme visco-capillaire), la droite tracée
est tirée de ’équation 8.28, multipliée par un préfacteur égal a 1.08.

présent construit avec la viscosité dynamique de 'air, environ 50 fois inférieure a
celle de 'eau a température ambiante. Ainsi, contrairement & notre expérience quo-
tidienne des écoulements d’air principalement inertiels (le vent gonflant une voile de
bateau, le jet d’air provenant d’un séche-cheveux), notons de fagon surprenante que
Iair peut parfois se comporter comme un fluide visqueux dés lors que le nombre de
Reynolds associé a I’écoulement devient suffisamment petit 3. Il reste a relier r a R, en
écrivant comme précédemment la conservation du volume d’air, R2h ~ R*/r ~ Ry®,

soit donc : )
Ry R\3 1
AN i ~ (Ciz, 8.28
e (2) e (5.28)

La puissance engagée dans la dépendance en vitesse (R, o vflz) via le nombre
capillaire est a présent beaucoup plus faible que celle obtenue dans le mécanisme
inertio-capillaire (R; v%). La comparaison avec les résultats expérimentaux est
trés satisfaisante, aussi bien au niveau de la loi de puissance que de son préfacteur
(Fig. 8.7). Ces résultats démontrent en particulier que la taille de la bulle interfaciale
formée est indépendante de la viscosité du liquide considéré. Nous aurons ’occasion
de discuter et d’interpréter la déviation observée vers des tailles R, plus petites que
celles attendues aux vitesses trés faibles dans un paragraphe ultérieur.

Afin de montrer que I’épaisseur du film joue un réle négligeable dans ce mécanisme,
nous avons reproduit cette expérience en observant un temps d’attente 7 =0 —40 s

3. Outre une gamme de vitesse plus faible dans ce régime visco-capillaire, la taille pertinente
de I’écoulement n’est plus R, mais plutét la hauteur h de la calotte sphérique sous laquelle le
profil de vitesse de air se développe. Avec R=5 cm et v=2 cm.s~!, '’évaluation de h a I’aide de
I’approximation parabolique et de la relation 8.27 nous permet d’obtenir un nombre de Reynolds
Re=p,vh/n, ~ 4, effectivement trés inférieur a celui estimé en régime inertio-capillaire.

4. En toute rigueur, le préfacteur devrait étre différent pour les deux solutions (y = 25 mN.m ™
pour la solution savonneuse, v = 20 mN.m ™" pour le PDMS), mais la trés faible puissance 1,/12
rend cet effet ridiculement petit devant la dispersion des points expérimentaux.
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FIGURE 8.8: Taille de la bulle interfaciale normalisée par R en fonction du temps
d’attente 7. Les mesures ont été effectuées avec la solution savonneuse et un cadre

de rayon R = 1.5 cm descendant & une vitesse v = 5 cm.s ™!,

permettant au film de drainer. En travaillant sur les échelles de temps caractéris-
tiques de drainage de la solution savonneuse obtenues dans le chapitre précédent, la
figure 8.8 montre que pour tous autres parameétres maintenus constants par ailleurs,
Ry/ R est effectivement indépendant de 7. Ce mécanisme visco-capillaire au sein de
la mince couche d’air semble donc trés bien décrire la création de bulle interfaciale
aux faibles vitesses.

Veérifions a posteriori la validité de Papproximation parabolique h ~ R?/r, obte-
nue en supposant la calotte sphérique « aplatie ». Cette hypothése est valable tant
que la hauteur h reste trés petite devant R. Or, I'utilisation combinée de I'approxi-
mation parabolique et de ’équation 8.27 permet d’obtenir h ~ RC 7. Au vu des
nombres capillaires mis en jeu dans les expériences, C ~ 107°—1073, nous obtenons
h ~10.03 — 0.18] R : 'hypotheése de calotte sphérique « aplatie » n’est donc pas mise
en danger, ceci venant conforter I’approche développée plus haut.

4 Transition entre les deux mécanismes

A partir des deux mécanismes proposés, nous pouvons maintenant définir une
vitesse critique v, permettant de séparer leur domaine de prédominance. Le critére
recherché s’exprime directement & ’aide des équations 8.20 et 8.28 :

1 9 1
avc 12 avc R 3
(UVU ) b (p Uv ) ’ (8.29)

1
3\ 7
vy~ ( fla¥ ) _ (8.30)

po* R
Remarquons que cette vitesse critique v, est d’autant plus petite que le rayon R
du cadre choisi est grand. Selon cette analyse, nous pouvons ainsi distinguer le ré-
gime visco-capillaire, prédominant lorsque v<v, et le régime inertio-capillaire, pré-
dominant lorsque v>w.. Les expériences sont en bon accord avec cette prédiction
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FIGURE 8.9: Vitesse de transition v, entre les mécanismes visco-capillaire et inertio-
capillaire : comparaison entre I’expérience et la prédiction (Eq. 8.30). Les symboles
noirs correspondent a la solution savonneuse, les symboles gris correspondent au
PDMS, de viscosité 6.4 Pa.s. La droite correspond a la relation 8.30 multipliée par
un préfacteur égal a 1.25.

(Fig. 8.9). Mise a part la nature de la masse volumique intervenant au dénomina-
teur, cette échelle de vitesse ressemble également a la vitesse de transition entre
deux mécanismes de formation de bulles d’air lors de I'impact d’une goutte liquide
sur une surface solide [173], et correspondant & un maximum de taille pour la bulle
d’air créée.

Ce second mécanisme ne permet pas de justifier pourquoi la taille de la bulle interfa-
ciale dévie de la tendance attendue en-dessous d’une certaine vitesse caractéristique,
typiquement de l'ordre de 1 mm.s™! (voir Fig. 8.7), conduisant méme & l'absence
de bulle pour des vitesses suffisamment faibles. Le paragraphe suivant propose un
critére simple dans le but de rendre compte de cette observation.

5 Existence d’une vitesse de coupure

Nous remarquons sur la figure 8.7 que les données expérimentales dévient de
la tendance visco-capillaire prédite dans la partie précédente aux faibles vitesses :
la quantité R,/ R décroit plus vite qu’attendu a mesure que la vitesse de descente
décroit. Dans cette gamme de vitesses, nous observons également que le centre de
la bulle formée se décale par rapport au centre du cadre, ceci semblant indiquer
I’apparition d’une brisure de symétrie au cours du piégeage de l'air. Ce fait peut
s’'interpréter par des considérations expérimentales. Supposons que le cadre soit 1é-
geérement incliné d’un angle « par rapport a I’horizontale. Une partie de I’air contenue
dans la couche d’épaisseur h est susceptible de s’échapper du coté encore émergé de
I’anneau, du fait de la brisure de symétrie induite par cette faible inclinaison. Ce
processus s’établit pendant la durée d’immersion de I’anneau, définie par I'intervalle
temporel séparant 'immersion de la partie « basse » et l'immersion de la partie
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« haute » de 'anneau. Ce temps typique 7, peut donc s’écrire, aux petits angles :

T~ —. 8.31

- (831)

Puisque nous travaillons ici dans la gamme des faibles vitesses v<wv,, estimons a pré-

sent le temps 7» impliqué dans I’écoulement de la couche de lubrification®. L’équa-

tion 8.21 peut se réécrire en loi d’échelle comme :
h h3~

_— Y

Ty naR2r

(8.32)

Avec I'approximation parabolique (Eq. 8.18) et I'équation 8.27, il vient alors :

1

JRCT A%
7y~ T T ("-) Rvi. (8.33)
Y Y

Notons que 71 et 79 décroissent avec la vitesse v, en accord avec l'intuition, mais les
décroissances sont différentes dans les deux cas. De fait, I'air n’aura pas le temps
d’étre chassé par le coté émergé de I'anneau si son temps de mise en mouvement 7, est
supérieur au temps 7, qui lui est offert pour s’extraire de la couche de lubrification.
Il est possible de définir une vitesse de coupure v* atteinte lorsque 7 ~ 79, soit :

1
4

}jf‘ ~ (%) Rv* i, (8.34)
4

v~ 7: . (8.35)

Remarquons la forte dépendance de I'angle o dans ’expression de cette vitesse de
coupure. Pour o ~ 1—2°, nous obtenons v* ~ 0.1—1.6 mm.s~!, 'ordre de grandeur
semble ainsi en corrélation avec la déviation observée sur la figure 8.7. Ainsi, bien
que les expériences de ce chapitre présentent certains points communs avec celles
menées dans le chapitre précédent, la planéité et I’horizontalité des cadres deviennent
ici plus cruciales. Enfin, mentionnons qu’il est possible de retrouver I’expression de
v* en écrivant que l’épaisseur de la couche d’air h devient de l'ordre de grandeur
de l'ouverture Ra induite par l'inclinaison du cadre. Nous aboutissons au méme
résultat par 'utilisation des équations 8.18 et 8.27.

6 Effets d’épaisseur finie du cadre

Enfin, en travaillant avec des cadres suffisamment épais et des vitesses trés faibles,
nous pouvons soupconner l’existence d’un troisiéme régime, indépendant des para-
meétres hydrodynamique (v) et physico-chimiques (p,, v, 7,) du probléme, et pour
lequel des effets d’épaisseur finie sont susceptibles d’entrer en jeu; notons donc e
I’épaisseur du cadre. En supposant que la vitesse v soit suffisamment faible pour
pouvoir négliger toute I’hydrodynamique du probléme, la conservation du volume

5. Ce genre d’argument est également utilisé, sous une autre forme, dans la description du
processus de non-coalescence de gouttes sur un bain liquide vibré [185].
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film cadre bulle interfaciale cadre

o ——

bain liquide bain liquide

descente
— 5

FIGURE 8.10: Dans le cas d'un cadre épais descendant a vitesse faible, la taille de
la bulle interfaciale n’est fixée que par la géométrie du systéeme : R et e.

implique que lair situé dans un cylindre situé sous le film, de volume wR?%e/2, se
retrouve dans la bulle interfaciale de volume 27 R;,*/3 (Fig. 8.10), soit trivialement :

Rb 3e %
== (E) . (8.36)

Cette prédiction simple et purement géométrique ne dépend effectivement plus de
la vitesse de descente et de la physico-chimie du systéme.

7 Conclusion

Ce chapitre vient clore I'étude des aspects dynamiques impliqués dans la forma-
tion d’une bulle interfaciale au cours de la sortie d’un cadre hors d’un bain liquide, et
de la descente d’un film plan dans un bain. Nous pouvons imaginer qu’en travaillant
a des vitesses plus grandes que celles sondées dans ce chapitre (soit supérieures a
1 m.s71), et correspondant de fait & des nombres de Weber plus grands, la défor-
mation du film soit telle qu’elle lui permette de former une bulle sphérique dans
I’air avant méme d’atteindre le bain liquide. Inspirés de la littérature portant sur la
turbulence 2D dans les films de savon, nous développons un dispositif expérimental
dans le but d’aborder les mécanismes responsables de la création des bulles de savon
dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 9

L’instabilité du souffleur de bulles

Comme évoqué en préambule de cette seconde partie, les bulles de savon représentent
une intarissable source d’émerveillement, aussi bien pour les enfants que pour les
artistes et les scientifiques. En contraste avec des problémes de dynamique de gouttes
dans un gaz ou de bulles dans un liquide, les processus physiques a l'origine de la
création de bulles de savon demeurent assez peu documentés, ou trés briévement
évoqués dans la littérature [116, 22|. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux
mécanismes responsables de la formation des bulles de savon en soufflant sur un
film plan porté par des cadres & géométrie variable. Afin de reproduire au plus preés
les conditions dans lesquelles la bouche humaine souffle des bulles de savon, nous
utilisons des aiguilles et des souffleries de différents rayons. Nous étudions également
I'influence des masses volumiques des gaz injectés et extérieur sur ce processus. En
fonction des différentes longueurs du probléme (tailles de la « bouche » et du cadre,
ainsi que la distance qui les sépare), nous montrons 'existence de quatre régimes
distincts ; nous les étudions de fagon systématique et rationalisons nos résultats a
I’aide d’arguments physiques simples.
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1 Introduction

FIGURE 9.1: Souffler des bulles de savon : un jeu d’enfant ?

Qui n’a jamais ressenti la magie de créer des bulles de savon, vestiges de I'insou-
ciance et I'innocence de nos ames d’enfants, en soufflant sur un film de savon porté
par un cadre (Fig. 9.1)? L’une des plus anciennes traces que nous en gardons se
retrouve dans les écrits de Froissart !, citant une facon de faire des bulles a 1'aide
d’un tuyau [186] :

Et s’ai souvent par un busiel (petit tuyau)
Fait voler d’aige (eau) un boulonciel (bulle).

Aujourd’hui, ce genre de procédé se retrouve aussi dans 'art du soufflage du verre,
mais également dans des techniques gastronomiques récentes : la réalisation de
pommes soufflées croustillantes en est un exemple gourmand et surprenant (Fig. 9.2).

FIGURE 9.2: A gauche : I’art du soufflage de verre. A droite, une pomme soufflée au
sucre, la chef patissier Christelle Brua est & I'origine de cette recette.

Pourtant, comme nous le disions en préambule, peu de travaux scientifiques men-
tionnent cette expérience universelle, et il semble qu’aucun ne 'ait traitée. Dans un
extrait de son recueil [116] repris sur la figure 9.3, Henri Bouasse reste trés évasif
sur la question. Notamment, qu’entend-il par I'expression : Si le mouvement est as-
sez rapide (voir texte associé sur la figure 9.3) 7 Il est facile de tester ce critére en

1. Jean Froissart (1337-1404), chroniqueur frangais de 1’époque médiévale.
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On fixe un anneau AB & -
lextrémité d'un  manche
BC. On forme dessus une
lame. Puis on produit un
déplacement rapide dans le
sens de la fléche F, norma- o
dement au plan de la lame. Fig, 27.
La résistance de I'nir la .
ereuse en poche | Si le mouvement est assez r;apide,|ll se fait un étran-
glement prés de Panneau : une bulle se détache.
Quelquefois une lame plane reste encore sur 'enneau,

FIGURE 9.3: Mode particulier de formation des bulles. Figure adaptée de [116].

embarquant 'expérience dans une voiture : il suffit d’ouvrir la fenétre, de tendre le
bras portant le film de savon hors de I'habitacle et relever a quelle vitesse du véhi-
cule une bulle commence a se détacher du cadre. L’expérience montre que la vitesse
a atteindre est de l'ordre de quelques métres par seconde, et décroit avec la taille
du cadre utilisé. Cet ordre de grandeur correspond d’emblée & un grand nombre
de Reynolds, de l'ordre de 10* pour un cadre centimétrique et de 1’eau savonneuse.
Comme de nombreux problémes hydrodynamiques, nous allons découvrir, a l'aide
d’un dispositif expérimental original présenté au début de ce chapitre, que le proces-
sus de création de bulles est le siége d’une compétition entre les effets interfaciaux et
inertiels. Dans le but de sonder d’éventuels effets de géométrie sur cette expérience,
la figure 9.4 présente les différents montages expérimentaux utilisés dans cette étude.

(a) (b) (©)

2R D | 2R! s

R<D R<w

FIGURE 9.4: Configurations géométriques étudiées et notations : (a) aiguille et film
porté par un cadre circulaire, (b) aiguille et film géant auto-entretenu, (c) soufflerie
et film porté par un cadre circulaire.
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2 Dispositif expérimental

2.1 Montage préliminaire : films sur cadres circulaires

(a) (b)

» temps

FIGURE 9.5: (a) Formation d’un train de bulles a partir d'un cadre circulaire de
diameétre D = 4 cm et d'un jet d’air issu d’une aiguille millimétrique... (b) ... jusqu’a
I’éclatement du film de savon.

Pour aborder ce probléme, nous avons commencé par effectuer des expériences
préliminaires avec un cadre circulaire de diamétre w trempé dans une solution sa-
vonneuse, identiquement aux chapitres précédents. Comme & 'accoutumée, nous
notons p; la masse volumique du liquide et 7 la tension de surface liquide/air. Pour
« mimer » le souffle produit par une bouche humaine, nous relions une aiguille cy-
lindrique de rayon R < D a un systéeme régulateur de pression également utilisé
dans la partie microfluidique (MCFS-FLEX, Fluigent). Cet appareil nous permet de
controler la taille du jet et son débit g, en sortie d’aiguille de fagon indépendante et
controlée, et méme changer la masse volumique p, du gaz injecté en travaillant avec
de I'hélium He ou de I'hexafluorure de soufre SFg, gaz non nocifs et respectivement
moins dense et plus dense que 'air. En travaillant tout d’abord avec de I’air, si le dé-
bit d’air ¢, (ou de fagon équivalente sa vitesse v, = q,/7R?) est suffisamment éleve,
on observe la formation d'un cylindre dynamique de savon qui se fragmente un peu
plus loin en un train de bulles (Fig. 9.5). Mais comme on pouvait hélas s’y attendre,
le film liquide perd de la masse en délivrant des bulles dans I’air, il s’amincit donc
au cours du temps et finit immuablement par éclater au bout de quelques secondes.
Dans le but d’étudier un régime permanent permettant d’effectuer des mesures sta-
tistiques sur des plus grandes séries de bulles, nous avons alors cherché un générer
un film de savon auto-entretenu.

2.2 Montage amélioré : film géant auto-entretenu

En s’inspirant d’articles portant sur la turbulence bidimensionnelle dans les films
de savon [187, 122, 188, 189|, nous avons fabriqué un montage permettant de gé-
nérer des films de savon géants auto-entretenus (Fig. 9.6). Ces derniers sont formés
par I’écoulement gravitaire issu d’une cuve disposée en amont du film, et dont nous
controlons le débit a I’aide d’une valve ; nous mesurons ce débit liquide avec un dé-
bitmeétre. En guise d’embouchure, nous utilisons un céne de pipette faconné en forme
elliptique, afin d’introduire le liquide entre deux fils de péche en nylon d’épaisseur
millimétrique (Décathlon), tendus et accolés entre eux. Ce systéme d’injection [122]
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alimentation

embouchure
elliptique

fils

film

FIGURE 9.6: Montage du film de savon géant auto-entretenu. L’expérimentateur
sérieux et concentré fait office d’échelle.

permet de produire des films géants d’épaisseur uniforme et tenant suffisamment
longtemps (quelques minutes a quelques dizaines de minutes) devant la durée de
I'expérience (typiquement quelques secondes). La largeur du film est réglable en
écartant les fils de péche I'un de 'autre. L’expansion triangulaire de la largeur en
amont du film est choisie la plus graduelle possible de fagon & assurer une épais-
seur homogeéne dans la zone rectangulaire située en aval [122]. Les expériences sont
réalisées dans cette zone rectangulaire du film, dont la hauteur est de 'ordre du
métre, et la largeur uniforme, notée w, est comprise dans I'intervalle 1—15 cm. En-
fin, I’écoulement du liquide se termine dans une cuve en aval, de laquelle une pompe
hydraulique & turbine (Cole-Parmer) fait recirculer la solution en amont de la chaine.

Une fois le montage construit, on a cherché une solution liquide permettant a la
fois de créer cet audacieux film géant et de former des bulles de fagon stable dans
le temps. La bonne formulation est laborieuse & trouver.

— En choisissant une solution de type (98% eau, 2% Fairy) également utilisée
pour des études de turbulence bidimensionnelle [122], il est facile de produire
un film géant trés stable. En revanche, en soufflant dessus avec une aiguille pour
former des bulles, le film casse réguliérement. Tout se passe comme si ce dernier
n’arrivait pas a s’« auto-cicatriser » convenablement lors de la fragmentation
du cylindre de savon en bulles.

— En prenant une solution trop visqueuse (en rajoutant typiquement du glycé-
rol), le film géant apparait inhomogéne en épaisseur ; celui-ci atteint difficile-
ment un état stationnaire et rompt assez fréquemment.

En cherchant le meilleur des deux mondes, nous avons finalement opté pour une so-
lution savonneuse commerciale (Potentier). Nous 'avons caractérisée en rhéométrie
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FIGURE 9.7: (a) Rhéométrie : viscosité dynamique 7; de la solution savonneuse com-
merciale en fonction du taux de cisaillement 4 appliqué. (b) Tensiométrie : évolution
temporelle de la tension de surface liquide/air 7. Une goutte pendante est formée
en injectant la solution liquide a I'aide d’une aiguille millimétrique ; I'instant initial
correspond a l'arrét de l'injection. Les principes de fonctionnement des rhéomeétre
(Anton Paar MCR 301) et tensiomeétre (Tracker, Teclis) utilisés sont reportés en
annexe de ce manuscrit.

et tensiométrie (Fig. 9.7). Cette solution a un comportement newtonien sur la plage
de taux de cisaillement 4 = 0.1—10 s~!, et présente une élasticité de surface négli-
geable. La tension de surface mesurée a I’équilibre vaut y~24 mN.m ™!, sa viscosité
dynamique vaut 7;~50 mPa.s.

2.3 Caractérisation du film de savon

10 —

R - N )

FIGURE 9.8: Caractérisation du film de savon : épaisseur stationnaire e en fonction
du rapport ¢;/w, chaque couleur correspondant & une largeur de film w fixée.

Nous tentons ici de décrire I’écoulement du film liquide formé. Une difficulté
provient du fait qu’il existe un couplage entre le débit du film ¢;, sa largeur w et son
épaisseur stationnaire e. La mesure d’épaisseur s’effectue par interférométrie, comme
dans un chapitre précédent. Pour un débit liquide pas trop grand, par exemple
¢ <4-107" m?®.s7! pour w = 4 cm, et & une distance z; ~ 50 cm de 'embouchure, le
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film apparait, au vu des franges d’interférence, homogéne en longueur et en largeur.
Le comportement observé e o (g /w)g (Fig. 9.8), ainsi que le préfacteur associé,
peuvent étre retrouvés par un simple équilibre entre les forces de gravité et de friction
exercée par l'air environnant [187|. En effet, en considérant le film de savon comme
une lame rigide, I’équation de Navier-Stokes stationnaire régissant sa chute s’écrit :

1
ev—=peg— = ——— | , .
piev] 92 pieg 3 >
ou la friction de 'air a été calculée par la théorie de la couche limite de Prandtl [168].
Dans cette derniére relation, v;, g, pi, pa €t 1, désignent respectivement la vitesse
du liquide, 'accélération de la pesanteur, les masses volumiques du liquide, de I'air

et la viscosité dynamique de I'air. L’homogénéité du film nous autorisant a négliger
de facon légitime le terme convectif, il vient :

1
2 panavl3 2
=2 (Bt 9.2
PIEY 3 ( 2 ’ ( )

i /3 3
vl:( o ) ( ’”69) . (9.3)
Palla 2

Encore pour des raisons d’homogénéité, la relation ¢; ~ v;ew aboutit finalement au

résultat suivant :
3 2 2 q 3
e~ <pa77a) (—) (—l> ° (9.4)
21 309 w

L’expérience montre une légére déviation supérieure a cette loi pour un débit liquide
assez grand (Fig. 9.8). Nous quittons alors le domaine de validité des hypothéses du
modele présenté (stationnarité, homogénéité du film).

3 Comportements observés

1 mm

F1GURE 9.9: Tllustration expérimentale d'un train de bulles obtenu en régime sta-
tionnaire avec le film géant auto-entretenu.

Nous accolons dans un premier temps 1’aiguille cylindrique au film géant. Pour
un film liquide et une aiguille donnés, les deux variables expérimentales indépen-
dantes sont le débit volumique de gaz, g,, et le débit volumique du film, ¢;. La
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FIGURE 9.10: A fort débit liquide, le jet gazeux provoque l'apparition de motifs
stationnaires en forme de « croisillons » sur le film géant. Ces derniers s’atténuent
progressivement d’amont en aval de 1’écoulement du film.

variation de ces quantités nous permet d’observer plusieurs régimes. Dans les ordres
de grandeur sondés expérimentalement, nous obtenons, de fagon trés schématique,
I'ordre d’apparition des régimes & débit de gaz croissant :

— pour un débit de liquide faible : pas de bulle, formation d’une « tétine » de
plus en plus creusée dans le film, formation d’'un train de bulles de plus en
plus petites,

— pour un débit de liquide fort : pas de bulle, formation de motifs de plus en plus
marqués en aval du film de savon (Fig. 9.10), formation d’un train de bulles
de plus en plus petites.

Notons qu’une fois qu'un train de bulles est formé (Fig. 9.9), il est stationnaire, du
fait de ’écoulement permanent du film de savon. Malgré sa remarquable stabilité,
ce train de bulles n’est pas rigoureusement monodisperse : a la différence d’un train
de gouttes en microfluidique, ot ces derniéres sont advectées par la phase porteuse
en aval de I’écoulement, il n’existe ici aucune advection permettant aux bulles de
s’éloigner rapidement du train au suivi de leur formation. Par ailleurs, les mouve-
ments d’air convectifs autour du film ont tendance a accentuer cette polydispersité.
Une perspective d’amélioration du dispositif expérimental, consistant & confiner le
systéme aiguille+film, fera I'objet de travaux futurs.
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4 Seuil de formation d’un train de bulles : un mo-
déle simple

4.1 Deébit gazeux critique
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FIGURE 9.11: Débit critique gazeux en fonction du débit du film liquide, pour un jet
d’air provenant d’une aiguille de rayon R = 0.42 mm et un film liquide de largeur
w = 2 cm (triangles), 4 cm (carrés).

Intéressons-nous dans un premier temps au débit gazeux critique g4 . de formation
de bulles. La figure 9.11 montre 'influence du débit du film liquide ¢; (et de son
épaisseur) sur g, ., pour une aiguille de rayon R donné et deux valeurs de w. Nous
remarquons que le débit seuil g, . croit avec ¢; : ceci démontre que I'écoulement du
film a tendance a s’opposer a la création d’un train de bulles. Le fait que les jeux
de données correspondant a deux largeurs de film w différentes se superposent préte
a penser que cette augmentation du débit critique est plutot un effet de débit, et
non d’épaisseur. Nous remarquons également que g, . semble atteindre une valeur
constante et indépendante de w lorsque le débit liquide est suffisamment faible. Dans
la suite, nous nous attachons a prédire ce seuil, indépendant de ¢; pour un débit
liquide faible. Lorsque g, < g, la formation d’'une tétine de rayon de courbure r
venant déformer localement le film (Fig. 9.12) peut se comprendre a l'aide de la
relation de Bernoulli, valable aux grands nombres de Reynolds Re = p,u,R/7q,
avec p, et 1, les masse volumique et viscosité dynamique du gaz injecté. Cette
relation, décrivant la conservation de I'énergie du gaz, s’écrit sur une ligne de courant
horizontale en notant p, la pression atmosphérique :

2
PgVqg

2

4
+Po=po+ 77, (9.5)

2
PgYq 4y
—_ = . 9.6
2 r (9.6)

Alinsi, ce modeéle suppose que I’énergie cinétique initiale du gaz a la sortie de 'aiguille
est entiérement convertie en énergie de courbure du film au point de stagnation au
contact du film, cette derniére s’écrivant via la loi de Young-Laplace de part et
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-
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FIGURE 9.12: Evolution de la tétine en fonction du débit de gaz injecté.

d’autre du film en tenant compte des deux interfaces liquide/gaz traversées. De fait,
plus la vitesse v, est élevée, plus la tétine creusée dans le film a un rayon r petit.
Pour détacher cette tétine en bulle, il semble alors raisonnable de se convaincre que le
rayon de courbure de la tétine doit étre de 'ordre de R, 'unique taille caractéristique
ici2. Le critére de formation » ~ R se réexprime a l'aide de ’équation 9.6 comme :

8y
Vg,c ™ R (9.7)
g
R3
Qg = TR2vg0 ~ 212 [ 1. (9.8)
Pg

Le préfacteur 2mv/2 ~ 9 étant assez grand devant 1'unité, nous le conservons au
moment de comparer cette prédiction aux résultats expérimentaux. Notons que ce
seuil de formation de bulles & bas débit de liquide peut se réécrire en utilisant le
nombre adimensionné pertinent du probléme, a savoir le nombre de Weber We,
comparant les deux énergies en présence :

_ Py R

We, = 22— 8, 9.9
) (9.9)

Ce mécanisme inertio-capillaire a déja été observé pour la formation de gouttes
confinées dans un canal et dispersées dans un second liquide en mouvement [190].
Remarquons que le débit seuil g, . dépend fortement du rayon de 'aiguille R, cette
quantité pouvant étre variée expérimentalement sur une assez large gamme, 1'utili-
sation des gaz He et SFg permettant également de vérifier la dépendance de p, dans
I'expression de ¢, .. En dépit de la simplicité des arguments présentés, les expériences
sont en excellent accord avec la théorie (Fig. 9.13 (a)). De plus, la confrontation di-
recte des résultats expérimentaux avec la prédiction tirée de I’équation 9.8 permet de
superposer tous les points expérimentaux sur une unique tendance linéaire (Fig. 9.13

(b)).

2. Au-dela de ’hypothése d’indépendance des autres longueurs du probléme (w, ), le caractére
stationnaire de la tétine, ainsi que I’homogénéité spatiale de sa courbure, restent des suppositions
assez fortes, en particulier proche du seuil. Cela dit, la suite montre que ce critére simple est trés
bien vérifié expérimentalement.
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FIGURE 9.13: (a) Débit critique de formation de bulles en fonction du rayon de
l'aiguille. Les trois gaz sondés ont des masses volumiques respectives p,=1.2 kg.m =3,
pre=0.17 kg.m ™3, psp,=6.2 kg.m 3. Le graphe montre que ce critére de formation
s’applique aussi bien en soufflant sur le film géant, de largeur w = 4 cm > R, en
écoulement a faible débit de liquide ¢; = 8.2 - 1078 m3.s™! (symboles fermés), ou
sur un film porté par un cadre en fer circulaire, de diameétre grand devant celui
des aiguilles utilisées (symboles ouverts). (b) Comparaison entre l'expérience et la
prédiction obtenue par I’équation 9.8. La ligne continue noire indique la tendance
linéaire de pente unité.
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4.2 Rayon du cylindre de savon
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FIGURE 9.14: Evolution de X=R/¢ en fonction du débit adimensionné g,/q, .. Les
symboles noirs correspondent a la résolution numérique de ’équation 9.14. Les sym-
boles gris correspondent a la résolution de sa forme linéarisée (Eq. 9.15).

Une fois le débit seuil atteint, un cylindre de savon se forme sur une certaine
distance avant de se déstabiliser en donnant naissance a une assemblée de bulles.
Le rayon de ce cylindre est voisin du rayon R de l'aiguille choisie (voir Fig. 9.5 (a)
et 9.9) : ceci peut a nouveau se justifier par des arguments énergétiques. Notons ¢
le rayon du cylindre, et définissons X = R/{. I’équation de Bernoulli, appliquée
maintenant au-dela du seuil de formation d’un train de bulles, de ’embouchure de
I’aiguille a I'intérieur du cylindre, s’écrit :

0.2 Ve 0> 2
pg; by = e 29 4o+ 77 (9.10)

avec ey 4 la vitesse du gaz dans le cylindre, supposée constante et uniforme. La
conservation du débit impose par ailleurs :

TR, = ey, = q,. (9.11)

La manipulation de ces relations fournit pour X 1’équation suivante :

2
G (1 xt) =22 (9.12)
T2 R4 pgR’
ATy RPX

(1- X% = W,;T’ (9.13)

919
2

N\ X

(1- X% = (qqi) 5 (9.14)
g

Cette derniere équation impose X < 1, soit £ > R. Effectivement, créer de la surface
colite un prix énergétique conduisant & une diminution de I’énergie cinétique, soit
de la vitesse dans le cylindre, et donc un agrandissement de ce cylindre (Eq. 9.11).
Les fortes non-linéarités de cette équation rendent cependant cet effet ridiculement
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petit, vérifions-le ici : en supposant pour le rayon du cylindre une perturbation du
premier ordre par rapport au rayon de 'aiguille, X = 1 —¢, un développement limité
de I'équation 9.14 conduit a I’expression suivante :

1
€= .
1+ 8((19/‘19,6)2

Ainsi, cette perturbation, maximale au seuil g;=gq,., est seulement de l'ordre de
10%, puis décroit rapidement avec ¢,. La résolution numérique de I’équation 9.14,
paramétrée par le rapport g, / qg,c, €st en accord avec cette analyse (Fig. 9.14). Nous
venons donc de démontrer par des arguments énergétiques simples que l'approxi-
mation /=R est raisonnable, ce fait étant convenablement corrélé aux observations
expérimentales.

(9.15)

4.3 Dynamique de gonflement du film

t=4.5ms

t=7.1ms

t=T7.3ms

FIGURE 9.15: Série de photos expérimentales illustrant ’évolution typique du film de
savon entre le détachement de deux bulles successives. Cette séquence a été obtenue
avec un jet d’air et une aiguille de rayon R = 0.8 mm.

Pour ¢, > ¢y, l'injection de gaz & débit constant permet de gonfler le film
de savon (Fig. 9.15); tentons ici de décrire la dynamique de ce gonflement. Pour
simplifier, nous supposons que le volume a gonfler peut se décomposer en deux
volumes découplés I'un de l'autre : celui d'un cylindre de rayon R et de longueur
z(t) et celui d'une cavité courbée située a l'extrémité, correspondant a la bulle
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en cours de formation. Dans le référentiel du film de savon, la force de trainée
exercée par lair extérieur sur cette cavité lui confére une forme approximativement
ellipsoidale, de demi-grand axe a(t) selon la direction principale du cylindre, et
de demi-petit axe b(t) selon les deux directions perpendiculaires. Dans le but de
simplifier les calculs qui suivent, nous supposerons cette cavité sphérique, de rayon
équivalent 7, (t) ~ (a(t)b(t))3. Prenons Porigine des temps t = 0 au détachement de
la bulle précédente. Du fait des petits nombres de Mach M=wv,/c, impliqués dans
I'expérience, le jet gazeux peut étre considéré comme incompressible. La conservation
de son volume peut alors s’écrire, pendant un court instant dt :

qp dt = T R?dx(t) + 4mry (t)dry(2), (9.16)

q, = mR*%(t) + 4y (1) 7(2). (9.17)

bulle

o
w
'
o

0.001 ¢ * Y01 T

FIGURE 9.16: (a) Suivi temporel du gonflement d’une bulle, paramétrée par ses
demi-grand axe a(t) (A) et demi-petit axe b(t) (V), desquels nous pouvons estimer
un rayon équivalent 7,(£) ~ (a(t)b%(t))s (). L'instant ¢ = 7 définit le détachement
de la bulle. La droite indique une tendance en loi de puissance t%, analogue au
gonflement quasi-statique d’une bulle unique (b).

L’expérience montre que l'acroissement du volume du cylindre reste petit devant
celui de la cavité sphérique. De fait, en négligeant le premier terme devant le second
dans le membre de droite de I'équation 9.17, il vient immédiatement :

ro(t) = <%> (9.18)

analogue a la dynamique de gonflement capillaire quasi-statique d’une bulle de sa-
von. Cette loi de puissance temporelle est plutot bien vérifiée expérimentalement
(Fig. 9.16), jusqu’a l'instant 7 du pincement de la petite portion du film séparant
le cylindre de la cavité sphérique. La bulle se détache alors du cylindre, son rayon
Ry, étant directement fixé par r,(7); une nouvelle cavité commence alors a croitre.
Ce processus est itératif, donnant ainsi naissance a un train de bulles. Du fait de
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la nature turbulente des écoulements mis en jeu dans cette expérience, le temps
de pincement 7 fluctue d’une bulle a 'autre, comme montré de facon quantitative
dans le paragraphe suivant : de fait, le train de bulles obtenu est intrinséquement
polydisperse, contrairement a d’autres procédés de formation d’assemblées d’objets
monodisperses en milieu confiné [190, 191, 192].

4.4 Taille des bulles, fréquence de production

Intéressons-nous maintenant a la taille des bulles formées et a leur fréquence de
production. En raison de la polydispersité du train de bulles, nous effectuons un
traitement statistique de ce processus.

T T T T T T T T ' T T
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FIGURE 9.17: Histogrammes typiques des tailles (a) et temps de production (b) des
bulles créées. Ces histogrammes expérimentaux ont été obtenus pour un jet gazeux
d’hélium, une aiguille de rayon R=0.8 mm et un film liquide de largeur w=4 cm.

Pour une trentaine de bulles, nous déterminons la taille des bulles créées en me-
surant leur surface Sy ; par traitement d’image. Puisque les bulles oscillent pendant
les premiers instants suivant leur formation, la mesure est faite lorsque celles-ci ont
retrouvé leur forme sphérique de repos afin de ne pas induire d’erreur sur le volume
de gaz qu’elles renferment. De cette série statistique de mesures, nous en déduisons
pour chaque bulle un rayon R;,; = /.Sp;/7 et pouvons alors calculer le rayon moyen
Ry, des bulles formées ainsi que I'écart-type op, relatif a la polydispersité du train
(Fig. 9.17 (a)).

Nous réalisons également une analyse statistique des temps de production en re-
levant les instants de détachement des bulles puis en calculant les durées 7; séparant
deux détachements consécutifs (Fig. 9.17 (b)). Nous obtenons un temps moyen de
production 7 et un écart-type o,. Nous définissons alors la fréquence moyenne de pro-
duction par la relation f = 1/7, et un écart-type estimé par la relation o; = o, /7%

La figure 9.18 illustre les résultats expérimentaux obtenus en faisant varier le rayon
R de 'aiguille et le gaz. Les grandes barres d’erreur, résultant de rapports og, /Ry et
os/f importants, témoignent du caractére « turbulent » du processus de pincement.
Tentons tout de méme de décrire cette évolution a ’aide d’arguments dimensionnels
en proposant deux analyses plausibles de ce phénomeéne.
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FIGURE 9.18: Taille des bulles créées (a) et fréequence de production (b) au seuil de
formation : influence du rayon R de 'aiguille et du gaz injecté. Sur chaque graphe,
les symboles et les barres d’erreur représentent respectivement la valeur moyenne et
I’écart-type des séries statistiques relevées expérimentalement, chacune d’entre elles
comportant une trentaine de mesures. Chaque couleur correspond & un gaz donné.
Toutes les mesures ont été effectuées avec un film de largeur w = 4 cm > R.
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4.4.1 Premiére analyse

Comme nous l'avons montré précédemment, le seuil de création d’'un train de
bulles est obtenu lorsque le rayon de courbure de la tétine devient de l'ordre du
rayon de l'aiguille. R apparaissant comme la taille caractéristique de ce processus,
nous pourrions donc nous attendre a ce que la taille moyenne des bulles formées soit
également de 'ordre du rayon de l'aiguille utilisée : R, ~ R, indépendamment du
systéme gazeux considéré. Cette dépendance linéaire est en assez bon accord avec
la figure 9.18 (a), sur laquelle la tendance linéaire tracée, de pente 3.1, ajuste assez
bien les données expérimentales. Nous tenterons de justifier la légére déviation su-
périeure du jeu de mesures correspondant & He dans un second temps.

Dans le cas de I’hélium, 'expérience montre, comme pressenti, que les « grosses »
bulles remontent du fait de la poussée d’Archiméde supérieure au poids de la bulle.
Ce n’est pas le cas des « petites » bulles, pour lesquelles le poids de la coquille li-
quide, aditionné au poids de D'air, arrive & surpasser la poussée d’Archiméde : le
rapport surface/volume étant effectivement inversement proportionnel au rayon de
la bulle, le poids du liquide prend de I'importance en comparaison au poids apparent
de ’hélium enfermé dans une petite bulle. Il est alors immédiat de prédire le rayon
critique Ry, d'une bulle d’hélium en apesanteur dans l'air, par I’équilibre de forces

suivant :
4

g?er,f (pa — pre)g = AT Ry, epig, (9.19)

3
Ry = P (9.20)
Pa — PHe

Pour e ~ 2 ym, R, . ~ 6 mm, en bon accord avec I'expérience.

Selon cette premiére approche, il est possible de remonter a la fréquence de pro-
duction en écrivant au seuil de formation la conservation du volume pour le jet
gazeux :

3
Qg ATRy
29— 20 9.21
e 22 (921)
ol nous avons moyenné dans le temps les termes de part et d’autre de I'égalité. Avec
la relation Rj ~ R et I'expression de g, . obtenue par la relation 9.8, il s’ensuit :

fr /ijg. (9.22)

Cette fréquence rappelle I'inverse d’un temps typique inertio-capillaire déja ren-
contré dans un chapitre précédent, mais ot la masse volumique est ici celle du gaz
intérieur contenu dans le cylindre de savon. Cette prédiction est testée sur la fi-
gure 9.19, démontrant un accord relativement correct compte tenu de la dispersion
des résultats expérimentaux. La pente assez élevée de la tendance linéaire tracée,
de T'ordre de 50, résulte des préfacteurs numériques laissés de coté lors du passage
de la relation 9.21 a la relation 9.22. Bien que les mécanismes physiques soient 1é-
gerement différents, cette loi d’échelle se retrouve par ailleurs dans 1’étude de la
formation de coques liquides [191]. Remarquons également que la fréquence de pro-
duction obtenue caractérise aussi la fréquence d’oscillation des bulles au suivi de leur
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FIGURE 9.19: Fréquence moyenne de production : comparaison entre I’expérience et
la prédiction tirée de I’équation 9.22. Chaque couleur correspond & un gaz donné.

formation, comme évoqué auparavant : en considérant la bulle comme un oscillateur
harmonique de masse m ~ p,R* et de raideur k ~ =, sa fréquence propre s’exprime
classiquement comme [ ~ +/k/m, d’ou le résultat. Parfois, les expériences montrent
méme 'apparition de différents modes de vibration, dont chaque fréquence propre
est généralement indexée par un entier caractéristique du mode observé.

Nous constatons a nouveau que les points expérimentaux associés a He dévient des
deux autres jeux de données mesurés pour 'air et le SFg. Dans le but d’interpréter
cette observation, nous nous proposons de raffiner cette premiére analyse avec une
seconde hypothese de mécanisme, présentée dans le paragraphe suivant.

4.4.2 Seconde analyse : une dynamique pilotée par le gaz de plus grande
inertie

Reconsidérons 'expression de la fréquence moyenne de production déterminée
précédemment (Eq. 9.22). Contrairement au chapitre 7 dans lequel le temps typique
\/paR3/~ construit sur U'inertie de l'air revenait réguliérement, nous pouvons pres-
sentir que la présence de deux gaz, intérieur et extérieur, généralement différents dans
cette configuration rende le probléme plus compliqué. En premiére approximation,
nous pouvons toutefois supposer que le pincement du film va étre principalement
limité par le gaz le plus long & déplacer, soit encore celui de plus grande inertie :

i
e \/ T (9.23)

Le gaz le plus lourd correspond ainsi au gaz intérieur dans le cas du SFg, ou au
gaz extérieur dans le cas de He, ou évidemment I’air avec un jet d’air. A la lecture
comparée des figures 9.19 et 9.20 (a), il semble que les trois jeux de symboles se
regroupent plutot mieux selon cette nouvelle tendance.

Revenons alors a la taille des bulles formées. En réécrivant la conservation du vo-
lume de gaz (Eq. 9.21), les relations 9.23 et 9.8 permettent d’aboutir a I'expression
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FIGURE 9.20: Fréquence moyenne de production (a) et taille des bulles formées
(b) : comparaison entre l'expérience et les prédictions respectivement tirées des
équations 9.23 et 9.24. Chaque couleur correspond & un gaz donné.

suivante : )
Ry~ (maX(Pa, Pg)) ¢ R. (9.24)
Pyg
Nous retrouvons une dépendance linéaire de R, avec R, mais dont le préfacteur dé-
pend des deux gaz en présence. Cette prédiction, testée sur la figure 9.20 (b), semble
effectivement mieux rassembler les différentes séries expérimentales en comparaison
avec la figure 9.18 (a).

4.5 Une instabilité « de type Rayleigh-Plateau »

Bien que l'expérience montre que les bulles se détachent une a une proche du
débit critique, tentons de comparer ce probléme a l'instabilité classique de Rayleigh-
Plateau [22]. Prenons le temps de rappeler briévement le mécanisme de cette insta-
bilité sous une mouture simplifiée, en nous restreignant & une description statique
du processus [11] (Fig. 9.21). Considérons pour 'occasion un jet liquide cylindrique
non confiné, de longueur L et de rayon R, soumis & une perturbation de longueur
d’onde \. Sa fragmentation en n gouttes impose la relation suivante :

L =n. (9.25)
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Perturbations
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.C‘ .

n gouttes

F1GURE 9.21: Fragmentation d’'un jet d’eau issu d’un robinet. Définition des gran-
deurs et notations utilisées pour établir le modéle simplifié.

En notant R, le rayon des gouttes formées, la conservation du volume liquide lors
de la fragmentation se traduit par 1’égalité suivante :

ATR.’
V = nR2L = nl2te (9.26)
soit, a I'aide de I’équation 9.26 :
2 4,3
R\ = ch . (9.27)
Les énergies de surface du jet et des gouttes valent respectivement :
2V
Euy = 2nRLy = %’ (9.28)
3V
By = ndnR.2y = R”. (9.29)

La déstabilisation du jet en gouttes est donc favorable d’un point de vue énergétique
si FBgpn, < Eey, soit encore :

N o

A > gR. (9.31)

De fait, pour une méme perturbation A, un jet fin apparait plus instable qu'un jet
épais, c¢’est pourquoi le jet d'un robinet ne se déstabilise généralement qu’aprés une
certaine longueur d’établissement de son amincissement gravitaire. Bien entendu, le
vrai probléme est dynamique et mériterait un traitement plus poussé [22] : injectons
alors dans I’équation d’Euler linéarisée une petite perturbation du rayon du cylindre
variant comme cos(kx)e™!. Dans le cas d'un cylindre de savon contenant un gaz
de masse volumique p, dans l'air, de masse volumique p,, la relation de dispersion
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FIGURE 9.22: Relation de dispersion tirée de I’équation 9.33. Chaque couleur cor-
respond a une valeur de p, différente.

entre le taux de croissance temporelle w de I'instabilité et le nombre d’onde k peut
s’écrire, dans une approximation de grande longueur d’onde devant le rayon du
cylindre (cette approximation sera justifiée par les résultats de notre analyse) [22] :

{1 + Qp—;g(kR)an (1 + %)} W? = ﬁ((m)ﬁ* — (kR)?), (9.32)

soit, avec les notations adimensionnées Q2 = w+/p,R3/v, K = kR et o = p,/p, le
contraste de masse volumique :
2 _ K*— K?
24 0X2In(1+1/X)

(9.33)

D’aprés la forme de I'ansatz choisi, pour que l'instabilité se développe, il faut que
w soit imaginaire pur, et donc 2 < 0. Cette condition est vérifice dans 'intervalle
0<K<1; comme K = kR, nous vérifions au passage que le cylindre est instable
seulement s’il est suffisamment fin. Il est possible de déterminer graphiquement le
mode le plus instable, c’est-a-dire celui qui se déstabilise le plus rapidement, en
cherchant la valeur de K, = k,R correspondant a la valeur maximale du taux de
croissance adimensionné v/ —Qpa=—iQnay (Fig. 9.22). Le graphique montre que
K, dépend légérement du gaz choisi. Nous mesurons respectivement pour les trois
gaz : k,R ~ 0.63,0.68,0.7, ou le code couleur correspond & celui employé dans la
figure 9.22. En ayant adimensionné le taux de croissance w par la masse volumique
pg, NOus remarquons que les courbes relatives a l'air et au SFg semblent atteindre
un taux de croissance maximal quasiment identique, alors que le maximum de la
courbe de I’hélium est inférieur. Ceci semble rejoindre notre seconde analyse, pour
laquelle nous avions supposé que 1’échelle de fréquence naturelle était fixée par le
gaz de plus grande inertie. Comme il s’agit du gaz intérieur dans le cas du SFg et
du gaz extérieur dans le cas de He, il semble cohérent que les taux de croissance
maximaux de ces deux courbes soient assez différents, puisque ces derniers sont tous
deux renormalisés par la masse volumique du gaz intérieur p,. En convertissant le
mode k, en termes de longueur d’onde A\, = 27/k,, il vient :

A~ (10,9.4,9) R, (9.34)
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confortant ainsi I’hypothése de grande longueur d’onde effectuée plus haut. Enfin,
pour revenir a Ry :

47TRb3
3 )
Ry~ (2,1.9,1.9)R. (9.36)

TR\, =

(9.35)

Cette estimation de R, devient quasiment identique pour les trois gaz : la puissance
1/3 appliquée sur le préfacteur lisse les différences entre les valeurs de A, détermi-
nées pour chaque systéme gazeux. Ce point semble donc plutdt se rapprocher de
la premiére analyse présentée plus haut. La comparaison des préfacteurs (3.1 selon
I'expérience, 1.9 selon l'instabilité de Rayleigh-Plateau) reste malgré tout trés ho-
norable, étant donné la force des hypothéses considérées ici. En réalité, le cylindre
de savon n’est pas infini, il est ouvert d’'un c6té, mais fermé de 'autre.

Dans la suite, nous nous intéressons a l'influence de la distance séparant ’aiguille
du film sur le débit critique de création d'un train de bulles et la taille des bulles
formées.

5 Prise en compte de la dissipation

L’expérience montre qu’en éloignant 'aiguille du film, le débit critique de for-
mation de bulles augmente significativement, la taille des bulles formées également.
Si le modéle simplifié précédent ne capture pas l'influence de la distance ¢ séparant
I’aiguille du film, c¢’est précisément parce qu’il ne tient pas compte de la dissipation
d’énergie cinétique du jet le long de son parcours, et de fait de son élargissement.
En calculant I'ordre de grandeur du nombre de Reynolds Re, construit avec 1'air et
les échelles de longueur R et de vitesse v, :

Re = Pelactt “t}“‘R — 2,/ Y 0 ’;;”R ~ 10% — 10%, (9.37)

nous supposons donc que la dissipation se fait par un mécanisme purement convectif.
Dans cette approche, il fait état dans la littérature d’une modélisation simplifiée d’un
jet turbulent [193, 194]. Nous étudions ici le cas d'un jet fluide dans le méme fluide
afin de ne pas avoir de brisure de symétrie due a une poussée d’Archiméde non
nulle : le cas des gaz He et SFg est donc laissé de coté dans la suite 3. Le jet s’élargit
selon l'axe (Ox) sous forme conique, dont 'angle au sommet 6, de I'ordre de 23.6°,
ne dépend pas du fluide (liquide, gaz) choisi (Fig. 9.23 (a)). Le rayon du jet R(x) a
la distance x de I'aiguille vaut donc :

0
R(m)=R+xtan§:R+§. (9.38)

Les fluctuations turbulentes et tourbillons étant complétement négligés dans cette

3. Dans le cas des bulles d’air soufflées par la bouche humaine, la différence entre les tempéra-
tures de Dair intérieur et extérieur, typiquement 37°C et 20°C, induit, d’aprés I’équation d’état des
gaz parfaits, des masses volumiques respectives de 1.14 kg.m ™% et 1.20 kg.m . La variation rela-
tive de masse volumique entre air chaud et air froid étant seulement de 5%, nous la supposons
suffisamment petite pour pouvoir appliquer les résultats qui suivent a ’expérience réelle.
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"Ua,max(.’lf) T

va(z,r)

FIGURE 9.23: (a) Structure d’un jet d’eau dans de I'eau; 'eau provenant du jet est
colorée afin de la rendre visible sur ce cliché. Figure adaptée de [194]. (b) Allure
schématique du profil de vitesse de 'air : notations utilisées.
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approche, le champ de vitesse, supposé gaussien dans un plan perpendiculaire a (Ox)
et indépendant du temps (Fig. 9.23 (b)), se met sous la forme :

2
r
VT, 7) = Vgmax(T)exXp | ——— | . 9.39
01 = vl exp 5 ) (9.30)
La largeur caractéristique o(z) de ce profil augmente de fagon affine avec la distance
x a laiguille. La distribution gaussienne surmonte 95% de son aire totale dans un
intervalle centré en =0 et de largeur 4o(x); en prenant cette largeur égale au
diametre du jet 2R(x), il vient donc :

o(z) = 5ng ‘) (9.40)

La vitesse moyenne du jet v,(z) a la distance x s’en déduit alors comme ? :

1

+o00
va(x) = W/o 21rv, (z, ) dr o~

5R
S5R+x

Va. (9.41)

Ce résultat est obtenu en exploitant le caractére stationnaire de I’écoulement, et
donc le fait que le transfert de quantité de mouvement est & flux conservatif, soit :

+00
/ 277 Ve (7, 7) dr = TR pavg”. (9.42)
0

Ceci implique vg max () = 10Rv, /(5R+x) = 2v,(x), constituant une propriété carac-
téristique de la distribution gaussienne. Selon ce raffinement, il est donc maintenant
possible de prédire le débit critique de formation d’un train de bulles en fonction
de la distance ¢ séparant le film de l'aiguille. Une généralisation de I’équation 9.7
s’écrit & présent en considérant la conversion énergétique infiniment prés du film ® :

2 2
PaVa,c SR 4’7
: ~ O 9.43
2 (5R + 6) 5R+ ¢’ (9.43)
[8y(5R + 9)
a,c ™ e a— 44
2

Ja,c = ﬂ-RQUa,c ~ 27T\/§ M’ (945)

DPa

[ 6
Qa,e ~ Qac(0 = 0)4/1+ 378 (9.46)

Ce nouveau critére fait ainsi apparaitre deux régimes en fonction de la distance 9.
Si 0 < 5R, la dissipation peut raisonnablement étre négligée, le probléme se raméne

4. Par souci de simplicité, 'intégration s’effectue abusivement avec une borne supérieure infinie.
En n’intégrant que de r=0 & R(z), un facteur correctif constant intervient, égal & 1 —e=2 ~ (.86 :
nous pouvons donc légitimement ’oublier dans la suite.

5. Encore ici, le calcul nécessite en toute rigueur de prendre pour la contribution cinétique la
moyenne du carré de la vitesse intégrée de r=0 & R(z), et non le carré de la vitesse moyenne
calculée précédemment. Cela entraine juste un facteur 1 —e~™* ~ 0.98 au lieu de (1 —e™2)? ~ 0.75.
Ce détail est a nouveau laissé de coté dans la suite.

242 5. PRISE EN COMPTE DE LA DISSIPATION



CHAPITRE 9. L’INSTABILITE DU SOUFFLEUR DE BULLES

10 T LI T LI T IIIIIIII T T

0)

Qa,c/qg,,c ((5

cylindre laminaire
1 |||||||| 1 |||||||| 1 1 IIIIIII 1 11

1 10 100

e
=

5/R

FIGURE 9.24: Débit seuil de formation d’un train de bulles en fonction de la distance
séparant l'aiguille au film. Le débit est adimensionné par la valeur expérimentale
mesurée lorsque 'aiguille est accolée au film. La distance séparant 'aiguille au film
est adimensionnée par le rayon de ’aiguille R. Chaque série de symboles correspond a
une aiguille donnée. Les symboles creux correspondent a une largeur de film w=4 cm,
les symboles pleins correspondent a une largeur de film w=10 cm. Toutes les mesures
ont été effectuées pour w > R.

donc a la partie précédente. Dans la limite inverse 0 > 5R, le débit seuil augmente en
loi de puissance avec 4, tel que : g, . V8. D’apreés I'équation 9.38, il est également
possible de prédire, au débit seuil de formation, la dépendance affine de la taille
moyenne des bulles en fonction de 9, soit :

Ry )

7~ 1 B (9.47)
Les expressions obtenues sont en bon accord avec les observations expérimentales
(Fig. 9.24, Fig. 9.25). Il apparait néanmoins un comportement assez différent avec
les petites aiguilles (R ~ 3-107* m, correspondant aux points situés dans les zones
grisées des figures 9.24 et 9.25), pour lesquelles la transition dissipative se fait de
facon plus brutale que la tendance prédite théoriquement. La constance du seuil
dac pour des valeurs de J/R pas trop grandes s’interpréte en considérant que la
dissipation n’entre pas encore en ligne de compte : la structure du jet n’est donc
pas conique, mais tout simplement cylindrique. Ce constat est par ailleurs corrélé
a la taille des bulles formées, faisant apparaitre le méme type de comportement
(Fig. 9.25). Tentons de déterminer les conditions pour lesquelles cette transition
cone/cylindre se produit. Notons §* la distance sur laquelle le jet gazeux conserve
une forme cylindrique avant de s’élargir en cone. Cette distance est d’autant plus
importante que le nombre de Reynolds Re est petit, soit pour les petites aiguilles
puisque Re décroit avec R (Eq. 9.37). Cet argument se retrouve dans les croquis
tirés des travaux® de Thomas Young [196] en 1800, reproduits sur la figure 9.26.
Ce changement de régime hydrodynamique laminaire/turbulent s’interpréte par le

6. D’un point de vue historique, cette expérience constitue de fait la premiére mise en évidence
de I’émergence de turbulence au sein d’un écoulement, bien avant I'apport d’Osbourne Reynolds
(1842-1912) communément admis aujourd’hui [195].
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FI1GURE 9.25: Taille des bulles formées en fonction de la distance séparant ’aiguille
au film, en quantités adimensionnées. Afin de raccorder au régime non dissipé, 1’ajus-
tement tracé a pour équation R,/R=3.1(1+ §/5R), ou le préfacteur 3.1 est tiré de
'ajustement de la figure 9.18 (b), obtenu pour § = 0.

Fig. 24
5 =
Fig 25
I
Fig26.
surpression

¥ appliquée

FIGURE 9.26: Dessins illustrant I’évolution de la structure d'un jet d’air en fonction
de la surpression appliquée. Figure adaptée de [196].
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FIGURE 9.27: (a) Lorsque le nombre de Reynolds Re est trop petit devant un certain
nombre critique Re*, les données expérimentales issues de la figure 9.24 exhibent
un moins bon accord avec le modéle, décrit par I'équation 9.46. Sur cette figure, les
données sont retraduites en termes de nombre de Reynolds, les symboles verts étant
en accord satisfaisant avec la théorie, les symboles rouges en moins bon accord. Le
fait que le seuil (droite horizontale) ne semble pas dépendre de fagon drastique de R
et de d/R prouve que le nombre de Reynolds est bien le paramétre gouvernant cette
transition de type laminaire/turbulent. (b) Existence d’une taille d’aiguille critique
R*, définie telle que le seuil de création d’un train de bulles soit de 'ordre du seuil
de la transition cone/cylindre.

biais d’un nombre de Reynolds critique Re* (Fig. 9.27 (a)), atteint lorsque §*=0 et

correspondant & un nouveau débit critique g tel que :

PaVs R

Na

T X Re*
Pa

Nous remarquons que ¢ o< R, alors que g, o R3. Ainsi, il est toujours possible
de trouver une aiguille assez grande vérifiant ¢, . > ¢, : dans ce cas, la transition
laminaire /turbulent n’interfére pas avec le seuil de formation d'un train de bulles,
puisqu’elle se produit avant le seuil d’intérét g, .. Ce n’est pas le cas pour une plus
petite aiguille, de rayon typique R* défini par 'équivalence g, ~ ¢ (Fig. 9.27 (b)) :

_ Pad,

Re* = ,
c TN R

(9.48)

*

9o = (9.49)

JRRe* R
Mt K€ ony/2, [ 1222 (9.50)
Pa Pa
QR *2
oo a0 (9.51)
8pay
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FIGURE 9.28: Débit critique (a) et taille des bulles créées (b) en fonction de §/R :
représentation tronquée des résultats tirés des figures 9.24 et 9.25. Seules les mesures
correspondant a un nombre de Reynolds Re > 1200 ont été conservées.

En prenant R*~3-10~* m, le nombre de Reynolds de transition vaut Re*~460 :
cette valeur est cohérente avec une transition typique de régime d’écoulement la-
minaire/turbulent. Il est alors raisonnable de corriger les données expérimentales
en ne retenant que les mesures correspondant & un nombre de Reynolds suffisam-
ment grand : Re > Re* ~ 460. En prenant par exemple Re > 1200 (Fig. 9.28),
I’accord entre théorie et expérience est alors bien meilleur, en comparaison avec
les figures 9.24 et 9.25. Cette démarche a du sens puisque 'hypothése inertielle de
I’écoulement d’air, reliée a I’écriture de 1’équation de Bernoulli, apparait d’autant
plus fondée que le nombre de Reynolds est grand.

6 Prise en compte du confinement

D’un point de vue pratique, il est intéressant de sonder la limite inverse R > w
(cas d’une soufflerie, voir Fig. 9.29), ou I'intuition préte a penser que la taille perti-
nente du probléme soit désormais w. Cette taille fixe alors celle des bulles formées
indépendamment de R, ce type de résultat étant pressenti dans la littérature [22].
Dans cette partie, nous utilisons a nouveau des films portés par des cadres a géo-
métrie circulaire, de diamétre noté D. En I'absence de dissipation (6 — 0), et en
supposant maintenant que la tétine se détache en bulle lorsque son diamétre éga-
lise le diameétre du film D, un raisonnement analogue a celui mené précédemment
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conduit & présent aux nouveaux seuils :

Vge ~ 4 pVD, (9.52)
g
R4
Gg,c = 7]-R2Ug,c ~ 4 Z_D (953)
g

Le comportement est donc bien différent dans ce cas confiné. Il est cependant aisé
de vérifier que les deux limites se raccordent en D/2 = R. Les expériences valident
ce nouveau seuil (Fig. 9.30), avec un préfacteur respectable comparé au modéle (0.7
au lieu de 1).

FIGURE 9.29: Photographie de la soufflerie utilisée (37304, Leybold) ; son rayon est
noté R.

7 Reégime confiné et dissipatif

En tenant a présent compte de la dissipation, il émerge d’apres la partie précé-
dente une distance critique ¢, au-dela de laquelle la largeur du film D commence a
intervenir et fixe la taille des bulles. D’aprés ’équation 9.38, d.. vérifie :

5, D
e _ = .04
R+F=3, (9.54)

5. =5 (% - R) | (9.55)

Le critére 6 < §. peut autrement s’interpréter comme D > D. = 2(R +6/5), ou D,
correspond & un diamétre critique de film en-dessous duquel le confinement com-
mence a se faire ressentir. Etudions donc I'effet de la dissipation en régime confiné
sur le seuil de création d’un train de bulles. Nous nous sommes tout d’abord as-
surés a 'aide d’'un anémométre & fil chaud que les profils de vitesse étaient bien
gaussiens, aux fluctuations temporelles prés (Fig. 9.31). Remarquons que I’ajuste-
ment est moins bon aux petites valeurs de § (typiquement quelques R), confirmant
ainsi 'existence d’une zone d’établissement du profil gaussien a partir d'un profil
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FIGURE 9.30: (a) Vitesse critique de formation d’un train de bulles en fonction du
rayon du cadre D/2. Chaque couleur correspond a un rayon de soufflerie donné.
Au-dela du bon accord avec la prédiction théorique, les expériences montrent que la
vitesse seuil ne dépend en fait que de la taille minimale pertinente du systéeme : cette
taille est D/2 lorsque D/2 < R (régime confiné), R lorsque D/2 > R (régime non
confiné), ceci confortant les résultats obtenus précédemment. (b) En adimensionnant
ces résultats par 1’échelle de taille R et I’échelle de vitesse seuil dans le régime non
confiné obtenue & la limite D=2R, les différentes séries expérimentales se superposent
comme attendu.
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quasiment laminaire en sortie de soufflerie. Nous avons par ailleurs vérifié que 1’élar-
gissement du profil avec la distance J s’effectuait en accord avec ’équation 9.41, ceci
corroborant par la méme occasion la valeur de ’angle d’ouverture du céone turbulent
prise en compte dans les calculs précédents. Tentons alors de modéliser cette nouvelle

I I I
—profil plat
® /=1.5R —

® /=13R

14 —

12 —

10

Va (m/s)

FIGURE 9.31: Elargissement du profil de vitesse avec la distance . Les trois séries
expérimentales ont été effectuées avec une soufflerie de rayon R = 5 cm et ajustées
par des lois gaussiennes.

configuration combinant confinement et dissipation. Par souci de simplicité, suppo-
sons tout d’abord que la vitesse pertinente & considérer est la vitesse maximale 7 du
profil gaussien. La conversion énergétique au niveau du film s’écrit donc :

2 2
v 10R 8
PaVa,c - _’7’ (959>
2 SR+ D
vy 0
Va,e ~ 2 1+—, 9.60
paD ( 5R) (9.60)
7. Un autre candidat éventuel est bien entendu la vitesse moyenne au niveau du film, en x = ¢ :
1 D/2
Va,conf(0) = ﬁ/ 27rvg (9, 7) dr, (9.56)
m(3)" o
4Rv, b/z r?
Va,conf(0) = 7‘1/ T exp (—) dr, 9.57
f( ) (R—i—%) (%)2 0 202(5) ( )
_ 5Ru, 1—exp(—2D?%) 1 — exp(—2D?)
va,conf((s) - 5R+ 6 D2 - Ua,nconf((s)T. (958)

Le calcul fait émerger un nouveau facteur correctif, fonction du diameétre adimensionné D = D/D,.
du film, v4 conf(0) étant bornée entre deux valeurs extrémes. Au plus large confinement (D = 1), on
retrouve pour le facteur correctif la valeur 1—e~2, dfi au choix d’une borne supérieure d’intégration
finie. L’autre limite correspond au plus petit confinement (D — 0), pour lequel on retrouve la
vitesse centrale maximale de la distribution, égale au double de la valeur moyenne déterminée par
intégration avec borne supérieure infinie : le facteur correctif vaut donc 2 dans ce cas (ce facteur
se retrouve immédiatement par développement limité). Le préfacteur varie finalement continiment
de 2 &4 0.86 avec D. Puisque les résultats expérimentaux ne présentent aucune dépendance en D, &
R, ¢ fixés, cette hypothése est rejetée dans la suite.
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FIGURE 9.32: Analyse comparative de 'augmentation du seuil de création d’un train
de bulles en présence de dissipation, dans les régimes confiné (rouge) et non confiné
(bleu). En régime confiné, les symboles vides et pleins correspondent respectivement
aux mesures effectuées avec une soufflerie de rayon R = 3 cm et 5 cm ; chaque série
de symboles correspond & un cadre de rayon donné : D/2 = 0.65,0.9,1.5,2.6 cm.

R* J
a,c — 2 ae ~ 2 J 1 - .61
Qo = TR v, T D +5R , (9.61)
(0 =0) 1L (9.62)
Qa,c ™~ Ga,c\0 = 5R ) .

Ainsi, 'augmentation du débit seuil se fait de fagon plus rapide en régime confiné
(Fig. 9.32), du fait que la pression de Laplace est fixée par la taille du cadre, indé-
pendamment de §. L’utilisation du film géant (régime non confiné) présente donc le
double avantage d’ajuster la taille des bulles souhaitées en fonction de la distance
film-aiguille, et ce & moindre cott, puisque le débit seuil croit seulement avec V9.
Les différents résultats peuvent étre résumés dans les tableaux ci-dessous :

Qa.c sans dissipation (0 = 0) | avec dissipation (§ > 0)
sans confinement (R + g < %) Qa,c0 = 27r\/§\/7pi;3 Qa,c,0 \/1 + %
avec confinement (R + g > %) ac.0 \/Di;2 Ga.c.0 \/DL;2 (1 + %)
Ry sans dissipation (6 = 0) | avec dissipation (§ > 0)
sans confinement (R + g < %) R R+ g
avec confinement (R + g > %) % %

Contrairement au cas non confiné, montrons qu’il n’est ici pas nécessaire de tronquer
les résultats a 'aide d’un nombre de Reynolds de coupure Re*. Ceci peut s’inter-
préter en exprimant & nouveau Re dans cette configuration. La taille typique de
I’écoulement devient le rayon R de la soufflerie, alors que la vitesse typique, donnée
par I’équation 9.52, dépend de la taille du cadre D :

Re

_ Pabaclt R %}~1m_1m. (9.63)

Na Na
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Les nombres de Reynolds sont bien plus élevés dans la configuration de la soufflerie
et surpassent donc plus facilement le nombre de Reynolds Re* marquant la transi-
tion laminaire/turbulent évoquée précédemment.

Pour terminer, notons que la soufflerie, couramment utilisée en travaux pratiques,
comporte une grille en sortie de tuyére (voir Fig. 9.29) dans le but de linéariser les
lignes de champ et diminuer I'influence des effets turbulents sur une certaine dis-
tance de travail. Afin de s’affranchir de cet effet et ainsi rester dans les limites du
modeéle de dissipation présenté (émergence immédiate du cone turbulent en sortie de
la soufflerie), les résultats présentés sur la figure 9.32 ont été mesurés en l’absence
de cette grille. En laissant la grille, une seconde série de mesures montre que les
résultats obtenus suivent une tendance équivalente, mais translatée horizontalement
de fagon assez significative (Fig. 9.33), avec un décollage du débit seuil situé vers
d/R ~ 10. Le role de la grille est ainsi clairement mis en évidence.

10 T LI T LI T LILLBLAL T LI

[ R - s Ko=)

%\ sans grille
5 L 4
N—
(8]
3 2l 4
< [ )
ey P avec grille
3
=) 19._ [ ] L1 ] —
st -
T+ -
6 -
5 1 1 L1 1111 I 1 1 L1 1111 I 1 1 L1 1111 I 1 1 1
0.1 1 10 100
5/R

FIGURE 9.33: Analyse comparative de I'augmentation du seuil de création d'un
train de bulles en régime confiné dissipé, sans grille (rouge) et avec grille (vert). Les
mesures correspondent a une soufflerie identique de rayon R = 5 cm.

8 Perspectives

Dans le but de prolonger les travaux présentés dans ce chapitre, nous proposons
ici plusieurs pistes d’approfondissement.

Tout d’abord, il serait tentant de rendre le probléme plus complexe en brisant son
axisymétrie. En plagant le film de savon dans le plan (Oy, Oz) et la direction per-
pendiculaire au film selon 'axe (Ox), la direction (Ou) de Iaiguille est définie par

les angles suivants : O?,Bu = « dans le plan (Ox,Oz), @u = [ dans le plan
(Oz,Oy). Les composantes de la vitesse s’écrivent a présent :

Vgr = vcos3cosa
Vgy = vsinf
Vg, = wvcosfsina
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Nous proposons ici deux scénarios permettant de rendre compte de l'effet d’inclinai-
son sur le débit seuil de création d’un train de bulles.

— Selon un premier scénario, nous pouvons supposer que seule la composante
utile de la vitesse, soit v, ., intervient dans le bilan d’énergie décrit par I’équa-
tion de Bernoulli (Eq. 9.7). II découle de cette hypothése que le débit d’air
critique augmente & mesure que l'incidence du flux gazeux sur le film est de
plus en plus rasante : g, . o< (cos S cosa)t.

— Un second scénario traduit la prise en compte de la dissipation induite par
I'inclinaison du jet. En prenant par exemple § = 0 et a # 0, quelques consi-
dérations géométriques montrent que la distance moyenne entre 1'aiguille et le
film peut s’écrire 6 = Rtana. A la lumiére des résultats précédents obtenus
en régime non confiné, cet effet provoque donc de nouveau une augmentation

du débit seuil, de la forme ¢, . o< \/1 + tan /5.

Remarquons que ces deux petits modéles d’inclinaison candidats présentent des com-
portements assez différents : 'expérience devrait finalement discriminer et sélection-
ner le scénario le plus plausible & prendre en compte.

Nous avons également observé expérimentalement qu’en inclinant le jet, pour un
débit gazeux confortablement supérieur au débit seuil, la taille moyenne des bulles
variait peu, alors que la couleur des bulles changeait nettement. Ceci démontre I'in-
fluence de l'inclinaison sur 1’épaisseur des bulles formées et permettrait d’envisager
un systéme de production de bulles de savon, dont la taille et ’épaisseur pourraient
étre controlées de fagon indépendante.

Par ailleurs, les expériences réalisées avec de ’hélium montrent que les « grosses »
bulles finissent par redescendre aprés leur premiére phase d’ascension, justifiant de la
diffusion de I’hélium dans ’atmosphére a travers la membrane poreuse de la bulle de
savon. A I'aide des outils thermodynamiques, il serait intéressant de pouvoir prédire
le temps de diffusion de I’hélium en fonction des paramétres pertinents du probléeme,
notamment le rayon et I’épaisseur de la bulle.

Nous nous sommes également intéressés a 'influence du débit gazeux, au-dela du
seuil de création d’un train de bulles, sur la distribution de taille des bulles. Nous
avons expérimentalement distingué deux régimes différents (Fig. 9.34).

— Pour un débit assez proche du débit seuil : g, =~ [1—2]qy.., les bulles se forment
I'une apreés l'autre. En référence a d’autres travaux issus de la littérature [192],
ce mode est dénommé dripping.

— Pour un débit plus élevé : ¢, > 2¢q, ., il arrive parfois que le cylindre se frag-
mente de fagon simultanée & différents endroits, conduisant & la formation de
plusieurs bulles en méme temps. Par opposition au premier mode, ce mode est
dénommeé jetting. La transition dripping/jetting s’opére donc pour un débit de
l'ordre de quelques g4 ., ou encore un nombre de Weber de I'ordre de 20.

Ce changement de régime n’est pas sans conséquence sur la taille des bulles créées.
La figure 9.35 représente pour un jet d’air la taille moyenne des bulles en fonction
du débit g,, ces deux quantités étant respectivement adimensionnées par R et qq.
Nous remarquons que la taille moyenne décroit puis semble atteindre un plateau
autour de la valeur 2. Nous interprétons cette variation en invoquant le changement
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Pas de train Train de bulles ) Train de bulles
Mode dripping Emergence du mode jetting

8 We

F1GURE 9.34: Influence qualitative du nombre de Weber sur le mécanisme de for-
mation des bulles de savon.

de régime dripping/jetting évoqué précédemment : le mode jetting se rapprochant
du processus de déstabilisation classique d’un cylindre infini selon l'instabilité de
Rayleigh-Plateau, nous retrouvons un préfacteur trés proche de la valeur obtenue
attendue selon cette instabilité : 1.9 (voir Eq. 9.36).

5

Rv/R
e
HH—

T4 i %
11 -
1+~ ]
0 | | | |
0 1 2 3 4 5
qa/qasc

FIGURE 9.35: Influence du débit d’air, normalisé par g, ., sur la taille moyenne des
bulles formées, normalisée par R. Chaque série de symboles correspond a un rayon
d’aiguille donné.

Enfin, nous pourrions étudier comment se comporterait le film liquide si le sens
de I'écoulement gazeux était inversé, en aspirant de ’air & une vitesse et un débit
donnés. Il serait intéressant d’analyser le profil adopté par le film dans cette confi-
guration et éventuellement sonder son autosimilarité en fonction des variables du
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probléme, par analogie avec d’autres travaux portant sur des singularités hydrody-
namiques [197, 198].
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Chapitre 10

Dynamique d’étalement d’une bulle
sur une surface

Les processus d’étalement d'une goutte ont été largement documentés dans la litté-
rature depuis les années 1960 [11, 199, 200, 201, 202, 203, 204] et font encore I'objet
de diverses études, rendues possibles par les progrés des caméras rapides et leur
facilité d’utilisation. Certains travaux mettent en évidence un régime d’étalement
inertiel d’'une goutte en mouillage total aux temps courts [205]. D’autres auteurs
examinent l'influence du substrat sur ’étalement, en configuration de mouillage par-
tiel [206, 207|, ou encore décoré d’une « forét » de plots a I’échelle de quelques dizaines
de microns (voir par exemple [208, 209|), congue par des techniques de lithographie
douce présentées dans la premiére partie du manuscrit. Enfin, d’autres études se
focalisent sur I’étalement de gouttes visqueuses [210] ou d’agrégats cellulaires [211].
Inspirés de ces travaux, nous proposons dans ce chapitre une étude expérimentale et
théorique de I’étalement d'une bulle sur un substrat lisse et chimiquement homogéne
(Fig. 10.1). Nous observons 'émergence de plusieurs dynamiques successives ; nous
les caractérisons et les modélisons par des lois de puissances temporelles, en assez
bon accord avec 'expérience.

255



CHAPITRE 10. DYNAMIQUE D’ETALEMENT D’UNE BULLE SUR UNE SURFACE

t=0.4s lcm

FI1GURE 10.1: Série de photos expérimentales illustrant I’étalement d’une bulle de
savon au cours du temps.

1 Analyse préliminaire

Considérons une bulle sphérique de rayon R et d’épaisseur supposée uniforme
dans un premier temps et notée e, suspendue a une aiguille de rayon R, < R.
La tension de surface liquide/air est notée =, les masses volumiques du liquide et
de I’air sont respectivement notées p; et p,, les viscosités dynamiques du liquide et
de T'air sont respectivement notées 7; et n,. Tentons tout d’abord de comprendre
pourquoi, au contact d’une surface lisse et chimiquement homogéne, la bulle s’étale
et forme a 'instant final une bulle interfaciale hémisphérique, de rayon noté R;. Ceci
peut s’interpréter de facon simple par des considérations énergétiques. En écrivant
la conservation du volume d’air entre l'instant initial et I'instant final :

4 2

§7TR3 = gwRﬁ, (10.1)

R,=25R > R. (10.2)

Calculons alors le rapport entre les énergies de surface prises a l'instant initial et
I'instant final :

Wl

<1. (10.3)

Eg,f - 2’727TR1,2 - 1 Rb . — 9
Es; 2v4rR* 2\ R)

Ainsi, I’énergie de surface libérée est convertie en énergie cinétique, ceci permet-
tant de mettre en mouvement le systéme et de provoquer I’étalement. Notons que
ce raisonnement simple est valable en toute rigueur sur un substrat mouillé préa-
lablement avec le méme liquide. Sur substrat sec, il importe de tenir compte de
toutes les énergies de surface impliquées dans ce processus : liquide/vapeur, mais
également solide/vapeur (ys,v) et solide/liquide (yg/z). La différence d’énergie de
surface s’écrit alors :

Es;— Es; = 2v21Ry> + (s + 7)7R?] — 2747 R® + vs)v mRy?). (10.4)
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FIGURE 10.2: Dynamiques d’étalement pour deux bulles de tailles différentes.

En utilisant I’équation 10.2 ainsi que la relation de Young-Dupré, en notant 6 I'angle
de mouillage :

ycost = vsgv — Vs/L, (10.5)

il vient :

By ; — Es; = vwR*(25(5 — cos ) — 8). (10.6)

Comme le substrat est généralement mouillant vis-a-vis de la solution savonneuse
utilisée, nous pouvons vérifier que Ey, y < Ef;, conformément & la premiére analyse.
Mais ceci ne serait plus le cas si I’angle de mouillage dépassait une valeur critique
0., de l'ordre de 92° en cherchant I'annulation de la différence des énergies dans
I’équation 10.6.

Nous nous attachons dans la suite & décrire la dynamique d’étalement r(t) plus
précisément, ot r(t) correspond au rayon de la surface de contact entre la bulle et
le substrat (voir Fig. 10.1). Une bulle de savon est expérimentalement formée en
immergeant un capillaire de rayon millimétrique dans une solution savonneuse com-
merciale (Potentier). Ce capillaire est ensuite connecté a une seringue, la bulle est
alors formée en appuyant sur la seringue & débit constant. Ce débit est suffisam-
ment faible de fagon & maintenir la bulle sphérique a tout instant pendant la phase
de gonflement. Nous faisons affleurer la bulle & une surface en verre préalablement
nettoyée a l'eau distillée puis a 'acétone, et enfin séchée & flux d’air comprimé.
Ces précautions importantes servent a s’assurer d’avoir un état de surface le plus
propre possible, en diminuant au maximum l'effet d’éventuelles impuretés et ru-
gosités sur I'étalement. La distance séparant l'extrémité du capillaire et la plaque
de verre fixe le diamétre 2R de la bulle initiale, cette quantité étant variée dans
I'intervalle 0.8—13 cm. La figure 10.2 représente, pour deux tailles de bulle R diffé-
rentes, le suivi temporel 7(¢) au cours de 'étalement en coordonnées logarithmiques.
Comme de nombreux phénomeénes hydrodynamiques (imbibition, pincement, coa-
lescence, explosion '), 'expérience montre que les dynamiques d’étalement peuvent
s’exprimer a I’aide de lois de puissance temporelles,; de puissances 2/3 puis 1/2 pour

1. Citons ici le célébre exemple de la premiére explosion nucléaire Trinity Test (bombe atomique
au plutonium) réalisée le 16 juillet 1945 dans le Nouveau Mexique, et du secret mal gardé qui
s’ensuivit. Uniquement & partir de clichés rendus publics par le gouvernement américain en 1949,
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une bulle initiale centimétrique, et de puissance 2/3 puis 1/10 pour une bulle initiale
millimétrique (Fig. 10.2). Puisque I'exposant et le préfacteur des lois de puissance
temporelles sont généralement de bons indicateurs des mécanismes clés mis en com-
pétition, nous proposons ci-dessous une analyse dimensionnelle simple permettant
de justifier ces résultats.

2 Interprétation

Commencons par évaluer un nombre de Reynolds Re typique dans cette expé-
rience. Avec une taille R ~ 1072 m et une durée 7' ~ 1072 s, estimons une vitesse
de ce processus v ~ R/T ~ 1 m.s~!. Que 'on définisse le nombre de Reynolds pour
lair, Re = p,vR/n, ~ 103, ou pour le film, Re = pjvR/m ~ 102, les valeurs obte-
nues sont grandes devant 1'unité. Nous négligeons donc dans la suite les processus
de dissipation visqueuse au cours de I’étalement, du moins aux temps courts. Ainsi,
la bulle, soit le systéme constitué du volume d’air enfermé et de la coque liquide
délimitant ce volume, ne voit pas son énergie mécanique varier. Pendant un petit
intervalle de temps dt¢, nous avons :

dEs + dE, = 0, (10.7)

la perte d’énergie de surface dEy; < 0 compensant exactement le gain d’énergie ciné-
tique dE,. > 0. Calculons séparément chacune de ces contributions. Les coefficients
numériques sans dimension, de l'ordre de 'unité et n’affectant pas la compréhension
du phénoméne, sont laissés de coté dans la suite.

2.1 Calcul de la contribution interfaciale dE’s;

L’expérience, vue de dessous, permet de visualiser le disque de contact dont le
rayon 7(t) croit avec le temps; nous vérifions ainsi que cet étalement s’effectue de
facon isotrope. Vue de coté, I'expérience montre qu’'une fois le contact établi entre
la bulle et le substrat, celle-ci prend aux temps courts, et de fagon approximée, la
forme d’une calotte sphérique paramétrée par les rayons r(t) et R(t), ce dernier
étant, par conservation du volume d’air, plus grand que le rayon initial R de la bulle
(Fig. 10.3). En adaptant les calculs effectués dans le chapitre 8, le volume V de cette
calotte s’exprime comme :

27 R3(t) r(t) )’ 1/r(t))’
V=" 1 L—Gﬁﬂ G+§(§6)> , (10.8)
soit, & l'ordre 4 en r(t)/R(t) :
ATRMt)  mrt(t)

~ — . 10.9
v 3 AR(t) ( )
Puisque le volume de la bulle est conservé, d) = 0 implique alors :
3(t)d Yt)dR
iR (pyaR — WA R (10.10)

R(t) = 4R2(D)

G. I. Taylor réussit a estimer 1’énergie libérée par ’explosion [212]. Cette information était pourtant
classée « top secret » a 1’époque.
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substrat solide

FI1GURE 10.3: Configuration schématique de la bulle en cours d’étalement : notations
utilisées. La bulle, initialement sphérique et représentée en rouge, adopte au cours
de I’étalement une forme semblable a celle d'une calotte sphérique de rayons r(t) et
R(t), représentée en noir.

soit, avec r(t)/R(t) < 1 :

r3(t)dr
B~

. (10.11)

Nous remarquons ainsi que R(t) croit beaucoup moins vite que 7(f) au vu du
préfacteur 73(¢) / R3(t) intervenant dans cette relation différentielle : nous prendrons
donc R(t) ~ R dans la suite. La surface ¥ de la calotte sphérique s’exprime quant
aelle :

Y = 47 R? — 2w Rh(t), (10.12)

ou la hauteur h(t) est déterminée par le théoréme de Pythagore (voir Fig. 10.3) :
(R — h(t))* +7%(t) = R*, (10.13)

soit, a ’ordre le plus bas non nul :

2(t
h(t) ~ rzgq)? (10.14)
Y ~ 47 R? — 72 (t). (10.15)
La perte de surface de la bulle d¥ s’exprime donc :
d¥ = —27rdr, (10.16)
de laquelle nous pouvons tirer la perte d’énergie de surface associée dFy; :
dFEy = 2ydY ~ —yrdr. (10.17)
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2.2 Calcul de la contribution cinétique dF.

L’énergie de surface libérée au cours de I'étalement de la bulle est convertie en
énergie cinétique dans le volume d’air et le film liquide 2. L’expérience montre qu’au
fur et & mesure de I’étalement, la déformation de la bulle en calotte sphérique se pro-
page progressivement selon la direction verticale, du substrat sur laquelle elle s’étale
vers 'aiguille. Aux temps courts, tout se passe comme si, en un instant donné, la
partie supérieure de la bulle n’était pas du tout affectée par la dynamique d’éta-
lement, contrairement & la partie inférieure (voir les trois premiéres images de la
figure 10.1). La hauteur de cette partie inférieure mise en mouvement est typique-
ment donnée par h(t), que nous avons explicitée a I’équation 10.14. Les volumes de
liquide V; et d’air V, concernés par le mouvement s’expriment donc respectivement
comme :

Vi~ r(t)eh(t) ~ er;(t)7 (10.18)
Vi, ~ r2(0)h(t) ~ rig), (10.19)

e désignant 'épaisseur de la bulle supposée homogéne. Le mouvement étant sus-
ceptible de s’effectuer selon les directions radiale et verticale, comparons en ordre
de grandeur les composantes respectives de la vitesse 7 et h. En dérivant la rela-
tion 10.14 par rapport au temps, nous obtenons :

‘_, ~ (10.20)

en ayant de nouveau utilisé la condition R < 7 déduite de la relation 10.11. Comme
nous restons dans l'approximation r(t) < R aux premiers instants de 1’étalement,
nous obtenons i < 7. En supposant ainsi le mouvement uniquement radial, v = 7,
dE. peut finalement s’exprimer comme la somme de deux composantes :

dE, = dE.; + dE,,, (10.21)

avec, respectivement pour le liquide et I'air :

3

prersr?

Eop~ =5 (10.22)
4.2
By ~ p“"]’%"’ (10.23)

En anticipant sur la suite, mentionnons que la présence de ces deux termes, différents
de par les parameétres et puissances qui y interviennent, induit la possibilité de deux
régimes d’étalement distincts. Nous obtenons en ordre de grandeur :

E., Pal’ T

—_—

= — 10.24
Ec,l pie Rc’ ( )

2. Une partie de I’énergie libérée est aussi convertie en énergie de surface du film liquide de rayon
r(t) se déposant sur le substrat pendant I’étalement. Son accroissement, s’exprimant directement
7 27rdr, varie en 7 de la méme fagon que la perte d’énergie de surface de la bulle dEs, (Eq. 10.17) :
le fait de ne pas en tenir compte n’affecte donc pas la suite de cette analyse dimensionnelle.
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avec R.=pie/p,. Pour une gamme d’épaisseur e=1 — 10 ym, R,=0.8 — 8 mm. On
peut donc pressentir qu’aux premiers instants, c’est-a-dire pour r < R., I'énergie
cinétique corresponde principalement a celle fournie au film liquide. A I'inverse, aprés
un certain temps caractéristique 7 _,o restant a déterminer, on peut s’attendre a ce
que le régime >R, prenne le relais, pour lequel ’énergie cinétique correspondrait
principalement a celle fournie a ’air. Détaillons dans la suite chacune de ces deux
dynamiques.

2.3 1%¢ dynamique : compétition capillarité-inertie du liquide

Aux temps trés courts, I’énergie cinétique est principalement celle octroyée au
film. En reprenant la conservation de I’énergie mécanique, il vient :

3,2
yrdr ~ pd <6TRT ) : (10.25)

En cherchant une solution de la forme r(t) ~ At“ et en l'injectant dans ce bilan
énergétique, on peut montrer que :

1

r(t) ~ (ﬁ> 8 (10.26)
pPie

Il est rassurant de remarquer que le préfacteur comporte au numérateur, comme at-

tendu, le terme capillaire moteur du processus, et au dénominateur le terme limitant

de mise en mouvement inertielle du film liquide. L’équation 10.26 peut se mettre

sous la forme adimensionnée suivante :

2
t t\? R?
iR) ~ (:1> avec T = pl(; . (10.27)

Rappelons néanmoins que cette dynamique ne dure qu’aux temps trés courts, et
qu’'une transition est attendue lorsque r(71_,9) ~ R.. Cette relation permet d’expri-
mer Ti_,o sous la forme :

meN: s (pe)?
~ (5= ) R~ —EL_. 10.28
_ (WR) e (10.28)

2.4 2% dynamique : compétition capillarité-inertie de ’air

Pour t > 79, soit r > R., 'énergie cinétique est principalement celle of-
ferte a l'air, du fait que sa contribution énergétique s’exprime a la puissance 7*
(Eq. 10.23), la contribution énergétique du liquide s’exprimant seulement & la puis-
sance r° (Eq. 10.22). Le bilan énergétique se réécrit donc comme :

4.2
yrdr ~ p,d (1) . (10.29)
R
En cherchant de nouveau une solution de la forme r(t) ~ At®, il vient a présent :
R\ i
r(t) ~ (7—) 3. (10.30)
Pa
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En remarquant le changement de loi de puissance, ce résultat est de nouveau ras-
surant quant & l'expression du préfacteur, ot une discussion analogue a la partie
précédente peut étre reprise. Une forme adimensionnée de I'équation 10.30 est four-

nie par :
t t % 3
_7“1(1%) ~ <T_2) avec Ty — "’“f _ (10.31)

Une particularité de cette dynamique aux temps « intermédiaires » mérite d’étre
soulignée ici : ce comportement est analogue & la dynamique inertielle d’étalement
d’une petite goutte aux temps courts en condition de mouillage total [205], la seule
différence résidant dans le fait que c’est la masse volumique de I'air et non celle du
liquide qui intervient dans le préfacteur.

Avoir 'occasion d’observer les deux dynamiques successives nécessite donc de se
placer & un instant ¢ > 71,5, tout en espérant que r(m_3) < Ry, ~ R : rappelons
en effet que I’étalement s’arréte lorsque la bulle interfaciale est hémisphérique dans
nos expériences [213]. Cette derniére condition se réeprime comme :

R\ 1
(Vp > ot < R, (10.32)
R>2C =R, (10.33)
Pa

Gardons également en téte que ces raisonnements ne tiennent de toute facon que
pour un rayon d’ouverture r pas trop grand. En effet, I'expression de dFy, dévie du
terme principal calculé précédemment lorsque r devient de 'ordre de R. D’ailleurs,
cette limitation se retrouve dans l'approximation de la bulle par une calotte sphé-
rique : celle-ci commence a s’éloigner significativement de cette forme lorsque la
déformation s’est propagée sur une distance typiquement égale a son rayon : h ~ R.
Comme h ~ r%/R, ce critére se réexprime a nouveau comme 7 ~ R.

3 Comparaison avec ’expérience

En reconsidérant les résultats expérimentaux présentés sur la figure 10.2, nous
remarquons que les tendances prédites en loi de puissance semblent bien reproduites
par 'expérience : aux temps courts, l'inertie liquide ’emporte sur l'inertie de 'air,
et le rayon de contact r(t) croit comme ¢35 pour les deux séries expérimentales. Pour
la bulle centimétrique, nous remarquons une transition douce vers une tendance de
pente 1/2 aux temps plus longs : cette loi de puissance est également en accord
avec la modélisation. Concernant la bulle millimétrique, nous n’observons pas cette
deuxiéme dynamique, conformément a ’analyse, mais une transition marquée vers
une tendance beaucoup plus lente ; nous aurons 1’'occasion d’y revenir dans la partie
suivante. La taille de bulle critique séparant ces deux évolutions est prédite par la
relation 10.33. En prenant une épaisseur typique de film e~10 pm, choisissons-la
assez grande du fait du drainage du liquide pendant la durée de gonflement de la
bulle, et des masses volumiques p; ~ 10% kg.m™3, p,=1.2 kg.m 3, il vient R, ~ 0.8
cm. Cette taille critique est raisonnablement située entre les deux valeurs de R as-
sociées aux séries expérimentales présentées sur la figure 10.2 : ce fait semble donc
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en accord avec le critére d’observation de la 2°™¢ dynamique prédit théoriquement.

FIGURE 10.4: Evaluation des préfacteurs 7, = v/peR?/v et 5 = 1/ paR3 /7 issus des
deux dynamiques, comparaison théorie-expérience : capillarité-inertie liquide (en
rouge), capillarité-inertie de I'air (en bleu). Les tendances rouge et bleue ont pour

équations respectives 3.5/ pieR? /v avec e=8 pm, et 3.51/p, R3 /7.

Analysons quantitativement 1’évolution des préfacteurs obtenus pour chacune des
dynamiques en fonction du rayon de la bulle initiale. La figure 10.4 présente 1’évo-
lution des temps 71 et 7 (Eq. 10.27, Eq. 10.31) tirés des ajustements des suivis
expérimentaux r(t) en fonction de R. Les résultats obtenus semblent en assez bon
accord avec les tendances prédites. Concernant la seconde dynamique, la tendance
bleue tracée correspond a la prédiction tirée de 1’équation 10.31 assortie d’un pré-
facteur multiplicatif 3.5, de 'ordre de 'unité. Concernant la premiére dynamique, la
tendance rouge tracée correspond a la prédiction tirée de I'équation 10.27, affectée
d’'un préfacteur identique 3.5 et tracée pour une épaisseur e=8 pm, en conformité
avec la valeur considérée dans le paragraphe précédent. Comme attendu par les
équations 10.27 et 10.31, ces deux tendances se coupent en R = R,., cette valeur
marquant le seuil inférieur d’apparition de la deuxiéme dynamique. L’épaisseur e
déduite de cet ajustement est néanmoins trés compliquée a corréler a 'expérience
du fait de sa forte inhomogénéité au pied de la bulle, due & plusieurs effets cou-
plés et difficiles & controler : drainage, évaporation, fluctuations thermiques. Notons
tout de méme que la tendance de la premiére dynamique semble moins fidéle aux
résultats expérimentaux pour les grandes tailles de bulle sondées. Nous interprétons
cette déviation par 'importance des effets de drainage. En soufflant les bulles a
débit constant () de facon quasi-statique, le temps nécessaire pour gonfler la bulle
varie comme R?/Q, dépendant violemment de la taille de la bulle. Plus ce temps
est long, plus le drainage gravitaire a le temps de s’établir, venant progressivement
épaissir le film au pied de la bulle et ainsi créer un grand gradient d’épaisseur le long
de sa surface. A une épaisseur plus grande correspond, d’aprés 'équation 10.26, un
temps 71 plus grand. Cette explication qualitative semble donc aller dans le sens
des résultats expérimentaux. En laissant de coté cette mesure, il est alors possible
de réunir toutes les dynamiques r(¢) mesurées pour différentes valeurs de R selon
deux courbes maitresses, correspondant respectivement a la premiére dynamique :
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FIGURE 10.5: (a) Dynamiques d’étalement r(f) expérimentales : chaque couleur
correspond a un rayon R donné. En renormalisant les données expérimentales Selon
les lois attendues r/R ~ (t/\/meR?/7)3 avec e=8 pum (b), 7/R ~ (t/\/paR?/7

(c), Toutes les séries se regroupent autour d’uniques lois de puissance d’ exposants
2/3 pour la premiére dynamique (b), 1/2 pour la seconde dynamique (c).

r/R ~ (t/71)3, et a la deuxiéme dynamique : 7/R ~ (t/73)2. Les données expéri-
mentales se superposent effectivement assez bien selon les lois attendues (Fig. 10.5).

4 Eventualité d’une 3°™® dynamique dissipative

D’aprés les lois d’échelle obtenues (Eq. 10.26, Eq. 10.30), nous remarquons que
la vitesse d’étalement 7(¢) diminue au cours du temps. Le nombre de Reynolds
diminue donc également au cours du temps, et on pourrait s’attendre & observer
une 3¢ dynamique pour laquelle I'énergie capillaire est entiérement dissipée dans
le coin liquide localisé sur le bord de la bulle. Ce mécanisme est donc analogue a
la loi d’étalement visqueux d’une goutte en mouillage total, pour laquelle I’équation
modélisant la dissipation d’énergie s’écrit a l'aide des lois de Tanner [201] et Cox-
Voinov 214, 215] :

N
3(%) ~ RS, (10.34)

En intégrant cette relation, il vient désormais :

RO\T
r(t) ~ (L> ¢, (10.35)

m
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soit encore, sous forme adimensionnée :

1
10
% ~ (%) avec T3 = # (10.36)

Ce comportement & tres faible puissance semble donc étre le dernier mécanisme ac-
compagnant la lente stabilisation de la bulle interfaciale sur le substrat solide, et
s’avére compatible avec les dyamiques d’étalement expérimentales (Fig. 10.2). Un
nouveau point intéressant mérite d’étre discuté ici : bien qu’une bulle et une goutte
soient deux objets tres différents structurellement, il semble que la présence d'un
film liquide localisé sur le pourtour de la bulle suffise & conférer a cette derniére
des propriétés identiques a celles d'une goutte, en 'occurrence I’émergence de cette
dynamique lente d’étalement aux temps longs. Bien entendu, il convient de rester
prudent quant a l'existence de cette derniére dynamique. Dans ce régime, r devient
proche de R : 'apparition de cette taille de coupure dans la dynamique peut égale-
ment justifier le ralentissement de 1’étalement.

De facon analogue aux raisonnements précédents, la transition entre les 2°M¢ et
3°™¢ dynamiques s’effectue pour un temps 75,3 défini par :

1 1
R\* RO\
(L) 7'2_>3% ~ (%) 7_24)3m’ (1037)
a 1

(10.38)

To—3 ™~

paR? (pr) s
Y 77l2 '

De facon logique, cette forme rappelle le temps de croisement des dynamiques d’éta-
lement inertielle et visqueuse d'une goutte [205], mise a part la nature de la masse
volumique, p, et non p;, intervenant dans son expression. Notons que ce temps ca-
ractéristique mo_,3 est une fonction croissante de R, alors que le temps caractéristique
71 décroit avec R (voir Eq. 10.28). Cela signifie que pour des bulles assez grandes,
I'ordre des dynamiques correspond bien a celui décrit dans cette étude. Mais il existe
nécessairement une nouvelle taille de coupure R* telle que, pour des bulles de taille
inférieure a cette taille caractéristique, la 2°™¢ dynamique inertio-capillaire n’est
pas entrevue par le systéme. Ainsi, en définissant cette taille par la relation en loi
d’échelle 71_,9(R*) ~ T9_,3(R*), il vient :

L

1 16 16 2 17
R*N_(M) | (10.39)
Pa 7y
2\ 17
R ~R, (i) . (10.40)
ypie

La trés faible puissance 1/17 dans le membre de droite permet de s’affranchir du
terme adimensionné entre parentheses, et d’écrire raisonnablement R* ~ R. : on
se raméne donc au précédent critére d’observation de la 2°™¢ dynamique. D’aprés
ce raisonnement, les plus petites bulles vérifiant R < R* ne suivent pas la loi de
puissance 1/2 décrite par la 2™ dynamique, et passent donc directement d’une
loi de puissance rapide 2/3 & une loi de puissance lente 1/10, comme le montre
I'expérience (Fig. 10.2).
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5 Temps de détachement
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FIGURE 10.6: Temps de détachement 7, d'une bulle en fonction de son rayon R.
Chaque jeu de symboles correspond & un rayon d’aiguille R, donné. Pour chaque
jeu de données, le détachement est observé uniquement lorsque le rapport R/R,, est
plus grand qu’'une certaine valeur, symbolisée par une droite verticale. La tendance

noire tracée a pour équation 34/p,R>/7.

Un phénoméne non pris en compte dans I'analyse est le détachement de la bulle
de I'aiguille. Notons 7, le temps s’écoulant entre le début de 'étalement de la bulle
et son détachement de l'aiguille, et tentons de déterminer de quoi dépend ce temps
(Fig. 10.6). L’expérience montre qu’en-dessous d’une certaine taille de bulle initiale,
cette derniére ne se détache pas et adopte une forme d’équilibre illustrée sur la fi-
gure 10.7. Contrairement aux formes d’équilibre prises par un film de savon étudiées
dans le chapitre 6, cette surface fermée n’est pas une surface minimale puisque sa
courbure moyenne est non nulle, du fait de la pression de Laplace régnant dans
la bulle. Ouvrons a présent 'aiguille a 'air extérieur : en équilibrant les pressions
intérieure et extérieure, nous nous ramenons finalement a une demi-caténoide symé-
trique formée entre la surface solide mouillée par la bulle et I'aiguille de rayon R,,. De
fait, si la distance séparant 'aiguille du substrat est supérieure au seuil h. ~ 0.66 R,,
(voir Chap. 6), nous observons la bulle se détacher de I’aiguille au moment d’ouvrir
I’aiguille a l'air libre.

Revenons au cas de la surface fermée. Sans rentrer dans une analyse exhaustive
d’existence et de stabilité des onduloides et nodoides?, retenons que cette surface
d’équilibre n’existe plus mathématiquement si le rapport d’aspect entre le rayon
de contact r et le rayon de l'aiguille R,, devient trop grand, cette caractéristique
semblant se rapprocher des surfaces minimales étudiées au début de cette seconde
partie. Comme la gamme des valeurs prises par r croit avec le rayon R de la bulle
initiale, la bulle se détache donc si le ratio R/ R, est suffisamment élevé, typique-
ment devant quelques unités : ces seuils sont matérialisés par des droites verticales
sur la figure 10.6.

3. Pour plus de précisions, le lecteur est invité a consulter les ouvrages de Plateau [140] et de
Bouasse [116].
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FIGURE 10.7: Lorsque le rapport R, /R devient suffisamment grand, la bulle ne se
détache pas de 'aiguille aprés son étalement.

Dans le cas ou la bulle se détache, décomposons le temps 7, en deux termes :
Tp = Tp1 + Tpa. (10.41)

Le terme 7, correspond au temps mis pour déformer la bulle jusqu’a la limite de
stabilité de sa surface; bien que la valeur critique r. du rayon de contact soit sus-
ceptible de dépendre de R et R, nous prendrons typiquement r.=r(7,,) ~ R. Pour
des bulles suffisamment grandes, nous traversons les deux dynamiques et aurons, a
la lumiére des résultats précédents :

o3
Tt ~ Tioss + 1| - (10.42)

L’air vient ensuite pincer le « cou » de la bulle au niveau de I'aiguille pendant 7, .

En appliquant ici les résultats obtenus dans le chapitre 7 sur le temps typique de

pincement d’un film inviscide, il vient directement :

paRy®
S

(10.43)

Tp2 ™~

La condition R, < R permet de négliger ce dernier terme devant 7,; et d’écrire
finalement :

2 3
e R
. (pe)” | [pal®
VI Rpa? Y
Cette expression, constituée d’'une somme de fonctions respectivement décroissante

et croissante de IR, prédit I'existence d’un minimum de 7, en fonction de R. Cette
variation est en accord avec les résultats expérimentaux présentés sur la figure 10.6.
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FIGURE 10.8: Epaisseur e au pied de la bulle déduite de la mesure du temps de
détachement 7, aux petites bulles. Chaque jeu de symboles correspond a un rayon
d’aiguille R,, donné.

Aux grandes tailles de bulles, le terme croissant 'emporte : les différents jeux de
données obtenues pour différentes valeurs de R,, se regroupent assez bien autour
d’une loi de puissance d’équation 34/p,R3/7, dont le préfacteur reste proche de ce-
lui déterminé pour la mesure de 75 (voir Fig. 10.4). Aux petites tailles de bulles, le
terme décroissant devient prédominant : il est alors possible d’en tirer une estima-
tion de ’épaisseur e a I’aide de la relation 10.44, les résultats étant présentés sur la
figure 10.8. Pour 'aiguille millimétrique, nous retrouvons une épaisseur typique de
25 pm, du méme ordre que les valeurs considérées plus tot dans ce chapitre. Remar-
quons que les grandes épaisseurs déterminées par cette méthode pour les capillaires
de rayons R,=2 mm et 3 mm semblent trés différentes de ce qu’on pourrait attendre
pour I’épaisseur de ces bulles. En observant leur aspect irisé di aux interférences
en lumiére blanche, nous pouvons supposer que leur épaisseur est plutdot proche de
la longueur d’onde moyenne dans le domaine visible, soit de I'ordre du micron. Cet
écart est une nouvelle fois attribué aux fortes inhomogénéités d’épaisseur de la bulle
engendrées par le drainage gravitaire qu’elle subit. Nous observons également que
I’épaisseur croit avec la taille du capillaire utilisé. Qualitativement, il semble effec-
tivement logique que plus le rayon du capillaire est grand, plus ce dernier emporte
de liquide lors de son immersion initiale dans la solution savonneuse.

6 Perspectives

Proposons dans ce dernier paragraphe quelques pistes de prolongement de ce
travail.

Comme déja évoqué dans ce chapitre, une limitation forte de ce modeéle réside
dans 'hypothése que I'épaisseur est prise uniforme spatialement et constante dans
le temps. Il est en pratique compliqué de s’affranchir du drainage, méme s’il est
toujours possible de le limiter en utilisant une solution liquide assez visqueuse par
exemple, ou une enceinte renfermant une atmospheére fraiche et humide ; cette piste
d’amélioration du dispositif expérimental doit encore faire 'objet de plus amples
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investigations.

A Tlinstar du chapitre précédent, il serait intéressant de faire varier la masse vo-
lumique du gaz enfermé dans la bulle en la gonflant avec de I'hélium ou du SFg.
Ceci pourrait éventuellement permettre de généraliser les résultats de ce chapitre en
remplacant p, par la masse volumique p, du gaz contenu dans la bulle.

En paralléle avec les travaux d’étalement d’une goutte, une perspective de ce travail

consisterait également a étudier I'influence du substrat (inhomogénéités chimiques,
rugosité de surface) sur I'étalement de la bulle.
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Apreés avoir décrit quelques formes simples adoptées par un film de savon a I’équi-
libre (Chap. 6), nous avons étudié dans les chapitres suivants de cette seconde partie
plusieurs processus de création et de déformation de bulles et de bulles interfaciales.
En dépit de la complexité des problémes abordés, nous avons pu montrer que des
analyses en loi d’échelle suffisent, dans de nombreux cas, a interpréter les résultats
expérimentaux. A l'instar de la premiére partie consacrée a la microfluidique, les
effets capillaires sont omniprésents, jouant parfois le role de terme limitant pour
la déformation d’une interface fluide (voir par exemple Chap. 8 et Chap. 9), mais
également le role de terme moteur dans des processus spontanés, tel ’effondrement
quasi-statique d’une demi-caténoide symétrique (Chap. 7) ou encore ’étalement
d’une bulle sphérique sur une surface solide (Chap. 10). Bien que les problémes de
cette seconde partie soient, en contraste avec la microfluidique, généralement asso-
ciés a de grands nombres de Reynolds, se ramenant ainsi a une absence de dissipation
et & des écoulements supposés parfaits, nous avons remarqué dans le chapitre 8 que
des effets visqueux de 'air sont, de fagon surprenante, susceptibles d’intervenir. No-
tons également que l'utilisation de films liquides trés visqueux peut conduire a la
présence d’effets dissipatifs importants dans le liquide (voir Chap. 7).

En guise d’ouverture, nous proposons ici un dernier exemple de déstabilisation de
I'interface d’une bulle interfaciale. Aprés avoir formé une telle bulle par étalement
sur un substrat solide fixé sur un pot vibrant (voir Chap. 10), nous la sollicitons
de fagcon mécanique. En faisant varier la fréquence d’excitation, nous répertorions
qualitativement différents modes d’instabilité, pour un rayon de bulle donné.

— Aux basses fréquences, nous observons une instabilité « en cone ». Les oscil-
lations de la bulle rappellent la structure du cone de Taylor, rencontré dans
divers processus de pulvérisation. Ainsi, de petites gouttelettes peuvent étre
éjectées par le haut de la bulle instable.

— Aux fréquences intermédiaires, nous remarquons une instabilité « en déme ».
L’instabilité apparait de chaque c6té du déome formé par la bulle interfaciale.
Parfois, nous observons également des gouttelettes rebondissantes a 'intérieur
de la bulle.

— Aux fréquences plus élevées, une instabilité survient proche de la surface so-
lide : le ménisque liquide ondule sur le pourtour de la bulle (Fig. 11.1).

Dans la suite, nous discutons briévement de ce dernier mode. Nous remarquons
que les motifs observés vibrent a la fréquence moitié de celle du pot vibrant (voir
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t=0ms 1.3ms 2.8ms 4.1ms
5.3ms = 27/w 6.6ms 7.8ms 9.1ms

10.3ms = 47/w 11.4ms 12.6ms

FIGURE 11.1: Série de photographies expérimentales illustrant I'instabilité subie par
le ménisque liquide au pied de la bulle. Les lignes pointillées mettent en exergue le
caractére paramétrique de cette instabilité.

Fig. 11.1). La nature paramétrique des ondulations observées rappelle les ondes de
surface engendrées par l'instabilité classique de Faraday [216, 217], mais ici dans
une version quasi-unidimensionnelle. Nous avons également renouvelé 'expérience
dans deux géométries rigides en remplagant la bulle interfaciale par un cylindre en
plexiglas ou une cuve en plastique, autour desquels on dispose une flaque liquide.
L’expérience montre que les oscillations paramétriques ne sont pas propres a la pré-
sence d’une bulle interfaciale, puisque celles-ci sont reproduites & I'identique dans ces
géométries rigides. Cette expérience présentant certaines similitudes avec d’autres
travaux extraits de la littératures [218, 219, il serait ainsi intéressant d’effectuer une
analyse de stabilité linéaire de la situation en écrivant 1’équation d’Euler régissant
le mouvement du ménisque, de facon a obtenir la relation de dispersion des ondes
observées ainsi que le seuil d’apparition de cette instabilité. Nous pourrions égale-
ment tenter de déterminer les éventuelles différences entre ces ondes subies par le
ménisque liquide et les ondes de Faraday classiques : quel est I'effet de la géométrie
circulaire de la bulle? Quelle est 'influence du rayon de la bulle et du mouillage
sur ce phénomene ? Ce procédé permet-il de ralentir le drainage de la bulle en re-
distribuant périodiquement dans le temps le liquide sur sa surface, et ainsi retarder
son éclatement 7 Que se passe-t-il lorsque la fréquence et 'amplitude de la vibration
sont choisies de telle sorte a avoir du couplage entre les différents modes de déstabi-
lisation cités plus haut ? Ce projet s’inscrit dans la continuité de ce travail de thése
et fera I'objet de plus amples investigations dans le futur.
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Annexe 1 : Tensiométrie et
rhéométrie, principes de mesure

Nous présentons dans ce chapitre annexe les méthodes de mesure de tension
de surface et de viscosité dynamique utilisées au cours de la thése. L’ensemble des
mesures a été effectué dans un environnement & température controlée, avec 'aide
d’Arnaud Saint-Jalmes.

1 Tensiométrie : méthode de la goutte pendante (ou
bulle montante)

Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer une tension de surface li-
quide/liquide ou liquide/air |11, 75, 141, 142|. La méthode de la goutte pendante
est un procédé couramment utilisé, nécessitant une faible quantité de liquide et per-
mettant d’obtenir de fagon rapide une mesure relativement précise de la tension
superficielle. Cette méthode est basée sur la forme des gouttes a I’équilibre.

FI1GURE 11.2: Profil axisymétrique d’une goutte d’eau suspendue a une aiguille mil-
limétrique : notations utilisées.

En reliant une aiguille de rayon ¢ & un pousse-seringue, il est possible d’y suspendre
a son extrémité une goutte (Fig. 11.2), celle-ci adoptant une forme « en ampoule »
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dont l'interface est paramétrée par un profil axisymétrique noté r(z). Cette derniére
est maintenue & I'équilibre par la compensation exacte de son poids et des forces
capillaires. Notons respectivement p; et p, les masses volumiques du liquide compo-
sant la goutte et du milieu moins dense, gazeux ou liquide, qui I’entoure ; v désigne
la tension de surface entre les deux phases en présence. Les lois de I'hydrostatique
imposent que la pression p dans la goutte ne dépende que de z. Prenons 'origine O
de l'axe (Oz) a l'extrémité inférieure de la goutte, ot les rayons de courbure princi-
paux de 'interface valent tous deux Ry. En notant pg la pression atmosphérique et
g accélération due a la gravité, la pression dans le liquide en z peut s’exprimer de
deux maniéres différentes :

2

v 1 1 )
+ = — P9z = DPo — Pagz + + ) 11.1
Pot o T PIOE= D0 pagt (R1 B (11.1)

avec R1(z) et Ra(z) les rayons de courbure principaux a la cote z. Il vient donc :

1 1y 2
TR e R )

oll nous avons introduit le contraste de masse volumique Ap = p; — p, > 0 entre les
deux phases. En exprimant les rayons de courbure en coordonnées cylindriques :

1 r’ 27y
T — = —Apgz + —, 11.3
g <7“(1+7"/2)2 (1+7a/2)g> Py Ro ( )

la fonction r devant satisfaire aux conditions aux limites, 7(0) = 0 et r(h) = 6. En
utilisant les longueurs adimensionnées R=r/rk~', Z=z/k"! avec Kk '=/7/Apg, il
vient finalement :

1 R 2
T 3 —Z +
R+ R?)2 (1+R?)>

(11.4)

ol le nombre de Bond Bo = ApgRy*/~ intervient naturellement dans la compétition
des effets capillaires et gravitaires mis en jeu dans 1’équilibre de la goutte. La réso-
lution de cette équation paramétrée par la tension de surface fournit finalement le
profil r(z) de la goutte. L’équation 11.4 n’admettant pas de solution analytique gé-
nérale, nous avons recours a des outils de résolution numérique. L'image de la goutte
pendante est acquise par une caméra puis transmise a un ordinateur équipé d’un
logiciel de traitement des données (Tracker, Teclis; voir Fig. 11.3). L’ajustement du
profil de la goutte permet alors de déterminer la tension superficielle, connaissant les
masses volumiques des deux phases en présence !. Comme tout procédé de tensio-
métrie, ce protocole expérimental nécessite une grande propreté (ringage préalable
a I’éthanol puis a I'eau chaude), la précision de la mesure étant par ailleurs optimale
pour des nombres de Bond intermédiaires, 0.2<B0<0.3 typiquement. Remarquons
que cette méthode s’applique de fagon symétrique en configuration montante (c’est
le cas des bulles notamment), pour laquelle le contraste de masse volumique change
de signe.

1. Avec cette méthode, il est également possible de sonder des effets de tension interfaciale
dynamique et d’élasticité de surface en analysant le suivi temporel de v jusqu’a I’établissement de
sa valeur stationnaire [13, 14, 15, 16].
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FIGURE 11.3: Capture d’écran du logiciel d’ajustement utilisé en tensiométrie.

2 Rhéométrie en géométrie cone/plan

Nous avons mesuré la viscosité dynamique des solutions utilisées a 1’aide d'un
rhéométre en géométrie cone/plan? (Anton Paar MCR 301). Comme son nom I’in-
dique, cet appareil est constitué d’un cone tronqué, dont le sommet fictif est amené
au contact d'un plan fixe (Fig. 11.4). Le diamétre D=2R du céne vaut 70 mm,
I’angle a entre le cone et le plan vaut 5°. Le fluide étudié est initialement versé entre
le plan et le cone. En appliquant au céone une rotation angulaire {2 autour de son
axe de symétrie, le champ de vitesse azimutal se met sous la forme [220] :

U(r, z) = rw(z)up, (11.5)
avec des conditions aux limites de non-glissement sur le plan et sur le cone :
w(z=0)=0 et w(z=rtana) = (11.6)

Le taux de cisaillement + vaut :

Q QO  Q
=t ~ (11.7)

rtan o tan « o

2. 1l existe d’autres géométries permettant de mesurer les propriétés rhéologiques d’un fluide.
Citons a titre d’exemple les rhéométres de type Searle ou Couette, constitués de deux cylindres
coaxiaux, et particuliérement adaptés aux mesures de faibles viscosités.
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FIGURE 11.4: Schéma de principe du rhéométre cone/plan : notations utilisées.

Ainsi, comme dans le cas d’un écoulement de Couette idéal entre deux plaques pa-
ralléles en mouvement relatif de translation, le cisaillement est homogéne dans tout
I’espace compris entre le cone et le plan. En réalité, cette propriété est valable tant
que 'angle « reste faible, a<6° typiquement. La contrainte visqueuse 7, également
homogeéne dans l'espace, est reliée au couple C' par la relation :

_3C
= 2mR3’

(11.8)

Ainsi, la mesure de C' permet d’avoir accés a la contrainte 7. La viscosité 7; du
liquide s’en déduit alors par la relation :

m= . (11.9)

-
A
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Annexe 2 : Publications

Ce chapitre annexe est constitué des articles publiés au cours de la thése, triés
par ordre chronologique.
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Microfluidic breakups of confined droplets against a linear obstacle:
The importance of the viscosity contrast

Louis Salkin, Laurent Courbin, and Pascal Panizza'
IPR, UMR CNRS 6251, Campus Beawlien, Universitdé Rennes 1, 35042 Rennes, France
{Receved 15 Seprember 200 12 published 21 Seprember 20012

Combining expenments aml theory, we investigate the break-up dynamics of deformable objects, such as
drops and bubbles, against a lingar micro-obstacle. Our experiments bring the role of the viscosity contrast Ay
between dispersed and continuous phases to light: the evolution of the critical capillary number W break a drop as
a function of its size is cither nonmonotonic { Ay = 0) or monotomie (Ag < 0), In the case of positive viscosity
contrasts, experiments and modeling reveal the existence of an unexpected critical object size for which the
critical capillary number for breakup is minimum, Using simple physical arguments, we derive o model thit well
describes observations, provides dingrams mapping the four hydrodynamic regimes identified expernmentally.
and demonsirmes that the eritical size onginating from confinement solely depends on geometncal parnmeters

of the obstacle,

DOL: 101103 PhysRevE 86036317

L INTRODUCTION

An everyday experience, the breaking of drops and bubbles,
has been extensively studied in g variety of low geometnes
[1.2] and in the physics, chemistry, and engineering of
emulsions and foams [3,4]. Addressing this issee requires
ong o determing the mimmum energy needed w break an
object and the size and number of the created daughter objects.
Recent advances in microfluidics, which offer possibilities
for handling nanoliter Tuid elements, have inspired investi-
gations on the breakup of deformable objects in confined ge-
ometries [5-12]. Most of these studies on geometry-mediated
breakups focus on droplets reaching T junctions [5-5], or
Junctions having arbitrary angles [9], while a few deal with
flows past an obstacle, e.g.. a square obstruction [5] or a
circular post [ 12). Microfluidic technologics rose challenging
scientific questions and they are powerful tools for vanious
applications that rely on the ability 1o perform and combine
basic operations such as breaking deformable objects [13],
Yet, establishing a general theoretical framework that fully
describes the break-up dynamics in confined geometries
remains 8 challenging task because of the numerous govemning
parameters potentially at play: the size and speed of an object,
the viscosities of dispersed and transporting phases, the surface
tension, and the geometrical parameters,

Within this setting, here we discuss the breakup of confined
drops in one particular geometry, namely, a lincar obstacle,
We show that the selected geometry allows for o solution
to this complex problem: we identify the seven dimension-
less quantities controlling the dynamics, and we present a
theoretical frumework that provides a full description of the
break-up dynamics and accounts for the various experimental
observations. Our model provides diagrams mapping the four
hydrodynamic regimes identified experimentally. Our findings
target the hidden nature of viscosity contrast between dispersed
and transporting phases, as they reveal the unexpected exis-
tence of a critical drop size for which the entical capillary

“lourent courbin @ univ-rennes 1. It
' pascal panizea @ univ-rennes )i

1539-3755/201 2786 3003631 Ti6)
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number for breakup is mimimum in the case of positive
viscosity contrasts,

1L EXPERIMENTS

A, Setup and materials

To study the physics of obstacle-mediated breakup, we
work with planar microfluidic devices which consist of a
drop generator based on a flow-focusing method [14],
dilution module [15] that enables control of the velocity of
the drops without changing their size by infusing additional
continuous phase, and a linear obstacle, placed in a rectangular
microchannel of width w = 130 pem and height # =45 um
[see Fig. 10a)]. The devices are fabricated in polydimethyl-
siloxane (PDMS-Sylgard 184, Dow Coming) using standard
soft lithography technigues [ 16]. The flow-focusing geometry
produces periodic trains of monodisperse drops in an oil
phase. We work with large drops, their size L, is larger
than w, herein referred 1o as “slugs” We use syringe pumps
(PHD 2000, Harvard Apparatus) o inject the dispersed and
continuous phases at controlled fow rates, which are adjusted
independently until a steady Aow of monedisperse slugs witha
desired size L, = 150900 pm is obtained. Typical values of
the corresponding flow rates for the dispersed and continuous
phases are g, = 5—-200 ul/hand g = 5-3500 pl/h, respec-
tively, The dilution module enables control of the speed of
the slugs v =0.1-10 mm/s and the distance between slugs
ko= 6002000 pm by infusing additional continuous phase
at @ constant Now rate ql‘:’ = 0=1000 glfh; hence the wotal
low rate is g =g, + q.’.r + q:,' . n all our experiments, the
Reynolds and the capillary numbers are small and span the
ranges 107" =10 and 10~*=10-2, respectively. The linear
obstacle of length L = 200-800 pm is parallel to the channel
wills and is off-centered so that slugs may flow in two
gaps (1) and (2), having different widths w, and w. =< w,,
with W = w fw, < | [Fig. [{2)]. In all our experiments, the
interslug distance is large enough so that we study the breakups
of isolated slugs, We record images of the flow close to the
obstocle with a high-speed camera (Phantom V7)) working
at S00—5000 frames/s. The speed and the size of a slug

2012 Amernican Physical Society

279



ANNEXE 2 : PUBLICATIONS

LOUIS SALKIN, LAURENT COURBIN, AND PASCAL PANIZZA

(n) “‘:h
I T

FIG. 1. (a) Schematic of the setup near the obstacle and top-view
images of the flow defining the ten governing parameters at play.
(hi—e) Typical fow behaviors of slugs having the same stise meeting
an ohstacle ot different speeds. For large enough speeds, breakup
oceurs without (hy or with () the retraction of an interface in the
narrow gap. The slug does not break at lower speeds; this occurs with
the invasion and subscquent retriction of an interface of the narmow
gap (dy or without the invasion of this gap (e). £, denotes the position
of an interface in the fth gap, 1 = 1 or 2. White armows indicate the
flow direction in bath gaps, Scale bars 100 jom.

are obtained from image processing using a custom-writlen
MATLAB software,

We use two liguid-liguid systems. For the first one, we use
different mass percentages of water-glucose mixtures (from
100/ 10 56/44) 10 vary the viscosity of the dispersed phase
from 5y = 1-7 mPa s. The continuous phase is hexadecane
(Sigma-Aldrich), whose viscosity is 1, = 3 mPa s. The inter-
facial tension between the two phases is y = 6.5-5 mN/m. for
the range of viscosities of the mixtures we prepare. The glucose
is purchased from Sigma-Aldrich, and we use deionized
water (Millipore, 18 M2 cm). The second system consists
of deionized water dispersed in a viscous silicone oil (Fluka)
whose viscosity is 5. = 50 mPa s, The liguid-liquid surface
tension is ¥ =97 mN/m. For both systems, a surfactant
isodium dodecy] sulfate, Sigma) is solubilized in the dispersed
phase (concentration, 15 g/L). Viscosities and surface tensions
are measured using an Anton Paar MCR 301 rheometer and
pendant drop tensiometry, respectively.

B. Experimental results

We begin by studying the response of a fluid system for
which ny > 5. We vary v and we observe the behavior of
slugs having the same size meeting the same lingar obstacle,
We find four different hydrodynamic regimes as v decreases
[Figs. lib)=1ie) and movies S1-54 in | 17]). In the first two, the
collision with the obstacle vields breakup, In the first, when a
slug collides with the obstacle, two Quid-Muid interfaces invade
gaps (1) and (2) and move forward, The slug breaks into two
daughter drops emitted in both gaps when its rear edge mects
the obstacle [Fig. 1(b) and movie 51 [17], In the second,

PHYSICAL REVIEW E 86, 036317 (2012)

breakup is preceded by a drastically different dynamics of the
two-fTuid interface invading the narrow gap (2): as time elapses,
it suddenly stops and begins to recede [Fig. 1) and movie S2).
In the third, a receding interface is also observed in the narow
gap; however, the slug does not break as its rear edge reaches
the obstacle after total withdrawal of this interface [Fig. 1(d)
and movie 53], No propagation, and thus no retraction, is
observed in gap (2) for lower speeds: the slug does not break
and flows through gap (1) [Fig. 1ie) and movie $4] [17].
Systematic variations of v and L, provide diagrams map-
ping these dynamical behaviors reported for two illustrative
Muid systems whose viscosily contrasts have opposite signs
[Figs. 2(u) and 2(b)]. When gy = .. we observe two distinet
sequences of regimes as ¢ decreases for slugs either larger
or smaller than a critical slug size L. When L, = L],

5 T

{n)
lreak-up >
2 -
® )
® L
no break-up
200 300 400 500 GO0 TOO SO0
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3 " . "
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FIG. 2, (Color online) Experimental diagrams characterizing the
dynamical behavior for (a) gy = 5, and (h) gy = g as o function
of L, and v, A slug may (orange and red symbols) or may not (blue
and cyan symbols) break against the obstacle, These regimes can
occur with (orange and cyan symbols) or without the retraction of o
two-fluid interface in gap (2) (red and blue symbols), The dashed lines
are puides Tor the eves and indicate the transition between breakup
and no breakup regimes. The length of the obstacle is L= 300 gm.
() Viscous water-giucose mixture (44 wi.% glucose) in hexadecane
ad W= 0.5, (b) Water i a viscous silicone o1l and W = (0.6,
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wie find the sequence of Tour regimes previously discussed,
By contrast, only regimes without retraction in gap (2) are
observed when £, < L7 |Fig. 2ii)]. Remarkably, the transition
between breakup and no-breakup regimes is nonmonstonic,
with a global minimum poeint at L, = L7. In addition, the
critical slug speed o observe a two-fluid interface invading the
narrow gap presents a crossover al L, = L7, since this speed
is constant for £, > L7 and decreases with L, for L, < L)
[Fig. 2{a)]. By contrast, when 1 =< 5. the transition between
breakup and no-breakup regimes i a monotonically increasing
function of £, a crtical slug size is not observed, and the
critical speed at which an interface enters the narrow gap is
constant over the whole range of slug sizes [Fig. 2(h)).

HL INTERPRETATION

A, Model

To explain the diversity of our findings, we begin by
describing the transport of slugs in microfluidic conducts
at low Reynolds and capillary numbers. Building on earlier
works [12,15], we assomae that the speed v of o slug Nowing
in i channel of constanl cross section fre varies with ¢ the
total flow rate as v = ;& and that the flows of the slug and
the continuous phase satisfy Darcy’s law, with an effective
viscosity 1" for the slug [19]. Hence, the pressure drop Ap
over a portion ¢ of the slug reads

~ ’E"fif mn
AP I 'r(h ) ta)

where fi%) is o known dimensionless function which can
be written f = 12[1-063(5)"]™" for h < w [20]. There is
also a pressure drop across the from edge of the slug due 1o
the curved two-fluid interface, which we write approximately

as [9.12]
2 w
=—*'(1+—). (1b)
u fi

In our model, the pressure drop given in Eq. ( [b) accounts
for the presence of curved interfaces. However, for simplicity s
sake, we derive our model considering fat interfaces rather
than curved. These physical arguments help to rationalize the
dynamics starting at ¢ =0 when a slug meets the obstacle,
Since we work at constant flow rates, a two-fluid interface
always invades gap (1) at t = 0 and begins to move forward at
aspeed o€ fedr [see Fig. 1(h) defining ¢ ]. After the collision,
our observations show that the velocity of the slug v remains
roughly constant until the rear edge of the slug reaches the
obstacle. In our simple model, since we consider slugs having
Mt interfaces, we assume that the time r, at which the rear
edge of the slug meets the obstacle is 1, = -':hl"-l where ¢
is @ free parameter O01) that depends on the dimensionless
parameters of the cross section of the channel, ie., 7, 5% and
- As breakup occurs, provided that a two-fluid interface has
invaded gap (2) and has not completely withdrawn from this

P

gap at ¢,, we next work with the dimensionless time T = 7

aAp...

K. Invasion of the narrow gap

We now derive the condition required o observe a
two-fluid interface invading gap (2). We begin with the

PHYSICAL REVIEW E 86, 036317 (2012)

sitwation where one interface has entered the gap (1) and
is located ar £(T)=X(ML< L. At T, the conservation
of the ol flow rate gives X (T) = ST = o and,
using Eq. (1), we write the pressure drop over L in gap
(1), Ap= ﬁf.[{l + AnX,)+ ;-‘-5{] + 51 where Ap =
(" =)/, and Z =(fh2wL)™" with f, = f(%) are two
dimensionless parameters, and & = "'I—r' 15 Lhe capillary number,
Aap s a free parameter that depends on the unknown elfective
viscosity 17", The evolution of Ap over time strongly depends
on the sign of An, When a low-viscosity fluid is displacing at
constant fow rate o Auid having a larger viscosity, the pressure
drop in gap (1) decreases with time. By contrast, when A = 0,
Aprincreases with T, As shown below, this dependence on Ay
controls the invasion dynamics of the namow gap. Physically,
i two-fuid inmerface may begin 1o fll up gap (2} only when
Ap overcomes the capillary pressure %E:I + 5,;1: reguired for
a curved interface to exist in this nammow gap. This condition
can be mathematically expressed as | + ApX, = %, where
&= ZZ%. When An < 0, the term on the left-hand side
of the inequality, | + AnX,, decreases with T, so that the
time T, at which an imerface begins to propagate in gap (2) is
T. =0 whenever C = C,, By contrast, when Ap = (), this term
increases with T sothat T, = —=(% — 1) = 0. Two conditions
need to be fulfilled to allow propagation in gap (20, X (T.) < 1.
which corresponds 1o the situation considered, and T, < 1.
Indeed, physically, invasion can no longer occur when the rear
end of a slug reaches the obstacle, which gives the condition
T = LLU*.iing these conditions, one Iimll.u that this occurs when
C=> TIE-"%"-]' for e < | and when O > ﬂ"’ﬂ for o == 1. For both
positive and negative viscosity contrasts, if those conditions
are not fulfilled when the Auid-Auid interface exits gap (1),
the pressure drop in this gap suddenly decreases and remains
constanl over time, Ap = fré-f Sl + An). In that case, the
pressure drop can no longer become larger that the capillary
pressure needed to accommodate the presence of a curved
interface in the narrow gap and the invasion of the narrow gap
never occurs, Our experiments concur with these theoretical
predictions [Figs. 3(a) and 3(h)].

C, Ivnamics of the two-fluid interfaces

At T = T, the dynamics of the interfaces present in both
gaps are governed by a set of two coupled first-order ordinary
differential equations, The conservation of the total Now e
gives the first equation:

dX, dX,

o T

dr + dT
The second equation is given by the equality of pressure drops
over both sides of the obstacle:

. (2a)

adx, dX. C,
fy P SRS J—=oa—= (2
(1 + apX !dT F t1+$uX,'ll”,_ az (2h)

for X, < land X, < 1:

dX, dX, ) e _.u;
+ el S N e 2
(1 + An)— Wil + AnX,) o " (22)

for X, > land X, < L with F = f{Z)/[Wfi7)].
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FIG. 3. (Color onlineg) Diagrams mapping the break-up dynamics
as a function of L,/L and C Tor (a) Anp = 0 and (b} A <0, The
solid lines are predictions of our model for the transitions between
regimes that are compared o experimental data of Figs, 2(n) and
2(b), Symbols are wdentical w those of Fig. 2. The dimensionless
quantities are (a) W =035, +=3, !;- =07 Z=24%107,
and (b) W=06, 2=3 Z=08 Z=21x100" The twa
free parameters are (o) =109 ond Ang=3%. and (b} ¢ =06 and
Ay = =02, The model predicts the ui:iml capillary numbers above
which an interface enters the gap (23 —— | fnr Anp=Dand o = |,
Imhil’nrﬁq =0and o < 1, and C, for .ﬁq <}, When An = 0, we
find that " = m,, which is consistent with the literure [21], By
contrist, when Ag = 0, we determine that gy < o) < .. Similar
results have been reported and discussed in [22].

. Conditions for retraction

The retraction of a two-fluid |nt1..rf:1m in gap (2) observed
in two regimes can be expressed as -- =< (L Using Eq. (2),
one finds that the sign of “'r’:_ is gwen by the sign of
(1 +AgX,)—% for X, < | and X, < 1, and by the sign of
[1+&m——!—54— for X, = land X, = 1. Consequently,
when An = '.'} mlmcimn mny anly begm when X(T =T=
1. provided that € < 5= s = and T, < Ty = 1; experi-
mental ohservations mrmbﬂrate this prediction (see movie 53
in [17]). By contrust, when An < 0, the retraction may ocour
at T =T, = T,, when the interface in gap (1) reaches the posi-

PHYSICAL REVIEW E 86, 036317 (2012)

tion X(T))= 3-(% — < LforC < m—.md'r-:l The
T sC<C.and

retraction may ulm beginal T =T, when
T, = 1. We use these conditions 1o -.umpute numemully the
trunsitions between the two break-up regimes, The resulting
predictions concur with experiments [see Figs. 3ia) and 3(h)].
Analytical expressions for the transition between break-up
regimes with and without retraction in gap (2) can also be
derived both for Ay = 0 and Agy < 0 (see the Appendix); in
both cases, the transition is a plateau given by = C,, when
L. /L s large enough [see Figs. 30a) ond 3(h)].

E. Conditions lor breakup

Breakup occurs whenever an interface has entered the
narrow gap and X, (T = 1) = 0. The transition between
breakup and no-breakup regimes thus cormesponds 1o X.(1) =
(1. Using this condition and solving Eq. (2). our numerical
simulations well-capture this transttion [Figs, 3(o) and 3(h)].
Interestingly, finding an analytical expression is straightfor-
ward when An =0 and & < 12 since T, = 1 for any value
of C, the retruction of an interface in gap (2) never occurs
as observed experimentally [Fig. 3(a1]; breakup is obtained
for = TT-';ET As suggested by the experiments, the model
predicts a nonmonotonic and a monotonic transition for
A = Dand Ay < 0, respectively (Fig. 2). Our model therefore
confirms the existence, when Ag = 0, of a characlerisic size
L7 for which breaking oceurs at a minimum capillary number
.. Figure 4 shows that the experimental critical capillary
number €, correlates. with the predicted one C, /(1 + An).
Studying the variations of L for different fluid systems and
values of £, we find that the critical size does not depend on
Aupand varies with the geometrical parameters as the predicted

&n

sl L I
- r-,* An=0
= zm) ./I n
Rl
v o +
N o ’ 7
G -
:";' 2H | ||I L ..-"f" 4
= o 20 BIO |
= =L () =
/’/ _.-o-"""ﬂ
e ol
e
,;’:__,I--"'- 1/ An+1]
e A
() = L
il h 1
' C,

FIG. 4. Evolution of ¢, with £, for Ag = 0. For both fluid
aystems, the experimental dita collapse omo a single line whose
slope is 1/(Ag 4 11 Inser: Evolution of the eritical slug siee L7 with
‘%l. The Muid systems are (W) water in hexadecane, (#) a viscous
water-glucose (28 wi.% glugose) minture in hexdecane, and ()
o viscous water-glucose mixture (44 wi,% glucose) in hexadecane.
The ratio of the widths of the gaps s W =048, Exch daa poimt
comesponds to a value of Z = 0.8-3.8% 107", The dashed line stands
for the linear fit £7 = 22 + 0.9,
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expression 'T"'- + cw {imset of Fig, 4). In this figure, assuming

that the value of ¢ for W = (.48 is close 1o the one (¢ = 0.9)
determined for W= 0,5 in Fig. 3(u), we find that experiments
correlate with theoretical predictions.

IV, CONCLUSION

Despite the apparent complexity of a problem with ten
governing parameters [Fig. 1{a)]. we provide a theoretical
framework describing the break-up dynamics of deformable
objects in terms of the pertinent dimensionless quantities
(C. 5. An,W.Z,%,5). Our model is based on very strong
approximations and its derivation employs the most basic
physical arguments. Yel, for a given device, this model fully
capiures experimental observations in the plane f--‘- ) using
only two free parameters, the effective viscosity )" and the
numerical constant . Our findings bring the role of viscosity
contrast to light, showing that the evolution of the critical
capillary mumber 1o break a drop as a function ol its size is
either nonmonotonic (AR = 0) or monotonic (An < 0). These
results uncover a critical size originating from confinement for
which the critical capillary number for breakup is minimum
when the viscosity contrast is positive. The break-up dynamics
of drops against a linear obstacle bear a resemblance to
the well-known Saffman-Tavlor instability [23], a problem
which originates from the displacement of a fluid by another
one and depends on the viscosity conirast between the two
Muads [ 24]. In closing, itis worthwhile mentioning that similar
experiments can be performed with bubbles rather than drops,
As our model also predicts the volumes of both daughter drops
or bubbles created upon breakup [25], this could help the
design of commercial obstacle-mediated break-up devices for
tailoring bidisperse emulsions and foams [26].
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APPENDIX: ANALYTICAL DERIVATIONS OF THE
TRANSITIONS BETWEEN BREAK-UP REGIMES
WITH AND WITHOUT RETRACTION IN GAP (2)

1. The case Ag =0

As explained in the main text, for An 2= 0, the withdrawal
of the two-fluid imerface in gap (2 occursm T = T, provided
that € = ,;f\“ I:*T =, and 7} < 1. One has o make a
distinction between two possible cases, depending on whether
o= lore < 1, Whene = 1, by integrating Eq. (2a) between
T, and T,, using X(T) = 0=, X(T,) =0, X,(T)) = |, and
the expression of T, derived in the text, it is straightforward to
show that T, is a solution of the following quadratic equation:

AnF . (i : An F—-W
W T +:H'|:C+.‘-( —W)]'f'ﬂu W

tAl)

PHYSICAL REVIEW E 86, 036317 (2012)

whered=0forC = Candd =1 I'm'( . C::anu:.nlly. the
condition T, < | imposes that ¢ < 5. where ¥ is the positive
solution of the following equation:

anF Ay F-Ww
Sw e +[r(I-W)+f:n; W -“+F}}
(Y =17
¥—45 =10, (A2
i JAn sl

In the {54 ) plane, breakup without the retraction of the
:n:r.ri.u.n. m gap (2 therefore occurs when C is larger than the
eritical capillary number min{C,, '{i' )

When o < 1, as discussed in the main text, one finds a
single transition between regimes without & receding interface

in the narmow gap, breakup being observed when C = I"I;ﬁl :

2. The case Ag =10

The situation 15 shghtly more mmpicx when An < 0. As
pointed out in the text, when (' < . the retraction of
the two-fluid interface in gap (2) may occur when X, < |,
at @ time T = T, at which the fluid-fuid imerface present in
gap (1) reaches the position X,(T)) = =(% — 1). Following
a similar approach to the one deseribed above, integrating
Eq. (2a) between T =0and T, and vsing X,(T )= ?-in}‘ﬁ-"
and X000y = 0, one shows that T, 15 the solution of the following
quadratic equation:

ANF 54 C. F I
wrer e[ (1-5) v (1))

+
1 fC. 1 fC, .

| |+ F+—|=—=1]{W=F) =10,
ﬂu( )[ L +3W(L" ){ {|

One experimenally witnesses such a ph&nunmnun only pro-
vided that T, < 1. a condition imposing that ¢ < 5, where ¥
is now the positive solution of the following second-degree
polynomial equation:

anF , F I
2 il = s L
3 u+u|: ( w)+F(I+w)]
¥—1

¥—1 .
_ﬂ_ﬂ[l = -"]I:| =0. (Ad)

Although in the case C = W’r withdrawal of the two-fuid

interface in gap (2) can no longer be observed for X, < 1,0t
may beginm 7, = ¥, when X (7)) = 1, provided that C < (...
Since T, = 0, following the same approach as the one used
in Sec. | one shows that T, is a solution of Eg. (Al with
& = 0. To observe receding. the condition T, = 1 must hold.
This additional condition imposes that

uf:
B — W) -

= :
I+ F - Foue _ aF(1 - 52)
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To summarize. in the ti—#. ) plane, breakup without a
receding interface in gap (2) is observed when C is larger
than the critical capillary number & for €= = and

i
¥ Ay
mini(.,. A JiorC = e

¢
A Fw— e oy —4) bhag”

PHYSICAL REVIEW E 86, 036317 (2012)

As discussed in the main text, for both Ag = Oand Ag < O,
the transition is a plateau given by C = C,, when L, /L is large
enough.
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Wsing two different geometries, rectangular obstacles and asymmetnc 1oops, we investigate the breakup
dynamics of deformable abjects, such as drops and bubbles, confined in microfluidic devices. We
theroughly study twe distinct flow configurations that depand on whether object-to-object hydrodynamic
interactions are allowed. When such interactions are introduced, we find that the volumes of the daughter
objects created after breakup solely depend on the geometrical features of the devices and are not
affected by the hydrodymamic and physicochemical variables; these results are in sharp contrast with those
obtained for non-interacting objects. For both configurations, we provide simple phenomenalogical
madels that capture well the experimental findings and predict the evolution of the volumes of the
daughter objects with the controlling dimersionless quantities that are identified, We introduce 2 mean-
field approximation, which permits accounting for the interactions between objects during breakup and
we discuss its conditions of validity.
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1 Introduction

The use of liguid droplets as micron-sized analogs of test
tubes, fe. as microreactors, is a promising route towards the
design of high-throughput microfluidics applications' ™ that
aim at analyeing faster and at a lower cost than conventional
technigues, This approach known as digital microfluidies™
relies on the ability o generate pedodic trains of mono-
dispersed droplets, to handle the drops individually, and o
perform and combine basic operations on these deformable
objects, g fragmentation, dilution, mixing, and sorting. In
contrast to the classical fop-down emulsification techniques,
for which large amounts of droplets are handled at the same
time, this weehnology permits to manipulate individual drops
with a precise control of their size and inner composition, This
ariginal bottormeup approach makes microfluidics a powerful
tool for material and emulsion sciences’ to create new
materials, eg, double emulsions with inner droplets of
different compositions,” multiple emulsions,™ Janus™'" or
core-shell'"™" particles.

The developmient of applications requires the understand-
ing of the physics behind the basic operations mentioned
ahove, In particular, many recent works have focused on the
breakup of drops in confined grometries,""™ Indeed, digital
microfluidics is a robust tool for high-throughput biological
assays,”” droplet splitting being emplayed for instance for on-
chip Polymerase Chain Reaction (PCR) and the sereening of

IPR UMRCNRS 6250, Compas Braulivy, Dniversild Neanes §, 35042 Reawes, Frome,

E-mail: Imureatcouriingimaierenaes ] i peson! pentzzmdbuniv-reamesd, fr
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compound libraries,™ An external controlling parameter, £,
an clectric field”! can be used to break droplets in
microfluidic devices. However, most works rely on passive
[geometny-based) methods that do not require the use of an
external field. The pioneering work on the topic'’ describes
the two main geometry-medioted methods that can be
emploved. A train of droplets flowing in a channel can either
reach a junction,' ™! that is, the inlet node of a loop having
generlly two amms of different lengths, or be directed towards
a miero-obstagle.*** All these works show that breakup only
oceurs when the capillary number exceeds a minimum value.
Above this value, all of the droplets of o train successively
break into two daughter droplets that low in each of the gaps
of an obstacle or in the two arms of a loop depending on the
studied geometry, When drops fragment against obstacles,
experiments show that the size of the doughter droplets
depends on the governing parameters at play: the volume and
velocity of the drops, the viscosities of the two immiscible
fluids, the surface tension, and the geometrical parameters, ™
By contrast, when loops are used, the experimental size ratio of
the produced droplets solely depends on the geometrical
features of the device;" using successive loops, this method
helps to increase the production rate of monodisperse
emulsions.® The investigations on geometny-mediated break-
ups almost exclusively deseribe the various hydrodynamic
regimes that can be observed and experimental conditions
required to witness drop fragmentation.”” ™ On the other
hand, the evalution of the size of the daughter objects created
upon breakup with the governing parameters has been well

This journal |s © The Royal Society of Chemistry 2013
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studied experimentally, but is still poorly understood.
Maodeling this size is indeed a challenging task because of
the large number of parameters potentially at play and
possible object-to-object interactions, which induce time-
delayed feedback:”™ ™ because of such feedbacks, the breakup
of an object may be influenced by the behavior of the
preceding objects.

Here, we aim to address this question working with both
isolated and interacting drops and bubbles using the two
different methods, abstacles and asymmetric loops, We begin
with a brief presentation of results recently obtained in the
case of isolated drops Nowing against obstacles.™ We describe
the basic elements necessary to develop a model that captures
most of the experimental fndings, accounts for the four
hydrodynamic regimes observed experimentally, and describes
the transitions between these regimes.™ We then show that
thiz model can also predict the volumes of the davghter drops
or bubbles produced when breakup occurs, Afterwards, we
perform systematic experiments with rectangular obstacles
and asymmetric loops that are very long compared o the
distance between objects. In both cases, we identify the
physical parameters controlling the volume of the daughter
objects. Our experiments show that the set of governing
parameters depends on whether the objects are isolated or
interacting. Building on previous works on the dynamics of
droplet traffic at a junction,”" we introduce a “mean-field”
approximation that allows us to analytically treat the problem
when object-to-objeet interactions are present, The predictions
obtained for the volume of the created drops afier breakup
concur very well with the experiments. This model also
explains a conjectured result reported in ref. 13,

2 Set-up

We carry out experiments with microfluidic deviees, fabricated
in poly-dimethylsiloxane (PDMS) using soft lithography tech-
nigues.”” The microchannels have a rectangular cross-section,
fwr, with a height b = 45 pm and a width W@ = 130 pm [see
Fig. 1). A periodic train (frequency f] of monodisperse droplets
{or bubbles) is generated using a fow focusing method.™ In
the case of drops, we use syringe pumps (PHID 2000, Harvrd
Apparatus) to inject the dispersed [an agueous solution) and
continuous {an oil} phases at controlled Aow rates, which are
adjusted independently until a steady flow of monodisperse
drops with a desired size L, = 150-4900 pm is obtained, Typical
values of the flow rates for the dispersed and continuous
phases are g, = 5-200 ul b " and g, = 5-300 ul h ', respectively
[Fig. 1a)]. we employ a similar procedure to generate
monodisperse trains of bubbles, besides the injection of the
dispersed phase (nitrogen gas) that is performed at constant
pressure, 30-700 mbar, using a microfluidic flow control
syspem [MFCS-FLEX, Fluigent). The train is directed towards a
linear obstacle of length L = 200-800 pm and a width 30 pm
that is parallel to the walls of the channel, but is off-centered
so that objects may fow in two gaps, (1) and (2), having

This journal is © The Royal Socety of Chematry 2013
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(a)

droplet trains
uction _____

(k)

Fig. 1 [a) A schematic repeesentation of the microfluidic devioe upstream of the
obstace and photographs showing the two main modules used 1o oeale
periodic trains of monadispene dugs. Defined are the ol flow rates in the
production snd diluten modules, g and g, and the flow rate of the shigs
pphase g, 1) i) A schematic representation of the Row-geometry nearkry the
olbatacle defining the geometrical parameters b, L w, we, and ws. (i and i
Photographs defining the hydrodynamics and phisscochemical variables o, i,
Wi 4, v, and Ly Scale bar: 100 pm

different widths wy and wy < wy respectively, with W=w,iuy =
0.4-0,% characterizing the asymmetry of the obstacle [see
Fig. 1{b})]. We only consider situvations for which L, is larger
than w %o that the drops (or bubbles) adopt a shape that
resembles o pancake; in what follows, we refer to these lange
objects as “slugs™. An additional injection of the continuous
phase at a constant flow rate ¢ = 0-1000 pl h " performed far
upstream from the obstacle permits to vary the velocity of the
slugs v and the distance between slugs &, while maintaining
their size, thus their volume 0 = g,Jf, unchanged.™ In our
experiments, the Reynolds and the capillary numbers are
small and span the mnges 10 10" and 10 "-10°%,
respectively. Images of the fNow are recorded close to the
obstacle with a high-=speed camera (Phantom V7, Vision
Research) working at typical frame rates of S00-5000 frames
s ', The motion of the slugs, as well as their size, are obtained
from image analvsis using a custom-written software devel-
oped with MATLAE. The liguid-liguid systems are water-
glucose mixtures (viscosity gy = 1 0 7 mPa s} dispersed in

Lab Chip, 2013, 13, 3022-3032 | 3023

287



ANNEXE 2 : PUBLICATIONS

Paper

either hexadecane (viscosity i, = 3 mPa s) or a viscous silicone
oil [if. = 50 mPa s). The dispersed phase contains 15 gL "of a
surfactant (sodium dodecyl sulfate, Sigma). The gas-liquid
system is a nitrogen gas in hexadecane, For each system, we
measure the surface tension 5 between  dispersed and
continuous phases with pendant drop (or bubble] tensiometry,

3 Fragmentation of isolated drops and
bubbles

3,1 Experiments: hydrodynamic regimes
We begin by studyving the fragmentation of isolated drops and
bubbles against a rectangular obstacle. This situation s
obtained when the slugs are sufficiently far apart 5o that
whenever the front edge of a slug meets the obstacle, the two
gaps (1) and (2] are only filled with the continuous phase, 1n
such a configuration, the fragmentation of a slug does not
affect the breakup dynamics of the following slug and a drop
or bubble can therefore be considered as non-interacting, Le.,
isclated, This situation is obtained experimentally when 2 = L
For iy = . and a fxed valee of Ly, we observe the behavior
of isolated slugs Aowing against the same rectangular obstacle
at different velocities ». We obtain four different hydrody-
namic regimes (Fig. 2], A slug may or may not break against
the ohstacle, these regimes occurring with [Fig. 2{b—)] or
without [Fig. 2[a-d]] the retraction of the two-fluid interface in
the narrow gap (2], More specifically, for small enough speeds
[see Fig. 2(a-b)], a slug does not break and Mows through the
large gap (1), When the speed is sufficiently large, breakup
occurs with or without the retraction of an interface in the gap
(2] [see Fig. 2{c-d]]. In a recent study,™ we have systematically
studied the occurrence of these regimes as a function of the
governing parameters shown in Fig. 1(bl. This earlier work
reparts a theoretical framework, which describes well the
experimental findings in terms of the seven dimensionless
quantities controlling the dynamics. This model also provides
diagrams mapping the four hydrodynamic regimes found

o invasion, o retraction

et ract ban.

o bireakugs

rebrnct jon

ey rebraction

lireakup

%
Fig. 2:(a-d) Four different hydiodynamic regimes s observed when isolated
slugs of the same siee llow sgalmit an obstacle an different speeds; adapted

froam ref. 33 The posstion of an interface in the [ th gap, (= 1 or 2, is defined by
At the shug meets the olntacle at a time ¢ = 0, Scale bar: 100 @
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experimentally. In the next section, we give the basic elements
necessary to derive this model

3.2 Modeling the Mow

3.2.1 Transport of sloups, Building on previous models
describing the transport of slugs in microfluidie conducts m
low Reynolds and capillary numbers,”™ " we assume that »
varies as 1= ;:": with g = g, + g{. +qf! the total flow rate, and that
Ixarcy's laws describe the Nows of both the continuous phase and
the shugs phase with an effective viscosity sy for the
slugs. This phenomenological effective viscosity accounts for
additional viscous dissipation inside the slug, in the thin films of
the continuous phase between the slug and the channel walls,
floar, and ceiling, and in the comers of the rectangular gerometry,
Th:j:uﬁmmdnrpdpmnpmﬁun[nlnshlgﬂ':mmaﬂs
Ap= 12 f . where /(7)1 IZ(I—IL&S(%} ‘) in the
simuation (b < w) considered here.™ Due to the curved two-fluid
interfaces, thene are also pressure drops across the front and rear
edges  of I.hr 5!ug. which we wrte approcimotely  as
APan= € — Ifl+ J.wll.h €= 1 or =1 depending on whether
the front ar th' rear edge of the slug is considered. Because of i
spatial periodicity, we model the flow over a length #, within two
distinet regions of lengths £y and & = [y corresponding
respectively to the slug and the space between slugs (see Fig. 3).
In the situation depicted in Fig. 3, the contribution to the twotal
pressure drop of the curved rear and front shug edges caneel out™

so that the pressure drop over i, 'u-. Apy= _,T;f,rt%:!l +='I-'JLJ"'T|¥-
with the viscosity contrast Asp = q T

It is worthwhile mentioning that in the case of a long
channel of length ¢ = 4 the pressure drop is ;'l'ra;'.—éﬂl’;
s that the h;,dnxlymmi: resistance of the channel reads

nt ow
PG

f
ﬂl‘f—] th‘F"Lﬂ where ﬂ"‘: is

Fig- 3 & photograph of the Bow describing the modefing of the pressure drops
in our study. Slugs of wee L separated by a distance J llow ina rectangular
channel of widih w and height b The pressure deop over the bength indated
by the white arrow i the sum of Ap,, torresponding 1o the fiow of the
continuaan phase and dugy, and the additonal previune diop across the front
and rear edges of the slug due 1o the curved two-fuid interddce

A = i—'{n %}. =1 [front edge) or € = —1 (mar edgel. This model
asumes that the continuous phase and slugs flow at the sars speed

This jowrnal I © The Royal Society of Chemistry 2013
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the number of slugs in the channel and I, = LA has the
dimension of a length. This phenomenological model, neglecting
the dependance of the hvdrodynamic resistance on the recircula-
tion around the caps of the shegs, predices that the wdrodynamie
resistanee of a channel filled with shags varies linearly with the
number of slugs it contains, with L. an excess length added by
cach slug to the channel in terms of hydrochmamic resistance. The
existence of such a resistive length is also predicted in the case of
the transport of spherical drops in o microfluldic conduct at low
capillary and Reynolds numbers using a slightly  different
phenomenclogical approach validated by experiments for both
spherical drops and shugs. ™" Interestingly, our simple
maodel for the hydrodynamic resistance of a microchannel fitled
with slugs also predicts that the effective length L = LAy can be
negative when Ay < 0, This prediction could inspire further
experimental  investigntions of droplet raffic for  fAuid-uid
systems having negative viscosity contrasts,

3.2.2 Fragmentation against a rectangular obstacle. Here, we
briefly present the model reported in ref. 23 that allows for a
rationalization of the experiments discussed in section 3.1, We
will then show that this model also predicts the volumes of the
daughter drops or bubbles that are created when breakup
BeCLrs,

Our model is based on the basic physical argruments
discussed in section 3.2.1. The dvnamics start at a time £ =0
when an isolated slug meets the obstacle, Since our experi-
ments are carmied out at constant flow rates, a two-fluid
interface always enters the large gap (1) and begins to move
forward ata speed of v,(t) = d€,/dr up 1o a distance £, = XL [see
Fig. 2{d) defining £,]. Similarly, in regimes for which a two-
fluid interface propagates in the narmow gap, the velogity and
location of this interfoee in gap (2) are v(t) = diydt and £, =
Xy, respectively [Fig. 2(d) defines {,]. In our model, the
pressure drop Ape.. accounts for the presence of the curved
interfaces. However, this simple model is derived considering
Mat interfaces. Our experiments show that the velocity of the
slug v remains constant after collision until the rear edge of
the slug reaches the obstacle, Therefore, since we consider
slugs having Hﬂ.t lnterfm:zs, we assume that this event oeeurs
at a time t; = 1€ is o free parameter O(1) that depends on
the dilnenslnnie-ss pummemm of the cross-section of the channel,

:,: : ':,: d i3, We next work with the dimensionless time
r=o.
f
Breakup occurs provided that o two-fluid interface has
invaded gap 2 and has not completely withdrawn from this gap
at T'= 1. The dynamics of the two-fluid interfaces in both gaps
are controlled by a set of two coupled first-order ordinary
differential equations.™ The fist equation is given by the

conservation of the total Mow rate;

Le,

f.f'['. W ;_.I’E 1Jf.,,-—:'||']u|'=‘1I

T Ton (1a)

The equality of pressure drops over both gaps gives the
second equation:

This journal is © The Royal Socety of Chematry 2013
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dX dx, C
1+ A X )=t = FIF{1+ A X,)=—i=g— 1
(eda )z ~FWirAn )mt=ars (0]
for X; = 1and X; = 1;
||.'
[1c)

a
X X, C,
l+AR J—t=FIF{1+An X, )—t= —-L
i F:ilﬁr FiF{l+An Iﬂ_ u{' =

forX, >1and X, € 1. F=f {‘L)f[ur{h}] and ;*=¥ is
the capillary number. Other  dimensionless  quantities  ane

Lul/'— with Z=(f (55wt .
This set of equations is written in terms of the seven

dl'mum.innll:as qunnl.irlt:s controlling the breakup dynamics
(W, 2, ; .h Ml The first four quantities am ASS0-

ciated with the gmmetl}rol'lhc channel whereas C, —, and Ay
depend on the hydrodynamic parameters and Quid propertics. Not
surprisingly, ', which compares the magnitude of viscous and
capillary stresses, appears to be a governing quantity as seen in
other problems  addressing  the breakup of drops or bub-
bles, M™% This theoretical framework captures experimental
ohservations and  transitions  between  hydrodynamic  regimes
discussed in section 3.1 and reported in Salkin er el ™

3.3 Size distribution after breakup

A slug breaks whenever it has entered the narrow gap and Xo{T
= 1) = 0. Using this condition for breakup and solving
numerically the set of egns (1) allows us to determine the
volume of the daughter slegs £ = whiX{1) produced in gap
(i) with £ = 1 or 2. Varying the size and velocity of a slug, the
fluid viscosities, the surface tension, and the geometrical
features of the obstacle, we next compare the predicted
vilumes £, with experimental measurements, Despite the
apparent complexity of a problem with a large number of
governing parameters [see Fig. 1{b]], in what follows, we show
that our simple model based on strong approximations can
predict the daughter slugs size distribution using anly two free
parameters, the effective viscosity w, and the numerical
constant ¢, introduced because we consider fMat interfoces
rather than curved. The results presented below from Fig. 4

through to Fig, 6 are discussed in terms of ¢, « %1 , the ratio of

the volume £, over the volume of the initial shug € studied as a
function of ., As shown in these figures, the numerical
simulations  provide a good qualitative  description of our
experimental findings as it caprures well the vadatons of the
volume fraction ¢; when the experimental parameters ane vared.
In additon, the values taken by the free parameters to determine
the best fits to the experimental volume of the daughter stogs ane
congistent with the free pammeters determined in our previous
work™ by fitting the analytical expressions of the transitions
separating the four vdrodynamic regimes in the (O, £, ) plane o
the experimental data; these regimes are briefly discussed in
section 3.1,

We begin by studying the evolution of ¢, with ¢ for
different lguid-liquid systems, Le, for different viscosity con-
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02,/

Fig. 4 Evolution a a function of (* of the voleme fraction #; for different water-
glucose mintures in hexadecane; (O ) gg= 1V mPas, (Bhgg=27 mPas and (&} gy =
7.2 mPas The photographs define £ snd 0. Inset: Magndication at low é; and
dedining the minimum capilary number for breakup to ooow, (. The

dimenskonless quantities are W = 0.4, %: 27 1—;‘5 =057 7= 28 = 107!

The liness. are prediction of the madel The two free parameters are ¢ = 0.5 and
(chotned Bine) An = 3. [dashed line) Ay =5, and [sofid linel A= 10

trasts. Fig. 4 shows that above a eritical value ¢, of ¢ a slog
breaks into two daughter stugs (see inset of Fig, 4 defining G, for
a set of data) in accordance with our previous observations,™
Additionally, when (@ =0, #¢; is 8 monotonically inereasing
function of , which indicates that £, becomes larger as
increases, When breakup occurs, for a given capillary number, ¢,
strongly increases with the viscosity contrast. Experiments also
show that ¢, becomes smaller when the viscosity contrast is
incressed, This result indicates that, for Ag > 0 and a given
continuous phase, the minimum capillary number to break a shoyg
agninst & rectangular micre-obstacle is smaller for a high-viscosity
fuid slug compared o a lowwviscosity one. This behavdor s
surprising as it differs from what is usually obsenved in bulk for an
isolated drop submitted 1o a flow;s™ it clearly shows that the
physies of drop fragmentation is highly sensitive o confinement.
The model captures well all of the experimental observations
discussed above (Fig, 4).

We next investignte the effect of the slug size on the
fragmentation process. Fig. 5 shows the evolution of ¢, with
¢ for two different values of LJE in the case of a ligquid-liquid
system whose viscosity contrast is positive (i, = 3 mPa s and #, =
7.2 mPa s). For such viscosity contrasts, we hove recently reported
the existence of a critical drop stze LF, for which breakup requires
a minimum eapillary number.™ When Ly < L, only breakup
regrimies oocurring without the retraction of a two-luid interface in
the narmow gap are observed. By contrast, depending on the value
of O, the fragmentation may or may not ofcur with such a
retmction when Ly = L5 a detailed discussion of these findings s
prowided in ref. 23, As shown in Fig 4, the model describis
regsonably well the variations of ¢, when L0 either smaller or
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Fig. 5 Vasiations of $; a5 a function ol  far o water -glucose minture in

hexadicans gy = 72 mPa o) snd v values of L/l respectively smaller and
larger than (510 [0} Lefl = 006 and () Lo/l = 1, In these sxperiments, 1510 =
074 The dimensioniess quantities ara W= D4, E =21, ‘-:;: =057 and Z= 18
w 107" The lines are prodichions of the model caloulated wng the two free

parameters ¢ = 0.5 and Ay = 10

larger than L5/L. Above (,, &, monotonically inereases with ©
and its evolution weakly depends on gL

Using different devices, we next study the influence of the
obstacle asymmetry W on the evolution of ¢, with ¢ [Fig. 6
note  that the results are  discussed i terms of

W'y o Wy

F=f( F) / {u_r {ﬂ]] instead of W as wyh may vary from
one deviee to another, As mentioned previously, experiments can
be conducted with bubbles mther than drops. We provide in Fig. 6
a set of results obtained for the gas-liquid system showing that the
model predicts the volumes of both drops and bubbles well. In
ather words, this model can predict the volume of daughter
objects for both posithe and negative viscosity contrasts,
Experiments performed with the liquid-liquid system show that
(5, increases with F. The volume fraction ¢, is also sensitive to the
obstacle asymmetny: for a given capillary number, ¢, strongly
decreases with F (Fig, 6).

To summarize, working within the limir 4 = £, we have
studied the volume of daughter drops or bubbles obtained
after the breakup of isolated slugs against a rectangular
obstacle. Our results show that breakup oceurs when the
capillary number ¢ eowceds a minimum svalue . When
20, , daughter slugs are produced in both gaps and the
volume fraction in the narmow gap ¢, is an increasing function of
C. Although &, s a nontrivial function of the governing
parameters of the problem, its vadations can be fully captured
using the model deseribed in ref. 23, Experiments show that the
volume of the daughter slugs depends on the capillary number,
the size of the inital slug, the viscosity contrast, and the
asymmetry of the obstacle, Using only two free parameters, the
model reported in ref. 23 describes semiquantitatively our
experiments, When we compare the viscosity of the dispersed
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e F=25
® F=105

F=25

108 C

Fig. 6 Evolution of ¢ with O for ditferent values of £, The solid lines

cormpspond 10 the model for (dosed symbaly) slegs of the wated/glucowe
mixfung in hexadecans (g = 7.2 mPa 3} and (open symbok) bubbles flled with
nitregen gas in hesadecane. The shage of the symbols stand for different vakues
af F, as indicated In the figure The dimensionless gquantities are (0] W= 08,

W, 1
?-umz-s 2 0 L il=07 (eI W=035 "I-ususi.? w 07N, L
L=08%9 and 1- 0K} () W=06_Z=33 = 107" LJi = 09 Far each

expethTEnt, % = .08 The free pararmieters are (O] € = 045 and Ay = 097, (o]
cw DB and Ag = 10, and () ¢ = 0.9 and A = 10

phiase iy with the values of i, determined for the fits to the data in
Fig. 4 through Fig. 6, we find that our results concur with the
literature. Indeed, when Ag = 0, we find that 4, = 4, which s
consistent with ref. 42, By contrast, g < 1 < i, when Ay < 0,
which concurs with other works."' In section 4, working within the
limmit 4 o £, we will investigare the breakup in the presence of slug-
to-slug interactions. When & ~ £, we observe the emergence of
complex breakup dynamics that include periodic fragmentation
events; thise results will be discussed elsewhere,™ Using a mean-
fickd approach, we determine in the next section the critical value
of 4, below which the slugs can no longer be considered as
isolated.

3.4 Long obstacles and Large capillary numbers: a mean-field
approximation

We consider configurations for which L/l is small enough to
establish a mean-field approximation. In our model, consider-
ing flat interfaces, this situation corresponds to small cnough
ratios LITFL = [Lg — aw)L. In this case, a two-fluid interface is
still present in the langge gap when the rear edge of a slug
reaches the obstacle, te. , X, (T = 1) < 1, and the dynamics of
the two-fluid interfaces propagating in both gaps are solely
governed by egn (1a and b} One can then assume that the
variations in time of the pressure drops in both gaps
associated with the flow of the slug and the presence of the
curved interfaces remain negligible when compared to the
mean values of the pressure drops. This assumption can be
mathematically expressed as [AglX, « 1 and ¢ = o, Hence,

This joternial 15 © The Royal Society of Chematry 2013
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egn [1h) becomes:

X X3
< — W =2 0, (z)
By ;ﬁ’l:nng eqn (1a) and (2) one casily finds % ZUITPH

and }}T'-' EFIT[JM-:*'_}' Using these relationships, one derives

expressions for ¢ = (L2 in the gap (i) with § = 1 or

b= i (39

and
= 1 f F (3b)
Using these results, mr u:l!udiﬁuns I'uu"_;hr validity of our
approximation read %{ '—L'i:l; 2 % “-I:-L!E-.'A-r:." and

C 2=, One can also derive an expression for the critical
distance between slugs 4, above which a slug can be considered
as solated when reaching an obstacle at 7'= 0, Az this time, when <
= 4, both gaps are only filled with the continuous phase, which
indicates that the daughter slug created in lher:;mrrm gap after
2 Lf;* has maved by

¥ ] 1
at least a dimensionless distance 1 over the duration :'—-L-f'a‘i—.

the breakup of the previous slug at 7= —

i
1 £ s _ N . o
- m.whﬁnz = dgy this simple analysis gives:

P R

o

Using

()

For larger ,J.'.I,"E,, a tworfluid interface may have left the large
gap at T = 1, This situation s apparently more complex since
the dynamics of the two-fluid interfaces are then conteolled by
the complete set of eqn (1), Nevertheless, when [Ag] « 1 and

W,

1+
C :bf.!’-ﬂ;l—':r_— v eqn [1b and ¢ both reduce o eqn [2) and a

similar analysis gives the same expressions for ¢y, ., and 4, as
determined when X,(T= 1) < 1.

4 Fragmentation in the presence of slug-to-
slug interactions

4.1 Experiments

We now stidy the breakup dynamics of one-dimensional
assemblies of shegs, for which & = L, against obstcles
depicted in Fig. 7.

The two gaps (1) and (2] of the obstacles have lengths L, and
Ly and widths wy and w; (Fig. 7} £ = 10"-10" pm with { =1 or 2,
These obstacles are either long and rectangular [Fig. 7(a)] or
can be viewed as long asymmetric loops [Fig. 7(b}). F and
Aai—f characterize the asymmetny: £ > 1 and A = 1 for

i
rectangular obstacles wheneas F= 1 and A = 1 in the case of loops,
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gap (1) gap (2)

Fig. T A skotch of the kong rectangular cbatackes (a) and asymmetric kaops (B]
The asymmetry & controlled by F = ;[ .T} ’H.riHi}-I” and A= Lyl

Photograpls showing typical liceen of slugt against long rectangula obdtasches
(] and in aymimethc loaps (). Delined e the velacity w od the sy produced
in the [f-th gap | = 1 or 2} after beeakup, thewr size L), and the detance i,
botweren them

We work within the limits of long obstacles (4 =« L) since,
for this flow configuration, one may assume that the temporal
fluctuations of the total flow rates in each gap of an obstacle
can be neglected; this will help to mtionalize our results in
section 4.2, As we wish to study the volumes of daughter shags
after breakup, we work with large enough capillary numbers so
that all of the slugs of a train break when mecting an obstacle.
In this case, experiments show that whenever the front edge of
a slug meets the obstacle, two Auid-foid interfaces invade
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Fig. 8 Evolution of 4 with for a fined slug sizre and geametny (L, = 230 = 30 win
and F = 25) and difterent Waler-glucods mixtunes in heaadecans, e, different
values af g,

both gaps, propagating in the gap {f) at a speed v, [see Fig. 7(c-
d], The rear edge of this slug collides with the obstacle at a
time £y defined in the section 3.2.2. At ¢y, the slug breaks into
rwo daughters slugs (size L) = i) that Now in the two gaps (see
Fig. 7 defining L) and [3). The time between two successive
breakup events being t= 8 E. the distance between the from
edpes of pwo consecutive slugs fowing in gap ({) is 4, = we, In what
follows, we stdy the valume fraction ; as a function of C, Ly, .
F, and A,

We begin by investigating the breakup dynamics in
rectangular geometries (A = 1 and F > 1), For a given fuid-
fluid system and size of the slug, our experiments show that ¢,
does not depend on ¢ (Fig. 8. Furthermaore, Fig, 8 shows that ¢,

0.4 fea=1 mPas
= =27 mPas
aflg=T72mPas
0.3 -
Ll {w;“ s
< gal Kol
0.1
o ol L 1 : )
i1y 150 200 250 300 350
Ly (pm)

Fig. 9 Variations of §; with L, ko three different values of g, The patametes
controllitg the asymmetry 4 F = 25

This jaurnal 5 © The Royal Society of Chemistry 2013
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4= 1 mPas
By =27 mPas
0.6 [#Wa=T:2 maPas
J:' - g
F=1
& 04|
n _ﬂ i 0
oz ® f F=25
A & A& & A
a h g F=8
u i
o 1 20 a0

10 c

Fig. 10 Evolution of ¢; as a function of C for different values of F and g as
Indicated in the figune

is independent of the viscosity contmst for the mnge of studied
capillary numbers,

For a given geometry and capillary number, we report in
Fig. 9 the variations of ¢. with the slug size L, For three
different values of gy, experiments show that ¢, remains
constant when Ly is varied and roughly equal 1o the quarter of
the volume of the initial slug.

By contrast, the response is sensitive to the assmmetny as ¢,
roughly decreases from 0.5 to 0.1 when F is varied between 1
and & (Fig. 10].

50 -
= o P
i Sae L L
- e
50, /
= 0 & 10
< 40 -
g e
E 1] “ &
- a’n
g 20 y
10 o
1]
0 10 20 30 40 B 60 VO BO
predicted ny, ng

Fig. 11 A comparison between the espenimental and predicted average
numbers of shugs n, cbhitained in the gap () after breakup Inset: magnification at
& small number of tlugs. The shapes of the symbols cormespond 1o different
liguad-diquid systems and values of gy watgr-glucoie midtures in hexsdecans
with { Dl ng= 1 mPa s, (M) =27 moPa s ard (&) gy = 7.2 mPa s, and water ina
viscoam slicone oll {=) 4y = 1 mPa & Colors stand for sxpenments either camed
out uaing long obstacles (black) or svpmmetnic boops [grey)
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Fig. 12 A comparison between sxpenments and theoretical predictiom of the
volume Traction ¢ (left j-axi) and é; (nght jeaxis) of the slugs produced afier
breakup. Thie shage of the symbaols and thelr colom are identical to those of
Figg. 11

To summarize, the volume fraction ¢ does not depend on
hydrodynamic  parameters and  physicochemical properties
and is a decreasing function of the asymmetry of the obstacke.
These results contrast with our fndings for isolated drops
discussed in section 3.3, In the next section, we will develop a
phenomenological model based on a mean-ficld approxima-
tion o rationalize our experiments. We will show that this
maodel concurs well with experimental results obtained both
for rectangular obstacles and asvmmetric loops (Fig. 11 and
12).

4.2 Interpretation: a mean-ficld approach

We have investigated the flow of periodic traing mode of
monodisperse slugs for which 4 = [, working with large
enough capillary numbers so that all slugs of a tmin
successively break when meeting the obstacle. It is interesting
to note that the sole occurrence of breakup regimes without
rerraction, although not intuitve for loops, could have been
expected for long obstacles, sinee the minimum eapillary
number to break a slug varies as UL for an isolated slug
flowing against o rectangular micro-obstacle,”’ Furthermore,
when 4 < L, the number of daughter slugs present in both
gaps is very large [see Fig. 7(e-d]}. We therefore assume that
the temporal fluctuations of the pressure drops resulting from
the entrance and exit of a shug in the gaps are very small
ecompared 1o the mean values of the pressure drops and ¢an be
neglected, The validity of this mean-field approsimation will
be discussed in details in section 4.3

Within this mean-field approach, the total flow rates in each
gap are constant over time. Consequently, all owo-fluid
interfaces present in the ~th gap [/ = 1 or 2] move at the same
constant velocity w. The size of a daughter slug fowing
through the gap (i) and the distance between slugs arc
respectively £, = wiy and 4 = wr, as defined in the previous
section, When 4 < L, an estimate of the pressure drop in the

gap (i) is m::_-',!uh.;,,+n.f.i.w,—mih—; with ;= Lji, the
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number of slugs present in this gap and fi=7 % §. The volume

conservation of the “mother” slug reads w, L} + wt? = wid , Using
this equation, the definitions L, and 2, and the equality of the
pressure drops over the two gaps, one easily finds:

Ly 4 wFA

e . . (] —— 5

j_j'" A w1l +FA) 5)
an

L i w (&)

oL W
,f_;‘-"' i wa(l+FAY

Since the valume and number of the daughter slugs fowing
through the gap (1] are respectively £, = Ml and n, = L4,
£ - eff 5 e
using 1 = ol , one prediets:

#i= A (7
) 1

Y= FA" (8]

limil+FA)

M WEA, (#)
and

=L.:I1':[|.+F|"||!. {10)

F W

Consequently, this simple model established within the limit
4 @ [, predicts that the volume fraction and number of
daughter slugs solely depend on the parameters characterizing
the assmmetry of an obstacle or a loop. In other words, these
physical quantities are independent of the physicochemical and
hydrodynamic parameters of the problem. Our experiments
presented in section 4.1 concur well with these results, More
quantitatively, when A = 1 and F = 2.5, the predicted volume
fraction of the daughter slug in the narrow gap is ¢, = .28,
which correlates with experiments (Fig. & and 9). These resules
drastically differ from the breakup dynamics against short
rectangular obstacles and underlines the importance of the
condition £ < L, for geometry-mediated breakups, Within this

limit, it is interesting o note that the volume ratio :]-E of two
|
daughter slugs reads FI.-'L For asymmetric loops, it corresponds o

the ratio of the vdrodynamic resistances of the two amms only
filled with continuous phase. Since both arms are filled with a large

o |
number of stugs, this mit{% L3 | may seem counter-intuitive,
1
although it was inferred based on experimental results in ref, 13,
Our simple model provides theoretical grounds for this intriguing
result.
To further validate our theoretical predictions, we work with
asymmetric loops and we compare theoretical predictions for

the number and volume fractions of the produced daughter
shugs for both geometries.
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As shown in Fig. 11, the model deseribes the number of
doughter slugs present in both gaps of an obstacle or in the
arms of a loop well. Also, when comparing experimental and
predicted volume fractions ¢, and &, the mean-field model
well captures experiments (Fig. 12).

4.3 Vvalidity of the mean-field approach

We now discuss the conditions for the validity of our mean-field
approach. Our first assumption requires that my = Twithi=1or
2, Using eqn (9] and (10}, this condition can be expressed as:

aamin( 4" 25 (1)

Al ugtl+}.|'|.! and & ,1, |r1l|+Fﬁ|.i
T el el B

The mean-field approximation ﬂrm requ[ms the temporal
fluctuations of the pressure drop Ap(r) caused by the entrance,
exit, and mation of the slugs in bath gaps to be negligible
compared to its mean value, Following the description of the
maotion of slugs in channels having a constant cross-section
given in section 3.2.1, the pressure drop can be written

2
.ﬁ,-mtrn-’r [ L+ (0, — LA + c,::i—{s+‘;"]|. In  this

expression, L¥{f) is the tom] length oceupied at ¢ by the shugs in
the gap (7, and cft) can take three possible values, 1, 0, or =1
depending on whether at ¢, the difference between the number of
front and rear edges of slugs present in this gap is 1, 0, or —1.
Since L is senemlly not commensurate with 2, one can write I.;.‘[.']

= N, + tt) where ¥, = I'Innr[ o yand £{r] is a lemgeh smaller than

Ly Ny represents the m1n1rm.|m number of shugs that can entirely
fit in the gap (1), and (1] comesponds 1o the excess length due o
the partial entrance gnd exit of slugs through this gap at tme ¢
When 4 & L, Nj= f. and using eqn (5} and (6}, the pressure

|:|mp can be written Mli:'% 1+ Ay by ) dufi”

I:Ir—-}ll.'dlhz ([l k)

Negleﬁing the temporal Muctuations of the pressure drop
compared to its mean value therefore requires the wo
following conditions to be satisfied for (= 1 and 2:

i off
(0) (a0 5 e 4 2

v J"'"

B a1 tvan

The condition [a) is satisfied when the resistive length
added by one slug to the gap ({) is negligible compared o the
effective resistive length of this gap. The condition (b)) is
fulfilled when the pressure drop accounting for the curved
interfaces in the gap (i) can be neglected compared to the
pressure drop resulting from the Mow of shugs and continuous
phase over this gap. We will next show that these mwo
conditions, which depend on whether Ay = 0 or Ay <
imply restrictions on £ and (.

For Ay = 0, the condition [a) is Eu]t'lil:d whenever egn (11) is
satisfied. Using eqn (5], egn (6], and — =§. one easily finds

that the condition [} reads:

with 2

€ rr}
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W
J4=4

¢ = minict ,—:El-c_*} (12)
1+ -1

ct= 1_'Lz|[1+'_"l]
w I

1+ FA |
FA o .
1+an L;
It is interesting to note that the expression of ¢ can be
simplificd within the two following limits: '

vimdnid, ot = z':—:z,{n %JF:;‘"‘

; of ::'*::ﬂx[l ﬂ)“”‘ A
i & e W +h FA a.F]'.f.‘.f“

To summarize, when Ay = 0, the mean-field approximation
is valid whenever & and ¢ satisfy both oqn (11) and (12). Note
that when Ay = 0, only con (12) has to be fulfilbed. o

For Ag < 0, the condition (2] becomes — Ay I—“ wl+

=

L N,
.MT'.' (. Using egn (5} and (&), and writing f as L—__‘;‘Jf.
3 i ol J i d i
one shows that L,r:" J;-I':?— Since & < & [see eqn (11)], the
i

condition (a) is fulfilled only when

iw —Agtd, (13)
Using cgn (13], it is straightforward to show that the con-

W,
I+ =

dition (b) can be written as (14)C 3 mml{‘,'.—ﬂ—t‘,'lwilh
. W I FiA

To summarize the case Ay < 0, the validity of our mean-field
approximation requires that « and ¢ satisfy eqn (11), eqn [13),
and egn (14).

Nate that for the long rectangular obstacles (F = tand A = 1)
and loops (F=1 and A > 1) studied here, the conditions for
the capillary number given in egqn (12) and (14) respectively
read:

W, . w, |1+ FA 1
X 3,2_L ; —t —
C s f.[|+ Ir] A o (15)
1+dn -t
A
and
(18]

¢ mzﬂx[ni‘i)]—r*”‘
W k) FA

5 Conclusion

Investigating the fragmentation of isolated slugs (large drops
and bubbles] against reetangular obstacles, we have shown the
existence of a crivical capillary number needed o break a slug;
this result concurs with a previous study.” Above this critical
capillary number, a stug breaks into two daughter slugs that

This [gdernal 15 © The Royal Socety of Chemntny 20013
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flow through both sides of the obstacle. A thorough study of
their respective volumes has shown a complex dependance on
the numerous parameters of the problem, the volume and
velocity of the initial slug, the viscosity contrast between the
dispersed and continuous phases, the surface tension, and the
geometrical features of the obstacle. We show that a
theoretical framework initially introduced in ref. 23 describes
the experimental findings well.

Working within the limit of very long obstacles compared to
the distance between slugs allows for slug-to-slug interactions,
We show that such interactions drastically change the flow
behavior and: the breakup dynamics. Indeed for this flow
configuration, the ratio of the volume of the daughter slugs
over the volume of the initial slug is independent of the
hydrodynamic parameters and  physicochemical properties
and solely depends on the geometrical features of the device,
Inspired by recent works on droplet traffic at microfluidic
junetions,""™ we introduce a mean-field approximation and
Build on the modeling of the breakup dynamics for isolated
slugs to rationalize experiments in the presence of slug-woeslug
interactions. The resulting model deseribes well, both guoalita:
tively and quantitatively, our experimental findings . The
predictions of this model for the matio of the volumes of the
two daughter slugs also provide theoretical grounds for an
ungxplained result reported in the pioneering work on
geometry-mediated breakups in microfluidie devices."” The
conditions of validity of the mean-ficld approach, Le., the
range of applicd capillary numbers and distance between
slugs, are also discussed. These resules provide an insightful
deseription of geometrically-mediated breakups of drops and
bubbles in confined environments and could be useful for
engineering bidisperse emulsions and foams.”
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Path selection rules for droplet trains in single-lane microfluidic networks

A, Amon, A. Schmit, L. Salkin, L. Courbin, and P. Panizza’
1PR, CNRS. UMR No, 6251, Campus Beanlien, Université Rennes 1, 35042 Rennes, France
(Received 29 March 200 3; published 18 July 2013)

We investigate the transport of periodic trains of droplets through microfluidic networks having one inlet, one
outtet, and nodes consisting of T junctions. Variations of the dilution of the trains, ie., the distance between drops,
reveal the existence of vanous hydrodynamic regimes chamctenized by the number of preferential paths nken by
the drops. As the dilution increases, this number continuously decreases until only one path remains exploned.
Building on a continuous approach used o treat droplet traffic through a single asvmmetric loop, we determine
selection rules for the paths tnken by the drops and we predict the variations of the fraction of droplets wking
these paths with the parameters ot play including the dilution, Our results show that as dilution decreases, the
puths are selected secording to the ascending order of their hyvdrodynamic resistance i the absence of droples.
The dynamics of these systems controlled by time-delayed feedback is complex: We vhserve o suecession of
peridic regimes separated by o wealth of bifurcations s the dilution is varied. In contrast (o droplet tralfic in
single asvmmetric loops, the dynamical behavior in networks of loops is sensitive o initial conditions beciuse

of extra degrees of freedom.

DO T TN PhysRevEBR.O13012

L INTRODUCTION

A laminar, steady, and Newtonian flow in a rigid pipe
is deseribed by the Hagen-Poiseuille equation, which states
AP = RQ. with O the volumetric flow rate, A P the pressure
drap between the pipe’s inlet and outlet, and R a constant
having units Pa s m~" whose value solely depends on the Muid
viscosity and the geometry of the pipe [1]. Because of the
analogy between this equation and the classical Ohm's law
for the analysis of electric circuits, relationships analogous to
Kirchhof"s laws for the electrical current and voltage drop can
be written for ¢ and A P, respectively [1-3]. Hence, obeying
the combination rules of resistors, K is known in the literature
as the hydrodynamic resistance of the pipe [4].

Now considering a fuidic network made of numerous
intereonnected branches, the determination of the Mow rates
in each branch can be difficult. For monophasic Newtonian
flows, this problem has a unique solution easily derived using
the analogy between Muidic networks and electric circuils
mentioned above. For two-phase flows, however, e.g., flows in
(droplet-based) digital microfluidic applications [5.6], strong
nonlinearnties arise and the problem becomes challenging. In-
deed, the transport of discrete elements or information through
networks, such as droplet traffic in single-lane microchannels
having lateral dimensions comparable 1o the drop size, road
traffic 7], blood microcirculation [8]. and cell signaling [9],
are all regulated by time-delayed feedback and nonlinear
couplings. When reaching a node, a droplet generally flows
in the channel having the largest instantaneous volumetric
Mlow rate [10,11]), Since the hvdrodynamic resistance of a
channel depends on the presence of flowing drops [ 1 2], the path
selection of a drop at a node is monitored by the entrance and
exit of the preceding drops in all the branches of the network.,
Even in the simple case of two bifurcating channels, the traffic
of drops or bubbles can be amazingly complex and yields
a rich variety of dynamics including periodic and multistable

" pascal panizzai@univ-rennes 1. Ir
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traffic patterns [ 11, 13-16], However, so far investigations have
mastly focused on trains of bubbles or droplets flowing through
a single loop [11,13-22], while a few have deall with more
complex geometries [23,24].

Here we investigate droplet traffic in complex single-lane
networks 10 determine whether the approaches and simple
rules employed o rationalize experimental findings for a single
loop are stifl valid. The paper is organized as follows. In Sec. 11
we briefly present the phenomena observed when studying
droplet tratfic in the most studied configuration, an asymmetric
loop [10.11L.13-18], and we give the basic elements used in
the continuous [ 10,11,15=18] and the discrete | 13,14] models
that rationalize observations, In addition, we provide complete
derivations of the analytical results obtained using discrete
maodels [13]. In Sec. LI, building on these theoretical grounds,
we study droplet traffic through networks having one inlet and
one outlet that can be connected using more than two different
ways: The nodes of the networks are T junctions. We model the
flow and validate the resulting predictions with microfluidic
experiments,

1L TRAFFIC THROUGH A SINGLE-LANE ASYMMETRIC
Loop

A. Background

The basic clements necessary o describe the transport of
droplets in single-lane microfluidic conducts having lateral
dimensions of the order of the drop sige and through an
asymmatric loop are the following [10,11,13-18,25].

() The hydrodynamic resistance R of a pipe of length L
and constant cross section § varies linearly with the number
N of drops it contains, K = a(L + N L;). In this expression,
ar hats units Pa s m— and is a function of the viscosity of the
continuous phase and of the geometry of the channel ¢ross
section [ 1] and Ly is a parameter having the dimension of a
length that comesponds 1o the effective resistive length each
droplet adds to the pipe in terms of hydrodynamic resistance.

2013 American Physical Society
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(b} The velocity V' of droplets Aowing in such a pipe
varies as V = ﬁﬁ’-. where {2 is the total flow rate and # is a
dimensionless number characierizing the mobility of the drops
in the pipe.

() Ata T junction, a droplet always flows in the pipe having
the lorger wotal Mow rte,

The validity of the expressions for £ and V in points (a) and
(b} has been demonstrated by both milliluidic and microfluidic
experiments in channels having circular and  rectangular
cross sections, respectively [10,12,18]. Such equations can
be derived using a phenomenological model considering that
the droplets are sufficiently far apart so that they do not
interact hydrodynamically [12]. The value of L depends on
the geometry of the cross section, the viscosity ratio between
dispersed and continuous phases, and the droplet confinement
g defined as the ratio between the drop size and the lateral
dimension of the channel [[12], The modeling of the Mow
deseribed above is valid for confinements typically varying in
the range (1.7-1 for which L, increases with p. For smaller g,
the hydrodynamic resistance appears o be nearly independent
of the presence of droplets. Ly = 0. For larger values of p,
nonlinearities may arise because of capillary effects [11]. The
mobility # is a decreasing function of o that varies between
2 and 1 for circular cross sections: # can be either larger or
smaller than 1 in the case of rectangular cross sections [12,26]
because of comer Alows that exist only in this geometry. The
path selection rule at a node given in point (¢) has a limited
range of validity since experiments have shown that collisions
between successive drops can occur at a node and regulate
traffic when droplets are close enough [21,25]. In what follows,
we consider only situations for which the distance 2 between
drops reaching a junction is sufficiently large 1o prevent such
collisions from occurring.

So far, most studies have considered one-dimensional (1)
trains of monodisperse droplets produced at o constant rate
f and flowing through a single asymmeltric loop (Fig. 1)
The reason for considering periodic 1D trains is threefold.
First, their production is easy using robust geometry-based
methods such as T junctions [27.28] or flow focusing de-
vices | 29], Second, most digital microfluidic high-throughput
applications in chemistry [10], biotechnology [31,32], and
material sciences [33] require one to index the drops and/or
I use a space-lo-lime conversion, two characteristics that are
inherent to 1D trains. Finally, the use of such trains makes
the modeling easier. We consider that both arms of the loop

A arm (1)

-

G D lengtl Ly

v - Mo
i iphets

direction

arn (2]
lrmgth L

O —

FIG. 1. Schematic of the fow maodel for a single-lane asymmetric
loop defining A, Ly, and £z > L.

PHYSICAL REVIEW E 88, 013012 (2013)

have the same constant cross section § but different lengths
Ly and L; = L, (Fig. 1). The other parameters at play are
f. L, and &, the velocity of the droplets being V = Af,
Muore details on microfluidic and millifluidic setwps able to
monitor independently Ly, £, and & can be found in [10,12].
MNote, however, that Ly and £, which depend on the droplet
confinement, can never be set independently,

The problem can be addressed numerically using a simple
algorithm [11,12,17,20,34]. Ateachtime stept = T droplet
whose physical volume is neglected reaches the inlet node of
the loop. One computes the numbers of droplets & present in
each arm (i) (f = 1 or 2} and the hydrodynamic resistance of
this arm R&;. The drop at the inlet node is then injected in the
arm having the smaller hydrodynamic resistance. Afterwards,
N, and R; are updated. In each amm (i), the velocity of the
drops V) 15 computed using the conservation of the 1otal flow
rate and the relationships describing the transport of droplets
in a pipe of constant cross section. The droplets present in each
arm (£ ) are then moved untl N, changes, i.¢., until the exit of
a drop or the entrance of a new drop. Whenever a droplet exits
the system, the values of ¥, R, and V; are updated so that the
displacements of all droplets are reevaluated. For a given set
of parameters (L, Ly, L2 ), when A is varied, experimental and
numerical findings share the following features.

(i) At high dilutions, all droplets flow in the shorter
arm. For smaller &, panitioning of the drops between both
arms 1s observed. The transition between these Two regimes,
respectively known as the lter and repartition regimes, occurs
al 4 = Ay (see Fig. 2). In the latter regime, periodic patterns
of droplets partitioning are obtaned,

(i} When droplets take both paths at the junction, the total
flow rates @ and €27 in the arms, hence V) and Vs, Quctuate
in time around equal mean values,

(iii}) In the repartition regime, at a given A, a periodic pattern
is characterized by three invariants that are independent of the
mitial conditions, L.e. the number and the positions of the
droplets initially present in the loop: the eyele time T, of the
pattemn (i.e. the number of drops per cycle), the fraction of
drops £ Mowing in the longer arm, and the number of “packs™

Filter
T

Repartition
pee

& Ol

(LG

FIG, 2. Numerical froction of droplets F2 versus 2 for £ = 104,
La= 150, and L; = 2 The lengths have arbitrary units. The solid
ling 1% a prediction caleulated wsing Eq. 1 1u),
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FIG. 3. (a) Shown is T, versus & for L, = 1K), Ls = 150, and
Ly = 2. The lengths have arbirary units. The solid line is calculared
using the discrete model, Closed circles stand for numerical results,
(b} Bifurcation diagrams of T,/ T, a5 o function of 4/, shown in
the range A /4 ; = 0.5-0.8,

Npser, per cycle; a pack is the number of drops flowing in the
shorter arm between 1wo successive drops taking the longer
arm,

(ivi When plotted versus A, each invariant presents series
of plateaus separnted by discontinuous transitions (see Fig. 3
through Fig, 5).

The results presented in Figs, 2-5 are outcomes of numeri-
cal simulations and predictions of the continuous and discrete
models that are discussed in details in Sees. [TB and 11C,
respectively.

B. Continuous maodel

To rationalize some of these findings and derive analytical
expressions for > and & ¢, one can use a continuous approach
[ 12]. This description neglects the temporal Nuetuations of the
number of drops present in each arm and postulates, in the
repartition regime, the equality of the total flow rates in hoth
arms [ 10,12, 14,16]. Hence the mte f; of the passing drops in
the arm (7) and the distance &, between two successive drops
are assumed o be constant. In the repartition regime, using the
conservations of the wal Mlow rae and dispersed phase and
writing the two relationships given in Sec. 11 A [points (a) and

PHYSICAL REVIEW E 88, 013012 (2013)

TIMHE
Repartition Filtor
Prginie Tegit
. .
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1 - "l -
- -
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FIG. 4. Shown is N versus & for L) = 100, Ly = 150, and
Ly = 2. The lengths have arbitrary units. The solid line is caleulated
using the discrete model. Closed circles stand for numerical results.

(] for each arm, one obtains an analytically solvable system
of four equations satisfied by 2, and f; (see [12] for details).
With the resulting expressions for 4, and fi, one finds that
Fy = < linearly decreases with a:

I As—1
Fr= 1 —ah— . li
3 n;+1( "2L.,) VA
where Ay = -?f.Hem::: Fg[.i,=1,] = {) gives
- 2Ly
by = P i(1h)
=1

This prediction for the transition between filter and repar-
tition regimes correlates with mumerical results (A ~ 4
in Fig. 2}, Expressions for the mean number of droplets
(N = Ly fh moeach arm (71 can also be found.,

The Muctumions of K;, which are due to the exit and
entrance of droplets in the loop, remain small compared 1o
the resistances’ mean values when working with long enough

.25

Filver

Repartition
rearirne

LLE MUY

A

FIG. 5. Shown is Fp versus & [or L) = 100, L; = |50, and
L.y = 2. The lengths have arbitrary units. Numerical results (circles)
are compared with the prediction of the discrete model (solid line),
calculated using Fa = Ny /T
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arms. In that case, the model concurs well with numenical
results as shown in Fig. 2 [12,14,16]. However, the model
does not explain the plateaus observed numerically in the
variations of F» with A (see Fig. 2). This limitation results from
the discrete nature of the drops, which a continuous approach
cannot account Tor, Another imitation of this approach resides
in the impossibility of describing the dynamics of the system.

. Discrete model
1. Introduction

To account for the discrete nature of the droplets; one
can introduce an approximation for Vi, making the problem
tractable and allowing for a complete theoretical description
of the dynamics [ 13,14]. This approach neglects the temporul
fluctuations of the hydrodyvnamic resistance of the arm (i),
R = (L + LN )L One assumes that the temporal variation
of N does not significantly affect V. This mean-field approach
is' reasonable when the mean number of drops present in
each arm is large or when the lengths of both arms are
large compared 10 Ly, As shown in Sec. 1[1C2, neglecting the
nonlinear couplings between N and €2, one can demonstrate
that £; is nearly constant and equal to one-half of the incoming
total Now rmte in the repartition regime so that V; ~ V /2
[13,14].

The time is discretized in t units within this ideal model.
Each time step, a new droplet reaches the inlet nide of the
loop and is injected in one of its arm. AL any time step.
the positions of the drops present in each arm are multiple
of %. the origin of space being located o the inlet node.
Because of the finite number of possible configurations and the
deterministic nature of the model, only periodic patterns are
expected. A drop located in the arm (f) at a position &5 from
the origin (k € ™) has thercfore reached the inlet node and
selected this arm a tume & earlier in T units, Since the droplets
make a binary “choice™ at the inlet, if a droplet is located at
k% from the origin in the arm (2). a “hole™ (that is, the absence
of a droplet) is necessarily located at the same distance from
the origin in the arm (1) and vice versa. Hence the maximum
number of droplets that can be accommodated in each arm is
T = ccili%]. Using the space-to-time conversion, T, which
corresponds to the number of drops that have reached the inlet
node between the entrance and exit of a given drop in the arm
(i) is the discrete time in 7 units elapsed between these two
events. In what follows, 1 1s the unit of time (Le., T = 1) and
we use the superscripts = and - (o respectively denote the
functions evaluated just before or after injecting a new drop
in the loop. The values of &) and s just before and after the
entrance of the nth droplet in the Toop respectively read

Nim= 3 HIE kL

d=n=T 41

m=1
Nym= Y HI-5(k)
l=n-Ts41
A=
=F=1= Z HI5 (k)]

a=Tr+l

PHYSICAL REVIEW E 8%, 013012 (2013
and

N = Z HI6™ (k)]

S —T 4|

Nimb= 3 H[-& (k)
[T |
=Ti— 3 HIE W)

n—T:+1

In these expressions, (1) = E,_'—""-+N31H—N|m is the
normalized difference between the hydrodynamic resistances
of the two arms and H s the Heaviside function. We next
replace " by N for readability.

Using the previous relationships, one can derive (wo
equations, A halance on Ny and N> over © between the
entrances of the nth drop and the (r + 1)th one gives the first
equation, that is, a recursive relationship

S+ l)=" (=20 (m)+ HI§ (n4+ 1 =T
+HIE (n+1=-T). (2)

During . Hld tn 4+ 1 =T and | = H[& (n 4 1 = T3))
drops respectively exit the loop via arms (1) and (2), whereas
H& (n)] and 1 — H[6 (n)] drops enter these two respective
arms. Imitiol conditions over a time interval are necessary
to integrate the recursive relationship and to describe the
dynamics of the sysiem; this feature is common o any
time-delayed system, In our study, the positions of the drops
initially present in the loop define such initial conditions. We
next consider that the loop does not initially contain any drop.

Using the expression of the number of holes in the arm (1),
H:i'uu =Ty — Min= Ei':rr-r.q H[=&7(k)], itis possible
to show that

5 T i
YoM=Y HI-Eh)
=l ful ke j=Ta41

i J+h=T

=% ¥ H-sw

F=1 k= =T+l

T
=Y N+ =T

f=1

T
= 3 N
jul+Ti=T;
It is worthwhile noticing that this relationship 1s valid for any
o and can be written in the following form:
T s

Y MG +m=Y N'j+m. (3

J=]=Ti+T; =1

2. Repartition regime: The flow rate's equipartition rale

In the reparition regime, as observed in both numeri-
cal simulations and experiments [10,12,14,16]. the system
noturally tends o balance the hydrodynamie resistances of
both arms. As shown below, a stability analysis permits
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us o understnd this phenomenon. When & (n) = 0, one
easily shows using Eg. (2) that 8 (n+ 1)=46"(n)—2+
Hls“(n+1=11+ Hl6 (n+1—=131]. Hence & (n)—
2= 8 (4 10= d7(n), so that 87 either decreases or re-
mains constant. Conversely, when 67(n) < 0, one shows
that §7in+ =8+ HE (n+1 =T+ HI5 (n+
| =T Thus 6 (m =8 n+ 1)< 5 (md+ 2, ie, &7 in-
CTESES 0T Temains constant.

We now aim to show that 8% can take only two values
after a transient regime, Distinguishing the values taken by &
before and after the entrance of the nth droplet in the loop.
respectively denoted 8~ (n) and §%(n), we use the following
relations characterizing (a) the entrance of a new drop in the
loop and (b the exits of drops from the loop,

(a) $*n)=8&"(n)—1 when & (n) =0 and & (n)=
7 (n)+ | when §7(n) < @,

(b} &~ (s + 1) = &% (n) when none of the drops exit or two
drops exit, epch ong passing through each arm (such cases are
possible since the residence times of the drops in the loop are
different); 5 (n + 1) = &% (n) + 1 if a drop exits via the arm
(1and 8~ (n + 1) = 8T — | il a drop exits via the arm (2).

After a transient regime, & (n 4+ 1) = &7 (n) for all n only
if all drops exit the loop by taking either the shon arm while
d7(n) =0 or the long arm while § (i) < (L The first case
implies that the hydrodynamic resistance of the short arm
filled with drops is always smaller than that of the long
arm: This s the filter regime. The latter situation cannol be
encountered since it requires the number of drops in the long
arm to be larger than that of the short arm. Heénce, in the
repartition regime, 8 (w4 1) < 7 (n) when §7(n) = 0 and
A (n 4+ 1) = 8 (nywhené~(n) = 0. Forany initial conditions,
alter a wransient regime in which 4~ evolves monotonically,
ins siFn changes when 67 reaches either € or € — | with
€= —-f‘—“- - ﬂmrfi-';—""-}: with NV being integers. ¢ ore — 1,
which have opposite signs, are the two closest values o 0
that 4~ can possibly reach. After the transient regime, one can
verify that &% necessarily fluctuates between these two values.
A strict balance between the hydrodynamic resistances of the
two arms is unfeasible because of the discrete nature of the
drops. As a result, Ny — M is a function of time that can
take only two values: F = floor(22=14) or € = ceil(22-1L),
In our study, we do not consider the case for which "—-L—“ isan
integer as it is imelevant experimentally. Since S Ly

T T

|+ 8(6)/(Ny + ) and [8()] < 1, within the limit N} — oo
or Ly — oo, our analysis implies that

hir)

@alr)
Hence, within one of the above limits, an equipartition of
the flow rates 0y and @ occurs in steady state as observed
numerically and experimentally [12,13].

—»

3. Repartition regime: Stationary solafions

Here we aim to determine the existence of stationary
solutions for which the numbers of droplets in both arms
remain constant over time. Mathematically, such solutions
correspond to N (n + 1) = N (n) for any integer n. Using
the expressions of N (n) given in Sec. 11C1, it is siraight-
forward to show that H[§ (n+ 1) = H[6 (n — T, + 1)}

PHYSICAL REVIEW E B8, 013012 (2013)

Hence, when & 15 constant over time, § 15 a T-penodic
function. Conversely, a Ti-periodic system implies a constant
M. Both Ny and N> being constant over time, the system is
simultaneously Ty and 75 periodic. Therefore, T and T are
multiples of the system’s period. Furthermore, since in this
case Hl in+ DN]=H[§n=Th+=Hli"(n-=T++
1}]. the system is also T3 — T periodic, Such a situation is
possible only when T and 75 are multiples of T2 = 15,

Stationary  solutions exist, but are witngssed only  for
specific conditions over the parameters of the problem. Since
Ny—Ns is constant over time, it is therefore equal to either F
or C. Using Eq. (3) one can then wrile

T
Yy M=
J=I

Using previously established refations, one finds

TiNa=T[Tj— F=N2] or T\Na=TN[T)—-C— Nl

T
Z NIGY sothat  TiN: = ToN],
F=14Ty=T=

Consequently,
T Ta
Na= — T = F r M= — [T = C].
2= Frnai - Fl e M=t =l
4

To summarize, & stationary regime occurs whenever either
s 1T = Fl or w517 = €] is an integer. When such
a condition is fulfilled, all the quantities remain constant
over time and can easily be expressed wsing the relationships
derived above,

4. Repartition regime: Nonstationary solufions

Usually &y and N; evolve over time. However, after a
transient regime, numerncal simulations show that at least one
of these quantities is constant. Since &y — N explores only
two consecutive values, so does the sum Ny 4 N2, We assume
that &y 4 Nz and Ny — N; respectively equal S or 8§ 4 1 and
For F+1, where § is an integer and F = I‘Imr[i-‘-;-'—}-'-}.
Writing the inegers Ny and Ny as Ny = 234 4 228 ang
Na= ik'}'-'l"« - 1‘-;—“; one shows the following.

(1) When 5 and F have the same panties, Ny Nuctuates
between 225 and 225 4 | while N: = 3£ remains constant
over time. 2 z

(ii) When F and S have different parities, Ny = 3£28
remains constant over time and N fluctuates between "-'—;—‘—'
and ==L,

To summarize, for nonstationary regimes, the number of
drops in one of the two arms is independent of time, the other
number fluctuating over time between two consecutive values,
With N, being constant over time, the dynamics of the system
are T periodic. We have shown that after an initial transient
stute, periodic dynamics are always oblained, the period being
either Ty, Th.or T2 = Ty,

5, Repartition regime: Selection of the cycle time
Here we derive the selection rules that determine the
values taken by one of the invariants of the system, the cycle
time T, of the binary serics. We begin by considering a

Ty-periodic regime for which Ns = 255 is constant. Using
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¥, N (j) = TNz established in Sec. 11 C3, one finds

r(T. —S':F)H?'I—r}(?.—g—]) TN,

da

where Ny = &L dunngncumu[dxlwlmmf and Ny = 2E

| during Ty — 1. Hence ¢ = (T + T2)2 £ — (T - F— 1}
with) = 1 < T35 stationary solutions are uhiuincd whenrt =0
or T=, both M- and &) remaining constant over time in those
cases. The inequality yields

0=

(M-F=-Mg

= <
T + 5] h+1:

With M being an integer, the occurmence of a Tr-periodic
solution therefore requires the fractional part ul’zﬁ—‘:-'Fiﬂ - F)

1o be smaller than FI{-?—- . Then N- reads

.
Na= 1 Ti—F)).
“”(r. A ')

Following a similar approach for T -periodic regimes in
which | = H—"' remains constant over time, one finds

0= = I,

T T
{ T =F)y=(h - Ny
T ROES s
A T -penodic :-uiullﬂn can therefore be obtained when the
fractional part of —'—H". — F) is smaller than ,—1‘,— The

number of holes in lhe arm (1), N =T — Ny, which is
constanl over lime, is then given by

Nl =ﬂmr( (T — FJ],

T
i+

As shown below, the two conditions required for the
respective oceurrence of Tj-periodic and F>-periodic n:gimeﬂ
are incompatible, By noting p = TZT and ¢ = 75, any
integer M can be written as M = pM + g M since p +q = [.
With [, and £, denoting the integer and fractional parts of
pM, the integer and fractional parts of g M being [, and €.
one obtains M = f, + e, + I, +¢,.

Two different cases can then be distinguished, When €,
and €, are both different from zero, e, + 6, =l =p 4+ 4. It
is then straightforward to derive that ¢ < €, < | when 0 <
ep=pand p<e, < | when 0 < e, = g. Note that when
£, = pand €, = q.both p{M — ljand (i M — 1) are integers.
The latter situation corresponds to the condition on gl Ty — )
given Eq. (4) required for a (T — T -penodic regime. When
€, for ;) is equal to zero, then €, {or €,) is also equal to
zero, This particular case corresponds 1o the other condition
ongl Ty — Fiforthe occurrence of a (T3 — Ty )-periodic regime

[sce Eq. (4)].

6. Repartition regime: Selection of the number of packs

As previously discussed, for a given set of parameters
(Lo g ozd s numernical simulations show that Ny 15 an in-
variant of the problem being independent of initial conditions.
For T-periodic regimes, the number of holes in the arm (1) is
constant, Since Tj is the residence time of a drop or a hole in
the arm (1), Ny is given by

w,"=ﬁmr( ;T.—H)

T
h+ 1

PHYSICAL REVIEW E 88, 013012 (2013)

Similarly, for T:-periodic regimes. Ny 15 given by the
constant value of

5
Nz = Moo ( {7 F]].
2 r 3T =

hi+
For (1 — T )-periodic regimes. the period is shorter than
Ty and T, the residence times in the short and long arms,
respectively, Using the space-to-time conversion, the emerging
cyclic pattern is observed over a portion of the arm (2] having
a length (T2 — Tulé, The number of drops in this portion is
Na—N", both being constant in time. Then N is given by
either Z-IL(T) — F)or T — ©).

7. Selection rules

We summarize below the rules established in previouws
sections that govem the dymmm» of the system. Four cases
are identified dcptndlngnn T=g ”-”"1 F.

(1} When x is an integer,

L-T
“_Tm-T N = —
i I+ k. T1+TI

(i) when the fractional pant of x s strictly bounded by 0
and ———

(r—Fn

T
iI'rI"

Toe=T Naa= I’Imr( (T = FI] H

T
h+T

(i) when the fractional part of v is equal o = +: .

h-T
w=T=T Nga= =
T =T [ e ith=Cx
{w] when the fractional part of x s strictly bounded by
r — and 1,

Tove = Th. N,w.=nmr(TT (T - r:)_

+Tz

The invariants are indeed independent of the number and
positions of the drops initially present in the loop and solely
depend on Ly, Ly, Ly, and &, As shown in Figs. 3 and 4,
these theoretical predictions for the evolutions of T, and
MNpack concur well with numerical simulations, They predict
the oceurrence of the various plateaus obtained numerically
and the numerous bifurcations between these plateaus as A
varies [13]. Between two successive plateaus, we note the
emergence of singular periodic regimes with very long eycle
times. These regimes, which are not predicted by our model,
exist only for very namow ranges of A, narrower than the
experimental stochastic noise of A, and are not observable
experimentally [13].

Using these predictions. one may also derive amalytical
expressions for the third invariant of the system, P = —':',"—
the fraction of droplets flowing through the long arm. When
comparing predictions of the continuous (Fig, 2) ond discrete
{see Fig. 5) models, the numerical results are better described
by the later model.

A simple criterion permits one to predict the values of & for
which a bifurcation between different periodical regimes may
oceur [13], As & vanes, one expects a change of dynamical
behavior whenever the integers Ty or T3 change by 1. This
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occurs whenever & = a.(i,k) with
.7 o L= Ly
=1l + k. 5
i) D“'( = Ll

where § = 1,2 and & € N*. Although this simple criterion
overestimates the number of observed bifurcations [13], &t
predicts the exact value of 4 =4, at which the transition
between filter and repartition regimes occurs:
_ 2L
floor(£E8) 4 17

3]

Ay

& Connections between the two models

When L. L, and Ly — L are large compared to L, one
can write F ~ C ~ S8l and 7; ~ 2. Within this limit,
using Eq. (6) and the selections rules previously established, it
is straightforward 1o show that 4 ; ~ -;3-5}; and Fa ~ Iv..IT“ -
A -‘:f;'- |. These mathematical expressions for the predictions of
hy and £ are identical to those found using the continuous
maodel | 12].

HI. COMPLEX NETWORKS: TWO EMBEDDED LOOPS

A. Numerical algorithm and steady state results

We now study the Alow of a periodic train of droplets in
two embedded loops made of four arms of different lengths
pnd two inlet nodes A and 8 (Fig, 6); channels have identical
widthsand L; = Li.

Our simulations are based on an algorithm similar to the
one used in the study of a single asymmetric loop described
in Sec. 11 Drops periodically feed the inlet node A at o rote
f. Whenever a drop reaches either A or 8, the number of
drops N; and the hydrodynamic resistance £, are computed.
The drop located m one of the inlet node is then njected
in the branch having the largest flow rate. Afterwards, the
vilues of ;. R, and V; are updated and all drops are moved
until &, changes. The whole network does not contain any
drops when simulations begin. After a transient state, several
hydrodynamic regimes are observed when A varies. As shown
below, an important parameter is the hydrodynamic resistance
of the branch formed by arms (1), (2), and (4). This resistance

|;.m-”|HJ':I warm (2)
ength Ly length Ly
B
A
- e
A ]
Mol arm (1) E|I:m ¢
drajuirts lisngtli Ly SOREERES
arm (3)
||'J||-',|J__I La
-O—

FIG, 6. Schematic of the fow model for two imbedded loops
having two inlet nodes A and 8. Defined are & and L, withi = 1, 2,
Joand 4, and L < L.
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AT -
1 - e
L5
(L6
% R PF F
4
2 _.Mh:"ke___ |
.
- e
R‘*w =
4] shemsnisesniinis B i u:-.ﬁmmr
I el L i}

A

FIG. 7. Variations of F (=), F (0), and F5 (e) with A
The parameters expressed in arbitrary units are L) = Ly = 100,
La=125 L, =60, and Ly =27 (Lo > L) The solid lines are
predictions calculimed using the continuous model (see Sec. 111 B
R, PF, and F respectively denote the repartition, partial filter, and the
filler negimes,

15 identical 1o that of a single arm having a length L., =
Ly + LyLafily + L3 For a given A, the observed regime
depends on whether L., = Li.

When L., = Ly we observe the following sequence of
regimes when 4 decreases (see Fig, 7T In b = J'.'Ir”. all droplets
flow through the arm (3); in .‘-,',“ = A= i.'f'.drnpsexplnn: both

arms (3)and (1); and in 7' > &, the droplets flow through all
the arms. When L, < L, we observe the following sequence
Pl

(Fig. 8): In & = &, all droplets flow through the arm (1); in

.?‘.T] > A > J\‘fj. drops only flow in arms (1) and (2); and in
21

Ay = by the droplets explore all arms,

F‘

1]

FIG. 8. Variations of £, (=), F> (0), and Fy (=) with &. The
parameters expressed in arbitrary units are L) = Ly = 100, L. =
125, Ly = 25, and £y = 270 Ly = L) The solid lines are caleulaed
uzing the continuous madel (see Sec. [TTE).

013012-7

304

ANNEXE 2 : PUBLICATIONS



ANNEXE 2 : PUBLICATIONS

AMON, SCHMIT, SALKIN, COURBIN, AND PANIZZA

The critical dilutions I-.'r” and .'l.'rf" separating the three

observed hydrodynamic regimes depend on the parameters
of the problem [L;.Ls). As shown below, mathematical
expressions for these guantities depend on whether or not
L.y = L3, both cases presenting similar features,

As & decreases the number of selected paths increases until
A< J.'f'. a tegion where all possible paths are explored: This
is the repartition regime (denoted R in the figures), When
A <, only one path is taken: This is the filter regime
t:irenntcd F) in which all drops flow in the arm having the
smallest hydrodynamic resistance in the absence of drops, For
intermediate dilutions, that is, for 4"} < & < 4}, the droplets
explore only two out of the three possible paths; we refer
to this regime as the partial filter regime (denoted PF). As 3
decreases, the paths in which drops Now are selected according
to the ascending order of their hydrodynamic resistances in the
absence of drops.

At any node of the network where the drops divide between
two arms, the total flow rates in each of these arms are
nearly equal (Figs. 9 and 10). Such feaures seem inherent
te amy dynamics of droplet traffic in single-lane microfluidic
networks since they can be observed in other complex circuits
iresults not shown here),

B. Interpretation using the continuous approach

Our numerical findings ¢an be understood using  the
continuous approach employed for single asymmetric loops
i(Sec. [ B). Similarly to that case, we define the mean frequency
[ characterizing the entrance (or exit) of drops in the arm (1]
and the mean distance 4, between two consecutive drops in
this arm; we use the variable X, = 174, for readability.

In the repartition regime, using the eguipartition of the
total flow rate and the conservation of the dispersed phase at
nodes A and B, one derives two eguations: X+ Xy = 2/3
and X; + X: = 2X, Writing the equality of the pressure

o it PF F

0.3
0,25 FrorereeH

1L} 20 il AN

FIG. 9. Vanations of (4 /€ with &, (2. and £ being the wotal low
rates in the arm (f) and in the whole circuit, The symbaols =, e [,
and o respectively correspond 10§ = 4, 3, 2, and 1. The parameters
expressed in arbitrary units are Ly = Ly = 1M, Ly = 125, L, = B,
and Ly =274 .f_m = L)
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x5 A
0.5
~ O
3 R PF P
:‘ .35

1T
(.25 OO D o O CO T

10 20 30 L]
A

FIG. 1. Variations of ¢ /@ with A, where @, amd £ are the total
flow rates in the arm () and in the whole circuit. The symbols =, »,
0, and o respectively cormespond tod = 4,3, 2, and 1. The parameters
expressed in arbitrary unitsane Ly = £, = [, L; = 125 L, =25,
and Ly = L7 (Lyy < Lah

drops between the ends of arms (1) and (2) and between
the extremities of the arm (3) and the ends of the branch
formed by arms (4) and (1) and using the equipartition of the
total Aow rate at the two nodes, two other equations can be
obtained: As(l + LX) =14 LaX) and Al + Lo X3) =
As(l 4 LaXa)+ (14 LyX))/2, where A, = =, By solving
this set of four linear equations, one finds the mathematical
expression for X, Then analytical expressions for both f; and
the fractions F; = §/f of drops Mowing in the arm (i) are
obtained by using the equipartition of the total low mte at the
nodes A and 8. One easily finds f3 = Xad /2, fi = X:00/2,
fi= XA /4. and > = Xz f/4; f isindependentof Lo, /Ly,

The analytical expression for £ can also be found in the
partial filier regime using the continuous approach. However,
these expressions, which we derive next, depend on whether
Loy = Lyor Ly = L, as the two selected paths are different
in the two cases. .

When L., = La, for .F..';-' = A= .lr"’, all drops Mow in either
arm (1) or arm (2}, i.e., F3 = 0, and all drops reaching node A
flow in arm (4) (see Fig. 6). The droplets are therefore fed in the
asymmetric loop made of arms (1) and (2) at the mte . Then
the train of drops reaching node 8 is also periodic in space,
but its period A 15 no longer A since some continuous phase
flows in arm (3) ot node A, Hence the expressions derived for
F> and Fy = | = F> when drops divide in -.,inE!c asymmetric
loops are still valid provided one replaces & by & in Eq. (1a). In
what follows, we determine the needed relation between 2 and
A. The total flow rates at nodes A and B are @ = 54 f/f and
i = S48, respectively. Using the equipartition rule al node
B, the wotal low rate in arm (1) is g /2. Writing the equality
of the pressure drops of arm (3) and the serial association of
arms (1) and (4) and vsing the conservation of the total Qow
rates at node A, one finds

- A A

A A A - =Mh— Lyl A — .

(*+ "+|+A:) 3 ‘(”Hﬂ.:)
(7
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When Ly = L3, Fz = Oin the partial filter regime, so that
all drops Alow ineither amm (1) oramm (3)and = £ (see Fig. 6).
Using the equipartition rule at node A and the conservation of
the totul fow mte ot node B, one finds the (ol flow mes
in arms (3) and (4), Q/2 = SAf/28 = Siyfu/ B = Shafi/B.
Also, in arms (1) and (2), the Mlow rates are g = S, f/f
and /2 — g, respectively, Using the equality of the pressure
drops of arm (1) filled with droplets and arm (2} in the absence
of drops, one shows A = (lgAhr = Ly)/(] 4+ Azl By using
the equality of the pressure drops of arm (3) and the serial
association of arms (1) and (4}, the conservation of the total
flow rate, as well as the conservation of the dispersed phase m
the node A, Fy reads

Fi= 2Lafa = alAg = Aa =+ Az Sl + Aa)] (8)

! 2L4[As+ A+ AyJUl + Al

One then easily finds £ = 1 — F) and Fy = Fj. As shown
in Figs. 7 and 8, the predictions concur well with numerical
results for both Loy < Lyand Ly, = La.

. Dyvnamics: A restricted discrete approach

We now study the dynamical properties of the system. The
draps are indexed when entering the network (node A) and
their successive path selections are coded into series of =1, O,
and | when they flow in arms (3), (2), and (1), respectively,
Our numerical simulations reveal that in the repartition regime,
in contrast to the partial filier regime, the cycle time of the
corresponding signals depends on initial conditions, .., the
number and positions of droplets initially present in the circuit.
For the sake of simplicity, in both cases Lo < Lyand L >
L, we will discuss results for which no droplets are present
in the network when simulistions start.

We first study the case Lo, < Li. Figure || shows the
variations of the period of the signals describing the successive

Ay by
II.N'HF; . L '-.
. %
,.. ‘- '!" - .
100 “"-’ ;e i- ge
- L § -
4:- o Te ", *
2 L - e m@ -?
. L ¥
i} = i !
It PF F
-
1 - = -
15 () 25 30 45 10

A

FlG. 11, Varations of T, with &, The parameters expressed
in arhitrary wnits are £ = Ly= |00, L:= 125, L, =25 amd
L= 27 1Ley = La). The dotted, dashed, and solid lines cormespond
tor the mean travel times of drops exiting by arms (3), (2), and
(1), respectively, These times are computed using the continuous
approach.
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1001) ., ':. b\
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00| ‘g3 { &
4. - e a0
-- ? s Pme s = ’ L B
- F*’ H,
1] . <
i PF F
: 1 20 25 BT a5 11
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FIG. 12. Shown is Too versus & for Ly = Ly = 100, L = 123,
Ly =25, amd L = 2.7 expressed in arbitrary units (£, = £4), The
solidd line is calculated using the expressions derived with the discrete
approach for which & is replaced by T

selected paths with A, In the partial filer regime, one observes
a succession of plateaus where the period is constant, separated
by bifurcations. In the narow regions between two successive
plateaus, the period is unusually large, moch larger than the
different residence times of the drops in the network: such
regimes, which are irrelevant to experiments, are also observed
in the case of single loops (Sec. TCT). In the partial filter
regime. all drops flow in either arm (1) or arm (2). Similarly
e our modeling in the previous section, replacing A by A
and using Eq. (7). we can use the selection rules derived in
Sec. 11C7. One obtins o relatively good description of the
dynamics in this regime (see Fig. 12). The value of T,

i A

LA

R ]

1] 20 ] ]
A

FIG. 13 Vanations of F; (o) and & () with & for Ly = Ly =
IH), Ly = 125, Ly =25, and L; = 2.7 (L = Lj). The solid lines
are calculated wsing the discrete model in the partial filter regime;
these predictions that are extended o the other regimes are established
by replacing & by i
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FIG, 14, Shown is T2, versus A for L, = Ly = 100, L: = 125,
Li=06l, and Ly =27 (Ly = L3 The dotted, dashed. and solid
lines correspond 1o the mean travel times of drops exiting by arms
(33, (20, and (1}, respectively, These times are computed using the
contintous. approgsch.

for a plateau and the transition between plateaus are well
predicted. Since Fy = Nyaa /T, in the partial filter regime,
this approach also permits one 1o model the vanations of F>
and Fy = 1 = F> with & in this regime (Fig. 13). The resulting
predictions provide a better description of the fraction of drops
than the continuous model (see Fig. 8).

We now investigate the case Loy = La. Figure 14 shows the
period of the signals as a function of A. In both the repantition
and partial filter regimes, we also obtain a succession of
bifurcations between different plateaus. As observed for single
and imbedded loops when L., < Ls, irrelevant regimes with
unusually long cyele times appear in the namow regions
between successive plateaus. In the partial filter regime,
droplets only flow in ¢ither amm (1) or arm (3), However, in
contrast o the case of a single asymmetric loop, the temporal
fluctuations of the number of drops, thus those of the holes,
present in the two selected paths, can be larger than one, This

arm {2)
Ly
= arm (4) .
— Ly
w‘-?f [I}Qi:r st..,m -
o arm (1)
arm (3] Ly
Ly
'...D L
- o t e o o a ]
]m_;.lm F

production dilution

FIG. 15, Schematic of the microfluidic device and photographs
defining D, 4, and V.
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FIG. 16 Images of the three hydrodynamic regimes observed in
imbedded loops when varying & for(a) Ly = Ly L) = Ly =4 mm,
Ly=5mm, iand Ly = | mmand (b) (L = L) Ly = Ly =4 mm,
L: =5 mm, and £ = 2.6 mm. The inlet and outlet of the loop are
respectively located on the left and on the right of cach image,

difference results from the presence of node B, which provides
an extradegree of freedom to this svstem, The exitand entrance
of drops in arm (1) alter the total fow rate in arm (2), which in
turm modifies the velocity of the droplets traveling in arms (1)
and (4). For this reason, in contrast 1o the case Lo < Ly, one
cannot employ the discrete approach to find simple selections
rules,

I, Experiments

To validate our numencal predictions, we camy out ex-
periments with planar microfluidic devices made of poly-
dimethylsiloxane and fabricated vsing standard soft lithog-
raphy technigues [35] (see Fig. 15).

A periodic train of monodisperse water-in-oil droplets is
produced in a flow focusing geometry [29], The drop size £
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FIG. 17. Experimental vanations of £ (=), F> (O, and F5 (w)
with & in the configuration shown in Fig. 160bi. The solid lines are
calculated using the continuous approach with Ly = 165 pm in the
repartition and partial filier regime.

and the production rate f are controlled by the Now rates Q;’
and 2y of the continuows and dispersed phases, respectively
(Fig. 15). Additional volumes of the continuous phase can
be infused or withdrwn downstream the production module
by changing the flow rate @ in a dilution module (Fig. 15).
Adjustments of ( permit one to vary the velocity of the
droplets V', ie., the dilution &4 = V/fF, while D and { remain
constant [25]. The drops are then directed towards the inlet of
two imbedded loops (Fig. 15); this network is similar to the
one depicted in Fig, 6. The dispersed and continuous phases
consist of a mixture of water containing 15 g/l of sodium
dodecyl sulfate and hexadecane, respectively, Videos of the
flow are recorded with a fast camera (Phantom V7) typically
working at 1000 frames/s. Here D, V, A&, ond the trajectory
of each drop in the network are obined from image analysis
using o custom-written software developed with MATLAB, In
all experiments, the Reynolds and the capillary numbers are
very small and span the ranges 1077=107" and 10-'-1072,
respectively. For this range of capillary numbers and any values
of D, we do not observe droplet breakup or collision between
drops at any T junctions of the circuit [21,25,36-40].

Figure 16 shows the three hydrodynamic regimes found
experimentally as & varies when either L, < Lior Ly, > La.
In both cases, ot large dilutions, all drops flow through one
arm. As the dilution decreases. the drops explore two and
eventually three paths. As shown in Fig. 16, the sequence of
selected paths depends on whether Loy < Lyor Ly = L. In
each case, the observed sequence concurs with numerical and
theoretical findings. As sugpgested by our simulations, as A
decreases, the paths are selected according 1o the ascending
order of their hydrodynamic resistance in the absence of drops.

We study the variations of the droplel fraction F in each
arm (i) with & for Lo, = L3 and constant values of £ and
F. Comparing the results to predictions calculated using the
continucus approach, Ly being the only free parameter, we
obtain relatively good agreement (Fig. 17). This indicates that

PHYSICAL REVIEW E 88, 013012 (2013)

the continwous model can descnbe droplet traffic in complex
single-lane networks.

IV, CONCLUSION

We have investigated the flow of periodic trains of monodis-
perse droplets through varous single-lane networks. Al steady
state, when drops divide at a node between two arms, our
results show that the mean total flow rates in these arms
are nearly equal for any topology of the network, Using
this generalized equipartition rule, we have demonstrated
that the continuous model approach, introduced 1o describe
traffic through single asymmetric loops [10,12,14,16], can be
successfully adapted for more complex single-lane networks.
This approach, which neglects the discrete nature of droplets,
gives a good deseription of the steady states provided that
the temporal fuctuations of the hydrodynamic resistances of
the vanous arms can be neglected; such fluctuations result
from the entrance and exit of drops in these arms. In the case
of two imbedded loops, our study reveals the existence of
three hydrodynamic regimes as the dilution varies, each regime
being characterized by the number of paths explored by the
drops, Above a eritical dilution, the droplets take only the path
that has the smallest hydrodynamic resistance in the absence
of drops: This is the filter regime. As the dilution decreases, the
number of explored paths increases and eventually the whaole
network contains droplet in the so-called repartition regime,
As the dilution decreases, the paths are selected sccording to
the ascending order of their hydrodynamie resistance in the
absence of drops.,

The dynamics of droplet traffic in microfluidic networks
15 controlled by time-delayed feedbacks as o path selection
depends on the paths taken by the preceding drops, Complex
dynamical behaviors result from such feedbacks, notably long-
lasting periodic states separated by a wealth of bilurcations
as the dilution varies. In contrast to the cose of a single
asymmetric loop, the period of the system may strongly depend
on imtial condinons, This sensitivity to imitial conditions s
due to extra degrees of freedom, related o the presence in the
network of more than one node where the drops select the path
to take. In the partial filler regime in which the drops explore
only two paths, depending on the topology of the network, we
have shown that the discrete approach developed by Sessoms
efal, | 13] in the context of asymmetric loops can successfully
describe the dynamics. Such an approach is possible provided
downstream the node where the drops divide, no bifurcations
exist along the two possible paths.
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Influence of boundary conditions on the existence and stability of minimal surfaces of
revolution made of soap films

Louis Salkin, Alexandre Schinit, Pascal Panizen,” and Laurent Courbin!
PR, UMR CNRS 6251, Campus Beauliew, Université Rennes 135042 Rennes, Franee
| Reeeived; Acoepted)

Becnuse of surfuce tonsion, soap Glms seek tho shapo that minimises their surfnce onergy, and thus
their surface area. This mathematical postulate allows one to predict the existence and stability
of simple minimal surfaces, After briefly recalling classieal results obtained in the case of symmet-
tic catenoids that span two clreular rings with the suoe radins, we discuss the role of boundary
comditions on such shapes, working with two rings hoving different cadii. We then imvestigate the
conditions of existence and stability of other shapes that include two portions of catenodds connected
by o plomar song filin aod ballsynumeteic catenobds for which we introduce o mothod of observation,

Wi report o variety of experimental results including metastability

nn bysteretic evolution of the

shape taken by a soap film-—explrined using simple physical arguments. Working by analogy with
the theory of plase transitions we conelude by discussing universal bebaviors of the studied minimal
surfaces in the vicinity of their existence thresholds.

I INTRODUCTION

Minimal surfaces have been extensively studied for cen-
turies by both plysicists and mathematicians,'* Appli-
cations include optimization problems such as the Steiner
tree,? erystallography?, and even architecture,™® De-
spite the wide literature on the topie, minimal sure-
faces still raise challenging questions in phyvsics” and in
mathematies.®" These surfaces can be easily matedalized
ot low cost by withdrawing wire frameworks from a soap
solution to ereate a sonp filim in the frame with o (lo-
cally) minimum surface area because of surface tension,
These soap=-film systems can exhibit surprising bebaviors
bearing analogies with phase transitions ineluding, ez,
metastability.'™ ' For these reasons, minimal surfoces
aned soap Blns in partioular are topics of value to edues-
tion that can help the learning of theoretical and experi-
mental physics." Dynamical aspects of minimal surfaves
are also documented in the literature, for instance the
eollapse of sonp filims or smectie films'® ' or the defor-
mation of a soap film induced by an impacting projectile
in the context of foam physics." Here, we focus on the
static diseription of minimal surfaces of revolution made
af soap films,

Wo build on Euler's original work®™ to investigate the
influence of boundary conditions on the existence and
stability of stich surfaces, We provide generalized ways
to derive familiar results and we draw connections be-
tween soap films and the physics of phase transitions.
Our paper s organized as follows. Tn See. 11, we begin
I treinting the ease of o catenoid formed between two
cireular rings having either identical or different radii.
We then study the shape adopted by o soap film when
withidrawing a single ring from o bath containing a soap
solution, In Sec. 111 we investigate the existence and
stability of & soap-film struocture consisting of two por-
tions of eatenoids contected by a planar Gln. Finally, in
Sec, IV we use arguments borrowed from the theory of
phiase fransitions to discuss the universal nntare of these
minimal surfaces close to their existence thresholds.
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I. CATENOIDS

A catenold is oo minimal surface that spans two coasinl
circular rings,?” As derividd in the Appendix and shown
in Fig. 1, n catenoid is o surfaee of revolution generated
fromm a catenary corve having a radius

2] = acosh (T:I+F). (1)

where g and © are two parameters set by the boundary
eonditions imposed by the two rings. We next discuss
the existence and stability of catenoids eonsidering both
symmetric (R = Ay = R) and asymmetrde (By > K
cases, iy oand Ko being the radii of the rings (see Fig. 1),

1 iy

FIG, 1. Sketeh of & eatencid formed between two circular
rings of radii fy and fa, separated by o distance b The
axisymmetric shape is deseribed by pl z).

A, The symmetric catenoid

We begin by studying the case ity = By = i, The
two boundaries conditions p(0) = plh) = R imposed by
the presence of the cirealar rings at = = 0 aned = = 6
give ' = —h/20 and acosh{(h/2a) = R. This latter
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relationship can be written in the dimensionless form

FIX. A) = cosh (:LJL’) -X =0, (2)

2

where X = f/fo and & = b/, For & given value of 4,
this implicit equation can be solved graphically by plo-
ting F(X, A) as a function of X (Fig. 2), Beecauso of the
symmetry of the shape, the neck of the catenoid a—the
minimum value of pfz)—is located at = = /2. As shown
in Fig. 2, three cases ean be distingnished depending on
the value of A:

e A< A= 1.3 For a given value of &, Eq. (2)
admits two mwoots for X, Two different catenoids
can therefore exist between two rings having the
same radins. Cne can easily show that the catenoid
hiwing the largest neck hos the lowest energy.

& A= A, Here one finds a single root (X, = 1.81) s0
that only one catenoid satisfies the given boundary
eonditions.

oA = A In this regime Eq. (2) has no solution
hecanse f{X,A) > 0for any X (see Fig. 2). Henece,
o catenoid can exist between the two rings for this
range of &,

The critical point corresponding to the loss of existence af
salutions can be analvtically determined by solving the
set of equations f(X., A = 0 and 5 f(X.. &) = 0,

which gives the implicit equation

coth (ﬁ,..._.k',) = :l_.;\'..l ()

Eguation (3) has the unigue solition A X /2 = 1.20.
By using this result and f(X., A.) = 0, one can obtain
expressions for the existenee thresholds a /R = 1 /X, =
0.55 and b, /R =4, = 1.33,

L0 -

T T T T
—A=1b
8} d';""ﬂ""{—ﬁ;l.-t -
— A=A
08 AcA (—d=iE
oy T ~
= 0.2 e b =
0.0 — —
0.2 i i L a1 i
0.0 0.5 Lo L6 X, 20 25 30

X
FIG, 2. (Color online) Solution of Eq. (2) imposed by the
two houndary conditions #(0) = plh) = R in the case of a
syminetric catenoid,

We next validate experimentally these well-known pre-
dictions. In all of our experiments except those of
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See, 110, we nse a digital caliper with two cireular eonx-
ind rings (radivs B = 0.5-5cm) made of wire (1 mm in
diameter) attached to the caliper’s jaws: care is taken to
ensire that the rings are purallel. This deviee enables
us to measure the distance b precisely, the neck radius o
bwing determined by fmaging the shape of the soap film
with a camers (EO-1312C, Edmund Optics). We create
symmetric eatenoids by withdrawing two identical rings
perpendicularly from o liguid bath containing a soap so-
Iution. This solution is made of water (S0% by volume),
commercial dishwashing liguid (Fairy, Procter & Game
ble, 7% by volume), and glyeerol (18% by volume), The
adr-golution surface tension 5 = 25mN,/m = measured
using pendant drop tensiomoetry (Tracker, Teclis).

After removnd of the frame, a so-called duaboloid sur-
faee (diseussed in more detail in Sec, [11) is first observed
between the rings. This shape consists of two catenaids
connected to each other by a planar soap film parallel to
the rings. We begin an experiment by bursting the pla-
par film =0 that the shape relaxes to beoome o svimmetrie
catenoid that we study as a function of the distanee fi
Figure 3 shows the messurements of the normalized neck
radius a/ff = 1/X as a hetion of A, Although teo
catenoid solutions can be found mathematically when
A < A, only the entenoid having the larger neck (and
lower surface energy) s observed experimentally, When
A = A, the catenoid collapses into two planar films
suspended on the two rings. This type of behavior bears
strong analogies with bifurcation diagroms classically ob-
sepvedd i the physics of instabilities.

ac R

' 1
E.I:II 02 04 0.6 ns Lo L2 AdA

FIG. & Top pancl: photographs showing the evalution of n
svmietrie catenold when & = /R increases, Bottom panel;
experimental evolution of the normalized neck radius /7 as
a functhon of &, Each syimbol stands for a given salue of B
s indicated. The solid and dashed corves depict the stalle
nnied unstabile theareticnl solutions, respectively (the stalile one
corresponding to the catenoid having the largest neck).
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B. The asymunetric catonoid

To study the influence of the boundary conditions on
the existence and stability of a catenoid, we now work
with rings having different raeii B and Ry = affy, with
i = 1y as previously (see Fig. 1) the two rings are lo-
ented at 2z = 0 and = = b, respectively, The boundary
conditions now read

#0) = acash O = Ry, [4n)

i) :nnmh(ﬁ +f') = 5. (4s)
i

Usiing the relation cosh € = X = Ry /o and trigonometrie
identities, Eq. (4b) can be written in the dimensionless
form

Fo( X, A) = sinh*[AX )= X7 [2acosh(AX) — 1 - a®] =0,

()
where A = hf .

D8~

a1

0=

”.l"ﬂl

N & _-_',_'-."- _
02 / S

m-,..-—-"L' i L A i

shE*

T2

0.6
LA 0.5 1.0 L5 1.0 2.5

FIG. 4. (Calor online) Theoretical ovolution of (a) o/ Ry and
(B} the normaliesd position of the neck cading —aC/ Ry as
a function of A = h/Ry. The solid and dashed curves corre-
spond to the stable and unstable solutions, respectively. Each
shiade of gray (color online) represents o given walue of o as
indicated, The coordinntes of the point at which the value
af fy of o given stable branch is maxivmm are (arceoslo, 1),
as discussel o the text. When A = arceoshio. the neck rdins
i bocated at = = 0,

Salving Eq. (5), one obtains the evolution of o/ By asa

function of A for different values of o (see Fig, 4). Com-
paring the symmetric (o = 1 in Fig. 3) and asymmetric
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(o > 1in Fig. 4) cases we olserve some similarities in
the response, For any o > 1, when A fs lower than a
critical value A, two solutions are found for Eq. (5) so
that two asyiwetre catenoids can exist, the oue with
the larger neck having the smaller surface energy, Above
Ay B (5) has no solutions so no catengid can exist.

arceosh 1.2

8 B =0.9cm R=28m
|| & R =28cm, R4 dcm -
@ R =3Tem H=44¢m

w6l (b)
05+

-aC/ R

20 25

FIG. 5. Experimental evolution of (a) o/ Ry and {b) —aC'/ 1,
as o funetion of & = h/ Ry, with o = 1.2 (o), LG (&), 3.1 (W).
The =olid curves correspond to thearetionl predictions for the
stahle solutions. As indicated in the figure and explained in
the text, measurements can be carrled out only when & =
nrociosh o,

In contrast with the svmmetric case, when & < A,
the variations of o/, with A for the stable solutions
are nonmonstonic [salid lives o Fig. 4 (a)]. In addition,
the position of the peck radiug @ = —af’ s no longer
located at the midpoint between the two rings as shown
by the variations of —aC/ B with A [see Fig. 4 (b)]. In-
dewd, our results for the stable solutions show that € is
positive when o increnses with A and its sign becomes
negative for large & when a decreases with this quantity.
Consequently, the position of the neck radios is loeated
between the two rings only for large enough A when ©
s negative. The neck radins is at 2 = 0 when C =0
and by uxing Eq. (4) one finds that this oceurs when
A = arecosha (see Fig. 4). To summarize, one predicts
that the neck radins of a eatenold is experimentally mea-
surable only when A = arccoshor and it is located at
=0 (e, a = M) when A = arccosh e (note that for
the svmmetric case arceosh 1 = 0). We use the sonp so-
Iation describad in See. ILA (o validate these predictions
experimentally, As shown in Fig. 5. the resulting varin-
tions af a/ My aod —al /1y with A, measured for different
villues of o, show good agreement with the predictions,
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Following a procedure similar to the one amploved in
See. A, the existence thresholds o /i, = 1/X. and
A, can be determined by solving f,.{X.. A0 = 0 and
Oy ol X AL = 00 Although these two equations are
nonlinear and coupled, they can be solved using o nu-
merical method as ollows. By combining these two equa-
tiones, one finds the following implicit relation that admits
AKX, ns o root and that can be solved numerically:

tanh{A X} = A X, (20 cosh(AX,) -1 - o)/

[ 2 comh{ A XC) + A X -sinh{A X)) =1 - ni]. (6)

Using the result of the resolution of Eg. (6) to salve
Fol X 2] = 0, one obtaing the mumerieal evolution of
X, and subsecquently the variations of A, as a lunction of
i, Although we nse o slightly different approach, our ni-
mierical methed is in full agreement with other geometric
demonstrations published in the literature.?' As shown
in Fig. 6, the existenee thresholds are monotonically in-
creasing functions of o, which indicates that the asymime-
try inereases the domain of existence of catenoids. Our
mumerical predictions agres reasonably well with the ex-
prerimental results,

v

FIG. 6. Extstence thresholds {a) a, /Ry and (b)) A, of asyvm-
mwetrie catenoklds as n Tunction of o chareterizing the asym-
mietry: comparison between predictions (solid curves) and ex-
periments (data points),
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C.  The half-symmetric catenoid

FIG. 7. Tmage showing the soap film formed when withdraw-
ing a ring from a bath of soap solution amd showing the pa-
rameters M, A, and pf2).

Withdrawing o circular ring of radins K at a height
B from o bath of seap solution creates an axisymimetric
soap film as shown in Fig. 7. Above a eritical height b,
this shape collnpses to leave a planar film on the ring
anel & soap bubble in contact with the bath,* Similar to
the shapes studied in previous sections, this surface of
revolution is also o catenoid. The origin of this shape re-
sifles in its specific boundary conditions, Indeed, o this
ense only o single boundary condition, p(0) = R, = im-
posed by the operator, When b < b, experiments show
that the racding of the soap Bl gt the level of the hath,
plh), is a decreasing fonetion of b, In addition, careful
observations nt = = f reveal that the soap flm is per-
pendicular to the horizental surface of the bath for any
valies of & and b, This result—a direct consequence of
the mechanical balance of the forces acting on the liguid
meniseus connecting the bath and the soap Glm—gives
rise to the second houndary condition: @'(h) = 0. Henee,
using Eep. (11, the boundary conditions read

MO} = reoshC = R, (Ta)

f'{h) = sinh (:—: + f') =), (Th)

As seen in other problems in physics, when we eom-
pare the case of the symunetric catenold with that of
the present shape, it is worth noting that the change
in houndary conditions at = = h cortesponds to a transt-
tion from Dirichlet [p{0) = p(k) = K] to mixed Dirichlet-
Newmann [0} = K, o'(h) = 0] conditions.

Using Fas, (7), one finds € = <& /o amd o cosh (bfa) =
ft. Apart from the factor of 172, these results are steictly
analogous to those obtained for symmetric catendoids {see
Sec. ILA)Y. We therefore interpret the shape in Fig, 7 as
half of a symmetric eatenoid whose neck radius plh) = a
i located at the lovel of the bath, Thus, existence thresh-
olds con be gessed vsing previous results (See, 1TA):
/X = a-/R = 055, A =l /R = 066, As shown in
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FIG. B, Togp panel: photographs of a typical experimwent show-
ing the evolution of a hall-symmetric catenodd as & = /R
increnses. Bottom panel: experimental evolution of the nor-
midized neck radins 4 as o function of A, The solid and
dashed curves stand for the stable and unstable thearetical
solutions, respectively,

=
A
.
=
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.fu i b oiad i i b dad i [
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FIG. 9. Top panel: typical liquid meniscus observed when
A < A, with o ring of rading B ~ &~ &~ being the capil-
lary length. Bottom panel; predicted theesholds o, = 0551
{dashed line) and b 2= 0668 (solid ling) as s function of &
The bluck nod groy svmbols correspond, respectively, toomea-
suremnents msde with the soapy solution descrilssd in Sec. TTA
aned the Sedinm Docecyl Sulfate solution.

Fig. 8}, experimental results agree well with these pre-
dictions,

We also conduet similar experiments with o mixture
of water and a surfactant (Sodium Dodeey] Sulfate) at a
coneentrtion of 15g/L. For both this mixture and the
snap solution described in See, I1A, our predictions cape-
ture the experimental thresholds as long as 7 s larger
than a couple of millimeters (see Fig, 9. We attribute
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the devintion observed at small 7 to capillary effects re-
atedd to the presence of the lguid meniseus ot the level
of the bath not taken into account in our simple model.
The typical size of this meniscus is given by the capil-
lary length*® x=' = 5/ pg = 2mm. with p the liguid
density, 5 the air-liquid surface tonsion, and g the gravi-
tational field strength. When £ < 571, menisons effects
come into play and sot the thresholds: o more detailed
description necessary in this case is beyvond the scope of
this paper.

1. DIABOLOIDS

We now study the existence and stability of shapes that
span two rings of radii & and iz and are composed of
two portions of eatenoids connected to each other by o
planar flm {see Fig. 10). In what follows, we refer 1o
these sarfaces as “diaboleids” because they resemble a
well-known jugeling object, the diabols.®!

. i

FIG. 10, Sketeh of a dinboloid defining the variables &y, fa,
by biyy hay Ay pal5) and palz).

Such minimal surfaces have been used as model
systemns™ 58 po address experimental problems in the
context of the physics of foams. Here, our goal is to
study how the presenee of the planar soap flm affects
the existenee and stability of this surface with respeet to
those of the assoeiated eatenoid that would form between
two similar rings as discussed i Sec. 11,

A, The symumetric diaboloid

W begin by considering the symumetric case, for which
ffy = Ry = A The profiles of the upper and lower
catenoids are given by (seo Fig, 10)

m[::l=n1n‘rﬁh(i +i'|). (%a)
my

palz) =ugum(i +t'a). (8b)
ity
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The bowndary conditions determined at z =10, 2 = fy,
and = = =Mz vield

A=ty ecosh Cy = ayp cosh Oy, (Ha)
fiy :
Bi=meosh| —+0y]. (9h)
i)
S
Ha = ag cosh t,l_ i ()
a2
b=l + hg. {91}
This  system  of five equations  does  not enable
one to determine  the seven unknown  parameters

Cag Oy oz O hg, A two supplementary . equations
are necessary for the system not to be underdetermined.
The needid equations are given by the mechanical bal-
ance of the forces acting on the Plateau border be-
tween the planar flm and the two portions of catenogeds
(Fig. 100, In the dry limit,*" the third Plateaa’s law im-
poses that the three angles made by the lims connected
1o the Platean border are all equal to 27/3.5%% Mathe-
matically, this can be written as

#i(z =0) =sinh () = tan (%) ' (10a)
phiz = 0) = sinh Cy = -lu.n(;::). (10)
(]
As nresult, © = —Cy = O =056 and ay = a2 =

a = AfeoshC. It i worth noting that the profile of
the associated eatenoid, for which the slope is zero at
the midpoint between rings, can be retrieved by writing
gz = 0) = sinh " = 0 50 that © = 0. The apparent
diserepancy with the resull diseussed in Sec. A (O =
—h/2a) stems from the different location taken for the
origin of the z-axis. Using these results wd Eeq. (9) we
fimd

by =M= 3 =il [um_mh (E) - C‘] . (11)
2 i

Sinee the radius of the planar soap film A is easily acces-
sible experimentally when compared to a, we next derive
the existence thresholds of the dinboloid in terms of the
dimensionless quantities ASR and /R The bhoundary
condition at = = hy ean be expressed in the (dimension-
less) form

(X, A) = cosh (é-;}: - ('-') - X =0, (12)

with X = R/a and & = h/R. This implicit equation
admits two roots when A = smaller than o critical value
4. When € = 0, we retrieve the equation derived in
the case of a symmettic eatenold [see Eqg. (2)]. In fet,
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the resolution of Eq, (12) is qualitatively analogons to
that of Eqg. (2). The existence thresholds for the sym-
metric digboloid are obtained by solving g{ X, 4.) =0
and Dl X, A =10,

Following the approach employved in Sec. 11, we fined
that & X, /2 == 1.08 is the solution of the implicit equa-

Hon
coth (ﬁ—r:x-l + C') = ér"—' (13)

2 2

Using this result and solving g{ X, A:) = 0 we obtain
A/ R =coshC/ X, = 044 and h/R = &, = 052, The
vilue of A. was inforred by other authors based on exper-
imental data.?® We note that the critical distance b, of o
diahlaoid i= relatively smaller than that of the associated
eatenoid for which A; = 133, This resalt suggests that
the third Plateau's law i an additional constraint for
dinboloids stroctures that makes them less stable than
eatenoids, As shown in Fig. 11, experiments mirror our
theretical predictions.

*A
1.0 T; — T T

LE- -

o ALE]

Sy
o 04l

O R=0.9cm E
=

0.3 0 R=4.4cm

ol =
0.0 0.2 04 0.6 ]
A i

FIG. 11, Top panel: photographs of a typical experiment
showing the evolution of a symmetric diaboloid as A increases,
Bottom panel: experimental variations of the normalized ra-
dius of the plansr Glm A/ R ns a function of the pormalised
distanee & = h/ K. The symbaols stand for different values of
It ns indicatesl. The solid and dashied corves correspond to
the stable and unstable theoretical solutions, respectively,

B. The asymmetric diaboloid

To investigate the asvmmetric case, we again consider
two different rings with radii By and By = affy with o >
L. This symmetry breaking vields signifieant changes in
the behavior of the diaboloid. The boundary conditions
at 2 = hy amd = = =hy [see Egs. (9b) and (9} and
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Fig. 10] vield

cosh(d X +01= X, (14n)

cosh(d: X + ') = aX, {14h)

where X = Byfa and A, = W/H; with i = 1 or 2.
Combining Eqgs. (14a) and (14b) we find

dal X, A) = arceosh X + arccosh{aX) — AX — 20 = 0,

(15)
ﬁI'H
1.0 T T T a -H_h\‘r
Da- ‘x\_
0 W
— (LA a =
< R
*tﬂ,d- ——. X ] & _.'-_...-'.
— a=1 e
02 — a=l.5 PPt
0 e e L I L

0o 0.2 04 n.G 0.8 Lo ].211;
& 1s

FIG. 12. (Color online) Theoretieal evolution of the normal-
e raddive of the planar soap Glm A/ o8 o Tooction of
the normalized distance & = h/#. The solid and dished
curves correspond to the stable and unstable solutions, e
spectively,  Different shades of gray correspond 1o differ-
ent values of o, a8 indicated. The coordinates of A,, are
{lnreeeshijo cosh € — O/ cosh €, 1), na discussed in the test,

Figura 12 shows the evolotion of A/ as a funetion of
A = hf iy for different values of a. As previously shown
in the case of asymmetric catennids, the existence thresh-
alds AL and A SRy are inereasing functions of o, Sur-
prisingly, when comparing the svmmetric (Fig, 1) and
asymmetric {Fig. 12) cases, stable asymmetric diabolojds
have smaller domains of existence than symmetric ones.
Inedeed, Fig. 12 shows that an psymimetric dinboloid ex-
ists only when A, < & < A, for any o, An expression
for Ay can be derived by having A take its maximal
value (A4 = Hy). When & < A, writing Eq. (9h) with
Ry = A in this case of asymmetric shapes, one finds tint
hy =0, be, the most stable minimal surface is composed
of an asymmetrie catenold built on the two rings and a
planar soap film suspended on the smaller ving. The res-
olution of the boundary conditions [Eq. (9)] with 4 = R,
vields
areeosh (o eosh ) = O

cosh (7
with € = 0.55. It is straightforward to show that A, =0
in the svmmetric ense (o = 1),

Similar to the previowsly diseussed cases, the exis-
tenee thresholds X and A are determined by solving
Bal X &) = U and dy g, X, AL) = 0, which lead to

{17n)

-'j":lll - ' (16)

arecosh X, + arceosh(oX,) = A X, + 20,
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We confrom our thearstical predictions with experi-
mental varintions of A/R) with A (see Fig. 13). Inter-
estingly, our experiments reveal the existence of an hys-
teretic belavior, a phenomenon that is a typical signature
of @ suberitical bifureation in the phvsics of instabilities.
Lieleed, experimental data differ depending on whether
the ring separation distance rings b s continuously in-
crinsed or decreased (Fig, 13). This hysteresis cyele is
an illustration of a phenomenon of metastability resalt-
ing from the coexistence of two minimal surfaces: the
msvimmetrie dinboloid charscterized by ARy < 1, and
the asymmetric catenoid associated with n planae seap
film on the smaller ring characterized by AR = 1. We
will refer to these two configurations as D (dinboloid ) and
€ (eatenoid), respectively, Also, we denote as S p the
vilue of & for which the system undergoes the transition
froom the configuration © to the configuration 2 as b in-
creases. Similarly, the transition from the configoration
D o the configuration € is obtained at Ap e when b
decreases (Fig. 13).

A.. (17h)

0.2 [ LR 0.4 1L
III3-!".'-4:15!

FIG. 13, [Color online) Experimental evolution of A/SR as
a function of & = (/B illustrsting the hysteretie response.
The symbals indicate the experimental conditions: (solid) &
inerenses, (open) K decreases. The experimental parumeters
are By = 3.Tem, By =d4em, and o = 1.2, The solid curve
corresponds to the theoretionl solution of the stable dinbolobd.

To rationalize the observed hysteresis and predict the-
aretical expressions for Aoop and Apoo. we next in-
vestigate the transitions from one configuration to the
other,  As previously discussed, asvmmoetrie dinboloids
exist only when A, < A < A, hence the transi-
tion from 2 to € is oleerved al Apae = A, =
[arecoshia cosh €7) — €]/ cosh €. Studying the transition
from C to D, and given that Ao p 2 Apoe, one guess
i that the system s metastable in configuration ', In-
deed, caleulations {not shown lwre) indieate that the sur-
fee energy of state £, when this configuration exists, is
always lower than but close to that of configuration C.
Acvordingly, we need to find o plansible trasition path
selected by the system that can acconnt for the metasta-
hility. Following the elassical pletare used in the theory of
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chemical reactions, we propose o phenomenological two-
step mechanism detailed below and depicted in Fig. 14:

(1) The planar soap film moves from the smaller ring (o
its final position in the configuration D, the profile
of the asvmmetric catenoid remaining unchanged.

(2) The profile of the initial asymmetric catenoid
changes to aecommodate the presence of the pla-
nar film by satislving angular constraints imposed
by the third Platean’s law.

This two-step mechanism suggests that the transition
from € to I} occurs only if the first step is favorable in
termns of surfnce energy. During this step, the surfoee area
of the planar film decrenses only when the neck mdins of
the asvmmetric catenoid is located between the tao cings.
Henee, using results obtained in Sec, B we infer that
A p = arceosh o,

Configuration
&
iy
el

14

{1 ’

Configuration
b

i,

FIG, 14, Sketeh of the two-step mechanism. First, the planar
sonp film moves without affecting the profile of the initial
payminetric catenoid, Second, the catenoid adapts its shape
because of the presence of the planoar film

Figure 15 (n) shows the evolution with o of the vari-
ables ¢haracterizing the hysteretle behavior, Ap e,
A psand Ac. As shown in this Agure, our simple phys-
ical arguments help explain the experiments,  Also, the
predicted variations of A/R) with A for different o agroe
well with experiments [Fig. 15(b)].  As the predicted
eurves for Aep nnd A, intersect ot a0 = a. = 1.56,
two different seennrios that depend on o are possible;

® o<, Sesop < A when bis increased one first
observes the transition from C to D and then the
collapse of the film at the existence threshold;

o> o, Aep > A whon B increases the sonp
film hreaks at A-_.p 50 that configuration [2 is
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newver olserved, Experiments conducted foro = 1.6
correlate with this scenario [Fig. 15(b)]. To over-
come this limitation and foree the transition from
Cwo Dwhen A, < A < A, < Ap_.p, one can
provide some activation energy to the system ex-
prerimentally, For instance, blowing air on the soap
film or tomching it with o wet spatula can actively
tune down the value of Aq_ poand select the con-
figuration adopted by the film.

2

=
o

£

-I':in—n‘."{-!-gc'-. plal, A, (e
x5

0.8

ey
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A A%

i = Tem, it =4 dem]

0.6
=2tem, =% Tem]

A/Ry

0.4 e i -
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e Mﬂc&b’ﬂ il
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0.0 pomb=T i i i i
(LX) 02 04 0.6 8 1.0

FIG. 15, (a) Variations of & poe (W), Qe (A ), and &, (o)
s A nction of o comparison between experiments (points)
amdd theory (curves). (b) Experimental evolution of ARy as
a function of &, Solid and open symbsols correspomd to miea-
surcments taken when the rings are moved apart ond closer,
mespectively. The shape of the symibol Inbels for the asymime-
tey: o = 1.2 {eireles), 1.3 (trisngles), 1.0 (squares). Solid amd
dashed curves correspond to the stabile and unstable thsoreti-
cal solutions, respectively. For the lnrgest asymmetry o > o,
(Fig. 15 {a) defines o), configuration 1 is oot observed ex-
perimentally when b increases.

IV. UNIVERSAL BEHAVIOR IN THE
VICINITY OF THE EXISTENCE THRESHOLD

Solving Eq. (17), one can determine the existence
thresholds (X, AL) for all minimal surfaces of revolution
considered in this article. Indeed, thresholds for svmmet-
ric dinbolojds and (symunetric and asymmetric) eatenoids
are respectively metrioved by taking o0 = 1 amd either
€ = arsinh (tan7/6) or C = 0 in Eq. (17). In addition,
the threshold of the half-symmetric catenoid can be de-
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dueed from that of the symmetric eatenoid by dividing
A, by 20 These rsults are stunmarized in Fig. 16.

aricosh X +arcoosh[a X =8,.X.420
stability thresholds: 1 i 3
3 4 =
VAL WX T
symmetric asymmetric | half-symumetric
g - a=] a>1 a=1
g1 A =24,
=L
d A, =143 Acla) - = 0.66
= SVt ric asvimmetric
E E a=] a1
==
x
= "
=0 A =082 Acle)

FIG. 16. Table summarizing the stability thresholds A de-
rived in the text, for ecach minimal surface studied o this
article. The thresholds are determined by Eqs. (17). In the
case of half-svmmetric eatencids, one dotermines the thresh-
obd by replacing A bw A, in Eq. (17) when salving this set
of squations.

Similar to the behavior of second-order phase transi-
tions charncterized by the same eritical exponents elose
to their eritical point, all minimal surfaces studied heee
present o universal behavior in the vicinity of their exis-
tence thresholds, Indeed, they are fully described by the
two geometrical guantities X and A, Close to their exis-
tence thresholds, we can approximate g, (X, &) [Eq. (15)]
b i second-order Taylor series, For fixed values of € and
a, using A = A, 4+ 88 and X = X, 44X, we can then
expand g,(X, A) as

Al X A) = 0. (X0 Al) + Ox gabX + Jaga b+

P g
iy xy..@ + Oy st dAEX + t]niy,,@ =0

(18}

where all the derivatives are computed at X = X, and
A=A, Sinee X, and A, are solutions of {g.(X.. A) =
0,8y g X &) = 0, by comparing the different terms
of the Taylor series, we can show Cha

Ean‘i Ml

X ==+
% X

v —dA. (19}

As X = ftfa, we have §X = —Hdafo?. Near the
threshold, we therefore find that

f-;-?f - i%l'— TN 2V oy (20)

with

{21)

i ‘ a0 |

Xy x o
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The syinbol £ in Eq. (20) nccounts for the stable
branches () and the unstable branches (=) in the e
ported dingrams (e.g., see Fig. 3). This resalt, which
vields a eritieal exponent of 1/2 near the existenee thresh-
old, 15 in line with the Landau theory and classical sadedle-
node bifurcation diagrams " It is important to oote
that the quantity J that i= evaloated at the threshold is
only o prefactor that depends on X and a:

J=VE{ X [(X2 - )7 4 a¥(a?x? - 1]} i
(22}
I other words, the exponent of the power-law in Eq. (20)
is universal for all minimal surfaces studied here, the pref-
actor being a function of the considered surfoee. Fig-
ure 17 shows the variations of de/f with &, — A near
the threshold for all surfaces,

V. CONCLUSION

We have deseribed both theoretically and experimen-
tally the existence and stability of minimal sorfaces of
revolution materialized by soap films. Our investigations
point out the significont role played by the boundary con-
ditions on the demains of existence of these fuid stre-
fures. We take advantage of axisymmetry to obtain a set
of two equations [Eqs. (17)] whose solutions predict the
existence thresholds for any studied configuration.  We
have alse illustrated that soap films can exhibit an hys-
teretic response due to metastability in these svstems.
A phenomenological two-step mechanism is introduced
to aecount for the et that the system is then trapped
in a local minimum of energy. ' Finally, we have shown
that all studied minimal surfaces in the article exhibit a
universal behovior near their existenee thrshold.
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Appendix: THE PROFILE OF A CATENOID

Here, we provide the standard  demonstration of
Eqg, (1), which gives the profile of a catenoid made of
a soap film at equilibrinvm, Indeed, becanse of symime-
try this profile is entirely deseribed by the function plz),
The surface energy of the soap film reads

E=23E=2 2;rrf plz)ds. (A1)
4
where 5 denotes the surface tension and the factor 2

accounts for the presence of two air-liquid interfaces.
We write ds = /dgf +d:z? = T+ p"{z]dz with
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10
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FIG. 17, (Color online) Evolution of da/R with &, — 4 in the sicinity of the threshold for: (a) symmetric catenoids, (b) an
asymmetric catenoid with a = L2, {¢) half-svmmetric catenoids, (d) symmetric disboloids, and (e} an ssymmetric diaboboid

with n =

1.2, The black and groy (red online) corves correspomd, respectively, to the momerical resolotion of the boundary

conditions and the second-order Tavlor seres approximastion [/ = ) for asyvimetric cases),

£(z) =dpfdz in Eq. (A1) and then minimize this sor-

face energy. By virtue of the varational principle, the
Lagrangian of the system £ = p(z) /1 + p"Ez) will sat-
isfy the Euler-Logrange equation™

aL _ d fac
5~ () e

Inspired by analytical mechanics, we define the Hamil-

toninn H as a Legendre transform of £:

oL ]
H= fj,{TF = {1"‘...-”
Tl
= V‘% -yl ptd, (AA)
P
=
= [AG)
14 prd
then vields
. NN (A.6)

(pfa)® =1

el integrating vields the profile of the eatenobd an edqui-

librium [Eq. (1)]:

M=) :ﬂl!'uill(i +{7}. (A.T)
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