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SIMULATION NUMERIQUE DES ECOULEMENTS UNIDIMENSIONNELS
INSTATIONNAIRES AVEC AUTOVAPORISATION

SYNTHESE

Afin d’étudier le comportement des organes de robinetterie, notamment des soupapes de
stireté 2 ressort, en conditions accidentelles, on s’est intéressé & la simulation des écoulements avec
autovaporisation. Ces écoulements diphasiques sont susceptibles d’étre rencontrés dans toute
installation industrielle utilisant des liquides sous pression. Dans le cas de I’ouverture d’une soupape,
Ja dynamique du clapet est particuliérement sensible aux variations de la pression sous celui-ci. II est
donc indispensable de pouvoir simuler précisément des transitoires trés rapides. Cette recherche a été
menée selon deux axes :

1°) La modélisation physique du mécanisme de vaporisation par dépressurisation.

2°) La simulation numérique des modéles dans le cas d’écoulements fortement instationnaires.

D’un point de vue physique, deux modeles d’autovaporisation ont été étudiés ; le modele
homogéne relaxé (HRM), propos¢ par Bilicki et al., et le modéle développé par Jones et al.. Ils
supposent tous les deux 1’égalité des pressions et des vitesses dans les phases liquide et gazeuse, et
que la vapeur apparait dans les conditions de saturation. Une comparaison des résultats de ces
modéles a été effectuée dans le cas d’écoulements stationmaires, en s’appuyant sur les données
expérimentales mesurées sur la boucle Super Moby-Dick du Commissariat 4 I’Energie Atomique
(CEA) de Grenoble.

Concernant 1’aspect numérique, Il est a noter que les systémes d’équations obtenus sont
inconditionnellement hyperboliques, mais non conservatifs dans le cas unidimensionnel, a cause de la
présence des termes de variation de la section en espace et en temps. Des schémas numériques de type
Volumes Finis ont donc été développés pour prendre en compte la présence de termes sources raides,
et utilisation de lois d’état complexes pour des fluides réels. Une attention particuliére a été portée
sur le caleul des conditions aux limites. Trois schémas numériques ont été testés, VFROE en variables
non conservatives, le schéma de Rusanov, et une version modifiée du schéma de Roe. Une étude
comparative détaillée des performances de chaque schéma a été menée pour des écoulements
instationnaires et stationnaires gazeux, liquides et diphasiques. Elle met en évidence que le schéma
VFROE-ncv est le plus précis, et que le schéma de Rusanov est le plus robuste. Une stratégie
combinant ces deux schémas est donc envisagée.

Mots Clés : AUTOVAPORISATION, ECOULEMENTS DIPHASIQUES, ECOULEMENTS UNIDIMENSIONNELS,
MODELE HOMOGENE, SYSTEME NON LINEAIRE, SYSTEME HYPERBOLIQUE, METHODE
VOLUMES FINIS, SCHEMAS DECENTRES, SOLVEUR DE RIEMANN, PAS FRACTIONNAIRE.






NUMERICAL COMPUTATION OF ONE DIMENSIONAL TRANSIENT
FLASHING FLOWS.

EXECUTIVE SUMMARY

The study of the behaviour of safety valves in accident conditions requires to focus on the
modelling and the computation of flashing flows. These two-phase flows can occur in any industrial
plant, where pressurized liquids are used. During the opening of a safety valve, the dynamics of the
disk insert is very dependent on the variations in the pressure field under it. Thus it makes the
computation of fast transient flows compulsory. Two research axes were retained :

1°) the physical modelling of flashing phenomenon.
2°) the numerical computation of these models in case of fast transient flows.

On a physical point of view, two models for flashing have been studied ; the Homogeneous
Relaxation Model (HRM), and the model developed by Jones et al.. They both assume that the
pressures and the velocities in each phase are equal, and that the vapour is saturated. The results of
these two models have been compared, when focusing on stationnary flows, with the experimental
data measured on the loop Super Moby-Dick of the Commissariat a I’Energie Atomique (CEA) in
Grenoble (France).

Focusing on numerical computation, it may be noticed that the systems of equations obtained
with these models are strictly hyperbolic, but they are non conservative in case of one-dimensional
flows, because of the occurrence of time and space derivatives of the cross section. Thus the use of
Finite Volume numerical schemes to solve them is well adapted. The main difficulties are due to the
presence of stiff source terms, and to the use of complex equations of state for real fluid. Three
numerical schemes have been studied, VFROE scheme with non conservative variables, Rusanov
scheme, and a modified version of Roe scheme. A special attention is given to the computation of
boundary conditions. Eventually a comparison of the three schemes has been done, based on the
computation of single-phase (gas and liquid) and two-phase transient and steady flows. It shows that
VEROE-ncv scheme is the most accurate, and that Rusanov scheme is the most robust. Thus a stategy
is proposed combining these two schemes.

Key Words : FLASHING, TWO-PHASE FLOWS, ONE-DIMENSIONAL FLOWS, HOMOGENEOUS MODEL,
NON LINEAR SYSTEM, HYPERBOLIC SYSTEM, FINITE VOLUME METHOD, UPWIND
SCHEMES, RIEMANN SOLVER, FRACTIONAL STEP TECHNIQUE.
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Introduction

Les questions de sécurité dans 1’industrie nucléaire font I’objet de nombreuses études a la
Division Recherche et Développement d’Electricité de France. Ainsi, au département Mécanique et
Technologie des Composants (MTC), des recherches sont en cours pour comprendre le comportement
des organes de robinetterie, installés sur le parc nucléaire, en conditions accidentelles, et en
particulier celui des soupapes de siireté a ressort.

Dans de telles conditions, par exemple lors d’une rupture de tube de générateur de vapeur
(accident RTGV), ces soupapes sont susceptibles d’étre alimentées par de I’eau liquide sous pression,
4 une température proche de la saturation, typiquement P=90 bar et T=300°C (figure 1). Or, en aval
de la soupape, les conditions sont celles du milieu extérieur, généralement I’atmospheére, dont la
pression est nettement plus faible. Lors de I’ouverture de la soupape, le liquide est donc soumnis & une
violente dépressurisation, et commence 4 se vaporiser. C’est donc un mélange diphasique, un liquide
plus sa vapeur, qui s’écoule a travers la soupape. Ce phénoméne de vaporisation d’un liquide par
dépressurisation, qui est appelé autovaporisation (ou flash en anglais), peut se rencontrer dans toutes
les industries qui utilisent, au cours d'un procédé, des liquides sous pression, par exemple pour
faciliter le stockage dans I’industrie gaziére. Ainsi, un autre cas accidentel régulierement étudié, est
celui d’une bréche dans une conduite remplie de liquide, qui dans I’industrie nucléaire est connu sous
le nom d’accident par perte de réfrigérant primaire (APRP ou LOCA en anglais : Loss Of Coolant
Accident).



P=90 bar g
P=1 bar
T=300 °C

Figure 1 : Schéma du circuit contenant la soupape de siireté.

Cependant, par rapport 4 une bréche dans une canalisation, I’étude de 1’ouverture d’une
soupape est nettement plus complexe. En effet, la dépressurisation du liquide a un effet direct sur la
dynamique du clapet de la soupape. Lorsque la pression chute, la force s’exergant sur le clapet
diminue, et il a alors tendance a se refermer. Comme la pression dans le ballon est toujours
importante, cette fermeture entraine une remontée de la pression dans la conduite, qui ajoutée au fait
que le liquide a €té accéléré suite 4 la dépressurisation, provoque une réouverture plus brutale de la
soupape (phénoméne de coup de bélier), et ainsi de suite. Ce comportement fortement instable
commence a se stabiliser lorsque la vitesse de 1’écoulement en amont de la soupape, qui arrive
directement sur le clapet, est suffisante pour empécher la fermeture de Ia soupape. En outre, les
expériences ont mis en évidence l’existence d’un fort couplage entre la soupape et la ligne
d’alimentation. Il s’explique simplement : I’onde de détente créée par la dépressurisation se propage
de maniére acoustique dans la ligne jusqu’au réservoir amont, ou elle se réfléchit en une onde de
compression qui se propage en sens inverse. La longueur de la ligne d’alimentation est donc un
paraméfre important pour 1’étude du mouvement du clapet.

En vue de simuler I’écoulement dans une soupape de shreté alimentée en liquide, on peut
donc distinguer trois axes de recherche :

1°) La modélisation physique du mécanisme de vaporisation par dépressurisation.

2°) La simulation numérique des modéles obtenus, dans le cas d’écoulements fortement
Instationnaires.

3°) Les effets de I’interaction fluide - structure, liés 4 la déformation de la géométrie.

Dans le cas des écoulements tridimensionnels, comme c’est le cas de 1’écoulement réel dans
la soupape, une technique couramment utilisée pour prendre en compte les effets de la déformation de
la géomeétrie, et par conséquent du maillage, est la méthode ALE (Arbitraire Lagrange Euler). Cette
meéthode n’est pas abordée dans ce document. En effet, des contraintes de temps de calcul nous ont
amenés a developper une méthode pour remplacer la simulation d’un écoulement lors de ’ouverture
d’une soupape 2D-axisymétrique par celle d’un écoulement dans une tuyére unidimensionnelle dont
la section peut varier au cours du temps. Pour étre siir de prendre en compte les effets de la
deformation de la géométrie, les termes contenant la dérivée temporelle de la section ont été
introduits dans les équations de bilan. Par ailleurs, il est important de noter que les schémas Volumes
Finis actuellement utilisés pour le calcul des écoulements multidimensionnels font appel a la
résolution de problémes 1D sur les interfaces entre les éléments. Ceci justifie d’étudier des
¢coulements unidimensionnels pour la mise au point de la méthode numérique.



Le cas le plus général d’écoulement diphasique liquide-gaz considére que les deux phases
peuvent avoir des pressions, des vitesses et des températures différentes. La prise en compte de tous
ces déséquilibres nécessite de déterminer les transferts de masse, d’énergie, et de quantité de
mouvement au niveau de I’interface. Devant la multiplicité et la complexité des mécanismes qui
peuvent exister, il n’est pas possible d’obtenir une expression pour ces différents termes valable pour
tous les types d’écoulements diphasiques.

En ce qui conceme l’autovaporisation, de nombreuses campagnes expérimentales ont été
réalisées. Dans le cas d’écoulements permanents, les plus connues sont celles de Réocreux [Réo74]
effectuées sur la boucle Moby-Dick au Commissariat 4 I’Energie Atomique de Grenoble et celles de
Abuaf et al. [AZW81] au Laboratoire National de Brookhaven (BNL). Dans le domaine des
dépressurisations instationnaires, les expériences qui servent de référence sont celles réalisées par
Edwards et O’Brien [EdO70] et plus récemment par Alamgir et al. [AKL80]. Un caractere
fondamental de 1’autovaporisation, qui ressort de ces expériences, est I’existence d’un retard a la
vaporisation, et d’un déséquilibre thermique entre le liquide et sa vapeur. L aspect modélisation a été
nettement moins étudié. Certains auteurs, comme Bilicki et al. [BiK90] ou Féburie et al.[FGG93], ont
proposé de considérer les équations de bilan pour un mélange diphasique et d’ajouter une équation
pour tenir compte du déséquilibre thermique. Ils introduisent alors un parameétre pour lequel ils
développent des corrélations adaptées pour reproduire les mesures d’une expérience. Cette approche,
qui peut se généraliser pour tous les types d’écoulements diphasiques, et qui n’est donc pas dédice
spécifiquement aux écoulements autovaporisants, semble donmer de bons résultats, & partir du
moment ol les hypothéses contenues dans le modéle sont correctes. Au niveau du mécanisme méme
de production des bulles de vapeur, les principaux travaux de la littérature sont ceux de Shin et Jones
[ShI86], [ShI93] et surtout de Yan[Yan91]. La modélisation des écoulements bouillants, ol la
vaporisation du liquide est provoquée par chauffage, a été nettement plus explorée. Néanmoins, les
mécanismes qui entrent en jeu dans cette situation sont fondamentalement differents, et les
corrélations développées pour 1’ébullition ne prennent généralement pas en compte les parametres,
qui contrdlent 1’autovaporisation. Cependant, devant le manque de données expérimentales
concernant le mécanisme local de production de la vapeur pour la vaporisation par dépressurisation,
certains auteurs sont amenés 2 utiliser quelques-unes de ces corrélations, par exemple pour le rayon
de départ des bulles.

Parmi tous ces modéles proposés pour la simulation des écoulements autovaporisants, celui
de Yan se distingue, car il prend en compte simultanément les déséquilibres de pression (P =Py), de
vitesse (u; # uy ), et de température ( Ty, # Ty ). Cette approche ambitieuse est trés intéressante du
point de vue de ’analyse du phénoméne physique. Néanmoins, sa complexité limite son utilisation
dans un cadre industriel, d’autant plus qu’elle demande de connaitre de nombreux parametres qu’il est
difficile de déterminer & partir des mesures expérimentales. Pour les autres auteurs, il existe un
consensus sur le fait que les écoulements avec autovaporisation sont principalement contrdlés par le
déséquilibre thermique, et que par conséquent les effets du déséquilibre mécanique peuvent étre
négligés devant le transfert de masse entre les phases. Ils retiennent donc les hypothéses suivantes :
égalité des pressions phasiques (P, =Py =P), vitesses identiques dans le liquide et sa vapeur
(up =uy =u), et enfin la vapeur apparait dans les conditions de saturation correspondant & la
pression locale (T, = Tya(P)). Avec ces hypothéses, la structure des équations de bilan est la méme
pour tous les modéles. Ils different principalement par les expressions utilisées pour €valuer le
transfert de masse a 1’interface. Il est indispensable de noter que les corrélations proposées dans tous
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ces modeles, et aussi celui de Yan, ont été obtenues & partir de mesures réalisées pour des



¢coulements stationnaires. Il n’est donc pas siir qu’elles soient bien adaptées au cas des
dépressurisations rapides. Néanmoins, il n’est pas question dans ce document de proposer un nouveau
modele pour 1’autovaporisation, mais d’étudier la simulation numérique des modéles existants dans le
cas d’écoulements instationnaires. L’objectif est de développer une méthode qui permette
d’incorporer de nouvelles expressions physiques pour le transfert de masse, tout en conservant les
trois hypothéses précédentes.

Un des avantages 4 conserver les hypothéses d’égalité des pressions et des vitesses réside
dans la structure du systéme des équations de bilan qui en découle. Il peut s’écrire sous la forme
suivante :

(AW),+[A F(W)],,+A [G(W)],,+H(W) A, = A S(W)

ol W désigne la variable d’état conservative, et oi1 A est la section transversale de la conduite. Le
systéme convectif (sans les termes du second membre) n’est pas conservatif quand on considére les
c¢coulements unidimensionnels avec section variable en espace et en temps, mais le devient pour des
conduites & section constante. Il est & noter que ces termes non conservatifs disparaissent pour des
simulations multidimensionnelles. De plus, ce systéme est inconditionnellement hyperbolique. Cette
propri€té est trés intéressante puisqu’on évite ainsi les problémes rencontrés lors de la simulation de
modeles bi-fluides [CEG97], [In99]. Bien entendu, 4 ce systéme est associée une équation d’état pour
le mélange diphasique, ce qui constitue une difficulté supplémentaire pour la résolution numérique.

Souhaitant simuler des variations trés rapides des grandeurs physiques, ainsi que les possibles
apparitions de discontinuités, de type choc ou discontinuité de contact, on s’est naturellement orienté
vers les techniques Volumes Finis. Trois schémas numériques différents sont proposés pour
approcher les solutions du systéme convectif, qui sont des extensions, au cas d’une section variable en
espace, du schéma VFRoe en variables non conservatives [BGH96], du schéma de Rusanov [Rus61],
et d’une version modifiée du schéma de Roe [Her95] permettant tous de fraiter une équation d’état
pour un fluide réel. Le comportement de ces schémas a d’abord été étudié dans le cas d’écoulements
de fluides réels monophasiques, vapeur puis liquide, stationnaires ou instationnaires. L’intérét est
qu’alors les termes sources, S(W) dans le systéme, sont nuls.

Par ailleurs, lors de la simulation d’écoulements diphasiques avec flash, le transfert de masse
devient souvent le terme prépondérant dans I’équation de bilan gouvernant la masse de vapeur. Ce
comportement est tres différent de celui des termes sources couramment étudiés que sont les termes
de trainée ou de masse ajoutée, qui apparaissent dans les écoulements liquide-gaz avec glissement. La
discrétisation de tels termes sources est peu abordée dans la littérature, plus particuliérement si on
considére leur prise en compte dans le calcul des conditions aux limites.

Ce document est organisé de la fagon suivante. Le premier chapitre présente les différents
travaux réalisés pour étudier le phénoméne d’autovaporisation. On distingue notamment les aspects
expérimentation et modélisation.

Le deuxieme chapitre donne une description rapide de la technique utilisée pour remplacer la
simulation d’un écoulement tridimensionnel dans une soupape par celle d’un écoulement dans une
tuyére mobile. Deux aspects sont & prendre en compte : le calcul de la géométrie unidimensionnelle
¢quivalente, et 1’évaluation de la force de pression qui s’exerce sur le clapet, élément indispensable
pour simuler la dynamique de ce dernier.



Dans le troisitme chapitre, il s’agit d’établir les équations de bilan pour les écoulements
autovaporisants unidimensionnels avec une section variable en espace et surtout en temps. On reprend
]a méthodologie proposée par Delhaye et al. [DGR81] pour la dérivation des équations générales pour
les écoulements diphasiques. L’objectif est de mettre en évidence ’ensemble des termes liés a la
variation temporelle de la section, qui n’apparaissent généralement pas dans les équations. On
étudiera séparément les conséquences des hypothéses d’égalité des pressions, d’égalite des vitesses, et
de vapeur saturée, au cas ol on serait amené a éliminer I'une d’entre elles. Il est en effet envisagé de
supprimer 1’hypothése de vapeur saturée, qui brise la symétrie entre les roles du liquide et la vapeur,
ce qui, on le verra, entraine quelques contraintes au niveau de I’équation d’état.

Le chapitre 4 propose un bref rappel sur la théorie associée aux systémes hyperboliques non
linéaires de lois de conservation. On introduit en particulier la notion de solution faible entropique, et
on détaille les éléments indispensables a la résolution du probléme de Riemann. La seconde partie
décrit quelques schémas Volumes Finis, développés pour la résolution de ces systémes hyperboliques
de lois de conservation. On rappelle notamment le schéma de Godunov [God59], qui nécessite de
connaitre la solution exacte d’un probléme de Riemann local, et le schéma de Roe [Roe], qui utilise la
solution d’un probléme de Riemann linéarisé. Des schémas moins connus sont aussi présentés : le
schéma de Rusanov [Rus61], qui ne demande pas de résoudre de probleme de Riemann, le schéma
VFRoe en variables non conservatives [BGH96], qui est un schéma de type Godunov mais qui utilise
la solution d’un probléme de Riemann linéaire, et enfin un schéma de relaxation d’énergie proposé
par F. Coquel et B. Perthame [CoP98] pour résoudre les équations d’Euler pour un fluide réel.

Le cinquiéme chapitre concerne la description précise des lois de fermeture pour les trois
modéles physiques qui ont été retenus. Ils ont été choisis pour les raisons suivantes. Le modéle
homogéne relaxé (HRM) est le plus simple permettant de tenir compte d’un déséquilibre thermique
entre le liquide et sa vapeur, et a été utilisé¢ pour développer la méthode numérique instationnaire. Le
modéle de Jones et al. repose sur une approche plus physique pour évaluer le transfert de masse, et sa
complexité en fait un bon candidat pour tester la méthode. Le dernier modele est le modeéle homogéne
équilibré (HEM), qui suppose I’équilibre thermique entre les phases (T, = Iy ). Il est bien connu qu’il
ne permet pas de reproduire les mesures expérimentales sur les écoulements en autovaporisation.
Néanmoins, les équations de bilan de ce modéle ne comprennent pas de termes sources quand on
considére des écoulements adiabatiques sans frottements. Par ailleurs, la loi d’état associée au modele
HEM présente aussi un avantage. En effet, dans le cas d’une équation d’état pour un mélange avec
déséquilibre thermique, il peut apparaitre des états non physiques, qui sont parfois & I’origine de
problémes lors de la simulation numérique. Enfin, on décrit dans cette partie les difficultés de
programmation inhérentes a 1utilisation d’une loi d’état pour un fluide réel.

Le chapitre 6 est consacré & une comparaison des résultats obtenus avec les modéles HRM et
de Jones et al. et les mesures effectuées sur la boucle Super Moby-Dick. On profite du fait que, dans
le cas particulier des écoulements unidimensionnels stationnaires, le systéme d’équations se réduit a
un systéme d’équations différentielles ordinaires (ODE), dont la résolution numérique est simple, si
on ne considére pas les problémes d’écoulements critiques.

Le septiéme chapitre est entiérement consacré a la méthode numérique de résolution des
écoulements instationnaires dans une tuyére de section variable en espace et en temps. Dans un
premier temps, les termes liés 4 la géométrie mobile sont discrétisés en utilisant une technique a pas
fractionnaire, Deux méthodes sont ensuite proposées pour prendre en compte les termes sources, soit
par I’intermédiaire d’un pas fractionnaire, soit par une évaluation directe en utilisant les valeurs de
’état sur I’interface défini par un schéma de type Godunov. En ce qui concerne les termes de



convection pure, on présente des extensions, au cas d’une section variable en espace, du schéma
VFRoe en variables non conservatives, du schéma de Rusanov et d’une version modifiée du schéma
de Roe permettant d’utiliser une équation d’état pour un fluide réel. On ne considére ici que des
approximations 4 I’ordre 1 en espace et en temps. Par ailleurs, les techniques d’implémentation des
conditions aux limites ont ét¢ détaillées, notamment pour les problémes d’entrée-sortie, ol on
s'inspire des travaux effectués par Dubois [Dub87] sur les équations d’Euler en gaz parfait. En
particulier, on propose de remplacer 1’utilisation de la solution exacte du probléme de Riemann, par
celle d’un probléme linéaire.

Une étude détaillée des trois schémas convectifs est présentée dans le huitiéme chapitre. On
s’intéresse notamment 4 leur propriété de convergence dans le cas d’écoulements monophasiques
instationnaires ou stationnaires, en considérant différentes équations d’état pour le fluide, gaz parfait,
vapeur d’eau, et eau liquide. Ces résultats mettent en évidence une grande différence dans le
comportement des schémas selon qu’on considére un gaz ou un liquide. Ils ont ensuite été comparés
sur des cas tests diphasiques fortement instationnaires, tube a choc, double détente symétrique en
liquide avec apparition de vapeur, ou dépressurisation brutale d’une conduite liquide, et aussi
stationnaires dans une tuyére convergente divergente. Toutes ces simulations ont été réalisées en
utilisant le modéle HRM.

Quelques simulations effectuées en utilisant le modéle physique de Jones et al. sont
présentées en annexe. Des résultats complémentaires, concernant les différentes discrétisations
proposees pour les termes sources, et notamment les problémes de couplage entre ces derniers et les
conditions limites, y sont aussi exposés.



1. Etude bibliographique sur
I’autovaporisation

Ce chapitre présente les principaux travaux réalisés sur le phénoméne d’autovaporisation.
Dans un premier temps, la description des différentes études expérimentales permettra de mettre en
évidence les principales caractéristiques des écoulements avec flash. La deuxiéme partie est consacrée
aux modéles physiques qui ont été développés pour mieux comprendre et simuler ce phénomeéne.

Auparavant, on insiste sur la différence entre les mécanismes gouvernant I’apparition de la
vapeur dans les écoulements avec autovaporisation et avec ébullition. Dans le premier cas, c’est la
diminution de pression dans le liquide qui est & I’origine de la vaporisation, alors que pour le second,
elle est la conséquence d’une augmentation de la température suite & un apport extérieur de chaleur
(figure 1.1). Cette remarque est importante car ces écoulements bouillants ont été beaucoup plus
étudiés que les écoulements avec flash. Or méme s’il est possible de s’inspirer des modéles
développés pour 1’ébullition, 1utilisation directe de ces modéles n’est pas valable. Malheureusement,
certaines grandeurs, par exemple la taille des bulles, ne sont connues que pour ces écoulements.
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Figure 1.1 : Ebullition et autovaporisation dans un diagramme P-T.

1.1 Etudes expérimentales

Les expériences sur le phénoméne d’autovaporisation peuvent &tre classées en deux grandes
familles : I’étude des écoulements critiques dans des tuyéres (écoulements stationnaires), et 1’étude de
la dépressurisation brutale d’un liquide sous-refroidi (Ecoulements instationnaires).

1.1.1 Ecoulements stationnaires

De nombreuses expériences ont été réalisées sur les écoulements critiques dans des tuyéres ou
des orifices. Dés 1951, Bailey a constaté que le liquide en écoulement devenait métastable (il reste
liquide pour une pression inférieure 4 la pression de saturation correspondant 4 sa température), mais
il n’a obtenu que de faibles surchauffes [Bai51]. Par la suite, Brown et al. [Bro61], [SSB77] ont
observé dans un convergent-divergent des surchauffes du liquide allant jusqu’a 100°C. De plus, ils
ont mesuré le débit critique, ainsi que la pression le long de la tuyére, pour des valeurs de Ia pression
génératrice jusqu'a 90 bar et des sous-refroidissements initiaux pouvant atteindre 60°C. Ces essais ont
permis de tirer les premiéres conclusions concemant les écoulements autovaporisants, & savoir que :

1- Le débit critique est supérieur (parfois trés nettement) & celui obtenu en supposant
I’équilibre thermodynamique entre les phases.

2- Ce débit est trés sensible a une modification des conditions génératrices, surtout pour de
faibles sous-refroidissements initiaux.

Pour une meilleure compréhension du phénoméne physique, de nouveaux essais ont &té
effectués par M. Réocreux sur la boucle Moby-Dick du Commissariat a 1’Energie Atomique (CEA) a
Grenoble [Reo74]. Ces expériences sont les premiéres comportant des mesures du taux de présence
de la vapeur (taux de vide). De I’eau liquide s’écoule depuis un réservoir dans une conduite de
diamétre 20.01 mm et de longueur 2160 mm, avant d’atteindre la zone d’essais proprement dite.
Celle-ci comprend une portion a section constante d’une longueur de 295 mm, suivie d’un divergent
d’angle au sommet 7° d’une longueur de 327 mm (figure 1.2). La direction de 1’écoulement était
verticale ascendante.
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Figure 1.2 : Section d’essais de la boucle Moby-Dick.

Des capteurs de pression et de taux de vide sont positionnés le long de la tuyére, plus
particuliérement au niveau du col et dans le divergent. II est & noter que I’angle du divergent a été
choisi pour limiter le décollement de la veine fluide. De plus, cet angle est celui qui, dans le cas d’un
écoulement monophasique, optimise la récupération de pression dans le divergent. Les résultats de
trois essais caractéristiques sont présentés sur la figure 1.3,
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Figure 1.3 : Résultats typiques des essais Moby-Dick. Essai 400 : G = 6526 kg/m2s,
Tg = 116.7°C. Essai 401 : G = 6465 kg/m2s, Ty = 116.6°C.
Essai 402 : G = 6496 kg/m2s, Ty = 116.7°C.

Is confirment que le liquide commence & se vaporiser pour une pression inférieure a la
pression statique de saturation correspondant a la température d’entrée du liquide, qui est aussi la
température locale du liquide. De plus, on constate que 1'apparition de la vapeur provoque une
brusque chute de pression dans I’écoulement, qui ne peut &tre expliquée uniquement par
I’accroissement de la perte de pression par frottements, surtout aux faibles taux de vide. Comme I"ont
signalé Bilicki et al. [BKP90], ce phénoméne permet d’expliquer pourquoi la pression continue de
chuter dans le divergent, sans que 1’écoulement soit supercritique. Par ailleurs, il a aussi filmé des



écoulements dans un canal en verre, et il a mis en évidence que les premiéres bulles de vapeur
apparaissent au niveau de la paroi, et non au cceur de 1’écoulement. Ce résultat peut aussi &tre déduit a
partir des valeurs de la surchauffe du liquide. En effet, si la nucléation avait lieu au ceeur de

I’écoulement, la surchauffe serait beaucoup plus importante que celles mesurées.

Comme les expériences de Réocreux était limitées & de faibles pressions génératrices
(inférieures & 6 bar), des essais similaires ont été effectués, en 1981, sur la boucle Super Moby-Dick a
Grenoble, couvrant des gammes de pression et de sous-refroidissement beaucoup plus larges (jusqu'a
respectivement 120 bar et 60 °C). La section d’essais, toujours verticale, est constituée d’un
convergent, suivie d’une portion 2 section constante et d’un divergent (figure 1.4).

0=667mm: —> : ¢=20,13mm
L=100mm  L=363mm L =437 mm

Figure 1.4 : Section d’essais de la boucle Super Moby-Dick.

L’utilisation d’une portion & section constante permet de réduire le débit maximum, et
d’étaler la zone diphasique sans avoir de décollement comme dans le cas d’un divergent. De plus,
contrairement au cas d’un convergent directement suivi d’un divergent, la position du point
d’initiation de la vaporisation peut se déplacer. On constate sur les figures 1.5 et 1.6 que, pour de
telles pressions, la chute de pression dans le divergent est suivie d’une récupération de pression, qui
n’apparaissait pas dans les essais & basse pression.
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Figure 1.5 : Résultat de I’essai 20B192C de Super Moby-Dick.
G = 33300 kg/m’s, T; = 192.3°C.
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Figure 1.6 : Résultat de 1’essai 120B305C de Super Moby-Dick.
G = 62200 kg/m’s, T = 305.7°C.

Parallélement, au Laboratoire National de Brookhaven (BNL: Brookhaven National
Laboratory), Abuaf et al. ont étudié les écoulements critiques autovaporisants dans une tuyére
convergente-divergente verticale ascendante [AZW81], dont la géométrie est donnée sur la figure 1.7.

L =275 mm L=275mm

Figure 1.7 : Section d’essais de la tuyére BNL.

La différence majeure entre ces essais et ceux de Réocreux provient de 1’absence d’une partie
3 section constante entre le convergent et le divergent. La zone de nucléation est alors située juste
avant le col, et le taux de vide n’atteint des valeurs significatives que dans le divergent (figure 1.8).

Une des limites de ce type d’essais est que le développement de 1'écoulement diphasique
s"effectue uniquement dans une zone ol la veine fluide est fortement susceptible de décoller, et ot

elle perd donc sa structure unidimensionnelle.
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Figure 1.8 : Résultat de I’essai 273 des expériences BNL.
m = 8.71 kg/s, Ty = 148.7°C.

Enfin, on signalera les essais de Sozzi et Sutherland [SoS75] sur les effets de la géométrie sur
les écoulements critiques. Ils ont effectué des mesures de débit pour différentes longueurs et
différents diamétres de conduites en sortie de réservoir.

Ces études sur les écoulements stationnaires sont trés utilisées pour tester les différents
modéles physiques. Néanmoins, lors de I’ouverture d’une soupape, ce sont les premiers instants de la
dépressurisation du liquide qui sont importants. Ces effets instationnaires ont &té I’objet
d’expériences dont certaines sont décrites dans la partie suivante.

1.1.2 Dépressurisation instationnaire

C’est dans le courant des années 1970 qu’ont été réalisées les premiéres é&tudes
expérimentales sur la dépressurisation de liquides dans des conduites, avec notamment les travaux
d’Edwards et O’Brien [EdO70] qui servirent longtemps de référence. Contrairement au cas des
écoulements stationnaires, il n’est pas possible de mesurer le taux de vide pour des phénoménes aussi
rapides, aussi seules des mesures de pression sont disponibles. Dans toutes ces expériences, la
dépressurisation brutale du liquide était réalisée en détruisant un diaphragme ou une vitre. Ainsi ils
obtenaient la majeur partie de la chute de pression sur une durée de 1’ordre de la milliseconde, avec
des vitesses de dépressurisation atteignant 0,2 10° atm/s.

Les résultats des différentes mesures de la pression du liquide indiquent que, dans un premier
temps, elle chute rapidement jusqu'a une valeur P inférieure a la pression de saturation statique
correspondant a la température initiale de ce liquide, Ps57(T, ). Ensuite, sous 1'effet de la nucléation
de la vapeur, elle remonte subitement pour atteindre une valeur quasi-stationnaire Pys. toujours
inférieure & Popr(Ty).
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Profitant du dispositif mécanique développé par G.S. Borkar [Bor77] [BTL77], Alamgir et
Lienhard ont obtenu des vitesses de dépressurisation beaucoup plus importantes, allant jusqu'a
1,8 Matm/s [LAT78], [AKLS80], [AIL81], avec comme conséquence des pressions descendant encore
plus nettement sous la saturation. Ils ont mesuré, en deux points différents d’une conduite a section

constante (figure 1.9), I’évolution de la pression suite 2

une dépressurisation brutale a 1’extrémité de

droite. Le fluide utilisé était de 1’eau avec un maximum pour la pression de 153 atmosphéres, et des

températures pouvant atteindre 321°C.

Section chauffée (L=192.4 cm) 22.9 cm 16.4 cm
T initiation de la
Ty Ty ) dépressurisation
— O 0 || o~
P LJ u 15}

203.75cm

.4—._._ 78.75 cm ———.-
141 em

Y.

219 cm

il
-

LY.

Figure 1.9 : Position des capteurs dans la section d’essais d’ Alamgir et al.
(P : capteur de pression, T : capteur de température)

Leurs résultats, dont un exemple est donné sur la figure 1.10, confirment ceux d’Edwards et
O’Brien et montrent que le minimum de pression atteint lors de la phase initiale de dépressurisation
dépend fortement de la vitesse de dépressurisation, pour des conditions initiales identiques. En
particulier, plus la dépressurisation est rapide, plus ’écart entre le minimum de pression et la pression
de saturation est important, et plus le flash est ensuite violent. On notera aussi que lorsque la

température initiale du liquide est faible, de I’ordre de
méme devenir négative (liquide sous tension) [LAT78].

120
g T,=268°C "
.
80 o Psar(T2)
T ;
=]
<
5 60 .
g 4 Psar(T)
= ;
40
1
20 |
0 . ; :
0 1 2 3 4

T,=290,5°C

la température ambiante, cette pression peut

5
Temps (ms)

Figure 1.10 : Résultat typique lors d’une dépressurisation instationnaire.
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De plus, en utilisant deux conduites de diamétres différents (1.27cm et 5.08cm), ils ont
constaté que les effets d’échelle ont peu d’incidence sur I’évolution de la pression. Par ailleurs, il
semble que pour de telles vitesses de dépressurisation, la composition initiale de ’eau est elle aussi
sans influence.

Pression quasi-stationnaire

Aprés analyse de I’ensemble de leurs résultats, Alamgir et Lienhard ont obtenu la relation
suivante pour la pression quasi-stationnaire By [LAT78] :

Po,r (T)=P
Boar (B)—Fys _ 0,306+ 0,050 (1.1)
Fsar (T)

Il est intéressant de constater que cette valeur est indépendante de la vitesse de dépressurisation, et
donc des premiers instants de la phase de nucléation. Ils ont ensuite développé une corrélation
[AKL80] en introduisant la température T, calculée par :

— O¢ Cpg (Ti_qu) -

c*® =126 (1.2)
Qg hyg

Jag

ot T; désigne la température initiale du liquide, et les différentes grandeurs telles que la capacité
calorifique du liquide cp;, la chaleur latente de vaporisation hg, , et les masses volumiques du

liquide ¢ et de la vapeur g, sont évaluées a la saturation correspondant i cette température :
Cpt =Cp fsal(Ti) » @ = Qfsar.(Tl) ; Qg = Qg sat(Ti) ; hfg = hgsat.(Ti)_ hfsat(Ti) .
La pression quasi-stationnaire est alors donnée par :

Fgs = Bsar (qu) (1.3)

Minimum de pression

Dans [AIL81], Alamgir et Lienhard ont proposé une corrélation pour le calcul du minimum de
pression P (en bar) en fonction de la température initiale du fluide T. et de la vitesse de

dépressurisation X’ (en Matm/s) :

e

Qs

I:,SAT (Tl) - Pmin = 0,252 (1.4)

ot Tc est la température critique du fluide, T, =T,/ T. la température réduite, k la constante de
Boltzmann, et les différentes propriétés, la masse volumique du liquide g;, de la vapeur o, etla
tension superficielle o, sont évaluées dans les conditions de saturation correspondant a B
L’équation (1.4) n’est valable a priori que dans le domaine suivant :

0,62< T <0,935 (1.5.2)
0,004 Matm /s <X’ <1,803 Matm/s (1.5.b)
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Dans le cas d’un liquide en écoulement, Abuaf et al. proposent d’utiliser la corrélation
précédente en tenant compte des effets convectifs et turbulents [ATW83]. En considérant que la
vitesse de dépressurisation, introduite dans (1.4), est celle que voit une particule qui se déplace dans
la conduite, elle peut s’exprimer sous la forme suivante :

=(Z] +u(Z) 1.6
at), dz ),

ot le premier terme désigne le taux de dépressurisation statique, auquel s’ajoute l'effet de la
convection 2 la vitesse u. Si 1’écoulement est stationnaire, le second terme est le seul 4 considérer.

En ce qui concerne la turbulence, Jones a montré qu’elle a tendance & augmenter la pression
apparente d’apparition de la vapeur [Jon80]. A cause des fluctuations turbulentes, la pression locale
instantanée peut devenir plus faible que la pression moyenne, qui est celle mesurée, et ainsi étre
suffisamment faible pour permettre la nucléation de la vapeur, sans que la pression moyenne le soit. 11
propose de calculer la pression apparente de flash Pg; par:

a'?) G2
Psar (T¢) = Pri = Poar (T¢) —Prin ]-27 | —-| >— (1.7)
u® | 2 0¢
ol P, est la pression statique d’initiation de la vaporisation donnée par (1.4), T; est la température

locale du liquide, G la vitesse massique, o; la masse volumique du liquide, u la vitesse locale du

liquide au point d’apparition de la vapeur, et u’? /u est I'intensité de la turbulence (si la
turbulence est complétement développée, elle vaut 0,072).

Les résultats de ces expériences laissent supposer que dans le cas de [’ouverture d’une
soupape, il est difficile de prévoir 1'évolution de la pression sous le clapet dans les premiers instants,
puisque la vitesse de dépressurisation est inconnue. De plus, il est vraisemblable que cette vitesse
dépend elle-méme de ’importance de la chute de pression dont elle est la cause, par I'intermédiaire
du systéme masse-ressort lié au clapet.

1.1.3 Conclusion

De I’ensemble de ces expériences, on peut déduire quelques caractéristiques fondamentales
des écoulements autovaporisants :

1. La vaporisation débute pour une pression inférieure 2 la pression de saturation correspondant a
la température locale du liquide.

2. Les températures des deux phases sont différentes.
3. Les premiéres bulles de vapeurs apparaissent sur la paroi.

Dans le cas d’un écoulement instationnaire, une conséquence du retard a la vaporisation est
une diminution de pression jusqu’a une valeur minimum qui dépend fortement de la vitesse de
dépressurisation initiale, puis une remontée de la pression, & cause de la nucléation de la vapeur, pour
atteindre une valeur qui elle est indépendante de cette vitesse de dépressurisation. Cette constatation
est trés importante, car elle permet de justifier I’étude d’écoulements stationnaires sans se préoccuper
du régime transitoire.
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Pour les €coulements stationnaires, on note qu’au niveau du point de flash, la diminution de
pression s’accélére. Il a aussi été mis en évidence que la vapeur créée est dans des conditions trés
proches de la saturation. De plus, il semble admis que le déséquilibre thermique entre le liquide et sa
vapeur est le phénoméne majeur qui contréle les écoulements autovaporisants et par conséquent la
valeur du débit critique.

Pour finir, il est important de signaler que le fait que ’apparition de la vapeur se traduise par
une remontée de pression dans le cas instationnaire et par une diminution de pression dans le cas
stationnaire, ne signifie en aucun cas que le mécanisme de production de la vapeur soit différent pour
ces deux situations. En effet, la premi¢re correspond & une mesure locale aux premiers instants du
phénoméne, tandis que la seconde traduit une variation spatiale obtenue au bout d’un temps trés long.

1.2 Modélisation physique

Les recherches sur la modélisation physique de ’autovaporisation se font selon deux grandes
directions complémentaires. Une premiére voie consiste & étudier les propriétés de certains modéles
types, puis de développer des corrélations pour les différents paramétres, afin de simuler les résultats
expérimentaux. Cette approche, plus empirique, permet de mieux connaitre 1’influence des différents
termes de transfert intervenant dans les écoulements diphasiques, et par conséquent de metire en
évidence les facteurs indispensables & modéliser, comme le déséquilibre thermodynamique entre les
phases, et les facteurs plus secondaires, comme le glissement entre ces phases, qui peuvent étre
négligés en premiére approche.

Parallélement, des recherches sont menées pour comprendre le mécanisme fondamental de
production de la vapeur, la nucléation. L’objectif est d’obtenir des lois plus générales permettant
d’évaluer les différents transferts entre les deux phases.

1.2.1 Modéles généraux utilisés pour simuler les écoulements avec flash

Pour la simulation des écoulements autovaporisants critiques, trois types de modéles ont été
testés ; le modele homogéne équilibré (HEM) qui suppose que les températures et les vitesses de
chaque phase sont identiques, les modéles avec glissement (mémes températures mais vitesses
différentes), et les modeles avec déséquilibre thermique (mémes vitesses et températures différentes).

1.2.1.1 Le modéele homogeéne équilibré

Le modele homogene équilibré (HEM) est le plus simple des modéles d’écoulements
diphasiques. En effet, les hypothéses sont que les deux phases ont la méme pression (P, =P, = P),
qu’elles évoluent avec la méme vitesse (uy=up=u), et qu'elles sont en équilibre
thermodynamique dans les conditions de saturation (Ty =T = Tyo7(P)). Par conséquent, il ne
nécessite aucune loi de fermeture pour les transferts de masse, de quantité de mouvement, et
d’énergie entre les deux phases.

Cependant, dans le cas des écoulements d’un liquide initialement sous-refroidi, les valeurs
obtenues pour le débit critique sont généralement nettement inférieures aux valeurs mesurées
expérimentalement, sauf dans les cas particuliers ol le sous refroidissement initial est trés important
[Col78]. Ce résultat s’explique par le fait que la vitesse du son calculée par ce modéle est discontinue
au voisinage de la courbe de saturation du c6té liquide. Alors qu’elle est trés importante dans le
liquide (environ 1500 m/s 4 une température de 120°C), du c6té diphasique de la courbe de saturation,
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elle devient trés faible quand le taux de vide tend vers zéro (figure 1.11). Ce défaut n’existe pas avec
le modéle HRM qui sera présenté plus tard dans le paragraphe 1.2.1.3.

100 1 L

— 90 1

wa

“g 80 L

“5 70 L

= 60 L

£ 501

Fg

2 40y HRM

@ 30 L

8 204

» 10 . HEM

0 ; ; : i : : 1 : }
0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Taux de vide (-)

Figure 1.11 : Vitesses du son pour de ’eau données par les modéles HEM et HRM,
dans les conditions de saturation (P=2 bar).

Ceci a pour conséquence qu’avec ce modele un écoulement initialement liquide est
automatiquement bloqué au début de la vaporisation qui se produit, avec ce modéle, au passage de la
saturation. Le débit maximal acceptable avec ce modéle est donc le débit maximal tel que le liquide
ne se vaporise pas. Or physiquement cela n’est réel que pour de forts sous-refroidissements initiaux.
Ainsi, sur leur soupape, Bolle et al. ont montré que pour des pressions d’entrée d’environ 5 bar, le
débit critique calculé en utilisant le modéle HEM est une bonne approximation du débit réel, dés que
le sous-refroidissement initial dépasse les 20°C [BDF94], [DBB96].

1.2.1.2 Modéles avec glissement

Les modeles avec glissement sont parmi les plus anciens. Ils acceptent que les deux phases
aient des vitesses différentes. Ces modéles s appliquent principalement aux écoulements diphasiques
4 deux corps (liquide-gaz), ol il n’existe pas de transfert de matiére 3 I’interface. Dans le cas d’un
écoulement avec un seul corps, le liquide et sa vapeur sont supposés étre en équilibre thermique dans
les conditions de saturation (T, = T; = Tyar(P)). Différentes lois de fermeture liant les vitesses de

chaque phase ont été proposées.

Moody et Fauske ont relié le rapport des vitesses a celui des densités :

i(.“ﬁj _4 (ﬁ)n (1.8)
dz\up /) dz|\pg ‘

avec n=1/2 pour Fauske et n=1/3 pour Moody.

Bankoff ’a pour sa part exprimé en fonction du taux de vide o :

L (1.9)
uy K-a

ot K est une constante variant entre 0.7 et 0.9.
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Enfin, Ishii et Zuber ont développé le modéle « drift-flux » :

ug = Vg + Gy j (1.10)
ou j est la vitesse du barycentre volumique du mélange :
j=aug+(l-a)ug (1.11)
etol Vg; est définie par :
Vg = ug =] (1.12)

Dans [IsZ79], Ishii et Zuber ont donné des corrélations pour la différence de vitesse Vg; et pour le

parametre de distribution C, en fonction de la structure de 1’écoulement.

Ces différents modeles de glissement ont été étudiés par Bilicki et al. [BKP88]. Néanmoins,
les débits critiques calculés en utilisant ces modéles ne correspondent pas aux valeurs obtenues par les
expérimentateurs, sauf en considérant des déséquilibres mécaniques beaucoup plus importants que
ceux réellement mesurés.

1.2.1.3 Modg¢les avec déséquilibre thermique

Devant le succes des modeles avec déséquilibre thermique 2 reproduire les données
experimentales sur les écoulements autovaporisants critiques, il est actuellement admis que le
meécanisme prépondérant dans ce type d’écoulements est le déséquilibre thermodynamique entre les
deux phases, et que les effets dus 2 la différence de vitesses entre les phases peuvent étre négligés en
premiére approximation.

Tous ces modeles font donc I’hypothése que les vitesses des deux phases sont égales
(uy =up =u). Leur différence réside dans 1’évaluation du transfert de masse entre la phase liquide
et la phase vapeur. Pour cela, il est nécessaire de préciser & quelle pression débute la production de
vapeur, et comment elle s’effectue.

Modéle d’Amos et Schrock.
Amos et Schrock ont proposé un modéle pour évaluer le débit critique 4 travers une fissure
[AmS84]. Pour déterminer le point d’initiation du flash, d’abscisse zj, ils ont adapté une version de

la corrélation d’Alamgir et Lienhard, développée pour les dépressurisations trés rapides, en la
corrigeant par un facteur S pour prendre en compte la faible vitesse de dépressurisation :

0,258 c¥2 176 |/ 0,49+13,25 508

el

Pr

(1.13)

Foar (Ti))—-P(25)=5

Pour compléter les équations de bilan pour la masse, la quantité de mouvement et 1’énergie du
mélange diphasique, il propose d’utiliser une équation gouvernant 1’évolution de la température :

dP [ dp dT, tr
R e e O
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ou t, est le temps que le mélange diphasique passe dans la tuyére, et t' un parametre constant

ajustable. Les auteurs proposent la valeur 1’ =11 x 10735 sans justification précise.

S’il permet en ajustant les constantes S et t’' de retrouver le débit critique expérimental, ce
modéle ne reproduit pas correctement la position du flash, ni la chute de pression dans le mélange
diphasique.

Modéle de Féburie et al.

Féburie et al. ont proposé un nouveau modéle pour les écoulements dans les fissures
[FGG93], qui incorpore les idées de Lackmé [Lac79] pour prendre en compte la production de
vapeur. Ils supposent que 1’écoulement reste monophasique tant que la pression du liquide P est
supérieure 4 une pression donnée Py, dépendant de la température locale Ty du liquide métastable :

Py =k Psar(Tom) (1.15)
ol k; est une constante dont la valeur est a choisir dans I’intervalle [0,95 ; 0,97].

Cette condition fait intervenir la température locale du fluide, qui est la température
intéressante a considérer, et non sa température initiale. Elle est par conséquent trés utile dans le cas
ol ’écoulement subit un refroidissement en entrant dans une tuyére dont la paroi est plus froide, ou
bien un réchauffement sur une paroi plus chaude. Néanmoins, dans ce dernier cas, il faut se rappeler
que cette condition a été développée pour des écoulements autovaporisants, et mon pour des
écoulements bouillants ol la production de vapeur est engendrée par 1’apport de chaleur. Elle n’est
donc a priori valable que pour des écoulements qui restent liquides dans la zone d’apport de chaleur.
Par ailleurs, il est important de noter que pour des écoulements adiabatiques, la température Jocale du
liquide est trés peu différente de sa température initiale.

Une fois que la pression a atteint la limite donnée par (1.15), une fraction massique y de
liquide métastable se transforme pour donner une quantité y (1-x) de liquide saturé et une quantité y x
de vapeur saturée 2 la température Ty, 1(P), en respectant la conservation de I’énergie du mélange. Il
reste alors une fraction (1-y) de liquide métastable & la température Tj), . La fraction massique y est

calculée [HaM83] par :

1/4
dy Poar(Tipm)—P }
b 1—3{-———— (1.16)
dz (-y) Po = Poat(Tim)

ot P désigne la pression du fluide au point critique, et k est une constante dépendant de la géométrie
de la conduite. Comme la nucléation de la vapeur a lieu sur les microcavités de la paroi, en constatant
que la densité des sites par unité de volume est proportionnelle 2 la surface de la paroi, Féburie et al.
proposent 1’expression suivante pour le coefficient k :

k =0,02 PTW (1.17)

avec Py le périmétre mouillé de la conduite et A la section de passage. La valeur de 0,02 a éteé
obtenue pour les essais de Réocreux. L’influence de la rugosité sur la densité des sites n’est pas prise
en compte dans ’expression (1.17) par manque de données sur le sujet. Néanmoins, il est utopique de
vouloir tenir compte d’un paramétre qui va varier d’un essai 4 1’autre, 2 cause de I’encrassement et de
la présence méme de sites de nucléation.

19



Modéle homogéne relaxé (HRM).

L’utilisation du modele homogéne relaxé (HRM) pour la simulation des écoulements
autovaporisants critiques a été proposée injtialement par Bauer et al.[BHS76], puis par Bilicki et al.
[BiK90], [BKP90]. Ils supposent que 1’évaporation commence dés que la pression devient inférieure 4
la pression de saturation correspondant 4 la température locale, mais la différence avec le modéle
homogene équilibré (HEM) est que le retour & 1’équilibre n’est pas instantané, il s’effectue 3 une
vitesse finie, et donc en un temps non nul.

Au niveau des équations, cela se traduit par I’addition d’une équation gouvernant I’évolution
de la masse de vapeur aux trois équations de bilan (masse, quantité de mouvement et énergie) pour le
mélange diphasique :

%(pr)-:—%(pAux) = AT (1.18)

ou apparait le terme de transfert de masse I' accompagnant le changement de phase. Dans (1.18),
A est la section de passage, p la masse volumique du mélange, u sa vitesse, et x la fraction massique
(ou titre) de vapeur. Le retard 4 la vaporisation est pris en compte en utilisant I’expression suivante
pour le transfert de masse :

F=-px;X (1.19)

ol 6 est le temps de relaxation, et ol X est le titre qu’aurait le mélange si le retour & 1’équilibre était
instantané. 11 est appelé titre a 1’équilibre.

Dans [BKP90], Bilicki et al. suggérent que ce temps de relaxation, caractéristique du retour a
’équilibre, n’est pas constant mais dépend de 1’état de déséquilibre du fluide. Comme la corrélation
de Bauer et al. ne permet pas de reproduire les essais de Réocreux, ils proposent une méthode pour le
déterminer a partir des mesures expérimentales de pression et de taux de vide (voir annexe A pour le
detail de la méthode). L’ayant appliqué sur les essais Moby-Dick, ils ont obtenu la corrélation
suivante pour ce temps de relaxation, en fonction de la pression locale P et du taux de vide o

[DBBY6] :

-2.24
siP<l0bar 0=651x 10_405_0'257[-];,5—“\&)—_—13} (1.20.2)
Psar(Tip)

-1.76
si P>10bar ©=2384x 10‘7a"°~54[MJ (1.20.b)
PC - PSAT('I%n )

ou P est la pression critique et T, la température du liquide en entrée de la conduite. Cette
correlation a été développée pour les écoulements adiabatiques, oli la température locale du liquide
metastable reste la méme qu’en entrée de la conduite. Une adaptation directe au cas d’écoulements
avec transfert de chaleur pourrait &tre de remplacer dans (1.20) la température du liquide en entrée par
la température locale de ce liquide, en tenant compte des remarques mentionnées pour le modéle de

Féburie et al..

Par ailleurs, en utilisant ce modele, Bilicki et al. ont proposé une nouvelle interprétation
possible des essais de Réocreux. Ils ont constaté que les évolutions de la pression et du taux de vide
peuvent €tre reproduites sans que 1’écoulement soit forcément critique. En effet, la présence d’un
déséquilibre thermodynamique entraine une diminution de Ia pression qui s’ajoute 4 la perte de
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pression par frottements et par accélération. Méme dans le cas ol I’écoulement est critique, la section
critique (ol la vitesse locale du mélange est égale a la vitesse du son locale) n’est plus située au
niveau du col mais se retrouve décalée dans le divergent.

Tous ces modéles avec déséquilibre thermique entre les phases liquide et vapeur donnent de
trés bons résultats lors de la simulation d’écoulements critiques. Néanmoins, ils nécessitent
d’introduire des corrélations pour le terme de transfert de masse, dont la justification physique n’est
pas prouvée, ce qui rend difficile leur adaptation 4 des conditions d’écoulement différentes de celles
pour lesquelles elles ont été développées. La détermination de nouvelles lois de fermeture, a partir
d’une étude plus fine du mécanisme de production de la vapeur, fait justement I’objet de la partie
suivante.

1.2.2 Etude du mécanisme de production de la vapeur

Les modeles de nucléation ont pour objectif de prédire, en fonction des propriétés physiques
du liquide, le nombre de bulles de vapeur qui se forment par unité de volume ou de surface de la
conduite, ainsi que leur taille 2 leur apparition. Yan a effectué une revue détaillée des différents
modéles de nucléation [Yan91]. Il distingue deux mécanismes pour la nucléation : des fluctuations
thermiques (nucléation homogéne ou hétérogeéne au sein de l’écoulement) ou [I’activation de
microcavités en paroi (nucléation 2 la surface de la conduite).

1.2.2.1 Nucléation régie par les fluctuations thermiques

On rappelle dans un premier temps le modéle classique de nucléation homogeéne développé
par Volmer et Weber en 1926 [VoW26], puis diverses généralisations pour tenir compte des
hétérogénéités de 1’écoulement, comme la présence d’une paroi ou de particules dans le liquide.

1.2.2.1.1 Nucléation homogéne

La théorie de la nucléation homogéne repose sur le constat qu'un noyau (amas de plusieurs
molécules de vapeur) ne peut pas étre en équilibre avec son environnement. Dés que son rayon
dépasse une certaine limite, appelée rayon critique, il grossit spontanément. Pour une taille inférieure
3 cette limite, il a tendance a disparaitre. De plus, cette théorie suppose qu’un noyau ne peut changer
de taille que par la capture ou la perte d’une molécule, et néglige les autres réactions (fusion de deux
petits noyaux, fission d’un gros noyau, capture simultanée de plusieurs molécules) dont la probabilité
est trop faible.

D’aprés ce mécanisme, le taux de nucléation (nombre de bulles créées par unité de temps et
de volume) est donné par la relation :

| A S (1.21)
ol J, désigne le nombre de noyaux critiques ayant capturé une molécule, et Jy,; le nombre de
noyaux de (k+1) molécules ayant perdu une molécule (k est le nombre de molécules dans un noyau

critique). L’analyse de la cinétique de ce phénomene permet d’écrire la forme générale pour le taux
de nucléation dans la théorie homogeéne [Skr74] :

TV =Nfexp [—%VT—QJ (1.22)
L
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Dans ’équation précédente, N est le nombre de molécules par unité de volume du liquide métastable,
f le facteur de fréquence, W le travail minimal pour produire un noyau critique, k la constante de
Boltzmann et T; la température du liquide. L expression pour le travail de formation d’un noyau
critique est :

4
We=3sno RS (1.23)

ou o est la tension superficielle et ol R le rayon critique est donné, en utilisant la correction de
Poynting [BIK75] par :

Re = 20 (1.24)
[Psar(TL)—Py] (1 o “pﬁ)
PL
ce qui donne :
3
W, = L2 . (1.25)
2
3 [Poar(T) - Py ] (1 - ‘;—GJ
L

Le facteur de fréquence f a, pour sa part, été étudié par plusieurs chercheurs, Déring et Volmer ont
obtenu (voir [Skr74] pour le détail des calculs) :

60 £ W,
N S I S
G-t)rm U k)™ g (126)
avec :
TY taux de nucléation (m-3 s-1)
o tension superficielle (N/m)

b 1-P /Py
Py pression partielle de la vapeur dans le noyau.

m masse d’une molécule (kg)
74 chaleur de vaporisation par molécule (J)
k constante de Boltzmann (J/K)

T, température du liquide métastable (K)
Wc  travail minimal de formation du noyau critique (J)

tandis que I’expression de Zeldovitch et Kagan, rapportée par Blander et Katz [BIK75], est :

A O L [—lvi] (1.27)
nmB kT

ou B est une constante qui vaut 1 si I’équilibre chimique est satisfait entre le noyau de vapeur et le
liquide, ou 1-1/3 (1 -P / PV) si ¢’est I’équilibre mécanique qui est satisfait. Blander et Katz ont
montré que le choix de I'une ou l'autre de ces valeurs a peu d’influence sur le taux de nucléation
[BIK75].

Remarque : en utilisant la correction de Poynting, la pression partielle de vapeur dans le noyau
s ‘exprime :

2
1
Py =P, + [1 - %‘Li % 5{%} ] [Poar(T) - B ] (1.28)
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1.2.2.1.2 Nucléation hétérogéne

Quand on compare les valeurs pour la surchauffe du liquide calculées en utilisant les
expressions précédentes et les valeurs mesurées expérimentalement, on constate que les premiéres
sont beaucoup plus importantes, surtout quand la vitesse de dépressurisation est faible. Ceci
s’explique par le fait que la théorie homogene s’applique au cas d’un liquide métastable pur. Or, il 2
été prouvé que la présence d’interfaces dans le liquide (particules, parois...) diminue fortement
I’énergie nécessaire a la formation d’un noyau critique. Par exemple, le calcul du travail de formation
a été effectué dans le cas d’une particule sphérique dans le liquide [Col74]. Le cas plus simple d’une
bulle de vapeur sur une surface lisse est présenté ici. Le travail de formation d’un noyau critique

devient :
16n °
We =F We=F, 5 (1.29)
2
3 [Psar(TL)— P [1 - E'G‘J
; PL
ot le coefficient correctif est donné en fonction de I’angle de contact 8 (figure 1.12) par :
E =%(2+3 cos e—cos3e) (1.30)

Le taux de nucléation par unité de sirface est alors donné par :

+ !
S = N2 1+cos® 20 & [_&] (131)
2 nmBE; kT,

Liquide

Vapeur

/R
Solide }
1

Figure 1.12 : bulle de vapeur sur une surface lisse

Plus généralement, les effets des interfaces initialement présentes dans le liquide sont
introduits en utilisant un facteur d’hétérogénéité ¢, [BIK75]:

18 = N2/3 1+cos®© 20 - (_%é_ng (132)
2 tmB ¢hé kTL

ol W est donné par I’équation (1.25). Ce facteur d’hétérogénéité est ensuite corrélé sur la base de
données expérimentales. En utilisant cette méthode, Deligiannis et Cleaver ont réussi a reproduire les
premiers instants de la dépressurisation brutale d’un liquide contenu dans un réservoir [DeC90].
Néanmoins, ils ont montré que le modéle est trés sensible  la valeur choisie pour ¢y .

Cependant, comme le fait remarquer Yan [Yan91], les expressions issues de la nucléation
hétérogéne provienment de la généralisation d’une théorie (nucléation homogéne classique) qui
suppose que le phénoméne de nucléation est engendré par les fluctuations thermiques. Ceci n’est a
priori valable que si elle est due & la présence de particules dans le liquide ou d’une surface lisse, mais
pas si la nucléation a lieu sur une surface rugueuse. L’utilisation de telles corrélations semble donc
limitée aux conditions dans lesquelles elles ont été proposées.

23



1.2.2.2 Nucléation en paroi par activation de microcavités

Les premiers modeles d’activation de microcavités en paroi ont été développés pour
I’ébullition d’un liquide sous-refroidi. Ils ont été résumés par Cole ([Col74],[Col79]), Kopp
([Kop81]) et Collier ([Col76]). Néanmoins, ils ne peuvent étre appliqués directement au cas de la
nucléation dans un liquide surchauffé. Pour ce dernier type d’écoulement, trés peu d’études ont été

réalisées.

1.2,2.2.1 Modéle de Shin et Jones

En s’inspirant de celui développé par Hsu [Hsu62] pour 1’ébullition, Shin et Jones [ShJ86] ont
proposé un modéle pour la nucléation pour les écoulements en autovaporisation. Dans le cas de
I¢ébullition ou le liquide le long de la paroi est chauffé & mesure que le temps passe, Hsu a proposé le
critere de nucléation suivant : la bulle ne peut se créer que si une zone ayant la taille de cette bulle
atteint la température de la vapeur dans la bulle qui vaut Ty,(P. +20/R¢) (voir figure 1.13). En
supposant qu‘aun moment de sa création le rayon d’une bulle est égal a celui de la cavité sur laquelle
elle se forme, le critére de Hsu donne une condition sur la taille des cavités qui peuvent étre activées.

' d

paroi

B
Rpub x

Figure 1.13 : Profil de température dans un écoulement en ébullition.
Critére de Hsu.
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Dans le cas d’un écoulement en autovaporisation, Shin et Jones distinguent deux phases pour
le cycle de nucléation : la période de croissance de la bulle sur la paroi et la période d’attente avant la
création d’une nouvelle bulle. Pendant que la bulle grossit, la température de la paroi est supposée
égale 2 la température de la vapeur dans la bulle. Au moment du départ de la bulle, la pression de la
vapeur qu’elle contient est trés proche de celle du liquide, et sa température est donc égale
& Tyar(PL), comme celle de la paroi. La période d’attente s’explique par le fait que la paroi de la
conduite doit se réchauffer pour permettre la création d’une autre bulle, en tenant compte du critére de
Hsu. En effet, c’est sur la paroi que la température est la plus faible (figure 1.14). En considérant
uniquement la conduction dans le liquide, 4 I’intérieur de la couche limite, Shin et Jones ont obtenu
une relation entre le rayon d’une cavité et la période du phénoméne [ShJ86].

T
Lip (@)

paroi
+—— Tp(t) = Toa(Poup)

b
—

Rpub X

Figure 1.14 : Profil de température dans un écoulement en autovaporisation.
Critére de Hsu.
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1.2.2.2.2 Modéle de Yan

Yan [Yan91] a proposé un modéle plus complet pour I’activation des cavités en paroi. Dans
un premier temps, il s’agit de caractériser les cavités susceptibles d’étre des sites de nucléation. Pour
qu’il puisse y avoir création d’une bulle de vapeur & partir d’une cavité, celle-ci doit remplir trois
conditions. Yan les détaille dans le cas des cavités coniques ou cylindriques, hydrophiles ou
hydrophobes. Tout d’abord, il est nécessaire que le liquide ne pénétre pas complétement dans la
cavité, afin d’emprisonner de la vapeur. Ce critére de capturabilité fait intervenir la forme de la
cavité et I’angle contact entre le liquide et le solide. II est alors possible de calculer le rayon de
courbure initial du noyau dans la cavité.

Une fois le noyau de vapeur créé, il faut qu’il puisse se développer spontanément hors de la
cavité. Yan définit donc un critére d’activabilité (R, <R, ) ot R, qui désigne le rayon de
courbure d’un noyau s’appuyant sur le bord de la cavité (figure 1.15), dépend de la taille de cette
cavité et de I’angle de contact, et ot R est le rayon critique qui traduit I"influence des propriétés
thermodynamiques du liquide surchauffé. Ce critére exprime la condition pour qu’un noyau
grossissant  1’intérieur de la cavité puisse continuer 2 grossir I’extérieur de celle-ci.

Enfin, pour une cavité capturante et activable, il est nécessaire et suffisant que le rayon initial
du noyau dans la cavité soit supérieur au rayon critique pour qu’il puisse se développer et qu’il y ait
donc nucléation. D’ot le critére d’activité R; > R..

Figure 1.15 : Définition des différents rayons dans une cavité conique hydrophile.

Considérant maintenant les cavités qui sont des sites de nucléation, Yan décrit la nucléation
en quatre étapes (figure 1.16). Premiérement, le liquide pénétre dans la cavité et emprisonne un noyau
de vapeur. Puis, ce noyau se met & croitre a 'intérieur de la cavite jusqu'a atteindre la limite de celle-
ci, et devenir une bulle. La durée de ces deux etapes constitue le temps d’attente. Ensuite, la bulle
grossit dans 1’écoulement jusqu'a atteindre sa taille de départ, puis se détache.
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Figure 1.16 : Mécanisme de nucléation d’une bulle dans le modéle de Yan.

Moyennant certaines hypothéses sur les temps relatifs de chaque étape et sur les modes de
transfert de chaleur pendant la phase de croissance, et en supposant que les conditions
thermodynamiques du liquide sont stationnaires pendant la durée d’un cycle, Yan a proposé une
meéthode pour calculer la fréquence de départ des bulles a partir d’une cavité. 1l est tout 4 fait possible
en théorie de généraliser ce modéle au cas d’écoulements fortement instationnaires, en enlevant
I'hypothése de stationnarité sur les conditions thermodynamiques du liquide. Cependant, la
complexité du probléme demande alors de résoudre un grand nombre d’équations aux dérivées
partielles, qui n’admettent pas de solutions analytiques connues.

Il est important de noter que ce modéle nécessite de connaitre le rayon de départ des bulles,
qui dépend des conditions hydrodynamiques de 1’écoulement, et qui détermine la fin de Ia période de
croissance de la bulle & I'extérieur de la cavité, Yan a utilisé la corrélation de Kocamustafaogullari
modifiée par Koumoutsos et al. ou par Tong et al. (voir paragraphe sur le rayon de départ des bulles),
pour calculer la fréquence de départ dans le cas de géométries simples (cavités coniques ou
cylindriques). Il a ainsi mis en évidence que c’est le temps de croissance qui domine la fréquence de
départ. II a de plus obtenu les résultats suivants :

1°) Pour une pression du liquide fixée, la fréquence de départ augmente lorsque le degré de
surchauffe augmente.

2°) Pour un degré de surchauffe donné, la fréquence de départ augmente avec la pression.

3°) Pour une méme température du liquide, la fréquence de départ augmente si le rapport de
surdétente décroit.

4°) A rapport de surdétente constant, la fréquence de départ augmente si la température augmente.

On rappelle que le degré de surchauffe est défini par T, — Tyu(P.), et le rapport de
surdétente par Py / Poar(Tp).

Ces différents modéles d’activation des microcavités de paroi permettent de déterminer la
fréquence de départ des bulles en fonction de la taille et de la forme des cavités. Néanmoins, dans la
pratique, il est impossible de connaitre la géométrie exacte de la surface. En effet, méme si la
topographie initiale de la surface est connue, aprés quelques secondes d’écoulement, il est probable
que des deépdts vont modifier la structure des cavités. Ils doivent donc étre donnés par des
corrélations.
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1.2.2.2.3 Calcul du taux de nucléation

En acceptant que le mécanisme de nucléation est I’activation des microcavités sur la paroi de
la conduite, le taux de nucléation par unité d’aire de surface des parois s’écrit sous la forme :

B =N, £ (1.33)

ol N est la densité surfacique de sites de nucléation et f; la fréquence moyenne de départ des
bulles sur chaque site. Ces deux grandeurs doivent donc étre déterminées en fonction des conditions
thermodynamiques du liquide surchauffé, de I’état de la surface, ainsi que des conditions
d’écoulement.

Densité des sites de nucléation.

Kocamustafaogullari et Ishii [KoI83] ont proposé une corrélation pour la densité de sites de
nucléation dans le cas de Iébullition, qui a ensuite été légérement modifiée pour le cas de
|’autovaporisation. Elle s’écrit sous forme adimensionnelle :

44 _
NS, =R, f[&'—e‘-}»] (1.34)
Pa

ot la densité adimensionnelle est définie par :

o 2
N =N (2Ry) (1.35)
_le rayon critique adimensionnel par :
* R
Be =—= 1.36
CER, (1.36)
et oi R, désigne le rayon de départ des bulles. La fonctionnelle intervenant dans 1’équation (1.34)
s’exprime :
-312 413
f[pL—_"ﬁ] =2157 1077 (FL—"G—J [1+o.0049 P-L—p—GJ (1.37)
PG PG PG
Le rayon critique est calculé par ’expression :
-1
o 26 [1+pg/pL < | exp {hLG[TLI "'TSAT(PL)]}_I (138)
P RTp; Tsar(Pr)

ol R est la constante des gaz parfaits. Cette expression se simplifie dans le cas d’une pression
modérée et devient :

_ 0 Tsar(Py) (1.39)

o=
ATy PG b

ol AT, est la surchauffe effective du liquide, qui vaut ATy = [TLI -Tg AT(PL)]/ 2 dans le cas de
I’ébullition, avec Ty, la température du liquide 4 I'interface, qui est dans ce cas trés proche de la
température de la paroi Tp. Dans le cas d’un écoulement autovaporisant, Riznic et Ishii [Ril85]

proposent d’utiliser cette corrélation en prenant pour la surchauffe effective :

AT = Ty — Tga(BL) (1.40)
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Shin et Jones [ShJ93] ont développé, spécialement pour les écoulements avec
autovaporisation, la corrélation suivante :

* i *—4
Nss =10 Rc (1.41)

avec la densité adimensionnelle et le rayon critique adimensionnel respectivement donnés par les
équations (1.35) et (1.36), alors que le rayon critique est lui calculé par :

2 0 Tiar(R)
R-= 1.42
¢ [T - Tsar(B)] PG hro (142

Dans ces deux corrélations, la densité de sites dépend a la fois des conditions thermodynamiques du
fluide et hydrodynamiques de 1’écoulement, par 1’intermédiaire du rayon de départ des bulles. Les
expressions (1.34) et (1.41) indiquent que cette densité varie proportionnellement au rayon de départ
Ry et inversement proportionnellement au rayon critique R_. Ainsi, pour des conditions
thermodynamiques fixées (donc R donné), une augmentation de la vitesse de ’écoulement, qui se
traduit par une diminution du rayon de départ (voir paragraphe suivant), entraine une diminution de la
densité de sites, ce qui est conforme aux résultats expérimentaux de Bergles et Rohsenow [BeR62].
Par ailleurs, pour une vitesse de 1’écoulement et une pression du liquide données, une augmentation
de la surchauffe implique que R diminue, sans que R, ne change, et par conséquent la densité de

sites augmente. Ce résultat est lui aussi bien connu.

La différence entre les deux corrélations précédentes réside dans les divers coefficients et
exposants, et il semble que la corrélation de Shin et Jones soit la mieux adaptée pour les écoulements
autovaporisants [ShJ93].

Rayon de départ des bulles.

Kocamustafaogullari [Koc83] a étudié un large ensemble de mesures expérimentales pour de
I’eau en ébullition stagnante, avec des pressions variant de 0,067 & 141,87 bar. Il en a déduit que le
rayon de depart des bulles est indépendant du degré de surchauffe, mais trés dépendant de la pression
du systéme. I a développé la corrélation suivante :

0.5 0.9
(Ry), =132 107 6 [ 4 ] ("L_"G] (1.43)
g (PL—Pg) PG

ou O désigne ’angle de contact exprimé en degré, o la tension superficielle en N/m, p; et pg les
masses volumiques respectivement du liquide et de la vapeur en kg/m?®, et g ’accélération de la
gravité en m/s?. L’unité du rayon de départ des bulles en ébullition stagnante (Rd)st est alors le

métre.

Dans le cas d’un écoulement, Koumoutsos et al. [KMS68] proposent de modifier la
corrélation précédente pour tenir compte de la vitesse :

Ry =(Rq), (1-1,5u)’ (1.44)

ol u; est la vitesse moyenne du liquide en m/s. Néanmoins, 1’équation (1.44) ne s’applique qu’au cas
des €coulements a faible vitesse (1,5 u; <1). Pour des vitesses plus élevées, Tong et al. [Ton66] ont

proposé une relation empirique, développée dans le cas d’un fréon :

R =(Rq), (1+1480,°%)" (1.45)

st
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Pour les écoulements autovaporisants, Shin et Jones [ShJ93] calculent le rayon de départ en
effectuant un bilan entre la force d’entrainement de 1’écoulement sur la bulle et la force d’attache de
la bulle & la paroi. En supposant aussi que la bulle se développe entiérement & I’intérieur de la couche

7/10 3107
[ﬂ_} {QJ.—_J (1.46)
Tw 230

oit K est une constante introduite pour caractériser la fraction de la force de tension superficielle a la
paroi qui s’oppose & I’entrainement de la bulle, et qui a été fixee arbitrairement par les auteurs a la
valeur unité. Dans 1’équation précédente, le rayon critique R est défini par (1.42), Ty est la

limite visqueuse, ils obtiennent :

PR
Ry = 05787 K*7 ("—]
oL

contrainte de cisaillement 4 la paroi, calculée en utilisant le coefficient de frottement turbulent de
Schlichting [Sch79], et p; est la viscosité dynamique du liquide. Toutes les grandeurs sont évaluées

en utilisant les unités du systéme international.

Fréquence de départ des bulles.

Peu de corrélations ont été développées pour cette fréquence de départ. Yan [Yan91] a montré
que la fréquence de départ des bulles dépend fortement du degré de surchauffe du liquide, de sa
pression, et aussi des conditions d’écoulement, par I'intermédiaire du rayon de départ des bulles.
Néanmoins, bien que son modéle permet de calculer cette fréquence de départ, sa complexité limite
son utilisation dans un code industriel.

Pour les écoulements avec autovaporisation, certains auteurs, par exemple [Ril89], ont utilisé
la corrélation proposée par Zuber [Zub63], initialement pour 1’ébullition d’un liquide sous-refroidi :

050 1/4
- {“g (@L—@G’} 0.4

R4 QLZ

Cependant Yan a montré que la fréquence de départ calculée par cette corrélation varie peu avec le
degré de surchauffe, ce qui n’est pas conforme avec les résultats expérimentaux.

Pour leur part, Shin et Jones considérent que seules les plus grandes cavités assurant la
création de noyaux stables, celles pour lesquelles le temps d’attente est nul, existent sur la surface.
Cette hypothése semble justifiée a posteriori par le résultat constaté par Yan que la fréquence de
départ est principalement contrdlée par le temps de croissance des bulles [Yan91]. Ils obtiennent ainsi
une fréquence maximale de nucléation, qui s’exprime :

=10* [T, — Tsar BT (1.48)

ft:i,max

Comme le signale Yan [Yan91], cette corrélation ne prend en compte que les effets de la surchauffe,
et pas ceux de la pression, ni ceux des conditions hydrodynamiques de 1’écoulement. De plus, elle
donne une fréquence maximale de départ qui peut étre tres supérieure a la fréquence réelle.
Néanmoins, ne disposant pas d’autres relations simples, nous retiendrons celle-ci.
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1.2.3 Conclusion

Il n’existe pas de modéle physique permettant de reproduire parfaitement 1’ensemble des
résultats expérimentaux pour les écoulements avec autovaporisation. Les modéles qui prennent en
compte la nucléation des bulles en paroi semblent les plus satisfaisants pour la compréhension du
phénomeéne, en particulier le modéle proposé par Yan. Néanmoins ils nécessitent de connaitre certains
paramétres, qu’il est difficile de relier aux données expérimentales.

Hormis celui de Yan, les modéles utilisés pour 1’autovaporisation font 1’hypothése que les
vitesses des phases liquide et vapeur sont égales, et que la vapeur est a la saturation. La différence
principale réside dans l’expression du terme source. Nous choisissons donc de conserver ces
hypothéses, d’autant qu’elles permettent d’éviter les problémes liés a la résolution numérique des
modeéles bi-fluides. Pour la mise au point de notre méthode numérique, nous utiliserons le modéle
homogeéne relaxé (HRM). Ensuite, nous 1’adapterons au cas du modéle présenté par Blinkov, Jones et
Nigmatulin [BIN93], s’appuyant sur le modéle de nucléation développé par Shin et Jones, et qui
contient des termes sources plus complexes.
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2. Approche unidimensionnelle pour
simuler un écoulement dans une
soupape, définition d’une tuyere
équivalente

Avant d’aborder la description précise des modéles retenus pour les écoulements
autovaporisants, et leur simulation, on présente une approche visant 4 remplacer la simulation d’un
écoulement dans une soupape, dont la géométrie réelle est tridimensionnelle (figure 2.1), par celle
d’un écoulement unidimensionnel dans une tuyére, qui sera appelée tuyere équivalente. Celle-ci a éte
motivée par des contraintes de temps de calcul. En effet, une simulation de 1’ouverture d’une soupape
a 6té effectuée avec le code de calcul « N3S Natur » dans une géométrie réelle de soupape supposée
2D axisymétrique [Lea98]. Bien que le fluide était supposé étre un gaz parfait, elle a nécessité
environ 50 h de calcul sur un CRAY pour un temps physique simulé de 0,06 s. Or, dans le cas d’une
application industrielle, le temps physique & simuler est de 1’ordre de la seconde. Ceci améne a des
temps de calcul peu réalistes, d’autant plus qu’en considérant un gaz réel, le temps de calcul
précédent doit étre multiplié par un facteur supérieur 2 trois, et surtout que des simulations en eau
liquide demandent 103 fois plus de noeuds en dimension 3, par rapport au cas gazeux. Cette approche
n’a pas pour objectif de se substituer a long terme aux simulations multidimensionnelles, mais
simplement de permetire d’effectuer quelques études numériques en attendant que les progres des
ordinateurs permettent de s’affranchir des contraintes de temps de calcul.
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Figure 2.1 : Soupape de générateur de vapeur.

Notre approche est inspirée des travaux de M. Pluviose [Plu84]. Afin d’étudier les sources
d’instabilités dans une soupape de régulation, il a simulé les écoulements dans une tuyére 3 deux cols,
obtenue en regardant I’évolution de la section de passage apparente pour le fluide. Nous avons donc
développé une méthode automatique pour obtenir la géométrie de cette tuyére, appelée tuyére
équivalente, connaissant celle de la soupape, en ne considérant que la partie centrale de la soupape
(buse + clapet) ot ’écoulement est 2D axisymétrique. L’objectif étant de simuler 1’ouverture de la
soupape, et donc la dynamique du clapet, il est nécessaire que la section de passage de la tuyére
puisse évoluer au cours du temps, en fonction des conditions physiques dans 1’écoulement.

2.1 Algorithme pour simuler de la dynamique du clapet
Connaissant la géométrie de la tuyére A" et ’état du fluide & I’instant t", la nouvelle
géométrie et le nouvel état du fluide & I’instant 1"} =t® + At sont calculés de la maniére suivante
1- Calcul de I’écoulement avec section variable en espace, d’ou on déduit la pression P (1" + At)”.
2- Evaluation de la force de pression s’exergant sur le clapet : Fp, & partir de P (t" + At)™.
3- Résolution de I’équation différentielle régissant la dynamique du clapet :
mh+ Ah+kh=F, —Fp, (2.1)

qui donne la nouvelle ouverture de la soupape h (t" + At)
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4- Calcul de la nouvelle tuyére équivalente A (t" + At)

5- Calcul de P (t" + At) et p (t" + At) connaissant A", A (" + At), p (t" +At)", et P (1" + At)".

Dans 1’équation (2.1), m désigne la masse mobile du clapet, A le frottement fluide sur le
systéme clapet + ressort, k la constante de raideur du ressort et Fr,. la force de tarage de la soupape.
Il est important de noter que la levée du clapet doit rester entre certaines bornes, qui correspondent a
la fermeture compléte de la soupape et & son ouverture maximale. Lorsque ces bornes sont atteintes, le
clapet vient choquer respectivement contre la buse et contre le corps de la soupape. Des calculs de
mécanique des structures indiquent que, dans le cas ol une piéce métallique vient cogner contre une
autre, aprés le choc, elle repart en sens inverse avec une vitesse multipliée par un facteur 0,8. Il a donc
été choisi d’imposer cette condition de choc au moment ot le clapet arrive en butée. Néanmoins, si
cette hypothése semble tout & fait correcte lorsque la soupape atteint son ouverture maximale, elle est
discutable dans le cas de sa fermeture, puisque un film de liquide est présent entre le clapet et la buse
juste avant I’impact.

Le calcul de I’écoulement qui nécessite de résoudre les équations gouvernant 1’évolution d’un
écoulement unidimensionnel avec une section variable en espace et en temps pour prendre en compte
les effets de la modification de la géométrie, sera détaillé dans le chapitre 7. Il reste maintenant a
préciser les calculs de la tuyére équivalente et de la force de pression.

2.2 Calcul de la tuyeére équivalente

Notant que la soupape est symétrique autour de son axe (2D axisymétrique), pour une levee
donnée du clapet, le calcul de la tuyére équivalente consiste dans un premier temps 2 tracer, dans un
plan, la famille des cercles tangents aux deux courbes définissant le clapet et la buse de la soupape

(figure 2.2).

Pour chaque cercle, on définit le milieu M des deux points de tangence T; et T,. Considérant
la courbe constituée par I’ensemble de ces milieux, on note zy; 1’abscisse curviligne du point M. Ce
sera I’abscisse dans la tuyére équivalente. La section de passage correspondante est calculée en
utilisant le théoréme de Guldin pour tenir compte de la symétrie de la soupape, soit :

A@zy)=2r dEM) d(T,T) 22)

ot H est la projection orthogonale de M sur I’axe de symétrie. Le rayon de la tuyere est ensuite obtenu
simplement par la formule :

R(zy) = @ (2.3)
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Clapet mobile
4/

figure 2.2 : Définition des points utilisés pour calculer la tuyére équivalente.

La méthode précédente ne s’applique pas dans la zone de transition entre la conduite
alimentant la soupape et le premier milieu M, (figure 2.3). Dans cette zone, on applique le théoréme
de Guldin au segment [TY]. Ceci assure que la section soit continue. En effet, quand Y est en O, le
point M correspond exactement & M; en sortie de la zone de transition, alors que la section de
passage calculée a partir du segment [ T Y] est bien égale a la section réelle de la conduite d’entrée.

On obtient ainsi une discrétisation de la tuyére équivalente (z;, A; = A(z;)), 4 partir de
laquelle la section de passage en tout point de la tuyére d’abscisse z est obtenue par linéarisation :

Z2—=Z: Z; -7z
A@)=—"—"—A(zg,))+—2— A(z) (24)
Ziy1 — i+1 T Zj
T

Figure 2.3 : Définition des points utilisés dans la zone de transition.

Un exemple de tuyéres équivalentes obtenues par cette méthode, correspondant 4 la géométrie
de la figure 2.1 est représentée sur la figure 2.4. Elles correspondent 4 quatre levées différentes du
clapet. La portion a section constante 4 la fin de la tuyére correspond au raccord brutal avec la
conduite en sortie de la soupape. En effet, puisque 1’écoulement aprés l’entrefer n’est plus 2D
axisymétrique, il a été choisi de simplement limiter le rayon de la tuyére 4 une valeur maximale
correspondant au rayon de la conduite en aval de la soupape.
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Figure 2.4 : Exemple de tuyére équivalente.

Toute cette procédure a été automatisée dans un code de calcul pour les soupapes des
générateurs de vapeurs. Néanmoins, pour des raisons évidentes de cofits de calcul, il n’est pas
possible de recalculer la tuyére équivalente par cette méthode pour chaque nouvelle ouverture
calculée. En conséquence, I’algorithme précédent est juste utilisé pour obtenir une famille de tuyeres
correspondant & différentes levées.

Pour calculer la tuyére équivalente connaissant I’ouverture h, on choisit parmi les précédentes
les deux levées encadrant la valeur h, soit hyr et hy,, ainsi que les tuyéres correspondantes. Ensuite,

pour chaque abscisse, la section est obtenue par approximation linéaire.

h— by by —h
Az)=—— A(h, z)+—2 — A (b, 2.5)
(h’Z) hsup - hinf (hs 4 Z)+ hsup _hinf (hl ‘ Z)

2.3 Evaluation de la force de pression sur le clapet

La force exercée par le fluide sur le clapet est donnée par :

R
F = J' 2m 1 P(r) dr (2.6)
0

ol R est le rayon du clapet et P(r) est la pression s’appliquant sur le clapet 4 la distance r de I’axe de
symétrie de la soupape. Cette derniére est un résultat direct du calcul de I’écoulement dans le cas
multidimensionnel, mais dans le cas de I’approximation 1D, il n’existe pas de formule évidente pour
la relier aux propriétés de ’écoulement dans la tuyére équivalente. En notant que, a chaque point du
clapet (point Ty sur la figure 2.2), il est possible d’associer un point de la tuyére équivalente (point M
de la figure 2.2), plusieurs solutions ont été étudiées pour approcher la pression sur le clapet.

2.3.1 Pression statique

Une premiére approximation de la pression sur le clapet consiste & assimiler cette pression a

celle au point M :
P() =Py 2.7

Cette expression ne prend pas en compte les effets de la vitesse du fluide arrivant sur le clapet, et
semble donc étre une limite inférieure pour la force de pression.
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2.3.2 Pression dynamique

En notant que la pression au centre du clapet (point O sur la figure 2.3) est égale 4 la pression
d’arrét de I’écoulement, du fait de la symétrie de révolution, la proposition la plus simple pour
introduire la vitesse de 1’écoulement est d’imposer la pression d’arrét au point M définie par :

1
PE) =Ry + Py U’ 2.8)

ou Py, uy et py désignent respectivement la pression, la vitesse et la masse volumique au point M,
qui sont connues. Cependant cette valeur surestime nettement 1’effet de la vitesse sur les bords du
clapet. Les expressions (2.7) et (2.8) ont été utilisées pour étudier 1’effet de ce terme supplémentaire
sur la dynamique du clapet.

Pour obtenir une valeur plus réaliste, il semble nécessaire de faire intervenir I’angle o entre la
direction de la veine fluide et la tangente au clapet de la soupape (figure 2.5). Cet angle peut &tre
obtenu lors du calcul de la tuyére équivalente, puisqu’on suppose que ’ensemble des milieux M
correspond 2 Ja ligne moyenne de 1’écoulement.

Figure 2.5 : Angle entre ’écoulement et la tangente au clapet.

En introduisant cette donnée dans 1’expression (2.8), elle devient :
1 N2
P@) =P+ > PM (uy sincx) (2.9)

uy, sinc peut étre vue comme une approximation de la vitesse normale a la surface.

2.3.3 Utilisation du schéma de Godunov pour obtenir la pression sur la
paroi
L’objectif est d’évaluer la pression sur une paroi a partir des données a ’intérieur de
I’écoulement. Or une situation similaire se rencontre lorsqu’il s’agit d’imposer les conditions aux
limites dans une discrétisation Volumes Finis. Dans le cas particulier ot le fluide est assimilé 3 un gaz
parfait, 'utilisation du solveur de Godunov, aussi appelé solveur exact, permet de calculer la pression
sur une paroi fixe par I’expression (2.10) si le fluide se dirige vers la paroi (M < 0)

1
P(r)=P, I_YM[H(Y:_G) Mz} +7(74+1) (2.10)
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et par I’équation (2.11) si le fluide s’écarte de la paroi (M>0):
23
P@H) =P, (1—3’—'2'—1M) = 2.11)

ol P, est la pression sur la maille touchant la paroi, et ot le nombre de Mach M est défini par :

M = S8 @.12)
1

avec i le vecteur normal 2 la surface dirigé vers I’intérieur de la conduite (figure 2.5), 1, la vitesse
du fluide sur la maille touchant la paroi et ¢, la vitesse du son dans le fluide. Pour notre cas, la
pression P, est approchée par la pression statique au point correspondant dans la tuyére Py, tandis
que le produit @,.0i est approché comme précédemment par uy sin o . Dans le cas d'un fluide reel,
le calcul de cette pression de paroi n’est plus direct et nécessite de résoudre un systéme de manicre
itérative.

2.3.4 Conclusion

Plusieurs expressions ont été proposées pour €valuer la force de pression s’exercant sur le
clapet, afin d’étudier I'influence du terme de pression dynamique sur 1’évolution du clapet.
Actuellement, des études expérimentales sont menées au département MTC pour étudier 1’ouverture
d’une soupape alimentée en vapeur surchauffée puis en eau liquide. Les mesures de la pression
dynamique et de la pression statique en différents points du clapet devraient permettre une meilleure
estimation de cette force.

Deux remarques méritent cependant d’étre faites. Toutes les expressions précédentes, ou a
venir, utilisent les propriétés obtenues lors du calcul de 1’écoulement dans la tuyére équivalente, or il
n’y a aucune raison pour qu’elles soient égales 4 celles en un point de I’écoulement dans la géométrie
réelle.

Par ailleurs, d’aprés 1’équation (2.1), c’est la différence entre la force de pression et la force

de tarage qui influence la dynamique du clapet. Une erreur sur la force de pression entraine donc une
erreur beaucoup plus importante sur la force totale (Fp — Fr,.) s’appliquant sur le clapet. Ainsi, méme

si I’expression de la force de pression est correcte, il est difficile de simuler correctement 1’ouverture
d’une soupape, comme 1’ont montré les calculs bidimensionnels.
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3. Dérivation des équations de bilan
pour les écoulements avec
autovaporisation unidimensionnels
dans une section variable en espace et
en temps

Dans le chapitre précédent, on a proposé, pour simuler la dynamique du clapet lors de
1’ouverture d’une soupape, de calculer un écoulement dans une tuyére dont la section de passage varie
en espace et en temps. L’objectif de ce chapitre est d’établir les équations de bilans pour les
écoulements avec autovaporisation dans cette situation. Pour s’assurer de ne pas oublier les termes
liés 4 la variation temporelle de section, qui sont rarement considéres, il a été choisi de suivre, depuis
le point de départ, la méthodologie proposée par Delhaye et al. [DGR81], pour obtenir les équations
générales pour la modélisation des écoulements diphasiques.

Les équations doublement moyennées seront établies dans le cas d’un écoulement
unidimensionnel dans une conduite 4 paroi mobile, en se limitant aux bilans de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie totale. Enfin, on simplifiera ces équations en
tenant compte des hypothéses couramment effectuées pour les écoulements avec flash, égalité des
pressions dans chaque phase, égalité des vitesses phasiques, et vapeur saturée.
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3.1 Egquations générales pour les écoulements diphasiques
unidimensionnels

Aprés une rapide description des outils mathématiques, les équations de conservation seront
obtenues de la maniére suivante. Les équations exprimant les bilans globaux sur un volume de
contrble (conservation de la masse, de la quantité de mouvement, du moment angulaire, de I’énergie
totale et de ’entropie) sont transformées a 1’aide de la régle de Leibniz et du théoréme de Gauss pour
donner les équations de bilan locales et instantanées sur chaque phase, ainsi que les bilans aux
interfaces. Ces équations sont ensuite moyennées en espace et en temps, puis de nouveau
transformées en utilisant la régle de Leibniz et le théoréme de Gauss pour aboutir aux équations dites
doublement moyennées dans la section droite.

3.1.1 Les outils mathématiques

3.1.1.1 Reégle de Leibniz

La régle de Leibniz permet de transformer la dérivée temporelle d’une intégrale de volume en
une intégrale de volume et une intégrale de surface.

I

AQ)

Figure 3.1 : Volume géométrique

Pour un volume géométrique mobile V(t) entouré par une surface A(t) (figure 3.1), elle s’écrit :
d

= J'f(x,y,z,t)dv= jgtf-dwr cj'ffra.-n'dA (3.1)

v(t) v(t) At)

ou v, .0 désigne la vitesse de déplacement de la surface A(t).
Remarque : dans le cas d’un volume matériel, qui se déplace avec la matiére (c’est-a-dire qu’aucune
maticre ne traverse sa surface extérieure), la vitesse de déplacement de sa surface est

V.0, ou Vest la vitesse du fluide, alors que pour un volume fixe, elle est nulle
(v a-0=0).

3.1.1.2 Théoréme de Gauss

Le théoréme de Gauss permet de transformer une intégrale de surface en une intégrale de
volume. Considérant un volume géométrique mobile V(t) entouré par une surface A(t) (figure 3.1), le
théoréme de Gauss s’écrit dans le cas d’un vecteur :

J‘V.fst= q’ﬁ.ﬁdA (3.2.2)
V(t) A
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et dans le cas d’un tenseur :

[v. Mav= da.MdA (3.2b)
V(1) Al)

ol @ estla normale sortante 4 A(t) et V désigne 1’opérateur nabla.

3.1.1.3 Formes particuliéres dans le cas d’une section A

Considérons maintenant un tube d’axe (Oz) dans lequel un volume Vi, limité par I’interface
A, est coupé par une section plane selon A, (figure 3.2). On note By la normale a I’interface
dirigée vers ’extérieur de la phase k, £ 1’intersection de la section plane et de I’interface A;, et i,

la normale sortante 4 ¢ dans la section plane.

Tz

Vi) o

By |
— é e
. L Azt)

Figure 3.2 : Cas d’une section droite.

La régle de Leibniz s’écrit alors :

2 feyatia= | Zaa+ 19, e (33)

Ay 28) A (2,0) & () k- Tie

ol ¥,.ii, désigne la vitesse de déplacement de I"interface.

On remarque que dans le cas ot f(x,y,2,t)=1, ’équation (3.3) donne la dérivée temporelle de la
section Ay :

) . d
~A@D= d vy - 4 (34)
e@ e Tee

Le théoréeme de Gauss devient dans le cas d’un vecteur :

jv.ﬁm:i _[BZdA+ 4 i .B— d? (3.5.2)
A nk.nm
Ay (z0) Ay (2)0) E(z)
et dans le cas d’un tenseur :
[vMaa=2 [n5Mar+ d 5.M- 88 (3.5)
Ak (Z!t) Ak (Z’t) @(Z,t) nk.nw
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En posant B =1,, I’équation (3.5.a) permet de calculer la dérivée spatiale de la section Ay :

%Ak(z,t)=— ‘Ef fiy .1, — (3.6)

et Tie-g

Ces théoremes vont maintenant étre utilisés pour établir les équations de I’écoulement

3.1.2 Bilans globaux

Les bilans globaux servent a exprimer la variation temporelle d’une quantité contenue dans
un volume de contréle. Ils sont établis en considérant un volume de contrdle fixe V, de frontiére A,
séparé par une interface mobile A,(t) en deux sous-volumes V;(t) et V,(t). Le sous-volume Vi ()
est limité par les surfaces A;(t) et Ay (t) (figure 3.3). De plus, on suppose que I’interface est dénuée

de propriétés matérielles.

Ai(t)
Aj(t)

Vi(t)
Vo (t)

Figure 3.3 : Volume de contrdle diphasique

3.1.2.1 Bilan de masse

La variation de la masse contenue dans le volume de controle V est égale au flux de masse
entrant dans V a travers sa surface extérieure A, soit :

% jpldwgt. fostv== [ p ¥yl dA~ [p,9;.8,dA 3.7)
Vi) Vi(t) A® Ay (D)
ou py et v, désignent respectivement la masse volumique et la vitesse de la phase k, et f, est la
normale sortante de la surface Ay (t). Bien que V et A soient fixes, les sous-volumes Vi (t) et les
surfaces Ay (t) varient dans le temps a cause du déplacement de I’interface A,(t). Néanmoins, la
vitesse de la surface A, (t) est nulle.
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3.1.2.2 Bilan de quantité de mouvement

La varjation de la quantité de mouvement dans le volume de contrble V est égale a la somme
du flux de quantité de mouvement entrant dans le volume V 4 travers la surface A, et de la résultante
des forces extérieures agissant sur le volume V (la gravité par exemple) et sur la surface A (c’est-a-
dire le tenseur des contraintes). En négligeant les effets de la tension superficielle, ce bilan s™écrit :

d _ d - & FE w S
& J-Pl"ldv+a jPszdV=— J.PIV1(V1-'11)dA = _[Pz"z("z-nz)dA
Vi(t) V2(0) Aq(D) A (D) (3.8)
+ [pRav + [pFav + [8,.T1dA + [ 8, T2da
vi(t) Va(t) A Ay (D)

ot F est la force extérieure par unité de masse et Tk est le tenseur des contraintes de la phase k.

3.1.2.3 Bilan d’énergie totale

La variation de ’énergie totale (énergie interne et énergie cinétique) dans le volume de
contrdle V est égale 4 la somme du flux d’énergie totale entrant dans le volume V a travers sa surface
A, de la puissance des forces extérieures volumiques et surfaciques, et du flux de chaleur entrant a
travers A.

d d
" [prler+3D) av+— [pale, +1vD) av=
Vi) V(1)
= j p1(e +%V%) (VyBp)dA - j.Pz(ez +1v3) (9,-8;) dA
A® Ay
+ jpj:vldv + [pFvydV 3.9)
Vi Va(t)
+ [ @ T1).9.dA + | (8,.T2).¥, dA
A A0
A Ay (1)
ol e, désigne I’énergie intemne spécifique (par unité de masse) de la phase k, et g, le flux de chaleur
dans la phase k.

3.1.2.4 Forme généralisée des bilans globaux

Les équations (3.7) 4 (3.9) peuvent étre réécrites sous une forme générale :

ZS; [ aV==3"  [oevi (Fuci) A

k=12 V(1) k=124, (1) (3.10)
+ ¥ J'pkcpkdv -3 j(ﬁk.Jk)dA
k=12V, (1) k=124, (1)

ol v ,P, et 31( sont données dans le tableau (3.1). Cette forme générale des équations de bilan

englobe aussi les bilans d’entropie et de moment angulaire [DGR81].
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Bilan 3
Wi Dy T
Masse 1 0 0
Quantité de mouvement Vi F — T
Energie totale e +1v2 F.v, @ — Ty

Tableau 3.1 : Définition des coefficients v, , D, ,}k

3.1.3 Equations locales instantanées

Les équations de bilan global sont ensuite transformées pour obtenir les équations locales
instantanées dans chaque phase et sur I'interface. En utilisant la régle de Leibniz (3.1) pour le
membre de gauche, et en notant que la vitesse de la surface A, (t) est nulle (volume de controle fixe),

I’équation (3.10) devient :

i f%“’k‘“k”"ﬂ“ > fecvic (vidi) dA =

k=12% (1) k=124;(t)

_ (.11)
-2 Jpn(Tem)da + Y o @ dV - Y [ @pedi) da
k=124() k=L2Y: () k=124,
soit, en regroupant les intégrales de volume et celles de surface :
a - - _ 3
> _[ {:a(pk\yk)'pkq)k}dv + _.- [Pk‘-l’k (Vk-nk)J’(nk-Jk)] dA

k=12, (1) k=124, (1) (3.12)

+ > IPka (¥;-0)dA =0

k=1.2A; (1)

Le volume Vi (t) étant limité par les surfaces A (t) et A;(t), la transformation des intégrales
de surface en utilisant le théoréme de Gauss (3.2.2) et (3.2.b) donne le résultat suivant :

0 - = . = =
Z J' {_(pkwk)+v.(pkwkvk)+V.Jk—pkql‘k}d\/’ - J-{kawk+nk.Jk:|dA =0 (3.13)
k=12v, () Ai(Lk=12

en posant :

Comme I’équation (3.13) doit étre vérifiée pour tout volume V, (t) et pour toute interface
A,(t), les trois intégrandes doivent étre nulles. On en déduit donc les équations locales instantanées
de bilan dans chaque phase :

8 _ =
o Ve +V.(PrWic Vi) + V- Tk - @y =0 (3.15)

ainsi que les équations locales instantanées de bilan a I’interface :

>ty + By Jk = 0 (3.16)
k=12
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3.1.4 Equations doublement moyennées

Dans le cas des écoulements en conduite, il n’est pas possible en pratique de suivre
I’évolution temporelle de toutes les interfaces entre les phases liquide et vapeur. Pour remédier a cette
difficulté, les équations locales instantanées sont moyennées sur un volume de contrdle, puis sur un
intervalle de temps. Dans le cas des écoulements unidimensionnels la moyenne spatiale est effectuce
sur la section droite de la conduite.

Vi(®)

Figure 3.4 : Section droite d’un écoulement diphasique unidimensionnel.

1’équation locale instantanée phasique (3.15) est intégrée sur la section Ay (z,t), limitée par
la courbe ¢(z,t) entre les deux phases et par la courbe 7 (z,t) avec la paroi de la conduite.

a - =
| PRy dA + [Vlprwicvi) da + jV.Jk dA- [P @y dA =0 (3.17)
Ay (z,t) A (z.t) A (zt) Ay (zt)

La premiére intégrale est transformée en utilisant la régle de Leibniz (3.3) soit :

3] 0 . . de _ - dap
I apk\l’k dA:a IPkadA“ J.Pk\ykvi'nk_. 5 - J. PrWeViw-Og ——
Ay @) A @) az) Tl @y Hic- T
(3.18.a)

oll ¥,.5, et ¥,,.0; désignentla vitesse de déplacement respectivement de I’interface et de la paroi.

Ensuite le théoréme de Gauss (3.5.2) et (3.5.b) est appliqué aux deuxieme et troisiéme
intégrales :

= 0 Ly _ _ . de _ . dP
IV-(PkaVk) dA:‘éZ‘ Iﬂz-(PkaVk) dA + f PxWkVYk-Dk = 5 + J PkaVk-nkﬁ A
A (z0) A (z) e Tk pe k="
(3.18.b)
JV.Ek dA=i Jiizjk dA + I i Jk——— + I i, Ik —~ d?_D (3.18.c)
Ay (z1) oz Ay (z,1) iz e B (2 Iy .M
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En supposant que la paroi est imperméable, c’est-d-dire vy = ¥,,, le long de A (z,t), et en
définissant 1’opérateur de moyenne spatial :

il By S e [fGeyzn aa (3.19)
I’équation (3.17) devient :

0 0 - : 3, T =
5 M <PV >2 B Ay < T,.(PeWi¥i) > +5'Z“Ak <B,Jk >p = Ay <p®y >

o) e gy Tkl

(3.20)

ou 1y est donné par (3.14).

L’équation (3.20) est ensuite moyennée sur un intervalle de temps [t], court par rapport aux
variations significatives des différentes variables et suffisamment long par rapport aux variations liées
a la turbulence. Il est & noter que cette condition est parfois difficile a respecter (voir [DeA77]). Les
€quations doublement moyennées s’écrivent donc :

grasse————==  { - g 0 -3 s
Et"Ak <PV =2 +§ Ak < nz.(pkwkvk) >4 +-5Z—Ak < nz-Jk >3 _Ak < Pk‘bk >y

= - I (r‘nkwk +ﬁk.Jk) = d? | J' i .Jk— d?
2z Mg gy - Tip
ol I’opérateur de moyenne temporelle est définie par :
f = 1 j £ (xy.zt) dt (3.22)

t
It]
L’équation (3.21) a été obtenue moyennant les hypothéses suivantes :
H-1 : I’interface liquide/vapeur est démunie de propriétés matérielles.
H-2 : les effets de tension superficielle sont négligés dans les équations de bilan.
H-3 : la paroi de la conduite est imperméable.

Pour simplifier I’écriture des équations de bilan, il est utile de définir certaines variables couramment
utilisées en écoulements diphasiques, qui sont :

Fonction indicatrice de phase

_ 1 sila phase k est présente en X  I'instant t
XX t]= .
0 sinon
Taux de vide surfacique moyen
Ty ooan Ax Ay
o =— | X [Xt]ldA= K ="Kk 3.23.
¢ =g J (o] da==k = =k (323.2)
a=ay et l-a=ag (3.23.b)
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Opérateur spatio-statistique

<< a>> = <a>, (3.24)

De plus, on suppose que :
H-4 - les coefficients de corrélation temporel et spatiaux sont égaux & 1, c¢’est-a-dire :
<ab>,=<a>;<b>,
et ab=ab
ce qui permet d’écrire la relation

<< ab>> = << a>> << b>>

Les bilans de masse, de quantité de mouvement selon 1’axe de la conduite, et d’énergie totale sont
rééerit ci-dessous en utilisant cette nouvelle hypothése et ces nouvelles notations.

3.1.4.1 Bilan de masse

Dans le cas de la conservation de Ia masse de la phase k, I’équation (3.21) se réduita :

2A O << Py >> +-éi Agy << Py >><< Y > =— I 1, & (3.25)
ot oz A

oll w =¥,.i, est la composante de la vitesse de la phase k selon l'axe de la conduite. En
introduisant le taux de génération de la phase k par unité de volume défini par :

1 . d¢ 1 EY - de
rkE-X Imk— Y ka(vk—vl)nk__ = (3.26)
oy kT oz By Ty
le bilan de masse sur la phase k devient :
15} 8
aA oy << Py >> +EZ— Aoy << py >><<y >> =ATL (3.27

Par ailleurs, I’équation locale instantanée de bilan de masse & !’interface (3.16) est intégrée le
long de I’interface :

s R d¢
Pl Vi = ¥; )by —— =0 (3.28)
kéve(;[,t) k( K~V ) E ny .0y,

ce qui permet, en tenant compte des définitions des vecteurs @y, T, Byg et Dyg, d’obtenir la

relation suivante entre les taux de générations des deux phases :

Ty=-T; =T (3.29)
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3.1.4.2 Bilan de quantité de mouvement

Considérant un écoulement unidimensionnel, I’équation de quantité de mouvement issue de
(3.21) est projetée selon I’axe de la conduite, ce qui donne :

gt-ockA << Py >><K Y >> +§; 0 A << e >><< 1y >>7 +§;akA << B >

-—EtxkA << (ﬁz.;k) B, >> +o A << py >> g cos()

oz
b o e de
B = j [pk(vk —-vi).nk] 1y —— (3.30)
) nk.nm
- - d@

- kaﬂkﬂz == J‘Pknknz_ =
2z Melie g o

+ I (nk ;k).ﬁz_ — + (nk ;"J n,— d?
e nk.nm A.(z) ny My

Dans I’équation précédente, P, et tx désignent respectivement la pression et le tenseur des
contraintes visqueuses de la phase k, qui ont été introduits en notant que :

Tk =-B, U+1k (3.31)

@ est ’angle entre la conduite et la verticale ascendante, et g est la composante verticale descendante
de la force volumique par unité de masse (g cosQ = — << F.ﬁz >>). Cette notation est utilisée car

souvent la pesanteur est la seule force volumique.

Bouré [Bou79] a montré que 1’€quation (3.30) est équivalente a :
%akA << Py >><< Wy >>+ % 0 A << Py >><< 1y > + o A << %Pk >>

-—iakA << (ﬁz.;kJ A, >> 4o A << py >> g cos(@)

oz
e e d (3.32)
o= _f [pk(vk—vi)'nk]uk T
&) nk-nkg
+ (ﬁk}k] R - (ﬁk.;kj.ﬁz_ i
2 Ml gy i

puisque, en introduisant M= Py I dans 1’équation (3.5.b) et en la projetant sur ’axe de la conduite,

on obtient :
I(V.Pk).ﬁsz= J EPk Al IP}: dA + ‘j. B Ty, ——— + B 1.0, — d;jD
A (2,0) A (zt) % < Ay (zt) &z k- Tie A (z,t) e T
(3.33)

Il suggere d’utiliser I’équation (3.32) pour les modéles ol la pression est la méme dans les deux
phases et 1’équation (3.30) pour les modéles a deux pressions.
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Par ailleurs, I’intégration du bilan de quantité de mouvement local instantané a 1’interface
(3.16) permet d’écrire la relation suivante entre les termes de fransfert entre les deux phases :

T d¢ - - de e
PV —¥;) Oy |y —— + | B Bp.di,—— - [n .‘Ek].nz_ —|=0
I-C=ZL,V e(:-[t)[ k( k ) k] nk'nké @(;':E) Bk znk-nk@ @(.Z{,t) ¥ nk.nkg]
(3.34)

3.1.4.3 Bilan d’énergie totale
Le bilan d’énergie totale dans la phase k, déduit de (3.21), peut s’écrire :

EakA << E >> +%ock A<<E >><<y >> +§;A Oy << By >>

+3ak A << B <<y >> +%A oy << iiz.[;k.vk) >> + A0 << Py >><< Uy >> g cos(P)

o o\ P
= - _[ [Pk(Vk‘Vi)-nk][Ek*"L];dgf
a2 Px nk.nkg
3.35
= j (Pyli-¥3)— d? = _[ (Pliy-V) ;_D el
i Ay .0y, o) b0,
+ I [:k x'fk) 0, — d? + (;k vk).nk d?
oz n. nkg ) ny. n]@
R
@(Z,t) ﬂk.nkg ﬂ:(z,t) nk Ilkp

ou E, est1’énergie totale de la phase k, définie par:

Bie= pk(e:k + %ukz) (3.36)

Comme pour le bilan de quantité de mouvement, il est possible de substituer a I’équation

(3.35) la forme équivalente suivante [Bou79] :

2OLRA << E, >> +§—o¢k A(<< E, >>+<< B >>) <Ly >> +%A O << B,.qy >>
Z
+ %A oy << ﬁz.(;k.vk) >> + A0 << Py >><< Iy >> g cos(P)

5] 5]
+—0, A<< P, >> -0, A<< —P, >>
o - % k at

PR - P de 3.37
= = j [pk(vk_vi)'nk][Ek'*‘“k')“_n._ﬁ— (337)
2z Py/ Dy Dye
+ I (:k.vkj 'ﬁk - d? -+ I (:k-vk) 'ﬁk — d?
22 ny 'nké Az) my -ﬂkp
. . de _ _ 47
- I Qg ———— — j m.qy— 3
a Nellke a0z k-T2
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en notant que la régle de Leibniz (3.3) permet d’écrire :

5} 0 I
= [P da= | S RdA § B Vi - @ _, d B Vigw-liy = a7 (3.38)
A (z) A (zh) 2z el 2 G Mo
La relation entre les termes de transfert & I’interface s’écrit pour sa part :
b oy P d¢ - -y dg
Z [“" -[ [pk(vk —Vi).nk][Ek 'l"Ek-] — = J. (Pknk.vi)ﬁ 3 }
k=L,V k k“ke k**ke
Az Az) (3.39)
e | 08 .
+ > '[ (Tk.vkj.nk_ z - I B §—— | =0
k=LV &) nk.llke ozt nk.nke

3.1.5 Conclusion

Les équations de bilan pour un écoulement diphasique ont été présentées dans un cadre
général. Bien entenduy, il faut ajouter au systéme d’équations aux dérivées partielles (3.27), (3.32) et
(3.36) les équations d’état dans chacune des phases :

€y = €k (Pk ’pk) (340)

Par ailleurs, en analysant les équations de bilan précédentes, on retrouve des termes
apparaissant dans les écoulements monophasiques, tels que le tenseur des contraintes ou le flux de
chaleur dans I’écoulement et a la paroi. Cependant, Iutilisation d’opérateurs de moyenne entraine une
perte de connaissance sur la position et la forme des interfaces physiques. Cela se traduit par
'introduction de termes supplémentaires, sous la forme d’intégrales curvilignes, qu’il est ensuite
nécessaire de modeéliser, en respectant les bilans aux interfaces. Ces termes existent méme pour des
modélisations multidimensionnelles, ce qui les distingue des intégrales curvilignes le long de la paroi,
qui elles sont des conséquences de I’hypothése d’écoulement unidimensionnel.

3.2 Simplification des équations de bilan en introduisant les
hypothéses effectuées pour les écoulements autovaporisants

Hormis le modéle de Yan [Yan91], les hypothéses couramment retenues dans la modélisation
des écoulements avec autovaporisation sont :
H-5 : les pressions dans chaque phase sont identiques.
<< Py >>=<< P >>=P (3.41)
H-6 : les deux phases évoluent avec la méme vitesse.
<< Uy >>=<< U >>=1 (3.42)
H-7 : la vapeur est dans les conditions de saturation correspondant 2 la pression locale du mélange.

Ty = Tsar(®) (3.43)
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Les deux premiéres traduisent que les effets du déséquilibre mécanique peuvent étre négligés
comparé aux effets du transfert de masse, conséquence du déséquilibre thermodynamique entre les
deux phases. Les calculs de Yan [Yan91] avec son modgle & deux pressions et deux vitesses indiquent
qu’effectivement le glissement entre les deux phases est faible. La relation (3.43) a été vérifiée
expérimentalement pour les écoulements stationnaires, et les calculs de Yan ont confirmé qu’elle était
correcte. Par ailleurs, on rajoute deux hypotheses :

H-8 : Les termes introduisant des dérivées du second ordre sont négligés.
H-9 : La pesanteur est la seule force volumique extérieure.

La premiére permet d’écrire les trois relations suivantes :

%akA << (ﬁz.:kj A, >>=0 (3.44.2)
0 S
E‘Z—A oy << B,.qy >>=0 (3.44.b)
0 (=
EA Oy << nz.('c k.vk) >>=0 (3.44.c)

Ces termes contiennent les effets de la viscosité du mélange et de la conduction thermique,
qui par conséquent ne sont pas pris en compte. On étudie comment les hypothéses H-5 a H-7
permettent de simplifier les équations.

3.2.1 Conséquence de ’hypothése d’égalité des pressions

Comme conseillé par Bouré [Bou79], on utilise pour le bilan de quantit¢ de mouvement
1’équation (3.32), ot la pression n’apparait que par I’intermédiaire de la moyenne de son gradient
dans la section << &P, /8z>>. Considérant un écoulement unidimensionnel, on suppose que la
moyenne de ce gradient est égal au gradient de la moyenne :

<< @‘- >>= 2 << Py >>= i << P>> (3.45)
oz oz oz

11 est possible d’obtenir ce résultat 4 partir de I’équation (3.30) en considérant que la pression
est uniforme le long de la paroi et sur I’interface et que sa valeur est égale 2 la moyenne de la pression
dans chaque phase. Il suffit alors de transformer les intégrales en utilisant le théoréme de Gauss.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement de la phase k devient donc :

%akA« Py >><< Uy S>>+ gaz- 0 A< Py Sy >> + akA% <<P>>

= —a,A<<py >>g cos(e)— j' [pk(i'rk —Vi).iik] Uy :—-d?— (3.46)
o) - Tlie
+ j [ﬁk';k]'ﬁz ?‘“d'g— ¥ (ﬁk';kj'ﬁz__d?;_
o) el piy - T
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En ce qui concerne 1’équation de conservation de I’énergie totale dans la phase k (3.37), on
fait I’hypothése similaire que la moyenne sur la section de la dérivée temporelle de la pression est
égale a la dérivée temporelle de la moyenne de la pression :

<< & >>= g << Py >>= 2 <<P>> (347
ot ot

On obtient alors pour le bilan d’énergie totale dans la phase k :

%akA 2B B +%ak A(<< E, > +<<P >>) <Ly >>+<<P>> —gt—ak A

e e P) d
= — Aoy << py >><< Y >> g cos(p) - I [Pk("k —vi).nk] [Ek +—-_) - _@
Az Pk ng .n,
= — (3.48)
+ | [-ck.vk).ﬁk _¢ (zk.vk).ﬁk 8%
az) e -
e I
- J- nk'qkﬁ = By -G ——
Az kBke 2o k-

Par ailleurs, pour simplifier 1’écriture des équations, on introduit ’opérateur de moyenne
curviligne sur I’interface liquide-vapeur :

1
<fy>g = = Ifk (xy,z,1)d@ (3.49)
Azt)

et on suppose qu’il vérifie aussi I’hypothése H-4 :

<ab>le =<a>le <b>1€ (3.50)

Ainsi, 1] est possible de réécrire la premiére intégrale de 1’équation (3.46) sous la forme :

J. [Pk(i"k - Vi).ﬁk] Uy — d?kg =¢< [pk(vk ~ Vi).ﬁk] u >,

ol n,.n
=€ < Vy—V; )0 > < W >
[pk( k= Vi) k] 12 < % >1e 3.51)
S _ N d@
= < g > I [Pk("k - Vi)-nk] —
o Oy .0y,
=—A rk < Wy >1@
De méme, la premiere intégrale de 1’équation de bilan pour 1’énergie totale (3.48) devient :
L P de P
I [pk(vk—-vi).nk](Ek +—] — =—Mk< Ek +_>l@ (3.52)
Py / Dy-Dyg P

&zt

De plus, pour un écoulement unidimensionnel en moyenne (< ¥, >=<u, > @,), on peut écrire :

= _3Y. d = e d
J ('ck.vkj.nk — 4:2 =< >, I (‘rk.nz).nk - _e (3.53)
s 0.y, oo by .0,
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En introduisant les notations suivantes pour le transfert de quantité de mouvement a
I"interface :

= d
Bt J'(ﬁk.u).ﬁz ¢ (3.54)
A 2 0y .0y,

la perte de pression par frottement a la paroi :

P i | [ﬁk .-T-k).l_lz B (3.55)
2.(20) n.no
le transfert de chaleur a I’interface :
. . d
Q= -+ [ B (3.56)
Az Oy -y
le flux de chaleur a la paroi :
1 . . dap
Oy = . Oy .qy—— (3.57)
A kT
et la perte d’énergie par frottement 4 la paroi mobile :
1 = _Y. dP
Qk frot =-X I ('I:k.vk].nk == (358)
) i .0

les bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie totale dans la phase k s’écrivent, en
enlevant les signes de moyenne :

3] g
—Aa +— Ao =AT; 3.59
Pl Px 5 %% Pr B k (3.59)

P —
%akA Py U +-§; oA pkuk2 +akA—a§ = AT <y >, +AE, - Af, —o Apy g cos(p)  (3.60)

iakAEk +—a—0t.k A.(Ek +P)uk +P§"ak A=
ot oz ot
e (3.61)
Ark< Ek +'p—>lg +AQk +A Ek < Uy >}e +AQk —AQkfrot —Aak P U g COS((P)
K
A ce systéme d’équation, s’ajoutent les deux équations phasiques :
e = ex(PesPr) (3.62)

3.2.2 Conséquence de ’hypothése d’égalité des vitesses

Cette hypothése permet d’éliminer une des équations du systéme (3.59) a (3.61). Les deux
équations de quantité de mouvement phasiques sont donc additionnées, en tenant compte de la
relation entre les termes de transfert aux interfaces. Le bilan de quantité de mouvement du mélange
s’écrit :

—S—t[Ap u]+%[Ap uz] +A%I—;-= ~Af- Ap gcogo) (3.63)
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ou f est la perte de pression par frottement a la paroi du mélange diphasique :
f= fL + fV (3 64)

et p désigne la masse volumique moyenne du mélange :

p=dypy +op pPp (3.65)

Les équations de bilan de masse (3.59) et d’énergie totale (3.61) pour chaque phase, ainsi que
les équations d’état phasiques (3.62) restent inchangées.

3.2.3 Conséquence de I’hypothése du gaz saturé

Cette nouvelle condition sur la température de la vapeur permet d’utiliser une seule équation
d’énergie : le bilan d’énergie sur le mélange, obtenu en additionnant les deux équations d’énergie
phasiques. Par ailleurs, plut6t que de garder les équations de conservation de la masse dans chacune
des phases, on préfére remplacer celle sur le liquide par le bilan de masse sur le mélange. En tenant
compte des équations de bilan a I'interface, le systéme exprimant la conservation de la masse, de la
quantité de mouvement et de 1’énergie totale pour le mélange et la conservation de la masse pour la
vapeur s’écrit :

8 d _
Bt-(A p)+52~ (Apu) =0 (3.66)
E(Apx)+—a—— (Apux) =AT (3.67)

at bz

8 8 5 P_ .

-a—t[Ap u]+a[Apu ] +A—5Z—— Af- A pgcos(p) (3.68)

d 9 oA
5AE+§[ A(E+ P)u] 4 PE =—Ap gcos(@)u+ AQ- AQs, (3.69)

Dans le systéme précédent, E est I'énergie totale du mélange :
E=ayEy+a;E (3.70)
x désigne le titre massique défini par :

x= — SVPvly (3.71)
QyPyly + O Py

qui se simplifie dans le cas de 1°égalité des vitesses phasiques en :

x=abl¥ (3.72)
o}

Q est la quantité de chaleur entrant dans le mélange par la paroi :

Q= QL+Qy (3.73)
et Qg est la dissipation d'énergie par frottement liée au mouvement de la conduite.
erot = QLert i Qvfrot (3.74)
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Il est important de signaler que, pour obtenir le systéme d’équations (3.66)-(3.69), aucune
hypothése n’a été faite sur la température du liquide. Par conséquent, elle peut étre différente de celle
de la vapeur :

Ty=T (3.75)

Par ailleurs, comme la vapeur est saturée, toutes ses propriétés thermodynamiques sont
déterminées une fois la pression du mélange connue. Ainsi, en combinant les équations (3.70) et
(3.72) avec les équations d’état phasiques, celles-ci peuvent étre remplacées par une seule équation
d’état pour le mélange :

E=pe+-;—pu2 (3.76)

avec I’énergie interne spécifique du mélange :

e=e(t,P,x)=xe5g (P)+ (1-xX)ery ®,T1m) (3.77)

Dans (3.77), ©=1/p est le volume spécifique du mélange, et les indices SG et LM désignent
respectivement la vapeur saturée et le liquide métastable. Le volume spécifique du liquide est donné
par:

_T-XT56(P) (3.78)

TIM —x

La fonction donnant I’énergie interne spécifique du liquide en fonction de la pression et du
volume massique est exactement la méme que 1’équation phasique (3.62) pour le liquide.

Pour compléter la description du modele, il est nécessaire de spécifier le calcul du transfert de
masse entre les deux phases T, ainsi que la perte de pression par frottement, les transferts d’énergie
et la dissipation d’énergie par frottement & la paroi mobile. Ce sera 1’objet du chapitre 5.
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4. Rappel sur les systemes
hyperboliques de lois de conservation
et leur résolution

Ce chapitre rappelle succinctement les techniques Volumes Finis utilisées pour la résolution
des systémes conservatifs hyperboliques non linéaires, dont sont inspirés les schémas numériques qui
ont été développés pour résoudre les systémes d’équations issus de la modélisation des écoulements
instationnaires avec autovaporisation. Dans un premier temps, on décrit les caractéristiques
essentielles de ces systémes, notamment I’existence de solutions discontinues, appelées solutions
faibles, et la caractérisation des solutions physiques ou entropiques. Ensuite, on présente brievement
les principes de base de la méthode de discrétisation par Volumes Finis, qui s’est révélée, au cours des
derniéres décennies, un outil efficace pour approcher numériquement les solutions de ces systémes.
On mettra surtout 1’accent sur la notion de fonctions flux numériques. Le sous chapitre 4.3 sera quant
3 lui consacré a la description de différents schémas, issus de cette méthode, qui nous serviront de
référence. Pour de plus amples informations, le lecteur pourra se reporter a [Smo83] et [GoR96].
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4.1 Caractéristiques des systémes de lois de conservation

Définition 1.
Un systéme de lois de conservation s’écrit sous la forme :
W, +RW),,=0 4.1

ou W et F(W) sont des vecteurs de IR™. L’exemple le plus connu est celui des équations d’Euler ol
les composantes de W sont la masse volumique p, le débit massique pu et I’énergie totale E :

Pat+(p 1), =0
(p u),t+(p w+ P),z =0 4.2)
E;+{u(E+P)|,,=0

avec |

E=p e(p,P) + %p u? (4.3)

Définition 2.
Le systéme de lois de conservation (4.1) est dit hyperbolique si :
1°) les valeurs propres de la Jacobienne F’(W) sont toutes réelles.

2°) les vecteurs propres associés engendrent IRT,

Considérons maintenant le probléme de Cauchy associé & un systéme hyperbolique de lois de
conservation non linéaire :

{w,t+1i(w),z= 0 t>0 zelR i)

W(z, t=0) = Wy(2)

Ce probléme n’admet pas en général de solution réguliére, aussi est-il nécessaire d’introduire
la notion de solution faible au sens des distributions.

Définition 3.

W est solution faible du probléme de Cauchy (4.4) si et seulement si W est solution du systéme :

in " [W(z,t) 0. (z.t) + FW(z1) 0,, (z,t)] dz dt+ L{wo () (z,0) dz=0 (4.5)

pour toute fonction ¢ de classe C' & support compact dans le demi-plan fermé IR x IR,

Evidemment toute solution réguliére est aussi solution faible. Cependant, il n’y a pas unicité
des solutions faibles. Des contre-exemples sont proposés dans [GoR96]. Pour sélectionner la solution
physiquement acceptable, celle-ci devra satisfaire une condition supplémentaire dite condition
d’entropie.
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Définition 4

La fonction scalaire n(W) est appelée entropie du systéme (4.1) s’il existe. une fonction £,(W),
appelée flux d’entropie, vérifiant :

51 o7

oW

Il est aisé de vérifier que toute solution réguliére du systéme (4.1) vérifie la loi de
conservation supplémentaire :

8 3
an(w)+a f,(W)=0 (4.7)

t
w
puisqu’il suffit pour cela de multiplier le systéme (4.1) & gauche par [%} , et d’utiliser

’équation (4.6).

La solution physiquement admissible est définie comme la limite lorsque € tend vers zéro de
la solution W, du systéme visqueux associé :
)

9 B (T 10
Sw,+ 2rw,)=c 2(BW) 2 W.) 49)

ol E(WS) est 1a matrice de diffusion du systéme. En supposant que W, est réguliére, on multiplie
. (W' : ‘ _
I’équation (4.8) a gauche par = ce qui donne, aprés quelques manipulations :

ol 8| on(We ‘= 8
_n(Ws)+é—Z~fn(W8)=s— {_g—w—)J D(We)gws

—+(2w,) Ka%(‘f—l}ﬁw )}%WE

(4.9)

Il est important de signaler que toute entropie du systéme (4.1) ne permet pas de définir une
condition d’entropie. En effet, il faut aussi qu’elle vérifie une condition, dite de « consistance » avec
les termes de diffusion.

22n(W. Y= 1
z! -—n(—E)D(wE) Z>0 VZ eIR" (4.10)
w2
Sous cette condition, on peut alors écrire :
S n(w, )+ g, (W )<83_ W)\ o, ) 2w @.11)
P A A oz ° '
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Si la fonction W, est bornée, le terme de droite tend vers zéro au sens des distributions, et on

€
obtient ;

g?n(w) + %fn (W)<0 (4.12)

Par conséquent, on a le résultat suivant :

Caractérisation des solutions entropiques

La solution physiquement acceptable, appelée aussi solution entropique, doit vérifier I’inégalité (4.12)
au sens des distributions, pour toute entropie mathématique vérifiant (4.10).

Maintenant, il est nécessaire d’introduire la notion de probléme de Riemann unidimensionnel
qui, quand il peut étre résolu pour des états autres qu’infiniment voisins, est utilisé pour élaborer des
schémas numériques ad hoc, appelés solveurs de Riemann [Smo83].

Définition 5

On appelle probléme de Riemann unidimensionnel associé au systéme (4.1), le probléme de Cauchy
particulier suivant :

W,t—i-F(W),Z:O t>0 zelR
W, <0 4.13
W(zt=0={ T ° @19
W z>0
ou les vecteurs d’état Wy et Wy sont constants. W(z, = 0) est donc discontinue.

Pour résoudre le probléme de Riemann, on introduit les valeurs propres A, de la matrice

Jacobienne F‘(W) (ordonnées dans I’ordre croissant) et les vecteurs propres & droites associés F,

(F'(W) ¥ =2y ).

Définition 6

Le ki®me champ est dit vraiment non linéaire (VNL) si: Vyy Ay (W).F, (W) % 0

et linéairement dégénéré (LD) si: Vy A, (W).F (W) =0

De plus, pour la k-onde, associée au k™ champ (donc a la valeur propre A, ), on définit (n-1)

fonctions scalaires réguliéres indépendantes d){'{ (W) (pour i=1,n-1) telles que :

Vi 0k (W).F (W)= 0 (4.14)

Ces fonctions scalaires sont appelées invariants de Riemann.
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Par ailleurs, comme la solution peut présenter des discontinuités C°, on introduit les relations
de saut 4 la traversée de ces discontinuités :

— o[ W]+[B(W)] = 0 (4.15)

en notant o la vitesse de propagation de cette discontinuité et [ f ] le saut de la variable f & travers la
discontinuité :

[f]=£-1 (4.16)

Les indices t et 1 désignent les valeurs respectivement & droite et & gauche de la discontinuité.

Avec ces notations 1’équation (4.12) pour I’entropie devient :

0 0
an(w) 4 gz-f,](w) =0 4.17)
dans les zones régulieres et :
—o[n(W)]+[£(W)] <0 (4.18)

au passage des discontinuités. C’est cette derniére inégalité qui permet de caractériser les chocs
entropiques.

Une autre caractérisation des chocs physiques, utilisable méme si le systéme n’admet pas
d’entropie, est donnée par les inégalités de Lax : la k-onde reliant les états W, et W, est un k-choc

entropique se déplagant 4 la vitesse G si :

et (W) <o <Ay (W) et Ay (W) <o <Ay (W) 4.19)

Ces inégalités fournissent aussi un moyen simple de déterminer la nature d’une onde associée
3 un champ VNL. En effet, pour que la k-onde soit un choc, il faut et il suffit que :

A (W) <Ay (W) (4.20)
dans le cas contraire, ¢’est une onde de raréfaction qui s’étale entre les droites caractéristiques
z z e i
—{=7Lk (W) et 1" A (W.). Une paramétrisation de cette onde de raréfaction est obtenue en

considérant que les invariants de Riemann sont conservés en tout point de Ponde :

V(z,t) tq Ay (W)) < % < Ay (W) 0k (W(z,0) = ¢;’{w@) =} (W) pour tout i=1,n-1 (4.21)

Dans le cas ol Ie ki€Me champ est linéairement dégénéré, 'onde est appelée discontinuité de
contact. II est alors équivalent d’utiliser les invariants de Riemann ou les relations de saut pour la
paramétriser, puisque la vitesse de déplacement de cette discontinuité vérifie :

o= (W) =2 (W;) (4.22)
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Nous disposons a présent des éléments pour déterminer la solution du probléme de Riemann,
du moins lorsque les deux états W et Wy sont proches.

Solution du probléme de Riemann.

En supposant que toutes les ondes (k=1,..,n) sont soit vraiment non linéaires, soit
linéairement dégénérées, la solution du probléme de Riemann est auto-similaire (W(z,t) = W(Ej Jyet
t

est constituée de n+1 états constants Wy, W,,.., W,

 Séparés par n ondes, les états W, _; et W,

étant séparés par la k-onde.

Si la k-onde est vraiment non linéaire, elle est soit une onde de raréfaction (ou détente), soit
une onde de choc entropique. Si la k-onde est linéairement dégénérée, c¢’est une discontinuité de
contact. La figure (4.1) donne une représentation schématique d’un exemple de solution.

t

F S
3-discontinuité
2-discontinuité de contact
: 4-choc
de contact
1-raréfacti 1 W2 ]
-raréfaction i 2
iOW,
» Z

Figure 4.1 : Exemple de solution du probléme de Riemann

Maintenant que Ia solution du probléme de Riemann est décrite, nous nous intéressons 4 son
utilisation dans le cadre des solveurs numeériques appelés solveurs de Riemann.

4.2 La méthode des Volumes Finis

La méthode des Volumes Finis a ét¢ développée a 1’origine pour résoudre numériquement les
systémes de lois de conservation. Elle consiste & utiliser la forme intégrale de ces équations, lorsque
celles-ci sont sous la forme d’une divergence temps-espace.

Considérant une discrétisation de ’espace en cellules Q; = [zi_l 123Zie1 ,2] de longueur h; et
de centre de gravité z; (figure 4.2), et une discrétisation temporelle de pas At"=t""1 ", les

équations du systéme (4.1) sont intégrées sur le pavé Q; x [t“,t“”] , S0it :

n

[ M@V- dt dz +L fm ZRW)dtdz =0 (4.23)
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qui peut se réécrire :

(W W) [ [ W(z) - W (i) @t =0 (424)
en posant :
1
wg’zE -[1; W(z,t“)dz (4.25)
h].
Interface Interface
i-1/2 i+1/2
we,ooL W e
I .. i+1
Maillei-1 |  Maillei N1
i i j
Ziy g Ziy
figure 4.2 : Maillage.

Il s’agit maintenant d’évaluer I’intégrale qui apparait dans I’équation (4.24). Pour cela on
introduit la fonction flux numérique g :

f F(W i+1/2:t) dt —Até et W WG 1 Wkal) AtGm/z(WnswnH)
(4.26)

En introduisant cette expression dans I’équation (4.24), on obtient la forme générale d’un
schéma numeérique conservatif :

At
‘W +1 ‘W w +1 1 wo ‘N 1 “7 +1
3 3 ( [4 ~k+1s-- 1+k’ 1n k+12-- 1r-1l-+k) 4 i=koe- ;+k—ls n+ :?l-k 1)]

A t
=W{n ( 1+1,’2 Wl‘l Wn+1) Gi—uz(wn,wnﬂ-l)]
(4.27)
La fonction constante par morceaux Wh(z,t) définie par :
Wy(z:t)=W" si z e[zi_'l,z;zm,z] et t"<t<t™! (4.28)

et calculée en utilisant la relation (4.27) est appelée solution numérique du systéme de lois de
conservation.
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En se limitant aux schémas explicites d’ordre 1, la fonction flux numérique ne dépend que des
valeurs de I’état W sur les mailles Q; et Q;., a I'instant t°, et ’équation précédente devient :

Wl —we ﬂ[iwi“,wﬂl) - 4W1P“1 ’W'n)]
; | (4.29)
=WF - (A—hit)—[Gm/z(Wn) ~Gi-y z(wn)]
Définition 7

Le schéma numérique, défini par (4.29), est consistant avec le systéme de lois de conservation (4.1) si
et seulement si la fonction flux numérique vérifie :

gW...,W) = {(W) (4.30)

Résultat fondamental
Soit le probléme de Cauchy associé 2 un systéme de lois de conservation :

{w,t+1:(w),z=o t>0 zelR

W(z, t =0) = Wy (2) >3

Considérons une suite de maillages de pas spatial maximal h, et de pas temporel At,_, tels que :

lim h,= lim At_ =0 (4.32)

> +e0 m—=+e0

On note Wﬁ“(z,t) la suite de solutions numériques obtenues par un schéma Volumes Finis sur ces

maillages et :

Wm(z,t) = n}lrilm W«;"(z,t) (4.33)

Si le schéma est conservatif et consistant, alors Wm(z,t) est solution faible du probléme de Cauchy

(4.31). On dit alors que la solution numérique converge vers une solution faible du probléme (4.1).

Une présentation détaillée de ce théoréme est donnée dans [GoR96]. Ce résultat a motivé la
recherche de schémas numériques pour résoudre les systémes de lois de conservation qui soient a la
fois conservatifs et consistants. La partie suivante présente quelques-uns des plus connus.
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4.3 Description des schémas numériques

Cette partie présente quelques schémas numériques pour la résolution d’un systéme de lois de
conservation :

W, +F(W),,=0 (4.34)

Dans ce qui suit, W; et Wy désignent les valeurs respectivement a gauche et a droite de

I’interface i+1/2. Dans le cas des schémas explicites d’ordre 1, ona W = W et Wy = W[} ;.

4.3.1 Schéma de Godunov [God59]

Une description détaillée du schéma de Godunov est donnée dans [GoR96]. On ne présentera
ici que les éléments indispensables a son utilisation pratique. Ce schéma s’écrit dans une formulation
Volumes Finis :

n
win+1 o W{n _ (A}:) [Gﬁog}anov(wn) _ E.o]d/linov(wn)] (4.35)

Le calcul du flux numérique de Godunov 2 I'interface i+1/2 repose sur la connaissance de la
solution exacte du probléme de Riemann associé a (4.34) avec comme conditions initiales :

W(z<0,t=0)=W,
W(z> 0t =0)= Wy

(4.36)

Un exemple de ce type de solution est représenté sur la figure 4.3.

t

3-discontinuité

2-discontinuité de contact
) 4-choc
de contact !
R 5 W, ;
1-raréfaction fw
% ; 3
W

v

Figure 4.3 : Exemple de solution du probléme de Riemann

1l est ainsi possible de déterminer la valeur exacte de 1’état a I'interface (sur I’axe z=0). En
notant W;, ,/, la solution du probléme de Riemann, le flux de Godunov s*écrit alors :

Cotiror (W) = H{ Wy, 11o(2= O) @37)
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Le schéma de Godunov est utilisable pour tout systéme ou la solution du probléme de
Riemann existe pour des états gauche et droite autres qu’infiniment voisins. En particulier, ce schéma
permet de résoudre les équations d’Euler pour un fluide réel. De plus, il respecte la condition de
positivité sur la densité, et la pression moyennant quelques conditions sur la loi d’état (conditions
verifiées par exemple pour la loi d’état gaz parfait Pz(y-l) pe pour vy >1). Néanmoins,
I’évaluation de la solution exacte du probléme de Riemann est toujours cofiteuse, et dans le cas
général nécessite d’effectuer certaines approximations numériques, notamment lorsque les invariants
de Riemann s’expriment sous la forme d’intégrale (comme c’est le cas pour le modéle HRM
[FHB99]). De plus, seule une petite partie de I’information contenue dans la solution du probléme de
Riemann est réellement utilisée. Ces deux inconvénients ont motivé le développement de nouveaux
schémas numériques.

4.3.2 Schéma de Rusanov [Rus61]
C’est aussi un schéma Volumes Finis qui s’écrit :
At)’
Win+1zwin“'—'( hi) [ i%ufgw(wn)*Gi—uls/a;ov( n)] (4.38)
Le calcul du flux numérique de Rusanov & I’interface ne demande pas de résoudre de
probléme de Riemann. Il s’écrit simplement :

. isfgov(wn) = %[F(WL) + F(WR) - Si+1/2(WR ~ WL)] (4.39)
ou:

S = max [ | LWL || 2 (W) | | (4.40)

Ce schéma consistant est trés peu coliteux en temps de calcul et présente I’avantage d’étre
utilisable pour tout systéme conservatif hyperbolique, en particulier pour le cas qui nous intéresse des
€quations d’Euler pour un fluide réel. De plus, ce schéma est trés stable et assure lui aussi de
conserver la positivité de la masse volumique. Cependant, comme nous le verrons par la suite, ce
schéma péche par sa précision. Ceci est surtout pénalisant pour les écoulements multidimensionnels
ol les contraintes de temps de calcul limitent 'utilisation de maillages trés fins.

4.3.3 Schéma de Roe [Roe81]
Le schéma de Roe s’écrit :
At)"
W =W - -(E)—[G}‘ﬁ,z(wn) = Gﬁof/z(wn)] (4.41)

Pour évaluer le flux numérique sur chaque interface, on associe le probléme hyperbolique
linéaire suivant :

w,tm(wL,WR)w,z =0 (4.42)



La matrice A(WL ,WR) est appelée linéarisée de Roe et doit respecter certaines conditions :

1°) A doit étre diagonalisable dans IR
2°) A(W,W) = Fy (W)

5°) AW, W) (Wi~ W | = (W)~ F(W,)

La condition 2 traduit que toute solution réguliére du systéme de lois de conservation est aussi
solution du systéme linéaire. La troisiéme condition est la relation de consistance de Roe et implique
que la solution approchée projetée est identique 2 la solution exacte projetée sur le maillage centré sur
les interfaces. En effet, la forme intégrale du systtme (4.1) sur un pavé [-h/2;h/2]x[0; At]
s’écrit :

2 2
J'_wam"‘e(z,a t) dz - fmw""m(z, 0)dz+At [F(WR) - E(WL)] =0 (4.43)
tandis que pour le systéme linéaire (4.42), elle s’¢écrit .
2 2
f'mw(z,A t) dz— f’mwe’m(z, 0) dz + A t A(W , Wg)[Wg - Wy |=0 (4.44)
Par conséquent, la condition 3 est équivalente a :

2 2
me(Z,At)dz= f; L. *(z, At) dz (4.45)

Insistons sur le fait que les propriétés de préservation de la positivité sur le maillage de calcul
ne sont par contre pas vérifiées. Le flux de Roe peut alors s’écrire de trois manicres différentes :

Ginffz(wn) =F(Wy)+ A" (Wg - W)
= F(Wg)— A" (Wg - W) (4.46)

= J[RWL)+ KW -S4 (W~ W)

D’un point de vue pratique, le volume des calculs est fortement dépendant du choix de I’expression.
Les différentes matrices intervenant dans 1’équation précédente sont définies de la maniere suivante :

A=0D Q" (4.47.2)
avec ) la matrice des vecteurs propres 4 droite, D la matrice diagonale des valeurs propres de A et :

|Al=0 D Q! (4.47b)
1.

At =2(A+ 4.47.c
~(a+/4) (447)
1

A =—(A- 4.47.d
S(a-14) (447.9)

La détermination pratique d’une linéarisée de Roe n’est pas toujours simple. La méthode
classique est dans un premier temps de la chercher sous la forme :

A(Wy, W) = Fiyy [W(W,, Wy (4.48)
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ou I’état moyen W(WL,WR), appelée moyenne de Roe, est recherché de maniére & respecter la

condition 3.

Cependant, il n’est pas possible de trouver une matrice vérifiant la relation de consistance de
Roe pour tous les systemes de lois de conservation. Le seul résultat d’existence a priori est di &
Harten et al. [HLV83] : « Tout systéme conservatif hyperbolique qui admet une entropie admet une
linéarisée de Roe ». Néanmoins, il faut noter que I’existence d’une matrice de Roe n’implique pas
’existence d’une moyenne de Roe. En particulier, il n’existe pas de movenne de Roe pour les

équations d’Euler avec une équation d’état pour un fluide réel.

4.3.4 Schéma VFRoe en variables non conservatives [BGH96]

Ce schéma est aussi un schéma Volumes Finis :
n+1 n (A t)n VFROE ncv n VFROE nev, n
W™ =W, —T[Gmm (W )‘ i-1/2 (W )] (4.49)

Pour calculer le flux numeérique, on introduit d’abord une nouvelle variable d’état Y, et on
effectue le changement de variable W — Y(W). Le systéme continu (4.1) devient :

W(Y).+HW(Y)|,=0 (4.50)
soit pour les solutions réguliéres :
Y Wy (O] [Bw [WO]] [Wor (V)] Y= 0 (4.51)
ou €ncore :
Y,+B(Y)Y,=0 (4.52)

On associe donc le probléme hyperbolique linéaire suivant :

Y,+B(Y) Y¥,,=0 (4.53)

o Y =(¥, + Y )/ 2, avec comme conditions initiales :

{Y(z <0t=0)=Y =Y(W) (4.54)

Y(z> 0,t=0)= Yz = Y(Wg)
Ce probléme de Riemann linéaire se résout trés simplement. La solution se compose de n

états intermédiaires constants séparés par des discontinuités de contact. Les valeurs de ces états se
calculent de la maniére suivante : la différence entre les états initiaux Yy et Y} est décomposée sur

la base des vecteurs propres a droite de B(?) "

n
Ye-Y =) a;r (4.55)

i=1

Les coefficients o; sont donnés par la relation :

a; = (1) (Ya - ¥) (4.56)
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ou les 1; sont les vecteurs propres 4 gauche de B(T() . Les états intermédiaires sont alors calculés par :
k

Y -Y =D (4.57)
i=1

en notant Y, = Yy . La figure (4.4) donne une représentation schématique de cette solution.

t

'S

3-onde

2-onde : 4-onde

1-onde Y

Yy
Y,

sk , Z

Figure 4.4 : Exemple de solution du probléme de Riemann linéaire

Comme pour le schéma de Godunov, on utilise la valeur de la solution a I’interface (sur
’axe z=0), notée Y*. Le flux numérique & I'interface i+1/2 calculé par le schéma VFROE en
variables non conservatives s’écrit :

X‘-Fir}gﬁ ncv(wn) -F [W(Y *)] (4.58)

Ce schéma est évidemment consistant quelque soit le choix de la variable d’état Y. De plus,
comme pour le schéma de Roe, et tous les schémas utilisant la résolution de systémes linéaires, i
nécessite une correction entropique pour les champs VNL, 4 I’ordre 1 en espace et en temps (mais pas
3 I’ordre 2, of annexe I). Enfin, ce schéma permet, bien entendu, d’utiliser tous les types de lois
d’états.

Remarque : il n’existe pas de justification précise pour le choix de la variable d’état Y. Néanmoins,
quelques propositions de conditions sur Y ont été données dans [BGH96] :

1°) les invariants de Riemann des champs LD du systéme continu doivent étre préservés par le
solveur linéarisé.

2°) les relations de saut exactes associées au systéme continu et les relations de saut associées

au probléme linéaire doivent étre équivalentes.
Ces conditions peuvent parfois surcontraindre le choix de la variable. Pour Euler gaz parfait, ces
o 5 o . t . . 3 sr .
conditions ameénent 4 la variable Y= (‘E,L'L,P) qui donne au schéma certaines propriétés (voir

chapitre 8.2 sur les états invariants). Pour HRM en gaz parfait, elles conduisent aY= (x, a1, P)t :
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4.3.5 Schéma de relaxation d’énergie

Cette partie est consacrée au schéma de relaxation d’énergie proposé par F. Coquel et
B. Perthame [CoP98], pour résoudre le systéme des équations d’Euler pour un fluide réel :

pst+(p u):z =0
(p u),t+(p w+ P),z =0 (4.59)
E,+u (E+P)],=0

avec les équations d’état :

L 3
E=pe+-pu
p 2P

P=P (p,¢)

(4.60)

ou p désigne la masse volumique du fluide, u sa vitesse, P sa pression, E son énergie totale, et e son
énergie interne spécifique. L’idée de base est d’introduire une nouvelle loi de pression plus simple
P (p,el) et de remplacer la résolution du systéme (4.59), avec la loi d’état (4.60), par celle du

systéme :
rp:‘t_i-(p u z = 0

(p u)’t+(p w o+ Pl)ﬁz =0
<4

(4.61)
(El),t+[u (EI + PI)]’Z = 0
~(p ex)utpue,),=0
auquel est associée une nouvelle loi d’état plus simple :
Ei=pe, + b p u
A (4.62)
Py (P=e1)
I"énergie spécifique e, , advectée par I’écoulement, étant définie par :
e, =e—¢ (4.63)
L’energie interne spécifique e, est choisie de fagon a respecter la condition suivante :
p (p:e) = P] (psel) (4'64)

Connaissant les valeurs des variables masse volumique p!, vitesse u', et énergie totale

n+1 -

E! sur chaque maille « i » & I’instant t",les nouvelles valeurs & ’instant t t" + At sont obtenues

de ]a maniere suivante :

1°) Calcul des énergies spécifiques

L’énergie interne spécifique ef; est calculée en résolvant (4.64). Ce calcul est automatique

dans le cas particulier d’une loi de pression polytropique :

P=(y;-1)pe (4.65)

63



puisque 1’équation (4.64) devient alors une expression explicite en e; . Cette étape est la seule qui
nécessite I’appel  la loi de pression complexe. Néanmoins le coefficient y, doit respecter les

1+ g(%l,] (4.66.2)

vy> sup ¥(p.e)= sup [ [ZD +%(g—§] :| (4.66.b)

L’énergie spécifique €3; est alors déduite en utilisant (4.63).

conditions :

Y > sup F(p,e) = sup
p,e p,e

2°) Evolution en temps

1l s’agit dans cette étape de résoudre le systéme (4.61) associé & la loi d’état (4.62), en
utilisant un schéma Volumes Finis adéquate. Ainsi, dans le cas d’une loi polytropique, tous les
solveurs de Riemann développés pour les équations d’Euler pour un gaz parfait peuvent étre utilisés,

en particulier ceux présentés précédemment. On obtient ainsi les nouvelles valeurs a 1’instant gl
soit p11+I , 111n+1 = En+1 et e121-1;1

3°) Relaxation

Les variables conservatives du systéme (4.59) sont ensuite réactualisées :

pil = pils (4.67.2)
Wl ¥l (4.67.b)
EMl= ERL 4 ol et (4.67.c)

Dans [CoP98], les auteurs ont montré sous quelles conditions ce schéma posseéde les mémes
propriétés que le schéma Volumes Finis utilisé & I’étape 2 pour résoudre le systeme (4.61).
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5. Description des modeles physiques
retenus

Les équations d’évolution pour les écoulements autovaporisants ont ét€ obtenues dans le
chapitre 3 en supposant 1’égalité des pressions et des vitesses dans les deux phases, et en considerant
que la vapeur est saturée. Elles sont rappelées ci dessous :

) 8
i ] - 5.1
at(Ap)—l— = (Apu) =0 (5.1)
2(Apx)+~ (Apux) =AT (52)

) 2 ’ o _

—a—t[Ap u]+—az [Ap u ] + A———aZ = —Af- Apgcos(p) (5.3)

0 b5 O0A
SAE+ E[ A(E+P)u]+ P—==—Ap geos(@)u+AQ~ AQsq; G4

11 s’agit maintenant de préciser les expressions pour les termes sources, transfert de masse
entre les phases, le frottement pariétal et les transferts de chaleur 2 la paroi. Pour cela, trois modéles
physiques ont été retenus, le modéle homogéne relaxé (HRM) proposé par Bilicki et al. [BKP90],
[DBBY6], le modéle de nucléation & la paroi proposé par Jones et al. [ShJ93], [BINS3], et le modele
homogene équilibré (HEM). Enfin, pour finir de compléter la description, on reviendra plus
précisément dans la derniére partie sur la loi de comportement du fluide.

70



5.1 Les lois de fermeture pour les termes sources

Parmi les modeéles retenus, le modéle homogéne relaxé et celui de Jones et al. différent
principalement par le calcul du transfert de masse entre les deux phases I', qui est un terme important
dans les écoulements avec flash. Néanmoins les auteurs utilisent chacun des corrélations différentes
pour le terme de frottement 2 la paroi f. Nous avons donc choisi de présenter chaque modéle avec la
corrélation retenue par ses auteurs. Bien entendu toute autre évaluation de la perte de pression par
frottements peut étre envisagée. Il a déja été signalé que le modéle homogéne équilibré ne permet pas
en genéral de simuler correctement les écoulements autovaporisants, mais sa simplicité a justifié son
étude pour résoudre certaines difficultés numériques.

Par ailleurs, ne considérant ici que des écoulements adiabatiques, le terme de transfert de

chaleur & la paroi est donc nul :

Q=0 (5.5)

11 est toujours possible d’utiliser une corrélation appropriée pour le terme de transfert de chaleur 2 la
paroi pour employer ces modeles dans le cas d’un écoulement avec paroi chauffante, néanmoins il est
probable que le mécanisme responsable de la vaporisation ne soit plus la dépressurisation mais
I’apport de chaleur a la paroi, la validité des corrélations proposées ci-dessous seraient alors remise en

cause.

Enfin, nous supposons que_la dissipation d’énergie par frottement 3 la paroi mobile est
négligeable.
Qfror =0 (5.6)

Ce qui est rigoureusement exact dans le cas d’une paroi fixe. Une justification possible est que la
vitesse de la paroi est faible comparée a celle du fluide. Il faut cependant noter qu’a notre
connaissance ce terme n’a jamais été considéré lors de la modélisation des écoulements diphasiques,
et qu’il n’existe donc pas de lois de fermeture dans la littérature. De plus, ce terme n’existe que dans

le cas des écoulements unidimensionnels et disparait dans le cas multidimensionnel.

5.1.1 Modéle homogéne relaxé (HRM)

Le modele homogene relaxé est le plus simple qui permette de prendre en compte un
déséquilibre thermodynamique. Il demande seulement deux corrélations pour le transfert de masse
entre les deux phases et pour le frottement a la paroi.

5.1.1.1 Transfert de masse

Comme le transfert de masse est une conséquence du déséquilibre thermodynamique, les
auteurs considerent que le mélange diphasique a besoin d’un certain temps pour s’adapter 3 une
modification de ses conditions physiques et pour revenir a 1’équilibre thermodynamique. Le terme de
production de vapeur s’écrit donc sous la forme suivante :

x-X
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ol O est le temps de relaxation, et X est le titre massique de vapeur dit & I*équilibre. Ce titre est celui
qu’aurait un mélange diphasique avec la méme pression et la méme enthalpie si les deux phases
étaient en équilibre thermodynamique :

h —hg; (P)

X= (5.8)
hgs(P) —hgy (P)
Dans I’expression précédente, I’enthalpie h est définie par :
h=e+ 2 (5.9

p

tandis que les indices SL et SG désignent respectivement le liquide et la vapeur dans les conditions de
saturation correspondant 2 la pression P.

Le temps de relaxation doit inclure de nombreux phénoménes physiques tels que la nucléation
des bulles 2 la paroi et au cceur de 1’écoulement, ainsi que la coalescence et la destruction des bulles.
Par conséquent, une mesure directe est difficile. Dans [BKP90], Bilicki et al. ont présent¢ une
méthode pour calculer ce temps de relaxation & partir des mesures expérimentales de taux de vide et
de pression dans une tuyére (elle est décrite dans ’annexe A). En I’appliquant sur les essais de la
boucle Moby-Dick, ils ont obtenu la corrélation suivante [DBB96] :

Si P<10 bar :
-2.54
0=65110"% 07027 [MJ (5.10.2)
Poar(Tg)
Si P> 10 bar :
=176
0=384107 o 0% [M) (5.10.b)
Pe —Psar(Te)

ou Ty est la température en entrée de la tuyére, qui est trés peu différente de la température du
liquide, et P est la pression critique du fluide (Fp = 220,938 bar pour I’eau).

5.1.1.2 Perte de pression par frottement

Downar-Zapolski et al. [DBB96] proposent d’utiliser la corrélation de Lockhart-Martinelli
modifiée par Richardson [Ric58] :

2.2
f=2CrE (5.11)
pLD

ou D est le diameétre hydraulique et b* est le multiplicateur diphasique donné par :
2 =(1-a)"7” (5.12)

Le coefficient C; est calculé par la corrélation de Blasius pour les écoulements monophasiques, en

considérant le nombre de Reynolds pour le liquide :

R, = PLI (5.13)
Ho
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ou p; et p; désignent respectivement la masse volumique et la viscosité dynamique du liquide. Cette
corrélation définit en fait la perte de charge linéique en monophasique A =4 C; :

si Rey <2000 : - (5.14.2)
Re;
; 5 -0.25
si 2000 < Re; <10° : A =(100 Re, ) (5.14.b)
. s 1
si Re; >10° : A= (5.14.c)

2
[1.14 +2 logyp 2)
€

ol € est la rugosité de la paroi.

5.1.2 Modéele de Jones et al.

Jones et al. ont développé un modele qui repose sur une approche plus phénoménologique de
la création des bulles dans les écoulements avec autovaporisation. L’objectif est d'évaluer le transfert
de masse 2 l'interface en fonction du nombre de bulles et de la taille de ces bulles. Pour cela une
équation supplémentaire sur le nombre de bulle par unité de volume Nj est ajoutée au systéme (5.1)-
(5.4). Elle traduit que la variation de la densité volumique du nombre de bulles dans I'écoulement est
€gale 4 la somme des taux de nucléation de ces bulles 4 la paroi et au coeur de I'écoulement, soit

o 2
E;(ANB) + a(AuNB) =Yy +1g (5.15)

Le phénoméne de coalescence lors de la transition entre un écoulement a bulles et un
€coulement a poches n’est pas pris en compte dans I’équation (5.15). Son influence est néanmoins
considérée lors du calcul du transfert de masse et de la perte de pression par frottement, par
Putilisation de corrélations différentes selon que le taux de vide « est inférieur ou supérieur a 0,3
(valeur supposée de la transition).

Les différents termes de transfert 2 modéliser sont donc le transfert de masse a l'interface, les
taux de nucléation 4 la paroi et dans 1'écoulement et la perte de pression par frottements 4 la paroi. Les
détails de la modélisation physique sont décrits dans [ShI86], [ShJ93] et [BIN93].

5.1.2.1 Le transfert de masse a Vinterface

L’existence d’un transfert de masse 4 l'interface est lié a la différence de température entre les
deux phases. Il est donc raisonnable de le calculer en fonction du flux d'énergie entre ces deux

phases :

r=2idi (5.16)
AhLG

Dans I’équation (5.16), Ah; désigne la chaleur latente de vaporisation correspondant 4 la pression
locale du mélange, A; laire interfaciale, et §; le flux d'énergie par unité de surface. Ces demiéres

quantités dépendent fortement du régime de 'écoulement.
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Dans le cas d'un écoulement a bulles, o < 0,3, en considérant que les bulles sont des sphéres
de rayon Ry, l'aire interfaciale s'écrit :

A; = 4nR3Np = (361Ng) "o ?? (5.17)

en notant que le taux de vide est donné par :
4 .3
o= E'ERBNB (518)

Par ailleurs, les auteurs supposent que la croissance des bulles est contrlée par la conduction
instationnaire, et proposent de calculer le flux d'énergie en utilisant la corrélation de Labuntzov et al.

[LKG64] :
2/3
Mg =2 1+1(—%J L (5.19)
1: 2\6J 6 Ja

ol Nu est le nombre de Nusselt et Ja le nombre de Jakob qui vaut par définition :

|6 T -T
o= pLPL(TL — Tsat) (5.20)
py Abrg
Le flux d’énergie surfacique est alors calculé par la relation :
4; =HAL, =H (T - Tsar) (5.21)
ol le coefficient de transfert de chaleur H est relié au nombre de Nusselt par la formule classique :
o A (5.22)
2Ry

Dans les formules précédentes, C,; et A; désignent respectivement la chaleur spécifique et la

conductivité thermique du liquide.

Pour un écoulement & poches, 0,3 <o < 0,8, il faut considérer deux populations de bulles, les
petites bulles sphériques et les poches (ou bulles de Taylor). Le flux d'énergie a l'interface est donc la
somme du flux 2 travers la surface des petites bulles et de celui a travers la surface des bulles de
Taylor (slug en anglais) :

A;§; =Ag dp+Ag dg (5.23)
Pour les bulles de Taylor, le flux surfacique est donné par :
gs =0,0073 pp uCyp (T — Tar) (5.24)
tandis que ’aire interfaciale s’écrit :
Ag = % (5.25)
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Le calcul du flux et de 1’aire interfaciale pour les petites bulles sphériques s’effectue comme
dans le cas de I’écoulement A bulles, en considérant le taux de vide o dil a ces bulles. Ce dernier est

calculé a partir du taux de vide réel o et du taux de vide dd aux poches o :
Op =0 —0g (5.26)

le taux de vide dii aux poches étant donné par :

_(a—am)(l-asw)} 527)

Og = ————— a-—chm[l
1"C‘(Bmax (aSmax '"aBmax)

AVEC Olpmayx = 0,3 €t Olg oy =0,8.

Enfin, pour les écoulements 3 forts taux de vide o > 0,8, les auteurs de [BJN93] proposent de
calculer I’aire interfaciale et le flux surfacique en considérant que la phase dispersée est constituée de
gouttes sphériques. Néanmoins, leurs expressions ne permettent pas en général d’assurer la continuité
du flux de chaleur a la transition entre 1’écoulement a poches et 1’écoulement & gouttes. Aussi, il a été
choisi d’utiliser les corrélations pour 1’écoulement 4 poches pour tous les taux de vide supérieurs
4 0,3. Cette approche se justifie bien en notant que dans les conditions d’écoulement que nous
considérons, les taux de vide supérieurs a 0,8 apparaissent uniquement dans le divergent, loin du col,
ou la validité des hypothéses d’écoulement unidimensionnel et d’égalité des vitesses peut déja &tre
remise en question, 4 cause des phénoménes de décollement.

5.1.2.2 Le taux de nucléation a la paroi

Comme I’a montré Yan [Yan91], un modéle de nucléation doit permettre de calculer la
densité de sites de nucléation, la fréquence de départ des bulles sur chaque site, ainsi que le rayon de
départ des bulles. Dans leur modéle, Shin et Jones [ShJ93] considérent que les cavités sont actives dés
que leur rayon dépasse une valeur critique, qui dépend uniquement des conditions
thermodynamiques :

20Ty
Res =
pvah (T - Ty)
Le rayon de départ des bulles depuis ces cavités est calculé en considérant que les bulles

quittent la paroi lorsque la force d’entrainement exercée par le fluide en écoulement sur la bulle
devient supérieure a la force de tension superficielle liant la bulle 2 la paroi, ce qui donne :

/2 7/10 310 P7
o0

Tw Hp

(5.28)

1
R, = 05787 (E—Rﬁ}

PL

Dans les équations précédentes, ¢ est la tension superficielle et t,, est le frottement a la paroi, calculé
par la corrélation de Blasius, en fonction du nombre de Reynolds pour le liquide Rep, :

2
1, = 0079 Re‘D"-ZS% (5.30)
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La densité de sites actifs (en m™) est corrélée en fonction du rayon de départ des bulles et du
rayon des cavités actives, exprimeés en m :
2
-7 R4
an =025%x10 'R—4 (531)

cs

La fréquence de départ des bulles a été calculée pour de nombreuses conditions
d’écoulements, puis a été corrélée (1’unité est le Hz) par :

£ =10* ATS, =10* (T, - T)* (5.32)

sup

Le taux de nucléation 4 la paroi se déduit par la formule :

_ an fmax P

= (5.33)

'TW
ol P est le périmétre mouillé et A la section droite de la conduite.

5.1.2.3 Le taux de nucléation au ceeur de I’écoulement

Soplenkov et Blinkov [SoB83] ont développé un modéle de nucléation hétérogéne dans le
ceeur de 1’écoulement, en considérant le nombre de particules en suspension dans le fluide. Comme
’apparition des bulles est trés brutale et donc trés localisée, les auteurs de [BIN93] proposent de
considérer ce taux de nucléation uniquement sur la maille contenant la transition entre la partie
divergente et la partie convergente de la conduite.

Ne pouvant connaitre le nombre exact de particules en suspension dans I’écoulement, nous
choisissons de ne pas prendre ce terme en considération, et supposons donc qu’il est nul.

Jg=0 (5.34)

5.1.2.4 Perte de pression par frottement

Dans [BIN93], les auteurs proposent de calculer la perte de pression par frottement dans
1’écoulement diphasique de la maniere suivante :

p2u2

f=2Ce? (5.35)

PL
ot D est le diamétre hydraulique de la conduite, et C; le coefficient de Blasius, calculé en fonction

du nombre de Reynolds pour I'écoulement liquide :

Ry =P (5.36)
Hp

Le multiplicateur diphasique ¢” est obtenu en utilisant la corrélation de Beattie [Bea73] en fonction du
régime de 1’écoulement.

Pour un écoulement & bulles o < 0,3 :
e 3,50y +2 o2
¢2{1+ fL-lH 1+x{(’“"+ teL (5.37)
Pv (Hv + NL)PV
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Pour un écoulement a poches 0,3 <o < 0,8 :

0,8 0,2
4 = [1 . x[S—t— ” {1 + {3,5% - }} (5.38)

Pour un écoulement de transition entre les poches et les gouttes 0,8 < o < 0,95 :

0,8 0,2
c{)z &= {1-{- x(p—L——lﬂ {I-FX,:M—I:G (5.39)
Py HipPv

Pour un écoulement a gouttes o > 0,95 :

1,8 0,2 0,8
9% = [1 5 x[ P _1]} [&J (P_VJ (5.40)
Pv M, PL

Dans les équations (5.37) 4 (5.40), o est le taux de vide, p, PL et py désignent les masses volumiques
respectivement du melange, du liquide et de la vapeur, py et wy sont les viscosités dynamiques
respectivement du liquide et de la vapeur, u est la vitesse du mélange et x est le titre massique de
vapeur.

5.1.3 Modéle homogeéne équilibré (HEM)

Le modele homogéne équilibré suppose que les deux phases sont en €quilibre
thermodynamique. Ce qui implique que le liquide est lui aussi dans les conditions de saturation
correspondant a la pression locale du mélange diphasique :

T =Ty =Ta1(P) (5.41)

Cette hypothése revient a considérer que pour toute modification des conditions de
’écoulement, le retour a P’équilibre est instantané. Ce qui revient & imposer 6 = 0 dans le modéle
HRM continu. L’équation gouvernant 1’évolution de la masse de vapeur peut alors étre éliminée, ainsi
on obtient le systéme suivant :

0
%(A p)+ = (Apu) =0 (5.42.2)
-gt—[Ap u]+ %[Ap uz] + Agg = —Af- Apgoos() (5.42.b)
%(AE) + gaz-[ A(E+ P)u] + P§£— = —Ap geos(o)u (5.42.c)

On constate que dans le cas d’un écoulement adiabatique horizontal ol les frottements sont
négliges, tous les termes sources s’annulent. Le systéme d’équations précédent est donc celui des
équations d’Euler pour un fluide réel.

L’équation d’état pour le mélange diphasique ne contient plus dans ce modéle que deux

parametres indépendants :

_ =t ®) L opyy o Tsa(P) -t ) o
tso®-15.®) O Ty @ P (5.43)

e=¢e(t,P)=
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De plus, il est possible de définir un titre massique de vapeur, qui correspond au titre a 1’équilibre
apparaissant dans le modéle HRM :
xmtotl® _ e—eg(P) (5.44)
T5g(P)—t5L(P)  egg(P)—esL(P)

5.2 Les équations d’état

Jusqu'a présent, les lois d’état pour le fluide, qui ont été présentées lors de 1’établissement des
équations de bilan, I’ont été sous forme trés générale. Il s’agit dans cette partie de tout d’abord en
domner une description précise, puis de présenter leur programmation dans un code de calcul.

5.2.1 Description détaillée des lois de comportement du fluide

Les lois d’état, qui ont été données pour chacun des trois modeles précédents, supposent
implicitement que les deux phases sont présentes dans 1’écoulement. Or, les équations de bilan sont
encore valables dans le cas d’un écoulement monophasique. Il est donc nécessaire de préciser la loi
d’état pour le fluide dans tout le plan thermodynamique.

Au préalable, il est important de noter que 1’équation d’état pour les modeles de Jones et al. et
HRM et celle pour le modéle HEM sont fondamentalement différentes. En effet, la premiére
considére que seule la vapeur est saturée et que le liquide peut étre dans un état métastable, alors que
la seconde suppose que les deux phases sont en équilibre thermique dans les conditions de saturation.

5.2.1.1 Equation d’état pour un mélange diphasique en déséquilibre thermique

Dans le cas d’un écoulement diphasique, 1’équation d’état s’écrit :

E=pe+%p u? (5.45)
e = &(t,P,x) = xe5g(P) + (1 - x)ep M (P, Trym) (5.46.2)
Ty = T"_’IHSQLP_) (5.46.b)

%

Les équations (5.46.a) et (5.46.b) peuvent étre combinées pour donner une relation directe entre
I’énergie interne spécifique e, le volume spécifique 1, la pression P et le titre massique x :

e = e(1,P,x) = xegg(P) + (1— x)eLM(P,l%}%@j (5.47)

Cette équation peut étre utilisée directement pour un écoulement monophasique liquide, en
imposant x =0, et en notant que la relation qui relie 1’énergie interne spécifique a la pression et au
volume spécifique n’est plus celle pour un liquide métastable, mais celle pour un liquide sous-refroidi.
On signale que I’approche qui a été retenue pour calculer les propriétés du liquide métastable est
justement d’utiliser la méme relation que pour le liquide sous-refroidi. Ceci présente 1’avantage
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d’avoir une loi d’état unique quand on calcule les écoulements avec flash, puisque I’écoulement est
soit monophasique liquide, soit diphasique.

Dans le cas d’un écoulement monophasique vapeur, I’hypothése de vapeur saturée n’est
évidemment plus valable. L’équation (5.47) est donc remplacée par :

e=eg(P,15) (5.48)

Au bilan, en fonction du titre massique en vapeur x, on associe 4 ’équation (5.45) :
- I’équation (5.47) si x <1
- I’équation (5.48) si x=1.

Quelques remarques doivent étre faites sur cette loi d’état. On a jusqu'a présent considéré
uniquement la relation donnant I’énergie interne spécifique en fonction de la pression P, le volume
spécifique T et le titre massique en vapeur x. En réalité, il existe une équation similaire  (5.47) pour
chaque variable autre que la pression et la température. Par exemple, pour I’entropie spécifique et
I’enthalpie spécifique :

s=5 (1,P,%) = X 855 (P) + (1~ X) sLM(P,#J (5.49)
b= (5,Px) =xheg(P)+ (1— ) hLM[P,TH—);j%(—Pl) (5.50)

Ecrites sous cette forme, les équations (5.47), (5.49) et (5.50) donnent un réle particulier au
volume spécifique. Néanmoins, quand ce dernier est une des variables manquantes, il est possible de
réécrire une de ces équations sous la forme :

t=1 (P,e,x) = X Tq(P) + (1 x) TLM(P,C;};PS—G@J (5.51)
-X
On peut bien sir définir des fonctions thermodynamiques similaires dans le cas des
écoulements de vapeur seule, par exemple pour I’entropie spécifique :

s=5g(P,15) (5.52)

Toutes les relations pour les écoulements diphasiques considérent trois variables
indépendantes, par exemple (P, T, x). Cependant, toutes les valeurs de ce triplet ne correspondent pas
a des états physiquement admissibles. En effet, pour un triplet vérifiant T —x 155(P) <0, le volume
spécifique du liquide, calculé par 1’équation (5.46.b), devient négatif. Il existe donc dans cette
équation d’état une contrainte sous-jacente, qui peut engendrer des difficultés lors de la simulation
numeérique, surtout dans le cas des écoulements instationnaires.

Une autre difficulté, liée a 'utilisation d’une équation d’état pour le liquide métastable, est
qu’elle permet de prendre en compte des liquides sous tension, autrement dit avec une pression
négative. Malheureusement, il n’est plus possible alors de définir les conditions de saturation
correspondant a cette pression.
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On signale que ces inconvénients n’existent pas avec I’équation d’état pour le modéle
homogene équilibre.
5.2.1.2 Equation d’état pour un mélange diphasique en équilibre thermique

Dans le cas du modéle homogéne équilibré, I’équation d’état pour le mélange diphasique
suppose que le liquide et la vapeur sont saturés, et s’écrit :

E:pe%puz (5.53)
_ __ =t (P) Tsa(P)—T
°=e®h) Tg6(P)— s (P) sl T56(P)—TsL(P) s 3

Dans le cas d’un écoulement monophasique vapeur, on remplace encore 1’équation (5.54) par :

e=eg(P,1g) (5:95)
De plus, cette fois, il est aussi nécessaire de définir une équation supplémentaire pour un écoulement
liquide monophasique soit :

€= eL(P,TL) (556)

Comme dans le cas du mélange diphasique avec déséquilibre thermique entre les phases, il est
possible de définir des fonctions similaires pour toutes les autres variables thermodynamiques,
notamment :

e _ese(®)=e
e ® e ® O o) e (557

5.2.2 Mise en ceuvre pratique

La Division Recherche et Développement d’Electricité de France a développé plusieurs
logiciels pour calculer les fonctions thermodynamiques de ’eau, PROTEE, PROMEE [LuP79],
THETIS [RaM96]. Les deux premiers codes utilisent des fonctions analytiques, cependant seul
PROMEE permet de prendre en compte les états métastables. THETIS, qui est toujours en
développement, utilise des tables thermodynamiques, et permet ainsi de réduire les temps de calcul,
ce qui est nécessaire pour les codes de mécanique des fluides instationnaires. Cependant, ce logiciel
ne permet pas de calculer les propriétés d’un fluide métastable. Par ailleurs, les couples de variables
d’entrées dans ces logiciels sont température et volume spécifique (T, ), pression et température
(P, T), pression et entropie spécifique (P, s), et pression et enthalpie spécifique (P, h). Or les schémas
numériques nécessitent 1’utilisation d’autres couples de variables d’entrées. Ceci a motivé le
développement de nos propres fonctions thermodynamiques en utilisant comme base les fonctions
développées dans le logiciel PROMEE. Elles sont présentées en considérant I’équation d’état pour un
mélange diphasique en déséquilibre thermique, en notant que I’adaptation au cas d’un mélange en
équilibre ne pose pas de probléme nouveau.
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5.2.2.1 Les fonctions thermodynamiques

L’équation d’état pour 1’eau, utilisée dans PROMEE, a été proposée par R. Pollack [Pol74].
Son domaine de validité¢ s’étend pour la pression de 1 bar a 3000 bar et pour la température de
273,15K a 1200 K. La particularité de cette équation est qu’elle s’applique aussi bien pour de I’eau
liquide sous-refroidie, T< Tgar(P), que pour de la vapeur d’eau surchauffée, T> Ty\r(P).
L’expression la plus générale de cette équation permet de calculer 1’énergie libre spécifique F en
fonction de la température T et du volume spécifique T :

_ of Ic ! T 1
F(T,7)=R 1{%[ T) % Log[t pmj + ¢r[ T poﬂ (5.58)

ou T¢ est la température critique de I’eau (T = 647,25 K), p, est une masse volumique de référence

(po =1000 kg.m™), prr €st la masse volumique de I’eau au point triple (Trg =273,16 K et
prr =999,7702 kg.m™) et R est la constante du gaz (R =461,513J/K). Les fonctions apparaissant

dans (5.58) sont données par :

8
03(0) = _(ag’ B+ ag) Log 8+ af 6% (5.59.2)
=3
24 40
6:(6,8) =) 2;6" 5% + exp (- 29 82) 3 a; 0% 5" (5.59.b)
i=1 =25

Dans les équations (5.59.a) et (5.59.b), O et & désignent respectivement la température adimensionnée
(©=T¢/T) et la masse volumique adimensionnée (8 =1/ 1 py), tandis que les aj, ajp, I, et t; sont

des coefficients constants.

Les autres variables thermodynamiques sont déduites de cette équation en utilisant les
relations thermodynamiques classiques. Par exemple, la pression, ’entropie spécifique et 1’énergie
interne spécifique sont données par :

__(GF) _ 3 ¢,
P(T,7) = (ar)T pRT(l-!—SaSJ (5.60)
oF Aoy 29,
§(T,7) = —[EJT =R (diéu a?aJ ‘R[q)g +Log(5%{—J +¢J (5.61)
0
(T =F+Ts=RT {e%w%} (562
e o0

Lorsque la température et le volume spécifique (ou la masse volumique) sont connus, toutes
les autres variables thermodynamiques peuvent étre calculées par des fonctions explicites. Cependant
quand le couple de variables d’entrée est autre que le couple température, volume spécifique, il est
nécessaire d’inverser une ou plusieurs des fonctions précédentes. Par exemple, connaissant la
température T, et la pression Py, le volume spécifique 1 est obtenu comme solution de 1’équation
algébrique :

P(Tp1) =% (5.63)
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Les équations du type (5.63) sont fortement non linéaires, et leur résolution est effectuée par
la méthode de Newton-Raphston. On reviendra plus en détail sur la mise en ceuvre de cette méthode,
ainsi que sur ses avantages et ses inconvénients, dans le chapitre 5.2.2.3.

Ainsi, dans le cas des écoulements monophasiques, la stratégie pour tout changement de
variables thermodynamiques consiste & calculer dans un premier temps la température et le volume
spécifique et ensuite les variables recherchées en utilisant des équations issues de (5.58). Elle est
illustrée par I’algorithme ci-dessous qui permet de calculer 1’énergie totale du fluide monophasique
connaissant sa pression, son volume massique et sa vitesse.

1°) Calcul de la température du fluide en inversant la fonction P (T, 'c) .
2°) Calcul de I’énergie interne spécifique du fluide par (5.62).
3°) Calcul de I’énergie totale en utilisant (5.45).

Pour les écoulements diphasiques, 1’équation d’état (5.47) fait intervenir les propriétés du gaz
saturé. La courbe de saturation est définie par une relation donnant la pression de saturation & une
température donnée :

(1+j)/2
Bl T = Pcexp( Zc[ TCJ J (5.64)

Bien sfir, en inversant cette fonction, il est possible de calculer la température de saturation
correspondant 3 une pression donnée. Connaissant maintenant la pression et la température, les autres
grandeurs de saturation sont calculées, en commengant par le volume spécifique, a partir des
fonctions thermodynamiques pour le fluide monophasique. L’intérét est d’assurer la continuité des
variables au niveau de la courbe de saturation.

Lorsque la pression du mélange diphasique est connue, la stratégie consiste 4 calculer dans un
premier temps les propriétés thermodynamiques du gaz saturé, puis & en déduire les propriétés du
liquide métastable, et enfin & utiliser des équations du type de (5.46.a) pour calculer les propriétés du
mélange. Par exemple, le calcul de I’énergie interne spécifique e du mélange 4 partir de sa pression P
et son volume spécifique 7 et du titre massique X s’effectue ainsi :

1°) Calcul de la température de saturation Ty(P), solution de I’équation Pg,1(T)=P.

2°) Calcul du volume spécifique de la vapeur saturée, t5g(P), enrésolvant P (TS,T) =P.
3°) Calcul de 1’énergie interne spécifique de la vapeur saturée egg (P) par (5.62).

4°) Calcul du volume spécifique du liquide métastable 11y, par (5.46.b).

5°) Calcul de la température du liquide métastable T;); comme solution de P (T,TLM) =P.
6°) Calcul de I’énergie interne spécifique du liquide métastable ey par (5.62).

7°) Calcul de 1’énergie interne du mélange par (5.46.a)
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Les différents schémas numériques que nous présenterons pour la résolution numérique du
systéme (5.3)-(5.4) dans le cas des écoulements instationnaires demandent d’effectuer d’autres calculs
de variables thermodynamiques. En particulier, aprés avoir effectué le bilan sur les variables
conservatives, la pression du mélange diphasique est a déterminer. Il n’est alors pas possible de
calculer directement les propriétés de la vapeur saturée. La solution retenue est donc de calculer cette
pression par itérations successives en utilisant une méthode de type Newton-Raphston (voir
I’annexe C pour le calcul de la pression connaissant I’énergie interne spécifique, le volume spécifique
et le titre massique).

Pour réduire le temps de calcul, d’autres fonctions thermodynamiques, proposées par Bilicki
et Kardas [BiK91] pour le fluide monophasique, et par Garland et Hoskins [GaH88] pour la courbe de
saturation, ont €t€¢ utilisées. Evidemment ces fonctions, et plus particuliérement leurs variables
d’entrée sont différentes. Néanmoins, la programmation des changements de variables
thermodynamiques reposent sur des principes similaires.

5.2.2.2 Traitement du liquide métastable

Comme suggéré par Downar-Zapolski et al. [DBB96], I’équation d’état du liquide métastable
est obtenue en utilisant celle pour le liquide sous refroidi également dans le domaine ol sa
température est supérieure a la température de saturation correspondant a la pression locale. L’ intérét
majeur est d’assurer une bonne continuité des propriétés thermodynamiques au passage de la courbe
de saturation.

Une autre approche est de considérer que le liquide métastable a les mémes propriétés
physiques que le liquide saturé ayant la méme température (et non la méme pression). Etant données
les fonctions thermodynamiques & notre disposition, cette méthode ne permet pas de réduire le temps
de calcul et n’a donc pas €té programmée. Il semble que cette approche revienne a considérer que le
liquide est incompressible dans le domaine métastable. Cette hypothése est raisonnable pour des
€coulements & basse pression, puisque la pression ne diminue pas beaucoup en dessous de la pression
de saturation correspondant a la température du liquide, Néanmoins, dans le cas des écoulements 2
haute pression, la pression peut descendre trés nettement sous la pression de saturation
(Psat —P < 30 bars ), et le domaine ot le liquide est métastable devient plus important que celui ot il
est sous-refroidi. Il est alors contestable de considérer le liquide incompressible quand il est
métastable, et compressible sinon.

5.2.2.3 Programmation

L’objectif de cette partie est de sensibiliser aux problémes qui apparaissent lors de la
programmation des fonctions thermodynamiques. Il faut considérer deux aspects différents : le temps
de calcul qu’il faut réduire, et 1’apparition de solutions non physiques.

Une programmation simple, et généralement conseillée, est 1’utilisation d’une arborescence de
fonctions, qui sont ensuite réutilisées. Par exemple, le calcul du coefficient isentropique v & partir de
la température T et du volume spécifique T, peut étre effectué en utilisant les fonctions pour calculer

: £ e & L. de de . .
la pression P et les dérivées de I'énergie interne spécifique [a—l-)-) et [-a—) a partir de ces deux

X T/ px

variables. Cependant cette programmation par modules n’est pas optimale en ce qui concerne le temps
de calcul. En effet, le calcul précédent de v revient  faire appel 17 fois 4 1’une des fonctions de base

(¢3(e), $.(8,6), et leurs dérivées), alors que seulement 5 fonctions différentes sont réellement
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concernées. 11 serait donc plus efficace de programmer toutes les fonctions thermodynamiques en
appelant seulement les 8 fonctions de base. Il est méme possible de descendre encore a I’échelon en
dessous et d’utiliser des expressions similaires a (5.59) pour toutes les variables thermodynamiques.
Le gain en temps de calcul entre la premiére méthode et cette derniére est d’environ un facteur 20, et
encore parce que le nombre d’itération dans les inversions par la méthode de Newton-Raphston a été
optimisé comme expliqué ci-aprés.

Le succes d’une méthode d’inversion de type Newton-Raphston réside dans le choix de la
valeur initiale. En effet, une valeur initiale trop éloignée de la solution peut entrainer 1’apparition de
valeurs non physiques aprés quelques itérations (par exemple une pression négative ou une
température de saturation supérieure a la température critique). Pour limiter ce probleme, et accélérer
les calculs dans le cas des écoulements instationnaires, nous avons choisi d’initialiser I’algorithme
avec la valeur au pas de temps précédent de la variable recherchée.

Cependant, quand les variations sont trés importantes d’un instant 4 1autre (passage d’une
onde de choc ou d’une détente trés raide) des erreurs peuvent surgir. Pour y remédier, il est possible
d’utiliser d’autres fonctions, explicites celles-13, pour calculer une valeur initiale trés proche de la
solution. Par exemple, les fonctions de Garland et Hoskins [GaH88] ont été utilisées pour approcher
les grandeurs de saturation. Bien siir, comme cette méthode est cofiteuse, elle n’est utilisée qu’en cas
de non convergence de la solution. D’autres sources d’erreurs existent comme par exemple la
présence de deux zéros trés proches 2 la fonction a inverser, dont I’un n’est pas une solution physique.
La technique précédente peut s’appliquer, encore faut-il que de telles fonctions soient disponibles.

Par ailleurs, il est important de noter que toutes les lois ne sont pas équivalentes lorsqu’il
s’agit d’inverser les fonctions thermodynamiques. En effet, pour des questions de précision, ces
fonctions thermodynamiques sont souvent définies différemment dans les divers domaines du plan
thermodynamique, et les raccords entre ces domaines ne sont que CY etnon C'. Aussi des méthodes
d’inversion de type Newton-Raphston qui utilisent la valeur de la dérivée de la fonction, peuvent ne
pas converger si la solution est proche de la frontiére d’un domaine. Cette difficulté a été rencontreée
par exemple avec les fonctions de saturation données par Garland et Hoskins.

Généralement, une résolution par dichotomie est substituée a la méthode de Newton-Raphston
lorsque celle-ci ne converge pas. Néanmoins, cette technique nécessite de connaitre au départ un
encadrement de la solution (ce n’est pas le cas avec la méthode de Newton-Raphston). Cette limite
complique 1’automatisation de la méthode. En effet, le choix classique d’un encadrement trés large est
dangereux, étant donnée la complexité des fonctions thermodynamiques mises en jeu. Les bornes
initiales risquent en effet de correspondre a des points non physiques. Il est donc nécessaire d’ajuster
les bornes. Pour cela, connaissant la valeur initiale utilisée pour la méthode de Newton, il faut
rechercher un domaine dans lequel une solution existe. Par exemple dans le cas du calcul du volume
spécifique & partir de la température et de la pression, si v, est la valeur initiale pour la méthode de
Newton, et que v, et v, sont les bornes respectivement inférieures et supérieures pour la dichotomie,

un algorithme possible est le suivant :
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1°) vi = vy et v, = v,
2°) recherche d’une borne inférieure :
tant que v; ne correspond pas a I’apparition de points non physiques.
21°) vy =v;-01v,
2.2°) Est-ce que la solution est entre v; et v, ? (classique dans une dichotomie)
si oui, on a les bornes pour une dichotomie classique.
si non, on recommence a 2.1.

3°) si v; devient inférieure 4 la limite physique, alors on redorme a v, la valeur v, et on
recherche une borne supérieure (v, = v, +0,1 v, ).

Cette méthode permet seulement d’éviter a priori ’apparition de points non physiques, mais ne
permet pas d’assurer que la solution obtenue est la bonne valeur physique quand il y a plusieurs zéros
a la fonction. Elle peut étre améliorée si on connait le sens de variation de la fonction. Ainsi, la
donnée de la pente au point initial v, peut étre utilisée pour savoir si la solution est au dessus de v,

(recherche d’une borne supérieure) ou en dessous (recherche d’une borne inférieure).

Un demnier point a signaler est le cas ol les deux variables d’entrée sont différentes de la
température et du volume massique, par exemple pression et entropie spécifique. Il est alors
nécessaire de résoudre simultanément deux équations non linéaires pour obtenir la température et le
volume massique, ce qui amplifie les difficultés rencontrées précédemment, d’autant plus que la
dichotomie est difficilement utilisable. La méthode retenue est celle proposée dans [LuP79], ot le
choix des valeurs initiales est effectué comme précédemment (un exemple est donné dans
I’annexe C).

Pour conclure, il est important de préciser que dans la majorité des cas, la méthode classique
de Newton-Raphston s’est avérée suffisamment performante pour mener 4 bien les calculs. 11 est
néanmoins nécessaire d’aborder les difficultés présentées juste au dessus, pour pouvoir juger des
réelles capacités des schémas numériques instationnaires. En effet, lorsque les calculs n’arrivent pas &
leur terme, il faut s’assurer que I’erreur provient bien du schéma numérique, et non d’une mauvaise
programmation des fonctions thermodynamiques. Cette distinction est parfois difficile a faire, surtout
aux abords d’une valeur non physique du triplet de variables indépendantes.
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6. Comparaison des résultats du modé¢le
HRM et du modele de Jones et al. sur
des écoulements unidimensionnels
stationnaires

Dans le cas particulier des écoulements unidimensionnels, la résolution des écoulements
stationnaires peut se faire facilement, car le systéme se rameéne a un systeme d’équations
différentielles ordinaires. Cette propriété n’existe pas dans le cas des écoulements multidimensionnels
ot le systéme contient encore des équations aux dérivées partielles. Profitant de cette opportunité, les
résultats des modéles HRM et de Jones et al. ont été comparés aux données expérimentales mesurées
sur la boucle Moby-Dick, Ia boucle BNL, et surtout la boucle Super Moby-Dick.

Avant de présenter les résultats de cette étude, on décrit la méthode choisie pour résoudre le
systéme d’équations différentielles, en s’intéressant plus particuliérement au probléme du calcul des
écoulements critiques, puisque les essais des trois campagnes citées précédemment entrent dans cette
catégorie.
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6.1 Résolution numérique

6.1.1 Intégration des équations issues du modéle HRM

En écrivant que la variation temporelle de toutes les variables est nulle :

20
ot
les équations du modéle HRM pour un écoulement unidimensionnel stationnaire adiabatique

deviennent, apres quelques manipulations algébriques :

[ d

a; (pAu) =0
u@+£-—f—-pg cos

P dz dz e 6.1)
-d—h+ uE =—g cos .
iz az °0°
&_T __x=%

. dz pu Bu

auxquelles s’ajoute 1’équation d’état qui peut s’écrire sous la forme :
h—xhes(P
©=1(P,h,x) = x 155 (P) + (1 - x) TLM[P,’I‘—SG()] (6.2)
-X

Le systéme (6.1) contient quatre équations différentielles du premier ordre, plus une équation
algébrique, qui gouvernent I’évolution de cinq variables, la pression P, la masse volumique p (ou le
volume massique t=1/p), la vitesse u, I’enthalpie massique h et le titre massique de vapeur x. Pour sa
résolution, la méthode consiste, dans un premier temps, & éliminer une des variables dans le systéme
différentiel en utilisant I’équation d’état, par exemple le volume massique :

dt (o) dh (o) dP (or) dx
—=—] —+|=| —+|=| = (6.3)
dz \ohp,dz \OP/y, dz ppdz
En introduisant la relation (6.3) dans le systéme (6.1), ce dernier peut s’écrire :
do
c)—="(o,z 6.4
M(©)% - (s, 64
avec :
o = (uP.h) (65)
La matrice M(o) s’écrit :
(), ),
0P/ x Px Ph
M(c)=|pu 1 0 0 (6.6)
u 0 1 0
0 0 0 1
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et le vecteur C(o, 2) :

u dA X— X
C(o,z)z[—xa , —f—pgcosp, -gcose , — GuJ 6.7

En considérant les points de I’écoulement ot la matrice M(c) est inversible, (6.4) est
équivalent au systéme :

dz

= =A
dn
du A-1
—=—-puB-gcosp
dn
< ?:pzuzB—fA—pg cosQ (6.8)
n

Eh—= p wB- g Cosp
dn

dx  x-X

A

a_ Bu

L

ot le déterminant A de M(c) est donné€ par :

A=1+p uz[p(%) b + (%;} PJ 6.9)

- X—X(%EJ +£%+f[ﬁ] (6.10)
eu Ph Adz oP hx

Le systéme (6.8) est appelé la forme autonome de (6.4). 11 est résolu a I’aide d’une méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4), dont la description est détaillée dans ’annexe B, ou tout autre
méthode équivalente. L’introduction du parametre fictif n est trés intéressante pour repérer les
solutions non physiques, avec des débits supérieurs au debit critique (débit maximum physique). En
effet, comme on le verra dans le paragraphe suivant, ces solutions non physiques se caractérisent par
un point ot le déterminant A devient négatif. Ainsi avec le systéme précédent, cela correspond a une

et ou ’expression de B est :

diminution de la variable z, ce qui est facilement repérable.

De plus, elle permet de raffiner le maillage de maniére automatique a I’approche de la section
critique, quand A s’approche de zéro. Cependant I’'intérét de cette derniére propriété, souvent
mentionnée dans la littérature, est limité. En effet, la variation du déterminant A est trés rapide a
I’approche de la section critique. Alors que le débit numérique est approché avec une précision
de 10*, le déterminant ne peut pas, pour un écoulement physique, atteindre une valeur inférieure a0,8
sans devenir négatif. Méme pour une précision de 10™* (zéro machine), le minimum est de 0,2 dans le
meilleur des cas, ce qui correspond & une division du pas d’espace par un facteur 5.
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6.1.2 Application au modéle de Jones et al.

L’algorithme décrit précédemment s’applique immédiatement au modéle proposé par Shin et
Jones. En effet, les seules différences se situent dans ’expression des termes sources, et dans la
présence d’une équation pour la densité de bulles. Pour un écoulement unidimensionnel stationnaire
adiabatique, les équations s’écrivent :

:fz— (pAu) =0

du dP
puEJrﬁ-z-: -f—p g cosp

du
— + U— = —g CO0S 6.11
et (6.11)

.

En éliminant le volume massique (ou la masse volumique), le systéme (6.11) devient sous forme
autonome :

L.
dn
Ell—=—puB—gcosq>Am1
dn
:;dB:pzuzB—fA—p g cosQ
4 A (6.12)
dh 2
—=puB-gcosp
dn
LN
dn pu
%Z(JWHB)A
. dn pu

ou le déterminant A est donné par :

ot
A=1l+pu’ (—]
o(Z)

+ (%} } (6.13)
Px
et ou 1’expression de B est alors :

B=-L(%] +i§§+f(ﬁj (6.14)
pu pn A dz By

Remarque : en introduisant la valeur de I" pour le modéle HRM dans (6.14), on retrouve exactement
Iéquation (6.10). De méme, (6.13) et (6.9) sont identiques. Ce résultat était prévisible puisque les
deux modeles reposent sur les mémes hypothéses, sauf en ce qui concerne ['évaluation de la

X

production de vapeur.
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6.1.3 Calcul des écoulements critiques

L’objectif dans les calculs d’écoulement unidimensionnel stationnaire est de déterminer le
débit dans la conduite connaissant 1’état physique & I’entrée de la conduite et la pression 2 la sortie
(données expérimentales). Or la méthode de résolution présentée précédemment requiert la
commaissance de 1’état complet 6,4 I’entrée de la conduite. Il est donc nécessaire, avec cette méthode,
d’estimer la valeur du débit, ou ce qui est équivalent de la vitesse, en entrée de conduite. Le débit
numérique est ensuite approché par itérations successives.

Cependant, le débit réel ne peut dépasser une valeur limite, appelée débit critique, dépendant
uniquement des conditions thermodynamiques en entrée de la conduite et de la géométrie de celle-ci.
Une propriété importante de ce phénomeéne, aussi connu sous le nom de blocage de débit, est qu’en
amont d’une certaine section, appelée section critique, les conditions de I’écoulement sont
indépendantes des modifications physiques en aval de celle-ci. Dans le cas d’un écoulement
monophasique, il a été montré que la vitesse du fluide dans la section critique est égale a la vitesse du
son correspondant aux conditions physiques locales.

D’un point de vue numérique, étant donné un modéle physique €crit sous la forme :
M(o)%z‘i = C(0.2) (6.15)

’écoulement sera dit critique si dans une section, qui sera alors la section critique, les conditions de
I’écoulement vérifient simultanément :
A=0
(6.16)

N;=0
ol A désigne comme précédemment le déterminant de la matrice M(c), et ol N; est le déterminant de
la matrice obtenue en remplagant la i*™ colonne de M(c ) par la colonne C(o, z). Le choix du
déterminant N, n’a pas d’importance, puisqu’il est simple de montrer que si A et un des N;
s’annulent simultanément, alors tous les N; sont nuls. Pour le modéle HRM, il est clair que, dans le
cas ou cos® = 0, cette condition est équivalente a :

o 6.17
B0 (6.17)

La topologie des solutions dans le cas des écoulements unidimensionnels stationnaires a été
étudiée en détail par Z. Bilicki et ses collégues ([BDK87], [BKP88]). Ils ont ainsi mis en évidence les
sources d’erreurs liées a 1'utilisation de méthodes avangant pas a pas le long de la conduite. Dans
I’espace des phases, les écoulements correspondant & différents débits sont représentés par des
trajectoires qui ne se coupent pas (voir figure 6.1). Une seule d’entre elle permet de passer d’un
écoulement subsonique en entrée 4 un écoulement supersonique, celle qui passe par le point singulier
défini par la condition (6.16). Or il est impossible d’annuler rigoureusement deux variables
simultanément. Par conséquent, dés que la solution calculée par une méthode avangant pas & pas
donne une solution passant d’une vitesse subsonique & une vitesse supersonique, il est sir que la
représentation de cette solution dans I’espace des phases change de trajectoire au voisinage du point
critique. L’erreur ainsi commise peut étre importante si le pas n’est pas suffisamment faible. Surtout,
une solution avec un débit supérieur au débit critique peut alors étre considérée comme une solution
physique. L’introduction d’un paramétre fictif, comme présenté précédemment permet de remédier a
ce probléme. En effet, dés que le déterminant A devient négatif (ce qui est le cas pour un écoulement
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supersonique), la solution calculée rebrousse chemin d’aprés la premiére équation de (6.8), et son
caractére non physique apparait de maniére évidente. Cependant cela ne permet toujours pas de
franchir le point critique de maniére correcte.

P

4 o
e

Np =0

--x - p"
zF Z

Figure 6.1 : Trajectoires dans le plan pression - distance axiale

Une méthode pour calculer correctement les écoulements critiques a été proposée dans
[BDK87]. Dans un premier temps, le vecteur d’état 6* au point critique, ainsi que la position z* de
celui-ci, sont estimés en respectant (6.16). Ensuite, le systéme autonome associé 4 (6.15) est linéarisé
autour de ce point critique. Ce systéme linéaire posséde uniquement deux valeurs propres non nulles,
dont les vecteurs propres sont utilisés pour initialiser le calcul numérique. Le systéme (6.15) est alors
intégré en progressant vers 1’amont pour retrouver les conditions génératrices de 1’écoulement. Le
véritable point critique est obtenu par itérations successives. Il est alors simple de calculer les
branches subsonique et supersonique de cet écoulement critique.

Cependant, d’un point de vue pratique, cette méthode s’applique difficilement 4 des systémes
contenant des termes de relaxation, car ceux-ci « oublient» leurs conditions génératrices. Pour
différentes conditions en entrée, proches les unes des autres, toutes les trajectoires convergent
rapidement vers une seule trajectoire, ce qui rend I’intégration vers I’amont impossible. Une solution
a ce probléme a été proposée par Lemonnier et al. [LLD98]. Par une méthode similaire & celle
présentée dans le paragraphe suivant, ils calculent un point de rebroussement sur une courbe non
physique (qui vérifie A =0 mais N; # 0, point b sur la figure 6.1) et un extremum d’une courbe
subsonique (qui vérifie N; =0 mais A = 0, point a sur la figure 6.1), qui soient trés proches I’un de
’autre. Ensuite, le milieu de ces deux points est projeté sur I’espace vectoriel défini par la condition
(6.16), pour obtenir le point critique. Les branches subsonique et supersonique en aval du point
critique sont enfin calculées comme dans la méthode de Bilicki et al.

Les méthodes précédentes permettent de calculer précisément les branches subsonique et
supersonique apparaissant dans le cas ol le débit est bloqué. Notre objectif est plutdt de tester la
validité physique de deux modeles par rapport aux expériences, notamment en ce qui concerne
I’évaluation du débit et de 1’évolution de la pression et du taux de vide dans la conduite. Aussi nous
contenterons-nous d’approcher 1’écoulement critique par itérations successives en utilisant
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’algorithme décrit ci-apres, et schématisé sur la figure 6.2. Par la suite, m" et m~ désignent deux
valeurs du débit respectivement supérieure et inférieure qui encadrent le débit rechercheé :

P o . —
" ses, o a T 1
1°) Estimation du nouveau débit : th= ——

2°) Calcul de I’écoulement en avangant le long de la conduite par la méthode de Runge-Kutta 4
3°) A chaque étape, on vérifie si le déterminant devient négatif (A < 0).

a) Si oui, alors le débit est supérieur au débit recherché : " = h et on passe & ’étape 5.

b) Si non, le calcul atteint I’abscisse de sortie, et on passe a I’étape 4.
4°) La pression de sortie calculée Pg . est comparée 2 la pression de sortie experimentale Pg ;.

2)Si Ps c1c < Ps exp» 1 d€bit est supérieur au débit recherché : m” = m

b) Si P ca1c > Ps exp» 1€ débit est inférieur au débit recherche : il = .

5°) Tant que : ‘ m'" —m | < g, retour 4 I’étape 1.

I est important de préciser que pour obtenir des solutions significatives pour la pression et le taux de

vide, il est nécessaire d’avoir une trés grande précision sur le débit, donc un € trés faible (& =~ 1071%)
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Figure 6.2 : Algorithme de calcul des écoulements stationnaires
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6.2 Comparaison des deux modéles avec les données
expérimentales

Les résultats de ces deux modéles ont été comparés aux mesures expérimentales effectuées
lors de trois campagnes d’essais. Les deux premiéres correspondent a des écoulements a basse
pression dans deux géométries différentes, section constante suivie d’un divergent sur la boucle
Moby-Dick du CEA a Grenoble, et tuyére convergente-divergente sur la boucle du Brookhaven
National Laboratory (BNL). La différence fondamentale entre ces deux campagnes réside dans le
phénoméne provoquant la perte de pression dans le liquide, phénoméne qui est donc & I’origine du
flash. Sur la boucle Moby-Dick, il s’agit du frottement pariétal, tandis que sur la boucle BNL, c’est
’accélération du fluide dans le convergent. Pour chacune de ces campagnes, un seul essai a été
simulé. Une analyse plus détaillée a été effectuée sur les expériences menées sur la boucle Super
Moby-Dick du CEA 2 Grenoble, dont les conditions de pression et de température sont plus proches
de celles rencontrées dans les centrales nucléaires. En particulier, la capacité des modéles a reproduire
I’influence de la pression et de la température sur le débit critique a été étudide.

6.2.1 Essais Moby-Dick

La section d’essai de la boucle Moby-Dick est constituée d*une conduite cylindrique a section
constante, suivie d’un divergent conique d’angle au sommet 7°. (voir figure 1.2). Elle est reliée au
réservoir amont par une conduite & section constante de 2160 mm de longueur. Les conditions du
calcul pour I’essai n°405 sont les suivantes :

P (z = 0,526) = 1,873 bar T (z=0526)= 11628°C (6.18)

Les calculs du débit ont été effectués en considérant que la sortie de la section d’essai était
située & I’abscisse z=1,551 m. Ainsi la pression de sortie pour I’essai n°405 vaut :

P, = 1,431 bar (6.19)

Ce choix permet d’éviter les difficultés liées 4 la présence d’un élargissement brusque au niveau du
réservoir aval, ol s’effectuerait le blocage de débit selon Bilicki [BKP90]. Comme il n’est pas
possible de connaitre la rugosité exacte de la paroi, surtout aprés plusieurs essais, elle est déterminée
de maniére  respecter la perte de pression dans 1’écoulement monophasique liquide. Les profils de
pression et de taux de vide sont présentés sur la figure 6.3.

La premiére constatation est que les deux modeles permettent d’obtenir une estimation
correcte du débit réel. Néanmoins, les deux modéles ont des comportements differents. Le modele
HRM surestime la perte de pression dans la section constante, ce qui explique que le débit est plus
faible et par conséquent la perte de pression dans le liquide, mais il permet de reproduire exactement
le profil de pression dans le divergent. Par contre, le modgle de Jones et al. reproduit parfaitement la
courbe de pression dans la section constante, mais pas dans le divergent. Ceci peut s’expliquer par le
fait qu’il existe un décollement de I’écoulement a I’entrée du divergent, et que cet effet ne peut pas
gtre pris en compte par un modeéle unidimensionnel. Néanmoins, dans le cas du modele HRM, cet
effet est partiellement compensé par le calage du modéle, et la perte de pression singuliére lice au
décollement est implicitement intégrée dans la corrélation pour le temps de relaxation. Il est toutefois
intéressant de noter que bien que les profils de pression dans le divergent obtenus par les deux
modéles soient différents, les profils de taux de vide sont trés proches I’un de 1autre.
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Par ailleurs, les profils de nombre de Mach (figure 6.4), défini a partir de la vitesse critique du
modele, confirment qu’il n’est pas nécessaire d’avoir un écoulement supercritique pour expliquer la
chute de pression dans le divergent.

/
i
1,9 7 2
1.8
1,74 _ Pression
T 161 Psar(Te) = ° exp
a o= — HRM
g 5T %  —o- Jomes
% il | : Taux de vide
& 13T E A exp
1,2 — HRM
1,1 + —e  Jones
1 LB e
0,526 1,026 1,526

Distance (m)

Figure 6.3 : Courbes de pression et de taux de vide pour Pessai n°405 de Moby-Dick.
Tg = 11628°C, thgy, = 2,74 kg/s, Hyry = 2,61 kg/s, Myones = 2,75 kg/s.

/
P s

0,45
0.4 +
0,35 +
0,3 +
0,25 +
0,2 +
0,15 + —e— Jones
0,1 +
0,05 -+

0 A—ame /

0,526 1,026 1,526

——- HRM

MACH (-

Distance (m)
Figure 6.4 : Nombre de Mach calculé pour ’essai n°405 de Moby-Dick.
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6.2.2 Essais BNL

Les expériences menées au Brookhaven National Laboratory concernent des écoulements
autovaporisants dans une tuyére convergente-divergente (figure 1.7). Ainsi le frottement a la paroi a
peu d’influence sur la valeur du deébit critique et de la perte de pression dans la convergent. L’essai
que nous considérons est le numéro 273. Les conditions en entrée du convergent sont :

P (z=0)=5,73 bar T (z=0)=168,7°C (6.20)
tandis que la pression expérimentale en sortie de la tuyére vaut :
P (z = 0,55)= 4,42 bar (6.21)

Les courbes de pression et de taux de vide sont données sur la figure 6.5.

6
5,5 | .
Pression
54
/;-\ 3 [ ] exp
é 45 | ﬁ ___ HRM
.
.E 4. 3 _o_ Jones
@ o Taux de vide
2 35, a
Pt
34 — HRM
25 —o— Jones
256 o

0,2

0,4

Distance (m)

Figure 6.5 : Courbes de pression et de taux de vide pour 1’essai BNL n°273.
Tg = 168, C, gy, = 8,71 kg/s, mygpy = 9,25 kg/s, Mjones = 9,1 kg/s.

Sur cette expérience, le modele de Jones et al. est plus proche de la réalité que le modele
HRM. Ce demnier surestime plus le débit. Ceci explique que la pression diminue plus dans le
convergent ol 1’écoulement est presque partout monophasique liquide, surtout que la pression
d’initiation du flash est atteinte plus t6t, ce qui augmente la perte de pression juste avant le col. Cette
remarque permet aussi d’expliquer la différence entre la pression au col donnée par le modele de
Jones et al. et la valeur réelle, puisqu’il surestime aussi le débit.

Par ailleurs, contrairement 4 ’expérience de Moby-Dick, les profils de taux de vide sont tres
différents. Celui obtenu en utilisant le modéle HRM ne correspond pas du tout au profil réel. Il
semble donc que 1’expression du temps de relaxation proposée par Bilicki pour le modele HRM ne
soit pas bien adaptée au cas d’un écoulement dans un convergent-divergent. En effet, il n’existe pas
de justification pour utiliser cette corrélation hors du domaine ou elle a été¢ développée. Cependant,
cette remarque doit étre nuancée, puisque comme 1’indique la figure 6.6, une faible variation de la
pression de sortie influence fortement le taux de vide sans modifier le débit, ce qui est une
caractéristique connue de ces écoulements pseudo-critiques. Comme de plus 1’écoulement réel a de
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décoller dans le divergent, la mesure de pression en sortie au niveau de la paroi n’est peut-étre pas trés
significative de la pression moyenne dans 1’écoulement.

Modéle HRM Modéle de Jones et al.
'—-—._______-________—— ——_._________._--______..—-
______.—‘-'__—'_'—-—._____- _____.—-_'_-_-—-_'_'——.______
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557 as Bk 55 T Press
T o Lo & =P=4Bwm ¢ .| 105 & o P=425tar
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= Ps—-4,2313‘ T02 = = Pg=4;5|:3
354 lar —BR=4Dbr sl lg —h=4om
-+ Py=451tar -+ Py=46]tar
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Figure 6.6 :Influence de la pression de sortie

6.2.3 Essais Super Moby-Dick

La section d’essais de ]la boucle Super Moby-Dick est comparable a celle de la boucle Moby-
Dick, avec une portion de conduite cylindrique de rayon constant suivie d’un divergent conique
d’angle au sommet 6°57° (figure 1.4). Néanmoins, pour étudier des sous-refroidissements importants,
1l était nécessaire de faire chuter la rapidement la pression, afin de réduire la longueur de la conduite
et éviter des débits trop importants. Cette diminution de pression est obtenue par la présence d’un
convergent profilé en amont de la section constante, dont la forme a été calculée pour limiter les
décollements de la veine fluide.

6.2.3.1 Comparaison des évolutions de pression et de taux de vide calculées et mesurées

Comme les expériences couvrent une large gamme de pression, la capacité des deux modéles
a teproduire les évolutions de pression et de taux de vide mesurées a été étudiée sur trois essais
correspondant a des pressions moyenne (20 bar), haute (80 bar) et trés haute (120 bar). Pour évaluer le
terme de frottement, la rugosité de la conduite, supposée constante sur 1’ensemble de celle-ci, a été
calculée de maniére a obtenir la bonne chute de pression dans la zone & section constante pour 1’essai
a 20 bar. Cette valeur a ensuite ét€ conservée pour tous les autres calculs.

Essai a 20 bar.
L’essai considére est référencé 20B192C. Les conditions en entrée de la tuyére sont :

P (z=-0,5)= 20,08 bar T (z=-05)=1923°C (6.22)

Ne réussissant pas a obtenir la pression de sortie mesurée expérimentalement, ce qui indique
que la section critique est située a I’intérieur de la section d’essai, le calcul du débit a été mené jusqu'a
une précision de 107'? sur la vitesse en entrée. Cette valeur correspond 2 la limite de précision de
I’ordinateur (zéro machine). Sur la figure 6.7 sont représentées les évolutions de pression et de taux
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de I’ordinateur (zéro machine). Sur la figure 6.7 sont représentées les évolutions de pression et de
taux de vide obtenues pour des valeurs de la vitesse en entrée légérement inférieure u” et supérieure
u* 4 celle correspondant au débit critique (u* —u” = 107'2).

Modéle HRM Modéle de Jones et al.
-~ -
- T T
% | 2% i1
i
g e B g-"
207 wE L o L6E |
) ;
=10l 1S Taxdvie 2ol |18 Taxcevice
i 8 5
54 1 ] 514 L «
ﬂ.‘ [0,2[_‘ . ll+ R QZH & I.l+
0 ' fdr—d—i—r | 0 0 ikl T T 0
45 43 01 al 0,3 as 45 03 -Ql al 03 Q5
Distance (m Distzmee(m

Figure 6.7 : Influence de la précision du calcul le débit critique pour I’essai 20B192C

Une estimation plus précise du débit critique, si elle était possible, ne modifierait les résultats
que dans la zone ou les deux courbes sont distinctes. Ainsi la partie ou les courbes se superposent
correspond exactement aux valeurs calculées par le modéle pour un écoulement critique. Ceci permet
de distinguer les écarts dus & la modélisation physique de ceux liés 4 une mauvaise estimation du
débit. La comparaison entre les tésultats des deux modeles et les mesures expérimentales est donnée
sur la figure 6.8.

1
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~ 1073 s SXp
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Figure 6.8 : Essai 20B192C de Super Moby-Dick. m,,, = 10,60 kg/s,
MyrM = 10,78 k.ng, I'thnes =1114 kgl' S.
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Les deux modéles permettent d’obtenir une bonne estimation du débit critique, mais ne
reproduisent pas correctement la courbe de pression au niveau du col. Une explication possible est
que, comme les mesures du taux de vide dans le divergent ’ont montré, le liquide est concentré autour
de I’axe tandis que la vapeur occupe la zone proche de la paroi. Ce phénomeéne de décollement dés le
passage du col ne peut pas étre pris en compte par un modéle 1D. Par ailleurs, lorsque le taux de vide
dépasse la valeur 0,3, le modéle de Jones et al. considére que 1’écoulement contient des poches et des
petites bulles, ce qui est proche de la réalité. Ainsi la pression calculée par ce modéle devient proche
de celle mesurée. Enfin, il est intéressant de constater que 1’évolution du taux de vide est parfaitement

reproduite, bien que la pression ne le soit pas.

Essai a 80 bar.
Dans cet essai nommé 80B276C, la pression et ]a température en entrée de la tuyére valent :
P (z = -0,5) = 80,00 bar T (z=-0,5)=276,5C (6.23)
Le domaine dans lequel I’influence de la précision du calcul du débit critique n’est pas a prendre en

considération est donné sur la figure 6.9. Le point de séparation des deux courbes est plus proche de
I’entrée du divergent que dans ’expérience a 20 bar. Ceci traduit que la section critique remonte vers

1’amont.

Modeéle de Jones et al.

Modéle HRM
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Figure 6.9 : Domaine d’influence de Ia précision du calcul du débit critique pour I’essai 80B276C

Les résultats de la figure 6.10 montrent qu’aucun des deux modéles ne reproduit correctement
I’évolution de la pression. Celui de Jones et al. surestime trop le débit (+7,2%), et par conséquent la
pression 2 la sortie du convergent est trop faible. Néanmoins ce débit permet d’obtenir la bonne valeur
de la pression au col. Dans le divergent, puisque le taux de vide est supérieur & 0,3, la pression donnée
par ce modele est elle aussi correcte. Le débit calculé en utilisant le modéle HRM est plus proche du
débit réel, ce qui explique que la pression dans le convergent est bien reproduite. Néanmoins ce
modele sous-estime nettement la production de vapeur dans la section constante, et donc la perte de
pression. Par ailleurs, les valeurs de taux de vide dans le divergent sont la encore bien reproduites.
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Figure 6.10 : Essai 80B276C de Super Moby-Dick. m,,, = 1699 kg/s,
mHRM = 16,86 kg/s, mJunes = 18,22 kgls.

Essai a 120 bar.

Le dernier essai que nous considérons est I'essai 120B305C, dont les propri€tés physiques en
entrée sont :
P (z=-0,5) = 120,06 bar T (z=-0,5)=3057C (6.24)

Comme pour les essais précédents, la figure 6.11 présente la zone dans laquelle les résultats ne
dépendent que du modéle physique et non de la précision sur le débit. Par rapport aux experiences a
plus basse pression, on constate que la section critique se rapproche du col quand la pression

augmente.
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Figure 6.11 : Domaine d’influence de la précision du calcul du débit critique pour I’essai 120B305C.
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La comparaison des valeurs calculées par les deux modéles avec les mesures expérimentales
est présentée sur la figure 6.12. Ces résultats confirment ceux de I’essai 4 80 bar. Toutefois, les
erreurs du modele HRM semblent plus amplifiées que celles du modeéle de Jones et al.

Pression

A €xXp
— HRM
—o— Jones
Taux de vide
4 exp
— HRM
-e— Jones

Taux de vide (-)

05 03 -0,1 0,1 0,3 0,5
Distance (m)

Figure 6.12 : Essai 120B305C de Super Moby-Dick. t,,, = 19,80 kg/s,
mhgpy = 19,31 kg/s, Mgy, = 21,32 kg/s.

Dans les trois essais étudiés précédemment, les deux modéles permettent d’obtenir une bonne
approximation du débit critique. Une étude plus systématique du débit critique donné par les deux
modeles a été effectuée, dans un premier temps, en fonction de la température en entrée de la
conduite, en maintenant la pression constante, et ensuite en faisant varier la pression d’entrée pour
une température fixée.

6.2.3.2 Influence de la température sur le débit

L’étude de I’évolution du débit critique en fonction de la température a été menée en utilisant
quatre pressions différentes en entrée de la tuyére (20 bar, 60 bar, 80 bar et 120 bar), pressions pour
lesquelles les mesures avait été effectuées sur la boucle Super Moby-Dick. Pour chacune des
pressions, la valeur du débit critique a été tracée en fonction du degré de sous-refroidissement en
entrée Tso1(Pg) — Tg . Les résultats sont reportées sur la figure 6.13.

Ils montrent que le modéle HRM et le modéle de Jones et al. reproduisent parfaitement les
données expérimentales pour les essais 2 20 bar. Dans le cas des pressions plus élevées, le débit est
bien estimé pour les sous-refroidissements supérieurs 2 10°C, mais pas pour les plus faibles. Les
mesures semblent indiquer qu’a haute pression le débit critique tend vers une limite quand la
temperature s’approche de la température de saturation. Ce comportement n’est absolument pas
verifié par les deux modeles. De plus, il est & noter que pour les deux plus hautes pressions, 80 bar et
120 bar, les pentes des courbes ne sont pas non plus correctes, méme pour les forts sous-
refroidissements.
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Figure 6.13 : Influence de la température sur le débit critique, a pression fixée.

6.2.3.3 Influence de la pression sur le débit

Les calculs de débit ont été effectués pour trois valeurs de température, 234°C, 252°C et
280°C, qui correspondent 4 des pressions de saturation respectivement de 30,06 bar, 41,10 bar, et
64,13 bar. Afin de pouvoir comparer les résultats avec ceux du paragraphe précédent, le débit critique
a été tracé en fonction du sous-refroidissement (figure 6.14). L’influence de la pression se traduit par
une modification de la température de saturation.

Comme précédemment, les résultats indiquent que les modéles ont du mal a reproduire le
débit critique quand le liquide est proche de la saturation en entrée de la tuyére, dés que
Tsar(Pe) - Ty < 10°C . Cependant on remarque, sur le graphique correspondant & une température
de 280°C, que la courbe a tendance & s’infléchir comme dans le cas des mesures, mais pour une valeur
plus faible de la sous-saturation que dans la réalité.
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Figure 6.14 : Influence de la pression sur le débit critique, a température fixée.

6.2.4 Conclusion

Dans 1’ensemble, I'utilisation du modéle HRM et du modéle de Jones et al. pour les
écoulements en autovaporisation dans une tuyere donne des résultats satisfaisants. Néanmoins, la
complexité du phénomene rend difficile sa modélisation pour toute la gamme de pression, et pour tous
les sous-refroidissements.

La corrélation du temps de relaxation apparaissant dans le modéle HRM n’est valable que
pour des pressions inférieures a 25 bar. En effet, méme si elle permet d’estimer correctement le débit
pour des pressions plus €levées, les évolutions de la pression et du taux de vide ne sont par contre pas
trés bonnes.

Pour sa part, le modele de Jones et al., qui s’appuie sur des hypothéses physiques plus solides,
reste performant sur une grande gamme de pression. En effet, il commet toujours la méme erreur,
c’est-a-dire qu’il sous-estime la perte de pression lors de 1’apparition des premiéres bulles de vapeur,
ce qui entraine une surestimation systématique du débit.

Ces deux modeles ont donc leurs avantages et leurs inconvénients. Celui de Jones et al. peut
étre utilisé directement pour des calculs dans de nouvelles géométries et avec des conditions
thermodynamiques différentes, sans trop perdre de précision. Malheureusement sa complexité rend le
développement de nouvelles corrélations tres difficile. Si les résultats du modéle HRM actuel sont
moins bons, sa simplicité facilite sa mise en ceuvre dans le cas d’un écoulement instationnaire. De
plus, le développement d’une nouvelle corrélation pour le temps de relaxation, adaptée aux pressions
supérieures 4 &0 bar, est possible en utilisant la méthode proposée par Bilicki et al. [BKP90]. Mais il
n’y a aucun moyen d’assurer qu’elle sera encore valable dans une autre géométrie.
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7. Méthode numérique de résolution
des équations en conduite a section
variable en temps et en espace

Ce chapitre est consacré & la simulation numérique des différents modeles physiques retenus
dans le cadre d’écoulements avec autovaporisation instationnaires. L’ensemble des développements
sont présentés sur la base des équations du modéle homogéne relaxé. Leur adaptation au modeéle de
Jones et al. sera décrite dans la derniére partie 7.7. Le cas du modéle homogene équilibré (HEM) n’est
pas détaillé, car sa structure est la méme que celle du modéle HRM sans les termes sources, et la
technique de résolution pour ce dernier (partie 7.4) est directement adaptable.

Avec les hypothéses du modéle homogéne relaxé, les équations régissant 1’évolution des
variables physiques dans le cas des écoulements instationnaires sont :

Ay=]

(pAx),,+(pAux),, = AT
4 (pA).+HpAu),,=0 (7.1)
(pAu),t-%(pAu2 ),z-i—AP,z =-Af
| (AE)HA(E+P)u),,+P(A), = AQ

104



auxquelles est associée I’équation d’état :
E=pe (p,P,x)+ ip v (7.2)

Bien entendu, la variation temporelle de la section (par I’intermédiaire du terme source j) doit
étre donnée par I'utilisateur. Cette donnée peut néanmoins dépendre des résultats du calcul. Par
exemple, dans le cas de la soupape, elle est obtenue & la suite de la résolution d’une équation
différentielle régissant le mouvement du clapet, oi intervient la force de pression sur le clapet, puis de
la transformation de la géométrie 2D en tuyére 1D (voir chapitre 2).

Dans un premier temps, on s’intéresse aux propriétés du systéme continu, notamment 3 la
solution du probléme de Riemann pour le systéme convectif. Puis 1’algorithme de résolution du
systéme (7.1) est présenté en distinguant le cas d’une section variable en temps, et celui d’un
écoulement dans une géométrie fixe. Une attention particuliére sera portée sur la résolution du
systéme convectif pur, en détaillant trois schémas qui ont été étudiés, le schéma VFRoe-ncv, le
schéma de Rusanov et une version modifiée du schéma de Roe permettant de prendre en compte une
loi thermodynamique quelconque. Ensuite on abordera le probléme spécifique des conditions aux
limites, et pour finir, une variante sera proposée pour prendre en compte les termes sources.

Pour faciliter la description, il est nécessaire de définir pour toute la suite le coefficient
isentropique :

oP/ . «

SEREECR

qui est supposé positif, et le carré de la vitesse des ondes de pression :
¢?=9 Pt (7.4)

On introduit aussi la fonction entropie : s=s (P,r,x) qui doit vérifier :

7 P [E -1 [@} =0 (7.5)
P T,X ot P.x

7.1 Analyse du systéme continu

En notant la variable d’état conservative Z'= (A,pr,pA,pAu,AE), le vecteur des termes
sources S'=(j,AT,0,—Af,AQ), et la variable d’état non conservative Y'= (AxT,wP), le

systéme (7.1) s’écrit :
AZ, +BZ,=S (7.6)
ou bien sous la forme non conservative équivalente, en considérant les solutions réguliéres :

CY, +DY,=§ (7.7)
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Les matrices C et D s’écrivent :

1 0 000 0 00 0 0
0 1 000 0 u 0 0
C= ——;: 0100 D= _% 0 u-1t 0 (7.8)
0 0010 0 00 u =
y P y “Pu ~
i 0001 Y 0 0 yP u

Le systéme d’équations précédent permet d’assurer, pour les solutions suffisamment
réguliéres, que la masse volumique reste positive, et qu'un principe du maximum existe pour le titre
vapeur, sous réserve que 1’état initial et les conditions aux limites soient physiquement acceptables, et
que I’inverse du temps de relaxation , et la divergence de la vitesse soient bornées (voir annexe D). Le
principe du maximum pour le titre vapeur est encore valable quand la solution contient des chocs
(voir résolution du probléme de Riemann ci-dessous).

Par ailleurs, on obtient aprés quelques manipulations algébriques, en se restreignant aux
solutions réguliéres, 1’équation gouvernant I’évolution de 1’entropie :

(PAS),+(pAus),, = AA (7.9)

ol la production d’entropie est donnée par :

N {Q+ jj(s_;jm o (Z_i)g ;(%] o ( QEJ
%) [5] ’

On note que pour les écoulements adiabatiques que nous considérons, Q est nul.

5T

T.X

On considére maintenant la résolution du probléme de Riemann associé au systéme convectif
pur, qui s’écrit sous forme non conservative :

CY, +DY,,=0 (7.11)

Ce systéme est non strictement hyperbolique et admet les valeurs propres suivantes, solutions de
det (D-AC)=0 :

A=u—c,Ay=Ay=u, A, =0, As=u+c (7.12)

Les vecteurs propres a droites de la matrice D sont :

b = (0,0,1:,0,—4/?) (7.13.a)

1 = (0,1,0,0,0) (7.13.b)

r; =(0,0,1,0,0) (7.13.0)

ri= (A(u2 - 02),0,Tu2,u02,—'}7Pu2) (7.13.d)
r; = (0,0,7,-¢c,~7P) (7.13.e)
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Le premier et le cinquiéme champ sont vraiment non linéaires. Les invariants de Riemann dans la
1-onde sont :

P (s
Asxu+ jMdp’ (7.14)
o P
et dans la 5-onde :
p '
A,sx,u~ I@dp’ (7.15)
0

Les autres champs sont linéairement dégénérés. Les invariants de Riemann dans la 2,3-onde
s’écrivent :

{wP,A} (7.16)

et dans la 4-onde :

{x,s,E ,pAu} (7.17)
p

Par ailleurs, comme la section A est supposée continue, les relations de saut au passage d’une
discontinuité s’écrivent de la fagon suivante :

- G[p] + [pu] =0 (7.18.2)
—o[px] +[pux] = 0 (7.18.b)

- ofpu] + [pu2 + P] =0 (7.18.¢)
—o[E]+[wE+P)] =0 (7.18.d)

en notant ¢ la vitesse de la discontinuité, et [] = og —@y , ou les indices R et L désignent

respectivement les valeurs a droite et 4 gauche de la discontinuité.

On dispose maintenant de tous les éléments pour construire la solution du probléme de
Riemann. Néanmoins, il faut encore caractériser les chocs physiques en utilisant la fonction entropie.
Pour cela, il est nécessaire d’introduire un terme de perturbation visqueuse du second ordre dans le
membre de droite de [’équation de quantité de mouvement du systeme (7.1), de réécrire 1’équation
d’évolution de ’entropie (7.9), d’intégrer cette derniére sur un volume de contréle contenant 1’onde
de choc, et de passer a la limite, ce qui donne :

- c[ps] + [pus] >0 (7.19)
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En introduisant le vecteur d’état :

W = (pxp,puE)’ (7.20)

on peut donner le résultat suivant d’aprés [Smo8&3] :

Propriété 1 : Etant donnée une section constante A(z) = A, le probléme de Riemann 1D associé avec
le systéme convectif (7.11) et la donnée initiale :

W(z<0t=0=W_ ; W(z>0t=0)=W

admet une solution unique, sans apparition du vide, si et seulement si la donnée initiale vérifie :

UR - U.L < XR -+ XL (7.21)
en notant :
o;
s ',X'
X; = f———c(p 51%) dp (7.22)
p

La densité et la pression restent toutes les deux positives dans les ondes de détente. De plus,
le titre vapeur reste entre ces bornes. Ceci peut étre vérifié en utilisant les deuxiéme et troisiéme
équations de (7.11) quand on s’intéresse aux ondes de détente. Quand on considere les ondes de choc,
les équations (7.18.a-b) donnent :

(@-o)x=0 (7.23)

ce qui signifie que le titre massique ne varie que dans les discontinuités de contact.

7.2 Algorithme pour une section variable en temps

L’idée principale de cet algorithme est d’utiliser une technique  pas fractionnaires qui
soit consistante avec P’inégalité d’entropie du systéme complet. Etant dormé W la valeur de la
variable d’état a I'instant t", le calcul de la valeur a I’instant 71 =7 4 A7 g’effectue en résolvant
dans un premier temps le systéme :

Ay=0

(pA:;c),t+(pAux),Z =AT

¢ (pA)s+(pAv),,=0 (7.24)
(pA), +{pAW ), + AP, = ~Af

| (AB)+(AE+P),, =0

qui permet de calculer la nouvelle valeur de la variable W = (px,p,pu,E)t sur la maille «i» &

I’instant intermédiaire t* :

W=y, ({we] ) (7.25)
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puis :

Ay=]

(PAX)’t =1

(pA)1=0 (7.26)
(pAu), =0

| (AB)4+P(A),=0

A

qui donne :

Wi = (Wel, ) (7.27)

Les deux sous-systémes sont bien entendu résolus en considérant un méme pas de temps A t".

Ce pas fractionnaire est bien consistant avec I'inégalité d’entropie, puisque 1’équation
d’évolution de celle-ci s’écrit pour le premier systéme (7.24) :

(pAs), +(pAus),, = AA (7.28)
tandis que pour le systéme (7.26), on obtient :
5, =0 (7.29)
On le vérifie en écrivant I’équation d’évolution de la pression :
AP,+7PA, =0 (7.30)
d’ou on tire :
w=(g), 2(3), (3, >
| g [\ it = ot t
P T,X o Px P,r

(7.31)

A
CRCRCAS
A OP4 s ot/p,

en notant que le titre massique reste constant pendant le deuxiéme pas de temps, et en utilisant la
seconde équation du systeme (7.26), puis I’équation (7.30) et enfin ’équation (7.5).

Le systeme (7.24), dont la résolution fera 1’objet du chapitre 7.3, correspond exactement  un
écoulement instationnaire dans une géométrie fixe, tandis que le systéme (7.26) contient tous les
effets liés au mouvement de la section.
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En pratique, ce dernier n’est pas résolu directement. Il est remplacé par le systéme
équivalent :

’ Ay=]
X =0
3 (pA)y=0 (7.32)
u=0
| A(P)4+7P(A)=0

La premiére équation est dans un premier temps résolue indépendamment et donne la
nouvelle valeur de la section A, (t * +At) . Etant données les valeurs initiales & 1’instant t¥*, les valeurs
du titre massique, de la masse volumique moyenne et de la vitesse moyenne & I’instant t**=t*+At sont
obtenues en intégrant exactement les deuxiéme, troisitme et quatriéme équations sur chaque
maille « 1 ».

(1 * A0 =x(t)
pi(t*+A) = p;(t *) ﬁ% (7.33)
(1 +A0) = (t)

La solution de la derniére équation, gouvernant les variations de la pression, est approximée
en intégrant exactement 1’équation suivante :

AP, +7;(t*) PA,=0 (7.34)

ce qui donne :

P(t*+At) = B(t¥) [Mfi ? =P(t¥) [L*))J o (7.35)

Ay(t%) py(t*+At

L’équation approchée (7.34) est obtenue en fixant la valeur du coefficient isentropique Y sur
chaque maille «i» 4 sa valeur & D'instant initial. Cette technique d’intégration du systéme (7.32)
permet d’assurer que la pression et la masse volumique restent inconditionnellement positives. De
plus, dans le cas ol le fluide est régit par une loi d’état de type gaz parfait, ou le coefficient 7 est

rigoureusement constant, I’intégration de la derniére équation est exacte. D’autres méthodes pour
intégrer cette derniére équation sont discutées dans [FHB99].

Enfin, ’énergie totale est réactualisée 4 partir des nouvelles valeurs de la pression, de la
masse volumique, du titre massique et de la vitesse. Ce qui finit de définir la fonctionnelle y, de

I’équation (7.27).
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7.3 Algorithme dans le cas d’une géométrie fixe : A = A(z)
Dans le cas d’une géométrie fixe, le systéme (7.1) devient :
| a0
(pAX),+(pAux),, = AT :
¢ (pA)y+(pAu),=0 (7.36)
(pAu):t +(pAu2)=z+APaz =—Af
| (AE).+(A(E+P)u),,=0

La résolution du systéme (7.36) introduit trois difficultés : la présence des termes sources, le
caractere non conservatif du systéme lié a la variation spatiale de la section, et I’utilisation de la loi
d’état pour le fluide réel. Il a été choisi d’utiliser une technique a pas fractionnaire consistante avec
I’équation d’entropie [FHB99] pour gérer le couplage entre le systéme convectif non conservatif et
les termes sources. L’intérét est d’avoir un schéma stable si chaque pas est stable. Une alternative
simple au pas fractionnaire sera présentée dans le chapitre 7.6.

7.3.1 Pas fractionnaire entropique pour les termes sources

Dans un premier temps, seule est considérée I’influence des termes sources. A partir de la
donnée de la variable d’état W" & I’instant t", cette étape consiste 4 résoudre un systéme d’équations
différentielles ordinaires sur un demi pas de temps A t"/2 :
[(A,=0
(PA%), = AT
< (pA),=0 (7.37)
(pAu), = —Af
L (AE).= 0

ce qui permet d’obtenir la nouvelle valeur sur la maille «i» :
: 2 n
W =y lI({Wk }kc_z) (7.38)

Ensuite, le systéme convectif sans termes sources ci-dessous est résolu sur le pas de temps At" en
utilisant W' comme donnée initiale.

' Ay=0

(pr),t-i-(pAux),z =0

1 (PA)y+H(pAW),,= 0 (7.39)
(,C)Au),t-f-(pAuz),z+AP,z =0

| (AB),+(AE+P)u),,=0

111



qui donne sur ]a maille «1» :

w =vi({w} ) (7.40)

Enfin, le systéme (7.37) est de nouveau résolu sur un demi pas de temps A t" /2 pour obtenir :

W, = wll[{wk"}k J (7.41)

Le pas de temps est calculé de maniére a respecter une condition de type CFL lors de la
résolution du systéme convectif pur. Cependant, ce pas de temps doit étre déterminé avant le premier
demi pas de temps de calcul des termes sources. Or les données disponibles & cet instant W;" sont
différentes de celles utilisées réellement dans le calcul convectif Wy . Dans la pratique, on vérifie que
la condition CFL reste respectée, et si ce n’est pas le cas, on recalcule le pas de temps. Il est

indispensable pour cela de conserver en mémoire les valeurs de 1’état 4 I’instant t".

7.3.2 Traitement des termes sources

Le systéme (7.37) est équivalent au systéme suivant :

[ A,=0
%, F_I:__x—')‘c
t 0 )

1 pa=0 (7.42)

u,t=——f-=—Ku|ul
P

| Ex=0

Seules les équations différentielles pour le titre vapeur et la vitesse ne sont pas triviales. Etant
donnée la valeur du tifre a I’instant t* et le pas de temps At*, la nouvelle valeur 4 ’instant
t*¥*=1*+At* estcalculée par:

x(t *+At ) = x(t %) ex‘p[— .[‘:’LA‘*%J +x(t *)(1 . e}q{- £:+At*%3)] (7.43)

Une méthode moins cofiteuse consiste & utiliser un schéma d’Euler semi implicite d’ordre 1, qui
permet lui aussi de conserver le principe du maximum sur le titre quelque soit le pas de temps At* :

x(t*) +%(t%) GA(: 5
At*
1+-6(—t?)

Xt *+At%) = (7.44)

La quatriéme équation du systéme (7.42) est discrétisée en utilisant un schéma non linéaire
semi-implicite d’ordre 1, qui nécessite de résoudre :

u(t*-z—At *)“‘-(t *) = —K(t*) | u(t*+At*) | u(t*JrAt *) (7.45)

At*
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on obtient donc la nouvelle valeur de la vitesse :

— 1+ 1+4K At * u(t*)
2 K At * signe(u(t*))

ut *+At%) = (7.46)
L’équation précédente assure que numériquement les frottements contribuent 4 diminuer la vitesse
(en valeur absolue) et qu’en aucun cas ils ne changent le sens de 1’écoulement, et ce quelque soit le
pas de temps At*. La fonctionnelle y,; ainsi définie répond donc parfaitement aux besoins de

stabilité. I est ensuite nécessaire de réactualiser la pression en utilisant ces nouvelles valeurs de la
vitesse et du titre massique.

7.4 Résolution numérique du systeme convectif pur

Dans ce chapitre une attention particuliere est portée a la résolution du systéme
convectif (7.39). Trois schémas différents sont détaillés, permettant tous d’utiliser une équation d’état
pour un fluide réel. Le systéme peut &tre réécrit sous forme condensée :

(AW),, +{AF(W)),,+A (G(W)),,=0 (7.47)

ou W'= (p X,0,p u,E) est la variable « conservative » et ou les fonctions flux sont données par :
FOW)' = (p ux,pwp ud,u (E+ P)) (7.48.2)
GW)* = (0,0,P,0) (7.48.b)

Le systéme (7.47) ne peut pas se metire sous forme conservative dans le cas d’une géométrie
variable en espace (par exemple une tuyere), a cause de la présence du terme A.P,; dans I’équation de
quantité de mouvement. Cet effet n’existe bien entendu pas dans le cas d’un écoulement
multidimensionnel. Comme la présence du terme non-conservatif est liée a la variation de la section,
qui ne fait pas partie de la variable d’état W, I’idée est de la discrétiser indépendamment des autres
variables. Ainsi, la section discrétisée est supposée linéaire par morceaux sur chaque interface des
volumes de contrdle, tandis que la variable physique W est reconstruite constante par morceaux sur
chaque volume (figure 7.1).

o
Wi i wh

i+1

Figure 7.1: Le maillage.

La valeur moyenne de la variable W sur le volume de contréle Q; 4 I’instant t" est définie par :

Wi = .1;11- Li W(z.t")dz (7.49)
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Par la suite, A, désigne la valeur de la section au centre de gravité de la maille «i» a I'instant t", Ia
valeur de la section sur I’interface « i+1/2 » est alors donnée par :

A + 4
1 = 7.50
172 B+ By (7.50)
et la valeur moyenne de la section sur la maille s’écrit :
. 1 2
A= = Li A(z,t )dz (7.51.)
s0it :
- By b ) hi(AH Ai+1]
L= Al T - - L 7.51.b
* A‘[ A +bo) A@+hy) | A\R+hy Beh 72D

Tous les schémas sont détaillés en utilisant une approximation d’ordre 1 en temps et en
espace. Les techniques standards de reconstruction de type MUSCL pour augmenter I’ordre en
espace, et les méthodes de Runge-Kutta ou Van Leer pour atteindre 1’ordre 2 en temps ne sont pas
rappelées ici. Néanmoins quelques résultats obtenus avec le schéma VFRoe-nev en considérant une
section constante sont présentés dans I’annexe I.

7.4.1 Schéma VFRoe en variables non conservatives

’
Pour un pas de temps At", et une donnée initiale W; & I’instant t', le schéma VFRoe en

variables non conservatives donne la nouvelle valeur de I’état W, 4 I’instant t”, solution de

1’équation :

A

Ai[wi” # Wi'j + ATt_nl&iéi ¥ %{AGIDF(W;IIZ) - Ai-uzF(W:nz)} =0 (7.52)
avec !

~ % * t
G; =(0 0 P12 =By, 0) (7.53)

En notant que la section est constante de part et d’autre de ’interface, égale a A;,;/, par

construction, I’état W, ,,, est obtenu en résolvant le systéme hyperbolique linéaire conservatif :

W.. HFW)+ GW)),,=0 (7.54)

sur I’interface « i+1/2 », avec comme donnée initiale :

W12 < 2yt = )= (('%),-9}(0'W) B

t (7.55)
W (2> Zio oot =) = ('), P}t (p0);, - Ei)
Le systéme (7.54) est réécrit en introduisant la variable non conservative Y :
Y = (x7,u,P) (7.56)
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puis est linéarisé. On obtient :

Y, +B(Y.1)Y,, = 0 (7.57)
avec :
uo0 0
0 v -10
B(Y)= L
e ass
0 0 YyP u
et:
i+1/2 = (Yl + Y{+I)/2 (7.59)
En introduisant la célérité numérique :
12 = Tir 2P r/2Tie 112 (7.60.a)
ou :
Bivrsz = 3(0: + 6is1) (7.60.b)

*
I"état W, 4, est alors donné par :

*

Wiz =W(¥) s Ty —&iyyp >0
=

Wi z= W(Yl) $i G —Cppp<0et Ty >0
=

Wiz = W(Yz) si Ty <0et Gyyp+E.9>0

L] — 5
Wisra=W(Yiq) si Typp+ 8112 <0 (7.61)

Les deux états intermédiaires Y; et Y, apparaissent lors de la résolution du probléme
hyperbolique linéaire (7.57), dont la solution est représentée sur la figure 7.2, et sont définis par :

YZ = Yi+1 - (a4)1'+1/2f.4 (7.63)
avec :

i\-lt =(OeEi+1/236i+I/2:'“?i+112 EHIZ) (7.64)
£y = (05141/2;‘5i+1/2ﬂ7=‘+1/2 E‘+1/9_) (7.65)

Les coefficients sont :
(@), ,, == Bet =Y Tz p) (7.66)

* 20 iz B
e —w T

o). . =—— + . 7.67
( 4)1+I/2 2|i 6i+1/2 61‘2.”/2( +1 1) ( )
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Figure 7.2 : Solution du probléme de Riemann linéaire.

Le pas de temps A t" est calculé de maniére 4 ce que les ondes provenant de deux interfaces
différentes n’interagissent pas. Par conséquent, il doit vérifier la condition :

Ath M} 1 7 68
T o hyy) )2 LB

En pratique, il est parfois possible d’utiliser la condition :
{ u + C.

Comme tout schéma utilisant la résolution d’un probléme hyperbolique linéaris€, ce scheéma,
dans la version décrite ci-dessus, fait apparaitre des chocs non physiques lorsque la solution réelle
comprend une détente sonique. Ce phénoméne est une conséquence du remplacement de 1’onde de
détente sonique par une discontinuité de contact (figure 7.3).

t t
l-raréfaction | 2,3-discontinuité 1-m:réfaction . 2,3-discontinuité
BOnIgHE de contact somque de contact
| Wy,
4-choc : S Wi 4-choc
W, Wy e
Wr
z = >z

Figure 7.3.a : Détente sonique réelle Figure 7.3.b : Schéma linéaire

Une solution consiste 4 déstabiliser ce choc non physique. Par exemple, nous utilisons la
correction entropique suivante pour la 1-onde :

| = A i * 1
Si | Tyyn = etz | <8842 et 4y — 5 <0 alors Yy =5(Y1 +Y)
et pour la 4-onde :

by e 5 i * 1
si|yyn + Civrsz | <&z € Uy +Cjyq >0 alors Yiygpp =5(Y2 + Y1)

116



La valeur de ¢ est fixée 2 10-2. La deuxiéme expression dans la condition, permet d’assurer
que la correction n’est effectuée que dans les ondes de détente et non dans les ondes de choc. Bien
entendu, cette correction n’est pas optimale. Les autres propriétés importantes de ce schéma sont
décrites dans [BGH96], [BGH99] et[FHB99].

7.4.2 Schéma de Rusanov

]
Pour un pas de temps A t", et une donnée initiale W, 2 I’instant t', une extension du schéma
de Rusanov (une deuxiéme extension est présentée dans 1’annexe F) donne la nouvelle valeur de

I’état W,

; al’instant t", solution de 1’équation :

AT(W - W, ') * ?AG +Ahl_t{A1+1/2E+1!2(wi,>Wi+l’) ~ Ai—I/ZF——llz(wiul’:Wir)} =0
(7.70)
oll A;,y/, et A; sont définies par (7.50) et (7.51). G; est donné par :
t
G; (0 0 Bz ~Biys » OJ (7.71)

en utilisant les notations (7.60.b). Le flux numeérique E_ ,2[ i' , W; +1’J est défini par :

Fi+1/2(w sWin J =-{F(W ) # F[ij ‘§1+1/2[Wi+1' = Wi’j} (7.72)

avec :
Sz =max{ | u| + T, Iu'i+1|+ei+1) (7.73)

ou ¢ désigne la vitesse du son numérique sur la maille « i » :
& =7 P/ (7.74)

11 est important de noter que le schéma de Rusanov ne nécessite aucune correction entropique
dans les détentes soniques, puisqu’il ne résout pas de systéme linéaire,

La condition que doit respecter le pas de temps est :

t mzx{%l {AZ;M (SH-]/Z u}n) * Az.m (gf“”2 B U:JH <1 7-73)

Sous cette condition, le schéma précédent assure que la masse volumique reste positive, et qu’un
principe du maximum discret existe pour le titre vapeur (Annexe E).

7.4.3 Schéma de Roe modifié

Il a été signalé précédemment que dans le cas des équations d’Euler pour un fluide réel, il
n’existe pas de moyenne de Roe, ce qui rend difficile 'utilisation directe du schéma de Roe. Une
version modifiée de ce schéma, qui ne nécessite pas de vérifier la relation de consistance sur la forme
intégrale de la loi de conservation, a été développée pour prendre en compte les équations d’état
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complexe. Par ailleurs, pour une application différente, une extension du schéma original de Roe aux
systémes non conservatifs a été proposée dans [Her95]. Ce dernier a été utilisé pour prédire le
comportement d’un modéle de turbulence monophasique, qui n’admet pas de moyenne de Roe
[BHJ99].

L’application de ce schéma au modéle HRM a section variable en espace est présentée ici, en
notant qu’il est utilisable directement lorsque la section est constante et que le systéme d’équations
est conservatif. Une deuxiéme version du schéma différent par la maniére de prendre en compte la
variation de section est décrite dans 1’annexe G. Pour faciliter la description, il est utile de définir la
matrice :

B (W)= ‘%(W) i bk (7.76)

oW

Le flux numérique s’écrit alors :

pea 30.) - ) )| (50 ) (w0} o

(s - (3(00)) (o) | () ]
(7.78.3)
| B(W)=0(W) A(W) (@(W) (7.78b)

La matrice Q(W) est la matrice des vecteurs propres a droites de B(W) introduite dans (7.76).
A(W) est la matrice diagonale contenant les valeurs propres de B(W) rangées dans 1’ordre croissant.
Les termes de la matrice ‘A(W)‘ sont définis par : |A(W)‘ i =max((A(W))ﬁ ,—(A(W))ﬁ). La
différence avec le schéma original de Roe réside dans la définition de I’état W introduit dans (7.77) :

A I , Y:r v '
W(Yi sV ) =W[-——' +2 i+ J (7.79)

ot Y est donnée par (7.56). Le flux numérique ainsi défini permet de calculer la valeur de W1 par

At? At ' '
b {Ai+1/2Fi+1/2(w W1+1) Ai—uzFi—llz(WH =Wi]}=0

(7.80)

A{(Winﬂ = Wi’)

ol A;and A,,,, sont définies comme dans les sections précédentes, alors que G; est toujours donné

par :

t
G; =( 0,0,Py2 —Byzs 0] (7.81)

en utilisant les notations (7.60).
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Le calcul de la matrice B(W) nécessite d’évaluer les dérivées de la pression par rapport aux
variables conservatives. Pour cela, on exprime I’énergie interne en fonction de la pression, de la
masse volumique et du titre massique d’une part, et en fonction des variables conservatives d’autre
part :

E 1Q?
e (PXp,QE == -~ L (7.82)
2
p p
Apres dérivation de cette expression par rapport 4 X=px, p, Q et E, on obtient les différentes

dérivées de la pression :

-1 2
w=Z(2) |- 2. (2] X% (7.832)
op \éP px{ PP p B,x P P.p
-1
opP oe
51=__:_[_j 2 (7.83.b)
aQ oP 5% O
-1
«,1=@=(@) 1 (7.83.0)
GE \oP/, . p
-1
51=3_P=_(2?) 1 (Z_z) (7.83.d)
ax a p,x P P,p
La matrice Jacobienne B(W) s’écrit alors :
u ~ux X 0
0 0 1 0
B (W)= 7.84
( ) o 0‘1"112 Bi+2u Y1 (7:84)

ud; o, -H) H+Bju u(l+y,)

ou H= StE est I’enthalpie totale spécifique. En introduisant les notations suivantes :
P
O=e+p (@J (7.85.a)
ap P, x
1 3
‘i":H—Eu -9 (7.85.b)

&= (%j (7.85.c)
P.p

la matrice des vecteurs propres a droite et son inverse sont données par :

* 1 54 X
1

u—-c 0 u u+c

H-uec e, (I)+%u2 H+uc

Q (W)= (7.86.2)
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\
» -u‘I’-xce,x+c(CI>—%u2] ¥Y+u -c

ce
oyl 1 | —2e% 2cx¥ 0 0
(W) T ey = 2ce,, 2c(xe,x+u2 o H) ~2uc 2 Ly

ce,, u¥- xce,x+c(€D - —;-uzj =Wfie —e

i ' '
En notant que les valeurs propres de B (W(Y, ¥y D sont 14 encore Ay =T, /2 = Cir1/2s

Ay=Nr3 =T, €t Ay =Typ + 81172, OU Cjyyy est définie par:

Cir1r2 = \(’7 (R+1/2’Ei+1/2=_}{i+1/2) P12 Tisira (7.87)

la condition sur le pas de temps s’écrit :
At" m -
d mm(h1 =h1'+1)

11 est 14 encore possible d’utiliser la condition :
T + &;
At m [ |Ux+1/2|h1 1+1/2J <1 (7.89)
i 5

Par ailleurs, on utilise la correction entropique proposée par Harten, qui s’écrit pour la

<— (7.88)

[Gp12] + €12 1
2

1-onde :

(ﬁm/z —~ 6i+1f2)2 +8?
23

si | Tpyz — 84172 | <8 et u —c; <0 alors on impose | Ay | =

et pour la 4-onde :

- . 2
_ (Tx12 + Gis2) + 5
29

Si | Tuy/z + Cigrsa | <O et Ujyq +Cjay > 0 alors on pose | Ay |

La valeur du parametre  est fixée a &= 0,5¢;, /5.

7.5 Conditions aux limites

Dans 1’optique de simuler un écoulement physique, il est fondamental de savoir calculer les
conditions aux limites avec précision. En effet, le phénoméne méme d’écoulement est souvent lié¢ aux
conditions physiques & I’extérieur du domaine de calcul.

On distingue deux grandes catégories de conditions aux limites, selon que la frontiere du
domaine est imperméable (conditions de type paroi imperméable) ou au contraire que le fluide peut la
traverser (conditions de type entrée/sortie). Les frontiéres que nous considérons ici sont fixes. La
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prise en compte de frontiéres mobiles nécessite généralement de faire évoluer le maillage, et par
conséquent ’utilisation de technique ALE (Arbitraire Lagrange Euler).

7.5.1 Conditions aux limites de paroi imperméable

Les conditions aux limites de paroi sont indispensables pour les écoulements
multidimensionnels en conduite. Dans le cas unidimensionnel, elles ne s’appliquent que pour des
écoulements dans des conduites dont une extrémité est fermée.

Dans le cas d’une paroi fixe, la physique impose que la vitesse du fluide 2 la paroi soit nulle.
Numériquement cette condition est appliquée en utilisant la technique de 1’état miroir. Introduisant
une maille fictive symétrique de la maille interne du bord du domaine par rapport 4 la frontiére

(figure 7.4), etnotant W=(px,p,pu,E)" Iétat sur la maille interne, alors Iétat sur la maille
fictive est :

W=(px,ppu,E)" (7.90)

De plus, il est supposé que la section sur cette maille fictive est la méme que sur la maille
interne. Cette hypothese permet d’utiliser les schémas développés pour des systémes conservatifs.

Paroi fixe

Figure 7.4 : Etat miroir.

Pour des schémas numériques tels que les schémas de Godunov ou VFROE-ncv, calculant le
flux physique en un état d’interface, ce demier a effectivement une vitesse nulle. La différence entre
les deux schémas réside dans la valeur des autres paramétres physiques au niveau de I’interface.

7.5.1.1 Utilisation du schéma VFROE-ncv

L ¢état d’interface Y* = ( xF, ohoun P *) ' calculé par le schéma VFROE-ncv vaut

(x*=x

) (7.91)

Le signe + (respectivement —) correspond au cas d’un fluide s’approchant (respectivement
s’¢loignant) de la paroi fixe. Ces deux situations sont I’équivalent des configurations de double choc
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symétrique et de double détente symétrique que 1’on rencontre avec le schéma de Godunov
(paragraphe 7.5.1.2). Le flux a la paroi devient donc :

F(W(Y*)=(0,0,P%0) (7.92)

Il est important de noter qu’il est nécessaire, lorsque le fluide s’éloigne de la paroi, que la
vitesse vérifie [ u | < ¢/y, pour que la pression calculée a l’interface P* reste positive. Cette
condition peut &tre trés contraignante dans le cas d’un liquide car la valeur de 7 est trés élevée, en
signalant toutefois que la vitesse dans un écoulement liquide est naturellement plus faible que dans un
gaz, et que la vitesse sur la maille de bord doit étre faible (surtout sur des maillages fins).

7.5.1.2 Utilisation du schéma de Godunov

Dans le cas des conditions aux limites de paroi, la résolution du probléme de Riemann est
plus simple que dans le cas général, puisque la configuration des ondes est symétrique. Pour un
systéme de type Euler ou HRM, quand le fluide s’éloigne de la paroi, la discontinuité de contact est
transparente et les deux champs VNL correspondent 4 des ondes de détente (double détente
symétrique), tandis que lorsqu’il s’en rapproche, la discontinuité de contact est encore transparente et
les deux champs VNL sont des ondes de choc (double choc symétrique).

Dans le cas ou la configuration correspond a une double détente symétrique, c’est a dire que
pour une paroi située sur la frontiére de gauche (respectivement droite) du domaine, Ia vitesse est
positive (respectivement négative), le calcul de 1’état d’interface s’effectue en résolvant le systeme

suivant :
(s*=5 (P,p,x)=5
K=
P '3
< jipp:_s,)_;ldp, _ | u| (7.93)
p*
\P*: P (s*,p*,x*)

On constate que si la vitesse vérifie :

e (o
|u]s [€558 g (7.94)
B

ce qui correspond 2 la limite d’apparition du vide, alors la densité est assurément strictement positive.

Dans le cas d’un double choc symétrique, ¢’est 4 dire que pour une paroi située sur la
frontiere de gauche (respectivement droite) du domaine, la vitesse est négative (respectivement
positive), il faut résoudre le systéme composé des relations de saut dans les deux ondes de choc et des
équations d’état. En notant que u*=0 et que les deux états intermédiaires sont identiques, il est
équivalent de résoudre :

c>0

p*(-0)=p ({u|-0)

x*=x
7.95
—cp|u|+P*—pu2—P=0 (7.95)
~c (E*-E)=—-|u| (E+P)
E*=E (P*,p*x*)
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Il n’y a pas dans ce cas de condition sur la vitesse car la pression et la masse volumique sur I’interface
sont obligatoirement supérieures aux valeurs sur la maille interne. Une fois calculée la pression a
Pinterface P*, le flux numérique 4 ’interface est toujours donné par 1’équation (7.92).

Dans le cas particulier du gaz parfait, le calcul peut étre effectué analytiquement et on

obtient :
2y

p*=p { L= Y—Z'EL:—I}Y'l (7.96.2)

pour une double détente symétrique et :

v+ Ju] [, @)
*=P|1 il |- — .96.
+ R +y - 1+ T (7.96.b)

pour un double choc symétrique. On constate alors que la pression calculée par le schéma
VFROE-ncv (équation 7.91) est un développement au premier ordre, par rapport au nombre de Mach
(M =u/c), de celle obtenue avec le schéma de Godunov (équation 7.96).

7.5.2 Conditions aux limites d’entrée / sortie

Dans toute cette partie, on appellera entrée une frontiére par laquelle le fluide pénétre
réellement dans le domaine de calcul, et sortie une frontiére a travers laquelle le fluide sort de ce
domaine. Pour simplifier la description, on supposera que ’entrée se trouve & gauche du domaine de
calecul, et que la sortie se trouve a droite (figure 7.5).

Interface d’entrée Interface de sortie
Entrée Maille 1 Maille N | Sortie

Figure 7.5 : Définitions des mailles entrée et sortie

Les équations de bilan sur la maille 1 (respectivement N) demandent de connaitre le flux
entrant par I'interface d’entrée (respectivement de sortie). Il existe plusieurs moyens d’évaluer ces
flux : soit le flux est directement calculé a 1’interface (ou plutdt un état a I’interface, W* sur la figure
7.6), soit c’est 1’état sur la maille extérieure qui est donné (état Wg ou Wy sur la figure 7.6) et le
flux est ensuite obtenu en utilisant un schéma numérique comme cela est effectué pour les interfaces
internes.
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v

ENTREE SORTIE

Figure 7.6 : Configuration d’ondes en entrée et sortie.

7.5.2.1 Conditions de type réservoir a Pinfini

I1 est important de noter que 1’état sur la maille extérieure ne peut correspondre qu’a un état
« infiniment » en amont de ’interface (pour une entrée, en aval pour une sortie). En effet, dans le cas
contraire, I’onde sortant du domaine de calcul atteindrait cet état et le modifierait. L ’intérét majeur de
ce type de conditions aux limites est de permetire aux ondes de sortir du domaine de calcul sans étre
réfléchies. Ainsi il est possible de réduire le domaine de simulation 4 une portion de conduite, aux
bords de laquelle les paramétres physiques sont inconnus.

Dans la pratique, une maniére de choisir les états sur les mailles extérieures est la suivante :
les conditions génératrices (propriétés physiques) dans le réservoir amont sont généralement connues,
et sont donc imposées sur la maille d’entrée, la vitesse étant pour sa part supposée nulle. Cette
derniére hypothése est aussi appliquée pour une sortie. Cependant il est plus difficile d’estimer 1’état
sur la maille de sortie, car les états du fluide juste 4 I’entrée du réservoir aval et dans ce réservoir
peuvent étre trés différents. En particulier dans le cas d’un écoulement autovaporisant, le titre
massique en vapeur, et par conséquent la masse volumique, évolue fortement entre ’interface de
sortie et le réservoir, a cause du phénomene de retard.

Une fois 1’état sur la maille extérieure connu, le flux sur la frontiére est calculé comme pour
une interface interne :

F_yjy = FM (Wg, W(1)) (7.97.2)
pour une entrée et pour une sortie :

Fye12 = F7 (W), Wg) (7.97.b)

1] est important de signaler qu’il est permis d’utiliser des schémas numériques différents pour
calculer les flux a travers les interfaces de bord et les interfaces internes, dés lors qu’ils sont
consistants et stables. De plus, la précision choisie doit étre conforme a celle préconisée sur les
interfaces internes.

Considérant maintenant un écoulement ol les propriétés thermodynamiques (pression, masse
volumique, et titre vapeur) sont connues en entrée de la conduite ainsi que la pression en sortie,
I’écoulement est alors entiérement défini dans toute la conduite, dés que 1’état du fluide a I’instant
initial est donné. C’est par exemple le cas lorsque le réservoir est juste & I’entrée ou 4 la sortie de la
conduite. Les ondes vont alors se réfléchir sur les frontiéres du domaine de simulation. Or, par
construction méme des conditions aux limites présentées ci-dessus, il n’est pas possible de prendre en
compte de tels phénomeénes. Nous effectuerons dans ce cas 1 le calcul de 1’état sur la frontiere.
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7.5.2.2 Conditions de frontiéres

Le principe du calcul de I’état d’interface a été présenté par Dubois [Dub87] dans le cadre des
équations d’Euler en gaz parfait. Il s’agit de ne considérer que les ondes entrant dans le domaine, soit,
en considérant la figure 7.6, Ia 2,3-onde et la 4-onde pour une entrée subsonique et la 1-onde dans le
cas d’une sortie subsonique. De plus, il est supposé que les ondes associées aux champs VNL sont des
ondes de detente. Ces hypothéses permettent d’obtenir un systtme d’équations reliant 1’état
d’interface & 1état sur la maille interne. Ensuite, il existe deux variantes pour calculer le flux & travers
la frontiére, soit considérer qu’il est égal au flux physique évalué  partir de 1’état d’interface, soit en
entrée :

Fi_yjp = F (W %) (7.98)
ou bien considérer que cet état calculé est en réalité 1’état sur la maille extérieure et utiliser un flux
numeérique, ainsi en entrée :

Fi_yjp =7 (W, W (1)) (7.99.2)
et en sortie :

Eop =F (W(N),W *) (7.99.b)

Détaillons maintenant le calcul de 1’état d’interface. La méthode décrite dans [Dub87]
consiste a effectuer un calcul exact en écrivant la conservation des invariants de Riemann a travers les
diverses ondes. Par la suite, on y fera référence sous le nom de conditions aux limites calculées par le
schéma de Godunov. Dans le cas d’un fluide réel, le calcul des invariants de Riemann est complexe,
aussi une variante a été proposée s’appuyant sur le schéma VFROE-ncv.

7.5.2.2.1 Utilisation du schéma de Godunov

Les conditions aux limites en entrée et en sortie sont traitées séparément puisque les
premiéres considérent qu’au moins deux ondes pénétrent dans le domaine, selon que la vitesse de
I’écoulement est subsonique ou supersonique, alors que les secondes considérent une onde entrante au

maximun.

Cas d’une entrée

En supposant que la fronti€re se situe sur la gauche du domaine, la notion d’entrée implique
que la vitesse u(l) est positive. Considérons tout d’abord le cas d’un écoulement subsonique
(u(1)—-c(1) < 0), les deux ondes entrant dans le domaine sont la 2,3-onde et la 4-onde (figure 7.7).

A 2,3-onde

W 4-onde

w(1)

Figure 7.7 : Configuration d’ondes pour une entrée subsonique
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La conservation des invariants de Riemann 4 travers la 2,3-onde s’écrit :

=1, (7.100.2)
P*=P, (7.100.b)
tandis qu’a travers la 4-onde, on a :
X, =x (1) (7.100.c)
s, =8 (1) (7.100.d)
2 Tal (1) '
,8(1),x(1 ,s(1),x(1
Uy + jwdt' = u(1)+ I wdt' (71003)
0 L 0 v

L’objectif est d’imposer I’état thermodynamique & I’interface (P*,t*,x*). Il reste donc a
calculer la vitesse u* en résolvant le systéme (7.100) de la maniere suivante :

1°) P,, Xx;, 5, sont évalués respectivement par les équations (7.100.b), (7.100.c), (7.100.d).

2°) 1, est ensuite obtenu en utilisant 1’équation d’état : T, = 1(P,,5,,%,).

3°) u, est alors donnée par (7.100.e), o 'intégrale est calculée par exemple par une méthode
de Gauss a 8 points.

4°) u* est enfin déduite de (7.100.a).

Ce calcul n’est valable que si 1'état d’interface correspond bien & un état subsonique, c’est-a-dire si
u*—c* < 0. Dans le cas contraire, on impose simplement u*=c* (P*,r*,x*) ;

Le cas d'un écoulement supersonique, u(l)—c(1)>0, est plus simple & traiter, mais il
nécessite de se donner 1état complet (P*,t*,x*,u*) sur la frontiére, car les trois ondes entrent dans le

domaine (figure 7.8).

Figure 7.8 : Configuration d’ondes pour une entrée supersonique

Cas d’une sortie

La description suivante s’applique au cas ou I’interface de sortie est 4 la droite du domaine.
La encore, cela suppose que la vitesse du fluide u(N) est positive. Dans le cas d'un écoulement
subsonique, u(N)—c(N) < 0, seule la 1-onde rentre dans le domaine (figure 7.9)
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1-onde 4+ W

W (N)

b
—

Figure 7.9 : Configuration d’ondes pour une sortie subsonique

La conservation des invariants de Riemann dans cette onde donne :

x*=x N) (7.101.a)
= s (N) (7.101.b)

™ (N) '
u*_(J)‘E(L_S(rN_?_J‘(N))dT':u ™) - J Mdﬂ (7.101.c)

Comnnaissant la pression P* sur la frontiére, le calcul des autres variables s’effectue ainsi :
1°) les équations (7.101.a) et (7.101.b) permettent d’évaluer x* et s*.
) ¥ t(P*,s*,x *) est ensuite calculé 4 1’aide de 1’équation d’état.

3°) enfin, I’équation (7.101.c) donne u*.

Comme précédemment, il est nécessaire de vérifier si u*—c*< 0. Dans le cas contraire, la
1-détente passe par un point sonique (figure 7.10), qui se situe sur I’interface de sortie.

W

1-onde

W(N)

b
3-8

Figure 7.10 : Cas d’une 1-détente sonique en sortie

En ce point, la vitesse de I’écoulement vérifie :
u*=c* (7.102.2)
11 suffit donc de résoudre une équation pour obtenir la pression P* :

o [LTA0D) EGEEC
tl r

T
0

(N
dt' =u (N) - f (7.102.b)
0

ou t*= ’C(P*,S*,X *). La pression sur la frontiére P* ne peut donc plus étre supposée connue sous

peine de sur-contraindre le systéme (7.101) associé a I’équation (7.102).
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Dans le cas ol I’écoulement est supersonique en sortie, uIN)—c(IN)> 0, les trois ondes
sortent du domaine et I°état sur la frontiére est naturellement celui sur la derniére maille (figure 7.11).

W= W) (7.103)

1-onde

W (N)

B
>

Figure 7.11 : Sortie supersonique.

7.5.2.2.2 Utilisation du schéma VFROE ncv

Comme précédemment, 1’objectif est de calculer 1’état d’interface, en notant qu’il est séparé
de I’état sur la maille interne par les ondes entrant dans le domaine. Néanmoins, le schéma
VFROE-ncv demande de connaitre les états sur les mailles & gauche et & droite de I’interface pour
calouler 1état sur celle-ci, notamment par I'intermédiaire des valeurs moyennes ¢ = T(op + Or)-
Pour résoudre cette difficulté, 1’état d’interface peut étre considéré comme étant 1’état sur la maille
extérieure tel que les ondes sortantes soient transparentes (¢’est-a-dire que les états de part et d’autre
de ces ondes soient identiques). Cette condition remplace la conservation des invariants de Riemann
dans les ondes entrantes. Elle s’écrit simplement :

a;=0 (7.104)
ou «; est le cofacteur associe au iéme vecteur propre a droite intervenant dans la décomposition de

Yy — Y, sur la base des vecteurs propres (€quation 7.13).

Cas d’une entrée

La différence avec la méthode de Godunov apparait uniquement dans le cas d’une entrée
subsonique. En considérant toujours que la frontiére est sur la gauche du domaine, il s’agit d’écrire
que la 1-onde est transparente. En utilisant I’expression (7.66) pour le cofacteur o, on obtient la

vitesse a ’interface :

1/2

G+ pa_pay
)1/2

@ *+7 ()" (P *+P(1)

w=u (1)++2 (7.105)

Cas d’une sortie

Dans le cas d’un écoulement subsonique, si la frontiére se situe sur la droite du domaine, la
2,3-onde et la 4-onde sont supposées transparentes. En notant que les cofacteurs associés 2 la 2,3-
onde sont :

Oy =Xp — XL (7.106)

TL+‘CR PR_PL

OL3=1:R~'I:L+2 (7107)

~

YL+Yr PL+P;
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ou les indices L et R désignent respectivement les états sur les mailles a gauche et & droite de
I’interface, et que celui associé a la 4-onde est :

- ALY b 2B B (7.108)

a = — A ~
¢ (fL+ ?R)uz (P + PR)”2 (v + rR)m (L + Yr) (P +FR)

on obtient le systéme suivant :

x*=x (N) (7.109.a)

e TN PF-PQN) pp—

T2 Ry G0 (7105:8)
" 1/2 i

=N = /2 (2 "3 P (7.109.¢)

@ *+7 )" (P*+Pav)"

L’équation (7.109.b) permet de calculer implicitement le volume spécifique 4 I’interface T *, en
remarquant que ¥ * est une fonction de t *. La vitesse u* étant ensuite donnée par (7.109.c).

Cette technique présente I’avantage de ne pas faire intervenir 1’entropie, ni les invariants de
Riemann. Les calculs sont donc plus simples. Néanmoins, elle ne permet pas de prendre en compte le
cas d’une détente sonique.

Tous les types de conditions aux limites qui ont été décrits dans ce chapitre ne considérent
que les propri€tés du systeme convectif pur, et non celles des termes sources. Des exemples ol cette
technique est mise en défaut sont présentés dans 1’annexe L. Ils ont, en partie, motivé la recherche de
nouvelles méthodes de discrétisation pour les termes sources.

7.6 Nouvelle Discrétisation des termes sources en utilisant les
grandeurs d’interface

Dans cette partie, nous présentons une alternative & la technique & pas fractionnaire pour
prendre en compte I'influence des termes sources. Une des motivations est que la technique & pas
fractionnaire est limitée 4 1’ordre 1 en temps. De plus, en utilisant le pas fractionnaire, les termes
sources sont calculés au niveau des barycentres des volumes de contréle alors que les flux convectifs
sont calculés au niveau des interfaces. Or dans le cas des écoulements stationnaires, on montrera que
les résultats sur les grandeurs d’interface sont nettement plus précis que sur les grandeurs de maille.
L’idée consiste donc & calculer aussi les termes sources au niveau de chaque interface.

Le systéme d’équation du modele HRM dans une géométrie fixe (7.24) s’écrit sous forme
condensée :

(AW),, +(AF(W)),,+AG(W),, = AS(W) (7.110)

ot F(W) et G(W) sont données respectivement par (7.48.a) et (7.48.b), et ol I’expression de S(W)
est:

S(W) = (T"0,~£,0) (7.111)
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Le schéma numérique donne, 4 partir de la donnée de ’état W, & I’instant t" sur la maille

«1», et pour un pas de temps At", la nouvelle valeur 4 1’instant %1 = t" + At" par :

At"
2

A n+1 n At" & A A"
A'i(wi —'W; ) + T]]__AiGi +?{Ai+I/2Fi+1/2 - A1) =

Ai{Sis12 + Sic12}
(7.112)

ou les expressions de G;, et By, dépendent du choix du schéma convectif. Lorsque le schéma
VFROE-ncv est utilisé, les termes sources 4 ’interface sont donnés naturellement par :

*
Sz =8 (W) (7.113)

L’expression précédente s’applique pour tous les schémas de type Godunov, c’est-a-dire qui
définissent naturellement un état d’interface. Dans [Pem93], R.B. Pember a proposé un schéma
d’ordre 2 utilisant cette méthode. Une comparaison de cette technique avec la méthode a pas
fractionnaires, sur un cas d’écoulement stationnaire avec autovaporisation, est présentée dans
I’annexe I.

Pour les schémas qui n’appartiennent pas & cette catégorie, comme celul de Rusanov, la
définition de S., 1/, est plus délicate. Des solutions possibles sont :

Sivi2=8 (Wi-wz) (7.114.a)

Si412=8 (W(§i+lf2)) (7.1141)

11 est possible d’envisager de calculer I’état d’interface par le schéma VFROE-ncv uniquement pour
évaluer le terme source en utilisant (7.113). Le cas du schéma de Roe modifié est différent. En effet,
méme s’il n’utilise pas d’état d’interface pour le calcul du flux convectif, il est possible d’en définir
un en résolvant le probléme de Riemann associé au systéme linéaire :

W, +B(W)W,,=0 (7.115)
ot la matrice B(W) est donnée par (7.76)

II est important de noter que dés que le temps de relaxation 6 devient inférieur a la valeur du
pas de temps At" calculé de maniére & respecter la condition CFL pour le systéme convectif pur, 1l est
nécessaire de diminuer ce dernier pour empécher le développement d’instabilités, lorsqu’on utilise ce
type de méthodes.

D’autres méthodes de discrétisation, qui prennent en compte I’influence des termes sources
sur la vitesse des ondes utilisées dans le calcul des flux d’interface, ont été étudiées, notamment celle
proposée par Papalexandris et al. [PLD97]. Cependant, les premiers résultats 4 1’ordre 1 sont moins
bons que ceux de la méthode a pas fractionnaires. La technique proposée récemment par Leroux
[GoL96] [GrL.96] semble plus prometteuse. Son adaptation 4 notre systéme est actuellement a I’étude.
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7.7 Adaptation de I’algorithme au cas du modéle de Jones et al.

Cette demiere partie permet de mettre en évidence le fait que 1’algorithme décrit
précédemment s’adapte naturellement a tout modéle supposant que les vitesses des deux phases sont
identiques et que la vapeur est saturée. On utilise comme exemple le modéle de Jones et al., dont le
systéme d’équations s’écrit :

( A:t =]

(PAX),,+(pAux),, = AT
(PA)s+(pAu),,=0
(pAu),t—F(pzﬁmz),z—z—AP,z =~Af
(AE),+(A(E+ P)u),,+P(A), =0
| (pAnB),t+(pAu n,;),z =AJ

(7.116)

I1 est important de noter que la densité massique de bulles ng n’intervient pas dans I’équation d’état

qui reste :
E=pe(p,P,x)+ipv’ (7.117)

La différence avec le modéle HRM réside donc dans la présence d’une équation
supplémentaire pour la densité massique de bulles, dont la structure est la méme que celle pour le titre
massique, et surtout dans I’expression des termes sources J et I'. Il est facile de vérifier que les
valeurs propres du systéme convectif associé & (7.116) sont :

7\11 =u-c, ?\-2:132?\-4;——']—1, 7\.5=0 et ?LG =Uu+c

et que par conséquent la prise en compte du nombre de bulles ne modifie pas la structure d’ondes.
L’algorithme général de résolution est donc identique, en notant que, dans le cas d’une géométrie
fixe, le systéme (7.116) peut encore s’écrire sous forme condensée :

(AW),, +(AF(W)),,+AG(W),, = AS(W) (7.118)
avec les nouvelles expressions :
W = (px,p,pu,E,pnig)'
F(W)= (pux,pu,puz,u(E+ P),pu nB)t
G(W) = (0,0,,0,0)

S(W) = (r.0~£,0,J)'

La variable ng joue un rdle similaire 4 x, et est en particulier invariant de Riemann dans la 1-onde et
la 6-onde. De plus, elle ne varie pas dans les chocs. La variable non conservative Y est donc définie
par:

Y= (}g'c,UL,P,nB)t
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Concernant la discrétisation des termes sources par 1'intermédiaire d’un pas fractionnaire
(chapitre 7.3.2), on remarque qu’il devient particuliérement difficile d’utiliser un schéma semi-
implicite pour calculer les nouvelles valeurs du titre massique et de la densité de bulles, étant donnée
Ja complexité des formules donnant les termes J et T'. En particulier, le pas de temps nécessaire pour
résoudre correctement le systéme d’équations différentielles pour les termes sources, peut devenir
plus petit que celui calculé par la condition CFL pour le systéme convectif pur. De plus, I’expression
de I ne respecte pas a priori les hypothéses prérequises pour obtenir la propriété de préservation du
principe du maximum sur le titre massique (voir annexe D), qui existait pour le modéle HRM. L’autre
possibilité est de calculer les termes sources a partir des valeurs d’interface, comme indiqué dans le
chapitre 7.6. Quelques résultats numériques, obtenus en utilisant cette derniére technique, sont
présentés dans I’annexe K.
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8. Etude comparative des trois schémas
convectifs

Dans ce chapitre, on compare les résultats du schéma VFRoe en variables non conservatives,
du schéma de Rusanov, du schéma de Roe modifié, et de leurs extensions au cas d’une section
variable en espace. Cette analyse se décompose en trois grands points. Dans un premier temps, on
étudie la convergence de la solution numérique vers la solution du systéme continu quand on diminue
le pas du maillage, d’abord pour des écoulements fortement instationnaires de type tube & choc, puis
pour des écoulements stationnaires en tuyére. Le deuxiéme point est plus théorique. II concerne la
capacité des schémas a résoudre des solutions particuliéres du systéme convectif continu (7.39), qui
sont invariantes au cours du temps. Dans le cas d’une section constante, I’éfude sera étendue au cas
d’une discontinuité de contact se propageant le long de la conduite. Enfin, on s’intéresse & la
résolution du systéme d’équations du modéle HRM complet par les trois schémas, pour des
écoulements diphasiques instationnaires ou stationnaires.

8.1 Convergence

Les études de convergence consistent 4 mesurer I’écart entre la solution numeérique et une
solution de référence, pour des maillages de plus en plus fins, 2 pas constant h. Le pas du maillage est
diminué en fixant le rapport pas de temps sur pas d’espace (At/h) ou, ce qui est presque équivalent,
le nombre de CFL.
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Pour une variable v, on définit I’erreur en norme L' par I’expression :

N
Z vnum(i) ~ Vref (1){ h1

erreur = =1 (8.1)

N
Zlvref‘(i)’ h1
i=1

ou N est le nombre de mailles, et o les indices «num» et «ref» désignent les solutions
respectivement numérique et de référence. Dans les cas tests avec un gaz parfait, la solution de
référence est la solution analytique qui est connue. Mais dans le cas d’un fluide réel, gaz ou liquide, la
solution exacte n’est généralement pas disponible, ou alors son calcul nécessite d’évaluer des
intégrales, ce qui ne peut pas étre fait sans approximation. On utilisera donc, comme solution de
référence, une solution numérique obtenue sur un maillage a trés grand nombre de noeuds.

L’équation (8.1) permet de calculer I’erreur en norme L' . Il est important de noter, qu’a cause
de la présence de discontinuités dans la solution, 1’erreur mesurée en norme I° est stationnaire. En
effet, les schémas diffusent forcément ces discontinuités. De plus, la norme I est trés sensible aux

défauts locaux (description du profil du choc), alors que la norme 1! permet une mesure d’ensemble
de la qualité de la solution.

On introduit aussi la notion de vitesse de convergence. En supposant que 1’erreur varie en
fonction du pas d’espace h, comme :

erreur = Cy h* (8.2)

alors, le coefficient a est la vitesse de convergence. Elle correspond a la pente de la droite si on trace
I’erreur en utilisant une échelle logarithmique pour les deux axes. En pratique, cette relation n’est
valable que pour des maillages suffisamment fins.

8.1.1 Cas tests instationnaires

L’une des difficultés apparaissant dans la résolution du systéme d’équations (7.39) issu du
modéle HRM est la présence de discontinuités dans la solution, dues aux non-linéarités du systéme
convectif. Pour évaluer la capacité des schémas numériques 4 simuler des écoulements
instationnaires, ils sont testés sur la résolution d’un probléme de Riemann dans une conduite a section
constante A(z,t) = A,.

Le systéme convectif pur s’écrit alors en éliminant la section :
[ (px )y +(pux ),,= 0

(0 )uton ), =0

(pu ),t+(pu2 + P),z =0
| (B)u+(u (E+P)),=0

3 (8.3)

et se réduit dans le cas d’un écoulement monophasique ( x = 0 pour un liquide, ou x = 1 pour un gaz)
au systéme des équations d’Euler pour un fluide quelconque.

Considérant les champs vraiment non linéaires, la résolution du probléme de Riemann pour
les équations d’Euler fait apparaitre trois configurations d’ondes possibles : une détente et un choc ;
deux détentes ; ou deux chocs. Les résultats des trois schémas ont tout d’abord été étudiés pour
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chacune de ces configurations en considérant que le fluide est du gaz parfait, puisque la solution
analytique est alors connue. Ils ont ensuite été comparés sur des calculs de tube & choc pour des
fluides réels, vapeur d’eau et eau liquide. Dans tous ces cas, la conduite a une longueur de 1 m, et la
discontinuité initiale est située au milieu, a ’abscisse z = 0,5 m.

8.1.1.1 Tube a choc de SOD en gaz parfait

Les cas tests de tube a choc correspondent 4 la situation physique suivante : une membrane,
séparant initialement deux fluides dans des états thermodynamiques différents, est détruite
brusquement, et les ondes se propagent dans la conduite. On précise que cette situation apparait au
niveau de D’entrefer (zone de contact entre le clapet et la buse) lors de 1’ouverture initiale d’une
soupape.

Les conditions initiales du cas test de SOD sont les suivantes :
P =1bar,py =1 kg/m’, % =1,et y =0m/s
Pr = 0,1 bar,pg = 0,125 kg/m3, xg=1,et up =0m/s
ot les indices L et R désignent les états & gauche et a droite de la membrane.

Sous ces conditions, une onde de détente remonte vers I’extrémité gauche de la conduite,
tandis qu’une onde de choc se propage vers la droite, suivie d’une discontinuité de contact. Ceci est
illustré sur la figure 8.1, qui représente la solution analytique pour la masse volumique a différents
instants.

Masse volumique

o t=0,52ms

- t=0,8ms

Masse volumique (kg/m?)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Distance (m)

Figure 8.1 : Tube a choc de Sod en gaz parfait, solution analytique pour la masse volumique.
Py =1 bar,py =1 kg/m3, up =0 m/s, PR=0.1 bar, pp=0.125 kg/m3, ugp=0 m/s.

Les résultats des schémas VFRoe en variables non conservatives, de Rusanov et de Roe
modifié sont présentés sur la figure 8.2, pour un maillage régulier de 250 mailles (h= 4. 10°m), ala
date t=5.2 10™s. Le nombre de CFL a été fixé 4 0,9. Les vitesses des trois ondes, et les valeurs des
états intermédiaires sont correctement obtenues. De plus, la discontinuité de contact est plus diffusee
que I’onde de choc, ce qui est un résultat bien connu. Néanmoins, le schéma de Rusanov est beaucoup
moins précis que les deux autres. Par ailleurs, pour les schémas VFRoe en variables non
conservatives et de Roe modifié, il apparait une inversion de la pente en fin de détente (figure 8.3),
celle-ci étant plus marquée pour le premier nommé.
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Figure 8.2 : Tube 4 choc de Sod en gaz parfait. Résultats des schémas VFRoe-ncv, Rusanov et Roe
modifié. P;=1 bar, p;=1 kg/m’, u,=0 m/s, Px=0.1 bar, pz=0.125 kg/m’, uz=0 m/s. 250 mailles.
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La figure 8.4 montrent les erreurs mesurées pour la pression, la vitesse et la masse volumique,
entre la solution numérique et la solution analytique pour chacun des trois schémas. Les calculs ont
été effectués sur des majllages réguliers de 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000, 8000, 16000 et 32000
mailles, avec un nombre de CFL de 0.9. Les vitesses de convergence des trois schémas sont
identiques. Néanmoins, le schéma de Rusanov nécessite un maillage environ trois fois plus fin que les
deux autres pour obtenir la méme erreur. Les valeurs de ces vitesses de convergence ont €t calculées
par la méthode des moindres carrés, en utilisant uniquement les maillages ayant plus de 500 mailles
(tableau 8.1). La pente pour la masse volumique est plus faible, car elle varie & travers la discontinuité
de contact qui est moins bien approchée, alors que la pression et la vitesse restent constantes au
passage de cette onde. Ces vitesses de convergence sont tout & fait comparables a celles obtenues en
utilisant le schéma de Godunov et le schéma de Roe original [BGH96]

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
solution de référence |analytique | 100000 mailles |analytique | 100000 mailles |analytique | 100000 mailles
Pression 0.817 0.840 0.816 0.834 0.812 0.845
Vitesse 0.863 0.889 0.831 0.858 0.847 0.889
Masse volumique 0.643 0.715 0.644 0.696 0.651 0.722

Tablean 8.1 :

Vitesses de convergence pour le tube a choc de Sod en gaz parfait.

Par ailleurs, en prévision des cas tests de tube & choc avec un fluide réel, ou la solution
analytique ne peut pas &tre calculée de maniére totalement exacte (lié & ’approximation des intégrales

I—c- dp dans les invariants de Riemann), une nouvelle estimation de I’erreur a été effectuée en utilisant
P

comme solution de référence la solution numérique donnée par le schéma VFRoe en variables non
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conservatives sur un maillage régulier de 100 000 mailles. Les courbes de la figure 8.5 permettent de
définir la zone dans laquelle 1’écart entre cette solution et la solution analytique peut effectivement
étre négligé, c’est-a-dire o1 la courbe de convergence reste une droite. Pour calculer la vitesse de
convergence, seuls sont considérés les maillages contenant entre 500 et 8000 noeuds. Le tableau 8.1
indique que les vitesses de convergence ainsi calculées sont supérieures aux valeurs réelles, surtout
pour la masse volumique. Ceci était prévisible puisque 1’écart entre la solution a 100 000 mailles et la
solution analytique est plus important pour la discontinuité de contact que pour les autres ondes.
Néanmoins, 1’ordre de grandeur est respecté, ainsi que les tendances générales : la vitesse converge
toujours a la méme vitesse que la pression, et nettement plus vite que la masse volumique.

Enfin, I’influence du nombre de CFL sur cette erreur a été étudiée dans le cas du schéma
VFRoe en variables non conservatives (figure 8.6). Elle indique qu’il est préférable pour des
questions de précision d’utiliser la valeur maximale acceptable de ce nombre. Ainsi, pour un nombre
de CFL de 0,45, le maillage doit étre environ 1,5 fois plus fin pour obtenir la méme erreur que pour
un nombre de CFL de 0,9, tandis que 1’utilisation d’un nombre de CFL de 0,1 nécessite le raffinement
du maillage par un facteur supérieur a 2. Ceci explique en partie pourquoi la discontinuité de contact
est plus diffusée. Le nombre de CFL de cette onde est plus faible que pour les deux autres ondes,

f u| _ Mach
|u|+c Mach+ 1’

puisqu’il est multiplié par
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Figure 8.4 : Tube & choc de Sod en gaz parfait. Courbes de convergence des schémas VFRoe-ncv, Rusanov
et Roe modifié. P,=1 bar, p,;=1 kg/m’, u;=0 m/s, P,=0.1 bar, pz=0.125 kg/m’, u,=0 m/s. (16000 pts max)
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Figure 8.5 : Tube i choc de Sod en gaz parfait. Courbes de convergence solution de référence : VFRoe-ncv
4 100000 mailles. P, =1 bar, p,; =1 kg/m’, u;=0 m/s, Px=0.1 bar, pg=0.125 kg/m’, ug=0 m/s.

140



Pression

-3
. e |
5 5.0
2 . [ CFL=0,1 |
g 7 | & CFL=0,45
= A _e_ CFL=0,9
- 8 |

-9 : : : : | :

11 -0 9 8 I 6 5 4
Ln(h)
Vitesse

-2
~_— —3 T
=
-~
o s —,_ CFL=0,1
N T _s CFL=0,45
ol g —e— CFL=0,9
=
~ 7 ]

-8 | | | | : |

Ln(h)

Masse volumique

-3
-~ =4 L
B
2 -5 T—__—’_
2 = T e CFL"_—O,].
s _6 | —— CFL=0,45
Bl h _o CFL=0,9
=
- -7 1

-8 | ! : | & : |

11 -0 9 8 7 -6 -5 4
Ln(h)

Figure 8.6 : Influence du nombre de CFL. Tube 4 choc de Sod en gaz parfait. Schéma VFRoe-
nev. Py =1 bar, pp =1 kg/m3, uy =0 m/s, PR=0.1 bar, pg=0.125 kg/m3, ug=0 m’s.
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8.1.1.2 Tube a choc supersonique en gaz parfait

Il a été signalé précédemment que le schéma VFRoe-ncy et le schéma de Roe modifié,
comme tous les schémas utilisant un systéme linéaire, nécessitent I’utilisation d’une correction
entropique. Celle-ci a pour objectif d’éviter ’apparition de chocs non physiques & I’intérieur des
détentes soniques, c’est-a-dire des détentes contenant un point ol la vitesse du fluide devient égal 4 la
vitesse du son locale. Les effets de ces corrections entropiques sur la convergence des schémas ont été
etudiés sur un cas test de tube 4 choc comportant une détente sonique.

Les conditions initiales de ce tube & choc supersonique sont les suivantes :
P, =5bar,p; = 1 kg/n?, xp=1l,etuy =0m/s
Pp = 0,1 bar,pg = 0,125 kg/nr’, xg =1, et uz =0m/s
ou les indices L et R désignent toujours les états & gauche et a droite de la membrane.

La solution est composée d’un 3-choc qui se propage vers la droite, suivi par la discontinuité
de contact, et d’une 1-détente. Une extrémité de cette derniére se propage vers la gauche, tandis que
’autre va vers la droite. Le point sonique reste toujours 2 la position de la discontinuité initiale (voir
figure 8.6).
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Figure 8.6 : Tube i choc supersonique en gaz parfait. Solution analytique pour la masse volumique.
P, =5 bar, p;=1 kg/m’, u;=0 m/s, Py=0.1 bar, p;=0.125 kg/m’, uz=0 m/s.

Les solutions numériques 4 I’instant t=244 10~ s obtenues avec les différents schémas sur
un maillage régulier de 500 mailles sont présentées sur la figure 8.7. Le nombre de CFL est fixé 4 0.9,
Les vitesses des trois ondes sont bien estimées et les deux états intermédiaires sont correctement
obtenus. Néanmoins, la diffusion de la discontinuité de contact et sa proximité avec le 3-choc font
que I'état intermédiaire entre ces deux ondes ne devient constant qu’au bout d’un certain nombre
d’itérations. Par ailleurs, sur les figures 8.8 et 8.9, on présente les courbes pour le nombre de Mach au
passage du point sonique sur des maillages réguliers respectivement de 500 et 2000 noeuds. On note
qu’avec le schéma VFRoe-ncv, un choc non entropique apparait, dont I’amplitude diminue lorsqu’on
raffine le maillage. Ce défaut n’est pas présent avec le schéma de Roe modifié, ce qui indique que la
correction entropique utilisée pour ce schéma est plus efficace que celle proposée pour le schéma
VFRoe-nev. Enfin, on vérifie que le schéma de Rusanov n’est absolument pas perturbé au niveau du
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point sonique. Néanmoins, & cause de la forte diffusion du schéma, la position du point précis de
Mach égal a 1 est mal représentee.

La figure 8.10 donne, en fonction du pas de maillage, les erreurs entre la solution numeérique
et la solution analytique pour chaque schéma. Les calculs ont été menés sur des maillages réguliers de
125, 250, 500, 1000, 2000, 4000, 8000, 16000 et 32000 noeuds. On retrouve le fait que le schéma de
Rusanov est le seul non perturbé par la présence du point sonique. Par ailleurs, on constate que pour
les deux autres schémas, la correction entropique agit différemment selon le maillage, puisque la
courbe des erreurs, surtout pour la vitesse, oscille autour d’une droite. En ce qui concerne les vitesses
de convergence (tableau 8.2), la présence du point sonique ne les modifie pas.

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
Pression 0,814 0,812 0,824
Vitesse 0,856 0,821 0,886
Masse volumique 0,674 0,662 0,679

Tableau 8.2 : Vitesses de convergence pour le cas test de tube 4 choc supersonique en gaz parfait.

Par ailleurs, il est important de signaler que sans correction entropique efficace, la solution
numérique contient un choc non physique au niveau du point sonique qui ne se résorbe pas quand on
raffine le maillage (figure 8.11 et 8.12). Il est méme possible que la pression devienne négative, ce
qui empéche la poursuite du calcul puisque la célérité du son a alors une valeur imaginaire. Ceci est le
cas avec le schéma de Roe modifié pour ce cas test. De plus, dans des configurations ou les rapports
entre les pressions ou les masses volumiques de part et d’autre de la discontinuité initiale sont plus
importants, il est nécessaire d’utiliser avec ce schéma un nombre de CFL inférieur a 0,5, méme avec
une correction entropique. Par exemple, en remplagant la valeur de la densité a gauche par 5, et en
conservant les valeurs des autres variables, le calcul ne peut étre effectué avec un nombre de CFL de
0,9, mais il est réalisable avec une valeur de 0,45 pour ce parameétre.
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Figure 8.7 : Tube 4 choc supersonique en gaz parfait. Solutions numériques (500 mailles).
PL=5 bar, p1 =1 kg/m3, up =0 m/s, PR=0.1 bar, pr=0.125 kg/m3, ug=0 m/s.
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Figure 8.9 : Zoom sur le point sonique (2000 mailles).
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Figure 8.10 : Tube a choc supersonique en gaz parfait. Courbes de convergence.
P =5 bar, py =1 kg/m3, uy =0 m/s, PR=0.1 bar, pp=0.125 kg/m3, up=0 ms.
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Figure 8.11 : Solution du schéma VFRoe-ncv sans correction entropique (500 mailles).
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Figure 8.12 : Solution du schéma VFRoe-ncv sans correction entropique (2000 mailles).
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8.1.1.3 Double détente symétrique en gaz parfait

On étudie & présent la configuration 1-détente / 3-détente, dans le cas particulier ol les
conditions initiales sont symétriques. Physiquement, cette situation correspond a un fluide s’écartant
d’une paroi. Pour étre précis, dans ce cas, il s’agit d’une demi-double détente symétrique. Il est bien
sir possible de considérer des doubles détentes non symétriques, mais elles n’ont aucune réalité
physique.

Les conditions initiales d’une double détente symeétrique sont :
PL=Pr=P,pr=pr=p, X =g =x, ety =-ug =u<0

ou les indices L et R désignent encore les états a droite et 3 gauche de I’interface. Le calcul a été
effectué en utilisant les valeurs suivantes :

P=1lbar, p= 1kg/m3, x=1,etu=-300m/s

Dans ce cas, la 1-détente se propage vers I’extrémité gauche de la conduite et la 3-détente vers
Pextrémité droite, tandis que la discontinuité de contact reste stationnaire (voir figure 8.13). De plus,
la masse volumique ne varie pas au passage de cette onde. Ces deux derniéres propriétés sont une
conséquence de la symétrie des états initiaux gauche et droite.
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Figure 8.13 : Double détente symétrique en gaz parfait. Solution analytique pour la masse volumique.
P, =Py=1 bar, p;=p=1 kg/m’, u,=-u ;=300 m/s.

Les solutions numériques de la figure 8.14 correspondent & un temps physique t = 5,34 107s.
Elles ont été calculées sur un maillage régulier de 250 mailles, en utilisant un nombre de CFL égal
20,9. La pression et la vitesse sont bien représentées par tous les schémas. Par contre, la masse
volumique varie fortement a travers la discontinuité de contact (figure 8.15). Quand on raffine le
maillage (figure 8.16), la variation de masse volumique, pour les schémas de Roe modifié et
VFRoe-ncv, garde son amplitude mais elle a lieu sur une distance plus réduite. Ce défaut existe aussi
avec le schéma de Godunov et le schéma de Roe original. Le comportement du schéma de Rusanov
est différent, I’erreur diminue lentement avec le pas du maillage. Par ailleurs, on retrouve les défauts
d’inversion de pente en fin de détente pour les schémas VFRoe-ncv et de Roe modifié.
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Les erreurs entre la solution numérique et la solution analytique, sont présentées sur la
figure 8.17. Elles ont été calculées pour des maillages réguliers de 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000,
8000, et 16000 noeuds. Les vitesses de convergence sont la aussi identiques pour les trois schémas.
Cependant, contrairement au cas test du tube a choc, la précision du schéma de Rusanov est la méme
que celle des deux autres schémas. De plus, comme la discontinuité de contact est transparente dans

cette configuration, la masse volumique converge presque aussi rapidement que la pression et la
vitesse.

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
Pression 0.828 0.838 0.815
Vitesse 0.826 0.836 0.811
Masse volumique 0.814 0.823 0.799

Tableau 8.3 ; Vitesses de convergence pour la double détente symétrique en gaz parfait.
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Figure 8.14 : Double détente symétrique en gaz parfait. Solutions numériques (250 mailles)
Py =PRr=1 bar, p; =pRr=1 kg/m3, up =u g=-300 m/s,
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Figure 8.15 : Double détente symétrique en gaz parfait. Zoom sur la discontinuité de contact.

P1 =PR=1 bar, py =pr=1 kg/m3, up =u R=-300 m/s. (250 mailles)
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Figure 8.16 : Double détente symétrique en gaz parfait. Zoom sur la discontinuité de contact.

Pp=PR=1 bar, py =pr=1 kg/m3, uy =u R=-300 m/s. (1000 mailles)
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Figure 8.17 : Double détente symétrique en gaz parfait. Courbes de convergence.
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8.1.1.4 double choc symétrique en gaz parfait

Le demier cas qui puisse apparaitre dans la résolution du probléme de Riemann pour les
équations d’Euler est la configuration 1-choc / 3-choc. Elle correspond 3 la rencontre de deux
€coulements. Comme la double détente symétrique, le double choc symétrique se rencontre dans la
mise en ceuvre des conditions aux limites de paroi, lorsque le fluide vient impacter la paroi.

Les conditions initiales d’un cas test de double choc symétrique sont :
Pp=Pp=P, pL=pr=p, ¥ =% =X, ety =—ug=u>0
avec les notations habituelles. Les calculs présentés par la suite utilisent les valeurs suivantes :
P=1bar,p= 1kg/m3, x=1,et u=300m/s

Avec ces conditions, la 1-onde est un choc qui se propage vers la gauche de la conduite, et la 3-onde
est aussi un choc qui se déplace vers la droite. Comme dans le cas test précédent, la discontinuité est
stationnaire et aucune variable n’est modifiée a sa traversée (figure 8.18).

Masse volumique
25

(3]
I
T

o
E
&
3 1,5 |
=y —o—t=0,534 ms
g 1 —m-t=1ms
[=]
-
-2
é 0,5 |
0 ! : : : | | ! ;

¥

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)

Figure 8.18 : Double choc symétrique en gaz parfait. Solution analytique pour la masse volumique.
P;=P.=1 bar, p;=py=1 kg/m?’, u; =-u ;=300 m/s.

Les résultats des différents schémas, sur un maillage régulier de 250 noeuds, sont donnés sur
la figure 8.19. Le temps physique est t = 0,534 ms, et le nombre de CFL est fix¢ a 0,9. La célérité des
ondes de choc est correctement simulée, et on constate que le schéma de Rusanov les diffuse plus que
les deux autres schémas. Comme dans le cas de la double détente symétrique, la vitesse et la pression
sont bien représentées, mais ce n’est pas le cas de la masse volumique (figure 8.20). La encore, pour
les schémas de Roe modifié et VFRoe-ncv, un raffinement du maillage (figure 8.21) permet de
réduire la largeur du défaut mais pas son amplitude. Tous les schémas convergent en norme L' ou
I?>! vers la solution exacte. Par contre, il semble que le schéma de Rusanov converge mieux
localement au niveau de la discontinuité de contact.
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Figure 8.19 : Double choc symétrique en gaz parfait. Résultats sur un maillage de 250 mailles.
P1=PR=1 bar, p] =pr=1 kg/m3, u =-u R=300 m/s.
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Figure 8.21 : Double choc symétrique en gaz parfait. Zoom sur la discontinuité de contact.
Py =Pr=1 bar, p] =pRr=1 kg/m3, up =u g=300 m/s. (1000 mailles)

La figure 8.22 montre les courbes de convergence pour les variables pression, vitesse et
masse volumique. Les pentes pour les trois schémas sont identiques. Elles sont plus importantes que
dans le cas de la double détente symétrique, comme le montre le tableau 8.4. Ce résultat surprenant
est conforme aux observations de [BGH98a]. Comme dans le cas du tube a choc, le schéma de
Rusanov demande d’utiliser un maillage deux 2 trois fois plus fin, pour obtenir une précision
identique a celle des deux autres schémas.

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifi€
Pression 0,923 0,993 0,925
Vitesse 0,891 0,975 0,893
Masse volumique 0,925 0,989 0,923

Tableau 8.4 : Vitesses de convergence pour le double choc symétrique en gaz parfait.
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Figure 8.22 : Double choc symétrique en gaz parfait. Courbes de convergence.
Pp=PR=1 bar, p1 =pr=1 kg/m3, uy =u R=300 m/s.
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8.1.1.5 Tube a choc en vapeur

L’objectif de ces schémas est de pouvoir utiliser des équations d’état pour un fluide réel. La
vitesse de convergence de ces schémas a donc été étudiée sur un cas test de tube a choc avec de la
vapeur d’eau.

Les conditions initiales pour ce calcul sont :
P, = 5bar,p; =2215kg/m’, x, =1, ety =0m/s
Pp = lbar,pR=0,435kg/m3, xg=1,etup =0m/s
Ces deux états correspondent 4 une température de 500 K. Aprés la rupture de la membrane, une onde
de détente subsonique se propage vers la gauche, tandis qu'une onde de choc se déplace vers

’extrémité droite de la conduite, suivie par une discontinuité de contact. La solution exacte de ce
probléme de Riemann est donnée, en notant :

E=2/t
par :
(W=W_ si E<u —cp
WzW(E,) siouy —cp<&<u —¢
T W=W, si uy—-c<E<y (8.4)
wW=W, si uy,<E<o
W=Wg si o<¢&

Dans 1’équation (8.4), les états intermédiaires vérifient :

P, =P, = 2,133 bar
u =u, = 3365m/s

p; = 1,156 kg/ o’ p, = 0,770 kg/
X‘l = XL XZ = XR
la vitesse du choc vaut :
o=7740m/s
et la paramétrisation de la 1-onde de détente est donnée par :
xE)=x
u€)—cE)=¢§
sE)=5
pE LR,
@)+ | AL £ DRV j———-c(p 5L o
P 5P

P(E) = P(s2).p&)x(E))
ol s(£) est ’entropie spécifique, qui reste constante dans toute la détente. A partir de la connaissance
de 1a masse volumique p(£), on déduit d’abord P() et c(§), ensuite u(€) et enfin &. Par contre le
calcul & partir de la donnée de & est plus compliqué. Cependant comme 1’évaluation numérique des
intégrales nécessite de faire des approximations, il a été choisi d’utiliser, comme solution de référence
pour le calcul des erreurs, la solution numérique donnée par le schéma VFRoe en variables non
conservatives sur un maillage de 100 000 noeuds.
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La figure (8.23) présente les solutions numériques des trois schémas sur un maillage de 200
mailles pour un temps physique t = 3,88.10™* s. Le nombre de CFL vaut dans ce cas 0,9. Les résultats
sont similaires & ceux obtenus avec du gaz parfait, étant donné que le coefficient polytropique 7 est
presque une constante (figure 8.24). Notamment, I’inversion de pente en fin de 1-détente est toujours
présente pour le schéma VFRoe-ncv et pour le schéma de Roe modifié. De plus, les valeurs de la
vitesse et de la pression restent bien constantes au passage de la discontinuité de contact.

Les courbes de convergence de la figure 8.25 ont été obtenues sur des maillages réguliers de
50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 4000, 8000, 10000 et 20000 noeuds. Comme pour le gaz parfait, les
vitesses de convergence sont identiques pour les trois schémas. Leurs valeurs ont été évaluées par Ja
méthode des moindres carrés en considérant les maillages entre 500 et 8000 noeuds et sont données
dans le tableau 8.5. La légere différence entre le schéma de Rusanov et les deux autres provient du
fait qu’il nécessite un maillage environ deux 2 trois fois plus fin pour obtenir la méme précision. En
effet, la valeur de la vitesse de convergence dépend fortement du choix des maillages retenus pour
son calcul, & cause de la solution de référence que nous utilisons. Or le maillage de 8000 mailles pour
le schéma de Rusanov est plutét comparable au maillage de 4000 mailles pour le schéma VFRoe-ncv
et le schéma de Roe modifié.

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
maillages utilisés 500 a 8000 20024000 50028000 | 1000220000 [ 500248000 200 4 4000
Pression 0.854 0.809 0.829 0.858 0.856 0.816
Vitesse 0.898 0.847 0.857 0.871 0.895 0.849
Masse volumique 0.720 0.681 0.681 0.700 0.724 0.686

Tableau 8.5 : Vitesses de convergence pour le tube a choc en vapeur.
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Figure 8.24 : Tube 4 choc en vapeur : coefficient polytropique (Schéma VFRoe-ncv avec 200 mailles).
P, =5 bar, p;=2.215 kg/m’, u; =0 m/s, Py=1 bar, p;=0.435 kg/m’, u;=0 m/s.
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8.1.1.6 Tube a choc en liquide

Dans le cas test précédent, la vapeur se comporte presque comme un gaz parfait, surtout pour
des températures nettement supérieures a la température de saturation. Le comportement d’un liquide
est trés différent puisqu’il est quasiment incompressible.

Les conditions initiales de ce cas test de tube 4 choc sont les suivantes :

P, = 2000 bar, p; = 10178kg/m’, x, =0, et uy =0m/s
P, = 100 bar, pg = 8383 kg/nr’, xg =0, et ug =0m/s
Les températures correspondantes pour de 1’eau liquide sont :

T, =400K et T = 500K
Le fort gradient de pression est nécessaire pour obtenir une vitesse du fluide, et donc de la
discontinuité de contact, significative comparativement & la vitesse du son dans le liquide. En effet,
malgré cette différence de pression, la vitesse du fluide reste trés inférieure a celle obtenue dans le cas
d’un gaz, comme le montre la figure 8.26, ol sont représentés les résultats des trois schémas, sur un
maillage de 200 noeuds. Ces calculs correspondent 4 un temps physique t= 1935 10™s et ont été
réalisés avec un nombre de CFL de 0,9.

1 est important de noter que la continuité de la pression et de la vitesse n’est plus respectée
numériquement au passage de la discontinuité de contact sur un maillage grossier. Le résultat est trés
net pour la vitesse. Bien entendu, cette erreur diminue quand le maillage est raffiné. Cependant méme
sur un maillage régulier de 10000 noeuds, la vitesse est encore légérement modifiée en utilisant le
schéma VFRoe-ncv (figure 8.27). Ce défaut n’est significatif que lorsque les deux températures de
part et d’autre de la discontinuité initiale sont différentes, ce qui augmente la différence de masse
volumique de part et d’autre de cette discontinuité. Il a été vérifié sur un cas test de tube a choc en
liquide avec des températures identiques, que ce défaut disparait [Fau98].

Par ailleurs, la détente est beaucoup plus raide que pour un gaz. Ceci provient du fait que
I’extrémité gauche de la détente se déplace avec la vitesse u; —c; tandis que I’extrémité droite se
propage 4 la vitesse u; — ¢, or ces deux valeurs sont trés peu différentes puisque la vitesse du fluide
est négligeable devant la célérité du son, et que cette derniére est pratiquement constante dans I’eau
liquide, quelles que soient les conditions thermodynamiques. Il est par conséquent plus difficile de
distinguer une détente d’un choc, surtout sur les maillages grossiers.

Enfin, il faut signaler que, par rapport au cas de la vapeur, la valeur du coefficient
polytropique ¥ est nettement plus grande, et elle est beaucoup plus sensible aux conditions

thermodynamiques (figure 8.28).

Les courbes de convergence de la figure 8.29 sont obtenues en utilisant comme solution de
référence la solution numérique donnée par le schéma VFRoe-ncv sur 100 000 mailles. On constate
que la variation de la pression et de la vitesse dans la discontinuité de contact a une influence sur les
vitesses de convergence de ces deux variables pour les schémas de Roe modifi¢ et VFRoe en
variables non conservatives. Elles sont légérement plus faibles que dans le cas du gaz, alors que celle
de la masse volumique n’est pas affectée. Par contre, dans ce cas test, le schéma de Rusanov est
nettement moins performant que les deux autres. Il faut un maillage presque dix fois plus fins pour
obtenir la méme précision sur la masse volumique, et les différentes vitesses de convergence (voir
tableau 8.6) sont beaucoup plus faibles. Ceci est dfi a la trés forte diffusion de la discontinuité de
contact par ce schéma. La pression et la vitesse sont elles aussi affectées car, dans ce cas test, elles
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sont modifiées a travers cette onde. De plus, la vitesse de convergence de la masse volumique est

passée en dessous de la valeur théorique de 2/3. Ce résultat est une conséquence de la mauvaise
convergence sur la vitesse.

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
Pression 0.804 0.642 0.805
Vitesse 0.820 0.642 0.819
Masse volumique 0.710 0.540 0.709

Tableau 8.6 : Vitesses de convergence pour le tube 4 choc en liquide.
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Figure 8.26 : Tube a choc en liquide : résultats sur un maillage régulier de 200 noeuds.
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8.1.2 Cas tests stationnaires

La deuxieme catégorie d’écoulements que nous considérons sont les écoulements
stationnaires en tuyére. Il s’agit d’étudier le comportement des trois schémas lorsque le temps
physique tend vers I’infini. Dans le cas des écoulements monophasiques, le systtme d’équations
s’écrit, en négligeant les frottements :

[ (pr ),t-f-(pAux ),Z ={

(pA ),t+(pAu ),Z =0

(pAu ),t+(pAu2),z+11&P,Z =0
| (AE)y+(Au (B+P)),=0

(8.5)

Dans la pratique, I'instant a partir duquel les variations des grandeurs physiques sont
négligeables dépend fortement des conditions initiales, des conditions aux limites, et du fluide. C’est
pourquoi on introduit le résidu masse défini par :

N

> (pr! -p~)2h1~
1
b;

n
i
.= i
Rmas" 2
0
; !

Ce résidu donne la variation, en norme L2, de la masse volumique entre deux instants
successifs du calcul, normé par la variation initiale. C’est un indice permettant de mesurer le niveau
de stationnarité effectivement atteint au cours du calcul

(8.6)

1
(pil—p

i=1

Les premiers tests ont été effectués avec de la vapeur d’eau. Ensuite, on présentera les
courbes de convergence pour des calculs similaires avec une équation d’état de type gaz parfait, ou la
solution analytique est disponible. Enfin le cas d’un écoulement d’eau liquide est présenté. Dans tous

ces calculs, on étudie, en plus des grandeurs classiques (pression, nombre de Mach ...), la capacité des
schémas a obtenir une valeur constante du débit massique (pAu) et du débit d’enthalpie totale

(pAuH = Au(E+ P)).

8.1.2.1 Tuyére en gaz réel

On consideére ici deux cas d’écoulements critiques. Le premier correspond a un écoulement
subsonique en entrée et supersonique en sortie, le second & un écoulement subsonique en entrée et en
sortie, avec la présence d’un choc droit dans le divergent. Dans les deux cas, la géométrie est celle
d’une tuyere de Laval de longueur L=1m (figure 8.30), dont la section réguliere est donnée par
1’équation :

Az)= 1+ 1,5 (1-22)° pour 0<z< 1 (8.7)

Figure 8.30 : Tuyére de Laval.
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Sortie supersonique.

Les conditions aux limites pour ce cas test sont en entrée :
Pp = 10bar, pg = 473kg/m’ et xg=1
Elle correspondent 4 une température Ty = Tg,p(Pg)+ 30. En sortie, on impose la pression :
Pg = 2 bar
Initialement, 1’écoulement est supposé au repos dans les conditions suivantes :
P, = 10 bar, p; =473kg/m’, x, =1 et uy =0m/s
et a I’instant t = 0 s, la pression Pg est brutalement imposée & I’extrémité droite de la conduite.

Pour imposer ces conditions aux limites, deux méthodes ont été testées, qui consistent a
calculer un état sur une maille extérieure (voir chapitre 7.5.2.2), soit par la méthode de Godunov, soit
par la méthode VFRoe. Ensuite, le flux sur I’interface de sortie est obtenu en utilisant le flux du
schéma VFRoe-ncv pour les trois calculs. Il a été vérifié que ces deux types de conditions aux limites
donnent des résultats identiques pour ce cas test.

Ils sont donnés sur la figure 8.31, pour la pression et le nombre de Mach. Les calculs ont été
effectués sur un maillage régulier de 200 noeuds, avec un nombre de CFL égal 2 0,9. Les évolutions
temporelles correspondantes des résidus masse (figure 8.32) montrent que, pour chaque schéma, le
niveau de stationnarité est excellent. On constate que le point sonique est bien situé au niveau du col
de la tuyére pour les trois schémas, et que 1’écoulement est bien supersonique dans le divergent.

Par ailleurs, il est important de noter que les valeurs du débit massique au niveau des
interfaces varient nettement moins que ces mémes valeurs prises au niveau des mailles (figure 8.33).
L’écart est inférieur & 10~ %pour les premiéres et de I’ordre de 1 % pour les secondes. Ce résultat
était prévisible puisque, lorsque ’écoulement est stationnaire, 'utilisation du bilan de flux d’un
schéma Volumes-Finis, (7.52) pour le schéma VFRoe-ncv, (7.70) pour le schéma de Rusanov, et
(7.80) pour le schéma de Roe modifié, est équivalent a écrire que le débit massique est identique sur
chaque interface. En fait, le résidu masse est une mesure de la variation du débit d’interface.
Evidemment, il en va de méme pour le débit d’enthalpie totale.

La figure 8.34 présente 1’évolution des débits d’interface lorsqu’on raffine le maillage. Les
valeurs ont été calculées sur des maillages réguliers de 200, 500, 1000, 2000 et 5000 noeuds. On
constate que le schéma VFRoe-ncv donne une meilleure estimation du débit que les deux autres,
surtout pour des maillages grossiers. A 1’oppos¢, le schéma de Rusanov nécessite un maillage plus de
dix fois plus fin pour obtenir la méme précision.
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Figure 8.31 : Ecoulement stationnaire de vapeur. Résultats sur un maillage régulier de 200 noeuds.
Entrée subsonique, P,=10 bar, p;=4,73 kg/m’. Sortie supersonique.
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Figure 8.32 : Ecoulement stationnaire de vapeur en tuyére. Evolution des résidus masse.
Entrée subsonique, Pgp=10 bar, pg=4,73 kg/m3. Sortie supersonique.
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Figure 8.34 : Ecoulement stationnaire de vapeur avec sortie supersonique. Evolution du débit
au cours d’un raffinement de maillage.

Sortie subsonique.

La seule différence avec le cas test précédent se situe au niveau de la valeur de la pression en
sortie. Elle est maintenant fixée a :

PS=8bar

Cette valeur de pression a été choisie de maniére a ce que ’écoulement reste sonique au
niveau du col de la tuyére, et qu’une onde de choc stationnaire soit présente dans le divergent. La
encore, la comparaison des différents types de conditions aux limites n’a pas montré d’écart
significatif entre les solutions numériques.

Les résultats des trois schémas pour les variables pression, nombre de Mach et débit masse
d’interface, obtenus sur un maillage régulier de 200 mailles, en utilisant un nombre de CFL de 0,9,
sont présentés sur la figure 8.35. Les résidus masse correspondants sont donnés sur la figure 8.36. On
montre que 1’écoulement en amont du point sonique, situé au col, est bien identique a celui obtenu
dans le cas de la sortie supersonique (voir [Fau98] pour le cas du schéma VFRoe-ncv). En particulier,
les débits sont exactement les mémes dans les deux écoulements. De plus, il faut signaler que, dans le
cas du gaz parfait, il a été vérifié, en comparant avec la solution analytique que la position du choc
dans le divergent est correcte.

La premiére évidence est que le schéma de Rusanov diffuse beaucoup trop le choc
stationnaire, méme sur un maillage 4 1000 noeuds [FHB99]. De plus, le débit est trés mal approché
par ce schéma. S’intéressant toujours au débit, on constate, en aval du choc, la présence de
perturbations pour le débit massique calculé par le schéma VFRoe-ncv. Ceci est dii au fait que ce choc
est capturé avec exactement deux points. Ce défaut se traduit bien entendu par une valeur importante
du résidu masse. Pourtant, ce schéma est celui qui approche le mieux le débit massique. Le schéma de
Roe modifié ne fait pas apparaitre ce type de perturbations, tout en capturant le choc trés précisément.
Des résultats similaires existent pour la capture du choc en gaz parfait. On note pour le schéma
VFRoe-ncv une certaine contradiction entre le résultat théorique de préservation des relations de saut
exactes en gaz parfait pour un choc isolé stationnaire, et le résultat numérique observé ici.

171



Pression

12
=
é — VFRoe
=
2 —s— Rusanov
g —o—Roe
0 : : : ; : - : : :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)
MACH
2.5 2,5
24 12
3 1,5 -+ -+ 1.,5 ':% -—-ﬁ—-VFROB
8 _E —»— Rusanov
§ 14 + 1 g —o—Roe
05 1 1os —— Section
0 : , ; : : : : ; { 0
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)
Débit masse
1520
- 1515 L
E;
:: 1510 L —a— VFRoe
% —se— Rusanov
1505 L
= b # 2 & 2 2 & s 2 Roe
z l/\"‘-"w ——
/R 1500 1
1495 : ' : | : : : : }

02 0

3 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)

Figure 8.35 : Ecoulement stationnaire de vapeur. Résultats sur un maillage régulier de 200 noeuds.
Entrée subsonique, Pz=10 bar, pg=4,73 kg/m’. Sortie subsonique, P;=8 bar.
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Figure 8.36 : Ecoulement stationnaire de vapeur en tuyére. Résidu masse pour les trois schémas.
Entrée subsonique, Pp=10 bar, pg=4,73 kg/m3. Sortie subsonique, P§=8 bar .
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8.1.2.2 Tuyére en gaz parfait

Dans le cas d’un gaz parfait, la solution analytique peut étre calculée aussi bien pour un
€coulement supersonique en sortie, ou en présence d’un choc. Cette solution analytique a été utilisée
pour calculer les erreurs sur les variables suivantes : pression et nombre de Mach pris sur les mailles,
et débit massique d’interface. Les cas tests que nous considérons sont exactement les mémes que pour
les calculs en vapeur.

Sortie supersonique.

Dans le cas supersonique, on rappelle les conditions en entrée :

P; = 10bar, pp = 4,73 kg/m’ et x; =1
et en sortie :

Pg = 2 bar

jusqu'd ce que I’écoulement devienne supersonique. Initialement, 1’écoulement est toujours supposé
au repos dans les conditions suivantes :

P, =10bar, p; =473 kg/m’, x; =1 et u, =0m/s

et & 'instant t = 0 s, la pression Pg est brutalement imposée a 1’extrémité droite de la conduite. Dans
ces conditions, le débit massique critique théorique vaut pAu= 154144 kg/s. Les résultats de ces
calculs sont trés similaires & ceux obtenus en vapeur, et ne sont donc pas présentés ici. Ceci était
prévisible puisque dans le cas de la vapeur, le coefficient polytropique est quasiment constant, comme
dans le cas du tube a choc.

Les €carts entre la solution numérique et la solution analytique (figure 8.37) ont été calculés
pour des maillages réguliers de 200, 500, 1000, 2000 et 5000 noeuds, en utilisant toujours
I’expression (8.1). On constate que les vitesses de convergence sont identiques pour les trois schémas.
Considérant les débits, le schéma VFRoe-ncv donne de meilleurs résultats. Par contre la tendance
n’est pas aussi nette pour la pression et le nombre de Mach. Néanmoins, il faut signaler que, pour ces
derniéres, les résultats sont légérement faussés. En effet, les valeurs analytiques utilisées pour
’obtention des erreurs correspondent a un écoulement ayant la valeur théorique du débit massique,
alors que les débits numeériques sont tous différents les uns des autres. Or, a ce degré de précision, les
€carts dus & ce parametre sur les valeurs numériques de la pression et du nombre de Mach sont du
méme ordre de grandeur que les erreurs dues a la précision des schémas.

Sortie subsonique.

Comme dans le cas en vapeur, la pression de sortie est fixée a 8 bar. Les résultats numériques
ont permis de s’assurer que la position du choc était bien estimée. Ils ne seront pas non plus décrits,
du fait de leur ressemblance avec les calculs en vapeur. La figure 8.38 présente les erreurs calculées
pour la pression de maille, le nombre de Mach de maille et le débit masse d’interface, sur des
maillages réguliers de 200, 500, 1000, 2000 et 5000 noeuds. Encore une fois, la vitesse de
convergence est identique pour les trois schémas. Néanmoins, on remarque que le schéma VFRoe-ncv
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est le plus précis des trois pour toutes les variables, et que le schéma de Rusanov nécessite un
maillage presque dix fois plus fin pour obtenir une précision comparable.

11 est important de signaler que la vitesse de convergence pour les trois schémas vaut 1 pour
toutes les variables, qu’il v ait un choc ou non dans le divergent. Les valeurs de vitesse de
convergence inférieures strictement & 1’unité pour les cas tests précédents est donc une conséquence
directe du caractére instationnaire de I’écoulement et non de la présence de discontinuités dans la
solution.
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Figure 8.37 : Ecoulement stationnaire de gaz parfait en tuyére. Courbes de convergence.
Entrée subsonique, PEp=10 bar, pp=4,73 kg/m3. Sortie supersonique.
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Figure 8.38 : Ecoulement stationnaire de gaz parfait en tuyére. Courbes de convergence.
Entrée subsonique, Pg=10 bar, pp=4,73 kg/m3. Sortie subsonique, Pg=8 bar.
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8.1.2.3 Tuyére en liquide

On considére maintenant un écoulement liquide dans une tuyére convergente, dont la
géométrie (figure 8.39) est donnée par I’expression :

A(z)=4 si0<z<0,25
A(z)=4-15 (42z-1)> si025<2<0,5
A(z)=1+15 (4z—3)2 si0,5<z<0,75
A(z)=1 si0,75<z<1

(8.8)

L’intérét d’utiliser une section constante en entrée et en sortie est d’éviter des problémes au niveau
des conditions aux limites, 1iés 2 la variation de section.

Figure 8.39 : Tuyére convergente.

En entrée de la tuyére on impose 1’état thermodynamique suivant :
P =3bar, pg = 93725 kg/m’, et x; = 0
ce qui correspond 4 une température T; = 400 K. En sortie, la pression est fixée a :
Py = 25bar

Comme précédemment, ’état initial correspond 4 un fluide au repos dans les conditions
thermodynamiques imposées en entrée :

P, =3bar, p; =93725kg/m’, x, =0, et u =0m/s
et a I'instant t = 0 s, on diminue brutalement la pression en sortie au niveau de Ps.

Les courbes de pression de la figure 8.40 ont été obtenues sur un maillage régulier de 100
noeuds, avec un nombre de CFL de 0,45. On constate que 1’évolution de la pression dans le
convergent n’est absolument pas correcte, pour aucun des schémas. Bien entendu, cette erreur
diminue lorsque le maillage est raffiné (figure 8.41), mais elle reste présente méme avec 1000 noeuds.
A premiere vue, le schéma VFRoe-ncv est le moins bon des trois. Cependant, quand on s’intéresse au
débit massique (figure 8.42), on remarque que le débit obtenu avec ce schéma est nettement plus
important, ce qui explique que I’erreur dans la section variable soit amplifiée. La cause de cette erreur
est que la masse volumique est presque constante en fonction de la pression, une variation relative de
107 de la masse volumique se traduit par une variation de trois bar de la pression. Or, il a déja été
noté que la précision des valeurs de mailles n’est pas assurée par un schéma de type Volumes-Finis.
Ceci est confirmé lorsqu’on analyse les valeurs d’interface que calcule le schéma VFRoe-ncv
(figure 8.43). La pression et toutes les autres variables sont alors parfaitement représentées. Il est 4
noter que de telles grandeurs d’interface peuvent étre définies pour tous les schémas en les calculant 3
partir des valeurs du flux : Wi, 1, =W (E,/5).
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Par ailleurs, les résultats pour le débit, obtenus sur les maillages plus fins (figure 8.44),
mettent en évidence le fait que le schéma VFRoe en variables non conservatives est le seul qui
permette d’évaluer correctement le débit massique de 1’écoulement. Les deux autres schémas
nécessitent un maillage plus de dix fois plus fin pour obtenir une bonne estimation de ce débit. I
existe deux différences importantes entre le schéma VFRoe-ncv et les deux autres. Tout d’abord, c’est
le seul qui soit de type Godunov. De plus, ce schéma utilise 1’équation sur la pression pour évaluer le
flux d’interface, alors que les schémas de Rusanov et de Roe modifi€é emploient 1’équation sur
I’énergie totale. Or, dans le cas d’un écoulement liquide, si la variation de pression est significative
(environ 20%), ce n’est pas le cas pour ’énergie totale, dont la variation est de 1’ordre de 0,01%. Il est
possible que ce soit 12 I’origine du manque de précision des deux derniers schémas.

Pour ce cas test, on a ufilisé de nouvelles fonctions thermodynamiques, qui permettent de
réduire le temps de calcul. En effet, les courbes du résidu masse indiquent qu’il est nécessaire de faire
un beaucoup plus grand nombre d’itérations pour atteindre un bon niveau de stationnarité. Ne
disposant pas avec cette nouvelle thermodynamique de fonction entropie, les calculs ont été effectués
en utilisant uniquement les conditions aux limites de type VFRoe. Un cas test a néanmoins été réaliseé,
avec des conditions de type Godunov et la thermodynamique initiale, en utilisant le schéma de
Rusanov sur un maillage de 100 noeuds. Les résultats sont tout 4 fait équivalents pour les deux types
de conditions aux limites.

Une derniére remarque sur ces écoulements liquides stationnaires concerne le résidu masse,
dont une évolution typique est donné sur la figure 8.45. Tout d’abord, la valeur de ce résidu masse est
plus élevée que dans le cas de la vapeur. Néanmoins, il faut rappeler que le résidu, calculé a
I’instant t, est normé par sa valeur 4 I’instant initial ; or cette derni¢re est trés faible (de 1’ordre
de 1077), puisqu’elle est due uniquement & une chute de pression et que la masse volumique est trés
peu sensible 4 la pression. Cette valeur du résidu masse correspond donc bien 4 un bon état
stationnaire de I’écoulement. On constate toutefois qu’il est nécessaire d’effectuer un nombre
d’itérations beaucoup plus important que dans le cas d’un gaz pour obtenir un niveau de stationnarité
équivalent, et que 1a courbe présente beaucoup plus d’oscillations.
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.§ 3 T -—-e—-"ROB"
2 2.4 —— Section
-

1.l

0 : ; : : ' ' : 1 |

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)

Figure 8.40 : Ecoulement stationnaire liquide. Courbes de pression (100 noeuds).
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Figure 8.41 : Ecoulement stationnaire liquide. Pression de maille sur des maillages fins.
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Figure 8.42 : Ecoulement stationnaire liquide. Débit massique de maille et d’interface (100 noeuds).
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Figure 8.43 : Ecoulement stationnaire liquide. Pression d’interface. ( schéma VFRoe-ncv 100 noeuds).
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Figure 8.44 : Ecoulement stationnaire liquide. Evolution du débit en fonction du pas de maillage.
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Figure 8.45 : Ecoulement stationnaire liquide. Evolution typique du résidu masse.
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8.1.3 Conclusion

Cette étude de convergence a mis en évidence que les comportements des trois schémas sont
trés différents selon qu’on simule des écoulements stationnaires ou instationnaires. En effet, il a €té
constaté que le caractére instationnaire des écoulements entraine une diminution de 1’ordre effectif du
schéma, alors que dans le cas des écoulements stationnaires, la vitesse de convergence est bien égale
3 Punité. Par ailleurs, la nature du fluide, gaz ou liquide, a elle aussi énormément d’influence sur les
résultats.

Pour I’ensemble des cas tests, le schéma de Rusanov est moins précis que les deux autres.
Néanmoins, si on s’intéresse 4 des écoulements instationnaires, cette limite n’est pas trop
contraignante, il ne nécessite un maillage que deux a trois fois plus fin. Or il posséde des propriéteés
que n’ont pas les deux autres schémas, notamment le fait qu’il n’existe pas d’inversion de pente en fin
de détente. Pour les écoulements stationnaires, ce schéma ne permet d’obtenir des résultats
acceptables que pour les écoulements en gaz, ne faisant pas intervenir de choc stationnaire.

Les schémas de Roe modifié et VFRoe en variables non conservatives donnent des résultats
trés proches 1I'un de 1’autre, sauf dans Ie cas d’un écoulement stationnaire en liquide. Dans ce cas,
le dernier nommé est nettement le plus performant, surtout qu’il calcule le flux 4 partir d’un état
d’interface. En effet, pour les calculs d’écoulements stationnaires, le résultat est beaucoup plus précis
sur les valeurs d’interface que sur les valeurs de maille.

183



8.2 Préservation des états invariants

11 s’agit maintenant d’étudier la capacité des trois schémas numériques 4 simuler exactement,
sur maillage donné, quelques solutions particuliéres, invariantes dans le temps, du systéme convectif
continu :

[ (pAx ), +(pAux ),,= 0

(PA ) +(pAu),,=0

(pAu ),t+(pAu2),z+AP,z =10
| (AE),+(Au (E+P)),=0

8.9

Une attention particuliére est portée au cas d’une section constante, puisque le systéme est
alors conservatif. Les premiers tests concernent les discontinuités stationnaires, discontinuité de
contact ou choc, en notant qu'une des propriétés recherchées lors du développement de schémas
numeériques pour les systémes conservatifs est la résolution exacte de ces discontinuités stationnaires.
Enfin, on s’intéressera 4 1’influence de la variation spatiale de la section. L’objectif est de vérifier si
les schémas proposés résolvent correctement les solutions triviales, & vitesse nulle et & pression
constante, qui sont donc stationnaires. On mettra en évidence que ce n’est pas le cas pour toutes les
genéralisations des versions conservatives des schémas au cas d’une section variable en espace.

8.2.1 Cas d’une section constante

I1 a déja été mentionné que, dans le cas d’une section constante, le systéme (8.9) se raméne
aux €équations d’Euler, avec une équation supplémentaire pour le titre massique qui est simplement
convecté. Les relations aux passages d’une discontinuité se déplacant a la vitesse ¢ s’écrivent alors
naturellement :

— o [px]+[pux] =0 (8.10.2)
-c [p]+[pu] =0 (8.10.b)
e [pu]+[pu2 +P] =0 (8.10.c)
~o [E]+[u (B+P)] =0 (8.10.d)

Ces relations sont valables quelle que soit 1’équation d’état du fluide. On étudiera donc le
comportement des schémas lorsque le fluide est un gaz parfait, un gaz réel ou un liquide. L’examen
de la préservation numeérique des €tats invariants a la discontinuité instationnaire a été examinée dans
[BGH98c] pour le schéma VFRoe-ncv. Ici, on présente aussi les résultats pour le schéma de Rusanov.

Pour étudier le comportement théorique de chaque schéma, on suppose que la discontinuité de
contact se trouve entre les mailles « i » et « i+1 », ¢’est-a-dire que 1"état 4 I’instant t* du calcul est le
suivant (figure 8.46) :

Wj" =W, Vj<i
Wj“ =Wy Vi>1i
en rappelant que :

W = (px,p,pu, E)’
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Woi=wp | W'=W | Wi =W

Wiia = Wr

Interface Interface Interface
i—-1/2 i+1/2 i+3/2

Figure 8.46 : Etat du calcul a I’instant initial.

On calcule ensuite les nouvelles valeurs des variables sur les mailles «i1» et « i+l » a 'instant

1 A

8.2.1.1 Discontinuité de contact stationnaire

Par définition d’une discontinuité de contact, la pression et la vitesse de part et d’autre sont

égales :
PL=PR:P uL=UR=u

tandis que la masse volumique et le titre massique peuvent étre différents :

PL #Pr XL # XR

Comme elle se déplace 2 la vitesse du fluide, si elle est stationnaire, c’est que cette vitesse est nulle :

u=0m/s
Schéma VERoe-ney .

Dans le cas ot la vitesse est nulle, il est facile de vérifier que les flux sur les frois interfaces

« i-1/2 », « i+1/2 », et « i+3/2 » sont donneés par :

VFRoe _ wVFRoe _ 1nVFRoe _
E—]/Z = H+1/2 —E+3/2 =0

On a aussi :

k3 ¥
P_12=Pii1y2=Pian=P

Les nouvelles valeurs des variables conservatives deviennent donc :

e =%

pi*! =pf
(P =(p); =0
B =E
d’ol on déduit que :
P! =pf
gt = =0
Pin+1 - Pin
X?_H - X1n

Bien entendu, on obtient un résultat identique pour la maille «i+1 ».
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Il est a noter qu’aucune hypothése n’a été faite sur les équations d’état pour les fluides de part
et d’autre de la discontinuité de contact initiale. Le schéma VFRoe-ncv résout donc exactement les
discontinuités de contact stationnaires méme dans le cas ol les deux fluides sont différents, par
exemple un liquide & gauche et un gaz a droite.

Schéma de Rusanov.

En calculant les flux calculés par le schéma de Rusanov, on obtient :

12 =0 (8.15.2)
Rus ~ PrRER —PLXL 8 Pr —PL 0 ER _EL) 8.15.b
(e 2 0 2 -
E5,=0 (8.15.¢)
ainsi que :
Pi1/2=Pis12=Pii3,p =P (8.16)

Dans I’équation (8.15), la vitesse du son & I’interface est donnée par :
¢=max (1B /P, TrPr/Pr ) 8.17)

ol les coefficients polytropiques 7 et ¥ sont définis par I’expression (7.3).

L’introduction des expressions (8.15) dans le calcul des grandeurs conservatives a

Iinstant t*! domme :

n+l ¢ At ¢ At

A R etz

n+1 CAT) (6At)
ol 1 & 8.18.b
P PL( 2h Pr °h ( )
(P =0 (8.18.c)

¢ At ¢ At
EM = F (1—°—J E ( ) 8.18.d
i 1 2h R 21’1 ( )

En notant que I’énergie totale s’exprime en fonction de I’énergie interne spécifique par :

E=pe+—;pu2 (8.19)
I’équation (8.18.d) devient :
n+1 n+1 6Atj [6 At)
=pie| l———| +pre 8.20
P; PL L( oh) T PReR{ ST (3:20)
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Ainsi, si la pression P est une fonction linéaire de 1’énergie interne volumique p e, comme

c’est le cas pour un gaz parfait, alors la pression est conservée P{‘H =P =P (il en est de méme sur la
maille « i+1 »), mais ce n’est pas le cas pour un fluide quelconque. Par ailleurs, la masse volumique
n’est en aucun cas stationnaire. Le schéma de Rusanov ne permet donc pas de simuler correctement
une discontinuité de contact stationnaire. Ceci était prévisible puisque cette onde n’est pas considérée
dans le calcul des flux par ce schéma. Ce résultat est illustré sur la figure 8.47 pour un gaz parfait, et
sur la figure 8.48 pour un gaz réel. Néanmoins, dans ce dernier cas, il est important de noter que cette
erreur se résorbe quand on augmente le nombre d’itérations (figure 8.49). On vérifie bien siir que
raffiner le maillage permet de diminuer I’amplitude des variations pour un méme temps physique
(figure 8.50).

Par ailleurs, le titre massique non plus n’est pas conserve, sauf si les deux valeurs initiales
sont égales bien entendu. Par conséquent, une discontinuité de contact stationnaire entre un liquide et
sa vapeur ne peut pas étre calculée.
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= 034 T R
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0,14 ° - = -0,2
0 : - z -0,4
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Figure 8.47 : Discontinuité de contact stationnaire en gaz parfait par le schéma de Rusanov.
P =1 bar, u=0ms, pf, = 1 kg/m3, pp =1 kg/m3 (200 itérations).
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Figure 8.48 : Discontinuité de contact stationnaire en vapeur d’eau par le schéma de Rusanov.
P=1 bar, u=0 m/s, py,=0.548 kg/m3 (T =400K), pr=0.435 kg/m3 (TR=500K) (50 itérations).
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Figure 8.49 : Discontinuité de contact stationnaire en vapeur d’eau par le schéma de Rusanov.
Comparaison des résultats pour 50 et 100 itérations (200 mailles).
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Figure 8.50 : Discontinuité de contact stationnaire en vapeur d’eau par le schéma de Rusanov.
Comparaison des résultats sur des maillages de 200 et 500 mailles (méme temps physique).

Schéma de Roe modifié.

Dans le cas d’une discontinuité de contact stationnaire, les expressions des flux sur les
interfaces « i-1/2 » et « i+3/2 » sont simplement :

B, =F%,=0 (8.21)

Le calcul du flux sur I’interface « i+1/2 »est plus complexe et donne :

(X Fy2.Fai, 0.H F+1/2) (8.22)

avec

BT B N . o
El = %[(DR(XR - %) - pL(xL - X)) (a_j!’,r ®,T,X) + (Pr —pr) ¢(P,T,X) + pgeg — PLCL}

(8.23)

ou les expressions de ¢ (P,1,%X), ¢ (P,7,%), et y (P,7,X) sont données dans le chapitre 7.4.3. Dans
les équations (8.21) et (8.22), H désigne |’enthalpie totale, et la valeur moyenne d’une variable a est
définie par @=(a; +ag)/2.Deplus, ona:

P2 =Puyy=Pysn=P (8.24)
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Si on considére le cas particulier d’un gaz parfait, ona:

El1,=0

et la discontinuité de contact stationnaire est parfaitement respectée. Par contre, ce n’est pas vrai pour
un fluide réel (figure 8.51). Comme pour le schéma de Rusanov, les variations de pression et de
vitesse diminuent quand on augmente le nombre d’itérations, et par conséquent, elles sont moins
importantes sur un maillage plus fin pour un méme temps physique. Ceci confirme que la solution
numérique converge toujours vers la bonne solution. Par contre, dans le cas particulier d’une
discontinuité de contact entre un liquide et sa vapeur, le calcul est impossible.

1 5,025
0,5 L <802
0 _(_+/\/ 3 - /\,‘ X 5,015
-0,5 & NE.. | —
o e
' 14 1 5,005 é
;’ «1,5 2 e - 5 g —x—V‘itE-SSC
i 2l 1 4,995%
> s 199 & —o—Pression
31 1 4,985
3,5 1 1 4,98
-4 g ; i ; 4,975
0 50 100 150 200 250
Nombre de mailles (-)

Figure 8.51 : Discontinuité de contact stationnaire en vapeur d’eau par le schéma de Roe modifié.
P=5 bar,u=0 m/s, p;=2,213 kg/m® (T, =400K), pz=1,997 kg/m’® (Tx=500K) (100 itérations).

Conclusion.

L’ensemble des résultats sur les discontinuités de contact stationnaires sont récapitulés dans
le tableau 8.7. Le nombre de signe +, respectivement trois, deux, un, signifie respectivement que la
discontinuité de contact est parfaitement reproduite, que seules la pression et la vitesse le sont, que le
calcul n’est pas correct mais est stable. Enfin le signe - correspond & un calcul impossible.

-

VFRoe-ncv Rusanov Roe modifié
Gaz parfait o e +++
Fluide réel o + +
Liquide / vapeur Eaih - -

Tableau 8.7 : Résultats de la simulation d’une discontinuité de contact stationnaire.
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8.2.1.2 Discontinuité de contact instationnaire

On considére maintenant une discontinuité de contact mobile. Les conditions initiales sont les
mémes que pour le cas stationnaire sauf que la vitesse u n’est plus nulle. Sans perdre de généralité, on
suppose que la discontinuité se propage de la gauche vers la droite, la vitesse est donc positive :

u>0

Bien entendu, étant donné qu’elle se déplace, la discontinuité ne se situe pas en général sur
une interface du maillage. Par conséquent, il n’est pas possible que la discontinuité de masse
volumique soit nette. Ce qui nous intéresse donc est la capacité des schémas & conserver la vitesse et
la pression constante.

Schema VFRoe-ncv.

Pour une vitesse positive, les flux sur les différentes interfaces sont donnés par :

E F+1/2 = (pLxLu, pPLY, pLu uE; + P)) (8.25.a)
4
55 = (pRXRu, PRI PRU”, W(ER + P)) (8.25.b)

auxquels s’ajoutent les expressions suivantes pour la pression sur I’interface :

*

PR i+1/2 = P1+3/2 =P (8.26)
Par conséquent, il est facile de vérifier que :
Wl — Wi =W, (8:27)
Par contre, les grandeurs sur la maille « i+1 » sont modifiées :
(#95, = pLxL(u_AﬁE] + PRXR( 1- u%j (8.28.2)
At At
Pl = pL(u—] + pk[l - u—] (8.28.b)
h h
At At
(pu)1+1 =p;u (u?] +pgru [1 u—h-) (8.28.c)
EMl=E [u—?}) + ER[I - u%} (8.28.d)

En combinant les équations (8.28.b) et (8.28.c), on obtient :
W =u (8.29)

tandis que la transformation de (8.28.d) en utilisant (8.28.b), (8.28.c) et (8.19) donne la nouvelle
valeur de I’énergie interne volumique :

At At
(pe)HI =prep (u-h—) +preg (1 - uﬂ (8.30)
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Cette expression permet de conclure que la pression et la vitesse sont conservées pour une loi
de pression linéaire en fonction de p e, par exemple un gaz parfait, mais ce n’est pas le cas pour un
fluide quelconque (figure 8.52). Il a été vérifié que ce défaut se résorbe au cours du temps, ou quand
on raffine le maillage.

1,00006 100,025
- s
= 1,00004 | 1 100,01
§ 1,00003 | 1 100,005 §
= ’ ) L 100 ‘gn'; —g— Pression
g LON0Z 1 99,995 ?_‘. —o— Vitesse
Jot -
8 1,00001 | L9999 =
| 99,985
: ! 99,98
0,99999 99,975

0o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distance (m)

Figure 8.52 : Discontinuité de contact mobile en vapeur d’eau par le schéma VFRoe-ncv.
P=1 bar, u=100 m/s, p =0,435 kg/m3 (T =500K), pr=0,548 kg/m3 (TR=400K) (100 itérations).

Schéma de Rusanov.

Les nouvelles expressions pour les flux sont :

t
F}liulsfz = (PLXLUaPLUaPLuZ,U(EL + P)) (8.31.a)
[ PRER + PLXL u—(u+ 8 PrXR — PrXL
PR+PLu_(u+e) Pr—PL
R, =| 2 (8.31.b)
2 2
Eet B po ey L ;EL

t
B = (prxetsprupry’ uEr + P)) (8.31.0)
et pour la pression :
P12 =Pi12=Pap=P (8.32)

On vérifie que les résultats pour le titre massique, la masse volumique, et I'énergie interne
volumique sont les mémes que pour la discontinuité de contact stationnaire (équations 8.18.b et 8.20),
et que la nouvelle vitesse vérifie :

1_1+1 _

o

En conclusion, dans le cas d’un gaz parfait, la pression et la vitesse sont conservées, mais pas dans le
cas d’un fluide réel (figure 8.53).

o (8.33)
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Figure 8.53 : Discontinuité de contact mobile en vapeur d’eau par le schéma de Rusanov.
P=1 bar, u=100 m/s, py =0,435 kg/m3 (T1 =500K), pr=0,548 kg/m3 (TR=400K) (100 itérations).

8.2.1.3 Choc stationnaire

On considére maintenant le cas d’une onde de choc stationnaire. Dans ce cas, la connaissance
de la vitesse de 1’onde ne suffit pas pour faire les calculs analytiques, aussi seule une étude numérique
a eté réalisée. Comme précédemment, les calculs ont été effectués avec un gaz parfait et avec de la
vapeur d’eau.

Gaz parfait.
Les états de part et d’autre de la discontinuité initiale sont :
P, = 1bar, p; = 0,5kg/m’, y =—400m/s

Pp = 0,5 bar, pg = 0,30769231 kg/m’, ug = —650m/s

Les résultats obtenus sur un maillage de 250 noeuds, aprés 100 itérations, pour les trois schémas sont
présentés sur la figure 8.54.

Vapeur d’eau.

Les conditions initiales de ce calcul sont :
P, = Sbar, pp = 2,2130469596039 kg/m3, y =-400m/s
Py =2,343528097136312 bar, py = 1,264431845484877 kg/m3, ug = —700,0921299179249 m/ s

Les résultats sont donnés sur la figure 8.55.

Dans le cas du gaz parfait, T. Buffard [Buf93] a moniré le résultat théorique suivant: le
schéma VFRoe-ncv conserve le choc stationnaire dés que la loi de pression est linéaire par rapport a
p e, donc pour un gaz parfait. Ce résultat est confirmé numériquement pour le gaz parfait sur la
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figure 8.54. Dans le cas de la vapeur, il est difficile de noter la diffusion du choc, car elle est trop
faible. Pour leur part, les schémas de Rusanov et de Roe modifié diffusent ce choc stationnaire,
surtout le premier nommé, tout en conservant la bonne position de ce choc (en considérant la valeur
médiane). Ce résultat était prévisible pour le schéma de Rusanov et est & rapprocher du calcul
d’écoulement stationnaire en tuyére (chapitre 8.1.2). Dans le cas du schéma de Roe modifié, la
diffusion du choc provient du fait que la matrice qui est utilisée ne respecte plus la relation de
consistance du schéma de Roe original. Il est néanmoins intéressant de noter que dans le cas de
I’écoulement stationnaire en tuyére, ce défaut n’apparaisse pas.
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Figure 8.54 : Choc stationnaire en gaz parfait.

194



Vitesse (m/s) Pression (bar)

Masse volumique (kg/m?)

Pression

—a— VFRoe
—s Rusanov
—o— "Roe"
" = =
0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
Distance (m)
Vitesse
-350
-400
-450 |
-500 | —a— VFRoe
-2 4 —s— Rusanov
-600 |
650 —o— "Roe”
-700 |
-750 : { i ‘
0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
Distance (m)
Masse volumique
—a— VFRoe
—s Rusanov
—o— "Roe"
1 - 1 :
0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
Distance (m)
Figure 8.55 : Choc stationnaire en vapeur d’eau.
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8.2.2 Cas d’une section variable en espace

Dans le cas d’un écoulement instationnaire dans une tuyére a section variable, il est
indispensable que le schéma numeérique ne provoque pas la mise en mouvement du fluide. On a
vérifi€ que les différents schémas possédent bien cette propriété, en étudiant le cas test suivant dont
les conditions initiales sont :

PL:PR! PL=Pr: XL =XR, UL=UR=OH1/S et A.L?‘JAR

Il est évident qu’avec de telles données, la solution continue du systéme reste invariante au
cours du temps. Il est facile de vérifier que les trois schémas qui ont été détaillés dans le chapitre 7
conservent bien cet invariant. En réalité, les extensions au cas d’une section variable en espace ont été
développées dans ce sens. Il est important de noter que le succés vient de la discrétisation choisie
pour prendre en compte le terme non conservatif dans le bilan de flux :

At 1 At
Wi = Wi - Ejz[Aﬂl/z Eiiz— A Bop] - W G; (8.34)

En effet, les autres extensions envisagées pour le schéma de Rusanov (Annexe F) et de Roe modifié
(Annexe G) ne vérifient pas cette propriété.
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8.3 Comparaison sur des écoulements diphasiques

Jusqu'a présent, on a étudié les capacités des trois schémas a résoudre des écoulements
monophasiques, sans la présence de termes sources. On s’intéresse maintenant 2 la simulation
d’écoulements diphasiques. Pour cela, on considére la résolution des équations du modele HRM qui
s’écrivent, en négligeant les frottements et la gravité :

[ (pAx ), +(pAux ),, = AT
(pA )i +(pAu ), =0
(pAu ),t-i-(pAuz),z+AP,z =0
| (AE),+(Au (B+P)),=0

(8.35)

8.3.1 Tube a choc diphasique

Les conditions initiales de ce tube a choc diphasique sont :
P, = 15bar, b =86kJ/kg, x =X (P.,hy) et uy, =0m/s
Pg = 10bar, hy = 85kJ/kg, xg =X (Pg,hg) et ug =0m/s

ol les indices L et R désignent comme d’habitude les états & gauche et a droite de I’interface initiale.
Les masses volumiques correspondantes sont :

pp = 4547 kg/m® et pg = 105,1 kg/m’

La figure 8.56 présente les résultats des trois schémas sur un maillage de 250 noeuds. Ils
correspondent & un temps physique t= 1,52 ms, et ont ét¢ obtenus en utilisant un nombre de CFL
de 0,45. Ces résultats confirment qu’a cause de la présence des termes sources, la solution n’est plus
auto-similaire comme pour un probléme de Riemann homogene, ce qui signifie qu’il n’existe pas
d’états intermédiaires constants entre les ondes. Une autre conséquence du transfert de masse est que
le titre massique varie 4 travers la 1-onde de détente. Par contre, il reste bien constant & travers le
choc.

Par ailleurs, on retrouve les défauts constatés dans les cas tests de tube & choc précédents,
comme la forte diffusion du schéma de Rusanov. Toutefois, il est important de noter que 1I’mversion
de pente en fin de détente pour les schémas de Roe modifié et VFRoe-ncv est beaucoup plus marquée
que dans le cas monophasique. Ce défaut apparait franchement sur les variables masse volumique et
titre massique.
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Figure 8.56 : Résultats d’un tube a choc diphasique (250 mailles)
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8.3.2 Double détente symétrique en eau liquide avec apparition de vapeur

Le cas test d’une double détente symétrique permet d’étudier le comportement des schémas et
du modéle physique lorsque de I’eau liquide est soumis 4 une dépressurisation rapide, et que la
pression devient inférieure 2 la pression de saturation correspondant & la température initiale.

Les conditions initiales sont :

P, = 15bar, T, =470K, x =0, et up =-1,5m/s
Py = 15bar, T = 470K, %z =0, et ug = 1,5m/s

Les résultats des figures 8.57 a-d ont été calculés en utilisant un nombre CFL de 0,9, sur un
maillage de 500 mailles. Le temps physique vaut t= 0,271 ms. La différence entre les trois schémas
se remarque uniquement sur les courbes de la masse volumique et du titre massique. La diffusion du
schéma de Rusanov a pour conséquence de diminuer la production de vapeur par rapport aux deux
autres schémas. Néanmoins, il n’est pas slir que ce ne soit pas plutdt une conséquence du défaut de
ces derniers au niveau de la discontinuité de contact stationnaire.

Par ailleurs, la figure 8.58 présente les évolutions temporelles de la pression et du titre
massique, calculée avec le schéma de Roe modifié. Un seul schéma a été représenté, en notant que le
résultat est identique avec les deux autres. On constate que la pression entre les deux détentes remonte
au fur et 2 mesure que le titre massique augmente. Ce résultat est conforme, d’un point de vue
qualitatif, aux données expérimentales de Alamgir et Lienhard.

Pression
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11 ‘ ' . . . ~ , - ,

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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—A— VFRoe

—se— Rusanov

Pression (bar)

"Roe"

Figure 8.57.a : Double détente symétrique avec apparition de vapeur, pression (500 mailles)
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Figure 8.57.b : Double détente symétrique avec apparition de vapeur, vitesse (500 mailles)
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Figure 8.57.c : Double détente symétrique avec apparition de vapeur, masse volumique (500 mailles)
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Figure 8.58 : Evolution temporelle de la pression et du taux de vide (500 mailles)
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8.3.3 Ecoulement autovaporisant instationnaire

On considére maintenant la dépressurisation d’une tuyére initialement remplie d’eau liquide
au repos. Deux cas sont présentés, qui différent par la géométrie de la tuyére, le niveau de pression
initial, et la vitesse de dépressurisation en sortie de la conduite.

Considérant, dans le premier test, une tuyére convergente divergente fermée en entrée, les
conditions initiales sont les suivantes :

P,=15bar, T. =470K, x;,=0,et yy=0m/s

et on suppose qu’a I’instant =0 s, la pression en sortie de la tuyére chute instantanément & la valeur :
Ps = 10bar

En entrée, la condition de paroi est imposée en utilisant la technique de 1’état miroir, puis en
calculant le flux a I'interface d’entrée en utilisant le flux utilisé pour les interfaces internes.

Les courbes de la pression, du taux de vide, de la vitesse, et du coefficient polytropique ¥ ,
données sur les figures 8.59 a-d, ont été obtenues pour deux dates différentes, 1’une avant que 1’onde
de détente n’atteigne la paroi en entrée (t=0,36 ms), et 1’autre juste aprés qu’elle se soit réfléchie
dessus (t=0,84 ms). Les calculs ont été effectués sur un maillage de 1000 noeuds, avec un nombre de
CFL de 0,45. On constate que les résultats des trois schémas sont équivalents sur la majeure partie du
domaine. Néanmoins, au niveau de la sortie, le taux de vide calculé par le schéma de Rusanov est plus
faible que pour les deux autres, parce qu’il diffuse plus 1’onde de détente. Ceci se retrouve au niveau
de I’entrée apres la réflexion de I’onde.

Par ailleurs, quand on examine la courbe de pression a la date t=0,36 ms, il semble qu’il y ait
deux ondes de détente, ce qui n’est bien siir pas réel. La cause de ce phénomeéne est qu’au passage de
la courbe de saturation, la valeur du coefficient polytropique ¥ , et par conséquent la vitesse du son et
celle de ’onde, varie fortement, bien que la pression soit quasiment constante. Le plateau & pression
constante est donc situé a ’intérieur de ’onde de détente, qui se termine bien aux abords de la sortie,

Enfin, il est intéressant de noter que lorsque 1’onde de détente se réfléchit sur la paroi, la
pression sur celle-ci diminue fortement, puisque le fluide, mis en mouvement par le passage de
I’onde, s’éloigne de la paroi. Ceci a pour effet de provoquer ici une vaporisation plus importante du
liquide au niveau de cette extrémité qu’au milieu de la tuyere, qui est pourtant atteinte plus t6t par la
fin de I’onde. On vérifie que, comme dans le cas de la double détente symétrique, cette production de
. vapeur en paroi entraine une remontée de la pression (figure 8.60).

Le deuxieme calcul concerne uniquement la propagation de I'onde de détente dans une
conduite & section constante, pour une pression initiale et une température initiale plus élevées :

P,=80bar, T =550K, x;,=0,et yy=0m/s

De plus, dans ce cas, la chute de pression en sortie n’est plus instantanée, mais est linéaire sur une
durée t=3,5 1075 jusqu'a :
PS =30 bar

Les résultats de la figure 8.61 pour les schémas de Rusanov et VFRoe-ncv montrent que dans
ce cas la valeur du taux de vide en sortie est identique pour les deux schémas. La moindre précision
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du schéma de Rusanov est donc moins pénalisante lorsque la pression de sortie est imposée par une
rampe linéaire. Par ailleurs, la plus grande stabilité du schéma de Rusanov a été mise en évidence sur
des cas tests similaires. En considérant des vitesses de dépressurisation plus €levées, certains calculs
étaient possibles avec ce schéma et impossibles avec le schéma VFRoe-ncv.
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Figure 8.59.a : Ecoulement autovaporisant instationnaire, pression (1000 mailles).
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Figure 8.59.b : Ecoulement autovaporisant instationnaire, taux de vide en sortie (1000 mailles).
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Figure 8.59.c : Ecoulement autovaporisant instationnaire, taux de vide en paroi (1000 mailles).
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Figure 8.59.d : Ecoulement autovaporisant instationnaire, vitesse (1000 mailles).
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Figure 8.59.e : Ecoulement autovaporisant instationnaire, coefficient polytropique (1000 mailles).
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Figure 8.60 : Ecoulement autovaporisant instationnaire. Remontée de pression 2 la paroi (1000 mailles).
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Figure 8.61 : Ecoulement autovaporisant instationnaire 2 haute pression (1000 mailles).
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8.3.4 Ecoulement stationnaire diphasique en tuyére avec choc

Les écoulements stationnaires en liquide ont montré que le schéma VFRoe-ncv était beaucoup
plus précis que les deux autres. Un calcul d’écoulement diphasique stationnaire dans une tuyere
convergente divergente (figure 8.62) a donc été effectué pour déterminer quel éfait alors le
comportement des schémas.

La section de la tuyére convergente divergente est donnée en fonction de I’abscisse z par

I’expression :

(A(z) =4 si 0<z<1/6

A(Z)=-5422+182+25 si 1/6<z<1/3

JA(Z)=547" - 54z+ 145 si 1/3<z<2/3 (8.36)

A@Z)=-547"+902-335  si 2/3<z<5/6

A(2)=4 si 5/6<z<1
v
——lp

Figure 8.62 : Schéma de Ia tuyére convergente divergente.

Les conditions thermodynamiques en entrée sont fixées a :

P, = 15 bar, hy = 860kJ / kg, et x = X(Pg,hg)

tandis qu’en sortie, on impose la pression :
Py = 10 bar

Comme pour les autres cas tests de ce type, le mélange est initialement supposé au repos dans les
mémes conditions thermodynamiques que celles imposées en entrée.

Les résultats des trois schémas sur 1000 mailles sont donnés sur la figure 8.63. Concernant le
schéma VFRoe-ncv et le schéma de Rusanov, on a des résultats comparables a ceux des écoulements
en vapeur, Le premier est plus précis, et le second diffuse encore fortement le choc sur un maillage de
1000 noeuds. De plus, on constate que le défaut 1ié a la variation de section dans le cas de I’eau
liquide disparait pour un écoulement diphasique, ce qui confirme qu’il était dii a la tres faible
variation de la masse volumique avec la pression.

Le cas du schéma de Roe modifié est par contre trés surprenant. Il ne permet absolument pas
d’obtenir une solution correcte. Alors que pour les deux autres schémas 1’écoulement est critique et

un choc est présent dans le divergent, avec cette version du schéma de Roe modifié, la solution ne
contient méme pas de point sonique. Ce résultat est 1ié & 1"utilisation de la correction entropique de
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Harten, qui corrige le schéma sur une trés grande gamme de nombre de Mach. Cette hypothése a été
confirmée lorsqu’on a réalisé ce cas test en utilisant la correction entropique suivante dans les ondes
VNL (Ay =u-c et A, =u+c):

” i > - —2 A
si | (kk)i+1/2| < 107 &;, 4/, alors on impose ] (A’k)i+1/2] =10 &,

o &y, est donnée par (7.87). Cette correction est utilisée uniquement dans les ondes de détente,
repérée par uy —cp <0 pour une 1-détente et ug + cg >0 pour une 3-détente. On obtient alors des
résultats trés proches de ceux du schéma VFRoe-ncv (figure 8.64). Il faut tout de méme signaler que
cette correction entropique est insuffisante sur des maillages grossiers, et pour les cas de tube choc
supersonique classique.

Enfin, s’intéressant 4 des aspects plus physiques, on note en étudiant la courbe du nombre de
Mach que le point sonique est situé aprés le col de la tuyére. Ce résultat bien connu des physiciens est
une conséquence de la présence des termes sources. De plus, la figure 8.65 confirme que le titre
massique reste constant au passage du choc stationnaire, ce qui n’est pas le cas du taux de vide,
puisque la pression et la masse volumique varient a travers le choc.
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Figure 8.63 : Ecoulement diphasique stationnaire en tuyére. Résultats des trois schémas (1000 mailles).
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Figure 8.64 : Ecoulement diphasique stationnaire en tuyére. Résultats des schémas VFRoe-ncv et de

Roe modifié avec nouvelle correction entropique (1000 mailles).
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Figure 8.65 : Ecoulement diphasique stationnaire. Masse volumique et titre massique. (1000 mailles).
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8.3.5 Tube a choc eau-vapeur avec le modéle HEM

Lors de 1’ouverture d’une soupape alimentée en eau liquide, on est confronté aux premiers
instants 4 une situation de type tube & choc avec a gauche de ’interface initiale du liquide et & droite
du gaz. Des tests de tube & choc liquide/gaz ont été effectués en considérant de I’eau liquide et de la
vapeur d’eau, et en utilisant le modéle HRM. A ce jour, aucun résultat exploitable n’a pu étre obtenu.

Récemment, ce méme cas test a été étudié en considérant le modeéle HEM, qui n’a pas de
termes sources, et dont 1’équation d’état présente moins d’inconvénients, comme il I’a été signalé au
chapitre 5.2.3. Le systéme & résoudre est donc celui des équations d’Euler pour un fluide d’équation
d’état :

E= T— 15 (P) TseP)—1 } 15 -
pLSG(P)_TSL(P) el TSG(P)—TSL(P)eSL(P) i 2pu (8.37)

a partir de laquelle on peut définir un titre massique :

et ® (8.38)
56 (P)— 5. (P)

La version pour le schéma de Roe modifié n’ayant pas encore ét¢ développée, seuls les schémas de
Rusanov et VFRoe en variables non conservatives ont été étudiés.

Dans ce type de tube a choc, les difficultés liées au fort rapport de pression se cumulent avec
celles liées a un fort rapport de masse volumique. Un premier calcul a été effectué en limitant la
valeur de ces deux rapports. Il a permis de mettre en évidence les limites du schéma VFRoe-ncv.
Ensuite un cas plus proche des conditions réelles d’ouverture d’une soupape a été simulé.

Pour le premier cas test, les conditions initiales sont :

P, = 80bar, T, =550K, et uy = 0m/s
Pg = 20bar, Ty = 500K, et ug = 0m/s

Elles correspondent 4 des masses volumiques p; = 759,2kg/ m® pour le liquide et pg = 9,59 kg/ Brig

pour la vapeur.

La figure 8.66 présente I’évolution de pression calculée par les deux schémas, sur un maillage
régulier de 200 noeuds, avec un nombre de CFL de 0,1. On constate que la solution du schéma
VFRoe-ncv n’est absolument pas stable, contrairement a celle du schéma de Rusanov. Ce défaut est
1ié 4 I’apparition d’un point sonique dans la détente. Il met en évidence que la correction entropique
utilisée n’est pas assez performante.
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Figure 8.66 : Tube a choc liquide / vapeur. Limites du schéma VFRoe-ncv (200 mailles).

Les conditions initiales du deuxi¢me cas test de tube a choc liquide/vapeur sont :

P, = 80bar, T, =550K,et uy =0m/s

Py = lbar, Ty =393K,et ug =0m/s
Les masses volumiques correspondantes sont pour le liquide p; = 759,2kg/ m’, et pour la vapeur
pr = 0,558kg/m’.

Pour de telles conditions, le schéma VFRoe-ncv actuel ne permet pas de dépasser quelques
itérations. Les résultats du schéma de Rusanov pour des temps physiques t= 9737 10° s et

t=22410"s sont présentés sur la figure 8.67. Les calculs ont été effectués sur un maillage régulier
de 1000 noeuds, avec un nombre de CFL égal a 0,1. Cette faible valeur est nécessaire pour que le
calcul reste stable. Il est nécessaire de signaler que le calcul n’est pas encore convergé en maillage.
Plus encore que dans les cas précédents avec le modele HRM, la détente est séparée en deux parties
avec un plateau 4 pression rigoureusement constante au passage de la saturation. La courbe du titre
massique, calculé par 1’équation (8.38), confirme que la vaporisation n’a lieu que dans la deuxiéme
partie de la détente. Par ailleurs, on constate que 1’écoulement devient fortement supersonique dans la
vapeur, et comme on I’a déja signalé dans le cas du tube & choc supersonique en gaz parfait, le
schéma de Rusanov ne permet pas de maintenir le point sonique au niveau de la discontinuité initiale.
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Figure 8.67 : Tube 4 choc liguide / vapeur a fort rapport de pression (1000 mailles).
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8.4 Conclusion

A la suite de cette étude, on constate que le schéma VFRoe en variables non conservatives est
le plus précis des trois, et que le schéma de Rusanov est le plus robuste (voir tableau 8.8). De plus, il
ressort de ces calculs que I'utilisation du schéma de Roe modifié présente peu d’intérét pour la
résolution du systéme d’équations du modéle homogéne relaxé, comparé aux deux autres, surtout
qu’il est plus cotiteux en temps de calcul.

Considérant des écoulements instationnaires, le manque de précision du schéma de Rusanov
n’est pas trés contraignant, surtout si on considére seulement une détente, comme 1’a montré le cas
test sur la dépressurisation instationnaire d’une conduite liquide. Par contre, en ce qui concerne les
€coulements stationnaires, il n’est pas envisageable d’utiliser un autre schéma que le schéma
VFRoe-ncv, surtout si le fluide est un liquide ou un mélange diphasique.

Instationmaire Stationnaire
VFRoe-ncv | Rusanov | Roe modifié || VFRoe-ncv | Rusanov | Roe modifié
Précision ++ + ++ ++ a "
Robustesse + +=F 4 + ++ +

Tableau 8.8 : Précision et robustesse des trois schémas

En conclusion, la bonne stratégie est d’utiliser le schéma VFRoe-ncv chaque fois que cela est
possible (car il est plus précis), et pour les cas de démarrage violent, on lui substitue le schéma de
Rusanov, puis on bascule sur le schéma VFRoe-ncv une fois les effets non linéaires partiellement

établis (ondes formeées).
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Conclusion

Dans le cadre des recherches menées a la Division Recherche et Développement d’Electricité
de France pour prévoir le comportement, en conditions accidentelles, des soupapes de sireté a ressort
installées sur le parc nucléaire, des études ont été réalisées pour simuler les écoulements avec
vaporisation par dépressurisation dans les cas de transitoires rapides. Les domaines qui ont €té
abordés sont la modélisation du phénoméne physique, et surtout le développement de méthodes
numériques adaptées aux écoulements instationnaires.

Ces écoulements avec autovaporisation se caractérisent par la présence d’un retard a la
vaporisation, et des températures différentes pour le liquide et sa vapeur. Trois modéles physiques ont
été retenus, le modéle homogéne relaxé (HRM), le modele de Jones et al, qui admettent un
déséquilibre thermique entre les deux phases, et le modéle homogéne équilibré (HEM), bien qu’il
suppose 1’égalité des températures dans chaque phase. Ces trois modeles considérent que les pressions
et les vitesses du liquide et de la vapeur sont identiques, et que cette dernicre est saturee.

Afin de tester la validité des deux premiers modeles cités, dans les conditions
thermodynamiques qui nous intéressent (haute pression), une étude comparative a été réalisée sur les
données de la boucle Super Moby-Dick du CEA Grenoble, en considérant des écoulements
stationnaires. Les résultats montrent que la corrélation proposée par Bilicki et al. dans [DBB96], pour
le temps de relaxation du modéle homogene relaxé, n’est pas valide pour des pressions supérieures &
25 bar. De plus, on note que les valeurs calculées pour la tuyére BNL ne reproduisent pas les mesures
expérimentales de Abuaf et al. [AZW81]. Ceci met en évidence une des limites de cette approche. En
effet, méme s’il est possible de déterminer une nouvelle corrélation en utilisant les mesures de Super
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Moby-Dick, 1l n’existe aucune certitude qu’elle soit encore valable dans une autre géométrie, en
particulier dans une soupape. En ce qui concemne le modéle de Jones et al., qui s’appuie sur une
modélisation du mécanisme méme de 1’apparition des bulles de vapeur, il reste performant sur une
plus grande gamme de pression, et semble moins sensible 4 la modification de la géométrie. On note,
en particulier, que la corrélation pour la fréquence de départ a été développée 2 partir des résultats
expérimentaux dans une tuyére convergente divergente, qui est une géométrie différente de celle sur
laquelle on I’a testée. Néanmoins, comme pour le modéle HRM, il a été remarqué que ce modéle ne
reproduit pas correctement la valeur du débit critique quand les conditions thermodynamiques du
liquide dans le réservoir sont proches de la saturation.

Par ailleurs, I'utilisation du modele HRM pose une autre difficulté dans 1’optique d’une
simulation multidimensionnelle. Une corrélation pour le temps de relaxation correcte en 1D n’a pas
forcément de sens en 2D ou 3D. Par exemple, si on s’intéresse, en utilisant un maillage 2D, 2 la
simulation d’un écoulement dans une conduite a section constante, ou la pression est pratiquement
uniforme dans la section droite, 1’apparition de la vapeur risque de se produire en méme temps au
ceeur de I’écoulement et & la paroi, ce qui n’est pas conforme aux résultats expérimentaux. Ceci est
une conséquence de l'utilisation d’un temps de relaxation qui inclut tous les mécanismes de
production de la vapeur, sans distinguer la phase de nucléation a la paroi, et la phase de croissance des
bulles au sein de 1’écoulement.

Pour ce qui est du calcul des écoulements dans une soupape de sfireté, les contraintes de
temps de calcul en 3D ont motivé le développement d’une approche qui consiste 2 remplacer la
simulation de la dynamique de la soupape par celle d’une tuyére 4 section variable en temps. En plus
des difficultés numeériques, la question se pose dans ce cas de savoir comment évaluer la force de
pression qui s’exerce sur le clapet a partir de la connaissance des grandeurs physiques calculées dans
cette tuyere « équivalente ». Les premiers calculs [FHL99] ont clairement mis en évidence que la
dynamique de la soupape est trés dépendante du choix retenu pour évaluer cette force. Il est prévu de
confronter ces résultats aux données expérimentales obtenues récemment sur la boucle Cumulus du
département MTC. Des mesures de la pression statique et de la pression dynamique ont été effectuées
en différents points du clapet mobile. Elles devraient permettre d’affiner le choix de I’expression pour
la force de pression.

Considérant 1’aspect numérique, une méthode a été proposée pour simuler les écoulements
unidimensionnels en section variable en espace et en temps. La résolution du systéme présente trois
difficultés : la géométrie mobile, la présence de termes sources, et enfin le systéme convectif avec
section variable en espace, auquel est associée une équation d’état pour un fluide réel. Les effets liés
uniquement & la variation temporelle de la section de passage sont pris en compte a 1’aide d’un pas
fractionnaire entropique, ou le deuxiéme pas de temps correspond 4 la simulation d’un écoulement
autovaporisant instationnaire dans une geéométrie fixe. Concernant les termes sources, deux
techniques de discrétisation ont été étudiées : un nouveau pas fractionnaire entropique, ou une
évaluation directe en utilisant les valeurs d’interface calculées par un schéma de type Godunov. Le
cas du systéme convectif pur avec section variable en espace a été étudié de maniére plus approfondie.
Trois schémas différents ont €té testés : le schéma VFRoe en variables non conservatives, le schéma
de Rusanov, et une version modifiée du schéma de Roe. Tous permettent, bien entendu, de gérer une
loi d’état quelconque pour le fluide.

Des études de convergence ont été réalisées pour ces trois schémas convectifs dans le cas
d’écoulements monophasiques de gaz parfait, de vapeur d’eau et d’eau liquide. Il en découle que,
lorsque le fluide est un liquide, il est nécessaire d’utiliser des maillages au moins dix fois plus fins
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que dans le cas d’un gaz, surtout pour les écoulements stationnaires. Cette tendance est confirmée
dans le cas des écoulements diphasiques. Ainsi, pour des calculs de dépressurisations instationnaires
violentes, la solution numérique n’est toujours pas convergée sur un maillage de 4000 noeuds
[FHL99]. Dans le cas des écoulements diphasiques stationnaires, il est envisagé de comparer les
résultats obtenus en utilisant le solveur VFRoe-ncv avec les solutions analytiques de référence
développées par C. Lemaire [Lem99].

Concernant les schémas en eux mémes, il a été mis en évidence que le schéma VFRoe en
variables non conservatives est le plus précis. Pour des écoulements instationnaires, les trois schémas
sont & peu prés équivalents, mais dans le cas stationnaire, le schéma de Rusanov et le schéma de Roe
modifié sont nettement moins précis. Cette différence est particulierement marquée dans le cas des
écoulements liquides ou diphasiques, ou il est nécessaire avec ces deux schémas d’utiliser des
maillages plus de dix fois plus fins, pour obtenir une précision comparable a celle du schéma
VFRoe-ncv. On peut se demander si ’origine des bonnes performances du schéma VFRoe-ncv est
liée au fait qu’il appartient & la classe Godunov, c’est a dire qu’il utilise le flux analytique pris en un
état approché, contrairement au schéma de Rusanov et au schéma de Roe modifié, ou si cela est li€ a
I’utilisation des variables (7, u, P) pour le probléme linéarisé, dans la mesure ol la variation relative
de 1a variable conservative W est peu sensible  la variation relative de P, qui est I’une des variables
« motrices » du probléme de Riemann non linéaire unidimensionnel. Néanmoins, le schéma de
Rusanov reste intéressant, car il est nettement plus robuste que les deux autres. Une stratégie
industrielle a donc été mise en place : on utilise prioritairement le schéma VFRoe-ncv, et pour les cas
de démarrages violents, on débute le calcul avec le schéma de Rusanov, avant de basculer sur le
schéma VFRoe-ncv une fois les effets non linéaires partiellement établis (ondes formées). Certains
auteurs (voir par exemple [SLL94]) ont déja signalé ce fait en comparant le schéma de Godunov avec
des solveurs approchés.

Pour les conditions aux limites, deux techniques ont été étudiées: la premiére s’inspire
directement de la méthode proposée par Dubois [Dub87], et consiste a utiliser la solution exacte du
probléme de Riemann associé au systéme convectif en section constante, tandis que la seconde est
une variante utilisant la solution du probléme de Riemann du systéme linéarisé. Cette derniére a été
utilisée uniquement dans le cas d’un fluide réel, puisqu’elle présente ’avantage d’éviter le calcul
(complexe dans ce cas 1a) des invariants de Riemann. Sur I’ensemble des cas tests oll les deux
techniques ont été mises en oeuvre, les résultats obtenus sont équivalents. Néanmoins, dans certains
cas d’écoulements diphasiques, elles sont toutes les deux mises en défaut, a cause de la présence des
termes sources. Il semble donc qu’il soit nécessaire de prendre en compte ces termes dans le calcul de
ces conditions aux limites.

Par ailleurs, il est important de noter que dans certains cas tests, notamment le cas d’un tube a
choc liquide-vapeur, qui est une situation que 1’on rencontre aux premiers instants de 1I’ouverture
d’une soupape alimentée en liquide, le calcul est possible uniquement en utilisant le modele HEM.
Dans le cas d’un modéle type HRM, ’origine du probléme est la diffusion de la discontinuité de
contact par les schémas, qui provoque ’apparition de points non physiques. L’utilisation dun solveur
exact de Godunov ne permet donc pas de résoudre le probléme.

D’un point de vue physique, il est nécessaire d’effectuer des recherches complémentaires sur
la modélisation du mécanisme de nucléation, en particulier dans le cas d’une dépressurisation brutale
du liquide. Une premiére étape consisterait 2 généraliser ’approche de Yan [Yan91], en y incluant les
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effets instationnaires. L’objectif serait de mettre en évidence les paramétres influents dans ces
conditions, et notamment de déterminer s’ils sont les mémes que pour les écoulements permanents.
Ainsi, cette approche validerait, ou invaliderait, la stratégie qui consiste 2 développer des modéles
stationnaires, et ensuite 4 introduire les corrélations obtenues dans une simulation numérique
mstationnaire.

Sur le plan numérique, il faut tout d’abord signaler que [’extension de cette méthode
numérique aux cas de simulations multidimensionnelles est immédiate. Elle est méme plus simple &
coder, puisque les problémes introduits par la section variable disparaissent. Néanmoins, il faut
rappeler que ’utilisation d’un maillage dix fois plus fin équivaut 4 multiplier par un facteur 104 le
temps de calcul dans une configuration tridimensionnelle. Or, déja en gaz, les maillages que ’on
considére en dimension 3 ne sont pas suffisants. Considérant 1’aspect d’un code industriel, les
développements a réaliser sont, par ordre de priorité :

1°) la parallélisation de 1’algorithme.

2°) - la réduction du temps CPU en utilisant des fonctions thermodynamiques améliorées pour le
modele HRM.

- la réduction du temps CPU en utilisant des tables maillées du plan thermodynamique pour le
modele HEM, par exemple THETIS.

3°) I’amélioration des méthodes numériques.

En ce qui concerne la parallélisation, une étude de faisabilité a déja été réalisée, ainsi qu'un
prototype dans le cas d’une section variable en espace uniquement [BeF99]. Pour les problémes de
thermodynamique, il est envisagé de faire appel a des tables telles que celles générées dans le logiciel
THETIS [RaM96]. 1l faut néanmoins noter que ce type d’approche peut entrainer, en plus des erreurs
physiques classiques de précision des données, des erreurs numériques liées a la discrétisation du plan
thermodynamique, et a 1’évaluation des différentes dérivées, notamment au voisinage de la courbe de
saturation. Sur le dernier point, la poursuite du travail consiste, tout d’abord, & étudier la technique
proposée par A.Y. Leroux [GoL96], [GrL96] pour la discrétisation des termes sources, puis de
I’introduire dans le calcul des conditions aux limites. Ensuite, il est envisagé d’examiner 1’utilisation
d’un schéma de relaxation d’énergie, proposé par Coquel et Perthame [CoP98], superposé au schéma
VFRoe-ncv en gaz parfait, afin notamment de diminuer les temps de calcul, ainsi que les techniques
grands pas de temps [In99] (utilisables en dimension 1), qui permettent d’améliorer la précision de la
discontinuité de contact, qui porte le titre.

Par ailleurs, en cherchant a simuler les premiers instants de 1’ouverture d’une soupape
alimentée en eau, on a constaté que ’utilisation d’un modéle physique faisant I’hypothése que la
vapeur est saturée entraine d’importantes difficultés sur le plan numérique. Notamment, la diffusion
de la discontinuité¢ de contact par les schémas provoque I’apparition de points non physiques. En
notant que la simulation du méme cas test avec le modele HEM, qui attribue des roles symétriques au
liquide et 4 la vapeur, ne présente pas ces problémes, il semble intéressant, pour continuer 4 prendre
en compte le déséquilibre thermique entre les phases, de relaxer cette hypothese, et par conséquent
d’étudier un modeéle & 5 équations de bilan (2 de masse, 2 d’énergie et 1 de quantité de mouvement).
On récupérerait ainsi la symétrie entre le liquide et la vapeur.

Enfmn, une perspective 4 moyen terme serait de comparer les résultats de ces modéles a une
équation de quantité de mouvement, avec un modele a deux vitesses, a 6 ou 7 équations.
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Nomenclature

Scalaires
A m’
Ai II'l2
A; m’
App m

Al m
D m
E J/m®
F N

FTar N
G kg/m® s
Ja -

Jg s
Tw m?®s’
L m
M =

N B m‘3
N m?
Nu -
P bar

Qk J/ m3S
Qk frot I m3s
Ry m

RC m

Rd m

T K ou®°C
We J

c m/s

Cp Jkg K
e Jikg

f kg/m’s®
3 gl

h Jkg

m

Section de la conduite

Aire interfaciale

Valeur de la section au centre de gravité de la maille « i »
Valeur de la section au niveau de I’interface « i+1/2 »
Valeur moyenne de la section sur la maille « i » 4 ’instant t°
Diamétre hydraulique de la conduite

Energie totale
Force exercée par le fluide sur le clapet de la soupape

Force de tarage de la soupape

Vitesse massique

Nombre de Jakob
Taux de nucléation au cceur de 1’écoulement

Taux de nucléation 4 la paroi
Longueur

Nombre de Mach (u/c)
Densité volumique de bulles

Densité surfacique de sites de nucléation activés

Nombre de Nusselt

Pression
Transfert de chaleur a la paroi dans la phase k

Dissipation d’énergie liée 4 la section mobile dans la phase k
Rayon des bulles

Rayon critique

Rayon de départ des bulles

Température
Energie de formation d’un noyau critique

Célérté des ondes ou vitesse critique du modele
Capacité calorifique

Energie interne spécifique

Force de frottement pariétal

Fréquence de départ des bulles

Enthalpie spécifique
Pas d’espace
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m kg/s Débit massique

np kg’ Densité massique de bulles
q kg/m’s® Flux de chaleur a I’interface
s Jkg K Entropie physique

t s Temps

u m/s Vitesse

X - Titre massique de vapeur

Z m Coordonnée spatiale

Symboles grecs

At s Pas de temps
T kg/m’s Transfert de masse 4 I’interface

z! Matmy/s Vitesse de dépressurisation

Q. Jm’s Transfert de chaleur a I’interface dans la phase k

i kg/m’s’ Transfert de quantité de mouvement a I’interface dans la phase k
o - Taux de vide surfacique

¢ rad Angle entre 1’axe de la conduite et la verticale ascendante
o’ - Multiplicateur diphasique

¥ - Coefficient isentropique

n Jkg K Entropie numérique

B JmkgKs Flux d’entropie numérique

A m/s Valeur propre

K kg/ms Viscosité dynamique

G s Temps de relaxation du modéle HRM

e Angle au sommet du divergent de la conduite

p kg/m® Masse volumique

c N/m Tension superficielle

T m'/kg Volume spécifique

T kg/ms’ Contrainte de cisaillement a la paroi

Vecteurs

F(W) Fonction flux conservatif

G(W) Fonction flux non conservatif

H(W) Fonction flux non conservatif, liée a la variation temporelle de section
S(W) Vecteur des termes sources

W Variable d’état conservative

Y Variable d’état non conservative

v m/'s Vitesse du fluide

r Vecteur propre a droite

Indices et exposants

C Point critique
E Entrée
G Gaz
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L Liquide
Etat a gauche de I’interface

M Liquide métastable
R Etat 4 droite de I"interface
S Sortie
SAT Saturation
SG Gaz saturé
v Vapeur
£ Liquide
Gaz
i Valeur initiale
Valeur sur la maille «1»
n Entrée
k Phase k
n Valeur a I’instant t"
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Annexe A : Détermination du temps de relaxation 6 a partir des
mesures de taux de vide

Le temps de relaxation introduit dans le modéle HRM doit représenter de nombreux
phénomenes physiques comme la nucléation en paroi ou au ceeur de I’écoulement, la croissance des
bulles, leur coalescence ...etc. Par conséquent, ce paramétre ne peut pas étre mesuré directement.
Cependant, il est possible de le calculer a partir des mesures de taux de vide.

Les données du probléme sont la pression P, le volume massique 1, et la vitesse u en entrée de
la conduite, ainsi que les valeurs du taux de vide o tout au long de la conduite. De ces derniéres, il est
possible de calculer la dérivée spatiale du taux de vide par rapport & 1’abscisse z.

Le titre vapeur X et sa dérivée spatiale par rapport a z sont donnés par :
ot
X=
56 (P)
dx ©  do a dr at dtgg dP

& @ &z tse® & (1q@) P

(A1)

(A2)

ol T¢g(P) désigne le volume massique du gaz saturé a la pression P.

En intégrant ces deux équations dans le systéme (6.1), le titre vapeur peut étre éliminé. On
obtient alors un systéme de trois équations régissant I’évolution de trois inconnues :

s

M wie, BB

dz t1dz Adz

dP udu

d—t——=-1

dz 1dz

du [ah] dp (ah) dr [613 1 da a dt a1t digg dP
b—t|—| —+|— —*|— + - = —|=0
dz \9P/ ,dz \&rt pxdz \OXp, 15q(P) dz  15g(P) dz (TSG(P)) dP dz

(A3)

qui peut alors étre résolu par une méthode de type RK4. L’équation supplémentaire pour 1I’évolution
de la masse de la vapeur permet pour sa part de calculer le temps de relaxation :

u

1
0 x"“;(|:TSG(P) " t5c(P) dz (‘:SG(P))2 dP dz

T da o dt at digg dPJ (A4)

En calculant le temps de relaxation & 1’aide du systeme (A.3) et de I’équation (A4),iln’y a
aucune hypothése faite sur la valeur de la pression, qui est calculée au fur et & mesure. Cette courbe de
pression obtenue numériquement peut ensuite &tre comparée aux mesures expérimentales, ce qui
permet de valider cette approche.

Cependant, il est parfois difficile de mesurer correctement le taux de vide. Une approche
similaire peut étre appliquée & partir des valeurs mesurées de la pression uniquement, celles-ci étant
plus accessibles expérimentalement. Néanmoins, dans ce cas 13, il n’y a pas de vérification possible de
la validité de la méthode avec une seconde grandeur mesurée.
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Annexe B : Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 permet d’intégrer un systéme d’équations
différentielles ordinaires écrit sous la forme :

do
—=Ho.,z N
5, = Fo.g) B.1)
avec comme donnée initiale :
c (z = Zo) =0, (B.2)

ot 6(z) est un vecteur de IRP, et F(o, z) est une fonction de IRP*' dans IRP.

Connaissant la valeur du vecteur d’état o, & I’abscisse z,, la nouvelle valeur & I’abscisse

z,., est calculée comme suit :

o =.:xn+%(1\<0+21<1 +2K, +Kj;) (B.3)
ot les coefficients K; sont donnés par :
(K, = F(O’n, zn) x dz

K, =1{cn +%K0, 2 +-;—dz) % 4z
J (B.4)
K2=F(Gn +-—;-K1, Zn +—;—d2) x dz

K; =Ko, +K;, z, + dz) x dz

1l est important de noter que la forme du systéme (B.1) n’est pas restrictive. En effet, dans le
domaine de la mécanique des fluides, tout écoulement unidimensionnel stationnaire peut Etre
modélisé par un systéme d’équations différentielles du premier ordre, qui s’écrit :

M(c)%’ = C(o,2) (B.5)
Ce systéme est équivalent au systéme (B.1) dans le voisinage de toutes les valeurs de ¢ ou M(G) est

inversible. Or, les cas ol M(c) est singuliére sont bien connus puisqu’il s’agit d’écoulements

critiques ou non physiques.
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Annexe C : Détails des calculs thermodynamiques

Dans le chapitre 5.2.2, on a présenté 1’algorithme permettant de calculer I’énergie interne
spécifique e en fonction de la pression P, du volume spécifique 1, et du titre massique x. Néanmoins,
quand on étudie 1’équation d’état pour le mélange diphasique reliant, par exemple, la pression P, le
volume spécifique T, le titre massique x et 1’énergie interne spécifique e :

T—X7T
e=e(7,P,x)=xegg(P)+ (1 - x)eLM(P,—l—L(P)) (C.1)
- X
on constate que la pression et le titre massique jouent un réle particulier. Ceci implique que
I’algorithme pour calculer I’une de ces deux grandeurs est plus complexe que pour n’importe quelle
autre variable, Comme le titre massique est toujours connu lors d’un changement de variable, on
s’intéresse principalement au calcul de la pression a partir des autres variables thermodynamiques.

Par ailleurs, on a mentionné qu’une autre difficulté apparait lorsque ni la température, ni le
volume massique ne sont connus initialement. Le paragraphe 2 présente un exemple d’algorithme
permettant de calculer ces deux grandeurs a partir de la donnée de ’entropie spécifique et de la
pression. Il est utilisé lors du calcul des conditions aux limites par la méthode de Godunov.

1. Calcul de la pression du mélange

Connaissant 1’énergie interne spécifique, le volume spécifique et le titre massique, le calcul de
la pression demande de résoudre 1’équation non lin€aire suivante :

eg =€ (t9,P,%g) (C.2)

ot la fonction e (t,P,x) est donnée par (C.1). Cette résolution est effectuée par la méthode de
Newton-Raphston. Il est donc nécessaire d’évaluer la dérivée de 1’énergie interne spécifique par
rapport a la pression, soit :

5, (o) ()
(%) (222 (T

Le passage de la valeur de la pression P" a I'itération n 2 celle a litération n+l, P! est

{8

donné par ’algorithme suivant :
1°) Calcul de la température de saturation Tg" = Tg AT(P“) .
2°) Calcul du volume spécifique de la vapeur saturée Tgg" =T (P“,Tsn) ‘

3°) Calcul de I’énergie interne spécifique de la vapeur saturée egg" = e (Tsn,‘t SG“) :

de;G) (TSH,TSG“) et (d;;‘:') (Ts“,‘tson).

T—XTSGn
1-x

4°) Caleul des dérivées ( 1

5°) Calcul du volume spécifique du liquide Tp" =
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6°) Calcul de la température du liquide TLMn =T (P“,‘t LM“) .

7°) Calcul de I’énergie interne spécifique du liquide e, =e (TLM”,ILM").

de de
89) Calcul des dérivées (—LM-J Ban sTing ] b [ LM] T Biii | «
) 3P T(I_M LM) Py P(LM LM)

9°) Calcul de I’énergie interne du mélange diphasique e" par (C.1).

n
10°) Calcul de la dérivée (—2-1%) par (C.3)

T.X

n
11°) Calcul de la nouvelle valeur de la pression P™' = P" + (e - en) / (2—;]
T.X

12°) Tant que | P™! — P%| > & retour 4 ’étape 1.

Les étapes 1, 2, et 6 nécessitent d’inverser les fonctions respectivement Pg,(T), P (T, 1),

et P (T, typ,") par intermédiaire de 1’algorithme de Newton-Raphston.

Par ailleurs, le calcul des invariants de Riemann pour les conditions aux limites nécessite
d’évaluer la vitesse du son connaissant 1’entropie spécifique, le volume spécifique et le titre massique.
Pour cela, 11 faut d’abord calculer la pression par un algorithme similaire & celui décrit précédemment.

2. Calcul avec (P, s) comme variables d’entrées

Cette partie présente le calcul de la température et du volume spécifique connaissant la
pression et l’entropie spécifique. Il est alors nécessaire d’inverser simultanément les fonctions
P (T, 1) et s (T, ). Ceci est fait par une méthode itérative de la maniére suivante :

S—s (T“,r“)

™! =T"+ WY (C.4)
(52 ()
a T
P—‘P (Tn+l,,tn)
AL (C.5)
[Qj (Tn-i-l’,tn)
0t/
tantque | T"' =T >e et [t™ - 1"|> ¢’

L’application de cet algorithme au cas diphasique est détaillée pour le calcul du volume
spécifique en fonction de I’entropie spécifique, de la pression et du titre massique : T (s,P,x) 5

1°) Calcul de la température de saturation Tg = Tg AT(P).
2°) Calcul du volume spécifique de la vapeur saturée 145 =1 (P,Ts) ;
3°) Calcul de 1’entropie spécifique de la vapeur saturée sq; =s (T ,‘cSG).

S—X.SSG

4°) Calcul de 1’entropie spécifique du liquide sy = -
-X
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5°) Calcul de la température et du volume spécifique du liquide Ty et Ty par I’algorithme

(C4)<(C.5).
6°) Calcul du volume spécifique du mélange diphasique T = x tgg +(1-%) Ty -

Les étapes 1 et 2 nécessitent d’inverser les fonctions respectivement Pg(T), P (Tg, 1) par

la méthode de Newton-Raphston.
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Annexe D : Principe du maximum pour le systéme continu

On examine ici s’il existe un principe du maximum sur le titre massique en vapeur pour le
systéme continu :

(PAX)+(pAux),, =
(pA),+(pAu),,= 0

On se limite aux solutions réguliéres, et on suppose que la vitesse u et sa dérivée u,, restent

6 D.1)

bornées. Le systéme (D.1) donne alors :

(x),t+u(x),z = = 8- 6 (D.2)

oll S est une quantité positive, puisque X appartient a [0 ; 1]. On définit les valeurs X" et x telles
que x=x —x, X" 20,x 20 et x’x = 0. En multipliant (D.2) par (—X), puis en intégrant sur
I’ensemble du domaine [0,L], et en introduisant la norme :

Jel-f(c) e ©>
hs)erd it s - os

Aprés intégration par partie, on a :

B o e I (R

(D.5)

puisque les valeurs aux bords de (x”) sont nulles. D’ou :
2
(“ ” ) ( ) dz+— J' ( ) (u),,dz (D.6)

En supposant maintenant que I’inverse du temps de relaxation 6, et que la divergence de la
vitesse u sont dans I ([0, T]x[0,L]), on peut conclure, en utilisant le lemme de Gronswall, que pour

un temps t donné dans [0,T] :
|[ x‘" t)=0 (D.7)

et donc que (x) est nul. Ce qui signifie que le titre vapeur reste positif.
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Un résultat similaire existe pour y = 1—x. En effet, I’équation gouvernant 1’évolution de

cette variable s’écrit :

e e (.5)

=%

Cette forme est exactement la méme que (D.2), en notant ; S'= >0 .Bien entendu, des

conditions aux limites admissibles (positives) doivent étre imposées pour y. Aucune hypothése

supplémentaire n’est demandée pour obtenir ce second résultat.
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Annexe E : Respect par le schéma de Rusanov de la positivité de la
masse volumique et du principe du maximum sur le
titre massique de vapeur

On établit ici la condition que doit respecter le pas de temps A t" pour s’assurer que la masse
volumique, calculée par le schéma de Rusanov, reste positive et qu’un principe du maximum discret
existe pour le titre massique. Dans un premier temps, on se concentre sur I’équation de conservation
de la masse qui s’écrit :

n

At N n - n
= {Ai+1/2(si+1/2(winawi11) + U ) * Ai—lfz(si—l/z(win—l W) -1 )}}

Aihi P?H =P?{Aihi =

Atn L Atn 5
) (si+1/2(win’wi11)— U?+1)Ai+1/z Pis1 + "_'?:_(Si—lfz(win—l B 11}’_1)Ai_1/2 o,
(E.1)
D’aprés les définitions de §. 5 et §_,/; (équation 7.73),on a:
§ _I'I’W.n -u, ;20
e &2
S-12(Wil 1, W)+ 41 20
§ 'nsw'n + 0 >0
S412(Wi  Wily) +y; I

§_12(WL, W)~ 20

Sachant que la masse volumique est positive & Iinstant t", on déduit que la condition nécessaire et

suffisante, pour que la masse volumique a 1’instant t"™1 reste positive, est :

A A (g (WL WE) + ) + S22 (5 p(WE, W) - o] p <1 (E3)
2h1 A] 1+ 1 1+ Al : R 1= 1
1l est 2 noter que dans le cas d’un maillage régulier dont le pas d’espace est h, et d’une section
constante, 1’équation précédente se réduit a la condition CFL classique :

At"

T Edlulee

|+ 8 } <1 €4

n+1

Considérons maintenant le calcul du titre massique en vapeur a I’instant t" , il est donné par :

P - At" " A
Aby(pn)™' = (p x)?{Aihi iy {Ai+1/2(5i+1/2(wi“,wi'l1 J+ U?) + Ai—l/Z(si— 12(Wily, W) - “-?)}}
(E.5)

A" A" g,
s T(Si-v»l/z(winswinﬂ 3= “?+:)Ai+ (PR, + _Z—'(Si—lfz(win—l M 1)Ai—1/2(P B
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Sous la condition (E.3), le titre vapeur x?*l est positif. De plus, en soustrayant (E.1) de (E.5),
on peut écrire :

n

n
Ay(p1- x));m =(pl1- X))?{Aihi - —A;— {Ai+1/2(§i+ 12(Wi Wik )+ u?)"“ Ai—1/2(§i—1/2(win—1 W - u?)}}

n

~ n -~
# ‘?‘(Sn 2 (Wi, Wi ) —uly I)Ai+ 1/2(9( 1- X))l- " T(Si— 12(Wil, Wi+ “—?)Ai— 1/2(P( - X)):_I
(E.6)
Par conséquent, la condition (E.5) implique aussi que les valeurs discrétes de p (1-x) restent

positives. Ce qui permet d’affirmer que le titre reste inférieur 4 1, étant donné que la masse volumique
est positive.
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Annexe F : Etude d’une deuxiéme extension du schéma de
Rusanov au cas d’une section variable en espace

On présente ici une autre extension possible du schéma de Rusanov appliquée au systéme
d’équations du modéle homogéne relaxé en section variable en espace, sans termes sources :

(AW),, +(AF(W)),,+AG(W),,=0 (F.1)
avec :
W'=(pxp,puE) (F.22)
F(W)! = (p uxp wp u?,u (B+ P)) (F2.b)
G(W)" = (0,0,P.0) (F2.c)

r
Pour un pas de temps A t", et une donnée initiale W; 3 Pinstant t’, la nouvelle valeur de
I’état W, 4 I’instant t”, est solution de 1’équation :

At"

~ " r AT w4 ' r r '
Ai(wi — Wy j s “l:li_AiSi + {Hnuz(wi s Wit g J - Hi-l.’z(wi—l ¥ )} =0 (F.3)

ou A; est définie par (7.51). S, est donné par :

PUREL - r ’
(Si) =[0 0. Puin =Pz s OJ (F.4)

r

en utilisant les notations (7.60.b). Le flux numérique Hjy,, ,Z(Wi » Wi ) est calculé par :

r r 1 r (] _ ’ r
Hi+1l2[wi s Wi j = 'Z'{AiF(Wi ) + Ai+1F(Wi+1 ) = 5i+1/2(Ai+1Wi+1 — AW, )} (E.5)

avec :
Wl + S, | W] + B ) (F.6)

S+12 :max(

ol & désigne la vitesse du son numérique sur la maille «1» :
&=71¥r (E.7)

Comme pour la premiére version du schéma de Rusanov, on montre que ce schéma assure la
positivité de la masse volumique et de 1’énergie, ainsi qu’un principe du maximum sur le tifre
massique en vapeur, sous la condition suivante pour le pas de temps :

At“thié"- .

R (F.8)
Ay SantSone
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Etudions maintenant le cas d’un fluide au repos dans une conduite de section variable. Il est
évident que le fluide reste au repos au cours du temps. Numériquement, il s’agit de résoudre
localement le probléme de Cauchy associé au systéme (F.1) avec la condition initiale suivante :

pi=p
PP=p . .
i Vi mais A # A £A_, (F.9)
X =X
o =0

En notant que &0 =2&"., =c, le schéma (F.3)-(F.7) donne aprés une itération la nouvelle

valeur des variables conservatives ;

ol (A1+1-—2A, +AHJ F.10.)

2h, A
(pu), =0 (F.10.b)
(pe) —pe+ﬁcpe[A’+l_2A?’+A‘ IJ (F.10.¢)

_ A —2A+ A,
(p x) px+ Zh, [ Z By ) (F.10.d)
d’ou on déduit :

pl=p (F.11.a)
ul =0 (F.11.b)
el=e (F.11.c)
x =x (F.11.d)

Par conséquent la valeur de la pression est modifiée.
Pl 2P (F.11.e)

Ce schéma crée donc un gradient de pression dans la tuyére, qui entraine une mise en
mouvement du fluide. Ce résultat est bien entendu indésirable, et ce schéma a donc été abandonné.
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Annexe G : Etude d’une deuxiéme extension du schéma de Roe
modifié au cas d’une section variable en espace

!
Pour un pas de temps A t", et une donnée initiale W, a I’instant t', cette extension du

n
schéma de Roe modifié donne la nouvelle valeur de I’état W, a I’instant t", solution de I’équation :

At"

Atn A oA 4 ' r r
A;S; +?{Hi+llz(wi s Wi ) - Hi-uz(wi-q » Wi j}= 0 (G.1)

Ai(wi - W, ) +

ol A; est définie par (7.51). §i est donné par :

e AT r [2
(Si) =[0 0 .Psye —Biyas 0) (G2
en utilisant les notations (7.60.b). Le flux numérique H;,, ,2(Wi’ W, +1'j est calculé par :
r r 1 r ' P ! r
Hi+1f2(wi s Wit j SE{AiF(Wi J + Ai+1F{Wi+1 ) = |B(W(Yi+1/2))| [Ai+lwi+l - AW, )}
(G.3)

ou la matrice B(W) est définie par :
W) aG(W)

R

(G.4)

La matrice IB(W(Yﬁnn)) est donnée en introduisant la matrice diagonale A(W(T} +1,2))

contenant les valeurs propres, et la matrice 2 (W(Y’, &1 ,2)) des vecteurs propres a droite :

' B (W(mez)) ’ =Q (W(?m/z) ) ‘ A(W(?}+1/2) ) l (Q (W(?;+1/2)) )_1 (G.5)

B(W)=Q (W) A(W) (@(W))" (G-6)

La valeur de I’état Y, ,, est toujours donne€ par :

= Y +Y;
Y12 = —‘—z—ﬂ (G.7)

On étudie maintenant la solution numérique obtenue par ce schéma dans le cas d’un fluide au
repos dans une conduite de section variable, avec les conditions initiales suivantes :

pl=p
PP=P .
i Vi mais  Ajy #A; # A (G.3)
X=X
W =0
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En notant que &° = 6?+1 =¢, le schéma (G.1)-(G.7) donne aprés une itération les nouvelles

valeurs des variables conservatives :

o =p{1 _ﬂo_ﬁ_(éij [Am =2+ A:‘-tﬂ (G.9.2)
2 ¥\op/, A
(pu), =0 (G.9.b)
(pe)=pe-pH —%%{%}P’x (A*“ -Z\" +A*“J (G.9.0)
d’ot on déduit :

pl=p (G.10.2)
u =0 (G.10.b)
el ze (G.10.c)
X =x (G.10.d)

Par conséquent la valeur de la pression est modifiée.
Pl P (G.10.e)

Le schéma crée donc un gradient de pression dans la tuyére, qui entraine une mise en
mouvement du fluide. Ce résultat est bien entendu indésirable, et ce schéma a donc été abandonné.
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Annexe H : Simulation de I’ouverture d’une soupape en vapeur

Cette annexe présente les premiers résultats obtenus sur la simulation de ’ouverture d’une
soupape alimentée par de la vapeur d’eau. Le calcul a été effectué en considérant d’abord de la vapeur
d’eau, puis du gaz parfait. L’objectif était de comparer I’évolution de la levée du clapet dans les deux
cas, sachant qu’en temps de calcul, le deuxieme est environ 10 fois moins coliteux.

La soupape que nous considérons est représentée sur la figure H.1. Les propriétés du systéme
masse-ressort sont :

m= 141,7kg et k = 296 daN/ mm

et la pression de tarage vaut :

Ppy = 72 bar

Initialement, les conditions du fluide sont en amont de la soupape :

P, =72bar, T, = 311°C

et en aval de celle-ci :
P{z = lbal', rI%z = 120°C

En entrée, 3 un métre en amont de la soupape, on impose une rampe de pression linéaire de
pente +2 bars/s & partir de la pression de tarage :

PE. = 72+2t

ou t indique le temps en seconde et ou la pression est obtenue en bar. En sortie, on utilise des
conditions aux limites de type réservoir 4 1’infini pour laisser sortir les différentes ondes. Enfin, la
force de pression est calculée en utilisant la pression statique (équation 3.7).

Les figures H.2 et H.3 donnent respectivement 1’évolution au cours du temps de la levée de la
soupape et du débit massique & ’entrée de celle-ci, calculés en utilisant le schéma de Rusanov pour
des questions de stabilité. Elle montre que le schéma reste stable au cours du temps, et que la soupape
s’ouvre bien lorsque la pression en amont dépasse la pression de tarage.

Levée du clapet

0,012
0,01 +

0,008

Levée (m)
o
=)
<
&
1
1

0,004

2

0,002

0 f I ;
0 0,5 1 1,5 2
Temps (s)

Figure H.2 : Evolution de la levée du clapet pour ’ouverture d’une soupape en gaz réel.
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Débit massique
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Figure H.3 : Evolution du débit massique pour I’ouverture d’une soupape en gaz réel.

Un calcul avec des conditions identiques a été effectué en utilisant un gaz parfait avec une
valeur de 1,31 pour le coefficient polytropique. Cette valeur est une moyenne des valeurs obtenues
lors du calcul en vapeur d’eau. En comparant les résultats ainsi obtenus (figures H.4 et H.5) avec les
précédents, on constate que le mouvement du clapet est trés différent dans les deux cas. Il semble
donc que les calculs en vapeur ne peuvent absolument pas étre remplacés par des calculs en gaz
parfait. Le probléme est que ces calculs avec une thermodynamique réelle demandent un temps de
calcul d’environ 10 jours pour simuler un temps physique de 5 s, contre moins d’un jour pour ceux en
gaz parfait.

Levée du clapet

0 } ; :
0 0,5 1 1.5 2
Temps (s)

Figure H.4 : Evolution de la levée du clapet pour ’ouverture d’une soupape en gaz parfait.
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Débit massique
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Figure H.5 : Evolution du débit massique pour Pouverture d’une soupape en gaz parfait.

Des études sont actuellement en cours pour comparer les résultats numériques, obtenus en
utilisant les différentes expressions du chapitre 3.3 pour le calcul de la force de pression, avec les
mesures expérimentales effectuées au département MTC sur une soupape instrumentée.
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Annexe I : Extension a I’ordre 2 en espace et en temps du schéma
VFRoe en variables non conservatives

Dans cette annexe, on présente une extension a 1’ordre 2 en espace et en temps, réalisée en
utilisant une reconstruction de type MUSCL pour augmenter la résolution spatiale, et la technique de
Van Leer pour atteindre ’ordre 2 en temps. On présente tout d’abord les résultats de convergence
obtenus sur le cas test du tube & choc de SOD en gaz parfait. Ensuite, on compare les résultats des
schémas d’ordre 1 et d’ordre 2 sur un tube 4 choc en vapeur. Enfin, en étudiant un cas de tube a choc
en vapeur supersonique, on met en évidence que la correction entropique devient inutile dans le cas
d’un schéma d’ordre 2.

Les équations d’Euler s’écrivent :

(W) +(F(W)),,=0 (L1)

avec :
W'=(p,pwE) (122)
F(W)! = (p wpu?+P.u (E+ P)) (12.b)

Appliquée au schéma VFRoe-ncv, la méthode de Van Leer donne :

n
n+1 _ yx/n At WFRoe—ncv n+1/2 n+1/2 VFRoe-ncv n+1/2 | n+1/2
W =W, - [E+1/2 ( i+ 172~ 5 Wi+1/2,+) -K ( dl i~1/2,+)] (1.3)

ol les valeurs a ’instant intermédiaire t” + At" / 2 sont calculées par :

At"
WiTlll/?.z,— = 3‘111/2,— - E;[F( 111/2,—) - F( W'n—1/2,+)] (L4.2)

n+1/ Atn
i++11/2%+ = in+1fz,+ - _ZE[F( 113/2,—) - F( Wir}{']fZ,-i- )] (L4.b)

Dans les équations (1.4), il est encore nécessaire de préciser le calcul des grandeurs Wio-

et W,/ . C'est dans cette étape qu’intervient la notion de reconstruction linéaire. Dans le cas des
équations d’Euler, elle est effectuée de maniére classique en utilisant les variables (p,u,P). On définit
pour chacune de ces variables la pente sur la maille «i» (figure I.1) en utilisant le limiteur minmod,
composante par composante soit en posant ¢ =p,uouP:

(A9); = sg(®;1 — ¢;)min (¢4, =& 5 |6 = 9ia]) si (dir1 —01)@; — ¢5-1)>0 (I5.2)
(A$)" =0 sinon (151)

puis :
e =80+5 (8 e == (0, (16)

ce qui suffit pour calculer les états Wi,/ et Wil . . Le schéma est alors complétement défini.
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Figure I.1: Définition des pentes pour la variable ¢.

Cas test I : tube a choc de SOD en gaz parfait.

Les conditions initiales de ce cas test sont :
P, = lbar, p; = lkg/m’, uy =0m/s
Py = 0,1 bar, pg = 0,125kg/m’, uz =0m/s

Les courbes de convergence pour les variables pression, vitesse et masse volumique sont
données sur la figures 1.2, pour un nombre de CFL fixé 4 0,9. Sur cette figure, on donne aussi les
erreurs obtenues avec le schéma d’ordre 1. On vérifie que les vitesses de convergence pour le schéma
d’ordre 2 sont bien supérieures a celles pour ’ordre 1, mais elles ne dépassent pas la valeur 1. On a
obtenu une valeur de 0,97 pour la vitesse, de 1 pour la pression, et de 0,77 pour la masse volumique.
Ceci confirme que le schéma d’ordre 2 est en fait d’ordre 2 dans les zones réguliéres, et d’ordre 1
dans les discontinuités. L autre différence entre les deux schémas provient de la valeur de I’erreur sur
des maillages a petit nombre de noeuds, qui est nettement plus faible pour le schéma d’ordre 2.

VFRoe 2

VFRoe 1

Ln ( erreur)

-10 -9 -8 -7 -6 4 4
Ln(h)

Figure 1.2 : Courbe de convergence, schéma VFRoe-ncv (comparaison ordre 1 - ordre
2):
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Cas test 2 . tube a choc en vapeur d’eau.

Les conditions initiales sont les suivantes :
P, = Sbar, pp = 2214kg/m’, u =0m/s
P = 1bar, pg = 0435kg/m’, ug =0m/s

Les résultats sur la figure 1.3 montrent que la discontinuité de contact est nettement mieux
approximée par le schéma d’ordre 2. C’est aussi le cas, a un degré moindre, de I’onde de détente. Par
contre la différence entre les deux schémas n’est pas franchement visible au niveau du choc.

Cas test 3 : tube & choc supersonique en vapeur d’eau.

Les conditions initiales sont dans ce cas :
P, = 20bar, p; = 9,587kg/m?’, u. =0m/s
P, = 1bar, pg = 0435kg/nr’, ug =0m/s

Les résultats pour la pression, la vitesse et la masse volumique sont donnés sur la figure 1.4.
Les remarques du cas test précédent sont toujours valables. L’étude du point sonique confirme le fait
que le schéma d’ordre 2 ne nécessite aucune correction entropique, ce qui lui permet de le reproduire
parfaitement.
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Figure L.3 : Tube a choc en vapeur : comparaison des schémas d’ordre 1 et d’ordre 2 (250 mailles).
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Figure 1.4 ;: Tube  choc vapeur supersonique : résultats des schémas d’ordre 1 et d’ordre 2 (250 mailles).
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Annexe J : Comparaison des techniques de discrétisation pour les
termes sources

Il s’agit maintenant de comparer les deux techniques de discrétisation des termes sources
proposées dans le chapitre 7, par 1’intermédiaire d’un pas fractionnaire ou en utilisant les grandeurs
calculées au niveau de 1’interface. Les tests ont été effectués sur la résolution du modéle HRM sans
les frottements, en utilisant le schéma convectif VFRoe-ncv, qui définit naturellement 1’état
d’interface.

On s’intéresse pour cette étude & un écoulement autovaporisant stationnaire, puisque dans ce
cas les grandeurs d’interface et de maille ont des comportements différents (voir chapitre 8.1.2). Les
conditions sont celles de 1’essai n°273 des expériences sur la boucle BNL, soit en entrée :

Pr=573bar, T, =168,7°C, et xg=0
et en sortie :
Py = 4 bar
La géométrie est une tuyére convergente divergente (figure 2.7) dont la section est donnée par :

{R(z) =0,025-0,0125z/0275 si 0<z<0.275

7.1
R(z) = 0,0125+ 0,0125 (z— 0,0275)/ 0275  si 0,275< z< 0,55 G

Les résultats sont présentés sur les figures J.1 et J.2 pour un maillage régulier de 200 noeuds
et un nombre de CFL égal a 0,45. On constate que, pour ce calcul, ]la technique a pas fractionnaire, qui
utilise les valeurs de mailles, ne peut pas prévoir correctement le premier point d’apparition de la
vapeur, puisque 1’évolution de la pression de maille du liquide dans le convergent est fausse. Par
contre, la pression d’interface est, elle, correctement simulée, méme sur un maillage grossier, comme
il I’a été prouvé dans le chapitre 8.1.2.3. L’écart sur les courbes de taux de vide et de pression est
difficile 4 voir, puisque le point de flash réel est situé trés proche du col. Néanmoins, le débit
massique est fortement modifié : une valeur de 9,65 kg/s pour le calcul a partir des valeurs
d’interfaces et de 9,93 kg/s pour la technique a pas fractionnaire. En conclusion, pour les écoulements
stationnaires avec flash, il est indispensable de calculer les termes sources en utilisant les valeurs
calculées sur les interfaces.
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Figure J.1 : Comparaison des courbes de pression calculées en discrétisant les termes sources par
un pas fractionnaire et en utilisant les valeurs d’interface. (mod