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❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ♣ré♣❛ré❡ à
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❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✷

❈❛s❡ ❝♦✉rr✐❡r ✵✺✶

✸✹✵✾✺ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ❝❡❞❡① ✵✺
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐s ❜✐❡♥ sûr r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ ➱❧♦❞✐❡
❇r✉♥❡❧ ❡t ❆♥❞ré ▼❛s✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ✉♥ s✉❥❡t s♦✉❧❡✈❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s très
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡①❛✉❝é ♠♦♥ s♦✉❤❛✐t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♠ê❧❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ➱❧♦❞✐❡✱ ❞❡♣✉✐s ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♥❝♦♥tr❡✱
✜♥ ✷✵✶✵✱ ♣✉✐s ❞✉r❛♥t ♠♦♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼✷ ❡t ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ t✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs
s✉ t❡ ♠♦♥tr❡r ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t t❛ ♣rés❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❏❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡
♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ▼❡r❝✐ à ❆♥❞ré ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❛❝❝♦r❞é❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡
❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ✉♥ ❛♣♣✉✐ ✐rr❡♠♣❧❛ç❛❜❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❏❛♥ ❏♦❤❛♥♥❡s ❡t P❛tr✐❝✐❛ ❘❡②♥❛✉❞✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❞♦♥t ✐❧s
♦♥t ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ❡✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
q✉✐ ② s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
❏❛♥✱ ♠❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❇❡❧❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡
❡t ♣♦✉r t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t t❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ❧✬❛ ♣ré❝é❞é❡✳ P❛tr✐❝✐❛✱
♠❡r❝✐ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉❡ t✉ ❛s ♣♦rté à ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉ ♠❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❧♦rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s ❞✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡♠❛✐♥❡s✳ ▼❡r❝✐ à
❋❛❜✐❡♥♥❡ ❈♦♠t❡ ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❱❡r③❡❧❡♥✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉✐✈✐ ♠❛ t❤ès❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❝♦♠✐tés ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té s❛♥s ❤és✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ♣♦✉r ♠♦✐ ❞✬❛✈♦✐r ♣✉ ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ✈♦✉s ❡t ✈♦s ♥♦♠❜r❡✉①
❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t été ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❈❤r✐st♦♣❤❡ ●✐r❛✉❞✱ ❞♦♥t ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❢♦r❝❡
❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♠♦♥ ❛❞♠✐r❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r②✳

▼❡r❝✐ à ●❛ë❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ q✉✐ s✬❡st ré✈é❧é❡ très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡ ❡t st✐♠✉❧❛♥t❡✳
❚❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡♣s❦✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ t❡s
❛♣t✐t✉❞❡s ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s❡❝♦✉rs ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ✭♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s q✉❡ ♠❡s
♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r t♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ♠❛st❡r ✦✮✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦✉r t♦♥ ❛♠✐t✐é ❡t t♦♥ s♦✉t✐❡♥✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳

▼❡r❝✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬■✸▼✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❊P❙✱ à ❈❤r✐st✐❛♥
▲❛✈❡r❣♥❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ s✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❙♦♣❤✐❡ ❈❛③❛♥❛✈❡✲
P✐♥✱ ❇❡r♥❛❞❡tt❡ ▲❛❝❛♥✱ ▼②r✐❛♠ ❉❡❜✉s✱ ➱r✐❝ ❍✉❣♦✉♥❡♥q ❡t ◆❛t❤❛❧✐❡ ◗✉✐♥t✐♥ ♣♦✉r ❧❡✉r
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t ❧❡✉r ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❈❛t❤❡r✐♥❡ ❚r♦tt✐❡r✱
●✇❧❛❞②s ❚♦✉❧❡♠♦♥❞❡✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❈r❛♠❜❡s✱ ❇é♥é❞✐❝t❡ ❋♦♥t❡③✱ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼❛r✐♥✱ ❘é♠✐
❈❛r❧❡s✱ ❏❡❛♥✲◆♦ë❧ ❇❛❝r♦ ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ▼❡r❝✐ à P✐❡rr❡ P✉❞❧♦ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡
t✉ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❚❉✱ ❧❡s ❚P ❡t ▲❊ ❝♦✉rs ♠❛❣✐str❛❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ♠❡r❝✐
♣♦✉r t♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ▼❡r❝✐ à ▼❛t❤✐❡✉ ❘✐❜❛t❡t ❡t ▲✐♦♥❡❧ ❈✉❝❛❧❛ ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é❡ ❞❛♥s ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t❡✳ ▼❡r❝✐ à ●❡♠♠❛ ❇❡❧❧❛❧ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥
♣❡t✐t ♠♦t ❣❡♥t✐❧ à ♠♦♥ é❣❛r❞✳ ▼❡r❝✐ à ❱✐✈✐❛♥♥❡ ❉✉r❛♥❞✲●✉❡rr✐❡r ♣♦✉r t❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳
▼❡r❝✐ à ❙✐♠♦♥ ▼❡♥❞❡③ ❡t ❱❛♥❡ss❛ ▲❧❡r❛s ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t ❧❡✉r ❤✉♠♦✉r✳ ❯♥ très
❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❇❛♣t✐st❡ ♣♦✉r t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ t♦♥ ❛✐❞❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t t❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♠❡s
❤és✐t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡ ❞❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳



✐✈

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ❡①✲❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❆❚❊❘ ❞✉ ❧❛❜♦✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉① ✿ ❏♦❥♦ ✭q✉✐ ♠✬❛ ❛✐❞é à ♠✬♦r✐❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é♠❛r❝❤❡s
❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ t❤ès❡✮✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ✭❝❡❧❛ ❛✉r❛ été ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❝❡
❜✉r❡❛✉ ❛✈❡❝ t♦✐ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✮✱ ➱t✐❡♥♥❡ ✭❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦✲♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡
sé♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❞és♦❧é❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛rr✐✈é❡ ❛✉① ✶✵✵ ♣❛♥✐❡rs ✦✮ ❡t ❇❛st✐❡♥✳ ▼❛✐s
❛✉ss✐ t♦✉t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ très ❛❣ré❛❜❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✿ ❆❢❛❢✱ ❆r♥❛✉❞✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱
❈❧❛✉❞✐❛✱ ❈♦r❛❧✐❡✱ ❈❤r✐st✐❛♥✱ ❉❛♠✐❡♥ ❇✳✱ ❉❛♠✐❡♥ ❏✳✱ ❉❛r✐❛✱ ❊❧s❛✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❏❡❛♥✱ ❏✉❧✐❛♥♥❛✱
❏✉❧✐❡♥ ❧❡ ❥❡✉♥❡✱ ❏✉❧✐❡♥ ❧❡ st❛t❡✉①✱ ❏✉♥✐♦r✱ ▼❛t❤✐❡✉ ❈✳✱ ▼❛t❤✐❡✉ ▲✳✱ ▼✐❝❦❛ë❧✱ ▼②r✐❛♠✱ ❚❤♦♠❛s✱
❚✉t✉✱ ❱✐❝t♦r✱ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❨♦✉sr✐ ✭t❤❡ ❑✐♥❣✮✱✳✳✳ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ▲▼●❈ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❆❞r✐❡♥✱
❋r❛♥ç♦✐s✱ ▲✐✱ ◆❛✇❢❛❧✱ P❛✉❧✱ ❘é♠✐✱✳✳✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❉❛❧✐❛✱ P❛✉❧✐♥❡✱ ❈❧❛✐r❡✱ ❉❛✈✐❞✱ ▲é❛✱
■s❛ ❡t ▲❛❡t✐❝✐❛ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✳
■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❣r♦✉♣ ❢♦r ❤♦st✐♥❣ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♠♦♥t❤s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦s
❙✉s❛♥♥❡ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② ❦✐♥❞ t♦ ♠❡✱ ❍❡❧❧❡ ❙ør❡♥s❡♥✱ ❆♥❞❡rs ❚♦❧✈❡r ❛♥❞ ❇♦
▼❛r❦✉ss❡♥✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ♦t❤❡r ♦❝❝❛s✐♦♥s t♦ ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦s
t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ■ ❤❛✈❡ ♠❡t ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛② ✿ ●✐❛❝♦♠♦✱ ❏♦st✱ ▲❛rs ▲❛✉✱ ▼❛t❤✐❛s✱ ◆❛❞✐♠✱ ◆♦✉r❛❤✱
❘♦❜✐♥✱ ❙✐♠❛✱ ❚♦♠❛s③✱✳✳✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s❛♥s q✉✐✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐ ♣❛s ❧à✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❡s ❣r❛♥❞✲♣❛r❡♥ts✱ ❋❧♦r✐♥❡ ❡t ❨✈❡s✱ q✉✐ ♦♥t ♠✐s ❞❡ ❧✬❛r❣❡♥t ❞❡ ❝ôté ❞ès ♠❛
♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r q✉❡ ❥❡ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ét✉❞❡s ❡t q✉✐ ♥✬♦♥t ❝❡ssé ❞❡ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r✳ ❯♥ ❣r❛♥❞
♠❡r❝✐ à ♠❛ ♠èr❡✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛♠♦✉r ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ à ♠❛ ❝♦✉s✐♥❡ P❛✉❧✐♥❡ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été
✉♥❡ s÷✉r ♣♦✉r ♠♦✐✱ à ♠❡s ♦♥❝❧❡s ❘♦❧❛♥❞ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡✳ ▼❡r❝✐
à ▼❛r✐❡✱ q✉✐ ♠✬❛ t❡♥❞✉ ❧❛ ♠❛✐♥ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❥✬❡♥ ❛✈❛✐s ❣r❛♥❞ ❜❡s♦✐♥✳ ▼❡r❝✐ à ♠♦♥ ♣èr❡✱ à
♠❛ ❣r❛♥❞✲♠èr❡ ❈❤r✐st✐❛♥❡ ❡t à ♠❡s t❛♥t❡s ◆❛t❤❛❧✐❡ ❡t ▲❛✉r❛ ♣♦✉r ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❆❧❛✐♥ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r r❡♥♦♥❝é à ❧❛ ❈♦❝❛r❞❡
❞✬❖r ♣♦✉r ✈❡♥✐r ✐❝✐ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ▲✉❝✐❡ ❡t ➱♠✐❧✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬❆t❧❛♥t✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ♠❡s ♣❧✉s t❡♥❞r❡s ❡t ❛♠♦✉r❡✉① r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t à ❱✐♥❝❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❜✐❡♥tôt ❞✐① ❛♥s✳ P♦✉r t❛ ♣rés❡♥❝❡ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ❡t
t♦♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♠♦♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣✐r❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧✬é❧♦✐❣♥❡✲
♠❡♥t ❡t ❧❡s s♦✉❝✐s✳ ❆♣rès ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❡t ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❉❛♥❡♠❛r❦✱ ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ♥♦✉s
tr♦✉✈❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❜✐❡♥tôt ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ♦ù ♥♦✉s ♣♦s❡r ❞✉r❛❜❧❡♠❡♥t✳

▼❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t q✉✐ ♦✛r❡ ❡♥❝♦r❡ à t♦✉s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡
s♦❝✐❛❧❡✱ ✉♥ ❛❝❝ès à ✉♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❙❛♥s ❝❡❧❛✱ s❛♥s ❧❡s ❜♦✉rs❡s✱ s❛♥s ❧❡
st❛t✉t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❡♥ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬êtr❡ très tôt ❛✉t♦♥♦♠❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐ ♣❛s
❛rr✐✈é❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ❝❡s ♥❡✉❢ ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡✳



❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡st ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❡t s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣é♥❛❧✐sé✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●❛ë❧❧❡ ❈❤❛❣♥②
✭▲▼❘❙✮ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ❡t
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡
●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r✲▲❡♣s❦✐✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐✲
❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❣✉✐❞és ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
♠✉❧t✐✈❛r✐és✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥❞✐s♣❡♥✲
s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇ ❞♦♥♥❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✹ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
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✹✳✷✳✸ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✹✳✸✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✹✳✸✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✹✳✸✳✸ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✹✳✸✳✹ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✹ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✷

❆ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✺✽

❆✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❆✳✶✳✶ ❖♣❡r❛t♦r t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❆✳✶✳✷ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❆✳✶✳✸ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❆✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❆✳✸ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✳ ✶✻✺
❆✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐❛s t❡r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

❆✳✺ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

❇ ■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✶✽✵

❇✳✶ ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
❇✳✶✳✶ ❋♦r r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
❇✳✶✳✷ ❋♦r ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

❇✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦r♦❧✲
❧❛r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵





◆♦t❛t✐♦♥s

N✱ Z✱ Q✱ R✱ C ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✱ ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✱
♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❡t ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

N∗ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s ✿ N∗ = N\{0}
(Ω,A,P) ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿ Ω ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ A σ✲❛❧❣è❜r❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Ω✱ P ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r A
E[Z]✱ ❱❛r(Z) ❡s♣ér❛♥❝❡✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ Z
(H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖) ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡ ré❡❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈·, ·〉 ❡t

❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ‖x‖ =
√

〈x, x〉
H∗ ❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ H

dim(E) ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E
X ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H
E[X] ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ X ✭✈♦✐r ♣✳ ✹✮
PX ❧♦✐ ❞❡ X
X1, . . . , Xn s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉é❡s✮ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ X
X (X1, . . . , Xn)

EX✱ PX ❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à X

Γ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à X ✭➱q✳ ✭✶✳✸✮✱ ♣✳✹✮
Γn ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡X1, . . . , Xn ✭➱q✳

✭✶✳✺✮✱ ♣✳✺✮
Γ1/2 r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ✿ Γ1/2Γ1/2 = Γ

(ψj)j≥1✱ (λj)j≥1 ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Γ

(ψ̂j)j≥1✱ (λ̂j)j≥1 ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Γn
❑❡r(Γ) ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ
■♠(Γ) ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ
r❣(Γ) r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ✿ r❣(Γ) = dim(■♠(Γ))

❱❡❝t{x1, . . . , xD} ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r {x1, . . . , xD}
❑❡r(Γ) ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ
N (µ, σ2) ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ∈ R ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 > 0

U([a, b]) ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b]

a ∧ b✱ a ∨ b ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s a ❡t b
1A ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ✿ 1A(x) = 1 s✐ x ∈ A ❡t 1A(x) =

0 s✐ x /∈ A

❘❡(z)✱ ■♠(z) ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z





◆♦t❛t✐♦♥

N✱ Z✱ Q✱ R✱ C s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥t❡❣❡rs✱ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs

N∗ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✿ N∗ = N\{0}
(Ω,A,P) ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✿ Ω ♥♦♥ ❡♠♣t② s❡t✱ A σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ Ω✱ P

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ A
E[Z]✱ ❱❛r(Z) ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z
(H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖) r❡❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t 〈·, ·〉 ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦✲

❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

H∗ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✉❛❧ ♦❢ H
dim(E) ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ E
X r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ H

E[X] ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ X ✭s❡❡ ♣✳ ✹✮
PX ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X
X1, . . . , Xn s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✮ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s X
X (X1, . . . , Xn)

EX✱ PX ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X

Γ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ X ✭➱q✳ ✭✶✳✸✮✱ ♣✳✹✮
Γn ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ X1, . . . , Xn ✭➱q✳ ✭✶✳✺✮✱

♣✳✺✮
Γ1/2 sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ ✿ Γ1/2Γ1/2 = Γ

(ψj)j≥1✱ (λj)j≥1 ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Γ
(ψ̂j)j≥1✱ (λ̂j)j≥1 ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Γn
❑❡r(Γ) ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ
■♠(Γ) ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ
r❣(Γ) r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ✿ r❣(Γ) = dim(■♠(Γ))

s♣❛♥{x1, . . . , xD} ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② {x1, . . . , xD}
N (µ, σ2) ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ µ ∈ R ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 > 0

U([a, b]) ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]
a ∧ b✱ a ∨ b ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b
1A ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t A ✿ 1A(x) = 1 ✐❢ x ∈ A ❛♥❞ 1A(x) = 0 ✐❢

x /∈ A

❘❡(z)✱ ■♠(z) r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬✐♥sèr❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥✲

t✐✜q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ré❡❧❧❡ Y ❡t ✉♥❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X✳ ❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s

❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♣♣✉②és s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧

❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥♥❡❧ ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✸✳✹✱ ✶✳✹✳✷ ❡t ✶✳✺✳✸✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✶✳✷ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✶✳✸ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✶ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✹✳✶ ❋❧é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿ ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✺ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✺✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✺✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼



✸ ✶✳✶✳ ❉♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

✶✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺ ❀ ❋❡rr❛t② ❡t ❱✐❡✉✱ ✷✵✵✻ ❀
❋❡rr❛t② ❡t ❘♦♠❛✐♥✱ ✷✵✶✶✮ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ❞✉r❛♥t ❧❡s ✈✐♥❣t ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱
✐♥térêt ♠♦t✐✈é ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦❣rès t❡❝❤♥✐q✉❡s ré❝❡♥ts ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥❡s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t ré❝♦❧té❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ (Xi(ti,1), . . . , Xi(ti,p))1≤i≤n ♦ù (ti,1, . . . , ti,p)

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✮ ❡t n ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥✳

▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s (Xi)1≤i≤n ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈é❡ à ❝❡rt❛✐♥s ✐♥st❛♥ts✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t q✉❡ p s♦✐t très ❣r❛♥❞ ✭p >> n✮ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
très ❞✐✣❝✐❧❡s ✭✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✮ à tr❛✐t❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡
♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ré❝♦❧té❡s
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❣r✐❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ♣❛r♠✐
❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬é❧❡❝tr♦❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♠♠❡s ✭❉✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡♥ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙ør❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✱ ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭▲❛✉r✐♥✐✱ ✷✵✶✹✮✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛✉❞✐❡♥❝❡s
té❧é✈✐s✉❡❧❧❡s ✭❈❛r❞♦t✱ ❈é♥❛❝ ❡t ❩✐tt✱ ✷✵✶✷✮✱ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❙❛✉❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱✳✳✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s à ét✉❞✐❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés é✈♦❧✉❛♥t ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ✭❘❛❦êt ❡t ▼❛r❦✉ss❡♥✱ ✷✵✶✹✮ ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ Y ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❡r❛
s✉♣♣♦sé❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡ (H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈·, ·〉✱ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ‖x‖ =

√
〈x, x〉 ❡t

❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡♥s❡ ✭♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■✳✻ ❡t ❱✳✶
❞❡ ❇r❡③✐s ✭✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✮✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t H = L2(I) ♣♦✉r I
✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ♦✉ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❛❞r❡ ✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐♥✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡t ♥♦t✐♦♥s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❙♦✐t (Ω,A,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♠✉♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H ❞❡ s❛ tr✐❜✉ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡
B(H)✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ X ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ X : (Ω,A) → (H,B(H))✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s PX ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✹

❊s♣ér❛♥❝❡

❙✐ E[‖X‖] < +∞✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ X ❝♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E[X] =

∫

Ω
X(ω)dP(ω). ✭✶✳✶✮

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ é❝r✐t❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❇♦❝❤♥❡r ❞❡ X ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ P✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ X ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓ s✐♠♣❧❡s ✔ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❉✉♥❢♦r❞
❡t ❙❝❤✇❛rt③ ✶✾✺✽✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳✷✮✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✳
▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ H✱

E[〈X, f〉] = 〈E[X], f〉,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t f = E[X]✱ q✉❡

‖E[X]‖ ≤ E[‖X‖],

❡t
‖E[X]‖2 ≤ E[‖X‖2].

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ X ❡st ❝❡♥tré❡ ❧♦rsq✉❡ E[X] = 0✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ X✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞✉ s❡♥s✱ ❡st ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✓ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ✔ ❞❡ X✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ s♦✐❡♥t ❞❡
♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡❧❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s♦✉✈❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ H = L2(I)✱
❛✈❡❝ I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ X : Ω×I → R t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ω ∈ Ω✱ X(ω) ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s L2(I) ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t 7→ X(ω, t)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r
m(t) =

∫
ΩX(ω, t)dP(ω) ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✓ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ✔ ❞❡ X✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡

❞ès q✉❡ E[‖X‖] <∞ ❡t ✈ér✐✜❡
E[X] = m ♣✳♣✳ ✭✶✳✷✮

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡t
♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ E[‖X‖2] < +∞✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Γ : f ∈ H 7→ E[〈X, f〉X]. ✭✶✳✸✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ q✉✐ ❡st s②♠étr✐q✉❡
❡t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❡t ♣♦s✐t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s f, g ∈ H✱

〈Γf, g〉 = 〈f,Γg〉 ❡t 〈Γf, f〉 ≥ 0.



✺ ✶✳✶✳ ❉♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t ✭❇♦sq✱ ✷✵✵✵✱ ♣♣✳ ✸✻✕✸✼✮ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ✭❇r❡③✐s✱ ✷✵✵✺✱
❚❤é♦rè♠❡ ❱■✳✶✶✮✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s (ψj)j≥1 s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ✭q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❍✐❧❜❡rt ❞❡ H✮ ❡t (λj)j≥1 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ r❛♥❣é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳
◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ Γ ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ t♦✉t❡s s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t✱ ❞❡
♣❧✉s

E[‖X‖2] =
∑

j≥1

E[〈X,ψj〉2] =
∑

j≥1

λj .

❈♦♠♠❡ E[‖X‖2] < +∞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
∑

j≥1 λj < +∞ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r à tr❛❝❡ ✭❙✐♠♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♦✉ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✭❇♦sq✱ ✷✵✵✵✱ ♣✳✸✺✮✳

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
X✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

X =
∑

j≥1

〈X,ψj〉ψj =
∑

j≥1

√
λjξjψj , ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ ξj := 〈X,ψj〉/
√
λj ❧♦rsq✉❡ λj > 0✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❛②❛♥t ❧✐❡✉ ❡♥ ♥♦r♠❡ ‖ · ‖✳

▲♦rsq✉❡ X ❡st ❝❡♥tré❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ (ξj)j≥1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❡♥tré❡s✱
ré❞✉✐t❡s ❡t ♥♦♥✲❝♦rré❧é❡s✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ X s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✹✮ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡ X✳
➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ X1, . . . , Xn ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ X✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡

✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

Γn : f ∈ H 7→ 1

n

n∑

i=1

〈f,Xi〉Xi. ✭✶✳✺✮

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r Γn ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s (ψ̂j)j≥1 s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t (λ̂j)j≥1 s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ▲❛
s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s (λ̂j)j≥1 ❡st ♥✉❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣ J0 := r❣(Γn)+1 ≤ n+1✳

❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Γ ❡t Γn s❡r♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶✳

❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ H q✉✐ ✓ ❝❛♣t✉r❡♥t ✔ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❆❈P ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❛✉①♦✐s✱ P♦✉ss❡ ❡t ❘♦♠❛✐♥
✭✶✾✽✷✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t s✉✐✈✐ ✭✈♦✐r ❍❛❧❧ ✷✵✶✶ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡
q✉✬❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥térêt ❞❡ ❧✬❆❈P ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ✈✐✲
s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✮ ♠❛✐s ❧✬❆❈P
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬❆❈P ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (ψj)j≥1

❞❡ H ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Sk := ❱❡❝t{ψ1, . . . , ψk} ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ k ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L2 ❡♥tr❡ X ❡t s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Sk✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ψ1, . . . , ψk✱ ❛❧♦rs✱ ♥♦t♦♥s ΠkX :=

∑k
j=1〈X,ψj〉ψj ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ X s✉r ❱❡❝t{ψ1, . . . , ψk}✱

ψk+1 ∈ argminf∈HE
[
‖X −ΠkX − 〈X, f〉f‖2

]
,



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✻

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ 〈ψk+1, ψj〉 = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ≤ k ❡t ‖ψk+1‖ = 1✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ H ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡✱
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ψk)k≥1 ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r é❣❛❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ (ψk)k≥1 ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Γ r❛♥❣é❡s
♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❧é❣èr❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψk✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✐ ψk ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧♦rs −ψk ❧❛
✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P à ✉♥ s✐❣♥❡ ♣rès✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ Γ s♦✐t ❝♦♥♥✉❡
♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✭❈♦♠t❡ ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✵✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ X ∈ L2([a, b])✱ X(a) = X(b) ❡t
X st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❜❛s❡ (ψj)j≥1 ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡
❞✉ st❛t✐st✐❝✐❡♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
(
ψ̂j

)
j≥1

❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛

♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ t❡❧s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❉❛✉①♦✐s✱ P♦✉ss❡
❡t ❘♦♠❛✐♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❍❛❧❧ ❡t ❍♦ss❡✐♥✐✲◆❛s❛❜ ✭✷✵✵✻✮ ❡t ❈❛r❞♦t✱ ▼❛s ❡t ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✼✮ s♦✉✈❡♥t s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❱❡❝t
{
ψ̂1, . . . , ψ̂K

}

♦✉ ❱❡❝t
{
ψ̂j

}
✈❡rs ❧❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✳ ❉❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ✭❍✐❧❣❡rt✱ ▼❛s ❡t ❱❡r③❡❧❡♥✱

✷✵✶✸ ❀ ▼❛s ❡t ❘✉②♠❣❛❛rt✱ ✷✵✶✹✮ ♦♥t ♣♦rté é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s
♣r♦❥❡❝t❡✉rs à t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜①é❡✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs✱ ♣rés❡♥tés ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✽
♣✳ ✶✻✺✮✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ s✐ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s♦♥t ♣❡✉ ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
(ψ̂j)j≥1 ❧❡ s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❧✐ssé❡s ❞❡ t❡❧s ❡st✐✲
♠❛t❡✉rs ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ✭❘✐❝❡ ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✶ ❀ ▲❡❡✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣✱ ✷✵✵✷ ❀ ❘❛♠s❛② ❡t
❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮✳

✶✳✶✳✷ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s

◆♦✉s ♥♦✉s ❛rrêt♦♥s ✐❝✐ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s X : I → R ❡st ❞✐t ❣❛✉ss✐❡♥ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N∗✱ ♣♦✉r t♦✉s
t1, . . . , tk ∈ I✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (X(t1), . . . , X(tk)) ❡st ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥
é❧é♠❡♥t X ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ❡st ❞✐t ❣❛✉ss✐❡♥ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Λ ∈ H∗✱
ΛX ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❝♦r❞❡r ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ✉♥
s❡♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ s✉r I✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ X ❞❛♥s L2(I) ❡st
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ■❜r❛❣✐♠♦✈ ❡t ❘♦③❛♥♦✈ ✶✾✼✽✱ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✷ ❡t ✶✳✹✮✳

▲♦rsq✉❡ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (ξj)j≥1 ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ✭✶✳✹✮ ❞❡ X s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ st❛♥✲
❞❛r❞ q✉✐ ✈ér✐✜❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t→ X(t) ❡st ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✕ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ X ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t E[X(t)X(s)] = min{s, t} ♣♦✉r t♦✉s s, t ∈ I✳
✕ X(0) = 0 ♣✳s✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ r❡str❡✐♥t à [0, 1]



✼ ✶✳✶✳ ❉♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ P♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ Pr♦❝❡ss✉s ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r
(W (t))t∈[0,1] (B(t))t∈[0,1] X(t) = ξ1 +

√
2ξ2 sin(−πt/2)

ξ1, ξ2 ∼ N (0, 1)
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳

❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✭✈♦✐r ❆s❤ ❡t ●❛r❞♥❡r ✶✾✼✺✱ ♣♣✳ ✹✶✕✹✷✮ ✿

X(t) =
√
2
∑

j≥1

ξj
sin(π(j − 0.5)t)

π(j − 0.5)
,

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛②❛♥t ❧✐❡✉ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❞❛♥s L2([0, 1]) ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❜❛s❡r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s X ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✮ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞✉ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥B(t) :=W (t)−tW (1) ✭▼❛❝◆❡✐❧❧✱
✶✾✼✽ ❀ ❉❡❤❡✉✈❡❧s✱ ✷✵✵✼✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

B(t) =
∑

j≥1

ξj

√
2 sin(jπt)

jπ
.

✶✳✶✳✸ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s rés✐❞❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛✉ss✐ ❛✐sé♠❡♥t q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ µ s♦✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ B ❞❡ r❛②♦♥ δ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ µ(B) < +∞✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s (Bj)j∈N ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❡t ❞❡ ♠ê♠❡s r❛②♦♥s
t❡❧❧❡s q✉❡

⋃
j∈N∗ Bj ⊂ B ✶✳ ❈♦♠♠❡ µ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❝❡s ❜♦✉❧❡s ♦♥t

♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ µ(B) < +∞ s❛✉❢ s✐ µ = 0✳
❉❡❧❛✐❣❧❡ ❡t ❍❛❧❧ ✭✷✵✶✵✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲❞❡♥s✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

✶✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ (ej)j≥1 ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ H ❡t x0 ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B✱ ❧❛ s✉✐t❡ (Bj)j≥1 ❞❡s ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0 + δej/(2

√
2) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ δ/4 ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❈❡

rés✉❧t❛t✱ très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦r♠é ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡t
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é♠♦♥tré✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✽

❞❡♥s✐té ❞❡ (ξj)j=1,...,K ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ K✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♦✉t✐❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧❡s ❧♦✐s s♦♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ q✉✐ s❡rt ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ tr❛♥s❧❛té WF ✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r WF (t) := W (t) + F (t)

❛✈❡❝ W ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✉r [0, 1] ❡t F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ F (0) = 0✱
❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✐ ✭❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ∈ L2([0, 1]) t❡❧❧❡ q✉❡ F (t) =

∫ t
0 f(s)ds✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ✭✈♦✐r ▼ört❡rs ❡t P❡r❡s ✷✵✶✵✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉sX ❡st s✉♣♣♦sé ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡X ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✲❧à✱ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ♦♥t été ét✉❞✐és ♣❛r ❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣ ✭✷✵✵✹✮ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r ❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣
❡t ❨❛♦ ✭✷✵✶✸✮ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s s♣❛t✐❛✉① (Xi, i ∈ (N∗)N ) ❛✈❡❝
N > 1✳

✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲❡ ❝÷✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r s̃ ❞❛♥s
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs {ŝλ, λ ∈ Λ}✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡
❢❡♥êtr❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ r❡❝♦✉✈r✐r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✑♦♣t✐♠❛❧❡✑✱ ❞❛♥s ✉♥
s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✐♥❝♦♥♥✉s✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t✳ ❙♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✭◆❡♠✐r♦✈s❦✐✱ ✷✵✵✵ ❀ ❨❛♥❣✱ ✷✵✵✸ ❀
❚s②❜❛❦♦✈✱ ✷✵✵✽✮ ❡st r❡❣r♦✉♣é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
s̃ :=

∑
λ∈Λ θλŝλ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ŝλ, λ ∈ Λ} ✭Λ ❡st

s✉♣♣♦sé❡ ✜♥✐❡✮ q✉✐ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t θ ❡st ❡♥s✉✐t❡ s♦✉✈❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ r✐sq✉❡ ♣é♥❛❧✐sé✳ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ♦♥t été ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ✿ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ℓ0 ♦✉ ❇■❈ ✭❙❝❤✇❛r③✱ ✶✾✼✽✮✱ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ℓ1 ✭▲❆❙❙❖✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✶✾✾✻✮✱
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ℓ2 ✭ré❣r❡ss✐♦♥ r✐❞❣❡✱ ❍❛st✐❡✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❡t ❋r✐❡❞♠❛♥ ✷✵✵✾✮✱ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t ✭❩♦✉ ❡t
❍❛st✐❡✱ ✷✵✵✺✮✱✳✳✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡st✐♠❛✲
t❡✉r ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✭❙t♦♥❡✱ ✶✾✼✹ ❀ ❆❧❧❡♥✱ ✶✾✼✹ ❀ ●❡✐ss❡r✱ ✶✾✼✺✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐✈✐s❡r
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡st✐✲
♠❛t❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❡st q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré♣été❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❡❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à
❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✈❛r✐és✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭✈♦✐r
❆r❧♦t ❡t ❈❡❧✐ss❡ ✷✵✶✵ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r✱
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❝r♦✐sé❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✭❈❡❧✐ss❡✱ ✷✵✵✽ ❀ ❆r❧♦t ❡t
▲❡r❛s❧❡✱ ✷✵✶✷✮ ❡t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✭❆r❧♦t✱ ✷✵✵✽✮✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ŝλ, λ ∈ Λ} s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t



✾ ✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

êtr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s❡✉❧ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛st❡
♣é♥❛❧✐sé ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉①
à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ∈ Λ ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♠✐t❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛st❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇❛rr♦♥✱ ❇✐r❣é
❡t ▼❛ss❛rt ✭✶✾✾✾✮ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ▼❛ss❛rt ✷✵✵✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
✈❛r✐és✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ à ❞❡s✐❣♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✿ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ à ❞❡s✐❣♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❝❛❧❛✐r❡

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❞❡ ❝ôté ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ à ❞❡s✐❣♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ét✉❞✐é✱
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛r ❇❛r❛✉❞ ✭✷✵✵✷✮ ✿

Y = s(X) + ε,

♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✱ s : [0, 1] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ à
❡st✐♠❡r ❡t ε ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t s✉♣♣♦sé ❝❡♥tré ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ X✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r
s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ {(Yi, Xi), i = 1, . . . , n} ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ (X,Y )✳

❙♦✐t (ϕj)j≥1 ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L2([0, 1]) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡s✲
♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦✉ ♠♦❞è❧❡s {Sm := ❱❡❝t {ϕ1, . . . , ϕDm},m = 1, . . . , Nn}✱ ❛✈❡❝ Nn ✉♥
❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♣♦✉r t♦✉t m✱ dim(Sm) = Dm✳ ❙♦✐t ŝm ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s✉r
Sm✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ Sm ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

γn : t 7→ 1

n

n∑

i=1

(Yi − t(Xi))
2.

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝm ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛✐♥s✐
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ▲♦rsq✉❡ Dm ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ Sm ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❡st ❞é✜♥✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s♦♥t✱ ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❡st✐♠❡r ✿ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❜✐❛✐sé✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ Dm

❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ŝm,m = 1, . . . , Nn} ré❛❧✐s❛♥t
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡ r✐sq✉❡ L2✱ ŝm∗ ❛✈❡❝

m∗ ∈ argminm=1,...,Nn
E

[
‖s− ŝm‖2L2([0,1])

]
,

♦ù ‖t‖2
L2([0,1]) :=

∫ 1
0 t

2(u)du✳
▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝm∗ ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♦r❛❝❧❡✱ ❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ r✐sq✉❡ L2✳ ■❧ ❡st ✐♥❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭❝❛r s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✮ ❡t
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ŝm̂ ❛②❛♥t ❞❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✵

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ r❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ r✐sq✉❡ L2✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡

❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P②t❤❛❣♦r❡ ✿

E

[
‖ŝm − s‖2L2([0,1])

]
= ‖sm − s‖2L2([0,1]) + E

[
‖ŝm − sm‖2L2([0,1])

]
,

❛✈❡❝ sm ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ s s✉r Sm✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡t ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t s ♣❛r ✉♥

é❧é♠❡♥t ❞❡ Sm✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s✳ ▲♦rsq✉❡ s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ Fα ❞❡ L2([0, 1]) ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té α ✷ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♠❛❥♦r❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖s− sm‖2L2([0,1]) ≤ CD−2α
m ,

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭q✉✐ ♣♦✉rr❛ ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✮✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X ❡t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ (ϕj)j≥1✱ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞❡s
❜❛s❡s ❧♦❝❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦✉ ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

E

[
‖ŝm − sm‖2L2([0,1])

]
≤ CDm

σ2

n
,

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❈❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r

E[‖ŝm − s‖2L2([0,1])] ≤ C

(
D−2α
m +Dm

σ2

n

)
.

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Dm ∼ n1/(2α+1) ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ α✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠✐t❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ✐♥❝♦♥♥✉❡s
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ γn✱
✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡
❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡

γn(ŝm) + κσ2
Dm

n
,

♦ù κ > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s
❜✐❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥té à ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✉s✉❡❧s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❇✐r❣é
❡t ▼❛ss❛rt ✭✷✵✵✼✮ ❡t ❇❛✉❞r②✱ ▼❛✉❣✐s ❡t ▼✐❝❤❡❧ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ♦♥ ✜①❡ κ = 2

❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cp ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ✭✶✾✼✸✮✳ ▲❛
q✉❛♥t✐té κσ2Dm/n ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣é♥❛❧✐té✳

✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ Fα ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❇❡s♦✈✮ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s♦✈ Bα,2,∞✱ ♥♦✉s
r❡♥✈♦②♦♥s à ❉❡❱♦r❡ ❡t ▲♦r❡♥t③ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ❇✐r❣é ❡t ▼❛ss❛rt ✭✷✵✵✵✮ ♣♦✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s é♥♦♥❝és ♣ré❝✐s✳



✶✶ ✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ŝm̂ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✭❇❛r❛✉❞✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✮ ✿

E[‖ŝm̂ − s‖2L2([0,1])] ≤ C

(
min

n=1,...,Nn

{
‖s− sm‖2 + κσ2

Dm

n

}
+

1

n

)
. ✭✶✳✻✮

▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✱
❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✻✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥é❣❛❧✐té✲♦r❛❝❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡t ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝm̂ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦r❛❝❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ n−2α/(2α+1)✳

❙✐ Fα ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

inf
ŝ

sup
s∈Fα

E
[
‖ŝ− s‖L2([0,1])

]
≥ Cn−2α/(2α+1),

♦ù ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n}✱ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ n−2α/(2α+1) ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉

r✐sq✉❡ ♠✐♥✐♠❛① ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♣❧✉s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ✮✳ ❈♦♠♠❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝm̂ ❛tt❡✐♥t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ✐❧ ❡st ❞✐t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❛✉ s❡♥s ♠✐♥✐♠❛①✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t très ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈❛r✐és ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❋✐s❝❤❡r✱
✷✵✶✸✮✱ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ✭❇r✉♥❡❧✱ ❈♦♠t❡ ❡t ●✉✐❧❧♦✉①✱ ✷✵✶✸✮✱ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦✲
r❡❧❧❡s ✭❆❧q✉✐❡r ❡t ❲✐♥t❡♥❜❡r❣❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✭●✐r❛✉❞✱ ❍✉❡t ❡t ❱❡r③❡❧❡♥✱
✷✵✶✷✮✱✳✳✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛st❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ t②♣❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼❛ss❛rt✱ ✷✵✵✼✮✱ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✲❧à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛st❡ ♣é♥❛❧✐sé ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té✳

❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs {ŝλ, λ ∈ Λ} ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ✭♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱
❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱✳✳✳✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉✳

✶✳✷✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ à ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳ ▲❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❡st ❜❛sé ❧✉✐ ❛✉ss✐ s✉r ✉♥❡ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛✐s ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❡st✐♠é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳
Prés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮✱
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ X à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ {X1, . . . , Xn} ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ X✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ✿

ŝh(t) :=
1

n

n∑

i=1

Kh(t−Xi),



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✷

♦ù Kh(u) := (1/h)K(u/h) ❛✈❡❝ K ✉♥ ♥♦②❛✉ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R+ t❡❧❧❡
q✉❡

∫
R
K(u)du = 1✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❧✐é à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L2(R)✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ s✬é❝r✐t
✐❝✐

E

[
‖ŝh − s‖2L2(R)

]
= ‖s− E[ŝh]‖2L2(R) + E

[
‖ŝh − E[ŝh]‖2L2(R)

]
.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

E[ŝh(t)] =

∫

R

Kh(t− u)s(u)du = Kh ∗ s(t) =
∫

R

K(u)s(t− hu)du,

♦ù ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡
∫
R
K(u)du = 1✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝh

s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

‖E[ŝh]− s‖2L2(R) =

∫

R

(∫

R

K(u)(s(t− hu)− s(t))du

)2

dt.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s ❡st β✲❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ β < 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ |s(u) − s(v)| ≤ CH |u − v|β
❡t q✉❡

∫
R
|u|βK(u)du =MK < +∞✱ ❛❧♦rs

‖s− E[ŝh]‖2L2(R) ≤ C2
HM

2
Kh

2β .

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉ ✸✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t

E

[
‖ŝh − E[ŝh]‖2L2(R)

]
≤ 1

nh

∫

R

K2(u)du =
‖K‖2

L2(R)

nh
,

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

V (h) = κ
‖K‖2

L2(R)

nh
,

✐❝✐ κ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡ ❜✐❛✐s ♣❛r

A(h) = sup
h′∈Hn

(
‖Kh ∗ ŝh′ − ŝh′‖2L2(R) − V (h′)

)
+
,

♦ù Hn ❡st ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s ❝❤♦✐s✐❡✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ŝh′ ❡st✐♠❡ s ❛❧♦rs Kh ∗ ŝh′ ❡st✐♠❡ E[ŝh] = Kh ∗ s ❞♦♥❝ ‖Kh ∗
ŝh′ − ŝh′‖2L2(R) ❡st✐♠❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝh✱ ♦♥ r❡t✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ V (h′) ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝh′ ✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré♣été
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h′ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

ĥ := argminh∈Hn
{A(h) + V (h)}.

❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ q✉✐

✸✳ P♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s β✲❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ β ≥ 1✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✱ s✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ K ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ✭❚s②❜❛❦♦✈✱ ✷✵✵✾✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✶✳✷ ❡t ✶✳✸✮✳



✶✸ ✶✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧

s✬é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ŝ
ĥ
sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡

♦r❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡ r✐sq✉❡ L2 ❡t ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① s✉r ❞❡ ❧❛r❣❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s r✐sq✉❡s Lp ❣é♥ér❛✉① ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❞r❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞❡♥s✐té ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❉♦✉♠✐❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❀ ❇❡rt✐♥✱ ▲❛❝♦✉r ❡t ❘✐✈♦✐r❛r❞ ✷✵✶✸ ❀ ❈♦♠t❡ ❡t
▲❛❝♦✉r ✷✵✶✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❝✐ Kh ∗ ŝh′✮
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ s✬❡st ré✈é❧é❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢é❝♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été
r❡♣r✐s❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❈♦♠t❡
❡t ❏♦❤❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✷ ❀ ❇❡rt✐♥✱ ▲❛❝♦✉r ❡t ❘✐✈♦✐r❛r❞✱ ✷✵✶✸ ❀ ❈❤❛❣♥②✱ ✷✵✶✸❜✮✳ ❊❧❧❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ✐❝✐
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛st❡ ♣é♥❛❧✐sé ❡t
♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s à ♣r♦✜t ❝❡s ✐❞é❡s
♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥❡ s✬é❝r✐t ♣❛s
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❊❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ∈ Rd ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① Y = g(θx′)+ ε ✭▲❡♣s❦✐ ❡t ❙❡r❞②✉❦♦✈❛✱ ✷✵✶✹✮ ♦✉
❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❡st✐♠❡r ✭●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐✱ ✷✵✶✸❛✮✳

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ q✉❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❘❛♠s❛② ❡t ❉❛❧③❡❧❧
✭✶✾✾✶✮ ❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣❛r ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛ ✭✶✾✾✾✮ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ Y ❡t s❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡

Y = 〈β,X〉+ ε, ✭✶✳✼✮

♦ù β ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❡t ε ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝❡♥tré❡✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡X✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ σ2✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ε ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s
❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n} s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✼✮ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ β✳

✶✳✸✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ♣❛r X(s) ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱
♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

Γβ = E [Y X] =: g, ✭✶✳✽✮

♦ù Γ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✸✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡
✐♥✈❡rsé ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r β à ♣❛rt✐r ❞❡ g✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❡st✐♠❡r β ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✹

❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❑❡r(Γ) = {0} ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
s✉♣♣♦s❡r q✉❡

{j ≥ 1, λj = 0} = ∅, ✭✶✳✾✮

♦ù (λj)j≥1 ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J0 t❡❧ q✉❡ λJ0 = 0✳ ❙♦✐t ψJ0 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ Γ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λJ0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ΓψJ0 = 0✱ ♦r

〈ΓψJ0 , ψJ0〉 = E[〈X,ψJ0〉2],

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ 〈X,ψJ0〉 = 0 ♣✳s✳ ❉♦♥❝ s✐ β ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❛❧♦rs β + ψJ0 ✈ér✐✜❡
❛✉ss✐ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳ ❙♦✐❡♥t β ❡t β′ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
H ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✼✮✱ ❛❧♦rs β ❡t β′ ✈ér✐✜❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Γ(β − β′) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ β − β′ ∈ ❑❡r(Γ) ❡t β = β′ ❞ès q✉❡ ✭✶✳✾✮ ❡st
✈ér✐✜é❡✳

❙❡❧♦♥ ❍❛❞❛♠❛r❞ ✭✶✾✵✷✮✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r
êtr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖r✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ❡st
✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡r ❡♥ ♣♦s❛♥t

Γ−1 : f →
∑

j≥1

〈f, ψj〉
λj

ψj ,

♠❛✐s ❝❡t ✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ H ✹✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✽✮ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛❧ ♣♦sé✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ✭✶✳✽✮ ✿

Γnβ̂ =
1

n

n∑

i=1

YiXi =: ĝ. ✭✶✳✶✵✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r Γn ét❛♥t ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ĝ ∈ ■♠(Γn)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γn ét❛♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✵✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡st❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ β̂ ❛ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ β̂ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ à t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✮✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ❝♦♥s✐st❡♥t à ré❣✉❧❛r✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✐♥✈❡rs❡ ✭✶✳✶✵✮✳ ◆♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ✭✈♦✐r ❈❛✈❛❧✐❡r ✷✵✶✶ ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♥t ét❛t ❞❡
❧✬❛rt✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ Y = Aβ + ε

✹✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ−1 ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
⋃

j≥1 ❱❡❝t{ψ1, . . . , ψJ} q✉✐ ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s
H ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉✬✐❧ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❞♦♥❝ ♠❡s✉r❛❜❧❡s ✭✉♥❡
t❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✱ éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮✱ ♣✳✶✻✵✮ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡✳



✶✺ ✶✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Γnβ̂ = ĝ✱ n = 10 000✱ β(t) = exp(−(t − 0.3)2/0.05) cos(4πt)✱ X
❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✉r [0, 1] ❡t ε ∼ σU(−

√
3,
√
3) ❛✈❡❝ σ2 = 0.01✳

♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r A✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡ s❡ tr❛♥s♣♦s❡♥t ♣❛s
à ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❝❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡st s♦✐t s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉✱ s♦✐t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A s♦♥t
s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s ❡t s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ε ✭❈❛✈❛❧✐❡r ❡t ❍❡♥❣❛rt♥❡r✱ ✷✵✵✺✮✱ ♦r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r B✲s♣❧✐♥❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✸✮ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ♠✐♥✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣é♥❛❧✐sé

1

n

n∑

i=1

(Yi − 〈f,Xi〉)2 + ρ‖f (m)‖2

s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♣❧✐♥❡s f ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, 1]✱ ❞❡ ❞❡❣ré q à k ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s é❣❛✉①✱ ❛✈❡❝ m < q

✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ρ > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❜❛s❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺ ❀ ▲✐ ❡t ❍s✐♥❣✱
✷✵✵✼✮ ♦✉ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P ✭❘❡✐ss ❡t ❖❣❞❡♥✱ ✷✵✵✼✮✱ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ♣é♥❛❧✐tés ✭❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣ ❡t
❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s✱ q✉✐ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ℓ2✱ ❝♦♥s✐st❡♥t
à ré❣✉❧❛r✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ Γnβ̂ = ĝ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γn à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ H

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ✜①❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ B✲
s♣❧✐♥❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❘❛♠s❛② ❡t ❉❛❧③❡❧❧ ✭✶✾✾✶✮ ♦✉ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❈♦♠t❡ ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s✱
✷✵✶✵✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❈❛r❞♦t ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✵✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✻

❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

β̂(FPCR)
m :=

m∑

j=1

〈ĝ, ψ̂j〉
λ̂j

ψ̂j , ✭✶✳✶✶✮

♦ù m ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✱ q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ρ ❞é✜♥✐
♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ♣✳s✳ ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛
✭✶✾✾✾✮ ♣✉✐s ❈❛✐ ❡t ❍❛❧❧ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✜①é❡ x✱ ❡♥✜♥ ❍❛❧❧ ❡t ❍♦r♦✇✐t③ ✭✷✵✵✼✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❉❡s ✈❡rs✐♦♥s
❧✐ssé❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✸✮✳

✶✳✸✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✿ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✐♥t❡r✲
✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❡s ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ t❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐tés ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ β ♦✉ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s (λj)j≥1✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✶✶✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ m ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

〈β̂(FPCR)
K − β, x〉2 s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✜①é❡ x =

∑
j≥1 xjψj t❡❧❧❡ q✉❡ xj ≤ C1j

−γ ✱ γ > 1/2 ❡st

❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n1/(a+2b−1) ♦ù a > 1 ❡st t❡❧ q✉❡ C−1
2 j−a ≤ λj ≤ C2j

−a ❡t b > 1/2 ❡st t❡❧ q✉❡
β =

∑
j≥1 βjψj ❛✈❡❝ βj ≤ C3j

−b ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐❝✐ a+ 1 > 2γ✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡
✭❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✸ ❀ ❍❛❧❧ ❡t ❍♦ss❡✐♥✐✲◆❛s❛❜✱ ✷✵✵✻ ❀ ❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣ ❡t ❙❛r❞❛✱
✷✵✵✾✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥t❡ β ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❛✐ ❡t ❨✉❛♥ ✭✷✵✶✷✮ ♦♥t ét❛❜❧✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉
r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ρ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛✐♥s✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥é
❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❞❡ ❧❛r❣❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s β✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❈❛r❞♦t ❡t
❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈♦♠t❡ ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ✷✵✶✷ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲❡✉rs ❡st✐♠❛t❡✉rs ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♦r❛❝❧❡ ❡t ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ♣♦✉r ❞❡s r✐sq✉❡s L2

♣♦♥❞érés✳

✶✳✸✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧ ✭✶✳✼✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❜♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❡t
♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
(ψj)j≥1 ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Γ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s



✶✼ ✶✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧

♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés β̂(KB)
m s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡

Sm := ❱❡❝t{ψ1, . . . , ψDm},

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm ❛✈❡❝ (Dm)m≥1 ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛✲
t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s ✭❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ Dm s❡r♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♣✳ ✸✹✮✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞é❧✐❝❛ts ♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✜①❡ à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés β̂(FPCR)

m s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

Ŝm := ❱❡❝t{ψ̂1, . . . , ψ̂Dm}

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ Γn✱ s✬❡st ❢❛✐t❡
❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❡ ♣❛rt✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
❡st✐♠❛t❡✉rs β̂(KB)

m ❡t β̂(FPCR)
m ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❡ s♦✉❝✐ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✱

♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞é❧✐❝❛t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥♥✉❡ ✭✜①❡✮ à ✉♥❡
❜❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❛✐♥s✐ ❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ✜①♦♥s ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ DNn ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ D
N̂n

✭♥♦✉s ♥❡ r❡♥✲

tr♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ✉♥ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ Nn ❡t N̂n q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♣✳✸✹✮✳ ◆♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡
{
β̂
(KB)
m ,m = 1, . . . , N̂n

}
♦✉ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
β̂
(FPCR)
m ,m = 1, . . . , N̂n

}
♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❝r✐tèr❡ ♣é♥❛❧✐sé

❝r✐t(m) := γn(β̂m) + κσ̂2m
Dm

n
, ✭✶✳✶✷✮

♦ù σ̂2m ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t σ2✱

σ̂2m :=
1

n

n∑

i=1

(
Yi − 〈β̂m, Xi〉

)2
,

❡t γn ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

γn : f 7→ 1

n

n∑

i=1

(Yi − 〈f,Xi〉)2 .

▲❛ ❢♦r♠❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st κσ2Dm
n ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❛r❛✉❞ ✷✵✵✷ ❀

▼❛ss❛rt ✷✵✵✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣é♥❛❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t q✉✐ ❡st✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
s♦✉✈❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❧✉❣✲✐♥ σ̂2m✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❇❛r❛✉❞✱
●✐r❛✉❞ ❡t ❍✉❡t ✭✷✵✵✾✮ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ très s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥✱
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡rr❡✉r



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✽

❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té

E

[(
Ŷn+1 − E[Yn+1|Xn+1]

)2
|(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)

]
= ‖Γ1/2(β̂ − β)‖2 =: ‖β̂ − β‖2Γ,

♦ù (Xn+1, Yn+1) ❡st ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ (X,Y ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t Ŷn+1 := 〈β̂, Xn+1〉✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ♣✳ ✸✻✮ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♦r❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ‖β̂ − β‖2Γn

=

‖Γ1/2
n (β̂ − β)‖2 ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♦r❛❝❧❡ s✬é❝r✐t

E

[
‖β̂(KB)

m̂ − β‖2Γn

]
≤ C

(
inf

m=1,...,Nn

{
E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
+ pen(m)

}
+
σ2 + ‖β‖2

n

)
, ✭✶✳✶✸✮

♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂(KB)
m ✭✐❝✐ Mn ❡st ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ m̂ ❡t Πm

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Sm✮ ❡t

E

[
‖β̂(FPCR)

m̂ − β‖2Γn

]
≤ C

(
inf

m=1,...,Nn

{
E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γn

]
+ pen(m)

}
+
σ2 + ‖β‖2

n

)
,

✭✶✳✶✹✮

♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂(FPCR)
m̂ ✭❛✈❡❝ Π̂m ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ŝm✮✳

❊♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ0 ∈]0, 1[✱ ♣♦✉r t♦✉t m = 1, . . . , Nn✱ supf∈Sm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
< ρ0

❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♦r❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂(KB)
m̂

✭➱q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ♣✳✸✼✮ ✿

E

[
‖β̂(KB)

m̂ − β‖2Γ
]
≤ C1

(
min
m∈Mn

(
‖β −Πmβ‖2Γ + pen(m)

))
+
C2

n
. ✭✶✳✶✺✮

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂(FPCR) ❞é✜♥✐ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦s❡ ❝❡r✲

t❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❡r♠❡ sup
f∈Ŝm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♥trô❧❡r

q✉❡ supf∈Sm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ supf∈Sm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(
〈Γnψj , ψk〉/

√
λjλk

)
1≤j,k≤Dm

❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡

❇❡r♥st❡✐♥ ✭▲❡♠♠❡ ✷✷✱ ♣✳✶✽✵✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛❧é❛ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ sup
f∈Ŝm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
✱ q✉✐

❞é♣❡♥❞ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(
〈Γψ̂j , ψ̂k〉/

√
λ̂j λ̂k

)

1≤j,k≤Dm

✱ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♥trô❧❡r✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✶✺✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥st❛t❛♥t q✉❡

E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
= ‖β −Πmβ‖2Γ,

♠❛✐s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r Πm ♣❛r s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
Π̂m✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✶✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ♣✳✸✼✮

E[‖β̂(FPCR)
m̂ − β‖2Γ] ≤ C ′

1

(
min
m∈Mn

(
E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + pen(m)

))
+
C ′
2

n
✭✶✳✶✻✮



✶✾ ✶✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣✉ êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣✉✐ss❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣rés❡♥tés ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆ ❡t ❛✉ ♣r✐① ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ❡st✐♠❡r✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ♦r❛❝❧❡s ✭✶✳✶✺✮ ❡t ✭✶✳✶✻✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✱ ♣✳✸✽✮
✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs
β̂
(KB)
m̂ ❡t β̂(FPCR)

m̂ ✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
❈❛r❞♦t ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉① ❛✉ s❡♥s
♠✐♥✐♠❛①✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸ ♣✳✹✷✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ✭❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡
♣❡♥t❡ ❡t ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
κ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✭✶✳✶✷✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét✉✲
❞✐és ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✺ ♣✳✹✼✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂(FPCR)

m̂ ✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✻✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ sér✐❡✉①
❛✈❛♥t❛❣❡s✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s✳

✶✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♦ù très ♣❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s
s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ Y ❡t X✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♣♦rt❡♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s tr❛✈❛✉①
t❤é♦r✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t

Y = m(X) + ε

♦ùm ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ H → R ❡t ε ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t s✉♣♣♦sé ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡X✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ m à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n} ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡
(X,Y )✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X = x

F x(y) = P(Y ≤ y|X = x)

q✉✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✶✳✹✳✶ ❋❧é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ m s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡
◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ✿

m̂h(x) :=

∑n
i=1Kh(d(Xi, x))Yi∑n
i=1Kh(d(Xi, x))

, ✭✶✳✶✼✮

♦ù K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✱ d ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r H ❡t Kh(t) := (1/h)K(t/h)✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐

❞❡ ❋❡rr❛t② ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✷✮✳ ▲❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ d ❡st ✐❝✐ ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✷✵

dm(f, g)
2 =

∫ (
f (m)(t)− g(m)(t)

)2
dt ❛✈❡❝ m ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t f (m) ❧❛ ❞ér✐✈é❡ m✲è♠❡ ❞❡ f ✳ ▲❛

❢❡♥êtr❡ h ❡t ❧✬❡♥t✐❡r m s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡
❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ♣r♦✉✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s s❡♠✐✲♥♦r♠❡s ❣é♥ér❛❧❡s ♣❛r ❋❡rr❛t② ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✹✮ ❡t ❇❡♥❤❡♥♥✐✱
❍❡❞❧✐✲●r✐❝❤❡ ❡t ❘❛❝❤❞✐ ✭✷✵✶✵✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❡st ✜①❡✱ ♣✉✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭▲✐❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❈r❛♠❜❡s✱ ❉❡❧s♦❧
❡t ▲❛❦s❛❝✐ ✭✷✵✵✽✮✳

❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✭❋❡rr❛t②✱
▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡st
s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ ❧❡♥t❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✭✶✳✶✼✮ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ϕx(h) = P (d(X,x) ≤ h)✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

√
lnn/(nϕx(h)) ♣♦✉r ✉♥

r✐sq✉❡ ♥♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✷✵✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ϕx(h) q✉❛♥❞ h → 0 q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r m̂h✳

▲♦rsq✉❡ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦ù ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ ❡st ✜♥✐ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ X ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ H✮ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝r♦ît t②♣✐q✉❡♠❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
✈❡rs ✵ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ϕ(h) ∼h→0 Chp ❛✈❡❝ p = r❣(Γ)✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ r❣(Γ) = +∞✱
h−pϕ(h) →h→0 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r p > 0 ✭▼❛s✱ ✷✵✶✷✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✮✳ ➚ t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✱ ❧♦rsq✉❡
X ❡st ❧❡ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✉r [0, 1]✱ ϕ(h) ∼h→0 c exp

(
− 1

8h2

)
✭▲✐ ❡t ❙❤❛♦✱ ✷✵✵✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✮✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣❧✉s X é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ é❧❡✈é❡ ❡t ♠♦✐♥s ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡r❛
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r m̂h ❞✐✈❡r❣❡ très
✈✐t❡ ✈❡rs +∞ ❧♦rsq✉❡ h → 0✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ hβ ✱ ✐❧ ♥❡ ❞é❝r♦ît ♣❛s ❛ss❡③ ✈✐t❡ ✈❡rs ✵ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ très ❧❡♥t❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♠❛✐s à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣r♦✉✈é❡s ♣❛r ▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬❛✉❝✉♥
❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✭à ♥♦②❛✉ ♦✉ ♥♦♥✮ ♥❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ X é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

✶✳✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●❛ë❧❧❡ ❈❤❛❣♥② ✭▲▼❘❙✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ FX : y 7→ P(Y ≤ y|X)

❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ Y ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮
❡t ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r

F̂ xh,d(y) :=

∑n
i=1 1{Yi≤y}Kh(d(Xi, x))∑n

i=1Kh(d(Xi, x))
,

♦ù Kh(u) = (1/h)K(u/h)✳

P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❋❡rr❛t②✱
▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✷✵✵✻ ❀ ❉❡❧s♦❧ ✷✵✶✵ ❀ ●❡❡♥❡♥s ✷✵✶✶✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡



✷✶ ✶✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

d2p(x, x
′) :=

p∑

j=1

〈x− x′, ej〉2,

❛✈❡❝ (ej)j≥1 ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ H✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣r♦❥❡t❡r X ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❱❡❝t{e1, . . . , ep}✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s F̂ xh = F̂ xh,d ❧♦rsq✉❡ d(x, x

′) = ‖x−x′‖
❡t F̂ xh,p = F̂ xh,dp ✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡
❧❛ ❢❡♥êtr❡ h ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ p ❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡
♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p ❡t h✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssé❡s à ✉♥ r✐sq✉❡
✐♥té❣ré

E

[
‖F̂X′

h,p − FX
′‖2D1B(X ′)

]
= E

[∫

B

(∫

D

(
F̂ xh,p(y)− F x(y)

)2
dy

)
dPX(x)

]
,

❛✈❡❝ X ′ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ X ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t B ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ H✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✱ ♣✳✼✾✮✱ ♦❜t❡♥✉ à ✑p = +∞✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ d(x, x′) = ‖x−x′‖
❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1B(X ′)

]
≤ C

(
h2β +

1

nϕ(h)

)
,

♦ù β ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ F x ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st β✲❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉
✭✷✵✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ dp✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ♣✳✽✼✮ ✿

E

[
‖F̂X′

h,p − FX
′‖2D1B(X ′)

]
≤ C


h2β +


∑

j>p

σ2j



β

+
1

nϕp(h)


 , ✭✶✳✶✽✮

❛✈❡❝ ϕp(h) = P(dp(X, 0) ≤ h) ❡t σ2j = ❱❛r(〈X, ej〉)✱ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ✉♥

t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
(∑

j>p σ
2
j

)β
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t

❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮ q✉✐ ❡st ❞û à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❧✐é❡ à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té
✐♠♣♦sé❡s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ F x✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✭❤②♣♦t❤ès❡ HF ✱ ♣✳✼✾✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x, x′ ∈
H

‖F x − F x
′‖D ≤ C‖x− x′‖β ,

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✷✮ ❞❡ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉
✭✷✵✵✻✮ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❡t ♣♦✉r t♦✉s x, x′



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✷✷

❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H✱

|F x(y)− F x
′
(y)| ≤ Cdp(x, x

′)β .

❖r✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✷✮ ❞❡ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs F̂ xh,p ❧♦rsq✉❡
p ✈❛r✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✷✮ ❡st✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ x 6= x′ ❛✈❡❝ 〈x, ej〉 = 〈x′, ej〉
♣♦✉r t♦✉t j ≤ p✱ ❛❧♦rs F x = F x

′
❀ F x ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s ✉♥

❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡
(ej)j≥1 ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✮✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡ HF ♥♦✉s
♣❛r❛✐ss❛✐t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ❞❡✉① ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥tré❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
ét❛♣❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ h ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ xh ✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞✬❛❞❛♣t❡r à ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é❝r✐r❡
❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ t❡❧ ❡st✐♠❛t❡✉r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
très s✐♠✐❧❛✐r❡ s❡ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ {ŝm,m = 1, . . . , Nn} ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r
❞❡s ♠♦❞è❧❡s (Sm)m=1,...,Nn ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❡♠❜♦îtés ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ Sm ⊂ Sm′

❧♦rsq✉❡ m ≤ m′✮✱ ❈♦♠t❡ ❡t ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✷✮ ❡t ❈❤❛❣♥② ✭✷✵✶✸❜✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ŝm∧m′ ✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ F̂ xh∨h′ ✳ ▲❛
❢❡♥êtr❡ ĥ ❡st ❞♦♥❝ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡

❝r✐t(h) = Â(h) + V̂ (h),

♦ù

V̂ (h) =




κ
ln(n)

nϕ̂(h)
s✐ ϕ̂(h) 6= 0

+∞ s✐♥♦♥,
❛✈❡❝ ϕ̂(h) =

1

n

n∑

i=1

1{‖Xi‖≤h},

❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t

Â(h) = max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V̂ (h′)

)

+

❡st✐♠❡ ❧❡ ❜✐❛✐s✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ x
ĥ
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ ✭❚❤é♦✲

rè♠❡ ✹✱ ♣✳✽✷ ❡t t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❧✐❣♥❡s ❛✮ ❡t ❜✮✮ à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣rès✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ xh,p✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ été
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ➚ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ❢û♠❡s ❛ss❡③
s✉r♣r✐s❡s ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✽✮ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ (h, p) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ (ej)j≥1✱ q✉❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ xh ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts



✷✸ ✶✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

♣rés❡♥tés ♣❛r ●❡❡♥❡♥s ✭✷✵✶✶✮ ❡t ❉❡❧s♦❧ ✭✷✵✶✵✮✳
▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✉✈é❡s ✭❚❤é♦rè♠❡ ✻✱ ♣✳✽✺✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛

❧✐❣♥❡ ❝✮ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✮ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ F̂ xh∗
ét❛✐❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✉ s❡♥s ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ xh,p ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s
❝♦♥✈❡r❣❡r à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✣r♠❡r q✉❡
♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r F̂ x

ĥ
❛tt❡✐♥t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲

❧à ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ s♦✐t à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣rès✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ϕ(h) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r F̂ x

ĥ
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❧♦rsq✉❡ H = Rd✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n−2β/(2β+d)✳
❉❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ♣♦♥❝t✉❡❧

E

[
‖F̂ x0h − F x0‖2D

]
= E

[∫

D

(
F̂ x0h (y)− F x0(y)

)2
dy

]
,

♦ù x0 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✳

✶✳✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿ ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ t❡♥❞❡♥t à ♠❡♥❡r ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st tr♦♣ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✣s❛♠♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✸✱ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉✐ t♦✉t❡❢♦✐s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬é❝❤❛♣♣❡r ❛✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✭❝♦♥♥✉
é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✮✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞é✜♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✐♥❡①✐st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳

▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

g(E[Y |X]) = α+ 〈β,X〉,

♦ù g : R → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥✱ ❡t α ∈ R

❡t β ∈ H s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s à ❡st✐♠❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

Y = g−1 (α+ 〈β,X〉) + ε,

♦ù ε ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ✭g(t) = ln(t/(1 − t))✮ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
✭g(t) = t✮✳ ❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡
❏❛♠❡s ✭✷✵✵✷✮ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ▼ü❧❧❡r ❡t ❙t❛❞t♠ü❧❧❡r



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✷✹

✭✷✵✵✺✮ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2 ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡✳ ❈❛r❞♦t ❡t ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✺✮
♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✭❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✸✮ ❡t ♣r♦✉✈é ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡ r✐sq✉❡ L2✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❛ ♣♦rté ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β ét❛♥t ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ❧✬❆❈P ✭❊s❝❛❜✐❛s✱ ❆❣✉✐❧❡r❛ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✺ ❀ ❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❊s❝❛❜✐❛s ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱
✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✭❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆❣✉✐❧❡r❛✲▼♦r✐❧❧♦ ❡t
❛❧✳✱ ✷✵✶✶ ❀ ❆❣✉✐❧❡r❛✲▼♦r✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❏❛♠❡s ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮ ❡t
▲✐✱ ❲❛♥❣ ❡t ❈❛rr♦❧❧ ✭✷✵✶✵✮✳

▼♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❣é♥ér❛❧✐sé ❡①❝❡♣té q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ g ❡st ✐❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦ù ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ✭■❝❤✐♠✉r❛✱ ✶✾✾✸ ❀ ◆❡✇❡②
❡t ❙t♦❦❡r✱ ✶✾✾✸ ❀ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❍r✐st❛❝❤❡✱ ✶✾✾✾ ❀ ❇♦✉❛③✐③✱ ✷✵✶✵✮✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s s✉❥❡ts ❛✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é✲
♥ér❛❧✐sés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ à ❡♥❝♦r❡
été très ♣❡✉ ét✉❞✐é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s❡✉❧s ❞❡✉①
tr❛✈❛✉① ✭❆✐t✲❙❛ï❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽ ❀ ❈❤❡♥✱ ❍❛❧❧ ❡t ▼ü❧❧❡r✱ ✷✵✶✶✮ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❍❛❧❧ ❡t ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡①❛❝t
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦✐t ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ Y ♣❛r r❛♣♣♦rt à X ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞r♦✐t❡ 〈β,X〉
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H ♠❛✐s s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ H✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ m é❧é♠❡♥ts β1, . . . , βm ❞❡ H ❡t ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ g : Rm → R ✐♥❝♦♥♥✉❡ t❡❧s q✉❡

Y = g(〈β1, X〉, . . . , 〈βm, X〉) + ε.

❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❤❡♥✱ ❍❛❧❧ ❡t ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✶✮✱
♥✬❛ ♣❛s été ét✉❞✐é✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s
❛❞❞✐t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❙t✉❡t③❧❡✱ ✶✾✽✶✮✱

Y =
m∑

j=1

gj (〈βj , X〉) + ε

♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❈❤❡♥✱ ❍❛❧❧ ❡t ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✶✮ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲

✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧ ♦✉ ♣❛r ❏❛♠❡s ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❞❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ s✉r
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳



✷✺ ✶✳✺✳ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

✶✳✺ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❇♦① ❡t
❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✺✶✮ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❡♥ ❝❤✐♠✐❡ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣✉r❡té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
♦❜t❡♥✉ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s
ré❛❝t✐❢s✱✳✳✳✮✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s
(x1, . . . , xd) ∈ Rd ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ Y ∈ R ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♦✉ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳

✶✳✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡s
❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❣✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd ✭❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❝❤♦✐s✐ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐❞é❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ y = m(x1, . . . , xn) := E[Y |x1, . . . , xn] ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡
❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✭♦✉ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡r m✮ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ Rd ♦ù ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t s♦✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✱ s♦✐t ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳
▲❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✭✷✵✵✾✮✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st r❡sté ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦① ❡t ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✺✶✮✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s s✉r ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧✬♦♥
ré❛❧✐s❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✷✻

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ❡st ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré ✶

Y = α+

d∑

j=1

βjxj + ε,

❛✈❡❝ α ∈ R✱ (β1, . . . , βj) ∈ Rd ❡t ε ∼ N (0, 1)✱ ♦✉ ❞❡ ❞❡❣ré ✷

Y = α+

d∑

j=1

βjxj +

d∑

j,k=1

βj,kxjxk + ε,

❛✈❡❝ βj,k ∈ R ♣♦✉r t♦✉s j, k = 1, . . . , d✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥t été
❝♦♥s✐❞érés✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭✈♦✐r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s ❞❛♥s ❑❤✉r✐
✷✵✵✶✮ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭❋❛❝❡r ❡t ▼ü❧❧❡r✱ ✷✵✵✸✮✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ y = m(x1, . . . , xd)✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ m ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ré❛❧✐s❡r ♣♦✉r
❡st✐♠❡r s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞♦✐t
ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ré❛❧✐s❡r ❞♦✐t
êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧❛♥s
❢❛❝t♦r✐❡❧s✱ ❧❡s ♣❧❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝❡♥trés ✭❈❈❉✮ ❡t ❞❡ ❇♦①✲❇❡♥❤❦❡♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ♣❧❛♥s
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡①✐st❡♥t✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ●❡♦r❣✐♦✉✱ ❙t②❧✐❛♥♦✉ ❡t ❆❣❣❛r✇❛❧ ✭✷✵✶✹✮ ♣♦✉r ❧❡s
❛✈❛♥❝é❡s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡t à ❑❤✉r✐ ❡t ▼✉❦❤♦♣❛❞❤②❛② ✭✷✵✶✵✮ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✶✳✺✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s✬❡st ré✈é❧é❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❞♦♠❛✐♥❡s✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très
❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✭❙❛❝❦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾✮ ❡t ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ♠❛♥✉❢❛❝t✉rés✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❇❛t❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮
♦✉ ❞❡s ♣❛❧❡s ❞❡ r♦t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❍❛❥❡❧❛✱ ✶✾✾✻✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡
❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❖r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s s♦♥t ré❡❧s t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❧♦rs ❞✬✉♥
❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ré❢r✐❣ér❛♥t ♣r✐♠❛✐r❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡✛✉s✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ✭q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ à é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥t❛❝t✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ ré❛❝t❡✉r✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
❝♦♥trô❧és ♣❛r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❢r♦✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐♠❛✐r❡✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❧✐❡♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❞é❣âts ❝❛✉sés
♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t✳

❍♦r♠✐s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱



✷✼ ✶✳✺✳ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠é❞✐❝❛❧❡s✳

✶✳✺✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡
ré♣♦♥s❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ x ∈ H✳

▲❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉♣❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (ϕj)1≤j≤d ❞❡ H ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐é (xi, i = 1, . . . , n) ❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi = (xi,1, . . . ,xi,d)

′ ∈ Rd✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥ ♣❧❛♥
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ (xi, i = 1, . . . , n) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

xi :=
d∑

j=1

xi,jϕj .

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳

✶✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ (x(0)i , i = 1, . . . , n0) ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✭❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t

♥♦tés (Y (0)
i , i = 1, . . . , n0)✮✳

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✿ Y = α+ 〈β, x〉+ ε ✭❛✈❡❝ α ∈ R ❡t

β ∈ H✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ((x
(0)
i , Y

(0)
i ), i = 1, . . . , n) ♦❜t❡♥✉ à ❧✬ét❛♣❡ ✶✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧

❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳

✸✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳

✹✳ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① Y = α + 〈β, x〉+ 〈Hx, x〉+ ε ✭❛✈❡❝ α ∈ R✱ β ∈ H ❡t
H : H → H ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✮ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳

◆♦✉s t❡st♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❡t ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (ϕj)j≥1✳
❉❡✉① ❜❛s❡s ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P ❡t ❧❛ ❜❛s❡ P▲❙✳ ▲❛ ❜❛s❡ P▲❙ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣✲
té❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ X ❡t Y
✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ X✮✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❝r♦îtr❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❛❝❝r♦ît ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❈❊❆ ❈❛❞❛r❛❝❤❡✱ ✐ss✉❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✷✽

s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞✬❡✛✉s✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡s
❧♦rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ré❢r✐❣ér❛♥t ♣r✐♠❛✐r❡✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉① ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣❡♥t❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✿ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐✲

♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Γ✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡

❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❡t ❞♦✐t

êtr❡ ❡st✐♠é❡✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ Γn✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝

✐❝✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣é♥❛❧✐sé✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és

✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té✲♦r❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s ✿
✕ ❇r✉♥❡❧✱ ❊✳✱ ▼❛s✳ ❆✳ ❡t ❘♦❝❤❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ◆♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ ❆❞❛♣t✐✈❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s✱ ❍❆▲ ✿ ❤❛❧✲✵✵✼✻✸✾✷✹✱ ❛r❳✐✈ ✿ ✶✸✵✶✳✸✵✶✼✳

✕ ❇r✉♥❡❧✱ ❊✳ ❡t ❘♦❝❤❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ P❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✱ ❍❆▲ ✿ ❤❛❧✲✵✵✻✺✶✸✾✾✱ ❡♥ ré✈✐s✐♦♥✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
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✷✳✺✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧ ✭❋▲▼✮ ❛ss✉♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ r❡s♣♦♥s❡ Y ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r X ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭H✱ < ·, · >✱‖ · ‖✮ ❣✐✈❡♥ ❜②

Y =< β,X > +ε, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ε st❛♥❞s ❢♦r ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
X ❛♥❞ β ∈ H ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X
t♦ ❜❡ ❝❡♥tr❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❛t E

[
‖X‖2

]
< +∞✳

✷✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥②
♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❛r❞♦t✱ ❈r❛♠❜❡s✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛ ✷✵✵✼✱ ❢♦r ♦③♦♥❡ ♣❡❛❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❀ ❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✱ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❀ ❇❛②❧❡✱ ▼♦♥❡st✐❡③✱ ❛♥❞ ◆❡r✐♥✐
✷✵✶✹✱ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✮✳

❆❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥
r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r X ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❛✐ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ✷✵✵✻❀
❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✾❀ ❈❛r❞♦t ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣✳✶✸✮
❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❯♥t✐❧ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ♥♦♥❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❡r❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡r✐❡s ❡st✐♠❛t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜rst ❜② ❈❛r❞♦t ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s
✭✷✵✶✵✮ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❞❛t❛ X ✐s ❝✐r❝✉❧❛r ✐♥ L2([0, 1]) t❤❛t ✐s t♦ s❛② X(0) = X(1) ❛♥❞ X ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r②✳
❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✷✮ t♦ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✳ ❚❤❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✸✷

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ▲❡♣s❦✐✬s
♠❡t❤♦❞ ✭●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐✱ ✷✵✶✶✮✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ L2✲r✐s❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r β̂ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ β ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✾❀ ❈❛r❞♦t ❛♥❞
❏♦❤❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✵✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

E

[(
Ŷn+1 − E[Yn+1|Xn+1]

)2
|(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)

]
= ‖Γ1/2(β̂ − β)‖2 =: ‖β̂ − β‖2Γ,

=
∑

j≥1

λj〈β̂ − β, ψj〉2. ✭✷✳✷✮

❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✭✷✳✷✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ H ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ‖ · ‖2Γ ❛s s♦♦♥ ❛s λj > 0 ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✳
❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λj)j≥1 ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧
t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ♣✳✶✸✮✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷✮ ❞♦ ♥♦t r❡❝♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r s✐♥❝❡
t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r✐s❦✳ ❋♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛✐ ❛♥❞ ❨✉❛♥ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❘❛♠s❛② ❛♥❞ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱
✷✵✵✺✮ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❡st✐♠❛t❡ β ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡①❝❡ss
r✐s❦ ♦❢ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ X ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘❑❍❙ ✐s ❦♥♦✇♥
✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ β ✐s ❦♥♦✇♥✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
❛❞❡q✉❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm ❢♦r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s
SDm ✭✇❤❡♥ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✮ ❛♥❞ ŜDm ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r✳

✷✳✶✳✷ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡
♣r♦✈❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛♥ ♦r❛❝❧❡✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❙♦❜♦❧❡✈
❝❧❛ss❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❛♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✷✳✷ P❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✜① ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡s Sm =

s♣❛♥{ψ1, . . . , ψDm} ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s (ψj)j≥1 ♦❢ Γ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✮ ❛♥❞



✸✸ ✷✳✷✳ P❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Ŝm = s♣❛♥{ψ̂1, . . . , ψ̂Dm}✳

❈❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Γ ❛r❡ ❦♥♦✇♥

❲❡ ❞❡✜♥❡ ✖ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✖ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r β̂(KB)
m

♦❢ β ✐♥ Sm ❜②✿
β̂(KB)
m := argminf∈Sm

γn(f), ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡

γn(f) :=
1

n

n∑

i=1

(Yi− < f,Xi >)
2. ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f =
∑Dm

j=1 αjψj ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛st γn ♦♥ Sm ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
(α1, ..., αDm)

′ ∈ R
Dm ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥

F (t1, ..., tDm) :=
1

n

n∑

i=1


Yi −

Dm∑

j=1

tj < ψj , Xi >




2

♦♥ R
Dm ✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐①

Φ̂m := (〈Γnψj , ψk〉)1≤j,k≤Dm
✭✷✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r

gm =

(
1

n

n∑

i=1

Yi < ψj , Xi >

)′

1≤j≤Dm

,

✇❡ ❤❛✈❡✿
∇F (t) = −2gm + 2Φ̂mt,

✇✐t❤ t = (t1, · · · , tDm)
′ ∈ R

Dm ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r β̂(KB)
m ♦♥ Sm

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Φ̂m ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

β̂(KB)
m =

Dm∑

j=1

αjψj ,

✇✐t❤ α = Φ̂−1
m gm✳

❈❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Γ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✕ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠✲

♣♦♥❡♥t ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❋P❈❘✮

❉❡✜♥❡ ĝ := (1/n)
∑n

i=1 YiXi t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Y ❛♥❞ X ❛♥❞

β̂(FPCR)
m :=

Dm∑

j=1

< ĝ, ψ̂j >

λ̂j
ψ̂j . ✭✷✳✻✮



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✸✹

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❡❛s✐❧② t❤❛t ✭✷✳✻✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❝♦♥tr❛st γn ❞❡✜♥❡❞
❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐❢ λ̂m > 0✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ β̂
(KB)
m ❛♥❞ β̂

(FPCR)
m ✇❡ ❞❡♥♦t❡ s✐♠♣❧②

t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❜② β̂m✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t

❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧②
{
β̂m, m ∈ M̂n

}
✇❤❡r❡ M̂n ✐s ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ m ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Sm✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② Dm✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Dm)m≥1 ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̂(FPCR)✱ ✇❡ s❡t Dm = m✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
β̂(KB) ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ X ✐s
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ X(0) = X(1) ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ✭❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✮✱ t❤❡ s♣❛❝❡ Sm ✐s
s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ s❡t Dm = 2m + 1✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❦❡❡♣ ✉♥✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs β̂(FPCR) ❛♥❞ β̂(KB)✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ Dm✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r s❛t✐s✜❡s
s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

▲❡t θ > 4 ❛♥❞ δ > 0 ❛♥❞ sn := 2
n2 (1− 1/

√
ln(n))✱

N̂ (FPCR)
n := max

{
N ∈ N∗, DN ≤ min{20

√
n/ ln3(n), n/θ(1 + 2δ)} ❛♥❞ λ̂DN

≥ sn

}
,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t (λ̂j)j≥1 ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Γn✳
❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡✱

Nn := max

{
N ∈ N∗, DN ≤ min{20

√
n/ ln3(n), n/θ(1 + 2δ)} ❛♥❞ λDN

≥ n−2

}
.

❲❡ s❡t M̂(FPCR)
n :=

{
1, . . . , N̂n

(FPCR)
}

❛♥❞ Mn := {1, . . . , Nn}✳
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡

m̂(KB) := argminm∈Mn
(❝r✐t(m))

m̂(FPCR) := argmin
m∈M̂n

(❝r✐t(m))

✇❤❡r❡

❝r✐t(m) := γn(β̂m) + ♣̂❡♥(m) = γn(β̂m)

(
1 + θ(1 + δ)

Dm

n

)
, ✭✷✳✼✮

p̂en(m) := θ(1 + δ)σ̂2m
Dm

n
,

❛♥❞ σ̂2m ✐s ❛ ♣❧✉❣✲✐♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❞❡✜♥❡❞ ❜②

σ̂2m :=
1

n

n∑

i=1

(Yi− < β̂m, Xi >)
2 = γn(β̂m).



✸✺ ✷✳✸✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

❲❡ r❡♣❧❛❝❡ β̂m ❜② ❡✐t❤❡r β̂(KB)
m ♦❢ β̂(FPCR)

m ✇❤❡r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β

β̃(KB) := β̂
(KB)

m̂(KB)1G

β̃(FPCR) := β̂
(FPCR)

m̂(FPCR)

✇❤❡r❡
G =

⋂

m∈Mn

{
2λ̃m ≥ sn

}

✇✐t❤ λ̃m t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ̂m✳ ❲❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ β̃ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤
❡st✐♠❛t♦rs✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❇❛r❛✉❞✱ ●✐r❛✉❞✱ ❛♥❞ ❍✉❡t ✭✷✵✵✾✮ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❚r❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✇✐t❤ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ σ̂2m = n

n−Dm
γn(β̂m)✳

❋♦r t❤❡ ❋P❈❘ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
❞❡✈✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡
✇❡ ❤❛♥❞❧❡ r❛♥❞♦♠ ❜❛s❡s ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② r❛♥❞♦♠✮ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳ ❖t❤❡r
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r
✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (ψ̂j , ...., ψ̂m) ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐s ✐ts❡❧❢✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦♦❧s✳
❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦♦❧s ❢r♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✐t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✷✳✸ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

✷✳✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t (λj , ψj)j≥1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ✳ ❲❡ ✜rst
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λj)j≥1 ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② λ1 > λ2 > . . .✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❜✉t ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r✐s❦ ✉♥❞❡r ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

❍✶ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts p > 4 s✉❝❤ t❤❛t τp := E[|ε|p] < +∞✳

❍✷ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ∈ N∗✱

sup
j∈N

E

[
< X,ψj >

2ℓ

λℓj

]
≤ ℓ!bℓ−1.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s
{
Ŝm,m ∈ M̂n

}
✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❍✸ ❋♦r ❛❧❧ j 6= k✱ < X,ψj > ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ < X,ψk >✳

❍✹ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t γ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(
jλj max{ln1+γ(j), 1}

)
j≥1

✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✸✻

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ✭✉♥✐❢♦r♠✱ ♥♦r♠❛❧✱✳✳✳✮✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✸ ✐s ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇
❢r♦♠ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦❡✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ X t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s t♦♦
✭s❡❡ ❆s❤ ❛♥❞ ●❛r❞♥❡r ✶✾✼✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s X ∈ H✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s < X,ψj > ❛♥❞ < X,ψk > ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✐❢
j 6= k✱ E[< ψj , Xi >< ψk, Xi >] =< Γψj , ψk >= 0✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✹ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡(
jλj max{ln1+γ(j), 1}

)
j≥1

❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜♦✉t s♣❛❝✐♥❣ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛s ✉s✉❛❧❧② ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❈❛✐ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ✷✵✵✻✱ ❍❛❧❧ ❛♥❞
❍♦ss❡✐♥✐✲◆❛s❛❜✱ ✷✵✵✻✱ ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❍♦r♦✇✐t③✱ ✷✵✵✼✮✳

✷✳✸✳✷ ❖r❛❝❧❡✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡♠✐✲♥♦r♠ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜②

‖f‖2Γn
:= ‖Γ1/2

n f‖2 = 1

n

n∑

i=1

< f,Xi >
2, ❢♦r ❛❧❧ f ∈ H.

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t♦rs ✈❡r✐❢② ❛♥ ♦r❛❝❧❡ t②♣❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s s❡♠✐✲♥♦r♠ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥ β ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡✳

❋♦r ❛❧❧ m✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Πm t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ Sm ❛♥❞ ❜② Π̂m t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ Ŝm✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ✐❢ n ≥ 2✱

E[‖β̃(KB) − β‖2Γn
] ≤ C

(
inf

m∈Mn

{
E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
+ pen(m)

}
+
τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
, ✭✷✳✽✮

❛♥❞

E[‖β̃(FPCR) − β‖2Γn
] ≤ C ′

(
inf

m∈Mn

{
E[‖β − Π̂mβ‖2Γn

] + pen(m)
}
+
τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
, ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡

pen(m) := θ(1 + δ)σ2
Dm

n
,

✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ p̂en(m)✱ Mn := {1, . . . , Nn} t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ M̂n✱ ❛♥❞

C,C ′ > 0 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ θ✱ p ❛♥❞ δ✳

✷✳✸✳✸ ❖r❛❝❧❡✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ♦r❛❝❧❡✲✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r✳ ❋♦r β̃(FPCR)✱ t❤✐s ♦r❛❝❧❡✲✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t β ✐s ✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦❢ H✱ ❞❡♥♦t❡❞ WR

r ✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥



✸✼ ✷✳✸✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs r,R > 0✱

WR
r :=



f ∈ H,

∑

j≥1

jr < f, ψj >
2≤ R2



 .

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ H = L2([0, 1]) ❛♥❞ (ψj)j≥1 ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ β ❜❡❧♦♥❣s t♦
WR
r ✐❢ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✑s♠♦♦t❤✑✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ❡✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r r = 2k ∈ N∗✱ β ∈ WR

r

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
✕ t❤❡ (k − 1)✲t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ β✱ β(k−1) ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❀
✕ t❤❡r❡ ❡①✐sts L > 0 s✉❝❤ t❤❛t ‖β‖ ≤ L❀
✕ ❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , k − 1✱ β(j)(0) = β(j)(1)✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✾✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✸✮✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1✳ ❯s✉❛❧❧② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t❤✐s r❛t❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❈❛✐ ❛♥❞ ❍❛❧❧ ✷✵✵✻❀
❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛ ✷✵✵✾❀ ❈❛✐ ❛♥❞ ❨✉❛♥ ✷✵✶✷✮ ❜✉t ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛r❞♦t ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮ ♦r ❈♦♠t❡ ❛♥❞
❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡s✳

✭P✮ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts a > 1 ❛♥❞ cP ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❛❧❧ j ≥ 1

c−1
P j−a ≤ λj ≤ cP j

−a.

✭❊✮ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts a > 0 ❛♥❞ cE ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ j ≥ 1

c−1
E exp(−ja) ≤ λj ≤ cE exp(−ja).

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✶ ❛♥❞ ❍✷ ❤♦❧❞✱ ✐❢ E[‖X‖4] < +∞✱

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ] ≤ C1

(
min
m∈Mn

(
‖β −Πmβ‖2Γ + pen(m)

))
+
C2(τ

2/p
p + ‖β‖2)
n

, ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C1 > 0 ❛♥❞ C2 > 0 ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ β ♦r n✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✸ ❛♥❞ ❍✹ ❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢

(λj)j≥1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭P✮ ♦r ✭❊✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t β ∈ WR
r ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❝❛s❡ ✭P✮✱ a+ r/2 > 2✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ✐❢ n ≥ 6✿

E[‖β̃(FPCR) − β‖2Γ] ≤ C ′
1

(
min
m∈Mn

(
E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + pen(m)

))
+
C ′
2

n
, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C ′
1 > 0 ❛♥❞ C ′

2 > 0 ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ β ♦r n✳

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✵✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✽✮ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② inff∈Sm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✶✮
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡ Ŝm✳

✕ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② inf
f∈Ŝm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
✐s ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥ inff∈Sm

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✸✽

✕ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦r Πm✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
= E

[
1

n

n∑

i=1

〈β −Πmβ,Xi〉2
]
= ‖β −Πmβ‖2Γ.

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ❢♦r Π̂m s✐♥❝❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ E

[
〈β − Π̂mβ,X1〉2

]
6=

E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γ

]
✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γn

]
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✾ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♣✳✶✼✵✳

❘❡♠❛r❦ ✶✿ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a + r/2 > 2 ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s a ≥ 2 ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r r ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ β✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ X ✐s ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ λj =
π−2(j − 0.5)−2 ✭❆s❤ ❛♥❞ ●❛r❞♥❡r✱ ✶✾✼✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭P✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ a = 2

❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✹ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❡✳❣✳ γ = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛r❡
❢✉❧✜❧❧❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r✳

✷✳✸✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜♦✉♥❞s
♦♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s WR

r ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ r > 0 ❛♥❞

R > 0✿

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡✳ ■❢ ✭P✮ ❤♦❧❞s✿

sup
β∈WR

r

E[‖β̃ − β‖2Γ] ≤ CPn
−(a+r)/(a+r+1). ✭✷✳✶✷✮

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡✳ ■❢ ✭❊✮ ❤♦❧❞s t❤❡♥✿

sup
β∈WR

r

E[‖β̃ − β‖2Γ] ≤ CEn
−1(lnn)1/a, ✭✷✳✶✸✮

✇✐t❤ CP ❛♥❞ CE ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n✳

❘❡♠❛r❦ ✷✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ε ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮
❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❛r❞♦t ❛♥❞
❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮✳ ❙✐♠✐❧❛r r❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❛✐ ❛♥❞ ❨✉❛♥ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❡ss r✐s❦
✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳

✷✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

✷✳✹✳✶ ❙❛♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ X✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲
▲♦è✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ X✱

X =
∑

j≥1

< X,ψj > ψj ,



✸✾ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ‖ · ‖✳
❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (< X,ψj >)j≥1 ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❡♥tr❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ E[< X,ψj >
2] =< Γψj , ψj >= λj ✳

❲❡ ❛r❡ t❛❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❍♦ss❡✐♥✐✲◆❛s❛❜ ✭✷✵✵✻✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡X ✉s✐♥❣ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❛ r❛♥❦ J ∈ N∗✿

X(t) :=
J∑

j=1

√
λjξjψj(t). ✭✷✳✶✹✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ st✉❞②
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ (λj)j≥1 ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❦ J ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉❝❤ t❤❛t

∑
j>J λj ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

∑J
j=1 λj ✳ ■♥

t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ t❛❦❡ J > 100✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ❤❡r❡ (ξj)1≤j≤J ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥
✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❡t H = L2([0, 1]) ❛♥❞✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s✐s✿

ψ
(1)
j : t ∈ [0, 1] 7→

√
2 sin(π(j − 0.5)t), ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1.

❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆s❤ ❛♥❞ ●❛r❞♥❡r ✶✾✼✺✮✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥
❜② t❛❦✐♥❣ λj = (j − 0.5)−2π−2✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR) ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s✿

ψ
(2)
1 ≡ 1, ψ

(2)
2j : t ∈ [0, 1] 7→

√
2 cos(2πt) ❛♥❞ ψ(2)

2j+1 : t ∈ [0, 1] 7→
√
2 sin(2πt).

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❡t✱ ❢♦r i = 1, 2✱

X(i)(t) :=
J∑

j=1

√
λjξjψ

(i)
j (t).

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

❚♦ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ X ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞
✇❡ tr❡❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (X(t1), ..., X(tp)) ✇✐t❤ p ∈ N∗ ✭❤❡r❡❛❢t❡r p = 100 ❛♥❞ tj :=

j−1
p−1 ❢♦r

❛❧❧ j = 1, ..., p✮✳

❚❤❡♥ Yi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡

Yi = < β,Xi > +εi

≈ 1

p− 1


β(t1)X(t1) + β(tp)X(tp)

2
+

p−1∑

j=2

β(tj)X(tj)


+ εi,
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λj = j−2 λj = j−3 λj = e−j

X(1)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
4

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
1.

5
−

0.
5

0.
5

1.
0

1.
5

t

X
(t

)

λ2j = λ2j+1 = (2j)−2 λ2j = λ2j+1 = (2j)−3 λ2j = λ2j+1 = e−2j

X(2)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

4

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

t

X
(t

)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ X ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✷✳✶✹✮✳

✇✐t❤ ε ∼ σU([−
√
3,
√
3]) ❛♥❞ σ2 = 0.01✳

❲❡ ♠❛✐♥❧② t❡st t✇♦ s❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

β1(x) = ln(15x2 + 10) + cos(4πx) ✭❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t②✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✶✾✾✾✮

❛♥❞
β2(x) = e−(x−0.3)2/0.05 cos(4πx).

✷✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ β̃(KB) ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐t ✐s ♠❛❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜① Dm = 2m + 1✳ ❋♦r β̃(FPCR)✱ ✇❡
t❛❦❡ Dm = m ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ❜✉t t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ✐s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s (ψ̂j)j≥1 ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λ̂j)j≥1 ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r

Γn : f 7→ 1

n

n∑

i=1

〈f,Xi〉Xi.

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ r❡❛❧ ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❘❛♠s❛② ❛♥❞ ❙✐❧✈❡r♠❛♥
✷✵✵✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳✷✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Γn t♦ ❛ ✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ H✱ ❤❡r❡ ❛♥ ❤✐s✲



✹✶ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

t♦❣r❛♠ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ❜✐♥ ✇✐❞t❤ 1/(p− 1)✿

ej :=
√
p− 1 1[tj ,tj+1[, ❢♦r j = 1, . . . , p− 1,

✇❤❡r❡ (tj)j=1,...,p−1 ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ✉s❡❞ ❢♦r X✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❛♠s❛② ❛♥❞ ❙✐❧✈❡r♠❛♥
✭✷✵✵✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳✶✮✳

❚❤❡ ♠❛tr✐①
Γ := (< Γnej , ek >)1≤j,k≤p−1

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Γn t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥{e1, . . . , ep−1}✳ ▲❡t (λ̂j)1≤j≤p−1 ✭r❡s♣✳
(V1, ..., Vp−1)✮ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭r❡s♣✳ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Γ✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
ψ̂j ❢♦r j = 1, . . . , p− 1 ❛t ❛ ♣♦✐♥t t ∈ [0, 1] ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿

ψ̂j(t) :=

p−1∑

k=1

(Vj)kek(t).

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , 8✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡✐t❤❡r ψ(1)

j ♦r −ψ(1)
j ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ✲✶✮✳

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

j= 1

0.0 0.4 0.8

−
1.

5
−

1.
0

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5

j= 2
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j= 8

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ψ(1)
j ❢♦r j = 1, . . . , 8✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡✿ ♣❧♦t ♦❢ ψ(1)

j ✱ ❜❧✉❡

❝✉r✈❡✿ ♣❧♦t ♦❢ ψ̂(1)
j ✱ r❡❞ ❝✉r✈❡✿ ♣❧♦t ♦❢ −ψ̂(1)

j ✱ n = 1000✱ λj = j−3✳
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✷✳✹✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t κ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β̃✿

β̃(KB) = β̂
(KB)

m̂(KB) ❛♥❞ β̃
(FPCR) = β̂

(FPCR)

m̂(FPCR)

✇❤❡r❡ m̂(KB) ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

❝r✐t(KB)(m) = γn(β̂
(KB)
m ) + κσ̂2m

Dm

n

❛♥❞ m̂(FPCR) ♠✐♥✐♠✐③❡s

❝r✐t(FPCR)(m) = γn(β̂
(FPCR)
m ) + κσ̂2m

Dm

n
.

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✜① ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ ✐♥ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ st✉❞② s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r κ✿ ♦♥❡ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ X✱ ♦r t❤❡
❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ε✱ ♦r β ♦r n✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ♣❧♦t E[‖β̃−β‖2Γ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ κ✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ n ✭n = 200✱ n = 500✱ n = 1000✮✱ (λj)j≥1 ❛♥❞ β ✭β1 ❛♥❞ β3(t) := (t− 0.2)(t− 0.5)✮✳
❋♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ✱ t❤❡ r✐s❦ E[‖β̃−β‖2Γ] ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ N = 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ‖β̃ − β‖2Γ✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥st❛♥t κ s❤♦✉❧❞
❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✹✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
m∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

m∗ := argminm∈Mn
{‖β − β̂m‖2Γ}.

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❛❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♣✳✾✮ ❜✉t ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ m∗ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s ♦r❛❝❧❡ ❢♦r ❜r❡✈✐t② ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✮✳

❲❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ st✉❞② t❤❡ q✉❛♥t✐t② m̂−m∗ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐s t♦ ✵✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ✐t ✐s✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ✇❡ ♦✈❡r✲♣❡♥❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t κ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t κ ✐s t♦♦
s♠❛❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ κ ✭κ ≤ 2.5✮ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ✇❤❡♥ κ ≥ 3.5✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✜① κ = 4✳ ❙✐♠✐❧❛r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✜① κ = 4 ❢♦r β̃ = β̃(KB)✳

❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❇✐r❣é ❛♥❞ ▼❛ss❛rt ✭✷✵✵✼✮✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ κ✳ ❊❛❝❤ ✜❣✉r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ E[‖β̃ − β‖2Γ]
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ κ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ n✱ (λj)j≥1 ❛♥❞ β✳ ▲❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ β̃ = β̃(KB)✱

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ β̃ = β̃(FPCR)✳ ▲❡❣❡♥❞✿ ❢♦r λ(P )
j ✿ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✿ n = 200✱ r❡❞ ❝✉r✈❡s✿

n = 500✱ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡s✿ n = 1000❀ ❢♦r λ(E)
j ✿ ❞❛r❦ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✿ n = 200✱ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✿

n = 500✱ ♣✐♥❦ ❝✉r✈❡s✿ n = 1000❀ λ(P )
2j = λ

(P )
2j+1 = (2j)−2 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ λ(P )

j = j−2

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ λ(E)
2j = λ

(E)
2j+1 = e−2j ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ λ(E)

j = e−2j ✳ ❋♦r β1✱ t❤❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ s♦❧✐❞✱ ❢♦r β3✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❛r❡ ✜rst ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜✉t ♠❛❦❡ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♠♦r❡
✈✐s✐❜❧❡✳

Distance to the oracle for kappa= 2
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Distance to the oracle for kappa= 2.5
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Distance to the oracle for kappa= 3
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Distance to the oracle for kappa= 3.5
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Distance to the oracle for kappa= 4
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ♦✈❡r ✺✵✵ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ β2 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ κ✱ n = 1000✱ X = X(1)✱ β̃ = β̃(FPCR)✳

❚❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t② t❤❛t ✐s ❛ ♣❡♥❛❧t② ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✹✹

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t❡r ♣❡♥❛❧t② ❡①♣❧♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡♥❛❧t② ❤❛✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧
♣❡♥❛❧t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜♦t❤ ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭s❡❡
❇❛✉❞r②✱ ▼❛✉❣✐s✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧ ✷✵✶✷ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ♦✈❡r✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✕ s❧♦♣❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ ✕ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘
❈❛♣✉s❤❡ ✭❇r❛✉❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ♦♥❧② ❤❡r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❇✐r❣é ❛♥❞
▼❛ss❛rt ✭✷✵✵✼✮✱ ❆r❧♦t ❛♥❞ ▼❛ss❛rt ✭✷✵✵✾✮✱ ❱❡r③❡❧❡♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ▲❡r❛s❧❡ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s
❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♣✉r❡❧② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞
✇❡ ❞❡ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐s ✇r✐tt❡♥

pen(m) = κσ2
Dm

n
. ✭✷✳✶✺✮

▲❡t penmin(m) := γn(Π̂mβ) − γn

(
β̂
(FPCR)
m

)
✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t penmin ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t penmin ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ κminσ
2Dm
n ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❝❧♦s❡

t♦ ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦♥ t❤✐s ❢♦r♠✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❢♦r
t❤❡ ❋P❈❘ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

✕ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t pen(m) < penmin(m)✱ t❤❡♥ γn
(
β̂
(FPCR)
m

)
+pen(m) < γn(Π̂mβ)✳ ■❢ n ✐s

❧❛r❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ γn(Π̂mβ) ≈ E

[
γn(Π̂mβ)

]
≈ σ2+‖β−Πmβ‖2Γ s✐♥❝❡ t❤✐s ❧❛st q✉❛♥t✐t② ✐s

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t m ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦♦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s❡❧❡❝t
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✳

✕ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t pen(m) > penmin(m)✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts α > 1

s✉❝❤ t❤❛t pen(m) = αpenmin(m)✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t m ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥

γn

(
β̂(FPCR)
m

)
+ pen(m) = γn

(
β̂(FPCR)
m

)
+ αγn

(
Π̂mβ − β̂(FPCR)

m

)
,

t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❛ ❜✐❛s t❡r♠ ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡s ✇❤❡♥ m ❣r♦✇s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛
✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦❞❡s ✇❤❡♥m ❣r♦✇s✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t s❡❧❡❝t t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①
♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s tr✉❡ ❢♦r β̃(KB) r❡♣❧❛❝✐♥❣ Π̂m ❜② Πm✳
❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❥✉♠♣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✳

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❥✉♠♣ ♦❝❝✉rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❋♦r t❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣❡♥❛❧t② ✐s pen♦♣t := 2penmin(m)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

pen♦♣t(m) = 2(γn(Π̂mβ)− γn(β)) + 2(γn(β)− γn(β̂m)),

t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐❛s t❡r♠✱ st❛❜✐❧✐③❡s ✇❤❡♥ m ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❢♦r t❤✐s ✈❛❧✉❡s



✹✺ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ β = β2✱ n = 1000✱ X = X(1) ✇✐t❤
λj = j−2 ✭❈❛♣✉s❤❡✮✳

✇❡ ❤❛✈❡ pen♦♣t(m) = κ♦♣tσ
2Dm
n ≈ C − 2γn(β̂m)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r m s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r

♣❧♦t ♦❢ (σ2Dm
n ,−γn(β̂m))m ❢♦❧❧♦✇s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ s❧♦♣❡ κ♦♣t/2 = κmin ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❧♦t
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✐♥ts (σ2Dm

n ,−γn(β̂m))m ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❧✐♥❡✳
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Contrast representation
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The regression line is computed with 48 points

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

Successive slope values

Number of points (penshape(m),−γn(ŝm)) for the regression
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Selected models with respect to the successive slope values

Number of points (penshape(m),− γn(ŝn)) for the regression

M
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ β = β2✱ n = 1000✱ X = X(1) ✇✐t❤
λj = j−2 ✭❈❛♣✉s❤❡✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✹✻

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̃(FPCR) ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✲
st❛♥t κ ✐s ✜①❡❞✱ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t♦ κ = 4 ♦r ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ κ ✐s ✜①❡❞
t♦ κ = 4✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✭✜①❡❞ ❝♦♥st❛♥t
✭κ = 4✮✱ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣✮ ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭n = 1000✮✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧ ❜✉t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s
❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t♦ ✜① κ = 4 ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

λj β1 β2
n = 200 n = 500 n = 1000 n = 200 n = 500 n = 1000

j−2 κ = 4 ✶✷✳✺ ±✵✳✹ ✻✳✵ ±✵✳✷ ✸✳✻✺ ±✵✳✵✽ ✹✳✾ ± ✵✳✸ ✶✳✾✵ ±✵✳✵✾ ✵✳✾✶ ±✵✳✵✺
❉❉❙❊ ✼✸ ±✷ ✸✻ ±✷ ✹✳✸ ±✵✳✼ ✽ ±✶ ✹✳✵ ±✵✳✻ ✶✳✻ ±✵✳✷
❉❥✉♠♣ ✶✵✵ ±✷✵ ✶✶ ±✺ ✸✳✻ ±✵✳✶ ✻✳✷ ±✵✳✹ ✷✳✻ ±✵✳✷ ✶✳✸ ±✵✳✶

j−3 κ = 4 ✻✳✾ ±✵✳✸ ✸✳✷ ±✵✳✶ ✶✳✽✸ ±✵✳✵✺ ✺✳✹ ±✵✳✸ ✶✳✽ ±✵✳✷ ✵✳✽✹ ±✵✳✵✹
❉❉❙❊ ✶✺✳✹ ±✵✳✻ ✽✳✷ ±✵✳✺ ✷✳✸ ±✵✳✷ ✺✳✵ ±✵✳✸ ✷✳✵ ±✵✳✷ ✶✳✵✽ ±✵✳✵✽
❉❥✉♠♣ ✺✶ ±✹ ✶✸ ±✸ ✶✳✽✾ ±✵✳✵✾ ✻✳✺ ±✵✳✺ ✷✳✼ ±✵✳✸ ✶✳✹ ±✵✳✷

e−j κ = 4 ✹✳✾ ±✵✳✸ ✷✳✵✷ ±✵✳✵✾ ✶✳✵✽ ±✵✳✵✺ ✹✳✾ ±✵✳✷ ✶✳✾ ±✵✳✶ ✵✳✼✾ ±✵✳✵✺
❉❉❙❊ ✺✳✶ ±✵✳✸ ✷✳✶ ±✵✳✶ ✶✳✶✶ ±✵✳✵✺ ✹✳✺ ±✵✳✷ ✷✳✵ ±✵✳✶ ✵✳✾✹ ±✵✳✵✻
❉❥✉♠♣ ✺✸ ±✸ ✷✼ ±✸ ✹±✷ ✼✳✷ ±✵✳✾ ✸✳✼ ±✵✳✼ ✶✳✻ ±✵✳✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▼❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭×10−4✮ ♦✈❡r ✺✵✵ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR)✳ ❋✐rst ❧✐♥❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✭✷✳✶✺✮✱ ✇✐t❤
κ = 4 ❛♥❞ σ2 ❦♥♦✇♥✱ ❉❉❙❊✿ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❉❥✉♠♣✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✹✳✹ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ t❡r♠ σ̂2
m ✐♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ σ2 ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̂(FPCR)

m̂
(FPCR)
σ

✇❤❡r❡

m̂(FPCR)
σ ∈ argminm=1,...,Nn

γn

(
β̂(FPCR)
m

)
+ κσ2

Dm

n
,

✇✐t❤ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r β̂(FPCR)

m̂(FPCR) ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

γn

(
β̂(FPCR)
m

)
+ κσ̂2m

Dm

n
,

✇❤❡r❡

σ̂2m =
1

n

n∑

i=1

(
Yi − 〈β̂(FPCR)

m , Xi〉
)2
.

❲❡ ✜① κ = 4 ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s q✉❛s✐ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❜♦t❤

❡st✐♠❛t♦rs β̂(FPCR)

m̂
(FPCR)
σ

❛♥❞ β̂(FPCR)

m̂(FPCR) ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ s❡❧❡❝ts t❤❡

s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r σ̂2m✱ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢



✹✼ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

λj β1 β2
n = 200 n = 500 n = 1000 n = 200 n = 500 n = 1000

j−2 m̂
(FPCR)
σ ✶✷✳✻ ±✵✳✹ ✻✳✶ ±✵✳✷ ✸✳✻✺ ±✵✳✵✽ ✺✳✵ ±✵✳✸ ✷✳✵ ±✵✳✶ ✵✳✾✸ ±✵✳✵✺

m̂(FPCR) ✶✷✳✸ ±✵✳✹ ✻✳✵ ±✵✳✷ ✸✳✺✾ ±✵✳✵✽ ✺✳✶ ±✵✳✸ ✷✳✵ ±✵✳✶ ✵✳✾✸ ±✵✳✵✺
j−3 m̂

(FPCR)
σ ✻✳✾ ±✵✳✸ ✸✳✸ ±✵✳✶ ✶✳✽✺ ±✵✳✵✺ ✺✳✺ ±✵✳✸ ✶✳✾ ±✵✳✶ ✵✳✽✽ ±✵✳✵✹

m̂(FPCR) ✻✳✽ ±✵✳✸ ✸✳✷ ±✵✳✶ ✶✳✽✻ ±✵✳✵✺ ✺✳✸ ±✵✳✸ ✶✳✾ ±✵✳✶ ✵✳✽✽ ±✵✳✵✹
e−j m̂

(FPCR)
σ ✹✳✾ ±✵✳✷ ✷✳✵✺ ±✵✳✵✾ ✶✳✶✶ ±✵✳✵✺ ✹✳✾ ±✵✳✷ ✷✳✵ ±✵✳✶ ✵✳✽✻ ±✵✳✵✺

m̂(FPCR) ✹✳✾ ±✵✳✷ ✷✳✵✺ ±✵✳✵✾ ✶✳✶✵ ±✵✳✵✺ ✹✳✾ ±✵✳✷ ✷✳✵ ±✵✳✶ ✵✳✽✻ ±✵✳✵✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ▼❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭×10−4✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ✺✵✵
❡st✐♠❛t♦rs✳

λj β1 β2
n = 200 n = 500 n = 1000 n = 200 n = 500 n = 1000

j−2 ✼✷ ✽✺ ✾✶ ✽✼ ✾✼ ✾✽
j−3 ✽✹ ✾✶ ✾✹ ✾✶ ✾✼ ✾✽
e−j ✾✶ ✾✻ ✾✼ ✾✶ ✾✻ ✾✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✭✐♥ ✪✮ s✉❝❤ t❤❛t m̂(FPCR) = m̂
(FPCR)
σ ✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ✺✵✵

❡st✐♠❛t♦rs✳

σ2 ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ m ✐s s♠❛❧❧✮✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❡♥❛❧t② ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧✳

✷✳✹✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR)

❈✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛ ❝♦♥t❡①t

❚♦ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r

❞❛t❛ ❝♦♥t❡①t✳
❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s (ψ

(2)
j )j≥1 t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥

X(2) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛ ✭X(2)(0) = X(2)(1) ❛♥❞ X(2) ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
st❛t✐♦♥❛r②✮ ❛s s♦♦♥ ❛s J ✐s ♦❞❞ ❛♥❞ λ2k = λ2k+1 ❢♦r ❛❧❧ k✳

❚❤❡ r❛♥❦ J ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t λJ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ1✳
❲❡ ✜① J = 101 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡s ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✽ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❜♦①♣❧♦ts ♦❢
t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̃(KB) ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
β̃(FPCR) ✇❤✐❝❤ ✇❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

◆♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛

■♥ ✜❣✉r❡s ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✶✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❋P❈❘ ❡st✐♠❛t♦r β̃(FPCR) s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡t✲
t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥ β̃(KB)✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭♦r
t❤❡✐r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✮✱ ✐s ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̃(KB) ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s ✕ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ X ✐s ♥♦t ♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❲❡ s❡❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣
❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s✐s✿ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❡✣❝✐❡♥t r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ X✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✹✽

λ2j = λ2j+1 = (2j)−2 λ2j = λ2j+1 = (2j)−3 λ2j = λ2j+1 = e−2j
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β1✱ X = X(2) ✭❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✮✳ ❋✐rst ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR)

✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❧✐♥❡s β ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐r❞ ❧✐♥❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦✈❡r ✶✵✵✵ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR)✳ n = 1000✳

✷✳✹✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢r❡✲
q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

GCV (m) :=

∑n
i=1(Yi − Ŷi)

2

(1− tr(Hm)/n)
2 ,

✇❤❡r❡ Ŷi :=
∫ 1
0 β̂m(t)Xi(t)dt ❛♥❞Hm ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❛t ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② Ŷ = (Ŷ1, ..., Ŷn)

′ =
HmY✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥t❡①t ❜② ▼❛r① ❛♥❞ ❊✐❧❡rs ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ❜② ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t②✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

CV (m) :=
1

n

n∑

i=1

(
Yi − Ŷ

(−i)
i

)2
,

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧ ❜② ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❍♦ss❡✐♥✐✲
◆❛s❛❜✱ ✷✵✵✻✳ ❍❡r❡ Ŷ (−i)

i ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Yi ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ {(Xj , Yj), j 6= i}✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❈P❯ t✐♠❡



✹✾ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

λ2j = λ2j+1 = (2j)−2 λ2j = λ2j+1 = (2j)−3 λ2j = λ2j+1 = e−2j
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β2✱ X = X(2) ✭❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛✮✳ ❋✐rst ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR)

✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❧✐♥❡s β ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐r❞ ❧✐♥❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦✈❡r ✶✵✵✵ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR)✳ n = 1000✳

t❤❛♥ t❤❡ ●❈❱ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ♦✉r ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

λj β1 β2
j−2 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 200 n = 500 n = 1000

❝r✐t ✶✷✳✺ ±✵✳✹ ✺✳✽ ±✵✳✷ ✸✳✺✶ ±✵✳✵✽ ✹✳✼ ±✵✳✸ ✶✳✽✾ ±✵✳✵✾ ✵✳✽✾ ±✵✳✵✺
●❈❱ ✽✵ ±✷ ✺✺ ±✷ ✹✼ ±✷ ✽✵ ±✷ ✺✺ ±✷ ✹✼ ±✷
❈❱ ✶✷✳✷ ±✵✳✺ ✺✳✻ ±✵✳✷ ✸✳✸✹ ±✵✳✵✾ ✺✳✼ ±✵✳✹ ✷✳✷ ±✵✳✷ ✶✳✵✽ ±✵✳✵✻

j−3 ❝r✐t ✻✳✻ ±✵✳✸ ✸✳✷ ±✵✳✶ ✶✳✽✸ ±✵✳✵✻ ✺✳✹ ±✵✳✸ ✶✳✽ ±✵✳✶ ✵✳✽✽ ±✵✳✵✹
●❈❱ ✶✽✳✹ ±✵✳✺ ✶✷✳✻ ±✵✳✸ ✾✳✸ ±✵✳✷ ✶✽✳✺ ±✵✳✺ ✶✷✳✼ ±✵✳✸ ✾✳✺ ±✵✳✷
❈❱ ✼✳✸ ±✵✳✹ ✸✳✸ ±✵✳✷ ✶✳✼✽ ±✵✳✵✼ ✺✳✶ ±✵✳✹ ✷✳✵ ±✵✳✷ ✶✳✵✺ ±✵✳✵✽

e−j ❝r✐t ✹✳✼ ±✵✳✷ ✷✳✵✸ ±✵✳✵✽ ✶✳✶✶ ±✵✳✵✺ ✹✳✾ ±✵✳✷ ✶✳✽✷ ±✵✳✵✾ ✵✳✼✼ ±✵✳✵✺
●❈❱ ✺✳✽ ±✵✳✸ ✷✳✻✼ ±✵✳✵✾ ✶✳✹✺ ±✵✳✵✺ ✻✳✵ ±✵✳✸ ✷✳✼ ±✵✳✶ ✶✳✹✵ ±✵✳✵✺
❈❱ ✹✳✽ ±✵✳✸ ✷✳✵✺ ±✵✳✵✾ ✶✳✶✵ ±✵✳✵✺ ✹✳✻ ±✵✳✸ ✶✳✽ ±✵✳✶ ✵✳✽✼ ±✵✳✵✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ▼❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭×10−4✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✾✺% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ n = 1000✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r s❡❡♠ t♦ ❜❡ q✉✐t❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ P❈❘ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❱ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ●❈❱ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✺✵

λj = j−2 λj = j−3 λj = e−j
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β1✱ X = X(1)✳ ❋✐rst ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢
β̃(KB) ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR) ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ■♥
❜♦t❤ ❧✐♥❡s β ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐r❞ ❧✐♥❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
♦✈❡r ✶✵✵✵ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR)✳ n = 1000✳

✷✳✹✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞ t♦ s❡❧❡❝t ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✕ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t♦ ✉♥❞❡r✲♣❡♥❛❧✐③❡ ✕ ❛♥❞
❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞
❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ CV s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ κ = 4✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
✉s✉❛❧❧② s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ♦✈❡r✲♣❡♥❛❧✐③❡s✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ ✭❡✳❣✳ κ = 2✮ ❜✉t
❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

❲❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❛t✐♦ t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ q✉❛♥t✐t②

E

[
‖β − β̂m̂‖2Γ
‖β − β̂m∗‖2Γ

]
,

t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ ✜♥❞✐♥❣s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳



✺✶ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

λj = j−2 λj = j−3 λj = e−j
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β2✱ X = X(2)✳ ❋✐rst ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢
β̃(KB) ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✿ ♣❧♦ts ♦❢ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR) ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ■♥
❜♦t❤ ❧✐♥❡s β ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐r❞ ❧✐♥❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
♦✈❡r ✶✵✵✵ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(KB) ❛♥❞ β̃(FPCR)✳ n = 1000✳

λj β1 β2
n = 200 n = 500 n = 1000 n = 200 n = 500 n = 1000

j−2 ❝r✐t ✶✳✹✸ ±✵✳✵✹ ✶✳✸✸ ±✵✳✵✸ ✶✳✸✸ ±✵✳✵✸ ✶✳✸✷ ±✵✳✵✻ ✶✳✷✼ ±✵✳✵✺ ✶✳✶✸ ±✵✳✵✸
●❈❱ ✾✳✼ ±✵✳✷ ✶✸✳✵ ±✵✳✹ ✶✾✳✻ ±✵✳✼ ✷✽ ±✷ ✹✼ ±✸ ✼✻ ±✺
❈❱ ✶✳✹✵ ±✵✳✵✻ ✶✳✷✼ ±✵✳✵✸ ✶✳✷✺ ±✵✳✵✸ ✶✳✻ ±✵✳✷ ✶✳✺✶ ±✵✳✵✾ ✶✳✹✹ ±✵✳✵✽

❉❉❙❊ ✶✳✼ ±✵✳✶ ✶✳✺ ±✵✳✶ ✶✳✹✺ ±✵✳✵✾ ✷✳✸ ±✵✳✹ ✷✳✷ ±✵✳✹ ✷✳✹ ±✵✳✻
❉❥✉♠♣ ✶✳✹✽ ±✵✳✵✻ ✶✳✸✹ ±✵✳✵✹ ✶✳✸✵ ±✵✳✵✹ ✶✳✼ ±✵✳✷ ✶✳✼ ±✵✳✷ ✶✳✻ ±✵✳✷

j−3 ❝r✐t ✶✳✹✹ ±✵✳✵✺ ✶✳✹✷ ±✵✳✵✹ ✶✳✹✺ ±✵✳✵✹ ✷✳✶ ±✵✳✷ ✶✳✹✶ ±✵✳✵✼ ✶✳✸✸ ±✵✳✵✻
●❈❱ ✹✳✸ ±✵✳✷ ✺✳✾ ±✵✳✸ ✼✳✾ ±✵✳✸ ✼✳✽ ±✵✳✻ ✶✷✳✸ ±✵✳✽ ✶✽ ±✷
❈❱ ✶✳✺✻ ±✵✳✵✽ ✶✳✹✸ ±✵✳✵✻ ✶✳✸✾ ±✵✳✵✺ ✶✳✽ ±✵✳✷ ✶✳✼ ±✵✳✷ ✶✳✻ ±✵✳✷

❉❉❙❊ ✷✳✵ ±✵✳✷ ✶✳✽ ±✵✳✶ ✶✳✼ ±✵✳✷ ✷✳✼ ±✵✳✸ ✷✳✺ ±✵✳✸ ✷✳✹ ±✵✳✸
❉❥✉♠♣ ✶✳✺✶ ±✵✳✵✻ ✶✳✹✼ ±✵✳✵✺ ✶✳✹✻ ±✵✳✵✻ ✶✳✾ ±✵✳✷ ✶✳✽ ±✵✳✷ ✶✳✽ ±✵✳✷

e−j ❝r✐t ✶✳✹✸ ±✵✳✵✻ ✶✳✸✼ ±✵✳✵✹ ✶✳✹✵ ±✵✳✵✺ ✷✳✵ ±✵✳✷ ✶✳✼ ±✵✳✶ ✶✳✷✻ ±✵✳✵✺
●❈❱ ✶✳✽✵ ±✵✳✵✼ ✶✳✾✵ ±✵✳✵✽ ✶✳✾✶ ±✵✳✵✼ ✷✳✹ ±✵✳✷ ✷✳✼ ±✵✳✷ ✷✳✼ ±✵✳✷
❈❱ ✶✳✹✷ ±✵✳✵✻ ✶✳✹✵ ±✵✳✵✼ ✶✳✹✵ ±✵✳✵✻ ✶✳✽ ±✵✳✷ ✶✳✻ ±✵✳✷ ✶✳✺ ±✵✳✶

❉❉❙❊ ✶✳✸✹ ±✵✳✵✹ ✶✳✹✶ ±✵✳✵✻ ✶✳✹✸ ±✵✳✵✺ ✶✳✽ ±✵✳✷ ✶✳✼ ±✵✳✷ ✶✳✻✻ ±✵✳✵✽
❉❥✉♠♣ ✽ ±✷ ✻ ±✷ ✻ ±✸ ✷✳✼ ±✵✳✹ ✸ ±✶ ✸ ±✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ▼❡❛♥ r❛t✐♦ t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵
s❛♠♣❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ▲❡❢t✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs β̂m ✇❤❡♥ m ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r t❤❡ ❈❱ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❈❱ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
n = 2000✱ λj = j−3✳

✷✳✹✳✽ ❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ X

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❞❡❣r❛❞❡s ❜② t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ X✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡
{(Xi, Yi), i = 1, ..., n} ❛s ❛❜♦✈❡ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ {(Wi, Yi), i = 1, ..., n} ✇❤❡r❡ Wi ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②

Wi(tj) := Xi(tj) + δi,j ,

✇❤❡r❡ (tj)
p
j=0 = {(j − 1)/(p− 1)}pj=1 ❛♥❞ {δi,j , i = 1, ..., n, j = 1, ..., p} ✐s ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❝❡♥tr❡❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡

Var(δi,j) = σ2δ .

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❜② ▲✐ ❛♥❞ ❍s✐♥❣✱ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② ❈r❛♠❜❡s✱
❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✾ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛
❢r♦♠ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2δ ✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❡st✐♠❛t♦r r❡❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ♥♦✐s② ♣r♦✈✐❞❡❞ p ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ n✳
❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞✈❛♥t❛❣❡
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ Xi(tj)✳

❍❡r❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✭σ2δ = 0.001

❛♥❞ σ2δ = 0.01✮✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡



✺✸ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

Distance to the oracle

Distance to the oracle

F
re

qu
en

cy

−10 0 10 20 30 40

0
20

40
60

80

crit kv
crit uv
DDSE
Djump

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s
♦❢ s✐③❡ n = 2000 ✇✐t❤ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡♥ κ = 4 ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✭❝r✐t ❦✈✮ ♦r
✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝r✐t ✉✈✮ ♦r ✇❤❡♥ κ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✭❉❉❙❊✮ ♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ ✭❉❥✉♠♣✮ ✭β1✱ λ = j−3✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s
♦❢ s✐③❡ n = 2000 ✇✐t❤ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝r✐t ❦✈✮ ♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝r✐t
✉✈✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭β1✱ λ = j−3✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❇❧❛❝❦✿ ❛ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ r❡❞✿
❛ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ W ✳

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ X✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳
❆♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ r✐❣❤t✮✱ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❊st✐♠❛t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✭n = 1000✮✿ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✿
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✿ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥✲♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡✿
❡st✐♠❛t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✿ σ2δ = 0.001✱ r❡❞✿ σ2δ = 0.01✱ ♠❛r♦♦♥✿ σ2δ = 0.1✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❇♦①♣❧♦t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r ✺✵✵ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ β̃(FPCR) ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β1✱ n = 1000✳

✷✳✺ Pr♦♦❢s

✷✳✺✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡♥❛❧t②

❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛ ✜rst ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡♥❛❧t②✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶✱ s❡t κ := θ(1 + δ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ M̂n✱ ✇❤❡♥

β̃ = β̃(FPCR)✱

EX [(p̂en(m)− pen(m))] ≤ κ
Dm

n
‖β − Π̂mβ‖2Γn

, ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ EX ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X = (X1, . . . , Xn) ❛♥❞

EX[(pen(m̂(FPCR))− p̂en(m̂(FPCR)))] ≤ κ

n
EX[2Dm̂(FPCR)νn(Π̂mβ − β̃(FPCR))]

+
κD

N̂
(FPCR)
n

n
√
n

(√
Var(ε2) + 2‖β‖Γσ

)
, ✭✷✳✶✼✮

✇✐t❤ νn : t ∈ H 7→ 1
n

∑n
i=1 εi〈t,Xi〉✳

❚❤❡ s❛♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r β̃ = β̃(KB)✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ Π̂m ❜② Πm ❛♥❞ M̂n ❜② Mn✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ σ̂2m = γn(β̂
(FPCR)
m ) ❛♥❞ β̂(FPCR)

m ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ̂2m ≤ γn(Π̂mβ)✱ t❤❡♥

EX[♣̂❡♥(m)− pen(m)] = κ
Dm

n
EX[σ̂2m − σ2] ≤ κ

Dm

n
EX[γn(Π̂mβ)− σ2].
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◆♦✇✱ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ εi ✇✐t❤ < β− Π̂mβ,Xi > ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Yi = 〈β,Xi〉+ ε✱

EX[γn(Π̂mβ)− σ2] = EX

[
1

n

n∑

i=1

(Yi− < Π̂mβ,Xi >)
2 − σ2

]

= EX

[
1

n

n∑

i=1

ε2i − 2εi < β − Π̂mβ,Xi > + < β − Π̂mβ,Xi >
2 −σ2

]

= EX

[
1

n

n∑

i=1

< β − Π̂mβ,Xi >
2

]
= EX[‖β − Π̂mβ‖2Γn

]

= ‖β − Π̂mβ‖2Γn
,

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❢♦❧❧♦✇s✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ s❡t σ̃2 := 1
n

∑n
i=1 ε

2
i ✱ s✐♥❝❡ σ̂

2
m̂(FPCR) =

1
n

∑n
i=1(Yi − 〈β̃(FPCR), Xi〉)2✱

EX[pen(m̂(FPCR))− ♣̂❡♥(m̂(FPCR))] =
κ

n
EX[Dm̂(FPCR)(σ2 − σ̂2

m̂(FPCR))]

=
κ

n

(
EX[Dm̂(FPCR)(σ2 − σ̃2)]− EX

[
Dm̂(FPCR)

n

n∑

i=1

〈β − β̃(FPCR), Xi〉2
]

+EX

[
2Dm̂(FPCR)

n

n∑

i=1

εi〈β − β̃(FPCR), Xi〉
])

≤ κ

n

(
EX[Dm̂(FPCR)(σ2 − σ̃2)] + 2EX

[
Dm̂(FPCR)νn

(
β − β̃(FPCR)

)])

≤ κ

n

(
EX[Dm̂(FPCR)(σ2 − σ̃2)] + 2EX

[
Dm̂(FPCR)νn(β − Π̂mβ)

])

+
κ

n
EX

[
Dm̂(FPCR)νn

(
Π̂mβ − β̃(FPCR)

)]
,

✇❤❡r❡ νn : t 7→ 1
n

∑n
i=1 εi〈t,Xi〉✳ ❇② ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

EX[Dm̂(FPCR)(σ2 − σ̃2)] ≤ D
N̂

(FPCR)
n

EX[(σ2 − σ̃2)2]1/2

= D
N̂

(FPCR)
n


 1

n2

n∑

i,j=1

EX[(ε2i − σ2)(ε2j − σ2)]




1/2

= D
N̂

(FPCR)
n

√
Var(ε2)

n
.

◆❡①t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ εi✬s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ Xi✬s ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Π̂m✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

EX[Dm̂(FPCR)νn(β − Π̂mβ)] ≤ D
N̂

(FPCR)
n

EX[ν2n(β − Π̂mβ)]
1/2

≤
D
N̂

(FPCR)
n

n




n∑

i1,i2=1

EX[εi1εi2 < β − Π̂mβ,Xi1 >< β − Π̂mβ,Xi2 >]




1/2

≤
D
N̂

(FPCR)
n√
n

σE[‖β − Π̂mβ‖2Γn
]1/2 ≤

D
N̂

(FPCR)
n√
n

σ‖β‖Γ,
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s✐♥❝❡ D
N̂

(FPCR)
n

❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ X✳

✷✳✺✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

Pr♦♦❢✳ ❲❡ st❛rt ❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✾✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ ❛♥ ♦r❛❝❧❡✲
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ X = {X1, . . . , Xn} ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s✳
❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇❛r❛✉❞ ✭✷✵✵✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✮ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛
✜①❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ ❜♦t❤ ♣❡♥❛❧t②
❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ M̂n ✭❢♦r β̃(FPCR)✮✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✾✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥tr❛st ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ m̂✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ M̂n

γn(β̃
(FPCR)) + p̂en(m̂) ≤ γn(β̂

(FPCR)
m ) + p̂en(m)

❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β̂(FPCR)
m ✿

γn(β̂
(FPCR)
m ) ≤ γn(Π̂mβ),

t❤❡♥
γn(β̃

(FPCR))− γn(Π̂mβ) ≤ p̂en(m)− p̂en(m̂).

▼♦r❡♦✈❡r

γn(β̃
(FPCR))− γn(Π̂mβ) = ‖β − β̃(FPCR)‖2Γn

− ‖β − Π̂mβ‖2Γn
+ 2νn

(
Π̂mβ − β̃(FPCR)

)
,

✇✐t❤

νn(t) =
1

n

n∑

i=1

εi < t,Xi > .

❚❤❡♥✱

‖β − β̃(FPCR)‖2Γn
≤ ‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ p̂en(m)− p̂en(m̂) + 2νn(β̃
(FPCR) − Π̂mβ). ✭✷✳✶✽✮

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ p̂en ❜② ✐ts ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt pen✱ t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ♣✳✺✻ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✿

EX[‖β − β̃(FPCR)‖2Γn
] ≤

(
1 + κ

Dm

n

)
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ EX[pen(m)− pen(m̂)]

+EX

[
2

(
1 +

κDm̂

n

)
νn(β̃

(FPCR) − Π̂mβ)

]
+ κ

D
N̂

(FPCR)
n

n
√
n

(√
❱❛r(ε2) + 2‖β‖Γσ

)
.

◆♦✇✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ n ≥ 2✱

D
N̂

(FPCR)
n

≤ 20

√
n/ ln3 n ≤

(
20/
√
ln3/2 2

)√
n,

❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶ ❛♥❞ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❱❛r(ε2) = E[ε4] ≤ E[εp]2/p =
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τ
2/p
p ❛♥❞ 2‖β‖Γσ ≤ ‖β‖2Γ + σ2✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t

EX[‖β − β̃(FPCR)‖2Γn
] ≤

(
1 + κ

Dm

n

)
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ EX[pen(m)− pen(m̂)]

+EX

[
2

(
1 +

κDm̂

n

)
νn(β̃

(FPCR) − Π̂mβ)

]
+ C

‖β‖2Γ + τ
2/p
p

n
, ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ κ := θ(1 + δ) ❛♥❞ C > 0 ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss νn ♦♥ Ŝm∨m̂✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ δ > 0✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ M̂n✱

2νn(β̃
(FPCR) − Π̂mβ) ≤

1

θ
‖β̃(FPCR) − Π̂mβ‖2Γn

+ θ sup
f∈Ŝm̂∨m
‖f‖Γn=1

ν2n(f), ✭✷✳✷✵✮

s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R ❛♥❞ θ > 0✱ 2xy ≤ θ−1x2 + θy2✳
▲❡t p(m,m′) := (1 + δ)

Dm∨m′
n σ2✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t pen(m) + pen(m′) ≥ θp(m,m′)✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡

θ > 4 ❛♥❞ N̂n ≤ n/κ✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✵✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

(
1− 4

θ

)
EX

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γn

]
≤

(
2 +

4

θ

)
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+2pen(m) + 2θEX





 sup
f∈Ŝm̂∨m
‖f‖Γn=1

ν2n(f)− p(m, m̂)




+


 .

❚❤❡♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ sup
f∈Ŝm̂∨m
‖f‖Γn=1

ν2n(f) ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛

✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠✮ ❛r♦✉♥❞ p(m,m′) ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t σ2 = E[ε2] ≤ E[εp]2/p = τ
2/p
p ✿

EX

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γn

]
≤ C

(
min
m∈M̂n

{
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ pen(m)
}
+

‖β‖2Γ + τ
2/p
p

n

)
, ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ C > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ θ✱ p ❛♥❞ δ✳

◆♦✇✱ ✇❡ ♠✉st r❡♣❧❛❝❡ M̂n ❜② ✐ts ♥♦♥ r❛♥❞♦♠ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt Mn✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡

EX

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γn

]
1{Nn≤N̂(FPCR)

n }

≤ C

(
min
m∈Mn

{
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ pen(m)
}
+

‖β‖2Γ + τ
2/p
p

n

)
,

s✐♥❝❡ Mn ⊂ M̂n ✐❢ Nn ≤ N̂
(FPCR)
n ✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❝❛s❡ Nn > N̂

(FPCR)
n ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✻✵

❛tt❡♥t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts m ∈ Mn s✉❝❤ t❤❛t m > N̂
(FPCR)
n ✳ ❍♦✇❡✈❡r

‖β − Π̂
N̂

(FPCR)
n

β‖2Γn
+ pen(N̂ (FPCR)

n ) ≤
∑

j>D
N̂

(FPCR)
n

λ̂j < β, ψ̂j >
2 +pen(m)

+
θ(1 + δ)σ2

n
(D

N̂n
(FPCR) −Dm)

≤
∑

j>D
N̂

(FPCR)
n

λ̂j < β, ψ̂j >
2 +pen(m),

❛♥❞

∑

j>D
N̂

(FPCR)
n

λ̂j < β, ψ̂j >
2 = ‖β − Π̂mβ‖2Γn

+

Dm∑

j=D
N̂

(FPCR)
n

+1

λ̂j < β, ψ̂j >
2

≤ ‖β − Π̂mβ‖2Γn
+ sn‖β‖2.

❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {D
N̂

(FPCR)
n

+1, . . . , DNn}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢Nn ❛♥❞ s✐♥❝❡ (Dm) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ j ≤ min{20
√
n/ ln3(n), n/(θ(1+

2δ))}✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ N̂ (FPCR)
n ✱ λ̂j ≤ sn✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s sn = 2

n2

(
1− 1/ ln2 n

)
≤

2/n2✱ ✇❡ ❣❡t

‖β − Π̂
N̂

(FPCR)
n

β‖2Γn
+ pen(N̂ (FPCR)

n ) ≤ ‖β − Π̂mβ‖2Γn
+ pen(m) +

2‖β‖2
n2

, ✭✷✳✷✷✮

❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ Mn✱ s✐♥❝❡ ‖β‖2Γ ≤ ρ(Γ)‖β‖2 ✭✇❤❡r❡ ρ(Γ) ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s

♦❢ Γ t❤❛t ✐s✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮✿

EX

[
‖β − β̂

(FPCR)
m̂ ‖2Γn

]
≤ C

(
‖β − Π̂mβ‖2Γn

+ pen(m) +
τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✽✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✲

✐t② ✭✷✳✷✶✮✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ β̂(FPCR)
m ❜② β̂(KB)

m ✱ Π̂m ❜② Πm ❛♥❞ M̂n ❜② Mn✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γn

1G

]
≤ C

(
min
m∈Mn

{
‖β −Πmβ‖2Γn

+ pen(m)
}
+

‖β‖2Γ + τ
2/p
p

n

)
,

✇❤❡r❡ C > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ θ✱ p ❛♥❞ δ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ β̃(KB) = 0 ♦♥ t❤❡ s❡t G
∁
✱

E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γn

1
G

∁

]
≤ ‖β‖2P

(
G

∁
)
.

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✼✳

❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳



✻✶ ✷✳✺✳ Pr♦♦❢s

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ▲❡t p(m,m′) = 2(1+ δ)
Dm∨m′

n σ2✱ t❤❡♥

❢♦r ❛❧❧ m ∈ M̂n✱

∑

m′∈M̂n

EX





 sup
f∈Ŝm∨m′
‖f‖Γn=1

ν2n(f)− p(m,m′)




+


 ≤ C(p, δ)

n
σ2.

❚❤❡ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s r❡♣❧❛❝✐♥❣ M̂n ❜② Mn ❛♥❞ Ŝm ❜② Sm✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ r❡❧✐❡s ♠❛✐♥❧② ♦♥ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❇❛r❛✉❞ ✭✷✵✵✵✮ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ♣✳✶✽✶✮✳ ❋✐rst ❞❡♥♦t❡ ❜② f̄X := (< f,X1 >, ..., < f,Xn >)

′ ❛♥❞
ε̄ := (ε1, ..., εn)

′✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t νn(f) = f̄ ′
X
ε̄/n ❛♥❞ t❤❛t✱ ❜② ✉s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r♦❥❡❝t♦rs

sup
f∈Ŝm

‖f‖Γn=1

νn(f) = sup
α∈ŝm
α′α=n

α′ε̄
n

=
1√
n

sup
α∈ŝm
α′α=1

α′ε̄ =
1√
n
(Πŝm

(
ε̄)′Πŝm ε̄

)1/2
=

1√
n

(
ε̄′Πŝm ε̄

)1/2
,

✇❤❡r❡ ŝm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Rn ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ŝm :=
{
α ∈ Rn, ∃f ∈ Ŝm, α = f̄X

}

❛♥❞ Πŝm ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ ŝm✳

❚❤❡♥✱ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✶✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ♣✳✶✽✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇✐t❤ Ã = Πŝm
✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❛❧❧ x > 0✱

PX


n sup

f∈Ŝm

‖f‖Γn=1

ν2n(f) ≥ Dmσ
2 + 2σ2

√
Dmx+ σ2x


 ≤ C(p)σpτp

Dm

xp/2
,

✇❤❡r❡ PX st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ X✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ δ > 0 r❡♠❛r❦ t❤❛t
√
Dmx ≤

δDm + δ−1x ✇❡ ♦❜t❛✐♥

PX


 sup

f∈Ŝm

‖f‖Γn=1

ν2n(f) ≥ (1 + δ)
Dmσ

2

n
+ (1 + δ−1)

σ2x

n


 ≤ C(p)

Dm

xp/2
.

❙❡t

Qm∨m′ :=


 sup
f∈Ŝm∨m′
‖f‖Γn=1

ν2n(f)− p(m,m′)




+

.



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✻✷

❲❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ m,m′ ∈ Mn

EX [Qm∨m′ ] =

∫ +∞

0
PX (Qm∨m′ ≥ t) dt

≤ C(p)
σp

np/2

∫ +∞

0

dt
(
t+

σ2Dm∨m′
n (1 + δ)

)p/2 ≤ C ′(p, δ)
σ2

n
D

1−p/2
m∨m′ . ✭✷✳✷✸✮

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ (Dm)m∈M̂n
✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ D1 ≥ 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ N̂n ≤ D

N̂n
✱

∑

m∈M̂n

D
1−p/2
m∨m′ ≤ N̂nD

1−p/2
N̂n

≤ D
2−p/2
N̂n

≤ 1,

s✐♥❝❡ p > 4✳ ❍❡♥❝❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✷✸✮ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✷✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ❜② t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦r❛❝❧❡✲✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❡ts✿

∆m :=
{
∀f ∈ Sm, ‖f‖2Γ ≤ ρ0‖f‖2Γn

}
; ✭✷✳✷✹✮

∆̂m :=
{
∀f ∈ Ŝm, ‖f‖2Γ ≤ ρ0‖f‖2Γn

}
. ✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ρ0 > 1 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞✿

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ] = E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆Nn

]
+ E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆∁

Nn

]
,

E[‖β̃(FPCR) − β‖2Γ] = E

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂
N̂

(FPCR)
n

∩∆̂Nn

}
]

+E


‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ s❡t A✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② A∁ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✳

▲❡♠♠❛ ✸ ✭❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r β̃(FPCR)✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹ ✭❢♦r β̃(KB)✮ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ❛❧❧♦✇s t♦
❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦
✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ t❤❡ ✜rst t❡r♠s✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ E

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂
N̂

(FPCR)
n

∩∆̂Nn

}
]
✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m = 1, . . . , Nn✱

‖β̃(FPCR) − β‖Γ1{
∆̂

N̂
(FPCR)
n

∩∆̂Nn

} ≤ √
ρ0‖β̃(FPCR) − β‖Γn

+
√
ρ0‖β − Π̂mβ‖Γn + ‖β − Π̂mβ‖Γ. ✭✷✳✷✻✮
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■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ N̂ (FPCR)
n > Nn✱ ❢♦r ❛❧❧m = 1, . . . , N̂

(FPCR)
n ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧m = 1, . . . , Nn✮✱

‖β̃(FPCR) − β‖Γ1{
∆̂

N̂
(FPCR)
n

∩∆̂Nn

} ≤ ‖β̃(FPCR) − Π̂mβ‖Γ1∆̂
N̂

(FPCR)
n

+‖β − Π̂mβ‖Γ
≤ √

ρ0‖β̃(FPCR) − β‖Γn +
√
ρ0‖β − Π̂mβ‖Γn + ‖β − Π̂mβ‖Γ.

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m ≤ N̂
(FPCR)
n ✱ Ŝm ⊂ Ŝ

N̂
(FPCR)
n

❛♥❞ β̃(FPCR) − Π̂mβ ∈ Ŝ
N̂

(FPCR)
n

❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆̂
N̂

(FPCR)
n

✳ ◆♦✇✱ ✐❢ N̂ (FPCR)
n ≤ Nn✱

✇❡ ❤❛✈❡ Ŝ
N̂

(FPCR)
n

⊂ ŜNn ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ m = 1, . . . , Nn✱

‖β̃(FPCR) − β‖Γ1{
∆̂

N̂
(FPCR)
n

∩∆̂Nn

} ≤ ‖β̃(FPCR) − β‖Γ1∆̂Nn

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ N̂ (FPCR)
n > Nn ❤♦❧❞s✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ❤❡r❡

β̃(FPCR) − Π̂mβ ∈ ŜNn ✳ ❚❤❡♥ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✷✻✮ ✐s tr✉❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❢♦r ❛❧❧ m = 1, . . . , Nn✿

E

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γn

]
≤ C(p, θ, δ)

(
E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γn

]
+ pen(m) +

τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)

❛♥❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮

E

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂
N̂

(FPCR)
n

∩∆̂Nn

}
]

≤ C(p, θ, δ, ρ0)
(
E[‖β − Π̂mβ‖2Γn

]

+E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + pen(m) +
τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
.

❲✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✶✾ ♣✳✶✼✵ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭✉♥❞❡r ❍✶✱ ❍✷ ❛♥❞ ❍✹✮ t❤❛t

E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γn

]
≤ 4E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γ

]
+ C

Dm

n
.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ m = 1, . . . , Nn✱

E

[
‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂
N̂

(FPCR)
n

∩∆̂Nn

}
]
≤C

(
E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + pen(m) +

τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
,

✇✐t❤ C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆Nn

]
❝♦♠❡s ❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ m = 1, . . . , Nn✱

‖β̃(KB) − β‖Γ1∆Nn
≤ √

ρ0‖β̃(KB) − β‖Γn +
√
ρ0‖β −Πmβ‖Γn + ‖β −Πmβ‖Γ,



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✻✹

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✷✻✮ ❢♦r β̃(FPCR)✳ ◆♦✇ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

E

[
‖β̃(KB) − β‖2Γn

]
≤ C(p, θ, δ)

(
E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
+ pen(m) +

τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡
E
[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
= ‖β −Πmβ‖2Γ,

✇❡ ❤❛✈❡

E

[
‖β̃(KB) − β‖Γ1∆Nn

]
≤ C

(
‖β −Πmβ‖2Γ + pen(m) +

τ
2/p
p + ‖β‖2

n

)
,

✇✐t❤ C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❋♦r ❛❧❧ β ∈ H✱ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷✱ ❍✸ ❛♥❞ ❍✹ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡

♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭P✮ ♦r ✭❊✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E


‖β̃(FPCR) − β‖Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ C

n
(1 + ‖β‖2Γ),

✇✐t❤ C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ❛s Yi =< β,Xi > +εi✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ M̂n

β̂(FPCR)
m =

Dm∑

j=1

1

n

n∑

i=1

Yi
< Xi, ψ̂j >

λ̂j
ψ̂j = Π̂mβ +Rm,

✇❤❡r❡

Rm :=

Dm∑

j=1

1

n

n∑

i=1

εi
< Xi, ψ̂j >

λ̂j
ψ̂j .

❚❤❡♥

E


‖β̃(FPCR) − β‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ 2E


‖Π̂m̂(FPCR)β − β‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}




+2E


‖Rm̂(FPCR)‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}




≤ 2‖β‖2ΓP
(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
+ 2E


‖Rm̂(FPCR)‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 .

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✵ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ♣✳✶✼✷✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ‖Rm̂(FPCR)‖Γ ❜②
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‖Rm̂(FPCR)‖ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ s✐♠♣❧②✱

E


‖Rm̂(FPCR)‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ ρ(Γ)E


‖Rm̂(FPCR)‖21{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}




= ρ(Γ)E



D

m̂(FPCR)∑

j=1

< Rm̂(FPCR) , ψ̂j >
2
1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 .

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ λ̂j ≥ sn✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≤ Dm̂(FPCR) ✭❛s Dm̂(FPCR) ≤ D
N̂

(FPCR)
n

✮ ❛♥❞

Dm̂(FPCR) ≤ D
N̂

(FPCR)
n

≤ 20
√
n✱

D
m̂(FPCR)∑

j=1

< Rm̂(FPCR) , ψ̂j >
2 ≤

D
m̂(FPCR)∑

j=1

(
1

n

n∑

i=1

εi
< Xi, ψ̂j >

λ̂j

)2

≤ s
−1
n

D
m̂(FPCR)∑

j=1


 1

n

n∑

i=1

εi
< Xi, ψ̂j >√

λ̂j




2

≤ s
−1
n

20⌊√n⌋∑

j=1


 1

n

n∑

i=1

εi
< Xi, ψ̂j >√

λ̂j




2

1{λ̂j>0}.

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ εi ✇✐t❤ Xi ❛♥❞ ∆̂
N̂

(FPCR)
n

✱

EX



D

m̂(FPCR)∑

j=1

< Rm̂(FPCR) , ψ̂j >
2


 ≤ σ2

n2
s
−1
n

20⌊√n⌋∑

j=1

n∑

i=1

< Xi, ψ̂j >
2

λ̂j
1{λ̂j>0}

=
σ2

n
s
−1
n

20⌊√n⌋∑

j=1

< Γnψ̂j , ψ̂j >

λ̂j
1{λ̂j>0} ≤

σ2

n
s
−1
n 20

√
n,

t❤❡♥

E


‖Rm̂(FPCR)‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ 20ρ(Γ)

σ2√
n
s
−1
n P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
.

◆♦✇ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✵ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✭♣✳✶✼✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
≤ C/n6,

✇❤❡r❡ C > 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ sn = (2/n2)(1−1/ ln2 n) ✇❡ ❣❡t

E


‖Rm̂(FPCR)‖2Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ C ′n−9/2,
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✇❤❡r❡ C ′ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❋✐♥❛❧❧②

E


‖β̃(FPCR) − β‖Γ1{

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪∆̂∁
Nn

}


 ≤ C(3)

(
‖β‖2Γn−6 + n−9/2

)
,

✇❤❡r❡ C(3) > 0 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ β ♥♦r ♦♥ n✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷✱ ✐❢ E[〈β,X1〉4] < +∞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C ′ ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ρ0✱ K✱ c ❛♥❞ v s✉❝❤ t❤❛t✿

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆∁
Nn

] ≤ C ′

n
(E[< β,X1 >

4]1/2 + ‖β‖2Γ + 1).

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆∁
Nn

] ≤ 2E

[(∥∥∥β̃(KB)
∥∥∥
2

Γ
+ ‖β‖2Γ

)
1∆∁

Nn

]

= 2E

[∥∥∥β̂(KB)
m̂

∥∥∥
2

Γ
1∆∁

Nn

]
+ 2‖β‖2ΓP

(
∆∁
Nn

)
. ✭✷✳✷✼✮

❋✐rst✱ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ f =
∑DNn

j=1 αjψj ∈ Sn\{0}✱ ✐❢ G ✐s ✈❡r✐✜❡❞

‖f‖2Γn
= α′Φ̂Nnα ≥ λ̃Nnα

′α ≥ snα
′α/2,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Φ̂Nn = (〈Γnψj , ψk〉)1≤j,k≤DNn
❛♥❞ t❤❛t

λ̃Nn ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ̂Nn ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

‖f‖2Γ =

DNn∑

j=1

λjα
2
j ≤ ρ(Γ)α′α.

❚❤❡♥ ‖f‖2Γ ≤ 2ρ(Γ)
sn

‖f‖2Γn
✳ ◆♦✇✱ t❛❦✐♥❣ f = β̃(KB) ❛♥❞ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ β̃(KB) = 0 ♦♥

G
∁
✱

E

[∥∥∥β̂(KB)
m̂

∥∥∥
2

Γ
1∆∁

Nn

]
= E

[∥∥∥β̂(KB)
m̂

∥∥∥
2

Γ
1∆∁

Nn
∩G

]
,

✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

E

[
‖β̃(KB)‖2Γ1∆∁

Nn

]
≤ 2ρ(Γ)

sn
E

[
‖β̃(KB)‖2Γn

1∆∁
Nn

]
. ✭✷✳✷✽✮

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ β̂(KB)
m ✐s ❛ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r (〈β̂(KB)

m , X1〉, · · · , 〈β̂(KB)
m , Xn〉)′

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✇✳r✳t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ R
n✮ ♦❢ t❤❡

✈❡❝t♦r (Y1, · · · , Yn)′ ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ {(〈f,X1〉, · · · , 〈f,Xn〉)′, f ∈ Sm}✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♥♦r♠ ‖·‖2n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r 1/n✱
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✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

n∑

i=1

〈β̂(KB)
m , Xi〉2 = n‖β̂(KB)

m ‖2Γn
≤

n∑

i=1

Y 2
i , ❢♦r ❛❧❧ m,

❛s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (Y1, · · · , Yn)′ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡

n∑

i=1

〈β̃(KB), Xi〉2 = n‖β̃(KB)‖2Γn
≤

n∑

i=1

Y 2
i .

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❛t Yi = 〈β,Xi〉+ εi ❛♥❞ ❤❛✈❡✿

‖β̃(KB)‖2Γn
≤ 2‖β‖2Γn

+
2

n

n∑

i=1

ε2i .

❇② ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆∁
Nn

] ≤ 8ρ(Γ)

sn
E

[(
‖β‖2Γn

+
1

n

n∑

i=1

ε2i

)
1∆∁

Nn

]

+2‖β‖2ΓP
(
∆∁
Nn

)
.

❚❤❡ εi✬s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ Xi✬s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ∆∁

N̂
(KB)
n

❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ Xi✬s s♦ t❤❛t✿

E

[
1

n

(
n∑

i=1

ε2i

)
1∆∁

Nn

]
= σ2P

(
∆∁
Nn

)

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E

[
‖β‖2Γn

1∆∁
Nn

]
≤ E[‖β‖4Γn

]1/2
√

P

(
∆∁
Nn

)

=

(
1

n
E[〈β,X1〉4] +

n− 1

n
‖β‖4Γ

)1/2√
P

(
∆∁
Nn

)

≤
(

1√
n
[E〈β,X1〉4]1/2 + ‖β‖2Γ

)√
P

(
∆∁
Nn

)

❆s P
(
∆∁
Nn

)
≤
√

P

(
∆∁
Nn

)
❛♥❞ sn ≤ 2✱ ✇❡ ❣❡t✿

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ1∆∁
Nn

] ≤
8

√
P

(
∆∁
Nn

)

sn

(
ρ(Γ)[E〈β,X1〉4]1/2/

√
n+

ρ(Γ)‖β‖2Γ + ρ(Γ)σ2 + ‖β‖2Γ
)
.

▲❡♠♠❛ ✺ ❜❡❧♦✇ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✻✽

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷✱ ❢♦r ❛❧❧ ρ0 > 1✱

P

(
∆∁
Nn

)
≤ C

n4
,

✇❤❡r❡ C > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ρ0 ❛♥❞ b✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆Nn ✿

∆∁
Nn

=

{
inf

f∈SNn\{0}

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
< ρ−1

0

}
.

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t

inf
f∈SNn\{0}

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
= inf

α∈RDNn \{0}

α′Φ̂Nnα

α′ΛNnα
= inf

α∈RDNn \{0}

α′Λ−1/2
Nn

Φ̂NnΛ
−1/2
Nn

α

α′α

= ρ
(
Λ
1/2
Nn

Φ̂−1
Nn

Λ
1/2
Nn

)−1
= ρ(Ψ−1

Nn
)−1,

✇❤❡r❡ ΛNn ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s (λ1, . . . , λDNn
)✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Φ̂Nn = (〈Γnψj , ψk〉)1≤j,k≤DNn

❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

ΨNn := Λ
−1/2
Nn

Φ̂NnΛ
−1/2
Nn

=

(
〈Γnψj , ψk〉√

λjλk

)

1≤j,k≤DNn

.

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t ρ(Ψ−1
Nn

)−1 ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ΨNn ❀ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

1− ρ(Ψ−1
Nn

)−1 ≤ ρ (I −ΨNn) ,

t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✻ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ✇✐t❤ m = Nn ❛♥❞ t = 1− ρ−1
0 ✱ ✇❡ ❣❡t

P

(
∆∁
Nn

)
= P

(
1− ρ

(
Ψ−1
Nn

)−1
> 1− ρ−1

0

)
≤ P

(
ρ (I −ΨNn) > 1− ρ−1

0

)

≤ 2D2
Nn

exp

(
− n

D2
Nn

(1− ρ−1
0 )2

3b

)
,

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t DNn ≤ 20
√
n/ ln3 n✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r m ∈ N∗✱ t❤❡ ♠❛tr✐①

Ψm :=

(
〈Γnψj , ψk〉√

λjλk

)

1≤j,k≤Dm

. ✭✷✳✷✾✮

■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

P(ρ(Ψm − I) > t) ≤ 2D2
m exp

(
− n

D2
m

t2

3b

)
. ✭✷✳✸✵✮
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Pr♦♦❢✳ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r j, k = 1, ..., Dm ✿

Z
(j,k)
i =

< ψj , Xi >√
λj

< ψk, Xi >√
λk

,

✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧✱ j, k✱ E
[
Z

(j,k)
i

]
= δj,k ❛♥❞ t❤❡♥

Ψm − I =

(
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

])

1≤j,k≤Dm

.

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ✉s❡ ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ρ(Ψm − I)✳

❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❝♦✉♥t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s✮✱ t❤❡♥✿

ρ (I −Ψm)
2 ≤ tr

(
(Ψm − I)2

)
= tr

(
(Ψm − I)′ (Ψm − I)

)
, ✭✷✳✸✶✮

❛s Ψm − I ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Ψm − I✳
❍❡♥❝❡✱ ❜② ✭✷✳✸✶✮ ✿

ρ(Ψm − I)2 ≤
∑

1≤j,k≤Dm

(
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

])2

.

❚❤✐s ❣✐✈❡s✿

P (ρ(Ψm − I) > t) ≤ P


 ∑

1≤j,k≤Dm

(
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

])2

> t2




≤ P


 ⋃

1≤i,j≤Dm





(
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

])2

>
t2

D2
m








≤
∑

1≤j,k≤Dm

P



(
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

])2

>
t2

D2
m




≤
∑

1≤j,k≤Dm

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

Z
(j,k)
i − E

[
Z

(j,k)
i

]∣∣∣∣∣ >
t

Dm

)
. ✭✷✳✸✷✮

❇② ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷✱

Var
(
Z

(j,k)
i

)
≤ E

[
Z

(j,k)
i

2
]
≤ E

[
〈Xi, ψj〉4

λ2j

]1/2
E

[〈Xi, ψk〉4
λ2k

]1/2
≤ 2b



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✼✵

❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ≥ 2✱

E

[∣∣∣Z(j,k)
i

∣∣∣
ℓ
]
≤ E

[
〈Xi, ψj〉2ℓ

λℓj

]1/2
E

[〈Xi, ψk〉2ℓ
λℓk

]1/2
≤ ℓ!bℓ−1 =

ℓ!

2
v2bℓ−2.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ v2 = 2b ❛♥❞ b0 = b ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✷ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣✳✶✽✵✮ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Z(j,k)
1 , ..., Z

(j,k)
n ✱ ❢♦r ❛❧❧ j, k = 1, ..., Dm✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✱ s✐♥❝❡

Dm ≥ 1✱

P (ρ(Ψm − I) > t) ≤ 2D2
m exp


−

n
(

t
Dm

)2

2b+ b t
Dm


 ≤ 2D2

m exp

(
− n

D2
m

t2

3b

)
.

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡♥

P

(
G

∁
)
≤ C/n4,

✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ b✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G

P

(
G

∁
)
≤

∑

m∈Mn

P

(
2λ̃m < sn

)
. ✭✷✳✸✸✮

▲❡t Ψm t❤❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮✱ ♣✳ ✻✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Ψm = Λ−1/2
m Φ̂mΛ

−1/2
m .

❚❤❡♥✱ ❧❡t µ̃m ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Ψm✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❛t

µ̃m ≤ λ−1
Dm

λ̃m. ✭✷✳✸✹✮

■❢ µ̃m = 0✱ t❤❡♥ ✭✷✳✸✹✮ ✐s tr✉❡ s✐♥❝❡ λ̃m ≥ 0 ✭t❤❡ ♠❛tr✐① Φ̂m ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
µ̃m > 0 ❛♥❞

µ̃m = ρ
(
Ψ−1
m

)−1
,

s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ψm ❛r❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❢♦r ❛ ♠❛tr✐① A✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ρ(A) =

max {|λ|, λ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A}✮✳ ❙✐♥❝❡ Φ−1
m ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

λ̃−1
m = ρ

(
Φ−1
m

)
= ‖|Φ−1

m ‖| = ‖|Λ−1/2
m Ψ̂−1

m Λ−1/2
m ‖| ≤ ‖|Λ−1/2

m ‖|2 ‖|Ψ̂−1
m ‖| = λ−1

Dm
µ̃−1
m ,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ Dm ❜② Dm sq✉❛r❡❞ ♠❛tr✐① A✱ ‖|A‖| = supx∈RDm{xAx′/xx′}✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
✭✷✳✸✹✮✳
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❋r♦♠ ✭✷✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✸✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

P

(
G

∁
)
≤

∑

m∈Mn

P
(
µ̃m < λ−1

Dm
sn/2

)
≤

∑

m∈Mn

P
(
µ̃m < λ−1

Dm
sn/2

)
.

◆♦✇✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ Mn✱ s✐♥❝❡ λ
−1
Dm

sn/2 ≤ n−2
sn/2 = 1− 1/

√
ln(n) < 1✱

µ̃m < λ−1
Dm

sn/2 ⇒ 1− µ̃m > 1− λ−1
Dm

sn/2

⇒ |1− µ̃m| > |1− λ−1
Dm

sn/2| ⇒ ρ(1−Ψm) > |1− λ−1
Dm

sn/2| = 1/
√

ln(n).

❍❡♥❝❡✱

P

(
G

∁
)
≤

∑

m∈Mn

P

(
ρ(1−Ψm) >

√
lnn

)
.

❆♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ m ∈ Mn✱ Dm ≤ DNn ≤ 20
√
n/(ln(n))3

P

(
G

∁
)
≤

∑

m∈Mn

2D2
m exp

(
− n

3b ln(n)D2
m

)
≤ 16000n3/2

(ln(n))9/2
exp

(
−(ln(n))2

1200b

)
.

✷✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ ✭P✮✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ β ∈ Wr
R✱

E[‖β̃(FPCR) − β‖2Γ] ≤ C1

(
min
m∈Mn

(
E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + pen(m)

)
+

1

n

)
,

❛♥❞

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ] ≤ C2

(
min
m∈Mn

(
E[‖β −Πmβ‖2Γ] + pen(m)

)
+

1

n

)
,

✇✐t❤ C1, C2 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n✳ ❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ β ∈ WR
r ✱

E[‖β −Πmβ‖2Γ] =
∑

j≥1

λj < β,ψj >
2≤ D−a−r

m

∑

j≥Dm

jr < β,ψj >
2≤ R2D−a−r

m .

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs (m∗
n)n∈N∗ s✉❝❤ t❤❛t

cn1/a+r+1 ≤ Dm∗
n
≤ Cn1/a+r+1 ❛♥❞ Dm∗

n
≤ Nn ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N∗, ✭✷✳✸✺✮

✇✐t❤ c, C t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞ ✉s t♦

sup
β∈WR

r

E[‖β −Πm∗
n
β‖2Γ] ≤ C ′n−

a+r
a+r+1 ,

❛♥❞
pen(m∗

n) ≤ C ′′n−
a+r

a+r+1 .



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✼✷

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞✿

E[‖β̃(KB) − β‖2Γ] ≤ C(3)n−
a+r

a+r+1 ,

✇✐t❤ C ′, C ′′ ❛♥❞ C(3) s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳
❲❡ ❞❡❛❧ ♥♦✇ ✇✐t❤ β̃(FPCR)✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t t❤❡ ❜✐❛s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❇②

▲❡♠♠❛ ✶✽ ♣✳✶✻✺✿

E

[
‖β − Π̂mβ‖2Γ

]
≤ 2‖β −Πmβ‖2Γ + C1

ln3(Dm + 1)

n
Dmax{(1−r)+,2−a−r}
m

+C2
ln9 n

n2
D(4+(a−r)+−2a)++2
m ,

✇✐t❤ C1, C2 > 0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ R✱ (α)+ = max{α, 0}✳ ❚❤❡♥ t❛❦✐♥❣
m = m∗

n ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t a+ r/2 > 2✳
❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭❊✮ ✐s tr❡❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t❛❦✐♥❣ c ln1/a n ≤ Dm∗

n
≤ C ln1/a n✳

�





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●❛ë❧❧❡ ❈❤❛❣♥②✱ ▲▼❘❙✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘♦✉❡♥✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ t②♣❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X ♣r♦✲

♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ r✐sq✉❡ ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡t ✉♥ r✐sq✉❡ ✐♥té❣ré✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡t ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ✿ ♥♦✉s ét❛✲

❜❧✐ss♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs

❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①

r✐sq✉❡s ✭♣♦♥❝t✉❡❧ ❡t ✐♥té❣ré✮✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s❡♠✐✲

♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

s✐♠✉❧é❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✿

❈❤❛❣♥②✱ ●✳ ❡t ❘♦❝❤❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛① ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✱ ❍❆▲ ✿ ❤❛❧✲✵✵✾✸✶✷✷✽✱ ❡♥ ré✈✐s✐♦♥✳

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✺ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✽✻

✸✳✺✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✺✳✷ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✺✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✻✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ (X,Y ) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✻✳✷ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✻✳✸ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✻✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✼ Pr♦♦❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✼✳✶ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✼✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸✳✼✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ s♠❛❧❧
❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✼✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✼✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✸✳✼✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✼✳✼ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✼✳✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ∈ H ❛♥❞
❛ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② Y ✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r X ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ Y ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X ✭✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦✈❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✮ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X ❞❡✜♥❡❞ ❜②

F x(y) := P(Y ≤ y|X = x), (x, y) ∈ H× R. ✭✸✳✶✮

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Yi), i = 1, ..., n} ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡
❝♦✉♣❧❡ (X,Y )✳

❘❡♠❛r❦ ✸✿ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
F x(y)✳ ❋♦r ❛❧❧ y ∈ R✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ P(Y ≤ y|X) ✐s σ(X)✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✭✇❤❡r❡ σ(X) ✐s
t❤❡ σ✲✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② X✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ : H× R → [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ x 7→ Φ(x, y) ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡❀



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✼✻

✕ Φ(X, y) = FX(y) ♣✳s✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② Φ(x, y) ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s x ✐s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉②♥❦✐♥✬s π − λ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ y 7→ Φ(x, y) ✐s
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❋✉❜✐♥✐✬s t❤❡♦r❡♠✳

❲❤❡♥ x ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X ✇❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ(x, y) ✐♥ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡
✇❛②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢✱ Φ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ✐♥t(❙✉♣♣(X))×R ✶ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ✐t ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦♥ ❙✉♣♣(X)× R ✷✳ ❆♥❞ ✐❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X ✐s ❝♦♥✈❡① ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥
X ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ (x, y) ∈ H × R✱ Φ(x, y) = Φ(πx, y) ✇❤❡r❡ π ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ X✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ F x(y) = Φ(x, y)✳

✸✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❋❡rr❛t② ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❋❡rr❛t②✱
▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❑❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛r❡ ❜✉✐❧t t♦ ❛❞❞r❡ss s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛③❛r❞ r❛t❡✱ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❆ ❧♦t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❡①t❡♥❞ ♦r ❛❞❛♣t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❘❛❝❤❞✐ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✼✮✱ ❋❡rr❛t②✱ ▼❛s✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞
❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣ ❛♥❞ ❘❤♦♠❛r✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢
▼❛sr② ✭✷✵✵✺✮✱ ❆s♣✐r♦t✱ ❇❡rt✐♥✱ ❛♥❞ P❡r❡r❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ▲❛✐❜ ❛♥❞ ▲♦✉❛♥✐ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣✱
❑❛✐❞✱ ❛♥❞ ▲❛❦s❛❝✐ ✭✷✵✶✷✮ ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭α✲♠✐①✐♥❣✱ ❡r❣♦❞✐❝ ♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
♣r♦❝❡ss❡s✮✳ ❘♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈r❛♠❜❡s✱ ❉❡❧s♦❧✱ ❛♥❞
▲❛❦s❛❝✐✱ ✷✵✵✽❀ ❆③③❡❞✐♥❡✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❖✉❧❞✲❙❛ï❞✱ ✷✵✵✽❀ ●❤❡r✐❜❛❧❧❛❤✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❙❡❦❦❛❧✱
✷✵✶✸✳ ▼♦st ♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ✭❛❧♠♦st✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t②✱✳✳✳✮✳ ❇✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❡✇ ♣❛♣❡rs
t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❘❛❝❤❞✐ ❛♥❞ ❱✐❡✉✱ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❇❡♥❤❡♥♥✐✱ ❋❡rr❛t②✱
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦
❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜② ❙❤❛♥❣✱ ✷✵✶✸✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✱ ✇❤✐❝❤
s❛t✐s✜❡s ♥♦♥❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞r❛✇s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❜♦t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❡♣s❦✐ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ♦❢ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐ ✷✵✶✶✮
❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ϕ(h) = P(d(X, 0) ≤ h) t♦ ✵✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♠✐✲♥♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✶✳ ✐♥t(❙✉♣♣(X))✿ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X

✷✳ ❙✉♣♣(X)✿ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X



✼✼ ✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

F̂ xh (y) :=
n∑

i=1

W
(i)
h (x)1{Yi≤y} ✇❤❡r❡ W (i)

h (x) :=
Kh(d(Xi, x))∑n
j=1Kh(d(Xj , x))

, ✭✸✳✷✮

❢♦r ❛♥② (x, y) ∈ H × R✱ ✇✐t❤ d ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡♠✐✲♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱ Kh : t 7→
K(t/h)/h✱ ❢♦r K ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s

∫
R
K(t)dt = 1✮ ❛♥❞ h ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡

d(x, x′) := ‖x− x′‖, x, x′ ∈ H. ✭✸✳✸✮

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✻✮ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛
✐s ❤✐❣❤ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s q✉✐t❡ s❧♦✇ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❡♠✐✲
♥♦r♠✳ ❚♦ ❜②♣❛ss t❤✐s ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▼❛sr②
✷✵✵✺❀ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✻❀ ●❡❡♥❡♥s ✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ‖·‖
✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✸✳✷✮ ❜② ❛ s❡♠✐✲♥♦r♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♠✐✲♥♦r♠s
❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✇❛②

F̂ xh,p(y) :=

n∑

i=1

W
(i)
h,p(x)1{Yi≤y} ✇✐t❤ W (i)

h,p(x) :=
Kh(dp(Xi, x))∑n
j=1Kh(dp(Xj , x))

, ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ d2p(x, x
′) :=

∑p
j=1〈x − x′, ej〉2 ❛♥❞ (ej)j≥1 ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ H✳ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r

❛♠♦✉♥ts t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

✸✳✶✳✸ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ r✐s❦s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ r✐s❦s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ (x, y) 7→ F x(y)✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ♠❡❛♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✳

❚❤❡ ✜rst ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦ ✐♥ x✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ y✿

E

[
‖F̂ x0h − F x0‖2D

]
,

❢♦r ❛ ✜①❡❞ x0 ∈ H✱ D ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ R ❛♥❞

‖f‖2D :=

∫

D
f(t)2dt,

❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❍✐❧❜❡rt ♥♦r♠ ♦❢ H ✐s ‖.‖✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② |D| :=
∫
D dt t❤❡

▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t D✳
◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ PX ♦❢ X✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1B(X ′)

]
= E

[∫

D

∫

B

(
F̂ xh (y)− F x(y)

)2
dydPX(x)

]
, ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ X ′ ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ X ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ B ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ H✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✼✽

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r✐s❦s ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ FXn+1 ✇❤❡r❡ Xn+1 ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ X ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♦r ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✳❞✳❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ X = x0 ✇❤❡r❡ x0 ✐s ❛ ♣♦✐♥t
❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛s❡t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✱
t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛t ❝♦♥t❡♥t Y ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝
❝✉r✈❡ X ′ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s X✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x0✱ ✇❤❡r❡ x0 ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ H ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❛t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘❛♠s❛② ❛♥❞ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺❀ ❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t②✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✶✾✾✾✮ ✇❤❡r❡
❡✐t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❝✉r✈❡s ✭❈r❛♠❜❡s✱ ❑♥❡✐♣✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛✱ ✷✵✵✾✮ ♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r ♦✈❡r ❛ ✜①❡❞ ❝✉r✈❡ ✭❈❛✐ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ✷✵✵✻✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♠❡❛s✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡
❡✳❣✳ ❉❡❧❛✐❣❧❡ ❛♥❞ ❍❛❧❧ ✷✵✶✵❀ ❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣ ❛♥❞ ❨❛♦ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❤❛♥❞ ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ X✳

✸✳✶✳✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✸✳✷✮ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ✐s s❤♦✇♥ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳ ❘❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ t❤❡ r❛t❡s ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛r❡ q✉✐t❡ s❧♦✇✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ r❛t❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s❡♠✐✲♠❡tr✐❝ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❡st✐♠❛t♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❣♦✐♥❣ ♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② st✉❞② ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳

✸✳✷ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ✜①❡❞

❜❛♥❞✇✐❞t❤

✸✳✷✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ϕx t❤❡ s❤✐❢t❡❞ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

ϕx(h) = P(‖X − x‖ ≤ h), h > 0, x ∈ H.

❲❡ ✇r✐t❡ ϕ(h) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ϕ0(h)✳ ■❢ X ′ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ϕX
′
✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠❛❧❧

❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ ϕX
′
(h) = PX′(‖X − X ′‖ ≤ h)✱ ✇❤❡r❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ PX′ ✭r❡s♣✳

EX′ ✱ VarX′✮ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭r❡s♣✳ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❣✐✈❡♥ X ′✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ X ✐s ❝❡♥tr❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡



✼✾ ✸✳✷✳ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✳
HK ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ✐s ♦❢ t②♣❡ ■ ✭❋❡rr❛t② ❛♥❞ ❱✐❡✉✱ ✷✵✵✻✮ ✐✳❡✳ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ✐♥ [0, 1] ❛♥❞
t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts cK , CK > 0 s✉❝❤ t❤❛t

cK1[0,1] ≤ K ≤ CK1[0,1].

HF ❚❤❡r❡ ❡①✐sts β ∈]0, 1[ s✉❝❤ t❤❛t F x ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ Fβ ✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢
t❤❡ ♠❛♣s (x, y) ∈ H× R 7→ F x(y) s✉❝❤ t❤❛t✿
✕ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ H✱ F x ✐s ❛ ❝✳❞✳❢❀
✕ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t CD > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x, x′ ∈ H

‖F x − F x
′‖D ≤ CD‖x− x′‖β .

Hϕ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts cϕ, Cϕ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ h ∈ R✱ ❢♦r ❛❧❧ x0 ∈ B✱

cϕϕ(h) ≤ ϕx0(h) ≤ Cϕϕ(h).

❆ss✉♠♣t✐♦♥ HK ✐s q✉✐t❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❋❡rr❛t②✱
▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✻❀ ❇✉r❜❛✱ ❋❡rr❛t②✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✾❀ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✳
❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜✉t ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ✐t ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥t❡①t
r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛♥❞ ✐t ✐s st✐❧❧✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ HF ✐s ❛♥ ❍ö❧❞❡r✲t②♣❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣ x 7→ F x✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✷✮ ♦❢ ❋❡rr❛t②✱
▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ♦r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✷✬✮ ♦❢ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆♦t❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r✐s❦s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y✱ ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣ y 7→ F x(y) ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❤❡r❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✳❞✳❢ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✐s r❡❛❧✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❣✐✈❡♥
❜② ❇r✉♥❡❧✱ ❈♦♠t❡✱ ❛♥❞ ▲❛❝♦✉r ✭✷✵✶✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ F ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ x✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ Y = m(X) + ε✱ ✇❤❡r❡ m ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ε ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ X✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F x(y) = P(m(x) + ε ≤ y) = Fε(y −m(x)) ✇❤❡r❡ Fε ✐s
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ F x ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ x ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❜♦t❤ m ❛♥❞ Fε✿ ✐❢ Fε ✐s β1✲❤ö❧❞❡r✐❛♥ ❛♥❞ m ✐s β2✲❤ö❧❞❡r✐❛♥
✇✐t❤ β = β1β2✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❡❛s✐❧② t❤❛t HF ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hϕ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✻❀
❇✉r❜❛✱ ❋❡rr❛t②✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✷✵✵✾❀ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Hϕ ✐s r❡❛✲
s♦♥❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢✉❧✜❧❧ ✐t ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t B ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡t
♦❢ H✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ Cϕ = 1 t❤❛♥❦s t♦ ❆♥❞❡rs♦♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭❆♥✲
❞❡rs♦♥✱ ✶✾✺✺✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ▲✐ ❛♥❞ ❙❤❛♦ ✷✵✵✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✸ ♦r ❍♦✛♠❛♥♥✲❏ør❣❡♥s❡♥✱ ❙❤❡♣♣✱
❛♥❞ ❉✉❞❧❡② ✶✾✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✱ ♣✳✸✷✷✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❍♦✛♠❛♥♥✲❏ør❣❡♥s❡♥✱ ❙❤❡♣♣✱ ❛♥❞ ❉✉❞❧❡②
✭✶✾✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✱ ♣✳✸✷✷✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ cϕ := e−R

2/2

✇❤❡r❡ R := max{‖x‖, x ∈ B} ✳

✸✳✷✳✷ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r
t❤❡ r✐s❦✿



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✵

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s HK ❛♥❞ HF ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ▲❡t h > 0 ❜❡ ✜①❡❞✳

✭✐✮ ❋♦r ❛❧❧ x0 ∈ H ✇❡ ❤❛✈❡

E

[∥∥∥F̂ x0h − F x0
∥∥∥
2

D

]
≤ C

(
h2β +

1

nϕx0(h)

)
, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ cK ✱ CK ✱ |D| ❛♥❞ CD✳

✭✐✐✮ ■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hϕ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1B(X ′)

]
≤ C

(
h2β +

1

nϕ(h)

)
, ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ cK ✱ CK ✱ cϕ✱ Cϕ✱ |D| ❛♥❞ CD✳

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜✐❛s
t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ h ❣♦❡s t♦ 0 ✭s✐♥❝❡ ϕx0(h)
❛♥❞ ϕ(h) ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ 0 ✇❤❡♥ h → 0✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✮ ❛♥❞ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr❛✲lnn ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢ ♦♥❡
✇❛♥ts t♦ ❝❤♦♦s❡ h ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ h∗ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♦r❛❝❧❡✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

h∗ = ❛r❣min
h

E

[∥∥∥F̂X′
h − FX

′
∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]
. ✭✸✳✽✮

■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r s✐♥❝❡ ✐t ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥❞❡① β
♦❢ F ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ϕ(h) ♦❢ X t♦ 0✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛✳

✸✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❘❡♠❛r❦ ✹ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✸✳✸✳✶ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs F̂h ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✷✮ ❢♦r ❛♥② h > 0✳ ▲❡t Hn ❜❡
❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ ✇✐t❤ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡❝✐s❡❞
❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❛♥② h ∈ Hn✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ϕ(h) = P(‖X‖ ≤
h) ✐s

ϕ̂(h) =
1

n

n∑

i=1

1{‖Xi‖≤h}. ✭✸✳✾✮



✽✶ ✸✳✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋♦r ❛♥② h ∈ Hn✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

Â(h) = max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V̂ (h′)

)

+

, V̂ (h) =




κ
3 ln(n)

2nϕ̂(h)
✐❢ ϕ̂(h) 6= 0

+∞ ♦t❤❡r✇✐s❡,
✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ κ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♥❡✐t❤❡r ♦♥ h✱ ♥♦r ♦♥ n✱ ♥♦r
♦♥ FX

′
✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② V̂ (h) ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ✭s❡❡

✭✸✳✼✮✮ ❛♥❞ Â(h) ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✷✮✳ ❚❤✐s
♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✿

ĥ = ❛r❣♠✐♥h∈Hn

{
Â(h) + V̂ (h)

}
.

❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s F̂
ĥ
✳

❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜♦t❤ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❡♣s❦✐ ♠❡t❤♦❞
✭s❡❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❜② ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✜rst ❞❡✜♥❡ ✑✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✑ ❡st✐♠❛t❡s F̂X

′
h,h′ ✭h, h

′ ∈ Hn✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ F̂X

′
h,h′ = F̂X

′
h∨h′ ✐♥ ✭✸✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

❈❤❛❣♥② ✭✷✵✶✸❜✮ ♦r ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✉s✱ V (h)

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣❤❉ ♦❢ ❈❤❛❣♥② ✭✷✵✶✸❛✱ ♣✳✶✼✵✮
❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ h ∨ h′ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❑❡r❦②❛❝❤❛r✐❛♥✱ ▲❡♣s❦✐✱ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✱ ✷✵✵✶✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
r❡❝❡♥t❧②✱ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐✱ ✷✵✶✸❜✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

Hb ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Hn ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿
Hb1 ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② n✱
Hb2 ❢♦r ❛♥② h ∈ Hn✱ ϕ(h) ≥ C0 ln(n)/n✱ ✇❤❡r❡ C0 > 0 ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t
✭s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s✮✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb1 ✜①❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✿ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♦❢ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤
♣❡r♠✐ts t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb2 s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥st❛♥t C0 ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛
r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s Ĥn ✈❡r✐❢②✐♥❣✱ ❢♦r ❛❧❧ h ∈ Ĥn✱ ϕ̂(h) ≥ 2Ĉ0 ln(n)/n ✇❤❡r❡
ϕ̂ ❛♥❞ Ĉ0 ❛r❡ s♦♠❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ϕ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✮ ❛♥❞ C0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❦❡❡♣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb2 ✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✷

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❆ss✉♠❡ HK ✱ Hϕ✱ HF ✱ Hb ❛♥❞ t❤❛t n ≥ 3✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts c, C > 0

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ cK ✱ CK ✱ cϕ✱ Cϕ✱ |D|✱ CD s✉❝❤ t❤❛t

sup
F∈Fβ

E

[∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]
≤ c min

h∈Hn

{
h2β +

ln(n)

nϕ(h)

}
+
C

n
. ✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛♥ ♦r❛❝❧❡✲✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
ĥ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r❛❝❧❡ h∗ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✽✮✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t c✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡♠❛✐♥❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r 1/n ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ln(n)

❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❡①tr❛✲q✉❛♥t✐t② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ t❡r♠ V (h)✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭❇r✉♥❡❧✱ ❈♦♠t❡✱ ❛♥❞ ▲❛❝♦✉r✱
✷✵✶✵❀ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✶✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① s❡♥s❡
✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✼✮
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X✱ t❤r♦✉❣❤ ✐ts s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣❡♥❛❧t② t❡r♠ V (h) = κ ln(n)/(nϕ(h))✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡ ♣❧✉❣ ✭✸✳✾✮✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ϕ(h) ✐♥ V̂ (h)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ V̂ (h) r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt V (h) = κ ln(n)/(nϕ(h))✳

❘❡♠❛r❦ ✹✿ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ r❡♣❧❛❝❡
ϕ̂(h) ✐♥ ✭✸✳✶✵✮ ❜② ϕ̂x0(h) =

∑n
i=1 1{‖Xi−x0‖)≤h}/n ❛♥❞ X ′ ❜② x0 ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Â(h)✳

✸✳✹ ▼✐♥✐♠❛① r❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ F̂h∗ ✇✐t❤ h∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭✸✳✽✮✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r F̂

ĥ
✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❝✳❞✳❢✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧
❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ X✳

✸✳✹✳✶ ❙♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ h∗✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✶✶✮ r❡q✉✐r❡ t♦ ✜① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ϕ(h)✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❛t❡s ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ③❡r♦ ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡
r❛t❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇
❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳



✽✸ ✸✳✹✳ ▼✐♥✐♠❛① r❛t❡s

HX ❚❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts c1, C1 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ϕx0(h) s❛t✐s✜❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛♥② h > 0✳
HX,L ❚❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts γ1, γ2 ∈ R✱ ❛♥❞ α > 0 s✉❝❤ t❤❛t
c1h

γ1 exp(−c2h−α) ≤ ϕx0(h) ≤ C1h
γ2 exp(−c2h−α)❀

HX,M ❚❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts γ1, γ2 ∈ R✱ ❛♥❞ α > 1✱ s✉❝❤ t❤❛t
c1h

γ1 exp(−c2 lnα(1/h)) ≤ ϕx0(h) ≤ C1h
γ2 exp(−c2 lnα(1/h))❀

HX,F ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t γ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t c1hγ ≤ ϕx0(h) ≤ C1h
γ ✱

✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t x0 = 0 ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✳

❙✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❤❡❛✈✐❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ : f ∈ H 7→ Γf ∈ H ✇✐t❤ Γf(s) = 〈f,❈♦✈(X., Xs)〉✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡
❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

X =
∑

j≥1

√
λjηjψj , ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ (ηj)j≥1 ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡❛❧✲r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ (λj)j≥1 ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✭t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Γ✮ ❛♥❞ (ψj)j≥1 ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ H✳ ❲❤❡♥
X r❡❛❧❧② ❧✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❡t {j ≥ 1, λj > 0} ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ϕ(h) ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛♥②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ h ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▼❛s ✷✵✶✷✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ♣✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
HX,L ❛♥❞ HX,M ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛
❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦✇❡r ϕ(h) ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ X ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λj)j s✉❝❤ t❤❛t cj−2a ≤
λj ≤ Cj−2a✱ a ≥ 1/2 ✭c, C > 0✮✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,L ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ γ1 = γ2 = (3 −
a)/(2a− 1)✱ c2 = a(2a/(2a− 1))1/(2a−1) ❛♥❞ α = 1/(a− 1/2) ✭❍♦✛♠❛♥♥✲❏ør❣❡♥s❡♥✱ ❙❤❡♣♣✱
❛♥❞ ❉✉❞❧❡② ✶✾✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✹✳✺✱ ♣✳✸✸✸✲✸✸✹✮✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❝❛② ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ ✇✐t❤ a = 1 ✭s❡❡ ❆s❤
❛♥❞ ●❛r❞♥❡r ✶✾✼✺ ♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ ♣✳✻✮✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐❢ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠
s❡r✐❡s X =

∑
j≥1 j

−2aZj ✱ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s Zi ✇✐t❤ ❛ ❝✳❞✳❢✳ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛t ✵ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥❞❡①✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ γ1, γ2✱ ❛♥❞ α s✉❝❤ t❤❛t HX,L ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✭s❡❡ ❉✉♥❦❡r✱ ▲✐❢s❤✐ts✱
❛♥❞ ▲✐♥❞❡ ✶✾✾✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ♣✳✶✶ ❛♥❞ ❛❧s♦ ▼❛s ✷✵✶✷✱ ✭✶✾✮ ♣✳✾✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ HX,M

t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡
✭s❡❡ ❉✉♥❦❡r✱ ▲✐❢s❤✐ts✱ ❛♥❞ ▲✐♥❞❡ ✶✾✾✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ♣✳✶✷✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ c exp(−2j)/j ≤ λj ≤ C exp(−2j)/j✱ ✇❡ ❤❛✈❡ c2 = 1/2 ❛♥❞ α = 2 ✐♥ HX,M

✭❍♦✛♠❛♥♥✲❏ør❣❡♥s❡♥✱ ❙❤❡♣♣✱ ❛♥❞ ❉✉❞❧❡②✱ ✶✾✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✹✳✼✱ ♣♣✳ ✸✸✸ ❛♥❞
✸✸✻✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❛t HX,F ♦♥❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭t❤❡ s❡t {j, λj > 0} ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✮✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ HX,M ✭✇✐t❤ α = 1✱ γ1 = γ2 = 0✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦✉r
♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ st✉❞② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱
✇❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛t❡s ✭✉♣♣❡r ❛♥❞
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝✳❞✳❢✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♣r♦❝❡ss❡s
✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧ HX,F ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ t♦ ✇❤♦♠
X ❜❡❧♦♥❣s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✹

HX,L HX,M HX,F

✭❧♦✇❡r r❛t❡✮ ✭♠❡❞✐✉♠ r❛t❡✮ ✭❢❛st r❛t❡✮

✭❛✮ ❘❛t❡s ❢♦r F̂h∗ (ln(n))−2β/α exp

(
− 2β

c
1/α
2

ln1/α(n)

)
n
− 2β

2β+γ
✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✮

✭❜✮ ❘❛t❡s ❢♦r F̂
ĥ (ln(n))−2β/α exp

(
− 2β

c
1/α
2

ln1/α(n)

) (
n

ln(n)

)− 2β
2β+γ

✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✮

✭❝✮ ▼✐♥✐♠❛① r✐s❦
(ln(n))−2β/α exp

(
− 2β

c
1/α
2

ln1/α(n)

)
n
− 2β

2β+γ
✭❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❘❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❧✐♥❡ ✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r
✭❧✐♥❡ ✭❜✮✮✳ ▼✐♥✐♠❛① ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✭❧✐♥❡ ✭❝✮✮✳

✸✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t♦rs✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ✭❛✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✲

✇✐s❡ r✐s❦ E[‖F̂ x0h∗ − F x0‖2], ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ E[‖F̂X′
h∗ − FX

′‖2D] ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ F̂h∗

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧✐♥❡ ✭❛✮✳

✭❜✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦

E[‖F̂X′

ĥ
− FX

′‖2D1B(X ′)] ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r F̂
ĥ
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧✐♥❡ ✭❜✮✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s HX,L✱ HX,M ✱ ❛♥❞ HX,F ✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✭t❤❛t ✐s t❤❡
❧❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ X ✐s✮✱ t❤❡ s❧♦✇❡r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
✐s✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss X ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s HX,L✱ t❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✑❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✑ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳
❙✐♠✐❧❛r r❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❜② ▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X ✐s ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ✐♥✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M ✱ t❤❡ r❛t❡s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
❢❛st❡r t❤❛♥ ❛♥② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,F ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡
❢❛st❡r r❛t❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡✳

❘❡♠❛r❦ ✺✿ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ✈❛r✐♦✉s r❛t❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ X✳



✽✺ ✸✳✹✳ ▼✐♥✐♠❛① r❛t❡s

❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♠ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs
❛r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✑s✉♣❡rs♠♦♦t❤✑ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ r❡❝♦✈❡r ✑♦r❞✐♥❛r②s♠♦♦t❤✑✱
❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✑s✉♣❡rs♠♦♦t❤✑ s✐❣♥❛❧✱ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛t ❧❡❛st
r❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▲❛❝♦✉r ✷✵✵✻❀
❈♦♠t❡ ❛♥❞ ▲❛❝♦✉r ✷✵✶✵✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠
❢❛❝t♦r ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭❛✮ t♦ ❧✐♥❡
✭❜✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♦r❛❝❧❡ r❛t❡ ✐❢ HX,L

♦r HX,M ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦ss ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛t❡s✳

✸✳✹✳✸ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

❲❡ ♥♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ r✐s❦s ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs s✉❣❣❡st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛①
s❡♥s❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ Fβ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥✲str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t HX ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t n ≥ 3✳

✭✐✮ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r✐s❦ inf
F̂
supF∈Fβ

EF [‖F̂ x0 −F x0‖2] ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❧✐♥❡ ✭❝✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

✭✐✐✮ ❆ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t B ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❜❛❧❧ {x ∈ H, ‖x‖ ≤ ρ} ✇❤❡r❡ ρ > 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t

t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts c2, C2 > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r

❛❧❧ h > 0✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ B✱

ϕ(h) > 0 ❛♥❞ c2ϕ(h) ≤ ϕx(h) ≤ C2ϕ(h). ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r✐s❦ inf
F̂
supF∈Fβ

EF [‖F̂X
′ −FX

′‖2D1B(X ′)] ✐s ❛❧s♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞

❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❧✐♥❡ ✭❝✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✲

s❛♠♣❧❡ (Xi, Yi)i=1,...,n✳ ■♥ ✭✐✮✱ EF ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ {(Xi, Yi), i =

1, . . . , n} ❛♥❞ ✐♥ ✭✐✐✮✱ EF ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ {{(Xi, Yi), i = 1, . . . , n}, X ′}
✇❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ H✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ ♦❢ Yi ❣✐✈❡♥ Xi = x ✐s F x✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ♥♦t ♦♥❧②
❛♠♦♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs ❜✉t ❛❧s♦ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s HX,L ❛♥❞ HX,M ✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r F̂

ĥ
✐s t❤✉s ❜♦t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① s❡♥s❡s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡✇ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳
❯♥❞❡r HX,F ✱ ✇✐t❤ γ = 1✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ♦❢
❇r✉♥❡❧✱ ❈♦♠t❡✱ ❛♥❞ ▲❛❝♦✉r ✭✷✵✶✵✮ ♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ♦❢ P❧❛♥❝❛❞❡ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❝✳❞✳❢✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✱ ♦✈❡r ❇❡s♦✈ ❜❛❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✮ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✻

✸✳✺ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s♣❛❝❡s

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ X ❧✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s HX,M ❛♥❞ HX,L✮✱ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ s❧♦✇✳ ❚❤✐s ✑❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✑
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♠✐✲♠❡tr✐❝s dp✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✭✸✳✹✮✱ ❤❛s t❤✉s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉❡✜♥✐♥❣ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♠♦✉♥ts t♦
♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ϕp(h) := P (dp(x, 0) ≤ h) ∼h→0 C(p)h

p ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♦❢
♦r❞❡r 1/(nhp)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ s✐t✉❛✲
t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,F ✇✐t❤ γ = p✿ HX,F ❛♠♦✉♥ts t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡
❝✉r✈❡ X ❧✐❡s ❛✳s✳ ✐♥ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮ ✇❤❡r❡❛s✱ ❤❡r❡✱
t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜✉t ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡✳

❆ ✜rst t❤✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ✐s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ HF ✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ r❡♠❛✐♥s
tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ F̂h,p ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧✐♥❡ ✭❝✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r F̂h,p ❝❛♥♥♦t
❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❛t❡s t❤❛♥ ♦✉r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r F̂

ĥ
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs (p, h) ✐s ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❜❡❧♦✇✱ ♣r♦❥❡❝t ❞❛t❛
❛❧s♦ ❛❞❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✸✳✺✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

H ′
ϕ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts cϕ, Cϕ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ h ∈ R✱ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ N∗✱

cϕϕp(h)1B(X
′) ≤ ϕX

′
p (h)1B(X

′) ≤ Cϕϕp(h)1B(X
′) ❛✳s✳,

✇❤❡r❡ X ′ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♣② ♦❢ X ❛♥❞ ϕX
′

p (h) := PX′ (dp(X,X
′) ≤ h)✳

Hξ ▲❡t ξj := 〈X, ej〉/σj ✇❤❡r❡ σj := ❱❛r(〈X, ej〉)✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✐s ✈❡r✐✜❡❞✿
H ind
ξ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s (ξj)j≥1 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t Cξ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1

E

[
ξβj

]
≤ Cξ;

Hb
ξ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t Cξ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱

|ξj | ≤ Cξ ❛✳s✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥H ′
ϕ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hϕ r❡♣❧❛❝✐♥❣ d ❜② dp✳ ■❢ X ✐s ❛

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r (〈X, e1〉, . . . , 〈X, ep〉) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hϕ

✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t B ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ H ind
ξ ✐s tr✉❡ ✐❢ X ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ (ej)j≥1 ✐s t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❜❛s✐s ♦❢ X ✭s❡❡ ✭✸✳✶✷✮ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❆s❤ ❛♥❞



✽✼ ✸✳✺✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s

●❛r❞♥❡r ✶✾✼✺✮ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb
ξ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t X ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✳s✳ ❲❡ ❛r❡

❛✇❛r❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥sH ind
ξ ❛♥❞Hb

ξ ❛r❡ str♦♥❣ s✐♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡
❜❛s✐s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧② ❛✐♠ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✳ ❆ ❢✉rt❤❡r st✉❞②
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜✉t t❤✐s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✸✳✺✳✷ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s HK ✱ HF ❛♥❞ Hξ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ▲❡t h > 0 ❛♥❞ p ∈ N∗

❜❡ ✜①❡❞✳

✭✐✮ ❋♦r ❛❧❧ x0 ∈ H ✇❡ ❤❛✈❡

E

[∥∥∥F̂ x0h,p − F x0
∥∥∥
2

D

]
≤ C


h2β +


∑

j>p

σ2j



β

+


∑

j>p

〈x0, ej〉2


β

+
1

nϕx0p (h)


 ,

✭✸✳✶✹✮
✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Cξ✱ β✱ cK ✱ CK ✱ |D| ❛♥❞ CD✳

✭✐✐✮ ■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hϕ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱

E

[
‖F̂X′

h,p − FX
′‖2D1B(X ′)

]
≤ C


h2β +


∑

j>p

σ2j



β

+
1

nϕp(h)


 , ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Cξ✱ β✱ cK ✱ CK ✱ cϕ✱ Cϕ✱ |D| ❛♥❞ CD✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s t❡r♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞
❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
HF ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮ ✐s ❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✷✮ ♦❢ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉
✭✷✵✵✻✮ ♦r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✷✬✮ ♦❢ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ H ✇❤❡r❡❛s t❤❡✐r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲♥♦r♠
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❤❡r❡ dp✮✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♠✐✲♥♦r♠s✱
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✵✮ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F x ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ (〈x, ej〉)1≤j≤p✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ x ❛♥❞
x′ s✉❝❤ t❤❛t 〈x, ej〉 = 〈x′, ej〉 ❢♦r j = 1, . . . , p ✭❜✉t 〈x, ej〉 6= 〈x′, ej〉 ❢♦r ❛ j > p✮✱ ❜♦t❤ ✭❍✷✮
❛♥❞ ✭❍✷✬✮ ✐♠♣❧② t❤❛t F x(y) = F x

′
(y) ❢♦r ❛❧❧ y✳ ❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡✳

❘❡♠❛r❦ ✻✿ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✸✳✹✮ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ p ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦
♥♦t❡❞ ❜② ▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ✐♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✱ ♣✳✹✮✳ ■t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❧♦♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧

X ❧✐❡s ❛✳s✳ ✐♥ (s♣❛♥{e1, . . . , ep})⊥✱ t❤❡♥ dp(Xi, x) =
√∑p

j=1〈x, ej〉2 ❛✳s✳ ❛♥❞ F̂ xh,p(y) =

1
n

∑n
i=1 1{Yi≤y} ✐❢ Kh

(√∑p
j=1〈x, ej〉2

)
6= 0 ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r

✐s t❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ❡①✐sts F x(y) 6= P(Y ≤ y) ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ D ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ p < +∞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ j > p s✉❝❤ t❤❛t σj > 0✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✽

✸✳✺✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ r❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐♥ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s HX,F ❛♥❞ HX,M ✳

✸✳✺✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,F

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ X ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✷✮✳ ❋♦r ❛ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ηj ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧✱ (λj)j≥1 ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ (ψj)j≥1 ❛ ❜❛s✐s ♦❢ H✳ ■❢ λγ+1 = 0 ❛♥❞ λγ > 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡
❧❛✇ ♦❢ (η1, . . . , ηγ) ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,F ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ♠❛② t❤❡♥
♦❝❝✉r✳

✕ ■❢ ej = ±ψj ❢♦r ❛❧❧ j✱ t❤❡♥ σ2j = E[〈X, ej〉2] = E[〈X,ψj〉2] = λj ❛♥❞ σj = 0 ❢♦r
j > γ✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✺✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ (p, h)✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦
✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Cn−2β/(2β+γ) ✇❤✐❝❤ ✜ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✹✮✱ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦ ✐s ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠

∑
j>p〈x0, ej〉2 ❛♥❞ t❤❡

♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢ x0 ∈ s♣❛♥{e1, . . . , ep}✳
✕ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❜❛s✐s (ej)j≥1 ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ej = ψj ❢♦r j /∈ {γ, γ+ l}
✭l > 0✮✱ eγ = ψγ+l ❛♥❞ eγ+l = ψγ ✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞
❜② Cn−2β/(2β+γ+l) ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ✐s n−2β/(2β+γ)✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t F̂h,p ❝❛♥
♥♦t ❛tt❛✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳

✸✳✺✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M

❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❛t (ξ1, . . . , ξp)

❛❞♠✐ts ❛ ❞❡♥s✐t② fp ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Rp ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❛

♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✵ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s

fp(0) > 0.

❆ss✉♠❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st δ > 1✱ c > 0 s✉❝❤ t❤❛t
∑

j>p σ
2
j ≤ cp−2δ+1✳

✭✐✮ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ x0 ∈ H s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st δ′ > 1✱ c′ > 0 s✉❝❤ t❤❛t
∑

j>p〈x0, ej〉2 ≤
c′p−δ

′+1 ✇❡ ❤❛✈❡

E

[
‖F̂ x0h,p − F x0‖2D

]
≤ C

(
ln(n)

ln(ln(n))

)β(1−2min{δ,δ′})
,

❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ C > 0 ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝♦♥st❛♥t✳

✭✐✐✮ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

E

[
‖F̂X′

h,p − FX
′‖2D
]
≤ C

(
ln(n)

ln(ln(n))

)β(1−2δ)

,

❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ C > 0 ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝♦♥st❛♥t✳



✽✾ ✸✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

■❢ cj−2a ≤ λj ≤ Cj−2a✱ ❢♦r t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts c, C > 0✱ t❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞
✇✐t❤ α = 1/(a− 1/2)✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ✐❢ δ = a ✭❛❞❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ δ′ ≥ a ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ P❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✺✳✸✳✶✿ ✐❢
ej = ±ψj ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1 ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ s✐♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❜❛s✐s
(ψj)j≥1 ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✮ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ p ❛♥❞ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✉♣
t♦ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢❛❝t♦r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦ ✉♥❞❡r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ x0✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

✸✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

✸✳✻✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ (X, Y )

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ X ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

X(t) :=
J∑

j=1

√
λjξjψj(t) + ξ0,

✇❤❡r❡ (λj)j≥1 ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t

∑

j≥1

λj < +∞,

(ξj)j≥0 ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞

ψj(t) :=
√
2 sin(π(j − 0.5)t).

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss X ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ✐♥ ❛
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,F ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r γ = J ✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ J ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉❝❤ t❤❛t

∑
j>J λj ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦∑J

j=1 λj ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ J = 150✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

X(t) =
J∑

j=1

√
λjξjψj(t) ≈

∑

j≥1

√
λjξjψj(t)

❛♥❞ X ❤❛s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱

λj = j−2,

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,L✱ ❛♥❞

λj = e−2j/j

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤
♣r♦❝❡ss❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❜❡❧♦✇✿

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✭r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ Y = 〈β,X〉2 + ε ✇✐t❤ β(t) = sin(4πt) ❛♥❞ ε ∼ N (0, σ2)✱



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✵

λj = j−2 ❛♥❞ J = 2 ✭HX,F ✱ γ = 3✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 10 ✭HX,F ✱ γ = 11✮
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λj = e−2j/j ❛♥❞ J = 150 ✭HX,M ✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 150 ✭HX,L✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ X✳



✾✶ ✸✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

✇❤❡r❡ ε ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ X ❛♥❞ σ2 = 0.1✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x ✐s

F 1,x(y) := Φ((y − 〈β, x〉2)/σ),

✇❤❡r❡ Φ(z) = P(Z ≤ z) ❢♦r ❛ Z ∼ N (0, 1)❀

❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✭●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x

✐s 0.5N (8− 4‖x‖, 1) + 0.5N (8 + 4‖x‖, 1)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s

F 2,x(y) := 0.5Φ(8− 4‖x‖) + 0.5Φ(8 + 4‖x‖).

✸✳✻✳✷ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ ✭✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HK✮

K(t) =

{
1 ✐❢ t ∈ [0, 1]

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Hn ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Hn := {C/k, k = 1, . . . , kmax} .

❲❡ s❡❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢K✱ ✐t ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ✇❤✐❝❤ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ max{‖Xi−x0‖, i = 1, . . . , n}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ h > max{‖Xi−x0‖, i = 1, . . . , n}
✇❡ ❤❛✈❡ Kh(‖Xi − x0‖) = 1 ❛♥❞ F̂h(y) = 1

n

∑n
i=1 1{Yi≤y}✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t C = max{‖Xi −

x0‖, i = 1, . . . , n}✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ϕ̂(h) ✐s ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb2 ❛♥❞

❛❧s♦ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ V̂ (h)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ kmax s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
h ∈ Hn✱

ϕ̂(h) ≥ lnn

n
.

❲❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ C/kmax ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r lnn/n ♦❢ {‖Xi‖, i =
1, . . . , n}✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ κ

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

ĥ ∈ argminh∈Hn

{
A(h) + κ

lnn

nϕ̂(h)

}
,
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❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✭r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✭●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P❧♦t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ r✐s❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ κ✳ ❇❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✿ HX,F ✇✐t❤
γ = 2✱ r❡❞ ❝✉r✈❡s✿ HX,F ✇✐t❤ γ = 10✱ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡s✿ HX,M ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✿ HX,L✱ n = 500✳

✇❤❡r❡ A(h) ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ F̂h ❛♥❞ nϕ̂(h) ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ F̂h✳ ❘♦✉❣❤❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✿

✕ ■❢ κ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ A(h) ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ t❡r♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s t❡r♠ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
✇✐t❤ h✱ ✇❡ s❡❧❡❝t s♠❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s❀

✕ ■❢ κ ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❝❝✉rs✿ ✇❡ s❡❧❡❝t ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ κ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ✱ t❤❡ r✐s❦ E

[
‖F̂X′

ĥ
− FX

′‖2D
]
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢

N = 50 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ‖F̂X′

ĥ
− FX

′‖2D✳ ❲❡ ✜① D :=

[mini=1,...,n{Yi},maxi=1,...,n{Yi}] ❛♥❞ B ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
X ′ ∈ B ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ✇❡
✜① κ = 4✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❡❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t κ ✐s ❛ r❡❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts✱ s✉❝❤ ❛s s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✱ ♣✳✹✷✮✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t♦♦❧ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ②❡t ✐♥ ♦✉r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳

✸✳✻✳✸ ❘❡s✉❧ts

❲❡ s❡❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❡①❛♠✲
♣❧❡ ✶✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇❡ s❡❧❡❝t ✐s ♥♦t ❢❛r ✭❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s HX,F ✇✐t❤ γ = 10 ❛♥❞ HX,L✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝t
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ h✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡s HX,F ❛♥❞ HX,M ✳
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λj = j−2 ❛♥❞ J = 2 ✭HX,F ✱ γ = 2✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 10 ✭HX,F ✱ γ = 10✮
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λj = e−2j/j ❛♥❞ J = 150 ✭HX,M ✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 150 ✭HX,L✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ P❧♦t ♦❢ F̂ 1,x0

ĥ
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ✇❤❡r❡ x0 ✐s

❛ ❝♦♣② ♦❢ X✱ n = 500✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts F 1,x0 ✳
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λj = j−2 ❛♥❞ J = 2 ✭HX,F ✱ γ = 2✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 10 ✭HX,F ✱ γ = 10✮
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λj = e−2j/j ❛♥❞ J = 150 ✭HX,M ✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 150 ✭HX,L✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P❧♦t ♦❢ F̂ 1,x0
h ❢♦r ❛❧❧ h ∈ Hn ✭❣r❛② ❝✉r✈❡s✮✱ n = 500✳ ❚❤❡ r❡❞

❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts F̂ 1,x0

ĥ
❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ F̂ 1,x0

h∗ ✇❤❡r❡ h∗ :=

argminh∈Hn

{∥∥∥F̂ 1,x0
h − F 1,x0

∥∥∥
2

D

}
✳
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λj = j−2 ❛♥❞ J = 2 ✭HX,F ✱ γ = 2✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 10 ✭HX,F ✱ γ = 10✮
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λj = e−2j/j ❛♥❞ J = 150 ✭HX,M ✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 150 ✭HX,L✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ P❧♦t ♦❢ F̂ 2,x0

ĥ
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ✇❤❡r❡ x0 ✐s

❛ ❝♦♣② ♦❢ X✱ n = 500✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts F 2,x0 ✳
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λj = j−2 ❛♥❞ J = 2 ✭HX,F ✱ γ = 2✮ λj = j−2 ❛♥❞ J = 10 ✭HX,F ✱ γ = 10✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ P❧♦t ♦❢ F̂ 2,x0
h ❢♦r ❛❧❧ h ∈ Hn ✭❣r❛② ❝✉r✈❡s✮✱ n = 500✳ ❚❤❡ r❡❞

❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts F̂ x0
2,ĥ

❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦r❛❝❧❡ F̂ 2,x0
h∗ ✇❤❡r❡ h∗ :=

argminh∈Hn

{∥∥∥F̂ 2,x0
h − F 2,x0

∥∥∥
2

D

}
✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛t ❝♦♥t❡♥t ✭r✐❣❤t✮

✸✳✻✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ st✉❞②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ✸✱ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ❚❡❝❛t♦r ■♥❢r❛t❡❝ ❋♦♦❞ ❛♥❞ ❋❡❡❞
❆♥❛❧②③❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t i ✭i = 1, . . . , n✱ ✇✐t❤ n = 215✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥❡ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝
❝✉r✈❡ Xi ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝❤♦♣♣❡❞ ♠❡❛t ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✵✵
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✺✵ ❛♥❞ ✶✵✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❝❤♦♣♣❡❞ ♠❡❛t ❛♥❞ ✐ts ❢❛t ❝♦♥t❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ Xi✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② Yi t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛t ❝♦♥t❡♥t✳

❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts ✭s❡❡ ❋❡rr❛t② ❛♥❞
❱✐❡✉ ✭✷✵✵✷✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❋❡rr❛t②✱ ▼❛s✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✼✮✮✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝❡♥tr❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡
❝❤♦♦s❡ t❡♥ ❝✉r✈❡s x(j)0 := X(i

(j)
0 ) ✭j ∈ {1, . . . , 10}✮ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡

x
(j)
0 ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x

(j)
0 ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

{(Xi, Yi), i 6= i
(j)
0 }✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ Y

i
(j)
0

✐s s♠❛❧❧ ✭❜❧✉❡

❝✉r✈❡s✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ y 7→ F̂
x
(j)
0

ĥ
✐s str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 10]✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r ❞❡t❡❝ts t❤❛t Y ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ Y

i
(j)
0

✐s ❧❛r❣❡ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛st❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✸✵✱✺✵❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♦✉r
❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X = x0 ✇❤❡♥ x0 ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳

✸✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉♥✐✈✲t♦✉❧♦✉s❡✳❢r✴⑦❢❡rr❛t②✴❙❖❋❚❲❆❘❊❙✴◆P❋❉❆✴

http://www.math.univ-toulouse.fr/~ferraty/SOFTWARES/NPFDA/
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ P❧♦t ♦❢ F̂
x
(j)
0

ĥ
✱ ❢♦r j = 1, . . . , 10✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛t

❝♦♥t❡♥t Y
i
(j)
0

❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ r✐❣❤t✳

✸✳✼ Pr♦♦❢s

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✮✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② EX′ ✭r❡s♣✳ PX′ ✱ ❱❛rX′✮ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱
✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❣✐✈❡♥ X ′✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦r♠ ‖.‖Lq(R) ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ Lq(R) ♦❢
✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ q = 2 ❛♥❞ q = ∞✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Kh(x) := h−1K(h−1x)✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s HK ❛♥❞ Hϕ ✐♠♣❧② t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ l ≥ 1✱

h−lmlϕ(h)1B(X
′) ≤ EX′

[
K l
h(d(X,X

′))
]
1B(X

′) ≤ h−lMlϕ(h)1B(X
′) ❛✳s✳ ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ml := clKcϕ ❛♥❞ Ml := C lKCϕ✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

✸✳✼✳✶ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧t

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Rxh✱ ❢♦r x ∈ H✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Rxh =





1

n

n∑

i=1

Kh(d(Xi, X
′))

EX′ [Kh(d(X,X ′))]
, ✐❢ x = X ′,

1

n

n∑

i=1

Kh(d(Xi, x))

E [Kh(d(X,x))]
, ✐❢ x ∈ H ✐s ✜①❡❞✳

✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇✳
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▲❡♠♠❛ ✽✳ ❆ss✉♠❡ HK ❛♥❞ Hϕ✳ ❋♦r ❛♥② η > 0✱ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❛✳s✳

PX′

(∣∣∣RX′
h − 1

∣∣∣ > η
)
≤ 2 exp


− nη2ϕ(h)

2
(
M2

m2
1
+ CKη

m1

)


 . ✭✸✳✶✽✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡ ❛❧s♦ Hb2✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② VR(h) = κR ln(n)/(nϕ(h))✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✳s✳

EX′

[((
RX

′
h − 1

)2
− VR(h)

)

+

]
≤ min

(
4M2

m2
1

,
64C2

K

m2
1

)
1

nα
, ✭✸✳✶✾✮

❢♦r ❛♥② α > 0✱ ❛s s♦♦♥ ❛s κR > max(4M2α/m
2
1, 32C

2
Kα

2/m2
1C0)✳

❋✐① ❛ ♣♦✐♥t x0 ∈ H✳ ❚❤❡♥ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

P
(∣∣Rx0h − 1

∣∣ > η
)
≤ 2 exp


− nη2ϕx0(h)

2
(
C2

K

c2K
+ CKη

cK

)


 . ✭✸✳✷✵✮

✸✳✼✳✶✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽

❚♦ ♣r♦✈❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✽✮✱ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✷
♣✳ ✶✽✵✮✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② PX′ ✱ ✇✐t❤ Ti = Kh(d(Xi, X

′))/EX′ [Kh(d(Xi, X
′))]✱

❛♥❞ RX
′

h −1 = Sn(T )/n ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X ′✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s v ❛♥❞ b0 ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋✐rst✱
♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✱ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✻✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❱❛rX′(T1) ≤ EX′
[
T 2
1

]
=

EX′
[
K2
h(d(X1, X

′))
]

(EX′ [Kh(d(X1, X ′))])2
≤ h−2M2ϕ(h)

(h−1m1ϕ(h))
2 =

M2

m2
1

1

ϕ(h)
=: v2.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r l ≥ 2✱

1

n

n∑

i=1

EX′

[
|Ti|l

]
= EX′

[
|T1|l

]
=

EX′
[
K l
h(d(X1, X

′))
]

(EX′ [Kh(d(X1, X ′))])l

≤ hlMlϕ(h)

(hϕ(h)m1)
l
=
Ml

ml
1

1

ϕl−1(h)
.

❇② s♣❧✐tt✐♥❣ Ml = C lKCϕ =M2C
l−2
K ✱ t❤❡ ❧❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

1

n

n∑

i=1

EX′

[
|Ti|l

]
≤ M2

m2
1

1

ϕ(h)

C l−2
K

ml−2
1

1

(ϕ(h))l−2
= v2bl−2

0 ,

✇✐t❤ b0 = CK/(m1ϕ(h))✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✷✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❡❛s✐❧② t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✵✮✳
❋♦r ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✾✮✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❛s ❈♦♠t❡ ❛♥❞ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✷✵✶✷✮✱ ♣❛❣❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✵

✷✵✲✷✶✳ ❋✐rst

EX′

[((
RX

′
h − 1

)2
− VR(h)

)

+

]
=

∫ ∞

0
PX′

(((
RX

′
h − 1

)2
− VR(h)

)

+

≥ u

)
du

≤
∫ ∞

0
PX′

(∣∣∣RX′
h − 1

∣∣∣ ≥
√
VR(h) + u

)
du

≤ 2min

{∫ ∞

0
exp

(
−n(u+ VR(h))

4v2

)
du,

∫ ∞

0
exp

(
−n
√
u+ VR(h)

4b0

)
du

}
,

t❤❛♥❦s t♦ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭❇✳✶✮✳ ◆♦✇✱

n(u+ VR(h))

4v2
= nϕ(h)u

m2
1

4M2
+ ln(n)

m2
1κR

4M2
,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
∫ ∞

0
exp

(
−n(u+ VR(h))

4v2

)
du = n

−m2
1κR

4M2

∫ ∞

0
exp

(
−nϕ(h) m

2
1

4M2
u

)
du,

≤ 4M2

m2
1

1

n1+κRm
2
1/4M2

1

ϕ(h)
.

❙✐♥❝❡✱ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb2 ✱ ϕ(h) ≥ C0 ln(n)/n✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫ ∞

0
exp

(
−n(u+ VR(h))

4v2

)
du ≤ 4M2

C0m2
1

1

ln(n)nκRm
2
1/4M2

,

❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ (4M2/C0m
2
1)/n

α ❛s s♦♦♥ ❛s κR > 4M2α/m
2
1✳ ❋♦r

t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r n
√
u+ VR(h)/4b0✱

n
√
u+ VR(h)

4b0
≥ m1

4CK
nϕ(h)

1√
2

(√
VR(h) +

√
u
)
,

=
m1

4
√
2CK

√
κR
√

ln(n)
√
nϕ(h) +

m1

4
√
2CK

nϕ(h)
√
u,

≥ m1

√
C0

4
√
2CK

√
κR ln(n) +

m1C0

4
√
2CK

ln(n)
√
u,



✶✵✶ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

❜② ✉s✐♥❣ ϕ(h) ≥ C0 ln(n)/n ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱

∫ ∞

0
exp

(
−n
√
u+ VR(h)

4b0

)
du ≤ n

−m1
√

C0
√

κR
4
√
2CK

∫ ∞

0
exp

(
−m1C0 ln(n)

4
√
2CK

√
u

)
du

=
64C2

K

m2
1C

2
0

∫ ∞

0
s exp(−s)ds 1

ln2(n)n
m1

√
C0

√
κR

4
√
2CK

=
64C2

K

m2
1C

2
0

1

ln2(n)n
m1

√
C0

√
κR

4
√

2CK

≤ 64C2
K

m2
1C

2
0

1

nα
,

❛s s♦♦♥ ❛s κR > 32C2
Kα

2/m2
1C0✳ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽✳

✸✳✼✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸

✸✳✼✳✷✳✶ ▼❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✼✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱
✇❡ ❞❡✜♥❡

F̃X
′

h (y) :=

n∑

i=1

W̃
(i)
h (X ′)1{Yi≤y}, ✇❤❡r❡ W̃

(i)
h (X ′) =

Kh (d(Xi, X
′))

nEX′ [Kh (d(X1, X ′))]
. ✭✸✳✷✶✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ RX
′

h :=
∑n

i=1 W̃
(i)
h (X ′) ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✮✳ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ F̂X

′
h ≤ 1

❛♥❞ FX
′ ≤ 1 ❛✳s✳✱

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1{RX′

h <1/2}1B(X
′)
]

≤ 2E
[(

‖F̂X′
h ‖2D + ‖FX′‖2D

)
1{RX′

h <1/2}1B(X
′)
]
,

≤ 4|D|P
({
RX

′
h < 1/2

}
∩
{
X ′ ∈ B

})
.

◆♦✇✱ ✇✐t❤ P({RX′
h < 1/2} ∩ {X ′ ∈ B}) ≤ P({|RX′

h − 1| > 1/2} ∩ {X ′ ∈ B}) ❛♥❞ ✇✐t❤
▲❡♠♠❛ ✽ ✇❡ ❣❡t

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1{RX′

h <1/2}1B(X
′)
]
≤ 8|D| exp

(
− m1

8 (M2/m1 + CK/2)
nϕ(h)

)
≤ C

nϕ(h)
,

✇❤❡r❡ C = 64|D|e−1M2/m1+CK/2
m1

✳ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞ xe−x ≤ e−1✱
x > 0✳
❲❡ ♠✉st ♥♦✇ ❝♦♥tr♦❧ E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1B(X ′)1{RX′

h ≥1/2}

]
✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t F̂X

′
h = F̃X

′
h /RX

′
h ✳

❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡✱

E

[
‖F̂X′

h − FX
′‖2D1B(X ′)1{RX′

h ≥1/2}

]
≤ 12E

[∥∥∥F̃X′
h − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]

+12E

[∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h

]
− FX

′
∥∥∥
2

D

]

+12E

[(
1−RX

′
h

)2 ∥∥∥FX′
∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]
. ✭✸✳✷✷✮



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✷

❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠s ❛r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛s ✾ ❛♥❞ ✶✵ ♣r♦✈❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ❜✐❛s t❡r♠✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✶✳

▲❡♠♠❛ ✾✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥s HK ❛♥❞ Hϕ✱ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✱

EX′

[∥∥∥F̃X′
h − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
≤ |D|M2

m2
1

1

nϕ(h)
.

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥s HK ❛♥❞ Hϕ✱

E

[(
RX

′
h − 1

)2
1B(X

′)

]
≤ M2

m2
1

1

nϕ(h)
.

▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HF ✱

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
≤ C2

Dh
2β .

❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✼✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✭✸✳✻✮✳

�

✸✳✼✳✷✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✾ ❛♥❞ ✶✵ ✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾ ❇② ❋✉❜✐♥✐✬s ❚❤❡♦r❡♠

EX′

[∥∥∥F̃X′
h − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
=

∫

D
EX′

[(
F̃X

′
h (y)− EX′

[
F̃X

′
h (y)

])2]
dy

=

∫

D
VarX′

(
F̃X

′
h (y)

)
dy.

❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ D✱ F̃X
′

h (y) ✐s ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ X ′✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✱

EX′

[∥∥∥F̃X′
h − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
=

1

n

∫

D
VarX′

(
Kh (d(X1, X

′))1{Y1≤y}
EX′ [Kh (d(X1, X ′))]

)
dy

≤ |D|
n

EX′

[
K2
h (d(X1, X

′))

(EX′ [Kh (d(X1, X ′))])2

]
≤ |D|

n

M2

m2
1

1

ϕ(h)
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✻✮✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ❙✐♥❝❡ EX′

[
RX

′
h

]
= 1✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱

E

[(
RX

′
h − 1

)2
1B(X

′)

]
= E

[
VarX′

(
RX

′
h

)
1B(X

′)
]

=
1

n
E

[
VarX′

(
Kh(d(X1, X

′))
EX′ [Kh(d(X1, X ′))]

)
1B(X

′)

]
,
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❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❛❧s♦ ❢r♦♠ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✻✮✳

✸✳✼✳✷✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠✮

❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r y ∈ D✱ ❛✳s✳

EX′

[
F̃X

′
h (y)

]
= nEX′

[
E

[
W̃

(1)
h (X ′)1{Y1≤y}|X1

]]
= nEX′

[
W̃

(1)
h (X ′)FX1(y)

]

❛♥❞ s✐♥❝❡ nEX′

[
W̃

(1)
h (X ′)FX

′
]
= FX

′
✱

FX
′
(y)− EX′

[
F̃X

′
h (y)

]
= nEX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

(
FX

′
(y)− FX1(y)

)]
.

❚❤❡♥✱

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
≤ n2E

[
EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

∥∥∥FX1 − FX
′
∥∥∥
D

]2]

≤ C2
Dn

2E

[
EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

∥∥X1 −X ′∥∥β
]2]

, ✭✸✳✷✸✮

❜②HF ✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡K ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [0, 1]✱ ✐❢ d2(X1, X
′) = ‖X1−X ′‖2 > h t❤❡♥ W̃ (1)

h (X ′) =
0✱

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
≤ C2

Dn
2E

[
EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)hβ

]2]
.

❇✉t EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

]
= 1/n✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✿

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h

]∥∥∥
2

D

]
≤ C2

Dh
2β .

✳

�

✸✳✼✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✹✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥

s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✿ ✇❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ t♦②
❝❛s❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❜② h̃ =

❛r❣♠✐♥h∈Hn
{A(h) + V (h)}✱ ✇✐t❤

V (h) = κ
ln(n)

nϕ(h)
❛♥❞ A(h) = max

h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V (h′)

)

+

. ✭✸✳✷✹✮

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ V (h) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤❡r❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✹

❆ss✉♠❡ t❤❛t HK ✱ Hϕ✱ HF ✱ Hb1 ❛♥❞ Hb2 ❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❡st✐♠❛t♦r F̂h̃ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

E

[∥∥∥F̂X′

h̃
− FX

′
∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]
≤ c min

h∈Hn

{
h2β +

ln(n)

nϕ(h)

}
+
C

n
, ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ c ❛♥❞ C ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ cK ✱ CK ✱ cϕ✱ Cϕ✱ |D|✱ ❛♥❞ CD✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ s✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❝♦♠❡ ❞♦✇♥ t♦ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✺✮✳

▼❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✺✮

▲❡t h ∈ Hn ❜❡ ✜①❡❞✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t♦rF̂X

′

h̃
✿

∥∥∥F̂X′

h̃
− FX

′
∥∥∥
2

D
≤ 3

∥∥∥F̂X′

h̃
− F̂X

′

h̃∨h

∥∥∥
2

D
+ 3

∥∥∥F̂X′

h̃∨h − F̂X
′

h

∥∥∥
2

D
+ 3

∥∥∥F̂X′
h − FX

′
∥∥∥
2

D
.

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ A(h)✱ A(h̃) ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ h̃ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

3
∥∥∥F̂X′

h̃
− F̂X

′

h̃∨h

∥∥∥
2

D
+ 3

∥∥∥F̂X′

h̃∨h − F̂X
′

h

∥∥∥
2

D
≤ 3

(
A(h) + V

(
h̃
))

+ 3
(
A
(
h̃
)
+ V (h)

)

≤ 6 (A(h) + V (h)) .

❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ‖F̂X′
h −FX

′‖2D ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ❛♥❞
❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✼✮✮✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E

[∥∥∥F̂X′

h̃
− FX

′
∥∥∥
2

D
1B(X

′)

]
≤ 6E

[
A(h)1B(X

′)
]
+ 6V (h) + 3C

(
h2β +

1

nϕ(h)

)
, ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✼✮✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✶✷✳ ▲❡t h ∈ Hn ❜❡ ✜①❡❞✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦

❝♦♥st❛♥ts C ❛♥❞ C1 s✉❝❤ t❤❛t✱

E
[
A(h)1B(X

′)
]
≤ C1h

2β +
C2

n
. ✭✸✳✷✼✮

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t C2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ C0✱ |D|✱ M2✱ m1 ❛♥❞ CK ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C1 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

CD✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✼✮ ✐♥ ✭✸✳✷✻✮ ✐♠♣❧✐❡s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✺✮ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r
h ∈ Hn✳

�



✶✵✺ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✷ ✭❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r A(h)✮

❋✐① h, h′ ∈ Hn✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t Ωh,h′ = {RX′
h′ ≥ 1/2} ∩ {RX′

h∨h′ ≥ 1/2} ❛♥❞ s♣❧✐t

∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
≤
∥∥∥F̂X′

h′ − F̂X
′

h∨h′
∥∥∥
2

D

(
1Ωh,h′ + 1Ωc

h,h′

)
.

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r F̂X
′

h (y) = F̃X
′

h (y)/RX
′

h ✱ ✇✐t❤ F̃X
′

h ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✷✶✮ ❛♥❞
RX

′
h ❜② ✭✸✳✶✼✮✳ ❲❡ s♣❧✐t ❛❣❛✐♥

∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
1Ωh,h′ =

∥∥∥∥∥
F̃X

′
h′

RX
′

h′
− F̃X

′
h∨h′

RX
′

h∨h′

∥∥∥∥∥

2

D

1Ωh,h′ ≤ 4
(
T ah′ +Bh,h′ + T̃h∨h′ + T bh∨h′

)
,

✇❤❡r❡

T ah′ =

∥∥∥∥
1

RX
′

h′

(
F̃X

′
h′ − EX′

[
F̃X

′
h′

])∥∥∥∥
2

D

1Ωh,h′ ,

T bh∨h′ =

∥∥∥∥ 1

RX′
h∨h′

(
F̃X

′
h∨h′ − EX′

[
F̃X

′
h∨h′

])∥∥∥∥
2

D

1Ωh,h′ ,

Bh,h′ =
1

(
RX

′
h′
)2
∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h′

]
− EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D
1Ωh,h′ ,

T̃h∨h′ =

(
1

RX
′

h′
− 1

RX
′

h∨h′

)2 ∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D
1Ωh,h′ .

✭✸✳✷✽✮

❚❤✉s✱ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ V (h′) ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r h′ ∈ Hn✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

A(h) = max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V (h′)

)

+

✭✸✳✷✾✮

≤ max
h′∈Hn

(
4T ah′ −

V (h′)
3

)

+

+ max
h′∈Hn

(
4T bh∨h′ −

V (h′)
3

)

+

+ max
h′∈Hn

(
4T̃h∨h′ −

V (h′)
3

)

+

+4 max
h′∈Hn

Bh,h′ + max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
1Ωc

h,h′

)
.

■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s✉❜tr❛❝t V (h′) t♦ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s✿ ✇❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦♥❡
✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s h2β ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ✭✸✳✷✾✮ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✳

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Bh,h′ ✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✻

Ωh,h′ ✱ ❛♥❞ s♣❧✐t t❤❡ t❡r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠s✿

max
h′∈Hn

Bh,h′ ≤ 4 max
h′∈Hn

∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h′

]
− EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D

= 4 max
h′∈Hn
h′≤h

∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h′

]
− EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D
s✐♥❝❡ Bh,h′ = 0 ✐❢ h′ > h

≤ 8 max
h′∈Hn
h′≤h

{∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h′

]
− FX

′
∥∥∥
2

D
+
∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D

}

≤ 8


max
h′∈Hn
h′≤h

C2
D(h

′)2β + C2
Dh

2β


 ≤ 16C2

Dh
2β , ✭✸✳✸✵✮

t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 1Ωc
h,h′

✳ ■t ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s

♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ V (h′)✿

max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
1Ωc

h,h′

)
≤ 2 max

h′∈Hn

1Ωc
h,h′

(∥∥∥F̂X′
h′

∥∥∥
2

D
+
∥∥∥F̂X′

h∨h′
∥∥∥
2

D

)
.

❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ |F̂X′
h′ (y)| ≤ 1 ❛♥❞

∣∣∣F̂X′
h′∨h(y)

∣∣∣ ≤ 1✱

E

[
max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
1Ωc

h,h′
1B(X

′)

)]
≤ 4|D|

∑

h′∈Hn

P
(
Ωch,h′ ∩ {X ′ ∈ B}

)
.

▼♦r❡♦✈❡r✱

P
(
Ωch,h′ ∩ {X ′ ∈ B}

)
≤ P

({
RX

′
h′ <

1

2

}
∩ {X ′ ∈ B}

)
+ P

({
RX

′
h∨h′ <

1

2

}
∩ {X ′ ∈ B}

)

≤ P

({∣∣∣RX′
h′ − 1

∣∣∣ > 1

2

}
∩ {X ′ ∈ B}

)
+ P

({∣∣∣RX′
h′∨h − 1

∣∣∣ > 1

2

}
∩ {X ′ ∈ B}

)
.

❚❤✉s ✇❡ ❛♣♣❧② ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✽✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽✱ ✇✐t❤ η = 1/2✿

∑

h′∈Hn

P
(
Ωch,h′ ∩ {X ′ ∈ B}

)
≤

∑

h′∈Hn


2 exp


− nϕ(h′)

8
(
M2

m2
1
+ CK

2m1

)


+ 2 exp


− nϕ(h ∨ h′)

8
(
M2

m2
1
+ CK

2m1

)




 .

❘❡❝❛❧❧ ♥♦✇ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ Hb2 ✱ ϕ(h) ≥ C0 ln(n)/n ❢♦r ❛❧❧ h ∈ Hn✱ ✇✐t❤ C0 > 16(M2/m
2
1 +

CK/2m1)✳ ❯s❡ ❛❧s♦ Hb1 t♦ ❞❡❞✉❝❡

∑

h′∈Hn

P
(
Ωch,h′ ∩ {X ′ ∈ B}

)
≤ 4× n× n

− C0

8

(
M2
m2

1

+
CK
2m1

)

<
4

n
.



✶✵✼ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t

E

[
max
h′∈Hn

(∥∥∥F̂X′
h′ − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
1Ωc

h,h′

)
1B(X

′)

]
≤ 16|D|

n
. ✭✸✳✸✶✮

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ T̃h,h′ ✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t

T̃h,h′ =

(
RX

′
h∨h′ −RX

′
h′

RX
′

h′ R
X′
h∨h′

)2 ∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D
1Ωh,h′

≤ 16
(
RX

′
h∨h′ −RX

′
h′

)2 ∥∥∥EX′

[
F̃X

′
h∨h′

]∥∥∥
2

D

≤ 16|D|
(
RX

′
h∨h′ −RX

′
h′

)2

≤ 32|D|
{(

RX
′

h∨h′ − 1
)2

+
(
RX

′
h′ − 1

)2}
,

✉s✐♥❣ t❤❛t E
[
F̃X

′
h∨h′

]
≤ 1✳ ❲❡ r♦✉❣❤❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r h′ ∈ Hn ❜② ❛ s✉♠ ♦✈❡r h′

❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

E

[
max
h′∈Hn

(
4T̃h∨h′ −

V (h′)
3

)

+

1B(X
′)

]
≤ 4

∑

h′∈Hn

E

[(
T̃h∨h′ −

V (h′)
12

)

+

1B(X
′)

]

≤ 4
∑

h′∈Hn

E

[(
32|D|

{(
RX

′
h∨h′ − 1

)2

+
(
RX

′
h′ − 1

)2}
− V (h′)

12

)

+

1B(X
′)

≤ 4




∑

h′∈Hn

E

[(
32|D|

(
RX

′
h∨h′ − 1

)2
− V (h′)

24

)

+

1B(X
′)

]

+
∑

h′∈Hn

E

[(
32|D|

(
RX

′
h′ − 1

)2
− V (h′)

24

)

+

1B(X
′)

]


≤ 128|D|




∑

h′∈Hn

E

[((
RX

′
h∨h′ − 1

)2
− V (h′)

768|D|

)

+

1B(X
′)

]

+
∑

h′∈Hn

E

[((
RX

′
h′ − 1

)2
− V (h′)

768|D|

)

+

1B(X
′)

]
 .

❚❤❡♥✱ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✾✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽ ✭✇✐t❤ α = 2✮ ♣r♦✈❡s t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B}✱ ❛✳s✳✱

EX′

[((
RX

′
h′ − 1

)2
− VR(h

′)

)

+

]
≤ min

(
4M2

m2
1

,
64C2

K

m2
1

)
1

n2
,

✇✐t❤ VR(h
′) = κR ln(n)/(nϕ(h′)) ❛♥❞ κR > max(8M2/m

2
1, 128C

2
K/m

2
1C0)✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ κ >



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✽

768|D|κR ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ V (h′) ✭s❡❡ ✭✸✳✷✹✮✮ ❧❡❛❞s t♦ V (h′)/768|D| ≥ VR(h
′)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

∑

h′∈Hn

E

[((
RX

′
h′ − 1

)2
− V (h′)

768|D|

)

+

1B(X
′)

]
≤ min

(
4M2

m2
1

,
64C2

K

m2
1

)
1

n
,

t❤❛♥❦s t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb1 ✳ ❙✐♥❝❡ ϕ(h) ≤ ϕ(h ∨ h′)✱ V (h′) ≥ V (h ∨ h′)✱ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E

[((
RX

′
h∨h′ − 1

)2
− V (h′)

768|D|

)

+

1B(X
′)

]
≤ E

[((
RX

′
h∨h′ − 1

)2
− V (h ∨ h′)

768|D|

)

+

1B(X
′)

]
,

❛♥❞ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐t✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

E

[
max
h′∈Hn

(
4T̃h∨h′ −

V (h′)
3

)

+

1B(X
′)

]
≤ 256|D|min

(
4M2

m2
1

,
64C2

K

m2
1

)
1

n
. ✭✸✳✸✷✮

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ T ah′ ♦r T
b
h′ ✳ ❋✐rst✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ωh,h′ ✱

T ah′ ≤ 4‖F̃X′
h′ −EX′ [F̃X

′
h′ ]‖2D✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t F̃X

′
h′ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1(D)∩L2(D)✱ ✇❡

❤❛✈❡✿ ∥∥∥F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ]
∥∥∥
2

D
= sup

t∈S̄D(0,1)

〈F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ], t〉2D, ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ S̄D(0, 1) ✐s ❛ ❞❡♥s❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ {t ∈ L1(D) ∩ L2(D), ‖t‖D = 1}
✭s✉❝❤ ❛ s❡t ❡①✐sts t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ L2(D)✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ S̄D(0, 1)

〈F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ], t〉2D ≤

∥∥∥F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ]
∥∥∥
2

D
.

◆♦✇ ❧❡t (tn)n∈N∗ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N∗✱ tn ∈ S̄D(0, 1) ❛♥❞

tn →n→+∞ (F̃X
′

h′ − EX′ [F̃X
′

h′ ])/
∥∥∥F̃X′

h′ − EX′ [F̃X
′

h′ ]
∥∥∥
2

D
,

✇❡ ❤❛✈❡ 〈F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ], tn〉2D →n→+∞

∥∥∥F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ]
∥∥∥
2

D
✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢

✭✸✳✸✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t 〈F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ], t〉D1B(X ′) = νn,h(t)✱ ❢♦r

t ∈ S̄D(0, 1)✱ ✇❤❡r❡

νn,h(t) =
1

n

n∑

i=1

ψt,h(Xi, Yi)− EX′ [ψt,h(Xi, Yi)] ✭✸✳✸✹✮

✇✐t❤ ψt,h(Xi, Yi) =
Kh(d(Xi, X

′))
EX′ [Kh(d(Xi, X ′))]

〈1[Yi;∞[, t〉D1B(X ′).

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

E

[
max
h′∈Hn

(
4T ah′ −

V (h′)
3

)

+

1B(X
′)

]
≤ 16

∑

h′∈Hn

E

[(
sup

t∈S̄D(0,1)

ν2n,h′(t)−
V (h′)
48

)

+

1B(X
′)

]
.
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❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭✸✳✸✹✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✸✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ ❢♦r δ0 > max(3528C2
K |D|/M2C0, 12)✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C > 0 ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ m1✱ M2✱ δ0✱ C0 ❛♥❞ |D|✮ s✉❝❤ t❤❛t

∑

h∈Hn

E

[(
sup

t∈S̄D(0,1)

ν2n,h(t)− 6δ0
|D|M2

m2
1

ln(n)

nϕ(h)

)

+

1B(X
′)

]
≤ C

n
.

❈❤♦♦s✐♥❣ κ > 288δ0|D|M2/m
2
1 ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ V (h′) ✭s❡❡ ✭✸✳✷✹✮✮ ❧❡❛❞s t♦ V (h′)/48 ≥

6δ0|(D|M2/m
2
1) ln(n)/(nϕ(h))✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t

E

[
max
h′∈Hn

(
4T ah′ −

V (h′)
3

)

+

1B(X
′)

]
≤ 16C

n
. ✭✸✳✸✺✮

❘❡❝❛❧❧ ✜♥❛❧❧② t❤❛t V (h′) ≥ V (h ∨ h′)✱ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❜♦✉♥❞ ❢♦r E[maxh′∈Hn

(
4T bh∨h′ − V (h′)/3

)
+
]✳

●❛t❤❡r✐♥❣ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✸✵✮✱ ✭✸✳✸✶✮✱ ✭✸✳✸✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✸✺✮ ✐♥ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✾✮ ❝♦♠♣❧❡t❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✷✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸ ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✮

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss νn,h
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✸✹✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝❡♥tr❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s
■♥❡q✉❛❧✐t② ✭▲❡♠♠❛ ✷✹ ♣✳ ✶✽✵✮✳

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ Hν ✱ Mν ❛♥❞ vν ✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✹✳

✕ ❋♦r Mν ✱ ❧❡t t ∈ S̄D(0, 1)✱ x ∈ H ❛♥❞ y ∈ R ❜❡ ✜①❡❞✳ ❇② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③
■♥❡q✉❛❧✐t②✱

|ψt,h(x, y)| ≤ |D|‖t‖D
‖Kh‖L∞(R)

m1h−1ϕ(h)
≤ |D|CK
m1ϕ(h)

:=Mν
1 ,

t❤❛♥❦s t♦ ✭✸✳✶✻✮✳
✕ ❋♦r Hν ✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

EX′

[
sup

t∈S̄D(0,1)

ν2n,h(t)

]
= EX′

[∥∥∥F̃X′
h′ − EX′ [F̃X

′
h′ ]
∥∥∥
2

D

]
≤ |D|M2

m2
1

1

nϕ(h)
:= (Hν)2

❛✳s✳ ♦♥ t❤❡ s❡t {X ′ ∈ B} ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠✱ s❡❡
▲❡♠♠❛ ✾✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✶✵

✕ ❋♦r vν ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜① t ∈ S̄D(0, 1)✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡✱

❱❛rX′ (ψt,h(X1, Y1)) ≤ EX′
[
ψ2
t,h(X1, Y1)

]
,

= EX′

[(∫

D
1Y1≤yt(y)dy

)2 K2
h(d(X1, X

′))

(EX′ [Kh(d(X1, X ′))])2

]
1B(X

′).

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ■♥❡q✉❛❧✐t②✿ (
∫
D 1Y1≤yt(y)dy)

2 ≤
|D|‖t‖2D = |D|✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞✿ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

❱❛rX′ (ψt,h(X1, Y1)) ≤ vν :=
|D|M2

m2
1ϕ(h)

.

❚❤❡♥✱ ▲❡♠♠❛ ✷✹ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r δ > 0✱

E

[(
sup

t∈S̄D(0,1)

ν2n,h(t)− 2(1 + 2δ) (Hν)2
)

+

1B(X
′)

]
≤ C

{ |D|M2

m2
1

1

nϕ(h)
exp

(
−δ
6

)

+
1

C2(δ)

C2
K |D|2
m2

1

1

n2ϕ2(h)
exp

(
− 1

21
√
2
C(δ)

√
δ

√
M2

√
nϕ(h)√

|D|CK

)}
.

❲❡ ❝❤♦♦s❡ δ = δ0 ln(n)✱ ❢♦r ❛ δ0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s Hb1 ❛♥❞ Hb2 ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡②
✐♠♣❧②

∑
h∈Hn

1/ϕ(h) ≤ n2/C0 ln(n) ❛♥❞
∑

h∈Hn
1/ϕ2(h) ≤ n3/C2

0 ln
2(n)✳ ❋✐rst✱

∑

h∈Hn

1

nϕ(h)
exp

(
−δ
6

)
=

1

n1+δ0/6

∑

h∈Hn

1

ϕ(h)
≤ 1

C0nδ0/6−1 ln(n)
≤ 1

C0n
,

❛s s♦♦♥ ❛s δ0 ≥ 12 s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛ss✉♠❡ n ≥ 3✳ ❚❤❡♥✱ C(δ0 ln(n)) =
√

1 + δ0 ln(n)−
1 ≥ 1✱ ✐❢ δ0 ln(n) ≥ 3✱ t❤❛t ✐s ln(n) ≥ 3/δ0✳ ❚❤✐s ✐s s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡ δ0 > 12 ❛♥❞ n ≥ 2✳ ❍❡♥❝❡

1

n2C2(δ)

∑

h∈Hn

1

ϕ2(h)
exp

(
− 1

21
√
2
C(δ0 ln(n))

√
δ0 ln(n)

√
M2√

|D|CK
√
nϕ(h)

)

≤ 1

n2

∑

h∈Hn

1

ϕ2(h)
exp

(
− 1

21
√
2

√
δ0 ln(n)

√
M2√

|D|CK
√
nϕ(h)

)

≤ 1

n2

∑

h∈Hn

1

ϕ2(h)
exp

(
−

√
C0

21
√
2

√
δ0

√
M2√

|D|CK
ln(n)

)

= n
−2−

√
C0M2δ0

21
√

2|D|CK

∑

h∈Hn

1

ϕ2(h)
≤ 1

C2
0 ln

2(n)
n
−

√
C0M2δ0

21
√

2|D|CK
+1 ≤ 1

C2
0n
,

❛s s♦♦♥ ❛s
√
C0M2δ0/(21

√
2|D|CK) − 1 > 1 t❤❛t ✐s δ0 > 3528C2

K |D|/C0M2 ✇✐t❤ C > 0
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❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ m1✱ M2✱ δ0✱ C0 ❛♥❞ |D|✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t

∑

h∈Hn

E

[(
sup

t∈S̄D(0,1)

ν2n,h(t)− 2(1 + 2δ0 ln(n)) (H
ν)2
)

+

1B(X
′)

]
≤ C

n
, ✭✸✳✸✻✮

❢♦r (Hν)2 = |D|(M2/m
2
1)/(nϕ(h)) ❛♥❞ C > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ m1✱ M2✱ δ0✱ C0 ❛♥❞ |D|✳

❙✐♥❝❡

2(1 + 2δ0 ln(n)) (H
ν)2 ≤ 6δ0

|D|M2

m2
1

ln(n)

nϕ(h)
,

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✻✮ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ 2(1+2δ0 ln(n)) (H
ν)2 ❜② t❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

�
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▲❡t Λ ❜❡ t❤❡ s❡t

Λ =
⋂

h∈Hn

{∣∣∣∣
ϕ̂(h)

ϕ(h)
− 1

∣∣∣∣ <
1

2

}
.

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
≤
∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
(1Λ + 1Λc) .

❲❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ♦♥ t❤❡ s❡t Λ✱ ϕ̂(h) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ϕ(h)✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❢♦r ✭✸✳✷✺✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t Λc ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡
t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛✐♠s✳

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ‖F̂X′

ĥ
− FX

′‖2D1Λ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✺✮ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✸✮✱ t❤❛t

∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λ ≤

{
6Â(h) + 6V̂ (h) + 3

∥∥∥F̂X′
h − FX

′
∥∥∥
2

D

}
1Λ.

◆♦t❡ t❤❛t

Â(h) = max
h′∈Hn, V̂ (h′)<∞

{∥∥∥F̂X′
h − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V (h′) +

(
V (h′)− V̂ (h′)

)}

+

≤ max
h′∈Hn, V̂ (h′)<∞

{∥∥∥F̂X′
h − F̂X

′
h∨h′

∥∥∥
2

D
− V (h′)

}
+ max
h′∈Hn, V̂ (h′)<∞

(
V (h′)− V̂ (h′)

)
+

≤ A(h) + max
h′∈Hn

(
V (h′)− V̂ (h′)

)
+
.

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿
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∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λ ≤

{
6A(h) + 6V (h) + 3

∥∥∥F̂X′
h − FX

′
∥∥∥
2

D
✭✸✳✸✼✮

+6 max
h′∈Hn

(
V (h′)− V̂ (h′)

)
+
+ 6

(
V̂ (h)− V (h)

)}
1Λ.

❋♦r h′ ∈ Hn✱ s✉❝❤ t❤❛t V̂ (h′) <∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

V (h′)− V̂ (h′) = κ
ln(n)

n

(
1

ϕ(h′)
− 3

2

1

ϕ̂(h′)

)
.

❇✉t ♦♥ t❤❡ s❡t Λ✱ ❢♦r ❛♥② h′ ∈ Hn✱ |ϕ̂(h′) − ϕ(h′)| < ϕ(h′)/2✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ t❤✉s ❤❛✈❡
ϕ̂(h′) − ϕ(h′) < ϕ(h′)/2✱ t❤❛t ✐s ϕ̂(h′) < (3/2)ϕ(h′)✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t V (h′) − V̂ (h′) < 0✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡

max
h′∈Hn

(
V (h′)− V̂ (h′)

)
+
= 0.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥ Λ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡✱ ❢♦r h ∈ Hn✱ ϕ(h)− ϕ̂(h) < ϕ(h)/2✱ t❤❛t ✐s 2/ϕ(h) > 1/ϕ̂(h)✳
❚❤✉s✱

V̂ (h)− V (h) = κ
ln(n)

n

(
3

2

1

ϕ̂(h)
− 1

ϕ(h)

)
≤ κ

ln(n)

n
2

1

ϕ(h)
= 2V (h).

●❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ✐♥ ✭✸✳✸✼✮ ❧❡❛❞s t♦

∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λ ≤ 6A(h) + 8V (h) + 3

∥∥∥F̂X′
h − FX

′
∥∥∥
2

D
.

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✺✮✱

E

[∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λ1B(X

′)

]
≤ 8V (h) + 3C

(
h2β +

1

nϕ(h)

)
.

• ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ‖F̂X′

ĥ
− FX

′‖2D1Λc✳ ❲❡ r♦✉❣❤❧② ❜♦✉♥❞

∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λc ≤ 2

(∥∥∥F̂X′

ĥ

∥∥∥
2

D
+
∥∥∥FX′

∥∥∥
2

D

)
1Λc ≤ 4|D|1Λc .

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ P(Λc)✿

P(Λc) ≤
∑

h∈Hn

P

(
|ϕ̂(h)− ϕ(h)| ≥ ϕ(h)

2

)
,

=
∑

h∈Hn

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

1{d(0,Xi)≤h} − E
[
1{d(0,Xi)≤h}

]
∣∣∣∣∣ ≥

ϕ(h)

2

)
.

❲❡ ❛♣♣❧② ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭▲❡♠♠❛ ✷✷✮✱ ✇✐t❤ Ti = 1{d(0,Xi)≤h} ❛♥❞ η = ϕ(h)/2✳ ❙✐♥❝❡
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0 ≤ Ti ≤ 1✱ ✇❡ s❡t b0 = 1✱ ❛♥❞ v2 = ❱❛r(T1) = ϕ(h)(1− ϕ(h))✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡

P(Λc) ≤ 2
∑

h∈Hn

exp

(
− nϕ2(h)/8

ϕ(h)(1− ϕ(h)) + ϕ(h)/2

)

= 2
∑

h∈Hn

exp

(
− nϕ(h)

8(1− ϕ(h)) + 4

)
≤ 2

∑

h∈Hn

exp

(
−nϕ(h)

12

)
.

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥

E

[∥∥∥F̂X′

ĥ
− FX

′
∥∥∥
2

D
1Λc1B(X

′)

]
≤ 8|D|

∑

h∈Hn

exp

(
−nϕ(h)

12

)
≤ 8|D|n1−C0/12.

t❤❛♥❦s t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s Hb1 ❛♥❞ Hb2✳ ❚❛❦✐♥❣ C0 > 24✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n1−C0/12 < n−1 ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s
t❤❡ ♣r♦♦❢✳

�

✸✳✼✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭❛✮

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭HX,L✱ HX,M

❛♥❞ HX,F ✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ✭♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞
✭✸✳✼✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ t❤❛t t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱
❜②

R̃(h) = h2β + 1/(nϕx0(h)),

✇✐t❤ x0 = 0 ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ✐t ✐s t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞ R̃(h) ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ HX ✱ ♦r ❛t ❧❡❛st
t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐t ✇❡❧❧✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,L ❲✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ϕx0 ♦❢ HX,L✱
t❤❡ q✉❛♥t✐t② R̃(h) ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ t❤❡ r✐s❦s ❛r❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ✇✐t❤ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡

R(h) := h2β + h−γ exp
(
c2h

−α)n−1.

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h0 s✉❝❤ t❤❛t

h0 =

(
lnn

c2
− κ ln

(
lnn

c2

))−1/α

,

✇✐t❤ κ := c−1
2 (γ/α+ 2β/α) ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✱ s✐♥❝❡ R(h0) ❤❛s t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♦r❞❡r✳

�

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M ♦r HX,F ❋✐rst ❛ss✉♠❡ HX,M ✳ ❚❤❡ r✐s❦
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✮ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t②

R(h) = h2β + n−1h−γ1 exp (c2 ln
α(1/h)) .
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❈❤♦♦s✐♥❣

h0 = exp

(
−
(

1

c2
lnn− c

−(α+1)/α
2 (2β − γ1) ln

1/α n

)1/α

+

)
,

❧❡❛❞s t♦ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡✱ t❤❛t ✐s

R(h0) ≤ C exp

(
− 2β

c
1/α
2

ln1/α n

)
. ✭✸✳✸✽✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ n > exp
(
c
1/(1−α)
2 (2β − γ1)

α/(α−1)
+

)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

c2
lnn− c

−(α+1)/α
2 (2β − γ1) ln

1/α n > 0

❛♥❞

h0 = exp

(
−
(

1

c2
lnn− c

−(α+1)/α
2 (2β − γ1) ln

1/α n

)1/α
)
.

◆♦✇✱ ❧❡t sn := exp

(
− 2β

c
1/α
2

ln1/α n

)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

h2β0
sn

= exp

(
2β

c
1/α
2

ln1/α n

(
1−

(
1− c

−1/α
2 (2β − γ1) ln

1/α−1
)1/α)

)
→n→∞ 1,

✉s✐♥❣ t❤❛t✱

(1− c
−1/α
2 (2β − γ1) ln

1/α−1 n)1/α = 1− 1

α
c
−1/α
2 (2β − γ1) ln

1/α−1 n+ o(ln1/α−1 n).

❚❤❡♥ h2β0 ≤ Csn✳ ❲❡ ❞❡❛❧ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ R(h)✱

n−1h−γ10 exp(c2 ln
α(1/h))

sn

= exp

(
γ1c

−1/α
2 ln1/α n

(
1−

(
1− c

−1/α
2 (2β − γ1) ln

1/α−1
)1/α))

→n→∞ 1,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭✸✳✸✽✮✱ ❛♥❞ ❡♥❞s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ✉♥❞❡r HX,M ✳

❲❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ HX,F ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ h ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s R(h) =
h2β + h−γ ❤❛s t❤❡ ♦r❞❡r n1/(2β+γ) ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❧② ❣✐✈❡s R(h) ≤ Cn−2β/(2β+γ)✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭❜✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❛✮ s✐♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❣✐✈❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r✐s❦s ♦❢
F̂
ĥ
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ minh R̃(h) ✭R̃(h) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❛✮
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❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

�

✸✳✼✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✱ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,L

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ ❚s②❜❛❦♦✈
✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡t x0 ∈ H ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ rn = (ln(n))−β/α t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s F0 ❛♥❞ F1✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t

✭❆✮ Fl ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fβ ✱ ❢♦r l = 0, 1✱

✭❇✮ ‖F x00 − F x01 ‖2D ≥ crn ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0✱

✭❈✮ K(P⊗n
1 ,P⊗n

0 ) ≤ α ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r α < ∞ ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x0✮✱ ✇❤❡r❡
P⊗n
0 ✭r❡s♣✳ P⊗n

1 ✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ (X0,i, Y0,i)i=1,...,n ✭r❡s♣✳
(X1,i, Y1,i)i=1,...,n✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ ♦❢ Y0,i ∈ R ❣✐✈❡♥ X0,i ∈ H ✭r❡s♣✳ ♦❢
Y1,i ❣✐✈❡♥ X1,i✮ ✐s F0 ✭r❡s♣✳ F1✮✳ K(P,Q) ✐s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s P ❛♥❞ Q✿ K(P,Q) =

∫
ln(dP/dQ)dP ✐❢ P << Q✱ ❛♥❞

K(P,Q) = +∞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❖♥❝❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s F0 ❛♥❞ F1✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭❆✮✱ ✭❇✮ ❛♥❞ ✭❈✮✱ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ ❡st✐♠❛t♦r F̂ x0 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}✱ ❢♦r ❛❧❧ F ∈ Fβ ✱
✇❡ ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱

EF

[
‖F̂ x0 − F x0‖2D

]
≥ c

2
rnPF

(
‖F̂ x0 − F x0‖2D ≥ c

2
rn

)
,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t EF ✭r❡s♣✳ PF ✮ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} ✇❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢
Yi ❣✐✈❡♥ Xi = x0 ✐s F x0 ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭❆✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

sup
F∈Fβ

PF

(
‖F̂ x0 − F x0‖2D ≥ c

2
rn

)
≥ max

j=0,1
PF

(
‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ c

2
rn

)
.

◆♦✇✱ ❧❡t ψ∗ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t❡st ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ψ∗ := argminj=0,1‖F̂ x0 − F x0j ‖2D,

✐❢✱ ❢♦r j = 0, 1✱ ψ∗ 6= j✱ t❤❡♥

‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ ‖F̂ x0 − F x01−j‖2D. ✭✸✳✸✾✮

❚❤❡♥ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ ‖F x01−j − F x0j ‖2D − ‖F̂ x0 − F x01−j‖2D
≥ crn − ‖F̂ x0 − F x0j ‖2D,
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✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭❇✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②

ψ∗ 6= j ⇒ ‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ c

2
rn.

❚❤❡♥✱

PF

(
‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ c

2
rn

)
≥ PF (ψ

∗ 6= j)

❛♥❞
inf
F̂

max
j=0,1

PF

(
‖F̂ x0 − F x0j ‖2D ≥ c

2
rn

)
≥ inf

ψ
max
j=0,1

PF (ψ 6= j),

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❡sts ψ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}
✭✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ t❡st ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ (H × R)n t♦ {0, 1}✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭❈✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ✭❚s②❜❛❦♦✈✱ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✭✐✐✐✮✱ ♣✳✾✵✮ ▲❡t P0 ❛♥❞ P1 ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (E,B)✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r α <∞ s✉❝❤ t❤❛t

K(P⊗n
0 ,P⊗n

1 ) ≤ α,

t❤❡♥

inf
ψ

max
j=0,1

PF (ψ 6= j) ≥ max{e−α/4; (1−
√
α/2)/2},

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❡sts✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ F0 ❛♥❞ F1 ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆✮✱ ✭❇✮ ❛♥❞ ✭❈✮✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ F0 ❛♥❞ F1 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❋♦r (x, y) ∈ H × R✱ ❧❡t
F x0 ❜❡ t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ D✱ t❤❛t ✐s F x0 (y) = y

|D|1y∈D + 1y>supD✳
❈❤♦♦s❡ ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y0 ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PUD

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s❡t D✱
❛♥❞ t❛❦❡ ❛♥② ♣r♦❝❡ss X0 ♦♥ H✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ Y0✱ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PX ✈❡r✐❢②✐♥❣ HX,L✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡t

F x1 (y) = F x0 (y) + LηβnH

(‖x− x0‖
ηn

)∫ y

−∞
ψ(t)dt,

✇❤❡r❡

✕ ψ : R → R ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt D ✇✐t❤
∫
R
ψ(t)dt = 0✱

✕ H : R+ → R+ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [0; 1] s✉❝❤ t❤❛t |H(u) −H(v)| ≤ |u − v|β ✱
❢♦r ❛♥② (u, v) ∈ R2

+✱

✕ L ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t 0 < L < 1/(supn∈N∗{ηβn}|D|‖K‖L∞(R)‖ψ‖L∞(R))✱
✕ ηn ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t

η2βn ≥ c(B)rn ❛♥❞ η2βn ϕx0(ηn) ≤
c(C)

n
, ✭✸✳✹✵✮

❢♦r t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts c(B) > 0 ❛♥❞ c(C) > 0✳
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❋r♦♠ HX,L✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ηn ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ηn =

(
lnn− ((2β + γ)/α) ln lnn

C1

)−1/α

. ✭✸✳✹✶✮

❲❡ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y1✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ H✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
Y1 ❣✐✈❡♥ X0 = x ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ F x1 ✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ P1 ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
(X0, Y1)✳

❈❤❡❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆✮ t♦ ✭❈✮

❈❤❡❝❦ ✭❆✮✿ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ Fβ ❋♦r ❛♥② x ∈ H✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F x0 ✐s ❛ ❝✳❞✳❢✳ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x ❛♥❞ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦♥ D✮✱ ❛♥❞ ‖F x0 − F x

′
0 ‖2 = 0 ✭x, x′ ∈ H✮✳ ❚❤✉s✱ F0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fβ ✳

▲❡t x ∈ H ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y 7→ F x1 (y) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t 0 ✇❤❡♥ y ❣♦❡s t♦
−∞ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t D ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t✮✱ ❛♥❞ 1 ✇❤❡♥ y ❣♦❡s t♦ +∞ ✭s✐♥❝❡

∫
R
ψ(t)dt = 0✮✳ ■❢

y /∈ D̄✱ (F x1 )
′(y) = 0 ✭t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ψ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ D✮ ❛♥❞ ✐❢ y ∈ D̊✱

(F x1 )
′(y) =

1

|D| + LηβnH

(‖x− x0‖
ηn

)
ψ(y) ≥ 1

|D| − Lηβn‖H‖L∞(R)‖ψ‖L∞(R) > 0,

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ L ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✉s F x1 ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ F x1 ✐s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② x, x′ ∈ H✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② Iψ =

∫
D(
∫ y
−∞ ψ(t)dt)2dy✱

‖F x1 − F x
′

1 ‖2D = L2η2βn Iψ

(
H

(‖x− x0‖
ηn

)
−H

(‖x′ − x0‖
ηn

))2

≤ L2η2βn Iψ

(‖x− x0‖
ηn

− ‖x′ − x0‖
ηn

)2β

≤ L2Iψ‖x− x′‖2β ,

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ F1 ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fβ ✳

❈❤❡❝❦ ✭❇✮✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦ss ‖F x00 − F x01 ‖2D ❲❡ ❤❛✈❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
❢♦r ηn✱

‖F x01 − F x00 ‖2D = L2η2βn H2(0)Iψ ≥ L2H2(0)Iψc(C)rn.

❈❤❡❝❦ ✭❈✮✿ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ K(P⊗n
1 , P⊗n

0 ) ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ P1 ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P0✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

F x1 (y) =

∫ y

−∞

1

|D|1D(t) + LηβnH

(‖x− x0‖
ηn

)
ψ(t)dt.



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✶✽

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t
∫
R
ψ(t)dt =

∫
D ψ(t)dt = 0✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

Y1 ❣✐✈❡♥ X0 = x ❛❞♠✐ts ❛ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ D ❣✐✈❡♥ ❜②

fx1 (y) =

(
1

|D| + LηβnH

(‖x− x0‖
ηn

)
ψ(y)

)
1D(y).

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P1 ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✉♣❧❡ (X0, Y1)✳ ❋♦r ❛♥② t❡st
❢✉♥❝t✐♦♥ Φ ♦♥ H× R✱

∫

H×R

Φ(x, y)dP1(x, y) = E [Φ(X0, Y1)] = E [E [Φ(X0, Y1)|X0]]

=

∫

H

E [Φ(x, Y1)|X0 = x] dPX0(x)

=

∫

H

(∫

R

Φ(x, y)fx1 (y)dy

)
dPX0(x)

=

∫

H×R

Φ(x, y)|D|fx1 (y)
(

1

|D|1D(y)
)
dydPX0(x)

=

∫

H×R

Φ(x, y)|D|fx1 (y)dP0(x, y).

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ P1 << P0✱ ❛♥❞ dP1/dP0(x, y) = |D|fx1 (y)✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

K(P1,P0) =

∫
ln

(
dP1

dP0

)
dP1 =

∫

H×R

ln (|D|fx1 (y)) fx1 (y)dydPX0(x)

= E

[∫

D
ln
(
|D|fX0

1 (y)
)
fX0
1 (y)dy

]

= E

[∫

D
ln

(
1 + |D|LηβnH

(‖X0 − x0‖
ηn

)
ψ(y)

)(
1

|D| + LηβnH

(‖X0 − x0‖
ηn

)
ψ(y)

)
dy

]
.

◆♦t✐♥❣ t❤❛t ln(1 + u) ≤ u ❢♦r ❡✈❡r② u > −1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

K(P1,P0) ≤ E

[∫

D
|D|LηβnH

(‖X0 − x0‖
ηn

)
ψ(y)dy

]

+E

[∫

D
|D|
(
LηβnH

(‖X0 − x0‖
ηn

)
ψ(y)

)2

dy

]

= 0 + |D|L2η2βn

∫

D
ψ2(y)dyE

[
H2

(‖X0 − x0‖
ηn

)]

≤ |D|L2η2βn ‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)P (‖X0 − x0‖ ≤ ηn)

= |D|L2η2βn ‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)ϕ
x0(ηn),

❜② ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❛t
∫
R
ψ(y)dy = 0 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ H ✐s [0; 1]✳

❚❤✉s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ηn✱ ✇❡ ❣❡t K(P1,P0) ≤ |D|L2‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)c(C)/n✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱

K(P⊗n
1 ,P⊗n

0 ) = nK(P1,P0) ≤ |D|L2‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)c(C),



✶✶✾ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❈✮✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✱ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M ♦r HX,F

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❡①❛❝t❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ❛s ❢♦r ✭✐✮ ✉♥❞❡r HX,L✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (ηn)n ✭s❡❡ ✭✸✳✹✶✮✮✳

✕ ❯♥❞❡r HX,M ✱ ✇❡ s❡t rn = exp

(
− 2β

c
1/α
1

ln1/α n

)
✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ✭✸✳✹✶✮

♦❢ ηn ❜② ηn = exp(−(c−1
1 lnn− c

−(α+1)/α
1 (2β + γ2) ln

1/α n)1/α)✳ ■t ✈❡r✐✜❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✹✵✮✳

✕ ❚❤❡ ❝❛s❡ HX,F ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ α = 1 ✐♥ HX,M ✳ ❲❡ s❡t ηn = n1/(2β+γ) ❛♥❞ ❛tt❛✐♥
t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ rn = n−2β/(2β+γ)✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✮

❚❤❡ r✐s❦ ✭✸✳✺✮ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✳r✳t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ PX ⊗ PUD
✇❤❡r❡ PUD

✐s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t D✳ ❚❤❡ t♦♦❧s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✭✐✮ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐t✳ ❇✉t ✐t
❝❛♥♥♦t ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❛❞❛♣t❡❞✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,L ✭t❤❡ s✇✐t❝❤ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ HX,M

❛♥❞ HX,F ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✐✮✮✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② rn = (ln(n))−2β/α t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳
❲❡ ♠✉st ❜✉✐❧❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s (Fω)ω∈Ωn ✇❤❡r❡ Ωn ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ♦❢ {0, 1}mn ❛♥❞
mn ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ❧❛t❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✭❆✬✮ Fω ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fβ ✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ Ωn✱

✭❇✬✮ ❢♦r ❛❧❧ ω, ω′ ∈ Ωn✱ ω 6= ω′✱ E
[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
≥ crn ✇❤❡r❡ c > 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱

✭❈✬✮ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ Ωn✱ Pω ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P0 ❛♥❞

1

❈❛r❞(Ωn)

∑

ω∈Ωn

K(P⊗n
ω ,P⊗n

0 ) ≤ ζ ln(❈❛r❞(Ωn))

❢♦r ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ζ ∈]0, 1/8[✱ ✇❤❡r❡ P⊗n
ω ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡

(Xω,i, Yω,i)i=1,...,n ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳ ♦❢ Yω,i ❣✐✈❡♥ Xω,i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Fω✳

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✿ ✜rst ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s (Fω)ω∈Ωn ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭❆✬✮✱ ✭❇✬✮ ❛♥❞ ✭❈✬✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡t✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛♠✐❧② (Fω)ω∈Ωn ✈❡r✐✜❡s ✭❆✬✮✱ ✭❇✬✮ ❛♥❞ ✭❈✬✮✳ ❲✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞
♥♦t❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮ ✭♣✳✶✶✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

inf
F̂

sup
F∈Fβ

EF

[
‖F̂X′ − FX

′‖2D
]
≥ c

2
rn inf

F̂
sup
F∈Fβ

PF

(∫

B
‖F̂ x − F xω′‖2DdPX(x) ≥

c

2
rn

)
,

✇❤❡r❡ EF ✭r❡s♣✳ PF ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❧❛✇ ♦❢ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n,X ′} ✇❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ H✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✷✵

❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Yi ❣✐✈❡♥ Xi = x ✐s F x ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧
t❡sts ✇✐t❤ ❈❛r❞(Ωn) ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n}✳ ❚❤❡♥
t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✾✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✱ ♣✳✾✾✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t Ωn s✉❝❤ t❤❛t ❈❛r❞(Ωn) ≥ 2 ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧②

(Fω)ω∈Ωn ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fβ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r s > 0✱

✕ ❋♦r ❛❧❧ ω, ω′ ∈ Ωn✱ ω 6= ω′✱

E

[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
≥ 2s.

✕ ❋♦r ❛❧❧ ω ∈ Ωn✱ Pω ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧

♥✉♠❜❡r ζ ∈]0, 1/8[ s✉❝❤ t❤❛t

1

Card(Ωn)

∑

ω∈Ωn

K(P⊗n
ω ,P⊗n

0 ) ≤ ζ ln(Card(Ωn)).

❚❤❡♥

inf
F̂

sup
F∈Fβ

PF

(∫

B
‖F̂ x − F xω′‖2DdPX(x) ≥ s

)

≥
√

Card(Ωn)

1 +
√
Card(Ωn)

(
1− 2ζ −

√
2ζ

ln(Card(Ωn))

)
≥ c′ > 0,

✇✐t❤ c′ =
√
2

1−
√
2
(7/8− 1/(2 ln 2))✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s Fω ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ (x, y) 7→ F x0 (y) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ω =

(ω1, . . . , ωmn) ∈ {0, 1}mn ✱ ❧❡t

F xω (y) = F x0 (y) + Lηβn

∫ y

−∞
ψ(t)dt

mn∑

k=1

ωkH

(‖x− xk‖
ηn

)
,

✇❤❡r❡ H✱ L✱ ❛♥❞ (ηn)n ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮ ✭❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ηn ✐s ✭✸✳✹✶✮✮✱
ψ : R → R ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt D s✉❝❤ t❤❛t

∫
R
ψ(t)dt = 0 ❛♥❞

‖ψ‖2
L2(R) < ln(2)/(64C2|D|‖H‖L2(R)c(C)) ✭✇❤❡r❡ C2 ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✱ ♣✳✽✺

❛♥❞ c(C) ✐♥ ✭✸✳✹✶✮✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ xj =
√
2 supn∈N∗{ηn}ej ✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱ ✇❤❡r❡ (ej)j≥1 ✐s ❛♥

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ L2([0, 1])✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Yω✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ H✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

Yω ❣✐✈❡♥ X = x ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ F xω ✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Pω ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
(X,Yω)✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ (xj)j=1,...,mn ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱

H

(‖x− xk‖
ηn

)
H

(‖x− xj‖
ηn

)
= 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ H, ❛s s♦♦♥ ❛s j 6= k. ✭✸✳✹✷✮



✶✷✶ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t H(‖x−xk‖/ηn) 6= 0✱ s✐♥❝❡ H ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [0, 1]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ‖x−xk‖ ≤
ηn✳ ◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❛s (ej)j≥1 ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✱ ❢♦r ❛❧❧ j 6= k✱ ‖xj − xk‖2 =

2 supn∈N∗{η2n}
(
‖ej‖2 − 2〈ej , ek〉+ ‖ek‖2

)
= 4 supn∈N∗{η2n}✳ ❚❤❡♥ ‖x − xj‖ ≥ ‖xj − xk‖ −

‖x− xk‖ ≥ 2 supn∈N∗{ηn} − ηn > ηn ❛♥❞ H(‖x− xk‖/ηn) = 0✳

❈❤❡❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆✬✮ t♦ ✭❈✬✮

❈❤❡❝❦ ✭❆✬✮ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t F0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fβ ✳ ▲❡t ω ∈ {0, 1}mn ❜❡ ✜①❡❞✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t F xω ✐s ♥♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭x ∈ H ✜①❡❞✮✱ ❛s ❢♦r F x1 ✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞✱

(F xω )
′(y) ≥ 1

|D| − Lηβn‖H‖L∞(R)‖ψ‖L∞(R)

≥ 1

|D| − L sup
n∈N∗

{ηβn}‖H‖L∞(R)‖ψ‖L∞(R) > 0,

❢♦r y ∈ D✱ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣❡rt② ✭✸✳✹✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ L ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✉s✱ ❛s F1 ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ✭✐✮✱ Fω ✐s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r❧② ♦❜t❛✐♥ Fω ∈ Fβ ✳

❈❤❡❝❦ ✭❇✬✮ ❋♦r ❛❧❧ ω, ω′ ∈ {0, 1}mn ✱

E

[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
= L2η2βn IψE



(
mn∑

k=1

(ωk − ω′
k)H

(‖X ′ − xk‖
ηn

))2

1B(X
′)


 ,

✇✐t❤ Iψ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✳ ❋r♦♠ Pr♦♣❡rt② ✭✸✳✹✷✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

E

[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
= L2η2βn Iψ

mn∑

k=1

(ωk − ω′
k)

2E

[
H2

(‖X ′ − xk‖
ηn

)
1B(X

′)

]
.

◆♦✇ s❡t cH := minx,‖x‖≤1/2H(x)✱ s✐♥❝❡ H ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ H(x) > 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ H✱ s✉❝❤
t❤❛t ‖x‖ ≤ 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ cH > 0 ❛♥❞

E

[
H2

(‖X ′ − xk‖
ηn

)
1B(X

′)

]
≥ E

[
H2

(‖X ′ − xk‖
ηn

)
1{ ‖X′−xk‖

ηn
≤1/2

}1B(X
′)

]

≥ c2HP
({

‖X ′ − xk‖ ≤ ηn/2
}
∩
{
X ′ ∈ B

})
.

◆♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ‖xk‖ =
√
2 supn∈N{ηn}✱ ❛♥❞ t❤❛t B ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢

H ❝❡♥tr❡❞ ❛t ✵ ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐✉s ρ✳ ❚❤❡♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s✱ ρ > (1/2 +
√
2) supn∈N{ηn}✱ ✇❡ ❤❛✈❡

{‖X ′ − xk‖ ≤ ηn/2} ⊂ {‖X ′‖ ≤ ρ} ⊂ {X ′ ∈ B}✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ‖xk‖ < ρ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
xk ∈ B ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ t♦ ❣❡t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (‖X ′ − xk‖ ≤ ηn/2) = ϕxk(ηn/2)✳ ❲❡ ❣❡t

E

[
H2

(‖X ′ − xk‖
ηn

)
1B(X

′)

]
≥ c2Hc2ϕ(ηn/2),

❛♥❞
E

[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
≥ L2c2Hc2η

2β
n Iψϕ(ηn/2)r(ω, ω

′),



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✷✷

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ {0, 1}mn ❞❡✜♥❡❞ ❜② r(ω, ω′) =
∑mn

j=1 1{ωk 6=ωk}✳ ◆♦✇✱
❢r♦♠ ❱❛rs❤❛♠♦✈✲●✐❧❜❡rt ❜♦✉♥❞ ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✼ ♦❢ ❚s②❜❛❦♦✈ ✷✵✵✾✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜s❡t Ωn ♦❢
{0, 1}mn s✉❝❤ t❤❛t

r(ω, ω′) ≥ mn

8
, ❢♦r ❛❧❧ ω, ω′ ∈ Ωn, ω 6= ω′, ❛♥❞ ❈❛r❞(Ωn) ≥ 2mn/8. ✭✸✳✹✸✮

❚❤❡♥ ✜① mn := ⌊ϕ(ηn/2)−1⌋ ✇❤❡r❡ ⌊·⌋ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✳ ❋♦r ❛❧❧ ω 6= ω′✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
ηn

E

[
‖FX′

ω − FX
′

ω′ ‖2D1B(X ′)
]
≥ 1

8
L2c2Hc2η

2β
n Iψmnϕ(ηn/2) ≥

1

8
L2c2Hc2rn.

❈❤❡❝❦ ✭❈✬✮ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Pω ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
P0✱ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ dPω/dP0(x, y) = |D|fxω(y) ❛♥❞ dPω(x, y) = fxω(y)dydPX(x)✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✳ ❆r❣✉✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛s ✐♥ ✭✐✮✱ ✇❡ ❣❡t

K(Pω,P0) ≤ |D|L2η2βn

∫

D
ψ2(y)dy

mn∑

k=1

ωkE

[
H2

(‖X − xk‖
ηn

)]

≤ mn|D|L2η2βn ‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)P (‖X − xk‖ ≤ ηn) .

◆♦✇✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛s ✐♥ ❈❤❡❝❦ ✭❆✬✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ❣❡t t❤❛t P(‖X−
xk‖ ≤ ηn) ≤ C2P(‖X‖ ≤ ηn) = C2ϕ(ηn). ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ηn✱ ✇❡ ♥♦✇ ♦❜t❛✐♥ ✭❛s
✐♥ ✭✐✮✮

K(P⊗n
ω ,P⊗n

0 ) ≤ C2mn|D|L2‖ψ‖2L2(R)‖H‖2L∞(R)c(C).

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✸✮ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ Ωn ❧❡❛❞s t♦ mn ≤ (8/ ln 2) ln(❈❛r❞(Ωn)), ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❈✬✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

�

✸✳✼✳✼ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

▼❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢

❚❤❡ ♣r♦♦❢ st❛rts ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❋♦r ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✐✐✮✱ ✇❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ E[‖F̂X′
h −

FX
′‖2D1{RX′

h <1/2}1B(X
′)] ❜② C/(nϕp(h))✱ ✇✐t❤ d r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② dp ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ RX

′
h ✳ ❋♦r

E[‖F̂X′
h − FX

′‖2D1{RX′
h ≥1/2}1B(X

′)] ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✭✸✳✷✷✮✳ ▲❡♠♠❛s ✾ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛s

✶✵ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✭❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❣❛✐♥ d ❜② dp ✐♥ ❡✈❡r② t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ H ′
ϕ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Hϕ✮✳

❚❤✐s ✜rst ♣❛rt ✐s ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✐✮✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠✳ ❲❡ s✉❜st✐t✉t❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✶ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✶✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥s HF ❛♥❞ Hξ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡♥

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h,p

]∥∥∥
2

D

]
≤ C


h2β +


∑

j>p

σ2j



β





✶✷✸ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

❛♥❞

E

[∥∥∥F x0 − E

[
F̃ x0h,p

]∥∥∥
2

D

]
≤ C


h2β +


∑

j>p

σ2j



β

+


∑

j>p

〈x0, ej〉2


β

 ,

✇❤❡r❡ C > 0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ CD✱ β✱ ❛♥❞ Cξ✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✹

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✮✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✱
✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✷✸✮✳ ❚❤❡♥✱

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h,p

]∥∥∥
2

D

]
≤ C2

Dn
2E


EX′


W̃ (1)

h (X ′)


d2p(X1, X

′) +
∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2
 ,

✇❤❡r❡ ξ(1)j := (〈X1, ej〉 − µj)/σj ❛♥❞ ξ′j := (〈X1, ej〉 − µj)/σj ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ 〈X1, ej〉 ❛♥❞ 〈X ′, ej〉✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ❧❡❛❞ t♦

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h,p

]∥∥∥
2

D

]
≤ C2

Dn
2E


EX′


W̃ (1)

h (X ′)


h2 +

∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2
 .

◆♦✇✱ ✜rst❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ a, b > 0✱ (a+ b)β/2 ≤ (2max{a, b})β/2 ≤ 2β/2(aβ/2 + bβ/2) ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②

EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

]
= 1/n✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥

E

[∥∥∥FX′ − EX′

[
F̃X

′
h,p

]∥∥∥
2

D

]
≤

2β+1C2
D


h2β + n2E


EX′


W̃ (i)

h (X ′)


∑

j>p

σ2j (ξ
(i)
j − ξ′j)

2



β/2



2



 . ✭✸✳✹✹✮

❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ Hb
ξ ✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞

E


EX′


W̃ (1)

h (X ′)


∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2
 ≤ 4βC2β

ξ


∑

j>p

σ2j



β

1

n2
.



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✷✹

❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ H ind
ξ ✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t

E


EX′


W̃ (1)

h (X ′)


∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2


= E


EX′

[
W̃

(1)
h (X ′)

]2
EX′





∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2


≤ n−2E





∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2

.

◆♦✇ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✺ ❜❡❧♦✇ ✇✐t❤ ηj = ξ
(1)
j − ξ′j ❛♥❞ CM = 2βCξ✱ ✇❡ ❣❡t

E





∑

j>p

σ2j (ξ
(1)
j − ξ′j)

2



β/2



2

≤ 24βC2
ξ


∑

j>p

σ2j



β

,

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✹✹✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✹
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭♣♦✐♥t✇✐s❡ r✐s❦✮✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✸✮✱ ✇❡
r❛t❤❡r ✉s❡

‖X1 − x0‖β =


d2p (X1, x0) +

∑

j>p

(σjξj − 〈x0, ej〉)2


β/2

≤ 3β/2


dβp (X1, x0) + 2β/2


∑

j>p

σ2j ξ
2
j



β/2

+ 2β/2


∑

j>p

〈x0, ej〉2


β/2

 .

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❜♦✉♥❞ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r❧②✳

�

▲❡♠♠❛ ✶✺✳ ▲❡t (ηj)j≥1 ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ (σj)j≥1 ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ r❡❛❧

♥✉♠❜❡rs ✈❡r✐❢②✐♥❣✱ ❢♦r β > 0✱

∑

j≥1

σ2j < +∞ ❛♥❞ ∀j ≥ 1, E

[
ηβj

]
≤ CM ,



✶✷✺ ✸✳✼✳ Pr♦♦❢s

❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t CM > 1✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ N

E





∑

j>p

σ2j η
2
j



β/2

 ≤ CM


∑

j>p

σ2j



β/2

.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✺ ❋✐rst s✉♣♣♦s❡ t❤❛t β/2 ∈ N∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡


∑

j>p

σ2j η
2
j



β/2

=
∑

j1,...,jβ/2>p

β/2∏

l=1

σ2jlη
2
jl
,

❛♥❞✱ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍ö❧❞❡r✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②

E





∑

j>p

σ2j η
2
j



β/2

 =

∑

j1,...,jβ/2>p

β/2∏

l=1

σ2jlE



β/2∏

l=1

η2jl


 ≤

∑

j1,...,jβ/2>p

β/2∏

l=1

σ2jl

β/2∏

l=1

E

[
ηβjl

]2/β

≤ CM
∑

j1,...,jβ/2>p

β/2∏

l=1

σ2jl ≤ CM


∑

j>p

σ2j



β/2

.

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t β ∈ Q∩]0,+∞[✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t β/2 = p/q

✇✐t❤ p ∈ N∗ ❛♥❞ q > 1 ✭✐❢ q = 1✱ β/2 ∈ N∗✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ x1/q ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❜②
❏❡♥s❡♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②✿

E





∑

j>p

σ2j η
2
j



β/2

 ≤ E




∑

j>p

σ2j η
2
j



p

1/q

≤ C
1/q
M


∑

j>p

σ2j



β/2

≤ CM


∑

j>p

σ2j



β/2

.

❚❤❡ ❝❛s❡ β > 0 ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Q ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ R✳

�

✸✳✼✳✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✼✳✺✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ✭✐✐✮ ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ r✐s❦✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✮

❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭✐✐✮✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② h2β+(
∑

j>p σ
2
j )
β+

n−1ϕ−1
p (h)✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t

ϕp(h) =

∫

{x∈Rp,
∑p

j=1 σ
2
jx

2
j≤h2}

fp(x1, . . . , xp)dx,



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✳❞✳r✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✷✻

✇❤❡r❡ fp ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ (ξ1, . . . , ξp)✳ ❇② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t



x ∈ Rp,

p∑

j=1

σ2jx
2
j ≤ h2



 ⊃



x ∈ Rp, |xj | ≤

h√∑p
j=1 σ

2
j



 ,

✇❡ ❣❡t

ϕp(h) ≥ 2php
∫
[
0,(

∑p
j=1 σ

2
j )

−1/2
]p fp(hx1, . . . , hxp)dx ≥ chp,

✇❤❡r❡ c ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
∑

j≥1 σ
2
j ❛♥❞ fp(0) ❛♥❞ p✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ σj ✱ ✇❡ t❤✉s

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r✐s❦✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t R(h, p) := h2β + pβ(1−2δ) +

c−pn−1h−p. ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

∂R

∂h
(h, p) = 2βh2β−1 − pc−pn−1h−p−1,

∂R

∂p
(h, p) = β(1− 2δ)pβ(1−2a)−1 − ln(ch)c−pn−1h−p.

■❢ (h∗, p∗) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R ✇❡ ❤❛✈❡ ∂R
∂h (h

∗, p∗) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

h∗ =

(
p∗c−p

∗

2β

)1/(2β+p∗)

n−1/(2β+p∗).

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ N∗✱

R(h∗, p∗) =

(
p∗c−p

∗

2β

)2β/(2β+p∗)

n−2β/(2β+p∗) + (p∗)β(1−2δ)

+c−pn−1

(
p∗c−p

∗

2β

)−p∗/(2β+p∗)
n−p

∗/(2β+p∗)

≤
(
pc−p

2β

)2β/(2β+p)

n−2β/(2β+p) + pβ(1−2δ)

+c−pn−1

(
pc−p

2β

)−p/(2β+p)
n−p/(2β+p),

❛♥❞ t❤✐s ❧❛st ❜♦✉♥❞ ❤❛s t❤❡ ♦r❞❡r n−2β/(2β+p)+pβ(1−2δ)✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ h = (pc−p/2β)1/(2β+p) n−1/(2β+p)

❛♥❞ p = [ln(n)/(δ − 1/2) ln ln(n)− 2β] ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭✐✐✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
∑

j>p〈x0, ej〉 ≤ C
∑

j>p σ
2
j ✱ ❛♥❞

❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢Hϕ t❤❛t t❤❡ r✐s❦ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② h2β+(
∑

j>p σ
2
j )
β+

n−1ϕ−1
p (h)✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ✭✐✐✮✳

�





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s

❞❡ ré♣♦♥s❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

x1, . . . , xd✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛

ré♣♦♥s❡ Y ✭❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✮ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t

❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧✐♠✐té❡s ❡♥

♥♦♠❜r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❞❡ ❧❛

♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t

❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❣é♥é✲

r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

♣r♦♣♦sé❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✶✳✶ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r tr❛♥✲
s✐❡♥ts ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦r ✈❡ss❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✶✳✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
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✹✳✸✳✹ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✹ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✭❘❙▼✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦① ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✺✶✮ ✇✐t❤
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❝❤❡♠✐str②✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✇❛s t♦



✶✷✾ ✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t❛♥ts✱ ✳✳✳✮✳
❚❤❡♥✱ ✐ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s (x1, . . . , xd) ∈ Rd ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ Y ∈ R✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❞ ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥❞✉str②✳

✹✳✶✳✶ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡

❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❘❙▼ ✐♥ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ r❡❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ d ≥ 2 r❡❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (x1, . . . , xd)′ ∈ R ✕ ✇❤❡r❡ R ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♦♥
♦❢ Rd ✕ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ m : R → R✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
(x1, . . . , xd)

′ ∈ R ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ Y (x1, . . . , xd) =: Y s✉❝❤ t❤❛t E[Y |x1, . . . , xn] = m(x1, . . . , xd)✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t x(0)
0 ∈ R ✭❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ y = m(x1, . . . , xn) ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♥t✐❧ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r
s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥ts✱(
x
(0)
i

)
i=1,...,n0

:=
(
x
(0)
i,1 , . . . , x

(0)
i,d

)
i=1,...,n0

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t x
(0)
0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s
(
Y

(0)
i

)
i=1,...,n0

✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛
((
x
(0)
i , Y

(0)
i

)
, i = 1, . . . , n0

)
❛r❡ ✜tt❡❞✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡
Y :=

∑

0≤j1...,jd≤p
j1+...+jd=p

βj1...,jdx
j1
1 . . . xjdd + ε. ✭✹✳✶✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛✐r❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t x(0)
0 ✱ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ m ❛r♦✉♥❞ x
(0)
0 ❣✐✈❡♥

❜②

m(x) = m
(
x
(0)
0

)
+

d∑

j=1

∂m

∂xj

(
x
(0)
0

)(
xj − x

(0)
0,j

)
+ . . .

+
∑

1≤j1,...,jq≤d

∂pm

∂xj1 . . . ∂xjp

(
x
(0)
0

)(
xj1 − x

(0)
0,j1

)
. . .
(
xjp − x

(0)
0,jp

)
+ o

(∥∥∥x− x
(0)
0

∥∥∥
p)
,

❢♦r ❛❧❧ x = (x1, . . . , xd)
′ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢R ✭❤❡r❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛tm ✐s p✲t✐♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✵

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✭▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ✷✵✵✾✮✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t (β1,0...,0, . . . , β0,...,0,1)′ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t(
∂m
∂x1

(
x
(0)
0

)
, . . . , ∂m∂xd

(
x
(0)
0

))′
♦❢ m ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t x(0)

0 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥

t❤❡ ♥♦✐s❡ ε1, . . . , εn✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✈❡r✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ p ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ x(0)
i ✐♥ t❤❡ t❡r♠ o

(∥∥∥x− x
(0)
0

∥∥∥
p)

✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

♥♦✐s❡ ✐s ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ε1, . . . , εn ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❖♥❝❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs β̂j1,...,jd ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
βj1,...,jd ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

s✉r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ x
(0)
0 ✳

❆ s❡❝♦♥❞✲st❡♣ ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st
❞❡s❝❡♥t −(β̂1,0...,0, . . . , β̂0,...,0,1) ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❣✐♥s t♦ r✐s❡✳ ❇② ✇❛② ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❛s❝❡♥t
✭❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ②✐❡❧❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ t❡♥t❤ st❡♣✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t x
(1)
0 ✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ♠❛② ❞❡❝✐❞❡

❡✐t❤❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(
x
(1)
i

)
i=1,...,n1

❛r♦✉♥❞ x
(1)
0 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥♦t❤❡r

st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t♦ st♦♣ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r❡✜♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤❡st
❞❡❣r❡❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② q✉❛❞r❛t✐❝ p = 2✮✳



✶✸✶ ✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹✳✶✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❆ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐♥ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥

❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s {x(k)
i , i = 1 . . . , nk}✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐t s♦

❛s t♦ ❣❡t ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ y = m(x1, . . . , xd) ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ●❡♦r❣✐♦✉✱
❙t②❧✐❛♥♦✉✱ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦st tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥s✳

❋✐rst✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ p = 1✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s✳

❚❤❡ 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡ x1, . . . , xd✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✭❝♦❞❡❞ ❜② +1 ❛♥❞ −1✮ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ ❛❧❧ t❤❡ 2d ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
❧❡✈❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r d = 2 ❛♥❞ d = 3✳

■❢ d ✐s ❧❛r❣❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❦❡❡♣s ♦♥❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛ ❤❛❧❢✱ ❛ q✉❛rt❡r✱ ✳✳✳✮ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ 2d

❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1/(2p) ✐s ❦❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ 2d ❞❡s✐❣♥✱ t❤✐s
❞❡s✐❣♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ 2d−p ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♠♦✈❡❞ ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥✱ ✇❡ r❡❢❡r ❡✳❣✳
t♦ ●✉♥st ❛♥❞ ▼❛s♦♥ ✷✵✵✾ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ p = 2✮✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥ ❞❡s✐❣♥s✳

✕ 3d ♦r 3d−p ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ 2d ❛♥❞ 2d−p ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❜✉t ✇✐t❤ t❤r❡❡
❧❡✈❡❧s ✭+1✱ −1 ❛♥❞ 0✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✷

✕ ❈❡♥tr❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❉❡s✐❣♥s ✭❈❈❉✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧
❞❡s✐❣♥ ✭❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r ♥♦t✮ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ α > 0 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ d = 2 ❛♥❞ d = 3✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ Pr♦♣❡rt✐❡s✮✱ ✇❡
❛❧s♦ ❛❞❞ n0 ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈❡♥tr❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❉❡s✐❣♥s ❢♦r d = ✷ ❛♥❞ d = 3✳

✕ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥ ❉❡s✐❣♥s ✭❇❇❉✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ■t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ s✉❜s❡t
♦❢ t❤❡ 3d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥
❞❡s✐❣♥ ❢♦r d = 3✳ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ✇❤❡♥ d = 2✳ ❋♦r d ≥ 4✱ ✇❡ r❡❢❡r
t♦ ▼②❡rs✱ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥✲❈♦♦❦ ✭✷✵✵✾✱ ♣✳ ✼✳✹✳✼✮✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ t❤✐s ♠❛② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ t♦
✈❡r✐❢② s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❧❛❝❦✲♦❢✲✜t t❡sts ✭❇r♦♦❦ ❛♥❞
❆r♥♦❧❞✱ ✶✾✽✺✱ ♣♣✳ ✹✽✲✹✾✮✳

✹✳✶✳✶✳✸ ❉❡s✐❣♥ Pr♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✐s t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭t❤❡ ❞❡s✐❣♥✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭✹✳✶✮✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♦ t❤❛t t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ (βj1,...,jd)0≤j1,...,jd≤d

j1+...+jd=d
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ ❝♦♥❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ ❞❡s✐❣♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧✿ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱
r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t✐❝ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳



✶✸✸ ✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥ ❉❡s✐❣♥ ❢♦r d = 3✳

❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ s✉♣✲
♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ k✲t❤ st❡♣ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

Y
(k)
i :=

∑

0≤j1...,jd≤p
j1+...+jd=p

β
(k)
j1...,jd

(
x
(k)
i,1

)j1
. . .
(
x
(k)
i,d

)jd
+ ε

(k)
i (i = 1, . . . , nk).

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠

Y (k) = X
(k)β(k) + ε(k),

✇❤❡r❡ Y (k) = (Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
nk )′✱ β(k) =

(
β
(k)
j1...,jd

)
0≤j1...,jd≤d
j1+...+jd=d

✱

X
(k) =

((
x
(k)
i,1

)j1
. . .
(
x
(k)
i,d

)jd)
i = 1, . . . , nk, 0 ≤ j1 . . . , jd ≤ p

j1 + . . .+ jd = p

❛♥❞ ε(k) = (ε
(k)
1 , . . . , ε

(k)
nk )

′✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ε(k) ✐s ❝❡♥t❡r❡❞✱ t❤❛t ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s❛♠❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ σ2k✳ ❚❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ β(k) ✐s ❡q✉❛❧ t♦

β̂
(k)

:=
(
X

(k)′
X

(k)
)−1

X
(k)′Y (k)



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✹

❛♥❞ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❡❛♥ E

[
β̂
(k)
]
= β(k) ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜②

❱❛r
(
β̂
(k)
)

= E

[(
β̂
(k) − β

)(
β̂
(k) − β

)′]

=
(
X

(k)′
X

(k)
)−1

X
(k)′E

[
ε(k)ε(k)

′]
X

(k)
(
X

(k)′
X

(k)
)−1

= σ2k

(
X

(k)′
X

(k)
)−1

.

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①X
(k)′

X
(k) ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ε ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡

✈❡❝t♦r β̂
(k)

✐s ❛❧s♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t
❡❛s✐❡r t♦ t❡st t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ β(k) ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ {(1, 1), (1,−1)} ✐s ❛ 22−1 ❞❡s✐❣♥ ❜✉t ✐s ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❢♦r
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s ✐s ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢②✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❇♦① ❛♥❞ ❍✉♥t❡r ✭✶✾✺✼✮ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
❝r✐t❡r✐❛ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s✳ ❈❡♥tr❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❉❡s✐❣♥s ❛r❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐❢

α =

√√
F (F + 2d+ n0)− F

2
,

✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭s❡❡ ▼②❡rs✱ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❛♥❞
❆♥❞❡rs♦♥✲❈♦♦❦ ✷✵✵✾✮✳

❘♦t❛t❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❛ ♣♦✐♥t x = (x1, . . . , xd)

′ ∈ Rd✿

ŷ(x)(k) := fp(x)
′β̂

(k)
,

✇❤❡r❡ fp(x) :=

((
x
(k)
1

)j1
. . .
(
x
(k)
d

)jd)

0≤j1...,jd≤p
j1+...+jd=p

✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t

E

[
ŷ(x)(k)

]
= fp(x)

′β(k)

❛♥❞ t❤❛t

❱❛r(ŷ(x)(k)) = σ2fp(x)
′
(
X

(k)′
X

(k)
)−1

fp(x).

❆ ❞❡s✐❣♥ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r♦t❛t❛❜❧❡ ✐❢ ❱❛r(ŷ(x)(k)) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x

❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥② r♦t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❇♦① ❛♥❞ ❍✉♥t❡r ✭✶✾✺✼✮ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t②✳

❙✐♥❝❡ f1(x) = (1, x1, . . . , xd)✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜rst✲♦r❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❛❧s♦
r♦t❛t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❈❈❉ ❞❡s✐❣♥ ✐s
r♦t❛t❛❜❧❡ ✐❢ α = F 1/4 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❈❈❉ ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ r♦t❛t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♦♥❧② ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n0 ❛♥❞ F ✳ ❇♦①✲❇❡❤♥❦❡♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ r♦t❛t❛❜❧❡ ❢♦r d = 4



✶✸✺ ✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ d = 7✳ ❙♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭❑❤✉r✐✱ ✶✾✽✽❀ ❉r❛♣❡r ❛♥❞
●✉tt♠❛♥✱ ✶✾✽✽❀ ❉r❛♣❡r ❛♥❞ P✉❦❡❧s❤❡✐♠✱ ✶✾✾✵❀ P❛r❦✱ ▲✐♠✱ ❛♥❞ ❇❛❜❛✱ ✶✾✾✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❛r❡ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳

❆❧♣❤❛❜❡t✐❝ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r β̂✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ D✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥

✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① X
(k)′

X
(k)✳ ❆ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥

✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r β✳

❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ G✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❱❛r(ŷ(x)) ♦✈❡r x ∈ R✳

D✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ G✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥s ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ R ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞✮✳

❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ A✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♦r E✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① X

(k)′
X

(k)✳ ❲❡
r❡❢❡r t♦ Pá③♠❛♥ ✭✶✾✽✻✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✹✳✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r tr❛♥✲

s✐❡♥ts ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦r ✈❡ss❡❧

❆♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❛❝❝✐❞❡♥t ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♦❧❛♥t ❛❝❝✐❞❡♥t ✭▲❖❈❆✮✳ ❚❤✐s
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❜r❡❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝✐r❝✉✐t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❛❝t♦r ♠❡❧t❞♦✇♥✱ t❤❡ s❛❢❡t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❝♦❧❞ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛
♣r❡ss✉r✐s❡❞ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✈❡ss❡❧ ✐♥♥❡r ✇❛❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡
♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t♦r ✈❡ss❡❧ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ❈❊❆ ✶✱ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧
❣✐✈❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻
r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦r ✭▼❋✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦r
✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ tr❛♥s✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❲✐t❤
t❤❛t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛❞❛♣t ❘❙▼ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳

✹✳✶✳✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❙▼ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✶✳ ❈♦♠♠✐ss❛r✐❛t à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ❛✉① é♥❡r❣✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❡❛✳❢r✴

http://www.cea.fr/


❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝✐r❝✉✐t ✐s ✐♥ ❣r❡❡♥✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ Pr❡ss✐♦♥ ❍❡❛t tr❛♥s❢❡r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✳ ❘❡❞✿ MF < 1✱ ♦r❛♥❣❡✿
1 ≤MF < 2✱ ②❡❧❧♦✇✿ 2 ≤MF < 3✱ ❣r❡❡♥✿ 3 ≤MF < 6✱ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✿ 6 ≤MF < 7 ❛♥❞ ❞❛r❦
❜❧✉❡ MF ≥ 7✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❈❊❆✳

✹✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✹✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘❙▼ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✷ ❛♥❞
✹✳✷✳✸ ❜❡❧♦✇✳



✶✸✼ ✹✳✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✿ ❈❤♦♦s❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t x(0)0 ❀
❢♦r k = 0, . . . , kmax ❞♦

●❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ {x(k)1 , ..., x
(k)
nk } ❛r♦✉♥❞ t❤❡

st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t x(k)0 ❀

❖❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ✿ {Y (k)
1 , . . . , Y

(k)
nk }❀

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
Y

(k)
i := α(k) + 〈β(k), x(k)i 〉+ ε

(k)
i ✱ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r (β̂(k)) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t❀

❙❡❧❡❝t ❛ ♣♦✐♥t x(k+1)
0 = x

(k)
0 − αkβ̂

(k) ✭αk > 0✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t❀
❡♥❞

❲❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❡r❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥ x
(kmax)
0 ✳ ❖r ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀

●❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
{
x
(kmax)
1 , ..., x

(kmax)
nkmax

}
❛r♦✉♥❞ t❤❡

♣♦✐♥t x(kmax)
0 ❀

❖❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ✿
{
Y

(kmax)
1 , . . . , Y

(kmax)
nkmax

}
❀

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧
Y

(kmax)
i := αkmax + 〈β(kmax), x

(kmax)
i 〉+ 1

2〈Hx
(kmax)
i , x

(kmax)
i 〉+ ε

(kmax)
i ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs (α̂kmax , β̂
(kmax), Ĥ)❀

❘❡s✉❧t✿ x∗ := −Ĥ−1β̂(kmax)✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✽

✹✳✷✳✷ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

●❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❛r♦✉♥❞ x0 ∈ H✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s (ϕj)j≥1 ♦❢ H✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛♥❞ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥
{xi, i = 1, . . . , n} = {(xi,1, . . . , xi,d), i = 1, . . . , n} ❛r♦✉♥❞ 0 ∈ Rd ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❡s✐❣♥ {xi, i = 1, . . . , n} ✈❡r✐❢②✐♥❣

xi := x0 +
d∑

j=1

xi,jϕj .

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t②✿ ❛❧❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ❜❛s✐s
♦❢ H ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛s✐s✱ ✇❡
❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡s✐❣♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞ ❜❛s✐s s✉❝❤ ❛s ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s✱ s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s✱ ✇❛✈❡❧❡t
❜❛s✐s✱ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜❛s✐s✳✳✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n}✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✉s❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡✳

✕ ❚❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ H ✈❡r✐❢②✐♥❣

1

n

n∑

i=1

‖Xi − Π̂dXi‖2 = min
Πd

{
1

n

n∑

i=1

‖Xi −ΠdXi‖2
}
,

✇❤❡r❡ Π̂d ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ s♣❛♥{ϕ1, . . . , ϕd} ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs ♦♥ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢
H✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳

✕ ❚❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✭❲♦❧❞✱ ✶✾✼✺❀ Pr❡❞❛ ❛♥❞ ❙❛♣♦rt❛✱ ✷✵✵✺✮ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❋♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❝♦♥t❡①t s❡❡ ❉❡❧❛✐❣❧❡ ❛♥❞ ❍❛❧❧ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

✹✳✷✳✸ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✸ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥s ❞❡✲
♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ♦r❞❡r p✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❧❡❛st✲sq✉❛r❡s✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①ts✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐❡ ✐♥ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ♣✳✶✸ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠✉st
❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳



✶✸✾ ✹✳✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P▲❙ ❜❛s✐s ✭❉❡❧❛✐❣❧❡ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ✷✵✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥
❆✳✷✮

❉❛t❛✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n}
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✿

X
[0]
i = Xi −

1

n

n∑

i=1

Xi, Y
[0]
i = Yi −

1

n

n∑

i=1

Yi

❢♦r j = 1, . . . , d ❞♦

❊st✐♠❛t❡ ϕj ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X [j−1]
i ❛♥❞ Y [j−1]

i ✿

ϕj =

n∑

i=1

Y
[j−1]
i X

[j−1]
i /

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

Y
[j−1]
i X

[j−1]
i

∥∥∥∥∥

❋✐t t❤❡ ♠♦❞❡❧s Y [j−1]
i = βj〈X [j−1]

i , ϕj〉+ ε
[j]
i ❛♥❞ X [j−1]

i = δj〈X [j−1]
i , ϕj〉+W

[j]
i

❜② ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s t❤❛t ✐s

β̂j :=
n∑

i=1

Y
[j−1]
i 〈X [j−1]

i , ϕj〉/
n∑

i=1

〈X [j−1]
i , ϕj〉2

❛♥❞

δ̂j :=

n∑

i=1

〈X [j−1]
i , ϕj〉X [j−1]

i /

n∑

i=1

〈X [j−1]
i , ϕj〉2

❉❡✜♥❡ X [j]
i := X

[j−1]
i − 〈X [j−1]

i , ϕj〉δ̂j ❛♥❞ Y [j]
i := Y

[j−1]
i − β̂j〈X [j−1]

i , ϕj〉 t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧s❀

❡♥❞



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✹✵

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥{ϕ1, . . . , ϕd} ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s ❜♦t❤
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
♦❢ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡s✐❣♥s ❜✉t
t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳

❋✐rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧

❋♦r ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t {(xi, Yi), i = 1, . . . , n} ✈❡r✐✜❡s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
♠♦❞❡❧

Yi := α+ 〈β, xi〉+ εi, ❢♦r i = 1, . . . , n,

✇✐t❤ α ∈ R✱ β ∈ H✳

◆♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ xi = x0 +
∑d

j=1 xi,jϕj ✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥

Yi := α+ 〈β, x0〉+
d∑

j=1

xi,j〈β, ϕj〉+ εi, ❢♦r i = 1, . . . , n.

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✸
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

Y = Xβ + ε

✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐①

X =




1 x1,1 . . . x1,d
1 x2,1 x2,d
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
1 xn,1 . . . xn,d




❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β = (α + 〈β, x0〉, 〈β, ϕ1〉, . . . , 〈β, ϕd〉)′✳ ❚❤❡♥ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥ {x, i = 1, . . . , d} ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳

❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❤❡r❡

Yi := α+ 〈β, xi〉+
1

2
〈Hxi, xi〉+ εi, ❢♦r i = 1, . . . , n, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ α ∈ R✱ β ∈ H ❛♥❞ H : H → H ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
xi = x0 +

∑d
j=1 xi,jϕj ✇❡ ❤❛✈❡

Yi = α+ 〈β, x0〉+
1

2
〈Hx0, x0〉+

d∑

j=1

xi,j (〈β, ϕj〉+ 〈Hx0, ϕj〉)+
1

2

d∑

j,k=1

xi,jxi,k〈Hϕj , ϕk〉+εi.



✶✹✶ ✹✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ {(xi, Yi), i = 1, . . . , n} ❛♥❞ ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ {xi, i = 1, . . . , n} ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ {xi, i = 1, . . . , n}✳

✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t H = L2([0, 1]) ❛♥❞ R = H ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮✳

✹✳✸✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s

❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝✉❜❡✱ ❝❝❞ ❛♥❞ ❜❜❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ rs♠ ✭▲❡♥t❤✱ ✷✵✵✾✮ ♦❢ R
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ❈❡♥tr❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❉❡s✐❣♥s ✭❈❈❉✮ ❛♥❞ ❇♦①✲
❇❡❤♥❦❡♥ ❉❡s✐❣♥s ✭❇❇❉✮✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t ϕ1 ≡ 1 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0, 1]✱

ϕ2j(t) =
√
2 cos(2πjt) ❛♥❞ ϕ2j+1(t) =

√
2 sin(2πjt).

❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❋❛❝t♦r✐❛❧ 2d ❞❡s✐❣♥ ❈❈❉ ❇❇❉

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
4

−
2

0
2

4

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
4

−
2

0
2

4

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
4

−
2

0
2

4

t

x i
(t)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s ✭d = 5✮✳ ●r❛② t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✿ x0 ≡ 0✱ r❡❞
❧✐♥❡s✿ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ 2d ♦r 3d ✭❢♦r ❇❇❉✮ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷ ♣✳✶✸✶✮✱
❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿ ♣♦✐♥ts ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭❢♦r ❈❈❉✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ ❝✉r✈❡s
♠❛t❝❤ t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s❡s

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s❛♠♣❧❡ {X1, . . . , Xn} ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ n = 500 r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡

X(t) =
J∑

j=1

√
λjξjψj(t),

✇✐t❤ J = 50✱ λj = e−j ✱ (ξj)j=1,...,J ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ψj(t) :=

√
2 sin(π(j − 0.5)t)✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✹✷

❋❛❝t♦r✐❛❧ 2d ❞❡s✐❣♥ ❈❈❉ ❇❇❉

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ {Xi, i = 1, . . . , n} ✭d = 5✮✳
❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❚❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ {Xi, i = 1, . . . , n}✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Y ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Y ♦♥ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s{
(Xi, Y

(j)
i ), i = 1, . . . , n

}
❢♦r j = 1, 2 ✇✐t❤

Y
(j)
i := mj(Xi) + εi,

mj(x) := ‖x− fj‖2✱ ✇❤❡r❡

f1(t) := cos(4πt) + 3 sin(πt) + 10,

f2(t) := cos(8.5πt) ln(4t2 + 10)

❛♥❞ ε1, . . . , εn✱ ✐✳✐✳❞✳ ∼ N (0, 0.01)✳

❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐rr❡❣✉❧❛r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Y ✳

✹✳✸✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡
t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Y

(j)
i ), i = 1, . . . , n} ✇✐t❤ j = 1 ♦r

j = 2✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ fj ♦❢ mj : x ∈ H → ‖x− fj‖2✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❲❡ t❛❦❡

x
(0)
0 := Ximin ✇❤❡r❡ imin := argmini=1,...,n{Yi}.

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s s❡t t♦ d = 8✳
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❋❛❝t♦r✐❛❧ 2d ❞❡s✐❣♥ ❈❈❉ ❇❇❉

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t
x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

t

x i
(t)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ {(Xi, Y
(j)
i , i =

1, . . . , n}✱ j = 1 ✭✜rst ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ j = 2 ✭s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✮✱ d = 5✳ ❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1 = cos(4πt) + 3 sin(πt) + 10✳

❉❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ 2d ❞❡s✐❣♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❧❡❢t✮ (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n0 ) ✭❤❡r❡

n0 = 2d✮ ❛♥❞ ✇❡ ✜t ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧

Y
(0)
i = α(0) +

d∑

j=1

β
(0)
j x

(0)
i,j + ε

(0)
i ,

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t✳ ❲❡ r❡❛❧✐③❡ t✇♦ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✕ t♦♣ ❧❡❢t✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α0 ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✹ ❛♥❞ ✵✳✻ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ ✜①
α0 = 0.50✳ ❲❡ s❡t m(x

(1)
0 ) := x

(0)
0 − α0β̂

(0)✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❛s m(x
(0)
0 ) = 70.4± 0.1✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡

m(x
(1)
0 ) = 6.33 × 10−3 ± 10−5 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② 2d + 24 = 280 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦

r❡❛❝❤ t❤✐s r❡s✉❧t✳

❲❡ ✜t ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ 2d ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠
♦❢ β̂(1) ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭‖β̂(1)‖ < 0.02✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ‖β̂(0)‖ = 16.8 ± 0.1 ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❋✐s❤❡r✬s t❡st H0 : β

(1)
1 = . . . = β

(1)
d = 0 ❛❣❛✐♥st H1 : ∃j ∈ {1, . . . , d}, β(1)j 6= 0 ✐s ✈❡r②

❝❧♦s❡ t♦ ✶ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥✳

❋✐♥❛❧ st❡♣✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜t ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❈❡♥tr❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❉❡s✐❣♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❝❡♥t❡r✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Ĥ ❛t
t❤✐s st❡♣ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥{ϕ1, . . . , ϕd}
♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ m ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t x(1)0 ✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĥ ❛r❡ ❣r❡❛t❡r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ f1✳ x✲❛①✐s✿ α0✱ y✲❛①✐s✿ r❡s♣♦♥s❡ Y = m1(x

(0)
0 − α0β̂

(0)) + ε✳

t❤❛♥ ✶✳✾✻❃✵✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❲❡ s❡t x(2)0 := −Ĥ−1β̂(1)

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ m(x
(2)
0 ) := 5.45×10−3±10−5✳ ❚❤❡ ❈❈❉ ✇✐t❤ d = 8 ❝♦✉♥ts ✷✽✵ ❡❧❡♠❡♥ts

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❧✐③❡❞ 280 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ♣❧✉s 280 ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✱
t❤✐s r✐s❡s t♦ 557 t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❧❛❝❦ ❝✉r✈❡✿ x(0)0 ✱ ♦r❛♥❣❡ ❝✉r✈❡✿ x(1)0 ✱ r❡❞

❝✉r✈❡✿ x(2)0 ✱ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✿ f1✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f2(t) = cos(8.5πt) ln(4t2 + 10)

❲❡ ❤❛✈❡ ❤❡r❡ m(x
(0)
0 ) = 2.88± 0.01✳

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✕❧❡❢t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t✳ ❍❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡



✶✹✺ ✹✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s ♥♦✐s②✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t ❞♦✐♥❣ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❡❡♠s t♦ ❜❡
❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✜① α0 = 0.5 ❛♥❞ x(1)0 = x

(0)
0 − α0β̂

(0)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ m(x
(1)
0 ) = 1.99 ± 0.01✳

❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✶✪✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1 ❜✉t t❤❛t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s
♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣♦♦❞ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f2✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s✐s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧
❝❤♦s❡♥✳

❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r✬s t❡st H0 : β
(1)
1 = . . . = β

(1)
d = 0 ❛❣❛✐♥st H1 : ∃j ∈

{1, . . . , d}, β(1)j 6= 0 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭< 2 × 10−4✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ❛
st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ tr② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❞♦✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✕r✐❣❤t s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ f2✳ ▲❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭−β̂(0)✮✱ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭−β̂(1)✮✳

❲❡ ✜t ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❡t x(2)0 = −Ĥ−1β̂(2)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ m(x
(2)
0 ) = 2.01± 0.01✱

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳

✹✳✸✳✸ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❜❛s❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ❜② ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
st✉❞②✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ns = 50 tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ n = 500 ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
✜rst ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s✱ t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡
P▲❙ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ x(0)0 = Ximin ❢♦r imin = argmini=1,...,n{Yi} ✭t❤❡♥
❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❲❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡
t❤❛♥ t❤❡ P❈❆ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s ✐s ❧❡ss
❝❧❡❛r ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t m(x
(0)
0 )−m(x

(1)
0 )

m(x
(0)
0 )

❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❞❡✲

s❝❡♥t st❡♣✳ ▲❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1✱ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f2✳

✹✳✸✳✹ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d

❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺ ❛♥❞ ✹✳✶✻ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P❈❆ ❜❛s✐s
❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❜❡✐♥❣ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐t ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✹ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
❤❡❛t tr❛♥s❢❡r tr❛♥s✐❡♥t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❤❛s ❣✐✈❡♥ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥



✶✹✼ ✹✳✹✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ❜❛s✐s✳ ❲❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐s✱ ✇❤♦s❡ t❤r❡❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❣✐✈❡s ✉s s♦♠❡ ❤✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
❝✉r✈❡s ✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦r s✐♥❝❡
t❤❡ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ✐♥ ✵ ❛♥❞ ✺✵✵✵✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❣r❡❛t❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✮ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦r ✐s
♠❛①✐♠❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳

❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ 25 ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝✉r✈❡s✳ ❆s s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ 25 ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ❝✉r✈❡ t♦♦❦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ✐t ❛♥❞ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ 25 ❢❛❝t♦r✐❛❧
❞❡s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛ 25−1 ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥✳

■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛✐♠ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡ tr❛♥s✐❡♥t✱ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r tr❛♥s✐❡♥t✮✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡s✐❣♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ ✭25+5+4 = 16384✮✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❤♦♦s❡ d = 3 ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② 23+3+2 = 256 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❞♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❛s❝❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❢❛❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s ♥♦t ♣✉❜❧✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1 ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳



✶✹✾ ✹✳✹✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f2 ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❙▼ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✺✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❚❤r❡❡ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P▲❙ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✴▼❋ ❞❛t❛s❡t ✭❛✮✱
♣r❡ss✉r❡✴▼❋ ❞❛t❛s❡t ✭❜✮ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✴▼❋ ✭❝✮



✶✺✶ ✹✳✹✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❈❊❆ ❞❛t❛s❡t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ■♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝✉r✈❡ ✭❛✮✱ ♣r❡ss✉r❡ ❝✉r✈❡ ✭❜✮ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝✉r✈❡ ✭❝✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❋❛❝t♦r✐❛❧ 25 ❞❡s✐❣♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✭❛✮ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡✳ ❋♦r ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ✭❝✮✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞
✭❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ 25−1 ❞❡s✐❣♥✮✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s très ❞✐✈❡rs❡s s✉r
❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧✐é❡ à ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ♥♦✉s q✉❡st✐♦♥♥❡r
s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t à ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s s♣é❝✐✜q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡ ♦✉ ❞❡ ❢❡♥êtr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❇✐r❣é ❡t ▼❛ss❛rt ♣♦✉r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞♦♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ❝♦♥trô❧é à t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
✜♥✐❡✳

❯♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s✬❡st ♣♦sé❡ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡
❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞érés✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ét❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❧ ♣♦sé✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✲❧à✱ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❝♦♥st❛t
ét❛❜❧✐✱ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡ ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡✉①
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✿ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t tr❛✐té ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❘❛♠s❛②
❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✷✵✵✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❉❡❱♦r❡ ❡t ▲♦r❡♥t③✱ ✶✾✾✸✮✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❜❛s❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥❡ ❜❛s❡ ✧❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛
❜❛s❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t✱ ❥✉sq✉✬à très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛✐❡♥t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦♠t❡
❡t ❏♦❤❛♥♥❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛st❡
♣é♥❛❧✐sé ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲✬❛♣♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥♦♥ ♣❧✉s
❞❡s ❜❛s❡s ✜①❡s ♠❛✐s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❛ ♣✉ s❡ ❢❛✐r❡
q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❝r♦✐sé❡✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡❧❧❡ ❛ été ✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱



✶✺✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ F x(y) = P(Y ≤ y|X = x) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✭✷✵✵✻✮ ❡t
❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❚❛❞❥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱

F̂ xh (y) =

∑n
i=1Kh(d(x,Xi))1{Yi≤y}∑n

i=1Kh(d(x,Xi))
, ✭✹✳✸✮

❛✈❡❝ d ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ s✉r H✳

■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❋❡rr❛t②✱ ▲❛❦s❛❝✐ ❡t ❱✐❡✉ ✷✵✵✻ ❀ ●❡❡♥❡♥s ✷✵✶✶ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s s❡♠✐✲♥♦r♠❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭d(x, x′) = ‖Πp(x − x′)‖ ❛✈❡❝ Πp
✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Sp✮ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ✢é❛✉
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ét❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♦❜t❡♥✐r✱ ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ d(x, x′) = ‖x−x′‖✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Sp✳ ❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡s s❡♠✐✲♥♦r♠❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p ❡t ❧❛
❢❡♥êtr❡ h✳ ❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ ❡♥ ré❛❧✐té q✉❡✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❛ss❡③ ❧❛r❣❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ h ❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲
t❡✉r ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ d(x, x′) = ‖x − x′‖ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❝❢✳ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✱ ♣✳✽✹✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉✬❛✉❝✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥✈❡r❣❡r à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❡s s❡♠✐✲♥♦r♠❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡ ♠❛✐s q✉✬❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ❛✉❣♠❡♥té à
t❡❧ ♣♦✐♥t q✉❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t q✉❡ p t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ à ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r❛t✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡
❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❛✉
❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱
q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st✱ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ y = m(x) ♦❜s❡r✈é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜r✉✐té❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r y = m(x) + ε ❛✈❡❝
ε ✉♥ ❜r✉✐t ❛❧é❛t♦✐r❡✮✳ ◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x0 ❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣❡♥t❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ m ❡♥ x0 q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s m′(x0)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x✱ m(x) = m(x0) + 〈m′(x0), x − x0〉 + o(‖x − x0‖)✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts (xi)i=1,...,n0 ♣r♦❝❤❡s ❞❡ x✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts (yi)i=1,...,n0 ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts ❡t ❞✬❡st✐♠❡r m′(x0) ♣❛r ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ yi ♣❛r r❛♣♣♦rt à xi✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r (xi)i=1,...,n0 ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① s✉✐✈❛♥t ✿ xi = x0 + di✱ ❛✈❡❝
di ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Sd✳ ❯♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
m′(x0) ♦❜t❡♥✉ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Sd✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Sd ❞é✜♥✐t ❡♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ Sd✳ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ P▲❙✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✹

❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ Y ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts✳

❯♥❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛✐t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡s✲
s✐♦♥ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣é✲
r❡r ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
▼❛s ✭✷✵✶✷✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ q✉❡ ♥♦✉s
é❝r✐✈♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y = f(α+ 〈β,X〉) + ε, ✭✹✳✹✮

❛✈❡❝ ε ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❝❡♥tré✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ X✱ f : R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✱ α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❡t β ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞❡ {(Xi, Yi), i = 1, . . . , n} ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
(α, β)✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré✉♥✐❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜✲

❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β✱ ✐♥❡①✐st❛♥t❡ à
❝❡ ❥♦✉r à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛✐t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (α̂m, β̂m) ❞é✜♥✐s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

γn : (a, b) ∈ R×H 7→ 1

n

n∑

i=1

(Yi − f(a− 〈b,Xi〉))2 ✭✹✳✺✮

s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ R×Sm✱ ❛✈❡❝ Sm := ❱❡❝t{ϕ1, . . . , ϕDm} ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
Dm ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✜①❡ (ϕj)j≥1 ❞❡ H✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ✐❝✐ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❙✉r ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s
♣rés❡♥tés✱ ✉♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {β̂m,m = 2, 5, 11, 17} s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts
s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✐❝✐ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡s✲❝❛rrés ♣é♥❛❧✐sé✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧✐é à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

E

[
1

n

n∑

i=1

εi(f(α̂+ 〈β̂m, Xi〉)− f(α+ 〈βm, Xi〉))
]
, ✭✹✳✻✮

✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✭♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✐❝✐ βm ∈ Sm
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ β s✉r Sm✮✳



✶✺✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β1(t) := ln(15t2 + 10) + cos(4πt) ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ β2(t) :=
exp(−(t − 0.3)2/0.05)) cos(4πt) ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ n = 1000✱ σ2 = 10 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ σ2 = 0.001 ✭à
❞r♦✐t❡✮ ♣♦✉r Dm = 2 ✭❝♦✉r❜❡s r♦✉❣❡s✮✱ Dm = 5 ✭♦r❛♥❣❡✮✱ Dm = 11 ✭✈❡rt✮ ❡t Dm = 17
✭❜❧❡✉✮✳ ■❝✐ g(t) = t3 ❡t X ❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✉r [0, 1]✳

▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ♣♦s❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
(α̂m, β̂m) ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té

γ̃n : u 7→ 1

n

n∑

i=1

(Yi − u(Xi))
2

s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Sm :=



f : H → R, ∃a ∈ R ❛♥❞ (b1, . . . , bDm)

′ ∈ RDm t❡❧s q✉❡ f(x) = g


a+

Dm∑

j=1

bj〈x, ϕj〉





 .

❙♦✉s ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s r❡✈✐❡♥t à
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✉s✉❡❧ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s s✉r
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❢❛✐t ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ✭✹✳✻✮ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡

E

[
sup

y=(y1,...,yn)′∈Bm

1

n

n∑

i=1

εiyi

]
, ✭✹✳✼✮

♦ù Bm ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ Rn ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts (y1, . . . , yn)
′

❞❡ Rn t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ f, f ′ ∈ Sm ✈ér✐✜❛♥t yi = f(Xi)−f ′(Xi)✱ ♣♦✉r t♦✉t i✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ✭✹✳✼✮
❡st ❧✐é❡ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Bm✳ ▲♦rsq✉❡ g ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Bm ❡st
❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ Sm✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛❥♦r❡r ❝❡tt❡
q✉❛♥t✐té ♣❛r Dmσ

2/n✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳

❉❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✻

rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❇❛rr♦♥ ✭✶✾✾✹✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡




Dm∑

j=1

gj φ(〈aj , x〉+ bj) + g0



 ,

❛✈❡❝ a1, . . . , aDm ∈ Rk✱ g0, g1, . . . , gDm , b1, . . . , bDm ∈ R s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s
♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠étr✐q✉❡✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛rr♦♥ ✭✶✾✾✹✮ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❇✐r❣é ❡t
▼❛ss❛rt ✭✶✾✾✽✮ ♦♥t ♣✉ ♠❛❥♦r❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ t②♣❡ ✭✹✳✼✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✱ ❝❡
q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❞é❜❧♦q✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣r❛✲
t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❛✈❡❝ ▲❛rs ▲❛✉ ❘❛❦êt ❡t ❙t❡❢❛♥ ❙♦♠♠❡r ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r ❞❡s tr♦✉❜❧❡s ❞✉ ❞é✜❝✐t ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤②♣❡r❛❝t✐✈✐té ✭❚❉❆❍✮ à ♣❛rt✐r ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞✬■❘▼ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ♣r✐s❡s t♦✉t❡s
❧❡s ✶✳✺ à ✻ s❡❝♦♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❡
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ [0, T ]× [0, 1]d✱ ❛✈❡❝ d = 2 ♦✉ 3✱ ✈❡rs R✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L2([0, T ]× [0, 1]d,R)✳

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❧✐és à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s ✭r❡❝❛✲
❧❛❣❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ③♦♥❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥t ❞❡s ③♦♥❡s ♦ù ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
r❛♣✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛ ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❇❘❆■◆❧❛❜✱ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s ❡t ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣✉❡✱
❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t
❞✬❛❞❛♣t❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s
♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❧♦❣✐t✳

❖✉tr❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈♦q✉❡r✱ ❞❡s ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢❛✐s❛♥t s✉✐t❡
❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳

✕ ❉✬❛✉tr❡s ❜❛s❡s ✑❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✑✱ ❞é✜♥✐❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❡rs✐♦♥s ré❣✉❧❛r✐sé❡s
❞❡ ❧✬❆❈P ✭❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✮✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s q✉❡
❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s à ❧❛ ❜❛s❡ P▲❙ ✭Pr❡❞❛ ❡t ❙❛♣♦rt❛✱
✷✵✵✺✮✱ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✬✐♥térêt
♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ Y ♣❛r r❛♣♣♦rt à X✱ ❝❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❈P q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s Xi✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ P▲❙ ❝❛r ❝❡❧❛ ✐♥t❡r❞✐t t♦✉t r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ✉♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à X✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❛✐t ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ r✐❞❣❡ ✭❈❛r❞♦t✱ ❋❡rr❛t② ❡t ❙❛r❞❛✱
✷✵✵✸ ❀ ❘❛♠s❛② ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡



✶✺✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❝r✐tèr❡
1

n

n∑

i=1

(Yi − 〈f,Xi〉)2 + ρ‖f‖2.

P♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❥♦✉❛♥t ❧❡
♠ê♠❡ rô❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐ ✭✷✵✶✶✮
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✲❧à✳

✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s à ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ s✉r Y ♦✉ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✕ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s❡r❛✐t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❛r ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
t②♣❡ ❍ö❧❞❡r ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♥♦r♠❡
L2 ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♥♦r♠❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♠❡s✉ré❡s à ❞❡s t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ L2 ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡
❝♦♥st❛t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♠♠❡ é❣❛❧❡s✱
✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❜✐❡♥ sûr ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ●❡❡♥❡♥s ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❡❧
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡
s✐❣♥❛t✉r❡✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❈❤❛r❧✐❡r✱ ✷✵✶✶✮ ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱
✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✳



❆♥♥❡①❡ ❆

❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✿

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s

♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s é❧é✲

♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✑♣❡rt✉r❜❛♥t✑ ✭❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r✮ ✉♥ ❛✉tr❡

♦♣ér❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢ré✲

q✉❡♥❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✬✉♥

s②stè♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❡t ♣❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✈♦✐r

❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❑❛t♦ ✶✾✾✺ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ② s♦♥t ❝✐té❡s✮✳ ❊❧❧❡ s✬❡st ❡♥s✉✐t❡ ré✈é❧é❡ êtr❡

✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥

t❤é♦r✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❑♦❧t❝❤✐♥s❦✐✐ ❡t ●✐♥é ✷✵✵✵ ❀ ❩✇❛❧❞ ❡t ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✷✵✵✺ ❀ ❈❛r❞♦t✱

▼❛s ❡t ❙❛r❞❛ ✷✵✵✼ ❀ ❈r❛♠❜❡s ❡t ▼❛s ✷✵✶✷✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

t❡♠♣s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ❜❛sés ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❆✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s

❆✳✶✳✶ ❖♣❡r❛t♦r t❤❡♦r②

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ✭❘✉❞✐♥ ✶✾✼✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♦r ❇r❡③✐s ✷✵✵✺✱ ❈❤❛♣t❡r ❱■✮

▲❡t (H, ‖ · ‖, 〈·, ·〉) ❜❡ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳

✕ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r T : H 7→ H ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ H✱

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉.

✕ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r T : H → H ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛❝t ✐❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② T ♦❢ t❤❡

♦♣❡♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ♦❢ H ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳

✕ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r T : H → H ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧

❜❛s✐s (ej)j≥1 ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t ∑

j≥1

‖Tej‖2 < +∞.



✶✺✾ ❆✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s

■❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r T ✐s ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
∑

j≥1 ‖Tej‖2 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❜❛s✐s (ej)j≥1 ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦r♠

‖T‖HS :=

√∑

j≥1

‖Tej‖2.

❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♥♦r♠ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst t❤✐s ♥♦r♠ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t

〈T, T ′〉HS :=
∑

j≥1

〈Tej , T ′ej〉

❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ♥♦r♠ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠

‖ · ‖∞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

‖T‖∞ = sup
x∈H

‖Tx‖
‖x‖

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✿

‖ · ‖∞ ≤ ‖ · ‖HS

✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❇♦sq ✭✷✵✵✵✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳✺✮✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r
♦♣❡r❛t♦rs ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠ ✐s ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳

❲❡ ❛❞♠✐t ❤❡r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛r❣✉♠❡♥ts
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❇r❡③✐s ✭✷✵✵✺✱ ♣✳ ✾✾✮✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳ ✭❇r❡③✐s ✷✵✵✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❱■✳✶✶✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❍❛❧♠♦s ✶✾✻✸✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t H ✐s s❡♣✲

❛r❛❜❧❡✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥ H ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ T ✳

❊①❛♠♣❧❡s✿ ❇♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs

Γ : f ∈ H 7→ E[〈f,X〉X]

❛♥❞

Γn : f ∈ H 7→ 1

n

n∑

i=1

〈f,Xi〉Xi

❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ Γn ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ♦❢
Γn ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ❛♥❞
Γn ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r✳

■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t Γ ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦r ❛s s♦♦♥ ❛s E
[
‖X‖2

]
< +∞✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Γ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✾✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜❛s✐s
(ψj)j≥1 ♦❢ H ✭r❡s♣✳ (ψ̂j)j≥1✮ ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Γ ✭r❡s♣✳ Γn✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜♦t❤



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✻✵

♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❢♦r♠

Γ : f 7→
∑

j≥1

λj〈f, ψj〉 ❛♥❞ Γn : f 7→
∑

j≥1

λ̂j〈f, ψ̂j〉, ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ (λj)j≥1 ❛♥❞ (λ̂j)j≥1 ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Γ ❛♥❞ Γn ✭s♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ Γ ✐s ♥♦t ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❛t Γn ❤❛s ♥♦ ✐♥✈❡rs❡ ✭t❤✐s ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ s✐♥❝❡ λ̂j = 0 ❢♦r j > n✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡s ♦❢
❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

Γ† : f 7→
K∑

j=1

〈f, ψj〉
λj

ψj ❛♥❞ Γ†
n : f 7→

K∑

j=1

〈f, ψ̂j〉
λ̂j

ψ̂j1{λ̂K>0}, ✭❆✳✷✮

✇✐t❤ K ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ s✉♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❜♦t❤ Γ† ❛♥❞ Γ†
n

❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ f ∈ H✳ ❚❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦
✜♥✐t❡✲r❛♥❦ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧ K > 0✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ z /∈ {λj , j ≥ 1} ✭r❡s♣✳ z /∈ {λ̂j , j ≥ 1}✮ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs
(zI−Γ)−1✱ (zI−Γ)−1/2✱ ✭r❡s♣✳ (zI−Γn)

−1✱ (zI−Γn)
−1/2✮ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱ (zI − Γ)−1/2ψj = (
√
z − λj)

−1 ψj ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ f ∈ H✱

(zI − Γ)−1/2f =
∑

j≥1

〈f, ψj〉(zI − Γ)−1/2ψj =
∑

j≥1

〈f, ψj〉√
z − λj

ψj .

❆✳✶✳✷ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s

▲❡t Q ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ C ❛♥❞ E ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠ ‖ · ‖E ✳ ❲❡
❜r✐❡✢② ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s f : Q→ E ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
E ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ L(H) ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢r♦♠ H t♦ H ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠✳

▲❡t E∗ ❜❡ t❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ E✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✕ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠
✕ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ❢r♦♠ E t♦ C✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ✭❘✉❞✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✻✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t E∗ s❡♣❛r❛t❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✐s t♦ s❛②

t❤❛t Λx = Λy ❢♦r ❛❧❧ Λ ∈ E∗ ✐♠♣❧✐❡s x = y✳ ▲❡t f : Q → E ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤

t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ Λ ∈ E∗✱ Λf ✐s ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ E s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ Λ ∈ E∗✱

Λy =

∫

Q
Λf(z)dz,

t❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡

y :=

∫

Q
f(z)dz.

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
∫
Q f(z)dz ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❘✉❞✐♥ ✭✶✾✼✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✼✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥s t❤❛t Q ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❍❛✉s❞♦r✛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ f(Q) ✐s
❝♦♠♣❛❝t✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r E✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s
❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✑s✐♠♣❧❡✑ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡



✶✻✶ ❆✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s

♥♦t✐♦♥s ❢♦r R✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❇♦❝❤♥❡r ✐♥t❡❣r❛❧ s❡❡ ❡✳❣✳ ❉✉♥❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③ ✶✾✺✽✮✳ ❇♦t❤
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✭s❡❡ ❉✉♥❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③ ✶✾✺✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✻✳✷✵✮✳

❘❡♠❛r❦ ✼✿ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①t❡♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦✲
r❡♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ✭❈❛✉❝❤② ❢♦r♠✉❧❛✱ r❡s✐❞✉❛❧s t❤❡♦r❡♠✱✳✳✳✮ t♦ E✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆✳✶✳✸ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣❛t❤ ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ : [a, b] → C

✇❤❡r❡ [a, b] ∈ R ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ supp(γ) := {γ(t), t ∈ [a, b]} ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ f : supp(γ) → C ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ γ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∫

γ
f(ζ)dζ =

∫ b

a
γ′(t)f(γ(t))dt.

❲❡ t❤❡♥ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r z ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞
♣❛t❤ γ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ✭❘✉❞✐♥✱ ✶✾✽✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✵✮ ▲❡t γ ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤✳ ❋♦r ❛❧❧ z /∈ supp(γ)✱

❞❡✜♥❡

Indγ(z) :=
1

2iπ

∫

γ

dζ

ζ − z
.

❚❤❡♥ Indγ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ C\supp(γ) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ C\supp(γ) ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✵ ♦♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ C\supp(γ)✳

❚❤❡ ✐♥❞❡① Indγ(z) ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦✉♥ts t❤❡ ✑♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s γ ✇✐♥❞s ❛r♦✉♥❞ z✑✳ ❋♦r s✐♠♣❧❡
♣❛t❤s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮ ♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮✱ Indγ(z) s✐♠♣❧②
t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ {0, 1}✳

0 λDm+1 λDm
· · · λ1 2λ1

−2λ1

2λ1

γ

δDm/2

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥t♦✉r✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤

Indγ(z) =

{
1 ✐❢ λDm − δDm/2 < Re z < 2λ1 ❛♥❞ | Im z| < 2λ1
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

,



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✻✷

0 λDm
· · · λ2 λ1

δDm δ2 δ1

∂Ω1
∂Ω2

∂ΩDm

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❈♦♥t♦✉r ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❝✐r❝❧❡s✳

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤ ✭s❡❡ ❘✉❞✐♥ ✶✾✽✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✶✱ ♣✳✷✵✹✮✱

Indγ(z) =

{
1 ✐❢ |λj − z| < δj/2 ❢♦r ❛ j ∈ {1, . . . , Dm},
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

.

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ γ ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ C\supp(γ) ❛r❡ t❤❡ ♦♣❡♥
❞✐s❦s D(λj , δj) ♦❢ ❝❡♥t❡r λj ❛♥❞ r❛❞✐✉s δj ❢♦r j = 1, . . . , Dm ❛♥❞ C\⋃Dm

j=1D(λj , δj)✳ ■❢
z ∈ D(λj , δj) ❢♦r ❛ j = 1, . . . , Dm ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✐❢ |z − λj | < δj✮✱ t❤❡♥✱ s✐♥❝❡ Indγ ✐s
❝♦♥st❛♥t ✐♥ D(λj , δj)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Indγ(z) = Indγ(λj) =
1

2iπ

∫

∂Ωj

dζ

ζ − λj
=

1

2iπ

∫ 1

0

2iπδje
2iπt

λj + δje2iπt − λj
dt = 1.

■❢ z ∈ C\⋃Dm
j=1D(λj , δj)✱ t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ t❤❛t Indγ(z) = 0✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r

t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❋♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡s✐❞✉❡ ❚❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳ ✭❘✉❞✐♥✱ ✶✾✽✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✺✱ ♣✳✷✵✼✮ ❙✉♣♣♦s❡ γ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡①

♦♣❡♥ s❡t Ω ❛♥❞ f ✐s ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♥ Ω✳ ■❢ z ∈ Ω\supp(γ)✱ t❤❡♥

f(z) Indγ(z) =
1

2iπ

∫

γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ✭❘✉❞✐♥✱ ✶✾✽✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✹✷✱ ♣✳✷✷✹✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ✐s ❛ ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✐♥ Ω✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ω ❛t ✇❤✐❝❤ f ❤❛s ♣♦❧❡s✳ ■❢ γ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ Ω\S
s✉❝❤ t❤❛t

Indγ(z) = 0 ❢♦r ❛❧❧ z /∈ Ω,

t❤❡♥
1

2iπ

∫

γ
f(ζ)dζ =

∑

λ∈S
Res(f, λ)Indγ(λ),

✇❤❡r❡ Res(f, λ) = c−1 ✐♥ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ f ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦✐♥t λ✱

f(z) =
∑

j≥−k
cj(z − λ)j .



✶✻✸ ❆✳✷✳ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧

❆✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✶✽✱ ✶✾ ❛♥❞ ✷✵✳ ❚❤✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡✱ ♦♥ ❛ s❡t
♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Γ ❛♥❞ Γn✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✇❡ ❦❡❡♣
❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✿

❍✷ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ∈ N∗✱

sup
j∈N

E

[
< X,ψj >

2ℓ

λℓj

]
≤ ℓ!bℓ−1.

❍✸ ❋♦r ❛❧❧ j 6= k✱ < X,ψj > ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ < X,ψk >✳

❍✹ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t γ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(
jλj max{ln1+γ(j), 1}

)
j≥1

✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t γ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✭❢♦r

j = 1, ..., Dm✮ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤s ∂Ωj ♦❢ ❝❡♥t❡r λj ❛♥❞ r❛❞✐✉s δj/2 := min{λj−λj+1, λj−1−
λj}/2 r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t An s✉❝❤ t❤❛t

P

(
A∁
n

)
≤ 2 exp(−c∗ ln2 n),

✇❤❡r❡ c∗ > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ❛♥❞

(Π̂m −Πm)1An =
1

2iπ

∫

γ
R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 T (ζ)R1/2 (ζ) dζ1An , ✭❆✳✸✮

(π̂j − πj)1An =
1

2iπ

∫

∂Ωj

R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 T (ζ)R1/2 (ζ) dζ1An , ✭❆✳✹✮

(Γ† − Γ†
n)1An =

1

2iπ

∫

γ

1

ζ
R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 T (ζ)R1/2 (ζ) dζ1An , ✭❆✳✺✮

✇❤❡r❡ Π̂m ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ ❱❡❝t
{
ψ̂1, . . . , ψ̂Dm

}
✱ Πm ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r

♦♥ ❱❡❝t {ψ1, . . . , ψDm}✱ π̂j ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ ❱❡❝t{ψ̂j}✱ πj ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ ❱❡❝t{ψj}✱ Γ† ❛♥❞ Γ†
n ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮✱ ♣✳✶✻✵ ❛♥❞

T (ζ) := R1/2(ζ)(Γn − Γ)R1/2(ζ) ❛♥❞ R(ζ) = (ζI − Γ)−1.

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✐❢ E ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ H✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧
j, k ≥ 1✱ t❤❡ ♠❛♣ Λj,k := A ∈ E 7→ 〈Aψj , ψk〉 ✐s ✐♥ E∗ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
A,A′ ∈ E✱

Λj,kA = Λj,kA
′ ❢♦r ❛❧❧ j, k ≥ 1 ⇒ ΛA = ΛA′ ❢♦r ❛❧❧ Λ ∈ E∗.

❙✐♥❝❡ Πm ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ s♣❛♥ {ψ1, . . . , ψDm} ❛♥❞✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❢♦r



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✻✹

❛❧❧ j✱ Indγ(λj) = 1j≤Dm ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Πmψj = Indγ(λj)ψj =
1

2iπ

∫

γ

dζ

ζ − λj
ψj ,

❛♥❞

Λj,kΠm = 〈Πmψj , ψk〉 = 〈 1

2iπ

∫

γ

dζ

ζ − λj
ψj , ψk〉

=
1

2iπ

∫

γ

dζ

ζ − λj
1j=k = Λj,k

1

2iπ

∫

γ
(ζI − Γ)−1dζ,

✇❤❡r❡ I : x ∈ H 7→ x ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥

Πm =
1

2iπ

∫

γ
(ζI − Γ)−1dζ, ✭❆✳✻✮

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
∫
γ(ζI − Γ)−1dζ✳ ◆♦✇ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✇r✐t❡ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦r

Π̂m✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≤ Dm✱ λ̂j ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ γ✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t An ❞❡✜♥❡❞ ❜②

An :=

Dm⋂

j=1

{
|λ̂j − λj | <

δj
2

}⋂{
sup

z∈supp(γ)
‖T (z)‖∞ <

ak√
n
lnn

}
, ✭❆✳✼✮

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 1✱ ak :=
∑

j 6=k
λj

|λj−λk| +
λk
δk

❛♥❞ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t T (ζ) = R1/2(ζ)(Γn −
Γ)R1/2(ζ)✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ s❡t An✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭❆✳✻✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t✱

Π̂m =
1

2iπ

∫

γ
(ζI − Γn)

−1dζ,

s✐♥❝❡ |λ̂j − λj | < δj/2✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Indγ(λ̂j) = 1j≤Dm ✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t

(ζI − Γ)−1 − (ζI − Γn)
−1 = (ζI − Γn)

−1(Γ− ζI − (Γn − ζI))(ζI − Γ)−1

= (ζI − Γn)
−1R−1/2(ζ)T (ζ)R1/2(ζ). ✭❆✳✽✮

▼♦r❡♦✈❡r I − T (ζ) ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s❡t An ❢♦r ❛❧❧ ζ ∈ supp(γ) ✭✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1− ρ(T (ζ)) ≥ 1− ‖T (ζ)‖∞ > 1/2✮✱ ❛♥❞ t❤❛t

(I − T (ζ))−1 = R−1/2(ζ)(ζI − Γn)
−1R−1/2(ζ),

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
(ζI − Γn)

−1 = R1/2(ζ)(I − T (ζ))−1R1/2(ζ).

❚❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

(ζI − Γ)−1 − (ζI − Γn)
−1 = R1/2(ζ)(I − T (ζ))−1T (ζ)R1/2(ζ),



✶✻✺

❆✳✸✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r♦❥❡❝t♦rs

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✮ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✹ ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢✳
❋♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✺✮✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱

Γ†ψj =
1

λj
Indγ(λj)ψj =

1

2iπ

∫

γ

1

ζ(ζ − λj)
dζψj ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❈❛✉❝❤②✬s ❋♦r♠✉❧❛ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
f : ζ 7→ 1

ζ ✇✐t❤ z = λj ✳
◆♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✻ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

▲❡♠♠❛ ✶✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c∗ > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ❛♥❞ ♦♥ b s✉❝❤ t❤❛t

P

(
A∁
n

)
≤ 2 exp(−c∗ ln2 n).

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✶✸ ✭✇✐t❤ t = aj lnn/
√
n✮ ❛♥❞ ✶✹ ♦❢

▼❛s ❛♥❞ ❘✉②♠❣❛❛rt ✭✷✵✶✹✮ ✭r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ k ≤ Nn ≤ 20
√

n
ln3 n

✮✳ ❇♦t❤ ❧❡♠♠❛s

r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❇❡r♥st❡✐♥ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭▲❡♠♠❛ ✷✸ ♣✳✶✽✵✮
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

❆✳✸ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs

❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❍✐❧❣❡rt✱ ▼❛s✱ ❛♥❞ ❱❡r③❡❧❡♥
✭✷✵✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✶✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✹ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ N∗ ✿

ak ≤ C(γ)k ln(k + 1).

▲❡♠♠❛ ✶✽✳ ▲❡t r,R > 0 ❛♥❞ β ∈ WR
r ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷✱ ❍✸ ❛♥❞ ❍✹ ❛r❡

❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■❢ (λj)j≥1 ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❛t❡ ✭P✮ t❤❡♥

E[‖Π̂mβ −Πmβ‖2Γ] ≤ C1
ln3(Dm)

n
Dm

max{(1−r)+,2−a−r} + C2
ln9 n

n2
Dm

(4+(a−r)+−2a)++2,

❛♥❞ ✐❢ (λj)j≥1 ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡ ✭❊✮

E[‖Π̂mβ −Πmβ‖2Γ] ≤ C2
ln3(Dm)

n
Dm

(1−r)+ ,

✇✐t❤ C1 > 0✱ C2 > 0 ❛♥❞ C3 > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ r✱ R ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ❜✉t ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ m ❛♥❞ n✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ✇✐t❤ γ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥t♦✉r ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮

E[‖Π̂mβ −Πmβ‖2Γ1A∁
n
] ≤ 2‖β‖2ΓP(A∁

n) ≤ C‖β‖2Γ/n2,



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✻✻

✇✐t❤ C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β✱ n ❛♥❞ m ❛♥❞

(Π̂mβ −Πmβ)1An = 1An

1

2iπ

Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

R1/2 (z) [I − T (z)]−1 T (z)R1/2 (z)βdz.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t (I − T (z))−1T (z) = T (z) + (I − T (z))−1T 2(z)✱ t❤❡♥

1An

(
Π̂m −Πm

)
= An +Bn,

✇✐t❤

An = 1An

1

2πi

Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

[
(zI − Γ)−1 (Γn − Γ) (zI − Γ)−1

]
dz,

Bn = 1An

1

2πi

Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

[
(zI − Γ)−1/2 [I − T (z)]−1 T (z)2 (zI − Γ)−1/2

]
dz.

❲❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ An✳ ❋♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱

〈Anβ, ψj〉 =
∑

k≥1

βk〈Anψk, ψj〉 = 1An

1

2iπ

∑

k≥1

Dm∑

l=1

∫

Ωl

βk
(ζ − λj)(ζ − λl)

〈(Γn − Γ)ψk, ψj〉dζ,

✇❤❡r❡ βj := 〈β, ψj〉✳ ❇② t❤❡ ❘❡s✐❞✉❡ ❚❤❡♦r❡♠

1

2iπ

∫

Ωl

dζ

(ζ − λj)(ζ − λl)
=





1
λj−λk ✐❢ j = l 6= k

1
λk−λj ✐❢ k = l 6= j

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

.

❚❤❡♥

〈Anβ, ψj〉 = 1An


 ∑

k>Dm

βk
λj − λk

1j≤Dm〈(Γn − Γ)ψk, ψj〉+
Dm∑

k=1

βk
λk − λj

1j>Dm〈(Γn − Γ)ψk, ψj〉


 .

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 〈X,ψj〉 ❛♥❞ 〈X,ψk〉 ❢♦r j 6= k ❛♥❞ 〈Xi1 , ψj〉 ❛♥❞
〈Xi2 , ψj〉 ✐❢ i1 6= i2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [〈(Γn − Γ)ψj , ψk1〉〈(Γn − Γ)ψj , ψk2〉] =
λjλk
n

1{k1=k2=k}.

❚❤❡♥

E[〈Anβ, ψj〉2] = 1An

1

n


λj1{j≥Dm}

∑

k>Dm

β2kλk
(λj − λk)2

+ λj1{j>Dm}

Dm∑

k=1

β2kλk
(λk − λj)2


 ,



✶✻✼

❆✳✸✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r♦❥❡❝t♦rs

E
[
‖Anβ‖2Γ

]
= E


∑

j≥1

λj〈Anβ, ψj〉2



≤ 1

n

Dm∑

j=1

β2j
∑

k>Dm

λjλ
2
k

(λj − λk)
2 +

1

n

Dm∑

j=1

λ2j
∑

k>Dm

λkβ
2
k

(λj − λk)
2 .

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♠❛r❦ t❤❛t

∑

k>Dm

λ2k
(λj − λk)2

=


 ∑

k>Dm

λk
|λj − λk|




2

−
Dm∑

k,l

λkλl
|λj − λk||λj − λl|

≤


 ∑

k>Dm

λk
|λj − λk|




2

≤ a
2
j ,

❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♥❝❡ j ≤ Dm+1 < k✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λk ≤ λDm+1 ≤ λj ❛♥❞ λj −λk ≥ λj −λDm+1✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥

E
[
‖Anβ‖2Γ

]
≤ 1

n

Dm∑

j=1

λjβ
2
j a

2
j +

1

n

Dm∑

j=1

λ2j
(λj − λDm+1)2

λDm+1Dm
−r ∑

k>Dm

krβ2k

≤ C

(
Dm

(1−r)+ ln3(Dm + 1)

n
+
Dm

2−r ln2(Dm + 1)

n
λDm+1

)
, ✭❆✳✾✮

❛s s♦♦♥ ❛s (λj)j≥1 ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ✇✐t❤ C > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥
R✱ r✱ a ❛♥❞ Γ✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② λj ≤ Cj−1✱ ▲❡♠♠❛ ✶✼ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
β ∈ WR

r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t βj ≤ Cj−1−r ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t C > 0 ❛♥❞ t❤❛t
∑Dm

j=1 j
−r ln2(j + 1) ≤

C ′ ln3(Dm + 1)Dm
(1−r)+ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t C ′ > 0✳

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ Bn

‖Bnβ1An‖2Γ

≤ 1An

1

4π2

∑

k≥1

λk



Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

〈R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 T (ζ)2R1/2 (ζ)β, ψk〉dζ




2

. ✭❆✳✶✵✮

❲❡ ❤❛✈❡✱ s✐♥❝❡ R1/2(ζ) ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱

〈R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 T (ζ)2R1/2 (ζ)β, ψk〉 = 〈[I − T (ζ)]−1 T (ζ)2R1/2 (ζ)β,R1/2 (ζ)ψk〉.

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② β⋄ :=
∑

j≥1 j
r/2βjψj ❀ ❛s β ✐s ✐♥ WR

r ✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ‖β⋄‖ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞

❜② R✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pr t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② Prψj = j−r/2ψj ✱
✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t β = Prβ

⋄✳ ❲❡ ❤❛✈❡

R1/2(ζ)ψk = (ζI − Γ)−1/2ψk =
1√

ζ − λk
ψk.



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✻✽

❚❤❡♥✱

|〈R1/2 (ζ) [I − T (ζ)]−1 Π̃ (ζ)2R1/2 (ζ)β, ψk〉|
≤ 1√

|ζ − λk|
∥∥(I − T (ζ))−1

∥∥
∞ ‖T (ζ)‖2∞

∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞
‖β⋄‖ .

◆♦✇ ♦♥ t❤❡ s❡t An✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ζ ∈ Ωj ✿

∥∥(I − T (ζ))−1
∥∥
∞ < 2 ❛♥❞ ‖T (ζ)‖∞ <

aj√
n
lnn.

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r R1/2(ζ)Pr ❛r❡ {k−r/2(ζ − λk)
−1/2, k ≥ 1} t❤❡♥✱

❢♦r ❛❧❧✱ ζ ∈ ∂Ωj ✿ ∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞

= sup
k≥1

{k−r/2|ζ − λk|−1/2}. ✭❆✳✶✶✮

◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ k > j✱ ❢♦r ❛❧❧ ζ ∈ ∂Ωj ✱

|ζ − λk| ≥ λj − δj/2− λk.

❛♥❞
k−r/2|ζ − λk|−1/2 ≤ k−r/2(λj − δj/2− λk)

−1/2 ≤ j−r/2δ−1/2
j ,

s✐♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(
k−r/2(λj − δj/2− λk)

−1/2
)
k>j

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ λj − λj+1 ≥ δj ✳ ❋♦r

k = j✱ |ζ − λk| = δj/2 ✭∂Ωj ✐s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r λj ❛♥❞ r❛❞✐✉s δj/2✮✱ ❤❡♥❝❡ k−r/2|ζ −
λk|−1/2 = j−r/2δ−1/2

j ✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✶✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞

≤ sup
1≤k≤j

{k−r/2|ζ − λk|−1/2}.

◆♦✇✱ ❢♦r k = 1, . . . , j✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|ζ − λk| ≥ λk − λj − δj/2 ≥ (λk − λj)/2,

s✐♥❝❡ λk −λj ≥ δj ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δj✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t λj−λj−δj/2
λk−λj = 1− δj/(2(λk −λj)) ≥ 1/2✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞

≤ max

{
sup

1≤k≤j−1

{
λ
−1/2
k k−r/2

(
λk

λk − λj

)1/2
}
, λ

−1/2
j j−r/2λ1/2j δ

−1/2
j

}

≤ a
1/2
j sup

1≤k≤j

{
λ
−1/2
k k−r/2

}
,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t aj =
∑

k 6=j
λk

|λj−λk| +
λj
δj
✳

◆♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ ✭P✮✱

∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞

≤ c
−1/2
P a

1/2
j sup

1≤k≤j

{
k(a−r)/2

}
≤ c

−1/2
P a

1/2
j j(a−r)+/2. ✭❆✳✶✷✮



✶✻✾

❆✳✸✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r♦❥❡❝t♦rs

❚❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

‖Bnβ1An‖2Γ ≤ R2

π2

∑

k≥1

λk



Dm∑

j=1

a
3/2
j

n
ln2 n j(a−r)+/2

∫

∂Ωj

dz√
|z − λk|




2

≤ R2

π2

∑

k≥1

λk



Dm∑

j=1

a
3/2
j

n
ln2 n j(a−r)+/2

πδj√
Dj,k




2

,

✇❤❡r❡ Dj,k = |λj − λk| ✐❢ j 6= k ❛♥❞ Dj, j = δj ✭r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ z ∈ ∂Ωj ✱ |z −
λk| > Dj,k/2✮✳ ❇② ❈❛✉❝❤② ❙❝❤✇❛r③✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✼ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t aj ≤
Cj ln(j + 1) ✭✇✐t❤ C > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ Γ✮

‖Bnβ1An‖2Γ ≤ 2C3C2
PR

2 ln
7(n)

n2

∑

k≥1

λk

Dm∑

j=1

j3+(a−r)+−2a
Dm∑

j=1

D−1
j,k .

◆♦✇
∑

k≥1 λkD
−1
j,k = aj ≤ Cj ln(j + 1)✱ t❤❡♥

‖Bnβ1An‖2Γ ≤ 2C3C2
PR

2 ln
8(n)

n2

Dm∑

j=1

j3+(a−r)+−2a
Dm∑

j=1

j.

❘❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ R✱
∑Dm

k=1 k
α ≤ cα ln(j + 1) j(α+1)+ ✱ ✇❡ ❣❡t

‖Bnβ1An‖2Γ ≤ C ′ ln
9 n

n2
D(4+(a−r)+−2a)++2
m ,

✇✐t❤ C ′ > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ R✱ r✱ a✱ Γ✱ cP ❛♥❞ CP ✳
●❛t❤❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✭❆✳✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✳
■♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭❊✮ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✼✱

∥∥∥R1/2(ζ)Pr

∥∥∥
∞

≤ c
−1/2
E a

1/2
j sup

1≤k≤j

{
ek

a/2k−r/2
}
≤ Cj1/2 ln1/2(j + 1) ej

a/2j−r/2 ✭❆✳✶✸✮

❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ (P)✱ ✇❡ ❣❡t

‖Bnβ1An‖2Γ ≤ C3R
2

π2

∑

k≥1

λk



Dm∑

j=1

j3/2 ln3/2(j + 1)

n
ln2(n) ej

a/2j−r/2
πδj√
Dj,k




2

≤ C3R2C2
E

ln7(n)

n2

∑

k≥1

λk

Dm∑

j=1

j6−re−j
a
Dm∑

j=1

j−3D−1
j,k

≤ C
ln7 n

n2

Dm∑

j=1

j−2 ln(j + 1) ≤ C ′′

n
,

s✐♥❝❡ ❜♦t❤ s❡r✐❡s
∑

j≥1 j
6−re−j

a
❛♥❞

∑
j≥1 j

−2 ln j ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✭❤❡r❡ C ′, C ′′ ❛r❡ t✇♦ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ R✱ r✱ a✱ Γ✱ cE ❛♥❞ CE✮✳



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✼✵

❆✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐❛s t❡r♠s

▲❡♠♠❛ ✶✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷✱ ❍✸ ❛♥❞ ❍✹ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❛t β ∈ WR
r

✇✐t❤ r,R > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ ✭P✮✱ ❡✐t❤❡r a + r/2 > 2✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧

m = 1, ..., Nn✿

E[‖β − Π̂mβ‖2Γn
] ≤ 4E[‖β − Π̂mβ‖2Γ] + C

Dm

n
, ✭❆✳✶✹✮

✇❤❡r❡ C > 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ m✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥♦♥
r❛♥❞♦♠ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r② t♦ s❡❡ t❤❛t

E

[
‖β −Πmβ‖2Γn

]
= ‖β −Πmβ‖2Γ

❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ❣❡t ✭❆✳✶✹✮ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ E

[∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γ

]

❛♥❞ E

[∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γn

]
❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜② Dm/n✳ ❚❤❡

✜rst ❜♦✉♥❞ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❈❛r❞♦t✱ ▼❛s✱ ❛♥❞ ❙❛r❞❛ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
✐♥ ❈r❛♠❜❡s ❛♥❞ ▼❛s ✭✷✵✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✮ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧② t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❣❡t

E

[∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γ

]
≤ A

Dm
2λDm

n
,

✇❤❡r❡ A ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ m ❛♥❞ n✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ❧❡❢t ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ♦❢
❜♦✉♥❞ ❢♦r

E

[∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γn

]
.

■♥ ❛ ✜rst st❡♣ r❡♠❛r❦ t❤❛t

∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γn

=
〈
(Γn − Γ)

(
Πm − Π̂m

)
β,
(
Πm − Π̂m

)
β
〉
+
∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γ

❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
]
,

❛❢t❡r ❛ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥ ≤ 2 ‖β‖ .

◆♦✇ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β1An =

1

2πi

Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

(Γn − Γ)R1/2 (ζ)[I − T (ζ)]−1T (ζ)R1/2 (ζ)βdζ1An .



✶✼✶ ❆✳✹✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐❛s t❡r♠s

❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ An✱ ‖(I − T (ζ))−1‖∞1An ≤ 2 ❛♥❞ ‖T (ζ)‖∞1An ≤ aj lnn√
n

✱ t❤❡♥

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]

≤ 1

π

Dm∑

j=1

∫

∂Ωj

E

[∥∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)
∥∥∥
∞
‖T (ζ)‖∞ 1An

] ∥∥∥R1/2 (ζ)β
∥∥∥ dζ

≤ lnn

π
√
n

Dm∑

j=1

❛j

∫

∂Ωj

∥∥∥R1/2 (ζ)Pr

∥∥∥
∞

∥∥∥β♦
∥∥∥E
[∥∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)

∥∥∥
∞
1An

]
dζ.

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✸✮

∥∥∥R1/2 (ζ)Pr

∥∥∥
∞

≤
{
C1a

1/2
j j(a−r)+/2 ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ ✭P✮

C2a
1/2
j j−r/2ej

a/2 ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭❊✮

✭t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ β⋄ ❛♥❞ Pr ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✽✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝❛s❡ ✭P✮✱

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]

≤ lnn

π
√
n

∥∥∥β♦
∥∥∥
Dm∑

j=1

❛
3/2
j j(a−r)+/2

∫

∂Ωj

√
E

[∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)
∥∥2
HS

1An

]
dζ ✭❆✳✶✺✮

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭❊✮

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]

≤ lnn

π
√
n

∥∥∥β♦
∥∥∥
Dm∑

j=1

❛
3/2
j j−r/2ej

a/2

∫

∂Ωj

√
E

[∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)
∥∥2
HS

1An

]
dζ. ✭❆✳✶✻✮

❚r❡❛t✐♥❣ E

[∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)
∥∥2
HS

]
✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❝❛rr✐❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

✇❡ ❣❡t✱ ❢♦r ❛❧❧ ζ ∈ ∂Ωj

E

[∥∥∥(Γn − Γ)R1/2 (ζ)
∥∥∥
2

HS

]
≤ C ′

aj

n
,

✇✐t❤ C ′ = ❚r(Γ)max{1, b− 1}✳ P✉tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]
≤ C ′ lnn

πn

∥∥∥β♦
∥∥∥
Dm∑

j=1

a
2
jj

(a−r)+/2πδj ,

❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡ ✭P✮ ❛♥❞✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✻✮

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]
≤ C ′ lnn

πn

∥∥∥β♦
∥∥∥
Dm∑

j=1

a
2
jj

−r/2ej
a/2πδj ,

❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✭❊✮✳



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✼✷

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❡ s❡❡
✜rst t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② t❤❡ t❡r♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜② (lnn)/n.

s✐♥❝❡ δj ≤ λj ≤ CEe
−ja ✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇❡ ❣❡t ✿

E

[∥∥∥(Γn − Γ)
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥1An

]
≤ C ′ lnn

n

∥∥∥β♦
∥∥∥
Dm∑

j=1

j2j−r/2δj ln
3/2(j + 1) ≤ C

Dm

n
,

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t δj ≤ λj ≤ CP j
−a ❛♥❞ t❤❛t a+ r/2 > 2✳

❚❤✉s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✻✿

E

[∥∥∥
(
Πm − Π̂m

)
β
∥∥∥
2

Γn

1A∁
n

]
≤ ‖β‖2ΓP(A∁

n) ≤
C ′′(b,Γ)
n2

.

❆✳✺ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

✳

▲❡♠♠❛ ✷✵✳ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷✱ ❍✸ ❛♥❞ ❍✹ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ (λj)j≥1 ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② ✭P✮ ♦r ✭❊✮✱

P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
≤ C/n6,

✇✐t❤ C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❛♥❞ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m ≥ 1✱

∆̂m :=
{
∀f ∈ Ŝm, ‖f‖2Γ ≤ ρ0‖f‖2Γn

}
.

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t

P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
= P

({
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

}
∩ {N̂ (FPCR)

n ≤ Nn}
)

+P

({
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

}
∩ {N̂ (FPCR)

n > Nn}
)
.

◆♦✇✱ ✐❢ N̂ (FPCR)
n ≤ Nn✱ t❤❡♥ ŜN̂(FPCR)

n
⊂ ŜNn ❛♥❞ ∆̂Nn ⊂ ∆̂

N̂
(FPCR)
n

✱ ❤❡♥❝❡

∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

⊂ ∆̂∁
Nn
.

❚❤❡♥

P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∪ ∆̂∁
Nn

)
≤ P

(
∆̂∁
Nn

∩ {N̂ (FPCR)
n ≤ Nn}

)
+ P

(
N̂ (FPCR)
n > Nn

)

≤ P

(
∆̂∁
Nn

)
+ P

(
N̂ (FPCR)
n > Nn

)
.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Cn−6 ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜♦✉♥❞



✶✼✸ ❆✳✺✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)

t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

∆̂∁
Nn

=

{
inf

f∈ŜNn

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
< ρ−1

0

}
.

▲❡t f =
∑DNn

j=1 αjψ̂j ∈ ŜNn ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✳s✳

‖f‖2Γn
=

DNn∑

j=1

λ̂jα
2
j = |Λ̂nα|22,

✇❤❡r❡ | · |2 ✐s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ RDNn ❞❡✜♥❡❞ ❜② |x|22 =
DNn∑

j=1

x2i ❢♦r ❛❧❧ x = (x1, ..., xDNn
)′ ∈ RDNn

❛♥❞ Λ̂n ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s

{√
λ̂1, ...,

√
λ̂DNn

}
✳

▼♦r❡♦✈❡r

‖f‖2Γ =

DNn∑

j,k=1

αjαk〈Γ1/2ψ̂j ,Γ
1/2ψ̂k〉 = α′Ψnα,

✇❤❡r❡ Ψn ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①

Ψn :=
(
〈Γ1/2ψ̂j ,Γ

1/2ψ̂k〉
)
1≤j,k≤DNn

.

❚❤❡♥✱
‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
=

|Λ̂nα|22
α′Ψnα

=
|Λ̂nα|22
|Ψ1/2

n α|22
=

|Λ̂nΨ−1/2
n Ψ

1/2
n α|22

|Ψ1/2
n α|22

.

◆♦✇

inf
f∈ŜNn

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
= inf

α∈RNn\{0}

α′Ψ−1/2
n Λ̂2

nΨ
−1/2
n α

|α|22
= min{λ, λ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Ψ−1/2

n Λ̂2
nΨ

−1/2
n }.

❖♥ t❤❡ s❡t An ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧✱ j = 1, ..., Nn✱ λ̂j > 0✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Λ̂n ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱
t❤❡r❡❢♦r❡

inf
f∈Ŝn

‖f‖2Γn

‖f‖2Γ
= ρ

(
(Ψ−1/2

n Λ̂2
nΨ

−1/2
n )−1

)−1
= ρ(Λ̂−1

n ΨnΛ̂
−1
n )−1,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① A✱ ρ(A) = max{|λ|, λ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❛❞✐✉s ♦❢ A✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥

P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

∩
{
N̂n < Nn

})
≤ P(An ∩ {ρ(Λ̂−1

n ΨnΛ̂
−1
n ) > ρ0}) + P(A∁

n). ✭❆✳✶✼✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✶✻ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✭♣✳ ✶✻✺✮✱ P(An
∁) ≤ C/n6✱ ✇✐t❤ C ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ Γ ❛♥❞

b✳ ❚❤✉s ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ Λ̂−1
n ΨnΛ̂

−1
n ✳



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✼✹

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭r❛♥❞♦♠✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ O ❢r♦♠ RDNn t♦ H ❜②✿

O : α = (α1, ..., αDNn
)′ 7→

DNn∑

j=1

αjψ̂j .

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② O∗ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ O✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❢r♦♠ H t♦ RDNn ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

O∗ : f 7→ (〈f, ψ̂j〉1≤j≤DNn
).

❲❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t OO∗ = Π̂DNn
❛♥❞ Ψn ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ O∗ΓO ✐♥ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s ♦❢ RNn ✳

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ✐ts
❛❞❥♦✐♥t✱ t❤❡♥✱

ρ(Λ̂−1
n ΨnΛ̂

−1
n ) = ρ(L̂−1

n O∗ΓOL̂−1
n ) = ρ(Γ1/2OL̂−1

n L̂−1
n O∗Γ1/2), ✭❆✳✶✽✮

✇❤❡r❡ L̂n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡♥❞♦r♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ RDNn ✇❤♦s❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s
✐s Λ̂n✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② ΠNn t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ SNn = s♣❛♥{ψ1, ..., ψDNn

}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❧❡t Γ† ✭r❡s♣✳ Γ†
n✮ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r Γ ✭r❡s♣✳ Γn✮ ♦♥ SNn ✭r❡s♣✳ Ŝn✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Γ†f :=

DNn∑

j=1

〈f, ψj〉
λj

ψj ❛♥❞ Γ†
nf :=

DNn∑

j=1

〈f, ψ̂j〉
λ̂j

ψ̂j1{λ̂j>0}. ✭❆✳✶✾✮

❲❡ ❤❛✈❡ Γ1/2Γ†Γ1/2 = ΠNn ❛♥❞ OL̂−2
n O∗ = Γ†

n✱ t❤❡♥✱

Γ1/2OL̂−1
n L̂−1

n O∗Γ1/2 = Γ1/2Γ†
nΓ

1/2 = Γ1/2(Γ† + Γ†
n − Γ†)Γ1/2 = ΠNn + Γ1/2(Γ†

n − Γ†)Γ1/2,

❛♥❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✽✮

ρ(Λ̂−1
n ΨnΛ̂

−1
n ) = ‖ΠNn + Γ1/2(Γ†

n − Γ†)Γ1/2‖∞ ≤ 1 + ‖Γ1/2(Γ†
n − Γ†)Γ1/2‖∞,

✇❤❡r❡ ‖ · ‖∞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠✳
◆♦✇

P(An ∩ {ρ(Λ̂−1
n ΨnΛ̂

−1
n ) > ρ0}) ≤ P

(
An ∩

{
‖Γ1/2(Γ†

n − Γ†)Γ1/2‖∞ > ρ0 − 1
})

.

▲❡t γ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✇✐t❤ m = Nn✳



✶✼✺ ❆✳✺✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)

❲❡ ❤❛✈❡ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (I−T (z))−1T (z) = T (z)+(I−T (z))−1T 2(z)✱

Γ1/2
[
Γ†
n − Γ†

]
Γ1/2

1An = 1An

1

2iπ

∫

γ

1

z
Γ1/2R1/2(z) [I − T (z)]−1 T (z)R1/2(z)Γ1/2dz

✭❆✳✷✵✮

= 1An

1

2iπ

∫

γ

1

z
Γ1/2R(z) (Γn − Γ)R(z)Γ1/2dz

+ 1An

1

2iπ

∫

γ

1

z
Γ1/2R1/2(z) [I − T (z)]−1 T 2(z)R1/2(z)Γ1/2dz. ✭❆✳✷✶✮

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ t✇♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ λj ✬s✳

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✿ c exp(−ja) ≤ λj ≤ C exp(−ja)✱ ✇✐t❤ a > 0✳ ❇② ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭❆✳✷✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ‖(I − T (z))−1‖∞ < 2✱ ♦♥ t❤❡ s❡t An

‖Γ1/2(Γ†
n − Γ†)Γ1/2‖∞1An ≤ 1

2π

∥∥∥∥
∫

γ

1

z
Γ1/2R1/2(z) [I − T (z)]−1 T (z)R1/2(z)Γ1/2dz

∥∥∥∥
∞
1An

≤ π−1 sup
z∈γ

[‖T (z)‖∞]

∫

γ

1

|z|
∥∥∥Γ1/2R1/2(z)

∥∥∥
2

∞
dz1An .

❋♦r z ∈ supp(γ)✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Γ1/2R1/2(z) ❛r❡{
λ
1/2
j (z − λj)

−1/2, j ≥ 1
}
✱ t❤❡♥

∥∥∥Γ1/2R1/2(z)
∥∥∥
2

∞
= sup

j≥1

{
λj

|z − λj |

}
,

❛♥❞
∣∣∣∣
∫

γ

1

|z|
∥∥∥Γ1/2R1/2(z)

∥∥∥
2

∞
dz

∣∣∣∣ ≤ C + 2

∫ 2λ1/δDNn

0

du

1 + u2
≤ C ′,

✇❤❡r❡ C ❛♥❞ C ′ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0 s✉❝❤ t❤❛t δDNn

/λDNn
≥ c✳ ❚❤❡♥ ❜②

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ An✱

P

(
An ∩

{
‖Γ1/2(Γ†

n − Γ†)Γ1/2‖∞ > ρ0 − 1
})

≤ P

(
C ′ sup

z∈supp(γ)
[‖T (z)‖∞] > π(ρ0 − 1)

)

= 0 ✐❢ n ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t DNn ≤ 20
√
n/ ln3 n✳



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✼✻

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✿ cj−a ≤ λj ≤ Cj−a✱ a > 1✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② T1 ❛♥❞ T2 t❤❡ t✇♦ t❡r♠s
♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✶✮ ✐✳❡✳

T1 = 1An

1

2iπ

∫

γ

1

z
Γ1/2R(z) (Γn − Γ)R(z)Γ1/2dz,

T2 = 1An

1

2iπ

∫

γ

1

z
Γ1/2R1/2(z) [I − T (z)]−1 T 2(z)R1/2(z)Γ1/2dz.

❋✐rst ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ T2✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ❧❡❛❞s ✉s t♦✿

‖T2‖∞ ≤ π−1 sup
z∈γ

[
‖T (z)‖2∞

] ∫

γ

1

|z|
∥∥∥Γ1/2R1/2(z)

∥∥∥
2

∞
dz,

❛♥❞

∫

γ

1

|z|
∥∥∥Γ1/2R1/2(z)

∥∥∥
2

∞
dz ≤ C +

∫ 2λ1/δDNn

0

λDNn
du√

(λDNn
− δDNn

)2 + δ2DNn
u2

√
1 + u2

≤ C +

∫ 1

0

λDNn

λDNn
− δDNn

du+

∫ 2λ1/δDNn

1

λDNn
du√

(λDNn
− δDNn

)2 + δ2DNn
u2

√
1 + u2

≤ 1 + C +

∫ 2λ1/δDNn

1

du√
1 + u2

≤ C ′ ln(DNn),

✇✐t❤ C,C ′ > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n✳ ❚❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ An

P(‖T2‖∞ > (ρ0 − 1)/2) ≤ P

(
C ′ ln(DNn) sup

z∈γ

[
‖T (z)‖2∞

]
> π(ρ0 − 1)/2

)

= 0 ✐❢ n ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ t❡r♠ T1✿

T1 = 1An

1

2iπ

∫

γ

∑

j,k≥1

√
λk
√
λj

z(z − λk)(z − λj)
πk(Γn − Γ)πjdz.

❇② t❤❡ ❘❡s✐❞✉❡ ❚❤❡♦r❡♠

1

2iπ

∫

γ

dz

z(z − λk)(z − λj)
=





− 1
λjλk

✐❢ j 6= k, j ≤ DNn ❛♥❞ k ≤ DNn

1
λj(λj−λk) ✐❢ j ≤ DNn < k

1
λk(λk−λj) ✐❢ k ≤ DNn < j

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

.



✶✼✼ ❆✳✺✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)

❚❤❡♥

T1 = −1Jn

DNn∑

j,k=1
j 6=k

1√
λjλk

πk(Γn − Γ)πj +

DNn∑

j=1

∑

k>DNn

√
λk√

λj(λj − λk)
πk(Γn − Γ)πj

+
∑

j>DNn

DNn∑

k=1

√
λj√

λk(λk − λj)
πk(Γn − Γ)πj

= −1Jn

DNn∑

j,k=1
j 6=k

πk√
λk

Γn
πj√
λj

+

DNn∑

j=1

(
sjΓn

πj√
λj

+
πj√
λj

Γnsj

)
= T ′

1 + T ′′
1 ,

✇❤❡r❡ sj :=
∑

k>DNn

√
λk

λj−λkπk✳ ❚❤❡ t❡r♠ Γ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ πjΓπk = 0 ✐❢ j 6= k✳

❲❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs T ′
1 ❛♥❞ T ′′

1 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

‖T ′
1‖2∞ ≤

∑

p,q≥1

〈T ′
1ψp, ψq〉2 =

DNn∑

p,q=1
p 6=q

(
1

n

n∑

i=1

ξ(i)p ξ(i)q

)2

,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ξ(i)p = 〈Xi, ψp〉/
√
λp✳ ❚❤❡♥

P(‖T ′
1‖∞ > (ρ0 − 1)/4) ≤ P




DNn∑

p,q=1
p 6=q

(
1

n

n∑

i=1

ξ(i)p ξ(i)q

)2

>
(ρ0 − 1)2

16




≤
DNn∑

p,q=1
p 6=q

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ξ(i)p ξ(i)q

∣∣∣∣∣ >
ρ0 − 1

4DNn

)
.

❋♦r ❛❧❧ p 6= q✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
{
ξ
(i)
p ξ

(i)
q , i = 1, ..., n

}
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞

❝❡♥tr❡❞ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷ ❛♥❞ ❍✸✱

E [|ξpξq|m] ≤ m!bm−1,

t❤❡♥ ▲❡♠♠❛ ✷✸ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ DNn ≤ 20
√
n/ ln3 n ✐♠♣❧✐❡s

P

(
‖T ′

1‖∞ >
ρ0 − 1

4

)
≤ 2DNn

2 exp

(
−C ′

1

n

DNn
2

)
≤ C ′

2n
−6,

✇✐t❤ C ′
1 =

(ρ0−1)2

32(2b+(ρ0−1)/4) ❛♥❞ C ′
2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ b ❛♥❞ ρ0✳

❲❡ ❞❡❛❧ ♥♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r T ′′
1 ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ H✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ H ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✼✽

✉s✉❛❧ ♥♦r♠ ‖T‖2HS =
∑

p,q≥1〈Tψp, ψq〉2✱ ✐✳❡✳

T ′′
1 =

1

n

n∑

i=1

DNn∑

j=1

(
sjXi ⊗

πj√
λj
Xi +

πj√
λj
Xi ⊗ sjXi

)
=

1

n

n∑

i=1

Zi,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ f, g ∈ H✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r f ⊗ g ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② f ⊗ g : h 7→ 〈f, h〉g✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝❡♥tr❡❞ ❍✐❧❜❡rt ✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✭▲❡♠♠❛ ✷✸✱ ♣✳ ✶✽✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts B ❛♥❞ c s✉❝❤ t❤❛t

E [‖Zi‖mHS ] ≤ (m!/2)B2cm−2.

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✜rst ‖Zi‖2HS

‖Zi‖2HS ≤ 2
∑

p,q≥1

〈
DNn∑

j=1

(
πj√
λj
Xi ⊗ sjXi

)
ψp, ψq〉2 =

DNn∑

p=1

∑

q>DNn

λ2q
(λp − λq)2

(
ξ(i)p ξ(i)q

)2
.

◆♦✇✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✷ ❛♥❞ ❍✸✱

E [‖Zi‖mHS ] ≤ E
[
‖Zi‖2mHS

]1/2

=




DNn∑

p1,...,pm=1

∑

q1,...,qm>DNn

m∏

j=1

λ2qj
(λpj − λqj )

2
E

[(
ξ(i)p1 ...ξ

(i)
pm

)2]
E

[(
ξ(i)q1 ...ξ

(i)
qm

)2]



1/2

≤ m!bm



DNn∑

p=1

∑

q>DNn

λ2q
(λp − λq)2



m/2

.

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡♥ ▲❡♠♠❛ ✷✸ ✇✐t❤ B2 = 2b2
∑DNn

p=1

∑
q>DNn

λ2q
(λp−λq)2 ❛♥❞

c = b
(∑DNn

p=1

∑
q>DNn

λ2q
(λp−λq)2

)1/2
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ DNn ≤ 20

√
n/ ln3 n✱

P

(
‖T ′′

1 ‖∞ >
ρ0 − 1

4

)
≤ P

(
‖T ′′

1 ‖HS >
ρ0 − 1

4

)
≤ 2 exp

(
−C ′′

1

n

DNn

)
≤ C ′′

2n
−6,

✇❤❡r❡ C ′′
1 := (ρ0 − 1)2/(2δb2 +

√
2δb(ρ0 − 1)/4)✱ C ′′

2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ρ0 ❛♥❞ δ ✇❤❡r❡ δ > 0

❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ p ≤ DNn ✱

∑

q>DNn

λ2q
(λp − λq)2

≤ DNnδ/2.

❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✶ ❜❡❧♦✇✳

▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✷ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ n ≥ 6✱ t❤❡♥

P(N̂ (FPCR)
n > Nn) ≤ Cn−6,



✶✼✾ ❆✳✺✳ ❯♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ P

(
∆̂∁

N̂
(FPCR)
n

)

✇✐t❤ C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β ❛♥❞ n✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λj)j≥1 ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡

P(N̂ (FPCR)
n > Nn) ≤ P(λNn+1 ≥ λD

N̂
(FPCR)
n

) ≤ P

({
λDNn+1 ≥ λD

N̂
(FPCR)
n

}
∩ An

)
+P

(
A∁
n

)
,

✇❤❡r❡ An ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✼✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳ ❚❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ An✱

{
λDNn+1 ≥ λD

N̂
(FPCR)
n

}
∩ An ⊂

{
λDNn+1 ≥ λ̂D

N̂
(FPCR)
n

−
δD

N̂
(FPCR)
n

2

}
= ∅,

s✐♥❝❡ λDNn+1 < n−2✱ λD
λ̂Nn

≥ sn ❛♥❞ δD
N̂

(FPCR)
n

≤
λD

N̂
(FPCR)
n
4 ≤ n−2

4 ✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s

✜♥✐s❤❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✻✳



❆♥♥❡①❡ ❇

■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳

❇✳✶ ❇❡r♥st❡✐♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②

❇✳✶✳✶ ❋♦r r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❡♠♠❛ ✷✷✳ ✭❇✐r❣é ❛♥❞ ▼❛ss❛rt✱ ✶✾✾✽✱ ▲❡♠♠❛ ✽✮ ▲❡t T1, T2, . . . , Tn ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ Sn(T ) =
∑n

i=1(Ti − E[Ti])✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❡①✐st v > 0 ❛♥❞ b0 > 0 s✉❝❤

t❤❛t

❱❛r(T1) ≤ v2 ❛♥❞ ∀ℓ ≥ 2,
1

n

n∑

i=1

E

[
|Ti|ℓ

]
≤ ℓ!

2
v2bℓ−2

0 .

❚❤❡♥✱ ❢♦r η > 0✱

P

(∣∣∣∣
1

n
Sn(T )

∣∣∣∣ ≥ η

)
≤ 2 exp

(
− nη2/2

v2 + b0η

)
,

≤ 2min

{
exp

(
−nη

2

4v2

)
, exp

(
− nη

4b0

)}
. ✭❇✳✶✮

❇✳✶✳✷ ❋♦r ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❡♠♠❛ ✷✸ ✭❇♦sq ✭✷✵✵✵✮✮✳ ▲❡t X1, . . . , Xn ❜❡ ❝❡♥tr❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧②✐♥❣

✐♥ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✳ ■❢✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts v ❛♥❞ b0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ≥ 2✱

n∑

i=1

E

[
‖Xi‖ℓ

]
≤ ℓ!

2
v2bℓ−2

0 .

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ η > 0✱

P

(∥∥∥∥∥
n∑

i=1

Xi

∥∥∥∥∥ ≥ η

)
≤ 2 exp

(
− η2

2v2 + 2b0η

)
.

❇✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ■♥✲

❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s

▲❡♠♠❛ ✷✹✳ ❬❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②❪ ▲❡t ξ1, . . . , ξn ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

νn(r) =
1
n

∑n
i=1 r(ξi) − E[r(ξi)]✱ ❢♦r r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝❧❛ss R ♦❢ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♠❡❛✲



✶✽✶

❇✳✷✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♦♠❡

❝♦r♦❧❧❛r✐❡s

s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r δ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t

E

[(
sup
r∈R

(νn (r))
2 − c(δ)(Hν)2

)

+

]
≤ C

{
vν

n
exp

(
−δ
6

n(Hν)2

vν

)

+
(Mν

1 )
2

C2(δ)n2
exp

(
− 1

21
√
2
C(δ)

√
δ
nHν

Mν
1

)}
,

✇✐t❤✱ C(δ) = (
√
1 + δ − 1) ∧ 1✱ c(δ) = 2(1 + 2δ) ❛♥❞

sup
r∈R

‖r‖L∞ ≤Mν
1 ✱ E

[
sup
r∈R

|νn(r)|
]
≤ Hν ✱ ❛♥❞ sup

r∈R
❱❛r (r (ξ1)) ≤ vν .

▲❡♠♠❛ ✷✹ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❑❧❡✐♥
❛♥❞ ❘✐♦ ✭✷✵✵✺✮✿ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▲❛❝♦✉r ✭✷✵✵✽✱ ▲❡♠♠❛ ✺✱ ♣✳ ✽✶✷✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ ❇❛r❛✉❞ ✭✷✵✵✵✮ r❡❧✐❡s ♠❛✐♥❧② ♦♥ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t ✐♥❡q✉❛❧✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ ❘♦s❡♥t❤❛❧✬s ■♥❡q✉❛❧✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❇❛r❛✉❞ ✷✵✵✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✮✳ ▲❡t Ã ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①

✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ε = (ε1, . . . , εn)
′ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✐♥ Rn ✇✐t❤ ✐✳✐✳❞✳

❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t σ2 = E[ε21] < +∞ ❛♥❞ s❡t

ζ(ε) =
√
ε′Ãε.

❋♦r ❛❧❧ p ≥ 2 s✉❝❤ t❤❛t E[|ε1|p] <∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ x > 0✱

P

(
ζ2(ε) ≥ tr(Ã)σ2 + 2σ2

√
ρ(Ã)tr(Ã)x+ σ2ρ(Ã)x

)
≤ Cτp

tr(Ã)

ρ(Ã)xp/2
,

✇❤❡r❡ C > 0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ p ❛♥❞ τp := E[|ε1|p]/σp✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳ ▼✳✱ ❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✓ ❯s✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡❛r ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳
❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✺✵✳✽✱ ♣✳ ✶✾✵✺✕✶✾✷✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳ ▼✳✱ ❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐s✲
t✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s②st❡♠✐❝ ▲✉♣✉s ❊r②t❤❡♠❛t♦s✉s ✔✳ ■♥ ✿
❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✺✸✳✶✱ ♣✳ ✶✺✶✕✶✻✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳✱ ❆❣✉✐❧❡r❛✲▼♦r✐❧❧♦✱ ▼✳ ❈✳✱ ❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✓ P❡♥❛❧✐③❡❞
s♣❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧♦❣✐t r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❘❡❝❡♥t ❛❞✲
✈❛♥❝❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦♣✐❝s✳ ❈♦♥tr✐❜✳ ❙t❛t✐st✳ P❤②s✐❝❛✲❱❡r❧❛❣✴❙♣r✐♥❣❡r✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ♣✳ ✶✕✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❆❣✉✐❧❡r❛✲▼♦r✐❧❧♦✱ ▼✳ ❈✳✱ ❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳ ▼✳✱ ❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ P❡✲
♥❛❧✐③❡❞ s♣❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐t r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❚❊❙❚ ✷✷✳✷✱ ♣✳ ✷✺✶✕✷✼✼
✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❆✐t✲❙❛ï❞✐✱ ❆✳✱ ❋❡rr❛t②✱ ❋✳✱ ❑❛ss❛✱ ❘✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❈r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s✐♥❣❧❡✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧ ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✐❝s ✹✷✳✻✱ ♣✳ ✹✼✺✕✹✾✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❆❧❧❡♥✱ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ✓ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s ✶✻✱ ♣✳ ✶✷✺✕✶✷✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❆❧q✉✐❡r✱ P✳ ❡t ❲✐♥t❡♥❜❡r❣❡r✱ ❖✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ s❡r✐❡s
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✔✳ ■♥ ✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✽✳✸✱ ♣✳ ✽✽✸✕✾✶✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✶✮✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❚✳ ❲✳ ✭✶✾✺✺✮✳ ✓ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ s②♠♠❡tr✐❝
❝♦♥✈❡① s❡t ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✻✱ ♣✳ ✶✼✵✕✶✼✻
✭❝❢✳ ♣✳ ✼✾✮✳

❆r❧♦t✱ ❙✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❱✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞✿ ❱✲❢♦❧❞ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✔✳ ✉r❧ ✿ ❤tt♣✿
✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴❤❛❧✲✵✵✷✸✾✶✽✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❆r❧♦t✱ ❙✳ ❡t ❈❡❧✐ss❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✔✳
■♥ ✿ ❙t❛t✳ ❙✉r✈✳ ✹✱ ♣✳ ✹✵✕✼✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❆r❧♦t✱ ❙✳ ❡t ▲❡r❛s❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ V ✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ V ✲❢♦❧❞ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❡❛st✲
sq✉❛r❡s ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✔✳ ✉r❧ ✿ ❤tt♣✿✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴❤❛❧✲✵✵✼✹✸✾✸✶
✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❆r❧♦t✱ ❙✳ ❡t ▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ P❡♥❛❧t✐❡s ❢♦r ▲❡❛st✲❙q✉❛r❡s
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ▼❛❝❤✳ ▲❡❛r♥✳ ❘❡s✳ ✶✵✱ ♣✳ ✷✹✺✕✷✼✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✹✮✳

❆s❤✱ ❘✳ ❇✳ ❡t ●❛r❞♥❡r✱ ▼✳ ❋✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❚♦♣✐❝s ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✷✼✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss ❬❍❛r❝♦✉rt ❇r❛❝❡ ❏♦✈❛♥♦✈✐❝❤
P✉❜❧✐s❤❡rs❪ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✱ ✸✻✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✽✸✱ ✽✻✮✳

❆s♣✐r♦t✱ ▲✳✱ ❇❡rt✐♥✱ ❑✳ ❡t P❡r❡r❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✔✳
■♥ ✿ ❏✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✳ ❙t❛t✳ ✷✶✳✺✱ ♣✳ ✺✸✺✕✺✺✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❆③③❡❞✐♥❡✱ ◆✳✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❆✳ ❡t ❖✉❧❞✲❙❛ï❞✱ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❖♥ r♦❜✉st ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss♦r ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ Pr♦❜❛❜✳ ▲❡tt✳ ✼✽✳✶✽✱ ♣✳ ✸✷✶✻✕✸✷✷✶
✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳
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❇❛r❛✉❞✱ ❨✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✓ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r②
❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✶✼✳✹✱ ♣✳ ✹✻✼✕✹✾✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✺✽✱ ✻✶✱ ✶✽✶✮✳

❇❛r❛✉❞✱ ❨✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✓ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞❡s✐❣♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❊❙❆■▼
Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✐st✳ ✻✱ ✶✷✼✕✶✹✻ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮ ✭❝❢✳ ♣✳ ✾✱ ✶✶✱ ✶✼✮✳

❇❛r❛✉❞✱ ❨✳✱ ●✐r❛✉❞✱ ❈✳ ❡t ❍✉❡t✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
✈❛r✐❛♥❝❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✼✳✷✱ ♣✳ ✻✸✵✕✻✼✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✼✱ ✸✺✮✳

❇❛rr♦♥✱ ❆✳ ❘✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ✓ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✲
✇♦r❦s ✔✳ ■♥ ✿ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✶✹✳✶✱ ♣✳ ✶✶✺✕✶✸✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✻✮✳

❇❛rr♦♥✱ ❆✳✱ ❇✐r❣é✱ ▲✳ ❡t ▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ✓ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❡♥❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✶✸✱ ♣✳ ✸✵✶✕✹✶✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✾✮✳

❇❛t❡s✱ ❘✳ ❆✳✱ ❇✉❝❦✱ ❘✳ ❏✳✱ ❘✐❝❝♦♠❛❣♥♦✱ ❊✳ ❡t ❲②♥♥✱ ❍✳ P✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✓ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ✺✽✳✶✳ ❲✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❛♥❞ ❛ r❡♣❧② ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ♣✳ ✼✼✕✾✹✱ ✾✺✕✶✶✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳

❇❛✉❞r②✱ ❏✳✲P✳✱ ▼❛✉❣✐s✱ ❈✳ ❡t ▼✐❝❤❡❧✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✿ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✳ ❈♦♠♣✉t✳ ✷✷✳✷✱ ♣✳ ✹✺✺✕✹✼✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✵✱ ✹✹✮✳

❇❛②❧❡✱ ❙✳✱ ▼♦♥❡st✐❡③✱ P✳ ❡t ◆❡r✐♥✐✱ ❉✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
s✉r ❞♦♥♥é❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s ✿ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✲❙❋❞❙ ✶✺✺✳✷✱ ♣✳ ✶✵✵✕✶✷✵
✭❝❢✳ ♣✳ ✸✶✮✳

❇❡♥❤❡♥♥✐✱ ❑✳✱ ❋❡rr❛t②✱ ❋✳✱ ❘❛❝❤❞✐✱ ▼✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ▲♦❝❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ✷✷✳✸✱ ♣✳ ✸✺✸✕✸✻✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❇❡♥❤❡♥♥✐✱ ❑✳✱ ❍❡❞❧✐✲●r✐❝❤❡✱ ❙✳ ❡t ❘❛❝❤❞✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❢r♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞✲❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✶✵✶✳✷✱
♣✳ ✹✼✻✕✹✾✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✮✳

❇❡rt✐♥✱ ❑✳✱ ▲❛❝♦✉r✱ ❈✳ ❡t ❘✐✈♦✐r❛r❞✱ ❱✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❛♣♣✳ t❡❝❤✳ ✉r❧ ✿ ❤tt♣✿✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴❤❛❧✲✵✵✾✷✷✺✺✺ ✭❝❢✳
♣✳ ✶✸✮✳

❇✐r❣é✱ ▲✳ ❡t ▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ✓ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥tr❛st ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ s✐❡✈❡s✿ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞s
❛♥❞ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✹✳✸✱ ♣✳ ✸✷✾✕✸✼✺✳ ✐ss♥ ✿ ✶✸✺✵✲✼✷✻✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✻✱
✶✽✵✮✳

❇✐r❣é✱ ▲✳ ❡t ▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✓ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❇❡s♦✈ s♣❛❝❡s ✔✳ ■♥ ✿
❈♦♥str✳ ❆♣♣r♦①✳ ✶✻✳✶✱ ♣✳ ✶✕✸✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✵✮✳

❇✐r❣é✱ ▲✳ ❡t ▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ▼✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿
Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✸✽✳✶✲✷✱ ♣✳ ✸✸✕✼✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✵✱ ✹✷✱ ✹✹✮✳

❇♦sq✱ ❉✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❡♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r
✭❝❢✳ ♣✳ ✺✱ ✶✺✾✱ ✶✽✵✮✳

❇♦✉❛③✐③✱ ❖✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❞✉ré❡ ✔✳ ❇♦sq✱ ❉✳ ❛♥❞ ❉❡❧❡❝r♦✐①✱ ▼✳ ✭❉✐r✳✮ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡
❈✉r✐❡ ✕ P❛r✐s ❱■ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❇♦①✱ ●✳ ❊✳ P✳ ❡t ❍✉♥t❡r✱ ❏✳ ❙✳ ✭✶✾✺✼✮✳ ✓ ▼✉❧t✐✲❢❛❝t♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣
r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ▼❛t❤✳ ❙t❛t✳ ✷✽✳✶✱ ♣✳ ✶✾✺✕✷✹✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✹✮✳

❇♦①✱ ●✳ ❊✳ P✳ ❡t ❲✐❧s♦♥✱ ❑✳ ❇✳ ✭✶✾✺✶✮✳ ✓ ❖♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇✳ ✶✸✱ ♣✳ ✶✕✸✽✱ ✶✕✸✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✺✱ ✶✷✽✮✳

❇r❛✉❧t✱ ❱✳✱ ❇❛✉❞r②✱ ❏✳✲P✳✱ ▼❛✉❣✐s✱ ❈✳ ❡t ▼✐❝❤❡❧✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❝❛♣✉s❤❡✿ ❈❛♣✉s❤❡✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥
s❧♦♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣✳ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✳ ✉r❧ ✿ ❤tt♣✿✴✴❈❘❆◆✳❘✲
♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴♣❛❝❦❛❣❡❂❝❛♣✉s❤❡ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✹✮✳

http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00922555
http://CRAN.R-project.org/package=capushe
http://CRAN.R-project.org/package=capushe


❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✹

❇r❡③✐s✱ ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙❝✐❡♥❝❡s ❙✉♣✳ ❉✉♥♦❞✱ P❛r✐s ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✱ ✺✱ ✶✺✽✱ ✶✺✾✮✳
❇r♦♦❦✱ ❘✳ ❏✳ ❡t ❆r♥♦❧❞✱ ●✳ ❈✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❡s✐❣♥✳

❈❘❈ Pr❡ss ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✷✮✳
❇r✉♥❡❧✱ ❊✳✱ ❈♦♠t❡✱ ❋✳ ❡t ●✉✐❧❧♦✉①✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r✈✐✈❛❧ ❞❛t❛

✇✐t❤ ❝❡♥s♦r✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♠✐ss✐♥❣ ❛t r❛♥❞♦♠ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✹✸✳✶✵✱
♣✳ ✶✻✺✸✕✶✻✼✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✶✮✳

❇r✉♥❡❧✱ ❊✳✱ ❈♦♠t❡✱ ❋✳ ❡t ▲❛❝♦✉r✱ ❈✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ▼✐♥✐♠❛① ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉✲
♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❙❛♥❦❤②❛ ❙❡r✳ ❆ ✼✷✳✷✱ ♣✳ ✷✾✸✕✸✸✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✾✱ ✽✷✱
✽✺✮✳

❇✉r❜❛✱ ❋✳✱ ❋❡rr❛t②✱ ❋✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ k✲◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✳ ❙t❛t✳ ✷✶✳✹✱ ♣✳ ✹✺✸✕✹✻✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✾✮✳

❈❛✐✱ ❚✳ ❚✳ ❡t ❍❛❧❧✱ P✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✓ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳
❙t❛t✐st✳ P✳ ✷✶✺✾✕✷✶✼✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✻✱ ✸✶✱ ✸✻✱ ✸✼✱ ✼✽✮✳

❈❛✐✱ ❚✳ ❚✳ ❡t ❨✉❛♥✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ▼✐♥✐♠❛① ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♠❡r✳ ❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳ ✶✵✼✳✹✾✾✱ ♣✳ ✶✷✵✶✕✶✷✶✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✻✱ ✸✷✱ ✸✼✱ ✸✽✮✳

❈❛r❞♦t✱ ❍✳✱ ❈é♥❛❝✱ P✳ ❡t ❩✐tt✱ P✳✲❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳ ❙t❛t✳ ✻✱ ♣✳ ✷✺✸✺✕✷✺✻✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❈❛r❞♦t✱ ❍✳✱ ❈r❛♠❜❡s✱ ❈✳ ❡t ❙❛r❞❛✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ❖③♦♥❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

❜✐♦st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ♣✳ ✷✷✶✕✷✹✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✶✮✳
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❈❤❛❣♥②✱ ●✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♦✉ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳
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❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣✱ ❙✳✱ ❑❛✐❞✱ ❩✳ ❡t ▲❛❦s❛❝✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ❖♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss♦r ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ Pr♦❜❛❜✳ ▲❡tt✳ ✽✷✳✼✱ ♣✳ ✶✹✶✸✕✶✹✷✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣✱ ❙✳ ❡t ❘❤♦♠❛r✐✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ❑❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✔✳
■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✸✾✳✹✱ ♣✳ ✶✹✷✶✕✶✹✸✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❉❛❜♦✲◆✐❛♥❣✱ ❙✳ ❡t ❨❛♦✱ ❆✳✲❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ❑❡r♥❡❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s♣❛❝❡ ✔✳ ■♥ ✿ ▼❡tr✐❦❛ ✼✻✳✶✱ ♣✳ ✶✾✕✺✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✱ ✼✽✮✳

❉❛✉①♦✐s✱ ❏✳✱ P♦✉ss❡✱ ❆✳ ❡t ❘♦♠❛✐♥✱ ❨✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ✓ ❆s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✔✳
■♥ ✿ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✶✷✳✶✱ ♣✳ ✶✸✻✕✶✺✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✺✱ ✻✮✳

❉❡❤❡✉✈❡❧s✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ❆ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠❡❛♥✲❝❡♥t❡r❡❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ✔✳
■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ Pr♦❜❛❜✳ ▲❡tt✳ ✼✼✳✶✷✱ ♣✳ ✶✶✾✵✕✶✷✵✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✮✳

❉❡❧❛✐❣❧❡✱ ❆✳ ❡t ❍❛❧❧✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❉❡✜♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠
❢✉♥❝t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✽✳✷✱ ♣✳ ✶✶✼✶✕✶✶✾✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✱ ✼✽✮✳

❉❡❧❛✐❣❧❡✱ ❆✳ ❡t ❍❛❧❧✱ P✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡♦r② ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✹✵✳✶✱ ♣✳ ✸✷✷✕✸✺✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✽✱ ✶✸✾✮✳

❉❡❧❡❝r♦✐①✱ ▼✳ ❡t ❍r✐st❛❝❤❡✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ✓M ✲❡st✐♠❛t❡✉rs s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❇✉❧❧✳ ❇❡❧❣✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❙✐♠♦♥ ❙t❡✈✐♥ ✻✳✷✱ ♣✳ ✶✻✶✕✶✽✺
✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❉❡❧s♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❘é❣r❡ss✐♦♥ s✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥✱ t❡sts ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡t
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t✳ ❯♥✐✈✳ ❚♦✉❧♦✉s❡ ■■■ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✱ ✷✸✮✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✻

❉❡❱♦r❡✱ ❘✳ ❆✳ ❡t ▲♦r❡♥t③✱ ●✳ ●✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ●r✉♥❞❡❧❡❤r❡♥ ❞❡r
♠❛t❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✸✵✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✵✱ ✶✺✷✮✳

❉✐✱ ❈✳✲❩✳✱ ❈r❛✐♥✐❝❡❛♥✉✱ ❈✳ ▼✳✱ ❈❛✛♦✱ ❇✳ ❙✳ ❡t P✉♥❥❛❜✐✱ ◆✳ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❆♣♣❧✳ ❙t❛t✳ ✸✳✶✱ ♣✳ ✹✺✽✕✹✽✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❉♦✉♠✐❝✱ ▼✳✱ ❍♦✛♠❛♥♥✱ ▼✳✱ ❘❡②♥❛✉❞✲❇♦✉r❡t✱ P✳ ❡t ❘✐✈♦✐r❛r❞✱ ❱✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛ s✐③❡✲str✉❝t✉r❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳

❆♥❛❧✳ ✺✵✳✷✱ ♣✳ ✾✷✺✕✾✺✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✮✳
❉r❛♣❡r✱ ◆✳ ❘✳ ❡t ●✉tt♠❛♥✱ ■✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ✓ ❆♥ ✐♥❞❡① ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ✔✳ ■♥ ✿ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s ✸✵✳✶✱

♣✳ ✶✵✺✕✶✶✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✺✮✳
❉r❛♣❡r✱ ◆✳ ❘✳ ❡t P✉❦❡❧s❤❡✐♠✱ ❋✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ✓ ❆♥♦t❤❡r ❧♦♦❦ ❛t r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ✔✳ ■♥ ✿ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s

✸✷✳✷✱ ♣✳ ✶✾✺✕✷✵✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✺✮✳
❉✉♥❢♦r❞✱ ◆✳ ❡t ❙❝❤✇❛rt③✱ ❏✳ ❚✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ▲✐♥❡❛r ❖♣❡r❛t♦rs✳ ■✳ ●❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r②✳ ❲✐t❤ t❤❡

❛ss✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❲✳ ●✳ ❇❛❞❡ ❛♥❞ ❘✳ ●✳ ❇❛rt❧❡✳ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✼✳
■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✱ ✶✻✶✮✳

❉✉♥❦❡r✱ ❚✳✱ ▲✐❢s❤✐ts✱ ▼✳ ❆✳ ❡t ▲✐♥❞❡✱ ❲✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ✓ ❙♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉♠s ♦❢
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❖❜❡r✇♦❧❢❛❝❤✱ ✶✾✾✻✮✳
❚✳ ✹✸✳ Pr♦❣r✳ Pr♦❜❛❜✳ ❇❛s❡❧ ✿ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ♣✳ ✺✾✕✼✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✸✮✳

❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳✱ ❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✓ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳
◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✳ ❙t❛t✳ ✶✻✳✸✲✹✱ ♣✳ ✸✻✺✕✸✽✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❊s❝❛❜✐❛s✱ ▼✳✱ ❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❆✳ ▼✳ ❡t ❱❛❧❞❡rr❛♠❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❜② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❊♥✈✐r♦♥♠❡tr✐❝s ✶✻✳✶✱ ♣✳ ✾✺✕
✶✵✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❋❛❝❡r✱ ▼✳ ❘✳ ❡t ▼ü❧❧❡r✱ ❍✳✲●✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✽✼✳✶✱ ♣✳ ✶✾✶✕✷✶✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❆✳✱ ❚❛❞❥✱ ❆✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❘❛t❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✳ P❧❛♥✳ ■♥❢❡r✳ ✷✱ ♣✳ ✸✸✺✕
✸✺✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✱ ✼✻✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✼✱ ✶✵✶✱ ✶✺✸✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❆✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✳ ■♥❢❡r✳ ❙t♦❝❤✳ Pr♦❝✳
✾✳✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✕✷✷✱ ✼✹✱ ✼✻✱ ✼✼✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✹✱ ✽✼✱ ✶✵✶✱ ✶✺✸✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳✱ ▼❛s✱ ❆✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✿
■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ✔✳ ■♥ ✿ ❆✉st✳ ◆❩ ❏✳ ❙t❛t✳ ✹✾✳✸✱ ♣✳ ✷✻✼✕✷✽✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✱ ✾✼✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳ ❡t ❘♦♠❛✐♥✱ ❨✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❖①❢♦r❞ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❖①❢♦r❞
❍❛♥❞❜♦♦❦s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❖❯P ❖①❢♦r❞ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✓ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ✶✼✳✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✾✱ ✼✻✱ ✾✼✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉r✈❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✳

❙t❛t✳ ✶✻✳✶✲✷✳ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝❡♥t ❚r❡♥❞s ❛♥❞ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ◆♦♥♣❛✲
r❛♠❡tr✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣✳ ✶✶✶✕✶✷✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✮✳

❋❡rr❛t②✱ ❋✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥
❙t❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✱ ✼✾✱ ✾✼✮✳

❋✐s❝❤❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✔✳
■♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳ ❙t❛t✳ ✼✱ ♣✳ ✸✹✷✕✸✻✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✶✮✳



✶✽✼ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ❍✳ ❡t ❙t✉❡t③❧❡✱ ❲✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ✓ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♠❡r✳
❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳ ✼✻✳✸✼✻✱ ♣✳ ✽✶✼✕✽✷✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

●❡❡♥❡♥s✱ ●✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✓ ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡s ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✳ ❙✉r✈✳ ✺✱ ♣✳ ✸✵✕✹✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✱ ✷✸✱ ✼✼✱ ✶✺✸✱ ✶✺✼✮✳

●❡✐ss❡r✱ ❙✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ✓ ❚❤❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❙❛♠♣❧❡ ❘❡✉s❡ ▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♠❡r✳
❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳ ✼✵✳✸✺✵✱ ♣✳ ✸✷✵✕✸✷✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

●❡♦r❣✐♦✉✱ ❙✳ ❉✳✱ ❙t②❧✐❛♥♦✉✱ ❙✳ ❡t ❆❣❣❛r✇❛❧✱ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r
r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✼✶✱ ♣✳ ✶✶✷✹✕✶✶✸✸ ✭❝❢✳
♣✳ ✷✻✱ ✶✸✶✮✳

●❤❡r✐❜❛❧❧❛❤✱ ❆✳✱ ▲❛❦s❛❝✐✱ ❆✳ ❡t ❙❡❦❦❛❧✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ M ✲r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❡r❣♦❞✐❝ ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ Pr♦❜❛❜✳ ▲❡tt✳ ✽✸✳✸✱ ♣✳ ✾✵✷✕✾✵✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

●✐r❛✉❞✱ ❈✳✱ ❍✉❡t✱ ❙✳ ❡t ❱❡r③❡❧❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ●r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●●▼s❡❧❡❝t ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✳
❆♣♣❧✳ ●❡♥❡t✳ ▼♦❧✳ ❇✐♦❧✳ ✶✶✳✸✱ ♣✳ ✶✺✹✹✕✻✶✶✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✶✮✳

●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r✱ ❆✳ ❡t ▲❡♣s❦✐✱ ❖✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✓ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✿
♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✐♥✐♠❛① ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✾✳✸✱ ♣✳ ✶✻✵✽✕
✶✻✸✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✾✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✻✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✸✷✱ ✼✹✱ ✼✻✱ ✽✶✱ ✽✷✱ ✶✺✼✮✳

●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r✱ ❆✳ ❡t ▲❡♣s❦✐✱ ❖✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ✓ ●❡♥❡r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❡st✐♠❛t♦rs ✔✳ ■♥ ✿ ❚❤❡♦r② Pr♦❜❛❜✳ ❆♣♣❧✳ ✺✼✳✷✱ ♣✳ ✷✵✾✕✷✷✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✮✳

●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r✱ ❆✳ ❡t ▲❡♣s❦✐✱ ❖✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ✓ ❖♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥
Rd ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ✭❈❢✳ ♣✳ ✽✶✮✳

●✉♥st✱ ❘✳ ❋✳ ❡t ▼❛s♦♥✱ ❘✳ ▲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❲■❘❊s ❈♦♠♣✳

❙t❛t✳ ✶✳✷✱ ♣✳ ✷✸✹✕✷✹✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✶✮✳
❍❛❞❛♠❛r❞✱ ❏✳ ✭✶✾✵✷✮✳ ✓ ❙✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②✲

s✐q✉❡ ✔✳ ■♥ ✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ♣✳ ✹✾✕✺✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✹✮✳
❍❛❧❧✱ P✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✓ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ t❤❡♦r②✱

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❚❤❡ ❖①❢♦r❞ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖①❢♦r❞ ✿ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ♣✳ ✷✶✵✕✷✸✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✺✮✳

❍❛❧❧✱ P✳ ❡t ❍♦r♦✇✐t③✱ ❏✳ ▲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❘❛t❡s ❢♦r ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ P✳ ✼✵✕✾✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✻✱ ✸✻✮✳

❍❛❧❧✱ P✳ ❡t ❍♦ss❡✐♥✐✲◆❛s❛❜✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✓ ❖♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛♥❛❧②s✐s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✳ ❇✱ ♣✳ ✶✵✾✕✶✷✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✱ ✶✻✱ ✸✻✱ ✸✾✱ ✹✽✮✳

❍❛❧♠♦s✱ P✳ ❘✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ✓ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r❡♠ s❛②❄ ✔ ■♥ ✿ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ▼♦♥t❤❧②✱
♣✳ ✷✹✶✕✷✹✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✾✮✳

❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ❡t ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✳
❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r
✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❍✐❧❣❡rt✱ ◆✳✱ ▼❛s✱ ❆✳ ❡t ❱❡r③❡❧❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ▼✐♥✐♠❛① ❛❞❛♣t✐✈❡ t❡sts ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✹✶✳✷✱ ♣✳ ✽✸✽✕✽✻✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✱ ✶✻✺✮✳

❍♦✛♠❛♥♥✲❏ør❣❡♥s❡♥✱ ❏✳✱ ❙❤❡♣♣✱ ▲✳ ❆✳ ❡t ❉✉❞❧❡②✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ✓ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r t❛✐❧ ♦❢
●❛✉ss✐❛♥ s❡♠✐♥♦r♠s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ Pr♦❜❛❜✳ ✼✳✷✱ ♣✳ ✸✶✾✕✸✹✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✾✱ ✽✸✮✳

■❜r❛❣✐♠♦✈✱ ■✳ ❆✳ ❡t ❘♦③❛♥♦✈✱ ❨✳ ❆✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚✳ ✾✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❜② ❆✳ ❇✳ ❆r✐❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇
❨♦r❦✲❇❡r❧✐♥✱ ♣✳ ①✰✷✼✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✮✳

■❝❤✐♠✉r❛✱ ❍✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ✓ ❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❙▲❙✮ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✺✽✳✶✲✷✱ ♣✳ ✼✶✕✶✷✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✽

❏❛♠❡s✱ ●✳ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✓ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘✳
❙t❛t✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ❙t❛t✳ ▼❡t❤♦❞♦❧✳ ✻✹✳✸✱ ♣✳ ✹✶✶✕✹✸✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✸✮✳

❏❛♠❡s✱ ●✳ ▼✳ ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ❇✳ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼♦❞❡❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿
✶✵✵✳✹✼✵✱ ♣✳ ✺✻✺✕✺✼✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

❑❛t♦✱ ❚✳ ✭✶✾✾✺✮✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❈❧❛ss✐❝s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❘❡♣r✐♥t
♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵ ❡❞✐t✐♦♥✳ ❇❡r❧✐♥ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✽✮✳

❑❡r❦②❛❝❤❛r✐❛♥✱ ●✳✱ ▲❡♣s❦✐✱ ❖✳ ❡t P✐❝❛r❞✱ ❉✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ✓ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠✉❧t✐✲✐♥❞❡① ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✷✶✳✷✱ ♣✳ ✶✸✼✕✶✼✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✶✮✳

❑❤✉r✐✱ ❆✳ ■✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ✓ ❆ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ❢♦r r❡s♣♦♥s❡✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡s✐❣♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❚❡❝❤♥♦✲
♠❡tr✐❝s ✸✵✳✶✱ ♣✳ ✾✺✕✶✵✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✺✮✳

❑❤✉r✐✱ ❆✳ ■✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ✓ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✔✳ ■♥ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚❤✐r❞ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②sts✱ P❛rt

✸ ✭❈❛t❛♥✐❛✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚✳ ✹✼✳ ✸✱ ♣✳ ✷✵✷✸✕✷✵✸✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳
❑❤✉r✐✱ ❆✳ ■✳ ❡t ▼✉❦❤♦♣❛❞❤②❛②✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✔✳ ■♥ ✿ ❲✐❧❡②

■♥t❡r❞✐s❝✐♣✳ ❘❡✈✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✳ ✷✳✷✱ ♣✳ ✶✷✽✕✶✹✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳
❑❧❡✐♥✱ ❚✳ ❡t ❘✐♦✱ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

♣r♦❝❡ss❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ Pr♦❜❛❜✳ ✸✸✳✸✱ ♣✳ ✶✵✻✵✕✶✵✼✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✽✶✮✳
❑♦❧t❝❤✐♥s❦✐✐✱ ❱✳ ❡t ●✐♥é✱ ❊✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✓ ❘❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧

♦♣❡r❛t♦rs ✔✳ ■♥ ✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✻✳✶✱ ♣✳ ✶✶✸✕✶✻✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✽✮✳
▲❛❝♦✉r✱ ❈✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✓ ❘❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❈✳ ❘✳

▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ✸✹✷✳✶✶✱ ♣✳ ✽✼✼✕✽✽✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✺✮✳
▲❛❝♦✉r✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤✐❞❞❡♥

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✾✾✳✺✱ ♣✳ ✼✽✼✕✽✶✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✽✶✮✳
▲❛✐❜✱ ◆✳ ❡t ▲♦✉❛♥✐✱ ❉✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦✲

♥❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❡r❣♦❞✐❝ ❞❛t❛✿ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✶✵✶✳✶✵✱
♣✳ ✷✷✻✻✕✷✷✽✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

▲❛✉r✐♥✐✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ❉②♥❛♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t❡ s♣❛❝❡
♠♦❞❡❧s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ❙t❛t✳ ✹✶✳✶✱ ♣✳ ✶✹✷✕✶✻✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

▲❡❡✱ ❏✳ ❡t ❍❛❥❡❧❛✱ P✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✓ P❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r②
r♦t♦r ❜❧❛❞❡ ❞❡s✐❣♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆✐r❝r❛❢t ✸✸✳✺✱ ♣✳ ✾✻✷✕✾✻✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳

▲❡❡✱ ❙✳✲❨✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❲✳ ❡t ❙♦♥❣✱ ❳✳✲❨✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❇r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❙t❛t✳ Ps②❝❤✳ ✺✺✳✷✱ ♣✳ ✷✹✼✕✷✻✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✮✳

▲❡♥t❤✱ ❘✳ ❱✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✓ ❘❡s♣♦♥s❡✲❙✉r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❘✱ ❯s✐♥❣ rs♠ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❢t✇❛r❡
✸✷✳✼✱ ♣✳ ✶✕✶✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✹✶✮✳

▲❡♣s❦✐✱ ❖✳ ❡t ❙❡r❞②✉❦♦✈❛✱ ◆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥
❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✹✷✳✶✱ ♣✳ ✶✕✷✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✮✳

▲❡r❛s❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ❖♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❍❡♥r✐
P♦✐♥❝❛ré Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✳ ✹✽✳✸✱ ♣✳ ✽✽✹✕✾✵✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✹✮✳

▲✐✱ ❲✳ ❱✳ ❡t ❙❤❛♦✱ ◗✳✲▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ✓ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚✳ ✶✾✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢
❙t❛t✐st✳ ❆♠st❡r❞❛♠ ✿ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ♣✳ ✺✸✸✕✺✾✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✱ ✼✾✮✳

▲✐✱ ❨✳ ❡t ❍s✐♥❣✱ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ❖♥ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿
❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳ ✾✽✳✾✱ ♣✳ ✶✼✽✷✕✶✽✵✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✱ ✺✷✮✳



✶✽✾ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

▲✐✱ ❨✳✱ ❲❛♥❣✱ ◆✳ ❡t ❈❛rr♦❧❧✱ ❘✳ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❡♠✐✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♠❡r✳ ❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳ ✶✵✺✳✹✾✵✱ ♣✳ ✻✷✶✕✻✸✸
✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

▲✐❛♥✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳ ❙t❛t✳ ✻✱ ♣✳ ✶✸✼✸✕✶✸✾✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✮✳

▼❛❝◆❡✐❧❧✱ ■✳ ❇✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ✓ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥
r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❡sts ❢♦r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t ✉♥❦♥♦✇♥ t✐♠❡s ✔✳ ■♥ ✿
❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✻✳✷✱ ♣✳ ✹✷✷✕✹✸✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✮✳

▼❛❧❧♦✇s✱ ❈✳ ▲✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ✓ ❙♦♠❡ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ CP ✔✳ ■♥ ✿ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s ✶✺✳✹✱ ♣✳ ✻✻✶✕✻✼✺
✭❝❢✳ ♣✳ ✶✵✮✳

▼❛r①✱ ❇✳ ❉✳ ❡t ❊✐❧❡rs✱ P✳ ❍✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✓ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❛♥❞ P❡♥❛❧t✐❡s ✔✳
■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ ❙❝✐✳ P✳ ✽✾✕✶✷✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✽✮✳

▼❛s✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❜② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧
❜❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ ✻✱ ♣✳ ✶✼✹✺✕✶✼✼✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✵✱ ✼✽✱ ✽✸✕✽✺✱ ✽✼✱
✶✺✹✮✳

▼❛s✱ ❆✳ ❡t ❘✉②♠❣❛❛rt✱ ❋✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ❍✐❣❤✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣❧❡①

❆♥❛❧✳ ❖♣❡r✳ ❚❤❡♦r②✳ t♦ ❛♣♣❡❛r ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✱ ✶✻✺✮✳
▼❛sr②✱ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿

❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ✔✳ ■♥ ✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss✳ ❆♣♣❧✳ ✶✶✺✳✶✱ ♣✳ ✶✺✺✕✶✼✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✱ ✼✼✮✳
▼❛ss❛rt✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚✳ ✶✽✾✻✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s

✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ▲❡❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸✸r❞ ❙✉♠♠❡r ❙❝❤♦♦❧ ♦♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡♦r② ❤❡❧❞ ✐♥
❙❛✐♥t✲❋❧♦✉r✱ ❏✉❧② ✻✕✷✸✱ ✷✵✵✸✱ ❲✐t❤ ❛ ❢♦r❡✇♦r❞ ❜② ❏❡❛♥ P✐❝❛r❞✳ ❇❡r❧✐♥ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r ✭❝❢✳ ♣✳ ✾✱
✶✶✱ ✶✼✮✳

▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❉✳ ❈✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❡✈❡♥t❤✳ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❏ ✿
❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ■♥❝✳ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✺✱ ✶✸✵✮✳

▼ört❡rs✱ P✳ ❡t P❡r❡s✱ ❨✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚✳ ✸✵✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞
Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❜② ❖❞❡❞ ❙❝❤r❛♠♠ ❛♥❞ ❲❡♥❞❡❧✐♥ ❲❡r♥❡r✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ♣✳ ①✐✐✰✹✵✸✳ ✐s❜♥ ✿ ✾✼✽✲✵✲✺✷✶✲✼✻✵✶✽✲✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

▼ü❧❧❡r✱ ❍✳✲●✳ ❡t ❙t❛❞t♠ü❧❧❡r✱ ❯✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳
❙t❛t✐st✳ ✸✸✳✷✱ ♣✳ ✼✼✹✕✽✵✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✸✮✳

▼②❡rs✱ ❘✳ ❍✳✱ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❉✳ ❈✳ ❡t ❆♥❞❡rs♦♥✲❈♦♦❦✱ ❈✳ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡✲

t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤✐r❞✳ ❲✐❧❡② ❙❡r✐❡s ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❏ ✿ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ■♥❝✳ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✷✱
✶✸✹✮✳

◆❡♠✐r♦✈s❦✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✓ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s ✔✳ ■♥ ✿ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐t② t❤❡♦r② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✭❙❛✐♥t✲❋❧♦✉r✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚✳ ✶✼✸✽✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳ ❇❡r❧✐♥ ✿
❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣✳ ✽✺✕✷✼✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

◆❡✇❡②✱ ❲✳ ❑✳ ❡t ❙t♦❦❡r✱ ❚✳ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ✓ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❊st✐♠❛✲
t♦rs ❛♥❞ ■♥❞❡① ▼♦❞❡❧s ✔✳ ■♥ ✿ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✶✳✺✱ ♣✳ ✶✶✾✾✕✶✷✷✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✹✮✳

P❛r❦✱ ❙✳ ❍✳✱ ▲✐♠✱ ❏✳ ❍✳ ❡t ❇❛❜❛✱ ❨✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ✓ ❆ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r♦t❛t❛❜✐❧✐t② ❢♦r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s✐❣♥s ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❙t❛t✐st✳ ▼❛t❤✳ ✹✺✳✹✱ ♣✳ ✻✺✺✕✻✻✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✺✮✳

Pá③♠❛♥✱ ❆✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚✳ ✶✹✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❊❛st ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙❡r✐❡s✮✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈③❡❝❤✳ ❉♦r❞r❡❝❤t ✿ ❉✳
❘❡✐❞❡❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✺✮✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✾✵

P❧❛♥❝❛❞❡✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ❞❛t❛ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✹✸✳✾✱ ♣✳ ✶✹✻✻✕✶✹✽✺
✭❝❢✳ ♣✳ ✽✺✮✳

Pr❡❞❛✱ ❈✳ ❡t ❙❛♣♦rt❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ P▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳

❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✹✽✳✶✱ ♣✳ ✶✹✾✕✶✺✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✽✱ ✶✺✻✮✳
❘❛❝❤❞✐✱ ▼✳ ❡t ❱✐❡✉✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿ ❛✉t♦♠❛t✐❝

s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✸✼✳✾✱ ♣✳ ✷✼✽✹✕✷✽✵✶
✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❘❛❦êt✱ ▲✳ ▲✳ ❡t ▼❛r❦✉ss❡♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✓ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦♥
♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✼✷✱ ♣✳ ✷✷✼✕✷✹✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❘❛♠s❛②✱ ❏✳ ❖✳ ❡t ❉❛❧③❡❧❧✱ ❈✳ ❏✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ✓ ❙♦♠❡ ❚♦♦❧s ❢♦r ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳
❘♦②✳ ❙t❛t✳ ❙♦❝✳ ❇ ▼❡t✳ P✳ ✺✸✾✕✺✼✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✱ ✶✺✮✳

❘❛♠s❛②✱ ❏✳ ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❛♥❣❧❛✐s✳ ✷❡ é❞✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s
✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✱ ✺✱ ✻✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ✸✷✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✼✽✱ ✶✺✷✱ ✶✺✻✮✳

❘❡✐ss✱ P✳ ❚✳ ❡t ❖❣❞❡♥✱ ❘✳ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✓ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆♠❡r✳ ❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳ ✶✵✷✳✹✼✾✱ ♣✳ ✾✽✹✕✾✾✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✮✳

❘✐❝❡✱ ❏✳ ❆✳ ❡t ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ❇✳ ❲✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝✉r✈❡s ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ✺✸✳✶✱
♣✳ ✷✸✸✕✷✹✸ ✭❝❢✳ ♣✳ ✻✮✳

❘✉❞✐♥✱ ❲✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❍✐❣❤❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ◆❡✇
❨♦r❦ ✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦ ❈♦✳✱ ♣✳ ①✐✐✐✰✸✾✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✺✽✱ ✶✻✵✮✳

❘✉❞✐♥✱ ❲✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐r❞✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦ ❈♦✳✱
♣✳ ①✐✈✰✹✶✻✳ ✐s❜♥ ✿ ✵✲✵✼✲✵✺✹✷✸✹✲✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✻✶✱ ✶✻✷✮✳

❙❛❝❦s✱ ❏✳✱ ❲❡❧❝❤✱ ❲✳ ❏✳✱ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❚✳ ❏✳ ❡t ❲②♥♥✱ ❍✳ P✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ✓ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✔✳ ■♥ ✿ ❙t❛t✐st✳ ❙❝✐✳ ✹✳✹✳ ❲✐t❤ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ r❡❥♦✐♥❞❡r ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs✱ ♣✳ ✹✵✾✕✹✸✺ ✭❝❢✳ ♣✳ ✷✻✮✳

❙❛✉❞❡r✱ ❈✳✱ ❈❛r❞♦t✱ ❍✳✱ ❉✐s❡♥❤❛✉s✱ ❈✳ ❡t ▲❡ ❈♦③❧❡r✱ ❨✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❍♦❧st❡✐♥ ❤❡✐❢❡r ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ ❜✐rt❤ t♦ ✐♥s❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r ❞❛✐r② ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❧❛❝t❛t✐♦♥ ♦♥❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❆❣r✳ ❙❝✐✳ ✶✺✶✱ ♣✳ ✺✼✽✕✺✽✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❙❝❤✇❛r③✱ ●✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ✓ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✔✳ ■♥ ✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✻✳✷✱ ♣✳ ✹✻✶✕
✹✻✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❙❤❛♥❣✱ ❍✳ ▲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✓ ❇❛②❡s✐❛♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡s✲
s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡rr♦r ❞❡♥s✐t② ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✻✼✱ ♣✳ ✶✽✺✕
✶✾✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✼✻✮✳

❙✐♠♦♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚r❛❝❡✱ ✐❞❡❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✳ ❚✳ ✶✷✵✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②s
❛♥❞ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ♣✳ ✈✐✐✐✰✶✺✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✺✮✳

❙ør❡♥s❡♥✱ ❍✳✱ ❚♦❧✈❡r✱ ❆✳✱ ❚❤♦♠s❡♥✱ ▼✳ ❍✳ ❡t ❆♥❞❡rs❡♥✱ P✳ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✓ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
s②♠♠❡tr② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡q✉✐♥❡ ❧❛♠❡♥❡ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✔✳ ■♥ ✿
❏✳ ❆♣♣❧✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✾✳✷✱ ♣✳ ✸✸✼✕✸✻✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✮✳

❙t♦♥❡✱ ▼✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ✓ ❈r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t♦r② ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✔✳ ■♥ ✿
❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ✸✻✳ ❲✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜② ●✳ ❆✳ ❇❛r♥❛r❞✱ ❆✳ ❈✳ ❆t❦✐♥s♦♥✱ ▲✳
❑✳ ❈❤❛♥✱ ❆✳ P✳ ❉❛✇✐❞✱ ❋✳ ❉♦✇♥t♦♥✱ ❏✳ ❉✐❝❦❡②✱ ❆✳ ●✳ ❇❛❦❡r✱ ❖✳ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥✱ ❉✳ ❘✳
❈♦①✱ ❙✳ ●✐❡ss❡r✱ ❉✳ ❍✐♥❦❧❡②✱ ❘✳ ❘✳ ❍♦❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✳ ❨♦✉♥❣✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧② ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs✱ ♣✳ ✶✶✶✕✶✹✼ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳



✶✾✶ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✓ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❧❛ss♦ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳ ❘♦②✳
❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ✺✽✳✶✱ ♣✳ ✷✻✼✕✷✽✽ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❚s②❜❛❦♦✈✱ ❆✳ ❇✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✓ ❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✔✳ ■♥ ✿ ❏✳
❙♦❝✳ ❋r✳ ❙t❛t✳ ✫ ❘❡✈✳ ❙t❛t✳ ❆♣♣❧✳ ✶✹✾✳✶✱ ♣✳ ✸✕✷✻ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❚s②❜❛❦♦✈✱ ❆✳ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛✲
t✐st✐❝s✳ ❘❡✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵✵✹ ❋r❡♥❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ❱✳ ❩❛✐❛ts✳
◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣✳ ①✐✐✰✷✶✹ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✷✱ ✸✼✱ ✶✶✺✱ ✶✶✻✱ ✶✷✵✱ ✶✷✷✮✳

❱❡r③❡❧❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✓ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞ ✔✳ ■♥ ✿ ❈♦♠♣✉t✳

❙t❛t✐st✳ ❉❛t❛ ❆♥❛❧✳ ✺✹✳✺✱ ♣✳ ✶✸✺✺✕✶✸✼✶ ✭❝❢✳ ♣✳ ✹✹✮✳
❲♦❧❞✱ ❍✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ✓ ❙♦❢t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜② ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❧❡❛st

sq✉❛r❡s ✭◆■P❆▲❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✔✳ ■♥ ✿ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✭♣❛♣❡rs ✐♥

❤♦♥♦✉r ♦❢ ▼✳ ❙✳ ❇❛rt❧❡tt ♦♥ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ✻✺t❤ ❜✐rt❤❞❛②✮✳ ❯♥✐✈✳ ❙❤❡✣❡❧❞✱ ❙❤❡✣❡❧❞ ✿
❆♣♣❧✐❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❚r✉st✱ ♣✳ ✶✶✼✕✶✹✷ ✭❝❢✳ ♣✳ ✶✸✽✮✳

❨❛♥❣✱ ❨✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ✓ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s✿ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦r ♠✐①✐♥❣❄ ✔ ■♥ ✿
❙t❛t✐st✳ ❙✐♥✐❝❛ ✶✸✳✸✱ ♣✳ ✼✽✸✕✽✵✾ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❩♦✉✱ ❍✳ ❡t ❍❛st✐❡✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t ✔✳
■♥ ✿ ❏✳ ❘✳ ❙t❛t✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇ ❙t❛t✳ ▼❡t❤♦❞♦❧✳ ✻✼✳✷✱ ♣✳ ✸✵✶✕✸✷✵ ✭❝❢✳ ♣✳ ✽✮✳

❩✇❛❧❞✱ ▲✳ ❡t ❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✓ ❖♥ t❤❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊✐❣❡♥s♣❛❝❡s ✐♥ ❑❡r♥❡❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧
❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✔✳ ■♥ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✶✽✱
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▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡s

♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s

❘és✉♠é ✿ ▲✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s
❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ✜①❡ ♦✉ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
♦❜t❡♥✉s ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♦r❛❝❧❡ ❡t ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛①
♣♦✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❧✐é à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r
❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❧✉s st❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s
❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
❢❡♥êtr❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❡t ▲❡♣s❦✐✱ ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ♠❛❥♦ré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❉❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s♦♥t
♣r♦✉✈é❡s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠✐♥✐♠❛①✱ à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣rès✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❞✉str✐❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ sûr❡té ♥✉❝❧é❛✐r❡✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s✱ ré❣r❡ss✐♦♥✱ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r✲▲❡♣s❦✐✱ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞

❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s❡s✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs s❛t✐s✜❡s ❛♥ ♦r❛❝❧❡✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡✱ t♦♦❧s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐✳ ❚❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r r❡❛❝❤❡s t❤❡
♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡①tr❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥❞✉str②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛r s❛❢❡t②✳
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●♦❧❞❡♥s❤❧✉❣❡r ❛♥❞ ▲❡♣s❦✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
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