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✸✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✹ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ▼❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✺ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉r x ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ à ✶✵✵ ❥❡t♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✶ ❆♣❡rç✉ ❞❡s ✸ ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✷ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ min❢r❡q ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ δ1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✹ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✶ ❆♣❡rç✉ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✻✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✻✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✻✳✹ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✈s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s r❛r❡s ✭▼❡♥✐♥❣✐t✐s✮ ✳ ✳ ✶✵✶
✻✳✺ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✻✳✻ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✻✳✼ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✻✳✽ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✼✳✶ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr
✭✶✴✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✼✳✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr
✭✷✴✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr ✭✶✴✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✼✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr ✭✷✴✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼✳✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❞❡♥s✐té ✜①é❡ à ✵✳✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

❈✳✶ Pr♦❣r❛♠♠❡ ECLiPSe ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE = MONEY ✳ ✶✸✷



✈✐✐✐ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

❈✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❡ Gecode ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE = MONEY ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
❈✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❡ QeCode ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❈✳✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✲ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✷ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✸ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✺ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✻ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✲ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✼ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✲ ❘è❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✶ P❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♥✲❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
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✺✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭❝❛s ❞❡ DX2✮ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✶ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✻✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✻✳✹ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✻✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ P✉r❡✲❈P ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✻✳✻ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✻✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ q3 ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✭min❢r❡q = 10%×m✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✼✳✶ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

❆✳✶ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
❆✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
❆✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❇✳✶ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
❇✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
❇✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❞é✜♥✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
❇✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞é❞✐é❡s ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵



① ▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧

▲❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ P❛r ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✭PP❈✮ s♦♥t ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♦♥t ❡✉✱ ❥✉sq✉✬à très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❞❡st✐♥s sé♣❛rés✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s
tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛ss❡③ ❢♦rt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ PP❈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧s
❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és s❡ ❢❛✐t ✭très s♦✉✈❡♥t✮ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♦ù ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ✭✜❧tr❛❣❡✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡
❧❛ t❛✐❧❧❡✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❡♥ PP❈✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✿ ♦✉tr❡
❧✬❛s♣❡❝t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♠é❧✐♦r❛♥t
❛✐♥s✐ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s à s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ PP❈✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ PP❈ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❛❧♦rs ❧❡✉r ❛♣t✐t✉❞❡ à s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡t rés♦✉❞r❡
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r ♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ❇✐♥❣♦✷ ✶ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡ ❈●▼❈ ✭❈◆❘❙
❯▼❘ ✺✺✸✹✱ ▲②♦♥✮✱ ❧❡ ●❘❊❨❈ ✭❈◆❘❙ ❯▼❘ ✻✵✼✷✱ ❈❛❡♥✮✱ ❧❡ ▲❛❍❈ ✭❈◆❘❙ ❯▼❘ ✺✺✶✻✱
❙❛✐♥t✲❊t✐❡♥♥❡✮ ❡t ❧❡ ▲■❘■❙ ✭❈◆❘❙ ❯▼❘ ✺✷✵✺✱ ▲②♦♥✮✳

❋♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ♦♥ ❛ss✐st❡ à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s s♦✉r❝❡s ✭q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡s ♦✉ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✮
❡t ❧❡ ❞é✜ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ st♦❝❦❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
▲✬❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❇❛s❡s ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ✭❊❈❇❉ ♦✉ ❑❉❉ ✷✮ ♦✉ ✓❢♦✉✐❧❧❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✔ ✭❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s❡ s✐t✉❛♥t à
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✮✱
❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✶✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❇✐♥❣♦✷ ❤tt♣s✿✴✴❜✐♥❣♦✷✳❣r❡②❝✳❢r s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❆◆❘ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
r❡q✉êt❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✐♥té❣r❛♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✷✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡s

https://bingo2.greyc.fr
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▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣ré❝✐s✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ✐ss✉❡s ❞❡ s♦♥❞❛❣❡s✳ ▲❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ✈✐s❡
à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s✱ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s
t❡♥❞❛♥❝❡s ❝❛❝❤é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡s ❞✬✉♥ s✉♣❡r ♠❛r❝❤é r❡♥❢❡r♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❛❝❤❛ts ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ❡t
❛✐♥s✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐❡♥tè❧❡✳

Données ciblesDonnées ciblesDonnées brutes Données ciblesDonnées cibles

Transformation Données 
transformées

Motifs

Connaissances

Sélection

Évaluation

Fouille

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s st♦❝❦é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡
❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧✬❊❈❇❉ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t à tr❛✈❡rs ❞✐✛ér❡♥t❡s
ét❛♣❡s ❬❋❛②②❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✮ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à
✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡t ✉t✐❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✬é♣✐s♦❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡s ❬❑r❛♠❡r ❡t ❉❡ ❘❛❡❞t✱ ✷✵✵✶❪✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
t❡①t✉❡❧❧❡s ❬❆③é✱ ✷✵✵✸❪ ♦✉ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♦✉ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❢ré✲
q✉❡♥ts ❬❚❡r♠✐❡r✱ ✷✵✵✹✱ ❑✉r❛♠♦❝❤✐ ❡t ❑❛r②♣✐s✱ ✷✵✵✹❪✳



✺

❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❡st
très s♦✉✈❡♥t ♥♦②é❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t
à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❡①tr❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t s❡s ❝❡♥tr❡s
❞✬✐♥térêt✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ✭❛ss♦❝✐é à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❢❛✐s❛❜❧❡✳

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✭♣❤é♥♦♠è♥❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
❝❛♣t✉r❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬❍❛♥❞✱ ✷✵✵✷✱
▼♦r✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✱ ♣❛❣❡ ✶✺✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s✱
❝✐t♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡✉✐❧ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ♠♦t✐❢✮✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ✿ ▼✉s✐❝✲

❞❢s ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❈ré♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✺❪✱ ❈♦♥◗✉❡❙t ❬❇♦♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ▼❛❢✐❛

❬❇✉r❞✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛❪✱ ▼✈✲▼✐♥❡r ❬❘✐♦✉❧t✱ ✷✵✵✺❪✱ ❡t❝✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❝❡s
❡①tr❛❝t❡✉rs ♠❡tt❡♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦ù ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡
♦✉ ❧✬❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✼❪✳

▼❛✐s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ♦♥t ❞✉ ♠❛❧ à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t
♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡✉✐❧ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞✬❛✐r❡ ✸ ❬●❡❡rts ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s
❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻✱ ❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣é✲
♥ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭❛ss♦❝✐é❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ▼✉s✐❝✲❞❢s ❡t ❋■▼❴❈P✮✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♥✬❡st ❛❝❝♦r❞é❡
❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❧✬✐♥térêt
❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞é♣❡♥❞ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ❈✐t♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥✲
❞✉❡s ❬P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✽❪✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷❪✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ▲❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱
♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❇❡r❦❤✐♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s
❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡
♠♦t✐❢s ♣❧✉s r✐❝❤❡s✱ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❜✉ts ✜♥❛✉① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✉♥❛✐r❡s✳

P❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♠♦t✐❢s ♦♥t été ♠❡♥és ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❛❞ ❤♦❝✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❣é♥ér✐q✉❡s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡ ❞é❥à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦t✐❢s s✐♠♣❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s
♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❖r✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❝❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✉♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♦♥t
été tr❛✐tés ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷✱ ▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és✱ ♠❛✐s

✸✳ ▲✬❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ X ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ aire(X) = ❢r❡q(X)× s✐③❡(X)✳



✻

❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♥✬❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér✐❝✐té ❡st ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧❛
❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ✐♥tér❡ss❛♥ts ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞ ❤♦❝✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥st❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳

✕ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✕ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦r✲
t❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss❡③ ré❞✉✐t ♥❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦✉
❞❡ q✉❛♥t✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡st✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t
❞❡ ♠♦t✐❢s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ très ❞✐✣❝✐❧❡✳

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡ ❤❛s ②❡t ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❍♦❧② ●r❛✐❧ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✿ t❤❡ ✉s❡r st❛t❡s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r s♦❧✈❡s ✐t✳

❊✉❣❡♥❡ ❈✳ ❋r❡✉❞❡r

▲❛ PP❈ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐✈✐té ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♠♦❞é❧✐s❡ s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❧❡ ✓◗✉♦✐✔✮
s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❧❡ ✓❈♦♠♠❡♥t✔✮✳ ❈❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝✲
t✉é❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦ù ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭❢❛✐❜❧❡✮ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❛✜♥ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❡s Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❈❙P✮ ♦✛r❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❈❙P
(X ,D, C) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✕ X = {X1, ..., Xn} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✕ D = {D1, ..., Dn} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✭❝❤❛q✉❡ Di ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi✮✱

✕ C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣r❡♥❞r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❘és♦✉❞r❡ ✉♥ ❈❙P ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❈❙P ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❣ér❡r
✉♥ tr❛✜❝ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ ✳✳✳

✕ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ét❛❜❧✐r ✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❛❧❧♦✉❡r
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✉ t❡♠♣s ❈P❯ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❛✛❡❝t❡r ❞✉
♣❡rs♦♥♥❡❧ à ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❞❡s ❡♥tr❡♣ôts à ❞❡s ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s✱ ✳✳✳

✕ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡s ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ ❞❡s r♦✉t❛❣❡s
❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✳✳✳



✼

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ✜❧tr❛❣❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✐♠♣❧✐q✉és✳

❉✬❡♠❜❧é❡ ❧❛ PP❈ ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ✭❧❡ ✓◗✉♦✐✔✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♦ù ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ✭✜❧tr❛❣❡✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭❧❡ ✓❈♦♠♠❡♥t✔✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦❞é❧✐s❡r✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙P ✭❝❡rt❡s très ❣é♥ér❛❧✮✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥✲❛✐r❡✳ ❙♦✐t I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐t❡♠s✳ ❆❧♦rs✱ P = (X ,D, C) ❛✈❡❝ ✿

✕ X = {X1, ..., Xn} ♦ù ❝❤❛q✉❡ Xi ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉✱
✕ D = {D1, ..., Dn} ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ Di = [{} .. I]✱
✕ C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s Xi✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✿
✕ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✭X1 ⊆ X2✱ i12 ∈ X4✱ . . .✮✱
✕ ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✭|❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2)|≤ α1✱
s✐③❡(X4) < s✐③❡(X1) + 1✱ . . .✮✱

✕ ❞é❞✐é❡s ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✱
✕ . . .

▼❛✐s✱ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙P ❡st
❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ✓❢♦♥❞✉s✔ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱
❞✬❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à t♦✉t réé❝r✐r❡ ✭❞❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t
♠♦❞✐✜❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥
❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ é❧❛❣❛❣❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s t②♣✐q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❛♥t✐✮✲
♠♦♥♦t♦♥❡s✳

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s s✐t✉♦♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✧❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t PP❈✧ ❛ été
♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✵✽ ♣❛r ❞❡ ▲✳ ❞❡ ❘❛❡❞t✱ ❚✳ ●✉♥s ❡t ❙✳ ◆✐❥ss❡♥ ❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é✱ ✉♥ ❧❛r❣❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té✱ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♦✉ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐ ♠❛rq✉❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r✱ ❡st ♠❛❧❣ré t♦✉t ❧✐♠✐té❡ ❛✉① ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❡❧❧❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛♥ts ❬◆✐❥ss❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✱
❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❍②❜r✐❞❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳
❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳



✽

❉❛♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✲
♣♦sé ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲
❛✐r❡s ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ P✉r❡✲❈P✮ ét❡♥❞ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡t✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡✱ r❡♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P✳ ❖✉tr❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ P✉r❡✲❈P
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s q✉❡
❝❡❧✉✐ tr❛✐té ♣❛r ❍②❜r✐❞❡✳

❬◆✐❥ss❡♥ ❡t ●✉♥s✱ ✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❡s ❈❙P ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐ ✉♥ s♦❧✈❡✉r
❞é❞✐é à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥s♣✐rés
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té PP❈ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❆❈✲✺ ❬❍❡♥t❡♥r②❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❬●✉♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱ ●✉♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♠♦✲
❞é❧✐s❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r k ♠♦t✐❢s ❝❡ q✉✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ▲❡s ♠ê♠❡ ❛✉t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❬●✉♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❝❪ ✉♥ ré❝❛✲
♣✐t✉❧❛t✐❢ ❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❈❙P ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❬▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✱ q✉❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s r❛✣♥é❡s
♣❛r ❛❥♦✉ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t r❛✣♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s ♠♦t✐❢s ❝✐❜❧és✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♣é❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ♦✉ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t à ♣ré❝✐s❡r ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛
été ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ q✉❡ s♦♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡s ❈❙P✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♥♦✉s ❛tt❛r❞❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✓♣❛tt❡r♥ ✢♦♦❞✐♥❣✔ ✐✳❡✳ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦②é❡ ❞❛♥s ✉♥ très ❣r❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❡t s♦✉✈❡♥t tr✐✈✐❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✉♥
ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ◆♦✉s ②
❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❞♦♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♠❛❥❡✉rs ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❈❙P ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡t ❧❡s
❈❙P q✉❛♥t✐✜és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ✷ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❈❙P s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❝r✐t ♥♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ PP❈ ♣♦✉r
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞é❝r✐t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛✐tés✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉ ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉rr❛ ♠♦❞é❧✐s❡r s❡s r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❡r ❡t
❧❡s ❝♦♠♣❧ét❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t
s♦✉❤❛✐té✳ ▲✬✐♥térêt ❡t ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞✬✉♥ t❡❧ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ✉♥ ❧❛r❣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t
❡♥✜♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳



✾

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❍②❜r✐❞❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦t②♣❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ▼✉s✐❝✲❞❢s ❡t ❧❡s ❈❙P ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞✬ECLiPSe

❛ ♣✉ êtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦s
♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ P✉r❡✲❈P✮ ét❡♥❞ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦✲
sé❡ ❞❛♥s ❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡t✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡✱ r❡♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ Gecode✳ ❖✉tr❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ tr❛✐té ♣❛r ❍②❜r✐❞❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡✲
♥é❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❡t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▼❛✐s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❈❙P ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❈❙P
q✉❛♥t✐✜és ✭◗❈❙P✮ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡❛❦ ❡t ❧❡s s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ QeCode ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s✳

❊♥✜♥✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❞r❡ss♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♦✉✈r♦♥s ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳



✶✵



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✶✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✳✸ ▼♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✲ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✹ ▲❡s ❜♦r❞✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷✳✺ ▼♦t✐❢s ❢❡r♠és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✷✳✻ ▼♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ✲ ♠♦t✐❢s δ✲❧✐❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✸✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✹ ❊①tr❛❝t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✶ ▼✉s✐❝✲❞❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✷ ❋■▼❴❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✷✾

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡s
♠♦t✐❢s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❞❡✉①
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡①tr❛❝t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳



✶✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥ ❞❛♥s ❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✼❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✶✳✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧

❙♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T ❞é❝r✐t❡s ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞✐st✐♥❝ts ❛♣♣❡❧és ✐t❡♠s✱ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞✬✐t❡♠s ✭❛✉ss✐
❛♣♣❡❧é ✐t❡♠s❡t✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ I✳ ❈❡s ♠♦t✐❢s ❢♦r♠❡♥t ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ LI = 2I\∅✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ✭❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧✮✳
❯♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t ✭I,R, T ✮ ♦ù I = {i1, ..., in}❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭✐t❡♠s✮✱ T = {t1, ..., tm} ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❡t R ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ I ❡t T ✳ R ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡❧s ❛ttr✐❜✉ts i s♦♥t r❡❝❡♥sés ❞❛♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts t ❡t ♦♥
♥♦t❡r❛ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ R(i, t) = present ✭♥♦té ♣❛r 1✮ ♣♦✉r iRt ❡t R(i, t) = absent
✭♥♦té ♣❛r 0✮ ♣♦✉r ¬iRt✳

❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ r ♦ù ✺ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s t1, . . . , t5
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✺ ✐t❡♠s A,B, . . . , E✳

T \ I A B C D E

t1 1 1 1 0 0

t2 0 1 1 0 0

t3 0 1 1 0 1

t4 0 1 1 1 1

t5 1 1 1 1 1

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s
t1 A B C
t2 B C
t3 B C E
t4 B C D E
t5 A B C D E

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ✭▼♦t✐❢✮✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✿

❯♥ ♠♦t✐❢ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞✬✐t❡♠s ♦✉ ✐t❡♠s❡t ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ I

❯♥ ♠♦t✐❢ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ T

❯♥ ♠♦t✐❢ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❦ ✐t❡♠s ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❦✲♠♦t✐❢✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✶✳
✕ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞✬✐t❡♠s✳ ❆✐♥s✐✱
❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ❛♣♣♦rté❡✱ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞✬✐t❡♠s✳



✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✺

✕ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ✐t❡♠s s❡r♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t ✭❆✱❇✱❈✱✳✳✳✮✳

✕ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s s❡r♦♥t ♥♦tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♣❧✉tôt q✉❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✭✐✳❡ AB ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ④A,B⑥✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ✭▲❛♥❣❛❣❡✮✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LI ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧✬❛❧♣❤❛✲

❜❡t I = {i1, i2, ..., in} ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❞❡ I✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ I✳

✶✳✶✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é✈❛❧✉❡ s✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ♦✉ ♥♦♥✱ s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✜①és ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❝✐❜❧❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧❛❣✉❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹ ✭❈♦♥tr❛✐♥t❡✮✳
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ r ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LI ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q ❞❛♥s
r✮ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺ ✭❚❤é♦r✐❡✮✳ ❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✼❪
P♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é LI ✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡

T h(LI , r, q) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ LI s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q ❞❛♥s r✳

✶✳✶✳✸ ▼♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✲ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s

▲❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❞❡s ré❣✉❧❛r✐tés ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❬❍❛♥❞✱ ✷✵✵✷✱ ▼♦r✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ■❧s s♦♥t ❡①tr❛✐ts ✈✐❛ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭✉♥❛✐r❡s✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞é✲
✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❬●❡♥❣ ❡t ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ✭❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻✮ s❡r✈✐r❛ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✐♥tér❡ss❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢réq✉❡♥ts ❡t
❧♦♥❣s✳ ❯♥ t❡❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❬●❡❡rts ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ♣❛r s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✿ ❛r❡❛(X) = ❢r❡q(X)× s✐③❡(X)✳



✶✻ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳✶✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❢r❡q(X) ≥ 3 ∧ s✐③❡(X) ≥ (2) ✈ér✐✜❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♠♦t✐❢ X✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✉
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❡st BC✱ BE✱ CE ❡t BCE✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s✉♣♣♦rt ❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ✭❙✉♣♣♦rt✱ ❢réq✉❡♥❝❡✮✳
❯♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t ∈ T s✉♣♣♦rt❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❳ ✭♦✉ ❳ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s t✮ ss✐ X ⊆ t ✭♦✉

∀i ∈ X,R(i, t) = 1✮✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt s✉♣♣♦rt(X) ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❳ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt❡♥t✳

❙❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢r❡q(X) ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ s✉♣♣♦rt ✶✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✼ ✭▼♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t✮✳
❯♥ ♠♦t✐❢ ❡st ❢réq✉❡♥t ✭♦✉ min❢r❡q✲❢réq✉❡♥t✮ ss✐ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ min❢r❡q ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❖♥ ♥♦t❡ F(r,min❢r❡q) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ♣♦✉r

✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ min❢r❡q✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ✭♣❛❣❡ ✶✹✮ ❧❡s ♠♦t✐❢s B✱ C✱ E✱ BC✱ BE✱ CE ❡t
BCE s♦♥t ✸✲❢réq✉❡♥ts✳

▲❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽ ✭❘è❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✲ ❈♦♥✜❛♥❝❡✮✳
❙♦✐t r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t Z ⊆ I ✉♥ ♠♦t✐❢✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❩ ❡st

✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ X → Y ❛✈❡❝ X ( Z ❡t Y = Z\X✳ ❳ ❡st ❧❛ ♣ré♠✐ss❡✱ ❨ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳❨ ✭✐✳❡✳✱ X ∪ Y ✮✳

▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥♦té❡ conf(X → Y ✮✱ ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❳ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❨ ❬❆❣r❛✇❛❧ ❡t ❙r✐❦❛♥t✱ ✶✾✾✹❪ ✿ conf(X → Y ) = ❢r❡q(X∪Y )

❢r❡q(X) ✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s r ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✶✱ ✐✳❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |=r X → Y q✉❛♥❞
❢r❡q(X ∪ Y ) = ❢r❡q(X)✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦✲
❧✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ δ✲
❢♦rt❡s ❬❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✾ ✭❘è❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ δ✲❢♦rt❡✮✳
❯♥❡ rè❣❧❡ δ✲❢♦rt❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X → Y q✉✐ ❛❞♠❡t ❛✉ ♣❧✉s δ

❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ s♦✐t ❢r❡q(X)− ❢r❡q(X ∪ Y ) ≤ δ

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ X → Y r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡
❡♥tr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ X ∪ Y ✳

✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ s✉♣♣♦rt ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥
♠♦t✐❢ ✭❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❡♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬♦❜❥❡ts✳



✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✶✼

✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡

✶✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦♥tr❛✐♥ts s♦✐t s✐♠♣❧❡✱
s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s
❡st très ❣r❛♥❞ ✿ s✐ |I| = n✱ ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st O(2n)✳

P♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ LI ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t r❡❝❤❡r❝❤és ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❊♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡♥ ❤❛✉t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s✱ ❡t❝✳ ✳ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭❙♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✲ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳
❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ � ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ LI ✳

❯♥ ♠♦t✐❢ X ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉✬✉♥ ♠♦t✐❢ Y ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮ s✐ Y � X
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t X � Y ✮✳

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬▼✐t❝❤❡❧❧✱ ✶✾✽✶❪✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ X ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ Y ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Y ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ X
♦✉ q✉❡ X ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ Y ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ BC ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ABC✳

A B C D E

AB   AC   AD   AE   BC   BD   BE   CD   CE   DE

ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE

ABCD   ABCE   ABDE   ACDE   BCDE

ABCDE 

S
p
éc
ia
li
sa
ti
o
n

G
én
éralisa tio

n

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LI ❛✈❡❝ I = {A,B,C,D,E}

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬❆❣r❛✇❛❧ ❡t ❙r✐❦❛♥t✱ ✶✾✾✹✱ ◆❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❇♦♥❝❤✐ ❡t ▲✉❝❝❤❡s❡✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❡✉r
✐❞é❡ ♠❛îtr❡ss❡ ❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✴❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭✜❧tr❛❣❡✮ ❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✼❪✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ P♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐t❡♠s✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷✵✵ ✐t❡♠s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très ❝♦✉r❛♥t✱ ❝♦♠♣♦rt❡ 2200 ♠♦t✐❢s



✶✽ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

à t❡st❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s s♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥ 1080 ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❉❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ✈❛✐♥ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣rès t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❛❧❧✐❡r♦♥t ❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ✭❞✬❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❛♥❛❧②s❡r ❛✉❣♠❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✮✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✐❧❧✉s♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❛❞♦♣t❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡✳

❉♦♥♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✿
❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r q✉❛♥❞ ♦♥ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦t✐❢✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✱
♣❛❣❡ ✶✹✮✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❇❈ ❛ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✺ ❛❧♦rs q✉❡ ❆❇❈ ♥✬❡st ♣rés❡♥t q✉❡ ✷ ❢♦✐s✳ ▲❛
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ♠♦t✐❢ ❝♦♥❝❡r♥é✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ✉♥
♠♦t✐❢✱ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t
s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐t❡♠s✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭❆♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡✮✳
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q(X, r) ❡st ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ss✐

∀X,Y ∈ LI , X ⊆ Y ⇒ (q(Y, r)⇒ q(X, r)).

❢r❡q(X) ≥min❢r❡q ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❡✮✳
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q(X, r) ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥ ♠♦t✐❢ ❳ ❞❡ LI r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡

❞♦♥♥é❡s r✱ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀X,Y ∈ LI , X ⊆ Y ⇒ (q(X, r)⇒ q(Y, r)).

s✐③❡(X) ≥ δ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✶✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣ré❝✐s♦♥s ♣❛s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡

❧❡s ♠♦t✐❢s ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉❡✳

▲✬✭❛♥t✐✲✮♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✷✳✶ ✭➱❧❛❣❛❣❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❛♥t✐✲✮♠♦♥♦t♦♥❡s✮✳
❙✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ X ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦♥♦✲

t♦♥❡✮ q✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s s❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢♦♥t
♣❛s✳

✶✳✷✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆♣r✐♦r✐

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s
❢réq✉❡♥ts✱ ❆♣r✐♦r✐ ❬❆❣r❛✇❛❧ ❡t ❙r✐❦❛♥t✱ ✶✾✾✹❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
min❢r❡q✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢smin❢r❡q✲❢réq✉❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✧❣é♥ér❡r ❡t t❡st❡r✧ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ✿ à ❧❛ kieme

✐tér❛t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s k✲♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❡s (k − 1)✲♠♦t✐❢s
❢réq✉❡♥ts tr♦✉✈és à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✷✳✶ ♣❡r♠❡t ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉❡ ❧❡s k✲♠♦t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡s (k− 1)✲♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s k✲♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣❛r



✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✶✾

✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts
♣r♦❞✉✐ts✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t ♠✉♥✐s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡ ✭❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♠♦t✐❢s✮ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
▲❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞✬❆♣r✐♦r✐ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✳

❙②♠❜♦❧❡ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

Ck ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❦✲♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts
Fk ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❦✲♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts

Apriori❴Gen ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆♣r✐♦r✐

❋♦♥❝t✐♦♥ ❆♣r✐♦r✐✭ D ✿ ❜❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ min❢r❡q ✿ ❡♥t✐❡r✮ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠♦t✐❢s

Fk ← {✶✲♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts} ❀
P♦✉r ✭k = 2 ❀ Fk−1 6= ∅ ❀ k ++✮ ❢❛✐r❡

Fk ← 0 ❀
Ck ← Apriori❴Gen(Fk−1) ❀
P♦✉r t♦✉t c ∈ Ck ❢❛✐r❡

❢r❡q(c)← CalculFreq(c,D) ❀
❙✐ ✭❢r❡q(c) ≥min❢r❡q✮ ❆❧♦rs

Fk ← Fk ∪ {c} ❀
❋✐♥ ❙✐

❋✐♥ P♦✉r
❋✐♥ P♦✉r
❘❡t♦✉r♥❡r

⋃

k Fk ❀
❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆♣r✐♦r✐

✶✳✷✳✹ ▲❡s ❜♦r❞✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧❡s ❜♦r❞✉r❡s ❬▼✐t❝❤❡❧❧✱ ✶✾✽✶✱
▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✼❪ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
❞✬✉♥ ❝ôté ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❡✉① ♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✭❇♦r❞✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✲ ▼♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉①✮✳
❙♦✐t ❙ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ LI s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ q✳ ▲❛

❜♦r❞✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❙✱ ♥♦té❡ Bd+(S) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s X ❞❡ LI t❡❧s q✉❡ ✿

X ∈ Bd+(S) ssi q(X, r) ∧ (∀Y,X ( Y ⇒ ¬q(Y, r))

Bd+(S) r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ ❙✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✿



✷✵ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ✭❇♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✲ ▼♦t✐❢s ♠✐♥✐♠❛✉①✮✳
❙♦✐t ❙ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ LI s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ q✳ ▲❛

❜♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❙✱ ♥♦té❡ Bd−(S) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s X ❞❡ LI t❡❧s q✉❡ ✿

X ∈ Bd−(S) ssi X ∈ LI \ S et ∀Y ( X, q(Y, r)

Bd−(S) r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ LI \ S✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✶✳
❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ✭♣❛❣❡ ✶✹✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

Bd+(F(r, 2)) ❡t Bd−(F(r, 3))✳

A
2
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5
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5
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2
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3
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2
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2
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1
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1
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5
   BD

2
   BE

3
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2
   CE

3
   DE

2
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2
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1
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1
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1
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1
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1

BCD
2

BCE
3
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2
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2
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1
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1
   ABDE

1
   ACDE

1
   BCDE

2

ABCDE
1
 

S
p
éc
ia
li
sa
ti
o
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G
én
éralisa tio

n

Bd+(F(r,2))

Bd--(F(r,3))

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ Bd+(F(r, 2)) ❡t Bd−(F(r, 3))

✶✳✷✳✺ ▼♦t✐❢s ❢❡r♠és

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s
❢❡r♠és✱ ❧✐é❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts✳ ❊♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ♠♦t✐❢s ✭❝❢✳
✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ♣❛❣❡ ✶✼✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣és s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs
s✉♣♣♦rts ❢♦r♠❛♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛r✲
t❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦rt ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸
✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ✭♣❛❣❡ ✶✹✮✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡s ♠♦t✐❢s ♠✉♥✐s ❞❡ ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s
✷✲❢réq✉❡♥ts✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♠♦t✐❢s
❢❡r♠és ❡t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s✳ ▲❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧❡s ❢❡r♠és s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❬❈❛❧❞❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❝♦♥tr❛st❡ ❬◆♦✈❛❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❉✉r❛♥❞ ❡t ❈r❡♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✷❪✳ ➚
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s A✱ AB✱ AC ❡t
ABC✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✐t❡♠s B ❡t C ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧✬✐t❡♠ A✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r
é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ✐❧ é✈✐t❡r❛ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡t s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ ❛✉① s❡✉❧s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ♦✉ ❢❡r♠és✳



✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✷✶

       A
2           

D
2

               E
3

  B
5        

C
5

AB
2
   AC

2
       BD

2      
CD

2    
DE

2   
  BE

3
   CE

3
    BC

5
 

ABC
2

    BCD
2      

BDE
2      

CDE
2                  

BCE
3

                                BCDE
2 Classes 

d'équivalence

Fermés

Libres

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❈❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✲ ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ✲ ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s

✶✳✷✳✺✳❛ Pr♦♣r✐étés

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❧❡s s✉♣♣♦rts ❬❇❛st✐❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜❛s❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s
❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❬P❛sq✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ❞✬♦♣r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❛✱
▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❉✉r❛♥❞ ❡t ❈r❡♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✷❪✱ ❡t❝✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳
❯♥ ♠♦t✐❢ X ❡st ❢❡r♠é ss✐ t♦✉t❡s s❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s str✐❝t❡s ♦♥t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ str✐❝t❡✲

♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ X✳
X ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é ss✐ ∀X ′ ) X, ❢r❡q(X ′) < ❢r❡q(X)

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ X ❡st ❢❡r♠é s✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✷✳✷✳ ❬❇❛st✐❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪
❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ❡♥ ❝❧❛ss❡s

❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❡r♠❡t✉r❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ✭♣❛❣❡ ✷✹✮ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts✳

✶✳✷✳✺✳❜ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♠♦t✐❢s
❢❡r♠és ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s f ❡t g s✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ r ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼ ✭❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✮✳
❙♦✐t r = (I,R, T ) ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❛❧♦rs ✿
f(T ) = {i ∈ I|∀t ∈ T , R(i, t) = 1}
g(X) = {t ∈ T |∀i ∈ I, R(i, t) = 1}



✷✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

f(T ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❝♦♠♠✉♥s à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
T ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐♦♥✮ ❡t g(X) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣❛r✲
t❛❣❡❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ✐t❡♠s ❞❡ X ✭❡①t❡♥s✐♦♥✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡
●❛❧♦✐s ❬❇✐r❦❤♦✛✱ ✶✾✻✼❪ ❡♥tr❡ I ❡t T ✳ h = f ◦ g ❡t h′ = g ◦ f s♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳

❘❛♣♣❡❧ ✶✳✷✳✶✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❤ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❝❛r ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s 3 ♣r♦♣r✐étés s✉✐✲

✈❛♥t❡s ❬❙t❛❞❧❡r ❡t ❙t❛❞❧❡r✱ ✷✵✵✷❪ ✿
✕ ❊①t❡♥s✐✈✐té ✿ ∀X ∈ LI , ♦♥ ❛ X ⊆ h(X)
✕ ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✿ ∀X ∈ L,I ♦♥ ❛ h(h(X)) = h(X)
✕ ■s♦t♦♥✐❡ ✿ ∀X,Y ∈ LI , ♦♥ ❛ X ⊆ Y ⇒ h(X) ⊆ h(Y )

▲❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és s♦♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡✲
t✉r❡ h (i.e., X = h(X))✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é ❡t ❞❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭♠♦t✐❢ ❢❡r♠é
❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✽ ✭♠♦t✐❢ ❢❡r♠é ✲ ❝♦♥❝❡♣t✮✳
❯♥ ♠♦t✐❢ X ❡st ❢❡r♠é ss✐ ❤✭❳✮❂❳✳
❯♥ ♠♦t✐❢ T ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡st ❢❡r♠é ss✐ h′(T ) = T ✳
❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❬❲✐❧❧❡✱ ✶✾✽✷❪ (X,T ) ❛ss♦❝✐❡ ❞❡✉① ❢❡r♠és ❳ ❞✬✐t❡♠s ❡t ❚ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱

t❡❧s q✉❡ X = f(T ) ♦✉ T = g(X)✳

✶✳✷✳✻ ▼♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ✲ ♠♦t✐❢s δ✲❧✐❜r❡s

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡
❛✉① ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❛♣♣❡❧és ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t
❛♣♣❡❧és ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ✷ ❬❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ▲❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✾ ✭♠♦t✐❢ ❧✐❜r❡✮✳
❯♥ ♠♦t✐❢ Z ❡st ❧✐❜r❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ s✉r Z ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ X → Y ✱

❛✈❡❝ X ( Z ❡t Y = Z \X✳

▲❡s ♠♦t✐❢s δ✲❧✐❜r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s rè❣❧❡s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r δ✳ ❯♥ ♠♦t✐❢ δ✲❧✐❜r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✵ ✭▼♦t✐❢ δ✲❧✐❜r❡✮✳
❯♥ ♠♦t✐❢ Z ❡st δ✲❧✐❜r❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ s✉r Z ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ δ✲❢♦rt❡ X → Y ✭❛✈❡❝ X ( Z

❡t Y = Z \X✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ❡t δ✲❧✐❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts✳

✷✳ ❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠♦t✐❢s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♦✉ ❝❧és✳



✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✷✸

✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q
❬▼❛♥♥✐❧❛ ❡t ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ✶✾✾✻❪✱ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❡①tr❛✐ts ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❡st ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣✐✈♦ts
à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❣é♥ér❡r✱ s✐ ♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ✈ér✐✲
✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡t ❧❡✉r
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✲
✈❛✉① ❬P❛sq✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❇②❦♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵✱ ❈❛❧❞❡rs ❡t ●♦❡t❤❛❧s✱ ✷✵✵✸✱
❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❜✱ ❊❧✲❍❛❥❥ ❡t ❩❛ï❛♥❡✱ ✷✵✵✺✱
❈❛❧❞❡rs ❡t ●♦❡t❤❛❧s✱ ✷✵✵✼✱ ❙♦✉❧❡t ❡t ❈ré♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✽❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ✿ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ❡①❛❝t❡s
❡t ❝❡❧❧❡s ❞✐t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❡①❛❝t❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ré❣é♥ér❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ❬P❛sq✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r
✐t❡♠s❡ts ♠❛①✐♠❛✉① ❬❇✉r❞✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ●♦✉❞❛ ❡t ❩❛❦✐✱ ✷✵✵✺❪✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r
✐t❡♠s❡ts ♥♦♥✲❞ér✐✈❛❜❧❡s ❬❈❛❧❞❡rs ❡t ●♦❡t❤❛❧s✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s
❧✐❜r❡s ❬❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻❪✳ ❡t❝✳✳✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✭❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡✮✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s F s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q ❡st

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s C ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ F t❡❧ q✉❡ C ⊆ F ❡t t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ F \C ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ C s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❛❝❝ès
à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡ s❡❧♦♥ tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ✿

✶✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✉♥
❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r s❛ q✉❛❧✐té ✿ ♣❧✉s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ♣❧✉s
❡❧❧❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

✷✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ✿ ❊①tr❛✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞♦✐t êtr❡
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé q✉✬❡①tr❛✐r❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✳ P❧✉s ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡st r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

✸✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❣é♥ér❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ré❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✳

✶✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉①

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❜♦r✲
❞✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮✳ ❈✬❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♠❛✐s ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳



✷✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

Base de 
données

Représentation 
condensée des motifs 

satisfaisant q

Collection de tous les 
motifs satisfaisant q

Extraction d'une 
représentation condensée

Régénération de l'ensemble 
des motifs satisfaisant q

Extraction directe de la 
collection de tous les 

motifs satisfaisant une 
contrainte q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐✲
s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✶✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s r r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ❡t

s♦✐t min❢r❡q= 3 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ❡t ❧❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❡st ✿ {B : 5, C :

5, E : 3, BC : 5, BE : 3, CE : 3, BCE : 3}.
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❢réq✉❡♥ts ❡st ✿ C(r, 3) = {BCE : 3}

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ C(r, 3)✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ré❣é♥ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s BCE✱ ♠❛✐s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♥t✐✲
♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❝♦♠♠❡ E ⊆ BCE ❛❧♦rs
❢r❡q(E) ≥ ❢r❡q(BCE) ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s 3✲❢réq✉❡♥ts✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✐♦♥♥✐❡r ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❡st ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣❛r
❇❛②❛r❞♦ ❬❘♦❜❡rt♦ ❏✳ ❇❛②❛r❞♦✱ ✶✾✾✽❪✳ ■❧ ❢✉t s✉✐✈✐ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s
❡✣❝❛❝❡s t❡❧s q✉❡ ❬❇✉r❞✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜✱ ●♦✉❞❛ ❡t ❩❛❦✐✱ ✷✵✵✺❪✳

✶✳✸✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✮ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❬P❛sq✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❇②❦♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵❪✳ ❊❧❧❡ t✐r❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❢♦r♠❡❧s ❬●❛♥t❡r ❡t ❲✐❧❧❡✱ ✶✾✾✼❪✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✮✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♦♥t t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦t✐❢
❢❡r♠é ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡ ♠♦t✐❢ s✉✣t ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳

❙♦✐t CF(r,min❢r❡q) ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s min❢r❡q✲❢réq✉❡♥ts ♦❜t❡♥✉s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❣é♥ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts à ♣❛rt✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿



✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✷✺

❙♦✐t X ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱
✕ s✐ X ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ CF(r,min❢r❡q)✱

❛❧♦rs X ♥✬❡st ♣❛s ❢réq✉❡♥t✱
✕ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é Y ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ t❡❧ q✉❡ X ⊂ Y ✳
❢r❡q(X) ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❢r❡q(Y )✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡

❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é à 2✳
■❧ ② ❛ 19 ♠♦t✐❢s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t 4 ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ▲❡s 19 ♠♦t✐❢s

❢réq✉❡♥ts s♦♥t rés✉♠és ♣❛r ❧❡s 4 ♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❢ré✲

q✉❡♥❝❡s ✿ {ABC : 2, BCDE : 2, BCE : 3, BC : 5} ♦♥ ♣❡✉t ré❣é♥ér❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ✷✲❢réq✉❡♥ts✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ B ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t B✱ ❛✐♥s✐
❢r❡q(B) = ❢r❡q(BC) = 5✳

✶✳✸✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s

▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ❢réq✉❡♥ts ♠✉♥✐s ❞❡ ❧❡✉r ❜♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡st ✉♥❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ❬❇♦✉❧✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦t✐❢ X✱ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ min❢r❡q✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ❢réq✉❡♥ts FL(r,min❢r❡q) ❡t ❧❡✉r ❜♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ Bd−(FL(r,min❢r❡q))✱ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ X ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ s✐ ∃Y ∈ Bd−(FL(r,min❢r❡q)) t❡❧ q✉❡ Y ⊆ X✱ ❛❧♦rs X ♥✬❡st ♣❛s ❢réq✉❡♥t✱
✕ s✐♥♦♥ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ X ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❧✐❜r❡s ❢réq✉❡♥ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
X✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ❡t ✉♥ s❡✉✐❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é à 3✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✷ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❜♦r❞✉r❡s ❡t ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✸ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s r❡❧❛t✐❢s à ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❛
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❜r❡s ❢réq✉❡♥ts ❡st FL(r, 3) = {E : 3, B : 5, , C : 5} ❡t s❛ ❜♦r❞✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡
❡st Bd−(FL(r, 3)) = {A : 2, D : 2}✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ BDE ♥✬❡st ♣❛s ❢réq✉❡♥t ❝❛r ❝✬❡st ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✉♥
♠♦t✐❢ ❞❡ Bd−(FL(r, 3)) ✭✐✳❡✱ D✮✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ BE ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s
❧✐❜r❡s ❢réq✉❡♥ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s BE✱ ❞✬♦ù ❢r❡q(BE) = ❢r❡q(E) = 3✳

✶✳✸✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st ❜❛sé
s✉r ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ �R q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✐t❡♠s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ✭❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡✮✳
▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❳✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r ❝❧R(X)✱ ❡st ❧❡ ♠♦t✐❢ {a ∈ I|∃Y ⊆

X tel que Y �R Y ∪ {a} et ❢r❡q(Y ∪ {a}) = ❢r❡q(Y )}

▲❡ ♠♦t✐❢s ❝❧R(X) r❛ss❡♠❜❧❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t Y ⊆ X t❡❧ q✉❡ Y ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ Y ∪ {a}✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❝❧R(X) s♦♥t ♥♦♠♠és ❧❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ♣❛r ♣ré✜①❡✳



✷✻ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

■❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ♣ré✲♦r❞r❡ �R ❡st t❡❧ q✉❡ A <R B <R C <R D <R E✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❆❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❢❡r♠é
♣❛r ♣ré✜①❡ ❝❛r ❆❈❉ ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❆❈❉❊ ❡t ❢r❡q(ACD) = ❢r❡q(ACDE)✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✸✳✶ ✭♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣ré✜①é❡✮✳
❙♦✐t ✉♥ ♠♦t✐❢ ❳✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦t✐❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✱ ❞é♥♦té

frR✭❳✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❳✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❆❉ ❡st ❧✐❜r❡ ♣❛r ♣ré✜①❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ✭❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❧R✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ❢♦r♠és ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧✐❜r❡s ♣❛r ♣ré✜①❡ ❡t ❧❡✉r ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ♣❛r ♣ré✜①❡✳
▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
C�R

= {[❢rR(X), ❝❧R(X)] ⊆ LI × LI |❢r❡q(X) ≥ 1}.

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✹✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ t❛✲
❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ C�R

= {[A,ACB] : 2, [AD,ADCEB] : 1, [AE,AECB] :
1, [D,DCBE] : 2, [E,ECB] : 3, [B,BC] : 5, C : 5}
= {[A,ABC] : 2, [AD,ABCDE] : 1, [AE,ABCE] : 1, [D,BCDE] : 2, [E,BCE] :
3, [B,BC] : 5, C : 5}

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶✳ ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻❪ ❈❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ C�R

✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡t ❡❧❧❡ s❡r❛ ✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❥✉st✐✲
✜❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❈❙P ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

✶✳✹ ❊①tr❛❝t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❡①tr❛❝t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①
▼✉s✐❝✲❞❢s ❡t ❋■▼❴❈P✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡s
❞❡✉① ❡①tr❛❝t❡✉rs r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▼✉s✐❝✲❞❢s s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❋■▼❴❈P ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❣é✲
♥ér✐q✉❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té PP❈ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❙P ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é✲
♥ér✐q✉❡s ❬◆❡❣r❡✈❡r❣♥❡✱ ✷✵✶✶❪ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ▼✳ ❇♦❧❡② ❬❇♦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❡t ❍✳ ❆r✐♠✉r❛ ❬❆r✐♠✉r❛ ❡t ❯♥♦✱ ✷✵✵✾❪ s✉r
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛♥❣❛❣❡s ✭✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts
❢❡r♠és✱ ❣r❛♣❤❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❢❡r♠és ❡t ✐t❡♠s❡ts ❣r❛❞✉❡❧s ❢❡r♠és✮✳

✶✳✹✳✶ ▼✉s✐❝✲❞❢s

▼✉s✐❝✲❞❢s ✸ ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❈ré♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✺✱ ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻❪ ❡st ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t ❡t
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

✸✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥❢♦✳✉♥✐✈✲t♦✉rs✳❢r✴⑦s♦✉❧❡t✴♠✉s✐❝✲❞❢s✴♠✉s✐❝✲❞❢s✳❤t♠❧

http://www.info.univ-tours.fr/~soulet/music-dfs/music-dfs.html


✶✳✹ ❊①tr❛❝t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✷✼

❉❛♥s ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻❪✱ ❆r♥❛✉❞ ❙♦✉❧❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
✭Pr✐♠✐t✐✈❡✲❇❛s❡❞ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ P❇❋✮✱ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✢❡①✐❜❧❡
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♠❡t à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡
♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬✉♥ ✜♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♠❜✐♥é❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢r❡q ❡t s✐③❡ s♦♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✉ P❇❋ ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠♦♥♦t♦♥❡✮✳ ❈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ❞✐t❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ✈✉ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ ♠♦✲
t✐❢✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✐t❡s
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧❡s ✭❡✳❣✳✱ ×✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡
s❛ r❡q✉êt❡ ✭Pr✐♠✐t✐✈❡✲❇❛s❡❞ ❈♦♥str❛✐♥t✱ P❇❈✮✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ▼✉s✐❝✲❞❢s ❡st ❞✉❡ à s❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞
❡t à ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❞✬❛♥t✐✲
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ▼✉s✐❝✲❞❢s ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s é❧❛❣❛❣❡s ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s s❡✉❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦✉ s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❝♦♠♣♦sé❡
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s②♥t❤ét✐s❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
♦❜t❡♥✉ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦sé❡s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡
♠♦t✐❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✶✳
❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡

Q = ❢r❡q(X) ≥ 3 ∧ s✐③❡(X) ≥ (2)✳ ❆✈❡❝ ▼✉s✐❝✲❞❢s✱ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❡st é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

♠✉s✐❝✲❞❢s ✲✐ ❉❛t❛❋✐❧❡✳❜✐♥ ✲q ✧❝♦✉♥t✭❳✮❃❂✸ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✭①✮❃❂✷❀✧

❙♦❧✉t✐♦♥s ✿

❳ ✐♥ ❬❈❊✳✳❇❈❊❪ ❯ ❬❇❊✳✳❇❊❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✮ ❂ ✸ ❀

❳ ✐♥ ❬❇❈✳✳❇❈❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✮ ❂ ✺ ❀

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡st ❛✉ss✐ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ▲♦ï❝ ❈❡r❢ ❬❈❡r❢✱ ✷✵✶✵❪ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❛♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥✲❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs✳

✶✳✹✳✷ ❋■▼❴❈P

❋■▼❴❈P ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ PP❈
❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋■▼❴❈P ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é✱ ✉♥ ❧❛r❣❡ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ ❧❛ ♠❛①✐✲
♠❛❧✐té✱ ❡t❝✳❋■▼❴❈P ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s Gecode ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✷✮✳



✷✽ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳✹✳✷✳❛ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❋■▼❴❈P ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✐✳❡✱ ❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P
✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❙❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és s♦♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❙P ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❧♦❝❛❧ r❡❝❤❡r❝❤é ❡t ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❙♦✐t r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ ♦ù I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s n ✐t❡♠s ❡t T ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s m tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t ❞ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✵✴✶ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭m✱ n✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀t ∈ T , ∀i ∈ I, (dt,i = 1) ssi (i ∈ t)✳

❙♦✐t M ❧❡ ♠♦t✐❢ ✭✉♥✐q✉❡✮ r❡❝❤❡r❝❤é ♣❛r ❋■▼❴❈P✳ M ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ {M1,M2, ...,Mn} (❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ {0, 1}) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀i ∈ I, (Mi = 1) ssi (i ∈M) ✭✶✳✶✮

▲❡ s✉♣♣♦rt T ❞✉ ♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é M ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r m ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
{T1, T2, ..., Tm} (❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ {0, 1}) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀t ∈ T , (Tt = 1) ssi (M ⊆ t) ✭✶✳✷✮

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ✿ ❢r❡q(M) =

∑

t∈T Tt

✕ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ✿ s✐③❡(M) =
∑

i∈IMi✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é M ✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt T ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡st
ét❛❜❧✐❡ ✈✐❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ♣❛❣❡ ✹✸✮ ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t✱ (Tt = 1) ss✐ (M ⊆ t)✱ ❝❡ q✉✐ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ✿

∀t ∈ T , (Tt = 1)⇐⇒
∑

i∈I

Mi × (1− dt,i) = 0 ✭✶✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳
M ❛ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt T = {t ∈ T |∀i ∈M : dt,i = 1}

ssi ∀t ∈ T , t ∈ T ⇐⇒ ∀i ∈ M : dt,i = 1

ssi ∀t ∈ T , t ∈ T ⇐⇒ ∀i ∈ M : 1− dt,i = 0

ssi ∀t ∈ T , Tt = 1⇐⇒
∑

i∈IMi(1− dt,i) = 0

▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ré✐✜é❡ ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✮ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
s✐ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞é❞✉✐t q✉❡ (Tt = 1) ✭r❡s♣✳ Tt = 0✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡ ✭r❡s♣✳ ♥♦♥✲
♥✉❧❧❡✮✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✶✳✹✳✷✳❜ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❋■▼❴❈P ❝♦♥s✐st❡ à r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s
à ❢♦✉r♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s rés♦✉❞r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P✳
❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té✱ ❧✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♦✉ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s s✉r ❧❡s ❝♦ûts ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳



✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✷✾

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✷✳
❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡

Q = ❢r❡q(X) ≥ 3 ∧ s✐③❡(X) ≥ (2)✳ ❆✈❡❝ ❋■▼❴❈P✱ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❡st é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❢✐♠❝♣❴s✐③❡ ✲❞❛t❛❢✐❧❡ ❉❛t❛❋✐❧❡✳t①t ✲❢r❡q ✵✳✻✵ ✲❜♦✉♥❞✶ ●◗ ✷

❙♦❧✉t✐♦♥s ✿

❳❂④✵✱✶✱✶✱✵✱✵⑥ ✭❇❈✮ ✲✲ ❚❂④✶✱✶✱✶✱✶✱✶⑥

❳❂④✵✱✶✱✵✱✵✱✶⑥ ✭❇❊✮ ✲✲ ❚❂④✵✱✵✱✶✱✶✱✶⑥

❳❂④✵✱✵✱✶✱✵✱✶⑥ ✭❈❊✮ ✲✲ ❚❂④✵✱✵✱✶✱✶✱✶⑥

❳❂④✵✱✶✱✶✱✵✱✶⑥ ✭❇❈❊✮ ✲✲ ❚❂④✵✱✵✱✶✱✶✱✶⑥

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s

▲❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ s❡r✈✐r à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛♥❛❧②st❡s✳ ▼❛✐s ✐❧s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝♦✉✲
✈r❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
rè❣❧❡s✮ ❬❘❛❡❞t ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪ ♦✉ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❣❧♦❜❛✉① ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ ❬❑♥♦❜❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ●✐❛❝♦♠❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡st ❝♦♥❢r♦♥té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣r♦❞✉✐ts r❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ✿ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧❡s
♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s r❡st❡♥t ♥♦②és ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s ❡t s♦✉✈❡♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ssé❡s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳
◆♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



✸✵ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s

❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ✸✹

✷✳✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉s
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s r❡♥❞❛♥t ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s
❛♥❛❧②st❡s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① r❡t♦✉r♥❡ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ♠♦t✐❢s ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✐♥✐♥tér❡ss❛♥ts ♦✉ r❡✲
❞♦♥❞❛♥ts r❡♥❞❛♥t très ❞é❧✐❝❛t❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ r❡♣♦✲
s❛♥t s✉r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts t♦✉t ❡♥ ♥✬❡♥
❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣❧♦❜❛✉①✳

✷✳✶ ➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡✲
❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❢♦r♠❛♥t ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱



✸✷ ❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭❈♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✮✳
▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r✲

t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ S✳

▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
s♦✉✈❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❬❑♥♦❜❜❡ ❡t ❍♦✱ ✷✵✵✻✱ ❳✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱
❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼❪

✷✳✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s

✷✳✶✳✶✳❛ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❡✇

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✓t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❡✇✔ ❬❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼✱
❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✾❪ é❧✐♠✐♥❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❡①tr❛✐ts ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ♣r♦❞✉✐t❡s
s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳

❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ s♦♥t tr❛✐té❡s ✿ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ r❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✳ P♦✉r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❡st ❝♦♥s✐❞éré
r❡❞♦♥❞❛♥t ss✐ s♦♥ ❛❥♦✉t ❛✉ rés✉♠é ❝♦✉r❛♥t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❬❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼❪✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s S = {X1, ..., Xn}✱
❞❡✉① tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ss✐ ❡❧❧❡ s♦♥t ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r
❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s S✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ∼S s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∼S= {(t1, t2) ∈ T × T |∀X ∈ S, (t1 ∈ s✉♣♣♦rt(X)⇔ t2 ∈ s✉♣♣♦rt(X))}

▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
Φ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✿

Φ(T , S∗, X)→ [0, 1] ⊂ R
♦ù S∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ S ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t

❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ Φ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ X ❞❡ S
à S∗✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥térêt ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ΦQ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S∗ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❝❛♥❞✐❞❛t
X ✿

ΦQ(T , S∗, X) = 1− |T /∼S∗ |
|T /∼(S∗∪X)|

♦ù T / ∼S∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s T ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
S∗ ❡t T / ∼S∗∪X ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s T ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S∗

❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❝❛♥❞✐❞❛t X✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ X q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ S ❝♦♥❝❧✉t à ΦQ(T , S∗, X) = 0 ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ✐♥térêt ♥✉❧✳

▲❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡✲
♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳

✷✳✶✳✶✳❜ ▲❡s t♦♣✲❦ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s t♦♣✲❦ ♠♦t✐❢s ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❞❡s ❦✲♠♦t✐❢s ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥térêt ❬❋✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ❍❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❈❡s



✷✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✸✸

♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts q✉✐ ❡st ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢♦rt❡ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆
❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❡s t♦♣✲❦ ♠♦t✐❢s t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✭r❡❞✉♥❞❛♥❝②✲❛✇❛r❡ t♦♣✲❦
♣❛tt❡r♥s✮ ❬❳✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ rés✉♠é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ k ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①tr❛✐ts✳ ▲❡ ❜✉t
❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r k ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❢♦rt❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥térêt ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✮ ❡t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ▲❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s X ❡t Y ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❳✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ X✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Y ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s (X,Y )✳

✷✳✶✳✶✳❝ ▲❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭P❛tt❡r♥ ❚❡❛♠s✮

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐❣♥é❡✱ ❬❑♥♦❜❜❡ ❡t ❍♦✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s
♠♦t✐❢s✱ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❡t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s
❝♦♠❜✐♥és✳ ▲❡s s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣❛tt❡r♥
t❡❛♠s ✭éq✉✐♣❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t♦♣✲❦ ♠♦t✐❢s t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❧❡s ♣❛tt❡r♥ t❡❛♠s r❡❝❤❡r❝❤és ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ k✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts
t♦✉t ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳

✷✳✶✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝♦♥s✐❞é✲
r❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té
♦✛❡rt❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✷✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s

✷✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦♠❜✐♥❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❛✜♥ ❞✬é✈✐✲
t❡r ❧❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬❨✐♥ ❡t ❍❛♥✱ ✷✵✵✸❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s ❞❡
❙✉③✉❦✐ ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷✱ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ❉❛♥s ❬❘❛❡❞t ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼❪✱
❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
❉❛♥s ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻✱ ❈ré♠✐❧❧❡✉① ❡t ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✽❪✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳
❉❛♥s ❬●✐❛❝♦♠❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é LI ✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡t ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❧❛ss✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ T h(LI , r, q)✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s
❧♦❝❛✉① s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♠♦t✐❢s ❣❧♦❜❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LI ✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦r✲
t❛♥t s✉r n ♠♦t✐❢s ✭n ≥ 1✮ ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝❪✳



✸✹ ❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭❈♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡✮✳
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦rt❛♥t s✉r n ♠♦t✐❢s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❘❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡✮✳
❯♥❡ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❡t ❞❡s

❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ∧ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❡t ∨ ✭❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭▼♦t✐❢ ♥✲❛✐r❡✮✳
❯♥ ♠♦t✐❢ ♥✲❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡✳

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦t✐❢s s✐♠♣❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s
❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s
❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
♠♦t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ |I| = n✱ ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st O(2n) ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✭✉♥❛✐r❡s✮ ✉♥❛✐r❡s ❡t O(2(k×n)) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t
s✉r k ♠♦t✐❢s✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✱ ♠❛✐s
✐❧s s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♦✉ ❛✉ ♠✐❡✉① à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✷✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲
❛✐r❡s

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s ♣♦rt❛♥t s✉r
❧❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ♣♦rt❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡♥t s✐♠✉❧✲
t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❞✉r❡s à ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❬▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❛s✐✲s✉❝❝✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❬▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❛s✐✲s✉❝❝✐♥t❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉❝❝✐♥❝t❡s ♣♦r✲
t❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❬❘❛❡❞t ❡t ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲
♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ❉❡✉① ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① q✉✐ ❡①tr❛✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s top− k ♠♦t✐❢s✳

▲✬✐❞é❡ ♠❛❥❡✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✿

✶✳ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐t❡♠s I ❡t
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐t❡♠s✱

✷✳ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①tr❛✐ts✱ ❡t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳



✷✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✸✺

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L = Th(LI , r,q) r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s
❧♦❝❛✉① ❡①tr❛✐ts✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M = Th(L, r,♣) ❞❡s ♠♦t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s M ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ▲✮✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s ▲ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ M r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s rés✉❧t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ♠♦t✐❢s q✉✐ s♦♥t ♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛♣rès ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳

✷✳✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t
rés♦❧✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡s✳

✷✳✷✳✸✳❛ ❘è❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s

❉❛♥s ❬P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✽✱ P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✾✱
❚❤❡ ❡t P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥✱ ✷✵✵✵❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❡①tr❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s X → Y ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡
U → V ♦ù U ❡t V s♦♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❬P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✽❪ ♣❛r ✿

✶✳ Y ∧ V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱

✷✳ X ∧ U ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t✮✱

✸✳ XU → Y ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU → Y ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉✣s❛♥t❡✮✱

✹✳ XU → V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✭s♦✐tXU → V ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡✱ s♦✐tXU → V
❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❩♦♦♠❯❘ ✭❩♦♦♠ t♦ ❯♥❡①♣❡❝t❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s✮ ❡①tr❛✐t
❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝r♦②❛♥❝❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❉❛♥s ❬P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✽✱ P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ✶✾✾✾❪ ❞❡✉① ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❥♦✉r♥❛✉①
❞✬❛❝❝ès ❛✉ ✇❡❜ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❛❝❤❛ts ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✓▲❡s ❝❧✐❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ❢♦♥t
♣❧✉s ❞✬❛❝❤❛ts ❧❡s ✇❡❡❦❡♥❞s q✉✬❡♥ s❡♠❛✐♥❡✔✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①tr❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✓❆✉ ♠♦✐s ❞❡ ❞é❝❡♠❜r❡✱ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ❢♦♥t ♣❧✉s ❞✬❛❝❤❛ts ❡♥
s❡♠❛✐♥❡ q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❧❡s ✇❡❡❦❡♥❞s✔✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①tr❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ✓❆✉ ♠♦✐s ❞❡ ❞é❝❡♠❜r❡✱ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ❢♦♥t ♣❧✉s ❞✬❛❝❤❛ts ❡♥ s❡♠❛✐♥❡ q✉❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❧❡s ✇❡❡❦❡♥❞s✔✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t
♣❛s ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ❡①tr❛✐t❡s✳

✷✳✷✳✸✳❜ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

❊✳ ❙✉③✉❦✐ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❡①✲
❝❡♣t✐♦♥ ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷❪✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞é✈✐❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s❡♥s ❝♦♠♠✉♥ ✿ ❧✬✐♥térêt ❞❡
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❣é♥ér❛❧ r❡❝♦♥♥✉✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭I ❡st ✉♥
✐t❡♠✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡✱ X ❡t Y s♦♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✮ ✿



✸✻ ❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s
t1 A B c1
t2 A B c1
t3 C c1
t4 C c1
t5 C c1
t6 A B C D c2
t7 C D c2
t8 C c2
t9 D c2

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡

exception(X → ¬I) ≡























vrai s✐ ∃Y ∈ LI tq Y ⊂ X,
X\Y → I∧
X → ¬I∧
Y 9 ¬I

faux s✐♥♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
✕ X\Y → I ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
✕ X → ¬I ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ré✈è❧❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
✕ Y 9 ¬I ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t✐❢

❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ¬I ✶✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ s♦✐t ❞❡ ❢♦rt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢♦rt❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡ ♠❛✐s ❞❡ très ❢♦rt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✳ ❉♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t ✷✴✸ ❝♦♠♠❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ AC → ¬c1 ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t A→ c1 ❡t AC → ¬c1✳

❊✳ ❙✉③✉❦✐ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡ ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷❪ ❡t ❞é❞✐é❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳

✷✳✷✳✸✳❝ ▲❡s ♠♦t✐❢s ♣✐❝s

▲❡s ♠♦t✐❢s ♣✐❝ ♦✉ s♦♠♠❡t ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❡❛❦✮ ❬❈ré♠✐❧❧❡✉① ❡t ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✽❪ s♦♥t ✉♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡✳ ❯♥ ♠♦t✐❢ ♣✐❝ ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠ ❞♦♥♥é❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞❡ t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥
♠♦t✐❢ ♣✐❝ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ✈♦✐s✐♥s ✭❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥
♠♦t✐❢ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞ ❞♦♥♥é❡✮✳

❙♦✐t m : LI → R ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ δ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ρ ✉♥ ré❡❧✱ ❡t s♦✐t d ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

peak(X) ≡

{

vrai s✐ ∀Y ∈ LI tel que d(X,Y ) < δ,m(X) ≥ ρ×m(Y )
faux s✐♥♦♥

✶✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❜ré❣é❡
❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥✬✐♥té❣r❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳



✷✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✸✼

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✳
❙♦✐t m(X) = ❛r❡❛(X)✱ δ = 1✱ ρ = 2 ❡t d(X,Y ) = |X\Y |+ |Y \X|✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡

❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐t❡♠s c1 ❡t c2✳
▲❡ ♠♦t✐❢ ❆❇ ❡st ✉♥ peak ♣✉✐sq✉❡ ❛r❡❛(AB) = 6 ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✷ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡
❧✬❛✐r❡ ❞❡s ✹ ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❆❇ ✭❛r❡❛(A) = 3, ❛r❡❛(B) = 3, ❛r❡❛(ABC) = 3, ❛r❡❛(ABD) =
3 et 3× ρ ≤ 6✮✳

❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❈ré♠✐❧❧❡✉① ❡t ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✽❪ s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳

✷✳✷✳✸✳❞ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❣è♥❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥✲❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ét✉❞✐és✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s✱
❡t ❧❡s t❛❣s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s✱ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛✐r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ s♦♥t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②✲
♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬❑❧é♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞✉ tr❛♥s❝r✐♣t♦♠❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s t♦❧ér❛♥ts ❛✉① ❡rr❡✉rs ✷ ② ❡st ❝❛♣✐t❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❬❇❡ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s s♦♥t ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠♦t✐❢s t♦❧ér❛♥ts ❛✉① ❡rr❡✉rs
❝❛♥❞✐❞❛ts à êtr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛✐r❡ ❡t ❛②❛♥t ✉♥ ❢♦rt r❡❝♦✉✈r❡✲
♠❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① X ❡t Y ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❛r❡❛(X) > min❛r❡❛ ∧ ❛r❡❛(Y ) > min❛r❡❛ ∧ (❝♦✈❡r❛❣❡(X,Y ) ✸ > α×min❛r❡❛)

♦ù✱ min❛r❡❛ ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣♦✉r ✜①❡r ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡
ét❡♥❞✉❡ à k ♠♦t✐❢s ✭k ≥ 2✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

synexpression([X1, ..., Xk]) ≡















∀ 1 ≤ i < j ≤ k,
❛r❡❛(Xi) >min❛r❡❛ ∧
❛r❡❛(Xj) >min❛r❡❛ ∧
❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) > α×min❛r❡❛

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ ❡st ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

synexpression([X1, ..., Xk]) ≡































∀ 1 ≤ i < j ≤ k,
(

❛r❡❛(Xi) >min❛r❡❛ ∧
❛r❡❛(Xj) >min❛r❡❛ ∧
❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) > α×min❛r❡❛

)

∧
∀Z tel que ❢r❡q(Z) > ♠✐♥❢r❡q et ❛r❡❛(Z) > ♠✐♥❛r❡❛,
∃i ∈ [1..k], ❝♦✈❡r❛❣❡(Z,Xi) < α×♠✐♥❛r❡❛

✷✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐t❡♠s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳
❯♥ ♠♦t✐❢ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❡rr❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s
r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡♥s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r 1 ♠❛✐s ❛❝❝❡♣t❛♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥trô❧é ❞❡ 0✳

✸✳ ▲❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) ❂ ❢r❡q(Xi ∪Xj)× s✐③❡(Xi ∩Xj)



✸✽ ❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

✷✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✲
✈❡❛✉ ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ✈♦✐r❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s à ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣ré❝✐s❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ P♦✉r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣✐❝s ❬❈ré♠✐❧❧❡✉① ❡t ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✽❪✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✱ ♥✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳

✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

✷✳✸✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

▲❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ s♦♥t r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ♠♦t✐❢s ❢♦r♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣ré❞✐❝t✐❢s ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t ♥♦♥ ét✐q✉❡té✮ ❬❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ✭❝❛té❣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✮ ❬❉✉r❛♥❞ ❡t ❈r❡♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉♠és q✉✐ r❡❝❡♥s❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✈❛r✐é❡s ❬❚♦✐✈♦♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱
▼✐❡❧✐❦ä✐♥❡♥ ❡t ▼❛♥♥✐❧❛✱ ✷✵✵✸✱ ❑♥♦❜❜❡ ❡t ❍♦✱ ✷✵✵✻❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛❞r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣❧♦❜❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡
♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❬❑♥♦❜❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ●✐❛❝♦♠❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ♠❛✐s ❝❡s ❝❛❞r❡s ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t
♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣❛r❡r ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❊✳ ❑❛❤♥❥❛r✐ ▼✐②❛♥❡❤ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣❧♦❜❛✉① ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✭P❛tt❡r♥✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛✲
♠❡✇♦r❦✱ P❇▼✮ ❬❑❤❛♥❥❛r✐ ▼✐②❛♥❡❤✱ ✷✵✵✾✱ ●✐❛❝♦♠❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
s♣é❝✐✜❡r ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣❧♦❜❛✉① ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s ✭❝❧❛s✲
s✐✜❡✉rs✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉ rés✉♠és✮✳ ❈❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ✈✐❛ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ■●▼❆ ✭■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ●❧♦❜❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ q✉✐ ❛❥♦✉t❡
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉✈r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✷✳✸✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✷✳✸✳✷✳❛ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♦✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❇❡r❦❤✐♥✱ ✷✵✵✻❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ é♠❡r✲
❣❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣r✐♦r✐✳ ▲❡s
❣r♦✉♣❡s ❝réés s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❝❧✉st❡rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts s✐♠✐✲
❧❛✐r❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛❝❤❛t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱
✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❤è♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱

✕ ❡t❝✳
▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é

❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❧✉st❡rs✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❡r♠❡t ❞❡



✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✾

♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✭♦✉ ❣r♦✉♣❡s✮ t❡❧s q✉❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❝❧✉st❡r ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❧❡s ❝❧✉st❡rs s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✳
❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
t1 = {A,B}, t2 = {A,B}, t3 = {A,C,D}, t4 = {C,D}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {AB,CD} ❡st ✉♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦✉✈r❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞✉ ❥❡✉

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ ❞✐✈✐s❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s s❛♥s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t✳

✷✳✸✳✷✳❜ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✭♦✉ ❝❧❛ss❡s✮ ❡①✐st❡♥t à ♣r✐♦r✐✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝ré❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛ttr✐❜✉❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❝♦♥♥✉ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✲
✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❬❇r✐♥❣♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s très ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❈❇❆ ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❡t ❈▼❆❘ ❬▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚♦✉t❡s ❞❡✉①
♣r♦❝è❞❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s
✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✜①és✮ ❡st ❡①tr❛✐t✱
♣✉✐s ❧❡s rè❣❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❡t ❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s♦♥t r❡t✐ré❡s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦st✲tr❛✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷✳
❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
t1 = {A,B, c1}, t2 = {A,B, c1}, t3 = {A,C,D, c2}, t4 = {C,D, c2}✳
❯♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ❜❛s❡ rè❣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{AB → c1, ACD → c2, → c1} ♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts

♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t c1✳
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◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡ss❛②é ❞❡ rés✉♠❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉tôt q✉❡
❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✱ ♣❛r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❉▲ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
▲❡♥❣t❤✮ ❬❙✐❡❜❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦✉ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬▼✐❡❧✐❦ä✐♥❡♥✱ ✷✵✵✹❪✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦♥tr❛✐♥ts✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♥✐ ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥té
❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✭♣❛❣❡ ✸✸✮ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡✱
✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ t✐r❛♥t ♣r♦✜t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❘❡✲
♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡
♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐été ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳



✹✵ ❱❡rs ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡

❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶✳✷ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛r ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✶✳✺ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷ ❈❙Ps ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✷✳✸ ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✷✳✹ ❯♥✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❡t ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸ ❈❙Ps ◗✉❛♥t✐✜és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✸✳✷ ◗❈❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✸✳✸ ◗❈❙P+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

❯♥ ❈❙P ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❈♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (X ,D, C) ♦ù X
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ❡t C ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ∈ X ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s Di ∈ D
✭❞♦♠❛✐♥❡✮ q✉✐ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜♥✐❡✳

❘és♦✉❞r❡ ✉♥ ❈❙P ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X ✭♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡✮ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s ❈❙P s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦✲
r❡s❝❡♥t❡ ♦ù ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t é❧❛❣✉és ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t à ❧❡s r❡t✐r❡r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ▲❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❛ss♦❝✐és ♥❡ s❡r♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛✲
❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P s♦♥t sûr❡s ✭♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t q✉❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡s ✭♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❞r❡s ❈❙P q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é✲
❧✐s❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❈❙P ❡♥



✹✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉
✜❧tr❛❣❡ ✿ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧✬❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❈❙P❊ ✭❈❙P ❊♥s❡♠❜❧✐st❡s✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s
❧❡s ◗❈❙P ✭❈❙P ◗✉❛♥t✐✜és✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❈❙P✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té ❞❡ ❞✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✕ ●r✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✿ ❧❡s ❈❙P ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s ❈❙P❊ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ◗❈❙P ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❙P ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳

✕ ●r✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✿ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❈❙P s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ✧❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✧✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹✱ ✺✱ ✻ ❡t ✼✳ ▲❡s ❈❙P❊ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡✳ ▲❡s ❈❙P ◗✉❛♥t✐✜és s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳

✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❈❙P✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ❡t ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉①
❜♦r♥❡s✳

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❈❙P✮✳ ❯♥ ❈❙P ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (X ,D, C) t❡❧ q✉❡ ✿
✕ X = {x1, x2, ..., xn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✕ D = {D1, D2, ..., Dn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ Di ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✳
✕ C = {c1, c2, ..., ce} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❈❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci ♣♦rt❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X ❛♣♣❡❧é var(ci)✳
▲✬❛r✐té ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❞❡ ci ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r |var(ci)|✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✲✈❛❧❡✉r (xi, v) t❡❧ q✉❡ v ∈ Di✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥✲
❝✐❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❙✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧♦rs ♦♥ ♣❛r❧❡
❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✭s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❙P ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ S
t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ P s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r S✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❈❙P s✉✐✈❛♥t ✿
✕ X = {x1, x2, x3}✱
✕ D = {D1, D2, D3} ❛✈❡❝ D1 = D2 = D3 = {1, 2, 3}✱
✕ C = {c1, c2} ❛✈❡❝ c1 = [x1 < x2] ❡t c2 = [x2 = x3]✳

❆❧♦rs ✿

var(c1) = {x1, x2}

I1 = {(x1, 1), (x2, 2)}✱ I2 = {(x1, 1), (x2, 3)} ❡t I3 = {(x1, 2), (x2, 3)} s♦♥t tr♦✐s ✐♥st❛♥✲
❝✐❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t c1✳

var(c2) = {x2, x3}

I ′1 = {(x2, 1), (x3, 1)}✱ I ′2 = {(x2, 2), (x3, 2)} ❡t I ′3 = {(x2, 3), (x3, 3)} s♦♥t tr♦✐s ✐♥st❛♥✲
❝✐❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t c2✳

■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t c1 ❡t c2✮ ✿
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✕ S1 = {(x1, 1), (x2, 2), (x3, 2)}✱
✕ S2 = {(x1, 1), (x2, 3), (x3, 3)}✱
✕ S3 = {(x1, 2), (x2, 3), (x3, 3)}

✸✳✶✳✷ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s

▲❛ ré✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(C ⇐⇒ x = 1) avec Dx = {0, 1} et x /∈ var(C)

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ à
❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x = 1 ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡✱
✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x = 0 ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ¬C ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡✱
✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x = 1 ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡✱
✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x = 0 ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❈❙P ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

✸✳✶✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡

▲❡s ❈❙P s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♦ù
❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t é❧❛❣✉és ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs
♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t à ❧❡s r❡t✐r❡r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ▲❡s
s♦✉s✲❛r❜r❡s ❛ss♦❝✐és ♥❡ s❡r♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❆✐♥s✐✱
❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❈❙P éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❈❙P ❞❡ ❞é♣❛rt ✭✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡r❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❣❛❣♥é ✭❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❛r❜r❡s ✐♥✉t✐❧❡s✮ ❞♦✐t êtr❡
s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✜❧tr❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ✭❆❈✮✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❡st ❡♥ ❖✭e× d2✮✱ ❛✈❡❝ e ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t d t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❞♦♠❛✐♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ✭s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❜✐♥❛✐r❡ ♣♦rt❛♥t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ var(c) = {x1, x2}✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r (xj , vj) ❡st ✉♥ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r (xi, vi) ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ss✐ (vi, vj) s❛t✐s❢❛✐t c✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ✭✈✐❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✮✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✈✐❛❜❧❡ ss✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ s✉♣♣♦rt ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻ ✭❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❈❙P✮✳ ❯♥ ❈❙P ❡st ❛r❝✲❝♦❤ér❡♥t ss✐ ❛✉❝✉♥ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ♥✬❡st ✈✐❞❡ ❡t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ✈✐❛❜❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✷✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❛r❝✲❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❈❙P ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉①
❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ D1 = {1, 2}✱
✕ D2 = {2, 3}✱
✕ D3 = {2, 3}✳
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❋♦♥❝t✐♦♥ ❘❡✈✐s❡✭xi✱ xj ✱ Di✮ ✿ ❜♦♦❧é❡♥
é❧✐♠✐♥é ← ❋❛✉① ❀
P♦✉r t♦✉t v ∈ Di ❢❛✐r❡

❙✐ ✭∄ vj ∈ Dj t✳q✳ (v, vj) s❛t✐s❢❛✐t ci,j✮ ❆❧♦rs
Di ← Di\{v} ❀
é❧✐♠✐♥é ← ❱r❛✐ ❀

❋✐♥ ❙✐
❋✐♥ P♦✉r
❘❡t♦✉r♥❡r é❧✐♠✐♥é ❀

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ❘❡✈✐s❡ ✭❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ✉♥ ré✲
s❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛r❝✲❝♦❤ér❡♥t✳ ❆❈✲✸ ❢✉t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s
❬▼❛❝❦✇♦rt❤✱ ✶✾✼✼❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡✈✐s❡✭xi✱ xj ✱ Di✮ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ r❡t✐r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
Di ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❛♥s s✉♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci,j ✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❘❡✈✐s❡ ❡st ❡♥ ❖✭d2✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳

❆❈✲✸ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮ ❣èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Q ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à tr❛✐t❡r✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ Q
❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (ci,j , xi)✳ ❚❛♥t q✉❡ Q ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ✉♥ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st
❡✛❡❝t✉é ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣❧❡ ✭ci,j , xi✮ ❞❡ Q ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❀ ♣✉✐s✱ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ Di ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡✈✐s❡✳ ❙✐ Di ❛ été ♠♦❞✐✜é ♣❛r
❘❡✈✐s❡✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭ci,k✮✱ ❛✈❡❝ k 6= j✱ ♥♦♥ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s Q✱ s♦♥t ❛❥♦✉tés✳ ❙✐
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❆❈✲✸ r❡t♦✉r♥❡ ❊❝❤❡❝ s✐❣♥❛❧❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ Q ❞❡✈✐❡♥t ✈✐❞❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❡t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st
❛r❝✲❝♦❤ér❡♥t✳ ❆❈✲✸ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬❛r❝ ❡♥ O(e× d3)✳

Pr♦❝é❞✉r❡ ❆❈✲✸✭X ✱ D✱ C✮
❙♦✐t Q = {(ci,j , xi) t.q. ci,j ∈ C, xi ∈ X}
❚❛♥t q✉❡ ✭Q 6= ∅✮ ❢❛✐r❡

❊①tr❛✐r❡ (ci,j , xi) ❞❡ Q ❀
❙✐ ✭❘❡✈✐s❡✭xi✱ xj ✱ Di✮✮ ❆❧♦rs

❙✐ ✭Di = ∅✮ ❆❧♦rs
❘❡t♦✉r♥❡r ❊❝❤❡❝

❋✐♥ ❙✐

❀

Q← Q ∪ {(ck,i, xk) t.q. k 6= j} ❀
❋✐♥ ❙✐

❋❛✐t
❘❡t♦✉r♥❡r ❙✉❝❝❡s ❀

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✿ ❆❈✲✸ ✭❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮

P❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❆❈✲✸ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ✿
✕ ❆❈✲✹ ❬▼♦❤r ❡t ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✽✻❪ ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r
❧✬❆❈ ❡♥ t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ✐✳❡✳ ❡♥ O(e×d2)✳ ❆❈✲✹ ❝❛❧❝✉❧❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱



✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✹✺

t♦✉s ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭O(e× d2))✱ ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r♦♣r❡✲
♠❡♥t ❞✐t ❡♥ O(e× d2)✳

✕ ❆❈✲✻ ❬❇❡ss✐èr❡ ❡t ❈♦r❞✐❡r✱ ✶✾✾✸❪ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥
❣ér❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s s✉♣♣♦rts ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❆❈✲✻ s✬❛ss✉r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ s✉♣♣♦rt ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ t❡❧ s✉♣♣♦rt ❡st r❡t✐ré ❆❈✲✻ ♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣❧✉s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉♣♣♦rt à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♠❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐
✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ r❡t✐ré✳

✕ ❆❈✲✷✵✵✶ ❬❇❡ss✐èr❡ ❡t ❘é❣✐♥✱ ✷✵✵✶❪ ❛ ❡♥❝♦r❡ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥
st♦❝❦❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✉♣♣♦rt ♦❜t❡♥✉
❡t ❡♥ t❡st❛♥t✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

✸✳✶✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛r ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✢♦tt❛♥ts✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ét❛❜❧✐r ❧✬❆❈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét❛♥t ❞❡ très ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆❈ s❡r❛✐t ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
♣ré❢èr❡ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❬▲❤♦♠♠❡✱ ✶✾✾✸❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❞✬❛r✐té k
❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐
P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ var(c) ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Di = [a,b] ✿

✕ ∃a1 ∈ D1, ..., ai−1 ∈ Di−1, ai+1 ∈ Di+1, ..., ak ∈ Dk✱ t✳q✳ (a1, ..., ai−1,a, ai+1, ...ak)
s❛t✐s❢❛✐t c✱

✕ ∃b1 ∈ D1, ..., bi−1 ∈ Di−1, bi+1 ∈ Di+1, ..., bk ∈ Dk, t✳q✳ (b1, ..., bi−1,b, bi+1, ...bk)
s❛t✐s❢❛✐t c✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✽ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ❞✬✉♥ ❈❙P✮✳ ❯♥ ❈❙P ✭X ✱D✱C✮ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✉①
❜♦r♥❡s ss✐ t♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ∈ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s✳

✸✳✶✳✹✳❛ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❡①♣r✐✲
♠♦♥s ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é✳

✶✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x1 ≤ x2 ♦ù x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
D1 = [lb1 .. ub1] ❡t D2 = [lb2 .. ub2]✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ lb1 ≤ ub2
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿
D′1 = [lb1 ..min(ub1, ub2)] ❡t D′2 = [max(lb1, lb2) .. ub2]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✸✳

D1❂[1..5] ❡t D2❂[0..7] ❛❧♦rs D′1❂[1..5] ❡t D′2❂[1..7]

✷✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x1 = x2 ♦ù x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
D1 = [lb1 .. ub1] ❡t D2 = [lb2 .. ub2]✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ lb1 ≤ ub2✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿
D′1 = D′2 = [max(lb1, lb2) ..min(ub1, ub2)]✳



✹✻ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✹✳

D1❂[1..5] ❡t D2❂[0..3] ❛❧♦rs D′1❂D′2❂[1..3]

✸✳✶✳✹✳❜ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♥❛✐r❡

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❆❧❧❡♥ ❡♥ ✶✾✽✸ ❬❆❧❧❡♥✱ ✶✾✽✸❪ ✿
✲ [a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d]
✲ [a, b]− [c, d] = [a− d, b− c]
✲ [a, b]× [c, d] ❂ [min(a.c, a.d, b.c, b.d),max(a.c, a.d, b.c, b.d)]
✲ [a, b]/[c, d] ❂ [min(a/c, a/d, b/c, b/d),max(a/c, a/d, b/c, b/d)] s✐ 0 6∈ [c, d]

Pr♦♣r✐étés ✿

✕ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s + ❡t × s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳
✕ × ❡st s♦✉s✲❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à + ✿ s♦✐❡♥t I, J,K ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❛❧♦rs I ×
(J +K) ⊂ (I × J) + (I ×K)✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ét❛♥t ❢❛✉ss❡✳

❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x1 = x2 + x3 ♦ù x1✱ x2 ❡t x3 s♦♥t tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s D1 = [lb1 .. ub1]✱ D2 = [lb2 .. ub2] ❡t D3 = [lb3 .. ub3]✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✿

✕ p1 : x1 = x2 + x3
✕ p2 : x2 = x1 − x3
✕ p3 : x3 = x1 − x2

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉r p1✱ p2 ❡t p3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ré❞✉✐ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ D′1 ❂ [lb2 + lb3..ub2 + ub3] ∩D1

✕ D′2 ❂ [lb1 − ub3..ub1 − lb3] ∩D2

✕ D′3 ❂ [lb1 − ub2..ub1 − lb2] ∩D3

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✺✳

❙♦✐❡♥t D1=[4..8]✱ D2=[0..3] ❡t D3=[2..2]✳ P❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

✕ D′1 = [2..5] ∩ [4..8] = [4..5]
✕ D′2 = [2..6] ∩ [0..3] = [2..3]
✕ D′3 = [1..8] ∩ [2..2] = [2..2]

✸✳✶✳✹✳❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❡st ❞û à ❲❛❧t③ ❡♥
✶✾✼✷ ❬❲❛❧t③✱ ✶✾✼✷❪✳



✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✹✼

Pr♦❝é❞✉r❡ ❇❈✭X ✱ D✱ C✮
❙♦✐t Q ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❚❛♥t q✉❡ ✭Q ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❢❛✐r❡

❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❞❡ Q ❀
❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s ✿❂ ❘❡✈✐s❡❇❈✭❝✱ ❉✮ ❀
P♦✉r t♦✉t Xi ∈ ❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s ❢❛✐r❡

P♦✉r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✬ 6= ❝ tq Xi ∈ var(c′) ❢❛✐r❡

Q := Q ∪ {c′} ❀
❋✐♥ P♦✉r

❋✐♥ P♦✉r
❋❛✐t

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✿ ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ✭❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✮

❋♦♥❝t✐♦♥ ❘❡✈✐s❡❇❈✭c✱ D✮ ✿ ❜♦♦❧é❡♥
s♦✐t ❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s ❂ ∅ ❀
P♦✉r t♦✉t Xi ∈ var(c) ❢❛✐r❡

D′i := Narrowing(c,Xi, Di) ❀
❙✐ ✭D′i ❡st ✈✐❞❡✮ ❆❧♦rs

❘❡t♦✉r♥❡r ❊❝❤❡❝

❙✐♥♦♥
❙✐ ✭Di 6= D′i✮ ❆❧♦rs

❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s := ❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s ∪{Xi} ❀
❋✐♥ ❙✐

❋✐♥ ❙✐
❋✐♥ P♦✉r
❘❡t♦✉r♥❡r ❱❛r▼♦❞✐✜❡❡s ❀

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✿ ❘❡✈✐s❡❇❈ ✭❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✮

❋♦♥❝t✐♦♥ ◆❛rr♦✇✐♥❣✭c✱ Xi✱ Di✮ ✿ ❉♦♠❛✐♥❡
s♦✐t pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ X − i s✉r X1, ..., Xi−1, ..., Xi+1, ..., Xn ❀
Di = pi(D1, ..., Di−1, ..., Di+1, ..., Dn) ∪Di ❀
❘❡t♦✉r♥❡r Di ❀

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ✭❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✮

✸✳✶✳✺ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❙P

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ r❡♣♦s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉
backtrack ❬●♦❧♦♠❜ ❡t ❇❛✉♠❡rt✱ ✶✾✻✺❪ ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t



✹✽ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P
s♦♥t sûr❡s ✭♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡s ✭♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❙❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❜❛sé s✉r ❧❡ r❡t♦✉r ❛rr✐èr❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛✈❡❝ ▼❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ❧✬❆r❝✲❈♦❤ér❡♥❝❡ ✭▼❆❈ ❬❙❛❜✐♥ ❡t ❋r❡✉❞❡r✱ ✶✾✾✹✱
❇❡ss✐èr❡ ❡t ❘é❣✐♥✱ ✶✾✾✻❪✮ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆❈ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ❜❛❝❦tr❛❝❦

✸✳✶✳✺✳❛ ❇❛❝❦tr❛❝❦ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞❛♥s
✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré❞é✜♥✐✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❤♦✐① ✈✐♦❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡st ❛❧♦rs r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❡ss❛②é❡ ♣♦✉r ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✮✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛r✐❛❜❧❡ été ✈✐s✐té❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r
❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st
ré♣été ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥❡ ✈✐♦❧❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ♣❛r❝♦✉r✉ t♦✉t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❛♥s ❡♥ tr♦✉✈❡r✱
❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳



✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✹✾

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✻✳ ❙♦✐t ❧❡ ❈❙P ❞é❝r✐t ♣❛r s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✶ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✷✳ ▲✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❇❛❝❦tr❛❝❦ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆❈

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ▼❆❈

✸✳✶✳✺✳❜ ▼❛✐♥t✐❡♥ ❞✬❛r❝✲❝♦❤ér❡♥❝❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❇❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❞♦♥♥❡ à ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ xi ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r v q✉✐ ❡①❝❧✉t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xj ✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❇❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ xj s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r❡t♦✉r ❛rr✐èr❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t q✉❡ xi ♥❡ s♦✐t r❡❝♦♥s✐❞éré❡✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t
q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦✐t ❡①♣❧♦ré❡ ❡♥ ✈❛✐♥✳ ❈❡❝✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
é✈✐té ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (xi, v) ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❥❛♠❛✐s ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
♣✉✐sq✉✬ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xj q✉✐ s♦✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ (xi, v)✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r v ♥✬❡st ❛❝❝❡♣té❡ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r
✈ér✐✜é ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢✉t✉r❡s✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ v✱ ❛❧♦rs v ❡st é❧✐♠✐♥é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé
❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ (xi, v)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢✉t✉r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ (xi, v) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✳ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s
❛r❝s r❡❧✐❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

✷✳ ❈❡ ❈❙P ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❣r✐s✱ ❣r✐s✱ ❣r✐s✱ ❜❧❛♥❝✮✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❧✬✐♥t❡❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳



✺✵ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s s♦♥t ✿ ❋♦r✇❛r❞ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❬❍❛r❛❧✐❝❦ ❡t ❊❧❧✐♦t✱ ✶✾✽✵❪ ❡t
▼❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❆r❝ ❈♦♥❝✐st❡♥❝② ✭▼❆❈✮ ❬❙❛❜✐♥ ❡t ❋r❡✉❞❡r✱ ✶✾✾✹✱ ❇❡ss✐èr❡ ❡t ❘é❣✐♥✱ ✶✾✾✻❪✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✬❛r❝ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ▼❆❈ ♣r♦❝è❞❡ ❛✉ ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❆❈ ❛♣rès
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✸✳✷ ❈❙Ps ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❈❙Ps✱ ❧❡s ❈❙Ps ❡♥s❡♠✲
❜❧✐st❡s ♦✉ ❈❙P❊✳ ❯♥ ❈❙P❊ ❡st ✉♥ ❈❙P ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❈❙P❊✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés
♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✭■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✮✳ ❙♦✐❡♥t lb ❡t ub ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s t❡❧s q✉❡ lb ⊆
ub✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [lb..ub] = {E tel que lb ⊆ E et E ⊆ ub} ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✳
[{1}..{1, 2, 3}] = {{1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}}
[{}..{1, 2, 3}] = {{}, {1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭❈❙P ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✮✳ ❯♥ ❈❙P ❊♥s❡♠❜❧✐st❡ ✭❈❙P❊✮ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t
(X ,D, C) t❡❧ q✉❡ ✿

✕ X = {x1, x2, ..., xn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✕ D = {D1, D2, ..., Dn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡

Di ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳
✕ C = {c1, c2, ..., ce} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✸✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s r❛❞✐♦ à ❞❡✉① é♠❡tt❡✉rs t1 ❡t t2✳ ▲❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r t1 s♦♥t ✿ {1, 2, 3, 4}✳ ▲❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r t2 s♦♥t ✿
{3, 4, 5, 6}✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✭c1✮ à ❝❤❛q✉❡ é♠❡tt❡✉r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s✱

✭c2✮ ❧❡s ❞❡✉① é♠❡tt❡✉rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱

✭c3✮ ❧❡s ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ é♠❡tt❡✉r ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à 2✱

✭c4✮ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ 3 ❞♦✐t êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r t1✱

✭c5✮ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ 4 ❞♦✐t êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r t2✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❈❙P❊ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ X = {x1, x2} ♦ù x1 ✭r❡s♣✳ x2✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s à
❧✬é♠❡tt❡✉r t1 ✭r❡s♣✳ t2✮✳

✕ D1 = [∅ .. {1, 2, 3, 4}] ❡t D2 = [∅ .. {3, 4, 5, 6}]✳
✕ C = {c1, c2, c3, c4, c5} ❛✈❡❝ ✿
✭c1✮ | x1 |= 2 ∧ | x2 |= 2
✭c2✮ x1 ∩ x2 = ∅
✭c3✮ ∀v1, v2 ∈ xi, | v1 − v2 |≥ 2 i = 1, 2



✸✳✷ ❈❙Ps ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✺✶

✭c4✮ 3 ∈ x1
✭c5✮ 4 ∈ x2

❈❡ ❈❙P❊ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ {x1 = {1, 3}, x2 = {4, 6}}

✸✳✷✳✸ ❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P❊

▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ré❛❧✐sé ét❛❜❧✐t
❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❬●❡r✈❡t✱ ✶✾✾✼❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡♥s❡♠❜❧✐st❡ c ❞✬❛r✐té k ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐
P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ var(c) ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Di = [a,b] ✿

✕ ∃a1 ∈ D1, ..., ai−1 ∈ Di−1, ai+1 ∈ Di+1, ..., ak ∈ Dk✱ t✳q✳ (a1, ..., ai−1,a, ai+1, ...ak)
s❛t✐s❢❛✐t c✱

✕ ∃b1 ∈ D1, ..., bi−1 ∈ Di−1, bi+1 ∈ Di+1, ..., bk ∈ Dk, t✳q✳ (b1, ..., bi−1,b, bi+1, ...bk)
s❛t✐s❢❛✐t c✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❇♦r♥❡s ❞✬✉♥ ❈❙P ❊♥s❡♠❜❧✐st❡✮✳ ❯♥ ❈❙P❊ ✭X ✱D✱C✮
❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ t♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ∈ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s✳

❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❈❙P❊✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r♦❝è❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞és♦r♠❛✐s ✿ min(a, b) ❂
a ∩ b ❡t max(a, b) ❂ a ∪ b✳

✸✳✷✳✸✳❛ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é✳

✶✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x1 ⊆ x2 ♦ù x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s D1 = [lb1 .. ub1] ❡t D2 = [lb2 .. ub2]✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ lb1 ⊆ ub2✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿
D′1 = [lb1 .. ub1 ∩ ub2] ❡t D′2 = [lb1 ∪ lb2 .. ub2]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✳

D1 = [AB..ABCD], D2 = [A..ABC] ❛❧♦rs D′1 = [AB..ABC] ❡t D′2 = [AB..ABC]

✷✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x1 = x2 ♦ù x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s D1 = [lb1 .. ub1] ❡t D2 = [lb2 .. ub2]✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ lb1 ⊆ ub2✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿
D′1 = D′2 = [lb1 ∪ lb2 .. ub1 ∩ ub2]✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✸✳ D1 = [AB..ABCD], D2 = [A..ABC] ❛❧♦rs D′1 = D′2 =
[AB..ABC]



✺✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

✸✳✷✳✸✳❜ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡r♥❛✐r❡s

✶✳ Z = X ∪ Y ✳
❙♦✐t Dx = [ax, bx]✱ Dy = [ay, by] ❡t Dz = [az, bz]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ (ax ∪ ay) ⊆ bz
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿

D′x = [ax ∪ (az \ by) .. bx ∩ bz]
D′y = [ay ∪ (az \ bx) .. by ∩ bz]
D′z = [az ∪ ax ∪ ay .. bz ∩ (bx ∪ by)]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✹✳

❙♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X✱ Y ❡t Z ❛②❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Dx = [A .. ABCD]
Dy = [B .. ABEF ]
Dz = [D .. ABDE]

❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Z = X ∪ Y ✳

❆♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

D′x = [AD .. ABD]
D′y = [B .. ABE]
D′z = [ABD .. ABDE]

✷✳ Z = X ∩ Y ✳
❙♦✐t Dx = [ax, bx]✱ Dy = [ay, by] ❡t Dz = [az, bz]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ (bx ∩ by) ⊆ bz ❡t (bx ∩ by) 6= ∅
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿

D′x = [ax ∪ az .. bx \ ((bx ∩ ay) \ bz)]
D′y = [ay ∪ az .. by \ ((by ∩ ax) \ bz)]
D′z = [az ∪ (ax ∩ ay) .. bz ∩ bx ∩ by]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✺✳

❙♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X✱ Y ❡t Z ❛②❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Dx = [A .. ABCD]
Dy = [B .. ABDEF ]
Dz = [D .. ABDE]

❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Z = X ∩ Y ✳

❆♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

D′x = [AD .. ABCD]
D′y = [BD .. ABDEF ]
D′z = [D .. ABD]

✸✳ Z = X \ Y ✳
❙♦✐t Dx = [ax, bx]✱ Dy = [ay, by] ❡t Dz = [az, bz]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ (bx \ ay) ⊆ bz
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿



✸✳✷ ❈❙Ps ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✺✸

D′x = [ax ∪ az .. bx \ (bx \ (bz ∪ by))]
D′y = [ay .. by \ az]
D′z = [az ∪ (ax \ by) .. bz ∩ (bx \ ay)]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻✳
❙♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X✱ Y ❡t Z ❛②❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Dx = [A .. ABCD]
Dy = [B .. ABDEF ]
Dz = [D .. BDE]

❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Z = X \ Y ✳
❆♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

D′x = [AD .. ABD]
D′y = [B .. ABEF ]
D′z = [D .. D]

✸✳✷✳✸✳❝ ❆✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳ X ∩ Y = ∅✳
❙♦✐t Dx = [ax, bx] ❡t Dy = [ay, by]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ ax ∩ ay = ∅
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿ D′x = [ax .. bx \ ay))] ❡t D′y = [ay .. by \ ax]

✷✳ m ⊆ X✳
❙♦✐t m ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t Dx = [ax, bx]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ m ⊆ bx
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿ D′x = [ax ∪m, bx]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✼✳
m = AC ❡t Dx = [AB..ABCD] ❛❧♦rs D′x = [ABC,ABCD]

✸✳ m * X✳
❙♦✐t m ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t Dx = [ax, bx]
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ss✐ m * ax
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿ D′x = [ax, bx \ (m \ ax)]

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✽✳
m = AC ❡t Dx = [AB..ABCD] ❛❧♦rs D′x = [AB,ABD]

✸✳✷✳✹ ❯♥✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❡t ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡

▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ✷ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 ❡t I2 ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t à
❧❛ ❢♦✐s I1 ❡t I2✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ✭❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉①
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 = [lb1, ub1] ❡t I2 = [lb2, ub2]✳
▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 ❡t I2 ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ [lb1 ∩ lb2 .. ub1 ∪
ub2]✳



✺✹ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ ✭❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉①
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 = [lb1, ub1] ❡t I2 = [lb2, ub2]✳
▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 ❡t I2 ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
[min(lb1, lb2) .. max(ub1, ub2)]✳

▲✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ✷ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 ❡t I2✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r✲
❝é♠❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❙✐ I1 ❡t I2 s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ ♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❡♥t ❝❡tt❡ ✉♥✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ I1 ❡t I2✱
❊①❡♠♣❧❡ ✿ s♦✐t I1 = [1..3] ❡t I2 = [4..9] ❛❧♦rs I1 ∪ I2 = [1..3] ∩ [4..9] ❡t ❧❡✉r ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1..9]✳

❆♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉r ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ s❡r❛
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✮✳

✸✳✸ ❈❙Ps ◗✉❛♥t✐✜és

✸✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✏❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❄✧✳ ❖r s♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ✿
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❥❡✉ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❊①✐st❡✲✐❧ ✉♥ ❝♦✉♣ t❡❧ q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣ ❛❞✈❡rs❡✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ t❡❧ q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣ ❛❞✈❡rs❡✱✳✳✳ ❥❡ ❣❛❣♥❡❄

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ◗❈❙P
s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❧❡s ❈❙P✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦✐t ❡①♣r✐♠❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ à ❥♦✉❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❝♦✉♣s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡❞✐t ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥✬❛✐t à
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ q✉❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ k t♦✉rs ✿ ✐❧ ❢❛✉t
❛❧♦rs ❝♦♥♥❛îtr❡✱ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s 2k s❝é♥❛r✐♦s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞r❡✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♦♥t ♣r♦♣♦sé
❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P t❡❧ q✉❡ ❧✬❛r❝ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱
❡t❝✳ ❬❇♦r❞❡❛✉① ❡t ▼♦♥❢r♦②✱ ✷✵✵✸✱ ❇❡♥❡❞❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❱❡r❣❡r ❡t ❇❡ss✐èr❡✱ ✷✵✵✻❪✳

✸✳✸✳✷ ◗❈❙P

P❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❈❙P ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, x2, ..., xn ✿

∃x1 ∈ D1, ∃x2 ∈ D2, ..., ∃xn ∈ Dn c1 ∧ c2 ∧ ... ∧ ck

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣ré♥❡①❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✐♥s✐
q✉❛♥t✐✜é❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♣ré✜①❡✱ ❝❤❛q✉❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐❛♥t t♦✉t❡s



✸✳✸ ❈❙Ps ◗✉❛♥t✐✜és ✺✺

❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡s ◗❈❙P ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ❈❙P
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ∀✮ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ∃✮ ♣rés❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀x1 ∈ D1, ∃x2 ∈ D2, ∀x3 ∈ D3, ..., ∃xn ∈ Dn c1 ∧ c2 ∧ ... ∧ ck

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ r❡st❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣ré♥❡①❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❝ré❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❡s ❈❙P ✿ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r s✐ ❧✬♦♥
✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ x1
❡t x2 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ♦✉ ♠ê♠❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ x1 ❡t x3 ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣ré✜①❡ ❡st ∃x1∀x2∃x3✮✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ◗❈❙P✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s❡ s✉✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣ré✜①❡ s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ∃x1∃x2 ✮✱ ❧❡✉r ♦r❞r❡ r❡❧❛t✐❢ ♥✬✐♥✢✉❡ ❛✉❝✉♥❡♠❡♥t s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡r s❛♥s ❛❧tér❡r ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
s✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣ré✜①❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐t ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❜❧♦❝ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré✜①❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡s
❜❧♦❝s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣❡❧és qs❡ts ❬❱❛✉t❛r❞✱ ✷✵✶✵❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✭qs❡t✮✳
❯♥ qs❡t ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (qt,W ) ❛✈❡❝ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t qt ∈ {∀, ∃} ✉♥

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳

▲❡ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥ ◗❈❙P ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ✭♣ré✜①❡ ❞❡ ◗❈❙P✮✳
❯♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ ◗❈❙P ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ qs❡ts ((qt1,W1), ..., (qtn,Wn)) ❞♦♥t ❧❡s ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts ✭∀i, j, i 6= j → (Wi ∩Wj = ∅)✮✳

❯♥ ◗❈❙P s❡ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré✜①❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣ré✜①❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✭◗❈❙P✮✳
❯♥ ◗❈❙P ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (P,G) ❛✈❡❝ P = ((qt1,W1), ..., (qtn,Wn)) ✉♥ ♣ré✜①❡ ❡t G ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❡❧é ●♦❛❧ t❡❧ q✉❡ var(G) ⊆
⋃

i∈{1,...,n}Wi✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞é❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥ ◗❈❙P ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
❧❡ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✶✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❥❡✉ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs x ❡t y ❥♦✉❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛rt✐❡✱

♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ t❛s ❞❡ ✶✵✵ ❥❡t♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ t♦✉r ❞❡ ❥❡✉ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❡ ❥♦✉❡✉r
❞♦♥t ❝✬❡st ❧❡ t♦✉r ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ i ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✵ ❡t r❡t✐r❡ i ❥❡t♦♥s ❞✉ t❛s✳ ▲❡ ❥❡✉
s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❛s ❡st ✈✐❞❡ ✿ ❧❡ ❥♦✉❡✉r q✉✐ ❛ r❡t✐ré ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❥❡t♦♥ ❛ ❣❛❣♥é✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡
x ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❡♥ ✶✵ t♦✉rs✱ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❛♥t✐✜é❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∃x0 ∀y1 ∃x1 ... ∀y9 ∃x9
(

x0 +
∑

i∈{1,...,9}(yi + xi)
)

= 100



✺✻ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

▲♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r i✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ xi r❡t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❥♦✉❡✉r x ❞♦✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ✈✐❝t♦✐r❡
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦✉♣ yi ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ ❥♦✉❡✉r y✳
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ◗❈❙P s✉✐✈❛♥t ✿

{

Q = ([(∃, x0), (∀, y1), (∃, x1), ... (∀, y9), (∃, x9)], {x0 +
∑

i∈{1,...,9}(yi + xi) = 100})

avec : Dx0 = ... = Dx9 = Dy1 = ... = Dy9 = {1, ..., 10}.

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r x✮ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺

100

99

98   97   96   95   94   93   92   91   90    89

87   86   85   84   83   82   81   80   79  78

10    9     8     7     6     5     4     3     2     1

88

100

77

11

0

x ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❥❡t♦♥
▲❡ st♦❝❦ ❝♦♥t✐❡♥t 99 ❥❡t♦♥s
y ♣❡✉t r❡t✐r❡r y1 ❥❡t♦♥s✱ y1 ∈ {1, ..., 10}

x r❡t✐r❡ 11− y1 ❥❡t♦♥s
▲❡ st♦❝❦ ❝♦♥t✐❡♥t 88 ❥❡t♦♥s

y ♣❡✉t r❡t✐r❡r y2 ❥❡t♦♥s✱ y2 ∈ {1, ..., 10}

x r❡t✐r❡ 11− y2 ❥❡t♦♥s
▲❡ st♦❝❦ ❝♦♥t✐❡♥t 77 ❥❡t♦♥s

▲❡ st♦❝❦ ❝♦♥t✐❡♥t 11 ❥❡t♦♥s
y ♣❡✉t r❡t✐r❡r y9 ❥❡t♦♥s✱ y9 ∈ {1, ..., 10}

x r❡t✐r❡ 11− y9 ❥❡t♦♥s
▲❡ st♦❝❦ ❡st ✈✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉r x ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ à ✶✵✵ ❥❡t♦♥s

✸✳✸✳✸ ◗❈❙P+

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ◗❈❙P ❡st ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❬❇❡♥❡❞❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜é❡✳ ❈❤❛q✉❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ♥❡ ♣♦rt❡
❛❧♦rs q✉❡ s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳



✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✼

❯♥ ◗❈❙P+ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s qs❡t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ✭rqs❡t✮✳
❯♥ rqs❡t ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (qt,W,C) ❛✈❡❝ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ qt ∈ {∀, ∃} ✉♥

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❡ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥ ◗❈❙P+ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ✭♣ré✜①❡ ❞❡ ◗❈❙P+✮✳
❯♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ ◗❈❙P ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ rqs❡ts ((qt1,W1, C1), ..., (qtn,Wn, Cn)) t❡❧❧❡

q✉❡ ✿
✕ ∀i, j ∈ {1, .., n}, i 6= j →Wi ∩Wj = ∅
✕ ∀i ∈ {1, .., n}, var(Ci) ⊆ (W1 ∪ ... ∪Wn)

▲❡ ◗❈❙P+ s❡ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ◗❈❙P ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✻ ✭◗❈❙P+✮✳
❯♥ ◗❈❙P+ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (P,G) ❛✈❡❝ P = ((qt1,W1, C1), ..., (qtn,Wn, Cn)) ✉♥ ♣ré✜①❡

❞❡ ◗❈❙P+ ❡t G ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❡❧é ●♦❛❧ t❡❧ q✉❡ var(G) ⊆
⋃

i∈{1,...,n}Wi✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

∃X ∈ {0, 1, 2, 3}
∀Y ∈ {0, 1, 2} t❡❧ q✉❡ Y 6= X,

∃Z ∈ {0, . . . , 6} t❡❧ q✉❡ Z < 2×X,
X + Y = Z

❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ◗❈❙P+ s✉✐✈❛♥t ✿

{

Q = ([(∃, X), (∀, Y, {X 6= Y }), (∃, Z, {Z < 2×X})], Goal = {X + Y = Z})
avec : DX = {0, 1, 2, 3}, DY = {0, 1, 2}, DZ = {0, ..., 6}.

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❈❙P ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
❈❙P❊ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ◗❈❙P+✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❙P ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ✷ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❈❙P s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥♦s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳



✺✽ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦♣♦sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷✳✶ ❚❡r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷✳✷ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❞é✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷✳✸ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞é❥à rés♦❧✉s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✹ ❱❡rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✹✳✶ ❈♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✹✳✷ ●r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✺✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✺✳✷ ❆✣♥❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✺✳✸ ❆✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✻ ▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹✳✻✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹✳✻✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❡ tr♦✐s t②♣❡s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❢r❡q✱ s✐③❡✱ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✭❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∩,∪,⊂, ...✮ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ ✳✳✳✮✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦♣♦sés ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺✱ ✻ ❡t ✼✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❡t ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥ t❡❧ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❧♦❝❛✉① ♦✉ ♥✲❛✐r❡s✮✱ ♥♦✉s
❧✬✐❧❧✉str♦♥s s✉r tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✿



✻✷ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞é❥à rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s ✭rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ rè❣❧❡s
✐♥❛tt❡♥❞✉❡s✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ◆♦tr❡
❛♣♣♦rt ❝♦♥s✐st❡r❛ à ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❧❡s rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳

✷✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✭❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❝♦♥✢✐ts ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳

✸✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ✭❝❛té❣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✮ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✣✲
♥❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ♠♦t✐❢s ❝✐✲
❜❧és✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ♦✉ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t à ♣ré❝✐s❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❝❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬♦♥
♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❛✣♥❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♠♦♥tr❛♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❙✐
♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❬❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✻✱ ❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦✲
s❛♥t ❞❡s ❝❛❞r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❬❇♦✐③✉♠❛✉❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱
▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

✹✳✶ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦♣♦sé

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙P

❙♦✐t T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s m tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡t I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s n
✐t❡♠s✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ k ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✴❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C
♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❈❙P ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ P❂(X ,D, C) ♦ù ✿

✕ X❂{X1, ..., Xk}✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ✭1 ≤ i ≤ k✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉✱
✕ D❂{DX1 , ..., DXk

}✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ DXi
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❡♥s❡♠❜❧✐st❡ [∅ .. I] = 2I ✱
✕ C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s Xi✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡s t❡r♠❡s ét❛♥t ❝♦♥str✉✐ts

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥✜♥ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ♣❡✉t✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ♣r♦♣♦sé✱ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳



✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙P ✻✸

✹✳✷✳✶ ❚❡r♠❡s

▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✿

✶✳ ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❝♦♠♠❡
min❢r❡q✮✱ ❞❡s ✐t❡♠s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A✮ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {A,B}✮ ♦✉ ❞❡s tr❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t7✮ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳

✷✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦té❡s Xi✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ k✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s✳

✸✳ ♦♣ér❛t❡✉rs ✿
✕ ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ∩ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮✱ ∪ ✭✉♥✐♦♥✮✱ ⊔ ✭✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮✱
\ ✭❞✐✛ér❡♥❝❡✮✱ ✳ ✳ ✳

✕ ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ +,−,×✱ /✱ ✳ ✳ ✳

✹✳ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s ✿ ❢r❡q✴✶✱ s✐③❡✴✶✱
s✉♣♣♦rt✴✶✱ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s✴✷✱ ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✴✷✱ ✳ ✳ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✿
✕ ❢r❡q(X1)× s✐③❡(X1) ✭✐✳❡✳ ❧✬❛✐r❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X1✮
✕ ❢r❡q(X1 ∪X2)× s✐③❡(X1 ∩X2) ✭✐✳❡✳✱ ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ X1 ❡t ❧✬❛✐r❡

❞❡ X2✮✱
✕ ❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2)✳

✹✳✷✳✷ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❞é✜♥✐s

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣ré❞é✜♥✐❡s ✿

✕ s✉♣♣♦rt(Xi) = {t | t ∈ T , Xi ⊆ t} ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ♠♦t✐❢ Xi✳

✕ ❢r❡q(Xi) = | {t | t ∈ T , Xi ⊆ t} | ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ Xi✳

✕ s✐③❡(Xi) = | {j | j ∈ I, j ∈ Xi} | ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ♠♦t✐❢ Xi✳

✕ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xi, Xj) = | Xi ∩Xj | ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❝♦♠♠✉♥s à Xi ❡t Xj ✳

✕ ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) = |s✉♣♣♦rt(Xi)∩s✉♣♣♦rt(Xj) | ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ❝♦✉✈❡rt❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r Xi ❡t Xj ✳

✹✳✷✳✸ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

◆♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✛r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ à s❛✈♦✐r
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❧❡s ♣ré❞é✜♥✐s
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡✉① ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐s
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✿

✕ ❛r❡❛(Xi) = ❢r❡q(Xi)× s✐③❡(Xi)

✕ ❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) ❂ ❢r❡q(Xi ∪Xj)× s✐③❡(Xi ∩Xj)

✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥térêt ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❞é✜♥✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❣r♦✇t❤ r❛t❡✮ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛st❡s ❬◆♦✈❛❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❙♦✐❡♥t D1, D2 ⊆ T ❞❡✉①



✻✹ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❝❧❛ss❡s✮ ❡t ❢r❡q✬(Xi, Dj) ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ Xi ❞❛♥s
Dj ✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Xi ❞❛♥s D1 ❡st

❣r♦✇t❤✲r❛t❡(Xi)D1 =
| D2 | × ❢r❡q✬(Xi, D1)

| D1 | × ❢r❡q✬(Xi, D2)

✹✳✷✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t r❡q✉êt❡s

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s
♦✉ ♥♦♥✳ ■❧ ② ❛ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ✿

✶✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✿ <✱ ≤✱ =✱ 6=✱ ≥✱ >✱ ✳ ✳ ✳
❊①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ❢r❡q(X1) ≤ 10
✕ s✐③❡(X2) = 2× s✐③❡(X3)
✕ ❛r❡❛(X1) < s✐③❡(X2)× ❢r❡q(X3)

✷✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ✿ =✱ 6=✱ ∈✱ /∈✱ ⊂✱ ⊆✱ ✳ ✳ ✳
❊①❡♠♣❧❡s ✿
✕ A ∈ X1

✕ X1 ∪X2 ⊂ X3

✕ X1 = X2 ∩X4

✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✿

✕ ❝❧♦s❡❞(Xi) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ Xi ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✮✳

✕ ❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦✉✈❡rt❡
♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ ✭✐✳❡✳

⋃

1≤i≤k s✉♣♣♦rt(Xi) ❂ T ✮✳

✕ ❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ ❝❤❛q✉❡ ✐t❡♠ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
♠♦t✐❢ ✭✐✳❡✳

⋃

1≤i≤k Xi ❂ I✮✳

✕ ♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, ..., Xk])
✶ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ ❧❡s ♠♦t✐❢s Xi s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①

❞✐s❥♦✐♥ts✳

✕ ♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk])
✷ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠♦t✐❢s Xi

s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

✕ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i < k✱ ❧❡ ♠♦t✐❢
Xi ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♠♦t✐❢ Xi+1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳

▲❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ∧ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❡t ∨ ✭❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✮✳

✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞é❥à rés♦❧✉s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣❡r♠❡t ❞❡
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ❞é❥à été
rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻ ❝♦♠♠❡♥t
✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳

✶✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ∀1 ≤ i < j ≤ k✱ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xi, Xj) = 0✱
♠❛✐s ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡r❛✐t ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳

✷✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ∀1 ≤ i < j ≤ k✱
♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) = 0✱ ♠❛✐s ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡r❛✐t ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳



✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞é❥à rés♦❧✉s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❞✐é❡s ✻✺

✹✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

✹✳✸✳✶✳❛ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❜ s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t
❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞é✈✐❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s rè❣❧❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s
rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s✮ ✿ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❡t ❛❞♠✐s✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭I ❡st ✉♥ ✐t❡♠✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡✱ X ❡t Y s♦♥t
❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✮ ✿

exception(X → ¬I) ≡







vrai s✐ ∃Y ∈ LI tq Y ⊂ X,
(X\Y → I) ∧ (X → ¬I)

faux s✐♥♦♥

✹✳✸✳✶✳❜ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ❡t I ✉♥ ✐t❡♠
t❡❧ q✉❡ I ❡t ¬I ∈ I ✭I ❡t ¬I ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ min❢r❡q ❡t max❢r❡q ❡t ❧❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ δ1 ❡t
δ2✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

✕ X\Y → I ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿
❢r❡q((X\Y ✮ ⊔ I✮ ≥min❢r❡q ∧ ❢r❡q(X\Y ✮ − ❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≤ δ1✳

✕ X → ¬I ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ r❛r❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿
❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤max❢r❡q ∧(❢r❡q(X)− ❢r❡q(X ⊔ ¬I)) ≤ δ2✳

❉✬♦ù ❧❛ r❡q✉êt❡ ✿

exception(X,Y ) ≡















❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≥min❢r❡q ∧
❢r❡q(X \ Y )− ❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≤ δ1 ∧
❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤max❢r❡q ∧
(❢r❡q(X)− ❢r❡q(X ⊔ ¬I)) ≤ δ2

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s rè❣❧❡s r❛r❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❜❛s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥✜❛♥❝❡s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s δ✲❢♦rt❡s ✭❝❢✳❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✾✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥✜❛♥❝❡s ❞❡s rè❣❧❡s r❛r❡s✳

✹✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s

✹✳✸✳✷✳❛ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❛✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ X → Y ❡st ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡
U → V ✭♦ù U ❡t V s♦♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s✮ ss✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ Y ∧ V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱

✷✳ X ∧ U ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t✮✱

✸✳ XU → Y ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU → Y ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉✣s❛♥t❡✮✱



✻✻ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✹✳ XU → V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✭s♦✐t ✸ XU → V ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡✱ s♦✐t
XU → V ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✮✳

✹✳✸✳✷✳❜ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s

Y ∧ V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❢r❡q(Y ∪ V ) = 0

X ∧ U ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU ❡st ✉♥
♠♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t✮

❢r❡q(X ∪ U) ≥ min❢r❡q1

XU → Y ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭XU → Y
❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❡t ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉✣s❛♥t❡✮

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ Y ) ≥ min❢r❡q2 ∧
❢r❡q((X ∪U)⊔Y )/❢r❡q(X ∪U) ≥min❝♦♥❢

XU → V ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✭s♦✐t
XU → V ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡
❢réq✉❡♥t❡✱ s♦✐t XU → V ❡st
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✮

(❢r❡q((X ∪ U) ⊔ V ) <max❢r❡q ∨
❢r❡q((X∪U)⊔V )/❢r❡q(X∪U) <max❝♦♥❢)

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✲ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

❉✬♦ù✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ U → V ✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ un(X,Y ) s❡ ♠♦❞é❧✐s❡
♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

un(X,Y ) ≡



































❢r❡q(Y ∪ V ) = 0 ∧

❢r❡q(X ∪ U) ≥min❢r❡q1 ∧

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ Y ) ≥min❢r❡q2 ∧

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ Y )/❢r❡q(X ∪ U) ≥ minconf∧

(❢r❡q((X ∪ U) ⊔ V ) <max❢r❡q ∨

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ V )/❢r❡q(X ∪ U) < maxconf )

✹✳✹ ❱❡rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

▲❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣ré❞✐❝t✐❢s ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥
♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t ♥♦♥ ét✐q✉❡té✮✱ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ✭❝❛té❣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✮ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳

✹✳✹✳✶ ❈♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à
❜❛s❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✳ ❉❡ t❡❧s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ rè❣❧❡s
❢réq✉❡♥t❡s ❡t ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

✸✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ✈❛✉t ❧❡ ❝♦✉♣ ❞❡ s✬② ❛tt❛r❞❡r ✉♥ ♣❡✉✳



✹✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ✻✼

❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉❛♥t s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✐st✐♥❝t❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡
rè❣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ à ❝❧❛ss❡r✱ ❧✬❛✉tr❡ rè❣❧❡ ❝♦♥❝❧✉❛♥t s✉r
✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ❝❛r ❧❡s
♣ré♠✐ss❡s ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❛
à ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❙♦✐❡♥t X → c1 ❡t Y → c2 ❞❡✉① rè❣❧❡s ❢réq✉❡♥t❡s ❡t ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❞❡✉① rè❣❧❡s s♦✐❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡
♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

conflits❴classif(X,Y ) ≡



























❢r❡q(X) ≥min❢r❡q ∧

❢r❡q(Y ) ≥min❢r❡q ∧

(❢r❡q(X ⊔ {c1})/❢r❡q(X)) ≥min❝♦♥❢ ∧

(❢r❡q(Y ⊔ {c2})/❢r❡q(Y )) ≥min❝♦♥❢ ∧

s✐③❡(X ∩ Y ) ≥ (s✐③❡(X) + s✐③❡(Y ))/4

▲❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐èr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐té ✿ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✐t❡♠s ❞❡ ❧❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s✳

■❧ ❡st✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ ❡t✴♦✉
❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳

✹✳✹✳✷ ●r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❞✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ k ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

synexpression([X1, ..., Xk]) ≡



















∧1≤i<j≤k
(

❛r❡❛(Xi) > min❛r❡❛ ∧

❛r❡❛(Xj) > min❛r❡❛ ∧

❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) > α×min❛r❡❛
)

❖ù min❛r❡❛ ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣♦✉r ✜①❡r ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❞✮✳

✹✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s

❯♥ ❛t♦✉t ♠❛❥❡✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡st ❧❛
✢❡①✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ r❛✣♥❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r✮ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛❥♦✉t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡tr❛✐t✮ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡q✉êt❡
q0 q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❛✣♥❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r✮ ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬❛❥♦✉t
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡tr❛✐t✮ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭qi+1 ❡st ❞ér✐✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ qi✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛✐t❡ ❡st ❛ss❡③ r❡❧❡✈❛♥t❡✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✭❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭❝❢✳ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✮✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❝❧✉st❡rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❋✐s❤❡r✱ ✶✾✽✼❪✳ ▲❡ ❝❤♦✐①



✻✽ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s

t1 ❆ ❉ ❋

t2 ❆ ❊ ❋

t3 ❆ ❊ ●

t4 ❆ ❊ ●

t5 ❇ ❊ ●

t6 ❇ ❊ ●

t7 ❈ ❊ ●

t8 ❈ ❊ ●

t9 ❈ ❊ ❍

t10 ❈ ❊ ❍

t11 ❈ ❋ ● ❍

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ T

❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❡t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡
à tr❛✈❡rs ❞❡s r❡q✉êt❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬❇❡r❦❤✐♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ❝♦♠♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡✳

✹✳✺✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧

▲❡s ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮ s♦♥t ❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❝❧✉st❡r✐♥❣s à ❜❛s❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ ✓tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ k ♠♦t✐❢s ❢❡r♠és X1, X2, ..., Xk ✭✐✳❡✳✱ ❝❧✉st❡rs✮ ❝♦✉✈r❛♥t
t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❛♥s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s✔✳

◆♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
é❧é❣❛♥t❡ ❡t ❝♦♥❝✐s❡✳ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❝❧♦s❡❞(Xi✮ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉ Xi s♦✐t ❢❡r♠é✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, .., Xk]) ❛ss✉r❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts
❝♦✉✈r❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣✲
♣♦rts ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡q✉êt❡ q0 s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❧✉st❡✲
r✐♥❣ ✿

q0([X1, ..., Xk]) ≡











∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk])

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✶✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳ P♦✉r k = 3 ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s 30 s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ q0 ✭✈♦✐r ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✮✳



✹✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ✻✾

❙♦❧✳ X1 X2 X3

s1 ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥ ④❆✱ ❉✱ ❋⑥

s2 ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❊⑥

s3 ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥

s4 ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❊⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥

s5 ④❊⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❆✱ ❉✱ ❋⑥

s6 ④❊⑥ ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥

s7 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

s13 ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥ ④❋⑥
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

s19 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④●⑥
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

s25 ④❆⑥ ④❇✱ ❊✱ ●⑥ ④❈⑥
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

s30 ④❈⑥ ④❇✱ ❊✱ ●⑥ ④❆⑥

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q0✳

✹✳✺✳✷ ❆✣♥❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡✉t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ êtr❡ ré❞✉✐t ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡
q0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
♣♦sé❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q0✱ ♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s ❧❛ r❡q✉êt❡ q1
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✣♥♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛✜♥
❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts ❡t ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭r❡q✉êt❡s q2 ❡t q3✮✳

✹✳✺✳✷✳❛ ➱✈✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s

❉❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s si ❡t sj s♦♥t ❞✐t❡s s②♠étr✐q✉❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥ σ✱ t❡❧ q✉❡ sj = σ(si)✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ r❡q✉êt❡ q0✱
❝♦♥t✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦sé❡s
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❙♦✐t s = (p1, p2, ..., pk) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥t❡♥❛♥t k ♠♦t✐❢s pi✱ t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞❡ ❝❡s k ♠♦t✐❢s σ(s) = (pσ(1), pσ(2), ..., pσ(k))
❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✸✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s1 à s6 s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s
❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮ ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡✳ 1 ≤ i < k✱
❧❡ ♠♦t✐❢ Xi ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♠♦t✐❢ Xi+1 s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛



✼✵ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦❧✳ X1 X2 X3

s1 ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥ ④❆✱ ❉✱ ❋⑥

s7 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥

s13 ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥ ④❋⑥

s19 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④●⑥

s25 ④❆⑥ ④❇✱ ❊✱ ●⑥ ④❈⑥

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q1✳

r❡q✉êt❡ q1 ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ q0 ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ✿

q1([X1, ..., Xk]) ≡



















∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✸✳ P♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ q1 ♣♦ssè❞❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ✺ s♦❧✉t✐♦♥s ✭5×3!=30✮ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡
r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡✲
r✐♥❣ à k ♠♦t✐❢s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r k! s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ❉✉ ❝♦✉♣ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛ss❡r ❝❡tt❡ s②✲
♠étr✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❣✉❡r
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✹✳✺✳✷✳❜ ■❣♥♦r❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts

◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝❧✉st❡r ❡①tr❛✐t ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❡✉
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ♣❡✉ ✜❛❜❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r ♦❜t❡♥✉
s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢réq✉❡♥t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ δ1✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ q2
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

q2([X1, ..., Xk]) ≡



























∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])∧

∧1≤i≤k ❢r❡q(Xi) ≥ δ1

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✹✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ1 = 2 ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✱
❧❡ ♠♦t✐❢ {C,F,G,H} ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s1 ❡st ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 1 ❡t ❡st ❛✐♥s✐ ❡①❝❧✉✳
P♦✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ q2✱ ✐❧ r❡st❡ ✹ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s7✱ s13✱ s19✱ ❡t s25✱ ✈♦✐r ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳



✹✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ✼✶

✹✳✺✳✷✳❝ ■❣♥♦r❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s

❯♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ Xi ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✹ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ Xi ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt❡♥t✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s✉r
❧❡s ♠♦t✐❢s ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✉♥
s❡✉✐❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡
δ2✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ q3 ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

q3([X1, ..., Xk]) ≡



































∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])∧

∧1≤i≤k ❢r❡q(Xi) ≥ δ1 ∧

∧1≤i≤k s✐③❡(Xi) ≥ δ2

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✺✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ2 = 2 ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ❡t
❛✈❡❝ ❧❛ r❡q✉êt❡ q3✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ s7 ♦ù X1 = {A,F}✱ X2 = {C,H}
❡t X3 = {E,G} ✈♦✐r ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳

✹✳✺✳✸ ❆✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡✲
r✐♥❣ ❬❇❡r❦❤✐♥✱ ✷✵✵✻❪ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦❢t ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❧❡ ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❡t ❧❡ s♦❢t ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣ q✉❡
♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✹✳✺✳✸✳❛ ❙♦❢t ❝❧✉st❡r✐♥❣

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛①é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts
❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ✭❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ s❡✉✐❧ δT ❞♦♥♥é✮✳

▲❛ r❡q✉êt❡ q4✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛①é❡ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q1✱ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

q4([X1, ..., Xk]) ≡



















∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

∧1≤i<j≤k ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) ≤ δT ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳✻✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k = 3 ❡t ✉♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s
s✉♣♣♦rts ❞é❧✐♠✐té ♣❛r δT = 1✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ q4 ♣♦ssè❞❡ 13 s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✹✳✺✮✳ ❙✐ ♥♦✉s
♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s é✈✐té ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✭[X1, ..., Xk]✮✱
♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ 78 ✭s♦✐t 3!× 13✮ s♦❧✉t✐♦♥s✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q4 ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ k = 3 ❡t ✉♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞é❧✐♠✐té ♣❛r δT = 1✱
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✺✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s′1✱ ✉♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t
❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ X1 ❡t X3 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t11✳

✹✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡✢èt❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A✱ B ❡t C ❞❛♥s ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té✳



✼✷ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙♦❧✳ X1 X2 X3

s′1 ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥ ④❋⑥

s′2 ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥

s′3 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❋✱ ●✱ ❍⑥ ④❊⑥

s′4 ④❆✱ ❊✱ ❋⑥ ④❊⑥ ④❋⑥

s′5 ④❆✱ ❉✱ ❋⑥ ④❊⑥ ④❋⑥

s′6 ④❆⑥ ④❇✱ ❊✱ ●⑥ ④❈⑥

s′7 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④●⑥

s′8 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❍⑥ ④●⑥

s′9 ④❆✱ ❋⑥ ④❈✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥

s′10 ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥ ④❋⑥

s′11 ④❈✱ ❍⑥ ④❊✱ ●⑥ ④❋⑥

s′12 ④❈✱ ❍⑥ ④❋⑥ ④●⑥

s′13 ④❈✱ ❊✱ ❍⑥ ④❋⑥ ④●⑥

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q4✳

■❣♥♦r❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts ✭❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ δ1 = 2✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ♥✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ 8 s♦❧✉t✐♦♥s ✭❞❡ s′6 à s′13✮✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ δ2 = 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st s′9 ✭q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s7 ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧✱ ✈♦✐r
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳❝✮✳

✹✳✺✳✸✳❜ ❈♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣

▲❡ ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈✐s❡ à tr♦✉✈❡r k ❝❧✉st❡rs ❝♦✉✈r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐t❡♠s✱ s❛♥s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ♥✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♥✐ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ q5 ✿

q5([X1, ..., Xk]) ≡



































∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])

✹✳✺✳✸✳❝ ❙♦❢t ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣

❈✬❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛①é❡ ❞✉ ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡✲
✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ✭s❡✉✐❧ δ1 ✮ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts
✭s❡✉✐❧ δ2 ✮✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ q6 ✭✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛①é❡ ❞❡ q4 ❡t q5✮ ✿

q6([X1, ..., Xk]) ≡



































∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

∧1≤i<j≤k ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) ≤ δT ∧

❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∧

∧1≤i<j≤k ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xi, Xj) ≤ δI ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])



✹✳✻ ▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✼✸

✹✳✺✳✸✳❞ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ♣ré❢ér❡r ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❧✉st❡rs ❡①tr❛✐ts s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s
❛✉tr❡s✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ q7 ❞é❝r✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦t✐❢s ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡
❝❧✉st❡rs (Xi, Xj)✱ ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ∆×m
♦ù ∆ ❡st ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❡t m ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❝❢✳
r❡q✉êt❡ q7✮✳

q7([X1, ..., Xk]) ≡



























∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ∧

∧1≤i<j≤k | ❢r❡q(Xi)− ❢r❡q(Xj) | ≤ ∆×m

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♠♣♦s❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✉st❡rs
❡①tr❛✐ts ✭❝❢✳ r❡q✉êt❡ q8✮✳

q8([X1, ..., Xk]) ≡



























∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk]) ∧

∧1≤i<j≤k | s✐③❡(Xi)− s✐③❡(Xj) | ≤ ∆× n

✹✳✻ ▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡

❙✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❡r s❡s r❡q✉êt❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✧♥♦r♠❛❧❡✧ ♦ù ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t
♣♦rt❡r q✉❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❛✛❡❝t❡ ❡♥ r✐❡♥ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❝✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳ ▲❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮ ❡t ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥
✹✳✹✳✶✮ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥ t❡r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❥à s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

✹✳✻✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s✱ ♣❛s
à ♣❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

exception(X,Y ) ≡



















❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≥min❢r❡q ∧

❢r❡q(X \ Y )− ❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≤ δ1 ∧

❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤max❢r❡q ∧

❢r❡q(X)− ❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤ δ2



✼✹ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≥min❢r❡q ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ s♦✐t ❢réq✉❡♥t❡✱
✕ ❢r❡q(X \Y )−❢r❡q((X \Y )⊔ I) ≤ δ1 ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ s♦✐t ❞❡ ❢♦rt❡

❝♦♥✜❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X \ Y ✭✐❡✳ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ (X \ Y ) ⊔ I ✭✐❡✳ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛
rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✮✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X1 ❡t X2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ X1 r❡♣rés❡♥t❡ X \ Y ✱
✕ X2 r❡♣rés❡♥t❡ (X \ Y ) ⊔ I✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✻✳✶✳ I ❡t ¬I s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡✉① ✐t❡♠s ❞❡ ❝❧❛ss❡✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤max❢r❡q ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦✐t r❛r❡✱
✕ ❢r❡q(X) − ❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤ δ2 ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦✐t ❞❡ ❢♦rt❡

❝♦♥✜❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X ✭✐❡✳ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛
♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X ⊔¬I ✭✐❡✳ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ rè❣❧❡
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✮✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X3 ❡t X4 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ X3 r❡♣rés❡♥t❡ X✱
✕ X4 r❡♣rés❡♥t❡ X ⊔ ¬I✳

■♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ X1 ⊂ X3 ✿ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❜✮✱

✕ X2 = X1⊔I ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭X2✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ✭X1✮ ❡t ❛ ❝♦♠♠❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❧✬✐t❡♠ ❞❡ ❝❧❛ss❡ I✱

✕ X4 = X3 ⊔ ¬I ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭X4✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ✭X3✮ ❡t ❛
❝♦♠♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❧✬✐t❡♠ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ¬I✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ⊔ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①❝❧✉r❡ t♦✉t❡
❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥ ✐t❡♠ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✻ rés✉♠❡ ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✳

❈❙P ❛ss♦❝✐é ✿

✕ X = {X1, X2, X3, X4}✳
✕ ∀1 ≤ i ≤ 4, DXi

= [∅..I]✳
✕ C = {X1 ⊂ X3, X2 = X1 ⊔ I, X4 = X3 ⊔ ¬I, ❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q,
❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1, ❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q, ❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2}✳



✹✳✻ ▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✼✺

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡

✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s
X1 ⊂ X3

∧ X2 = X1 ⊔ I
∧ X4 = X3 ⊔ ¬I

❢r❡q((X \ Y ) ⊔ I) ≥min❢r❡q ❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q

❢r❡q(X \Y )−❢r❡q((X \Y )⊔I) ≤ δ1 ❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1

❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤max❢r❡q ❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q

❢r❡q(X)− ❢r❡q(X ⊔ ¬I) ≤ δ2 ❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2

❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✲ ❘è❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

▲❛ r❡q✉êt❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

exception([X1, X2, X3, X4]) ≡















































X1 ⊂ X3 ∧

X2 = X1 ⊔ I ∧

X4 = X3 ⊔ ¬I ∧

❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q ∧

❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1 ∧

❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q ∧

❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2

✹✳✻✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s

◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s✱ ♣❛s
à ♣❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

unexpected(X,Y ) ≡



































❢r❡q(Y ∪ V ) = 0 ∧

❢r❡q(X ∪ U) ≥min❢r❡q1 ∧

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ Y ) ≥min❢r❡q2 ∧

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ Y )/❢r❡q(X ∪ U) ≥min❝♦♥❢∧

(❢r❡q((X ∪ U) ⊔ V ) <max❢r❡q ∨

❢r❡q((X ∪ U) ⊔ V )/❢r❡q(X ∪ U) <max❝♦♥❢)

U ❡t V ét❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞♦♥♥és ✭❝♦♥st❛♥t❡s✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ X1 r❡♣rés❡♥t❡ X✱
✕ X2 r❡♣rés❡♥t❡ Y ✱
✕ X3 r❡♣rés❡♥t❡ Y ∪ V ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ X3 = X2 ∪ V ✱
✕ X4 r❡♣rés❡♥t❡ X ∪ U ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ X4 = X1 ∪ U ✱
✕ X5 r❡♣rés❡♥t❡ (X ∪ U) ⊔ Y ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ X5 = X4 ⊔X2✱
✕ X6 r❡♣rés❡♥t❡ (X ∪ U) ⊔ V ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ X6 = X4 ⊔ V ✳

❈❙P ❛ss♦❝✐é ✿

✕ X = {X1, X2, X3, X4, X5, X6}✳
✕ ∀1 ≤ i ≤ 6, DXi

= [∅..I]✳



✼✻ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡

✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s

X3 = X2 ∪ V ∧
X4 = X1 ∪ U ∧
X5 = X4 ⊔X2 ∧
X6 = X4 ⊔ V

❢r❡q(Y ∪ V ) = 0 freq(X3) = 0

❢r❡q(X ∪ U) ≥ min❢r❡q1 ❢r❡q(X4) ≥ min❢r❡q1

❢r❡q(X ∪ U ∪ Y ) ≥ min❢r❡q2 ❢r❡q(X5) ≥ min❢r❡q2

❢r❡q(X ∪ U ∪ Y ) ≥ min❝♦♥❢ × ❢r❡q(X ∪ U) ❢r❡q(X5) ≥ min❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4)

❢r❡q(X ∪ U ∪ V ) < max❢r❡q ∨
❢r❡q(X ∪ U ∪ V ) < max❝♦♥❢ × ❢r❡q(X ∪ U)

❢r❡q(X6) < max❢r❡q ∨
❢r❡q(X6) < max❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4)

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✲ ❘è❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s

✕ C = {X3 = X2 ∪ V, X4 = X1 ∪ U, X5 = X4 ⊔X2, X6 = X4 ⊔ V,
freq(X3) = 0, ❢r❡q(X4) ≥ min❢r❡q1, ❢r❡q(X5) ≥ min❢r❡q2,
❢r❡q(X5) ≥ min❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4),
((❢r❡q(X6) < max❢r❡q) ∨ (❢r❡q(X6) <max❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4)))}.

▲❛ r❡q✉êt❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

unexpected([X1, X2, ..., X6]) ≡











































































X3 = X2 ∪ V ∧

X4 = X1 ∪ U ∧

X5 = X4 ⊔X2 ∧

X6 = X4 ⊔ V ∧

freq(X3) = 0 ∧

❢r❡q(X4) ≥ min❢r❡q1 ∧

❢r❡q(X5) ≥ min❢r❡q2 ∧

❢r❡q(X5) ≥ min❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4) ∧

((❢r❡q(X6) < max❢r❡q) ∨ ∧

(❢r❡q(X6) < max❝♦♥❢ × ❢r❡q(X4)))

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st très ❛✐sé♠❡♥t
❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✈✉ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❡t êtr❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✐♥té❣rés ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ très ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞✬❛✉tr❡s ❝❛❞r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t
s✉r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞✲❢r❛♠❡✇♦r❦✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳



✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✼

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ✭♣❛❣❡ ✶✷✼✮ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳



✼✽ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✺✳✷ P❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✺✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥✲❛✐r❡s✱ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❢❛✐t ❝♦♦♣ér❡r ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✭▼✉s✐❝✲❞❢s✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✮ ❡t ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ECLiPSe ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶✮✳ ❈❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡t
♦✉t✐❧s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❍②❜r✐❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é
à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t
✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❍②❜r✐❞❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ♣✉✐s
❞ét❛✐❧❧❡ s❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ✭s❡❝t✐♦♥s ✺✳✷✱ ✺✳✸ ❡t ✺✳✹✮ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✱
❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

✺✳✶ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧

▲✬✐❞é❡ ❝❧é ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ❡st ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥
❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❍②❜r✐❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s q✉❛tr❡
❝♦♥st❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❯♥❡ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭✉♥❛✐r❡s✮ ❡t ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s (n > 1)✳

✷✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✸✳ ▲❡s ❈❙P❊s ♦✛r❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t é❧é❣❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳



✽✵ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡

✹✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ECLiPSe ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶✮ q✉✐ ❞✐s♣♦s❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r
❢r❡❡✇❛r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈❙P❊s ❜ât✐s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Pr♦❧♦❣ ♦✛r❛♥t ❛✐♥s✐
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦t②♣❡✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❍②❜r✐❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡s✴♥✲
❛✐r❡s✱ ♣✉✐s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①
✭▼✉s✐❝✲❞❢s✮ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ♣❛❣❡ ✷✻✮✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ECLiPSe ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶✱ ♣❛❣❡ ✶✸✶✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ✿

✶✳ ▼♦❞é❧✐s❡r ❧❛ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❈❙P✱ ♣✉✐s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s
✭♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♠♦t✐❢✮ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ✭♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✮✳

✷✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ▼✉s✐❝✲❞❢s ✶ ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳

✸✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬ECLiPSe ✷✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✳

Etape-2

Etape-3Résolution des 

contraintes n-aires

Résolution des 

contraintes locales

Données

Requête
Modélisation 

 CSP
Domaines 

filtrés

Etape-1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❆♣❡rç✉ ❞❡s ✸ ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡

✺✳✷ P❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡s ✿

✕ Cloc ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s à rés♦✉❞r❡ ♣❛r ▼✉s✐❝✲❞❢s✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ ♣ré✜①é❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✳

✕ Cn−aires ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡st❛♥t❡s à rés♦✉❞r❡ ♣❛r ECLiPSe✳ ▲❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi s♦♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✳

✶✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥❢♦✳✉♥✐✈✲t♦✉rs✳❢r✴⑦s♦✉❧❡t✴♠✉s✐❝✲❞❢s✴♠✉s✐❝✲❞❢s✳❤t♠❧

✷✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❝❧✐♣s❡✲❝❧♣✳♦r❣

http://www.info.univ-tours.fr/~soulet/music-dfs/music-dfs.html
http://www.eclipse-clp.org


✺✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✽✶

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s

❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❜ ❡t ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✶ ♦❜t❡♥❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

exception([X1, X2, X3, X4]) ≡







































X1 ⊂ X3 ∧
X2 = X1 ⊔ I ∧
X4 = X3 ⊔ ¬I ∧
❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q ∧
❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1 ∧
❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q ∧
❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧♦❝❛❧❡s Cloc ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s Cn−aires ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

✕ Cloc = {(❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q), (❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q)}

✕ Cn−aires = {(❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1), (X2 = X1 ⊔ I), (❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2),

(X4 = X3 ⊔ ¬I), (X1 ⊂ X3)}

❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ▲♦❝❛❧❡ ◆✲❛✐r❡

X1 ⊂ X3 ×

X2 = X1 ⊔ I ×

X4 = X3 ⊔ ¬I ×

❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q ×

❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1 ×

❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q ×

❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2 ×

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ P❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♥✲❛✐r❡s

✺✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s ❛✈❛♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s s❡r❛ ré❞✉✐t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✈✐❛ ▼✉s✐❝✲❞❢s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s Cloc ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ Ci
✭♣♦✉r i ∈ [1..n]✮ ♦ù ❝❤❛q✉❡ Ci ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡
♠♦t✐❢ Xi✳ ❈❤❛q✉❡ Ci ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sé♣❛ré❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❙♦✐t CRi

❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Ci ♣❛r
▼✉s✐❝✲❞❢s✱ CRi =

⋃

p(fp, Ip) ♦ù ❝❤❛q✉❡ Ip ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿
∀x ∈ Ip, ❢r❡q(x) = fp✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿ DXi

❂
⋃

Ip∈CRi
Ip



✽✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳✶✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛

t❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s
t1 A B c1
t2 A B c1
t3 C c1
t4 C c1
t5 C c1
t6 A B C D c2
t7 C D c2
t8 C c2
t9 D c2

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s Cloc ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❡t ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ (I,¬I,min❢r❡q, δ1,max❢r❡q, δ2) ❧❡s
✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿ (c1, c2, 2, 1, 1, 0)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à X2✱
C2 = {❢r❡q(X2) ≥ 2}✱ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ▼✉s✐❝✲❞❢s ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

♠✉s✐❝✲❞❢s ❞❛t❛ ✲q ✧❢r❡q✭❳✷✮❃❂✷❀✧

❙♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✿

❳✷ ✐♥ ❬❆❝✶✳✳❆❇❝✶❪ ❯ ❬❈❉✳✳❈❉❝✷❪ ❯ ❬❇❝✶✳✳❇❝✶❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✷ ❀

❳✷ ✐♥ ❬❆✳✳❆❇❪ ❯ ❬❈❝✶✳✳❈❝✶❪ ❯ ❬❈❝✷✳✳❈❝✷❪ ❯

❬❇✳✳❇❪ ❯ ❬❉✳✳❉❝✷❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✸ ❀

❳✷ ✐♥ ❬❝✷✳✳❝✷❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✹ ❀

❳✷ ✐♥ ❬❝✶✳✳❝✶❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✺ ❀

❳✷ ✐♥ ❬❈✳✳❈❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✻ ❀

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢r❡q(X2) ≥ 2 ♣♦ssè❞❡ ✶✺ s♦❧✉t✐♦♥s ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡ ✶✶ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ Ac1, ABc1, CD,CDc2 ❡t Bc1 ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 2✱
✕ A,AB,Cc1, Cc2, B,D ❡t Dc2 ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 3✱
✕ c2 ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 4✱
✕ c1 ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 5✱
✕ C ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 6✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ✭❡❧❧❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❛❥♦✉t❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ✭❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s
❧♦❝❛✉①✮ ✈❛ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
▼✉s✐❝✲❞❢s ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ♠♦✐♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥❞❡♥sé❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à C2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ c1 ∈ X2✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❝❛r ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ c1 à X2 ❡st ❛✉ss✐ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ (X2 = X1 ⊔ c1)✳ ❈❡tt❡ r❡q✉êt❡ ♣♦ssè❞❡ ✹ s♦❧✉t✐♦♥s ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥❞❡♥sé❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✸ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳



✺✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ✽✸

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

♠✉s✐❝✲❞❢s ❞❛t❛ ✲q ✧④❝✶⑥ s✉❜s❡t ❳✷ ❛♥❞ ❢r❡q✭❳✷✮❃❂✷❀✧

❙♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✿

❳✷ ✐♥ ❬❆❝✶✳✳❆❇❝✶❪ ❯ ❬❇❝✶✳✳❇❝✶❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✷ ❀

❳✷ ✐♥ ❬❈❝✶✳✳❈❝✶❪ ✲✲ ❢r❡q✭❳✷✮ ❂ ✸ ❀

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳

✺✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥✲
sé❡ CRi ❡①tr❛✐t❡ ♣❛r ▼✉s✐❝✲❞❢s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❞✬ECLiPSe ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Cn−aires ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ (I,¬I,min❢r❡q, δ1,maxfr, δ2) ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s
♠ê♠❡s (c1, c2, 2, 1, 1, 0)✳ ▲❛ s❡ss✐♦♥ ECLiPSe ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✿
✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❬❡❝❧✐♣s❡ ✶❪✿

❄✲ ❡①❝❡♣t✐♦♥s❘✉❧❡s✭❳✶✱ ❳✷✱ ❳✸✱ ❳✹✮✳

❙♦❧✉t✐♦♥s ✿

❳✶❂④❆✱❇⑥✱ ❳✷❂④❆✱❇✱❝✶⑥✱ ❳✸❂④❆✱❇✱❈⑥✱ ❳✹❂④❆✱❇✱❈✱❝✷⑥❀

❳✶❂④❆✱❇⑥✱ ❳✷❂④❆✱❇✱❝✶⑥✱ ❳✸❂④❆✱❇✱❉⑥✱ ❳✹❂④❆✱❇✱❉✱❝✷⑥❀

❳✶❂④❆✱❇⑥✱ ❳✷❂④❆✱❇✱❝✶⑥✱ ❳✸❂④❆✱❇✱❈✱❉⑥✱ ❳✹❂④❆✱❇✱❈✱❉✱❝✷⑥❀

✳✳✳✴✳✳✳

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ X2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t X4 s♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
X1 = {A,B}, X2 = {A,B, c1}, X3 = {A,B,C}, X4 = {A,B,C, c2} s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ AB → c1
❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ABC → c2✳

✺✳✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦st♦♣❡r❛t✐✈❡✲♣❛t✐❡♥t✲❞❛t❛ ❞❡ ❯❈■
r❡♣♦s✐t♦r② ✸✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❡ m = 90 tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r n = 23 ✐t❡♠s
❡t ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭❞❡✉① tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❧❛ss❡
♥✬♦♥t ♣❛s été ❝♦♥s✐❞éré❡s✮✳ ❍②❜r✐❞❡ ❡st t❡sté❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭❞❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧✬✐t❡♠ I ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❞♦té❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧ ❈❡♥tr✐♥♦ ❉✉♦ ✷ ●❍③ ❡t ❞❡ ✷●❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ s♦✉s ▲✐♥✉①✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✷ ❡t ✺✳✸ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ min❢r❡q ❡t ❞❡ δ1✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été t❡sté❡s✳

✸✳ ✇✇✇✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴⑦♠❧❡❛r♥✴▼▲❘❡♣♦s✐t♦r②✳❤t♠❧

www.ics.uci.edu/~mlearn/MLRepository.html


✽✹ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡
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exception:Postoperative-patient-data

maxfreq = 3,minfreq = 15, δ2 = 3
maxfreq = 3,minfreq = 15, δ2 = 2
maxfreq = 3,minfreq = 15, δ2 = 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ min❢r❡q
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exception:Postoperative-patient-data

minfreq = 20,maxfreq = 3, δ2 = 3
minfreq = 20,maxfreq = 3, δ2 = 2
minfreq = 20,maxfreq = 3, δ2 = 1
minfreq = 20,maxfreq = 3, δ2 = 0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ δ1

❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ min❢r❡q ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é
❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r δ1 ✭❝❢✳
✜❣✉r❡ ✺✳✸✮ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ δ1 ✭q✉❛♥❞ δ1 ❝r♦✐t✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞é❝r♦ît✱ ❞✬♦ù ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s✮✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱



✺✳✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✺

♣♦✉r min❢r❡q= 20, δ1 = 5,max❢r❡q= 1, δ2 = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✷✺ ♣❛✐r❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 83% ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡①❛❝t❡s ✭❝♦♥✜❛♥❝❡
é❣❛❧❡ à 100%✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❛✐sé♠❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés✱ t♦✉❥♦✉rs
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ♣❧✉s ✸ ✐t❡♠s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✮✳
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exception:Postoperative-patient-data

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛①❡ Y ✮✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡
q✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ r❛r❡s ♣❡r♠❡t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r é❧❛❣❛❣❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡ t❛✲
❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ❞é❝r✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X2 ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✮
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s DX2

✲ ✸✵✵✷
I ∈ X2 ✶✵✷✾

I ∈ X2 ∧ ❢r❡q(X2) >= 20 ✺✷
I ∈ X2 ∧ ❢r❡q(X2) >= 25 ✸✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭❝❛s ❞❡ DX2✮



✽✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡

✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❈❙P ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❬●❡r✈❡t✱ ✶✾✾✼❪ ♦♥t ❞✉ ♠❛❧ à ❣ér❡r ❧❡s ✉♥✐♦♥s ❞✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❈❙P❊ ❛♣♣r♦①✐♠❡♥t
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮✳ ▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ [lb1 .. ub1] ❡t [lb2 .. ub2] ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r [lb1 ∩ lb2 .. ub1 ∪ ub2]✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡
✜❧tr❛❣❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣♦ss✐❜❧❡s [∅ .. I]✳ ❆✜♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❛②❛♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡
CRi =

⋃

p(fp, Ip)✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ip✳ ▼❛✐s✱ s✐ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r♦✜t❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ❝❛r ❧❡s r❡tr❛✐ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲✈✐❛❜❧❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
tr❛✐tés✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✺ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r❛îtr❡ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞é❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧♦❝❛❧❡s ✭❝❢✳ t❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ♥♦♥ ❡①❛❝t❡s
❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉① ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡ s❡r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ♠❛✐s ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ✐❧
s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ✈✐❛❜❧❡s q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡♥t✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❈❙P ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡✮ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t
❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s s❡ ❢❛✐t à tr❛✈❡rs ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ✉t✐❧✐sé✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛ ♣✉ êtr❡
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ECLiPSe✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ré❝❡♥t❡s
s✉r ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❍②❜r✐❞❡ ♥✬♦✛r❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ♠♦t✐❢s q✉❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts✱ ❡t
♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈✬❡st✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P

❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✷✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✸✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✸✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✸✳✸ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❞✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✸✳✹ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✸✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✹✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✹✳✷ ❋❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✹✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✹✳✹ ❊✣❝❛❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❍②❜r✐❞❡ ❡t P✉r❡✲❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❍②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞✬❡①tr❛❝✲
t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞✬♦ù s♦♥ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ♥✲❛✐r❡s r❡❝❤❡r❝❤és ❛✐♥s✐
q✉❡ s✉r ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts r❡s♣❡❝t✐❢s✱ s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ P✉✐s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
✭❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❡st r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣❧✉s ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs s♦✉♠✐s❡ ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Gecode ✭❝❢✳ ❈✳✷✱ ♣❛❣❡ ✶✸✷✮✳

P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♦✛r❛♥t ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
ét❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s tr❛✐té❡s ♣❛r ❍②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡t ✉♥❡ très ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❍②❜r✐❞❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸
❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ ét❛♣❡ ✐♥✲



✽✽ ❆♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P

❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s rés♦✉❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ♣rés❡♥t❡
❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ré❛❧✐sé❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱
❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

✻✳✶ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦✲
❞é❧✐s❡r ❧❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥t ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ét❛❜❧✐s✱ ✈✐❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s
♠♦t✐❢s✱ ❝❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡t ❞é❞✐é❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r
❞❡ ❈❙P Gecode ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳

Résolution à 

l'aide d'un 

solveur de 

CSP
Contraintes 

réifiées

Modélisation 

 CSP

Données

Reformulation 

des 

contraintes

Requête

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❆♣❡rç✉ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P

✻✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❋■▼❴❈P ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✱ ♣❛❣❡ ✷✼✮ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r k ♠♦t✐❢s
✭k ≥ 1✮✳

❙♦✐t r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ ♦ù I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s n ✐t❡♠s ❡t T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s❡s m tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t ❞ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✵✴✶ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭m✱ n✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀t ∈ T , ∀i ∈ I✱
(dt,i = 1) ss✐ (i ∈ t)✳ ❙♦✐❡♥t X1, X2, ..., Xk ❧❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✳

✻✳✷✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s

❈❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉ Xj (1 ≤ j ≤ k) ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❈❙P ♣❛r n ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ {X1,j , X2,j , ..., Xn,j} ✭❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ {0, 1}✮ t❡❧❧❡s q✉❡ (Xi,j = 1) ss✐ ❧✬✐t❡♠ i
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♠♦t✐❢ Xj ✿

∀i ∈ I, (Xi,j = 1) ssi (i ∈ Xj) ✭✻✳✶✮



✻✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és ✽✾

P✉✐s✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt TXj
(1 ≤ j ≤ k) ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ Xj ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r m ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ {T1,j , T2,j , ..., Tm,j} ✭❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ {0, 1}✮ q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à Xj ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(Tt,j = 1) ss✐ (Xj ⊆ t) ✿

∀t ∈ T , (Tt,j = 1) ssi (Xj ⊆ t) ✭✻✳✷✮

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✉♥❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xj ✿ ❢r❡q(Xj) =
∑

t∈T Tt,j ✱
✕ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xj ✿ s✐③❡(Xj) =

∑

i∈I Xi,j ✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é Xj (1 ≤ j ≤ k)✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt TXj
❡t ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ❡st ét❛❜❧✐❡ ✈✐❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ♣❛❣❡ ✹✸✮ ✐♠♣♦s❛♥t
q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t✱ (Tt,j = 1) ss✐ (Xj ⊆ t)✱ ❝❡ q✉✐ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ✿

∀j ∈ [1..k], ∀t ∈ T , (Tt,j = 1)⇔
∑

i∈I

Xi,j × (1− dt,i) = 0 ✭✻✳✸✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s g ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ Xj ❡t s♦♥ s✉♣♣♦rt
TXj

✿ g(Xj) = TXj
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳❜✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳
❯♥ ♠♦t✐❢ Xj (1 ≤ j ≤ k)✱ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t✱ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀i ∈ I, (i ∈ Xj)⇒ (i ∈ t)

ssi ∀i ∈ I, (i 6∈ t)⇒ (i 6∈ Xj)

ssi ∀i ∈ I, (dt,i = 0)⇒ (Xi,j = 0)

ssi ∀i ∈ I, (1− dt,i = 1)⇒ (Xi,j = 0)

ssi ∀i ∈ I, Xi,j × (1− dt,i) = 0

ssi
∑

i∈I Xi,j × (1− dt,i) = 0

❉✬♦ù ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ Xj✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt TXj
❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ✭❞é❝r✐t❡ ♣❛r

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✮✱ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀t ∈ T , (Tt,j = 1)⇔
∑

i∈I Xi,j × (1− dt,i) = 0

❊♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t✐❢ Xj t❡❧ q✉❡ j ∈ [1..k]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀j ∈ [1..k], ∀t ∈ T , (Tt,j = 1)⇔
∑

i∈I Xi,j × (1− dt,i) = 0

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳✶✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣♦rt❛♥t s✉r k ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✿
✕ (k×n)+ (k×m) ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥✲

♥✉s ❡t ❧❡✉r s✉♣♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱
✕ (k×m) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ré✐✜é❡ ❡st ❞✬❛r✐té ❛✉ ♣❧✉s

(n+1)✳

✻✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳✶✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

T = {t1, t2, . . . , t9} ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐t❡♠s I = [1..6] ♦ù ❧❡s ✐t❡♠s A,B,C,D, c1, c2, s♦♥t
♥✉♠ér♦tés ❞❡ 1 à 6✳



✾✵ ❆♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s
t1 A B c1
t2 A B c1
t3 C c1
t4 C c1
t5 C c1
t6 A B C D c2
t7 C D c2
t8 C c2
t9 D c2

T \ I 1 2 3 4 5 6

t1 1 1 0 0 1 0
t2 1 1 0 0 1 0
t3 0 0 1 0 1 0
t4 0 0 1 0 1 0
t5 0 0 1 0 1 0
t6 1 1 1 1 0 1
t7 0 0 1 1 0 1
t8 0 0 1 0 0 1
t9 0 0 0 1 0 1

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✿

exception([X1, X2, X3, X4]) ≡







































X1 ⊂ X3 ∧
X2 = X1 ⊔ I ∧
X4 = X3 ⊔ ¬I ∧
❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q ∧
❢r❡q(X1)− ❢r❡q(X2) ≤ δ1 ∧
❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q ∧
❢r❡q(X3)− ❢r❡q(X4) ≤ δ2

❆ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ k ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❡t n
✭♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s✮ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s à ❧❛ r❡q✉êt❡ exception([X1, X2, X3, X4]) ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❥❡✉
❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ k = 4
✕ n = 6
✕ m = 9

➚ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ Xj (j ∈ [1..4])✱ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ✿
✕ (n = 6) ✈❛r✐❛❜❧❡s X1,j , X2,j , ..., X6,j ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s {0, 1}✱
✕ (m = 9) ✈❛r✐❛❜❧❡s T1,j , T2,j , ..., T6,j ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s {0, 1} r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s s✉♣♣♦rts

TXj
✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ Xj✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt TXj

❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❛ss♦❝✐é❡ ✭1 ≤ j ≤ 4✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ X1✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt TX1 ❡t r ✿

(T1,1 = 1)⇔ (X3,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X6,1 = 0)
(T2,1 = 1)⇔ (X3,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X6,1 = 0)
(T3,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X6,1 = 0)
(T4,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X6,1 = 0)



✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✾✶

(T5,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X6,1 = 0)
(T6,1 = 1)⇔ (X5,1 = 0)
(T7,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X5,1 = 0)
(T8,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X4,1 = 0 ∧X5,1 = 0)
(T9,1 = 1)⇔ (X1,1 = 0 ∧X2,1 = 0 ∧X3,1 = 0 ∧X5,1 = 0)

✕ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ X2✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt TX2 ❡t r ✿
(T1,2 = 1)⇔ (X3,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X6,2 = 0)
(T2,2 = 1)⇔ (X3,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X6,2 = 0)
(T3,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X6,2 = 0)
(T4,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X6,2 = 0)
(T5,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X6,2 = 0)
(T6,2 = 1)⇔ (X5,2 = 0)
(T7,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X5,2 = 0)
(T8,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X4,2 = 0 ∧X5,2 = 0)
(T9,2 = 1)⇔ (X1,2 = 0 ∧X2,2 = 0 ∧X3,2 = 0 ∧X5,2 = 0)

✕ ▲❡s ❧✐❡♥s ♣♦✉r X3 ❡t X4 s♦♥t ét❛❜❧✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡

❧❛ r❡q✉êt❡ exception([X1, X2, X3, X4])✳

✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ét❛❜❧✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ à rés♦✉❞r❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❍②❜r✐❞❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❈❙P à
rés♦✉❞r❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✻✳✸✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t s②♠❜♦❧❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳

✻✳✸✳✶✳❛ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦♣ ∈ {<,≤, >,≥,=, 6=} ❀ ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✷ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s r❡❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❢r❡q(Xp) ♦♣ α
∑

t∈T Tt,p ♦♣ α

s✐③❡(Xp) ♦♣ α
∑

i∈I Xi,p ♦♣ α

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
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❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳✶✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡

❢r❡q(X1) ≥ 3 ∧ s✐③❡(X1) ≥ 2✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❡st X1 = {1, 1, 0, 0, 0, 0}
✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ AB✮ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt TX1 = {1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0}✳

❆✐♥s✐ ✿
✕ s✐③❡ ✭X1✮❂✷✱
✕ ❢r❡q ✭X1✮❂✸✱
✕ s✉♣♣♦rt(X1) = {t1, t2, t6}✳

✻✳✸✳✶✳❜ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✭t❡❧❧❡s q✉❡ é❣❛❧✐té✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✱✳ ✳ ✳ ✮ s❡ r❡❢♦r✲
♠✉❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✻✳✸ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❝❡s r❡❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

Xp = Xq ∀i ∈ I, Xi,p = Xi,q

Xp ⊆ Xq ∀i ∈ I, Xi,p ≤ Xi,q

Xp ⊂ Xq
∀i ∈ I, Xi,p ≤ Xi,q ∧
∑

i∈I Xi,p <
∑

i∈I Xi,q

io ∈ Xp Xi0,p = 1

Xp ∩Xq = ∅ ∀i ∈ I, Xi,p +Xi,q ≤ 1

Xp ∪Xq = Xr

∀i ∈ I,
Xi,p+Xi,q−2×Xi,r ≥ −1∧
Xi,p +Xi,q − 2×Xi,r ≤ 0

Xp ∩Xq = Xr

∀i ∈ I,
2×Xi,r−Xi,p−Xi,q ≥ −1∧
2×Xi,r −Xi,p −Xi,q ≤ 0

Xp\Xq = Xr

∀i ∈ I,
2×Xi,r+Xi,p−Xi,q ≥ −1∧
2×Xi,r +Xi,p −Xi,q ≤ 0

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s

✻✳✸✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

❯♥❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣♦rt❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s q✉❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❧❡s s✉♣♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❞❡s Xi ❡t ❞❡s TXi

ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s Xi ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✱ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉ss✐ s✉r
❧❡s TXi

✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✻✳✹ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts✳



✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✾✸

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

TXp = TXq ∀t ∈ T , Tt,p = Tt,q

TXp ⊆ TXq ∀t ∈ T , Tt,p ≤ Tt,q

TXp ⊂ TXq

∀t ∈ T , Tt,p ≤ Tt,q ∧
∑

t∈T Tt,p <
∑

t∈T Tt,q

to ∈ TXp Tt0,p = 1

TXp ∩ TXq = ∅ ∀t ∈ T , Tt,p + Tt,q ≤ 1

TXp ∪ TXq = TXr

∀t ∈ T ,
Tt,p+Tt,q−2×Tt,r ≥ −1∧
Tt,p + Tt,q − 2× Tt,r ≤ 0

TXp ∩ TXq = TXr

∀t ∈ T ,
2×Tt,r−Tt,p−Tt,q ≥ −1∧
2× Tt,r − Tt,p − Tt,q ≤ 0

TXp\TXq = TXr

∀t ∈ T ,
2×Tt,r+Tt,p−Tt,q ≥ −1∧
2× Tt,r + Tt,p − Tt,q ≤ 0

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts

✻✳✸✳✸ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❞✐é❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❞✐é❡s à ❧❛
❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳

✻✳✸✳✸✳❛ ❝❧♦s❡❞(Xj)

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❧♦s❡❞(Xj) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ss✐ Xj ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✮

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

❝❧♦s❡❞(Xj) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀i ∈ I : (Xi,j = 1)⇐⇒
∑

t∈T Tt,j(1− dt,i) = 0

✕ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ ✭❝❢✳
♣❛❣❡ ✽✾✮ ❡st ❞é❥à ✐♠♣♦sé❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✽✱ ✉♥ ♠♦t✐❢ Xj ❡st ❢❡r♠é ss✐ h(Xj) = Xj✳
❖r h(Xj) = (f ◦ g)(Xj) = f(g(Xj))
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ét❛❜❧✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ q✉❡ g(Xj) = TXj

❆✐♥s✐✱ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Xj ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é r❡✈✐❡♥t à ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
g(Xj) = TXj

∧ f(TXj
) = Xj
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▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ét❛♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ ✭♣❛❣❡ ✽✾✮✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞❡
TXj

✭s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦✉ f(TXj
) ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳❜✮✮ ❡st Xj✳

❯♥ ✐t❡♠ i ❞❡ Xj (1 ≤ j ≤ k)✱ ❡st s✉♣♣♦rté ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t ❞❡ TXj
✱ ❡st

❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀t ∈ T , (t ∈ TXj
)⇒ (i ∈ t)

ssi ∀t ∈ T , (i 6∈ t)⇒ (t 6∈ TXj
)

ssi ∀t ∈ T , (dt,i = 0)⇒ (Tt,j = 0)

ssi ∀t ∈ T , (1− dt,i = 1)⇒ (Tt,j = 0)

ssi ∀t ∈ T , Tt,j × (1− dt,i) = 0

ssi
∑

t∈T Tt,j × (1− dt,i) = 0

❉✬♦ù✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❝♦♠♠✉♥s à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
TXj

✭♦✉ f(TXj
)✮ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀i ∈ I, (Xi,j = 1)⇐⇒
∑

t∈T Tt,j × (1− dt,i) = 0

✻✳✸✳✸✳❜ ❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk])

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk]) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s
Xj (1 ≤ j ≤ k) ❝♦✉✈r❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t ❞❡ T ✳

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t ∈ T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ Xj

❝♦✉✈r❛♥t t✱ ♦r Xj ❝♦✉✈r❡ t ss✐ (Tt,j = 1) ❞✬♦ù ✿

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀t ∈ T ,
∑

1≤j≤k Tt,j ≥ 1

✳
✕ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs Xj(1 ≤
j ≤ k)✳

✻✳✸✳✸✳❝ ♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk])

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk]) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠♦t✐❢s Xj s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t ∈ T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ Xj

❝♦✉✈r❛♥t t✱ ♦r Xj ❝♦✉✈r❡ t ss✐ ✭Tt,j = 1✮ ❞✬♦ù ✿

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, X2, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀t ∈ T ,
∑

1≤j≤k Tt,j ≤ 1

✕ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦✉✈❡rt❡s✳



✻✳✸ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✾✺

✻✳✸✳✸✳❞ ❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, X2, ..., Xk])

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, X2, ..., Xk]) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s Xj

❝♦✉✈r❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s i ❞❡ I✳
✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐t❡♠ i ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ Xj

❝♦♥t❡♥❛♥t i✱ ♦r i ∈ Xj ss✐ (Xi,j = 1) ❞✬♦ù ✿

❝♦✈❡r■t❡♠s(X1, X2, ..., Xk) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀i ∈ I,
∑

1≤j≤k Xi,j ≥ 1✳

✕ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥ ✐t❡♠ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✳

✻✳✸✳✸✳❡ ♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, X2, ..., Xk])

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, X2, ..., Xk]) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s
Xj (1 ≤ j ≤ k) s♦✐❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐t❡♠ i ∈ I✱ ❝❤❛q✉❡ ✐t❡♠ i ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♣❧✉s
✉♥ ♠♦t✐❢ Xj ✱ ♦r i ∈ Xj ss✐ (Xi,j = 1) ❞✬♦ù ✿

♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s(X1, X2, ..., Xk) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀i ∈ I,
∑

1≤j≤k Xi,j ≤ 1

✕ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡rt❛✐♥s ✐t❡♠s ♣❡✉✈❡♥t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❛✉❝✉♥ ♠♦t✐❢✳

✻✳✸✳✸✳❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, X2, ..., Xk])

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, X2, ..., Xk]) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s Xj

s♦✐❡♥t tr✐és s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳
✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣ré❞é✲

✜♥✐❡ ✏❁✏ ❞❡ Gecode✳

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, X2, ..., Xk]) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
ssi

∀1≤j<k, Xj < Xj+1

✻✳✸✳✹ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✻✳✸✳✹✳❛ s✉♣♣♦rt

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ s✉♣♣♦rt(Xp) ❞é✜♥✐t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ♠♦t✐❢ Xp✳
✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ♠♦t✐❢ Xp ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ (Tt,p)t∈T ✭✐✳❡✳✱ TXp✮✳

✻✳✸✳✹✳❜ ❢r❡q′

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ❢r❡q✬(Xp, Dj) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xp ❞❛♥s
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ Dj ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳



✾✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❢r❡q✬(Xp, Dj) ❂
∑

t∈TDj
Tt,p✳

✻✳✸✳✹✳❝ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xp, Xq) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s
Xp ❡t Xq✳

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xp, Xq) = s✐③❡(Xp ∩Xq) ✿ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✐③❡ ❡t ∩ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s✳

✻✳✸✳✹✳❞ ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

✕ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xp, Xq) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦✉✈❡rt❡s
à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r Xp ❡t Xq

✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿
♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xp, Xq) = s✐③❡(s✉♣♣♦rt(Xp) ∩ s✉♣♣♦rt(Xq))
= s✐③❡(TXp ∩ TXq) ✿ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✐③❡ ❡t ∩ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❞é✜♥✐s✳

✻✳✸✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳✷✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✻✳✺ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳

❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P✉r❡✲❈P

X1 ⊂ X3
∀i ∈ I, Xi,1 ≤ Xi,3 ∧
(
∑

i∈I Xi,1 <
∑

i∈I Xi,3)

X2 = X1 ⊔ I
∀i ∈ I \ {5}, Xi,2 = Xi,1 ∧
X5,2 = 1 ∧
X5,1 = 0

X4 = X3 ⊔ ¬I
∀i ∈ I\{6}, Xi,4 = Xi,3 ∧
X6,4 = 1 ∧
X6,3 = 0

❢r❡q(X2) ≥min❢r❡q
∑

t∈T Tt,2 ≥min❢r❡q

❢r❡q(X1)−❢r❡q(X2) ≤ δ1
∑

t∈T (Tt,1 − Tt,2) ≤ δ1

❢r❡q(X4) ≤max❢r❡q
∑

t∈T Tt,4 ≤max❢r❡q

❢r❡q(X3)−❢r❡q(X4) ≤ δ2
∑

t∈T (Tt,3 − Tt,4) ≤ δ2

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ P✉r❡✲❈P ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥



✻✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✾✼

✻✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ❛♣♣♦rts ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✻✳✹✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠❡♥é❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❯❈■
r❡♣♦s✐t♦r② ✶ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♥♦♠♠é ▼❡♥✐♥❣✐t✐s ❡t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡
❧✬❍ô♣✐t❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭▼❡♥✐♥❣✐t✐s r❡❣r♦✉♣❡✱ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ q✉❛tr❡
❛♥s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✬✉♥❡ ♠é♥✐♥❣✐t❡ ✈✐r❛❧❡ ♦✉ ❜❛❝tér✐❡♥♥❡✮✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✻✳✻
rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠❡♥é❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ✿ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣✲
t✐♦♥✱ rè❣❧❡s r❛r❡s ❡t ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s
à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ q3 ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳❝✮ ✿

q3([X1, ..., Xk]) ≡



































∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])∧

∧1≤i≤k ❢r❡q(Xi) ≥min❢r❡q ∧

∧1≤i≤k s✐③❡(Xi) ≥mins✐③❡

▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥ P❈ ✷✳✽✸ ●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ♣r♦❝❡ss♦r ✭✹ ●❇ ❞❡ ❘❆▼✮
s♦✉s ❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉①✳

❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ★tr❛♥s ★✐t❡♠s ❞❡♥s✐té

▼✉s❤r♦♦♠ ✽✶✹✷ ✶✶✼ ✵✳✶✽

❆✉str❛❧✐❛♥ ✻✾✵ ✺✺ ✵✳✷✺

▼❡♥✐♥❣✐t✐s ✸✷✾ ✽✹ ✵✳✷✼

❙♦②❜❡❛♥ ✻✸✵ ✺✵ ✵✳✸✷

❱♦t❡ ✹✸✺ ✹✽ ✵✳✸✸

❩♦♦ ✶✵✶ ✸✻ ✵✳✹✹

❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

✻✳✹✳✷ ❋❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❞é❝r✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❡✉✐❧s
min❢r❡q ❡t δ1 ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼✉s❤r♦♦♠ ❡t ▼❡♥✐♥❣✐t✐s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❞é❝r✐t
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❡✉✐❧smin❢r❡q ❡tmin❝♦♥❢
♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼✉s❤r♦♦♠ ❡t ❆✉str❛❧✐❛♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ t❡sté ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞✐q✉és ✐❝✐✳

❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ♣❧✉s min❢r❡q ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st
❣r❛♥❞✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉❛♥❞ δ1 ✈❛r✐❡✳ P❧✉s δ1 ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✶✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴⑦♠❧❡❛r♥✴▼▲❘❡♣♦s✐t♦r②✳❤t♠❧

http://www.ics.uci.edu/~mlearn/MLRepository.html
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exception:Meningitis

maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 3
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 2
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 1
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 0
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exception:Mushroom

maxfreq = 10, δ1 = 100, δ2 = 4
maxfreq = 10, δ1 = 100, δ2 = 0

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥

rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭q✉❛♥❞ δ1 ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é❝r♦ît ❡t ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✼ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ❞❡
❝❧✉t❡r✐♥❣ ✭❧❛ r❡q✉êt❡ q3✮ ♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
r❡q✉êt❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝♦rr❡❝t❡
❡t ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ♠♦t✐❢s
s♦❧✉t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✻✳✹✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts

▲❡s rè❣❧❡s r❛r❡s s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt❡❢❛❝t ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ♦ù ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s
s②♠♣tô♠❡s ♥♦♥ ✉s✉❡❧s ♦✉ ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❝❧❛r❡r ❝❤❡③
✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s r❛r❡s✳ ▼❛✐s✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s
rè❣❧❡s r❛r❡s ❬❙③❛t❤♠❛r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s r❛r❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❝❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s
r❛r❡s s♦♥t ♣❡✉ ✜❛❜❧❡s✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ✜✲
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❉❛t❛s❡t nc mins✐③❡ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❚❡♠♣s

▼✉s❤r♦♦♠
2

1 4 8.16 s

2 4 8.19 s

3
1 14 3h26mn10s

2 14 3h26mn14s

❙♦②❜❡❛♥
2

1 3 0.08 s

2 0 0.09 s

3
1 16 1mn25s

2 10 1mn25s

❩♦♦
2

1 14 0.01 s

2 1 0.01 s

3
1 190 6.87 s

2 123 6.78 s

▼❡♥✐♥❣✐t❡
2

1 8 0.1 s

2 0 0.09 s

3
1 54 48mn11s

2 0 47mn58s

❱♦t❡
2

1 0 0.6 s

2 0 0.6 s

3
1 2 7mn35s

2 0 7mn35s

❚❛❜❧❡ ✻✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ q3 ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✭min❢r❡q = 10%×m✮

❣✉r❡ ✻✳✹ ❝♦♠♣❛r❡✱ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼❡♥✐♥❣✐t✐s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s r❛r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ min❢r❡q ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ rè❣❧❡s r❛r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮✳ ❙❛✈♦✐r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞r❛st✐q✉❡ ✭♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♦❜t❡♥✉s ✭♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s s✉✐t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✳

▲❡s rè❣❧❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼❡♥✐♥❣✐t✐s ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ✿
✭♣❛s ❞❡ s✐❣♥❡s ♥❡✉r♦❧♦❣✐q✉❡s ∧ t❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥✉❝❧é❛✐r❡s ✐♠♠❛t✉r❡s é❧❡✈é✮

→ t❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥✉❝❧é❛✐r❡s ♥❡✉tr♦♣❤✐❧❡s ♥♦r♠❛❧

❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s à ❧❛ ❢♦✐s
❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❡✉❝♦❝②t❡s ❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥✉❝❧é❛✐r❡s s♦♥t ❡♥ ❢♦rt❡ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥❡
♠é♥✐♥❣✐t❡ ❞✬ét✐♦❧♦❣✐❡ ❜❛❝tér✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ❡①♣❡rts ❛♣♣ré❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲
❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦t✐❢s✳
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exception:Meningitis

règles rares (maxfreq = 4, δ2 = 2)

règles d’exception (δ1 = 5)

règles d’exception (δ1 = 3)

règles d’exception (δ1 = 1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ✈s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s r❛r❡s ✭▼❡♥✐♥❣✐t✐s✮

✻✳✹✳✹ ❊✣❝❛❝✐té

❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐❢s à
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✉r❡té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s
s❡✉✐❧s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ é❧❡✈és✳

P♦✉r ▼❡♥✐♥❣✐t✐s ❡t ❆✉str❛❧✐❛♥ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡s ✻✳✺ ❡t ✻✳✻✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ✭❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❝❛s✮✳

P♦✉r ▼✉s❤r♦♦♠✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛r✐❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✉r❡s à ❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❤❡✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s très ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦ù ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡st très ❣r❛♥❞✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✺✱ ✻✳✻✱ ✻✳✼ ❡t ✻✳✽ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜t❡♥✉s✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥st❛t ❡st q✉❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞✉r❡✱ ♣❧✉s ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t
♣❡t✐ts✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té ✿ ♣❧✉s ✐❧
❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮ ❡st é❧❡✈é ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❝❢✳
t❛❜❧❡ ✻✳✼✮✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣é♥❛❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❧✉st❡rs r❡❝❤❡r❝❤é ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝r♦ît ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ k ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✭❝❢✳ r❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳✶✱
♣❛❣❡ ✽✾✮✳

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦✲
❝❛✉①✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♠ê♠❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❬❉❡ ❘❛❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪
q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ✈s ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❡♣✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞ ❤♦❝ ❝❛r ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❬❙✉③✉❦✐✱ ✷✵✵✷❪✳

✷✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞✉r❡ s✐ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
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exception:Meningitis

maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 3
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 2
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 1
maxfreq = 5, δ1 = 5, δ2 = 0

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✶
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classif:Australian

minconf = 80%

minconf = 85%

minconf = 90%

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✷

✻✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❍②❜r✐❞❡ ❡t P✉r❡✲❈P

❙✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡✉rs ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✐✛èr❡♥t✳ ❍②✲
❜r✐❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❈❙P ❡♥s❡♠❜❧✐st❡
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exception:Mushroom

maxfreq = 10, δ1 = 100, δ2 = 4
maxfreq = 10, δ1 = 100, δ2 = 0

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✸

2,000 2,100 2,200 2,300 2,400 2,500
0

50

100

150

200

minfreq

T
e
m
p
s(
s)

classif:Mushroom

minconf = 90%

minconf = 95%

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✲✹

❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❍②❜r✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ét❛❜❧✐t✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s✳ ▲❡ ❈❙P ♦❜t❡♥✉ ❡st
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❈❙P ✭s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ✐♠♣❧❛♥té ❡♥ Gecode ❡st très ❡✣❝❛❝❡✳
▼❛✐s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ très é❧❡✈é ♣♦✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
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très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛②❛♥t n ✐t❡♠s✱ m tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ ♣♦rt❛♥t s✉r k ♠♦t✐❢s ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ▲✐❡r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦t✐❢s ♥é❝❡ss✐t❡
✭k×m✮ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❛✉ ♣❧✉s ✭n+1✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❢✳
éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛✈ér❡r ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ♠ê♠❡ s✐✱ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝
♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬✐t❡♠s✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❍②❜r✐❞❡ ❡t P✉r❡✲❈P rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❍②❜r✐❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡t ❧❡
❈❙P rés✉❧t❛♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ très ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❝❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ P✉r❡✲❈P r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ ✈♦✐❡ ♠é❞✐❛♥❡ r❡st❡ à
tr♦✉✈❡r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡
❞❡s ♠♦t✐❢s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s PP❈✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr❛✐tés ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ❡t ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❝r✐t❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮ ♠♦♥tr❡♥t s❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t s❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❝❛❞r❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❈❙Ps ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s
❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s r❡q✉✐èr❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
♣♦✉r êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❡t é❧é❣❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡q✉êt❡
♣❡❛❦ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❝✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❈❙Ps ◗✉❛♥t✐✜és ✭◗❈❙P✮ ❬❇❡♥❡❞❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱
❇♦r❞❡❛✉① ❡t ▼♦♥❢r♦②✱ ✷✵✵✷❪✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P

❙♦♠♠❛✐r❡
✼✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✼✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✼✳✷✳✶ ▼♦t✐❢s ♣✐❝s ✭♣❡❛❦✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✼✳✷✳✷ ●r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✼✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✼✳✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✼✳✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼✳✹✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼✳✹✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✼✳✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✼✳✹✳✹ ❊✣❝❛❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✼✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❡t ét❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
P✉r❡✲❈P ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳

✼✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❈❙P s♦♥t t♦✉t❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❙P✱ ❧❡s s❡✉❧s ❝❛s ❡♥✈✐s❛✲
❣❡❛❜❧❡s s♦♥t ✿

✕ ❊①✐st❡✲✐❧ ✉♥ ♠♦t✐❢ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❝❛❧❡ P ✭♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✮ ❄
✕ ❊①✐st❡✲✐❧ ✉♥ ♠♦t✐❢ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

♠♦t✐❢s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ♦✉ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♠♦t✐❢s
♥✲❛✐r❡s✮ ❄

▼❛✐s✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ t②♣❡ ✿

✕ ❊①✐st❡✲✐❧ ✉♥ ♠♦t✐❢ X ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ✉♥ ♠♦t✐❢ Y ✈ér✐✜❛♥t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ′ ✭P ′ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X✮ ❄



✶✵✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P

P♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✭∀✮ q✉❡ ❧❡s ❈❙Ps ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ r❡❝♦✉rs à
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ◗✉❛♥t✐✜é❡s ✭◗❈❙P✮ q✉✐ s♦♥t
❝❡rt❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡ ♠❛✐s str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s q✉❡ ❧❡s ❈❙Ps ✭❝❢✳ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✮✳

✼✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s

✼✳✷✳✶ ▼♦t✐❢s ♣✐❝s ✭♣❡❛❦✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳❝ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♠♦t✐❢s
♣✐❝s ❬❈ré♠✐❧❧❡✉① ❡t ❙♦✉❧❡t✱ ✷✵✵✽❪ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ♥✲❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ❯♥ ♠♦t✐❢ ♣✐❝ ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠ ❞♦♥♥é❡✱ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞❡ t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ♣✐❝ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ✈♦✐s✐♥s✳

❙♦✐t ♠ : L → R ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ δ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ρ ✉♥ ré❡❧✱ ❡t s♦✐t d ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

peak(X) ≡

{

vrai s✐ ∀Y ∈ LI t.q d(X,Y ) < δ, ♠(X) ≥ ρ× ♠(Y )

faux s✐♥♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✷✳✶ ✭♣✐❝ ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡✮✳
▲❡s ♠♦t✐❢s ♣✐❝s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝❤❡r❝❤és r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❞✐✈❡rs❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✐r❡

✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✱ ♣❛❣❡ ✸✼✮✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s é♠❡r❣❡♥ts✱ ❡t❝✳
▲❡s ♠♦t✐❢s é♠❡r❣❡♥ts ❬❉♦♥❣ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✾❪ s♦♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ ❢♦rt❡✲

♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ■❧s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✳
❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s é♠❡r❣❡♥ts
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♦✉ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ▲✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s♦♥ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❣r♦✇t❤ r❛t❡✮
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶ ✭❚❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢✮✳
❙♦✐❡♥t D1et D2 ⊆ T ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❛✉① ❝❧❛ss❡s c1 ❡t c2 ❡t s♦✐t ❢r❡q✬(X,Dj) ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ X ❞❛♥s Dj✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ X ❞❛♥s D1 ❡st ✿

❣r♦✇t❤✲r❛t❡D1
(X) = |D2|× ❢r❡q✬(X,D1)

|D1|× ❢r❡q✬(X,D2)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✷ ✭▼♦t✐❢ é♠❡r❣❡♥t✮✳
❙♦✐❡♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ρ ❡t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ♣❛rt✐t✐♦♥✲

♥é❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s D1 ❡t D2✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ X ❡st é♠❡r❣❡♥t ❞❡ D2 ✈❡rs D1 ss✐
❣r♦✇t❤✲r❛t❡D1

(X) ≥ ρ

❙♦✐t m(X) = ❣r♦✇t❤✲r❛t❡D1
(X)✱ δ = 1✱ ρ = 2 ❡t d(X,Y ) = |X\Y | + |Y \X|✱ ❡t

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
▲❡ ♠♦t✐❢ ❆❇ ❡st ✉♥ ♣✐❝ ♣✉✐sq✉❡ ❣r♦✇t❤✲r❛t❡D1

(AB) = 3 ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✷ ❢♦✐s ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ✹ ✈♦✐s✐♥s A,B,ABC ❡t ABD q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t 1.5, 1.5, 0.75 ❡t 1.5✳



✼✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ✶✵✼

❚r❛♥s✳ ■t❡♠s

t1 A B C c1
t2 A B D c1
t3 A B D c1
t4 A B c1
t5 B D c2
t6 A B C D c2
t7 A c2

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①❡♠♣❧❡

✼✳✷✳✷ ●r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡ ❛✐❞❛♥t à ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ❧✬❛ttr❛✐t s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✱ r❡♥❢♦rç❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❛❣❣❧♦♠érés ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

synexpression([X1, ..., Xk]) ≡



































∀ 1 ≤ i < j ≤ k,
(

❛r❡❛(Xi) >min❛r❡❛ ∧

❛r❡❛(Xj) >min❛r❡❛ ∧

❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) > α×min❛r❡❛
)

∧

∀Z t.q ❢r❡q(Z) > ♠✐♥❢r❡q et ❛r❡❛(Z) > ♠✐♥❛r❡❛,
∃i ∈ [1..k], ❝♦✈❡r❛❣❡(Z,Xi) < α×♠✐♥❛r❡❛

P♦✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

✕ {X1, X2, ..., Xk, Z} ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s✱
✕ {i3, i4, ..., ik, i} ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣t❡✉rs✳
▲❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡

t❛✐❧❧❡ k Synexpression([X1, ..., Xk]) ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿







































































































∃X1, [❢r❡q(X1) >min❢r❡q, ❛r❡❛(X1) >min❛r❡❛]

∃X2, [❢r❡q(X2) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(X2) >min❛r❡❛ ∧ X1 6= X2 ∧

❝♦✈❡r❛❣❡(X1, X2) > α×min❛r❡❛]

∃X3 [❢r❡q(X3) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(X3) >min❛r❡❛ ∧ X1 6= X3 ∧ X2 6= X3]

∀i3 ∈ [1..2], [❝♦✈❡r❛❣❡(X3, Xi3
) > α×min❛r❡❛]

...

∃Xk [❢r❡q(Xk) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(Xk) >min❛r❡❛ ∧

X1 6= Xk ∧ ... ∧ Xk−1 6= Xk]

∀ik ∈ [1..k − 1], [❝♦✈❡r❛❣❡(Xk, Xik
) > α×min❛r❡❛]

∀Z, [❢r❡q(Z) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(Z) >min❛r❡❛ ∧

X1 6= Z ∧ ... ∧ Xk 6= Z]

∃i ∈ [1..k],

❝♦✈❡r❛❣❡(Z,Xi) < α×min❛r❡❛



✶✵✽ ❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P

✼✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P

✼✳✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✐❝ ❡t ❞❡
s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡s ❞❡s ◗❈❙P✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶ ✭♣❡❛❦✮✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ peak✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❙♦✐t ♠ : L → R ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥térêt ✭t❛✉① ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡✱
❛✐r❡✱✳✳✳✮✱ δ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ρ ✉♥ ré❡❧✱ ❡t s♦✐t d ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

peak(X) ≡

{

vrai s✐ ∀Y ∈ LI tel que d(X,Y ) ≤ δ, ♠(X) ≥ ρ× ♠(Y )

faux s✐♥♦♥

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ X1 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ X q✉❛♥t✐✜é❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✕ X2 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ Y r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ X ❡t q✉❛♥t✐✜é❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧✲

❧❡♠❡♥t
❧❡ r❡q✉êt❡ ♣❡❛❦ ❡st ❛❧♦rs ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ◗❈❙P+ s✉✐✈❛♥t ✿

Q =
(

[

(∃, X1, C1), (∀, X2, C2)
]

, Goal = C3

)

♦ù ✿
✕ C1 = ∅
✕ C2 = d(X1, X2) ≤ δ
✕ C3 = ♠(X1) ≥ ρ× ♠(X2)

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷ ✭●r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥✮✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ✈❡✉t s♣é❝✐✜❡r ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé

❞❡ tr♦✐s ♠♦t✐❢s X1, X2, X3✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ {X1, X2, X3, Z} ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s✳
✕ {i3, i} ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣t❡✉rs✳
▲❛ r❡q✉êt❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡❝♦✉✈r❡✲

♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ♠♦t✐❢s s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Syn() ≡































































∃X1 [❢r❡q(X1) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(X1) >min❛r❡❛]

∃X2, [❢r❡q(X2) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(X2) >min❛r❡❛ ∧ X1 6= X2 ∧

❝♦✈❡r❛❣❡(X1, X2) > α×min❛r❡❛]

∃X3, [❢r❡q(X3) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(X3) >min❛r❡❛ ∧ X1 6= X3 ∧ X2 6= X3]

∀i3 ∈ [1..2], [❝♦✈❡r❛❣❡(X3, Xi3) > α×min❛r❡❛]

∀Z [❢r❡q(Z) >min❢r❡q ∧ ❛r❡❛(Z) >min❛r❡❛ ∧ X1 6= Z ∧ ... ∧ X3 6= Z]

∃i ∈ [1..3],

❝♦✈❡r❛❣❡(Z,Xi) < α×min❛r❡❛



✼✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✵✾

▲❛ r❡q✉êt❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ◗❈❙P+ s✉✐✈❛♥t ✿

Q =
(

[

(∃, X1, C1), (∃, (X2, A2), C2), (∃, (X3), C3), (∀, (i3 ∈ [1..2], A3), C4),

(∀, (Z), C5), (∃, (i ∈ [1..3], B), C6)
]

, Goal = C7

)

❖ù ✿
✕ C1 = ❢r❡q(X1) >min❢r❡q ∧❛r❡❛(X1) >min❛r❡❛
✕ C2 = ❢r❡q(X2) >min❢r❡q ∧❛r❡❛(X2) >min❛r❡❛ ∧X1 6= X2 ∧ ❝♦✈❡r❛❣❡(X1, X2) >

α×min❛r❡❛
✕ C3 = ❢r❡q(X3) >min❢r❡q ∧❛r❡❛(X3) >min❛r❡❛ ∧X1 6= X2 ∧X2 6= X3

✕ C4 = ❝♦✈❡r❛❣❡(X3, Xi3) > α×min❛r❡❛
✕ C5 = ❢r❡q(Z) >min❢r❡q ∧❛r❡❛(Z) >min❛r❡❛ ∧X1 6= Z ∧X2 6= Z ∧X3 6= Z
✕ C6 = ∅
✕ C7 = ❝♦✈❡r❛❣❡(Z,Xi) < α×min❛r❡❛

✼✳✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r P✉r❡✲❈P ✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡
❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és ❡t ❧❡s tr❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ❧❡s s✉♣♣♦rt❛♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✳ ❊❧❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s
r❡❝❤❡r❝❤és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

❆✐♥s✐✱ s♦✐t r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧ ♦ù I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s n ✐t❡♠s ❡t T
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s m tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t s♦✐❡♥t X1, X2, ..., Xk ❧❡s k ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❈❤❛q✉❡
♠♦t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉ Xj ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ {X1,j , X2,j , ..., Xn,j} ❡t s♦♥
s✉♣♣♦rt TXj

❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r m ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ {T1,j , T2,j , ..., Tm,j}✳
❙✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ XJ ❡st q✉❛♥t✐✜é ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❧❡ s❡r♦♥t ❛✉ss✐ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s P✉r❡✲❈P✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ Xj ❡st q✉❛♥t✐✜é ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s❡r♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳

✼✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ❛♣♣♦rts ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ◗❈❙Ps ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✼✳✹✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❯❈■
r❡♣♦s✐t♦r② ✶ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ▼❡♥✐♥❣✐t✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✉t✐❧✐sés✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ peak ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ é♠❡r❣❡♥t ✭❣r♦✇t❤✲r❛t❡✮✳

▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥ P❈ ✷✳✽✸ ●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ♣r♦❝❡ss♦r ✭✹ ●❇ ❞❡ ❘❆▼✮
s♦✉s ❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉①✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ◗❈❙P QeCode ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✸✮✳

✶✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴⑦♠❧❡❛r♥✴▼▲❘❡♣♦s✐t♦r②✳❤t♠❧

http://www.ics.uci.edu/~mlearn/MLRepository.html


✶✶✵ ❆♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P

❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ★tr❛♥s ★✐t❡♠s ❞❡♥s✐té

❆✉str❛❧✐❛♥ ✻✾✵ ✺✺ ✵✳✷✺

●❡r♠❛♥ ✶✵✵✵ ✼✻ ✵✳✷✽

▼❡♥✐♥❣✐t✐s ✸✷✾ ✽✹ ✵✳✷✼

P♦st♦♣❡r❛t✐✈❡✲♣❛t✐❡♥t✲❞❛t❛ ✾✵ ✷✸ ✵✳✸✾

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

✼✳✹✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ◗❈❙P QeCode ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✸✮✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ◗❈❙P ❞♦♥♥é❡✱ QeCode r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ✭♦✉ s♦❧✉t✐♦♥✮✱
s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ◆♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏éré♠✐❡ ❱❛✉t❛r❞ ❬❱❛✉t❛r❞✱ ✷✵✶✵❪✱ ✉♥ ❞❡s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡✉rs ❞❡ QeCode✱ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡t♦✉r♥❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ♠♦t✐❢s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s q✉❛♥t✐✜és ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳

✼✳✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶ ❡t ✼✳✷ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣✐❝s ❞ét❡❝tés ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❛✉① ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤✲r❛t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ρ ✭❝❢✳
❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✮ ❡t minfr ✭s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s é♠❡r❣❡♥ts✮ ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●❡r♠❛♥✱ ▼❡♥✐♥❣✐t✐s✱ P♦st♦♣❡r❛t✐✈❡✲♣❛t✐❡♥t✲❞❛t❛ ❡t ❆✉str❛❧✐❛♥✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❞✉✐t à très ♣❡✉ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠✲
♠✉♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s é♠❡r❣❡♥ts s♦✐t très ❣r❛♥❞ ❬❉♦♥❣ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✾❪✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♠❡tt❡♥t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦rt❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s
r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❈❡❝✐ ♦✉✈r❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✈❡rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝✐❜❧❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡t ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡✳

✼✳✹✳✹ ❊✣❝❛❝✐té

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❝♦♥s♦♠♠és ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡s ✼✳✸ ❡t✼✳✹✮✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✉r❡té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❢♦✉✐❧❧❡r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡❝✐
❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❛
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺
♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

✼✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ◗❈❙P✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ●♦❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr
✭✶✴✷✮

q✉❛♥t✐✜é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ◗❈❙P ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉s ❝❡s ❝❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ♣ré♥❡①❡✮ ❧✐❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣ré✜①❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❆✐♥s✐✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦stér✐❡✉r❡ ✭s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣ré✜①❡✮ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s❡r❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣❧❛❝é❡ ♣♦stér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐❢✲
✜❝✉❧tés à ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡s r❡q✉êt❡s
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PeakEmergents:Meningite
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr
✭✷✴✷✮

♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❞❡
✈ér✐✜❡r t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❛✉❣♠❡♥t❡✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ◗❈❙Ps ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
é❧é❣❛♥t❡ ❡t ❝♦♥❝✐s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛❝✲
❝❡♣t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊❧❧❡ ♦✉✈r❡ ❧❛



✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✸

40 50 60 70 80 90 100
0

1,000

2,000

3,000

minfreq

T
e
m
p
s(
s)

PeakEmergents:German

ρ = 1.1
ρ = 1.3
ρ = 1.5

45 50 55 60 65 70

20

30

40

50

60

minfreq

T
e
m
p
s(
s)
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr ✭✶✴✷✮

♣♦rt❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝❤❡r❝❤❛♥t à ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞♦♥♥é❡ ✭❝♦♠♠❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡❛❦✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ❢❛✐s❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ré❡❧❧❡s ✭✐✳❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬✐t❡♠s✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡
s②♥❡①♣r❡ss✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ minfr ✭✷✴✷✮
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PeakEmergents:bddExemple

#trans = 20,#items = N
#trans = N,#items = 20

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s ❞✬é♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❞❡♥s✐té ✜①é❡ à ✵✳✹✮
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◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s à s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ PP❈✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞é❝♦✉❧❛✐t ❞❡s ❝♦♥st❛ts s✉✐✈❛♥ts s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

✕ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱

✕ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
✕ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t
s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡✈❛✐t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss❡③ ré❞✉✐t ♥❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦✉
❞❡ q✉❛♥t✐té✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡st✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ♠♦t✐❢s
♣r♦❞✉✐ts✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ très ❞✐✣❝✐❧❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣❧✉s
❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉①✱ ❝❡s ♠♦t✐❢s ét❛♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▼❛✐s✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦r✲
t❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✱ ✐❧ ❡st très r❛r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❧❛❣❛❣❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❛❞ ❤♦❝✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢
ét❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✳

❋❛❝❡ à ❝❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ✢❡①✐❜❧❡s
❛ss♦❝✐❛♥t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✐♠♣❧✐q✉és✱ ❧❛ PP❈ ♦✛r❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ❜❡s♦✐♥ ✿ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❛ss♦❝✐é à ❞✬❡✣❝❛❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♥✲❛✐r❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬❛♣♣❡❧❡r
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✲❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦rt❛♥t s✉r n ♠♦t✐❢s (n ≥ 1)✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✲
✜♥✐ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st très ❛✐sé♠❡♥t ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✈✉
q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛②❛♥t ❞✐✛é✲



✶✷✵

r❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡✉① ♣r♦♣♦sés ❡t êtr❡ ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ✐♥té❣rés ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❍②❜r✐❞❡✱ ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡✲
♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐❢s ❧♦❝❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❈❙P✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❈❙P ❊♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s
♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❍②❜r✐❞❡ ♠❛❧❣ré s❛ ❣é♥ér✐❝✐té✱ ♠❛✐s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐✲
té❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✱
❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé P✉r❡✲❈P ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ PP❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❧✉s ❜❛s ♥✐✈❡❛✉
✭♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P✉r❡✲❈P ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❍②❜r✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ P✉r❡✲❈P ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❧❡s s✉♣♣♦r✲
t❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♦✉ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡✲
q✉êt❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ P✉r❡✲❈P ❛ ♣❡r♠✐s ❛✐♥s✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❬❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❑❤✐❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s r❡✲
q✉✐èr❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❡t é❧é❣❛♥t❡✳
❍②❜r✐❞❡ ❡t P✉r❡✲❈P s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❈❙Ps ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t q✉❛♥t✐✲
✜é❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❧❛ ♣✐st❡ ❞❡s
◗❈❙Ps ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
ét❡♥❞❛♥t P✉r❡✲❈P ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① à
❝♦✉rt ❡t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❉é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞é❞✐é

❙✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❝r✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ r❡st❡
♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥❢r♦♥té❡ à q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✐♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
❜✐♥❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r P✉r❡✲❈P ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ st♦❝❦❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧✬éq✉✐✲
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✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① 1 ❡t ❛✉① 0✮✳ ❙♦✐❡♥t n, m ❡t d (0 ≤ d ≤ 1) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r ✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m × n) ❛❧♦rs q✉❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ (n ×m × d)✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s Gecode q✉✐ ✐♠♣♦s❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ♣❛ssés ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ s♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✐✜é❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✻✳✸ ✭♣❛❣❡ ✽✾✮ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2

d ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡s ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ d ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 0.18 ❡t 0.44 ❞♦♥❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❡s♣éré❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹ à ✶✵ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✷✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ PP❈✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡q✉êt❡
❢r❡q(X) ≥min❢r❡q ∧ s✐③❡(X) ≤ maxsize✱ ❡t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s✱ ❝❡❝✐
❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦t✐❢ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s X✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❢réq✉❡♥t ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❢réq✉❡♥t❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ é✈✐t❛♥t ❝❡ t❡st✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❈❙P ❞é❞✐é à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡♥
❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s rés♦❧✈❛♥t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❆❞❛♣t❡r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞é❞✐é ❛✉① ◗❈❙P

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ◗❈❙P ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡st
❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❈❙P ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿
❧❡ ●♦❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❛♥t✐✜é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✱ ♣❛❣❡ ✶✶✵✮✳ ▲✬❛❝t✉❡❧❧❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ P✉r❡✲❈P ✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❥✉❞✐❝✐❡✉①✱ ❞❡ ré✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❛♥s
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r ❞é❞✐é à P✉r❡✲❈P ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣♦✉r ❧❡s ◗❈❙P+ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❱❛✉t❛r❞✱ ✷✵✶✵❪ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s QeCode✳

❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✉♣❧❡s

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❝✐❜❧és✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①tr❛✐ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✜①❡r ✉♥❡ ✈❛✲
❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✭❢r❡q✱ s✐③❡✱ ❣r♦✇t❤✲r❛t❡✱✳✳✳✮ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝❡ ❝❤♦✐① r❡❧è✈❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡
❞❡s ♠♦t✐❢s ❡♥ ré❛❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥ts ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❡①tr❛✐ts ❝❛r r❛t❛♥t ❞❡ ♣❡✉ ❧❡ s❡✉✐❧✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s s❡✉✐❧s ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❛r❞✉ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡✉✐❧s ❞♦✐✈❡♥t
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êtr❡ ✜①és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡✳ ❙✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡s ♠♦t✐❢s ❧♦✲
❝❛✉① ❬❇✐st❛r❡❧❧✐ ❡t ❇♦♥❝❤✐✱ ✷✵✵✺✱ ❇✐st❛r❡❧❧✐ ❡t ❇♦♥❝❤✐✱ ✷✵✵✼❪✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❈❙P✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
t❤ès❡ ❞é♠❛rré❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❛✉ ●❘❊❨❈ ❡t ♠❡♥é❡ ♣❛r ❲✐❧❧② ❯❣❛rt❡✳

▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡
❞❡ r❡q✉êt❡s ♥✲❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ ♣❛❣❡ ✻✽✮ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❝♦✉✈r✐r t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
✕ é✈✐t❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts ❡t ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱
✕ ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥tr❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts
r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❈❡s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥trô❧és ♣❛r ❧❡s s❡✉✐❧s δI ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡t δT
♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱

❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

qcl([X1, ..., Xk]) ≡















































∧1≤i≤k ❝❧♦s❡❞(Xi) ∧
❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∧
∧1≤i<j≤k ♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) ≤ δT ∧
❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∧
∧1≤i<j≤k ♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xi, Xj) ≤ δI ∧
❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])
∧1≤i≤k ❢r❡q(Xi) ≥ δ1 ∧
∧1≤i≤k s✐③❡(Xi) ≥ δ2

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ qcl([X1, ..., Xk]) ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❞✬♦r❡s
❡t ❞é❥à ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ♣❛❣❡ ✻✸✮✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té
r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❞❡ ✜①❡r ❧❡s s❡✉✐❧s δT ✱ δI ✱
δ1 ❡t δ2✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐
q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s❡✉✐❧s r❡❧❛t✐❢s s♦♥t ❞❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❛✉① s❡✉✐❧s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t s✉r ❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
♣❡✉t êtr❡ ✐ss✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣♦♥❞éré
♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ❧❡s ✐t❡♠s ♣❡✉t êtr❡
✐♥❢éré à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐t❡♠s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝❧✉st❡rs éq✉✐❧✐❜rés✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧✉st❡rs s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s✳

➚ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s♦♥t ✐♥❢érés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t
s♦✉❤❛✐t❡r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❘❛♥❞ ❬❘❛♥❞✱ ✶✾✼✶❪ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐t❡♠s ❞❡s tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ❝❧✉st❡rs✳ P♦✉r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❧❛ssés✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳



✶✷✸

❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❡t à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥✲
q✉❛♥t❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥✲
q✉❛♥t❡s ❬●r③②♠❛❧❛✲❇✉ss❡ ❡t ❍✉✱ ✷✵✵✵✱ ❘✐♦✉❧t ❡t ❈ré♠✐❧❧❡✉①✱ ✷✵✵✼❪✳ ❯♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛
ré❝❡♠♠❡♥t ❞é♠❛rré ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❘✐♦✉❧t ❞✉ ●❘❊❨❈ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
PP❈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞é✜♥✐s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡
❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s
♠♦t✐❢s ❝♦♥t❡①t✉❡❧s ❬❘❛❜❛t❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s❦②♣❛tt❡r♥s ❬❙♦✉❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s r❡st❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r t❡❧s ❧❡s ♠♦t✐❢s séq✉❡♥t✐❡❧s ♦✉ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r
tr❛✈❛✐❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s PP❈ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s séq✉❡♥t✐❡❧s ❢réq✉❡♥ts ❡st
♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❈♦q✉❡r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ PP❈ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r
❙❆❚ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘✲❉❆● ✷ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❈❙P✴❙❆❚ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡
❡t ❣é♥ér✐q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és✳

✷✳ ❤tt♣✿✴✴❧✐r✐s✳❝♥rs✳❢r✴❞❛❣✴

http://liris.cnrs.fr/dag/


✶✷✹



❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥♥❡①❡s





❆♥♥❡①❡ ❆

◆♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❆✳✶ ❡t ❆✳✷ ré❝❛♣✐t✉❧❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✸ r❡❝❡♥s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❞✐é❡s ♦✛❡rt❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
r❡q✉êt❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ✭♣❛❣❡ ✻✹✮✳

❆✳✶ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é✜♥✐s

❙②♠❜✳ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆r✐té ❉é✜♥✐t✐♦♥

s✉♣♣♦rt ✶
s✉♣♣♦rt(Xi) ❂ {t | t ∈ T , Xi ⊆ t}
▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xi

❢r❡q ✶
❢r❡q(Xi) ❂ | {t | t ∈ T , Xi ⊆ t} |
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❢r❡q (Xi) =| s✉♣♣♦rt(Xi) |
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xi

❢r❡q✬ ✷
❢r❡q✬(Xi, Dj) ❂ | {t | t ∈ Dj , Xi ⊆ t} |
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xi ❞❛♥s
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ Dj ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

s✐③❡ ✶
s✐③❡ (Xi) ❂ | {j | j ∈ I, j ∈ Xi} |
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ (Xi)

♦✈❡❧❛♣■t❡♠s ✷
♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xi, Xj) =| Xi ∩Xj |
◆♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡♠s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s
Xi ❡t Xj

♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ✷

♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xi, Xj) =
|s✉♣♣♦rt(Xi) ∩ s✉♣♣♦rt(Xj) |
◆♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦✉✈❡rt❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r
Xi ❡t Xj

❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✕ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é✜♥✐s



✶✷✽ ◆♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s

❆✳✷ ❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

❙②♠❜✳ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆r✐té ❉é✜♥✐t✐♦♥

❛r❡❛ ✶
❛r❡❛(Xi) ❂ ❢r❡q (Xi) × s✐③❡ (Xi)
▲✬❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xi

❝♦✈❡r❛❣❡ ✷
❝♦✈❡r❛❣❡(Xi, Xj) ❂
❢r❡q(Xi ∪Xj)× s✐③❡(Xi ∩Xj)
▲❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❛r❡❛(Xi) ❡t ❛r❡❛(Xj)

❣r♦✇t❤✲r❛t❡ ✶
❣r♦✇t❤✲r❛t❡(Xi)D1 ❂ |D2|× ❢r❡q✬(Xi,D1)

|D1|× ❢r❡q✬(Xi,D2)
▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ Xi ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ D1 ❡t D2

❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

❆✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

❝❧♦s❡❞(Xi✮
∀Xj ⊃ Xi, ❢r❡q(Xj) < ❢r❡q(Xi)
Xi ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❢❡r♠é

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])
∀1≤i<k Xi < Xi+1

▲❡s ♠♦t✐❢s X1, ..., Xk r❡s♣❡❝t❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐✲
❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk])

⋃

1≤i≤k s✉♣♣♦rt(Xi) = T
▲❡s ♠♦t✐❢s X1, ..., Xk ❝♦✉✈r❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk])
∀1≤i<j≤k s✉♣♣♦rt(Xi) ∩ s✉♣♣♦rt(Xj) = ∅
▲❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠♦t✐❢s X1, ..., Xk s♦♥t ❞❡✉①
à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts

❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk])

⋃

1≤i≤k Xi = I
▲❡s ♠♦t✐❢s X1, ..., Xk ❝♦✉✈r❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, ..., Xk])
∀1≤i<j≤kXi ∩Xj = ∅
▲❡s ♠♦t✐❢s X1, ..., Xk s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s✲
❥♦✐♥ts

❚❛❜❧❡ ❆✳✸ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡



❆♥♥❡①❡ ❇

P✉r❡✲❈P ✿ t❛❜❧❡❛✉① ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s

❞❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❞é✲
✜♥✐s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P✉r❡✲❈P ✳

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❇✳✶✱ ❇✳✷✱ ❇✳✸ ❡t ❇✳✹ rés✉♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

Xp = Xq ∀i ∈ I, Xi,p = Xi,q

Xp ⊆ Xq ∀i ∈ I, Xi,p ≤ Xi,q

Xp ⊂ Xq
∀i ∈ I, Xi,p ≤ Xi,q ∧
∑

i∈I Xi,p <
∑

i∈I Xi,q

io ∈ Xp Xi0,p = 1

Xp ∩Xq = ∅ ∀i ∈ I, Xi,p +Xi,q ≤ 1

Xp ∪Xq = Xr

∀i ∈ I,
Xi,p+Xi,q−2×Xi,r ≥ −1∧
Xi,p +Xi,q − 2×Xi,r ≤ 0

Xp ∩Xq = Xr

∀i ∈ I,
2×Xi,r−Xi,p−Xi,q ≥ −1∧
2×Xi,r −Xi,p −Xi,q ≤ 0

Xp\Xq = Xr

∀i ∈ I,
2×Xi,r+Xi,p−Xi,q ≥ −1∧
2×Xi,r +Xi,p −Xi,q ≤ 0

❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s✳



✶✸✵ P✉r❡✲❈P ✿ t❛❜❧❡❛✉① ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s ❞❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

TXp = TXq ∀t ∈ T , Tt,p = Tt,q

TXp ⊆ TXq ∀t ∈ T , Tt,p ≤ Tt,q

TXp ⊂ TXq

∀t ∈ T , Tt,p ≤ Tt,q ∧
∑

t∈T Tt,p <
∑

t∈T Tt,q

to ∈ TXp Tt0,p = 1

TXp ∩ TXq = ∅ ∀t ∈ T , Tt,p + Tt,q ≤ 1

TXp ∪ TXq = TXr

∀t ∈ T ,
Tt,p+Tt,q−2×Tt,r ≥ −1∧
Tt,p + Tt,q − 2× Tt,r ≤ 0

TXp ∩ TXq = TXr

∀t ∈ T ,
2×Tt,r−Tt,p−Tt,q ≥ −1∧
2× Tt,r − Tt,p − Tt,q ≤ 0

TXp\TXq = TXr

∀t ∈ T ,
2×Tt,r+Tt,p−Tt,q ≥ −1∧
2× Tt,r + Tt,p − Tt,q ≤ 0

❚❛❜❧❡ ❇✳✷ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts✳

❙②♠❜✳ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆r✐té ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

s✉♣♣♦rt ✶ s✉♣♣♦rt(Xp) ❂ TXp

❢r❡q ✶ ❢r❡q (Xp) ❂
∑

t∈T Tt,p

❢r❡q✬ ✷ ❢r❡q✬(Xp, Dj) ❂
∑

t∈TDj
Tt,p

s✐③❡ ✶ s✐③❡ (Xp) ❂
∑

i∈I Xi,p

♦✈❡❧❛♣■t❡♠s ✷
♦✈❡❧❛♣■t❡♠s(Xp, Xq) =
s✐③❡(Xp ∩Xq)

♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ✷
♦✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s(Xp, Xq) =
s✐③❡(s✉♣♣♦rt(Xp) ∩ s✉♣♣♦rt(Xq)) =
s✐③❡(TXp ∩ TXq)

❚❛❜❧❡ ❇✳✸ ✕ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❞é✜♥✐s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❝❧♦s❡❞(Xp✮
∀i ∈ I,
Xi,p = 1↔

∑

t∈T Tt,p(1− dt,i) = 0

❝❛♥♦♥✐❝❛❧([X1, ..., Xk])
∧

1≤j≤k−1Xj < Xj+1

❝♦✈❡r❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∀t ∈ T ,
∑

1≤j≤k Tt,j ≥ 1

♥♦❖✈❡r❧❛♣❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s([X1, ..., Xk]) ∀t ∈ T ,
∑

1≤j≤k Tt,j ≤ 1

❝♦✈❡r■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∀i ∈ I,
∑

1≤j≤k Xi,j ≥ 1

♥♦❖✈❡r❧❛♣■t❡♠s([X1, ..., Xk]) ∀i ∈ I,
∑

1≤j≤k Xi,j ≤ 1

❚❛❜❧❡ ❇✳✹ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞é❞✐é❡s ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳



❆♥♥❡①❡ ❈

❖✉t✐❧s PP❈ ✉t✐❧✐sés

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦❧✈❡✉rs ❡t ♦✉t✐❧s ❞❡ PP❈ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❈✳✶ ECLiPSe

ECLiPSe ✶ ❬❆♣t ❡t ❲❛❧❧❛❝❡✱ ✷✵✵✼❪ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❧✐❜r❡ ❞❡ PP❈ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ Prolog✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✐❜✭✐❝✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡s ré❡❧s✱ ❧✐❜✭✐❝❴s❡ts✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❧✐❜✭s❞✮ ♣♦✉r ❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❧✐❜✭❢❞✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❞♦♠❛✐♥❡s ✜♥✐s✳

▲❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬ECLiPSe✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r✐s
❡♥ ❝❤❛r❣❡✱ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬ECLiPSe ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r
♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✲❛✐r❡s ❍②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✶✳✶✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❙P ❡♥ ECLiPSe ♣❛r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❝é❧è❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ PP❈✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ SEND+
MORE = MONEY ♦ù ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡s ❞✐st✐♥❝ts✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE = MONEY ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❈❙P s✉✐✈❛♥t ✿
✕ X = {S,E,N,D,M,O,R, Y }
✕ D = {DS = DE = DN = DD = DM = DO = DR = DY = {0, 1, ..., 9}}
✕

C =











































❛❧❧❞✐❢❢❡r❡♥t([S,E,N,D,M,O,R, Y ])∧

S 6= 0∧

M 6= 0∧

(1000× S) + (100× E) + (10×N) +D+

(1000×M) + (100×O) + (10×R) + E =

(10000×M) + (1000×O) + (100×N) + (10× E) + Y

▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ECLiPSe ❝♦♠♠❡♥té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
SEND +MORE = MONEY ✳

✶✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❝❧✐♣s❡❝❧♣✳♦r❣

http://www.eclipseclp.org


✶✸✷ ❖✉t✐❧s PP❈ ✉t✐❧✐sés

✶ ❙❡♥❞▼♦r❡▼♦♥❡② ✭ ❉ ✐ ❣ ✐ t s ✮ ✿−
✷ ❉ ✐❣ ✐ t s ❂ ❬ ❙ ✱❊✱◆✱❉✱▼✱❖✱❘✱❨❪ ✱
✸ ❉ ✐ ❣ ✐ t s ✿ ✿ ❬ ✵ ✳ ✳ ✾ ❪ ✱
✹
✺ ▼ ★❭❂ ✵ ✱
✻ ❙ ★❭❂ ✵ ✱
✼
✽ ✶✵✵✵∗❙ ✰ ✶✵✵∗❊ ✰ ✶✵∗◆ ✰ ❉ ✰
✾ ✶✵✵✵∗▼ ✰ ✶✵✵∗❖ ✰ ✶✵∗❘ ✰ ❊ ★❂
✶✵ ✶✵✵✵✵∗▼ ✰ ✶✵✵✵∗❖ ✰ ✶✵✵∗◆ ✰ ✶✵∗❊ ✰ ❨✱
✶✶
✶✷ ❛ ❧ ❧ ❞ ✐ ❢ ❢ ❡ r ❡ ♥ t ✭ ❉ ✐ ❣ ✐ t s ✮ ✱
✶✸
✶✹ ❧ ❛ ❜ ❡ ❧ ✐ ♥ ❣ ✭ ❉ ✐ ❣ ✐ t s ✮ ✳

❧✳ ✶ ✿ ❡♥têt❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱

❧✳ ✷✲✸ ✿ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥t✐èr❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱

❧✳ ✺✲✻ ✿ ❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♠♣ê❝❤❛♥t S ❡t M ❞❡ ✈❛❧♦✐r 0✱

❧✳ ✽✲✶✵ ✿ ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐❣✐ts✱

❧✳ ✶✷ ✿ ❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛❧❧❞✐❢❢❡r❡♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✱

❧✳ ✶✹ ✿ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ é♥✉♠ér❛♥t ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❡ ECLiPSe ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE = MONEY

❈✳✷ Gecode

Gecode ✷ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈❙P q✉✐ s♦♥t ❢♦✉r♥✐s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ é❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✳ ❉❡ t❡❧s ♦✉t✐❧s r❡q✉✐èr❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é✱ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❡r
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ Gecode ❡st ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❝r✐t❡ ❡♥ ❈✰✰✳

●❡❝♦❞❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✿
✕ ❖✉✈❡rt ✿ Gecode ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ Gecode ❡st r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ♣♦✉r
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r❢❛❝é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s✳ ■❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ♦ù ❞✬② ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳✳✳

✕ ▲✐❜r❡ ✿ Gecode ❡st ❞✐str❜✐❜✉é s♦✉s ✉♥❡ ❧✐❝❡♥❝❡ ▼■❚ ✸ ❡t ❡st r❡♠❡♥sé ❝♦♠♠❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❣r❛t✉✐t ♣❛r ❧❡ ❋❙❋ ✹✳

✷✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣❡❝♦❞❡✳♦r❣

✸✳ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✹✳ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥

http://www.gecode.org


❈✳✷ Gecode ✶✸✸

✶ ❝ ❧ ❛ s s ▼♦♥❡② ✿ ♣✉❜ ❧ ✐ ❝ ❙ ❝ r ✐ ♣ t ④
✷ ♣r♦t❡❝ t❡❞ ✿
✸ st❛t ✐❝ ❝♦♥st ✐♥t ♥❧ ❂ ✽ ❀ ✴✴✴ ◆✉♠❜❡r ♦ ❢ ❧ ❡ t t ❡ r s
✹ ■♥t❱❛r❆rr❛② ❧ ❡ ❀ ✴✴✴ ❆rr❛② ♦ ❢ ❧ ❡ t t ❡ r s
✺ ♣✉❜ ❧ ✐ ❝ ✿
✻ ▼♦♥❡②✭ ❝♦♥st ❖♣t✐♦♥s✫ ♦♣t ✮ ✿ ❧ ❡ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ ♥❧ ✱ ✵ ✱ ✾ ✮ ④
✼ ■♥t❱❛r
✽ s ✭ ❧ ❡ ❬ ✵ ❪ ✮ ✱ ❡ ✭ ❧ ❡ ❬ ✶ ❪ ✮ ✱ ♥ ✭ ❧ ❡ ❬ ✷ ❪ ✮ ✱ ❞ ✭ ❧ ❡ ❬ ✸ ❪ ✮ ✱
✾ ♠✭ ❧ ❡ ❬ ✹ ❪ ✮ ✱ ♦ ✭ ❧ ❡ ❬ ✺ ❪ ✮ ✱ r ✭ ❧ ❡ ❬ ✻ ❪ ✮ ✱ ② ✭ ❧ ❡ ❬ ✼ ❪ ✮ ❀
✶✵
✶✶ r ❡ ❧ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ s ✱ ■❘❚❴◆◗✱ ✵✮ ❀
✶✷ r ❡ ❧ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ ♠✱ ■❘❚❴◆◗✱ ✵✮ ❀
✶✸
✶✹ ❞ ✐ s t ✐ ♥ ❝ t ✭∗ t❤ ✐ s ✱ ❧ ❡ ✱ ♦♣t ✳ ✐ ❝ ❧ ✭ ✮ ✮ ❀
✶✺
✶✻ r ❡ ❧ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ ✶✵✵✵∗ s✰✶✵✵∗❡✰✶✵∗♥✰❞
✶✼ ✰ ✶✵✵✵∗♠✰✶✵✵∗♦✰✶✵∗ r✰❡
✶✽ ❂❂ ✶✵✵✵✵∗♠✰✶✵✵✵∗♦✰✶✵✵∗♥✰✶✵∗❡✰② ✱
✶✾ ♦♣t ✳ ✐ ❝ ❧ ✭ ✮ ✮ ❀
✷✵
✷✶ ❜r❛♥❝❤ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ ❧ ❡ ✱ ■◆❚❴❱❆❘❴❙■❩❊❴▼■◆✱ ■◆❚❴❱❆▲❴▼■◆✮ ❀
✷✷ ⑥
✷✸
✷✹ ✴✴✴ ❈♦♥str✉❝t♦r ❢ ♦ r ❝ ❧ ♦♥ ✐♥❣ ❭❛ s
✷✺ ▼♦♥❡②✭ ❜♦♦❧ s❤❛r❡ ✱ ▼♦♥❡②✫ s ✮ ✿ ❙ ❝ r ✐ ♣ t ✭ s❤❛r❡ ✱ s ✮ ④
✷✻ ❧ ❡ ✳ ✉♣❞❛t❡ ✭∗ t❤ ✐ s ✱ s❤❛r❡ ✱ s ✳ ❧ ❡ ✮ ❀
✷✼ ⑥
✷✽ ✴✴✴ ❈♦♣② ❞✉r✐♥❣ ❝ ❧♦♥ ✐♥❣
✷✾ ✈ ✐ r t ✉ ❛ ❧ ❙♣❛❝❡∗
✸✵ ❝♦♣② ✭ ❜♦♦❧ s❤❛r❡ ✮ ④
✸✶ r❡t✉r♥ ♥❡✇ ▼♦♥❡②✭ s❤❛r❡ ✱∗ t ❤ ✐ s ✮ ❀
✸✷ ⑥
✸✸ ⑥ ❀
✸✹
✸✺ ✐♥t ♠❛✐♥ ✭ ✐♥t ❛r❣❝ ✱ ❝❤❛r∗ ❛r❣✈ ❬ ❪ ✮ ④
✸✻ ❖♣t✐♦♥s ♦♣t ✭ ✧❙❊◆❉✰▼❖❘❊❂▼❖◆❊❨✧ ✮ ❀
✸✼ ♦♣t ✳ s ♦ ❧ ✉ t ✐ ♦ ♥ s ✭✵ ✮ ❀
✸✽ ♦♣t ✳ ✐ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ s ✭✷✵✵✵✵✮ ❀
✸✾ ♦♣t ✳ ♣❛rs❡ ✭ ❛r❣❝ ✱ ❛r❣✈ ✮ ❀
✹✵ ❙❝ r ✐ ♣ t ✿ ✿ r✉♥❁▼♦♥❡② ✱❉❋❙✱ ❖♣t✐♦♥s❃✭♦♣t ✮ ❀
✹✶ r❡t✉r♥ ✵ ❀
✹✷ ⑥

✕ ❧✳ ✶✲✾ ✿ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❈✰✰ ❞é❞✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ nl ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s✮ ❡t ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❡t ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

✕ ❧✳✶✶✲✶✷ ✿ ❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♠♣ê❝❤❛♥t S ❡t M ❞❡ ✈❛❧♦✐r 0✱
✕ ❧✳ ✶✹ ✿ ❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❧❧❞✐❢❢❡r❡♥t ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✱
✕ ❧✳ ✶✻✲✶✾ ✿ ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡

❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✕ ❧✳ ✷✶ ✿ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱
✕ ❧✳ ✷✺✲✸✷ ✿ ❝❧♦♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
✕ ❧✳ ✸✺✲✹✷ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❡ Gecode ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE = MONEY



✶✸✹ ❖✉t✐❧s PP❈ ✉t✐❧✐sés

✕ P♦rt❛❜❧❡ ✿ Gecode ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ❈✰✰ ❡♥ s✉✐✈❛♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡
❈✰✰✱ ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐✲
t❛t✐♦♥✳

✕ ❆❝❝❡ss✐❜❧❡ ✿ Gecode ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss❡③ r✐❝❤❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t ❡♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ Gecode ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡ té❧é❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣❡❝♦❞❡✳♦r❣✴✳

✕ ❊✣❝❛❝❡ ✿ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ Gecode s♦♥t très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ Gecode à ❣❛❣♥é t♦✉t❡s ❧❡s é❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ▼✐♥❩✐♥❝ ❡♥tr❡
✷✵✵✽ ❡t ✷✵✶✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✷✳✶✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ Gecode ❝♦♠♠❡♥té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ SEND +MORE =
MONEY ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❈✰✰ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛✐♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞é❝❧❛ré❡s ❡t ✐♥st❛♥❝✐é❡s✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡✳ ❉❛♥s
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ❧❛♥❝❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r✳

❈✳✸ QeCode

QeCode ✺ ❡st ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ◗❈❙P ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♣❛❣❡ ✺✹✮ é❝r✐t ❡♥ ❈✰✰ ❡t ❜ât✐ s✉r
Gecode ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳ ■❧ ✐♥tè❣r❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ◗❈❙P+

♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❱❛✉t❛r❞✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s Gecode
✭② ❝♦♠♣r✐s ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ Gecode ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ♣❡r✲
s♦♥♥❛❧✐sés✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s QeCode✳ ❈❡❝✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ QeCode
♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❛♥t✐✜é❡s
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✸✳✶✳

❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛♥t✐✜é s✉✐✈❛♥t ✿

∃X ∈ {0, 1, 2, 3}
∀Y ∈ {0, 1, 2} t❡❧ q✉❡ Y 6= X,

∃Z ∈ {0, . . . , 6} t❡❧ q✉❡ Z < 2×X,
X + Y = Z

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ◗❈❙P+ s✉✐✈❛♥t ✿

Q = ([(∃, X), (∀, Y, {X 6= Y }), (∃, Z, {Z < 2×X})], Goal = {X + Y = Z})

▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ QeCode ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

✺✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✉♥✐✈✲♦r❧❡❛♥s✳❢r✴❧✐❢♦✴s♦❢t✇❛r❡✴q❡❝♦❞❡✴◗❡❈♦❞❡✳❤t♠❧

http://www.gecode.org/
http://www.univ-orleans.fr/lifo/software/qecode/QeCode.html


❈✳✸ QeCode ✶✸✺

✶ ✐♥t ♠❛✐♥ ✭ ✮ ④
✷ ✐♥t∗ s ❝♦♣❡❙ ✐ ③ ❡ ❂ ♥❡✇ ✐♥t ❬ ✸ ❪ ❀
✸ s ❝♦♣❡❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✵ ❪ ❂ ✶ ❀
✹ s ❝♦♣❡❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✶ ❪ ❂ ✶ ❀
✺ s ❝♦♣❡❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✷ ❪ ❂ ✶ ❀
✻
✼ ❜♦♦❧ ∗ qt❙❝♦♣❡ ❂ ♥❡✇ ❜♦♦❧ ❬ ✸ ❪ ❀
✽ qt❙❝♦♣❡ ❬ ✵ ❪ ❂ ❢ ❛ ❧ s ❡ ❀
✾ qt❙❝♦♣❡ ❬ ✶ ❪ ❂ tr✉❡ ❀
✶✵ qt❙❝♦♣❡ ❬ ✷ ❪ ❂ ❢ ❛ ❧ s ❡ ❀
✶✶
✶✷ ◗❝♦♣ ♣ ✭✸ ✱ qt❙❝♦♣❡ ✱ s ❝♦♣❡❙ ✐ ③ ❡ ✮ ❀
✶✸ ♣ ✳ ◗■♥t❱❛r ✭✵ ✱ ✵ ✱ ✸ ✮ ❀
✶✹ ♣ ✳ ◗■♥t❱❛r ✭✶ ✱ ✵ ✱ ✷ ✮ ❀
✶✺ ♣ ✳ ◗■♥t❱❛r ✭✷ ✱ ✵ ✱ ✻ ✮ ❀
✶✻
✶✼ ❜r❛♥❝❤ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮−❃❣❡t■♥t❱❛rs ✭✶ ✮ ✱■◆❚❴❱❆❘❴❙■❩❊❴▼■◆✱ ←֓

■◆❚❴❱❆▲❴▼■◆✮ ❀
✶✽ ♣ ✳ ♥❡①t❙❝♦♣❡ ✭ ✮ ❀
✶✾
✷✵ r ❡ ❧ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱ ♣ ✳ ✈❛r ✭✶ ✮ ✦❂♣ ✳ ✈❛r ✭✵ ✮ ✮ ❀
✷✶ ❜r❛♥❝❤ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮−❃❣❡t■♥t❱❛rs ✭✷ ✮ ✱■◆❚❴❱❆❘❴❙■❩❊❴▼■◆✱ ←֓

■◆❚❴❱❆▲❴❘◆❉✮ ❀
✷✷ ♣ ✳ ♥❡①t❙❝♦♣❡ ✭ ✮ ❀
✷✸
✷✹ r ❡ ❧ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱ ♣ ✳ ✈❛r ✭✷ ✮ ❁✭✷∗♣ ✳ ✈❛r ✭✵ ✮ ✮ ✮ ❀
✷✺ ❜r❛♥❝❤ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮−❃❣❡t■♥t❱❛rs ✭✸ ✮ ✱■◆❚❴❱❆❘❴❙■❩❊❴▼■◆✱ ←֓

■◆❚❴❱❆▲❴▼■◆✮ ❀
✷✻ ♣ ✳ ♥❡①t❙❝♦♣❡ ✭ ✮ ❀
✷✼
✷✽ r ❡ ❧ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱ ♣ ✳ ✈❛r ✭✵ ✮✰♣ ✳ ✈❛r ✭✶ ✮❂❂♣ ✳ ✈❛r ✭✷ ✮ ✮ ❀
✷✾ ❜r❛♥❝❤ ✭∗ ✭ ♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮ ✮ ✱♣ ✳ s♣❛❝❡ ✭ ✮−❃❣❡t■♥t❱❛rs ✭✸ ✮ ✱■◆❚❴❱❆❘❴❙■❩❊❴▼■◆✱ ←֓

■◆❚❴❱❆▲❴❘◆❉✮ ❀
✸✵
✸✶ ♣ ✳ ♠❛❦❡❙tr✉❝t✉r❡ ✭ ✮ ❀
✸✷
✸✸ ◗❈❙P❴❙♦❧✈❡r s✭✫♣✮ ❀
✸✹ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❧♦♥❣ ✐♥t ♥♦❞❡s❂✵❀
✸✺ s ✳ s ♦ ❧ ✈ ❡ ✭ ♥♦❞❡s ✱ ✸ ✮ ❀
✸✻ r❡t✉r♥ ✵ ❀
✸✼ ⑥

✕ ❧✳ ✷ ✿ t❛❜❧❡❛✉ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦✉ s❝♦♣❡✮✱

✕ ❧✳ ✸✲✺ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s❝♦♣❡✱
✕ ❧✳ ✼ ✿ t❛❜❧❡❛✉ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❝♦♣❡✱
✕ ❧✳ ✽✲✶✵ ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❝♦♣❡ ✭❢❛❧s❡ ✿ ∃✱ tr✉❡ ✿
∀✮✱

✕ ❧✳ ✶✷ ✿ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
✕ ❧✳ ✶✸✲✶✺ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
✕ ❧✳ ✶✼✲✶✽ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✕ ❧✳ ✷✵✲✷✷ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✕ ❧✳ ✷✹✲✷✻ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✕ ❧✳ ✷✽✲✷✾ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ●♦❛❧✱
✕ ❧ ✸✸✲✸✺ ✿ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
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❚✐tr❡ ✿ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♥✲❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ P❛r ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✭PP❈✮ s♦♥t ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
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