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Problème mécanique 2D

Définition du problème mécanique :

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω

Fd

ud

∂2Ω

∂1Ω

Trouver u(x , z), tel que :

div(σ(u)) + fd = 0
σ(u) = K · ε(u)
ε(u) = 1

2
(∇u + (∇u)T )

∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
SA : Fd(x , z) sur ∂2Ω
CA : u(x , z) = ud sur ∂1Ω
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Problème mécanique 2D

Introduction de la PGD (Proper Generalized Decomposition)

Principe des travaux virtuels :
∫∫

Ω

(

ε(u⋆) · K · ε(u)
)

dΩ =

∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ+

∫

∂2Ω

(u⋆ · Fd) dΓ

Séparation des variables

Les quantités doivent être exprimées sous forme séparée :

le déplacement :

u(x , z) =
N
∑

i=1

(

ui
x (x).u

i
z (z)

v i
x (x).v

i
z(z)

)

=
N
∑

i=1

U
i
x(x) ◦ U

i
z(z)

les coefficients matériaux :

K(x , z) =

NK
∑

i=1

K
i
x(x) ◦K

i
z(z)

les éléments de volume et de surface élémentaires :

dΩ = dΩx ⊗ dΩz

dΓ = dΓx ⊗ dΓz

où ◦ représente le produit d’Hadamard
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Problème mécanique 2D

Démarche de résolution

Algorithme glouton par enrichissements successifs de u

Pour N ’modes’ de u connus, on cherche le (N + 1)e [Ammar et al., 2006] :

uN+1(x , z) = uN(x , z) + R(x) ◦ S(z) =

N
∑

i=1

U
i
x (x) ◦ U

i
z(z) +

(

Ru(x) · Su(z)
Rv (x) · Sv (z)

)

Champ test u
⋆

u
⋆(x , z) = R(x)⋆ ◦ S(z) + R(x) ◦ S(z)⋆

Travaux virtuels

Problème non-linéaire en (R,S) : linéarisation R → S → ... → R → S

∫∫

Ω

(

ε(R⋆ ◦ S + R ◦ S
⋆) · K · ε(u)

)

dΩ

=

∫∫

Ω

((R⋆ ◦ S + R ◦ S
⋆) · fd) dΩ+

∫

∂2Ω

((R⋆ ◦ S + R ◦ S
⋆) · Fd) dΓ
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Problème mécanique 2D
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Problème mécanique 2D

Détail de la résolution du problème en R

Expression de u :
uN+1(x , z) = uN + R ◦ S

S est supposé connu, le champ test u
⋆ devient alors :

u
⋆(x , z) = R

⋆ ◦ S

Expression de la déformation :

ε(R ◦ S) =





Ru,x ·Su

Rv ·Sv,z

Rv,x ·Sv +Ru ·Su,z





Travaux virtuels

∫

Ωx

∫

Ωz

(

ε(R⋆ ◦ S) · K · ε(R ◦ S)
)

dΩxdΩz = −

∫

Ωx

∫

Ωz

(

ε(R⋆ ◦ S) ·K · ε(u)
)

dΩxdΩz

+

∫

Ωx

∫

Ωz

((R⋆ ◦ S) · fd) dΩxdΩz +

∫

∂2Ωx

∫

∂2Ωz

((R⋆ ◦ S) · Fd) dΓxdΓz

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 14



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives

Problème mécanique 2D

Détail de la résolution du problème en R

Substitution des quantités dans l’expression des puissances virtuelles

∫

Ωx

∫

Ωz





R
⋆
u,x ·Su

R
⋆
v ·Sv,z

R
⋆
v,x ·Sv +R

⋆
u ·Su,z









AB 0
BA 0
0 0C









Ru,x ·Su

Rv ·Sv,z

Rv,x ·Sv +Ru ·Su,z



dΩxdΩz

= −

∫

Ωx

∫

Ωz

(

ε(R
⋆
◦S) : K : ε(uN )

)

dΩxdΩz+

∫

Ωx

∫

Ωz

(

(R
⋆
◦S).fd

)

dΩxdΩz+

∫

∂2Ωx

∫

∂2Ωz

(

(R
⋆
◦S).Fd

)

dΓxdΓz
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⋆
◦S).fd

)

dΩxdΩz+

∫

∂2Ωx

∫

∂2Ωz

(

(R
⋆
◦S).Fd

)

dΓxdΓz
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Problème mécanique 2D

Détail de la résolution du problème en R

Développement des produits, séparation des intégrales, et intégration :

∫

Ωx

∫

Ωz





R
⋆
u,x ·Su

R
⋆
v ·Sv,z

R
⋆
v,x ·Sv +R

⋆
u ·Su,z









AB 0
BA 0
0 0C









Ru,x ·Su

Rv ·Sv,z

Rv,x ·Sv +Ru ·Su,z



dΩxdΩz

=
8∑

i=1

Ki

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)

dΩx

∫

Ωz

(

Sci ,γi
· Sdi ,δi

)

dΩz

︸ ︷︷ ︸

λSi

=

8∑

i=1

λSi

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)

dΩx
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Problème mécanique 2D

Détail de la résolution du problème en R

Développement des produits, séparation des intégrales, et intégration :

∫

Ωx

∫

Ωz





R
⋆
u,x ·Su

R
⋆
v ·Sv,z

R
⋆
v,x ·Sv +R

⋆
u ·Su,z









AB 0
BA 0
0 0C









Ru,x ·Su

Rv ·Sv,z

Rv,x ·Sv +Ru ·Su,z



dΩxdΩz

=
8∑

i=1

Ki

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)

dΩx

∫

Ωz

(

Sci ,γi
· Sdi ,δi

)

dΩz

︸ ︷︷ ︸

λSi

=

8∑

i=1

λSi

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)

dΩx

Le problème linéaire en R devient :

8∑

i=1

λSi
︸︷︷︸

︷ ︸︸ ︷

Ki

∫

Ωz

(
Sci ,γi

· Sdi ,δi

)
dΩz

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)

dΩx =
8N+4∑

i=1

λi
︸︷︷︸

︷ ︸︸ ︷

Ki

∫

Ωz

(
Sci ,γi

· Wyi ,δi

)
dΩz

∫

Ωx

(

R
⋆
ci ,αi

· Wxi ,βi

)

dΩx

Pour les N modes connus, et à fonction S donnée, le problème 1D en R est résolu par
la méthode des éléments finis
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Problème mécanique 2D

Détail de la résolution du problème en S

Choix de résolution

Ajout des modes CA

Initialisation de S

Résolution du problème en R

Résolution du problème en S

Convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

Précision atteinte

Résolution terminée

oui

non

oui

non
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Problème mécanique 2D

Convergence du point fixe

Choix de résolution

Ajout des modes CA

Initialisation de S

Résolution du problème en R

Résolution du problème en S

Convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

Précision atteinte

Résolution terminée

oui

non

oui

non
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Problème mécanique 2D

Convergence du point fixe

Point fixe

Si on nomme R
i et S

i les fonctions respectivement de (x) et (z) calculées à l’itération
i du point fixe.
La convergence est atteinte quand :

∫∫

Ω

‖Ri ◦ S
i − R

i−1 ◦ S
i−1‖dΩ < εpoint fixe.

Le mode convergé est ajouté à la solution :

uN+1 = uN + R
i ◦ S

i
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Problème mécanique 2D

Convergence de l’enrichissement

Choix de résolution

Ajout des modes CA

Initialisation de S

Résolution du problème en R

Résolution du problème en S

Convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

Précision atteinte

Résolution terminée

oui

non

oui

non
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Problème mécanique 2D

Convergence de l’enrichissement

Critère d’arrêt de l’enrichissement :

Plusieurs critères sont envisageables :

Critère sur la norme du résidu du problème :

−

∫∫

Ω

(

ε

(

u
⋆
)

· K · ε
(

uN+1

))

dΩ +

∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ

∫∫

Ω

(u⋆ · fd)dΩ

< εrésidu

Autres critères possibles, notamment basés sur des estimateurs d’erreur
[Ladevèze et Chamoin]
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Résolution mode par mode du problème

Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D
Problème mécanique 2D
Résolution mode par mode du problème
Résolution pas à pas d’un mode

3 Séparation en 3D : plan/hors plan

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées

5 Conclusion et perspectives
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Résolution mode par mode du problème

Rappel du problème, et solution de référence :

Rappel du problème :

Ω

Fd

ud

∂2Ω

∂1Ω

Solution de référence du problème (éléments finis 2D) :

V(x,z)

z

x
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Résolution mode par mode du problème

Enrichissement successifs du problème :

Visualisation des modes : génération du mode CA

V(x,z)

z

x S
v
(z)

z

x

R
v
(x
)

Err
Ed

(%) 1modes

0 2 4 6 8 10

Critère d’arrêt de l’enrichissement atteint
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Résolution mode par mode du problème

Enrichissement successifs du problème :

Visualisation des modes :

V(x,z)

z

x S
v
(z)

y

x

R
v
(x
)

Err
Ed

(%) 2modes

0 2 4 6 8 10

Critère d’arrêt de l’enrichissement atteint
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Résolution mode par mode du problème
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Résolution mode par mode du problème

Enrichissement successifs du problème :

Visualisation des modes :
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Résolution pas à pas d’un mode

Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D
Problème mécanique 2D
Résolution mode par mode du problème
Résolution pas à pas d’un mode

3 Séparation en 3D : plan/hors plan

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées

5 Conclusion et perspectives

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 21



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives

Résolution pas à pas d’un mode

Étapes du point fixe :

Visualisation des itérations :

S =

(

Su

Sv

)

est initialisé à 1 partout, sauf sur ∂1Ωz où on impose la valeur ’0’ :

V(x,z)

z

x S
v
(z)

z

x

R
v
(x
)

Initialisation de SInitialisation de S

Résolution du problème en R

Résolution du problème en S

Convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

oui

non
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Résolution pas à pas d’un mode

Étapes du point fixe :

Visualisation des itérations :

Le problème en R =

(

Ru

Rv

)

est résolu (en imposant R(∂1Ωx ) = 0) :

V(x,z)

z

x S
v
(z)

z

x

R
v
(x
)

Initialisation de S

Résolution du problème en RRésolution du problème en R

Résolution du problème en S

Convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

oui

non
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Résolution pas à pas d’un mode
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Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D
Problème mécanique 2D
Résolution mode par mode du problème
Résolution pas à pas d’un mode

3 Séparation en 3D : plan/hors plan
Coordonnées cartésiennes
Domaines complexes
Coordonnées curvilignes

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées
Paramètres matériaux
Paramètres de chargement
Paramètres géométriques
Paramètres topologiques

5 Conclusion et perspectives
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Coordonnées cartésiennes

Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D

3 Séparation en 3D : plan/hors plan
Coordonnées cartésiennes
Domaines complexes
Coordonnées curvilignes

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées

5 Conclusion et perspectives
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω

∂2Ω∂1Ω
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω

∂1Ω F(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z)
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

Ωz

∂1Ω ∂1Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

∂1Ωz

F(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) F(xxxxxxxxxxxxxxxxx)

F(z)

⊗=

xxxxxxxxxxxxxxxxx = (x , y)
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

Ωz

∂1Ω ∂1Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

∂1Ωz

F(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) F(xxxxxxxxxxxxxxxxx)

F(z)

⊗=

xxxxxxxxxxxxxxxxx = (x , y)

Trouver u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z), tel que :
div(σ(u)) + fd = 0
σ(u) = K · ε(u)
ε(u) = 1

2
(∇u + (∇u)T )

∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
SA : Fd(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) sur ∂2Ω
CA : u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) = ud sur ∂1Ω

Ω = Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊗ Ωz
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

Ωz

∂1Ω ∂1Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

∂1Ωz

F(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) F(xxxxxxxxxxxxxxxxx)

F(z)

⊗=

xxxxxxxxxxxxxxxxx = (x , y)

Trouver u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z), tel que :
div(σ(u)) + fd = 0
σ(u) = K · ε(u)
ε(u) = 1

2
(∇u + (∇u)T )

∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
SA : Fd(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) sur ∂2Ω
CA : u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) = ud sur ∂1Ω

Ω = Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊗ Ωz

Fd(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) = Fdxxxxxxxxxxxxxxxxx(xxxxxxxxxxxxxxxxx) ◦ Fdz(z)
sur ∂2Ω = ∂2Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊗ ∂2Ωz
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Coordonnées cartésiennes

Problème mécanique 3D

Soit Ω, le domaine de résolution :

Ω Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

Ωz

∂1Ω ∂1Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx

∂1Ωz

F(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) F(xxxxxxxxxxxxxxxxx)

F(z)

⊗=

xxxxxxxxxxxxxxxxx = (x , y)

Trouver u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z), tel que :
div(σ(u)) + fd = 0
σ(u) = K · ε(u)
ε(u) = 1

2
(∇u + (∇u)T )

∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
SA : Fd(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) sur ∂2Ω
CA : u(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) = ud sur ∂1Ω

Ω = Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊗ Ωz

Fd(xxxxxxxxxxxxxxxxx, z) = Fdxxxxxxxxxxxxxxxxx(xxxxxxxxxxxxxxxxx) ◦ Fdz(z)
sur ∂2Ω = ∂2Ωxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊗ ∂2Ωz

...
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Coordonnées cartésiennes

Introduction de la PGD (Proper Generalized Decomposition)

Séparation des variables d’espace

L’ensemble des quantités doivent être exprimées sous forme séparée :

le déplacement :

u(x , y , z) =

N
∑

i=1





ui
xy (x , y).u

i
z (z)

v i
xy (x , y).v

i
z(z)

w i
xy (x , y).w

i
z (z)



 =

N
∑

i=1

U
i
xy ◦ U

i
z

les coefficients matériaux :
K(x , y , z) =

NK
∑

i=1

K
i
xy ◦ Ki

z

les éléments de volume et de surface élémentaires :
dΩ = dΩxy ⊗ dΩz

dΓ = dΓxy ⊗ dΓz

Enrichissement succesifs de u

On suppose les N premiers ’modes’ de u connus, et l’on cherche le (N + 1)e :

uN+1(x , y , z) =

N
∑

i=1

U
i
xy ◦ U

i
z +





Ru(x , y) · Su(z)
Rv (x , y) · Sv (z)
Rw (x , y) · Sw (z)



 = uN + R ◦ S

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 26



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives

Coordonnées cartésiennes
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Coordonnées cartésiennes

Résolution

Choix de résolution

Ajout des modes CA

Initialisation de S

Résolution du problème en R

Résolution du problème en S

convergence

Ajout du mode R ◦ S à la solution

Précision atteinte

Résolution terminée

oui

non

oui

non
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Coordonnées cartésiennes

Détail de la résolution du problème en R

Expression de u :
uN+1(x , y , z) = uN + R ◦ S

S est supposé connu, Le champ test u⋆ devient :

u
⋆(x , y , z) = R

⋆ ◦ S

Expression de la déformation

ε(R ◦ S) =
N∑

i=1










Ru,x ·Su

Rv,y ·Sv

Rw ·Sw,z

Rw,y ·Sw +Rv ·Sv,z

Rw,x ·Sw +Ru ·Su,z

Rv,x ·Sv +Ru,y ·Su
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Détail de la résolution du problème en R

Substitution des quantités dans l’expression des puissances virtuelles

∫∫∫

Ω










R
⋆
u,x ·Su

R
⋆
v,y ·Sv

R
⋆
w ·Sw,z

R
⋆
w,y ·Sw +R

⋆
v ·Sv,z

R
⋆
w,x ·Sw +R

⋆
u ·Su,z

R
⋆
v,x ·Sv +R

⋆
u,y ·Su



















K11K12K13 0 0 K16

K12K22K23 0 0 K26

K13K23K33 0 0 K36

0 0 0 K44K45 0
0 0 0 K45K55 0

K16K26K36 0 0 K66



















Ru,x ·Su

Rv,y ·Sv

Rw ·Sw,z

Rw,y ·Sw +Rv ·Sv,z

Rw,x ·Sw +Ru ·Su,z

Rv,x ·Sv +Ru,y ·Su










dΩ

= −

∫∫∫

Ω

(

ε(R
⋆
◦ S) : K : ε(uN)

)

dΩ +

∫∫∫

Ω

(

(R
⋆
◦ S).fd

)

dΩ +

∫∫

∂2Ω

(

(R
⋆
◦ S).Fd

)

dΓ

Le problème linéaire en R devient :

41∑

i=1

λSi
︸︷︷︸

︷ ︸︸ ︷
∫

Ωz

(
Sci ,γi

· Kmi ni
(z) · Sdi ,δi

)
dΩz

∫∫

Ωxy

(
R

⋆
ci ,αi

· Rdi ,βi

)
dΩxy = −

41N+6∑

i=1

λ
i

︸︷︷︸

︷ ︸︸ ︷
∫

Ωz

(
Sci ,γi

· Kmi ni
(z) · Wzi ,δi

)
dΩz

∫∫

Ωxy

(
R

⋆
ci ,αi

· Wxyi ,βi

)
dΩxy

Pour les N modes connus, et à fonction S donnée, le problème 2D en R est résolu par
la méthode des éléments finis
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Problème utilisé pour les analyses de précision et de performance :

Définition du problème :

q

0

a

a

y

x

z

e

Maillage pour le problème PGD :

Nz Ny

Nx

Maillage pour le problème de
référence 3D :

Nz Ny

Nx
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Coordonnées cartésiennes

Comparaison avec une solution de référence éléments finis 3D

Erreur relative (maillages équivalents) :

ErrEd = 100 ·
σ(uPGD − uFE ) : ε(uPGD − uFE )

σ(uFE ) : ε(uFE )
,

Erreur relative en densité d’énergie de déformation (solution PGD constituée de 7
modes) :

ErreurEd (%)
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Comparaison du coût avec les éléments finis 3D

Le problème est résolu avec les deux méthodes en faisant évoluer la discrétisation :

PGD 2D/1D
MEF 3D

106

te
m

ps
de

ca
lc

ul
(s

)

Nz Nx · Ny
100

9001600
2500

3600
4900

5101520253035404550

0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2
2.2
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Coordonnées cartésiennes

Exemple concret : plaque trouée stratifiée en traction

Définition du problème :

Empilement [0,+45,−45, 90]s

Ud

0

a

a

y

x

z

e

R

Solution :

20 éléments 1D par pli
18 millions de degrés de libertés 3D
12 minutes de calcul sur un ordinateur portable (4Go de RAM)
16Go de RAM nécessaires à la visualisation
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Coordonnées cartésiennes

Exemple concret : plaque trouée stratifiée en traction

Détail de la contrainte σzz au voisinage du trou :
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Coordonnées cartésiennes

Extensions de la méthode

Points forts de l’approche présentée :

Résolution 3D avec une complexité 2D

Pièces composites stratifiées

Limitations de l’approche présentée :

Géométries planes

Pièces massives

Extensions souhaitées :

Pièces plus complexes (raidisseurs, cavités, ...)

Coques
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Domaines complexes

Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D

3 Séparation en 3D : plan/hors plan
Coordonnées cartésiennes
Domaines complexes
Coordonnées curvilignes

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées

5 Conclusion et perspectives
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Domaines complexes

Représentation de la structure en plusieurs modes

Domaine réel :

Domaine de résolution englobant le
domaine réel :

Où δxyz s’écrit :

δxyz =
3

∑

i=1

δ
i
xy · δi

z
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Domaines complexes

Représentation de la structure en plusieurs modes

Domaine réel :

Domaine de résolution englobant le
domaine réel :

δxyz

0

1

Où δxyz s’écrit :

δxyz =
3

∑

i=1

δ
i
xy · δi

z
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Domaines complexes

Représentation de la structure en plusieurs modes

Domaine réel :

Domaine de résolution englobant le
domaine réel :

δxyz

0

1

Où δxyz s’écrit :

δxyz =
3

∑

i=1

δ
i
xy · δi

z

δ1
z

δ2
z

δ3
z

δ1
xy

δ2
xy

δ3
xy

x

x

x

y

y

y

z

z

z

0

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1
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Domaines complexes

Exemple d’un panneau sandwich composite/nid d’abeilles

Définition du problème :

q

0

a

a

y

x

z

e

matériaux :

Nid d’abeilles : aluminium
Peaux : stratifié
[0, 45, 90,−45]s

Description de la microstructure :
Maillage une cellule :
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Domaines complexes

Résultat de la simulation :

Containte σxx sur le panneau :
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Domaines complexes

Résultat de la simulation :

Containte σyy et σzz sur le panneau :

Taille du problème reconstruit : 10 millions de ddl
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Coordonnées curvilignes

Plan

1 Introduction

2 Séparation en 2D : 1D/1D

3 Séparation en 3D : plan/hors plan
Coordonnées cartésiennes
Domaines complexes
Coordonnées curvilignes

4 Paramètres supplémentaires en tant que coordonnées

5 Conclusion et perspectives
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Coordonnées curvilignes

Problème mécanique 3D

Description de la géométrie :

x
y

z

ξ

η ζ

M

M
P

P
a1

a2
n

espace paramétrique espace physique
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Coordonnées curvilignes

Problème mécanique 3D

Description de la géométrie :

x
y

z

ξ

η ζ

M

M
P

P
a1

a2
n

espace paramétrique espace physique

Paramétrage de la géométrie :

La surface moyenne est définie par :

xP (ξ, η) =





XP (ξ, η)
YP (ξ, η)
ZP (ξ, η)





Les vecteurs tangents à la surface
moyenne :

a1 = xP,ξ(ξ, η)

a2 = xP,η(ξ, η)

La normale s’écrit :

n =
a1 ∧ a2

‖ a1 ∧ a2 ‖

Le point M du volume est défini par :

xM(ξ, η) = xP(ξ, η) + ζn(ξ, η)
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Coordonnées curvilignes

Problème mécanique 3D

Description de la géométrie :

x
y

z

ξ

η ζ

M

M
P

P
a1

a2
n

espace paramétrique espace physique

Déplacement sous forme séparée :

u(ξ, η, ζ) =

N
∑

i=1

uξη(ξ, η) ◦ uζ(ζ)
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Coordonnées curvilignes

Choix de la base de travail

différentes bases :

Base locale : (t1, t2, t3) Base
globale : (ex, ey, ez)

t
t
t

x
y

z

1

2

3

Analyse de la complexité des termes dans les différentes bases :

expression de
∂u

∂x
expression de K

base locale
nécessite un

changement de base

naturelle
(pour des stratifiés)

K =
(

Kξη ◦ Kζ

)

(t1,t2,t3)

base globale
naturelle

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
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Choix de la base de travail

différentes bases :
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x
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3
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naturelle
(pour des stratifiés)

K =
(

Kξη ◦ Kζ

)

(t1,t2,t3)

base globale
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∂u

∂x
=
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∂ξ

∂ξ
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nécessite un
changement de base
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Coordonnées curvilignes

Complexité liée au changement de base de K

Cas d’un matériau composite stratifié

Le matériau est supposé homogène dans l’épaisseur du pli

K(ξ, η, ζ) =

(
p∑

i=1

K
p
(ξ, η) · δ

p
(ζ)

)

(t1,t2,t3)

=

(
p∑

i=1

(

Q
T
(ξ, η) K

p(ξ, η) Q(ξ, η)
)

· δ
p(ζ)

)

(ex,ey,ez)

Où K
p(ξ, η) est le tenseur d’élasticité pour les plis d’orientation p,

Q(ξ, η) est la matrice de passage de (t1, t2, t3) à (ex, ey, ez),
et δp(ζ) vaut 1 si ζ ∈ (pli i), et 0 sinon.

Changement de base de K

Le nombre de termes pour représenter K : nombre d’orientations de plis p
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Coordonnées curvilignes

Complexité liée au changement de base de
∂u

∂x

différentes bases :

Base locale : (t1, t2, t3) Base
globale : (ex, ey, ez)

t
t
t

x
y

z

1

2

3

Analyse de la complexité des termes dans les différentes bases :

expression de
∂u

∂x
expression de K

base locale
nécessite un

changement de base

naturelle
(pour des stratifiés)

K =
(

Kξη ◦Kζ

)

(t1,t2,t3)

base globale
naturelle

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x

génère
p termes
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Complexité liée au changement de base de
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∂x
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t
t
t
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y

z

1

2

3
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nécessite un

changement de base
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K =
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Kξη ◦Kζ
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base globale
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∂u

∂x
=
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∂ξ

∂x
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p termes
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Coordonnées curvilignes

Complexité liée au changement de base de
∂u

∂x

Expression du gradient de u dans la base locale :

Expression de u :

(∂u

∂x

)

=
(

Q
T
(∂u

∂x

)

Q

)

(t1,t2,t3)
(génère 32 termes)

Expression de ε :

ε =
1
2

(

Q
T
(∂u

∂x

)

Q + Q
T
(∂u

∂x

)T
Q

)

(t1,t2,t3)
(génère 2 · 32 termes)

Le développement de
∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(u)
)

dΩ génèrera alors (2 · 32)2 = 324 fois

plus de termes
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Choix de la base de travail

différentes bases :

Base locale : (t1, t2, t3) Base
globale : (ex, ey, ez)

t
t
t

x
y

z

1

2

3

Analyse de la complexité des termes dans les différentes bases :

expression de
∂u

∂x
expression de K

base locale
génère

324 termes

naturelle
(pour des stratifiés)

K =
(

Kξη ◦Kζ

)

(t1,t2,t3)

base globale
naturelle

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x

génère
p termes
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Coordonnées curvilignes

Exemple de validation

Définition du problème :

Tube infini (déformation planes) soumis à une pression interne :

a

b
Solution analytique du problème :

ur (r) =
1 + ν

E(b2 − a2)

[

(1 − 2ν)(a2
Pi r) +

a2b2Pi

r

]

.

Solution de référence 3D : Surface moyenne pour l’approche PGD :
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Coordonnées curvilignes

Exemple de validation

Comparaison de la solution PGD avec les solutions de références :

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
2.7

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7
x 10

r
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Coordonnées curvilignes

Exemple de validation

Comparaison de la solution PGD avec les solutions de références :

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
2.7

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7
x 10

u
 (

r)
r

r
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Coordonnées curvilignes

Exemple de validation

Comparaison de la solution PGD avec les solutions de références :
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Coordonnées curvilignes

Calcul sur un tronçon de fuselage composite

Présentation du problème :

Géométrie :

Détail des raidisseurs :

Matériau : composite stratifié [0, 45, 90,−45]3s
Chargement : pression interne
Diamètre : 5m
Nombre d’éléments par pli : 10
Nombre d’éléments 2D : 20 000
Nombre de ddl 3D : 30 106
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Mise en situation

Conception et optimisation de produits :

Design final du produit

Design préliminaire

mise en commun 

optimisation des composants 

nombreux problèmes similaires 

mise à jour des couplages

Construction des abaques numériques
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Mise en situation

Conception et optimisation de produits :

Design final du produit

Design préliminaire

mise en commun 

optimisation des composants 

nombreux problèmes similaires 

mise à jour des couplages

Abaques 
numériques

Construction des abaques numériques

Solution 

multidimensionnelle

Post-processing
calcul de quantités d'intérret

Abaque numérique

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 47



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives
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Paramètres matériaux

Exemple de paramétrage de l’orientation d’un pli composite :

Les quantités sont exprimées sous la forme :

f (x , y , z , θ) ≈
N
∑

i=1

f i
xy (x , y) · f

i
z (z) · f

i
θ (θ)

Exemple d’illustration :

La solution s’écrit sous la forme :

u(x , y , z , θ1, θ4) ≈
N
∑

i=1

u
i
xy (x , y) ◦ u

i
z(z) ◦ u

i
θ1 (θ1) ◦ u

i
θ4 (θ4)
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Paramètres de chargement

Chargement dépendant d’un paramètre externe :

Forme de la solution :

f (x , y , z , α) ≈
N
∑

i=1

f
i
xy (x , y) · f

i
z (z) · f

i
α(α)

Où α est le paramètre externe qui fait varier le chargement.

Exemple :

Le chargement s’écrit :
fd(x , y , z , θ1, θ4) = −ε(u⋆) · K(z , θ1, θ4) · (α(z , θ1, θ4) · δT )

=

N
∑

i=1

f
i
xy (x , y) ◦ f

i
z (z) ◦ f

i
θ1 (θ1) ◦ f

i
θ4 (θ4)
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Paramètres de chargement

Exemple d’application : chargement et matériau paramétré

Problème :

Conditions aux limites : libre
Chargement : dilatation thermique

Coupes de la solution par l’espace 3D :

Uz

de gauche à droite : (θ1 = 0◦, θ4 = 20◦), (θ1 = 0◦, θ4 = 0◦), (θ1 = 10◦, θ4 = −20◦).
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Paramètres géométriques

Épaisseur paramétrée

Problème considéré :

Les quantités sont exprimées sous la forme :

f (x , y , z , e) ≈

N
∑

i=1

f
i
xy (x , y) · f

i
z (z) · f

i
e (e)
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Paramètres géométriques

Résultat :

Variation de l’épaisseur, à norme de chargement constante :

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 55



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives
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Paramètres topologiques

Inclusion de patchs interchangeables :

Représentation :

Le domaine de résolution est

Ω = Ω0 ∪ Ωi , (1)

où i peut prendre les valeurs de 1 à 3 :

Ω0

Ω1

Ω2

Ω3

Brice BOGNET Soutenance de thèse 16 avril 2013, Nantes 57



Introduction Séparation 1D/1D Plan/hors plan Paramètres supplémentaires Conclusion et perspectives

Paramètres topologiques

Résultat :

Chargement :
encastré sur la face du bas,
force de cisaillement suivant x sur la face du haut
Résultat pour Ω0 ∪ Ω1 :
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Paramètres topologiques

Résultat :

Chargement :
encastré sur la face du bas,
force de cisaillement suivant x sur la face du haut
Résultat pour Ω0 ∪ Ω2 :
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Paramètres topologiques

Résultat :

Chargement :
encastré sur la face du bas,
force de cisaillement suivant x sur la face du haut
Résultat pour Ω0 ∪ Ω3 :
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Récapitulatif : séparation 2D/1D

Efficace :
PGD
MEF

te
m

p
s

d
e

c
a
lc

u
l
(s

)

Précis : Flexible :

Permet d’exploiter la puissance paramétrique de la PGD :

Paramètre
matériau/chargement :

Paramètre géométrique : Paramètre topologique :
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Récapitulatif : séparation 2D/1D

Efficace :
PGD
MEF

te
m

p
s

d
e

c
a
lc

u
l
(s

)

Précis : Flexible :

Permet d’exploiter la puissance paramétrique de la PGD :

Paramètre
matériau/chargement :

Paramètre géométrique :

e

e

Paramètre topologique :

Ω0

Ω1

Ω2

Ω3
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Perspectives

Méthode

assemblages de plaques et coques

Non linéaire

D-PGD (délaminage des stratifiés)

Implémentation

parallélisme (assemblage et résolution)

intrusivité
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Merci de votre attention

sig
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